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Resumen

Este trabajo desarrolla las bases teóricas, principios y conceptos, necesarios pa-
ra comprender el funcionamiento de los filtros, en especial el filtro de Wiener y el
filtro de Kalman, desde un enfoque principalmente probabilístico. De esta manera
se puede comprender los efectos que causan perturbaciones de naturaleza aleato-
ria, causadas principalmente por la presencia de ruido común en prácticamente
todos los sistemas sin importar la viabilidad o calidad del modelado matemático,
así como comportamientos no modelados debido a su dificultad.

Posteriormente, una vez entendidas las ideas planteadas anteriormente, se brin-
da una breve ejemplificación de la funcionalidad de las aplicaciones de filtros a se-
ñales ruidosas para, finalmente dadas, las ventajas presentadas por el filtro de Kal-
mana desarrollar una aplicación más elaborada en la que se puedan demostrar de
una manera más tangible, y fácil de ver, los resultados y los beneficios obtenidos al
utilizar un filtro de Kalman para mejorar la precisión de la estimación de la posición
de un robot móvil diferencial.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Objetivo

Estudio y revisión de los principios básicos, imprescindibles, para adentrarse
en el área teoría de la estimación lineal basada en el sentido del criterio de
minimización del error cuadrático medio (MSE), particularmente el trabajo
relativo al problema de filtrado de señales aleatorias.

Estudio, revisión y comparación de los diferentes enfoques teóricos para el
caso de procesos estacionarios y no estacionarios tanto para la predicción a
un paso y la cancelación de ruido, considerando modelos entrada-salida (ex-
ternos), como para el filtrado utilizando modelos de estado (internos).

Análisis, programación, validación y comparación de los algoritmos de esti-
mación de parámetros del modelo y de las señales en lenguaje de alto nivel,
como bloques o módulos independientemente de la aplicación.

Establecer puntos y criterios de comparación entre los diferentes enfoques y
algoritmos para la resolución del problema de filtrado óptimo.

Simulación, implementación, validación y evaluación del desempeño de los
algoritmos bajo el contexto de la predicción y el filtrado para el caso de la
cancelación de ruido e interferencias.

Desarrollo modular de las funciones de los algoritmos, y de la simulación bajo
el contexto de la predicción y filtrado. La biblioteca de funciones resultante,
podrá ser utilizada para otras simulaciones o aplicaciones reales en distintas
plataformas de implementación.
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1. INTRODUCCIÓN

1.2. Planteamiento del problema

En muchas aplicaciones teóricas y prácticas, se dispone de información que ha
sido corrompida, lo cual limita el funcionamiento además, de dificultar el análisis
de los sistemas. Esto se debe a que ningún modelo matemático es perfecto, los siste-
mas son susceptibles a perturbaciones y los sensores no son ideales y añaden ruido
no deseado, que tiene una naturaleza aleatoria.

Por lo anterior, es útil diseñar un filtro que suprima o minimice las interferencias
no deseadas de manera óptima. En consecuencia, la tarea consiste en encontrar los
parámetros del filtro que realicen la discriminación de la información de manera
óptima de acuerdo con algún criterio de evaluación preestablecido.

1.3. Metodología

Para establecer los puntos de comparación entre los distintos enfoques de algo-
ritmos utilizados en la resolución del problema, y particularmente los algoritmos
correspondientes considerados como módulos entrada-salida independientes, es
necesario desarrollar las bases teóricas de acuerdo con cada aproximación, de esta
manera comprender los alcances y requerimientos de cada algoritmo en particular.

Posteriormente, se realiza la implementación de los mismos en algún disposi-
tivo digital, de esta manera se comparan los recursos necesarios para su funciona-
miento óptimo, además de obtener datos sintéticos que permitan evaluar el desem-
peño en distintas condiciones de trabajo.

Finalmente, la comparación de los resultados permite determinar la viabilidad
o facilidad de implementación, así como ventajas y desventajas, de un algoritmo en
especifico para ciertas condiciones preestablecidas.

La metodología se generaliza para la integración de los algoritmos bajo el en-
torno de la predicción, del filtrado y de la estimación de trayectorias de objetos mó-
viles.
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1.4 Motivación

1.4. Motivación

El análisis de señales se ha convertido en los últimos años en una herramienta
esencial para el procesamiento y manipulación de datos a través de sistemas digita-
les que cada vez son más comunes debido a la disminución de su tamaño y precio,
además de su considerable incremento en la capacidad de procesamiento. Esta idea
básica nos lleva a pensar en la implantación de dispositivos que consuman menos
recursos energéticos y que al mismo tiempo puedan realizar cada vez más tareas.

Es por ello que se busca siempre implementar aplicaciones en pequeñas micro-
computadoras, cuidando el desempeño para que a su vez sean integradas a sistemas
más complejos, y de esta manera contribuir a obtener un mayor nivel de integración
en los dispositivos existentes en el mercado.

En específico el enfoque probabilístico que se le da al filtrado puede ser una
herramienta de gran ayuda para el modelado, análisis e implementación de los sis-
temas dinámicos, tales como lo puede ser un robot móvil en el cuál se centra este
trabajo.

1.5. Contexto histórico

Durante los últimos años se ha dado una fusión entre la teoría de probabilidad
y la teoría de sistemas, en especial la teoría de control, esto debido a que se en-
cuentran altamente relacionadas de la ciencia y en conjunto estas dos ramas han
permitido grandes avances en la tecnología, principalmente durante el siglo XX.

Los primeros indicios del desarrollo de la teoría de estimación, una rama de la
probabilidad la cual se dedica a la estimación de valores o parámetros basados en
las mediciones o datos obtenidos de manera empírica que tienen una componen-
te aleatoria, tiene sus inicios en estudios astronómicos realizados por Galileo Galilei
en 1632 al tratar de minimizar ciertos errores. Sin embargo, de acuerdo con [Haykin,
1991, p. 65], el inicio se le atribuye a Carl Fredrik Gauss, quien a la edad de 18 años
en 1795 realizó una generalización del método de los mínimos cuadrados (method
of least squares) para estudiar el movimiento de los cuerpos celestes.

A partir de entonces y hasta finales del siglo XIX se presentaron pequeños des-
tellos en ambas ramas de la ciencia, tanto en el campo de la teoría de estimación
como en la teoría de control; salvo con algunas publicaciones como las de Routh y
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1. INTRODUCCIÓN

Hurwitz, que sentaron las bases y adquirieron relevancia en una época posterior en
especial la teoría desarrollada por Alexandr Lyapunov en 1892.

El periodo siguiente, que comprende desde finales del siglo XIX hasta la segunda
guerra mundial, se caracterizó por un amplio desarrollo en el campo de la electri-
cidad y el magnetismo. A este periodo se le conoce como la Edad de la Electrónica,
según [Hendricks et al., 2008, p. 4], en ella se llegó a grandes descubrimientos que
revolucionaron la industria de los circuitos y las comunicaciones, contribuciones
como: el amplificador termoiónico, que conllevaron a la aplicacion de conceptos
como la retroalimentación en sistemas prácticos que desencadenaron en amplifi-
cadores de radio u osciladores además de sentar las bases teóricas para el análisis
de los circuitos de corriente alterna.

Estos avances permitieron trabajos posteriores muy importantes en diferentes
áreas. Por un lado, los primeros estudios de la estimación con el enfoque del valor
medio mínimo en procesos aleatorios fueron desarrollados por Kolmogorov, Krein
y Wiener, siendo Wiener quien formuló el problema de la predicción lineal y el fil-
trado al estimar un proceso corrompido por ruido, teniendo como resultado una
formula explícita para el estimado óptimo[Wiener-Hopf, 1931][Haykin, 1991].

Mientras tanto, en la teoría de control, Harry Nyquist (1932) y Hendrik Bode
(1940) realizaban trabajos relacionados con el análisis de estabilidad y la respuesta
en magnitud y fase para sistemas en lazo abierto y lazo cerrado, ambos sobre siste-
mas descritos mediante funciones de transferencia.

Llegando la Segunda Guerra Mundial, se utilizaron todos estos conceptos desa-
rrollados hasta entonces además de ser estudiados con mayor profundidad y aplica-
dos en diversos dispositivos de propósito bélico. Al finalizar este periodo, continuó
el intenso desarrollo de aplicaciones prácticas utilizando herramientas teóricas co-
mo: métodos en el dominio de la frecuencia, mediante la transformada de Laplace,
análisis mediante función de transferencia y el plano de s. Este periodo está carac-
terizado además por el uso de sistemas SISO, por sus siglas en inglés (Single Input,
Single Output).

Finalmente, a finales de la década de los 50’s, con el inicio de la Era Espacial,
distintos autores trabajaron en esta área, realizando trabajos que van desde contro-
lar objetos balísticos hasta la estimación de procesos no estacionarios. Este nuevo
periodo tuvo como requerimiento analizar y controlar sistemas cada vez más com-
plejos, sistemas MIMO (Multiple Input, Multiple Output).

Finalmente, durante este periodo, en específico entre 1960 y 1961, Rudolf Kal-
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man y sus colaboradores publicaron cuatro artículos, entre los cuales se habla de
los detalles del algoritmo de estimación óptima, discreta y continua.

1.6. Estructura de la tesis

Este trabajo está dividido en cinco capítulos, con los cuales se desarrolla una
solución para el seguimiento de la trayectoria de un robot móvil a partir de la esti-
mación de los estados mediante un filtro de Kalman discreto.

En el primer capítulo, la introducción, se plantean los alcances del trabajo me-
diante los objetivos así como el problema a resolver, describiendo la metodología
utilizada para la resolución de la problemática.

Además, se da una breve explicación de los motivos por los cuales se considera
el enfoque propuesto y, por supuesto, se brinda una breve reseña histórica median-
te la cual se puede apreciar mejor el desarrollo de las dos áreas en las cuales se basa
el trabajo, la probabilidad y la teoría de control.

En el segundo capítulo, se considera una breve descripción acerca de los mo-
delos entrada-salida, los cuales son esenciales para la comprensión de la teoría de
sistemas así como del filtrado lineal. Siendo una parte importante los modelos pa-
ramétricos que son ampliamente utilizados en la teoría de estimación.

Posteriormente, se brinda también una descripción de las estructuras más uti-
lizadas para la implementación de dichos modelos paramétricos, mediante filtros
lineales discretos.

En el tercer capitulo, se puede encontrar el desarrollo del filtro de Wiener de una
manera detallada, describiendo el planteamiento del problema así como el criterio
utilizado para alcanzar el funcionamiento óptimo, para, finalmente, llegar a una ex-
presión en concreto que permite la implementación del filtro.

En especial, se trata este filtro ya que sirve como introducción para abordar de
manera más fluida el filtrado de Kalman.

A lo largo del cuarto capítulo, se abordan las ventajas de utilizar un filtro adapta-
ble, sobre un filtro de Wiener, para tratar diferentes tipos de señales. En está sección
también se trata la importancia del porqué se decidió utilizar un filtro de Kalman,
en donde se describen las ventajas más destacadas, y se describen las principales
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fases con las que cuenta el algoritmo.

Finalmente, en el último capítulo, se utilizan todos los conceptos descritos, prin-
cipalmente en el capitulo tres y cuatro, para desarrollar la problemática propuesta
al intentar dar un estimado de la la trayectoria de un robot móvil.
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Capítulo 2

Modelos y estimación paramétrica en

filtrado lineal

2.1. Modelos entrada-salida

Los modelos de entrada salida fueron desarrollados en una etapa de gran desa-
rrollo teórico, en el periodo previo a la segunda guerra mundial, periodo en el cual
se desarrollaron conceptos o dispositivos tan importantes como el amplificador, la
retroalimentación (feedback), positiva y negativa, que hicieron posibles los sistemas
de comunicación. Hasta entonces la gran parte de la teoría disponible fue desarro-
llada gracias a la industria de la electrónica y las comunicaciones[Hendricks et al.,
2008, p. 2].

Durante la segunda guerra mundial, numerosos desarrollos se dieron en el ám-
bito de la tecnología que, una vez finalizada, permitieron un mejor entendimiento
de las teorías y conceptos utilizados en los sistemas. Normalmente estos sistemas
eran diseñados con un enfoque entrada-salida, o SISO, que eran aplicados a siste-
mas invariantes en el tiempo LT I .

Las bases teóricas para el análisis de estos sistemas fueron desarrolladas por Ny-
quist, Bode, Evans y Nichols mucho antes de que hubiese una conexión entre estos
métodos. El desempeño de estos sistemas se podía entonces describir mediante las
propiedades del sistema en lazo abierto, además de parámetros, en el dominio de
la frecuencia, como: ancho de banda, ganancia, fase, tiempo de asentamiento, por-
centaje de sobrepaso, error en estado estacionario, resonancia y amortiguamien-
to[Hendricks et al., 2008, p. 1-8].
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2. MODELOS Y ESTIMACIÓN PARAMÉTRICA EN FILTRADO LINEAL

Normalmente estas representaciones de los sistemas lineales en el tiempo dis-
creto se dan mediante:

Respuesta al impulso

Función de transferencia

Ecuaciones en diferencias

Para una gran parte de la teoría de los sistemas discretos en el tiempo, se utili-
za una representación mediante ecuaciones en diferencias. La representación me-
diante ecuación en diferencias es ampliamente utilizada pues permite una imple-
mentación fácil mediante las operaciones que se pueden realizar en algún disposi-
tivo o computadora digital, tales como suma, multiplicación y almacenamiento de
muestras pasadas.

Otro enfoque para los sistemas es el planteado por los modelos en variables de
estado, el cual tuvo un gran auge en la década de 1960, durante la era aeroespacial.

2.2. Modelado paramétrico

El término modelo es usado como una representación abstracta para explicar el
comportamiento de las leyes que se supone describen o rigen en general algún fe-
nómeno de interés, de tal manera que puede ser una réplica exacta de éste o ser una
abstracción de las propiedades determinantes del fenómeno.

El modelado paramétrico es un procedimiento que fue originalmente ideado
por Yule en el año de 1927 [Yule, 1927]. De acuerdo con el procedimiento, el objetivo
es encontrar un modelo matemático, con una estructura predefinida y un número
predefinido de parámetros, para representar una señal. En otras palabras, una se-
ñal en específico s[n] se intenta representar mediante ŝ[n] que se supone sea lo más
cercana posible en algún sentido a la señal dada.

Dicho modelo matemático se representa mediante un sistema lineal, en este ca-
so lineal y discreto en el tiempo, descrito mediante una función de transferencia
H [z], representada por la expresión 2.1. Al momento de agregar restricciones se ha-
ce posible la obtención de los parámetros de H [z] para que dada una señal de entra-
da estadísticamente independiente v[n] se obtenga una salida ŝ[n] [Haykin, 1991,
p. 8].
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2.2 Modelado paramétrico

Figura 2.1: Sistema lineal causal, con entrada v[n] y salida ŝ[n], encargado de modelar

la señal s[n]

H [z] = B [z]

A[z]
=

Q∑
k=0

bk z−k

1−
P∑

k=1
ak z−k

(2.1)

Entonces la señal queda modelada por los valores de los coeficientes de los po-
linomios A[z] y B [z], junto con la señal de entrada v[n]. La señal de entrada se elige
dependiendo si la señal que se desea modelar es determinística o aleatoria, para las
primeras suele utilizarse un impulso unitario, mientras que para las señales alea-
torias generalmente se escoge una señal aleatoria Gaussiana con media cero y va-
rianza constante, también conocida como ruido gaussiano[Proakis and Manolakis,
2007, p. 744-746].

Por lo anterior se establece que un proceso aleatorio estacionario en sentido
amplio puede representarse como la salida de un sistema lineal excitado por ruido
blanco, la tarea restante es encontrar los parámetros ak y bk para una estructura
predefinida que aproxime la señal de salida ŝ[n] lo mejor posible a s[n]. Al ser H [z]
un sistema lineal, causal e invariante en el tiempo, la salida se puede relacionar con
la entrada mediante la ecuación en diferencias:

ŝ[n] =
Q∑

k=0
bk v[n −k]−

P∑
k=1

ak ŝ[n −k] (2.2)

La manera en la que la combinación lineal de los valores pasados de la entrada
v[n −k] y los valores pasados de la salida ŝ[n −k] son establecidos define la estruc-
tura del filtro lineal. Por lo general se pueden identificar tres principales tipos de
modelos con diferentes ventajas y desventajas.

9
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2.2.1. Modelo autoregresivo (AR)

El modelo autoregresivo (AR), por nombre en inglés Autoregressive Model [Hay-
kin, 1991, p. 90], es un filtro lineal H [z] descrito solamente por polos y ningún cero.

H [z] = 1

A[z]
= 1

1−
P∑

k=1
ak z−k

(2.3)

En una representación mediante una ecuación en diferencias

ŝ[n] = v[n]−
P∑

k=1
ak ŝ[n −k] (2.4)

De esta manera se puede observar que el modelo depende únicamente del valor
actual de la entrada y los valores pasados de la salida. Lo que significa que al hacer
Q = 0 y b0 = 1 en la ecuación 2.2 se modela un proceso autoregresivo.

Este modelo se recomienda cuando la señal a modelar presenta muchos picos
y se requiere utilizar el modelo más sencillo, pues para obtener sus parámetros, ak

para k = 1,2, · · · ,P , se utiliza un sistema de ecuaciones lineales.

2.2.2. Modelo de promedio móvil (MA)

El modelo de promedio móvil (MA), por sus siglas en inglés Moving Average[Haykin,
1991, p. 93], es un filtro lineal H [z] descrito por sólo ceros y ningún polo, de acuerdo
con la función de transferencia

H [z] = B [z]

1
=

Q∑
k=0

bk z−k

1
(2.5)

La cual, representada mediante una ecuación en diferencias, tiene la forma si-
guiente

ŝ[n] =
Q∑

k=0
bk v[n −k] (2.6)

En donde a partir de 2.2 y al hacer P = 0 y a0 = 1 se puede observar que el mo-
delo depende de los valores pasados y actual de la entrada.
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Este modelo es más complicado que el modelo anterior ya que al obtener los pa-
rámetros bk para k = 0,1, · · · ,Q se involucra la resolución de un conjunto de ecua-
ciones no lineales. Se recomienda el uso de este modelo para señales que se desean
modelar con abundancia de valles.

2.2.3. Modelo Autoregresivo de promedio móvil (ARMA)

Finalmente, el modelo autoregresivo de promedio móvil (ARMA) es una combi-
nación de los dos modelos anteriores, y se puede decir que es el modelo más general
pues se representa mediante una función de transferencia H [z] con polos y ceros,
como la descrita en la ecuación 2.1.

En ella se puede observar que su representación está dada por la ecuación en
diferencias 2.2, en donde el modelo depende tanto de los valores pasados de la en-
trada como los valores pasados de la salida. Este modelo al ser una combinación de
los modelos AR y MA presenta la ventaja de ambos, pero también se tiene la desven-
taja de la resolución de sistemas no lineales para obtener los parámetros.

2.3. Filtros lineales

2.3.1. Definición de filtro

El termino filtro usualmente se utiliza para describir un dispositivo que es utili-
zado para discriminar objetos aplicados en su entrada con algún atributo. Un filtro
digital normalmente en la forma de una pieza física, hardware ó software, es apli-
cado en una serie de datos ruidosos con el fin de extraer una cierta información de
interés preestablecida.[Haykin, 1991, p. 1][Proakis and Manolakis, 2007, p. 291]

2.3.2. Operaciones básicas

Una vez definido el concepto de filtro es útil saber que es lo que se puede realizar
con dicho dispositivo, para ello se pueden distinguir tres operaciones básicas que se
pueden realizar con él.

Filtrado: Es la acción que realiza un filtro de extraer información de una serie
de datos dados d [n] = u[n], en donde d [n] es la señal deseada y u[n] es la
entrada actual.
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Suavizado: Lo que lo difiere del filtrado, es que la información de interés no
se encuentra disponible en el momento t , y la información recabada en un
tiempo después del tiempo t puede ser usada para obtener la información
pasada. Lo cual significa que en el caso del suavizado existe un retraso al pro-
ducir el resultado de interés. Es por ello que se espera que el suavizado sea
una operación mas precisa de lo que es el filtrado. d [n] = u[n−D], para D > 0.

Predicción: Es la acción mediante la cual se puede dar un pronóstico de la
información que se procesa. d [n] = u[n +D], para D > 0.

2.3.3. Definición del filtro lineal

Un filtro se dice que es lineal si las operaciones básicas de filtrado, suavizado
y predicción a la salida del dispositivo son una función lineal de las observaciones
aplicadas a la entrada del filtro.Haykin [1991]

2.3.4. Planteamiento y Solución al problema del filtrado lineal

En muchas aplicaciones prácticas se dispone de una señal de entrada u[n] que
ha sido corrompida por la suma de un ruido no deseado v[n], y es necesario diseñar
un filtro que suprima las interferencias no deseadas a la vez que conserve las carac-
terísticas de la señal deseada d [n].

Para resolver éste problema, el requerimiento es diseñar un filtro lineal, que ten-
ga como entrada una señal ruidosa, encargado de suprimir las interferencias no
deseadas de la señal deseada, es decir, minimizar los efectos del ruido a la salida
del filtro.

Existen diferentes enfoques para revolver el problema planteado anteriormente,
pero uno de los más utilizados es un enfoque estadístico, para el cual se asume la
disponibilidad de los siguientes puntos:

Ciertos parámetros estadísticos (media, correlación, etc.)

Una señal útil

Ruido aditivo no deseado

El enfoque estadístico utilizado normalmente es minimizar el valor medio de la
señal de error, que se define como la diferencia entre una respuesta deseada y la
salida actual del filtro lineal. Cuando la señal de entrada es una señal estacionaria la
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solución resultante es comúnmente conocida como filtro de Wiener. El nombre vie-
ne porque fue Wiener quien primero desarrolló la solución a dicho problema para
señales en tiempo continuo[Douglas, 1999, p.14], en cuyo caso se dice que la solu-
ción es optima en el sentido del error cuadrático medio.

Algunas de las desventajas en el uso del filtro de Wiener es que es inadecuado
para el caso de señales no estacionarias a la entrada, en tales situaciones el filtro
asume un comportamiento que varía con el tiempo. Para este caso es posible reco-
mendar un filtro de Kalman. Otro de los requerimientos para poder utilizar un filtro
de Wiener como solución al problema del filtrado lineal es el hecho de que es ne-
cesario conocer la información estadística de los datos a ser procesados, ya que el
filtro sólo será optimo cuando las características estadísticas de la entrada concuer-
den con las características estadísticas usadas para diseñar el filtro, de otra manera
no será posible diseñar el filtro o puede no comportarse en una manera optima.

2.4. Estructuras de filtros

Como ya se sabe, un sistema lineal invariante en el tiempo con función de trans-
ferencia racional tiene la propiedad de que puede ser representado mediante una
ecuación en diferencias lineal con coeficientes constantes, representada en la ecua-
ción A.41.

P∑
i=0

ak y[n −k] =
Q∑

j=0
bk x[n − j ], ∀n (2.7)

Para la implementación de los filtros digitales lineales, que de acuerdo con lo an-
terior pueden ser descritos por un sistema lineal invariante en el tiempo, se utiliza
hardware digital o algún programa de computadora. Para ello es necesario convertir
la función de transferencia o la ecuación en diferencias en algún algoritmo o estruc-
tura para que así pueda ser utilizada la tecnología deseada.

La implementación concreta de esas estructuras depende de la tecnología que
se desee utilizar. Normalmente un conjunto de operaciones puede ordenarse para
construirse diagramas a bloques que constan de elementos básicos como retardo,
multiplicador y sumador. Dependiendo de la forma de organizar dichos elemen-
tos básicos se pueden definir diferentes estructuras para su implementación en un
hardware digital como: microcomputadoras o DSP (Digital Signal Processor), por
sus siglas en inglés.
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Si el sistema se desea implementar por software, el mismo conjunto de ecuacio-
nes expresado por A.41, puede convertirse en un programa para ser ejecutado por
una computadora.

Un punto que se debe de considerar en la elección de alguna estructura en espe-
cífico, es la complejidad de cálculo. Este factor se refiere al número de operaciones
aritméticas (multiplicaciones, divisiones y sumas) que son necesarias para calcu-
lar la salida del sistema. Además, también se debe de tener en cuenta la cantidad
de memoria necesaria, que corresponde al número de posiciones que se necesitan
para almacenar los datos a utilizar en la implementación de cierto algoritmo.

2.4.1. Estructuras de Filtros FIR

Como ya se sabe, un sistema invariante en el tiempo está completamente carac-
terizado en el dominio del tiempo por la respuesta al impulso h[n]. Sin embargo,
una subclase de los sistemas invariantes en el tiempo son los sistemas con una res-
puesta al impulso de duración finita (FIR, finite-duration impulse response).

Un sistema FIR tienen una respuesta al impulso que es cero fuera de un deter-
minado intervalo de tiempo finito. Por ello siempre es posible realizarlos mediante
un sistema no recursivo con una relación de entrada-salida

y[n] =
Q∑

k=0
bk x[n −k] (2.8)

Comparando la ecuación anterior con la ecuación 2.6 se puede decir que un
modelo de promedio móvil está representado por un sistema FIR.

Forma directa

La realización de la forma directa se obtiene inmediatamente de la ecuación en
diferencias no recursiva 2.8, que es una suma ponderada de Q valores pasados de
la entrada. Esta estructura necesita Q elementos de memoria para poder almacenar
las muestras pasadas de la entrada, además de Q +1 elementos multiplicadores y Q
sumadores.
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+ + ++

Figura 2.2: Estructura de un filtro FIR en su forma directa

Cascada

La estructura en cascada se obtiene al factorizar el polinomio de la función de
transferencia B [z] en los sistemas FIR, de modo que

H [z] =
Q∏

k=1
Hk [z] (2.9)

donde cada elemento Hk [z] son los ceros de la función de transferencia H [z].

Hk [z] = (z − zk ), k = 1,2, · · · ,Q (2.10)

Figura 2.3: Estructura de un filtro FIR en su forma de cascada

Celosía

Los filtros en celosía son un tipo de estructura muy extendido en la implementa-
ción de filtros adaptables. Se puede demostrar que una estructura directa se puede
implementar mediante una estructura en celosía de la forma representada en la fi-
gura 2.4.

En donde
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+ +

+ +

+

+

Figura 2.4: Estructura de un filtro FIR en celosía

f0[n] = g0[n] = x[n] (2.11)

fm[n] = fm−1[n]+Km gm−1[n −1], m = 1,2, · · · , M −1 (2.12)

gm[n] = Km fm−1[n]+ gm−1[n −1], m = 1,2, · · · , M −1 (2.13)

A cada uno de los parámetros Km se le denomina coeficiente de reflexión.

2.4.2. Estructuras de Filtros IIR

Otra clase de los sistemas lineales invariantes en el tiempo son los sistemas con
una respuesta al impulso de duración infinita (IIR, infinite-duration impulse res-
ponse).

Este tipo de sistemas presentan una respuesta al impulso que al ser infinita no
puede ser representada mediante un sistema no recursivo, por lo tanto es necesario
utilizar las muestras pasadas de la salida para implementarlo. Por ello la ecuación
en diferencias que los caracteriza es la ecuación general A.41. Comparando ahora
con la ecuación 2.2 se puede concluir que un modelo AR y uno ARMA puede ser
representado por un sistema IIR.

Forma directa

La función de transferencia dada por 2.1 que caracteriza a un sistema IIR puede
interpretarse como dos sistemas conectados en cascada, es decir

H [z] = H1[z]H2[z] (2.14)

en donde
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2.4 Estructuras de filtros

H1[z] =
Q∑

k=0
bk z−k (2.15)

y

H2[z] = 1

1+
P∑

k=1
ak z−k

(2.16)

Dado que H1 es un sistema FIR se puede representar por una estructura en for-
ma directa y entonces al conectar en cascada el H2[z], se obtiene la forma directa
mostrada en la imagen 2.5.

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

Figura 2.5: Estructura de un filtro IIR en su forma directa
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2. MODELOS Y ESTIMACIÓN PARAMÉTRICA EN FILTRADO LINEAL

En la imagen 2.5 se puede apreciar que los requerimientos son Q +P +1 multi-
plicadores, Q +P sumas y Q +P +1 posiciones de memoria.
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Capítulo 3

Filtro de Wiener

Como ya se mencionó anteriormente un enfoque para la solución del problema
del filtrado lineal es el enfoque estadístico. Asumiendo que se dispone de los pará-
metros estadísticos de una cierta señal (valor medio, correlación, etc.), una señal de
interés y ruido aditivo no deseado, entonces se requiere diseñar un filtro lineal, que
al aplicarle a la entrada una señal, entregue a la salida la señal de interés con un me-
nor efecto del ruido aditivo sobre la señal de interés de acuerdo con algún criterio
estadístico.

El punto clave para el diseño del filtro óptimo es encontrar los parámetros óp-
timos que realicen dicha tarea, un criterio para encontrar estos parámetros es mi-
nimizar el valor cuadrático medio de la señal de error. En donde el error se puede
interpretar como una medición de la efectividad del filtro, de tal forma que si el error
es muy grande entonces no se realiza de manera correcta la tarea, pero si el error es
nulo significa que se presenta el caso ideal en el que el filtro realiza la tarea para la
que fue diseñado, eliminar el ruido de la señal de interés, a la perfección.

Cuando una señal estacionaria está involucrada, el filtro lineal que resuelve el
problema antes planteado se conoce como Filtro de Wiener, el cual se dice que es
óptimo en el sentido del valor cuadrático medio[Haykin, 1991, p. 2].

3.1. Consideraciones y restricciones

Para poder realizar el diseño de un filtro es necesario conocer de manera precisa
los parámetros estadísticos de la señal que se desea procesar. Es sólo en este caso
cuando se puede proceder a diseñar el filtro con los parámetros conocidos. En caso
de que la información estadística del proceso en cuestión no se conozca por com-
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3. FILTRO DE WIENER

pleto, el filtro no podrá ser diseñado o el filtrado que realice no será el óptimo.

Otra consideración y requerimiento es que la señal que se desea filtrar debe de
poder ser modelada mediante un proceso aleatorio estacionario. Esto debido a que
el filtro de Wiener no es adecuado para lidiar con señales no estacionarias. En tales
situaciones la señal cambia sus parámetros estadísticos con el tiempo, por lo cual
los parámetros utilizados para el diseño no serán los mismos que los de la señal de
entrada y por ende el filtro no será óptimo.

3.2. Filtro lineal óptimo de Wiener

Considérese un filtro lineal discreto en el tiempo descrito por la función de trans-
ferencia H [z].

H [z] = wk z−k , k = 0,1, · · ·P (3.1)

Con una entrada x[n] que representa una señal estacionaria y una salida y[n].
La representación mediante una ecuación en diferencias es:

y[n] =
P∑

i=0
wk x[n −k] (3.2)

O de la manera matricial la salida en el instante n (y[n]) se define como el pro-
ducto interno de los vectores w∗[n] y x[n], ambos de longitud P + 1, en donde ∗
denota complejo conjugado , de la siguiente manera:

y[n] = w∗[n]x[n] (3.3)

y[n] = [
w0 w1 · · · wP

]∗


x[n]
x[n −1]

...
x[n −P ]

 (3.4)

La salida del filtro es utilizada para proveer un estimado de una respuesta desea-
da d [n]. El desempeño del estimador puede ser evaluado mediante el error de esti-
mación e[n] que es definido como la diferencia entre la respuesta deseada y la salida
del filtro. Como requerimiento se tiene que lograr que el error sea lo más pequeño
posible para así asegurar un óptimo desempeño del filtro en estimar la respuesta
deseada.
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3.2 Filtro lineal óptimo de Wiener

Los detalles finales para la especificación del filtro dependen de dos elecciones
que tienen que ser hechas:

1. La respuesta al impulso del filtro tiene una duración finita o infinita (FIR o
IIR).

2. El criterio estadístico que se usará para la optimización.

Para ello se comenzará con la elección de la estructura del filtro y posteriormen-
te se procederá con el criterio estadístico para la optimización. Las consideraciones
para la elección de un filtro FIR y uno IIR dependen de la aplicación que se le vaya a
dar al sistema, aunque es más sencilla la implementación y diseño del filtro de Wie-
ner mediante un filtro FIR, ya que para un sistema IIR involucra la resolución de un
sistema de ecuaciones no lineales. Una vez establecida la respuesta que tendrá el
filtro se procede a la elección del criterio estadístico, como ya se mencionó existen
diversos métodos o criterios para la optimización del diseño del filtro, en especifico
se logrará mediante la minimización de una función costo o desempeño[Haykin,
1991, p.16].

3.2.1. Criterio de optimización

En el ámbito de la teoría de optimización, un concepto importante es el de la
función costo. Una función costo define una transformación de un espacio vecto-
rial hacia un espacio escalar, o de manera más estricta se puede decir que es una
función escalar de variable vectorial. Esta función establece una regla de correspon-
dencia del espacio de vectores, que es la variable independiente, hacia un espacio
escalar, que es la variable dependiente[Haykin, 1991].

Esta función provee una medición cuantitativa para evaluar la calidad o desem-
peño. Es por eso que este concepto es básico en la optimización de los filtros digi-
tales. Una vez definidas las características de una función costo es pertinente selec-
cionar un criterio, entre las cuales una pequeña lista de posibilidades se muestra a
continuación :

Valor medio del error de estimación

Valor esperado del valor absoluto del error de estimación

Valor esperado de la tercera o mayor potencia del valor absoluto del error de
estimación
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3. FILTRO DE WIENER

Una función costo muy popular para realizar el proceso de optimización es el
establecido por el criterio del error cuadrático medio, que se define como el valor
cuadrático medio de un error de estimación. El error de estimación se define de la
siguiente manera:

e[n] = d [n]− y[n] (3.5)

= d [n]−w∗[n]x[n] (3.6)

Y la función costo queda definida como:

J = E
{|e[n]|2}

J = E
{|d [n]− y[n]|2} (3.7)

Considerando que la señal y[n] es la señal provista por el filtro lineal óptimo,
entonces está en función de la entrada aplicada y los parámetros que describen al
filtro. Por lo tanto el proceso de optimización consiste en encontrar los parámetros
que minimicen la función costo J . Esta idea establece la base para el diseño de un
filtro de Wiener.

En particular y de acuerdo con [Haykin, 1991, p. 159] el criterio del error cua-
drático medio resulta en una dependencia de segundo orden para la función costo
respecto a los coeficientes desconocidos que caracterizan la respuesta al impulso
del filtro. Además, al ser una función de segundo orden cuenta con un único míni-
mo que define el diseño estadístico óptimo para el filtro.

3.2.2. Planteamiento del problema del filtrado de Wiener

El problema planteado para el filtrado de Wiener se puede enunciar de la si-
guiente manera: diseñar un filtro lineal discreto cuya salida y[n] provea un estima-
do de una respuesta deseada, dado un conjunto de muestras a la entrada x[n] =
{x[0], x[1], x[2], · · · }, tal que el valor medio del error de predicción e[n], definido co-
mo la diferencia entre la respuesta deseada y la respuesta actual y[n], sea minimi-
zado.[Haykin, 1991, p. 160]

3.3. Principio de Ortogonalidad

Considerando el enfoque estadístico dado por el filtro de Wiener para la resolu-
ción del problema del filtrado lineal, observado en la imagen 3.1.
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3.3 Principio de Ortogonalidad

Filtro lineal 

discreto 
-

+

Figura 3.1: Diagrama a bloques que representa el problema del filtrado de Wiener

El propósito del filtro es producir un estimado de la respuesta deseada d [n].
Asumiendo que la entrada del filtro x[n] y la respuesta deseada d[n] son secuencias
aleatorias discretas estacionarias en sentido amplio, ambas con valor medio cero.

Para optimizar el diseño del filtro, y de acuerdo con el criterio de optimización,
la tarea consiste en minimizar el valor cuadrático medio del error de estimación
e[n], definido en la ecuacion 3.6. Definiendo la función costo del error cuadrático
medio:

J = E
{|e[n]|2}

J = E
{
e[n]e∗[n]

} (3.8)

Definiendo el operador∇k , como la derivada parcial con respecto del coeficiente
wk del filtro.

∇k = ∂

∂wk
(3.9)

El operador gradiente siempre es utilizado en el contexto de encontrar puntos
estacionarios de una función1. Para la función costo J , el obtener su punto mínimo,
implica que todos los elementos del vector gradiente ∇(J ) deben de ser cero.

1En matemáticas, en particular en cálculo, un punto estacionario o punto crítico es un punto

en el domino de una función diferenciable, donde la derivada es igual a cero (equivalentemente, el

lugar en donde la pendiente de la gráfica es cero): es un punto en donde la función deja de crecer

o decrecer. Para una función diferenciable de muchas variables, un punto estacionario o punto

critico es una entrada (un valor para cada variable) donde todas las derivadas parciales son cero (el

gradiente es cero).

Los puntos estacionarios son fáciles de visualizar en una gráfica de la función, corresponden a los

puntos donde la tangente es paralela al eje x. Para una función de dos variables corresponde a los

puntos en la gráfica donde el plano tangente es paralelo al plano x y
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3. FILTRO DE WIENER

∇k (J ) =


∂J
∂w1
∂J
∂w2

...
∂J
∂wk

=


0
0
...
0

 (3.10)

o de manera equivalente

∇k (J ) = 0, k = 0,1, · · · (3.11)

Dado este conjunto de condiciones, el filtro se dice que opera de manera óptima
en el sentido del error cuadrático medio. De esta manera, al substituir 3.6 y derivar
respecto de w, se obtiene:

∇k (J ) = ∂J

∂w
= E

{
∂(e[n]e∗[n])

∂w

}
(3.12)

= E

{
e[n]

∂e∗[n]

∂w
+ ∂e[n]

∂w
e∗[n]

}
(3.13)

y dado que

∂e[n]

∂w
=−x (3.14)

∇k (J ) = ∂J

∂w
= E

{−e[n]x∗[n]−x[n]e∗[n]
}

(3.15)

=−2E
{

x[n]e∗[n]
}

(3.16)

Entonces es posible determinar las condiciones bajo las cuales el filtro minimiza
la función costo J . Supongase e0 como el valor del error de estimación resultante
cuando el filtro opera en su estado óptimo. Las condiciones de operación para el
estado óptimo están dadas por 3.10, o lo que es equivalente a

E
{

x[n]e∗
0 [n]

}= 0 (3.17)

En otras palabras:
La condición necesaria y suficiente para que la función costo J alcance su valor

mínimo es que el correspondiente valor del error de predicción e0[n] sea ortogonal a
cada valor de la señal de entrada que se utiliza en la estimación de la respuesta desea-
da en el tiempo n.[Haykin, 1991, p. 163]
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3.3 Principio de Ortogonalidad

Esta afirmación constituye el principio de ortogonalidad, y representa uno de los
teoremas más elegantes en el campo del filtrado óptimo, de acuerdo con [Haykin,
1991, p. 163].

Si al principio de ortogonalidad establecido en la expresión 3.17 se premultiplica
por el vector de coeficientes del filtro w se tiene

wE
{

x[n]e∗
0 [n]

}=0 (3.18)

E
{

wx[n]e∗
0 [n]

}= (3.19)

E
{

y0[n]e∗
0 [n]

}=0 (3.20)

en donde y0[n] denota la salida del filtro en el instante n cuando está en un
funcionamiento óptimo en el sentido del error cuadrático medio. Sea d̂(n|Xn) el
estimado de la respuesta deseada d [n], generado por el espacio Xn que consiste en
una combinación lineal de las variables aleatorias x1, x2, · · · , xn , entonces el estima-
do óptimo será

d̂(n|Xn) = y0[n] (3.21)

Esta otra forma de expresar el principio de ortogonalidad ofrece una interpre-
tación geométrica, figura 3.2. En donde se puede observar que la diferencia de los
vectores d y y0 dan como resultado el error en estado óptimo e0, que representa la
parte de d que no puede ser representada por la información disponible, el espacio
generado por las muestras pasadas Xn , y que es ortogonal a y0. Además, también
se puede visualizar que entre más pequeño sea el error de estimación más tiende a
parecerse d y y0 o en otras palabras cada vez tiene más y0 de d .

Figura 3.2: Interpretación geométrica del principio de ortogonalidad

Error cuadrático medio mínimo

Cuando el filtro discreto trabaja en su estado óptimo, produce una salida óptima
que a su vez da como resultado un error de predicción mínimo.
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3. FILTRO DE WIENER

e0[n] = d [n]− y0[n] (3.22)

e0[n] = d [n]− d̂(n|Xn) (3.23)

reacomodando se tiene

d [n] = d̂(n|Xn)+e0[n] (3.24)

Si se denota el error cuadrático medio mínimo, producido por el filtro en un
estado óptimo.

Jmi n = E
{|e0[n]|2} (3.25)

Al aplicar el operador valor esperado en ambos lados de la ecuación 3.24, y uti-
lizar el principio de ortogonalidad, lo que se obtiene es lo siguiente:

E
{|d [n]|2}= E

{
(d̂(n|Xn)+e0[n])2} (3.26)

E
{|d [n]|2}= E

{|d̂(n|Xn)|2 +2d̂(n|Xn)e0[n]+|e0[n]|2} (3.27)

E
{|d [n]|2}= E

{|d̂(n|Xn)|2}+2E
{
d̂(n|Xn)e0[n]

}+E
{|e0[n]|2} (3.28)

(3.29)

Aplicando el principio de ortogonalidad, se puede observar que el segundo tér-
mino del lado derecho es cero ya que la salida óptima estimada d̂(n|Xn) es ortogo-
nal con e0[n]. Entonces se tiene

E
{|d [n]|2}= E

{|d̂(n|Xn)|2}+E
{|e0[n]|2} (3.30)

σ2
d =σ2

d̂
+ Jmi n (3.31)

Esto al recordar que el valor medio de la señal deseada es cero d̄ = 0, por lo que
el valor cuadrático medio es igual a la variaza de la señal σ2

d . Lo mismo sucede para

el caso de la señal d̂(n|Xn) y resolviendo para Jmi n , se tiene

Jmi n =σ2
d −σ2

d̂
(3.32)

Es conveniente normalizar el valor del error cuadrático medio, con el fin de tener
un valor que permita medir el desempeño del filtro, esto se consigue al hacer que el
valor Jmi n varíe sólo entre cero y uno.

Jmi n

σ2
d

= 1−
σ2

d̂

σ2
d

(3.33)
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Al definir el error cuadrático medio normalizado como:

ε= Jmi n

σ2
d

(3.34)

Se puede observar que el rango de ε es 0 ≤ ε ≤ 1, en donde si ε es igual a cero
se dice que el filtro funciona de manera óptima al ser completamente igual la señal
estimada d̂(n|Xn) y la señal deseada d [n]. En el caso de que ε sea uno entonces se
presenta el peor de los casos en el que no hay ninguna concordancia entre la señal
estimada y la señal deseada[Haykin, 1991].

3.4. Ecuaciones de Wiener-Hopf

Una vez establecidas las condiciones necesarias y suficientes de la operación
óptima del filtro digital, a partir del principio de ortogonalidad, la siguiente tarea es
obtener de alguna manera los coeficientes que permitan obtener el error cuadrático
medio mínimo.

Al substituir 3.6 en 3.17 se tiene

E
{

x[n]e∗
0 [n]

}= 0 (3.35)

E
{

x[n](d∗[n]−x∗[n]w0)
}= 0 (3.36)

E
{

x[n]d∗[n]−x[n]x∗[n]w0
}= 0 (3.37)

E
{

x[n]d∗[n]
}= E

{
x[n]x∗[n]w0

}
(3.38)

E
{

x[n]x∗[n]
}

w0 = E
{

x[n]d∗[n]
}

(3.39)

En donde los términos del lado derecho e izquierdo se pueden interpretar como
sigue.

1. El término E
{

x[n]d∗[n]
}

es la definición de la función de correlación cruzada
(B.46) entre la señal de entrada x[n] y el valor actual de la señal deseada d∗[n],
pero que para el caso discreto se define en la ecuación B.134.

E
{

x[n]d∗[n]
}=CX d [−k] = p =


p[0]

p[−1]
...

p[1−P ]

 (3.40)
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2. El término E
{

x[n]x∗[n]
}

es la definición de la matriz de autocorrelación B.136
de la señal x[n]

E
{

x[n]x∗[n]
}= R =


r [0] r [1] · · · r [P −1]

r ∗[1] r [0] · · · r [P −2]
...

...
. . .

...
r ∗[P −1] r ∗[P −2] · · · r [0]

 (3.41)

Por lo tanto se pueden reescribir las condiciones necesarias, al hacer uso de los
conceptos de la matriz de autocorrelación y la correlación cruzada, de la siguiente
manera:

Rw0 = p (3.42)

En donde w0 representa al vector de coeficientes de longitud P +1, que carac-
teriza al filtro como se muestra en la figura 3.3. De esta manera, el conjunto de
ecuaciones lineales 3.42 define los coeficientes óptimos del filtro en términos de
las funciones de autocorrelación de la señal de entrada x[n] y la correlación con la
señal deseada d [n]. A este conjunto de ecuaciones se les conoce como ecuaciones
de Wiener-Hopf.

+ + +

Figura 3.3: Filtro de Wiener FIR con estructura directa, caracterizado por los coeficien-

tes w0, w1, · · · , wP

3.4.1. Solución de ecuaciones de Wiener-Hopf

La solución de las ecuaciones de Wiener-Hopf para sistemas lineales son fáciles
de resolver, ya que no involucran ecuaciones no lineales. Teniendo en cuenta que
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3.5 Superficie de desempeño

la matriz de autocorrelación R, de acuerdo con sus propiedades, es una matriz no
singular, es decir existe su inversa R−1. El sistema de ecuaciones se puede resolver
para w0 simplemente obteniendo la inversa de la matriz de autocorrelación y pre-
multiplicando de ambos lados de la ecuación matricial 3.42.

w0 = R−1p (3.43)

De esta forma se puede observar que el calculo de los coeficientes w0, que defi-
nen el comportamiento óptimo del filtro FIR de Wiener, requieren conocer sólo dos
cantidades. Que son la matriz R y el vector p.

3.5. Superficie de desempeño

Otra opción de desarrollo para obtener las ecuaciones de Wiener-Hopf, es revi-
sar la dependencia que existe entre la función costo 3.8 y los coeficientes del filtro.
Al expresar la función costo en función de los coeficientes mediante la sustitución
de 3.6 y 3.4 se obtiene

J = E
{
e[n]e∗[n]

}
= E

{
(d [n]− y[n])(d [n]− y[n])∗

}
= E

{
(d [n]−w∗x[n])(d [n]−w∗x[n])∗

}
= E

{
(d [n]−w∗x[n])(d∗[n]−x∗[n]w)

}
= E

{|d [n]|2 −w∗x[n]d∗[n]−d [n]x∗[n]w+w∗x[n]x∗[n]w
}

J = E
{|d [n]|2}−w∗E

{
x[n]d∗[n]

}−E
{
d [n]x∗[n]

}
w+w∗E

{
x[n]x∗[n]

}
w

En donde, se puede observar que se encuentran presentes: la definición de la
matriz de autocorrelación B.136 de la señal x[n] definida mediante el vector B.135
además de la definición de la correlación cruzada B.134 de la señal x[n] con d [n].
Al sustituir estas definiciones en la ecuación anterior y recordar que la varianza de
una señal con media cero es igual a su valor cuadrático medio, se obtiene:

J =σ2
d −w∗p−p∗w+w∗Rw (3.44)

La ecuación 3.44 establece para el caso de que tanto la entrada del filtro como
la señal deseada sean señales estacionarias, la función costo J , o el error cuadrático
medio es una función de segundo orden o cuadrática de los coeficientes w del filtro.
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Figura 3.4: Superficie de desempeño de 2 dimensiones
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3.6 Problema planteado

En consecuencia se puede visualizar esta dependencia como una superficie de
dimensión P +1 que forma un paraboloide elíptico. La cual se caracteriza por po-
seer un único mínimo. Esta superficie es lo que se le conoce como superficie de
desempeño. En el fondo de la superficie de desempeño, es donde la función costo
J alcanza su valor mínimo denotado por Jmi n . Y es donde el gradiente ∇(J ) es idén-
tico a cero y el plano tangente es paralelo al plano conformado por los coeficientes
w. Al aplicar entonces el operador nabl a a 3.44 e igualar con cero, se obtiene:

∇(J ) =−2p+2Rw = 0 (3.45)

Rw = p (3.46)

Lo cual nos lleva a las ecuaciones de Wiener-Hopf, y al resolver para w, se en-
cuentran las coordenadas del punto mínimo en la superficie de desempeño.

3.6. Problema planteado

Considérese un proceso autoregresivo d[n], que es transmitido a través de una
línea de transmisión. La salida u[n] es corrompida tanto por el proceso de transmi-
sión como por ruido gaussiano aditivo que se presenta en la medición a la salida del
canal.

3.6.1. Caracterización del problema

El proceso autoregresivo es generado mediante un sistema autoregresivo, que
tiene a la entrada un ruido gaussiano v1 de media cero y varianza σ2

1 = 0.27, el cual
está descrito mediante la siguiente función de transferencia:

H1[z] = 1

1+0.8458z−1
(3.47)

El canal de transmisión se modela mediante la siguiente función de transferen-
cia:

H2[z] = 1

1−0.9458z−1
(3.48)

Finalmente la medición a la salida del canal de transmisión se ve contaminada
por un ruido aditivo v2[n], en específico un ruido gaussiano con varianza σ2

2 = 3.
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Para caracterizar y modelar la problemática en un sistema digital, se procede a
representar las funciones de transferencia mediante ecuaciones en diferencias de la
siguiente manera:

1. La ecuación de transferencia que representa al modelo autoregresivo (3.47),
puede representarse mediante un sistema que tiene como entrada a la señal
v1 y a la salida es la representación del proceso autoregresivo que es la señal
deseada d[n]. Su representación mediante una ecuación en diferencias es la
siguiente:

d [n] = v1[n]−0.8458d [n −1] (3.49)

2. Mientras tanto el canal se modela mediante el sistema descrito por la fun-
ción de transferencia 3.48, que tiene a la entrada la señal deseada d[n], que
es transmitida, y a la salida la señal x[n]. Entonces la ecuación que relacio-
na la salida en el instante x[n] con la entrada d [n] está dada por la siguiente
ecuación en diferencias:

x[n] = d [n]+0.9458x[n −1] (3.50)

3. Finalmente el ruido aditivo v2[n] se suma a la señal de salida x[n], lo que da
como resultado la señal medida a la salida del canal de transmisión, denotada
por u[n].

u[n] = x[n]+v2[n] (3.51)

3.6.2. Resolución del problema

El objetivo es diseñar un filtro lineal óptimo, Filtro de Wiener, que se colocará a
la salida de la línea de transmisión con el fin de minimizar la distorsión debida al
canal de transmisión y la interferencia del ruido aditivo en la medición, para obte-
ner un estimado de la señal deseada d̂[n] lo más próxima a la señal deseada d[n].

Filtro de Wiener de distintos órdenes

Para resolver el problema del filtro óptimo, en el sentido del error cuadrático
medio, se deben de encontrar los parámetros que minimicen el valor cuadrático
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Figura 3.5: Diagrama a bloques de aplicación del filtro de Wiener

medio del error entre la señal estimada d̂[n] y la señal deseada d[n].

Suponiendo que el filtro tiene una estructura directa como la mostrada en la
imagen 3.3. Entonces la tarea consiste en encontrar los valores de los coeficientes,
w0, w1, · · · , wP del filtro de orden P , mediante la resolución de las ecuaciones de
Wiener-Hopf.

Definiendo a R como la matriz de autocorrelación de la entrada u[n] de orden P
como:

R =


r [0] r [1] · · · r [P ]

r ∗[1] r [0] · · · r [P −1]
...

...
. . .

...
r ∗[P ] r ∗[P −1] · · · r [0]

 (3.52)

y al vector de correlación cruzada entre la entrada u[n]y la señal deseada d[n]
como:

p =


p[0]

p[−1]
...

p[−P ]

 (3.53)

Finalmente el vector de los coeficientes óptimos está dado por la ecuación

w0 = R−1p (3.54)

Simulaciones

Como resultado de obtener los coeficientes w0 para distintos ordenes del filtro
de Wiener, se comprobó el resultado del filtro mediante las siguientes simulaciones:
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3. FILTRO DE WIENER

Filtro de Wiener de orden P = 0. Para el filtro de Wiener de orden P = 0 sólo es
necesario contar con un sólo coeficiente además de los valores instantáneos de la
señal u[n]. El desempeño del filtro se muestra en la gráfica 3.6.
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Figura 3.6: Filtro de Wiener de orden 0

Filtro de Wiener de orden P = 1. Para el filtro de Wiener de orden P = 1 sólo es
necesario calcular dos coeficientes (w0 y w1) además de los valores instantáneos y
anterior de la señal u[n]. El desempeño del filtro se muestra en la gráfica 3.7.

Filtro de Wiener de orden P = 2. Para el filtro de Wiener de orden P = 2 se cal-
cularán tres coeficientes y el filtro necesitará almacenar dos valores pasados de la
secuencia de entrada u[n], es decir u[n − 1] y u[n − 2]. El desempeño del filtro se
muestra en la gráfica 3.8.
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Figura 3.7: Filtro de Wiener de orden 1
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Figura 3.8: Filtro de Wiener de orden 2
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Figura 3.9: Filtro de Wiener de orden 3
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Figura 3.10: Filtro de Wiener de orden 4
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Figura 3.11: Filtro de Wiener de orden 5
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Comparación del desempeño. Una manera de comparar el desempeño de cada
uno de los filtros de Wiener obtenidos, es mediante la comparación del error cua-
drático medio mínimo Jmi n . En la gráfica 3.12 se puede observar que, el error cua-
drático medio mínimo disminuye a medida que incrementa el orden del filtro.
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Figura 3.12: Gráfica del error cuadrático medio mínimo Jmi n para distintos órdenes

3.7. Conclusiones

El filtro de Wiener es un filtro discreto que debido al criterio de diseño, minimi-
zación del error entre una señal deseada y la señal estimada de esta señal dada por
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el filtro, se considera un filtro óptimo en el sentido del valor cuadrático medio.

Una característica que en lo personal me parece importante es que al al consi-
derarse un filtro con una estructura FIR, sólo es necesario calcular los coeficientes
w0 para caracterizar por completo al filtro, esto permite que la implementación del
mismo sea muy sencilla en comparación con algún otro algoritmo, en el sentido de
que la complejidad de cálculo depende sólo de operaciones básicas: multiplicación,
suma y elementos de memoria.

Pero este filtro a pesar de ser óptimo tiene diversas limitaciones ó dificultades
que pueden ver afectado el desempeño de la estimación.

Una de las dificultades que se presentan es que se deben de conocer de manera
precisa los parámetros estadísticos estadísticos de la señal que se desea estimar, los
cuales además deben de permanecer constantes.

En otras palabras, la señal que se desea estimar debe de ser un proceso aleatorio
estacionario con parámetros conocidos. Esto lleva a la limitante de que en el caso
de que no se conozcan los parámetros del proceso o que los dichos parámetros no
se mantengan constantes, provocaría que el filtro no fuese óptimo y en dado caso
tendía que volverse a calcular los coeficientes que caracterizan al filtro.

Por lo anterior, se puede considerar que el filtro de Wiener funciona bien y es
ampliamente recomendable para entornos estádicos, es decir que no cambian con
el tiempo, como lo pueden ser señales que se tienen almacenadas para un procesa-
miento posterior. De esta manera se asegura el funcionamiento óptimo del filtro, el
cual no podría alcanzarse al encontrarse en un entorno dinámico.
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Capítulo 4

Filtro de Kalman

4.1. Filtros Adaptables

El filtro de Wiener es inadecuado para lidiar con señales no estacionarias, se-
ñales en las que sus parámetros estadísticos cambian con el tiempo. En tales si-
tuaciones, el filtro óptimo debe de tener una forma variante en el tiempo también.
Como se mencionó anteriormente el diseño de un filtro de Wiener requiere el co-
nocimiento del las características estadísticas de la señal de entrada. Cuando esta
información estadística no se conoce un método eficiente es utilizar un filtro adap-
table.

Un filtro adaptable es un dispositivo que se autoconfigura ó autodiseña basan-
do su operación en un algoritmo recursivo, el cual comienza a partir de condiciones
iniciales que representan un desconocimiento total del entorno.

Un filtro adaptable es útil tanto para señales estacionarias como para señales
no estacionarias. En un ambiente estacionario, después de varias iteraciones, el al-
goritmo converge hacia la solución óptima de Wiener. Al tratarse de señales no es-
tacionarias, el algoritmo tiene la habilidad conocida como seguimiento (tracking),
gracias a la cual puede seguir las variaciones que se pudieran presentar en los pará-
metros estadísticos de la entrada[Haykin, 1991, p. 3].

Como concecuencia directa de la aplicación de un algoritmo recursivo, en don-
de los parámetros de un filtro adaptable se actualizan con cada iteración, los pará-
metros se vuelven independientes de los datos a procesar. Esto por lo tanto significa
que, un filtro adaptable es un sistema no lineal en el sentido de que no cumple con
el principio de superposición.
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En otro contexto, existe también el término filtro lineal adaptable que normal-
mente se refiere a la linealidad en el sentido de que el estimado de la señal que se
obtiene mediante un algoritmo de filtrado adaptable, que utiliza una combinación
lineal del conjunto de observaciones aplicadas a la entrada del filtro para generar la
salida deseada.

Funcionamiento y enfoque de un filtro adaptable

El funcionamiento de un filtro adaptable involucra un algoritmo en el que se
pueden identificar dos grandes procesos:

1. Proceso de filtrado: Diseñado para producir una salida en respuesta a una
secuencia de entrada determinada.

2. Proceso adaptable: Este proceso tiene como tarea proveer un mecanismo
para el ajuste adaptable del conjunto de parámetros utilizados en el proceso
de filtrado.

Sabiendo los dos procesos que se pueden identificar a grandes rasgos, es posi-
ble identificar y resolver fácilmente el primer proceso mediante alguna estructura
de un filtro digital. Para el caso de proceso adaptable no hay una solución única. El
reto que se debe de superar es entender las ventajas y desventajas que puede pre-
sentar cada algoritmo, y seleccionar alguno que sea apropiado para la aplicación
requerida.

Básicamente, se pueden identificar tres distintos métodos o enfoques que deri-
van en algoritmos recursivos, necesarios para la operación de un filtro adaptable.

1. Enfoque basado en la teoría del filtro de Wiener.

2. Enfoque basado en la teoría del filtro de Kalman.

3. Enfoque basado en el método de los Mínimos cuadrados.

4.1.1. Enfoque de operación basado en la teoría del filtro de Kal-

man

El problema del filtrado de Kalman para un sistema lineal dinámico se formula
en términos de dos ecuaciones básicas:
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Ecuación del proceso: Es la ecuación que describe la dinamica del sistema en tér-
minos de un vector de estados.

Ecuación de medición: Es la ecuación que describe las mediciones de los errores
que pudiese presentar el sistema.

La solución al problema se expresa mediante un conjunto de expresiones ma-
triciales recursivas. En este caso la implementación no se basa en un una estructura
directa, si no en una implementación basada en el espacio de estados. Para este ca-
so los parámetros que caracterizan al filtro pueden ser identificados como el vector
de estado.

Cuando una señal estacionaria se utiliza, el modelo se mantiene fijo, lo que sig-
nifica que los parámetros del filtro se mantienen constantes, para el caso de señales
no estacionarias, se recurre al uso de un modelo ruidoso en el cual los parámetros
del sistema se mueven al rededor de un valor medio que caracteriza al sistema.

Las ventajas de este tipo de algoritmos que se basan en la teoría del filtrado de
Kalman, es que tienen una velocidad de convergencia mucho mayor, comparados
con aquellos basados en el método de los mínimos cuadrados, además de ser ro-
bustos y del hecho que pueden trabajar con señales estacionarias y no estaciona-
rias. Pero presentan la desventaja que son complejos en un sentido computacional,
es decir requeiren de cálculos complejos[Haykin, 1991, p.2-13].

4.2. Filtro de Kalman

El filtro de kalman es un conjunto de ecuaciones matemáticas que proveen un
cálculo eficiente para estimar el estado de un proceso, en el sentido de que minimi-
za el error cuadrático medio. El filtro es muy poderoso en distintos aspectos entre
ellos tiene la capacidad de realizar una estimación aún cuando la el modelo preciso
de un sistema no se conoce[Welch and Bishop, 2006].

El filtro de Kalman es un algoritmo de procesamiento óptimo recursivo, o esti-
mador cuadrático lineal. Pero existen muchos criterios para determinar que un al-
goritmo es óptimo, y dependen del elegido para evaluar su desempeño. Se dice que
es óptimo ya que utiliza toda la información disponible a lo largo del tiempo, con
ruido inclusive, y produce un estimado del valor de la variable actual que tiende a
ser más precisa que aquellos valores basados en una sola medición[Maybeck, 1979].
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Para poder dar el estimado de las variables de interés, es necesario tener a la
mano una serie de requisitos, los cuales son:

1. Conocimiento de la dinámica del sistema y la dinámica de medición.

2. Una descripción estadística del ruido del sistema.

3. Cualquier información disponible acerca de las condiciones iniciales del sis-
tema.

Una de las ventajas que presenta el filtro de Kalman es el uso de toda la infor-
mación disponible a lo largo del tiempo, sin necesidad de almacenar todas las me-
diciones anteriores, esto se logra gracias a la naturaleza recursiva del algoritmo. La
palabra recusiva significa que el filtro solamente necesita almacenar el valor ante-
rior en el cual tiene incluida la información recabada hasta ese momento.

Este filtro está basado en la idea del estimador de varianza mínima (LVM) de
sistemas discretos. Se dice que un estimador es sin sesgo si el valor medio de la
salida del estimador es igual al valor medio de la cantidad estimada.

E {x̂} = E {x} (4.1)

De acuerdo con [Reid, 2001] un estimador de varianza mínima sin sesgo (MVUE)
que minimiza el error cuadrático medio está dado por:

x̂ = argmin
x̂

E
{||x̂−x||2|z}= E {x|z} (4.2)

en donde el término E
{||x̂ −x||2} es la varianza del error, el cual se encuentra

estrechamente relacionado con la matriz de covarianza del error

E
{
(x̂−x)(x̂−x)∗

}
(4.3)

Específicamente la varianza del error de un estimador es igual a la traza1, deno-
tada por tr (·), de la matriz de covarianza del error.

E
{||x̂ −x||2}= tr (E

{
(x̂−x)(x̂−x)∗

}
) (4.4)

Por lo tanto el filtro de Kalman es un filtro de varianza mínima del error, el cual
es el mejor de todas las clases de filtros. En el caso de que el vector de estado y el
vector de medición, sean variables Gaussianas el MVUE es una función lineal de
las mediciones pasadas y por lo tanto MVUE es también un estimador LMV[Reid,
2001].

1En álgebra lineal, la traza de una matriz cuadrada A de n x n está definida como la suma de los

elementos de la diagonal principal de A.
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4.2.1. ¿Por qué el filtro de Kalman?

De acuerdo con [Kalman, 1960] existe una clase importante de problemas teó-
ricos y prácticos en el área de las comunicaciones y el control que tienen una na-
turaleza aleatoria que motivaron a Rudolf Emil Kálmán al diseño de un filtro. Tales
problemas son:

1. Predicción de señales aleatorias.

2. Separación de señales aleatorias de ruido aleatorio.

3. Detección de señales con una forma conocida en la presencia de ruido alea-
torio.

De acuerdo con él, Wiener demostró que los problemas de predicción y separa-
ción se pueden realizar mediante la teoría que conlleva a las ecuaciones de Wiener-
Hopf, además de que establece un método para la resolución de dichas ecuaciones
en presencia del caso especial de señales estacionarias.

Desde entonces muchos métodos han sido presentados para resolver el filtrado
de Wiener, pero todos ellos cuentan con numerosas limitaciones que reducen am-
pliamente su utilidad práctica.

Estas limitaciones, según [Maybeck, 1979], del porqué sistemas deterministicos
y las teorías de control no proveen los suficientes medios para analizar (observar el
comportamiento actual de un sistema, y proveer entradas que puedan generar una
respuesta deseada) y diseñar, son las siguientes:

1. Ningún modelo matemático es perfecto.

2. Los sistemas, son controlados no solo por las señales de entrada, también por
las perturbaciones que no se pueden controlar o modelar de manera deter-
ministica.

3. Los sensores no proveen datos completamente perfectos acerca de un siste-
ma, estos dispositivos siempre presentan ruido.
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4.3. Problema del filtrado de Kalman

4.3.1. Modelo en espacio de estados

El filtro de Kalman plantea el problema general de intentar estimar el vector de
estados x ∈ Rn de un proceso en tiempo discreto que está descrito por la ecuación
en diferencias

x[k +1] = Ax[k]+Bu[k]+w[k] (4.5)

con una medición z ∈Rn

y[k] = Cx[k]+v[k] (4.6)

En donde las variables w y v representan el ruido del proceso y de medición res-
pectivamente, las cuales se asume que son independientes gaussianas, con media
cero y varianza Q y R respectivamente.

p(w) N (0,Q)
p(v) N (0,R)

(4.7)

En la práctica las matrices de covarianza Q y R de los procesos pueden cambiar
con el tiempo, pero en esta ocasión se asumirá que se mantienen constantes.

4.3.2. Proyecciones ortogonales

De acuerdo con [Kalman, 1960] el cálculo explícito de un estimado óptimo co-
mo una función de los valores observados de las variables es, en general, imposible.
Pero existe una excepción, si dos procesos X1[t ] y X2[t ] son gaussianos.

Considerese las variables aleatorias y[t0], · · · , y[t ]. El conjunto de todas las com-
binaciones lineales de estas variables aleatorias con coeficientes reales

t∑
i=t0

ai y[i ] (4.8)

forman un espacio vectorial denotado por Y [t ]. Se confía entonces que cual-
quier expresión con la forma 4.8 es un punto o un vector en el espacio Y [t ]. Uti-
lizando el proceso de ortogonalización descrito por Schmidt en [Schmidt, 1907] es
posible encontrar una base ortonormal en Y [t ], esto significa que un conjunto de
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vectores denotados por et0 , · · · ,et pertenecientes a Y [t ] pueden representar cual-
quier otro vector en Y [t ] como una combinación lineal única de et0 , · · · ,et . Si ade-
más

E
{
ei e j

}= δi j =
{

0, i 6= j

1, i = j
(4.9)

Entonces cualquier vector x ∈Y [t ], está dado por:

x =
t∑

i=t0

ai ei (4.10)

y los coeficientes ai pueden calcularse con ayuda de 4.9 de la siguiente manera:

E
{

xe j
}= E

{(
t∑

i=t0

ai ei

)
e j

}
=

t∑
i=t0

ai E
{
ei e j

}= t∑
i=t0

aiδi j = a j (4.11)

Una vez establecido lo anterior se establece que cualquier variable aleatoria x,
perteneciente ó no, a Y [t ] puede ser descompuesta de manera única en dos partes:

1. La parte de x perteneciente a Y [t ], x̄ ∈Y [t ].

2. La parte de x no perteneciente a Y [t ] ó dicho de otra manera la parte x orto-
gonal a Y [t ], x̃ 6∈Y [t ].

Esto se puede expresar matemáticamente de la siguiente manera:

x = x̄+ x̃ = (E {xei })ei + x̃ (4.12)

Para comprobar que x̃ es ortogonal a Y [t ], se obtienen las coordenadas de x̃
respecto a la base et0 , · · · ,et de la misma manera que con x̄.

E {x̃ei } = E {(x− x̄)ei } = E {xei }−E {x̃ei } (4.13)

Dado que E {x̃ei } = 0, ya que es ortogonal al espacio Y [t ] y por lo tanto a cada
base ei , las coordenadas de x̃ respecto a la base et0 , · · · ,et son nulas. Por lo tanto se
dice que x̄ es la proyección ortogonal de x sobre Y [t ].

Utilizando el Teorema 2 establecido por Kalman, de igual manera en [Kalman,
1960], el cual dice lo siguiente:

Teorema 2. Sea {x[t ]}, {y[t ]} procesos aleatorio con media cero (E {x[t ]} = E
{

y[t ]
}=

0 para todo t ). Observando y[t0], · · · , y[t ]. Si cualquiera de las siguientes:

Los procesos aleatorios {x[t ]}, {y[t ]} son gaussianos

49



4. FILTRO DE KALMAN

El estimado óptimo es restringido a ser una función lineal de las varia-
bles aleatorias observadas

Entonces

x̂[t1|t ] = estimado óptimo de x[t1] dado y[t0], · · · ,y[t ] (4.14)

= proyección ortogonal x̄[t1|t ] de x[t1] en Y [t ] (4.15)

Otra notación utilizada es:

x̄[t1|t ] = x̂[t1|t ] = Ê {x[t1]|Y [t ]} (4.16)

Este teorema establece que el estimado óptimo bajo las dos condiciones estable-
cidas son una combinación lineal de todas las observaciones pasadas. Como conse-
cuencia se puede ver que el estimado puede ser la salida de un filtro lineal que tiene
a la entrada los valores observables de las variables aleatorias.

4.3.3. Solución al problema de filtrado

Considerando el modelo dinámico de un sistema discreto en variables de estado
dado por las ecuaciones 4.5 y 4.6 y modificando un poco la notación para simplificar
la escritura, se tiene:

xk+1 = Axk +Buk +wk

yk = Cxk +vk
(4.17)

Donde u es un vector de longitud p, x es un vector de longitud n, y es un vector
de longitud q , A es la matriz de transición de estados de n x n, C es una matriz de q
x n y B es una matriz de n x p. w y v son procesos gaussianos independientes con
media cero.

El problema del filtrado de Kalman se puede enunciar de la siguiente manera:
Dados los valores observados y0, · · · ,yk , encontrar un estimado x̂k+1|k de xk+1 el cual
minimice la pérdida esperada.

Del Teorema 2 se sabe que la solución a dicho problema consiste en encontrar la
proyección ortogonal de xk en el espacio Y [k] generado por las variables aleatorias
observadas.
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Para este caso se separará el espacio Y [k] en dos subespacios. El primer subes-
pacio será Y [k −1] el cual es el espacio generado por todos aquellos valores obser-
vados ya medidos, es decir, y0, · · · ,yk−1 en el cual se presenta una componente de
yk denotada por ȳk|k−1.

Ahora sea ỹk|k−1 la componente de yk ortogonal a Y [k − 1], la cual genera un
subespacio vectorial perteneciente Y [k] denotado por Z [k] . Ocurre de manera si-
milar que cuando se trató las proyecciones ortogonales teniendo la variable aleato-
ria yk dos componentes, una componente es su proyección ortogonal sobre Y [k−1]
y la otra es ortogonal a Y [k −1]:

yk = ỹk|k−1 + ȳk|k−1 (4.18)

Si la componente ortogonal al espacio Y [k −1] es cero, ỹk|k−1=0, significa que
entonces el espacio Y [k] es el mismo espacio que Y [k−1] y por lo tanto la medición
de yk no conlleva ninguna información adicional. Por lo tanto el espacio Y [k −1]
junto con el espacio Z [k] conforman al espacio Y [k].

Figura 4.1: Representación gráfica del espacio Y [k] y los subespacios Y [k −1] y Z [k]

Se sabe entonces que:

x̂k+1|k = Ê {xk+1|Y [k]} (4.19)

= Ê {xk |Y [k −1]}+ Ê {xk |Z [k]} (4.20)

Utilizando la ecuación 4.5 entonces se puede reescribir la ecuación anterior de
la siguiente manera:

51



4. FILTRO DE KALMAN

x̂k+1|k = Ax̂k|k−1 + Ê {Buk−1|Y [k −1]}+ Ê {wk |Y [k −1]}+ Ê {xk |Z [k]} (4.21)

Sabiendo que el ruido del proceso tiene media cero y no se encuentra correla-
cionado con Y [k −1] además que uk se conoce precisamente y dado que el tercer
término debe de ser generado por un operación lineal, debido a las restricciones, se
debe de definir un operación lineal para la componente que genera al espacio Z [k]
de la siguiente manera:

x̂k+1|k = Ax̂k|k−1 +Buk + Ê {xk |Z [k]} (4.22)

= Ax̂k|k−1 +Buk +Kk ỹk|k−1 (4.23)

En donde Kk es una matriz de n x q , esta matriz se conoce comúnmente como
la ganancia de Kalman. A partir de 4.18 y sabiendo que ȳk|k−1 se encuentra en el
espacio Y [k − 1] y por lo tanto se puede representar mediante la ecuación 4.6 se
obtiene:

x̂k+1|k = Ax̂k|k−1 +Buk +Kk (yk − ȳk|k−1) (4.24)

= Ax̂k|k−1 +Buk +Kk (yk −Cx̂k|k−1) (4.25)

Observando la ecuación 4.25 es fácil determinar que se trata de un algoritmo re-
cursivo, pues para calcular el estimado óptimo x̂k+1|k es necesario el valor estimado
pasado x̂k|k−1. Para conocer el desempeño del filtro es necesario definir el error de
estimación como la diferencia entre xk+1 y x̂k+1|k , al observar la ecuación 4.12 en-
tonces se observa que el error de estimación es la componente ortogonal de xk+1 al
espacio Y [k].

x̃k+1|k = xk+1 − x̂k+1|k (4.26)

Haciendo uso nuevamente de la ecuación 4.5 y de la ecuación 4.25 se puede
escribir el error de estimación de la siguiente manera:

x̃k+1|k = Axk +Buk +wk −Ax̂k|k−1 −Buk −Kk ỹk|k−1 (4.27)

= A(xk − x̂k|k−1)−Kk ỹk|k−1 +wk (4.28)

= Ax̃k|k−1 −Kk ỹk|k−1 +wk (4.29)

De esta manera se observa que el error de estimación calculado mediante la
ecuación 4.29 es también una operación recursiva al necesitar del error de estima-
ción pasado. Al definir la matriz de covarianza del error de estimación como:
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Pk+1 = E
{

x̃k+1|k x̃∗
k+1|k

}
(4.30)

Se puede entonces a partir de la ecuación 4.29 y de la definición anterior (4.30)
encontrar una expresión recursiva para el calculo de la matriz de covarianza como
sigue:

Pk+1 = E
{

x̃k+1|k x̃∗
k+1|k

}
(4.31)

= E
{
(Ax̃k|k−1 −Kk ỹk|k−1 +wk )(Ax̃k|k−1 −Kk ỹk|k−1 +wk )∗

}
(4.32)

= E
{

(Ax̃k|k−1 −Kk ỹk|k−1 +wk )(x̃∗
k|k−1A∗− ỹ∗

k|k−1K∗
k +w∗

k

}
(4.33)

= E
{

Ax̃k|k−1x̃∗
k|k−1A∗

}
−E

{
Ax̃k|k−1ỹ∗

k|k−1K∗
k

}
+E

{
Ax̃k|k−1w∗

k

}
−E

{
Kk ỹk|k−1x̃∗

k|k−1A∗
}
+E

{
Kk ỹk|k−1ỹ∗

k|k−1K∗
k

}
−E

{
Kk ỹk|k−1w∗

k

}
+E

{
wk x̃∗

k|k−1A∗
}
−E

{
wk ỹ∗

k|k−1K∗
k

}
+E

{
wk w∗

k

}
(4.34)

Dado que el ruido w no está correlacionada ni con los x ni con ỹ y al utilizar la
expresión 4.6, la expresión anterior se reduce a la siguiente manera:

Pk+1 = AE
{

x̃k|k−1x̃∗
k|k−1

}
A∗+E

{
wk w∗

k

}−AE
{

x̃k|k−1ỹ∗
k|k−1

}
K∗

k

−Kk E
{

ỹk|k−1x̃∗
k|k−1

}
A∗+Kk E

{
ỹk|k−1ỹ∗

k|k−1

}
K∗

k (4.35)

= APk A∗+Q−AE
{

x̃k|k−1ỹ∗
k|k−1

}
K∗

k −Kk E
{

ỹk|k−1x̃∗
k|k−1

}
A∗

+Kk CE
{

x̃k|k−1x̃∗
k|k−1

}
C∗K∗

k +Kk E
{

vk v∗k
}

K∗
k (4.36)

= APk A∗+Q−AE
{

x̃k|k−1x̃∗
k|k−1

}
CK∗

k −Kk CE
{

x̃k|k−1x̃∗
k|k−1

}
A∗

+Kk CPk C∗K∗
k +Kk RK∗

k (4.37)

Para finalmente reducirse a

Pk+1 = APk A∗+Q−APk CK∗
k −Kk CPk A∗+Kk CPk C∗K∗

k +Kk RK∗
k (4.38)

Finalmente sólo resta definir la última Kk que interviene en el cálculo del esti-
mado óptimo (4.25) y en la covarianza del error (4.38). Dado que el error debido al
espacio Z [k] es la diferencia entre el valor xk+1 y el estimado óptimo debido a Z [k],
con ayuda de la expresión 4.20, se tiene:

x̃k+1|Z [k] = xk+1 − Ê {xk+1|Z [k]} (4.39)
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Entonces el estimado óptimo debido a Z [k] es ortogonal la componente de yk

ortogonal a Y [k −1], es decir ỹk|k−1. Por lo tanto:

E
{

(xk+1 −Kk ỹk|k−1)ỹ∗
k|k−1

}
= 0 (4.40)

E
{

xk+1ỹ∗
k|k−1

}
= Kk E

{
ỹk|k−1ỹ∗

k|k−1

}
(4.41)

E
{

xk+1ỹ∗
k|k−1

}
= Kk CPk C∗+Kk R (4.42)

Al utilizar la expresión 4.5 en la ecuación anterior, descomponer al valor actual
xk en sus componentes y sabiendo que x̂k|k−1 es ortogonal a Z [k], se tiene:

E
{

xk+1ỹ∗
k|k−1

}
= Kk CPk C∗+Kk R

(4.43)

E
{

(Axk +Buk )ỹ∗
k|k−1

}
= Kk CPk C∗+Kk R

(4.44)

E
{

(A(x̂k|k−1 + x̃k|k−1)ỹ∗
k|k−1 +Buk ỹ∗

k|k−1

}
= Kk CPk C∗+Kk R

(4.45)

AE
{

x̃k|k−1x̃∗
k|k−1

}
C∗+AE

{
x̃k|k−1v∗k

}+BE
{

uk x̃∗
k|k−1

}
C∗+BE {uk vk } = Kk CPk C∗+Kk R

(4.46)

Puesto que le ruido es independiente y la entrada u no está correlacionada con
x̃, se reduce a

AE
{

x̃k|k−1x̃∗
k|k−1

}
C∗ = Kk CPk C∗+Kk R (4.47)

APk C∗ = Kk CPk C∗+Kk R (4.48)

Finalmente al factorizar y resolver para Kk se llega a la siguiente ecuación:

Kk = APk C∗ [
CPk C∗+R

]−1 (4.49)

Esta matriz tiene la tarea de minimizar el error, mediante la corrección del esti-
mador [Welch and Bishop, 2006, p. 3].

4.4. Algoritmo para el filtrado de Kalman

El filtro de Kalman estima un proceso mediante el uso de retroalimentación: el
filtro estima los estados del proceso en algún tiempo dado y después obtiene retro-
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alimentación en la forma de mediciones ruidosas. De esta manera se pueden dividir
las ecuaciones del filtro de Kalman en dos grupos que se alternan indefinidamente.
Para ello se utiliza información obtenida antes de comenzar el ciclo que se le cono-
ce como información a priori y otra que se obtiene después de iniciar el ciclo, a esta
información se le conoce como información a posteriori [Welch and Bishop, 2006].
Estos dos grupos son:

Predicción Corrección

Figura 4.2: El ciclo del filtrado de Kalman se dividen dos grupos y se repite

Predicción: Las ecuaciones del grupo de predicción son responsables de hacer una
proyección en el tiempo del estado actual y del estimado de matriz de cova-
rianza del error para obtener los estimados a priori del siguiente ciclo. Estas
ecuaciones pueden ser vistas como las ecuaciones de un predictor.

Corrección: Las ecuaciones de corrección son responsables de la retroalimenta-
ción, al incorporar una nueva medición al estimado a priori calculado por las
ecuaciones de predicción para obtener una versión mejorada que es el es-
timado a posteriori. Las ecuaciones pueden ser vista como ecuaciones para
corregir y actualizar los estimados.

Para obtener las ecuaciones correspondientes de cada grupo, es necesario su-
poner que no se tiene disponibilidad de la medición actual, es decir yk . Sabiendo
entonces que el grupo de predicción se encarga de dar una estimación a priori del
estado y de la matriz de covarianza del error. Se utilizan las ecuaciones 4.25 y 4.38
pero es necesario adecuarlas recordando que la medición actual no se encuentra
disponible.

4.4.1. Predicción

Las ecuaciones para la predicción son las siguientes:

Para la estimación del estado a priori, denotado por x̂−
k+1|k , se utiliza la ecua-

ción 4.25 pero se elimina el término que involucra la variable Kk junto con la
medición del estado actual yk , la cual se supone no está disponible en este
momento.
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x̂−
k+1|k = Ax̂k|k−1 +Buk (4.50)

El estimado a priori de la matriz de covarianza del error se calcula mediante la
expresión 4.38, pero eliminando todos los términos que involucran a la matriz
Kk .

P−
k+1 = APk A∗+Q (4.51)

Hasta este momento se considera la disponibilidad del estado estimado pasado
x̂k|k−1, la entrada actual uk y la matriz de covarianza del error pasada Pk . Con estos
datos además de las matrices que describen al sistema y la covarianza del ruido de
los estados Q.

4.4.2. Corrección

Una vez que se han calculado los estimados, es decir los estados a priori y la ma-
triz de covarianza del error a priori, se continua con la tarea de corregir las posibles
imprecisiones, asumiendo que se encuentra disponible a partir de ahora el valor ac-
tual de medición yk . De igual manera se utilizan las expresiones 4.25 y 4.38, pero se
observa que es necesario calcular antes la matriz Kk .

Las ecuaciones para la corrección son las siguientes:

El primer paso es calcular la matriz Kk mediante la ecuación 4.49, al observar
está expresión se nota que es necesario contar con la matriz Pk , pero ya que no
se ha calculado aún y solo se cuenta con el estimado a priori P−

k+1, calculado
en 4.51, se utiliza este dato.

Kk = AP−
k C∗ [

CP−
k C∗+R

]−1 (4.52)

Ya que se cuenta con la matriz Kk es posible entonces hacer la corrección del
estimado a priori al utilizar el valor medido actual yk en la ecuación 4.25. Se
puede observar que los primeros dos términos son el estimado a priori x̃−

k+1|k ,
por lo que la ecuación se expresa de la siguiente manera:

x̂k+1|k = x̂−
k+1|k +Kk (yk −Cx̂k|k−1) (4.53)
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Finalmente sólo resta corregir el estimado a priori de la matriz de covarianza
del error al calcular los términos que no se consideraron previamente.

Pk+1 = P−
k+1 −APk CK∗

k −Kk CPk A∗+Kk CPk C∗K∗
k +Kk RK∗

k (4.54)

Teniendo completamente descritos los dos grupos de ecuaciones se puede ob-
servar claramente la naturaleza recursiva del filtro de Kalman. Esto significa que só-
lo necesita el estimado pasado x̂k|k−1, la medición actual yk y la matriz de covarianza
del error pasado Pk para funcionar, en contraste con otras técnicas de estimación
que necesitan un historial de observaciones o estimados para funcionar. Para el ca-
so de la primera iteración será necesario proporcionar las condiciones iniciales, que
son los parámetros necesarios para comenzar con el cálculo recursivo que realiza el
filtro.

El filtro de Kalman podría implementarse directamente mediante las ecuacio-
nes 4.25, 4.38 y 4.49, pero se divide para distinguir las dos fases de predicción y
corrección.

La fase predicción se conoce como estimado a priori debido a la carencia del
último dato medido, que matemáticamente se representa mediante el espacio de
información Y [k −1]. Mientras que la fase de corrección se conoce como estimado
a posteriori ya que la medición del último dato marca un punto de quiebre al dis-
poner de nueva información, la cual se representa matemáticamente mediante el
espacio Z [k]. Algunos otros autores como [Haykin, 1991] llaman a esta nueva in-
formación innovación.

Predicción Corrección

Figura 4.3: Ciclo completo del filtrado de Kalman

Normalmente estas dos fases alternan su funcionamiento produciendo un esti-
mado del siguiente dato y corrigiéndolo. Pero esto no siempre es necesario, si por al-
guna razón no se encuentra disponible en algún instante de tiempo la medición del
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sistema, el proceso de corrección puede ser ignorado o saltado y producirse múlti-
ples fases de predicción.

Por otra parte si se presentan múltiples mediciones en un mismo instante, se
puede realizar varias veces la fase de corrección para actualizar los datos con toda
la información disponible de estas mediciones, normalmente utilizando diferentes
matrices de observación C [Wikipedia, 2014b].

4.4.3. Parámetros del Filtro de Kalman

La matriz de covarianza del ruido de medición R normalmente es medida antes
de la operación del filtro. Mientras que la determinación de la matriz de covarianza
del ruido de los estados Q generalmente es más difícil de obtener debido a que no
se tiene acceso a la observación directa de los estados que se están estimando.

En cualquier caso, se tenga o no disponibilidad de estos parámetros necesarios
para la operación del filtro, usualmente un desempeño superior del filtro, en un en-
foque estadístico, se puede obtener al variar los parámetros Q y R. Esta variación
a veces suele llamarse sintonización, este proceso normalmente se realiza antes de
que funcione el filtro, a veces ayudado de otro filtro de Kalman distinto que realiza
una tarea conocida como identificación de sistema[Welch and Bishop, 2006].

Se puede observar que bajo ciertas condiciones Q y R son constantes, por lo
tanto la matriz de covarianza del error Pk y la matriz Kk también conocida como
ganancia de Kalman se estabilizarán y permanecerán constantes también. En este
caso se pueden calcular de manera previa estos parámetros modificar la velocidad
de convergencia del filtro.

Si al analizar la expresión 4.52, no tomando en cuenta momentaneamente a la
matriz A, se observa que a medida que la matriz de covarianza del ruido de medi-
ción R se aproxima a cero, la ganancia de Kalman tiende al inverso de la matriz de
medición.

ĺım
R→0

Kk = C−1 (4.55)

Si ahora con este resultado se analiza la ecuación 4.53 se observa que la ganan-
cia Kk contrarresta de cierta manera el efecto del estimado pasado x̂k|k−1 sobre la
corrección que se realiza. Esto se puede pensar como que la medición actual yk es
más confiable a medida que R se aproxima a cero, mientras que el dato arrojado en
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la predicción se vuelve menos confiable.

En otro análisis, si la matriz de covarianza del error a priori P−
k se aproxima a

cero, la ganancia Kk tiende a ser cero también.

ĺım
P→0

Kk = 0 (4.56)

Si ahora se analiza la ecuación 4.53 se observa que la ganancia Kk contrarresta
tanto el efecto de la medición actual yk como del estimado pasado, para práctica-
mente sólo tomarse en cuenta el valor predicho x̃−

k+1|k , sin corrección alguna. En-
tendiendo de esta manera que la predicción que da el filtro es muy buena ya que el
error es prácticamente nulo, y no son necesarias las mediciones observadas[Welch
and Bishop, 2006].

4.5. Problema planteado

Considérese el mismo problema planteado en la sección 3.6. Un proceso auto-
regresivo d[n], que es transmitido a través de una línea de transmisión. La salida
u[n] es corrompida tanto por el proceso de transmisión como por ruido gaussiano
aditivo que se presenta en la medición a la salida del canal.

4.5.1. Caracterización del problema

El proceso autoregresivo es generado mediante un sistema autoregresivo, que
tiene a la entrada un ruido gaussiano v1 de media cero y varianza σ2

1 = 0.27, el cual
está descrito mediante la misma función de transferencia dada en 3.47, la cual es la
siguiente:

H1[z] = 1

1+0.8458z−1
(4.57)

El canal de transmisión se modela mediante la siguiente función de transferen-
cia:

H2[z] = 1

1−0.9458z−1
(4.58)

Finalmente la medición a la salida del canal de transmisión se ve contaminada
por un ruido aditivo v2[n], en específico un ruido gaussiano con varianza σ2

2 = 3.
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Para caracterizar y modelar la problemática en un sistema digital, se procede
a representar las funciones de transferencia mediante un modelo en variables de
estado equivalente. Existen muchas formas para llevar a cabo representaciones en
el espacio de estados para sistemas en tiempo discreto descritos por funciones de
transferencia, el método utilizado será expresar la función de transferencia en la
forma canónica controlable según se describe en C.2, quedando de la siguiente ma-
nera:

1. La ecuación de transferencia que representa al modelo autoregresivo (4.57),
puede representarse mediante un modelo en variables de estado que tiene
como entrada a la señal v1 y a la salida es la representación del proceso auto-
regresivo que es la señal deseada d[n]. Su representación mediante un modelo
en variables de estado es la siguiente:

x[k +1] = Ax[k]+Bv1[k]+w[k] (4.59)

d [k] = Cx[k]+Dv1[k]+ v[k] (4.60)

en donde:

A = [−0.8458
]

(4.61)

B = [
1
]

(4.62)

C = [−0.8458
]

(4.63)

D = [
1
]

(4.64)

2. Mientras tanto el canal se modela mediante el sistema descrito por la fun-
ción de transferencia 4.58, que tiene a la entrada la señal deseada d[n], que es
transmitida, y a la salida la señal x[n]. El modelo del canal no es necesario ex-
presarlo en variables de estado, ya que su efecto se considerará como ruido a
ser eliminado. Entonces la ecuación que relaciona la salida en el instante x[n]
con la entrada d [n] está dada por la siguiente ecuación en diferencias:

x[n] = d [n]+0.9458x[n −1] (4.65)

3. Finalmente el ruido aditivo v2[n] se suma a la señal de salida x[n], lo que da
como resultado la señal medida a la salida del canal de transmisión, denotada
por u[n].

u[n] = x[n]+v2[n] (4.66)
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4.5.2. Resolución del problema

El objetivo es diseñar un filtro lineal óptimo, que se colocará a la salida de la
línea de transmisión con el fin de minimizar la distorsión debida al canal de trans-
misión y la interferencia del ruido aditivo en la medición, para obtener un estimado
de la señal deseada d̂[n] lo más próxima a la señal deseada d[n].

Filtro de 
Kalman 
discreto

+
Modelo 

Autoregresivo 
(AR)

Linea de 
transmisión

Figura 4.4: Diagrama a bloques de aplicación del filtro de Kalman

Parámetros del Filtro

Para aplicar el filtro de Kalman los efectos de ruido causados por la distorsión
del canal y el ruido de medición se consideran como el ruido v[k] en la ecuación
4.60. Teóricamente el ruido tiene una varianza igual a la de v2[n], σ2 = 3, pero para
considerar la matriz R se puede dar un mayor grado considerando tal vez al ruido
v[k] con una varianza σ2

v = 5.

R = [
5
]

(4.67)

El término w[k] podría seleccionarse observando la dependencia de los estados
internos, al ser un modelo autoregresivo se sabe que depende sólo de la entrada
por lo cual se podría considerar que no tienen ruido los estados, esto ayudaría a la
convergencia del filtro. Por lo tanto:

Q = [
0
]

(4.68)

Condiciones iniciales

Finalmente al saber que es un proceso aleatorio estacionario con media cero, se
puede elegir este valor como condición inicial para los estados x0[0]. Para la matriz
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de covarianza del error se puede escoger algún otro valor mayor que cero cero, como
por ejemplo P = 1.

4.5.3. Simulaciones

Figura 4.5: Simulación del filtro de Kalman aplicado al problema en la sección 4.5

En la imagen 4.5 se muestran los resultados obtenidos al implementar el filtro
de Kalaman para el problema anterior. Además, en la gráfica 4.6 se puede observar
como se minimiza la varianza del error, alcanzando un valor de prácticamente cero
después de 10 iteraciones, la cual se obtuvo de acuerdo con la ecuación 4.4, confor-
me pasan las iteraciones.

Al comparar el desempeño del filtro de Kalman con un filtro de Wiener de orden
10 (figura 4.7), operando bajo las mismas condiciones, se puede observar que el
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4.5 Problema planteado

Figura 4.6: Convergencia de la varianza del error

Figura 4.7: Simulación del filtro de Wiener de orden 10
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desempeño a simple vista parece ser muy similar. Pero al comparar el error cuadrá-
tico medio que se obtiene con cada uno de los filtros, se observa que el desempeño
fue mejor con el filtro de Kalman en un sentido probabilístico, al tener un error cua-
drático medio menor que el obtenido a partir del filtro de Wiener.

Figura 4.8: Comparación de las señales obtenidas por Kalman y Wiener junto con la

señal deseada
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Capítulo 5

Seguimiento de trayectorias

5.1. Planteamiento del problema

Normalmente los robots están diseñados para desempeñar distintas tareas pro-
gramadas por los seres humanos, en específico un robot móvil debe de realizar dis-
tintas instrucciones en lugares diferentes, por lo tanto es necesario que se desplace
a través del medio en el que se encuentra. Estos desplazamientos frecuentemente
presentan obstáculos que dificultan el movimiento del robot, los cuales por sentido
común deben de ser evitados, por lo que es necesario realizar la planificación de
una ruta para evadir los obstáculos conocidos o encontrar una manera precisa de
localizarlos para así esquivarlos.

Para poder realizar todas estas tareas y demás, es indispensable contar con la
posición del robot de manera precisa, en un marco de referencia. Esto se logra me-
diante el uso de sensores que brindan información acerca de la posición o de la
dinámica del robot, tal como orientación, velocidad o aceleración.

Pero recordando lo que menciona [Maybeck, 1979], las mediciones obtenidas
por los sensores con los que cuentan los robots no son completamente certeras, es
decir se encuentran corrompidas por ruido, el cual de acuerdo con [Hendricks et al.,
2008, p. 392] puede propagarse a través del sistema, haciendo que se presenten im-
precisiones en el desempeño del robot.

Para resolver entonces el problema de la posición de un robot en un marco de
referencia, usualmente en un espacio de dos dimensiones (2D), se utilizan una gran
variedad de sensores que brindan información de distintos tipos, con distintas ca-
racterísticas. De esta manera se puede utilizar toda la información disponible ob-
tenida por los sensores para intentar mejorar de manera conjunta la precisión de
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5. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS

las mediciones. Frecuentemente esto se logra mediante la fusión de todos los datos
mediante algún algoritmo de procesamiento.

Comúnmente, el uso de un filtro de Kalman es utilizado para realizar esta tarea,
como se puede comprobar en los siguientes artículos [Mirats Tur, 2007], [Nepali
et al., 2014], [Marín et al., 2013], [Mishra et al., 2014], [Nitulescu, 2005], ya que se
utiliza toda la información disponible para mejorar la precisión de las mediciones
y de esta manera dar un estimado más confiable de la posición del móvil. Siendo
posible utilizar distintos sensores tales como GPS (Global Positioning System), cá-
maras, LRF (Laser Range Finder), sensores ultrasónicos, etc.

5.2. Robot diferencial

En este trabajo se propone utilizar un filtro de Kalman para dar un estimado de
la posición de un robot diferencial. Un robot diferencial, de acuerdo con [Nitules-
cu, 2005], es aquel robot el cual cuenta con al menos tres puntos de apoyo, es decir
tres ruedas, de las cuales dos de ellas pueden controlarse para hacer que el robot se
mueva hacia adelante, atrás ó para cambiar de orientación.

Figura 5.1: Ilustración de un robot diferencial con tres puntos de apoyo, dos de los cua-

les son las ruedas móviles

Normalmente, y dependiendo de la construcción, la tercera rueda se encuentra
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5.2 Robot diferencial

ubicada al frente ó en la parte posterior de robot. De esta manera brinda el apo-
yo para que las dos ruedas móviles puedan hacer que se realicen sólo dos tipos de
desplazamientos, lineales o rotacionales, por lo que se dice que este tipo de robots
cuentan con grados de libertad.

Para este tipo de robots en particular, es muy importante tener en cuenta que
los movimientos realizados sean suaves y no muy bruscos, esto para evitar que se
presente deslizamiento en las ruedas ó sacudidas en la estructura.

5.2.1. Modelo dinámico

El modelo dinámico se obtiene a partir del conocimiento de que el robot tiene
dos grados de libertad, es decir, puede realizar dos tipos de desplazamientos: ro-
tacional y lineal. Este tipo de desplazamientos están en función de la velocidad de
giro de las llantas, siendo respectivamente las siguientes ecuaciones:

ω= r (ωR −ωL)

D
(5.1)

V = r (ωR +ωL)

2
(5.2)

En donde r representa el radio de las ruedas, D la distancia entre las ruedas yωR ,
ωL representan las velocidades angulares de la rueda derecha e izquierda respecti-
vamente. De esta manera, contando con las ecuaciones 5.1 y 5.2, se puede describir
la dinámica del robot mediante el siguiente conjunto de ecuaciones:

ẋ = r (ωR +ωL)

2
cos(θ) (5.3)

ẏ = r (ωR +ωL)

2
sin(θ) (5.4)

θ̇ = r (ωR −ωL)

D
(5.5)

5.2.2. Modelo discreto

Siendo x, y y θ las coordenadas en el eje x, en el eje y y la orientación del robot
respectivamente. Estas tres variables son suficientes para determinar la dinámica
del robot. Ahora suponiendo que se desea implementar el algoritmo en un disposi-
tivo digital, como puede ser una computadora, un microcontrolador, o inclusive un
DSP, es necesario contar con el modelo del sistema en tiempo discreto, es decir, que
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5. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS

se encuentre expresado mediante ecuaciones en diferencias en lugar de ecuaciones
diferenciales. Para ello se procede a hacer un proceso llamado discretización apro-
ximada, mediante el cual se aproxima la derivada de las ecuaciones de la siguiente
manera:

Sabiendo que por definición la derivada de una función es la siguiente:

ẋ = ĺım
∆t→0

f (x +∆t )− f (x)

∆t
= r (ωR +ωL)

2
cos(θ) (5.6)

Suponiendo que se cuenta con un muestreo de la señal a periodos igual a Ts en-
tonces se puede decir que, el periodo de muestreo Ts =∆t por lo tanto, si el periodo
de muestreo es lo suficientemente pequeño, es decir Ts ≈∆t , entonces:

ẋ ≈ x[t +Ts]−x[t ]

Ts
= (5.7)

En donde, x[k+1] representa el valor en el siguiente instante de muestreo y x[k]
es el valor en el instante actual. Igualando la ecuación anterior con la definición de
ẋ se tiene

x[k +1]−x[k]

Ts
≈ r (ωR +ωL)

2
cos(θ[k]) (5.8)

x[k +1]−x[k] ≈ Ts
r (ωR +ωL)

2
cos(θ[k]) (5.9)

x[k +1] ≈ x[k]+Ts
r (ωR +ωL)

2
cos(θ[k]) (5.10)

Siguiendo el mismo procedimiento, para las ecuaciones representadas en 5.5, se
obtiene el modelo discreto del robot diferencial.

x[k +1] ≈ x[k]+Ts
r (ωR +ωL)

2
cos(θ[k]) (5.11)

y[k +1] ≈ y[k]+Ts
r (ωR +ωL)

2
sin(θ[k]) (5.12)

θ[k +1] ≈ θ[k]+Ts
r (ωR −ωL)

D
(5.13)

Ahora, sabiendo que la velocidad angular de las ruedas derecha e izquierda son
ωR y ωL , se puede utilizar la expresión 5.14 para dejar en términos de la velocidad
tangencial de las ruedas.

v = r ·ω (5.14)
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5.2 Robot diferencial

Si además, se utiliza la expresión 5.16 y se sustituye 5.14.

v = d

t
(5.15)

d = v t (5.16)

Se conocerá la distancia recorrida por las ruedas durante un periodo de mues-
treo Ts , como lo muestran las expresiones 5.17, en donde∆R y∆L son las distancias
recorridas por la rueda derecha e izquierda respectivamente.

∆R = Tsr ·ωR

∆L = Tsr ·ωL
(5.17)

Por lo tanto, al utilizar la expresión anterior se pueden simplificar las ecuaciones
del modelo discreto del robot diferencial de la siguiente manera:

x[k +1] ≈ x[k]+ cos(θ[k])

2
(∆R +∆L) (5.18)

y[k +1] ≈ y[k]+ sin(θ[k])

2
(∆R +∆L) (5.19)

θ[k +1] ≈ θ[k]+ 1

D
(∆R −∆L) (5.20)

Dichas ecuaciones simplificadas, se pueden expresar en un modelo en variables
de estado, como se expresa a continuación:xk+1

yk+1

θk+1

≈
1 0 0

0 1 0
0 0 1

xk

yk

θk

+


cos(θk )

2
cos(θk )

2
sin(θk )

2
sin(θk )

2
1
D − 1

D

[
∆R
∆L

]
(5.21)

Al observar el modelo en variables de estado discreto (5.21), se constata que la
ecuación del proceso cuenta con operaciones lineales, pero que es variable respecto
del tiempo. Para el caso de la ecuación de medición, la cual supone se elija de tal
manera que la salida sean cantidades que se pueden medir físicamente, se define
de la siguiente manera:

y =
[

1 0 0
0 1 0

]xk

yk

θk

+v2 (5.22)

[
xk

yk

]
=

[
1 0 0
0 1 0

]xk

yk

θk

+v2 (5.23)
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La cual será medida a través de un GPS, en donde v2 es el ruido aditivo debido a
las mediciones y el cual se considera Gaussiano. De esta manera se pueden agregar
distintos sensores, por ejemplo una brújula para medir la orientación del robot, los
cuales se utilizarían mediante otra matriz de medición.

5.3. Planificación de trayectoria

Como ya se ha mencionado, algunas de las tareas relacionadas con los robots
móviles es el llegar a un punto en el espacio siguiendo una ruta planificada. En este
caso se establece un punto en el plano X Y al cual se desea que llegue el robot, desde
un punto inicial, describiendo una trayectoria que se supone ideal, la cual de acuer-
do con [Hendricks et al., 2008, p. 13] es la ruta que describe el vector de estados que
describe el comportamiento del sistema.

5.3.1. Trayectoria ideal

Esta trayectoria se supone ideal pues es la trayectoria que seguiría el móvil al
tener implementado un controlador de la forma 5.24 y no presentarse ruido en las
mediciones, es decir que las mediciones de la posición fuesen totalmente precisas.
En donde Kθ es el error angular que existe entre la orientación actual del robot y el
punto deseado y r representa la distancia que hay entre la posición actual y el punto
deseado, es decir el módulo del error de posición del móvil.

vL =−Kθeθ+Kp r
(
1− |sat (eθ)|

Ks

)
vR = Kθeθ+Kp r

(
1− |sat (eθ)|

Ks

) (5.24)

Los coeficientes Kθ, Kp y Ks determinan el comportamiento del controlador. En
específico Kθ es la constante de proporcionalidad del error angular, Kp es la cons-
tante de proporcionalidad del error de posición y Ks es la constante de saturación
del error angular. Los valores utilizados para estas constantes se pueden observar
en la siguiente tabla.

Kθ = 10
Kp = 20
Ks = 3π

4

Finalmente, la trayectoria ideal, descrita por el móvil e implementando el con-
trolador 5.24 y las constantes antes mencionadas, se puede observar en la figura
5.2.
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Figura 5.2: Trayectoria ideal descrita por un robot móvil desde un punto inicial hasta el

punto objetivo
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5.3.2. Trayectoria con ruido

La trayectoria ruidosa, es decir la trayectoria que sigue el robot según los senso-
res los cuales, como ya se ha hablado antes, introducen ruido a las mediciones. En
el caso de las las mediciones obtenidas por el GPS y de acuerdo con [Mishra et al.,
2014] la posición horizontal y vertical tienen una precisión de 3 y 5 metros respecti-
vamente en el 95% de los casos.

Asumiendo que las mediciones tienen una distribución Gaussiana, y recordan-
do que 3 veces la desviación estándar de este tipo de distribuaciones equivalen al
99.9% de la probabilidad. Se puede deducir la varianza de las mediciones a partir
de la afirmación de [Mishra et al., 2014].

σ2
GPSx =

(
3

3

)2

= 1[m2] (5.25)

σ2
GPSy =

(
5

3

)2

= 25

9
[m2] (5.26)

Asumiendo además de que las mediciones en ambos sentidos no están correla-
cionadas, se obtiene la matriz de covarianza de las mediciones (5.27), y la función
de densidad se puede observar en la gráfica de la figura 5.3, la cual muestra que la
probabilidad es mayor cerca de la posición en la que se encuentra el móvil.

R =
[
σ2

GPSx 0
0 σ2

GPSy

]
=

[
1 0
0 25

9

]
(5.27)

5.4. Estimación óptima de trayectoria

Para realizar la estimación de la trayectoria, se utiliza un filtro de Kalman me-
diante el cual se puede fusionar la información de dos sensores o más, para mejorar
la precisión de las mediciones y con ello poder dar un estimado con menos ruido
de la posición del móvil.

Recordando el modelo del robot diferencial (5.28), el cual cuenta con una matriz
que es variante con el tiempo, se debe de tener una consideración práctica para la
implementación del filtro de Kalman.
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Figura 5.3: Función de densidad de las mediciones obtenidas de un GPS con media

µ= 0 y una matriz de covarianza R.

xk+1

yk+1

θk+1

=
xk

yk

θk

+


cos(θk )

2
cos(θk )

2
sin(θk )

2
sin(θk )

2
1
D − 1

D

[
∆R
∆L

]
+v1 (5.28)

Esta matriz variable (5.29), como se puede observar en 5.28, es la matriz B. Por
lo tanto, para realizar la implementación es necesario actualizar los elementos de la
matriz B en cada iteración del algoritmo antes de utilizarla, como se muestra en el
diagrama de la figura 5.4.

B =


cos(θk )

2
cos(θk )

2
sin(θk )

2
sin(θk )

2
1
D − 1

D

 (5.29)

Para obtener la trayectoria estimada, el procedimiento consta de dos etapas
principales, la etapa de predicción y la etapa de corrección. Estas etapas se divi-
den a su vez en una serie de tareas más simples, que se observan de mejor manera
en el diagrama de la figura 5.4.
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Inicio

, 

Actualización de 
matriz 

Cálculo del 
estimado a priori

Cálculo de matriz 
de covarianza del 

error a priori

Predicción

Cálculo de 
ganancia de 

Kalman

Cálculo del 
estimado a 

posteriori

Cálculo de matriz 
de covarianza del 

error

Cálculo de 
posición óptima

Corrección

Figura 5.4: Diagrama de flujo de la implementación del filtro de Kalman
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5.4.1. Predicción

Actualización de matriz B: Para la actualización de esta matriz es necesario contar
con el valor actual de θk , que se obtiene a partir del estimado del estado si-
guiente que se da en la iteración anterior. Para el caso especial de la primera
iteración, se utiliza el valor inicial θ0 contenido en el vector de estado inicial
x0.

B[k] =


cos(θk )

2
cos(θk )

2
sin(θk )

2
sin(θk )

2
1
D − 1

D

 (5.30)

Estimado a priori: El estimado a priori está dado por la ecuación 4.50, en donde se
utiliza el valor actualizado de la matriz B e identificando que la matriz A es la
matriz identidad, queda entonces:

x̂−
k+1|k = x̂k|k−1 +B[k]uk (5.31)

Matriz del error de covarianza a priori: La matriz del error de covarianza a priori
se calcula a partir de 4.51, en donde Q es la matriz de covarianza del ruido en
los estados. Este ruido está indicado en 5.28, el cual se puede considerar que
se debe a las mediciones de las entradas∆R y∆L, por lo tanto es necesario ca-
racterizarlo. Para ello, y recordando que las entradas representan la distancia
recorrida por las ruedas en una iteración, el error máximo se supondrá como
la distancia de una vuelta de las ruedas.

Realizando un procedimiento similar que el hecho para obtener la matriz de
covarianza R y haciendo uso de 5.17 se puede conocer entonces el error má-
ximo.

∆Rmax = Tsr ·ωRmax (5.32)

∆Lmax = Tsr ·ωLmax (5.33)

Ahora, si además se asume que este ruido es Gaussiano e independiente y
que es necesario multiplicar por el máximo valor de la matriz B, la varianza
del error quedaría de la siguiente manera:

σ2
x

σ2
y

σ2
θ

=
 1

2
1
2

1
2

1
2

1
D − 1

D

(
∆Rmax

3

)2(
∆Lmax

3

)2

 (5.34)
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Y la matriz de covarianza a partir de la ecuación anterior:

Q =
σ2

x 0 0
0 σ2

y 0
0 0 σ2

θ

 (5.35)

Finalmente, el cálculo de la matriz de covarianza del error a priori se calcula
de la siguiente manera:

P−
k+1 = P∗

k +Q (5.36)

5.4.2. Corrección

Esta etapa se puede realizar de manera múltiple en caso de haber informacion
redundante, como múltiples sensores que arrojen la misma medicion o distintas
mediciones, en tal caso se utilizaría una matriz de medición C distinta.

Ganancia de Kalman: La ganancia de Kalman está dada por la ecuación 4.52, que
se simplifica un poco gracias a la matriz A, igual a la matriz identidad.

Kk = P−
k C∗ [

CP−
k C∗+R

]−1 (5.37)

Estimado a posteriori: El estimado óptimo se puede calcular una vez que se tiene
la ganancia de Kalman, mediante la ecuación 4.53. En este punto se puede
entonces obtener la posición estimada óptima al utilizar la ecuación de me-
dición del proceso (5.23).

Matriz de covarianza del error: Por último, el cálculo de la matriz de covarianza
del error es el último punto de cada iteración, ésta se calcula mediante la
ecuación 4.54, simplificandose un poco.

Pk+1 = P−
k+1 −Pk CK∗

k −Kk CP∗
k +Kk CPk C∗K∗

k +Kk RK∗
k (5.38)

5.5. Resultados

Implementando el algoritmo antes descrito mediante una simulación, se obtu-
vieron los siguientes resultados que se pueden observar claramente en las siguien-
tes imágenes.

76



5.5 Resultados

0 500 1000 1500 2000 2500

−0.03

−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

Inputs

Iterations

 

 

∆ R

∆ I

Figura 5.5: Gráfica de las mediciones de las señales de entrada ∆R y ∆L del modelo
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Como ya se menciono antes, la tarea del filtro de Kalman es dar un estimado de
la trayectoria, es decir la ruta que describe el vector de estados que describe al sis-
tema a lo largo de periodo de tiempo conocido, con una mayor precisión debido a
la naturaleza del filtro el cual minimiza la varianza del error.
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Figura 5.6: Gráfica de los estados óptimos estimados del modelo

Las trayectorias estimadas descritas a lo largo del experimento se ilustran en la
figura 5.6, que se obtuvieron a partir de las señales de control, las señales de entrada
del sistema, que se muestran en la imagen 5.5.

Una vez que se tiene la trayectoria de los estados internos del sistema es fácil ob-
tener la tarea principal, que de una manera más práctica se puede describir como,
obtener la ruta seguida por el móvil a lo largo de un periodo de tiempo. En concreto
la ruta descrita se obtiene a partir de las trayectorias en las coordenadas X y Y , a
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Figura 5.7: Trayectoria óptima estimada a partir de las mediciones
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Figura 5.8: Acercamiento de la trayectoria estimada

Esta ruta se puede observar en la figura 5.7, además de comparar con la ruta
ideal que supuestamente seguiría el móvil sin la presencia de ruido, es decir si las
mediciones fuesen completamente precisas.

Finalmente, los resultados muestran la viabilidad y funcionalidad de la imple-
mentación de un filtro de Kalman aplicado a un modelo dinámico, en este caso un
robot móvil, para la estimación de la trayectoria del vector de estados el cual cum-
ple la tarea de eliminar los efectos aleatorios del ruido que se pudiese presentar,
además de contar con la característica de utilizar toda la información disponible,
la fusión de la información provista por diversos sensores, para mejorar aún más la
precisión de la estimación.
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Capítulo 6

Conclusiones

Como resultado de este trabajo, se estudiaron los principios básicos necesarios
para adentrarse en la teoría de los sistemas, en el modelado y la clasificación. Ade-
más de presentarse la bases probabilisticas, conceptos e ideas, que se utilizaron pa-
ra caracterizar las posibles perturbaciones de naturaleza aleatoria que se llegan a
presentar en los modelos matemáticos de los sistemas.

Bajo las premisas anteriores, fue posible estudiar los conceptos básicos de la es-
timación de una señal, basándose en la minimización del error de la señal estima-
da. Para ello se presentaron distintos enfoques, como el criterio del error cuadrático
medio que es ampliamente utilizado en la teoría de Wiener así como el propuesto
en la teoría de Kalman, los cuales presentan diferentes ventajas dependiendo del
problema que se desee resolver, siendo ambos enfoques muy efectivos además de
ampliamente utilizados.

Una vez comprendidas las bases teóricas de ambas vertientes, es posible hacer
un análisis de las restricciones o limitaciones, dando como resultado natural una
comparación implícita de las desventajas presentes en cada uno de los filtros al mo-
mento de implementarse.

En este punto vale la pena mencionar las amplias ventajas que se observaron
en el uso de un filtro de Kalman en comparación con un filtro estático como el de
Wiener, que no cuenta con la característica de variar sus parámetros para compen-
sar los cambios de las características de la señala filtrar. En este sentido el filtro de
Kalman se puede llegar a clasificar como un filtro adaptable dado que puede variar
para ajustar y mejorar la estimación.

Gracias a esta característica con la que cuenta el filtro de Kalman, es posible
encontrar una amplia variedad de aplicaciones prácticas en las que se puede im-
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plementar de entre las cuales, el seguimiento de la trayectoria de un móvil, como se
presentó en este trabajo, pero además cuenta con un valor agregado que es la posi-
bilidad de mejorar la precisión de la estimación mediante la fusión de información
recabada por distintos sensores, o fuentes de información.

De esta manera, junto con la naturaleza recursiva del algoritmo, el filtro utiliza
toda la información disponible, en un instante de tiempo debido a múltiples sen-
sores ó la información a lo largo de todo el tiempo de filtrado, para realizar una
estimación de los estados internos que describen el comportamiento del sistema.
Siendo una consecuencia de esta precisión la eliminación de los efectos del ruido
en las mediciones realizadas.

Todo esto a costa de una mayor complejidad matemática y computacional, en
comparación con la complejidad requerida para la implementación de un filtro de
Wiener, la cual se puede justificar mediante la premisa establecida en la motivación
de este trabajo (1.4), en la cual se menciona el considerable incremento que han
tenido las microcomputadoras en su capacidad de procesamiento y la disminución
del tamaño y costo, lo cual permite la implementación de algoritmos más complejos
como filtro de Kalman.

82



Apéndice A

Sistemas y Señales en tiempo discreto

En este apartado se describen los conceptos básicos de la teoría relacionada con
los sistemas y señales, en específico en su enfoque en el tiempo discreto.

Con esto se busca introducir las bases, ó en su caso refrescar al memoria, que
pueden ser importantes para la comprensión ideas más complejas basadas en estos
conceptos elementales, como lo puede ser los filtros lineales el cual es un término
utilizado frecuentemente en este trabajo.

A.1. Señal

El término señal es uno de los conceptos más importantes y utilizados dentro de
la teoría de sistemas, y a veces no es fácil definir y comprenderlo. De acuerdo con
[Oppenheim and Schafer, 2011, p. 9] la palabra señal se aplica generalmente a al-
go que lleva información. Se dice que las señales llevan generalmente información
sobre el estado o el comportamiento de un sistema físico y a menudo se sintetizan
señales con el propósito de comunicar información entre seres humanos, o entre
seres humanos y máquinas.

Las señales se pueden representar de diferentes formas, comúnmente la repre-
sentación matemática de las funciones es mediante funciones de una o más varia-
bles independientes, pero lo que siempre tienen en común las distintas representa-
ciones, es el hecho de que, la información se encuentra contenida en algún patrón
de variaciones.
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A. SISTEMAS Y SEÑALES EN TIEMPO DISCRETO

A.1.1. Señales continuas y discretas

En la teoría de sistemas, ampliamente utilizada en el campo de la ingeniería,
una señal se representa normalmente de manera matemática en función de una
o más variables independientes. Estas variables independientes que describen a la
señal pueden ser continuas o discretas, lo cual nos brinda un punto de compara-
ción entre los tipos de señales representadas por variables continuas y las señales
representadas por variables discretas.

Las señales en tiempo continuo, o simplemente señales continuas, se definen en
un continuo temporal y se representan por lo tanto con una variable independiente
continua. Estas señales se denominan frecuentemente como señales analógicas, es-
to dado que la variable independiente puede representar cualquier cantidad física
[Ingle and Proakis, 2010, p. 22]. Por otra parte, las señales en tiempo discreto se de-
finen en instantes discretos del tiempo, y por lo tanto, la variable independiente to-
ma valores discretos. Otro parámetro para la clasificación de las señales puede ser la
amplitud de la misma, la cual puede ser de igual manera continua o discreta, cuan-
do una señal es discreta tanto en la amplitud como en la variable independiente se
le conoce entonces como una señal digital [Oppenheim and Schafer, 2011, p. 9].

A.2. Señales en tiempo discreto

De una manera más amplia se pueden describir a las señales discretas en el
tiempo en el ámbito de la teoría de sistemas de manera matemática como secuen-
cias de números. Una secuencia de números x, en los que el n-ésimo número se
indica como x[n] y se escribe formalmente usando la siguiente notación [Ingle and
Proakis, 2010, Oppenheim and Schafer, 2011, p. 22, p. 10]

x = {x[n]}, −∞< n <∞ (A.1)

siendo n un número entero. En casos prácticos estas secuencias surgen de mues-
trear una señal analógica x(t ), en dado caso el n-ésimo número de la secuencia es
igual al valor de la señal analógica, x(t ), en el instante temporal nT , es decir

x[n] = x(nT ), −∞< n <∞ (A.2)

en donde la cantidad T se denomina periodo de muestreo, es decir el intervalo
entre muestra y muestra, y su inversa es la frecuencia de muestreo fs [Proakis and
Manolakis, 2007][Ingle and Proakis, 2010][Oppenheim and Schafer, 2011].
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Otra manera de representar las señales en tiempo discreto, es decir las secuen-
cias, es mediante una representación gráfica la cual se puede apreciar el la figura
A.1.

Figura A.1: Representación gráfica de una señal en tiempo discreto

Es importante resaltar que, aunque el eje de la variable independiente se repre-
senta mediante una línea continua, la señal x[n] está definida sólo para valores en-
teros de n, y no se encuentra definida en los instantes entre dos muestras sucesivas.
Además de que es incorrecto pensar que x[n] es igual a cero si n no es un entero,
simplemente no está definida para valores no enteros de n [Proakis and Manolakis,
2007, pp. 37].

Otro ejemplo de una señal discreta puede ser la que se muestra en la figura A.2,
la cual representa una señal analógica muestreada para obtener una representación
discreta de la señal.
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Figura A.2: Señal analógica y señal discreta
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A.2.1. Señales elementales

Al presentar la teoría de las señales y los sistemas en tiempo discreto, aparecen
varias secuencias básicas de particular importancia. Estas secuencias se muestran
en la imagen A.3 [Proakis and Manolakis, 2007][Oppenheim and Schafer, 2011].

Figura A.3: Secuencias elementales presentes en los sistemas en tiempo discreto

Impulso unitario

La secuencia impulso unitario o muestra unitaria se define como

δ[n] =
{

0, n 6= 0

1, n = 0
(A.3)

La secuencia muestra unitaria juega el mismo papel en señales y sistemas en
tiempo discreto que la función impulso para señales y sistemas en tiempo continuo
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[Oppenheim and Schafer, 2011, p 12-13]. Uno de los aspectos más importantes de la
secuencia impulso es que permite expresar una secuencia arbitraria como una su-
ma de impulsos desplazados y escalados, o muestras unitarias ponderadas. En tér-
minos más generales, cualquier secuencia se puede expresar de esta forma [Proakis
and Manolakis, 2007][Ingle and Proakis, 2010]:

x[n] =
∞∑

k=−∞
x[k]δ[n −k] (A.4)

Esta forma de representar una señal discreta completamente arbitraria se usa
específicamente al hablar de la representación de los sistemas lineales en tiempo
discreto.

Escalón unitario

La secuencia escalón unitario se define como [Oppenheim and Schafer, 2011,
p. 13]

u[n] =
{

1, n ≥ 0

0,n < 0
(A.5)

La secuencia escalón unitario se define como

u[n] =
n∑

k=−∞
δ[k] (A.6)

es decir, el valor de la secuencia escalón unitario en el índice temporal n es igual
a la suma acumulada hasta el índice n de todos los valores anteriores de la secuencia
impulso. O bien se puede representar como la suma de impulsos retardados

u[n] =
∞∑

k=0
δ[n −k] (A.7)

Rampa unitaria

La señal rampa unitaria se denota como r [n] y se define como [Proakis and Ma-
nolakis, 2007, p. 39]

r [n] =
{

n, n ≥ 0

0, n < 0
(A.8)
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Secuencia exponencial

Las secuencias exponenciales son otra clase importante de las señales básicas.
La forma general de una secuencia exponencial es [Ingle and Proakis, 2010, p. 24]

x[n] = zn , ∀n (A.9)

Exponencial real. En dado caso que la base z de la secuencia exponencial se trate
de un número real se pueden presentar los siguientes casos [Oppenheim and Scha-
fer, 2011, p. 13-15]:

Si |z| > 1, exponencial creciente.

Si 0 ≤ |z| ≤ 1, exponencial decreciente.

Si −1 ≤ |z| ≤ 0, exponencial decreciente con signo alternante.

Si |z| < −1, entonces s trata de una exponencial creciente, con signo alternan-
te.

Estos casos se ejemplifican en la imagen A.4.

Exponencial compleja. Si en la secuencia exponencial z es un número complejo
entonces tiene parte real e imaginaria y se puede expresar mediante la formula de
Euler [Proakis and Manolakis, 2007, p. 40]

z = |z|e iθz = |z|[cos(θz)+ i sin(θz)] (A.10)

De esta manera la ecuación A.9 se puede expresar de la siguiente forma

x[n] = zn (A.11)

= |z|ne iθz n (A.12)

= |z|n[cos(θzn)+ i sin(θzn)] (A.13)

La ecuación A.13 nos denota que la señal se puede expresar mediante sinusoi-
des ponderadas exponencialmente en donde |z| es el módulo del número complejo
z, y representa una atenuación si |z| < 0 o una amplificación si |z| > 0, y θz es la fre-
cuencia de oscilación en radianes de la señal sinusoidal. Se pueden apreciar en la
imagen A.5
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Figura A.4: Secuencias exponenciales reales
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Figura A.5: Señales exponenciales complejas
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A. SISTEMAS Y SEÑALES EN TIEMPO DISCRETO

Secuencias aleatorias

Otro tipo muy importante de señales discretas en el tiempo son las secuencias
aleatorias, esto se debe a que muchas situaciones prácticas no pueden ser descritas
mediante expresiones matemáticas, ya que los procesos que generan las señales son
tan complejos que realizar una descripción precisa de una señal se hace extremada-
mente difícil e incluso imposible. En estos casos resulta útil modelar analíticamente
la señal como un proceso estocástico.

Una señal aleatoria se considera como miembro de un conjunto de señales en
tiempo discreto caracterizada por un conjunto de funciones de densidad de pro-
babilidad. Más concretamente, dada una señal particular en un instante concreto,
su amplitud en ese instante se supone determinada por un esquema de probabi-
lidades subyacente. Es decir, cada muestra individual x[n] de una señal particular
se supone que es una realización de una variable aleatoria subyacente xn , asociada
a funciones de densidad de probabilidad que la describen [Proakis and Manolakis,
2007, p. 64-66][Ingle and Proakis, 2010, p. 25].

A.2.2. Clasificación de las señales discretas en el tiempo

Una vez que se conoce el concepto de señal y más especificamente el concepto
de señal discreta en el tiempo, es importante conocer las características de las seña-
les que se pueden presentar, para que de esta manera se puedan analizar. Esto se
debe a que los métodos matemáticos empleados en el análisis de señales y sistemas
discretos en el tiempo dependen de las características que presenten las señales.

Para clasificar las señales discretas en el tiempo se pueden utilizar diversos cri-
terios para agrupar las semejanzas que se puedan presentar en las señales.

Señales de energía y potencia

Un criterio de clasificación de las señales discretas en el tiempo es la energía o
la potencia promedio de la señal, dado que las señales que tienen una energía me-
dia finita presentan características similares entres si, de igual manera lo hacen las
señales con potencia media finita.

La energía E de una señal discreta en el tiempo x[n] se define como
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E =
∞∑

n=−∞
|x[n]|2 (A.14)

Si E es finita entonces se dice que x[n] es una señal de energía [Proakis and Ma-
nolakis, 2007, p. 42]

Dado que muchas señales x[n] poseen energía infinita no se pueden clasificar
como señales de energía, pero cuentan con potencia media finita la cual se define
de la siguiente manera

P = ĺım
N→∞

1

2N +1

N∑
n=−N

|x[n]|2 (A.15)

Si se define la energía de la señal x[n] en el intervalo finito −N ≤ n ≤ N como

EN ≡
N∑

n=−N
|x[n]|2 (A.16)

De esta manera se puede expresar la energía de la señal

E ≡ ĺım
N→∞

EN (A.17)

y la potencia media de la señal x[n] como

P ≡ ĺım
N→∞

1

2N +1
EN (A.18)

De esta manera si la energía E de la señal es finita, la potencia media será igual a
cero, P = 0. En caso contrario si la energía es infinita, la potencia media P puede ser
finita o infinita. De esta manera se puede decir que si P es finita y distinta de cero,
entonces se dice que se trata de una señal de potencia [Proakis and Manolakis, 2007,
p. 43].

Señales periódicas y aperiódicas

De nuevo otro criterio de clasificación de las señales discretas en el tiempo es la
periodicidad de la señal, saber si una señal discreta es periódica o no permite reali-
zar posteriormente un análisis adecuado.

Una señal x[n] es periódica de periodo N si y sólo si

x[n +N ] = x[n], ∀n (A.19)
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El valor más pequeño de N para el que la ecuación anterior se cumple se deno-
mina periodo fundamental. En dado caso de que no exista ningún valor de N que
satisfaga la expresión anterior, se dice que es no periódica o aperiódica [Proakis and
Manolakis, 2007, p. 43].

Para comprobar esto y sabiendo que la señal sinusoidal de la forma

x[n] = A sin(2π f0n) (A.20)

es periódica cuando f0 es un número racional, es decir, si f0 puede expresarse
como

f0 = k

N
(A.21)

donde k y N son enteros.

Un caso especial de análisis es revisar la energía de una señal periódica x[n] en
un sólo periodo, es decir, en el intervalo 0 ≤ n ≤ N −1. Sin embargo, la energía de la
señal periódica para −∞< n <∞ es infinita. Por el contrario, la potencia media de
la señal periódica es finita e igual a la potencia media en un solo periodo. Por tanto,
si x[n] es una señal periódica de periodo fundamental N y toma valores finitos, su
potencia viene dada por

P = 1

N

N−1∑
n=0

|x[n]|2 (A.22)

En consecuencia, las señales periódicas son siempre señales de potencia.

A.3. Sistemas en tiempo discreto

Una vez descrito el concepto de señal discreta en el tiempo se puede proceder
a describir el concepto, igual de abstracto, de sistema. De acuerdo con [Wikipedia,
2014a] un sistema es un objeto complejo cuyos componentes se relacionan con al
menos algún otro elemento; puede ser material o conceptual. Otra definición pue-
de ser, "Un sistema es un conjunto o arreglo de elementos y procesos que están rela-
cionados y cuyo comportamiento satisface las necesidades operacionales y provee ó
contempla el sostenimiento para un ciclo vital de los productos"[Doran, 2006].

Las definiciones anteriores son definiciones muy generales que nos brindan una
visión general de lo complejo que puede ser un sistema, pero hablando en especial
de los sistemas discretos se podría definir mejor de la siguiente manera.
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Sistema discreto Un sistema discreto en el tiempo es un dispositivo o algoritmo
que opera sobre una señal discreta en el tiempo, que es la entrada o excita-
ción, de acuerdo con una determinada regla bien definida, para producir una
señal discreta en el tiempo, que es la salida o respuesta del sistema. En gene-
ral, decimos que un sistema es una operación o conjunto de operaciones que
se realizan sobre la señal de entrada x[n] para generar la salida y[n] [Proakis
and Manolakis, 2007, p. 48].

Matemáticamente un sistema discreto se define como una transformación u
operador que transforma una secuencia de entrada con valores x[n] en una secuen-
cia de salida con valores y[n] [Oppenheim and Schafer, 2011, p. 17]. Esto se puede
expresar de la siguiente manera

y[n] = T {x[n]} (A.23)

Esta relación matemática se puede representar gráficamente como se muestra
en la figura A.6.

Figura A.6: Representación gráfica de un sistema discreto en el tiempo

A.3.1. Clasificación

Una vez que se definió el concepto de sistema, al igual que con las señales, es
necesario clasificar a los diferentes sistemas puesto que resulta cómodo de acuerdo
con las propiedades generales que satisfacen para posteriormente poder analizar-
los, para ello se pueden establecer restricciones en la transformación T {·} [Proakis
and Manolakis, 2007][Ingle and Proakis, 2010][Oppenheim and Schafer, 2011].

Se debe destacar que para que un sistema posea una determinada propiedad,
es presiso que dicha propiedad se satisfaga para cualquier posible señal de entrada
que se aplique al sistema. Si la propieda sólo se cumple para algunas señales de
entrada pero no para otras, quiere decir que el sistema no posee dicha propiedad.
Por lo tanto, un único contraejemplo es suficiente para demostrar que un sistema
no posee una propiedad dada.
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Sistemas sin memoria

Una de las propiedades más básicas de los sistemas es la presencia de memoria,
se dice que un sistema es sin memoria si la salida y[n] para cualquier valor de n
depende sólo de la entrada x[n] en el mismo valor de n [Oppenheim and Schafer,
2011, p. 18].

Sistemas estáticos

Se dice que un sistema discreto en el tiempo es estático si su salida en cualquier
instante n depende a lo sumo de la muestra de entrada en dicho instante, pero no
de muestras pasadas o futuras de la entrada [Proakis and Manolakis, 2007, p. 54].
En cualquier otro caso, se dice que en el sistema es dinámico o que tiene memoria.
Nótese que, en general, los sistemas estáticos o sin memoria se describen mediante
ecuaciones de entrada-salida de la forma

y[n] = T {x[n],n} (A.24)

y no incluyen elementos de retardo (memoria).

Sistemas lineales

La clase general de sistemas puede subdividirse en sistemas lineales y sistemas
no lineales. Para poder determinar si un sistema es lineal o no, se debe de compro-
bar si la transformación que describe al sistema discreto en el tiempo satisface el
principio de superposición, el cual se define de la siguiente manera

T {x1[n]+x2[n]} = T {x1[n]}+T {x2[n]} = y1[n]+ y2[n] (A.25)

y

T = {ax[n]} = aT {x[n]} = ay[n] (A.26)

La expresión A.25 se denomina propiedad de aditividad mientras que a la expre-
sión A.26 se le conoce como propiedad de homogeneidad o escalado, estas propie-
dades de los operadores T {·} se suelen combinar en el principio de superposición,
que se formula así [Oppenheim and Schafer, 2011, p. 18-19]

T = {ax1[n]+bx2[n]} = aT {x1[n]}+bT {x2[n]} = ay1[n]+by2[n] (A.27)
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Entonces para que un sistema sea considerado lineal tiene que satisfacer el prin-
cipio de superposición para cualquier secuencia de entrada x1[n], x2[n], y cualquier
constante arbitraria a1, a2.

Extrapolando, la condición de linealidad expresada anteriormente puede am-
pliarse arbitrariamente a cualquier combinación lineal ponderada de señales [Proakis
and Manolakis, 2007, p. 56-57]. En general, se tiene que

x[n]
T−→ y[n] (A.28)

Q−1∑
k=1

ak xk [n]
T−→

Q−1∑
k=1

ak yk [n] (A.29)

Suponiendo que cualquier secuencia arbitraria x[n] puede ser expresada me-
diante una suma ponderada de impulsos retrasados, como se mencionó antes en la
expresión A.4, entonces la respuesta y[n] de un sistema lineal a una secuencia de
entrada arbitraria x[n] está dada por

y[n] = T {x[n]} (A.30)

= T

{ ∞∑
k=−∞

x[k]δ[n −k]

}
(A.31)

=
∞∑

k=−∞
x[k]T {δ[n −k]} (A.32)

Entonces la respuesta T {δ[n −k]} puede ser interpretada como la respuesta de
un sistema lineal en el tiempo n debido a una muestra unitaria (secuencia impulso
unitario) en el tiempo k. A esto se le conoce como respuesta al impulso [Ingle and
Proakis, 2010, p. 37] y se denota por h[n,k], quedando así

y[n] =
∞∑

k=−∞
x[k]h[n,k] (A.33)

Sistemas causales

El concepto de causalidad es importante y a veces necesario para asegurar que
los sistemas pueden ser construidos. Se dice que un sistema es causal si la salida del
mismo en cualquier instante n (es decir, y[n]) sólo depende de la entradas actuales y
pasadas (es decir, x[n], x[n−1], x[n−2], · · · ) pero no depende de las entradas futuras
(x[n +1], x[n +2], x[n +3], · · · ) [Proakis and Manolakis, 2007, p. 59-60]. En términos
matemáticos, la salida de un sistema causal satisface una ecuación de la forma
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y[n] = F {x[n], x[n −1], x[n −2], · · · } (A.34)

donde F {·} es alguna función arbitraria. Si un sistema no satisface dicha defini-
ción se dice que es no causal. Un sistema así tiene una salida que depende no sólo
de las entradas actual y pasada, sin también de las entradas futuras.

Sistemas estables

La estabilidad de los sistemas discretos es otra de las grandes propiedades que
brindan un punto de comparación para poder clasificar a los sistemas, esta pro-
piedad es además de vital importancia ya que debe tenerse en cuenta al momento
de diseñar un sistema para cualquier aplicación práctica. Los sistemas inestables
normalmente presentan un comportamiento errático y extremo, y producen des-
bordamiento en cualquier implementación práctica [Proakis and Manolakis, 2007,
p. 60].

Se dice que un sistema es estable en el sentido de entrada acotada, salida acota-
da (BIBO, Bounded Input-Bounded Output) si y sólo si cualquier secuencia acotada
a su entrada produce una secuencia de salida acotada. La condición de que la se-
cuencia de entrada x[n] y la secuencia de salida y[n] sean acotadas se expresa ma-
temáticamente estableciendo que existen determinados números finitos positivos
[Oppenheim and Schafer, 2011, Proakis and Manolakis, 2007, p. 60,p. 22], como por
ejemplo, Mx y My , tales que

|x[n]| ≤ Mx <∞, ∀x,n (A.35)

|y[n]| ≤ My <∞, ∀y,n (A.36)

Si, para determinada secuencia de entrada acotada x[n], la salida no está acotada
(es infinita), el sistema se clasifica como no estable.

Invariantes en el tiempo

Un sistema invariante con el tiempo (a menudo denominado también sistema
invariante al desplazamiento) es un sistema para el que un desplazamiento tempo-
ral o retardo de la secuencia de entrada provoca el mismo desplazamiento o retardo
en la secuencia de salida. Supongamos que se dispone de un sistema T {·} en estado
de reposo que, cuando se excita con una señal de entrada x[n], genera una señal de
salida y[n], por lo que podemos escribir
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y[n] = T {x[n]} (A.37)

Supongamos que la misma señal de entrada se retarda k unidades de tiempo
para proporcionar x[n −k], y de nuevo se aplica al mismo sistema. Si las caracte-
rísticas del sistema no cambian con el tiempo, la salida del sistema en reposo será
y[n−k]. Es decir, la salida será la misma que la respuesta a x[n], excepto en que esta-
rá retardada k unidades en el tiempo al igual que la entrada. Esto lleva a la siguiente
definición de sistema invariante en el tiempo o invariante a desplazamientos [Ingle
and Proakis, 2010, Proakis and Manolakis, 2007, p. 54-55, p. 38]:

y[n] = T {x[n]} =⇒ T {x[n −k]} = y[n −k] (A.38)

Supongamos que ahora se tiene un sistema lineal invariante con el tiempo (LTI)
con una secuencia de entrada x[n] y una respuesta y[n] para dicha entrada. En-
tonces la respuesta al impulso variante con el tiempo h[n,k] se convierte en una
función invariante con el tiempo h[n−k], y la salida de la respuesta al impulso esta
dada por

y[n] = LT I {x[n]} =
∞∑

k=−∞
x[k]h[n −k] (A.39)

Entonces se dice que la respuesta al impulso de un sistema invariante en el tiem-
po (LTI) está dado por h[n], una función que no se modifica con el tiempo. La ope-
ración matemática de la expresión A.39 se conoce como una suma de convolución
lineal y se denota por

y[n] = x[n]∗h[n] (A.40)

Por lo tanto un sistema invariante en el tiempo está completamente caracteri-
zado en el dominio del tiempo por la respuesta al impulso h[n] [Ingle and Proakis,
2010, p. 38-40].

A.4. Ecuaciones en diferencias

Una clase importante de sistemas lineales e invariantes con el tiempo, recursi-
vos y no recursivos, está formada por aquellos sistemas en los que la entrada y la
salida satisfacen una ecuación en diferencias lineal con coeficientes constantes de
orden P [Ingle and Proakis, 2010, Oppenheim and Schafer, 2011, Proakis and Mano-
lakis, 2007], para 0 ≤ P <∞. Las ecuaciones en diferencias son muy importantes en
el ámbito del procesamiento digital y juegan un papel determinante en dicho con-
texto, un análogo podría ser el papel que desempeñan las ecuaciones diferenciales
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de coeficientes constantes para describir a los sistemas continuos en el tiempo. La
forma general de sistemas descritos mediante ecuaciones en diferencias lineales y
coeficientes constantes es

P∑
i=0

ak y[n −k] =
Q∑

j=0
bk x[n − j ], ∀n (A.41)

En donde el número entero P define el orden de la ecuación en diferencias del
sistema. Otra manera de expresar la misma ecuación, considerando que a0 = 1, es
la siguiente

y[n] =
Q∑

j=0
bk x[n − j ]−

P∑
i=1

ak y[n −k] (A.42)

La expresión A.42 representa la forma general de los sistemas recursivos descri-
tos mediante ecuaciones en diferencias [Proakis and Manolakis, 2007, p. 83]. Esta
ecuación expresa la salida del sistema en el instante n directamente como una su-
ma ponderada de las salidas y[n −1], y[n −2], · · · , y[n −P ] así como las muestras de
las señales de entrada pasadas y presente (x[n], x[n −1], x[n −2], · · · , x[n −Q]).

Solución de las ecuaciones en diferencias lineales

Como en el caso de las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons-
tantes para sistemas en tiempo continuo sin restricciones adicionales, una ecuación
en diferencias lineal con coeficientes constantes para sistemas en tiempo discreto
no proporciona una especificación única de la salida para una entrada determina-
da. Para ello el objetivo es determinar una expresión explicita para la salida y[n], el
método que se utiliza se conoce como método directo [Proakis and Manolakis, 2007,
p. 87] y dicta que la solución total es la suma de dos partes

y[n] = yh[n]+ yp [n] (A.43)

siendo yh[n] la parte que se conoce como solución homogénea o complemen-
taria, mientras que yp [n] es la solución particular.

La solución homogénea es la solución a la ecuación en diferencias homogénea
la cual es la ecuación A.41 para una secuencia de entrada x[n] = 0, ∀n

P∑
i=0

ai y[n − i ] = 0 (A.44)
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El procedimiento para resolver la ecuación en diferencias homogénea es muy
similar al prosedimiento utilizado para resolver una ecuación diferencial lineal de
coeficientes constantes. Básicamente se supone que la solución pertenece a una
familia de soluciones de la forma[Oppenheim and Schafer, 2011]:

y[n] =
P∑

i=1
ai zn

i (A.45)

Dicha ecuación forma el polinomio característico del sistema. En general tiene
P raíces, que designamos como z1, z2, · · · , zP . Las raíces pueden ser reales o comple-
jas. En la práctica, normalmente, los coeficientes a1, a2, · · ·aP son reales. Las raíces
complejas aparecen como pares de complejos conjugados. Algunas de las P raíces
pueden ser iguales, en cuyo caso se tienen raíces de orden múltiple. El polinomio
característico es importante al determinar la estabilidad del sistema. Si las raíces zi

satisfacen la condición

|zi | < 1, i = 1,2, · · · ,P (A.46)

entonces el sistema causal descrito por la expresión A.41 es estable[Ingle and
Proakis, 2010].

Si se especifica una entrada x[n] entonces es necesario calcular la solución parti-
cular del sistema, la cual se determina a partir del lado derecho de la ecuación gene-
ral A.41, para ello será necesario un conjunto de datos auxiliares que se conocen co-
mo condiciones iniciales. Estas condiciones auxiliares pueden consistir en unos va-
lores especificados de y[n] para valores concretos de n, como y[−1], y[−2], · · · , y[−P ].

Si se especifica la entrada x[n], ∀n, junto con un conjunto de valores auxiliares,
por ejemplo y[−1], y[−2], · · · , y[−P ], utilizando la ecuación en diferencias se puede
determinar y[0] y después y[1] y así sucesivamente.

Si un sistema está caracterizado por una ecuación en diferencias lineal con coe-
ficientes constantes y se especifica adicionalmente que debe de ser lineal, invarian-
te con el tiempo y causal, la solución es única. En este caso, las condiciones auxilia-
res se denominan a menudo condiciones de reposo inicial, o condiciones iniciales
nulas. En otras palabras, la información auxiliar es que si la entrada x[n] es cero pa-
ra valores de n menores de algún instante n0 (n < n0), la salida y[n] debe valer cero
para n menor que n0 [Oppenheim and Schafer, 2011, p. 40].
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Apéndice B

Procesos Aleatorios

Este apéndice tiene como objetivo introducir las bases teóricas necesarias pa-
ra la comprensión del filtrado basado en un enfoque probabilístico, al desarrollar
los conceptos que a mi parecer son los más importantes, sin las cuales muy difícil
entender la importancia que juega la probabilidad en el diseño, implementación y
análisis de los sistemas que presentan perturbaciones de naturaleza aleatoria.

De esta manera, se puede añadir un enfoque diferente a la teoría de control y los
sistemas, al considerar elementos que normalmente se consideran ideales, y tomar
en cuenta los efectos del ruido que tiene naturaleza aleatoria para contar con una
herramienta distinta que permite describir el comportamiento de los sistemas y en
dado caso mitigar los efectos no deseados que pudiese tener.

B.1. Variables aleatorias

El concepto de una variable aleatoria es uno de los más importantes en la teoría
de la probabilidad, pero también es un poco difícil de entender tal concepto de ma-
nera sencilla así como darle una justificación a su uso.

Para hacer esta idea abstracta un poco más fácil de explicar, será necesario hacer
uso de los dos experimentos aleatorios más simples y utilizados: lanzar un dado y
un volado.

Cuando se realiza el experimento de lanzar un dado, el resultado obtenido son
el número de puntos en una de sus caras (1 - 6). Mientras tanto en un volado solo
hay dos posibles resultados "águila"ó "sol". En cada uno de los casos los resultados
se dice que son: resultados de palabra [Dolecek, 2013].
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Generalmente, es mas conveniente asignar valores numéricos a los resultados de
los experimentos aleatorios [Dolecek, 2013, p. 28] para que de esta manera se pue-
da obtener una expresión matemática que puede ser utilizada para analizar dichos
resultados aleatorios, esta idea nos da la pauta para entender el concepto de una
variable aleatoria.

Definición de una variable aleatoria

Una variable aleatoria X es una función la cual asigna un número X (si ), real o
complejo, a cada resultado aleatorio si , de acuerdo con ciertas reglas.

Cada punto del espacio S, de todos los resultados, debe corresponder con uno
y solamente un punto en el eje x. Esto significa que no es posible que haya una co-
rrespondencia entre un resultado en particular si hacia dos o más puntos en el eje
x. Pero si es posible que un punto en específico del eje x sea correspondido por dis-
tintos resultados. Entonces cada uno de los valores posibles que se pueden tomar
en el eje x conforman lo que se conoce como el rango de la variable aleatoria [Do-
lecek, 2013].

S

0 1 2.51.75

Figura B.1: Correspondencia del espacio S hacia el eje x

Sabiendo lo que es el rango de una variable aleatoria, se puede determinar que
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si dicho rango es continuo entonces el espacio de muestras también debe de serlo,
En caso contrario, algunos valores del rango continuo de x no tendrían una corres-
pondencia con el espacio S.

Un espacio continuo no significa que siempre resultará en una variable conti-
nua. Generalmente, de un espacio continuo pueden obtenerse variables aleatorias
continuas y discretas e inclusive pueden ser mixtas[Dolecek, 2013, p. 29-30].

B.1.1. Caracterización

Con el fin de describir completamente una variable aleatoria, es necesario sa-
ber no solamente todos los posibles valores que puede tomar si no también que tan
frecuentemente se presentan dichos valores. Por ello es necesario establecer las pro-
babilidades correspondientes para cada posible resultado [Peyton Z. Peebles, 2001].

Función de distribución

Para conseguir caracterizar una variable aleatoria es necesario definir una fun-
ción matemática que exprese dichas probabilidades, a esta función se le conoce
como función de distribución de una dimensión o simplemente función de distri-
bución. Se dice que la probabilidad de que una variable aleatoria X tenga un valor
menor o igual que x se expresa de la siguiente manera [Dolecek, 2013, p. 35]

FX (x) = P {X ≤ x} , −∞< x <∞ (B.1)

Esta expresión es válida tanto para variables continuas como para variables alea-
torias.

Una manera de calcular dicha función es dividir todo el eje x en subintervalos
de acuerdo a los valores correspondientes de la variable aleatoria. Posteriormen-
te es necesario encontrar la probabilidad de cada intervalo, es decir de cada valor
conocido.

Propiedades de una función de distribución

Para que una función sea considerada como una función de distribución debe
de cumplir con las siguientes propiedades [Dolecek, 2013, p. 40-41]:
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Propiedad 1.
0 ≤ FX (x) ≤ 1 (B.2)

Esta propiedad es fácil de justificar sabiendo que de acuerdo con B.1 la distri-
bución es la probabilidad y esta debe tener valores entre 0 y 1.

Propiedad 2.

FX (−∞) = 0 (B.3)

FX (∞) = 1 (B.4)

La primera ecuación viene del hecho de que P {X ≤−∞} es la probabilidad
de que un conjunto vacío, por lo tanto es igual a 0. La segunda ecuación de-
nota la probabilidad de un evento completamente certero lo cual es igual a
1[Dolecek, 2013].

Propiedad 3.
FX (x1) ≤ FX (x2), ∀x1 < x2 (B.5)

Esta propiedad establece que una función de distribución es una función no
decreciente.

Propiedad 4.
FX (x+) = FX (x) (B.6)

Esta propiedad dicta que una función de distribución es una función continua
por la derecha. Esto significa que, mientas nos acercamos a x por la derecha, el
limite del valor de la función de distribución debe de ser el valor de la función
de distribución en dicho punto [Dolecek, 2013, p. 40-41].

Función de densidad de probabilidad

La función de distribución introducida en B.1 es una herramienta matemática
usada para desescribir a una variable aleatoria. Sin embargo, a veces es un tanto
complejo y laborioso trabajar con ella. Una alternativa más simple de trabajar es
usar la función de densidad de probabilidad. Una función de densidad de probabi-
lidad, o simplemente función de densidad, es la derivada de la función de distribu-
ción FX (x) y se define de la siguiente manera

fX (x) = dFX (x)

d x
(B.7)

o de manera alternativa
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B.1 Variables aleatorias

FX (x) =
x∫

∞
fX (v)d v (B.8)

Entonces, de acuerdo con B.8, la función de distribución en un punto x corres-
ponde al área bajo la curva de la función de densidad desde −∞ hasta x

−3 −2 −1 0 1 2 3
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Función de densidad

Figura B.2: Representación gráfica de la relación entre una función de distribución y su

función de densidad de probabilidad

Propiedades de una función de densidad de probabilidad

Para que una función sea considerada como una función de densidad debe de
cumplir con las siguientes propiedades [Dolecek, 2013, p. 49-50]:

Propiedad 1.
fX (x) ≥ 0, ∀x (B.9)

Esta propiedad se puede interpretar al afirmar que una función de densidad
es una función que nunca es negativa. Esto se basa en la propiedad 3 (B.5) de
una función de distribución, en consecuencia la derivada de una función no
decreciente no puede ser una función negativa.

Propiedad 2.
∞∫

−∞
fX (x)d x = 1 (B.10)
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Esta propiedad viene de la definición alternativa de la misma función (B.8) la
cual al reemplazar x en el límite superior por ∞ se tiene

FX (∞) = 1

= P {X ≤∞} =
∞∫

−∞
fX (x)d x

Propiedad 3.

P {x! ≤ X ≤ x2} =
x2∫

x1

fX (x)d x (B.11)

En este caso usando la definición alternativa nuevamente (B.8) y la definición
de la función de distribución (B.1) se tiene que

P {x1 ≤ X ≤ x2} = P {X ≤ x2}−P {X ≤ x1}

= FX (x2)−FX (x1)

=
x2∫

−∞
fX (x)d x −

x1∫
−∞

fX (x)d x

=
x2∫

x1

fX (x)d x

Lo que nos dicta que la probabilidad de que una variable aleatoria se encuen-
tre dentro del intervalo [x1, x2] es igual al área bajo la curba de la función de
densidad en dicho intervalo.

Una vez conocidas las funciones de distribución y densidad de probabilidad es
importante saber también que otra posible manera de caracterizar a las variables
aleatorias es mediante las transformadas de Fourier y Laplace, las cuales son cru-
ciales en la descripción de propiedades de señales deterministicas y sistemas. De
manera similar, es posible aplicar estas transformadas a las funciones de densidad
y distribución, esto es posible debido a que las transformadas de Fourier y Laplace
son funciones determinísticas [Dolecek, 2013, p. 110].
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B.1.2. Momentos de una variable aleatoria

Una manera de caracterizar de manera parcial a las variables aleatorias es me-
diante el uso de momentos, los cuales nos brindan información útil acerca de la
variable aleatoria que se desea caracterizar y proveen una visión general de la mis-
ma.

Las funciones de densidad y distribución proveen toda la información acerca de
una variable aleatoria, pero existen muchos casos en los que no es necesaria tan-
ta información o solo se cuenta con los momentos que nos dan el conocimiento
necesario de una variable en particular sin necesidad de conocer sus funciones ca-
racterísticas.

Para poder continuar con la definición de los momentos es importante introdu-
cir el concepto del operador valor esperado o esperanza matemática [Dolecek, 2013,
p. 75]. Este se define como

E
{

g (X )
}= ∞∫

−∞
g (X ) fX (x)d x (B.12)

dicho operador cumple con una serie de propiedades que son las siguientes:

Propiedad 1. El valor esperado de una constante es la constante misma

E {b} = bx1 = b, b = constante (B.13)

Propiedad 2. El valor esperado de un valor esperado es el valor esperado mismo

E {E {x}} = E {x} (B.14)

Propiedad 3. El valor esperado de una variable aleatoria X multiplicada por una
constante a es igual al producto de la constante a por el valor esperado de la
variable x

E {aX } = aE {X } (B.15)

Propiedad 4. Una combinación de las propiedades anteriores sería

E {aX +b} = aE {X }+b (B.16)
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Momentos respecto al origen

Los momentos respecto al origen, se denotan como mn donde n es el momento
n-ésimo y son una clase importante. Se definen de la siguiente manera

mn = E
{

X n}= ∞∫
−∞

xn fX (x)d x (B.17)

En donde el operador E {·} es el operador lineal valor esperado e integra el pro-
ducto de la función de densidad por el operando, en este caso xn .

Momento central cero. El momento central cero se define como

m0 = E
{

X 0}= E {1} = 1 (B.18)

Los momentos más importantes de una variable aleatoria son los primeros y se-
gundos momentos los cuales se les conoce comúnmente como valor medio y valor
cuadrático medio respectivamente.

Valor medio

El valor medio de una variable aleatoria es uno de los más importantes pará-
metros asociados al concepto y teoría de las variables aleatorias y juega un papel
importante cuando la caracterización parcial de la variable es necesaria o es la úni-
ca información.

Normalmente, todo mundo se encuentra familiarizado con el término promedio
cuando se refiere a un conjunto finito conocido de valores. Por ejemplo, consideran-
do un conjunto de temperaturas de todos los días del año de una cierta ubicación
se puede saber toda la información necesaria de la temperatura del lugar, pero si
se calcula la temperatura promedio, por ejemplo 16.5ºC, puede ser que ese valor
nunca se haya presentado o se presente. Sin embargo, hablando de manera general
se conoce suficiente información acerca del clima de ese lugar, se puede aseverar
entonces que no va nevar y que además no hará un calor excesivo.

Para comprender mas profundamente dicho concepto se definirá mediante un
ejemplo. Si se tiene conocimiento de un conjunto de valores xi , i = 1,2, · · · , N , en-
tonces se sabe que el valor medio o promedio (mav ) is la suma de los valores del
conjunto S dividido entre el número total de elementos.
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mav = S

N
= x1 +x2 +·· ·+xN

N
(B.19)

Entonces el valor medio generalizado para un conjunto de valores xi se puede
interpretar como el punto y para el cual la distancia al cuadrado de cada uno de
los puntos del conjunto S es mínima [Dolecek, 2013, p. 76-77]. Esto se expresa de la
siguiente manera

D =
N∑

i=1
(y −xi )2 (B.20)

Para encontrar el punto crítico1 en donde la distancia es mínima es necesario
derivar respecto a y e igualar a cero

dD

d y
=0 (B.21)

2
N∑

i=1
(y −xi ) = (B.22)

2
N∑

i=1
y −2

N∑
i=1

xi = (B.23)

2N y −2
N∑

i=1
xi =0 (B.24)

reacomodando la expresión anterior

2N y = 2
N∑

i=1
xi

N y =
N∑

i=1
xi

y =

N∑
i=1

xi

N

Al expresar la sumatoria de la forma extendida entonces se llega a la siguiente
expresión, la cual se puede observar que es la misma que la misma ecuación nece-
saria para calcular el promedio de un conjunto finito de datos (B.19).

1En matemáticas un punto crítico es un punto del dominio de una función diferenciable, donde

la derivada es cero
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y = x1 +x2 +·· ·+xN

N
(B.25)

Entonces, el promedio mav de un conjunto de números xi , i = 1,2, · · · , N , puede
ser visto como el número el cual se encuentra a una misma distancia de todos los
números en el conjunto [Dolecek, 2013, p. 75-77].

Figura B.3: Interpretación del valor medio

Finalmente, una vez que se comprende el concepto del valor medio y su im-
portancia debido a la información que brinda, el primer momento cuenta con una
notación especial X̄ , el cual indica el valor medio de X y se define de la siguiente
manera

X̄ = m1 = E
{

X 1}= E {X } (B.26)

Segundo momento. El segundo momento se llama valor cuadrático medio y es
una medición de la fuerza o potencia de la variable aleatoria [Dolecek, 2013, p. 97],
y se define de la siguiente manera

m2 = E
{

X 2} (B.27)

La raíz cuadrada del valor cuadrático medio es conocida como el valor rms (root
mean squared) de X .

Xr ms = r ms(X ) =
√

E
{

X 2
}

(B.28)

Otra interpretación acerca del primer y segundo momento es pensar en fX (X )
como una masa distribuida a lo largo del eje x [Dolecek, 2013, p. 97], entonces
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El primer momento calcula el centro de gravedad de la masa.

El segundo momento es el momento central de inercia de la distribución de
la masa al rededor del centro de gravedad.

Momentos centrales

Otra clase de momentos son los momentos centrales, los cuales a diferencia de
los momentos respecto al origen, nos brindan una medición acerca de la aleatorie-
dad de la variable aleatoria. Considerando el caso en el que el valor medio de una
variable aleatoria es muy grande, entonces se puede decir que la componente de-
terministica de la variable es dominante, por lo cual casi se pierde la aleatoriedad
[Dolecek, 2013, p. 98-99].

Los momentos centrales están definidos como el valor esperado de la función

g (X ) = (X −E {X })n (B.29)

Los momentos centrales se denotan por µn y quedan definidos entonces como

µn = E
{
(X −E {X })n}

(B.30)

= E
{
(X − X̄ )n}

(B.31)

De la ecuación B.31 se puede decir que el momento central cero es igual a 1,
mientras que el primer momento central es igual a cero

µ0 = 1 (B.32)

µ1 = 0 (B.33)

Varianza

El momento central más importante es el segundo, µ2

Es tan importante que inclusive cuenta con su propia denominación (varianza)
y su propia notación, σ2. Cuando se quiere especificar que σ2 es la varianza de una
variable aleatoria X , entonces se escribe σ2

X . Entonces la varianza queda definida
como
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σ2
X =

∞∫
−∞

(x − X̄ )2 fX (x)d x (B.34)

Otra expresión equivalente puede ser

σ2
X = E

{
X 2}− X̄ 2 (B.35)

Lo cual nos denota que σ2
X ≥ 0. En dado caso de que la varianza sea cero, esto

significa que no hay variación alguna de los resultados al rededor del valor medio
de x y en consecuencia la variable X se convierte en una constante y por lo tanto la
variable no es más una variable aleatoria. En este sentido es por eso que la varianza
puede ofrecer una medición de la aleatoriedad de una variable aleatoria [Dolecek,
2013, p. 99-100].

La raíz cuadrada positiva de la varianza es conocida como desviación estandar

σX =
√
σ2

X (B.36)

Y de igual manera provee una medición acerca de la dispersión de la variable
aleatoria al rededor del valor medio X̄ .

B.2. Variables aleatorias multidimensionales

Una vez definido el concepto de una variable aleatoria, es necesario entender
que existen muchos problemas prácticos en los cuales es necesario crear una co-
rrespondencia de no sólo una sola dimensión, si no una correspondencia de dos
ó más dimensiones. Por ejemplo en el caso contar con un espacio bidimensional
se obtiene una correspondencia hacia una variable aleatoria de dos dimensiones
(X1, X2).

Dado que X1 y X2 son resultado del mismo experimento, será necesario hacer
una caracterización conjunta para estas dos variables. En el caso general, la corres-
pondencia del espacio S es hacia un conjunto de N dimensiones y esto conlleva a
una caracterización conjunta para una variable aleatoria de N dimensiones [Dole-
cek, 2013, p. 155].
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B.2.1. Caracterización

Función de distribución

La función de densidad conjunta, o simplemente función de distribución para
un par de variables aleatorias X1 y X2 está definida como la probabilidad conjunta
de los eventos

{X1 ≤ x1; X2 ≤ x2} (B.37)

se denota como FX1 X2 (x1, x2) y está definida por

FX1 X2 (x1, x2) = P {X1 ≤ x1; X2 ≤ x2} , ∀x1, x2 (B.38)

donde x1 y x2 son los valores que pueden tomar las variables aleatorias de un
espacio bidimensional. La función de distribución denotada por B.38 es llamada
también función de distribución bidimensional. La versión más general es una fun-
ción de distribución de N dimensiones que describe la probabilidad conjunta para
N variables aleatorias

(X1, X2, · · · , XN ) (B.39)

esta función se denota por FX1···XN (x1, · · · , xN ) y está definida por [Dolecek, 2013,
p. 160-162]

FX1···XN (x1, · · · , xN ) = P {X1 ≤ x1; · · · ; XN ≤ xN } (B.40)

Las propiedades de la función de distribución unidimensional se siguen apli-
cando a las funciones de densidad de N variables aleatorias, sólo es necesario con-
siderar que se cuenta con un espacio de dimensión N .

Función de densidad

La función de densidad de probabilidad conjunta o simplemente función de
densidad para dos variables aleatorias X1 y X2, se denota como fX1 X2 (x1, x2), y está
definida de la siguiente manera

fX1 X2 (x1, x2) = ∂2FX1 X2 (x1, x2)

∂x1∂x2
(B.41)

De manera equivalente a la función de densidad de una dimensión, en donde la
probabilidad representaba el área bajo la función de densidad, para una función de
un par de variables aleatorias, la probabilidad es el volumen debajo de la superficie

115



B. PROCESOS ALEATORIOS

formada por la función de densidad conjunta.

De igual manera que sucede con la función de distribución, las propiedades de
la función de densidad se conservan para un espacio dimensional de tamaño N . En
el cual la función de densidad se define así [Dolecek, 2013, p. 162-165]

fX1···XN (x1, · · · , xN ) = ∂N FX1···XN (x1, · · · , xN )

∂x1 · · ·∂xN
(B.42)

B.2.2. Momentos

Después de establecer las formas de caracterizar a una variable aleatoria mul-
tidimensional mediante las funciones de distribución y de densidad conjunta de
dimensión N . Es importante extender el concepto de los momentos a un ámbito
más general aplicable a N variables aleatorias conjuntas.

Momentos respecto al origen

Para el caso especial de dos variables aleatorias X y Y , los momentos respecto
al se definen como

mnk = E
{

X nY k
}
=

∞∫
−∞

x y fX Y (x, y)d xd y (B.43)

en donde se dice que el momento es de orden r = n +k.
Esta ecuación puede ser generalizada para un conjunto de N variables aleatorias

(X1, · · · , XN ) [Dolecek, 2013, p. 174] de la siguiente manera

E
{

X n1
1 , · · · , X nN

N

}= ∞∫
∞

· · ·
∞∫

∞
xn1

1 , · · · , xnN
N fX1···XN (x1, · · · , xN )d x1 · · ·d xN (B.44)

En donde el orden del momento está dado por

r =
N∑

i=1
ni (B.45)

Los momentos de primer orden m01 = E {Y } y m10 = E {X } son los valores espe-
rados de X (X̄ ) y Y (Ȳ ), y son las coordenadas del centro de gravedad de la función
fX Y (x, y) [Peyton Z. Peebles, 2001, p. 119].
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Para el momento de segundo orden en donde n = k = 1 (m11) cobra especial
importancia a tal grado que tiene su propia notación (RX Y ), se le llama correlación
y se define de la siguiente manera

RX Y = E {X Y } =
∞∫

−∞
x y fX Y (x, y)d xd y (B.46)

Si la correlación puede ser escrita en la forma

RX Y = E {X }E {Y } (B.47)

entonces se dice que las variables aleatorias X y Y son independientes o no
correlacionadas. Si la correlación es cero se dice que las variables son ortogona-
les[Dolecek, 2013, Peyton Z. Peebles, 2001].

RX Y = 0 (B.48)

Momentos centrales

En el caso de contar con un par de variables aleatorias X y Y , los momentos
centrales se definen como [Dolecek, 2013, p. 175]

µnk = E
{

(X −E {X })n(Y −E {Y })k
}

(B.49)

= E
{

(X − X̄ )n(y − Ȳ )k
}

(B.50)

=
∞∫

∞

∞∫
∞

(x − X̄ )n(y − Ȳ )k fX Y (x, y)d xd y (B.51)

en donde se dice que el momento es de orden r = n +k.
Esta expresión puede ser generalizada para un conjunto de N variables aleato-

rias (X1, · · · , XN ) [Dolecek, 2013, p. 176] de la siguiente manera

µn1···nN =
∞∫

∞
· · ·

∞∫
∞

(x1 −X1)n1 · · · (xN −XN )nN fX1···XN (x1, · · · , xN )d x1 · · ·d xN (B.52)

Los momentos de segundo orden µ20 y µ02 son las varianzas de X y Y respecti-
vamente [Peyton Z. Peebles, 2001, p. 120].
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µ20 = E
{
(X − X̄ )2}=σ2

X (B.53)

µ02 = E
{
(Y − Ȳ )2}=σ2

Y (B.54)

El momento de segundo orden en donde n = k = 1 (µ11) es muy importante. Se
llama covarianza de X y Y y está dado por el símbolo CX Y y definido como

CX Y =µ11 = E
{
(X − X̄ )(Y − Ȳ )

}
(B.55)

=
∞∫

∞

∞∫
∞

(x − X̄ )(y − Ȳ ) fX Y (x, y)d xd y (B.56)

CX Y = RX Y −E {X }E
{

y
}

(B.57)

En dado caso de que X y Y sean variables independientes (B.47) la ecuación B.57
se simplifica y la covarianza es cero[Dolecek, 2013, Peyton Z. Peebles, 2001].

CX Y = RX Y −E {X }E
{

y
}

(B.58)

= E {X }E
{

y
}−E {X }E

{
y
}

(B.59)

CX Y = 0 (B.60)

El otro caso especial de que X y Y sean variables ortogonales (B.48) la ecuación
B.57 se reduce de la siguiente manera [Dolecek, 2013, Peyton Z. Peebles, 2001]

CX Y = RX Y −E {X }E
{

y
}

(B.61)

=−E {X }E
{

y
}

(B.62)

(B.63)

B.2.3. Correlación e Independencia

Se dice que las variables aleatorias son independientes si una variable no tiene
ninguna influencia sobre los valores de la otra variable, y viceversa. Para variables
no aleatorias, el término dependencia significa que si se conoce una variable se pue-
den encontrar los valores exactos de la otra variable.

Por otra parte, la dependencia en las variables aleatorias es diferente, es por eso
que se dice que existen diferentes grados de dependencia entre las variables aleato-
rias.
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Si la relación entre dos variables aleatorias X y Y se puede expresar mediante
una relación matemática exacta, como por ejemplo Y = 2X +2, entonces la depen-
dencia se llama funcional. En caso opuesto la manera de expresar la dependencia
entre variables se complica un poco.

Estas dependencias que parecen no tener una expresión matemática exacta en-
tre variables aleatorias se pueden expresar mediante la covarianza. La covarianza se
usa ya que contiene información no solo de la dependencia entre las variables alea-
torias (correlación), si no que además contiene información acerca de la dispersión
de las variables al rededor de sus valores medios.

Pero, en dado caso de que la dispersión al rededor de sus valores promedio fuese
muy pequeña, entonces la covarianza CX Y también lo sería para cualquier grado de
dependencia, no importando si es mucho o poco. Esto hace difícil medir el grado de
dependencia entre cada una de las variables. Para ello se hace uso de la covarianza
normalizada [Peyton Z. Peebles, 2001, p. 121] o también conocido como coeficiente
de correlación [Dolecek, 2013, p. 182], el cual se denota por ρX Y y se define como

ρX Y = µ11p
µ20µ02

= CX Y√
σ2

Xσ
2
Y

(B.64)

De esta manera el coeficiente de correlación puede tomar valores −1 ≤ ρ ≤ 1.
Además de que se puede concluir de que la dependencia es una condición con ma-
yor peso que la correlación.

Esto significa que si unas variables son independientes es condición suficiente
para asegurar que que también son no correlacionadas. Pero si dos variables no es-
tán correlacionadas, no necesariamente significa que son independientes. Un caso
especial sucede con las variables aleatorias Gaussianas las cuales si no son correla-
cionadas, entonces se sabe que también son independientes.

B.3. Variables aleatorias Gaussianas

Las variables aleatorias Gaussianas son muy importantes porque aparecen casi
en todas las áreas de la ciencia y la ingeniería.

Para dos variables aleatorias X y Y se dice que son variables aleatorias Gaus-
sianas si su función de densidad conjunta es de la forma [Peyton Z. Peebles, 2001,
p. 124-126]:
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Variable aleatoria

Independiente

Dependiente

No correlacionada

Correlacionada

No correlacionada

Coeficiente positivo

Coeficiente 
negativo

Figura B.4: Representación gráfica de la correlación y la independencia

fX Y (x, y) =
√

1−ρ2
X Y

2πσXσY
exp

{
−1

2(1−ρ2
X Y )

[
(x − X̄ )2

σ2
X

− 2ρX Y (x − X̄ )(y − Ȳ )

σXσY
+ (y − Ȳ )2

σ2
Y

]}
(B.65)

La cual a veces es conocida también como densidad Gaussiana bivariante. En
donde

X̄ = E {X }

Ȳ = E {Y }

σ2
X = E

{
(X − X̄ )2}

σ2
Y = E

{
(Y − Ȳ )2}

ρX Y = CX Y√
σ2

Xσ
2
Y

Inspeccionando B.65 se puede observar que la función de densidad se puede ca-
racterizar prácticamente con los valores medios y varianzas de las variables, además

el valor máximo está dado por el coeficiente

√
1−ρ2

X Y

2πσXσY
. Si ρ = 0, lo que corresponde

a variables no correlacionadas, por lo tanto B.65 puede ser escrita de la siguiente
manera

fX Y (x, y) = fX (x) fY (y) (B.66)
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Lo cual es suficiente para garantizar que X y Y son estadísticamente indepen-
dientes. Entonces se puede concluir que cualquier variable Gaussiana no correlacio-
nada es también independiente [Peyton Z. Peebles, 2001, p. 124-126]. Y finalmente
quedar completamente caracterizado el fenómeno aleatorio por los valores medios
y varianzas de cada una de las variables aleatorias.

B.3.1. Transformaciones lineales

Al igual que con cualquier tipo de variable, sobre las variables Gaussianas se
pueden aplicar una serie de transformaciones, lineales o no lineales, para obtener
una nueva variable o conjunto de variables. Pero las transformaciones lineales so-
bre las variables Gaussianas son algo un poco más especial.

Transoformando linearmente un conjunto de variables aleatorias Gaussianas
X1, X2, · · · , XN , se pueden obtener un conjunto de nuevas variables Y1,Y2, · · · ,YN de
la siguiente manera

Y1 = a11X1 +a12X2 +·· ·+a1N XN

Y2 = a21X1 +a22X2 +·· ·+a2N XN
...

YN = aN 1X1 +aN 2X2 +·· ·+aN N XN

(B.67)

donde los coeficientes ai j para i = j = 1,2, · · · , N son números reales. Ahora se
puede definir la relación mediante una matriz que agrupa a todos los coeficientes

T =


a11 a12 · · · a1N

a21 a22 · · · aN
...

...
. . .

...
aN 1 aN 2 · · · aN N

 (B.68)

A dicha matriz se le conoce como matriz de transformación y establece las re-
laciones entre el conjunto de variables aleatorias XT = [X1, X2, · · · , XN ] con YT =
[Y1,Y2, · · · ,YN ]

Y = TX

X = T−1Y

[Y− Ȳ] = T[X− X̄]

[X− X̄] = T−1[Y− Ȳ]

CY = TCXT−1
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Finalmente se puede establecer que las nuevas variables aleatorias YT = [Y1,Y2, · · · ,YN ]
son variables aleatorias Gaussianas debido a que su función de densidad tienen la
forma de una función de densidad Gaussiana de N variables aleatorias.

En conclusión, esto muestra que una transformación lineal de una variable alea-
toria Gaussiana produce otra variable aleatoria Gaussiana [Peyton Z. Peebles, 2001,
p. 130-132].

B.4. Procesos aleatorios

En el mundo real en las ciencias y en la ingeniería, es necesario trabajar frecuen-
temente con formas de onda, de las cuales en muchos casos prácticos se tratan de
ondas aleatorias que inclusive llegan a cambiar con el tiempo.

Por otra parte, una señal normalmente se encuentra acompañada por una señal
aleatoria que no deseamos que se presente, ruido. El ruido interfiere con la infor-
mación que tiene la señal e inclusive llega a limitar el desempeño de los sistemas
involucrados. Por eso es importante poder describir de alguna manera aquellas se-
ñales aleatorias para así poder analizarlas y en dado caso disminuir la interferencia
con la información e inclusive tratar de eliminarlas.

Para ello es necesario introducir el concepto de proceso aleatorio. La idea de
un proceso aleatorio consiste en generalizar aun más el significado de una variable
aleatoria al incluir el tiempo. Dado que una variable aleatoria es, por definición, una
función de los posibles resultados si de un experimento, ahora se convierte en una
función de el tiempo y los posibles resultados si [Peyton Z. Peebles, 2001, p. 142].

Recordando que una variable aleatoria es el resultado de asignar una serie de
ejes-x a cada uno de los resultados posibles si de un espacio de resultados S. Ahora
si en lugar de asignarse a un sólo eje se asigna una correspondencia a funciones del
tiempo Xi (t ), de esta manera se obtiene un proceso aleatorio. Ahora si considera-
mos que cada resultado si , es un instante de tiempo se tiene una serie de variables
aleatorias X (si ) que a su vez se puede expresar como Xi (t ) y en conjunto confor-
man el proceso aleatorio X (t , s), siendo Xi (t ) una realización en especifico en un
instante de tiempo t [Dolecek, 2013, p. 371].

Entonces claramente un proceso aleatorio X (t , s) representa una familia o con-
junto de funciones del tiempo. Entonces a cada una de las funciones se le llama rea-
lización del proceso y representa una variable aleatoria cuando el tiempo se man-
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S

Figura B.5: Correspondencia de un espacio de eventos S hacia distintas funciones Xi (t )

tiene fijo, pero cuando el resultado si se mantiene fijo entonces solo se tiene una
variable función del tiempo [Peyton Z. Peebles, 2001, p. 143].

Entendiendo que un proceso aleatorio depende tanto de s como de t , se puede
simplificar la notación a X (t ) asumiendo que se sabe que se trata de un proceso
aleatorio que depende de s.

B.4.1. Clasificación de los procesos aleatorios

Al igual que los sistemas, es conveniente clasificar a los procesos aleatorios para
poder realizar un correcto análisis posteriormente. Existen distintos criterios para
la clasificación de los procesos aleatorios de acuerdo con las características de la
variable aleatoria Xi (t ) en el tiempo t . Uno de los más utilizados es a partir de la
amplitud del proceso y del tiempo en el que se presenta.

Proceso aleatorio continuo. Si x es continua y t pude tener cualquier valor con-
tinuo, entonces X (t ) es llamado un proceso aleatorio continuo [Peyton Z. Peebles,
2001, p. 144-145]. (Figura B.6)
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Figura B.6: Proceso aleatorio continuo

Proceso aleatorio discreto. La clase llamada proceso aleatorio discreto correspon-
de a la variable x que tiene solo valores discretos mientras t asume valores conti-
nuos [Peyton Z. Peebles, 2001, p. 144-145]. (Figura B.7)

Secuencia aleatoria continua. Un proceso aleatorio para el cual x es continua
pero el tiempo asume solo valores discretos se llama secuencia aleatoria continua
[Peyton Z. Peebles, 2001, p. 145-146].

Este tipo de secuencia puede ser obtenida mientras el muestreo periódico de un
conjunto de funciones miembro o realizaciones de un proceso aleatorio continuo.
(Figura B.8)

Secuencia aleatoria discreta. Otra clase de proceso aleatorio, llamado secuencia
aleatoria discreta, corresponde a las variables x y t ambas son discretas [Peyton
Z. Peebles, 2001, p. 146]. (Figura B.9)
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Figura B.7: Proceso aleatorio discreto
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Figura B.8: Secuencia aleatoria continua
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Figura B.9: Secuencia aleatoria discreta

B.4.2. Procesos Aleatorios Deterministicos y No Deterministicos

Un proceso aleatorio se dice ser deterministico siempre y cuando todos lo valo-
res de cualquier realización futura pueden ser determinados a través de sus valores
pasados. Un ejemplo de ello puede ser una forma de onda senoidal, la cual a posee
ciertas propiedades como una amplitud conocida y una frecuencia de oscilación, y
sabiendo dichos parámetros y conociendo algún valor de una realización pasada es
posible determinar los valores futuros de la señal.

En caso contrario, se puede decir que para aquel proceso aleatorio no determi-
nistico no se puede determinar con precisión sus valores futuros, tal es el caso de
una señal de voltaje con un ruido aditivo, el cual gracias a la naturaleza aleatoria
del ruido hace imposible determinar el valor preciso que tenerá la señal en alguna
realización posterior.
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B.4.3. Caracterización de los procesos aleatorios

Como ya se mencionó antes, un proceso aleatorio especificado en un instante
de tiempo t , describe a una sola variable aleatoria. Partiendo de esta idea, se pue-
den caracterizar a los procesos aleatorios en distintos instantes de tiempo. Esto se
muestra a continuación.

Descripción de un proceso aleatorio en un punto

Considerando el instante de tiempo t1. El proceso aleatorio descrito en dicho
instante de tiempo es una variable aleatoria, digamos X1. Entonces la manera de
caracterizar a dicha variable aleatoria es mediante una función de distribución de-
notada como FX1 (x1, t1) y se define como[Dolecek, 2013, Peyton Z. Peebles, 2001]:

FX1 (x1, t1) = P {X1 ≤ x1; t1} (B.69)

Notese que la definicion B.69 es la misma que la definición de una función de
distribución de una dimensión (B.1), la única diferencia es que ahora la notación ha
sido alterada para reflejar la dependencia del tiempo t1.

La correspondiente función de densidad se obtiene mediante la derivada de la
función de distribución,

fX1 (x1, t1) = ∂FX1 (x1, t1)

∂x1
(B.70)

Descripción de un proceso aleatorio en dos puntos

Ahora considerando que se desea describir al proceso aleatorio X (t ) en dos pun-
tos, es decir en dos instantes de tiempo t1 y t2, significa que ahora se cuentan con
dos variables aleatorias, X1 y X2. La forma de caracterizar se realiza ahora mediante
una función de distribución conjunta de dos dimensiones, definida como[Dolecek,
2013, Peyton Z. Peebles, 2001]:

FX1 X2 (x1, x2; t1t2) = P {X1(t1) ≤ x1; X2(t2) ≤ x2} , ∀x1, x2 (B.71)

Nótese de nuevo que esta es la misma definición que la de una función de distri-
bución conjunta de dos variables aleatorias (B.38) con la excepción que de se mo-
dificó la notación para añadir la dependencia de los instantes de tiempo t1, t2.

Su correspondiente función de densidad está dada por
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fX1 X2 (x1, x2; t1, t2) = ∂2FX1 X2 (x1, x2; t1, t2)

∂x1∂x2
(B.72)

Descripción de un proceso aleatorio en N puntos

Finamente al observar al proceso aleatorio en N instantes de tiempo, se consi-
guen N variables aleatorias (X1, X2, · · · , XN ). Entonces se defina la función de distri-
bución conjunta de N dimensiones [Dolecek, 2013, Peyton Z. Peebles, 2001]

FX1···XN (x1, · · · , xN ; t1, · · · , tN ) = P {X1(t1) ≤ x1; · · · ; XN (tN ) ≤ xN } (B.73)

Y su función de densidad conjunta como:

fX1···XN (x1, · · · , xN ; t1, · · · , tN ) = ∂N FX1···XN (x1, · · · , xN ; t1, · · · , tN )

∂x1 · · ·∂xN
(B.74)

B.4.4. Procesos aleatorios estacionarios

Se sabe que una variable aleatoria tiene propiedades estadísticas, tales como va-
lor medio, momentos, varianza, etc., las cuales están estrechamente relacionados
como la función de densidad.

Considerando que un proceso aleatorio es descrito en dos instantes de tiempo,
se entiende que entonces se tendrán dos variables aleatorias que lo describan, cada
una con propiedades estadísticas relacionadas con la función de densidad conjun-
ta. De manera más general si se tiene un proceso aleatorio descrito por N variables
aleatorias entonces se contará con N variables cada una con sus propiedades esta-
dísticas relacionadas a la función de densidad conjunta.

Al presentarse esta situación se puede intuir que las propiedades estadísticas de
cada una de las variables pueden ser iguales o no. En el caso de dichas propiedades
sean diferentes significa que las propiedades del proceso cambian con el tiempo, lo
cual complica su análisis. El caso más simple es considerar que las propiedades se
mantienen.

Hablando más especificamente, un proceso aleatorio se dice estacionario si to-
das sus propiedades estadísticas no cambian con el tiempo, de otra manera se le
llama no estacionario [Peyton Z. Peebles, 2001, p. 147]. Aun así, se pueden conside-
rar diferentes niveles o tipos de estacionaridad.
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Procesos estacionarios de primer orden

Un proceso se dice que es estacionario de primer orden si su función de densi-
dad de primer orden, o de una dimensión, es independiente a un desplazamiento
en el tiempo ∆ [Dolecek, 2013, p. 377-378], esto es:

fX (x, t ) = fX (x, t +∆) ∀t ,∆ (B.75)

Por lo tanto

fX (x, t ) = fX (x) (B.76)

En general, el valor medio de un proceso depende del tiempo, esto gracias a la
definición de la función de densidad, en el caso de un proceso descrito en un sólo
punto su valor medio es:

X (t ) = E {X (t )} =
∞∫

−∞
x fX (x, t )d x (B.77)

Si el proceso descrito en un sólo punto es estacionario de primer orden, de
acuerdo con B.76, el valor medio en consecuencia es una constante [Dolecek, 2013,
p. 380-381].

X (t ) = E {X (t )} =
∞∫

−∞
x fX (x)d x (B.78)

= E {X } (B.79)

X (t ) = X̄ (B.80)

Procesos estacionarios de segundo orden

De manera similar, un proceso se dice que es estacionario de segundo orden si
su función de densidad conjunta, de orden dos, tiene la propiedad de ser indepen-
diente a desplazamientos en el tiempo.

fX (x1, x2; t1, t2) = fX (x1, x2; t1‘+∆, t2 +∆) (B.81)

Para todo t1,t2 y ∆. Nótese que en este caso, la función de densidad conjunta
depende sólo de una diferencia entre los instantes de tiempo t1 y t2,

τ= t2 − t1 (B.82)
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Entonces la función de densidad puede expresarse de la siguiente manera

fX (x1, x2; t1, t2) = fX (x1, x2; t1‘+∆, t2 +∆) = fX (x1, x2;τ) (B.83)

Como consecuencia de la ecuación B.83, ahora la correlación E {X1X2} = E {X1}E {X2}
de un proceso, que en general es una función que involucra a t1 y a t2, ahora se-
rá una función de τ. Más aun, considerando que las dos variables X1 y X2 son del
mismo proceso entonces se le conoce como función de autocorrelación del proceso
aleatorio. Y se denota como [Dolecek, 2013, Peyton Z. Peebles, 2001]:

RX X (t1, t2) = E {X1}E {X (t1 +τ)} = RX X (τ) (B.84)

Proceso estacionario en sentido amplio (Wide-Sense Stationary Process) Un ti-
po de estacionaridad importante es cuando un proceso se dice ser estacionario en
sentido amplio. Se dice esto cuando un proceso cumple las siguientes dos condicio-
nes [Dolecek, 2013, Peyton Z. Peebles, 2001]:

Condición 1. Valor medio contante

E {X (t )} = X̄ = const. (B.85)

Condición 2. La función de autocorrelación depende sólo de la diferencia de los
instantes de tiempo t1 y t2, para τ= t2 − t1

E {X (t1)}E {X (t1 +τ)} = RX X (τ) (B.86)

Entonces un proceso estacionario de orden dos es claramente estacionario en
sentido amplio. Pero la afirmación inversa no necesariamente es verdad.

Si se está tratando con dos procesos aleatorios X (t ) y Y (t ), podemos decir que
son estacionarios en sentido amplio, si cada uno de manera independiente satisfa-
cen las condiciones necesarias para ser estacionarios en sentido amplio y además
la correlación cruzada es una función que depende solamente de la diferencia del
tiempo τ[Dolecek, 2013, Peyton Z. Peebles, 2001].

Condición 1. Procesos estacionarios en sentido amplio de manera individual

E {X (t )} = X̄ = const. E {Y (t )} = Ȳ = const.
E {X (t )}E {X (t +τ)} = RX X (τ) E {Y (t )}E {Y (t +τ)} = RY Y (τ)

(B.87)

Condición 2. La función de correlación cruzada depende sólo de la diferencia de
los instantes de tiempo t1 y t2, para τ= t2 − t1

E {X (t )Y (t +τ)} = RX Y (τ) (B.88)
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Procesos estacionarios de orden N

Extendiendo la estacionaridad a N variables aleatorias X1, X2, · · · , XN , se dice
que es un proceso estacionario de orden N si su función de densidad conjunta de
orden N es invariante a desplazamientos en el tiempo.

fX (x1, · · · , xN ; t1, · · · , tN ) = fX (x1, · · · , xN ; t1 +∆, · · · , tN +∆) (B.89)

Para todo t1, · · · , tN y ∆. Estacionaridad de orden N implica estacionaridad pa-
ra todos los ordenes k ≤ N . Un proceso estacionario para todos los ordenes N =
1,2, · · · , es llamado estacionario en sentido estricto [Peyton Z. Peebles, 2001, p. 151].

B.5. Funciones de correlación

Hablando de varias variables aleatorias se dicen que estas son independientes
entre si, si una variable no tiene ninguna influencia de otra, y viceversa. En dicho ca-
so de que llegase a existir una cierta dependencia de una variable sobre alguna otra
variable distinta es necesario expresar dicho grado de relación existente mediante
una expresión matemática. De esta manera se puede obtener información entre la
similitud de dos señales para poder compararlas y medir un retardo entre ellas o
simple mente buscar una señal conocida dentro de una señal con ruido aditivo.

Con los procesos aleatorios puede suceder lo mismo, puede llegar a existir de-
pendencia entre uno y otro proceso, y por ende al igual que con las variables aleato-
rias se puede expresar dicha relación mediante alguna expresión matemática. Para
conseguir lo anterior, es necesario definir algunas las funciones dedicadas a expre-
sar esta dependencia para variables aleatorias, pero ahora para procesos aleatorios.

B.5.1. Autocorrelación

El análisis estadístico de un proceso aleatorio puede ser realizado mediante la
función de autocorrelación, lo cual la convierte en una de las funciones más impor-
tantes dentro del ámbito de la teoría de los procesos estocásticos.

Una función de autocorrelación se define como el valor esperado de las varia-
bles aleatorias de un proceso, definidas en los instantes de tiempo t1 y t2 [Peyton
Z. Peebles, 2001, p. 152] [Dolecek, 2013, p. 381].
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RX X (t1, t2) = E {X (t1)X (t2)} =
∞∫

−∞
x1x2 fX1 X2 (x1, x2; t1, t2)d x1d x2 (B.90)

Como se puede observar normalmente la función de autocorrelación depende
de los instantes de tiempo t1 y t2. Pero si se considera por simplicidad que se trata
de un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio (wide-sense stationary), en
consecuencia y debido a la ecuación B.83, entonces ahora la función de autocorre-
lación dependerá solamente de la diferencia en los instantes de tiempo.

τ= t2 − t1 (B.91)

Esto permite reescribir la función de autocorrelación, para el caso de procesos
aleatorios estacionarios en sentido amplio [Peyton Z. Peebles, 2001, p. 153] [Dole-
cek, 2013, p. 382], de la siguiente manera:

RX X = E {X (t )X (t +τ)} (B.92)

Propiedades de la función de autocorrelación para procesos esta-

cionarios en sentido amplio

Una función de autocorrelación de un proceso estacionario en sentido amplio
cuenta con las siguientes propiedades [Peyton Z. Peebles, 2001, p. 153] [Dolecek,
2013, p. 385-389]:

Propiedad 1. El máximo valor de la función de autocorrelación se presenta en τ= 0.

|RX Y (τ)| ≤ RX X (0) (B.93)

Propiedad 2. La función de autocorrelación es una función par, lo que indica que
tiene simetría respecto al origen.

RX X (τ) = RX X (−τ) (B.94)

Propiedad 3. El máximo de la función de autocorrelación es igual al valor cuadráti-
co medio, que es la potencia del proceso.

|RX X (0)| = E
{

X 2(t )
}

(B.95)
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Propiedad 4. Si X (t ) tiene una componente periódica, entonces RX X (τ) también
tendrá componente periódica con el mismo periodo.

Propiedad 5. Si E {X (t )} 6= 0 y X (t ) no tiene componente periódica, entonces

ĺım
|τ|→∞

RX X (τ) = E
{

X 2(t )
}

(B.96)

Propiedad 6. Si X (t ) es ergódico, con valor medio cero y no tiene componente pe-
riodica, entonces

ĺım
|τ|→∞

RX X (τ) = 0 (B.97)

Propiedad 7. RX X (τ) no puede tener una forma arbitraria. Dado que RX X (τ) está re-
lacionada con el espectro de densidad de potencia a través de la transformada
de Fourier, la forma no puede ser arbitraria.

¿Por qué es importante la función de autocorrelación?

De la definición de una función de autocorrelación, se sabe que es una caracte-
rización estadística de un proceso aleatorio y que se obtiene al observar el proceso
en dos instantes de tiempo, pero esta misma caracterización en dos puntos se pue-
de hacer con una función de densidad conjunta de dos dimensiones en los mismos
dos instantes de tiempo. La pregunta radica en saber porque es necesaria la función
de autocorrelación si ya se cuenta con la función de densidad.

Considerese un proceso aleatorio X (t ), asumiendo que es estacionario en senti-
do amplio, se sabe que tiene una función de densidad de primer orden de la forma:

fX (x, t ) = fX (x) (B.98)

Ahora considérese al proceso Y (t ) que es obtenido del proceso X (t ) al acelerar-
lo, es decir a al tener una mayor rapidez en el cambio de los valores del proceso.
Entonces, es obvio que ambos procesos tendrán las mismas características de am-
plitud, por lo tanto ambos procesos tendrán la misma función de densidad [Dole-
cek, 2013, p. 383-385].

fX (x) = fY (y) (B.99)

Ahora, a pesar de que ambos procesos cuentan con las mismas características
estadísticas, descritas por la misma función de densidad, son obviamente diferen-
tes. El proceso X (t ) cambia su amplitud de manera lenta según cambia el tiempo,
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Figura B.10: Proceso aleatorio lento X (t ) y proceso aleatorio rápido Y (t )

134



B.5 Funciones de correlación

mientras el proceso Y (t ) lo hace de manera más rápida en comparación con el an-
terior. Como resultado las amplitudes del proceso X (t ) serán más similares en los
tiempos t1 y t2 que las amplitudes de Y (t ) en los mismos instantes. Con el fin de
medir la similitud que tienen las amplitudes de ambos procesos cuando el tiempo
cambia, se utiliza la función de autocorrelación.

Suponiendo que las amplitudes pueden ser positivas y negativas, se puede ob-
servar que al realizar la correlación el producto x1x2 será positivo la mayor de las
veces, esto debido a que no cambia mucho entre el instante t1 y t2 y no da tiempo
de que x2 alcance un valor negativo. En caso contrario habrán más valores negativos
para el proceso Y (t ), en donde si pueden presentarse en el mismo periodo valores
negativos. Por ello el valor medio de X (t1)X (t2) será mayor que el de Y (t1)Y (t2), de-
bido a la falta de valores negativos.
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Figura B.11: Autocorrelación de procesos rápido (X (t )) y lento (Y (t ))

En este sentido, la autocorrelación brinda información acerca de si un proce-
so cambia rápida o lentamente, en otras palabras puede brindar información de la
velocidad de cambio del proceso [Dolecek, 2013, p. 383-385].
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B.5.2. Correlación

Otra función que también es de suma importancia es la correlación o correlación
cruzada. Esta se utiliza cuando se trata de dos procesos aleatorios X (t ) y Y (y) y se
define de la siguiente manera

RX Y (t1, t2) = E {X (t1)Y (t2)} (B.100)

En donde X (t1) y Y (t2) son variables aleatorias de los procesos X (t ) y Y (t ) en los
instantes de tiempo t1 y t2 respectivamente. Considerando entonces que la correla-
ción depende sólo de la diferencia de los tiempos τ= t1 − t2.

RX Y (τ) = E {X (t )Y (t +τ)} (B.101)

En dado caso de que la función de correlación sea cero, entonces se dice que los
procesos son ortogonales

RX Y (τ) = 0 (B.102)

Si los procesos son independientes, entonces la correlación puede escribirse de
la siguiente forma

RX Y (τ) = E {X (t )}E {Y (t +τ)} (B.103)

Y adicionalmente si los procesos son estacionarios en sentido amplio, sus va-
lores medios no dependen del tiempo y son constantes. Lo que facilita aun más la
correlación

RX Y (τ) = X̄ Ȳ (B.104)

En conclusión, la correlación es una constante si se trata de procesos aleatorios
estacionarios en sentido amplio e independientes[Peyton Z. Peebles, 2001][Dole-
cek, 2013].

Algunas de las propiedades de la función de correlación para procesos aleatorios
estacionario de al menos orden dos son:

Propiedad 1. En general, una función de correlación cruzada, no es par ni impar. Se
rige a partir de la siguiente relación

RX Y (−τ) = RY X (τ) (B.105)
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Propiedad 2. El límite superior de una función de correlación es la media geomé-
trica de las correspondientes funciones de autocorrelación valuadas en el ori-
gen.

|RX Y (τ)| ≤
√

RX X (0)RY Y (0) (B.106)

Propiedad 3.

|RX Y (τ)| ≤ 1

2
[RX X (0)+RY Y (0)] (B.107)

Propiedad 4. A diferencia de lo sucedido con la función de autocorrelación no hay
una manera de interpretar físicamente RX Y (0) o RY X (0), y puede además no
ser el valor máximo de la función de correlación [Dolecek, 2013, p. 397].

B.5.3. Autocovarianza

La autocovarianza de un proceso, denotada como CX X (t1, t2), está definida co-
mo la covarianza de las variables aleatorias X (t1) y X (t2) [Peyton Z. Peebles, 2001,
p. 155][Dolecek, 2013, p. 392].

CX X (t1, t2) = E {(X (t1)−E {X (t1)})(X (t2)−E {X (t2)})} (B.108)

= RX X (t1, t2)−E {X (t1)}E {X (t2)} (B.109)

Para t1 = t2 = t , la covarianza es igual a la varianza del proceso

CX X (t1, t2) = E
{
(X (t )−E {X (t )})2}=σ2

X X (t ) (B.110)

Si el proceso X (t ) es estacionario en sentido amplio, entonces el valor medio
es constante, y la autocorrelación depende sólo de la diferencia de los instantes de
tiempo τ.

CX X (τ) = RX X (τ)− X̄ 2 (B.111)

En caso de que la diferencia de tiempos τ= 0 entonces la expresión se reduce a

CX X (0) = RX X (0)− X̄ 2 (B.112)

= E
{

X 2}− X̄ 2 (B.113)

=σ2
X X (B.114)

Lo cual es la varianza del sistema, y claramente es constante.
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B.5.4. Covarianza

La covarianza, o covarianza cruzada, de dos procesos aleatorios se define como

CX Y (t1, t2) = E {(X (t1)−E {X (t1)})(Y (t2)−E {Y (t2)})} (B.115)

= RX Y (t1, t2)−E {X (t1)}E {X (t2)} (B.116)

Si los procesos son estacionarios en sentido amplio, es decir si cumplen las con-
diciones establecidas en B.87 y B.88, entonces la expresión anterior puede escribirse
de la siguiente manera

CX Y (τ) = RX Y (τ)− X̄ Ȳ (B.117)

En caso de que la covarianza sea igual a cero, entonces los procesos X (t ) y Y (t )
se dice que son no correlacionados. Entonces utilizando la expresión B.117, se puede
expresar la siguiente relación

RX Y (τ) = X̄ Ȳ (B.118)

A partir de esta expresión se puede determinar que procesos independientes
son también procesos no correlacionados. Pero la afirmación inversa no siempre se
puede sostener, a menos de que se trate de procesos Gaussianos [Peyton Z. Peebles,
2001, p. 156][Dolecek, 2013, p. 399].

B.6. Procesos Aleatorios discretos

Como ya se mencionó anteriormente, hay diferentes clases de procesos aleato-
rios, en este caso será necesario enfocarse en los procesos aleatorios discretos, más
específicamente en las secuencias aleatorias discretas. Las cuales por su naturaleza
digital pueden ser analizadas o procesadas en dispositivos digitales, tal como lo es
un microprocesador o inclusive un DSP (Digital Signal Processor), esto muestrean-
do un proceso aleatorio continuo de manera uniforme antes de realizar la etapa de
procesamiento.

Al ser una secuencia aleatoria un subconjunto de la clase general de los pro-
cesos aleatorios, la teoría descrita anteriormente para caracterizar y analizar a los
procesos es igualmente aplicable, para ello sólo es necesario hacer unas pequeñas
consideraciones, dado que el análisis se realizará a partir de ahora con secuencias
de números.
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Sea el proceso aleatorio continuo V (t ), al ser muestreado de manera uniforme
se obtiene una secuencia aleatoria discreta

V [n] = {v[n], v[n −1], v[n −2], · · · , v[n −k]}, k = 0,1,2, · · · (B.119)

La cual expresada en una forma vectorial, se tiene el vector columna de longitud
N

v =


v[n]

v[n −1]
...

v[n −N ]

 (B.120)

B.6.1. Caracterización parcial de una secuencia aleatoria discreta

Comunmente no es posible determinar la función de densidad de probabilidad
conjunta para un conjunto arbitrario de observaciones que conforman una secuen-
cia aleatoria discreta. De acuerdo con esto, es necesario dar una caracterizacion par-
cial del proceso al especificar sus momentos de primer y segundo orden.

Considerando una secuencia aleatoria discreta, representada por X [n], la cual
puede ser compleja. El valor medio del proceso se define como [Haykin, 1991, p. 79]:

µ[n] = E {X [n]} (B.121)

donde E {·} denota al operador valor esperado. Posteriormente, la definición de
la función de autocorrelación de un proceso está dada por

rX X [n,n −k] = E
{

x[n]x∗[n −k]
}

, k = 0,±1,±2, · · · (B.122)

en donde ∗ denota que es el valor x[n −k] conjugando. Continuando la autoco-
varianza del proceso se define como:

cX X [n,n −k] = E
{
(x[n]−µ[k])(x[n −k]−µ[n −k])∗

}
, k = 0,±1,±2, · · · (B.123)

Además de acuerdo a la expresión B.109 el valor medio, la autocorrelación y la
autocovarianza están relacionados por

cX X [n,n −k] = rX X [n,n −k]−µ[n]µ∗[n −k] (B.124)

De esta manera, para una caracterización parcial del proceso, es necesario es-
pecificar:
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1. El valor medio del proceso µ[n].

2. La función de autocorrelación r [n,n−k] o la función de autocovarianza cX X [n,n−
k] para varios valores de n y k, dependiendo del interés.

Esta caracterización ofrece dos principales ventajas, las cuales son:

1. Permite realizar mediciones prácticas del proceso.

2. La caracterización es muy adecuada para realizar operaciones lineales sobre
la secuencia aleatoria discreta.

Para un proceso aleatorio que es estrictamente estacionario [Peyton Z. Peebles,
2001, p. 151], las tres cantidades anteriores asumen una forma más simple. El primer
momento, el valor medio, es una constante.

µ[n] =µ, ∀n (B.125)

Posteriormente, se sabe que la correlación y la autocovarianza dependen sólo
de la diferencia entre los tiempos de observación n y n −k.

rX X [n,n −k] = r [k] (B.126)

cX X [n,n −k] = c[k] (B.127)

Nótese además que cuando k = 0, correspondiente a una diferencia o desplaza-
miento de cero, rX X [0] es igual al valor cuadrático medio de X [n]

rX X [0] = E
{

x[n]x∗[n]
}= E

{|x[n]|2} (B.128)

y cX X [0] es igual a la varianza de X [n]

cX X [0] =σ2
X X (B.129)

Estas condiciones anteriores no son suficientes para garantizar que la secuencia
aleatoria discreta sea estrictamente estacionaria. Pero se dice que si es estaciona-
ria en sentido amplio, o estacionaria de segundo orden. Un proceso estrictamente
estacionario X [n] es estacionario en sentido amplio si y sólo si

E
{|x[n]|2}≤∞, ∀n (B.130)

Esta condición normalmente se satisface por los procesos aleatorios que se en-
cuentran envueltos en las ciencias y la ingeniería. También es interesante hacer no-
tar que si se trata de un proceso aleatorio Gaussiano estacionario en sentido amplio,
el proceso es estrictamente estacionario también, además de quedar completamen-
te caracterizado por las tres cantidades dadas anteriormente (µ, rX X [k] y cX X [k])
[Haykin, 1991, p. 79-80].
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B.6.2. Secuencias de autocorrelación y correlación cruzada

Como ya se vió antes, para caracterizar parcialmente a una secuencia aleatoria
discreta es necesario conocer la función de autocorrelación. Dicha función, por de-
finición, hace uso de la función de densidad, la cual ya se mencionó igualmente, a
veces es imposible de determinar. Para ello es necesario estimar la función de auto-
correlación de la siguiente manera.

Supongamos que se tiene un registro finito de una señal aleatoria X [n] estacio-
naria en sentido amplio y de tamaño N , en donde

V [n] =
{

X [n], 0 ≤ n ≤ N −1

0, n < 0,n ≥ N
(B.131)

Entonces, se considera un estimador de la secuencia de autocorrelación como

r̂X X [k] = 1
N

N−1∑
n=0

v[n]v[n −k], k = 0,±1,±2, · · · (B.132)

Para determinar las propiedades de este estimador, y de acuerdo con la defini-
ción B.122

E {r̂X X [k]} = E

{
1

N

N−1∑
n=0

v[n]v[n −k]

}

= 1

N

N−1∑
n=0

E {v[n]v[n −k]}

= 1

N

Q−1∑
n=0

rX X [k]

Dado que se trata de una señal aleatoria discreta estacionaria en sentido amplio,
rX X [k] no depende en absoluto de la variable n lo que significa que se trata de una
suma de N veces el valor de rX X [k]. Pero dado que se trata de una secuencia finita
con un desplazamiento de k muestras sólo se toman en cuenta N −k productos.

E {r̂X X [k]} = N −k

N
rX X [k] (B.133)

Observando la ecuación anterior se puede identificar a r̂xx[k] como un estima-
dor sesgado de rxx[k], ya que la media del estimador no es igual a la función de
autocorrelación, pero el sesgo es pequeño si k ¿ N. [Oppenheim and Schafer, 2011,
p.825 826] [Proakis and Manolakis, 2007, p. 104-106]
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De manera similar la secuencia de correlación cruzada queda definida de la si-
guiente manera [Proakis and Manolakis, 2007, p. 104-106]:

ĉX Y [k] = 1
N

N−1∑
n=0

x[n]y[n −k], k = 0,±1,±2, · · · (B.134)

B.6.3. Matriz de autocorrelación

Sea el vector de observación x[n] de longitud P .

x[n] =


x[n]

x[n −1]
...

x[n −P +1]

 (B.135)

Definimos la matriz de autocorrelación de una secuencia aleatoria discreta es-
tacionaria como el valor esperado del producto del vector de observación con el
mismo [Haykin, 1991, p. 82]. Se denotará a la matriz de correlación como RX X de la
siguiente manera

RX X = E
{

x[n]x∗[n]
}

(B.136)

Donde ∗ denota una transposición Hermitiana (conjugado transpuesto). Expre-
sada además en la forma expandida

RX X =


r [0] r [1] · · · r [P −1]

r [−1] r [0] · · · r [P −2]
...

...
. . .

...
r [1−P ] r [2−P ] · · · r [0]

 (B.137)

El elemento r [0] en la diagonal principal es siempre un valor real. Para datos
complejos, los demás elementos pueden ser complejos.

Propiedades de la matriz de autocorrelación

La matriz de autocorrelación juega un rol importantísimo en el análisis estadís-
tico, además en el diseño de filtros discretos en el tiempo.

La matriz de autocorrelación tiene las siguientes propiedades [Haykin, 1991,
p. 82-87]:
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Propiedad 1. La matriz de autocorrelación de un proceso estacionario discreto es
Hermitiana. Se dice que una matriz, con elementos complejos, es Hermitiana
si es igual a su conjugado transpuesto.

R∗ = R (B.138)

Donde R∗es el conjugado transpuesto de R. Se puede proponer otra manera
de exponer la propiedad Hermitiana, de la matriz de autocorrelación, al escri-
bir

r [−k] = r ∗[k] (B.139)

donde r [k] es el valor de la función de autocorrelación con un desplazamien-
to de k.

De acuerdo con ello, para una secuencia aleatoria discreta estacionaria en
sentido amplio, sólo se necesitan P valores de la función de autocorrelación
r [k] para k = 0,1, · · · ,P − 1 para definir completamente la matriz de autoco-
rrelación R, entonces se dice que la matriz es de orden P . Se puede expresar a
la matriz R de la forma expandida como sigue

R =


r [0] r [1] · · · r [P −1]

r ∗[1] r [0] · · · r [P −2]
...

...
. . .

...
r ∗[P −1] r ∗[P −2] · · · r [0]

 (B.140)

Nótese que para el caso especial de una secuencia real, la función de autoco-
rrelación r [k] es real para todo k, y la matriz de autocorrelación R es simétrica.

Propiedad 2. La matriz de autocorrelación de un proceso aleatorio estacionario es
Teoplitz.

Se dice que una matriz cuadrada es Teoplitz si todos los elementos en su dia-
gonal principal son iguales, y si los elementos en cualquier otra diagonal pa-
ralela a la diagonal principal son de la misma manera iguales.

Es importante reconocer que si una secuencia aleatoria discreta es estacio-
naria en sentido amplio, en consecuencia su matriz de autocorrelación R de-
be de ser Teoplitz, y viceversa, si la matriz de autocorrelación R es Teoplitz,
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entonces la secuencia aleatoria discreta debe de ser estacionaria en sentido
amplio.

Propiedad 3. La matriz de autocorrelación de una secuencia aleatoria discreta es
siempre positiva semidefinida y casi siempre positiva definida.

Si la forma cuadrática satisface la siguiente condición

x∗Rx, x 6= 0 (B.141)

Se dice entonces que la matriz de autocorrelación R es positiva definida. Esta
condición se satisface para una proceso estacionario en sentido amplio, a me-
nos de que hayan dependencias entre las variables aleatorias que constituyen
los P elementos de el vector de observación x[n].

El hecho de que la matriz de autocorrelación sea positiva definida implica
que el determinante y todos los menores principales son mayores que cero.
Estas condiciones implican que la matriz de autocorrelación no es singular.
Se dice que una matriz no es singular si su inversa existe. De acuerdo con esto,
se puede afirmar que la matriz de autocorrelación siempre es no singular, es
decir siempre existe su inversa R−1.

Propiedad 4. Cuando los elementos que constituyen al vector de observación x[n]
son reacomodados de manera inversa, los efectos son equivalentes a transpo-
ner la matriz de autocorrelación.

Propiedad 5. Las matrices de autocorrelación de orden P (RP ) y de orden P + 1
(RP+1) de una secuencia aleatoria discreta estacionaria, que pertenecen a P
y P +1 observaciones respectivamente. Están relacionadas por

RP+1 =
[

r [0] r ∗

r RM

]
(B.142)

o de manera equivalente

RP+1 =
[

RM rp

r ∗
p r [0]

]
(B.143)

en donde

r T = [
r ∗[1] r ∗[2] · · · r ∗[P ]

]
(B.144)
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y

r T
p = [

r [P ] r [P −1] · · · r [1]
]

(B.145)

Para probar la relación se expresa la matriz de autocorrelación de orden P +1
en su forma expandida

RP+1 =


r [0] r [1] · · · r [P −1] r [P ]

r ∗[1] r [0] · · · r [P −2] r [P −1]
...

...
. . .

...
...

r ∗[P −1] r ∗[P −2] · · · r [0] r [1]
r ∗[P ] r ∗[P −1] · · · r ∗[1] r [0]

 (B.146)
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Apéndice C

Variables de Estado

Un sistema de control moderno puede tener muchas entradas y muchas salidas,
y pueden estar relacionadas de manera complicada. Los métodos en el espacio de
estados para el análisis y modelado de sistemas de control son más adecuados para
tratar sistemas con varias entradas y varias salidas que requiere que sean óptimos
en algún sentido [Ogata, 2013, p. 293][Hendricks et al., 2008, p. 9].

C.1. Modelado en variables de estado

Este método se basa en la descripción del sistema en términos de n ecuacio-
nes en diferencias o diferenciales de primer orden, que pueden combinarse en una
ecuación matricial en diferencias o diferencial. Esta notación matricial tiene como
fin simplificar la representación y cálculos matemático que se puedan realizar sobre
las ecuaciones.

C.1.1. Definiciones

Algunas definiciones importantes de los conceptos utilizados para este método
se describen a continuación:

Estado. El estado de un sistema dinámico es el conjunto más pequeño de variables
(variables de estado) tales que el conocimiento de dichas variables en t = t0,
junto con el conocimiento de la entrada para t ≥ 0, determinan por completo
el comportamiento del sistema para cualquier tiempo t ≥ 0. El concepto de
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estado de ninguna manera está limitado a sistemas físicos, también se aplica
en sistemas biológicos, sistemas económicos, sistemas sociales y otros.

Variables de estado. Las variables de estado de un sistema dinámico son las que
conforman el conjunto más pequeño de variables que determinan el estado
del sistema dinámico. Si para describir en su totalidad el comportamiento de
un sistema dinámico se requiere de por lo menos n variables x1, x2, · · · , xn (de
tal forma que una vez dada la entrada para t ≥ t0 y el estado inicial t = t0,
el estado futuro del sistema queda completamente determinado), entonces
dichas n variables se consideran un conjunto de variables de estado.

Vector de estado. Si se necesitan n variables de estado para describir completa-
mente el comportamiendo de un sistema dado, entonces estas n variables de
estado se pueden considerar como las n componentes de un vector x. Dicho
vector se conoce como vector de estado. Un vector de estado es un vector que
determina en forma única el estado x(t ) del sistema para cualquier tiempo
t ≥ t0, una vez dado el estado en t = t0 y especificada la entrada u(t ) para
t ≥ t0.

Espacio de estados. El espacio de n dimensiones cuyos ejes coordenados están for-
mados por el eje x1, x2, · · · , xn se conoce como espacio de estado. Cualquier
estado puede representarse por un punto dentro del espacio de estado.

Ecuaciones en el espacio de estados. En el análisis en el espacio de estados se trata
con tres tipos de variables que están involucradas en el modelado de sistemas
dinámicos:

Variables de entrada

Variables de salida

Variables de estado

Se sabe también que la representación en el espacio de estados para un siste-
ma dado, no es única.

Para sistemas, ya sea lineales o no lineales en tiempo discreto variantes en el
tiempo, la ecuación de estado se puede escribir como:

x[k +1] = f[x[k],u[k],k] (C.1)

y la ecuación de salida como:

y[k] = g[x[k],u[k],k] (C.2)
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Para el caso especial de los sistemas lineales en tiempo discreto variantes en el
tiempo, la ecuación de estado y la ecuación de salida se pueden simplificar a

x[k +1] = A[k]x[k]+B[k]u[k] (C.3)

y[k] = C[k]x[k]+D[k]u[k] (C.4)

en donde:

x[k] Vector de estado de tamaño n.

y[k] Vector de salida de tamaño m.

u[k] Vector de entrada de tamaño r .

A[k] Matriz de estado de tamaño n x n.

B[k] Matriz de entrada de tamaño n x r .

C[k] Matriz de salida de tamaño m x n.

D[k] Matriz de transmisión directa de tamaño m x r .

La presencia de la variable k en las matrices A[k],B[k],C[k] y D[k] implica que
estas matrices varían con el tiempo. Para el caso de que se trate con un sistema
invariante en el tiempo, estas matrices permanecen constante por lo que las dos
últimas ecuaciones se pueden simplificar como:

x[k +1] = Ax[k]+Bu[k] (C.5)

y[k] = Cx[k]+Du[k] (C.6)

C.2. Representaciónes en el espacio de estados de sis-

temas en tiempo discreto

Existen muchas técnicas para obtener representaciones en el espacio de estados
correspondientes a sistemas en tiempo discreto. Considérese el sistema en tiempo
discreto descrito por la ecuación en diferencias:

y[k]+a1 y[k −1]+·· ·+an y[k −n] = b0u[k]+b1u[k −1]+·· ·+bnu[k −n] (C.7)
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donde u[k] es la entrada y y[k] es la salida del sistema en el instante de muestreo
k. La ecuación en diferencias puede escribirse de la siguiente manera:

Y [z]

U [z]
= b0 +b1z−1 +·· ·+bn z−n

1+a1z−1 +·· ·+an z−n
(C.8)

Existen muchas formas de llevar a cabo representaciones en el espacio de esta-
dos para el sistema en tiempo discreto descrito por C.7 o por C.8. Algunas de ellas
son [Ogata, 2013, p. 293-300][Hendricks et al., 2008, p. 21]:

1. Forma canónica controlable

2. Forma canónica observable

3. Forma canónica diagonal

4. Forma canónica de Jordan

C.2.1. Forma canónica controlable

La representación en el espacio de estados del sistema en tiempo discreto ob-
tenido por C.7 o por C.8 se puede expresar en la forma dada por las ecuaciones
siguientes:


x1[k +1]
x2[k +1]

...
xn−1[k +1]

xn[k +1]

=


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−an −an−1 −an−2 · · · −a1




x1[k]
x2[k]

...
xn−1[k]

xn[k]

+


0
0
...
0
1

u[k] (C.9)

y[k] = [
bn −anb0 bn−1 −an−1b0 · · · b1 −a1b0

]


x1[k]
x2[k]

...
xn[k]

+b0u[k] (C.10)

Las ecuaciones C.9 y C.10 son las ecuaciones de estado y salida, respectivamen-
te. A esta representación se le conoce comúnmente como forma canónica controla-
ble.
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C.2.2. Forma canónica observable

La representación en el espacio de estados del sistema en tiempo discreto ob-
tenido por C.7 o por C.8 se puede expresar en la forma dada por las ecuaciones
siguientes:


x1[k +1]
x2[k +1]

...
xn−1[k +1]

xn[k +1]

=


0 0 · · · 0 0 −an

1 0 · · · 0 0 −an−1
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · 1 0 −a2

0 0 · · · 0 1 −a1





x1[k]
x2[k]

...
xn−2[k]
xn−1[k]

xn[k]


+



bn −anb0

bn−1 −an−1b0
...

b3 −a3b0

b2 −a2b0

b1 −a1b0


u[k]

(C.11)

y[k] = [
0 0 · · · 0 1

]


x1[k]
x2[k]

...
xn−1[k]

xn[k]

+b0u[k] (C.12)

Las ecuaciones C.11 y C.14 son las ecuaciones de estado y salida, respectivamen-
te. A esta representación se le conoce comúnmente como forma canónica observa-
ble. Nótese que la matriz de estado de n x n de la ecuación C.9 es la transpuesta de
la matriz C.11.

C.2.3. Forma canónica diagonal

Si los polos de la función de transferencia, pi i = 1, · · · ,n, dados por la ecuación
C.8 son distintos, entonces la representación en el espacio de estados se puede ex-
presar de la forma canónica diagonal como sigue:

x1[k +1]
x2[k +1]

...
xn[k +1]

=


p1 0 · · · 0
0 p2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · pn




x1[k]
x2[k]

...
xn[k]

+


1
1
...
1

u[k] (C.13)

y[k] = [
c1 c2 · · · cn

]


x1[k]
x2[k]

...
xn[k]

+b0u[k] (C.14)
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C.2.4. Forma canónica de Jordan

Si la función de transferencia dada por la ecuación C.8 incluye un polo múltiple
del orden m en z = p1 y todos los demás polos son distintos, entonces la ecuación
de estado y la ecuación de salida se pueden expresar como sigue:



x1[k +1]
x2[k +1]

...
xm[k +1]

xm+1[k +1]
...

xn[k +1]


=



p1 1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 p1 1 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · p1 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 pm+1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · 0 0 · · · pn





x1[k]
x2[k]

...
xm[k]

xm+1[k]
...

xn[k]


+



0
0
...
1
1
...
1


u[k]

(C.15)

y[k] = [
c1 c2 · · · cn

]


x1[k]
x2[k]

...
xn[k]

+b0u[k] (C.16)
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