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1, FUNDAMENTOS MATEMATICOS, 

1.1 Vectores, 

• 1 Un punto puede definirse por sus coordenadas, 

1 

1 
P(~p.'/p.lp) 

1 
origen O 

• 1 

' o ¡lp 
punto P (x¡, y¡, ~p} 

")-----c'--'>y 

• 

6 como vector 

' 

., 
YP 

jP 

_, 

~ 

vector OP 

longitud del vector~ Magnitud. 

1 oP 1 • 1 • 
1' 

Cosenos directores: cosenos de los ángulos comprendidos entre el vector 
----- - Xp y t/u de los ejes coorden¡¡dos. 

lOS ~ • J 0 P/ 

e os f3 

tos y • 

/ OP/ 

' lO PI 

b) Vet~or que une dos punto-2_: 

' Q 
pft0, ,;;·• 

·-."!" 1 
1 ' ' ' .1---7--'~·-1_., 
11 1,' '/ 

-~-r,' 
' ' 1 :!::.-----<--" 

Longitud del vector: /P a¡ 

X a - Xp 

)'a • ;IP 
¿Q - ¿p 

__ , 
• - Q p 



' 1 

Cosenos directores: . ' 
cos. o( ,. 

)(c¡- Yp 

/?Q/ 
. 

J 
'/a- '/P 

1 ?a; 1 (Ojo,. 
?a-¿. __ 

1 Pa 1 

Suma y resta ,, vectores: 

l ~ 

8 -> ..., e ~ 

A B _, /; ' --,.-_ A' -> e' B -4,-
< 'y 

(r:J e-· ' ,, ) -'> 
X e = - YA • t• 

lA ' ,, 

~. n (XA '') e ~ >'~ - Y• ys 
1', lA l8 

La suma y resta vectoriales son 
4 ~) --=1 -') 

conmutativas A + .8 = B + A 

y distributivas 
_, 
A 

~ 

• ( 13 • 

d) Multiplicación por un escalar: 

_., _, 
"' A = B 

8 = (1~) = .,(~:) 
La multiplicación de un vector por un escalar es 

-'> - 4' 
conmutativa M·A =- A· "1 

distributiva 

(
~A.' 

= "1Ay 
,..,A¿; 



- ' 
y asociativa 

e) Vectores unitarios (en dirección de los ejes coordenados). 

f) 

• 
,, 

7 ·(i) ... 
, .,. ·fn .:-K 

't 1 < 
/ 

1 / 

--- - _¡/ .,~, T{ w < 

~ ., - 7? A ,.. XA·Á. J YA·j J iA· ..... 
• {>e - xA); (yg-jA) - ,... 

Al3 ' 1 ' !ls·<A}·k 

Vectores 

-'> 
A, 

' Longitud 

' 

unitarios (en cualquier 

~ 

< (~;) A 
• • 

/A/ A;' 

del vector 

, (Ay )', f A1 )', 
\ }Al l"IAI 

direccidn), 

~í ,; ús<>< 
b ' t:tJJ(J 
/Al 

A' t:o! J' 
/Al 

r 

A./ t .A/ t A/ 
/Al' 

/Al' 
• 

1 Al' 1 

g) Producto escalar, 

Definición: 

1 A· [j'. /Aj!B) cos 8- '"''" 1 
·(1,1./1) 

' 



El producto escalar es 

conmutativo 

distributivo 

y 

;~sociativo 

_, " 
A· o • 
JilJ' •CJ 
~ rJ &J 
- -s; '" vectores A y B es Un representados _, _, ~ 

.A • XA • A ' ~'"' . j 

g 4 ~ 

' X8 ' 1• .J ·A 

entonces el producto escalar será: 
4 _, 

' iA . 

' '• 

'" '"' 
k 
_, 
k 

.A·B o XA .)¡'$: 4 jA ·yo 4 lA ·&8 

- . 

componentes 

Mediante el uso de los cosenos directores se obtiene el ángulo 

IA/16/ 

h) Producto vectorial. 
Oefinic16n: 

cA _, 
7f 

_, 
A X ' e 

8 ¡¿¡ ' lA JI !JI lin o 
_, _, 
e A 

' 
_, _, 
e E 

El producto vectorial " distributivo . _, _, 
[J 

_, 
A X 1 8 ' • A X 

y también asociativo 

... (AxífJ·..,:4xlJ 
_, 

' AY 

pero la ley conmutativa no es valida 
~ 

• o 
• o 

~ 

13 ' 
_, 

~B 

_., _., _, _, 
A X B· • 8 X A 

_, 

} c 
~ e 

_, ~ 

A X e 

' 

_, 
(A X 

_, 
_J._ A 
_J._ 

_, 
13 

(1.1./2} 

8) "' 



~ 

A , 

i 1 

- 5 

C.ilculo del vector producto por formación de determinantes, _, 
1 _, 

B • x, 

'• ,, donde _, 
A < 

li • 

_, 
j li' 
y, 

i'1 } IJ 

x. ~ ' • 

"• 
4 

' ' 

.. 
)'A 'J 

'/8 -j 

fyAltJ- 2.t~y.sJf .o(;,.xq-xA~aJJ' 
4 

• ( x, ¡ 1 - j< xa) k 

' ,, i? 

' <e ¡{ 

Productos múltiples. 

x, Y• '• XA x, '" _, 
~ 4 

A-8 < ¿ • x, Y• •• < Y• 7• l' 
x, '/' " l, ,, ,, 

El producto de (itiiC) es una cifra que es a 
del paralelopipedo formado por Jos 

la vez e1 7voJ.umen. 
vectores A, B y C. 

El intercambio clclico de los 3 factores no cambia el resul· 
tado. 

Más productos múltiples: 

A x{ S xL) • (JI. ( J<'fJ 
{A x í}} d • (A CJx ¡j 

-{A 8) 
-(7l-i!J 

La ley asociativa no es valida en productos multiples, 

1.2 Matrices. 

n1atriz es un arreglo rectangular de elementos a ... 
o pueden ser cifras, ''"'iones o submatrices. 1l ij -

a._.~ O.n 0.-tJ •·· a,,. 
Q.l4 a. a Q.ll ••. a.z.;,. 
. 
• • . 

' a., .. , .. , a~. 

n: nlimero de los renglones. "' ntimero ,, '" columnas. 



., - 6 • 
• 

• ,¡ Suma y resta. de ma~rices. 

(AL,, ' [BJ~ .• 
• 

· [eL., 
para los ele.i!entos unitarios se cumple: 

• • 
Las sumas y:restas matriciales son 

'"~""""' [A] • [ ll] ~ [ 8} '[A)'. 
y 

.,,,.,;.,,' [A] • ( [ 8] • [e)) ~ ( [A] ' [ 8})' [ (_} 
b) Multiplicac_16n de matrices. 

' . 

Multfplicac16n de IJna matriz por un escalar· 

. . k 1 A J M,' • [ 8] ~.' 
para los elementos unitarios se cumple • 

bij ,. k· a.. . .-j . 
Multiplicación de dos matrices 

• 

• [A]"" · [ JJJ,.r ~ [ (] -.' 
para los elementos unitarios 

C .. ii • a . .:, 6,j ' a.,.1 6~J· ' . .. ' a..·, h".J. ~ 

• • 

' ¿ a.ik. bkj 
K•< 

mas leyes 
• 

[A][ 13] /[8)[A} 

[Al[ 8} 

[A][ 8} 
~ [O) "' '''''""'"'[A]' [ 8] ~[O] 
· [A][ C] "' '''''"" '":[ B] ~ [ C] 

La multipllcaciO:n de matrices es asociativa 

y también distributiva 

rAJ{f8] •UJ) •[A)[l3] •{A][é) 
.. ' . 
' 



' 1 Traspcsición de matrices 
- J 

se cumple: Q._.·~ T • 

La matriz transpuesta (A)T se obtiene de [A)m,n intercambia~ 
do los renglones por las nm columnas. 
leyes: 

' [ A'J' • [A] 

k [A]' • [kA]' 

([A] •[BJ)' ' [AJ'' [ ij)' 
([A] [ BJ)' • [8]' [A]' ' 

d) Inversión de matrices. 

Si [AL.~ . [ BJ •.• • [EJ •.• 

entonces[ 8] > [A] -ll 

, [ A] • [ 8] -' 

Esto significa que: 

[A][A]', LE] 

[~J''[B] • U] 
Leyes: 

-

• ' 
Matriz 

A ' - --
o ' o 

A 

A 

unitaria 

_, J 
(Al.,..,m nada más se puede obtener, si el determinante /A/t-0 
Si (A)y {B} son matrices cuadradas y si (B] f. (A}-1, 

entonces para la inversa se obtiene: 

( [A][61)'' • [BJ''· [A)'' 

Los métodos de inversión de matrices se pueden usar para redu­
cir sistemas de igualdades lineales, 

1.3 Solución de ecuaciones lineales por métodos matriciales. 

"" sistema ,, igualdad 1 ineal. 
a,, x, • .., x, • .. , XJ • • ••• x, . ' .1, 
',. x, • "" 

,, • "" x, ; .. ' .,. x, ' ./, . , '· ' '1.12 xl ' . , •J ' - - .. • . '" _,., 
' .t, 

Q.m~ ).'1 + 1:1.,.,1 X¡ > Q...,l <~")' • •.•· t q_..,, X;, • ../,., 
También se puede escribir de la siguiente forma: 



1.4 

6 

[A] "' . ' 
~ 

• L 
~r.atrlz vector, Vector, 

en general. A X • L (en donde las letras mayúsculas pueden 
indicar tanto matrices cowo vectores) 

Si : 

1) m = n y /A/ ~ O, entonces hay una soluci5n única para X 
se cumple: 1 X :- A~" L 1 

(1.3./1) 

[A]"' [A] X • [A)"' L 
U] X , [Ar' L 

2) m • n y /A/ • 0, son las igualdades ind~pendientes la una 
de la otra, por eso no hay solución para 

X 

3) m < n , tampoco existe una solución, 

4) m> n , existen más de una solución para X. 

El método de mfnimos cuadrados nos lleva a una solución de­
variación mfnima ( • Cuadrados de la desvhci6n standard), 

Este es el método m§s us¡¡do para repartir l'ls errores sime-­
tricamente, 

Métodos para invertir matrices. 

Dado: [A) se busca: [ 8] ' lAr• 
Los dlgoritmos " ejemplifican para matrices ,, 3 ' 3 : igualdad 
de partida: 

1 Q._ Á4 a,. "'' 6, on ¿,, -1 o o 
ILH a, "" b,, bu 6., ~ o 4 o 

""" an "" "' . 6 3l •. , o o 1 
. (1.1f./1) 



a) Solución de igualdades lineales por inversUSn, 
ler. Paso: 

Del ler. renglón se obtiene la igualdad: 

Q.41 b11 ., Q.Al 611 -/ (!,¡J blof : 4 

2o, renglór.: 

-au INt ·o~_ a.~z--6u t ll1; b;., ., -o 

_lill_ Q.u a<~ b tt11 tLtJ b, f Q.u bu ~anb;~ z;-
4H "" "• 

(•" fl¡•0.•1)b 1 ( a13 au a~1} 6; 1 ' 
a~.~ 

a " a, " ... 
. () 
, o 

> - ( .. , - "" "'' )t,.J . a,, 
Jer. renglón; 

tL31 b.l, ., d3¿ 6u 4 tl.J; 6;~ "' () 

-""-'- { .1 - a.4l 61• - a~3 by} ' au 61~ ~ Q¡¡ b3o~ .... O 
"" 
_!;u t'h. a. 1} b - EJ.tlf¡ 6, ' a.-11 hu -1 {lJ¡h;-r • - " ... ... ·~ 
( <232. - Q1 ,an)b 

' "" ' ( a.ll - aJ, 1213} 63., --a., u a, a, 

•[(a,-
( ll¡¡ -

() 

·O 

- , 

• 

(1.:.c.;::; 



6, 

(a - '" '") _E.,_ " '" { '") - { 4n - !Y• a !L) --¡¡;; + "" "" e 

~(a,--"~ l !In O. ." q,.Q~J ,,. ··y} (a. _a,. a,'){- JJ + tu1J ~ (uJJ- ... 
H ll.+• 

Esto conduce a una soluc1ón continua pero cada vez m's com­
plicada para b31 , b21 • bll. 

En forma análoga se calculan b32 , b22 , 

[AJ(!;;} . (!) 
y 

. (!) 
La solución se simplifica si dividimos {A} en submatrices. 

b) Método segUn Gauss. 

Este se baso en la descomposición de {A} en matrices trian­
gulares y dia9onales. 

Cada uno de los 
ción matricial. 

• 

' 
' StJ 1 

o 

"' '" 
coeficientes 

4.N ~ sl1 
SI• S~~ • 

)( 

41 o o ( o /.l-11 { .. 

O ohu 0 o 
sn o o ~n O o 

obtienen por multipl ic_i 

J 

j 
~ S11Slt 

'" 

J '') 
,,, 
'" 

: Jz, S •t + ;!~"4'~"L 1 , 
S.t, .i;J 

Estas 
sil 

igualdades hacer. posiblE expresar los coeficientes -­
s33 en función de all - a 33 

' ' 
'" . ' '" - s, !•¡ - _l¡, s,, 

s ~· s,2 



- " 
Para simplificar se hace "" cambio de variables en las 3 s ubma 
trices, quedando asL 

('" o 

E)( 
¡., o ~ )( •;· "'' "'') A ' S.·T·U ' !H '" o In Un "'' • '" '" o o ln o o "11 

A ca usa defl!:f_ycon lo> nuevas subll'atrices " obtiene: 

Estas submatrices son más fáciles de invertir que la matriz de 
partidd A. 

Jnversión de U con ayuda de igualdades lineales (1.4./2- /4) 
• 

ler. Paso: 

Solución del sistema: 

_, _., -"' 
U "11 U-11 ~ U ft ttu ~ U.,J u u ~ 4 

(1.1;./6) 

UJJ .. o 
.A o 

1 
-' 

1 1 

_, 4 u,, ' o "" ' UM -
"" ('i.4./7: 

2o . Paso: 

("i' ( '') UJ "., u.,) "" ... "" . ' ' un 
o ",, /.l,j) -1 

Uoo soluci6n análoga da: 

f.{ A.f /.{4¡ 

_, _,' _, 
o ~ Ut¡ 

"'' t-'-'1 I.!J) • 

1 ., 4 1 _, .,,-')1 u., - --¡¡;; - lt n Utl - lhJ (1.11./8) 



' 
" ' i 

_, _, 
4 - 12 u" U u ' u,; u, -

1 -' • U.Ll ~ 
1 
u, ( A 'U2Jlt.Jl- ") ¡ ('1.11./9) 

U.jJ U3} 
-1 -o ' 

!uJl-"~ o! ·¡f.I.Jl·"~ A _, - u 4l ,.,, • '(~:.4./1o) 

"" U~rUJI, • 
3er. p ~so : 

(:· )( '') . ( ~) "" ¡: <1 IJ.4j 
- -. 

"" <lll "ll 

' u¡;¡ U.¡J:
4 

• 
Solución: 
----

-1. 
_, 

U« U13 u 1) "-•l J U1¡ -' UJl " o 

1 -· j_ ( -' .,;') 1 "'J • 
"" 

-J.lACtltJ ·V•J 

<.l./l U13 
_, 

• Un UJJ -· o • 

1 

• 
• 

Inversión de T, la cuill como n:atriz diagon~.l se invierte simple 
mente por construcci1in recfproca. 

(lf o o)(¡.,·') ( ~! ·tu o lu·', -o 63 'h1" 

1 
) ' ,:./ jL,;' A 

1 1 
In 

_, ~ 

{ "' - • • 
In (1.1<./1· - In 

1, 
_, 

~ l11 
_, 

/,. 
_, 

1 ,. -· 1, -' • • - . o 



Contfnua la inversión de S en forma análog~ a U; 
ler, Paso: 

(::; {~ ~)( ;;: l ( ;; 
.iJ~ !n !!J SJf'l O 

en la solución: (1,l: ./15) 

(1,LI ./16) 

ú¡ ' Su { "'} r r · 4 0 - - -- • "'3~31 • .r« .Sn .s., , 

(1,4./17) 
2o. Paso: 

)( '') { ) (''' o o 51¡ o 
Su Su o Sl1-~ ~ 4 

S 1' '" hl su' 1 o 

r:-· 1 
f !}1-" ~ 4 

1 o s, (1,4./1E), (1,4,/19) w~ 

- 13 

.lJ.L 
_, ·< 

- 4 ( _w_) '1t;.f';l' 4 !n !JJ • o Su · Sn - Su 
- •• .. 0) 

'" 
Jer, P¡¡so: 

.n ( ('" o 
S'' Ju 

'" Su 

¡,,-' , o¡ 
(1,1~./21) 

") UJ 
,,, _, 
SJJ ~ _, 
'" 

1 s, ' ' o 1 

(1,4./22) 

I
S.JJ,'fr 4 

So¡ 

Este algoritmo esta apropiado para usarse con computadoras. 



' ) 
- " Método ,, Cho 1 es ky - Rut1n. 

Descomposici6n d ,, si s tem~ " p¡¡rtida '" 1 rratrices tria~gularc~ 

~ .. "" 
. ,, 9" o o 9" ¡ .. 9n 

a,. ... "" 9n 9 ~l o o 9n ¡,, ., 
"" "" r ,, 9" '" o o 913 

Lo; coeficientes " obtienen ,, 
• a,, • 9" ' "" 

., - fu f"' - fH 1"1 

' • ., 9~1 fn "" - 9H 9-ll ~ fJ! a u • 'J u ¡~J 'j12 jn - ' ' ' . ,, • 9"1 !'3 ., - fu f•I'9"f21 ¡ ., • fH 'f'J f ¡u ¡11 1 j;.; 
' 

Despejando se obtiene 

ru - ,¡¡:;; . 
9~< - "" f" 

.,. 
' -ya,. ' • --¡;r:;;-

fn 
.,. 

~-{au- fnf•t ' fit :f-[au- 9~·•¡'u} • --- fu .,, ' ' " q., • "' ~;;- ' 
,,, =--"!..__ ( t¿n ·fu¡,;). 

jll 1 r n .· iq JJ - f;tf1J - fJl '/•l 

En una matriz simétric¡¡ A se simplifica el sistema ya que 
qij = qji' 

Introduciendo las matrices triangulares G y Q se obtiene 
A=§.Q;donde 

• 

y la inversa 

9~,) ' 
= 2-1 

(
?" o - o 
o 

9") f" 
fJI 

se obtienen los elementos de 
-' ' 

' 1 ~- . -p;¡¡ 

' 1 -1 o . .¡ f _, o 
¿.. ~ 7 J• • 1J « 

f-'L.i,> ~~~ (- t;) 
_, 4 

¡n :-y¡¡-
_, 4 (- f,3 ! fJ < f1t tu. ' ~"1 ~ f~J 

qn ~ rn '/JJ ' . 4 

' ¡, 
es apropiado para c~lculadoras. 



d) Método de Cholesky - Bananchiewicz, 

Descomposición en Z matrices triangulares, '" donde ""' diago-

"' está integrada por unos. 

"" 
., ... 4 o .. o l"-t1 t, t,, ... "" a u o ¡, ."4 o o tu '" 

"" Q¡¡ a,. 1 ,, lu 4 o o '" 
'" coeficientes de A " obtienen de 

"" ' '" 
., 

' lu t,. ., 
' f;., r.,~ 

' ' ., o ;, ., 
' /nr~,, tn ., : /11 r,~, 1 lu ru 

' ' . ,, r,, b.Jl ~ 1)1;-'jfltJ a ,¡ '!J.t r~J 'lu r.?J ' '" o 

' ' 
'" r 1 j y ti j " obtienen '" despeje 

'" 
o ... 

' 
f ,, o ., 

' 
,,, • .. , 

¿ ,, a u . ¡,. o u o J o ;,. t-. 

ru • an 
' 

lu 
A ·-r, 

generalizando: 

' . ' 
r¡J· ~ a .. ·_¡ ¿ . '"' i~·k r.-_¡ (1.4./24) 

'"' 
t j• 

d.j.: [, lj k 1'} .. · 

• 
t .. :.· 

" 

" inversa " obtiene de 

A·• ~ 
R.~ T'A 

~ U ·S 

C~lculo de 1 as matrices triangulares inversas: 

(/;, o o)( s,. J ,, '') ·( A ' ~) A 0 -JN Ju '" o 1 
f,. lu 1 S s~ '" s, ' o 
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de ahf se con el uye que: 

4 ' . ~ •fl 

o ' ,., 
1 4 ' Sn 

O· ' S 11 1 {) • Sú. 4 ' JJ) 
' 

y 

tu ' Ju 'o . '" ' tu 1 

f,. ' t J2 Su t S;, ' o 1 S;. • - t.J, - !32 Su 

tu • su ' o 1 Su • - é.v 

" general: 

--· 
S-"j ' e,~· - l L·k · Si-j (1.4./25) ,., 

p<! ra lo ,, . matriz: 

( g' 
,., ''')( "" "" "") ( 

4 o 
!) ru rn u l4 U u U.;J " o 4 

o I".J] Ujl u u "'' o o 

{) 4 u,, ' u,. ' O. "" 1 1 ,.,. 
o A - r .. J 

ÚJl ' u u . --- "" • 1 ,., 1 ,r .. ~ ol:n 
A - r,l ht l'"n- V.-¡ r, "" ' - . 

ÚIJ ,.,, 1 - U<J ' ru r31 1 
1'A< ~~ r, 

en general: 

(1.4./26) 

Las fórmulas (1.4./24 • /26) son ideales para programarlas. 



El uso de la memoria de las computadoras, para invertir y 
obtener una solución definitiva del sistema de Igualdades 
AX ~ L¡ es consecuencia del siguiente diagrama: 

A L 

e 

D 

Para la solución definitiva se necesitan las siguientes 
fórmulas, donde 11 representa las observaciones: 

.i --1 

e,· ' .f,· - l ¡_., e, 
jo '4 

resultado ; .. ~ ',, e, 

17 

ol; f-· J, e, 
' ' • --- X desconocida 

r.;,; '"':.· 
Para matrices simétricas As~ simplifican las fórmulas a: 

l'.iJ" ' a. .... J. 

l J. ,i 
r .. ;. 

' Y .. ;~· 

.i-"1 

L;i ' e.tJ. L /-·, JxJ· 
k•1 

,)J. J'/ - s"'·¡ 
r .. -..· 
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1.5 Mitodos iterativos para solución de igualdades. 

Aquí no es posible una inversión directa: 

Mitodo de Gauss - Seidel. 

Sistema de pa~tida: A X • L 

- 18 

En seguida debe modificarse el sistema de igualdad de tal mane­
ra que en la matriz A..,. A' se obtengan unos en la diagonal prfn 
cfpal. Para ello se ut111zan las siguientes fórmulas: -

(1.5./1) 

( •.. ,,, ... 
Esto también se puede expresar de la siguiente manera: 

o 
4 
o 

g)( ;;) '(a~: 
1 x-3 al< 

en general: 
o, -au ' - a1J ' ... -o~, 

o ' 
-"'' -Qij -. . -a•~ 

' X - A'X = k A'= ·flu ' "" -•u o .... -a J• 
' . ' 

' ' ' 
- /2.n4 -Qhl - a .. J ' . -.. ·• 

IteraCión: 

r¡-X-,-.. -.,-¡-,-,.-.. -,_-,-1{-, -A-.-X-,-.}-.-,-,.-J'. (1.5./?.) 

Se debe 
9 e n • 

. ' 1t~rar hasta que los elementos de la diagonal conver--

Los mltodos iterativos se utilizan en la solución de grandes -
sis~em~s de igualdades o cuando se trabaja con caiculadoras pe 
quei'ia s, 
Esto puede acarrear problemas de convergencia. 
Para Jt.iS r.1étodos iterativos, consultar Faddejew & Faddejewa: 
"Mi\todos Lineales -de Algebra" . 

• 

' o 



1.6 Ajuste por el m~todo de min1mos cuadrados, 

Para un sistema de m - ecuaciones y n - incógnitas, m> n 
obtiene uno para una solución m - correcciones v1 las cua 
les se agrupan en el vector V. 
La tarea se puede resolver de dos maneras: 
a) Ecuación de residuos: 

lv~AX-L 
(1.6./1) 

Cada corrección v1 y con ello cada observación 11 obtiene 
un peso P;· En observaciones independientes se forma con 
los pesos el vector P. 

- " 

En observaciones dependientes (correlacionadas) se obtiene 

una matriz de pesos. 
En el método de m~nimos cuadrados, la su,ma de los cuadrados 

de las correcciones pesadas debe ser mfnima. 

En for::.a esquemática se puede representar el problema así: 

p V 

L__v __ 7 
__ _L~v_'_P _ _jv~~ 

Matemáticame~te por subtitución en (1.6/1) se obtiene: 

v'PV ~ .IAX-l)'P(AX L) ~ 

~ {X'A'-L')í'{AX-L)~ 

• X'A'PAX - X'A'PL - ¿'?AX • L'PL 

Oel control de las dimensiones del producto m~trici~l resul 
taque en el r:liembro derecho de 1~ igualdad nada mSs hay es 
calares, V1 PV t~mbi!n ·es un esc~lar. 
Según la regla de transposición de matrices. 

x'A'PL • L'?A.r 
Para la suma de los cuadrados se obtiene: 

~ JvJ.',. ] 
( 1.6./~) 
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(1.6/2} se cumple si la derivada con respecto a x se iguala a 
cero. 

( 1.6./J) 

Para una sola observación 1 (según 1.6/1 para UM corrección 

v) se obtiene: 
-

v~a...-~.1 
vt~(A..(-l)z 

introduciendo el peso p: 

' l • it X -

p>~2 ~ a.z.pxl -.2apxl .t p/1 

la derivada con respecto a x: 

§P/ ' 2 •'px - 2 ~pt , 2 { a'px • apt) 
La última ecuación en notación matricial da: 

J vrpv 
Dx ' 2( ArPA;( 

Despejando X da el vector de incógnitas: 

b) Ecuaciones de con~ición. 

En casode formar una matril B, tal que: 

8 A ·e 
se obtiene con{I.6/l}: 

8(Vd)• 
8 V • EL • 

S AX • o 

o 

( 1.6./4) 

En esta· igualdad se puede ver al producto matricial BV corr.o 

opuesto a W y se.,c'o"o""'c'c'cc'c"c'e--------------, 
ov-w ,:ai··w-o; 41·-€' 

Con esto se obtiene como condición del sistema: 

BV·W'·o 1 ( 1 .6./5) 

Ahora se puede aplicar a este sistema la condici6n de míni­
mos del método de mfnimos cuadrados.Con (1.6/5) como condi 
ción adicional se obtiene: 

V1 PV-{8V-w} ' 
~ 



Para obtener una f~r.-.ula que se pueda derivar, se rr.ultipl ico 

{BV-W) con 2KT, dor.de el vector K contiene las correldcion€5, 

y la función F se vuelve escalar. 

. 
I>J"'. {1.6./6) 

l<1 der1vadd con respecto a V da: 

~~ 
ÜV ' 2 [ VT p - kT 13] ' ~ o 

de donde se obtiene el vector de las coordenadas: 

(1.6./7} 

La f6rmula 1.6/7 tambiér, se conoce como ecu<1ci6n de correlati 

ves. Las ecuaciones normales se obtienen a partir de BV~W. 

(1.6./8) 

El ajuste por el método de mfn1mos cuadrados se lieva a cato­

calculando, en seguida las constantes corrcla~was co~ base 

ero la fórmula {l 6./8) 

( 1.6./9) 

Finalme~te se substituyen las as1 calcula~as constantes ccrrE 
lativas e~ {1.6/7} con lo que se obtiene el vector de c~rrec~ 
cienes V. 

( 1.6./lo) 

e) Ecuaciones de condición con 1nc6gnitas. 

Una solución general que comprende a a¡ y b) se puede lograr 
con: 

Jl!V•AX-L • ol (1.6./tl) 

donl:le seglln (1 6/5) y (1.6/1): 

8V·lt! V·AX-L 

W·B(Ax-1) 8A • O ' lit· - 8L 

''" "' " ottiene "" s1stema ,, ecuaciones del a siguier.te "'-nera: 

e V \V • o } ( 1.6./12) 

V + AX - L • o 
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La función a minimi2ar queda como: 

( 1,6./13) 

V y X. 

(1.6./14) 

~ o ... ,., 
Las correcciones se obtienen con la primera ecuación: 

V<P-'J3'k 
y las ecuaciones norm~les se obtienen con {1.6/11 + 14): 

11'1{ o o ( 1.6./15) 

Resolviendo la primera ecuación para l<ls constantes correlati --
vas: 

k o- 1 8V'ST' {AX-L} 
substituidas en la 2a. ecuación: 

.A' ( BP-'a';-'Ax- A'( 8?"'8'F 1L --O 
y despejando X: 

Esta solución también se puede usar con observaciones correla-­
cionadas. En estas se trata fundamentalmente de las observacio­
nes L para los cuales se da una continuidad funcional hacia ob­
servaciones independientes, Esto se expresa en V y B. 
Tambi~n se pueden introducir condiciones con ayuda de ecuacio-­
nes de correcciones. Con eso. obtienen un peso muy grande. 

d) Condiciones entre las correcciones (incógnitas). 

En este caso se obtiene un sistema de ecuac~ones formado por 
ecu~ciones de correcciones y por ecuaciones que expresan las 
condiciones entre las observaciones. 

• 



. ) 

V • A. X L, o o,.,,' 
A, X L, ' 0( .... .,),4. 

( 1.6./17) 

" función minimizadora adquiere 1 • forma: 

La derivación p~rcial da: 

jJ_ ' 2 ifrp -. 2 k, 1 = 0 ov 
!U = {1.6./19) 

De la primera ecuación se obtiene V: 
V ~ p·" k4 

Con la substitución en (1,6/17) de la la. ecuación y con la -
2a. ecuación y la derivada~~ se obtiene el sistema de ecua--
ciones: ~ 

p·"Jc" ~ A..;x ¿, " o 

Multiplicando por 

¿, . o 
~ A/ 1t1 ~ O 

A4T p 

A/ P P"f k" 
(o) k, 

~ A1TPAK-A/·Pl1 :O 
.. AJ; llz. o o 

substituyendo en (b) 

(a) 

(b) 

(o) 

-At[A./PA,T"!Alrkl .,A4.,.PL4] -l" 
despejando K2 

(1.6./.< 

1 /{, o {A, (A/ PA.FA, 'f'[ A;( A.' P .A.F'A.' PL. - A, 1 A.' PA.)"'L ,] 1 
( 1 .6./Zl) 

La solución también se obtiene por las fórmulas 

(1,6:/21),(1.6./Zo) y (1.6./17) 

l V o - A, X • L 1 
e) Linealización de las ecuaciones de corrección y de condición. 

En ecu~ciones no lineales se puede aplicar la serie de Taylor 
en el punto O, 

f { L , X, cohsi.} o O ( 1.6./n) 
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Despreciando términos de mas alto grado, se obtiene en el desa 
rollo de Taylor: 

(, 1 (g:J, dL • f§:!, dX -O 

o en términos matriciales: 

Fo representa la desviación entre valores medidos y aproxima-­
ciones calc~ladas. B y A contienen los coeficientes diferenci~ 
les de las observaciones e incógnitas: 

Ejemplo: 

Observaciones: 
f "'/¡ .!., 3 -·2/1 -3x,/.J 

L .. ·l , L1:l 
Incógnitas (aproximadas) 

r, . 32 

t 8) -

-46 - J 

42 /,' 

- 6 1 A) • 

( V) • (dt,) 
d ¡, 

-2 

¡ ;,., 

Ecuaciones linealizadas: 

- 40 = 3 ~ 

- ( /¡/ - 2) 

2 x, ' (- 6 

fx). (~;;) 

..,, ) 

. ' J, x.- 4P ""0 

' 

J,s 4 "! Jt~- 2 <>llz ~6 J.k ... v ... ~ .. o 
?, [' -1 1¡! V1 2 VJ - 6 rf.t'l • r),.l ~ 0 

Como consecuencia de que la serie de Taylor es una aproximadón 
el ajuste con ecuaciones 1 ineal izadas es también una aproxima-­
ción que debe iterarse. Si los valores que se usan para subst! 
tuir a las incógnitas se acercan mucho a les reales, s6lo se re 
quieren una o pocos iteraciones, Esto se puede demostrar cambian 
do VTPV 6 X: 

1.7 Propagación de errores. 

a) Matriz covarlante X de variables independientes, 

(observaciones no correlacionadas) 

6"".~;. l o 

( Lx): 

r;,.,/: variancia 
'1- ~ variancfa ,. -

o 
o o 

standard de 
S ·• e ___.!,<;_ s,• 

de la unidad 

o S .:c4l 
1 

o o - s,' 
>,' o 
las observaciones. 

de peso. 

o o 

J;./ o 

o ' Sx3 
(1,7 



b) Matriz covariante 
correlacionadas): 

de magnitudes dependientes 
y1 ~ /-4( x,, ( 1 1 x1 ) 

(observaciones 

o) 

1.8 . ) 
b) 

Si 
Yl ~ ¡, (X>~, K• 1. x'¡) 

se obtiene la matriz de derivadas parciales 
con respecto a las incógnitas, 

R = (*' '" -~ 

\ 

._ 

de la función • 

La matriz covariante de las~magnitudes derivadas se obtiene 
según 1~ prop~gaci6n de errores con ayuda de la matriz cova 
riante para observaciones in-dependientes: 

Matriz de pesos. 
La matriz de pesos " 1 • inversa ,, matriz de covarianclas. 

~ ' ( l)- <] (1.7./3) 

Precisión ,, '" parámetros. ' 
' Con valores a priori para la variancia de la unidad de peso 

cro 2 se obtiene (con base en la propagación de los errores): 

Después del 
cumple: 

(r:/}, c-,'(II'PAf
4 

ajuste por el métoCo,de mínimos cuadrados se --

S/ • {AX-L}'i'(AX-L) • )/?V 
Una aproximación 
obt lene con: 

para la variancia de la unidad de peso se 

(1.8./1) 

y debido a •l para la matriz de covariancias se obtiene: 

(1.8./2) 

e) Interpretación de los elementos de la natriz de covarian-· 
cias. La matriz se interpreta como una Ordenación geométri 
ca de coordenadas de puntos: ·--" ' 

r;~l ' IJ.' ( 7,>) 
K 

., ... ,,:; .. 
• 6y/ ' !;,' ( ¡.-'o..f, /H) 
' f•·l· ., ..... ., 

r; . 2 ' 1:¡. ' ' ¡;"' 1 
?u., ~J Jrl¡/¡/ ,, 
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Las variancias en dirección de los ejes coordenados no corres* 
penden a la realidad; errores máximos y m1ntmos se obtienen en 
los puntos mediante una transposición de las submatrices de -­
tal manera que las covariancias (a ambos lados de la diagonal} 
se vuelven cero, Los valores que asf se obtienen en la diago-­
nal principal corresponden entonces a máximos por ejemplo errQ_ 
res de puntos mfnimos. 
A este problema se le conoce como: determiMci6n propia de va­
lores. 
EcuacHin de transformación para variables independientes en el 
plano: 

( {:) , R ( ~:) ' 
matriz de rotación 

Aplicación de la ley de propagación de errores para determinar 
una matriz covariante para variables independientes: 

(¿,)·R(I.)RT 

~~ A2 se llaman valores propios, 
La soluci6n del problema se obtiene con: 

(~;: ~;~)y (: ~)AA,¿ 1 (t:· ~::}- {; 
resuelto se obtiene para el determinante: 

(¡ .. -)..,} f" 1 . o 
t;z 1 {fu -AM} 

).M~- Á1,1 ( 911 ~ t~r} ¡ 9 1;"~f~';'_:-,c~~~!~f~'~'c--~·--;;0:-;,-;-,~;-;--¡;~~:7 . .t\
1
,
2 

.. (qu~9u}::! -,j(9,/~2l~''ln 1 f;/)-li.¡n911 •l¡q..,l!Jlf 

'" 
,, método de mlnimos cuadrados se cumple: fu • fu 

·i ' 
,\, 

f¡,ll qll.l .tr¡./ 

----" z como errores 

maximo y 

V fu f« f« ' ' ~' 
. mínimo , 

('1.8./J 

'" 3 dimensiones para un elipsoide de error " cumple: 

(OJ w S ;'1 "' o "' ¡ o J.;¡ ¡ 
R. - [,"¡.¡ w fN v o o A o o -

o o 1 -;;., i o {O! 1 



1 - 2) 

(OSw tt1! (! J,Jn 1-J WI '-' 5,;, l 
- - s."o¡ ~toS f l ()[ "" - ¡.",¡ '-' .J-"., ~ matriz ,, rotación 

- , .. ., f o /OJ f 
La propagación de errores en forma análoga al caso bidimensio­
nal d.S.: 

(
ol;' o 

0 
) , (9" 1« 

o (i'~¡Z p ,/ "' {;(¡ R fN h 
o () GJA 9J1 '/JJ 

y como determinante a resolver: 

/ f•1 -A •. ,,J) '1•1 911 
9~· 1 fu --1-,,~,J) f?l 
9J1 fJJ /f¡l-A"-J..J) 

• o 

o 
), 
o 

.A u,: -A •,J} ( ¡., ~ fi! ~ f¡J) - ....J.~,J, J ( jl/- t¡Jlj~·J · • 1"' jn -f 'j.J3 f"' 1 ¡~J 11 in~} 
- ( t¡•r !u fu - f'1 f1l-1 2t¡u f•J jJJ - 9•l7n - f•./ ?u) "' O 

Un elipsoide de error se puede describir con: 
!l ~ rzl e 4 . 

f7M lj'.l Az ., rt.r:r¡ ~ 
El error del punto adquiere la forma: 

G'pl, ( ,..¡.,. _, .,¡~ ~ .Aj)~¿ .. c-_.1 .. c;-yz_ ,·c-cz 
O sea que hay que resolver una ecuación de Jer. gr_a~~: 

,..¡ 3 4 _.ll [- 9J<- tju - 913) .J A{.- '11/• fu fJJ- f-o fn- fJJf•• -¡,/- :.~/) 
t1. ,b,) 

-# ( :- f11 fu fJ; -" f~• ~H1 - 2 fn !Jf;l -1 9 '' !/JJ + f•J fn 
substituyendo: 

Q 
.. p- J 

e 

se obtiene como ecuación a resolver: 

" o 

,., . e/_, ' e • o <on ol· a' 
'b ( •)' a6 · 

J • e ~2 j -J~G, 
y como solución: _,., ' A • 8 

,#1,3 ' 
A•B ;! A. A-8 -¡13 ¿ 2 

'" V- fJ. V- é{'(J/·(i/ A 
e +-Ri e 

- -{15 ' • l ; ¿ 

Debe tenerse en cuenta que: 
• 

Si Q es positivo, existe 1 solución real y 2 complejas conjug~ 
das . 
Si Q es' cero, existen 3 soluciones rea.les. ~S te es el caso co­
mún. 

' 
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1.9 Corrección de los elementos calculados de una matriz invertid~ 

{errores de redondeo) según Hotelling. 

Debido a que los errores de redondeo la matriz A-l no es to-­

talmente simétrica, a pesar de que A.A-l ! E deberfa cumplirse. 
Este acarreo puede usarse 
sa plagada con errores de 

producto de matrices 

para corregir las 
redondeo es A-l o • 

A Ac-"~ ~ A~--~" A =- Eo 
El opuesto es: 

inversas. la inver 
Se establece el --

ó Eo::: E- Eo " %- AAo- 4 

Esto conduce a una corrección iterativa de la inversa con: 

ti, 
_, 

, Ao-" (E.¡. .1 Eo) 

~ r, , E- AA. 
-4 

¡1¿ 
_, 

. A;' (E • 4 E,} , 

A[, • E - A Al --1 

A, ·• A,_, (E E,) ' <'~ 

' 
' (1.9./'1) 
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2. Sistemas de Coordenados. 

2.1 Transformacilin de coordenadas de la foto al modelo tridimensio 
na 1 : 

FOTO 
Un punto en la foto se 
puede determinar por 

p'p}: ' p; 
' x; 

y:' 
·C 

X 

MODELO 

Un punto en el modelo se puede 
determinar por: 

~ 

OP 

----~--c-

Entre las coordenadas dela foto y del modelo existe la siguien­
te relación: 
Una imagen perspectiva se forma por la' proyeccilin de los puntos 
objeto desde el Centro sobre el plano de la fotografia, Esto se 
expresa por la ECUACION FUNDAMENTAL DE LA FOTOGRAMETRJA. 

(2.1./1) 

En esta igualdad deben expresarse todos los componentes en un -
sistema de coordenadas común. 

Para lograr compatibilidad de usa el sistema de coordenadas del 
modelo. En el dibujo superior de la plgina 30 los sfmbolos sig­
nifican: 

~ ~ ~ i 4, b,' Vectores en el sistema coordenado de la foto ~·, ¡', ~!) .... _., -) 

..¡, j, k Fi!ctores unitarios en el sistema coordenado del modelo( .t", y, 
s~· Vector al 

!o' Vector al 

·' A~ Factor de 

punto objeto P; en el modelo 

centro de torna en el modelo. 

escala entre la foto y el modelo 

C. constante de la c~mara. 
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Relación 
foto: 

- JO 

entre los sistemas de coordenadas del modelo y de la. -

• 

o 
' 

)/· 

' ll• 
' 

', 
' ' ' ' ' ' '11; 1'• 

' ' . 

' ' ' 

--~--

Oesplazando paralelamente los vectores unitarios al centro de -
toma O' la f6rmula (1) se puede representar como; 

x,· 

y~· • 

l ,· 

/ ,,_.• - ---- ~ 

' u.--1 x, 

' ' y, ' • ),· v .... ¡ 

¿, ' w .. :~ 

:componentes del -
vector de 1 a foto 
en el sistema de­
modelo. 

Mediante el uso de componentes, en sistemas de coor 
der.adas de igual escala, pero diferente orientaci6ñ, 
nada mas permanecen invariables las longitudes de 
los vectores obtenidos, 



El factor de escala \ .J se obtiene por la división de las lon-
gitudes del vector /"' 

0
,-p (J·p· : 

/).'p•'l 
1 p./J 

1 O' PI 
1 o'P'J 

• 
: . .¡ 1o,-,-~-,c. ~"~':~--fe;-· --¡-~;-~:;-1-'--foi·¡-~::!~·j_·;':_''. 

_ -Ir~:- 1(~'1 1"1( y;- t.'P• ( ¡.· - ~.·l 
· __ ]1~_.-!.._v?' • w.-:r-~-

' (2.1./2) 

Los componentes del vector de la foto en el sistema de coorde­
nadas del modelo se pueden obtener finalmente mediante una -­
transformación. lina transformación tridimensional queda definí 
da con ayuda de la rr,atriz de rotación A, cuyo contenido e~actO 
se describe en el capítulo 2.3, Las componertes del vector de 
posición del punto de la foto en el sistema coordenada de ]a -
fotó se obtiene por multiplicacHln de la matriz de rotación y­
los componentes del vector de la foto en el modelo. 

( ". ') A v:-~ 
••••• •• 

donde A queda representado por: 

(2,1./J) 

A • (:;: ::; :::). (t':::::'!; ~:~~~:~ .(:: [:~~) 
ltJ1 ctu ltlJ ,os(x/} tos('jl') CoJO l'} 

(XX'), .. (ZZ') son los ángulos tridimensionales entre el para le 
lo correspondiente en el origen O de los ejes de la foto des-­
plazados y del sistcllla de coordenadas del r:~odelo. A contiene -
los cosenos directores de esos ~ngulos. 

Como la transformación es independiente de la escala, para los 
sistemas de los vectores unitarios se tiene que: 

UJ 
;,. . ' de 
' 

Para calcular el 
versa d la t 
]ación 

e ma r1z ' " ac1 n, ya que 
factorde escala 

d t "6 

' 
V:. IJ (u' 
"'' 

~ (X ') A_, ~~~ 

(2) se requiere la 
iste la siguiente " 

i n -,_ 

(2.1./1¡) 

Ref.: Jordan - Eggert - Kne1ssl (JEK) Bd. lit, 1 54, 
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2.2 Transformaciones Ortogonales. 

Las relaciones del capitulo anterior se simplifican, cu~ndo la 

transformación de(t)a(i) y viceversa, es ortogonal: 

Esto significa: ambos sistemas de vectores unitarios (a,b,c) e 
(i,j,k) deben tener sus ejes ortogonalmente, 

a-Lb_Lc ./.ljJ..k 

Ademds la escala de a,b, e e l,j,k deben ser iguales (en es 

te caso ambos sistemas deben ser vectores unitarios) . 
• 

Matrices rotacionales tridimensionales "" suficientes '" 
,, -

caso ,, '" siguientes postulados. 

' ' ' ' A ... ' a a a'' • . 
a . .ut ' aul ' a t~ 1 

' 4 

a.¡.4l ' 
., ' ' '" ' " • 

{1- Al t ' . 
' '" • tZ J)l o 4 

a. J-/ • <u ' • Q u' ' A 

a. ..t!l ' Q. ,¡1 ' a n' o A 

"" '" ' a,., <ln ' a,. tl;t ' tJ 

a'' "'' ' Q.~'~a;J • "'' an • tJ 

'" "" ' a.uan ' a u a u • o ... a u • q 11 ()..u ' a a an < o 
a-. .,, ' a 42 a1z ' "' an • o 
a'' '" ' a u 'u.u ' "" "" • o 

1 o que es unívoco "" 
1 

A-' • Á T 1 ,,, (2.2./1) 

Substituido " (2.1./4) " obtiene la relac:ión: 

U) (f .... a, a,. o. 
= AT = 4A2 a., QJI • b 

a'' a.~J an e 
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• 
y finalmente para 

del o: 
las componentes de los fotovectores en el mo 

2.3 Elementos de •las matrices de la rotación, 

El uso de cosenos directores en matrices de rotación conduce a 
c.llculos desagradables, Es más fácil usar las siguientes ¡¡osi­

b1ilidades. 

'· -
A}· Rotaciones secuenciales w,f,}(, 

Los instrumentos Qnalógicos usan bastante este método. Las 
. •. . 

relaciones se establecen~de la siouiente manera: 

Para el postulado: 
( ~:). Ar u~:) 

~ormalmente se escoge como orden de rotación 

w rotación primaria 

1 rotación secundaria 
t rotación terciaria 

La matriz de rotación se compone de la multiplicaci6n de cada -
una de las matrices de rotación: 

En ;los instrumentos WJLD A~ . 
conde A se obtiene de: 

• 
• Otros 'pioductores de equipo escogieron otro orden de las rota-

• 

clones:~ 

En cAlculas analfticos la secuencia de las rotaciones es a volun 
tad. Pero debe tomar en cuenta la opción d~ la> rotaciones posi­
t i V il S . 
Para la reconstruccilin de la situaci6n de toma se establece el -
siguiente orden de rotaciones positivas para el punto cero del -
sistema. ¡-
(.u rotacilin primaria;¡. rotación secundaria; K rotaci6n terciaria) 



ROTAC!ON PRIMARIA 
Representación de la rotación 
en un sistema tridimensional 

;1 ,z 

··- _1_.¿; 

X 

Representación bidimensional 
(El eje positivo x sale del -­
plano de la hoja hacia arriba) 

' 

V 1 1 1 A, y, z pasan a x , y , z por 
una primera rotaci6n positiva: 

rotación + w 

las coordenadas lineales se ob­
tienen por la siguiente relación: 

' ' < X 

y' , '} lDl <.! ' i r:,, l,J 

¡' • ' toS t.J '/ f¡ .. <J 

En forma matricial: 

o 

- ¡,;., I.,J 

( 2.J./1) 

Rotación + w de + y a + z 

Por lo tanto la rotación +w no origina ningún cambio en la direc­
ción x. 

El eje primario y se gira hacia el eje z y origina en la.foto nu~ 
vos ejes positivos y' y z'. En este caso la matriz de rotaci6n 
tiene un elemento sen w positivo arriba de la diagonal, y un ele­
mento sen w negativo abajo de la diagonal. 

ROTAC!ON SECUNDARIA. 
Se trata de una rotación alrededor del eje y con ángulo de rota-­
ción secundario~-

Representaci6n de la rotación 
en un sistema tridimensional: 

' , . 

en un procedimiento análogo al de 
la rotación primaria se obtiene -
en forma similar para la segunda 

rotación posi;!tciC'"'"'"----,,-,-_, 

( ;:)·("~~ ~ .,,~~)(;) 
l ~·nf O to.lf ¿ 

( "" ., J 
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La rotación + -(ningún cambio en y) origina un giro de +z con­
tra +x, y como resultado nuevos ejes +z' y +x', 

El valor de ~en; arriba de la diagonal es negativo para que -­

las direcciones positivas se conserven. 

ROTACION TERCIARIA. 
La rotación alrededor de eje z con el ángulo de giro K origina 

un giro de +x contra +y y con ello nuevos ejes tx' y +y'. 

Representación de la rotación 

en un sistema tridimensional. 

No existe ningún cambio en 

L 

Como resultado se obtiene: 

' y 

----~ 

L_C(_:¡_)é____· _(._-_t~~·_: __ :_::~,_: _ _:_;:..!J ü L) 
Con ayuda de las definiciones (1) - (3) se obtiene la matriz de 

rotación A. 

"" < 
o 

6 como transpuesta: 

o 

i) 
o 
A 

o 

o 
A 

o 

¡;"1 1 
o 

{OJ ~ 

{0[ 1( 

J;., l! 

o 

o 
{ol<.J 

- ¡;;, l! 
((!S J.! 

o 

o 
o 
1 

Efectuando hs multiplicaciones matrici<J:les se obtienen para las 

diferentes secuencias de giro las matrices generales totales A. 
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Integraci5n de la matriz A para los aparatos WILD. 

A 
o - Si>"' f r 

' 

1 
• 

' 1 o 1 o 
1 1 
' 

/ 

' 
i 

e os J< : .Sin J.¿ 

---:--··-·· ---
' 

-S,;, 1<. i (O$. JI. : o 
1 
' 

' 
~---~----· 

1¡ ' 
o 

----~--_j --
' ' 

' ·' 1 Sn? r ,. 
1 

/ 

i"'P "'R 
1 

-Ca!? t,",k_ ! 
i 
' 

A 

o 

s:., lt 

t tJS JI. 

o 

o 

USf 1 

) 

. :_,r,~jtt.JJ( \ 
' 1 

,r;, ~ ¡;, 1/. 

1 
' 1 "' p ' ) l 

• 
' • ----,--:-------· 

' 
-· 

1 

o (.úJ"' 1 fin "' ' 1 
··:--------

1 

---------

o 1 - ,s/., "' CO! W 
' 1 

c~~tvsl( : ces w s.;, Jt • ,r.;, w $"n J( 
• . - 1 .+ ¡,'"'!.<) ¡,., jtasll.:-ttJ!<VJ,;,p re¡ JI. 

1 
! ces w ur 1/ 

' 

- td!. ? s:f1J?. 
1 ,r,¡, "' (()/ " 

:- s.-.. <.,¡ r;n p .r:, 1( : u os ~.a;, p ¡,¡, " 

' 1 
' 

' 
S/" ~ ; -.$/') <J teS f : ÚJl"' {f& f 

1 ' 
1 ' 

1 
' 

1 ~ 
~ 

' 
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Integración de la matriz A para el Estereoplanígrafo Zeiss C-8. • A e 

., 

co.s ){ f./r¡ u o 

______ ._. ____ _ 

o 
' 

' ' 
1 

1 
1 /} 
1 

o o 
1 

1 
-------:. 

1 - 1 -o ('l w 

1 

.J/n w 

1 ' 
' ----- ___ ¡ __ . ---

1 
1 o · -s.'n W ' (di ¡;¡ 
1 ' 1 

' 
. i 

1 
( . 

tos. k 'tcs;;;.s.;,ií t:,¡;¡.r;,j¡ 
1 

1 ----:--
' 1 • 
1' ~ - - ' • -

1

1 - ,¡;, lt tc.II-J tus. ¡J 1 s-~ .. tcl" 

i ' 1 ¡1---.---i-
Jl o _,,,w\ "'" 

!Ir , , 
'11 
,, 
' --~ ----·-. 
' ' 

1 o 
1 

-
J 
l S,;, f 

\ ( - ~ 1 
1 l.c:.:; ;.~w~:n~\ tos_ij 

.• - _l____ 

• (Cf; ./",;, j¡ 
_ ~ttiJW 

' r:~ # ¡;, ¡;¡ ("1 ll 

1 o - s,;,, f ¡ 
1 -· . --- -· ----
1 

/} ' o 
1 -

----- -o '" 1 

Í ·f,io) ~ {DI JI 

''' '~•MÍ'~O <o_< 

tos ¡¡ ! s,, ';} _ J/., _'Z -
1 J (()f 1- J'il! t.} (cJ ,/¡ 

_, --~-----~-- ----

1 

1 

J V 
~ 
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En el caso del Estereoplanlgr¡¡fo Zeiss C8 los giros están defi 

nidos de lo siguient'e manera: 

giro • ' d' 1 eje ' • 1 eje ' giro • • ,, 1 eje y •1 eje ' 
giro • ' 0.1 eje ' •1 •J' y 

1 ,, igual forma para 1• -:'oto), 

Con la definición anterior de las rotaciones, nada más se nece 

sita en las fórmulas 1-3 substituir el valor del angula por el 
respectivo valor transversal. 

( ) 
Comparando las rotaciones ~ ~Y del Planfgrafo con l~s rotacio­

nes w ~ K del Aut6grafo WILD de cada uno de los coeficientes ma 
triciales se obtiene la siguiente relación: 

para el ángulo de giro rJ 

para el ángulo de giro w 

"" . , k • - "" - a, 
J/n W - J,;., r.:J (o!. f 

cvs "' <as ;1 r r~J • {()! " 
1 Sin "' - fJni:j 

1 /Ol 1 toS Í (::;! ¡;j 
ltJ5 w - éOS t 

Si w ~ 0° se obtienen mejores resultados si se usa la función -
seno, 

para el ángulo de giro K 

-1o1 ~ r:.,J.: 
toJ f-i0ti( 

-U>J f ¡;., ~ 
(Ol 1 (Ol J( 

-1 ;;., (' p., w (oj k 
~. J,.., ¡ !,;, ;::; J .... k 



B) Formación de las matrices de rotación por giros secuenciales, 

Cabeceo t, banqueo s, azimut a 

En las tomas fotograml!tricas los giros de la c6mara son alrede· 
dor de los ejes de una suspensión cardán, o sea alrededor de -­

los ejes de un soporte de 3 apoyos que participa en los giros. 

La matriz de rotaci6n para una fotografía se forma de los si··· 

guientes g;ros: 

A = Ac. 

El cabeceo s gira ~ contra y 

El banqueo t gira 2 contra y 

y el azimut a y contra ~ 

Integración de la matriz A. 

- J,", o( ~ 

A . A 
t ' 

z = z' 
x ~ x' 
alrededor de eje z que tam-­

bien gira. 

o J,"r, S o 
A ("'" = s,;« {¡)Jo/. ~) ( o cos.t .r,;,l _ 5,;, .t o )( toss taS J o 

o o (·'n ¿ OJ l 0 o 4 

.r;í, ol f,;,l 

A-
{" t J 

Surgen dificultades, si hay que determinar el banqueo y el azi­

mut cuando el cabeceo t ~ O. 

C) Giros que no son secuenciales. 

Surgen como giros individuales. 

Inclinación en la dirección x (cabeceo) 

Inclinación en la dirección y {banqueo) 

y Distancia nadiral. 

Se trata de 3 ángulos tridimensionales. En la formación de A 

se introducen sus cosenos directores. 
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En un sistema tridimensional ' tierle la siguiente apariencia: 
l . 

Incl1nación y 
dirección ,, 1 • inclina-

-~ e i ó n , 
In el inación x -

X 
y la matriz A 

CO$ {K.¡¡'} a,, a., 
a, "'{y y') a., 
"" a, (C'l{i~') 

Si se fjj¡¡ otro elemento por ejemplo a 12 - sen (xx') cos (yy') 

entonces se pueden determinar los demás por relaciones de ort~ 

gonalidad. 

2.4 Transformación de coordenadas entre el sist~ma geodésico de re 
ferencia y el del modelo. 

En la práct1ca existen m~s sistemas coordenadas de proyección. 

Ejemplo: Sistema UTM 3°, utilizado en partes lejanas de Europa 
y en Can~dá. 

Las alturas se definen como alturas elipsoidales perpendicula­
res a las coordenadas de proyección, 
Se pueden transformar estas coordenad~s de proyección y altu·­
ras en un sistema que permita una comparacicin con el sistema -
coordenado del modelo. Son sistemas utilizables: 

el sistema geoc~ntrico rectangular tridimensional. 
sistemas rectangulares tridimensionales locales. 

6 apl lcaci6n directa de las coordenadas de proyecci6n/altu­
ras detectando pequeñas correcciones (de uso muy generali 

zado en la pr<'ictlca}. 
Siguen algunas posibilidades de transformación: 

1) Transformación de coordenadas LJTM 3° en coordenadas geogrf 

ficas. 
Esta transformación se usa en sistemas locales y geoc~ntricos. 
La soluci6n exact~ est~ descrita en "Cálculos Geodésicos y Re­

presentacior.es en lil Topografía" de GROSS~ANN. Aquí nada más -
se van a -mencionar los pasos m:is importantes, 
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Para el cálculo de transformación sirve: 

. ' . " . ¡, ()(,Y) 

La solución se puede obtener por desarrollo lineal 6 por solu­
ción numérica directa. 

Al introducir las alturas, normalmente se usa la altura ortomé 
trica ''H'', Está integrada por la altura elipsoidal "h'' y la on 
dulación geoidal ''u'', 

p 

\" fJI1j.Jt>,i:¡ 
1 fl • h ' "- 1 (2,11,/1) 

" ¿;("'" 

Si se tiene que usar la altura elipsoidal, se obtiene con (l) 

h ~ altura nivelada + corrección ortométrica 

+ondulación geoidal 
' - ' 

La corrección ortométrica entre 2 puntos A y B ( ~ O.C.AB) se 
determina con: 

~ 

A •• 

0.(.,G 

donde t• 

"· . 
g • 

' ---/"' ~ tt>;.¡ 

8 
fA ~}"e JIA _Je - ;r, 11, 1 l ~J ' • 

1• ' (' :r• (2,4./2) A 

gravedad normal • 1 ' largo de 1 • trayectoria do A ,, 
e ia 8. 

gravedad no rr.1a 1 para 1 • latitud • .,. 
gr<.~vecad media desde •1 Geoide hasta 1 • altura K del 
punto final, representable 

JI 

J ' ~ j ¡fe) d< 
L_ o 

por la fórmula integral: 

1 



Como la Integral (3a) no se puede determinar por mediciones, 
se usa como aproximación aceptable la reducción de Bouguer y 
"aire libre" tambi~n reconocida como reducción Prey's. 

1 I o .f • o, 0'12/¡ Ni (2.4./Jb) 
H debe estar en cm. 
La corrección ortométrica alcanza valores maximos de 30 mm en 
las montafias (consOltese BodemUller & Campbell~ Investigación 
en el Harz), · Dentro de una carta 1:5000 tiene variaciones de 
l mm y es por lotanto despreciable. 
La ondulación geoidal es en terreno montafioso de mayor signi· 
ficacido, (En los Alpes se obtiene para m~s de los 50 km una v~ 

rlación de 50 cm~ Meier investigó que la Variación m~xima fue 
de 10 cm para valores extremos de más de 2 km en el túnel de • 
St. Gotthard), 
En fotogrametría no se hacen consideraciones sobre la dirección 
de la gravedad. Por lo anterior la variación en la altura condt 
clonada por la ondulación geofdal debe ignorarse. 

2) Transformación de las coordenadas geográficas al sistema 
geocéntrico rectangular. 

-· ' 

¡ 
b 

¡¡• 

a,b semidiámetro elipsoidal (semieje mayor) 
N Radio de curvatura del primer vertical o normal mayor. 

p,.\ :latitud geográfica, longitud geogr.Hica. 



la excentricidad numérica se obtiene por: 

e 
y para la Normal Mayor 

' 

El cálculo de las coordenadas cartesianas tridimensionales con 

ayuda de las coordenadas geográficas se obtiene por: 

-' f At ~ h} lo.s r) (~~ ..\ X < 

-· y ' f J¡l ,t h }_ (i:JJ ¡1 ¡;, ....} (2,4./4) 

z' ' [MA-e')•h) .r: .. f 
asi como: 

La inversión del problema conduce a ecuaciones no-lineales~. ~ 

noda más se pueden determinar iterativamente. 

La longitud geográfica se obtiene con ayuda de la relacidn tri-

go n omet r i e a,, -------,,..-,· 

r 'J ) • r 1 

El cálculo de la latitud geogr~fica esta ligado a mayores difi­

cultades, ya que la normal mayor es una función de<:>. Como pri-

mer paso iteracional se propone: h • O 

para que: 

Se desechan los términos con e4 

f.1 "ez. j 
Se obtiene una relación para N+h utilizando el teorema de Pi U-

goras tridimensional mente: 

con (4) se obtiene: 

A/+h ~o/ x'l+ j''~ (¿'.¡.¡1)¿ 

2' J._ .¿1 : (tfl -1-h) Jt!] ~. 

despejando ~~ y substituyendo la relacidn para N+h: 

p, ' (2.4./5b) 



Con este valor 01 se calcula una nueva normal mayor. M~s ade­
lante se obtiene un nuevo valor de t; 

El desarrollo converge r~pidamente (2-3 iteraciones) ya que 
N>> h 

Con ayuda de la relación N+h también se obtiene la altura h 
sobre el elipsoide. 

~,h~,~i~.~.=.,=,~.~{l~-.=,¡=,)~'~-~#~1 
(2.4./Sc) 

El sistema rectangular tridimensional tiene aplicación en el 
ajuste de sistemas fotogramétricos. 
Da una transformación llena de errores si los giros w, ~. K no 
son m3s o menos cero. Si no se cumple esta condición, se debe 
hacer una corrección al giro antes de la transformación. 

3} Sistema tridimensional rectangular local. 
El origen del sistema geocéntrico en el centro terrestre 

se desplaza a un punto en la superficie P0 (con las coordena-­
das geocentricas X0,, V0 ,, Lo'. Después de efectuar un giro de 
tal manera que el eje Teste en dirección de la normal y el eje 
X hacia el Este, y el eje y hacia el Norte. Esto se puede repr!. 
sentar "" ayuda de 1 a relación: 

(¡) -' - ' 
' - x. 

• k 11 - ' - ' (2.l!./6) ' Y• 
1' - ' " 

K representa un rescalar, que sirve como factor de escala. 
la matriz de rotación se designa con M. 

- .r:., Ao tQ.S Ao o 
11 - ·.S,), &o (0!, Ao -J;, #J s,;.,..Jo cos fo 

tos fQ cas). (OS ~~ J,n)Q .r.;., /o 

L< inversión ,, " relación queda as\; 

1 _, 1 _, . 1 -
X x, X 

-' _, ~ /1T -y , Y• + - l k 

(2.4./7) 

- ' 
_, -

' '· i 
.' 
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En modelos fotogra~étricos se puede considerar el sistema i, Y 
i:, como un sistema de referenci¡¡ para el sistema global x, y, 

z (a escala Ll). Naturalmente que las transform(lciones de­

escala también son posibles. 

4) Aproximación con ayud¡¡ de la esfera osculadora de Gauss. 

Como superficie de referencia se usa la superficie exte­
rior de la esfera osculadora de G;:¡uss con el radio R = ~ 

Se puede lograr una aproximación sin pérdida de precisión 
en terrenos hasta de 50 km, de diámetro, 

' Se trata de determinar las coordenadas 
esféricas ~y n. Xo, Yo, son las coor 
denadas (UTM) de un origen libre colo­
cado en el meridiano central. 

Para el punto P (X,Y) se obtienen en­

tonces las siguientes diferencias er. 
las coordenadas, 

A X • X x, 

"' y , y y, 
'" coordenadas esféricas ( y nse obtienen poc ,, siguiente --
desarrollo '" serie. 

' - - -

considerando el ár1gulo central: 

-+-r 1 • r 

conduce a las relaciones: 

X • { r ' h ) J,"/J o/ 

y • {" h ) {OS el. J,",., jl 

l • { r <h) OJd. ((1 S /J e 

Puesto '"' '" '" ángulos centrales se trata ,, magnitudes pe--
queñas, " posible un desarrollo '" serie. 



obteniéndose para 

Orden 

X ~ 

y = 

2 ~ 

dimensional 

AX' 
' 

las ,oordenadas individuales: 

"'x' + 
AX·h 

óX ¡ •' " 
!JY 'y' AY AY· )¡ 

2 ,. r y 

h 
A ,xl .1AyZ 

' ¿, 
de las diferencias entre: 

X und X :rur 

" und h :für 
<Ur 

- 46 

Xo '00 km ""' >om 

X o >o km 1om 
X o >oo km .... ll<m 

20 km 

S O /rrn 

fO Km 

l ,. 

.{4 ¿,.,· 

2, -//) M 

4,0!"1 

{ Erdkrümmung) 

Al} O k"~ 

En ajustes de bloque las desviaciones de este tipo de compensan 

mediante un giro ~ coman 

Los errores residuales son del 
orden dimensional de 1 cm. 

Por este motivo en la práctica se usan directamente las coorde­

nadas un-1¡ cuando se requiera una mayor precisión se deberán -­

usar sistemas rectangulares tridimensionales, 

La Curvatura terrestre debe estar considerada diferencialmente 
en la fotografía. 

La representación de un punto P 
de la superficie terrestre en 
el plano de la carta se puede 
llevar a cabo de dos formas: 

ortogona 1 
projectiva 

El punto P1 a una distancia r -
del punto radial se encuentra -
abajo del plano tangente debido 
a la curvatura tl'.rrestre: !ie ob 

siguientes aproximaciones 

,• " . 
suficientes. 

2R ' 
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por transformación numérica y 

t • •hlv/ ,, ' 
debido a h > > d se obtiene : 

,-... r'l! - J e 
para la red.ucción dimensional radial t.r' 

para la representación ortogonal: 

se obtiene. 

para 1 a represen tac 1 ón por proyección: 

ejemplo: 

Se obtiene un t.r' incorrecto 

' r.'J f, C,_=.....!j_·-

' ,, 
l 1: (~ 

1) Se desprecia las diferencias de altura para 
r

9
•= 15 cm hasta Jum 

2) Si se desprecia una inclinación: ¡,;,_ h: ?aJ(I-, "J'~.J~-~----· 
V '3- Ó/1 b-< ~/''"' 

Entonces :YJl no se puede aplicar una corrección simétrica. En 
lugar de curvas de corrección concéntricas intervienen curvas 
complicadas. 

En cálculos analiticos donde se requiere Sum de precisión se­
aplica un sistema coordenado rectangular tridimensional local. 

3. Correcciones, aplicables en coordenadas fotográficas, debido a 
la orientación interior, deformación de pelicula, distorsión 
del objetivo y refracción. 

El modelo de coorden~das fotográficas mediante· el uso de la -­
perspectiva central es el fundamento para la solución de probl,!t. 
mas fotogramétricos. Si se conforma uno con una precisión en -
la foto de ZO~m, entonces se pueden usar directamente las coor 
denadas medidas en base a la calidad de las c~maras actualmen­
te en uso y del material fotográfico, Si se requiere una prec1 . -
sión de S~m se aparta la geometrla de la foto aérea notableme~ 
te del modelo matemático, Por eso se deben aplicar correcciones 
a las coordenadas fotográficas. 



Se originan por los siguientes hctores: 

imprecisión de los comparadores 
orientación interior 

deformaciones de la pelfcula 
distorsión del objetivo 

y refracción. 

3.1 Correcciones por imprecisiones del comparador. 
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Un comparador debiera proporcionar las coordenadas fotogr&fi­

cas con una precisión de!_ l ... 2um. Errores tfpiocos, que irr:· 

piden esa precisión, son entre otros: 
eje no perfectamente verticales 
error de curso (debido al movimiento muerto del huesillo) 
error de reproducción. 

Los comparadores que usan placas de vidrio c~n una retícula 
grabada en ellas minimizan estos errores usando vidrios que 

obedecen a nor~as de calidad muy estrictas, con las cuales se 
miden separaciones muy pequeñas, Como ejemplo se pueden men~~ 

cionar: el Zeiss - PSK, el Space Optic y el Monocomparador -­

Wil d, 

Para determinar las desviaciones es necesario calibrar el com 

parador y establecer un modelo de correcci6n matemático, 

Un modelo para resolver esta tarea id§ntica se lleva a cabo 

con ayuda de una reticula RESEAU (Ver Cap, 3:3). 

3.2 Orientación Interior. 

Consiste de la determinación de las coordenadas del punto prin_ 

cipal de la foto con respecto de las marcas fiduciales y la d~ 

terminación de la distancia focal (constante de la c~mara), 

Estas tareas están ligadas con la determinación del registro ~ 

(como función de la constante de la c~mara). 

En la pr6ctica se toma la distancia focal del certificado del 

aparato. ''Se trata de los certificados de calibración (inglés: 

cal ibration certificate)H. 

Estos contienen datos, que se necesitan en los vuelos fotogr6-

ficos, Como q·emplo se muestra aqui un certificado - illLD 

Objetivo: Aviogon ~r 86 (objetivo de alto rendimiento) 
e = 152.49mm 



''· 

' . 

• 

' 

- 49 

A continuac16n se proporcionan la distancia de las líneas que 
unen marcas fiduciales opuestas considerando su intersecci6n 
como punto cero. 

... '·' , .. 

Punto con propiedades 
6ptimas ·SlJ 

simo?tricas 

Punto de autocolimación (se trata 
del punto en la fotogr~fía, en ·-
donde se forman 
infinitos). 

PlJ . -9f'm 

rayos paralelos -

Más datos (necesarios para los factores desc~itos en los cap. 
3.3 y 3.4): 

Distancias entre marcas fiduciales: 

' 2 

' ,, 

2 

' ,, 
' 

o 212 1 oo2~nm 

" 212, oollmm 

" 211, 9911mm 

o 212 0 oo4mm 

' ' • 299,814m:n 

2 4 • ·299.816m~ 

Distorsión, obtenida con ayuda de mediciones con teodolito, 
sin usar un filtro: 

6o 1 So 1 o o ¡ 1 2o 

Oistors16n.{nu~) 

Radio (r.mo) 
+o,oo6 +o,oo9 +o, oo7 [+o, oo2 \-o 1 oo6 !-o, o 1 o 

14o 11;8 

-o,ool +o,oo7 

Representación gráfica de la curva de distorisOn del punto 
• • 

principal de la foto a las 4'marcas ftduclales y una curva 
promedio ,, 1 ' distorsión. 

' ·-~~ .. 
--&- ~-,.-:?;. ..• 

~(-"'/ 
'Ü 

~s• "~ 

- ~'1'"' 

• •1'0 .. . 

'• , __ 

" "'"' ""' 

·fD/'"' l 

-3¡ 



.· ........ T,,.., .... ,.. 
....... " , •• t• 

,,...,, '''"co• 
""->.l} ·~· Jto 

!),.,..-_,., (c •. ,,., f''""' Coo~·l -A 

~ O:ot <1 ~"' ~ '""" <"r (Sf t 

- - '~ ••• .,~ .. -,.,.;, .. "" Jrf'll), """"''"' r•-• 
[t.· ... ., ... ~ ....... t.r .. ¡ 

' V 

'' 
•• r,• .,,., ~"" '" """ ~·~"'" ···~· .. 

l\1,00¡ 
' -J. 

( 

•• 

SI)~ ' .. ,SN~ 
l'tJ ~ ••• ~l. ~ 

• 

• ..• 
' '" . , •• 

···-·.-·-.·· ~-·. 

• 

o 
o , 
o . 
~ 
• • • 
" o 

' ~ o 
o 

1 

' 1 

1 
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Un certific~do ZE!SS contiene los siguientes datos: 
Pl(¡O¡;on A931o1 

e= 152,6/¡ 1nm ~o,o2 mm 

El punto intersección de las lfneas entre marcas fiduciales se 
encuentra a una distancia no mayor de -

' ' ' 1----~----

:_ 0.02 mm del punto de autocolimación. 

la distancia entre las marcas fiducia-­
les vale en ambas direcciones 226.00 mm 
+ .02 mm. 

, 
' ' 

Distorsión radial, medida con un teodolito 
(Utilización de un filtro tipo D con 

5301Jm). 

Radio (mm) _L.J' o 1 'o\ Jol '•o lso 1 Go 
Distorsión (JJmn--~-f-41-s -=-51-51-l¡ _~, 

?o 8"l9o loo 

-J-3-2-1 -4 -4 

Para objetivos fotogramétricos se presenta adem4s: 
Distorsión a lo largo de los 4 radios: A B e D a intervalos de 

10 mm de O hasta 150 mm (de dónde se 
puede derivar una ccrva de distorsión -
promedio), 

Distancia entre marcas fiduciales: en dirección x 226.01 mm 
en dirección y 226.00 mm 

Distorsión tangencial: m~xima menor que lO~m. 

Filtro: Ambas superficies del filtro son paralelas con desvia-­
ciones máximas de S segundos de arco. 

Placas 

tipos: ' ' ' " color 
B amarillo 
D naranja ,, almacen: '" placas montadas '" el al macen·- ZEISS 

tipo FK 24/120 Nr.36129 tienen una desviaci6n m~xima con 
respecto a un plano de + .010 mm. 



Debido a que la orientación exterior está fuertemente relaci~ 

nada con la orientación interior (por ej, h = C• fdctor de e! 

cala de la foto), no se hacen aqu~ mas reflexiones sobre sud! 

sarrollo. Es suficiente considerar la intersección de las rec­

tas que unen marcas fiduciales opuestas (dada con seguridad de 

20J.Jm) como punto principal de la foto y usar la distancia fo-­

cal calibrada con la precisión de 1/100 mm garantizada por el 
certificado. 

Las mediciones del comparador se pueden relacionar con las 

coordenadas fotograficas de la siguiente manera: 
-' 
1 ,~?~~ 

' " '(• 
1:-;~ ', a
7 ',,~l:~:l~í 
··------- 1/ 

L--,-----c-:---t:>-.x~--!; 
las coordenadas del cOr.lpa radar 

por la siguiente relación; 

- ' _, 
- ' '• ' ,, 
X, 1¡ 

x' 1 y' ; valores medidos en 
el sisterr:a del comparador 

' y' X > C'lordenadas fotogr!_ 

ficas. 

del punto principal se obtienen 

-' -' • x, • x, 
d - ' • )(, 

- ' - ' -' _, 
M l•' _, 

Y• t• • Y• • y, • y, 
• 

/¡ 

Angul'os direccionales en el sistema del comparador: 

- ' - 1 
" -X. 

' ' y, - Y• 
-, x, - ' x, 

'N 

' 
.{,., 

Jo., -
' 

, 
1!, 

y, , -
- ' x, 
-' 

k • • __)'f_ -· X, 

, 
Y• 

- x. ' 
- ' y, 
-' x, 

El ángulo de giro K entre el sistema fotográfico y el del comp~ 

radar se obtiene de allf como media aritmética: 

1 
k "· ' "' • "' . "J ~ 

/¡ (J.2./1) 

,, relación ,, transformación queda as i : 



(3.2./J) 

Los valores -{G"-.l./l i {y/- y.'Jl y 

los puede uno tomar del certificado (distancia entre marcas fi 
d~,.;ciales). Igualmente están en el certificado los valores dE­
dx 0 ' y dy0 ' (Punto de simetrta óptima) y pueden ser considera­
dos - esto tambiin es válido para los certificados W!LO. 

Al introducir el factor de escala p ya se consideran también 
parcialmente las deformaciones de la pelfcula. 

3.3 Deformaciones de la película. 

Para determinar la deformación de la peliculd deben colocarse­
en la cámara una escala o un Reseau. 
Un Reseau consiste en cruces, marcadas paralelamente entre -­
ellas, y cuya separaci6n es conocida. Se miden las coordenadas 
i', j' del comparador y con ayuda de. las fórmulas (3.2/1) •.. 
(3.2/3) se transforman en X•, Y•, 

+ + ,, Res ea u 1<> e ruz ... cercana ' --
• coordenadas X· Y· ( ,, coordenadas -?e 

conocidas) "' como origen ,, "' " "" +---J + sistema " referencia ( XR' y • 1 R. " R 

Esto conduce •1 siguiente sistema " ecuaciones; 

' ' 1 " ' ;, ) ' x¡ • x, • 'i = x, ' AX 

y¡ 1 ' { . ' yd ' (J.J./1) • y, ' y; - • y, ' 'l 

,, ! 
" eliminan 1<> deformaciones " 1 ' pencula, considera--

'" '" 1<> mediciones ,, 1 ' cruz Res ea u '" •1 comparador. 



Según Brown, Zemann & Visser es ventajoso, determinar primero 
todas las coordenadas del comparador de las cruces Reseau. 
1'1 ~:onten Ido fotogrdfico H' ~prox1ma entonces con un polinomio 

de 3 er . grado . ""----;:~,¡---~e;---- _ ,----~:;-"_;--, 
x/ =- a" -1 a., K¡ <~ az X¡ ~ as y¡ + a.v 'ji ~ as~~ y¡ 

' 
-l'= 

llt Xi Y< ' 
Y< ' ~ bo 

• 

' b-t y¡ 

' b¡ ~ ~· XI y; ' 

~·-., '/i '" 
' b, 

_, 
Y' -·-6} )( j y; 

' 

~! 
XI :¡ ' ,. 

b ~­.S X¡ ¡ 

(J.J./2) 

Según Ziemann & Visser, a pesar del mayor nUmero de mediciones 
no existe ninguna relact6n con el incremento mfnimo de preci-­
si6n. Brown a1canz6 muy buenos resultados usando una camara 
Reseau, sin embargo en Alemania apenas si se usa (1977). 

En cámaras aéreas normales la deformaci6n de la pel~cula seco 
rrige con ayuda de las marcas fiduciales. WILD afirma que las 
6 distancias posibles entre las 4 marcas fiduciales est~n den­
tro de + 1\11':1, ZEISS narla m~s proporciona 2 distancias dentro 
de!. 201Jm, lo que no es suficiente. De alli que se necesite­
e.stablecer una copia en vidrio dela reticula en el laboratorio 
y finalmente determinar las coordenadas de las marcas fiducia­
les fotocopiadas en el comparador dentro de!. 1 .• ,21JIIl, 
De las marcas fiduciales existen valores en el certificado, 
Esto hace posible una transformación a las coordenadas fiduCi! 
les conocidas. Ahora se utilizan en la determinación de los -­
coeficientes del polinomio. 

ya sea para un ajuste segUn el método de m1nimos cuadrados 
{8 observaciones, 6 incógnitas) "tran~formaci6n affn" 
ó para una solución directa (8 observaciones, 6 incógnitas) 

Los cálculos queCan as1: 

La transformación se puede realizar directamente con las coordc 
nadas rr.edidas en el comparador (la transformación del Cap, 3,2 
no es necesaria). 



Otras posibilidades de cálculo (con 8 coeficientes): 
pseudo - afín 

x·' ¡ ' a, • 
_, 

a¿ x¡ ' 
·- ' - 1 ' tl.J A' i ji 1 •• ji 

y;' - ' -.' -. _, 
• as ' ., Xi l a¡ X¡ 'ji 1 ,, f< 

perspectiva (J.J./4) 

-' ~' ' -' -'" ,. ' ., ' a¿>:¡ ' a3 'F ' af' X¡ y; - 12¡ x;· • 
' -· -' . - 1 - 1 

_,, 
y¡' • as ' Q.¿ Xt ' a¡ Y< - as ~¡ Yl. ' a, y; 

(J.J./5n) 

' -' '-' - ,, 
' ' a, '}1 X¡ • •• ' az X'f ' O.Jji· ' a, X'i 1i 

- ' o.¡ y¡ ~ a.r -' - 1 x¡ y¡ J Y' 
(J.J./5.b) 

Es muy útil una observación de la deformación de la pelfcula 
en cámaras con marcas fiduciales en las esquinas de la foto. 
En otras c~mares se deberla extrapolar, lo que es mejor evi­
tar. 

3.4 Distorsión del objetivo. 

Las distorsiones, originad 
ciarse, Esta corrección es 
En los certificados de cal 
considera la distorsión ra 
menor a lO~m para radios menores a 
cada lOmm; WILD: para cada 20mm de 

objetivo, no deben despr~ 

nada mis se -­
ras modernas esta es -

140mm (ZEISS: la inoica a 
distancia radial), 

La distorsión tangencial alcanza nada m~s 1/3 de la distancia 
radial. 

En los certificados no está tomada en cuenta y en la mayorfa 
de los casos puede desprec1arse. 

Con ayuda de los siguientes modelos se puede tomar en cuenta la 
distorsión radial. 

1) Interpolación entre los valores dados. 

.6 v· = 
' 4P .. ., 

4t; 1
..,., ~ ·,-¡ 1 r-

1
/n).LI ... .., 

r? = ,j >:/' t y¡'' 

' X;, ~ x:' f A • tJ v¡ ) 
' ' 

' • tJ r¡ ...., 



- ~7 

Para aclarar los parametros en (1) 

coordenadas fotogdficas 
coordenadas fotográficas mejoradas debido a la -­
distorsión radial, 

dr{n) 1 dr{n ... t) distorsiones indicadas en el certificado para ca-
da intervalo de lOmm, 

r' i distancia radial 
Ar~: diferencia entre la distancia radial i y el inter 

vale de 10 mm contiguo, 

2.} Representación de la corrección por distorsión radial 

AV; mediante un polinomio con potencias exactas de r.' 
' •l . •• 

tl-1 • r¡ + {lz ~'i ~ ..... _..,J •• , .•• ··' ., ~3 . •i ..... • .. 

referido a la distancia radial r 1•: 

_,o = a.-f · r; -1 al -r¡ , a3 · r. -i a.~ · r; l AV.," 1 •1 ¡{ ~~~ 
~· ) ---------------' (J.4./' 

los nuevos certificados de calibración contienen 4 curvas para 
r.epresentar la distorsión. Según Hallert los valores de t 5¡.:m 
son precisos. Debido a las magnitudes es de preguntarse si de­
be aplicarse una corrección por distorsión asimétrica (mis o -
menos de la misma rr.agnitud), Nada mois se debe hacer notar, ¡;u e 
tales distorsiones asimétricas existen, De la misma manera 
existe la distorsi6n radial. WILO no la toma en cuenta, ZE!SS· 
la estima con un valor menor a IOum. 

El desarrollo de las distorsiones tangencial +asimétrica nada 
mis se puede determinar con suficiente precisión mediante: 

a) una precal ibrac16n en un campo de prueba 
6 b) introducción de par.imetros adicionales en un ajuste de -

bloque. 

u~a precalfbraci6n (según D. Brown) tiene un cálculo de ajuste 
que es muy parecido al coilculo de ajuste de bloque con paráme­
tros adicionales (Bauer- Muller), 
En ambos casos, no parece ilógico, introducir esos parámetros, 
que muestran una alta correlación con la orientación exterior, 



A continuación se consideran los cálculos para la corrección 
por distorsión: 

dfstoroi6n rar!idl, 

Los ~iguientes t~rminos parecen no tener sentido: 

• " CLo~ • r 
' 

• ' ' a_¿ . r 

Estos términos no incrementan rápidamente con incrementos 

de r' • :r'=5cm 

:r'=1ocm 

(:r• ) 3 = 125 

(r• ¡3 = 1ooo 

Por eso no tiene sentido determinar una r 0 ', ya que llr' se vuel 
ve cero. Se escoge este lugar por ej, con un radio de 10 cm. 

' ..,.:, El cllculo anterior adquiere entonces lil • 
~" 

..,. " ¡ 
forma . 

-t:::::::::::~¡--->,, ' 
1 r/ 

1 ' ' ( ·' ¿,v-4 "'a .. ·t r -

y para las apro~imacfones de las coordenadas fotograffcas se ob 
tiene: 

Xi · 

A "X/ o a. 1 x/( ,..l_ r,'') 
analógicamente para llr 2 •: 

' 

) "j' 

• t• ' 

\.a. tí': az·t'{fs_ t'p's} j 
distorsion radial asimétrica. 
Se cálcula con ayuda del t~rmino: 

L\ r 5' :: fl,J> · r 1 e os 2 {d. - L} 1 

" 'ji 
u' 
r.· 

' (' 
,, ") • a:,f ji - ro 

(J.4/4) 

(J.4/5) 
E1 , la dirección de referencia deberia escogerse de tal manera 
que la corrección m&xima no se determine mediante las direccio­
nes del sistema coordenado. 

El término ''cos (Z(a- E.)'' debe determinarse de tal manera que 
' la corrección se vuelva indepiente de la dirección del vuelo en 

el bloque. La ecuación (5} no es lineal, Pero desarrollando en­
bloque. La ecuación (5) no es lineal, Pero desarrollando la suma 
esto se puede remediar: 

Q..r·r' cos l« c11~ 2r~ + flsr'·.;:., 2~ s:, 2t~ =· 4 tí 
se substituye: 

O.s · (Oj 2 Í1 ~ fl.J 

de donde: 
a.s · .1.;, 2 t~ =· a.., 

' 



Con ésto se trijnsforma (5) en: 

[;;r-/ .~ flJ t~(ru 2oJ + a..,.r'· s:'~ 2o1. 

Entonces la distorsión radial se integra en su totalidad por: 

' LJC 

odor (J.II./7) 

.ó "' = a.,x' ( r'1 ~ fí,'l) ~ IJ.1. K
1 
{ t 1 .~ ~ rp·fj • 4J./ or2 o~ • !2.- ..t' .~--, -.l..r. 

Como ejemplo se muestran las gr~ficas de cada uno de los térmi 
nos de (5): 

desarrollo 

Y' 
de E

1 
(se muestran 

S Hin) 

,• 

desarrollo de u 

i i;·~ ,f. 

- 1¡••¡ 

las curvas de igual distar-

Para h distorsión radial total (7) se obtiene el siguiente ~­

cuadro: 

-M 

~~ ___:::::,"--:::-~-~--~------¡ 

¡.2'~ ~-43 
/' . 

\ r'• .Ce,., 
\ ,__..-¡:;;;-

_ __¡_·-;''.,..\- \~'--- y ~-~'f;:-' 
-l,l ['AI,J¡' -l,l -M 
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distorsión tangencial. 

Se introduce un t~rmino cte corrección sill111ar al de la -

1yuald<~d (~): 

J ó l 1
',. b5 Y

1 e o~· 2 ( cJ ~~ .. JJ (:3.4./8) 

transformaciones analogas para linealiz.ar nos dan: 

b1 "6s · tr~.s le· 
611 • b~ · s:, 2 e 

\ol'~ b 3 r 1 tos2~ +byr'¡;,J<>f. \ 

Representación gráfica del desarrollo de E2 : 

o&~-... -..'''·•.VI ' (z 1 
-- -,13'~~-;_ :J----·Y )( 

1 <; • o 
'-.Lj__,./ 

o 1 ' 

,,,,_,,¡ 

De (9) se obtiene con las relaciones fundar:1entales: 

' Ki ' y.· ' ·-,' ' l' .ó y : ..1. ·(()!o/. / .ó..X .: -él t:n <'( ¡ l'()j o( - r¡' ,-¡' 
Los siguientes términos de corrección para 

tográficas: 

las coordenadas fe 

63 y/ e os 2 e( ~ b9 y:' r-n 2 of. 

b3 x/ fo'S 2 o( "' b1¡ x¡' J;n 2 o( 

(J,4./1o) 

Para finalizar el capitulo también se puede introducir con -­

ventaja una calibración durante el vuelo. En este caso también 

se pueden determinar y tomar en cuenta otros errores siste~á­
ticos (de tamaño desconocido), los cuales se presentan como -
distorsiones radiales o tangenciales, 



3.5 Refracción, 

;_¡ 
' 

En el modelo mdtemático perspectivo de la fotogrdmetría se pre 
supone que un punto sobre el terreno, el centro del objetivo, 

y el punto en h foto están contenidas en una recta. Sin embar­

go la dtr..ósfera origina und curvdtUra en el rayo. ld desvia-­

ción de esta curva de la recta es tan grdnde,, que en la foto-­

grdmetria analitica debe tomarse en cuenta, 

A que se debe la curvatura? En; general ld temperatura decrece 

a ~:~ayor altura ("la atmósfera se vuelve menos denSd).Según la 

ley de Snell los rdyos que pasan d un medio menos dens~ sufren 

una desvJdción de la normal, Debido a una constante "disminu­

ción Ce densidad" se origina una lfned Cl.OI'"veada. 

' 

,,, 

,. ' 

."' ~. ' ' 

Relación entre 

punto objeto P, 

centro del objetivo O 
y pUnto en la foto p" 

p' 

p" 

debe estar 

esU (debido a la 
refNcci ón) 

Determinación de la 

distorsión radial ori 

ginada por la refracción 

segundo dibujo " obtienen '" 
' a 

Lir o 

M í 
~f e 

<L o 

S" "'' í 

l ' • e 
,ór o 

í m 

o 

\ 

siguientes relaciones: 

s" " mit =6JGG2o 

•S' 
S u . .- 1 

{J:5./1) 



~. 

Para determinar ~g se 

1 

.l 
,, o 
,, p 

1 3 estrella S 

1 

1 

l 

"' 
"----'-'--'-""----' W-------- "'"' 
Tan luego se observa una estrella en un punto M sobre la super-
ficie de referencia M-NN, no mide uno la distancia zenital ¡;, sino 

¡; - RM' 
En el punto P con la altura Hp se observa ( - Rp• y en 0:1; - R0 . 

Para el ~ngulo diferencia entre la recta MPOP' y las par~lelas 
M-estrella se cumple: 

Re <. Rp e RM 

El ángulo ,, refracci6n Ap se obtiene: 
Llf , X - JI, 

"" X • a, ., 
. "" 5 ·.r h, ilp 

1 Llf a. <p 
""'s·s f/, 

1 
(3.5./2) • ho Hp 

Con ayuda de los valores ¡;, R0 , a0 , ap' Hp, se puede determinar 
la refracción. Pero, iCómo se pueden obtener esos valores? 
Para ello se utilh~ la relación para la refracción astron6mica 
(Para los fines de la Fotogrametrfa tiene un significado mayor 
que la relación para la refracción terrestre, ya que el campo -
angular observado generalmente tiet•e distancias cenitales 1;<60") 



L~ relación para el angula resta R queda asf: 

e o n: 

k •2<,91 
_p_ 

T 

p: presión en el lugar de observación, 
T: temperatura absoluta en el lugar de 

observación en grados Kelvin. 

En mediciones fotogramétricas no se puede llevar un registro de 
p y T (toma fotogr<ifica aérea). Por eso se establece una atmós­
fera modelo: 
La temperatura y la presión deben, al incrementarse la altura, 
comportarse según las siguientes fórmulas: 

T .. To 

p , P• 

T: temperatura en grados Kelvin 
T • 
ó temperatura en 

grados K el vin 
el punto de referencia en 

B: gradiente de temperatura 
p: presión atmosférica en mm-Hg 

po: presión atmosflrica en el punto de refe-­
rencia. 

g: aceleración de la gravedad. 
a: constante adiabática para el aire. 

En Europa las constantes tienen los siguientes valores: 

T,· 

"' O, tS"C/Apo..., 

> 288'1{ AS' oc 
P• ' lCO ~~ 

SubstitiJyendo de (4) en (3) di: 

6,5·\) 
281 

' 

(para n en km) 

,__:;E~l_.;:desarrollo de Taylor conduce a: 

L:!i: = SI-,NS-.5_!,_.'i39h •/),201;0/¡~-0,00Jit/¡ 3 ~ t!tNJO(J.I J,~ 
en segundos (J,;,,j,;;J 



Después de que son calculable~ K (con (S))y R (con {3)) tam­

bi~n se puede determinar el par§metro a: 

Diferencialmente se cumple: 

(ver dibujo) 

dtt co.s f 

"h ' 
Despejando da de 1 a anterior: 

La integración da (con el desarrollo lineal de (5)): 

'· a. "+•dj ~. olh 
""l S '• 

. .K_·alh 
S 

- ./fl., f (s1.us'- t; sSJf ' 1 'IJlOYoA 1-" t?o]YJ/'·t~rcc?l,: - cos 1 ' , , " . ' ' ' 
Con esto se tiene a R y a como función de¡; y h. Substituyendo 

en (2) conduce a la siguiente ecuación para t.p: 

4f a~ - ap 
• [05 s·s-k.·+•·f " ho - f-Jp 

' hp 

=(r:~f S 

., ¡ ,J.f/(<6-/kdh -k) "' f, • 
h. - flp 

r· = ~e~:- - /() la, f 

Quedando este termino sólo en función 
de la altura h 

Por lo tanto el ángulo de refracción t.o se obtiene de: 

1 "f • ¿¡ fo · -1-a., ti (3.5./6) 
con: ,. 

(fh) • f 
-k "f• • ' ) 1< dh 

ha - J/¡J lop 

fa' f 

t.p es el ángulo entre el rayo que es incider.te en O y la recta 

POP', que se puede determinar mediante (6). 



Para Alemania del Norte hP • O aproximadamente, Con esto se -
simplifica {6) usando (5): 

" e." , f, s 1 h -

En segundos (J.5,/7) 
válido para h hasta = 10 km (gradiente 
de temperatura: 0,65"C/l00m), 

Tabla para l!.po en segundos: 

Altura del terreno en Km 

o 

o.5 
1 • o 

1. 5 
2,0 

2,5 

J,o 

3-5 
l¡. o 

4,5 

5,0 

5.5 
6,o 

6.5 
7.o 
7-5 
8,o 

8.5 ,_. 
9.5 

/ 1 1 o.o 

o 

o 

4.2 

8,2 

11.9 

15.5 
18.9 

22.2 

25.2 

20. 1 

Jo,S 
JJ,S 
).5.7 

JS,o 
4 o. 1 

l¡ 2. o 

/¡J. 9 

4 5.6 

47.1 
1¡8. G 

/¡ 9. 9 

51.2 

1 o.5 

o 

/¡ • o 

7-9 
1 1 • 5 

14 . 9 
1 8. 2 

21. J 
211 • 2 

27.0 
29.6 

)2.o 

J4.J 
)6.5 

)8.5 

/¡o. J 

/¡ 2 • 1 

/¡J. 7 

l¡o,G 

~7.8 

l. o 

o 

J-9 

7-6 
1 1 • 1 

1 4 • l¡ 

17-5 
2o.5 

2J.J 
25-9 
28.4 

Jo.S 
JJ.o 
J5.o 

)6.9 

)8.7 

/¡o.~ 

1, 1 • 9 

I¡J, J 

41¡ • 6 

1.5 

o 

3.7 
7.3 

1o.6 

1 J. 8 

16.8 

1~.7 

22,4 

21¡ • 9 

27.3 
29.5 

31.6 

JJ,6 

35.4 

J7. 1 

J8.7 

4 o • 1 

41.5 

En el ''Manual de Fotogrametrfa'' -Pis. 476- se 
la~ siguiente fórmula (para l!.PO ellos usan K) . 

.OP ·( -21(4P-h. _ ]{lb}¡ 
-l 9 J/-6h<2:io J¡l·6h42So 

En grados centesimales. 

2,o 

o 

],6 

7.o 
1 o. 2 

1J,J 

1 6 • 2 

1 ó. 9 

21.5 

2J.Y 
26.2 

28,) 

Jo,J 
)2,2 

J3.9 
J5.6 

J7.o 
JS,I¡ 

2.5 

o 

3-5 

'. 7 
9.8 

12.8 

15.6 
18. 2 

2o.6 

2J,o 

25. 1 

27.2 
2~. 1 

Jo,S 

)2.5 

)4.o 

35-5 

encuentra para -



Para el desplazamiento radiol en la foto tJr' se obtiene (sub5 
tituyendo (6) .en (1) tomando en cuenta las rel~ciones go~ltri 
e as de una e! mara métrica): 

b ,., " ce~ f · S' = 

1 
a. r' ,. 

~~s:_, ./a_~ f 
rosl J · .! 

r 1(,..z ... et)<1f., 

e' .f 

().5./1 a.) 

EJemplo: Determinación de la máxima corrección para: 

ángulo normal~ (c=3lcm; 23 x 23 cm) 

-

gran angular~ (c=153mm; 23 x 23 cm} 
supergran angular~foto (c=88 mm; 23 x 23 cm), 

Un t.r' " ¡, " puede alcanzar con : 

"' do J" para NW 

'" d' 2" para ww 
y ,,, do ¡" p~ra sww 

Cambio de las estipulaciones atmosflric~s actuales contra la 
atm6sfera normal: 

1 CAN 
campo de 

oscilaci6n 

h (km) 

1 

4 

lo 

-15°- +35" 
e 

+O. o 56 

+0,178 

+o.262 

o.J5'- o.9s• 
C/ 1 o o m 

+o.ol5 

+o,oS2 

+O, 122 

!CAN ~ atmósfera normal, 

76o mm 

-o.oll 

-o.oJ7 

-o.o68 

Transformación en base a una inclinación de la c~mara. 
fórmulas: 

' C·~f., /tt., { 5 ' d() C·-<1fo s:" ( [ , ;!.fl_ 
.ar ' o 

f• ,., (f ' df) f ""'IS, dfJ 
. . 

c/(M'), e . .:~~ (.OSIJ f ~ J f'-'S¿ [ s:,.,J ( d f ¡ 
S' ("aS t f ' . 



• 

.. 

olj 1 ! ' u(~r') Coo " " " obtienen lo. siguientes valores 
para llrO : 

,, NW 1111 'f.,¡.¡;¡ Transformación de ------ ··---- ~ 

lkm o. 1 o. J 1 • o ll¡:¡.,/100 e do h 
l¡km o., o.g J,4 para h., 1 krn o, 8" 

lokm o. 9 1.7 6.2 4km o. 6" 

Cámara 

" 

ww 

SHW 

lokm o. 3" 

Recopilación de 1 a s precisiones ' alcanzar para ,. ~e fr. 

Altura de factor de Inclina- lOOm-dif, Diferencia 

' " atmo5 vuelo escala do 1 ' e ió n de ' lo a ltu fera normill . foto ,, h ada.2_ " tada . 

" -" m A m 
. 

óm u"' . 
1 Jo o o 0.2 o.2 o,J o,¡ 

4 1 2ooo 1 • o o.2 o.S , • o . 
lo Joooo 1.8 o. 1 .. .. 

·-
1 6ooo o,6 o,4 o., 1..5 
4 24ooo 1 • 8 o,J ,, . ).6 . 

lo 6oooo J. 4 o,2 .. .. 
1 12ooo 2.o o.9 1.2 /¡ • ,1 

4 5oooo 6.8 o.? ).2 l,o, 7 . 
lo looooo 12,4 o,J .. .. 

SU MI 

Sobre todo en escalas mayores se establecen fuertes exigencias en . 
la precisión. 

Los errores descritos en el capitulo 3.1 al 3.5 y sus correcciones 
se pueden tomar en cuenta con mayor facilidad, si se usan en la-­

Aerotriangulac~ón fotograffas en vez de ~odelos. En este caso se -
pueden calcular todas las correcciones en un Anteprograma (programz 
de procesamiento). Esto corrige con ayuda de t.r,llt+L.x',t.y' las coo! 
de nadas fotogr~ficas medidas i', ~·, de tal forma que de aqui en -· 
adela~te las coordenadas x', y', se pueden usar en el modelo teóri­
co matemático. 
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4. Determinación de las coorden~das tridimensionales de un punto 
con aytJ<I~ ,¡~ do~ foto~rafias. 

[n el tapitulo 4 ~e n,anda .,¡ probl<•ma uormal de la fotogram,t 

trfa analftica: la obtención de una información tridimensional 

a partir de 2 fotografias bidimensionales, de las cuales se co 
nace la orientación exterior e interior (caso standard en la fo 
togrametria terrestre). 

Se presenta la siguiente situación tridimensional 

<' • • • • o· 
Foto 1 

¡; 

' 

,. 
• • 
\ 

, . 
Foto 2 

P.· 
' 

i, j, k vectores unitarios en el sistema cQordenado terrestre. 
(X., Y, Z) 

a' , b' , 

a", b", 

o', o" 

<'}vectores unitarios en el 
e" de la foto l(') y 2{"). 

centros de proyección 

sistema coordenado fotográfico 

~o' ,¡;:o",¡;:i Vectores tridimensionales a los centros de proyección o sea al pu.!!. 
to Pi . 

Pi', Pi'' vectores tridimensionales de los centros de proyecciófi 
a las imágenes del punto Pi. 
factores de escala entre las coordenadas de las fotogr~ 

fías y el terreno. 

Las coordenada5 fotográficas se giran a un sistema (u', v', w')-

paralelo a (X, Y, Z) con ayuda de matrices de rotación. 
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Planteamiento del problema: -dados: xi_ Y:i_ y xr Yi_' 

se busca: 

A' 1 A" 

' . l " ,:.. ~ ' • ' e 

' mediante: A; y 
A .11 

' 
Existe la siguiente relación fundamental (Ecuación fundamental 
de la fotogrametrla (2.1./1)): 

1 3 i ~ !./ ~ J./p/ .. 5&~ ~ )iMpd 
y para la distancia tridimensional entre los 

centros de proyección (Base B). 

l" ¡1 JI¡ 1'" ,¡ 1 
IL_'"_._,,_._A_i P_•_·_A_i _P·_· --< 4./1) 

Para cadd uno de los componentes se obtiene: 

mediante las coordenadas fotográficas en el sistema {u, v, w) 

(;: J ~ r~:: J • _.\¡' r ~.<J - r·fJ . --~- "10:) 
li 2~' lv;' 2/' ldi·¡ 

relaciones al sistema coordenado del terreno, 

( ~::) . i ( ~~:) 
tv< 1 _, 

y- para la base: 

(
X." · x:) 
Y,/-Yo'"' 
¿1>~ -l"' 

1 

Para la determinación de los escalares /.;• y /.i" del último sis 

tema de igualdad son suficientes dos igualdades, ya que --
(Zo'' - Zo') normalmente es muy peque~a. o sea que los coeflcien 
tes wi', wi" son muy grandes en comparación con ui', vi', ui", 

vi'', la 3a. igualdad es de poca Influencia. 
Si tambien bz << bx y bz <by se obtiene: 



o 
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~oluciórt seg~n los factores de escal• ~ 1 ,, A.": 

' 
[bx -u¡"l fi" u;'l 

J by - l'i" by ¡,. . ' b ./1 

,-\; 1,1¡• . v. - yu, 
o o o 

1 "• ' '1 1"' ' u '1 ·l w' lJ·"v:" "' v> u,.,-,' 
Vi,. v;• ·• v. 

1" ' Óx 1 
..A-~~- v,~' by by u; 1 - bx Vi

1 

o ' - 1 /.1," ' -4;"1 /J-i 'v¡" - t¡¿" v,·l 

vt' v.· JI (11,/2) - . 
Substituyendo ( 2) '" (!) " obtiene ,, vector busca<!o ,, '" -
rr.aneras (con el mismo resultado), 

5. Determinación de la orientación exterior de una c5mara métrica 

(resecc16n espacial). 

o' 
_Para el signific~do de la 

nomenclatura, consultar el 
capftulo 2.1. ó 4. 

Relaciones fundamentales 

necesarias: ·-- J ,, .... J 
: ,. .St> • /" P• 

Planteamiento del problema: -

(§.') '(f) .~,·(~i) 
("';) • A' (;::) 

~.. -~ 
dados: X1 , Vi' Zi' x;, 
Coordenad~s terrestres 

y ' ' y foto-

gr5ficas de por lo menos 3 pun 

tos. 
buscados: la matriz de rotación 
A' con sus 3 parSmetros (angulas 

de giro ¡!, w, k) y las coordena­
das del centro de proyección Xo', 
Yo',Zo'. 
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Fo bao e • estas relacionrs edste 1 ' siguif'!ntr coherencia entre 
1 ,, '. <.no' <1<·!1 n 11,1 •. ,,, 1 ,, f o t.n y d<-1 t<•rn·no: 

('') Ar (~:) 1 (X; -X•) Vi 1 • • .Ái' y,· - r~, 

lvi 1 J; - 2.' 

A 
...!¡' ( ... "" ... 

La eliminación de li', se obtiene dividiendo las primeras dos -
igualdades entre la tercera, El resultado son las siguientes --

x/ "" - e o.-., (X;- X .. ') • a..t (Y.- - ¡, ') 1 1211 ( 2; - 2/) 
O..JI{ x,·-Y/) .¡ au (Y."-~') 1 OJJ(l/- 2 .. ') 

a.N ( X,·-Y/) • au (}'.·.;:,•) +a,; ( l/- ¿'} 
a¡,(X:-X/) •au{Y,·-~·j .JaH/2; -.t.') 

(5./1 n) 

a
11 

hasta a 33 : coeficientes de la matriz de rotación elegida 
(por ej. para el WILD P.7) 

En esta matriz intervienen co~o incógnitas los siguientes 

pará~etros independientes: 

3 rotaciones w, -· k 

adem~s las coordenadas terrestres del centro de toma 

Xo', Yo', Zo' 

C~da punto pase (X;• Yi' Z;l origina 2 ecuaciones de coli­
nealidad (o mejor dicho ecuaciones de errores de la coline! 
1 idad), Las coordenadas fotogr&ficas de los puntos pase --

son valores medidos, 

3 puntos de pase originan 6 ecuaciones, Por lo tanto para la -

solución de la resección espacial se necesita un mfnimo de 3 -
puntos de pa'se. Debe notarse que estos puntos no estan en una 
recta. Deben formar un triángulo, para que sea posible una so­

lución (col ineal idad), 



1 

- " 
(1) es un sistema de ecuaciones no lineales. Para resolver una 
resección espacial o una nivelación, en caso de que debido a -
un mayor número de puntos de pa~e se requieran ajustes, todavía 
se tiene que llevar d cabo una Jine¡¡Jiz.ación según TAYLOR, 
Con ello se. permiten cambios de las coordenadas de Jos puntos 
de pase (dXi, dYi, dZi), Despreciando t~rminos de grado mayor­
de la unidad se obtiene: 

X'/ ( x-;'), + JI'¡ 1 dXr/·--f Y:' dlo 1 

' 
¡¡y,·' 

de~' • ~X/ V YD 1 V l~' 

d Y.' d~ _g~· di () r;' di! ' + 'J.., ' • iH 

(· d Y:/ dX¡ !J ~/ d yl· ? y;' ,;¿.) 
Vx< + ., Y,· + () ¿,-

la solución de las diferenciales se simplifica con ayuda del 
cálculo matricial (y dividiendo en submatrices). Se utilizan 
las siguientes matrices: 

Matriz de rotación y su traspuesta: 

1 

- Diferencias de coordenadas al centro de toma en el terreno. 

Coordenadas fotográficas. 

e ( x-·') 
_J ~' 

Entoncés (l) se p~ede expresar de la sig~iente forma: 

Xi J = e A, 8 4 A,8 ~ 

)¡' AJ 13 

f'- e 11z~IL. 4 A, 8 
(;.¡ ll>) 

' - ~ 

A, A .A;' 
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Otra posibilidad, describir las coordenadas fotográficas como 

función de coordenadas terrestres, la ~a la notación por dete! 

minantes (lb) queda de la siguiente forma: 

-e 
A,8 

-e 
A ,S 

• o 

• o (S./1c} 

Para la tarea inversa (coordenadas terrestres como función de 

coordenadH fotográficas) se obtiene: 

Notación de submatrices: 

X; - X.' • {l.- -c.') 

Al .-í e 
Y; - Y,' " ( 2, -l.') A·''C 

L--,----,---,-:------'-""'-::_-------J ( 5 ./Ja) 
Notación de determinantes: 

x· x' . - . l;. 2.' 

A:' e Ai'C 
• o 

y; -Yo' 2i . 2/ 

A/.,.C A.s~.,. G (5./Jb) 
• o 

Con estas fórmulas preparadas se obtiene par~ la lineal ilación 

de (1) según TAYLOR (la aproximación calculada + la derivada -

parcial. con respecto a la incógnita multiplicada por las apro­

ximaciones dif.) el siguiente sistema de fórmulas en notación 

de determinantes: 

Ver el sistema de fórmulas en la plg. 74. 

Diferencia con las ecuaciones 1 ineal izadas de (2): 

Las coordenadas fotográficas se pasaron al lado derecho de -

1~ ecuación, de tal manera que en el l~do derecho queda cero 

(debido al comportamiento especial de la notación por deter­

minantes). 
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A, 8 

o 

.. o :: 

J:¡' -e 

(~;:: B) W; B) 

-e 

~¡' -e 

(A, J,~) ( A3 #J:) 

1 r.' -e 

dY, ' ( "')( PB) A. ~r.· AJm 

d )(; i 

- e 

du t 

~~ , - t 

(A,~){ A3 #-) 

+ 

)"," 1 - c. 
dY./ J.l, 

-' ~. -e 
d9 ¡ ('"'sJ( ,,, a) ,/ 

. í)lf. 'JJ< 

-1 

e¡·' -e 
V 1 J' 

el " ' 1 2il) (A Ja) tAJ 'Jlo' .S '(;)!< 
' 
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Para el sistema de f6rmulas de la p(g. 74, las derivadas par-­
ciale~ con r<"sr>ecto ~las inc69nitas Xi, Yi, 7i, xo', Yo', lo', 
w, \'1, ~. ·.un: 

Ld~ der1vadd5 del fectur B (ver p~<J, 72) con 
tema coorden~do terrestre: 

. 
1 ¡¡ 8 ~ (-001 

¡¡ y.' 
1 

1 -~__¡¡_ ~ ( -~0 ) 1 ;¡y¡ 

Las derivadas de la t i A ( • ) rotaciOn w: ma r z ver pag, 72 

s: .. ~ o 

(OS 1( 0 

0 A 

(OS ~ 

o 

respecto .,1 

o o o 
o -$""' ú'i<J 

O - UJ" - J".:.w 

o -s,~..;s."nJl ~muf·~/roSJ¿ Co:! <J.r;,Jl ~ J¡,<JJ:.0/ (Ol Jt 

- o - s:., '" ros ll - ccs /..J .;.n 1 ,,;, JI. U; S<.) <'<VI/ - J•;,W J.~ F ¡-;,J.! 

o - aJ.f <.) (OS ~ -- J,;, I.J ror / 

o ~ 4tJ "") o o '" an 
o '" , au 

Rotad6n ' DA A<· 
¡¡A¡ 

·A" ~ > 
í}f 'i!{! 

("'" ,r;n J.¿ 

n( 
. s:" P o -¡~'){~ o 

'~") - ~¡, J{ 
t o! '/. o o loJ <J - o co.S f o -s-ñf o - J;:., <-J /oS<.J 

r- ,;, 1 "' " 
¡.'ro u.ar f !'OS J.: -us~<"-'1"'") 

= t Sir,~ s:~> ¡¿ - .r.;,w f~J/ ú-,J¿ ror•.J ,.,,s? s,;,~ 

""'' .~ r.:. • ' r: .. ) - ti>S IJ S-i• 1 
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rotación k 

., ¡\ '¡) ll ~ ' 
-•~~ , ----- -A;·A• : 
¡¡~ ~· 

tJ·' • {OJI! 

~Jt~' • -,;¡J( ; • !-~") - - (Ct 1/ -J .... ~ -f ""~ o o o .f,t¡ 1 o roJ f O -s.:. ~ ~DJ1.,1 

- .s:11 JJ <DS t) 
- -üs~~os~ 

'"~ w to.s Jt - s:~ y ¡;•'l s:., ~ 
- t(IS y s.", J{ - .fl¡¡tJ tos. J./ .s:., f 

¡;;. Y tos JJ 4 (:J u .r:o.e J, :,,¡ 
- f·~4Jf,i)l/ ~ tcfi.Jt~¡¿ ¡;.,f 

o o o 

: ( ... 
-~u 

Coo 1 • matriz de rotac16n A en la fOrmula general; 

A . (1:) (:~ 
'" 

:;: ::~) 
au a.ts 

se obtiene para cada uno de los términos; 

Q,,) t!) : -Q., 

a,,) U) . -a,. ~8 
( flJt Al í) X/ < 

A ?8 
l !Jx~· 

: (a.H a11. au) ( g) == -a¡., 

A ?S 
-1 () y,' ' . ( (t,¡ 

' ' 
' ' 

'dA, e : (o 
¡¡"' 

' • • 
1 

' 
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Substituidas en los fi 1 obtiene para cada un~o~e ] ent~s dbel desarrollo de Taylor se • 
pág. 

7
4. . os m1em ros del sistema de fórmulas _ 

- para las fotocoordenadas x': 

x.-' -e •". 

(A. tf¡){ A, ft) 
d x~' " (-r/a1 ~ -e e,_,,) dX/ 

K;' ;+¡;· ' (A,?:.) (A 3 
" {- x/au -e a.J2J d Y/ 

•J .V,• 

Y;' -e~ 
'il.~ J¡J d 2o

1 

(A.~,;.){ A, "'" 
" (-y¡'aH -e a,3) d ¿' 

.r;· ' .:. e 

~~A• B) .( ~ B) ¡;¿,<.) V w 

X';' - e 

')(¡' - e 

){¡ 1 - e 

0• 'B) ( A,1-ª..) <qy,· íJX; 

J(,' -e 

(A,gf)(A35i) 
>ti 1 -e 

{A [R)( A li.) .j'J¿, lo¿. 

• 

• [ x-,' [- "" (Y. -Y,') • a"{t. -t./} • e [- a,3 (y,· . ); ) , 
+ a, {2; -l/)}j d ~ . 

d..~ "'{x-.·'{ro~ /f::r';-X/} •I.",jv.J,io/(Y;-Y.')-(o!t,:'..r:., ¡o,--2.,~ 
~e r .t.'., f (cf 1( ( x; -X,') J s;.,"" lOS~-{().!~ {Y;-);,') 

''"""'!"'" (!:-t:J]j drJ 

dX; " (x/aH ~ ca.u} 
-

d)', 

d(i " (x;·'t¿Jl -1 e tl_¿1 ) el Y,· 

dJ • (Y;' a31 iCO<J)c//; 
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Y - Pdra las fot ocoordenadds y • 

lA ~){A ~~)~ d Y.' " 1 ·¡;'au- e <u) d Y,' 
t 1 Dr.' 3 íJY." 

~i' - e 

0- (A, 52~.}(A3 fr}) 

. ' 
~' -e 

~a)(N*BJ 

. ' 

dw " h<'[-a,,(Y;-!;1 •au(2:-?.J} • c[-a,(f.-Y.') 

' aa {2. ·M]) d" . 

• [ ji'{as r {Y. -X:) • ''~"''' ¡(f.·-J>).,v "" lf ¿· .z,Jf 
4 e{ s,·.,¡¡,-,q (:t:-;4')-r,i,r..Jtor p f,~,¡{y;-.~') f 

'MvMjt.~<{J,.¿;)j} d¡i 

• {c[-a,(r:-x,)-a,(Y,-Y.j·a,3 {!i-l,')J] d• 

~· - c. 
¡, flil){A '") dX; "1•.-'au 'ca,.) d)(; rl Jx; 31JX'; J 

~; ' - e 
lA i'fi){A .Y..!L) d Y,· " [ ji

1 
a u ' e a u) d Y; 

l' l [)y; J ¿)Y, 
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Us~ndo las fórmt!las expuestas en las págs. 77 y 78, la solu--­
ción de la "Resección E>paclill" queda asi: 

-Dados: Xi, VI, Zi para J puntos. 

aproximaciones: para las coordenadas terrestres de 
los centros de proyección. 

(X'o) (Y'o) (Z'o) 

para los giros: 

w.~.k·O 

Se miden las fotocoordenadas x; , y; de 3 puntos. 

A la vez con ayuda de las aproximaciones existe la P.Q. 

sibilidad de calcular aproximaciones para las coorde-

nadas fotogroHicas. 

(r;'}, < - e X; (Y,]_ 
z; ( C/) 

(~;'}, • - e .!"i - {_ i'o'l 
¿;-(/.') 

Discrepancia entre ,, valor ~redido y el calculado: 

el x/ • (:r/Jo x;' 

d .. Ji 1 -- { [¡i'). fi 1 

Recopilación en el vector de observación L 

Ya se pueden establecer ecuaciones de residuos para los puntos 
Pi, i ~ l, 2, 3 ... Sin embargo los coeficientes de los últimos 
dos lados deben antes dividirse entre A3· B (en base a la diferen­
cia entre (2) y el paquete de f6rmulas plg. 74). 

Entonces se obtienen para el punto Pi las relaciones de la si­
guiente p~gina, las cuales se pueden terminar con ayuda de cálcu-­
los matriciales (gran avance con respecto a los machotes; en los • 
Ai ya no se trata de matrices de rotación, sino de submatrices de 
la matriz de coeficientes). 
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Ajuste de los errores para las fotocoordenadas x' 

V GJ= 

o 

1 -

[ (- t;· 'a.J, - e 4.-tt) d X/ ~ (-r/ a JJ - e a. ... 1) d Y.,' 

-+(-)'/a 33 - éa.~J) ol¿' 

+ [ Jt/ f-all {K-Y./'"" {t. -l.!} 
• e [-a,,{f.·-Y.')-a.,{l:-2.1]} d<.J 

' [ >t/ f osf (y,-.)(.¡+'''"·,,,; (K-};') 

- t~s tJ Ú¡ r) t ;: -r/J] 
+ C J- ~.-,. p t~l il ( .t" -l,'} • r.-. o te>! PtoJ 11 ( Y,-h) 

. - to¡ot~$/MJ< (2;-(,J}] cf ¡) 

_,fe {a, ( .t- y,J' a,( r -Y.'! -.,,!J' -M}) oi j 

[ ( r¡'a,, + e a,) d ):;· 

.¡. (>:;-'as¡ + e a,¡) d y,· 

+ ( r/aJJ .. e Q .fj) de] 
- -{y,'),) 

u ..... J. k·~··· 

L 

(5./4n) 
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Ajuste de los errores para las fotocoordenadas y' 

1 
A,B [ ( ~ ~/ a.31 - c.a.11) d Xo' 

-1(-~¡ 1a32- can}dY/ 

<~{-~¡'a13 -·caJ1}rllo' 

+{ji' {-aJJ 0':-Y,'}' a32 (}:-!.'1] 

• e [- "" (Y.~ Y,'} + •u ( 2: -2.'!}] el"' 
~ [ I''Í ,,,¡(Y.-Xe)• , .•• ,.-.¡;K-r.') 

- ccJw,¡:~~ /2:-t/}j 

.J el s/h # s:, 1{ 1 x:-xa} -.Ji;,lt) (r)!,¡,;.,~¡(Y,. );') 

• - J toíi.Jrosfs:~¡Jt (2."-l/J}j d r) 

+ {e {- .,¡;¡; -:r,j -a, ( t- }',')-a,, 12: -l.'!J}d 

[ (~/a 1 , ~ca;~) d)'; 

~ f~¡'a_3¡ 1 can) e/!:" 

+(~;'a" •ca,3)oitj} 
-

L 

Notas para precedentes: 

1) Si nada mas se dan 3 puntos de pase, y no se permiten cambios 
en las coordenadas de los puntos de pase, entonces se obtiene 
el siguiente algoritmo: 

se busca x
1 

soluc i 6n: 

1
L_"·:_· ''-----'--'( 5 ./Sa.) .~ .. A:'·L\ 
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la ma:riz de variancias - covariancias se obtiene con ayuda de 
h v..ri"uti~ de 1~ unidold de peso determinada a-priori. 

• ' • 4 1 ¡;; .-A., (5./5b) 

Este es el caso de ·la "Resección Espacial" sin observaciones 

redundantes. 

2) Se tienen m~s de 3 puntos de pase. 

Las dir.1ensiones usadas son para el caso de 4 puntos de pase, 

A1:.v · A41.6 r·~X~·~·~·:__·_A_::•_',~,c·_·_L7,c·':....,----, 
S o 1 u e i 6 n : Ll.:.x:c''-'''-'" ,_. _lccA_,:_'_A:_,¡é_·_.,:,, __ · .:.(_A_:•_' L..:.:} ':::·'CJI (5./G ... ) 

residuos: V . A• X - L,, J>; f - .~., . ",,~ 

variancias cava rancias: 

1 
·. n rA 'A)-1 

ÍJD L'f 4 (5./6b) 

donde: 
7 v ... .., · V.r.• 

'-' 
3) Los elementos de A2x2 son nada más de interés en el ajuste 

de un mayor n~mero de estaciones de exposición {''ajuste de 
estaciones múltiples"). Aquf se determinan las coordenadas 

tridimensionales del punto a partir no sólo de una fotografía, 
En un caso como ése se permiten cambios en las coordenadas -
de los puntos de pHe en el caso de los fncisos l) y 2) se 

pueden dejar de tomar en cuenta. 

4) Existe también la posibilidad de introd~clr correcciones, que 
se trataron en el capftulo 3.4, como parámetros adicionales. 
Aqui se debe cantar con puntos de pase bien ajustados (matriz 
de rotación A 1 O). Este es por ejemplo el caso en la cali­
braci6n de una camara métrica. Los parametros adicionales se 
agrupan en el vector x3 y (4) contiene el Urmino adicional 
A3x

3
, 

(5./7) 



Del cap1tulo 3 se tom~n los siguientes resultados; 

pan 1 • distorsión radial 

.o 1;" of 1 ' a, . ( ' . x¡- r; ('~¡'}) 
' ti ' -{x¡~. 

.a.~/ ' a, ~~· { ,..,.•l y¡,,¡) 

' 4 x, • •• )t¡ 1 ( t¡: J' r~·s) 

.6 t¡/ ' "-• ~¡'(f'¡d rls) 
distorsi6n asimétrica 

4 x, ' , a3 .Y;' c".s 2 oc: • • • 
a:~ x; J•n l< 

4 ss ' ' /23 t¡i' toJ 2J. • a{' ~¡' s:., l-<. 

distorsión tangencial 

-bJ Ji'<oJ2«- b~ Ji'f•"n/ot 

b3 x;'o1l.t ""6'1 X'.-' J•", 2d. 

y - deformación de película 

' 6 ~ ~J ' 

,-. .. 
' 
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~ ji •l 

La corrección por refracción se suma a las observaciones: 

' x¡' ( .1 • r/l ) 4j>' 

e' S 

ji ' ( .1 • ~;l) - Af' 

S (,5./8) 

Los coeficientes a 1 , ... , b4 son los parámetros adicionales, -

agrupados en el vector x3 . Con ésto se introducen en las ecua­
ciones de errores (4a) y {4b) los siguientes términos 

para (4a): vx·' A)( 
• 3 •!. 

Vl/ ? ( x;' [ r¡'l- r/1)} a.f j { i"¡' [ "•$- r~·.sJ) az 

~ (x;'ttJslo~.)a 3 -+ (x-;'¡;,J.)a" 

;rj-b, -(r;-,,;.)b, -(yir·'l<)b, 
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y para (4b): 

V~; ' " ( ' [ ,, ~~ r¡ ro']) a, 

; (ji' tos2 <) "' ~ (ji' f.¡, lo<) {lt¡ 

< ' . f' ¡, J Jt/ · In '(x¡ ·,, J.¡)JJ '(y,'¡., 2•)6¡, 

(5./Sb) 

(añadible todav1a la corrección por refracción 
en el vector de otlservación (S) ) 

6. Aerotriangulación sobre un mayor número de estaciones de toma, 

- "Triangulación Aerea de Estaciones ~últiples" -

La Aerotriangulaciór. se puede definir como un método fotogra~f 

trice para determinar puntos (con ayuda de la resecc16n espa-­
cial) con m~s de 2 fotografías (Schwidefsky/Ackermann). La so­
lución del problema es id~ntica con la reconstrucción tridímen 
sional de la situación de toma para un mayor número de fotos, 

las cuales contienen algunos puntos de liga desconocidos. H. -
SCHMID, ya rlanteó este problema de una triangulación sobre un 

mayor número de fotograff~s aere~s en 1957, ~si: 

a) valores medidos: coordenadas fotográficas de los puntos de 

pase, puntos de liga, etc. 

b) se busca: coordenadas terrestres de esos:.puntos. 

e) incógnitas; anlllogo al capitulo 5, se deben determinar los 
. . 

p•6 parámetros de orientac16n (p- número de • 

fotograffas aéreas). 

fotografía al!rea 1 
fotografía aérea 2 

' 

..,, 
• 

" ~ . f', Jt', x~·. h', 2~' 
l. }o. Jt"' Y:·, ~·. t. H 

' 

fotograffa aérea '' P ¡P ,? v P v /' > i> w. •"•"''•Jp,J:• 
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adicionalmente intervienen 
las coordenadas de los puntos 
lfgij como incógnitas. 

Se trata aqui de un problema de ajuste. Debido a los valores 

medidos se tienen (a partir de un determinado nOmero mfnimo de 
puntos) sobredeterminaciones. 

Cada coordenada fotogrdfica observad~ conduce a una ecuación 
de errores c!e la forma conocida en el capft~lo 5. (5./4). 

Debe añadirse que los puntos se midieron en diferentes fotogi-! 

• • 

(simbología para diferenciación 

"• '" ..... (p)) 

de las fotograffas: • 

Para las n- observaciones en los p- cuadros se obtiene el si-­
guiente sistema de ecuaciones de error: 

1 

Donde la nomenclatura significa: 

V: residuos de las fotocoordenadas observadas. 

T V ~ • V'¡l ' V>; 

L: vector de los valores medidos. 

C· ( y;.' • x, 

.... 

. . .. 

' Vr" 

, 
r, 

x
1

: parámetros de or1entaci6n de las foto9raffas: 

(6./la) 

x
2

: coordenadas terrestres desconocidas de los k - puntos de 
1 i ga : 

A1: derivadas parciales de las coordenadas fotográficas con res 

pecto a los parámetros de orientación (Cap. 5 pá~. 77/78). 

A2 : derivadas ¡¡arci<.~les con respecto a las coordenadas terres-­
tres desconocidas. 



-

número de incógnitas u = bp + 3k 

p-fotogrJtias 

~-punto~ de liqa 
E 6p parlmetros de orientación 

,_ 3 k parlmetros dP. coordenadas, 

número dE' '" sobrcdeterminaciones: n observaciones, 

' = n u n (6 p • ' k) 
(6./2) 

Trasnformación de (la) "" ayuda del a 1 gebra matricial: 

A, 1 
x, 

L V = JI, • -
>:', 

V A X L (6./11>) - • -
(lb) forma el punto de partida del algoritmo de ajuste. En este 

punto existen varias posibilidades de solución: 

1) Si se considera (como usualmente). que las fotocoordenadas 

medidas no estlin correlacionadas y son de igual peso la se 

lución queda as!: 

X o (A'A}' 1 ·A'L 

ox' • ( A'At'· r;-;' 
V : A.fX1 ~ Az X2 ~ L 

~ '-00 • 

(6./:m) 

incógnitas 

vartancia de las inc6~ 
nitas. 

residuos a las observa 
cio nes. -

variancia de la unidad 
de peso, 

2) Las observaciones tienen pesos diferentes, 

r.-~ 
~-~-,HALLERT, ror ejemplo, fija Pl pe~ o como una funció'n de la -

distancia al punto de intersección de las marcas fiduciales. 

Un punto en el centro tiene peso 1, en la orilla (r
1

• • 15cm) 

0.75 - función de peso calculada empiricamente 

El camino de soluc15n que entrenca 

en (lb) nueda as!~ 

X • (A' PA)'' A'PL 

ó,' • (A'PA)''- e-,' 
<>.' ' 

v' P v 
n-~ 

( G. /:nl) 
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3) Los valores medidos est.!n correlacionados entre sf, Este -

es el caso por ejemplo en la observación esterea de las -­

coordenao~s fotográficas en un esterP.ocomparador. Aquí de­
be necesariamente establecerse la relación entre l~s valo­

res observados independientes x; 1 Y;. pX;'• PYj (los últi 
mos valores son mediciones de paralaje) y los valores inde 

'
_,. t ' ' '' '' p" 1en es x1 , yi' x1 , Y;· 

Ejemplo: para las fotocoordenadas debe cumplirse: 

r:.·j -, " y;.l -' - >¡ Xi • ' f"' ' 
~;· ' 

f; 1. 

' 
ff; /1 ' fi' ' PV 

ésto ,, puede describir "' ayuda " 1 ' 
matriz 8 ' 

1 o o ' A o 4 o 
8 Q A o ' 8 B'' ' A o A 

' 1 4 o ' o 4 o z o 

' 4 o 4 b 4 o 2 

La matril de pesos se obtiene invirtiendo 1 ' matril BB T: 

y de1 método 

X ' 
Úx' ' 

ó.' ' 

p ' ( B8T
4 

,, solución siguiente: 

[A'!SB']'AT'{A'{BB'{A L) 
{A'( 8 B't'Ar' · r;;' 

vTt s a.,.F1V (6./Jc) 

Supuesto que: la in-ersión de AT 
sea posible; por consiguiente: 

' 
/fJ8T 1 o;/(} 

o con palabras: la orientación absoluta debe ser conocida 
de la 5iguiente manera: 

7 parámetros (escala, centro de proyección y giros) son 
dados por ej, a través de puntos de pase. 

Lcómo se puede reali~ar ésto? 
Los parámetros correspondientes a los puntos de 
Pase (por ej. dx 2 ... } se Igualan a cero. Las 

coordenadas fotográficas se afectan ahora por -
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parámetros de orientación; o dicho de otra mane­

ra: las coordenadas fotogr.ificas se consideran 

libresde errorrs. 
se usan ecuaciones de observación adicionales P! 
ra los puntos de pase: 

x, 
y, 
¿, ' 

' 

v, 

A estas ecuaciones se les asigna peso :;,e. 

Con un ejerr.olo debe de quedar más claro el algoritmo solución, 

las partes de las matrices ocupadas con elementos diferentes de 

cero se representa con hachuras: 

Ejemplo: Se usan 8 fotografías con los puntos a, b, e, 
r, s, t de los cuales como p~ntos de pase: e, r, k, 

o • 
e & r son conocidos en el plano y en cota 

(X, v, z, Xr Yr Zr) 

k & o son conocidos en cota 

( zk Z0 ) 

(estas 8 coordenadas son suficientes, para deterffii-­
nar los 7 parámetros de la orientación absoluta: -
sin e~bargo adicionalmente se considera a Xk Y k y 
X0 Y0 como conocidos). 

las observaciones no son correl~cionadas y tienen el mismo peso 
(caso 1). Para los casos 2) y 3) se obtienen esquemas similares 
(s6lo que con otros valores num~ricos), 
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Acomodo de lds foto~rafí~s: 

1 
• 

•p 

• 6 •J • 

. ' •• 
' • 

Se trat~ ahora de establecer el sistema de ecuaciones de los -
errores, y en la forma de la ecuación (la): 

En las p~ginas 90 y 91 se pr~sentan esas matrices gr~fic~mente 
(los elementos diferentes a cero ((·;; ), o sea 

para las fotograffas 1,,,4 p~g. 90 
para las fotografias 5,,.8 p.J:q. 91 

Las ecuaciones normales se obtienen mediante la fórmula: 

(.Á' A) X A'L 

En las páginas 94 ... 98 se muestran gráficamente las posibilida 
des de construcción del producto ATA. 
La dificultad consiste en el tamaño de la matriz de las ecuacio 
nes normales la cual hay que invertir, y que además est6 ocupa­
da en exceso con ceros Una solución ventajosa de este problema 
es la descomposición de la matriz de las ecuaciones normales 
en submatrices (metodo de BOLTZ). 



V = 

Rml(l 
&Id 1 

' b 
e 
f 
l 
h 

' b 
(. 

f2 
~ 
k 
L 
~ 

T 
l . 
h 

' 3 L 

p 
q 

' 

' 
J 

A, X, 
¿ 3 1¡ 

( J ( ) 

~ A,x. - 1 
6 1 8 Pil~J.. b d ' f 3 h i J L ... ' p 7 S f . . . -. -- . ' 

• 

Ecuaciones de error fotografías 1, .. 4 



' 

8 

./¡1 1 z 3 1¡ 

~ 

( 

f t 

( 

-A.r.; ... •/1.' xw m .. .¡ ... ,,, . ;. ''''l ¡, rl ¡ p~J,;;! 

- . 
-~l"ll!<i. 



El sistema de ecuaciones se puede representar de la siguiente 
manera (con las relaciones de (lb)): 

. 
Matriz de ecuaciones normales: 

. 

#, A;,, 
N " 

¡l/1! Nn 

Ecuaciones normales: 

• x, 
A,¡ . 

Si se escogen las abreviaciones: 

1 ' 1 (6./4b) 
Se obtienen las siguientes expresiones para las ecuaciones nor­
males: 

Despejando x1 de la primera ecuación: 

y substituy~ndola en la segunda ecuaci6n: 

#11 Al!~ --t { 1] 1 - IVn X1) ... tVn ,.\"¿ ,o 82 

Alu Al u--~ 8., - Mt Alu _., Atn X¿ i #t.; X.z : B.z 

se obtiene para el vector desconocido X2 : 

lG./I•c 1J 
Para las soluciones presentadas en (4a) hasta (4c) nada más se 
necesita: 

una inversión de N¡¡ 
y una inversi6n de (N 22 - N21 

Los resultados restantes se obtienen por multiplicaciones matrl 
éiales sencillas, 



N11 del ejemplo anterior se puede invertir sin dificultades. 
Se trata de una m~triz diagonal, cuya dia~onal principal está 
ocupada por ~atrices de 6x6 y cuya inversión no ocasiona pro­
blema. La 2a. inversión si es ya m.!s diHcil. De todas mane-­
ras hay que invertir una matriz de 44x48 {ver pág. 94). Pero 
contiene muchos elementos cero (submatrices cero, si se agru­
pan las coordenadas de los puntos o sea los parámetros de ori¡;n 
taciiin de cada fotogNfia). 

' $¡; puede simplificar mucho el trabajo si la matriz a invertir 
se forma con una anchura de banda mínima. 

Anchura de banda m1nlma significa que: de ser posible todos -
los elementos diferentes a cero deben colocarse lo m~s cerca 
posible a la diagonal principal, tste efecto se puede lograr 
mediante una selección hlbil en el manejo de las fotograffas 
y puntos. 

A continuaci6n se dan, del ej. rie la pag. 88, diferentes pos1 
bil ida des de manejo las cuales se represent<ln en forma grá"fica 
(Se trata, si es el caso de la matriz a invertir N). 

Caso 1: Pág. 94 

Aquí se muestra la matriz-N, la que proviene del sistema de -

la pág. '>0/91. 

Secuencia de la elaborac16n: 
primero las fotografías (incógnitas de la orientación) 

• 
despues los puntos (incógnitas ~e las coordenadas). 
las fotografías se trabajan a lo largo de la linea de 
vuelo, los puntos 1 iga secuencialmente perpendiculares 
a las franjas. 

Resultado: N11 : Se tienen que invertir S submatrices de 6x6 
en la dia¡¡onal principal {es posible sin pr.Q._ 
blemas). 

(N 22 -••• ): h~y QtH! invertir una matriz de 48x48 con una 
anchura de banda de 45. 

En la siguiente p!qina se muestran en forma ~ráfica las matri 
ces de ecuaciones normales.N: ' el correspondiente texto comi-·, 
enza de nuevo en la pag. 99, 



Punto 

1 

2 

3 
1¡ 

('. 
~S 

6 

l 

R 
•oto 

" b 
~ 
e 
f 
S 
¡, 

M 

" p 
q 
S 
1 

l ,. 

Caso 1: matriz de ecuaciones norr.:ales N r 

anchura de banda: 45. 

48 48 

N21 

l 
la l fnea L, en N22 representa la anchura de banda de la ma~ 

1 -1 triz solución N22 ~ N21 N11 N12 ) 
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Caso 2: Matriz de ecuaciones normales N. 

Anchura de banda: 39. 

Punto 1 2 3 • ¡; 6 / 8 e,. b d e ¡ .! " ' J L.,np9sf 

4 

2 

3 
~ 

e • 
5 

. 
• ': ' 6 
! ' 1 1 

1 ' 1 

~ 

b 
d 
e 
f 

~ 

~ 
(;.. ' J 

l 
m 

n 
p 
9 
S 
< 

48 

Tómese nota de 1~ observación de la páq. 94. 
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Punto .. 
Q 

b 
d 
e 
f 

- ~ . 
' e j 
i .., 
• p 
¡ 1 J ' 
t 

Foto 1 

2 

3 
~ 

G 
~ 

S 
{, 

¡ 

8 

• 
• 

Caso 3: M~tri~ de ecuaciones normales N . 
.A.nchura de banda: 33. 

b d e f h ' l 
. 8·1d 

J "" P9S'[· < 2 

' ' 

' 

48 • 
Tómese nota " 1 • observación de la pág. 

- 9f 

" S 6 ¡ t 

1 

1 

48 

94. 



Punto 

• 
b 
d 

·e 
f 
~ 
¡ 

o i 
"' n 

~ 
{ 

Foto 
4 

2 

3 
~ 

~ o 5 
¡ 

f 

8 

Caso 4: ~atriz de ecuaciones normales N, 
~ncMura de banda: 48, 

Tómese nota de la observación de la pá~. 94, 

97 

48 



• • -S8 • 
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Tómese nota de la observación de la pág. 94. 



- 99 

Caso 2: pi!"gina 95, 

Secuencia de elaboraci6n: 
- primero hs fotograffas. 

-después los puntos. 
' Las fotograffas y los puntos se manejan en forma perpendicu-

lar a las franjas. 

Resultado: N11 : 8 submatrices de 6x6 en la dfa~onal principal. 

(N 22 - ... ) Matriz de 48x48 con una anchura de banda de 39. 

segundo mejor resultado 

Caso J: pifgir.a 96, 

Secuencia de elaboración: 
- primero los puntos. 
-después las fotograffas. 

LOS puntos y las fotograffas se trabajan en forma perpendicu­
lar a las franjas. 

Resultado: N11 : 16 submatrices de JxJ en la diagonal principal. 
(N 22 - •. ,) Matriz de 48x48 con una anchura de banda de 33. 

DISTRIBUCION OPTIMA 

Caso 4: piígina 97, 

Secuencia de elaboracf6n: 
-primero los puntos; 
-después las fotografí~s. 

Los puntos se trabajan perpendicul~rmente a las franjas y las 

fotografías~ lo largo de las franjas. 
Resultado: N11 : 16 submatrices de 3x3 en la diagonal principal. 

( N 2 2 • ' ' ' ) Matrices de 48x48 con una anchura de banda de 

48. 



Caso 5: p~gína 98, 

Secuencia de elaboración: 
• primero los puntos. 

• 

~ después las fotograflas. 

• 100 

Los puntos y las fotografías se trabajan a lo largo de las •• 
franjas. 

Resutado: N11 : 16 submatrices de·JxJ en la dhgonal principal. 

{N 22 • ., .): Matriz de 48x48 con una anchura de banda de 45. 

Resumen: Si se tienen en total m~s fotografías por franja que 
franjas (en nuestro ejemplo: 2 franjas con 4 fotogra• 
ffas cada una), el trabajo de puntos de liga y foto·· 
graffas perpendiculares a la línea de vuelo da una ~~ 

triz a invertir con la menor anchura de banda. 

Después de que esto fue determinado y que los correspondientes 
puntos/fotografias fueron trabajados, se plantea ahora el pro· 
blema de la inversión de la matriz. 

Ciertamente que se trata de la matriz con la anchura de banda 
m~s peque~a. sin embargo todavfa tiene un tamaño considerable, 

Observando más detalladamente a M se puede establecer que: 

M se puede invertir con ayuda del-~étodo de Partición Re· 
cur-re11te. 

La ecuación de partida es (4c 1) en la forma: 

( #n 

M . y - e - - -
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Dividiendo erl subm~trices se obtiene el siguiente cuadro para ro'.: 
• 

. 
Anchura de banda: submatriz 

la diagonal principal 

+ matrices diferentes a cero 
del trián\julo superior 

(Número de di~isiones si 

es el caso) 

MediJnte la ordenación s imul t.inea " submatrices '" 
y o bien r 

" obtienen '" 
e' o 1 (, -yr 

' 1 Y, 

siguientes 

e, e, 
Y, r, 

J lf;z .V¿ 

J 11n Yz 
lf j} yl 

• 
• • 

ecuaciones '" 
,, solución: 

-.. ' 1 
1 

• e, 
... : e, 
. . . • e, 

. . . . 
Despejando las incógnitas (a continuación a 
se divide Y- x2 en 3 bloques parciales) da: 

manera de ejemplo 

Y_, =11-u->~(c~-flur..}j 

y, _, ) "'( = (!In Jiu )1.,, /1u ( 2 -lfu 

_,
1 

f (G./5b)J 
1111 {!in - /111 lf.,, ·"'Ita} (z -!111 !f,- [., - 11n YJ 

~ IIJJ YJ "' Cl 

y
3 

= ( 11n -1131 ( l!u ·11n lf.,;" !lnr"'!tn}"A 

( r~ -IIH r ttn - lh1 Jt,, ·1i!n) ( G.:.11N111:t)u. /5;: > 
-····------ ---------------'-
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• 1 o 2 

• 
A la numeración (Sa) • (Se) siguiente primero debe calcularse 

• 13, después substituirlo en·Y.2 y finalmente incluir,y_2 en-r_l. 

La inversión mas grande a realizar tiene ahora la dimensión 

de ~ll''~¡,_ 2 o ~33 , Seria ventajoso si· M11 , .~ 22 y M33 tienen 
m~s o menos la misma dimensi6n, 

El método de partición se puede aplicar solamente que se cum­
pla que: 

La anchura de ·1 . 
banda'~~ de tama~o de la matr1z, 

Nada 
+ ,, 
* 

p~g. 96) se cumple esta condición. 

* f'-'L "h-'; . 2 . ,-,-

La aplicación del algoritmo 
lleva· a la inversión de una 
matriz de un máximo de 18xl8 

''l,ccJ~~~it~~~ Par: es mayores es especialmente útil este 
método· 

Ejemplo: un b1oque de lOO fotografías. 
60% traslape frontal (a lo largo de la dirección de 

vuelo) 
JO% traslapl' lateral 

En este caso se tienen 600 incógnitas de orientación y m~s 6 

menos 600 coordenadas incógnitas. 
(200 puntos) 

O sea se necesitan 1800 observaciones para X• y y'. Con ésto­
tiene la matriz de coeficientes A una dime~sión de I600xl200. 
Cada observación nada m~s deja 9 elementos ''diferentes a cero''. 
para la matriz A: J para los puntos y 6 para los par~metros de 
orientación (ver esquema pág. 91/92). los A·elementos restantes 
son cero: 

'< 1~ de todos 1os coeficientes de A son diferentes a cero. 
En el cálculo de ATA son nada más el 

O. IX. ele las multiplicaciones f o 
El resto de 999,9 1. originftn operaciones nulas, Por eso no · 
tiene sentido realizar una partición. 
Ahorra una memoria y aumenta la velocidad de operación. 
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• 
¿r:r,mo ~e rlt>h<' prn~NJ"ir? 

A contiriu~c1ón SP debe ord<!nar ,,, ~~~tpnoa de partida rle 

tal forr..a, que se tengan matrices simétricas. Los elementos 

de la matriz debajo de 1~ diagonal principal en este caso­

no requieren 5er almacenados en memoria, 

Como 2o. paso se numeran los puntos y las fotograffas en -­

forma 6ptima {ver caso J). En el caso ideal 6 puntos por mo 

delo, se obtiene con 2 fr~njas de vuelo una anchura deban­

da "mitad" de 18, con 3 bandas de 24 La anchura de banda • 

"mitad" se obtiene mediante: 

Anchura de banda "mitad"~ {Número de bandas +1) x6 

La anchura de banda ''completa'' {hasta ahora, nada m&s lla~a 

da anchura de bandaj se obtiene en el caso ideal: 

para 2 bandas_ 2 x 18 

para 3 bandas 2 x 24 

'" 

3 = 33 

3 = 45 

Anchura de banda total ~ 2 x {nümero de bandas+ 1) x 6-3 

Con más bandas existen 

junto a las diagonales principales 

otras 2 bandas laterales: 

La magnitud arriba descrita como anchura de banda ''mitad'' 

indica en forma aproximada el ~aximo tamaño de la matriz que 

puede usarsP. COI'I'O Unidad para la partici6n; por lo tanto se 

tiene que invertir una matriz con esa dimensión. En un ajus­

te simultáneo· de 3 franjas se tiene por tanto que invertir 

una matriz m~xima de 24x24. En el caso de un m.,_yor número de 

franjas {o sea m6s) no tiene senti~o se9uir subdividiendo. 

Para este problema: ver Jordan - Eogert - Kneissl 

Tomo TTT, A3, Aerotriangulaci6n, 

o bien los reportes de Simposios, etc. 
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• 
7, ~juste de bloque con parametros adicionales, 

~1 lrpJ~l r¡oJf> ~n f'l r.~pH11ln 5 ~e po¡erlen inr.luir,par~metros­

atJic1ondle~ (present~dos en r.l c~r. 1.4) en el ajuste. Las 

ecuaciones de residuos quedan an~logas a (5./7): 

lv • (7 ./>) 

En la formación de la Matriz-A (y como resultado de ella: la 
matriz de ecuaciones normales) se deben suponer las condiclo 
nes del capftulo anterior en la reducción de .a 2 x2 + A1 X1 . 

Los t~rminos A3x3 son sim embargo influidos por cada punto y 
cada fotograffa. Por eso debedan ser reducidos al final. 
La matriz de ecuaciones normales tiene entonces esquem~tica­

mente la siguiente forma' 

Puntos 

Fotografies 

Parametros 
adicionales 

La reducción de los par~metros adicionales puede ahora lle-­
varse a cabo en un solo paso. El pel iqro que existe es que -
los puntos de liga esten colocados incorrectamente (por ej. 
muy pocos puntos en la zona de traslape). 

El determinante de~e_ se tiende a cero, la inversi6n lleva a 
un resultado"no muy confiable. 

Es mifs sencillo, posteriormente considerar nada más 4 corree 
ciones. Estos se prueban mediante VTPY, antes de considerar· 
los para:metros restantes (Ajuste por etapas), 
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8. Ajuste de bloque ton condiciones adicionales. 

MiPntra~ ~ue en el capítulo 7 ~e trata de parámetros, los cua 
,1<·'. ~·· ,_,,],,cDr<Jn c<>onn <Orrccc1r•nr' en ~~~ fol.ocoordenadas, -­
ahora se consideran ¡:omo observaciones adicionales. 

Se _consideran como observaciones adicionales con un correspo!l. 

diente peso (determinado por 
0

-!- obsl 

bibliograffa: Jordan-Eggert-Nkeiel 111, A3 p~g. 132,3. 

Algunas posibilidades para una condición asf, puede ser: 

a) Valores absolutos para los parámetros de orientación. 
Estos valores se obtiene con ayuda de aparatos de navega-­

e 16 n , 

Ejemplo: X' Y' con AEROOIST 
o ' 

Z' (.':011 Al TIMETRO-LASER 

' rJ' w' ~· con PLATAFORMA DE SOPORTE 

bibliograffa: JEK 11!, Al. 

b) Diferencias de parámetros de orientación de dos centros de 
proyección, 

6 f o 1' ?' C~mara de horizonte 
" w' ÓV o "' 

-"" ' !t" ~· 

l, " ¡, ' 6 b, - ' Esta tóscopo 

x~~- x~· o .ah Aerodist 

'd" ~· . - ' - .a b~ 

hihliografia: JEK 111, Al y AJ 

e) Diferencias planimétricas y altimétricas, 

2z- l-t " ¿\ ?,z Alturas de radar 

bibliografía: 

w o (Registrador de perfiles aereo sustentado, et 
Alturas sohre el nivel del 

me 

Distancias tridimensional• 
medidas con instrumentos 1 

JEK TI!, Al y AJ 
Informe de la comisión (3) IGP. 
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coordenadas terrestres de '" puntes de pase, 

EcuacioneS de error: 

X; ~ Xt1 .... + Vx; 

Y. • Y:·s, ... ' V y; 

li • 2;i,.., ' V~; 

El algoritmo de ajuste para estas condiciones adicionales 
queda as1: 

A,X: L 
;¡ x - e 

( ~) ~ A' . 
' 

A1X-l 1 ..-V 1 

X • (A''? A'f'A ''PL 

' {~) , v' 

1 

Los pesos para las condiciones (P 2 ) inclufdos en el ajuste 

deberfan probarse mediante un FISHER-test. Para ello se -
compara la anteriormente incluida varianchf'.r¡¿con el va-­

lor obtenido después del ajuste. Esto se hace para cada -­

uno de los grupos de condiciones, 

Valor del F!SHER-test~ r:~/ "P' 
G;/ "~d. 

{debería acercarse a 1) 

La importancia o;! e 1 as desviaciones puede ser probada con -

ayuda del x2-test. Si no se lleva a cabo niig~n test, en--
tonces debe hacerse otro ajuste con pesos mejor aproximados 

(por ej. valores tomados de la matriz de covariancias). 

las bases del capítulo 6,ff ya habían sido presentadas por 

H. Schmid en 1957 {publicados en PUOTOGRMMETRIA 1957). 

la inclusión de observaciones terrestres y de ecuaciones de 

observación adicionales en un aJ·ust€' simultaneo vinn años ~ 

después {por ej. Krauss, Bildmessung und Luftbildwesen, "Tr! 

mas entre puntos en un modelo" ~ Wong, Photogr. Engineering. 

"Tramos entre puntos en modelos diferentes~ ~Reducción de 1< 

anchura de banda, etc.) 
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La desventaja de este método de ajuste consiste en que las -­
aproximaciones para todas la~ coordenadas de los puntos Y pa­
ra todos los otros parámetros deben ser conocidos (una desve!!. 
taja en todos los cálculos de ajuste no lineales). Entre me-­
jor sean las aproximaciones menor número de iteraciones son 
necesarias (- se debe iterar a pesar de la lineallzación-) 
Un método de prueba posible, para determinar si se requiere 
otra iteración, está dado por: 

{ [v'PV). -[vTPv},.,¡ >.S%"" [vrPv]~ 
Por solución directa (según GAUSS, CHOLESKY, etc,) 
m&s o menos 3,,, 5 iteraciones, 

> 
mediante la aplicación del método de iter~ciones de GAUSS -

SEIOEL. 

9. Orientación Relativa. 

Se conoce también como Orientaci6n recfproca. 
A. Planteamiento del problema en general, 

Suposición: la orientación interior es conocida. 

origen 

Mediante-la Orientación Relativa se giran los haces de rayos 
en o' y o'' de t~l manera que tengan la misma posición que al 
ser tomadas las fotografias, Los puntos tridimensionales se-



originan entonces por intersecciones tridimensionales, Este 
método es, a diferenci~ del capitulo 6 independiente del c2_ 

nacimiento de los componentes del vector ¡;i (coordenadas del 

punto), Basados en SCHUT 1956 la solución queda asf: 
Para ,, 
gui ente 

vector tridimensional ,, 
relación (4,/l): 

1 ; $.'. • 

!o"- 5<>
1 

• 

~ 

..-\¡'pt·' 

l ." ' /. pi 

punto ,, " cumple " S i - -

f . ' )¡"p¡'' • • 
l . 1 • ' - ,. 'P• • o 

Los 3 vectores pi', pi'', B estan contenidos en un plano (co-
planar), Por lo 
del tetraedro), 

tanto el producto punto da cero (el volumen 

1 B X 

En este problema 
dici6n (1). 

. 1 P• • pi JI • ol 
(9./1) 

CONDICTON DE COPLANARIDAD 

se tienen Z parámetros (li', 11") y una co~ 

Otras maneras de,escribir (1), es con ayuda de: 
- vectores mediante sus componentes . 

f b> 1 u&' ·' u, 

by X y¡ J • v • •• p o 
¿, IVi 

1 w;· (9./ln) 

- ,, determinante, 

b> by h> 

. ' y¡' . -~;.r' - o 
"' 
u;~ vi" w.·· (9./lb) 

o -aplicando el c.!lculo de RODRIGUEZ (Consultar Buchholtz/Ruger, 
Photogrammetrie: Representación de las relaciones proyectivas 

entre la foto y el espacio tridimensional) • 

1 o b· by • - u¡ 

w/~ b> -br • : o ( " • o Vi u; v¡ 

-by b' o 'Wi' 
(~./le) 

' 
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La igualdad de las fórmulas (la} hasta (le) se puede demostrcr 
(,f~cl.udorlo l~s multiplic~ciones. 

L4 d1vl~i6n. de (le) entre bx da: 

o "' b. u,· ' -¡;:; b• 

(u;" v,. " \ol¡ ") !>i o -1 v¡, o •• -
donde " cumple: !:t 1 o ¡v,· , ., 

ó. • X,,"- X/ by - ~4- Y,' bt z • • - t~' • • ' 
" 

,, solución ,, este sistema " obtienen 12 t!rminos, '" -
cuales " pueden escribir fácilmente como "' determinante ,, 
4o, orden: 

(.Li. 1 v;' \el,'¡ A 

x.' Y.' z. ' A - o 
Ui~ v/ Wi" A 

y, ' ~~~ 2, • 1 

Lo solución ségún '" reglas para determinantes 11 eva • " ' i 
guiente igualdad (con determinantes ,, 3e r. orden .. , senci--
1 1 o S ) 

x.' y¡ ¿, ' •• . ' ' ' v;'w¡' u: 1 Vi l.¡~·· u. v, "'' u; 

A· V¡" • -A- . ' v.' w;• 'A· Y> r.· ¡.• -Á- y9, i"~' 2.-' w, "' 
Y,' ¿,• x.· (,' lo' iD" y,"¿· u. • \1{' ~ ~,-~ 

En la forma vectorial: 

§/X p"5o"- pi'l(fi"J/ ~ p/ K Jo'·{/- p;',x }/¡;" 
Las ~ltirras des igualdades están integradas por 4 t€rmfnos in 
dependientes y el postulado, la suma da cero. O sea que se 
tiene que manejar 5 magnitudes independientes. 
Otra posibilidad para aclarar el número de magnitudes indepe!!_ 
dientes en la orientación relativa está dada mediante el si-­
guiente r~zonamiento, 
2 x 9 ~ 18 parámetros 

1 
de alli 2 x 3 = 6 par~etros 

para las orientaciones interior y 
esterior, desconocidas, de un par 
de fotos. 
para la orientación interior de -
un par fotográfico, 

12 parámetros como resta 
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o 

- .. '-' 
la orientación exterior (12 par~metros) se compone de 1~ 

orientacióro rel~tiva y absoluta. la orientación absoluta es 

un t~tlram1l•ntn y giro tridimen~ional (1 parámetro de esca· 

la, 3 de giro y 3 de traslación), 

Para la orientaciiin relativa sobran entonces 5 par~metros i!!_ 

dependientes (ver JEK 111, Al). Estos 5 parámetros se pueden 

escoger de todos los posibles. se podrfa· tratar de by, bz, -

Ui", vi", wi", donde las 3 últimas son funciones de los áng!:!. 

los de giro ~. w, k, Según (2.1,/3) se cumple que: 

• Xi • . ' x;' u; u, 

A"r A'T . ' • " y; 11 • Vi 1 " Y• Vi J 

Wi M -e Wi' -e 

B. linealizaci6n de la ecuación de partida. 

Se podría haber partido de cualquiera de las ecuaciones (l ... ) 

Se utili:a la ecuación de determinantes (lb) y se deriva con­

respecto a los 5 elementos desconocidos (by, bz, ui", vi", wi") 

Se obtiene: 

bx by bl b• by b¡ o 

" u;' ./ . ' v, \¡//: • . ' u . v. • ~-· . ' u. 
•• • •• ·• ... w/ . ' "• Vi w. u. v. u, 

~ln, 

Condición Aproximación 

Jb¡ dhz b• 't b, 

. ' Wi 1 

' . ' •• IVj 1 v, "' v. 
• • 
" Wi • a·'r:J-'J, ¡¡, v, .,;; 

(!) ./2a) 

Derivación con respecto 
a las incógnitas 

Aquí no se tomó en cuenta que u", v", w" son funciones de los 

ángulos de giro¡!,, w, k, El 2o. término de la derivada aún tie­

ne que especificftrse. 
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• Se obtiene como formar general de la derivada: 
.~----··-

; 

' 

¿, by b; 
• U/ 1 u¡' . ' 

""' ,, 
. ' V¡' • • dby ' db, + "· '· ·• u¡" u¡" v.·" "'• ll .. ~ w• • ' . "'' ~-n. 

h> by b} h> b¡ b¡ b. by h• 
. ' v.-' •• dk ' o<, y¡' "'' dJ ' •• v.' ' d_..; u. "" u. w, 

Í) .,. ]J;_" ' . í>u:' ..2.A• ?o~~:' "Ju-"' ?~. j),;• ~- • -"-,, 
'" 

,, o¡ " '1 '" J-::J ;;.., ( 9 ./2b) 

A continuación se deben determinar los coeficientes diferen­
ciales en esta fórmula: 

Determinación de la derivada parcial con respecto a los án 
gules de giro. Existe la siguiente relación entre uf'', vi'', 
wi" y las coordenadas fotográficas. 

u¡ • "" 
• a, • 

• • • • v. ; "" "" 
W;" (l¡¡ • a, • 

'" derivadas parciales " submatrices as!: 

• a,. y¡" 

aJ; . . 
Y· 

• ., -< 

pueden expresar 

;) A~ .. r 

"" ;:lAz"T 

"' 'JAJ'r 
?u 

e 

·C 

·C. 

A/ 
A, ' . e • 

AJ ' 

"' ayuda ,, '" 

Ahora se utiliza una matriz de giro especial (indicada por: 
*) y se forman las derivadas con respecto a w, ;, k, 

A.., r. 
' 



'2r 7J • ::J 

rtv-~;( -fllJ ... 'X-.:: tr " 

(C/'6) o 

,¡,. 'il'{) .. 'X· f?V •• 

0-"])-'x-~-tv ::: " . " -

~e 

·~ c. •• 

....Le_ 
• '11\ e 
_1..f, 
,:."-e-

,, e •• 

:sal~~Jua~a~~p S~L a1uaw[~U~~ 

uaua¡1qo as saJ~J¡~wqns ap sauo~saJdXa S~L ua opuaÁn+~1sqns 

o o o 
:M ~ o¡JadsaJ uoJ u9~J~~~Jao 

~~:J('tf(N· 'f><t."/ ft!DJ('If~J /1tDJft.:1J('¡fOJ• 

o Pv-
"" 

• 
UlJ-

"" ' 
o ·~ r; -

"" 
~ T T • 

• 
•e · itT ·/'V ' .L ~~~e 

., ~ o1JadsaJ uoJ 

. "11 
" 

>C. 
.L , v-e . 

re 
-.~-.ve 

ugp1u-~~ao 

• 
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LijS 5 incógnitas dOy, dbz, dk, d~, dw se pueden determinar 
• rr.ediante 5 ecuaciones semejantes (ecuación (2) en combina--

ci6n con (3) ) , Ya que se llevó a cabo una linealizaci6n, -
se debe iterar. Después de cada iteración se deben recalcular 

todos los coeficientes. Los residuos de los pardmetros se -
calculan a continuacicin mediante: 

y,. • (Y.') 3; •. ' dbj 
¿,· • llo') S'" • "b, 
l{' • (Ji o')¡~ • dR 

~· • r M¡~ • J~ 
" 1 "'Js·· ""' <.) • ' (9./4) 

A estas alturas ya se ve que es posible un ajuste. Este pr~ 
blema se aborda posteriormente. 

C. Simplificación mediante el uso de nuevos ejes de rota 
ción después de cada iteración (mHodo de SCHUT). 

Se trata de un m~todo con ejes que participan en el giro, 

Esto conduce en el si~uiente algoritmo 

simplificaciones. 

S CHUT utili¡a C011'.0 ,, . aproximación: 

t·) e 
-· -· )( . '" a,. 'I:J• Xi 

V< ... • -. -· ~1~ yr~ "' '" -
w,'l -· -· '" 

,,, tl.Jl -e 
en los siguientes giros 

' 
" y " -~ 1 1 i ' ~ 

V" W ~· 
i ' 1 

(
0' 
Vi' 

IÜ;' 

2a. aproximación: 
• • ', .. 
= • 
Vi 

- . 
"' 

A 

o 
o 

• 

o 
A 

o 

= a,, 

-a'' 

de solución a algunas 

(; o 
o) e··) A (} y;" 

A -e o 
se subtituyen por u ~· ' . 

-a,. 
-a u 

-a,J 

- . 
Vi 

-· Vi 

(ii¡. 
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En la 2a. aproximaci6n la matriz de'rotacf6n A está dada -­
w•r' A {w, ~. k) - fi~·A-· flw 

~ • a, a,. .,. tos¡. tcJ 1( - 1' Or ~ ./n 1( J,IJ 

" ~ - o - - S•iJ oJ res 1 a, {CJo.J ¡,',.Jl '"" t'o! J( 

"" "" -.!in~ ¡;,.¡J:n)( 
~ ~ ~ 

lJ;~...,¡:,.,;(otJ.{ 

a '3 "" an J,',. 4) ¡;,J.{ 
-loJ l.,)¡;,., 1m~ 

Jj~ t.l /OJ .f' , 
~ (C( "' ::n ~ (•» lf 

Cli! V i'a! f 

Debido • ángulos pequeños ,, giro "' cumple que: 

"' • • "' w • '" k • 1 

"" ' • " "' w • dw 

"" k • dk 

Los términos de orden superior se elfgfna~. Con eso se ob­
tiene para A: 

A ~ 
1 

dk 

-•N 

Con esto se calculan ahora las diferencias de coordenadas di 
ferenciales du 1 , dv 1 , dw 1 , con lo que se obtiene: 

du: • ' - \ u; u; A -d• d1 A o o u; 

d v,· < • Vi V, • d< A 
. "" o A o V • 

d ¡,¡; • 

"' -el/ dw. 4 ' "'' A o o "'} 

o -U< d/ u.-
J{ o - r/¡J Vi 

y ya resuelto: -di '" o iV. 

J u; • • w¡n d f • Vi cJ Ji • 
d V¡ • u;"dl.l ).cli .. d <.) • 

ol 111¡
11 

' u;"J( " v;-'' o/ u 



-----------·· .. 
b. 

u¡' 

d .• u, 

1 1 5 

La~ últimas relaciones se substituyen ahora en el 2o. térmi­
"" dr•rlv"'l" rlr· (?~}o ·-••a en (?.h): 

-- -····· --·- -·--·-· ----------- ---- ----------------
by ¡, b. by ¡, ¡, by b¡ bx h¡ 

Vi' ~«' •• ., ' dR ' u;' ' ... di "·' • , u, ,, Wi y, ' V, . ' 
clv;' clw: - v,' •• 

"' O w. 
., ll -q· o -¡:, ·" 

La ventaja de este ~étodo es que no se requiere formar las -
• 

diferenciales parciales de acuerdo a (3). Vale la pena hacer 
notar, que después de cada iteración los coeficientes no se­
modifican. A cambio de ello los ejes - a b e en el centra de 
toma giran después de cada iteración. Debido a eso, los ang!!_ 
los de giro absolutos ~. w, k nada más se pueden determinar 
mediante matrices de rotación. 

De esta manera es posible una soluci6n directa en la determi 
nac16n de las inc6gnitas (en caso de tener 5 ecu.aciones). 
El uso de 6 ecuaciones (si se utiliza bx) conduce a la vagu~ 
dad del problema. El deterwlnante de N se vuelve cero (se -­
tiene una ecuación de~endiente). 
La solución queda así: 

L 
'·' 

. . . . y 
S.< 

• L 
'·' 

1 
(9./5) 

N representa en este caso la matriz de coeficientes 
(para diferenciarla de la matriz de rotación ~) 

Ajuste: Se tiene más de 5 observaciones. Se tienen observa-­
ciones de mas; se requiere un ajuste. En la orientación rela 
ti va se tiene una ecuación de condición (ecuación de coplan! 
ridad (1) ) en la cual intervienen las Incógnitas by, bz, 111, 
w. k. 

b¡ 

w:' t 

V. 

--
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(9./6) 
Ax representa: (2a) o bien (2b) como cálculo ge"neral 

(2a + 2a¡) o bien (2b,+ 2b¡) como ciilculo s1m· 

plificado según SCHUT. 

Como observaciones estiin las fotocoordenadas del punto P1 o 

sea X1', Y1 ', X1", Vi". Con ésto se presenta el problema de 

llnealizar las observaciones que se obtuvieron como valores 

correlacionados de las ecuaciones de coplanaridad, 

Implica que: 

Entonces para la 1 ineal ización se cumple·· 

bx by Ól bx b¡ bl ' . ' ' ·• i! ' ' :J_yj_' fi:t!. i!,, ' 13 X, ~. " 
,, Jy¡ ' ti y;' - f í) Ui' - , v:,-· "• v.,.-· J iii' ()~;· 

u;" v,-" \q¡ll ·' v·' w; • u. 
' 

bx by b¡ b• by b, 
' ol xí"'' ~ ' dy,·n .. v;, . ' u; v: w,'' u. "" ibi.' J ' J ·• "J .¡i' p. ;• 

" " . ¿¡¿ x· ~ ~-;:- j) u;'' {9./7) D -.. <lv.-~ "· 
Se subst1tuye ahora para 

y con eso se obtiene: 

8 Xs • 

.. a,, 
" . ' "" 
8V 

.. , • dp• d .. ,. dy, 
V¡;' • V.;~ • V y: .. 

Por este medio se definen priict1ca~ente los residuos simula~ 

dos (v~ 1 ·, Vy
1
•, V~;"• Vy;" en la realidad nada más se pr•:­

sentan en 1 ecuación de condición) o sea que se trata de u~ 

ajuste de ''observaciones cuasiintermediarias'', 

Bibliograffa: Buchholtz/Ruger Photogrammetrie: Cálculo 

de los datos tle la orientaciSn relativa, 

{10,3. ~ 311. edición 1973). 
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'" fotogr<~.fhs verticales " tiene u r. a simplificación, Aquf ,, cumple que: ' -• - • - by - "' - o ' bK • b. 

''" ésto (7) " transforma en: -
b o o 6 o o 

81/ o ' A o ' - 1 o V y¡ + o V y¡ 
" y/ .. y/ x; -e x, -e 

b o o b o o 
+ Xi' y;' -C VI(¡ 

.. 
' x;' y.·' •• -e vy.- " 

-1 o o o " o 

~- b·c·vy¡ ' gA:(• b·e Vy; • • - ' ' 
. 

• b ·e ( Vyi. •- Vyi ') b-e - Pr .. • ,, diferencia '" '" valores Y; ,, 
'" fotograHas individua-

les origin~ la paralaje en y py. O sea que la orientación­
relativa es independiente de las observaciones ~·x" (O x Vx 1 '; 

O x Vx."). 
' Para formar las ecuaciones de error para BV = Al • l se divi--

den ahora todos los elementos entre bxc. 
Como alternativa a esta división se pueden considerar aquf los 
pesos correspondientes, Entonces se puede utilizar directamen­

te la ecuación BV = AX - L de la forma anterior, 
El peso para una "Observacil'in cuasi intermediaria" se obtiene -

mediante:. 

be o b' o blc.l. o 
fJ·G'o • " 

o b, o be o J;'cz 

p 1 
' b' e' 2 

Las observaciones contienen el mismo peso independientemente 
de la posicil'i~ del punto en la fotograffa, En las ecuaciones 
de error que siguen se utiliza el c~lculo explicado anterior 
mente {división entre b x e). 



• 

e 

V 

• ~ 1!8 

La ecuación de coplanaridad linealizeda finalmente para ejes 

fijos (cálculo general (2a) o bien {2b) usando una fotogra~~ 

fia vertical) queda como ecuación de error: 

AX -
·GZJ 1 [ . ' • ·' • 

6 
. e ( w, Vi • u, w, } al by 

~ (u¡'v¡t- v/u,·'} o/bl 
. 

i [ (b.--v;'-by u;'){a13 x;•- a,, y;•) 

-1 ( by·w¡' ~ bl·vi')( a.ur¡"- ()ll w") 

-- {k w:' • bl · u;')/ O¡¡ ¡;•- a, y;•J} di{ 

-1 f ( h · ~; 1 
- _by ·u,·') ( x/m4J '".I f t{)s J( -y; '.r-~ o t.;.r <) .J.~• 

-C. .J;~ t.J l:n /) 

-1 (by · ~; 1 - b~ · Vi'){- X(¡.J.t. 1 fd J.{ ¡ ~~·H.J,;, ~l.~ JI - C· fd/j 

- ( b" · \<".;;' - b; · ú¡') { :(i"".s-"nv t'a! f m 1< -J,·""ttf 4l /"tJ.f f ,~n ?' 

· -e t-'" J·o IJ} c/¡1 
.¡. { (b~· vi'- hr·u;')(:rt'a>~l ~¡/l¡au- caJJ) 

-lb>- w;'- by·u:')(-xi"a,,. Ji' O" 'ca13J] c1j 
[ 

" A - Pyo 1~ - b e ! bx{{v;'w,'H•-:'v,'ll 
-by { / v/w:1-(rv.'u/')] 

'bl{f vi'v, '1-(vo' wi')] J 
- L. 

I(•Jto~dk 
' 
' 

y,•' {Y.')l'"' rlby 

u. ¡¿·;s··, «b1 
(9,/Sa) 
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En forma an~loga se puede formar la ecuación de error para 
ejes que participan en el giro {cilculo de SCHUT (2a +a¡) 
o bien {2b; b1 ) usando una fotog.raffa vertical) . AX --

1 [r···'·Jih 
be 

WJu¡-u,w.. ")' 

A(u:'v/"- v/'u¡''} o/b¿. 

+ (- bx· w;'u,·'', by· IV/ 1 y¡'' 

., bl·u¡ 'u;" ., b 1 · vl'v;") o!J< 

+ 1 b ' " - .1' • v. 1), _¡ by 
., ·11 

·th ·u, 

.J by .J ·" 61 ' ") olrj W. IV< - .y, . W< 

' 1 bY . ' .. b~ · wi'w,·" . v, v, ; 

. - Ly . ' . , bz· tli'w,·") dw] . (/¡ v, -

- {P;·'¡,· 1 f bx r (,, 'w,')-1 w,·,,·J] l -
! e 

b [ ' ·' •J ( ' ') J . - '/ [ll¡ w; - w, {.J, -

< bz[ ( v,'v,'j·(v,'.,jJ} J 
- L 

. 

{9./8a 1 ) 

Esta relación también ~e puede considerar como un ajuste de -
condic16n con incógnitas (B = -E y w • L). De esta manera se 
consigue de (1.6/11} en forma conocida: 

AX+BV=w 
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10. Ecu~c16n de transferencia de escala. 

BibliograHa: Jordan-Eggert-Kneiss/ III, Al pág. 46 
Buchhol tz/Ruger, Photogrammetri e: Transfere!:_ 
cia de escala a la fotograffa contigua. 

(10.3.4 3a. edición 1973). 

El ajuste con las referencias del capltulo 6 (ver ecuación -
de errOr (6./1) ) tiene la desventaja que las coordenadas de 
todos los puntos de liga se determinaron simultáneamente en -
el ~juste. Para ello se debieron d¡¡r coordenadas de aproxima­
ción. (Desde que existen matados de partición efectivos para 
simplificar el proceso de inversión de las ecuaciones norma-· 
les, el ajuste simultáneo de las coordenadas de los puntos ya 
no es una desventaja verdadera, constitufda por el tamano del 
sistema}. 
De todas maneras debe ser posible en principio, resolver este 
problema de ajuste nada más mediante ecuaciones de condición 
sin conocimiento de las coordenadas de los puntos: 

Para 1 modelo se tiene el caso de la ''orientación relativa''. 

Las fórmulas necesarias de dedujeron en el capftulo 9. 

Si se tienen m6s modelos, entonces las ligas se obtienen me-­
diante: 

1 1 condiciones ,, coplanaridad. 
y 2 1 condición '" 1 ' transferencia ,, 1 ' escala. 

,, cada punto ' '" " - rayos ,, 1" " - centros ,, proyec--
e i ó n " tiene: 

" 1 condiciones ,, coplanaridad 

" 2 condiciones ,, transferencia ,, escala. 

las ecuaciones de coplanaridad ya se tratgron en el capitulo 9 
(para el caso especial n = 2). Ahora ya nada rGás se debe for·· 
mar la f6rmula de la transferencia de escala (y seguramente Ti_ 
nealizada para el ajuste}, las referencias del capítulo 4 son­
nuevamente el punto de partida (modelo tridimensional), La de· 
rivada se lleva e cabo por ejemplo con 3 centros de proyección; 
una extensión a n-centros de toma se puede entonces hacer fácil 
mente. 



' 
o' B' 

• 

¡; 

. li•spr-v"j 
J: 

Ecuación do partida (ver 

Ji • .(.' ' 
..1 'J 1 
'fi • 1~" ' 

"" '" componentes: 

Xi y; u<' 
v: ~ Yo' -+ A¡ ' ·' v. • 

" ¡, ' w¡' 

8' 
~· 

¡¡· 
(4./l); 

,...)¡•p¡'l • J." 

x,· Vi" 

Yo' 4);" v¡• 

lo' w.·" 

, ..... 
'•f 

o' 

.¡),·/',-m 

X/~ 

• n• 
¡.• 

- l L l 

. " U< 
,~.# 

' ' v. • .... 
De la (il tima relación se pueden calcular los componentes de la 

X'-' -

) '-. -

base: 

( u;' 
1 • ' Ai 1 v¿ 

\ \Vi 
1 

( 
... u, 

A¡'' Vi" 

w;" 

·" u, 
-A:" V/" 

~ .. -:- ... 

( '") A;*' ~.N1 
. ¡¡...·• 

(

.Y?- X/] 
= Y/'-~~ :: 

h'-2,¡' 

. w· -w; 
- Yo"'-X'' :: 

2 ~ l" 
~ - ~o 

b¡ " 

bz" 

Con las transfor~aciones conocidas del capftulo 4, se obtiene 

' pa a l 

lb' by' 
¡u•' 
v:' 

En el 
( 0' 

u; ' 
., 

v. 

1 ~:.: 

" f t ac ores 

·¡ -u, . ,, - v, 

- ui' 1 ·• - v, 
modelo 1: 

o 1 ' ) 

bo ' 
Jy ' 

-u. • 

v' - . 

' 

d ' "' a la Ai ' ¡b· . '1 u. 

by' 
., 

V< 

1 "' . •• V< 

u, • 1 
\li • 

( lo./la. 

( '"·/1L• 



1 & " ·" . "' 
,..\;1/~ b> - \1; ,,, 

1 "' " 
• • •• . "' . ' •,("' Vo - ' 
. en el modelo 2 . 

(0" O'") 

u;" bx " 
,, by " 

\ . "- v; 
" ' . ._,,- " ·¡ -u. 

" - v;"' "' 

- 1 L l 

"1 
1 b ,. u. 
by" v;" 

• . . 
1 "' " vi" u'"l v; "' 

( lo./lc) 

La condición de transferencia de escala debe quedar asf: 

la Ai'' del modelo 1 debe ser igual a la li'' de los modelos 
2,., n, por consiguiente: 

• o ( to./2) 

Substituyendo (lb,) y(lb,) se obtiene: 

1 bx" 
• . ' ., 

tú' ;, ' u/" tJ¡'" u. u, •U, 

by' •• v •.. v·" y¡' by ' ·" • v. . ' v. V, 

• 

La condición (2) se debe ahora lineal izar con respecto a las 

incógnitas, En el presente caso (2 modelos o sea 3 fotogra-­
fías} se necesitan 11 incógnitas (5 rara la orientación rel~ 
tiva de las fotograffas l y 2, 6 para la conexión de la fot!!_ 

grafía 3 ..• de aquf viene el nombre: transferencia de escala-

1~ fotografia de conexión siguiente). 

Como incógnitas est6n (ya anteriormente se tom6 en cuenta la 
dependencia de u v w de los ángulos de giro~. w, k): 
J.·" , • -•·f J·m , ... w·"' b,/ 1 ,' b' b "· L~/1 
J'l 0 .. ; 1 Wj 0 1/l 1 XI '1 1 1 / 1 /)~ t .f 1 r 1 U~ 

Los par~metros restantes i/', ~;', V,"', b.r', .Y/,~·, ¿.,• 
se consideran conocioos (·conducen a ecuaciones dependientes 
cuando se usan-). 
Para n· fotografías se necesitan En • 7 incógnitas. 
Al igual que en el capitulo g, se tienen nuevamente ecuacio-
nes de condición con 
lo de ajuste genl!ra·l 

nv 

inc6gnitas, de tal manera ·que 
segun (1.6./11) queda así: 

"' AX \i - -

el cálcu-

o 
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SubstitÚyendo las aproximaciones 
en la ecuación '(2): 

d i f . para l.as incógnitds 

\

( bx' ' db,') 

(by' ' dby") 

. ' u, 
- v.· ' 

{u;"'~ du; "') 

{ y¡• 1 dv:111} 

• 
. ' "' 
•• V• 

1 ""¡ ./ ""} {)¡ Vil< 

{vi"~ dvi"} 

( .• d ·•) •(J,,I<I• 

- r ~- ... .~ cfv.·~; 

l u;'""' dv.·"') 

{ v/"' ~ c/v, ·"') 
o 

Lo 

do 

resolucién de los determinantes y la ordenación de acuer 

a las incógnitas despreciando los términos de orden sup~ 

rior, da para los termines individuales del c~lculo de dJU~ 

te genera 1: 

bx • u,"'" ' •• ·" u:" . ' bx ' "' -u. "' 
u, 

- w • ... • - . 
b( v;" . ' , .. v:" ·'" V;' bj' v, . ' y, 

.A..x X .. •• 
... ( v. 

bx • " 
1 ' b•' ~ u, "' u. U• 

AX ' olby' .; V,' JQ , dw:" • -u, 
·" v,• by' v;"' v;' v. by 

(u,'\6<' ·" ut' bx' ) u, 
- ui'" cJ V¡' f' 

by' 1/i Jll v:' by' 

' -u¡" u;' •• u,·. -"' 
~ v;"' ol bx • Ul"' dby' -

v;' - y¡'' ., - w ,, 
"' . ' 

(b "ui; ... 11. ·" ·' bx' ) ' . v·" 
u, 

of u,· m 
- y ., ' u' Vi 1 by' y, - ' 

(bx·\:: 
- u;" ·" 

tJj ' b•' 

v 
d V/ IIJ (9./J) 

.¡ u, 
• V/ by'-• v, 
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Y , • , B x V • 

-(v.·'b,' u;•¡ u:~ u¡ di 

8V= ' b¡' du¡ 1 

o y' v¡"" Vi" Vi "' 

( , o•' /Ji" l U<' u,'/) dv; 1 

+ (Ji by" ' b,' •• ¡,¡ .. v.• y, 

.. +( v;· b•" ~,¡¡ "' 1 u.' :;: !) J ·' ' Vi 111 u, 
by v,• v¡' 

(u;' o.· u;lll 
1 "· ' b'~ d v;" - Ui "1 - bt' y;,¡ . ' h • y, 

' . ( byt: ::. ~ -v,: 1 
l . ' • '· d u;"' - - v; 

~ Y¡ v; 1 . 

(¿·"·' .. 
1 . ' h)~ ~ ,,, •• u, e/ ~r¡ ,J + .( ·1 - u. 

v.• l ~. •/ y, - ' b¡' 

- . 
En este punto exfste una diferencia entre: 

a) giros alrededor de ejes fijos (ver (9./2a, Ja, Ba) ) ., ' 'i ' "" funciones ,, '" ,Jngulos ,, giro ' ' ' . ' ' ,. 

" cumple: 

? . ' • c/u¡ - v. d k' • - ,.. ~ ·• ? ·• c/rj 1 .¡ "' d~ • "' 'O rll "~· 

dv/:: ') vi' ;; v;' dt 'iJv/' do ' ,;,· • ' V v' v ;• i!o• 

o con 1~ ayuda de los elementos de la matri~ de giro A': 

ci ··,·' ( ' ·)' ··(.' ... ~·.,·¡•-·,• .... ... ~ an.r.·-e(, 1,· ()11/ -S·ntro¡.-.,, .,. ,.,..,./, 

-Mr·c)af 

·' ' ( ' •) J ' ( 1 • } .J' 1 ' . ¡ "' . ' a v,· = 0.1})'¡ -quyi¡ 11 1 )."'¡lm<.~(OJyfo.Jit'·yi.t.~I.JOSy./"'ll 

-e .¡;., <.J
1 f,'n f'} d f' 

• e: Q.n} e{.;' 
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An~logamente se procede con las fotograffas 2,, ,n, ,, 
" última fórmula " utiliza para: 

c/o:'} V; • ' • • • • • • 
" ' "·' y • ., . .. Q,; 

el v¡" • 

' ~<11'~: 

d '] • • • ~ • 
"' ~·. • ~ 

• "' ' II¡X1y1 ., QJ.J' • d Vi" 

En el sistema de ecuaciones [3) BV • AX - W todavfa se tiene 
que substituir estas ecuaciones. Con ésto se han form~do las 
ecuaciones de error, Aqul no se hace todo el procedimiento -

sino que se aplica el método de SCHUT, que utiliza fórmulas 
mh sencillas, 

b) Util izacf(ln de ejes que participan en el giro 
ver (9,(2a¡t Ja 1 + Ba¡) 

Con ayuda de las diferenciales de (9,/3) se obtiene para las 
aproximaciones diferenciales du' .. , dv''' 

1 d ·' ' . 
d ui.' -v;'dJ/ ¡ l.li 'd P' • au ..r, ¡ a.,., cJy; • 

• 
1 el . , ' dy/' d v;' v:'dt/ ~. •1 d...,. • (1,¡¡ y, ' Q" • 

H o H 

c/p ·• el u;" v;' d 11 • ¡ lo!."' d f' • a 11 tlú .J 
., 

• 
"¿·~' • el y/" d V¡'~ lli" eh/' !<·:'"' clw " au x, ' an • • 

, ... c~r "'¡/, .u • clyi''' olv;"' 1,.{""' di.!"' 4 " fl.¡~ .v ' '" • 

el V/16 • .n o/ m ·M J 11
' u, /( -w, w • , d ./11 

fl~, ""' 4 

.., d .m 
rw Y' 

Estas relaciones deben substituirse ahora en (3), Aquf se -

aplica además la restricción adicional: se trata de fotogr!_ 

fias verticales. Con ~sto se simplifican más las fórmulas, 

se cumple que: a,¡ = a22 = 1 ; a21 =a,. = O 
Por lo tanto se obtiene: 

-- para -w 

" ·"' ' "' •• J ' 6, •. , u¡ " b, "' - ' "' "' -\V • • -
by • V.i '" v/ • vi'' V,",._ 1 ~,.,-' by ' - " 
• 



' 
paraAxX 

AX 
u.;~ 

- u;' 
v¡" 

dby' •[(-v.'v.~-u,'u,·) 
b

' ] 

by' 

BV : 

( ..... " ·" ·"') •••V."IU¡lJ1 

bx' 
( w:·'' v/ 

(u;'w¡" 
u;' 

by' 

. 
by' 

y;'' 

y-paraB ' V 

( 
,,bx" 

y, liy" 

~ (u;"¡::: 

' 

(
. " ;,• 
\li JI 

by 

··¡b•' • U• 
by' 

·b.J'ju:' 
y;' 

b. ,, ¡u:• 
vi' 

·• 1 "' V
1
.NI 

y¡'" 

ui"' 

Vi" 

_,,·¡ 
, .. -" 

- "'"\ •• - '· 

• 

• 

' 

•• 
"' A d k I/ + 
v¡' by' 

lli 1 

vi' 

·"' .. - lh w. 
u;' .., 
V• 

U 
• 

- ' -· •• 

. ' v. 

Ui~ 

\

,,. 
Vi~ 

1 
"'" 
vi' 

1 

,,. 
y;• 

1 

,,.. 
y¡' 

1 
,., ' 

. ' ,, 
Vi' 

tJ¡I 

,.,•,) 
w"V 
"'"\) v;'" 

~: 1) 

~~·~ 
:: l) 
b.'¡ 
b( 

t( y/ 1 

el 
.• ,, 

d ·" ,, 
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" "' 

(1o-fl¡) 

dOnde nuevamente deben colocarse {observaciones cuasiinterme-

diarias}, o/(¡' 
' V ' ,, 

' ' 
el ·" • •• 

' 
' 1 
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Refiriéndonos al ejemplo del capítulo 6 (pág. 89) con 8 foto 
grafías y los puntos a ... t se describe el siguiente camino 
d~ Ajust~. la constelación allf d~da conduce al siguiente nu 
mr.ro d<: condir.iones: 

Punto j 

a 
b 
o 
d 
o 
f 

o 
h 
i 
J 
k 
1 
m 
n 
o 
p 
q 
T 

• 
' SUMA 

fotografía 
i 

' '2 
' '2 1,2,5,6 
5,6 
5,6 
2. J' 4 
2' J, 4 
2,),11,6,7,8 
6,7,8 
6 '7' 8 
2,J,I¡ 
2. J' 4 
2,J,Ii,Gt7,8 
2,),1¡ 
2,),4 

J' ' J ' 1¡ 
J,4,7,8 
'f' S 
7,8 

NUmero de 1 as 
condiciones de 
coplanaridad 

( i 1 ) 

' ' J 

' ' 2 
2 
5 
2 
2 
2 
2 
5 
2 
2 

' ' J 

' ' 'o 

Condiciones de 
transferencia de 
escala (i-2) 

o 
o 
2 
o 
o 

' ' ' ' ' ' ' ,, 
' ' 
o 
2 
o 
o 

2o 

En total se tienen 50 condiciones y el cálculo de ajuste 
(1.6./11) queda asi: 

( lo./5) 

En dificultades se puede ahora proceder con el algoritmo, 
Se pueden utilizar las fórmulas (1.6./11) a (1.6./16). 
La X2 (incógnita de coordenadas) no está contenida en la 
ecuación (5), Debido a eso no se puede llevar a cabo una 
orientación absoluta del bloque. Sin embargo si se puede 
hacer después del ajuste y mediante una transformación de 
coordenadas tridimensionales (Transformación Helmert), 

El resultado final se puede probar mediante la comparación 
con las coordenadas terrestres de los puntos de pase. 
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11. Orientación Absoluta, 

La orientaci5n absoluta ajusta el modelo ~1 sistema coordena­

do terrestre (antes ya se debió hacer una orientación relati­

va), Se puede llevar a cabo una transformación de coordenadas, 

' ¡ "' lo menos " conocen '"' siguientes valores: 

P, ( y, Y' ,, 
' 

y, Y. ¿J 
p, ( " Y' " ' 

x, y, 2,) 
PJ ( n Y1 · ,, ' 

2;) 

x; • yc • '' Coordenadas ,,, modelo 
XI , y¡ ti Coordenadas terrestres 

'" 1 o tanto se deben determinar 7 

l Cómo " debe proceder? 

P, 
?, 

o 

Se deben efectuar los siguientes pasos: 
1) Traslación del triángulo del modelo (3 par.imetros). 

Se trata de un corrimiento del triángulo de partida P 1 P~P 1 a 

causa del vector de corrimiento f . 
Esto se representa esquemáticamente asf: 

?, 

o 
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El vector c!e corrimiento y se obtiene por: 

l ' S G• - J, 
m '" componentes: 

(t' ( - ~.) 
1 

,, ' y, - l' 
t' ¿, - ¡, 

y con ello· se obtienen para P2'Y P,'las siguientes coordenadas 

nuevas: 

x,' r, ' j'• 
' Y• = Y• ' tY ,, ' h ' J't 
' ,, ,, ' 1:• 

y:;' = /J ' ,, 
ll • ,, ' if' (11./1) 

" general: J' ' ' s· ' J' 

"" este paso e1 punto p, de1 modelo pasa • ser el punto PG: 

terrestre, 

2) Determinaci6n del factor de escala (1 parámetro). 

El establecimiento de las fórmulas está tratado en el cap. 4. 

Para el factor de aumento ), se obtiene: 

' 
/(x-;:X.-jZ.[r.-:_ Y.J ', r t,. 7 _,; l 

-/ {.r-1 -~.) 1;/y, -yt/' •{l¡- ? .. )' 

(11./::!) 

Las rectas PG 1 P1 " y PG 1P," tiene ahora la misma lonqitud que 

las distancias terrestres p---G p y p---p (esto también se 
'G2 Gl G' • 

cumple para M" 1. 
' ' 



130 

Los 3 parámetros restantes se determinan por giros en PG1; 

1a) Ciro d~ P,'' a PG' mediante n 1 . 

' 

1 

El eje de giro pasa 

definida por P6 1 P~ 

matriz de giro Az}. 

por P6 ¡ y es perpendicular a la superficie -
" P, " (puede ser descrita con ayuda de una 

Debido a este giro 

3 b) Giro de P"' • p G' mediante "' . 

' ·,?{,A o 
l" 

p " 
~ 

~. 

pasa a ser P "' 
' 

p• 
J 

1 

?¡;3 

El eje de giro es PG 1 P62 . Se puede 

matriz de giro A,. 

describir con ayuda de la -

El giro total se obtiene por A • ,, solución para " orientación absoluta está da da '"" 1 " ' 
pasos 

!) 3 b) • Para cada punto terrestre " cumple 1 • siguiente re la 

e i ón; 

I•• • /1 ·A s• ' o' 

Ji r; o' 
y; ~ 

"' 
·A Y· 1 rr 

le li t• 
(11./J) 
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El problema surge ahora al determinar A, 

y A --·~ Nuevamente se hace una diferenciación en A 
para Ja) El ánflulo o, entre los vectore~ 3 

PGl' PG2' y pt;l' rz 
'' '·''" I'(,J, I'Z P~ ldCnt.lr.o ,,¡ án!lulo trldimeoslonal entre los -
vector!<~ unitarios e y !l. r.sto~ ~e <IP.temin~o por: 

~ ( l' f, 1 
e • J < 1 ll' 
~ { ÍA> • f'<) el • '· 

/[t..t-Jt.-d 

y para su escalar ~ o sea el vector producto: 
• /el· Id/· • d "' "' < "' "' e • 

1 • ;;¡ /d·/dl· .f ¡n •• • ,J/n "'z e ' • 
U o siguiente vector d? se define como: - ~ • d, • e K d }ci/J/·t:n • • •• e 

• e 
• • 
e 'd 

JdiriJ· r:~ a1 -e es el vector unitario en la dirección del eje de giro en el • 

problema Ja). 

K 

En este punto, hay que adentrarse en el giro alrededor de ~~ 

ejes tridimensionales fijos (se debe formar la matriz de gi~ 

ro para un giro de esa naturaleza). El problema se plantea ~ 

de la siguiente manera: 

> 
(' 

-El vector r esta dado en el ~ 
'..,...,.~ SlStell'a 1 0 J, K, 

Este debe girarse alrededor 

del eje fijo a (donde a es un 

vector unitario en el eje) 

con el ángulo ~ al vector r. 

L¿, 
1 
1 
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Se conoce: 

"" vP:c. to r normoll ,, 1 • •,uperfic il' dr:finida '" 
~ 

• 
~ • • y ' " • ' ' . 

U o v•~ctor t10rU1~ 1 ' 
,, superfíCle definida poc 

~ • • •• • ' ' " --
+ (l r l . _, 

' ' 
El ·vector 

+ 
r se puede expresar en el sistema 1, ], k, mediante 

los siguientes componentes: 
_.,, , .... ... .... 
,. :: r,.. · i + ~"y' j o~ r¿' k 

y ,, + + 
ángulo entre r y a es: 

... hila./· (&Jo{ (O.Jo{ ,. 

Los componentes del vector r', marcados en el dibujo como 1, 

m, n se obtienen por: 
• • • r -(-ii '(ilx<'!) ~ { Jr/t".so:<} "' a. . o. . r • • 

1 • - • ~ a· 
• la/ 

'" - eos f(-il,(j,;¡) 

~ - J,"tl 1 (iid). 

substituyendo esto para el vector r' 

"tj"' ii Q_."j -os#(clx{ixr)j-;s:-r?(áxr} 

sacando a r como hctor común del la<::o derecho 

la expresión entre par~ntesis es 1~ matriz de giro buscada 

para este giro alrededor de ejes fijos: 
~, ~ 

r-~A·r 

con A ~ (E 

o expresada en ,, sistema i j • 
(1· toS ?}a,/.¡ (O!~ (4-~"sf):hay ( 4- f~S j) 4l a~ 

- a¿ s:., 1 ~a¡¡,r,¡ 

(4-r~~1J~.~:a1 1 (4-rcsf)al (A- M j) Q} (!y 

J q~ .f,, ~ 1 rps f -a..- Jr'rr ? 
' 

• 
' 

(.1-m f) a ... a¿ 
-a¿ tin ~ 

{ 4-tcs rJr..yl1~ 
H1~ J"rr? 

{4-rc.st)al ( 11 ,¡ 11 ) 

-i(OJfj / 
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Oespu~s de que, er. general, se formo la matriz de rotación para 
giros alrededor de ejes fijos (por conocimiento de un vector­

unitilrlo en dirección del eje de giro), se puede pasar a la ta­

rea especial en Ja): 
• El vector unitario en la direc:ci6n del eje de giro es e: 

e , {:;) 
Una rotación con el lingulo o1 conduce análogamente con (4) a la 

siguiente matriz de rotaci6n A,: 

Az .. ( f - e e J (()l <><2 - ex E .r,f, p{J. 

con los componentes unitarios: 

( 4- tc!o~.¡)e. e1 • e~ r:l}:(¡ ( 4· f~Jol;} P/ ~ res o/ J. 

( 4 -tt.S"' }e, e;-~, J-.Ml ( 1· tes./,)t'¡t; 1 t>.. tin-12 

( 4- r&Jot1} e, e. '(JI¡,"., ~ t 

(.1-r.f.r,) ne1 - ~"';, .¡ .z 

{.f·fcS<IJ).t/1 tt-Je/¿. / 

(11./5) 

para Jb). A continuación se tiene que formar la matriz A1 para el 
---- ·-· giro alrededor del eje P 1 P ~ 

" ;;, d : ( ~:r G ' 

El vector unitario necesario -

se obtiene la matriz de rotación: 

/ { 4-r~5o(J)d/ 1 a>Sii3 

(1- fC"J o( 3) Cll~ vi¡ 1 dn:n«J 

(4-(t:JJdJ]d,dt -d¡ J,iJ::fj 

11- M:<.Jddr -dt J:no~.i 

( 4· MJ¡} d/ • /tJ o/J 

(1-raS«J)d¡d; •d~ ¡,(,«1 

Ahora el problema es (a diferencia deJa): 

( 4-r"J,IJJdul.. •d¡r,;Jol¡ 

( -1-t'&J<~J}dliJ/¡ -düin.fJ 

( 4-M<U}dl 1 fo!<>IJ 

(11./6} 

El ~ngulo n1 afin se desconoce. El punto de partida para su obten 
• 
ción es (1) y (3): 

Para la detenninación de o:, es suficiente con una comp<Jnente, 



Una transformación de la última ecuación da: 
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Se escoge por ejemplo la última componente. Esto conduce a: 

[ ( .;. "';,)d. el, . dr ,,, .,]( x ,'- x.) • [1-1- "' "'J<!r c1, 

4 dJ ¡;noi:J] ( yt'- ~) .¡. {f4-MJJ)d/ ~ (oJ <13} ( ¿/'- 2,)"" 23 -14 

Reordenando para las funciones de la incógnita n, y usando otra 

nomenclatura para las variables se obtiene: 

( J:n ~JJ- A JI .1 ( t'oS <><3) 8,. + { ,f "" O 
Mediante algunas transformaciones trigono~étricas se obtiene de 
allí como solución: 

. 

!an "'' < 4 ( • 
8'- C' A lA'' ~ 8 JI C" + -

l 

2 jan "' . S itJ <{¡ • 7 

A- /a1/ ~ 

(OJ "' 
4-./tlr, "'!!.? 

< 
A + fanl 'JI, (11./7) 

s, obtienen 2 soluciones para " (para diferenciación de giros 
positivos o bien negativos). 
Las nuevas variables tienen las siguientes dimensiones: 

A' • e/, (y3'-Y,)- dy(.n'-)(,j . 

8' • -o/z·D"' +(¿,''-2,) 

e' • d•·D' -(l,-Z,) 
ll' • 

solución lo 
"' ( ,.,•. x,) • dy r y,·. r.J • e~, r ,,-·J.) 

correcta se puede determinar fácilmente escogiendo 
el signo correcto para rel giro. 

La matriz de rotación final se obtiene de la multiplicación de 
{5)y(6). 

BibliograHa: Giro alrededor de ejes fijos JEK, !!!,Al. 

Orientación Absoluta JEK, III, Al pag. 44, 1972. 

Finsterwalder pág. J. 4., 19158. 
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12. Ajuste de la Orientación absoluta. 

A , 

fJ<-·.puf!~ d" 'fUI' c.n el capftulo anterior ~ ... f'IO~trG el camino g~n! 

rdl- ~dr~ la solución de la orientaci6n absoluta {dados 7 va lo·· 

res}, ahora se considera un ajuste para este problema debido a· 

que se tienen observaciones de m~s. 

En general es vSlida la relación tridimensional: 

l •• 
' " Vectores unitarios · 

en el sistema coord,g_ 

oado del modelo. 

i J t Vectores unitarios en 

el sistema coordenado 

terrestre. 

Para el vector ~i en el modelo se cumple: 

í'' . 1 '· y: ¿,) 
y para el vector ( 61 que se dirige al mismo punto en el terreno. 

g..r ' (X. Y. l:) 
El vector entre los orlgenes de los sistemas coordenados se desia 

na como vector de traslación: para el se-cumple (el sistema coor· 

de nado terrestre tiene el origen (0/0/0) ) : 

:rr-(x. y, l.) 
Se.gún (11,/J) permanecen entonces como relaciones v~lidas genera· 

1 es : 

Sin J ,, matriz de rotación 

L • '· o. Se cumple: 

Se escogieron letras 

A " presenta 

A-' ' AT 
mayúsculas para 

como 

( 12,/1a)· 

¡;n.Jl 1.~>.1( ·tr! f.!.¡;, J r.>S R 

J;n 11 (tí lJ 'M 12 ¡;,] J:" )( 

fur.ci6n de '" ángulos: 

·A: matriz ortogona 1 , 

diferenciar. 



~r, 
V y • 

1 v, 
V 

1 
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de los ~ngulos de giro en la orientación relativa, 

En la orientac16n absoiuta se gira todo el' sistema del modelo. 
{1) dPsp~jando ~i ~e obtiene: 

\i · 4 · A ' ( l '" -o) 
'" 1 ' o t componen es 

1 " " u a es: d . 1 d 1 

1 ,;; '" '" "" X- X• A.., .. 1 

"' A Y· y, A, 
,, ·B " -'JL' ~ - "' '" 

.,, 
. /1 .A ., 

2 -lo A' (12./11 

" 
.. , .,, 

"' 
) 

Debido a esta solución, las ''observaciones'' - o sea las coordena­

das del modelo r.', 'j,"' 1 Ji' - se ~gruparon en el lado izquierdo 
de la igualdad, lo que es una ventaja para el cálculo del ajuste. 

Las incógnitas en (la) son: A , x~, Yo , lo, 1, fl 1 JI 
y eventualmente (Xtl las coordenadas del punto X1 , Y

1 1 Zi. 

En la ecuación (la) se necesitan valores calculados para X, Y, Z. 

Estos se pueden calcular aproximadamente con ayuda de las aproxi­

maciones para las incógnitas: Ao, / 0 , .!2.,, /.!p
1 

Ko, ~, 2o • 
Linalizando se obtiene con ello 

ol ti 

J, .. 

dli 

las aproximaciones dxi' dy 1 , dz; para las coordenadas del mode­
lo pueden considerarse como residuos -. 

o ... e/ .Á • 9.: rJ x~ • O> "' 9y; d.;\ J..n' d X. ; • • iJ;t~ ) JA ,, 
d~ • 'JJ; dj, ; 

'" ,,, 
= 

J-; ~~"'. X<¡,.,_ 

•¡; 3 ~ .... y,- b.·-. - L 
z; l~.~ C; b···· 

~'i'.: dX; J,· d y¡ J ;1',' Jl; 
' 
~ ; ()li i)X,· ;; r.· 

+ ,_,. Jx· 
' -~1~ d y, 2L Jl. f A, XL ~ Xi ' DY, íJl: 

,, .. Jx· J¡; d){ k dl. (12./21) ; • li ' fJ y; fJ2, 
' ' 

1 --·-· 



j c:'f 7F SP.J • 

f V.:J u-u,•r 

f S"J 

. 
(f ú.'.f! ¡;o; U' ".'' 

ll ":J f J~J V "~.'S • 

)i ":.t j "':t 

)troJ j w V ~07· 

~S~ f fP.7 U c.¡.'f 

;y f~.7 f ú..'S -

;~se uepanb OJ~ñ ap so¡n6ug 

so¡ e o¡JadsaJ uoJ v oJ¡6 ap Z!Jle~ e¡ ap sepeA¡Jap se¡ apuop 

fvr.> V 

-V 

( "' } y ' !.8~~/Vl? T 

'te 
' ,, . ' ---.re 

' '" 
( 

V 
V 

,V 

' 

' 

'!le 
:A e 

•xe 
:r.e 
ve 

r g c .. ~ ec ) ~ : 

1 g (.~~ ~ ) ; ~ 

, s(J.~} : , 
' '" 

' "" 
( 

( 

y 
--: 

V 
y 

-. 

:U9PT'lUa~Jo ap Sl'HUii91U¡ ~rq t>J~rl 

"' ·'te 

le 
:.~. e 
'le 
:..t e 

: (6 'de.'.l ¡a 'ra JOd JaA) opeJap¡~uoJ saJa A se~J 

·-?.\ r>f.,e:uanbsa ¡a up6as uauapqo as sa¡epuaJa~¡p s;quapoJ SOl 

L ;: T · 
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o o o (~' '.Q 
JA"r 

< . o.~ 3 - a,J ~ tlJ] ' \ ~-)~' i)Jl 
;AJ'1 

"" "" ., on 

O u -·~ " 
'JA"1 
-<1"< 

?A'' 
"" - a.n o ' 

D~~t__:_'" 
' '" i)~ 

ílAJ 4T 
- 11 ,fj o "" " 

- para '" derivadas parcial es '" respecto a ,., coordenadas 

terrestres. 
í) y,- " o, .. A 

D~; -1 

"" J • -- t¿ 4l ) ' "'' ' - íl Xi A v x.- A ~ Xi A 

~ 3';' -1 _]y;_ A 

"" 
';);¡ " a,, 

"" ' - ' ' 1 'i! y¡ A ' 'dY, A 
" y¡ ~ 

t) Y," A _hi_ " a31¡ 
,, A 

"" • "" J ' -:; J; ' ;¡ ,, A i)l. A A 
Lo ecuación " error " forma matricial queda así: 

1 V ' A~ K~ - 1 ' A, X, j {12./2) 

En la orientación absoluta de Qnfcamente un modelo se eliminan 
los t~rminos A,l~ , de tal forma que 2 cambia a; 

V• A,X, 1 
y como vector solución 11 

X,, (A,'(8P''13'JA,r
4

(A,'(B?''E'}I) 
En esta solución de X1 existen correlaciones entre lils coorde­

nadas del modelo observadas (debido a la orientaci6n relativa 

hecha previamente, etc.) que ya se consid~raron mediante -~­

BP-1s1- ver capitulo 10. 

Regresando al caso general: Las derivadas parciales (pág, 137/ 
138) se substituyen en {2), obteniéndose como ecuaciones de -
error para las coordenadas del modelo mediante el uso de ejes 
fijos. 



- 139 

Vx¡ : ;[a.,(l'<-X•) •a,( Y<-Y.)•au(l:-2.)j rJ). 

- ~ Q-t1 cJXo - ..':! alf cJYo - .3. au ollo 
-< A A 

' J [-s-~fc"' ~(x.-X.)•t.•f"'"(Y·!I) •mJ{!.·loljci! 
. . 

',i { au{Y<·X,)- ""{Y. -Y.}} dk /<12 
Á . 

+ ;r a u d ~-

También se obtiene el valor aproximado a calcular para x1 como: 

Pa.ra Y1 

o! x~ ol2o 

' 'X {a•;{ X<-!.)-"'' (Y.·-y,}- '" ( l·-2.g dJJ. 

'j{w{ X,)',)- a., (K-Y.jd~ 

_,1 {!,Al 1)!,(¡·~1azzdY.".JJ~Jl d2; -(yt~r"''W'.,-y:~-.~~Q.~J 
A , . 

Pa.ra el valor Yi aproximado se cumple: 



,, 
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y para z 1 

V¡; " -:.{o.¡ (X;-X,) '<n {Y;-!;)' a33 (t.-z.)} dA 

- 5 · ~l! d ~ - 1 UJ1 o/ lo 
• 

. _, ; [- to¡ .n.. <tJ~ 1 coJ 1.!{ X;- X J' r,'n .n.. rmj ti" 11(K-f!}- t(Jj .11 J; ;,} (l· 2.g dj 

.; ["' o:-x,), '" rr.·-r,J ',,(2:-¿fl dJl. 

• J { an (X; -X,) - a•s (Y,·- Y,)j d ~ 

A ' ..v- Aa d ,_ 4 a ' d ,. ( · 
.¡. ;í a-13 '-'fi' • ;r n ¡, .J.;¡ ;) a - .?·j~,..51,. 

el valor aproximado calculado z 1 ~proximado: 

2; • f [a,3 (X-X,)•dn(Y-Y.}•a"{2-!.}j 

El problema completo debe ahora considerarse para ejes que -

participan en el giro: -ya se habia hecho una consideraci6n 

análog2 en la orientaci6n relativa. En el caso de ejes que 

participan en el giro se simplifican los coeficientes para -

cada iteración corno sigue: 

Para 1 • ,, . aproximaciOn " obtuvo " matriz 

1 o D 
T 

A /fj = o 1 o 
o o 1 

'" 1 • 2 •• aproximación, debido a '" ángulos 
queñas, T se obtuvo A¡ 2¡ 

4 dk -dJ 
r -a Ji -1 d-'l Aw " 

dJ - dl) 1 

La diferencia dió como suplemento a " matriz 

T T T 
A A c/A --(1} - (f} ::-

,, giro T 
A(l) 

de giro pe-

de giro: 

-dj 

dll 

o 



1 Ahora se coloca A •A'. (1) queda asf: 

Linealización: 

y; 
t; 

y; o(),' 'd.J')(A/' dA~· 

X,- - Xo 
y¡ - y¡¡ 

2."-2-, 
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X; - x~ ~ Jy, .JJD 
X'·!D,4Jr.- .¿y, 
tli .¡, J co/2,- -&(}, 

El lado izquierdo de la igualdad {valores intrinsecos para 
-las observaciones) se puede escribir corno la suma de las ob­
servaciones más los residuos. En el lado derecho se efect~an 
las multiplicaciones, se orC:ena de acuerdo a las incógnitas 
(despreciando productos similares a dA' • dAT ... ,también­
designados como productos de 2o, orden), se obtiene con ello: 

. --
'V . ' . x; (t;),- )(, X; -):, 

Vyi 1 y; ) • r ., /~A" (Y.}.- Y, 4A/ y; - y .. oil 

V¿¡ li¡ (¿;),-·¡, l; - ¿, 

() o "" -d} X; ·Yo 
' dll V - }"¡¡ -y; ~--la. -dk o " 

l ¡ bm<i•cl di -dll o 2; -l Q 

dXo o/Ái 

...l ',A T "',..J~'A/ dY, - ' ' dYo 
. . dl, dl. 

-

Este sistema de ecuaciones ya se puede resolver nuevamente, 
para las coordenadas individuales. 



o 

o 

Entonces se obtiene para ejes 
con•,lrl<'r,,nriD r¡ul'!: 

1 ' 4 -'D. A 

que participan en el giro 

J~' ~-2 ~~ 
~' 
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;. {au(X;-X,) 'au(Y;-Y,} • a,,ll;-I.!)J~ 

- ~ aN ofXP - j Clz.l_ e/ Yc - j O.J1 cl2o 

• ; 11.- 2.; "1 - 11 r,·- Y.J "" 

(X 1 medido - X; calculildo) 

para Y
1 

Vyo •- ~Va,(X.-X.}•an(Y.-Y,)•au{2;-z.J}J~ 
J Q~l dYc - ./ 12u ol Yo - AA a11 ol2c 

<X (Xo·Xo)olk - j (2.-2.) ,w 

{Y 1 medido - Y1 calculado) 

para Z 
1 

1 y, -Y.} oifl - j (Xo-~.) J! 
'A IX A !Y, ';rA -,, d',· "T 

1 
QJJ- o ,· .¡. - lltJ ~ ¡ " e. 

' . ,¡ . 

~ (z
1 

medido - z
1 

calculado) 
L_ ___ _c ___ _c _________ ( ,,;,,) 
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Para el ajuste de un solo modelo se simplifica la linealiza 

ci6n (2 2), ya que el Hrmino: 

...l~ A • . Jy¡ , , (dX,) 
dli Se cancel a, Por 1 o tanto -

para la ecuación de errores se obtiene: 

(o • .IX;-X,) .,,(Y,-Y,) ~a.l-1(2:-¿j) 

' ¡,,z!Y;-J,) ''" (Y,·-r.j oan(l:-lo}j 

[ad /Xr".-:1.) 4QlJ(Y>~) ~ b1J {ti-lo}] 

,-1
0

' {Jti-Y~}cJJt - ,1/(l:-lc}dj Q.u tln q31 

Ahora. se introduce una nomenclatura nueva 

partiendo de las coordenadas terrestres X Y Z se desi~ 

nan con L M N a las componentes en el sistema del mode 

lo. Se cumple: 

' • 

R L; x.·-x. 
• A- _(: //"'tn ' ' IJ; Ar y, - r, .¡..... • > . _, 

1 , ' ........ 
. J;~,~ ' l:.-2¡} f. ...... ' H¡ 

L ...... . ./ J 
' 

partiendo de las coordenadas del modelo X Y z se desi~ 

nan con u, v, ~ las componentes en el sistema terres-­

tre, y se cumple: 

?,-

J: ., 
' ' u: x; -y, 
, ' 

' A' Y. y, 
' 

~~ 'IV v: ' / ' ' -, ' / 2. 2o ' ,- "'' ---~---------"" 

' 4 
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Además, para la relación entre las coordenadas del modelo y 
lfts coordenad3s terrestres del centro de proyección, se cum 

p 1 e ; 

Con estas referencias, el sistema de igualdades para las -­
ecuaciones de error con ejes que participan en el giro de -

la pág. 143, adquiere la siguiente forma: 

1--:--:-

(~:) . - ~·) 

V 

L; o 

~· oiA 1 
; di ' "'' dJl. 

¡1\ Ui ~Vi 

(- ~·) ,¡ 1( - (}x· -(J d y, - n dl. 

(''} 
, .. 

.. y; - y; 
l ,- be•~(~"'" ¡; q(•""il'" 

Ahora se consideran las coordenadas del centro de l¡ravedad 
o sea se aplica una transformación de coordenadas para todos 
los puntos en el centro de gravedad. Esto se debe hacer tan­
to para las coordenadas del modelo como para las coordenadas 

terrestres. 
Entonces el sistema de ecuaciones normales se subdivide en 
un sistema de 3 x 3 y 4 ecuaciones independientes. 
En la pág. siguiente se presenta gráficamente la ecuación 
normal. En este esquema aún no se puede notar, que la solu-­
ción se simplifica si hay una descomposición, Pero tampoco -
se tomo en cuenta, la existencia de las coordenadas del cen­
tro de gravedJd- el textn continua en lo página 14f>.-

AX 

-L 
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( ) g ( ).12 "· x'o y ¿_, 

' 
ciX X1111 • :X4G '· ¿, 

1 ••• o V< 
_, o o 

' 

·~ y111- !u, y, ¡1, 
1 o •• . "' o ,J o 

d-~ 21/1- i'.f6 ,, )), 1 U< . v, o o o ·1 
' y, 

·~ ' 
L , ,, ¿, ~w.: o v • . -1 o " " 1 dY, ' 1 

\ dj, 
<•r.;. ,_,) 

,, 111 o ., .u, o ·{ o 
db ¡, //¿ "' . v. o o o ·1 

<'.¡ LJ - l!'j o VJ ·1 o o 
y, hJ o W¡ ·UJ o -1 o 
,, 11] UJ - VJ o o o -4 

¿, ' ' ••• o Y, v, ·1 o o 
¡. /1, o w, -u, o -4 o 
l, /1, u, - v. o o o -1 

i ' ' ' L, 11< ¿, flz 
; 1, : 113 ' ¿, ¡;, ' :#..! : 1/J fi, '/1~ 

_, ; ' 
D ' -'.//~ • "' . "' o u, .. , ' o 'u, .w, o u, 

' • e );!< -v, o '" :- v. 
' 
o .. , - v, o •• -v • 

.. -·-------··-- -- ··-· - - ---
V• -V• o v, -u, o VJ .. -!JJ o v, -u, D 

~ -- '" 1 ~ 1 " 1-t ¡, ~-..~ ¡¡, -~f ¡;J, 11~ 11/l.jlf,··~.L· •u: ~;) !Lf v,/f; • v./h) \?,j ~t; -u~)~-{ L; 
' . " 

iV•'•vi) ~J-u v) ~,1-v v) ji v 1 
-D [ -(1," 

··--
· If»'•v') lt (·>'v) O 

• í>• i v: 
,M ,o, 1 

'±~r D /:~ {v:z•u:'ll[. -v: 1 \ _, 

-1 o D -1 o o -1 o o .J o o 
·~ o o - . . 

o _, o o ·1 o o ., o o -4 o ~ o 
o o -1 o o -1 o o -1 o o _, 

n 
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Los sistemas coordenadas experimentan tln desplazamiento ~erJlcJ¡· 

en el conjunto de puntos si se calculan las coordenadas del cen­

tro de gravedad, Para la suma de las Li, N1 , !\o bien ui' vi' 

'; " obtiene entonces: 
" • • " " t .... I: Li • r JI¡ • ¿_ ,v,· • ¡: "' • ¡: v. • • o 

i•1 "' ; •'f ' .. ; ... i•-t 

Pero entonces también '" correlaciones "" dXo, d Va , OZo " --
vuelven cero (ver N en 1~ altfma p§gina). Esto significa que: 

los parámetros se vuelven independientes entre ellos. Pero tod! 

v1a queda un sistema de 4 x4. En hs coorden~das del centro de 

gravedad, el origen del sistema Li Mi Ni coincide con el del si!!_ 

justamente el centro de gravedad). Debido tema 

• lo 

ui v1 wi (-ese es 
ortogonalidad del 
" 

sistema se cu~ple que: 

]_(-w.Li 
i•A 

• • • 
ou;JV¡)• }__[wif!i-v;/1;) • 2._{v;L;.u./1:) 

.... ¡ ... 
' o 

Se obtiene una 4a. jgualdad independiente y queda a invertir un 

sistema de 3 x J. Por lo tanto la matriz de ecuaciones normales 

se ve de la siguiente forma: 

dA' 

A. '/,/,~'· ,. 
% ,-----¡-0 

~ 
/. 

'· !. 

&/.'bw · 
~"·l ?0;;, 

o en caso de anteponer ecuac1ones 

para las 4 igualdades independientes 

2. {JI; <jr ... m- X:"''"~.,..¡) 
n. 

Y; '"'' ) 

2: ¡,..,. ) 

1 

L ( L: [ >::1r ... - x; ,,_._] ~ t!: {y; .1, ... - y:~,.,_] ~ Al: f ,,. t ... ~ - ;:·,.,, J) 
L ( L;z + !!:" + Alil) 
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pijrij el sistema de 3 x 3: 

2 ( ""'¡!. ' u.') J f - L ( oi v;) J f1. - Z ( w: v¡) c/1( 

- ¿ (-w; [Y<g•-- y;,,] + udl<g'-- ;;;,]) O 

- L {u; vi) d / • [ (,;z •v.') JJ)_ -2 {w;"¡) d~ 

-l(w;[y<r--Ji;,.]-v;[;<y. ,,,.,J) 'o 

-[ {w;v;) J{ -[ (u;ló;}d.fl •[{w.''";')dN 

-l{vl[:.:;i~"'-x;¿(',J _- lJ.'IY'r'"-- Jibf~J)" O 

Para este sencillo cálculo consu]tijr como bibliografía: 

JEK pág. 43, 1972 Orientación absoluta. 

Finsterwalder 1968 pág. 3,4, 

Bucnnoltz/Riiger 1973 pág. 10.3.5 Transformación de 

coordenadas del modelo en terrestres. 

Hasta aquí la orientación absoluta se na manejado para el caso 

de ecuaciones de observijción con coordenadas del modelo medidas 

(estas mediciones se pudieron nacer por ej. en un instrumento 

Analógico). El cálculo general para el ajuste es: 

AX - L < V 
la ventaja de este método consiste en los algoritmos de solu-­

ción sencillos para el ajuste. Sin embargo tiene como desvent! 

ja que las incógnitas Xo, Yo, Zo, A y 3¡, ... an -las últimas 

como funciones de los ángulos de ~iro ~. Q, ~ -intervinferon -

como aproximaciones en los coeficientes de la matriz A, Esto 

puede traer dificultades. por ej. en la iteración. 

En lo que resta de este capítulo se parte ahora de la relación 

inicial inversa al c~lculo hasta aqu~ e~puesto. Ya se habia es 

tablecido como fOrmula (la): Las coordenadas terrestres se cor. 
sideran como funci6n de las coordenadas del modelo. 

\1 
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Substituyendo estas derivadas ·Pn (2a) conduce a los siguientes 
incrementos para las coorden~das terrestres; 

- para xi 

r--
dXi :: ( :ta1-1 • ya;l • Ca.r;) dA ~ o/4 

.J (- x ¡,(¡ f ro! !( .; y JI, ..t1 (tJJ l Cof /.{ - ? !"a! -4. !'os j <t'fll )A· d / 

+(-ya;J -lltuJ}A-ol.n "'(:(llu~yau;zon)A ·dk 

-...l ( a-11 :t ~a N y./- ll13?} -1 Xf'n -A ( P1d:.- 1 o o Ljt J tl.íJ w) 

- para Yi 

of Yi • { .r au·• ya 12 1; a?J) olA~ d Yc 

oll.-

y 

~ ( x ~-.n¡ .r;nk-ys.n P.<r!s{t/nJI f2t'c;~·-'l l'os'} ¡,;,,¡)J- dj 

o~(-ran • ¿qll)-A·o!JJ. i-(-Yo.,,-¡at~¿-?tu.!).-1- di! 

-)¡{aNA' .tOn)'"OJJl)-1 ftj~"- -A(a;d:.CJO?JVyl tl;J V;} 

para z. 
' 

"' (~·Qu' yaJJ -1 llln}dA J dlP 

_, {Y rOJj 1 y s/n .f2 s,;,~ -¿res J2 s;,J]),.J ·el j 

'{-¡an < <aJ,)A d.o. 
-) { Q: 3-rx 1 Q.J; ¡ t a..n .!-} ~ djrn -.-/ ( J JI ~ t a y '!)' t Q JJ V,) 

(12./3a1 ) 

En estas ecuaciones X, Y, z son valores l'ledidos. 
Para '" puntos de pase (con ,, peso P = •) se obtiene para las v. 

vxp • -A 1 (/H X 4 a.oy • OIJ <) ' _t¡p 

Vrp • --1 { ll?l )( ta11 y.1 Qn ') < Y,p 
v,p • ._.{ ( f(jq ' Q.:uy., QJJl-) ' z.p 

\ 
' 

1 

' 
1 
1 
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D"~·P'lr;', dr: que ~~n ( "lo 1 ) se formó 1 a~ "ccuacion"'~ de error" para 
giros alrededor de ejes tridimensionales fijos, se debe ahora 

nuevamente regresar a ejes que participan en el giro. 

Entonces los coeficientes de la matriz A se simplifican a 

y con ello se obtiene en forma an¡loga a (Ja
1

): 

para suplementos a x1 

dX; ~ x·oiA- 2·"·dj '>' ,¡ dR , o/X, 

-.A(a.ux1aqyitl.IJ?) 1 x·s ..... 
-,1 (a-11 v~ 1 an v1 ~ a,~3 -.,¿) 

- para suplen:entos a Yi 

d y¡ 

-,..j ( an~ 1 On y~ {J";n l) ~ Y.j~. 

-,.f(auVA • an vy 1 tln v1 ) 

y - para suplementos • '· > 

ofl¡ , 2 ·dl ' X Xd} -¡A d12 ¡ db 

-A ( t/.J.f x- ¡ an y 1 a31 ¡.) 1 ¿·r· 
-...¡{auv..- ¡ aJl vy ¡ a .13 v.,.) 

asi como para puntos de pase: 

Vxp • - A(a,~ 1 Q¡; 1 ' Q,¡J ¿) 1 ~p 

vyp • -.-/ ( OH .t 1 all 1 ' 
., ;} ¡ Y,¡, 

• -,¡ { a JI ~ ' ' QJ1 ¡ 

• 

V>p a u y ;) c:p 
(12./Ja 2 ) 



o 

Para (Ja
2

) general~ente no se usa en esta forma, sino que se 

agrupa con respecto a las coordenadas del modelo, 

X, Y, Z {valores medidos), Sin embargo los v1p se dejan en su 

forma anterior. Esto da: 

d X¡ ~ dA· Y ~ A d" ·y - A d iJ · ~ ~ d..r~ 

-.A(a"x' ~ a~z y 1 a,11} ~y,·1 ~. -.A(q.~n:.t+a.-~~vyulíJ v~) 

o/ y,· ~ -Ad~t ·r ¡ clA-y 1,../dA ·2 .. dró 

-,.-!(alA Y 1 Cf.21J-f t!n"l}-tY,Jr• -)(llu\Aitlnl'l'QJ!Vl} 

o/ ti -: ,.-\di·>~ :...Acl.fl.·y ~ oiA·l ""'rtl~ 

-A(aJ1x'., lluy~aJJ;)~ l:Jf" ---/(a¡.-lt!fO:uVy .. llJJ~:~) 
l!sando notaciones nuevas para los coeficientes: 

1 

conduce a: 

ol Y; = ax .. by- el~ otx~ -A( a-to- 1 a ay 1 tl"] ;) -1 y,·, ..... 
-,..\/llnV~ 4 Q¡; Vy o~{(¡¡ 1';) 

o/ Y,· = -bx o~a.y ~dl -~dY, -/){tt11x uwy-~tlnJ) .. Y"j""" 
-A (a N ¡1.< t a u Vy_ .¡ a 1] V¡) 

cJf,· " o -oly .,az 4cl?o -.-/(41-t.r' tJi;¡ ~t?.rN) ... J:r• 
-)fa u v~ 1 a:1; vy' ll:J.J v.-) 

lo que se puede representar en forma matricial como sigue: 

dx; (t b -e ~ ,t), y XljM 

d y; , -6 a "' f ' :) ,Y¡¡ -)A y ' y, l"' --!A 

d ti < -el a 1 cJl, ¡ ¡,·srn 
"--------------

Vxp 
]) X Xtp 

vyp ' -)A y ' Y.p 

V< 

V y 

V¡ 

v¡p 1 lip ( 12./'"') 

. 

·1 
:¡ 
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En lugar de las observaciones originales 'x' 'y' 'z se pueden -

usar ta~biªn las ''cuasiobservaciones 'x*• vy*• 'z* '' 

Vxp a b X 

V y; • dD Vy = 

v, 
-b a el Y + JY, -AD y 

' V~; e -d 1 l li 
( 12,/5n;> 

En este caso se t1enen que hacer algunas considerac1ones sobre 

la matriz de covariancias (ver cuasiobservaciones en la orien­
tación relativa, cap. 9). 

La matriz de covariancias se integra de la siguiente forma -­
(propagación de error): 

{ I_,.J , [L,,) , ~,}) [L,) D' 

donde [lx1,J y {Z~] se integran como matrices dia­
gonales por: 

• 

• 

Para la matriz de covariancias 
(; Kp 'l. .0 o a 

se cumple que: 

b -e c-~z o o a -b e 

[2,.] , o G);.l 

o 
o o r;¡ o b a _,¡ 

o 
1 

( 0./ J)' f/c:/.t/C/· c2C/]} 
.i{-ab c;1 +ahC/ -cr/G/} 

A'{acr;,' -MCj'-acC11} 

Suponiendo que: 

o o 

i{-a6 C/~ abt/- cdC?) 

{0/,,f[D,~? 1 alC/ -1r/ 1~Q) 
~2{-bc.C:.. 2-adG/ ~ ild e~~) 

G? -e el tt 

.A'{acG;.'-bdCj'-acGí') ~ 
~'(-bciM'-adó/•·'J!;;') 1 

{ (;¿: ;)'f/G'A2; d1C/ 'a'.0'l:. 
y 

fi~< 1 ~ ú/ ~ (J~l se simplifica por la matriz ortogonal 
D- l'a matriz de covariancias decisiva. (ortogonalidad paraD si!!_ 
nlfica por ej. 

a2+ b2+ c2, 1 y -ab+ b•a -c•d" 0 ) 



Debido a esta suposición )a matriz de covariancias pasa a ser 

""' matriz diagonal: 
( r:)/ ¡.Al ó/) o o 

U.x'J ~ o ( C'y/ •,fC¡lJ o 
o o (!;,p' ')'6/) 

y si se hace que fix,Z = () y/• Ól/ , ó/• 
entonces se puede formar sin dificultades la matriz de pesos co­
mo inversa de la matriz de covarlancias, En el ajuste, se tienen 
ahora ecuaciones param4tricas con cuaslobservaciones, se obtiene 
como peso para Jos puntos de pase: 

4 o o 

[P,.J- ILA~ 
G'l~AifiJ 

4 o C:pi•.AI (;pl o 
A 

o o úl•.AlCf ( 12./óa2 ) 

Si en vez de puntos de pase se tiene por ej. puntos de liga, en­
tonces estos obtienen por peso: 

l A o - ,F (Ípz o 
[Px] ~ o A o 

_.jl Gpl 
4 o o .Al r; r" ( 12./7n2 ) 

El método de quasiobservaciones " puede usar también como ejes 
fijos; nada más que las fórmulas correspondientes se vuelven -­
más complicadas. 
Otra forma del ajuste es la subdivisi6n en pasos individuales: 
ajuste por pasos. Las matrices de las ecuaciones normales de --
7 x 7 de la orientación y las matrices de las ecuaciones de pu~ 

tos normales de 3 x 3 se subdividen (o sea: ya sea para !!..!!. mo­
delo, o para un bloque -ver cap, 13 f.): 

a) Ajuste planimltrico (también Anblock). 
matrices de orientación de 4 x 4 
y matrices de puntos de 2 x 2. 
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y b) Ajust~ altimftrico. 
'·"" n<.,!liu:•. <Ir orlrnt,>r.l6n dr 1 t J 

y matrices de puntos de J x 3, 

Las correlaciones de los ajustes consecutivos a) y b) se intro­
ducen por aproximaciones. Si se itera lo suficiente, se alcanza 
un resultado, al cual tambi~n se hubiera llegado mediante el uso 
de las correlaciones verdaderas (con menos iteraciones). 

Existen varios m~todos de cálculo para la soluci6n: 

dXi 
• y¡ 

d l; 

dXi 

d y¡ 

AMER (Ordn, Survey) y ACKERMANN (Univ, Stuttgart) los uti­
lizan para ajustar bloques (ver cap. 13). 
EBNER (Stuttgart) utiliza el siguiente cálculo: 

ajuste planimétrico 

" "' ' by l dto -A(all>:-la,zy) 1X;S·..,· -..-l{n~.v~ la.t¡Vy) 

, - bt""l a.y 1 d y" -A{O;•X ;on¡)"'J,"f"· -~J(,h• V,. ~Qnv¡}. 

Vy;, " 
-A{ru1 Y "'tu;¡} 1 y¡f 

Vy;p 

' 

' 

' 

-...-l ( (/¡,¡,r • ()¡J y) ' Y.p ' 

ajuste al timftrico 

_,, 
d; 

CY- dy 

-,J{thu::uq¡a•lt)d's.., -...!(a~,v ... u_~, Vy • "-'JVJ} 

-.-/ (QuA • OliJ .¡ a¡JI) • Jj . .., -../ ( ON 1::0 1 a.n v¡ • tJn "?} 

1c/lo -,J{QJI-JIOJlj•ant)•Zj,.,. -,.)(Qpv •• avlj..,. <?JJY,) 

-.-1 {rnr.kl a1?j1/1Jl1} ..¡ 2.? 

La reducci6n de la fór~ula a posibles cuasiobservaciones seQún 
WROBEL (Bonn) da esto: 

ajuste planimétrico (1 iteraci6n si es el caso) 
para la determinación de a, b, dXo, dYo, dXi, dYI. 

-,.!(a""' 1t1.1! y) l):"~,., 

-,¡ ( au.< ~((u y) • f"5..., 

_. d Xi 

• d }'¡ 



e -

e 
-

y para el 

vx,. .. -
V " r.· -
Vz¡ .. -

... 
156 

ajuste altimétrico {1 a 2 iteraciones) 

para la determinación de e, d, dZo, dXi, dYi, -
dZ1 

'" -A ( (lur <(l¡¡ 1' {l¡J l} +y;~,, o. dX; 

•• -..f { (l/J)r l tll? y • (/1) l) 1 t·gf~ ·~Y, 

ex -dy +rUo -~1 (a u>- 1llJ1Y" fl¡) ; ) .¡ ¿,·t"'' 'cll: 

Como pesos " consideran 
para puntos ,, pase " ajuste planimt!trico 

px/' A = 
G'.~:.l ~ 41 r;p¿ 

p¡/ A - cr,z • ...jl{¡¡J 

" ajuste altimétric:o 

px; .. A = c-.cl. 4z r:r • 

py¡ " A - G'/ •AifJpl 

?z:'• 
A - •..Jlí)p< (¡,' 

Para puntos ,, 11 ga 
" ajuste planimétrico 

• A 
P:<i = 

A' f>p' 

Pr/ 
A = 7Cp-,-

.. ajuste altimétrico 

" A 
PXi = 

4' C'l" 

• A py, = A t t(pl 

• A 
P" =· 

... F Cr7 
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Aclaraciones ~ara el cap1tulo 12: 
Nomenclatura de fórmulas: 
(1) ..•• Cálculo de coordenadas del modelo como función de -

coordenadas terrestres (ajuste sin condiciones). 
(la) •.. C~lculo de coordenadas terre~tres como función de -

coordenadas del modelo (ajuste con ecuaciones de 
condición). 

(21) ... Cálculos ,, ajuste para giros alrededor ,, ejes f i -
jos. 

( 22) ... Cálculos ,, ajuste para giros "" ejes ""' partí el-

"'" '" 
,, giro. 

Bibliografía: 
Jordan- Eggert- Kneissl 111, Al 1972 plíg. 43f, 

13. Orientación Absoluta mediante el uso de modelos independientes. 

En este capítulo se trata de un ajuste de rr.odelo tridimensional 
y las fórmulas derivadas en el cap~tulo anterior se puede usar 
aquí , 

Se tienen varios modelos orientados relativamente independien­
tes entre ellos. Se supone que se tiene un mínimo de 3 puntos 
comunes en los diferentes modelos (-estos puntos deben formar 
un triángulo en 3 dimensiones-). En el dibujo se muestra esta 
suposición mediante los 2 puntos de liga P3, P4 y l centro de 
orientaci6n O". 

o' 0~1/J o• 

(Se puede hacer una expansión a n modelos sin dificultades). 
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F.xistr.n las sioui€ntes posibilidades: 

a) Primero se hace la orientación absoluta en el modelo 1. 

Con }c,-·...1-A ·Ji""! se tiene la posibilidad de determi. 
nar con precisión todas las coordenadas de este modelo: 

Así también se determinan los puntos comunes. 

Ahora se hace la orientación absoluta del modelo 2 en ba-

se a los puntos comunes. Con ésto se obtienen también coor 

denadas terrestres para este modelo mediante h relación • 

arriba citadafti 7 ..-1· A· J." 1 y pero ahora con otros valo--

~.A . .(. 
Es posible una simplificación mediante el uso de coordena· 

das del centro de gravedad. 

b) Ajuste simultáneo de todos los modelos independientes. 

Para ello se requieren coordenadas de aproximación para to 

dos los puntos de liga y centros de proyección (o sea para 

Xo, Yo, Zo, Xi, Yi, Zi). 

Entonces se cumple: 

donde L puede contener observaciones correlacionadas. 

Para el ejemplo de la p~g. 89 se describe esquemáticamente un -­

ajuste sipult~neo. 

E1 r.jemplo cont~nra Fotografías 1 hasta 8 

Puntos • hasta ' Centros de 

toma 1 hasta 8 

Modelos 1 hasta Vl 

Los modelos independientes " integraron mediante 1 • orienta-

ción relativa de: Modelo 1 fotografías 1 ' 2 

Modelo 11 fotoc¡raffas 2 ' 3 

Modelo 111 fotografías 3 ' 4 

Modelo IV fotografias 5 ' 6 

Modelo V fotografías 6 ' 7 

Modelo VI fotograffas 7 ' 8 



Incógnitas: 7 par~rr.etros por modelo (I hasta VI) 

d~, dXo, dYo, dZo, &Ji dO , dK 
3 p~r~metros por punto (a hasta t) 

dXi, dYi, dZi 

3 parámetros por centro de toma 

• 15 9 

(nada m.1s intervienen los centros de toma que 

tienen puntos comunes en ~arios modelos o ·• 
~sea para 2, 3, 6, 7) 

dxj, dyj, dzj. 

En la p&g. 160 se muestra una representación esquem.1tica de la 
matriz de coeficientes. Este esquema es una parte de las ecua­
ciones de residuos, que dicen: 

V A • X 

' ' 
A . 

' 
V .. ' L 

Cada ecuación de error tiene su peso especial: 

Puntos a ... t si es el caso, pesos iguales para X Y 

y peso diferente para Z. 

Centros de toma 2, 3, 6, 7 peso para Xo Yo y peso diferen 

te para Zo. 

Los centros de toma], 4, 5, 8 no inter~ienen en observaciones 
por ej, incógnitas. No vienen como puntos comunes en modelos -

secuenciales y por lo tanto no tienen influencia en la orienta­
ción absoluta. 

Para la representación de la matriz de ecuaciones normales se · 
vuelven a tomar en cuenta las reflexiones conocidas del capítu­
lo 6 para una anchura de banda mfnfma. En las páginas 161 y 162 
se muestran 2 posibilidades esquematicamente. 

La solución contin~a despuls de aplicar las fórmulas de ajuste 
conocidas. 
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~ij~rl1 de Pcuac1ones normales N Caso de estudio l. 

h 2 L '" 3 ' de l 

/¡1-- >L bO 

En este caso primero se trabajaron los mo~elos, y después los pun­

tos. La ordenación de los modelos a lo largo de la franja de vuelo 

ocasionó para la reducción (ver p~g. 94 ff) una anchura de banda -

de 57. Esto no parece muy ventajoso. 



~ 

' L 

" 
' p 

9 
S 

' T 

" 
" 
V 

"' 
v• 
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Matriz de ecuaciones normales 11 Caso de estudio 2, 

N 111 V¡ 

Se trabajaron los puntos antes que los modelos, y una secuencia 

de trabajo por hileras perpendiculares a la franja de vuelo con 

dujo a una fuerte reducción de la anchura de banda. liada más-­

queda un" anchura de banda de 30; el método de la partición re­

cursiva (ver pág, 99 ff) se podria utilizar en la inversión, El 

caso de estudio 2 representa lo óptimo. 
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14. Ajuste pl~nimitrico (método Anblock). 
Se trata de un caso especial de la transformación similar toj_ 
dimensional: nada más se trabaja un problema en 2 dimensiones 
(transformación Helmert). La fórmula (12./1} -como punto de­
partida- se simplifica a 

; ( "")/ Yi -Y·)l 
a.u l y, - r~ 

Las coordenadas del modelo (medidas) se describen como función 
de las coordenadas terrestres. 
La matriz de giro se obtiene aquf 
lo de giro (deriva K). Queda a si: 

como función de un solo áng~ 

(
a .. 
,,, '") ("'" illl : - ¡;, ).( (14./1) 

observaciones: coordenadas del modelo Xi, Yl 
incógnitas: 1, Xo, Yo, K o bien los incrementos diferencia­

les dK, dXo, dVo, dK 
se requieren valores aproximados para lo, (Xo)o, (Yo)o, Ko. 

El ejemplo del capftulo 6 pág. 89 ff. se va a hacer usando pa­
ra aclarar este método de ajuste: 

contiene las fotografías 1 hasta 8 
modelos 1 hasta VI 
puntos a hasta t 
centros de 
toma 1 hasta 8 

incógnitas: 4 poc modelo (I ... VI) "· dXo, dYo, dK 

2 '" punto { a •.. t) d X i , dy,. 

'" este método " trata ,, "" método ,, aproximaciones. ,. '"' se desprecian las coordenadas Z. En terrenos planos (Holanda) 
se utiliza gustosamente este método, debido a sus fórmulas se~ 

cillas, Antes de derivar las fórmulas debe hacerse notar en el 
ejemplo, que los puntos a, e, p, t se consideran como puntos 
planimétricos dados. Con esto existen puntos de pase en todas 
las esquinas del bloque (Adicionalmente se obtiene una preci-­
si6n uniforme en el bloque). 
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lC6mo se presenta ahora la situación de partida en el ejemplo? 

p 

• 

' o ,1>-----b¿ 

X 

y 

y 

<> 

Sistemas de coordenadas del modelo. 
sistema coordenado terrestre. 
puntos de pase. 

Se cumple como relación fundamental 
p~ra el vector f;G en el sistema terrestre. 

S'· • A A . Í' • t 1 

y como relación inversa para el vector del modelo ya 
se habia formado anteriormente la ecuación (1). 
Dice: 

fi = J A T ( f '' - {) 

, ·A'A' .,¡' ( ~·) { x;-x,}· {"' ,¡ 
y; y,·-y, - -JinJt 

''" " ){ x: -x.) 
COJ~ Y. -Yo 

La 1 inealización de (1) mediante la aplicación de incrementos -
diferenciales a las incógnitas y mediante el uso de residuos en 
las observaciones da: 

(
"·) ; (v'')·(,J,',J,J'}(A/•o!A' (Xi -x, • oh: -dx,) 
lj• gr., .V y; , Y,: -Yo -1- d Y." - d Yo 
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Efectuando las multiplicaciones y reordenando de acuerdo a las 
inc6~nita~, ~a con:o ecu~[Jone~ de rrror: 

---(~") • ( ;;; ~-[ x. _ x,] , r;, < [y, Y.]) ,¡,¡' :()•: 1 y, - Y.!) d 1, 
Vy: -!/nK[X',"-Xa]-lcv>Jl[Y;-.Vo] -/1~ (;(,-X~) 

(14./2) 

La linealízación también se puede describir de otra manera. 

Se recurre a la fórmula de Taylor para las ecuaciones individua 
les obteniéndose como relación diferencial: 

Ecuación de partida (1): 

( "') 4 ( ''" r< , T _,,,, 
relación diferencial: 

(J,,·) ("'dA , kdx , J,j 'J;fo J 

d¡; " l.L dA • li ciJo • ¡. A ;.¡ !# 

4 JX; ' ~f; (.< 1' 

( 
]2:i_ ,.¡x ' ' ... _, ') 
2.;;_ <1 > · • 2J,c d r. íJYi ' J;t; ' 

en dónde para las diferenciales parciales se debe incluir lo 
siguiente: 

-derivadas parciales de las x1 

D x-; 
' ;, (eon(X,-J,) • c .• ,¿( Y.-i;J] 

0~ 

'J :.;; 4 os 1{ d)(, 1 -- ' - 1 ' - Cp.J )( vx. A u ,x; ~ 

"J Jf; A 
Sir, 1{ ;; )(; 4 J ,·r¡ ~ D y, ' ~ J ' -1 D y,-

'J >!'; 
Di< ' ;} [-s'-•"(.x:-.x.) • '"''' (r:-J;J] 
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y para - derivadas parciales de las yi. 

'J y_," " • • D y; A . ,. Stn" J ' ;.¡- ..{, n 1{ 
ox, ,¡ ~X; 

.. ¡¡y; A coj 1( 
__ ]_¡_; __ 4 ros J( , --- J ' ~ D y, ·~ ~y¡ 

íl!" 
' : (- """ {X:-x,)- ,;"¡<(y;·- t.J] 

"" Aplicando el c~lculo inverso (la) conduce, mediante linea1iza-­
c16n (segGn el método antes d~scrlto), a: 

n: 
;lA 

JY, 
'x, 

(d;(;)··( g~ d~, 
ol y¡ ;{'-olA J 

-,.\A ( ;.:J ( x:} { Mf v,,. • 
.. ~ -;:¡¡t; 

Y.- -~ V.r; ~ • .x; 

dónde con la relaci6n de parti!!a: 

(x;) , _¡ /"s" f¡ S·~ ll 

las derivadas parciales deben quedar as~: 

-= y,· co's11- y: J/nJ~ 1 
J2J', 

' >(,' s:n J.t f y:rtJsJI 

"' J 
f} y; 

' o 
;¡ x, 

o J 
() f; 

' d 'r, 
'J )(,' 
iJ }'o 
;¡y¡ 
¡¡ ~ 

JY, 
¡¡ k ' A(Y;m,¡ -y: J."nJt) 

? x; 
[) y¡ 

.- r\ {().f J( 

:J x;_ -:: -.A .s:n N 
J y; 

J 
JY, 
J y¡ 

~y, 
;¡y; 

' ~ s-:n 1/ 

' ,..¡ ((JJ 1( 
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En cstr caso s~ tirnen nuevamente ecuaciones de condición con 

incó~nit-as (-los valores de las coordenadas del modelo medidas 

intervienen junto con las incó!'nitas en el lado derecho de la 

igualdad). Como ya se hizo varias veces en el capitulo anterior, 

se pueden incluir pseudoobservaciones. Se cumple: 

Vx/ = { ;.,. r"~ 1< - y:r;.., ¡¿) d), ~ c/X1 -A { .v,- s;,,¡¡ • y:osi<) d 1( 

~J {x;cilS!( ~y;J~·,¡I()+X' J dX,' 

V y,-' = ( .x: s: .• J< -t y:mu) JA ¡ e( Yo .~-,A (x; WJ<- 'JI J,-.,11) el}( 

- ...\ {y; .s,¡,~ 1 y; rc!ll} * Y, 1 ti Y,· 
con el peso: 

px.·ll 4 • " 'x' ' óy' - py, ' ' ó/ 1 ,.jl¡)pl ' c-rl ' ,¡' c-p~ 

e o donde para lo. puntos de 1 i ga : c;.l = 6/= o 
Debido • dngul os de giro pequeños '" el roétodo .Anblock " puede -
considerar que cos K • 1 y sen K = O. Con esto se obtienen coefi 

cientes muy sencillos (reordenados de acuerdo a las coordenadas -

del modelo) para Vxi* y Vy
1
*: 

Utilizando nomencla.tura nueva a o bien b parad~ o bien ~dk d<i 
como relación final: 

(tll./2n) 
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Bás~ndose en el ejemplo ahora se va a dP~cribir en forma esque­
mática el m~todo Anblock, Se utilizan las ecuaciones de error -
{2), las cuales se pueden representar matricialmente de la si-
guiente manera: · V , A,x, 

• 

. r " · JJod - 1Y " e .1 K m o r .1 -•• 
' ' ~ ~1 

~ --~ 
~. ~-

'$0 ~: 
~1 

~~- ~ ¡--~1%( 
1 ¡::PJ;: 

-~. J 1 

• 

~ -~ l,. 
11 ~' ~ - & , 1 Fi~J 1 

~ 
1 

~"e ·~· ~~ 
~l 
""' ~· 

~-
~ . 

~¡ ~ 

%12 -~ "' ~1 '~ ··~ ~ -~ ~ 
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La matriz de ecuaciones normales se vuelve a establecer: 
ca~o de estudio 1 manejo de los puntos, entonces 1~ anchura 

d~ t•arldd del modelo e~ 24 (anchura de -­
banda completa). 

caso de estudio 2 modelos, después puntos: numeración per-­
pendicular a la franja de vuelo. Anchura 
de banda 10. 

caso de estudio 3 modelos, después puntos; numeración a lo­
largo de la franja de vuelo. Anchura de 
barida 10. 

Aclaraciones: - No tiene sentido poner en primer lugar los -
modelos, y después los puntos (1 en compara­
ción con 2 y 3). 
Mientras la anchura de banda sea 2/3 del an­
cho de la matriz (supuestamente para el mét~ 

do de la partición recurrente), la dirección 
de la numeración en el ajuste planimftrico -

' carece de interes En ambos casos se obtuvo 
una anchura de banda de 10 (ver partición re 
currente p~9. 99 ff). 

Matriz de ecuaciones normales N Caso de estudio 1 

sym. 
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Matriz de ecuaciones normales N Caso de estudio 2: 

T IV lf v iíT Yi"c[/¡¡\....,o,. -- -- - - - - - ' ??,¡----~ 

~n -~ 
:J/~W --~ ~--

M-l~ ~-~ - '·n~n -~ ~~~ 1 _%_~~ 
~-%'@ u 

- ~ nn . r¿¿--- -u~-~ ~ ~:% % 
t-"~ ~ u~ ~ ~~~ 
1 1 '" §f 

' "- 45,"' 
' ~ .... ~ S y m, 

-/,!)-
' - ".e:-

'---'L --
'4 

' -w. 
¡,-, 

Matriz de ecuaciones normales N Caso de estudio 3: 

7i[ - c./hl( .... ,-jo r 7{ !J' y Y! 

o 
~1 1 ' f2 W, 0, ~% ' 

~1 fi~lTh -~-~-~_ffi 

~'- - r 1 ~u . ----~--

~ ~ i 1 ~ ' - ~ 
-·~ ~-~~-~ :iffr ; m -~ i%~ 

-~ -~-~~-~; ~ 

"' ~Wú¡ 
94,1 

S y '"· 
. l,zy,l 

. '">. . 
-~,..,,-

- ~~· 
4"~' 

% -~ 
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15. Fórmulas diferenciales para la orientación relativa. 

En el capitulo 9 se trató la orientación relativa con ~alidez 

general. Pero en la práctica de la fotogrametrfa inter~ienen -
una gran cantidad de situaciones diferentes, en las cuales mu­
chos parámetros de las fórmulas adquieren ~alores especiales. 
Este es por ej, el caso en: 

la orientación relativa de fotograffas perpendiculares 
(fotograffas verticales). 

o la orientación relativa con métodos independientes. 
o la orientación relativa en terreno monta~oso, 

etc. 
En los subcapitulos de este capitulo 15 se deducen matemática­
mente algunos de estos casos. 

15.1 C'rientación relativa de pares fotograficos independientes. 

La tarea de la orientación relativa consiste en eliminar 
la paralaje vertical. Para ello se deducen ecuaciones de resi­
duos. 

En secciones posteriores de este capítulo se determina la ecu! 
ción de error para la paralaje -y y por dos cálculos diferentes. 
Como primer cálculo se escoge como punto de partida la ecuación 
de error para las fotocoordenadas y' en la resección tridimen-­
sional (5./46). La segunda deducción parte de la ecuación de P! 
ralaje obtenida en el capitulo 9 en la orientación relativa. 
Con ambos c~lculos se llega a ecuaciones de error para las coor 
denadas fotográficas. De estas finalmente se pasa a coordenadas 
del modelo, tcuál de los problem~s arriha mencionados puede re­
solverse con las ecuaciones finales de este inciso? 

Las ecuaciones de error para las paralajes y en coordenadas del 
modelo pueden usarse por ej. para la orientación relativa de -­
instru~entos analógicos. La ecuación de error para coordenadas 
fotográficas se aplico en los pri111eros intentos de la fotogramt 
tría analftica mediante el uso de calculadoras de mesa (medición 
del terreno)· 
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La fórmula diferencial para la resección espHhl {5.4b) dice -

a~f: 

f {-ji 'tlu -e ttu) d X/ 1 {- y.'an - e a u) el~ 1 

.¡. {-y.·'a.ll -CQzJ} dlo' 

t {y;' { -a,J(f,-~') 1 a11 {¿;-(,')} 

'e [-a,,(Y,·-Y.j+on(t:-lo!]} clw 

-+ [ y;Jf rPs.j r x,·.x:) 1 s;nv J·,·.,; t Jr-.t;') 

- t"l!5 I.J s.",¡ ~ ( z;- NJl 

+e [ r:~ f ¡,"",¡ ¡¡ (y,-·.>:~~ - s:,., w ros¡. J,i¡ 11 (Y." ·Y.) 

· ICO¡u"Jp[;,k(2;-!o~J} olf 

+[e { -an(Y. -.M- a+¡ (Y,- Y,~- a,, (2: M}} c./)( 

-l{yi'a?.l 

~ ( yi'a3J 

A
3

B queda así: 

A
3 

8 o a
0

-1 ( x;-,1',') , a" {Y -t.), a,1 {);-t.') 

De allí se puede deducir que para el !inoulo de giro se cumple: 

Ji o o 
y con ello surgen simplificaciones en la matriz de giro ado! 

tada. 

' 
o 
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Con las simplificaciones se obtiene para las fórmulas diferen* 
c1~1~:. pdr~ 1~ fQtografla 1: 

y de la misma forma para la fotograffa 2: 

V y( " - (/!.") [-e d y,•- ji'</lo'<fy;'(Y,-t.") •c(/:-z:J] e/,.;' 
. , [y."(x .. ,r,¡] d(- c{Y:-Xo') d~" 

• Vpy; 

~ e 'd }',' 1 y/ el tJ ( j:·"arm .• !Ji"bu) 

,, resta " estas '" igualdades ,, ""' ecuación ,, error para 

1 ' paral~je -y 

G/ V¡. • vr ' 1 ~ - (15.1./1) 

'" fotografias dependientes ""' fotograf'ia " considera como " rrectamente orientada. En este caso se escoge la fotografía l. 

La segunda fotograffa se orienta (conexión de fotografía secuen 

cial). Con esto se cumple: 

Jr~' ·dio'~ dw', cJrj'. dJJ 1 "O 
y si adicionalmente se conocen todas las coordenadas de los 

puntos: 
o/}';1•1_ oJr.·m. cJ_¿;"~- t:lt;t'!"o 

adicionalmente se hace ·notar que: 

ofr,·- dY,'· dby; olio' -o//,'· dbt 

Con ello se obtiene para (1): 



" Vpy¡ 

O' 

Vpy 

En la 

. -

última ecuación se substituye: 
¿/ = 2.," 

' ' 
Y.,"~ b 

{ 

·11 , • r ./1 .- r)· J"l'l¡ .• -e dby- y. ·dl."•;; ,//,' -y, Y• 'e,,-,. U''" 

•{y;'{.t-!}] d(-c{!.H!JI·j-(y.;.- y.:;,) 
-4 ( yi' sr ... - >!i 't.,) 

Basándonos en el di~ujo son válidas como relaciones entre terr~ 
no y fotografía: 

o· ---b 

-(/,-!;) 

(1;·2.'1 ' 
e Y• 

b A (X."· X') 
• 1 

be 

x.-' Y; ·b- x--x.'- {2;-N} -z-
Esto se tiene que substituir y después de algunas transformacio­
nes algebr&icas {~ue ocuparfan una p~gina) se obtiene finalmente 
como ecuación de error para la paralaje vertical en coordenadas 
fotográficas: 

,y,"- Xil x.·ly·• ., . 
" <1 by ' ' ' - Xi y; el he = ' b be 

( -9' e) d"' • 
Xi • y,·• el~· +x/dJ!'' + ' e 

( 1_5.1./2) 

donde " cumple: 

py¡j<•. - ·' 
Y• 5'"' Y·s~ 

py; b:r. - . y' y,' 1 &t. - ~ ¡,~~ 
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Se puede obtener el mismo resultado con la ecuación de p~ralaje 

de la orientación relativa. Para la 1 ineal ización de la ecua~~~ 

ción de coplanaridad se obtuvo en (9./Sa): 

• A Ít[u·' ·• ·' ') Jb f ( ·' ·• ·' ·') cJD PY/jr. •. " -b-,-~ "'' u. ~u. w. y u, v, ~ v, U/ ; 

base ' 1 ' 

o~ [ ( b }' v/ - by u/'}( an y¡" - tUJ yi~) 
-l{bytv;'. h1 vi')/auxi~ ~a~.~ y:~; 

~ { b:.; t:\"
1

- bt u;')( a. u x¡~- 011 y..~J] o/ 1/" 

f [ ( b1 v; 1 - by LJi' J{- x/os{,) (OJ <} (O! J.! ~ )~·" .t/n ..., ros/¡,;, J! 

- e J.'r¡ w s:l) ~) 

~{b¡ v.·'- bl v¡'){ ~ x/ ¡;,~ ú'S i< 1yi' ¡;',¡ 1 s.i, '< - t' ro; t) 
-{h.t ~¡' - bl uij ( Xi" s:,w ros f m Jt - ji"rcr o tos 1- ¡;q '1 

- C s:o o S· o /)] d ¡/>' 
-+ f ( bx v.·'- by u,"){ ;(.-~a,1 ~ y/a11 -e a;;) 

-{bxl!.-/-b;u;'J[-x;"a.~3 -y;-'a13 _.e a3;J] chJ'' 

• b, ( ., ... v, w, - ' ') IV, y, - 6('' '") yu.w.-Mv/ 

< bl { ,, ., u, v. - VJ ilf¡ 'IJ 
dependencia "' '" fotografías " adoptan como -

simplificaciones: 

" r 11. o "' • • • 

b< • X/- X/ - X" . - o - )(,' - b 

by • ~,- w ' ~,.- o ' w • o 
bl l,," - 2o' z, " - 2/ o - ' -
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Para la interrelación entre el sistema u v w y las fotocoor­

denadas se cumple: 

o;') ~ o 
v:' ' o "' !(,'' o o 

o x-,.1 

o 1},"' 

1 -e 

(~~:;, 1 
4 o 
o 4 

o o 

o) [Y,') o yi" 
A -e 

El vector aproximado calculado para la paralaje vertical da: 

P Yi "bu. = b.t f v,"'w;'~ w:'v;'l -by{ ui'-,,:·"- wi'u;•) 1 b¿ ( u;'v/- y/¡g,·•j 
Con estas suposiciones se cumple para las ecuaciones de resi­
dUO S : 

Vpy. ' --cb
11"-c-{(-cx:'' ,;'e} dby '(x:'y;'- y/,;"}d6' 

' { b e r;') ''"'' (-by/ x.") ,u· 
-1 (by;' y/ 1 b c 1} c/w" 

( PY."a•" /'Ji',.) 

y con: b 
( r. •) 

. 
J ••••• • 

Se obtienen nuevamente la ecuación de error (2) para las para 
Tajes -y l!n fotocoordenadas (además los valores medidos son -

paralajes en la fotograffa). 

•1 •JI -1 -il 

Vpy; H ,.;· " " -
b dby K·Y•-Y•X< 

be db; ' 
)(,"" d J! /1 

"" e) d..,;'' + ( .:!//'"~ 

- ( n;,. - !'¡·"6,.) 
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Después de que se obtuvieron de dos maneras diferentes las -­
etuaciones de error para las paralajes -y en coordenadas fot~ 
gr5flc~s- r~t~~ ~e us~ron como pr1m~ro~ c~lculos de la foto-­
•tr"m•·Lr·1~ ,,,.~ 1 11.1~~- yo "" ·.•· ,¡,.¡,~ ''" pnrll r· rl.- rotogr,¡ffas. 
Ahora se elaboran relaciones para modelos, 

Se establece nuevamente: 

2; - ¿,' ' h 
y,· • o 

l" relaciones entre toordenadas fotográficas y ,,, modelo '" fotograf1as verticales están dadas '" (ver cap, 2 " bien 5 . ) : 

. 
A~'.B' )t¡ ' x; -X,' .E_ • -e • -e • e 
A/8 1 ¡;- 2/ h 

y¡' Al' 8'- y,· fo ' y.· - - e -e ' • o • e - • -A/ (3' ¡· l ' ¡, ' - o 

X; • • - e A4"lr - e • A;' s· 
x,· X • JC-6 ' . . -e • ¡;- 2/ h 

r A/8~ ~- ¡,. L ' • - e -e ' - . e-' ' -
A1' 1r ¡;.¡,· " 

Con esto existe la posibilidad de cambiar las coordenadas del 
modelo por las coordenadas fotográficas 
(2) se convierte en: 

• e e-% ol by 
e É_.)s c/6¿ vpy • Vpy h ' • --

h,F _p- "' 
+ e X,"- b d<' e (;,-;-b} el/' y,· 

¡, h' 

+ _y/) olw' 
h' 
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Con ligeras transformaciones e la última igualdad se obt1enen 
las ecuaciones de residuos para las paralajes -y en coordena­
dH del modelo: 

Vpy o/ by - _iC_ ,, 
+ { Xi 

h 
b) y; 

;/h·b}d~" 

- h(/11 .x!:J ¡, ' 

( P Y·J'" - PY' 1") 

dw 11 

L-------------------------------------------~(15.1/J) 

Aclaración de los signos para dK": El arreglo+ proviene de -
del sentido de giro del ángulo de giro K (Se puede tratar 
de un giro a la izquierda o a la derecha), 

(3) también se puede usar para la orientaci6n relativa en apa 
ratos analógicos, ¿Cómo se debe proceder? Todos los par~metros 

de orientación de una cámara nueva 2 deben ser determinados, 
El proyector 2 depende del proyector conocido l. 

Este es el caso: Orientación de fotografías dependientes. En 
este caso deben medirse las coordenadas fotográficas (coordenil_ 
das del modelo) en la fotografía 1 y las paralajes -y. El ajus 
te contfnua con las ecuaciones (2) o (3), ast como las ecuacio 
nes de error para coordenadas fotográficas del cap. 9. 

15.2 Orientación relativa de pares __ fotográficos independientes. 

En el capítulo 15.1. se describió una conexión de fotogril_ 
ffa secuencial (la fotograffa 1 se consideró como fija, la fo­
tograffa 2 se orient6). Ahora no se hace esa suposición. Por -
lo tanto no se puede una apoyar en la traslación de las compo­
nentes de la base {by, bz), sino debe uno limitarse a los ele­
mentos de rotaciOn de ambos proyectores, 

La ecuac16n de partida es (15.1./1). Las hipótesis de la pág. 
172 y la parte superior del a pag. 173 siguen siendo vSlidas -
(fotograffas casi verticales). 
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Entonces se obtie~e: 

' Vpyi 

Otras 

z.- -
x-.- • 

y,·' 

''" esto 

= vy;" - vy;' 

A ¡-e ,>/Y,'- y;"dl.''-(y."(Y,-Y.")•e(l;-2,~clw' 
•{y;'(Y.-X.'))dl'- c{X,-Xi'}de 

-# C· dj: 4 y,·~tf¿,·] - ( r<1r,.,.- )'/"'¿..,..) 

{-e d W - yi' d 1.' • [-y:' 1 Y,-- Y.') • e ( J;- .?.')) d"' 

+ {y;' (Y;- X,)j ol¡' - e (y;- X,) c/11' 

~.t. dj: ~ y.·' en"] + ( y;;f,., - y,·'b.Y.) 

relaciones qoe deben considerarse: 

t.' z.- -"2. • k - -
' - x;• e (x;•- !) = x: ' - -
' " ' y,- ; _, e - Y• • y.· 
" h 

" obtiene ""' ecuaci6n ,, error ,, paralaje. 

Vp/ = : {-e dy,'- y;' o1 ¡," + {- y;"y; • e!,} oh/' 

• [y:' (y, -J,J] ,Jr-cfx;-6)dk" _ 

~ e o! y/ .J. y;"' o/;;} - ( y/ .. 1'""' - y/ ."¡y,) 

4{ . 
-4 ¡¡ ~ cd;&'- y/r!l,/~[-y/)',· -1- eh} dw' 

• {y:'~] d ( - e"' df' 

~e dy,· "'>k'ollt"J - (y/J'"" -y:'¡,,). 
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Las ecuaciones de residuos para las paralajes -y quedan enton 
ces en forma general ~sf: 

- para coordenadas fotogr~f1cas: 

Jf_" 
' . ' ,..~ )/' - .1'!- ol ¡, ' 

. h 

oll' . 

y - para coordenadas del modelo 

vpy 

• {k- b) y 
h 

y,· -'l' -t-l,;fC 
h 

xY 
h 

(15,2./2) 

En estas ecuaciones se pueden escoger 5 inc6gn1tas: 

_/ , 1 
~ y, - dy, • 

o/ l-ti'' - che ' ~ 

ol w 11 

el 1!" 

dby 

o/ b¡ 
Una vez escogidas, entonces la 
orientaci6n relativa de pares 
fotográficos dependientes es -
posible. 
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En pares fotograficos independientes se usa como incógnitas; 

,.J 1{ ' ¡/ J' ,¡ ~/ ~ "' r ¡/ '"' ' 
o bien; c/11 1 ,) 1' ol 11" .'1 ,¡• dw • 

"" esto la ecuación 1 2 1 se simplifica " 

Vpy • f X dk 1 • ( )t -b} ,,,, 

.Dé. d ~· + i> -b) l:' df 
h /¡ 

- h [ 1. ,P]clw"- ( PY.;'- - 1'/6·) + 
( 15.2/J) 

Apropiada para la orientación relativa ¿e pares fotográfi~ 

cos independientes en coordenadas del modelo. 

15.3 Orientación relativa de pares fotográficos dependientes. 
~ t'.étodo numérico para i ns trumen tos a r.a lóg 1 e os ~ 

Los 5 grados de libertad de la orientación relativa depe~ 
den de un solo haz de rayos, por eso las rotaciones dk, y di!, 
se substituyen por las traslaciones dby y dbz del otro haz -

de rayos. Con esto se obtienen pares fotográficos dependientes. 
En modelos numéricos se utiliza la fórmula para paralajes -y en 
coordenadas del modelo (15.1./3) en un modelo estéreo. Ahí se -
habia obtenido para las paralajes verticales: 

El puntonadir izquierdo coincide con el punto de orientación 1 

y es a la vez el origen del sistema coordenado del modelo. El 
punto nadir derecho coincide con 2. 
Se miden las paralajes -y en 6 puntos, para calcular mediante 
un ajuste la magnitud de las 5 incógnitas. 
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Representación gr~fica de la situaciOn de partida; 

y = ~ rl 
3 r----'-----, 1¡ 

1 
' <•b 

1--~,--------jl 
' o y o 

Esto conduce al siguiente esquema de igualdades: 

1¡-:;-;;/ 1 d b¿ 1 

- --
de' 11 Phi. )(¡ y: Py• off' di' 

1 ---- - - -
o 1 P• !1 b 

1 
/1 o /1 o o -h 1 

11 ·--~____¡ 

o /'1 ¡~ z b 4 o o o -h 1 

·----i~ 1 
. ,i 

3 o d '1 /1 d 
b b< /'1 11 -- -- -h ~-1 

h h h 
. --- --- ·--- -·---J 

~ b el 
11 d «" p, . 14 -- o o ~h-Jil 

__ _j h 
-- ·---- ----- ----~-1 

• 
¡- ---

5" o -d. w 11 1 <L 
b bd d' ' 

h 
-h·-

• 1 h 
., 

-- --~,----- ---- ~--- ~- -·-··1 

6 b -d d «' P• · 1 h . o . o .}¡--1 
. _11_1,.... 

., 
1 - - -

A -----

---

- 182 
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Una inversión de ATP.. es ahora fácilmente posible. ~~ se obser 
v~ e~te rroducto m~trlc1al, se 110ta, ~U!' 3 renglones de las 
3 incógrlitas dby, dk'', dw'' y los rest~ntes 2 renglones de las 
otras incógnitas dbz, d~'' son influenciados, Por eso se orig! 
nan 2 sistemls independientes entre ellos, 
Las ecuaciones normales quedan así: 

- en el sistema de 3 x 3 

6 clb¡ • 3b •~· - ( ¡,¡, •lt ¡f:) do'· P. 'f' 'P• 'f' 'F' 'í'' ( •) 

( b) 

y - en el sistema de 2 x 2 

(d) 

(o) 

(d) y (e) se utilizan para determinar dbz y d~". Se multipli­
ca (e) por 2/b y el resultado {e') se resta de (d): 

btJZ bol ) 
-2/!c/bl >-,.-{pi-('• (d)-(o•) 

De allí se obtiene in~ediantamente para la incógnita dbz: 

1 
h 

2d 
(1.5.)./1) 

Para el c&lculo de d~' se multiplica (d) con by de allf se 
resta (e): 

2. M' ·' ,,. ,1 ( o ,,_¡ 
h' "'Y , h f<·fJ'/''?V-cfC Y'/i"')-(o) 
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Agrupando ~.r ohtir.ne de allf lo1 incógnita: 

---------··---------------, 

( 15.)./2) 

El sistema de 2 x 2 ha proporcionado en forma sencill~ 2 de -

la 5 ecuaciones buscadas. Ahora se utilizan las relaciones (a) 

hasta (e). 

(b) se amplia a (b') mediante -(2/b): 

{, db¡ 'Jbdk'-(th"'~')dw:•f'•'f'•'F•'P"/'"P'l•l 
-tdby tbclk;<{ti,,J¡~'}Jw'•-2{p<'fJ'f') (b') 

' - Jb ,¡"' ._[p: -2{p•<p¡ tps) (a) o (b') .. , 
después de eso la relación para la incógnita dk" queda así: 

Calculando las 2 últimas incógnitas (a) se divide entre 6: 

' "'] 1 " h ~'z•" 'J-- (;tJ --w n 2 

Aquí se debe substitu1r (3) por dk", Con esto se obtiene para 

la inc6gnita dby: 

1 olby·}lpz•e•'f')•[h•H']dw"l '"·'-/'l 
Una segunda ecuación con las incógnitas dw" y dby, se obtiene 

con (e) y (3). De alli se puede calcular dw" después de algu­

nos c~lculos: 

1 ofw" :::: ( 1_'>.)./5) 

substituyendo (5) en (4) da dby. 
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Con las ecuaciones (!) hasta (5) se tienen formadas las rel~ 

r:ionr~ p~ra to~.1s lds in~ó']nita~. Se neCesitdn toda~ l¡¡s 6 • 

observ~ciOt\CS para la ~oluc16to, ~1 se miden las paralajes -y 

en los 6 puntos de orientación, entonces por medio de estas-

5 ecuaciones se pueden determinar las correcciones que se -­

aplican a los parámetros de orientación. 

BiblioQraffa: Buchholtz/Rüger 1974. 
8.5.2 Determinación numérica dela orienta· 

ción relativa. 

Jordan-Eggert-Kneissl 1972, 111 A2 pág. 93 

15.4 Orientación Relativa para pares fotogrHicos dependientes. 

- Orientación 6ptica-mec~nica en instrumentos analógicos -

En lugar de llevar a cabo una medición directa de las par! 

lajes -y aplicando una corrección, se pueden usar los princi-­

pios del capítulo 15.3, para hacer una orientación óptica-mee!_ 

ni ca en aparatos analógicos. Esto conduce a un método de apro­

ximaciones. Se requieren varias iteraciones. Prácticamente, por 

cada punto de orientación donde se elimina la paralaje -y se r~ 

suelve una de las ecuaciones de aproximación. Se procede de la 

siguiente manera: 

1 1 
2) 

Se modifican Qnicamente los elementos en el proyector de 

secuencia. 

Eliminación ,, P1 "" dby 

Eliminación ,, Pl "" dk" 

Si '" puntos 1 y 2 "' coinciden exactamente con los pu~ 

tos Nadir de las fotografías (·que en la práctica es lo 

normal-) entonces tiene que iterllrse. 

3) Elfminaci6n de P4 con dbz 

4) Eliminación de PJ con d¡j:" 

3 .------,~ Si los puntos 3 y 4 no es Un colocados simétrica-­

mente y perpendiculares a la base 12, entonces tar.. 

1 
bién tiene que iterarse, 

• 
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y finalJl'ente, 

5) Eliminación de dw" en el punto 5 6 6 

fn J¡¡~ P·'~~'l~ 1) á 4) no se consideró dw", a pesar que 

apartce en las fórmulas, Esto significa: intervienen -

sobrecorrecciones en el método, Por eso en el paso 5) 

no nada más se tiene que eliminar la paralaje -y sino 

que se tiene que sobrecorregir, 

Los pasos l)á 5) se representan ahora con fórmulas. Para em­

pezar se tenian los siguientes paralajes: 

P• o dbt -1 h dkv - h diJ 1 

p¿ o d b¡ - h JIJII 

P• o db¡ - ( 4bc ~ b dJt" - 1,5! di' -1 h ' ~
1

) dw• 
h 

"b¡ . t dbt (h 1 d
1
} 1 P• o -;; d <.' 

., g ~bl ., ~d :JV" 1 h ' 
d' 

f< • ,¡ b¡ ., b dJJ' Jl}dw' 

P' • d b¡ ' d h al bt - ( h' ~} Jw" 

1) La paralaje vertical p2 que aparece en el punto 2 se elimi 

na con dby, 
Entonces se cumple: 

ol by ,. olhy- h d1./' 

dw" también se corrigió simultáneamente 
(sobrecorreción) 

Las nuevas paralajes quedan asl: 

-P• • /" olb¡ • b di!" 

- oib¡ o p¿ • P' • 

~- d ¡/ 
dl d ,, J 

i bdl!"- - v 

P1 • j'J dby • 
- ¡; "'' 

h 

d! 
-1 "" "' " P• • {"' db¡ • h 

d db> .{b41/' .¡. ~- dY' ~ ,¡.,• - ,/by h ps • ps • h 
d d' dv' - P' - Jb¡ oibl -

P' ' • h h 
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2) En el punto 1 se aplica la inclinación b·dK", Con esto se 

elimina la paralaje p
1

. La inclinación se elimina inmedia 

tamentc en la magnitud correcta, con lo que todos los coe 
ficientes de dK' se vuelven cero. 

Después de este paso se obtiene como nuevas paralajes: 

' b dk" 

.. -p, 6 di/' 

= p, 

' 11 

' o 

• 

bd 1 f. -' -• 
Jd. d J.'' -

" ' 
3) En el punto 4 se elimina la paralaje p4 mediante-* dbl 

Se obtienen como paralajes: 

• o 
o 

-·-
4) En el punto 3 se elimina la paralaje p3 mediante-~ dj" 

Con esto, para el paso 5, quedan como paralajes sobrantes: 

~ = 
P' ' P• ' o 
~ " P' ' P' ' o 
~ ~ 
fJ ' fJ -(- b.d df) ' o 
~ " o 
"" 

' P' ' - " - (· bcl d r1 2 "' dw " ps ' ps ' -
. h h 

~ ~ 2 ...¡ l 
d .. " f' ' f' ' -h 
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5) Na~a más p5 y p6 son diferentes a cero. 

Ahora tiene que eliminarse en el punto 5 ó 6 la paralaje 

rr··.r.~"t"- t<!~ <lw"- py. SrgÍJn 1,, ('C"~ción de rartida se tiene 

que corregir sin lugar a dudas con- (h *'¡ dw' ~ py, 

Con esto prevalece la relación: 

f>J'k/'f 
hlHJ1 -- (h 

-(2 "') J " . - " • 
• py 

o sea que la paralaje existente no se corrige, sino que la 

correspondiente relación de arriba se sobrecorrige ccn el 

factor. 

La expresión ~ ~ (K - 1) x p5 se denomina factor de sobreco 

rrecci6n. Se obtiene con: 

<~ •ps[{U4•;;J]--t} '1';-{t + 2~~ --1}, 
'Ps~~ z1J, 

(15.1¡./1) 

Y para la paralaje: 

Oependiendo de la posición de. los puntos 1 hasta 6 con -­

respecto al tipo de cámara el factor de sobrecorrecci6n u 

puede tomar valores de 0,5 hasta 4. 

Oespués de aplicar la sobrecorrección se obtiene en todos 

los puntos de orientación restantes nuevas paralajes. Esto 
conduce a iteraciones. 
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E 1 procedimiento ,, sobrecorrecc16n quedará ,,, el a ro median 

" "" ejemplo: 
r.on1n "'"'i"l" <, {' til'n~: 

F 
-------

1" 
e ~ A !J- 2 

"' 
< •' • Zlo M• 

. ajl. ' 44S" 
~-

'" esto " cump 1 e: ri' ' qo ··-
e _!¡_ "'z e' h' ,¡;2' 234PV ~ ' J. d' o! 90 ~- ' /O' ' .- 2 .. J'S 

ol' "' flt:D 

y para la paralaje 's 
- • p,· [1 ( 11 • u s)] pr. ~ 91$ Ps ~ 

La p.J.ralaje P5 se tiene que eliminar y se sobrecorrige con -

i15 ~ o.925 

Bibliografía: Buchholtz/Ruger 1974. 

8,5.1 Determinación óptica-mecánica de la 

orientación relativa· en fotografías 
verticales. 

Jordan - Eggert - Kneissl 1972 !JI, A2 pág. 93 

15.5 Precisión para la determinación de los parámetros de-­

orientación en la orientación relativa, 

La ejecución de la orientación relativa basada en la -­
eliminación o medicion de paralajes verticales, Con ello se­

tiene un gran número de errores que juntos influyen en la pr!_ 

cisión de la orientación r~lativa. En parte serán errores de 

caracteres sistcmoiticos. Por lo tanto 'Jfla apreciación es muy 

dificil. Se puede· hacer un tanteo de la apreciación para el -

cálculo numérico del capftulo 15.3 con ayuda de la propagación 

de errores. 



r:1 al!IOritrno d~ ajustr rlice: 

X·(A'A)' 4 A'L 0 A' L 

y con ello se obtiene para las variancias: 

v'Pv 
n-u 

• 
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La inversión (determinación de ~) es numérica fácilmente po­

sible. Las interrelaciones se pueden ver f§cilmente si expr~ 

samas a x como función lineal de L. Para ello hay que usar 

las ecuaciones (15.3/I .•. 5). 

Estas se tienen que derivar con respecto a las paralajes P¡ 
que entraron en escena. Las derivadas parciales se agrupan -

en la matriz B. El c6lculo para las incógnitas x queda a si: 

1 y • g ( 15:5./1) 

000 8·{A'A}'
4
A'·OA' 

Las observaciones L (paralajes) tienen el mismo peso y se con 

sideran independientes c~ll: ~). 
Después de eso la propagaci6n de error da para: 

8 Br • ( A'A)"
4 

-4' A {fA' AFJT 

8 3r • j_A'j'J)~-;r'/f}( A' Aj" 4 

¡; 

Con esto queda demostrada la igualdad de los cálculos: 

ll X 
1' 

Q 1' ' ( A X A · )-

= Q 

BBT se obtiene fácilmente con ayuda del ya bastante usado es 

quema: 



. " d~} 

o 

/1 
3b 

o 
' 

o 

d --
Jb 

o 

o 

d 

Jb 

_..!z.. 
2bd 

h --Zd 

A --Jb 

(<? 

o 

h 
2b4 

h 

1 --
36 

h --2brl 

o o 1 --
36 

o o o 
---t--+--+--+---1 

1 --lb o 

o 

_¡,_ 
Jb 

o o 

o 
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Con ayuda de la matriz Q se obtiene para la desviación stan­

dard de los par<irnetros de orientación para pares fotográfi-· 
,_, .. d<'[H'nrli,.ot~~: 

------------
¡;-dby ~ ' -,¡a ,¡1,1 v-:; . e-, 

C"c1bz • ' -v aJbl rlbl 
.¡;; 

(dll. • ' -y o.,"' "' 
Ódl • -.¡ 0d¡ di • e; 

~ 

,¡ (},¡..> fl.q 

(15.5./2) 
Ct~~..: ' " ~ 

"" 
G dby ''by ' ' 

h' 3h' 
O ded¡ ~ 

h' • + ) 
3 "' '"' bl ,Jl 

6!d~J Jb¡, •• a d<J ".¡ 3 h' • - • u• ' 'Id" 

a t(k di< 
2 

• 
3b 

En (2) todavía se tiene que detert:linar la desviación standard 

oo, Para los residuos se obtiene como cálculo de ajuste: 

V • AX - L 
y substituyendo las relaciones para X 

Con esto se puede calcular VTV p~ra ser usada en la fórmula de 

la desviación standard de la uni¿ad de peso: 

6é ;: ~ r;;r;­
y~ 

para este caso 



~ 
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Es m~s sencillo elc~lculo de v1 v pero con ayuda de la supos! 
ción de que la suma de los residuos debe ser cero, 

Partiendo de las ecuaciones de paralaje {ver esquema 15,3, 

l'•'r·' 1., ir,t_,,~,r~r.ir'in ,.¡, 1\I.X) ~~ morlifir.~n las ecuaciones tan­

t~s v~~~~ hdsta qu~ ~urncn cero. Cnn o!Sto tienen la siguiente 
apariencia: 

- 2 P" " - 2 dby - 2b dlt. - lh do 
-1 2.p2 ~ ~ z dby ..¡2~¡./4) 

< 4 db¡ d bd ( d') ~ Pl " --¡¡ db~ .¡ b dJJ - -¡¡-di)+ -h---¡; dw 
- P" ~ - -1otby "'H clb~ -{-h- !{!) clw 

< P> ~ -t A dby .., ~ :lbl 'hdk ' '1 di .J (d1 -~1) oi4J 
-P6 ~ - 4 db¡ - ~ db¿ , -{<h -1f} dw 

~> 

y 

o dby 4 o· db~ + o ·di! ~ O·d/~ o·,lt.; ~ (-2¡N -1 2pJ. +¡>...' -?Y 

para v1v se obtiene: -lfJf •f'6) 

( 15-5./:}) 

15.6 Orientación Relativa de pares fotogrilficos independien­
tes. ·método numérico para instrumentos analógicos -
En forma opuesta al capftulo 15.3, aqui nada más se es­
cogen giros corno parámetros de orientación independien­
tes. La ecuación de partida (15.2./3) es: 

1(~-b)c/JIH- xy d~' +(Y-bit df:¡ h[1~{.Jcl•./'-(py.~· 
h h 

- Pf,"o., 

h ' 
3 el P; 

... -· -l- -- -·-
o 

~ 1; 
' 

d ' f•¡ 
--- ""(- ---- ---

,0 -d Pl o 
L_ __ l(, 

¿ 
' - .. 

•1 ' o, -~ 1 r~ 

' ·' 



o 1 'b 
1 

o 

dU" ;b_l 0: +b 

. 1 i 
di' o o o 

., 
di o o 

l_bd 

o 

' 
o 

o ''" h 

A 

o 

o 

,j,b .. o o o -h 

D o 
bd d~ ---¡- -h--; 

o ¡.H O -•-d' 
' h --~--~'~ 1----~-+-"--1----

1--0--+--'-"~i 0-,.-+'-~C.d-f---" _-~'c,-1 

3 b2 

o 

o 

o 

o 

o 

1, 

3 b' 

o 

o 

Jbd o -h-dl 

' ' 
o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

krA 

?1 . 
p, 

PJ L 
-
p. > ----

~ 

' o 
pr ' ' -• M 

o o 
' o 

p¿ • - ~ • " o 
M • 
~ "· 

•b(P,'P•'P•) 
o o 
~ -o M - • o 

•b{ p1 'fJ 'fr) 
o " o 

' • < b • o 

" • o ' M 

• r--
- bd 1 ) - P"- pr: 

h_ 

~ 

" -
• ---

- bd (PJ·pr) 
h 

o 

" o • ' o • ~ 
o >. 

-=hJ P• 
1 '~ 

- ..si.!:_ { fJ 1 PI{ ~pr(t.J 
h 

o ' o "'-o 
o ~ -- ' " ' o "-• ,.:< o 

-~ • ,, ' ' .. -------------
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En lug~r de hacer una inversión numérica y clilculo de las~ 
incógnitas se lleva a callo nuevamente una solución general, 
1 <>"· runt.o:. !1<• r•art1rlc. ·.on esta vez relaciones de paralaje -
dé /1.~. = L, 

+ 

~bd¡¿'- b<l 

" 
bd ,, 

lbd 

" 

(•) 

f'l ( b) 

(n.} - (b) 

Despejando la incógnita d~' (dimensión rad) 

1 ol </
1 

" 
h 

( 15.6./1) lbd 

Otras dos relaciones de paralaje son: 

b di¿" K " f- ( h 1 ~~) u " p, (o) h 

+ b dk' 
bd 

¡/ t - ( h • ~l) ¡/ ..,· - p.r (d) + 
h 

2 b<l d,¡' (e) - (d) 
h • Pr ps 

despejando d{ll": 

1 d f' ~ " { ps -p;) 1 (1:;.6./2) 
2 be( 

Las dos primeras incógnitas se obtuvieron sin grandes clilcu 
los. En las derivaciones siguientes se incrementan los c~l~ 
culos insignificlntemente. Para el cilculo de dw'' se emplea 
el ya utilizado método en la formación de VTV: se multipli~ 
ca~ las relaciones de paralaje con diferentes factores, de 

~al manera que todas las Incógnitas hasta la buscada se -­

vt•elvan cere en la suma. 



' 

1 

Esto conduce al siguiente sistema de ~juste: 

' lbdl.l~ -2bdt-) " 2p< o 

.. 2hcJe - 2hdw• ~ l P' 
- b di! /1 

bl 
-1 h J,J''~ ~~J.;' ., h dJ' o •fJ 

~ b dt: 1 J. bol Jt . l 
~ h du'~ r) do./ ~ -!'• h h 

-b d J¿l' bd r . pl • 
T d ~ h ""' ... ;;- d<.! ~ - ps-

-6 c/1¿1 
b./ 

~~· "' --- -thd!.J'~- J.,/' h - - ' h 

y con ello para la inc6gnita dw'': 

Para las incógnitas restantes se utili2an las ecuafiones nor~a 
1 es : 

-(Jh : /'' 'P' 't' 

despejando dK' o bien dK" 

SubstitiJyendo (3) da las inc6gnitas: 

,, 
• "¡, ,¡: 

(d) 

(o. ) 

(<.!') 

(ts.G.fl¡) 

( 15.G.j;:.) 



dJ!' 

i¡ D 
df 

o 

o 

o 

h 
ld' 

o 

-h 
¡;d 

h --
kd' 

o 

o h 

h h --

Pz 

}'J 

}f 

h 
lbd 

o 

el o,) 1 

o o o o 

o o o o 

o 1~ 

" 

" 

r 
o 

' o 

,, -;; ~. a. 
~ ,. "' ... - , ,.,., .... ~ 
... "' ~ o 

"""' '"' "' .... ...... ~. 

.... " o- ""' e: _,. " ... - " .., 
~ .:> .., "" 

.., "' ¡¡¡ 
~o..~"' 
U"' ...., "' ,.,. 

~- ,... .., 
~~--~-o 

- < • _, . 

= , 
' • 

o 
• 
o -



- ! ~ ~ 

Para el cálculo de las desviaciones standard se necesitan 
los elen:entos de la diagonal de BBT = Q. Quedando asf: 

Q l(' 1!' 
z 

' ~ 

JI, 

a~~·~<· 
, 

< • 3b 

h' 

tlw•t.~·• 

,. 
' bd' ,, 
' 6d' 

J 
ij 

J 
ij 

,, 
bdli ,. 

la desviación standard de los parárr.etros de orientación 

1 
l. 

,.-.. , -~o-· u tt : - -y Uii (;, 
1 (1!).7./2) 

para ii se debe substituir la correspondiente incógnita -
y la desviación standard de la unidad de peso 

L (', . vr v 1 
-~--,-~~o~-v -:-c-_j 

se obtiene de la derivaci6n conocida en el capitulo 15.5. 

(15.7./J) 
Bibl lografia: Buchholtz/Ruger 1974. 

8.5.1. ~eterminación óptico-mecánica de la 
orientación relativa de fotos vert. 

15.8 Qrientao:16n Relativa con pares fotográficos independien­
tes. -Orientación óptica-~ecánica en instrumentos anal&. 

3 ¡----·" 
1 

1 

L S ----' 

gicos . 
La estructura de este capftulo es aná 
lago a 15.4. Ahora nada más hay QUE 
aplicar la ecuación de partida (15.2./ 
3). fn pares fotográficos independien· 
tes se utilizan nada mas girosco~o par! 
metros de orientación. 
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Los 5 paso~ so~ ahora: 

1) fliminaci6n de p2 con d~' 

~) Ll imina~t.Sn ,¡,. 1'¡ ~n11 dY" 

En caso d~ qut' lns puntos 1 y 2 no coincidan exacta 

mente con los .Puntos nadir, se tiene que iterar. 

3) El lminaci5n de p4 con d~' 

4) El iminac!On de p3 con d~" 

En caso de que los puntos 3 y 4 no sean sim~tricos 

y perfectamente perpendiculares a la base 12 (a -

travls de los puntos nadir) se tiene que iterar. 

5) Eliminación de dw'' en los puntos 56 6 con sobreco­

rrección. 

Individualmente se obtienen las siguientes relaciones: 

la ecuación de partida para pares fotográficos Indepen­

dientes es: 

t•-~Yd¡·- 1 ['•.x')-'-' (r· -r- 1 ;, ~ 1 // rl ' "' - l•'f'" - /' '''' 1 

Al iniciar la orientación se tiene las siguientes paralajes: 

- bdi.l" - h ;lo • 
P' o 

- h d· • Pz o - bdl!' 
bhd d tt ( h 4 ~l)d~.~jf 

f3 o -bdJ!" 

- - bd d/' (h•f,')J"' P• o - b dJ! 1 

h bJ d/'-(h• ~)) r/w'' p,- o bJk" + • - b J~t' ••. di' - ( h ' ~1)dw" pt o ' h 

_, 
En e 1 punto 2 se elimina p2 mediante: " b t/k 1 

1- bdk'- h.-1 .. /' 

• f< ' - b eh!" - h dv 11 

o f' -(-bd•) o o 

' F' o b dk~- "."' d f - (h ' ~l} dw 11 

?• ( b .11!) hd el f J' do' o O• --

h h 
o pr o - b r/{1" ' 

_M_ df'-{h• i;')aV 
h d' 

(-bdl"} bd d f' - dw' o ?'- . ' - T h 



~ 

P• 
-f'l 
-f'l 
-!'• -ps -pr. 

- 2.G 1 

?.) fn ~1 punto 1 se el irdna P¡ rrediante: 

- b ''"~ • - b dl'"- /¡ dr.:/1 

- f.·(- hdd fA - r o 
~ 

/'' - fl ' o 
fl ' p3 -1- bd"'} bd d{'- d' do' '- --

" h 
~ bd d' P• ' P• • ol/' - el t.>" 

" h 
o ¡, - (- b dll') b•l d,¡"-

,,, 
ps • • ,; "' " h, 
p¿ - p, bd dp'- .d do' ' h h 

3 1 '" 
,, punto ' 

-
" elimina mediante: '• hd d,P'= _J:.1.__ df'- ¡tl otw 11 -

~ • -o h h h P• • ?• 
a " -o p, - !"-
S ~ bd d(- d' 
f3 • p; • - ~ o/l.J,. 

" h 
S ~ -(- ':di') ·O P• - P< 
p o .. b<~ Jr- dl d<J~ ps • P< • h " ~ 

p';,- (. ~~ ,¡¡) ·_ 2d1 

P• • Jv' 
h 

= 
' 1 '" 

,, punto 3 " elimina P¡ mediante: 

• ' f'' 
= • fl . 
G 

• f'J 
¿ 

• !'• 
• r' ' = • f' 

' 

-
-(- bh4__ ;¡~; " 

• 

- (' ~"di')· 
• 

o 
o 
o 
o 

bd 
h 

• 
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5) En este punto se puede co~probar, que la> paralajes sobrar.­
tJ~~ rln~rr•~·. rlr·l pa~o ~) cnrrespor1rlen a la conexi~n de foto­

'1'••11.,·. ~··uu·nclale~ (¡o~r"~ fntr,!JrJficos dependientes}. Has 

ta aqul la derivación de la sobrecorrecci6n es análoga. De-· 
be tomarse en cuenta, que al derl~ar el factor de sobreco-­
rrección K se supone terreno casi plano (las diferencias de 
altura deben ser< 15% de altura de vuelo), De otra manera 
la determinación de K está ligada a mayores dificultades 
(ver cap. 15.10). 
En el punto 5 ó 6 se sobrecorrige la paralaje p5 6 p6 • Para 
e 1 1 o se cumple: 

~ 

pc{ÍI 1 ;:g P> • ' 
• [" ( h' - 4)} u ' PI l aJ 

factor " sobrecorrecci6n K • [ '(~ 
l "' 

- 4)] 
corrección n ~ 

Bibliografia: Buchholtz/Ruger 1974. 

8.5,1 Determinación óptico-mecánica de paráme-­
tros de orientación para fotos verticales. 

Jordan-Eggert-Kneissl 1972 IIJ, A2 pág. 93. 

15.9 Orientación Relativa para terreno con diferencias de al­
tura m~yor~s. 

- !T!étodo numérico para instrur1entos ana16glcos -

Las scluciones de los métodos hasta ahora descritos des­
cansan en la suposición, de que no intervienen grandes difereR 

cias de altura, Si este es el caso, las incógnitas deben cale~ 
larse tomando en cuenta las diferentes alturas del modelo. En 
]Q ecuación de paralaje la altura h debe substftuirse por la -
correspondiente altura z1. 
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úespués de eso la ecuaciOn general de paralaje (15.2/2) es: 

~;y: 

¿; 

y¡l 
¡¡l 

Ahora se tiene que ordenar los puntos de orientación l •.. 6 y las 

alturas z
1 
... z

6
. Entonces la solución es posible usando el sis­

tema ~atricial 6 1 5. 
Se obtiene una simplificación, si para los puntos de orientaci6n 

s~ establece como condición: 

Los puntos deben tener m~s o menos la rr:isma ordenada -y, en con­

secuencia yi = const. Esto se puede realizar, si en el portapl.!!_ 

cas están grabadas cruces (los portaplacas - WILO lo tienen). 

Se establece que: 

> (15.9./J) 

Con ello se obtiene para el caso con pares fotográficos indepen­

dientes: 

Pu.,irt 1 X y p dW o/ JI~ 
1 

d/1 1 dr dw' 1 -
A - o o P' o 6 o o ,, 
2 b o f' b o o o ¡, 

3 o !( f' o b o -kb rl · ;.{ 

y b !( f• b o - Ub o b·J.< 

r o -M p, o h o '}{ b lr l< 

t b -Ji fi h o 'Kb o lt·k 

,¿ . ~A 
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Entonces pi!ra 
e/ yl 

,-,TJA se obtiene: 

d l'" ni 1/" d tj 11 al<.' " 
¡·-·-·-···-·-- -·- ··········-··--········-
1 

1 
3b' o o o b{b~2q•lt 

o 3 b' o o b( l-1., lJ "'ls) 
. 

o o 2 k 1 bl o _Jt6(2~l{-l,k 

-
o o o 2 Jr! 1 b l -fbl?z•- ,,,¡, 

·- 21 .¿/ •l/Jtl b( h~b)( b( 21 djl( -llb{2~JJ-< -J-<b(hJ.l la~',/•¡/~ . .-/1-~ l6 g) -l ls N) - h 1() -z!s_l-() 

b(Pzlp:¡ ; P•) 

b 1 P• ' !'> 'P•) 

-Hb(p•-P•) 

- 1/ b 1 p; - p<) 
l. pi • l1 pz 

t L( ( <l Ps ' ll¡ f'u 1 lr ?> • h p,) 

La scluc1ón co~duce a las siguientes ecuaciones para las inc6~ 

nitas dK', dK", dJ\', d¡l!" 

Ld_"_'_· _-__¿3A~bc._:l_<_' _'_'_'_X_•_2_,_'_:' )~d_"_'_-_:'/26_1:._f'_'_' f':_'_:'f_':__J) ( 15 • 9. / 1¡) 

' e>/ J/' = 
' 

(15.9-/6) 

-t ~ ( lJ K- 2s K) dw'-
2

4
1- (j':J- jJJ) 

lkiJ rv • 
(15.9-/7) 
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Si ahora se ~ubstituye (4) hasta (7) e~ la ~!tima ecuación nor 

r.,al, s~ nbt.\"nr. rlw_"c·--------,--------;:c:--:--;--,-­
--:--:-~·--¡z 21 • h ~{-:-h ¡{)( 2!'1 - p; -P•) ~ { 2lz -2~ 1:- 16 df l f'2 ·fl"· P<) 

vW- (2,21 -hK -:trlrjl+{2l~ -2f.,K-2t.J<)2 ll'.>.OI./J¡ 

' ' 

' 
' 

Volviendo a substituir en (4) hasta (7) da la fórmula final, -

~.ay diferentes métodos, que expresan a (8) de dihrentes mane· 

ras (por ej, el de JERIE, KASPER-, etc,) 

At;ul ya no se entra en más detalle. 

Bibliografla: Buchholtz/Ruger 1974, 

8.5.3.2 Determinación num~rlca de la orienta­

ción relativa seg~n Ka~per. 

15.10 Determinación del factor de sobrecorrecci6n en terreno -

abrupto según KASPER. 

Después de que en el último inciso de trató la derivación 

nun:ér\ca de la fórmula para los parámetros de orientación, ahora 

se tiene que volver a abordar el método para instrumentos analQ. 

gicos, Nada más se tiene que derivar el factor de sobrecorrecci6n. 

El resto del método se aplica como descrito en el capftulo/5.~ -

{pares fnto9ráficos dependientes) o bien 15,8 (pares fotográficos 

in~ependientes). El factor de sobrecorrecci6n se deriva conside­

rando pares fotogr~ficos <!ependientes. ([1 r.ismo factor sirve p~ 

ra pares fotogr~ficos independientes). 

La paralaje vr.rtical en el empalll'e de fotograffas secuencial es -

se obtiene con (15.9./l) y (15.1./3) -h se substituye por z1 :-

(15.1o./1) 

El factor de sobrecorrección está relacionado en forma ya conocj_ 

d: a dw". [sto nada más se nota en las ecuaciones de error para 

los puntos 1 3 5 Para ello se obtiene el siguiente esquema· • • . . 
Plri 1 X y P• cJb/ 1 dt;' 1 d <.) ~ "'" db?' 

~ o o p, ·1 h ¡, o o 
o 1 

h( 4• '''! i! b i! 
" 1 

o Y' f'1 ~ b - -
d h 13 . 

- h(1• E) Eb E , ' o y,- ('> 1 b - -
' "' 

,, u -
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Se debe cc.lcuhr c!w" 

f3- p1 ~ [ 2.1 {A~ ;;,
1
}- zJ Ju" -. 

1") 

p.r -p" = {2-r{ A+ {¡,
1

)- zj J..,~- -~f b ''f- -r; d b; (b) 

(a) se amplia con {Z 3tv 3 ) y {b) con {Z 5!Y
5

): 

lr 
Yr 

!:espejando dw": 

li') _ l J 2s d , _ 
2'J? 1 Yr .., 

-'")-1/ 

bdf'- dbl 
(b' ) 

(a' ) 

;,)r - hz - jl-+ ¿., l!,J 
¡.r YJ YJ 

(b') - (a') 

( 1S.1o,/':!j 

Se puede derivar una ecuación similar para dw'' a partir de los 
puntos de orientación 2, 4, 6, {2) representa la par~laje ver­
tical total a corregir debido a dw", 

Pero en los pasos de orientación dw" ya fue parcialmente corr~ 
qi~a {en {2) intervienen p1 y p3). Por lo tanto nada más se -­
tiene que corregir p5. p5 se obtiene. después de que p

1 
= P

2 
= 

r 3 = p4 = O {las paralajes se eli~lnaron), 
Si se tiene que determinar la paralaje: 

debido a dw'' en forma correcta, entonces se tiene que tomar en 
cuenta el siguiente factor de corrección. 

J I:J ,, 
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Dr ~11 1 \<: obtirror· o•ntonre~ como fortnr ol1· •n~r·rcnrro·tri~n: 

( 15.1o./J) 

KASPER propusó una construcción geométrica muy sencilla para 

la determinación c!el factor de sobrecorrección: 

Los valores de y y z ( .. liZ) se calculan en el modelo esté 

reo. Se dibuja un corte vertical por los puntos 1 3, 5. O -
es el centro de toma. La fiQur~ muestra la ~ituaclói tridime~ 
sional: 

' o 

Para el corte vertical se obtiene el si~uiente cuadro: 

. ' 

3 Se levanta en 3 la -
normal a N, En el -

punto de intersección 
F se baja la perpendl 

cul ar a 5?i. 
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El factor de sobrecorrección se obtiene de la relación: 

(15.1o./Jn) 

Se vuelve critico, si 3, 1 y 5 est!n en una circunferencia, co~ 
secuentemente n .. o ya que a - O. Entonces la orientación re­
lativa no tiene solución. Esto conduce al problema de superfi-­
cies criticas. 

Bibl iografla Buchholtz/Ruger 1974. 
8.5.3 Orientación relativa con fuertes dife­

renci~s de elevación. 

15.11 Superficies Crfticas. 

Como punto de partida, se escoge la ecuación de paralaje 
para pares fotogrHicos dependientes (15,1./3). 

Esta expresión no se puede determinar, en el caso de que 

el determinante se vuelva cero. En este caso se tiene una supe~ 
ficie crítica. Este problema se puede comparar con la circunfe-­
rencia crftica en el resección espacial: 

La resección espacial acomoda un haz de rayos a puntos 
fijos dados ... circunferencia crftica. 

La orientación relativa acomoda dos haces de rayos a los 
mismos puntos del modelo. • superficie crítica. 

¿Cómo ~ehen estar repartidos los puntos de orientación 
para integrar una superficie crítica? Para ello el siguiente ra­
zonamiento: 

Los 6 puntos de orientación y el c~:ntro de tor.la se encuentran en 
un cilindro. Un centro de proyección sobre la superficie del ci­
lindro se puede correr (por ej. se introduce un dby adicional), 

sin que entren paralajes verticales en el modelo. O sea existe -
equivocaci6n. 



• ~09 

o" 

1 

Se ve de inmediato que este proble~ij nada m:l:s puede presentarsE 

en terreno monta/loso (· los puntos de orientación tienen dife-­

rentes alturas ·). Si se ai'iaden puntos de pase adicionales, que 

no est.in en el cilindro, para deterr:1inar las incógnitas equívo­

cas, se elimina la superficie crftica. ~:o se profundiza en las 

relaciones de fórmulas. Estas se encuentran por ej. en Buchholtz 

Ruger, 1974, Cap. 8.9 {superficies crfticas). 

16, Deformaciones del mo~elo, 

La precisión de la orientaci6n relativa depende de la elimina-­

ción de la paralaje vertical, lo cual es nada mlís posible den-­

t.-o de ia ~recisión de observación. Nunca se logrará tener un 

r.wdelo totalmente 1 itre de paralaje. (Aun con un ajuste no se -
pueden eliminar los errores). ~~~más, por correcciones a las -

Incógnitas (empalme de fotografla secuencial) pueden introducir 

se errores sistemáticos a los puntos de orientación (a pesar de 

modelos libres de paralajes). A rafz de eso resultan las llama­

d~s deforr.;~ciones dE'l modelo en todas las 3 direcciones coordE'na 
oas. 
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Es·~~ defnr~·aciones del modelo deben apreciarse de las fórmu--

1~~ •:iftr~nl.ioll"' (f'!,r "'jcrr.plo ecuación de partida 5./4a). 

f- • ,,,! '"""' ¡;,, •l<-1"· •l,.ri~->r«· In '"'.u.H.llin ¡¡.1ra la par~laje X, 

Segi:r. (!.o/4e) ~~ u:rrople pora lo~ suplern<:nto~ dri' a las foto-­

coordenadas ~i condicionada por la orientación (las incógnitas 

de las coordenadas no se utilizan): 

con: 

[{-:ti' a:.13 -e a .. ) ol.f6' -1- {-:~; 1aJl - e a~2) ~};' 

-t (- y,-'a.13 -e a.n) o/2~' 

-t [X;'(-n.J3 (Y:- Yo'} 1 aJ2 (2-:-Ct>) 

-rc(-atJ{Y,·-wJ•aJJ{li-2<>'.V] el"' 

.; f !(;' ((O$ , ( x.-- Xa') f r:,"' J·,;, ¡. 1 y, -;: ') 

- (t>¡ 1.) s:, ~ { ¿;- ¿p•J) 

-1 e {- s:,., f rdJt ( y,-Y:~ •J.:,,_,roJtjoCtJJII ( Y:'-K-') 

-MwMVWK (l:-2•1)] e,/) 

+ {e("' 1 Xi-Ji}'"" (y. ·J:'J• ac; O:·!·'lll«'KJ 

A¡8. "' (x:-X.') 'an 1 t-t.) 'OJJ tz·.¿,•) 

Ahora se observan fotograffas aproximadamente verticales. 

Entonces se puede establecer: 

' y se obtiene para A
3

B: 

Cor.10 relación entre coordenadas fotográficas y del modelo se 

CU!r.;:<le para fotografias verticales: 

)(,-' 
e ,t· • 1¡ 

y;l e y, • h 



.. 

ron e~tas simplificaciones se obtiene para: 

dx, 1 
" -

4 

h 

,.. 2 ' 
- -'- d " 

' 

Con ello 13 relación para fotocoordenadas queda as1: 

o/ x; ' . - e 
h 

ol X'/ -
. ¡ ·1 

,t; Y• 
e 

-[ 'c',z o~ e) ,J¡- tt' o/J( L ___ .L.E....-~.::.'é__!:___:::__:__< ''. 1' "l 
y pasando a coordenadas del modelo, donde se cumple: 

h . 
.< . ' . ' VlXr o-z-o:.~t; 

o/ Xi • r1 X/ 

h Xi •-­e X"; ' 

- x; d 2 l. -- . -
h 

~ [ x~z ' h J J" 

. ' Y· 

Y," y, 
d" o 

- Y. -~ ( lÓ./lb) 
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Las deformaciones del modelo se hacen notar sobre todo como 
errores de altura en el modelo, de tal r.1anera que la superfi­
cie horizontal, origen de referencia para las alturas, pasa a 
un~ superficie general, 

Sesfin el dibujo de la pág. 174 se obtiene como relaci6n entre 
la altura h y la diferencia de las fotocoordenadas-x,x 1'- x1" 

b 
o 

X .• x·· ' . ' 
e 

Despejando h y diferenciando esta fórmula con respecto a las -

fotocoord~nadas x' o bien coordenadas del modelo x,se obtiene: 

j dh = 
- h' 

h • ' 
dX' • h 

b 
dX 



.¡,.¡,,; 

-~~---

dh .% o!Xo' -
Xi 

• 
x; y; --

b 

Y,h 
b 
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du 

( 16./2) 

Esta fórmula se puede ampliar para un modelo con dos fotogra .. 
ffas. Se pasa a las paralajes x (tambien llamadas paralajes ho 
rizontales). 

px¡l 

px:' 

''" '" 
dbx 

o! by " 

o! b, " 

o . ' 1 x. 

• 

• 

• 

• 

[ 
... 

X• . --
' 

sullstituciones: 

dXp~- PI X•' 

el Yo /1 

' 
- db/ 

el¿.* 
' 

¡jb;' • 

e p ),"¡' h 

d l/ -
.• ,·1 

)<t TI 

e 

.. y;' r/.K 

. ' . x. , 
} 

«Yo' y: 1 • . 
' 

J¡~' } 

., 
x, " 

·" l· ' 

dw' 

-e Xi 
h 

!? -e 
h 

XJ·h -e 

' -e . y, 

' 
So obtienr.: 

px¡ dbx t Xi-b olb;>~­
; 

x: 
h 

_ _lx;-b)y,- d<J~ .¡. 

h 

(x: y,') 
h 

ol br' 

, ¡._(x:-h)1 
h ·l~df'·[:·', 

• j; dV' 
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[on esto sr obtiene, pora el error de alturJ rn el modelo, (d.s_ 

fflrf:1.lr.ion~-. df'l rrotlrlo) f'n formn ()P.nf'r~l: 

-··-··--·-- -- ---···---------

S 

d /¡ " _!!__ el b~ -t 
b 

¡•i -b 
b 

)(i 

b 

di.;'~ [!.t'~b)l 1- ~l)d/' 

Y,h 
/} 

d/( 1 

(16./1¡), 

La superficie de referencia para un ¡;¡odelo tal, y~ no es un Pl! 

no, sino una superficie general. Esto se puede ver f<Ícilmente­

si (4) se ordena por potencias de las coordenadas del modelo. 

Entonces las deform¡¡ciones del modelo se pueden describir como 

sigue - A, .. ,, [ son coeficientes nuevos: 

Para la orientación relativa con pares fotográficos dependientes 

se tienen que esclarecer Jos cambios de altur<'! dh: 

Aqui intervienen nad~ m.is 5 incógnitas. Por consiguiente (4) se 

simplifica<'!: 

d~ • .l.. dbx-
b 

+ [b·;/) ' 

(y,'-b) (Jb ~ (;:-b)¡y' 
~~-b l b 

i'] di' 
)'."h d'" 
b 

Se deben de tomar en cuenta nue 

vamente Jos coeficientes en los 

6 puntos de oriEntación, 



,. 

1 h 

31 o 
1¡ b 

S o 
6 b 

y 

o 
o 

d 
d 
-d 

o)h¡ h/t:. 

d!; 6/o 
d hi,¡ b/6 
d~r h/b 

"'' h/¡, 

o 
.1 

o 
.1 

o 

o 
"' --.--
.<!J>_ 

i, 
- --.--

"' - b --
b 

o 
o 

-d. 

o 
;d 

o 

Ahora se representan grlficament~ los efectos individuales: 

-- dhx 

h 

' 

El plano de referencia para las altu­
ras del modelo se eleva en h/b (para 

un modelo dado). 

Sigue un cambio de altura lineal en 

dependencia de la anscisa x, 
(gira alrededor de una paralela al 
eje y). 



-- dJ''' 

-- d 9' 

-- dw' 

Giro del modelo ~lre~rdor del eje x. 

r1 pl~no df' rf'f('r~oci., permanece plano. 

t!~! ;; _____ ¡; 

J ) 

1 d·~ - --¡;-
Aquí el planode referencia del modelo se 

eleva en una cantidad constante y simult§._ 

neamente se deforma paraból feamente en de 

pendencia de x 2 

-"'"·---

--- h' i] - -,; 

/)Jb 
/h'---1/j 

··-·······- "" . 

Existe una dependencia llneal de x y y. 

SimultáneaFII€nte el plano de referencia su­

fre una deformación hiperbólica. 

1 d : -----

Los que debido a un error de base dbx o bien por los erri 

res de altura lineales causados por dbz pueden ser corre­

gidos en la orientación dbsoluta. 

dbx mediante cambio de altura; dbz'' mediante dO; dK'' 

mediante dfl -



!.~s dcforn•ationes del modelo condicionadas por~~ y dw pueden 

r .... ¡,, "'~-. '·''' •.<nqor·r.•.,,¡,, •. ·•l'''"im,1damf!ntr> (~~"-cilindro o 

~l•·rr dw'" -~ri(Jer·t.~lui~e). ~'' pur:d~rr rloLr•rminar con ayuda de 5 

puntos oe p~se de altura, los cuales deben ~stJr situados ~e 
la si;uie~te mancr;: 

I 

Med1ante propagación de error se determina la desviación sta!!_ 

dard para las alturas q, según la orientación relativa (con 

pares fotogr.Hicos dependientes) 

'' f -.Jc.' 
' 

Errores en la observaci6n de la altura. 
Error de paralaje -y 

En forma similar se puede determinar la desviación standard de 

las coordenadas, ox y ay. Se representan en dependencia de la 

desviación standard de al tua "h· ,, 
1', 

' ' h ' 

' 

o corro 

b 

/ 
' ' ' 

' ' ' ' ' 1 b-.1" 

O" 

h El dibujo da 

para 

-· y para 

X dh 
h 

con ello se obtiene 

en general: 

dx. • dN 

' 

desviaci6n standard para la coordenada -x 

1 ( 16/6) 



l_l d~rivaci6n par~ la ny cnntinaa análogamente: 

o/ y.~ • "_j_ tih 
h 

oly • 
dt4 J d;z 

¿ • 
1 
h dh 

- 217 

desviación standard par;¡ coordenadas -y 

,-b.-y---_ -.-+e--,,·¡ 
(16./7) 

Siblio9rafia: Jordan-Eggert-Kneissl 1972 !!!, A2 plg. 95 

bajo errores del modelo, 
Suchholtz/Ruger 1974 

8.8 Desarrollo de errores residuales de la 
orientación rehtiva en el modelo. 

Finsterwalder Fotogrametria 1968. 

3.4.3 Deformaciones del modele, 

¡¡, Orientación absoluta en instrumentos analógicos. 

El modelo orientado relativamente -en el restituidor - debe 
ahora llevarse a un plano horizontal paralelo a NN mediante 
.una transformación. El modelo todavía no tiene la escala co-­

rrecta, ni tampoco se diferencia su posición tridimensional, 
en el sistema coordenado del instrumento (coordenadas de má-­
GUina x y z), de la posición del objeto en el sistema terres­
tre (X, Y, Z). 
Después del capitulo llf, quedó con10 ecuación fundamental: 

X 

y 
;> 

' 
y 

' 
• y, 

¡, 



. 

La m~triz A 'l'l~ ~111 lntervien~ está integrada ~sf: 

l".iif CC5k 

- t<>.! 1 ¡;, ¡{ 

.J,;, J1 j.'.,;¡ - (t'J ..12 J;;, J ccJ N l 
s-~n tcJk''" <oJ.J1 ,¡;;,}Ji~ l.! 

(t'J f¿ {O.J j / 

debido • lo pequei'ia de '" lingulos de giro " cumple: 

A o/' d l) 
A ~ -d~ A d12 

<IJ dfl A 
También el factor de escala puede separarse 1• 1' ' dl. 
Con ello se obtiene para ,, ecuación fundamental· 

'x A d" - d~ 1 e 'x 

y _,¡' -d· A o/Jl y • dA[ 1 • )', " 

l di -.In l ¿ '· 
X) 

A ' ·- ' 17-/1) 

Par~ la orientación absoluta en instrumentos analógico~ ~e si­
guen tres pasos: 

1) Determinación del factor de escala. 
La determinación de escala se hace mediante la coa,p~r! 

ción de las correspondientes distancias en el modelo y en el 

objeto (por ej. con ayuda de dos puntos o -mediante la tran~ 
ferencia de escala en la aerotriangulación- un punto y las -
coorden~das del centro de proyección). Se curr.ple para la rela 

ción de la distancia tridimensional en el modelo ~ ia rris~a -
distancia en el sistema terrestre: 

S = -it)•-X~} 1 1_j_y_¡-y~) 2 ~ (?,-21} 1 (IJ,..!r.fi) A 

S -(rx,-;'.J' • (¡;_~¡;;;; • (¡, -N' f; ... , .... )).' 

A' factor de escala en el mod~lo 

~- factor de escala deseado {por lo general 
números redondos - por ej, 10000-) 

( 17./2) 

• 



X 

y 

2 

X, 
y, 

O' 1 ', 

P~r.1 r:l factor de amplificaclón entrr. el sistefl'la del mo~elo y 
•l••l l"''r<'"" .,,. <!l>l.lc.,"; 

hx "'"~"Jrll 
bx :- 11.Jt1 

Los valores par~ los componentes de la b~se se obtienen resol 
viendo estas ecuaciones: 

bx dese~do 
. ) 

;:r modelo 

a colocar calculado legible 

en forma anliloga para dby y dbz 

Después de colocado, A' se ac!!rca a 1 con una prec1sión sufi­

ciente (escala del terreno~ escala del modelo). Para las COil'­

ponentes de (1) se obtiene entonces. 

• fdK -¿di ' X • ~ "~ • Xo 

~ -x cJ¡¡ ·42 Ail ' y ' j dA • y, 

~ X dp y d.!l ' 2 • 2 ti.A ' ¿, (17./J} 

Para 3 ( 4) puntos ,, pase dados, que r:1lis o ll'enos debieran ec-

'" " "" plano ( z : constante) " obtiene para ( 3 ) : 

x, • 1' dK - l df ~ X -t • .X-t cJ A ' )', 

Xz • Y• b - 2 A/ ~ ifl L h p() ' )', 

" forma análoga para y • z 
Transformando a diferencias ,, coordenadas " elimina d <t; 

x, ~ (y,-y.)Ju ' x, - x, • 1 x, -><) c/A 

y, ~ - ( Xl- :tt) di! ' Jl - y11 , 1 y•- y.) d-! 

h- ,, 
~ ( Xl _,,) ,;¡ (y,- y.),¡ f2 (17./l;) 



C.on h rel~r.Hin (4) se pucl!e proceder al segundo paso: 
~) Giro o¡l~·ut~l. 

Con ello se gira la carta en la mesa de dibujo. 
Práctic~mente se usan las dos primeras relaciones de (4). 

dK es entonces el ángulo diferenci~ entre el ~zimut a en 
el sistema terrestre y a' en el sistema del r.1odelo. 

.¡'"" d. ><l 
Xl - x~ 

• 'h -y, 

.¡.., ' xl · x .. 
"" • 

Yí - Y1 

o! M • d"' - al -11 ' 

No es necesario el c~lculo de (5). 

Con ello nada más queda un paso: 
3) Giro del modelo d<l>, d!l 

(17./5) 

Se utiliza la tercera ecuación de (4}, ya que las inclinacio­
nes del modelo existentes tienen la mayor influencia en la de 
terminación de alturas. Se cumple: 

En principio se podrfan calcular matemáticamente di y dn me-· 
diante la formación de dos de esas ecuaciones. Sin embargo se 

puede hacer un cálculo m~s sencillo, si Ax 6 óy se pueden loa 

cer cero. 

Esto conduce a una solución semigrSfica: 
Para cada una se traza en la hoja una paralela 

y, de tal manera que, pasen por el punto 1 
alejexóal 

62(63). eje 

'" intersecciones con los lado~ del triángulo en el lado 
opuesto se designan con l' 6 2'. 



nuotlo·lu '¡• 1.~, 1 3 . t 1, 1~ 

cidas y con ello t.z 1 llZ 2 
diferencias se llevar. a los 

l., dr·l ·.i•.lo·n"' l•·rr·•·•.loo· '·''" ''"'"' 

t.z 3 se Ptreden determindr. Estds -
puntos l 2 3. 

El siguiente dibujo debe esclarecer lo ant~rtor: 

(Para simplificar el dibujo se partió ¿e t.Z 1 ~O, de allí­

que por el punto 1 deben pasar ambos planos de referenci~ 

de altura o bien paralelamente. En las fórmulas no se usa 
esta simplificación}. 

Las diferencias de alt~ra llZ¡ 
ción lineal. Se obtiene: 

' 

• o llZ 2 se calculan por interpol~-



~ ... d••I•P t.omar eo cuenta 1~ posición de 1' y 2'. Con ello se-­

'.1'"1•1111•.o" lo•. ,j¡¡¡"'''"· do•. <·I.L/~r.ion•·•, ,¡: 

' 6 ¡, 
Ab- ~}l (y, - Y,') 

ó ¿, • ' >'t - 73 

' .6 2-f .¡. 
.6 2J- -bl• (x,'-X•} 

"" - XJ - ~-~ 

y los giros buscados se obtienen (ver dibujo) mediante la 

relación tangente: 

,t.?¡'-Dli 
Yz.-;¿' 

t>2~ 1 ~A21 

x1'- x~ 
( 17./G) 

Es m~s usada la horizontalización con 4 puntos de pase que con 

3 puntos. Deben de estar situados de preferencia simétricamente 

en las esquinas del modelo. 

Son conocidas las olturas terrestres z 1 , se miden las altu·· 

ras del"rr.odelo zi; de allí se deterrrinan hs correcciones 

t:. Z;, Se procede de la misma manera que con 3 puntos. 

.s· -l------------
-1 

1 
1 

1 

1 

1 

3 

1 
1 
1 
1 
1 

5oo, ~ ¡, 
~~, 

JO,D 

--- __ l.,. __ --.------------ 1-

SM,lJ ?, 
49t.~ ,, 

s,s 

2' 3' q 
tll.; lo 
~o.{3 ;, 
lJ,'I 

ó], • 

AZ, -

"" 
.;;, 

¿ - ,_ 
2, -¡, 

2J - ,, 
2, - '· 



Interpolació~ rle ld5 difercnciJs de ,1lturJ ••n ?' ~· J" y~· 

/', ¿ J " s:s JJ" 
~ ----

" ,, ' {,S 14' • ' 2< 

ó,S ' ( 23.9 ~ S,s) 
y se obtiene para cada uno dos ecuaciones de determineción ¡laro 
las inclignitas. 

' ,o 
./a,., d .1} 1 

.6},- ¿.2¡ ., 
Yz • jJ' 

' 1 a,v¡ e) f! ;¿ 
L12J·Aíl; 

" 'fJ- y;' 

1"" "'j' 
L>h-A?;~ 

• 
XJ- A'J' 

¡.., d fz Al•,-Lll•' 
• 

Xq-X~· 

Los valores finales se obtienen mediante el promedio: 

dfl 

o!J 
Estos valores se deben aplicar direct~mente al aparato. Oespu~s 

de eso se debe iterar, condicionado por las diferencias de altu 
ra en los pu~tos de pase, etc. El signo de los valores depende 

de la posición del sistema coordenado del aparato. 

Una aplicación directa de esta corrección es posible en apara-­
tos que tienen un giro coman~· o bien n, :.i los ~iros deben -­
aplicarse a cad~ proyector, n ~cdiante w' y w'', a si como • n:e­
diantc ~· y ~··, entonces existen dos casos. 



fti>teo 1.1~ ~iguientP~ r<J~ibilida~es: 

~~ •lloy- ,¡¡,,- li 

, .. . ' 

La base también se gira, o s~a. per/11.111('Le cun~tant<•. C~te ca,;o 

se presenta por ej. en el Multiplex. 

Pasos de trabajo: 

giro n mediante los giros individuales ' " " ' " giro 1 mediante los giros individuales ¡j', ¡j" 

adicionalmente se tiene que ~acer 

., debido a w ningún otro paso. 

y 

t 
.• dehid~a~ 

' Relociones en base al dibujo: 

db; ,. ' 
¿'e O Mj 

b • •• , """ 

Sub~ l i tuyendo da 

oibx • b( A· "'P) 

a b¡ ' b "'" J " b ia- f 
(17./7) 

Este paso significa: Después de us,;r J'!' y~" la panlaje cue 

interviene se corrige con dbz. La paralaje se hace notdr en lL·S 

puntos J, 4, 5, 6. 

La diferencia de escala se puede (en general) despreciar. 



b) dby y dbz t O 

¡,, 1·~~" "" ,,, (jil.1, 

l_~¡, "~ ~1 ~o~v flOr hj, , . ., opdrol~o•. '1"'' ulll1t<ll< •·1 jlrtJ'rtl<·lr.-­

gramo Zeiss. Las cnmponentes de 1~ ba~P se nrarrti~ntrl fiJa~ me­

diante varillas tridimensionales unidas o bien espejos. 
Si los proyectores están unidos mediante una base rigida, en-­

tonces también se presenta este problema. 
Después de la orientación se muestran tanto errores de parala­

je como de escala. Las componentes de la base tienen que modi­
ficarse en peque~as cantidad~s: 

debido al giro¡¡ mediante w' w" 

b ~" • b, 

.! by" • dby ({/$ /..) olb' f•" /.) 

<!{ b¡w • J6y ¡,;, 4> • v{/.i [C'!"' (17-/7.:<) 

debido • 1 giro • mediante '' '" 
b x¡ • bl tri.¡ • dóJ ¡,;, ' 

.! by¡ • «hi 
db<¡ • -bx.r:~r • dbt ((!! 1 

(17./7b) 

y debido • 1 giro Y. mediar.te K' K" 

b Xy • bx ros 1.! - c/b¡ .C,iJ/1 

Jbyx e b)- f,'v, /( • by tes~~ 

cJ b¡l! • db, 

(17./7c) 

BibliograHa: Buchholtz/Ru9er 1974. 
8,6 Orientación Absoluta del modelo. 

Jordan-Eg9ert-Kneissl JJI, A2 1972 plg, 96. 
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18. Ajuste de franjas y bloques por interpolaci5n, 

r, .,.,.,,¡,,,., r .. r·.w., l•·•r·• •·1 .r.iw.l<• ''" l>lnqLJ<' foto~rJmétrico, n~­

d,; ruoh ~(; !!hpCI"' ,¡.,calculadora·, do· <:.lpa~i<lad 1 imi ludd, 

La magnitud del ~rea a levantar sobrepasa en los c~lculos las 
posibilidades de la calculadora, en caso ~e usar una solución 
directa. En este CdSO se utilizan ecuaciones mater.16ticas polinQ. 
miales más sencillas para el ajuste. Prácticamente se ll~va a -
cabo una transformación al sistema coordenado terrestre, de t¿] 
manera que los puntos coincidan exactamente con su posición ver 
dadera. Se investigó un sinnúmero de cálculos, Se demostró que 
con un polinomio de 4o. grado (y mayor) los resultados' se pue­
den empeorar, Algunos cálc~los se presentan ahora en forma brc­
v e: 

a) Polinomios independientes para diferencias de coordenadas 
en los puntos de pase. 

Se determinan los coeficientes de los pol ínomios para una 
franja, Su nUmero está influenciado por la distribución dt los 
puntos de pase. 

Los puntos de pase están ordenados por ej, en 3 grupos: 

• L> 

L> 

L> L> 

U o posible cálculo e~ : 

<1X , a, • "X ' azy • q .3 X Z • o; A')' 

AY o bo ' b.x • b1j ' b3 yZ • bq xy 

A2 , e, ' C<X • ,, y •c¿.xl, cy xy 
\lB./1) 

Esta formulación considera errore~ constantes en el pri· 
mer modelo r.1ediante los coeficientes a0 b0 

{traslación). 

e o . 
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- ' 
Lo~ giros, inclinaciones o cambios de escala s~ tO~in e~ :Lci, 

¡_,, '·"" ''¡ 1! 1 r. 1 ·'~ h 2 e?. La rrnn•lfl.H:Hon di' crror~s a lo lar~.c; 

de las lrar.j1s o bien perpendtculares al ensanchamiento de lJs 

franjas se consideran mediante a3 b3 c3 o bien a4 t
4 

c4 . Estos 
coeficientes tambiEn contienen la influencia principal de la -
curvatura terrestre y de los errores de proyecci6n. 

Se utiliza otro cálculo, si los puntos de pase están reparti-­

dos en 4 grupos a lo l<lrgo de la franja. 

El grado de polinomio se sube a 3 . . 
6 A i>b 

"' A A 1'> ¿:, 

~aJJ. 1 ~aqxy Q,{..\"3 ' ~ X - a, • "'' 1 a,¡ ' ' a ,~.y 

A y - bo ' b .. ~Jb¡¡ • In .x' ~ b; ~r • bs.¡1 ~MJ!f 

• 1 - ,, ' Cl. y .s (¡ j ' c¡x
1 ~cy~t-¡ "<J~J • a )"! 

Ahora se parte de observaciones independientes y de igual peso 

CE . .¡_L ~ .O. El cálculo para un ajuste según el fl1etodo de mír.irr:os 
cuadrados que~a asi: 

- 4X, Ay y ~z pueden considerarse y ijjustarse indepen-­
dientemente la una de la otra 

1 x. Y' d ).4'/1 X•' x/y~ 
1 '· Y' xi "P x,' :1'/ ji A 4 " " >1' ~J J1 x/ J'J' J1 
A ' ' ' 1 ' 
' ' ' ' 1 ' 

La matriz de coefi~ient•• A • ' ~ -~ p ra uy y flz es idéntica. Pijra los 
vectores x se cumple: 

X1 ~ (ao (/,¡ 11} .... a,) 



n~ ,-,ru~rdo ,, ];¡e, rr<J]~c, d~l cálculo rl~ ~.i11c,t•• ~" ohtio>nr; pJr;, 

<el V<·<.I.Ot Jt• lr~t.ft!Jt111~·. 1: 

X" ( A'PAr' A'?L 

L contiene la ~x o bien ~y o bien fiz: 

las distancias entre los valores verdaderos (en las coordenQ­

das de los puntos de pase transformados a la escala del ~odelo) 

y las coordenadas del modelo medidas (coordenadas de frujas) 

de estos puntos. 

Para diferencias de altura mayores en el terreno debe r,acerse -

un ajuste previo. Este proporciona correcciones para los vol ores 

medidos, condicionadas por medio de las variaciones de altura -

asi como por los cambios de escala del rr.o<:!elo. 

La obtención de estas correccionf's se logra observando los resul 

tados de los ángulos~ y n (ver cap. 17 

Orientaci6n Absoluta: allf se presupuso z : const.; ahora se ti e 

ne que investigar los efectos de diferencias de alturJ mayorei). 

' 

Se cumple: 

dM 
fan f ' > 

{/;-lo} 

y mediante observaciones an.ilogas 

i~ Jl 
ol t.j 

" ' ( l:·lc) 

El giro f origina en el -

plano xy un desplazamier,­

to dllx en terreno horiza!:. 

tal. Se añade Cfix, si -

intervienen diferencias -

de altura e~trc el planQ 

de referenc;a y la super­

ficie terrestre. 

?o< ,, 
en e 1 rl ano xy ,., 
'' Para el factor de transformacf6n de escala se obtiene: 

ol ~~ ---: 
12--M 



Con las relaciones de (2) se obtienen como derivadas: 

06l 
>y 

Í}t;)( 2 2 ; 4t • 2Q3x + a~y +3asx ~ tüx¡ ,, 
Ahora se pueden calcular las correcciones, Todos los puntos -
(qu~ est.in incluidos, son puntos de liga) obtienen como incre 
mentos: 

c/bl ~ 1 •• ~ 2 a3 A' ~ avy ' 3 asx 2 ~ 21l~x¡}{ 2 -Jo} 

~M • (c. ~2t'J.i- ~e,_'/ 4 3 ts x1 ~ 7 e, Y)'} ( l-lt} 

<~ •r • 1 ,, •· C~¡ x ' ,, x'}( /- l,) 
( 10./::a) 

Con esta solución se tiene que iterar. 
b) Como 2a. posibilidad de cálculo se tienen que describir p~ 

1 inomios conformes en x y y, 

También aquí se parte de franjas (SCHUT). 
Relaciones conformes se pueden describir mediante una fun­
ción analítica: 

;(a,•ia5){> 
; 1 ,, '¡ ,,¡ (k 

se cumple: 12 ~ -1 

( 18./J} 



Dividiendo [3) en parte real e imaginaria da el polinam10 ~JrM 

f,l y Ay; 

!J. X ~ Q.o -1 a1 x t a1¡ t 01¡ ( A
2

- /) 

-a5 l;xy tat (;.1-Jxy') -ct1(3A 2y-y3)'-·· 

. ,, 1 aH +al y .¡ lls (AL'/) 

L--·-·.:.' _:2_".:_1 _. _. 1 (X'_-_:l.:_".:_/:_1 _._._,_:(_J_I;_y_-;_Y'.:_)_' _· . _· -' 

{ 18,/Ja) 

Como control se pueden usar las ecuaciones Cauchy-Riemann (Co~ 

diciones para la e~istencia de conformalidad}: 

JAX dM dx ' 
g" Jr • - )x ?y 

J •! 
J~t_ oh ' 

'J ~ 'f dr • ,, Vx 

1 
u,, 'J JJ t 

1 
~M ? ,. t_ 

1 • • gx ?; 9 y ?x. ( 10,/Jb) 

términos pequeños diferenciales se forman similarmente. 

Antes del ajuste deben transformarse las coordenadas terres-­
tres de los puntos de pase al sistema coordenado de la franja, 
la ecuación de interpolación conduce entonces a correcciones 
para estas coordenadas de franja, El cierr~ forma entonces -­
una transformación re~resiva al sistema coordenado terrestre. 

Bi bl iogra fia: Jordan-Eggert-Kneiss 1 111, AJ 1972. 

e) Ajustes de franjas mediante condici~nes de cierre. 

Especialmente en los Paises Bajos~ Bilgica se usaron muchc 
hace algunos a~os, ajustes que estaban basados en la interpo1~ 

ci~n entre errores de cierre. 
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IJn método posible es: 

,---,--------·--- ---·-

6 6 

Al principio y al final de cada franja hay dos modelos tot<l.l-­

mente definidos. Se conduce una triangulación de franja, empe­
zando con el primer modelo y empalmi!ndo los restantes. 

En el ijltimo modelo se obtienen entonces errores opuestos a -­
los valores antes conocidos: 

liK, t.!l, ll~, t,.X, t.Y, liZ y 

proba bl emen te también liA (diferencia de escala) 

Usando 7 parámetros se puede mejorar cada modelo individualme~ 

te. Para los parámetros existen 7 condiciones (condiciones de 

cierre): 

• o 

d ¡;, - "f - o 

d,fl; - ""' • o 

b; q )i -.X -o 

bi ~/1!< '"Y - o 

bi J fi - " l -o 
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P~rt.ienclo de ~11 í S" obtienen los pardrretros vara los modelos 
1to•llv1olt .. 11•··. l•'•r l11!o•r¡or,1.,,,¡(,.,; 

o/ )< : 
,, 

~; • --- 1 • 
' 
L. 
i·1 

oi.J,· • ' dA: 

o/ ¡¡¡ " - Ui d~'; ' • ' ' q ) 

ol ¡; ·~ -• J • p; • ' ' d }; 

d Ji_¡ 
Ml - fl; - d .fl¿ • ) • ' -• 
' o/ X1 • ¿_ bi viAl • ' -Q;-oiJl ,., 

Jy. • hi . d 1/i • ' -
,¡,. • ' - •• d}. 

Para ,, ajuste planimétrico " obtiene: 

1 
X • ,,x, ' )ix ' Kij 

1 y • Jy, • )¡y JI,. J( 

y para el ajuste altim~trico 

2 • dl• ~ _.¡; i' ' J;x ' .Ili )1 r 
(H>./4) 

d) Ajuste de bloque con franjas. 

Como unidades de ajuste intervienen franjas, Si ahora se · 

usan además franjas transversales {adicionalmente a las fran­
jas longitudinales a ajustar), las cuales también se ajustan, 
entonces se puede evitar un ajuste de bloque. El ajuste de --

las franjas transversale~ se ba­
sa en los ajustes de las franjJs 

longitudinales. La distribu~i6n-

de los puntos de pase necP.sarios 
se puede ver en el dibujo al la­

do, 
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Fn 1.1~ coodi~iorres octuale~ la única solutiór, practicable p~ra 

'''' ~l·•~'·'' ,¡,. ~\'•'1'''' Lun lr~rr.l·•~ e~ el mito~c Anblock con elle~ 
los pol1nonrtales segOrr SCtlUT. 

No tlilda más intervienen polinomios para las observaciones de -

puntos de pase, sino tambi~n para los puntos de liga en las -­

franjas contiguas. Se vili ventajoso el uso de polinomios con-­

formes. De acuerdo a (3) el cálculo queda as,: 

a.~_ ~ Qz x + as y • a~- (,;- ·ylj -a; (l.~¡) 

"' {x'- 3xy'} '' (3•'¡- y1
} 

"'Y " a, ~a3x~a~y • as ( x'- y') .a;( 2xy) 

' a¡ { x'- 3xy'} '" {3/¡-/) 

Al " {o l C1.1 ~ C1J ¡ tl / ' e t xy 

~ {S XJ ' Ct. J.z'/ 
--- -------( ". 1' 1 

ahora se introduce ~x ó ty 6 tz 
ya sea como diferencia entre el valor real (coordenadas te­

rrestres, transformadas al sistema coordenado de franja) y 

el valor medido (modelo - consecuentemente coorder.adas de 

franja) = puntos de pase. 
o como diferencia de corrección + aproximación escogi~a 

{despuls de un ajuste de una franja para si) y coordenada~ 

del modelo medidas del punto ::: puntos de liga. 

Una descripción del procedimiento se encuentra en la bibliogr~ 

fía citada. 
Bibliografia: Jordan-Eggert-Kenissl Ill, A3 1972 pág. 132. 

Buchholtz/Ruger 1974. 

10.4.1 Aerotriansulación secan SCHUT. 



1~. Prof,]em~~ ~•• 1~ rl"l•or~riftn dPl ~.irJ~te dP blnque fotogramétri 
'· <) • 

Un bloque fotogramétrico de dimensiones m~yores podria por --
ejemplo consistir de: • 

12 000 observaciones 
2 000 puntos 

200 fotografias 

Esta c~ntid~d de datos deben orden~rse con efectividad {ecor.2_ 
mía de un método) y revisar.se para encontrar errores. Se pue­
den hacer las siguientes diferenciaciones: 

1) Preprocesamiento, 
1) Inspección para detectar errores grandes, 

a) Cada observación fundamentalmente se tiene que repetir. 
Después de la medición se revisa, si faltan observaciones 
individuales. 

b) Revisión para detectar grandes errores en base al plan de 
observaciones (fotocoordenadas > forma te no deben por ej. 
intervenir). 

e) Control de las diferencias de coordenadas observadas por -­
comparación con una tolerancia dada. 

d) Control de las diferencias de coordenadas observadas medi-­
das en diferentes IT,odelos con una tolerancia de error even 
tualmente preestablecida . 

• 
II) Refinamiento de las coordenadas. 

a) Las observaciones se promedian. 
b) La orientación interior se reestablece. 
e) El sistema coordenado se gira paralelo a las marca5 margi­

nales. 
d) Los puntos b) y e) se pueden substituir mediante un ajuste 

con las marcas marginales (corrección por deformación de -
pelfcula). 

e) la distorsión del objetivo y las correcciones por refraccién 
podrían considerarse. 
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111} Corrección de ~rrores. 

·.~ !""·d¡• lntr,du~lr nu•·V·1~ uh""rvoH.l(J!l~~. (las m~rcas fiducia­
les y lds coordenida~ de los puntos tienen qtte volverse a me­
dir), 6 se el tminan las observaciones defectuosas (esto ata~e 
a las coordenadas rnismas, asi como a las funciones de estos -
puntos), ó se lleva a cabo una renumeración de los puntos de· 
fectuosos. 

IV) Clasificar, 
P¡¡ra un trabajo efectivo, es de gran importancia una clasifi­
cación de los datos. la secuencia de la solicitud de modelos 
u observaciones deberh ser de preferencia a voluntad. Por 
eso es necesario un método de clasificación, que separe en 
forma diferente los puntos Identificados. 

a) Clasificación por numeración. 
lo más sencillo es 1a numeración con ayuda del número de -

punto dado. Por el otro lado, es deseable mantener un esquema 
de numeración libre. Aquí obtiene cada punto un número de pu~ 
to libre y una dirección para el almacenamiento de las coorde 
nadas. (Esta. informadón se almacena extra). 
Es ventajoso si las cifras de nOmeros de puntos libres y la -
dirección de las coordenadas son acordes. 

b) Clasificación por incrementación del nOmero de punto, 

Un método posible para describirse asf: 

P.>'•o__ ____ C'l,".--'',:·_P.~,,, __ ~P~ Cada punto se inspecciona para sa 
ber si es menor, mayor o igual al 
intervalo li~ite. Despu~s se le -
saca mitad al inter~alo y se vuel 
ve a inspeccionar. Esto conduce a 

una localización inequivoca de Px. En 1000 valores nada más 
se necesitan lO pasos de inspección. 
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e) ·rlñ~ifiC,1ción sr>gíin la clase de p11nto. 

punto nuevo. Las Ultlmas deberfan venir al fin<~l. 

d) Clasificación por incrementación del n~mero de punto. 

Se puede también escoger números de fotograffas libres y -

asignatles direcciones a los puntos, los que por ej. estln 

determinados por las coordenadas -x y -y de los centros de tQ_ 

ma (coordenadas de aproximdción), Sin embargo es más práctico 

una fijación -a priori- de las fotograHas. Entonces se puede 

clasificar según la incrementaci6n (listas) de los números de 
los puntos. 

2) Búsqueda de errores 

El método prehecho descrito en 1) prueba el número de 

punto y fotografía. Controla la medición y su calidad dentro 

de una fotografía y una franja (en los estereocompar~dores n~ 

d~ más valores medidos). Los siguientes errores no se descu-­

bren: 

falta de medidas de control, 

fijación del bloque. 

falta de coordenadas en puntos de pase. 

falta de pesos o constantes 

errores de numeración en puntos de pase. 

aproximaciones equivocadas de parámetros de orientación, 

Estos puntos se pueden vigilar mediante un~ lista Ce prueba. 

M~s adelante se necesita todavía resultados especiales ctel -

ajuste, para poderlos resolver. El programa de ajuste deberfa 

proporcionar la siguiente información. 

variar1cia de la unidad de peso despu€s de cada iteraci6~. 

magnitud de los par.Smetros de orientación, 

residuos de las coordenadas en los puntos de 1 iga, post~ 

riormente a llevar a cabo una comparación con una teJe-­

rancia de error a priori. 

residuos en los puntos de pase. 

ordenación interna de posición -y puntos de pase de altu 

ras. 
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llli ~r·ro;r ~tafr•l~ ltoflu~r,Ll~ r,l.~o·rv•><.\•,t••··. v<·<.lto~~ <:n tod~ 

su magnitud. Se notar, desarrollo~ tüdavfd 1:n üb~er~aclu­
nes a una distancia del ancho de una fctograf{a. 
Errores en las coordenadas terrestres pueden conducir a 
grandes desviaciones en puntos de liga vecinos. Este es 
el caso especialmente en ajustes de haces (-no tanto en 
ajustes de interpolación, ya que aquf el error se repar­
te mejcr). 
Los vectores de residuo dan lugar a dos alternativas, ya 
sea que se trate de una observación individual con errcr 
o de un error de identificación: 

error de una observación in­
dividual, 

error de identificación 

el que haya que descubrir un error, depende del número dE 

puntos en la periferia, las extrapolaciones deben evitar­
se de ser posible, Es importante una cantidad suficiente 
de puntos de pase de alturas. Son muy útiles para la ob-­
tención de iteraciones convergentes. 

3) Aproximacicnes. 
Un ajuste de haz o de mcdelo se~ún el m~todo de mínimos 

cuadrados requiere de valores de aproximación para Xo, Yo, K 
así como para la escala (para el ~juste planimétrico). 
Algunos programas (Ackermann/Stuttgart, etc.) calculan apro­
ximacicnes, en las cuales subdividen el terreno en cuadrícu­
las introduciendo allí fotocoordenadas en un método Anblock. 
Otra posibilidad ccnsiste en que, con ayuda de un prograr.Ja de 
interpolación (para x

1 
Y

1 
z

1
¡ se calcule un ajuste aproximado 

de franja o de bloque, Las aproximacicnes para los centros de 
toma se determinan por resecciór. espacial. 
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En Hannover se hace como sigue: Primero se deter~in~n los l.!r 

tros de toma de la pri~era y última fotografía en una franja. 
~~~ ·~~l.ori!r-. ·.r· '·11r"lnn pr,r lnl.r•rpul;¡ción, 

4) Tiempos de cálculo. 

ra 1 es: 
Se puede cumplir con las siguientes estipulaciones gen~ 

Usando grandes calculadoras se abaten los costos rlpl 
damente. (Esto se nivela otra vez ya que se trabajan 
bloques ma:s grandes con programas m.is amplios). 
EBNER/Stuttgart· establece las siguientes relaciones: 
Los tiempos de cálculo y con ello los costos varían 
con el cálculo escogido, Mlis o menos se cumple: 

Método Anblock Ajuste de modelo 
(separación de 
planimetrfa y altura) 

Ajuste de haz 
(nada má"s planimetría) 

1 3 ; 5 

20. Métodos de interpolación para puntos nuevos 

Después de un ajuste subsisten en los puntos de pase desviaci~ 
nes pequeñas-o grandes (residuos), Si ahora se determinan pun­
tos nuevos en el bloque, éstos est~n llenos de residuos. Ahora 
se trata de reducir los residuos mediante -métodos de interpo­
lación-. 

Un ejemplo: 

En el ajuste se asignan pesos diferentes a los puntos de p!se. 
Se podrfan considerar, por ej., como libres de error, por lo 
tanto oeso u, 6 como obser~aclones del mismo peso, por lo tanto: 

Peso l. Un ajuste en e1 bloque de prueba DBERSCHWABE/; dió los s1 

guientcs resultados: 

11 

L_,'Lo-~ 

Residuos en los bloques 



Numericamente se obtuvo: 

r·~~n r~r~ ¡¡IJntn 

dt ~ .. ~e 

1 
¡00 

"'' 
(m) 

5,0 

6.7 
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¡¡, .. ,,,,,,¡Jw. ,. " 
E S t t: rrart<' Altura 
(cm) (cm) (cm) 
-~-· ··--~----~-·----

' 51 ' 52 ' 55 

' 47 ' 39 ' 66 

Se ve que tanto oo como tambi~n oh se empeoran, en caso de -
que se introduzcan puntos de pase con pesos infinitos {o sea 
muy grandes). Después de que el modelo matem,Hico se mejoró­
mediante un método de interpolación, se obtiene: 

3.5 ' 16 ' 16 ' 38 

La interpolación es especialmente necesaria entre modelos. 
En el siguiente desarrollo de este capftulo se mencionan bre­
vemente algunos de· estos métodos de interpolación: 

1) Transformación Afin. 

Aquí no se puede utilizar una transformación Helmert ya 
que sus pariimetros ya intervienen en el modelo matem.ítico de 
un ajuste de Modelo, Haz o Anblock, 
Sin embargo se puede efectuar una transformación Afín entre -
los residuos de las coordenadas del bloque . 

.t • a.x ... by .¡.e 

' er ' ¡ (2o./1) 

Las 6 incógnitas {2 fectores de escala, 2 rotaciones, 2 tras­
laciones) se pueden determinar en forma relativamente senci-­
lla con 3 puntos. Es sin embargo desventajoso, que este méto­
do nada más se puede automatizar con dificultades. 

• 

Se aplica con ventaja en el caso 
de triángulos. Pero entonces no 
se puede pulir el paso de trián­
gulo a triángulo 



2) Polinomios. 240 

También se pueden usar polint>ll'ios para 
• 1 

1 : 
• :1 

(2o./2) 
Si se tiene cuando menos: 5 puntos de 
pase por franja, entonces los coefi--
cientes del polinomio se pueden deter 
minar, 

También se pueden utilizar fórmulas de polinomios con~ 
formes: Si nada más se tiene puntos de pase 

en las orillas del bloque, entonces 
se tiene que usar fórmulas de grado 
menor. 

Una aplicación de este cilculo es el Ajuste en bloque segün 
SCHUT. Los cálculos descritos en el capftulo 18 también se pu~ 
doo aplicar ' residuos, o "' 
'" puntos de pase. 

3 ) Métodos de interpolación 
Existe '"' gran cantidi!d 
STR!NZ poc 'J. interpola 

'" ajuste de '"' puntos nuevos ' -
gráficos. 

" diferentes soluciones. 
-independientes para ' ' y, ' --
rectas de igual error entre los 
residuos mediante promedio grá­
fico 

4) Interpolación con los pesos como función de la lejanfa, 
la interpolación también se puede llevar a cabo, sí se 

usa la lejanla como peso para la corrección de interpolación, 

Se cumple: 

A 

" • 
l.p 

p¡ ·~ ~ 
orle< --

" 

i P< /, 
<•.f 

• 
!/ 

s1 : Lejanía 
li: corrección a los puntos 

de pase (residuos), 

(2o./3) 



L·' cor~•!cci6n rl~~.Prminad,, por (3) <'5 independiente de la d1--

o!·t.< ¡(,to, •,,. l•"<•olt· '""'.\<\o·r•1T l:COt.H¡ ¡trÍt"H:r \'•l',f) r•1fi.l tr~tdr ~1 

ruétoao serialado. 

5) Interpolación por el método de mínimos cuadrados. 

Predicción lineal según KARUP, MORITZ, KRAUSS-

• ?. Ct.) dados: un número de puntos Pi 

con sus residuos 1. (corree ' -clones). Los residuos deben 

estar integrados por una -­

parte sistemática s 1 y oor 

una parte casual r; 

Se condiciona que la suma de todos los li sea cero, o sea: 

E 1 . : O 
' 

En ajustes, asf es normalmente. Si la condición no se cumple, 

se tiene que hacer la siguiente transformación: 

{; • 1: ' 
PrJcticamente se trata de una centraci6n. 

' Si ya SI' hizo (o bien si la condición se cumplió desde el pri!1_ 

cipio), se cumple para la variancia a~ de los residuos: 

I: ¡; 1: 

" 
¿ r,,· Ji 

" 
-~-2¿,¡;r;+ 

n 

y si se tiene un gran número de puntos de pase: 

L s; ..:· _____. o 
n 

M 1 o "' para '" variancia o' 
1 " obtiene: 

1 G;' r Ji .r: [' r",' "11 

1 " + 
·h h (2o.5) 
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Como pa~o >i~ui~nto se ti~nr. ~ue estimar lil corrección r.:r.tr~ 

)•,·. !•""t"~ r·
1 

11
1
). :lnrrr·~1mr•nt~ ],,•, di•.tancia~ P 1 P~ ~er~n rro­

yur·~, qrn• r1- r.<l y "''"'(Jr•·:, •¡u<· <l t r,rl; ~·= cum¡¡le: 

Una funci6n de covariancia se puede entonces estimar como si-

gua: 

¡l.o d, .IL 

e ( p¡ P,) • :. ( I !;;,,) 'I (,.-,,) • I {J,r.)'.[(,, r,J) 
y ya que los términos mixtos van a cero, y -en base al aju~ 

te anterior segdn el método de minimos cuadrados- la parte 

casual ¡; (r 1 rk) tambien va a cero, se obtiene: 

(2o./6) 

Ya que la forma exacta de la curva de covariancia es de poca -

importancia, es suficiente con una descripción mediante ur1a cur 

va de probabilidades de GAUSS. El punto más importante es la -

determin<Jción de C0 . 

Este método también se designa como predicción lineal: 

Se tiene que determinar una función u - función lineal de los -

residuos 1.- do tal manera qtle la desviación entre s, la se~al 

' de (4), y u se vuelva mlnima. ~atem~ticamente esto se puede des 

cribir asl: 

(.¿ ~ a...,/f + IZ2 Lz• 

[.ecS-LJ. 

[a Wlo "-

función lineal 

desviación 

Condición de mfnirr·os 
(2o./·r)...o 
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Substituyendo las dos primeras ecuaciones de {7) en la ccr•~! 

{!fin rl<> l'lfnir.>o~ ,¡,,; 

l_(s-a'i)(s-a'l}• L (ss :2a'l • a'll.j 

y después de dividir entren mediante la segmentación de la 
cuantiosa suma: 

LJ/A 'i:.lA• - - - . ['1-1~ 

JiL _"[ S5 " " • 
- 2 a ' ' ' • +a. ' " " ¡ j¡~ u~t· Lt~t~ - ' - - -

n n • 
usando (5) y {6) transforma la última ecuación a: 

C{P?,) C'i.' C ( P; p,) 
' -

"' G/ - 2 a.' + a.' ' 

c(PP.) 

ó usando la notación matricial e y C 

Q 

La condición de minirnos: implica igualar a cero la la. deri­
vada parcial con respecto a la variable a}: 

' o • /e . e- a' 

y para a' 

Substituyendo en la la. ecuaciOn de {7) da con:o resultado fi-
na 1 : 

1 u • e -e -~ -L 1 

Se busca una función y -1 =C·l.La 

(2o./8) 

inversión de C serh posj_ 
ble, sin embargo no es necesario. Se ut11iza la curva de 
covariancias gráficas. 
(Se cumple e· y" 1) 

d 

1 



La cantidad de cálculos para determinar y es muy grande 

• por ej. OBERSCHWABEN 80 puntos en 200 fotografi~s-

Ejemplos para las interpolaciones: 
-lineal: ·T-----r 
- con pesos dependientes de 1~ lejanía: 

p~ 

método de los mínimos cuadrados: 

,, 
r--,..~· 
LL:-

(I,lS \(~-] 
,_ 

-4 

-4 

t1- = c'{-4! j C{?;M ~C.' 111" ~) 

"·'9·o-•.¡ 



1·~-:o.Jt.,.¡,,, '""·f•l••.o ¡.~rn r¡r,IP'.~II>l~P.fN (rli"'""~ilín ~rl tJio~~e 

~5 )( 6() km) Df'SYidci6t, ~tdO<ldrt.l 

sin interpolación 

con interpolación 

al Este 

(cm) 

• 51 

función de covariancia 1 

C0 = o,6 

o.~_:-1 ~~---""~· 
• 42 

E t/6 d. Hlocla!s 

- con interpolación 

función de covariancia 2 

• 34 

tlo rte 

(cm) 

• 51 

• 45 

• 37 

en la altura 

(cm) 

• 55 

• 54 

+ 55 

En ldS coorden;¡.das planimétricas intervino un residuo. 

peso creciente para 

puntos de pase ¡ .. o) !. 47 

Introduciendo parámetros 

ddicionales en el ajuste 

en bloque • 16 

Resumen; 

• 39 • 66 

• l6 • 3 9 

Mejor que una interpolación por el r;;étodo de filinimos c~a­

drados después del ajuste, es la elección de un ~odelo m! 
temático mejorado (mediante el uso de parámetros adicion2_ 

les). Entonces los residuo~ son tdn peque~os, GUe pueden 

ser despreciados (iy con ello no tieien influencias ~n lo~ 

puntos nuevos!). 
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21. Co~par~ción de precisi611 entre el ajust~ dp haces y de ~odeln. 

Uhn luVt··.ti'la<.H.h l<dJil<.n <J., <·eL•· ¡.r·IJ!.l"n''' <", po•.ilo],. <1<• 1~ -

siguiente manera: Se introducen las correccione$ desprtclaJH 

en un modelo (de 2 o más fotografías). Esto da un sistema de 
calculo sumamente complicado. GOTTHARDT Jo tiene representado 
(en ap~ndices) en la 'Oeutsche Geod~tische Kommission, Serie A 
Nr, 41, 1962: ''Preguntas de precisi6n en la orientación anal{­

tica de fotograffas aéreas''. Obtuvo un incremento de precisión 

teórico del 20% cuando todas las correlaciones tnf]¡¡yeron en -
la formación del modelo. La demostración práctica es muy com-­
plicada, ya que pueden interyenir errores simétricos de igual 
dimensión. El método de haces toma en cuenta estos errores, pe 

ro de una manera mejor, por Jo tanto una gran cantidad de -­
errores sistem~ticos se reducen o bien se eliminan, Por eso 
en la práctica el método de haces da mejores resultados. 

Para el bloque de prueba OBERSCHWABEN se obtuvieron los siguien 

tes resultados: 

Ajuste " bloque ,, haces 1 b, bEs te bNorte bh 
{Hannover) 

---- ·-- ----·-· '··-·-· . -
puntos ,, pase 

1 longitudes ,, 

5 longitudes ,, 

Ajuste oe ~deJo 
(Stuttgart) 

ca da 
base 

base 

---------~--

puntos de cada 

2 longitudes de base 

4 longitudes de base 
8 longitudes de base 

t) (\lm) ( ,¡ (\.11'1) 

"PúáñlétrOS- -·---

acicionale 
00 5.8 10.7 9.9 15.7 

' i 3.7 5.5 5.0 12.5 

" 
1 ! 5. é 18,4 Hl.5 " . -- • o 

" j 3 • 5 5.9 S.< 13.6 

(Modelo formado mediante mediciones con 
estereocomparador) 

parámetros -l b
0 

bp= • bx 
adicionales 1 (\lm) (\lm) 

f· -··· ·-··· . ··-·-·-··-- -- . -
1 7 .1 

6,0 

6,5 

12.5 

17.5 
25.4 
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LM r!'~.ult~rlos t.~mblén muestran, qu!' el ajuste de naces, n~­

dd ro,,;~ '"~nrl() I•<Hilrru·!.r~~ Mi1cinnal1·~. rl~ mnjor('S resultados, 

Un ajuste de modelo con coordenadas de r.lodelo r.~edidas (gr.J.fi 

cador ana15gico) no se había usado para este terreno de -­

prueba, La precisión se previo de mAs o menos Gp"' 25 \lfl"•. 

Este valor sería peor que con las mediciones del comparador. 

También un ajuste usando calculas polinomiales darfa se~ura­

mente peores resultados, aunque se trabajara con el mismo 

s tereocompa radar ( Stut tga rt) . 

Finalmente se tiene que hacer notar, que en el bloque de -­

prueba OBERSCHWABEN se usaron puntos con sei'lalamier.tos. Si 

se utilizan puntos naturales o artificiale~ (esquinas de edi 

ficios, etc.} serfan de esperarse peores resultados. 

22. Ejemplos de aplicación para la fotogrametrh analítica. 

El principal campo de aplicación es la aerotriangulación. 

En diferentes estados de Investigación se establecieron un 

gran número de programas de aerotriangulación. Aquí se tier.e 

uno que remitir a las publicaciones de estas instituciones -

(Schut, NRC Ottawa, Cálculo polinomial para franjas en el -­

bloque; USC & GS, Washington, Ajuste de haces; ETH ZUrich, 

Ajuste de haces; Bauer/MÜller, Hannover, Ajuste de haces (con 

parámetros adicionales); Ackermann/Ebner, Stuttgart, ajuste -

de modelo; Halonen, Helsinki, Ajuste de haces; Duane Bro~on -­

Associates, Ajuste de haces con parámetros adicionales; f~eixn•J~, 

Stuttgart, Ajuste de haces, etc,), 

Tabularmente se van a describir brevemente 3 de las principa­

les posibilidades de uso de la fotogrametria analft1ca {Aero­

triangulaci6n}. Se deherían mencionar aquí: TABLA 5.2491?.50 

1) Organización de un catastro rural o urbano, 

La implantación de esta tarea significa: identificación <:'e-­

puntos de lindero en el terreno antes del vuelo (e~ CilSO de -

que estén fijados por mojoneras o apoyos to;¡ográficos} medii'..~ 

te señalamiento simultáneo de estos puntos 



Si 1~~ 1 in<la>n< <~pueden r~fPrir a ob.ieto5 naturales (c~rcas, 

,.,¡¡~•. ,,,,.,;,,,, .. t.,.,~,, ... ). ·t•"• •:i~•q•l•• m~•ll.H.l<• "n<J•lifica-
ción fotográfica o simple medición en objfotc.~, que ~on recGr.o­
cibles en la fotograffa-, entonces se puede aesistir de la fl­
jación de linderos antes del vuelo. 

2.) Establecimiento de puntos de pase para obtener cartas 

topográficas. 
Se trata del caso standard de la .l<.erotriangulación. A continua 
ción se establecen aquí cartas de peque~a escala de regiones, 
en donde apenas o no existen puntos de pase en el terreno. 

3) Establecimiento de redes de 3er. y 40. orden para 
subsecuentes mediciones en el terreno. 

Aquí la Aerotriangulación probó ser muy útil. 
Como condiciones se deben sentar: 

Los puntos fijos deben colocarse en los puntos terrestres 
convenientes de ser posible con m!s visibilidad, 
Debe existir un buen señalamiento. 

Entonces se puede volar el terreno, Son ventajosos sobre todo 
los costos bajos. Un punto fijo, que se estableció de esta ma 
r.era, ocasiona nada más alrededor de I/3 de los costos que 

surgirfan en una medición terrestres. 

¿cuáles cám~ras deben usarse? 
Si nada más se quiere obtener información en planta. -catastro 
de una ciudad- es ventajosa una cámara de ángulo normal, de ser 
posible con format~ y escala de fotograffa grand~ RMK(30/23}. 
Si también se requiere información altimétrica, entonces debe 
usarse una cámara granangular, por ejemplo RMK 15/23. Un incre 
mento de laprecis16n en la altura se obtiene mediante un m~yor 

traslape lateral (en vez de 20-30%, 60%). 
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Tabla para lasposibil1dades de aplicación más importantes 

,¡., h fntnur~n¡~trla ~nii]Í! ]ril (A•·r<>tri~n<Julacil"in) 

Campo de 

Aplicaciones 

a puntos 
medidos 

C~tastro 1 Topogrotle 

{requerimentos 1 (esca
1
1•, ,~'oo'o'¡ 

alemanes) 

'"""' ,, ,~;"'~;~~1;::~;~,~"' :: -i 
marc~dos por estacas 1 planta y altura: 

Puntos de lindero: ! puntos artificiales 

rrarcados con piedras, , naturalmente 

etc, ·señalados. 

Construcción: objetos 1 

naturales 

Red d~ puntos fiJO~ 

Puntos fijos 

trigonométri~os: 

rrarcados con piedras 

o bien postes. 

·¡--- --
!cada 1 •.. 2 km en 

planta 

densidad 

promedio de 

los puntos 

precisión 

requerida 

una precisión 

fotogramétrica 

de s •• l()¡¡m 

- (altura 15\ln:) 

se obtiene con 
escalas foto­
graf.icas de:· 

m<J.gnitudes del 

I!'.Odelo 

se requieren 
6 puntos de 

liga por modelo 

más o menos 

cada 100 m 

3 ... 5 cm, 

1: 3 000 hasta 

1:10 000 

para 1: 3000 

500 x 250 metros 

número suficiente 

de puntos a 

determinar 

l ... 2 km 

cada 300 m en 

!la altura 
' ' --·-··-··-· ! 50 cm para Ja 

planta 

15 cm para la 

! altura 

1: 6 000 en la altura 
de l: 50 000 hasta 

¡·····-·------
' 3 ... S cm 
i 

1: lOO 000 en planta aprax. 1: 6000 

1 (La escala fotográfica m.ayor se limita P<Jr 

interpretabil idad) 

------~-para 1:5000 --¡·p~;a 1:·6-Üoo--

; 1000 x 500 TOetros 11000 x 500 metros 
---...-- ------- ·------ -----------

', Se tiene suficientes 1 Por cada punto fijo : 
puntos, los cuales -' se necesitan 2 p~do:, 

'«''"·'' ¡parcialmente no ,, de liga adicionales. 

j se~a lados 



Lai"P'' <11: 

aplicaciones 
1 

1 

- 2 5C 

1 
' -¡-i --- ' 

Requ1 si tos de 

control 

--- ----- -- ... J 
tamano del 
bloque 

----------
sei\alamiento 

la red de puntos de 

pase, libre de er~ 

"' 

después la red de 

puntos de pase 

utilizable, 
1 
i 
' 

red' de control libre 
de error cada 10-15 

km por un punto debe, cada 5km, 

estabilizada por¡ la precisión mediante' 
un punto ! puntos de prueba 

determinable 
---,---+:-----

8 franjas con 14 5 franjas con 10 

fotografías si es fotografías si es 

el caso el caso 

= 112 fotograf1as =- 50 fotografías 

------ -- -
1 10 franjas con 20 

fot09raffas si es 

el caso 

;; 200 fotografí¿s 

' ------:-----------¡___ 
necesario innecesario necesario 

riOTAS: -la precisión fotogramétrica de 15 m en la altura y la 
de allí rG'iultante escala fotográfica están basados 

en las siguientes fórmulas: 

-Esta tabla es nada más un indicio. En casos particu1ar(,S 

pueden intervenir más desviaciones. 



FOTOL1AMETRIA ANAL 1 T 1 CA 

PRIMERA PARTE 

--
DR. HANS PETER BAHR 

MARZO, 1981 

--- -
P•l•cio de Minerío C.lle rlo Toc"bo 5 Pfimer ploo Mi•lco 1, D. f. Toh 5~.U:4D-20 Apele. Pcotol M-11285 



Oivhión do t;d.ucacibn Continua 

Ciudad de H~%ico 
JO.). - ).4.1981 

F o t o g r a m a t r 1 a A tt a 1 1 t i e a 

Primera Parte Pritica ,A} 

de H~-P. Bl:ihr 0 Universidad da !lannover 0 R.F.A. 

Contenido: PAgina 

I Operaciones con matrices (§1) 

II Aplicaciones de la ley de la propagaci6n 
de los errores (§1.7) 

III Sistema-" de rotaci6n <'11-t'arentaa. (§2) 

IV Funci6n de diatorsi6n1 diotancia rocal 
y errores en altura (sJ) 

1:- ) 

A- 4 

V Determinacibn de los olementoo de orientación fl- 5 

VI Aerotriangulaci6n (§6) 

VII Orientaci6n relativa de un par de fotos 
indapendiantes (§9) 

1. Solucibn te6rica 
2. Solucibn prática {programa) 

VIII0rientaci6n absoluta (§ 11/12) 

IX Correcci6n num6rica de una oriantaci6n 
ralativa in,trumontli.l (§ 15)- · 

A-6 

A- 8 

/,- 8 
ll - 1 1 

A-22 

A-22 

Los t•pitulos indicados entre p~réntP.sis se refieren a la parte teórica de 

G, Konecny. 



Fo toe-ramo trie. .\na~! tic a 

Vnrte !T!..t:lca 

'· "'"'""¡.,,. .. ~ ... ,,. ,, ... 1,,-¡<.."" ( ~·/ 

1. r:u un Si><tema de coord•·nada:; (>: 0 y 0z) oxi<!ton dos puntos 

I'¡ {1 01 01):=P"¡ 

p2 {2,3,4) = ~ 
a) Cuil ea la distancia entre lo~ do~ puntos? 

b) Determ:in<'n Ud. los ánculos Q( 1{l 1¡j entre lo:; ojos de coordenadaS 

y la linea recta, der:inida por los dos puntos! 

e) Cu!.l o::; el lcngulo en-ere lo:; dos lineo.::~ rectas, :forr~ados d., los 

<los puntos y el origen del Si stemn de coordenad;.os? 

'· ~lult:ipl:icaciof. do }la tri Ces ( 1 ) 

1 : 

,, o -1 
A 

o o ' n • • -1 
_, o 

4 o 5 
4 _, 

' o 1 ' 
a) e = A n 

b) D "' A D o 

'· Nultipl:icaci6n de :-!a trices (') 

' 4 1 ,55 o,65 o,oo 9,42 -2,1/f ' _, 
-1 -0,1) 1 • 1 J 2,95 -8,47 1 • 89 ' o o 2,)4 1. )2 1, )4 4,65 o,oo ' 6 o 5,16 -4,41 1 • 41 o,oo J, 11 1 _,, 

1 -7,2/f 1 • 1 5 2,96 0,78 -4,74 ' 
a b o D ' 
a) Wué productos son posibles? 

T abT Db OTo aTe a b • • • • • bTD • D' • 1'0 • .e • 
CTD • aTPb 

b) Detorm:ine Ud, "' {.tl timo producto da ,. s~r:ie qua existe! 
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IJ. Juv .. 1~16n ,,., M .. ~r·1Ltt<> (1) 

' 4 _, 
A • 

-4 ' ' 
Fonne Ud. las cquaciones determinadas por los elementos desconocidos 

usando 
_, 

AA = E. Calcule Ud. 

5. Inversi6n de Matrices (2) 

Algoritmo "gauss" moderno 1 

A • ST T S • dividir la matriz A •n partes ••• ¡;:¡ ti \ '\l simples ( tri!ngulos) 

I•'6nnula para ,. reducci6n • H; = A • ( E - S )T H (o) 

F6rmula para inversi~n • A-' • .-· • A-' 1 E -S )T 1' 1 

a) Determine Ud. los elementos de H y (E-S)T directamente (por"orden 

natural") 

De~ina Udo una f6rmula general para la determinaci~n de los ele­

mento!! hik" 

b) Forme Ud. H7" 1 

e) C&lcule Ud. los elementOB de A-l y haga la prueba integral 

de su ci.lculo 1 

d) Consideramos posibilidades para calcular, ocupando un m!nimo 

de capacidad en la memoria de la computadora! 



1. Teorema de Co~enol 

~~ 
~ -~- / 

~-

'" 
/ 

~ 

------.¿:·-- . .')/ 

11 - ' -

' b' ' - ' b a • • ' ' co~O( 

O{ • 1JJ,J3Jg • 1, 7J mgon 

b = 2000 • • 1 ,4 1 "" • • o = 1000 • ' . "" "" 
a • 264.5,75 111 (eolucibn) 

Corelación • rbo = 0,71 

' . ' 

a) cu&l es ol error ~tandard sin consideración de la correlacion? 

b) cu&l ea el error Btandard con•iderando la in~lu6ncia de la 

corelación entre b y e ? 

III SietomaB de rotación diferente• 

Los ingulo• de orientación relativa, dPterminados de un estereo-

rreetituidor ( ZEISS) erM: 

'f' z " 5,0694g 

w_.• 4,7721g 

K. z • 8,2317g 

? Cuo.le• son los elementos correspondiente• para un estereorres-

tuidor de la caea YILD ? 
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La calibraci6n de una cimera roaulta en valore" de di&torai6n, 

partiendo de una di~Jtáncia t'ocal de c .. 152 1 510 mmr 

DistA.ncia~J radiales r [mm) ' 
70 so 90 '00 "o ,,0 ~ o,__,co:.___:'co_Jo ___ ~_o __ ,_o __ ,_o _ 
·- ~--·--·---------- .. -·-- ----- ... -·--··· 

¡o _, _, _, 
Valoree de distorsilm t:o. r 

., •3 ., ., _, _, •• 

n) Determine Ud. la diat~cia f'ocal que da llr • O por r= 90 111m. 

b) Calcule Ud. de nuevo la tabla con valore" de di8torai6n, 

usando la distAncia f'ocal corregida. 

e) Cu!l estn el error de altura en el punto P, partindo de lo• 

valorea de diatorsi6n (b) 

Altura del vuelo 

Paralaje p~~ en P 

Vistas verticales 

dh 

p;~~;o' • 5 0124 111111 



' ' 

l J' 
e! 

' J 
1 

A~ s -

' - ·> 

\ ' 
o 

Dist .. ncia f'ocal1 o= "o ~ 
Coordanadaa do ,. f'oto1 

x' y' 

" -Bo,ooo - 100,000 

'' 80,000 100,000 ,. -80,000 -100,000 

4• so,oco -100,000 

Coordenadas terrestres! 

' y 

' 9 9JJ,9J " 182,62 

' " 1 )2. 74 " \82,62 

' " ooo,oo " ooo,oo 
4 " 066,67 " ooo,oo 

= 

' 
100,00 

100,00 

100,00 

100,00 

a) ?Cu!l " la variaci6n de la escala en la f'oto? 

b) Determine Ud, los elementos de orientaci6n • 

( : ·. ! 

o4 
-> y 

• 



·• 
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VJ A.,rc.ul .. nesul.._<.:ibn 

Ecuaciones de cor~ecci6n 

a) Establecimio~to de l•s ecuaciones de correcci6n del sistema 

siguente• 

--JL 
¡z ·d • 

•• 
L>r jo 't 

1 ·f 1· < 
o 

·k 

·" • p 

1 Uso Ud. el esquema adjunto 

b) La matriz de ecuaciones normales no most~ar& una forma 

ideal.?Porque? Proponga Ud. m6todos pa~a me.iorar la forma. 

e) ?Son J puntos de apoyo suficiente para calcular la orientación 

abeoluta? 



JI- 1 -

\nc.o~n;~ll.S . ' d ... C~ner.ta..c.i D,., e o or d.e..., Cl d.a,.;S, ;.., c-ó'~)'\ i hu 
A, X A, X 

' > 3 " .. ' a..-.c.d.e~ !'tlt illt'"""'" p 

. 

riv•),-¡w\ [ ~2;:::-
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"' (§9) 

Ce." <>O..>oJcll,., ''""'"' IC .. ¡•<>•- un l'' <>gl"""' .. /'f>lflltAN 

Dado• -
Coordenadas de rotos 

Y1 

635 -2. HS 107.10!, -R~.l'l6 to:.. 002 
6)) 4ll. 557 lOO. )0') -3s.oss gs.~7~ 

1107 RB.'lOR GO. >71 G, ~ 36 c;7.?·'.'! 
724 92.11~ -r,.~s~ 12.2~5 -'L ~ ?7. 
7ll 30.17S 1.~'12 -4'). ]');; - 1 . ~ o 5 

2001 -28.180 1~. 725 -liJ8.18'l '} . u, 1; 

714 -16.6}0 -26. 75~ -'JS,$15 -31.~1)5 

752 ·20.1G8 -70.'J13 -'l7.S08 -7(. ~22 

546 f> • G 6 S -103.525 -69.9~1 -1~~-~~:¡ 
111 B 20.216 -100. )51j -56,1¡05 -105.1;)7 

560 68.500 -S <J. 570 -8.190 -93.253 

Dil'ltancia ro cal ' •• 152131 -Secuencia do rotaci6n eag{m inl'ltrumentos IHLD 1 ... ' 'f • • } 

Los ejes da toma son apro~ima&amiente verticales 

Problema, 
• • • o<'y • llaterminaci6n de los .ingulos da orientaci6n f 1 'f' 1 K. 1 W 

(inclinacibn transversal comGn) 

a) Condicibn de caplanaridado 

o' 

b 
X 

Determinante • by 

b • 

Los vactore., ("coordenadas del modelo") 

'1''') "1"'') p U o V o W i • p U 0 V • W i t 

Y b ( bx• by , bz ) (•base) 

tienen que encontrarse exactamente en 

o~ un plano comón. }'orma anal!tica. 

.. 
" u 

• V 

v' 

v" ., A = O 1 1) 

Se prohibe una determinacibn directa de los elementos de orienta­
c16n ; conaecuentamante se hace necesario una soluci6n con iteracion 
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• b • - o ; quedan solamente los ingulos para la orientaci6n ... -· -t -' -· 'f •K.•I(. ,.(.l. o por causa de ojee de toma aproxi-

madamente verticales; se supone una linea de vuelo recta. 

o) 

... .. , . ., ... . ., . ., . ., 
•a 
., 

Oeteraline.ci6n do >ao coordenadas do> modelo 

' ' u ·~ .. , . ., • 
v' ' o •' - ... ... .. , y -
v' . ., . ., ., -o 

(aplicaci6n eimilar para , .. do o fotoe) 

- coe'f 

- -coe'f 

- ein'f 

- coeU 

- 008'-1 

• -sin u 

• 11into 

• einw 

- cosw 

coe l<.. 

e in k. 

eirr.lo(. 

COSI(.. 

COII'f 

11:lnl(, 

ces W. 

COS'f 

+ 

-

+ 

eirr.W einf ces\(. 

eint.l sin'f einl( 

COSe.) lliD'f' COS K. 

ces W sin 'f' sin k. 

Con los olomontoe aproximadoe 1 • E 

d) Compensaci6n do mlnimos cuadrados, 

( ' ) 

( ' ) 
(v6ase tabla 

Formaci6n de lae ecuaciones de correcci6n (mis de 5 puntee)! 

• 

V • ÁX-1 

( 4 ) 

§2 .)) 
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u• """ ~. 
:) f" 
Ou" ( ) ., • - - o v' ' ';) 'f' .. ~.· 

o v' 
,.,.. 
?·· 

• 

•te • 

?~ • - • 
';) •. p" ... 

"in'f <::o11K. x•' + 11in'j' 11inK. y'' 
.. 

<::os'f e ( 6 ) 

•te. 

Pr•guntae d• contr61 

2. !Calcule Ud. 

Formaei6n de laa ecuaciones normalee y 80luci6nl 

• • ( 7 ) V6aaa § 1.6 

., . 
d •• 

d lo(." 

:t tertl<::i6n 1 
.. " 'i'i+l • '1', 

.. 
• d'f' 

• 
1(. i+ 1 • •• 1 

+ di(.' 

' at<::. 

(repetir laa partea 1. ••• 7 baeta qua loa elamantoe x aean pequeños) 
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Programa FORTRAN , verificado por una calculadora eYBER 7'/76 (ene) 

SubprogriUit&!!ll 

DREHM 1 c&lcula los elementos a11""""a'J 
rotaci6n D (ecuaci6n J) 

de 1a matriz de 

MODKO• c&lcula los coordenadas del modelo (ecu. 2)" 

MMULTo multiplicaci6n de matriC~s 

DETBER1 Valor del determinante ( Jx' elem&nto8, ec. 1 ) 

DWINKz establocimento de loa cocientes diferenCiales aegGn (6) 

MINVERI inversi6n de matrices (m6todo Gausa-Jordan) 

TRANS 1 tranaposici6n de matriCes 

Itoraci6n no necesaria por causa do poqueñ08 valores 

despu6s do la primera componsaci6n 

do v 



, .. , .... 
<t-- .•.•• 

., - ',¡ ' • 

1 

.. 

.. 
" Oriantaci6n relativa 

lt!II:VO >.;·o;:;·;•< 
""'' , .. ,. ,.,.., •. _, • .,.!•u-•c Rotacibn 

,_, - "'"''"'"'''"""' ""' . ''"'"'""''"J"" .. '" .. , '· '" . ,• "'"" " ..... 
Subprofl'ramaal 

,. ,. , . 
o o<, •, • o:• ·,: • ,-,., •••n t .o< 11 '"' """''' • '""'' ' 

de puntos y _coordenada!! el:" =.'nllm•:-oll 
...... -, ....... 'o• O ·"·-~··· •• "" 
"''" ·••rr • • ·· tlltimá 'rtcha •:•:·•e u •>M<<"'""( . 
.,,,.,., • '""'''"'"'( i' 

.. , .... ., ... 
, . ., ... , ... 

' • '"'"'<en"'"'! Diatlncia t'ocal 

" 

.. 
, .. f"otoa .. 

" '"" '" '":"'"'"'"'"'!" Componontel do la """""' .... ' . ' ., 

.. 
baaG 

.,.,., 11 

"'''\1' 
.,. (J! • ,,._.,., 
Wl",':\0 

.. '"·"' . 

-~·-· .. .. " 
"':""·H•••••• Anguloa in!oios · ,.,. . ., "' - ... 

"'"~ '""~' "'"'•POrlllaneco f"inno 
·~;~•· e:•·•·· 
•«"'• e:·"• 
'<C•'< links.izquerda 

""""~'"' "'""· ......... "'""''' 
. 
• • ''" '" .. ,, .. , 

.,, .. , '-'•" .. ,,,.,.,., . 

. ,.,,,,,n, ''''''·'·'"' v'"''"; u!"'·"· 
"'''·"· "'"'·"· 'o,l : • 'o • •VL 'l" , 
""'·"· "'""' ...... ~··"· "'"'' uu,u, 
'"'·"• ,.,,, '"'• '""' Hs-100 

'· "'"·" 

.. 
"' 

... 
'" 

' ' ' ' 

"" , .. ' '"" ""' " "'"'"" "'"'""' '1 •o>•ot "'•""""""'""' """" 1 Matrizea de 1 .. ,, •••••• ,.,.,.,, .,t.,.,, J rotaci6n 

" ""' "" • " ,., .... 
"'"'"" , ....... ., '"""" ,, '"""" • 
" '"'"" .. '"""' " '"""'' " ' ... " .. '"'"" ,. '"'·"' ., '"'"" " ..... , .. '"""" .. '0'"' 
" <oq u T 

" . ,. . ., .. '"'"'' .. '""'" 

"'". , ... ,',.' ........ ' .. '""""· ........ , .. ;. '·"' •''": . ,, . 
'""'·"•' ""·" 1"'"·" 
"""" , .. ,,. .. OJ\n<ODOtl!l't!N (M"I! 

Coordenadas do la a 
""'·'""D·"'· ·''. ,,..., ·••·, u•, ¡""'"'· '"''• ,, .. '"''· o!• ,, ... ,,. ............ .,,.,, 
l "'', 1 '""'"''"''"'""TI ' ..... , 
"''''·'"""'''"""'"'·'·"" 1r•11Componontea do la "''·""'''"H <:o.on 6.ng"lo·•··· ,,.......... ~ 

''''""-"' 1" 1' •• '""' ... ••••• .. ' , • .,, 

'''•""·"' ""' · e d d '''·''"'"""''"'"""'""'" ,,.,,,, oor ena aa del 
1 ,. '"" ..... ""'" 

f"otoa 

f"ocal 

baae 

1111fdelo .· 

·~' .! "' , ..... <«<" "' • " ecuacion .. '"'"' • .. ....... '''·"''·'Hatri:~~ d• oo•:f'ioientea de las 
'",,, ••.• u .. ,. ''" "' '~'"' ""' .... "" "'" tq' ',., ... '' • 

d~ corr•cci61 "' 1 ...... ,.~, 

" " " .. 
" " .. 
" • .. 
n .. 

'""" '""" ... ," . ..... 
'"""" ..... , 
•c••u 
"''"" 
'"'"" .... ,., ...... 

• "· """""" "' • '""'"""'" '"""·'"' '"'' "' Ecua e 1 onoa '" .. ,.,_ "''"' ""'"' '"'""' .. ., "' ......... , ' 
"'·""'-"'"'" 'u""'"""""" Inc ~1 taa 
'". '"'' , ..... '"'' "'" ••• , •• " •••••• ,,. '"'" 1 
'"'""ó"UGHT[ ''"""'"' !J01oll'> .................. ., 
........ (! < ......................... _.,,._ •• , •• ,. 

... , ........ , o ·'"·'"'·'""""'. ·'"·~· • 
'""· '""'' .... z, ... "'·'"''" 
1 ... '· '""'' '"· ,..., ' ',.. ,., • .,, 
1 .. , lOo! 1 loHo F Ll. 1/0 

. ' 

normal e 

!IOOOOO<Dl"M EI!<I..S[O .... ) IU~!l[< ...... Lo•r y oacribir los dado• 
de •ntr11da 

' .. '" ,., .. .... "' '""'"·"'"·.n.J•l·"" 
'""''"·'"·" coto '" coto '" '" ..... 
'"" ,;, e .... "· "' "'· "' '"" ... ,.,..,,,, .... , 
•>1'1 ,. .. ,., .. ...... " 

To~t (6lti111a f"ioba a O) 

• 
" 



' ' ' 

' ' 

' ' ' 

( 

'"" 1 " ..... 1 "· 1 ,,,..,;, ·'"<l· ''· "' .••. ¡.,,,,, . ., "' '" ' •• 1" " .. ,.,, •• 
._ ¡ '" 

,., "''·""·'"'··· >':'" " . ,, " " '"" "• ... ... " '""' " 
'"'''"':"" "'" ''"''""12"'"Modificaci6n del.oe 
,,,,_,.,,,..,,.,., dadoe de entrada 
••o• "'· ''' 00 '" ,.,.~ 

'" ., .... , .......... , •• 0 

"''''""· para obtener misma un:Lda.de 
0•<""· \ 
~ .. ,.,,.,, 
"-'''"'''· de medida como loe 6.nguloa 
''" '" "'·" , '" ,.,,, 

'" '"'''''""·J""'· 
.i!í"<•· .. •· o•• &>''"'''"!!•~Cilculo de 

<•u '"'"" owl••"'·''"''"•"'"""·'"'"" 
<•« '"'"" '"'""''•"'"''''·"'"x"'•""'"'' .,,,,. 
•q··· " .,.,.,, "· tto•r•><J,JI,.,.,,,.,,.,,,, 
"''" _, , .. ,., " .. ,,, ;,, '"''"''·"·'"'·"·'"'·" 

los matr:l.sefl 
de rotac:l.6n 

•t·'F•·"'' on ""'""""'"'""'" CAlculo de coordenadas 

""'·"'"o '"'"''''"'"'•"•'•"·"'"'•"'"'·"'·"'·"''' del Plodelo ..• ' ,, " 
'"e""~ '"'"'"'·'•"'" '-'lt ''"·< '"'"•"'·'·"'" '< '" :•:.• 
:;·. "" '''·' ,.,,,, ""''"·J''"'· 

'"lj'''·'''""'''''""· .. ,.,, ·• 
••:" .. , .. ,., ... ''"'"." ,,. ,, ",,.,, "' 
•. ¡ ·" •• '•' " .. ,,., "· ""'"·'' ·'' '·" ...... , 
l,_,.¡o ... ;, .,;! , ••• <10<.< 

"""-:" '"''""'" """'""""'"~,..,e,. 
'" '""'"'""'""' 

Determinaci6n del vector 1 

"' 

. .. 
'" 
... 
... 
... 
... 
'" 

'" . .. 

' ' ' 

' ' ' 

-------

( 

OL¡j,Uo0< 

"'''·'''"' DO LOO J•l,N 

"'"·"'" DO'" lq,l 

Dl 11 , "''-""" 1 , '' 

"' "'''·"""'"'"·" tU eOLL OUotO '''''t!Q.<J!I 
oo tu '"'•" ... ""'11•··•1"'11 
'""' n .... , .. 
fOI>!T U, !OHL<!lol'loNI 

• ""f&""'" ... d•1!llh 

"""·"'"' .......... 
'"''·"'"' DDlUI!•IoO .. "" .. , .. 
""·"''" oo1o zo~ ••• 
''""'"'n'" '" "''""''" ~··· ... tOS ••> 
'"'""""·" ¡,,., ....... .. ... ""'"""' 

C6.lcu1o d• A 

COlt OH!"< '"'"<o>>YoC,o,Ou,o•,o•> .. "' "'·' JotO,<'•'> 0010 tot 

""·'''·" 00!0 "' DD!I,~t•D•tll 

a"'" ,.. """·"',.."' ... OD!IoH•W"fi!,Jl! 
OMO tOI 

'" """·"'"'"''·'" .,,,,, ... , ""'" "' 
''''·'"·'' ...... . oO!I,1>•0uTI\ • 

~··~ ... "' '""•"''"'" '"'" ... 1" GDLI,li•COII\1 
lOO CO!oll•"! 

&•" """'" toC,<tllo1il 

"' """''"U( .., " .. 
•<~•• •• 
HIHl U, tt<tJ,J>,J•t,.,,¡,,,., 

'""H""""i !ifrn.•s•""·' C6.lculo da 

""' '""'' '"·"''·'·"·'·"·""'''"''·'·"··'·" 
col!lpenl!acit 
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VIII Oriontaci6n ab:.oluta ( § 11/12) 

Para un modelo de un par de :fotos, los seguintes parll.metros son 

conocidos• 

Coordenadas de los 
X (m) 

o• .36 985,54 

0" J8 277,94 

Puntos de apoyo¡ 

' 
B 

centros de proyecci6n1 
Y(m) h (m) 

82 560,21 

82 52), 10 

2 .325,)8 

2 .318,08 

\98,50 

20\,21 

Coordenadas del modelo: 

A 

" 

::.: (mm) 

105,10 

104,89 

y (mm) 

)5,75 

)00,98 

z {m) 

198,5 m 

2)8,8 m 

Escala del modelo• 1¡ 8000 

a) ? Cuales son los elementos de base ? 

b) Determine Ud. los elementos de la orientacibn absoluta 

( uso :fbrmula aproximada ) 

e) Controlo el resultado con una rolaci6n rigurosa 1 

IX Corrocoibn num6rica de una orientaci6n rola ti va instrumental 

' 4 ,,. ! """ ~ ~ 
'lO.-··~ ., 

5 6 

Despu~s de una oriontaci6n relativa y absoluta 

en un ostereorrestuidor unos elementos de la 

oriontacibn estuvieron modi.ficadoe por casualida<l. 

Eso result6 en las par~lajes py siguentee• 

1 /1 0 1975 mm 

' 5 .3 6 0,195 

? Cuales elementos fueron 

(e• 152mm) 

modi:ficados y por cuá.nto? 
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1, llllionos rosultados prácticos do Aarctriangulaci6n 

(Publicucione~ 1980) 

1.1 Introuuccibn do parámetros adicionales para componsaci6n 

do <!rroreS •li~tcm!tticos (vfla Ud. §§ 5 1 7) 

v+l=A
1

x
1 

/ 
oriontaci6n extorna 

+ A2 X2 + AJ XJ 

......... ----puntos terrestres parámetros adicionales 

Compensaci6n simultánea ("autocal:ibrac:i6n"), extensi6n del 

modelo :funcional goombtr:ico de bloques :foto¡tram6tricos 

(proposici6n 5egW. J, W.iller, Jlunnov<>r 1971 ), 

a) distorsi6n radiaJ do :forma 

dx = a x' ' ( r - r o 

b) distorsibn asimotrica de :forma 

dx , o X o co" 2v. • 

' 1 

o 

o 1 de:formac:i6n a :fin ,. 1'ilrne ,. :forma 

'X , ., x' • ., y' 

'Y , -a,y' • ., x' 
• 

• 

' 
etc, 

X o sin ,, 

Estas :fbrnmlas do origen "f'isicO" son c><pand:ictas do una 

mannra m.'>s general por mucho& autores , Ln clnsif'icnci6n si-

guiente hecha por: KilpeUi (1980). 
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L 
1,:! lro:,ult.nd<>" do) Grupo •lo Trahajo ( 1.o!G J) do Gomi,i6n III 

do In Socl•·dad lul•·rn"o;loual do F<>Lur:ramot.ria ("Compnn-

sation o:f Systematic Error,."), ,t,,. JlilpoHi. 1980 

Teat internacional usando <>1 material de 1¡ bloques, aplicando 

di5tintos modelos matomiticos para compensaci6n de errorna 

sistemhticos 

lreot •;eld toun"y s;,.ll ¡··· ·····!·· .. ! Accurooy ¡...,¡ 

1••·•~1 "'"· I~J ""'"''~1 1 plonin,.<ey ' ... i '"' 

~ill••g• 1 Austrolio \ s.!.s.a 
1 "' 1 • ~S ll JO JI 

••ounda 1 """"' •• th!" '" " 
4o ll . 4all 

!hijj-.i !s ... lll 

1 

Flolond ¡ o.s.o,e " '" •" o,& """"~ 
JJ~I jJcvl li>'g•l ;;,,,.. '., " '" •" .. 

" •••• o f the ooorOinotod polo(> . ,, >IQ. el , •• "><""' .,.., ""'"''. 
" '"""~ stondoro e reo• of ooo cooooino<o. 

" ..... , .... ~ ........ '"0' Qf ••• ooo••'••t<· 

Specitiootl""' of the <e>< fl• 1 '" . 

,, 

o o o o o o 
o o o o 

o o 
o o o o 

o o o o o o 

" " " - - -- - - - - - - - -., 

o o o o o 
o o o o o o o 

o o o o o o o 
o o o o o o o 6 

o o o o o 
./',. 

" " " 6 •vo·<on,ml ~'"' o <"<""<mi ""'"' ,, Control o&c:¿·no o«o>r><Med '" OiO<>>. 

" Control o•lt"'"' 'o• oloüo u><d lo ldditlon to '"' ... .,.... .... ,.00 """' . 
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~ou~lo ~lo<l., '""\ro1 ¡.olnt ,.,...;on, ~•o•• 

J10 eo 

'" 00 

4,16 2.14 1,61 1.~1 

•.11 1,5~ 1,64 ?,óO 

4,lS 1,11 1,01 :,61 

3,9(; ).~3 ~-~~ 1,91 

:;,97 l,n;; c,1; :.n 
1.~4 :.,09 <.18 ;,~j 

4,Sl 1,00 1,00 

1,40 l.~ l,~J CA 

1,31 !,00 !,lB OS 

ó,ól \,00 ],~$ 

(;,11 \,GO l,r,o OA 
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theoo •-1" ol -•<nu'-O<V --- -"~"•• r, •' 

¡,,,¡,.,,,Ion: '" ,, _,. . - coorJ •. . ' <'•« 1 i'" ¡,," ! •··" J 
~y: '" ' - """"'. " cl1oc,poln« r~1 

~·r= -..J ("l • ,¡, -" Rq; "t10 obt.inod '""''OCY ' liiOOr<IICOI lttur"Y "' " 
~1: "t io obtoir.•d '""""J 1 

th®rotlcol occurocy '" ' 
Block Ji~liOrvl 'o • '·' " 

o
0 

(ln~t) "' " "' " ., 
"' control f'(llnt 

vor•lon 
•lnJ\e blocks 

"' '·' 4 ,ól 3,50 ~.11 lO,BJ o,o '-' >por<e 

"' '-' l,61 ~ ,SJ 3,33 <,00 o,o '-' ~···· "' '·' J,SJ l,ll 3,61 9 ,JJ '·' '-' ""'' '"'" 
<loubl• blo'k' 

"' '·' 2 ,ll ',00 2,\7 4 ,Sl '-' '-' spo"e 

'" '·' '' \1 
1,83 

' 
',00 J ,61 0,0 Lo ~ .... 

"' '·' o,oo 1,00 >.oo (,\1 '-' '·' "'"''"" 
fourfold block• 

"' ~-' \,SO I,Jl 1,<0 1,33 1,~ o ,o ....... 
m '·' 1' 11 \,1) 1' 11 !,SC '-' '-' den u 

"' ~.z l,SJ 1.n 1 .~o ¡ ,61 \,:; ~' 1 "'di .. 

Block 11111 ungo 00 • 4,0..., 

•• .. " '" " "'' "' cont'<ll poi nt 
~enlon 

•Ingle ~loüs 

~ 

" ',o :¡.) '·' ' .. 15 ,6 '-' >,o sporse 

" • ,o '·' '·' '·' ••• '·' l,l """'" " 0,0 '·' '·' '·' 8,7 '·' '·' ""'''"'" 
" 4 .o . ,_, <,o ,_, • •• ' .. '·' •r»••• 
" <.o '·' '·' '·' '·' '·' '-' dense 

" 0,0 '·' '·' '·' '·' ' ·' '·' IIOd\011 

double bloc<• 

" '·' '·' '-' '·' '·' '·' '-' •;.arse 

" '·' ' .. '-' '·' '-" '·' '·' doooe 

" '·' '·' '-' '·' ~ ,1 '·' '-' ~-~ 
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Co~r~ e'""' a.i o "c.,¡, 

26 -

Accuca<1 lncrcO<e O"e to u,o <et of 1~ poc,..-lt•ro "OP<,.."'~ to '"' .,., of ll P"'"""'u' 
(<<>&par<~ l> !te ~ptl"""" oe<or<llo; to ~trot<~Y OS) t«t-t>loc< Joouja"l: 

Sln~le ~loe<• 

5~•"• cor.:,..,¡ t.U ' l.ll ' Don>< <~n:r::l l.H LIC 
Ooc"'>le oto.:•< 1.~ ' 0.9~ 

four-1~10 "l«:b 1.11 ' \.OZ ' 

Aocuracy '"''""'duo to tf,• •<t of ?O!'''""''''"' o> OPI>O""' to tl<e ••t of 16 ¡>.~.-.o,.ton 

(<OIIlpared ore !i~¡¡,.,_ acoocd;o¡ to Stratc~y OS) ToHblocl ~l\luo~o: 

0P"'0 
don> o 

""'"'""' 

•pac•e 
d~noo 

..,di""' 

Single t,\ocl; 

t'oob 1 e b\u-.>" 

>por>< ond ~odlu~ 

dorM cor.lrol 

p<y >In~] e bl<>tk 
~---

I'"Y 4-!olo llOo<l. 

U2 
2.01 

• ~ .11 

contMI 

l'c'Y >ln;le b loe k 

Ji'Y doJbie b:oc< ... ... 
1.11 

"' ;!nok bl""l 

P' ~-fold bloc< 

'·" 1.57 

Z.Sl 

/:!)'. 5!,glo blrd 

fJ•Y Oo,b;e ~ 1 oc f 

1.66 

l.l7 

1.44 

Po>Hiqn xy ~··~"' ' l. 2J ' LIS ' 
l.!B 1.41 

l. 1 S 1.82 

"' ''"~le~ ,, óoabiP bloc< 

1.81 . 

1.81. 
1 .8) . 

'"v doublo blocl ' '""''• ~l<>o:l 

'" ~-f<.ld b locl ' <·fdd oloc< 

1.21 '·" 1.19 l. U 
l. 2~ ~.~~ 

.>J' •!no;• O loe< 

;<: Oooblo t \oc< 

l.O< 
1.5; 

1.8~ 



Jj - 27 -

1.11 ¡¡,,.ulllld<>" ,¡., """ ln,.lllul•·ilou ::u!J,.,-,..,""'"'"1 '"" '"' 

proco~o dn produncibn 

Departamonto de }"otor,-ramotria do "Lundcsvurmessune-~.:unt :.-ie­

dersachson", Hannover (Director= Dr. DrindOpke} 

Cooperaci6n tradicional con el Instituto de Fotor;ramet:ria 

d"' la lJni vnrsidad de Hannover 

notermina<:ión de puntos rle altura con alta proci si6n , u~ando 

bloques do ~ranjas fotogramétricos. Objoctivo: puntos de 

apoyo para lovancamiento fotogram6trico de la topografía 

de mapas b6.sico,; (ese"! a 1 :5000) <m ~·l pa{s con,pleto. 

-- ' . ~ ' -~·<f•c.ad (;>.,\ool· Pt.<.>hJ el(_,..,,..,,..,.¡.; 

' 1 
a,. pu..;lo& "' (_ ""' .: - ~ "'"f' le l. . ' 

"~"'"""" ~" ('1 /,;/"~"-~ <,cJ;Jn.s 
-!"""'e"" 

Norr.bre ,,, Cantidad Can ti d. Puntos eliminado~ 

do puntos de me- parcial punto lnst. '" 
,, bloque ctidas complet. 

-· ---
·~ ~-~----·- -· ----

Grotenkneten ., ?SK 2 9n 5206 3 " GroBenkneten o '" 2 l006 5675 3 57 

Edewecht o '" 2 580 3589 1 37 

Heemsen PSK 2 684 3539 40 

Olden~urg w PSK 2 747 5040 6 75 

Bockhop N PK 1 "' 6450 6 43 

Bockhop S " 1 99í 6230 15 48 
Edewecnt w " 1 851 5587 9 45 

l!ilttenbusch PK 1 688 4446 1 11 

Erreicht~ Genauigkeit bei HóhenblOcken 

' 

Precis;ór, cbtenida con bloques en algura (medias originales). 

' 
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2,Comput.nci6n do bloquos de haCe" usando ~linicomputadl)~as. 

:!,1 Tond6ncins por c6.lculo "on-linc" 

a) Ore-ani><aci6n convenCional ("o:t"f-linro") 

1 

(o O) 
Hc,.ulrado 

._ • • 1 L .. 

Compar.ldor L _____ c_omput·~~- _ ---~-

b) Organizacibn Hon-lin<>" 

1 ~ -~---~~-~-, 

i 1<:: __ V) 

: __;, "A[~~-
1 1 1 ! ' 
. ' ' ! l. ..J _j 

\. -··- - ---· ·--
In,.trumcnto Anall tic o con 

Mini computadora 

Re vi ~ion manual 

lle sul tado 

e) Organizaci6n "on-line" interactiva 
1 -··· ··- --·· 

1 ----------.... ! \·-:._' 0\ 

i ,--1 'A-
! ' ¡--, 1 
' . ' 
L~- . ---~~--·_¡ 

____ ¡ 
---~ 

' 

lnstrumnnto Analítico con 
Min:icomputer 

Discutan la11 ventajas 

1" -
<--~-l/¡ 

lles,ltado 

y las desventajas 

Rovisi6n de 

Coordúnadas 

"input" 

nevisJ.on de 

Coardenadn S 

"output." durant.<> 

el proce9o 



' 
• 1:\ - JO 

2,2 Cálculo de bloques <1" hac"" con u~a ~Unicomputador~ 

Hewlett-Packcrt lJP 1000 (IIP :!1 MX) on c~mhinaci6n 

conun instrumento anul1tico ZEISS... Planicomp (b 1 Jacobsen) 
,,,..,,.,¡ 

Programa operacional, usado 

por instituciones gubernamen­

tale~ do Niedcrsachsen 

D 
=-~ 

•• 
• ,,¡ •• '""~''~ 

fo• l•oot to !CC~ 

!ntenoodloto ottro¡o 

pr .. rounlog ~""!"" 

Determinnci6n de 
coordenadas de las 
fotos 

Contr61 

Ordenar los puntos 
para formar una 
confiF.uraci6n' 
6p1:ima 

"" ""~"ft r .. 
"'"'!. 1!<' 



~ 

e 

- _. ... 

2.·1 TN>rfa l'"''n ,,.,¡,...,.¡" 
(e, IJow.Ld<>i t) 

"on-linro" ln~<'ra<'tiva 

La. aplicacibn dol •método do mfnimos cuadrados <~ogún (~.\U SS 

exiae valores aproximados do las incbgnitas por determinar 

• El tratamiento dP- lo~ valore~ aproximados como cono­

cidos resulta en una extensibn del mbtodo. 

Cuando introducido un modelo stoch!stico aproximado, sera 

pos1ble de determinar las incb~itas ( mejorar los valores 

aproximados) una despu6s do la otra, durante el proc~so de 

medici6n. De este modo existo la poSibilidad do controlar 

los puntos rigurosamente do una manera interactiva, 

LX o X (5 ' (' 1 Modelo Estocástico 
• • o X o siempre conocido 

"x • 'x • X • " ' ' • 0xx o o X 
o o o 

x, • .dx "x ' l Qxx o o o o 

V<:Q. (-1) 

\ 
Adx - «.~;c.,o~ 

' ' 

:'·,~~o, 
=- III, A, 11 , v = 11 v,· ; v'! !1 

" " ' . «~ obJ~~­

~~~'0"~5 

= li ( ~ 

d (P ,T, ,-1 
X= XX~ nL.LL'\· 

X • A~ X ' 
AdX - ., - ' • ' 
" - ', • ' 
h dA - "e ( - 'e • o 

H '\• 
• .. 

I.j)jf-¡).:', -v:ll' ' ' 
• o 

(, 

,·~des.(l-) 

M~;a;;ic.a.c;;..., el..-: 1" 
e , 
re~.,.., .... \u. e''"' 

., 
' 



" ' ' o e, f,o .. ~, .... l.,. e • o..,. 

11 11 
,, 

11 ' ' ' Al.' ' 
,. 

' ,,, 
' ' . 11 ( J. ¡',' .< ) 11 e .. o 

fp -1 ¡zx 
¡o 

0XX ' '" o, •' e ( ALO:.::<A~ ' 

0XX 
' _, _, 

) 
_, 

' (AI,QLLAL ' '" 

c.::;;re(¡'lc..-.de "'- t:b:""""'"'·:-•·c~ 
c. c.-. c.>.-. el ic,¿.-; 

v' 11 e 

o•>C<'-''"''t'-'•' 
' 

re{cr"'d..d.O •¡ -ICP'"''"<>-c{::: 

_, res ... l\o..o<o 

• 
0T.L¡-· 

'\ 0xx 
ll11.uevo:, vul,re<, 

J
cle.~p<-<-e·~ d.c. v•>· 

d,.:.- lo.,, ~\,­
¡::, VClC..<,C>'C ~ 

(u~c...- p~.- el 
• 

P''-~<> 'P' o~·""' 1 

~ .. n intro<lur.ciÓn ~UCPdvo <IC 1 punto part"'tr:ular, AL Li.,ne 

unn fila 6.nicn; QLL consisto de G' ~ , 'lxx ""'derivado del 

r<•Olultado '"'t6rLor. Consecuontam"ntc "" tr,1ta sol'lmentc d" 

inversión de un "<>scalnr". Asi es posible de calculetr de una 

mannra interactiva en morlo <.!e di61ogo sin ¡;:astar mucho ti.,m¡>v 

para el cálculo', 



..v- .. u-

J, Toorta o"ta<li~tica de la pro¡>"gaci6n do orrora"' r;ruves 

),1 llo.f~ecciones rrencra~es 

Ci!o.~cu~os d<> com¡wnsaci6n 

Prerequisito importante• datos sin errores crav~s 

Consecuente mente 1 contro~ar ~o-~ datos, tambif.n <lu:-ante 

~a me<lici!'m 

Aerotriangu~aci6n 

~classica~ 

pero imposible dP. obtener datos com­

pletamente correctos 

' eliminaci6n do una manoru interactiva, 

pero resulta en rn6todos claborosos 

con respoto al dilculo¡ exige opera­

dores con experibncia e~evada 

En sistemas grandes ~os puntos incorrectos frccuantam~nte no 

producen errores "in situ"; J.os errores son mas o menos compen-

sados o aparecen en otro lugar de posici6n distinta 

),2 Comunicaci6n analitica entro los valores v y 1 

V • A X - ' ecuacionos 00 errores ( ' 1 
( AT p A ¡-' A T p ' p o, 

_, 
( ' 1 X • ' • peso 

conocido • priori 
( ' 1 on ( ' 1 ' 

A ( AT p A 1 
_, 

AT p ' ' V • -
( A ( AT p A 1 

_, 
A T o, 1 p ' V • -

Aplicaci6n "" 
,. ,., ,. propagaci6n do lo" erro ros ,. 

~ o, A ( AT p A 1 
_, 

A 
T • -

V • ( Qvv p 1 ' 
V • ( O.v 

p )E 

ca estructuro. "geom6trica" do Qvv p determina la 

r<>partioi6n do errores dC> observaci6n E en el resultado 



' 

f!//l/717d ;/¿j 
! 1 

' 
¡_______ ----J ¡_1 

"vvp 

1 
-··! . . ' 

/ 1 
,_LO 

' 

-!:1- :.1'<-

E.iemplos: 

vi os una función de todos 

1011 errores (, 

Un error [.. man~pula todos 

' 
los valoro~ de v 

El efecto de un error (r,:rave) 

¿¿observado al elemento corres­

pondiente v. os determinado por 

' el nlemento diagonnl ( o }' ) .. 
'vv l.l. 

La suma rlc ""tos elementos da 

la rodun<lancin r 

k 

r , n - u , ¿: 1 Qvv p )ii 
i: 1 

n " cantidad do observaciones 

u , cantidad d• incógnitas 



) 

..IS-)J-

a) JJumue ... tru IJd. la ocuaci6n 
k 

L: (~P)ii 
i: 1 

La determinaci6n por exceso n - u ( ~ la redund!ncia r ) 

es igual la soma de los elementos diagonales de la matriz Qvvp 

b) ? cu!l es el erecto de pequeños (grandes) valores diagonales? 

(\! "nabla" [Eaarda} ) 

Erecto Vv
1 

de un error grave V [i 

).) "Data snooping" 

Determinaci6n de errores graves, usando los valores vi , la 

variancoG"vio un :factor de tolerli.ncia k y la probabilidadC< 

p ( 

Valores 

-kG'"·(Vi 
~, 

( k ... 1 • 
" 

Para eliminaci6n de errores ~raves con re.'lpecto del. efecto 

de los elementos de rodund!ncia 

V. , . , • 
uv~ 

1 "'i 1 ) k 

V. , 
• 

.¡;; ll, 
Normaci6n 

Test estad!stico 

Valores eliminados 

Errores e;raves pueden ser d<>terminados después de la compen­

saci6n solamf'nte. Consccuontamcnte las coordenac!as de los puntos 

de apoyo deben ser introducidos co•~o inc6~ni tas para desctlhrir 

el"mentos incorr.,ctos. 

Con!'ianza introrna <le lns observo.ciones 

Limite tebrico para det.,cci6n de un error ¡;rave \1.1
1 

con tes-.: 

estad!stico 

-"' \) j í' ' . 0., ' ' o ""'· 4 



., 
' 

B- J6-

).4 FjemplO!o prflctlco~ 

(voa Ud. "Scminar übor grabe Da~unfohlur und die Zuverltia­
si¡>;keit der phctograltllnotri.schen Punktbu!o~irnmung", 

lJnivcrdtat S~utt¡;art, Nov. 1980) 

).41 Mfltodo "Bloque do ·haces " 

c.&lculo de los ~·aloroe J~i"' ¿;o/~, los que determinan 

confianza interna de loa puntos 

1 ' ' 4 

' 1 • 
. r- -----, r·- -----,.--------, 

1 • ,, " ! 1 
~ ' A 10' 1 , . ; ~; , V '., ¡ .1 ' ·' .., 

~ 

1 . , 
"' '·' , ·' ' . ... • • u '·' 

9-'¡ ['-~ ¡¡), 1.0 
. ' ... ','l.) '·' '¿y .., 

••• !-, J\ 

••• ul .s u ~¡u '·' .., .., 
"' ••• -l.- . ·- 1 .., 1.1 l.l_!,_c_~ ,;_; ••• S.f) ... ••• " ' 

,-
' ' B ' , 
' ·- .. , , . ; ~~·~ ... ••• '-~ u ... - 1 ... • •• ol.ó ... ... ' .. .. ~ " 1 . . , .., • \ .1 .., 6.! ... 1.? ... 

,-
' ' e ' ' 
,_ 

.., 1 .1 /,0 l.l 6 .• 0.1 s.z 1,1 
ó.S u '1 

S.9-6.t . ' ¡-!.0 -¡_¡ ·>.6-1.9-.l.ó ··-+-·:¡-
••• 7.! 7.0 1.1 6.1 !.S l.l 6. 0.1 s.z 6.1 

·-• 
D ' -,-

' ' ' .. 

' 

'••ktodt&.l 

" 811• 

·• ·• ·• 
" •• • 
·• • • 

lc•c=• '" 
P•oJ ·~ t lo"' un'" • 

• • 
' o 

\ l 1 ' 

' 
Po.siDilidad para controlar laa coordenado.s de tas imagcne-'1, 

1/·~ del bloque completo (FOrstnor 1976) 

P= q "' 60 '¡1, , 9 puntos per foto,/ = 4 o 

EUpongamos que <.> i ~ 5 "'" ' 
17 ,, ~ 10,2 ' ' • 51 

"'" 
(max) 

17 ,, ~ !, • 9 ' 5 • 24,5pm (m1.n) 



J.l¡;! llloquo con mod,•lo,; irul<·puntJi <'nto1> 

"· . ' u "' 
. 

u " .. ' .. 

r· f--- --1---" -- - -
1 

1 . 
; 

" ~:.' lu u u ,, u u . 7;' 
1 

1 
1 . . 
1 
1 ' 1 ' ' "· 1 •.• 1 ' . ' ' .• , ...... ... , lO . ' . 

1 
1 
1 

1 ,, . ' ' . ' 1 . 6 1 . . . . , ' ' ' . ' 
o I!Oheno~~~un"<t i\ •.. !: '''" •.>.¡'• ·,.!:.,.,.; 

Posibilidad para controlar las coordonadns d<' los mocklos y 

de las alturas de lo~ puntos do apoyo 

p = q = 6o %, J
0 

= 4 

l'r<>¡-untn de contr61 (2) 

a) 1 Cu>il os la limitant~ 

grave do un punto do apoyo 

te6ricn para determinar un error 

(escala de las fotos 1: 10 000 

G'i=10pm)1 

b) 1 Cuál os la rodundáncia mínima 1 

).11) Generalizaci6n 

En ol int<>rior do un bloque, las condiciones paro la dcn.,rrr.i-

nación dn "rrores gravos son 

Aproximación ¡;"<m eral: , 

" 
r: redund.inci·l. e:lobal 

n: cantidad de observaciones 

homocfmeas. 



• 
' 

J;;-:JB-

. 
. 

Kod~11b1od 

• • " ' q • r ~ 
81 oc~ t age Hi:ine 

e 1 oc k ,.~.:.?.~~-· 
'"'Y~ •~ 

' • 8.0 7.; . . 

' 5 5.9 ... o 5 5.7 

' • 5 • 7 .., . . 

' 17 5 • 7 0.0 o 12 .., 
• 

Valeros medios te6ricos C)l ,, 

Biindcl~loc~ 

• • " ' • • ., • • 
B 1 oc k ""' 111 oc~ 

1 
L~c 

' ·' 

' ' 5.9 o ' 5. 7 

' 18 5.7 o 18 "' 
' " 5.) o " :¡.o 
. - . -

Los valores t .. 6ricos corrospond"n bién a los valoro:¡ ,;,mpiricos 

e ' 6 <:J dependo de la cuantidn.d do rayos de detorminaci n y o 
de la ~eornotria de jnter,.occi6n. 

' • " ' 
B 1 oc k La9e H<ihe "ll,c.~ 

,. ,~,'.k·~·~[ .. ~:."~- .. Ecke Rand 

' • 2!.0 111. o 12. o 12. o 

' 5 12. o 11. o - -

' a 7 •• 7 •• 7.3 7 . ) 

' 12 1 . 3' "' - -

• • " ' • 
B 1 o< k Ech Rand B1od. 
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Directorio de Asistentes al curso: Fotogrametria Analítica 1981. 

l. 

2. 

•tanul fo Ismael !>breno Gonzilcz 
COI'li~ión l'cdcral de Electricidad 
Oi..lal!oma 85 -401 
Colonia Nápolcs 
México 18, ll F 
5:>6 92 34 

fran::isco Del Rio Garda 
Comisión Federal de Electricidád 
Edición de los Recursos Hidroel&tricos 
OJ. .. iahrnr.a 85-4 Piso 
Col Niipolcs 
México 18, D F 
536 9Z 34 

3. Benjil.liÚn Landeros Olguin 

Turin 136 
Valle Dorado 
Tlanepantlil fOO. de México 
379 11 49 

Oriente 57 1 293 
Villa de Cort!!s 
México 13, D F 
579 48 84 

Facultad de Ingenieria Marcelino Juárez 207 
U ·A E /.! Toluca, Edo de México 
Catedrático y Jefe del Arca de Construcción 

4. 

S. 

b. 

7 . 

Unidad Coate~ C U 
Toluca , Edo de México 
4 08 SS 

Jorge Rojas González 
U A E M 
Facultad de Ingeniería 
Catedrático 
Ciudad Universitaria 
Toluca, Edo de ~léxico 
4 os 55 

!léctor k~vcdo Ortega 
Unidad Profesional Zacatenco 
1 P N 
E S I A 
Profesor 
México 14, ll;F. 

ll.om:ín Alberto Aguilera Rt-yes 
!Ji rccción General de Goegrafía 
del Territorio Nacional 
Jefe de la Sección de Ajuste de Bloq11CS 
San Antonio Abad 124 
México 8, [l 1' 
578 62 00 l:Xt. 185 

Dante A. Alciintura Gan:ía 
Universidad Autónoma Metropolitana 
Profesor 
Ave Sn Pablo 180 
México 16, D F 
382 50 00 -274 

8. .Juan de la Cnn AJ¡renderez Pérez 
Cnruisión l'o.'dora1 de Electricidad 
J ngeniero TupÓ!'rafo 
Camino antiguo san Rafael Sta Cecilia 
Tenayuca [0) do .México 
565 36 18 

' Aui\:lio Vene~as 101 Sur 
Toluca, Edo de ~1éxico 
4 40 69 

Oriente 154 f 1664 
Sector Popular ' 
!>léxico 13, D F 
581 41 38 

Norte 48 "A" f 5207 
México 14, D.F. 
537 65 3(1 

Alfanjes 45 
Tlanep11ntl3. Est¡¡do de México 



..-:' .. 
18. 

19. 

José l>tigllO Castro Beltrán 
S A R 11 
.Jefe del ~ubprograma de Econorrúa 
,'\grí<:ola 
26 Norte 1202 
Puebla, rue. 

Juan de Dios Castro Granados 
Dirección reneral de Geogrnfia del 
l'orritorio Nacional 
Jefe de Oficina 
SAAbad 124 
~~xko 8, D F 
578 62 00 

20. Víctor Ignacio Castro Rojas 
S A R H 

ll. 

Analista Programa Plnncaci6n 
26 Norte 1202 
Puebla, Pue. 
46 88 97 

lr'.artiniaoo Del Angel Reyes 
Secretaria de Finanzas y Presupuesto 
Jefe del llepto de Catastro 
Constitud6n 3 
Tla.xcala, 'l'laxcala 
2 03 01 

2Z. Francisco Dei Rio Garda 
e F ~ 

23. 

24. 

lS. 

26. 

Rafael fur1mtes Ramirez 
Dirección General de Construcción y 
Operación Hidráulica 
Coordinador de Obras Hidráulicas de 
la Delegaci6n CUauhtémoc 
S A Abad 231-ZQ 
~léxico 8, D F 
588 60 79 

José Manuel Cstrada Espinoza 
Facultad de Filosofía 
U N A M 
México 20, O F 

Paulina Femándcz Reyes 
Cia ~rxicana Aerofoto 
Operador Fotogrmnetrista 
Calle ll de Abril 338 
México 18, D F 
516 07 40 

,José Luis Franco Rodrigue¡ 
U A Ol 
Catedrático 
Apdo Postal 1528 Suc ''C" 
Oühuahua, Oüh. 
3 37 11 

4 Norte 1206-102 
Puebla, Puc. 
46 61 73 

' Norte 72 1 7910 
Col Dia:t Mir6n 
México 14, D F 
577 00 69 

7 Sur t 4720-11 
Prados Agua Azul 
Puebla, Pue. 

16 de Sep 1106- S 
Puebla, Pue. 
46 37 21 

Tejocote 22 
Sta. Ma Maninalco 
M6xico 16, D.F 
561 49.68 

Martin Serrano 44 
Satli1ite Edo de ~~xico 
572 20 30 

Mariano Gelas 140 
Col M Carrera 
México 14, D.F· 
753 42 62 

Barra de Navidad 7515 
Fracc Américas 
Qlihualuta, Oüh . 
3 17 71 

... _ 



36. 

37. 

38. 

39. 

rJuanlo Habacúe L6pez Acevedo 
:-;istcma de Transporte Colectivo 
Opcr~dor de vehículos 
Del leías 6ó 
~xico l,D F 
521 86 20 Ext. 2332 

Juan Antonio L6pez Beltrán 
Jnst T& Regional de la Paz 
Investigador del Dcpto de . 
Tecnologia Educativa 
Km 3 Carr Antigw Aeropuerto 
LaPaz,BCS 
2 2~ 24 

Manuel Madrigal l>brales 
Direcci6n General de Geograffa del 
Territorio Nacional 
S A Abad 124-S" 
M!Sxico 8, D F 
578 62 DO Ext 185 

SalvaOOr Mandujano ~~ya 
Ingeniería Aerofutogl'WII!trica, S A 
Jefe de Laboratorio 
¡:nmcisco Pimentcl 57 
~k'lxico 4, D F 
546 69 50 

-5-

40. Sergio Martínez Carrera 

4l. 

4Z. 

43. 

44. 

Fernando O.Ullenrn ~lartirez Vargas 
Centro de Capacitaci6n para el Trabajo 
Coordinador 
Km 6 Carr Pie de la Qlesta 
Acapu leo, Gro. 

Gui llentJ:l Antonio M:Sndez Sainz 
S A R H 
Analista 
Refonna 35-11° 
~~xico 1, D F 
592 18 06 

H. Juan de !líos ~bntecristo Ortil 
J.hpoteca del Inst de Ciencias 
U A P 
4 Sur 
Puebla, Pue. 

Eugenio MJra Alvarado 
Consejo de Recursos Minerales 
Operador de Aparatos Fotogrometricos 
!Jr Navarro 
~léxico 7, D F 
578 62 26 

45. Sergio ~brales Rodriguct 
J:st~ios y Proye<.:tos S A 

David l'astrana 66 
Col Constituci6n de L917 
~ico 13, D F 
691 35 47 

Calafta 2790 
Fracc Su Casa 
LaPaz,BCS 

Calle 14 1 182 
Progreso Nacional 
Mt!xico 14, D F 
392 49 36 

Canoras 39 
Col Arboledas 
Atizapfin, Edo de M~xico 

Rép del Salvador 2-3 
M'!xico 1, D F 
510 94 57 

Anrrl Urraza 2035- 6 
W.:áco 13, D F 
i.Jl2 62 84 

5 Pte No 503 
Acatzingo, Pue. 

2da. Cerrada Lago Ness 45 
Col Pensil 
·~xico 17, D F 



- .. 

55. Juan Ramfrez Torres 
S A!\ O P 
Jefe de la Oficina de Restitución 
Edi r smr 
Xo!a y Ave Universidad 
~léxko 12 , D F 
519 79 39 

56. Gilbcrto Reyes Vázquez 
S A R H 

57. 

58. 

59. 

60. 

61. 

62. 

Ingcn icro Analista 
Ignacio Rrunfrez 20-2" 
Míxico 4, D F 
566 26 59 

Jorge Robles Almeraya 
C!a de Luz y Fza del Centro 
Ingeniero Topógrafo 
Tlaloc 90 
M.'lxico 17, D F 
592 39 95 

~brcos llaja.s lluesca 
1 P N 
E S 1 A 
Unidad Profesional Zacatenco 
~E!xico 14, D F 

Julio r..ésar Rovira Vázquez 
Cía ~icana Aerofoto S A 
Subjefe Depto de Restitución 
11 de Abril :ns 
M:!xico 18, D F 
516 07 40 Ext 136 

~:brío A. Salazar Sosa 
Facultad de Ingeniería 
Universidad de Yucatán 
Profesor 
Calle 14 x 41 ''El Fénix'' 
Col Industrial 
loiirida, Yuc. 
7 47 99 . 

/ob, fulares Sánchez Torres 
UNAM 
Profesor 
México 20, D F 

Efigenio Sustrc Gnrcía 

i{i A 
Profesor 
Unidad Profesional Zacatenco 
México 14, D F 

·1· 

Av l<brelos 827 Edif 2 Depto 103 
Magdalena Mixhuca 
Ml';xico 8, D F 
ssz 76 76 

Bienes Nacionales 51 
Las Arboles 
~xico 9, D F 
571 62 50 

'2da.. Cerrada de Agricultura 25 
Sto Tomlis 
~ico 17, D F 

Av El Cántaro Edif ~3-006 
Villa Coafm 
~xico 22, n·p 
671 08 32 

Calle 15 l 83 
t.tírida., Yuc. 
S 11 47 

Oculistas 18 
Col. Sif6n 
M!xiro 8 D F 
582 30 60 

Planta Excame 23 
Col Electra 
Tlanepantla, Edo de Mfucico 
397 31 57 


