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1, FUNDAMENTOS MATEMATICOS, -1

1.1 Vectores.

a) Un punto puede definirse por sus coordenadas,

—_———— ————

‘“E
: 4 P{x, fp.fp)
I origen O
y punta P (xp. Yps 2p)
0 g :
;, | "y
"pr !
L = - m = =
M )’P
— Xp
vector QP - Jy?
4p

Llongitud del vector = Magnitud.

J 053] * ]/#?: f y@’ + %;ﬁ

Cosenos directores: cosenos de 1os dngulos comprendidos entre el vector

- -—— " Xp ¥ ¢/u de 1os ejes coordenados.
(D85 oL 3 e
| 6P
c_a‘sﬁ = ._Z&..._._
jo?/
N -7
oSy "t Tianl
b) vecagr que une dos puntas: 3 e
¢ @ T
~ A —_— XQ-A’P
P ; b | ) , . - —
.,}F/: }jti - ya - Jp &P
]
T - ZQ*EP
b 2
TR
1l -
FL — —m Y

' 2
Longitud del vector: /P Q/ - _‘/("’"G' - }"p)e * (79"7{')2* (EG' "J;'-‘)



Cosenos directores:

Cos & » —R2-X8

1pa) LS

Suma y resta de vectores:

c)

-
}
=

La suma y resta vectoriales son
- -

conmutativas 4 4 A

y distributivas

d) Multiplicacidn qu un escalar:
A4 3 "
AR
’

Y

R Ealats

v

e,

*

by
| ¢
"
™
b,

*

| Ae -
r

- £

\exd”

Ya = yp - - ?G'é;___
/Pal T T A
A+ 8 - C
A-8 -

La multiplicacidn de un vector por un escaiar es

—>

m-A

conmutativa

H

distributiva

— pd
mA =
B Ax MAX‘
= Byf = m Ayl =|m Ay
5
A om
-

m(nA) e (mn)

A



y asociativa

-3 — =3
{m 1 n)- A = m-A 2 n A
- -3 - -
Mff“‘-*ﬁ_)'m-/?-‘-m'[)’
e) Vaectores unitarios (en direccifn de les ejes coordenados}).
. R _

-2
4

oA

o
—_—
_..-—--—..._._\
oA D
it e e e

L*i
|

=5
—

SR

A XXt Yad v 2a ¥
—2 - : -5 =
AB + [ xg-x,) 4 ffya')’d)'i*{?s'?a)'}f

f} VYectores unitarios {[en cualquier direccidn}.
Ax
f Py Ay® JAT Cos %
= ——— & | A4,° =1 Ay d £04
o T qal T av) A /A
Z At .r_’ﬁ?-rd’

Longitud del vector

: 5 ‘ - |
(&-_)‘ i(_&p)af(_ﬁ_e)a, Al a2 4l LA
A JAl 1A ] Al? ]

q9) Producto escalar,

Nefinicién:

1_4-‘)‘ E:’ i //1 //B} {08 & = Escaiar

A101./1)




E1 producto escalar es

conmutative 4.3 . B-A
distributivo A (B +C) » A8 +A-C
vcistive m(AB) - mA B AmE A F)

59 los vectores E'yaﬁ'estin representadcs por Sus compohentes

=

/4' £ X_,q+f"‘yn'f12.4‘;?
. —
B = xg-3 % yg-j ¢ 2 K

entonces el producto escalar serd:
S D

AB 7 Xp-Xg 3 Jaygt 2Aa° 23

Mediante e! uso de les cosenos directores se gbtiene el dngulo

e
Loy @ - ﬁ%— T oS oy poselg ¢ casfa cogfSy 2 os gy rc;dif,g
h} Fraoducto ve:tufial. Definicién: .
<1 Ax8-C
3 el-< 14118/ vn &
o A4 -0 AR
R -8 - 0 LR

E1 producta vectorial es distributivo
-— —¥ 3 - - -7
Ax{(B+C) « AxB + A x

y también ascciative

N

-.?-

m(ﬁkg)’hﬁxg =A‘jxm§j c(AxB) m

pero 1a ley conmutativa nc es valida
—‘? "-"-‘} -

A xB »-FxA



1.2

- 5

Calculo_del vector producto por formacidn de determinantes,

= - 17 . T
L4 ' K -
g, ! (}’Aeﬂ - 24 y..g);} “(E‘Axﬁ X4 ?E)j‘}
i I 4 A FA g : -3
‘7 + (rayg-yaxs) K
Xa ;}.‘3 2& '
de donde

A
B - x? ¥yl +2

Productos miltiples.

X4 ya 24 XA Xy xe
- 3 - -
A8 xl = |Xxa ya 28 2 YA Jz ye

K 7£ 2¢ 2 A 2 e |

E1 producto de {Kﬁf] es una cifra gue es5 a la vez el voLume%
del paralelopipedo formado por 105 vectores ,

F1 intercambio c¢Sclico de los 3 factores no cambia el resul-
tadag.

F

AR «Z) B <) 2(F-8)
Mis productos miltiples:

Ax(Bxl) « (A-C)x8 -(A-8)xC

(AxB)xT =« (Z-3)x§ -(F-C)x2

La ley asociativa no es valida en productos multiples,

y '? 4 A E(E’vz’)
Ax(8x2) # (Fx3)x2

Matrices,

Una matriz es un arreglo rectangular de elementos a4
Los a.. pueden ser cifras,_ funciones o submatrices J

iJ
Quy Qa2 Q43 -+ Bua
Qa2 2. Qs - .. Qzn
[ )-’-.1 ) : N . T

Q"u a-h; a-ﬂ-.l-_], i+ Jg.
-
n: nimero de los renglones. n: nimero de las columnas.

ary




a)

b)

Suma ¥ resta dt matrices,.

[al.,¢ [8],.. » [c]...

para los elementos unitarios se cumple:

G oroas t i

S~

Las sumas y- restas matr1c1a1es son

cnnmutativas f/,l] [8] [8] [A]'.

Y —
asociativas [,43 (L8] +[c]) = ([4]+ [8JJ [<]
Hu1t1p11cacjﬁn de matrices.

Multipiicacién de una matriz por un escalar

k-[A).. = [B].,.

para los elementos unitarios se cumple
b'l'._l = }( a"‘-.l.

Hu1t1plica£%§n de dos matrices
[Ajh,q : [Ejn,r i [CJ -,

para los elementos unitarios
54‘_]' r Qi 'b-fJ 20, 6?;{ + ... 1 R, 6.&‘ =

J
: s Z Q. 6£-J
i i
mas leyes ;
LAYLB) # [8][A)

[AJ[):;] 4 [f?] ne significa quefAJo [ BT = [0]
[A][g} . [A][C} no significa qu:e[lgj - [C]

La multipI;caciﬁn de matrices es asociativa
(CAILBY L) = [AT(LBI[c])

y también distributiva

[AJ([E] m} [A)Lsy+ L1l el



c)

d)

1.

Trasposicidn de matrices

se cumple: LT, L
0..4& af'id
La matriz transpuesta [A]T se obtiene de [A)m,n intercambian
do los renglones por las columnas.
Leyes:

. [A) «[a)
kLA = [ka)”
([AJ*[EJ)T LA e [3)7
(EA108)7 - [8Y [a])7

Inversidn de matrices.

$i [AL.. - [ B).., + [EJu.

entonces{ 8] : f;q}'4 _ ; :g -
¥ f}'-}] = [BJ“' £ ': iA'--A
Esto significa que: - Matriz unitaria

CAI[AY" .« I8y
[RI'r8] - re)

Leyes:

-1 . .

[A]mrnnada mds se puede obtener, s5i el determinante /A[§£C3
[

Si [A)y (B) san matrices cuadradas ¥ i (B) # fﬂlq.

entonces parz la inversa se chtjene:

(capcel)™ - r8ptrar’

Los métodos de inversidn de matrices se pueden usar para redu-
cir sistemas de jguaidades lineales.

Solucidn de ecuacicnes Tineales per métodos matriciales,

Un sistema de igualdac 1ineal, _
a,,f Xq 1 Q.;z X}_ * a.'..’g A"j .. 4 ﬂ-{n -Yq+ F ,{4
Rz Xap '112 ¥y 1 Q2% 13 --.. t Q24 Xn = lg
B39 Xa *Qu2x; ¢ Q33 3¢ -0 Q3 Xy « £y

-
L]

a

Qg X1+ Bm2 X2 ¢ Am3agd vorc t Qmn Xn » <;m
Tambié&n se puede escribir de la siguiente forma:



1.

XA j"'

244 ft 4 aisy ... Ban

‘ V)
24 i3l 4r3 ----d1hk ) ;i - !i
a4 & 32 &gy - - afq . :
: ; : | | il
X md @ arz Gwmy -+ @mn M, n Xn fns -,y

] , -
3
LA} - %X 2
matriz vector, VYector,.

en genera1./4 X = L {en donde las letras mayusculas pueden
indicar tanto matrices como vectores)

Si:
1) m=ny /A} # 0, entonces hay una solucidn idnica para X

58 cumple: i
X = A L (1.3./1)

[AT'CAY X = [A) L y
FE) x = fA)7 D> A= [JAlT L
2)m=ny fA/ = 0, son las igualdades independientes la una

de la otra, por esc no hay solucidn para
b

3) m < n , tampoco existe uma solucidn,

4) m > n , existen mds de una sclucidn para X,

E1 método de minimos cuadrados nos 1leva a una solucidn de -
variacién mfnima ( = Cuadrados de la desviacidn standard),

Fste es el método mds usado para repartir Ins errores sime--
tricamente. ’

Métodos para invertir matrices.

pado: [ A] se busca: [BJ = [zq]'4

Los algoritmos se ejemplifican para matrices de 3,3: {fgualdad
de partida:

Q a4 &y x4y 641 b4z ZH.? 1 0
&1 &, 21 6;1 622 5;_{ = I 4 o
Q314 Q32 Q43 by, Lhm b 7 i

{1.0./71)



4 ) &2 _ 2,y 343)
—= | b - Gy )~ 2t~ an - 2rlu gy

) Splucign de igualdades 1ineales par inversién.

ler. Paso:
Q.44 (e Q43 b 11 1 4
Q4 @21 Gauy bae = 2

Q14 &3z @iy his 0

Del ler. renglfn se nbt1ene la iqualdad:

Lar hay + Qaz 6.:-: + 243 634 7 4

. - 7
.:._.—:_> ‘ 641 = &‘;‘4{ 4 = Qa4 6?1' - Q-f; 63;) (1.4%,/2).

20, renglén:

224 ..)Lf,r 7 &2 AH t 4, 6_,4 = 0

2z .
&,4: (/f ~ 2 ay 624 ~ 43 bg-;) 1 Ay 63,, + &23 634 = O
&4 qrel4 b qot ez b L 5
- 24" T o Dzq + Rur by * Q21 bpe v O
£eq [ L q 44

(fl;z _ &nﬂ:})éﬂ 1(11:3 _ IIH ﬂujé P ag-r - (9
Qe A4

- XA a aq
(Qu aa )
der, rengidfn:

day !JJ-]' + &3 62.; 1 Q.II‘.’J_;'-r = 7

Q 11 (1.2./7

‘f“u(/f - Qa2 bae - af.ibjf) ¢t Q32 6o 4 Q.?Iéj-f > 0
f

&y . Qe y ﬁi;—il O34 + Q2 boe + Q3b3r = O

& 1q Q¢
R3¢ 042 Q4 !1,142: .
(d”‘ iy o )‘5‘”’ a; ' (Q” )63 g

- QJ‘T Qlad} 1
(QEP &ﬂ) __&ﬁ) + 2 P (RJZ""ZEH( ﬂ3+ ?z4 -‘If,;)_

Q<1 a - ¢ a «4
(an - 24t | (en- A

~i?-l.‘£?f
Hlan- 258 b, -0



{QJJ 'a:_',}_ﬂ') _ ﬂ.’f) . 21,
(QH _ _,i__g_.«.a_) 2 @ ve

(a” Q;Lﬁi‘) ( Q,g] .' T &'43) (ﬂz_; g ) ﬂr,j (.8./
(@ -4

b}

Fsto conduce a2 una solucién continua pero cada vez mds com-
plicada para b31' b21* bll

En forma andloga se c?]culan b32. b22’ b12 de

[A] fi‘:} (f)

L5Y!

¥ bgge bpge by
b3 o
FA)[bas] = |9
b33 4

La solucidn se simplifica si dividimos [A) en submatrices.

Método segin Gauss.

Fste se basa en la descomposicidn de {A) en matrices trizn-
gulares ¥ diagonales,

a 4 a

Qag e 2 $e1 0 0 A-ﬂ, o $v &4, fa3

229 Q22 23 N EYE L2 & /f.iz £ L2 Sy

Q3¢ Q31 Q) £33+ 532 51 o 0 -&1 0 & i
Cada uno de los coeficientes a,. se obtieren por multiplica
cién matricial, J -
Quar = f41 ; Qe = $24 j Qs £24

ze S ) _ S £
ez = $02 ; QA r-‘sv—'_r’:'”—‘.fu i Qg ._3.’%3-—45‘12

EH £ .1 J}zfqi_ ‘.

Q33 S22

p :
aq3 7 S13 ;A ’ﬁfT:‘,'_ t Sy

Estas igualdades hacen posible expresar los coeficientes --
S - 8 en funcion de a4y

11 7 733 %23

G e e - o e

Sa42 = Qa2 .y Snu T axn - “"'f'”é:*:- i S cen - L Se2 Ij”

Sap * Qa3 . Sy = Qi -ﬁfﬁl ;. Sy ¢ 2p —il’ﬁj—ﬁf



R

Para simplificar se hace un cambio de variables en las 3 submz
trices, quedando asf:

(9T o oy g-"l 0 o Lo Ui we
A = S..- TJ U 5 $at in 2] (] f}) 0 o 7Y iLrd
$37 Sn Si 0 0 fy o 0 ug

A causaz de A B = E y con las nuevas submatrices se abtiene:

Estas submatrices son mas faciles de invertir que la matriz de
partida A.

Inversidn de U con ayuda de igualdades lineales (1.4./2 - /4)

ler. Paso:
-4 A
& 4 Lar tlay il sy p
g 22 in cre * o
o 4 é33 wiqg’ o

Solucidon del sistema:

- - -4
Lgg tieg  * Uy + Uiy = A

-4 4 4 - -
b 44 f R T Hap Upy T W43 Hps (1.4, /5)

4 )
Uzp Uid 1T Wy g, 7 - &

- A - « o
U * o A2 thyy (1.4,/6)
U3 -ty " 20
w; .
f‘{.]f ¥ u‘.gl & -7 = 0 e -J- ——
! - ey LGS
Zo. Paso:
o
WAy ()] LAy (7)) g
& Y Lz au"’ . 4
& D 13 ey ! 0

Una solucibn andloga da:

wd -1 -
Hag lyy 4 tiy iz Yoty Uy

= 0
M-f}.f * _J”'( = e Wy -.f"u 17 -7 .
TP 2 ] 437 (1.4./8)




ey Uz oty Ly 4 )
-4 -4
‘uq = H-:z ( A - uzyu;s ) (1.1./9)
ugzuy =0 ' !
-4 -4 4 a4 1
. . . (7
Y 0 | ¥y 2 I Haz gy Ly, | AL
Jer. Paso: .
L e i (I u--ﬂ“ 0
. . =41
¢ @y il L22 . 0
. -
) o & i j3 &3l A h
Solucion:
— y » . —_
Uag Wy  + Uty tusuy s 0 ; '
> -4 -ﬂ) 1.48./7%1)
Ay o« u« THarty - g W
. -
TNy I-Ezj 4 Uy uzg - g
4 4 A A8, /12
Lﬂ-!l iy, \ THMaz Uy ) G /12)
] !
wyy ug™t - 4 |
4 A s - - 423 -4 iﬁﬂi‘ﬂ-&#ﬂl]

(1.4, /15

Inversion de T, la cual como matriz d1agana1 se jnvierte simple

mente por consiruccidn reciproca.

) l O O fu: A o
- o tu 0| bul 10
] O €3/ b ¢
ia 4 -4 4 -4 4
fJ, * T éz: * L €3 ~ d1: (1477
4 . -4
543 * £ ¥ EH = £ 4 . Ld;) r




12

Continua la inversidn de S en forma andloga a U;

ler, Pasp: ) —
LT ¢ [ “:44'4 4
S0 {n O den” 17 &
$i1 32 Sy $1s 0
. - A
= L
én ia solucibn: | Sas I, (1.4.715)
- -4 Coa a A f (o4
SeeSae” 4 S22 0 T "Susi 0 [J"‘ ’f.*;( T;’)
) {(1.4./16)
W -1 -1
Spa Sa0” " V830 L3074 S5 83077 = ()
{53, du f fu) . €. 1 A A fedn S S )
Jee S22 J 1 &;3 JJ{ § 53.’ ..f;] L4y N2 Joe
(1.4./197)
20, Paso:
S o O .51‘:‘:: 1/
$2¢0 S$u O 5?3,* o
$3c I Snnf oy f327 o
- - 4 .
- - - .n-‘f S } Fl . ~
S22y ¢t -_(_ _J_J ‘1.6, /26)
oy | SuSu ¢ $1 3y o
Jer, Paso:
$ae o o Sy -: o
Jae S22 g Jag 7} = &
f11 £32 {13 531 - A
A ) o i i
Se37" 7 0 Sa377 = O $z377 ¢ :
f3 X1 23 SJ_] I
(1.4,/2%) (.4./22) (1.4./23)

Este algoritme esta apropiado para usarse con computadoras.
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Método de Cholesky - Rutin.
Descomposicidn del swstema de partida en 2 matrices tr1angu1are.

g .
L a4 Q@ a sy | _ {3# o ¢ r'!jh'r § 4 Q.u‘
024 Rer Q2| o« [f2 gu o o g2 711
CRL Q32 23 | Je g fn ] | ¢ 4 933 |

Los copeficientes se pbtienen de

1

§z1 gt
i_]‘-f ;74",,! ¢ gi2 }?:z

- 2
§1r ?r: F F32 fﬂ “fﬂ

11

4
&,4’ ?,Hn ’ tre f)f ?-ff J. &34
1
g.ﬁl yﬂ‘ ; oz ?.‘!f ?-ﬂ ¢ fl! ; a

Q43 ° Gt f3 5 G2s

n
i
L] -

& 42

Prrqatgnin; &R

Despejando se chtiene

-Ihz'” ; ?24 . Qu S f.!f . &34
. 7] . -r'[} i
Q. -i( -

T i v =]/ﬂ*3'f’zf'j?-¢zl j g .-_._{ - §54in)
:,{%i%. ; ?31 :-j?? (4;1 fn ffj) i;l i 'YQ_;: - s?wjfﬂ f.irzj?:.‘.

~5
&
iy
L1

Ty
~
v

-
a,
Yy
"

En ura matriz simétrica A se simpiifica el sistema ya gue
qij = qji'

Introduciendo las matrices trianguiares G y Q se obtiene
A=6Q ; donde
4 a4 o 4 v Rl ghz ?u
G 7 {301 g2 0 ; @0 gar  F#2
gir  Gu i3 o ¢ fi
y la inversa & ' =.ﬂ_1 Efﬂ
Como agn S gdu (1.4./5 - 723} se nbtieneq{Tus elementos de
- ’ . - -“ e —_—
?4‘4 £. f'f'f I ffl = —F""f
4 4 ﬁ’f . - -f -
SRR 0 B S A
-1 1 - jIF fre . -1 4 _ Fa )
? 3q - F:H ( -ri?u fﬂ f{J f‘“ : jf‘ﬂ' v '3
- - - -4 _ A
& 42 « f1i = fu N, P E L e
A4 7
-4 . -1 _ I f-u fx.?
g2 Y. ! ;3 j‘q( §a3 ) fe f:i)
-4 4 ( f;;) , -4~ f3
fsz . SR P L T 7T
oo . A
H N -7 "
?'?3 i ! ?33 5

Este método también es apropiado para caiculaderas.,



d) Método de Cholesky - Bananchiewicz,

Descomposicién en 7 matrices triangulares, en donde una diago-~
nal estéd integrada por unos.

(r AT ai; an . 4 12 o Fae LAl Vep
14 Cu Qu =] 24 4 0 G ta 1
Qs 4p a4n byt 4 7 o riy

Los coeficientes de A se obtienen de ]
f‘ry fer

Qet = FTae B = f‘H Fer N Q34

u

Qez = Far | @n < foatartn ; ay slygra’ dn i

Raez 7 FTuy ; Q21 £21 7ag 7, Qg3 ey raz 32008 ¢ Vs

Los r ¥ tij se chtienen por despeje

1]

Fat = Qas | tap = Bz [ Fay + 043
loe =2 5 g, Qa1

3 Faq 4 it 7 fay

Fra = 2z ~ by Fa P P R Y =i Va3

-
£u d T (erz - €34 r’-f:)

fir = Q3 - fjrf-fj *{'33 3

generalizando:

i-4
."’{J' = fz..fq' = Z {J.f’.’ rl’,i ('1‘ﬂ./24>
ka4

£=4 '
2jc - 7 ke | y
Fir

éia' *

La inversa se¢ obtijene de
- - A -t
A = R T < U

Cdlculo de las matrices triangulares inversas:

4 0 0\ $u S22 i4 A4 2 0
bze A O S2¢ J20 S23) ° g 4 D
t1q f;z 4 32 J32  Ji3 . ? o A



de ahf se concluye que:

4 2 S T
¢ = Sa ; A4 s g5
0= $43 ;5 0% S5 45 Sy
y Ty
Lor t S24 =0 C $20 = ~ 1sy
{34 1 632 f]{ + ‘rj'f = & } \rj-f - '63; - {Jz J;{
£sz + S50 = O ;oS30 - Ex
ER general:
. —
S:ow e = D linegy| (Vs.re5)
J J et J
para 1a 2a. matriz:
it Piz Pl Uy wa wy 4 ¢ 0
& 12 a1 Udps 1wy ) F o A o
/) g  ruj\ Uy v oug 0 o A
_ A&
“34 - ":9 ) Upe = ﬁ } Hae - Fo
A r
i = 0 N U 5 —— & v = 2
‘33 J r, f:u / 42 ":‘f *"?2
LA . - -
gy ~ u ; u;_]:-r—’;.._ 4y = h{-‘fﬂ dap 1
7 Fat ¥ 733
en general:
A
(_'f,;'j - v R rﬂtk'zﬂ"[ {‘114-/26:]

M,('J' >

.
r‘-_‘

Las férmulas (1.4./24 - /26) son ideales para programarlas.



E1 usg de la memoria de las computadoras, para invertir y
cbtener una solucidn definitiva del sistema de igualdades

AX = L; es consecuencia del siquiente diagrama:

A L

Y 47

Para 1a solucién definitiva se necesitan Yas siquientes -
fdrmulas, donde 1i representa las observaciones:

=

(o - fj - Z ok Ly
)
resul tado ' . o
- Z 'lg.-'k L Fah ;
di - Z - - Z % X desconacida
Fdi s

Para matrices simétricas A se simplificar las fdrmulas a:

-
iy
i
641 Via
24
i i - 5 bt sy
‘3 “ Wes i
JMJ.; = - *:_ .
Fia
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Métodos iterativos para solucifn de igualdades.

Agui no es posible una inversidén directa:

Método de Gauss - Seidel,

Sistema de partida: A X = L

En seguida debe modificarse el sistema de 1guaidad de tal mane-

ra que en la matriz A - A' se obtengan unos en la diagonal prin
cipal. Para ello se utilizan las siguientes fdrmulas:

. s 2
_ W4y - . A )
a"f\‘.ll - a"; A : Elf (ﬁl‘5If'f‘1} '
ey Qo @2 e f"-: 4, ﬂfz’ ﬂH: Xa !(4
Qe &2 422 xe | =1 2y == | Ay , A , a3 =
Q 1y &1 213 X3 /_3 r Q. 1 4 X I(J
1

Esto también se puede expresar de la siguiente manera:

- }
4 o (& X4 0, Q¢ al"‘{’ A A/._,
g 4 0 Xz t qu’ 0, ﬂ'-Zj’ X |z i
0 o 4\ x 2.’ en’ o]\ x 73
ral: -
en genﬁ ’ Cau —a”’--.-ah
oy ' " ""'er], ¢ -amn ---s
'x - AKX s k con A = ey’ -ap! g i
; ; ; -
1 ot ‘QHII "-Qh)‘ -an' L O
Iteracidn:
. _ ] 3
X(-*”)“ feead  © )’{ ‘A 'X‘-ji' Haged, (1.5./2)

L
Se debe iterar hasta gue lgs elementos de la diagonal conver--
gen,

Los métedos iteraztivos se utilizan en 12 solucibn de grandes -

sistemas de igeuaidades o cuando se trabaja con caiculadoras pg
quefias,

Esto pyede acarrear problemas de convergencia,

Para mids métodos iterativos, consultar Faddejew & Faddejewa:
"MEtodos Lineales de Algebra”.



Ajuste por el método de minimos cuadrados.

Para un sistema de m - ecuaciones y n - incObgnitas, m > n
obtiene uno para una solucién m - correcciones v, las cug
les se agrupan en el vector V.

La tarea se puede resolyver de dos maneras:

a) Ecuacidn de residuos:

V= Ax -4

{1.6./1)

Cada correccifn vi y con e1lo cada observacién TT obtiene
un pesa p;. En observaciones independientes se forma con
los pesos el vector P,

En observaciones dependientes [correlacionadas) se obtiene
una matriz de pesos,

En el método de minimos cuadrados, la suma de los cuadrados
de las correcciones pesadas debe ser mfnima.

En forma esquemdtica se puede representar el problema asft:

P v

1’4 V?: ? vl

Matemdticamernte por subtitucién en (1.6/1) se obtiene:
VIAY = (AX-1)TP(AX-1) *

(XTAT-1T)P(AX -1) -

XTATPAX - XTATPL - LTPAX « L7 P)

b |

L

Del contrel de las dimensiones del producte matricial resul
ta que an el miembro derecho de la igualdad nada mis hay es
calares, V'PY también ‘es un escalar.
Seqin la regla de transposicidn de matrices.
T AT T
XTATPL = LTPAX

Fara la suma de 10% cuadrados se obtiene:
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{(1.6/2) se cumple si la derivadz con respecto a x se iguala a

cero.
AN (1.6./3)
2 X = 0 ’

Para una sola observacidn 1 (segGn 1.6/1 para una correccidn

v) se obtiene:

L

V!

ax - fﬁh
(ox-2) v a’x?-2acd 3 £°

1 7]

introduciendo el peso p:

pviz a’px® -2apxl ¢ pl?
1a derivada canzrespectu a X:
dpv =Za?3x-—2¢p£’=-2(afp-r*dﬂf)
La f1tima ecug;i&n en notacidn matricial da:
TPV :
%’{_: 2(ATPAX - ATPL) # ©

Despejando X da el vector de incdgnitas

X = (APA) AP/

(1.6./4)

b} Ecuaciones de condicidn.
tal que:

En casode formar una matriz B,
BAa =0

se obtiene con(1.6/1}:
BlVil): BAX =0
Bv+BL = 0

En esta- igualdad se puede ver al producto matricial BY como

cpuesto a W y se cumple que

- s !
I_L,.-_-I_y SBCsWe0; w -RL

8
Con esto se obtiene como condicidn del sistema:
f o (1.6./5)

1 Bv-W=p

Ahora se puede aplicar a este sistema ia condicifn de mini-
del método de minimos cuadrades.Con (1.6/5) camo condj

mos
cién adicipnal se gbtiena:

VTPV =~ (BV - W) #



L

Para obtener una férmuiaz que se pueda derivar, se multiplica
{BY-W} con ZKT, donde el vector ¥ cortiene las correlaciones,
y ta funcifn F se vuelve escalar.

Fe VIPV = 2kT(BV- W) & mn
La derivada con respectoc a ¥ da:
25 !
S5y " 2LvP-wB] = 0
de donde se obtiene el vector de las coordenadas:
J Vr-'- kTg P‘d - V"'p-AGT;‘{ (1.6./7)

ta formula 1.6/7 también se conoce como ecuacinn de correlati
ves, Las ecuaciones normales se obtienen a partir de BVY=W.

|8P"’/3Tk = : (1.6./8)

{1.6./6)

E1 ajuste por el método de minimos cuadrados se lieva & cato-
cal¢ulando, en seguida las constantes correlativas cor base
en la férmula {1 6./8)

k- (82787 W (1:6./9)

Finaimerte se substituyen las asi ¢alculadas constantes cerrg
lativas en (1.6/7) con 10 que se obtiene el vector de correc-
ciones V.

VP BTl PE(RP) W (1.6./10)

Fcuaciones de condicidn con incdgnitas.

Una solucidén general que comprende a a} y h) se puede lograr
con:

BY ~Ax -1 - o {(1.6./11)

donde sequn (it 6/5) y (1.6/1):

BV r W V o« AX -1

W= B{AX -1) BA<0 ; V- - B
Cen eso se pbtiene un sistema de ecuaciones dela siguiente ma-
nera:

v - W - 0 } (1.6./12)

V o+ AX =L = 0 |



La funcidn a minimizar gqueda como:

b = VPV -2 hTL(RV I AX-L)

Conde 1a ¥ y X del Yado derecho de 1a igualdad son variables y
por 1o tanto las derivadas parcfales deben ser con respectoc a

{1.6./13)

V ¥y X.
) - ™D . z |
T& =2V -2kT8 = Oum| (41.6.714)
— ' r - -
_%% = --2#44 = If?-f,ﬂ

Las correcciones se aobtienen con la primera ecuacidn:
V=P8 K
y las ecuaciones normales se obtienen con {1.6/11 + 14):
BP 18Tk + AX -1 =0
' ATk 0 {1.6./15)

Resolviendo 1a primeraz ecuacidén para las constantes correlati--

Vas: K - "fBP"‘.BT}”f{AA/-i)

substituidas en Jla Za. ecuagidn:

AT(BPR) " ax - ATLRPT8)) - p

y despejande X:

n

L ATLBPR) AL 4T3 8T) L s

Esta solucidén también se puede usar con observaciones correia--
cionadas. En estas se trata fundamentalmente de Jas observacio-
nes L para los ¢uales se da una continuidad funcional hacia ob-
servacijones independientes, Esto se expresa en ¥V y B,

También se pueden introducir ¢ondiciones con ayuda de ecuacio--
nes de correcciones. Con es0,obtienen un pesc muy grande.

d} Condiciones entre las correcciones (incbgnitas),

En este caso se obtiene un sistema de ecuaciones formado por --
ecuaciones de correcciones y por ecuaciones que expresan las --
condicianes entre las observacicnes.



V * AA X - L':l‘ = &H.T
AIX _ iz . 9{-—-.-»},41. {1.5./1?]‘
La funcién minimizadora adquiere la forma:
§ - VPV - 2LT(VIAX-L)-2 WTIAX-L0] 522 41a

La derivacién parcial da:

o D - T _
8L - 2vP- 24" -0

L1

T ' i
-al;;;t 22 NTA 2074 = 0 (1.6./19)
De 1a primera ecuacibn se obtiene ¥:
v Pk

Con la substitucidn en {1,6/17) de la la. ecuacién y con la -
2a. ecuacidn y la derivada )¢ se obtiene el sistema de ecua--

ciones: p“"jh VoA x - {i}: . 0 (a)
A X - L: = 0 (v)
AJT I‘-’d 4 /quj(.! = (":]

Meltiplicando por A-frp .
ATPP W« ATPAX - AT Pl
(c) A ks ¢ ATl

(NI

haciendo Ia#resta:
AJfPA4X - Az-rl](z '/44T}?1.’: = 2
despejando X: - —

X = - {AATP/‘L}-Q[/?JT% : A#rpzf_} {1.6./:
substituyendo en {b)

c A TATPAT T AT + ATPLY - L, = P

despejando KE

P2 i A CATPAY AT [ A CATPAY AT PL. - A:{fo{PAJ ){ ][
1

La solugidn ;ambién se phtiene por las fdrmulas
{(1.6./21),(1.6./20) y ({1.6./17)

PV=-/-'HX+1"_

Linealizacidn de las ecuaciones de correccifin y de condicidn.

En ecuaciones no 1ineales se puede aplicar 1a serie de Taylor
en e punto O,

F'[ L e cahjﬁ) = 0 (1.6./22)



1.7

- <%
Despreciando términos de mas alto grado, s5e obtiene en el desa

rolle de Taylor: 5
e ;'(W)o oAl (ax) dx -0

o en términos matriclales: ;{"1, BV ¢ Atl' )
o ’

Fo representa la desviacion entre valores medidos y aproxima--
ciones calculadas. B y A contienen los ceeficientes diferenciz
les de las observaciones e Tncégnitas:

Ejemple: - .
F oz 4’ 4?.;3 -2 4, - Ixs 4 .'r'sz¢ -4 0

Observaciones: Ly v 2 ; L1z &

Incégnitas (aproximadas) X4 ; x;, & Y4

bk

Fo = 32-48-34+% -40 = 30
2
{(B) A2 47 -2 = [4d -2)
{ A) ~ b x4 twlxp - (-4 <a)
dff * C“Jr-r

( V) T HdE n ("k} ' d:J
Ecuaciones linealizadas:

3.5 <48 dte -2 ot -*éa.u“d“ . 0

3, + 48 v, -2 ve ~bodaa 1 ey = O
Como consecuencia de que la serie de Taylor es una aproximacidn
el ajuste con ecuaciones linealizadas es también una aproxima--
cidn gue debe iterarse. Si los valores que se usan para substi

tuir a 145 in¢dgnitas se acercan mucho a las reales, sb6lo se re
qu1erEn una o pocos iteraciones, E5to se puede demostrzr cambian

do v PV 6 ¥:

L1

Propagacifn de errores,
a) Matriz covariante X de variables independientes,

{observaciones no ¢coerrelacionadas)

&2 0 0 ) fxt 0 0
- -y - 2 )
(2 ' ) = 0 § X 0 ng g 2
¢
0 0 6 o 0 Sx3
§x; = desviacién standard de las observaciones,
. §x?
§x;2 % variancia ¢ —==

[T variancia de 1a unidad de peso.



=

b) Matriz cqvar1ante de magnitudes dependientes {observacioneas
prr iona :
C_ elac das} }’1 :/J(Xd, :ri’;x.'l)

51

Yo s fel X0, 00y x3)
se obtiene la matriz de derivadas parciales de ia fyncién -
con respecto a las incégnitas, !

] . 4
E)gj * ?f‘-! 3{1
R = &2 x4 o X J X;
Jf - i/ £
. X4 2x1 LAY
Lz matriz covariante de las'magnitudes derivadas se obtiene

segdn la prapagacibn de errores con ayuda de la matriz cova
riante para observaciones 1ndepend1ente5 .
L
6';4 Gf?} -_]

[ (R (s (U5,

c}) Matriz de pesos.
La matriz de pescs es 12 1nver5a de matriz de covariancias,

(P) - (ZJ_' (1.7./3)

1.8 Precisibn de los parametros.
-
a) Eun valores & priori para la variarncia de 12 unidad de peso
g0? se obtiene {con base en la propagacién de les errores):

-
2 r
(6') = G (ﬁ .PA)
b) Después del ajuste por el método,de minimos cuyadrados se --

cumple: zr(AX'.{)TP(A/‘{'-l)f'I{TpV

Una aproximacibn para la variancia de Ta unidad de peso se
obtiene con: P P
Ja

I551= T (1.8./1)

¥ debido a a) para Ta matriz de covariancias se obtiene:

(6:°) - Jaz(ﬁfp"")-# (‘i.B.fE).

c¢) Interpretacidn de los elementos de 1a matriz de covarian--
cids. La matriz se interpreta como una ordenacidn geemétri
¢a de coordenadas de puntos

- ———

x. ¥

b

exit = 60° (90.7)
o 7., f.. 740 . 6",?.4-3 7 (f;m, Ju)

'?!"' Y Jeet, et
" Gxi? ¢ G};z :. G?x;z : ;quf}pﬁhf
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Las variancias en direccidén de 1os ejes ¢oordenades no corres-
ponden a ia realidad; errores méximos y mInimos se obtienen en
los puntos mediante una transpesicidn de las submatrices de --
tal manera que las tovariancias (a ambos lados de 1a diagonal}
se vuelven cerc, Los valores que asT se obtienen en la diago--
nal principal corresponden entonces a miximos por ejemplo errg
res de puntos minimos.

A este problema se le conoce como: determinacién propia de va-
lores,

Ecuacifin de transformacidn para variables independientes en el
plano:

(.f") - R ( f'{l) ; (ot w  fin w
24 Y+ R - matriz de rotacién

AT el w

Aplicacidn de la ley de propagacidn de errores para determinar
una matriz ¢ovariante para variables independientes:

5T
(5y) - R(Z.)R
con {1,7/1 + /Z) se obtiene:
g 0 , Pii pi v )QT: . A K
o ] 6T R gans gasia Y

by iz se l1laman valores propios,
La sclucifn del problema se obtiene con: _

' 5?#) L . (g-q- Pl ( 4 o /J.“ o
ZL Y o 1 Ane / 21 ez ¢ 1
resuelito se obtiene para el determinante: :

(fﬂ ~ Aed) Faz l : O
qu { _?32 ""‘J})

r)l*r;zl“ A (?!2 -thr} ¥ ?uffz ~ g Jor T & ‘
{ Ges 4 ?22) 3 -L/[;Fﬂ'?" 2 Ge g2t 5’;:'!,]- Gqaitor 4 Y gar Gzv

/‘.4;2 * 2. |
En el método de minimos cuadrados se cumple: #Fsr = F2+
1 ™.
1t 4 Qs 0908 .
Al " ; come errores
maxime ¥
2!
A, = ‘l/?zzf« - qa minimo

{‘1 -81},-3) i
Fn 3 dimensiones para un elipsoide de error se cumple:
Cos w  shw OV\[cosd 0 In ¢
R = -5n W Lo w O O A 0 =
0 o - - $in # ' fof f?



(OSw Col P Sinw  lofw S g
= -8y Lo8 P LOf w - fmw j,};‘f

- fin § o {ajﬁ

La propagacidn de errores en forma andloga a2l caso bidimensio-
nal dé&:

matriz de rotacidn

Ggotoe  © , . g4 fn fa 0 o
o 6F o |- b6 R | g2 2 }? S a 1, o
o & G'jx 41 fu 9” o 0 A‘_;
y como determinante a resolver: )
tffu -/'la,”] 4 42 g1
fas { o2 - Asas) 922 = O
| 434 72 ffﬂ' Aeas) i

/14.:,:;3 -A:,.:,_;z/j?a* i *‘fn) - An23 (fz_t:-?;z/;;' 1 Gut f22 3 55 §u 4 Ju i f;?(.ra)
Al P fr §s3 = fer R 1 290 Fos 3 - ﬁ’fz?ffﬂ ~ f_,_,“ 722 ) =0

Un elipsoide de error se puede describir con:
¢ nt f?
- 4 -4 . )
P T Gel A3 4
E1 error del punto adquiere la forma:

={n|«f*‘/!:*/]_qjﬁ“' Gt Gyz*fe

0 sea que hay que resclver una ecuacidn de 3er. grado:

A® 4 AP (-9 “?zz < gi) @ A 923% a2 31 - gor g - 9 Ger ~ g’ 325)

5
-4 ( ?Hj"'zﬁ?} 4 ?-i'.l' ;?z_q -Zfﬁigg,a; < G %3 4 ?,5 ;7”) = &7
substituyendo:
A = -

sa gbtiene como ecuacidén a resolver:

3 ¢ 3
v i g » 0 n . . Q 5
A A <o of = | b, 9‘2(.3)"_&5 ‘C

3

._*?-_

y como solucidn:
A
M2,3

A+ 8 —_

SALB s AR 3
A AT AT o408

Debe tenerse en cuenta gue:

5i ) es positfvn. existe 1 solucifn real y 2 complejas conjuga
das.

51 @ es cero, existen 3 soluciones reales, Fste es el caso co-
mun.
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Correccidn de los elementos calculados de uyna matriz invertida
{errores de redondec) segln Hotelling.

Debido a que los errores de redondec la matriz 2”1 1o es to--
talmente simétrica, a pesar de que A.A'l l E deberfa cumplirse,
Este acarreo puede usarse para corregir las inversas. La inver
sa plagada con errores de redondec es A;l. Se establece el --

producto de matrices

’ Al‘qah"!’ Aa-.f/‘q' = Eﬂ
E1l opuesto es:
' 6 Foz £ ~fLo = £E~AA""

Esto conduce a una correccibn iterativa de la inversa can:

A2 AT E + s £)
Afy = E'-.4¢44'4
A ATCE A E,)
AEe s £ - AL

by

A Ns ATIE v a L))

‘ v (1.9./1)




2. Sistemas de Coordenades.
2.1 Transformacifn de coordenadas de la foto al modelo tridimensig
hal:

7y

FOTO MODELD
Un punto en ia fote se Un punto &n el modelo se puede
puede determinar por determinar por:
j -
X; Xa

W" p..c-l ol >Q'I . Er‘—} - §4'= 7"1'

-¢ N 2.

Entre las caurdEnadas ‘dela foto y del modelc existe 1a siguien-
te relacidn:

Una imagen perspectiva se forma por la proyeccibn de los puntos
objeto desde el Centro scbre el plano de la fotografia, Esto se
expresa por la ECUACION FUNDAMENTAL DE LA FOTOGRAMETRIA.

j-; = gd + A.; P.f- (2.1‘/1)

En esta igualdad deben expresarse todoes los camponentes @n un -
sistema de coordenadas comiin,

Para lograr compatibilidad de usa el sistema de coordanadas del
modelo. En el dibujo superior de la pigina 30 Tos simbolos sig-
nifican:
a ’Sb { Vectores en el sistema coordenado de ia fotof x' / ,ﬁ}

-
7, 3. i Factores unitarios en el sistema coordenado del wade]of; Y,

51 Vector al punto objeto P; en el modeio
' .
fo Yector al centro de toma en el modeio.

g,
A. Factor de escala entre la foto y e] modelo
& <constante de la camara,
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Relacidon entre 1ot sistemas de coordenadas del mo&e1a y de ta -
foto:

L
Desplazando paralelamente los vectores ynitarios al centro de -
toma Q' la férmuia {1) se puede representar como:

X.A. Xa M“’-

s, vei, w, tComponentes del -
vector de la foto
en el s5istema de-

modelo.
i Mediante el uso de componentes, en sistemas de coor
#,if deradas de fgual escala, pero diferente orientacidn,

i nada mds permanecen Tnvarfables las longftudes de
: los vectores obtenidos,



E1l factor de escala )| 1 sp obtiene por la divisién de las lon-
gitudes del vectar ~ 57? —

/1;-':’ ,J/LJD-""} jﬂ pl.. _ J/{X: Jl'p} Kf“}'ﬂ} {a* I".EIIJi -

1pT " jo'Py Yaitoyri e T T (2andz)
- -I’(A-q *Xn}"f{‘j’-'fprﬁ “.{ff. - 8,')

]/444‘ J 'If“l T

Los componentes del vector de la foto en el sistema de coorde-
nadas del modelo se¢ pueden obtener finalmente mediante una --
transformacidn. Una transformacidn tridimensionzl queda defini
da con ayuda de la matriz de rotacidn A, cuyo contenido exacto
se describe en el capitulo 2.3, Las componertes del vector de
posicidn del punto de la foto en el sistema coordenada de la -
foto se obtiene por multiplicacidn de Ta matriz de rotacidn y-
los componentes del vector de la fote en el modelo.

X_a., u‘. ¥
vl [ = Al v’
2,1,
e 1 (2.1./3)

donde A queda representado por:

L Qa4 coslxx't  cos /;,«‘4'} co; LB/

A d Qpy d2 Ay |7 tafz’xy*) (Ml”'}f}f’r} cos (¢ }"9

T3 an ey cas{x2') cos(yd] corle 2’}

{xx'}...{2Z') son los &dngulos tridimensionales entre el parale
1c correspondiente en el origen § de los ejes de la foto des--
plazados ¥ del sistema de coordenadas del modelo. A contiene -
los cosenos directores de esos dngulos.

Como 1a transformacidén es independiente de la escala, para los
sistemas de ps vectores unitarios se tiene que:

L]

4 )

bl = A ¢
¢ ¥

Para calcular el factorde escala A,' de (2) se regquiere la in-
versa de la matriz de rotacidn, ya que existe 1a siguiente re-

lacién;:
! ) x,”
V-f.! - A ){_,J
. {2.1./8)})
1!!’4 s L’:

Ref.: Jordan - Eggert - Kneissl {JEK} Bd. I1II, 1 54,



2.2 Transformaciones {rtogenales,

Las relaciones del capitulo anterior se simplifican, cuando 1a
transformacidn da(?)a({) y viceversa, es ortogonal:

Esto significa: ambos sistemas de vectores unitarfos (a,b,c) e
{(1.j,%k) deben tener sus ejes ortogonalmente,

e L b L . 4§t ok

Ademds la escala de a,b, ¢ e 1,j,k deben ser fguales {(en es
te caso ambos sistemas deber ser vectores unitarios).

Matrices rpotacionales tridimensionaies son suficientés en el -
caso de los siguientes postulados.

, L
quz + tlaz- 4+ aan r A
a4+ axt 4 ared® 4
a4t ¥ 2 22° 4 ﬂ’-z!’ " A
. z
A d'.azf . &l = -
a3’ 4 @& gst 4 a 3’ « A
Qn“, o g2t 4+ ant = A
Qars Qaz + A2z * Az Q22 = O
Qa 243 + Qirazy + A3dajz - Y
Qa2 @43 + Q23 ¢ Qo223 = O
Qat 221 + QerQxn + 8u arxx = (@2
Qg Q38 4 Qa2 232 4+ 443 azz = &
Qre Qg + Quaoze ¢ Qu 33 = @
10 gue es urnivoco con
A'A - 47 ist (2.2./1)
Substituide en {(2.1./4) se obtiene 1a relacifn:
~ a Qur - QAQry Q34 2

]

L] T
1] = A |5 a2 2zz a3 (D
X C & et @:y a3l C
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L

y finalmente para las componentes de Tos fotovaectores en el mo

delo: ) ¥

‘ e . r Xa
vl = A v ! (2.2./2)
W‘-’ -— C

Elementos de '1as matrices de 1a rotacidn.

E1 uso de cosenos directores en matrices de rotacién conduce a
cdlculos desagradables, Es mds fdcil usar las sigquientes posi-
bilidades, !
1
ey o
A} Rotaciones secuenciales w5 #, K,
Los instrumentos nnalﬁg1cﬂs usan hastante este método. Las
relaciones se EStah1&Cen“dE la siguiente manera:

p | tulado: u.’ . x5
ara el postulado: vl v A y;;
W;l ~ L

Normalmente se escoge como orden de rotacién

w - rotacidn primaria
£ - rotacion secundaria

¥ - rotacidén terciaria
La matriz de ratacmun se compone de la multiplicacidn de cada -

una de las matrices de rotacidn:
En los instrumentos WILD . T r r
A AL Ag - Ax

donde A se obtiene de:

,_,I A"Ag'/‘!ﬁ'/fw
ﬂtras'pfﬁductores de equipo escogieron otra orden de las rota-
cicnes:, T T 7

e AT« Alg + Alw Ak

T T

AT - A - Ay

4
En cdlculos analiticos la secuencia de 1as rotaciones es a volup
tad., Peroc debe tomar en cuenta la opcidén de las rotaciones posi-
tivas,
Para la reconstruccifn de Ja situacifn de toma se establece el -
siguiente orden de rotaciones positivas para el punto cero del -
sistema. Fy
{ w rotacién primaria; # rotacidn secundaria; K rotacién terciaria)



ROTACION PRIMARIA
Representacién de 1a rotacién
én un sistema tridimensional

7, &%
N

X, ¥, z pasan a x', y¥', z' por

una primera rotacifn positiva:
rotacidén + w

las coordenadas lineales se ab-

tienen por ia siguiente relacibn;

’

X

T ); ,
y' = Ytiw 1 26hw
R N RV T

Representacidén bidimensional
(E1 eje positive x sale del --
plang de la hoja hacia arriba}

En forma matricial;:

xj A o o X
}'l = Vi ot b Lol 4
r g0 -tnny  toywf \2

{ 2.3./1}

Rotacidn + w de + y a + z

Por 1o tanto la rotaciGn +w no origina ningin cambio en la direc-

cidn x.

El ede primario y se gira hacia el eje z y origina en la.foto nue

ves ejes positivos y' y z'.

En este caso la matriz de rotacidn

tiene un elemento sen w posftivo arriba de la diagonal, y un eie-
mento sen w negative a2bajo de la diagonal.

ROTACION SECUNDARIA.

Se trata de una rotacitn alrededor del eje y con dngulo de rota--

cidn secundario ¢.

Representacidn de la rotacidn

en un sistema tridimensianal:
2
F *
]
16 [»7

T y

en un procedimiento andlogo al de
la rotacidn primaria se obtiene -
en ferma similar para la segunda
rotacidén positiva.

x or ¢ O EagN (¥
'l o 4 0 Y
2! smp o oS l2




L2 rotacifdn + g{ningiin cambio en y) erigina un giro de +z con-
tra +x, y como resultado nuevos ojes +z' y +x°',

E1 valor de sen ¢ arriba de 1a diagonal es negativo para que --
las direccipnes positivas se conserven,

ROTACION TERCIARIA.
La rotacién airededor de e2Je z con el dngulo de giro K origina
un gire de +x contra +y y con ello nuevos ejes +x' y +y'.
Representacidn de 12 rotaciidn
en un sistema tridimensional.

Ko existe ningin cambio en

Z.
24 Comp rasultado se obtiene:
X Lo ¥ $in ¥ D) X
'l 2 [-tuKk s K0 Y
H
A 2
¢ o 0 (2.3./3)

Con ayuda de las definiciones [1) - (3) se obtiene Ta matriz de
rotacidn A,

ws k sax - 0\ [t 0 -wmgl (1 O_ 0O
A = [ -gin ¥ i X0 0 A & O  fedw  fad
0 ¢ 4 fmp O 4 Hlo —snw corw

6 como transpuesta:

4 0 0 cos b 0 m g\ feos P
A T -1 0 cnmw -tww g A I, £a ¥ cos X O
6 Snw (oswil\-sag o (o 4 17, 0 A4

Efectuands las multiplicaciones matriciales se obtienen para las
diferentes secuencias de giro 1as matrices generales totales A



= A Ad-Aw
d 1 i bV : :i %
A : i ‘ i
cos ¢ 0 | -sn 4 | 0 1 o
o | | | |
i i B T T
o . 4 4, I s, ! L5 W | {in
B i |
o i : T
sn P II o | tesd | 0 | —$hw ros w
( f : / T 7 :
cos K 1 dmk D p cosd Losk| & L o mww (er bty (RY IM K S Fn X
o sﬁ . X X J ' é 4 !:hwi-h,ﬁfm&’;:-rmm,:,;,ﬁra;#
] I S '. E i
- ! ! LW e R | Srn W cel R
n K| K o § ok o5 R L Sindsin Kl - L § SnR ! el P
- $in K | ok, 0 i i ‘Lsm o Sk AloswInp L
' 1 '
L 3 ! '; ‘
| : [ | ; : |
o1 0 ‘ 4 |] $én § l O | tusp Sin §  =Smw (o8 $ i losw Cos ¢
: I !
H] H ! :
H | | 4
\ IH | 1 /LN ‘ !

-u-g{;—-



b

Integracifn de la matriz A para el Estereaplanigrafoe Zeiss C-8.

A= A7 Ag Ay

o 1 NI 1 \
} l | : o Y
AR o
| : ; :
— =it Do g '“7'**— bt
1 - i -
7, S oy w | Jrn & I, ! A Il- 7,
, : | | :
U S - . - -
: - _ ] —
L 0 -$n | (o5 w sn @ 1] i dor p
\ . J\ ' J
If : Aiig ' : .- A
- — O . Ijevep e § ' l~fin & far X
PSTIN OS8R ees 3 Snk |ginic gin i T T I A
co§ ko Simn : d 1 £ | SRR ¢ TN s $ing $iaEnT | 0S8 Sn A0S E PhE S K
{ | i f i) -ecasg Tn k| _ 1 YN
. = I ] - - S Jio ¥
- ; - i fe3 @ - .ty w bos R =
A ‘ ¢ IIi o k {mw R | S Lo $tind find tag ¥ a | 405 § diaid Cor ¥
. ) i
..._-.—.-_.._.____-_......:___ e 1\ ———— -—I.... ——— - ,-1 —_— - --_;_ - —E“ R
: ! :I ——— -— . - ; o o
. | . o= Smp L v - Sy W AN S
g - Is) i A J, I R Y i oS ng : :
b ' X ]
L | AN ' 1 ’

_L{:u.
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En el caso deil Estereoplanigrafo Zeiss (8 los giros estdn defi
nidos de la siguiente manera:
giroe + ¢ del eje z al eje x
girc + w del eje y al eje z
girg + K del eje x al eje ¥y

{de igual forma para la foto).

Con la definicidn anterior de las rotaciones, nada mis se nece
sita en las farmulas 1-3 substituir el valor del dngulo por el
respective valor transversal,

( w— & $ —> 3 K — R )
Comparando las rotaciones ¢ w K del! Planfgrafo con ias rotacio-
nes w p K del Autdgrafe WILD de cada unc de los coeficientes ma
triciales se obtiene 1a siguiente relacidn:

- para el andulo de girg ¢

Q34 = d34"

Stn }5 = fin F ¢OF o

- para 21 dngulo de giro w

& )
Jin e ¢ .l'.-nf-dfﬁfﬁ . ﬂ,_;u(ﬁﬂ i({?.i‘tf*(cu )
fin w = Snw - _
o8 f ¢os ¢ (ol w
Loyl T
e ¢
Si w= 0° 5e obtienen mejores resultados si se usa ta funcidn -

SEeno,

- para el dngulo de gire X

of
Reqa = _Qut-
QA4 Qs

veos § Tk L ~tpy ¢ 40 R 4 5 psincos k
b

cos § tosk cos § O3k AU g Sn D S d

- 08 § Lnh 4 fin b Shw loy n
ray b rof E 4 i L snk




BY Formacidn de las matrices de rotacifn por giros secuenciales,

Cabeceo t, banquet 5, azimut o

En las tomas fetogramétricas los giros de la c8mara son alrede-
dor de los ejes de una suyspensidn carddn, ¢ sea alrededar de --
los ejes de un soporte de 3 apoyos que participa en ios giros,
La matriz de rotacidn para una fotografia se forma de los si---
guientes giros:

A= Aa ° At A

s

El cabeceo s gira x contra ¥ r = z'

El banqueo t gira 2z contra ¥y % = X'

y el azimut a ¥ contra x alrededor de eje z gque tam--

bien gira,

Integracidn de la matriz A,

(osd ~Sinot O A & o s § St O
A = {sia  wsx p 0 cost  -onl A 7 /.
0 o 4 g (mi ot b, by, A4

COSw [0S 8 4 Sinal cotd L oSadfing - dmu cojl cef § Lol Lot

A = | fnd cors - sk o5t shs giha $og 4 cesot fesd cess et o Snd

“$hd Fnr Swt cars (mé/‘

Surgen dificultades, si hay que determinar el banqueo y el azi-
mut cuando el cabeceo t = 0.

£) Giros gque no son secuenciales.
Surgen como giros individuales,
- Inclinacién en la direccidén x {cabeceo)
- Inclinacidn en la direccién y {banqueo}
y - Distancia nadiral.

Se trata de 3 dngulos tridimensionales. En la formacibn de A -.
se introducen sus cosenos directores.



[ g%
'

J:
: 4 _

En un sistema tridimensional tierfe la siquiente apariencia:
Za

Y

Inclinacidn ¥ -
direccidn de Ta inclina-

—~ ¥ ciodn,

Inclinacién x :

-----

P x
y 1a matriz A :
cos { xx'} Q. a3
Q14 coslyy’) sy
Q34 @22 en(2?)

5i se fi1ja otro elemento por ejemplo 8y, = sen {xx') cos (yy')
entonces se puedén determinar los demds por relaciones de orto
gonalidad.

Transformacidn de coordenadas entre el sictema geodésico de re
farencia y el del modelo.

En la prdctica existen m&s sistemds coordenadas de proyeccidn.
Ejempla: Sistema UTM 3°, utilizade en partes lejanas de Europa
y en Canhadi.

Las alturas se definen como alturas elipsocidales perpendicula-
res a las cgordenadas de proyeccidn,
Se pueden transformar estas coordenadas de proyeccion y altu--
ras en un sistema que permita una comparacidn con el sistema -
¢oordenado del modelo. Son sistemas utilizables:

- el sistema geocéntrico rectangular tridimensional.

- sistemas rectangulares tridimensionales locales.

& - aplicacién directa de las coordenadas de proyeccidn/altu-
ras detectande pequefias correcciones {(de uso muy cenerali
zade en la practical.

Siguen algunas posibilidades de transformacibn:

1) Transformacidn de coordenadas UTM 3° en coordenadas geogri

ficas.
Esta transformacidn se usa en sistemas locales y gepcéntricos.,
L2z solycidn exacta estd descrita en "Cdlculos Gepdésicos y Re-
presentaciones en la Topografia" de GROSSMANN. Aqui nada mds -
se van a mencionar los pasos mds importantes,



Para el cdlcuio de transformacidn sirve:

t,f)rfer()f,'}’) _;;_ A'/?-{/sz)

La solucién se puede obtener por desarrollc iineal § por solu-
cidn numérica directa.
A1 introducir las alturas, normalmente se usa la altura ortomé
trica "H". Estd integrada por 1z altura elipsoidal "h" y la on
dufacién gecidal "u",

p

h L = h 1o (2.4./1)
N T '
[’}

ISRy Seoy

51 se tiene que usar la altura elipsoidal, se obtiene con (1)

h = altura nivelada + correccidn ortométrica
H

+ ondulacién gegidal
o

- U

la correccion ortométrica entre 2 puntos A y B ( = G‘c'ﬂB} 56
determina con:

donde & = gravedad normal a lo largo de la trayectoria de A ha
¢ia B.
«= gravedad normal para la latitud = 45°
g = gravecad medfa desde el Geojde hasta lTa altura H del
punto final, representable por la formula integral:
H

— A
J- Tf*/f(") o & (2.4./32)




Como la integral (3a) no se puede determinar por mediciones,
se¢ usa como aproximacidn aceptable Ta reduccidn de Bouguer y
"aire libre” también reconocida come reduccidn Prey's.

7 =9+ 00029 H

2

(E.hgfjb)

H debe estar en cm,

[a correccidn ortométrica alcanza valores méximos de 30 mm en
las montafias {consditese Bodemiller & Campbell; Investigacidn
en el Harz)., Dentro de una carta 1:5000 tiene variaciones de
1 mm y es por lotanto despreciable.

La ondulacidn genidal es en tervreno montafioso de mayor signi-
ficacido. {En los Alpes se obtiene para mis de los 50 km una va
riacidn de 50 cm - Meier investigd que 1a Variacidn méxima fue
de 10 ¢m pa}a valores extremos de mds de 2 km en el tinel de -
St. Gotthard),

En fotogrametria no se hacen consideraciones sobre la dirececién
de la gravedad. Por 10 anterier ja variacién en la altura condi
cionada por la ondulacién geofdal debe {fgnorarse.

2) Transformacidn de Tas coordenadas gepgrdficas al sistema
geocéntrico rectangular,

}

L

a,b ; semididmetro elipsoidal (semieje mayor)

N : Radio de c¢urvatura del primer vertical o normal mayor,

?:A : latitud geogrdfica, longitud geogrdfica.



Lz excentricidad numérica sé obtiene por:
2
4/ at - b
8 "-1/. QZ
y para la Hormal Mayor

d a
N o= ATE T

E1 cdlculo de las coordenadas cartesianas tridimensionales con
ayuda de las coordenadas gepgraficas se obtiene por:

X' = (W b)) tos ¢ cos A
?l d (ﬂfih).ﬁn ¢ sin A ' : (2.4./4)
2 [mA-e) e h] on g

asi coma:

L = Netsin g

12 inversitn del problema conduce a2 ecuaciones no-lineales 2, X
nadz mds se pueden determinar iterativamente, ‘

La longitud geogrifica se obtiene con ayuda de la relacifn tri-
gonométrica,

-}

tg A < - (2.5./52)

£l cdlculo de 1a Jatitud geogrdfica esta ljigade a mayores difi-
cultades, ya que ia normal mayor es una funcién de ¢. Como pri-
mer pasg iteracionz} se propone: h = 0
para que: ,

2, =M {4-¢e%) s ¢ /-clé‘a
Se desechan lps términos con e

ts - g?. 2

Se obtiene una relacidn para N+h utiiizando el teorema de Pité-

goras tridimensionalmente S Ry Sy 3
Wb s 5§84 4)

con (4) se obtiene: E’Jff - (ff/ ")})Ifi; 4

despejando ¢; vy substituyendo la relacidn para N+h:

*;_}.__f ¢1 . {2.4./50)




Con este valor ¢, se calcula una nueva normal mayor. Mis ade-
lante se obtiene un nuevo valor de t;

¢4_"‘:5/V'—':3f’z

E1 desarrcilo converge ripidamente {2-3 iteraciones) ya que
NaA>> h

Con ayuda de Ta relacifn N+h también se obtiene 1a altura h -

sobre el elipsoide.

;,__-l/;'h?'“(fu L) A (2.4./5¢c)

£ET sistema rectangular tridimensional tiene aplicacién en &1 -
ajuste de sistemas fotogramétricos,

Da una transformacidn 1lena de errcores si los giros w, ¢, K no
sgn mds & mengs cero. 51 no se cumple esta condicidn, se debe
hacer una correccidn al giro antes de la transformacién.

! 3) Sistema tridimensional rectangular local,.

E1 origen del sistema geccéntrico en el centro terrestre
se desplaza 2 un punto en la superficie Pn fcon las coordena--
das gepcentricas EDJ, ?E., To'., Después de efectuar un giro de
tal manera gue el eje 7 este en direccién de la normal y el eje
X hacia el Este, y el eje y hacia el Norte., Esto se puede repre

sentar con ayuda de la relacién:

— -n, - ]

A A - Xa

i - k-M- E’r.,z‘_n: (2.4./6)
4 2 -

K representd un rescalar, que sirve come factor de escala.
La matriz de rotacidn 3¢ designa con M,

- $in Ag zes Ao N,
/Vf Tl cnde A0 -So s v o zes ¢

€05 fo csdo oS Hh Sn e g 4o

ta inversibn de 1a relacidn gueda asi:

et
&
2

(2.4./7)

- A uT
R Y
Z

N.-;"--...,c,l
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En modelos fotogramétricos se puede considerar el sistema X, ¥
Z, como un sistema de referencia para el sistema global x, ¥y,
2 (a escala 1:1})., Naturalmente que las transformaciones de -
escala también son posibles.

4) Aproximacidn con ayuda de la esfera osculadeora de Gauss.
Como superficie de referencia se usa ia superficie exte-
rior de la esfera cscueladora de Gauss con el radio R = /MN

Se puede lograr una aproximacidn sin pérdida de precisién
en terrengs hasta de 50 km, de didmetro,

¢ Se trata de determinar las ¢oordenadas
¥ esféricas £ y n. Xo, Yo, son las coor
denadas {UTM} de un origen libre colo-
) cado en el meridiano central.
1 emalar ~ Para el punto P (X,Y) se obtienen en-
/f ¥ tonces las siquientes diferencias en
Rl & A las coardecnadas,
E;S ' s X = X - X

Fa) 7’ = }’ ~ ‘F;
Las coordenadas esféricas £ y nse obtienen por el siguiente --
desarroilo en serie,

§ = ax Y S

75 a)

considerando el dngulo centrai:
°ﬂ=_?{r— A
conduce a i1as relaciones:
X7 {rvh)smna
y {r+bh)tosat 3 f
2= (rih) tisd tosfh -

Puesto cue en los argulos centrales se trata de magnitudes pe--

quedas, es posible un desarrollo en serie,



cbteniéndose para las coordenadas individuales:

1ocm

1om

3 b
AX AX
X = Z‘.\X = 3',.2 * r
2
A I: .d._.V- J"J
y = QY = S a2V + r
F I
h _ A -f":z < AN 4 --"
2 = er
Orden dimensional de las diferencias entre:
AX .r?-f—; ¥ und X filr X= 100 km =3
z und h fir X= 1o km =
€o m 3 em Tfiir X= loo km =3 1km
5..& P A em {Erdkrimmung)
m m

$0 dm | 2,40 m
A0 km | b, 08 m

En ajustes de blogue las desviaciones de este tipo de compensan

mediante un giro ¢ comin

..I’_'_'*_'_‘.-_-::'

Les errores residuales son del
orden dimensional de 1 cm.

Por este motivo en la prdctica se usan directamente las coorde-
nadas UTM} cuando se reguiera una mayor precisidn se deberdn --
usar sistemas rectangulares tridimensionales,

La Curvatura terrestre debe estar considerada diferencialmente

en 1a fotografia.

i a’
.:_| )/

/1

4
4

yan
AT r -
—'R‘\‘\ . \

td representacidén de un punto
de la superficie terrestre en
¢l plano de la carta s5e puede
1Tevar a cabo de dos formas:
- ortogonal
- projectiva

E1 punta Pl g una distancia r
del punta radial se encuentra

abajo del plano tangente debide

a la curvatura terrestre: e ob

tienen las siguieptes aproximaciones suficientes.

2

)
d » —p—

Ar - ol

i Iy h




por transformacion numérica y debido a h > > d se pbtiene

o haid v h
o f's z Fac) r:f P

para la reduccidn dimensional radial Ar' se obtiene:

. Ji
para 1a representazcidén ortogenal: AF = __g.if T{"—

para la representacién por proyeccitdn:

%]
A B (14 3)

ar' :
ejemplo: * ar’

h o' e Mem | e ALem

000 m 7 e A4 pm

2 000 1w AY _ 27 ptrm

Se obtiene un Ar' incorrecto
1) Se desprecia las diferencias de altura para
r '= 15 c¢m hasta 3um

9 r -
2) 51 se desprecia una incilinacién: frrv 5: Zaﬁi-,{f A8 b
) v r 3% b1 2u f A

Entonces ya no se puede aplicar una correccién simétrica. En
lugar de curvas de correccidn concéntricas intervieper curvas
complicadas.

En cdlculos analitices donde se requiere Spum de precisidn se-
aplica un sistema coordenado rectangular tridimensional local.

Carrecciones, aplicables en coordenadas fotogrdficas, debido a
la arfentacién interior, deformacifn de pelicula, distorsién -
del objetivo y refraccidn.

E1 modeio de coordenadas fotogrdficas mediante el uso de la --

perspectiva central es el fundamentc para la solucidn de proble
mas fotogramétricos. Si se conforma uno c¢on una precisidén en -

la fotoc de Z20um, entonces se pueden usar directamente las coor

denadas medidas en base a la calidad de las cémaras actualmen-

te en uso y del material fotogridfico, Si se requiepe una preci

sién de Sum se aparta la geometrfa de la fote aérea notabiemen

te del modelo matemdtico. Por esc se deben aplicar correcciones
@ las coordenadas fotograficas. )



Se originan por los siguientes factores:

- imprecision de los comparadores
- grientacidn interior
- deformaciopes de 1a pelicula
- distorsidén del objetivo
y -~ refraccion,

3.1 Correcciones por imprecisiones del comparador.

3.

2

Un comparador debiera proporcionar las coordenadas fotogr&fi-
caés con und precisidn de + I...2um. Errores tipiocos, que im-
piden esa precisidn, son entre otros:

- eje no perfectamente verticales

- error de curso {debide al movimiento muerto del huesillo)

- error de reproducciobn.

Los comparadores que uszn placas de vidrio can una reticula -
grabada en ellas minimizan estos errores usando vidrios que -
obedecen a normas de calidad muy estrictas, con 1as cuales se
miden separaciones muy¥ pPequefias., Como ejemplio se pueden men--
cionar: el Zeiss - PSK, el Space Optic y el Monocomparador --
Wild,

Para determinar las desviaciones es necesario calibrar el conm
parador y establecer un modelo de correccifn matemdtico.

Un modelo para rescoiver esta tarea idéntica se 1leva a cabo -
con ayuda de una reticula RESEAU (Ver Cap., 3:3).

Orientacidén Interior.

Consiste de Ja determinacidn de las coordenadas del punto prin
cipal de la foto con respecto de las marcas fiduciales y la de
terminacidn de la distancia focal [constante de Ta cédmara).
Estas tareas estdn ligadas con la determinacidn del registro -
{como funcidn de 1a constante de la cdmara}.
En Ya préctica se toma la distancia focal del certificado del
aparato, "Se trata de los certificados de calibracidn {inglés:
calibration certificate}”,
Estos contienen datos. que se necesitan en las vuelos fotogrd-
ficos, Como ejemplo Se muestra agui un certificado - WILD
Objetivo: Aviogon Nr B6 {(ohjetivo de alto rendimiento)

C = 152,49mm
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A continsacidn se proporcionan la distancia de las lineas que
unen marcas fiduciales gpuestas considerando su jnterseccidn

como punto cero.
Punto con propiedades simétricas

W

W,y 3 \(
i Gptimas.s13 opum S 2l 'jf

; , Punto de autoccelimacidn [(se trata
- del punte en la fotografia, en --

N donde se forman rayos paralelos -

\\\ infinitos).

J'r ~ P . - m qu ‘-'tl m

B4 U 3 _ 1) _ 24 &

* 1
Mds datos (necesarios para los factores descritos en los cap.

3.3 y 3.4}

- Distancias entre marcas fiduciales:

1 - 2 = 212,c0Zinm 1 -3 = 239,814mm
2 - 3 = 212,cclinm 2 - 4 a .29¢.816mm
3 - & = 211,99%mm .

h — 1 = ziz,néﬁmm ’

- Distorsién, obtenida con ayuda de mediciones con teodolito, -
sin usar un filtro:

Radio (mm) I 2o [ ho [ 6o | 8o | 1oo | 120
Uistnrsiﬁm[mm) l+a,nuﬁ[+n,ua91+a,oo?l+o,002 Fo.uoé]—o,u1n
1ho | 148

-

—n,oo1|+u,on?

- Representacidn grifica de la curva de distorisén del punto --
nrincipal de 1a foto a las 4 marcas fiduciales Y una curva --

promedio de la distorsidn.

F
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Un certificade ZEIS5 conttene los siguientes datos:
rloopon A%93701
¢ = 152,60 nmm + 0,02 mm ’

E1 punte interseccidn de las )ineas enptre marcas fiducialies se

I encuentra a una distancia no mayor de -
- + 0.02 mm del punto de autocolimacidn.

. ta distancia entre las marcas fiducia--
les vale en ambas direcciones 226.00 mm

+ .02 mm,

Distorsidn radial, medida con un tendolito
{Utilizacién de un filtro tipo D con

530um) .
Radio (mm) | o|1u|2&]301hn|5n]5o|?n]8u]9n 100 11o[12a
DisTorsion (pm) | o |-4|-5t-51-5i-u|-u}-3]-3]-2[-1 J-u [-2
13a|1bko
-5 s}

Para objetivos fotogramétricos se presenta ademds:
Distorsidon a Yo largo de los 4 radios: A B C D a intervalos de
- 10 mm de 0 hasta 150 mm {de dénde se --

_ A
\ /,’ ‘ puede derivar una curva de distorsidn -
/‘K\ x promedio).

Distancia entre marcas fiduciales: en direccifin x 226.01 mm
1 en direccidén y 226.00 mm
Oistorsidén tangencial: maxima menor gue 10um,

Filtro: Ambas superficies del fiitro son paralelas con desvia--
ciones midximas de 5 segundos de arco.
tipos: K sin coler

B amarille
0 naranja
Placas de almacen: Las plac¢as montadas en el almacen - FEISS
tipo FK 247120 Nr.36129 tienen una desviacifn midxima con
respecto a un plano de + ,010 mm.



Debido a que la orientacidn exterior estd fuertemente relacic

nada con 1a orientaci6n interior (por ej, h = ¢. factor de es

cala de la foto), no se hacen aqutf mas refiexfones sobre su de
sarrollo, Es suficiente considerar la interseccifn de Tas rec-
tas que unen marcas fiduciazles opuestas (dada con sequridad de
20um) como punto prircipal de la fote y usar la distancia fo--
cal calibrada con l1a preciszsién de 1/100 mm garantizada por el

certificado.

Las mediciones del comparador se puedan relacionar con las --

toordenadas fotograficas de la siguiente manera:

y o4

x', ¥' : valores medidos en
el sistema del comparador

x*, ¥' : coordenadas fotogrd
ficas.

X
Las coordenadas del comparador del punte principal se obtienen
por la sigufente relaciin;

-1 =3 ""*X-‘
T | X 4 Xz * X k -}
x = E Az 4 drﬂ
e k

SRS L A E A
‘}ﬂ = al j# 4#)’#

Angu1hs direccionales en el sistema del comparador:

- - ! - 7 -

tan Kq = fz‘ )f"' ! fom Ky > )_Mr idr
¥ | xR

o~ | -1 = r Y

X3 - Xy Y -~ N

f am R 5 — - 4 x g =
W W ’ o Ky TR

E! dngulo de giro X entre el sistema fotogréfico y el del compa
rador se opbtiene de alli como media aritmética:

J!‘:': R‘q*kl*kl‘kir

4 B {(3.2./1}
La relacién de transformacidn queda asi:
— — —
xﬁ (es N -~ fin ¥ X; ™ Xo
= /u o (3.2./2)
yi' sin K ear [ LT




3.

3

E1l factor de escala y que interviene en {2) se obtiene por --
12s relacicnes de segmentu.

[ wip-a e sty :-l-'-L

;}’t'x;*aut}z *(}fj }‘4)
‘{(13 -If) +f}’1 ")*”z

'L/fx#.r =0 (' - yl) / <
G YA
v 6l PN (3.2./3)

2 7 =fr Z
Los valores w_ﬁ"h'} 1 f‘y’:"‘ }f'«'a” y {( Xy * x,')"‘ * f}fv*- )f:’)
los puede uno tomar del certificado (distancia entre marcas fi
duciales). Igualmente estdn en el certificado los valores de -

dxn' ¥ dyﬂ‘ {Punto de simetrfa fptima) y pueden ser considera-
dos - esto también es vdlide para los certificados WILD.

Al introducir el factor de escala p y2 se caonsideran también -
parciaimente las deformaciones de 12 pelicula.

Deformaciones de l1a pelicula.

Para determinar la deformacidn de la pelicula deben caolocarse-
en la cémara una escala o un Reseau.

Un Reseau consiste en cruces, marcades paralelamernte entre --
ellas, ¥y cuya separacidn as conocida. Se miden las coordenadas
x', ¥' del comparador y con ayuda de las f6rmulas {3.2/1) ...
(3.2/3) se transforman en x', y'

+ 4+

La eruz Reseauy mas cercanaz a las --

?5 coordenadas x' ;' {de coordenadas -
14y conocidas) se usa como origen de un
._.i....--.‘ _I. . 1 )
RV ar sistema de referencia (X, Yo )
Esto canduce 2l siguiente sistema de ecuacianes:
11' - 4 = } = '
):; = pr_ + (1; - JI‘;:J = Xp + Ax
N ! = = '
}'t - Yg A [}rf - )r',g) ° Y b 4y (3.3./1}

AsT se eliminan las deformacicnes de la pelficula, considera--
das en las mediciones de la cruz Reseau en el comparador.



Segian Brown, Zemann & Visser e5 ventajoso, determinar primero
todas las coordenadas del comparador de laz cruces Reseau.

1 contenido folografice se aproxima cntances con un polinomic
de Jer, grado,

= P, = ;'f- =
X! s Goracki v @ X tag i +au i *esiy
-} = i = = 3 = 3
tagxi Yy @y, X 1 g xi 127 Y
= -2 =7 = =
v = bo 4 beli 4 bayi P b3 G 2 byt 1 sy
{3.3./2)

= = o=l - = =3
f bt xi }“z T x.‘zy'; + bs }”3 1 &g X

Seglin Ziemann & Visser, a pesar del mayer nimero de mediciones

no existe ninguna relacidn con el incremento minimo de preci--
sidn. Brown alcanzd muy buenos resultados usando una cdmara --
Resaau, sin embargo en Alemania apenas si se usa [1877).

En cdmaras aéreas normales l1a deformacidn de 1a pelicula se co
rrige con ayudz de 1as marcas fiduciales. WILD afirma que las
6 distancias posibies entre las 4 marcas fTiduciales estin den-
tro de + Ium, ZEISS nada més proporciona ¢ distancias dentro
de + 20um, lo que no es suficiente. De ali{ que se necesite -
establecer una copia en vidrio dela reticula en el laboratorioc
y finalmente determinar las coordenadas de Jas marcas fiducia-
les fotocopiadas en el comparador dentro de + 1...2um,
De las marcas fiduciales existen valores en el certificado,
Esto hace posibie una transformacidn a las coordenadas fiducia
les conpcidas., Ahora se utilizan en la determinacién de los -~
toeficientes del polinomio.

- y& Sea para un ajuste segin el método de mimimos cuadrados

(8 gbservaciones, 6 fncbgnitas) "transformzcidn afin"
- § para una solucidén directa (8 observaciones, & incbgnitas)

Los cdlculos gquecan asi;

=nffin }

— —_—
x; = 4y + a; X;I + &3 yg'

Yilos ey ag %'+ 2y 9}'

(9.3./3)

La transformacifn se puede realizar directamente con las coorde
nadas medidas en el comparador (la transformacién del Cap. 3.2
noe es necesaria),



Otras posibilidades de cdlculo {con B coeficientes):
pseudo - afin

- R = J
;' =00 v ey 2y N
P B -t 1 -
vi' T eg v Re X0 @y xi Y 44y )
PErspectiva (3'3‘/h)_
; -} L L -‘_'J'
;' e ke Gy 1ag Xy % X
- - . _2 =1 - 1AL
yi' s s v @ F Ay -0 X gt Y
- (3.3./52)
o ' = o in -, 4
X; = Qq V Qpxf ¥ ﬂ]}g' 4 Qy Xi ¥i & Wi
- — 2
vi' s os fQ Rt GF s Rty R
— {(3.3./5b)

Es muy Gtf1 una observacidn de 1a deformacién de la pelfecula
en cdmaras con marcas fiduciales en las esquinas de la foto.

En otras cdmares se deberia extrapolar, 1o que &s mejor evi-
tar.

3.4 Distorsidn del objetivo.

Las distorsiones, originadas por el objetivo, no deben despre
ciarse, Esta correccidon es importante.

En los certificados de calibracidn normalmente nada mis se --
considera la distorsion radial. En cémaras madernas esta es -
menor a 10pm para radios menores a 140mm {ZEISS: la indica a
cada 10mm; WILD: para cada 20mm de distancia radial),

La distorsidn tangencial alcanza nada mds 173 de la distancia
radizl.

En los certificados no estd tomada en cuenta y en la mayorfa
de los casos puede despreciarse,

fon ayuda de los siguientes modelos se puede tomar en cuenta Ta
distorsidn radial.

1} Interpolacidn entre los valores dados.

[
Av: = dl’(hif} fmem d"’(nj ./ - r_‘J
FE AP P ABES ey

. i
Al 2 s )

r-‘., = -V(E‘; e + )’(‘_il
{(3.4./1)

AV .
sl owoxt 4 2L} vt =y (A S |

e




Para aclarar los parémetros en {1}

Xy, ¥; + coordenadas fotogrédficas
i ,Yi : ¢oordenadas fotogrdficas mejoradas debido 2 la --
~ distorsifn radial,
drt“]; dr{n+1): distorsiones indicadas en el certificado para ca-
da intervalo de 10mm,
i : distancia radial
]

ary: diferencia entre la distancia radial 1 y el inter
valo de 10 mm contiguo,

2} Representacién de 1la correccidn por distorsién radial -

avi mediante un polinomie con potencias exactas de ri'

d\‘ff = Q.;'r";'z + Q; ﬂ.‘l? 4 ‘13-:‘2"5 + Qq_ﬁ.lr'

referido & 12 distancia radial ri':

. L) ';
BY o oaent v et ag - eyt

Y (3.5./2)
Los nuevos certificados de calibracién contienen 4 curvas para

representar la distorsidén. Segdn Hallert los valores de 1 5pm
son precisos. Debido a las magnitudes es de prequntarse si de-

I8

be aplicarse una correccidn por distorsién asimétrica (mds o -
mencs de 1a misma magnitud), Nada mis se debe hacer notar, gue
tales distorsiones asimétricas existen, De 1a misma manera --
existe la distorsién radial. WILD no la toma en cuenta, ZEISS
la estima con un valor menor a 1Qum.

E1 desarrollo de las distorsiones tangencial + asimétrica nada
mds se puede determinar con suficiente precisifn mediante:

a}) una precalibracién en un campo de prueba
6 b} introduccidn de pardmetros adicionales en un ajuste de -
blogque,

Ura precalibracién {segdn D. Brown) tiene un cdlculo de ajuste
que es muy parecido 2l ¢dlculo de ajuste de bloque con paréme-
tros adicionales (Bauer - Muller).

En ambos casos, no parece 118gico, introducir esos pardmetros,
que myuestran una altea correlacidn con la grientacién exterior,



A continuacidn se consideran los calcules para 1a correccifn
poer distorsidn:
- distorsidn radfatl,
Las siguicntes {érminos parecen no tener sentido:

t r3 . ! 16
VAl r Q4! ' A = & r
Estos términas no incrementean ripidamente con incrementos
dE l"'l. rl = 5 om (rljj = 125
r' = 1o cm (r']3 = looo

Por eso no tiene sentido determinar una rﬂ', ¥a que Ar' se vual
ve cerc. 5e escoge este lugar por ej, con un radio de 10 cm.

‘ﬁ3.1h E1 cdlcule anterior adquiere entonces la -
i
an?t forma,
! J 12 vl
/ - ‘l‘- ( = r “
U’r‘ >rl-l | A ir:‘ a“ r ? ) {j‘il.fjl
F L
y para 1as aproximaciones de las coordenadas fotograficas se op
tiene: ’ ’
! * b 1 . ) Ar
X » Xp- ..
a ¢ i DY A e

Y

’ ad
AXe = Ry X;J{r' - ;"",“!) z 47'_;‘ ¥ 7‘;' {,«’2 - rp“!}

analdgicamente para Ar,':

ary s a0 {r’- rp‘f)J | (3.4/4)

- distersion radfal asimétrica.
S5e cdlcula con ayuda del término:
[

ar a,g-r‘m'Z(d - £.) : (3.4/5)
1a direccidbn de referencia deberia escogerse de tal manera

11

E

1?
gue la correccidn mixima no se determine mediante las direccio-
nes del sistema togrdenado.

ET1 término “cos (Z{a - Ell" debe determinarse de tal manera que
la correccién se vuelva indepiente de 1a direccidn del vuelo en
el bloque. La ecuacidn (5} no es Tineal, Pero desarrollando en-

bloque. La ecuacién (5) no es 1lineal, Peroc desarrollando Ta suma
esto se puede remediar: . 1
Qe r' ¢os Ao 05 2€4 + Qs r -din 2l §5j0 2ba = AT

se substituye:
as -¢0s 2 & ¢ Qs

Qs "dn L L * Qy

ag = qfes® ¢ 2,

de donde:

2
'h?ﬂlzf-r = g

: 7



Con ésto se transforma {5) en:
| Ary' 2 @yttt 2t Qup s 2a

Entonces la distorsidn radial se integra en su totalidad por

Ar‘: -ﬁrxl* .'_"-r;j £ AFJJ
ar' = at'lePon?) 1 W) v agetes 24 agr'an da
oder (3.5./7)

eex'{r-94) 4!2 e rpf) v asa’cos2d TR a5 4K

Ax' =
Como ejemplo se muestran las grdéficas de cada uno de Tos térmi
nos de {5):
- desarrollg de E1 {se muestran Tas curvas de igual distor-
y: sidn)

- desarrollo de a
13
>

ot FH* 350°

L

Para la distorsién radial total {7) se obtiene el siguiente --

cuadro:




- distorsién tangencial.

Se introduce un t&rmino de correccion similar a1 de la -
fguatdad {f):

fad e borica2( - ) | (3.4./8)

transformaciones andlogas para linealizar pos dan:

adl v bg s 2uos 260 t bt in2xdn 2 €

bz - 65-1_'&.5 2E"
.6!..! E] b{-‘ﬁn 23

E¢ 8 = by ros2u F by risinlo (3.5./9)

De {9) se obtiene con las relaciones fundamentales:
] !

'u_' I s
8y's Al toswt [ Ax':-ad'ting; o5 & v :;.‘, ) fin ﬁ'—‘—‘f%rr

Los siguientes términos de correccidn para las coordenadas fo
togrdficas:

"

4 xg’ - b3 y;‘laas ot ~ ;‘5;; y;"‘ frn @ o

A y?'

th

’ . .
by xi o5 2% + by x;' 88 7 o

{(3.4./10)

Para finalizer el capitulo también se puede introducir con --
ventaja una calibracidn durante el vuelo. En este caso también
se pueden determinar y tomar en cuenta otros errores sistema-
ticos (de tamafio desconocido}, los cuales se presentan como -
distorsiones radiales ¢ tangenciales,



3.5 Refraccidn,

=i

R
PR S
.

>

En 21 modelo matemét%cn perspectivo de 1a fotogrametria se pre
supone gque un punto sobre el terreno, el centro del gbhjetiveo,
y el punto en la fote egtin contenidas en una recta. $in embar-
go la atmdsfera origina una curvatura en el rayo. La desvia--
cion de esta curva de la recta e$ tan arande, que en }a foto--
grametria anatitica debe tomarse en cuenta..

A que se debe 1a curvatura? Enigeneral 1a temperatura decrece
a mayor altura ("1a atmésfera se vuelve menas densa).Segin 1la
ley de Snell 10s rayos que pasan a un medio menos denso sufren
unz desviacion de la normal., Debide a una constante "disminu-

cién de densidad” se origina una 1inea curveada.
)

' P*
d pogs
Relacifn entre e
punto obieta P,
. s 58
centro del cobjetivo O

¥ punto en la foto p“

p' 1 debe estar

p" : esti (debido a 1a
refraccifn)

Determinacidn de la
distorsién radial ori
ginada por la refraccidn

Del! sequndo dibujo se obtienen las siguientes relaciones:

. ; a
Ar = —
cos § |
. . o _ Fd4
o - N ¢ | . mit f =6136620
£L
5 ws €
b 1€ A8 | (3i5./1)
£ ’F dr szs Ect.-' ,




Para determinar aa se utiliza el siguiente dibujo:
a

e
AF

P

1 4 a M5 a través da O
2 FaMsa través de P
3  estrella §

Fj pli

. o
Tan luego se pbserya una estrella en un puntoe M spbre la super-

ficie de referencia M-NN, no mide uno V& distancia zenital £, sino
E = RMI

En e] punto P c¢on la altura Hp se observa £ - RP, y en G:§ - Ro'

Para el &ngulo diferencia entre la recta MPOF' y las paralelas
M-estrella se cunple:

Rp < RP < QH

E1 dngulo de refraccidn Ap se ohtiene:
4¢ = x ~ R

@2y - 2p
con X = . cos €
ho - Hp § S

Lﬁf = H-fa;f o~ R (3-5-!.'2)‘
Con ayuda de los valores £, Rn’ L ap. Hp, se puede determinar
la refraccion. Pero, éComo se pueden obtener esos valores?
Para elle se utiliza la relacidn para la refraccidn astronbmica
{Para los fines de la Fotogrametrfa tiene un significado mayor
que la relacidn para la refraccién terrestre, ya que el campo -
anguiar ebservado generalmente tiene distancias cenftales £<60°)




tz relacidn para 2% dngulo restz R gueda asf{:

[R © K tan (3.5./23)

con: P p: presifén en el lugar de observacidn,
. 24 G4 —i— T: temperatura abseliuta en el lugar de
K = 2494 F observacién en grados Kelvin.

En mediciones fotogramétricas no se puede llevar un registro de
py T [toma fotogrifica aérea). Por esc se establece una atmés-
fera modelo:

La temperatura y la presifén deben, al incrementarse la altura,
comportarse segin las sigufentes formylas:

T « To "'/3"1

Ta-ﬁ‘h '&-.?5_

i r ()
(3.5./4)

T: temperatura en grados Kelvin

T: temperatura en el punto de referencia an
grados Keivin

B: gradiente de temperatura
p: presidn atmosférica en mm-Hg

po: presidn atmosférica en el punto de refe--
rencia,

g: aceleracidn de 1a gravedad.
@: constante adiabdtica para el aire,
En Eurapa las constantes tienen los siguientes valores:

B = 0,65°C Jon Sfa = 34765
7o » 288°K 2 as5°C |
Pﬂ‘ = ;{;9 e

Substituyendo de {4) en (3) di:
3,4'4-45_4
12 . _6:5°h) Taaw

(para n en km}

El desarrollo de Taylor conduce a:

K = 5H818- 855395 «£,20004% - 0ppsn b° « Q00002 47
en segundos (3.5./5}




Después de que son calculables K (con {5))y R {con {3)) tam-

bién se puede determinar el pardmetro a:

Diferencialmente se cumple:
{ver dibujo)
da cos § = R

ah s

Despejando da de 1a anterior:

ot § 8 | s £ 8
La integracion da (con el desarrolle Tineal de (5))
hy
a “?‘-f-:'-nf i ok |
cos S
Ay |
dan § s . Ny
= fm:“; (5?{?7'3}:*5}553?15{.! 820904°-0 00394 ,t;ﬁﬂf-zrq

Con esto se tiene a R y a como funcidn de E y h,

Substituyendo
en (2) conduce a la siguiente ecuacién para Ap:
Qo -ap . - B
a8 = Gy Tt Sg mKedeny N
- ZLE S N POV TRy AV
= e ‘Ig;' £08 f fﬂ./k’ a/ - }( -1‘-‘2]? ]r
}ﬂ-ﬂg Aﬂ bt tt‘:"p
e T
S K o
= - k ’ 'jﬂ-ﬂ
;Jﬂ" #P-r. f

Quedando este termino sé6lo en funcién
de ta altura h

Por 1o tantc el dngulo de refraccién Ap se abtiene de;

A¢ = 4po-Han (3.5./6)

.bp
¢ = f(h) - bﬂ_% j K-db - ¥

Con:

Ao es @l 4NGu1g entre el rayo que es incidente en 0 y la recta
POP', que se puede determinar mediante {6).



Para Alemania del Norte hp = 0 aproximadamente, Con esto se -

simpiifica {6) usando {5):

A0 - 8,83 h < 0,449 h 1900803 4’ - 4 00o0s2 47

b

En segundos (3.5./7) -

v8lido para h hasta = 10 km (gradiente -
de temperatura: 0,65°C/100m},

Tabla para Apo en sequndas:

hD en km 1 Altura del terrenc en Km i
o | @5 t.o 1.5 2.0 2.5
Q a
6.5 L.z a
1.0 8.2 h,o o
1.5 11.9 7.9 3.9 o
2,0 15.5 11.5 7.6 a,7 o
2.5 18.9 14,9 11.1 7.3 3.5 o
3.0 22,2 18,2 144 10.6 7.0 3.5
3.5 25.2 21.3 17-5 13.8 10,2 €.7
o k.o 25.1% 2h.2 26.5 16,8 13.3 .8
h.5 Jo.8 27.0 23.3 19.7 16,2 12.8
E, 0 33.8 23.6 25.9 22.4 15.3 15.6
5.5 35,7 | 32.0 28 .4 24,9 21.5 18.2
6.0 38.0 4.3 Jo.8 27.3 23.4 2o0.6
6.5 ho.od 6.5 33.0 29,5 26,2 2%.0
7.0 42.0 | 38.5 35.0 31.6 28.3 25,1
7.5 Ha.g | ho.3 36.9 33.6 30.3 27.2
8.0 hs5.6 ha a8.7 35.4 32,2 2%.1
8.5 b1 h3.,T ha.k 37.1 3.9 Q0.8
9.0 ha,6 | 5.2 1.9 38.7 35.6 32.5
;9'5 hg.9 | o6 k.3 o, 37.0 3.0
4/ lo.o y S1.2 | 47,8 Lli.6 41,5 48.4 35.5
En el "Manual de Fotogrametrfa" -pdg. 476~ 5e encuentra para -
]a"siguiente fﬁrn}u;a {__pﬁra ADD EHOES:;’ ;sag k). . -
~ 2440 he i -
4 £ :(5*-65*250 ki Bh 4250 {}',7) + A0

En grados centesimalas,



Para el desplazamiento radial en la foto ar’ se ohtiena {aubs
tituyendo {6) en (1) tomando en cuenta Tas relaciones gométr]
cas de una cimara métrica):

Pl _C . _ag _ _c 2y danf
- costf 8 Ceost§ - f
Lo s 2Wetls g2) ags
€05t § S ) et . ¥
) N r* 4fo
ar = r ( _ cz) e (3.5./1a}

Ejemplo: Determinacidn de 1a mixima correccidn para:

- dngqulo pormal- {(c=31cm; 23 x 23 cm)
- gran angular- {c=153mm; 23 x 23 cm}
- supergran angular-foto {c=88 mm; 23 x 23 cm),

- Un Ar"' se ly s5e puede alcanzar con:

- apo de 3¢ para Nu
- #po de 2°¢ pard W
y « apo de 1°C para SWu

-~ Cambio de las estipulaciones atmosféricas actuales contra la
atmsfera normal:

1CAN 15°C 0.65°C/100m 760 inm
campo de
pscilacién | -15"~ +35° |0.35"- ©.95°
C C/10c m
— -
h (km) 4 f rt"[; 4'f"'ﬂ""lr@,.*:H °C/loom Af.fmm
L +0,050 +0.015 -0,01?
4 +0,178 +o0.0523 -o,037
1o +0.262 +c,122 -c.008

ICAN = atmdsfera normal,
- Transformacidn en base a una inclinacidén de la cdmara.
férmylas:

Ay e Lo denl§ df) coage, on(fidf)
d L ces? (€4 df} § cos3(§ + df)

Wi e eg s
N, € Agg cios?fr Jes Esf o gl
dfar): cos “ § ‘f



A
Can ij = 13 = d{Aar') se obtienen los siguientes valores

1

para Apo:
h Nv Wi SuW Transformacidn de
1km | 6.1 | 0.4 | 1.0 A0/100 m de h
Sk .5 0.9 3.4 para  h=1kun 0,8
oxm | 0.9 | 1.7 | 6.2 kxm 0.6
Tokn u.B“

Recopilacidn de las precisiones a alcanzar para Ar' Refr,

Cimara | Altura de|factor de Inclina- | 100m-dif, |Diferencis
vuelo escala de la cidn de a ta altu =
"{foto - = | fera normal|
29 ra h adap
tada,
km : am L 4rm M
MNW 1 Jooo a.2 C.2 o.3 o.7
4 ' 12000 1.0 .2 0.8 2.0
1o Joooao 1.8 o1 " v
Wi 1 toco o,6 a.h 0.5 1.5
4 24000 1.8 0.3 1.5 1.6
1o boooo I 3,4 a,2 ’ ' .-
SWW 1 12000 2.0 0.9 1.2 hia
50000 6,8 0.7 1,2 10.7
1 ‘ looooo 12,4 0.3 1 e '
SUM/

Sobre todo en escales mayores se establecen fuertes exigencias en
1a precisign,

Los errores cescritos en el capitulo 3.1 al 3.5 ¥ SUSs correcciones
se puecden tomar en cuenta con mayor facilidad, si se usan en la --
Aerntrianguiaciﬁn fotografias en ver de modelos. En este caso se -
pueden calcular todas 1as correcciones en un Anteprograma {program:
de procesamiento). Fsto corrige con ayuda de Ar,at-ax',Ay' las £00]
denadas fotogrificas medidas X', ¥', de tal forma que de aqui en --
adelante las coordenadas x'yv ¥y'y se pueden wusar en el modelo tedri-

o matemdtico.



Determinaciln de las coordenadas tridimensionales de uyn punto
ton ayuda de dos fotegrafias,

Ea el capitulo 4 se maneja el problema normal de la fotograme
tria analftica: la obtencidén de una informacién tridimensional
a partir de 2 fotografias bidimensionales, de las cuales se co

‘noce la orfentacién exterior e interior (case standard en la fo
togrametria terrestre).

Se presenta la siguiente situacidn tridimensional:

;%

i, js, k& vectores unitarios en el sistema coordenado terrestre,.
(X, Y, Z)

a', b',ci}vectores unitarfos en e] sistema coordenade fotoordfico

a“, b", ¢")de ta foto (') y 2{").

o', o* centros de proyeccidn

o' ,£0",E1 Vectores tridimensionales a los centros de proyeccién o sea al pun
to Pi. |

Pi', Pi" wvectores tridimensionales de los centros de proyeccidn
a las imdgenes del punto P17,

Ait,at" factores de escala entre las coordenadas de las fotogra
fias y el terreno,

Las cownrdenadas fotogrdaficas se giran a un sistema {u', v', w') -

paralelo a (X, ¥, Z) con ayuda de matrices de ratacién.



Planteamiento §e1 problema: - dados: x4 yi ¥ xi‘ ¥y

.ﬁ.i ' ﬁ'll
= ]
BLue
se busca: f; mediante: A; y A;

Existe 1a siguiente relacidn fundamental {(Ecuacién fundamental
de la fotogrametria (2.1./1}}:

l 5-’- go ¢ A ¢ Pi '.{ $ A JJI

y para la distancia tridimensional entre los

centros de proyeccibn {(Base B).

I §o - _5'; s Api’ - A pe”
: (4./1)

Para cada uno de los componentes se& obtiene:
- mediante las coordenadas fotogrificas en el sistema {u, v, w)

X X fad X" ) [ }
Yol =10+ A {wij= X j*A |w
Z;’ 2’ [} W ' zp H 0 n‘!
- relaciones a) sistema coordenado del tarreno,
w' b x! u” *r *r*:
vi'] = A |y P 7 A §:
v ~¢ ke " -¢
¥ - para la base-
l »
Xﬂ i bx ; &y
N
*); = by J: W ”A: W'
Za - -'.?a b2 ' sy Y

Para la determinacidn de las escalares Ai' y Ai" del q1timo 15
tema de igualdad son suficientes dos igualdades, ya gue --

{(Zo" - Zo'} normalmente es muy peguena, o sea que ies coeficien
tes wi', wi" son muy grandes en comparacidén con ui’, wi', ui"
vi“, la 3z. igualdad es de poca influencia.

%1 también bz << bx ¥y bz <by se ¢btiene:

w' -t A L EXJ
V.(" - M-J" ’h—' I}f



Solucidn seqgun los factores de escala Ay Ai“:

br ~w’” he  w” l ’ ,
/\_]: .ﬁ,}' - '!,,f" 6}- pe EM"*V{ "6}’(!{'
4 " oY R e uctow! - w Vi
IVf et L’;" 173

]
lua bx I } J
ve! b . byu' - brvi
|u..J - qr "| L"i‘ fv‘-# - a‘-# 'I/;“

Nt

vi! - W

/%_r::
(4./2)
J

Substituyendo {2) en {1) se obtiene e1 vector buscado de dos -
maneras (con el mismo resultado). '

5. Determinacién de la orientacion exterior de una cémara métrica
(reseccifn espacialj.

Para el significado de la
nomenclatura, consultar el
capitulo 2.1, 4 4,

Relaciones fundamentales -

hhﬂecesarias: , ;
TS Se Ap
Xl. Xﬂ: ) a;}
i L }G */1;‘ W;

2¢ 2’ L4
- !
ol X
et r %
vitl = A g
W' -c
Planteamiento del problema: - dados: K_i. ":'{, I'I' x;-. Jr'.'i

Coordenadas terrestres y foto-
grdficas de por 10 menos 3 pun
105,

- buscados: la matriz de rotacién
A' con sus 3 pardmetros (angulos

de giro #, w, k) ¥ 1as cogrdena-
das del centro de proyeccidn Xo',
Yo', Zo'.
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Fn base a estas relaciones existe 1a siguimrnte coherencia entre

lan eoordenadan e 1a fote ¢y del torreno:

o [ !

iy Xf ] X - X
T ‘

vilf = Alg! = S5 - p
wi! - ac - 2

1: A X "/'t{.*:n‘JI A ey Qa4 Qa XT,"-).’;J
Hf ¥ Tj‘ ' /4 ' J/: - }Tp: = _/!F & Fr s [ N 4 ,K« -,Vp"
- ¢ 2i =2 Qe atr api\d’ -2

La eliminacién de Xi', se obtiene dividiendo ias primeras dos -
igquaidades entre la tercera, E1 resultado son las siguientes --
Ecuaciones de Colinealidad:

} - ¢ (it (X;-;l'g:) 18y (J’,’ A ’j f Q4 &A ',:?;)
d‘-;;{}f{-,};]) 48y (K ")f") 1 QJ.?(ZJ‘ - (-?D’J

&,‘J = - 24 (A’;-Ya’) *au(}’;~}£’) fd;j{ﬂ'*za"}
' Qae (X=X ranlV-5") e lé -2,

{(5./1a)
214 hasta a34° coeficientes de la matriz de rotacifén elegida
{por ej. para el WILD A7)
En esta matriz intervienen como incdgnitas 1os siguientes
pardmetrcs independientes:

3 rotaciones w, ¢, k
ademds las coordenadas terrestres del centro de toma
o', Yo', Zo'

Cada punto pase {xi, Yi‘
nealidad {0 mejor dicho ecuaciones de errores de l1a colinea
1idad). Las coordenadas fotogré&ficas de los puntos pase --
(x},¥]). son valores medidos,

Ii] agrigina 2 ecuacignes de coli-

3 puntos de pase aorigfnan & ecuaciones, Por lo tanto para la -
sglucifin de la reseccifin espacial se necesita un minimo de 3 -
puntos de pase. Debe notarse gue estos puntos no estan en una
recta. Deben formar up trfdngulo, para que sea posible una so0-
lueidn {colinealidad).



N

(1) es un sistema de ecuaciones no linecales. Para resalver yna
reseccidn espacial o una nivelacién, en caso de que debido a -
un maycr nimero de puntos de pase se reguieran aJustes. todavia
se tiene que llevar a cabo una linealizacidn seqin TAYLOR,

Con ello se.permiten cambios de las coordenadas de los puntos

de pase (dXi, dYi, dZi), Gespreciando términos de grado mayor-
de la unidad se nbtiene:

D () _d ! dXs! 3 ¥ d Yo’ ¢ X g3,

QX’J 9}’5‘ J 2a?
J W, ‘J L
".)Ldﬂ v GEd Die Ak 4
2y 9 ‘
‘(J, [5"'}‘?4 @X,dXowr—ﬁ—d)’ aug;-df
4*3—%‘;-&'{4?1‘ d/# d.‘({; __I__JIJI-’QJ d}‘-!fi'..rfz;]}

La salucidr de las diferenciales se simplifica con ayuda del -
calculo matricial (y dividiendo en submatrices). Se utilizan
las siguientes matrices:

- Matriz de rotacidn y su traspuesta:

/14' - - Axkr
/4 = A j A T Az::
A; A
- Diferencias de coordenadas al centfn de toma en el terreno,
X=X,
-8 = V; = .yﬂ
2d -
- Coordenadas fotogrdficas,
}
X
C - j"
i
~-C

Entonces {1} se puede expresar de la siguiente forma:

Xl /?48 :j;i*,g;ﬁg

38
(5./10)
ﬁ"’: ,C_ﬁvﬁ :F/l_,i--" /418 '. '
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Otra posibilidad, describir 12as coordenadas fotogrdficas como
funcibn de coordenadas terrestres, la da 1a notacidn por deter
minantes (1b} gueda de la siguiente forma:

rt.’ -C =

/l-fg 4433 o

3;! -C .

A B AR 0 (5./1¢}

Para la tarea inversa (coordenadas terrestres como funcifin de

coordenadas fotogréficas) se obtiene:
Notacidn de submatriges:

Xi 'Iﬁﬁl

i

(2: - 2)

AT C
A

37 C

il A;'Aq-rc

«7
- ’V#} - 2‘.__2‘; ﬁ.__,{'_:_...- - /]-I.’A -TC
7 ( ) e L ls./3a)
Nntpciﬁn de determinantes:
8 X;. "Xﬂl 3{-2.'
=
AT C AT C
Y - V! A o
A7 C AT C | (5./30)

Lon estas fOrmulas preparadas se obtiene para la linezlizacibn
de (1) segln TAYLOR {12 aproximacidn calcuiada + la derivada -
parcial con respecto a la incégnita mulitiplicada por las apro-
ximaciones dif.) el siguiente sistema de férmulas en notacién
de determinantes:

Ver el sistema de fdérmulas en la pig. 74,

Diferencia con las ecuaciones linealizadas da {2):
Las coordenadas fotogrdficas se pasaron al lado derecho de -
la ecuacién, de tal manera que en &1 lado derecho quedz cero
(debido al comportamiento especial de 12 notacién por deter-
minantes).



! - " .
Ad B Ay ’ ) (A8} (A38) Jenihed !
A NN TR L VP LR AR P
(BN BN 57 R ase) T T dsRE) T
, ;' - 4 +' ! -c J i - ¢ {
|} L .
Gragy [ [Base)] 4 e
. o X S ol ¥ 4 s il d
* i'f ¢ 3 :
g A T R
gi! -C ¢ ¢
14.? AS O (/‘f: B} (/43 3) J‘hé»’u‘ !
4i' -c e e % IR
4 . LY, + ol Yo'+ a1 el
(4 35)(a22) |7 )| B (4

35 } - ' ﬁ_- ] - ‘ XJ‘IJ y d
R X, d V. ; Py
ClER ) ma) | g AT S 82



o

Para el sistema de férmulas de la pidg. 74, las derivacas par--
ciales con respecto a las incdanitas Xi, Yi, 741, Xo', Yo', Io',

w, #, F, non:
- Las derivadas del fector B {ver pay. 72} con respécto a1 si:

tema coordenado terrestre:

- 4 0 0
26 . (| 2k {a) 28 (o
?

Xﬂ* i O D }{31 O 2; -
4 |0 o

—-9 8 = & —9-—8— = A ; -ﬂ— F o
e X 0 D 4 0 2i A

- Las derivadas de 1a matrfz A {ver pdg, 72)
rotacidn w:

QA0 _
?A = AE . Aé . A -
o w P
C38 K S B o fos § 0 -sa g g 1@ o
s |-Snk 5RO o 4 0 7R LA T
0 0 4 Sing D cos g\ - e gm0
0 c SmiSin® J oS o co8 i £t cafalt 4 Sm S f (o1 K
- 0 - PR el - cofid dm g Sl 65w fofid - g Snd 10 i
0 - 205 @ (0§ - sher o5
0 - 4(3 (1Y
= O - Q23 &2
0 - ey oy
Rotacibn ¢

DA . . I Y
5 = Au 74 A

gon & 0 = 5n d . l'? = fdfﬁ A 0 O

£o8 R .
= fath g csd O 0 ", 0 /) ff’_-f‘*’ ;";:
0 ¢ A Ca.‘:.'qﬁ 0 -.i'm’f g -ynu SO
= -f;np" tof & ‘ fnwces g eos ~eof 8 m.s’p‘ Fos
= [+ $ng &n K -t i f Sn K for? A:'I;f .!'n.?:t{'
rhe b s 6 A —gag s Lo f



—

se ob

As

28
X

28
A X
2?8
i

A;

Al

_7{5_

rutaciﬁn k

DA
7

-dn K
- fof ¥

0

r4 4 - Auw =
18 O fosf O -5 4 ¢ O
~$n® D o A 0 P (& Law
o ofl €0 d o sl O -she cmw

- $p M £08 9‘ L0538 (oS K~ Sn it Sin fin QLesh 4 (e§0 Lok Siag

~ L5 K fa:-:fﬁ

0

ds3
+Eﬂ - a.f.; -as3
&

fon la matriz de rutaciﬁn A en la fdrmula general:

Qe 2 4 24
= d2¢ &2 ar

P,

LR l-ﬁm

"D Ay

Qw

214 a 12 23

tiene para cada unc de los términos:

"

8
%J

i

T W s

(
d

ey ay aﬂ)(_fjs ~ @1
|

-
{&H Qe Qq)( G =" = Qs
a .

{2 ds2 dzj)

{23, 2z ai) - Q34

5 DO
e
il

( 0 - @y ﬂ#) ‘{:._'i;;’f = - Q.q(

S LSV S R ~ L (oS S - Siwt finl 4 Ll WS R Ling

0
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Substituidas en ltos coeficientes del desarrollo de Taylor se -

cgtie?g para cada uno de los miembros del sistema de férmulas -
p g L] [ ) .

- para las fotocoordenadas x':

L - | - -
(/M _é_&_) (/4& :{5) an‘" = ("r;"‘zif - QJ{) Q’Xo’
Y& X, ‘
! - . .
o LY !
rf’ il 4 ‘ '
gl g (o o) 4
i le ' | N
fae) () |1 7 [ lealti s aute-tifrefoeatriony
e N Dw % Qu (2, 'Z?ﬂl)f] d'-.,)
."J_j;) { _J_A_-BC)‘ ol 5ﬂ = {ﬂ"!fas JU’;-A’;’) *ﬁ}:u_r.hf[};"-_):*)-(a;;;.r.‘,, 2 -2
I{D ¢ / "CE‘I-}lft(aIJ{(x'L:}‘S:hu(ﬁj'gl'(a_rlg (}’,n}g?
: - 205w €05 ¢ cos ¥ (.-:‘:-z’,’}_f] d ¢
X! - ¢
(.9_"4‘8) ( %BJ di = [C ((cz;-r(/h‘-);'j 18, (K-/V") + Q‘,j(@,'-gp’)j] o K
o K g X
i | - ]
(Aj’lf-;,@) (Asgiﬂ) X = (x'as v cow) dii
! X
' f{l - .
d) = (x'as, 1+ can)d ¥
10 T
xi' -
’ d2i ¢ (x'asy v coas) ol &
(Ae gl 4 3)
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Y - para las fotocoordenadas y'

2 GZ.Xa_J = (- &’1"-*134 -C flz-r) dr’
%)

d V' = ( "j’;"a;z - sz) aZr
(*%*)(ﬂj%;%)] _

- . ' ' ]

. d 2 - (- j'ﬂﬁ -CQH] d 2e

5 9%) !

-C "_ b, o e e f- .oy
L’ﬁﬂ) dw = [5’:’{‘333(}: VA RT L r’)} C(( anl - 5’)

+anll- Qn*)}_] o w

d’ # T [ﬁijlz({pj¢(}:'xj ‘I.r;1f...‘r.,fn'u ﬁ(k"-,’gy-auu Lot F’/g-‘zf}}f
8) 4 c{j{uf_r.}w(’,K.',\’L')-ﬁhwmf;f i (¥0-Ve') ¢
$fosSetasf fn i (2!-2»')_,?] od ¢

) d & | = [C }"QH{%")’;? -2 (¥-5) -dq[,.),'-.?‘-‘)}] of &
8

- - N, , OK/K‘
ﬁ)d% = {jr Q-]f*ca?} |

S = / 2 V4
nig)ag) (e ee) €

)(Ar-é G) o & s (KTJQJI * Cﬁz:) d 2
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Usando las férmulas expuestas en las pégs. 77 y 78, 1a solu---
cidén de la “Reseccién Fspacial" queda asi:

- [Dades: Xi, Y1, Zi para 3 puntos,
aproximaciones: - para las coordenadas terrestres de
105 centros de proyeccidn.
(X'a) (Y'o) (Z'o)
- para los giros:

w, #, k=0
Se miden las fotocoordenadas x; . y{ de 3 puntos,
A la vez con ayuda de Jas aproximaciones existe la po
sibilidad de calcular aproximaciones para las coorde-
nadas fotogrdficas,

(fi;Jg = - ¢ M’.:L
ér - (3]

8 D (I LY,
(3‘ )p ¢ 2; "‘( ?'7

Discrepancia entre e} valor ﬁedidn y el catculado:

ﬂil’?i i {-Y'}'j)a 'J‘T}

'ﬂc‘::‘(;” 4 {‘ﬁ’f’)p - ﬂ'l';
Recopilacién en el vector de obsarvacidn L

. Ya se pueden establecer ecuaciones de residuos para los puntos
Pi, 1 =1, 2, 3 ... Sin embargo lps coeficientes de los Gltimos
dos lados deben antes dividirse entre A3. B {en base a la diferen-
cia entre {2} ¥y el paquete de formulas pdg. 74).

Entonces se obtienen para el punte Pi 1as relaciones de la si-
guiente pdgina, las cuales se pueden terminar con ayuda de cdlcu--
los matriciales {gran avance con respecto a los machotes; en los -
Af va no se trata de matrices de rota&ién, sine de submatrices de
la matriz de coeficientes).
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Ajuste de los errores para las fotocoordenadas x'

o I
‘ A3 8

i

[("ﬁ'hy - Cd,«rf) szvol + ('Jr*,"du - aq) d V'

+{-x'asy - can) d’
+[r,*'f-a33(}f‘-}’a7 4*-'232.{3-"3»7}
sci-enl(t-K) +a,};[8-'~2a')'f] dw
A x 4[5'{{&.{#/%'-)’3’)+.n}:u'.nh;i (r-5)
a0 “ g0l th g (& -z’a*)} _
+ tf)r-;;nﬂm e (&) eshoces feorw (3- 16
~ g0 cosd ot (2 '3&)]] d ¢
+ [C [&H (,K'-A’Jum(}f-}é‘) 4;;”[3‘-3;’}_?] a‘!}ﬂ

-1
A B

[ (n"a,;f ! f&'ﬁ) dXx .
+ {k}"'&'ﬂ t L aq) dx -— (‘x?j:!uﬁm - (ﬁ")a)
| h'ﬂ"l* A b

+ (ﬁ.fauiCt’?ﬁ)a’{r] ' -
L
Az X

(5./ba)

AsB = ey (X - X) ap (V- K]+ ag (2-2)



Ajuste de los errores para las fotocoordenadas y'

i

ng’ /53 [( g ‘a4 —ca;.,) od X'
4( g agz—cau}d}ﬁ
- yi'as3 —‘r:a;;) d 2o’
+[3£'{-6233(V ,V'}“'dsz(«f’"-'-”)}
-icz apl¥-r)+ayl& 3#)}]%“
A% 4[3 S os g (K-Xs) s nosind LK - 1)
~ oSy g (&-z’»}j
4f.‘i_r;'h,dj'nq{X—Xa’)-.n;ura:ﬂr«h#/}f'}é'/
ttoswros f sink (X z’a)j] A ¢
[ faattt)-an (E-K)- a5 (2-2)]Jd

[ (3; Qe *Cﬂw}a’zh

48

+fyi’ag, 45&32)6{,: - (c_fJ H(E’;,});H
4(31',{133 fCt?;j)ﬁf%} _ L
Az X

(5./4m)

Motas para precedentes:

1) Si nada mds s¢ dan 3 puntos de pase, ¥y no se permiten cambios
en las coordenadas de los puntos de pase, entonces se obtiene
el siqguiente algoritmo:

’4"5,5 ' X"m iy LJ,.;

se busca xl

solucién: (5./5a)

X, -ﬁ 144_4' L
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La matriz de variancias - covariancias se obtiene con ayvuda de
1a varfancis de 1o unidagd de peso determinada a-priori.

‘[6},‘] A P (5./50)

Este es el caso de 1a "Reseccidn Espacial™ sin ophservaciones -

redundantes.
2) Se tienen mds de 3 puntos de pase.

tas dimensicnes usadas son para el casc de 4 puntos de pase,
Arig Aag, X AT L i
148 M4y, dee 7 A4 gy Pt

= ' 1
so0lucidn: ,X,-“J = (A,,T/:l.,} L '(’q"r‘{)t;-f (5-{’5&)

resid : - ) -
uos V-ﬁ-f = Adgy Xf’m ‘f'h
variancias -~ covarancias:

l [6‘*4,l]s.; = 6o [,q*’,q,]'f {5./6p)

7
donde: {;2 - Ve Ve,
g~

3) Los elementos de AEIE con nada mds de interés en el ajuste -

de un maycr numero de estaciones de exposicidn {"ajuste de -
estaciones miiltiples"). Aquf se determinan las coordenadas

tridimensionales del punto & partir no sdlo de una fotografia,

En un casc como ése se permiten cambios en las coordenadas -
de 10s puntos de pase en el caso de los incisocs 1) ¥y 2} se
pueden dejar de tomar en cuenta.

4} Existe también 1a posibilidad de introducir correcciones, que
se trataron en el capftuleo 3.4, como pardmetros adicionales,
Aiqul se debe contar con puntos de pase blen ajustados (matriz
de rotacién A # 0). Este es por ejempio el casc en la cali-
bracién de una cdmara métrica. Los pardmetros adicienales se
agrupan en el vector x3 ¥y (4) contiene 21 término adicional

A3I3.

Vs A x v (K] Ak - L (5.77)




43

Del capfitule 3 se tomazn los sfguientes resultados:

- para la distorsién radial .
av, = oagxt(rt -t} ot gt gt
Aﬁ" - a, 3‘.:('.‘.*1 = ﬁ,”}
ax’ v erx'(0F - )
syt = a ' {nt - )
- distersifn asimétrica .
A}rj’ ¥ Q;k‘;'.{a; 2d 4 ey xtnla
A flur x 23 3;'(.::124 Y 2y ‘J'J'I-'ﬂz'f
- distorsidn tangancial
A X' = cbyyileos 24 - by 4i "0 22
c A g = by xcteor 2k 4 by X gn 24
y - deformacidn de pelicula
dl’és = - by f,:"
BYay = br g’ 2 brx
La correccidn por refraccidn se suma & las chservaciones:
arg - x40 )28
, a2 0
d4e - Kf"( < ;‘) A}i (5./8)

Los coeficientes a
agrupados en el ve
citnes de errores

para (4a): fo

1> " b4 son 105 pardmetros adicionales, -
ctor X,. Con ésto se introducen en Jas ecua-
3

(4a} ¥y {4b) los siguientes términos

A3 X»

A
_—
=

( x

Vy'

|

+ [«

- _fr

U5 ac (5[0 )] e
Yeos2¢)as 4 (w'en 24) ag
" ha ~(:r£'m52ur}63 *{j’f’f;“)“’)&"’
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y para (4b): qu

As Xy
S P PR Y P
"(j:”!affn“) Q3 ¥ (j;'f.}, ._)..a) ay

4 fr.:‘“ b 4 x' b 4 {57 "cos .2:()53 "L"?’J'.-'h 2#)5:;;

{5./8%)

(afiadible todavfa la correccidn por refraccidn
en el vector de observacidgn [(8) )

Aerotriangulacién sobre un mayor nimero de estaciones de toma,
- "Triangulacifn Aerea de Estacicnes Mittiples" -

La Aerotriangulacidn se puede definir como un método fotogramg
trico para determinar puntos {(con ayuda de ta reseccidn espa--
cial) con mds de 2 fotografias (Schwidefsky/Ackermann). La so0-
lucidn del problema es idéntica con la reconstruccifn tridimen
sional de la situacién de toma para un mayor nidmera de fotes,
las cuales contienen algunes puntos de liga desconocidos, H, -
SCHMID, ya planteé este problema de una tiriagngulacidn sobre un
mayor nimero de fotograffss aereas en 1957, asi:

a) valores medidos: coordenadas fotoqrdficas de los puntos de
pase, puntos de iiga, etg.

b} se busca: coordepadas terrestres de esosh.puntos,

¢) incdgnitas; andloge al capitule 5, se deben determinar 10s
peh pardmetros de nrientaciﬁn*{p = nimerp de -
fotograffas aéreas).

' )
fotografia aérea 1 h”- f’s #’. Xo, )?', 24
2 z a
fotografia aérea 2 &% é*’ g X', };*J 2
. )
’ r

- -

- fotograffa aérea p: 7 ;J‘P, A""': /P.;p, };ﬁ 34P



- &b

adicionalmente intervienen
las coordenadas de i10s puntos
liga ¢omo incégnitas.

Ce trata aqui de un problema de ajuste. Debida a los valores -
medides se tienen (a2 partir de un determinade nimero minimo de
puntos) sobredeterminaciones

fada coordenada fotogridfica observada conduce a una ecuacidn -
de errores de la forma conocida en el capitulo 5. (5./4).

Debe afiadirse que los puntos se midieron en diferentes fotﬂg%i
fias {simboiogia para diferenciacidn de las fotograffas: ',

t T tyt (]JJ J

» ¥ ] s N

Para las n- ohservaciones en tos p- cuadros se gbtiene el si--
guiente sistema de ecuaciones de error:

V = AaXo + A X, -1 {(6./1a)

Donde 'a nomenclatura significa:
V: residucs de las fotocoordenadas observadas,
¥ : / ' P o
- [}
V = {Vr.,‘ V}q Vi Vj-; e VIO, VS..)
L: vector de los valores medidos.

¥ '
L= (e 4 ' g o0 q))

Xy pardmetros de orientacidn de las fotografias:
r { 4 ’ 4 ! ’ } oy ¥ ’
Xe = ‘d)/, dVe o2 dw L d A dif)
X o coordenadas terrestres desconocidas de los k - puntos de -

i1ga:
X'« {dXe dty de, dke ... d)

A,: derivadas parciales de las coordenadas fotogrdficas con res
pecto a los pardmetros de orientacién (Cap. 5 pda. 77/778).

AE: derivadas parciales con respecto a las coordenadas terres--
tres desconogidas.,



nameroc de incéanitas u = bp + 3k
p-fotoqgrafias = bp pardmetros de orientacién
¥k-puntos do lige = 3 k pardmetros de conrdenadas,

numere de las sobredeterminaciones: n gbservaciones,

f = n -~ u = n - (6p+ 3 k)
(6./2)
Trasnformacidn de (l1a) con ayuda del aigebra matricial:
Xa | -~
vV = Aa A, I d ~ l.
X2

(6./10)

VR A . x -1

(1b} forma el punto de partida del algaritme de ajuste. En este
punte extsten varias posibilidades de solucidn:

1} Si se cansidera (como usualmente), que las fotocoordenadas
medidas nc estdn correiacionadas y son de igual peso la 5¢
lTucién gqueda asf:

' - T g

X = {A A) A7 incdgnitas

7. Fap-1 2 variancia de las incdg
&y - (A A} bs nitas,

- residuns a las observa

Vv - AsXy + A2 Xy ~ L cic nes.
£l vTv varjancia de la unidad

e h - . de peso,

(6./3a)—

2) Las observaciones tienen pesos diferentes.

HALLERT, por ejemplo, fija el peso como una funcidn de la -

n;f distancia al punto de interseccifn de Tas marcas fiduciales.

1Un punto en el centro tiene peso 1, en la orilla {ri' = 15cm)
0.75 - funcibén de peso calculada empiricamente -,

F1 camino de solucifn gue antronca

I P:flr) - /(}/x;”? 435“") |
en (1b) ouveda asf:
X (ATPA) ATPL
6 v (ATPA)T 6ot
G s _V; Pf {6./30v)
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3) Los valores medidos estdn correlacionados entre sT, Este -
es el caso por ejemple en la observacidn esterea de Jas --
coordenadas fotograficas en un estererocomparador. Aqui de-
be necesariamente establecerse la relacidn entre 1os vale-
res observados independientes X , F%, pfi', p?% (los dlti
mos valores son mediciones de paralaje) y los valores inde

xg, y?.

i
Ejemplo: para las fotocoordenadas debe cumplirse:

pendientes x;, vy

v

AR R

ésto se puede describir con ayuda de la -

L}
X
e

-

"
4

N

5
=

*

matriz B:
. 4 e o ¢ 4 o0 4 0
_te £ p o : r. e A 0 A
'£3 Tt 0 a4 0 i B 8= 4 g5 2 0
e 4 o A b 4 e 2

La matriz de pesos se obtiene invirtiendo 12 matriz BBT:
p - (88)"

Y del método de solucidn siguiente:

x = [ac887)"a)"[aT(887)" 1]

-4

- b

6}1 ZFHQT(’B 81) f{] * 6;
T 2 s
G—ﬂz "v" fﬁﬁ) V {6.‘/‘3@)
h - L —_—

Supuesto que: la in-ersibn de AT {BBT}'lﬁ
sed posible; por consiguiente:

NATEREDTA) £ 0, 1887) #0

o con palabras: 1a orientacidn absoluta debe ser conocida

i

de la siguiente manera:

7 pardmetros {escala, centro de proyeccién y giros) san
dados por eJ, a través de puntos de pase.
icdmp se puede realizar éstg?
- Los pardmetros correspondientes a los puntos de
pase (por ej. Cx,...} se fgualan a cero. Las --
ctoardenadas fotogrificas se afectan ahora por -
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paridmetres de orientacidén; o dicho de otra ma2ne-
ra: las coordenadas fotogrdficas se consideran -
1ibresde errores.

- 5e usan ecuaciones de observacidn adicionales pa
ra les puntos de pase:

X} = X 7 V}:
Y: = Y+ -~
Ez £ s 7o

A estas ecuaciones se les asigné peso ol |,

Con un ejemplo debe de quedar mds claro el algoritmo solvucidn,
Las partes de T1as matrices ocupadas con elementos diferentes de
cero se representa con hachuras:

Ejemplo: Se usan B fotografias con los puntos a, b, ¢,
r, 5, T de los cuales como puntos de pase: ¢, v, k,
G,
¢ & r son conocidos en el plano y en cota
(X, ¥, 2, X, ¥ 1)
¥k & o son conocidos en cota
(2, 2,
{estas 8 coordenadas son suficientes, para determi--
nar 1os 7 pardmetros de l1a erientacidGn absoluta: -
sin embargo adicionalmente se considera a xk Yk Y

Xy Y, <como conocidos),

ias observaciones no s0n corrélacionadas y tienen el mismo peso
{caso 1). Para los casos 2) y 3) se obtienen esquemas similares
(610 gue con otros valeres numéricas),



Acomaodo de las fotonrafias:

BAd 1 [Bgz  (Gigls | Bl
*Q * ; .
(e
- Ib ‘3 .i ‘?
Bitd & & & amé Bkt 12
Ac 5 s 4$>
- d ‘I’: .ﬂ', "s
s ¢ e éﬂ »f

5e trata ahora de establecer &1 sistema de ecuaciones de los -
errores, v en la forma de 1a ecuacidn {la):

V :A{Y'I' ¢ Az)(z - L

En las pdginas 90 ¥ 91 se presentan esas matrices graficamente
(ios elementos diferentes a cero 447 ), o sea

para las fotograffas 1...4 pdg. S0

para las fotografias 5,..8 pdg, 91

Las ec¢uaciones normales se obtienen mediante la fdrmula:
(ATA) X - AL =0

tn las pé&ginas 94...98 se muestran grificamente las posibilida

des de ¢onstruccidn del producto ATn.

La diffcultad consfste en el tamafic de la matriz de las ecuacig
nes normales la cual hay que invertir, y que ademds estd ocupa-
da en exceso con ceros Una solucidn ventajosa de este problema
es la descomposicifn de la matriz de las ecuaciones normales --
en submatrices (método de BOLTZ). ‘
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£l sistema de ecuaciones se puede representar de la siguiente
manera {con ias relaciones de [1h) ):

Matriz de ecuaciones normales:

A/ B 1?;4 - zﬁhz
;
Ars ANz (6. /ha)
tcuaciones normales;
Nt Nz Aa la
. = |x44 'AEI : = 0
Nza Vi, X L,
$i se escogen las abreviaciones:
Adls = 34 ; ,Aaf: = B
(6./41)

S5e obtienen las siquientes expresiones para las ecuaciones nor-

males:
B

8

b

/&kr)ﬁ + ;¢g£-¥2
M Xe v M X,

Despejanda xl de la primera acuacidn:

Xv‘l = /4”-”-‘(84 - /‘/ﬂ XJ) {6./”“:2)

¥ substituyéndola ern la segunda ecuacifn:

Hea M (B4~ W2 Xo) « Mo X: = 8
Now K" By = My A W Xy § M Xy - B

se aobtiene para el vector desconogcidn H?:

[)’z = Afiz‘ﬂ»"}-,f/!fﬂ' /14’12) { By = Moa Has 34)
[G.fhclj

Para las soluciones presentadas en {4a) hasta (4c) rada mds se
necesita:

- una inversidn de Nll

, 1
¥ - una inversidn de {NZE' Nsy Hll N12]

Les resultados restantes se obtienen por multiplicaciones matri
ciaies sencillas,



"
L5
L

H11 del ejemplo anterior se puede invertir sin dificultades.
Se trata de una matriz diagonal, cuya diagoenal principal esté
ocupada por matrices de 6x6 y cuya inversidn no ocasiona pro-
biema. La 2a. inversién si es ya mds diffcil, 0e todas mane--
ras hay que invertir una matriz de 44x48 {ver pédg. 94}, Pero
contiene muchos eiementos cero (submatrices cern,'si te agru-
pan las coordenadas de los puntos ¢ sea Jos pardmetros de orien
tacién de cada fotografial. '

[

Se puede simplificar muche el trabajo si la matriz a invertir
se forma ¢0h una anchura de handa minima.

Anchura de banda minima significa que: de ser posible todos -
los elementos diferentes a cero deben colocarse lo mds cerca

posible 2 la diagonal principal, Este efecto se puede Jograr

mediante una seleccidbn habil en el manejo de las fotografias

¥ puntos.

A continuacidn se dan, del ej. de la pég. 88, diferentes posi
bilidades de manejo las cuales se representan enforma grédfica
{Se trata, si es el caso de Ta matriz a invertir N},

Caso 1: P&q. 94

Aqui se muestra la matriz-N, Ta que proviene del sistema ce -
la pdg, $0/91.

Secuencia de la elaboracién:
- primerc las fotografias {incdgnitas de l1a orientacidn)
despué; los puntos {incdgnitas ce las coordenadas),
- las fotearafias se trabajan a 1o large de la linea de
veelo, los puntes liga secuencialmente perpendiculares
a las franjas.
Resultado: Hll: Se tienen que invertir B submatrices de 6x6
en la diagonal principal [es posible sin pro
blemas}.

-

{Nyp-+vs): hay que invertir uma matriz de 48x48 con una
anchura de banda de 45,

En la siguiente pigina se muestran en forma ardfica las matri

. i . . .
ces de ecuaciones normales. N; el correspondiente texto comi-
enza de nuevo en la pdo. 99,
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Caso 2: Matriz de ecuacicnes normaies N.
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Tomese nota de la observacién de l1a pig, 94,




Laso 3:
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Anchura de banda: 3
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Caso 4: Matriz de ecuaciones normales N,
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Fasn H: Matriz de eacyacidn normal N,
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Caso 2: pdgina 85,

Secuencia de elaboracidn:
- primero las fotograffas.
- despufis los puntos. .

Las fotograffas y Tos puntos se manejan en forma perpendicu-
lar & las franjas.

Resultado: Niqp: B submatrices de 6x6 en Ta diagonal principal,

(Npy = ...) t Matriz de 48x48 c¢on una anchura de banda de 39,
segundo mejor resultado

Caso 3: pdgina 96,

Secuencia de elabsracion:
- primero los puntos,
- después Tas fotograffas.
Los puntos y las fotograffas se trabajan en forma perpendicu-
lar a 1as franjas.

Resuitado: Nyge 16 submatrices de 3x3 en la diagonal principal.
(sz - o) : Matriz de 48x48 con una anchura de banda de 33.

DISTRIBUCICN OPTIMA

Caso 4: pagina 97,

Secuencia de elaboracidn:
- primero los puyntos.
- después las fotografias,
Los puntos se trabajan perpendicularmente a las franjas y las
fotografias a 1o largo de las franjas,
Resultado: Hll: 16 submatrices de 3x3 en la diagonal principal.,

EHEE - e + Matrices de 48x48 con una anchura de banda de
48,
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Caso 5: pdgina 98, . - .

Secuencia de elaboracidn:

- primero 105 puntos,

* después las fotografias.
Los puntos y las fotografias se trabajan a2 1o largo de ias --
franjas. )

Resutado: Hllt 16 submatrices de-3x3 en ta diagonal principal.

{N22 - ...): Matriz de 48x48 con unaz anchura de banda de 45,

Resumen: 51 se tienen en total mds fotograffas por franja que
frgnjas {en nuestro ejemplo: 2 franjas con &4 fotogra-
ffas cada una}, el trabajo de puntos de 1iga ¥ foto«-
graffas perpendiculares a la 17nea de vuelo da una ma
triz a invertir con 1a menor anchura de banda.

Después de gue €sto fue determinade y que los correspondientes
puntos/fotografias fueron trabajados, se plantea ahora el pro-
blema da la inversidén de la matriz.

] -1
M= (Ngp = Npy Nyp Npp)

Ciertamente que se trata de Ta matriz con la anc¢hura de banda
mds pegueda, sin embargo todavfa tiene un tamafio considerable,

Observande mds dctalladamente a M se puede estabiecer que:

M se puede invertir con ayuda del-Método de Particidén Re-
currente.
La ecuacifn de partida es (4c1} en ta forma:

(/VEZ - Afi-f WJI'JMJ) ’ Xz = 83 - A .4’44—48.1

M - Y = A

— —— —
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Dividiendo en submatrice:s se obtiene el siguiente cuadro para M:

AP 77 e .
f/ﬂfﬁ%g’, 0 o Anchura de banda: submatriz
%} /J:'?"“"f;/»-r,x la diagonal principal
.r""‘ f r'// / "
M/H %ﬁ/ﬁ;‘{ﬁuﬁ o + matrices diferentes a cero
TS TN g A ) .
w '?/f/ﬁrfmrﬂ del tridngulo superior
AL 2/ . o .
0 oM M4 {Himerc de divisiones si
/z. 1-/4!}.. | ,
= Z < es el caso)
Fi
ﬂ G FH{]‘I ﬁﬂ.‘f
# e plir s s

Mediante la ordenacidn simuitdnea de submatrices en Y o bien
te gbtienen las siguientas ecuaciones en la solucién:

A F AR
y i/t ]

LI |

ﬂﬂ }'4 + ﬁxz Kg z 4
AaaYe + Hals + Hah « ... = C2
Ho Y 3 Hn ¥y + .- ¢ (3

-
L]

Despejands las incdgnitas {2 continuacidn a manera de ejemplo
se divide Y = X, en 3 bloques parciales) da:

y..; :/’14“4(64*/‘743 .K)}

_ (6./5¢)
174 ﬁﬂd((r: - Ha; }f?) M et Ha ks = €,

yz = (/?'zz /fz-rﬂ-:;'d/fw)-d( {2 =124 /(f44-4(4 i J‘{I)

-4 . (6./5v)
/132 (/fzz - Moy /'f-n'iﬁfz) ((o-Hog HuT0a = e J’:?)

i Hssly - G

- -~
}/3 ':(ﬁsz'ﬁzz(ﬁ:z - /154 /f-;:«dffﬁ) ﬁ?J)
((3 M2 (a2 - Moy f'?‘ﬁ"/;’;g)(Géf‘?;,,ﬁﬂ'éju.;_ﬁ;:}
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4
A 12 numeracién {5a) - (5c) siguiente primero debe calcularse
LJ

¥3, después substituirlo ¢n-¥2 y finalmente incluir-YZ en-Y1.

La inversién m2s grande a realizar tiene ahora la dimensidn
M .
mads D mMends ia misma dimensidn,

M., 0 Mg+ Seria ventaloso si- Myqo Map ¥ Mgq tienen

E1 método de particidn se puede aplicar solamente gque se cum-
pla que:
La anchura de banda~i‘§ de tamafio de la matriz,

Kada mfs an el cass 3 (pfg. 96) se cumple esta condicidn.

o /

- ////J 7
* }f42§7 Uy La aplicacién del algoritmo

48 / x’ 1leva'a la inversiGn de una
*—Z--—llfff///ﬁ matriz de un mdximo de 18x18

| VW, '

Para el ajuste de bloques mayores es especialmente util este
mé&todo -
Ejemplo: un blogque de 100 fotografias.

60% traslape frontal (a lo¢ largﬁ de 1a direccidn de
vueio)

30¢ traslape lateral
En este caso se tiemen 600 incdgnitas de orientacidn y més &
men¢s 600 coordenadas incdgnitas,
(200 puntos)

0 sea se necesitan 180D observaciones para x' y y'. {on ésto -
tiene la matriz de coeficientes A una dimensidn de 1800x1200,
Cada observacidn npada mds deja 9 elementos "diferentes a cero",
para la matriz A: 3 para los puntos y & para los pardmetros de
orientecidn {ver esquema pdg, 91/92). Los A-elementes restantes
SON Cero:

~< 1% de todos los coeficientes de A son diferentes a cero.
En el cdlculo de ATR son nada mis el

0,19, de las multiplicaciones # G

E1 restg de 999.9 %, originan operacicones nulas, Por eso no -
tiene sentide realizar una particién.
Ahorra una memoria y aumenta 13 velocidad de operzcidn,
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irhamo se dehe prosequir?

A continuacifin se debe ordenar ¢1 sistema de pariida de
tal forma, que se tengan matrices simétricas. Los elementos
de 1a matriz debajo de la diagoral pringcipal en este ¢aso -
ho requieren ser almacenados en memoria,

Como 20. paso se& numeran los puntos y las fotografias en --
forma Optima {ver caso 3}. En el caso ideal! 6 puntos por mo
delo, se obtiere ¢on 2 franjas de vueic una anchura de ban-
da “"mitad" de 18, con 3 bandas de 24 La anchura de banda -
"mitad" se obtiene mediante:

Anchura de banda "mitad” = {NOmero de bandas +1) x6

La anchura de banda "compieta" {hasta ahcra, nada mids 1lama
da anrchuraz de banda) se obtiene en el caso ideal:

a3
45

para 2 bandas 2 x 18 - 3
para 3 bandas 2 x 24 - 3

-

étc
Anchura de handa total = 2 x (nimero de bandas + 1) x 6-1

Con mds bandas existen
junto a las diagonales principales
gtras 2 bandas laterales:

™
La magnitud arriba descrita como anchura de banda "mitad" -
indica en forma aproximada el mdximo tamado de 1a matriz que
puede usarse comgo Unfdad para la particidn: por lo tanto se
tiene gue invertir una matriz con esa dimensién, En un ajus-
te simultipes de 3 franjas se tiene por tanto que invertir
ungd matriz méxima de 24x24, En el caso de un mayor nimero de
franjas {o sea mfs)} no tiene sentido seguir subdividiendo.
Para este problema: ver Jordan - Ecgert - Kneissl

Tomg TII, A3, ierotrianguIacién.

¢ bien los reportes de Simpesios, etc,
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3

Ajuste de bhlogue con pardmetros adicionales,

P Anual nue en el capttuln & ce pueden incluir pardmetrog -
adicivnates {presentados en el cap, 3.4} en el ajuste. Las
ecuaciones de residuos quedan andlogas a (5./7):

Vo= A, X * AKXy + Azxedl (7./1)

En la formacidén de 1a Matriz-A (y como resultado de ell2: la
matriz de ecuaciones normales) se deben supeoner las condicia
nes ¢el capftulo anterior en la reduccidn de #212 + Alxl.
Los términos A313 son sim embargo infiufdos por cada punto ¥
cada fotograffa, Por eso deberfan ser reducidos al final.

La matriz de ecuwaciones normales tiene entonces esguemdtica-

mente l1a siguiente forma:

"

=
i... /
Puntos "f,//;

N
il LY
adicionales WL%

la reduccidn de los par&metros adicionales puede ahora 1le--

DI

MM

N

-

varse a cabho en un 5030 paso. E1 peligro que existe &5 que -
1os puntos de liga esten colocados irncorrectamente {por ej,
muy pocos puntos en la zona de traslape),

E1 determinante deA se tiende 2 cero, la inversidn lleva a
un resuyltado no muy confiable.

Es mds sencillo, posteriormente considerar nada mas 4 correc
ciones, Estos se prueban mediante vav, antes de considerar -

los par&metros restantes {Ajuste por etapas).



8. Ajuste de bloque cgn condiciones adicignales.

Mientras nue en el capitulo 7 se trata de pardmetros, los cua
Jen se rolucarun ¢omn correcclones en Tas foloceordenadas, --
ahora se consideran como observaclanes adicienales.

Se consideran como observaciones adicionales con un correspon

diente peso (determinado por U% abs)

bibliegrafia: Jordan-Eggert-Kkeigl III, A3 pég. 132,3.
Algunas posibilidades para una condicidn asf, puede ser:

a} Yalores absolutos para los pardmetros de orientacidn,

Estos valores se obtiene con ayuda de aparatos de navega--
cién,

Ejemplo: Ié ?a con AERQODIST
Z, con ALTIMETRO-LASER
¢' w' k' con PLATAFORMA DE SOPORTE
bibTiograffa: JEK III, Al.

b) Diferencias de parimetros de orientacidn de dos centros de
proyeccidn,

¢
A w
AN+ kY- R

]
-
5

|
-

Cdmara de horizante

C

29“ -2 = & f'Je Estatdscopo
Xor - xo! = abx Aerodist
ldi‘“ - 'iﬂ‘ . A bff

bibliografia: JEK IIY, Al y A3

c) Diferencias planimétricas y altimétricas,
22 ~ 24 -+ A 24 Alturas de radar
{Registrador de perfiles aereo sustentado, et

Altyras sobre el nivel del
mar

A 2y -

_ : 7 2
Achy - "l/{:n‘z -X-:J 4 (}":. ‘;"f) +« {2, ‘jz’-f) Distancias tridimensional

medidas con instrumentos
bihliograffa: JEK ITI, Al y A3
Informe de la comisién (3) IGP.
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d) coordenadas terrestres de los puntcs de pase,
Ecuaciones de error:

XI = X { [em + Vi,
K' r }/, jom I.r’y','
e v Bigem v Vi

El algoritmo de ajuste para estas condiciones adicionales
queda as{:

AX - L =V |
GX"C."W m'fpg

Ax -1 = v
X (A7 p A A py

G- 64 AY) s

;

Los pesos para las condiciones (PE} inclufdos en el ajuste
deberfan probarse mediante un FISHER-test. Para ello se -
compara la anterformente incluida varianciafﬂ;zcan 2l va--
lor obtenido después del ajuste. EFsto se hace para cada --
unc de 1os grupos de condiciones,

Vator del FISHER-test: G;f;, {deberia acercarse a 1)
J’flhc& ch

La importancia de las desviaciones puede ser probada con -
ayuda del Kz-test. 51 no se lleva a cabo nipgin test, en--
tonces debe hacerse otro ajuste con pesos mejor aproximados
{por ej. valores tomados de la matriz de covariancias).

Las bases del capitulo 6,ff ya habian sido presentazdas por
H, Schmid en 195%7 {publicados en FHOTOGRAKMETRIA 1957).

La inclusién de observaciones terrestres y de ecuacicones de
observacidn adicionales en un ajuste simultdneo vinn afos -
después (por ej, Krauss, Bildmessung und Luftbildwesen, "Tre
mos entre puntos en uh medelo” - VWong, Photogr, Engineering.
"Tramos entre puntos en modelos diferenptes® -Reduccibn de 1:
anchura de banda, etc,)
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La desventaja de este método de ajuste consiste en que las --
aproximaciones para todas las coordenadas de los puntos y pa-
ra todos 1os otros pardmetros deben ser conocidos {una desven
taja en todos 10% cdlculos de ajuste npo Tineales). Entre me--
jor sean 1as aproximaciones menor ndmero de iteracfones son -
necesarias (- se debe iterar a pesar de la linealizacidn-}

Un método de prueba posible, para determinar si se regquiere -
otra iteracidn, estd dado por:

[[vav], ~[vievl,| > 6% w [viPvl,

Por solucifin directa (segln GAUSS, CHOLESKY, etc.)
mis o menns 3... 5 iteraciones,

I[VTPV.}n*[VTbV]n-,,/ S 04 7% ven ['VTPPJ

mediante 1a aplicacidn del mé€tedo de iteraciones de GAUSS -
SETDEL.

Orientacion Relativa.

Se conoce también como Orientacidn reciproca,
A, Planteamiento del problema en gemeral,

Suposicifén: 1a orientacidn interior es conocida.

origen

Mediante la Orientacidén Relativa se giran los haces de rayos
en o' y o" de tal manera que tengan 12 mismza posicidn que a)
ser tomadas las fotografias, Los puntos tridimensionales se-



originan entonces por intersecciones tridimensionales, Este
método es, a diferencia del capftulo 6 independiente del ¢cpo
nocimiento de los componentes del vector Ei [coordenadas del
punto), Basados en SCHUT 1956 la solucidn queda asf:

Para el vector tridimensicnal al punto P; se cumple la sji--
guiente reIaFiﬁn {ﬂ,;}}:

g‘ = ga 4 A:',Pt', * 50”4 Ai"ﬁi”
‘Enn"' gﬂi . flfﬂpfu = fh-lP;J - 0

Los 3 vectores pi1', pi", B estén contenidos en un plano (co-
planar}), Por lo tantoc el producto punto da cero (2] volumen
del tetraedro},

‘Ea x P ' f?fji = 0

(9./1)
CONDICION DE COPLANARIDAD
En este problema se tienen 2 pardmetros (Xi', 2{") y una con
dicidn (1},
Otras maneras de escribir (1}, es con ayuda de:
- vectores mediante sus componentes.

bx f.h" Ul'”
by | X | vi rfow’ = 0
b2 w;’ i " (9./1a)
- 2] determinante, .
b x by bz |,
. o, _
L_li.’ V‘.l W = 0
.
ug vi" Wi _ (9./1v)

¢ - aplicandgo el cdiculo de RODRIGUEZ {Consultar Buchholtz/Ruger,
Photogrammetrie: Representacidn de las relaciones proyectivas
entre la foto y el espacio tridimensional),

Q - ba 6;;" L
(it e w) [ b 0 be|lwr) = 0
~by bx 0 _“ﬁ {9./1¢)
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la igualdad de las férmuias (la} hasta (lc)
efrctusnde las multiplicaciones,

se puede demostrar

La divisidn de (1l¢) entre bx da;
ba by .
;i Y b t
(w” vi" v} | B 0 -Fi{w'}= 0
[
donde se cumple: E{ 4 o 1o
br s X" X', by VN bes 2072

De Ta spotucion de este sistema se obtienen 12 té&rminos, los -
cuales se pueden escribhir fédcilmante como un determinante de

40,

orden:

all v w! oA
] F
Xﬁ Yo za‘ A = 0
Wt ot w4
‘vﬂ i . % " 2(!' 4

La solucién segiin las reglas para determinantes lleva a la si
guiente igualdad (con determinantes de 3er. orden mi#s senci--

110s)

En 13

1
Ly,

Yo' 2e' i’
v, w|-Awi’
y#’ C?ﬂﬂ Xn‘

forma vectorial:

p’ X p“ga. - Pi%f{'f; 4 P{J

Yo' 4t

+ A

u{‘ ! Vi“' W.r ‘

SO AR

X 0" 2

PR VA Ve

X j;;'g;ﬂ - ;x:!ﬂ'\{;fyﬂf”

Las dltimas dos igualdades estdn integradas por 4 términos in

dependientes y el postulado,

'a suma da cerao,

tiene gque manejar 5 magnitudes independientes,
Otra posibilidad para aclarar el nimero de magnitudes indepen
dientes en la orientacidn relativa estd dada mediante el s5i--

guiente razoenamiento,

Z x 9 =

de allj

18 pardmetros

i
2 x 3 = 6 parametros

i

0 sea gque se --

para las orientaciones interijor y
esterior, desconocidas, de un par

de fotos.

para la orientacién interior de -
un par fotogrdfico,

12 pardmetros come resta
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ta orientacién exterior (12 pardmetros} se compone de la --
orientacidn relativa y absoluta, La orientacifn absoluta es
un estlramiente ¥ girg tridimensional (1 pardmetro de esca-
la, 3 de giro y 3 de traslacifn},

Para l1a orientacidn relativa sobran entonces 5 pardmetros in
dependientes (ver JEK III, Al). Estos 5 pardmetros se pueden
escoger de todos los posibles. Se podrfa-tratar de by, bz, -
ui", vi®, wi", donde las 3 dltimas son funciones de Tos &dngu
los de giro #, w, k., Segdn (2.1,/3) se cumple que:

=
&
il
N
“-‘
=
=
=
Lt
S
~F

B. Linealizacidn de 1a ecuacidn de partida,.

Se podria haber partido de cualquiera de las ecuaciones (1,..)
Se utiliza la ecuacién de determinantes [1b) y se deriva con -
respecto a los 5 elementos desconocidos (by, bz, ui", vi“, wi")
S5e obtiene:

6x bybe | |br by be] [0 dbydbd [bx by b

! ) 1 -t

L] . “l. . - 4 - l, - rrf
a)t v v s Lt vt W R st o wi el v W

n

. ) r .
w o w e oww fert vt owt e o ol
e | (v./?a)
Condicibn Aproximacidn Derivacifn con respecto

a Tas fncdgnitas

Aqui no se tomd en cuenta que u", v", w" son funciones de los -
dngulos de gire ¢, w, k., E1 20. término de la derivada aun tie-
ne gue especificarse,
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Se obtiene como formar general de la derivada:

|

6)’ 6'3 ! ] ! i
LA Ly iy Vi
vil w4 dby- 4 cb, +
wi” Ut oY
. M V}"' Wt.lﬂn' |
by b bx by b2 br by be

vil ket ldl o+t v wt | dd o |t W' | dw
I

Pt Gt 2° gut Dyt Tt P

Y ¢ Ve o4 e Jw dw (9./2p)

A continuazcidn se deben determinar los coeficientes diferen-

ciales en esta férmula:

- Determinacidn de la derivada parcial con respecto a los in
gulos de giro, Existe 1a siguiente relacidn entre ui®, vi®,
wi” y las coordenadas fotogrdficas.

T
u‘.l Q,”' as” ai: _),L.* }L
. T .
vi'l o=z as”  aan' an y:" ” A C
k)
Wi * ai"  ax”  as ~¢ As

Las derivadas parcizies se pueden expresar con ayuda de las -
submatrices as{:

DU{H DAA'*r

i ) J ¥ + C
vt . 24T
oK ¢ C
E?m.ur . ’JAIJT ‘ C
PR o i

Ahora se utilize una matriz de giro especial {indicada por:
*) y se forman las derivadas con respecto a w, ¢, k.
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Derivacién con respecto a k:
@24 ~ Qa9 0

DA 4 r g AT

-

DK i ¢ 7 &

Qi @242 o

@23 'd,‘j o

Derivacifn con respecto a ¢:

-SndeaN  tingtan ces ¢
IAT r oA T : . 1
¥, = A - ‘a—;‘ A = £ 13 ol f (oS R ~tmw bl Sa Kk ginw £n f
' ~ 0SS F Lo ros ol Lo - e0fw Lia §
Derivacién cOR respecto a w:

0 o o

9/!‘1': QAUT
& w P w

r r
Ay A = -au "2y iy
ir 42 iz ﬂ;g

Substituyendo en las expresiones de submatrices se obtienen -
finalmente las diferencialas:

[
T P
_%%._. 5 Qi X"~ Qus Y

o
- xi% - 942'%:‘

by

- i
_")__w‘_ 2:3 P i 2yl *l}‘/r"

<D
£,
¥
1

~smdeosk )T e tinf Caw Y - toc ¢
3 ‘v".r-' M - L. , . .
-~ = AV o rm‘;fra.rv - W enweasdyng - ¢ -_r,,,u‘ma,ﬁ

Jdw" s < X705 m_r,zj L8 4 -yf”, oSGl Lo B & £ rei @ J&;;/

7
du” 0 (9./3)

LIS

- X'aey - Y2 ¢+ - Q33

]

pIaey VI '/.*de’z - £- 432

g
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Las 5 inclgnitas dby, dbz, dk, d¢, dw se pueden determinar
mediante 5 ecuaciones semejaﬁtes {ecuacidn (2) en combina--
cifn con {3} ), Ya gque se 1levd a cabo una linealizacifn, -
se debe iterar, Después de cada iteracion se deben recalcuiar
todos los coeficientes, Los residuos de los parametros se -
calculan & continuacign mediante:

ot e (5 )gen ¢ dlby
2o" - (Zﬁ'}jm ‘o ba

k" = A’a')jm_ ‘o R
¢. - E {?‘a”} I(’h ’ t‘-}d
o' W) gm + dw (3./4)

A estas alturas ya se ve que es poasible un ajuste. Este pro
blema se aborda posteriormente,

C. SimpYificacidn mediante el uso de nuevos ejes de rota

¢ibn después de cada iteracidn (método de SCHUT).

Se trata de un método con ejes que participan en el giro.
Esto conduce en el sigquiente algoritmo de sojucidn a algunas
simplificaciones.
SCHUT utiliza como la, aproximacién:

-

I::s'. E.: Ez: EJ: xit A g & x:"
- = -~ - -— ) .
vi'l® a4z ﬂ.’: dji; W - & A & ¥
- S . ~ .
Wit oy A 4y -C g o A <
en 105 siguientes giros xi". ¥;“: -¢ se subtituyen por ujy
Vi Wy
g ¥ o
iy 4 0 o U
v'f e 4 o v
1 0 0 4 T
2a. aproximacidn: _ _ - - J_,
tq{, " [+ Y Q3 a5 i
o d
— — - .
it - | @a &n @ au :
— == ﬁ-ﬁ"

e & ¢3 Gy 233
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En 1a 2a. aproximacién Ya matriz
prer’ A {w, ¥, k) - A¥-Ag. Aw
= p-r § ix
Qa Q2 QO €05 g fod R
cz=a_ a2 Egz = fory finkd
. o - 1500 §ind o1 X
a4y . dz3 a3 in& finy
‘ — €05 & fim f €254
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de*rotacién A estd dada --

- s @ £ak Lo §
Xy Cosx - 5o 0a ms‘;a‘
"-_{I".r.lu Ii..ﬂ#-rl’d#

Sinty faf ¥ oS &7 fa.rjﬁ

feoiw ing £8Y

Debido a 4ngulos pequefios de giro se cumple gue:

COS § = COS W =
sen ¢ = dg
sen w = dw
sen k = dk

cos k = 1

Los términos de orden superior se eliminan, Con eso s5e ob-

tiene para At

4 -
d &
_d ¢

A -

Con eésto se calculan ahora las
ferenciales d”i' dvi, d"i’ con

de  d¢ )
A -dw
do 4

diferencias de coordenadas di
1o que se ghtiene:

: - - r AR
dus et o A -dy dy¢ A 0 O v
dvi | = | vi | - _; = AR A ol o A 0 E
dwi ¢ @: \-df  dw A 0 o 4|\ %]

[ —E T — - ___--7
0 ~-dt oy U
44 D dul|] W
-dd do o @

¥ ¥2 resuelto:

o’u." o - V;“ de 4 Wc'”dd
dvi’ o+ il - W de
dw?” = -widd + vi"du -
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Las Gltimas realaciones se substituyen ahora en el Z2o0. térmi-

ni derivado de I:?ﬂ} o woa en (Ph):

e PR — g r— -

e P ———— A e ey = ke e

la ventaja de este método es que no se reguiere formar las -
diferenciales parciales de ;cuerdo g {3). VYale 1a pena hacer
notar, que después de cada iteracidén los coeficientes no se-
modifican, A cambhig de ellc Jos ejes - & b ¢ an el centra de
toma giran después de cada iteracidn. Debido a esc, los dngu
ios de girp absolutos ¢, w, k nada mds se pueden determinar
medfiante matrices de rotacidn,

x E

De esta manera es posible uvuna s50lucién directa en 1a determi
nacidn de las jnclgnitas {en casoc de tener 5 ecuaciones}.

E1 uso de 6 ecuaciones (si se utiliza bx) conduce a la vague
dad del problema. E1 determinante de N se vuelve cero {se --
tiene una ecuacidn dependiente),

A= A

La solucién queda asi:

xoewtL |

A{EX 3 L S.f iS5 5',;_ (9./5)

54 7

N representa en este caso la matriz de coeficientes
(para diferenciarla de la matriz de rotacidn A)

Ajuste: Se tiene mds de 5 observaciones, Se tienen observa--
ciones de mds; se requigere un ajuste, En 12 orientacidn rela
tiva se tiene una ecuacidn de condicién {ecuacidn de coplana
ridad (1) ) en la cual intervienen las incSgnitas by, bz, ¢,

w, K.

bx by be by by b be by bi by %y he

U: ! VI} m.l o ur..! h.; Wf' 0’# 4 U;d v ' WI ’ a}'# M | u ' Vv ' w...f

dus®  dvi' o -t owT 2 w* P -] 0 - 15-5'# v
(9./2a‘bzw.2bl)
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La ecvacidn de ajuste queda asf:

NS

(9./6)

Ax representa: (2a) o bien (2b} como cdlculo general
{22 + 2a,) o bien {2b«+ 2b;) como cdlculo sim-
piificado segin SCHUT.

Como observaciones estdn las fotocoordenadas del punto Fi o -
sea IT'. ?i', Ki“. Ti“. Con éstp se presenta el problema de -
linealizar las observaciones que se obtuvieron como valores -
correlacionados de las ecuaciones de coplaniaridad,

Implica que:

XJT e /ﬂ"k," ;,J);;‘ ola;” afy:‘*/

Entonces para la Tinealizacidn se cumple:’

br by b b by b2
dz dut e’ o p PO L W W
= = ‘ x VY W d:y !
8 Xi dui'  Fv G dri 4 Jeit c?‘mL' Pu A/" #
A & V‘.n w‘.ﬂ Ul‘x v, ¥ » r
P L by bz br by b2
U:J v Wi Q’ﬁd‘ 4 U:" v ! d%ﬂ
dut It Fu! dyit Pt T
dur  Jvt dwe den” -'?&; '357 {9./7)
Se substituye ahora para 2 LA dﬁ,"r da;*? d’w-*

V' ‘%“' o Vo
¥ con eso se obtiene:

8Xy - 8V

Por este medio se definen practicamente 105 residuos simula-
dos {U:i', ¥y 's V", Vy," en la realidad nada mis se pre-
sentan er 1 ecuacifn de condicifn) o sea que se trata de un
gjuste de "observaciones cuasiintermediarias",
Bibliografifa: Buchholtz/Ruger Photogrammetrie: Cdlculeg
de los datos de la orientacidn relativa,

{10,3. - 3a, edicién 1973).
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En folografias verticales se tiene una simplificacidén, Aquf -
se cumple que: K = ¢ = w = hy = hz = 03 bx = b,
Con ésto (7) se transforma en:

b o o b o 0
BV =la o o |v + o 4 0wy
'y ¢ W e '
6 ¢ 7 _ b o0 ¢
+ g }5-' -c V:’fﬂ-i X" )’a‘f - Vy,'"
A g 0 o A b/

O' Xt - 6'!'.-"!";1’;“ 4 0' ,n" F L'E‘Vy;'
boe(vyi"-vyi’) = bec-pyt

La diferencia &n los valores ¥; de las fotograffas individua-

les ¢originz la paralaje en y py. 0 sea que la orientacidn-
relativa es independiente de las observaciones x'x" {0 x Uxi';
0 x vxi“}.

Para formar las ecuacionés de error para B8Y = AX - L se divi--
den ahora todos los elementos entre bxc.

Como alternativa a esta divisibén se pueden considerar agqui los
pesos correspendientes, Entonces se pusde utilizar directamen-
te la ecuacidn BY = AX - L de la forma anterior,

E1 peso para una "Cbservacidn cuasiintermediaria" se obt{ene -

mediante: -4
p-[8 8]
S lbe 0 he O ) et 0
8-8 0 be 0  be o 40
4
P I YIPY

Las observaciones contienen el mismo pesc independientemente
de la posicidérn del punto en la fotografia., En las ecuaciones
de error que siquen se utiliza el célculo explicado anterior
mente {divisidén entre b x c}.
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La ecuyacidn de coplanaridad linealizada finalmente para ejes
fijos [cdlculo general (2a) o bien {2b} usando una fotagra--
fia vertical) queda comec ecuacidn de error:

V

vy |

K

_ AX

1 . ..
e [ (wi'vi® ~ a'w”) olby
P (”tJVi‘ _ w:m.;) o b2

4 {(bx- vil~ by w2 xi® - 2egyi®)
4 (6} cwi! - 63 -w")(df#ff#" & ¢ }"r")
- {br"w‘f: - he. g_;'){ an 5" - an y;"}} o/ &

~L Jinw fn d)

~ €S S ,;f)} d ¢
+ [.(6;- 1,(,”’ - 5/ -uj’)(lk'ffﬂﬁ + /fé.-:?gg - C Q'J,J)

- {bsw'- Iay-uf') {~xi"243 - yi'ow CQJ_{)} of w

H[Pf‘ﬂfm T boc /b‘*[("’f'!%")‘:fm"m")] l

A

- 6;/[{::.«"1%‘ “J- (m*"u;”)]
shefloi'vi]- (v m"’}}]

™

-] .

Ko + ok i Yo'+ (K*)jm ¢ dby
do + o4 ; 2ot {'Zp")jm v o be

(9./8a)
We + ol

4 { (by vt - by w'){-xi*eeswios p tos & Y im0 B £

Hby wil- be-vi')[-xi'sng txn syt d 1ok - £ tes)

- (ék - ba a;’)[ X s cas g s ¥ - s m.r;ﬂ Lnd
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En form2 andloga ze puede formar la ecuacién de error para
ejes que participan en el giro {cdiculo de SCHUT {(2a + a;)
o bien {2b + by} usando una fn;ug}affa vertical)

Vv . - AX

Voy 1 [(m‘ ' - u;"m'*.) olby

&6¢
Alutv?- wlue") ol ba
# (- by wiu by
4 beul uit 4 bz vi'v") oK
# (- byoviw by "
Y by wihwi” - b’ w”) a?;’
4 { by vi'vit 3 b w

. "L?" . Urd'lf.-.# - bf ‘U.-JW:.") JHJJ |

S SRl R ey
= byl {aiw)- (w' s
4 bg[(u,-rw,?.(w"w:-")]}J

- L

| | (9./82)
Esta relfacidn tambi&n se puede considerar como un ajuste de -
condicidn con incdgnitas (B = - y w = L), De esta manera se
consigue de {1.6/11} en forma conccida:

AY + BY = w
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Fcuacidn de transferencia de escala.

Bibliogra ffa: Jordan-Eggert-Kneissys TIII, Al pdg., 46
Buchholtz/Ruger, Photogrammetrie: Transferen
cia de escala a la fotografia contigua.

(10.3.8 32a, edicidn 1973).

Ei ajuste con Y25 referencias del capftulo 6 (ver ecuacién -

de error (6.7/1) ) tiene la desventaja que lzs coordenadas de

todos Tos puntos de liga se determinaron simultdneamente en -
e} ajuste. Para ello se debieron dar coordenadas de aproxima-
cidn. (Desde que existen métodos de particifn efectivos para

simplificar el procesc de inversidn de las ecuaciones nerma--
les, el ajuste simultdneo de 1as coordenadas de 10s puntos ya
no &s yna desventaja verdadera, constitufda por el tamafio dei
sistemal,

De todas maneras debe ser posible en principic, resolver este
problema de ajuste nada mds mediante ecuaciones de condicién

sin copocimiento de Tas ccordenadas de las puntos:

Para 1 modelo se tiene el caso de la "orientacidn relativa",
Las flrmulas necesarias de dedujeron en el capftulo %,

Si se tienen mds modelos, entonces las ligas se obtienen me--
diante:

1} condiciones de coplanaridad.
¥y 2) condicidn en la transferencia de la escala.

Pe cada punto a Jes n - rayos de los n - centros de proyec--
cidn se tiene:

n -1 condiciones de coplanaridad
n -2 condiciones de transferencia de escalta.

tas ecuaciones de coplanaridad ya se trataron en el capftulo §
(para el caso especial n = 2). Ahora ya nada mis se debe for-=-
mar 18 f6rmula de 1z transferencia de escala (y seguramente T1_
nealizada para el ajuste}, Las referencias del capitulto 4 sgn -
nuevamente el punto de partida {modelo tridimensiocnal}, La de-
rivada se lleva a cabo por ejemplo con 3 centros de proyecciéng
una €xtensidon a n-centros de toma se puede entonces hacer facil
mente.,
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Ecuacifn de partida (ver {4./1});:

\E" ’ fnl + JEJP:"

Con los componrentes:

X: Xo'
e = }?‘
2 2o’

ue!

!
'*Af HJ

M-J

faﬂ 4 fh.';);.u . §a# JJ;J.;O‘.MP

-#t
Xa. 't-J'l‘.hi Xi‘m U‘
. B
= }é' 4/tﬂ V{' £ jéﬂ J’L yﬁﬂ
. 7
2o Wi 2" b

De 1a (itima relacidn se pueden caJcular los componentes de la

bhase:

Ai

L

&

.
[o0
f '
vi'| - A
{ i !
U{' i

A v

A

AT

/Ut.'”"
v i

Vi
Yl

/ u‘-u l1
m,ﬂ'f

| W

I?#-A?;E
-
-2
. ’yu.ur *h#‘l
w- X"

|

11

272" |

[ b
by'

L be!
( bs'
b;"
\ bﬂﬂ

Lon las transformaciones conocidas del capftulo 4, se obtiene
para los factores de escala Mi:

bxl _u‘_' b‘J u"ﬂ" \
A.j‘_ by.ﬂ' _ V; i 6}’; Vr‘#
¢ et -t iyt u¥'|
"..?’i+II - Vf" v;" v "
Er el modelo 1:
( o e LI )
U;J bkl
/}_ﬂ_ Vl‘f 5?1‘
! et —ut
V‘..r - V;‘ *

(IG.Kia:

.{to.fib
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bf" e uﬂ' “ by# Ul'n
/\.”. by" - " . by” W
L {-"i' Frs - U.-. m |“‘ F .*.,I't"ﬂ
. . -
vt YA v Vs (10.;"11::2]
- en el modelo 2:
(Dll GIII)
o " bx g
' #
" vi 6}’
flli - u; 7] -H:'“
. - (10./1c}
Vi - ¥

ta condicién de transferencia de escala debe guedar asi:

1a Ai" del modelo 1 debe ser igual a la »i" de los modelos -

2,.. N, por consiguiente:

I'; A o

= 0

- A {10./2)

Substituyendo {1b,) y{(lba) se obtiene:

.M - - . .
bx o L i, d -~ &y d .Lu" ha’ L it

M M o

by v lw -V Vi by'| lw” w
La condicidn {2) se debe ahora l1inealizar con respecto 2 las
incdgnitas, En el presente caso {2 modelos o sea 3 fotogra--
fias} sa necesitan 11 inclgnitas {5 para la oprientacidn rela
tiva de Tas fotograffas 1 y 2, & para la conexidn de 1a fotgp
grafia 1,,. de aguf viene el nombre: transferencia de escala
fotografia de conexidn siguiente).

Como fnchgnitas estdan (ya anteriormente se tom§ en cuenta 1la
dependencia de u v w de los dngulos de giro ¢, w, k}:

%, kWK, 0w, Wi, 6}"‘. be'y b2, b)f“,'bg”
Los par&metros restantes £y X', W' b, K, b, &
se cansideran coneciaos {-conducen a ecuaciones dependientes
cuando se usan-},

Para n- fotografias se necesitan €n - 7 incdgnitas.

Al igual que en el capftulo 9, se tienen nuevamente acuacio-
nes de copdicidn con incdgnitas, de tal manera que el cdlcu-

To de ajuste general segun {1.6,711) queda asi:
By = AX - ¥



Y
a

Substituyendo las aproximaciones dif.
en Ta ecuacién (2);

( br* 4 dbe®} (oo™ doc™)
( by" + ddby") (w™+ dv*)

o F
e

1773 f

b’

Vi

(ui ™ duc”)

by’ \
(bf'f-j' dﬁf’}- fvi" dwm)

-1
para las incdanitas
luct s da”)
- (v’ dv’)

(ﬂ'r.mf C-;H:'H)
[ v+ di’)

Il

213

Q

ta respjucién de los determinantes y la orderacién de acuer
do a las incégnitas despreciando los términos de orden supg
rior, da para los términos individuales del c¢ficule de ajus

te general:

=W
W/ ba¥ w?| tu -u” u” | ! ba!
- = "' - p—
b y!‘ V;." VJ. F - “.! V‘,ﬂr yf.ﬂ; v‘_i b?‘.ﬁ‘
- A.x X
.J L{; » U.‘l F , bx ¥ u’-!l L ., u;! h'r ] )
AX = -ut LIS 078 D L 7 IR § N 7
S I7a v byt w¥ vi' by
' bf” ul ul y u‘-.f 61’ ! .
-1 i . “ - W , , d'l"‘;l
b)’ 173 "N 6}'
wuﬁ - i’ ¥ ” w' o - #
4 v , 0‘”)1 -~ p db/'/
VI-J v;l V‘*J‘ - M
,} N -4 b !
I Ut. - u‘ . L Ly 4 Fl
l V[d _ 'U'; v“ ! byl
- 1
LE - ] 5* i .
+ b - we” 1) dv (9.73)
A
vi! " v by .
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¥ B x ¥ b
u" - u.w 1
L -y [
- v bi U, 4 F) . A
8 Vv V) ’ u b)" T y; @ dﬂi
by ] _
ha” T wit i 3}
o ! ' dv,
’ (U‘ by v L P ‘

' e be* " » w’ bi! cfu'#
+ / o o + V" -4 i f
.‘5}"’_ Vi Vi 5}'

¥ ) ) )
U; ' b# FER » _ U'- ¥ [ £A AI'I a’ Ff' F
- x . o o ‘
5" v Vi by
., U.l’ _ H" f.."; [
- I,Jy‘ f i , - v, L ‘ blj d o -
Piﬁi = v,.'- VJ‘ ' b-y‘
Joot o - u !
+{ bs ‘_, ) -~ ur” y be ) of v
LE -V i b: é;'

tn este punto existe una diferencia entre:
a} gires alrededor de ejes fijos (ver (9./2a, 3a, 8a} )

uil v.' son funciones de los dngulos de giro k', #', w'

se cumple:

ovi' = —%E— dx’ ——»—g;’ .{:;'gﬁ' 4 __g::’ of o’

0 ¢on la ayuda de 1os elementos de la matriz de giro A':

ol !

. HIW-L‘J o g°

o v'

( ez vi' - Qu y.‘y de' 4 (A',"I;}m’rmpf"ra_r U"-y;fr,'n u’(asf_r,'q#
-C dnu! n pi’) 0’?“

R ¢ (‘Jﬁldﬂ -/'-J’.'.Jt?)g | C*QJJ) d’uf
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Andlogamente se procede con las fufagraffas 2.,.,0,

En Ya @1tima férmula se utiliza para:

. - . L x w -
L::f;:'} g s, w0, "
7w,
¥ Haral
' i - o H -
i ﬁ?'} /AR Y S
L)

”
TR 213

- Ly
et - - QFy

En el sistema de ecuaciones [3) BY = AX - W todavia se tiene

que substituir estas ecuaciones.

ton &s5to se han formado las

ecuaciones de error, Aqui no se hace todo el procedimiento -

s5{no que se aplica el método de SCHYUT
més sencillas,
b} Utilizacidn de ejes que partici
ver (9,/2a,+ 3a; + Ba,}

Con ayuda de las diferenciales de (9,

aproximacicnes diferenciales du'..., d

du‘:; = -V;’Id'k" 4 H’f’d#’

dul - wtdw - v d
ot = - wide Awtdyr -
dvit = wigwt - whde” =
o i = - e s A §" -

"

u"” a’.j./ Fre - w;.-.lj ﬂ;w.f#

d“.#

Fstas relaciones deben substityuirse a

, que utiliza formulas

pan en el giro

/3) se obtiene para las
vlll

. ] A
T ﬂuja"..ﬁ" 4 Qe 0"}'{

L

} r
Qs dx' ¢ an dy’

- .
t?##ﬂ-h'#*’ ar¢ ‘7:?? !
- .
e o’ an ﬁfy?‘
A

O et 1 20y aYE

, F v
2. o 4 an” dy

hora en (3), Aguf se -

aplica ademds la restriccidn adicional: se trata de fotagra

Tias verticaies. Con ésto se simplifi

can mids las fdrmulas,

se cumple que: ;3 = d25 = 1 3 az1 = 2312 = 0
Par 1o tanto se obtiene:
-- DAra -w
I A \ _— o
1;/ ba 2 “ o —u¥ i’ i T e bx’
— = ' - -
) . . . . Fl




para A x X - 12¢
A e
- ¥ o ba
uf bl' _j ‘+
AX = -~ i " , db}f {-'Uﬂ Vi - L U.-) b}l’* v
¢ f]
-4
' & b‘ u
' d &
{ vl I'nf'.i: f UJ' f--’; ) VJ !}’.J +
vir b ”
bk’ ¥ Fin w i
by’ w” v by
i
L) . . o b;" ¥
ptwee P ET - et | | dw 4
3 { by' w,' Vi br
- f g \ i -~ ”
vi W e L2 d- bk’ "o ; A , . 0@’ f.‘-y 4
vil  -w” Vi - ¥ s }
m " . L';-J' -,{J‘. L b;’l db"a
{u£ bz'-iv’f br'"} P/ ~-vi” ( " m o 1"‘ ) Vi b}’ I
1 ?
A - * o L b o,‘ ”
n,
i (- by i Sy v by’ ¢
- - L b T n.t
bl el RPRFTA wi ‘ ﬂ-l ofw”
i bt wt it by
y - para B x V ) N
f' p;” + b.. ¥ “ “ J!I;J
8 v - = VI' M a J ","’_.‘1# VJ-H‘
- R
R b*l I'.'-jf” . b," L4 F2/7] a’!ﬁ'.'
(" b?‘. - v vi™
- . )
bx' “t.ﬂ' . Vl“, Ly L& ) a’-ﬁ
- Vj b};” | V}" L v
¥ p N
5 5 ui” . w" th b ) a'}n
- ’
4 by.i w..ur Vi ! bf
L ‘.‘f o
*b} 5“ "t - v tr. brt dar
) v Wi by
it - " P b 4
- i
4 bl’ |r"|. . V;' 1 i'ﬁ" by‘ ﬂly.i {1':.;!' )

donde nueuamente deben rcolocarse {observaciones cuasiinterme-

diﬂriES} . d r{' ! - V,&,'J ;. 0’ krr' = V.-\,f' /‘ g‘ﬁl’” 2 lr’:..‘-'

0!}'1'-' i V}n" ; d}-‘f' € 'ﬁrf' / o ;ﬂ'" - Vyf”
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Refiriéndonos al ejemplo del capitulo 6 (pdg. 8%) con & foto
grafias y los puntos a.., t se describe el siguiente camino
do ajuste, la constelacidn alli dada conduce al siguiente ng

mero de condiciones:

Punto j fotografia Rimero de las Condiciones de
. 1 condiciones de transferencia de
coplanaridad escala (i-2)
(i - 1)

a 1,2 1 0
b 1,2 1 o
o 1,2,5,06 3 a
d 5,6 1 o
2 5,6 1 o
r 2,3,4 2 1
& 2-31“‘ 2 1.
h 2,3,4,6,7,8 5 4
i 6,7,8 2 1
J ‘Gl?ss 2 1
k 2!31“ 2 1
X 213-“ 2 * 1
L 213lhlﬂl'?|8 5 L
n 2,30 2 1
o 2,3,h 2 1
P 3,4 1 ‘o
| 3,4 1 o
r jr'b‘:Tl‘B 3 2
5 748 1 o
t 7.8 1 o
SUMA hao 26

En total se tienen 60 condiciones y el cdlcule de ajuste --
{1.6./11) queda asi:

-8 V A X = W/

oo, 420 4154 iods  Lad éo.4

(1e./5)

En dificultades se puede ahora proceder con el algoritmo,
Se pueden utiltizar las fdrmulas {1.6./11) a (1.6./16).

La X; {incfonita de coordenadas) n¢ estd contenida en la -
ecuacisén (5), Debido a eso no se puede iTlevar a cabo una -
orientacidn absoluta del bloque. Sin embarge si se puede -
hacer después del ajuste y mediante una transformacifin de
coordenadas tridimensionales (Transformacidn Helmert),

£1 resultado final se puede probar mediante la comparaciédn
con las coordenadas terrestres de los puntos de pase.
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11, Oriantacidn Absoluta,

La orientacifn absoluta ajusta el modelo al sistema coordena-
do terrestre {antes ya se debid hacer una orientacién relati-

va), Se puede llevar a cabo una transformacién de coordenadas,
si por lo menos se conocen los siguientes valores:

?J(A‘-t ¥ da -, /Ya: }{f ZA)
pz ( Y2 Yr &y ; Xz 3‘/2 3:)
Ps (x3s y3- 25 . 23)

X: » wi o+ 2 Coordenadas del modelo
Xi . ¥Yi . 2/ cCoordenadas terrestres

Por 1o tante se deben determinar 7 pardmetros independientes.
{COoma se debe proceder?

pﬂr

n—--__-____._ _.,'._

Se deben efectuar los siguientes pasos:
1) Traslacidn del tridnguloe del modelo (3 pardmetros).

Se trata de un corrimiento del tridnquio de partida P.P,P, a -

causa del vector de coerrimiento )

Esto se representa esquemdticamente asi:
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E! vector de corrimiento y se obtiene por:

ij - f#

con los componentes:

a/; qu - Xy
7 iYs -y
J’f 84 - 2a

y con ello se obtienen para P;'y Pi'las siguientes coordenadas

nueyas:
’ -
f"";‘!J . ¢ Xx\
el = ¥ 14y
22’ 2: A 3’:/
fjJ Xy A 3’:"
)
/3 = FERANY ¥4
23 AT d’e} (vt./1)

en general: §f’ 4 fi 4

Con este pasg e1 punto P; del modelo pasa & ser el punto PG‘

terrestre,

?) Determinacién del factor de escala {1 pardmetro]).

. NN

0 gﬂm P;;;,, .P;* PJ

E1 establecimiento de las férmulas estd tratado en el cap. 4.
Para el factor de aymento 4 se obtiene;

A = e - {ao | Ha - fad | Sttt
“Ez -‘E'I[ |f2"§"’l ‘f““z alelyr -yl e ler - )7

(v1./2)

Las recfas PG,bg“ ¥ PGlﬁa” tiene ahora la misma longitud que

las distancias terrestres PG1E: ¥ %‘ %3 . [esto también se
cumple para F:ﬁ: Y.
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Los 3 pardmetros restantes se determinan por giros en FE‘-

Ga) Giro de Po" a PG’ mediante m, .

E1l eje de giro pasa por PG‘ y es perpendicular a la superficie -
definida por PG‘ P, " Py " (puede ser descrita con ayuda de una
matriz de giro A;}. Debfdo a este giro P, " pasa a ser P, "’

3b} Giro de P"' a Pgps mediante o,

A
o o N

far

"%2\\'\

El eje de giro es PEl PGz- Se puede descrihir con ayuda de la -
matriz de giro Ay. .
El giro total se obtiene por A - Ay - A .

La solucidn para la orientacidén absoluta estd dada con los pasos

1} ... 3b). Para cada punto terrestre se cumple Ta sfguiente rela
cidn:

Soc = A-Afiy

X" X a’a\'
Vil = A Ay
2: &) Ay

(11./3)



£l probiema surge zhora al determinar A,
Nuevamente se hace una diferenciacién en A y A e
3 R

para Ja) E1 dnqule o, entre lcs vectnreé PG]‘ PGE’ ¥ Pﬁl' Pé

6owen ey Fooors fdéntice al dnqulo tridimensional entre Tos
vectores unitarios ¢ ¥ d. Estos se determinan por:

z . (£: - §4
§2 - 4l
J = (;62'_{&4}
- N~
y para su escalar - o sea el vector producte:
E.J ® }I:I'fd)'fﬂ.f &7 = rof A
IEEJ!*Itf‘!d!'If'ndz =z [fin ody
Un siguiqﬂte vector d, se define como:

o, - S xd = leld) e 4 - &

Y = Y
con g = £ % d _ g oxd
,’EJ“”'I;H o; $rn o

e ps el vector unitaric en la direccién deil eje de girg en el -

problema 3a),.

Fn este punto, hay gue adentrarse en el gire alrededor de --
ejes tridimensionales fijos (se debe formar la matriz de gi-
ro para un girg de esa naturaleza}. F1 problema se plantea -
de 1a siguiente manera: '

£1 vector r esta dado en el -
sistema 1, 3. K.

Este debe girarse alrededor
del eje fijo a (donde 2 es un
vector unitario en el eje)
con el dngulo ¢ al vector ¥.
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58 conoce:

n vecteor normal a2 la superficie definida por 2 ¥ T oes a F
. - . -+
Un vector norwal a 1a superficie definida por a, a x r es --
-+ -+ -
-3 x [a xr).
. + : . T+ .
El ‘vector r se puede expresar en el sistema 1, J, F, mediante
los siguientes componentes:
- F Y

-3
ro= ry-< -f-r},‘j o

y el ingulo entre r y 2 es:

-3

=l e
L& - e : . Ped
P lrllal csa [ cosx B

Los componentes del vector r', marcades en el dibujo como 1,
m, n s5e ahtienen por:

I« # (-G x(3x?) - 2lIrlwse) - ZEE GG
cos § (-3 x(247))

snd [ x?).

substituyendo esto para el vector r'
';l,E.i‘.}’—(a_cgﬁ(d’x(é'x;:})-*ﬁ""?'(é,"'?)

sacando a r como factor comin del lado derecho

P p (88 ey [33 0] - 50 g (ExE)

i |
r

w

|

"

n

La expresién entre parentesis es la matriz de giro buscada -
para este giro alrededor de ejes fijos:

=37

ros A7
con 4 . (f-i’-&f)(mf—(é‘x[}&hgﬁ + 7.8

0 expresada en el sistema 1 J ¥

15

(4 cos J)ast+ cos ¢ (4-cotg Jar ay (4-tes )Gy ax

-ag &n g 14y $o §
A-tos gjaxay {4'(051}’) ﬂyd [A- rasf) @z qy
5‘?1 Lin 9;) 4 LA ?l ~@x Sin ¢
(;}‘-(NQ‘}.{?;.‘?}. {(A-tes §)ayee M-m;‘)aﬁ(“';“}

~ay gin ¢ 105 £n ¢ i tos ¢ )
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Despuls de que, en general, se formo 1a maitriz de rotacién para
giros alrededor de ejes fijos (por conocimiente de un vector -
unitario en direccidn del eje de giro), se puede pasar 2 la ta-
rea especial en 3a):
E1 vector unitario en la direccién de)l eje de giro es E:
ey
-
g = Ey
Ee
Una rotacidn con el &ngule o3 conduce andlogamente con (4) a la
sfguiente matriz de rotacion A,:

3

. e 3 . I -
Az‘({‘éf}fﬂiﬂz-fff‘ﬂhp{z R
con los componentes unitarios: .

T ( 4-cosds) 2t cosata {4543 ) e & - €rhinxy (A ) et Crian,
A; = (d-rmau)me, ttinty  (4-00542) 62 + cog w2 (4-te5} 026y - Cadin 2

(A-cesie)ener -G sinn (4 testi)esls veitingg  {4-tsi) el s cosde

(11./5)}
donde se cumple: Exza‘ grz 4 géz = 4

para 3b}. A continuacidn se tiene que formar la matriz A,para el

girc alrededor del eje 5EX-P E1 vector unitario necesario -

G? .
es d. . A
Con: d - d’,
de

sg obtiene la matriz de rotacidn;

{A4-cosay)dd + cosu; (1-Cosqs)dedy -t Sinas  (A-ogas)dad +dytipny
/43 = ("f' e m"_;)::-'.l'g pff ! f)l’f Sn a3 (4 fﬂ.fu’j) Q}E + 52 (J-r‘ajfda’fﬂ;p 'du?}w-r_';
(A-Kﬂjdg)d;ﬁfg '&F:,! $ind3 {4'1’5.'?9#.5)(3’}&’{ Xy Lind g {J’fsj{;}df 1 (03

{11./6}

Ahora el problema es {a diferencia de 3a):
El dngule oy alin se desconoce. E1 punto de partida para su obtep

éiﬁn es (1) y (23):

§as = A Ay Ay vy ;g §ar -

Para la determinacidn de o; as syficiente con unz componente,




Una transformacidn de 1a {l1tima ecuacién da:

Eﬁs‘a’ =§;;;*fm *§4 =./if/43‘/42'f3
: 5 441 (,f.,4). f})

Se escoge por ejemplo la dltima componente. Esto conduce a:
[(4- cosats) oo chy -y sinas ] (3= o) # [ {4+ ces <3} dly cle
+ d I-'ud'aj (’yf" ~ ,V,_,) £ [(/.f-faj«’j) Al tof oc";;] (83”- f-:} g Zj - 274

Reordenando para las funciones de la incSgnita oy y usando otra
nomenclatura para las variables se obtiene:
. e *
($inay)- A s {cosez) B+ (F = 0
Mediante algunas transformaciones trigonométricas se obtiene de
alll como solucidn:

y -
‘;4?? f‘;_i = Bx_fj(A*;‘}lA."*gjz'(,z
o3 -

$in oy = LI T

4 - ta’ %%

A -day Y
(05 daj

A+ 1a2° Yy (11./7)

Se obtienen 2 soluciones para oy {para diferenciacién de giros
positives o bien negativos).

Las nuevas variables tienen las siguientes dimensiones:

A’ s 0«": (y‘gﬂ-,]?) - d}’(ﬁ"/‘n’é}
81_’ <dp- DY +(e7-24)
ctoe o di-0t -(2 - 24)

1)* r  ox (n’l‘,;"— X,;) g d)’{}’i”— }'4) + a’ﬁ{z?;“- 24)

La solucidn correcta se puede determinar fcilmente escogiendo
el signo correcto para rel giro.

La matriz de rotacidn final se obtiene de la multiplicacién de
{5) v (8).

Bitbliograffa: Giro alrededor de ejes fijos
JEX,

JEK, TII, Al.

Orientacién Absoluta

Finsterwalder pdg. 3. 4., 1%¢3.

III, Al pag. 34, 1972,



12. Ajuste de 1& Orientacién absoluta,

flanpuds de que en el capftulo anterior se mostri el camino geng
rel. para la solucidn de la grientacién absgluta {dados 7 valo--
res}, ahora se considera un ajuste para este problema debfido a-
que se tienen ohservaciones de mis,

En general es vélida la relacidn tridimensional:

T © n VYectores unitarios -
en el sistema coaorde
nado del modelo.
yectores unitarios en
‘el sistema coordenado
terrestre.

b
g
4

Fara el vector £ en el modelo se cumpie:
g;f . ( £y e;)
y péra el vector Egq Que se dirige al mismo punto en el terreno.
r : '
§or = (X ¥ 2)
E1 vector entre los origenes de los sistemas coordenados se desig

na como vector de traslacidn: para &1 se cumple {el sistema coor-
denado terrestre tiene el grigen (0/0/0}) ):

c}’r * ( Xo Yo 20-)

Segin (11./3) permanecen entonces como relaciones vilidas genera-

les: o
§or = A A {0+ y (12./12)
_co.t.j cos i cos £ JioR 1 $ep D Sinfcas & Sn LR ~tef L f cs X
/4 d 105 § finyg  WSN KR -gnD Saf Lok A Al (SR 10k 5 | £ K

$ing - finn tol § (o5 L3 (o5 §

La matriz de rotacion A se presenta como furncién de 10s &ngulos:
k, ¢, 2, Se cumple:

_A
A z A 7 A: matriz ortogonal,
Se escogieron letras mayisculas para diferenciar,
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de l1os dnqulos de gire en la orientacién relativa.
In la orientacién absoluta se ¢ira todo el sistema del modelo.
(1) desprjande ri se ghtienea:

& 5 AT (far - 5)

con los componentes individuales;:

'Ya
X 2 an ay \[X XN A l
yeof F i 2w an aeu | Vo |= T i - B
2 /l' ad+l oz 213 2"2a AJI {12.!; }
Debida a esta solucidn, las "observaciones” - o sea 1as coordena-

das del modelo x7', y'y &' - se agruparon en el lado izquierdo
_ de ta ijgualdad, io que es una ventaja para el cdlculo del ajuste.
e Las incdgnitas en (1la) son: A, Xeo, Yo, 2o, f ¥ N ; K
y eventualmente (X} las coordenadas del punto !i, Yi' Ii'
En 1a ecuacidn {(la) se necesitan valores calculados para ¥, Y, Z.
Estos se pueden calcular aproximadamente con ayuda de las aproxi-
maciones para las fncégnitas: A, ., 2., ¥, Xo. Vo, 2o .
Linalizando se gbtieng con ello
- las aproximaciones dxi, dyi. dzi para las coordenadas del mode-
1o pueden considerarse como resfdugs -,
Dre D xi axi _&_‘ ?.n l‘.l AN i _:)r.r' AW
Ve oly; ﬁi_ﬂg s ax'dn 7 &b 2o + d§4 )
J Y Ao 1= _9_&'0,54;_31. gﬁdy 7Lnf3 d}'; d?-f;i-d
Yiil 2¥ 7| A 9 z ’ g"’- 9
D , P e "y Py O A B
\/ 4 fqd-k%
igem. ™ X ber, )
- Jiogem - Y ber, -— L
24 I.:!m. - 2}‘ dav,
gn 2# Jf"dg;\'
ax‘ dX; 4 d ;VJ 32‘
fl)__}'r. . _Q,,."l' d
4 T dxi 1 ¥ o b 32' & + Az)&’:_.
2 &
'J;:_ Ay i prin (12./2)

A

dy 9*' dz/

T -

gt - 8




- 137

Los cocientes diferenciales se obtienen segiin el esquema’yd ve--

rias veces considerado (ver por ej, el cap,
- para 1as ftnibgnitas de orientacidn:

q):

LI - AT - A 8,%.-;,41”3
oo aw ,.%}";4:'3“*2 R R

35 - () o5 4158 3 A1)
B (35)er o A (W)e )
B (%) - p ()8 TR E)e

donde las derivadas de 1a matriz de giro A con respecto a los

dngulos de gire gquedan asft:

- sir:; lof N Jin }’ $n K

7
$in £l 708 _ii' ces X ~$in g ot d O i

<
L

oW

W
oy

205 N cos § cosk S S P fnR

1%
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i
0 o 0 ('Irjf
7 AT
(szl = *Qp -dyy @l i8]
As'T
- 3F} ] a.} 21 g.ﬂ
--9 -
Q4 - a4 0 UK
wy ' a¢tr
JA = az -4 21+ | 2
o K AT
Q23 - 443 0 ——1—5
g
- para las derivadas parciales con respecto a 1as coordenadas
terrestres, ) .
Dee . A4 2 ; dyi X a4 ; _9_?_ . 2 243
?Xi A gXi A o Ai A
9 Yy - _’_’_ Q 4 j' ._2)’_"._ S gz""_ = -l— 2,3
Yi A 3)? Yo ”
D'Y;' . _"I_ 0 14 ) __Q_IL : .i_. a3, —9'1' - .._.f.. &
SET; a0 P T L A TR T A
La ecuacidn de error en forma matricial gueda asi:

l V= AXe - L + A Xs (12./2)

En Ta orientacibén absoluta de Onicamente un modelo se eliminan
los tarminos A4;%; , de tal forma gue 2 cambia a:
V= /44/"4 - Z

¥ comp vector sglucidn X,

. _4 -

4 -A T 7
Xa o (AT(BPBTIA)(AT(8P78) L)

En esta solucién de X, existen correlaciones entre las coorde-
nadas del modelo observadas (debido a 1a orientacidn relativa

hechz previamente, etc,) que ya se considerargn mediante ---

ap 7. ver capitulo 10,

Regresando al caso general: Las derivadas parciates (pdg, 137/
138) se substituyen en {2), obteniéndose como ecuaciones de -

error para las ceordenadas del modele mediante el uso de ejes
fijos.
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para X,
Ve = - feu(Xi-do) v (Vi 1) tanf2-2.)] ol -
_ f as oY, - ;I:’ a0 0 )o - /_fa“ o 2o
4 f[;,,,;fw(x ) tafonn(¥op) v (E-D)]d
o 2 s (Xik) - anl¥- JG)}W: Ny
vxoamdXo v Joudli o Las i

- ( rl‘it"m.’ﬂq - ,1“:‘ .h.?,wjnd)

También se obtiene el valor aproximado a calcular para Ki come :

Xi‘b:r. : /]4 [ﬂﬂ{X—XJ)'Qz-f(y‘ K‘) "alf(g"%zy

Para ?i
| 4 Lol .
vyi = g e (KXo van (H-Fo) 100 (20-20)] ol 4
_f 242 ﬂf/Yp - jf Q22 ﬂ',’f: - /';—f az> :’-‘f‘Za

+ 5 [siaa ces § cat & (Xi°Jo)-5in 1 rss}:nh#{ﬁ'-%)simLh,‘i’{(ﬁ'-z’;jgf
f‘[ ai (X A’) can (Vo) -ap (2 -2}l d 0
*f[m(kﬂ'-)ﬁ:} - 242 (Kf}/”jd}{
4 ;— a.le oAX; + f 222 dK‘.J'j’ a2 dé —( Yigemrsen = %’e;-,m.x; )
Para el valor Y. aproximado se cumple:

j):' ’ :-F[if:z (*-/V:) flﬂz;{y*ﬂ) * 332 (Z"?ﬂ!}



Yy para 21

Veo, = 0 = :J,{z [‘“3 (J{,‘-X:) 1823 (.Va ‘)';) tan (z.;:"-faﬂ A A

./.{‘1 asat odYe - ;f-m: a{J’a —~ fﬂn of 2o

."jlf[*mﬂrm deoswl X -Xa)an‘nqrmffa‘w(if'-,kf}~rauzh'.;j(z—&ﬂa’j
-*;‘/f[dfz ()':'-Xc) s @u (- )ﬁ) 4 232 (Z,'-Zaﬂ ol 2
4/-? [azz (Xi-Xs) - au (.V:'%)J o ¥

siau dte v fandlis fan dZ - (gmen - Zpoctan)

(12..«’3]-J
el valor aproximado calculado Ii aproximadeo:

2o ffas(XX)anly-1)ses(2-2)]

El problema completo debe ahora considerarse para ejes que -
participan en el girp: -ya se habia heche una consideracidn

analoge en j2 orientacién relativa. En el caso de ejes gue -
participan en el giro se simplifican los caeficientes para -
cadz iteracidn comoc sigue:

Para 1a la. aproximacidn se obtuvo la matriz de giro AE

1)
4 o b
T . .
A“j = 0 A 0
: {0 f A

En 1a 2&., aproximacidn, debido 2 los &dngqulos de giroa pe-
querios, se obtuve A}z}

4 dk -d3

T ~
Apy = ak 4 dh
dd -dn 4

La diferencia dié camo suplemento a la matriz de giro:
| O  di -d}
A=Ay dA” = [-dv o do
d¢ -d2 0



Ahora ;e coloca % =3'. {1} queda as?:
| , X;' - X,
e = /1 "4. ! i - ¥
. . 2 . 27 -2,
Linealizacion:
% . X Ko + di -l
il = A dA) A s dA) | Vi-Yo s d -dYs
i . f-zf“L)ﬂ ‘n’z’{-m'.?a

El lado izquierdo de la igualdad {valores intrinsecos para -
‘las observaciones) se puede escribjr como la suma de las ob-
servaciones mis los residucs. En el lade derecho se efectGan
tas multiplicaciones, se orcena de acuerde a las incdgnitas

{despreciando productos similares a dix' - dAT ., también -
designades como productos de 2o, orden), se obtiene con ello:

Vi Xi (b X X = Xo
V}'f Pl oy ] T ..f}.:'/qor (5/;}* Y, + /?nr Yo - Yo oA A
Vei) \& (20,20 2 - 20
~— e
}’f I? J‘“‘! 'd} X;'X:J
i iAol [-av o dafl kY
E!- bfr.ﬁ‘r*dﬂ; d_g "d'-ﬂ &2 Z;- = .L)p
dXe ‘ olAY
'/]alﬂﬂT ¥ + o /4”7 oy
0;{}-9 dc?r

{12./22)

Este sistema de ecuaciones ya se puede resclyer nuevamente,
para las coordenadas individuales,
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Entonces se obtiene para ejes que partic1pan en ¢l girp =--

c?n?idnr;anr!n fue : CJA’ . - A_H o A

-

. Lt 4
para X, o A
Vi - Af" {-RM {'Y‘.'X# ! Ei‘d(h\'}{?) 1 ‘Q'.H{Zr-'znﬂ o A
--;? au olXe - ﬂ.’H gV - /:['f 231 2o
+ 7 (znzé)‘off - T (- K) dx
.;Ai & et adXe ¢ j—’fam d}ﬂ 4;{{214(2’&2{‘_
- {gi medido - Ii-calcu1aéu)
para ?1
V}’:' = 'E[QJZ{X X}*agz()’*,"j\*au(&-ﬁ) JJ/{
- { aw dls - 7 A 2w o Vo - £ as d2,
A
(X X)de - T {2-2) 40
4; aa AN ;11‘ dp AV + j’cz,ré AL
- {TT medido - Y. calculado)
para Z,
Vi, * ;‘f"[ﬂﬂ(f X)) v an (V- )/)*Q_rg(cz z’a) o//f
-;‘ aa offe - ,?' az: d ) -j-a_u o2,
-!{T {J’-J’a) d N “'j! {Xr‘*/hr) Of'.?
4j’1 au.a!,k'f‘ + ;:—’ 2z w*)’;: ij 233 &

calculade)

—.{Ei medido - Ii

(12./3,)



- 143

Para el ajuste de un solec modelo se simplifica la linealiza
cidn {22). ya que el término:

v T dx
./]p An ' dh‘
di Se cancela; Por 1o tanto -
para la ecuacidn de errores se obtiene:
Vi [ﬂu (X;-X) vam(F-Yol + ass (& 'ZJJ
!
Vyi | = [an{¥i-Xe) +an (Vi-1) + an (3:'-?#)} o A
Va, [Ed !Xf'.‘fﬂ) 4&23“':"}5) 453 [37' '?‘-"U
r’]pJI ](h"y#)dl' - /'lﬂjlfg:‘l?ﬂ) C}_l)' Qv Qis 934 D{Xa
$ bt (hivk) dk AT (E-2) 4R ~Aolaa aa azn |l dle
At tki-Ko)dd - ALY K) d N2 as  an anll 42

XI' ( XT )
i - -
;; beecdned i} jreeacs

Ahora se introduce una nomenclatura nueva
partiendo de las coordenadas terrestres X Y 7 se desig
nan con L ¥ N 2 las componentes en el sistema del mode

190, Se cumple:

[_l . Xi=Xo
HI‘ - AT K 'h'?

N ZJI'Bu

partiendo de las coordenadas de) modele X Y Z se desig
nan con u, ¥, w las componentes en el ststema terres--

tre, ¥y se cumple:
ITh X=X
v =AYk
W, &~ 2o
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Ademés, para la relacién entre Tas coordenadas del modelo ¥
Tes coordenadas terrestres del centra de proyeccibn, se cum
ple:

Jﬂr d)[’v af'.i".:
/’ﬂ t:fya ¥ d)ra
dzﬂ Gl”la

Con estas referencias, el sistema de igualdades para las --
pcuaciones de error con ejes que participan en el girg de -
la p&g. 143, adguiere la siguiente forma:

Vx u’.t. - Wy _ g
vy | |- Hi | A’ 4 0 1Add + [ wldn
Ve Ne N YT : -VE

g
=3

V . vy A
cucldit - loplde -l4ldl: - |0 |dis

7, 0 4

X, X: ]
Y - A

2 bereckasd & gemesitn

Ahora se consideran las coordenadas del centro de gravedad

0 sea se aplica una transformacién de coordenadas para todos
los puntos en el centro de gravedad, Esto se debe hacer tan-
to para Vas coordenadas del modelo como parz las coordenadas
terrestres,

Entonces el sistema de ecuaciones normales se subdivide en -
un sistema de 3 x 3 y 4 ecuvaciones independientes,

En la pig. siguiente se presenta grdficamente 1a ecuacidn --
normal. En este esquema ain no se puede notar, gue Ja solu--
cidn se simplifica si hay una descomposicidn, Perg tampoce -
se@ tomo en cuenta, la existencia de las coordenadas del cen-
tro de gravedad- el textn contfnua en la pdgina 146, -



(3 N § (yn KXo 2o
ol A’ Xap = Xag & L [ - 0 i, v - ¢ g
dé f2t - Fg i 4 i 0 We ©oeug o A 0
o f? ) 24‘” 246 Zt Ay ! U - Vy g o 7 ~f
X=., ‘:"ﬁ ] L ': | b7 Lz -, 0 Vz . —f Vi P,
dXo f
1\ g ; pl oM 10 W ew g
4 o -V -
ggp E‘nﬁ - Eﬂﬁ EI A ! 4 ) 2. ¢ g 0
% L3 i - W3 g Vi -1 0 ¢
HSp oy 0w = &3 g A 7
4] ] iy [ (X I ] & Iy, g | ~
o A Vo -4 9 0
:”" ﬁﬂ‘ : 4 : Wy -Ln & = " &
PR Y 7 -V 0 o g
. : " 1 1 ! I i3 nr n
Le Mr pails Ao ',45 Ll UMy s e He }(I A w)z.f.f.{. ‘o ) }'(w‘f vigh) 1}:{yi,-uqu, ] L f I 1-;}1: V7
-wy £ it -1 O _':H:. I-wf 0 :u_: :-w,, g un 'E {wiru, ) rI (- vi) Z (—Ln'vi) if L i f‘*’
- e mma - . ‘ ' : ; , ! - - r“."
G W =V 0 W -V 2 1 -V & em -Va \E (Ir-' -i'.r‘:} Z-('W.U;} ll 0 Z"’: Z Vi
Ve 2 ) V2 ~tn ) Vit-~tn O Vn ~lp 0 g(wzwf)l : i qu & 0
4 0 04 0 0 4 0 & -4 g O e o o
6 -4 0 0 4 0 G -4 0 § 40 n | g
0 0 -1 g 0 - 0 & 4 0 § -4 n.

el -



- 14¢

Los sistemas coordenados experimentan un desplazamiento pzraigle
en el conjunto de puntos s5i se calculan las coordenadas del cen-

tro de gravedad, Para la suyma de las Ly N Hi o bien Uss Vyo -

i’ 1’
w. ©Se obtiene entonces:
] " n " "
Z i" | J Z H" r Z M‘ r Z u" * Z VI‘ - i w" = 0
I qud HY hF sz R

Pero entonces también las correlaciones con dXo, dYo, 0lo se --
vuelvean cero [ver N en 1a (G1tima pdgina). Esto significa que:
los parémetros se vuelven independientes entre ellos, Pero toda
via queda un sistema de 4 x4. En Yas coordenadas de)l centro de
gravedad, el origen del sistema Li Mi Ni coincide con el del sis
tema Uy ¥y oW, (-ese es justamente el centro de gravedad}. Debido

i i
a 12 ortogonalidad del sistema se cumple gque:

o " n
2 (-witi v M‘) = Z {widi - &) = Z(v.‘!.; cu ) s
4 HY; it

Se obtiene una 4z. igualdad independiente ¥ queds a invertir un
cistema de 3 = 3. Por 1o tanto la matriz de ecuzciones norwates

se ve de la siguiente forma:

o

4. i |
L

2 72

S, £

g, Z/Zz_l/—,,//r

0 en caso de anteponer ecuaciones
- para las & igualdades independientes

of Yo = 2 (Yfgrmm- k’-'mmx,;:,'l
n

0!1"11 = .):(y-“if*ﬁ- __,Vf'f:(‘r.)
r

q‘éa - z- (3:‘14'#- - & b}
rn

, ;
Z(f_-— [I,'@r,a - k:ﬂgr_] 4 ﬁ; [}"r._d fin. — }’-'f.':.v-_? + /‘Lﬁ’;[?-‘jﬁ“ = & i ]J
Z (L‘I A7 A .I'Vc'z)

2
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¥ - para el sistema de 3 x 3:

Jlwtrw?)d§ -Flew)dn -F{w wldk
=2 (Wi [ogem = Xined 4wl digem - 2]} = O

- X (vivi) d g + 2 (wt vl ol -3 {wiw]dR
._;Z ( Wi [yu'jfm - 7;5“} —--W‘ IE;J?"“ . 2 by _?) -

--Z {lv-' VJ") G’J "Z (H{ikﬁ') G!.Q 42_-(11&'2-‘ U.r.l) d}{'
FZ ( Ve {x;a’rm = Xr'ﬁpf} - Ut“[y,-'jﬂ,,_ - y‘a’_ﬁﬂ, ]) = 0

Parea este sencillo cdalculo consuitar como bibliografia:
JEK padg. 43, 1972 JQrientacidn absoluta,
Finsterwalder 1968 pdg. 3.4.

Buchholtz/Ruger 1973 pdg. 10,3.5 Transformacibn de
coordenadas del modelo en terrestres.

Hasta aqu? la orientaciton absoluta se ha manejado para el caso
de ecuaciones de observacidn con coordenadas del modeio medidas
{estas mediciones se pudieron hacer por ej. en un instrumento
Analégico)}. E1 cdlculo general para el ajuste es:

A - L = V

La ventaja de este métedo consiste en los algoritmos de solu--
cifn sencillos para el ajuste, Sin embargo tiene como desventa
ja que las incéenitas %o, Yo, Zo, h y &, -.- 33 -las ultimas
como funcignes de los dngulos de airo ¢, @, K -intervinieron -
como aproximaciones en los coeficientes de la matriz A, Esto
puede traer dificultades por ej. en la jteraciodn.

En 10 que resta de este capitulo se parte ahora de Ta relacidn
inicial inversa al cdlculoc hasta aquf expuesto. Ya se habia es
tablecido como férmula {la): Las coordenadas terrestres se con
sideran come funcidn de las coordenadas del mpdelo.
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La relacidén de pariida queda asi:

§io = A A fi vy

Xl‘ vy /Yﬂ
yil =4 A yil+ 1%
2i . & Zo
- (12./1a)

Las coordenzdas del modelo con magnitudes medibles, las cuales
estdn del lado derecho de 1a ecuacidn,

En 1os puntos de pase, que fueron medidos en &1 modeio, surgen
ahora condiciones en base a las coordenadas terrestres conoci-
das.

F1 cédlculo (1a) conduce al problema del ajuste de ecuaciones -
de condicifén con incbgnitas {ver 1.6,/11 ff).

A + BY -L = p

La Tinealizacidén de {la) conduce a las siquientes ecuaciones pa

En general se cumple:

ra loes suplementos dI{, d?i, dIi:

Y4

I

——a

T Y R PRI S M

—,g——/i—ﬁ/l + 7 s dys 37 d¥ 72, dls ¢ ¥ cfj+ o) o0 T dK
[+ [ »

:}3:- _'a.z + Jé: ‘ .?i + .5}_"!". 4 9‘2’ / .‘i. x
'E'T—O}/,l ] ;}X; f»f‘)’ﬂ 9}’6 ﬁ’.yd' D0 e 3'_? ar"f T of L2 4 ¥, J{/
DX . _
3 oy Vr X;I"‘ X f lfin.
A . .
Egruﬂ -A-A' jfm + KJM
2E ~ o (12, /24)
Y Vx; &1 frm C?‘j“‘ }

Las derivadas parciales se obtienen con ayuda de las sinfetiza
ciones conocidas,
- derivadas con respecto a &

DX 'Y /A
2A AC ) ) A AL

J &

—ﬁjr*— = f{gc



=)
¢

i

5}

aA/;

(—x.n‘:-.j'm:# + Yga 2 rﬂifrﬂg
-2 o5 cocF cos k) A

- (-)/ﬂu +3d¢1‘)*/]

T (xa;f +yan A Bazs)/l

¥y la substitucidn da:

j IV (xsnf cinn
J9 - iR lei F fin ¥
42 o8 reS§ nnt )

; -g'f— = {")"a?-,t 430:2)/'. i

dY

N g

r ("}'C?ﬁ -yﬂ'ﬂ" -fﬂﬂ),)j

- derivadas con respecte a ¥o, Yo, Zo
oXi DY . & . ¢
I Xe 1 Dx, - 0 4 ?Xo
i H 7 T
e ! ¥ g 2 ¥
X N/ : D& 4
T 2 D2

¥ - derivadas con respacte a 1os dngulos de giro,
DXi 24 KX (_0_,5;_ D2 _A;( A:)C
0§ "][a})C 27 A BJ)C ? 7 0 ?
IXS _ 1 /0A\, - Ok . c?/#z) . D& .-,:(17/“3
on ”’](M)C 7 "]{aa .C d o2 T e
JXi QA . ¥y oA X _gji__# jzk_

X '/](ak)é’ DX "}(M)C’ X }(‘?A’)C
caon las diferenciaies de & con respecto a los &ngulos de -
gireo, se obtiene:

-3in § oSk Jon 2 e85 Frof -ra;amrf'mf&’
_Ea}'l_;_' & I;}}J J';q}‘? ~Jin Ll (ﬂ‘j_r{fﬁ}.f ‘ol 2 fﬂjﬁ Sin ¥
ced ¢ fin2 0 ¢ - oS A2 SnF
4, -y Q42 &4 22 Az
7 . JA } Y
jgﬁ— = o -3 ax p iff_' ~ Qs an 443
0 —ay ey o 4 o

j 'r;"g" - (Xfa.f_z’-

?}’ ) *)’-ﬂh_ﬂ J"r'rs}

-2605.02 £ 9 )]

Sg_fé -"{-y*?ﬂ 1‘35332)..-*}

i

AT

&
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Substituyendo estas derivadas en {2a) conduce a los siguientes
incrementos para las coordenadas terrestres:
- para Xi

olXi = (JI*&M P Yan fé'(ld) dA + dX
J(~x,rfn Joos 8 4+ Y Sia 1 03 § cos X - 270 &2 /as}rff#)/}'df
t{-yam 1220}l -dn +{xaw+yons2an)d-di
Al euy 1amy+an ) )J:r::rm -Alaes v 4 00 Vy 1 22 )

- pa )
para Yl

o Yo = [ras+ya, 12an)dd ¢ de
1[50 & Sink - ysa Deos Faiakt +2 cog 1 CoSF Sin M)J- o
t(-yasz s 2 2n) A-d 0 t{~x04 -y ~2an)d . dw
“Afanr 102y 023 2]+ Vi gon. Al e v 4 2220 4 Qs v2)

- agra 4.
¥ pazl

ol 2i = (x-cl,;{f ¥ iﬁt?_r.r)a’/;" A e
i(xrasd tyan25nl-20s2503)4 3
i{-yag 1 2an)d do
-A [ny : f?.;.'g;; f&;;.})*hg,;fm -4 /t?zzbj, PRIV 1432 Ve)

(12-f531) =

En estas ecuaciones X, Y, Z son valores medidgs.
Para l1os puntos de pase (¢on el peso P = =) se ohtiene para las v.

VXP Y (ﬁwr*&.(?/v* lf?{j:r"')"/l’;}:)
Vip = = [ @orx + Rz2 y 4 &2) 3) ? }’:p
Vip = A (agen 1830y 1 8232) + 2,
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Oenpufy de que con Hﬂi} se formb las "“ecuaciones de error" para
giros alrededor de ejes tridimensionales fijos, se debe ahora

nuevamente regresar a ejes que participan en el giro,
Entonces 1os coeficientes de la matriz A se simplifican a

A
.al

‘_?-44 = Qa7 = 41 =c‘a5§ e ol £} = col ¥

t

D42 7 B4y v Qg4 = €Ot fall » --.

¥y ton ello se obtiene en forma andloga a [3&1]:
- para suplementos a X,

AN, = x-dd -2 4-dF ¢y Ak <ok
-Aleuny tag y + a2 ) ¢ /\1‘3..,,,
~Alaavii an vy + 2u3v2)

- para suplementos a Y,

d Vi =y -dd A d0-xd - dy < d%
“Alawy i an y v on 2) 3 K'Jm
~Alazv v n vy ¢ a0 w)
¥ - para suplementos a Z;

ol &r = z2dd v xA-d¢ -~y A-dR v d &

Al ey ¥ Qg2 y 4 azze ] & g

~Alam e £ 232 vy ¢asz ve)

gs? como para puntos de pase:

-/l{ﬁh*i" 4 612)’4.‘.?133) #/KP

V:kp ¥
Ve = - { ase 5 Qzz y ¢+ Q1 2} Voo
v2 s =) {as s apy tapz) 4+ &
P / ) P (12-;3:12)_
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Para {3a2} generalpente no se usa en esta forma, s$ino que se
agrupa con respecto a las coordenadas del modelo,

X, Y. Z {valores medidos). Sin embargo los Vip S® dejan en su
forma anterior. Esto da:

dXc < dA-xr +ddl-y-Adf-2 4 o Ae

| '-/t [oay + 20y ¢ an i) + Yiqe -Alewntonyy+aa V{)
“Adyx tddy i ddn 2 dSo

'f”ﬂ’HV t &y + Qa1 ?)+ }::jﬂr -,J{d’ww.lc??; Lfyad?;g v;}
AdF-¥ ~Ad2:y +old4.2 +ddo

iy {ﬁ’j‘ff 4 t?:z}r « ::?;;;g).; Z“J,p,;_- A (r?:-r W+ @22y + 233 ;{,’)

Usando notaciones nuevas para los coeficientes:
dh=a ; Adw:b ; Ad} -¢c; d-d2-4d

conduce a:

| ﬂ!}ﬂ‘

A&

1l

ax 4 by -2 v olke 'A{'&H,Jrf{?x;)‘ 1 @ej é’) # /}/.r.j'l'm
*/lf‘ﬂﬁfl& + 302 L-’); i &) v,:)

of X;

odVo =-bx 1ay iola ity - [arnx 1 any 42222} Vogen

“Aazeve v 222 vy 1 221 Vi)

L]

o & Cx -'0{},! 182 1l -Afezint Y f‘?ﬁ‘n‘) * 2,‘jm
~Alassvh v 21wy e 221 1)

to que se puede representar en forma matricial como sigue:

o X a b -c\fr) [dt | [KXipe Ve

AdYey =1 -5 a o yl ¢l db -AAjy | ¢ K‘fm -AA vy

o 2i ¢ -d  aj\ i i 2o 2 & g Vi
N _

Vi ' D " Xip

vyp | | O LIDNBERR

‘p"aP ) é .'?fP (12.;"’1&2)
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Ern lugar de las observaciones originales Vo Vs ¥, Se pueden -
usar también las “cuasiobservaciones v vy*. L
["'ti 2L poslhle con ayuda de; e 1
4 - X 5JX X“
Vi Vxp Vx a b -c > X "
. ~ 1 _/‘ID \ 4 }4".-
vy 1 =] Yy +/D vyi={-b o o || Y4 d%e / |
. a4 allzf! Vdzs Z &l |
) V-E"P Y2 C ol {12.;"5:1:.,
En este caso se tienen que hacer aigunas cansideraciones sobre
la matriz de covariancias (ver cuasiobservacienes en la orijen-
tacidn relativa, cap. 9},
La matriz de covariancias se integra de la siguiente forma --
{propagacion de error):
™ T
_ 2
[ 2] ‘[ZYP]*A -D[ZAJD
donde [Z:UJ ¥ [Zr] se integran como matrices dia-
gonales por:
2
[ZXP] ¥ E-XFE
2
[2.] - 6l¢
Para 1a matriz de covariancias se cumple gue:
o 5};2 £ o a b -elf6 0 O a -b ¢
5 2
[Zx']'_ 0 G 0 1*AYb a dff 2 6F 0 |lb a -d
- 0 2 G ¢ ~d ol 0 o0 0F/l-¢c o 2
f

(G4 [€628°67 2G2) Kl abttiabsyt-cd62)  Nactt-balty-ac6y) R
N{-abG2vabCy -cdGy) (G 4667 2207 A 07) A -be 62 -adgyund 67) |
A¥{acG? -&d 62 -0c 632)  PlbeGr-adtyt+2d G¥) (6ot of St Gy a6 ]

. z 2
Suponiendo que: G}@ - G}@? . G}p y
6}1 = 6}2 3 632 se simplifica por Ta matriz ortogonal
D - Ta matriz de covariancias decisiva. (ortogonaiidad para D sig

I

nifica por ej.

a2+ h2+ c2= 1 Y -abt br'a -¢c-d= ¢ )
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Oebido 2 esta suposicibn la matriz de covariancias pasa a ser -
una matriz diagonal:

(fkpz i/lz 5‘;,]?) o ¢
[Zx“’J - 0 (Gy + 4%6p) 0
0 0 (633 2467)

y si se hace que (x? = (Typ? = (g '

entonces se puede formar sin dificultades la matriz de pesos co-
me inversa de la matriz de covariancias., En el ajJuste, se tienen
ahora ecuaciones paramétricas con cuasiohservac1anes, s5e obtiene
£omo peso para los puntos de pase:

1 o
VT f
[Px"']‘" [Zx#}::: O E-P“JHFPI f
0 0 ﬂ'sz,Jeé"Pl {12./’55&2}

51 en vez de puntos de pase se tiene por ej, puntes de Tiga, en-
tonces estos obtienen por peso:

A
= 0 0
A
ir}zfil‘; - 0 _Z}G}?
0 4 jz_frj‘?_ (lE.f?azJ

E1 método de quasiobservaciones se puede usar también como ejes
fijos; nada mids que tas fdrmulas correspondientes se vuelven --
mas complicadas,
Gtra forma del ajuste es 12 subdivisidn en pasos individuales:
ajuste por pasos. Las matrices de las ecuaciones normales de --
7 x 7 de la orientaciépn y Tas matrices de las ecuaciones de pun
tos normales de 3 x 2 se subdividen (o sea: ya $ea para un mo-
delo, o para un blogue -ver cap, 13 f.):
a) Ajuste planimétrico (tamhién Anblock).
matrices de orientacidn de 4 x 4
y matrices de puntos de 2 x 2,



y b) Ajuste altimétrico.
ran atvices de arlentacifn de 7 » 3

y matrices de puntos de 3 x 3,

Las correlaciones de los ajustes consecutivos a) y b} se intro-
ducen por aproximaciones. Si se itera lo suficiente, se alcanza
un resultado, al cual también se hubiera ilegado mediante el uso
de tas correlacignes verdaderas {con mencs iteraciones},

Existen varics métodos de cdlculo para la selucién:
. AMER (Ordn. Survey) y ACKERMANN {Univ. Stuttgart} los uti-
lizan para ajustar blogques (ver cap. 13).
- EBNER {Stuttgart) utifliza el siguiente cdlculo:

, 3juste planimétrica

ax + by 1dX -/I[t?n.ﬂazz}*‘)f)l'r‘g:n. -Alauve 12z V}’)

0’}(;- =

o J’; : « by ay 4 i Ve ”/;(ﬂ}‘nf H?J)‘;{)J,H'j.-n. -] {sz Vo + @2 V),) .
VX,‘P e - {ﬂ'q}“ 4 d'lz")') 4 X;P

Vip Al «any) Yep

., ajuste altimétrico

of,h‘ E ~-C2 —/i{mu:mzymua)d%m */in?!;m +UJ)V}-”’J.?VJ)
d¥e = of 2 -4 {EH; 1021 2,32} 4 V_{h -A (G vae Qozvy 142 P?)
d & = ¢x - a"y 1eldo A ({?Jx,l 1230y ;am)*c’:&-m -A{az v cav¥y+ 233 IQ)

-A [qj;h awmu} u 2;,9

La reduccidn de la férmula a posibies cuasicobservaciones sealn
WROBEL {Bonrn} da esto:

. djuste planimétrico {1 iteracidn si es el caso)
para Ta determinacién de a, b, d¥o, d¥Yo, dXi, dYi,

ax 1 by +dXo -Afaar +ﬂszy)+)’.'3ﬁ, + g
Vit = ~bx tay rdk -4 (ans < y)*}f';,w - A

-
1



Y para el
va" v =
v?:_l'l -
P27
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oo ajuste attimétrico {1 a 2 iteraciones)

para la determinacidén de ¢, d, dZo, d¥i, dYfi, -
dZ i

~cd A (aurrauyias 2) t Xeym + e Xi
ele -4 (L?H)r qny T3 q.’) + K’j‘fn *dk

cx-dy +dl -] [azx (Quy i ape}s Eigm cd 2

Como pesos se consideran

para puntos de pase ' ajuste planimétrico

4 A

px = Gal « 12 0p0
A
b —
% oyt
't aluste altimétrico
L A
X = i
P J WYL Gja’
A A
PR iy
oo 4
P Gat + J26p2

Para puntos de liga

*t ajuste planimétriceo
" A

PR = e
4 -
Pt A0 p
- ajuste altimétrico

v A
S TAGE

X
]

A S
Pf? - JE Q}?

_ A
JZG}7
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Aclaraciones para el capitulo 12:

Nomenclatura de f&rmulas:

(1} .... Calcuio de coordenadas del modele como funcidn de -
coordenadas terrestres {ajuste sin condiciones),

{la) ... C&lcula de coordenadas terrestras como funcién de -
coordenadas del modelo (ajuste con ecuaciones de
candicidn ).

{21} ... Cédlculos de ajuste para giros alrededor de ejes fi-
jns,

[22] ... Cilculos de ajuste para giros con ejes que partici.
pan en el giro,

Bibliografia:
Jordan - Eggert - Kneissl III, Al 1872 pdg. 43f,

Orientaci6n Absoluta mediante 21 usg de modelos independientes,

En este capituio se trata de un ajuste de modelo tridimensional
y las férmulas derivadas en el capftulo anterior se puede usar
aqui,

5¢ tienen varios.mcde1us grientados relativamente independien-
tes entre ellos. Se supone que se tiene un mfnimo de 3 puntos
comunes en 1os diferentes modelos (-estos puntos deben formar
un triingulo en 3 dimensiones-). En el dibujo se muestra esta
suposicion mediante los 2 puntes de liga P3, P4 ¥y 1 centro de
orientacidn D", '

I 0"{0 ni’l‘!} 0

4!
i 7

Pm R‘.r 3 & 2
Fs .

(i
21’4} & oy pj{h‘r &

{Se puede hacer una expansidn a n modelpos sin dificultades),



Existen las sigquientes posibilidades:

a} Primero se hace T2 orientacidn absoluta en el modelo 1.
Con fh-rj-A -f{ + Yy se tiene la posibilidad de determi
nar con precisign todas las coordenadas de este modelo:
Asi también se determinan 10s puntos comunes.

Ahora se hace la orientaci6n absoluta del modelo 2 en ba-
se a los puntos comunes, Con ésto se obtienen también coor
denadas terrestres para este modelo mediante ia relacidn -
arriba citadafﬁ * A A +ff* Y pero ahora con otros vale--
res /lltt"".‘]"-

Es posible una simplificacidn mediante el uso de coordena-
das del centro de gravedad,

b) Ajuste simultineo de todos los modelos independientes.

Para ello se requieren coordenadas de aproximacidn para to
dos los puntos de 1iga y centros de proyeccidon {o sea para
Xo, Yo, 2o, Xi, Yi, Zi).

Entonces se cumple:
V ¥ /"141’4 4/1;;(2 'i

donde L puede contener cbservaciones correjacionadas,

Para el ejemplo de la pdg, 8% se describe esquemdticamente un --
ajuste sipuiténeo.

E1 ejemplo contenfa Fotografias 1 hasta
Puntes a hasta
Centros de
tama 1 hasta
Modelos i hasta VI

Los modelos independientes se integraron mediante la orienta-
cibn relativa de: Modelo 1  fotografias 1 + 2
Modela II fotograffas 2 + 2
Modelo TII fotografias 3 +
Modeloc IV fotografias
Modelo ¥ fotografias
Modelo ¥1 fotograffias

-l m o
+ + o+
oo - o b



Incégnitas: 7 pardmetros por modelo {1 hasta VI}
dx, dXo, dYo, dZe, 4§ , dft , dK
3 pardmetros por punto (& hasta t)
axi, d¥i, d7i
3 pardmetros por centro de toma
{nada mds intervienen Ins centros de toma que
tienen puntos comunes en varios modelos o --
sea parea 2, 3, 6, 7)

dxj, dyJj, dzj.

En 1a pig. 160 se muestra una representacidn esquemdtica de la
matriz de coeficientes. Este esquema es una parte de las ecua-
ciones de residuos, que dicen:

¥ = A - X + A X - L

Cada ecuacidén de error tiene su peso especial:

Puntos a...t si es e} caso, pesos iguales para X ¥
y peso diferente para 7,

Centros de toma 2, 3, &, 7 peso para Xo Yo y peso diferen
te para 7o,

Los centros de toma 1, 4, 5, 8 no intervienen en observaciones
por eJ, inchgnitas, MNo vienen como puntos comunes en modelos -
secuenciales ¥ por 16 tanto no tienen influencia en 1a orienta-
¢idén absoluta.

Para la representacion de l1a matriz de ecuaciones normales se -
vuelven a tomar en cuenta las reflexjones conocidas del capitu-
lo 6 para una anghura de banda mfnima, En las pdginas 161 y 162
5@ muestran 2 posibilidades esquemdticamente.

La solucidén continda despuds de aplicar las fdrmulas de ajuste
conocidas.
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Matriz de coeficientes A (ocupacidn con elementos diferentes

a cerpl,

Py
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Fatrir de ecuaciones normales N Caso de estudio 1.

1?_‘
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n3pddeiy 5 n ¥+ ¢4
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N
W
o

.

42 -

— 60 >

En este caso primero se trabajaron los modelos, y después los pun-
tos. La ordenacién de los modelos a2 To largo de la franja de vuelo
ccasiond para la reduccidn (ver p8g. 94 ff) una anchura de banda -

de 57. Esto nc parece muy ventajoso.
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Matriz de ecuaciones normales |l

Casoc de estudio 2.

abdef a2hibit Imatpgsy L KL ¥ WV
(L 7,
&, Z)
.. ﬁ@? %22%
Y m;
Y, _ T
788 wy o,
. I,
Y 7
%, 2.
A s
2, .
%, A T30
% ey
5, 7
%.,. .k
% 2.
Y 7%
%, W,
s % 7 :
__’///x ; /.7////_%//5_7.__ | _f///zifj N D
r?/////_/ﬂ_.,_ //_///,é L I{://é-;g R
#» | o |
/A 7 1L
0%, 12,
7 7 2

Se trabajaron los puntos antes que los medelos, ¥y una secuencia
de trabajo por hileras perpendiculares a la franja de vuelo cop

dujo a una fuerte
queda una anchura
cursiva {(ver pdg,
caso de estudio 2

reduccidn de 1a anchura de banda. Nada mas --
de banda de 30; el método de la particién re-
49 ff)} se podria utilizar en Ja inversifn, El
representa lo fptimg.
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Ajuste planimétrico {métedo Anblock).
Se trata de un caso especial de la transformacidon similar tri

dimensional: nada mds se trabaja un prohlema en 2 dimensiones
(transformacidn Helmert), La férmuia {12./1} -como punto de -
partida- se simplifica a

| (% . 1o u)(,vxﬂ
Y /{ Qs ay Yo - Ye

Las coordenadas del modeln [medidas) se describen como funcidn

de
La
la

El
ra

En
cp
e

las coordenadas terrestres,
matriz de giro se obtiene aquf come funcidn de un sol¢ dngy
de giro (deriva K). Queda asi:

Qg Qz4 _fees ¥ fn &

aa (' B }] '-fd‘n?'{ cod K ) {1&'!1}
observaciones: rcoordenadas del models Xi, Yi
incdgnitas: X, Xo, Yo, K o bien los incrementos diferencia-

Tes dkK, dXo, dYo, d¥
se requiéren valores aproximados para lo, {Xo)o, (Yo]o, Ko.

ejemplo del capitulo 6 pdg. B89 ff, se va & hacer usando pa-
aclarar este método de ajuste:
contiene las fotpgraffas 1  hasta

modelos I hasta VI
puntos a hasta t
centros de

toma 1 hasta 8

incdgnitas: 4 por modelo {I...¥I) dix, dXo, dYo, dK
2 per punto {a... t) dx,, dy..

este métode se trata de un método de aproximaciones, ya que
desprecian las coordenadas Z. En terrencs plancs [Holanda)
utiliza gustosamente este método, debide a sus férmulas sen

¢illas, Antes de derivar las férmulas debe hacerse notar en el
ejemplo, gue 19s puntos a, e, p, t se consideran como puntas
planimétricos dados. Con esto existen puntos de pase en todas
las esquinas del blogque {Adicionalmente se obtiene unz preci--
sibn uniforme en &1 bloque).
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{Cémo se presenta azhora la situacidn de partida en el ejemplo?

a 4y e F ::*-,r" fo U AP
.r/ ' -t
C f/ h -‘-I-F"""' e b— ar

ah
¢ o / ke T % ' r

e ——E | § k F. hy >
L i) o f

e

Y d 1 (] o
? x Sistemas de coordenadas del modelo.
f X
a{.,-_..x

s5istema coordenadno terrestre,
Se cumple como relacidn fundamental

L 4

A puntos de pase.

para el vector EG en el sistema terrestre,
farAda-fiey

¥ como relacidn inversa para el vector del modelo ya

{Ih.f1a}

se habia formado anteriormente la ecuacidn (1).

Dice: p
. T
fi = I-,l. ’4 (f(} - d’)
r; ¥ - X:"'X-ﬂ r l- fas J{' .f.“n } X;. _X.ﬂ-
= A A _ =/ . ‘
Vi Vo-¥o]  \-tinw  cesqjl Vo - Yo

La linealizacién de (1) mediante la aplicaciéin de incrementos -
diferenciales a las Tncégnitas y mediante el use de residuos en
las obzervaciones da:

Xy Vy: , ; .T . Xi - Xo # olx; - dxp
- ot ﬂf o dﬁ'
yi ﬂr: Vyi {/i /J)(A ‘ ) Vo-Yo v -dw
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Efectuando las multiplicaciones y reordenando de acuerdo a las

incﬁqnita"

da Cono ecuariﬂneﬁ de Error:

<l — — LIl k. J I
Vs cos ik X -Xs] ¥ sink .{_ya -Yol ; A’ Y- KD ,
L _ £
= ) , .

Vy! -fnkK [Y:'-Xa} 4 ot B [}’r —.15] - A {Xﬁ Xe)
) Vi L' vor #
Ao cos & A tin ¥ . ¢ dr
+ dXi + (e 8
' e V' cos ¥ Ao fin R
../:I;, Sink Ao (85
.'2 ' .
A sian) Ly X, ) (r}
ORI Yilsoctnet | W lqemmen  (14./2)
Lz iinealizacidn también se puede describir de otra manera,
Se recurre a la formula de Taylor para Jas ecuaciones individua
les obteniéndose como relacién diferencial:
Ecuacidn de partida (1):
v 4 (o5 X Sk
e e—
y; /{ ~ Sin kg L IX / y#
relacidén diferencial:
J#’r 9 3 : )
de | [55dA 3’“ dfy o+ G4y I gy X
. N a2 it 4+ I Yo 4 21L. i jlf .
d)" pA o & 2Ye ah oK v,
g; Ay, 9* 4y

9_# d/tf ﬁ,_ d}f

en donde para las diferenciales parciales se debe inclyir 1o
siguiente:
- derivadas parciales de las x1

Do A s elni-ne) o (-1

UYye . A4 o L
ks 3 cos X } 3% 3 £or X
Avi . -4 oy N TR
5y by in ¥, DK : 7 Jin &
3. F[Fsian(xi-k) o (K]

ke

ber.
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y para - derivadas parciales de las yi.

i A L s (bop) < cosk (K- K]

D]f A ’ _QJEL. = - 4 o/ {
oy, A K ’ J X 4

;) : A 'S 4 o5 K
f} v - cos X ! 2V A ‘
D Dy

A[fﬂﬂ((.&ﬁ -Xo) - Sn i (}’ }3)]

Ap11candu el cidleculo inverso (la) conduce, mediante linealiza--
cién {(segqglin &l método antes descrito), a:

: / ) X/ .0
C‘X&J_'.(-%;fifﬁj A\ -%ﬂi- d¥o g A ¥ i;:: af&f)
ol ¥; _g.f_ AL .ﬁaﬁ; d Xy 4 ]W dlo 4 22 o "

?

. A ? Loy
. X X g Yt oo Y
-AA * ooy , Y
. . y ) L
b7 Y. Pl R pwal
ddénde con la relacidn de partida:

Xy oS K ~fny P AR ¢
{yd') i /, (';"’"‘? fﬂ‘«’)(%') ! ( K’)

Yas derivadas parciales deben guedar asft:

g_i‘_ = Yocosk - Y SinR _g_ﬂ/’_ - x;*;i},g » Y/ cos K
EE. : A . J % = 0

g’:ﬁ’ = -/\(f;;:'ntg +y;mw);' —‘ﬁ?—% : A (Jﬁ'mm -0 _I".«.:-HV)
3‘::: - A res ¥ ) gf‘: :oA sihu

%._ﬁ = A S0k J _g/J:_ = A tes &
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En cste caso se tienen nuevamente ecuaciones de condicidn con
incéanitas (-los valores de las coordenadas del modelo medidas
intervienen junto con las incSanitas en el lado derecho de Ja
igualdad). Como ya se hizo varias veces en el capitulo anterior,
s¢ pueden incluir pseudocbservaciones. Se cumple:

VX; (x", oS K - Y Sin g} dA s dl - A [Jr': Srmie 4 y:ﬁ"ﬂ{)dif
~ 4 {Jr,'ga;;g + e 3in M) X b dX

L1

Vy,! (X-' $a R ¢ ';r’"*"?ﬂf) dd 1o Ve +A {4 cosre - ;n'.r;-w) o

'-fl{f;\f::'}ﬂ iy rc.m} s o A)

con el pesgo:

A o )
." _ 4 . " - . 'f‘ =- 6‘}/
P T s A i Py G ateer A
en donde para lgs puntos de liga: 5:? = 6}2= ]

Debide 2 dnguios de giro pequefios en el método Anblock se puede -
considerar que cos K = 1 y sen K = 0. Con esto se obtienen coefi

cientes muy sencillos {reordenados de acuerdo a las caordenadas -
del modelo) para Ve * y Yy, *:

q’A - P i?!Xﬂ - Adi 'yf - /'](;’:f!‘iq '7;;::"""()*4?:13," 464’/}/:

i~
F 2

di-y <o +Adkx A5 sen )L'N.FJK)‘ J{J‘m ¢ ol B

-
=
, -
L1

Utilizando nomenclatura nueva a o bien b para di o bien Adk d&
como relacidn final:

¥

Vy, Q-X - b-;;' kol Ko ~ A {r:nw 'Y’f'."' iz) ¥ X;j,,} 2 iy

)

4

Vi = bv ey vdb 4 (W g ) o Vg + dy;

(1h./2a)
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BEdsandose en el ejemplo ahora se va a describir en forma esque-
mdtica el método Anblock, Se utilizan las ecuaciones de error -

{2}, las cuales se pueden representar matricialmente de la si-

t

?uiente manera: _ v . A.EX; 4/44 X -L
e dhi kmo Ml B F ¥ T &
E 4y | ?; T ‘ ~
HENZA _
-J:r 7 | %' 1
A l_fé’g i /
x %%%i '

L=

| %

pxkk'uh!xh
)

|

.

4

§ %1 %ﬁ: 7 |
H N %

N
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La matriz de ecuaciones normales se vuelve 2 establecer:

case de estudio 1 manejo de los puntos, entonces la anchura
de banda del modein
banda completa).
modelos, después puntes: numeracidn per--
pendicular a la franja de vuelo. Anchura
de banda 10.

medelios, despuds puntos; numeracidn a lo-

cs 24 (anchura de --

caso de estudio 2

caso de estudic 3
largo de la franja de vuelo, Anchura de -
kanda 10,
No tiene sentido poner en primer lugar los -
modelos, y después los puntos (1 en compara-
¢cién can 2 y 3).
- Mientras la anchura de banda sea 2/3 del an-

cho de 'a matriz (supuestamente paraz el métg

Aclaracionas: -

do de la particidn recurrente}, l1a direccifn
de la numeracidn en el ajuste planimétrico -
carece de interes
una anchura de banda de 10 {ver particién re
currente pig, 99 ff),

tn amhnos casos se obtuvo

Matriz de ecuaciones normales N Caso de estudio 1}

C fh jvumpor T A S|

1
3
v
i

iy

\]
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Matriz de ecugciones normajes N Caso de estudio 2:

I,Wﬁvyﬁﬂrh‘i‘hmnr

——

|

Matriz de ecuaciones normales N Caso de estudio 3:

—

I T W ¥ VW clhVmrio

)

-

Syim.
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Férmylas diferenciales para la orientacidn relativa.

En el capftulo 9 se tratéd la orientacidén relativa con validez
general, Perp en la préctica de 1a fotogrametria interviernen -
una gran cantidad de sitvuaciones diferentes, en las cuales mu-
¢hos paradmetros de las férmulas adquieren valeres especiaies,
Este e¢$ por e£j. el casg en:
- 1a orientacidn retativa de fotograffas perpendiculares
(fotograffas verticales).
- la orientacién relativa con m&todos independientes,
o - la arientacidn relativa en terreno montaficoso,
etc.
En los subcapitulos de este capitulo 15 se deducen matemdtica-
mente algunos de estos casas,

15.1 (rientacidn relativa de pares fotogrdficos independientes,

La tarea de la orientacidn reiativa consiste en eliminar
Ta paralaje vertical, Para ello se deducen ecuaciones de resi-
duos.

En secciones posteriores de este capitulo se determina la ecua
cidn de error para la paralaje -y y por dos cdlculos diferentes,
Como primer cdlculo se escoge como punte de partida Va ecuacidn
de error paraz Yas fotocoordenadas yv' en la reseccién tridimen--
sional (5./46)., La segunda deduccién parte de la ecuacidn de pa
rataje obtenida en el capitulo § en la orientacidn relativa.

Con ambos célculos se Ilega a ecuaciones de error para las coor
denadas fotogr§ficas. De estas finalmente se pasa a coordenadas
del modela, iCuidl de 1os problemas arriha mencionados puede re-
solverse con las ecuaciones finales de este inciso?

Las ecuaciones de error para las paralajes y en coordenadas del
modelo pueden usarse por ej, para 12 orientacién relativa de --
instrumentos analdgicos., La ecuacidn de error para coordenadas
fetogréficas se aplico en los primeros intentos de la fotograme
tria anaiftica mediante el uso de calculadoras de mesa {medicidn
del terreno]-
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La férmula diferencial para la reseccidn espacial {5.4b}) dice -
ast:

vy = - E—:—E—{(wﬁ'ﬁ“ ceau)dX V(-yilan -can) d K’
$ {~yi'ass -c @) dds’
e[yt {-asa(r-1") + a2 (2 -2
be {-an (k- k) an (220} oo
1 [}&"{fﬁ? (XX )esinosinp (N-K7)
| - cog W sig (Z,'-E.")f
CHCfSing Enk (XX - smwos§ Swr (V- K)
eos o cesg tink (- 2] ] ol ¢
Jr[c(( CalXo-X) - (V1) - an (2-29)] o K

4 {yt'*&_%f 4 C‘H:f) dXi {7*”53"? A TIN- N
d{ylags v 0a3) d&
) - (yfﬁ‘f'-n - f)"r)

A,B queda asi:
A}B = ajj‘{kt"*ﬂrj 4 Qg [}f“}fﬁjj*ﬁjj (2;‘29’)

De alif se puede deducir que para el dnaulc de giro se cumple:
fa = ¢ - )Q* = 0
¥ con ello surgen simplificaciones en Ja matriz de giro adep
tada.



Con las simplificaciones se obtiena para las formulas diferen-
clales para lu fotegraffa 1:

vy - - {;q;ﬂ,){—c d1 -y 2o’ +[—y;’(n--;s*}J,c(A'jzv’)]du
syt -x)ldg’ - c(xi-x) di
s cdfi ,w'a'z’;_} - ( ¥gm. - J'be)
y de la misma forma para la fotograffa 2:
vyl = - ?ﬁj {_. cdy'- yf'dzg%[ﬁ'{i"-ﬂ? 4;:*(2;.12;2] e
1] 49 - (5] e
iedb y;*qu;} A Y om + §%er)

La resta de estas dos igualdades da una ecuzcifin de error para
la paralaje -y

r

VP?;, = V,V:‘:‘V,‘ff {(15.1./%)

En fotograffas dependientes una fotografia se considera coma co
rrectamente orientada. En este caso se escoge 1a fotografia 1.
La segunda fotograffa se orienta {conexidn &e fotografia secuen
cial). Con esto se cumple:

dﬁirﬂffn*'a’w’=d§;' adw = 8
¥ 57 adicionalmente se conocen todas las coordenadas de los
puntos:

tﬁhw-dﬁﬂj’ﬁﬁm'ﬁﬁmfﬂ
adicionalmente se hace mgtar gue:

odVo"-dl' < dby; & -dd’ - dbe

Con elle se obtiene para {1):
Voyi 7" }—”;— !*5vdﬁ'—yf‘a&*J[—;;‘(}f;-}{,');c(,};-g.,"ﬂ A
PR £ ; . B
4[}?."’}[/“-‘/'11“)] D;ﬁ” 4 (flr:- - ),Db) DJJJ } '(‘l‘rij?m. j’r b""J

4 ; 4 i _ o o o
_.[-_ ﬁ j -c d}; PRy ofgg} (y"‘]?"‘ /a" .Ewr..)]
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En 1a d1tima ecuacibn se substituye:

C.‘ﬂl! = sz-r ,Vf.l# = &

Yo' = b

/

¥ i nbl Seae:
o . o 1 ’ - ..Ht .f CLn ) u
VP}& = "Mf'gdéy‘y‘;{dza';%d& J‘[/J /f‘f(d" c)-ﬂ)J[‘.\;d
J[}H'(Jf*—ﬁ)] d¢'-c {A‘T-b)di’f*-(yi&f“ - y:":t.ﬁ)
4 {yﬁ‘js.‘n. = }"} ’b.‘r)
Basdndonos en el dibujo son vdlidas como relaciones entre terre
o no v futugi;itfia: H; _ {z;;gpl} y;;
o ~ b (") o a4 ey
'~ (2-27) 2/ - 2" c 2 -2 be
) - . ) jx:‘.#
f;.‘"-l‘;",l" Xi '6 P 7BV M (.’_2:*20#

Esto se tiene que substituir y después de algunas transformacio-
nes aigebr&icas {que pcuparfan una pdgina) se obtiene finaimente
como ecuacidn de error para la paralaje vertical en coordenadas
fotograficas:

Pe o XN gy XAT XAy,
VP b / be _
AL - ; A -t
4(,}*_;’; +c) du’ - AL d g AR
- ( Py-" }fmfﬂru p ,V(. ;&"Jr‘\";nf'} )
{(15.1./2)
donde se cumple:
p Ji gem. Y ;Srﬁh - )’ '.;am.

P;'/} Her, %:{w - %'#ﬂrr_
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5S¢ puede obtener &1 mismo resultado con 1a ecuacidn de paralaje

de 1a orientacifn relativa. Para la linealizacifn de la ecua---

cign de coplanaridad se obtuvo en (9./8a):
PYigm.” L (u” - oi'i) by (- o) by
4 {(61« Vil - by as vt - aag yi)
4{5}« il - be vi'){aae ;% - Qe yi*)
(b b i) an 5t 2oy AR
4 {{bx v’ bya;")(—x;'fmu 65§ oS ¥ f)?"",r;}; W 205 f £
_ - Cdhw sin d)
4(5f v’ - b v;’){r,r;"’,r;nd sk iy’ o g Sn - & o p’}
—(bx Wi’ b2 HF?{ Xi¥$inw 0§ 4 ces R - et 0 cesfd Law
- £ $int Sin ;f-)] d ¢" |
+3 (brvi’ - bywi) k% 4 p*an - ¢ a2}
~(bevw’ - b ui')[- Xtz - yitans 5 C asj)} Adw”

+ bx ("l’:IJW;‘- IV!JVJ'.,) - é}'{ﬂrqhﬁ"‘ M.’U;'”)

4 bé’ (“Jdvx.r - W.!W.'.')

En base a la dependencia de las fotograffas se adoptan como -

simplificaciones:
w" o= ¢ - n* = 0
br X' - = Xo'-0 - Kot s b
by < k-4 s K"-0 =B -0
bi 2" -2 = 2072, 0

"

"
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Para la interrelacidn entre el sfstema u v w y las fotocoor-
denadas se cumple:

& 4 9 '
v o= a A4 9 y!
MJ o o0 4 -C
ei” 4 ¢ o x"
vitl =1 0 4 ¢ [
W, o o 4]l -¢

El vector aproximadoe calculado para 1z paralaje vertical da:
LM b ot o r a - . R .
PYi'pe = brlviw™ wivit) - byluiti®-wituit ) bo (it vitvi®)

Con estas suposiciones se cumple para las ecuaciones de resi-
duos:

” /4 ) o T .
VP}‘E = b - [(-f‘x{- 4 ¥, C} d{)’y 4 (X; y',- - },‘1 J‘-J) &fé?

; (b _fx'_.lrJ d‘#, 4 ('bVIJJXJJ)[/J'
+ {E})#iy;’ t b gf) e’
- { P }"ng - Pyi "o, }

Y con. b fﬁ"*ka'.j

e [s.e)
Se obtienen nuevamente Ta ecuacién de error (2) para las para
lajes -y en fotocoordenadas (ademds tos valores medidos son -
paralajes en la fotograffa}.

';f ‘J " - - -
Xo " - ¥ - X - wiket

oy o= - b odby + 5o

of by
AR - X g gt
C-.
*(-};‘J‘E-*‘ s .{Z‘) 0{”!}
c

- (P%Em g Rﬁﬁﬂ)
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Después de que se obhtuvieron de dos maneras diferentes las --
ecuaciones de error para las paralajes -y en coordenadas foto
arAficas- ritas <e usaran come primeros c#lculos de la foto-~
qrameLrla analflica- ya na ~we debe e partir de {otograffas,
Ahora se elaboran relaciones paraz modelos,

Se establece nuevamente:

Xo! = 0 Xo* = b 2 -2 7 h.
Yo = 0 B 7 2, . 2"

Las relaciones entre coordepnadas fotogrédficas y del modelo en
fotograffas verticales estdn dadas por (ver cap., 2 o bhien 5.):

L]

r:, - A-!Igi =~ .-Yl‘ ‘E‘ = - C L

A'gt 25 2 h
. ot _ }q}!B.f. }{;_}sa _ H
S -0 =S 5 - - - —e
ye Ay 8 ¢ VAR SY ¢ A
X, s ¢ AE . oxex o X
A 8" éi- 2o’ h
Yo' e o ASE L Yent . K
Aj"g‘ ‘ Z:._‘?:‘ ‘:: h

Con esto existe la posibilidad de cambiar las coordenadas del
maodelo por las coordenadas fotogrdficas
{2) se& convierte en:

N ! £ y’. A

r¢ Xzb gy - S (i-b) ooy

h
ce (1) d - (pie  pre)
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Con ligeras transformaciones e la Gltima igualtdad se obtienen
las ecuaciones de residuos para las paralajes -y ep coordena-
das del modelo:

P T PP

. . - ,"z M
N T T PR

( prgem - P}"‘ﬁ“)

(15.1/3)

-

Aclaracidn de los signos para dK": ET1 arreglo ¥ proviene de -
del sentido de giro del dngulo de giro K {Se puede tratar
de un giro a 7a izquierda o a l& derecha),.

(3) también se puede usar para la orientacifn relativa en apa

ratos analdgicos, iéCdmo se debe praceder? Todos los pardmetros

de orientacidn de una cdmara nueva 2 deben ser determinados.

El proyector 2 depende del proyector conocide 1,

Este es el caso: Orientacisn de fotografias dependientes. En

este caso deben medirse las coordenazdas fotogrdficas (coordena

das del modelo) en l1a fotograffa 1 y las paralajes -y. E1 ajus
te contfnua con las ecuacicnes (2) o {3}, asi como las ecuacic

nes de error para coordenadas fotogrdficas del cap. 9.

15.2 Orientacidn relativa de pares fotogrdficos independientes,

En el capitulo 15.1. se describid una conexidn de fotogra
fia secuencial {la fotograffa 1 se considerd como fija, la fo-
tograffa 2 se orienté). Ahora no se hace esa suposicién. Por -
lo tanto no se puede uno apoyar en la traslacidn de las compo-
nentes de 12 base {by, bz}, sino debe une 1imitarse a los ele-
mentos de rotacidn de ambos proyectores,

La ecvacidén de partida es (15.1./1). Las hipdtesis de la pdqg.
172 y Ta parte superior dela pag. 173 siguen siende v&lidas -
(fotograffas casi verticales),
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Entonces se obtiene:
M . .
Vpy = vt - vyt =

4 ¥ Y ” o . » .‘ o .
X 5-{: o 1 A ol 2o *[FY' (K'X:)*C(Z:*Qaﬂdm

W[y (X x)]dg - c (XX dur
+ ¢y 4 ),‘.r“;c,‘.} _ (}/f';rm_ ] /"’r"é_},,,}

4 ;
55§ eyl [y s v (32

"[y:"{}’b/\’a')] gf,f' - C{X;'-,n:) of V'
416 d yi 4 yf-wdg;} + (yf'%rm i} %’Jbﬂ'-)

4

Otras relaciones que deben considerarse:
AR A R

t

. - ¢ - - - c -
Xi = - I X, 7 /k’!‘ = - ‘E {Jﬁ - !’)
- £ . ; - Z .
)’l T - 7 y.: ! y; = - E :,";
Lon esto se obtiene una ecuacidn de error de paralaje.

o 4 & 2 ” " it
oyl = - i {ednt = ytanns yty s eh] e

4[;{'{*1‘-5)] af#“-{‘(h"é)ol'k” _
1 2ol ¥+ y;'o/.!.‘} - (ys"srr-m - ya'”cﬂw)

Uy'x] dp - cw ¥
10 ﬂ’)’f 4 \/,Jgfz?(“r - (yf‘if!m _)’:’éw) )
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Las ecuaciones de residuos para las paralajes -y quedan enton

ces en forma general asf:
- Ppara coordenadas fotogrificas:

T o P o IvE; )
V‘p:ﬁ‘ﬂ = E’ G‘U’a# = &_ ﬂf%" + '{_ b‘ft)u#" 71_ of &

“c[ 40 Bt c[10 E] 4

x_l_.- ¥ . ,\";."r" - ; .
-~1"—c oA ¢* + ———‘f—c ol¢" -

- xi"dR 4 x5k = [yt - g ) - (i g '71}:;)]2 /1)

¥ - Ppara coordenadas del modelo

&‘“{,”- 0‘;)'{,; v -;l;i o do” + -}J-:E d;)a’

ch[ A g ldor-h[Ae £] o
;/x;}b)y’ oA p’ - _*L;’—djé’

vpy =

£ 0e-b) ol 7 xdh = (ppiem ~ Pyitn)  (15.2.72)

En estas ecuaciones Se pueden escoger 5 incégnitas:

o vo" - afy%f 4 ﬁf&/

Una vez escogidas, entonces la

Fa 1
of 267 ~ dz' - 9?’!’1.' prientacién relativa de pares
aln?” fotogrificos dependientes es -
posible,

oA ¢
d v
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En pares fotogrdficos independientes se usa como incégnitas:
A I LA N S I A

o bien:  apl Sdt Hp” _ﬂf;l"' oA’

con esto la ecuacidn (2) se simplifica a:

Voy = Fxde’ 2 {x-b)de
- XLy f'*;“b’ o ¢
}

ih [4'* ‘fé]‘f””&r' (Priem - Prio)

- (15.2/3}

Apropiada para Ta orientacidén relativa de pares fotografi-
cos independientes en coordenadas del modelo.

15.3 Orientacidn relativa de pares fotoordficos dependientes,
- Método numérico para instrumentos analégicos -

Los 5 gradoes de libertad de l1a orientacidn relativa depen
den de un solo haz de rayos, por eso jas rotaciones dk, y dé,
se substituyen por las traslaciones dby y dbz del otro haz -
de rayoes., Con esto se obtienen pares fotogrdficos dependientes,
En modelos numéricos se utiliza la férmula para paralajes -y en
ceordenadas del modele (15,1./3} en un modelo estéreo. Ah{ se -
habia obtenido para las paralajes verticales:

[

) A= ) > ;'?
Py - déy*%;n’ba - {x-blde ¢ L%d;& -(f:* -%;)ﬁ{w

ET puntonadir fzquierdo coincide con el punto de orfentacidn 1
y es a2 la vezr el origen del sistema coordenado del modelo. EI

punto nadir derecho coincide con 2.

Se miden las paralajes -y en & puntos, para calcular mediante

un ajuste la magnitud de las S5 incéanitas.



Representacidn grifica de la situacidn de partida:

3— ¥ . 8 4'.

. fT xrh
41’15‘ J} ‘
yi 0

s 2 6

Esto conduce al siguiente esquem2 de igualdades:

Xi Loy t Py ! dby | ofbs | vt | oy’ | e
ol o Lol 51 5 NI
P4 |F A g b /) -h

: -_ |

b o) p !l: 4100 | o [-h'
N _ 1 _I - '
0 | d | 5l _d _bd |
_ .-_P_? !!|FA h i b - -g: .1) b;

b d ll 4 d _-_‘-_Ei
P AR AR Y

- o [ e ] |

0 -—[Xf % ‘_i b . _ﬁ_ft
~ P Ill d h b F h h

[ e NS

A L R R N
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La solucidn se continida mediante:

;X (aTA) A

t£sto se puede describir mediante el siquiente esquema:

V-AX-1

1.¥ vy
RS B E, 9, Ty | ]
2 B 0 |Fer] 0 | el A deldagd oty
e & 2 2
Al i b P8t 449 45¢- 49- F O E T |
4 y |- .
7 ] ———— 24 7 -_— - .
(d-5¢) 5 O gy o FYd 0 |V m %m0
4 oo
ﬂh&wﬁnm..*hi‘xm u.ﬁ.wwmw 0 wnwm. 4 nwm 12, G 0 q 0 @.
. 19 ¢ - .
#
S. m__# T r__ E
ﬁmn\..ma\__.mmthné.@l. 4] Mmm.w 7 ...._uqﬁm..v £ 7P ._mt ..__.Ml o | 0
b W .
e R A N N AR Y
9 7
9 a4-| 0 | o 41
| y
5 ﬂm.f % 9 Pl
%Q NI_M..m... _nn_ Iy] ..MI __.“_\
.N t Lf Y
mﬁ\ u.._aluh_.. Wﬂil @ ml ¥ q
zf 4 - 17, ) ) y
“f 4= 1 0 9 0 v
op ¢ ap qp L3
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Una inversién de A'A es ahora fdcilmente pesible, §i se obser
va nste producto matricial, se nota, que 3 rerglones de Tas
3 incbgnitas dby, dx", dw" y las rsstantes 2 rengliones de las
otras incdgnitas dbz, dg" son influenciades, Por eso se origi
nan 2 sistemas independientes entre ellos,
Las ecuaciones normales quedan asf:

- en el sistema de 3 x 3

2 ¥
60:’1':7 *3!)&"?' _(éh+{(i%)d‘0 'PJFA*_PJ*P#J‘pIiPé (w)

2 )

3halby + 38 de"~(386h 4255 Vet = b{pieps<ps) ()
) &

S(eh 4 L) dby o (3bh 42 ) awra (401484204 55 ) et

=~h{prope gy puapeep) - (pripeipr ipe)

y - en el sistema de 2 x 2

2 : . d
b b 128 gt (peeppe )
28 gy 12 8L gy = 2 po-p) (o)

{(d} v [e) se utilizan para determinar dbz y dg”, Se mulitipli-
ca (e) por 2/b y el resultado {e') se resta de (d}:

z ——
*Z%dbz =*%(,o{*,o¢) {a) - (e*)

De al1li se obtiene inmediantamente para la incégnita dbzr

ebs = -é%;" (ps. -[Jq) (15.3./1)

Para el c&lcuio de d¢" se multiplica {(d) con b y de 2117 se
resta {e):

2 . of
_2*.’&;_?' d¢" = 5 {ps-psipi-pu-2ps Pty - (o)



Aqgrupando se ohtiepe de allf la incbgnita:

d¢" = - ETTR"[(P‘ -pv) "(P.’i',o-f)] (15.3./2)

E1 sistema de 2 x 2 ha proporcionado en forma sencilla 2 de -

la 5 ecuaciones buscadas. Ahora se utilizan las relaciones {(a)
hasta (c).

(b) se amplia a {b') mediante -{2/b}:

§ by + 3b Ak -(bh 4 ZL)dots pieprips e puipeips (a)
“Cdby - bk (b hE)d = <2 (paepis pr) o)

. ‘ '
_ 35 b < xpi=2{prapyips)  (a) + (v)

después de eso l1a relacidn para la inchanita dk" queda asi:

A

ay’ = - 15 [(Pz-p;)f(pu-PsJ*(pz 'ﬂJ)JIU:uaJBJ

Calculando les 2 dl1timas incdgnitas {a) se divide entre &:

b 4 ow A%y w4
dby 4 Fdu=(h s 35 )d 2 7 (pripe s pupripfien)

despejando dby:
dby =g (proprepopepoop) [ho 35 oo - & aer

Aquil se debe substituir (3) por dk". Con esto se obtiene para
la inclgnita dby:

a!by=§[pz t py *f'c’-) *[5'*52%,]‘5*”” (15.3./4)

Una seqgunda ecuacién con ltas inchanitas dw" y dby se obtiene

con (¢} vy (3). De alli se puede calcular dw" después de alqu-
nos cdlculos:

olw” = T}zﬂ (pr +2pe 'f-‘.i - Py =Py '/)é) (15.3./5)

substituyendo (5) en (4) da dby.
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Con las ecuaciones (1) hasta (5} se tienen formadas las relg
riones para todas las inrSqnitas. Se necesitan todas Tas 6 -
observaciones para la selucidn, %1 se miden las paralajes -y
en 10s b puntos de orientacidn, entonces por medio de estas-
5 ecuaciones se pueden determinar las correcciones que se --
apiican z los pardmetros de orientacidn,
Bibliografia: Buchholtz/Ruger 1974,
8.5.2 Determinacién numérica dela orienta-
cidn relativa. .
Jordan-Eggert-Kneissl 1972, III AZ pdg. 93

16.4 Orientacibn Relativa para pares fotogrdficos dependientes.
- Orientacién 6ptica-mecdnica en instrumentos analdgicos -

En lugar de 1levar a cabo una medicién directa de las para
lajes -y aplicando una correccién, se pueden usar los princi--
pios del capftulo 15.3, para hacer una orientacifn &ptica-meca
nica en aparatos analfgicos., Esto conduce a up método de apro-
ximaciones, Se requieren varias iteraciones., Prdcticamente, pdr
cada punto de orientacién donde se elimina la paralaje -y se rg
sualve una de las ecuaciones de aproximacidn. Se procede de la
siguiente manera:

- Se mogdifican dnicamente 105 elementos en el proyector de

secuancia,
1) Eliminacidn de P2 con dby
2} Eliminacidgn de P1 con dk" ' .

$i 1os puntos 1 ¥y 2 no coinciden exactamente con l1os pun
tos Nadir de las fotografias {- que en 12 prdctica es lo
normal-) entonces tiene que iterarse.

3) Eliminacién de P4 con dbz
4] Eliminacidn de P3 con dg "

4 Si los puntos 3 y &4 no estdn colocados simétrica--
mente y perpendiculares a la base 12, entonces tap
bién tieng que iterarse,
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y finalmente,
5) Eliminacion de dw" en el punto 5 £ &
fn 16% passnc 1) & 4) no se considerd dw", & pesar que
aparcce en las foérmuias, Este significa: intervienen -
sobrecorreccisones en el mé&todo, Por eso en el pase 5)
no nada mds se tiene gue eliminar l1a paralaje -y sino
que se tiene que sobrecorregir,

Los pasos 1)4 5) se representan ahora con férmulas. Para em-
pezar se tenian los siguientes paralajes:

ps = olby 1 bt - hdu”
)Dg = ofbf - h duw’

d bc’f i ,.':f ¥

ps = dby ~Fdb: Abdat -3 dy¢ -(hf ,,)c-fw
2

pu ='0’:’Jf "';i;u’bf , '(‘J*%)Ju'
M

ps = dby +§I Abe A b 4%#5" -(h*‘ %)du'

pe = Q'b; i'gaf& '__(b_‘??af)tjwr

1) La paralaje vertical p? que aparece en el punte 2 se elimi
na con dby.
Entonces se cumpie: _ 5

pz » 0 = dby ~hdu" - olby
of—f,} s ofby - hdd”
dw" también se corrigif simultineamente
{sobrecorrecidn}
Las nuevas parailajes quedan asi:

pa = iy o b -
S
P e bl 4 o
poc P - a"hgy z —f#bs s hob” - *;;d’;b - ';};g:fu’
. ‘ QL u
A
Se = ps-dby = odbrbdl 4Ty i e
15 ) r
Bie pu-dby = oon Iy



2)

3)
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En 1 punto 1 se aplica la inclinacién b-dK", Con esto se
elimina la paralaje Fl' La inclinacidén se elimina inmedia
tamentec en la magnitud correcta, con lo que todos Tos coe
ficientes de dK" se vuelven cero,

Después de este paso se obtiene come nuevas paralajes:

e

pr 7 P —bdk” =0

)';":,_ = }51 ! - :.—o ,
po= py - bt = - -czbe - —5’ oy’ - -f- dw”
ot B . = —‘ﬂbf - ‘?;" dw”
Bos g - bar = “db“"“'d% Ly

pr » P-ﬁ _ - j; of be %‘

En el puntoc 4 se elimina Ta paralaje E& mediante - E db
Se obtienen como paralajes:

I

5 .5 x

f;‘;_ ﬁ,_ = 0 "
Boepo(ddh)- -5 d¥

Foc (-2 dR): 0 z

Boe () By S0
AN D S

" —

4} En el punto 3 se elimina la paralaje E3 mediante - Eﬂ dg"

Con esto, para el paso 5, quedan come paralajes sobrantes:

e p = 0
e o
o p -8y o
Boc - 0
B R (g -
ﬁf:ﬁ -.--%?’—zq’w"
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5} Naca mds ;5 y ;5 son diferentes a cero.
Ahora tiene que eliminarse en el punto 5 & 6 la paraiaje
rewhante - %#: tw" = py, Segflin 10 ccuacifn dnjpartida se tieng -
gue correqir simn lugar a dudas con - (h % Yy dw' = py.
Con eSto prevalece la relacidn:

Py ¥ py
42 —-ﬁiﬂif

_ £y, - j .
(L ! ;;JJ :"p)r ]_@E
{245 )do" -2

P]’P?‘)’;?‘"ﬁf

. placl 4 LM S
- P ;};2 "z'(/“dz Py

0 sed que la paralaje existente no se corrige, sino que la
correspondiente relacifn de arriba se sobrecorrige ccn el

factor, .
4 h
k= 3 (4+ L)

La expresién u = (K - 1) x Pg se denomina factor de sobreco
rreccion. Se obtiene con:

o ps{[Eae B - pifd o)

Y -:_f}_
Pszd* 2§
" 4/ h )
i “Ps’[z(dz 4} (15,5 /1)

—~ 4 2
¥ para la paralaje: P, = P«*’[E(// + E":)J

Dependiendo de la posicifin de. los puntos 1 hasta 6 con =--
respecte al tipe de cdmara el factor de sobrecorreccidn u
puede tomar valores de 0.5 hasta 4,

L]

1y

Después de apliicar la s¢brecorreccidn se obtiene en todos

105 puntos de orientacidn restantes nuevas paralajes. Esto
conduce a fteraciones,
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E1 procedimiento de sobrecorreccidn quedard mds claro median

te un ejemplo:
Come nodeln e tiene:

T . -
. I*};" 11' € = A5 sm
* 8’ « 230 um
‘a:/f.’ z AdLS F iy
Con esto se cumple: ol = 20 am
£ h . 452 . CE )2 -y? -
-~ T J. . . 4527 2348% .
dl 0{ '?ﬂ dl dz ?ﬂ: = f'fé’ﬁ < t?/f.ﬁ

y para la paralaje ;5
Ps ’PJ'[E{(A*B.«&{)] : pro 4,928

La paralaje Eg se tiene que eliminar y se sobrecorrige con -
Pg X 0.825
Bibliografia: Buchholtz/Ruger 1974,

8.5.1 Determinacidén fptica-mecdnica de la -
orientacién relativa en fotografias -
verticales.

Jordan - Eggert - Kneissl 18%2 11!, AZ pdg. 93

15,5 Precisifin para la determinacién de los parémetros de --
grientacidn en la orientacidn relative,.

La ejecucifn de la orientacién relativa basada en la --
eliminacidn o medician de paralajes verticales, Con e¢lilo se -
tiene un gran nimero de errores que juntos influyen en la pre
cisifén de la oarientacitn relativa. En parte seran errores de
caracteres sistemdticos, Por 10 tanto una apreciacidén es muy
dificil. Se puede hacer unp tanteo de 12 apreciacidn para el -
célculo numérico del capftulo 15.3 con ayuda de la propagacidn

de errores,
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£1 alagritmo dr ajustc dice:
.A r
X (ara)yt AL = AAl
y con ello se pbtiene para las variancias:

G2 = (A7A)T 6P - 46
6’02 - VTPV

- n -t

La inversifn {determinacidn de Q) es numérica f&cilmente po-
sible, Las interrelaciones se pueden ver ficiimente si expre
samos a X como funcidén lineal de L, Para ello hay gue usar
las ecuaciones {15.371.,.5},

Estas se tienen que derivar con respecto & las paralajes Pj
gue entraron ¢n escena, Las derivadas parciaies se agrupan -
en 1a matriz B. E] cdlculo para las incégnitas x queda asi:

X - B‘ /. (15:5./1)
con B:(ATA)'*TAT:QAT

Las observaciones L (paralajes) tienen el mismo peso y se con
sideran independientes (P,; = E).

Despuds de eso Ta propagacidn de error da para:

88T - (ATA) aTA [t )]
B AT :FMEA)_‘_{(T,;-?W‘{'A:'A):"
£

Con esto queda demostrada 1a fgualdad de los cdlculos:

B ox B = (& Sh

= .8
se obtiene fécilmente con ayuda del ya basiante usado es

T

quema:
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Con ayuda de la matriz § se obtiene para Ta desviacién stan-

dard de los pardmetros de orientacifin para pares fotogrdfi--
ran depeapndierates

baby = 2 W; I | .

G bz [ Wfadba b2’ (2

ban < 1 Y Oaew - G

bayg = Y lhagay 6o (rs.5./2)

e = 2 Y Bdoda - lo .
can

Cotby by = g?' + 'é,,; + iiﬁ ) Bapag b;}:‘

Bbr dye = 2’::; ; Gdodo ? —f‘%

Buir dk = ‘

35

En (2} todavia se tiene gue determinar la desviacidn standard
oo, Para los residuos se ohtiene como cdlculo de ajuste:
V= AX - L
¥ substituyendo las relaciones para ¥

Ve A(ATA)TTATL - L

Con esto se puede calcular vTv para sar usada en la férmula de
la desviacién standard de la unidad de peso:

T
- J]f V' v
6o “F n-u

i -u =565 =1] para este caso
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€5 mis sencillo elcdlculo de Y1V perg con ayuda de la suposi
cidn de gue la suma de 10s residuos debe ser cero,

Partiendo de las ecuaciones de pzaralaje {ver esquema 15%,3,
para 1a integracifn de ALY) en modifican las ecuaciones tan-
tas veces hasta gue sumen cero, Con este tienen la siguiente
apariencia:

-2 ps = -2 dby - 2h dk -2h du
+2.p2 = H42dby - | 4 2h dw
aps e by ke sbde - B (k- o
Py = -/!afby 4 .;ﬁ;g , ~{-b - gf)a’w
1ps = 4+ Aalby +” Abs A bk bﬁ’g,s 2fsh -2 o
_bs - . 2
g . jpé 446y - ;#ég —-( - ;;) Hew
b V:'i: 0 > Odby + 2-abs + 0y 4+ 0 dd ¢ 0o s {~2ps 422 tPa Py
y para V1V se obtiene: JIH"fE}

1

(~2}p¢ +2 p2 P3Py 7 ps -/’J)g (15.5./5)

15,6 OQrientacidn Relativa de pares fotogrdficos independien-
tes. - método numérico para instrumentos analdgicos -
En forma opuesta al capftulo 15.3, agui nada mds se as-
cogen giros como parametros de orientacidén independien-
tes. La ecuacifn de partida (15.2./3) es:

vpy = 7 xdt’ 2 {x-b) k" -2 dgt f”—;ﬂ! d¢'7 },[/}J;‘f] A’ Py,
f _..W'b‘.

A — E? desarrollo subsecuente es andlogo al capftulo 15.3,
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N WS B A el It
. A N B e G )
£, TR T ¢t
: vz - ¢ O o |-{h+;
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En lugar de hacer una inversidn numérica y cdlculo de Tas -
incbgnitas se lleva a cabo nuevamente una solucién general,
tet puntos de pertida on esta vez relaciones de paralaje -
de AV = L,

! dl o
45({3{.:_ bhd d;b ..(54?/';1” :‘.‘P{f (&)
2 ) :
+bd#‘+%d¢’-(b4%}du = 4 ()
Zbd ) | al -
— 5 c,f‘fj ;PQ -}‘)é (.} {b)

Despejando Ta incdgnita dg' {dimensidn : rad)

h
Dfé’ * Sr A (Pé ‘fﬁ) {15.6./1)

Otras dos relaciones de paralaje son:

H) 2 ’ )
v hap® - b ay- (b g fdor - p ()

-
+b b +#’*’§M’-(E*%)‘f”"’ﬂf (a)

- o ¢' = Pi- ps {c} - {a}

despejando dg":

d¢’ = -éﬁf— (p: -p_;»} . (15.6./2)

Las dos primeras incégnitas se obtuvieron sin grandes cdleu
los. En las derivaciones sigufentes se incrementan jos cd1-
culos insignificédntemente, Para el cdicuio de dw" se emplea
el ya utilizado método en la formacidén de vTv: se muitipli-
can 1as relaciones de paralaje con diferentes factores, de

tid manera gque todas las incégnitas hasta la buscada se --

viuaivan cere en la suma.



Esto conduce al siguiente sistema de ajuste:

+ 26 dr? . =2hole” 2 2pa
# 2hetl? . -2hde” = sz
W bd J
~b ol + ——dy’ 4hJ¢a"¢§J«:’ = -pP3
) t o :
L erT dt,&, , i+ hedw's %:3 YT - P
' r 2
b d¥’ -—%*ﬂ'?‘ 4}1:!@'4;,{:&' r - ps
Em’
- b ol — A4 J/Jrfu'"‘jffdu" = - P
b 5= do - Zf’f V2p2 -p3 -pu - ps - pu
y con 2170 para la incdgnita dw'":
(15.6./3)

" h
I Adw = Tt (Zpﬂ;?pe ~F3 - P -,’?r‘,ﬁé)

Para las incbgnitas restantes se utilizan las ecuafiones norma

les:

+ 35 di’ (3): Z ):/.:J = p2 tpy v pe

+ 3b db” -(Sb 12 %}d’n" = paip3 ¢ pr
despejando dK' o bien dK" .

of &’ = 4 %('ﬁz 1p4 f/é)«l-[%i 3£ —E%Ja.’u”

, A h- | 2
dwt =+ g (prepseps)e[F 0 5 5y ) ot

Substituyendo (3) da las incfgnitas:

i et o
-+ ‘Jﬁ__.-z (ZP“""?!"""I()';_')O#-PI /0‘{)

Ar’ = + éb {4ps + 200 103 =py 4ps -/Jd)
M — (Zp4 1200 -1 - - pr -,0;)

(<)

(a}

(15.G6./4)

(15.6./3)
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LI I O N R W T T 72 A QR B , | 3*
2 2dé | bd? Lt | 4t | gty ded? | gbaY Go¥

:0pLIoU0d PWanNksa [3 W2 P ND|ED 35

(1/47%1)

L—-(VJV)’JQ‘? ’ ?'Ef"'X'
B LED:

KU onyLdRd 1A ua amod

SeTLiraboyn) sodn] -

A5

] UQLIC{NA RuN a2ILGeIsD

= selUdlpuslapul

"RALIR|BS UQLIBIUDLLO B IP

sPndsap uQLOBPIUI L0 Ip SOUa33upJded SO IP SIA0AL3



Para el cdlculo de las desviaciones standard se necesitan «-
1os elementos de la diagonal de BBT = {., {Quedando asf:

la deswviacidn

L

- para

I

Qg

M

8By y

L]

f?¢'¢’
8 prg*
B =

2R3 BT
3h bt g bed¥
2, hE 3 _ At
3k bt ¥ buot
J’]I
2hoft
hz
2h% gf? .
_3_h?
a7

standard de los pardmetros de orientacidn

0o = 2 *VGE;:- - o

l (15.7./2)

i1 se debe substituir la correspondiente incégnita -
y 1a desviacion standard de ia unidad de peso

o

[ A

vTv I
n-{

vI¥ se obtiene de 1a derivacién conocida en el capitulo 15.5.

viv = ('Z}Jd ‘sz tP3 ')01; "PJ‘ 'ﬁ&)e

{15.7./3)

Eibliografia: Buchholtz/Ruger 1974,

16.8

3 s

8.5.1.

Peterminacidn Sptico-mecdnica de la
orientaciln reiativa de fotos vart.

Qrientacidn Relativa con pares fotogrdficos independien-
tes, -Orientacidn éptica-mecdnica en Instrumentos anali-

Y

gicos -

La estructura de este capftulo es and
loge a 15.4. Ahora nada mds hay que
aplicar la ecuacidn de partida {i15.2./
3). En pares fotogrdficos fndependien-
tes se utilizan nada més giroScomo pard
metros de grientacidn,
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Los 5 pasos sorn ahora:
1} Fliminacién do p, con dk!

2) Eliminacidn o P, con dy"
En caso de gue los puntos 1 y 2 no coingcidan exacta

mente con los puntos nadir, se tieneg que iterar.
3) Eliminacitn de Py cON dg!

4} Eliminacifn de Py con dg"
En caso de gue los puntos 3 ¥ 4 no sean simétricos

y perfectamente perpendiculares a la base 1Z2 (a -
través de los puntos nadir) se tiene que iterar.
5) Eliminacién de dw" en los puntos 5 & 6 con socbrecoe-

rreccion,

Individualmente se obtienen T1as sigufentes relaciones:
La ecuacidn de partida para pares fotogrdficoes indepen-

dientes es:
Voy ¢ 5 x @ 2 (3ol < XY g BBL g g Las B0 (e pre)

AY iniciar 1a orientacidn se tiene las siguientes paralajes:

p1 = - bele” - hlo”
P3 - ~bedr” - qu“" .-{b"t];}ih.r
- ) s e
Py = - bbb -2y ) (b5 ) e
ps - - bt ¢ EL Ay (e E)
T 2 "
pe = - bV JbTﬂ'.dl;; (ht &) de

i} En el punto 2 se elimina p, mediante:

~ bl o= bdk’- hdo”

ﬁa = pa ¢ -bovr - hdv”

pe = pe(-bdw) = 0

= » ' o

i p3 ="bﬂ’f-]%fi0iaf’ (b5 )do”
5o = po~{- b i!;f"i dg' - L do”

- 2 »
peoo= pr - =-—bbdrfif” + -!‘g-zdé'-(h*%ﬁ"‘“’
j?é-_-'/Oﬁ*{"bc:’f”)=*Td{l" To’m'



#% tn el punto 1 se elimina El maediante:

S bdrt o« - bt - hdu

3) En

- _;:‘L-(- b dn”) 0

O

= pr-(-bde) ¢ #%fidgﬁﬂ-

el punto § se elimina

2N =gy =0 o i

E‘ = Pﬁ*(*T

=

p=-4'
A
pos g bde) .- bl g
Py
Fl’:f
pe

=)
J:-”
3
|
[
-
=1}
-
r*
-]

. bed S oY
DR i o
ﬂf#j= _ Zhd Ol; L

4) En el punto 3 se elimina §3 mediante:

"

g} 3 E,')H o “L‘?m ‘E“ ‘:P'ﬂ

(- )
-+ $-4F)-

R AR ST
, .
g
0
o
2‘:” i
_ 2ot o
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5} Er este punto se puede comprobar, que las paralajes sobran-
toas despuie del paso 4) corresponden a 1a conexifn de foto-
qraflay Lecuenctales {(pares fotogrdficos dependientes}, Has
ta aqui la derivacifn de 1a sgbrecorreccidn es andloga. De-.
be tomarse en cuenta, que al derivar el factor de sohreco--
rreccidén K se supone terreno casi planc (las diferencias de
altura deben ser < 15% de altura de vuela), De otra manera
la determinacién de K estd ligada a mayores dificuitades --
(ver cap. 15.10). . y
En el punto 5 ¢ & se sobrecorrige la paralaje Pg 6 Pg - Para
¢lio se cumple:

Bes gt %)

N THERD)

4 7 K
factor de sobrecorreccidn ¥ = [E (a‘z - 4)]

ﬁnrrecciﬁn n o= [§(44 %;J]

Bibliografia: Buchholtz/Ruger 1974,
8.5,1 Determinacidn éptico-macdnica de parfme--
tros de grientacidn para fotos verticaies,
Jordan-tggert-Kneiss] 1972 III, A2 pdg. §93.

i5.9 Orientacion Relativa para terrenc con diferencias de al-
tura mayores,.

- método numérico para instrumentos analfigicos -

Las sciuciones de 1os métpdos hasta ahora descritos des-
cansan en la supusicidr, de que no fntervienen grandes diferen
cias de altura, S7 este es el case, las incdgnitas deben calcy
Tarse tomando en cuenta las diferentes alturas del modelo. En

1a eccuacidon de paralaje 1a altura h debe substituirse por la -
correspondiente altura Z..
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Lespudés de eso 1a ecuacion general de paralaje (15.2/2) es:

Vpy - if h}’” - n’f:)”" f dhe” H 'ft Abe' T (i ~b) dn¥ 2 XAl
] /

'.‘:i!‘ i A b} A } . .‘-2 N "
- KL gty LD g a4 ) de
(15.9./1)

- (A4 ) d - (prign - Pyies)

Ahora se tiene que ordenar 1pos puntos de orientacién l...6 y las
alturas Zioon g Entonces la solucifn es posihle vsando el sis-

tema matricial & x 5.
Se pbtiene una simplificacidn, si para los puntos de orientacidn

se establece como condfeifn:

{' f_}_’_/ £+ condd.

2i (15.9./2}
Les puntos deben tener mds o menos la misma ordenada -y, &n con-
secuencia yi = const., Esto se puede realizar, si en el portapla
cas estdn grabadas cruces {los portaplacas - WILD 1o tienen},

Se estahiece que:

2 - -
K o> A+ & (15.9./3)

Con ello se obtiene para el caso ccn pares fotogrificos indepen-

dientes:
Puiit | x|y L p | aw | awr | wp | dpr | dwr T
A4 ] 0 ¢ P 0 h 0 o 24
2 b 0 2 A 0 1z 0 2z
3 D K | p Z b o 1 -Kb&| &M
y b Kiip |l b o (-6 o0 | 248
[y 0 ~K | ps | 0 b 0 |+ kb 2K
lL_j b | Kl ol &) 0 |+Kb| 0 | K

_.=L 'EA



Entonces para thh se ghtiene:
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LAY e A o P ofw”
7 b2 0 0 o \bfase 202
0 3 &* ”, 0 5244 2 +2)
: 0 0 2 K2b° 0 ek [2uu-2ex)
0 o 0 2KRIEY | wsleru- 2cx)
b2+ 2uM |h{2at23K |~¥b{ag K~ “Rb{ 23R 2Rvel ik’
s25i) | vask) | - 2ae) ] - 20K) pAR SN
Y ATxL:

b({pzitpy ipe)

b{pr+ps+pi

—_ —
~Kb{ pu- pi)
-Rb{ p3 - ps)

a1 4 22 P

U faps s iy pu v kP ek )

La sclucidn conduce a 1as siguientes ecuaciones para las incég

(15.9./4)

(15.9./5)

nitas dx', dK", dg', dg"

o &’ "—"—(.-?z 124 K = Bgﬂ{Jdu- {)Oz‘ﬁ#f}ﬂ.{)
ldl"ﬂ= 3!3 (?4“3]}"?fi’)ﬂ(‘u-_(ﬁs-‘ﬂi*’/ﬂ)
of ¢’ = + ZI’b {2 10 - 26 1) ol -m(ﬁfr )

i
'G{'q}ﬁ - ;},) 2r i) o' _ﬂ‘_u_ /P_‘f /J..r)

(15.9./6)

{15,9./7)
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S1 ahora se substituye {4) hasta {7} ern la Gltima ecuacidn nor

mol, so nhileno dJw".

i i et ek b ———— —— [

b {22 ~lak-2s i) 2pt - P3 -P.J)Jfé‘i';, S2uk - 28 K)2r2-pumpi)
) (221 -0k -2 i} e {22 - 24K -2 K}° (15.9./3]

Yolviendo a substituir en (4) hasta (7) da la férmula final, -
Hay diferentes métodos, que expresan & (B) de diferentes manpe-
ras {por ej. el de JERIE, KASPER; etc,)
Acul ya no se entra en mds detalle,
Bibliografia:; Buchholtz/Ruger 1574,
8.5.3.2 Determinacidn numérica de la orienta-
cidn relativa segin Kasper,

15.10 Determinacidn del factor de sobrecorreccidn en terrenc -
abrupto sequin KASPER.

Después de gue en el {1timo inciso de tratd la derivacién
numérica de la férmuia para los pardmetros de orientacién, ahora
s@ tiene gque volver a abordar el método para instrumentos analé
gicos, Mada mis se tiene gue derivar el factor de sobrecorreccidn,
El resto del método se aplica como descrito en el capitulel5.id -
{pares fontogrdficos dependientes) o bien 15,8 (pares fotogrdficos
independientes)., E1 factor de sobrecorreccidn se deriva conside-
rando pares fotocrdficos dependientes, (E1 nmisme factor sirve pa
ra pares fotograficos independientes).

La paralaje vertical en el empalme de fotografias secuenciales -
se obtiene con (15.9./1) y (15.1./3) -h se substituye por Z.:-

iﬂw c~faeb) Akt dy i a (40 F ) dor
| s L (x-b)dg’ - F dbe’

{15.10./1)

EY facter de sobrecorreccidn estd relfacionado en forma ya conoci
dd 2 dw". Esto nada mas se nota en las ecvacignes de error para
165 puntos 1, 3, 5. Para ello se obtiene el siguiente esquema:

P X Y ne f.fbyJ ot | of e ¥ ;y{;.\” oAbz’
A o 2| P " b 24 ) ¢
e pyadlpdl 2| 4 ;;(W ;,*’;Z) ~E | - %
- T i

; 2 _1 ¥, i yT'I Fey 4 b Rr(ff‘ f% - g?-b i h é%
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506 debe calcular dw"

2 » A
P3-pa =[23{/J _;%')‘34 oo -.‘g;ié"fié ”“g' Aha

ps-pa = [2:(/?*-’1) gef cdw” --‘{—ézr} - ——~ ~ ol b2 (1)
(a) se amplia con {IafYE} y (b} con [EEXTEJ:

(propo) 5 =[2e( 42 35)- o] S o - by -atse

(Pa Pd) ” [23 /}+ f-‘—) 2] L= ot - b d¢" - clbz (a')

(pr-pt) g ~(prep) - i g B0 B2
Cespejandoe dw'": {(b') - (a'}
do? o APEP) Yy 2 (P3epo) Ty

(}’5“7’3)'[}?(?1‘&)'?(24'33’)} (15.10./2]

Se puede derivar uyna ecuacién similar para dw" a partir de Tos
puntos de orientacidn 2, 4, 6, (2) representa la paralaje ver-
tical total a corregir debido a dw", )
Pero en los pasos de orientacién dw" ya fue parcialmente corre
gida {en {2} intervienen Py ¥ p3}. Por 1o tanto nada mis se --
tiene que cerregir Pg. Pg 5€ obtiene. después de que Py = Py =
By = Py = O {las paralajes se eliminaron},

$1 se tiene que determinar la paralaje:

ps* = 2s A+ L) du?

debido a dw" en forma correcta, entonces se tiene que tomar en
cuenta el siguiente factor de correccidn.

o

- N
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fr 4117 s& obticne entonces como Tactar de sabhrecorreccidin:

e e - mmaL R R

- _ y:(A* 5%)
{ys - Y1) 'Z -(24-25) - f?-f EJ)J

{15.10./3)

KASPER propusd una construccién geomédtrica muy sencilla para

fa determinacidn del factor de sobrecoerreccidn:

Los valores de y ¥y z (= a2) se calculan en el modelo esté

rec., Se dibuja un corte vertical por los puntos 1 3, 5. 0 -

as ¢l centro de toma, La figura muestra la situacién tridimen

i 1:
siona . Hﬂfff,ﬁf”
[
o

730 jf’,.}f

5/J_*
/

FPara @1 corte vertical se obtiene el siquiente cuadro:

il jz__ vy
N \
1
& // | R \25
/ \ 3
/ ol
/ 7
3:'-63\ '_ o Se Tevanta en 3 Ja -
Ia- 71 'WKNH1 f,ﬂ’ V4 2o~ normal a 30, En el -
T \}f P —— punto de interseccién
EN F se baja la perpendi
~ {24 h}'ﬂ (24-75) cular a 5.



E1l factor de sgbrecorreccidn se obtiene de ta relacidn:

) ol
[n T a (15.10./3n)

Se vueilve critico, si 3, 1 y 5 estén en una circunferencia, con
secuentemente n ~ a ya que 2 -~ 0, Entonces la orientacidn re-
lativa nc tiene solucién, Esto conduce al problema de superfi--
cies criticas.,
Bibliograffa : Buchholtz/Ruger 1974,
8.5.3 Orientacién relativa con fuertes dife-
rencias de elevacidn.

156,11 Superficfes Crfticas,

fomo punto de partida, se escoge Ja eEuacién de paralaje
para pares fotogrdficos dependientes (15,1./3).

. . x bl " 3 ’ . }’!’; .
pyi = doy’-(ri-5)owr - LI gy Ko bt uhi (A e ) olo”

Esta expresidn no se puede determinar, en el caso de que
el determinante se vuelva cero, En este caso se tiens una super
ficlie ¢ritica. Este problema se puede comparar con la circunfe--
rencia crftica en el reseccidn espacial:

La reseccion espacial acomeda un haz de rayos a puntos
fijos dados. - circunferencia critica.

La pgrientacidn relativa acomsda dos haces de rayos a l1as
mismos puntes del modelo. - superficie critica.

(Como cdeben estar repartidos los puntos de orfentacidn -
para integrar una superficie ¢ritica? Para ¢llo el siguiente ra-
zonamiento:

Les & punios de grientacidén y el centro de toma se encuentran en
un cilindra, Un centro de proyeccidn sohre ia superficie del ci-
Tindro se puede correr {por ej. se introduce un dby adicignal),
sin que entren paraiajes verticales en el modelo. § sea existe -
equivocacidn,



16,

la <ituavifin ne yepresenta ardificamonte agy:

Se ve de inmediato que este problema nada mds puede presentarse
en terrenc montafoso (- 10s puntos de orientacidn tiernen dife--
rentes alturas -}. S se anaden puntos de pase adicionales, gue
no estdn en el ¢ilindro, para determinar las incdgnitas eguive-
£as, se elimina la superficie erftica, No se profundiza en las
relaciones de fédrmulas, Estas se encuentran por ej. en Buchholt:z
Ruger, 1974, Cap. B.9 {superficies criticas}.

Deformaciones del modelo.

La precisidn de 1a orfentacidn relativa depende de 1a elimina--
cidon de la paralaje vertical, o0 cual es nada mls posible den--
trg de ia precisifén de observacién., Nunca se logrard tener un -
modelo totaimente litre de paralaje. (Aun ¢on un ajuste no se -
gueden eliminar los errores). Adrn mds, por correccicnes 2 las -
inchgnitas (empaime de fotografia secuencial) pueden introducir
cé errores sisteméticos a 1os puntos de orientacidn (2 pesar de
modelos lihres de paratajes}, A raiz de eso resultan tas llama-
das deformaciones del mocelo en todas las 3 direcciones coordena
das.
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Estas defarmaciones del modelo deben apreciarse de las férmu--
Tas Aiferenrjalers {por ejemplo ecuacidon de partida 5./6a),
Foovnnutinuneifn delbe derivarse 1o ccuneifn para Ta paralaje I,
Segin (L/4e) e cumple para 105 supiementos dxi' a las fotp--
coordenadas x; condicionada por Ta orientacién (ias incbhgnitas
de las coordenadas no se utilizan):

ol xi’ = A _ [f-xf“a;; -cau) of,iﬁ’+{~x;"a_;2 - Cﬂu) oAr!
Az B J
' s (- x'asy -can)ole
i nlag (Vo) ¢ aan (-2
sc(-an(V-5ti &43(3:’~2a‘)y} ele
s i (cos 3 (X XD ¢ Law 50 $ L D5
~ oy $in ¢ {2 20'))
s (-5 § s [ Xi-Xe) o s coid coi¥ (¥ -5)
*muuw¢nry(&2&%g o
} {C (‘s (Xi-de} 1an (V-4 22 {2*“3“9)_} d""}}

con: Az B = an (Xi-X)veun{ K-k)+ a3 [2-2")

Ahgcra se pbservan fotografias aproximadamente verticales.
Fntonces se puede establecer:

¢=¢J=Af=h’rh’=9 ) (Z;&U’b
y =e obtiene para A_&:

? As8 - h
Coms relacidn entre coordenazdas fotogrdficas y del modela se
cumple para fotografias verticales:

R

yeom



fon extas simplificacianes se obtiene para:

. N . A o
(‘,{X‘f I _E__ G:’X# - -i.- dﬁc 1 ﬂ-[ X :,-":JO’W

A e - o] do e = o] d

Con e1i0 la relacidn para fotocoordenadas queda as?:

4o

r z ! y AN
ﬂf)t';' =‘-E-O’Xa’—h—93£ﬂ4‘—¢£*f‘f“

_[_Jgf n cJ;J# ~ ¥ ok {(16./1a)

y pasando a coordenadas del modelo, donde se cumple:

. h . I J"—' 1 ] h A
of x¢ e 0{1:"; Xi T e A H K-" -

-

O’{X;‘

-y
%

S e~ It
h L

4['5‘ +5]d¢ - ¥ A% ] (16./11)

h
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Las deformaciones del modalo se hacen notar sobre todo como -
errores de aitura en el modelo, de tal manera que 1a superfi-
cie horizental, origen de referencia para las alturas, pasa &z

una superficie general,

Segiin el dibujo de 1a pdg. 1738 se obtiene como relacidn entre
ta attura h y la diferencia de Tas fotocoordenadas-x, x,' - x."

XX

_b_
h ¢

Cespejando h y diferenciando esta férmuyla con respecto a las -
fotocoordenadas x' o bien coordenazdas del modelo x,se obtiene:

F
. _be P M) AP )
Xt oxt b-c b
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F1oamn de (1LY condues a Yo férmula para deforpacinnes deld mp-
il L,

i

ol h 4%&1"3’;}’-— —E{‘dea’*'ﬁ;‘?—du

[rm rﬁJM_ m 42

n

{16./2)
Esta férmuia se puede ampliar para un modelo con dos fotogra--

fias. Se pasa & las paralajes x (también )lamadas paralajes ho
rizontales).

th‘j < dx;"‘-'_-—hd,n"
Y |
. 0 _ & . G/ >
pxit = m o AT - da c d‘f’

[ ;_f;]w* - AN

4

a “f
L r Jrl'II ! XY !
4 _ - i)
I W Ao a d & ; o

4 niﬂ : ﬂ_] of ¢ ’ oK

Con 1as substitucignes:

P iyt

« . X
dbx = axt- ok j ox‘'z ¢ n’
dby”= d Y%’ ; -dby-dR ; y'r -c "f_
dbi” = dat [ gbic da ;o x -«¢ XJJ-:L
-, i.. . - o x
Px' = -7 p i . yE e
Se obtienc:
l'-- X; :
pxi = dbr + XEE dbet - S ol b

_!XJ;]..}JJE: d‘-’ﬂ 1 {m‘h}‘?.} duw’

R Y S E I T

oy det s Y dw (16./3)
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ron esto se ohtiene, psra &) error de altura on el modelo, {dc

farmariones del andele) en forma general:

—

. b Xi-b yhat - K o b
dh = jr~dbk-+ 5 h

. ' . : . i -h Z I‘l’z #
_ _('1"—6))'/ diJH.-} Xo K a!u",;_[_&b_)_#?]g#

e ———
e o A B S o o R . L —_a L —— ———

——

b 4

b

5 [ﬁi _hf]dgﬂ Y gu's Kh o qp
b b - o — (16./74) .

La superficlie de referencia para un modelc tal, ya no es un pla
na, 5ino ung superficie general., Esto se puede ver facilmente -
si {4) se ordena por potencias de 1as coordenadas del modelo.
Entonces las deformaciones del modelc se pueden describir corio
sigue - A, ..., [ son coeficientes nuevos:

dh = A+ Bx s Cy + Dy« £? (16, /4a}

———

Para ia orientacidn relativa con pares fotpgrdficos dependientes
se tienen que esclarecer 105 cambios de altura dh:

Agui intervienen nada m&s 5 fincdgnitas, Por consiguiente {4) se
simplifica a:

b
{h—b} }11 A _& >
+ + 1 d ¥
[ b b / b
Se dehen de tomar en cuenta nug
3 ' & vamente Jos coeficientes en los

6 puntos de orientacidn,




S¢# nbtivne nuevamente unh esquema ya conncido:

S A LN T A oo W L it
Al o] o banl e 4 | 0 |-b5E 0
B
216 | 0 Jahe} P/s 0 0 " 0
ah b _
3ot a jabs) s ) 70 BT 7T, 2
gob | o bdhe] 5 4 S T B, o
A 4 (- &b LA +d
s1p | -d fabsl 278 b b,
oh )
61 b | -q labe| 475 o |- 5 = 2,

Ahora se representan grdficamente los efectos individuales:

El plano de referencia para las altu-
ras del modelo se eleva en h/b [para
un modelo dado).

- dbx

h
b [
dbe” Sigue un cambio de altura lineal en
dependencia de la abscisa x.
(gira alrededor de una paralela al
eje y).
/i\'“““"-n-&_




A Girp del modele alrededor del 2je x.
£1 plano de referencia permanece plano.

raffﬁ
/

J
VA AT

b
o g Aqui el plancde referencia del modelo se
eleva en una cantidad constante y simultd

neamente se deforma parabdlicamente en de
pendencia de xz

do? Existe una dependencia 1ineal de x y ¥.
- Lok

Simulténeamente el plano de referencia su-
fre una deformacidén hiperbdlica.

Los que debido a2 un error de base dbx o bien por ios errg

res de altura Tinegales causados por dbz pueden ser corre-

gidos en 1a orientacidn absoluta,

~ dbx mediante cambio de altura; dbz" mediante dé; dK"
mediaznte df -



=

Las deformariovnes del modelo condicionadas por cf y dw pueden
tarerla mAis Lo

Lismn
puntos de pase de altura, los cuales deben estar situvados de

rtprnadans apraryimadamente [(dg" - cilindro o --

dw" -hitertuloide), So pucden determinar con ayuda de &

1a siguiente manera: fr T

120

o &

Mediante propagacién de error se determina la desviacién stan
dard para las alturas 4, segdn la orientacidn relativa {con
pares fotogréficos dependientes)

) 2 22
b e2 Z fﬂ'i)]z + {__E.) ‘P" £? YJ-b ;‘.IJ G! w ¥ V—"é_é—’lﬂ'yl
6p =6y + 6o e ey VI Ty TR e
{(16./5)
6
h Errores en la observacién de Ja altura.
J"}'f}‘ Error de paralaje -y

En forma similar se puede determinar la desviacibn standard de
tas coordenadas, ox y oy. Se representan en dependencia de la
desviacién standard de altia Tp e

E,IF plf
. &
h F . .
k \\\ K A £1 dibujo da
N/ pare . = 2 oh )
J X N b —
dh AN
Pull PN Y Para p _b-X' dh
HH 2 - S —m
dn Tdk h
- - cen ello se obtiene
dﬁs" Lo
. o xs - Adxs 1 olz . b ol

2 Zh
en generaj:

dx * ——X)CHJ

0 como desviacibn standard para ta coordenada -x

6}-:

4(__._
2h h

(16/6)

)6 |
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La derivacidn para la oy continda andlogamente:
of yi = L ah = Ayz
yo o f /

d}ﬂf Jﬂ’}"z i 1

oly 5 - dh
desviacion standard para coordenadas -y
G}'= + L 61
h (16./7)

Bibliografia: Jordan-fEggert-Kneissl 1972 IIl, A2 pdg. 95
bajo errores del modeic,
Buchholtz/Ruger 1974
8.8 [Nesarrollo de errores residuales de la
grientacidn relativa en el modelo.
Finsterwalder Fotogrametria 1968.
3.4.3 Deformacicnes del modelo,

17. Orientacidn absoluta en instrumentos analdgicos.

ET modelo orientado relativamente -en el restituidor - debe -
ahora 1levarse a un plano horizontal paralelec 2 NN mediante -
.una transformacidn, E1 modelo todavia no tiene la escala co--
rrecta, ni tampocc se diferencia su posicidon tridimensional,
en @l sistema coordenado del instrumente {coordenadas de mi--
guina x y 2z}, de la posicién del objeto en el sistema terres-
tre (X, Y. Z).

Despuies del capitule 11T, quedd conw ecuacion fundamental:

X X Xo
Y =A-Alyl e |V
2 ¢ \ 2o



La matriz A nqur allY dinterviene estd integrada asfi:

s § CoSK  CoSASHKITAQIRFegH  Sh NS0k - (G0 d ColK

- ' * ! ;:r - fd
Cesd K c0S 0 COSK - S A D LK gon (2 (e COS D $ 4

$in B g 2 (oS & cos 2 cod /

debido a 1o pequefia de los &ngulos de giroc se cumple:
A ok -d¢
A = -dX A an
Ay dn 4
También el factor de escala puede separarse i= )2' + da),
Con ello se obtiene para la ecuacidn fundamental:

X A dx  -d$\/x ) [x)
= Af-de A A2y IE ALy ey
2 df -dn 4 [ ¢ 2 Sl 1
. W17..1

Para 12 orientacidn absoluta en instrumentos analfgicos se si-
quen tres pases:
1} Determinacidn del factor de escala.

La determinacidn de escala se hace mediante 1a compara
cidn de las correspondientes distancias en €] modelo y en el
objeto {por ej. con ayuda de dos puntos o -mediante la trans
ferencia de escala en la aerotriangulacidn~ un punto y Tas -
coordenadas del centro de proyeccidn), Se cumple para la rela
cién de la distancia tridimensionai en el madelo a ia misma -
distancia en el sistema terrestre:

S Nlre-xdl? *_Lya-w s (20-24) 7 dwkril A
S VN BT i (2y 24)7 e bed) AT

(17./2)
A' : factor de escala en el modalp
A3 . factor de escala deseado (por 1o generai

nlimeros redondos - por ej. 14000-)



Para el factor de amplificacién entre el sistema del modelo ¥

el Lerreno we ubllene:

] /]' B E;x qFH:,.._qu [‘;L}" _l'?.l'n:u’ni‘_ - dbl‘iur_}_r'gmru:-f
Al bX o stadid Aby i s A bl s prcer

Los v2lores para los componentes de l1a base se obtienen rescl

viendo estas ecuaciones:

A

b 5T % modeio

% deseado

a colocar <calculado legible

dhz

en forma andloga para dby vy

Después de colocadoe, ' se acerca a 1 con una precisién sufi-
ciente {(escala del terreno = escala del modelo). Para las com-

ponentes de {1} se gbtiene entonces.

X = yd& -2d$ X s xdd s X
Y : ~xofl 42 414 -a'y + o ol £ Jo
| 2 - x df - yd 4z 42d4 fc’a_ (17./3)

Para 3 (4} puntos de pase dados, gue mds o0 menos debieran es-
tar en un plano (2 - constante) se obtiene para (3}:

Xs ¢ yr dk -2 'y s X508 XA 4 K
X: - y1d¥ -2 dP 1AL frdd ¢ Ko

en forma andloga para Y, 7

Transformando a diferencias de coordenadas se ejimina da:

+ {Xa —kd) AA

+ X2 - Xy

Xz")\ld
Yo - Y
22 - 24

(yi-y1) ok
-{Xahkf)ﬁf{’ 4)’3-}»*4 4(}1'2
(x2 -xa) d§ - (y2-ys} ol 02

*)/4} ﬂ‘/f

{17./4)
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Con la relacian {4) se puede proceder al segundp paso:
?) Glro azimrutal.
Con €110 se gira la carta en Ta mesa de dibujo.
Practicamente se usan las dos primeras relacianes de (4).
dk es entonces el dngulo diferencia entre el azimut a en
el sistema terrestre ¥y o en.e1 sistema del modelp.

' X2 - Xa
‘Itﬂr‘"'} R I Y1 - Ya
b | Xz - Xa
-}‘.fw\ [ T }G-}’a
'

AR = A - dn (17./5)

Mo es necesario el cdlculo de {5).
Con ello nada mds queda un paso:

3) Giro del modelo dé, dg
Se utiliza l& tercera ecuacién de (4}, ya que las inclinacio-
nes del moedelo existentes tienen la mayor influencia en la de
terminacidn de alturas. Se cumple:

22*24 ":‘-'-(XJ'XA)O\',&-E "{}"2'}&){9"-"2

En principic se podrian calcular matemiticamente d¢ y dn me--
diante ta formacidn de dos de esas ecuaciones, Sin embargo se
puede hacer un cdlcelo mds sencillo, &7 Ax 6 Ay se pueden ha
Car ceraqg.

Esto conduce a una solucifin semigrdfica:

Para cada una se traza en la hoja una paralela al eje x & &)
eje y, de tal manera que, pasen par el punto 1 6 2 (6 3),

Las intersecciones con los lados del tridngulo er el lado --
opuesto se designan con 1" 6 2',
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Midioendn Tax pavalaing -« ar poedey delermfoare Tas alturesn ole]
misde |0 11, fus fq. f!, I? R .f.:: de ] wislems Lereeclee San cone
cidas y con eilo ﬁzl azz ﬁla e pueden determinar. Estas -
diferencias se llevan a los puntos 1 2 3.

F1 siguiente dibujo debe esclarecer 1o anterior:

(Para simplificar €1 dibujo se partid de ﬂEl a ), de allif -
que por el punto 1 deben pasar ambes planos de referencia

de altura o hien paralejamente, En las formulas np se usa
esta simplificacidn}.

Las diferencias de aitura ﬁIl 0 522 se calculan por interpola~
c¢idn lineal., Se obtiene:

[ady -4 2)
’}/{x:.—zz)”(}fr}’ﬂ*

]
o2 2 D A, 4

’-V{Xz ”‘:‘{41)24 (}"rl _;{J.-)t

23 -~ A2 12 Rt
éEz r ?l'.l?zfg‘dzd + {A 32 "f) > .V(x.f"xdji('ﬁ/,g’//‘)
| Ylxs-xaf"t (yseys)




1
1%
[ ]

fo dobe tomar en cuenta la posicién de 1' y 2', Con o110 se --

Stmpliltlean bas dliliman <oy vrudciones a:

Ay - Ad - d
s v a2 *—}_;_:L.Ty"i_' (r2-77)

a3

A2y-sde '
T '52“'_;?;1177“2 X1)

¥ los giros buscados se obtienen (ver dibulo) mediante Jz

relacidn tangente:

_ zs?:’-d-fé
']tﬂ“") Ofﬂ - yl- ,I?,;
; dg bt - Ada
fzar : I
| Xe - X (17./6)

Es mds usada la horizontalizacifin con 4 puntos de pase que con
3 puntos. Deben de estar situados de preferencia simétricamente

en las esquinas del modeio.,

S5on conocidas las alturas terrestres Ei’ 5¢ miden las altu--
ras del modelo z;3 de alli se determinan las correccignes --
Se procede de 1a misma manera que con 3 puntos.

& zi.
TR AP
2 é_)—éa‘l dy
igo 8 A
$d0.0
0,0
A2i Ay - 2
A~ 22 - £
A i3 - ZJ A
4 b2yt 2.?;,. - 2y
(77 da
4043 e




Imterpolacidn de las diferencias de altura en ?' 3" 3" y &

Fa 33” = 5.5 —-éi;"‘

21 _ -
Pal EQI ‘r 5;.5. _{i_

pLi
A E;-" r 5,8 f(,?.g,‘;’ -‘J-,.S) —j_')T—

2y - SSe(BY4-59 B

y se obtiene para cada uno dos ecuaciones de determinecién pare
las incdgnitas,

o
dawm d .0, A?:)-A.?;
1 Yz -
A2 an
N, -
fam o 2, Yi- ¥
21- A"
{om of . A :
3. P
- A%
Jan d §, + A
' 2 Ya - A0

Los valores finales se gbtienen mediante o) promedio:

dﬁ - __{f.an EJ-D:
2

ﬂfjﬁ . - d &4 tdd 9
2
Estos valores se deben apliicar directgmente al aparato. Después
de eso se debe iterar, condicionado por las diferencias de alty
ra en 165 puntos de pase, ete., E1 signo de los valores depende
de la posicidn del sistema coordenado del aparato,

Una aplicacidn directa de esta correccion es posiblie en apara--
tos gque tienen un giro comdn & o bien £, 53 Ins giros deben --

aplicarse a cada proyector, f1 mediante w' ¥ w'", asi como ¢ me-

diante ¢' y ¢#", entonces existen dos casos,



Erxisten Vas siquientes posibilidades:
Ay by = dlbr = i

La base también se gira, o sea, permancce constanle, [(ste caso

se presenta por ej. en el Multiplex.

Fasos de trabajo:
- giro & mediante los giros individuaies ', o
- giro ¢ mediante los giros individuales #', #"
- adicionalmente se tiene que hacer

.. debide a w ningin otro paso.

v )

L

Iy
., dehidpo a g

I,
=)

LI
Relacfones en base al dibujo:
. z'l?-‘l'!—/ﬂ?f abz ) 5; _ é
(2% = = - Fe Ry
-} é Ae' = Xy . A 4 ﬂ;
b+ b dba
Subsiituyendo da
ofbr = b A- cos @)
dby « b snd 2 bl § (17./7)

Este paso significa: Despuss de usar ' y g" la paralaje cue -
interviene se corrige con dbz, La paralaje se nace notar en lcs
puntes 3, 4, 5, 6,

La diferenciaz de escala se puede (er general) despreciar,



T
(]
iva
W

by dby y dbz # D
la hasa pnn 5+ Hira,
Pete ws £l Cosu pOF &), tn aparfalos que wt il lran ol paralelt--
gramo 7eiss,. Las coemponentes de Yo base s5e mantienen filas me-
diante varillas tridimensionales unidas o bien espejos.
Si los proyectores estédn unidos mediante una base rigida, en--
tonces también se presenta este problema.
Después de Ta corientacidén se muestran tanto errcres de parala-
je como de escala. Las componentes de la& base tienen que modi-
ficarse en pequefias cantidades:

. debidao al giro t mediante o' w"

b}."u " Z}X
of by’:-a = dﬁy’ o8 L3 - othd rinw

sf éfu to 5}5}4’ L+ ofle ferw {17./7a)

. debido al giro & mediante ¢' g"

bxp = bacesd « dbish
dbys ¢ dby
dhip : -bxing ¢ b i g
{17./7p}
y .. debido al! gire K mediante K' K"
bxy = bxtsk - by ok
by E VAT I b)‘ fes H
o bap = db:
(17./7¢)

Biblicgraffa: Buchholtz/Ruger 1974, .
B.6 Orientacidn Abscicta del modelo.

Jordan-Eggert-Kneissi 111, A2 1972 pédg, 96.



18.

Ajuste de franjas y blogues por interpalacicn,

Fo muchtis wavon, para ofF ajusde on Lilngue  fotoqramcirico, na-
da més ¢ vispene de calculadards de capacidad limitada,

La magnitud del drea & levantar sobrepasa en 1os cdiculos las
posibilidades de 1a calculadora, en caso de usar uyna solucién
directa. En este case se utilizan ecuaciones matemdticas polinp
miales mds sencillas para el ajuste., Prdacticamente se 1leva & -
cabo una transformacidn al sistema coordenado terrestre, de tel
manerz que {os puntos coincidan exactamente con su posicidn ver
dadera. 5& investigd un sinndmero de cdlculos, Se demostrd que
con un polinomio de 4. grado (y mayor) los resultados’ se pue-
den empeorar, Algunos cdlculos se presentan ahora en forms hre-
ve:

a) Polinomios independientes para diferencias de coordenadas
en 105 puntos de pase,.

Se determinan Tos coeficientes de los polinomios para unz
franja, Su ndmero estd influenciade por la distribucidn de los

puntos de pase.
Los puntos de pase estdn ordenados por ef. en 3 grupos:

A

A

A A

Un posible cdlculo es:

AX = Ao 1 04X +dzy4|?3_x2496,,:r’y
bo +bx 4 bay +b3x%i by xy

Co +E1x 1 Cey 43kt oy oxy

U]

Ay
A2

L18./1}

Esta formulacidn considera arrores constantes en el pri-

mer modelo mediante los coeficiantes 3, b0 €,

{traslacidn),
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<

Les qiros, inclinaciones o cambios de escala st toran er =uci,

ta con a hI fLyoay, h2 C,. la propagacthn de errores a 1o larce
de las tranjss o bien perpendiculares 2l ensanchamiento de las
franjas se consideran mediante 25 b3 Cy 0 bian a, b4 Cy Estos
coeficientes también contienen la influencia principal de 1a -

curvatura terrestre y de leos errgres de proyveccién,

Se utiliza otro cdlculo, si los puntos de pase estdn reparti--
dos en 4 grupos a 1o largo de Ta franja.
El grado de polinomio se sube a 3,

A A A

A A A A

——t

. 3 F
aX = a0 tacx 1azy +@32  sapxy Jasxd s ay

AY },pabgﬁ"b;)! fégx?*b;,ry +5;434}_,{):?/

Al

Lo +Cax iy <caxiicyxy <epal v iy

it

{18./2)

Ahora se parte de ohservaciones independientes y de igual pesc
{ELL = E). E! c&8lculo para un ajuste seqln el método de minimos
cuadrados gueda asi:

- Ax, Ay y Az pueden cornsiderarse y ajustarse indepen--

dientemente Ta una de 13 octra -

X y'f P Asya xa? 14?’?‘4
ooyr oxu' wp J}i X2y
sy s oxn wp

: : J" .n[

‘ a . ’ !

N
1]
I

L

La matriz de coeficientes A para Ay y Az es 1déﬁtica. Para los
vectores x se cumple: '

XT:(‘I" 41 & .o ad) /-::r Ax ,k'r-‘(tﬂ: At by - . 5.5)/‘:;'4;,1

l’T:(rp (1 ¢r - (o) Jov b2



Ne acuervdo A las reaglas del cdlculn de ajnsty se ohtienn para
el veotar de lncogntlas Fa

X=(ATPA)" AP

L contiene la 4x o bhiem Ay o bien Aaz:

Las distancias entre los valores verdaderos {en las coordena-
das de 1ops puntos de pase transformados a la escala del modelo)
¥ las coordenzdas del modelo medidas (coordenadas de frarnjas)
de estos puntos.

Para diferencias de altura mayores en el terreno debe hacerse -
un ajuste previo. Este proporciona corracciones para Tos valores
medidos, condicionadas por medio de Tas variaciones de altura -
asi{ como por los cambigs de escala del modelo.

La obtencifn de estas correcciones se logra observando los resul
tados de 10s dnqulos & y 1 (ver cap. 17

Orientacién Absoluta: alli se presupuso z - const.; ahora se Lig
ne que fnvestigar los efectos de diferencias de altura mayares).

A 2? El giro ¢ arigina en el -

plano xy un desplazamier-

é Qeregsedine to dax en terreno horizor

15”?25%Ebwj1zz tal. Se anade £ax, si -
g 3&152

intervienen diferencias -

2 gaxdééhfﬂﬁeﬁ de altura entre el plano
. de referencia y 1a super-
T—-:»x ficie terresire.

Se cumple:

éfax Jae

fon ¢ = ey T ox
y mediante observaciones andlogas en el plano xy

dﬁz ) Za?
{2--2¢) 4
Para e] factor de transformacidn de escala se gbtiene:

fan 0 =

of ) = _0la2 :. J 2x
’ (22 T ox




Con las relaciones de (2) se obtienen comg derivadas:

% = €4 d203x s Ly + ecd? +2c‘ar,'f'
a2 2
r 4 Lk + X
2y C2 2 ;
gdr = 9 42?_1.,1;‘4'.{1#)' +3£;Xz+2-5?£1')"
X

Ahora se pueden calcular las correcciones. Todos 1¢s puntos -
{que estdn inclufdos, son puntos de jiga) obtfenen camo incre
mentos:

dd‘:? =(ﬂx“2¢?33 4&;,-;/434;;242;@54’)’}(3‘2:)—'.
A Ax - ({4 ‘2{‘3.} 4ﬂ'&y‘3£'_r-¥24?fgi’)f)(t}'2#}
day (o v ar e ar)(2n) vesze

Con esta solucién se tiene gque iterar,

b} Comoc 2a. posibilidad de célculo se tienen que describir po
linomios conformes en x ¥y ¥y.
También aqui se parte de franjas (SCHUT).
ReTaciones conformes se pueden describir mediante yna fun-
cidn analiitica:

(ax +¢ zi)/) s (!ee *E-Qf) *(Ez \ ff?s)[«r ‘f')’)'
ifay iag)(xriy)
4(Q£4fad(k-*fﬂ3 o

(18./3}

se cumple: 1° = .1 ~



Dividiendo [3) en parte real e imaginaria da el polinomio pai.
L oy Ay

Qo + 2 X i‘ﬂj)’ fi?;.-(,ta"-)f))
- 45 .?xy + ay (33 ‘3'*}"2) -Q;(gjz}-_yl‘;lu..‘

AX

Ay * @4 1t @Q3x t a2y 4&5(,12-}:3)
say 2xy + 2 3(x}- 3xyl) 14 [38%y -y3) e

{(18./3a)

Como contrpl se pueden usar las ecuaciones Cauchy-Riemann [Coi
diciones para Ja existencia de conformalidad}:

of ax - DAX . gr ———%‘? Ay

X 2y
Dﬁx - ﬂﬁz Jax - #?JZ .
Tx -y Dy X (18./3b}

términos pequefios diferenciales se forman similarmente.

Antes del ajuste deben transformarse las coordenadas terres--
tres da 105 puntos de pase al sistema cocrdenado de la franja,
ta ecuacién de interpolacidn conduce entonces 2 correcciones
para estas coordenadas de franja, L) cierre formg entonces --
una transformacidn regresiva al sistemz coordenado terrestre.
Bibliografia: Jordan-Eggert-Kneissl III, A3 1972,

¢} Ajustes de franjas mediante condiciones de cierre.

Ecpecialmente en los Paises Bajos y Félgica se usaron muche
hace algunos afos, ajustes que estaban tasados en la interpnli
cibn entre errores de cierre,
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Un método posible ps:

Al principio y al final de cada franja hay dos modelos total--
mente definidos. Se conduce una triangulacidn de franja, empe-
zando ¢on el primer modelo y empaimandg los restantes.

En el (1timo modelo se obtienen entonces errores gpuestos a --
los valores antes conocidoes:

AK, AR, A&, &X, &Y, Al vy
probablemente también A% {diferencia de escala)

Usando 7 pardmetros se puede mejorar cada modelo individualmen
te, Para los paridmetros existen 7 condiciones {condiciones de
cierre):

]

d/'lr.. - A A = 0

....
3 1)

df('r- "l‘ik = 0

bl. d/]‘ -4X = 0

i" b; ﬂ;‘[’t. + Ay * 0

bi J}[ - 42 = 0



o
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Partiendn de 117 se gbhtienen 105 pardmetros para los modeios

i Toliyiduales g 1|':|'rﬂr|1h1-'.:l‘.iﬁl'lf

o g - 24 jAE L A sl dA
n i=d .
of Xi = ?Ik 3 Ve = ¢ ofi;.'

Y

dfi -2 B oiodE

PN “f F e FEER PN S,
L
od xo = Zbid/“ 6 b oAl

it
d}’ﬂ = L- bi. - d b
dEJ = [ b - d}:

Fara el ajuste planimétrico se obtiene:

L]

X
Y

dxg + Aix 4 M,’/

1)

d}’p "/Hy - Y

y para el ajuste altimétrico

2 = de, JA;E -4 ;;X + ﬂ:'y i

(18./4)

d) Ajuste de blogue con franjas.

Como unidades de ajuste intervienen franjas., 51 a@hora se -
usan ademds franjas transversales {adicignalmente a las fran-
jas longitudinaies a ajustar), tas cuales también se ajustan,
entonces se puede evitar un ajuste de blogque. E1 ajuste de --

i $ _ A las franjas transversales se ba-
I sa &n jos ajustes de 1as franjas

=5 é o longitudinaies, La distribucién -
de 10 puntos de pase necesarios

= ? ﬁi se puede ver en el dibujo al la-

do,
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Fn 1a=z condirinnes actuales la dnica solucidn practicabie pars
un oajuzLe de Lleyoe con franlat e el métoar Anklock con cdicu
los polinomiales segfin SCHUT,

Mo nada mas intervienen polincomios para las observaciones de -
puntos de pase, sino también para los puntos de 1iga en las --
franjas contiguas. Se vih ventajoso el uso de polinomios con--
formes. De acuerde a (3) el cdlculo queda asi:

4 X = gy + Q2 X tagy ¢ Qy-(f—?‘?}-ﬂfff’a/)
1ag (1°- 3xy3) - a3 {3ty - ¥3)

AY = @4+ AiX 14y *ﬂs{x’-y"} +ay (2xy)
vag (£3-3xy2) vag (307 - yY)

Al = o * 44 4('2}-’*{‘3;'? J-fg,vy
sesxd g xzy

(18./3)

ahora se introduce &4x & Ay 0 Az

ya sea comc diferencia entre el valor reai {coordenadas te-

rrestres, transformadas al sistema coordenadc de frania) ¥

el valor medide (modelo - consecuentemente coorderadas de -

franja) = puntos de pase,.

¢ como diferencia de correccidn + aproximacién escogiae
(después de un ajuste de una franja para si) ¥ coordenades
del modelo medidas del punto = puntos de liga.

Una descripcidn del procedimiento se encuentra en la bibliogra
fia citada.

Bibliografia: Jordan-Eggert-Kenissl I1I, A3 1972 pdg. 132,
Buchholtz/Ruger 1974,
10.4.1 ARerotriangulacidn seclin SCHUT,
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Praokblemas en 1a rlaharacifn del aiuste de bloque fotogramétri

LI ¥

Un blogque fotogramétrico de dimensiones mayores podria por --
ejemplo consistir de: *
12 D00 aobservaciones
2 000 puntos
200 fotografias

Esta cantidad de datos deber ordenarse con efectividad {econp
mia de un método) y revisanse para encontrar errores, Se pue-
den hacer las siguientes diferenciaciones:
1) Preprocesamiento,
I) Inspeccidén para detectar errores grandes,

a) Cada observacidn fundamentalmente se tiene que repetir.
Después de 1a medicidn se revisa, si faltan observaciones
individuales.

b} Ravisifn para detectar grandes errores en base al plan de -
observaciones (fotocoordenadas > formatc noe deben por ej. -
intervenirj,

c} Control de las diferencias de coordenadas observadas por -~
comparacion con una tolerancia dada.

d) Control de las diferencias de coordepadas observadas medi--
das en diferentes modelos con una tolerancia de error even
tualmente preestablecida.

I1) Refinamiento de las coordenadas,

a) Las observaciaones se promedian,

k) La orientacidén interior se reestablece,

¢) £E1 sistema coordenado se gira paralelo a2 Tas marcas margi-
nales.

dY Los puntos b) y c) se pueden substituir mediante un ajuste
con las marcas marginales (correccidon por deformacién de -
pelfculal,

e) La distorsidn del objetivo y las correcciones por refraccicén
podrian considerarse.



IIl} Correccidn de nrrores.
e puede Introduc!r purvas ob=ervacionen [las marcas fiducia-
les y las coordenadacs de los puntas ticnen que volverse a me-
dir), 6 se eliminan las observaciones defecluosas {esto atahe
a las ccordenadas mismas, asi como a las funciones de estos -
puntos), § se 1leva a cabo una renumeracién de los puntos de-
fectuosos,

I¥) Clasificar,
Para un trabajo efectivo, es de gran impertancia una ciasifi-
cacion de los datos. La secuencia de la solicitud de modelos
u observacliones deberfa ser de preferencia a voluntad. Por --
esg es necesario un método de clasificacidn, que separe en --
forma diferente los puntos identificados,

a) Clasificacién por numeracion.

Lo mds sencillo es la numeracién con ayuda del nimero de -
punto dado. Por gl otro Tado, es deseable mantener un esquema
de numeracidn libre. Aqui obtiene cada punto un ndmero de pun
to Tibre y una direccidn para el almacenamiento de las coorde
nadas. (Esta informacifn se almacena extra),
£5 ventajoso si las cifras de nimeros de puntos libres y la -
direccién de las coordenadas son acordes.

b} Clasificacién por fnc¢crementacidn del nidmero de punto,

Un método posible para describirse asfi:

( ! Cada punto se insSpecciona para sa
il i ber si es menor, mayor o iqual aj
\H“‘nh___ﬁ__jff%ézg:::?r intervalo 1imite. Después se le -
saca mitad al intervalo y se vuee]
ve a inspeccionar, Esto conduce a

una localizacidn inequivoca de P+ En 1000 valores nada mis
se nacesitan 10 pasos de inspeccidn.




e} NTasificacinn seqgiin la clase de purto,

e delbe deciadtr, s1 e Leala de un punty de aluste o oun --

punto nueve. Las ditimas deberTan veni{r al final,

d) Clasificacién por incrementacién del nimerc de punto.

- Se puede también escoger nimeros de fotograffas libres y -
asignatles direcciones a los puntos, los que por ej. estdn --
daeterminados por Jas coordenadas -x y -y de los centros de to
ma (coordenadas de aproximacidn), Sin embargo es mids prdctico
una fijacion -a pricri- de las fotografias. Fntonces se puede
clasificar segdn la incrementacidn (1istas) de Tos nimercgs de
les puntos.

2) Bisgqueda de errores

E1 método prehecho descrite en 1)} prueba el niimerg de
punto y fotografia. Controla Ta medicidn y su calidad dentro
de una fotografia y una franja (en los estereccomparadores na
da mds valores medidos). Los siguienteé errores no se descu--
bren: .

- falta de medidas de control,

- fijacidn del blogque,

- falita de coordenadas en puntos de pase.

- falta de pesos o0 constantes

- arrores de numeracién en puntos de pase.

- aproximaciones equivecadas de pardmetros de orientacidn,

Estos puntos se pueden vigilar mediante una lista cde prueba,
Mids adelante se necesita todavia resulitados especiales del -
ajuste, para poderles resclver, L] programa de ajuste deberia
proporcionar ta siguiente informacion,

- variancia de la unidad de peso después de cada iteracidn,

- magnitud de 105 pardmetros de orientacidn,

- residucs de las coordenadas en To6s puntos de liga, posie
riormente a llevar a cabo upa comparacion ¢on una tcle--
rancia de error a priori,

- residuos en 105 puntos de pase,

- ordenacidén interna de posicién -y puntos de pase de altu

ras,
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e 1wg rezifdnns e ppeden carar 1as sifuientes copnclusiones:

- ME erfur greode Influencla sliervacitones veclnas en tod2
5u magnitud. 5Se notan desarrdllas toudavie on oghtervaciu-
nes a una distancia del ancho de una fotrografia,

- Errores en las coordenadas terrestres pueden conducir a
grandes desviaciones en puntos de 1iga vecinos. Este es
el caso especialmente en ajustes de haces {-ng¢ tanto en
ajustes de fnterpolacidn, ya que aquf el error se reopar-
te mejor).

- Los vectores de residuo dan lugar a dos alternativas, ya
sea quée se trate de una observacién individual con error
o de un error de i{dentificacidn:

diyvidual,

error de identificacidn

425%?}«-—4‘-—_* error de una observacibdn in-

- el que haya que descubrir un egrror, depende del nimerp de
puntos en Ja periferia, Las extrapolaciones deben evitar-
sg de ser posible, Es importante una cantidad suficiente
de puntos de pase de alturas. Son muy Otiles para la ob--
tencion de iteraciones convergentes, .

3} Aproximaciones,

Un ajuste de haz ¢ de modelo seqin el métode de minimos
cpadrados requiere de valores de aproximacidn para ¥o, Yo, K
as? como para la escala (para el ajuste planimétrico).

Algunos programas [Ackermann/Stuttgart, etc.) calculan apro-
ximaciones, en las cuales subdividen el terreno en cuadricu-
tas Tntroduciendo a1y fotocoordenadas en un mitodo Anblock.
Otra posibilidag consiste en que, con ayuda de un programa de
interpolacidn {para X ?{ Ei} se calcule un ajuste aproximado
de franja o de blogque, Las aproximaciones para 1os centros de
toma se determinan por reseccidn espacial,
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En Hannover se hace como sigue: Primero se determninan los cer
tros de toma de la primera y Gltima fotografia en una franja.
las restantes ~e talruban por interpolacidn,

4) Tiempos de cdlcula.

Se puede cumplir con las siguientes estipulaciones gene

rales:

- Usando grandes calculadoras se abaten los costos rdpi
damente. {Esto se nivela otra vez ya gue se trabajan
bioques mds grandes con programas mds amplios}).

- EBNER/Stuttgart establece las siguientes relaciones:
Los tiempos de calculo y con e11o0 los costos varian -
con el ¢dlculo @scogido, Mds o menos se cumple:

MEtodo Anbiock : Ajuste de modelo ¢ Ajuste de haz
{nada mds planimetria) {separacitn de
planimetrfa y altura)
1 : 3 H 5

Métodos de interpolacidn para puntos nuevos

Después de un 2juste subsisten en los puntos de pase desviacio
nes pequefias-o grandes {residuos), 57 ahora se detérminan pun-
tas nuevos en el bloque, é5tos estdn 1lenos de residuos. Ahora
se trata de reducir los residuos mediante -métodos de interpo-
lacidén-.

Un ejempla:

En &1 ajuste se asignan pesos diferentes a los puntos de pase,
Se podrian considerar, por ej., como libres de error, por lo -
tanto pesou, O comp observaciones del mismo pesa, por lg tanto:
Peso 1. Un &juste en el bloque de prueba OBERSCHWABEN dif los si
guientes resultados:

Residuos en los blogues

X

wmnfs
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Numericamente se ohtuvg:

Perspn ppra puntn
de pase a6 Bewarrullon en
Fote flarte Altura
(m) (cm) {cm) (em)
! 5.0  + 51 + 52 + 55
100 6.7 + 47 + 39 + 66

5e ve que tanto co comp también ay 58 empeoran, en casc de -
gue se introduzcan puyntos de pase con pesos infinitos {o sea
muy grandes). Despuds de que e) modelo matemitico se mejord -
mediante un método de interpolacidn, se obtiesne:

3.5 + 16 + 16 + 38
La interpolacién es especialmente necesaria entre modelos.
En el siguiente desarrollo de este capftuioc se mencionan bre-
vemente algunos de estos métodas de interpolacién:

1) Transformacién Afin.

Aqui no se puede utilizar una transformacidn Helmert ya
que sus parametros ya intervienen en el modelo matemdtico de
un 2juste de Modelo, Haz o Anblock,

Sin embargo s& puede efectuar una transformacidén Afin entre -
los residugs de las coorderadas del blogue,

¥ - ax + by +¢

de + ey * f . (20./1)

~i
n

Las & incdgnitas {2 factores de escala, 2?2 rotaciones, 2 tras-
lacicnes} se pueden determinar en forma relativamente senci--
11a con 3 puntos. Es sin embarge desventajoso, gque este méto-
do nada mds se puede automatizar con dificultades.

—— Se aplica con ventaja en el caso

de tridngulos. Perp entonces no
se puede pulir el pasoc de tridn-

o qulo a tridngulo
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También se pueden usar polintmios para cada franja. por

o j
AX = Qg 1w + Rasy + an Jt')" Sy PR
(20./2]
- py $i se tiene cuando menos: 5 puntos de
o pase por franja, entonces los coef{--
o . o cientes del polinomio se pueden deter
minar,
También se pueden utilizar férmulas de polinomios con-
formes: $1 nada mds se tiene puntos de pase -

en las orillas del blogue, entonces -
se tiene que usar fdrmulas de grado -
menor, .
Una aplicacifn de este cdlculo es e) Ajuste en blogue seqin --
SCHUT. Los cdlculos descritos en el capftulo 18 tambiér se pue
den aplicar a residuos, @ sea un ajuste de Tos puntos NUevos a
los puntos de pase.

3} Métodos de interpolacién grificos.
Existe una gran cantidad de diferentes soluciones.
STRINZ par ej. interpola -independientes para x, y, z --
rectas de jgual error entre lCs
residuos mediante promedio gra-
fico,

4) Interpolacién con leos pesos como funcidn de la lejanfa,
ta interpclacién también se puede lievar a cabo, si se
usa la lejania como peso para 1a correccifn de interpolacién,

Se cumple:
Si: Lejanfa
A & 11: correccidn a los puntos
“o= b Z ps i de pase {residucs]).
P i

PE': f«- oler --——:1 (20./3)
£ i




La corrnccifin determinada por {3) s independiente de Ja d
vt iGn, e puede donstderar comoe priricr peso para tratar

método sefialadg,

5) Interpolacifn por e] método de minimos cuadrados.
- Prediccién i1ineal segin KARUP, MORITZ, KRAUSS -

-?3f¢-) ) dados: un nimerc de puntos
con sus residuos 11 {cor
Pt J P ) ciones}, Los residuos de
n“ﬁula *T5lls estar integrados por una
. parte sistemdtica s, y D

ks i

‘L} una parte casual r;

F it '%fh)

]
MLy
(o= &+

Se condiciona que la sumda de todos los 11 sea Ccero, 0 S84a;:

z 11 =0

i-n

el

P,
i
rec
ben

ar

(20./h)

En ajustes, asf es normalmente. 51 12 condicidn no se cumple,

se tiene gue hacer la siguiente transformacidn:

L =l -al s &l = ’H". i S0

n

Prédcticamente se trata de una centracidn,

1 .
S1 ya se hizo (o bien 51 la condicién se cumplié desde el
cipic), se cumple para la variancia a; de los residuos:

o . ILL Tsisi o, QEsun 4 Erf
L - n n n n,
¥ s1 s tiene un gran nimero de puntos de pase:

§.- .ﬁ" ﬁ‘ -} 0

n ——7 = n

‘con 1o gque para la variancia d; se obtlene:

¢ Trns v w
62 - R

e ———

- h ’1 (20.5)

prin
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Como paso siquiente se tiene gue estimar la correccifn crtre

bt puntng Pi fll}, darmalmente Tarn distancias P1P cerdn re-

|4
yures yue d- Ld oy nentgren que d ot Ady sk cumple:

d-ad < Bh < olcad
Una funcidn de covariancia se puede entonces estimar como si-

ques; 3: A C{EE}

rl L
T T

40 d dy.
C(FP) = 2= (5 toe) + 5 () + 5 (0ar) o T ()

y ya que los términos mixtos van a cereo, y -en base al ajus
te anterior seciln el método de minimos cuadrados- la partie
casual I {nE rk} tambifén va a cerg, se obtiene:

~ o | _2:fff<
C ( P.- Ph’) - R {En‘f{,]

¥Ya gue Ja forma exacta de la curva de ca;ariancia es de poca -
importancia, es suficiente con una descripcifn mediante una cur
va de prebabilidades de GAUSS. E1 punto mds impartante es la -
determinacifn de Cn'

Este método también se designa como prediccidn lineal:

Se tiene gue determinar una funcidn u - funcidén Ii1neal de los -
residuos 1i' de tal manera que 1a desviacidén entre s, la sefia?l
de {4), y v se vuelva minima, Matemdticamente esto se puede dejs
¢ribir asi:

©$ - ﬂuf!f + az Zz + -0 Qntfh s ﬂ»’f funcin lineal

£ = ¢ -U ' | desviacidn

S = mia Condicidn de minimos
f

(2o./7)
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Substituyends las dos primeras ecuaciones de {7} en 1a cenglt
tifn de minimos oa;

2{s-a')s-a't] =} (ss -2a'L v a'lte))

y después de dividir entre n mediante la segmentacién de la
cuantiosa suma:

' Z..Ii" g_if_-f_l"i ,,,,, z:"rifn
n Lrd . i s
dee o Zs o0l Yo S " s
" " Tils Shats - Tl
" n n

usando {5) y (&) transforma la {dltima ecuacidn a:

(B e ()
2, G}II* 22’ : + o’ “-»_M a
n . S

C(p‘p’}) ‘h‘é\?rf

& usando la notacidn matricial c y C
i .
-E—E_E-_ - 6-;2' -_— ZQI*C -f- a.’- C - Q. .'—-'-Mrﬂ

La condicidn de minimos: implica iguaiar a cero la la. deri-
vada parcial con respecto a Ta variable a}:

LEE_
atfa):{;:—/fc +C‘Q'

Yy para &'
. -4
a'= ¢ O

Substituyendo en la la. ecuacitn de (7} da como resultade fi-
nal:

wec CTL L (e

L,

Se busca una funcién y = C "+ 1, La inversién de C serfa posi
Ble, sin embargo no es necesarioc, Se utiliza 1z curva de
covariancias gréficas,. . a

(Se cumple - y = 1)

¢ (Rl —
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Erntangae se poedes raicular c.y para cada punto:

L2 cantidad de cdlculos para determinar ¥ es muy orande --
~ por &J. GBERSCHWABEN 80 puntos en 200 fotografias-

Eiemplos para las interpolaciones:
- lineal:

- con pesos dependientes de la Tejania:

- método de los minimos cuadrados:

o +4
T 013 }ﬁ £

Co = 07 }\ |
- ajiw"—?s.a

w= o' T C(RR) -G RURR)
t.r ¢ 2./



Fezultbtadu: aurér Irus para ORFRLCHEARFN {dimensidn del biogue
25 % 60 km) . Desyiacifn Standard
al Este Horte en 1a altura
(em) {cm) (cm)
~ 5in interpolacién + 51 + 52 + 55

- ¢on interpolacidén
funcidn de caovariancia 1

! CQ = G.E
” hn_j*ﬁx\\a_
mﬁ“ + 42 + 45 + 54

= 1/6 d. Bloclkes

- con interpolacién
funcidn de covariancia 2

CG = 0,32

NN

A5 ke

+ 34 + 37 + 3b
En las coordenadas planimétricas intervino un residuo.

- pesc creciente para
puntos de pase {+ o} + 47 + 39 + 66

~ Introduciendo pardmetros
adicionales en el ajuste
en bloque + 16 + 16 t 39

Resumen:
Mejor que una interpolacidn por el método de minimos cua-
drados después del ajuste, es 1a eleccidén de un modelo ma
temdtico mejorado (mediante ¢l uso de pardmeiros adiciona
les). Entonces 1os residucs $on tan pequefios, que pueden
ser desprecfiados (iy con elle no tiejen influencias an 1o
puntos nuevos)}.
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Comparacién de precisién entre el ajuste de baces y de modelin,

Una iavestigotidn Ledrice de ¢wle prublema vy posible de Ta -
siguiente manera: Se introducen las correcciones despreciladas
en un modelo {de 2 o mds fotografias), Esto da un sistema de
cdlculo sumamente complicado., GOTTHARDT la tiene representado
(en apéndices) en Y2 'Deutsche Geodatische Kommission, Serie A
Nr, 41, 15962: “Preguntas de precisifin en ia orientaci6n anali-

T 2 1l
tica de fotograffas aéreas”. Obtuvo un incremento de precisidn

tedrico del 20% cuando todas 1as correlaciones fnfluyeron en -
la formacién dal modele. La demostracidn préctica es muy com--
plicada, ya que pueden intervenir errores simétricos de igua!l
dimensién, E1 método de haces toma en cuenta estos errores, pe
ro de una manera mejor, por lo tanto una gran cantidad de --
errores sisteméticos se reducen o bien se elininan, Por &s50 -
en la prdctica el método de haces da mejores resultados.

Para el bloque de prueba OBERSCHWABEN se obtuvieron 10s siguien
tes resultados:

Ajuste de blogue de haces bD bEste anrte bh
(Hannover) (um}  (pm) ( um) (um)
e o n R T T TR .-
puntos de pase cada adicionales
2 longitudes de hase no 5.8 10.7 9.9 15.7
5 i 3.7 5.5 5.0 12.5
5 longitudes de base no 5.6 18.4 8.5 6.5
51 : 3.% h.9 .4 13.6

Ajuste de modelo {Modelo formado mediante mediciones con

(Stuttgart) esterénccmparad&r}
puntos de cada par&metrd;"_“1 hU b=+ bx* +by°
adicionales {um) {um)
¢ longitudes de basc no f 7.1 12.5
4 longitudes de base no | 6.0 17.5
B longitudes de base no 1 6.5 25.4
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Lot resultados también muestran, gque el ajuste de haces, nu-
da mas uzanto parﬁmntrn: adicionalen, de mejores resultados,
Un ajuste de modelo con coordenadas de nocdelo medidas (grafi
cador analdgico) no se habia usado para este terreno de --
prueba, La precision Se previo de mé&s o menos o_= 25 um,
Este valor serva pegr que con las mediciones del comparador,
También un ajuste usando calculos polinomiales darfa secura-
mente peores resultados, aunque se trabajara con el mismo --
stereocomparador {Stettgart).

Finalmente se tiene que hacer notar, gue en el blogue de --
prueba OBERSCHWABEN se usaron puntos con sefialamientops. 51
se utilizan puntes naturales o artificiales {(esquinas de edi
ficios, etc.} serfan de esperarse peores resultados.

Fjemplos de aplicacién para la fotogrametrfa analitic¢a.

E1 principal campo de aplicacidn es la aerotriangulacién.

En diferentes estados de investigacion se establecieron un -
gran nimerc de programas de aerotriangulacidn., Aqui se tierne
ung que remitir a tas publicaciones de estas institucicnes -
{S¢hut, NRC Ottawa, Cdlzuio polinomial para franjas en el --
bloque; USC & GS, Washington, Ajuste de haces; ETH Zirich,
Ajuste de haces; Bauer/Muller, Hannover, Ajuste de haces (con
pardmetros adicionales); Ackermann/Ebner, Stuttgart, ajuste -
de modeio; Halonen, Helsinki, Ajuste de haces; Buane Brown --

Associates, Ajuste de haces con parédmetros adicionales; Meixner,

Stuttgart, Ajuste de haces, etc.).

Tabularmente se van a describir brevemente 3 de las principa-
les posibiiidades de uso de la fotogrametria analftica (Aerc-
triangulaciédn). Se dehoerfan mencionar aqui: TABLA 5,2491250

1) Organizacidén de un catastro rural o urbano,
La implantaci6n de esta tarea significa: identificacidn de --
puntos de Tindero en el terreno antes del vuelo {en caso de -
gue estén fijados por mojoneras ¢ apoyoes topogrdficos) median
te sefalamiento simultaneo de estos puntas



5i 1ng lind=ros =& pueden referir a obietosr naturales {cercas,
rallas, vansirunutionas, ..., -~pir cjemplo medianie amptifica-
cidn fotogrifica o simple medicién en objetos, que son reccho-
¢ibles en la fotograffa-, entonces se puede desistir de Ja fi-
Jacidn de linderos antes del vuelo.

2) Establecimiento de puntos de pase para obtener cartas
topograticas,
Se trata del caso standard de la Rerotriangulacidén. A continua
cidn se establecen agqui cartas de peguefia escala de regiones,
en donde 2penas o no existen puntos de pase en el terrenc,

3) Establecimiento de redes de 3er. y #40. orden para
subsecuentes mediciones en el terreno.
Aqui 1a Aerotriangulacidn probd ser muy Gtil.
Como condiciones se deben sentar:
- Los puntos fijos deben colocarse en los puntos terrestres
convenientes de ser posible con més wisibilidad.
- Debe existir un buen sefialamiento,

Entonces se puede volar el terrenoc., Son ventajosos sobre todo -
1ps costos bBajoes. Un punto fijo, que se establecid de esta ma
rera, ocasigna nada mas alrededor de 1/3 de los costos gue --
surgirfan en una medicidn terrcstres.

iCuldles clmaras deben usarse?

Si nada mas se guiere obtener informacion en planta, -catasiro
de una ciudad- es ventajosa una cédmara de dngqulo normal, de ser
posible con formato y escala de fotugraffa grande RMK(30/23}).
51 también se reguiere informacidn altimétrica, entonces debe
usarse una cdmara granangular, por ejemplo RMK 15/23. Un incre
mento de laprecisién en la altura se obtiene mediante un mayor
traslape lateral (en vez de 20-30%, 60%).
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Tabla para lasposibilidades de aplicacitn mas importantes

la 1a fotpgrametria analitira (Asrntrianguliacitn)

Campo de
Aplicacianes

a puntos
medidos

dens idad
promedio de
los puntos

precisidn
requerida

una precisidn
fotogramétrica
de 5..10um
{altyra 15um)
58 obtiene con
escalas foto-
graticas de: -

Catastro

{requerimentos
alemanes}

——

Puntos de referencia:
marcados por estacas
Puntos de linderp:
rarcados con piedras,
etc,

Construccién: objetos
naturales

Topogratia

{escala mayor
1: 5 unn}

Puntos de pase en

| planta ¥ altura:

! puntos artificiales
, naturalmente

iseﬁaladcs.

més o menos

©cada 100 m

o AT —— ] & e = =

magnitudes del

madelo

se regquieren
§ puntos de

ifga por rnude1ui

3...5 cnm,

Red de puntes fijos

Puntos fijos
trigonométricos:
marcados con piedras
0 bien postes.

|
i
ﬂcada 1...2 km en
. planta

=cada 300 m en
Ila a1tura

| 50 cm para 1a
planta
15 cm para la
laltura

..__'l__.,,.—.—-—...... -

1: 3 000 hasta
1:10 Q0o

para 1: 3000
500 x 250 metros

nimeroc suficiente
de puntos a
daterminar

.

|

i

i

!

I1: & 00D en 1a altura
;de 1: 50 000 hasta

i 1: 1G0 0DG en planta
| {La escala fotogrdfic
‘ interpretabil idad

. para 1: EDDD
i 1000 x 500 metros

__',...... - - -

Se tiene suficientes

- —— -+ --

e e s ]

puntos, los cuales -
i parcialmente no estdn
! sefialados

vas B oCM

4

6000
a mayor se limita par

)

para 1: ﬁ ﬂnﬂ
1000 x 500 metros

rapmx.l:

b= — m—————r

| Por cada punto fijo
i

se necasitan 2 purton

1 de 1iga adicionales,
|



f.;ﬂhlpl.i Je&
aplicaciones

- —— o | L

Requisitos de
controd

-riaﬁiﬁu del’
bloque

———

sefalamiento

by

! — — -

1
-

Calaslre

lupayralfa

—

la red de puntos de
pase, libre de erro
res debe, cada Skm,
ser estabilizada purf
un punta

después la red de
puntos de pase
utilizable,

la precisifn mediante

puntos de prueba
determinable

8 franjas con 14
fotografias si es
el caso

5 franjas con 10
fotografias s7 es
el caso

50 fotografias

1t

red de puntos fijon

red de contrgl libre
de error cada 10-15
km por un punto

10 franjas con 20
fotografias si es
el caso

= 200 fotografics

necesario

innecesaria

necesario

)
l
|

t £ 112 fotografias $
|

|

NOTAS: - La precisign fotogramétrica de 15 m en la altura y la
de al1f rysultante escala fotogrifica estdn basados
en las siguientes férmulas:

LI
& Bi

h = P %ﬁ.-b'c

P
Epun ATt

Lo

r ALt L7450 b= 00m

- Esta tabla es nada mds un indicia. En casos particulares
pueden interyvenir mds desviaciones.
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Division de Educacidn Continum

Ciudad de Mbrico
30‘3# - 3-“‘-1931

Fetogrametrzria Analitica
Primera Parte Prhtica .4)

de He=FP. Bihr, Universidad de Hannever, EK,F,A,

Contenido: PAgina

I Operacionss con mat xi cos (§1) £a

1T Apliicaciones de la ley de la propagacibn £-1
de los errores (§1,7)

IXI Sistomas de rotacilbn diferentes. (§2) £ %

IV Funeibn de distorsidn, distancia foecal A- 4

y errores en altura {éj]

v Determinacibn de los elementos de crientacibém A- 5
VI Aerotriangulacién (§6) A-6
VII Ordentacifn rolativa de un par de fotos A8
independientes (§9)
e Soluelibn tebrica s- B
2. Soluclbn pritice (programa) A-11
VIIIOrientacibn absoluta (§ 11/12) A-22
IX Correccidin numbrica de una oriantaciéno A-2p

relativa instrumoental (§ 15)°

Los &apitulos indicades entre paréntesis se refieren a la parte tefrica de
G, Konecny.



Fotoepgrameirla Analitica
¥Yarte Pritica

g tegivfaecatld ggias® oyl Malclilzs ':"-,.-,l

T« In unl Sistema de coord:nadoas {x,y,z} oxiston dos puntos

I,
2

I

Py {1,1,

1)
P2 {Eljiu)

—

1)

a) Cufil es la distancia entre los dos puntos?

b) Determinen Ud, les fngulos % P4 entre los ejos de coordenadas

¥ la 1inea recta, dafinida por los dos puntecsal

e} Cull es el ingulo entre los des lincas rectas, formados de los

cdos puntes ¥ ol erigen del sistema de coordenadas?

2, Multiplicacioh de Matrites (1)

! -

1002 b0 -

A= B = -1 =3 o
) 34005

4 —-p 2

o 1 2

al C= AR

) D= AB o

3, Multiplicacibn de iMatrices (2)

3 4 1,55 0,65 0,00 9,42 =2,14 2
2 | |=1 [|=G,13 1,13 2,95 ~8,47 1,89
o o 2,34 1,32 i1,3% 4,65 0,00
& G 5,16 =4 41 1,1 0,00 3,11
-4 1 ||=7,208 1,15 2,96 0,78 4,74

a b [ D

a) iQué productos son posibles?
T T T T

a™ , av® , Db , Da , a'C +bD , DP

¢™n - aTrb

B

aC

b) Letermine Ud. el filtimo producto de la sfrie que exlstel



fim 2 -

Y. Iuverzifn Je Matrices (1)
1
4 =2

Forme Ud. las oquacicnes determinadas por los elementos desconotidos

1 -1

usando AA = E. Calcula Ud, A~ .

5. Inversibn de Matrices (2}

Algoritmo "gauss" moderno 1

A = sT T s 1 dividir 1a matriz A en partes mis
N ! AN simples { trifingules)

Férmula para ln reduccibn : H=4 + ( E +~ & ]T H {1}

Fbrmula para inversidn ¢ A~ =8~ + A7 (E -5 )T (2)

a) Determine Ud, los elementos de H y {E—S}T directamente (por'orden
natural™)
Defina Ud. una férmula genoeral pera la determinacibn de los ele=

mentono hik'

») Forme Ud, !,

e} Chlcule Ud. los elementos de A-l ¥y haga la prueba intagral

de su chlculo !

d) Consideramos posibilidades para calcular, oscupande un minime

de capacidad en la memoria de la computadoral



A=3-

£1 Al llcocibe de la iey de la prupagacifa o ion erpstaas 617

1, Teorema de Cosenot

— azﬂbzi'ﬂzﬂzhccnao(
[ ”___,_...--' -
,/J //‘ -4
e b & = 133,333% £ 1,73 mgon
H‘“““E‘_, ‘&/ b=2000m % 1,41 dnm
| c=1000m* % 1,00 am

a n 2645,75 o {(aclucibn)

Coraelacibn @ r

a) cufl es ol error standard sin consideracién de la correlacion?

b) Cuhl es el error atandard considerando la infiuéncia de la

corelacibn entre b y ¢ 7

IIX Sistemas de rotacibn difarentes

Los dngulos de orientaclbn relativa, determinados de un eatereo-
rreatituidor (ZEISS) eran:

L'Fz = 5‘-059*’48
W= 4,77218

K, = 8,23178

? Cualen 50N loa elementos correspondientes para un estarecrres-
tuidor de la casa WILD ?



el -

() Foswnlbp e dieiarallbe | dlatbnnls Fural 7 artnton en mltuss #°

— —— T = ET— e EE A ———

La calibracifn de una cAmera resulta en valorea de distorsaibn,
partiendo de una diaténcia focal de e= 152,%10 mm;

Disténcias radiales r [mm)

0 10 20 30 %0 K0 60 T0 80 90 100 110 120 130 140

R A U — ——U L - e ma § SR A U — ke e A 7y -

A T miimm am e fedeeh ey P TEE——

r-c -2 w2 =2 =2 a2 G +1 +2 3 +3 +1 -1 =2 +6
Valores de distorsibm aAr [u]

#n) Datermine Ud, la disthncia focal que daAr = 0 por r= 90 mm,

b) Calcule Ud, de nuevo la tabla con valores de distoraifn,
usande la distlncia focal corragida,

¢} Cull estn el error de altura en el punto P, partinde de los
valores de distorsibn (b)

p'
!1 “ il | Altura del wvuelo hn = 2500 m
3 i A0 rv-.-ﬂ:
: ' ' ' '
.t -lg" Paralaje Prog w0 P Pro * 5’12h ol
s
m: . Yiatas verticales
ho
{ I 1 dh LA ¥ dp
s e e e p__1 x



ﬁ - 5 - ,flr
TL
/L
¥ Ueterminacibn de los vlementos fe wil ?‘ul-:l.l;i_‘f.n ( : "]
, X
Ay j I N
o © ~D
1 ' -
O3 I l@lt ’ "-\" .
1 l / | ) ~.._
| ~ \ ‘
I .F
! . | ! i“-lv "l‘, .
—_ 4 — - _a'.} ' fimelria
: i
I
I . '
] i Er‘ i d l
o o) | ! |
L "-.J G}'Fa 1 O Lf
e [ Y
DMeatancia fecalii e= 1% mm
Coordenadans de la foto:
xl -y'l
11 =80,000 mm 100,000 mm
21 80,000 100,000
3t -B80,000 = 100,000
Lt 80,000 -100,000
Coardenadas terrestreasi
X T A
1 9 933,93 11 182,62 106,00 m
b 11 132,?11 11 182,62 100,006
1 i0 000,00 10 000,00 100,00
4 11 066,67 10 000,C0 100,00
aj?Cul&l €5 la variacldn de la escala en la fota?

b) Determime Ud, los elementos dc orientacibn .



A= 6 =

V] Aercliienxulacibn  (46)

Ecuaclones de correccién

a} Eatablecimionto de lam ecuaciones de correccibn del sistema

alguenter:
L ,
1
2 *d -5
“a
e e —
1T ¢
| o S
ey “lo
K
Li phal D LS

! Use Ud. el esquema adjunto 1
b) La matriz de ezuaciones normales no mostrarA una forma

ideal,?Porque? Proponga Ud, mbétodos para mejiorar la forma,

¢) ?35cn 3 puntoa de apoyo aufieciente para calcular la corientaecibn
absoluta?



e

1... & : fotog a... D : pPuntos
lnc.nhm'*a.s de erienlacidn Coordenadas liﬁﬂéahifﬂ.i
AX Az X
4 z 3 & s e labcdetah i kltmno p

[ YE},*MK]L E(Yzli



A= B -

v11 O-lentreibn relative de un par de fotos independientes [§9)

Ciii awiucila pnumbiica [l wfi e GEIEM® FOICT AN

Dado:

Goordenadas de fotas

NR X} Yl %2 Y2

635 =2.145 107.10% -85.196 103.002
653 44,557 100.3%329 38,955 65,479
1107 f8.1708 G, 371 L.436 AR
724 92.11¢ -0,350D 12,238 -9.3722
713 30.178 1.592 =40, 7048 -7.5905
2001 -28.180 1,725 . +~10&.189 0,204
11k -16.6%0 -2B.753 -N%.5%15 -31.905
152 -20.168 ~-70.913 -97.8508 -70.%22
546 6.GB5 -103,525 -69,95%1 -13°.993
1118 20,216 -100, 356 -56.405 -105.4%7

560 68.500 -89.5%0 -§.190 ~-93,253

Diatancia focal 1 ce 152,31 mm
Secuencia de rotacidn segln instrumentos WILD (a3 , ¢ ,» X }

Los ejea de toma acn arroXximadamiente verticales

Problamna;

1 ] ¥ o
Determinacibén de los Anguloes de orientacibn ¢ ,lf", K, K y w
(inclinacién trensvarsal comfin)

1, Soliucidn teorftica
 £4-4 F_ L% X R-F +—+ 73 3+ § 8 % I

a) Condicién de coplanaridad:

Los vectores {"toordenadas del modelo")
P ( u ’ vr'l H']:I. * F"{ u, v'
y b { b_, b? ' b, Y (=base)

tisnen gue encontrarae exactamente en

’ w.]i ]

un plano comlin, Forma analitica;

hI u u t
] . —
Determinante = by ¥ vila A = 0O hx__-:: 1 (eacala) { 1)
b w' w "
&

S5a prohibe una detarminacibn directa de los alementas de orienta-
cibn ; conmecuentamente 52 hace necesaric una solucldn con iteracion



Aa9 -

biheteeninarn ity 4o wleuuntos da orloentecidn aproximados

by_ =b_= 0 ; quedan solamente loa Angulos para la orientacibémn

—

—I e - i
wa ¥ -K,"- K.' = r..:" = D por causa de ojes de toma aproxi-

madamente verticales ; %5& supone una linea de vuelo recta.

¢) Determinacibn de las coordenadas del modelo

' '

u a,, 8, 8, x
' '

v m |8, &, 8,4 ¥ = D x' { 2 )
'

(apiicacibn similar para las dos fotos)

8, - cosd coal

@y = acoavy sink

Byy = sinyg

Ay, - cosl sink + sinw siny cos ¥ { 3)

B8;; = ©CosW cosk ~ sinw siny sin¥ (vbase tablz §&2.9)
By s =8inw coswy

&gy, - einte psiny - costd siny coaw

A3y - sincy cos W + cosdld ainy ain W

» coat) cosvy

Con loa elementos aproximados AT - | E

d} Compensacién de minimes cuadrados,

Formacidén de laa ecuaciones de correccibn (mhs de 5 puntos):
v, = ( k, dg" + k, dr + k. dw”+ Lk, d9 + X_de’+4 )
i 1 9¢ 2 3 y 94 5 ol1

v = A X =1

{4)



( 5)

I ut gg:
D4 G
k.l = -—'" -] 0 A .
0 KA1
.n '1 %'
prl
ate,
g'l.l.. 1] » " L n
——— = = miny cosk x'' &+ einYsinkK y't - cos¥ ¢ { 6 )
el
etc.

Preguntaa de contrfl

2 =1

Al
2, 1Calecule U4, ol !

O’

Foermacidn de laa ecuaciocnes normmles y solucibn:

x = (AT a)1 AT (

a¢”,
aw'
Ii - dhl!
avy'
dK"

H " "

Iteracibn 1 \fi_” a ¥ 4 * dwp

7
K'jer = K4+ dX

{repetir las partes 1,.7 hasta que los

7 ) vhazma § 1.6

alementos x

Sean pequenos)



A= 11 =

luvibia pidliiva

-
—r 1-*pT¥-F B3 F-F-3 X}

Programa FORTRAN , verificade por una calculadora CYBER 73/76 {cpe)

Subprogramast

DREHM t chlcula los elementos LPELEERL S de la matriz da
rotaclbn T {ecuacibn 3}

MODKO : n&lculn_lus coordenadas del modelo (ecu, 2V

MMULT: multiplicnciﬁn de matricds

DETBER: Valor del determinante ( 3x3 elementoa, ec., 1 )
DWINK: establecimente de loa cocientes diferencimles sogfin (6)
MINVER: inversién de matrices (método Gauss-Jordan)

TRANS : trTanaposicibn de matricCoes

Itoracifn no neceaarid por causa de paquenos valorea de v

después de la primera compensacibn



Moyt god ey DIHANT utenT)
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F I B I I
. re
K1 .
e Ogrientacibn ralativa
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Wity 1 L TELEW I wiri
Fa7 T TTAUIIAMPICEH UK Rotacidn 11.1 ' e
FEFFD & IEBTIATEQIFHING 2
Wiatgeezn "D S ILDGET MG ja
wripeasivenss « Subprogramast _
QR4 =25 = T2 i L T Q4 1B ER. OwI i MIHWER - "

1

de puntos y coordenadas dn las futna
PR Tl e 2 aWA U'LnlNPu:Hu:u "

Lit2ir YEPTE m U il tima ficha

Ayvieky 12 wANLLLPUNKTE

e’ ufime T08

CT-T5 & 19 & N -

' wInpiy & upIELLF NATE z
1TA2-aT 14
£ vaqzeegnston: DistéAncla focal .

YF37 T 163 Gomponentes de la base

(TN INY INEL EIACLHINTEN
IFOS~1 A7)
wIMRATY CIILRGINIANTL Angulau 1n101¢u
WItwd |t o+ Mk LIRS I3 EIAT rnn-pgmnnggg fimg 1
Wriavldy - e Ra senwly
TP TP ER R

rechtaas dbrecha

WIRTib) = FECHTZ . .
WineIhy o= v TR Ly . —* Lce
WEnadey - €WF L Signls 1inkamsizquerda

DINCWGEDh i 2 3, (7 iLT0hv . eIuNTET 1T
1 Mt S, 1, MEIHPATIR B .

- AP LT, A2 N 120, pIR1 2Tl NRANE. B

1 I T MELLa, R,

S et WERRTLIN,

T PN T, 1, GULTEy BYITE, peiTl, ZFTE2Y, EHLE, %L, T
5 %L S, s, wESE, widZhe RESWICEH

LA R | .

L L Il IO B B F11.tl

A0

1L FONMAT
12 FO=HAT
11 roroal
1 Fok=nT
1
18 FORUAT
75 FORMAT
b FlHmaT
TT FORMAT
¥ OFoRanT
1
I FoAAAT
Tl FRR4RT
1} FoaguAT
1 Fafuar
35 rghear
A6 FOQEHAT
T FORMAY
Th Firmas?
A9 FORMAT
LI FGRALT
41 Foaaa
AL FoRMET
s FOR4atl
KL FORYET
5% Fikrwed
1

&N FoRwat
b1 FOR4MI
52 Foedst
BT FORRT
b FDSMAT
EY FORAT
b7 FOSMAT
b Fr5<aT
M OFOEat
i
A0 FACMAT
"M oFariat
TR ETT

NG ANCSDATES E[NLESEM 1N SUSSTIEN

MAaFelip

I=1
iU Tx1+d

wEan 3N, LURITY L C2¥LET, N, drl-kl}
IFimEiIY,EN,. B GOTE 11O

VAFFFTX TN LMY ) | Mat et
(8T PMHOIEHATIIY LENESA Y atriz
4%, TROLEMETR Y RECWISs sy ) es deo rotacibn
FALIY TR TN, B0 T T hHPH L AT I PHI 7 S oo o,

whERE
IFLR. 7
thryg, 5 U ~d
LIHT#AT o &
(B 2000 I LOKODRELIATEN (H42Y — O nadas de las
LAFBELTHLT DL MR, 27, THERT L HE, 14, 2""1*1“-3'4".1*- P

A FUYALEY.

TEX I8, ITiM. &F17.%F]

LAFET P EHIEANMERMORSTANTE ¢
¥ 10,2}

tos 157, 210RasTscameend 1w tpsiComponontes de la base
1o AFHaTEL (50N 1) & 1

(FEYaEFTA, 4] ngulos

15, F L0, 173

47412, 2127, BT, MY, BT | ZHRLS)
15T W aE, 14

FIr .

1%, PTHHABELL CHIRQINKTEM ERu1rsd)
T, AL =¥ EXTO%r £

L 2 |§”Ifl'|"“‘ FLOE A Y EY
(searieaMatriz de coeflcientes de las ecuacion
158, E2HA-HATAIE |KAEXCEIIQuTENMI TRIY Q8 FTvllCny R rey, 1on :
PP

(3N, 5F1Z,57) de correccitn

15T, 3IHN-MAIRT X MORHGLSLEICMIMRERETRIN L F iy Ecuncinnos normale
12X FFHD-HATRTY (W7 dMT1IRENRZIIR]I WY/ HY

157 Fin, 5/0

RBT. ZLMT-WIKTAR FUNTERARNTEY /4] Incﬁgnitas

TEN  THLF e NA 2N, P urXT Ly TF, BV -F R T ¢ /)

BN, TRHGE SUCHTE NINWELEIEF, (30MLYAF)

ISE, ek yEA1 ORI £

SSY L NHPHEL oz RIS T, RERIRNY w Py Epe, TeERSIA Y LT
E0. 5N, GHPH] 2 o F10. 3450 JHTAPFAT m 74010

TALMX PHY T, L5 . PHY La T5 7. F9dl 4]

CALAN, ZHUZ, ERE, U7, LY, P9 Y

EER 1S Y LM 20, F LD, /Y -

fotos

Lo ore, a__L.H.”,”Diatﬁm:ia focal

Coordenadas del mdd elo .-

Lear ¥y escribir 1nu dados?
de sntrada

Teat (iltima ficha = 0)

Goafa LB

V1A A=t

RENG k7. [

EEMA 12,
FEAN 25,

RY, AY, A2
FHTHE T} Inl B

P21t 2k
FRIMNT 59
PRINT 7T

—Zr -
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Triqne, para cbtener misma

yts10M,

1i1 I#i.4
12 Jai N

Erig Jraxyii,J1s14),

k]

Loy

p:[

C=f Crac b GEdL B2 17

LoarEsy IWEMK L) T 1 WINK OS], JREHL]

AT 24

Fefrl, Al

Fry

47 3. ALDEWREY 1L e, Ti I T

PRIl -4
FaiuT 1%
FruT o hay UTFEAZIIL I, L 1 Tan By

bty 184 GEL r3ofLLR0ACTRelEY CRlcoulo de coordenaedas

CLLL 7% 1 TFEML LREHZ, XY, Cyfa DML, U¥dz, 8162 MAL] deal modelo

et

1T rh

CELL TRATS IUWME,L, T READ
CILL T=2KS IOV NP, T, HEd}

2

L P |

25 OATY el

ki
ur

CedralizoI e nn,
T. 0 auUriTo.dy *1M0.,

LI TV T R

[ 38
Tt
L X3P
Lyt

IOT 54
S A%, LAnb LI, 0 day, 30, 1010

AT a1
(R

FEIUT 30 WP ET, e 23k IRl N

LoAEReL Ty 300 ) -yEgTOng

AWCLU = ar S0 AU PONCLOGIH STAMILEN L. FUFNAHME Q&S]S

In

KUNTLNITETERD

Determinacibn del vector 1

unidada
Tis130. de medida como los fngulos

iwChleculo de los matrizes
de rotacibn

irs

i1

193

FL L]

s

tin

F£] )

aar

[ el By ]

(TR TESTY T4
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VITII Griaentacibn

A~ 22 -

absoluta { § 11/12)

Para un modelo de un par de fotps, los seguintes parimetros son

conocildos:

Coordenadas de los centros de proyeccibni

X {m) Y {m) h (m)
o1 36 985,54 82 560,21 2 325,38
G 38 277,94 82 523,10 2 318,08
Puntoa de apoye:
A 198150
B 201,21
Coordenadnas del modelo:

x {(mm) y (mm) z {m)
A 105,10 35,75 198,5 m
B 104 ,89 300,98 298,88 m
Escala del modelo: 13 800G0

a) 7 Cuales son los elementos de base 7

L=y
o

Determine Ud, los elementoa de la crientacibn absoluta

( use férmula aproximada ) |

c) ! Controle el resultudo con una ralacibm rigurosa I

IX Correccibn numbrica de una orientaciln reletiva instrumental

--.-.-. -

3 h
d![

4 {7 P
> 2

- O e
1+« L ©

5 6

Deapubs de una crientacibn relativa » abksoluta
en un estereorrastuldor unos elemantes de la
arientacibn estuvieoren modificados por casualidad,

Eao resultd en las paralajes P, slguantes:

1 - Y 0,975 mm
2 L 5 -
J - 6 0,195

7 Cuales elemantos flueron modificados y por cudnto?

{ co 152 mm )
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Fotogrametria Analtiticeca

Segunda Parte Préctica (B)
Aerotriangulacibn: Asuntos Actuales Suplemen-

tarios

de H.P, Bihr, Universidad de Hannover, R.F.A,

Contonido ) Pirina
1,Ultimos resultados pricticos de B-2
Aerotriangulacibn

1,1 Introduccibn de pardmetrns adicicnales JB- 2
para compensacldn de errores sistemlAitices

1,2 Resultados del grupo da trabajo de Comi- -5
sifn III de la ISP ("Cempensation of sy-
stematic errorsh)

1.3 Resultados del Instituto de Photosram= ZF-11
metria de la Universidad de Hannover

1.4 Resultados de una instituicibn gub erna- F-27
mental en un procesc de produccibn

2, Cnm_p_utaciﬁn de blegues de haces usando B-29
Minicomput adoras,

2.1 Tendenciasa por cdiculo "on=line" F- 29



2.2 CAlculo dr blequos de haces con una Mini- £-30
computadora llewlett=Packert HP 1000 on
combinacifn con un instrumento analitico
ZEI1 55 Planicomp

2,3 Teerla para caleculns "gp=line" inter-z-31
activa

3, Teoris estadistica de la propagacidn de  5-33
errorol #Traves

3.1t Reflexiocnes goneralces E-33
3,2 Relncién analftica cntrec los valoresg-37
v v 1
3.3 "Data snooping” B-35
F.4 E jemploa prhcticos E-36
3.41 MEtedo "Blogue de haces" H- 36
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Bikliografia, E- 46

Datas personales. E- 50
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1. Mltimes resultados pricticos do Asrciriangulacién

(Publicuciones 1950)

t.1 Introduceibn de pardmetros adicionales para compensacidn
de errores sistemlticos {vba Yd., §§ 5,7}

v + 1 =4, X + A, X + A, X

1™ 2 {i\ 3 %3 —

orientacibn externa puntos terrestres parfimetros adicignales

Compensacidbn simultéinea {'"autoccalibraciba")}, extensibn del
modolao funcicnal goombtrice de bloques fotoprambtricos

(proposicibn seghn J, Miller, liannover 1971).

a) distorsién radial de forma

(1x=ax‘(r2-r2]
o
b) distorsibn asimetrica de forma
dx = b x' cos 2 3+ c x'" HEin 2o,

¢) deformacibn afin do filme de forma

= t !
dx = a1 x' + 0, ¥y

dy -a1y' + a, x!

-
-

- etc,
Fstas fHhrmulas de origen n"f{faict"™ son expandidas doe una
manara mis general gpr muchos autores , La clasificneidn ai-

guiente hecha por: Kilpeld {1980},
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Fargmctar 520y in the stodics of the WG 110/

Pap propier aeb § propoved Ly 2rgmn

R T q.-r" . 15"31" + "",.'}"'fz - .?,J.,I + E[a”h!

' L BN UL s 600" 7 vt

. nhmh: — ii.'.i,'n: - T 'lal': « 71 .
T e i T R Y R T G is
=yl la iy yd) 1‘1”{1‘2 + yi]2 .-.,rahl . g}

l_"au-.er,er sef b propoted by Ebomr

da = Bor e T,y - 53“‘1: - w3 . Gyvy o+ b5[l= - 18T - g?;[:: - 18813) . bg[-z - TSRy b”h: « iril

Gy = by = e s Bty - b ldvd ~uaiepy o b (et - 2821730 . 'l": - Wy - Bypniy? - 2831
LI 283430 4y? - 2BES )

Pargmatcr wer € propossd by El-Haklm and Faig

I
EHIi.IJiJz,--qF

dy = "auy v ags vq}. wharg

g = 41r;o1l ¥ ;kr;iﬂl. . isrz v lsricush + owrilainll « a‘r‘cuu . I’f]'iil'li +a rleosll = 4 . rislall

7 L 11

roe el o yd oand L o= arcis. E-:—l

Paramare= 31 4 procoded by Sion
- - i . F)
gx ‘t' I-sz ‘J-. I
- . . : .1
dy b.lr hzmr h!-“‘ + bﬁ ¥

Aem
‘F_a..m.:er 12T & prnpﬂlli hy e

GE = ;‘-, + ‘2'2 - ‘1“ - lhl'f: - 451:1,-

Jy = ht"' * bzw - h]l\': - h‘_t: - hin?f
Parameres 1t } prososed by fcdn
dx = ay .‘2;-, - ;lyr: - El.":'r - .5‘.2 » .Eli,‘,l

dy = %y = byxy = hlmr“ + bty s b,jﬂ . baly?

Paramater sec § gropoied oy Crin

de = agy v 42-,-1 . 431"" Ay v i5m,-1 . li::v . a?aT .

oy = by » Byl v byay o b sy« bsu? s bgaly v byl
Parancter wgl h proposad Sy Lran
I LT TR SR I TR ‘I;E ko dggap waggye v oagaEt o a e e e vy eve s agel
* 'H"q + “JI'I - .25” - i]hllﬂ + 'h}'hq + aszu * JHI- oA dvRd ¢ ‘53'“ - ‘h;"qr - .5"-!“ - "55"
R NI . Bugt v Bty 4 ByrR v Bk o Bypnl 2B vQ mbr = by a0 v bkl

* bh:lfq - hsls * bzs" * t}h'lp + ‘~llth . bsz-l * bl.5‘-"qr - hﬁi‘p‘ . ‘55”.l wher

k] ] . .
k-;’-%—;l.,ﬁ-%_; ﬂ"ﬂz'%ﬁz-‘ﬂ'\'z‘%ﬁ?h:i r"z{"x‘%hl_}‘%hiii-iz{vz‘%&hal‘iﬁﬂ'

Farameler secs i and § [0 incluces the #lrac 16 ang i i pardretars) proposed by Jacobien

dm = pllnmtthrn:uﬂ l{'” . na-siﬂﬂlr:uﬁ [E” * p]p:m{ir:un T‘EH + pyrsinfaretan Ifi—]-]'+ piyr:n![qr::‘n {EH
* payﬂ.[n[ar‘tiﬂ t!"” - Dj,!{f':'” - ﬂah‘!?"f—tj - p,;{r"‘ﬂl‘hir:‘rr‘ﬁl - :pluq.lr“-lh‘r-...'ﬂr-’j
* pypmeo [wareian *'E:' . P.zﬂliﬂ'i'i-tr:hn E'l * p”ilr:-I21ﬂﬂi‘mﬂhrcuﬂ {-} > plhllrivlllnn]-!.Intz;r:un EI

H pmgl.-:-ll'lﬂﬂl-cmlﬁﬂf:tin El . nlﬁnlr;'-u!ﬂﬂ]"Linl:hr:l:lﬂ %:' IPLE L T



P
dy = plrtusl{lirc:lﬂ {fH . pzyﬁn[h-uln !f]] - ;lvcmhr:tan {E]] . p_.'ui.nlar._un [EH - psqr;ﬂiir{tjﬂ {E]}
- pgervinfarcuan [f} . n?rErLM + pgrir®-Brech « pﬂrir“-ur’—Er’-F-‘-G] . nmyi'r“-l'lr’-...mr-ﬂ
- p“ﬂmlhr:un E'l . :-uf-inl’hr:un EI . pl]r{rJ-IHI:IIIl-r_mthrcun i—'ll + p“‘,:r?-l.‘wﬂ}'!-'m:hrc:én i—]

[ |J|.,.rfl“-I?lﬁﬂ}-;nnﬂ--l-lc'l m i] t+ |I”‘r'l‘l‘|!|nﬂ]'llll{"h’lfrlcn :I ot Dyas * By
Paramerar set b oropowed by SOMED and modi Fled By Jund

- a .
an =y i ird - ,;r;] - "L'“hh f_:] vag s-n{%} e %[Jsr_om v azsiha + agtona - ﬂgilﬂh}
sim o+ agtsea « sinkal

gy v oAy -y J:llrl - rfré] v agrisia :—']2 4 ¥ ﬂﬁf-z;_gl - ridfh, E{"E“‘“ - a g

-] < 7

wWREFE 0 * arclan [EJ

Fo " ¥ Jiven coastang [radial dittenca, where radial distorpian [+ wantzd to be Zers for IMe second tlme

Fararm e tat | propoted by Macelihagen
da « 4 oy - '5"2 « agnt v ‘?"2"' . IEJYJ * 15-.-1 .-
dv v ya v byy v bpd o ey s bgxd s byxdy bt s by

Sprg=st@r Fef & prooosled by Jehui

. F] H ] 1.3 1
de = r_!l\' ci'r + 5?1 L IR :.‘H'r * :n’ "o c“-

- 7 H ? E) 1
dy = 2,7 * Ea BT F Comy v CpETY b D EpT e N e E Y

Paramecer sex n
da = b <+ by o+ halrll'l'rafrl * hhsl'"(l-roh]_. * hixr‘h*r"fr] » by Ixy - u?{rz * Iail

- = . Irta LI '™ iry- 2 ]
dy byy = bge + byyrift A I R f v bgur®{l=r i} bglr? » 2y} by ny,

i

whira fa it & given cortant Lficat radial distanin, where fédisl dlyrercion Is wanped Lo be garel,

Tt —
S T .

e S IO B

L-.._, : L] - ..--—.---—rJ

Paremrtor Setf A Paroma+=r sc¢r B

i‘"'“’%"l"‘:"ﬁ:”_? =T ___,_.J.,n;—-*/

! 17 — e h_h_‘l} -

e b ——— —— -

Il._ waz= === 71

B e G A iy SO S SO

I I

Paramater set [ Pardmetgr S@1 F

Exdmale af the imige deformitiont oblained by four diftersnl patemetsr sets,
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.
$.0 ltasaltndos del Grupo e Trabaje {WG %) de Comisibn IT1

cde 1la Soeledad InLernaclonsl do Patoperramotrio {"{:umpﬂn-

sation of Hystematic Errors"), vha Kilpeld 1980

Test internacional usande o) material de % bleques, aplicando
distintes modelos matemfticos para compensacidn de errores

#istemliticos

Test Fisld Lountry Siu” Hax, haight| ka. af Accuracy {mm)

(5. kml diff, [m) |:u;ai:-.:|.2]I |p|animcr.ry i height
Willunga Austratia | 5,9x6.8 130 9% TR 103
Kapunda duscralia Thalb w0 43 hu” ’ sod!
SEm jErai {smalll ] FinTara a,8a0,8 15 tén 5:: d,86 mmikm
J3ml jaeyl {largal | Finlang 2x1 1) 1} 3 "

1] Area of the coordlnaced poings.
2] Ms. of the coordinated soinga.
3) Awerage siandard error of Gne coardinate.
) Maximum scandard #rror OF ong coardinate.

Speciticatiuns gf the test Flalds.

al
.‘ﬂ; A A _Cﬂ_x

Dy vyameoatroi palnt
O =<onteml point

4] Control patii-mt reccsorerded for pigcws.
b} Control patterns far blocks used in addaitfon Ee the recommesged Cret.



BE -6 -

DATA MEASURE wi 5T SPECAFICATIONT OF THE mEATURED MATERIAL 1
E.IEOI. 1¥| ImyEitute Imytr.| Test field -!-Ei‘llcra Scale ::lr::t_r ilul:e "“;-?:; E.I'Iu“;ir g:'q:z:?;:.ive
Al Lands Depr.| P52 | Willunga _FRM AR B:12 pEg| EW sz 3 24 b mmasuremEnts
A2 Age laide, 203! ) 24 | From Film
A3 Ayttralia &0 & 48 ] nogatives
Bt kapunda 1:50 Dod EW Iﬂ” -H 16
82 ve | 203 | s 45
K3 . EW/WE | KO 9 g1
£l Ty Midnchen | Plani-{ JImijdred, AMK AZ | 1:h apg 5H 202 3 W | Film
C2 €A s comp | targe 0% 1 3 23
L C-100 &0 & N
ol ] PSKE 1 1 Ev ;H::uZ'j 3 5
o2 M| 3 24
o1 &o & kg
€1 Helsinkf PSK 1 ‘Jrﬁmij:irvi, MK A2 | 1:4 opo 5N zn“ 3 26 [ Film
E2 Univ. of Targe ) 203] 3 24
£1 vechn., &0 2 LB
Fi Finlangd Ew znn 3} 14
F2 20 | 3 24
Fl Y7} b .|
el Unlv. i PSK 1| JAmiidrei, ) ik a2t ihgog | sw j20¥ ] o3 2k Glass
62 Stutzgary, i larga ! IDH 3 24
63 FREG l &0 b 4B
", ; L oew 208 | 3 4
h3 ' j L 24
"3 | 60 & 6 44
0" Gead. and | pa 2 | J3mijdevi, | wee Itk 0pO ; e 2 | oy 2 | rite
il L‘.Err.u;u'm,lsir_.!1 farge | Iﬂ” 3 4
1] Imet., At b L5

Sopron, i ! i

f Aungary I 1

] 4 Wat. Board| PSK 1 | JdmilSrei, | “A8 vhoogg | w72t | 3 10 | ctass
Jz af Survey, lyrge 23” ] 23
I3 Helsinki, &0 LY L3

Finland 1 |

1) Symool s uied Lo identify

2] Ogd numbered STrips.
1} Even numpered strips,

the dats sears

Saeclfications of measurmmants of

wken presenting the resulis of block adjustments.

bloch photographiss.
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BT -
Camgra ; Test Ficld Type of Haﬂin.;l_IFFligh: llFunurdJ" Ho. of "y, of Date af
phbwogr . |scale 1directinn iuwide lap |strips [photos | phOtogs.
- -1" [
WMk A2 § J3nijRevi, largeftloct L1k ogz |shoe e teoseo |6 s 6 piB - 48 116.08.77
(wal " . larga|strip 1:4 00 " 807 L 1+ 1 "
- ., smalliserip I:4 aoo " Bof I+ 1 T+ 3 "
|
LET Jiaijirsi, large|ulock 1:z4 400 |5M £ EIJ"} 60760 &+ £ LB « LA |16.08.77
(WA} . large|strip 1:3 gon " gaf (| 1+ "
s smallistrip 1:5 gg0 " 8o/ 1+ 1 1=~ "
Ae¥, AN ! Kapundi blechk 1 -5 aon E"-I'J“-I'E” 60/460 3 n 11.03.76
{wa, I willunga block 1:12 Qoa|Ev BOS60D & “d 16.0% .75
reyesul
1y Two crass-flignt Bliocks.
) alternacing flight dirsctions.
Phatographles svailable lar the WG,
i
BATA MEASUREHERT SPECIFICATIONG DF HEASUARED mATERIAL
SV Inscituce | lnstr. [Camerg Teir fField Scala Flight ho., of |Dlapasitiv
Sy AEDL ' ! ;
directicn | anotos |materigh
Kt T Munchen | PSK 1 L Rek AZ | LEwijurvi, small 134 000 | SM 3o ielim -
L ¥) F.l'; Jf bV 3 i
L H Juni fdrvi, large | 1:8 gog ! Sh 1 .
L2 ! | 3 !
! s | i
ML Melsinui PEE L L RBE AT C Rimijdreie . wmall 1 14 g | 5k I| 1 Fllm
1
H2 Univ, of i || E‘H ! 3 :
K1 Techn. . JBmijarvi, barge 1:& 000 | st [os |
N2 Finland vy ; 3 {
I i
P Lo | HAB ddmi jEevi, amali 1:k gog 5H ! 1 |_E'II£5
[ r . W ‘ 3
ai [ JamijErel, large 1:8 0o0 M 1
r
o EW i 3
L) Geod. amd i PG 1 |mMAR Jam] j8rvi, smaltf 1:4 000 SN 1 1 Film
Rl Geophys [cal i Ew ! 3
51 thsr., i JImijarvi, large 1:8 000 -1 3
42 Sopran, i ’ 1) ) ]
Humgary I l

Speci Ficatlont of mesturesents af strip

phatographiss.




Instituti Triangulation t-;lihr.;:iun{tlaf,-l usmd

me L Bod M= | hod |
Gend. and Geophysi-| antlock self {E3. F3, L3
cal tnsx., Sopron, .
Hungary
Helsinki Univ. gf |bundle companent , AZ, AL, N )
Technalogy, test Fiald, .
Finland self
TU Hinchen, | burdle test fleld. | A3, 43, €3, 03
FAG | sel f 43
Aaiberg Univ,, bunale self Ai-al, EN-E3,
Deruma rk “' Fi-F3
Univ. Bonn, Bundle self, test |AZ, J3, EV1-EJ.
FRG Flald, Fi-F1

Component !

TU Hannover, burdle ey, 1#\-!.3. E1-E3,
FRQ rompGnent F1-F}
Uniw. Sturtgart, bundgle self 1&1-;.}, E1-B3,
FRQ | Gl1-G1, Hi=H}

Parcicipants I com—
putation, and methoas and datg

used by them.

data TParimeur | rontral 3% [med|um) itontra) BB (aensz) |
L1 34 sat | 5, |RMSE [um] ¢ lmpr. %] i"-:- iRHSE fum] i lmpr. HL
{ | Lual | l.-'“_f v, | Yy Vg ‘EL‘_“il_'_ Hay 1 %y ey | %
El jRef.case (3.4 | 8.4 [ii.k ' 3.8 13,7 ;80 § !
R Iz,s | 4.3 I‘ 8.9 21 l 13 ]3.1 ] 3.3 f LR [ H 4 8
! . i:.a Pk 8 ] nl o !m Is.2 ;:,z Po1e ;10
| 2.5 1 W3 ': 8,8 7 330 2% B3 2 T o g
g P28 L, 49 om o2y gz il-’* bre j o8 4o
E2 Ref . case ?3.6 : £.5 .ltL‘- i | !'h‘ i "-5_ r 4,k 1| I
P 2.3 6.2 1 8.8 ¢ 10 3% 130 134 fes | % |
i a ‘1.8 | s | 4.2 E 5 039 by i vss ioas l 5
. lz.,9 ;a6 Jer ! 330 w ye 5.2 [ 612 l'w !
a 130 |13 '1 7.6 II TRETEIN 3 p 6.2 133 b g
Fi iﬂ.l‘.f.:lii .'ILS l 6.7 1 8.3 I ]I 4.2 I' L ,!, L I E
1 ]].I:I ] 3,2 | 7.2 i W19 lsa [aA ss b m b
& |2.i' ] 3 ] 7.2 i a0 ] 12 3.0 | 2.4 151 f il { 11
] 3.0 5 7.2 SQ j 1 13,1 2.5 {rf-.i f 3 2D
a ]3.3 R TR OO R IE SUBE
F2 iRef.casa ;3.5 1 6,! 9.9 ! | 1.9 W il e I i
I b2 8 jes vBo 1l 2| 19 13,0 13,1 5.3 i ™72
. i'z.s b0 13, | w16 j2.9 30 s i |23
!z.a Wt 7. i 33 20 |3.0 i‘!.l s, R
g 1 1.9 Jl.,.r 7.8 1 n | B 3 | 3.1 |5.6 r A 27

Comparison of the oerfgrmance of tha oi FFerent parancter sats 13 blgcks with

10 7 sive cvarlap and Eancral patterns 8% gr 35, Significance tesilng or
waigating nol applied, Compured in Danmn,



H\‘-Sidr ln:l.

i Mo« X
S S I
Sodrie I ower fra-2 'z.sv.i.sr 6-3
Hard [ um I k=7 | 7-20 |2.5-3.5| §-7 ‘. AcCuracy sstirdtes for welf calibration
Dense -4 | 5-118 FL;-LH L-£ fa different typny of biocks. Figuras {2#5Ex in umd
. | are based an g1l Jesulfty obralned by the WG,
Llutq. Control | Parametar 5, W E [um? broor. 3] ]l )
set Y [um] xy JI v, l “ILJ._ u,
c3 Bl Aef.cata (4,60 5.2 1.5 1
{sparsel b 4.1 ] 1.8 1.2 & 1?
h kD7 3.6 5.5 n L3
B1 Aef.case | 4,8 ) 3.9 6.7
| tgeeaer | m ozl 2,8 | ssf 2 18
h 1] 2.6 0 4,5 13 13
J3 al Ref.case [&. 0 | B2 12,0 1,
| |
hp‘”“’{ b 4.0 2.7 .5 i i i '3 {oroarTsan af tws grino-
I h |3.B 2.6 75| e Ve gonal ?ararm:er sety B 512 para-
i i - : mecery] and M {44 paramerers).
i Bl iﬂ:r.:an Il||..’l i b5 &.5 i FParagmegerc i:‘;n;”f.lﬂ: on & 55 %
{dense] | b 1] 2,8 5.7 26 17 level have oe=n (acbaded in e
| I n 1.8 | 2.3 5.9 2 71 :ﬂlﬂt—lfﬂ!lt;ﬂﬂ model . Computed in
H wniga .
i
Parameler luiliir_lqa_ A, contrc) 93 1J3-ﬂijirvi J1. :nntru‘! 82
sap N ,rFlHE.F. [um] bmar. [ 4] 5 IPLHE.E [am] [Imge. [§]
[ [ '
:s.l] ] uu- l HJ: I"u:y 1 -".: [:H] ! ;:rv i "I ! *I"'jl' i u?-
Ref.case | B.h 1 6.2 ! 16,8 i | 40 | 5.5 | 10,9 |
a 1,1l 6.2 17,3 B -5 1 3,6 4.0 9.1 17 17
b 1.1 B.5% 9.1 =5 QS 3!3 hiu 91‘8 | 7 r 0
€ .6 5.0 |2 e 7 3.9 19 | 3.4 3 15
h 3.7 § 7.7 [ i8¢ | -2 | -7 7 b5 E.8 té 13
- 3.8 L.h 3.2 | 3.4 “ .0 2.9 o, %

Comgarisan &F the performance of the diFFerent paramcier seby in Ewd Slocks
with 10 X side overlap nd modion control IBZ2)}. Significance tetting or
webgheing not applicd. Computed in Helsinel.



..... B_=- 19 =~ o
Parameier |Willunna 43, control 32 | Jiimi Jdrvi 33, cuntrol B2
s &L +, ]RHEE {um] il.q:r . [1} 1 Sy —j AMSE [wuml] Iilrlmq';pr_ § 4]
[um] i U“! E_ v, 1"::\,' vy i'{u"ﬂ! “;n_.- } |.-£‘ I 1.|Jql n:‘_‘
Ref.casm b8 | s L& Iﬁ.h 4,1 n: 8.7
3,1 | 2,7 [ 530 w | 3 |38 | s | LIC TR LI
b LA | 2.7 5.4 | 4D 3 (4,2 g ! g8 | 8 i
< 1,8 | 00 &8 | 13 f o fai |28 | s 35 o 38 )
h 1.1 i.B 5.2 L] i 1.8 1,7 5,1 I} Ll '
m 1.2 .7 C 5 o | Lo LI 1.6 5.5 Lo 3

Corparison af the perforsance of the different parameter 2ats 0 Gwo 210k
with B0 % 5Tde overlap and redivm {B2) control. $Tgnificance teating or
waighting not applisd. Computed in Helsinki,

Paramarar | Side lap it %, iida lap 90 %

et !Euntrnl 63 foncrol Bl
r ; -
=, (a8 ]s, 62} Lo (V) [, (aT)
Y i 1B by L2 I 56 AcCuracy imIrOvensaly Ih pErcAnE-
7} ajes fcomparad with resp, refarence adj uscrencl
€ 11 8 1 56 Cchtairngd with differant para=a14r 5ets in [wo
hi:' 17 iy La "y willunga blocks witn varying croject parazeters. .
n?} 17 18 uz 57
22! 12 2 &g 54

1} Signlficance testing nar acpliad, waighting anpiied [cf. text)
2} Significance testirg applied, weighting nae applied,

Conclusiones {tendﬁncias)

1, Mejoramiento do aerstriangulacibn de 207 aprox.

(valores mediocs}

2. No existeon modelos matomhtices superiores @ otros

3. Autocalibracidn dn mejores resultados gue una calibracibn
con ayuda de un cumpo de prueba,

Problemas todavia existentes:

erterminacibn de significincia esstadistica

Introduccibn de parfmetros de coerrelacibn



T3 Resultados dul Institut fiir Photogrammotrie de la

Univarsidad de Hannover (K. Jncobsen)

Matoerial de WG 3,II1 (J&mijirvi y Willunga)

Hannover Program System for Bundle Block Adjustment {(vea
phgina siguiente,

las siggintus posibllidades sen ofrecidas por nl programa t

Tranaformacién de los coordenadas de comparader, méteodo afin
tomando on consideracibn valores del resesu [(Willunga) o

valores de calibracidn del laboratbrio
Computacibn del ajusate de blogue con perimetras adiclonales

Idontificaecibn de los errores sistom&ticos por los errores

residuales de una manera iterativa

Tratamiento a posteriori "prediccibn de minimos cuadrados"

Test aplicado para determinar ¢l nivel de errores residuales

siatemfticaos:

g, I,
En .
Ia1 ifva.
TS = — -
K
whery K = nutber af part-areas

"j * pugmeer of points o e correspanding seri-ares
"'j = wean value for the corrctponging part-ared
S v mean square of all pholo coordinate recodudls,

Computadora usada: Control Duta CDC Cyber 73/76 (Hannover)
Tiempo de cAlcule:

.HFE
i 18

t s - FoeL-ood

where BL = protoz *n Bloca-Tength d1osctfen
BZ = phates fn block-wcdtr dirention
P2« averige ruober O o000t por zhota
F o« 0.C36 pec far coaputatinms witheut sdcitiordl sacdmaters
Fow G065 sex fer camputativns with 23 addtional parameters

-—r O 4(3 byl # [ 3 = E., -"Is-'r‘llrjlf i

TN kg (Gloque 127 & bveses )
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{HANNOVER _PROGRAMM SYSTE FOR BUNDLE BLOCK ADJUSTMEI |

BIOR  J&--

ORIENTATION

PRAED

PREQICTION

ADJUSTMENT OF DISTANCES

SIMBLO
SYNTHETIC BLOCK FOR
SIMULATION
I __F-—-+{"B000 2 81000 1
: : PREPROCESSING _ PREPROCISSING
| I MONOCOMPARATOR STERECCOMPARATOR
|
: I l’ 'L
- !
| .
! I
H | :
1 o + - o
f | ' - BLOT1 / BLUHS/BLUHE §G—-
| © ERRORIESS | BUNDLE BLDCK AGJUSTMENT -
[ . SIMULATION
oo vV
I RESKOR .
I SRE
|| commeumon L ,[VERTFU
[ CHI? -TEST
t
YV
NABA <t ' B
POSTPPOCESSING AND 4 T T
ANALYS!S ‘ A
A4 % Y
| SYSEI NASIM
SN AMNALYSIS POSTPROCESSING
Flatt . SYSTEMATIC SIMULATION
INAGE ERRORS
v
Plott Plott

T

Plott

o
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Broch Jimfiirvi 1 o: 4044 -
LIE'lir.atic.E
M Results of bundie Dleck adjust=end

BA:

E

without additional parsigters,
withoutl refirsmert of radlal giiterbion

Results of burmile Bloch adjustment
with 16 additional parameters,
without refincrent of racdial distortion

¢ Results of bundle blagk adfustmeat

without additional paroneters,
with refinement of raaial distortion
computed by SA '

: Results of bundle block adivstsent

with 16 additional paramcters,
with reflnmment of radiat distartion
co=puied by ARA

Exptanatfon of contrgl point versigns

spars¢ = 8 horizontal,
dense « 20 horitockal,
mdign =« 8 horiicntal,

- 17, =-

CB:

08;

05
Gh:
REY:

Arsults of pundle bloch adfustaent
with all gignificant additiond] parameters, with
refirecent of radial distortion cumpulied by AL

Results af bundle block adjustment

with an gstendad aymer of additicnal Zarameters.
with rofinesent of radial distortion computed
by AA

UpLicum found by stratedy
Actuzl optiman of pay

Ratio pay to uxy of optizum of blgchk
with ref{ne=ent of radial gistortien

: Ratig wz to ez of aptimua of block

with refinement of radizf distortion

4 yertical caniral 20ints
36 yertical conirol pdints
131 wertical control points

a1l resulty in [uA] freduced by nowingl scale 1 @ 4000}

“al b uy Uy wz Ray Rz
A 4,42 86D T.o4 A8 24,03 l.80 2,53 padratic mean
gL 2,87 4,36 1.8 4,01 MRt 1,08 1,08 iingle binocks
A 1.7E 6,41 £.73 0,58 w0y L7} 1,84
B 2,87 .37 3.6l [ A P 1,35 1,06 contral point wersign: sparsa
¢h 2,91 421 347 .,3% 0,45 1,5l 1,07
DB 2,89 445 175 4,02 10,3 198 106
0 ¢£.83 4,32 3,15 1,61 & ,80 1.00 1,00
. b
AL &85 4,27 4.3 4.2 16,95 1.47 1,62
pA. 2,54 3.MN8 288 a0 &,90 1,01 1,02
B 409 4,03 4,08 §,03 1,498 1,3 1,18
gp 2,94 3.07 7,54 3,00 &, 78 1.00 1,00 contral aoint versicn: dense
€8 2,59 3,085 309 308 &80 1,03 1, C )
e 2,92 J,06 2,57 3,92 6,73 1,01 1,00
a5 .55 1,08 1M 1.04 6,92 1.m 1.02
M 1,51 £,52 6,45 _ 558 12,20 1.7 2,15 ’
By 2,53 5,35 3,61 1.9 &, 0% 1.02 1,61
. AB 3,79 6. 1% 6,21 §,2C 13,10 1,68 1,68
BB 2,87 4,38 J.EQ §.01 8,10 1.0¢ 1,31 centrgl point vertton: medium
{0 2.%5: .11 % 31,95 8,64 1.01 1,68
o .87 4,63 A 4,21 a.01 1.08 1,00
a5 .97 5,15 1,42 1.7 a,.£2 1.00 1,05



1.73

results Tnipa]  freduced by memingl scale 1:4000)

L - 1

a, i uy LAy Lz Ray Rz T
Mo 46l 3,14 1,23 1,60 1150 1,65 i.05 adrat g mean
A .07 2,10 2,1} 2. 1,61 1.401 0,96 doutile £i0Cis
A M54 4,01 1. 1.K1 11,60 1,ML Z. 1_,]_."l'_'_'||_l‘j.'|rl.l1
TR T+ F A 20 TR S0l A 454 1,00 1,01
LE J.08 b ¢,13 .04 0,.eh 1.09% 1,04 conbral polbt version: Zparse
6 3.7 2,40 2,09 2. 5.7 1,001 1,07
05 | 308 2.1 2.14 2.29 5,25 1,60 1,07
Mo4,85  2a8 2,51 2,70 5,13 1.43 b,50 coategl poiat wersfon: dense
;T N 75 E S+ I X - |- i, L83 1,01 )
A g,12 2,7h .57 2.08 4,57 1,42 1.19
Br 2.0 1,66 01 1,13 3,87 1,02 1.40
CE 3.1 1.85 1.53 1.92 1,E5 1,02 1.0l
g 3.1 1,86 1.593 1,8% 3.8 1,00 1,01
gs 3o 1,8 2.1 1,93 d.e 1,02 Lo
M 4,67 4,15 347 3,80 10,23 1,87 2.2 control point version: medium
8A ), 07 2,36 2,27 2.29 4,602 1.01 0,93
AR 3,97 4,05 1,59 2.5 7.58 1,3% 1,72
ke 3,07 2.38 2,23 2.3 4.E5 1,4} 1.2
ca  3.05 2.15 2,20 2.?i £.56 1,00 1,06
e 307 2.9 2,22 .32 {68 1,02 1.94
08 .07 2,8 225 %, 465 1,00 1,00

o, nE uy uay Hi Axy EH
A 2,78 £,om 2,15 2,23 13.%2 1,27 4,10 Tour_fold Blacke
ga 1,71 1.9 1,62 1,73 2.93 i.02 1,71 i i
AB 23 a0 2,0 1) 7,03 L2 144
[ -3 1.9% 1,83 1,80 2,90 1,01 .01 cantrol poiat werticn: sparse
e 3,23 1.B8 1.53 1.7% Z.088 1,00 1.00 85, QA
g 321 1.95 1.6 1,30 .92 1.0 1,01
T N 1,53 1.75 1,78 4,05 1.19 1.51 control point versigh: dense
Ay 322 1,48 1,83 1453 2,68 1.02 1,00
AR 4.23 1.70 1,83 1.7 2,98 1.13 1,11
BB 3.2% 1,48 1,58 1,53 L.68 1.00 1,30
tp 3,22 1,45 1,55 1.50 .73 1,02 1,08 05, ¢A
m 1,22 1,48 1.55% 1.50 z.68 1,80 1,00 ~
AN 4,82 2,45 2,18 2.3 6,30 1.2 2.nm cantrul point versiont Melium
BA 3.2 1.95% 1.60 1,73 2,548 t,od 1,00
o421 2,22 2,05 .15 4,311 1,21 1,45
gs 171 1.95% 1,65 1,80 2,40 1,01 1,00
s 31.29 1.9% 1,61 1,23 298 1,01 1,00
b 3,21 1,33 1,63 2.58 1,00 1,00 05, 0A
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fidir b, ¥ilhunaa 12 17, 610

[aplanation AR Rysulte of Bamdle Blog< ad]usbment
without sdditicndi paraoeters,
withoul refinemont wf radisl distortion

BA: Resulis of bundle block adjustment
with 16 additional parzmcters,
without refincuent of radial distortion

AR Rewelts of bundle black adjustmeont
without additional parameters,
With refinerent of radial distortion computed by AA

88! Resuvlts of bundle block adjusiment
with 16 additvonal prameiers,
with refinerent of radial distartion cosputed by AR

CA: Resulls of bundle block adjustmant
with 21l signifcant additignal parameters,
with reflnement of ragdial distorelon computed by AA

DB: Results of buncte Mlocl, adjustmeat
with #n extcndad nonor of additlana) paramaters,

with refine~eént of radial distortion computed Sy AR

o3

Optimun round b strategy
OA: Acwupl prtimen of wxy

RXY: Ratio uxy to0 »ay of ¢otimum af bleck
with refircmert of radial distercion

8

Retio wz to u2 of optimum of bleck
with refinesent of radial distorticn

Explanation of bleck numbor

first digit = 1 odd strip nimbors
7 Even strip nibers
1 odd + even strip numbors

second diglt contrgl pownt version |

1 » B horizontal, 9 vertical contrel! points
2 = 20 horizontal, 26 vertical centrol polnts
3= Bhorizontal, 13 wertica} control acints

third digft

n

1 without reseau refinemcnt
2 with reseau refinemert

¥ results in {om] (reduced by nominal scale 1 1 12 0EQ)



gquadratic mean 110, 210

AR
EA
L]
B
Ca
bd

gs

Ly

§.54
3,99
4.3
LR:H
1,91
3,84

.88

Ly
5,25
9,74
2,85
3,15
458
4, 6B
4,55

tuadratic sean 111, 71

AA
B
A
aa
L1
il

G5

5,28
3.94
4.24
.87
4,08
4,04

3,85

5.03
8,65
4.87
a.61
4,54
5.13

4,63

quadratic rean 120, 220

1.8
BA
#8
' k8
=}
3

s

6.87
4,1
4,11
1,21
£.47
1.1

4,24

1,82
3,55
1.4
X &0
3,52
l.ac

3,43

guadratic ncan 121, 221

L
.1

AL
a0
e
o

G5

Guedralic modn

A
13
A
2

L

. )
s

€.60
4.19
4.1
4,30
4,44
4,3

1,31

4,58
4,07
4,40
J. 9%
1,10
3,94

.38

2,748
3,42
3. 46
3.
1.41
iy

i

132, 23

A by
B,
4,82
7.2
€,28
LT

4,1

guadratic agan 13, 21l

A
BA

A .

[
o]
#1)

G5

LR FS
1,06
4,30
393
421
3,1

4.Mm

a,88
7,

4,63
7.00
4,54
4,47

& 08

M
£ 54
1.3%
5. 59
7,56
h 51
5,B8
488

£. 76
b.%5
5,78
?.22
6.7
t, 15

£.i2

6,54
a1
3,87
4,73
355

1,73
1.7

5,84
1,66
1,0
.67
S

1,73
3,66

)
£.7
b, 45
$,13
g 2%
1,53

3,98

6,60
5,18
5,19
§.18
§ 40
1,73

4,56

i

Jesy w3

k.15
8.63
S.E3
E,52
2.15
L

£B5

%.98
7.i8
nda
754
£.55
L

5,21

.05
1,66
1,68
380
1.689
4,59

.8

4,92
3,54
1,67
3.52
3,58
1.58

N

G.uE
¥ e
£.03
P8
£,78
L1

1,45

27 .63
£3,26
22,40
32 43
.52
I6,58

B.n

27,04
M,24
1E B2
35 16
21,52

Lo,z

33,13

77,04
i1,%0

9,55
4,38
49,27
B.58

£,58

.01
1,59
11,09
8,85
9,22
8,75

3.55

P P
15,565
17,L0
10,68
11,68
11,49

11,04

- L -

Kre ;
Léﬁ 1.24

1,80
1.6
1,80
1,07
1,00

1062

1.20
1,57
1.07
1.53
b1}
1.00

1.04

1,51
1,02
1,02
1,40
1,05

.00
1.01

1,45
1,68
1,05
1,00
02
1,41

1.2

3

L

2,24
1,20
1,45
i.n
1,65

1.8

* 1,61
1.4%
1,03
2,3%
1,54
i ]

2,33

1,11

L8

R
lyga

1,23
1.039
163

1.00

.19
1.7
1.W
1,03
t.oa
1.2

EINH

-
5
)2

L0
1,00
1,5
109

I,12

2,57
1,20
1.1
1,63
1.0
1,98
1,07

biogque simple
sin control de resauy

pocos puntos de apoyo

bloque simple
con control de resau

poces puntos de apoyo

blogque simple

sin control de resau

"pocos puntos de apoyo

blogue simpie
caon contro]l de resau

pccos puntos de apoyo

bioque simpie
sin cnntrol de resau

cantidad regular de

puntcos de apoyo

bloque simple
con contreil de resau
cantidad reqular de

puntos de apocyo



clle block, wilkvot ceditay rel fiagnt, control point version: sparsc
1} m il m

9 e vy pry ol fay Rz

[+
A AN 7,63 RA0 A, 04 FLES T,28 1,3 1.21
EA 406 3,21 2.5 2,B8 11,20 1,01 Ll,48
Al 4,43 3,30 NI LS 7,66 3,20 1,00
BE 3.9/ 3,08 251 L,87 £.2 100 1,15 05, QA
LB 407 305 ),FE )4 3. 1.7 1,21
B 3,99 6 2,01 3.2 e.23 I, nLE

with resaau refinooent

31 A 7,53 3,26 4,55 3,65 18,59 1,34 1,2
BA 4,31 3,18 2,70 2,9 §,20 1,04 1,3
M43 33 338 3,40 9,5 L1918
BB 3,97 3,12 1,60 2,87 9,00 1.0 1,03 05, 0A
B 4,07 357 2% 3,40 8,013 1,08 1,
DB 4,63 1,57 3,23 2,40 B33 1,03 1,02

sdouble block, without reseau tofinemcnt, contral point versfon: denso

P M B2 P66 3,03 t.BF 0 9.l 1,11 1,18

§,33 2,67 24T 1.6% 11T 10 1,53

2.6 763 249, 60 771 1,00 LG ; -
1,20 2,57 2,81 2,53 ELE 1,00 1.6 . WA

B 4,36 2,58 1,73 2.k Tl 10 102

M 4,3 2% 2,03 PR 7o L 103

285 R

" with reseau refingnoni

7 RA
A t
A3 A6 PR 2,71 2685 BEs 102 129
BE 4,20 2,47 64 .56 7,50 1.0 1,05 05, DA
B 4,32 2,47 2.,0¢ 2,088 g5 1oL D9
B 4,37 2,47 2,78 2,59 .69 1,01 1,00

v

double block, without reseau refinement, contrgl poiet version: owdium
330 AA 7,63 ) T

BA 4,03 M08 2,67 2,88 10,47 1,01 1.46

MLO&,A5 4 352 3.8 a7 32 1.m

B 4,00 )05 285 3,53 g5 100 .01 @3, oA

] LI e 1.4] 3,51 6,13 1.23 155
g 4,00 3,00 347 1,55 F.ee 0 103 1.0

willaut resead refidorent

331 .

£,3 11 1&d i ga0 1,20 1,21
£.00 303 20 ?r.Ma T 1,00 1,00 as, oA
4,05 3% 1,41 3.4 7 L1 1m
4,05 1,41 3,43 140 e 1,71 o3

EBEEYE



Eloch ¥ilivnga 1 @ S7010

ﬁ..:'lﬂh’_'
Ll -

worredal o 1 » U, LG
Loy

correlations r » 01,83

cxplazatinm dibe appendied 3,0 additioa:

single blecks, contred point wversion: sparse

g HE uy (i

110 BO 4,481 B,EL 5,51 6,80
CB 4,43 5,04 4.0 4.t8

A S.E8 .43 3,11 4 &9

o 4.3 9,35 4,5 134

£ BB 2,17 5,86 5,95 5.79
CB 1,11 5,02 1,25 ELE3

De 2,04 &5 LS @ 5.7

g 2,69 4% 5,81 5,23

$irols blocis, control point versicn:

120 &8 I 1 S A F S 5 Y
3 5,3 3,82 212 3,32
a1} 5,21 3,71 38w 3.5k
Dac 5,21 I,49 1.48 3,39

W0 O3 2,85 3,28 11 31

-] 3, 3,13 443 1,57
1] 1,0 321 3B 3r

dtngle Biocks, contrai

13 P8 476 B¢ 8,13 B,
DA 470 4,7E 325 408
oo 4,71 4,57 1.2 4,01
#30 BB 2,78 4,98 5.8 5,43
B 3.2 4,15 &,7F £.53
8L 3,40 6,09 6,26  5,5)
e 2,80 382 5,31 4.17
DOC 293 3,51 5.1 4.1

paint sersizn:

ui

142,48
125,28
» 1947
142,66

31,99
50,71
13,58
471 .48

denie

.67
9.69
7.41
7,41

&8I
8.35
8,58

EC2ivm

14,95
14,58
i3.72

37,87
37,49
12.97
14,18
ig,02

douyle block, comtral point versfon: sparse

Mo gn 93 3,0y 259 2.
;| 154 2.0 .00 2,52
¥ 4,52 -3,21 2,63 1,9

Couble Block, centrai point version:

30 Ep 4.6 2.5 287 &%
(B 2,13 2,56 B4 20
471 4,1% 2,57 2,88 .6l

dunhie Block, gantrodl point wersigal

im sn 3%, .03 I,7s W
CH 3,47 3Nz 1,8 W
ch 154 3,00 .13 T.Y5

¥ .66
e

7.58
dense

4,51
§,40
5,31

inediLm
€,57

G.1]

£,59

L ~ 24 -

wonf-ube L WiEn 2dititional paroecters - wersiza 2

Ry

1,51
1.2
1,63

1,85

1,11
1.1%
i,00
1,00

1.06
1,00
1,06

192

1,04

100
1.0

2.2
1.0z
1,00

1,23
1,26
1,25
1,01
1,00

LW
1.03
104

1,00
1.5
1,40

1,00

1.00
R

¥

7,28
E.15%
7.
T.2B

1.0G
1.5%
L5
1,48

1,37

1.3

1,00
1,00

.00
) |

1.28

.09
e -
1,00

1,78
5,76
1.9
341
1,50

1.09
1.0
1.08

1.5
1,%

1,18

1.0%
Y00
1.03

Laens Dlbie 00 = Ll ael il ach B0 ooma ¥ prarame Le-e s 4% piealon gl !.ur’ tearumd! 1ery wilh

taaw like €0 - Lyl 2eb of adlitivaa] paraectess 15 reduird by parazeters with

05, OA

oA

L5. DA

05, BA

LA
05

QA
05
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Explonalion? pxt ent x = goord.. uf eheckpuints ]

¥y: ms¢ ¥ - coordi. of chichpoints I,,.m]

ulh'iVl!wZ NP "

Rxy: rabio abtained occuracy / Lheorctical sccurdty for oy

Ri: ratic obiained scotacy f theoretical accuracy for

single tlocks

- 40 = 3,85 38 WE 14 2.0 sparse

12 4.6 3.& 3,7 3% 24 L2 1.z dense

13 1.0 3,8 3,3 3B 8,7 1,4 1,8  wmedium

IO 4.0- 3% 40 40 85 156 5,2  sparse

40 31 3,3 3,2 75 L4 13 dense

z} 40 3.1 3,8 315 0 S I - medium

double blacks

a1 a8 7 2.5 2.6 4,1 1,1 2% SpArse

k1 L0 28 2,3 25 k N O - N donte

i 4.0 2.4 2.5 2.5 4,0 1.4 22 | medium

Block Juni jurvi g, = .2 um '
oy [input} oz ny by LD Rxy Rz tontrol point
: . © woertion
afngte bBlocks
113 iz 1,6 350 41! W,B3 1,0 0.9 SMArSe
112 .z 367 2,83 31,1 70 1,0 1,1 denye
111 3.2 3,83 1.3 1.6? 9,32 1.2 Il medium
Souble blpcks
‘811 3,2 2,23 2m 7 4.8 1.1 1.2 sparie
‘313 32 L7 1.8 &0 167 70 1.0 denye
X iz 2, 2,00 20D 1,17 1,2 1.2 aegdivm
fou::fnm blocks
kk) | 52 180 1,33 1,29 R I S | sparse
iz 3,2 1,17 1.1r 1,17 .50 1.3 1.1 dante
331 2.2 1,50 1,33 1,50 2.6 1.5 I, cadiwm
Black Willunga 9, - 4.0 Lm
LA [Th s ¥ Ry v Rzy R: centrol point
versfan



Conecluns
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‘ewme &

Sinopticas

Accyracy fnercase due to the tet of 16 puraas-lers as apposed to the sl of 13 paremeters
{compared {5 the Jptimm accarding to Stratcgy 03) fest=-block Jamijarwi:

STngle tlocis
Srarse cantrol

bense
Dokl
Four-

cansrcl
e blnces
fuld blocis

Bosition »y Helght 2
147 : 1 1.22 : 1
1.15 1 ) 1e - )
1% : 1 0.9% : 1
. :1 1.02 = 1

Aocuracy nerezst Jue tg the set of 20 parancters o5 opphtod Lo the set of

16 parameters

(compared ace Cptimd according io Strategy 057 Testblock Wiliunqge:

Simale hlocks
Pouble blouks:
sparse and modium contig)

gente conlrol

Positign =y Height 7
1.20:1 18511
1.18 11 1.41 : 1
1.15 : 1 1.92 1 1

ELTRET
By e

control s{teatica

Axy single Block

A2 sinele black

Ay doubie block

AT daoble block

SpaArsE 1.66 1.87.
dense 1.54 1.581,
oodion .M 1.8).
Loy singic bleck Ar tinsie hloct Aixy diuble Blach 7 dounte block
Axy &-fold biegh g 4-feld block Ay f-fold Hlock ¥ oa-feld oizen
jparse 2.12 3.‘13 1.2? 2.00
dense 2.03 2.57 1.29 1.42
ecdiym L3 Z.83 1.22 1.58
Iu'i'l‘llu.ﬂga
Axy strgle bleck o1 sinaie block
Axy daubie Block A2 double glock
Lparse 1.66 3.02
dense 1.37 1.535
a2 1 Lrm 1.44 1.42




1.5 Resalendas e una st tubeidn pcubbergomenten b en un

proceso de produccibn

Departamaenteo de Fotopramatria de "Laondesvermessungsamt Nie-—
dersachsen", Hannover (Director: Dr, Brindipke)
Cooperacibn tradicional con ol Instituto de Fetoprametria

de la Universidad de Hoannover

Neterminaclidn de puntos e altura con alta precisifin , usando
bloques de franjas fotegrumbétricos, Ohjectivo: puntos de
apoye para levantamiento fotogrambtrico de la topografia

de mapas bhsicos {escala 1:5000) en ¢l pais complete.

Cuecticd s Cantidd: Puntss eliminade ¢
viosrnsee el T e GhAnST temelets meramd
Hombre del Cantidad Cantid. Puntos el iminados
punto Inst. gﬁ S#ng?gque g?dgg complet, parcial
Grolenkneten w PSK 2 92z 52086 3 2%
Grofenkneten O PSK 2 1006 5675 3 57
Edewecht © PEK 2 580 3589 ] a7
Heamsen PS¥. 2 | 6B4 3539 - 40
Oldenburg W ~PSK 2 1537 5040 6 75
Bockhop N PK 1 955 6450 b 43
Bockhop S PK 1 9519 6230 15 48
Edewecht W PK 1 851 5587 9 45
lliittenbusch PK 1 688 4446 1 11

Erreichte Genauigkeit bei Héhenbl&cken

Precistcn chtemida ton Llcgues en alturn

{ el o g Grinmnaice }
o

Precisiér cbtenida con blogues en algura {medfas originzles).
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Srileniea IRLT 4000 3] 11 MW g W 17 2.s 7 | 4] -4 4y
Ciret t 1L Te w00 a4 17 262 &1 2% - 1B 1.} 5 b ] 1.4 L} i1
Etewl 2 104,06 a0bd LI I - S TN | I 5+ - 1] 1.7 + b 15 4.6 =10 1]
Vechta | I 00 5 divy) ap) 10 2 LN 0 - 12 1. -1 M 1.3 - 4 1
Yechla 7 [T 0 ) MY sl 1s 11 1.4 ) 15 L LN | 3
Luflwm ¥ EELGEFT DD 24 LR FJ I T T ¥4 7 = 1.y P 51 [} =10 11
Tarmpteat 1 04.00.07 ER0Q .o LI LT 1 BT - 1a 1.4 [ ] i 5.} ~11 14
Tareitadt 2 09.03.7F w400 TR~ R I N - ] ] vl 1% 19 - N 19
Tetiens 5. 00Ty #0040 52| 13 A i 1R = 2.1 - % s ] 1.2 =11 4
W hie Qr. oLy R 3| 3 B 4,0 1o = 10 1.1 -1 w L -1 L
Do ryum- N Q1,7 BI00 &0 1) 2B1 g, 7] 12 = 23 [ | v b il 5.4 -11 49
Beireelgh-w O OEJY MDD SE | 12 21&E 4.0 B - M H ) - 4 i} 5.7 10 13
L LTI .07 i W 1 M el n - 1 1.4 . § 1] 6.0 - % L]
Dyrpun-% M. 000 SA) 10 M9 ar) 17 F 1.2 + & n in +10 5
198
ATaratadt- 2] J1_T7 AT e 1 1% RS FARE | 1.0 =10 13 1.7 -12 FH
bnlgrntedr-1 D0 .5L07  BOOO LI [ L | -] - 4 1.4 - B 1% £.9 =12 H-]
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2,Computacibn de bloquos de haCes usande Minicomputadoras.

2.1 Tendénecins por efilculo "on-linen

a) Organizacibn convencicnal {"off—linn"}

Resultado

[

. Computear
Comparador

— ey AL —m T Er———— =

Revizion manuzal

b) Organizacibn "cn-line®

{ - R e e ———— — ' . .-y

: LC &) ___}'r:::: Rovisién de
| f___ _ - Coordenndas
i I
; 1‘"_ I L__ —_ . “input"

; i 1 '
! I b
i b ool m_}; ! Resultado

i
SO R
Instrumentoe Analitico con
Minicoemputadora
¢) Organizacibn "on=line" inteoractivn
| e e - —
| —— — .
1 oo ' i lu Hevision de
I _ _ __:_.J A e st : ’j Coordenodas
i : {
J,--Hﬁ ~A— ! !f "oguitput" durante
F i 1

. ' ] ! el procefn
b i i o lesul tado
P I I
b .

Instrumente Analitico con
Mindicomputer

! Discutan las ventajas ¥y las desventajas e a},b} v ¢!
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2.2 cAleuls de bloques o haces con yna Minicomputadora

Hewlett=Packert HP 100G {IIP 21 MX} on

cambinacibn

copun instrumonto analitice ZEISS- Planicomp (b, Jacobsen)
Teruinal -

Prnérama operacional, usadg
por institucicnes gubernamen-
tales de Niedersechsen

-

General Fila

30 Tt

dialpg progrin
far frout ta JLLM

'
general Fille

Interpediate starage

Generat File

Lizk

LA

pregprocefiing progrem

=

Intarmesiate
starage

Determinacifn e
coordenadas de lasa
fotos :

Contrbl

Ordenar los puntos
para formar una
configuracibn’
Sprima

BLLH

Eain prograe

BLCH
progran far
printig a I11%




2.7 Teoria paovn enlenlo "ou=linae" Iniernctivao

(e, Dowldeit)

La aplicacibn dol ‘mb&todo da minimos cuadrados doghn GAUSS
exige valores aproximados de las incbgnitas por determinar
. Elltratamiento de lo3 valores aproximadcea como COnGe
cidos resulta en una extensibn del mbtods,
Cuando introduzido un modelo stochistico aproximade, svra
pesible de determinar las incbgnitas { mejorar los valores
aproximadus] una despulbs do la otra, durante el procaso de
medicién. De este modo existo la posibilidad de controlar

les puntos rigurosamente do una manera interactiva,

Modelo Estocdstico

L = X & 4} N .
Xo o ! Xo { siempre congcide
L, + V. = ¥ 4+ dX v o9, = o0
:,:G }(D o XO X
v = df{ - [L - x ] » Q
xﬂ o KD o XX
‘.'}{ =z E d¥ - D vea (1)
v = - I
Adx f.. \ N AT
- de obger-
. E. A B =
‘ + = o, E. i Fasigngs
recles (l_

Hte - & X W pacte "o biotuts”

€C’..Ln1‘:lt,'.ﬂc:‘, s eaale s :..r

BT Pt AP LAl A

¥V o= Ad¥ - %

AdY -V -2 =9 Hc;df-i:fcac(.::n de |«
dX—‘.-'}::G ?ﬂrmuiucu:n

ﬂLdK - V- EL =0

Ra,s T s, '-". F-1 =0



AV - W o=z L rerwbo ciom. Corregiormde o BRIZrvAZ. Zrcs
A " E ° ” FT) [ ] CL'JI"‘Id.IC— "r
A= T T T
R E A A |
W ]I {5 AL 3”
qxx @ ] !‘Px:{"l Q S P",zr't_e‘ e |-'|L‘q1\;;r1| i
Q- . | 1 |
¢ 1::ILI.J l° Pin &— parte Ae obscruacoie o
{EQ-‘T\T)‘E = & i Q_l::-' = Ak EL LT IOnE § Norvmale s
L
k= (Aqn 1y )
vea §
ut T S Y Y
QW = AGAR I
= =T, ~ =T -
1( {
1 - T -1 e Dfﬁxa’d_o - Jﬂpﬂ"'ada
ax = q.. y
T 1 -—% £ 8 whiia ap
v o= -
L Q (A, O‘EHL QLL} Eu

T =1
S _ B 2, Musvo: wvalc
Wk Uex S L <AL oL T Ay ) e eres
derpue s de wo.
-1 li.i.‘r' fas - L-
- _ -1 -1 I vaAliome 5
Q%% y HI.QLLAL b Quy ! - -

{uiar Far gl

-
‘F:ifa- o "Pf ak.n.”__}‘}

€on introduccibn sucesaivo de 1 punte particular, AL tircne

una fila finiei; consisio de G‘f es derlvado del

Qi r ey

rosultade antbhrior. Consecucntamentc se trata solamente de
inversién de un "esealar". Asf es posible de caleculur de una

mwanera interactiva en mode de difilege sin gastar muche tiempeo

para el cdlculo.
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3. Teoria cstadlstiea de la propngacibn do errores graves

7.1 iinflececionas gencrales

Chlculos de componsacidn

Prerequisito importante: dates sin errores graves

Consecuenté mente ¢ controlar los datos, tambifn durante
la medicibn
pero imposible de obtener datos com-

Fletamente correctes

Aerotriangulacibn

"classica® eliminacién do una maners intoractiva,

pero resulta en mbtodos elaborosos
con raspoto 2] efileuls; exige opera=-

dores con experifncia elovada

En sisatemas grandes los puntes incorrectes frecuentamonte no
producen errcres "in situ"; los errores Seh HAS O mencs compen=—

sados o aparecen on otro lugar de posicibn distinta

3.2 Comunicacidn analitica entre los valeres v y 1

v =z A X -1 ccuacionas de errores { 1)
x=(aTpaylaTpr ;l='=qn"1 peso { 2 )
conocide a prieri )
(2) em { 1) 1
ved{ATPa) VAT pr o2
v={A{ATPA)—1AT—Q11]Pl
Aplicacilibn de la loy de propagacibn de los errores da :
T -1 T
Q,, =y -~al( A Pa) A
v:—{qva}l
V:-(vil‘]f,
La estructura "geombtrica" de Q. P determina la

reparticibn de errores de observacibn £ en el resultads
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S | El efecto de uan error {Frave)
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el nlemento diagonnl { Q,.F )ii
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I'répruyntn <o l:ﬂ]"l'l..l“!‘.tl: (1}

pomue stre Ud, la ocuacibn
k
r=n-=-1u= EE: { q P ) ii
i=i
La determinacibn por exceso n = u ( = la redundfncia r }

as izual la somz de los elementos diagonales de la matriz viP

7 culdl es el efecto de pequenics (grandes) valores diagonales?

Vv, = =1, ¢, (v : "nabla"[Raardal )

Efecteo T?vi de un error grave T?Eil

3.3 "Data snabping“

Determinacibn de errores graves, usando los valores v, , la

Variancuﬁmi, un factar de tolerfncia k ¥y la probabilidad &

P{ -kC, < v, < xGC,. )= 1-a

i
Valorea [vil> k Gbi son eliminados

Para eliminacldn de errores graves con respecia del efecte

de los elementos de redundincia

v, v,
w, = 1 = 1 Normacibn
i 5:- .
Vi Vr, §
i i
iwii >k Test estadlistico

Valoros gliminados

Errores graves pucden 3er determinades despubs de 1a compen-
sacibn solamente. Consccuentamente las coordenacdas de los puntos
de apoyo deben ser introducides come incbhgnitas para descubrir

#lomenlies i1ncarrasto s,

Confianza intrrna de lans obdervacicones

Limite tebricp para deteccidn de un error pgrave q?li CoX cest

estadistico

Vi, = G

i = =Ny Ay “o
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3.4 rjemplos prdcticas

(vea Ud, "Seminar iiber grobe Datenfehler und die Zuverlls-
sigkeit der pheotogrammetrischen Punktbestimmung®,

Univeraitit Stuttgart, Nov. 1980)
3.4%1 MBtode "Bloque de hates ™
. .
CAleulo de los valores Joi= da /lf ri' , 10s que determinan

confianza interna de los puntos

1 2 a 4
™
Ll
B s I ne B .
] 1 l-: l ]
ey _— - —
A w1 7.5 ple.7 (8 9| 3.7 68 9.7
"%_.-'-"'+ k-/ e !
3.7 5% P74 S | lr3 53 7 Pun;ts:nena
- — - L im Bild
N 9.8 .3 7.8 5.4 7.8\ [2.& 5.7 78 a2
- S : :
B-1 [s4 6.2s6 5.0 5.0 5,357 %7 A9 a a
M Ll - I
i 6.7 7.8t s 53y 5.5 5.3 seblss 5.3 6.6 T4
- [
E REEY R I | O
r - - i
c : 5.% 6.0f 5,0 50 5 [5.6 4.9 LE[{5.6 49 54 Schesa dar
i I Projektigns zencren
L k.7 1y re 5.3 sellss 5.2 B |ES £7 6% y 1t
T Ter 2d[re 5.3 salfis sz sdfis 52 68 S
: * sl
D~ —lss—selis.1— 5.0 —sl-se— 9 —5als.6— &5 —56— St
t i Ll L.
1 - - - Ll
1 fe.7 720 5.3 e8lis.5 5.2 s8|[55 5.2 6.5 i

t
1
k4

Posipilidad para contreolar las ccordenadas de 1343 imagenes,

1/% del bloque completo (Férstnor 1976)

p=q = 60 % , 9 puntos per foto, Jn = -

Supengamos que Ei = 5 pm s
E?li = 10,2 x 5 = 31 pm (max)
V1, = 4,9 x 5 s 2k,5pm  (min)



.47 Nloque con moarkilos infdepondieontes

s
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%9 v.a1e.8  §.4)9.F 5.3]3.8 3.4|5.8  9.8{9.5 9.5
1
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|
. e e e e ] R
i
| = *
I I
wogld s2iny 2idr 7obrg 7By 7 7.9 .74
BB I B IRt R R L R I
| i
| - ]

t
1‘.;ma|3.z:1 16178 rslrs  velza  zelry  roeroo
PR e T T LT TS re Ty ey

I |
l !
| |
l |
PR LY I FT R S | RS Y NN ] . NI 1 B AP S FLT WP
: )

& fihenpafinunks MUt o e ool L
S .

CLEH Y L

Posibilidad para controlar las ceoordenadns de los medolos y
de las alturas de loxs puntos de apoyo
p=q=5ﬂ?‘5:650=‘+

Preyunta de contrbl (2}

a) 7 Cudl o8 la limitante tebrica para determinar un erreor
grave de un punto da apoyo {eacala de las fotos t: 10 Q0O

Gy = 10 pm } 7

b} ? Cull es la redundincia minima 7

3,43 Generalizacibn

En ol interior de un bloque, las condicicnes para la deinrmi-
neelbn de arrores graves san  homogbneas,

Aproximacifn general:
_ r
r. = -
i

n

r: redundincia global

Nz cantidad de observacinnes
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Model1black Bifndelnlock
g = 20 % q « &0 % q* 20 % g = 60 %
Block Lige | Hihe Black Ltage | Block tege | Block Lige
.nﬂ\-_.:{'“ j . Poage d0-=1 T _E_
E 4 2.0 7.5 - - E § £.9 o 5 5.7
£ & 6.9 6.9 D 5.7 E 123 8.7 018 4.3
E & £.7 £.Z - - E &5 6.3 g 2% 2.0
£ 12 5.7 6.0 D12 | 4.9 - - - -
— ]
~
Valores medios tebricos o é_
1

Los valeres tebricos corresponden bién a los valores empiricos.

a)Modnlos
independ,

b) Dlogues
de franjsas

Jh; depende de la cuantidad de ravos de determinacibn ¥
de la geomotria de intersoccibn,
goe 20 % q = &0 %
Block Lage Hihe witara] Block Lage
Ecke Rand Ecke Rand Ecke Rand
EITIRTTF Y AL T
E 4 2L.0 1.0 12.0 12.0 - - -
£ & 12.0 11.0 - - 0 6 7.6 6.8
£ a 7.8 7.8 7.3 7.3 - - -
£ 12 7.y r.z2 - - D 12 6.4 5.7}
g = 20 % q = GO0 %
Block Eche Rand Block tcke Rand
r:_‘..'\'l’li'hia"rq I"H‘f;l’_lf_"f
£ 9 15.0 15.0 9 10.0 9,7
£ 18 12.0 12.0 18 7.0 6.1
E 25 12.0 12.0 25 5.1 f 5.1

Yaloraea miximos

J 1

ol

a la murgﬁn dir los Lloquos, Nlogques de

franja son mhs sonsibles que medelos indepondignles pov causa

de la geometria de interseccibn de los rayos.
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Tabla sindptica (Schreth 1980}

3.44 Determinaclbn de erraras graves en un bloque de franjas
(feglnn Forstner)

£55 T :

%

?mu TJEI 13:: * 1s02 1
. :I.an I-]EH -51“" ‘I.Hi
s L2000 .
n bt ‘
| lapzer L1007 e li07  auns

Jid
.._....

TER T S TT SR YT
p = 60 %

M = 1; 7500

G"x = Gy = 53,0 pm (coordenadas fotogrambtricas)
Gx = G!r" = 1,2 cm {eoordonadas de puntos de apoyo)
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Directorio de Asistentes zl curso: Fotogrametria Analitica 1981.

Rapul o Ismael Moreno Gonzilez
{omisitn Federal de Electricidad
Okl:uloma B85 -401

Colonia Nipcles

México 18, D F

536 92 34

Francisca Del Rie Garcia

Comisidn Federal de Electricidad
Edicion de los Recursos Hidroeléctricos
Oklahora 85-4 Pisg

Col Nipoles

México 18, D F

53 92 34

Benjamin Landeros Olguin
Facultad de I[ngenierfa
U-AEH

Turin 136

Valle Dorado

Tlanepantla fdo, de México
379 11 49

Oriente S7 1 293
Villa de Cortés
México 13, D F
579 43 84

Marcelino Juiirez 207
Toluca, Edo de Mé&xico

Catedratico y Jefe de! Area de Construccién

Unidad Coatepec C U
Toluca , Edo de México

4 08 55

Jorpe Rojas CGonzilez
UALM

Facultad de Ingenieria
{atedratico

Ciudad Universitaria
Toluca, Edo de México
4 08 55

léctor Acevedo Ortega
Unidad Profesional Zacatenco
I[P N :
ES5TA

'rofesor

México 14, LI:F.

Romin Alberto Aguilera Reves
Direccidn General de Goegrafia

del Territorio Nacional

Jefe de la Seccidn de Ajuste de Blogues
San Antonio Abad 124

México 8, D VI

578 62 00 fixt. 185

Dante A. Alciintura Garcia
Uriversidad Auténoma Metropelitana
Profesor

Ave Sn Pablo 180

México 16, D F

382 50 00 -2M4

Juan de la Cruz Almendarez Pérez
Comisidn Federal de Electricidad
Ingeniero Topbpralo

(anino antlpue san Rafael Sta Cecilia
Tenayuca Edo de México

65 36 18

' Aurclio Venepas 101 Sur
" . Teluca, Edo de México

4 40 &9

Jriente 154 # 1664

Sector Popular '
México 13, D F
581 41 38

Norte 48 VA" # 5207
México 14, D.F.
537 65 3

Alfanjes 45
Tlanepantla Estado de México
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19.

20.

F3

22,

23.

24,

25.

20.

José Magno Castro Beltrin

S AR

Jele del subprograma de Economia
Agricola

26 Norte 1202

Puebla, Pue.

Juan de Dies Castro Granados
Direccidn General de Geograffa del
Territorjo Niacional

Jefe de Oficina

S A Abad 124

México B, DF

578 62 0D

Victor Ignacio Castro Rojas
SARH

Analista Proprama Planeacidn
26 Norte 1202

Puebla, Pue.

46 88 97

Martiniano Del Angel Reyes
Secretaria de Finanzas y Presupuesto
Jefe del Depto de Catastro
Constitucifn 3

Tlaxcala, Tlaxcala

2 03 a1

Francisco Del Rio Carcia
CFE

Rafael Dorantes Ramirez

lMreccidn General de Cnnstruc:1én y
Operacién Hidriulica

Coordinador de Obras Hidriulicas de
la Delegacidn Cuauhtémoc

S A Abad 231-2°

México 8§, DF

588 60 79

José Manuel Cstrada Espinoza
Facultad de Filosofia
UNAM

México 20, D F

Paulina Fernfndez Reyes
Cia Mexicana Aercofoto
Operador Fotogrametrista
Calle 11 de Abril 338
México 18, D F

516 07 40

José Luis Franco Rodriguez

UAH

. Catedréitico

Apdo Postal 1528 Suc "
Chihughua, Chih.
23711

4 Norte 1206-102
Puebla, Pue.
46 61 73

Norte 72 # 791
Col Dhaz Mitdn
México 14, D F
577 00 69

7 Sur # 4720-11
Prados Agua Azul
Puebla, Fue

16 de Sep 1106-5
Puebla, Pue.
46 37 21

-~

Tejocote 22

Sta. Ma Maninalco
M&xico 16, D.F
561 49 68

Martin Serrann 44
Satélite Ede da MExico
572 20 30

Mariano Gelas 140
Col M.Carrera
Mé&xico 14, D.F:
753 42 62

Barra de Navidad 7515
Fracc Américas
Chihuahua, Chih.

317 71
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37.

38.

39,

4Q,
41.

42.

43,

44,

45,

- , " -3~

I'duardo liabace Lipez Acevedn
Sistema de Transp orte Colectivo
Operador de vehiculos

Delicias 66

México 1,D F

521 86 20 Ext. 2332

Juan Antonio Lépez Beltréin
Inst Téc Regional de la Paz
Investigador del Depto de
Tecnologia Educativa

Km 3 Carr Antiguo Aeropuerto
La Paz, BC 5

221 24

Manuel Madrigal Morales

Direccifn General de Cepgraffa del
Territoric Nacional

5 A Abad 124-5°

México 8, D F

578 6Z D0 BExt 185

Salvador Mandujano Moya

Tngenieria Aerofotogrametrica, S A
Jefe de Laboratorioc

Francisco Pimentel 57

México 4, DF

546 69 50

Sergio Martinez Carrera

Fernando Guillermo Martinez Vargas
Centro de Capacitacidn para el Traba]o
Coordinador

km 6 Carr Pie de la Cuesta

Acapulco, Gro.

Guillerms Antonic Méndez Sainz
SARH

Analista

Reforma 35-11°

Méxica l, DE

502 18 06

H. Juan de Dios Montecriste Ortiz
Mapoteca del Inst de Ciencias
UAP

4 Sur

Fuebla, Pue.

. Fugenio Mora Alvarado

Conse)o de Recursos Minerzles
Operador de Aparatos Fotogrametricos
Dr Navarro

México 7, D F

578 62 26

Sergio Morales Rodrigue:
I'studios y Proyectos 5 A

David Pastrana 66
Col Constitucién
México 13, D F
691 35 47

Calafta 2790
Fracc Su Casa
La Paz, BC S

Calle 14 ¥ 182
Progreso Nacional
México 14, D F
392 49 36

L3

Canoras 39
Col Arboledas

Rép del Salvador 7-3

México 1, DF
S10 94 57

Angr: Urraza 2035- 6

MSxico 13, D F
072 62 84

5 Pte No 503
Acatzingo, Pue.

de 1517

Atizapfin, Edo de México

2da, Cerrada Lago Ness 45

Col Pensil

‘México 17, D F
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ab.

57.

58.

59,

b0.

61.

62,

Juan Ramirez Torres

SAHOP

Jefe de ta Oficina de Restitucibn
Edif SCOP

Xota y Ave Universidad

México 12 , D F

519 79 39

Gilberto Reyes Vizquez
SARH

Ingen iero Analista
Ignacio Ramirez 20-2°
México 4, DF

566 26 59

Jorpe Robles Almeraya

Cia de luz y Fza del Centro
Ingeniero Topbgrafo

Tlaloc %0

México 17, DF

592 39 95

Marcos Hojas Huesca

I PN

ESTA i

Unidaud Profesional Zacatenco
Mixico 14, D F

Julio Cfsar Rovira Vizquerz
Cia Mexicana Aerofoto S A
Subjefe Depto de Restitucitn
11 de Abril 338 :

México 18, D F

516 07 At Ext 136

Mirio A. Salazar Sosa
Facultad de Ingenieria
Universidad de Yucatén
Profesor

Calle 14 x 41 "El1 Fénix"
Col Industrial

Mérida, Yuc.

747 99

Ma. Dolores Sanchez Torres
UNAM

Profesor

México 20, D F

Efigenio Sastre Garcia

Il PN

ESTA

Profesor

Unidad Profesiocnal Zacatenco
México 14, D F

Av Morelos 827 Edif 2 Depto 103
Magdalena Mixhuca

MExico 8, D F

552 76 76

‘Bienes Nacionales 51

Las Arboles
Méixico 9, D F
571 62 50

'2da. Cerrada de Agricultura 25

Sto Tom&s

. México 17, DF

Av El Cantaro Edif 33-006
Yilla Coapa

MExico 22; D'F

671 08 32

Calle 15 # 83
Mérida, Yuc.
511 47

Oculistas 18
Col. Sifén
México 8D F
582 30 60

Planta Excame 23

Col Electra

Tlanepantla, Edo de México
397 31 57



