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VI!lRACJONF:S LIBRES " l('',:.~r.<.s ·DE SIS'f,-J>OAS 
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r-n:rooos " HOLTZER l Nl:'oiHARK 

~a:TODO " ¡.¡¡;w¡:ARK. PARA OBTENER "' !l.ESPlJ!:S 

" SIS'HCA " SlSTE~AS ELASTICOS e Illt!.!\S 
TICOS. AJlALISlS " SISTU·lAS D!: 70RSI01i .X..ll 
TRASLACION, o Ci\BECEO CON TRASLACIOU. VI-
3R;.ciOH oc VIGAS "' fL!:':l~!1 ' VI\. AS (¡E COR 
TAN TE. 
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Irnr.ODUCCi:::ll " f:LTC~) :n. rJ.U-'L:<TO.J:.l"~O 
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:w F ESOR 

""· Octa·¡jo F:.o.<cón c;,.;.,~z 

- .- . ~,,r;.,.. i:.:..:;~,;,., ('_;-•• -¿ 

., 
"'" c. ,:o,_.e Fr<:.re ¡.;,-.,.o 

r-; • e:> c. Joq¡e n•::,ce ~lf>l'O 

;.', "" c. Enrique ,,, \'alle c. 

~- Co:";~v ;o Eascón Ch,hez 

. . ~c.\,l'.'iO Fnscón Ch~veo: 

.. . .. ,, 
• c. Ra::-,ón Curv~ntes '· 

1·:. ~r. • Ramón CnPvantcs '· c. 



• 
' 

nl Curso Tnternncion~<l d,, Tngcnicrln Síslllica 

II!NM!IC/1 ES'IJWC'l'URAL 

1 9 H l 

1. '.\. en C. R;unón Cervnntcs Bcltdn 
:•rufcsor e InvcsLigador 
División de E«tudios Superiores 
Faculta<l de Jngcnicr1" 
UN MI 
550 52 15 cxt. 4495 

2. ~!. en C. Enrique del Valle C;1lder6n 
,\scsor 
Ingeniería de Sistemns !!e Transporte ~!ctro:J~litcmo 
Lcgaria 252 
Co:. Pensil 
\l(oxico 17, O, F. 
399 fl9 22 cst. 215 

.>. ~1. en C. Jorge Príncc ,\lf;oro 
Tnvtestíg~dor 

lnslltlltO <le Inéenlería 
tiNA M 
54111135 

4. !lr. Octnvio Rascón Cháve3 
Suh,Jin•ctor 
Tn~r i1LO!n de ln.1:l'nierb 
U,\,W 
S4H S·l 9S 
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VII CURSO INTERNACIONAL DE I~GENIERIA 

STSMICi\ 

DINAMICA ESTRUCTURAL 

SI STC~1AS DE UN GRADO m: 

*Principio de Hamilton 

' LIBERTAD· 

*Solución al problema de vi.brac\Ones fonadas 

Dr Octavio A Rascón Chlivez 

Julio, 1981 

P.loclo d. Mincrí• Collc d• r .. u!o.o 5 ptlmcr piso Mhlco 1, D. f. Telr ~111-M>-110 Apdo. Poohl M-11285 
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SU I'<>SICION SE SACA A U !:ST""""'AA DE SU POSICION DE t'\lUILIBRIO 
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., 
J •lf!·V)dt 

'' 
DONDE 

T • l~l'~GIA O~tTICA TOT~L 

V• LNERGU POTt,,C!A!. TOTAL, INClUYtNOO E.~fOGJA DE DHOR· 

fLIICIO~ Y F.Nf.RG!A PDTfNCIM. ]lé LAS FU[RZA5 CO.~SI:RVATIVAs 

lrn<" TRABAJO REAL!!I.DO POR IJ.S FUF<O:AS NO IXINSC~I'ATIVAS 

(TALES CO~O LAS PE ,\.'IORTIGIWUENTO) 

1• ~-~~IA<;IO,, TOI!~DA UURAh'Tf. El mH"VAlO UE Tlf-~1'0 UE t¡ .. , 
E.< f-STE PRJNCJPJ(I SE ASU>If: QUE l-'. V.UIACIOH, h, OH DLSPLATA'IHNTI'l 

L." LOS lNSTANT~S t 1 Y 'z.ES NULO. 

' J l 1 • 2 ~h1 )d< • :1 ~. 
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t l .. -J nh dt 
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' ¡ .. 
J ..... dt ., 
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'• 
ruESTO Qlll: U U AROITAA~IA, U ECIJ..CIO~ .oJ<TUltiR Sl._SAT1SFAC2 E!l 
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• coq LO QUE ' !:-4 {1 • N:T) Y 1.A fCUAClO" 
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1.A Fl\.ECU[NCIA CIRCULAR NATURAL CORRtSPm;Ql[~'TE ES 

•• 
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DE EQU/I.!~R[O 

... 
Le 24 

VEMIOS VRIHT'"O EL CASO ~01 QUE EXISTE pltl Y Qll" K
0
[t) • 0, 

Slmt>O p[tl Ul!JCRARIA 

INSTANTM'~ m LA \'~LOCJPAO n~ 1.01 11.1\SA IGUAL A 

, 

l 

Y u• )"C'UI"'"TO IN~TA,TA-'1:0 """' EN ~L UEOP!JIZA'IIEH'i'O, ~S OEI;IO, y=O. 

'I"'XAA<DO LS1'0S UIC"""-"NTOS cmo CON~ICIONES IMICII\UIS "" t•'t LA ""-' 
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!-' ro!<C!DI< ,¿.. ~ b (t -•J .. n~' (t-T) .<PIJE ESU , IINFIIESTA A IJJl !I'§'IILSO I><STIINTA· 
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l V"<!.OCtl>AD, y(D) Y y(D), ~F-S"t:CTIV"-~EN"!'!!. >;N G>;t;FII1!L LA PARTE O! 

U, ot:SI'!J<:STA DAllA POR U SOI.IXIOO P.lJM'ICIIV.R 1';!: U IIAS ll<f'Oni\NTZ, 

YA QI!E !.11 OTOJ\ PARTE SE AIIOirrlQUA MPill>.M!'Ji'rl!:, 

PAI<il f-SCRIBIR U. SOLUCION PARTJCU!AJI DE L.\ ECUAnC~ DirUO<CIAl. U 
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BASE DE l.'. ts'I'RtiCTilM., B>.$TA C._~DlAfl pi.IIM DI': U !lO. (1>1 POR -x 

YA QUE r.~ DICHA EL<JACIO>l .t.l'-"'ZCE 1:11 EL >11"""110 OE~O:CIIO p(t)/M Cil>.tiCO 
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CUNOOO LA l:Xp~~OION TJE~L rRECl-'<::CU• 1~"'- A 1.11 NATORAL ~ JIS• 

'I'EI\Il. ~· bJO: OUE SE rr:ES""T~ El, CASO ll!; REsONANCIA. o• lA [C,!>O) 

"" o;v¡D.Mtt 011E SI I~Q/..-1 U: TI,_ 

' y (ti 

" . . .Q EN n "-'<SO DE y(tl f y !tl, EL"""'"'" OCIJ· 

-;·'-~--" 
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1! 200, !.OS WMRES DE ESTAS O 110 

Dl~IElWI E" 11M OE 21. 

EL HAJ<IItO VI\LOR llt Bd (PAIUI. • 
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Sl U An.U.UII Ul SCWClt»> GFJIEOAL llE LA ECIIACIOII DlFE~IkL llt 

Mi>VTMI"""" P> ... l':l. """Q DE CONt>ICIOti&S IMICIALE8 IIU1.'.S Y O•l SE U&llt 

~· •• •• 

DE,.._, lllleti:IIDO y(O)•O 1 JID}_,, Sil OMIEIIPSt 

J (t) - ' '• '" 
r··h• (~ oeoo't 11-.-
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POR OTRA PAil'rE SI U. EXCITJ'.CION 0t:I. SIIIU.O ES 11
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(>O) 

Bd S~ <XlROCE CON EL M(ll;llltll D~ "MOTODO OEL A~OHO DB nA>iOA OE LA HI'I'>.D 

DB POTENCIA", ~ SE MSA Ell Dfm' ... I~AO Lll!l ..,..r:ctl.,..,IA!I """ CORRES· 

~ONilEH AL VIU.O~ rao DE 1..11 mi'LI'rul> ... RESOOOAM;;U, EL CO>U. VAl.!: 
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Tlompo,l,o•¡' 

Rcs~ues:o de un sisTorno omorll~uodo simple 
~en T, • l.O ••g y ' •0.10, el ~ism~ d• 
El C•nlro, Col,, 1940, compOoeMe N-S 

• 

• 

"· "· 

'---i--ct-+cJ- " • ·' .r . ' 

ES EL [SP[CT~ !lf ~ES~[';T~ Pf llfSPW<I<Il.'<fO$ PA ... ~ ·~. SI &STJ! noco:so ~· 

R<.PTT~ FfJhNOO OTRoS VJU.ORES Cf. e¡;. PO~ t.JE."'!'LO, ?;•0,0>, 0.~';, O.l, 

O.>, ""'• n OBTI:!ID .... N LllS ESP~CTROS DE D"'PW.UL~IE"1'0" CO,l!T.SPONDIE~TU. 

. - . -
"'"··~o- r~n~'"~' ------

.. 
'• 

" sv ., s" se LES LI»\0. .-;¡uoou~ . 

(10) 

{]l) 

DE !.11 ~<e. (lO)' l<>q D • loo¡ V log ~· ]oq V • log T log > • 

DE !.11 tc.(lt)' l(lq A • loo¡ V • lO<J o• loq V loq,.. '"" •• 

ESTAS &CIIO.ClOta:S CORRlSP<li<Dill A ~INV.S RECTAS EH PI.M:L LIJC,O.RIT~Ico, 

Lll PRI>IEAA CON PEI<OIOI'fE ·1 ~U. SCGUNIIA CO~ PE"DIENT& H• SI SE USA 

TE • 1, T LA SW".llll>l\, ·l. 



§ 
< - " o 

_i 
•¡¡ bO -

" 
1 

Colhponento N-S 

i 
§ 
0 200-
• 
> 
.§ lOO .. 
' ~ IDO 

' ~ " • 
> 

•• 

~.o - ' 

l.O-

5U 

P•dodo noto• al 

co,.pontnlo N-S 

••• ,, '·' 

... 

•• r, ..... g 

t •o.oo 

••• 
p~rlodo nolorol T1 ,<n ''9 

Espectros d~ vclocidodc• y da occleroclono•-Sismo de Toi.ochi
Oki, Jop.;n [\968) • Según H. Touchido, E. l':yrota y K. Sudo, 
rl!f 4 



¡ ' ,, 
<¡ 

X ' ¡_ 

• 
' ••• 

X 

.,., 
• 
"• ••• 

53 

1 '· ' '• ,, 
. 

• x • 
. 

:ti "~-· 

'· • • • . , • • •• ••• 

42. --

' . . 1- - - _n=1-_ ~-1 

• • • , 
•• 
;~~ .... : 

---~"'"--- - -~--' . . 1 1 • .,_, ' 

ó{-_ -'_j ;.-¡- -;-;_1/_ -,' ¡ .. 
;:' J. O '\1'\_'T• ',:0 J' 

' ~·X,' _..;.,._~._ --· 
~.. \ •,-~ : 

POR W QUB 

.---·~-~-~'---. - ..,., ' .. ~ 
Uy'+<<;-

"< ' rJ ' 

• 

"· 

'• •• 

• • • • • . ,, • . , ., ., "J ~ 

• • • • • • • • . , •• '• ·~ . 
'Me .•• . Ir ,. HF X' 

• •• '• . 
• "(" ,,1 ,~ x-1 1 ••• 
• 

• •• 

'• . 
.. . 

• •• 
··~·;.':-o-::-c.-• 

..... ~; •·' • '" •• l 
"J J ., ' 



... 
07 

!:ASO •U!~EAL 

' 

<:~ ""-'STOP!.'.STICD 

Q 
• 

7 
j)Q 

. v j ' 
? 

'tl /J(Q ~ 

~nooo o 01 "f~••u 

PARo\ U I<I'ALI!>I~ DE SlSTD'AS M L!N.hl.l:O SE PI!EO~ US~k LL r<ETOOO ! 

'· 

' 

" 
"· 

f,...j. K• Jll<>n/r:m~ 

o.r---.,!,,,,,,,co,-.-.-----------

.;•j.:-~-~-~-~-~-~-~-=-J~.====----l . ' 
o ... ~~-

Plt) - lll!l Plt) - O(rl 
---¡;¡----- - ¡¡ 

rU.\ LA ~eLICACION O~L l'!f.'t000 PE Nl:>fi<>R< SE 7l"El'F.N L>~ n«U!I:NTOS 

UPI!ESHl!JI'j> 

!1t)~ •• ' <«•' "' 
CCNSIP.IW<I>O H • 0,10 S~. > O • 1/( 



Gl 

4o. CICI.l) 

• ·-· 
" • ' " t~ ' ' ' ' """" - sm' 2 

~ S>:r.-1 = ~· ••• so. 00 

' ··-"~" 0.00 0.00 "·"" O. ID ••.• ;-¡--••.••• - 2.1570 
. 

0.1117 ),7\)0 

''·'" l.Ho10 "-'"' '-'""" "·"'" ',4025 O.l>IH l.nu 
Q ~ ll x O.IU75 • l,lt60 

21.052 __:~~m 0,12175 

'···~· "' 
0.20 •• ,00 20.000 4.5552 o.nu H.llO 

l1,U5 ~-""" 
._ .. ,, 

"·"'" H,,l 4,1310 ....... 10.971 

• n.sn •.non .... , .. 
~~-"" ____ ,._____ 

-·· ·--. ¡ o. 30 ··--·· lO. OOo •••••• ••••••• lO.OHO ,_,,. S. 7140 o.•tsiO lO. SO lO 

·-·~· 
,_, ... o.nsu 

··-·~~~ -~: .. 50,00 •••• •. 2610 l.''" "·"'' . ·""" 6.<670 1.0016 U.972 
4,01U '-"<n 1.60>5 H.970 ·-···· ...... ~~·~·~ 41.910 -------.... - 50.00 •••• <.USO '·'"'l Sl.•to 

-l.HlO -·-···· 6.569H '·'''' 
,,_,., 

' . ·1.19H _,_., .. • • 5700 '·''"'' >).7e9 

a.SO+ 5 ,00 '·lf,l946 <.5100 2,25911 51.'"' . 
o .•• s.oo -10.000 ],1503 2.>8 .. ,,_,., 

-29.11& '""'" 2.7,625 u.na . ~¡,.n• 1.89147 '·'"'~' n.n1 
~n.1n l.ltl41 '·'"''' &J.l:~ . ·-.- -. . -o.'" ' s. 00 -12.000 0.0)051 l.025127 u.n, 
·)1.219 
•ll.l20 "·"'"'' 1.0>626 o7.S9i 
-JI.ln 
~JI.l01 "·""' l-"'"" p ·'"1 

' 
-·~· -- - ~ o.nn •• 00 ·ll.UO ·O.GOllJ l.cuso j 67."H ¡ 

-ll.<O~ 
-n . .,o ·0.000JS7 :.o '" "·"" ·H.UH' •0.00020S ' . . ¡ l 07.811 .. 



u:-· 

6:.: 

<o. CfCLO 

l~~· 1 -· ---.. 
' 

. 
" 1 ' ' ' ' ' W•o 

' 
~ sm·>. ¡~ SEt:-\ ,., W"' 

1 "-'7..-- ....'<;..,~~-'-- 2~-··· ·-·~ " "" o. 00 . ·- -- -j 0.10 ~o.oo 1 20.~JO '·""" "·"'' l.l'l' 
2l.l1< '·'"'" 0.1110 ].0000 
>l.O>O 2.<on 0.12\H ] -l••o 

fl. n" O.lU><. i.n~o 
2).051 '·'"'' 0.11175 ,_, .. --- --- - -- -

o.lo •o.oo 20.000 • -"12 0.0122 15.1t0 
17.1H •.• ¡¡~ o .•• ,., "-"" ". >ll <.O )lO 0.01100 14.111 
11.Hl o.non .... , .. "·"' -----·- - - Jo:il50 ; O.lO 50._00 10.000 '·"""" ._ ... ,. 

' t->60 '·'"" •.• 1500 '"·"~" 1 1 '·'"' '·'"' "·"''" "·'"" . ~: .. ----
L595B 1 .u-;-.-50.00 o.oo 6. ló)O 

•• 07\0 6.1670 1 •• ,. 01.07< •-••u ..... o 1.6025 ''·''" •. 0150 ··'"'" l-.;~:"''" ,,_.,, - ·----- - -.. ,.- 50.00 0.00 •.H50 l.>62J ''·"" .... ,~ 
-1 •• 000 •-•••n l.2S9l 5].1!; 

' -1.UO! - _,_.,,. 6.1700 '·''"' L.::.:'!~ 
o.'"' '·"" -l4.l9<G •• 5100 ,_,.¡, "-"' --
•••• s.oo -Jo.ooo l.ISOJ >.JIU 6l.l51 

-29.116 J., •• ~ 1.186'1 6l.lla _,,_,,. 
'·'"'" 1.186H 61.211 

-n.n• 3.891<1 '·""' .,_,, 
ro-:-- -- ·- -o. lC S. oo ·ll.OOO O.IJHl l.~¡¡,¡ 61.!11 

-ll.l80 
-H.J>O o.no;¡ l.O,~l& n.so• 
-ll.H9 
-ll.lOl "·"11'' ' 

.,,, 0: CJ.ooo 
1 - --.-- - -o. 7271 1 '·"" -ll.ólO -O.OOlll 

1 
l.l;)jS~ 

1 
oJ.ia , 

1 
-n.••• -u.uo -o.ooon~ 

' 
-. . ., 

' ".011 í 
-"·'""' -o.ooo'o~. L· . :!.'___ J • ' . 8" -.. - . 



' /'· 1 
' 

'" § 
8 --

-
• 

• 
• ' 

• 
¡ 

§ -
. , . 

• 
• 

• 
• 

" 
• 

§ 
' 

" 
' 

• 
}1-

~ . 
• 

• 
• 

' 
• 

-• ' 
' 

• 
l 

o 
• 

o 
,, 

-
• 

-
o ' 

• 
~
 

1 ' 
• 

• 
• 

? 
" 

• 
' ' 

• 
o 

• 
' 

" ' 
! 

o 
• 

• 
o 

• o 
8 

i 
" • l 

'---. 
' 

' ' 

~ 
' ' 

• 
' 

• í 
• 

o 

• 
o 

' 
• 

• 
E

 " 
~ 

• 
• .. 

• • -
a 

" 

' 
Y

!o
o

p
u

e
o

to
) 

S
o

9
. 

""' 
S

e
•"

1 

0
.0

 
-

-
o. 10 

<
l.O

S
lO

 

0
.2

0
 

1
7

,5
1

1
0

 

O
. lO

 
9

.5
it0

 

o .• o 
.. """ 

o
.so

· 
-·· """ 

0
.5

0
+

 
-

-
0

,6
0

 
.lf

,D
I
O

 

o. , o 
-
ll.l0

1
0

 

o
,1

2
H

 
-1

1
,4

0
?
! 

1 0
,1

0
0

 
-1

0
.1

1
7

0
 

0
.9

0
 

-2
4

.1
0

1
0

 

1
.0

0
 

-u
.n

z
n

 
-

• ' ' -' 
-

' • ' 
•• 
o 

' -' 
o

"
 ' 

• 
' 

• 
• 

' ~· 
• 
, 

"'~ 
o 

" 
• 

• •• 
• 

'"" 
• 

-.Ja 
"' 

• 
• 

-
;t 

• o 

"' 
o -• 

;:r 
" • • 

• 
• 

" 
" 

, 
• 

, 
•
l
c
•
l
~
o
l
o
~
o
)
 

·~ 
~
-

~
-

~
 
8

0
9

-l 

~
0
.
0
0
 

o.oo 
o.oo 

B
.O

O
 

'"·"" 
0

.1
1

1
7

5
 l."" 

H
.O

!lO
 

;o.oo "·"'"' 
H

.!7
7

 
1

7
.5

U
O

 

5
0

, 0
0

 
0

.9
1

1
0

1
 

l0
.8

6
J
 

•. su
o

 
'"

.
 0

0
 

l.ó
O

l!O
 "·"" 

•• 0
1

5
0

 

'"·"" 
l.lS

'>
l 

!1
.7

1
9

 
.,,$

,.6
 

s,co 
l,l!!l<

 "·"' 
•
H

.l!f>
 

•••• 
l.H

il<
 

"
.1

7
7

 
·1

9
.1

1
0

0
 

5
. 00 

),0
2

1
'1

 
6

1
,6

0
0

 
.)

l,lO
lO

 

5
.0

0
 

l,O
l'll 

6
1

,8
)0

 
-J

l,4
0

9
l 

5
.0

0
 

2
.9

5
1

7
1

 
H

.2
)&

 
-
]
~
.
1
1
1
0
 

. 
s.oo 

2
.H

4
7

4
 

!1
.6

1
7

 
-¡t.lO

IO
 

>.oo 
1

. H
4

1
! 

H
.<

ll 
-u.'"" 

[' ... 
":¡ ""'' 

• 
l.O

l8
!l 

e~~~o" 

6
1

.1
1

1
 

t<><IO
 

-
~
 

.. • 
• • --
• ' 

• 
•• 
• 

-· 
•• -

.. 4 ... " 
• 

~ 
• 
•• 

" 
_,_ 

~¡ ... 
' 

' 
·-· 

•
•
 

• 
--

.!'l ... " 
' -1

"' . ' 
N

 
O

 t 
A

 

~
 su

·• 

o.oo 
¡
,¡

o
;u

 

<
.o

lo
n

 
5

.7
U

S
O

 
p

.i<
D

IC
 

O
E 

R
l 

•.• u
o

 
6

.!1
0

0
 

1
.5

7
0

0
 
r
~
 .. ~

 
l,f

!
lH

 
0

.1
1

U
7

 

-O
.O

O
O

lo
! 

Q
m

.O
x, 

y
m

,b
. 

·l.Z
H

2
1

 

-4
.9

<
'4

2
 

-6
.8

9
1

4
2

 

• • 



- ·-- .. 
QUE E.S LA !OJACJQII DE UNA ELIPSE C0M LOS EJES COORDENA!JOS 1 l p, 

AS! (fl¡ lj: 1' 
-~-+=-·-· 
., .. wd r~. ~~~--,-

/-- JI . ' 1 • . 
m; 1 

Flli ? 

SI ~L A.'IOliTIGUA!UE><TO NO ES EU.ClAIItND= Vl5CQSO U GAAflt..l Q!l1; SI 

OBH~MJ~ DE p CONTIIA y NO ~C:.U E:U.CTA>II!mE ~LIPTICA, SitiO A!.OO 

C(!)f[) LA L!Nll ~UNTUDA AMI ~OsH.._"-'o, ~N ~:ITE C.O.SO SC; I'UEDe UTI· 

LitAR UN Al40JITIGIW!!E,1"0 VJSOlSC !l"'!lftWól!, &E TAL IU~fRA QIJE EL AltEA 

Nd, DE ESTA CURVA SEA IGUAL A LA DE U ELIFSI: EQUI\'Al.E.'IT~, •eq"•AJ'0 , 

I:S DECIR 

('{]R i.O QUe, DE LA !:C. (l) 

¡ c•q -~-~ ( 11 J 

DE FJll. Z 

( 11 'J 

70 

SISTD!AS t).AST¡CQS J.lNF.ALES UE VARIO? ,f,'\ll!lOS tf '11;;::_To!.jl 

PAliA ~r.IILAR LA R:I:SPUESTA DE UN S!STDIA DE N !:>.AOOS DE LIBUIAD Y 

COIIi'OUAII!t>ITO EUSTICO LINEAL SE ENrLEMl LAS MISMAS tCIIAC!!JliE.S QUE 

PilA 1111 S!ST~ DE 11M GRADO DE l.IBERT.o.r>. 

EN DONJl>; J • l,l,. .. ,M. 

EN ESH CASO SE UCOMIENOA TAHI'HN UN VALOR DTI ' COÍ<PJmmlliO ""'11<5 !J. 

T 1/6, r QUE •t • 0.1 Tll' EJ¡ /IOI;Df_Y11 ES !:L FfJllO:lO t<ATU!UL tE I"IBRA· 

CION MAS rFQUE!lO. 



' 

-

•, 

•• 
7' 

[" :j ['""] [-:. ... 1 
" ' . . ..... J ¡, ' -O:ZJU 

" 00'" ., ., :. ~··n - 1.171 • ' . ; ; 
., ,, 

1. '"'" 
•, l.JU • 1 • "' 

~ •••••• l.l o.o ••• n TI!:!<~·~- 1.2, •·• • o ... , 

'• 1•, J 1.11115 ,,t•,J • o.oon 

>¡{ti) •. '11 "zC<¡l o. U.l 

., (ti l L>Tl •zl•tl 1 • 116 

PRIMFH CIC!.O 

$1li'OtolEIIOO .,r•;,,l '-' ' •zi'I•ll '' ' SE OITIBWr; 

., 0.117. 1.1(1.!1!. 1.1) • o.u. . , • 
'• • 

., . , • 
'• 

' • 

G.IOIS • O.¡ • o.U1 • t.Oo(l.lll/1 • I.HO) • I.M6l 

•.•• u '·" •.•.• u •• 

0.111. 0.1(1.116. 1.1) - 0.186 

o.oon 

O.OUl 

[ :· 

• o.z • o.ns • o.o4{1.1U/J • 1.1/6) • G.OUJ 

0-41. -0.4107 

']['""]· S -.4107 ['"'] ., .... 
., 

~.UI/l • l.lH ~ l.] 

L061 ¡ 2.1 

• 

• 



Sl 



•• 

f 

•• 

• 

¡occ·;:-

t6ZO'O 

trss· t 

U99'8 

···~-~ as:r·s-
t606't-
9Ct6't
'"6'(
t>l'[

<90. ·
~-o 

BLI~'O 

90t~·t-

L<t6'~ 

'" '9 
~9tL .• 
961. t •• 
95<1 .• 
, " .. >LC> 

~·o 

s •• ,.,~ 
o ' ·-. 

;g¡¡·¡ 
'iS!t'l 
tC9(' L 

91"lt'l 

zttl'l 

lHI' \ 
IHt' L 
snl'l 
99tt'l 

[601'1• 

tl66'0 gQlO'l• 
tL66'0 

0668'0 

!869'0 
lH8'0 
tua·o 
'"'"'o Ll!I'O 

lOLO'O 
~o¡o·o 

H90'0 
HilO' O 
9!U 'O 

\W(9'0-
6699'~
¡z¡g·u-
8699'0-

ói,Zó'Q-
08(;'0• 
~3!6'0• 

tiZVO• 
uzo·o
to9ro
·~?~·o

"'"·o H~•·o

•••~-~
·~09'0• 

suc·o

'"''''' ' ' ' . o-
.. 

,;~:-·
.. ,,.,_ 
~,,,.,_ 

ti<.CL· 
•LLL'I· 
~óLL' t· 
IIL' t· 

l!iO>"> 
t sat · t 
tSOt't 
go¡Ct' t 

US['t 
6t!it't 
us¡·z 
Ht't 
saz · t 
Ut't 
.. , .. 
-'• 

L9e~·• 

!986 ., 

95 16. ' 
, .... , 95 L G' L 
6><6' L 
8916' L 

StLI' l 

, .... _, 
6$)['1 
,,.,., OtH' t 
H9['l 

HH'O 
i>H'O 
UH'O 
OHL'G 

gCLCO 
9"t'O 
,tH['O 

"Lt'O 
9N['O 

IIIJ'O 
0180'0 
6080'0 
•••o·o 
<00'0 
o1.o ·o 

~·oo· ~ 
5900'0 
oar ·o 
'"·~·o 
,,.o·o. 

wo 

n•o·o 
((10'0 

uuo·o 
eu&o·o 

9?~·· 
99~. 1 

~~·. ' ,., . ¡ 

IH't 
, ... , IU't 

~--~ 
'• 

89ll'l 
00(<'1 
6tt0'\ 
ZBZI'I 

uou·o 
59096'0 
noos·o 
•o•• ·o 
60.6'0 
>0>6'0 
ta>6'0 

!>ló't 
a"6't 
9616'1 
noe·z 
1.9t>. 1 
1.9tl'l 
e9rs · 1 

0<01'0 
9095'0 
tzr;·o 
9690'0 

ng;·zz
"'''to SM'tt
OOO'Ot

ooo·sz
ooo·>z
ooo·sz
ooo·;,. 
ooo·s:
oo~·u
eco·¡¡. 

9>60'91 
S9Q'91 
s•t·q, 
ooo •;¡ 

1!96'St 
>1.9G'St 
000'9< 

S>ú'H 
•>1.6'1.' 
o as· l.t 
ooc·•r 

,Gao(mo 

' ·-

·~ t-;.Q.~·:. ~!"1'•1 
Olla:) 1:;-<(0 :CY!l r.; •• 

(19S'tt 
61?t'U 
HS'tt 
ooo·oz 
OOO'H 
ooo·st 
OOO'H 

ooo·¡;: 
oon·sz 
coc·;¡ 
ooo·~¡ 

"" 

H•·? 
01.1 ., 

'iU'9 
ooo·; 

"'"·~- H96'o-

ocn: o~·o 

000'(-OO'tStL'O 

>>G·~
;¡~·¡

. 091'(-
oao·o¡-oo·¡ «L'O 

•• 
•• ·-' 

sz • <o 

'.l"'l'x¡•or.av:>:>N 
''oo·1 • ·~·'><OSI~ ·~z ~3 "'1 'nQI~ .. :;a QICI'Q •• 

V OM~ISO·! :Ja 01"""0 '0\l:.:l f<lt:l ~~"" 3S '••ü•-
1
~ • 

.. ,, .. 1.~9··~ 

9!<6'0 
6'0'6.' 
toe•·• 
99611'0 
EI910''i 
H6t'l: 

9(0'9 
1.0<1 ., 
1.<1' ., 
8100'9 
e~u·, 

•>OC'S 
9e0(''i 
(18(''; 

''"' ·~ 
·~···· 
ft<i5( • [ 
010('[ 
0!<('[ 

~><>'1 

"~'.' 9t9(.' 
.. ,,., , .. ,., '""'. 1 

'''"'' 1nz·o 
QI.SC'O 
••n·o 
IHt'O 
i!"IC~ 

• •• 

0~96'0 <~6~'1-ttt5'>t
>G96'0 ooo9·1-oco·~:-

n•o·t 
9<10' 1 
1910'1 
1.110'1 
(tOO'\ 
>t>O' t 

''"'' O>U'I 
OLLt't 
99S<' 1 
ez;z·• 

..... , ••::~·¡ 
H!>' 1 
Ma·t 

qc,tz·t 
L6rl'l 

"""' 1 9?<::' 1 
s.nz·t 
01"'0 
SSH'O 
t>~L'Q 

t'>l. ·o 
... ,.0 
S99L'O 

st¡;c·o 
9'U'O 
~¡¡;,·o 

;o:z·o 
Gt:'O 

~-· 

0';0'!-"'''!l o;o·¡:-;aco·r:-
99~6'1-ooa~·r::

t9o<"!-&ats·tz
r6o;·::-;;·oz-
1<6~··-OCO'Il

eo¡;•t-"01.'1-
fets·z-t&~·•

t•t•·t-6\9\'t
~·90'¡-· 65!9't
H91 •¡. 00'01 

ntc·o
lno·o
(910'0 

t6\l'O

t>OL 't 
0904 ·~ 
'~" 't 901~·· 
>ttl. •¡ 

LB~9'S 

")'!'; 
IS\'~'S 

c.G>'> 
"r•. < 
r~t·g 

19tt•• 
%<!'' 

""'' '" .. ••••• 
· oo·o 

tstt .,, 
tól9'9t 
4>>L ·~\ 
C'lO'II 

i:Ot't! 
(>t'(t 
<tt·r: 
Ul ·¡¡ 
OC'H 

0019.91 
9!C1'9> 

!''"'91 
~!61. '91 

9t'l.l 
oo·o 1 

~n¡•; 

"" ·; [9('' 
¡g.·; 
O'i!'9 

oo·o 

~-·~mo 

' ' • 

¡;·;¡; Ht6'>! 
Ooo' S' 000' S< 

'">S'It 
o;;;·~: 

&azvn 
~(t'Ot 

et 'ti 
oo~·~, 

~~·6·LI-
18QL. 11-
ttO'O\• 
••. i:!
o·~¡-

"'"'" >G!>'!~ 

>OS>'i:t 
Hl6'n 
o;;•o¡ 
OOO'S:I 

··~,·¡ 
(Ul'! 
6\il'~ 

6Ue·: 
oo·o:-

,,,o·at-<St/.'9<
"'"''at-¡616'9L
S60'9t• SH'~I-

000'00-no:11-
tot·s•-a•oz·rc
n·st-G«t·rz
'9"'"• I.L[I'It-_ 
u~·g¡-o:¡t ·rz
oo·lt· oo·;¡;.. 
999'[

noa·¡
,¿;6'[
Sil\ • .,_ 

!H>' ' 
oo ·o 1 

C1S'tt 

'"' ·¡¡ 
~····¡¡ [ ·¡¡ 

S'<t 

oo·o; 
... ,.., ' '• 

• OGI9'91-
9L09'91· 
00>1'91-

;,~, ···- •• '1.1-
QO'OI· 

r>t'>
>t'~

ta~·s

t~o·;-· 

···· ~-o 

"" 'o 

¡;·o-
oo·c-oo·z~••·o 

u·o 
'i<&'O 
~81. ·~ 
, ti . o 
t9'Z 
~-o 

n·n 
H •• , 
69'[1 
t8'tl 
·~·ti 
00'11 

!Oti'\Z 
on ·¡;: 
160'\t 
~OO'¡;t 

S8SG'II 
co· n 
'9. " 

<6~. " 
OlO'QI, 

91U'U• 
StL'ZI
te'!l

HZ'i:\· 
H>'ll
oo•oz-

01.0'8[
Ha·et
H6'8t
O>'i'l(
OOI'Lt· 

-· 'o 

,., 

,., 

O"< 

··o 

•·o 

··o 

••• 
• o 

... 
' 



DIV/S/ON DF. F.DUCAC/ON CONTINUA 
TAD DF.. INGF.NIERIA U.N.A.M. 

VII CURSO INTER~ACIONAL DE INGENJERIA 
SISMICA 

DINAMICA ESTRUCTURAL 

PROBLEMA DE VIBRACIONES DE TORSION ACOPLADA 

CON TRASLACION 

Dr' Octavio A Rasc6n Chlivez 

Julio, 1981-

p,]oda do Mincrlo Co!lo do Tocubo 5 primer pi>O México 1, D. f. Teb 521·40-20 Apdo. Podol M-2285 



GU 

PROBI..t:.~ DE VIBMCIOIIES D!: TORSIO!l 

,, 

'" 

PUESTO QUE u.S VIBRACIONES SON i<R.'10.'HCAS: 

-• • -~'e ' ' • -.,•. 
Sustituyen~o '" •• (1) ' 

-~'><a • " " . • • • ,_ .. •M). ~es& • • ( 1. l 

Su5tituyendo (3) en {~)o 

,_ 

1\e •• o • 

~. - I<.J ..?- - ..'K.¡. • ~·-
~ . ~, "'-•• ·' -

"' • '" 
:HVJENDO POR (K/H)

2
: 

•• •' 
(K/11) - ""' 

- '' 
c,to LT/J 

•• " • K?ii)+ KTM-

61 

•" • •• • • 
J(~@ 2 

' • • M3-

•' •• J/W>.l 

1 
i' IL.¡./J)/(11/Ml • • ' 

,, 
.. .J/~1' ... /) 

;O - A 2 (1 + "' • .- c2¡j2 • • 
• ' ~ •)ri • 

,, 
• ' ¡,l. 2 • cr • ' 

' • ., -· . ' ' VVMl ' ., ., (K/Ml 



SIIS:rl'lViE/100 A 

.!¡ -

' .,. 

' .,. 

82 

EN [l')OEN (2'): 

ce 
:':':':"·':"::_:'C''C":":-:::':':''-'":C':'::_:':':':':":':'::'_:':'_:':':':'·":eni:tll y el modo fun.J....,.,n-

L 

'· 

'· 

suponer la confJ':Iuraui5n del -~. ~~ 

Calcular lu fueuas de inercia corre5pondientu 

niando a ' ., 

Calcula.- la 

•"¡ .. 2 
• M z0 

- l - -1 

. ' configuuciOn ~1 (en funciOn 

la• fuenaa da inercia cdcuhdu <m la atapa 2 

4. Calcular los ~"cient~s ,. 
- ,, ,. 

' ·' 1 ' -¡r ~1 

iguale•, tnnd.reflOs que '' ' ' 

o 
" ~l • mante 

• 
!i!.¡lt 

producen 

•• 
' . 

... 

En caso contrario, tendremos h~ cotu auperior e inferior de ' • 

s. Mejorar la cota aupnri_or =ediante el cedente de Scl>wartz: (d 

se .due.) t 

- - (A) 



o9 
6. · St no todas las lr aon iguales, re¡><~tir el procedimiento ce>• 

'· 

meneando con ~i 

Ejemplo' ,, 

'• , .. ,. -· - [ :) 

K1 • 10 ton/ao ; 

" - [.... o] 
o " 

[3,000 5,000 J 
' - 5,000 25,000 

ro [ 4.os .:][:]- G;:'.,J -· [" •>Oj _, --,- - o ' ' ~ -10 
.,, ., 

' 

'· e· --.--• 
1 

-lo 
->O¡ ['·" J-[ LOOOO] .. -· 

6 -68.0 -O,IU6 

Apl!cando la ec. (A) •e obtiene-~! 19~.6 ~~::1 2 , con"lo que 

0.445 ! :r
1

! 0.464 aeg. Para un segundo cido ae ~peur!a con 

; ~;.!¡[2.2~- .. 1.0330 
• 1 , 0] - o.U96 

Con este •e obUene -[l.ll09]' 
-0.4978 

' CC't' -['"·'] 
2 o o. 9 

lo C\lal 0.40! :r1 ! 0.450 oeg. Aplicando ec. (A)t 

!U 
-:. 

braci6n de la &igu1ente estructura' 

" - tlr 

MX2 
., • . , -"• 

·~ .. 
'" .. ., - ., - "• ' 

equHibrio <>aUtico xA Posic16n de _'!H!, . 
- "- ,.• 

:!¡r [t,o,o] 

•• .. direcc16n x2, 
.. 
"'• • "'• -• 
>\Xl -.. , lKX) -• 

,. la- <l~cHin xl' ~, ' ' • '• '• -• 
(deopreciando ~frm1no~ d" so.;undo or~en). 



" 

'" . ' 11 

Momento raapecto a. C:.R.• r ,..-JI>_ ,. l 

sustituyendo !I:T en la ec. ~~~ • 

"' 
"' 

llo!stando h. ec. {4) " h .,c. (l) ~e obtien"' .. , 
Suotituyendo esto lllt!rno "" •• ••• ( 4) ' . , • " 9!\_ XJ 

' ' • •" - [o.~,1] ., - ' ' 
_, 

Sustituyendo ., -X2 /9 

~, • .. , -" 
., 
T -.. , "" • 

• 
' ,, ••• 

' 'j IIX2 -
' ., 

Es d miomo modo de vibrllr, 

,, 
, 

-, 

"'"' 
• 18~ 
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SO.~ SISTEMAS CONTINUOS CUYOS CAMBIOS DE PENDIENTE SON PROPOR

CIONALES AL CORTANTE QUE ACTUA EN LA SECCJON. 

SEAN ., y p LA ~lASA Y FUERZA EXTERNA DISTRIBUIDAS POR UNIDAD DE 

·LONGITUD, Y k LA RIG!DH POR CORTANTE: 

k •. FAG 

' . FACTOR DE FORMA 

A • AREA SJ;CC!ON TRAiiSVERSAL 

~!OOULO DE ELASTJCIOAD DINAJ.!ICO AL CORTANTE 

'• • lmdX) q 
. ' ' 

POR EQUILIBRIO: 

" ' <. dl + pdX m!._¿_ dX • o 
" "' , ' ' •'· ' • " p(t) (' ) . ,--, - ;;,-" 

' 

LA EC HOHOGENEA QUEDA (CON p•O) 

(l) 

• • o • 

o ; 

2 

.' 
" + _!l. • ~ o '• -. ,. " 

CONSTANTE 

9 • B sen.,. -(t·t ), Z
0 

• A sen "'; (X- a0 ) 
n n n n ·11 

n•l,l ... ; 

LAS CONSTANTES o y '" SE llf.TERMINAN EN CA~/\ PROBLEMA EN FUNCH • • 
DE W..S COÑDICIONES DE FR(INTERA • 

CONDICION DE ORTOGONALIDAD: 

' 1 x (X)x. (X) • O SI n / j . ' ' 
" 

EJEMPLO 1: CUERDA VIBRANTE DE LONGJTUD L Y EXTRF.MOS FIJOS: 



'· 
3 

r,u EL txTRtMO X • L SE T~NDRA 

(4) x(L,t) • o n. 1,2, ••. 

PUESTO QUE EN LA EC [l) SE TOMA j•O, YA QUE j•1,2, ••• DAN LA MISMA 

SOL!JCIOII, LO CUAL CONDUCE A an • O. 

PE U. ~C (4): n • 1,2, ... 

FRECUENCIA FUNDA.'IEN'TAL · 

1 ., "n"""¡ 

LAS CONFIGURACIONES MODALES QUEDAN: 

Z' • A sen!'.X ; •(t,X) • 

" " ' 
CONDIC!ON O~' ORTOGONALIDAD; 

i.X -· 
•~n¡;-x O,Sii1j· 

EJHfPLO 2: VIGA I!E CORTANTE APOYADA EN X~ O·Y LIBRE EN X • L. 

DE x{O,t) • O ~ an " 
DE x'(L,t) • O (PUESTO QUE EN X • L SE DEBE CUNPLIR QUE LA FUf,RU 

CORTANTE, S, SEA NULA), 

x'(!,t) 

4 

x' (L,t) " 
~n!:. • ··' +czn-1) • • m • • 

• • (ln-1) . 1 • 2 ' .•• o •• • r ' " 

" n•l , • .. • '• • " . , Q • 

•• ~,(Zn-1) '· '• "lñ=T 

'• ' AS!; ' . ' . ' ETC. 

' T ' T ' 

DlSTR!aUCION DP. CORTAIITES: 

·, 
' -· ' ' ·\ l 

~ 
!• 
¡ \r--5 
' ' ' ' ' 

' ' ' ' 
ler. MDDO{FifflllAME~TAL) 

! 
' ' 
\· 
' ' ¡ ' 

•en~ (t-t ) 

" " 

' ' 

2o. NODO 

••• 

' -. •. ', 
' 

( ·-· ' 

' ' \ \.---'.! 
' 

J~r. MCOO 



'· 
5 

'V181lACIQIICS fORIAVAS CN VIGAS, CE CCRTAIITE 

LA EXC!TAC!ON DEL TERRENO. LA RESPUESTA, x{t), OEL 

SlSTEHA ES 

"' x(t) 

OONDE 

' .. ' 
o•; 

"o j son X 

' 
' J n sen 
o 

J
L· 2"'" 

n sen + dx 
o 

o 

. ,..;',' " -(zn-1)• 

TAREA: D~>~o!OSTRAR ECS {3) Y (4) Y ESTUDIAR SECCION ~.15. 

·EJf.KPLO; CALCULAR EL L!MlTE SUPERIOR DEL CORTANTE ION UNA VIGA !lE 

CORTANTI! A CliYA BASE SE LE sm1ETE A UNA ACELEkACJON CONSTA~"TE, 

•• 

EL ESPECTRO DE ESTA EXCITACION ES V • a/" 

·POR LO TANTO, 

' ' ' o•; 

S ·hLil 
~ -;r ' o•; 

•o 
co• X 

' 

' (;'n·1) 

' o•' 

(2n·1lnX 

" 

cos {rC<n-1)ll 

'" (2n·1)¡:; y(Zn-1) 
;o o 

• • 

·ENll•D: 

' ' n•1 (ln-1) 
~ 

.,Ya 

' 6 

• aLm 



•• 

V!BRACION Dé VIGAS fN fLEXION 

V + pdz - [V + .V dt) - f dz • O 

" ' 
•'· ;;>" 

EN OONDE f ¡dt ·• (md•) 

SUSTITUYE~DO (2) EN (1) Y SIMPLIF!CAIJDO: 

" " ' - •'• • ;;>" 

' • V di - ,, • ~M <h) • ' 
~fl -

' " ' " 

'" 
"' 

"' 
(') 

' 
(DESPRECIA~OO LOS TERHINOS DE SEGUNDO ORDEN DE LOS HOMENTOS 

DEpYf
1
). 

SUSTITUYENDO (4) EN (l) SE OBTIENE 

' m" x • p 

-''''''--------:-::--.,....._---~-. 
TOI!ANDO F.N CUOUTA 

' ¡ [El 
;;>" ' ' . ) ;;>" 

QUE M 
fi 

. ' 

' y SE OBTIENé FINALMENTE 

" 

[ 4 ' ) 

'" 

,_ 
8 

AIIORTIGUAM!ENTO VISCOSO 

FUERZA Dn NIORTIGUAMlENTO POR 

VELOCIDAD TRANSVERSAL • c(z) 

- ' .. 
" 

.. IT dz 

FUERZA DE AMOUIGUAMIENTO POR DEfORMACION DE" LA 

ACEPTM1l0 LA HIPOTESIS DE IU\"IER IIE IIEFORHACION 

cr
- ~-"·~*" 

cd• NtoRTIGUAM!f.NTD 

POR DEFORAACIC/f 

~- ,h -+ 

• J oyda 

INCORPORANDO El. MOM~NTO DEBIDO AL Af.inRTlGUAMIHNTO 

' EC": (S) 

(El 

., 
' . ) 
~ 

• ... 'zi • 
" 

SI LA EXCITACIONES POR ~IOV!HIP.NTO DE:LOS APOYOS, 

DEMOSTRAR {CLOUGf\ Y PENZIEN, PAG 303) •QUE: 

•' 
"' '" BN DOllDE 

Pefect • -'' ;;>" '" 

xtOt(z,t) • x5 (z,t),•:x(z,t] 

e].! • .. 
.,1

2x, ... - ' 



'· 

" •s • DtSPU.1AM!tNTO rSWilOf.ST~l!CO OCASIO!!AilO POR [1. I«<V, O~ 

LOS APOYOS DE MAHE:RA ESTATICA 

' 

'• 
SI Sli TJFJ;E UNA IOTACION Y liNA TRAS· 

L..ICION I'OR AI'OYO; 

s, 
••• <k>¡J~.-;,~1. 

.-.~....., .. , .. ~'"~ 
INCORPOl<ANOO (J) [N (1): 

• 
•·! {m!¡<¡{t) ••• . ' 

'• 
• 
' "•''' 1• 1 l '., 

•' ;;> 

CONFICURAC!ON DE U. VIGA 

DEUDA A o
1
•1 

>11- I•l · 
.{!(<) ' (O¡(t)od •E)]I 

' " -

"' 
f.N I.A MAYORIA OE lO~ CASOS,Ft, AHORT!GUAHI!.NTO INFLUH I'<JCO EN I.A FUF.RZA 

UEcnVA Y U EC. (9) SE SI~PI.If!GA A 

• ! Dl¡(<)l¡(t) ••• 
CN EL CASO DO UN I'OLADIZO: 

• 

•• 

•• 

AIIAl!SIS DE I'IBRACJONES LURES 

a>NSWEREI10S UNA VIGA Df. SECCION CONNTANTE (El: CONST.o.t!Tt ¡ ••fiASA 

POR UNIDAU DE LONGITUD) • 

DE LA EC.(S): • E 1 O ' ;;> 

. ' . ,, . n- ;;-;-z 

• • • 

• 
RESOLVIF.NOO U. EC. {10) rOR SHARAC!ml DE VAR!A~I.ES: 

>(<,tl • o(s} Y(t) 

Y{t) • n 9(•) y (t) 

POR 1.0 QUe 

' ( C • CONSTANH) 

( 1 O) 

!'Ol LO TANTO OBTE~"EI«<S OOS I~ACIONES DIFERENCIALES OIUJJNARJAS: 

orv C•J . •• 8(1) . • 
Y(t) • •

2
Y(t) . ., DOND~ ' •'ti 

' • ' . • , . 
• . " 

~~· 

u SOIJJCIOH DE LA Sf-(;(J~DA " ESTAS ~· . 

y ( tl . ~ """' • • 1 (o) <O••t (11) 



• 

'· 
11 

LA SOWCION DE U PR!HI:RA E.S; 

( 1 Z) 

EN DO~OE LAS 4 1 SE C.UCII(.AJI ~H FU~ClON DE !.AS CO~'DICION~S DE Flt(l)j

TLRA [IJ: 1.A VIGA EN AHBOS EXTRnloiOS. 

tJEIIPLO ---• 
VJ(;A Sl~PlD!tNH ArOYADA 

• 
LAS CIIATRO COmllClONU D~ FII0~1"HA SON: 

on <•0: O(o)•O, M(oJ•.ei 0(o) o 

on t•L: O(L)•O, M(L)• Eli"(L) D 

susnrun.-r>:~ i(o)•O ' O''(o)•O EH ~ EC.(U) Y SU SECU~'DA Dl;RIVADA: 

1 (O) co>h • • '• . '• . ., .. \ o"( o) ' 
9Az·A~•O 

• {- Az . '• eo>h 

!IACI!C:/00 LO oi!Sim C~N O{L) • o 

9(L) 

.i'¡L} 

A¡ '"" •L • A~ ,onh aL • O 

a1 (-A
1 

><o oL • A1 ••nh al). • 

POR LO TMITO, O(L) 

I"(L) • o: 

PUESTO QUO A¡ •0 f.S LA SOLUC!ON TRIVIAl, SE DEBE TnNER QUE A¡ SEA 

AIUIITR,.O,RIA Y QUE 

s•n aL • O--> aL • m; n • O, 1, z, ••. ,• 

POR-LO TA!nO, o • no/L. RECORDANDO QUE 

., 

' ) ' . •n • (no/L El{~ 

CONFI GU!lACloNES HDMLCS 

Gn ( <) .... , ... .. T' 

' 12 
o 

"" 

k I"-~·~· ... , ... .. T 

A ht 
1 o,• ¡'""T 

~-. 
=¡ 

., ., . 

·; 
., 
• 

... h!!:. -¡r 

'" T 

. , • • l ;=, 
• 

' .. ' 

'· 

•• 

' -:. '""'" ., . 
' 1 "'. ~00 

••• ~00 

" " • 



VII CURSO INTERNACIONAL DE INGENIERIA 
.• 

SISMICA 

DI~AMICA ESTRUCTURAL 

/ • ' -~ ,1 ' 
h . , . 

. '····- '".-' ·'\\,'< .. , .. ; .... - .... -, 
. ' • ' . ' ! • ' ... '\ ' 

éVECTOS SISMICOS EN· ESTRUCTURAS EN'FORMA•DE 

Po!oeio de Mlnerfa (ol1e do Tocubo 5 

.. . . . ' . ' ·-PENDULO INVERTIDO ·.;~ · '<: . ' 'q,,,, . 
. . • : '" j 

• • . _, '.. . 
' ' ..... · '.''~-
: .,1-" 1 )!: -. •-.. . . . •' . ., .. 

--· --~' ¡¡ ... : 1 :. :¡·-.¡¡·¡·~~- ~~ ;1' : 
·1· J>J; lj''' J ,, ••. ' • 

.. ' ' 1 • ' t • ¡1 • 
'. ·! .... ,.,_,.'¡.--, .. . . .. ----~ ---~- ... ----"---- . ---

Dr Octavio A Rascón Chávez 

Julio, 1981 

• 
prlrurploo Mé.ico 1, D. F. Te!t 5!l1--40-!l0 Apdo. Poslol M-2285 

• 



1 

Efectos sísmicos eu estmcturas. eu [or111a 
de péndulo iuVer~ido 

O<lo,.., RASCON Clf_ • 

Eo lo P•'""' '< p<O'm<•• "'""'"""' ~•••· 
1•10-" f'"' •~ Oo~ ool"m"' ~mi .... ,.,,.-
,...,,., "'' ...... ,., -'-o_,,,. .... S. _,...,_.,,. ..... ~ ............ ~ .,. .... 
""'"do ol '''"" o•• lo'"'"''' orn"~"l do lo 
'"'"'" md•u "' <1 mm·•m•""' Oc<ol do \> ,., ..... ~-

JI ,..._w_. do ... , ..., ~ .-•~•••,. CoiUw
•~ ~UJl "' OcoO.,.• •• ol mi~"''''""'' pm• 
"'''"' '""' "" "''"'" ,, .,~ •••• ,,..,~ S. "'' ........ ,, ...,~ , ...... _ .. , '- ....... 
Olio...,......, .. lo,.,..,_, o .. -.,,._;...,¡. 
,.,.,...,, l-."'"'""" ••"-"""" ""' •~•ro <o• 
""''""' do.,,, ''F"' <• '"''"'",.]., '"''"" m<• 
00000 qoo ... mod~ •• io •"- ..... ~HpoK;. !o< ........... ''"'"" .......... ' ............ .. •·· "' ,.,, ..... "" ....... <O .. ,.,,.;,"" ••• ,.. 

'" m....,l ol •~• ,., P'"P"'<'""''.., ,,..,.., d.J ...... _.,, -........................ _ 
,,.. T ....... ~ ,_,, .. .- ~" ,, l.,.m0 
...... ~ ... '" ''""" ,, '"'''""' ' "''"•16• .... ._ 

CALCUl-O DE FRFCU~"CIAS Y 
CO!<FIGURACI(l"LS MO(JAlr'-' 

0~ VI"RACION 

'- 5«/o ...... 

p,, ,] mo'" '"' •1 """'do "'"'dod d, ~ 
"''~"' .................. , ..... b ........... ... .................. .. _ .................. . ........................ .., '"~""'" "''"'"' 
•••'"" '""' ol fo "' mo ol '">blorno r<>Oo• .... ,. .. ,.~. ··- ........................ -, ................... .... 

Pm d d~ob d. loo loR,..,. ... d< ..._ .. ''"'"''' ,, ""~""' ··~· ... ~ ...... ~ .... .... , '"'""""' ""' '"' ..• , .... '"'""""""• ...................... __. ..... ..-..., __ 
................... ~ ... e- ............. 
•~,..,,,.,, ol """' '"''"'"~'"" "'''" (llo 1), 

E.'~ ' 
w ................. ~·· lo ,..~ ........ . 

~ d< lo <ol•m•• 
1 '"'"~'""' .............. _,.. ..... <O< 

.~-~~~ .... _ ...... . 
. ··- . '"""•"'"- ·-·- .. ··~ ...... U~M<. 

• 

.. 
·~· ....... --.. 

"" ............... ~ ....... -·""' .. lo -· '· .. """"''" ........... ,, ""~· ........ . "' ... ,, "''·~" "'" ... ,..... ,, ... . 
<; G " '""""' t•~ ........ b '"""'" ~K;..._., .. CGof-lo. 

r ... ¡, •·•·~·· _,,,,, · .. "' ,,., >.y"-

' ~ ..................... u ............. ... 
..,, .... " CG ""''"'" "'" '"' ..,, "' ...... ~"' .. lolod¡ r.c • ..,...,,...,,. ..... ,,.._ .. c-G. 
...._ ....... - ..... _.,., • ......... cu 

a,. '"'"'"'" '" r U. dobod.. , 1. '"'"'' r , ..... ~ .. ..., .. ....,,,.,ca_., .... , -·· ' ''{ " • ' ' • •·S• i ' 
' ·--~ ' ' 
1 '·'· 1 "' ' 1 '' '· •·-.,¡;.-¡-¡ 
L ,_ 

•·-i;~: ·-F • 
"""'·""'""" 

p.,, .. ~··· ... '''"~"""'' ... ····-··~. ~ ... ,.._,,... ..... ~ ......... - .... .................. 
1"' JE!,IL', ( ,,, 
'· .. E!Jt. ... 
~"' U¡L ' (lb) 

r: U> ,., 
.... - ......... - ......... ,, 4npb,.. 

~ .... "'' • y ,, '"' ""· p.,. - ,.. ........... 
<od p>. d f"O 0<<1 ~y <1 dupl.,.ml<•o<o ~1. Al 
,,......., ·~""' ~-r ........... '' ............ . 
,._, .. CG. ,.., ,, y~ ... '• H<t- >l. 

' 
_j_.· 

e:,•aBt/J 

.......... -- .......... 
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Estudio estadístico de los 
para estimar la respuesta 

de sistemas 
con dos grados de 

criterios 
• sísm1ca 

lineales 
libertad 

RESUMEN 

r:r objHIO d<~ este toabujo ns vcrifrcar el grudo de 
aproximacrón de dos métodOS que con frecuencia se 
utilizan para PS!ÍmJr la rcspn~stn s(smic:. máxima Ue 
sistemus linEales con varios grados de libertad. Para 
ello se nplic.1 el rn6todo de Monte Cnrlo en el ast,dio 
do tres tipos de estructuras con dos grados de liber
tad: torsión y trasloción. cabeceo y traslación. y tras· 
lación en dos pisc¡s, Corno excJ\aciones se utilizan 
sismos simulados y reales; se comparan las respuestas 
,JS¡imadas con IMS axactns, se liuccn rec01nend.1cioncs 
c>ecrca del empleo de dichos mé;odos: y se obtienen 
!as distribuciones dP. prrliJS!)ilidadas de tus r.odenlel 
de las r cspuestos exactas entre las estimados. 

ABSTRACT 

Octavio A Rascón 
Augusto G. Villarreal* 

The purpose of this work is to verify thc dC1)ree of 
approximation of two methods used frequnntly for 
r~limdting the rnJxirnum seisrnic respunse of linear 
systems with various degrees of frefldom. Todo this. 
the Monte CJrlo rnetlrod is Úsed in thc study of three 
types of structures with two degrees of freedom: 
torsion onrl translatinn. rocking ¡¡nd tronslation. ;111d 
translation in a two story buildrng. Simulated and real 
L'arth(luakes are used as qround "xcitations: estimated 
responses are compared with theLlxact ooes, recom· 
mend~tions for the usa·¿,¡ such methods are ~iven. 
and tlru pwbability rlistrrbut,ons ot \he ¡atios of 
exact lo esti rnated responses are o\ltained . 

•. 1. INTROlJUCCION ' . 
f:n este traiJojo ~e an;rlila el cornportilrniento din/Í· 
mico Ue algunos tirios de estructuras de comporta· 
miento lincJI de dos grmlos ~e liburtad cuJndo se les 
SIJjeta ~ sulicit<Jciones sism"rcas. El objeto es vcri~"rcar 
ul g<ado de aproximación de dos m~_todos propu~~tos 
por Rmenl¡lul'th (rels 1 y 21 para ~¡tirn¡¡¡ la respuesta 
m.jxi<Tia to1al, mcdian1C su comparación con las rCS· 
rncs1as rnáxirnas r:xacws obtr•nrdos con el mótodo de 
an;\lisis rnoUal. al superponer en el tiempo los cfec1os 
del sismo en los dos modos nmwJies d<! vit:uación da 
1,1 e>truclur~. 

[1 m~lo<io 1 consiste en estimJr IH respuQSIJ rnilxim.1 
1o1al. a. exu~yendo 1~ rar"z cu~drada de la suma de 
los cuJdrarJol de la respu~sla r¡n c~du modo r..1tural du 
vibraci6n. a,. es decir 

a=)~ o¡ ll. 11 
J=f 

375 



donde n es el total de grJdos da lihurtnd-dcl sistema. 

El método 2 consiste en aplicar la fórmula 

siendo 

dond~ 

o, 

~ a:+~ E !1.2) 
in 1 tif-) 

respu~sta rnhima ·eri ni i-6sirno 
modo de viLración. tomada cun el 
mismo signo ql1e el de la correrr 
pondiente función de transferen
cia cuarldo esta alc¡¡nza su valor 
rñáximo absoluto 

i-ésima frecuericia circular natural 
de viLracion del siStema sin amor-
tiguamiento 

w:=w,~ i-~sima frecl1encia circul~r natwol 
Ue -vibración Uel sistema amorti-
guado 

fracción del arnottigl1amiento 
crilico en el i-ésirno modonaoural 

~i=l 1 t 2/(w,S) fracción Ucl amortiguamiento 
crioioo equivalente 

S UuraLión del sismo Gon el que 90 

nxcita al sisH~ma 

_El intcn~s prímordi<ll al rfl.cJiiJar e~t~ verificación radi
<..<1 ~n que el método 1; JCtu111rrH~nte en llSO co varios 
regl<imeotos de cons:rua;ión (refs 3 y 11). pOOría lle· 
!)Ha "'stituirse por clin6todo 2. 

f,e han propuesto ('~ros procedimientos para estimar 
a (ref 5) quu son función no-linc.1l da los wsultados 
del m61udo 1; sin •'mllorgo, no~ Uiscutcn un este 
t•~bajo porque han sido estudiados con b<J!-e N\ r.-s· 
;r•.ctu¡as óin ~rnoniguamir•nto. las cuDI~s. cnnw se 
l"<:iil. ~onducen a conclusiones diferentes de las que 
u.Jffesponden a (.StJLJClu¡as amor ti guadas. 

!'ara real i1ar est;.>d ist iccmen te este estudio. se emplea
IOn tfcnicas Uc reducción de vJriunciu del mótodo de 
tJronle Cario. 

En cuantO al aniilisis. este se limita .1 tr~s caws. los 
"les w dc:~ilan en el A;J&nd;ce: 

.. Torsiún en es!ructur~s Ue un piso, consiUarando 
que las n:spur•stas din~micas son la lu~rl~ cortañte y 
el momen•,o torsionan\e. 

2. Cabeceo en estructuras de un piso. considerando 
como respuestas la fuerza COftante y el momento de 
caLeceo. 

3. Traslación en estructuras de dos pisos, tomando en 
cuenta las luerws cortantes en los entn:pisos uno y 
dos. 

2. CALCULO DE LAS RESPUESTAS MAXIMAS· 

Las 1espuestas cl~sticas máximas de los diversos tipos 
u e-estructuras se calcula ron- u ti li>ando: 

a) M6todo 1 (ec 1.1, criterio del Reglamento de Cons
trucciones del Departam~nto d81 Distrito f'edaral, ref 
31 
b) M6todo 2 (e;;: 1.7. y rwó'lfO criterio de Rosenblumh, 
rcl2) : · · 

cf AnáliSis moda 1 ( respi.it:sta e,xact~) . 

Los rC5UitaUos del análisis modal sirvieron como base 
de comparación dP.I grado de a[lroxirnación de las csti· 
maciones logr ~das con los otros dos e r iterios. 

ComO excitaciones sís111icas srJ emplcmon cuatro sis
mos simulados <ie acuerdo con el m~todo indicado en 
la re! 6 (ligs l·a 4). y uno real (fig 5). registrado cn la 
701\il ltl~rHi~ de la ciudad de Móxico (rd 7). 

F.l análisis Oe los tres casos se reali1ó em[lleando el 
método Ue Monte Cario.· que r.onsiste en estudi;,r el 
comportamiento de un modelo matemático deter· 
minaUo, rncUiante la simulación de los d~tos de entra
da (gcne¡almcnte eri computadora· digital) y del 
estudio estadlstico de los resultÍiUos. Cada vez que se 
intJoduce '"'conjunto de d~tos y se obtiuoe la res
pue.;¡¡¡ del modelo. se dice que ~e efectúa un experi·. 
mento conn•ptual Uel [JrOblerna; la colecciórt de re_,.,¡. 
lados constituye la miJestra que sirve do base para 
inferir cuill· es el grado de aproximación con que 
liicho modelo rnatwnático mpresenta el fenó¡roeno 
pilra el cual se formuló_ 

Coniormc :ltJment;¡ PI ru'¡mmo de flilr~metros que 
intervienen en GJ modelo m<itemático. se incrementa 
la cantidad de .exp~rtmemos roeC"::dria para diluc"odor 
cuáles influyen en el problema. es decir, para ver i Jicar 
si en los resuliaUos que se obtiomrm al variar los valo
res de los ¡1m~rrwtros G>ist~n Uifcruncias e.<tadlotir·as 
significa:ivas: sin cmLargo. eso repreSilnta un costo de 
computación que en ocasiones hace ¡Jiohihiti·m tal 
tiro de ~.studios. a ¡n'enos que seempiPe ~lguna técni
ca de uducdón de va1iaoda (rels 11 y 12), lo que 
1 ¡o;,r mi t~ un ohorro consid~1 e bl~ •·n el n úmu o de exfle
rimemos neo;C$Jrio p~ra obtenc< cooclusion(!'; adecua· 
rtJs_ 

l..u técnica· de reducción de vorianci~ que se f!mplca en 
P.SW trabajo es muy"i:omún y consiste •:n: · 
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E'lmn; e¡ el>!S<U ;¡nb z UQ!)J31!P ua omW o¡os un 
UO l '!!P!fl(ll 'IS!fl ü)llilWJWIO)!ll<i ~I!W UOJ (9 51¡) ~1111 
·Jnw;a eun !¡'JeJatJ!SUOJ as UQ•SIOI ap ewa¡(]Oid ¡¡¡sa 
ua 'a¡u~uO!SJOl owawow ¡up A ~¡uepoJ e?J.m¡ e¡ <>p 
so ¡Ja¡<> so¡ li!)S! e ap o¡arqo u o:> · JeJ!J•Jdwos OJJI!d ·¡em¡ 
-Jnnsa OIUawa¡a ~pe:> a1c¡D> ue•qo anb so¡uawow A 
sez1an¡ ou¡ uos ¡;¡;¡ouo:> esnoa¡u! n¡uaw¡OJnsn anb so::>1U 
-¡oaw so¡uawa¡a so¡ 'soo::>!J!P" ap OJ!WSJS O!Jil"i!P e1ed 

( l ose:>) U9!"01 ap ewa¡qoJd ¡ap •ope1¡nsaH L'l 
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pendicular al movimiento). de manera que cocla uno 
de estos Ult1mos resista una fuerza cortante igual a 
M/d, donde· M es el momento tarsionante dinámico y 

-d cs·ta separación de los dos muros. En·este QISO,-Ia · 
estructura presenta excentricidad solo en dirección 
perpendk:uliir a la de excitación, Z. 

los parámetros que se escOgieron para estudiar el 
_problema de torsión fueron (fig 6): 

A - b/d 

' b dimensión en la dirección Y 

c·-e,/b 

periodo fundamental de vibracilln = ...,, /2r = 
=).. 1 /(:Z,K/m) 

· í fracción de amortiguamiento respecto al criticO 
en ambos modos de vibración 

'1 -- -cociente de la frecuencia oingular entre la lineal~ 
"" (L/J)/(K/m) ~ 

Los valores que se asignaron a A, by e son los consig
modos en.la tabla 1; los de !: son O, 0.05 y 0,10; los de 

' .,, 0.5 •. 0.9, 1.0, 1.1, 1.5, 2.0, 2.5, 3 y 4, y tos de T,, 
0.1, 0.3. 0.5, 0.7, 1.0, 1.5, 2, 3 y 4 seg. Los c¡,sos de 
11 "' 1, 0.9 y 1.1 se estudiaron con especial cuidado 
debido a que para valores de '1 = 1 y cercanos. sucede 
quB las dos frecuencias naturales de vibración resultan 
más pró~imas entre si (ec A.3) y, en consecuencia. el 
término d 1 de las ecs AB y A.9 del Apéndice puede 
asumir valores pcqueílos (ec 1.3). en cuyo caso se 
pueden presentar diferencias considerables entre los 
resultados de ambos métodos, puusto que el término 
de 1~ doble suma de la ec 1.2-asume valores tanto 
mayores cuanto menores son los de d 1. 

Para cada uno de los casos de la tabla 1 se obtuvieron 
las fuerzas cortantes y los momentos torsionantes 
máximos correspondJentes a todas las combinaciones 
-~t. T, Ylf-

C:n las figuras que aparecen más adelante no se hace 
distinción de los resultados obtenidos con cada sismo 

ni con. cada combinación de A. b y e, ya que las 
muestras respectivas se mezclaron al no haberse 
encontrado diferencias estadlsticas significativas con 
un 95 por ciento de nivel de confianza en los mismos, 
a pesar de la marcada diferencia entre los valores de 
dichos parámetros y de las caracterfsticas de los sis· 
mos. tales corno duracióñ y frecuencia dominante. 

2.1.1 Momento ton:ionante 

En las figs 7 a 9 se presentan los resultados corres.
poñdientes a tos casos en los que T, .. 2.0 seg y f "' 
"'O, 0.05 y 0.10. respectivamente. En el eje de las absci
sas se localizan los valores de IJ, y en el de las orde
nadas los cocientes de los momentOs torsiooantes 
exactos, M. entre los estimados,~ y M, con los méto
~ 1 y 2. respectivamente I,Aptlndice): ,, 

-En·la fig 7;en la que el amortiguamiento es nulo, se 
aprecia mayor dispersión en los resultados de ambos 
métodos que corresponden ·a 11- 0.9, 1.0 Y 1.1 que 
para los demáS valores de IJ.:En cambio, en las figs 8 y 
9, que corresponden a~ .. 0.05 y f _; 0.10, respecti
vamente,- se ·observa ·que "la dispersión de ·Jos resul-· 
lados del método 2 C:s prácticamente la misma para 
todos los valores dP. 11 (el coeficiente de variación es 
cercano a 0.2). cosa que no· sucede con los resultados 
del método 1, para los cuales se tiene mayor disper

'sión cuando 11 - 0.9, 1.0 Y. 1.1. Estas observaciones 
llwan a la conclusión de que para el método 1 no se 
pueden me<clar las muestras correspondientes a todos 
los valores de IJ,,ya que lcis resultados dependen de 
este parámetro; inientras que para el método 2 po
drfan mezclarse las' que no se refieren" a amortigua
miento nulo si se-verificara que'tos valores medios 
correspo.-.dientes ·a cada q Son estadfsticamente igua-
les. · 

Para lograr dicha verificación, so investigó primero si 
los resultados.de! inétodo 2 soo independientes del 
periodo fundamiintal," .T1. Con este fin se trazó un 
juego dit figuras del mismo tipo que las figs 10 a 12. 
que corresponden a q - 1.0 con t = O. 0.05 y 0.10. 
respectivamente. En la fig 10, que corresponde a~ -
=O. se observa que losresultadossl dependen da T1. ya 
que los valores medios son sensiblernente més !)"andes 
para periodos mayores de 1.0 seg que' para los meno
res. Por lo contrario. en las"figs 11 y -12 se nota que 
los valores medios son prácticamente independientes 
de T, en el intervalo de periodos.estudiado,.por.lo_ 
que las mues u as de cada pe< iodo pueden agruparse en 
una sola (esta conclusión también es v~lida para los 
resultados del método 1 ). · 

Para verificar estad{sticilmente la conc-lusión anterior. 
se reali16 una prueba de hipótesis acerca de si la pen
dien1e"dc'la recta que"se ajusta ·a los datos puede 
considerarse nula, habiéndose aceptado con 95 por 

·ciento ·de nivel de confianZa. · 
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En la lig 13 se presentan en el eje de la5 ordenadas los 
promedios, IM/.'11) y IM!M). de los resultado> obte
nidos rcspoctivamente con los métodos 1 y 2, consi
derando que estos son independientes de T, :en el eje 
de las abscises se localizan los valores de 11· Ss observa 
que, para 11 - 0.9. 1.0 y 1.1, el método 2 sobrestima 
ligeramente la respuesta media (en 10 PDf ciento), 
tendiendo a subestimarla en 5 por ciento conforme 
los valores de 11 se alej¡¡n de 1.0, cuando ¡ ~ 0.05 y 
0.10 

Con objeto de veritiC<lr si coñ el método 2 los resul
tados son independientes de 11. se realizaron'pruebas 
de hipótesis de igualdad de medias, siendo aceptables 
con 95 por ciento de nivel de confianza. Por lo con
traf'o, los resultados del método 1 no f14eron indepen
dientes óe 11. lo rual es obvio, puest.oquecOOt= 
= 0.1 O oo tiene que el promedio de M !M es 0.31 para 

--'1=-1,(el m(nimo val01.fue0,04 y el máximo 0.68), Y-. 
0.99 para 11- 4 (el mfnimo fue 0.66 y el máximo 
1.281. . - . . . " " · . 
En la fig 13 se observa también-que los promedios 
obtenidos con el método 1 se acercan a los exactos 
conforme 11 aumenta, present~ndose mnyoffis errores 
para valores de 11 muy cercsnos a 1.0, para el cual las 
.frecuerlcias naturales de la'estnictura resultirl más 

" • 
. 

•• 

• 

" 

" 

próximas entre si (ec A.31, lo que trae como conse
cuencia que en muchas ocasiones las respuestas m~xi· 
mas en ambos modos de vibración ocurran simultá
neamente y c011 signo contrario. por lo que la respues
ta combin<Jda máxima es la suma algebraica de ambas 
respuestas. que da resultados menores que los de la ec 
A.11. 

Otra conclusión inmediata que se obtiene de la· fig 13 
es que los resultildos del método 2 son prácticamente 
independientes de t cuando t ;;;. 0.05 y que el méto
do 1 pierdo aproximación conforme aumentar, y 11 
se aproxima a 1 

De lo anterior se concluye también que en estructuras 
anÍortiguadas, que son las de interés pr~Ctico, el méto
do 2 propoc-ciona, en promedio. mejores resultados 
que el métcxlo 1, aunque el 2 subestime mAs y'con 

_mayor _frecuencia la rnspuesta máximá. En estrUcturas 
no amortig.Jadas, que Unicamente son de interés 
académico, el métcdo 1 propOrciona mejores iesulta-
d'' ••• ~- ··- .. _,, - ¡". ..... -·~·-"'" .. . . 
Otro punto importante de discuSión es el del cociente 
óe la excentricidad dinámica exacta, e•. entre la- esta
ti ca, e,.· En las figs 14 a 16 se tiene 11 en 'el eje de las 
abscisas. y e•!e, en el eje de las ordenadas.:. 
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Se observa en la frg 14, que corresponde a amortigua· 
miento nulo, que para 11 -0.9.1.0 y 1.1 hay una 
marcada diferencia entre los resultados obtenidos 

•a el caso 1 con los casos 11 y 111 ~la de estos últimos 
re si no es tan importante). Asl, cuando 11 ~ 1.0. 

"'' el caso 1 el promedio de e,ilt, fue 38.5 y la desvía· 
ción estándar 16.6; en el C<l~u 11 r~10s ~arámetros 
estad(sticos valieron 5.4 y 0.6, rPo;,~;·:tivJmentn. Para 
valores de 11 separados de 1.0 ;,,. 0.~ uroidades o más 
hay diferencias menos apreciabl~s entre los resulta· 
dos de·los tres casos. Además, e,le, disminuye rápi· 
dlmente conf{)(me ,.¡se aleja de 1.0 .. 
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En-las figs 15 y 16, para f = 0.05 y 0.1 O. rüSpectrva· 
mente, casi no hay diferencias entre los resultados de 
los dos casos. aunque persiste la dependencia respecto 
a 11· Comparando estas tres Ultimas figuras se nota 
también qua e.le, disminuye conforme el amortigua
miento aumenta. Así. para t "' 0.05 el promedio fue 
4.6v la desviación estándJr 1.3. mientras que pnra r = 
= 0.10. los valores correspondientes fueron 2.7 y 0.7. 

De las figs 15 y "16 se concluyo que.la disposición del 
Reglamento de Construcciones del Oepartsmento del 
Distrito Federal de que se tome ed/e,- 1.5 subesti· 
ma el v·alor ·promedio para todos.los valores de 11 
mayores de 0.5 y menores de 4.0 (aqur se omitió el 
término t O.IEb que se agrega a 1.5 en la disposición •: · 
del Reglamento, porque dicho término tiene como 
finalidad prevenir excentricidades accidentales ocasio-
nadas por variaciones imprevisibles de masas y rigide-
ces y po-sibles excitaciones torsionales). · .... . ... · ·-. r. ~ 

·Con objeto·de-estirnar probabilidades de eventos rela-
cionados con lcis momentos torsionantes, se trazaron.· .. 
en pa¡jel de probabilidades los· datos de .. frecuencias 
acumuladas coirespond¡¡¡nteS a dtferentes caSos. Las 
distribuciones de probabilidadeS emplead<ls fuei-on la 
logarltmico normal, la extrema tipO 11 y"la.normul. de 
las cuales. por apreciación visual. se consideró que 

~ esta última daba en·general mejores resultados (figs 
17 a 19). 

Para ~erificar que las poblaciones bajo estudio tienen 
distribucio("t(!s normales, se reali7aron pruebas de 
hipótesis estadfsticas con un 95 por ciento de ·nivel de 
confian¡a: • 

Los resultados fueron: 

MiJtOd<:J 1 ,- .. . ' ... 
•• (Con resultados de ~ 

clados;fig 17}-
= 1.5. 2.0,""2.5, 3.0 y 4.0 mez· .. .. 

. . . \ 
;f =0 se rechaza la hipótesis"nula de que la distri- <O· 

bución es normal con media L16 y deS\Iiaciónestán-
dar 0.12 (esta hipótesis se rechaza también con un 99 
por ciento de nivel de confianza)· 

t "' 0.05 y t = O. 10: se aceptan las hipótesis nulas de 
que las distribuciones son normales con med1as 0.96 y 

• 0.85. y deS\IIaciones estándar 0.15 y 0.17. "respectiva· 
mente. 

MéWd<:J 2 • 

·(Con· resultados de~ 
dados; fig 18) 

1.5;'2.0;2.5; 3.0·y 4.0 mez. 

'· r = o. 0.05 y 0.10: se aceptan las hipótesis de que las 
distribuciones son· normales' con medias 1.15, 1.06 y 
·1.00, · y·· desviaciones- istánrlai- 0:15,- 0.15 ·y O. 15:· 
respectivamente. Para ~ ~ 0.05, la hipótesis se acepta 
con 99 por ciento de nivel de confianza: las otras con 
95 por ciento. • -
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Para el método 1, con '1 = 1.0. los errores máximos 
fuero10: -11 por ciRnto cm dah•cto para lB estructu." 
rBc<ó~ Uel caso 1 y 32 por c1ento en defecto en los 
caws 11 y 11!. Los errores medios respectivos fueron 
36 y 15 por ciento. aml>Os en defecto. Para~= 1.1, 
la estructur~ó/m dd (nso 1 tuvo crror~.1 rmhrmos de 
± !.i por ciento. y l~s tipo ll y 111.39 por ciento en 
defocto y 11 por ciento en exceso. 

Rmpcctu ~1 arnortigu8rnicnto. s•• concluyó que las 
fuerz~s cortantes nmmalrzadas son prltctica~lCntn 

independientes rle este: asi. oara ry "' 1. los promedios 
glol.onles de los métodos 1 y 7. fueron 1.23 y 1.11. 
respectivumentc. para¡ =<O; parn t = 0.05 de 1.30 y 
1.02, y para¡ = O.IOde 1.30y 1.0. 

Como ~llrede Dpreciarse mediante los p1omed10S citfl· 
dos Cll el p,irwfo ant~rior. los resulwdos que SO 
obtienen con úl método 2 son mejores que los del 1 
Ct.Jando r¡ = 1.0. Una conclusión scmejan\Q se obtuvo 
cuando ,1 = 0.9 y 1.1, 'll"'~ue 1.11 dlfer+Jncins se "'dlJ 
jeron en un 10 por ~iento Para valores de 11 tuera riel 
imervalo 0.9 .;; 11 < 1. 1, los "'sultados de ambos 
métodos fueron priicticaJnente iocruies 
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~.2 Resultadas del problema de cabeceo {caso 2) 

1 

2.0 

Los parámetros que so escoginron pnru estud•ar el pro· 
bl~• n~ de cnhecco fuP.r on . 

m rmsa total 

L dist~nci~ del suelo al centro d~ gravedad . 
rcrmdr¡ 

T, periodo fu;¡daonenti!l 

t fr~cción de ornortiauam1unto ""PCCIO al ni!ico 
P.n ambos moUos do •·•bración 

~, cocientu de 1~ frecuenc1~ ilngulm unliG j¡] lin~al 

Los vnloros qiJP. se nsignnron ;, T, fueron 0.3. 0.7. 1 O, 
1.5. 2.0, 3.0 y 4.0 seg, a t, O, 0.05 y 0.10, y a~., 0.2, 
0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0 y 1!.0. [n cuanto a m y L. 
únic~llrOnte se uSilron 1.0 toro seg' /rn y 4 m, rcs¡,ec. 
tivament2, ya que por los result<rlos {fuerzas y 
rnor)l(,n!OS norm~liLaclos) qu~ se olltllvreron cun estas 
combrnaciones se juzgó innecesario el uso de olros 
valor~s: pm lo mismJ ra?ón se emple~ron ¡'rnicamen te 
llts de los sismos del ¡nobluma de tofsiór>. 

Er> es\'.1 prohlem~. igu~l que en el de torsión. no hubo 
o1iferencias apreciables entre los resultados obtenidos 

.ln los tres sismm que se cmrJIParon cornO ~xcrt;rciófl, 
por lo cuol se agruparon los resullJdos en ur~<~ sola 
rnueslra. Además. tamo las fuerzas cortontes como 

estructuro ' estructuras 2 ~ 3 

,_o '-O 
T1 ,enseg 

los momcn!Os rle calr•xeo m<\~ir¡ros normali;i!dos 
fueron estarlísticarneme ;,d,meod'<>nles d~l periodo 
londJmentdl, T,, con niv~l eJe co·diilnto de UG por 
c'rento. 

OtrJ wnclusión imcr,S<JnW •~s qrre los resultnJos 
obtenidos con los métodos l v 2 jApéndice) son prác
ticamente iguales. con diferencias m~<im,'S u~tr~ ello~ 
d~ 5 por cierno. Es lo se debe¡¡ que los valoms de el, 
1ec 1.3) son grandes porque las frecuencias de vibr~
ción no resultan con valores muv cercnnos e;otre si. 
aun cuando se us<Jron 11, muy pequefoas. de manera 
que ul rarlrcnl de 1,1 uc A.17 ¡,,,J tantb;érr pequmlo y, 
por tJIIIO, que las di lererx:ias err tre las dos frecuencias 
lundorn~ntales luernn mínim~s. Esto hace que los 
16rminos qrrc contienen¡¡ cj, en las ces A.24 y A.25 
resulten muy pequeños Y que estas ~ocuociones sean 
cnsi igu.1les o las ec~ i\.22 y A.23. rc,pcctivamerrrc. 

Aprovechando las conclusiones anteriores, su acumu
lmon IJs nlue;tras cor:espondinntes a todos los peroo
dos lundamenlales. y para cada ~morriguamiento se 
ulaboro/On do.s grMic;>s: urK1 de lueuas conantr.s y 
otra dg momentos de cdbcceo normaliados. ernolean
do Unic¡¡mente los resultados del mútodo ?.. En ullas. 
el l+je di! las aLsciSéls repl!:sentó .,!111,. y el de las orde
nadJs a los cocientes VN o M/M, donde V y M deno
ta•• la fuerza ~or 1"~ w V el rnorrwoto <le cal>l'Ceo exac
tos. y V y ilf los mismos elementos noecá~icos estimil
Uos con d rrr~todo 2. 

• 

'"' 



Debr do cl que l~s conclusiones ob rcnidJs de es.¡,s gril fi
cas son pr¿~¡icamente las mismas, en este uat>ajo solo 
,.-. reprOduce la correspondiente a las luer?os cor-

-~s con¡ = 0.10 (fi~ 21). Dichas COrJclusion>os 
--~ron. además de las mencionadas. la> siguientes: 

- Los resultados son estad is t ica.1wn te independientes 
de r¡ con 95 por ciento de nivel de contiarl?a, cuando 
r ;;.- o_ns 
- La respuesta normalizada w subestima con mayor 
1 recu en cid que lo q u o se solJL ~sti mil. en proporci 6n de 
,, 1 

- 1:1 error m/1ximo en defecto fue 20 por ciento. y en 
e~ceso, 22 por cierao 

-El promeJio glolJJI de los resultodascon ¡;;. .0~ es 
1.05, y el coeficiente de variación, 10 por ciento 
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- Los resultados vJrl~n ligor~mente al introduci• 
amortiguamiento 3 IJ estructura; se ha~e 11013' que 
parJ r = 0, 1~ IUSpUe.<tO 1101lll~li7Jd.l promedio se 
!<Jbestima aproxinoadarnt.'nte Crl iO por crento mJs 
que con t = 0_05 y O. lO (lig /]l. En es;os dos últi· 
mus cosos no se ¡rp•eciu dr~~¡ertcrJ signilicati'.'J e" los 
promedios de las rewuestas ni en las di~;>ersioe¡es_ 
Asi, los erwres rnohimos que re tuviewn p~m t = 
O_OS alcan¿aron 31 por ciento en del~cto y 19 por 
ciento en exceso; en cu;tnto a t =, 0.10 lueron, res· 
pcctivornenw, 27 y 21 por ciento 

- Dado que existe gran incertidumbre en otros l,;cto· 
res del disn1~0 sísmico. t.11es con ro mJqnitud del sismO 
de disei'io (o 'en lns amplrtudes d~l espectro de drsa
iio). comertido de frecuencias. duración y va<iación 
tenworol del mrsmo, so pu~dc concluir ou~ ldscstrm-t· 
e iones obteoid~s con los dos métodos son. en prome· 
dio. satisfactorias en este tipo de ewuctuflls. 
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2.3 Resultados del problema de Iros/ación (caso 3) 

Pam ~studinr este fJfOlJierna se escogrcron como ¡x¡¡j. 
metros: 

= 

' . 
f 

m,!m, 

(k,lm,J/(k,/m,) 

periodo fundamental 

lraccióri de ~mortrg:.Jamier'to respcc lO al cr i-
1ico en ambos modos ¡Je •·ibr a;;iór1 
re/¡rcrón (le mas~s 

tos valores que se asignaron a~. fueron O. 1, 0.2, O.!i, 
1.0, 1.5 y 3: n T1 , 0.3, 1 .O y 4.0 seg; ¡¡ t, O, O.lli y 
0.10:vam1 /m1, 0.5 I.Oy2.0 

Los r~sultndos se ¡¡nulrzaron rncrli<Jnte gráficas con llr 
o 7; en el eje de las abscisas. y cadentes de las luer7as 
oortant~s exoctas ~ntm IJs est~rnada> en el eje de IJS 
orden;rtlas ( hrcrz as cm t~r1 res normJiiz;xJasJ_ Debido a 
que lOS r~-Sul tados no dr lit icron mucho de los de CEbe
ceo, se empl~ó lmic.1rnem" LJO sismo como ewitac1ón. 
Las conclusiones a que se llegó son: 

- Las cstim~ciones que se ob11cnm con los mótodo; 
1 y 2 son pr¿CtJCJillüntc iguales, debido a que los 
'-<llores de l~s lrecuenci~s de vibración no resultan 
nouy.ccrcona; entre s1' pr¡ cnrl~ caso, lo cuill hace que 
IJs <], (ec 1.3) resulten grandas y, por tanto, que el 
t~rmino de las ecs A.36 v A.37 que las incltJye sea 
muy pcque~o. en cuyo cuso las ces A.34 y A.35 son 
~~si iguales a las ecs A.36 y A37. respectivamame. 

o se obse1vó aLJn cuando se Ustudiaoofl casos adi· 
_ .. males de m¡lm, y,¡,. P'"a los cualos el radical de 
la ec A.29 fu(! m<"nimo, con lo cual hubo ras dile· 

' 
' • 

1 
1 .L--~ -- •• .....r---
1 1 

-

' o '' •• 

rencias minimas flOSiblcs entro las dos frccuenci<lS 
fundlrnentales Y. peor tamo, loS\·~! ores rn.;ís fJCque~u> 
duei, 2 . EsroocurrccuJndo 

1-m./m,· 
11, = • . si m2/m, 

11 ~ m,!m
1 
)' 

Dichos casos mJicionale< fue:on: m,Jm, = 0.2 con 
l!t = O.~i55: m, Jm 1 = O.!.i con q, = 0.222. y m,Jm 1 

= 0.8 con~~- 0.002. En csros.ln diferencia mtlxima 
que se obtuvo entre los rC<ultado>dP 10.1 dos rn~todoS · 
fue de '13 por cierno, s1endo mejores los del mérooo 
2 

- Las estirn~ciones norm.;lizadls son estadística· 
mente indepcndienlt's del r>eriodo fu<<d<lmentol, T 1, 
~on nMd úe n¡nf,on<J d~ 95 por cirmo 

- En la tig 23 se obwrva que las estimaciones de V 1 
y V, th~nen. m pronwdio. mrmes lllLJY parecidos, por 
lo que en las conclusiones no es neces<~roo hacer dis· 
tinciones entre ellas 

- La respuesta se sobrestima solamente en 30 por 
ciento~ los ca:;cs. El error máxinto en c'ceso que se 
observó fu~~(", ~or ciento, y en dufecto 41 por cien
to. El coeficiente de variación para t = 0.10 alcanzó 
12r>orcienro 

- En I.J fig 24 se observa que los promedios de las 
estimacion~s con!"' 0.05 y 0.10son 111ejores que las 
que corr,sponden a r ~ O, lo cualliace penSJr que las 
conclusiones obtenidas en la ref 5 resflOCtO a t = O no 
pueden goonerJiiwrse p~r~ t >O 
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En ttrrninos d~ las r~íces Jo.~ , de la ec A.3, se puede 
demostrar (re! 8) que los coehcicntes de partrcipaci~ 
de los modos 1 y /: (lns proporciones en qrm wmri
buycn tos modos a la respuesta tolal del sistema) se 
encuentran dados por 

IA.5) 

Ahora. si se supone" conocidas las aCeleraciones 
espectrales de cada modo, a •. la fuerza conante máxi
ma vale 

v ... ma,C.;n=1,2 IA.6) 

y el momeroto torsionantc m<iximo respecto al centro 
de trusi6n es 

IA.7) 

Jr~a vez conocidos los valores de V,. V,. M 1 y M,, la 
plicnóDn de l,t ec 1.2 conduce a la estomaci6r1 du tu 

fuerza cortante y del momento torso011ante máximos 
mediBr>te el método 2: ellos son, respuctivJmente 

'" 

' -
+ 
1 DirecciÓn del 
: mo·•imiento 

' ' 

j ' N V, V, 
v= V'~v'+2 1 

, 1 +t' 
" 

M 1 M, 

1 ~ <' . " 

(A.SI 

- (A9) 

domJe c~1 se obtten~ aplicando lil ~e 1.3. El ~iGrl'l 
· rlll9ali\IO asociado al dobiP. oroducm 'iue a;:.a,ece ~n 1~ 
ec /\.9 se Uetw ~que las funciones de uansferencia de 
los momentos en el primero y segundo modos !ienen 
signo COr1Jrario. va.que el f~clm (1 · x;¡ queopamce 
en la ec A.7 es pos<tivo para cf primer modo [n = 1) Y 
negativo para el segundo (n "'2), lo cual se demuestra 
como sigue: 

De IJ ec A.3 

X'=ll+l_¡ll!-ll' +e'' 
' 2 4 p 

por lo que 

11+1 ~~-1 
>'<-----·' 

' 2 2 

Análogamerlle 

,, 
' . .· 1!+1 Jlll-1)' x• =- + ' 

, 2 4 i' 

de ah{ que. si¡¡> 1 



3. CONCLUSIONES 

El resumen de las conclu~oncs obtenidas d~ los tres 
problemas estud wtlos es: 

En cabeceo y traslación: 

- En prorned•o las estima~ iones normalizadas de las 
respuestas máximas logr~éas con los m6todos 1 y 2 
son satisfactor ias y prJc tic~mcnte iguales; esto ú ltirno 
debidoaqueo],>>O 

- La respuesta se subestimO con mayor frecuencia 
que lo ql!e se sobrestimó, rctluciéfldoso el error ~1 
considemr amortiguamiento en la cs\luctura_ Además. 
los valores e•actos divididos entre los es limados fuu· 
ron estacHsticJmente intlepentlientcs de T, y Q, o Q,. 

asi como dellipo de respUesta que se trate 1momcnm 
de cabeceo o luerla cort~fltc) 

En torsión: 

_Las conclusiones si difieren al tomar en cuenta el 
momento torsionillltP. o la fucr1a cortante. Ádcrm\s, 
debido a que en alu,mos casos,~' es pequeña. los dos 
método~ dan rnsuiWdO$ diferentes 

- Las estimaciones del momento torsionantc al COflSi· 
tlurDr arnortigcr~nicntó e;truc\ural nnlo,dependon un 
gran medrda de la rolación de frecucrx:ias, ~-Además. 
estos difieren al usJr el método 1 u el 7.. siemlo rn{JS 
,proximados los del 1 para valores de 'l ~omprcndidos 

en el intervalo o 0.5.;; ~.;; l.G o muy parc·cidos iucm 
de lil, 

-Para los tres amortiguamientos estudiados. los re
sultados del mCtodo 2 son estadisticnmente indepen· 
dientes de q. no asi los del 1; son mejores los del méto
do 2 cuando r = 0.05 y O. 10 

·_Cuando se lünga 0.5.;; r¡ <;; 2. se recomienda usar 
el mCIOdo 2; en ICJS dam<'is ~osos "S indistinto el em· 
pico de cualquiera de los dos métodos 

- La relación tle excentricidad drnámrca a excentri· 
cldad est~ticil se S!Jbestrma en las disposiciones del 
Reglamento ti~ Construccrones del Distrito Federal, 
siendo esto m.1s cuando el valor de 'l queda compren
ditlo entre 0.8 y 2. t:n ¡Jilrticulclr, para 0.9.;;; 'lO: 1.1 
esta relaciórl vale. en promedio, 4.6 para¡= 0.05 y 
2.7 para f = 0.10. De lo anterior se concluye ~uo es 
necesario realizar estudios exhaustivos sobre este 
aspecto, consitlcrundo vibración torsional en esTruc
tura~ de varios p1sos y e~ comportamiento inelás
tico · 

-Las distribucionas de probabilidades del cocionte 
JJI valor exacto solJre el estimado son normales con 
d~svioción estándar cercana a 0.16 y media compren
drriJ en ~1 intervalo 1 ± 0.1~ Uig 19) 

APENDICE 

A. 1 ANA LISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A TORSION 

Lo 1 ig A. 1 rüprescn ta un cd i f 1ci o de un prso, dB forma 
arbitraria, con la linea del Centro de IOrsLón ~CT) al. 
ce'ltro de grawdad 1CG) oer;>endicular a la dirccció:l 
del sismo considerado. 

En dicha linu:a se trena que 

m masa total del sistema 

J momento polar de masa respecto al cemro de 
graveddd 

L, rigtdez torsionat respecto al centro de tors•ón 

K rigidctline,¡l en fa <irrección del movimiento 

e, excentricidad estática 

b dimensión de la cstruc!Ura en dirección Y 

e= e, lb 

Considerando ~11e la rinidez tor;ionalresj)€cto alcen
tro de gravedad es 

y apl1c.1ndo el principio de D'Aiarnbert para obtener 
las ecu~ciones de equilibrio del sis1Pm.1 Bn vil>racion"' 
lrbrcs, se 11~93 al siguiente sistema d~ ecuaciQflcs di te· 
renciales lineales de segundo orden ~re! 8) · 

mi+K~z-e,-s-)~0 

J.J. + L<f>-Ke,z=O 
(A. 1 ) 

Sustlluyendo en la ec A.l a i =- w'z y.;. >=-w'<l> 
(por ser vibrncion8> lilues), donde 'VCS la trccuencia 
circular na!Ural del ~stema. y resolviendo el sistema 
tle ecuaciones algsbrnicas resultml\e, se oUiiFne la 
ecuación caracteri~tica: 

A' -A'P+r¡)+fl-c'IP"' 1A.2} 
' 

do1du X' = w' 11k/m),p = J/lmb') y r¡ ,. (L/JJ/(K/m)_ 
Las raíces de !a ce A2 son 

q+l )1'1-1)' 
A' =--• 
'·' 2 4 

' ,, ·!' 
1A.3) 

minnuas que los vectores de las configuraciones 
modales son 

'" 
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>-- ' -- ., 
' 2 2 

O, SI ,. 1 

,. ' ' 1 1 - ' ·1 >-- , __ 
' 2 2 

En consecuencia, 0-X')>Oy(l-:\!l<.:O • • 

AdemHs, según el RcgtJmento tlel Distfllo Federul 
(método 1) las resouestss dinámtcas má><imas del 
mismo sistema estarían dadas por (ec 1.1) 

V=)V1+Vl' 

M-} M' 1M'' - ' ' 

(A.10) 

(A 1 1 ) 

Fin~lmrnw. ~or el método o'actn, las rr.spuesws 
móxim;¡s IO!alcs. V y M, se obtienen localilando los 
máximos en el tiempo, t, de las sumJS de las respues· 
las (cortante o mom~nto, sr·oúro sea el caso) en los 
modos 1 y 2, es decir, 

V=Máx,{mc,~,W+mC,a,(t)) = 

=Máxl\v,(t)+v,w!l (A.121 

M,_Máxl{r, V 1 (t)~l; V,(tl)l 

"""'" ,. 
" 

(1 -A~)J 

'bm 
; n- 1, 2 

(A.13) 

(A14) 

A.2 ANAUSIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A CABECEO 

Es frecuente que en In práctica se prCSI'ntcn estwc
turas constituidJS por una hil~ra de columnas o una 
sola columna que sostiene una loSJ o un cascarón 
fr~ndulos invertirlos), tal como la que aparee~ en In 
f¡g A.2. La respuesta drnámica de una estructura de 
<OSIC tipo se debe ob:ener (ret 9) con~iderando el efec
to que la inercia rotacional de IJ cubierta induc" en el 
movimiento tot<ll del sistCJllQ_· 

[n la lifl A2 se empleó la notncrón: 

1\1 peso de la cubierta más la parte tr~butJria de la 
columna 

m 1'1/g 

g aceleracir'ln de la gravedad 

J, momento de •nercia de la masa de la cubierw 
respecto al eje Z 

E módulo de elasticidad del material de la columna 

1, momento de inercia de la sección transvPrsal de 
la columnJ respecto al eje Z 

CG centfo de gravedad de la cubiErta 

L distancia del suelo al centro da gravedad 

El diagrnma de cuerpo libre de la estructura amerior 
aparece en la frg A3. en la cuJI se tiene que (rel9) 

K r1gide7 por traslación= 3EI,/L' 

K, r¡gidez por rotación= EI,/L 

< dcsrlaLamionto "' centro de graveéi;Jd d< lii 
cubierta 

<· rotación drcl centro de gravedad de la cul;ierta 

o • (x-1_:, 1 ~)/~· 

' -(9-k1x)/k 

1 =L'nEJ, 

k =1-KL'14E1,=0.25 

Las ecuaciones diferenciales de movimiento corres
pondientes al diagramJ de cuerpo lihrG de IH estruc
tura son 

m X+ !Kx- K K, 1 <!>)/k= O 

J, .j. +(K, <1>- K K, ')'x)/k = 0 
(A.15) 

Considerando Que se satisfacen las relaciones X =
- w' x y~ = - w' O, donde w es la frecuencia circular 
natural de vrbración de la estructura. y resolviendo el 
sistema de ecuaciones A. 15, se obuene la ecuación 
rnracter 1st ica 

w' 
K K, 

·O 
4mJ, k'._ 

(A.l 0) 

que es una e.;uación de segundo grado en w'. Si se 
eiPctÚJJl alguJlJS transformuciones ul!)'.lbrarcus y se 
con~1dera que 

Klm=p' cuudmdo de la frecuencia circular notu· 
ral por traslaci6n 

"' 



• 

K,/J, = !l' CUJt.l!allo de la frecuenci,1 circular <lJlu· 
ral por rotación 

~w'lp' 

.,, =n'/p' 

se llega a . 

IA.17) 

Por otra parte, los vectores de las cont.guraciooes 
modales son 

•. 4- ~. 

2L 

; n = 1, 2 {A.18) 

Se puede demosuar (r~f 9) qua los coeficiuntes de 
p~rticr¡¡ación correspondientes n los modos 1 v.2 se 
encuentran dados por la expresi6n 

'• m c.= ·n=12 
x'm+-.P'J' ' 
" " ' 

(A19) 

Partiendo del hecho de que se conocen las acelera
ciones espcc!ralcs de wd~ modo,aa.la fuArza corwn
te m;hirru y el momento máxrmo de cabeceo 
correspondientes valen 

v.-ma.c.x. o: m a. c.;n = 1,2 (A20) 

M • .. Ja. c. <1> 0 =1a.c. 
4- 1. 0 -2L 

(4-1..)1, 
v. - (A_21) 

2Lm 

Las res;Juestas dindrnicas de la estructura de acuEirdo 
con los criterios del RP.giHmenw de Construccrones 
del D. F. (ff"!étodo 1) y de Rosenblueth (método 21. 
91 obtienen haciendo uso de las ecuaciones 

"'" 

' M' 
' 

(A.22) 

(A.23) 

(A.2·1) 

(A.25J 

donde r;, se calculn rnedia~te la ec 1.3. E:l SÍ\¡no 
menos aparece en la ec A.25 debido a que la funcrón 
de transferencia del segundo modo es de signo opues
to il la d~l pormero, ya que se puede demostrar, il 

partir de la ec A.17, que }. 1 .;;; 4 y>.,> 4, pOr Jo que 
el factor 4- ~" que aparece en 1~ ec A.21 tiene signo 
positivo en e1 modo 1, y neg¿¡ti\10 en el 2_ 

La respuesta dinámica exacta se obtiene utilil<mdo las 
expresiones 

V= Máx 1 { C, mx, a, (t) +e, m x, a, (t) J 1 (A.2GI 

M=Máx l/c,J,<t>,a,fti+C,J,-t>,a,(tl)l (A.27l 

A.J ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A TRASLACfON 

Consideremos ahora el mso rl~ un.1 estrtrcturn de cor
lilflle de dos pisos, en IJ cual no existe rotación en los 
planos horizontales en los niveles de los pisos (fiQ 
A<ll. -

La ecuación máuicral de equilrbrio da este sistema es 
(rel10) 

m, w' -K, -K, K, ,, 
.. (O] 

K, m, w' - K, ,, 
(A.28) 

donde m, y m, son las masas concentradas en los 
niveles 1 y 2, y K, y K, son las rigideces de los 

_entrepiscs 1 y 2. r~spectivamente. -··- ___ _ 

Partiendo de este ststema de ecuaciones y h.1eiendo 
• 171 - (K,!m,}/(K, /m, ) y A = w'I(K 1 /m 1 ). se obtie. 

ne11 IJs míccs 

• 
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/////////////, 

' 

Po.-icidn o~ 
equilibrio 
utcinco --~j 

1· 

O"oociÓ~ d•l 
movimi•nto -------

' 
1] - '·'' (A.29) 

Adermls. los vectores de _'COnfiguraciones modales 
resul!an ser 

z,,n 

1 

(K,/m,)-w~ 

' r¡1 (K,/mJl(mJ/tn1) 

:n=1,2 (A.30) 

Además. se puede demostrar (ref 10) que los coefr
cientcs de participación de los modos 1 y 2 ~ encuen
tran Uodos por 

e, ' z,,, +(m,!m,)z,,. 
; n ~ 

z;.., + (m 2 /m 1 ) zJ.0 

1. 2 (A.31) 

Si se conocen l~s ~rulemcioncs esi)€Clr~les dtJ cnda 
modo, i/ 0 , la luerza cortante máxima correspondiente 
al entrepiso 1 en cada mudo vale 

Vl,n = C0 .E0 (ffi¡ ZJ,n +m, Zl,n) ;n = 1, 2 (A.32) 

U1 tanto q"e la iuerzJ cortan\t1 máxim~ COrJCSP?il
diente <ti entre~iso 2 es 

V,,n =Cn 110 m, z,,n ;n-1,2 (A.33) 

Ya comx:idos los valores de v,,. y v,_. ,las respues
tas m~ximas din~micas totales de la estructura esti
madas con los métodos 1 v 2 se calculan hilCÍendo uso 
de las fórmulas 

17, = j v;,, + ~.' 1A.34) 

V,=)Vi,+Vi2' . . {A.35) 

)~----'----, C' v,,, v,,, 
______ .>.': _v;,,+_v;,,+2 1+.;, (A.36) 

//////////////////////////,- C', = )v: + 
'·' 

v,_, v,,, 
Vi,, - 2. 

1 + ';, 

donde e;, se calcula mediante la ec 1.3 

(A.37) 

'" 
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' ... / 
Finulrncnte. las resouestns mdx1mas dinómh1s du IJ 
estructurJ en cuestión se pueden obtener modiar~te el 
método exacto haciendo uso de las ecuaciones 

c.a.(t) [m, z, .• +m, ... , .• JJI 
(A.38) 

v,~MóxJ1 c.a.(t)m, .. ,,.¡ 
·=' 

(A.39) 
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1 !MTROWCCIOII 

'. ' 
[1 Mtodo del elemento finito es un .. todo aprod011d0 para .-ut .. r uuocto

""' diferenchle< de prcbtemn de v&lores en la frontera o de volares tn h 

f""'t<ro t lnlchhs, que se presentln 1ft lngenltrfa y lfl 1t fhle~ .. telllit_! 

c. .. Esquem.itlc~mentt, la secuencia del mftodo del olemento finito •• puede 

ru ... lr en lo• posos stgulentu: 

1) El medio continuo (do~tnto de las vort¡blu do tu ecuaciones dHe...,ncl! 

le5) u divide tn ndu regtaneo, den<11lnodos ale.,.ntos finito¡, de for. 

mos convenientes (llneu, trlingulos, cuodriliteros, tetrudrcs, he.aedros, 

etc.). 

l) Mediante un1 selecciOn aprophdo dt ciertos punto• de lo• ele•mtos fin_! 

tos, den(lflllnados puntos nodales, lu variables de 11 ecuaclflll d1ferenctot 

se IPTO•I .. n MdhMe """ ~lnoctfln llneol dt functO'IU de tnterpolo-
1 

• • 

.. 
. ' . 

no<IO:Is) de lu_ v~rlables, y en 1lgunos cuas de sus dorhodu, es¡>ecJ. 

fkodo• en los 1"'1101 nodalu, 

3) Medíl!ltt tl uso de los OIO'!todos nrtat\GIIale, o dt los ..,stduos I"'Udos, 

las ecuaciones difo..,nciale• que gobteman 11 problema, se tronsforwn 

• 

en •cuoctones del elemento ftntto que gobiernan, en foma otsbda, 1 todos 

los elef'll!ntos finitos. 

4) Los elementos ftnttos atshdos se agrupon p0r1 forma.r un •tste""' global 

tnktalos) o de ecuac\onu ol~ebratcu (en el probleO\O de valores en h 

front..ra), con'"' propias condltiQiles de frontera o condici011es tntcta 

les: 

ntdo• al ..,solvor los shtemn de ecuaciones cor..,spond\entes. 

El objetho de este curso conshto en ~hcuttr, b..,.-ment.., lo• fund.,..ntos 

del ..!todo Otl el......,to finito 1 sus aplteoc\ones 1 h tngenterh est ..... ctuul. 

Shtc&mente u uttl\un las ecuaciones de equtltbr1o de la uorh de h •lu· 

Uctdod ltnul. 

Ll 

Poro poder utudttr el '"'"P<lrl.l•ttnto de 111 tstructuru- os neconrto establ! 

cer su mo.S.hclón, yo JU experimental o 01\aterMttca. La modelactén que fo 

porte de este tema u 11 "'"te"'Htco y con•tste en up..,ur, en..., lenguajl 



.. l . 

Toda estructura QUIId& definida por los conceptos algulffttlf: 

1) Ge-trh 

;- Z) M.lttrhl ,, Cargn 

ln le~• que gobleman los conceptos anterloro:s ,.., In leyes 111 11 •<In! 

co, y en esf""Chl lu corro:spondlentes 1 h ooec,nlca del ooedlo continuo.· ln 

.. t .... cturas que se utudbn en asto te ... son las que se const .... yen con un .,. 

terhl s611do, elht\co, llneal t hótropo. las le~s Que golltornon 1 t;oles 

ost .... cturu fomon h base 41 h toorla de h elutlcidod 1\neo\ y hs ecu!. 

clones correspondientes o cualqulor punto de lo estructuro, tsoclodas a un 

slstellf. de refero:nch cart.,lano (•
1 

6 o, y, z de h Flg 1.1), ro:sult.n ser: 

l.l,l Principio di h conserucl6n de la cantldod de IIOVI~Ierito 1!1'1 su fo,.. 
·local o prlmeru ecuaciones de Caucby del ~ovt~lento 

., 

'(I.Z.l) 

son 101 c011ponentes dtl tensor.,. nfuerzos dt Caudll', slooHrl· 
,o, QUI en fo""a llllltrtclal se putdt upresar como' 

... ... . .. 
[•.,] • !. • • " ... ... • !. (•ptl (I.Z,!) 

... ... . .. 

., 

., 

• 

••• • 

un los c010~ntes del vector f\IOirZII de cuerpo pOr unldod di 
.. 11 CU)'I e.<prnl6n u: 

'• 
. ! . f • 

(1.2.J) 

'• 
son los c0111ponentes del vector ocelerac16n \nd\eodos CCifllo: 

•• 
[ ., l . . . .. . !. t•,.tl 

[l.U). 

•• 
El vector 1 celeracl6n se puede ••prtllr en funct6n 6tl vector 

de velocldadeo v , del vector de posklón .2 (P. • ~1 ftl 1 

del v•,t~r de desplua10tentos, !l., c ... o se lndtc. a conttnu!. 

d!_ ~'.2 d'Jl. . ·=·-·~ - "' ~t' dt' 

que en fot"CC de '"' """ponentes ro:sulh 

[~ • ~r '"• •• -;;r 
" " 

"• 

"• 

(U.5) 

'" 
(1.2.6) 

(1.2.1) 

----------------------------------------------------------~· 



' . 
~ • P {•1't) •• lo den•ldad di lllSI por unidad de vol....,., 

La letr11 T ~ la ec 1,2.6 Indica tronapuolta; yo que ti .ector 

escribe CDIIIO un vtctl;lr ~ng16n. 
! u 

f • , 1 

' ' 
f • p 1 

' ' 

(1.2.8)1 

(I.Z.8)l 

{I.Z.8)J 

donde lol ele..ntos del tensor ! y ¡ 05 n~toru ! Y • resultan ser: 

•,. . ., •., .. .,. ., ., • ! {•,y,t,t) {I.Z.i) ... .., ... 
'· 

!• •, •! {x,y,z,t) (1.2.10) 

'• 

[ ;., r •!(.,y,z,t) •'• ••• • • (1.2.11) ... ... ... 

. ' . 

" •• • •.!!. (•,y,z,t)' (1.2.12) 

• 

Ll Dftrtco uttltuda para .edtr el cuDto geomftrtco dtl cu•I"JHH resulta •••: 

., 

• 

... 

(1.2.U) 

ton lot comp.,ent.u del tensor de dtfo,.,..ctonu, ttaitrlco, que 
tn fo,.,.. .. trlclal se tndtca c<11110: 

•, •, ... 
[.' '1 • ! . ... • • ·.tl•t;t) {l.Z.l4) 

" " ... ., ... 
En la prt .. ro fonnll do h ec 1.2,13 "ut\11u la convenct6n d• dertvadn 

po.rchles !ledtanta una COIII, 

lJI Mt"t6n tradtci011ol 

• .!.!!. {U.IS) 

" .. 
.h (1.2.16) ., 
" 



., . 

(1.2.17) 

{1.2.18) 

(1.2.19) 

(1.2.10) 

... •., ... 
•• •,. • - " 

•,, •! bol"olotJ (U. U) ... •., ... 
1.2.3 Ee~acl011tl eonstltultvn 

tu ecuoetann cOIIstltuttvn del .,ter!&l s611d0, tlhtlco, 11ne,l't b6tropo 

t•t d1d11 por lu ecuaciones dt Kookt-tauclly, ccnoddl tualh CID!) 11 lty 

de 1 · generalluda, 

"' 

dende: . ' . san ln constantes tUntus h LPf 1 
Kroneder, 

(1.2.22) 

(1.2.23) 

e 

'u es 11 delta de 

. - 8 - ,. 

Lu constantes de LW ost¡n relacionadas CM las constantes de laboratorio, 

dtno.lnadu ..odulos de Toong o de elntlcld&d E 1 relact6n de Polnan v, "!. 

diA~~te ln uprulonu st~uientes: 

. '" • (H.)(l-lv) (1.2.21) 

~·G·~ ... ~. (1.2.25) 

donde: 

' se le conoce con tl nornllre de 116dulo de rigidez al cortante. 

ton I>&H.., lu •n 1.2.24 y 1.2.25, l_n e<:l 1.2.22 1 1.2.23 u putden eSÚl 

blr COIIIG:0 

(1.2.26) 

(I.U7) 

b) En notael&n tradlc\onol 

Las Hl 1.2.26 1 1.2.27 se pueden eocrlbtr COIIIII 

(1.2,28) 

(1.2.29) 



' -

., . ' ' . ' m+VT y: • yz 

.,. . nkr y .. . " " 

""" • f 1 ... -.. (a11 • "u1 

e
11 

•} [ ayy ··v (au • on) 

e •i(o -·v u u 

, . zo~. 
yz l yz 

(•u + •y) 

{1.2.30} 

; (1.2.31) 

(l.z.l2l 

(l.Z.3l) 

1 
(l.Z.H) 

1 
(1.2.3~) 

1 
(l.Z.36) 

(1.2.17) 

( l.l.l8) 

(l.Z.J91 

Lu ecs 1.2.28 • 1.2,33 se pued•n agrupar en fonulllltrlchl, segiln se lndltt 

a ccnttnv•<16n • 

- 10 - ·. 

... ,., • • o o o ... 
"w • , .. • o o o •, 
... • ' (i+vJII•2v) • • , .. o o o •, 

•,, o o o ~l-2v) o o ' Q 

., o o o o ·!{1-Zv) o ,, 

... o o o o o l-!l·Zv) . .. 
(1.2.40) 

q>< en ·- o11111>61t<o se pwdo ncrtbtr c0100 

1 
• 

2.".Q.! (1.2.41) 

1 
donde: 

.!!. y • son los ftcto...,s de esfuerzo• y de defo,.,..clones, respectho...,.te, 

' o u la .,.triz de coeftcttnt.atlhticos, cuyu ••P""Itonu son: 

... ... 
• •, 
" •• 'u (1.2.42) •• •, (1.2.43) 

'Q 'Q 

., ., 

... ... 
.. 



~ ll . 

t-. ' ' o o o 

' 1·• ' o o o 

~. ' \lt-1)\I·Zv) ' ' 1·• o o o fi.J-44) 

o o o ~I:Zv) o o 

o ·O '.o o ~l-2y) o 

o o o o o ~Hv) • . 
• 

rscrlb1r dt 11 t1!1'11rnu ror~~~ 

!"P.-¡!!. 

1 •• •• o o o 
., ¡ ~ o o o 

_p_"l ·+ •• ., 1 o o o 
o o o 2(1tv) o o 

o o o o · 2( lw) o 

o o o o o 2(lt"1) 

Lu ocu~c1011es d~ C!mpo son lu tcuotjc~u de IIID~1~1ento o equ111br1o d\ni~! 

co (ecs 1.2.¡ e ¡.l.a) t~preudas en func100 d1 los c001pontntu dtl vector 

despl•>o~l•nto. St ]u conocen tallll>l&n ~n •1 n~rt 

<te ~•v1•r '1 soq: 

- 12 -

1) en notac16n 1nd1clo1 

htu ecu"1ónn n obtienen al sustituir lu ecs 1.2.13 tn 1•1 tes 1,2.~2 

"1 tl ruultado obtenido se sustituye en h ec ¡,z,¡ ruulh¡ 

' 
{l-2.47) 

COI"I bnt en h dH1n1cl6n dll operodor ~radltntt 1, ln "' l,f,O 1t puede~~ 

ucr1~1r tOQO¡ 

(~•2•)! (! •!!) -~ !• !.• !!.t pf• Pi 
• 

~¡i11dt¡ 

.t. 1 tl optrldor gradiente, queda definido por 

. !".4 ~!k •!i~ t.Ja~ t_t¡'~ 

En nte cuo, In ecuod011es dt c .. po •e pueden tocr\blr dlrtctaDMtl al inll'r: 

pretor lu tes 1.2.41 o lu ICS 1.2,46. Tori>lh se po.¡eden obtener al suHI-. 

tutr las ecs J.2.1S 1 1.2.20 en In ecs 1.2.261 1.2.JJ¡ 1 tl resultado obt!. 

n\do se sustituye en lu ocs 1.2.8, Ln ecuactonu ruulttnte¡ ¡e 

' '11!1t1nu~ej6n; 

(
• 1 >¡IU IV~~~~ Q vutr-r.,~ ¡¡t 11 t¡¡ 

------------ -----



·1 
....... , 

• 11 • 

•'• ··... 

.. u ol OpoONdor do lo~laco doflnldo <00 

..... 

'·' 

•• -·-·- • .!!... .1;. • g_ ->xo"oa.'>Y"' 

(!.UOII) 

(!.UO<) 

(1.1.51) 

Ln oc .. <tonoo do oqulllbrlo (•" 1:1 . ., 6 1.1.oB ~ 1.1.!>0) '"" •llldn ,..,.. 

'"".., 010\orlol oliltdo. olhttco, lloul o i<O<topo [o•lru<t.tru -lodu 

<.., lo toorlo do lo oT01ti<IOod ltnool). Do ocuordo ton lo lodlcodo •• ol 

Inciso 1.1, lo l't"""lr!o do lo ••tru:turo Influye ''"'lbl_,to'" lo ¡o,.. 
• 

fln•l do lu oeuoclono• do o<¡ulllbrlo. !o"" ln<ho, •• bOiqwtJ•• lo• ood!_ · 

loo .. t ... <lurol .... lo olutlcldod llnul ,....o'"'" ve-tr!u ,ot<tonolu 

O lo ge...,tdo •rllltr&rlo (lrldl,.ollo.,.l), ~u<" ln<ll<4 on ol lo<ho ooto· 

r!or. 

1.1.1 htodo; olonos 

(Jo uto -lo ntNttunl, lo g.-trfo u,..,. coo1ldonr,. • plooo 1 

ol ~r-olll ... Nloooillto" bldl-•1'"'&1, 

• 

• 10 • 

1.1. 1.1 [oto do pl•oo O. dofonooclonos 

Eo lo flg 1.1 11 -•t•o• ol9'""' ""''''""'u .,. poo ... lu 

torhttcu: 

.. 
.,. poro definirlo b11to oopottflcar lo 0<"<<10. <orroopoodleoto o "" pi! 

no perpenOI<ul<r ol tjt 

., loo urgu.,. o<tiian o Jo lo.-go dol ojo 100 ,.¡., quo bu"'"" <lofl•l!. 

In. '""'""•'""" olano porpo•dlcul" ol ojo. 

Do o< .. r<lo con In urodtrfiii<U ontorloreo, 1& «lrvcturo ~.,.., doftnt4> .. 

""pl~no (rl9 ).l) do O>pt$Or ..,1\orlo. 10<111 In urlol>ln quo • ., ..... ..,,. 

lu ocu&<lon•• do <<WIIIbrlo <on \ndooomdl<ntn ole lo '"tolllo 1 (o lo¡,,.._ 

go dol ojo) 1 ol dt>plo,.mlonto, w, on \.1.1 dlrocclbn •• nulo. n decir: 

u '¡.,,,\) 

'.' (,,,,t> ... 
(l. l. U 

(1.].1) 

(l.l.l> 

A c""ttn;ocUn so dUtrlbo ol ofO<I<> olt IJI on l.l.l o 1.1.1 •• lu e<uocl!, 

MI fo oq;lllbr!o do lo .,¡,...cturo, 

o) Ttnoor do olofo,..clonu 

Al oustllulr lu o<l l.l.l o 1.1.1 .. 1" t<l ).2.15 o l.l.lD 10 olltltriO 

• .. . .. .. (\.J. O) 

., .!! 

" 
(I.Ul -



. " • 

" -

•,. ·~·.· ... o 

b) t<•o<IMU COIIst1t•lh01 

U.l.l) 

Al ooH!<,tr In ee> l.l,4 o 1.1.7 en In ICI l.f.U o i.l.ll, 111 onloetlor 

ol """1\o~o ., fo,... ootrlclol •• obU...,. 

... ·-· • • ... 
•• • ' !l.,)( 1-M • ·-· • •• (l.l.l) . 

•• • • ~1-l.) ' • 
(I.U) 

!.'.!!!. (l.UO) 

... ... 
•• (1.3.11) • • •• (1.1.12) 

•• •• 

• li -

·-· • • 
• • ' '" • (lh/(1·2•) • 

• • ~J-i.) 

e) b .. cton .. M Co<><1>7 dol ... tolon~ 

• 

.... . ... --.--""-. ,, .. ., . •'• ··,>t • 

.. .. . . . 
__.12. • ..J1.. • • f • • .!..! 

" '' .1 1¡
1 

(l.l.ll) 

(1.1.15) 

Al ovUII>IIr ln-on \.).~o 1.1.> .. lo oc 1.1.17 ti r<owlt.ollo oo lu eco 

1.1.14JI.l.IS •• obthnon loo e<wo<lonn ot~l.,loo . 

• • ~( !....!_ • !..!.¡ ... ., . 
• 1 ~ ~!!'.. ••¡. ,, •• il!. 

r:r. " " IY 1 ot' 

, 1 ;..'::(~ 0 !!¡ r:r. ., " 11 
••• ··... 

l.l.l.l [UOdO 1\ono <lo Uluormo 

(1.1.16) 

(l.l.l1) 

SI Ju "\""'\"" de«rlt.oo on ol oot.o<lo plono do dcfo,...clonoo, o• .. , do 

oor olor<¡odu oon ootrool'<llnodom .. tc ""l¡od.oo (rl¡ 1.4) H puodo ""''''' 

que loo coopon .. too del tono ... oofl>lr .. , uoclodoo o lo dl,..ct6o MI"'""-· 

'""""'"';"'*<Ir: 
'u "•u "'7> •O (I.J.ll) 



¡.....,., ¡o Ofl.-o\ •-. ..,_¡ u • .. u..,¡oo op OVIl¡~ """~'" ¡o t101\"""""""'' 

""''"" .. •t-¡o •H•••o.r .. o¡¡ •• ¡o oot> •t•l"""' opn H '01•01 .t04 

(6lTJ) = . • • 

(9l't"f) 

"91'"'"!l""' o ''"''"' "91"'111"" 11 .,, .. ¡ ... ,. 

U't'J >o o¡ oo ..,.¡,...,¡ 01 tl'['J >o o¡,.. 01 ... \P!J "'l'-,...., os 

(ll'['J} 

(UTI) , 

(SlTI) 

,•e l 
-•• J' .,. 

•" -•• '¡•. 
"•' 

'""l!d IOJ'OliO IOj ""1"" "')\>0["1\ ('f'['t 

te " ''~ •l¡¡•fiilt••t' 

'

te •e¡ " ~ 
"i.i'iii' T9.,t' 

,•e .... 
In • nJ' 
' ' 

...... ,.; 
(¡¡-;-. -;;:¡)9 

' ' 
-· op '"""'""?" 1• 

(•-!lf • • 
• ' 

• 
,•·! -
J•O 

• • 
' '"lll"""ll""' • n¡pu¡ ., ii •1•1• o¡ l 1t'f'l 

li!Tl l>o U( ..od IOplp u1U> i ~ ii UJOp .. 00\ OpiiOp !Ot't'l >o 

o¡ •• n¡pu¡ ,. ...,, •¡qpou opond •• •n¡¡~""'' """1 ""'l!'t'l >o 11 

-9\ -

" (""\~ • • "· • 
(llT\) "· • ' 

• = ' . "· 
... • • 

' ... 
01 U ... O¡Iuo.t¡ .. liT! 1 61'['1 lOo n¡ [11'1•1 .. o-..oj uo ,...., \~ 

!!TI >O o¡ J(>d op., "o "9P.....,OJop 1[ n 

l¡>o ool> 01do,.o '(ITI 1 t't'l "') Uot¡d IOL.<I\>II:JOJ>p U¡ iOb ¡o'lli¡ op~ 

-o¡d ~Olio oo¡ 

(El'['!) 

(!!'['!) 

(l!TI) 

(O!Tt) 

(61TI) 

..,.,¡ O¡J~I\\ni>O op 11110\>1•>0 11( .,...,,.., ti "91""'11LJOI y 

.. •• • • " • 
ll ... ·-· ( o • o) 7-. "• 

l'x _!_ ll ,, 
't .. oz• •z· • 

""'11<1" 

H oo¡;o.....,o.., l 'il'l'l 1 K'l'l ,,. "1 uo 91TI lOO to¡ "l"lll'"' \Y 

-11 -

. ----·--
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pood!eotl o\ ••lodo phno <1< dHo.,..clonoo, ol ol """'"'"u lm• <~~~Ilirio y 

•• ofoctOo lo l"••loraoc16n todtcodo por loo ou I.J.Zi r J.J.ZI. 

hhton "''""""cuyo ¡<-lrll ~uodo d•tlnl<!o Mdlonto.., CU<rpo do f'OT! 

lot16n po.- Jo q .... t"c st ... trh ¡oo-!trlu ..,,.,.cto ol oJo"' rlvol.,.IOo. 

SI Umbtln ••loto.ot ... trfo dtl "'"rhl ,,,..,.,lo o\ •'""' •J• do lo ot ... tdo 

¡o~trlu, onton<O$, ol oóllolo" .. utmHrt(o 1 lu vorhotu do lo toodo 

"' lo olutl<ld&d poro U lO$ ""poo coovlono l<prooor\u on.., ,,.,_.dO 

.. ¡,"""lo c!Hndrlco, •- ol q.,. ".,..,,. .. lo ll¡l.S. 

I.J.z;¡ Tonoor di <l<fo,..c1onu 

loo caopa><~nUo dol tcnoor do dofo,..c1<>'to u.,..,...., en lo fl¡ 1.11 on '!. 

lociOo <00 o\ •t<tor dt ••uluMI .. too ""' ooprul...,o ,. IONiluo o '""''""!. 
c16n. 

•,. ·'-" (l.J.lO) 
" ... • !!. (\.J.Jl) 

" ... . * ·J = (1.0.31) 

• z • " .~.1!:. (1.1.31) 

" .. " 
... • z ... -~::·:;-~ (l. l ... ) 

• • z ... .. . ! 1!:. ... 
r •• Ir 

(1.3.1'5) 

. za . 

• • • (r.<,o), • • • (r,,,o)r ,_(r,o,ol "'"loo ._too MI, .. ,.,. 

""'"1"•1,.\o,!!, on lo dl,..ect6• rodto\, r, .. tol, o, r t&ngon<\ol, e, 

,..,poctl"'"'"t•. 

, 
l.l.Z.Z Ecuoclooos -otltutlno 

loo cc•opoooot" <111 tonoor '"""""&~<><lodo ol oht- dO r~f<ro•oclo u oue!. 

tr .. •• lo rt¡ 1.6. lo •••ociO. coostltutl•o "" dodo po• lo oc 1.1.11 oo 

- loo oe<to,.., ., .. ,,.,...y ., liofo....,l""o' •• lndl<011 o '""tl•••d6o: 

...... 
... 

,. ... 
(I.J.li) ... 

... ... 
l.J.l.l Ecuoclonos •• Coucny d•l ""'lalonto 

,. 

'• 
•,. ... ... . .. 
... 

• ··4 .. 
,.,.,a.nl'"nl 
-¡¡:- • u • r .......- • i' •,., • ''• •'• ··... 

' ' 

(l.l.JI) 

(\.l.lll) 



- z¡ -

! ..... .!., -
r U r ro 

• • •• • of ·o. ... (l.l.~) 

Al >o!tl\ulr lu "' !.l. lO o l,l.lS on ll t<uoci.SO <onltl\u\1,., do forwo 

ololllr o lo oc 1.1.41, y ti r<>uiluiO •• ou>IHuyo on lu ou ).J.l8 o 1.!.40, 

.. Gbt!Oneo In O<uoolonoo do<>- \ndlcoll.lo o <OIItlnuod¡, 

' J ¡p¡-l -b<•t• ,.¡ • -'.-< !!!_ - 1!.¡ • [·•Ir """ 
' of r • 

,., ·... 
)w-•lL (dh u) ,1 .!.(!!!.. !!.¡. -,' ,', Id-,','. l¡::r, ¡1 - r lf r " u 

• •' -. ú 
' lt' 

• ot 0 • o 

.' 
• • • • !L¡,,¡ '!"'" 'u u roe 

(1.].41) 

"·'·"! 

"·'·"' 

(1.1.11) 

----------------·~-

... 
1.1.1.1 !o~rountoc16n do In <0.-.¡U or~ltrorln ,.dlooto urloo do fourlor 

.Al dn<-r In co.-.¡n oc\uoo\., •obro ol •61hlo "ht.;¡<rlco, .... u,.to 

"''"do Fo,lor, '''"''"o ll voolotolo un,onctol, o, o\ ~robl.,.. trl

ol .. n~lonol •• '""''"'., '.""''''pro~!...,, lidl.,..,t..,oln on Ju yorl! 

bln rodtol, r, y ulol, ¡, n niloooro o10 problMn bldl••<l..,.lK cornO• 

pondo ol nOmoro do ol ... ntoo utlll>&doo on lo oorlo do fourlor. 

l.l,l.l S411doo ,.¡,¡.;¡tri<"'«><> u.-.¡o ulol 

Poro <O"J&S ocluontn con oiNtr!o ulol, ~ni<MIIInto, .. lno un ti"'lno do lo 

ootlo M f""r\00', y loo "-"tos llol •octor .,.p1..,.1 .. to tKoii-U ur 

(1.l.4SI 

, • •(r,z) (1.1.06) 

••• (1.l.f7) 

lo tnflutn<lo do¡,."'' I.J.U o 1.1,47 en 1&> ocuoclonol llo oq•tllbrlo P•· 

ra '"" •stru<<~<rn " ,.,.,. o <oot1o .. <16n: 

~~ "'tltutr loo .. , l.l.U o 1,3,47 Oo loo ou 1.3.:10 • l.l.H H ol>tlo"'" 

loo o•preotoooo o1;o!eotoo: 

.. • ,.,. • Ir' 

... . :; 
. l 
•,. • r • 

(l,l-4!1) 



------------

• 1! 
" 

' • • D ..... 
~~ r,.,,¡..,., co•nil•tl"' 

ln ""<lonoo co.,tlt•tho• 

,!! 

" 

'" ... ·-· ... • 
' ••• (lh) (1-l.) • ... • 

'"' 1.1.41) .. .,a •• '" 

•,, 

... ,. (1.1.14) ... 

... 

. ZJ • 

(J.l.Sll 

(l. U!) 

1.2.10) .. ........ lo ...... ~~ "~····t• 

• • • • .. ... • • . .. 
• ·-· • {l.U!) ... 
• • • lo-M ... 

... ... 
' . . .. (1.3.!1) 

... 

• 
. " . 

... • • • 
• ... • • 

' - ' [l.l.I·U 
(1 .. )(\·t·l • • ·-· • 

• •• • ~1-!·l 

• 
" 

• •• ••'•'•••• 0,, ,,,.u .. '' toOieon o coo-, .. , ••• «,.,,.... • ''"1 ' ' ' 

• .. •• 1 
-.;~- .:··.-;!•,. •,.1 • • •• ,, .. -

r ot' 

"• -·-. " 
.... 1 -,-•;::•.,••t,• 

., .... d ....... ·-

. ... ... 

{I.UI) 

.... !<u!< loo 0<0 '"'·"O 
!. '·" • .. "' ... '·'·". '"'·" .. _ ..... 

. ······'"""' .......... . 

e J~!!:-"1!.. (dio •) l ,_,, " - . ,.. ..,l 
• ... ¡¡·¡-¡:-¡ o ol • • Ú! 

• u' 

1•1'' . 
" 

.l..!:¡]l • •' •• 
" J . • 

!.•_ ... 

(1.3.19) 

(1.).60) 

• 
1 
1 
j 

! 



-------~------------------- -~ 

---···-----:-,---------

~~·! ' 
' 

_!_ (,) • !Jo 
" " 

J.l.l O<••• !lt<"''t•fn 

• ri • 

(1.3.61) 

[oiH<n ,.,¡., 9<-tr\41 qoo" ulill¡on "'' ""d•l•• lu "'"""'" "

>Oft '""'· plocn y """''"''· lo doto,..lnocl6n do In '""lonoo do oqui

H.,.Io roo.lto'"' ooo;o "'1> lobo•lo<l q•o loo ¡.-tdu dlocutllloo, ru6n por 

lo ••• no •• l»dlurl •• "'' ''""'"· 

J,o I<UM .. ..,,......,. .. "'"' ti. 5otho<k do W f<w~e.i ..... dc fq~ 

ln "'"Ion.,., oqullo~rlo '""'"'''" on lo> iocfoo> ontorloc., 10 oooden 

oocrlblc, on fonu Nt<iclol, <oooooo Indico o contln .. el6n 

A u • ! '" o (l. U) 

.!!'i '" ' (LU) 

""""'lO$'"'"' .. "'" do lu Ntrl"' !1! >on op<<>doroo dHoronclolo>, ¡,. 

'""P"'""'' d•l ""'' J!. ""In fvoclonu l"!.o•H" d<l ~robl....,, y loo'""! 

pooonl .. do lo."'""' !_y!!'"" fuO<Ion., cooocldo<. lo O< 1.1.1 ,,,.,,.,... 

u ol «¡o111~do on cuolqulor punto intorlo• do lo ou•u<tuco (<ogl6o o), 1 

lo oc 1.0.1 \u corr<opondl•nt<> condiclo"<> do ftonl><O ("~'¡" r). 

Po'l rln" do o•pl\u<lin, y po.r focll!Ñd, Ju oco 1.0.1 1 1.0.1, 00 tonlld! 

••• , .... , •• ,, .... ••••1•···· •• ~'''· 

" ' '"' {LI.l) . -. ., (1.1.0) 

•. - ¡' -

l .• ' 1 ~todos do loo fuoclonoo do p••tb> 

O. 101 oo!'todoo op•o•l .. dOI ulottnltl poro ro<al•or 111 '" l,O,J yl,O.Z 

{l.O.J y 1.0.0), Jo1 q .. otlll<ln IOJw<\OMI .... IOntt font!OOOO ~ P"'Obo 

oon lo• qU"t, on ol caonpo o...trl<o, •• opllcoo '""¡roo hito. 

!o''"'' "''"""'• !o "'•<16o '''""Ñ,·o,., opra.ol .. Ñ ,..,nonto lo p.-...bo, 

~- ""Jo ''i'''"" ''""' 
~-Í¡,•, ,., (U.$) 

dondo '• ''" ~ l••clonoo conooldos, llnooJ .. nto lndopondlontos, q•• ''''''" 
oo lo ro¡i6n o • r; 1 loo corllclentoo t, oon "'''""'"' des<ono<ldoo ••• 

SO dotonolnooln < .. olQ.n tTitttiO. 

1.1.1 Mitodoo do loo rooldwoo posodoo 

PoTO oop\lto• "'" Rtodoo, lo o< l.O.l •• o><rlbo ,_ •• ln41to o oontl-

, ... ,,6o, 

Aw-1•0 (l.O. &) 

~1 o•Olltulo on Jo oc 1.1.& ol "'" O~toob'""'' do o(;l. ol.odo poo \o oc 

1.0.~, '' obllono un""'' o '"'"""• o, dodo por 

o•Aw-f (1.0.1) 

lo 0<1occi6n do Ju funcionu do ''"''''• o,, do lo" !.O. S, ,. ""'do tol 

.... ., """ .. thfog" lo• '""'!1<1<,.., do'"""'" (•• r] ., .. ,, .. <¡ot lO$ 

<Wf1thnt<O, e,. de lo >'>1...:1&1 ,,.,,¡.,,¡_, •• '"'"'"'"" olo tol """'" .... 

ol '''"'• dado poc lo oc l.l.l, 101 ~lnl .. o poqwo!o on olg"- <onto<to. 

• 

' 



"l¡jl .. .,,,...,..., 

•IP o~•Hn•t Ot S"J"! .,. <t-'1' .. 1"1'" ~poo>O lj '""llll• "r ""'U] 
• ~-(~)!~ .. 

''91li0Uj\OO> O tl¡pu¡ O< 000> ''J OO>l .. !>td IOj lp U9i>••J 

"'._,, .. ., \09P!!>UO> 01 -'"otdt L (~)! [f""P"J 11 .. "l"t"l >O 01 JO<! 

optp optwiWo.ldo ''''"1'' •1 '1"""'1'-'IP '1"1>""' "'"~'""' Op<>1r• '''l 

"lllf·~ll•t'•• o 111• op >'1""' ¡1 Ul Op¡-> u¡¡(l>tl 

·~!¡o¡<•• op OOOli" ¡o n·nuo¡>"fl"' "'"'"" '""1 >1"""1'"" '"" l' (">,. 

'nJJIIj ·~'1"""'""' ""li"'ll <t¡>u>JOJIP) llj~JOI"I''" "'l'"lro '"1 <'>;'Ol >Q 

""10 Oj"OOI>OUO JOIOA ¡o 'Op¡Ujjlp "11ilod "OO)Jij'"ll "\UU!L !O ~·'[01 

"""'>aci .... ,.,, ¡op (V)._,,.,.. ¡o 11 ••• ..... ,¡1 ,, .. d 'lO ·¡ouopo¡"• "9P 

Ín» oun '¡tuo¡>un¡ •1 op ,.. uo "'"1111" opood Oi "l'""l"l'" IOf'Ol~ <O¡ 

') "D("•"t >O O[ I~OJOj)OI 01 OOtl IJOON lll Op UOU!"'-'>10P 10 '') '<O)UO¡>IJ 

... , ••>' (It"t"! >•) l•t•P••" "''"''! >p '"'"!'11"'0> ''1 '"'J'.I" ·'o. 

•oq"" >p """i>"'J "l >ouop •• 1"0"1 "•1 JOd opop 'P"'""'d' •~>"1" 11 

""111\0 >OIIVO)>OjJIA 101>01#0 10¡ 'l\"1"1 0 0!"0"! ,,. IO[UO> 00-""'' 00 

0 U[tjlUUO U0\""'1 op l""'t>IPUO> lO\ .. o¡qol" l!"t"! ">'O[ 'P""P U0 

(ll"t"l) 

{01"1"1) • 
{o)¡ 

, ....... '"1'" • [")l 

"[J, tt) """''"' 11 op •1•1-1' "''' "' 

""I"P '"' ~" op 1"1-flU! ''" n >M '(o)l 'l'""P""J '1' ll"'''" ••t•• 
'"Ouo,>JodOJd t"J"f >> 01 Op UQ)l"IOI lj 000 tl<llq •< '<OOOli" <01<1 U] 

{6"t"!} • ·o·•••'• f 

"" ... d ...... I'""J "1 ••••• , ..... '(" "') .,., ... ,.. 11 ••• ,., .... 

11 UO ''1 "oqonJd Op iOUO¡>u•J "1 0 [IUO~lJO OU '> 'JOJJO [O ... -'''"' 

U0 01110U0> 'UI0-'0[~-AO~•I Op 0000 •J!~ .. I Opf>OuO) '•1~-'0!0~ lp OpO)#" 1] 

¡·••• '•n••1•~ ''"""''"' 1 .. ,.,. •.,,,~ 
-opqno) "'" 01 'l"'•tO•ll• ,.. "0011~ lO( OOPO! '"d "I'""H U>¡oJqol¡t 

'"""'""'' 'P _,,,"" 0 ""1"'0> {1,.•11 PIPP¡1U¡o 11 op OJJO>l t¡ Op 

""' l' <> onb) "1,.'11 UJOpo,.do Uod ij"j>"J >• O[ Jod 1pop U9PIPUOl 11 

!9"t"l) o . 'f op (>JJ" 

op o¡•>H» ll "D•' OJid "Q • (>)¡ ·~· ¡t\ "l""PIIOJ "9i""J lj n {')J 

to .. d op u9¡>un¡ o¡ u~ •opuop 'fO¡ooO<d op O!»ll" ¡o""'''"' oqop 

onb '1 u'(>)¡ N 10"1'1"' 101 op t¡>Oiod "91'""1 ron 'opoq¡uouol ""'J u] 

. a . 
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• Jl • 

' 1 J l: '!{o,,,t) {!.1.1) 

Do'""'' con 0¡ ponto (~) do\ !ocfoo l.l, 1" puotos oodo\os del oh,.nto 

' ' 
•••• 

' 
J • 

''. '
''''" ro0co,.ntar o, .. ¡. llnllo oo otlquoun con ., r , , , 

' 
'" '' .._ ... loo ''"''" ...,.los 4e lo u\""'" qol<' dlfltl> _,...,con °1 , 

'"'"'· 

" • ["•] •• (\) ~ ., • ["•]. !J(t) ; .... ["·] ..... (<) 
:..¡ •t _, .- 'i '• 

(!.l-1) 

con ¡01 '"!.J.! 10 puo<l< '""""un o61o >O<tor .. _l,.do, YO<tor do dt>· 

~lu••- nodolu dol ol-oto, no¡r.. n lodlco o uoottn .. ct6o. 

., 

ll ., • (Z.l.l) -t." • • ,,, ., 
., 
'• 

'• 

' 

, 

' ' 

oc 1.4.5 0ora 1¡ o\..,.nto trfo~olor do lo Ft¡¡ conbnoO"hoc •• ,o 

2.1 H P"H• ncr1~1r , ... , 

• ' • 

-"-

(2.3.4) 

(2.l.!) 

do••• 1" fonctoooo ~~ • ~~ (•,y), 'J • KJ(,,y) 1 K
0 

• N,(o,J) ro<tb<n ol 

-·• do ''"''"""' .. '"""'· [n ol <&pltolo l u o•osooun ¡., ''~"'"'..,.' 
cor<ospon<llontn o •ocloo ••-"'" do ,¡..,,ntos fln1too, 

¡,. O<S l.l.l y!.l.$ •• poodon tocrfblr on fo..., lll~le1a1 , ... •• !Mico o 

• 

[:] . [:· • ., • "· ~] ., 
"• • ., • ., [2.3.i) 

., 

., 
'• 
'• 

' ,,,,,.~J [~] 
,. 

• !J. .... [t.l.l) 

-



• JI • 

-
["• :J ; !!¡ • [:J :J ; .!!, • [' • J "• . . "• - . (f.l.i) 

[ ~,: !!¡• !!..] • [:1' • ., • ' ~ ,. . , • ., • (Z.I.9) 

2.3.1 e-•<•«• 4ol •••••• •• •oro ... clonoo 

.. .... , .. ,, , .. "'' l. ).l • l.l.i on lo •• 1.1.11 oo obtlono 

" ; • [:] 
[::]· 

" .. 
; •• • • "l! ,. 

" " 
" ••• • • 
" " " " 

(2.1.10) 

on do,.., u utl\ll6 lo oe 2.1.1, tlo utcU <lo o""todoN>.l• do""'""' 
con 11 « 2.1.10 ""lt' "' 

[ ; "] " • o " . 
h rl 

{l.l.l!) 

~1 ouotltulr Jo o< 2.1.1 o• lo O< 2.3.10 ruuHo ••• 

!."l!!!' !!' {l.l.IZ) 

• J& • 

{Z.l.ll) 

•1 ouul\olr ¡,. ou Z.l.i y 2.1.11 •• lo oc 2.1.11. "olltl.,.. loto,.. ... 

pllcl\o do Jo .. ,,,, 1 •••• el ol..,nto conolder••• 

'"• • ~ • 
., 

• " " 
•• • d • • 

;t. • '"• {2.l.H) 

" .. , "• ~ 5. ., '"· 
" " .. .,- " 

Z.l.l Ecua<l6n COO<tlt"lvo 

t1t '""do con lo oc ).l.ZZ, Jo ocuocl6n con<tltutl•• pato un utorlol 1\~o 

do ,,,.,.,., y dot .... clo .. • lnlclolO> oo osulbo ,_,, 

! . ~! (!.1.1!) 

$1 u conoldort ~uo ol Ntorhl "ú '""tldo o eofuor<oo lolctoloo, t• Y • 

<lofo.,...clonn tntctolu, !o• lo_ oc .. ct6n 2.1.11 u ••llllco <0011 u lnoll<o o 

contl.,...cl6n 

!•Rl!·!ol•¡, (2.1.1i) 
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• 17 • 

<.l. S r~wlllbrlo dlol~l<o 

to ••~•.,Ión dol principio dol troboJo vlrt,.l, .Udo por lo te 1-Z-<, os 

••lldo """ lo a~l6o <""i'h\1 do lo """'<!'''· c .. odo •• o.¡~Hoo o h rt 

1.,._T o_l!. d:l • l,o IJ!l !'.(n) ~ 
. -

•{,t!!.'!•n " . 

(1. 1.11) 

.. _doodo 1" ol-ntoo dol tntoqflndo dtb<O rofor\Mo ol ol-nto finito; 

1 do'""'" con lo> "'"rro1lo1 ~ntorlores so cuonUflcoo o coottnwacl6n, 

ol '""" '" cu<n\1 q;o h vorli<l6n u dob<n <O'lldoror Qolc-nto on ol 

n<tor do dooolu..,lontoo ..,..¡.,, !'· 

1 <-J. 1a) 

{l.l.l9) 

il·-~--~· _,- (1. l.1'1l) 

Al ••>lltolr loo a<> 2.1.18 o Z.l.ZO on lo oc 1.1.11, r o) roco~or quo loo 

cooponontoo dol vo<tor oo dooplo•omltntoo nodoloo oon lndopoodlontoo do los 

yorlobloo oopocloloo (oolon f•oro do '"' lnto¡rondos) so ~tlooo lo -,,,,,,,6. 

• lG • 

(2.3.11) 

"'" q•• lo'' 2.1.!1 ••• ••H .. "'' ,,..,.,,,, •orlo<ldo NI 

ohu,.lontos nO<lolu (~.!.'' ¡," •• dobo <~M~~¡~ He ~"' 

•oeo.ot _,. .S.o-

1 0 !
1 

a ll!l • !J
0 

].
0 

• t! • f 0 

n • • < 

cloodo, lo mottl• do "'"'• r,', dol ol..,.nto o, uU d•olo poc 

f! y~ oon la. ••«•,..• do '""" dol "'""'"'" de01do o lu • ., 

Al ••ot!M• 1• oc 1.l,Ji en h tntogrol do lo oc 2.1.12 oo obtlooo 

fQ, 11 J!.ll!l • fo, !' !1.!. 11:1 - fQ, 1' !1. !.• 

·1 a1 Doll!l·f' ,,• ,o--- ........ 

(1.1.11) 

(1.l.H) 

(2.J.H) 
. -
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l2.1.l8) .. ' • « <.1.18 u <Oncloy<! Quo 11 Mtr1> ~. rlgld«tl do loo ol-ntoo 

floltoo, poro loo Oltdlos cootlfiUOI.,. h olo"I01dod H,..1¡, 00 obohrl<o. 

~1 nlcular 11 '''"""""do lo NI•U do""'''(« Z.l.1l) u o~tlooo 

· JQ, •'!ir !ion· !i' (1.1.39) 

Do lo t< 2.l.l9 •• cooci"Y• quo lo .. trlc do .. ,,, dt loo ol ... ntos finitos, · 

poro lO> .. oto• <OOIInu" do lo olntlctdoO llnul, oo ol.,ftri<O. 

lo.,.,,¡, do"""' do\,,..,.,,, flnllo, ~odo poor lo oc 1.l.1l, ,, ¡ 0 do-lna 

.. .,¡,do ... ,., <Onohtonto, yo"" n \• quo rooulu on 1~ ""'"'\ on ol 

' .,...,..do dl><•oll>ocl6n <n ol O>ft04o do) ol-nto fl•lto. 

"' '""''""" 1""'1""'"'' no" dh¡o,..l. 

Lo Ntri> dt .... 

Sin .,.;,o;go, por <on,.nloncl., ,.,.¡,¡,,.," utlllu <On .,.,,.. '''"'"'' 0¡ 

""do .. .,,,., dl<¡ .. oln fom.o .. s do tol ... ,, .. 0,. ¡., .,,., .,octoo.o 0 

lo< P""''" <O <OMihr'" <one<ntrod.,, El proe<,. olor <On<ontrocl6o 

'•leo 1 oo ''" utllludo lo• 0,. 1 contloOIO!!o 00 '""""'" 

-.. 
ol Co•«•trocao do,.,., aedlooto coocoptoo fhlcoo, por oj-lo, o\ ~o 

'"" o •ol(loo,., "¡"""""' 
~~ Coo< .. tcoct6tl ""'''"'" _,., fwMionos <lo ro,.. foflot .. o c1o ul ., .. " 

' 

----------------~·~--

- ¡¡ -

quo " ,.,loo lo> tlmlno> ''"'' do lo dlogonol do lo .. tch ~o noou 

<on>l>t<Oto 

<) [onteotcotl6o oodllnto el ooco\oolooto do lo> ol,..n\01 do lo ~lo¡on&l 

p•lntlpol •• \o"""'' do"''"'""'"'""· do tol """"' ... "'''.''!'.. 
"lo"'" totol dol el"''"to 

d) ~n<ootro<l~ oodlonto lo loto¡•o<l6o n~•lco do lo "''''' do .. ooo <oo

olotonto, o\ ule<<lonoc o loo puntos ....,o loo «o>o puntos do .. onno 

• 
[1 orocodlmloolo Oo\ locloo d condoco o cooflclontoo noootl•o• do lo .. ,,,, 

do "'''' d•o;oool. lndopondloot ... nto dol procodlmlooto ''1'140, lo .. ,,,, 

do.,.,., conc:oo<codo o d!ogoo.~l roo,lt& ••• lo fonoo oootrod& o cootlnuo<l6tl . .... •• o l-oto \TIIfl!l'lor) 

"• o o o o o 

o "• o o o o 

o o ., o o o 
~- U.MD) 

o o o ., o o 

o o o o ' 
o 

o o o o o "· 
d<>MioX1 ,~J''\.IOO 
dolt> ro•o•«ho< 

lo• ••lor .. ~o lu ... .,, conuotc&d&l 1ft lo• puoto1-

SI ,., "'""'"" onl •• «~•!\!lirio. , .. l~•lor .. ,,. d& oll• ....,ltn l• 

.. u; 1& ,,....,..,, t&NIIo •• <\orto. [oto<><u. ol •• tlooo ¡orootlndO ol 
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&!> ~ap!tulo• anteno<Oo oe ln0\c6 """ loo ocu•cioneo do¡ elnonto 
(ini<o oe ob"enon m<rdlonto loo ~t<>doo voriooionaleo l ... ylei9h
~lt<l o de loo rooid~oo pooodoo (<;alor~ln). Sin ...,...,.,, OKioton 
olqvnH difotondao b~olo .. en telaol~n ton ti ~H<>do <lo! ele~~
«> f!n>to y• que •• tn.,oto·dza ~"''-' 

1) L4 ropr"'ontacl6n funclot,al global do uno "'dable <onoioto do 
un ""'"""''" do '"P'"'""tacionoo lunolooole• locoloo, L"' \nte
~<aleo qloboles ooOu •l do~!n!o d• lo eo<n.etuco,n, oo eo<o-
blo<o on !ur.non do un oosa..,lo do !ntc«<Ole• oobro ...,.lnioo -
l<)OUoo, ~ •• do ol-ntos finltoo d!o¡untoo. 

21 SI oo util><O ol ~6to<lo do R•ylol9h-Rit<. el prlndpio vuio-
<lcnol global o o eonot<uyo co""' "" .. "'"""''"de loo p<lnelp,Oo 
vuloe>on•l•• opl!c .. loo o cada ele~eoto finito. 

1) Sl oo.u<lli•a ol •-6todo de Galotkin, lu !unnonoo do lnterp .<!. 
loei~n del el•monto lln>to aetuon """"' tuncionu do pooo en 10. 
lnt<qral de ""lorkln. 

Etl ~on•<>l, el p.>so ,..., e<ue><l en 0\ .. Hodo del d010onto finito 
cono! oto en lo •e)ece!~n de func!oneo de lntcrpolac!On o~ocuadoo. 
pcboo ootiohcor do<too oritc"oo Poto quo •~ lD<¡ro la conv"'~"ll 
da ~· '" ooluc•6n ·'P'""'""'~a a lo Oo\uci6n exacta, ~o U oeu~--
d~n dlfot•me><l en cunot!ón. 

La lntO<polaciOn ~o olo,..nto• finitoo oc caractedu por la !o...,. 
~o\ el.,..nto f>nho y <1 orden do oproxl,..eión, ""~onorol, la •.! 
l...:elMI do un el.,.....nto fln;m dependo ~01 

al U qoo~etria dd do~lnio global, 
b) >:l ~codo óc aproxlmae•On dc>OaDo en lo ooluc!On. 
el Lo !ad!J~ad do lc.toqroc!ón oobro ol domln•o del elemento. 

&J do~lnu> global dondo oe duea lnto<¡ro< loo e-cuadonoo dlhren
eiOho puo<le oer ~n!dl,...nOional, Mdi,..nolonal o t<idl.,.noional, 
Etl la f!q. l.l •• !<.dlcon l•• g""""'tr(&o de alqoooo ol.-ntoo fi
nito• <orreopondlentoo o.loo do.olnloo qloboleo in<llc&doo • 

. ~n 9onoro1, la• fyoeion~o do nto<po)oe!6n oon pollnoml<>o de va-
do• q<odo• pero unol.o!~n oc puedon "t!li<O< productoo do polloo-
l<lioo eon funeloooo o>:ponon<Hoh• <> tdgono!O!tricu. SI 00 "till-
un pollnooúoo llnoa)oo, ~nieo-..u oo roquio<..,. l<>o p.>nt.Oo no""-

----·-----------------...,.b--~ 

. ' 

-" -
loo de 101 ooqu\nao do loo nlo~entoo finltoor(f19. l,l)mlont<••
.,uc oi 60 doooO" polino~ion """drátioo. oo dnl>on ad•monor puntoo 
nodalea oo~prondjdo' on loo frontero• óo lOO ol.,.entoo (!;~. ),2), 
De•de 10090 quo oe puodon utl\\zar aprod,...don<>O e<>n polln0<11ioo 
de orden 'ou¡>Ot lor, pe<o 00 no<:ool ta.n o<liolonot puntoo ...,&loo. 

3.2 Elomontoo unidin~olonoloo 

&• p.e .. ntodn Vuioo .,¡..,ontoo c¡uo dependO< ... bhie..,.o•><• 4ol 1'!1. 
llno.,io utllloodo paro lo intorpolae!On. 

1.0 oxp«nol6n .... lii'Gmieo do lo" vorlol>lo w>l.u-tloi<>nal, w•ulxJ, oo 
""""" in4leo< .,_,, 

······'·····~ {l.~.ll 

(l.l.2l 

para podor ~rooo.r ol voloc do u , on f""cl6n 4oo loo vo)oroo en 
loo ¡o.IMO& -loa (U~. l,Jj 

t.~, = u 1 ••• 

(J ••• 41 

u, "' «, (J.>,Sl 



. n .. 

(1.2.6) . 

De loo oco 3.2.5 ~ 3.2.6 oo <>l>tiono 

a"' L(u.- u,) 
' ' 

().2.7) 

(1.2.9) 

<londe >1
1 

oo denomt.,.n fW>CiOO.so do lntupol..:l6<o y ouo oxpreolo-
noo oono 

N, ~ 1 - 3. 

' 
(l.Z.IO) 

tJ, ::: ' 
( 

(J.l.U) 

).2.1.2 !ntupalaci6n llnool non.ollndo 

51 ol olot--. do ufuench oo oolocclona ce""' oo Indica on lo •• 
hq. l.O, oo defino una nuovo vo<loblo •dl"""'olonal """"' oo Indico 
o,con>lnuoclón 

1 "' ~ 
donde h • ..1¡ l y, do ocuo<do c<m 
oi~ionto co.po<t..,.¡onto do lo 

(J,Z.Ul 

lo oc J.Z,l<, u pu""• indico< el 
vorlol>lo ~, 

• 12 • 

en a¡ punto M<lal 1 (3.>.11\b 

(l,2.ll\~ 

lo oc 1.2.1 oo puo-4o oocril>lr """"' 

.¡ por. ol cooo llnNI •• <~O o 
• 

(1.2.14) 

(3.0.15) 

•~ do..:lo lao o:o""IC!OfiOO do f<o:otuo 4odo.o, por lOo -...,. 3.2 .J y -
J.l . o oo lndic>D o cont>n""c16<o, • 

u¡, = u, 
s··• 

u¡ 
_s,¡ 

u, 

Al oequlr lo oecuondo Indicado .n ol lncl.oo 
reo Q• y Cl, do la oc 1.2.1,, ol utillsor 
1.1.17 rooultan oor. 

a.=J..(u,+u~) 
' 

ct, "' ...¡. (u~ - u,) 

y 1& oc l.l,l-5 oo puo<!o oacrlblr <ORO> 

(l.2.U) 

ontorior loo con•t"!!. 
loo oco !.2,16 Y 

(l.l.lD) 

(3.2.19) 

1 
¡,J,t (l,Z,10) 



"-~-~----,-------

3.2.1.3 lnt~rpolocl6n cuadr~tica 

!n ooto cooo, )o oc l,l,l '""'"lo to<ma olqulontoo 

(l.l.l31 

y P"" podor cuantlficor lOo troo eonoton<oo,Q,,o, yO<'"'"'~"'"'' 
conocer el valor do«. on otro punto odlclon&l o loo oxtromoo, co
mo oe inóico on lo fiq, J,S, on dQndo ol punto odlclonal oo ul-s¡ 
Cionarli en el <entro dol ol..,onto, -

Oo ocuo«lo con lo Uq, J,S, loo condlclonu do frontuo rooulton 

••• 

u lt~· - u, (J.2,>4Io 

u[ " u. (),2.24)b 
"-, !. • 

"l •. , = u, U.2.24)c 

Al ~ocer o;uo h '"'1,2,21 oatlofoqo lu con<lldonoo oot.t>l..,tdoo 
por lo oc l.l.H oo o>btl.0<1on loo oeoocloneo d'i"i..,too 

' u._~ a. ~ ± t a, + "t l a t. 

(J.l,2S)~ 

~~ olot~• de ocuaoionoo anterior (eco J,2,2S) oo puedo oocribl~ 
on tor,... ~otriciol """"' oo 'indico o contin..,.ci6n' 

1
: ;.; •. ]¡::¡ =[::¡ 
1 l L' aL cr~ 

cuyo ooluciÓ<> r .. uho oO< 

.a. = a, 

e,) 

y lo .., 3.2.13 •• puado ucrlblr """"' 

L:.l,t,l 

-· 

' (3.2.26) 

(3.2.27)1> 

(1.~.29) 

().2.10) 

" -



.•.. -. ------:-----

- iS • 

(),Z.H) 

(l.Z.l2) 

Si ol oiot......, ~ reforonch u ooloe<:lo:oo oeon lo vorioblo nono.aH 
ndo Indicado on el lneloo 3.2.1.'1, ooo¡<m oo llUOUUO on lo U~.l76, 
la oc 1.2.2] oo puede oocdbir como' 

U=a,..-o.,S+ (J,Z,ll) 

con )ao condldoneo <lo frontero ...... , o eontlnuod6n 

" 1 ! .• 
~ "· 

u¡ ~ "• l·. ' 
ul ¡ .. "· 
Al oO<¡uir el procodl-=<onto utilln«o paro 
ciontoo d,, 00 ) Q~, lo*" 3.1.33 oo P'-1~0 

U ::: N¡ U; • 

(J,2.l41o 

(l.l.H)b 

(3,2 ,H)~ 

~uontifi~ar loo cootl-
ucril>i.c e,_ 

(J.:I.JG) 

-----------------er---

•• 

(1.2,37) 

(J,2,)B) 

si Uo funolonoo de intorpolacil>n oo obtlonon en función do vorlo
blco eopaciOloo odioonol<>nUoo o no'""Un~oo, en<oneoo al o in .... 
nonMl«odo oo le deno~lno o!otnO>O coord•n•do no<urol. 

CoO'IO puede ob,.rvaroo, on loo !ncloo• ].2.1.1 o ],2,L4 oo hon lo
~tado OQTOU< a lao Nr-e!on .. do lntoq>Oloe>6n en tÓroinoo do •o

- rUbleo aO!oonolonaleo (quo pU0<1on ••• >1./l o blon f•V;l Y on 
omboo e .. oo oo puede dot>nu oUt""'"• ce>ordonodoo noturaloo, puo 
con orig•noo ~if«rntoo. 

3.2.2 Ele...ntoo con poUnOOO!.Ioo do L;oqronqo 

A fin de evitar lo oolud6n de oeuac>onoo '<"* u puoontan on la 
do<ocminaci6n de !oo oooH~ionto• del pollno~io do <ntorpolación 
u<ili<Odo on ol inoioo J,l,l, oo 1>'1.,¡0 utHi ... r ol criterio do h 
inUrpolac<ón Uq<an<¡<o.,.., "">'<oooda e,-

' i 
' 

' =\( 

¡. ' <<'i'reeento o lao 
O><¡>uolonoo oono 

(3,2,H) 

J•'' ,i ,¡: L 

(::(.-C,)· .. <<·X¡.,){•·<..,.) .. ·(•·x..) , 
::: ll.'l .40) 

(<.,- •,)· .. ( ~- t,..,)(",:-~· .. ) ... ¡..._- "-) 

.n «ondo con ol oimbolo íf oe in<l<co Ol pcod=to do loo M.-!Oo ::[-~· 
y:;,:.-;o:. oobro ol roruoo 4o : · J 

• • • 
1;n oou inurpohcHin. lo longitud dol. ol.,.onto oo ~ivldo on ooo;-
montoo de i'l'lol t.a.=oall<> por loo 'o\ p>mt<>o ...,.,_., ... <'on4o n•~•l y ..., 
.. ol <><~ 4o oprorlaodli~; 
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- 51 -

3.2,40 •e ••P«"" en 
•• puodu o•cribi< 

o • o ¡. 
!, " 1 

= ' 
.j,l,jot¡ 5 1¡ • 

1.2.2.1 IMo<polooi6n l!neol 

o) Voriablo no no.-11 .. ~. 

,, . 
<,· 

" -11- "''"'' ~~-,----

'>:, - "'· 

b) vui~lo 

• 

< 

•-\ 
•·\ 

' .. 
"~· 

' . ' 

< 

' N,=~•" = ---
o ·l 

'. o ,_ o 

' 
• 

= 

roforonci& 

5 -l 
(-•l-1 

. ,_ 
\ 

> 

' 

1 -" 5 

--l:i•-5) 

(3.>.411 

(1,2.42) 

(),2,41} 

(1,2 .44) 

(),],45) 

(l,2,4i) 

_,. 

= 
S,- 5, 1- (-1) 

El ordon ,.,, L , ol 00 O 

'

. > • maro 0 ~•oO 
>g. ·" Y loo oxpreojoneo r-

00 

lndlcon o cont>nuodl>n. para ouo 
·-· - • •• lndioon on lo 

• 
"'' ' '· < 

oor<oopondlont .. nriol>l .. u 

referon<:la ..,-.ra.S. 00 . h Ug, ),9o 

(-._.,;,){"'-"•) {:.-t){>.-~) 
{%,•h)(:>., . .c,) ::0 (o-~)(o-1.);.\•lf+>(~t (>,2,47) 

{:.;-:.,)(:<·%,) 

(•,·x,)("o.-"•) '=' 

(3.2.48) 

rvd~_(s-uc;;-~.l ~~-vn-1) 
1 1 ~ ('S,-1,)('5, ~.)- (•·1.){·-·) :l(~·i)(~-¡)/l.>-~0). 

N~"~· .,J~- tH~- ~~) _('S -oJn -•) 
( 'i.-.. ~,l(k ·\)- ( "'- -· )(t -1) = -.¡S(~ -1) (J.Ul) 

t.\:13-1:¡;-~,)(~-~.) {5-•l(S-.L) · 
~ J- ('!;- ~~m>- ~/ l1-o} ( L- (j:) :d_. ~(t -!)t>.>.UJ 

• 
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e) Vuloblo n(lno&li.ada, <eferenclo D>otroda en¡~ U~. 3.00 

Loo o><prc•lonoo oon iqualoo o loo pd~oroo t6rminoo do loo correo 
pond>ontoo '"'' 3.1.,0 o l,2.52, 1"'"" ol valor do lao ooord""'<loo
c..,.¡,lon, y oo Indico o contin»el6n 

1'\l~-·>n-•l ... 
' {-•·•){ ·-•) 

~~ 1 ' 
[1-H][I-•] 1_-'S'L ~ 

' [•-t-ll][<> -•1 
(1.2.54) 

' [\-1-•1][1-o] 
' ( \ +!) N.= f3 

[t-Hl)(•~·1 
::::-t (3.1.55) 

Como oro de eoporaroe lu ocuadon~o 3.2.42 o 3.2.S2 oolnc>don con, 
oeo oooo• oo<roopondloMoo • lao oeuodonoo ohtenldao on ol ln<:loo 
J • 2 .l 

"" loo l.nterpolocione• donde oe dooeo adem .. do la <:<>nttnul<la<l do 
lo funciOn, lo <:<>ntinui<lo<l ,de ''" do<ivodoo do lo'""""· eo o.&o • 
reco~ondoblo el uoo do loo fundonoo do inU'1'0laclM <lo He=ito, 

}o. fin do ojo~plll!ear ol uoo do lo lnterpolooldn do Honúto oo --
lr.dloo. o oontlnu.&ciOn, ol cooo dol •l.,..ntc finito eon doo p.>n-
too nod•leo y p<i,..roo do<ivadoo eot~tinuao, .,. fo><>Cidn do 1• vo-
Ciol>lo no<maliuda, '$ :- -.:./~ 

( . ' ) ' u(í) oh, \)u,+,, (1 u, 
• 

(1.2.56) • 
' 

(3.2.571 

. ~D . ( 

<loMo ' 
oon polio...J.oo do ""ntJ.h, (f19. l.H) c~y•o ..,._ 

p<Ooloneo oono 

oh N, ' (l,l,S8) 

"~ '· ' ¡' = '3 ~ - t 

• 

N, ~ ~. o ,_,'+s' (J .>:60) 

'• ' ~ ' o 
,, s' (l,2,6ll 

" ~ ' 1," ~ u· 
' ' 

(l.2 .6:i) 

tl,_ = "1 = u• 
. ' ¡., 

>o u' u~- -- ~ :o S ' 
~-· 

(J.>.H) 

U{: 4<1 \ = '' ' '1 . S• 1 

().2.65) 

"""Jo lueqo que oo puodon conotdor•< continu>dod oo dorivoda• ole 
ordon ,-,perlor ~ero u re<roerldn poli"""'loo <lo llonoi<O, todo!~, 
do ordeo ouporicr . 

l.l [1-entoo bldlm•nolonaleo 

CO#G oe ln<lltO en lo flo. 3.1, ].oo ~eoooot<l•• do loo el.,.ontoo <1_ 
nleoo b!dif<>onoionaloo m-lo u .. 4oo oon ol tri~nqulo, d rec<~n...,lo 

y ol cuadcUitoro qoooral. En ooto ¡...,loo oe booquojan loo fun<:ig_ 
ooo do L-oto<po>locJ.onoo uocb<loo al t~Uno;ulo y ol n<=t.l.no;\010 ""-" 



----------------
--------------

" l•doo Unooleo, ~n el lnd"o J.5, oe conoldn<a ¡._ pooib!Hdod do 
extonú<•< o;to• concepto• o qco~n<r\., plan., ~•• comple¡•o (cua-
dr<látorQo <¡enO<~I••• con l•úoo cucvoo), 

"" la o•por.E>6n poHnO~¡co de loo ''"""'"'"' Hnitoo oe buoco el m! 
"'m" m·dnn del ¡oolinom¡o COl'plcto cor<e•pondlec.te o un n~rn«o mini 
.., de g<>Joo de )lbert•d {puMoo n<>doleo), Para dotumio.oc ol nCl:o,! 

«>de ''"''""' G\'0 oe puoentoo on-nn p<>linoooio .do $oo vo.rlobloo,
oo <=<onvonlenta utilizar ol trii"9Uio do Puco!, ""''"'"" on )o 
!lg. J.ll 

l.l.l Elo~ento ulo,gul~r lineal on <>:><>rdono<l.oo CHtuhn>.o, 

1..0 r<p<ooenuc!On p<>lin6=ica mao olmplo do h función <) ~ U(~.\') 
oo lo llnnal (vor !!q. J,ll) y ou o><praa!On oo 

(l.l.l) 

loo cond!c!oneo do !rontuo cor<ooponólfl'IUO con loo P""'"' nodo
leo roou1ton oor 

uf, u- u¡ ... , ~ U- ub: e u. () ·' .l) ., = • ' ' ' :: . :, : ~. ':¡ 
Al hooor qyo " oo 1.1.1 ootio!oqo loo ooo ].J.l oo obtieno 

<londo 

,, • '; '· - '· l; (1.1.4) 

,, e 
,_ - l. o \, (l.J.s) 

' ,, o '· - '-
' 

• :l:~J (l.l ,6) 

" 
c16n clclica do loo oublndiceo on loo eoc 3.3.4 o J,J,6, 

' ,, ,, 
' o ' ' 

,, • J A·-
"' 

(l,l,7) 

' '· 
,_ 

" "- ••• trlln~ulo lj"" •• !Mico ••• A,J ... 

'" -,_, oo p..O<Io oocriblr ·-
(l.J.a), 

u , N U - - (1.1.9) 

~ ,-[ N; N· 
' 

(l.J.ll) 

u, l u o U· 
' u. (;<O) 

(l.l.ll) 

, ,_ '""cloneo do fo<ma 

N, -: _]_ ( ,, -+ b: :¡'_ • ,, l) •• (l.l.U) 

1.1.2 Ll~montos trl•nqularoo en coordenada• noturoleo 

COOD el r>O.!Mro do <i<>oCn<>o '1"0 •;><>rocon en"" polina.io co"'l'loto. 
doun.ino ol nfuoo<O do puntoo nodaloo requo<i4<>o. con booo en- o\ -
t<ion;ulo do Paseo!~· on lo hg. l.ll oomuootnn loo pun
too nodaloo reqyoro4oo paro loo polinO<Uioo do intorpoloc16n Hnoal, 
ouodrauco y "'-">•• ""' .,¡.....,,., trionsulor. 

' 

·. -



•• 
En loqu de proceder' como on el incha l,l.l, 00 utili"" ol can-• 
cepta cle ooordonoóoo noturolu Q"O conduce a loo ooordooadoo <lo • 
~rea, L, , '• : L 1 ( fi<J • ),1<) , ""Y" ro lodón con loo CQOrdono~o ·• 
coctooio .. o ooto d.o<i& por 

(l.J,U) 

1: L, + L, _,_l_, 13.1.16) 

.<londo la ec 3.3.16 eo<obleeo <!"" lao cootdonodao do ''" l;, oon 
linool,..,nto dependiontu. 

Ot<o tormo altunatlvo do <iofinl< lu eootdowuloo do ''"" oo indi
can o conUnuocl6n (Vo< U<¡.],!,) 

l, o ~'~r .. 1 A,.~ 
l, o ,!'¡ f>! 1 A,') 

l, , Ar,, 1 A,.~ 
... !oncioneo do forma N; 

3.3.2,1 InterpoUcl6n un .. l 

N; ,_ L, ,.,,,,3 

3.3.2,1 IMorp<>hción cuodd<ico 

Se requieren l puntoo 
loo oobro loo lodQo, 

(3.3.17) 

p,l,l8) 

{l.l.H) 

(J .1.20) 
• 

• 

• 
• •• ., Po<& loo punteo do UQ"ino 

N, o(' L· . _, 
' )l' . '" 1' '' J (3.1.21) 

!J~ = o.IL, L._ (1.1.11-)o 

(3.3.22)1> 

iJ
0 

= ...¡ L, L1 IJ.l.22lc 

3.3.2.3 fntorpohción c/Wica 

Se '"""io<en l punteo no<l.alo• ..,:Oro 1 .. ooq>.>ino.o, 6 punteo norlaloo 
oobro loo lad<>o y un .,..meo n<>4&1 lntorlor, olln .. <lo con loo ,.... • .,.. 
oo~ol~o do loo l><loo. 

a) P~ro loo punto• do ooqÚina 

(3.3.23) -
b) Po<> loo p~nt.oo ool>ro loo ladO•, ¡.,.,au .. <loo al toro<o 

,, ' L, l~ (·3L, -1) ~ T (3.3.l4)• 

Ns = -! l, ,, (3 L, -¡) (3 .3 .24)b 

,, 
' ' ..,_ l, t) "("3L1 -1). (l.l.H)e 

·~ ' i 
' 

L,_ L~ (?>ll-1) (l .l .24)~ 

SLI(3L,-I)" 
• 

.o, ' .i (l,l.H)o 

' 
·.·-



~------------------------~------------------

(3.3.24)! 

~) Pau .t pll'lto Interior 

(3.3.15) 

Por~ ""' qeo~etrh eo oonvon!ento u .. < ooor~onadoo no"-Ura<).oo y 
la fe...,. do ul-.:lona<la• •• indico on lo f!~. 3.1&. 

Ocl>ido o h qwm<trio del <OcUnqolo, loo funoloneo do forma oo •• 
puod<n 9one<ar, oiotm>ticnrnonte, mcOhnte produ<too do polin=!oo 
on la o do• coordonodao. 

l.l.• FOIJ!Ha Laqnnqlona pou ele.,.OUlo rectonqulareo 

Sl ¡., funeionoo do lnterpOI>ciOn •• <onotnoyon con loo polinom!oo 
do Laq<o"<J• (ec 3.1,41), 00 pu'"'on oocr!Oir """"' 

" " w,(\,))• ( (\){, l?) 

don<lol!, oo lo funcllin de inurpol&ci~n para <:Uolq•üer pun<o t>Odol 1 J 
1; corceopon<l<l al pohn""'lo ~. Loqranqe paro la vorla~le 

que paoa 1"'' ~ !"'Oto• r.od-,loo, ~. loooll,.doo on llneao dofinidao 

::~::~~: 7, ~. ·;:: ';:~: ;:,/ ~ ;:.~¿.1'~~:.:~;~~ ~: ~~~~f~~~~:·::d::,. 
toj,~conotonte. 

"" la "•· 1.11 n mueetran loo pun<oo nodo.loo e<q..<•ri~oo para al
q"no• mi<·n0«" de la fam;lio úo La9'""9"• 01 uoo d• oot>o ~ondo·
neo est~ muy Umit•<~<>. tanto por el n~mem do puntos no~ol"o re;;u! 
ri<!oo COIOO por ol ndoooro do Unainoo ¡o.orls<too que reoulton "" )00 
poli,..loo, N, , 

Loo funeion .. do in<orpolOeiOn do eou fo=lio oo obtuYio«>n. orl
'fl"'"l...,nU, por lno~eiOn y por oou ro.6n. ~lon~iowieo loo ••19"" 
ol noUn do su..,dipity, on oiOiilitud con la prlneooo do 5Uondip, 

------~----------~--~ 
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de 1~ novoh do I!Oroce wolpolo, .. .,.,, por "'" doscubrlmientoo <! 
oualeo. 

<o U fui \la •• ortqinO por la eonvonlencla do q»o loo fuoeionoo -
de intorpolaei6n dependan do puntoo n<><l>.leo loca\i:uodoo oobce loo 
ladoo dol olemento: eo1110 puodon veroo en lo fl•, 3.19. F.o neco .. -· 
no ""Vo<Or q.,o 1•• f"ncionoo ~eooradao pot loo punteo loNli,.-• 
do o &obro loa lodo o, 90no<On poh"""ioo co"'Plotoo baota ol 9t~do 
treo; paro aproxi-e>onoo ~~tu o Ol.lo, oo nocuori<> odici.,or "l! 
doo in<orioroo, 

Lao funcJoneo do torma paro vorioo opro>URIOCionoo u indican o cO.!). 
tinuodOn• 

l.l.S.l lntorpoloci6n ""'"'"' 

u.1.n¡ 

l,l.S,1 lnterpolaciOn c"adrltloa 

$o ro.;ul.rcn.4 puntoo <><><l.&loo •obro loo oo<¡Uinoo y 4 puntoo n<><So• 
loo •ol><o loo lo<'oo. 

o) ~aro puntoo oobro loo ooquin•o 

(3.3.18) 

b) Pato loo puntoo oobro loo lodoo, locaU~o ol cont...,. 

(J,l,,.) 

' ' • '· 1 
(l.l.lOJ 

l.l.S,J lntorpolooi6n c~ieo. 

So ro.;uier"" 4 puntoo <><><Sol,.. ""''" la• ooo;uinoo y B ....,too nodo
loo ool>ro leo lo<loo. 



o) Para ponteo oobro loo ooqulnoo 

(J.l,ll) 

b) Pon loo puntoo oobro loo lodos, loc:&li<adoo al tordo 

3,4 !'_l•moc.too tddl~•h•ional•o 

Al iq"U """ ol incuo J.4, oo booquejon lao fu"<l<>noo do lnterP.l. 
larl6n poa loo q..,...,Hfu oi~pl•o '""""""" eon ouporficho pla-
noo yo quo en el incho l.> oo extl~naon ootao fuMioneo o • ..,_..._ 
«ho m.lo goneraloo, <o""' d hoxo_edro. 

3,4,1 ~l.,.onto totrO...:O<!ro Unaol en eoordonadao cutoojon.oo 

L>. función Uid>menolcnol W•"''M) lo P"Odo <opruon<u "" remo do 
polinomioo lineal .. co010 •• indico a contJ.nuacl6n 

{3.4 ,1) 

LU condiclonoo do !ronte<O, co<reopondlonteo o loo puntoo noda--
1 .. (ver ti •• 1.19] tuult~n •~t 

u "'U; ~ -o "[ - "-, " -"• ~ ... ; "';~ J ' ·'~ - .., (3.4.2) J •. ,_ 
~. l¡ :·!~ l' ~. 

¡ ' "' "'i "" ,, '• 
" ho~er 

~· '" ee J ,4,1 nthto1a ••• ..,. 3 •••• r .. ultoo 

¡, -o, • 6; "" +-,<!;) • d; ¡_ ,, - ,, • b¡ X. • ~¡J • J,-¡ 

+. -'· • b..< • '·J ... J_¡ 

1, • '• • ,,, • '-l . ~· 

------------------·~--

doncto \{¡M(, o o ol ~olu~on dol totra' O>llro 
dolos ¡,j,~Jr, c.,.n<i!ieado ...Uo.nu 

• " " 
,, 

~J-.,p " L • ., ,, ., 
' • •• •• '· ., ,, 

' 

p,4.l) 

(l •• ,4) 

y ¡ 00 cooficlent .. a;,l.: ;e;~ J; o o =•ntltl"""' ~,_ •• Indico o cotl

tinuoe>6no 

1'' O;~ '• ., 
,, ,, 
'· '· ,, ,, 13.4. 5) 

,, • • 
,, ,, ,_ ,_ 

• 1, ,, 

•. ' ,, 
' '· [3.4. 7) 

• ' ' 
~, ' " ' -- ll ,4, Bl 

" ' 

'"- l ••• l oo puodo ••~ru.a, -••• nou~1011 .. in<lleiol ' ... ui 
elol, e,_ oo in41eo • eoAtinu~ión o 

U• "· "• • lt .. l, t, '} • .¡ U.4,9l 



-·-----··· --- ---------. . .. 

• ói • 

(3.4.10) 

dondo 

(l.4,ll) 

(1.4.12) 

N--= (r •. + lo·x..~ c.-" +-d;2.) 1, V--
' • ' J /1 "J~f (3.0.11) 

1.4.2 ~lom~otoo totro "úros en cnor<l•nadoo n>turaloo 

O. "-"»e<~ oi~lh< al el..,.ento.trionqula< bldi~on<ionot, el n<-1«> 
do p<>Moo tw;>dal.,a ro...,ondoo poro ~efinir polir.DOJ.oo co"''lotoo, 
ui c<>mQ ol tetra edro do Paoco), u mooot<O en lo fiq, 1.20, 

Loo eoordonodao natural<>• de tot<o édro oo dono"-.inon ooordenool.>o 
do volu .... n.l,,;•l,2,l,4, cuyo r•lociOn con loo CO<><donodao eorto
ohnao rooutto oor (U~. 1.21), 

,. L, :t, +L~ =s_ +-l,:r~ -;.L.¡ "• (3.4.14) 

J • "· ' l._J,_ • t..~,.+ 4j.¡ (1.4,15) 

' . l., .:!, ' L._ 2~ ' L• 2,_ .. l.¡ ~~ (1.4 .!ti) 

' '· -+L.._· +L~ "; u .•. ~7) 

• 
• 10 • 

' 
•-<<•<• <•• _.......,,.,..,, <le vt>l'"""" oo -La tormo olternot YO po.n - ~-

J.ndc)co. o Mntlnuocc!ón (Hq, 1,21) 

L, • v,~~ /v..~ ¡3.4.18) 

L, • 1/p,,.¡¡v,.._.. (3,4,19) 

L, • . Vp,.¡ jv,,.J (3.4.20) 

'• • Vp,.,¡Y,,o.¡ (1,4,11) 

Loo funcione• do lo""" rJ,, po.<a loo •1-ntoo totra ooin>o <lo lo -
u 9 • J,JO reoulun ou. 

3.4.2.1 IM•<p<>Jaec!6n hne•l-

So r"G"Ioron bie-co loo 4 puncoo no.S.lU oollra loo OO<;Uinu, 

],<,2 ,¡ IntorpoUei6n .:..od<hlco 

So roquiueo 4 puotoo nodaloo oobro loo oo<;Ui""-O Y 
leo oobn lao ulotoo, '!"O on ooto eooo •• •upooon 

' 
b) ~oro loo pun~oo <lol centro <lo lao arlot.&o 

·-¡;.,-::: ..¡.l,_L.,. 

6 l"'ntoo no<lo
local-c!za<lao ol 

(),4,10) 

(3,4.25) 



" . 
3.4.2.) rooerpolacl~n c~bica 

Se <""l"l~ren 4 punteo no.;la.\eo -•• ho eoq•anoo, 12 puntoo <>04&
leo oob<o lu ~dotu Joeohzadao o loo torcioo y ~ puntoo nodo·• 
leo oob<~ lucano, olineadQo e<>n loo l"'ntoo nodo! .. <lo loo &rl!. 
uo. 

o) Puo loo puntao do uqulna 

tJ- ~..L(~L- -l). (H; -.t) l; 
' ' ' 

(1.4.26) 

(1.4.271 

1).4.28) 

e) poro loo pun<oo ool>n lu eaeoo 

1:¡1 l 1 L._ L~ (].0.29) 

(3.4.10) 

L>.o f~neionoo ~. lntorpoloe>On, >J¡ , oo e<>oot<uy.n óin<'t""'onte 
con ~~ pro~oeto ~. troo pojinomioo do Lo~un~o, co""' oo indica 
conUnuoci6no 

(l.4.ll) 

• 

~onoel,~J~ oon lao -.<lobl~o nornoll .. doo y m, n y p oon h• oo!>
d.violoooo o lo lorqo do codo uioto (v.r flq. 3,21). lU ol.<¡>.>al <1"' 
on loo ol-nto• l>idUoonolon.olu, lo opllcoción pdctlco do utco 
el-ntoo oo cooi n~lo, por ou j.oollci...:h. 

----·---- -·-·· ---·----

• 12 • 

So obtl,-,en con cuonoaientoo ontoro...,nto olo!loroo a loo uoo<loo 
on loo elemento• bldlmen5>0n&loo. En Jo fl~. 3.2} oe =uootron loo 
puntoo no<laleo .. celado' o loo ol....,ntoo cuy .. tunelon .. <lo lntO< 
pohel6n oo ln~leon a cont!nuod6no -

),4,4.1 InterpOloe!On Hn .. J 

11.4.32) 

5e uquieren a p.~nt<>o nod.>.leo ool>r• 1 .. ooquln .. y ln po.>ntoo ,_... 
1 .. oobre lu 0<1otoo y on ooto , .. .,, oo oo>..,.,ionaron "" loa l"'ii 
too ""dloo. 

a) Paro loo punteo oobro loo .. ...,In .. 

N, ~-H, ~ ~ ~.)( ~+n )(1• ~ '$, )(~ ~ ... H .. ¡: :í, -.t) ll.4.m 
( t~•,>.l,···· ~) 

b) Pora loo puntoo oob<e loo arlotu 

N, " ~( •·I')(••?,Y••S U ,. ,,,l,ol~l~ 
•• s, , • ,, " • 

• \, , • (J.~.l4) 
• 

• 
• 

so requ>eren 8 punto• nodaleo OQbro lu n<;Ui<.aO y l4 ..,ntoo ~
, .. ool>n l.ao arhuo, q.oo on ooto euo oo locolluron o loo tar
Ci<>O. 

o) Poro punteo oobro loo ooqoln•• 

N,~ tr(·~ \ 1,)( I+}J.: l( ~~ '5 ), )[1{ ~·~f .. S')-1 l] (3.4.3S) 

(i ...... ~.···iJ 



- n-

b) ~ara loo puntoo oobro loo orlotoo 

~~ .. = i; ( ,_ ~')(,' ~í ~.)( .. ~.?:)(,. ; ";, J 

' \ = .. _L 
- < '); • :: 1 

~ ¡,;, .• [ ¡ 1 

········" (3.4 .36) 

' 1 

(3.5.11 

Una v~• ~.,abl~oida la r~hei6n dodo por la"" J.5.1. loo funoioneo 
de fonno oo pueden oopccif>car on loo oo-ordonodoo localoo y. ~.odian 

to ur.a o.rlo do «a.>olom>c>o"""· dotorn.inor loo ele~•ntoo ccrroo-
pond~oc.too o una roforonciO acbHru·fo. 

J.5.l "l"tonofo..,...ol6n do coord.,..d.oo ...,unto f""clonoo do fontl> 

' ' 
Si ll; ~•J;('S, 9, ~) oon loo fonolonoo do fonu. dol olemen<o 
ooordcnod;oo locoloo lno dofor¡oad.oo), oo puodo oocrlbir lo 
Ol'f'JIOntOO 

--·------·,---

- 71 -

' ' ' ,. ']1'1 :(o/J,'l,._.,,.¡.>J..~~:fJ,:(¡:L'\o•·•,¡J~ ;~" (1,5,2) 

~·>4·~-~-.-~>l:~.=>J:~:=[•(, ... ,.q ,~, < 

. "· 
' 

" (3.5.3) 

' = t.!! (l.S,4\ 

«ondo x, y, • oon lao ooootdonadao .o la rofocono!o oO<teolano do 
o•ol<¡uier pun<o lo.oab<a<lo en el ol010ont<> defo""'clo, y ~,,),,/,;;:,•,~, 
lao cone•pOr><llontes coor~enod .. outooianas do 01 pomtoo, ool..,.,io 
nodoo opropladooente ool><o lo (ronco<> dol ol,.onto. -

Poro ase9uror lo continuidad entro loo fronteroo do los ol~ontoo 
10opoodOo, basto c<m aooqurar "'"' loo funciono> do torna N,, 9u•n· 
tlcon lo contlnui.U.d do lOO ol.-nt.eo on la conf19urocl6n no do·· 

fo.....,<la. 

Lo TOpre•onUciOn do lo vorioblo ~o co..,..o, fund6n ~. dofinido on 
lo rogi6n do! ol.,.ent.o, or. H=inoo do la• coordonad .. curvilinuo 
1 ~, 7> ~ 1 Y lu fundonu da formo rooulta oor. 

lr.J, , •.. , r.J,] (J.5.SI 

d<lf>d.e •J,,i,o,n, """loo valoreo de lo voriablo U, on looll po>ntoo 
nodales del ol•omto. 

Pn'" aoegu<ar 1• contlnuldod de lo funddn ll lo-c J.S.51. b>ota 
con ••"Jura< <f'e lao f~nelonoo de fo<~• 'k(<;.•¡.~)~<llizodao. q><>~
Uoen :a continuidad d.. ll,on lu ooo<dénoda• d•l ol.,.ento no do-

fo"""<io .. 

Loo puMoo 
la !und6n 
loo punto• 

nodoloo lnl u~llizadoo paro dofinl< la lntoepol•cl6n do 
U. lo-e 3,5.~) puedan ootor o n<> cotor rolociooo<loo '"'"
(m) ~leodoo pon doUni< 1o ~..,_ulo del olomont.o --

'· 

·.·~ 



··~--- -------- ·-· -~~--- --···-- --

• 1< -

¡..,,).S., o 1.~.4). en la hg. l." •o ... ootnn lu "eladon••
quo oo'puodcn P'~sontor paca un elemento plono (cuodriUte<o con 
)odoo 'cur"os) en donde loa fundonco do for~., <-J,.', ."•P,I, parn dof,!_ 
ni< U goo.~ctrh rlel elemento (ooc ],5,1 o ).S.4) oon cu•<lr.lticoo; 
micnt<u """ ho funciono• de for.._ '-'¡ , pou definir la función 
U (oc J.>.S) ,.,~. ur llnoal ¡;••dl. c""dr~t>•• (;,,,?)o •!!. 

»ica 1 -~•,•>1. 

So lla""n ol<montoo hop><a•.hdcoo cuan® oo u<ilhon loa .Uo""'o 
puntoo para d.! in!" o lo 9""""''"' y a h func!6n (n • •1 y, por 
lo unto, loo fu=ionu do fo""' OOfO loo Mlo.,o, oo docir. 

-¡~1, ... ,>1 (],<¡,6) 

• 
y on Jo octvol!~o~ oon loo ol..,antoo do no '""" qon~rolhad.o. 

so lh~•n al<~<ntoo ""bpararnHdooo cuan<lon~" y oiomuntoo ouP•! 
1'-''"~'tr>coo cuondo n ? .., 

],j,¡ ;>orivoc)6n ~.loo funcloo•• de formo 

~onoid6Ú~o ol oh toma do referonolo local~, 1, ~ y o u oorroo¡><:m
dionto out-.. do reforencia ~lobol •· y, •• lao dertvodoo par<!J, 
leo "" Ju funcione• da for,.. P<; , reopecto o lao vorlablu loco
l .. , por la r.-¡lo do lo rodeno, oo puedon e><prour co""' 

11l; ';JIJ; ,, 'Dfl: " )>); ·~ • '1 • ,, • '1 ,, h ., " 
(J,S.71 

~ ~o.!. Oct. -.u; ,, ')U; ,, 
• -- + • -., 'h. .. , ., ,, ,, ., (l,S.Bl 

) ¡}; - .,~: h " 
,, -.~: --~ ,, • • ---

"~ 
- h ,, ,, ')¡ '¡)' . (l.~.9) 

~., ooo ].5.7 o ].5.9 oa pueden e><puoar .. f<)rma motrlolol, ao-• 
g1ltl oo indica o CQntin>~ooi6J" 

- 11 -

" '" 'L " ~·'· ~·~ ,, -,' -,, -,, '" .., 
'" 

,, ,, 
" '" M ,, • ,, - ~, " • J " 

,, 
(l,S.lO) 

'" ~ " " " ~ ,, 
" " " ,, -, 

dondo S, dohOOilno<l.o ..atri• ~a<:d:>iona., oo ¡:.¡..Jo cuontlflcar ox·• 
pU~lto ... nto oon bao~ .n !ao ""' 1,5,2 a J.S.•, ya <¡UO, por lo •• 
<><: ).5.6, os conocen lao'(unolM~• ~a fo""" on lo roferonci> lo•• 
oal (alemen<oo iooporam6trkoa), U. exprooi6n do;[ uo~lto oo<o 

~".S'{'< 
'!_ ~i: (l.~.ll) 

En lo a<: 1,5,10 oa puedo <e<>nooe< oJ ti=loo ~.la ioqulor<l-o, ya 
q-•o 00 conocen lu ~; , por lo 'l"O oo ,.,.,_, oocribu )o OOC\LO.el6n 
Oi'l"lOnto 

['~ 
:1•'· ,. _, "' ·W J '" (3,,,12) - ...-;-

l!!.¡ ~oJ: 

" "' ~·u 'l"• exlou l' .. """ .. "'" ""' ol ~aeoblor.o (J.¿~ l do J.o --
tr;onofo"""ri6n ,.., d.lfuooMa do roro, ea <!oclr .. '-'- " Tf ., "' Jdl=IJ\ o >< "- ,, • 1')(1,~.1) (J,,.lJ) ., 

." J 
,, 

:H !,?,S) 
" 

,, ,, ,, 
" " 



• 
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• 
• 

<o ol ~Hodo ~ol elomonto finito oa '""Y f<ocuonto euontifi~ar in
t«¡<aloo oob<o <"'lianoo do loo divoraoo ol.,..,..too tlnitoo, coa>· 
l.Oo lndioadao o oondn,¡oci6no 

v, ·t o, o:Jv.., L <:;(".~.J)Jd,Jl (l.S.U) 

~ . f. '· ,, . L !! ("-.~)dlJj (),5,1S) 

L, ·l '~J·+"'"J n~)J-{. (J.~.l6) 

e . e 

,..,ida o lo C""'!'lo¡!d.>d, tanto do loo 1nto"9ron.so>o co""' do lu ro 
9'""''" d~ int«jraci6n, u coowonlonto oot•blocor lu int ... <Olu-: 
ontouoreo on funm6n do loo eoonl....,olloo noturaleo y ,.,odon e_, 
oo Indico o continuocl6no 

v, 
< i\1 <,(s,J,\)diJpJS (l.S.l7) 

• ' ·1 •1 

" re '· (LJ.I)d!"J ~3.5.18) 

lt = ): ~~ ( \1 " í (J.s.l•J 

Aunque lOo ro~ioneo do inteqrad~n do ho ooo 3.5.17 o 1.5.1• e>
ton bien <Jo[lnid" loo funciono• .:, , ?,, j ¡;," roouHan. en~·· 
noul. """'""'""'" complOJ•• do td .,.ne<O quo. paro lleva< o cabo 
lu int<o<,rodono>. oo noceoulo un,...,.,.,., n"""<ieo. """ •~• ...,. -
op<oxi~adOn ol probl ..... 

J.S.l.l ¡nc .. <aci6n nurn6rico poro rooton~uloo y prlo,..• rocto~
luoo. 

1.> c~odr&tu" '"'"""""doblo eo lo <:ouoouno on dondo d e•ro~ e• 
~ol o<~cn e(~'"). con •••• cuaddtu<o, lOo eco J,S.l7 a J.S.a oe 
<r.no<or=n on loo do¡>.>iontoa. 

v,.f i i. H 
' 

(1.1.20) .. , ..... , 
A, = :U , .. ~ ... "· Hj G,(í, 

' 
?; ) (1 ••• 111 

' . ' 
i '· ' "" e u (3.!.221 

'., 
4orule ~. aon loo ~oHciontoo do pooo oooc:i•do o lao oboclno '5;, 
pO< 4on~o oo hace p&oor :o o~roxiNclón p<>lin6111l.co; ""~' vd<>roo 
oo ind;con !" lo tablo J.l 

Loo ca<>rdonod.oo loeol~o do ootoo ol..,ontoo difloron, r .. pooto o •• 
¡ .. dol lndoo l.5.J.2, en loo 1i9uiontoo ¡runtoo. 

1) SOn Hn .. l=r.to <le?enMont"" y oon .,.yo<oo en n~ro (~no mu) 

q.oe lu ~""'~""""" ~uhoi>n>o. 

U) Loo lill'itoo do voriacl6n oon ditoronte•, yo q.oo vorton do a o 

'· 
A Un d<o eon<in~or eo~ o. uoo do lao ""'" 3.5.7 o J.S.ll oo puedo. 
h>c•< ol o!¡¡v.ionu ooOII>io <lo vo<i<iliho (p.ou ol c .. o t<idl"""olo·
nal) • 

' ' (J.S.<ll 
< ~ 

7 • '· 
(] .5.24) 

) • '· 
(J.s.HI 

1 - 5- J• >; ' L, (l .5. U) 

Como loo funcionoo do toroi,. N; ooUn dado& en funo>6n olo h• vodo 
bloo ~~. ol c¡le\;lo ..., oua dodvodoo •• :>O<Irin o<..,tu.or ocn o><pro: 
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o!oneo •• .. .. _ 
ol'J'Ilenteo 

";;>J; "t~. -...~ -;¡,,_ ";l>.l: ''· ~>J; -.,, 

'" ~ 
.~ ~ + + ~ ~ 

<~•. -~ ''• ,, ~., )S 
(3.~.27) ,, "· óS 

Al utUlzor )oo ""' 3.~.23 o 3.5,26 on lo o.c 3,5.17, uoulh 

(3.5,28) 

," 01.'; • >J: 

>, ~ ,,, (1,5,29) ,,, 
<l ;J: ';) •J: '2!>.1: 

• "'· 
(3.5.30) ,, ,,, 

~· •-<:• ],S.l7 y 1,5.18 •• adoptan o loo correopondlente• ll~te• 
de Jnt..,rac!ón y oono 

Lo apro~\...,clón n<lDulca "-• loo oca l.S.Jl y l.S.U, lllodlonto la • 
fót,.>l• d<o ,,._...,...,., oo ln~lc>. o contin..,.c16no 

.... 
,,.i_ (q • w, (l.S.Hl 

... 

• IG • 

<l.or.de el Hmlto de Jo owo.a.toria In) repr~oenta loo l"'ntoa do jnto 
grocl6n conoldoraOoo (ver ta»loo J.> y l.l), ol ~\ll'i>olo ( \; !ndi 

·e• ol valor do la función lunito<lo> por ol pH~r.tu"'o "" Jao CD<><· 

<a~""-• do loo puntoo do lnte<¡r&cl6n (vu ul>la 3.2 y ],l) y w¡' ~ 
W; oo.~ loo Uctoroo .U peO<> corroopmullontoo, "" lu ublu 1.2 
y ],1 oo oopodfJ.can to4oo >o• ol""""too pua ol uoo <l.o loo f6"'!!. 
loo do .......,r. 

. . -. 
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co~ ~»•• "" loo dosonollos do loo •• ,.nulo• aotoclores ... pu~o 

••••NO< quo pora poder opl<ear el ~todo dol ~le,..,nta ffnito, 

~n )o ooluell»'' do lo• proble""'" quo 10 rr~o~ntan ~" la p<~etle• 

profosl~n•l, eo nocooodo ol uoo de uno coooputodo<a dtqital. Por 

lO tonto, os neceoa<io do.o<rollor p<O<JU""'' do eomputadoro ~uo, 

con lo lnfor.,acHin de la q""~otrfo, ol ~•tndol y ¡., carqas , 

•• """'""'"" y so r~suelv>n 1 .. """"'"o••• do e<¡uilibrio corro! 
pondkntN, y se doterrniMn, odc~h,Ioo olo~ootoo requerirlos pa

ro ol on~)!o!o y el d!ocOu do lo• n•tructuroo. 

~n ooto cop!tulo oe resumen loo oopor•o• numf<!coo quo tnrman 

pa<<o d• loo alqmitrnos oooclndoo o\ m~todo dol elemento hnito 

y quo, dro~o ol punto de vist• do corn~utacJOn, Controlon lo oH

c!onclo d~ loo pmq<O~•• do co~putndoroo &10<:10~00 o loa algod; 

Deo on ou~o<ten. 

~1 ot<>o!elo ,..t .... tico correopOnd<onto ol "'><~010 do ecuactoneo ol 

q•bro!coo l!n~•••• •• oco<t~bro roprooontor ~~ 

a!· b 
(<.1.1) 

donde A •o lo Odt<1< ~e coo!1c1ent<O (do r!q!doooo. ~· en nuestro 

"""1 ou"<ro~a ee n ronglonoo por n e<>)u~noo. !! el v•otor de car

~·" 1!:_ rn """"'" o••~l y! el vector lno6~n1to (loo de•pla,am<•!! 

too !!• en nueotro c"ol. 

I.Qo n~<oJoo do ool«cl~n para ro•olvor <ol nodo lo ~·••~At<co dado 

pOr ¡.,oc 0.1.1, confu<~·'" doo qraOOoo grup01 y oon• lo• ~Ho<'.o• 

dlroctoo y lo< nétorlos Jtorativoa. Loo quo o<tual~onro oo <nc"en

tran on unu oo ~1 ~Modo del ~l""onto finito oon loo directo• Y 

~o oote q<UpO, los Cenooinad<>< e""pootoo. quo oon loo que •e Ceo

er!bon o eoo<Jnuaeión. 

&.1.1 ttho<loo directo< qoMrol .. 

tn ol 6lqobro llno>l $0 d<""cs<<a GUO .,.olqu!er ••«" ~· no o<n-

9u1ar, oe puede deoc""pOn« en ol pr<>d...,to h doo "«r<ee• •=<A.•
qulareo, uno fn<orJor "-y otra oU¡>OrJor !!• 0<>11 lo condldOn <le quo 

olquno do olloo e>te normalU•do (tod.oo loo ole,...n<oo do lo dla~o

nd ptlno<pol oon Jqual•• • lo unldodl. Ento.., .. , •• puedo oocr<-

~-·--

~. ~ 

a. L u (4.l.2) 

Loo -trfo .. trfanqul•roo!, y \!• oo euonU!ioon """lo <10 •• 1.1 

y o tol pr<><>ooo •• donoalno t<Unouhc1Cn. Al ouot1tu1r b oc 

•• 1.2 en lo eo 0.1.1 oo obtiene 

!,!!! • ' !& • 2. 11 

" 00 •• l. 1 •• puedo escribí< ·~ 
!,! -' (<.1.&1 

d~ndo 

"' • ' (< .l. 11 

t-oo ••• &.1.1 y 4.1.5. oonocldao COI'O ouotituc!6n h•c!., odelor.<O 

y ouot!tueJCn hacia otrOs, rcope<tlvo~ooto, ootableoen que •' p~ 
cooo do tTta•.'1"l•ol~n (oc <.l.l) tr~no[<>< .. ol ''"'"""' o<lg!oOl, 

quo oo arbitrario (., <.Ll! en deo oUt-.o <ria""uluoo (<roo 
C.l.< y <.l.>) quo ron m.ehO o.h U•pleo de uoolvor. 

De aouer~o e<>n loo doo poslbiU~adoo poro ooloocfonu a la matrh 

r.onoal!ra~o.·oe otrienen loa ~o• Ntodoo •19"''"'""' 

0.1.1.1 ~-~<o~o do Ga~os 

ti ~6todo do ol1m1nacJ6n de Gauoo 4n !orlfl<l co~pacta •• ol>t!ene 

ouondo la motri> trian9ulor fntorior ootl nonoolhoda, o• decir 

"H-1 (4.1.01 

<.1.1.2 M6todo do crout 

El "'f<odo (!o Crout en !o=m.a compaoto •• obtiono cuondo lo matrh 

norm>l<,.da ea lo tr1ngu'or ouperlor, o ooo 

ht, ...• n (1.1.7) 

4.1.2 M6todoo diroc•o• "''' .,.trl<oo olm.Gtrlcoo 

U la ,..tri> do coeficionteo eo o!mlltrtco , ao d""lr, 

a1 
• a 

loo mlltodoo do Co~ .. y do Crout oo puollon .....SUfcor pora '""""' 

on C>IOnto tal oit\iaeiCn. ~ara ollo, lo. oc <.1.2, con l>ooe en la 

"'""'" i~ant1dad, l• n puedo oocrtblr como< 
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donde 2 oo uno rno<rl> diagonal, !ormado ~on la dto;onol do ~· on 
ol ~Hodo do Gauno, o ~ion con lo dioqon&l do b.• on ol ~~todo do 

crout. 

51 lo ec O, ¡, ~ ~uodo O«~ lodo ,_.o 

A"~!'_!'_-!~·!:!?.!! 11.1.101 

dondo 

!!·~lu !4.1.111 

U Me~r ~uo lo oe <.1.10 oatlo!o~o lo =n<i<e<tn do o<-uh 

{oc O.Lil So ""t!ono 'l"" 
!f.'!!r}·!;!'_U 

do donJn oo concluyo lo oi<¡ulonto 

!! • !: T (I.J,IJl 

Al ouotHUI< lo oC 0.1.13 on lo K <.1,10 •• o~Uono ol proeeoo do 

tUonqohel~n poro ol Kto><lo do Gouoa -lllcodo puo ... criceo ol· 

b~trlcao y rooul<o oor 

~-!:o•" 
Lo oc 4.1.14 o"oOloco quo ol ~rocooQ do trtan,ulocl~n G"""" deff• 

nido por uno ""'"11 <rlan~ulu Jnfortor normolludo y una. matrU 

dioqoool. 

El proceoo de ouotltuci6n oe o~tlono ol ouotltulr lo oc <.1.1& on 

lo 0.1.1 y rooulto 

!:!!"-7~-!! { •• 1.1'1 

U ec O .l. 1 5 o o puodo oocribir c.,.., 

;•.1.171 

1..0 oc <,1.16 eo lo ouotltuoi6n II.IG!o o~olanto y lo.., •. 1.17 lo 

ouot1tuci6n hacia otro"o 

- 8< -

0,1.2.2 

SI lo oc •. l.t queda ar<"'llodo """"' 

!'!~ !o'li:'!l:!!"' ~~\:! (4,1.111 

dondo 

¡;.,_!'.-1 
Al hocor quo lo ee •. l.lt utlofoqa lo CGM!citln do ot-t.!o 

(ec •.1.11 teouHo quo 

UTO~-T•!':!!!! 

la eo l.l.l~ eotableoe quo 

f·':l ¡;_¡,¡¡¡ 

Al ouotltu!r• lo ec <,1,>1 on lo..., <.l.U oo obt!one ol pr<>eo.., 

de tdao..,loc!6n po<a o1 ~6tc4~ "-• c.-out -!Hco4Q poro "'"'"cu,quo 

oe indico 00010 

~-'{'!!!! t•.l.ll) 

La eo ;,l.l> ootablece quo ol pro;>ceso de t<lonqulaci6n 'l"odo do!<• 

nido pOr uno matrU t<Unqulor ou,.r!or nonoall10da y una .. u u 

dlo~~n•l. 

Al •=e•rar lao ecs ,,¡,¡o y 4,1.2>, Que d•flnen lo• procoooo do 

tr!ac.gulooi6n paa loo rnHodoo da Gau .. y do Crout, "'od(ftcodo< p~ 

ra matrlo~o ot....,tricae, oo puede cooclutr quo no e•!oto dilorcneh 

entre elloo y loo ~Hodoo 111o•Hficadoo puod~n llo~oroo m6todo de 

Gau .. -Crout. 

De ao~~rdo con lo •nto<ior, Uo """"'c<onn h ouotH..ci~n hoclo 

•dolonto y hoo<a a>rlo, on notociGn do ~>&'<l<oo <rior •• uloroo oupo

rloreo non,..\Uod.,, oo puod<> oooril>lr <:<>""' oo Indico o·oontlnuo

o>.Sn {yo quo U • _!,0 1 

!!'!:~-! 

'i.Ll.l >llltodo da CMleoky 

{4.l.lll 

(<.1.21) 

Sa puado o:<>nolde<;u co..o uno varionto dol ""todo do cau .. ·Crout, 

paro ol cooo on quo la , .. truA ooo pOI.Itlvo doHnido, &ntoncoo 

'_-_. 
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lo eo <.l. U 

t: : !/T !.'/¡ 

· RS . 

eoc<ibir '"""" " .. !:! ,;¡ 
lo OI.H<h trhn~ular !:!" 

I<.L251 

Lao OU<eltucionu ho«• 

<!tul<¡ lo Oc <.l.l~ on 
odelonto y hoclo otrlo 

la O<' <.1,1 y resultan 
oo obtlonon ol ouo .... 

• . ' 
" ' 

<.l.~< ooleoe!6n y orgonhoci6n dol m~todo do oolucl6n 

1<.1.15) 

1<.1.27) 

L,, oeleool6n d••l ~''"''" dobe hoeoxoe --, o·oo • ,, 
w • en o, ~-nnor n~"""> 

do Operoo<ono: eonoumldnuo do tle~~en 1a "'""'' 0 0 ~ ,. • oro. ''" ~·-
t.icoo •l~H<ieoo ~uo •• ~~ eooo do lntor6s, el ~6tMo do Cou .. -

Crou<, ordenodo on fo<m• !ntol<~ente, e!ecruo monoo opou«onoo 

~uo el do C>ol<O<y y or ol que oo roco~ier.do. su olgortt.., 00 <•
""""' en lo Ubio <.1 

"'""'"""~loo dooorrolloo do las eeuocionos do loo ~to4oo do so• 
luc!6o •• ...,..,looron vuloo orregloo .-.atrlcf>loo , , y voeto«oloo, 
en •O <o~¡>UUdou 00 do~ ~tiH•ar el ~~nor r.O-A•• 0 -· o ~ll~o ya ·. 
~ue, "" ••noal, lo oopaeid•d de lo""'~"''''''''' '' ~•u l>ftodo, 
En la <obla 0.2 •~ preoenton 1 .. •obrotinao do! algoritmo do 
~ou .. ·Croot, on dondo oe ut!lha 

qlo ·•eet~rhl, por lao 
Un arreglo ~>trie!ol y 

"''"""" tod!C2da• a eontlnuoet6n 

un orro-

~-~-------------

- a6 -

realha<lao por COIO&Mo y en 1•• •ubrutfna> do lo tobb O.l ya oo 

tr.duyo oota «<:-.Moe!6n. 

•.1.1 Otg>nhar!~n do lu ...:uarione• do e<¡uil!bt<o 

El orden-,•<o.nto do !u '"""""'"no" d~ oqull lbrlo dependo do la nu:oo 
roelen do loo pUntoo :.o<l>leo y o• lo que deto>rmina lo conll~~u

eiOn do loo eoof!o>oM•o do la motrb !'.• qoe •• do In lor..., "''"":! 
do en lo f19 &,1, p>ro m•trleoo oi~Hrie ... Do oouord~ eon lo 1>9 

4.1, la 1nfor~ao1~n oonoor><>ndfante al arreglo rnot<ie<•l!; oo puo· 

de manipular """ ~•no< o mayor efici•neia, tonto oporatlvo corno do 

oapociUod, of oo ~uordn on loo nrrogloo do•cr!too a C<>nUnunol~n 

4.l:l.1 ~rr.,gloo ouadrndoo 

E•t• arroqlo oo ol rn~• ol..,..,ntd lllg •.1) y, do hocl>o, loo oigo• 
rU~o• do loo <ob\o 4.1 oodn doo•nollodoo o••• oo<oo 

arreqloo. ~ eont1nuor16n o• ro•umen """ deovont•joo num4rlooo 

o;uo, •l ~dno gun o.,,..nlle<o do 

ol "''"'"'• oo oluoonon loo 

oopaoio en la,.o.orlo dpido por 
in (n·ll el=entoo 

un, yo que 110 oo o;>oran 

prlnelpal dO la !!9 4.1) 

eon ello• (eantidadoo 

qU<!I ..., oo•utlll· 

b..)o la dlago,..l 

b) ~xisto otro doopordiOiO do oo~oio al 9uordar oontidadoo nuloo, 

loealhodu uriba do loo oontorn~o mootrodoo an )o !19 •.l. C~ 
~o eoo ootoo ~aotido~~• ol oo oporo, to~iGn ~~<oto doopcrdlelo 

de tfo~po. 

"' looali,aci~o de loO olo~ontoo en estos orro~loo "' d<roota 

4.l.ltA<ro~loo uctonguloruo Ion ~onda) 

•n lo ti~ '·' oo moeo<rao loo eoefi<ientes quo dofinon a lo mate<• 

A, eomp<endidoo or.<ro lo ban¿• li~itada por la dlo~onol p<ineipol 

y el contorno do ban.la, in<l<oodoo en lo !Jg &.l. ~oteo e~of!clentoo 

fo=an '"' arroqlo rocton.ulu denot>inodo ureglo on bando, ruyoo 

dcovontaju oo cuuaon o oontlnuael~n 

ot ""'"' t<>dov1o doo,..rdieio do oo.,.e<o, poro¡uo oo oU..Oeonon Ol! 

"""''"' qoa no &xiota.' en la mate" !:• ~ oon loo coreo ~"" 
a~ororen on ol trUft9UIO ir.torior ~oroeho do lo Hv 0.2 quo, 

dooolo luo~ no oo oporo con oll~o. 
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b) Exlote otro d~opcrdiclo <lo espaciO al guard•'< loo euoo qua 

extot•n ~nho loo contorMs de stlooto y de bo"""• ..,otrodoo 

,en )n ltg l,l, l'oooto quO eon eHOO coro. o1 oo opera, to.m

blfn """~ d,·opordicio do t!on,..,, 

Paca Jo l<>eali .. el~n do loo oleoer,,e<OO Oote aruglo, e~ ulaci~n 

ccn el arreglo coodrn4o, ""oo re<¡ui«• 1nfornoo16n odidonol ol 
anc~o do banéo, y <O puedo dolfnir uno reloo,6n quo ldontiftquen o 

la• co)u~n>s, yn quo oon loo Qnlcoo quo oo distoroionan 

<.1.< A<rogloo un!dl"'•~•<onoloo (en olluoto) 

tn la f!o <.J so""'""''"" )00 ooofio!<nt<s que do!lnen o lo motrU 

.!!• cornpr••ndidoo ,.ncco la dlo~on.<l princlpol y e_l contorno do oiluJt 

ta, Jndlcodos en lo !lq 0.1. h<o• cool!deMo• ror~on un orroglo 

unldi~no!o""\, al oolocor 1 .. col""'" .. uno trao otro. 

En eoto otrog>a no oo puede h•~ler ~· dooperóieia do, ••NOiO ni 

apee.t!VO, yo q'"' 10 dcmi"·'" todos loo oeroo no opora;ivoo ~.por 

la toO(O, eo el orreglo rn<lo O(!<!eot• quo hao>a h fecha oo ha lo

~coda. Pou lo lQOolhaoi6n do le~ eiO<MintOs en ooto ''"""lo en 

reloo!~n con ol ••<•110 ooadrada, so roqolere un arreglo adicional 

(oo~o ~~ ~ moscrndo M lo ftg <,JI on donde so olpucif•~uo la lc

oa!i>aol~n del elo~ntc de la d!ogoool principal corro•OQndlonte o 
eo~o colomna, Con ute anOqlo u pceolo do!in!r uno rohcl~n que 

ldentiflqu~ tanta o loo r~nylonoo e~ o los cclomnoo diotoroiona-

4,. al p ... ,. al anoglo unl4!moo•ian•l. 

1.2 Solueten do loo oloto=ao do ocuac!onoo diferenetoleo or4tnortas 

ltn .. lu 

<.2.1 Int<O<!eccJ6n 

El ="oJo ,..,•"-'<leo eo"cs;>ondlente a loo ecu.clonoo do ~qu11!bdo 

dtc.Om!co de loa ,.,dloo ~ntlnuoo ..,&.,hdoo oon h toOr!a do 1& oto•

tlo,docl '" indrco con l., o<> 1.1.<8 o 1.l.5L 

La ;oloC!4o de '"' .co l.J.U pue~o obtoneroe ... ~lanto 1• opl!cao!en 

do loo proc:odi .. tontoo clbi"'>O paro la ooluot~n de ocuaclon~o dtforc,a 

ctolc~ llnoolos con eo•:tcientoo oon.oootoo. slo """'"'9"• U loo '"'to

doa roault>n, •n ~OOO<ol, tootlcionte• paro lo• •1"0""0 eot<uoturo-

loo. Po< tal «<•M oo hon dooonoll~ t!lcnicao UP"'Ciol•o ~oo ..,...., 

-·-
en cuanta las corocten•tlou d.. lao Nttlceo ~. !O y ~· p.oro ""'J<>U< 

ta cliclcnoia dol ~todo do ooluc•~n. 7olo• prccodlm!cntoo conducen 

a doa el'""" clo ~MoJo• Jc"om!nod~•. directo• y do ouporpcoidOo 

modo!. ~o• ~<odoo dlrec<oo 1nteo"an o 1• oc 2.l.U on far,.. d!r~cto, 

•'" nln~on• t<>oofot""«~. ""' q"" tnt« .. an "'" loo de p.aoo o<«plo, . 
y •• b• .. n en loo !doa&> 
11 Se oot"fae~ ol equilibrio Qnic,,rnenlo en puota• dioc<eto• o lnter 

voloo •L. dono~!nodo paso do !nto9cao<6n 11<~. 1.<) 

2) So npooo eonoe!do la vorjae<On, •n el 1ntenolo l.t, doo loo deo-

pl.,•=<eotoo, valac'dodao y a""loroc!onoo, 

Loo !do., ontedoroo conducan • •-'<odoo opto,irnodoo, y la apro.O~o---
' d6n y ol oo"o do e-'!• ...!todo dependan do !& vortociOn q"" oo elijo • 

Los ""'todO& direetoo q"" .., ~<illua""" .. YO< f<ocuoocio o• lht..,.. 

o e»nt1noao>On' 

·' f'.l\todo •• dlforanclao contrdeo 

"' ·''O todo •• l!oobolt ., >'-!«><lo TOota do W!lson ., >ti! todo Beta .. """""''" 
"' M~ toJo lllf a •• llilbe< 

" ~Hodo oOb!e<> do Mnr,;o 

La dlfuoncta bhloo entro eotoo ml!todoo •• encuontu on lo fono.a on 

que'" opro>i~o h ro•puesto en el l"<crvolo M, 

En loo ~~todo• J<t d<rorencl&l c~n<ral•• y do Houbolt, •• ornplu una 

apro"~•c<On rlo lu oOeleooc<onn y volocl~adeo on <'<>»noo do lo• 

clesp:a.uionto~. -d!.>nte dlluoncCa• 11n1ta•. 

~n "' ""'~do 7Mt• Jo h'"ooo, 00 supona """ var<•clGn lineal an ol 
tnte,•¡,,\n [l, !_ <64'] , donóe ol por,motro O;.¡, controla l& co~ 

vo<o•nc<., y eo,.biltdod Gel .-!<odo. 

~n <1 .-.!todo Beta do Nev--.ar~. oe 9enerollu lo varloel~n Hnoo\ do 

U acel<t,.ci6n ""dlonto doo por!"':""" t ~ /'>• 
"" el o;ltodo ~lfo do llilbor oo omplea lo rn!•ma oprodmado., quo ol 

Oe" de ~-~~&rk poro introdoe<;< "" <'rrnlno penorbodor G"" •• contro

l• t>O~unto u.~ parl...,tro ~· . 

El =>(!tod~ c~loo do "'~trio, ¡o foe<>o do !nerc<o •• oproxl~• ""'dla;¡, 

to u.•a vocl•c<6n co.bjca en ol 1ntarvolo ~t 

~¡ propdoitO GUO oo pG<Oigue on O'JalqiOr ""'todo do lntogracldn """"

riCo eo q"" el .,.to4o oeo oUcionto en ol ""nto>xto do ""' b\0000 OP'!!_ ' 
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x<"-'«~n a "" bajo cooto. 

E• nc~osorio Jlocur notar G"" ontro ~>1 p<~ueno -•o ol!ja el torno~o 

do! pooo ~o intog<o<!O_, 140 DOjor &or1 lo aproxi,..o!Oo, Uo olobor

<¡<>, ~~ cooto del t!o~po de """'P~t•otOn ro>ulto ,.yor, ya G\>0 Gote 

'" di<eotamento proporcion&i al nO.,.,ro do pa•o• ~o 1nto9raciGn, e~

tonco•, lo oflcloncl• do un m'<odo dopo•n~o de lo o1occ16n apmp!ada 

del paoo de iM09U<!Gn, tt, parad C>Ul ol ...:!todo converq<O • lo 

soluc""· 

L• c""•orqonca do un m:!tod(> 10 pue•e pmbor al oocUface< )ao eon

d!c!on"' ''" con•i•tonola y o.robilidod. A•lom.ie ••• h-• obso<Vado ~ue 

cuando ol ta.,_,;;c dol P"'O ~• 9COOde, comparado con ol peolodo ro.!a 

cocto do! "'"""'"'· la ocl...,llon op.-o•l,..do, no oh"""'" ••th/oce< 
el clltoc:o do ••<•h!,~ad, pococnca once., sl~nltlcatlvo• eo h• 

amp!Hudoa cor""l">ndloncoo o lo• pri""''"" paooo do lntogractOn. "-"

to lonOnocno so conoce eon ol nooobre do ••c•4cncio y deb~ invootlq•.!: 

se q"" no oe preoonte en ol m!tcdo •eloce!onodQ. 

z,. ol ""todo de oup;ocpootcilon ooMal oo tronofor,. el olote~a <lo. 
ecuaclonoo ~~~erPnclale• o.-oplo~•• lec 1.1.411 en 't)ocuaclonoo"" 

un grado do llbortoU, do,.oo¡>lodas 1~ oo ol nlcoooo do grad~' ~" li

bertad Un'"' ec l.l.<B). Oo tr>n.,or...,ciOn quo oe o~plea poro dos:!o 

COpia< ln ecuoelon~• •• dotN•ina al ... ol""r ol co""""""dlonto 

pcobl~""' ~<> vi~r>c!Gn libre do la ec l.l.U 1 cu-odo C • O y! o _21, 

qu,. oon~uco a "" pcoiolo~> do voloore• coroote<l•t!e<:>o. """l eop•clo 

tuo•loomoda ldono~lnoJo naturol) •e lntogroo por ooparada loo oeu!'_ 

clono• dO .. CGplad-.oo, euyo aoluei~n se Uonofo=a al upacio or1qina:.. 

~1 ~Hodo dH~cto G"" •• doocrl~e en ouo '"""""'"· cuyo "'" oo reco

~lcnda, •• el "''todo Oeta do ••w~"""· pou ¡"-•114 y l'•{. Ya quo 

es lncon<lic1onalmo•ot• cotoblo,•o o~tiooo buana a~roxlmoc16o y no 

pr .. onu vi fenGO<'no <le o><codonoia. 

~! ...:!todo do sc;oerpootct~n oocdal t=l>l.-n 00 roco~1endo 00:10 dtMo 

et<ci~nto poro obtonu lo '"'P"""'" do ollte"'u llne•l••· 

lol cooo!""<ar ~oo la va"!oe!Go do la acoluac16n rolotiva, uooUOa 

o caOa qrodo óo U~o.,ad, tiono una vo<io0!6n lineal en ol íntorva

lo ~e 1otograc10n (i,, i,J , "'""" oo !nd!oo en lo Ug, 4.4, •• "'! 
tienen 1 .. oxpreolonn olguUAtU> 

~~-------------

-.-
( 4 .l. 11 

u -Y. • -· .L At(Q.- + ~.) 
' 

(1.2.2) 

iJ --· u. • " u. " J_ u'(~~. + ~.) 
' 

14 , 2, JI 

Con bau on lao oco 1.2.1 y 1.2.3, Hevaor< propono lo opro~~Clón 

&lq•len<oo 

(1-i).H ~. d " ú -Y. + H V, 11.2.4) -· 
~. -u + " -· Q. + (-l:- f)t.t~Y. ~.f"'ii, (l.l.'l 

El por>""'t<o /'e"& roloclonodo oon la o•tohilidod dol reHod<> !poto 

('• 1/< , •• 1ncon~icional""oto onoblel y el pad"'"t<o ~ e"1 rela

cionada con la •otol>ll!~o~ ~ conV<oqencio ""' <>!todo ""bi<!a •l ..,.,,_ 

tiqu•~••nto ...,_tecltieo G"" puedo lnd~olr&o lpo=a r' •111 , ''" oxioto 

amoot!\"UO~!ento ""tom.lti<o). ~><• el 0010 en Q•• /'•1/0 y (•1/1, 
las eca 0.2.4. y 1.1.5. 0001 1gu•loa • lao oco l.l.l y 1.2.J, rupoo• ........... 
"' doHnlr 1<>~ '"""'""" <>. y l. , .,.,,., u lnd«• a contlnuoel6m 

·- ( H') ~t ·• • '· +· u. (4.1.6) 

·b • o, .,. t -t ~. • (-!-:-,9) utQ • (1,1.7) 

loo eco O. l.< y •.1.5 oo ooorlban coma o!q .. , 

u "' o+ lf Lt 1,!, -· l<.l.i) 

Al voluor l&o ecuaci"""" de ..,v!=!ent<> loe 2.1.16) al !inal del tn

<oorvalo 1 Í. • :0,) y on lo ••~•"'"' resultonto 10 ouat<tuyon loo oco 

0.2.0 y '·'·'• oo obtlono la al9Uionte expru!Mo 

11.1.101 

. _.-



-------------

" - (1.2.111 

dando 

l<.l.UI 

? e Q b ll.l.lll _, 
Lo eouad<ln q"" qc~iarno a la """'loroo.On al Hnol del puG oo un 

oi5te~• do oeuononeo ol9e~raiooo IJnealea, .,., los deoorltos en 

ol !nc!oo 0.1. """"" 4"" la• """tdeo• 0!, ¡;.y 'oon <1~6tr!eu, . -
,!- to•b14n )o es. Sl ol tamaOo .!qj ( tt 1 oo eonoorvo eonotanto ~u-

cante el P'"""'o do lnt<>qcad6n y """"'" q.,. lao ... tri«<>• ~·S y !S 
oon ccnotontes, 1<.• u.ob"n reoulto """'tanto. 

~~ •un<tu!r la ee l.l.U en lu oca <.l.ll y <.l.ll oo obtio''"" 

lao expcoolones oiqu!eote••· 

f " ? -, 

+Ut.y;+¡t.e)'l::. 

~\!''+") 
r<.l.ltl 

1<. l . 151 

Lo !onoo olote~>t<e• f"''" utfltur el ..!todo do Xe"""'rk oe omestra 

en lo <obla <.2. 

&n lo f!q, <.> •• muo•"•· en'"'"" ~•que~O<loo, loa aor-ctoo oao 

relevantoo para """"""''"" pr~ro...,.;. =~putolloro oU>pl.o, ba .. .so 
en el O>l!tOOo del ele..,nto l<n!to, poca <><ou ooc•t~eoo, 

Una secuoncl,, o seoulr paca eooot<u!r el proqul'• ~o co~putodo<a 

puede •er la "'""'ento• 

o) Se dof!no el ..,.,.lo mate""t!co q"" se vo o reso:ver. hro ello 

oe proce~e co.., •• bosquejo ~• d capitulo 1. 

b) Se eopoolflca U for..., do COlO<' "'"'"lpular loo porl~otroo que do 

finen • lo• ~otot1ol~• con •)UO ,. va conot<uir la eotructu'". 

:>o ocoordo """ ¡ .. ocuacioneo oonnitutiv .. ..,; cap!tu:o 1. 000 , 

?. ) y f' . &oto oo deflno on ol bl0<¡\>0 Indicado con AA~E"I""-"5. 

e) ~ ootohlece e"""' ~Hn!r lo o¡<>-tr!o .,_ h o<truetuu. por n• 

oolv.r. Queda ..,Hn!do ol cooooor lu coordonodu ele loo P""'too 

--------- -------- ----· ---------------

- 91 -

nod:.lc•·en qU<> •• ideo!! u lo ucructuTO, segGn el cap:Culo 1. 

<oto oc too Uro en el bloque llarn>dO COOnnmMhO. 

4) So <>opoeH<co la 1ntor~oc!Gn neceooTU po:a o><oblooo< loo ocu"

c!cmes de oqullt~no dq cada uoo <lo lo• elemcntoo ~e la oo<r~

tura (pe< ~jo..,lo• pontoo nodaloo, Ntor!al, qo....,tdo, tunolo· 

o<one. de !ntcrp<>lac!~n. o!c). Coo tnl 1nfoma016>l oe P"Odo cono - -trulr la motdz ~e r!ql<!oco• da coda olemeot<>, oogun S<t indica 

on loo cap!tuloo 2 y J. T•...,!fn oo P"""" establooer el enoa•.I>I• 

... lo ~••d• <la rigide""o, =-o •e oopo<1Hco •n el capHulo l. 

Todo lo ontu10< oo <COl!•• en el blO<)"" '"d!codo por OIJ:Kt."l"IOS. 

o) So indica U tocma de !ntroducl< lo• condidonoo do ITonh•r• on 

lo matrl• de r!qldeceo (cop!<ulo 21 y oo l>e•• • <aba la trhn· 

QUloc!Gn (ca~. 4). <oto ac<lvidad q..-Ja indicada on ol b'oquo 

<lenmoinado Flla'T"""· 
f) So oiotemot!u la for~• <le cuantiHcOT el ooctor do carqao oon 

opc16o ,, '""""" candicloooo Ce corgoo. ~•• loen .. Oeb•dao • O! 
fuonoo y ~ofOr<Mclonoo intddo•,pooo propio, y e••••• do oupe_;: 

Uo!e en l<>O ole..,n<o• finl<oo !copltuloo ' y 3) 00 coovan!an•• 

cuont1ficorloo en el bloq.,.. UEY.1:NTOS. En el bloquo CA"""'S oo •! 

p<>OiUeon lu carqos concentradas quo O<tU>O on lo• pill".too no~o· 

loo y •e llooO>\ o c•bc )oo oporocionoo in~•cadoo, ~" oeuordo con 

loo capítulo• l y 4. 

Eo muy reco..,nd>!>le G"" loo blO<¡ueo -otudoo f=c<onoo """"' ool>·ru 

tin&O cont=l•~ .. por cm ~ro~r•~• prlndp.! qu<t ~<~•Ita el d1.,.na<o 

namiooto ebcionu ~o loo arro9IOS que n Utille<>n on l•o oul:>·rut(

noo. 
""""" ¡,..~o~"" ol coq.,.,... oUopllno do lo t1~.o, P"""" «>~•• ••--· 
chao vor!ont.oo qoo de~"""''"' ele lo upe<lonelo n""'«eo ele GU1onoo 

lao oloboron. 
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Zopolo corrida MYIO do relencldn 

' • 

p, • .., dt tierra 

Fi9- 1 2 Ejemplo• óe ptoblemos dt esto~ planos 
de delotm~oión. 

..,¡,,y) 
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fi~ 1.3 Re~ión paro lo~ estcdos planos 
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Fiq. 1.4 
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' ... "'""' 
Estado plano de eMuer:os. Placo del~odo con car~O> 

en ou plano. 

' w•wlr,r,S) 
•••lr,z,81 
~•w(r,z,G) 

Flg 1.5 Sistema do coordenodol cnindrlcos para s6ildos 
o•i•im,lricos. 
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-cr•rl-••n \ 

1 . ·<T._I·e....l 

¡ -a¡, l-e,. 
-o-0 , 1-e.,l 

Fi~. L6 ComPOnentes ~· lO$ 1er.s~ru de ezluer:o y de deforma
CIÓn en uno referencia cirrndrico. 
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Flg. :5.2 Elementos cucdrOtico¡ 

' 

Fig. 3.3 

{ •·1 

FiQ 3.4 

• 
Elomenro unidimensional con 
lineo! yori~<n •n un extremo. 

,_. 
' 

,., "' ,_. 
' Elemento unidimension-al con 

lineal Y or~gen en el centro. 

A--._ 
¡¿;¡ 

r<i>1 
~· 
1'0... 
k:.V 

' 

voriccOO 

' 

voriocl6n 

. . 

. !M -

' . ' ' ' 
~ •• 1 

~----~--·~----~·~ 
flg. 3.5 Elemento unidimensional con vcrlcciOn 

"UC"oÓ''" ' .,,., • " •v v en en un extremo 

' ' ' 
( . ' 

·( ( 

' 
-Fig. 3.6 Element~ unldlmenolono! con votlcción 

cuadrática ~ oricen·en el centro·. 

• 

' ' 
' ' ' 

' . ' ' 
' ' 

.. , 
" 

Fig. 3.7 " que u Coordenados en un tlom•• ,. '' 
wtllizo 'lnter~olocidn llnecl. 

• 
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" o) Vorio~la no narmolizcda con ori~en en un e•Uemo. 
normalizado "" ori~Qn .. "" O) vcrloble "' 

u !remo. 

( • .!... 
" ' • i\ 

' 
(•O 

' 
,, ' !¡ •O {l·+ {3~ 

" 
b) Variable normalizado ~on ori~en • • ..tremo. ., Vorloblio normalizado con o:i~en en un ""tremo. 

_, 
1 

. ' 
' 

- ' --+--• 
{ • -1 ' {~o. ' . ' 1 

! ,. -1 {z• o 

• 
e) Variable normalizada CQ/l ori~en en el centro. 

el variable nor:aHzoda con cdoen en el ce<'llrO. 

FIQ. 3.8 AproxlmociOn lineal en un elemento Ln~ronglano. 

Ft~. 3.9 en un elemento l<lgticn~lcno. 
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Fi~. 3.10 funcioneO de interpoloción dt Hermite. 
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fiQ. 3.11 Tricingulo de ?aoecl. 
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. • ' ' '''monto lri~n~ulcr· lineal. 
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Fog 3\3 Fomllio de •lomen loo triong~lor ... 
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Coordenado• de 0110. 
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Coo•denodo1 normollzadcs poiQ un reti<Ín;ulo. 

----.,-----

D D 
o) Uneol b) C.,od,.hieo 

D . 

-D 
bl CuodrilH:o 

d 1 Cu61li<o 

Fi-.. 3.\8 ·. ~ 



------·--------------------------------------~------

~--~-------,---- -------~--

• 116 
• 11$ • 

b) >O ••••• ¡, .... ;, ... ¡ 
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' FiQ. 3.20 -r~milla da tetraedro•. 

FiQ. 3 19 Elemento tetroedrO linool. 

Fi~. 3.21 CoordQnodn do volumen. 
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Fig, 3.22 Prism~ rec!onQulor do lo lomilia Lcgron;iona 

20 """"' ( ,,..,,¡,¡" 

32 """"' 
1 COOI<o 1 

f"ig. 3.23 Familia Serendipity da pri$1MS rectangulorn 

1 

·Cocrdenodos local .. 
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' COX>rdencdos cartesianos 

Fi~. 3.24 Mapeoo de elementos bidimen•lcnale• y tridimen.lonoles 



------·-----------------------------------

- m. 

,, l "' 
1 •oparome 1 • ico Superpora m él rico 

S u b porame'tr ico 

o P"nto donde •• define In cocrdenodo 
o Punlo donde se define l<t_función 

Trcr.•lcrmccl6n de coorder.cdOS medionlo funcione. 

do formo. 

'· 1 

' ' 
' 
' 
' ' , 
• • • 
" " " 
" " 
" " " 

- 1!0 -

c •• , ...... . 

'""'" 

••••• , ...... lo. ""-···· 

•••· <.2 "'"''"' .,o,._,,.;..,,, ··--) 

~·-"'l-... ... 
~·-
~'-... . .. 
~-"- " ... ... 
!!..<•. ... 
"'-

' ' ' 
' ' " " 
" 

... • ... . .. ... • ... ... ... ... ... ... ... ... ... 
' • -- __ , 

... ... >19, <.> ..... , .... i.C..oolooaloo 

1•• ""''"! 

"'-

. .. 
• . .. . .. 
• . .. . . . . . 
• 
• 



---------------

Fi~ 

1 

1 
1 
1 

- l1! • 

" Tomol>o do< 0010 1 

Vcloroo toOoci~o• ol inicio del pooo 
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• o..., ~~ x""P on~n lo OUlU do eooUelontoo do xeoldhto ." &lo pr:_ 

do w1 h •,;.4, ohol cuo <¡u8 pr-Ur 

,. .. 
• '·'"' . '·""' . . ....... . 

Clleulo do -·• ouporloroo ""PI•ond~ ooto oUo<'lo 

CO.O 11 lndl~d &ntoo, ol .Ot<>do con•or91 ol ll<>do IO.Io bo

lO proaento oo lo eo<~U!JUrooldn oupuHto, y Al ouponor .. ,.. .,_,,"!. 
oiOn cuolqulora hto ootart conoUtul .. por ,.. cOIOI>Inacldn llnool 

do loo dUtlntoo .OOoo do Yibrar> 

x,.,p' c 1x11•c2x12•c1x13•c.x,., don<lo •u • •u oon loo con!19u

raelonoo IIO<Ioloo y c 1 oon ooo!loUntoo do portJclpoc16n . 

ooto mH<x!o, ton<lr....,o '1"' quitar o la con!l-oeldn oupuoou lo 

portlolpoeldo 4ol p.t-r .....,,c1•u• poro lo ....,.1 n....,oituoo COOI2 

, .. 
1100 ooloulor r..,uu<ondo o lo P'""P'~•d h Crl"'l""•llda4 do loo "'!! 

doo 4o vu.rac161> quo lndlco quo [o1x100¡.o•O U ...... -. o10 y 

• 

i ,. 



x,. oon conftquucton~o ~odol ... 

Si ~ultiplico~oo lo cx~r~o16n ontortor de Xoup por ~ 1 x 11 
Y ,,.. ... par~ tO<!oo loo "'"'"'• conoldoroodo que loo cooUctc»~ao 

do port1c1poc10n oon con.,ontoo y pu<t<lo>n ool!r <lo lo OUIUtorlo, 

'""d""'o' 

'"•'u'.,P • o,r.1•'u • o1ro1o11 t 11 • e,r.1x11xiJ • ... 

donde loo r~no<no• quo r.mltlpllcon o c1 , c
1

, etc. oon nulo'• ~"'' lo 

... 
•,·~·-·,.,.c':···~-

quodoodo ontoncoo . ' ··-·'·' \\•. 
"í : ' '··· " ~oto ~•O<"'"" oo vUido po.ro cualquloc 10<><10 n. 

Por tonto, ol quoromoo calculor ol •••undo <mOdo do vt

bror, oupordr"""'O uno COnflquoctOn que oo ""'0100 o ~•to ...,., oo 

ductr, quo tengo un punto do ddlexl6n nulo, colcular..,oo ol valor 
. ' 

do c
1 

C<IJI lo oxpro<16n ontertor y rootor....,o o lo ~onfl!J11roci6r. 

oupue••• poro ol •~oundo ~odo lo porUc<poci6n ~el pr!~or "'""" 

c 1 •,1 , lo que do por rooultado uno nuova conflquroc16n oupuoota 

paro el oogun<lo ¡oodo on lo quo el modo mh bojo pruonto 01 ol•O! 

qundo y por lo t.;nto, al opllcor ol o.!<odo l>obd conver.onclo h! 

e1o esto ~o~o.· ~ lo opouci6n onteo dooeT<UI oe lo ll..,o ·u~plo" 

' 
Si qulofhoi"'o colculor ol <or~O< '""""de vtbror, ton 

'· drfomoo ~uo conocer do antea.ono loo eontlgurocton .. oorrecto• do 

' 

' 

" 

' 

..... u 

' 
' , .. ..... ~. ~ 

.. .... • ·.- .l,, 
, · • o r • 1Uop J H 

~ lloup 

•. poriorao. .• 

.. 
• . ., 

1 
En b • pri<Otl~o, y debtdo o onor .. m016r<coo o do opcoxloo-::; .h. ·- 1 • ' ol~n ~·• van ooorrbo.looe no boato con uno oolo llmph; Poro lo -

' ' ' gror connrq~ru::lo odoo..od.o do buen rooultado ll.ooptor lo con!fquro• 
. ' 

c16n colooloda al ~abo do """' ciclo, ontoo do cdculor lOo volocoo 
1 

do w2 .' zoo ,, .. ,· conf111uroc16n 
.,".t·~ ,.;¡ .. •¡,• 

""""' nuovo conf111urac10n po.ro "" nuovo c>clo, Eo oonyonionto llo-
. .. !;' ··''1' 
':'·'·vo< cuando "enoo troo oUra• olqnlfloot<vao on loo.oUculoo. ' . . l 

Pon UJor ideao, colC\>l"""'o tun clcloo dol oeo¡unllo III<>Cio de 
' . 

vibrar do la ootructura poro lo cual colculo~O• onteriorJOoOto el 

prlaer -o. 1 

'" ¡ .. ., _, l •. 
~ 1• .. lí;¿ ' • 

' 

' 

' 

' ' 

Cale. 

' t' ::11 ., o 
.¡;:;;; 

'"b.1o o ........ • o 

1·"~·"1 '·" 1::"11 '.o 1.110. 1·"' •·"""¡ 
. 1 ,,0 •• o [2;; ' . .. ., .... 

1'" . 
' 

.. prlmoro y oogund~ modo, y ouponor una eonf1qurool6n ~uo oo pore_! 

ca •1 to<eer <mOdo, (quo '"""' doo puntos do dotlex16n nulo)¡ col 

culuiam<>o doo coof1otont .. do put1olpoel6n c1 y c 2, corroOpon

d<cnt•o o loo oodoo prt10oro y oo.undo, en lo con!1.uroc16n oupue! 

to y lo llmp!orlonoo• poro guo ol modo ~· bajo prooonto on ello 

.. ., . . •,'í ¡, o."' • 1 ••. ,.¡ 

' 
. '·""' 

o Ul • ...r1_...,16n ,_,. .., .. , ,,.. , .. lqu).,.., """" .... , luooo •• <OO .. nioato ou• 00 ..,. 
"""'' 0 "" "l""do ,...Qo, ooto ''• """ to•&• ""e.ool;olo 4o ol~,.. on lo eoof<c.,..olOo _.,J. 

' ooo el toreoro y al m<ltodo CotiY<:rjo o uto III<>Cio. 
.. ·,.. 

< 

. ' 

' 

.. 

. ! ' 

' 
' . 
¡. 
' 

., 
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EL intenolo 
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'"·""""" 

o.ui•>w' ••. oooo, 
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4e nriaci6n 
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• (dtf • 6, •> f loo ojuocoo on h eo<>o oon "'"'"'"'· En uno o 

<loa eleloo oh oo Uegula -> nl<>r corree .. do ,.> y x1• N6-

.... que po.ra ootiaor QR .. ¡..., de ,.> p«>Cecll.<ro4o "'""" u lncl! 

e~ ontu_lormonto ¡..,.,_...,, hocor lu """"'" do 7 00 P y do loo CO! 

UcUntoo do fc&lc ttaanclo voloru oboolutoo o ...,.nclo ,u """.!! 
ta ol olgno <Or<oO¡>Oool.ianto. t..o Ya<i..,i6n - oe Dbtlono oo 

u~ oaoo •o do JI aproo. SI nc ... oo ol pra<odlo, óo w
1 oo ob

Uone un YOIO't eaol 1<;\l&l ol Dbtonldo con IN • ...._, do v&lo.reo 

ob4olutoo, quo oo .... .,.. .. ..,...,. 

81 no IN!>lh.-o l>ocho h Uapla an "'"""""""'loo cloloo, al ·• 

cabo do 1 bab<loaoo ll"''lodo o lo e<>n[.\~urociln del prl-r -· 

(an vn do • clclco ,.... oo neceoHoron c.._nd, lo cont_19•rooldn 

oup.~uu.- poualo o >o dol pr._r -ol. 

-.--... 

1 
1 

--: 



A?li~n<!Gn del ~(todo de stodoi>-V!~nollo-!1.,.. .... ,., •ara 

r.otructur•• cle Fle•Jún 

"· 

CO<'IQ oo ved 01.\s ~dcl~ntc, ~uon4o !u ,,.,,,.,. de loo ""''""" oon ruy 

flcxl~lo• oo cmparocí6n cor lo• coh"''··'>, o cuondo lu fucnoo 1! 

<ero lo> oon rooistldoo ¡>>r mu<O< que to·obajao osonchl~ente o ne

~<~n, lo rlgl<lo• de "·''<~p!oo no •• J""•rondlonte <lo h diHrl~u

ciún óo fuoro .. o ~u o ""~ oono<ida lo c•t<ucturo y por taMo no 

p-.>odo ou;-oooroo CO>oo<antc p<>ro el dlc>lo ~o loo rliotln<>• I>O<Ioo 

de vl~rar. I:n_ ;cocul, la p•ou~origldo' oqu!voh,tc ~ue oe obten

erla poro un ~o;undo ~.Q<!o oorS l'>Of<>< ~us la corre~,.ond,.,nte al f<! 

.,,,. m<><lo, """" loo efcctoo d<t !lexiún ee conjunto se reducen ~no! 

dorable~cc.to ol no loner tOJ>.< los !ue<zas actuondo on el mhM o<Jl. 

t!do. Lo"'""" ;>OCrfa dcc!roo pora -'<>$ oupu!ouo (rd. lj, 

I:n cooo cosoo, loo ~<opieJodo• oHi.,tioo ;oom~t<icos.~o la es<r'JCtU

ro r.o q"<d~dn clo'lnldo• po< ri>ideoeo do entreploo 011>0 poi la v~

rl.lcl~n clo loo p~oiluctos n y C~ con lo, cuole• '" poilrio colcu

la< loo rle!o&rnocionoo dcbid .. a tlexl6n y a fuo<n cortonte uopes_ 

Uvao>ente. 

P.ro colo"lor lu rlefor~actonoo por floxJGn el coc.venUnte el .,._ 

un volodho, o<ro voloJ"o empotrodo en el e.tremo o~uooto eorqodO 

con ol d<oqr>:>o de ..:centco oAtro ~:, y en el cuol loo -cntoo 

fle•lonor.to; cone<roc.deo o loo dc,o.mocione' do lo vi90 rMI. 

cortante entro do. nlvol .. conoccu.,voo, v 1 , h¡ Y,A¡ oon, roopocd''.! 

monto lo fuon, cortonte, lo oltur .. y ol hH. of~otivo de oort4"'" 

"""'" eso• •to""'5 nlveleo y C es el ooódulo ~o ol~stiCldad al cort<>n 

.te dol motorlal ~o la est<uetu<a. 

rnodol, •• colculan las fu.r••• 

lo confiqu,oei6n y loo fuorUI cortante. corro•pondionteo y o ¡;.or

tlr ~e ellu oe vol~on loo i"""''"""'"" de"""""""' Oo cado ont«t•i

oo y loo ~""""'"' do voltoo oeumulados de orcib.> hoo<o obajo, los 

cuoleo "" divi~en on<ro El [~obrA doo voloru do M(EI on un ~i•= 

ni vol·~· loo cuoo on que hoyo combio do •ecol6n de lo• ~"<o.i). Lo. 

-lnt..,<octen m~Orico dÓl dlog<...,. de ~/I:I noo {'<!noltlr~ trooo!or-

a ~1 opllcodoo en loo distinto• ni voleo con loo cualoO os muy !~

<11 colc•Iar los corUI~to>s «¡~lvalcnt .. couoo,..,r.di~ntc• a co~, "!! 

trcrtoo y loo lncro~onto• do ""mento tlCHion.,nte en lo vi90 conju

gado que ""'lo l<¡uolo• a '"" lncre~entoo de 6<fo=ci6n P'" tlui~n 

entro ~o• n!·.ol•s oon<ccutivol les el c~uivolcnce do OX • V/R ~ul 

c~O<> visto ~nt•rlor10onte). ~ esto•. l""rmenloo de dc!o'""·'<iGn por 

flod~n se "'"'"'h loo couoopondiontoo o lo do!o=><<.6n por «>e-

tonto y con oo• sumo su 

sod c01110 utu f~""'~" 

podr~ ealculor la nuovo confi~ur.c16n, que 

' Ce " y rle don~~ ;>odr<'""" doo~cjor coco va 

lor y en oo<o de quo no ooa 1~ual para todo• loo ~•••• volvor a ha 

cer OtrO ciclo to>l.:><>:io como configurael~n de p&r•<da-la oncontc...._. 

anto<lo=on<o no=oll•~ni!oh e<>n reo¡><>cto ~ ""' do loo """"" poro 

po<!or O<XIIj)O<ot lo evoluc16n dO. loo conHguncionoo de cod> cielo. 

1 
1 

1 
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' Nra f!jor i~o••· o conUn~ocJGn u proocnta un ejDmple de ao>tili•h 

de 'uno ootcuobi<O <>n que 1 .. íucr••• lHcr"lco oon rcolotidoo por m~ 

ros, cuyo> valer"• ~" 1 f A oon lo• ln<l!codco en la 11!11'<" al~utente• . '. 
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o >oro oOtoo<r '"'" oooontrodn <Ovlvoloot<> al 410i1"'"'"" do''"' •• P'-"'do ""'"lo , ............... , 

Goodo k •• •• dilto..,ia ""'" '"" r·•oto> ' Y n """ orooo.;d;o do "¡¡;¡ ''""'" 
• • y b ,...,_,¡•-""· Lo vori•olóo do •1=1 ontt'O A y 1 00 l! ... >l, """ lo <" 
••<o ••pr.olóo •• o>tiooo ooool4•••ndo .. , tri~•<"' .. ~ oltvro, o Y b «•>«· 

"'"""'''y¡,,., n. •• y rb ooo ¡,, cooooot»doooo '"'"'"'"'"''""'" oo ¡,.pon

tosA Y•· '""'· >1 
oo • ..,~,.. ... q'"' o! """"'"'"'"''" d• la •lo• <onj~ ., o1 ••<..- '"~"''"· """ 

lo qvo •• oorl••• do o>ajo k>eia aori~t o) <>lcolo 

... 00••·· .. •• """ •• ,, f'r'""'' ...... ,,,. ); "''''""'¡¡" '"" "'"'""'• .. ptloti<J· 

'''" lf"'l•,. do,.,.,:., 1"" lo q,o doop.....,lu!O "'"""''''" • '""'"'..,y 
.,...,.¡.,, n ¡ 0 ._ntooolo " '""'' do )o ,.,,,,,,.,... la •oloo"&>Ol"" ,... oort>n· 

to "ro4oci.,>do ou i"l'""'""''' <O oo,.roo"" con lo óo n .. !6o 1 ,..c¿o llo· 

"'', ... """ .. """1•· ,, .,,. , ... 1• •• r._.¡~ """ '""'""'' ••" ''"'"-_._ 
.. ,,..q!oo ;, '""' ¡, do>J4o o flO>l&o. 

'"' ))Obo """"" <•Ido~ oon 1 .. '"'""""" al 

.,;,..., quo"x oot.l on •• f • ••lo ""lt• " "''""' .. , -
·-· -, ~-



e-o •• l••l1o6 onterl~rmor.te, poro con<><:cr coopleta•onto un ...,d~ de 

VJbru necooH,~os conocer tonto lo conf<q"rooi6n J>Odol co~o lo /re

ouonc!~ do! ~<><!o. H"""'• vtoco qoo ""<l<1Hodo de stodoh-~!arnollo-

"""""'" •o oopoM Un.> «>nf!~u,ocl6n rolo Uva y a partir de ella •• 

"''kJI.. ol voh.r Jo w
2
. •••hcr ~==lo""""'''''"·''" ol~, <·Sto""· s_.,a )1. f>J; 

curnci.> y a f""Ur Ce ell.o oe e>k.llo lo a><.fi<;a:oc:!~ "'""Uva da ahoJO"""" &rr_! 

bo do '-' <00<\lebora. «<lo- la oa>f~><:.:.O"" rci•Uva Ee ¡uodo .._.,., ~i~ 

lo ~o~~ilxl Jo la prlr'ero"'"""' (f= e«\Sf!ro""'to el lr=.omto de dcl.,_.,.,..,\01<1 ~ 

too. 

'· Ch<or.or loo volouo de 

l. Suponer lo dc!orrnooi6n del ~rl~er nholo ll; convione •uponor 

un volOr unit«Uo. ~oco ';'!Uivole t<W>I~n. ce--<> yo U dijo o 

•uponer ~Xr 

' . C•lculor lo !ueno cort•n<e en 1• "'"" do 

entre~loo) quo oe<i por dc!!nlcl~n do riq•d~• do entr~pl· 

00 

'· 
nJvolt ., -

i. ~or do!inici~n de fuer,. co<t.>n<o, ~.,..., lo "'""" •cu~ulotlv~ de 

lu !ueuo• arriba de un CU<to ni vol, po<lr"""'• colculu lo 

corUot~ del oc~undo enlrop\oo rc,.on~e o ¡¡. cortor.to en h 

baoo lo tue<,. do Inercia dol prlmu n!ve), ~O lO eo 

v2 -v1 -r~ 

1 • • C<mocldo la fuor,. cortante en el ontr<!plso 2 po<le""'s calcul>r 

•• 

ol lnor..,.nto> do defor,..clGn en en ontropao dlvldlen<lo 

cortante entro lo rl~ldoo do entroploo 
" 

lo deform.oci~n del prl~or n!vol ohton<lu<>Oo la' do• 

loo ¡••••• S 0 8 poca tod•o la• maO>O ha><• llo~ar al <>tr""" 

oupO<Ior ~e lo oHructuro. 

51 lo !ncuenclo ouf"'OOU conoopot><lc o un ..odo do vlh=ar, obtor-

dcemo• ~uo la fuor,. de ine«H del ~Hl~o 

•• cortante delentrcplsoco<rcopondionto (¡><>r equllihcio din~Aleo). 

• '> to o ~n -o do vi• si lo tr....,uencio oupuoot.o no o• a con~opOn~ en 

00 bbtendc~ un• dlfe<encto en<co ol valor do lo fuerzo do l-

n~reio y el de 1& 

clo con otro 

laclone loo !'"""""""" 
entrB fuor•• do 1norc1a 

rol•t<va~or.<o.ooreono al ontorlor, oncon. 

y po~rOMS <ruar """ 9rH1co quo noo r~ 

con loo diferencia• 

do la oo~ructufi> (ordonodu). ·Una ve• quo toncmoo doo punto• d•·••• 

' • 1 

.. 

'--



• 

' con el ojo do loo nbsch"o ~o la Hnoo ~uo uno loo punteo o>ltoo o]!_ 

ton!doo, o ~u prolcr•pc!Gn o! """"" diforonel .. tiof><ln el •>oo:o 

<1900. Con acto torcer valor oupucoto pou w
2 oe~uro~onte o\>ton

d<crnoo ot<a dlfcrenc!a, menor quo lu ..n<orioreo, quo noo definir! 

un tucor punt.o en lo ~r~!lca, 

entro lo~ troo puotoo y doHnlr 

Podr=• en«mces t<nar ur.a cuoo 

u! un r.ucvo valor do w
1 

ramonto ostarJ tr.uy pr6x!mo a la frOCUé~ClA coructa do uno do loo 

Cu•O<Io yo oo oot~ cero,, dol valor COH"<'tO, oo puedo mojo<ar ol vo

lor oupuo.to do,,' owplcondo el cociente do Cnn4oll olgulonto 

dondo 

El "'dto<!o ;o«oenudo si<VO ['lrO. calculor cuolquler m<><lo natural do 

vlbrocl6n teniendo corno d>tos loo ~••u y loo rlg!Mco•o do entro• 

ploo do la eouuctu=a. Cl IOO<lo do que $0 trato se ob<endr! de lo 

inop<ecJGn do la confi9Uf0c16n modol, ~.,dó"" """""' '1"' on d rrl

"""" talos la• ~c!=iooo' , tl<~M ol l"ltr.o oi~r», oo ol a<>¡'Unlo My \Ul """hi<> 

• &> oi;...,, "" el t<«UO <loo c.vl>!os <lo •19"' y as! -..ceslv"""'l.O• 

SI oa conoce lo froouenofa ~al prl~ur rno<lo Qe vibrar (por habe<lo 

calculado cmploando el 11'6todo sto<lolo-vianollo-•o""'.a'k' p<>r ejern• 

plol, oo p~ede ootl~:~or_ ~ruo••=nto el vdor <le las frecuencias do 

lo• ~odos n¡><>rloi-es ""picando l• rolaci6n•~·?>o~ :wi•2Sw~, etc. 

(E•ta opro~i,.,CtGn puodo oor d"""olado burdo Jopel'l<llondo de loo "!. 

loroo ulaUv"" dG bo """""y ri~1dO<:oo on n<le cuo portlculor, 

poro olrvo> co.10 orlontoc16n), 

,_ 
' 

• 

' 

C..lculiiOOS ol O""'UI'I<Io >oodo Jo v<bror h la ~o<r...,turo q,uo OG wo6 ., 

el 016todo do sto<lola-Vianollo-!l"""""r~. oup<>nloll<lo 
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Truoodo lo gr~!ico 
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quo ol YOlor Oo w

1 q·Jo'hoc~ cero loo diferencia. oo opro•imlldO• 

...,Mo H (pMrio ob<oncne por trlán~u!os "'""'O)ont~o, pero ube . -
""' quo oh e~on<!o oo hkle<o &oí ol valor no 1>00 llovar! ""oc

t>.~~nto & coro dl!uenclo ~~éo h vorlae16n no eo lineal """"' 

<stMnoo '"o<>n!en,lo, o•cepto en intorvaloo muy corra~oo). 

Sut><:>nler.llo entoocGO w¡ • U 
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C.,.o pu~do voroo, '" dihron~io " Un•l •• ~Ho "' •- ciclo •• . 
deor«cioblo, "' '" ... 

' ' 
. ., • 13.61 1/oo¡, w¡ • 6. '"6 1/oe<¡ . '•. 0.951 ·~ 

' '" oonfl;unc10n modal .. '" lndicodo. 

&u poniendo otro valor 11ayor .. •' ,.odda calcular•• 

cuuto -.loo. PUede Ul>lllln vorUicoroo quo •• !roc:u oncio del Pl'! 

""' 100<\o 
obtonldo con ol 106t<><lo do Sto4olo·VJ&nello· 

Hecto. 

<;<Bentortos odlc IoM les 

'" loo .. ~«><loo preoenU.dQO •• tl<!no 

, ;ideceo .. ontroplso. I.ao "'""u ... como dotoo ... . 
rolot<vomonto 

,...ouyloor! 

cllco do col-" 
culor y dopq»<<.,. '""cluolv..,.onto ••• pooo do ••• 
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pou f1nos do on&l!o!o ,t.,!co. !.ao rlqldoce< •¿':~" funciGn ~e 

loo propic~odo< el~<otico-goooG<riCo• dG loo ~·t~doloo omrlooÜOH, 

quo no e• oonctl!o do!inlr y do la estructur~ciOn, •ob<e <od<l do 

· l~ relac1~n ~"" quordcn )os rlgldeceo rol&tl••• do la• borra• 

qu@ for,..n lo estructuu. t<oboa y col"""""· 

Podo el mollolo ,.,..,.,&uco do un edificio c0100 yno aedo do ~ .... 

uni~u e<>< rooo«oo, Mflni~oo ~omo o!••~~· eotroehamento ooo

plo~o a ·~~ol en quo 1~ r!~!dU de ontupUo eo i,.lepetl<lante de 

lo dUC<Ibuo!G" de ou¡¡>S htoraloo o ~uo os veo oometido ol IDO~ 

dolo, esto oo, la r<~!de< rle ontrepiso oo invori~blo lndopetuliO!l. 

to...,nto de la el~otleo quo adqutua lo os<=;.,.., ol se< ,.,...,¡
da o cor~ao loteroloa. ~quj oo entiendo por r!qid•• de ontropioo, 

00100 o o !r.dlcO antHionoente ,lo fueua nooe .. rh pa<o pr<>d.,.lr 

ol deopla<a,lent<> unitario clo un olvel con reopooto ol ouo, 

ooto •• . -
4 ntvoloo • .,..oudo o diHlntoo o!lt-..o do fuenoo. Do acue<dO 

' co.1 lo ontco d!cho, lo r<;Jdoo ~c~e oer Jndependiooto do )01 

luor'"• &pl!C&du (oHo ti,., do eotructuroo •• cof'OCO toonb<~n 02 

""'ootrueturo "de eonant.e"). 

·.-

•• 

"· 
Para que c•t.o •• c""'pb, ).a rlgldc< de <uHrcpuo debe sor '"""tGn 

hloo. y .. clu•lvoncnlo dO lao col""""" Uo <•d~ onlrcplSo, pon lo 

cual, loo 9troo dé loo nudoo deben ser nulos, Jo quo •• loo¡ro 5 ¡ 

lOO trobco 00~ Jn!lnlu.menre r!ql~a• en c""'puoc16n e<>n loo co

JÚ..no•, en OU)"> coso lo elhtloa do codo uoa <lo la. colwnn>l e• 

la ..,.t.<ada '" lo ft~ura J, y loo el.,...ntoo ""'"~nlcoo que apare· 

con oon loo qu~ ah! ao .,ucstroo, paro bur•• do ae<:clón conotan• 

"· 
1 }l~" __ , 
,h -.r + _, 

•• dU!cU que lo 

(hl/11 uo "'"Y grondo on oompnraoi6n con la óe 1" colW>noo, lo 

.,.., l"l.>d_<;"\>0 loo g<=o ole loo,....,. no"""" c<TO,Ulaj~Moao el oUte= 

r reduci6ndooo lo rl9lde< del ""'reo ""'" un "'""'' ta=ño de co

l""""a&. Dobl6a a ooto, •1 ouo 60 traMo Jn!intta~er.te r!~lhO 

on o"",auc16n con lao oolUl>IIU reciM a veo•• el nooilire do cot.o 

oupedor do ri~Jdn. 

treplzo ya no oerá Jn~ependlonto Uol o lote~& do fuor>oo horiron

Uleo aplloadao. En ol límito !nfecior, lle~ara:.oo ol oaoo del 

volod!ro ..oouado en lo fl~uu 1, paro ol cual no tiene oonudo 

ho~lar d~ rl~ido> do cntrcp10o, puo• oor~ dih.cnto poro cada u

no do lao pooi~lu con!lguroc<onu de tuonoo opl1odao. A ooto 

-
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!guoloo. cono<Ltul<lo• L>O< ,..,ooo rlql~<O !o....,doo !"'< t<obeo y co 

l=noo uni.Joo en los nu<loo, ofn co.b<>r~o. 001110 ¡>OJO<Io oprocioua on 

¡ 00 ¡¡90, 010 ¡ y l, lo• doform·'"Jonoo d~ lo cotruoturo cuando to

<loo 1 .. !uonoo oc opllcan ~• ol ,.¡.., oontido oon ,..y di!uonteo 

en uno y otro r .. o. "" 1<> f19U<0 2, lo tonvonto on ol extro- •l! 

pertor oo vontcd, "'Jcntru quo on la fi~ur• 4, la <&n9ento on 

d utr.,o ou¡uior Uono la inel!naol~n ~olu. 

¡.., U9uro S iluotro la !orma en quo va<iarfon loo ~.o~ontoo !lo><iQ_ 

no.n<co en loo col.,.ou dol ...,reo on ~"" ... .,, extr...,o Y en uno 

la obtOO<oiGn do mooncntoo en troboo y colu. .. noo oin ndHcar CU•l 

eo lo. oltoocl~n ~o: ... reo. puado cor.d.:~a o orroroo ""Y im¡>O<t4!! 

too do oubcotlm•ciOn Oo """·""'"' on lao COI\llii""O Y dO deo¡>luo

ciontoo horloontaloo do lo estructuu, 

...,, .. - ""'" <1 ....... _,,, ••• X. ....... '"'-··· 
...,, ... ,¡,_ ......... .-... ......... 

'"'"""' - .. ,.¡. 
~,. . ._ ....... -..... , ...... ,. 

... 
yo o¡oe loo ~t><lo• oprO>'-"'"~o• ·~· ~ono10l •uponon lo !or,..el6n olo 

nreiculaciono• (¡>Unt.oo de ...,~cnto nulo) en co~a ont<oploo, y la •! 
tuoci6n puD<I~ o<>r t.ol quol loo p.>nto• do 1Mlexl6n del dlogr-.. do 

' IIIOOl(:nto• dooop<ro.oon &n UM, vorloa O todoa loo ni voleo. 

P•ro eon<>eu ~uol oo lo oHuoci6n en codo euo portiouhr, John ~-

Bl""" (relonncio ll o»;lero ol -pleo do "" io<IICo do rot.od~n 

-ol, qua dallno oo~o 

•• t(l/l)tnl> .. 

IU/il00 lo 

~<oaoiona<iu. 

• 

tU/11" · ·· 
tr.~ .. 

lumn .. cle todo• loa entrcpiooO nlcntroo que, paro volares do O ~•

noruo·do 0.01 lo estructuro oe ao•,.•i• mh a un yQ)adho, Para valo 

ru de o ~ntrc 0.01 y 0.10 l~ o1tuod6n eo tnce.-h y h.>br~ entre 

piooo en ~ue no haya puoto• dO 1010men~o nulo, por lo ~ue loo mHodoo 

apro•JOIO.doo de on~liolo l""'olen conducir o fue=ceo orrore& dol lodo 

do lo ln>e<¡urlhd po< lo""" uo,-:tG o loo voloroo do loo ..,,..nt.oo -. 

tle•lonantoo· poro loo quo <lobo dioeño<Oo oot co~o <••pecto • los 

deoplua••.antoo latoulco <le lo ootru"o<uu; lo <19ldn do ontrcpho 

plnde 

• 
¡, 
' ' 
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Si l• oHroctoro ticn~ V«rüclot\CO '"['<•rtaatos 

vooodr~ valuar O on dtslint<>O n!volo•• 

con la altura, con-

llalta a<¡u! u ha CoMi~<raOo ~u~ las 4o!orooacion .. nl.olo• de las 

oolu~noo, en ol ca•o do morcoo rl9!~oo, aon deoprocloblo& 1 no con 

<ci~uyen o la dcforNci~n horaontol. roto eo y~Udo o6lo o1 lo re 

loci6Jo entro olturo y ancho do lo ••tr•><turo ea pOquoña, tal veo 

~uor gua ), Al aU>ontu el valor do ooa roloci6n, ol efecto M "2 

10onto de voltoo M. ol odHicto odqui.re ,..yor ¡,.por<•ncio y oo pu~ 

'·""" c"'etor O<<Oroo ..,pcctonteo al deoprocior loo •cor...,.lontoo y 

alor~.,n<entoo do lao CO)umnao dobldo a fueru a><hl. 

con la. 

colwonao, codo U'la do lu col=nu t<abojorl """'" volodizo y lo 

fuoroa nlol on oll .. oor~ pequoft•. 

&• ol c .. o do"'"'""" oontraventndoo, h crujlo o e<uj!u conuo

vcnlco'1ao ton<lr4n comporto~iento oi~il•< al de un muro y deborl.n 

por t.onto conoldeuu~ 00100 cotru<turu do tlcxi6n, cdcuhnclo ouo 

pe<!<Nioo e"""' oo 1ndic6 en el l'(it<><lo ~- StO<Iola-VIonollo-~e....,ork. 

truoturoloo Oooo ~uo vor!o lo fuor>o que toman uno y otro on ca

da ontroploo: loo ""roo ouolon t-..r la .. yor pmporo<6n de la 

co<tonto total en loo ontrc~iooo lnferloroo 10!en<ru ~uo lo oltu!. 

cl6n oo lnvlorto en loo nivelo• our«<oroo. ver roforonolo l. 

Eoto Meo d!Uo!l h orHcacl6n do •HO<Ioo n...-!rlcoo pua calcular 

loo IIIO<loo do vlbrac16n do uta tipo do ootructoroo, olondo ah 
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Dlwoo, John h., "Dynomlc Cl>arooterlotico o! HuHI .. ory Bulldlno¡o", 

Procodl""a .o.sc~. """''"'"' Dlv<o<(ln, Fob." .... ry un. 
(So ontrO<¡"&d copb de ella - j>U"' ~el IMtorlol dol ""••~l 
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DINAMICA ESTRUCTURAL 

1981 

Directorio de Asistentes 

l. Gcrónimo Aguilar Cllávcz 
Industria Metálica Integrada, 

S.A. de C.V. 
Av. Constituyentes No. 800 
Col. Lomas Altas 
México lO, D.F. 
570 12 44 

2. Tcodoro Allende Rivera 

3. 

4. 

5. 

6. 

José Luis Angeles Vigueras 
S P l Ingenieros 
Melchor Ocampo 445 
Col. .Anzures 
México 5, D:F •. 
5 25 02 90 

Carlos Arredondo Sánchez 
Comisión Nacional de Segu
ridad Nuclear y Salvaguardias 
Insurgentes Sur l806-3er. piso 
Col. Florida 
México 20, D.F. 
534 87 68 

Felipe Arnaiz ToleOO 
Instituto MeXicano del 
Petróleo 
Eje Central Lázaro Cárdenas 152 
México 14, D.F: 
567 66 00 Ext. 2637 

Germán Caho Manín 
Instituto MeXicano del Petróleo 
Av. Lázaro Cárdenas 152 
México 14, D:OF. 
5676600 

7. José Frías Diaz 
Dirección General de Intercambio 
Aca~mico, U N A M 

Av. Lázaro Cárdenas No. 734-302 
Col. Postal 
México 13, D.•F. 
579 57 42 

Yácatas 289-3 
Col. Narvarte 
Méxicol2, D.-F. 
687,4387 

Villas de Aragón 23 
Col. Villas de Aragón 
México 14, O;F. 
7960688 

Claudio Castro 130 
Col. Guadalupe, Insurgentes 
MéXico 14, D."F. 
517 24 40 

Norte 3 # 4804 
Col. Panamericana 
México 15, D:F .• 
5878794 

~ " -. . 



8. 

9. 

• 2 • 

Ramón ]iméncz Jiménez 
Dirección General de Capta
clones y Conducciones 
Ignacio Ramírcz 20 ~ l'er. piso 
Col. San Rafael 
México 4, D:F. 
S 66 49 73 

Juan León NM\cz 
S A R H 
Ignacio Ramírez ·zo 
Col. San Rafael 
México 4, D.F. 
S 66 49 73 

10. Juan José Medina García 

11. 

12. 

. 13. 

14. 

Enrique Olvera Bonilla 
Ingenie tia de Sistemas de 
Transporte Metropolitano, 
Legaria 252 ~ · 
Col. Pensil 
México 17, D:F ,• 
3996922 

. 
S .'!A.• 

José o·nofre Pérez Rodríguez 
Ingcnleria de Sistemas de.Trans
porte Metropolitano, S. A. 
·Le garla 252 
Col. PensH 
México 17, D.•F. 
3 99 69 22 Ext. 215 

José Francisco Pérez Marroquín 
Colinas de Buen, -S.A. 
Viaducto Miguel Alemán 190, 
Col. Narvane, . ~ 
México 12, D.F: 
5384538 

Antonio Rodríguez Rangel 

15. Josó. Manuel Salinas Sandoval 
F acuitad de Ingeniería, U N A M 

' 

Ebano 7 
Col. Lomas Quebradas 
México 20, O, F: 
5 95 52 75 

Nii'ios lléroes 14 
Col. San Pedro Jalpa, 
Tlalnepantla, Edo. de Méx:ico 
3820595 

Av. de las Granjas 215-D-304 
Col. jardín Azpcitia 
México 16, o;·F, 
556 49 55 

Ba\deras 96 Altos UJ7, 
Centro, 
México!, D:F ... 

Navarra 82, 
Col. AJamos. 
Mé:dco 13, D.F .• 
519 83 10 

Domicilio Conocido Sicartsa, 
Cd. Lázaro Cárdenas, 



• 
_16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

- 3 -

JUan Manuel Sfmchez Torres 
Electroconstructora, S_.A; 
Leibnitz 34-4°plso 
Col. Anzures 
México 5, D.F. 
5141994 

Jaime Ricardo Valenzuela 
González 
Universidad La Salle 

:Benjamín Franklin 47 
Col. Condesa_ 
MéJdco 18, D.F. 
277 2576 

Noel Gabriel Zaragoza LWla 
Tecnoógico Regional de Qaxaca 
Calzada Tecnolójico y Wi\!rido 
Massieu 
Oaxaca, Oax. 
6 17 42 

• 

Jorge Silva Ballesteros 
Instituto Politr!cnico Nacional ESTA 
Unidad Profesional Zacatenco 
Col. Lindavista 
México 14, D.F. 

José Ma. GUillenno Valencia 
Insdtut0 Politécnico Nacional 
Unidad Profesional de Zacatcnco 
Edificio 4 
Col. Lindavista 
México 14, D.F. 

- -------------'" 

-

Estrella 92-44, 
Col. Guerrero,. 
México 3, D.F., 

Naranjo 98-2 
Col. Santa Mada La Ribera 
México 4, D. F .• 
5473417 

2 de Abri1109, 
Col. SAnta María, 
Oaxaca, Oax. 
6 32 26 

Marmolería 324 
Col. 20 de Noviembre 
México 2, D.F ... 
7898975 

Villa de Allende 310 
Col. Romero, Sección Fuentes 
Ciudad Nezahualcóyotl, 
Méxlco 9, Q•F. 
7 65 27_ 39 

• 

> 


