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'"""""· on ot<Oo oaooo, dUUpgoi<oo los el..,ontoo do un oonjwo· 

to, dt&""O uno pmp1,.,od """""o t<d<>o oll<Ol por oj""Pl•• ol 
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""'''"'"" .... (o). ,, 
~ eodo P« ., .. ,...,do nt....roo notuulu (o,O) ooou...,o, n· 

d!anU lo opond6n ••-· o1 ,..,,..., o • b, ol <•><1 •• On1<o ¡ 

y .. ,, t.uoblfo •• loo .. ,.,.,,,, 

1 • , • ' 

oj 0" o<UIIOdO 11,01 OOOOU""O ol """"'" <; oo 

' . . -. 
""" 

• ,, 



.. 

r.,. •. 1 to ¡, _, 

••• • 

' 1 ' • -· , 

1 

, ' • 

• , ' 
• 1 ' -€r·'" 

¡,oO•ol 

lumn• o. ¡o """"'do y ol '"~"""" •n o1 ronOI~n oopuiot. 

••••l<o40 ~. 1• oporaol6o •••• ol ol.o•n<o quo o• •n~ontro 

on la •ntero<eo!On dol •••916n oor<oo"'•nd1•n<O •1 P"""' ol<• 

'"'"'"y lo ool""'"" '""''""""'~",. •
1 

•••""""•..,..., •• ""'"''-

o .... 

•• "' "'"'"'"" 
ty. n '"'"''""'' •• ''"""'"'" , .. ..... ' , • ' -, .. ,.., ordonodo (o, 11 • ..,.,,,..,, el ••-••o " .. . ..,," , ' ' - ' 

•• ... ordoNOdo U, ti no><-lo""o ol ol-Mo " .. 
ot<. 
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f.]Oo.,,Jo !.l.J 

Lo d>vlo!~n 00 """ npoto<!(n bin>tio no ~Ol!nlda en,¡ """'"~ 

<o d• l~o nO...,oo ""'""' <1>, pueoto """' 

y,,,, zo•·e.,..~loq••~< 1 

....... """""'"'' ... ..... _,_, ' -· '· .,.. < ' 

oe t!ono Uab!fn '<"' 

' •••• '·' ' •• J, ,, 

o! paro doo •h••n«>o coolooq•lo<o o y b do! oon¡unto " 

o.-plo "'' •a opotodo eon o• oo ol o!.ac ole~••• qu• "1 

oporaoo con o" " ''"' 

V o,b < S oo <U&p)O q~ o < b • O O a 

.... ••=d•< ••• ~-· •••• ,.~ ..... 
!jo~plo l. l.< 

o) Loo cpuocloneo do ad1c10o f aolUpliooeiOn on ol conjYn· 

todo leo nbo<oo «aloo 1» ocn oo-..touv .. yo OU<' 

~ o,b < o oo """'Pl• qoe o + b • b + o 
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~ o,b < Roo <'-"'Pl• quo o • b • h • , 

b). Lo cpo<oei~A • on ol coojwoto O dol •1-.plo I.l.l oo •• 
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' • •• • " " ' 
,, • ' 

' ' " ' •• " • " • • 

• 

....... 
' ·······-.. ,_;,., .... 

U!bAcJ • lo;b)t.c 
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qu~, ••• oelo <dlnuoo ,.,,. lo ~"'"""" •• ••"" • o , • a 
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~-····"'"'""''•·• • • 
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........ '" 
o no lo .... 

•o h•<< ~••• que ~· ••~•• puodo •~••• !nvoroo oOlo 

• < • • ., 

""'""· ton•• snvocoo o~lo '"" lo olouol,., ., '-c<O>ro 

•• íi - " 

• 

•• " •1•"""" tnVHOO ,, • poco " '""" .. . ' <OO)unto d<· 

••• ... h • .. ' . - • u ........ ........ ., .. ... yo ...,., .. ' ••• -· ••• , .. -· •• • • • 1-•• -• 
1T<euh•oo• q,... ol 

···~ •• 
.. l~fnU<O pon " , .... ,. 

• • o • ¡ Ulaaado u<fo<o>e<> •• ol. 

yo quoo 

"." •.... i ...... 
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1 . • • • . l 
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.. ..... .., .............. '. , .... . 
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l• •• ol id>nuco """ lo opouolOo •l 
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t••••"•······· 
~" doMo ,.,.,_, concloio qoa ' "" "'"' '""'"'· 

'""" ""' tO<b> ol con)onto, loo ln'Onoo o<m prop!oo do ••-

do oh.unto. 

Soo •ho" 5 on <On1o"'o "" ol ovd 00 dol!non loo ~••••••~••·• 

"'""''" • y t. 
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Or<""'~" oe loo'""""' ~• "'~'"""""'"e" . 
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···~· ••.•..• , •• , • q • j3 ' 
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Oue..,o h oiyOtonte do!1n1ci6,, 

,, .... CUOlo!UlO< • < ' • •• < ., 
• • . .•. . ...... '" '''''""'' • • •• . ·'-"'" idlnU<O "'" .. o~·~ «&n • < 
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,¡, .... 
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a"·• o•a• .•...• •• In f•etOUo) 

<JO• (ol<~•nto lMnuco ''"" lo ""lti~ltc.•d!nl 

,--.i·~········~ (n lootonol 

" 

••••• •• 

"'"''···· ,. lo , .. ~, 

" .. • • • • .. In '""'"""'1 
i • o .• 

-¡¡ • ·n•o • 1·•1 • l·ol + ••• • (·o) In ''"''"""'' 

y 01 ••""''""' .... 

~·····••••h f ••••• , • '""' •• 

""'"'"" 
••••o ubdiodo ka><• '""" Uo proploO•<•• do uno ''"""""' ol~!e 

b<oico "" lo quo oo Ooh"" uno oolo oporodh, l.oo ootro«"'U 

qoo ... nOJO<O""O on odO!onte 00 ó<UOon """ TU¡>eCtO O dOo op«! 

oionoo b!no<1oo OUonntoo . 

"" oOO)unto •o• '"' vo<lo, fono un onlUo con "'P"<<O • doo oo••! 

cion<o ••••• , •• ' y e ••• ... 
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u """'"""" 
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' •• hao< .OtO< qu• p•« 'IV<• 1• """""'"'" "'' '"'"" no,,, 

A., ••.••• ,.e•-•e· 

OF'<OC16n 6 oo total~nte •<•t•IO.tlua •••••@ . 

noah,. d• •ol.,onto cero del "·'ll<'• y lo"'""'"'"..,' «m 

"t". Al oh.-en<o l .. nU<O pon la. Opocoof6n e , en <0>0 do 

~· lo"""'"'"""' 'ole•eoto un1do4', y lo donotu....,, 

con •v• . 

••ouiU evidente quo un onlllo ""'"'o no Uno< '•1-onto 

unldoa·, ,..,~, pou quo W'IO eoUu<tun lo<mo anUlo no oo 

i""Upooaablo q'OO OXÍOto oJ !dht!<O pou lo opone<6n e ; 
on cooo do odoUr hu, o •••• . ' ' . Ul qoo •• ',,veo •oev •• 

!¡o.oplo !.l.• 
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o lu opou<ionoo do ,._ y .. ttlplicodOn. 
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"'ao' lloq•do l!n•l~ont• a¡ ootudto do lo oottuotu•• •l•obta!oa ••• 
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"'-" ooncogo do c""p0 noo ''".""" • lo o!<¡olonto dof1n<oU!n. 

y uptoooot...,o «>n • ,• 

"' 

., ..• ,. '"'·' 

.. , ol """'""'" A • (p, q, , , o) 

lnv .. ,¡,,., o1 <o•~• un ""''PO e•• roopO<ta o ¡,. opoucionn ! ve 

" 

• 

• ' • • ,¡ 
' • ' • 

--~· 

' ' • ' • ' • ' ' " ' ' • • ' • • ' • • • 
' ' • ' • ' • ' ' ' 
• • • • ' • • • ' ' 

"''""'"" ,, 

" 
" 

" 
" 
" 

" • • 
,, 

'" . ' 
" ' 

'"' ' . 
! 
' ,, 

" • " • • • 
• • 

" • " • • ' • ' 
,, • ql 

< • p • 

" • " ' ' • ' ' • 

" ' " • • • ' ' ' 
,.~., .. 
• •• 

' ' 
••lot. ol !Olntico para lo ! h • rl 

""'"'d loo ,_,.,,..,, pOn U ! • oon Gntooo on eodo eooo 

¡; 'i. p, q 

1.a -~•<16n B 

bhJ. lj 

• q' < • T' 0 O 

.................. '"'"''" lo ...... " .... ,. to 

d """'"""' • ,.,_ "" .., • .., ...... .., <Ofl ... ,..ooo ••• -·~ 

d<ln 1, 

1 

' 
" 

' 
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" ' •• c., ... o co" '"'P<OIQ • " • 
" " • • " • •• " • " • • • • • • • 
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• • • • • • • 

' ' 
'"' • • " • " " • " " . • • • • • ' 
~ OP"<•<I6A • •• oo<>Cl&UV& 

" " •• " ' ,, • •• e ql • lp e r 1 

• • • ' . ' 
• • 

"' • • '' ' " ,. • " • ,, a •' 
• • • ' • • 

• • 
• .. ............ ~· " '"""'~ ..... ,,., ... 

"" '• . " • • "' ., • [q e ,, 
• • ' • ' • • 

' ' ', ,,, ,, . •• • • ,. • •' • •• a "' 
• • • • • • 

• • ••• 41otriWUva ~· 10 doroeho oobu 1 

" 

01 LA o,..nc10~ 8 oo eo...,o<otlvo 

I•Ot••~ lo ''-"''M h <Oblo) 

101 "''"''o! td~n<l<o pou h B '' • ol 

11) P••.q•o.o•p 

todoo loo d .. •ntoo Uonoo Sn•ono pon lo 6 oxoopto r , 

qvo •• ol <oto • 

• 

" 



NUMERO$ CCtiPliJOS 

ESPACIOS VlCTOR!ALIS 

TIWISfllRI'ACJCJtES Ll~EALES 

SISITm DE ECUAC!I)IES 
LINEALES Y M TRICES 

1 

'.i 

'1 

,t 
C•pUul" 11, V, V!. !V, '"<«<Ú••<ot<, <lo 1" "~"fl! Vl 

ALG!IO< !'«•••• .. , '-" J«<<h <1< ••«•U>eo• <lt l• '"""'4 
<lt 1•9u<«l4 de 1< ""'"· <hbo"d" ""' 

' ' 

1 

'1 

J01E B. CALVO A, 
I'IA~UEL.A GAA!N DE A• 
fOA"CISCO iO~L\lEZ z. 
Rtii<AUI lOPH &, 
OAfAEL LOPIZ l, 
J<SUS MEOCADO M, 
GUII,.l..E""O MO•SIVO!S G. 
J!SUS [, MOI..ASCO "' 
&UUAV<l Pt•EI D. 
ISAAC SCHE~SON S, 
GUillEI<PIO SI LIS G, 
EDIJAIIOO S.OlAO O, 
LEDA S>E:ll.ll.t DE G• 



NUMEROS COMPLEJOS 

DesUo ¡, onti¡¡ÜedoU, lo> ~.<tell!~!l~o• ••l,.orvaron que el 

si>te .. de lo> nliocrO> «al<-s es en d<n<> -.odo lnccarleto, P""' a] 

' t<Oiar do dor >Oil'ctón • "'"""' ec•on<i~nco cua.¡ 0,tt;o" co~o-•·· 
• 

f ·l••l-D, no <nconturon solucione> ero d r.._p<l de loo n~acros rea 

In. 

En ef<><:to, si apli<uoo 1~ ftuul• P"• H"<olvor ec~acio. 

O<'O de oe~unJo ~rodo, obtcnc·onoo '"""" soiU<\On<s: 

' Gbseroa~us ~uc •rni> .. wlOI<iuole. <">Un compl"'""' por Jos 

tfr~inoo, uno real y o!To <¡U<' <> la olfl cuaUrado de un TOal negatt 

,._,. 

SI~ lo XVI. 

En 1o ootuo!ldad, o lo> nQ~oros co~plojos >e les ho eo>co~ 

<rodo inlnprotodon~s flsico,, tal<> d CHu on el eHudio de 1-11 

<D'''<'""' oltcrn .. dontro Jo lo cleottlddad, 

h el oi"eaa de loo nGaoroo cooplejoo, ol nG.no ,t:T >o 

le <<•\OC< Co50 unidad lma~i""'io y se r<pre;ento con"!", por lo 

~"~ lo• nOllero> ,,.J•/1 1 '••l·FI. dont<o Je e"< sl><••• 

Lo• n~&eroo oo~plc¡oo •• pueden repr<>entar en dlferen«o 

pdncipal T>16n de que exiotan dl(orontes for~os Je uprese:ohr un 

CO~pleJo, •• quo la So\ud~n de a\1uno> proble~H se pu•de hclli" 

t•r ~h en uno fo,..a quo en otra. 

1 l. ' 

~ln;7ía'n. ----

1 Un nC.Q<·ro •O~pl<"jo "'tOdo ao¡u<l do la lora• o•t1, donde 

"<" •• l-1 u .. i<l.d i•o~inorin y ,,, t .Jo·' n~~ero> ,.,¡0 , <o>l<>quo•ra. 
L------ ------------ --------

t:,,_, os lo llomaJ.< for~.t ~inO~•••·Je lo< nb<ros <Ollple

-'"'· Cu•ndo .,-G, el toúmero queda como O•h ó •i~plo~onte bl y se 

lo llau "i~aRlnad<> r<oro". Si t>•P, el nr.,.oro quoda co•o o•Oi 6. 

•i•rlc·~'"" a,''"'' os"" r.:nl. ror esto •• con,~.,. ~ue los roa. 

1<> >on un su~cor.jun<o d< los cO!'tplcJoo, 

l.~ .'!e.-!.. ..!.!'.!B..L!E.!!l.J.l r 1 1 cae 16n ,¡~ n~~• ro• ~ 1 • jos . 

Ddin1dOn 

Do' número• oo~pl<JOS ,,•a•bi y ,,•o•Ji, oon ¡guoho o\ 

'·- ~·bi ' '•" c+d\ 

fntonc.,; 

' 
.. , 

p,., de obsorvar>o que tosta con ~ue cualqu<OU de ¡., par

tes, h real o la l•oginorlo, ten1on distinto Vdor para quo lo> n!!, 

~eros compl,¡o• '""" dlieronte>. o sea: 

' . " 
Lu opeHCionc< do <uu y ~ultlpli<ocl6n de n<itnoroo compl~ 

Jo• en fonoa bin6olco, •• dect<ion cooo o! u tnuro de h!nooio5,p~ 

ro oon;iderondo loo voloroo de ¡,.potencia> de ion h multlpl!co--

c\6~. 

~eon, ,, • o+bl y •,• c+di <lo< na~oro> oo~plejoo cual e,. 

quiero. 



,,.,,. o•bi•e•dl 

jz,••,• (o•cl • (b•dJ q 

• 

' Por ojomplo, la'""'" do los 

serl el co•plejo: 

nC<IlOTOO 1 1• 1•51 y 11• ·l•i 

•••••• 1•61 

" 
,,.,,. {o•bl)•l<*dl)• oc+adl•bd•b<li' 

,,.,,. ac•bdl'• (od•bc)i 

pe<o coao >•¡:T : t'• -1, por lo untO 

L••• {oc·bdl + {od•bc)i j 
Por oje~plo, ol producto do lo. 

oerl el eGoplojo: ,, 
·0•31-IOi•SI'~' -tl-71 ,,,,,. (l•SI]·(·Z•I)• 

~ .. potend" de i oe pued•n obtoner)coM <l~u.-: 

si i• .r.T 

' .. ' ••• i' . 1• (-1)•1• • ,, ' ' ' .. i' • 1. (-1)·1• ·1' • 
i •• i •. 1• (1).1• ' 

<n dohna, too voloru de us potencuo de 1 '•• repiten perl~oli<"-

ll.fi/7 

~juplo 11.1.-

" 
i 

" hcuentre o, b, e r d do< tal foru que <o<lofag•n h• .;. 

• 
o) (hi)•(o+ib) • (Z+i)• S•Zl 

bJ -lc•d· -i•l<•di 

u dedr. 

Soluel6n: 

•l K«ol\za.,do t .. oporaclon .. lndie•dao se obtiene: 

o•lb•io•i 1b•(l•l)• J•Zi 

.,... 11• -1 

(o·b)•l(b•a)+(Z•I)• J•2! 

(a-b•2)•1(h•••1)• 3+li 

(a·b•2)• J 

(b+a>l)• 2 

• •h. ' '' 
"' dO>pejando • de 1.1 ~<u•cidn (1) 

•• ••• ' ,, 
su•tituyeMo '" '" "' l•lo+b• ... o 

•· o 

' .. 
b) -ic•d• -!•2c•dJ 

agrup•ndn t~.-.ino< so•ejant<• 

-•c•d-2c·di• ·i 



• 

·e-~· ·1 

do d;?nJo <1• 1< 

1 lnal""",. 

·Ic-e• ·1 

• Jo• • ! 

' ,. ' 
,. ' 

' 
Dad<> el nQ~ero comrlojQ z• n•b>, al nGmero co•plcjo a·bl 

lo ll••••••o. con¡10¡odo d< z y lo re~r••entaro~<>• con i" 

Al~unoo Jo lo• pr<>pledode! do! conju~odo do un nOa<ro e~ 

piejo •on la• •lguientoo. 

nad<>o do• n~moro• complojo• '• y '•• •• tlon< ~""' 

1 ) .• 

1). • 

J) .• 

4) ' • 

, J •• 

~) .. 

(~· i",•i", 

(.-;-:<,). '' . '' 
¡..-;-¡. '' 

H" '• <=> '• •61~ tiene parto reol(05 de Jo 

fo.-.a o•Oi) 

:,•:,· 1o 

., .• , •••• b' 

~jeaplo 11.1.· 

P•doo lo• n~aoroo coaplejos 

z,• a•bl y '•" c•Ji, dnoHrar la• •lgulont<O prophdodu 

• 
a) '•·'•" i",,i", 

h) '•·'•' ... ,. 

Snlud~n: 

o) : 1 .: 1 • •<·bd•{od•bc)l 

, , . '• • •e· bd • { •d•bc)l 

'''" otlo lodo i",• a-hL, i",• c•di 

T,.;,. a<·bd·{ad•bc)• 

'" 
{Z) 

,.,.0 (1) y (1) •on q¡uo:o•, quedo d .. o,.udo. 

b) ,, •• t-bl 

'•· i"1 • {o•b•J· (•·bi)• •' -t'1' ·•b•••bl 

co•o i'• ·1, finol•ente: ., .. ,. 
!!.!.l!.!...Vi>l>i~n de nll.ooeros co•ple!~. 

De lsuol for•• que pua lo ouooo y ¡aul!lpli<o<i6n, lo r•"• 

y lo dlvis\6n de com~le¡o• 5< real\,a con•ldotlnJoloo cOBO binomioo. 

Eo decir, sean 1¡' o•bt y '•' c•~l, >l •• deoeo obtonn •,·•,; ton!_ 

,,.,,. {a•bl)·(c•di), de donde 

., .. ,. {o-c)•tb·d)l ., 
Poro eCectuor lo dhlsien de - •• conven\ent• aul!lpll· 

'• ' 
en nu11erodor y deno•ln.Jor por el conjugo<lo del dono•lnoJor, o '""' 

,, -· '• 
(o•bl) {<·di) 

wm rc:-m" 
COBO \ 1 • ·1, qued•' 

z, (oc•bd) • {bc-od)i -., .. •d • 

oc -o di •be\ -bdl' 



jc en forao ~ir.~~ico. 

,,. ·i, ,,. 3, =·· ~-i, 

' . ' 
o) -'-' ' . ' ' . 

' . ., •• '• 
Sclu.:tOn: 

a) Z,· !, z 1• J, '•" l•i 

•u•tituyenlc: 

,, 
~ncuenn•: 

-"-1 • ¡ i 

1· 

•ul<ipli<•ndo nu~<r•dor y Jeno~ln•Oor pot ol '"'·J"~'<Io del do"""''"~ 

dor. 

fin•l"ente 

11 JO 11 

'' .,, 

'' . '' 
b) '' ,, 

-.l.!_ (1· ¡ l) 
(1·11) (l•lij 

' .. , ·' ' 

:¡¡ • 6i' 

. ' . i-. (1•>1•. t ,.¡., 

•• 
'•" ' 

,, 

1 

• 

~!I"..'.~J~ 

~··• e d <~"J''"'" J< Jos nO~ero• co~ple¡o>, ;, •ut>A )" !o 

multi¡dlcocL~I• J<·foniJa• on C sotlslaoon las sig•.iento• v•opi<~•"•••: 
--··--- - ~------- ---------·· 

Pro¡'.!.!'..~ . _____ ·-J __ n_:~~-~.':.aci~:.'_ _____ _ 

' 
• ' .. '' ' ' . ' ' 

"' ' .. '•' ' 
(Ce.roJtHO " " su~-•) ., 

'•·'• 'e 

rl>c.ri6n) 

a) {<,•z,)•:,• •,•(z,•z,) 

d<• la . "~·) 
b) (:,.,,¡.,,~ .,.(:,.:,) 

(a>ociotino),td d• la 

ood tipll c•<>6n) 

h) ,,.,,. ,,.,, 

l. : 1 •{:,·z,)•:,•z1 ·=,·•, 
(JL<I"h"LI>iJ"<I Jc la 

'""'' ,,¡;,- ... '"" '""T<" ¡, 

'"'"'·' l 

propic•JoJ, en for•• S>~ihr ¡ ...... ·~ 

,¡¡~ostz."'< la> f'IO]ld.,Ce< i • l. 



--·-

rl•qo• z,y :u talo• ~uo 

v , , e : 
,¡ ,.,,.,,.,., 

(<l<n~nto \Jhtlco para 

lo sumo) 

h) :-•u·=u·t•: 

(de~•·nto \Jh-t!<o paro 

1• ~ultlpllca<t~n) 

trc> nÚ4<H>< "'m¡olo•j,,_ ,-.,,,,,,.,l"l<'T", 

1 C0"'1"U' <ji'<': 

', • r ,, ., ,J· ¡ ... bi 1 -¡¡,-.~, 1 .,,. (; 11 

ofoc<uaoJ~ lo •um• 

: 1 • f: 1" 0\•("•hi l•((c•o•l•(ol•l) i J 

donuonJo el rroJucto 

:, (:, •:,) •o{.:•~) ·• (J•fl l•bi (r•o) • 

•(ol<t}b\ 1 

:, • (> ,·:, )•(>•""- to.l-bf) • l•d•o(• 

•bc•l><•) l ... lll 

:, • < 1•:, ·: ,•(a•bi) (c•di }• (o•hi 1 '•"ftl 

: 0 · z, •:,,: ,•{•coad¡ •chi •h.l,') '( .o'·' fl' 

•b<J t. .. Ul 

co•o lt)•{;J ~ooda <uAptubo~o ~oo: 

'o' (<¡''>)•:¡ ·:,•< L ·:, 

Domo>trodón: 

a) ••• <•a•~i < C y suponiondo qLL<' 

onton<e> •• Jebe tonor 1uo; 

¡•:,•:, por lo tanto 

(a•hl)•(••vi}• ••'>i 

(•••i•(b•~)i•o•bi 

por tgu•IJ•I de coopl<¡os 

{ 
o •x •' 
b•y•b 

1 

i 
1 

' 
1 

1 

,¡,. ~"" 1• 

J '. "-
l ) . "- ·.·• r••• le'""'" 
:' •O' 

' 

<•<o ;;o~~k:o lo Jo•osaoción. 

'· :. oebo 50T "" n~~oro compl<·¡o tal 

qu< :• :u•t 

:t•b ::O:<•<' 1) ~aohl 

' •"'')"l•b<l•bn •o•bi, 

{ox • Or 1 • ( ay•bx} 1• a•bl 

'" 
"' do•I'•')"OJo y M (t) 

o.-;•bv y• ~..:.!1 

>UUl<U)'OO.lO (3) <n (l) 

Í\n>lo~nto 

,. ~'·•' 
:' •b' 

. ' 

'" 

11-12/1~ 



, <C e~tote -• < e tol 

z•(·<)•{·z)•z·>, 

(Inverso para la >UlnO) 

., para todo nGa~rc 

' ' ' ' •• ... utsto 
_, 

' ' ' "' que: _, _, 
'- ' -· • '.<u 

(inver.o para " ~ultlplj_ 
cocl~n) 

n 14/15 

,, 

ouotituyendo en (J) 

~-~·Y-· o 

" • < c. 1 

,, 

o oto coap\ota la deao>trooi6n, 

Duonrool~n:' 

o ••• 1' 

(a•bl}+(x•~!)•O•OI 

efeoteando lo '•u•• 

por lgualdod 

{····· 
lb•p~ 

{ .. ,, 
r··b 

'f ;•••H, l 

••(·<)•10 

Mora; por la 

' ' 

' 

,, 

tCtnlque 

CONIUtath•a 

eoto c011pleta la dcaootroc\6n. 

tal que 

-' 1•< ••u 

efe<tuanJo el producto 

ox•ay l•bx> • b~i 1•1 • Di 

{a•-brl•( ay•bx) i•l•Dt 

por igualdad de compl•J•• 

'" 
'" 

d<<pejando x de (1) 

ouotituYendo p) en (1) 

oy•b[{l•;r1•0 

,. · --,!--,-, ouotituyonJo ... 
¡.J.-Jo'TJ • • 

•'·b .. • 
por lo tonto: 

'e tal que: 

,.,·•., .. 

' . ---_, [ . 
' ' ••• 

'" 

•" (3) 

Ahor., por la proplo~od <onauta<,vo 



' 

'f ' ' e 

-- --------- -----·---·· 
Do )>< pop!edodu 1 a~. pode~o• concluir que el '""junto 

de lo> nO~<co> co~plo¡os ~~!••po ro>pH<O , las opeuci~n•• 

de '""• y "Ult\plicaci6n, 

Co~o he=o• visto, ~ e< un subconjunto do C, y ._.bo• for-

~··• ''"'pos con re>pocto o 1"' operocion•• de "'~• v ="lt!pllco<\6n; 

pot lo que Jir~•o• que R •• un subcnrpo do C. 

r
¡;~;;~;"~'c'"'"'''~'•ioondo, doromo-' lo s1gulente 
Cef1nlc16n: 

Seon A y B do• conjunto>'"¡" t¡uo: 

a) ~ <> un oubconjun<O de 1 

b) A y B !'""'"" co~¡oo ro""cto o 1» opOTocoono, de ,., .. y muiU?l! 

Lc•c16n. Entonces,~ •• un •«bc••po de B. 

El estud1anto puoJe \iecHlca< ~uo e>tu fitua<lOn •• P'"'"!l 

"entre los conjunto• Q y~- f.• deoi.; Q ~• un <ubc.~po de~

ProJucto do"" o>O~ero uol por un coaplelo: 

V. h .. oo vloto co•o << efectGo ~l producto do doo nGmero> 

<Oi>plejc<, voamo> ohor~ coao puedo dectuane •l producto de un nfi•e 

ro reo\ por un nQaero complejo. 

Soon 1: un nfimero real y o•bi un nfuoero co•plejo. Sobe11o• 

q~e J. puede e~p<e<orse co•o );•OI, efectuando el"producto por ol r.fi

~.ero comph¡o: 

(k•Ol)· (o•bl)• h•kb! 

V);, R, o•bi • C: l<(a•bll• ko•l.bi 

por •J••rln, d r•o<lucto d<l nCo•ero real • por •1 n~ero ro•plejo 

¡.¡¡ "" 

~n ba<c " los )'<OpieJades do la '""" y el pood>.><to de na. 

•«o< co•plo¡o,, puedo dr•o>turoo qoe el produCto de un real por un 

C<lll¡>le¡o, C<>mplc con ln• >L~t>ic•nto. prup¡cJ,Jo.: 

p..-. tO<lo : 1 , :, <e 1 o,O , R: 

T.-o,,,c 

1.· o (:,•,,)•o:,•o:, 

l,. (o•e)r,•oz,•e•, 

• 

1!-16/17 



• 

• 

,, 

1 1 • 2. ~OR)I!, I'ClAR O TRt(;(J~i)!.!HRlCA N LOS 'II~E~OS CONPlF.IOS. 

1 

Cuolqul<r r.Oaero complejo •·••O! pu<Je oueda1 ropr~oen<•· 

do •n un plaño cutulano por un punto P oe coordenada> (a,b) . 

(HJ. 11.1). Al plano en el cual se repreoontan lo• n~aeras coapl!'_ 

jo< en ••'" for~o. •• lo ca· 

"""" CO'"<I "Diaguu de .o.r¡¡.nd" 

o "PloM Complejo". E• evid<r!. 

t< que a coda punto de oHe -

plano le conesponde un nfim<To 

obouva que. en el ejo 1 queda 

repr .. entoda lo porte TOO! Y • 

lo que en el diagrama do Ar~and, 

-

• --
' 

' ' ' ¡.-, ., 

flg.l!.[, DiOFUO dP 

al eJe x •• le Mnoaino "eje r<1l" 1 al <JP y ~eje •••¡!nado", 

• 

El punto P que <epr .. enta •l nrt~<ro Complejo '"••bi, ta~ 

b>~o •• puede <epreoentu en un plano por oedlo de'"' <oorJenadas 

pohr•• (r,e). 

Fig. 11.1: 

•• """) •· r sen"& (l) 
,, 

COAO ,. a•bl tenemos ""' .. (r cou)•(r .... ¡ j 
,, 

•• r (COl ,. i ''"el 

11·18/19 

1 

que es h lhuda Ion"" ~our de un nO•~ro coopl•jo, a "r" y "o" •• 

le.'""~"'" como "m6.11'10" y "arg.,•cnto" ""rectivamente. 

piejo en e>to foru qued~ dNen~lnodo udl•n« los pnl.i>o<ro• r )'" 

O, inlroJudroOios uno noláct6n mh co~pact• r«•mpluanJo el t~r~i· 

no(coo e •i ••n o)por c!s o. 

Por oJc~plo, el n~•ero compl•Jo :l(co• lO'•! son lO') lo 

.. p .... r .. os COoo} cio 20°. 

UtillanJo bs expresan., [1) se puede paur un nOmc•·o 

•o !nve1>o, ro de< ir, para posar un complejo de la for~• bln6~i'-

o lo polar, u puodon deducir ho olguicntes 

"' 
.. ( 1) 

Par• rl <e>O particular det co~plcjo t,• O•Gi, >e pueJo 

o~oervor en las expte>lone, (l) que el ·~~ulo u i~uol a coro y ol 

ar~u~cntO r"ed~ <On>i<ICr><>" •ddtc.<no, ya""" <l trala~o' de ol>to 

ne<lo ,.,u!ta que ""'"~ tg ~. lo cual es una inoeterlllnod6n. 

tjc•plo 11.4.· 

D"Jo> lo' namoro> """Pl~JOS ,, .. 1, < 1•1•1, t 1••' y 

' o,--\·i, o~tenot su formo rol>< y r.•presontarloo en el phno de·· 

,\;¡;,,,¡_ 

V 



-··~ 

rar~ ,,. r-,-, 
••/t·-'1 '" 

o •• ,.,~ ·~-!" 

-l• o! 
~ ¡:; ._, 
HO' 

r~ca :,•t•i 

' • .r,r:-;' • h 
' &••n,; tg f • H' 

. '. lf 

hu >,•i' 

' . ¡ ,, 1•-l, 

lliilllii!i¡.i. 
, _],

1
¡_1 !-J-. -t~n·.i. · 1--¡--: 

l• ,¡y I]Ji'¡"i· 1 ¡:, Í ) ¡ ! · ~ ,- \T ·rr:- ....... --..--~ - 1 1' 1 
' ' ~-~-.......: ~-L ·_-¡·t ;- i' 

. ¡ -! 11IJ ! -! : : r -' _, 
: 1 • r : · ·¡ 1 
¡.···:-¡~- 1 

! i : r· . ' r 

r ,•_ ,--;-:_.[ .• I.L!..!.i-+--1-
>.l'. ''·1¡ '·1 ··¡·"'·i· '¡n f ·

1
·-;- - ¡:~ ·,;·t¡·-

1 r· ' Tt?'"I-'-L _ 
1 '¡' ):¡: t .!.L -

L ' • ' ¡ - ' 1 • > ' , : L¡.t.t '•s·-:-'-r· 
r . , .... ~ .. 

...;_~..L.-r----r~- - 1 ' ' ' 
. ~!_;l...: '- -+· -~T-¡·-
. ! i .:[:,: ).l J¡~¡J:~~!= 
_.! 

1
,. :.:.! ·¡'·¡-, r--;·t·f-

J 1 ··1 ~- -, ;-: ·-r·-,-·--
1
,_ :. 1 ·: , -·-· -1 !- 1 -r-¡--

1
,1 ¡.¡.L ... r.r .. 

1
.,_, __ _ 

. i i 1 ' ' 

,,.0-i 
,.J.,'.¡-1)' .¡; •1 .. '"" . . ' .. t& --¡¡• ! 

eora '•" -l-1 

,./¡.q'•(-1)' .¡¡ 
. ' U•an~ tg :T" 

'•" /fe» 

1ll' 

lH" 

'· 

-¡-¡r/--'-1-i~+ fu.LL r-j·· -· --'-.1 -1- .¡__;.. _ ... L '" . . H 
- .....L:...- .:_¡:-~-~-~ +-#i= -'"'• . :::¡; i=i: ' ,. 
- 1 ,-h-1--; -- ' ,. - -¡-

± • - -· i . i-- - ++-T•-·fJ: •r • ' • • 
' ' . - -FF • -

I . ..L~.;_ -.+ 
' ++' ' . -¡ -¡-¡-,-' ' 1 1 1 

f'u•«n quo !no ulnros do las funciono• tri¡ono~Hr!ca< <o 

replt•n cada J~O', dir .. os que 

'> 6Julos •on igual« Y en for•• pohr. son i¡uolos" r so o "• '"' ~ 
'"' "'""~""'"' dit' 1eron on nO•uo ont<~o ~. circun!eroncla<. 

• 



" 
!lellolcl~n: 

s .. n Y '•"'• ci> a, do• 

,,.,,4-·(r,•r,) 

pdncirol" de 

en fonoo polar, a un orau.ento 

o•se<J~o· 

B Ul que ,, 

,, 
EJ .. plo 11.~.-

O.doo los nOuros complejoo 1 1•l clo IIO', z,•l cis ISO', 

Obt~ner ou fon"' bl 630 " Y o,• 4do [-lO'}. 

oen•uloo 

Soluel&n: 

en ol plano de Ar¡ond. 

P.ro • 1·1 clo llO' 

O•T C05 9 

b•r ua e 

ouot!tuyondo: 

o•l coo HO'•l(·}J··I 

b·Z un llO'·l r4J·Ii" 
por lo tanto: 

,, •. ¡.¡.tJ" 

11·22/23 

-
-

' ~ 

t 
-
. 

n~mle< y r<pr~ 

1 

1, 

,' 
....L.!.. •• ' t ~¡ ::¡: -iilT -
.1 

. 

~t-l' : - f$l: ' . :-N- 1 - - 1-
+ ' - - -
' . ' +-t-

!'. 

1, 

puo •,•3 eh 180" 

o•l eco ~~~··.l(•ll•-l 

b•J sen ISO'• J(O)•O 

entonces: 

z,•·l•Oi 

pou •,·do ~JO' 

,., lo dd!nidón de i¡:uo\-

dad entre nOouroo ,.,.piejos, 

podemo> oocdblr: 

•,·ch(5lO·l60f•clo no• 

entone.,, 

0 ' 1 CO$ H0'•1(0J•O 

b•l OPn H""l(-I)•-T 

entone., 

' '.- j 

.. 

"[l~ ~~ :,2:,: ~o=: 
-::¡ :,-¡:: -¡-]-¡- -¡-¡=-

1 ' • ' • ;---. ,---



• 

l'"''' ,,•4 el• (-.lO') 

:,•< '" (·lO")•I eh JlO' 

ti">lmeniO 

<,•.!.<U·Ii 

lli=! i 1- ¡¡::!::f::l_==_ 
=f¡'-1=1 r 1 = :r¡: tl::¡=J= 
T ;;,i,{ _ .¡J\ -tJ:j;'+'f-,_. i1 ' ' 1 j -t -r tl • rr 
-1~ Ll-f -¡ :}:; -!:: :¡: 
-_-¡·_-f_t-+'-·- -¡-1~'$~,-

i ¡·tT¡'-< -¡-1-1- ' • 
··t-¡. ·, ¡-,-¡- T,-1.., •·t-
TlT! rTT 1 t -I=F 

E¡•mplo 1!.6.-

Podo ol n~aero co•plojo z, cuyo fol .. bin6aicA u: 

z--l•bl 

y "' foru pohl '" 

,., do HD' 

~n<uooUe b y < 

Soluci6n1 

to porto iao¡lnarlo b, ·~ funcidn del ••auaento e, •••• 

«r<osad• po.: 

b•r ••• 9 

. ( JJ 

r, on función d• \u porteo roo! ~ \~•¡.in•rio, 

o>to dado por: 

·:;~ ,. ;.-r:;;-r 
"' 

'""""rondo' •· h-n' --,;--¡. 
•(· 7 r) 

,. ¡;:¡;' 
,• ••• }!..: 

' ' ,,. ' .•.. 
t•'·• 

finol••nte: 

b• -~ 

Multlpllcacldn do n~••T•• comph!oo en foraa polo<. 

' 

Soon do• nlillero• <o.plejoo cuoluquhro 

r,• <,do 9, y t,•r,ch 9o· Entonoe" 

• 1·1,•(<1 cu ~,)·{< 1 clo o1J, de doMe 

z 1 •• 1 •(< 1 (coo a,•l oeOB,))-(r 1(coo &,•1 oen o1)) 

efectuando h m~IUpllcoc\On, qudo 

z,·•,•• 1 ·r1 (coo 0 1 co• 0 1•• coo 0 1 ou a,•loon1 1cos a,• 

•1
1 ••n 9, un lol 

' I•·I,Sothne 

z 1-<1•r 1-r 1((coo 1 1coo a·,.,.., 0 1on 01)•1(sen0 1<o• &1• 

ocoo &,son 91)) 

por <ri1o~oanTio: 

<os&, ooo e,·••• ! 1 10n e,•coo (9 1•9 1) 

su e,coo e, •cos e, un e, •ou {0 1•1 1) 



1 

o sea: 

1•··•,• r,r, <io (e,·e,Jique 
co. n<llo.eroo co10.plejoo en toua polar. 

u la (6r•uh poro IO.ultlpli-

1• 

c.,.., el elnento ldentico pon lo a~ltlpllcoclón de •••

plOjos en for .. bin610.lco •• 'u•I•Ol-, OXpTe,.do on foru polor oerl: 

' 

,. ~ • 
, . .. , •• o 

r 
••• ' ... o• 

' o• 

m···~'l'' 1 ,- - _,_,_ 

.1 .j.,¡__ 

-- ~'- +1-. l~ -~- .L~--
• 1 1 1 ' ' 1 1 l -· +:¡:· -1·¡·- - -- -W-! .,.L $l,-- - +'~ t+ 

~- ~+1- 1 J.......l.-!-:-i....W. __¡ - T -- -- tf=1_,."J . .j._ "- ,.lj- ·iffi·l·-~·-_¡ _ +-fj:- - ·:~- _,_ --t- ·. ---L _, ___! -j-+·-1-! .. .! :.t.: .. , ...... 
·;-l-¡-f·r--1~ +r+H-ri-

' SI •• tiono un nbuo co•plojo z•r eh 

pl!cativo oo un comrl<jo 
_, . '\ 

: •o Cl5 ~. Ul qu~: .. ,., •1 eh a• 

o ou: 

(T el• 9)·(o el< J)•l eh o•, 
,, 

•:octuando lo •ultipllcoci6n, oe tiene: 

r•o cis (I•~J· 1 el! o• 

&·~·O"•k(J60') 

deopejondo P y o, , considenndo <6lo <1 u¡¡WI<nto rrincir•l, •• tiene: 

' 
11-26/27 

' o•,y•··O, 

eotoncu, el loverso DUI<Iplicativ~ de <•r cio e es: 

1 
·1 1 ~l 

t':___·:_-t..':::':'.:~ 
por otro porte,r<o•o •·•"

1
·1 clo o• 

-llchO' ' . ---.--
ya quo 1 eh o•.! y ,. r eh e 

tene.oo: 

•. '. 1 
' r di e 

U1vlol6n de nO•eros co.plejo• en fono• polor. 

Seon >1·r 1clo ~.y z1•r, clo s,, entoncos, 

2. r 1cis 
'• r ,en 

•• , coao el lnveroo •ultlpllcatlvo de 

" 
>1<• z;'• r ./, 

9 
·~¿.... d• (·e,l tene~o• que: 

' ' ' ., 
' ' 

• r 1cls o,. C<ort-;:•(r 1clo r, " 01 ' e,J·(¡:-¡ cis (·0 1)) 

efectuando cl producto 

• 

ce 
' 

' 1 r 1 
·-<h(e·a) 

'• r 1 1 , 
qur •• la f6r~ulo r•u dhlllir n~~eros 

co~plrjoo en for .. polar . 

•olucl6n: 

Ejomplo 11.7.· 

a)~· lS'j•!l ci' 10'! -.¡-¡; , ns• 
b) (ca !SO') 

(l do 
O ci• 
190')

1 
SO'l 

a) ¡¡ clo H'l·p eh :o•¡. 
i e, lH' 

• 

Id, 1:15' (·80') 



. ' 

' 

.U ... S!...'...._l5'J·Il e lo 1D'l_. l ¡ 

' '" 1:!5~ 2 ' ' 
(o,. 

' ' J , .. {-10') 

ll~'}(l do !O') , 1 

(l cis 190')' ; 
cis HD' 

V••""' ahou '""" pueden ot>tenonc rot<nch• entcr., de 

"~~•ro• complejo•. 

be que 

•"·Ir el o e)"· (r ci• e).(,- ds o) .•. (r ci•"e) 

n factOroo 

,¡~Jlcondo U f6r~ula para la multlp\!<ad6n, se tlcnc 

¡r eh e)"·~ cis (8•1•·. -•al. 
n {actor•• n ou•ando• 

Para loo númoroo complejo.: 

,,.,15 clo 90', t,• l+l/11, <,•1 <is ~o· y~.· ·l ob,.ncr 

la cuano potencia del "~•eco: 

·-['::··] .'· 
oo1nd6n: 

~or La <r-oe: 

lo> nDm<·'"' <omplejoo '• y z,, lo hae<mo, <n 

~ .. anJo <1 a dicha fonos r<nc.oo: 

'•''• ••• ,'j¡ -1·1~1 ----;-;- . -----:-.,- . 
que oxprooado on forga polar eo: 

• eH HO' 

poro obtOOOT d cunju&ado de t 0•.'i <» 90°\"Pmo$ ~ue o 1• /í cis 90°• 

• ¡¡' 

'>' ·/!> !• /S e lo 110', por lo •(U<: 

t•(Ocio z•o•¡¡/S el• llD'l·•II el o >ID'•••~<is tSO', la 

cunto po1enc~a ~. , ser1, aplicando la fOrmula de De Mol.ro: 

,•. r•-'s eh 1!~¡".¡•1!1' ci• ooo•. 6<00 ds l'D' 

•.tu• do nGmero• tamj'.!!j2.!,_ 

Si se consldou que ~·o <1> ~u lo roh cn~stoa •• · · 

1•r el• ¡, "<lebo rcnH que: 

~"· '·donde neo un entoro no no¡ati\'O, 

ro ci• oJ"• r clo 1 o ••• : 

opl>can~o lo fOr•ula de Oe Moivre, •• tiene: 0"ci• n~•rcl" 
por 1¡uoldad do ntlaeroo co-vlejoo en for .. polar: .. , 
n••e•~ (JúO") p>ra {k•O,l,Z, ... ) 

de donde 

• "fi y 

• 

tl-28j29 



nUo> quo valor .. to~•n \u 

n-1, a, a•l: .... .. .. , 
••• •¡; cb l!. 

" .. ••• 
~.·"Ir d•['·~co•j.•;r 

ti k•n 

a¡;:- eh l+l60"(n) 
• 

' 
' 

' u!ceo 

,, 

e lo[~ • ~~~·] 

o oeo que: "'n"w 1 

... 

ol k•n•l 

" "' • fi clo ... &•lbO(n•ll."rr ds[!'..l60' 360J 
n n n 

O SIO que: "n•t"•h 

Podnco cb>orur Jo siguiente: 

Lo rol> uhiu de un n~•ero co•plojo no " .. Qnico, 

l.· Soluente !u prl•eru n ralee• oon dlstl,ntu, ro que; por·· 

!~ualdod de nC11.eroo coaplojoo en {o...,o poln: 

"n ••• 

etc. 

• 

r,.,,;,~,;,;,~.~-;.~,.;,~,;,;,~[ e:!pw ') 

donde (~•O, 1, 2, .•. , n·l) 

ya que oon u•cu.ente n ralees enhiaas Olstintn . 

ro~ho> role<> quedar, repre•ent.J., en el \Jiogr•~• <lo 

Argand por n puntos sobre una clrcunferenclo de nJ!o igual o 0 /i'". 

Ejemplo 1!,9,-

0btonor las nlco, c~blcu dd n(\a.no co•plejo , •. ,/!.,, 

Solución' 

Pos&ndo • •• fonto poi&" 

, •.• ;r ·41•i "' ZIO' 

. 'fi • '¡r 
'" 

11 ,.. i 360' ( ~ •D • ' . " H • 
• 

par> .. , 
••• ' "' '"' paro •·' 3: : :j:' ••• ' '" 190' 

pou .., 
•• < ' "' ll o. 

Ob5eTVAmOI qu~ p&Ta k•l 

~,· % eh 430'• l ci< w • .,, J:j: ·¡ o~· 
+---1-

Ejemplo 11.10. 

Obten<T )05 volor .. d~ X !~le< qu~: 

• ' • B•D 

SoJu,i6n: 



• • 

do•pejanJo o <: 

• < •• 8 ·~ •• • - 8 

expr~oanJo •l en >u foru pol:<r: 

-8•8 o;, 180" 

obt<niendo las tres nle<> c~bica> 

'1-T·1 cls I~Q">l; 360 ' (~•O, 1, 1) 

r••• 1.-o 

'¡:¡-·~eh HO'• ·1 

'r.¡- • 1 eh 3C0'• 1-fJ 1 

Oh.erva~o• que existen tr<> valor .. para x quo nthfae<n 

'•' 1•/'f; . ,,.,.~ 

Ejemplo 1!,11,-

D•do> '¡" 1 e\> 110', >,• ~ <io l15'reoP1vor la •i¡;ul~nte 

eeuod~n: 

"· • ' • • " • • • 
'"l\.ci6n: 

' 
• . " • . 

' 
• • . " 

eo,.o ))<lo 94~'· l1 cis IH' •ntoncoo: 

"' 

" 
• ' "' 140' . rrcrr-n;-o 

" 
• ' eio U'•D " 

" 
• • • ... 

" 
cio 

dividiendo entre 1: 

' ' ',. "" 

para 0•0 

" 

•,· 0.61 eh J.rs• 

par• k•l 

•,· O.H eh ~J.75' 

paro 1•1 

x1• 0.61 clo UJ.ll' 

paro k•l 

x,• 0.61 clo 11J.75' 

{k•O, 1, 1, J) 

- - - - . . - . . . - - . . . . -

u-n¡ll 



,, 
11. 3,-

~n el si~l~ XVI!!, el ~ote~ltioo <uizo l~on>rdo Euter ~esa 

Utobhclendo c ... b!h la o>preolón •h &encral: 

0BI. ~•• e•l '""e 
con ayuda do ~Ha e<pre516n, •• p>Slble 

'jo z• r cis6 como: 

que •• lo 1\o .. da foBa de 

jos donde r •• el a6Julo y 

EulH o uponendol de los 

' o <1 or¡;um.ntó, oilcual 0< 

co~Pl!. 

complejos son lguolo• " '"' módulo< son iguolos y '"' "~u~ento• ,, 
(ieT<n en un n!!oono ent<u de c!tcunf<ronci.,, 

5un z,·r,eld y z,·r 1e9>i dos nG•'~ro• co,.plejo•_ ¡ 
'•"'• = (r,•r,) y (i 1 •8 1 •k{2w))donde (k•O,l~ 
E< doro que e out un .r¡u .. nto pdndpol si: 

0<0<lw 

puede probar•• flciJ¡oen<e que <i z,• r,.Sol y 

e,i,0 ndos 

,,.,, .,, ,, .te, -e, 1, ' 
•• '• 
•• ·r, 

' Aplicando ouccolvo~ont< h fórmul• del produ<to ,¡ nu~oro 

CCIOp le jO z•reU, obtene.oO )a ,;,uiente Hpro.l6n, que e• o~uiv•l•!l. 

te a la de De ~olvro: 

1·34/35 

,;.,, d~ un na,.<ro 

' 
,;;: - ""' 

co•ple¡o en for•a 
(~•kZw) 

•"fi'e n 

d< ~uler, quedo: 

(1.•0, 1, !, ... , n ·1) 

Por ejo~f)o, la fotm• do Eulor do lo> nUmero< co~pleJuO: 

t 1•l cio 111', : 1•8 el< no•y ,, .. "' 'S • ' 

<,•d> w . ., . ,. 
'•" 

'. • 

'· . 

fln•l'"<nto: 

• • 
,, 

' 
l•i 
' 

• i•; • 
••. ' 't 

,. 
• ' e (,; f., 

(! o J 

4•i 
1 o a o 

. ¡ •i 

" 

ljo~p\o Il.ll.· 

(H'• ¡: rad) 

( 1 55 •• ' ' . ud) 

(270'• ' 1 • rad) 

(lS'·0.4l rad) 

' ' . ,, ' 

fw> • fl hi 
o l • '''-'''--"''\'ii'f--4 2 ... 

do la •i· 

Expuoo cada uno de los •l¡uion«• na•eroo co~plejo> on 

b forJo~q blnó~ica: 

' 

• 



. ' 
7'" 

d' lo {orco de Eul<r •~ obtienoo ... .. ' '" • , •• 1 ... ,., ... • ••• 
onton<o>: 

' . 
?i • 

. ' 
" 

• ' ... ·• •• 

"' •• ,, forru ,, Euler " obtune: 

,., .. ••• ' ' ... 
i•Z• ,. 

"" ' • , .. 
finol•ento: 

,. ... ' . i•{l+Ol) 

,. .. ' ' . '.' ., "' " forma " F.uler ,, obtiene: 

••• ... 
)'•1 

ntoncu: 

• 1·•' --.- 1..:.i 1·1 ,., 1-~i·l' • • • 1 

He' ... Hl 1-i '.' 

L· 
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ESPACIOS VECTORIALES 

r,n '"ria< rama. Jo ¡o "'"tcaH!ea, st· !'"'''"'"" ''""!""'"' 
JonJe rooulu taportont• .;on•l~•nr "~""b\nocionu lineolos" Jo"" 

olem•n<o•. 

toJO> ;~uel\os ,¡,teaU a)gebr•icoo que conot•n'Je un conjunto -.i> 

nod~n de "cornbinoct6n lineal" Je ""demento., ""·' 
Fl e>tnJiante ha tenido r• experlencio «>o ve<torn J~l 

<>paclo e"cl!Jiano trtdimcn<tonal, y en particulor con comOin"c\o-

lo Je{\nlci~n de una <Otructur& alirbroico, 1\..,.ado e.pa<lo neto· 

TI" t. qur en 1o 0 ,~erloncia ho Je~ootrado '"'la ah dtli obotr•o;. 

ci6n de un tipo Je ,;;toma• eomo d eopa<\O euclldinno trldi.Olon.lo 

""l. 
t:1 «rodo ve<tor!•l de las «'""'· 

Con•IJ.reaoo lo> Vc~t•Te• 

;;,. (l. ·1, 1) v,• {1, 1, 0) 

Como '"bomoo, Ja ><••• de;;, y V1 •• el vector: 

v, • v,. r•. '· n 
y , 1 proJnoto MI escaloc 3 e R pur V, •• T\ vector: 

J ••• (9, .J, 6) 

En gonoral, o! 

¡ • (a,, a1 , a,) y D• (b 1 , b 1 , b 1 ) 

'""deo vector<o del tipo de ii1 y ii1 , os d«ir, t<•rnos ordenada• O< 

naooros reole<, ¡a '""'" oo Mfine c011o 

a. 1i. (a,•b,. o,•h,. o1+ O,) '" 
1 el prod01cto de un eocalor" por un vector o 

..; 

"" 
' 

• 

( ,, 
Al conj><nto !o,.,.odo por tod., U< terna• ordenadu M n~ 

R'• {(>, f, <)1 o, y, < < R) 

' ' En R , loo operooion .. definida• por ¡., upre;loneo (1) 

y (Z), tienen¡., oigui•nt., propled•doo. 

l'au todos la• tern .. ordenad., de na~eroo rodeo i,E',C: 

y todos loo escalar., a,S < R •• cu.ple que: . " 1) R "' corndo roopocto a la ouma 1 al producto por un eocalar. 

(i•E')•C:• i•(D•C'l. 
' J) i•lr·lí•i•ii, donde lr·(~,O.~J 

•l i•t·i1·(-<:l•O•lí. 

;¡ i•E'·D•i. 

" 
" ,¡.¡. 

' ,, 
,, 

Co .. puado YUU, R
1 

fono& Wl tropo obelhno con rupocto 

o Jo omoa; oln •~boq¡o, pooee al~unas pr~ptedod .. adlclonalu (6 a 9) 

' con reopec<o al producto por un eocalar . 
• 

Exhten vario< oloteJaao quo tlonon ¡., mi••"' cauctHht!. 

' '"' quo R
1

, o eot• tipo de oi><••u leo llooar..,oo UP~CIQS VICTOU~ 

LES, 

nal) que 

fje~plo •• (, ,, 
Un s!HeU que pooee 

• R , •• el conjunto de todoo loo pollno11loo de 1rodo SJ con ., 

V"''/5 

• '1 



h• oporocloneo de ouaa 1 produ<to por u~ escolar. 

a con<tnuac!6n quo •• cu~plen todao !u prop!odado< quo enunciaftlos 

' paro R • 

1} Sean 

' 
•••••• • •••••••••••• 
Po •b,x 1 •~ 1 x 0 •b, x•b, 

<loo polinoolo• cuolenuloro de ¡udo sJ con coeficionteo r .. le<. 

Entoncu: 

o, •o, •(o, ·~, )x' •(o, •b1)1 1 • (•, •b 1 )x• (o, •b 1} 

es otro pol!noaio de ¡codo~~. y oi o< R: 

no,• (u,}•'•(no,)x'•(oa,)xo(oo,l 

t...,b!ln •• un po\1n""io de ¡udo 43. 

Por lo que el conjunto de to<loo lo• polinoa\oo de ~udo 

S3, eo cerrado roopocto o \" oporaclones de ou~• y produeto por un 

escolar. 

Z) Sean 

entone"'' 

••••••••••••••••••• 
Po •b, x' +b1x' •b,x•b, 

(o •o )•o •(o •b )x 1•{a •b )x'•(o •b h•(o •b )•(< •'•e x'•c '"") ,,,,, ,, ,,,,,,,, 
(o 1 •o,) •• 1 •(o

1 
•b

1
•c

1 
)x 1 

•(•
1 

•b
1 
•e, )x 1 

•(•
1 

•b
1 
•<

1 
lx• <•, •b

1 
• e,) 

(0 1 •o 0 ) •o, • >1> 
0 
•o1x1 •a,x•o0 •(b1 •<1)1 1 •(b0 •c1 l •

1 • (b1 •<1 )>•(b, •e, l 

(o, •o, J•o, •o, • (o, •o,) 

por lo que lo suu u aoodnin, 

l) S 1 

entonces: o, ;¡;.¡;,o,.o, 

por Jo que el polonomla O •• el oclhtico paro la '"m•. 

V~/7 • 

"·o,l'•o,l'••,•·•. 

""""o\ polinomio 

o • o • '·a 1 '·o •. o ·,·,,,, 
to\ ~UC 

o 1 •(·o 1 )• (o 1 ·•,J• 1 • (o,·o,)x' •(o 1 ·o 1 )•• (• 0 ·•0 )•0 

·o,•o,·~ 

por Jo que ·o, e• el lnHTSO adltloo de o,. 

" ' ' o, •o, •(•, •b ,l• • (o 0 •b 1}> • (o, •b 1 )x• (o, •b, l 

' ' 0 •o •(b •• )l+(b •• )1 •(b •• )x•(b ••) ,,,,,,,,,, 
o,•o,•o,•o, 

por tanto, la ouu Jc polinoalos •• con.autotlva. ,, Si ~ < R: 

a(o •o )•o(o •b >•'•o(• •b )x 1•o(o •b )••o(a •b l 
,, '' ,, '' 00 

a(o 1 •o,J•(ao 1 •ob 1}x '•(••, •ob,l•' •(ao, •ub 1 )<•(•• 0••lo 0l 

o{o,•o,l·~o,•oo,, 

El pro~ucto I'Of un •scdu o. diotdbutlvo respocto • la 

" s.~.erR: (o•$Jo,•{o•4)& 1x'•(o•B)a 1o0+(o•!)o 1x•(o•4}a 0 

(o•~) p ,·aa ,o '•••,• 1 ooa ,x•oo 0 ·~•,• '•Ba 1x1 >Ba 1x+Ba 1 

{~•Slo, •a o, •Bo,. 

El producto por un esca\or es Jiotrtbutiv<> res¡occto • :a 

su11o dc ucolor ... 

" a(Bo,) •o(!a,x
1
•Ba, < 

1 
•B• 1x•h 0) 

a(eo, }•(aa)a,x '• (o!J•,>' •(aa)a 1x• (a$) •o 

nUo 1 )•(3a)o, ' 



IP, •1 {a ,•' ""•'' •• •'''• )•a,, '••,•' •a, • ••,~~,. 
1 <Roo el idhti~o pot• ol prodncto por"" oscalor. 

F-n con>«Oend•. el conjunto de todoo loo polloo~loo do 

gn<lo :;> to~bUn •• nn espodo ~octor\al p•ta lo< oporodonu de '!'.. 

F.Jr•plo V. 1. 

vr,mos si los m.Hri«• <o~bi#n forman un espacio ><•.:torlal. 

Consid~reoe el conjunto M de todas lo• aa<rl«< do orden • 

{1•1, :>, ••• •.J•l, l,. .. n)J 

Po la deflnid6n do son~ do mntriceo y ·'• rrodu<to de un "!. 

cahr por una natd<. '" d•or«oden las olguicnt•• pTOpl<dadco pata 

toó" ¡" matnceo A, B, e de 11 y todos los ""·alares o, S Jo e: 

1) M u Hrrado con respecto a lo '""" 1 el proJucto por un .,ca· 

6} o{A•Bl•"-"•oB 

1) (o•n)A•<>A<iA 

8) a(~A)~(.,d)A 

9} lA •A • 

.o 

• 

~,, •• "''""'"'" .lo,o•r•<>o «<todo! que~·. 

.. ,r·~''"'"· o lo• quo h .. o• ll .. odo e>podos >e<toriol••· 

,,do>}. n> no o•l los poUno"io> y ¡., aotric.o, oln <abargo. p<>r 

•1 ~ocho de ••r •l""'""'"" do un •>roclo vectorial. tubi~n le• !la· 

' 

' 

v-819 
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' 

' ' . 

Odlnld<ln. 1 
un copado v~otorh\ V oobTe un ca~po ~. e> un conj""'" 1 

no nclo en el cual o< dellnen !u >igui<n<e' ~os opccodon«; 1 

Una operación que Hl¡¡na o ~u•l.,quier> elrmenlo< u, V 1 

1' 'i un ele•ento U•V'<V al que se conoce corno h ou•• de¡¡ Y •· 1 

Uno ope<acl6n que aoi~,,. • cad> elemento C"<V )" • caJ., "'-1 
O< r, un •l••ento tz'i<V ol que ><conoce cO"o el rrod>.cto d< 

1 

lcdu 
la• cuoleo cu•plen la< ol~uient" rro~,.d>d,·o. 

Paro cualeoqulero elemento• :i, \', ~ '1': 

i , J 

In 
1 

' 
1 ; ) 

1 ' ) 

¡, 
1') 
1" 

(U·V}·iO· ¡¡.¡V•O). 

liJ"tV tal que U•li"•IT•U•ü, 

(1 11" le llom&mo• vc<tor coro). 

V U< V, 1-<i<V 

----u•v•v•u . 

Pou cuol .. qute<a a 

¡;¡.;¡ . 1," 
[ (aqu! 1 rop<e<enl• lo unidad de K). 

;,,,¡,;, ¡,¡,;,,,¡,¡,;,;,¡,¡,~,~;¡,;,¡,C"~''"''''C'~'"" lo de f t n 1 dón. 

,. ' 1': 

Har hecho• oimplc• qu<' "'desprenden ca>1 '""'eJi"'"'"''"te 
de h definlc!6n de [spdO>O Veo<orial, olgucos de los <loak< •·nun-

V-\0/l! 

'· 
S1 Ir e; el ve<tur coro de 1', 

'1' Q < K s~ t!~ne q~~ o(Hl" 

De~ostr<~<ICn. 

Si a •• un c><alat cuO\quleu d• ~ y Ir eo ~1 vect<>> 

M\', ent<onco,, I'Of !O< propio<lacle' 1) y 1] do 1• do!lnlcl~n' 

alr- (. r• ~)) •o.ll" •• ¡¡-. (. ("')) 

¡¡-. (nll"•«ll"). (. (alf)) 

fin•laento, ror 1): 

!f~o(f, va<X. ·-------

P••rno• t r.l< i 6n. 

SI Deo <1 e.<•1a .c·ro )" i' uo v<etM cu•lqt'lOTO do\', 

D'=(G•OJi' 

por la pro¡•iedad ~~ J,• 1• deflnldón 

' 

' 

,. " 



:!•(0\•0V) • (·(O V)) 

por 1) t<·ne~o• 

flnalm<Dte, )>Or n: 

~ 

E
'_'"' '. '. --'---"-'---·--·~:':'~':· _____ _ ..... j SI 1 « la uniüd do ~. 

v <V >e tiene quo i·l)V"•·> 

Dua,.ud~n. 

Si\' e• un vector '"'lq<dHa olo V, entnnce" 

IJ·o•·: l·l}Y·l"<•( ·1}Y·<• (·1)< 

·1) ¡:- e• ol invt•r>o aolitlvo ,!, val '1'"' hc~o• ro· 

preoenuJa con .y. teore10.a. 

•• ol in•~"" u<lltiva .le ~v, 

r• que: 

Par auo r•rte: 

a( ·"i') •a( ·IV] •( ·a) V•· (a V) 

por la que 

[¡·a)~"'(-\') •·aY [ 

H1, lo re•ta 0 suotuccl~n de vectores >e obtiene • pHtlr 

do la <urna de la oigulontc rn•nero: 

• ' 

Si U 

" 

y V •an <los 

;;. ¡¡. (-V) 

i.t con¡unro •le toJ<)> lo> punto> 4e 1• recto q<l< P"" por 

o\ ori~en • tiene <O•o nG~eros JHoctot« 1, l, l, fOr11d un ~•pa<iO 

VE'ctorl•l >oho el c•mpo de Jo, nOmero• r<ah•>. 

La O<Lact6n de dicho <O<t• en foraa >l•hrico «: 

r. r. l-' 
Por lo tanto, loo puntO> do dicha <ecto tondr!n por coor· 

JenoJa>e 

, ... 
'" 

• can]'tnto de 

ouyo> elo•enta. oon :u~a. ordenodu do na•eros realu. Enton«•, 

lo •u~a y el produ<t<> por un •scolu eottn definido• do iguol forma 

• que en R 

l'erl fiquuoo qu< S 

' upac!o vector1d, 

••<i>hce todas h> propledadoo ~u• 

finen un 

Sean V,·C•,, cx,)x1l y Y1•(x1 , zx,, h,) dos ole••ntoo 

cualeoqu!Ha de S y ~ cualquier e>color do R: 

Prop1oda-l., para Jo •u~o. 

' Sean V,•(x 1,1x 1,Jx,), 

""' elomento• de s; 

1) (V', •\i,) •V,• ( (x, •x1 ) ,l (x, •• 1 ) ,J(x, •x1)) • (x 1 ,lx, ,Jx,) 

Y·l2(13 

' 



¡;;, •V,¡ •01 ·(~, ,lx1 .~~.) • ((x 1•x,) ,l(x,•x ,J ,l(x, •x 1)) 

(01•V,)•'i"1·V, •(V,•V,) 

PO< lo que lo ou~o es uodatlva en S, 

2) Exist• ll"•(n,O,Ol <S tol que: 

V1•lr·(~ 1 •O,h 1 •O,lx 1 •O)•(O•x 1 ,O+lx 1 ,O•lx 1) 

v, •lr•lr•V, ·V,. 

l) Para todo v,, existo -V,•(·x,,-h 1 ,·Jx,J t 5 .,¡que: 

"• •(· O,l• (x1 ,lx1 ,Jx, )•(·> 1, -lx,, ·lx,) •Ir 

V 1 'V 1 

v,.v, 

V,• V, 

• 

• 

(-x,, • zx1 ,-Jx,)•(> 0 ,h, ,Jx 1) •!r 

(x1 ,h,,h, )•(x, ,h, ,Jx,) 

(x 1 •x,, zx, •h, . h,•Jx1) 

(>,••,. lx1•lx,, h,•h,) 

V,•V
1 

por tanto h '"*" •• conoutatha en S. 

hopio~ode• paro el prod10cto por un escal«. 

Sean 0 1, V, olemento• de S y a,~ .,c•hr .. de~: 

S) o(V1 •>1 1•a(x 1 .. ,,lx,•h,,lx,•h,J 

o(V 0 •V1)•{ax, •ax, ,lO>, •lo>, ,lax 1 •loo,) 

o(> 1 •V ,J • (ax1 , lox, ,Jax,) • (ox l, lox, , Jax,) 

o(V •V )•oV •oV 
l , ' 1 • 

~¡producto por un "<:alar •• distrihutlvo sobr< la •u~a 

de vectotO>. 

6) (o•ó)V, •( (o•~) <1 ,l(o•O )x 1 , 1 (o•~)•, 1 

(o•S)V, • (ax1 •s•, ,lax 1 •lax, ,lax 1 •lSx 1) 

{o•al'V, • (u•, , lox, ,lox 1 ¡ • (B~, ,l~x,, 1Sx,) 

(o•~)ii1 •a\'1 •e>,, 

~~ pr<>-tucto r•" un •><alar •• <liHrito'ltlvu '""'" Ja •u~• 

V-14115 • 

lJ ,¡~V,J•<>l~•,.ta•,--'a•,l 

" 

nr,v, l • Uoel• 
1 
,l(oe)x 

1
, Ho,J•, J 

ola>,J·!~~l>,, 

ll p>.•lueto por un .. calar e• osoclative. 

TV,•l (X, ,h 1 , l• 1)•(•, ,zx 1 ,l>,J•\i, . 

l.o unid•d de ~ es ~~ Idéntico pau el producto por un •• 

color, 

Oe todo lo antorlo' •• >1guo que, el <:onjunto 

S•((>.,h,J•l)x ~ itl 

for"" un espocio voctorlol oobre el compo de lo< n~moro> reoles, 

, .. Antes do pasar o ¡a •eccl~n •lguiente, hoy que ~''"' notor 

los Hor<•a. V-1, v.¡, 1'· ) y la dofinlcHin de rosta o'"""~ 

Cl~n Je vcctotes, fueron onundoúos o rar<lr Jo lo <Tefinic\~n do •• 

r•do •ectorlol, y •• cu•plen para lo• vectoru de <u•lquler conJ•!! 

to que t<nl• dicho e"ructura. 

los t~oro"u r ddit<iciot><> • lo largo de todo el <"Opltolo. 

• 



• 

an ol ejuplo V.l, anolüau• el «>•Junto 

S•l(•. h,hli"RI 

qu~ est1 forudo por ternu orJonodu do n~•oros roolo•, por lo 

que S « un <uboonjunto <io ' " . 
for•a un <>podo ••~torio! •obn R. Dlr•••• ontoncu quo 5 es un oub 

'''P""" ole R' • 

Drf>ntci6n. 

naJo un e•paclo vectorial V y un suhconjunto S Jo V, clo<i

••• quo s •• un •uboopodo de V, o! S •• <>•blln un .. pado voct<>fial 

respecto a' Jao opeucloneo ,¡ef!nldas on V. 

F.juplo V,4 

Ln 0 ¡ ejnpl~ V,l, doaoottaao• quo o\ conjunto do todo• loo 

rolinomlos do ~rado ~l •• un •••podo vootorhl •obro R. 

SI con.idora•o• ol conjunto do todo• los polino•ioo de ~ro

Jo ~~. ve~o• que éote •• un <Ubconjurto del priooro y en for•a •nl

\ogo al ej .. p\o en cu<Hi6n, puedo prohr•• ~uo for•• un .,,ocio vec· 

toda! por <1 ,.¡ 5,.0 . En con<<cuoncla, •• tuta de un snbesp•clc. 

~\ o!gulrnte tocnma utobhoo un criterio sendllo pOT• d_t 

tnmlnar ,¡un subconjunto de un o•poclc voctorlal •• adnt•, un oub· 

O>rado. 

Teoren V.4 

Su S un oubconJu•>'" do un e•po<io >"<<torl'l V. S •• un 

sube>pac!o do V >i y s6lo o! os cttrado rrspecto • h '"~• y el pro· 

dueto por un ••colar dof!n!d•• en V. 

' • 

,, 

Do~ootrodOn . 

~ .. !), l). ~J. o),:¡ y S} Je lo def>n><lón. Por ton:o, baotoró 

con prubar "'"" ,.. curn!'le\1 la• prúp>edadoo l) y l). 

f.r. ef~cn: 

' "" •·ootor '"'lqulor• do S y ••• t el oscolu cero de l. Como 

S•• V \ln vector cualquiera do S Y -1 o! \nVOT$0 •d!tivc de la nnidod 

de l. 

el tooreu V. l. 

(·l)V•·V es. ,, 
Con lo quo •• co•pleta lo ducotracl6n. 

~l conjunto de todao la. ~atrico• de lo for~a: 

[: ';] 
es un •ubo•po<io dol oopaclo vecto<lal de aatrlco• cuadrod .. do OT· 

den l sobr< el o•mpo do lo• nO~no• ccmplojoo. 

En ehcto: 

0 ,' b < C} que •• un •ubconjunto de In 11otrl«• 

de ordon l. 

\"eriflquuco quo A u cerndo roopecto a !o Slllla y el pro

ducto por un n~mero cOaplojo. 

V-16117 
., 
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' 

r·. '"·] lb' o ' [.. "·] •• • ' 

., PHO •• suma ; 

¡·. 
•• ''jf· • •• ':']- [ ..... b 1 •b' 

l(•,;•·>] 
"' •• otn OH<Ü de A. ., Por• el producto por un eocolar, 

. [:: [ .. , .. , 
quo t...,blfn putenece a A. 

Entonce•, oegan el teor<~• V. •· A •• un oube•r•olo d~l 

.. poolo vo<torhl de las .. «icoo cuadudo> de orden l. 

- . - - . - . . . . - - - . . 

r¡eaplo V. 6, 

la lntonecc!l!n de doo oubespacloo •• un nuevo oubespacio. 

En decto: 

S<an \' un eopaclo vectorial oobro un c¡mpo l y A, B do• 

oubespacios de\' toles quo: 

Entone", Y v 1, v,' (A (1 BJ "'tiene que 

v,.Y,•A. 
Co~o A ., un subo.pado do V, 

eo <<Trodo pon la oWDa, por 

tonto: 

>',•V, 'A 

V-IB/19 

Y,, Y, ca 
Como B e> un oube>pacio d•· \, o< 

oenodo pon la ouu, por unto: 

'i',·ii', < B 

por lo que: 

Y,•>'.¿_< {A (l ~) 

~n íor~o ar,llo~o, 5I o , l y v e (A (1 B), a Y t A Y 

por lo que 

oiic(J.(lal 

Vd teorem• V, • se Olgue que A (1 Bes un RU<VO suboopa«o 

de V . 

~jemplo 

Consi~hose el conjunto ~< todo• lo> pollno!llao de ¡r>dO 

lgu•l a l; aum1ue 0, un •ubcon)unto del conjunto do polinomio• M 

grado , l, no !or .. un oubesraclo de hto. 

Seon: 

!{x)•x'•bx•c ' 
do• pol!na.los de segundo graJo. 

r(•) +g{x)• (h•h • )x•c•c' 

Por lo tanto, el conjunto de lo• polinoftiO> de >egundo -

gTOJo no loTrna un <>p'<lu vectorial. 

• 



<.nn>ldororno• lo• SJ"u!onles vt•cton• J•· R1: 

• 1 ' l) ¡;. ( 1 ' ·1, ·!) 

r o~t<ngamo• un 'ector e t•l que 

'" 
~icho vactoc'ser,l: 

Dirc=ns entone~• qtoe ol vector e'" obtuvo" pO'tir J~

una coob!n•cl~n lineo\ de loo vectores i 1 1>. 

En ~ener.1, una combin•d~n lineo! ~. m vo<;tnre> •• la 

•u .. d~ dtcho• vector•• oultlpl!codo• por cierto> escolores. 

I
P•finlcl6n, 

'"' '·k un o•pacin voctorhl 1' 

----, 
... ... • • 

oohre un campo K, <• uno exprosi6n ,¡,. ta 

1'"''"' 
1 dende ::~~:~:~:~~~·:":~m _j 
-~~=-~,ci.~,O,C,;,;,~,;,;,~,¡;,~,;,;,¡,;,;,-,,;,¡,~;,;,;,;,¡,¡,;¡,;,1,;,;,;,;.;,-,,;,;,;,¡,;¡,¡,;,,c; un con 

J"nta S de vector<•, lo repr.,enur .. oo con L(S) • 

To·ur_~ V. >. 
El conjunto M tod"' lO> coobinociones ltnealos de un 

junto 

S• lV,, v 1,. .. , V0) 

de vectores de un e•racio vectorial V sobr• un co~po r, "' un •ube• 

poclo de V • 

• 

Oc•most!"Oi6n. 

{;;' . -' . ' . 
i•o,V 1 •o 1 Y,• ... •o~i'~ 

1>-a 1 v, .s,v; • ... ·a.,>. 

donde ot, ~¡ < r. 
Lo •umo Je'i y li: 

i•ll•(" 1 -e, )>'1• (•, •8 1 )V, • .. , • (o~ •B=l'V., 

e• otro ole~ento do L(S). 

Y el producto do 1 r <por a: 

••·{\n 1 )Y,•{\o 1 J'V1• ... •(lo .1v. 
es otro elnento de l[S). 

Entono<>, por el t<orema V.4 L (SJ ."' un •ube•pado de 

Volv•mos ahoro ccn los vootore• o, 11 y e ••nclonadM. La 

e>pr••l~n ( 1) puode 

¡.z¡¡-";;.o-

e•criHue ,, 
' 

Veoo• entoneu quo d voctor cero puedo obtonOTH • pOT· 

" tlr Je uno corn~lnooi~n lineal Je lo• vectore• a, !i y e, con ese.!!, 

res ~O TODOS ~1JL(IS, 

h cloro quo, Jodo un conjunto do veetoroo cuol.,qt<iera, 

el vector cero •t•mprelpcode obtener>< a parttr de uno combinod6n 

lineo! do ello• con todos lo• .. calaru nulas. 

• 



~V~flnlcl~n. ------------

1 

Un <eonjunto S• IV,,;;,, ... , 0
0

) de uotoreo de un eopo· 

cio vectorial V >obre un cupo t, eo l!n .. l•en<e Qepondionto si.,,, 

1 ten eocoluu M K, o 1 •"• , , , , •"n 

¡la ocuoci~n: 

1 · •. ··:." .. ·":.·.·.·.·.··.· •. ··.·'.,· 
~ ~ la ocuaoi6n o6lo ad•l,. lo oolucl<ln 

l•rlvlal (o,•a,•,,,•<>0•0), di<Oil<>o que S <O 1\neol•ente lndep<ndlen· 

e"·------------
Ejeaplo V. t, 

A• ((1, ·Z, :1), (-l, .;, 1), [-~ •• , -6)) 

de voctor"' de R
1

, os linul•<nte dependiente, y que el conjunto 

B• /(1, O, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1)) 

es 1\nulunte lndepend>onte. 

Soiud6n: 

a) Oe ooundo con lo def\nici6n, el oonjunto ~ , 0 ,1 linoaloente • 

dependlento o\ lo Huoc\6n 

o 1 (1, ·l, 'l•o, ( ·Z ,-l, 1) •o, (-~.• ,·6)• (0,0,0) 

que llaounos de dependencia linul, •• ,.n,race pora e•nla••• 

o 1, "•• o,c R no todoo nulo,, 

dichos escolar•• exl<ten. 

Ho~tuando or«acionu: 

(o, .zo, .¡o,, -lo,-l•,•jo, ,l"o n,.,;o,). (f>,O ,O). 

ror l~ualdad de voctor<O en R0• obtonuo• <1 si~u><•n:e s!st<u h~· 

mo~lr.~o: 

VUj23 

o 1 ·1<>,·1o,• O 

·1o,•lo1•4o 1• O 

lo1• o,·6o 1• O 

v.,,,.., cual •• ol nn¡¡o de lo .. triz dr cooflclut..,: 

[' ., _,] [' ., ''] [' _, .. ,] .z ·l • o .¡ o • o o 

l -~ o 1 o o o o 
Co~o el ranto do la ••tri' o• ~(A)•l, •enor que el n~~•ro 

do inc~gnitas, el >lote~~ tiene ooluclone• d!forente• de la trivio!, 

Por lo tonto, exiHen e><aloreo no todoo nulos o,, "•• o 1 < R que 

utiofaoon lo ocuocl6" do dependencia lln~al. 

el conjunto A es l!nealaenlr depend>ente. 

Hemoo de~ootuOo ~ur 

Si queremo< obtener loo e.calar« o,, o 1, o,, resolva~•• 

~1 •tot.,.a: 

o 1• O 

una Jc cuy .. <uluc!ane. e.: 

~(!. ·l. l)•O{·l, ·J, t)•l(·l, >, ·6)•(0, O, O) 

r pc>Jo~os ex~resar ol "'"""'uno do ello< co~o una oombinaol~n li· 

neal dr lo• otro• do<. ., ~~~ for~~ adlo¡¡a, Jo o<uod~n de dopondonda l~noal r•" loo · 

><<:tore• de ~ e>: 

o 1{1, O, l)•a,(l, 1, ~)•a,{O, 1, 1)•(U, O, O) 

' 



• 

,, -~ 

' ' " . ,, 
cuyo, .. ,.¡, de coefln•nt•• <s de rongo J, por lo que >61o '"l~it• la 

sclud6n tdvid (a,•~,-~,·0). 

lle!OO> dorno.:rodo ''"" lo• vectoro• ~· a '"" lineo!Mnto in 

dependiente>,{!) fn consocucncl•, n1nguno de loo veotore> de~ pue 

de e>presoroo COt<Q una LOm~lnoci6n lineal do loo atTo• clno. 

\'. g • 

DuoHr>T quo loo pO\ino•loo 

f(<)•x'•Z••I, g(x)•Sx'•h·! y h(x)•Zx'·l<·S 

son llnul .. nte dependientu, obt.,nluda al polin-io coro c 0,.0 uno 

co~blnoci6n lineo! de ello>, con oocolaroo no toJo• 10u¡ 00 , 

Solución. 

Fonoc•o• la ocuoc!6n de dependencia lineal 

of(x)•~g(x)• yh{x)•O . ' ' . o(• •Zx•l)•j(Sx •l•·l)• Y(Zx ·lx-S)• O 

Efe~tuando oporoclonoo y o¡¡rupondo: 

do olondo obtenemos ol oistno: 

cc:--,...-:---:---c--------···--
(1) Cuando un conjunto de vector•• n linul•ento !ndepeudieoto (<le 
pendionto), u co•Sn decir GUO loo ••«oro• ooo Unoollo.oot~ brlepoo:
dionte• (dependiente•). 

• 

[: : ;] 
l - z • ~ 

''" ¡,, Unto, e] -'"l<ma "' >o<letor~<n,do. 

,., .,, 
.., 

' • -1 

·H(•l • d<l • h(•l • o 

Con esto h~mos rl<M<tuJo que !(•J. g{<), h(•J '"" pollno 

mio< l!nuJ~onto dopondient••. 

' 

Ejemplo v.!l 10. 

G:Jr:u: :] 
•on lln<>obonte dopond!ontu o indepondlontoo. 

' h uuac!6n do dopondon<lo l1nul toaart en """ cuc Jo 

'ro,..a: 

[

ol 

' ' 
o l .• 
.j . 

' efectuando Oj>Oracloneo: 

["' ~-Zr 

.. , l 
o 

do donde. "' i¡¡uoldod •• .. , o ,., o 
6•h· o 

• • o 

;].,¡; ;J.[: :] 

[: :] 
U(riCOI: 

• 

' 



• 

>!>toma quo >6lo ad.oolte la >olucl6n tri•lal, por jo que la• matTi<<' 

propuutu ••~ linubento Independientes. 

- . . - - - - - - . . - - -
Ejuplo V, "· 
ne acuerdo con la deflnlcl6n, la derend•nda o lndcpenJe!l 

cla lineal de un •1••• conjunto d• venoru, puede Hr\u segdn \a 

naturdou do lo• "''''" .. de r, co~o v"emo• on •1 sl¡¡ulonto ejel'l_ 

plo : 

Con•idoromo• el conjunto de Jo• nl);o.oro• complrjo>: 

e· 1a•bl 1 •, o< R, 1• ,t:'"fl 

Cou •• viO en •1 Corltulo 11, dicho conjunto form• un grupo aboli!_ 

no ¡>ara h •u•• Y tiene lu siguientes propiododu para el producto 

por un n~~•ro ro•l: 

' l 

" 
" 
" 

C •• cerndo p•u el producto por un náJoero roa\. 

""·"'R,t1,t,cC: 

o(t 1•• 1 l • "'•'"'• 

• ' . 
por lo <¡uo el conjunto C Jc lo• oúmero• co~plcJo> forma un <>paClO 

VeCtorial >Obte el C02p0 de loo nQaerO> reale>. 

S1 en ••u e<tructu>a anol>ZA~o• la depondcncla l!n<ol 

d~l conjunto 

S•(>•i, 

rhntoanJo la ecu•c!~n 

'1-26/U 

• V 

_\a •O ) 
pnt lo que el CQ•tjuntn O e• lin .. lmonto INDHESDJUTI.. 

Por otra pnte, "' eh ro que ol conjunto e t .. bi~n forLJ un 

••r•«o '".,_,,;,¡ <obru el campa de lo• nGmero• complejos. 

b """ ca•o, •1 producto d" un c<eahr es lo •ultlpi!ca

cl6n ordlnarh do n~~oroo co~plojo• y •• verifican toda• lu ¡noplc· 

daJ« que defin•n un .. pacto V•ctoriol. 

~nali«M< on Uta o"ructura la dopcndench \i~e•l ~el . 

•i••o conjunto 

S• {J•I, -lil 

planteando 1& ecuoci6n 

<o(J•i) • B(-ZI) • 0•0( 

Sean o• o•bi y B•c•di, entonces: 

[••t.l) (l•c) • (c•di) [·lil ·O<Oi 

(lo-b•ld) • (a•Jb-Zc)l • 0•01 

d< donde,. obher.o el Olotema: 

Ja-b•ld•O 

··1 . 
]""'""«• ~•i>ton esc•ln« co~plo¡oo no nulos 

~·I·Ji <ol<O ~ue 

~r:;.,¡ · i(-1il•<'•Q• 

p~r ln qu~ o! coo¡unto S« lino•IMnto DEPE~DIE~TE. 

~·1 ; 

l_n,ncl.H•~•• a continuoci6n do• imporunto• toore.'o• QUe 



<un cansocuenc:•< •omeJ1"'"' ,lo¡, Jolroocl"" Jt· '"'""'''"""¡"lo-

--, 
' 

·~=1··:1 
'" ¡;j. . . . ' V l 

" 
•o >, o(f 

• •" m 

•o ·~ .. , 
-· ------·------------, 
r·dtc~a \'~od:·.ubcon¡untu ie un con¡unto d< vector<> llno•l•<ntr! 

llnJrrondJ<•nt<, '' tambifn indepondient<. ' 

Dooo•traci~n. 

Sea S• r.V 1 , v,, 

<i y .~lo •1 

por lO que "¡>¡•!l' ~i, y pcdcmo> can« la< •n h expro•l~n anlnior 

tanto> th•>no• cOM << duoen. 

(Jondo •~n) 

penJionte. 

-' 

• 

,1 • 

' Jon•id<"""'"' <·1 ''~"''"'" conj01nto Jo vectoros d< R'; 

~·111,o.n. 11,-1,ol. ¡e,-J,•l. tl,-2,2Jl 

Como vero,..J~ • ,ontinu.ICL~n, cualquier vector <lo R' pveJr 

<•pre .. rse <<>•o un~ COilbinoci6n l Lneal d~ los L'Octor•• de G . 

•ostr>r<•o• qu• sio•pc~ ••h«n ucahru Q, $, •· 6 < R toloo que: 

' [•,y,:)"'>(l;0,1l•$(1,·1,~)•y (0,·1,1)• O(C,·l,1). 

!lo la c•pr~Ói6n ontedor •• obtl<n• o! si~ulen<o •hte· 

~• do <euaciones: 

• 
·$·' ·H 

' 
cuya ~.,,;, •mpliad" " 

(A.~· u 

¡: ' • 
• 

• ' :] . ' . ' _, 
• ' 

' ~] ' 
~ondc vo•os quo R(A)•R(~.~·l,por lo que cl >i"••• •• co•pnlb!e 

' y exi<ton los oscalor•• o, ~. T• 1 , R por• cualquier valor Jo 

• ' y' '. 

50 ,.0 co•o uno ,.,.binoc\6n lineal do los ,·ectoru de C. 

• 
' un conjunto ~enou<.lor d< ~ , 

• 
Por ••· 

o que lo• 

• 

' 



• 

vectoro< de C i<nenn al ~•paelo vonorlol R1 . 

Hoy q~~ notar, <in ••borJO, q~• G es ~n conjunto de , 0et"'

t<> lln•o!~ente depe,.Jicntc, yo qu~, 

(l, -1, 1)• (1, o, 1)•(\, -1, Q)•(Q, ·1, 1). 

.IJtora bien, <i excluÍmo• Je G Al ·.-eotor {1, ·l, l), Jos. 

vectoru resunt .. fonoodn el conjunto 

B • ({1, O, 1). (1, -1, O), (0, ·1, 1)) 

d ctJo), co•o el eotudionto pued~ conprobor, •• 10~bifo un R<nn•-

dor de R
0

. 

••ndiente y entonee• •• dice que •• uno buo do R'. 

El .. cuHonte puedo co~probor que si •>cld~oo de B ol~U· 

no M sus vector<<, •1 nuovo con¡unto que •• obt!.rr yo no •• un ~~ 

ne<ador M R', 

r=,;,;,-_ .~-,-,-.-.~.~.-.-.-.--.-.~.·,~-.-.-,-.-,~,-.~.-.-.~,,~,-,-.-¡ 1", • <u 11 qu,. r e•!;_ 

¡Junto B do YO<t~«> de 1' tal que: 

' 

L -

... ~os llneal~<nte lndopendlent<. 

••• Cualqu!or Vector 

ci~n lineal ole !oo VC<tor" ÓP ~-

Con•odcr<M< nuovomente o! 

,. '. ' 
el cual, 

V 30 31 .. -

" {[; :]. [: :]} 
• 1) tos notr1oo• >on llneolmonte indope~lien«•. 

~" ofocto, lo ecu•d6n de dependono» •• -.. ¡; :]··· ¡: H: :J 

' ,. e 
1 1 1 • 0 

''. o 
cuya On><a <olu<l6n o. h triv>al, por lo que la< ~oaic•• >On lnde· 

pendientes. 

Er. efecto, cualquier ~"Tl' de A •• Je lo forr.• 

. " [: :] 
t<>c<< d<l con.lunto B. 

• • r " 1 , 

,, 
,J 

fml 11 y 21, herna• do1.10studo q"< ol OOOJun:o ~es ""'' bo 

..., .... 



~in> t·< gen<roóo por el conjunto Infinito 

• • • • • .... J 

A'"' tiro 

''dh••nsl6n", 

cepto goomUtico, oqu! trotarcmo• Jc emnnfrH 01na Jof!ntci6n opTQ_ 

pt>d~ en :~,-o.lno, al¡;~brolco•. 

Conoiderc•os primero <l ea.o dP dinonol6n finita, par> lo 

cual T<qucrl~o• do lo• doo teor•u• sigulenteo: 

'¡' ,;.~.~.;.;.~.~;,;. ::;,;_::::.::::.::::.::::::.::.:_:::.::.::.::.::.~.------- l 
5<> V un ••paclo vHtor!ol genocado por"" conjunto f!ni· , 

10 

B•IC,. e,. 1

1 

. . "·) 
¡de Hctoe<> ltneal•<nte indep<ndiont<o. Entone-., cuolquier 

~~r.tcnr.a ~h den •lc•entoo es lln<olmcnto dependiente, 

Deoo>H>cl6n. 

cQnju!'_l 

>•• s·l•,, ;;,, ... ,¡;m¡ un subconjunto de V con mh do" 

(""-)-

tos Jo E; e< ~''"• e>iston •><-'!ore• "ij tale> que: 

¡;,·~,,V',·~, ,V ,•. • • '"•n"n 

·' 
• 

• ""• ,v ,.~,.,- '• ... ·~,n"n 

'•" ~ V •• 

>or~omo• a~ora 1• e<uoci'i" do .Joponolonda llneal roe• Jo• 

olo~onto• de S: 

1 ,•, •> ,;; '•-'· • ''m'~·U 

•••mph<•ndo lo> ve<:toroo ;;1 r~r '"' :O<pectlvao upr .. ionos en H!:. 

minos ~~ lo• 'e<:\Or« do B, tone•n-: 

>¡o-''-,,,- -, 
1 , 1v,• ... •o, 0v0 • 1 o,.v 1• ... >a 10v., • ... • 

•l(oV• ... •oV)•O' 
rn~11 •nn .. 

efectuonJo los proJucto• y agrupando: 

(l 1o,, •<,,, 1 • ... •\,om1 )V, • ..• •P ,", n •> ,~ ,n • ... • 

' •>o)V•O' 
'"'" " : 

C<>•o v,, V
1

, .. ., V
0 

son lir.e&lnonte tn<i<~cnd><ntos, <encmn• quo; 

1 ,a, 1 •l ,a, 1 ~,· .• "•"•• •O 

' 1 , a, •1 •", •, .. • > 01~~, •O 

''· 
1

' "•n "'•"•n •. · ·"'=",.0° 
' <1 cual •• un ol"n• ho~ogéceo de~ oouacione> con~ Incógnito• 

(>
1

, 1.
1

, 

vio! ... 

.... 
"' 

). ) y como n••, el oiHOI!tO • • 

lo tonto! loo vootore• ;;,, 

•ente dependieotu. 

adlniH solucione< no tri-
• 

'"" !In .. !-

Con ayuJa d<l «croma anterior, puedo demostroT5e el oí 

gulente ruultado i•ponaoto. 

T•ur""'" v. 

nito, tieo<n el mlomo n~~oro de elem•ntoo. 

o .. ootrocl6~. 

1 
' 
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a,·rv, v, ..... ¡;n¡ 1 B,• !ii1 , w, •... , W
0

J 

Jos ba><• cualosoul~ra d~ un ospocio voctorid V. 

Co~o B1 es uno base de \', e, un <<>njomto IMepcnJ!ente 

y ~~nora o V. 

Lntonoc•, ,¡ P1 •• uno baO<,dde '"'un conjunto inJe?e.'l 

dl~nte r, por <1 teo.e~• V. !ootn. 

~1 miooo rno"amiento con a, y B, !nte<eam~lodos prueba 

quo •<•· 
~or io tonto n•o. 

Deflnici6n. 

' ;meMos de uoa cual~u!eu de •us boses. 

d 1m \'. 

~H.puael cuo del e•p•do vectoTial 

• R •l, 

plo 1' 11 '" tiene que dlm A•l. 

• " . henos visto 

•i•!'c 

!In cuo panicular •• preoenta con el conjunto cuyo Onlco 

Eote conjunto {~) , ol cual •• cerr! 

~o para las operacionu de ouoo r ptoducto por u~ eocolat, r <ati!_ 

foco· todas las propiedad•• que defln,·n "un espado vectorial, reci 

be el noobto de "<>'!'•<lo cuo" o "csp•c•o nulo". 

U espocio nlllo le oslgnatomo• ar~ltrariamcnte h J1men· 

uen oero )' dite~o• qu~ u de di•er.>!6n fin! u. 

La dof!n\C\6n de dl~on5l6n puede ~cneralHHSC aOn p&U 

el casn Je ••P•<lo> ><<torial··• de dl .. r.sltn inf>nita. 

~34/35. 

<>te '"""• nos l¡tte<esorln .. p«ialmentc ¡,. , .• raCl<rfst!c" de lo> 

espacio• >octorlale< de d!aensi<\n finita, 

Ejeoplo n. 

En e¡ OJemplo \' l de.,ootTO~o> ~no el conjl'nto 

S••l(x, lx, l>JI x < R) 

Pou ello, obteng•mos prl01ero una b.,e des. 

C'>'>O v•mo>, lo> c\c~•ntos de S son tcrn" o>·<lenodos den~ 

oeroo tc&ies, donde la •egunda co=pononte e• el do~\c Je lo pdn-.a 

y l• '"''"" <<>•ponente '"el Uiple de la pri~era, •ieodo la rri••.t 

ra <<>~~ponente arb!!~u!o. lntonce•, e• de <>peTOr,. ~n• <1 conjot!l, 

'• 
B•((l, l, '" •« una l>ooe de S. 

En <focto, c011o a tiene un >6\o duento y no e• el l·ectM 

cero, •1 conjunt~ Bes lndepcnJ.ente. 

(>, h, hl de 5 puedo obtenerse <eooo 

(>, ''• Jx)•>(l, ~. ll 

por lo que U e, una ~ ... de S. 

Ahora, co~o B con<irn~ un ulo ,·octor, do la def!nici6o

de diao~o,lón '''signe que: 

di~ 5• l. 

ro~" ••jncic\o a~i<ional, rnd,mo• obtener otra"""' d,. ~. 

' 



~uo ?uoJo •oc cu>lquiet voctor no nulo M S. 

.1" n ro 

Por eJ<Rplo, el con 

;n JJ 

,., OCTO l>o« de S,yft qHC <> ino.le]•<ndienl<" y un VHtnr cu•lquiero M 

S ?~ede ohtoner.• co~o 

(<.h. l•l·h (/t, zn, J.ff J. 

\"ale ]., rena ""'"'una ub>HVO<!Ón odidonal: 

Cu>Iqu\H ,-ector {>, 1>, lx) < S puedo obter.etH tubi6n 

>(1, O, 0)•?.(0, 1, O)•lx(O, O, 1) 

,. co~o ol estudiante puode venfico,, ol conjunto 

E• i(l, O, O). (0, , • o) • (O, O, 1)) 

o> lineal•<·nte ir •• !opendlente. Sin embargo, no •• una bue de S yo 

que ¡ no <untienc \"octoru Je S. 

- - - . - - - - -

"· 
Soa C•((1, O, ·1). (2, l, 2), {·1, -3, ·l). {J, l, 1)1 

• • • 
¿ 0 1 <>p,<lo L(G) ~onoudo por los >ectores de G. 

Como G contiene '"""o vector« Jo R' Y JI• •' •l, entO!!. 

«<, po• o! toorua V. 8, G •• lineol••nte dependiente. 

Anal 1cemo• entonces ''"' vectoreo de C, por ejemplo: 

(1, o ·1), (l, l, ~}y (-t, ·J, •J) 

[Ho• ,atore• >on ta~b!~n linealmente ~opendi<ntc• ya 

• 

"' .-' 

,, 

(·1, ·', -:>)•(1, O, ·l)·(Z, ·'· 1) 

' Anal i :unJo"'"ho,.,· lo• vocto«>: 

1 
11. "· -1), p, l, 'l y¡¡, l, 1¡ 

{.\. l, 1}•(1, o, ·l)>(l. :1, l). 

Pu<o!c co•probH>e flcllmor.te que la• c""hinoc>onos ""'!! 
tes ole Ir<'> olomonto,"ldo G, a<ro¡"" conjomto< l>neabent<" dopcc.~io!'. 

•••• 
to<e> 1\nealmento lnd~¡.endientes. 

({1, O, ·1)! [:, J, l)) 

Por <J<~plo: 

htonceo, la d\'"'""6" del e•r•clo ¡;enn•do por C •• ' 

Ya que J;., R '•l, •• claro quo L(G• « un <ubcon¡unto pro 

plo de ' ··' R,porloqu••• 

• • • ,, 

hunclare•o• o continuación ur. teorema que puede •<r do 

utilidad p>ra obtene< ~u•• de ••r•ci•• de d!monll~n conodda. El 

utudl•nto puede con•ultu la t<fuencu l pas. 6!6 paro uno duo• 

tnci6n . 

eoreu •• 
Sea V un e>podo vectorhl de dimen,i6n finHo, <On 

' 

o) Cuolqu!or conjuc.to d~ ve<tor., de\" linul~ent< >ndependiente 

) 

., un oubconjunto de 3lguno boo~ Je 1". 

Cu•lqu>er con¡unto do n vectores de \" l>n<•l• .. n« 1nJepondien· 

te •• una ba•o do V. 

,, 

' 



Coordenod~, de ~n ve~tor con retpecto • una ba•e. 

¡, ol e¡ONfl< V, 11, do~oHra•o• q'-'' el conjunto 

.. j[; :] [: :]j 
•• una buo del e•oodo vootoriol dr ,.otr!<eo. 

•obre el cupo de lo• nn..,o• c""plejos. 

Si oon>idoramo• una manir de A, por ejemplo: 

[ ' "] .; . 
drcho n<rÍ1 puede O>preurte c""o uno combtnacl6n lineo! do Ja> ao 

trice> do lo ba•• 1 coao: 

[' "l.,[' ']·· [" ·¡ 
J oj o o 1 o 

A los .,<ahre• l y ·3 de e, le• !lamno• coordenada> d• 

~ on la booc "· 

L•tas coordenada< puedon repre,.ntoTSe mediante •1 ,l¡lll~n 

(.'1)·· (t, ·>) 

al que ,. coooce como '"v•c<or de coordenadH" do lo utri• 11 en lo 

bue B. Fn oca•ione,, •• aco>tu•bro repre>enur la. coordenada• 

m"dlantc un veo<or cnlu~no. P•u nue>toe> coso tondriamo> 

(M)BÜ] 
lloy que hacer notar que el orJon en quo opare<on los "'.:!. 

hoes en el vootor Jo coodonad .. depenJo del orJen on que aparo· 

V 311139 

-

B• ¡;;-,, •,• 

una base oodona~o do \' 

A>f, ,¡ tenuos la booe do A: 

Si ;;- •• un vector de V ul que 

V•nV•~V··~v ,,,, .. "" 
entoncoo, a lo• eo<alon• •., a,, ... , "n' K loo llauromo> cootd!'_ 

nadas de ;¡-en lo baso B, y al orroglo 

(a, , o 
1 

, ... , ··' 
Como ho~os VlUO, '' ~""""hose Jd ospadu ,·ectot'l•l 

1', cualquier vector de 1' ~u<de O•presonc col>.<> Un• ~.,.blnaciGn 11· 

que dicha ••rrc<l~o •• hlco: 

En efecto,, .. B•{;;-,, v
1

, .•• , ';'
0

) uno booe d• 1', y •u 

V, V uu veelor cualquict• del eopocio. 

V• u 1v
1
•a,v

1
•, .. •anvn (1) 

Supon~ .. .,, q~e V tiene olfo oxptesi6n •n th10inos de lo' 

vcctoro> de la b•oe: 

v._s,v,.e,v,• .... s.v. 
re-<ondo (2) de {1) >e obtiene 

• ( 1] 

~·-(a, -B, 1 V, •(a, ·B, )V, • ... • (a 0 ·B 0)V0 

e 



(coo >',, v,, ...• ¡;n <on lineol••nte \nJop~nd!tnleO: 

n,-a,. o 
~,-a,. ~ 

" . e • o " " 

.,,.a, 

" .. 
" " 
llo<oOS <lomo•IT"rlo usl "'"" la o'pr<siún Je un vector Cu•I· 

~"ior• V e V en th•lno< Jo los V<"«or., de lo ba.e 5 <> ~n!ca. [$ 

ola• o entoncOO que· V tlen" Lm sol<' ''""'"ole coordonoJos en loba"" 

• 

"· 
B• ((l, O. 1). (1, -1, 0). {0. -1, 1)) 

obtenld• ,¡ principio de""" ,..,·ci6n. 

Elij•mo> ~hora un vector do ~1 ; por ejoaplo: 

V• \,, ·1, l) 

y c'>t•ng>~•o< 1 .. coordenaJ•• de V en la bo<• B. 

Dichos ooordenodu serln los .. ,.¡.,..,o $ y ~ do R ta 

{J, ·1, 2)-., (1, O, 1)• H1, ·1, O)•y (O, 

o! sistna 

• ' ' 1 ) 

' do R conduce 

·T· .a., 
l• ~.' 

cura >Oiuci6n •• 

,.¡, a=l."' 

que son 1» coOTd<nado• bu•codos. 

Entonces, ol """"'do coordenoJo< c. V en lo b.,< ~ •or1 

(V)~ • t>, 1, O) 

o bien, en fo•~• de columna 

Ahoto bien, ~1 oonjunto 

O• [(1, O, O), (O, 1, O), 

•• otra baso M ' • • 

(O, O, lj) 

¡;. (J, -1, 1}• J(l, o, 0}•(·1)(0. 1, 0)•!(0, o, 1) 

por lo ~uo 1., <oordonoJ., O•l '"octor V on d1eha b••• son procloa

••n<e ouo componont.,, •• doclr 

(V") E• (l, •l, 2)• ;¡ 

' A lo hos• E do R alguno> outoro, lo ll•~•n ""bo>~ natU<ol"" 

o ""base canónico••. En ~onorol, ,¡ R" •• o\ conJunto ole ""oneoJ., .. 

ordenad., de n6•oro< rules,<> d.clr: 

" ·' R • [(.,, ~ •••• ., •nll •,, x,. ••. , 'n < R) 

ou bh< canónico •• ol coojunto: 

E• ({1, o, •.. , 0), {~, 1 •... , 0). ... ,(0,0, . • 1) ) 

,, 

• 



do< bu•• 

s ••• ••• !( 1 ' . ' . ,. ,,. ((' ' "· 
" •• • '" • ' •• 

(V} 5 • (1, 1, ·1) 

' 

"' . "· '' "· '" ' . ' . '" ,,_ 
"' '' "· "· -1,-1)) 

"" vector cuyas coordcn•olH 

Ú:,tJ.o ><on ho cocrdenodu d~ Y en h bose B,l 

rupecto • 

PTi•cro obtengo=O< al vector v en '" forma de terna ordo• 

nado: 

V•1 (1,·1 ,O)•!(J, 1, 1)-(p,-1, 11 

¡o. (1, 1, 1) 

Y como •• hl:o ont<rionnont<o 

(!, 1, l)•a(1, O, 1)•5(1, 1. J)·r (l, 

cnp soluci~n os: 

•• -.!.} 

v--1?f4J 

•• ' . ' ' 

_, ' ., 

;. 

1.] "'"''l•nl~ ha 1<1oiJo v• u¡•lla ex¡o.-rien<l• eo el Mll~ 

jo <k lcc.c"'""'• eql! fanoiltafi.-,Jo con concepto• talco co~o doml· 

nio do una lu"¡ón e i~ogen do un oloDento <egGn una 1o¡la do co-

"c<pondencu r ~uy ¡"ohblo•ente ha dcctua<io combln•<ione• llnc-"-

loo con olgun .. fundones. ion oua sección noo ocuparo~o• del --

tratamiento do las tUndono> como elemento< do un espoclo •«tnr •l. 

A •onero .lo r«u~on, proocJot.~O> algunas deflniciooos j 

cooc<·pto> IJ.iotoo<: 

func1M. 

l
hnlrl6n. ------------, 

Sran· A y B dos coJojuntu> n~ ,.,,el o' ruolosq<llor•. !Jn• -1 

l
ftnCl6n f do A on H O. una ro~la o cr>Lorio qu< a,oc>• o c.do o!<_l! 

~onto do A nno ¡· ,6Jo un <'1<-roeJolo :"''~'"'·---- ---- ______ j 
Par,, ••P"''"' ""<f., una fun<i6n do A en B, c•od~ire-

/, • r 

A lo.< co' Juntos A y ~ ><· lo• !loma .Jo~i,du y 

de la funciót< r<·spocti>·o~ont<-. 

e 1 6n ,, 
Si x t A, _,¡ elemento do ~ »OOiodo,, ~<'<hont<• lo run-

lo repro•onto~•• con f{-<) y Lo ll•m•~•• .. ,~•<•" do • ••s~n 

l._,o pn<••i<• jlu>traro<• mediinto la •l;:u>on«- fl~l!¡o_ 



!•:"•liJad Jc• ltlnCJOUe<. 

,oof!nki6n. 

Uu> f'Jn<ionos f y 

' 

t(<Jc t 

-----~-, 

' 
1. de "" conjunto ,\ c·n otro conjunto ~ 1 

imagen Jo cuo\qulc< ~ln~nto J<l de>tl·l 

1 

~~;;;:'";·~·,·,· ;·;·~·;;:~·;·~·:·;·,·~·:·,·;"';;';;:":;';:'¡;:· ~;;::;;;:;;;;;::;;:--J ~~ upado •<ctoriol do loo funcione> roolo• de Hdobl< r<al. 

nin oos~n loo fur.clooes f y ¡; <> l.• cis ... 

" " H 

'""· '·' 

( f•,J l•l . H•l-o"l "' " 
" ' ,, ' una (HOC,Ón, " ' 

product" "' " '"'·' fo1tocl6n "' ~·,. 

¡nf)l>! . 
" [ ¡,) m 
' .. ''o'CIOT ce ro ,, ''" ' 

"'l'"do ' ' ' ' ll•modo "funol6n e~ 

,,~¡ •• uno funci6n ' <al qu~ f(x)~o ' • 
~oJomO< eocontro' ol~11no< '"h'P"""" de e•f< e•pacio ,.~, 

' torio!, lo• cuolos sOn llo~odo> he<uent•mente "espado• fundona-

¡., .. _ romo ojo•plos pueder, cltorse lo• si~ulcntes: 

" 1) El conjnnto de to<!o• la< tunclone• definidos en un ltttnvolo · 

dado, 

11 f.! cun¡llnto de tndn• los pnliMmio•. 

l) f.\ conjunto M todoo lo• poltno.loo de grado ~n, oiendo n ti-'o. ,, 
" conjunto •• tod•• ... funcione• continHO> '" "" lntcrnlo . 
d.tdO, 

" conjunto •• toda> '" !un01 ene• denvo~l•• '" "" punto dado. 

l.n> cla"'' d, conouJn• .le f,n,·ionos <nn .l~lldl"' quo re ~) 

" conjunto .. to'doo '" [uncl~nos lnt<¡¡rables '" "" lnte"·ai<> 

lac¡o~•n un nO..ero real con otro por "'<dio Jo un• r<gla Jo ccnrs· 

f :R ' 
.o~o cjemploo do"'" tipo de funciones puoJon <i1'f>< 

H•l• ;x' 

~I•J•/l •~n {hl 

ll(•)·•'·•' e te. 

to~o ••~•~••· ,; f y~ '"" Uo• funciono• cu.ole.~uoor•, \~ fuodén 

.•u•• f•R ,., n~uella que ro\<Lcior> ,¡ nGrnotQ tea! X con ol ,,¡¡mero • 

roa\ f(x)•~(x) -C!} 

lo cual repr<sontano> meJiHnto: 

dado, 

1) El conjunto Jo tod" la• funciono• y tul .. qu., 

y''•oy'•bv•D 

don~e o y \. son cunston<es dodas. 

e te . 

!!!'.l'."ndonc!o lln .. l. 

Si repr<>ento•o• con r, >l conjuo:n de tod"" l .. funcio

nes reoleo de >OT•o~\o coa!, COM F •• "~ o.poc!o >«tor!al oobre 

' R, es duo ~uo los conceptos do combln•ci6n, .lepenJench e inole· 

penden<la linoal ••~ apli<a\>IU tonto • los ele•entco M F COM 

o los ele~ontos de cu•l~ulero de '"' sul>e>pacloo. 

' 



Por ejc~p!o, lao funcianu 1,, r,, r, 

f,(x)•cn•'•, !,{>)••en'•, 

.or. llneal•ena dopendientro, 

f ,(x)•5 

En efocto, <omo 

coo'x•oen'x•l 1' ' < R 

se tiene que 

f 0(x)• ; (f 1(x)•f,(x)) \' ' < R 
entor.coo: 

f 0 •Sf
1
•5f, 

< f t.tks que: 

'l'xc~(l) 

por 1<> que r, •• una co~binaoi~n 11nul ~.la$ fun<ion« ¡ 1 ~ r,. 

Ejemplo \'. 17. 

los funcione> lx'•• y x'•l oon linoolwento indepondlentoo, 

r• que 

En decto, Ce (1) •• sigue que 

{Jo•Bjx' •(4o•e)•O 'f x 

y por igu,ldad do polin .. mio> 

;o.a.o 

oi•«•• ~ue •6lo odalu la •olud6n trlvl•l 

u •,l. o . 

• ( 1 ) 

---····--·-e-:=-== 
(l) 1-n form.o moM< eHriota, '" acn<t""'"'" lo.!hl.H Jo¡,_ func\OO<••: 

' ' <0> ••••• ' ,. 

V-46¡47 

n.o d~l •jomplo •ntoolor uti\uondo otro Jll(todo. 

c·•rr.,iór. (1) '''obtiene: 

o(tx)•~fh) • O '" .... 
!."' c''l'"'"""''' (1) y (l) con•II<C<" Ol ,¡,¡ut<nt<· ,;.,,~,¡: 

(lx '••Jo•{x '•1 H·~ 

••do wron<>i•no de Jo• funciono• ;,'•4 y x'•l, "' 

!'loe" o que «IHe o\ •eno• un •alor d<! • pn •1 cual d 

dctcrmln•nto no,., r,ul<• (Jc h'-lon <"'lq«l<·• >1~), la >o]u,i<ln 4d 

,¡,,e~~ •• ~·a•O y¡., fuc<icnoo <en l!noolr.<nte :od<pr~~i<nto .. 

GcHOrollzar<mo.< ah'"" <1 pr<>cedim¡ento •n«rto.o 

In• f i_ ni e!~;;-:---
-----

1 

S••n r,, r,, ... , 
<r• •n el into'tvalo (a, h). 
' 

f,. fomdOO<> deril•~~es •1 ~rno• n·t 

l'l deter~lnan:o: 

1 
f ' (>) f 1 {x l 

1 : f ') f ; (. ) 

r·;r•l r•;(xJ 

, (n-11 Cn·t) 
' >)f, (>) 

' ~e 11•~• Wronol.¡ano d< lo> 

~~-~-'.':.""'':. 

f n (x J 

[ ,: (>) 

r;;rxl 

f' • f ' " ' 
'" 

,, 

"' ' 1 



• 

V. 11 

en el intHv>lo (•,0). 

s, >"(> 0)10 1'"" al,.C.n •, ~n d 1lotor; do cnton<eo ol con 

ll"~ f..!:...:._,_ ..... :: :_:_f "- ~'.:'."~' ~·~·~ 
Dc•o>tc"\6n. 

La ccu•ciOn Jo Jov•nJcncio lln<al e< 

>, 1 1 (A) •o,f ,{•) • .. , ·~nfn(>)•D 

(x)•.,,•n f" (x)•O 

' ' 
o, f~n-l (,¡ • ,,f!"' 1 {x¡ • ... • ,,r~•-l(,¡ •O 

St hacno• x•x 0 t<Puo• un sl>teu ho~og~r.oo dondo W(x,) 

•• el detor.,inanto de lo ~•tri• de <Mflcicnt.,; como e>te J•t•<ml 

n.onte es J¡fercMe do <0<<0 el ""'•n •d.n1to o6lo Jo ooluc•6n td· 

• lo! . 

[ntonceo, el ~nlcu conjunto de valoro• do~,. '•• 

para los cualoo 1• ocuaci6n 

o,¡· 1 (>) +o 1 ¡, (•) • ... '"n rn (•) •O 

oc •aü<f•c• en todo el Lnte<>alo (a,b) •• 

.... 

<Ho prueba quo h, funcione> >on llneal•onte in~opon-

Ejemplo '· '"· 
"' De~o>tror que ... funcione• '' . ' ' talos ""' co ' . ' 

f,!•l· ... , f 1 (x)•co>< f 1 (x)•• '" ' 
' 

•vn 1\no.<IN•·nl<' >nJ•perol\e·_,.,, 

" [) W<Qn<k\ano de f 0, !
0

! {
0 

0<: 

'<H 00'> ' j •1 Wp) COS< . ,._,, .. ' 
·.onx ..... " 

fO q<lc <>IHen val<on> d• X pOTa lo• cuales W{x)l~, por el tooro"'a 

\', 11 lo• funciono•s r,, r, Y f 1 >or. llnoolmento inJopond~<"' .. en 

ol Intervalo(·~.~).: 

EJ•~rlo v. B. 

Sea S• (-olt•oont. 

' 
1•1'. l><n t -~ •l'¡ 

un conjunto de funcionoo de f, detormlnar el ouhospodo gono,.du. 

pOT S ul co•o la .!i•onsl6n d< dicho oub<<pacto. 

Solud6n. 

~rl~ero dctetonln•~os si S u un conjunto llneal .. nte tn. 

depenclicnte, pan lo cu.t obt<nomos ol Wronsklono de la• funcione, 

..Zt. "' ' lolt hent ' ·" ., 
W(t)• ·lelt• ••• ' ~.lt lco5t •" 

• 00 Zt ·'"" ' 1 le Zt ·loent ., •" 

torcer r<n¡Hn ro >pec t 1 vn•ent e: 

•elt • ••• o le2t ' ... ' ' •" ., 
N ( t), . ' ... ' ' '" ' o ., 

'"' ' ., ••• o 
. , 

'" ' o ... ... ' 



·l oon t + coo t -4 oen t + Z <o< t 

·5 oen t ·10 ><n t 

• W( t) • a ' ·le (lO oen t·10 sent to>t·lO sen"t•10 oent <os\) 

por lo que 

Ht)• o .... t < ~' 

En este ,.,o, el aQtU• 1' 11 no nos dice nodo respecto 

a la lndopendoncio Je loo ru .. oloneo, 

lln••l•ente dependlentu. debuo$ obt<ner tt•• eocoloru ~. ~ y ' 

t>le• que 

"' 
Di<hco «colore• pueden colcul•roe mediante un ""•~• do 

tro> ecuaciones obtenidas a partit de (1) paro volor<> !!jos d• t, 

demostrando ro"erioroente que la upr<$l6n (l) oo satisface paro · 

todo t < R <OO los mh~o• eooolor~• obtenlJoo. 

Puo nue•trc ca•o, haciendo t•O, t·~-. t•• en {t), se ob

tienen ) .. OCUI<lOPOOO 

·o . " ' -, ' . o 

(1-e•)a•le' •• ' o 'l y (l. I . o .. _,, .. ' .. • -· • B·:r e , . 

~· ' e, ••• , .. ¡g 

y una •oluc\6" porticulH 

~- ) . 
;ustltuyendo e>to' vtlnT<S on (1) tenemo.: 

t{-elt,,.n t)•lezt·l(~••nt·}e'J·O 

Relooi61. que ,. cu,.ple 't t < R, por lo que¡_, funciones 

>on ltn~•l~onH 4epondien'<> on el ln<erv>lo (·-.-J. 

V-50¡5\ 

cuolquier 50Jbcon¡unto Je 5 que contenga do• demento> 

te lndqonJ•onte. Por ejemplo •1 conjunto: 

B• ( .• lt•Hn t, lolll 

el cuol •• un• h« do l(5), por lo que 

di~ L(S) • l 

• el sube•pado ge~o<taJo por 5 .. ,, conuitu1d0 por todas lo• fun-

ci on••• do h foro,. 

.._.·h•Bsent. 

La no anulaci6n de Wronsll•no en al •ono• un punlc del ;--

t•n•lo, '" hn e.<t.~leddo corno"'" conJlcilin •uf1cient< par• lo '" 

depender.cia l!r.eal de un conjunto do funclonos (teoro .. 1". \\), t< 

to ,-on~ldón no •• ll<ce•nti,o, Y·• QUO el Wtons>l•no p<1ede anul•rsc 

en t<><lo <1 Intervalo ,;enJo las funciono> inJ•pondienloo co•o •• ·• 

ilu•tt• en el sigult•nte ojnplo. 

Ejnplo V. 20. ,., funclon<> ' , ' ule> que; 

f (.). • ' • • ' (- ' . " ' ¡¡ (•) ~ •1' 1 ., ' (. 1 ' " >en \lnea\,.ente lnJe¡oeodlont~> en ol inter\"•lo (·1, l) )"el Wron>· 

li•no o; nu\Q •" to~o> lo• puntos de dicho int~rvalo. 

Fn efecto, el> el 1nte11·alo {·1, 0): 

g(xJ--•' e 
por lo que 



f(x) • •' 

~(•)·1'' 
" 

l'(•l • o 

'"· 

-· 

: 1 ' o " ·-' 

" 
' ~ {x) - ' ' 

' ' 1 
l< • 

o ' ' 

"•<(·1,1) 

' (- 1 • "' '" 

' '"· " . . (l) 

S1n om~.rgo, l"'"de J"rnO>!Yal'"' fkil~eHtc <¡H< f y g '"" 

line•l•ente independientes en Jlcilg inton·•la, yo que no e>iotcn 

J.,, e>c•la;eo no nulo, '"'"' ~ue: 

Y<<(-1,1) 

• 

; . 

' ElBLIOCRAFlA 

~ennuth llol'fu~ 1 Roy '""'" 
1 

L i neol 

11011 lntornaciona!, 191!, ,, 

Edltoriol Revertf, S. ~-. 1911. 

,. 
Sorge Lan~ 

Lln .. r A!~ebn 

~dJl>on Weoley Co. 

" 

" 
,, 

_ .. 



~NSFORMACIONES LINEALES 
• V J. 

Cou h~'""' \'i<to, ~na fu~ci6a f de A en B (JonJ~ ~ r! 

"""do' conjunto> M »<lo< cu.•lc•qu!er.!) ,., una '""!.'o crlt<"o 

qu~ -.oci• o <•d• ele~coto de A, une y ;6\o un el~••nto JoB, lo 

cual clonoumo• medhnte 

f; A ' B 

E<IHcn to~bifn funciono< 

en forma sl•llar, 

do,Je \'Y" •on ••P·•ciu• v.o<tor!Jie• do[,,¡Jns '""'"e) ffll•rnn carn• 

PO X, 'T T$ lo re'h de corre<pondenüa que O<i•n• • cod> Yee<or 

V Jo V uno r >61o un vector de •, d que 1 Jomaremo• \'f,\G~N ,¡0 ;¡y 

Tcpr<Hntarcmo< con T{Y). 

A este dpo de fundon .. le< dore.o< el no~bre de TRANS· 

<><!6n o upeo en ¡u,ar do! de tnn•fono•c!6n). 

PnJemo< ilu>traT la• 1Jeu ontor!Ore• rnoJJante In sigui•!.'_ 

' 
por l un •ector <euol~ui~ro 1<, y) 

l . .amin<·Ms .d~uno' <·""" 
' de R . 

, 

L.• jga~cn Jel •octOT (1, 4) <> l(1, 0¡•(:0, ll}, lo que descrlbi,.os 

corno: T (1, 4) (l • 12) 

'" fornoo onilo~a: 

'16,·l¡ T ~, O < 1 e . 

~' •vldonte ~ue oe !Tota Je uno tranoform•<16n de 

s .. oOoTO la uanofor~~od6n S : R' •' 

' ' R en R , 

,Jefinido por la rHI& 

Obten¡uoo, por ej<mplo 

S (• ' y) 

S (1, 1) 

' (x-l,hy), 

(D' 4 ) 

e< de· 

que en polobuo ~¡ce: Lo loo~on del vector (1, 2) ••,an lo tTOn.• 

fo.-.oc>6n S u ol voctor (O, •J: o bien: S aplica al vector (1, 1) 

en el voctor (G, 4). 

De igual foru se obHndthn: 

Peflnlcl6n. 

S (-9, l) 

S (0, O) 

(80, ·S4) 

( -1 • 0) <te-

Seon V y W dos ••pocloo V<ctonal<o dof\nldos •obro un 

dondo \' y o repreoonun doo oopacloo vector!.!.-. Uno 1rousforwoci6n de \' en W e> uno func>6n ~uo •socia o 

oado voctor do V uno y o6lo un vector do w. 

Vl-4/5 

' 



• 

" 

• 
Ej~~plo n. 2. 

S•~ la transfor~•ci6n T: R' • R'' 

definida por lo re~!• T (x, y, 1) 

Un• 

>i¡¡uiente: 

" T{l,l,l)•(I,Z) 

' p, 1,·1~}· p, " ' ' "· •• ' ) • "· O) 

ootHpreuci6n geo~hrica .. .... 
(• , r l 

~··. 
tnnsfor•ad6n oc do 

Si (•, r. o) reprHonU un se~mento dlrl 1 ido u el e•pado 

de tres dl•er.siones, '"! .. &en (•, y) Topro><nto lo proyoce16n M di 
• 

E¡e~plo V!. J. 

El Opendor ~<TiV>Oa (Pl. 

Soo F ol •spado vectorial 

,, 
' 

" formaJo por todas loo fundon .. 

de R en R, ~<"'vablo. en un intor .. lo (>, bL• Lo transforud6n '!!. 

' g6n la cu.,l la in<a¡;<n Je una funcl6n f <Fes¡ su dorivad• ('se !lo· 

' m.o operodor óeriudo y •• denoto con D. 

l<nc~os ror tanto: D: r • G 

" • lor<Je o ,., " <>pacio '"' conti<n< • todu ,., 
"' ejnplo, " (J•' •1) . 

'" ima~on •• ,, • .. scgrtn 

D C••n>J 

D lll) • D et<. 

D (f{x)) • f'{x) 

Vl6(7 

•• 
" ,. ' ,,. ) . ' 

' " 

dorl•·odas . 

Tr~n<foomodono·> !Jne,olo·•. 

Ro¡res•·•o• • la transfornelón T: R' • R' do\ eje•rlo \'!.\ 

da~o por: T (~, yl • (Ox, ly) 

T (1, 4) (.!, ll) 

; 1 (6,·2) • (18, -b) 

P"cl"~"' pr<&LHotarnoo: ¡Cu!) st•tá la 1 .. ~'" do! vectOr que 

' >< obtlen~ ou .. ndo los >"<<ton• (1, 4) y (•, .;)T 

(1, 4)•{6, ·ll· (7, ¡¡ 

T (;', Z) • (ll, lo) 

Oh,nvo~os quo o\ ~1<~0 ro»ultodo s~ h•brla obtenido,,,. 

undo sl•ple•~nte las l~lgonco M lo< •·o<tor<> lnvolucndQ>, ~<to 

<' >: 

T((l, 4)•(b,·l))•T {1, 4) • T(lo, -l) 

• (.!, 11} (!3, ·ó) 

•(11,6) 

qulor por do• >"e<1Ptes (< 1 , y,) y (x 1 , y,} d<• R'! 

•i•,.rro derto quo 

J-.s docir, •'"·' .. 

~ ((x,, Y,l•(x,, r,ll • T (x,, Y,l +! (•,. Y,) 1 

Jnvo, t ígu6M,·Io: 

1 ((• 1, y,J•(• 1, y,ll • T {>,• •,, r,• y 1J 

splocn.,do h oo¡lu. 

1 [(< 1 , r,J•(x,. r,JJ • (J(x,·•,J. O(r,•r,lJ 

T ((x 1 , y 1 )•{x 1 , Y,ll • !.'>,•!>.,, ly, •ly,J 
' 

Por o"• patto, opltoondo l• ro·1l• tonomoo: 

T (•,, )' 1)<1(• 1 , r,l • Ox,, ly 1)•(lx 1 , lr,l 

' 



o su qu<·: 

T (<¡, y 1)•f(< 1 , y,)• (h,<Jx,, 1y,>ly,) 

Por tanto: 1' ((>, ~-,)•(<,. y,))• T(> 1 , y 1)•T(•,. y,) 

\'emo> que paro eot~ tt.tnOfünooco~n: 

"La i~o~on do la su~a Je do• \Octor<> e• Igual • la'"'"' 

do '"' idgon~• M cada uno de olio<". 

En forma slmll•r, roJomoo VOT •JUC ocuttO cuando mu1ti¡>ll 

e•••• un •·octor ror un ••~•lor y obteno•o. lo i••s•~ del t·oc<or,. 

Tomemo> por ojomplo ol <ector >(o, ·2) • (30, ·lO) 

'r (30, ·IU) = (9~. ·ln) 

;¡o" Jol vuctor [6, ·2j: 

T {S[6, ·!)) S T (6, ·l) 

1 (10, •6) 

("O,·lO) 

Es fJc!J c""'probor q~• ooto •• Clli>plo pota cuolquier •·•c 

¡.,, ~x, y) y cualquier <<Calor~ c R, o Ha: 

T (o(•, y))=~ r {>,y) 

rn efecto: 

T (o(>, y)) 

oT(x,y) 

T (a>, >Y) • (:hx, lay) 

o(h, 3v) • (X.x, lay) 

Concluí~N quo rH• """ uan•forrnacl~n: 

"La i11ogen del producto de un o.cahr ror un <ector oo • 

l"ual ol e<cal" ~dtlpllcado por la im"""" •Jol ><-ct,>r", 

\ lu t<ansforucion<• que t!onon •«••' Jo> pror:rhdt•, 

' 

• •• le• lb•" lM\;fOJIH.ICJO,,'LS I.I,,U.L~S. 

lt•'l'•'""' un "''"d¡o •l~il>r con l" lroo>sfor'"OCI~n S:R'+R' 

S (>, y) 

S l·~,l) 

-~ (1, !) 

{30, -54) 

(o • 'J 

S 1(·9, l)•(l, l)) • S (-8, S) • (61, ·!O) 

tor<> hubaro conducido a un ruultado •listinto, pues: 

S (·9, J)• S 11, l)• {10, ·!>) • (0, OJ• [80, ·lO) 

Dicho de oua formo: 

S (2 (1, ;)) • S [2, O) • 0. H). 

por 2 lo i••g•n do (1, 2), ;·a que: 

es decir: 

IS (1, l) • 2 (O, 4) • (0, !) 

S(l(l,l))IIS(1,1) 

ObHrvo10o• que la tnn>fonaacl6n S no pa.eo las proplodo

de• ~uo tieno r, por lo cual •• d¡co quo S NO o• l•nool, 

V.flnlcl6n. ' 
T: V • • 

" ""' t<on>foruci6n lloeol >L 

' .. ' (V,•¡¡,¡ . ' ¡¡¡') • ' (V' ) 1' v,. '· • • 
12.:.:_ ' (on • • ' '" • • ' ' • • ' • ·--- ·-·--
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• 
Se dice entot<ceo ~"• T presorva los 1 ,opoucion~• de sum• y 

producto por un eocolu. 

{Ln el <Hudlo de oloto••s flolcoo eo confin llour a 1 )' 

' 1 propiedades do "ourorpoolcl6n" y "ho~Oll<n<i~oJ" r«pectlvamont<), 

Es tu do< propiedad .. puoden c011blnuoe en una oola que .. tabl<co • 

que· 

' .. lineo! ,¡ : 

' ¡0 Y
1
•Y,) •• ' (V' l ' cv,) 

' para todo "' •• vectoro< ., ' '· " • ' tod~: .. colar •· 
De <otre toda< ¡., tran•fon<oclon .. de un upaclo vectorlol 

en otro, son upechl~ente Qt!leo aquol\05 que oon lineoles pues se 

pr.,entan en di ver•., ruas do la llot<•ltica y, hocuont•••nto, In 

propiedades de transfono•done• •h gen<tolH oc obtienen oproxid!!. 

ti,.., •• dedlcar1 <1 rolto del capitulo. 

Ya heaoo dnootrodo que lo tron•formad6n T del ejemplo 

' VI. 1 •• lineal, •lenlus que S no lo u. l'o•Ms otro• ""'"': 

Ejemplo \'!. '· 
., ,, ,. ,. 

' ,, . •• ,, • ( ••r. • • ,¡ 

"' " 
,. ,. 

' ,, ' ,, (•. 1 • ' 
Soluc\6n: ,, " 

,. ,. 
' ', . •• ,, • (X 'Y, X<!) 

Vea=o> >1 cumpl• con 1 .. prop!o~ades do l!noalt<la.J: 

" Soan (•,. y,, z,) r (x 1 , y 1 , z,J do> >«loro• a<h,.rorio' Jo

R': 

Vl·lO'll 
,, 

" 

T ((x, y,, >. 1)•(•,. y,, z 1)) • T (x 1 •<,. y,•y,, z 1•z 1 ) 

o sea qu• 

T (> 1, y 1, z 1)•T(•, y,. z,)•(x,•y,•x 1•y 1, x 1•z,•x 1• z 1), 

Se cu•ple que T((x,, y 1, z 1)+(x 1, y 1, >,ll•T(x,,y,,z,J• 

•T!•,.r,, •,J. 
Sea(>,¡,<) un \'O<IOI R

1 
y a un nGmcro real 

• 
o T (x, y, z) • ~ (x•y, x•z) 

(o.<<oy, a"o>) 

So cu~ple quo T (a(x, y, z)l • a T (>,y, z). 

En concluolón, T eo una tunofomocl6n lino•!. ., 
' ' 

T: R' • R1 
1 (x, y)• (><1, y) 

T ((x 1 , y,) • (x,, Y,)) 

(x,•x,H, r,•r,l 

fo1 otro r•n•: 

• C•,••,•l. r,•Y,J 
T ((> 1 , y,)o<> 1 , y 1 )) 1 T (•,, y 1 )•T (x,, Y,) 

('uesto ~uo no oc cumple I• primefd prop¡o.I•J, 

/ 



oad6n que no• ocupa ~·o o• lineo!. 

E• O\'ldente <¡Uc, sog~n la do!'i10!c\6n, hoo<a '""que no 10 

cuorh ot¡:uno de ¡., ~o• pro¡.!ed•d•• para que U tronsfor.,,•ción no 

>o> l iO>e•l. 

so do¡a al o>tud,;nto de~oot<~r que U tromforución d<l 

e¡emplo \'!. ~ oo lin .. l. 

>.1 n¡>orador ll •• ii"enl, 

En ofe<to. do"'"'"' de mate~•tlcao oabo•o• quO\ 

"la dor!'·ada .Jo la ouu Je Joo fllnclonoo •• l~uOl a la • 

,um• do lO< Jorivad" <le oada una Jo el\"'"• e< .loen: 

D {f 1•f,) • D !fft• D (f,l 'l'f,, r,,F. 
Tamhlh ube~o• que "la deTiv""' Jc uno conHante por un> 

tun<lón ,,. l&uol a U constanto por la dorh·ado Jo lo f"nctón", o· 

D (M) ~ D ( f) 

,,cr•rf•tic•• de linool!dad del cperador D. 

r¡ • .,plo \'l. o. 

TT•n•for~•ción ldent!Jod. 

V • \' ,,,,., 
• P-'• todo V de Y, "' llr.eol. 

• 
'. 

Transformoci6n <•ro. 

o' \' • • 

definido por 

Vl-12/13 



1. 

' 00~1~1{1 RECORRI()(I Y ri\!ClfO. ¡, 

Consido,omo• lo uonofonoO<I6n lineo! T: ~· ~ R', dod> 

por lo re~la T {>,y,<). (x, lx), 

Eo claro que hto •• """ n¡la que >e puede ophcac a 

cuolquier vector d< R1 , ¡•or lo que lhma;emo•"•• R' 1>!1.~1Nln Jo la 

tun•fonod~n. 

Venos ahora que ocurre con los vector<> lugen por ••

dio de al""""' ejemplo.: 

T (1, 6, ·!) (!' 4) 

T {1, 3, 0) • (1, l) 

' (-~.6. 
_, 

(.S • • 1 0) 

" l•po!tonte notor que, ounque lo•1lrnágeno• ""~" '" .. ' 
"" todos '"' V«tOTOO ,, •• '"" iu~u 

,, al~~" .-ector "' domlr.io. 

Eoto oe debe o que, coM '"ve de lo re¡¡la d< uan<IOrm•ci6n, todo< 

' los \'eotor.< lm•ger. tienen l• forma (x, h), e• decir, su H¡tunda 

Co•ponent< U i¡:ua) o do> ,oc .. h prl•era, 

Surge por '""'" ¡o nec~sidod do d01 un nomhre al con!unto 

de vector•• lugPn.~oootroo lo llnn•••• RECORRIOO de la tronsror-

~ad6n y lo reprotenur<~o• por T(R'), 

T(R'I•((>,I<) ><R 

Entonces: 

' 

' Otro•, no SOJl irna¡on de mng~n vector Jd domln•o, lo que co <·quiv!'. 

lento o d<dr qu• no ootin •• ~1 rHorrido M h <ronuo,.ad6n. 

Anal!cemo< olguno. COSO> o.l)cion•l•''! 

T(G,S,4) (O , O) 

l [0, O, O) • (<J, O) 

' 

l (O, -9, l) • (O, O) 

flicil11onte s< doduoe quo toCo• oqu<lloo vectores del do~i 

nlo cuyo pd11era co~poner.te •• nulo tiOtO<·n co~o l11o~en el v•c1-or e~ 

rodeR'. :-. •"• conjunto de voctor<> •• lo d• tuh•h un no~~re: 

~-uctto d< •• tuosfnraod6n ' " .. «rr .. onu pM N(TJ . 

'" este co,o: N(T) • ( (o • • ,, •l ' 
,, ' • " 

'"' lo anterloTO '"· ' . 'l • ~(T) 
'"· "' O) • N( T) 

"- "- 0) 1 N(T) He. 

"'.__'_ ¡;::-------------¡ 
Uef..!.!!!S..!. On. 

r. el conjunto 1' do V<"ct"ros sohre los cuales onr.., H • 

tronsfor~od6n. 

RIC(lRRIDO: Es ~1 conjunto fonodo por lu lmógonco ~e lo• 
' 

<'O<tOT<01 

MI do~in1o. 

1 {\") . ' ' NUClt:O- E• .. co,.junto "' 
vo«or tero •• •• 

l.o repre,~ntaumo• con T (V), •• doclr: 

1 •• n•>. • • " 
'"OCIO'<' "" dornin10 

'" repr<'•ent o ro•os 

1 

Cllfrl 1mo~oo e< el 1 

con -~n). •• decir:¡ 

• ,_ 
' '" '· ¡_ __ N{T) - ' • • -

---------.~-

_ _ _j 

fjo~plo 1'1. • • 
r.,. 0 ¡ ~peratiQt' Jerin•l• D ya dl•cutido ontenor~ent< 

(>rr ojo.,pl<> \"1. l) tene•oo: 

no~tnia- [<el <<>njt~nto do tod•• los fu"c1or.es dorlvobloo"onC..l lf' 



' 

' 

'¡{9("1A 

'lUUll <O 

l ¡< .,., •••~•• ¡o o~opuoo ud"'l' oop~u ¡o•onb o¡ 1<>,1 

·o¡anb •• •••> '~il • t'.lll l 

ouopqo •• 

(")¡o ""'") 1 

oo O • o "P"!"H 

:o1uo¡n!¡s o¡ u n•1po~~ru¡ U9P""0 .. P wun 

~] • ('.¡¡J ¡ 

..... , .,1 l:oo< o'" op ouo lOl>OA ¡o u A o;> OH> >o>ooA I•P 

·~ • A:¡ 1~'"11 U9P'•'"l'""'1 oun U] 

=•>••,nf¡< ¡. u popn•••n op ••P 
i~o¡do>d ••t •r opuo.dsop .,. onb •>Uo<>od~¡ •P•Hnoo• un 

.... , .. ,,..,-,,,,,,,-,.,,,,,,,,.,, ·uoJo>¡ ¡o opuuo••P tp•nb {t l. (! •a 

•,.1,,., u~ Jod o>OnpoJd !> uod ••np•uoo o¡ opo•no~•p ••~·~ 

"opp.>O.••• ¡op O\uOoa¡o un UiJqn¡ <> ~) 1~ '>pop <] 

'A >!;o 'o>Uo>uo 'A>,! o~oo •,,nb •.< 

L\l 1 ' 1,\•J 1 • 1,\J 1 o :ropn••ull ••d 

·od""' 

¡op ><t•>u un o l. (A) 1 op on<nb¡ono Oluouto¡o un (,!.)1 uus ,, .,, 

-n• ~¡ "'"'¡ "'"~'""" •1 ooo¡>u;¡ndw'l> '>>o¡ u¡¡¡q•"' ('!:l! ( '.!!) l 

'op)>10>0J ¡op <OlUou¡> UO< ('~J l Á 11;!) l" 'Jp>p <] 

., '•·'• '"'""'"" ,\, '!! ''!! omn.' 'onb •A 

(.1) 1 > ('!!•'!!11 •('~)1 I'!!Jl :pop¡] .. UlJ JOJ 

'{Al l op ••o¡nll>·'l"'" '"'"'"' >~r (',!!) L J. (1,!!) 1 uoos ( ' 

e 

"' ·1'?·~··· 
. un >od O>JnpOld ¡o Á Un< o¡ oad op.,JOO <·' '(.\)1 'op¡vnoOJ 1~ 

onb nn<oup uoo UHq ' ·¡.. no•o•! ¡o uoo opJ>no~ •a 

"U9POJl<uWo>~ 

·~ ·~ opoduqno un •• U9p•••o;ouo•1 ~1 op op!»oo•• 1:{ 

·~ ~ ,\ : l ] .. Ul\ UQ!'"UUOJ<UOJ¡ O] OOS 

---------------------·:c, __ :c•¡A '"""·"'1 
·•o¡ood•oqno UjJq••' ou¡< '<oJunfuoo 

.qn< uo< OI9' ou onh "91',."""""' • •o~>'"-"'"rn•a ·o¡ .. OlliHlP>d 

... , 'J.~ 11 op ooJun[uooqn< uoo (1)~ o•t>V" ¡o~ l.\)1 "PI""'"' 1• 

'~ ~ h :¡ )OOUl\ U~)>OillJOj<U>ll OUn UO 'onb 01<\A <omoL[ 

·•¡u~¡ <>< ouoo 

!"'''J. (l •¡; 'O)) l!h 

¡vn> o¡ 10~ 'o ' 
.,,,,1~1 onh 01 

(O 'O) • (~¡ '•) 

'"""'1"~ J op oopuu ¡o J.>uo,qa u ""1 

(•t '•) • (< '.< '•) l 

:~p•Op 'U9l>OO< 

•••• op OJdJ~UJld ¡o Op]Jn><¡p o<<> ¡o oJcJ 'o1J~•f• '"d 

·c¡UJIWP ¡op ••••»•·' so¡ 11Hd o¡¡o op ~•un•., oounp 

·JrllO> onh '"~" ,{ OJO> '"""' 1• uo8~~~ o¡ oo~•J•n81 '1"""'1 U~]-' 

•• IUOJ<UUl Ouo\ •p OJ]Opu p JOUUOJUO •>•d 
0
\0j>O~! Ui 

·(O u> "~1 >Un¡ •1 n 

•OJ>~O "' .'lUOHUOJ •un JOA)l>p ]O onb o.<) O]•-\l-'1~< I• "" 

<01U.hUO> u<>< •nb <OUOl,,Unf <q «pOl •r O]unfun' 1~ <J • "''PUN 

... pF<p>p <•unpUnJ <O] npo1 •p OJ~n("O> ¡> S] • OplJJOOOH 

' 



l 
Sea h tranoforuci6n Hnnl T• V • w 

U nQcle~ d< la Hansfol"'lad6n •• un •~be>pacio vectoual 

de \'. 

De-oJtraci6n, 

') ··~ "• ' '• 
,,, voctores •• ' (T) ' 

entonce•: ' ( ... ') ' '· ' ¡V ,J '· ' 
'" Hneol1dad: ' (V,•V,) • ' (V' J •T(V,) 

Sust\tuyondo: ' (V,•V,l '· • '· 
' ¡¡;,.¡;-,¡ '· , .. .. que, ,.,.;;, " tub!tn "" vector ,, • {Tl . ,, So• V un \'ector do N (T), entonces T(V)• ()"~,y JU o un ••e• ... '" cupo. ... Unul!dad: ' (o\) ., ' (VI 

su,tituycMo: ' r ~v¡ •• '· 1' 
' (o V) '· • • ta•blh eul en ' {T), 

1 foto comploto .. demO$troci6n. 

da por 1 
T (x, y, <) • (x, 1.) 

Pue5to ~"~ el nGc\eo y <l rcco<rldo son a •u ve: espacio< 

vectod&les, tienen bao< y dl~ensl6n, 

Como •• vl6 •ntorlor•<nt<,T {R'J • 11•, 1•) 1 ~ < R) •• el 

reconldo de h transfo,-o;oc\6n, y el e"udi~nte puc,le «rlfico< U· 

"' 

Yl-181\9 

es unn b.15<' d<' ol!cho «l'"''lo, 

" 

. .,., , .. ,. '· por.oq<le: ""' " 

En foru ol•ilar, pon el nOcleo 11 (T) • I{O,y,<)!y,,. ~J. 

un• ba>u o• ~~~· 1{0,1,0), (0,0,1)) y por ello: di~~ (T) • 1. 

~n cu,nto ol do~•nio R', ,.bomo• que •• do d>m<n>l~e. ''"" 

di•R'•l. 

l•portant<' qu•, co•o vore•o• • continua~t6n, se tlono >i<~pro ~>te -

•• tr•"•i• con ••r•eto• de dlmonsi6n finlta. ::.==-:c..:..::c._ __ __, 
Too~ VI. J . 

Sea Y un oop•cio vectorial M dl•ensl6n f\n>ta y ><• 

T: V + K 

uno tr•n•loruci6n Jln~al. 

Entone« 

dlm V • di~ T (V) + Jim N (1) 

Su {1' 1, i',, ••. , i'P) una bu• d<l r~Cor<ido T (\"), « d.olr, 

d•~T('.')•p 

Seo li,, ¡¡1, ... , ¡¡q¡ una b.,, <lel nll<loo •¡ (T), e• dooir, 

di10~(T)•q 

rucH<> qu<· '"' '<<1010< ... 
do~on <>htlr P V<CtOTO> ... ... 

' (Y' J " } ' ¡¡;' 1 • '• 

' (VPJ . . , 
• • • ( 1 ) 

B• (i' 1, ... "' w' 



que di• V • r·~· 

" s .. • un '<<tor <:ualquiera de V. 

Ta q~e T (V) e>t~ en el recorr!Jo, rod··~o< oxpT<s ••lo <:o 

reD ·•,"i',•o,r,· 
s"''ituyonJo (1): 

·r(i') • o,T(i',J•o,T(V"1 )• ... ·~pr ¡\'"
1
,) 

Por lin~o!idod: 

T(VJ • ¡ (•,V,•a,V,• ... •arVP¡ 

do <londe: r¡e¡ (a,v,'",'•'···'"r'rl·~w 

Por !Jn.alldad: 

r ¡v.o, V, -o, v, .... -~I'V) -~~ 

1 r, , r, , .... 

eor tanto, •1 vector(> ·(l,V,·o,v, .... ·oPV"P) ""a''" d n~ 

deo (yo que '" iu¡er. e> el coro) y !o podeao• upr••~r ~cao co••.!. 

nod•ln 1\ne•l Jo lu• ele~entoo Je la ba,. (i\1 , il,, ... , ilql. ''' M· 

d.: 

' ~' v, 

t"l"·'l.;onto: 

Huos deoootrado ~ue cualqu!OT •·ector de V se puede ••rr!: 

'"' ••n •~mino. de lo> vectoru> Je a, por lo q"• hto "' un <onjun-

to gunerador. 

" B •• llneol~>ente toJependlont<. 

rormeM' la co~b'on":i~n lineal 

:. J 

~ 

1, V, •>, >', • ... ''r"r ..,, ñ, •• ,n, • ...• , q¡¡q ·l!', 

T( • ,;:-,' >,>, • ... • 11.',. •, ,ii ,•y ,ñ,• ... ••0 ii0)•T(0v) 

p,, 1 "'""loJ,,,I, 

f'uo•to que loo ·~ctoroo ñ 1 , n,, 

T(ñ1) • l(ii,) • ... • T(¡;qJ 

Su•tltuy~~Jo {1) y (l) on (.'): 

'r,••,r,• ... ·•/P . ' • 

. . (l) 

ñQ ""~'' en el n~cleo: 

'" 
. ¡S) 

Por llq>6to•i•, (r,, r,, ... , rpJ '''una l>a"·· por lo qu~ 

(>) i~pli.;;o qu.: 

por lo que 

>,•I,• ... •Jp•O 

Su;rituyenJo (6) en (l)t '" 
r,ñ,•Y,ñ,• ... ''q "q 

AnGloaamonte, por '"' 

• ('l) 

... , 

,,.,, ..... o . { 8) 

!le~o• Jemostro<lo que (l) l•plioa quo 

J.,· '• • ... • '• •••••••... . '• 
! •• lineal .. nto !ndopend;ena. 

uno base, 

• o 

De 1) y l), ~U una buo de V y por tonto: 

di~V•p • 

Ejo~plo VI. 9. 

"' ,o 

Con•ld~reooo lo tranofo,.ocHn l!noal T: ~· • R' dodo-

r ex, y, •l • o~ • r, ~· z,ly+t). 

Dot<<olnomoo el nQcloo ho<l~ndo 



' 

'" . ' . o. . '· 
,, • ,, • '"· '· ,, 

de donde " obtlono " ,¡.,.u • 
,, • ' • 

, 
o. ' • , ,, • ' • , 
u e.t~dlanto puede \'edf!coc que " •olucl6n sen«al 

eote slstemo homaK~nea es; 

' 
. ,, 

' .. ,. ' '" que: 

• "' 
. ( (x ' -Jx, hj 1 • . ., 

Una buo del nnc)Oo es el conjunto~~· ((1, •l, 6)} 

en can•oouenno dim N (T) • 1. 
,, 

~. cloro que la di•ensi6n del do.,inlo e> dia ~·-J. 

Aplicando el teorema V!.,, canclu!rno• qne 1> d>men>!ón 

del recorrido es dim T (R 1) • 1. 

" 

' 

de que la diaen•l6n de (Oto "" doo nos oOl~ 
' 

~· o pensar que Qn\ca.ento dos de "'"' ••=ponentes son lnJerenJ••!!. 

'"'· Ho!loaos la cohci6n J" depondencu er.H• lO> c.,.ponent .. · 
;· 

M un ..octor , 

(a, b, el < T (R
1

) • ( 1) 

hH ello, p<><luo• plant .. r lo ecuod6n 

~,a • o,b • ~,e • O • • ( l) l. 

Se~Gn lo regla do transfor•oc16n: 

(o, b, e) • (l> • y, 6x · t, ly • 

y '"'t!tuyendo en (l) 

,, 
' 

P~, +6o,)x>(o1 •2o 1)yo( -o, •n,)t•O 

esta «U,CJón '" veTifico poro oualq"!cr valor de x, y, z ü: 

~~, •6~, • , 
o,•lo 1 • , 

•u,• '• , 
~.solución geneul de esto slste .. eo: 

~,--zo, 

quo ouotituyfndola en (l) no• dice: 

o bien 
_, 

y c•l rccoTTido so puode describir cn~o 

T(R')• ((o, b, lo·bll a, b < R) 

Flnolmento, uno bU< del roconldo •• el conjunto 

~~· {(1, o, l), (O, 1, -1)} 

donJe se •• cbu,.•nto ~ne dh T (R 1) • l. 

EJCOI~IO 1'1. 10. 

rna la transformod6n T: R
1

• R1 del ejemplo \'1, 1 

d•J• por T (>, y)• P•, Jy), obten~omo• el nO<lco: 

(h, ly)•(O, D) 



. " 
de Jnndo: 

~ (Tl • H~. O)f 

Adem~•. la d!aonoiM do! dominio •• 

Ob>~r\'ooe qno, corno con••<u•nci4 olol tO•lrc~,, VI. '• lo Ji 

~onS!On dol '"'orrido <> <Uondo ~h lgcal • la Jo! Jom1nio, po·ro no 

pucM '"' 11ayor. 

Ejemplo \'!. 11, 

~ <•1 '"'!'"do vectoTinl do mdtrice< do ordon 1<1, ,,rnh•• ;obre R. 

Con•ldore=•• lo transforuei6n T: v • ~ 

olefinlda por T (~) • IA, para todo~ de V Joodo: 

[i :] 
Es claro ~uo T •• lineo! pues, 1'"'" toda l, Y, V: 

T {X • T) • (l • Y) A 

X A • Y A 

T(X)+l(Y) 

....., for .. •nilo¡a 

T(~X)•(oX]A 

' 

1 1 A 1 

' (' 1 • '" • .. ¡¡; • :]l•.~.c,d,o,[, 1: l ""~''"~ 
,¡,. ' •• 

' 
una ~.,.,. "' Joainio ·-= 

" 
" 

J 1 ~ \' 

un• m•trlo cualquiera 

' (X) • " 
' (X) • [: 

" 

X• [: 

• ; l ' 
P•u que l e"! en 

[ .. " • 

' . ,, • 
a•Jb•~c • " 

" " 
" " 

• " 
b • -le 

o • -H 

;] • 
• 

[: :J 
• [••lb•tc 

d+Jo•H :J .. nOcloo: .. "] . [: :] .. " 

• l 
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"'''' ¡ [: ·>< ;] ' ' ' ' . } -u ' 
••• bu e '" n6cleo " 

{[: . ' :] [: 
• :]} ••• • ., 

"• N(T) • ), 

con-Ido O< di~ T(V) • 4-

o, b, e, d, .··~ }· 11 

•• decir, el recorr~do do h tronofor~oci6n otta conodtuldo por • 

todo• !U •atrice• cuaduda> de orMn doo. 

" 

' 

Vl-26127 

VI • J. RFPRES~.'TACIO~ !!nRJCI~L nE U~A TRA~Sf0R)l~CJ0N LINEAl-

Oo un• tunsfor•n<l6n linea) 

T:R'~R' 

T {l, 1) (1 • 3} 

T(l,l)•(G,!) 

H• po•ib!e eilcon\T-r T (1, O)? 

neal de (l, 1) y (7, .1). Fn efecto: 

( 1 ,O) (7, J) ·l {1,1) 

Por ello T {1,0) • T ((7,3)-J(l,I)J 

y, puuto que Tes lineal: 

T[l ,O) 

T(l,O) 

T(l,J) .lf(2,11 

¡o,a¡ -J(l,lJ 

I{I,O) • (·l, ·1) 

' 

Es Uol co•probar que el conjunto {(1,1), (l,l)) •• uno 

b .. e do R', por ¡o que cualquier ;·«tor (>,y) de R1 pueJo obtc,oc· 

se o partir do dicho conjuntO. Paro O>te coo~: 

(x,¡) • [·J,.7yl(l,l)•(>·lY)(7,J) 

hto ""' por111lt< ot>tcner 1• regla ~· tronsfono•ci6r., yo 

T(x,y)• l{(-h•ly){l,l)•(x-ly)(l,l)l 

y co~o T « lineol' 

T{x,y)• ( -lx•ly)T(l, ll•[•·hlT(7 ,l) 

• 



• 

, ... 
11', y'"''" 
1 •. 

T(•,y)• (·l>·i,·J(l,l)•f••lrJC~,3) 

rormaJiooro~o• "''" ro<Lolt .. I<J 1:ted••nte ol , 1• 

'-• •· IV";"' .,. . . . . ¡;- 1 • ••• bu< " •• 
.,. .,. ... ' •• • ••c·ctor••• Ct.Oie,qOIOto 

'"' ''""' 
T: V • W 

T(V 1 )·;;;, 

T(V1 J•;;, 

'' ' 

esra<lo \'o~torial , . otro <>]»do 

Si 'l «un vector <ualq>Hon do V, podri O>pro••TSo unf· 

voca~on!e en thm1no• do 1a bose B rooo: 

.o ;¡ 

T('J "" ,>', '" ,i, •, 

•• 

.. '" ¡¡ ' . 
y Oe~o>tre~o• que e• Jlual. 

'" 
"' 

En ofocto, 5i to~amo.< otro •<e<or u de V tal o¡ue: 

¡;.s V •S V • .. _ ·8•'•' ' . ' ' 

In conoecueneloo 

rr\.-'•LiJ·In ·8 ¡;; •1• •?- J" • .. •1" •B 1>' 
'''''' nnn 

•o, O, •o
1

i.', • ... '"n'n ·~ ,;, •B,i<, • ..• o8 0W0 

•rC<J•rr;;¡ 

;.Jed•, ,; e e> un eoc•Ur, 

co·•co
1
V

1
•co

1
i',•. ,•co

0
v

0 

Por t•nto 

t(c¡:")• c·•,",·co,.-,• .. •c>
0

;
0 

•e (o,;;, ·•,;;;, • ... ''n"n)) 

•cT(;;-¡ 

\'e~o. que T, ~efinlda '"' {l) •• l!n<al. 

clen~o V·V,, ole (l) •• ob>lene qLe 

Ad .. 1S, ~--

Sustituyendo on (J), T(V 1)•W, 

Procediendo <n ro._a >ialhr. TCY,l·W, 

T(V
0

¡•W
0 

llemoo Je~o>trado que eü>t< una Uan<for•ooión liMa) que 

••Hsfan [1). 

anlca. 

nooles, T ~ T', y delOootrar<M> qu< oon ¡guaJes. 

<Or <dado por \l). f.ntonceo: 

l"" (V") •T' {o, V, •o,V,• •. . ••0 >'0¡ 

?or lin•alldad: T'(~·•,T'(V1 )•a 1 T'(Y",l• ..• •o 0T'(V0) 
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•¡;;,¡.¡¡-, 

T'(>1)•;¡1 

T' (V ¡.¡¡
' " 

Por tanto, T'(V'J•a 1i<,•a,W1o ... •an;:;ll. 

" 

de donde T•T', quedando de>~OStndo el toot<~•-
1 

\'ere01oo •hora que la< tranofor•oclooeo lineales pueden r!_ 

p<e>entuoe por 1>.edlo de motrices, para :o cuol eotodiuoo d 01· 

" 
'"'""'" cuo: ' 

Ten ... o• una tron•fonoacl6n lin .. l T: •• , . dada por lo 

' • • ( 1) 

T (O,'· 1)• (O, 1)• 

Si con•id<t•~"' lo matr1o: 

•• [: :] o [: l )' pre•ul,pl!c .. oo el •ector COIIU>R& '" dicho un!:: ,, 

[: o :] [: l • [:] 

" obtiene la in<ogen Jo! vector "· ' ' ,, S<·~ún " trans f orm.c i 6n, .. hecho, pon cuolqu!H vector <• ' . ' ., de R': 

[: o 
" 

" ~ur es la regla de <ronsformoc\6n Jodo por ( 1 J . 

PoJe~o• poi tonlO escril,jr: 

• 

L• m.lt>)t M <O übUene a portlr d• la. iml,enes do• lo> 

voctor<< de lo bue canónica~· R
1

: 

' "· o' O(• "· " 
' (O' ' ' O(• "· O( 

' "· ' ' ,. "· ' ' 
loo cu•loo, co•o puede vene, ••• ••• colu•n•• " la utrl> M,que 

red he " no~br~ ,, "motrU aoodaJa • .. t<anoformoci{n, r<"fc,L· 

Ej.,plo \'J. 

hra 1• tran5fOTrnacl6n T: R' + R' dofini<la por 

T(•,•)•(ly,h) 

ohtcner •u rnatri< ••od•Jo rdoriJa a 1• bur con6nica Jo R' 1 ¡.-Ll 

Suluci6n. 

' .. ,.,,¡, 

pora obtcnnr 

r: 
'"' .. ~·"e 

T { 1 , O) 

T (O, \) 

(O, Z) 

(J' 0) 

reJLrlO •• 

r: :J 
T {' ' Z) dectua~o• el poJoc:o 

:J [ :J • [ :J 
' (' ' ?J•{6, 6). 

. - . - - - . . . . . . - - . - . . 

"'' "' 



• 

tunoforuc!one• llnealro <~ando ,e nple•n h• ,,,.¡,,, a•o•·ooJ.,. 

).fatd< ;uodo.Ja rofori~• ·'dos b.t.e> <u•leoq<doro. 

Anolie<...,, ahon el cuo dr una tronsfor••c•On Llnul 

r' R'• R', •obien,lo que A• IV,,~,. V,J es una~ ... dr R' y-. 

y¡_ •. 

T(V,)•ZW,•lii1 } T(V,)··~" 1 •7W1 '" 
T(V1)• "• -s;;' 

SupongoOO> que oo tiene un voctor ¡:-e R' to] que 

Entoncro, co•o Te> llnral: 

H'l•o, T(V ,l •o 1 T{V, l•~,r(V ,1 

Utlll•ando !u rxprr•lone• dada< por (1): 

T{V)•o 1 ¡z;¡1•JW1) •o, ( -6;-, •7W, )•o, (W 1-SW ,l 

que puede eocriblroe ro•O 

TI V)· (1<> ,-6o ,•n ,¡;; 1 •{Jo ,•7o 0-sn,J"ii, 

por h quo, el ve<tor de coordonod .. do T(Y) en lo booe B eo:. 

(T(Y)) B [::::::::5 ::] 
rue vector puede obtoner>e o p•Ttlr del •rrtor Je courd!!. 

nadao de V en la hoe Ao 

·=> 
o ..... 

( ;;¡ • 
• 

ord!onte o) produCto 

IT(V)J~ 

donde ,. • 

[: : :] [::] 

' :] os lo motTl> ••ododo o la tun!_ 

foruc\6n, r<fcdd• • lu bao .. ~ y e. 

F.o loporUnt< o~oervar do• coou: 

L- lo motrh ~ tronofor•o un voctor de coordonodu en A, on un 

vector de coordenado• on t. 

' .. t.•• columnu de ~ >on loo coordonodoo de Jo• voctoru i~•· 

1*" do lo Uo• A on la hso B, 

Fono•l!Ureooo o contlnuod6n el Htudlo ~echo anterior· 
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¡¡¡;:;-,,-.--v¡:--,----· ----- ------;-
,-

-------- ---
Sun V y ~ ~"' upaclo• vootorlalo• tole• que di~ V•n 

dim W•m; y •oan A• (i",, V,, ... , V
0

¡ y ~- ¡W,. w,. , . " w•¡ 

r .. pect>vurnt ... 

SIT:V•We•uno 

T (V) • paro t<>~o V do V, donde, ol 

nV1J·a, 1w, •• ,¡w, •.. ···~~V~ 
entone<>, " 1hi11a colu=n• " •• • " 

•,; ,. 

L 
'•' (T[V

1
)) 

" 
•• 
EH<· teorema nos earant!,. que, poro oncontrar la• coorde 

nado• de la lugen de un vector V refuldo• a la b .. e B de~. bat 

tn1 con premoltipllcar al vector 

por la ••tri• ~ , a la 

P••o"roci6n. 

V•o 1 >', •o, '• *· · · '''n¡;n 

T(ii'J•T!,., V, •o 1 >', •.,, ·~ 0\0 ) 

Por lineoll4,d: 

Jo coor<ienad•• de V en 

" 

• ( T l 

T('<")·~, HV, )•a, l(Y 1) •- •• ·~ 0T(Y0 ) (l} 

Vt-34,'35 

la bo>e A 

p<'cden obtener en forma Gnlcn a partir de la ba•e Be 

~~·. )••, ;;, •• .. "'· •... •• ... ;¡~ 
T(V )•o ;¡ •o ¡¡ • ... •o ¡; . "' "' .... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
T(V }•o ¡¡ •o ¡¡ • ... •a ¡¡ 

n '" ' '" ' "'" • 
~lcv,.&o e""' expr<>iono> a (1): 

T(,l·~r· ¡¡,, ; ...... W}•o(• i"•o w• ... •• i")+ 
"'"' ., .. "'"' ~ ... 

• ... •a (a ¡¡+o ¡¡ • ... •a ¡¡ ), 
n '" , '" 1 ~n • 

Agrupando: 

T(V) • ( <> 1 a 11 •o 1 •,. • ••• •o0 o 10 ¡;, + (" 0 •,. +o 1 o" • ... '"n" "' )W 1 • 

' · · · • (o • ·~, •o 1 •~, • • • • '"n"mn )¡¡~ 
y, por ddlnio!6n, 1 .. sumo• cncerrodas'entre r•réntesi• •o~ 1<>•. 

crlbh: 

(T(V) )• • 
~.•,,'", ... 

o, en forma ~ot>loi~l: 

... ... ... ... 
!T(V)) -

' 

y, poT (1): 

•,, ., 
•,, ., 

••• 

... 
C' ... 



·~, •m, 
<o~o •~ qu~d• Juo5trdr. 

Lo pruoba Jo ~uo "''" ~a:rJ: eo ~nica •• in~cd,.ta, )a que 

J~• ~<u>Oion•• (J) y (•) clar...,ent~ i~pllcan qu~: 

,.\ • M.\ 
''B B 

l• tran•forrnac!~n llneol T: R' • R' 

dofinido por: T{x, y, <} • (!, ••r) 

'" 

Flcilmente oe compruebo qL>• A•{(l, Z, l) • {0, -l, •1), 

(1, 1, 1)) y B• {(1, l), {0, J)) oon ba'"t de R' y R', roopcctha-

E> daro que: T(I,Z,l) • (J,l) • Hl,Z)·l(O,l) 

T{O,·l,·l) •(·1,·2)•-1 (1 ,l)•U(O ,l) 

T(l,l,l) • (1,2) • J{l,lj•O(O,Jj 

;] 
UUJl<emo• """ ~O\fi¡ poto ,;htonn l.o ¡m,,~on J•l \'<•c:or 

•·(·1,,,~), cuyo >octo> de coorden•d<> on Jo bo<• ~ oo; 

(T(·J,',6)) •[ > 
B .- 1 

. ' 
o :] [:] -[:] 

El yoctor (~. -.l) <> •1 \'<Ctor de <oorJenadas de T(\) 

en la base e. 

Ejeaplo VJ. 14. 

VolYO~o• a lo tnnsfor11odOn l!nool do! •i•~plo Vl,J2 

T:R'•R' 

doflnida por T(x,y) • (Jy, h), y <on>ider<Do• lo bo•• con6n1-

" ~. {(1,0), (0,1)). 

DodO ~ue T (1,0)• (D,1) •Oíi,D)•:(O,I) 

T (0,1)• (3,0) •3(1,0)•0(0,11 

tennoo• 
•' [: :] ' 

• 

Por •llo (T(V)) • :{ (7}E paro todo V de , .. 
' Cuondo tubajo~o• con .. trlceo referidO$ a buu <an6ni-
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1 

hu ute cuo: 

fJ .. plo VI. 1S. 

Sean p el eop•clo v«torl•l do polinon!oo de gudo menor 
i' -

o 111uat que treo 1 Q el eopaclo voctorul do ~ounoouo• de JUdo • 

otonor o l¡ual que do• • ¡, 
Co11o ub .. os, una buo de P •• 8•{\:x. 

Qo<C•(l,x,•'J, 

ConsldoTOii<>O el opoudor doriYOd& "' 

' . ' x'lyunad< 

• • ' y encon· 

trous su Hpruentacl6n !l&tdclol nbsbuu8 "· 
Calculo•os, paro ello, lu 

1 
l~lgen.,l de \00 VHlOTO< ... 

1a bu• 1 reflrihdoln a la booo C: 

D (1 ) _ , • o ( 1) •O (>) +(1 (> 1) " 
D ( x) 1 (1)•0(x)•O(x 1) 

D(x 1)• h • 0(1)•l{x)•O(x 1) 

D(x ') • ... C{1)•C{•)•J(•') 

Por Unto' 

[; 
, 

:J 
,. , 

' e , , 
C•loulemo• D (óx'•~x'·l) utlli<an~o .... mo<Tl<;Oabemos 

quo: 

" 

Vl-38/39 " 
" ' 

[: :J [ i]-l::J 
e 

' " (D(6x 1+9x 1•1)) • , 
' e , , ..... 

o 
D(~~··~•'·l) O (1) •1 1 (•l•Z7{x 1) w 
D(6•'•h1 ·1) lh •1h1 

qOJ< oT comprueba con fao!l\dad dorlvanJo directooente. 

Vora hacor tnhoh en ol heo~o do que •• trobajo cun ba

ses ordon•dO<, cooo!Jore•o• ahoro como bue do P • 

' •, • . n 

[; 
" 

:J 
,. • " " e 

• ' ............... 

Ronso ~~lo auriz d~ tunofon~oci6n. 

Se, la tun>form•d6n T: R
1 

R
1 

d~finld• p<>T T (x, y, >) • (x, h) 

b•••• ton6nlc.,: 

T (1,0,~) • (1,1) 

T (0,1,0) (0,0) 

T (0,0,1) (0,0) 

• 
• :J 

fs claro qu< <1 nn11o de h ~•nlt H eo uno: 

R(M) • 1 

qu<· e< pr<~l• omento lo duoon•lan dOl recoHldo do h tron•foraoél6n. 



• 

Teor••• \'] .•. ----~--- ----
F.n una tran•for••e~6n lln<al, Jn clioon<l6n Uel re<ocrlclo 

"';gua! al ungo de la "atrlz de 1• tran>for•ao16n referida • do> 

..,. 
o .... 

• -----

1' 1 • 

~n lo• >«<ion-> •ntorlo«• heao> tubaj.,d~ Gnicnent< · 

con un" ""nsforuccj6n • la voz, ""ud;anJo '"' p,op1~dadeo y 00 • 

r«t<rht\ca> panicul>r~• . 

En esto secd6n utillzornoo un"ltlneooonte 1no 0 .~, 

tun,fonacion"' hneaho, con el objeto de estudiar la• openrlo· 

neo que con dlu pueden efectuar••· 

ropodo >O<torul de tunofor•o<loneo lineale.. 

~on,.Jer<"<'> el caoo de doo tranofo,..,ocione• llnooleo T 

r S de R' en R' definida. poTO 

' 
T(x,y,:}•(x.2<J 

S(<,y ,1} • (>•Y ,x+z} 

T(4,l,5)•(.,!} 

S(,,l,J)•(C,7) 

Podemoo fonoar ohoea una nuovo tunofon,.cl6n T•S tal • 

que, la J .. ¡en M un VO<hr do 1
1 

•e1an T•S ••• la ouao do !&> id· 

i'""' de ese mh•o vector oegOn T r S. 

Por •J~•plo: 

(T•S) (4 ,Z ,J}•T(~ ,l ,J) •S(4,l,J) 

•(1,!)•(0,1) 

•(10,1.1} 

!le itual fol"llo, paro ol vecter (1,1,-Z}: 

(Y. S} (1 ,5 ,·l} •T(1,5, • ¡)•S( 1,5, .2) 

•(1,1)•(6.-1) 

•(1.1) 



L• re111• de tron<ronoocHn de T•S Puede cbteneroe calcu

hndo lo lu~en de un vector cuolqulera [x,y,z) de R': 

(T•S) (~,y ,z)•T(x ,y ,z)•S(x,y, <) 

(T•S}(x,y,z)• (>,1z)•(x•y, x•z) 

(T•S)(•,r,zl• (?x•y, lx•z) 

f.o fldl vodficar 4ue utllhanda 

r 
' . • ( 1) 

esta regla •• abtionen 
¡, 

loo ai•Jioo reoultodoo on<erior~•- •• 
Un e"udio sl~llar oc pucd< lle>ar o cabo para una oph~ 

clh cons\otente en Jmltlplicu uno nonsfot~~aci6n linul por un· 

escolor. 

(5Sl(i')•SS(V) Y' 'i de •• 
Calculo~o• alguno, e"'"" 

(SS\t, Z, l)•SS(• ,1 ,l) 

•5 (0,1) 

•(lO,lSJ 

• 

An5logomentc, para el vector (1,.1,·1): ,, 
(SS) (1, S, -2)•SS(1 ,S,·!) 

.; (0,-1) 

•(lO,-SJ 

{>S)(>,)' ,o)•SS(• •) ,<) 

1 

'" ' 

' 

l•• trot<<forrnocionc·o 

y >S, definida< por (1} y (1) , .. pe<tivnente, oon linealeL 

' " 
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A contlnuocl6n ~dinl«~o• Jo ou•• de tumfc< .. cion .. y 

el produ<"IO por un ""'!" ¡,•ro el coso r.ciOOtal: ----
'"~~J 

Defhicl<ln. 
--~---

Soan V Y W do• <spaclo• •octodoles sohro un ~>Smo 

K, y ooan I ~ S dos tron•forucione• de V en W: 

T) !.o'""'" T•S oo uno tunsf~rm•d<ln t.l q<w. 

(!+S)(V)•T(V)•S{~, Y' V< V. 

1) El productO oT oS una tronsfor•oo\6n t.11 que: 

Si T y 5 son t<an>foT>Ianonos lln~ales, 

oT .<on t;~bHn linealO! . 

Dnootrad6n. 

a) T•S e< linool. 

Sun "i1 y Y, do• v.ctore> de V, y e un ooco\ar del: 

(T+S 1 (ce, •i', } •T (c'i1 ·V, ) • ~ ( ci'1 •V, ) 

quod•nJo doaostudo. 

b) ol « lino.!. 

•el (V, ) •T(i, ) • eS(>, ) • S(>, ) 

•cT(V,) '"~(V,) •TI V,) •>CV,) 

•c(T('i,) •S{'i,)) •T(V, )•S(V,) 

•e (T•~) C<,) • (1•S) (V1) 

Por MfullcL~n 
Je T•S. 
Por Jlncalodad 
deTyS. 

1 Pur doi!H>el~n 
do 1 • S. 

i 
! 
' 

~"dono, ''"'"V, y '• do• voctore• de l',y e un<«'!''" 

l.·o• definicl6ro d< oT-

•o(OT(V ,1 J •oT(V ,l 
'¡". 

•c(aT(V ,Jl•oHV ,1 1 

•c(oT} (V,) • {o T) (V,\ Por d<flnicl<ln de 



• 

• 

-- ---- --~- --- -· ------ ·----l!:~ \'[. 
1 S••o V y w Jos copo<io• -.~rorl~los y sea t(l',") o\ ~on· 
1 
1;u,Lo formoJo porto~" ¡., tTan,f.,.-maolones l\nea\oo Je V en W, 
' ! --~-~:.2 -~~ ~~pacl~- ve::_~od~l. 

oe loo def\nle>onu dad .. pH• Id '"~" Je tunsformaClo· 

"''y proJucto poc un eoc~lar, es flcil JeMHr•r el teore•a onte· 

Unico~ento """"'rnemo' lo• prop\oJo~e• de t(V,~'), Je)ando 

com•J ejorclcto o! eotuJiantc ou J<•ouracl~no 

sean ~.r y U tranoformadone> l!nc•l<' óe 1' en w, oo dr-

e": S, T, U< L (V,W). 

" Cerradura, 

Ya domo.trnos que la ouma do transforma<ionos hnoa\eo 

•• llne•l, e>to os, S<T, L (V,W), 

TO~bt~n Jo~o>tumo• ~uo o\ pcoJuoto de una tran•fornLa· 

,¡Gn lineo! por un H<olor •• llnoal, """e., o T < L (V, W). 

" 
" Tunoformod<ln c<ro: 

JO eL (V ,N) 

<) T•(·T)•O, <ionde -T•(·l)T<I,(V,W). 

S) f•S•S•T, 

S•.an u y e dos esc•laroo cualooquiera: 

•J n(H)•(ae)l. 

7) a(!O~)·aT•nS. 

!) (a•!)T•aT•eT. 

vo!v.,zu> oharo ., lo' t•on<fD!••<~ono• T.'~ drflni~os ro" 

r(•,r,<J·(•,;x¡ 

S(x,y,o)•t••r, ,.,¡ 
p.ra IH cualoo ><"~tUl',;' 

'" 
Lo ouma do estu tran.form•dan<> oo puedo llev•r a caho 

por ae~!o do \"' ~•trice• a.odada., roferidn a loo b,., can6n!c.,. 

Repr<oentare~o. con N(T), ~(S) y I'.(T•>) a \u rn•tdce• ••O<hóH 0 

[: 
o :] '!(Sl• 

' >t(T•S)• [: o 

' 
obtenerse ou~ando lo• utrl<e< M(T) y M(S). 

M(T•SJ • M(TJ • N(S). 

[: 

:] 
o 

Rocordomao quo >1 tn•clo do •Ha ><<cl6n, tamb!~n •• ob· 

tuYo lo tunsforw..cl6n 5$ cuyo nila d• correopondencla os: 

(SS)(~,y,t)•(Sx•5y, Sx•S1) "' 
' '" f<>rlla onUogo, v .. o• que <l aultipllcar por el •><•In S la 

matrl< M(S) da <MO re•ultado >!( IS): 

[: :] [: 
• :] Si'I(S)•S • • >!(SS). 

o o 

En Jenerol, ,¡V~ •· son do• ••P•<l~• voetocia!O< V S 1 

T doo tron•foc~aclon~> Hn••l<> cualooqoieca do L(V,W), ''" Ueno: 

111-4<1¡45 



• 

<1 N(T) - T 

' 11(5) - S 

entonen: 

II(T)•M(S) - T•S 

o ... , 

M(T)•M{S)•M(T•S) 

pon el ' pro~ucto 

o\ Joi{T) - T 

por un escolar: 

ro es cuolquier .. calor, 

utoncu: 

o <U: 

oii(T) • M(of). 

Por lo que, ouoor tnnofontac!ono• o aultlplicorlu por ,, 
un .. color •• oqu\volente a •uur sus unlre• uochd., o oulti· 

pl\corloo por un ••••lor. 

Se dlco que L(V,WJ •• l••~odo ol 
1' 
conjunto de lu ~•tr! 

' ces do orden nn (donde o•dla W y n•dlo V) pon lao opnoc!on .. • 

de oWio y producto por un escahr. 

Teorema VI. ~. ' ,, 

Pon ruoluqulon T ¡·S de L(V,~) r,¡tud"' lo, eocolares 

o. se tiene quo: 

M(T•S) M[T)•H(S) 

M(oT) • oM[T) ' 1 
~aootrornos eHe tooro .. ~ni<ooonte paro tranofo.-.o<i!!_ 

nes de R0 o R0 , e~ploondo hs buo> candnlcao:: (U caso~'"""¡ -
1 

se puedo de>tootror en fon~o anJlo¡:a, t.nien<lo·en cuenta quP ¡_. "! 

trice• que so von a orerar deben ~ltar Tof«!d., a lu ml<mu b•>••l 

~(T) y ~(5) >U> rHp~ot!vu .auico• asoo1oda•, en 

Vl-46147 

Sobnos que 

' 
T(i)•H{T)V 

5(V)•M(S)V', 

pcr J<(ln!oi~n d& T+S: 

(T+S) (') • T (V) +S {V) 

por {1): 

(T•S) (V) •N (T) i•H{S) i 

(ToS) (>') • (M(T) •M(S) ) i 

por otro pacte. ~& {1); 

{T•S) (V) •M{T•S)V 

de {2) y {3) •• OiJu<o qu<o 

N (T• S) •M(T) • M( S) , 

b) Paro el producto por un 01ool0r: 

por definición de ~T• 

(uT) ¡V) ·~T{i) 

por {1): 

{aTJ (>) ·~(M {T) V) 

• 
'tV'deR"} "' 

• • • • ( Z) 

• • . . { l) 

por ¡,. propiedaJe> de lo' .,.trlceo p•ra el producto por un ••· 

cabro 

(uT) (>)• {oM(T) IV 

por otro ¡•arte, o!e (1); 

de (4) y (S) so •l~ue que 

M(oT) ""<>M(ll. 

. . . . (.) 

. ' ' ' (S) 

~oto cntnpl<ta Jo de~ostu.ción. 
' 



Co~posicl~n de ''""'fo<rn.odonos linooles, 

Una operaoi~n b .. unte •~• intereunto con tnnsfor•odo 

""' lln.al .. es b <o~po•!Ol6n. 

Consid<re~o• el p<ohlemo Oi&nient<: 

Se tiene un "'unto JirlllJo en.,¡ e<poc!<> eudiJhno b!_ 

dimensiono! y se ,!•••• gu01lo un <ln~ulo ~e M"(sentldo antih~.-.,,oJ, 

y una ''"' gi.-ado, •• d••u •u..entor ooho vec., ,u ••~nltud. 

R.,olvaMo• eote prebleu on do• putes: 

Prirne<O, obten~"'""' la t<On$fOrmA<"\6n linoo1 T ><•gGn 1.• • 

Por el t~Or"; 

m• VI. '• toa>tarl <on hollor la \ .. gen do lo• vec<orH de la O•oe-

can6nlca para podor definir T. 

quiera&: 

' 

T(O,l) •(->en&, coo~) 

Por tonto, lo ••tri• de h transfor.,.<l~n rn lo ""'" can~ 

nl<o eo: 

['"'' """] M(T) • ' ' ' '" o en& ••• & 

Haciendo • • 60" ' 

['"' oo• 
'"" '"']- [~ -4l 

~(J). ¡J ' ' ' '" ... 00' <0> bO" 

f-n •ogundo lugar, encontro~os lo tr•nsf~roaci6n lineal 5 

.... •• un • .,0 inmcdhto: S(I,C)•(R.C) 

M(S)•[: :J 
S(O,l)•{O,i) 

' ' '" 
Yo podooo• ro<olvu nucotro probl..,o: 

Por ojeroplo, para ol voctor (Z,I),prl•.,ro lo glr•••• 
60": 

:] ['] ['''") 
1 

l tJ.z 

T(l,4)•(1-l/!, /l"•l) 

y doo~uh lo multiplicamo• por 8: 

[: :] [,_,,] 
~-· 

S{I-1/J. /!•1)·(~·16/!, 3/! • 1&) 

Ve~o• ~u• el proce<O oqul oe¡u\~o •• puodo ruu•lr en 

que •• lo co.poolci6n do la• tran•fonoaclon•• S y T, o\o~oll••do 

<on sor. (l~"'"' "S <o•po•ición T'"). 

Eoto "'• sor •• uno transfor•act6n ~u• H ddlne c,.o: 

(SOT) (V) =S (T (Y! 1 I'Ydo~' 

Por olio rodno> eocrlblr 

(SOT){l,4)•(t-1f>II, 8/J+I~) 

donde ser e• ju<Uil.ento la tronofonoocl\ln que d •hmo tlnpo ¡!u 

un vector 60" y lo multiplico por 8. 

cer lo oiguíonte: 



(SOT) (x,y)•S{T{x ,y)) 

"'""·''' ,¡¡~ ¡] [:] 
'""'' ,,. ~ l [4 1 :] 

[',. ·•n,J [ ,'] •(MTl(x,y)• 
0 

• , M(SoT) • [:,!! ·!:] 

,, 

Ut!LIHndo M(1) ,, 
•• 

UtiliunJo M(S) 

,. 

1' 

ObOH•-.. oo que lo .. u!< oooclad• o SoT « el producto d~ 

!u utclce> osoc\oda• • S y T, .. ,o"" >t(SoT)•>t(SJM{1), .. 
Ut!luondo esta utTü, poJe~o• obtenH dil-ect .. •nt~ 

[·.- ''",] [,'] (SoT)(1,4)• n 

cooo •• unh. ~¡ 
In ro.umen, SoT es uno tunsfonood6n lineal que "reune 

lo• efectoo" de S y T, y cuyo ll>lrlt osoc1odo •• el ptoducto de ¡., 

matrices M(Sl y M(TJ (en ••• ord<n). 1 

" 
,. ,. 

" 
,. ,. 

Vl-50¡51 ' 

.. 

\'u•o• otro cuo: 

Seor. doo tun•for~ocione> lmcal•• 
1 

dado "' G(x,y,z,w)•(lo,y,z•w) 

dado "" F(x,y,z) •(l><y,:) ' • 
" e<tudlonte pue~e vorlf!cor ' tl<<loento '"' 

o 
M(C)• 

o 

o 
o ' H(Fl• [: Q ~] 

• 

son los utrlce• a•oclad•< o r. y f, en loo boses canOn!c ... 

Encontr..-.ot lo ••ui: .. ochda o f<>G: 

~ (F~C) •I!(F)Il{G) • 

. . 
Gd-

• •• • • 
/ " ' 

" 
:-

./ 
'-.. Gt) ./ \.. F(G(>JV 

, ,. • • 
''" • 

Encontr~~o• por <J~•rlo lo Imagen del •·ector {·1,4,1,S) 

:] []. [::] [
00 {foG){·1,4,1,8)• 

o 
o 

G( ·1,,, 1, !)• ( -1,1 ,10) 

y F{-1,4,10) •(·1,10) 

es ~«Ir, (F<>G)(·1,,,1,'Joi(G(-1,4,1,8)) 

o, on ~enero!: 

[F" G) {V) •F rC (<) ) 'f<~oR', 

e 

.... 
o 

"' 



Deflnl<>6n. 
-. ~ . - --- --~---.¡ 

So.•n la. "'n<formn<wh<O T U • \' y S V • •.1 

sar:u~w 1 

1
\- j' 
'-~---;;"~<>TJ(U]:~~-~~~~-----··- ·-

Podemos ro·prosentar 8f~flcamento la comi'O>lci6o úo "'"" 

forma<ione> hnoalc> medi•nt~ la >l¡o¡cnte fíguTO: 

" 

f
;~~;, '" 

SITo U•\' 

l!c;, cnton<<> 

Sol U • Ir 

1 to m b:':'é''.''''-''C' ''''''''~-
~ ... ... 

S(T(U)) 

' 
Figuro VI. l. 

y S: V • 11 san dos tTOO$fa.-aclan•• lineo 

Seon u, y u 1 ~os vo<toro> de U, y >08 ~ un eooolar; en· 

lanceo: (S0T)(·•Ü,• ¡¡' J • S(T(oii,•ii,)) ,., dofinidlln •• s<>r . 

S(oT(Ü1) •T (Li 1)) ,., linHliJ•d ,, ;_ 

•oS(r(\i, )) •S(T(U,)l ... llne.tiJod •• '· 
•n(Sn) ¡U1¡ •(S<>T) ¡;j1) "' defini<•lln .. So T. 

~ued3núo de•ouudo. 

liemos mcndonodo el hecha de 4ue la cam~nHci6n de tTon> 

for-... clones U neo l .. corr<oponde • la •ultlplicad6n de •atTieo<, 

E<to !O pue<lo gcncralhar_:•.:' ~-·-~~~0::::..---·----------
eore•o \'l. 11. 

Se•n ¡., tran•forucioneo lineal<> T: U • V ~ S ' Y • ~-

Sean ~. D ~ C bn•• de U,l" y ~. ro>p•«lvomento. SI 

'~(T) •• la utTi< .. odado o 1, y ~{S) •• la aatri< .. ociado • S 

rnton«< ~{SJ~(T)•~(son 
¡<> l& ~H<it uoda~o a S<>T. 

Lo de .. oHrocl6o do esto teoreu puede conoulto"e en la re 

ferenclo l, plg. 127. 

Ijomplo VI. 16. 

Tenlamo< (v<T eJ••plo V!. 13) uno tronofo,...ad6n lineal 

T: R
1 

• R' dada por T(•,y,t)•(t,••rl-

Sl~ndo A•{{1,l,J), (~.·2,·1),(1,1,1)) y ~·!(1,2),(~,3)) 

dos bue.< de R1 y R1 reopoct\v .. en[e, hobl .. o• obtenido 

{m· [' 
. ' 

• 

' • ;] 



5: R
1 

• • R doda por 

S(l ,Z)•(I ,Z) 

S(D,l)•(O,J) 

y ~tlll<aoo• lo ba•r can6nlco 

M!{S)·[' '] 

' ' ' 
~-((1,0),(0,1)) 

1 

te tendrf: 

Por t.nto, h ~•tTh osochda o SIT .. , 

M~ {S) ~ (T)• [; :] [ : . ' :] • 
r: J " . ' ..; • • {Sol) 

. ' 
(SoT} (V), donde ' 

1 Encontr.,.oo • (-1,4,0). 

Sobo•o• 
·~ [:] ' . . que: •• " • ' ((SOTJ(>ll¡¡ •• (SoT) (Y)A • 

' ,, 

¡l"l)n (·1,4,6Ji 
. ' 

:J [:] [:] • 
. , 

{~ T)( -1 ,4,6)•{6 ,l) 

Vemos que en este co<o lo tunsformoC16n S equivale •1!!!_ 
' 

- - - - -
" Al¡•"""' propiedades de h• oceudon•• con transfort>clonot lln .. 1os 

Sean U, V y" tres <Spac1oo vee<od•les oobre 011 compu /.. 

1 • • S 1 f: U • V 

S: V • 
T: V • 

' 

' .. 
(S+T)of• So!- • Tof 

Slf:U•V 

v T: V • W 

J . • Si 

(oT)oF•o(TOF) 

F: U • V 

G: U • V 

y T: V • W 

'"" tr•n•forudon-. !!nulos, ontonc•• 

TO{F<G)• TOF•TOG 

••• " ' .. "" espado V« torio! ' ,, ' . • 
" • • • ,, •• • 

'"" 1 ron, f or~ac 1 one• lineale., enton<.e> 

te (SOF) • (ToS)of, 

5.- SI T: V. K co una "tun,fot~oct6n Jlneol, entonceo: 

Hl • ' ' • ¡ •r• . . • 
donde '· • '· ••• ,., tunHoruciones ld<ntldod •n lo• ••r•<lo< V 

y~·, rHpecti;·a~ento (vor dcfinld6n on el ejc~plo Vi. 0). 

Oboerv• que •••••·propl<dodes oon equivalente• • la• ra 
obtenidos por• operocione> <on ~•trice<, en.•! copftulo IV. 

N6t«e que, <•l•o ca.oo •uy particulare>, lo <O•poolci6n 

de tunsfor~•cione• line.1l~• .~o IS CONMUlATIV' (r~•utto~o u!lo¡:o 



Transfor.oc\6n lnver>•. 

vo.~o• l• tran>lor~ .• ción liroool G: R' • ~· ddiHlJ.-. ""' 

G(>,y)•(Jy, y)..' cor.•lJ~ruoo el proble~• de dete••inar, Jodo un 

vrLtOr Jol reconido, do 4UC <·o·ctor olol olom1tolo es l~ago·n, 

Por ejuplo, ubludo que G(V)=(ó,l), querono• Jne.-.1• 

narv<R
1 

Surge •In eabuso uno diflcu\taJ: vario• vector~• del 

~nmln1o tienen" (~,ll como lmogen. 

G(·l,Z)•(6,1) 

¡;¡ 3,1)•{6,1) 

G( 0,1)•(6,1) 

Ya q'4C un vector dado del r<<ordolo e• l~aoen ,¡,, ~h ,lo 

un vcciOT del dooinio, observ .. os que el rroblemo que no• planteo· 

~"'NO <lene •oluci6n ónlca. 

Anollcuoo• ot<o cooo: 

Corno vimos en la p~glno lij,Jo <ranofomadón 

" 
,. ,. cuyo ••triz ... ~;·~· ., 

N(r)• [.! ~] -, 
~Ir• . ., >ector ~el plono un h;ulo ~.~o· (•entldo ontlhororio). 

E> flcll pen'"r que conoc\ondo un ve<tor i•agen se puedo 

doteminar con certeu d< que vector del ~omlnio procede, ya ~uo 

b,tHar! olaple .. nte con girorlo un h¡¡ulo Je -~o· (60" se,.tido ho· 

rnrio) para obtoncr el ''eotor origino\. 

OOT V 1 

"' .... .... 

Por ojooplo, si T(Y1)•(1·1/J, ~•l), d••·~~us dPterol· , 
do R . 

llaciondo ~· 60' en lo oxprosl6n 

(1) de La ~l¡lna 48, ton<"a<><: 

[

cos(·óO') ·•en(•60')]·[ ¡ 
M(S)• 'o ;> 

un(-60°) co•(·60 -¡- 1] 
Entonces: 

'" "'· "'"' [4 1] [;,:,] [ :] 
"1 1 z '4) 

~noo "'"'Uo el proble .. , pues ya '"""""' """ <ronsfo;:. 

rnaci~n (S) quo noo permito "regro .. r" '"alquier vector del r<corr_!. 

~r1ficoaeote: 

' A 5 Je tlam.ore•oo uonofor•od6o lnvor>o de 1 y la reprt, 

unuro"'"' .. dlonto T . ' 
Poto el cuo que be••• analuodo: 

·rcz,4J•(l·lñ, li•Zl 
1 r·•¡,.uí, I!•IJ·(Z,4l 

EHo •• vi !ido poro todo vector Y do ~·, u decir: 

T(V) ' 



" De eotos e<rn<iOne> •• cloro que: 

r·•¡r¡YJ¡-;; 

T(r-'(UJJ·U: VV,U<R' " 
Definición. 1, 

r·• : •• " 

' 

Su uno tranoforuci6n T: V • •- ~ la transforaaci6n 

'" ""' 
r"'(T(Y))•Y ..... 
T(T"' (~)·W .. ' " ' • 

,. "' 
"' •• le llua tnnofol"'laoi6n lnv<Tsa de T. 

'-"-----
De (1) y (Z) oe tiene que: 

V v < V 

' .. ;; < w 

Y, por doflnicl6n de tran<formao¡Ón identidad: 

r"
1
oT lv 

Tor·' • 1, 1' 

oon equl""lente> a ,, hs condicion~s (1) 

y (Z) de la definición, 

E> lógico pTOgunuroe abo ro cu~ndo uno trano!anna<l~n ti!: 

Pan re•ponMr a hto, conv><ne ,«••parar ol~una< co-

uctorlsti<o• de las tr.nsform•ciom•• G y T dr Jos Jos OJe~plos an· 

"' 
""" 

Vl-58j59 

Como Vl~os, por• lo tranoformacl6n G: 1( 1 • R' Jdlnida • 

diferente> del do•in;n quo tiO· 

" reconl.!o.
1
' Entone«, no r.Í!_ 

~V•R',po¡Jo 

Pcr el con,.odo, paro lo uon•for1Uci6n T: R' • R1 que 

8iru "" ve<tor c.o• (para U cual o~tuvi•os uno tranofonnacl6n in

\'eJ>o), 00 doro quo dos vectore> diforonto< del do!ll!nio tienen -

,¡ 0 ~pre ¡~'goneo distinto< on ol recorrido (•e dico quo T "'uno 

• uno). P>cho Je otu forma: 

Vv,,v,<R 

'"" 

Ade~<!•, es flcil uriflcor quo todo< los vo~tOt<'' de R' 

lugon do ol¡h vector dol do•lnio, o ooa, o! t<eorddu rl• lo 

tr•n<formad6n T: R' • R' es todo R' ('0 dice quo TU sohre). 

E>tu diferencia> bhit&> enu~ loo tramformadones C ) 

T OOU ¡_, que determinan U o~iotonc1a do la transforaacl<ln tnvtr· 

,., eo~o 00 ••uhle« 0 contlnuoc!<ln do la olgulento doflnlco6n. 

~,,,¡,,,,,¡,¡,¡,¡,¡.;.:-
necimoo quo ¡ 0 tunsfor~.oi6n T: \' • W ro biyectivo ,; 

" ' " ""' • uno, ~Ho ., 
T(\'1)•T(V,J .,.¡;- .v 

' ' • " '' • ' 
,, 

" • 
" ' " •obre, ut~ os: 

T(V)•''· 

--~,o.'Jenoo ahou enunciar un tooroooa ~uo Ht•b~ooo h oonJ_!. 

ci6n ne<: .. aria y •ufldenl< para la ni<tenoio do h toan>for=acllin 

[x!oto 

llemo" o ,<e o 6 n. 

Soa y, V •- un> tron>forooaei6n boy.cth·.: 

C<>~o T •• sobre, V W < w '"'"'" al monos un ·••ernr ., < \' 
r 



.,. l:lcl l 

>¡>op u 'oop~o ¡~ uo ;uo A ~nb <o.,!uodns 

·.~~. (gll 
:¡HUH 1 ,., JOd 'onb •o~•q .. 'on•J• UJ 

'('.!!J•(l.)N ••>uo;no 'o"n o oun •• l \S 

{'.1'1 • (l)N 

:00< Q 00JO) 

" ·o•n '"'~"' ¡o o>uo~oo¡uo ouopuo> 1 •? oop~u ¡o 

onb ,.,uo¡a 'C>H {0'9) '{O't) 'o¡d~oro lod) OH> 10100., t>P '~" 

-•P• ,.,.,,., <OJ>o ou~nuo> ~ op oopgu ¡o ~nb <OUJO~ 

• o un o o un ., l '<0111<' omo> • .< 

'{H '> 1 IO'x)J·(~)~ 

opond .lOl>O! 11 ·o~m o oun so du ,~ • ,~ :~ •n~ "'"!,\ 

J¡ouo '"~'"' onb 1 l.~ .. uopn>oJ<u<Il "1 < •o~o<>Ji>H 

·•••1•o•op ••~•!'''"' o~"' 

' ' . ' 1 !,'_• !••I,,J.•l ,::J,,J•( ~),_1" 

:(¡) Jj' 'Jl"""['UIJ 

( 1) • . . . 

'" 

( '!• '!o} ,,l• '""• '!o 

: 1,1 op U9J)Jti!JOp 

<,. •'!'"•( 0,:'_• 0!0)1 

< 

>nlo on~J> a< (¡) op 

'!'·('.:!)l 

:1_¡ op U9J'\Ujpp lOJ 

' ,, ,,.,,., oop •o••••rt<uo> '¡on> o¡ "'"" 

('!'l,,l•('!l,,l•·('!·'!'"l ,.l 

• ,\ • 11 

onb •••><o••P >O••>!<•>•" 

... ,.,.. "" ~ ••• ¡," >p ,,,,, 

_l •>'!'• onb •o•o~uodns 

·u~<>U¡,owou 

[

;un ,. u¡¡qm•• "•l<t•• !• • ,.l •"•-w¡ ns 

"!F•lll\ U91>r~J0j>U01l •un -~ A 'l ··~ 

·;¡ "L\ ""'010>l 
----~ ----·------ "U9)'•li>OW>[' OJ •HJÓ~O> O)<J 

· ,_1•~ onb 01 ""d 

,. {.o':)~· ( l,:!llJ ~ 

!~C~lJoll!l~Jr 

M ' • ;, 

• 

' 



' 
T(;;)•T[OVJ 

~(TJ•(U•l 

- V·li • 

' 

Si N(T)•Hivl, ~ntonc .. Tes uno o uno, 

tole• quo Tlii',J•T(V,). " 

o bien 

fnto~ce• l(V,)•T(Y,)· lr,. 

como T •• lineal: 

T(Y,·Y,J ll",. 

Eo doci~, •,-V, eotl en el 

Y,-Y,•l".-

,, 

¡, 
nQcleo y, por hipQtuh, 

Por tonto: T(V,J•T(V1¡ .,.;;, • .-, 

y J 00 UDO O UnO. 

'i'v,.v, eV 

' 
Quedo dnonudo el teorno. 

hcorduo• que en una tun>foNiocl6o ilnuJ T: \' • W: 

dio V•dlw T(l')+dla N(T). 

Ahora bien, o! ~(T)•(1ívl• entonceo dl•\'•di•T(v). 

De esto razonulento y d< lo• too«~u VI. 12 y V!. 14, 

se obtiene ol •i1u1ento laportonte reoult•do: 

Seo un oopodo V de daenol6n flnit• y ••• T: 1' • w uno 

tron>fonacl6n ilneal 

T tiene (nveru ü y o6lo ,¡ 

lo, dlw V• dio w 

lo. N(Tl • cn.¡ 

' 

Obohvue que uta< cond1done• oon equlvalonte> o oflr-

ur que T TIEN~ INVERSA SI Y óOI-0 SI lA r.JIHl,iASOCI<I" A T J:S '"' 

,, 

DRA!l.\ Y NO ~lNGUI.AR • 

~hou yo p<><l .. ,. docldir Oft ~uolqulor coso si uno tTar.s· 

foT"-O ~e calculOT dkha in>·oru, cuando exhta. 

p,,-, olio, reJr••e~o• o lo tran•forucl~n T que ¡:Ira un 

vector del plano un lnJulo d~ 60", cuya motriz asod&do e<: 

[ ' ~] ' ·-, 
~ ' 
-, ' 

L• tran•fo<~od~n lnv«•• de T; co•o •• encontr6 antoliO!_ 

•ente, tieM CO!IO ••<rh .,ocloda: 

Es oleci r, )I{T- ') fS LA MATRIZ INHRSA DI. M(T): 

M{T"') • (II(TjJ'' 

De heoho, en cu•lquior nan•for•aci6n Hneal donde el do

•lnio te• de éiOt<>n>l~n finita, poTO rncontroT lo .. tri: osochdO • 

h tronofor•o<i6n lnveno bastad ~on Invertir la ••tri< asociada • 



Turuo \'\, 1·;,-_--------

Seo la tran•for~aci6n lineo! T: V~ W y <ea r"': w • \" 

ou lnvoroo. 

5e•n A y B In r.spoct\voo ~•••• ~o V y w. 

SI {¡r¡ u Jo .. trh u~c!ada a T 1 ~<!n"'¡ •• la ••tri 

"'ocla~o o T"', entone<" 

~(T- 1 )• (~(T)J·> 

-:--c--e: 
s~ de¡o al estudiante la domo>tuci6n do -.te teo.o~o. 

Ejeaplo VI. 11. 

s .. la Hanofonotoc16n llnool r: R' • R' d•do por lo re~lO 

T(o, y, z)•(Jx•y, ~•yu, ly+h), 

lnve>t!KU•"'"' U tiene i.Houa: 

Poro quo un voctor uU u el n~cloo 

(-'<•y, x+y••, ly+h)•(O,O,O) 

Eo doclr, lx•y • • } X 'Y' t • . "' ly •• ' • • 
1 ' ll Pue>to que " detorolnonto 
' ' . ' •• di!orente 

• ' de coro, ol oiHuo (1) Heno por dnlco ooluciOn: 

• • 
' . 
• • • 

N(T)•{{O,O,O)) 

Medo, por ••• lo tron•foraoci6n de R' en R', r<>dO!IO$ 

concluh que exhto h lnveno r·•. 

[ .', M(T)• 

' 
Note que on la obtenc\6n del ndcleo •• lnve<t\~6 tmplfc.!_ 

t .. ento o! M(TJ os oln¡ular o no lo ••, •• decir, s! •• puedo !nver 

tlr,yo q~• 

p4nT"': 

' ' . 
1 •• prociouonu el deter•lnonte ~· M(T). . ' ' 

" Inverso de h aotr!' M(T) 

[ : ~· -!] (M(T))., • • 
' 

PGdo•o• por ~lt!ao en~ontrar 

. ' T (o,y,z)• 

.. 
•M(T" ') 

la •• ,¡. de truofor.acl6n 

' ] ~-lr•:r• 

z .. 6y·?• 

• . ly•• 

r· '(~,y, z 1 • (x·<r•}z,- h•6r· ~' .~·ly• z) . 



" 
VI, !>. VALORES Y Vf.CTORf.S CARACHR!STICOS, 

' Conoltier .. os lo ttansforma016n lineal 1: R 1 ~ R' definida 

por: l(x,y)•(h•y, 6x•tl y encontr .. o• la:i•ogen d~l vector (l,t}: 

T{l, l)• {4 ,8)•4 (1, 2) 

Si ropre .. nt""o' ol voctor (1,1) cono un u¡><ento dirl~l· ,, 
do en plano x y, pod .. os vor qu~ 1& tunoforncl6n NO le cuobi6 de 

Si ahora torn•rnos ol vector (1,6): 

T(J,6)•(li,I0)•4(l,6) 
¡, 
al anterior {>u oagnl· 

tud aumen<a cuano voceo pero no c ... bia de dl!occi6n al opllcule h 

regl• Jr tnnsformacl6n). ,, 

Otro co•o <lmilaT: T( -1, -1)•4( ·2, -1) 

Eo fiel! vor, •In ubar¡o, que lo• vectorc< o lo• ~uc e~ 

to oeur<e >on u<o< muy part!culareo, y q"o en¡H<nerc.J la tr.nsfo.

oad6n •od(ficorl tanto la .. ¡nitud tOllo la dil-ecci6n dcl vector 

sobro el cual anao. 

Vl-66/67 

Por e;uplo: 

' ,, 

T (0,2) • (2,2) ' T¡-¡:rt:t•-·;- -~-,- -,T ¡+ r- -r ·r ¡-,-,--,
-:- T¡- -r•--¡-n
·- -¡¡·r·· ·¡- ---¡-!2 .• ___ .r. rill

1
' _ 

' 

1 1 ' ! ! , -ªr-r r 1 -¡-¡-· - -¡- r-. :-r r-•--
- --~~___¡_ 

• ' 1 ; • - -' ' ' . -~~,--
' ' 1 ' • 

-~· ' 
C•ho cntonco.< P<ogHntarso: 

1.- lCQ'.o ~eben <er leo ~e<tore• poro que la ttan>óonu<i~n '~ '"' 

cambie de ~lrecci6n1 

1.- Lo< Hctoros que ••~fi" T no •on •odlflndoo en dlrecci6n, ;so 

mu!Uplican •iemprc ror el ~i•~o escalor (4 en •"• ca•oJ o · 

existrn alguno< otrO> valore•! 

l'>ra reopond<'T O· lo anterior, planteru< el prc~l•=• e~ 

un• for•• nh gcno.ai, •• dedr, .ono< en que c.,o, la •~•;:en de 

un voctor •• si•plnento e¡ pro.lu<to de un escalu pcr dic<to He-

tor, •"o « 

para 

' ' - "' o\gGn e•••lor l y olgGn YC<tor "de R1 

' ~ea V•(x,y) un Vector <:u,lqulera de R . 

ho¡uui~os, d<' (1), que 

T(x,y)•'f•.yl 

(h•y. ~··y)•('•, ly¡ 

l••r ·'• -' -



' 

o Id on : [1-,)• • y• o 

~<•(I·I)Y • O } • ( 1) 

Co•o •~ vi6 <·n el coplt,!o JV. ¡, <ulucloo>e< MI ,;<te· 

~• hoooo&~noo [2) depenOen dd valor del d«<>~lnaote •1• la~""'' 

~e <"Odiclonte-= 

(1· 1) (1· ¡)-(o•A'-l\·4 

Si """ Jetot~inanto, llaMado ~oltnom\o cacoct<•Tf>!ico, 

e< diferente do cero, tP~d«rt<>< h solucl<lo nl•l•l 

que n<> nos \ntneu, P""' n ob\"io que 

T{~ )o>ll" P""" todo"""'"' l. 
' ' 

Por tonto, para obtener ••~tor<S no nulo•, roc·••ri•os que 

>1-H-<•0 • (J) 

qU<' se conoce como ecuo<>Ón coractorf>tl•·•, y ·'• el\•o ;e oH\eno•n 

Jo< val<>r<> do \, \laudo• v.toru carauorhtlcos: >,•-1 

' . . • 
Con .,tos v•lore• pode•o• re¡<e!or • los ocuaciono• (1) y 

ol>Hoor >oludone> dHerent., de lo trl<'ial: 

rara >,·-1, de (1): lx•y•~ 

lix•ly•O 

do ohde y•-]< 

E• doolr, todo• aquello• vectores do la foraa (x;lx} no 

'"fndn u~b1o olguno en'" d~ro<o;;ión o! ~pllo;;orl<> la Uih de· 

tUn>f<>n .. ci6n v finlcuen« •• aultl?li<ar~n por -1: 

T(x.-Jx)•-(x,-->x) 

A (>.-O>J, con >.10, '"le conoce COM \'Htor ,-,.<aotorhtl 

co ••o<.ado al nlor coto<t•d•tlco ·l. 

GrHic .. cnt<: ' 

• 

En for~• Slm!lar, li<V•ndo a fl) el oteo v"lor ca<acte<h 

tico >,·•, •• tiene 

f.ntoncoo, (x,h), con x~O, •• ol vector ca<a<terlnlco. 

uoclodo al valor caracter!H\CO 4, •• dedr: 

T(x,lx)•O{x,lx) 

Obsef''O que lo• vecto«> con>idorodos al pr!n<ipio de es· 

ta 10cción '"" Ju•tuente de lo fo-.-.o (x,lx); do o~i quo ol tron.

fo,..,orlo> '" ••Jnltud ,. mult!plicoro por • y no cutloran '" direc 

c\On. 

Pode•oo H<JUru, por otro porte, que lo• valorO$ obten!· 

deo (-1 y O) ><>n lo• ~nlco> que r.o• penolten hallar vector•• no nu 

loo tole> que 

. • • (1 ) 



ya que cualqulec otTo valor do > ••• 

' 

' 
' 

to,..lnaou, 'l"~~•ndo h ulvlal (V•If,l eoao Gnico ooluct6n de (!). 

Dareooos ahou h definld6n fonoal de .. ,., conceptoo. 

Definición. 

Sea V un upocio vectoriol oohe un < .. pO r y seo 1 :V~\' 

una tranofonnod6n l!n~ol. ~nton«s, •1 

ara ol¡Qn vector no nulo V<V y ol~n oooolar lH, • •• llo,.•do •!_ 

lor canctedst>co de T y Y es llnado vector caro<terlstloo .,od!_ 

.¡,. ¡_(1) 
• 

Obsérvose que o! V eo un vector cauctorlst\co uociodo 

ol valor 1 y <<l •• u~ "'coln no nulo, entonces kV •• tublh un 

•· [: :J 
Flcilaonte se co.pmcba qu~ lo aotTit de coef!clente• del 

>i<!c~• (1) (<t"~ no• perait!6 obtener ~os valores y vectores cara<· 

tulotlcos d< 1) es A·U, ohndo 1 la 11atrl< ldentidod: 

•. ,.. [' ']-·f' •U• •jJ• ']·['·• •l 
6 ' lo 1J l6 1 lo 1 6 1-J 

En 1•neul, ti T u uno tronofG .. acl6n llnu.) de un ••r•· 

clo d• dimono16n finita on o! aio•o, el p<oblua do on~ontru ou> 

volorn y vectoreo eorocurflticos so puede rooolve< por ~edl<• ~' !& 

••<rl• asociada o T. 

En ef«to: 

ve<toT can<teduico oooc!odo ot Yolor l, Su V un espado nctorlol M dl ... ns\6n finito sobro un 

En efecto, " ' '" •• ' 
ontonce>, como T es llnul: T[OV) U(V') 

T(kV) • ); (IV) 

•• decir: HOY) l(l;V) 

'' l;V' "' tambl~n un vector cuoctorht!co. 

Volvoaoo al probieaa de la 

definido por T(a,y)•(h+y, 6o+r). 

~~cloro quo T(!,C)•(Z,6) 

tronsfo,...clón ,. 
( 

T(D, 1)•(1, t) 

por MHnlc!6n, 

ror lo ~,,. h notrit uociodo o lo tra,otor•acl6n on la ~"" ronón.!. 

ca ••: 

'" hi<ton varios sln6ni•o• de valor y voctor cauctorlotico: 
eigonvo!or 1 OÍJ<OVHtOt; Valer propio Y rect<>r PT<'jdO; aUt2: 
valor y outovector: ero. 

"· 
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" 

campo K, y ooa T:V • V una tronsformact6n llnul cuyo ~otrlt .-oci!. 

do •• A. 

Un vector no nulo v • V •• un vector cno<torlulco de T 

(oe dlco tu~i~n que •• un vector cocaoteri<tlco de la utTI• Al <i: 

~·decir: 
A"i"·>··ll" 

AV'·IIV'•Il" 

(A·>.l)V'•If 

Al detu•inanH d~t(A->1) •• le c~no<e como pollno•·iO e•· 

to<teTI•tico, y al igualarlo o coro (poro .. t obteneT voctorro n> 

nulo>) •• o~tier.e lo o<uoci6n coro<torhtico: 

det(A-li)•C 

cuy •. < <oluclonc• en·K oon Jo• v&lof<• caractorfoticos de h ''""'" 

for•ocl(n T {o de!& motriz A). 



Si lj eo un valor <aU<terhtico, l> ooluc1~n ~•ner>l ole\ 

•hau ho~o¡heo 

(A·•-nv-~ 

' no• da los voclorU con<ler!Hlco• nocioJo> ol ulor <a<Oeterhtl· 

co 'J . 

Ejeoplo VI. 16. 

a) Ya hemos estudi•do Jo tuno formación llnul T R
1 ~ R' quP giro 

un vector un 1naulo d~ 6D", dada por lo reglo de corresponden• 

e io 

1/J/Jl 
T(~,y)•(1 ~-"""!"y,"""!" a • %y) •.• , {1) 

y cuya 1aotTI< asonado es 

"] --, 

' ' 
. . . . ( l) 

Hendrl osto <undor-uc>ÓA vecto< .. coractodHLCo>T .. 
cloro que no, ya quo nlngDn vector do R

1 dHonnto del coro con>or· 

vu.i su oiooo direcc!On de>pd• de oplicorlo lo trouh.-oc\On, puu 

ol ,•feoto do """ non>for .. c!On co prccl .. ~•nto ca,.bhr lo dlroc· 

cl·in del vector o! gl.--ar\o 60". 

Ew.ploando·ol proce>O dc>crlto anterloroenu, •• tendrfo: 

A-l 1• [~ ' 
El polinolllo caractorhtlco •• 

' 

}·• " -- ' 
dct(A·H)• 

" ' -, ' _, 
det(A·> !)•l' -1•! 

•.·t•4i} 
' 

1 lj'_ 
,· 7 """!" ' 

• • • . { 1) 

por lo que no uiH<n e>eolare• 1 < R tole• que 

TCVJ·>V, ~ ' ¡' 

t. deoir, T no tiene nlore• caractorhtico• ni, en con-

<ecuoncla, vectores caractor!Hi<os, ccao hobhooo conclu!do ante· 

Tior~ente, 

Conoldoreooo abou d proble .. da dotenolnar loo valoreo uros 

1orhtlcoo J• uno tran•formoc\6n T:C1 • e' (l) dada por lo-

ai••• regla: 

T(~,y)•(} X • 

dondo ~. y < C. 

••odado .. •• la """"• y: 

[ ¡ ' 
A-H• q 'll 

}·l 

• • • • ( 1 ) 

• b•((1,0).(0,1)l Je e, \a .. trt: A-

• {l) 

Entone<>, lo> volor-•• cuoc\or!Hico• de T oon !u uf-

coo yo obt~nldu d•l polinomio coroctorist\cn dot(A l.J): 

' " } ,,.,~ -, ' 
" '" ' ···:r -, ' 

(1) e' oo el upoc\o ••«oriol de poro• ordenadu de nheroo co•· 
pioJo• oobto ol caopO C. 
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••• 

·--

Y • e' 
' ••• 

" Dodo que niH<n valore• coucter!•ti~os. poMmos obtenoc 

corre opondlent ro ••«ous e u aotor( stl c.i,: 

' Llevando ' 1 • 
• ñ j ' -, 

• (1), el ol<tno (A·"f)V•!r quedo: 

[' ~ '4' ¡ ' :. l [ J ;,] dondox,ycC 

[-4 ' -~ l [']- "] 
4 ""'""!¡yO 

Resolviendo se obtiene que; ' y• ·h , l'x<C, 

(> , • ix) 

' -' <. "'""! 1 

u un vector caracterhtlco uociodo 

'· pou cuolqulor na111oro co•plejo x;Q. 

ol valor 

En ronoa anllogo se obtiene que (>, iX) e< un vector ,,.. 

" roctorhtlco uoclodo a ' }, '"7 
;; 
--: para cualquier núoero ca.plcjo 

" 
f.>te aj••plo pone de aanifluto que u existencia de va12c 

re• coroctorhticos doprn.Je del c.mpo oolote el <oal •• trab•j•. 

Ejemplo '/1, 19. 

cuyo ••· 

1' 

1 

' 

;:. " 
A-" l • " 

" 
1, •O 

'· •• •,··1 

Poro ' ·• ' 

[: ' • _, 
(o' ••• -k,) •• "' 

Para l •• ¡ 

! ' ' -' 

' ' ,_, • _, 
• S •' 

} Vol ores 

:J r :J 

• • (2-•){1•1) 

e aroct or!st i e o, . 

[:] - ... 
y•k' 

o··~, 

' 

vector •••ciado a 1 ' • o. ... '·" o. 

;] [;] m ~ 
(O,, o, O)'" on vector asociado • ' '. ¡ • 

Paro '•" -1 

'"- ~' 
y•. u.' 
:•51. ' 

(·lo,, -H,, ;<,) •• uv vector a•odaclo • 1,--1. '\"'<,;o. 

Ob>e,~e•c• que. •i ~len h Jefin>d6n Je .. lor y vector 

c·•rac!~rf.<tico [X<:lUH Al. Yl:Cl"OR CI.M, pormlt. al .,colar cero •« 
e•<"nlUOIRent~ un valor caroctorlstlco, <~mo ocurrió on eHe fo]t\"'o 

•J•mplo. '' -



• 

Se d<¡a •1 .,.udlonH encontrar TI no1r\eo de h tr&nsfor 

moc,~n do! ejemplo anterior. 

[je~plo 1"(, 

Son f el O<pacio 'ect~rial <1< t"J'; !" [unrlon<> 

1: R • R que •J~iton dorl.-ad•> de ~uolqulor orden en un intuq· 

lo (a,b), ,- oonHdorno• el problorna Jc obtener lo• -''>loro> y I'H· 

'"'"' <><.otor!stlr~· Je\ opecoJor dr<1vad• 

P: F • F 

>or "" F un e•p•do Jo Jl~'"'i~n tnflnlta, no exiH< un.• 

ropresentod6n ~•"1<••1 por• 01 opeudor r: F ~ F, y no pode~o• 

curdr o ¡, ddtnl<LOn do v.Jor y vector cau~urhtlcn, ··~~n lo 

' u al : 

Una fund6n f, Jlr.ronto do la funci~n cero, es un vec

tor <aJ&C<«hti<Co del opeudor P s\ 

o bien 

Pf[•)•lf(>) 

<l_ij¿) •-11 (a) .. 
lo O!''' implica que 

para oigan 1 < R. • ( 1 ) 

Integrando ••bos a!ollhroo do eota <<pTed6r., poMao• ob 

lUI•))~ l.-r, 

fl•l ·•"''•··'· e<• 
finaloento, h><londo e 01 •c: 

'f<,>•R,oiO 

Doriundo (l) •• coaprueba (1), ya qu<: 

Yc,•eR,cln. 

"' 

fn conclusi6n, ce"' o. un voctor caracter!>tlco asociado 

al valor caractorlstico >, ,'1 l r R, por lo que todo< los nrn.ero< 

real~' son valores <nractorlsticos del operador D: f ~ F 

\'ector<s <Hactorlstlcos llnealmrnte indopondlent.-. 

Volvaaos al ojnp\o VI. 19. Tenh~o> que (D,l; 1 ,·k,J, 

(<,, ~. O) y (·0,, -H,, 51. 1) >On lo• vector .. coracterfoticoo "'" 

c~aJoo • los >alore• carocterl><ico> O, l y ·1, r .. pec<!voaente. 

Hdlaente •• coooprueba que"""' •·ectore> >On lin•almo'!_ 

te \nJopondicntc<. 

o 

' 
. ' ' 

~n efo~to: 

par. el cn<o gonoral tenJromos que: 

Teor•"'" VI. 16 

e o• distinto•, >on llne•l•ent• o'~"~''''''"~"~'~''"""~'~"''c·~-----------J 
reao••uct6n. {Por inJucci6n ~••••ltico). 

Seo T: V~ V """ cronslor~oci~n lino•l con n valor•• ca

ne<erhtlco• dtferonte> >,, >0 , ... , ¡, 0 , y •eon V,,>",, ... , V~ 
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" 
lo> rospe<<l•o• v~otoros C4rO~torioticos asociados, 

... 
Dnonuruoo <¡u~ 

o 1 V1 •~,v, •... •on\'n·lrv ='> o1-o,' V< 

o,.-,·~, = o,•D, yo que 

vllldo poro n·~. os dH!r 

o,V,•o,V,• ... •o0i7~·1rv-=> o1-o, "¡' 

y vu!Hquuos pora n•k+l: 

• • . (l) 

'" 

'" 

Apl¡queaoo lo tranofor.oci6n 

de (l) toundo en cuenta quo 

lineo! T en ombos •ie~bros 

" 
T{Y1)•! 1Y1 

So tiene entonces que: 

~. ',;;, •e,', .-, • ... •ak•é·o ·~, •• '•·· vk'~. -u. 
Hultlpllcando ¡;¡ por 

" s, \.,V, .s, '••• v,- .. . •S•'•·•"••s,,, 'k·•",. ,·Ir •• 
Restando (l") de (l'J: 

&, e•, -•,., >V, •s, <•, -•,., JY, •.. ·''• (1~ -~ •• ,rv •• u. 
" roro por hipótesi> (ecuoción (l)J, lo. voctore• ., .. , .... , ... son llneolaente Independientes, eo decir: 

'" s,c•,-•l+,l o 
81() 1->t+,l o 

'.' 
s,Px·•~;.,l • o 1: 

(3" 

Adeah, todM lo> uloTOS 

,, .• , ... o. 'tlol, l, ... , ~-

couct<Tiotico• oon dlotintos, 

~1-78(79 

" ~ ~on•~~~encio, d~ (4), 

" 
,, 

Ll•~ando esto• ~al""'' o (3), 

•••• y .¡r l• 1 V 

Como Yko
1
1lrv, entonces ll,,•O 

Por tanto, loo vectore> . " ' .. ' .. . ' 

Con .. ,~ quedo domootrodo ol "oremo, 

••• 

E• con~enlento oe,.lor que el reolproco del t>or•~• ~~ .16 

no es cierto, Eoto n, oi T tine vectoru cuoct<rhtlcoo hr.ul· 

••••~ ln•lependl<nt .. v,, Y,, ... , V,., entone« lo• correspondicn\:' 

valore• corocterlotlcoo 1 0, 1,, ••. , 10 no oon neceoorl••ente dl•tlnto•. 

Pct ojernpto, para lo tran•fonnoco~n ldentid•d l:R' • ~· 

deHnida por 

l(I,D)•(t,D) 

!(O,I)•(D,T) 

Obv!..,ente, {1,0) y (0,1} son vectOTOO coucterlot!cos ¡¡ 

nul•ento independlontes, ..,bo• osoclados al mlomo valor caract~tf< 

tlco l"'· 

~•pacioo car•cterfstlcos. 

Reeorde•o• que poro la tronofoomo<i6n 1 d<l ojenrlo 1'1.19 

•• obtuvi<•ton loo voloreo caractorhtlcos: 11•0, 1,•1, l,•·l, 

El c~njunto de todo• loo vector•• earocter!stlcos osoc!a 

doo al valor ,,•·1 u 

t(·l,, -u,, sk,) 1 J., , ~y>, ; o¡ 

SI a eote conjunto ·~··~••o• el voeto< cero, obten••o• fl 



• 

• 

-,, 
t l•,>·lc-~ •. .. .. ~~<,> 1 '• < lt) 

1\ .. a~o <>pocio <aroct<rl"lco aoocio.!o al vulor <.uac<orfstlco > '. 

' E (1 1 )•((~ 1 , O, O) ~. r R) 

r
eor•~• VI. 11. 

Su T:V • V una tnnoro..-.ocl6n lino.! 1 ••~ l "n l1\or 

lcorotterhtlco do T. El conjunto 

1 E(l)•(< 1 V< V y T(V)•kVJ 

lu un sube•paclo vector!ol de v. 
1) Sean>,, V1 <E {J). Entonces 

' 
T(i' ¡.;-; 

' ' 
T(V,J•J.V, 

co•o T •• lineo\ 

T(V,+V J•ll'< )•T('V )•J.V •>> •I(V •V l ,,,,,,, 
V

1
+Y

1 
< E l'J. 

" g, •• v, • t l'l 

T(V,)•>ii, 

v ·~~o T •• lineo! 

y " ' k. En tunco. 

T(aV,J .ar (V, )•o('V ,l•> (oV1) 

oV1 cE(l), 

Esto <leaue"ro ol teOTOmO, 

F¡-;;·,ci6n~ ~~·, ~~on=e 
. ----·- ------·· -----, 
ro~o ••rada oraotcr!>tlco "ocia-

lo 0 o! valor caro<teTfstlco '· 
' ~-------------- ----. ·-

l.jempln "· "· 
~ 'l ,, Sea la mat.\Z ,. ' . ' 
' ' o 

[!ta utdz <lefin• una t<onoforMci6n lineal T1 R' • R
1 

dada por T(V)•AV, T V < ~· 

F.ncontre~o• lo> O>pado• coractorlot><O>. 

Para oh«n<r lo• volo.•• corocterhticoo, calcuÚaoo; 

l l -1 

' ' 
1. .. r•lceo de """ 

,., 
' 

. ' 
"' 

·•'-s•'•l>-4 

' 
pollno~io •on: 

~ou. GuO oxhten valoru caracterhtico• rep<tido•. 

contre=•• lo• correopondlonte• voctoroo: 

do donde 

Para ' . ' ' 

(A-< 1I)V• 

' . ,, 
' o 

E{l )•{(~ , O, Zl) 1 ~ < Rl. 
' J ' ' 

'" 



• 

Para 

1,·>,·1 r 

' -' • ¡ ' ' 

•• di• ~(J.,)•l. 

Y k IC, <<un 
' ' v~ctor 

< R) • 

uooiado • • · 

b) Con$\dore•o• otu tunofo,..oel6n ~on .. ta.u <><octorhtico• ro:_ 

pot Ido•. 

s .. T:R
1 ~ R

1 
h tron.for ... d6n lineal dofini~• por 

donJe 

Vl-8?¡83 

•· [1 ' 
' 

!] 
Entonces, 

det(B·U) • '' ' 
' 
' 

,,, 
' 

. ' 
' 

' 1 •. ' ! 

,, 

' ol'·9,'oiS\·; 

' ' 
' ,. 

:] [:] . [:]' 
,, 

'• 

{k,, n,. 3l. 1l v k ,lo, 

Y Efi,.J•I{I-,, H,, J),) j k0 < R). 

•• un ;·ector asociado • ' . ; ' 

b e•te c3oo, di• E(',)•l, va que es genendo por el ;·<,: 

'"' (1 ,1,3). 

Pon 

o bl•n 

.,.,,.,, 

' 
' 

i][:]-r:J 

(k,,;,, ·k,-~,l Vk 1 , k,, "" a~bo• cer~, es un ;·e~ 

tor caractedstlco a<ociado a 1,·>,•1, y 

F.(<~•L(;,l•((k,, <,, ·k,-k,) j ',• k, e R). 

A~on h d>•ensl6n «dos, ru•• F.{¡ 1) <>generado 1'"' ln• 

vectore< lndcpendlent .. (1,0,·1) Y (0,1,-1): 

f.(>,)•q¡ )•{); (!,O,·l)•k (0,1,-l)j k, k < R) 
, ' ' . ' 

Ten"""' aquf otr<> co>o Je vector•• caracterlstlco' \ir.<>! 

mento lnJopend!o'"<' "'o~i•olo• ol mi5mo valoo caracterf<tico 

(ver r~&ina :9). 

f.je1>¡•lo VJ.Il 

s .. T a.¡uello que nanoforu un vector cu•lq"ieu del ·~

pocio "'"Clldian~ tdJ,.,en;j,,,;l O!> •u •l~~lrico ro,po<t>' al plOoo 

P qu" contiene o) eje 1 y for•a un lingulo ~< >5" con el plono >·:, 

• 



' 

-
' 

' 

h ;,,gen de un voo:or cuolquien {x,y,,¡ do R1 ><gún T 

•• (v,•,z) par lo qoe lo re~!• M co«cspon•l•n<la •• 

T(•,y,<) • (~,,.,>) "' Como •• fiCll VO>ltlc•r, >• '""" <1<• un. tron<furmoci6n 

llreal, ror lo q"•• poto ob<oner lo ••tri• »od;~a' '~n la bue 

r.on6n!co de R', calculamos 

1(1,<1,U) 10,1,0¡ 

T ( il , 1 , n 1 • (1,fl,O) 

T(P,U,l) • (0,0,1) 

""'""''' 

" . [; o 
:J o 

• ' o 
dot(M-l!)• -\ o -¡ 1(1-l)-(1-l)•-1 1•1 1•1·1 

o o 1 -' 

hHhndo -•'••'••·loO so Obtlenen Jo• valores coractor!sttco, 

' ' •• 1 

' .. 

cuya •olun~n geneul •• 

••·r 
.. o 

•e ob:iono el .,pacto cara«erhtico 

E(l¡•{(k,. -l: 10 O) 1 '• e R) 

y del shten ho•og(noo (~·\I)V•lr, con l •1 

~' 
o 

cuyo solucl3n ¡en•r•l •• 



.. , 
oe ob1-icM el oop&cio coracterhtiCo 

B(A,J•((k 1 , k 1, k,J j 1 1 , k,< R), 

v .... , o~oro lo lnterprotacl6n ~eoml!tr!ca do eotos roou! 

' cado•: 1 

El espacio coucterhtlco E{l 1), de db•ensi6n uno, repr~ ,, 
<onto al conjunto Jo voctoros <Obre la recto y••< ale jodo en ol pi~ 

no x-y. 

pelo con>ervan '" oo~nitud y diroccl6n. 

T(V)·-i'", <rVcE(>,l· 

' El eopado coroctorlstlco E [! 1), de dimensión dos, ropr~ 

••nto ol conjunto de vectoreo conten!doo n el ploM P. EHo• vec 

'""'no sufron alaud6n alguno ol apllcu T. E• decir: 

'1' Y tE f>.,). 
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!."TRODIICC!O.• 

SISTEMAS DE ECUACIONES 
LINEALES Y MATRICES 

A, By C) y cuenta con un total do SO obroras que trabojon 8 hr. di~ 

Paro fabricar un producto del tipo A, or requieren 10 ha

<a<·hamb<e ; para uno del tipo B, 100 y para uno del tipo C, •o. 

En condlc\nneo nor .. le>, no e>lsten reHricc!anu Jr mate 

da p<l~a ni M ~·~u!norlo y loo obceroo ostan c.pacitodao paro in· 

teHenlr en lo (obrlcod6n de cuo!quiero Je loo produ<too. 

Se quiero ,.ber, que cantidad do producto• A,~ y C pue· 

den fabricane di•da¡¡«nto <~pleondo la toul\d•J de hora>·hombro 

dlopcnible. 

Po<lo~a• onton<e> plante" el ~odela motern~tico si&•oicnte: 

SI '•· '•~ •o rep«senton el ndaoro do producto• A, By C 

~ue '" hbr!c•n diariamente. entonoes Wx,, JOOx,y 40•, ••r~n, o! nO 

=oro de horu·hmtbre eapludao dlor:.,.onte en fabricn todo• loo 

~ro<lllctos ~. By C. 

Como so desean ••plear lu 400 horu•ho•bro dhponlbl.,, 

los valores dr x 1, •, y •, deben •er talu que 

l0x 1•1D0> 1•4Dx,•IDO . (1) 

Ixpcesionos coma hta, redben el noabre de ecuaclonH lt 

neo!<>. 

Una respuoota al proble .. podtl& nr hbTicar • produ<to• 

Jel tipo A,¡ del Tipo a y J del tipo C, yo q10o, >1 •••1i:u!r esto, 

valores en la upresilin (1), se veTifico lo l¡uo!Uod. 

"' "' .... 

Entoo.c••, • 

•,·•. •,··· 

Son nbu~o, podeaos Mta< quo est• $OlU<16n no eo 6nica 

tambi~n >atlshoen la ecuad6n {1], por lo que conot\tuyen otra '2. 

Jucllin. 

.,., •• , •• - ...••••• ·b ... 

• lo quo llamareoooo ecu•<i6r. lineo!. 

A las cons:on<os a,, a,. ...• •n ><les !la .. co<flc>entes. 

• ~ thm\no independiente y a •,. •,,. 

\'o•o> que 1>< lnc6~nlt .. apa<ecen todu elevaJo> • lo prl•~•• pote!!. 

e! o, do a~f el nombre <lo ecuaco~n linr•l. 



IV. 1 SI ST!_~ ~S DE lCUAC 1 0.~~5 Ll ~lALLS. 

Re~r.,ando •1 <je~plo anf<riO<. oupon.,mQo "u• ¡•o! ro<O" 

"" d• deman~a lo' ~roductoo a r C d•Oen fnbTlC•r<o en <-•ntid><l•·• 

l-n!onces, ,. t\on< la roHricción 

"' 
AOoTO •1 probl•~• conoiotr en <ncontTO< uno ,olucl6o que 

sauo(ag•, o¡auHinoa..<nte. ¡., oouoo!oneo (1) ,. (l), por lo que· 

la, ~oo ooludoneo que antoo oncontr>Doo no <oo atll ... 

51 ,. ht.r!can 6 productoo del ttpo A y : d~ '"' tlpo' " 

(l). 

x,•(, x,·l. •,•l 

es una ooluc!6n del o!ot•~• 

20o 1 • 1 O~x,•OO• ,•<00} 

o.,. • •.••• o 
,., 

el <cual <:ons~a do; ocoocionoo con trn inc~~nit,. 

l
~e(Inl<lón. ~~ J 

Un olot~a• do ocua<loneo lineales ro un conjunto d,· <eoL•·_II 
jc•onr> de h forme {1) que~oo;~h.-cso sí~u't,in<"~'"""" _ 

En 1•n•nl, un siot<aa J• • ecua.·ion~s con n •ncó~nita<. 

definido sobro~¡ ••~po de Io• n~rnern• oompl••.Jo,, ,., J.- lo l"rm• 

IV·6/7 

) 

. ( ~ l 

dee~o •, <e'"" lo> co••liuont~>. •¡ Jos !ncógn!"' r b, < C !o.' 

1~rminn< !ndopcndiont•s. 

Prf1nico6n. 

Una •oluci6n <lol ,¡,tema do o•c<oaclo"'"' (S) e; un CO"j<•n•n 

"'"' 

Uro• (or~a M ob<on~r ooluciono• .. 

Tal \"Ot, h t~onica lun~amo<!!•l pora POContT•T ¡., •olUCJ!_ 

nos de un ,;,.,•mo Je cctoaclone• linoalo>, ''""la d< oliminacl6n. U 

r.J nuevo ,;,. 

:ou. dobor~ tenor la. •~<••• oo\uo;ionos que ol ori~inal r en ootc 

"·""di re""" que .,mbos >l>tem.lo son cqo,.v•lont<"S. 

r.u o~"'"" o\ """'"" »>tou •• hocr "'Q de la> >l~ui~n-

',., 

" ]nte«a~~llr do, <<u•ci~no•. 

" )!ultiplic•• "". •cuación ,., •• ml~e<o ... 
" )tultiplioar ""' "'"'":i~n ,., •• nOmero "' ' •u~ oc " 

' 

• 



~lo: 

' .¡, •• •1 
' ' ' 

., ., •h •10 
' ' ' 

" :ntcrcamDi"~D< 1., Jns primera• ccuadon<-, (con o] objo•to Jo quo 

A •/> " •1 
' ' ' 

., . ,, 
' ' 

•. ¡, -· ., 
' ' ' 

l> ·~· •6 ' ' 
0·> <6> •11 

' ' 
"""lUpJJo,oonos la <egur.do ocuan6n por 1 y su~•~~• d "'SUit.ldo 

' 
x, -~·.··,·1 

z. •!• •6 
' ' 
0•7> "" ' 

JinJiendo 130 ecuadon~s doo • aos ootro 1 y 7 I<'Spe<:tlv•mont<: 

Hn•lmen<e, ,,¡'""''"''en la ptl~ero «<,.nOn •• en 

cucnua que •,•1, por lo que lo oo1ucl~n do] oi•<e~O os 

A L 0 1 o A > • 1 , ' '. ¡ 

que u.pha•o• <0"0 lntrodocci<ln. 

nodo eo 

Lo oolucl6n qu• hablaoos •onci.o 

x, •1 3 

<> otu oo!ucl6n. 

' '•l 

' • •1 

soludOn, se los u..,. lndeter~lnadoo. 

T•Uih hay ols"us que ~o odJII«n soluci~n. 

plo, rooulta evldento que el'"""" 

X O'. O •1 

no tieno >alud~n, puooto que no e.i>ten do• na~ero• cup ou•• <ea 

lylol••et. A eoto tipo de ""e~•• •• le> 11••• tncompati--

~le• (o lncons!Honto>). 

lV-fl/9 



~" g•n.ral, d• ocuetdo con la <•htent!a y tipos de solu

d<ln, loo oiotnao de ocuoeionos llnealeo •• clouficon en: 

Co•patl~les 

(tienen ooluc\6n} 

Incompatible• 

(no tienon so\uc\6n) 

{ Ueto,.in•do• 
(una so\ucl<ln) 

lndHer•lnoJos 
(do do uno solun6n) 

Mh adelante, y con a~udo do otro< concepto. que t<>tHO< 

ooo, p<Hhooos detor•inor oi un >lite•• tiene oolucl6n o no lo ttne, 

r si nu << finlc• o no lo e•. 

IV-10/!l 

,¡ 

' 

' 
IV,I 

1!1 ostuJlo Jo lo• sistom•• de ocuooionos l"e•llado en t. 

•«cl<ln poc•dente, puede oetvir •oao uno lnttoducci6n nnurol ol 

concorro •'• , ..•. do, En el pro<eoo de con•trucci6n de un slsrcu 

equ\vol<nte, puede odvertlt>e que no eo necuarlo esnlb!r ¡_, In· 

c6¡nlt" '•· x,. .,., x0 , ~· ~ue nalmento s6lo •• opera oon lo• · 

cocflcienteo 

Si onallznos ~~ ojuplo IV.l, vemos que ol •iot<tn' 

d<• cada uno de los coef!clont<s y th~ino• Independiente•. Esta 

¡:::.:] .... (O) 

al ouo! se le lhmo ""'TRlZ. 

Eote nre¡lo ~h rorticuhr, conota de ll eleMnto• (nQ~!. 

ros) di<rue>tos en J ronglon<> y ~ <olumnu, por lo quo dlre~o. Q'•• 
la mntrü •• de orden h4, 



~ofinid6n, 

omoplejoo, H un nre~lo re<tongular 

~•ntos. 

... ... 
' •• 

... . .. 
• .. 

. .. 
••• 

. .. '" 

culn> y a'"' elnentoo con \etr" it]naooulao, 

la aotrl< (1) puedo expuoarse ~~•o 

En fonna abrovloda 

Jondo l•l,l, ... ,m y j•l,l,. ... n 

Lo> oub!ndlcu l, j 1ndlcan, re>pectlvuente, el renglón 

y lo coluano en ~ue >• oncuentu el elemento d\j. 

plo, a,. represento al oluento que •• encuen1ra on el 5<gundo «!; 

gl\ln r to.cera coluano de la .. trlt A, 

Onda la \~portancia de la poo!ct6n •u• gu•r<ion loo eJe .. 

~'"'"'en el arre¡ lo, dec\aoo que doo ••«iceo oon i¡uaies ol oon 

J<-1 ~i•mo orden y '"' elemento• correorondtent., son Iguale<, A 

2~ obedece lo ol¡utente 

Do< tnid6n. 

••• = V l,j 

Hacundo refonnna nueva•ente al oJe'"!'IO IV. 1, ~od..,.o, 

•• 

.,. 

"'!! ' • 

M¡y• 

r: : : J 
r:::.:J 

[ : ·• .:] ' ' o ' 

[i ' :] i 
o 

1 
La Ulti~o ~otrh 

• 1 ·2x 1•o,•1 . ... ,.; 
.,.¡ 

'" 

h ... o, !n<eroo.blodo loo doo prhto

roo <<n¡¡lone•, 

~UO> >uudo el priaer tongl6n ol 

torcHo, 

~ulttpllcando o! >egHndo rcn¡<l~n 

por i· lo he..,> >U~ado o\ tercero 

he~•• QL~tdido el segundo y tercer 

ron¡;l6n •ntre 2 )' 1 r<>pectlvoaen· 

•• 
{M¡yl repreoonta el ol>to .. •qutvalonte 

cuyo •oluc!~n puede oOten<r« flcllmente. 

Lo aotrl1 II!V• u dlco ~ue eotl u fo.-.a oocolonado o que 

•• una ~otr\1 Hcolonodo. En a•n•ral, una ••tri• u eocolonodo <i 

•1 priJtH ele•ento dhtlnto de cero de codo <en¡l6n, ., l¡¡uol , 1 y 

el namero de coros onterlore< a dicho ele~onto oomento Jo r~ng16n • 

W-12/ll 



ren~l6n. "' >l~uiont., ••trices •on oscalonodao: 

[ ' :] [: 
' ' 'l 

O• [ i ' ' • j] ,. o ~· o o ' ' 
:J o o o o o o o o o 

Tranoformo01on .. olomen<alo> por rot~gl6n. 

h• tronsforudone> of<<tuadu c~n los renglonoo de lo 

~otdz N, para obtener flnol~ento lo ~otrlz M¡y• •• !loman ""<r•n.:; 

for .. o!onos ol011onto!u por <er.~l6n" y co-o ho..,> vilto, puodu -

sor do tro• tipoo: 

1) Mult\pllcoci6n de un '""~16n por un nUmero ••o. 

3) Nult!pHcod6n do un renglln por un nG•<m kiO r >u· 

na dd reouhodo • otro reng16n d~ la ,..,ri;. 

Ut!litando lo• tranofor•actonoo elc~ontolo• ror r<n,l6n, 

<> po>lblo tnnsfonur cuO)quier ••tri: <r. una utrir eooalonada. 

Definición. 

Due•os qua doo •otrl<e> .on oquívolenH•. >i <u•lquloro 

' do el! .. puado obtenone o portlr do la otra cfectuanJo un nUmero 

¡ hnllo do tr•n•fonocioneo oloaontal« por ren~J6n. 
----~ 

En el oJnplo onterioc tenerno• ~uo lo• ~atc!co• H, )1¡. 

~IJ• ~!JI y ~l\' oon equivalente>. 

' ' ' ' . ' 
' ' ' " ·• ... ,. ~o ni' •• 
' ' ' 

. ' ' ' ' ' 

'"'"'f""""' ' '·' ~•ni> ' '" ""' ~a tri' ncolonad~ <'qt.oivalente "" 
11 '""~" t r ansfo r•o<i onu <ln:onules , .. renll6n. 

Sol«ciéto: 

P>l"idie,.Jo entro ' .. prloer ' ' . ' 
T<ongi6H ,, ' obt<•nollt<'> ' ' • " . ' .,. 

' ' • 
. ' ' ' • ' 

Nul!lplicondo ,., ·• .. prí- ' • . ' ... ren~l6n ' sumando •• ,, o o o • o 
r~n¡l6n ,, ., obHn<IOO> 

A¡¡• 

' ·• • 
' ' ' • ' 

~ultlpliconJo "' . ' .. P r i • ' • . ' 
"" roto~l6n ' •uoando " lOT. o o o o o 
rru~16n " 'u obt<nemo< 

A¡¡¡• 
o ·• 6 _, • 

' ' ' ' ' 
~\OitlpltconJo "' ' .. pr 1 · ' ' . ' ... r~ng!6n ' su•onJo ., ... o o • o o 
rcnsl6n ,, 

• j 1 1 ol>tenomoo 
A¡y" • ' ' ·U ' o ·• ' 

·U 

' -, 
1 n ""re .oc;O 1 ."1 nJ o ,, .egun•ln "" ' • . ' 
~16n ,, ron~l6n •• o ·• ' " ' "" ·~•rt<> -, 
·l¡y ""'""'"""" .,. • •• " " ' o o o o o 

• ,... 
w 

"' 



~o¡Jtipl><&ndc ,., ' ., ••&·~ ' • . ' 
"" ren&l~n • '"~•nJo " t<t . ' ' ' 

. , 
' ' ... '~•al6n " " ol>t~neao> "n" 

' ' ' ' ., 
' ' ' ' • 

DlviJiendo entro ' " ocgon- ' ' • . ' .. r~n~!ón ,, .,, obtonnos ' ' " ' ., 
' 

., 
~]]· 

' • ' ' 
., 

' ' ' ' ' 
DlviclionJo entro " " ter· ' ' . ' 
"' renglón •• 1<1111obunuo• • ' " ' ' 

.., 
' "v¡¡¡" 

' ' ' ' • • ' ' ' 
'·' m o< TÍ; Av111 .. ""' matriz <Halonaol•. 

. . . . . . . . . . . . . . 

cho hfos!o en ol th~lno "por ren¡l6n''. [Ho obode.:e a qu~ <-XI.!, 

""' loo colu10n., Je una .. tri•- En eHe capitulo no se juotifl<! 

El estudi~nte lntereoado en Hber -'• acnca d~ eoto, ru!: 

o! capitulo. 

• 

'' trao<form• .. o• uno m•triz A en uno,..,,;, eocolonodo B, 

<1 nr.mero J,. r<n~lonoo Je Id .. tri< B con el ~onoo un oluento dio 

tinln Jo coro so 11-oaa RANm Dl lA ~AUllA y so ropr~••nta con 

p (,\) • u _ _: ::•_•_•_•_n~· ··:· ····e·~·~:':':.·:·~·:•:•:·~:·:·_~----~----~ 
Do >euerJo con o>ta deflnlci6n, cuando do< .. trice> oon 

e<¡uivolcn<« •~bas tlonen ol ,.,.._o rango. t .. utrlcu ~. ~¡ •... , 

A,;¡¡¡ Jel ejoaplo 1\',, son toda• de ••n~o l. 

Cl concopto J~ unto de una ••<rl<, juega un papel aur 

l~)'"ct.10le on la t<oda Jo oi«emos de ocuooionoo llmoto• quo ve· 

t'M> ~~' aJolant<, El utudiante puede daroe cuento qu• la def_!_ 

nicl~n do ran~o, tol coco,. enuncia aqul, proporciona o la vot un 

cftoJo para ohteneTlo. 
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PRODUCTO DE HATRICES. 

Conoldoremoo n~ov01onte el uo«u 

lOx1•100.,•40•,· •no} 
ox,• ~,- •,• o "' 

po<le•o• fon>u lu .. tri~•• 

"] -' "" 

donde homoo ro~nl<lo lo• coo!iclenteo[en A),h< inc61n1ta., (<r< i') Y 

loo tholnoo lndopendlentoo (en 6") que ~pH•<•n en el <lst .. o. 

Con ayudo de •><•• .. trlc01, podo .. o~ expresar el >istema 

(4) ··~· 

"' o!npro 

Ai. 

lo UtTlZ producto A"X, debe ••r de orden hl para podu 

.. tableen la ig10oldad con !i. 

lo< eluento> corrupondienl<> de A7: 1 !i deben ,.r IJuolos. 

Sobemos que la 11uoldad entre matrices 

rlox, •100•, ·•ox,l 
lox,• •,- x, 

•• '"tis[ooo si y o61o •1 

lOx,•IOOx,•OOx,•OOO 

ox,. •,- •,· D 
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r<ox,•IOO•,••O•,] 

l ox,• •,- •, 
(O) 

A ¡ 0 oatd< .o.i" upnudo en (9) le Ih .. reoo< "el produs 

toJo los r••!Ticos A y i"" (en c•e ordcn). Veuos co~o puede obt!. 

nerse la n.•trl• Ai", o portir do la> ,,.,d~e> A 1 x: 

El primer ~luonto de .o.i", •• t~uol o lo sumo do loo produ_¡;: 

tos do los elemento> cld pr!mer r<ngl~n de A por lo• ele•entos <lo \a 

Gnico colu,no ~· i'. En foro• "'que•Hlca: 

1 ,~rJ-JL. .... 
[w 100 40] 

FJ •ogunJo ~loment<> de Ai". os lguol • h su•• de los pro· 

dueto• M lo• dc~•nto• del so~undo rcn¡:l~n de ft por lo> ole~enlo> 

de ¡., Gnica columna de i". 

•• [ ... ... . .. ... '• J 
'• 

ln for•• nquoJlttlco: 

' ·- [ :: :1 
. b.J 

con ol objeto <lo estaOle<~r un• definld~n general. 



• 

.<n·f·" b,' ••., b,' ••, "• j 
ab•a~•>b' 

~"" "" "" 
dondo ob>•n .. o< que: 

to,) n olo•ento que H on<u•ntro en., primor roo<l~n 

priaHo ool...,na de la •Hrlz produoto, o< lo ouu: 

a,.b.,·•.,b,.•o.,b.,• 1 olkbl., 

'. ' 
lo. ) El elemento que •• encuentra en el segundo 

pd•ou coluiono cle lo .. .,¡, producto, •• la 

... ~.' .• , b,' •• , ,b,. • 
' ,., 

'"'"": 

Gonoral\unda, el elemento nue <e encueo«• oo o• ''"''' • • ' n 

i, colu~n• J, de uno aatrlz ptoducto .\~,«la """o: 

" ' '. ' 
dond,• n es e: nG~ero de oolu~nu de la matdt A y el namoro doren 

glon., de la ~•triz ~.que deberi ser el •ioOlO para que pueda e(oc 

tua<So el pro<Jucto. 

Deftnlcl~n. 

S.an: •• ( 0 lj ) ( ,. 1 • '· .... • ' j • ' • '· ..., "' 
' •· ( b 1 j J ( 1•1 • '· .... " ' J • 1 • ' . .. .. ,, 

••• "•trice• .. orden ••• ' n~p re<p«tiv..,.ente . 

" producto " " uno ... tri• 

•• (<,jl {! •1 • '· .. . . • ' j •1 ' ' . .. .. " de urd•n ""P cuyo o elemento• ooun dodo• por 

el j • 1 

~-~· ¡_. .• 

. .¡ ., 
:] "f 

o ·• 
;] '" ' o .. , 

' ., ' 
'1"~ " "na matru ' "' ordon '" "' "' ,, . 1·9•1• ·• 

'"" O·J•l• • 
,, • •4•0-4• ·O 

• • " 
1-l·l· ·• 

,, . ·l•lC·l• '" <,.· O·•. ,. ' 
e,· ¡ •O •• . • 
,, . ·1•4•l• • 

ontoneoo, " ••• ro< producto " 

~· 
o ·• :] ... 

o • 
Ob>frveoe que el eluento que oe encuentra en el rongl6n 

1 columno j do h notdt rroducto AB, •• obtiene ofootuando el P'!O 

dueto ucolor del ren¡l6n 1 do A por la colu.no j de B. 

Por <jemplo, ol elemonto c 11 oo el producto 

( l ·l 

Pod .. o• concluir, en bue oh definic!dn, que podomos 

efectun el pro<lucto AB s6lo cundo el nOmero do colu•n., de A •• 
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• 

1gu•l al nd~<Tn de renglonro de~- En cote cooo, di< .. o> ~ue los 

m•trices A y e •on confor•able• poro la multlplícadón. 

tn gcn,.rol. la •ultiplle>dón do ¡., ~.:does !!!1. es con· 

mutativa. lncluoo, en ~uch•• ocosion., •• tieo< que do• utr""'"' 

A 1 B >on confor••~l« p•U •ultlpllcoroo en ese orden (<O decir . 

puode o~t<"er>e el pr<><!ue<o AB), m1entr .. ~uo "'' •on confnrrnl~l<> 

P•U •ultiplicar<e en el orden contraTio (no p~cdo obtcnotoo el ·· 

Por tol ~ot!vn. e> noce .. TlO proohar e) nrJen en 

que \0' motrioes •• von • multiplicar. Poro <1 C"'O de\ produ<tO 

• 

obtener; 

SoluClón: 

E¡ompln IV. O. 

Dada ¡., ••triao 

,. [: :] • • 
,, "' 
" '' ,, 

" 
" " 

o) RS• [: :] 

[o : '] ' . ' 
,. r :] l ' 

[o ·'] • [ ,. ·'] 
·' 1 1 ! . ., 

ll-<> rn•tri<•• H y S'"" do orden 1•1', ror lo ~uo le' llJ. 

•••••o• "'•triH< cuoJroda> r d±re•o• •i•~lc••n« ~·~ son J~ orJ~n 

IV·22/2l 

[" ·•] [' '] l • 1 3 4 
• [ : : l 

En o>te <o'"· vudio<M ohtenor<e tonto el producto ~~ en 

~o el ¡no!ucto SR, d<bl~o a 1•• 31>bas .. trien son cuodroJu y ~<1 

m;,~o orJeu. Stn ombu~o, notuoo que RSISR pues, ""~"so ~<r.cio 

n6, o! producto d~ ~otrlccs no os una opeacl6n conmutath-a. 

e) TS• [' "] [" ·•j [" ·'] 
; ~ J -1 ! :! 

d) ST• [" . 'l ' . ' 
cfectuor, va ~L.O el r.U,oro de colu~no< de S (l) ~• d!fercnto dd 

n6•ero do rcn¡loncs de T (~). En otros polobus, S y T no ••n 

<unfm~.,hlos paro la muhlpli<•<l~n.· 

Obsfruse ~ue, •unquo podo obtener>< el producto TS. nc 

fu~ po<ll•lo obt,·ncr ST, lo ella! re>alto la t~portancla de e•pccif.!_ 

cor cl•ramente el orden en qu~ <C dcs.O ~ultipll<•r dos matr\ns. 

. . . . . . . . . . 
¡uoflnicí~n. 

·-----------, 
; S! 

ord<lo "· 

l.¡e~plo 1\ . ~. 

,. [ : l ,. [ . ' . ' . •] [' ., l'• p . ' " . ' ,., ' l p: ' 

"" -, 

>-' 
w 
.,¡ 



• 

quo· la ign•ldoJ 

[ : . ' 
>SS• . ' 

·• 
••• ot c. part<•, c~~o ~~· r' 

' i·~ 1 •u• 1 ' . 
~ 

. ' • ,, . ' [ : :] [ '" . ' '] 
p' : 

--~ J.. . ' . ' 1 •! 1 ••• 1 

p,•¡ 

. . . . . . . . 

t.a ~ultlpllc,ct6n 

-------- --- ··----·--
Sean 

""lcs4"iura de ordc·n m>n, nxp, p<q re>p<·~tl;·,~onte. 

~., ~u~ 

(AB) C • A {~C) 

De la Miinid~n de ]'roJurto: 

' AA• (" "- ~;,l~xn 
j•l'lx•·,. 

r 
--·-·-r 

1 
<l<n'""'"l 

1 -----
1 

don4e lo• fnJOcu l>br•• >on i•l,l, ... ,• y lo•l,l, ... ,p, .' 

,., ole orden mxp. , t • o n-

' 

,, 
1,\11 lt'• 

'"' 
~ul<>¡•l>candu '" , .. 

,, 
(o\t)C• { ¡ 

'. ' 

" A(~C)· ' ' 
P.oJn 

' '. ' 

'. ' 
••• ,. ' 
" ( ; '-

! ~ 1 l! 

-1 ' ' ' -') l 'kr)mxq ' . ' ' ' 
coda ""' .. ~o, >u••• ,., por~nU>>>, 

" 
():, ';¡ b-'' ~,,ll,,q 

' " k~ 1 "" 
ord<H "' 

' ... n •• "'" 
•• <urna •• •rt>itr.rlo. 

" ' '-' ' 1 
••• 

obt••t 

reú•Hnc~a l pa<> obtonor hobliidad rn d uno¡o y cornpr<tt$l6n de· 

lo> •i•bolo> de "C•u••l y I! (doble su..a), y hacer lo de•o>tra~i6n 

complo•to do o>te looroma p•ra el'"'" panicular do las motrices 

cuodroda> Jo or<len do>. 

[jMp)O )V. 6, 

\'erlf\car lo proplo<lad .,oclati>o por> ol pro<lucto, ~on 
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Soiud6n. 

·-[::]··[: 

(AB)C•A(~C) 

AB·[ .¡ 

' 
" 

(Aa)C• [ : 

:J [ ; " :.] . [ 
: ,] ¡: ;] [ " 

Por otro lado: 

' " 
' 
' 
7. 3 i 

[; " : J [i ;] [' ( BCl • • 
!-l> 

" 
" A(&:}• • " 

:J 
" l i+ 

" 
J " n 

[ : ~ [ ' " l 8-11,~·!1 r:" r·r ,j 
por lo quo 

(AB)C•A(BC) 

Motrh Identidad. 

Si con las .. tri oe• 

ohctuuos el producto lB ve1110t que 

'•· ·• 

IV-26¡27 

---, 

Si con lo •h .. utlll 1 efectu•mo> •1 producto lA, donde A •• una 

matrJ• e<lr. 3 un~lonos y cual<¡'lior n~moro de colu•na<, obtenemoo-

orden ~. y la ropresontomos rne<ll•nte I,. 

fn •~oeral, a lo 11aHh cu•drada 

TeoTUI 1\" .1 

'i i. J 

Sl io/j 

P•u todo ~ottl! A dt· orden m>n « t.en~ qL>e: 

' 
De ¡, d<ftnld~n de producto: 

• 
~~-~. ( [ 6;j•!¡;)~·· 

j •1 

donJ•• )O< !ndt< .. < llbrH <on 1•1,2, ... ,11 Y k•l,l, ..• ,n, 

Como ll)·~ 'f il"j: 

" 1 A• ( l 
~ j ~ 1 

,. 



dondo ahon, lo> !nd!oos Hb.-H son j•1,2, .. _.,• y <•!,l, ... ,n. 

Coao ljj"l Yj: 

Como j •• un !n<li« libre 

l>la tr 1 co• elemen tole • , 

El Te>ultodo do <fectuar un nO...e<O finito ~e ttanofo•••d!!. 

neo el010enUIU poT r~ngl6n o UM nUi> A de o•d<n m•n, puedo obt~ 

neroo taabHn oi p<nultipllca~os ~por uno de.-ta utrl> cuadr.da · 

do ord<n a. .... 
Poro ~ostur lO antorio<, con•ldoreoo> P<" ><PilrHdo cado 

~no de lao tr .. tron>forDOc!one• eleoentales por ren¡¡l6n, 

1) lntercaobio de ron,¡lone•. 

oos el lntorc&~~bio do >US renslonu 1 y J. 

as! obtenida matri• 5. 

Si ro• ono hdo, <oo&~~~os h oanlr identidad de orden 0 

(!~) < lntHco~biOlllO> sus ronalon., 1 y j, obtendreMs una nueva m! 

tri' r¡ue lluore~o• ¡~I,il, 

SI ohcra efectuno• <>1 producto 11j/ ,j) A, •• obtiene la,. 

matdz B, 

f.j<JOplo IV. 1. 

~, •• A• [~ ~] 

,. l: n 
Por otro lodo, con.ld<r .. o• la m>tri1 

~~~->l-u " i] ' 
" 

Ef.otuando o! producto ¡(!,_-'), 
' ' 

¡(>,>)A ~• l~ool a B. 

' 

tonno" 

" ' 

Supongamo• que «nerno> uno matriz A de mxn y que multipl!_ 

ca•o• ,u rn¡l6n 1 por el eocolor ¡jO. 

obtenido matriz B. 

Llllll<aoo a la .. ui: .. r • 

Si por otro lodo, to~uoo lo , .. tri< identidad do <>Tden • 

• (1 0 ) y ou\tipll< .. o• •u .-.ng16n 1 por el osc•laT li'O obtendrcooo 

una nuevo m•tri' quo llauromo• lmlc(i)_ 

SI ahora efectuaaoo el producto •• obtien<" la •!. 
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trh B. 

~¡uplo 1\'. ! . 

' 
'" 

-..ltíplíqu .. oo el •••undo ron~l~n por l poro obtener h ntrh 

• .r' b· 
Por otro lodo, conslderomoo lo ~•trlz 

y· multlpllquomo• su orgundo rongl6n por 3 p&ra obtonor 

r;C.J. [; :J 
Efoctuondo el pr<>due<o 1; (• ~~. obtoneaoo: 

' ,;] [,; • 

oultodo a otro ren¡l6n difrronte. 

' 
" 

,;] 

Supongn.oo que tono•"' uno uuiz ~de"''" en la qur ""! 
!lpll<o•os ou ron¡:16n 1 por el <><alar kJ'O y ol rooultaJo Jo oumo· 

SI por otro lodo, tom•mo• lo utdz ldentJJad do orden 

" (1 0 ), oultlpl!coaos ou ren¡l6n i por ol .. ralor <lO y el r~ouit!_ 

do lo '""'uos al rona16n j, obtond<e~o• uno nueva ~•triz ~"" 11>";!. 
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remos J!<•.il. 
SI .~ora efectuamos ol produrto l~(i,j)A, sr obtieno h 

E¡e .. plo IV. ' 

•oltipllqueM• ~~ prime. renglón por l y •u~e•o• al """''" r<n&l~o 

po>A obten<< lo ~.,,¡, 

··[ i :J 
••• otro hdo constder .. os 

'·. [ 
aul t i.pl te ond o "' prio« 

obtenemos 

o 
o 
o o 
o o 

rtn~l6n 

o 

• 
o 

Hectuondo ol producto 

>(',•) .¡: 
t ' ... ~ 

' 

o 

o 
o 

o 
o 

" 

o 
o 

' o 

0"' 

" o 

' o 

'" ... d. 

¡] 
' r ouoando o! cu•r<o ren&I6n 

¡j 
obtencmoo: 



•011105 ontonoos ~u<, 

Vdinic!én. 

·-····--·-- -~~' ----
¡(t.)) ¡k(i) 
m • m • 

d~"•nu!~s cone>pond!onte> o tos tronsfo,-.adone• o\ea~ntat .. 1, 

l. "1, r<>peotivamente. 

llovodo ._<abo pre~ultlpl!<on~o, la •atTi' Joda, por h UtTl< de 

llonul ~u• se obtioM efootuon~o en 1, lo mi>111o tr~nofor,.ad~n ele 

Ejeaplo IV. 10. 

Hallar la matd• P, ole orJon :1, tnl ~ue t<anoforme a la 

llotd• A en uno utrh ucalondo (e• docir, que el proJucto PA ••• 

una matriz e'colonada). 

So\udOn. 

En h siguionte uhlo oporo<e uno $0Cuencla ole tronsfOrlll!_ 

do.1es ele.entoloo que tran>!oru a lo utrlz A en uno .. utz e•co 

lonoJn, h> corresponJ!ontos mHrices e\ementoles y el re•ultodo

d~ <f<eWor eotu tronofor:.oclon~• oobre A. 

N .,. 
..... 

f:.~;;, ~~~~··nt•ll 1 

~ ~ ~ •\ , Trans10rmoco6n, 

Hu!Upll<H16n Ml rri-

>!ul1ipl!cacl6n MI r~n-

• 
o 

1 o .¡ 

[: : : l; [: .: :] 
1 o .¡ 

[
' " '] ' ¡ • 

gl6n1por·l)5U~Hal O O 1 ' 
renr.l6n l. -1 o ' 1 11 1 

Multiplicnci6n dd ren· 

t ~' ¡16n_l por ~ v •uur • 
ol r<ngl6n l 

Multlphcncl6n d~l r•n· j 
~Ión 3 por _ -~------· --~~ ¡ 1 [: •: 

¡__ 

:] 
o-~ • 

<O<olo· 

!-.1 ~"~o resultado que •• obtiene al aplicar l• <<euoncla 

de tronsforooctoneo. puode obtenoru pre•ultipllcondo por las reo· 

po<tiva> ~uricoo o\e•cnto!eo, 

UoctuanJo e>too producto• con lo >ecuencio que marco lo 

"tabla y dado que 1• ~ult!pllc•ci6n es aoociatlvo, pod••oo e•crlblr: 
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,, MatriL 
••calón 

La •o<dz P buscada, Hri el producto de lu cinco ••tri· 
• «> eluenul<s. 

Sin emhu¡ro, paro ohteMT la ~•tri< r no •• necesario •o! 

t!pli<or !u cinco unlcu oJ .. entole.; b.,tart con efcctuOf ¡a -

mtsma •ecuenc;a Uo trao.foruciones olemcnta!O, sobre la motriz ! · 

(referencia 1, po¡. 451), 

L"' oi~u!ent .. transformacione< sobre 1 conducen • la mo

trlt P {lu tunsfcr•adonoo son¡., de la tabla). 

¡ . :J·r" :J.r. : :]J: : :1 r: : :]·[: : : ]·· ~ o 1 o o • ~ o 1 lo ·• 1J ~-4 1 ffirtf Jh 
Para comprobar, eícctuomol el proUuito PA 

... [: : :] r; . :]. ¡: , :J 
ffi Tl4 ~ l; + o o o 1 

m"dce• cuoJradao de orden n cuyo ran~ro •• t....Oi.~n n, las cuol« 

pueden tronofononoe en lo ~otri< Idoneidad r
0

. 

" !iotas ~otricos oon equlvolentes a una ••tri< e.c•lm<-<•1" 

de la tonoo 
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c, ... •, •,,o., • '" l 
• • " • "".' . ' " 
• • • ., .. • "' .. 

( 1 O) 

• • • • 0 n • , n 

• " • • • 
mento• de la diagon•l prinelp•l) son !~uales a 1. L> dc·cir, 

.,, .. , .. ,, •... •• .. ·'· 
Meot<arcE•> aho<a ~U<, una .. ni< do este tipo, « puo<l< 

tr.,n.<lorm.r en uno ~-"rj¡: i<lenti<iaJ In medt•nlo uno sectoencio de · 

"anslorma<ionu el .. <ntales. 

ln ofooto. •J <l ~~~~~o renglón d~ lo Utr>< [ID) ln ~u.!. 

ttpl]c .. os por-a, 0 y lo su~o•o> a) primor Ten¡J6n, luego lo !ttultl· 

plic .. os por -a )" lo ouma~o• al se~undo 

"" 
h rn•ttiz. 

multi¡>licomo• por 

• 

" " 

... 
• 

• • 

... 
• 
" 

" • 

reng16n, etc., obt<nomos 

• • ' .n-, 
• ' • n. ' " 
• • ' ' n • ' 

' • • 

nulttrlioamos por -•,.n.,Y lo'"""""' al se~undo renglón. etc. o!:_ 

., 



' 

¡ n. 

rot d; 

'" "n ·• 

r· ' . ' • 1: 
[, • • 

fJ•·~plo 

• 
o 

o 

' 

" 

o 

o 

• 

"· 

• • 

• • 
• o 

o o 

o 

• 

usando , rano fo •••<> one. d~•••Ules, 

,.,,.,J6n 

[~ ' • o 

f] 
• 

o 

o • 
•·'"" <denti•la~: 

' ' o ' . ' • ' . ' • • • • • • • • • 
' • • ' o • ' o o o 

' ' ' • • • • • • • • • 
[<te pruoodl~tento ¡>ue~e ap!lcaroe ' 

oalonado arbitrario. 

. . . . . . . -

transforaore~o• " 

' • • o • o 

• • • • • • 
o • o o o • 
• • • • • • 
cualqulOT rn•trh •• 

sin embargo, os 1mportao>te notor 4"" una •otrU cuo.had• 

.le orden n, en fon,. ••calonada y cuyo ra~go oea Denor que n, no· 

una ootr\¡; de eHe tipo, tendrl •J .. pre rn su ~lt\100 «n&l6n 

~" olsM, una ~dtdr no <uoJtad' t.lrnpoco po•lrl tTon•for

~ar"· on una rnatr¡¡ JdontldaJ (v,, quo ~>ta ~• uno,,..,,¡, c•nclraúa). 

l!atriz lnvena, 

t:on lo que hornos viOlo"""" ahora, ;.•brrno• que Sl •o tlo 

ne una ••"" cuadrada A d~ orden n y ran¡;o n, es posible {udiante 

una ••Tie de tran.form•clon.- elementolo•J tronofo,.,.a<la prl•ero en 

uno ••tri¡ OO<'&lonada y lue~o en la''""'' !~entidad 10 . 

Taab!fn >< •16 antHior•ent~. que d electo <lo un• •uce

,i~n finna <lo tun•for~adon<• olcoontalc> •ohrc <ual~'""' motril 

A, ~u~de obHnn•• pro•ultlplican<lo A por una cier:a Rotri: P. Por 

to QOJe. el efecto de toda lo oocuoncla do tran•formacionc• Ut!/j¡aú., 

pato llevar h •atrh A • la matrh 10 , •• pue~• ob<onor puoult!pl). 

cando A por una ciert& .. uiz P . 

rodomo< entone<< enunciar el •igui<nte 

Si A •• uno .. u;. cuadrada do orden n y un¡:o n, e>iote 

una •Utriz P tol que 

No •• Jiffdl demourar{l) que dicho motri< P, cumplo ,..,. 

bHn con 

'" 
Puuto que la "'"'rlz 10 , oo el eleunto tdfnti<o pan la 

r.¡ e5tud!ua puede ob,ener uno M•o5tuc!en, • parti< de lo Je 
•o•tracldn dd teore•• 10-+·9 de lo r~forencla 1 {pU•· •~• y -:: 
H!). 
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• 

•ult>pl!Co~t6n en el conj~nto do los .. tTl«• cuodrades do ocden n, 

resulta ade<u•d• la sig"l<nte 

Oefin!c16n. 

o la .. uit P 1< ll&~~~oremoo motr11 ir->eUo de A. 

1>< r • ou im-«H la reprosentaruos con A-'. 

que la !nYe<.a A"'de una matriz A es Gni<• y ta~bifn que (rder<n

d• 1 pa¡¡. 444) el producto de deo .. tri«> no singulares <O una'"! 

tTI: no olnguhr. 

Dado que una matTiz cu•duda de orden n y rango ~onor que 

n no puede <;anoformaue on una ut<i: ldontida~. no .. üte n1ngu· 

no matriz P tal que 

A lu 

rn•hiceo qu< nn tlenen Inversa 1 .. llam•romoo ~•ttlces oin~ula«o. 

Con loo concepto> traudoo ha>to ohou. el e>tudlan<• de 

be poder duo,.nr el si~ul<nté 

[Teorema 

' 
l V. 4 . 

' e: ••n• R(A)". --______ _:_:_ 

E.tnrlo IV. 11 . 

_, 

' -' •• • ' 
' • 

Soltoet6n 

Vuo< • transfonnar A 

. ' ' • _, 
' 

, 
' • ' ·Y ' ' ' • ' ' • • ' • • ' • " ' • ' ' 

. ' ' • _, 
' • 

1--M- ' " '" ' • • -, 
' • 1 o • 1 1 • • • , _, 

, ·-~ • 4 --'{ 

. ' ' • 
• :·M ' ' • " 

, 
• • • , 

«~o• ""' h ..... ,, ~•<•!onod• 
co•1n, ,., 'onsocuendo R(A)•.I. 

(no o<>Hc A"'¡_ 

' • 
' ' • 
" ' 

en una motril cscal6n 

-' ' • . ' ' • 
• ' " • ' " ., -~ 

• 
• " " 

, , 
'" 

_,. • 
' • • • • n , ' _, 

' • . ' ' • 
• " ' • " ' -, ' 

-, 
' • " • . ' • • , 

• • • ' • • • ' ' 

t.on• tres ronslo~e• dllorento> ,, 
[ntonros, 



~-------- ¡ IV. S. 

L., inv.-;sa ~. ""·' motri' A no >ingulor '" puoJo obteno•l 

si >~li<a=o• ~ 1, la •lsma •~cu~ncia de t<an<fo .. a~tonr• el<••ntal 

le; ror rong!~n qu< •• uflli;or, p>ro """''~r•u h m'"'"~ on ~~ 
la ~otri> !, 1 

Sn~rMs que podo~o• t"nsfar~OT lo ••tri' A on 

:e uno ctHU •••~•neta M tronofocudoneo rl<m•n<ale>, 

me~l.1n-

e>i><O una s<euenda de ~><deo• oleMntaleo 1:,, <,, < ' . . . . ~. ' . . 
tot .. que 

' ' l< k. 1 
E E A • 1 

' ' 

r• E¡.E¡.., ... é,é, 

pcJemoo escTl~ir 

AP• 1 

E• 4eelr; P •• lo \nvrn• dr ~-

e~~· l es o\ \Jéntico para el producto 

P• PI 

lo CU.Il ""' lnd1<• que P se ohtiene a pHtir de 1, drnuondo en 

OTJen las tun•for•oclones elemental .. que cone;ponJen a E1, F,, 

r,., 1 Ek 

• h··•rlo tv. l.l. 

"' 
'""'"''~"'"la"!"""'" m"n' tlone inV<'r>,l y en ca

af!r .. ti'o halltotl •. 

Soluc10n: 

'pllc~r<mM ~1 rrcc.,o d<stdto en <1 tcore~o !V.S. La 

rn~ .. a co!uuo de lo "~utonte to~!o, de>cdbo lo •«uenna do . 

troto<fur~"'"""' elomootales ror rengl6n, ut!lloada para tron•fo!. 

m•trl'c' oOt•nl~os 'portir d• A <on lo apl!caclOn do <Ha> '""' 

Lo terete• colu~na, mu .. t<a lu tutnco• obton!dn 

Su~• do! prl .. t ronal6n 

gl6n d torcero 

!fultlpllcocl6n dd ter 

TV~/41 



' cer rontl~n por j 

trlz ucalonodo, 

• 

[: : :] [l ¡¡] 
utrh, por lo <an<o lo utrt• ~ tlone lnvcno. 

Contlnuon<Jo ol proc~oo: 

N'Ultip!lcoci~n del tercor 

renglen por -1 y 5W1or ol 

!egundo «ngl6n 

>lultipl(coci6n del te«or 

rongl~n por ·1 y ou~or 

Mult>pllcod6n do\ •e¡undo 

rer>Í¡l6n por l y ounr al 

pri11er TOngl6n 

[: 

[: 

[: 

' . , 

:] o 

• 

:] 
_, 

, 
• 
o j ., , ,, 

• 

¡fj -¡] ' -, 
' ' 

1 [j • • 
. :] ' • ., . , 

' ' ' ' • 

[~ 
• '] ' 

., 
' -~ _,. .. -, 
' ' 

Lo aatrl< que •• er,cuentra al final de lo oegundo colua· 

na, e• lo ~atril !dencldad, ~n consocuoncta, por el toorca.o !1'. \, 

Jo u<dz que •• encuentro o! hnol <le lo tercera coluua •• lo'" 

..eru do A, '"' '" qu.: 

" • ' ,... 
' 

., 
A. '• 

, • ' ,... ., 
. ' 

• • • ,... 
' ' 

IV4U43 

" • ' ' ' n- ' . ' ' " " '. ' •• • ' ' ., ,... ., ., O D •1 

' ' ' . ' n ' ' ' , , 
En oc.,Jones, en lug"' de ~acer una tabla co~o ¡,del 

ejeaplo ont<cior, oo t<ahja con un urogio que contiene o le Utrh 

•e obtengo la aotrh 1 en el ladO Izquierdo. 

U en d lado dorNhO O! A" 1 . 

'" .. 

Lo utrü que re.ul 

[ ' 

e 

,... ... .._, 



1 \'. ·l . 

- ---
Ddjnjd'n. 

~un ,\•{al)) y B•(b 1¡) dO$ ••«iceo MI •l•~o OTJ~n am. 

~" '"lldlin o suma ,\•B Jo dic~ao m.<tT1C<". O> '"'·' nH<••·• ~"rl' • 
C•{c¡jl de or~on ~·• tal quo 

'tj""¡J•b;j --- _______ __j 

Eo MC>r, \os d~•~li10S do lo~·"" C '"" \os '"~O> do 

Ejuplo 11'.' H. 

.. ¡: :]·· ¡: :] ,.¡: : :j .. ~ :] 
¡, ll 101 l~· 

b) Ohtenor C•D 

Solud6n ., 
A•B• O 4 l [; 'J [' ··¡ ¡··· 1 • o. 2 '. '] '.' ,., • 1 J 1 l - ,. 1 

El o<tudiante puede Jeao>ttH lao 5lguien«• prop1oda~e•. 

Sean A, 8 y C treo matrle<o del ~J·.~o urd"n (m>n), •• cu~ 

• 
' lo "'~• ., ""<i•tiva 

'1,· <:xu<o una ••tri< O•(<¡¡) (donde c 1j•O 1' 1, ¡) Je 

urdon "''"· " Jo qno llo~orno• ~atrl< nul•, tal que 

"-'trio o 1• quo llnorcno• >l~~trico de Av repre'<•n••re>~os con 

·<, tal que 

A• ( ·A}•( -A} •A•D 

{Ucll•enu •• pu~de <o•?rObor que !• •I•H•Ica de A•(•¡¡l •• 

·A•{·oij) 

Do h defln1d~n do >UlOO y lu prop\odad .. •nterioroo, 

vemoo que el con¡unto <le la• ma<r!co• Jel •hmo orden f~iun un -

li'"PO abollono_ 

Un caoo panicular, e' •l do las utrlcoo cuad<aJu de 

ordon n. r1 con¡unto '"' do ootu ~atricoo, con¡., 

n<O de su11a y pr~du«o, ro,.. un anillo con unid•d (no con•~Uti 

vo),y.quo, 

~A, B, C < (M) •• cu..ple slupre quo: 

' ) ' • ' '"' ' ' ' '"' 
" {A•F)•C• A+(B•C) 

{~B)C• A{~C} ,, 
' " ' (N} Ul '"' A•O• O•.\•A 

' ,,, '"' tnl que A lo"ln A•A 



' 

') 

') ., 
'f A • (M), ~·A< {)!) tal que A•(·A.l• -A•A •O 

' 

Lu prop!odode< 1 o 5, •• hn tratado yo pora el """ g<· 

nora! M .. trice• do orden un, Lo propled•d distributivo (6) lo 

~ulen de orden n . 

• 
Do la doflnlcl6n M ou .. 

D•C• (b¡¡'<;¡l 

Do la def!nld6n de producto 

" A{B•C)·J~l "ii(b¡j'clj) 

Cooo lo ~ultlpllc.d6n e• distributivo oobre la ,...._, n 

C r por ¡., propiedodeo de lo ou.u 

Do la deflnlcl6n do producto: A(B7,CJ • All•AC. 

L• ••gunda porte se d ..... ,,. en for~o onHoga, 

lo propirdod di>tributlvo del producto oobre lo '"-• de 

~•trices, tanto por la üquiorJo como por la dereoha, puedo gene

' ToJ!tBTSO (TOfofORC]O 3 pJ¡:. 26) de Jo 1\¡uienU {Q,..,ao 

) 

IV-46/47 

', 
puodon <<r ~foctu•da<. 

l>ef\nire~o' lo TOsta O •ust.acel6n de moldees, o porth 

lo CLJal e~u\vale si~plomonte o '"''"' do los elcmontos de A, los 

ccrro<po"dlente•.M B. ~esul<o cloro ••~On lo doflnlcl6n que. po

ro q<te do• ut~lce• onn conformables pon la '"'" deben •~rlo P! 

f¡o~plo IV. IS. 

Pou los utrices 

,. [" '] [' '] {' '] s 1 ~- ·! ·1 e 
0 ·1 J ., T ! 

•) Obtener A·B 

bl llhtoner A-C 

Solución 

., 
A·C nc puede efoctuarse. 

s.,,., A•(a,j) """ matd< do orden m>r, J u< r "" ""''''c.l 
F1 pro<luoto 0 por~. que roproSOntarooiO> ••diant~ "'· e> 



Ej~~plo IV. 1~. 

Sean a•.1i ~ A• [; :~j 
el p1oJucto aA •• la mo!rÍ< 

... ¡: 
" 

n ootucl;anto puede f~cil•ente do•ostur que o>ta opero· 

01~0 tiene !u •l~Uientoo proplodode,. 

S••n ~y B doo m•<ri<« d<l .,..u orden y a,e dos nUme· 

1.· (a•e)A•aA•M 

l.· n(A•B)•oA•oB 

Seo lo motriz A de orden m>n. ll•rna<emo• "tranopuc"a 

;•• y 1a repr .. enure•o• •edhnu A' a h utrlz de orden nu 

rongloneo '"" hs columna• de A y cuy» colu•no< oon loo -· 

do A. 

entonceo 

Se puode d .. onrar (refueneia ) pag. 31) que 

(AB)' • B' A' 

1 J•·•¡d" " "· 
Sonn 

,_ 
[: :] ' •• [: :] 

o~tonor (AIII' ' s' A' . 

~o!udGn 

[: :] [: :] [: '"] ... '" " 
¡: ' j (A~l' • 

'" • 

[: :] [; " :] [,; ' :] a' A' • • 
; '" 

Ecuadone• motrlci•lo>. 

Ej .. plo IV. U. 

Dad., las motrlceo 

•. r· ·l 
Lo .,J •. r: ·:] ·-[' _, '] ,.r• ·•] 

L~5 4 o -3 ·5 Lo 1 

obl•ner """' matd' x !ol que 

Ax•B'•C•Ox 

Solucl6n 

' 

" 

f.n u te cuo <enemos una ecuacl6n ~ntro utrices, donde 

la Incógnita 01 la •otrlr x. 

solverse emploudo los propiedodu d< !u operoclono• ~ue huos · 

definido, sl .. pre v cuondo lo ecuoci6n hayo sido phnteada cono~ 

IV·48/49 

' 



t&ll&nte. 

Faro o! caso que not ocupa, • Ubc oc• tal que 

·Da • (oh· 5' ) • -Dx • [C •Dx) 

-Dx+(Ax-17¡ •·Dx+(Dx+C) 

·Dx•A•·B' • (-Ox•Dx)•C 

-Dx+U-1'• O•C 

( -D> •M· B' ) •8' •C•B' 

-D<+h•(-~' •B' )•C•R' 

·Dx•A.•O•C•B' 

1 
'lo sumo os couuta<lva. 
1 
·La s1111a u asociativa. 

·Ox u el invcno pua la 1uma de 

" 
,Lo ••nlz nulo 

lu h 1uma. 

u el id!ntlco pa· 

1su~ando on IUo.hO> a!c.-~>ros B' 

1.a •••• oo uoc\a<lva. 

I.B' •• el tnveroo pora h suma de 

1.· . 
' 'Lo ~atrlz nula eo el ld~ntlco pa· 

' 
o .ultipllcad6n •• Hstrlbutiva 

••be• h '"""· 

{·D•A).'((·D•A)x}•(-D•A)"'(C•B' Suponiendo q"• <>lote (-D•A)'' P'!. 

f:

u!Upilcoao. aJOboo olcabroo por 

lcha matrJ, 

D•A)" 1(C•I' or asoclattv!dad del pr<l<luc1o. 

1 ,x• ( ·D•A}.' (C•B'l ... 
conmutalludad de la ou~o 

!V-50¡51 

!~orla def!n!ci6n do"'"'"' lnver-
1 

,, (~-D)"' (C•B') 

~o que hooo• hecho •• Jc.pcj&r h ln<6~nita x de la ecua· 

Puoden 

oolttr>e .,,., just!fie•t\one• y •IEunoo pa>O> que se <OonoldH<n •• 

ohvlo•, con el ohjeto de hacor •a< coTtO el pTOC.,O. 

stn embaq¡o. •l e"u4iant" 4cb" tener cuidado al de•P•'i>T 

una 1 nc~~nlu de una •cuoc.6n •atriclal, ya que e<ist•n diferencia> 

onue las propJedad<o Jo I•• operaclon .. con ~o< roces Y con .. ~~""' 

Te&lo>. 

• 16n' 

[' ·' ,-J ·[' ' ·•]-[' ' ''] 
G .J -> ·1 1 • L 1 •1 1 

A·D• [' ··¡ [' ·•] ·[' ''] o -1 a 1 o ·1 

Voomu< si efoctil'arnontc oxute (A-DJ"' 

r: :]- [ : • • H 
, '. 1 

;] [: 
• ' 

:J . ' . ' ' ' ,. - ., 
' -

' • ,, • • • ' . • ., 
' 

(A-n¡·' • [! ;] ' [ ·: :] ' 
••• lo que. la inc~¡nlu x rueJo ob«O<""" co~o; 

" D}- ' (C•b'j ' [: :] [ : : l •• ' . ' 
' [ : ., :] • 
' ' 

' 



,. [: : :J 
~· ~rlndpal clifenn<l• entn ¡., utr!<o• y loo nG•eTOO 

rc.des es que•, rnienU" que po~OIOOS surn.r o multiplicar ,loo n~me-· 

ro> cuotc.qulora, no slnpr• podo•os ~oceTlo con ¡., maulce•. Su 

ponlenJo que pued.,, e!«tour.e \ .. opor.clon« Indicada., onli>,.· 

mo.< a continuoc!6n lH princlpa!O> dlfotonda< entre luo p1opied•· 

Je• de la> operaclonoo con nbt'roo y con utricu: 

1) ta ~ultipllcac16n de nn~eroo ,., con~utatl~a; la multlpli<aci6n 

de utrl<e> no lo ••· 

<>en ¡:er.oul faho (como con•ecucncl& do 1). 

rrocto •• (A•I) 1•A 1 •AB•BA•B'. 

U Jesanollo en· 

O) CI producto Je dos nflaeros dlfcrento> Je cero nene• •• uro, 

pero o1 producto de dos .atdces ólfcrontes de lo utTiz nula •· 

'"' •J•~plo, 
,, 

•• [: :] ' ··[' '] . ' ' 
" ti<•ne que AB•O 

4) lo ley concebtiu puo el produc<o H vedfl<o en loo nG,.eroo, 

pero no en lo> ~atriceo. 

EHo e•, >1 O, b < R y olo 

(ab • ac) =;.. (b•cJ 

poro en la• ~otrice> 

.'l 

"' ..... 

' 

(AB • AC) 

• 
AS • AO p•ro BIO, por lo ~ut· no podomo• c•ncelOT A. 

Añ~es dt• P••ac a h ••cci6n siguiente, H convenlento ocia 

ur que aunque-he••• deHnido utriz co•o un orre~lo de n<meros 

(rede• o complejo<), el concepto de .. tri< pueM ~eneuluano co· 

•• ""un arre~lo de nO~ero•. funcione• u operodores". 

to caplt"lo .y en curso• posteuoru se ver! lo utilldod de dicha -



rv. 1 • SOLUCJON PE SJSTE.'US 01. ECU~CIONf.S. 

Coao vi..,< oJ ini<>o Je h $eCC<Óh t•·. ~. podno> <e¡•T~· 

Hn(or el olot<~• 

lD•, •1Mx1 •40x, ·•Do} . 
. . . ¡ •r 

o.,• •,· •,· o 
mediante lo 0 rp1eoi6n • .,,,¡,¡ 

fi. • li 

~ elta ecuad6n •><ricial. donde i" •• la a.&Ui1 inc~,n.!. 

u o inde~or•inoda, •• le cono« <ooo '"foru ••tri<id do! ol,H· 

u de ecu,don., (o) 

Lo aotri< 

,, "J. . ' •· 
recibo el no"he de "'•anl: de coeficiente• del sioteu'", ~, lo< 

... tdco< 

•• 

'" leo llorn• •"vector do lr.c6gnit"" )" ""•«lor Je th~ino< indo¡•<~ 

dientu•• re. ro< ti n<~en ro . 

En gn«a), lo for~• ~Utlc:•l Jel ol<tom• 

.,,.,.,,., .. 

• • ' ' " 

• " • •• 

... 
• .. 
• •• 

o\ vc<tor Jo lnc6gnltu e< lA mat<11 de nxl; 

- [ ::¡ ... 
• " 

y el Y<rtor Je términos or.dq,.nJlcntes •• la matr!Z d< ••1: 

ro chro ~"" r.·<olv"T la ecuación •~troc>al AX•Ii •• 

o.¡uh·alen<o, roso1\·or el shT<~>, ror lo ~uo una sotun6n d< ~i<ho 

(<, < C) 

lo1\ qLL< 

Vo1inir<-M> ""' ~.,,¡, m~s P"'"" <1 >i>trmo. • lo •¡u• lla

uro•o• '"•otrü .. ,.liarla"" d<l """••· l• <Ual juo~• un r•r<l i•po.!. 



¡senroreoo> con (A, !>), •• la &Hrit de ord<·n ~•(n•l) qUe resulto ~o 

¡•u~•·ntH, • l• ~"'" d< coefid<nru, el "'"'"' Je "'"'""' inJe· 

i"'" lloittc::_ ______ :CCCC"C::'c:C: 
fnto~o~o. la ~>!ti< amplhJ• MI ""cm>~" 

•, • '" b' 

•' n b' 

(~,5)• 

••• 
Sl•t•••• lncoapatlbleo. 

Si anollta~o• el •i•<••• 

Jgu'l • 6 y - 5 • " Y<Z. [J ,;, .... , en ton«> inco~potibl<, 

1'••~0. ••• '"""" '"" "' ranBOS Jo lH m•trlceo 

[ : ·:J <•.nt ' :] •• ' • ' . ' 
Al <fectL>a< •oluonte tun•formacione• por ron216n, <> • 

poolble deterolnor a lo nt lo> '""'"'Jo \u ootri<u ~y (~.S) 

op••r•n<lo >Obre la'"""'' ••pliado, lo cual contiene a 1• m•trit A. 

Tronofo•maroooo enton<eo en una utrb e•c•Hn el,¡ .. 

¡¡ulente ure¡\o, 

' rr-8 ¡; '] [; :l 1 • 1 : 1 ' ' . ' ' • 
----'- 1 : .; ' " : • 11 o ' (A,fil 

• 

R(~,OJ·l 

<'O ~OClt R(A)' RtA, fi), que oo •ma "'"Olor[<t!ca de todo> lo• 

•1•••~•> inco~potible•. 

noo ''·"Y 1a. no admiren 'olucinn <imultlnoo . 

[: ' _, .:] 
o o - 1 

reprosenu el >iguiente •i>temo equival<n<e 

.,.,, •••• 6 

O•,••,·h,• -~ 

Ox,•Dx 1•D>,•I 

dondo vomo• que no oxhten valoro• para x,. x1 , x 1 quc •••;•r•r~an 

la lo. ecuación. 

ne ooluci6n y <n consoe>Joncio el si•au or!pnal ,.,.poco, 

~onvlene hacer la •lllulent< oboervoci6n. e El <>n¡O de la •atrh &llplioda de UB S lote•& de ecuoclo 

e
•• linealoo, •• l¡¡ual al ronjo d< la utrl' do coeficiente• o •• 

oren uno unidad, por lo que: 

R(A) ! ~(A. S) 

1\1 !16/57 



En ~r.~to, '"" un u>tou d• m ecuocionoo '"" n inc~~n1-

"' .,., .. ., .. · ..... } '" " , 
a X •• x • •• • •b " ' ... 1 n n ' • ( T 1) 
. . . . . . . . . . . . ........... · ,··· •a x •b 

~" . 
cuyo .. tri< de coeflclent .. es: 

["" 
... . .. 

•• · .. . .. . .. . . (\ l) 

~· . . .. ... .. 
' curo ••Hit .. pliodo u: 

¡· • • u '"' ... '" 
(A,O)• ~~: ... . .. 

... • •• "' 
'" .. un¡o de lo ~atdt do coof!cl•nto. R(A)•r. Uec-

tu ando '" , .. " ... .~o ... <ronoforucionu que .. •frctúan rora 

ii<'>H " m•trit • • '" for•-• eocolor.ad•, oMondre~o• " matriz: 

.... :,. .. { 
... . .. e' ''' ' ... • ' • . .. ... ' >'PI ... • . ' 

• • ... ' r 'r •' '•• '· • " " " • e,., 

• " • " 
,, ... " 

,, 
" 

continuando con o! pro<eoo, ha>a tr•nsfNu> esta •~tTil en una •• 

trit coc&lon•d• oOtendroRO>o 

IV-511¡59 

... ... ' ' 'r • ' '•• • ' • ... ' " 
e,.,., ... '· 

" • ... e, 'r• ' ... '· .(10 

• • • • • • 
• • • • " • 
" " • " • " r J •• " )·> r para algún •• .. 

don M e 
1 

•O 
" j<k 

" 
hhten entone., o~lo dos poolbilidaMoo 

•• " c•O, R(•' Ol•t•R(A) 

"' " riO , podr"'o' dtvjdu " "' hl•o renglón ••• ... . ' o~tcnlendo: ... ... ' ' ' r •' . .. • ' 
o ... • .. ~ .. ,., ... • ' 
• • ... e,.,., •.,, • (1,) 

' 
" " " " " " • " o • " 
" • • " " " 

R(A,Ii") • r•l ~(.\)•1 

f.nton<H R(A) < R(~, 6") . 

Por <anto, huos demo•trado que R(A) • R(A, 6"), 

r,,.;;,;.;.;,;,;--,,;,;."-,,;.---

SI en un •luena Jo <euodonrs linealeo 

R(A) < R(A,J;") 

entonoo, ~1 sis<e~., ,., inco~rat<bk. 

- --- -----~-~---



~1 H(A).< R(,, E>), la utfl' ,.,~¡,,,J,, ol<·l •i•teU (11) 

pueJe lransfor~"'~ en la ,.,tri< (15), 

himo ron~l6n roprosenta lo ocuad6n 

'
'unto~. \'al~n•, ' . ... , 'n• por Jo ~ue <1 '"'""• •• inco•pa-

tihll', 

Juci~n 

Ejemplo IV. 19, 

1•,-l•,·h,• 1 

6x •9< •lh • 
' ' ' 

Tr.ndor•no< lo rnatd< Jo coeficientH <n uno ~urb ••· 

colonoJo 

lanado 

[: : .:] [: ' ' 
R(A)•l 

Tron• f o rrnomo> ahou la 

[: ' ' :] [ • 
' " 

. [: ' ' :] ' ' '"' " " "' ... 

': l [: : :] 
m•tTb upllado en uno ••<>h ""'! 

' ' :] [: 
' ' :] ' ' ' ' • • " " " 

R(A,IiJ• 1 

-' 

O~<~rvos• '!''< >e hubu·ro llog;Jo ,, la mi•m• conclusi~n 

de hoher tr•bojado Jirocta~cnte '"" la motriz •mplioJa. 

,,¡,,,.~•• comrattbles Jetcrm>n>Jo,, 

Anollce•c• prlm<r31D<nto ó'l u•o portlculor de los oiote-

••• den ecuaciones con n lnc6~nlt~•. 

coeflcl<nte• OS do ron~o n. 

en loo oual<o la a•tri: do -

Un oiotema de n ecuaclono• ton n !nc6gnilao tiene J• for 

•• 

••• •.·b, 

. . " 
" 

En ·~" caoo, lo utrl: ~· coeflchnt .. u lo aottl: cu•-

... • '" 
• • •• " '" 

•,, ••• 
y •1 •dnh R(A)•n, por el teorou IV, 4 <>IHo '" lnven• A·' 

>l •hte .. puede ••ctlbiToe c011o 

Ai'•O 

Pro~ultipltcando 0111boo •lembroo por A'' 

IV-(.0¡61 

• 



A"'[Ai")• A"'li 

(A"',o.)'i"· A''O 

r•· "·•¡; 
•· A"'1í 

~ntonceo Ai"·O ' 1• ~.,,-puedo ou n columna X obt~nldo que •><i•foc" '" 
con •6lo { • o· 

Puo>to '"' ~ eetuor el cuaci6n •l prod· proJucto A''' 

pod•~•• ~cto A"'D d o< · 
Un,., ... d - •• •oluci6n '· 

F 
eonc)uo e quo • no uno fini 

que ¡ 0 
" Huoolon .. '' - _ ~ 

0 
.. trh de n•ole -• • 

' m••" oooHdoouo '""' . ' ' '""" ,;,¡¡.,·,.,, . 
puede obtonecoe oapU1ble d_o , Y '" soluc!6n nn¡o n, ., e 

••A ·'O corno: 

IV. lO. 

~ .. olve< el >lguicnte 

Solu<i~n 

lx,-s•zx,·-x • 
1z ••• ' ,• 11• ., 
-x,• '•' l 

Ord•nondo ol ., ..... 

que en fono 

.. r: ' donJe: . ' 
L' . ' 

1V-62j63 

x,•h,•h,•5 

~- -' •,•4>,•11 

,, 
' 

:] ·["] ,. • 1 

•• 

ocu.ci"""' 

' . 

·- '[':] 

---- _1 

•• donde 

10"'' olol 

Continuando con 0 ¡ proco•o 

~ 
' . ' o 

' o] o • • ' ' ' ' ' ' -o ' : ' ' ' ' - ' 

' 
o 

o o 

rntonco.< 

• ' " • 
' ' ~ 

• • ' .! • ' 
• . . } 

• ' . ' 
' ' ' ' ' ' . ' 

• 
: ·l 

o 

:]· [: : 
o 

' o :J 
l : 1 

' ' ' ; : ; 
' ' ' '' ' 

• 

• 

o 

;] ' ., 
' ., 

existe ••• 

o l - 11 

' ~ 
o ' 1 ' 

' ' ' . ' ' ., 
·• " 

• 
•• 

o o 

o 

o 

••• 
• 
' . ' ·.!..!,. .. , 

' • ·+ 
, 

' ' ' ' ' ' ' ' • . ' • ' 

'" ccnoceuencia, " ooluci6n .. .... ·•¡; 

.,¡:1.[:] 
·U J z 

pu• ol < . ' 
C', 



• 
' ' ; 

' ' ' " . ' (A,b) 

[: 
' ; 

-' 
" . ' 

R(A)•J 

K(A,!>)•J 

·:H 
J • 

e• decir R(AJ~R{A,O) 

' ; 

:J [: 
' ; l _, .- ' - ' 

-' . ; . ' 

[: 
' ; 

:J . ' 
" 

Ad~~h. R(A)•R{A,Ii)•n, ~ue «una nracterhlica ~e loo 

•hternH CoopoHblO> dctenninodos. 

Icore~• !V. 7. 

Si en un olU••• de • ecuocione• Lineo! .. con n inc~¡nl· ... 
R(A)•R(A,Ii)•n 

SI R(A)•R(A, D)•n, ]a ~••<~• ••plloda del ol,.eu (11) 

ruc.Je tranoforu"e u lo motd< ... '' . • ' • " ... • ' 
ren,lo•·•• 

" " •. 
" " " " -

"' " " " " "' 
. . 

.... 

...... 
' " ' 

' .. • • 
yo que '"' ecuaciones reprcoenudoo por los ren1.10nes n•l, ... , 11 

son todO< M la (oraa 

oo,•Dx,• ••. • Ox 0·D 

y o• Hliofae<n pon cuolquler conjunto <le valoT<o x,, x,, •.. , 'n· 

El ohtou equh'olente tlue n ecuaciones con n \nc6Jni· 

too, y el nnso de su·~"!: d< cooflclonto> es toobtln n, por ¡ 0 

que'" compatible dctor•lnado. 

Soluc!3n 

• 

Ejnplo IV. !1. 

Reoo\ver el s\ltua 

. '-.. ' . •• •1 

' _, • 

Colculuoo 

[ 
' 

:] 
'' ' 

-' ' • 
' 

' ' 

[: 
'' 

~] 
,. 

' 
' ' • 

' . "J: 

... un¡o< 

[: 
' ':] ' 

-' 

[: 
' 

~] ' 
" 

do A r (A,S) 

[: 

'' 

:] 
': 
' ' • "!: 
; . 

"!: 



•uos que l(A)•R(A,I>)•n•l, por Jo que el oi>te .. u CO*J'atlbl~ de 

tnRinado, 

~ .. oh'iendo ~~ oi>teu equtvolute 

obteneao• la •olucl6n 

" .,. -s: . ,. ~ 
Slote~•• co~r•tible• Jn~eter•lnodo•. 

Vohuoo nuev•aente ol Stsoe.a 

. (.) 
.,. •,· 

para el que, ., inicio '"' capitulo, dtmo• "' •oluctone• ., ·,-~. 
. _, • • 

' 
., •,·ll, •• •1 • 

Veuos ahou cu•IU 

pliodo 

[': "" '" 
. ' 

R(A)•R(A,Ii)•l 

IV-66¡67 

'• 
_, 

• ' • 1 

'" lo, nn¡;oo 

[; 

'• " 

' . ' 
. ' 

(A,~) 

' 1 ·l D 

~e la ·~~und• .cuod6n 

" . . . 
y, oust Huyendo ~n la P"~H• "cuaci6n ". ' 
can lo ~uc• ""'"'' ol•toniolo lo solucl6n u) . 

• 

Si ~n d ,;.,na oqul\·alonto ha;;e~o• ahou x,•l, obten<· 

~•• lo oolucl6n b). 

bn <•ncrol, h•denolo x,•k (un• const.Lntc ubllr"'lo) en 

el '"'U• oquivol<n<<, obt<neao> 

> •S> •11.•10 
• • 

' . l• o • 
re 1> ,.,uoJa ecuad~n 

,. . • 
y, svstituyondo en'" prim<''•' 

<,•>l•:l•lO ='> •,•10·7k 

cen lO ~ue pQdo,.o• dejar lo •oluo,6n en funciOn de "• como 

'''""} ' .. • 
' . . • 

( j 'l 

h 1" <>1'"'''6n (16) le lloma"·m·» >OlliCI~n ~cnor.d Jel-

>l>tema (4). ra <]U<, p•r• cu•lquler •aloe de lo, lo• valore• de '>• 

'•· x, d>Jo• J•Ot dicho ~•preol~n cotl<tituren uno •oluci6n d<l .,,. 



ole enconuOT el n~~•ro (•,, •,, •,J de ohjotos ~ •• ~\reTento• <ipo. 

(1, a, C) que S<' pUeden fabrloOT, por lo''"" b '"lud6n ""~ res· 

tr¡ng¡da o valores entero• no r.e~.nlvus (O, 1, l ••. ) ole dicha> in 

~nton~e•, Jo (I•J, e o Ucll ob••rur que k puedo '""'"' 

rtnlcow_on<o los valore• V, 1 y¡ (l< !J h.JrfO •, nooootj\·o). 

roneMo por tanto un S!ste101a lndetennln,,do con tro• oolu 

1 • l) . 

1nc6gnit., •,. "• y •, pueden tomar cualquh>r volor, tendr~~o• un 

>!.te~• lndet«nlnado con"" nll>-orQ inllnlto de >OiuciOn<> (Un• P!_ 

ra caó• valor real do k). 

(omiderondo r.ueva~onto lo; ran~os de A r (A, 1i'l v o! nfi 

•ero d< lncógnit., n, ve~o• que, pa'a ol s>>teu Jo) e¡ .. plo ante· 

dnr 

"". ' 
l
r.-;.;.;.;.;.;.--;,;,c.--,. 

SI on un ol,.en de • ~<uadoneo llnoaleo coo n lnt~g~ltas 

R(A)•R(A, IS)or . '" 
el sütuo E'""••• 

ne•ostra,·l~n 

S1 R(A)•R(A, ll)•r y r < n 

_;:, Loo prlmotoo r ren¡:lonu M dicha ~attl< snn taloo que su 

"" .... 

-' 
P""'' de•;·nto ~i<tln:o do- cerO P< i¡ua) o uno 1 el n6••ro .le ce· 

ro> •ntoTLUt<i • dicho C'i<·~··nto ''"""""de ron~l~n • rcJ>~I~n. 

S¡ lln••omo< '•• z,, ... ,'raId< lnc6¡¡nlta> tll)O> coefl 

ciento• oon lO< o!UentO> •endonados, poM.o• ordenor rl ;F.<eu 

oquiv.lrnte en la forma 

' ' • =d ., ' • ' ' -.. zr"r ' ,,,.,-,., .... '" n 

'r •d, -r,, r•, 'r•• · · · · ·r m'n 
Si ••!¡¡nomos ;·aFore• arbitrarios a¡., inc6gnluo z,,,. 

•,,, .... , 'n tr.,Jadad" a loo segundoo miembro>, el ,l.,rma ••

CoOipotlble det<ntnodo en lu inc6snltu z,, <, ..... :,. 

Ahora bJon, m•o o 'r•¡' 'r·,•· .,z0 podomoo o•l¡¡norlo> 

un n~•oro in{;ntto do valor .. arbltrorlos,'ol olnema adnh do 

<rr co•pottble •• lnde<ertl\nodo. 

EJe•plo IV. ll 

Resolver el <lgulente slotuo de ocuoclone.: 

x,•• 1 •x,·lx,-x 1• 1 

C•lc"h~o< primoro lO< ron¡¡os de A y (A, 0) 

[i :.:J-[: 
• 8 : o o 

' ' . ' 
' 

' 
"" o • ' ' . ,. '] ' ' ' 

·1 · .. 1 



:.:¡ ¡: 
o :a o 

_, 
-' ' ' '] ' ' . ' -, ·¡- ,. 

• 
o o : o 

' o 

o o o o o 

Co•o R(A)•R(A, O)•l•r el oioteu •• coapnible. 

C010.0 r < n, (l <S), •1 oioteu '-' lndotHlhinado. 

Tenuos ohor• ol s!steu e~uivalento 

., ·~ ••••. h, -· •• 
, , ' 

·····~······¡ 
Loo dos lnoO¡¡nitos quo dejomoo en el üotcu oquh·olente 

• 

oon •, r >
0

, yo que sus coeficientes ooo los_p<laeroo <lnontoo :!" 
tinto< de cero en !u .on¡¡lones de lo Oltlu utri<, fn consecue~>_ 

eia, u .. lodamoo IU tr<S incOgnitU restontes a los se¡.undo< a!e~

bro> do ¡., eouodones. 

~ügnando o x,, x,, •, loo voloreo •,·~, •• ,·~, y •,·~, to 

neaoo el siste .. 

..... 

IV·70j11 

' x1·:r n-n,•l,-n,¡ 

., -~' 
•,·} (·I•H 1 •7k1 ) .. -~. 

•• •1 • •• •1 • <,·o 

1 

ohteno~os )A <oluei6n particular. 

, ' • '·r· '·. .,.o 
Otro oolud6n puticular oerlo 

' ' ,, ••. •,·o, •,• -4 , x,·o. •,·o 
quo se obtuvo pon lo• valores 

k,•k,•k,•O 

• 

1-o> re>uiudos o~tenid~• en esto oeccl~n,pueden '""~!roe 

en el •liulo"te ~uadro 

{ Determin•do• 

¡ '"~r•ti~le• '"" R(A)·~{A,Il)•r 1 ndo te '"in• do• 
Sute .. , de ecu!_ "" clones !!neoles 

~·- o 1 noo~rot i ¡, 1 <> 
R{A)<R(~,I>) 

Lu condiciono• qu~ •paree<n en el cuadro,f\oeTon enun,_ia· 

dos en lo• toorrus JV. 6, IV. 1 ~ IV. S co•o condlclon~• suhcien-

, .. _ .~o eo dificil probo. que dicho> corodidon•• oon tambi~n n•<!:. 

... ~a •. 
Ue los ejemploo utlli,.do• en el desarrollo de"'" ••«o6n. 

se , .• que un prou•o con•enlente pau obtener <olucloneo M ,;.,, .. , 

de eeuaciane• linooiles., el •i~uicnte: 

' ' 
" 
" 

" 

S< ohtionon Jo; ran¡;o• de 

con La •·""' amrliodo. 

se cl.,if!co <1 .,,. ... en baoe d cuodro antedoo. 

···~·"· ' 



• 

ocu.du""'• M t.oj forma~"''"' obtoog,¡ "" ,;>tc·m.o "'"'l'·'''"lo 

" L trt: tnYer .. , SHHituoi6n, etc.) ____ __j -·-----· ------

E_ie~p!o IV. !l. 

el siguiente 

·lx, •• , . ,, '. 1 ~ •• •lh, •4•,. _, 

' ., •1•,•4x,. h,- ••• 

-:x, •b, •h,•5x, •ll•, q,, .. J 

•10x 1 •lilx,- ZS. 1 - 5x, •lil 

•, .• ,. b, ·•, -6•, •• , •2 

olot~n¡o~o• ioo un"co: 

' 
-' 
' 
' 

o 

' -' 
o 
. ' 
o 

o ' 
o ' 
o - ' 
o o 
o • ' 

' 
' 
' _, 

" •• 

' 
' 
' _, 
• _, 

_, 
' 
' ' " . ' 

' 
' " -· o 

-· 

" _, 

" _, _, 
_, 

' 
- ' 
' 
' -· 

-S • 1 

' o 

' ' -' ' o o 

-' ' 

_, 
' -· " 
" 
' 

_, 

' 
' ' 

o 

' _, 
• 
-' 

' ' • 4 - 1 n 

' ' 
-' ' 
10 10 

·l - 1 

¡ o ¡ 4 

-t a • ~ 

o ¡ ! ll 
• 9 o .¡ -! ·9 

o o -1 -4 -5 

a o o o o 

-' 
" " _, _, 
_, 
_, 
' 
' _, 

- ' 
o 

-' 
' 
' 
' _, 

' o 

' 
' 
' o 

' -· _, 
" " 
' 
' 
' 
• 
o 
o 

• 

• 

• 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

" 

" o 
o 

" 
o 

• 
o 

• 

" " o 
o 

, 
' o 
o 

• 

" 
' 
• 

' 
' ' • • 

_, 

' 
·• 
' 
' 

-' 
o :. 1 

t' J 
' ' ' ' 

¡ :. 1 

o • 

- 1 1 ¡ 
~ ,_ 1 

' ' ' ' o ,_ ¡ 

" 
• 
o 
o 

' 

' 
' • 
o 
o 
o 

' • 
o 
o 

' 

' 
' -' 

., 
o 

-' ' 
o -' 
' ' ' o •• ¡ 
o _, 
o o 

O O O D 
• • " " O ~ D 

Do esto ••"'' po<leaoo obsorvar que 

R(A)·~(A,!i)•< 

y n•O (nnaOTo ~r \nc6¡nltas), por lo que 

o1 >htua en cu<.,16n e> coapatlble tndeu.-.inodo, 

., 
fl "stema equivalente quo «presento lo Oltl~• aotdz e>: 

ozx,•h,·>•,-•,•1 

x 1 •u,•6x,•lx 1 •·1 

• 1 • - ¡ 

Como •e Jijo antoTior=entr, debemo, do•p•jOT n-r•1 ínc<l¡ 

nitas, dojondo d•l lado Í<quierdo oqu<lla• cuyo <ooflci<nto •• o) 

pri••r uno do c•d• ron,l6n do la Utriz oscolonodo ¡,,, x,. x., x,): 

'• +OX -!x •l·lX •X . . ' . 
• •6> •h •-1-h . . . ' 

•. •.· J-l>, 

N •,•--2 

"' ..... 
1Y-72f7l 



Oando nlorn orbl trarios • ~. y '•: ... ~. 
•• •k' 

o~tene~:~o• ol si<tema 

., 

donde 

•• 
y podemos 

.... -~ •. -:-n,·•, 
x1•6>,•h 1•·1-U, 

x,- x 1•l-H, 

X o •, ¡ 

Eote oi>teu. •• do la fon,. 

[¡ 
, • 

:] n ' • - .. , 
- ' .. : ... , • ' .. 

¡··><,•>1 . ..... •· l- ¡; ' 

: 2 •• ' 

rosolverlo utlll,.ndo la l!'otd> lnver,. de A, 

>•A' 11i 

Co•o .. Uci 1 vulfloar: 

. '· [i ¡ : ~] 
Por tanto 

IV-74{75 

[J ¡¡ , , 

-. 
-· 
' , 

'] [ ·-·•.-•,] -3 •1·"', 

1 l-Z>, 
1 • ! 

como 

[J [ 
l·ll·,·•,·•(l-lk,J-1] 

-1-n, -b(~-n. 1 -8( -21 

>-n, -1 _, 

[l[ 
[ntonceo, la .. tucl~o ~enctal del >i<te .. original H: 

x,•-!2-a,•n, 
•,•·l·",''n, 
x,•k 1 

•,•J·lk, 
•.·-l 
• ' •lc 1 

E¡emplo )V, :• . 

l>•ly•6 

h•1r•6•·C 

• 

;.Quf nlor~' puede tomor e poro ~uo ¡, >olu<i6n .Jd ol<rcrn' O<" droi 

cal Dand" a~ uno de ooo> valores reouHva>e el <lUna. 

Soluci6n. 

$ ~ue hagan R(.\)•n(A,I>)•n 

RrJudendo h maui> a~plioda a'" fo,-.a o·•calonado: 



' 

' 

. .,. 
" . ' . ' J :. 1 o J ' 10 '<o ' 

" . ' , :. 1 ~ " " ' o ¡¡ ¡] [j .... 
' ' ·O 

: '] 
.s••l:-w 

[j "] 
.·,.o:.•n 

¡¡ '] [,: ' '] • 

' " J dO 

' ' ' ' ' • ~ : o 
o 4q ' o ' ' ' -

Ue la ~ltima matri• ''cmo< ~"" 

Si ~·11•0, R(~)·~{.',D)•l {co~potlbl~ inJ~tcrainoJo) 

Si ••610, R(')'R(A,6"i•3 (co~r-lttblc J<•tc""'"·'"~) 

por t.onto, o! •lotCIOJ tlcn<· •olud6n Úl'i<a 'f g., R,., 1 -4. 

51 B;.,, Jc la ~!tima •otri: '" ticr.~ el •i"c•a o·~uu•lcn« 

>.•y•:•6 

yol:•IO 

tUYO OO]uci~n U 

S><t<~u h~~o¡¡~ 

A loo sht~.,, J~ ~<uonOMS Uncalo. do l.t fono• . ., ., . ,,, ' •, • • ' '" " 
• • •• • • • • • ' " ' " • ' . 
• • .. • ... • • •• ' . , 

' •• ' • • 
" ... lldma o lote••• homog~nco•-

la representación ~atridal Je un sistemo ho~c~cr.co ,., 

Ai"•O (donde O U la utTi! nula de orJon ad] 

fstoo olotemas oon oJ .. pre co•potlbl<-< r"<•to ~uo .<J~Ito·n 

].1 '"lución 

~on Jc uno •"tri t. 

·'' R(,\J•n, el .,.,oma '"'" "Jmotc '" '"IUC16n trhhl yo 

que la •oluci6n Jr lo ocu•ri6P. 

Ai:•O 

~i R(A)< n, <'! >i>to~a r> indoto;min•do ~ od~ite otro>· 

,o!tocione> odu .. h de 1~ tr!l-iol, loo cuoJe> puoJon ob:en•"• •edio'l 

u <uolqulero Je lo• procodl•iento• v!>to> antn\Or•ent<. 

lV·76/TI 



' 

IV. ~. OE"Hit•HNA.'<TES. 

• • •• • •b } 
' ' ' " ' ' 

A,x,•o,x,•b 1 • 

,. [: ' 
" 

. "] ., 

.. _¡¡;¡ 

P••• ~!i•ino< •, po< '"''''''!~n ~ltipl1qu••o• lo P<i•~ 

ra ocu•c!ón po< •., y lo !<¡~unJa PO<>,.. COO lo que <Hulto e)·

<l>tema oqu!.,lentc. 

" •,•,·•,•,1 D 
b,.,, .• ,,b, ., . . ,,•,-• .. •, - ( 1! 1 

rn forma ,;mil,,. podemos ~~te-nor 

., . •,,n,-~>,a,, -',,•,-•,,•, . ( , 9) 

<u<lltuy~oJo en l>O .CUlCioor• (1;¡, lo< >>loro< de x ) 
' 

'• JaU>< por la< e<p<c<lono• (l'l r (19!, I•Ot•Jo <"OU<plohor«· fOCJ!· 

~""'" qu,• ,,. ""'• Jo una ooluet•1r. 

Cl comfin donMlnaolur ,o,. 1;, •·xprC<lOnn 11!1 v (1~) "'~ 

e<pT<.-ado en t~rluno> M lo< ~lODCntc< ~r 1· •·•tfir \ Jr cocfo<"~!!c 

t o •. •\ o<to· n~~<·ro ,. 1< conoce cn.nn oktrrllino~ot<' ,,,, 1.1 m,,,,,, A 

IV-78{79 

y .o l< coprc><nU cor. dtt (A). 

de <egun,!o orden, por •n h rno!ri% de orden:', 

C•u do,l~nor o: J<tormlnant<' de ¡, ••Uir A 'o <~!'1•• 

1
:" :"l••,,•,,·a,,a,, 
" " 

(lO) 

oloe•le h•mo• reompl•:o•lo lo• parht<o!s cect•ngularos por b•"·" • 

vert>co\oo para dl<tingulc al d<tHBinonte de lo'"""· ¡, 11! 

portanlo >ubnyBT qu<, •lont<•> que h •"'"' •• un O«<olo do ni! 

~oro;, ol dotonnin•n•• e• un nóm<To porfecta•onto definido puc 1 L 

matTi' ou;.lrada. 

1

-l 'I·<·:){S)-(3)(·•:··10·3·-7 
. ' ; 

los numera•lorc• J< 

de >c,unJo orden. 

Po acuerdo <On la e>¡n<>i6n CO) quo defino •l d<t<r~!· 

r: . "1 
'" • o 

' r" • "1 
" "" 

~" ' ' 1 
" b' .,. -----

r." ''1 • 
"' . " 

' 
.... 
"' "" 



• 

de una'""'"''""'" obtione a rart!r ·le 1• '"''""A, '""!tuy~n<l" 

la colH•u d~ o~eficl<nt<> de t 1 ~or c1 >ec<Or Jo thoo.tnos tndep~!! 

ahora la columna de coofie~entes Jo '• por el •ect•>r de téuln<•' -

indopend i e nt<s. 

mente" aplicoble sie•pre y '"ando d<t (A) 1 O 

c6gnüao 

'' •'• .• , ••••• ,•,·b' 
•,,., .• ,,., .• ,,.,·b, 
o,.', ••, ,x, •o, 1> ,•O 1 

•· [:· " . , 

} (11) 

~ledhnte un proce•o >irnilor al e~pleodo pu• el .,.,,,.. 

(11:•, encontraMs que los valoroo do¡., inc6gn!t"' ~ue '"ti•f•con 

'•' 

b .•, ,•,, •a, ,o,a., ••, ,•, ,b ,·•, ,•, 1b, -b ,•, ,• ,.·• 1 ,b 1a,. 
"' ,•,• "••,•, ,a, •a ,•,.• "·•,•,•" -a' ,•,•, -a' ,•' ,·•" 

a,, lo ,a., •a ,.•, 0b, •b 1 •, ,a, 0 -a 0 1b •"" -a 0 ,• ,.b 1-b, "• •'" 

'• ,•,•' ''", ,•,.•'' •n, ,•, ,• .,· •, ,•, ,•' ,·•, ,o' ,•' ,·a, ,•, ,•'' 
( 2;) 

"" {,¡;; Al co~dn dc•n••mloador de ho e•presio""' (22), (H) y (11) .... 
' 

' ' ' "" ·'" 
a,. ,, "" • ., , •. , ... •o.,o, ,a, o '•'o ,o,' "•• • ,,,,,,,, L • ... ... . .. -··' ..... ' .. , '., ,., '. 

••• ~¡oaplo 
• ·• 

•• ' ' •¡1) (I)(G)• 10) 1 i)(l)•(-,\1 (•4) (·!) -(·3)(.;1(1)-

. ' • • (OJ ( • l) (O)· ( 1) (¡)( ·:)•0•0•11•11- u.'. ·1 

•• •<uoc~o ... ' ' e>.prosi6o ( :s) • roJnos ~·-"~" " .. 
lud~n "" '"'"~' co .. o 'i&IL< 

'' 
., ... 

'· ... •, 
'· ... . .. 

'• • ... ... ... 
·'" ., ... ... ... ... ... '· ... ... •• ., . , '· ... 

x¡• . ' . a, ... ... ... . .. ... ... ., 
... ... '' 1 ., ., '· 1 ... a,. '• 

••• ... ... '"1 ... ... . . ' ... •,; ... , 
IV 80, SI 



p•u el ouo de un oi>te11.• den eouononu con n inc3¡n\uo. Sin 

don n. 

Dortnki6n de dotormlnanto. 

Queruoo generHtur la definidan do deur•lnonte pora 

un n ><biturlo. on baoe o !U .. presione• (lO) y {") que definen 

o lo> doter11.1naotes cle orden l y l, reoprcti.a~ente. 

Sin o"'bor¡o, no e> poolble h"or .,ro éel mumo II.OdO (e< 

dedr. rosol•londo en fo,..., ¡enero! un <iueu de eou.t<Ion .. hne~ 

leo), pues • •edldo que •u•enta n,<o< cllculo< •• hocen •h co•pl.!_ 

c•do< y. oi<ndo n arbitrario, oon prlctienon« irreollubleo. 

!-.otoblecoreM< un• loy general H&ll.lnando lOS deur=lna~ 

teo de <egundo y toe<« orden, y tomaromo• cota eo~o definición 

para el detor•inonte de orden n. Aotes, deflnire•os loo concep-

"ello. ' ' 
L.t< l'<rmurociones do lo• n nú•eco• Jo! conjunto {l,I,J, 

.•• ~) •on U< dtfo«ntes un~cu en ;uo pu<den "" HT<i.l>da>. 

Yo• eJo•rlo, las l><r•uta<IOn<s do,lo• núrno¡o; l,< •. <.·•on 

' . '· ' ' . '· 
'· ' . ' . ' . ' ' . ' ' ·' . '. ' ,., . 

arto~lds o r•·•~"''~'""~' y ••· rol'""""'' 1'"' ',,· 

·"< 

[.!.,~or<ll.6s p<"t~ut .. ci6n prln<l<'ol a aquella en la que lo; número< • 

•ror<<e" on o! O<~<n natur•l. 

rn ,., oj~~plo >nterlor t<n<~o• J~·<i poroutacion<>, JonJo 

la pnmtltocl6tt p'lnell'•l o• 1, l, >. 
Cott<iJ<tc~o• uno permutación orb!Uario n 1 • o,. ••• , a

0 

<la•< por o i~por según o.I>TO un númo.o por o Impar de ln•or>lO· 

D<'> c'n <1 o1don n<turol, H decir: p,ot•·.io. P 1 .ak) tol., qut ~~ rr~ 

le asl~noro11o• la cU>< por. 

Poro 1» pnmuuolones do) ejomr!o ten..,ro• ""'' 

p>roja (l. '). t•l ;ue J ]'T<C<Jo a! on lo perMutad6n y l<l. 

l, J, 1 es do <In• par ya quo «i«er. do; porcjos, {1.') 

v {1,1), t>l~• 4uo 1 procod~ a 1 y 1<1: l pce<"d~ • 1 y 1<l 

1, 1, 1., "" olao,· impa>· 1• <1uc ~"'"•n tr~• r••e)os, 

{3.1), t1.1) !" (;,1¡. Ul<• que J pr<<ed<· • 1 y :<1; 1preceJo a 

)" Id: l pr .. «~• • 1 y 1<1. 

1. 1. J es d• <loo~ pu {por doftn;ci~n) . 

Pooe<Jh·n,Jo '" Lormo .,n:ilo¡:o '"c•mo< 4u~: 

:. 1. l e< Jo el.•" l~r·''· 

1" " 

'" 



b) Cada l'toduc:o tiono ''"' factor.·>. 

c) 1 n <•d• pro~uno ~•Y olo~ecto> de '"''"' lO$ '""''""'' ly >.no >6 

d) [., <.tJa prod11cto ilay el<mCoto• J.- tod.r> la. rolu~na< lY '"'" ·~· 

lo do cada colu•no). 

e) SJ lo• elemento> n e><rlben ~. u! 11anera quo lo< ~ri•cro• In· 

dJCC> foo·~nen un'! por~utacoón principal. <o oo¡topOn< lln <i~no • 

al ptodu<!o en quo '"' oog,.ndo' ínJlco> fomon uno p<·t~ubd6n Oc 

clase par y un ,;gna • al prodnno on quo lo• oo~undos lncllcc> for 

••n una po<nutaci6n do cla>e t~paL 

R.corclando ¡., e<pred~n quo Mfine al doter•inanto do·· 

.,. a., ... ... ... . .. ... • , ' •• , 'a, a,' .• ,,., ••• ' •a, ••• '•,' .• , ,., ., ' . 
a,, ·•,,•,,~,,·~,,•,,•,, .(l5) 

ob'"'""~"' que: 
a) Il d«H•inan<e e> lo soma algebnlca do O<lo (l~) productos. 

b) C•d• prod~~•o tiene l fa<toreo 

c) '·" cada pruolucto ~oy elemento> do todos lo• TOOJlono• (y uno o6 

lo Jo oada renglón). 

~) 1-n cado producto hay ole11entoo de todas las columnas (y uno o6Jo 

on cod• colu~no). 

e) Si tos eluento> >e e;cuben olo tol .. neu 4uo lo> pri~eros ln· 

olic<> forrnon t.no permutación prindpal, se antoj>one un •i~no • 

a lo• pNducto> en ~ue lOo se~undoo lndices íor,.,on una permutación 

de clase pu y un ol¡no a Jo• productos en quo loo oegilndo> fndl· 

' 

• 
. o) !'1 deter11in•ntc os la ou~.o •l~<·orai<" .¡,. n! proolu<to,. 

~) (•Jo producto """' ~ !o<::>r<>. 

'' 
d) fn nda t>roducto hay elor.ro<o> ¿e tuJ•• lo. coluonu (v uno s6 

Si lo< dem<nto> so escdbon Je I>l ~•nora que lo> ~rimoros 1!!_ 

dice> fo,~on una pemuuoitn principal. >o antepone "" <i~no • 

·' lo> productO> en que lo< H¡;ooJa< !~di«< fo,..•n uno rorrnutaCJ~n 

d~ Cl»~ par f un •igno · • :o• f<<>duotas en que lo> n~unJoo lnJ, 

"'"' focman una p<TMtaot6n ~e Cla>e \~por. 

F•to~],•tcamos aho" la ley que doflne al Jet<ralnonte de 

~rJon n: 

Con>idoro>los lo ~•tn: cuadrad• do orden n 

., 
' 

a., • '" ... • . '. " •· 
•, •, '•• 

toaodo> ole tal g•nen que hor• durntos de todo> '"' nn11lone> (y 

<mo •Olo de coda rengl6n), y que hayo olo•ontoo de todu $U> colu• 

nao (y uno <6lo d~ cada colu=no). 

Lo< foctore> de •><• prad~cto euln ordenado• de tal ao· 

do que lo• prl•eroo indico• foraon uno pHIIUtaü6n princlpol. La 

•ucni6n de lo> •egundo• lndlc"' fornan una peuutac>Gn. 

lV·S4/~~ 



•• , .. n~•otoo ' . 
c•+l " 
<•. ' " Fo••••o• 
' • 'o 

' 

'· 
" 
" 
" 

... "· Pou uta p~no,taclo~ dofln\Tno• 

peno~taci6n .. •• clue "'' per~utaCi6n .. .. cl.,e Impar 

producto prov!Ho •• si~no 
( 16) 

c.,.o •l conjunto s, de toda. las penoutoclones de n nn•!O 

ros eotj for•ad• por n~ one¡;lo>, podemos form"' n! producto' del 

tipo (16). 

e>too n! p<odu~tos dotado• de ol¡no (o los cuol<> •• los lln• t~r 

mino; del <ieter~•n•nte). 

Definición. ,..j---, 
do. (~)-• < ., • • ••• 

.............................. ' .. •'-,.. ..... '..'' ......... ' .. ''' ............. '""n 
Oe Jo definición antodor H conclu.v< que: 

. _(11) 

" ~oro ohtener todoo loo thmino> Jo\ de>arrollo de un deter~l-

nante, ba>ta con .. cribir el tfnlno prioc1pol (aultipllcondo 

los eleaentoo so~ro lo dia¡onal prlr.c>pd) y o por<lr de é>te ob

ter.er >odoo Jos dernlo dejando fljoo loo pTimoros fnd1ces y per~"

tondo dn toda_, ¡., rnonerao posihleo loo se~unJo< ir.,llc<!s. 

?) Coao do los so¡:undoo fndi<~• ~-~ n: p•noutacionos, la •ltad • 

d<· eh•• por y h •iud de el.,• t•poc, hab<J n: th~inos on 

y la m!tod 

con "i"" ·. 
l) ~01 •1100> • y • Se U1¡nan oo¡~n lo pen•utocl~n de lo< ut"!!. 

IV-86!87 

Obtener el de<arrollo del dete<•inanto de lo. Hdon • P•!:. 

th de la dofln\d6n 

'" {AJ·j'" ... . "1 ... 
. ., ., 
Deja""' fijos loo prtrn<'ros lr-ólc., y p<>~utnMUO lo' 'egu~ 

Jo• Je toJao la• "'""<T., po<ibloo: 

Hmtno 

" 
" 

clue por • • 

clase iopa< 

det{•l•• 1 1• ,,·•, ,• 11 

ljemplo IV. 

., ., 
'" (A) • ., ., 

•, ., 
pdnci¡10\: ., . , . , . 

' ; < ¡.,e ""' ; ; < .. ,. írnpu • 

' ' <la<< i~pOT 

; ; el o. e '"' ' ; ,-¡ ,.. l'·" 
; ' el." o ,.., .. , 

•, ., 
•, 

.... 
"' '"' 



:.o U~P\UIJop o¡ u~~O< uop.!o ".!"[ op OlU"UJW.!Op¡• ¡o 

EUd op¡U.lqO opu¡nul ¡~ '91 ".\! o¡dmo(~ ¡v O~U.l]->[0~ 

"'"'"""!"~ Aod o¡¡ou.,>a 

o¡¡o.uu•p un ouonqo •• 'o••~u• ¡• Aop>dn> uop.<o op ••••u¡•»> 

-•P un • tn.n•s op •th> ~\ U>Hd• 1• >nl> n>uo•~P >l.U>IOllOYJ >p 

.ond ""'!Pnli> ¡o :o!aq .. "" '>o.\n uop>o op •••"""l'""''"P .e¡ 

-no¡•·• uod •1~•• n» >oq¡uou•~ o '"P">l »"·'""'~'l ''1 

·uopJO ·u~ .( ·o¡ >p IO>UnJ•••ur oo¡ ond ••••~u""P'" orop 

-onua ·~ >> <nH•> >p •Ihl E¡ onb 'OÓElqn< n>d o¡ >lOA 

0 L L• (¡)(S·){() •(•) ( l) (¡} • 

. ([·) (;) ¡,¡-{¡J (¡) (¡ ·l· (•J (~·) ( l). (•l {S)(<) 

''•''•' 'u.' '•''•''•· 
" "•"•-","•"•· 

" " ., . "· 

• 
• 

' ""'" '""'-'"" -· " . " :-.· .. ·~.-·,.·• ., " ·' 
"•· ...... ''• " ....... .. . . . ' 

' " ... ,, 
" ' ", 

' 

'"' 

,' 

" OE¡>(•JoJ l. •¡>opunu• [OUO~U\P •1 op <O)U.>u>p "'Ol ~p '~"nro"l 

'"1 """"' ·" (•'"'11 "''"!l) o¡¡o • '"1-'l''"'l Á 1''"1·'"'''1 ¡ouo~• or 

.... 
ll•01•6-•(•J(>·)-(¡;-)(r) ·t: :1 

_, 
o 

·u~p¡U]JOp 0( Ugh5 0\lOH .. Op ¡~ UO> Op]>UlQO anb 

"• "• .... ,,._ ....... X .. .--· "• 

••>••~•!> 5o¡ op o¡>npo.<d ¡o .,.~, •• (nu•n Hou¡¡} ¡odpu!lJ ¡ou 

O~qp o¡ op '"'">~>t• <o¡ op o10npo>d ¡o •uor•• ·o¡ op '""""I~'""P 

un •r .lOIH ¡o HU>lqo" ~Jed onb "!P"l <nAJOS op E¡h.l Ul 

"<OP''l!rl,-0.! '"'"'!'"50¡ o uo><'t' 

.,.,.,,o so¡¡pu•• ·~~ <oroH~ opeJ\OlH,.p u•~ a< o¡qo'> e 'o>~!' 

Oqo¡ opqs010•p a1¡nsa. Jod OOJI>fl~ o¡ uo ~•q•n>••>• •• ou "'""" 

·v op <OlU>~>l·' op •opnpoJ<I :u op "'""' '"" "'""'"''! 
·Ol Onb (U) U9]CalJ>" O] JOd "ptU<JOP opob U9D"OJ l"l 

' 
(~) : ¡op 

U~J-'UOJ o¡ 

• 



• 

~ot (A)••, 1 •,. a,, -a,, o1 1 o, -a, 1 a,, a, 0 •a., a,, a,, • .. , '., ..... , '.,.,, 
hotoTioan<!o 1~• ol .. entos del vn~er ronol6n to•ne~os: 

det (A) •o,, (o, ,a,.,, ,a., )·a., (a,; •., ·•,.•,, ¡ .. , '{•, ...... , ... ) 
de acuu4o con la doflnlc>~n Jo dot<rminanto do Zo. orden poduo, 

ucribir• 

Jet (A).,,, 1., ""1 ,,., . 1'"'"1 1''''"1 ... .., .,,, ...... 
dot(AJ·r ·1l'., •, .r." '"L ¡ ·1l' '' •,.1'" a.,l a,.,¡ ...... 

' .. •(·lJ .,, ... ... 1 ..... , ( z 1) 

donde los ••p<>n<ntu do (-1) son la'""" do los !odie•• d•l ..t••!.n 

to del pd~er r~n~l6n. 

A lo upreo16n (li) '" le )iaota d•sa~rollo por cof.Ol01<'5 

d~l doterninanto roa¡>ecto • su ~d•or renglón. 

So reco!ll<nda al o"udunto hacer ol deourollo MI O)!_ 

•o doto,..in.1nto roopo~to a alguno Jo los ron~lonoo o colLon., T<'< ....... 
ricamente ·~uol n Jot(A). 

En la <>presl6n {ll) podo oh,ervar« ~u•, [o, óotor•l· 

nante• que • .,Iti~l!con • lo• ~l .. •n•o• del pri•~• ronglón, p.,..l•n 

O~toneno e]iDinonolo ~n el doteraioonte origino!, d ron,l6n lo 

culumn, donde so encuentra <1 o)PIOC""t~ corres¡oOJ>olle»L<•. 

IV90¡91 

' 

Par ejo•rlo. ol detel~lnante que "ultlpllca al elnonU> 

•., puede ob<onor'" supd=iendo ol pri•or r<>n¡¡l~n y lo segundo Co 

lu~n• del óetOL>In,nte orig•n•l 

~,.-·@·-•,-, 

1 

... 

., '"1 ... ... ... ... 
• ooto deter•inant~ oc• le lloma <'1 aenor de a, y lo representare· 

mo> con ~1.,. 

Gener•li<Ondo, dare1n0s la oiKuiente 

Ddlnlcl6n. 

Se llaao •enor del elemento •ij de un d<HTO>inante do or_ 

d<n n, o) determinante de orden n·• que so obtiene ol '"l"i~lr, oro 

lc! Jotc•J~In•nte orl¡inal, el H'OK16n 1 y la colu~"" ¡ . 

Al monor de •t¡ lo reprooontaromos con M1 j . 

De acuerdo con •><a notación, la e.pro•!6n (11} pu~~e eo 

ctl~il$<' como 

Jet {A)•(-1) "' "•, >1, , • (. 1)' "a.,M, • ( -1) 1 

o hlo.,, en for~a oondon••Ja 

' "j det{A)• I (·l) a 1 . ~,, 
J •1 J 

Si olegimo• <l renglón 1.,"¡,.,-, de,Olroll<r por col acto· 

ro> <•1 Jc•tor~inontc· do 301 crJcn. Jicloo Jo>•rroll" <"<!l exrro•.>• 

do p<> r 

• • 



• • ' . ' Jet(\)• ~ {-t¡'' ,._<¡__ ,., " " 
1.11 p•nerol. Si\ es uno "'""'Í1 C'>O•lr,odn Jc· orJ<'" "' 

" "J J~t(A)•C (·!) > ... ,. 
J. ' • J 

~ l•O 
On(A)• ¡; (·1) 

'= ' 
úotalo k < N y l<k•n 

---- -- -------------Odinioión. 

ua .. mos cofootor Jol <l•a~nto "i¡ 

~; ¡_:_': 1__4::.._~ pro> <·n tomos con A¡ j . 

Cor. ayuJa <lo""" Jof>mci!•n, <'l 

"'r~"sion•• (18Jr (C~) (al""" se 11•~• "D~todo do Moou~llo por 

oofoctorn") ruede enuncla<Oo <o~o <i,<:':'~'~-~~- ____ 
0 1 lil <olor Je un Jeter•in•nto pueol< obt<nono d;,,:;-,,.J-;;-:¡ 

;l.; '"'"'Jo Id< p«>J,"tos Jo los elorncnto. <!<'uno cuol"ui,•r.• Jc '"'1 
' tHn•.s 

' 

desarrollo por to<>fa<toreo. 

,. 

So]ud6n 

[i 
., 
' ' 

., 
• 

. ' 
·• 

rongl6n o uno colu•n• po<> •• 

Auli<ando 1• aatrl<, """"' ~ue os convo 

1~. ~~-n~l6n 

,,., ~rn~lón 

l,t, L O 1 "'"'" 

'·'. t:nlu~n> 

to <irnpltlic" d tul>ojo ni dlculo Je •~lo ""' J<•tormlnamos de 

.IeT. orden. 

" • 
" 

M,• 

', 

fioal'"""'" 

t.o< cofactot<• 

~~~·(·l)i•jM\j 
CO~O 

De•~rrollando por la ro¡h d• Sarru' loo ••nor•> 11,., 

~~tonomoo: 

' . ' 
' ' ' --6-•o- H •4•60• 1 l•ll 

' ' • 

' 
_, 

o . ' ' ··11-10•1•21•7 

-' ó 

' 
., 

o ' . ' •·l'·1>1C•I•·11 A •- 11 .. 
• _, 

det (A) •-11·3{7) ·6 ( ·11)•17 

h el c .. o geneul, <l deunollo por cofactore• \ron•for 

!Y-91193 



.. 

• 

culO< n Oeteno\nante• de crclen n·l. 

""' do orden n·~ y asf ;uoe>i·:a~onte. 

pro<ooo h., u obter.e> oenoreo de orden ; o 'de ordtn 2, los <uoie• 

pueden resoh·orso upl .. ndo la r•~l• de Su-rus. 

Prori edades el t·~entoloo. 

• 
Loo doter~~ioon«• tienen <~•nos propiedod .. que 01 ~ül 

Son de interh pTlnotpo)mento l~o condiciones ba¡o las 

cuaJos un deter11!nante •• nulo; .. r oooo lao nansforuclon .. que, 

efoctuodos en lo .. trlt, no olteran el valor del doteroinonte o le 

producen una altotao16n Urilmont< <olculoble, 

htoo propiedodeo, lluodas pcop\edad<> eluec.uln •• 

deaueHran a pntlr de lo Mfinlci6n(2 1 y son 1 .. que o «mtlnua-

ciM H enliotan. 

•• un ren~16n o un• coluana. 

" ,, 

" 
" 

" 

SI uno !In .. e5tlí constituiolo por COTOS, el Mt"''"inanto es nu 

'"· 
nulo , (Ln paltleul.", si doo lfneao poralolo> son l~uoleo, <l 

de<er•i~•nte o> nulo), 

~Inonto <6lo ca~bl• do signo. 

S¡ •• •ultip)lcan todos los olo~<ntO> do una llnea J'~T un nú•e 

ro k, el ''olor del d•tor~in.nte queda m"lt>plic<0d2 por k, 

El ~olor del d•·<ermlnon« no cut>ia, o! •• tntoru~~i•n <enoJó' 

----· -· --- ·--
(2) hl UtUdlOnto pueUe con<ult.r 1• domo>troc,ón Col !.1 rde¡onrio 

1 r•"'· lS a l9. 

tV-94/95 

nos por COIUJI.nU y vioevouo. 

dN(AJ~det(A'J 

, • 

6) rl 1•al~r de un dol<rminonto no cambia, si a los elomonto• d< 

uno de ou< !fneu, •• ou~•n los duontos conospondlontes • 

otr• lfnoo por•lel• ~ultipli~'""' r~r un nOmoro k. 

~odo do conden>acl6n. 

U •~todo do do<ano\lo por cofactorN, aunque oph<ab!o 

a ,totemtnanto• de cuol.¡ut<r orden, puc<io resultar en oc.,iooc-s <i<" 

elcr.!r el lo. renglón <T• lugar del lo., no• he~o• o\itado el cHe" 

lo do un dotor~tnanto de loe. orden. 

Si on uno llnea ottatquteu do un deto"'!nonte, toJos lo; 

•l<~<ntos oxccrto """fueran nulos, •lro duda es<o~er!a~o> dicha lf 

ne> para Of<ctuar el do .. crullo. 

continuación oe ba<a on esta Ideo y conohte on; 

r-Ito¡¡ Ir -lo Hnea que contenga ol ma¡-or ·,·c,~,~,',~,-,c,~c,~,~,~.~,-.----
Apltcar rc!terada•utc lo propidad (~) haoU reducir a cno · 

todos loo ele•ento• de die!" lineo "''"1''" uno. (~! todos 

lo• !'!eme"'"' •• reJu<en • <er<', el doter•lnant<" 00 nulo por la 

prop!odaJ (1)). 

e) !J<"r<oll•r por cof .<Ctureo ><&~n dich.t 1 !nea. 

t RepetlT el proce>o hasta obtener un Jeter~inontc Jo oeg~nda o 

tHccr orJon. 

l'jo~plo IV. 

Calcular el J"er~!n>n10 de la ~-1trio A emplean,!~ ol rn6· 

todo J<· condonuoi6o, 



• 

• 

' 
• 

• 

' . ' ' • o ' •• • ' o 

' . ' 
' ' 

' . ' ' " • • . ' ' • ' o . ' • • " • . ' 
det(A)~ • ' • • ' o 

' ' . ' ' '" ' • . ' ' ' ' ' ' ' '" '" "' • • 
l.ligieodo •1 :o. "'n¡lón, la ,-,lumno • ~"• ,¡"' ""'"" ¡n· 

l'OI< so ha nultipllcodo por .1, ; y 1 •• ha su••do o la< colu~n ... 

<lU• ,. lncllan. 

Droanollondo por <<>factores oo¡¡ún ol sooundo rengl6n, 

.. • ' . ' '' ' " " ' • • ' • . ' ' de<{A)•·(·I) 

" ' • •• "' 
•• (. 1) 

" " • • 
' ' • { -1) ' • • o 

S~ ha aplicado nu<>;•m<nte ol m!todo <ligoendo ohou la • 

" " • " " " rlot(A)•-(-1)(1) " .. • ··{·1)(1) .. " .. 

renglón: 

' . ' ' o •• o 

"' • (>) 

• Do.arrol\ando nuovuente por cofoctorn segh el ler. --

dH(A)•· ( ·1) [1) (- ( ·1 )l .. 
" "1 .. 

·' ' ,- "'' : 

C.llculü Uo ¡_, in;cr5,\ por ••·Jio de lo •J.i~ 

Con 1a ayuda de lo> do:ornin>ntes, poM""'s obten<r lo In

"''" Jo""" m.Hrl: •~rlo•ndo "" mftodo dlforonto al ••p•oe"o on la 

r·r,-;,:c~- - --·--
1.. 5o ll•m• matr" oJjunta do la maní: cu<dr.l.la A, .1 ¡, ~! 

ltrl; qu< •• obtiono Jo •' •1 '"'t!tulr '"' ~~·~•nto> po1 sus re•-

II'Htil·o• cofaotoro>, 

,, la matrl' ad¡unt• do A lo reprooentoremo> con A'. 

<once>. •l ~ es 1• , .. tri: cua~rad• de orden n 

la tran>pueota do ~ os 

A'•(oji) 

~ In ·<Ojunla d' A •.< 

Eje~plo !V. 19 

, . [ : : :] 
' . ' 

• 



; 

''-

' 

[: -' ' l ••• ' ' ' -' " .. odjunu ~" 

1 ; l-1: :¡ 1: l • 

i: :1 '1 -1; .. ;¡ ••• 1: _, 
r: H :1 1: -;¡ 

deoorrollan~o ... detoninonte. ohten .. oo fin•l1nontot 

[; ' . l ••• _,. ., _, 
' 

So puede duootur que lo !nvoroa 'de uu .. uiz A, 

obtoneroe •edlante h reh~l6n 

-' • • ' dot(A) •• 

en con .. cuenc!o: 

.... . (lO) 

1 

1 
puede 

1) SI A os uno ~otrlz cuodudo M orden n, no singulor, hs >!~u·•~ 

'"' aflrmaolone, son oqutvdentu: 

• 

;¡ 

bj R(A)•n 

e) det[A)IO 

Si A •• uno n•tTi< cuadrada de ordu n, 

ofi raaclonu oon equhole ntu: 

' 
' oin¡ulu, 

'-

·- \. • / • \ • ' ... 
•Jf.o."' 
b)R(A)<n 

e) det(A)•O 

lo matri> 

•· [ : ; :] 
' -' .. , ejo,.plo "· " 

'" efecto, cono 

• ' det(A)• -' , 
' ' -' .. ,,. -' . ' .. , rooultado del 

~egh de Cronor . 

·-3! ... 0 

ojeoplo "- " 
[ : ,: .:] 

_, ' 
rroduoto A A'' • 

[·: .: :j-~. :1 
o o -l! l~ ~ ,j 

Otu de tu •rHoaclonos de lo> d<·t<"m!nont<>, la <ncoJ! 

tromos en lo te•oluci6n d~ ,¡,tonas de 0 ,,.,,cion~< llnn•l••s. tn 

ddlnic16n do detor~inanto ~oJa ror la n~r<$i6n (l1), peralto ~!l. 

no,alh~r Jo usla M c .... , {3) onundodo al pr\ndrla do ••u · 

Ol l• domostrod~n ~e e,¡• ofimoci~n ¡•ueM <On,ultone <n ¡, '!:. 
ro.-,· u<: i, 1 r•s•. so • s~. 

--;. 
u-



·-•• 
• 
~;o_._,_,_.,_,_,._"_'"'----- :-:-::-::-:--:-.--:-:---·-----
1 Soa el <JOto•mo Jo n e'n•dones con n incO~'"'"' 

1 .. ;a1 ,x1 •a,.x,• ... •a,
0
x

0
•h 

ax•a•• ... •ax•b 
"''"'' nnnn 

• • • .. .. .. 
• • • • • " " . " 
... "no •., 

• 

S1ompre y cuan~o det(A)IO, el volor do las inc6¡nltu >¡ 

G"• suhfocen al .,Heu ostl dado por 

X. det¡Ai) 
1 olet 1\) 

dondO A¡ •• la matT!< quo se obtl~ne, a pnt!r do A, «o•pluando 

h col.,.na fo,-.odo con loo coefic!ontO$ de •¡ por el vector de toh 

l'lino• inJopondi<nteo, 

• hsot.er ol siauiento olueu de oco¡odones upl .. ndo ¡ 0 

regla .Jo Cro•er 

Jx 1 • x,-h1•1 

h,·h,. •,•J 

Solucl~n 

1 : 
' detlAl• ' -' ··1·1~- ~4-~•6)•· lo- 4•-lO _, 

-' 

' ' Jot(A 1)• ' -' ··l<l 

' 
_, 

-' 

' ' d<t(A ·- ' 
_, -o 

' • ' -' 

' det(A,J• ' ' • _, 
••• .. tanto .. -_,. 

= 
•• - • = • .. -_,. 

= 
h importonto notar quo uto mftodo o6lo se aplico düo~ 

tomento en loo casO> en lo> que a•n•r • 

Slo 011bu¡¡o, si recorduo• lo npunto en h ucc16n 

IV. S,.podomo> •tupro roduci< un •!•tema arblturio o un nu•~o "! • 

tem• on donde m•n•r y u oste apl!cu la TO&lo de CnMt. 

Ejuplo IV. JI 

~•-•olver ol sl~uionte slotuo do ocuocione> •pilcando la 

regla de Cruer. 

IV-100/ICJ 



• 

····.··,·l 
·•,·•,•b,·• 

--

[: 'i']-~ ¡ ' ' o 
' ' ' ; l [: ' ' 

2<:1, (r<n) el ot.t~"• eo lndotor~lnado 

Tr~shdondo a Jos segundos miembros lo Jnc6~nito •, ~ · · 

asign•ndo el valor de ~ obtene~o> 

x, •x,•l-~ 

·•,·•,·•-n 

dot{A)• 1 O O 1·• 
-' ' • 
1
,_. 

Jet(A1)• 
,_ 21 

det(~,)·l ' 
-' 
··-
··-

;¡ ····~ 

'"'~ 1- lk ... 
• 1+ k ---,---
7 ·lk --,---

X> • ). 'f k < R. 

Una solución particular •• por ejemplo . ' -. -
' .. 
' 

.¡ 
' ' 
' 

lo cu•l se obtuvo haciendo •·~ 

IV-102/103 
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COOJUIITOS MflRlCOS 

CONCEPTOS TOPOLOGICOS 

ESTUDIO GE~ERAL DE ll\S FUNCIONES 

PO O: 

OqJI.OIO t!LGAOO A. 

• 

'"''"'''· d< lo O<vi.oiln 4< ,,:.;.¡,. do , .. ,,.;, " h f><•H•d dt 

;,~, . .,,._,, .. ,. "· '· .. "· 

• 

co~Jun<oo .. t<icoo. Klt<ic•· Ooo K un ~on¡unto ""olquiora. so di<* 

qo• s •• uno "ooltr<eo" oon ,,,,...,,., o K "'· y o6lo ., ,..,. ""' ,,.,..~ 

K ed&to un"""''" roal uooiodo SCp,ql denomJ.nado "dUtoo-......... ' qo qoo '<tone .... , ................... .. 
J,· S(p,ql ~O 

2.· Slp,ql • 0 <=) p • q 

' l.· Slp,ql • •lq,pl 

1.· S(p,q) + l(q,<l ~ SIP,t) ""'" tOdo p,q,r <K 

.. ,,, proplod-o Coine!don eon ol """"'""' >nto!Uvo do dioto.e!a. 

•conJu"'o ~euoeo" oo defino""""' ol p>< !K,Ol eonoiot•"'• 00 un eoJ:_

Junto M y una mhrieo S poro M. 

EJ-100 do eon}untoo oftricoo 

11 "•. 1•1•. •'h ,, lp,q) ·1··- •·1• ., • .,,., 
~' ~. "• • ~ ••pooio F:udfd!Ono un<OI~onoionol . ' 

" "• • (x,, '>• ···• •,1 1•" .,,_ . . •' • ,.. .. '""' 

.. 

p • l•, '•····• "•'' q • (y,, y,,,,., y"l e"' 

S,(p,ql o(¡.,· y,!'+ c.,- y,!'+ ... + 0>, 

•• ., •·l·••'l,p• ... q •• , 

],, - •d 

•er q~• .., """Pl~n ln • p«piwddu q•~ ...,"""" """ ~hrie" <C~ 

oh"'• .. q•• ~. • K,l 

" 

' 

.. 



' 

o! x, f., , •~• jx,. ,,¡ • n' O 

S,(p,ql • r.-o >O 

1.- •••••• , """ ¡,,- ,,¡-" 
,,,.,, .,, . i. o 

' ~1¡·,. ,-~·1'!'; n< proc ... ntoo S><p,ql • O • 1,¡,, ,,¡ 

~¡., .• ,¡ •• ....,., . ., 
l.· S,!p,ql • s,oq,p) 

'· ,.¡ .. •• t .,¡ 
,., - ,.¡ l., •. - .,¡ 

<.· S(p,ql • S(q,T) ;o S(p,r) 

,., • .,¡ _,.,.,,¡ ,.¡., .,¡ 

~ ¡,, . .,¡ ,.¡.,- .. ¡.¡., 

'•·- ..... ., ,., ..... ,., .. 
, lx, • x, 1 

,.,.,- .,¡ 

- .,¡ 

,,¡ 
- .,¡ 

~ ¡,, ...... -
l•l•o • •• + •• 

1' - • 1 ,., .. - ... ¡,, - .,¡ 
!•1·· - '" 

,,¡ 
- • ,¡ 

; 

ol Soo ~- <=.lqo10r eonJ•nto¡ olondo S.!p,ql t>l qoo, pot• 

•• , •••• ·['· ,, p '······ 
.,. .... 
L· s.lp,ql ~o (por dofinioi~nl 

1.- ••••••• • • •• p q (por dd1n1<16nl 

J.· S.(p,<;l • S,(q,pl 

,, p ••• 

Sdp,ql • O.lq,pl • 1 (por dol1nlo!On) ..... , 
•••••• ) • ,,,q,q) •• 

t.· o,)p,ql + '''"''' ~ S.(p,o) 

p,q,r. ,,,.,Mn p<uontoroo loo olqu!ontoo ... o., 

' ' ' 
M ' 
•• ' 
" 
"' 

' • ' 
• 

' ; 

; • ' ' ' ; , 
' 

' • ' • ' 
~ S)p,ql S(q,r! ~ O(p.•! . • 



~1 ••• ~, <l """'""'" do fondonoo e<>ntlnuao on ol !nt•<Volo 

"uodn (]o.b], d<ri>i~ndO" P-'" do• lotofooes t,q < "•' 

,,~,,., -· 1' ,, . . • ,.¡¡, • ' lo. ID 
-~------ ¡ 1 ¡- -------

-- --
1 ·¡-
!W-t! 

' .~---: ·-1--. :. 
' -·--- -~- . -

' 1 
. 

• o • • X 

,.,.,,.,,,,~ • ..,. In ~ropio•o.lu 

""'"'" qu•, pOt .. untoiOn 1 y o "'" fono<o•.•• """""""' 

' [•·>!1 ~ 1•1•1- 01•11 •• '''"''""' '"""'"" '"""""'· 
-"'Jo ,.., lf!•>- ol•ll • r-.OiJ, .... ..,, .,. '"""' .. """" 

s,[f,ol •n la'"""' on quo •• dol1no. 

• -· IIC•l ···•1 ' o 
,,. -· 1 flx) • l•ll '"'" l(x) - qi•J poro '""" 

• ' [•·€1 
L· '" 1 f 1•1 - ~1•11 .... 191•1 . 1 lxl 1 

......... n.K,, 
IH•I- blxll • lr<x> -tl•l • 91•1- blxll ~ 
< 1<1•1- gl•ll • Jglxl- hl•ll 

4 m•• lfl•l- h!•ll ""'"' [~1•1- tl•ll • f•nxl • hi>I~J' 
• ,.,, IH•J- tl•ll • .. , \?1•1- hlxll 

=} .. (f,gl + So(9,h) ~ S,!f,hl 

, 

" S•a "' ol miO.., eonJun<o K• ,,, ptobl<"" '"'"'0'' .. , ... 
•• '""'' ... " ••r•«oo 

" (! ·•' 
. ·: j ff•l - ohll .. 

""""'"'"'"" .. ,., P"'P«dodo" 

' . 
,. 
• 1' 1>1 • ,,, 1 .. • • , __ ,. 
• 1 1 )o) ~I•H .. . "' f 1•1 • qlol • •• 

""'"" ... • • • .. ;' • 1 fl•l ol•>l .. ·: lo''' ' ,,, 1 " ... ·: jr<o) • ,., 1 .. , . 
• 1•1•1 ~ 1•) 1 • • • ,. 

• ( 1 f {x) . o,,, 1 • lolol . " 1• 1 11 ... 
• , . • 1 "'' . '., • .... • ,,, 1 ... ,. • 1 f ,,, . 

"''' 1 

.. 
*' • 1 '1•1 .,., 1 .. • ,. • lol•l 

- ~··· 1 
... 

' ,. • 1 f 1•1 h lol 1 •• 
• ·-
Vf,Ooh<M' 

•ntorn9o (o vocjnOod~•l· Oeo (H,S) ouolquie< conjunto ~hrloo, ol<t>-
0 

do p un ~UMG U)O en K. Ooo od .... o [ > 0, ~,< ~·. 

DoU,. .. o e- ~Olouo lo •oe•"'!•41 V)p,l) 4• p, ""'" ndfo !, 01 evr· 

,,..,.,, 
(q 1 • ' " ' .,p,ql ' !) 



' 

., 
' 

1.- "" <'• V(p,!> oo <•l Jotervolo •"'"""' lp-f, e+ El:"""! 

to quo, 

OCp,() • 1< 1 p • f < > < P ' fl 

, 
Vlc.<l • l•ll• ·Pi< fl 

Loo ''''"'"' 4ol ¡nterv•lo (yontoo ~ • f y p • [¡ .o •• 

__ ,,-,,:::=:o''=::=''''''---
>.- <n &' , V(p.[O •• el oon]Untn de puntoo dentm de 1• •><•· 

u""" con«• p • (•,b,<J y <ad>o f> 

Olp,fl • (lx,y,l)j h•·ol 1 • (y ~1 1 ,, <l'(tl 

'-' '"P«h<>• ooh<!or <o hor.terol <• l• eofuu "" eoU 

on ol ontorno Vlp,[) 

J.- Seo A"""'""'"' «>n)onto <uya -'<<1<0 o• deft~ eo\ oi 

• ·1 o, ,, p 
l,olpfq 

\ 

V(p,[) "p, 

Ylp,!) • <, 
.. ' ' 1 

•• ' • 1 

~n<otno •n«>•oloto [o vootn<lod <~ucida o ••u¡orada). h vn on<o<no 

o•• con <tono un punto """"' <;O• V{p, fl. 

Noto0100> '(p,fl o V'(p,fl 

'• 1 • 

' V(p,EJ 0 V(p,l)- lp) • V'(p,[J 

V(q, [) tal queo 

V<q,,l = CM,Sl ' 

, 

H&eloru!o, poro abr.vloo, !M,SJ O "' ••••lto que un punto ~><orlor óe 

' •• un pUnto ¡nter!or de" - t 

"""'" hontoro. S> tQdo entO<nO t'lp,[) <•"'"-" un runto de< y ur 

"""'" do H • A, •• di<< que p oo ,.,.nto "frot<«•" d• '· &o o«·•~ 

••• peo un ¡ouOCo f<on<o<O do A U, y •O!o a1 es puotO fr<c.'<U de 

" - .. 
l) Sea M'&'' dendQ 0 • IX 1 0 <X f 11 

........ ..-4. ' •• (0.1) 

La hontoro do ' 01 (0,1) oon > puotoo 

" ""'"""' •• ' •• •' - l]l.IJ ,. 1 • "' " 1• 1 ' ' O) 

' ' 
,, 

" S•aM•E1 ; • 1 ''· yl 1 •' •• '" 
" '"'"""' •• ' .. 11•. y 1 1 •' 

,. 
" " ''''""' .. ' .. U•.yl 1 , ' ,. 

' 
, , 

u , ....... .. ' .. " <l«unferO'"'h 11• ,yl •' • y' • <1 

" S<•OM•E'IA• 
1 '"· " 1 •' - ~· • " ,, 

Etrr~'x!~ 



' 

.,.,"" ... N o 

" lNTERIOR "" • • • ilx,YI •' - ,. • " 
" UrER.lOR N • • (lx, rf ,. ,. • • > 

" ·-· ~ • ( 1•' •• ,. ,. • • > 

'""" •ouorto•, oi, y oOLo" ""=nU•ow olno¡Gn """"'do ou fronto· 

n. 

<OJot<ono t<><loo on pUnteo !<entero. 

Do loo drl1n1cionoo •nt<<!O<OO Oo ~oduoo quo 1 oo un CCOJUnto obio<to, 

En el oJn"PlO JI ol oon}unta oo abJr.,o. 

!1 '""•1-nto do un ~on}unto obie<t.c oo on conjunto "'"'""' Uo""o 

' 

O"< p •• un pun<e"" •oe....,h<l6n" de O, o! todo onton>o '"'"""'''" 

V'lp,'l c<>ntione "" ''""" d< '· Dl<hQ "• Otm """'"• r •• un pUoto 

do ocumul&c16n d• •· oi cado entorno V(p,ll e»n<iono un punto d• o . 

••• "" ••• d """'" •· 

El conJunto de puntoo de oeumulOcl~n en el ejomplo 11 oncerior "" 

@.!] • 1• 1 o •• <O 1) 

En el •J-plo 2), el """'""'" Oo puc.too do '"""•lo<16n de O, •• •l 

~'""'" conJunto 1. 

JI ... 

llx,yl 1 •' • r' > ll 
Si p •• un puMo do oe...,l«iOn de un eon}""'" 1 <:: •-) que todo-" 

'""'" t"lo,!l eonu.,.., "" •·-'" lnl!ntto <lo puntoo ~ol eonjuMo A. 

Un eon)untu curado coMiooo todoo '"" puotoo de oc ... uloc1Gn, <e<! 

pro< .... nto, "" conjunto que eonu ... todoo ouo puntoo do ac...,loc10•-• 

.. ,..,, traoeond..,olo on ol """"'" de lao .. t ... ucoo. 

ploto de loo lunoionoo, <>••Ui<ln..,loo y ooubl<clon4o '"' p<opiod_!_ 

"''016n onhO<o l<> !un<!"" on). Eoto oo <1 Upo al o -..nonl 6• ton 

ci~n. Uno l\>0016n unhoco do un conjunto A •• un con)unt.o ~ oo uno 

'"'' lo..,,....,, que .. nclo o ooOo olemonto,o < A, un Onfco olomonto 

' " 



• 

.. 
,, '- . 

o 
• -> ' 

A 

].• ~odoo loo olooon<OO d~l oonjunto A deb~ to~r u .. i~a.~n on ~~ 

conJomo '' ''""'""""· •• la <uoc16n unfvoca, o« un •'""""'" 

b, 1 """1"" de m"' dc "" elc~ento dol conjunto'· 

1.- U """'""do fono16n involuenJ 

!l un conjunto ;, don.,.,! nodo "dominio" do f 

U] "" conjunto! dene.;tnado 'codomtnto" (o o<mt .. do~lnio de fl 

Ul) t'·'' ugla ""' ootablcco qd ,,_,.,.,del <:<>n)onto! oon 

'""'''"'' do loo ol.,cntoo Ool conjunto A, 

Se'""''-'" <!eoionor 1 .. IÑ9enoo '<<O e<=:> 11o1 1 'B¡ !oto 

oo, de lo """'' on<ulor. 

f(A) • {b,,O,) 

" 

J.- S1 1< •' • >1 . la !unc•~n 1 &e de""mic.a •tunc!dn , .. ¡de vH!a 

blc «al". 

'' ol da&!n!o y ol cOdo.lnlo "'''" conotitu!doo por ol ~tooc en~ 

JUnto<, oe dtco que 1 oo un "opcudor" ]o uno tronotot•,.<>~nl 

en O. 

' .1,. ' 

••• ',., ' 6 •• "'""""'"' • ' ' 

f(O] C 0 

Oooo.hnc• .. ot« Uno !!neo VotUOol """' l< gtOf!oo 0< uno fu~ 

c1en univoco •n "" •ole ""'·<e 1<• •' • •'1 

EJ-plo• 1) • • 6 • •' 

<•••Bt•lqu•y 

1 ~ 

_·\,M!/L--. 
" {. u •. •• l) 1 • ' {1.1.1)) 

" ,, .. • 
' • 

' • ,_, Cl.>l. "·" ·'·") 

--•• c.--;--,,.,,,.------'' 
PUo<"'" blunlv<><o !Jny•e<IVO o uco o"""'· 0"> fUc<lGn '' O • S oo 

d~noslno b<unlvoco. H p .. o <<Mio" .. do~'""""'"" '•• ••, o dioti!! 

"'"• l .. •~••• .. • bo}o f oon ootmiooo 01"'"'"" •.co '" 
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