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CONJUNTCS
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ARTYRD RELGADS R,

Projdeson de Pu Piviaidw de fagudica de Pepgande de {4 Faocfrad
Tmgenigafa o Fa U, 4, A, W,

de'



CORTUNTOS. {0 clases). Tatreduccidn: La tecrfs de los conjun -
toe €3 hoy tn dia bHaica an ¢l estudio da casl todas 1as ramnce
de lacmatemSiicaa: teorfa de prebanilidades, anilisis mt*-mlt._{

oo, circoitoe eléckricon, ldgica makpeftica, wile,

El extablecipirnts de Ja toorfa de led conjuntes se atribuye 4

Crorg Cantor [(1B45=-1%1R).,

El corcepta de “corjunto. no Be defing «n (orms preciza,  Fara ex
"

pliver 1@ qur ae entlende por conjunto, 2e da la idas Intalllve

Un conjunte sn ona solrecldn © agrogado de ocbjator Lien definidos.

fow tuales debwn poacer una propledad o atribute caracterfatica

que no dejs lugar a duda wi dicho objeco perkeness o Lo 8 1a cg —

leccifn®

rjempla: Los ex-presiduntes de la Replbiica seaicani: otre #Jam -
plo de conjunte podris ser &1 de los Afllmerod Drimon mAyoroe gua

18 y mencrws gque 1117 eoto. -

Los wlcokenbos de un onjunto poddan gquadar definidos al enumeraz

atox; por wiwwplo:  wl conjunte conatituido por loa trea niimarcs:

I, 5, 9,1 wutc.

Fueden, mn otros cascs, distipguires los elemwnitos de un Conjun-
to, citands une propictsd cowfin a tedos elicsp pot ejesplo: al

conjunto da led nOGmaros pards.

* phafrvess que RO B ealge homsganeldad. reda obiato dofinlde

en un conjunto dade se denomins “elsmeato® del conjunton.

D 1O ANTEFLIET ae Inflece que lod conluntos pueden tener un pdme-

o ftnie o Infinite de vlemsntas,

Hotacifn. Sc acoztumbrs derignsr log conjuntos coh letras mayGE-

culas.

Los elemantog de un conjunto me distinguen cocn (viras mindsculas.

Cuapda un conjunts queda definldo al shuserar sug slementon, v

wiCribw:

Ae aed.o.u) = [e,u,e,op,i), eke,

K B {1,500 = (2,951 = (4.%.2], eve. i - w=z

Fara indicar gue el =lemwnto 5 eatk en el coRjUnto B £& ARGLE]

§i un swlessnto no w5tk sn un conjunto dsde, s dencta:
[ I |

Cuando el ronjuntc sa define expresando ucs propiedsd comfin Ay

todor BuS slementos, s+ smplea one 1Snea vertics! I o & vaces

dom puntod i} cuyo elgnlficade e3 tel gue®

LElemplos:

C=1d{x | x 2 25)
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D=1{1] 1 &5 un Tibre de la Bikhilotecs Raciorall

Subconjunie. 5e+d1¢q Hue wl conjunte P oea un Fevhoos junto® del
2On jurto W, lilcadi slementn de P as rarhifn mlemrrto de N,

Ls misma idrs se ciprana dictendo que P emtd tontenido en A7 o
Bien, que R contiene a T'. (P owtK intiuide en RI. La nocidn

die RULCUTIIUNED B2 BAPESRA kn formd wimbSlica como siqguee
PR
RSP

41 el canjunile T otlens monge elomentes gem el conjunto A, ae dice

que F es un subCoRIUNED “nreplo” de A, ¢ ello ae indicat

P F
L
Fjemple: wb: A 2] conjunto de lekrag Arl s)fabeto castallana:
#landc B &l conjunto de wvoceles del miamo alfabeto, podemos entcn

toe Ccocribdr

Despuds de dic estan definiciones preliminares, enfocarcEos RUGS—
tra atencifin a 1a elaboracits de Sullniciones y reqlas que nos

poimitan conptruir uns Klgebra de conjuantos,

Igualdad.= $¢ afirma gue 408 conjuntos A ¥ B 308 lguslgs (TN
¥ #AIn sl amuod £Onjuntas eonsieten da los mismos slumentoy; ga-

to w4, cada rlemantn Jde A pertepsce 2 B ¥ vicevmrma, [jew-

Lla
A mBach g B oaL,y,xl = TlMLnLy.z,a.¥,1]

F1 A = B, debs teneras que 41 wlewantc & S48 A &8 wxaCtamen-

te a1l mi=me que slguno ds los elessntss de By sl por " enple

Ouwde tERCERNI b = 3 F » 4] v =y

iff . .

= '
Una efenica usual pars demostrar ie igusldsd ds dop CoRjuttas cop

ASEe 0 NACHT VEC que we cumplen lam dos Sondlclonas S1guiantes:

H
F
1
1 hZ I:rad-ali P& A, AnTORCRE A = 3

Conjunto vacie 4 pule).- Conjunte vaclo ws aquei mfjuntip que ©
Ra contlens alembntos. Il comjunto waclo w4 TEpressnts gon gl
simbala nl.l_‘ Elempls,
t = i sares busance vivos meyorss de 1050 mhas }
r
Obadrvere que ¢ # {s}) pueatc que el conjusta & dwl priner
sismbra, prr defiaicién, no contianm Bingln alananie) en bento

que #l ceatunta  l¢)  del sequndo mlegkhra contiens UN slemento.
1

¥i torlunto varta 4 pe cons{ders como un subcenjunte dx cual -

quisr HOntUnED sal oyl fusrs sate Jitimc. Y5 A, pars toda A,

*

)
4



Conjunta universal {f Lniversol.- ¥l cOnjunto paiverssl ex el con

Jurts dul cual we Aerivan todas los subcentaftda gque pusden inkar-
¥onlf dn uh probless pachitular, Sesichacemtd el Conjuntd dnives=

14l con &) simbole 0.
Fl araphylen et =oniunto Uoes ¢l e evitar paradeian.
Fjemplo;

51 CORs | afands como uriversos sl conjunto de ndmeras ceales, aa
timue  por elamplo:  Llel = 0p  an ronto gue el legariime natyral
de un AMsero regative o0 exirte. In carmbio, si el uriverse le

ceistltuye ¢l canlynto de nfimerod coeplejan, e eACuSntrs 0 34 -
l.ju.'ll':-l'itl.-1 n

inl = ziw: In{-11 = L»
Cuandn pa preapnts &)1 problema de asighar valores 8 wna viciable
X eh uns scuacidn, debe decidizrse qul valores ge a2 sen adeisd

blesr #ate SORJUNED de valored SOnmtltuys 41 univarsd,

Ghadrvoee que el copjunte T puede mer conniderads Ciomo Lhosub-
conjuntg de 5 hiwmd, Girs obssrvacibng e = A 2 1) para wode

L

Conjunty petencis.- Sea K un conjunin constltulds poar uh nime

re h de cletmontas,. Il conluntc potencia A A #3 4l conjunte
cuyss elementon #97 precisamante cada uno A8 low e ybCon jun-

toy guy o% factible formar al combinat lom N eleswtos del con

Juhto .
L]

El vonjunto vacto g,

ki el conjuntp I.H"ljl.lt't‘ql U debwen formar
. ] ra
FaTLr di lon VEConjunt o clementon

drl conjunta Petencia
en Flgcto:

) roon
A “n {rj Law gembinaciopes

de n objetyg tomadan en BUbCOnN Jun
toF de r chjwtua ir = n - N

El némerc vaeal PoLible de zubcon -
Juntos que reaultan gu: )

LI n n
& PRI 1 T Tag? + i:i "Il 1" a T

dond r
ORSE: [gl mom da e conjunte vacfo ¢ an tento gque 7y da w1
n
conjunte universal .
Mok
4ELltine Bl coniunes Potancia de & gy designg ™ Ejemplo
. t

Eed A = {a,b}

i O (b), {a, bi)

Detinicifn simbdlice da Conjunto potancig)

'-‘"-ialn.;n]



- 0
LR TR TR TR ) A b oy RS A, demgyiTer QuUF L

colusifn:

€ oL M+ x L B, TAuSID que A H®

I'er orT lado:
Ga xnC B+ 3L A ¥ gque RS A

.| - f
= & ¥ W tiznen joa mismos wiCRENTOE - 9

v 51 A B pe B, demngirde agrp hiz © .

en C.
Fenoemes hacgr wer nia cade Eluamanie £n 4 eatd tambidp

colugsifn:

51 % ow bW by ya U AT B: pmro pur sCf

*
B C N 4 C; JueEno g4 h+d O, por locual s

deduce o A& L

4] 851 Ao b oy BoU. demaatTAD gue AT

£
jueste g ke B oy BEC ceavlta que, cuarca min, L=

Puro ai A = O; wientlo por haubtrsia B C. - BC A lo gual gon
dltan-
cradicg Ya hipftesls o que AL B por ip cual & ¥ O resdite

g, pac 1o Lanko, M

1o

4] Determinar #% Cenunle poteacis M ciapdor A = fle.b}, el
)
Solucifin !

Fuseto gue gl eenjunto A tignc 7 elawenton: {a,b) ¥ o * con -

tendrs 27 . 4 rlementop:
il

a4 Hao v Ael ila, b, c}}

5} Diga af les siguientys afirmacionea 40T COCTECLAL & InCcOITec
tagy )
a) e = (o]
B 0 = 4]
eb {x} = [(x]}
a) [z} ¢ ({=})
oy o ({z}}
1 =} iyld = (1=}, (%, ¥])
Solucidn:

al InCtrracto: p B0 tlena aletpntos; {0) tiens un elementa.

BY IBCOrrector 0 Ao wm un Conjante

€]  Incorrectal

I tlerents § conjunto {ver inciga &)

41 Correcto: {x]} am 2lemento del cenjunta ((x))



i1

el Correcto: & £=A, pata tod® {onjunto &

1 Inegatecto: {¥l ¢ fi{x}li{x, ¥}

€} 5! &,b,c son plewentos cusiesquiery, determinay gué Telacicn
debe #xlistiT pntre ellos, de modo goe B8 Clerts 12 igualded:

{la,b}] » {ja,t,el, {e,p]!}

Dade qua ¢l conjunto de)l ler. miembro eatd conetituide por un
#olo elemento gue w8 el comjunto  a.b , pATA gue puedd verdficar

12 la lgualdad, debe teneras gue =n sl sapgundo Riembro:
{a,b,c} = {g,b)

Agbisnds saten Aol conjuntos a8 lguaslss &l conjumts {a,k) dal

Frimur mismbro:s
[a,8) = {a,b,&} = {c,B]

por 1o cual debe Ltomerse que & = O

{a,b) = [a,b.a]l = {a,b]

En cantlunlén: i & = g3

1
T, bl - Tl r), i, Rt}
?HEEEF'EHEE_EEEHEEEJPEEEF"
1y ?
UM Rt Sc eRliEnde por “unitn” de dos Canjunta® & ¢ B, &}

CLRIURLE L gue reaslta 8l ropaiderar constituido por lon
1 ICHMSL QS que peftengeen B A 5 § B O a smbos.
PN frpy C=rue

Sroimplee SEAN A o+ 23,040 B om o134 5]
C=Aup= 1,145
AL D= |y ns oy om

In~ergigc{dn.~ Dadta los fenjurtos & ¥y B, el Conjunte “pter -

SEeCClBAT [ tiie por elementos agquelloy gue gon comunes a A

FELEE 1
el wsldmy Dw gy fip

bw jy "gum le's ¢ & ¥ xc B},
Iyvmtle) Ew b dls b= jo,d.at

Deaflpe fe,a
r .
SNy eN &jencs {0 desynidet) .- Doy conjuntoxr F ¥y B g0n av
noS %4 RO C1RAMN hingln elomente comlng wate es, 14 U LAENrILE-

Cabl LA vl yanjunto vacfe: A D o g, Ejempla;

LECIE I P LR BN | T
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PR T l

th fereniia, = L1 “dilviepc1a® B de don conjuntes A oy B o wl

ohRjunta cuyds elementos E5t8n #n A Y pb Prrrenecsn & 0

N+t pc s fin: 1" = &-0
E = =B+ lx'a ¢ h,x £ B}

toremnaine A2 [1,2,%,4]; & v 13,45}
R L 1
Cofuloemontn,. = [T “vomalumento” de! cenfunte A o ¢l cunjunto

L7, ciyg, wlementos gon log wlemdrnios del univezrsa, Jue Do par

Viletcn o A, [otza petaci®n: A o+ X o= AT
A" w U=p = |plx ¢ T,a ¢ A}

Llveplo: Sean T = fa.e,1,0.ul: &= ln.#)

AT = d1,m,ul

Lo vonceplos de unldpn £ interseeoldn pusden Gensrklirmrse pars

mia de dop conlunton:

. .
.U hl.hluhz u., . unm
i=1

e
'IIIJ L T s o h, pera Al menoa uma 1o 5] -
I
™ - T
A, ¢ xlr ¢ A, para Lda 3o 5
- R

1
slendd el conjuntn e pubsonrcaras “’1“ r 5]

Tharcamas ¢ Yenn 12 de Eyler, .- 4Scn caquemss &0 los Cuales lgw

1
EOAIUNESE 48 [ORETeSentah Ccame Aresd Planans,
I

':/; ////Z | 2

CONJUNTO UNWERD  CONJUN. A

A — e )

CONENTE B

AUB ANB A-8

D e ]




»

FhAr=sias quhorales peld Trlaciopsr nizero Je elerenkon en COnTUn-

toa,- ¥elagipnaremsd ¢l phimerg e elemantos que hay en dos con =

s Ay b, gam ~] ondmere e elenernige en oS conjuntos

£un g oA Mg,
vrgirnemar +! nlEmere de clemcntos e hay en un cObjunbo, digs =
"gf ) EOnjunto A COMO poAL 1" A o% un nlmero, /K un CORJun-

we

‘utas-PzCeamBE 13 siguishte lgualdad enere Sroal:

olo¥co)

£ mez:

noA+n B " Rtk U Bpenth T m

*roblema: Todos lof slumnos da wha clase de gIlBnAYLe e inkor)-
Len pICd BFAEticar poataviden  {H} & atletismo (AN, @ embos. 51

*ay 200 slumnos en 14 Clase, y an 1a liscs de inacritos #n nRata-
clf- fay 104 momthred: #n fanto gu¥ pard atletises hiy inscritos

110 soudneor alumnas A8 inscTlplefon para practicar ambos Jepor=

LeE?

Solucific &) Empleands la fdrmula

niM 0 A} = 200

i o= 104; ph = 130

i
n Ko+ 0 h o, el U ANIREM LI T
nIH T Al + 1044LY0-200 = A4

b Coh auxilio de diaqrama fde Ven..
10d=n)=x*{110~p) = J00
tef-x [ x

Ib-x = 100

X o= 3= piH TR
Lomprolar, pars 3 conjuntos A, R, €, la aiquiente fOrmula:

nAshhens = niAUBUS e n(AD pian A Clen BT Lpan (AT BN € compro-
Lucdfn:
nh = 3 + b +« 4 > g

b = b+ o+t +q

e e d+e+ [ +0a

AA+*RB+r =

= a+dbscedadusloldg =

w [atb+a+yl* ihegepea )+ tdrerfrg]
o (grldgrUsn+ =gl (g (den)Hiarg) =5

[
= N TATIUC An AT Bl en R O endBET Dm0t B0 O



Foemyia gqureral paca acdacianar o] nfimero Or glemcAton gue exie-

L T T AT PO

W1 s
n ) o
YA = n By- nut_i“.tjjo
fat [ | 1r%
<! Ca
- niA, ALt P...p_,_t:—l‘rpll I T T S A S P
{«je ¥ Bereo.g ! ¥
bl
Tad cn I n
P L omla Ty
daam * m

[FLo) PR

J «<p <y by dakewy = 1,23, .0..m

nEw 0 1. Sl gngclones & a  objetos tomadon P & p.

o Tdmetr e ). - Imopel)
-

pt
LS e e c{p=t]p
T-E:-I. pard toda mo= 0,1,2,.-.

Ly fhepule 3¢ dosucstrd por indeccidn patepli (8 &0 14 seque-

‘o purte de CELAY poTas.

g

Cyervylon:
T |

1
solucatn

:nU\IUh

. UA.Y = hA_+Iws

2y UM LT TR PLRLLL

1 H

rnth, Moy A

I adD, Que EONGuaTda con el fltime problens, mi Ay v A Ay e B

L = - |
Wy T L

il o= A
isplug 1firg

|

]

Il”lll.l'ﬂ:uﬁluﬁ"' - pjiauztﬂliﬂt-nllln lzl—ﬂ[ll h I.;.'l'ﬂ'l.hl n li}-

1]
USRI Agbemthy M A vaniay M Ay Rlening MR R

Ay M fug AU - N Ny Ny
‘“”‘1 ;,,1 h‘]*hlhz'ﬁ, A‘l l'li.'.'l.I Hz 1 ,'I

!
|
il moaeft

Solucidn
L] ]

-.m:unzrn;un.uaﬂ + BAARA SRR SRR 4R
- g e
enfa M AI=nIA P A oa e P A on A P ag)-ain, Ry
R - n
-n |n2"",n__"|4nlh.‘.”‘a.51-nm]“ Mt-ntag A denia Poagye
1

L Ryl-mih LT
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¥

is

s N n n ' i
nia, Mgy Agbenin Byl b denia, ha By

1 Rp T Aghenta M fa e

n n n
srin My Aglrnik .l.'n.Pmslﬂ'll'.lznJ\]nl‘lfnl‘.ﬁ:"ﬁzﬂlﬁli

&
n
*nimy A‘ﬂasnnu,“ LY Agl=nia, fan A

. hag Ny N - i
LLETRUE PRLY P W nta, 17"'-.*"’1aﬁ!—ntn.lﬂa!”nilﬂr.;:-

-r.g.‘,-'* 13“ L nﬁl-nu:“ nzﬂ L 14"'- Agd

Thscrvas Lanes

'} f!’- nisers de tlmings qus dche teney al desarrolls 4o cada g4-
by

*& 23 4% precligampnte r.‘i FOT erexroln 1e Fuma

o

r- F]
L 2 [ m- mt-
< tirne C‘ = TTM L _:'_: tdrminga.

F T

“1 Todue los tErmipog Yua provienon dal desarrollo da Cualguigr

il ..E . deben terner al mimmg siana,

It Low rignes de lam diversas sumas 2. ®on sltarnados, ¥ exig-

ted m mames 25 an "l seguidc miwmbra,

1) El nitmeroc Eatal dv tAyminos yue ¢ Obtisnon 4l desarcollar

todas las sumas 25 d¢l meyyndo mienhro om 31, Tor ajemplo
en el desarvalle PAra m = § o obtuvieron: -1 a 371 = 1t

cdrvinos.

51

i

L]
rlonttame tieming del degstroile pucde sscriblzss:
‘_F\l
Il- ﬁ 'I,I‘I
— Ak, f Ly e g May
prrtioL.rm ¢ " i=1
oM ]
Lo Awociatividaed g b *t y de 7 Al 2e desudsirs mis ade-
i=} i=1

Lanf,

Frobisma: K4 Ui bhicg hay 310 ob)etox, de log cualep:

LY son de colur pris e = 14
1% son radlactivos :nA = 17
9 mon en lorma de cubd i m 9
% EOn qrisce ¥ reactivos snEGM R » %
7 mon grises ¥y ctbleos g e = 7
1 ron vadlactives y cdhicoa PN L R |

) BUR JCLE0R, FACIACTIVON ¥
chbican tnlc ¥hcl = 3

icnrafag phiietas nd son Al qeasws, bl cedigctivom, Rl ethicos?

L}

Holvucafin: #) 5€ puscs 1 A = RIGU R U C)'+x = BID-C O R 7 C)

aplacando la £9Tmela: 14+13¢% = nfG U B U C)#%47+4-3
=i U NUTC) o= 2)Y

2 = 50-23 = 3%

+

Vaploando disgrémas d¢ Yunn

nlG U Ny o=
e GeJedeleTer 4

=1
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Fi 12
T - %0 7t método:  Naglendo ver gue AR RO RY) pdamly AT BR' A-B -
. L L
- Al URU O = 10-21=27 wl Swa x4 hem
*xt Ayl ~ug b’
S0 11 ebjavas éx los Ay x i B =xg AR R
E3)] w1 mon, ni grisss, . A-;g LT e £1Yy

|
ni redilsctivos, al ed -

ht Sea = ATt

bicar.
, *x L A Yy at B
i "R EIA ¥y NP B x L AR
A aumos i rodon cm'?lgadn’- pata Amng M TEE relaciondg ERtre con- + ah i'ﬁ =B s (”
-1....“9,__ Aun Cusrnds pars ectablecer la validep 08 URA ECusCifn

de (1Y y (3} resolta: A-p = A RY

wptre conlunton  cn seficiente y badlsd ©0n fppleff Ui, cualguis |

ra do 1am lAcnicas que Aa detallardn o contingadldn, sucede, 197 Wikodd: Conatruyenda una "tabla de verdad”.- Dads gue un
r o3lyunoT 04905, que Un método on particular resclts, pard4 de slemants 1 silc pusle "eNt4T” O "pO astar® on wn dutarmiasdo
‘erwipados gatudianiet, mis claro o tepedito qua lon ctvos mé- fﬂﬁl“““-’-‘"ﬂul‘ﬂl con W {Vezdsd) on 1a tabls w1 = "epth™ en
tedlns "

u! fonjunto, ¥y coh vna Fifales) Bl 2 *20 #xcf” an al conjunto,
L]
!
1
lara flusbrar los @ler?sus milodos, o ruferieos a un siemple Lap sombindciones Podfblas pate COnJQRtos A ¥ B won lad zl-

EAE LEOL SUpOngamcx Ul Be deses [probar la yrradidad de ta e= - “,.nt.“-

Ltwag 1w A+ P o= A

1
oW
P petanltt A partgr e Las gorinloionae: Nr v v
L'
B=ll = lxlz o Ay x y bl
A e N .

- {wix r Ay xF B Se demuestrs gque 18 lqualdad entze low dos wismbros de uns wCus-

clhn entre comjuntos queds eackblecida a1 las Columnas corlIssgpon

-
™
=
i

Y dirntes & cady miembra de la scuacin gos en la table da verdad tie
X .

. |



13

finy L4 mimmAas ent[;dn; (v 8 F) on laa eenglonen correbpordlentes.

{ A

‘,LA :c.n!uu?' x g k-9 ®» E AT AT

H - —— b "

L"J W r ! T F
— i

oy | ¥ _ v u

TS T 7 [ T =

r : l

Lr F g ¥ ] r r

—F "

1? pobservacifn: Upa tabla de vepdad dobe Loner 2" rcanglonaar
wicpds n #l nfirero S perjunton diferentes wnvelucrsdon #n 1a
reopoalelsn gue Se desta derastTar len €l ¢jsmplo antefior, los

conjuntod ton Ay B1 poc Mo taneo no= 1) 2" = 4 cweeiloneal,

5% Chacpvacifn.- [ SCuATiohES dqus [elacionan opericitned sh-
tre £onjuntds, €0 gEndral. o AdeLren demoatracifin mediance =1 dis
grama de Vepn, ¥a qua un dlagrams da ¥epn nd purde inclulc todas
oo silywrtiopes podlbloa, Coms 1p hace, pOr pivmplo, Uns tabla

do verded.

uis adglants ¥ PTE3CnEan ejemplas gua tlusirdn lg exspUaate en

1u Fa pharcrvacifn,

princpiu da jualidad=. = 51 B¢ [ntercasDien lés opeceioned
A qor 1 comblapde adimiswe loa conjoptos U por 4 en cual -
muier espresito entre conjunton, 1 espriuifin gque gpasdlta a4 de
mind "dusl® de 1s expresién origundl.

Fjrapio: s L& eduacion:

24

I e oay ey

la dua) cw:

g uilhar) -

51 “hernhnn awioman implican aud propigs duslen, entonces rl dusl

de cudlyuler tedicmd que &3 COnFeCyancia de los Axiomas oF tam-
bifn randecurncia de los aziomas” .

[ETT T ANtErior, dado Cualquier teorema ¥ N dmug“lﬂlﬂm, rl

dual del tecrema puwie yer demostrado de manera andledga, yaardo

w1 doa) de cada pass sucediva de |a descatracitn original,

De mode gua, §1 un teorema’ 03 verdadero, tambifn lo ws el Jusl

de enf miEmo teoTemp
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DI |, ATGELNA DI COMJUNTT mﬁ

LrrTY TUAL
I
.= LM Uy ERUTA M MU AN a R h“-’* - R
§
u n noy,
¥ o= Uit AV fWLIDAD ] AU B=DBORA AME = B

- ——

S BUCERTIVILAD

AL MU & (AR

1
AN B Cman py 0

4. RISTLTHIVIDAD AUTRT C) = (xup) O AN puC = (A BN oy
g Ao
:' MU= R AN = p
G dues o : .
ki t\ ruti= 0 AP g = g
1 1
' || AUA - AR = g ]
= COMILIMLNTD ' _
L 1.0 ﬁ B =g Wt =0
1
T.- 1 RIRCAN ﬂ AOR (T gy FRRLE LRNTET TR
ry
M, = TROLIY T 0N ‘I m"y" = A

Faseyyyda

la apljcaciﬁn de low m-u- Fa10namiantos, o8 Lactibla

Tey y. wn hlm Peralala, 1e dual,

Supangamol que s# Astea, 4 partic ds 1g 1ny odn

Cle la ley da 1dqntidad, ant comn 1 dual)

ik

dum- un c::mplu *n al que 2o Llustra ofws, mediante

deducic de una

Idempatercia, dedu

I -
LI N T | hipfeasix A= pfty
|
= (AU AD e 5 “ [(AMRip g
...
= AT M (aunc) oy ¢ s AR A ugah Aty
L}
= AUEAN A%y e 4 =AM (agany
5
= Al s de ¢ - afg
1
A= Ntl's Tdunt jdad A= alfi il

Ee comprusba que los pascx segquidan gn 1 traspiormacidn da 1,

colwmna da la izquierds

ROR precisamgnts lon dvales da cads ung

de lan :Illﬂllll-Egulﬂﬁl *n la daluwccitn reslizada en in columng de

Techa .

Cbslrvens u.j.m:lm ques no todam lag layws del Slgukra 1jwtady en
1

la tabls de la pigine anterlor

*n (ndwpendientui.

Como ejarcicia, demostraremcs la lay

1.

Apociativided:
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LW

lazr. mitodo

AN LB

{x | xc AB 2 BUCT
= {a | e A& 3 ¢cn8 et

=f{x | irch®xcB &)

(AFp) I

}n.n-.ﬁf,adn:

al Sea x @ hJIBUCE
+ Xt AO AL BN +xBdurC
o 2ea K LAY A B aeC
Si:rl-xtlll'l-*xtllhl.ll}uc
s::;n-xcnun-x_;{nmnt_
5l x « © + 3 ¢ CULME)] + x £ [(AUB)DEC {dw 2}

+ AUIBUC) 053] i e (11

b} 51 x « {AUB)JOC

XL MBS Xe D

~ x g A6 wneEBB N g

27

0
%F %= 0 A+ N L RU{HEUL}
1 me B - w0 {BUCI - 3 f AV[BUC)
4 ¥ r £ * ¥ @ |BUC) + & £ ADIBLC)
= (AUBIUC © AURNCY L [7)
ds 0] ¥y (21 IMUBIUC & MI{BUC) = RURIE
1" nirodn
mt A B |y CChiwr MM |x¢ (MBIUC |y e MIT |2« WIER)
==
) v v ¥ v ¥ v
f
W L) T v L v L
L
I v 4 v i v ¥ v Y
v r Py v r v
r
| r v LA (Y v v ¥
¥ ¥ ¥ v v v ¥
T ¥ ¥ F v L v
T r r ¥ ] r r
T 1
=W
PR
¥
NV

“F

H |



L2

—
|
3
FL " LT
v I « = (AN gpfooy ida 7}
e
P .
\r’“ . n f
N K - AT Iy {de 0}
Elercicilon.~  Con hass en 13 layss del Slgabra dm conjuntos, de - 1| '
. . : = af imigct) tds 73
naaLTaAC
) 1.= APABPCT = {ALBUCH! $.- aEIUGIEY) = b
k.nltﬁ(:! - [A'l"lg']-‘-".c' [dw 1} I "
(AUBJUCAUB") = [ACA'IU (BUN*) e ¥ ¥ 1)
= Cmanoie ] fee ) . '
. H -ful (da &)
= [ iaumyng ] (de Ty 8} .
- |ABC)” (de 1} i - 1 (e 13
2.~ AUIA'T B} = ADB , . 0
" 5.= Con hase an la Fhrmuls dada anteriorments: nAspD = n{AUR]+
]
AUCAY P BY = [(RUR'IT {AUTBY ida 1Y afA™ B}, deducir la fdmmuls pars relagfosar sl nlemso dw =1 yma s
tom an trEs Tonjuntos: nRA+nbenC.
= 00 aum) {da K} |
1
T salucidn:
= AUB {da 5) f
N For Ilﬂﬂiitlliu'ﬂl AlAUERDC) = m [NFCRCS )
1= [ntemy® rcontt ] =AM etecty -
por la f&rmuls deda para 1 conjuntor:
+ "t_I
Cratuey v icunty ' = Oaumhoxeoes 7 da r{AU{BUZ) % nasn UG =n A% (pixr) 7
+ aplicands aodramentd 1a wisms CSrmula:
- Eru[.ﬁ o) 'J 1= 1)

AIAR ] . nasni+pc-aiB 0 Cr-p A o)}
1
de 1s distributividad:

i
nikM{mucy) = nl (A0 At ey 7]

-



aplicande la C&8rmula pata 2 cumluntos & este BLEimo:

NIAFBLCY & rANB+RC-n B0 C)-nih™ By -

UGS ELINEPLE L Sl iy

* nAenen=n (A0 DY =n AN ) (B0 ChenaD y D )

G blen:

nAnEanC & o AUBIC) s AT BY+n (AR Clenta N C)-ntat 1P 0y

L,.-

VEIRLEAFloy ACerca O gquibt idicms exiranisro astoban st lapda en

<%0 semdztra, 38 abtuviecon las siguientes redpuantasy,

Idicmy:

Franciy ([F)

Inqlés (I)

Inglts {1} ¥y Ruso (R)
francts, prro oo Nuao
Solamenta Frapcds
FrancEm « Inglés

Hingfn 1A Loams
e prequnts;

i1} pCulntos cursan Ruso?

1£t youdneos tosds Prepcls ¥ Ruro, perc e 11levan Inglse?

1i1) yCubntos curwen Prancls y Tusc o Inglls, o ankne}

13

En upa =pcusata cfectuads a on grops de 100 estudlantes ynt-

Nimere da antydianten:

nk = 7

is
41
]
21
11
v
i

32

falucibng

bl dlagrams d¥ Venn:

ﬁ 1} R = 1R
@‘E’ﬁ% 1) mrh Ry . g

7e ' i -
X 24 iLir nF™ (RUTY |

T.= 8o ticean ] obletosr A&, B, C, ¥ av anbe qua fipguno de 1o 3
pegs mia A ] kg Al ments de .5 ka. Pars detersipsr oof saacti-
tydrel peaso qua tiena cads uno de los obietos, v emples gns balan
2a; poro E3ta dnlCaments prglfira. con peeclside, pasos entre 1y

2 g,

£l prablema consinte eA Sgiezminac, fon la halamia dmds, con -
soluta precipgifn, sl pesc de coda und da Ios )} bjacor. afectudn-

do Onicamcnts 1 pEsadas an 1a balanas,

Bolucifing Parps poddr smplesr 18 balanza, dabarfin prparsd 1

oLbietos conlumtamanta.

Homanclateza: Te i, b £}
A o= papd de A
a% = Caso dr B
aC = pamo de ©

nY = peap conionts da los 3 objwton.

= | W= K 5, « R, C)s S, " {nnl,

1

ns, = pasa 3k B y € juntce = RE+RC -

mEy = pesn de &y & Juntos = AT

g, * peeg de & y B juatos = nitnk



P

i

kb ]

-’

Frsulta onconcrd:

- = u s
B US, "5 U5y 5,U5«F

5“;,-!-

M

f =
5_1 51_ 1] \

.Hp-ua. widkd iE:

15,05, = n:sluszhnisl“ 5.

= nifsng
RS, enS, W ndenc .. L1}
n5,+ns, = afeem L [2Y

nE vASy - nlsna L1

i(nS +nS tng) = Wi+ naenb s = 4nl

+ nff = %{nslmszmsil. 1Y)

{-l‘. o []}1

Simplificands, y despejandd nA 3¢ chtiens la primera dx liz #l-
guieptes 3 etyvacionts: las I slguiwntes ctesultan ds wanera -nl?u-

ga:

1
NS4RS, = }'[“51'“52*“5}’ +nA

3

! nks };ns,msa-ns:; (de {41 ¥ (I

ra . %Iniliﬂsrlﬂ,] 1as (4} ¥ {2

ne = i""-"f"“:"‘-’:} de [4Y y {1hy

E.~ alldirector de und sscudals secundarla mixta {cosducacicnal)

50 lw preszentan los aiguisptss datos satadisticos tandiences g

I
reflejar ol afwcto de 1a priceica de los deportes en al sprove -
Chgmionta scadimico da lop slymnne:

1

|
La moritra congiatid da 100 alumnne, 5¢ hombras y 5D mujeres. Pa-

o ato el 60 %, del cual I} mon mujeres y 3I. hombrad.
De los 100 gua tonetituyen la muestra, 34 practican Jeporte vy, &4
#8tos 56, hay 35 howmbres ¥ 20 mujerss. As obsarva que de loy 60

1
sprobades, 34 san deportistan, ¥ d« witos M, hay 0 bembres.

El director pragunts: (Culntds muisres so-deportistss B paABATOR
]
uiim)

lll Balucidni
hil » 1008, nA = AN = 50: nA = E0;

|
niaf m-l- 20 niA" W) = 37 pb o= 56

H

ApN Ny = 36 miD™ M = 20; pEat D) = 3

]
nAf BT H) = 30y INCOGHITAL HIKP D' ary

|
perui ni? B AN = ot Pope D ary
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del Problems f.— antgrilofrr
A D M AT = A(EUTUR} "

pere AIHUDURY " = all-n (HUDOA)

el problama 5 - apterior:

AEHLAUDT = pHAphenC-n (A7 2 -n (MO Dl-n (A B anig® AN oy
= SEQSE-37-36-14410
[T |

AT M Ay » nep{NDDUAY = 100-04 = &

a sod; El nteedo de puleTam, que no practican daparTie ¥ gUR Fas

probd pon el ARho 9 6.

El diggrama de Yann corcenpondiunts & cote problems 8y comd cigud)

niisioe *

G

n[BUAUD) = 24

™ Bolucifint

niHEAIDY = adtenhenD-n (W0 R -n MU0y -p{a™ Dlen®™ A0 D)

ponle pa conocen todos los Jatos del ssquedo wmlenbra. Park com-

platar los datos, pusda IvcurriZss &1 siquients Ciagraxa A2 Yean,

ll C*"\‘
A0

L+l = 5{:1.;;;‘_41_:1_1“.
HiBD = 170-87 a An

.=

¥ Solucidn:

Dxl diagrama de Venn 2s obaarus gue:

o wan AP ypenguh E-I—nl-llnlnﬂ.'l
EL U PS¢ T 1 S

+ X o= g

Dibujar diagraman du Vean,

Cusditingn:
1.» afighpg 1.—{,“ a8y

50luc 1dn,

= nimuarh)

= zvli2

15

thlws que verifiquen las #lgulentex #-
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al dlagyaiis

N Cona

B-C = B

: _ TR LETUEA N L LY

<(#=C1 ] = AN B C

7.- aftafg = afa '

Salue vfn:

...
Dado gue AT A" = 47 {pata cualduisr Al = gud poFL QUA BE VA= :

Figue la wcuscién #n 2, basta gwa AR DM C = 4y conp pucela,
por #1emplo, an &l dlagrass de Veon del problepa 1.- antarior -

alstan mochon mis poalbilidadgel

1.- A-B-C} = [A-BILC A
Transfornanda 8l 1*7  mismbre de (1]

A=Ih=C) = AM {B=C}'r {oemostradd por & whrodoa)

A BNy, Letr 14 misma raidn ds antweal

AT Ui : (Por De Morgan)
= (APRr uAn C1: (ver distributividad)

= m-moahoy | {2)

Conparardo loa ' miemtoos 4e (13 ¥ [2). stlende igualoa los e

Eivwpront

i |

5i A“c_-c- [Ly = {2}

peic afig o ¢ = CC oA

D an{ qua €] diagrams de Venn aproplado pueds say ol migulants:

e

Dol diagtamki

A-{B=~C) = {A=B)IC

Zs Moy iBpOCtanie obésrvaz que lap ) Tdraulay dadas pa  tisnen
velider feneral, como pusde demontrarse, por ajamplo, COnstruyen=

do las tabins da verdsd corrsspondicnies & cala cam:.



v

Frolpli ey Cnbiguar 1oa pardntgoin recesar Lo on ol acquada wiem-

L
bro de medn que yesulte rierta 1a siguiente igusldsd pars oodo

conjunte A, B .

a-Ce-(af 81 = K-B-B-k

Soluciting Dalc Hue =)} conjunts dal primez miembro af gatd
biwn defipidue, se podrd tererC ides de quit conjuotn reprasenty sl

nos audllismon A diagramon de Yenn:

(& (& @

B-Ia" &) a-T w-1awj ]

Por 10 que patece s4r que A= B=taP2)] = &

Lo que paeds CoaprobAram |JemOptraTna) <on und table de verdad

(pazh toda A, B)

s e Lana Teiannm l_h-tt+lil“'l|]-
=L= i . —
v]v r v
—
r r r v o Arh=T B=-{A" B1]
v i v r
rir r

i
¥olvlendo Ahors 4] graunds mienbrp: y obsrrvanda que B-p = §
AT iB-B1=A ] = AT =8] = A-w = A,

For lo cudl, la igualdad propuesta se varifica para todo copjuntko
A, B, g1a

a.-l:;.-u.“ B} T} a A= (m-m1 -]

thalyvese quo nd funciopi ninqura de las siguisntes pusibil idadas
o Colocaglin de parEpiesis an ol pegurdd miembro:
[A=H)=fm-A] = A3 p A
Ch-ih-21 J-n = e w2
Ctamy-8 Jon = {h-s)jen = p ¢ &

'n-[n-u—m ]+ Aa-n
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T Eard g

Iad ctrticifn

NECHASASL La y Suticiconr g PATa gun

uf conbjunto
[

sea 4] conplementn e HEFO Cinjanko A,  aa qua 58 vertliquan

nimultdmcagenty las 8% conditiones migulentey:

alr aflg o

¥ Bl hUB = T, fB) eg 1a dunl de a)} .l
" -
Luemestracifin tondicitn neCecrariag

l.plitenig) B = g
Mg w afpe

3almizmn; ay A= n

= T AUB ® AGAY -
Shndicion mwFiciente
Hipdteaiy: A"B =g, vy amn 2wl
P apng ‘
= M orapnty
e L AL ¥ T L
= (AT RIAN 5y
de la hlp;ttlis: AT p g
=~ H= o upfary

s A oappgat i g,

s pth (L) 1]

L

L A T T R A T RS T]
\
|

(TN L LT,

- f = A"

de
Froblema.~ Con bape wn el teorems antwrior, demontrazr la lay
1 -
B Morgan:
|' ENTXT VI I A
[H
Ramtard hater var que:
al (ALBY} U (A*MBY) =
L
CELTINR EUU I T UL S
y . (]
puesto q“‘t’ﬂ hacemar RUE = C; A"M @' o p
"ty
cCyoDal~cr an
1 [
4[ 8 C NG mpgag e
Demontracifin da o}

'L
taumy U At hopry

[1wnl un'] n [mu:l u:-]

! [n'uuua] A [”"3‘“"‘]
; [n'HM ua] n [nuraun'l:[
EE u n} n [Hﬂ]

) ﬂ'ﬂ U-ﬂ
[ ~tAvm 1" = arhim:

L]



2 ot

corjuntcL
‘

3

PRV T ol L letg i A can el lon o Lo schamientos ifqicon. -

Suprrarot rue se LAtalilecr Ja aguienty relacidn entie vAT LDs

M LB

B LC

C e

L ¥

Ld Qe clusitn esg ACM

Lelbe StAcCU/arSe QUE .a condiusi®n anterior e vilida
fnigarents k1 Cada Conpunto spatece 6o miAs de une ves del lads

derecho o del lada drgujerds.

Uo pucde COnSldiyse nada concreto oacecca dg low conjunton

Ay B en 4l slguientg gjemulo:

Aol
Al

Er todes los tasom siquientes me cumplen las condicicnes

Madasr

Lip leyes Je Mod conjunton y el ung d4 diagsamas As Venn
rusden comducit a4 14 detorminacifin da la valide:z Jde clertos
Lipas de yatonamientos, como se ilusira &n los eienplce dados

4 cEntanyac1ing

4
1.- nlermivar s, o VELbr o sygugent s FAINnAn] enkog
Tudow lua ¢y iU s rectSogulon,
Treml han:
Tedaon 1ga tiwtintulon son Parslalogramos,
Par Igp tunly, tudps log cusdrados
Contlusifni
53R paralelogramee.

L L o ]
R@ p * el Tavondmiento ew vEljda

7.7 (B vilido el pigulente ratonamiento?
Algunds probleman sw Tesuelven matmmlticanunte

Framipas: {
Algunas problemas pon dificilag

For lo tanto, A1GundE Eroblimas .-
Conclusifng

matemfAeicow ann dificiles, -

P An cusnde 1s conclusifn es correcta,

@ #0ta ay ohtiwna 2y un ralonamianto
x\x,___,.
S

Tulmo 18 fowglidn

Enplaands Iam leyes ag conjuniom &8 posible demautrar que
Jas conjuntos My D gel problems aniezior no neCesariamentg
Lienen intersecelslng Cal diagrama;
FUNspy Py = P
I PUN I A (pupyapfipep

- ruinﬂnjnp_._{i}
Faboacs sdemlls que Py 4 - P...{2}
Comparande (1} ¥ [¥) vemos que

M D puede ser s

* M ¥ D ono necessrismente bicnen Incersaccién,



2J

+ AL

3. Analizar =1 migulsnte razonamianto

[~wdoe los nifos spn telices .
Freriaas

jGenies felicen mo ameBinan |

Par lo tanto, ningép aifio =» IRITE ) i!.;-I..-;.- que, 21 A B, las diféan ravadas an wl diagrams
Conclusifnn nu Al s"-‘lFl-h':phﬁn. Eata condicidn cs egquivelence &r

|28=nLno ' 1 - N

¢ 0 Afvp w gy
»

Pucilo que la recfproca tambisn ¢ Clsrta, s concluyype que

el diagrana podemos Conclalr que el
razonamiento «3 vilido, "
AG BN B = b (1)
Analiticamente: NnF = Ky Fonha = &
N=MNOrF

KD A= {N0O FIO & aaf miema, da {13

=wa (rn A
0o H'Hl'n A1 =
Hnh=Xu a
LI L |
. Brs R'Ew AN R g .2
* Mo cxisten FEntcs gud s4an simultdnsaments nipon y ansainca '
e {1} ¥y (2} .
+ hningfn nific es emeaino: :f
| Ac Byt a1}

Expresifin o A B #n funglfn de lasg operaciconss unidn w intsraeccidn

Dado gue s vElids la conclusiSin A C sl wa saba qua A B ¥y B C, con Pur orFo lade:

viene expresar #1 siebolo en funcidn dea la vnidn w intecsrccidn de

4o conjuntos.

Supongamon Que A Bl 1o cual me indics pediante 2l slguisnte

diagrama de Venn:
' h"arl"lf-'ﬂ ME ¥ R~ Agtd



1

3

A Haamlm = g (3
FEZ R ALUDN = Lol

tambidng ro Perattn = U 08} (dual da {17 4

p

Aun = i

~A R

——— 1 —

Aum g T

.
»
-]

Drnnt raclones analivioas:
e Ap oplirma auiw A T+saA™ 8 = a
Uamxis bragoidn:

e rarte: hipfitesis: A B -

+ WL A cA-+ar O] porlocusl, ai x ¢ A ¥ wnt B =+

aL AP m.azpfe (i}

par wtyw lado, w1 :thnﬂ*lthl‘r ¢ B

P R+ kLB R ._.[ii}

da {i] y [L1} rosulta:s APm = &

1
a
i Puerftics hipftuain: RN A & g -

I racyfin: 310 AT R o K= pe= afl n ...{u]

BETR, puia tede A, B 0 AMpe g )]

4

e {aYy f0Y e concluye que A B
i-= bemadliar que AT R = g o+ aNmr o ¢
wmokigete: oA - AM e - APt o gl .

O AL TP LR N T A = "

AN O e A cquivale & AN pEY = 4

To=  Lveantesr guu AT D - @+ ALl o 1.
.

Pltcands L1 loy & De Morgan & AT Bt = 4 e obtjana: A'UR =« [T

1.= weankiihre vpg ¢ = AN BY o ayp = 3,
U RN W fAEBE T (BB = (auE P T = AU
T - AR spuavale b AUB = B

ER Famuaesir
LR =N
ARt gy
A m o T - A
AUB = P

PN (L



La

Froblema:

¢0ué conclusiones pusden décivacrne de lag siguisntes proposicio-

nest

al Todos los watodlantes insexritor sn deportes jusgan o baistol o

futbal {0 sptwaa).

bl Mo es permitido jugar beisbel y eer adamAn mismbro del equipe

do nutacidn, ﬁ‘

£l Loa gue na !ovman packe ded squipo de natacidn, debaen pracricar

atlat LEme.

folucién: LDefinamog log 2lquisntes CORJuntod:

L=
]

Tedos lod catudiantes Inscritos an deportan

b = Conjunto que Juegs bheimbal,

-
i

Conyunio gqua Juaga futbal,
M = Conrunth an =l eguipa 4x natacidn,

A " Conjuntc en 8l equipao de at letlako.
Simhbilicamence, laa proposiciansd dades wk apcriben:

ay BUF D
6] A" K =

cl Ne A

Hemoa visto que al ¥y bl son sQuivaleantas &

al Bor =Tl B"'C FOF'c B

b BN e g P B N SN B

b
I

Gy lo Ledl tomamoe)

a1 P A
1 - F'o Hm'" d RS F

B BE W

. ll* B A
de ol MPC A

[ETLEE LA L
I

e n
- F'eo A

[~}
1

FR rogsumen, las conclusiones son:
i

lo- B W RHET .
!

sgdos lopc mismbrow del sguipo de nataclin juegan futhol.

2.- DR
[

Todlos loa qui Jueganh teisbol &stén &n sl squipo de uln_:m.

1.=- F'& A
"

todos 1o qua no juegan futbel sstdn en #l wquipo dx atleclsmo.

+anrema.- bos conjurtos A ¥ B weh lguales sl ¥ n:il:.. LI L

vorifice una, cuslguiers, de las dos condiciones qgue Be wxpre -

san & continvacibn:
1

.pl IA=R U IR=R] = &

a i AT BTRUIATT R =

|
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(LR N AR, S LTI Tl 1Y
hapttenin: AT OIUAT N R) = 4

Fara gur L unidn de des conjuntes puwds ser igual al confunto 4

L TECPRATI0 929 C3de CunURTD Sra ¢, puesko Jue & U & = §

AR mo s AeoB
Aa B

R
HucTprpoamente:
Mipldevmyiy & = W
e Uta' M) - A AU R A -
=404

Frollema:  Lon base en el Olefme teorema, demasirar que &n el pre-

hiemn anterjor, ws factible ql-ug F =N

Ftlucifn:  OGeberon buscar bajo qutt condiciunes ma vecifica lg azua

cidn

y
ttl?r'lu{u""‘ El = & .

A

e la 17 conclusidn abeenidaz
Ney - ghipr oy
U UTE LN Y

- mnr,‘_

52

e anterive 1w verifica wi P N o+ F ucie sar igusl a N

A= F =N

Dol disg7ema £F Comprurba que e cumplen todas lan condiciancs

Jitud ¥ las conclusijonen obhtanidag, wato st

purs=1
L DATOX

H' M

R F

BE A J CUACLUS IONES
¥ A .
Tares ordenaucs. = Sean don wlementopr & ¥ b #l deslgpamox co-
mo Primer elemento a uno de allos, digamos o, ¥ al elemsnro b como

=equndo, terdremcy definddo on paT orfdunado, =1 quw W4 TApPE T Renta

cuma: (e, b1,

lgusldad.- Oon pares ordenadon son jguales #i, y 08610 nl, sus gri-
worof #lenenlon BOn lguales) sisnds animinag tguales BUR sxgunddas

tlomenton; wstn &s; (a, BY = [(c, did® b =0, b= 2
CObhae FVAC LOAREE
1.= 13, 1) # 13, 2%

4.+ Low pares ordenados pusden astar constituldes con gl Pri=

mar =lelanrs fgual al pequndo: fa. al = {9, %)
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o

5]

o, B F (1, 2

jom aples del plane conrdehodo SORn cewmplos conocldos du paras

vhrnenadg®,

Ex Ja =M dafinicifin de par crdenado ls sigulentisg

.00 m & oA fa b7t 67 donde la,Bl e3 un conjunto {par oo crdunadat,

u el genjunic a0 deegimina cofl 2o los eléwmsntos da)l gonjunto

{u b} vi2he canSlierar $r oo primcr elomento del pag.

oy Lage on 1a deftnicidn antetior, se doamostrarfp slgunam da law

JFirmag ivpen moechas arterjorsentog
t.= 4u.L} = (€.8l¢=pa = c; b =d -
Pio- taaled A dbuiay, wi & ¥ L

171.~ $1 up par oyJenado tiens sus dos ¢oofdenadam lgualse, re-

unlug [u,a) = [la}th

| LA RO T ] 22 P

1. ) miperemin: {a,B} = (=.d]

52 demostrari fue a = 3 b= d,

I riegtas fa,b} = [[al,la,bll; snimismoy (c.df = lle), I}

por mipAtasimn [lab, fa, 51t = Uiel, =91} {1

EL]

iom Al n s fla), la,B}) =" [Ha), {a,a}t) = llal,{x1]= Llal}

(e lo cosl gueda demostrads La agirmecign [IT). de {13
I

= fletlic,dh = dlad), T Tle)) =T ta)l: o+ dc) = dal, - p o= £,
N
pueyto gue a1t A = b - b = A&, a8 ohtienc aglmlzwe b =4

1) ml a 'r‘ b, Tesulta yur, pof tecop ambos mimshrog de la igual-
dal  F1Y L] milsm; efiscro de ¢lementos, ~ ¢ P &; obtenifpdose de

[*) ques .|
fa} ¢ fic), fe,at?
1

Fuenbo quull ) & g, d) ="l =T}

- gowme !

*ar oiro Lade, de {1}:
1a.b) ¢ Hle)lic.a))
fore 1ot oy le:

1
+ da,b] = le,d}

]
PuLsto Qué resultd a2 =2 0, v h o= A yague & ¥ by Ccon 10 Cual
st oompleta Ja Jeagercacitn de la parfta @ g} -
'l
T.=b) NitBtasin: a = ©7 b = g

S dumonlrard gue  (a.bl = g d)

A clecta, de 18 hipgiléais reanlesn:
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EL N 7ol T O T R T~ I
Maf, ta.blr = {lel te g1}
- la, b} = fo.dd
.- Il1pﬁt.._-=-zl a4 = b conpluzifin: [a, b} ¢ thad.
Pour Medyppicidny
fa bl = gl da bldy e 0 U L0t
A oa Ao, v lat Folud, o0 a0 T, Al

~ fla.hy 4 TL,nd

DLelryere g lu o' oo e weraliez aun tuando: [a,b] = fb.al,

jeira tucta o, by

roductn Eab ERBIciG i £ eniOn, - Ser'yg dos conduntos A ¥y R

sl “producto carteslane de R ¥ L em e) conjunto cuyow wlemen

tns son (odad los pares grbnados (o, B} tales que a4 ¢ hybe B

Awb s dla,%in e, b o mi
Efempla; Sea A8 Lybl; W= dw, oy, 2l

Ax R o T{a, Y, Ju, ¥ [a, b, ik, w1, (b, ¥), (b, 2]°

PLUsfrvess o7 Adh 8 Tt s 0 N AR ool riemplos R o= 2

nA * Y = ph WAL= A = i, v ME ow g

La definicifn anteciur por do venoralizarge paca formar productos

cartesiangs de eud®user Flavie du cORjunloor
Aowled e R E o (g b, eoml leon Ak e Byaaa,n o N

liemple: Scan: & e [u 2,]; 8 = fhjsz.hsl: < -'I»:l.l'.'z}

- ]
By — <,

=4
Bor—" "}
2-\-\.___\_‘_:

h _.—"_'-c
,-“""L‘-

P

rurulern 12 tecnan ordenadas

T
" ol

nA s nl x B0 = oA a2 B ) = L2

Axnsl = '[-J:b]f-‘.li{lllh.‘ﬂzi t"lhfﬂ'”‘l“:‘::}""”-‘ [ajb]cll “‘.‘:ba'"'z”

Llarciciwvii
1.~ Demostznl que: A ¢ IBPC) = (h 2 BI™ a3 1

w1 A a AR o J{u,yrix s A, yy o mfE!
o x| A, ¥ By ¥yo£C]
= fe,yidi=,yt L A x Ay [x5,y) £ A x

= [aox B LA k)
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v

57

i
wLED mf ooy &0 Tulele dee werdads

LY Sra [E.¥) « A % {BOE]

)

S I LY S

rx LS,y h ey o

= fx.¥Y ¢ IA % B] ¥ fe,¥) 7 LA x T}
= a1 ¢ Ihx P10 IR w €]
-AxBACI S (A2 b A 201 {1)
fga (n,yl £ TA x 817K a ©)

+ {2, ¥l ¢ A x B Y [¥,v} ¢ AxC

+

s b yyepyC
+x et h yyronteo

fr,¥]l ¢ A x (BOC)

[

4

xRk x €3 A a (B0l (7Y
g (1 v {33

Ax BT EC) & fh oA BTV (A T

TR 1,0yl l .y tx,viL

Axfh“ﬂlgl:&.‘ axe laamrmxg
r

N Y | NE—

T B

LY v R
F v | F F
F ro v F
< ]

1 ¢ ) F r
F § i r L

-

T F i r
v | F ¥
rolr | F r
1 _ F

do-Doveatrar taw 4L ACR y CweD = [h y OB M

p) (P

pefo, POT hipfitesis: ACB ¥ CSD
|

4] Sea (z.y) L Aw T

=nila ¢ yrc

“ gy ¥ rph ¥y yobBo~ fa,yv1 B3t
il
= a2l {m,yp € 1A wEC] + [(x,¥) ¢ [BaD}

~ A Alfll‘: 2 a ™

aLrg efTodo:

Ll Ih x O] & I8 x DI



AL
’

"

bz
e oqa x U1 OU G o TDom Bl
pad 48
N c MAlounoe 1jbroe de referpnciac
ey a1y T bp AR
- 1 Z i - {}5 S [ I H l.- "Setx, legic and axforatic thearies™. R. P. Etoll, (Edi:.
| A 5 ——J‘—.
1= ._.-.-3 [ —— . i ik Loy 1M 1' Freemant 1961.
i a1 Vi ﬁ
‘ | - ) e
B oAty -| yfﬂu ML ﬂ'-ﬂt- | L f 7.~ “Intpeduction to logic and s#ts™. R, R. Christian. (Fdit.
A1 U [BuTH
Wi &'D! Wi Rk € Iiysays 2y3 2yel { ! Blaisdelld 1985,

Introduction t8 the [oundation ocf mathematics™. FE.L. wWildsr,

IEdit. Wiley) 1952,

4.- “Bet theary and related topice’. &, Lipachtr2, (EA{t. Schaum}
1964 .

.~ "Noras schra conjunces ¥y nimerce® J. Salpiar R, (Edic, O.F.E.!
1347,

§.- "Foupdations of modern mathwesaticg®. L. mehlenbpcher {Fdirt.

Frindleu, Websl B Sohmidt) 1987,

T.= "The algebraic foundetionsy of mathewaticp™ A. A, BEsumanL

R, 5., Merce, [Edit. Addigon—la y) 186},

.= "Introduceifpn & la tecrfs Jde copjuntos” L. ODubi{fla (Edit. Unlv.

dy Busroca ALFas}. L9E9

9,— "Conjunton™ Aplicaclonon matesdtices a lx adminigCtacidr.

Arjel Wleima® y Elpnd K. d¢ Klajman., (Edjt. Limyga-Wiley. 5.A.,

MExieal 1972,

i tabdg Pk drmufITE nLe

% EILGR W D) o= B 2D

ok oc1es (B & DI
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1.1 DI'E#.;I.H[DNI_'S KISNARI AL

Sea , & un eehlunte no vacio, en ¢l codl we define la relaciér
de igualdad antre sup elemantos:  Una Operaclén bineria p

J en d_ichﬂ CHn)uUAts ma ufa relactén gua Asocia & cada par gode
nadn.:th,bj Ax #lemghntos de B, un swlwpanto dplev =5 4 B . al

cual podercy llaxar resultada de la operacifn.

1
51 o] recultade de la Opecacifn estd en el ronjuntos 5 . W
dicw Qua E o8 Cérthdd con respecto & Aichs operaclén; con

lo cusl la operacidn sutd definlda en el conjunto,
i

Ejemple I.1.1

ESTRUCTURAS ALGEBRALCAS

Sea 3 &l conrlunto de los nhmecos natdrales (X)) ¥ awa A la
operacilin surn [+,

'y
L cads pic ordenndc de nlmeray naturales (a,.b) Apociamc:, Te-
d]‘.nnttr la gparacién poma, sl plMero n + b, ol cual ep Bnice jy

¥ wstd tambifn en lom naruzalaes.

For m)emplor
if

al par crdenado (1,2) amcciamcs al himera 1; ex
OR . dgtir: 1+ 21=13

FTUARDO SOLAR G, ,l al par .u:rd-n-ld;o {%.)) asaciamca 4] ndmeyo 25 ez

=L 1 F 44 L+ 1w g

al pir ordensda (3,4] apociamogs el niewero £ w3

Projesor de fe Piviaifn dt Ciencdds Bdydcas de f2 Faeufzad de declz: 2+ 4 =4

Togemdsnfa de fa 0, w, 4. K, | LLTE
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Ejempie I.2.2 N

Sea £ = {a,F,3) y sea £ 13 operaciin defanlaa por la siguiwd

e tablay i

{y 0 B = a}
(kOTa: Pl primar siements de la pare]s derbs buscares en la 0
lumna de }a irquiecda ¥ wl zegundo en el rengldn supecior. El
ceaulteade e la operacifn serl o1 sloleptc Que £ SRCUERLTE
on la interseccitn d9el senglén corcespondients al preiger cle-

merto y Ia columpe corimspondienis al sequnde, comc me §lustrel.

YL Bt

I EA:

al pap ordenads Uy, Ff} asociamos el slemanto a; #9
Aecyrt Y& B=a

at par ordenade fa.f) ascclamcs cl wlewentc 5i #8
dacir: a 4 8= F

al par crdenado (0.7} asocliamos ol aledenin £: o8 N
decir: B&ar=EB

L1

Flemple I.1.13

La divigifn cn unad cperacifn binaria no cdefinida #n 41 coOnjun

eo de lox nlimeros enteroe (3., puests gue:

¥ abh: E g Cubple gue E [

puns no obatante que

para =4,1 ¢ &, -;11: 4

€ tiene tambifn gur

pata 1,3 ¢ I, i- F I

con Io cual ya o 3¢ Cusple papp todos los nimeros enteron.

Propledadey Jdy lan operaciones binarlax
1} Une operacifn binaria & gn un conjunts & &% “corsutabiva©,

#1 para don mlewnntos codlesgef{ers & ¥ b del conjuntc e
cusple gua "2 Oparsds con B* es al wlamd eleowato gue T
np:radn [=4=F1] a" o omeA:

¥abe 3 arcusplyque 8L b= E 4 &
En la guceslvo dtlilizaremos aslaments sats Alrima foTma

para enungiar las demds propiedadws.

Ejampla I.1.4

n}

($ 3

Léd opersciones ds adicidn y sultiplicacidn en wl conjun-
to de lcs nimefos realam (R} son Comwutativas ya gque:

M oa,be R be cumple que & + b b + 3

Va,bc K s fumple que 5 + bhm B - &
La opmazraci&n & #8 al conjunto ¥ dunl eyemplo IT.1.1 no w2
cormubtative, y& gulr

Bavr=2R ¥ TAE= &



34

pot [& tantm
Esr sy al
71 tna operacidn binarla & en wn conjunta 5 es “adsciativa®

sl % a, b, v £ £ ae Cumpile gue adibigl = [alb)ic.
Fiesplo 1.103

#) L& wdicifSn #n lox nlecros paturslex +0 asoclativa, ya gue:
¥ a,b,o £ H ee cumple qus 4 + {h+ o} = (& + b)) +
v} La oparacidn rn el conjunto 5 del wjemplo T.1.2 ea apaciy
Liva, Y& guE
Y oa,b,@ € 5 - rumple que ab(bic) s (agb]ic
Analicemsy una de 108 Chazos poslibles:
a s I A y) = A B e p
fa 8 Ay =B a8y =!t
por 1o tanta

ad (B A yp =lop B) &y = ¢

ELl aniligin sxhacetive 4 todos 1o chuod gs wna tarea €00
gldgrable; Bin embargu, Ze TaComls=nda &l Antudlante, an sete
¢jawplo, veclficar cads wne Oa les slquientes sflrmacicnes:
o & {y & B} = [@m &yl & B
A4 fad vy = {F &a)ay
E it &a}={favylao
¥y & fo p ) = {y & oal 8B
[

y £ {8 £ a) = {y & E) & o

1
h
LupCrgwmos PUCE ue
- 1
i
Va,b,c1 &
13 mﬁl]e qur
Wiibdch = [atb)ic
Al
eh bapy & lo Cual podemos aficlar que <¢icha opcracién en ang -

clativa.

31 E;I dice fué un CORjunto § wsti dgtsdo dy "Elemernto IdEnt]
co" con Teapecto & ln opgiacifn binaria 4 mi:
3Iu|:$ LAl que ¥ g4 £ 5
aa:ltstne quiE
1-‘ da*u pa=an
1m:iep¢ndhm.¢-gntt de que la operacidia 2 ae4 COnmutaLIva
o no.
Ew IIl'uf_'ﬂ' hotar gue pusde #xlstir uA elementd goe gea BSlc
ldépticn POr la fequiarda; &0 decirt a & a = B7 & bien

que saa mflc i1dBntico por la darecha; ws decir g & u = 2
L1

Elempio I.1.4

4) El alamento id#Entico para la sums 48 =l conjinto de los
nlmsros Taslen #4 w]l nfmaro cwro, Y4 gues

4 0 R tal quet ¥ = ¢ R
i
4 LLENE Qug

at Q=0+ b=ux
| .
|
B! ELl eléemento idéntice pars la multiplicacidn ao e eonjunte
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<l

a1

4]

rde lan pimerge realed 5 g1 nlmers ung, ya que:

31 ¢ F tal gue ¥acoFR
e Liwne qut
& = 1 =] -8 * &
Sea ¢; contuntd de losx nfreras enterce ¥ ara * la cpera =
cidn dcfinyda wered
ATy = I+ ¥y
Ideande ¢l aigna + Yrpresenta la suma ordinaria)
Fl Flements 1déntien 1vquierdo ea o = 11 ya gue:
¥ a0 1 e tlene gue O F a =0 + 5 = 2
wigntraE Que LATA odla operacido no exliste slementn idsntl

<o derecha.

= deja al ewtudiante enconkrar al alemento {dénticp para

la gperacifin 2 del sieoplo 1.1.2

Sea un conjustt 5 dotado de elemento idfntico w non resper
to & una opsracidns binecia & [n wlemento § so Aicw ib-
vrrao cde o &it

AL a=abAwu
Lndepandisntenent s de que la operacion 4 ses conmubagivd
a ng lo mea.
Sw hace notar 4ue wn elements pueds teasr [hverko 510
por 1a lzguicrda, sm decar:

AL a= ul
& bien, tener Iavecss 8810 por la detecha, =5 detil:

AL a=u

Tyenpla I.1.7

at

k]

)

FEl elerento dryrrso de a para la suma #n =1 copjunto de

loa reales #7 4 = - & {llaxado simdtrico de &), ys ques

Y aER, 3 =8 tAl gue =-a +amwmaas [=a) =D

{recufrdese que ¢ Cerp e el 148ntICO para la yumsl.

FEl eleawanto inverss para la multiplicacidn ep gl conjuhtos
Ade log pleeros resles o8 8 = } (1lamnda reciproco de ol
Y& quan

1 1 1
¥ag¢f 0E Ry a 7 tal que a vmac o= 1
irecufrdece Tue el uho gs #l ldéntico pars la ssltipllcs

cifn}.

Fara la operacidn & en ol conjunto 5 del ejeeplo 1.1.2
el inverso liguierdo de E ex v, ya gued

T A B =0

{0 an wl 13ENTLiCO para la opearsagién A)

alentras que B no tiwhe inverss derechd, ya gue:

X a8 tml que & & x=an

de Aopde podimts concloir gus P oo tiene inversa.

Ey convenlenta PACAT notar que mientrak &l 1dEntice &n el

migmo pars to<o &l conjunto, los inversos son proplom de G-

de &lizento.

Ewa ahora 5 on Caniunto #n wl cunl se definen las gpeyaciiones

binerlas * ¥y L.

5

La operacidn * wa “distributive por LA 1rquisrda”™ sobre

1s oparaciEn &, si:
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o VMa, l,bcr 5
e CUmple gued

av{bic) = Ta'ble(a"e]

1 La operacitn ¢ o3 "distribuciva por la derscha®™ mokbre
la gpera=ifn £ Bl
¥a, b, tL 5
5& gumple ygueo
(bhc}=a = (b aiflc*sl .
Uha pperacidn * ge "totalmerte Sistributiva® (o aimplemente

“djsrcibutiva®) soble cbra operaclén &, si:

ra dlseribotiva por la izguierds ¥ poc Je dervcha y axbos e
palrzadon mon iguales; €8 decir, g3e adexia da Cumplic <on *

lan propiedades 5 ¥ €, xa dabg cunplir gues

a*|bie] = |ndcl®a
lo ceal implica gua:
la*brila®el = [b*alaicva)
nitese qur esto 01%img Iequiere Jue l4 cperaclfin * wes conmy

takciva.
Ejemple T.1.E

al En #i confunta de 1:--. ntperos reales, la multiplicacisn
vs dimtributlye eobie la gutd, ya que:
Ma, b Cch
o tirne guet

alk + ¢} = db + ac (ks distrihelivs pox la 12
guierdal

{h + cla = ba + ca (es distributiva por Ia At
rechal.

y ademlar
ab + &t = ba 4+ taA

i
debido m gue 1s multlplicacidn es conmutativa

B! En el cenjunte de jos nimerop reales, 12 suma no gq dis
L
Eributiva sobrev la ryltiplicacifin, ya que:

I; a o+ {bCh # (& 4 LA + )

GRUPGS, ANILIOS ¥ CAMPGS
1|
i Bistewa algebralen es un conjunto na vadlo B, #n el

'
cual s definen upa & nés opeTaciones binaflas,

e scutrdo cen el nlherc de cprracicones y COR sum propleds -
dea cespecto a Los aluwentos de K, los sigtecas slgehraicos

FaeEen Clerta estructura Interna.

I

Extudiaremon a tonticoacidn la npaturalezs de lan principeles

sablructuras algebralcas.,
|

GRUPMD E

i
La mmtructura slgebraica sy simples gque aqul wstudiare=acs en

in de Grupa.
1
Un conjunto "C° no vacfo fofRd un grupa SOR reapocks & la

tperacitn biparia *. s1 cumple con las slgulentes propisds -
den: F
G1) G w3 carredc con respecto & 1o Dperacitn Yi

¥a, boe G 9 Cumple Qque &%L ¢ O



G2 La operacilin * a3 asoclaliva:
W oa,bor f, adipic) = [a'hltc ‘
G1) Exiate &n ol Qrupo un clements IdEntléd con respet Lo &
la operacidn =*;
d s & eal que Wac b, w*aca=aty
Gi} Fara todo elemepnto a € ¥ existe §u Inverao l-, que tam -
blEn eatd en £l grupo:
Vac6, 3 acf tatque 2 "a=aw sl
52 hace NOLAr QUe paArs gQue la eStructura wed un “grupa®, no
w3 Irdispenssble qua la cpwracifn pes cormubtsbiva. =1 gl
grupo €, odemds de cuwplic con law cuat|o propledades snte
riores, cuArle tambidén mon (A slgulenta:
Gl
“u, LG, a"p = E"a
to dice gntoncey gue F forma un "Grupo Abelianc™ o “Gre

PO CoAmytativo® con reapects & la cperscidn v,

Eiemplo I.2,1

El conjunto de lom nireros enteros forma yn grupe abelianc
con respactd & la gperacifin de suna o adicifn.  (Se decja al

estudiante cORprobar gue s#+ curple con lam cince propledades)

Ejemplo I.2.2

{Farman 1od enter0y un grepo abelianc con respecto a 1 opery
cifn " definida a continuacitn;

a*k = 58 = E 7

tdonde el Biyro ~ represents la resta O BustTacadfin ordinapiay.

1a

Eolucidén:

1.- Y&, 2 t3, a=p 2

{cumple €on la cerraduradl
2.= ¥V a, b i, me cumple qus

a = Ib=¢) = [s =5k} =-¢
PESLO que:

4= IF =88] =8 =L + ¢

4 ~bh = ¢ r a=-b-¢
de Agpde:

a - (bE=c) pia-n -¢

¥ la operacifn no &2 amociative
Corclunltn:
El conjurts o4 0% fnteron no FOrma U0 QIUupD COR [EElECLa &

la cperacifn *; y an conaecuencis, tarpors podrd fermar qEu-

o abeliang.

Fropiedader Elementales d¢ 1oz Grupos

A continuacifn SRUACLACemOn algunas de lan propledades dque Cumplen
low grupes debldo & gy estructura, las snencisyamos an forma da Tea
remAs Y serdn desodtradag 4 partic de la definloidn da gropo, o

bilgn hacienda uso df alghn TeDoTams snterfor praviAmsntsd demostrade.
Teorama 1. Ley dw Cancelacién
%a, by et B 1) w'b = atc = b =c
) b'a = ¢'s =P b =&
Demontravifh:

Fartamas cde la aapresifn Que s ancusntra a la jrquiscda de la cer

11.
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>

Jiclanals .
a'b v avg
En bage a G4 (ewiatencia de jpveracs] poduemos escribirg
Cl:i 2™ Le*b) = a * fatp)
En Lage 3 G2 [l#y asocletival) tenemgsi
Gir [ = al*E = (4 * al*c
En basze & Gi (propiedadesy de joB invercaos) tenclos:
Gdl u*E = 4'e
En bags 4 GI (propiedades del idénticol tenemoli
Glr b=
Vemas que partiendo da li expresidp de la izguierds y haciendo
ugo solamence de la definiciSa de grupa, hewos 11eqado a 12 expre
aitin de 14 derecha ten al senvide que (ndica 1a cendicionel}. eon
1o gre hemos demcerrado QUue, eN MR OXLpsa)
Al = afc =% L= ¢

I$2 4wja al wstudlarte la demoutraciln de ta scgunda parte de ente
TeOrERA) .

En adelanty nod confTetafemny o ARotar In propiedad & al Teoccmd

que justifica cads paso,

Teorema If

% &, E ¢ &, las ecudcjonen a*x = b, y'a " b, tienan soluclones
ghicae % ¥ y €0 m] Qrur.

Damgptraelan:

Sed la wouacifn: &% & L - === 1]

1

TI: 1+ lawn} » 3. b

o 1d 4 alen = 8 . b
"t
&1 T aex o w B s b

Gx; 1r x = § « b
par o gue x = § ¢ b s une 3giucidc de (1]. Bupdngamtr ahora que
#ainten dol golufloned. a y 27, d¢ la ecUaclln (1}. ERCORCES:

axr = b I

dr ‘dﬁhd' #K = 5", TI: = = u'
A3 2 b "
con 1o cu.l*lhﬂm: demgetradc Jue 14 xplucifn = = 1 & L o8 fOoiea,
Anfiogangntie, podwncg demoStrar Que v = b + § 9o Ia 4nica solucidn de
La ecuicu'nl]y *« &= L.
2x haCw rml.irr gus, wn un fEups, las solucigres e = 1 s by ¥y ~ b+ &
20n a0 gihaxal Jdiferentey, En comd de gue o1 grups fuess abalianag

tardyfams que @ = ¥v; ea decir, ue atbas acuaclonts tendr{ar la Bis-

me mcliucién.
Teorama IT1 h
"EL wlemgnto 148ntico anm ¢n grupo o3 Gnice~.

In sfecta, wl glemanto L44ntice en la fnica scolucidn de la ecyacidn:
I

aX * 4. b

Tet:réma IV

*Fl invereo de un slements 0 un grupe s Onica®.,

En gfecta, wl'inverso & da & #s 14 @nlcs pglucidn de 13 scusciln
Az = u |

Teorsma ¥

"El invermo de 1 #3 A",

' -
Ea deciye % &4 e Gr (A) = &

13
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Teorera VI;

“¥1 irvetso del respeltado dr una operacidr ea ¢l reauitado dr 1o

oprrAcldn de lom inverses ©T oLoin SOntrarict.
Fi cecirc % a, b G, taicy = B« 2

Cornlario: ¥ &, b,
lath* H.:_,-r-qj O N T . « £+ &

Se dejs &l catudjante la Ademostracidn de los tecrceds W oy WIL

Fn basc & la prepledag asociativa de uns operaciin * o un Grupc .

daremss 1la siguienie delinicidm,

nil Para cualguier &4 ¢ & ¥ @0 B
e ataeLLL.. ‘s fn t&rminos)
i = lu = elampnto iddntico pera la gperd
cipn *}
T e fE] wE TE S ... * 3 in térmipos)

En bame & Dl sa purdes JeMOATTAD gue:

o2l FPara cualguier & ¢ Gy ®, b x Wi
1.- 2+ Ju™i"®
¥
o
-k = "

Ejemplo L1.2.3
a) Ei G« Ry * ez la multiplicactdn,

Dl noa dice quar

y DI estaldece quin

14

+* n [
¥ ra = g

.? [PLILI

L 51 6 a Fy * g5 1o suwa,
0l noe dice que:
R T R * & In sumahdca)

5« 0-n = 0 {elemento {dEntico paTs la wima]

TE e -pea o= [-al ¢ (-4l + ... ¢ [=a} ip wurandos]

¥ D& egtablece qur,

ma + na = lm + nla y min+a}) = (mn)-a

AN LLLOS

Hemag swtudiado hased shora las propisdades e uld TRtrucEura alge

braica

en la gow $w Jdefiine une pola operaciér. Law sstroccyrds

que kanajarsamcs &n adelants w# Aefilpen con TRALETLG 4 3o Qpera

ciores binariap difsreantes.

Un senjunto *4* po weclo, forms un anillc eon respeccs a dos cpETA

cionen binarisg By @ »i:

AL)

L%

A1l

Al}

El conjuntc 4 forma un grupd sbelisné con respecto a la ope
racifin E .

El conjuntc 4 @4 Cerrado con respecto a la operacifip @:

Ya, becdt afboa
Ls cpatacifn @ &= asocistivac

¥a btttz aB DB cl=falBIf e
La segqunda operacitn (B} =» distribotive sobre 1 primera 191,
tanta per la idgulsarda come por la decacha:

“ab,ot h:afibBet = faBENRIaAc)

b ECIfa= (ERa) BFicf a)

L



Ee hace polar Quée para QU Ia epatructuro sea aRIZI0 po oo
indigpeneebly que la goqunda operacidn (B} wea conmutatyva.
Er caso de #2r)o, la ept¥uctura womd ] ronmbre o "anille
canrutativo” o decir mis
AS] ¥ a, bt 4: aBbLebEa
Es gvidénto anboncow, Que parYa un anlllo conmubtativo la
operaeddn  eo totaleente dimtributiva aehfe @ .
Fuasto gue un anille fogrma ut grupo Abtllang cofl FeRpecto A
la primera optracien (§), cumplirf para dicha operacidn coh

todae lap propiedattes de qtupo que ya hemam smAufciads,

Al elemento IdEntico para la cperacidn §  lw ssignatemos el

rombre Jde “elements cerd del anille”, ¥y lo denotoremay con

L

L Al elemento [A&ntlCe Tara la ¢peracibn B . en capo da

existir, lw liamaretor "elemonto unidad®, ¥ lg danctaremns

con Ty

Repulta evidente gus un #nillo pgede © no Eangt "elsmeanto
unidad™, pufl FATA gue UNA estructura forme anlille po o
indispensable que sxiatsd wl 1dfnt{co para Ia ppezacién @ ;
en cano Je eskistir Ente, O xen;

d ved tal que YVar 4 vHa=maBuvea

=¢ dicw gue la& extructurs ev an "Anlllo con wpidad®.

Fiewplo I.2.4

El conjunio de lom nfiméces entecon (£} forms un anillo con respacto

& las operacicnes d¢ sums y wultlplicacifn,

16

Fn efectour]

11 Vabeol, a+be . | ex cerrado con reapec-
. o & Za sumap,
LY Wa,b,o € I, 8+ th F 0l e fa s bl -2 [la Puma wf asotiati
- val
n 2 0cI talque ¥acl, 0+« acasdaa

1 fexintencia del 1:!&2
Lizo aditive) .

1 ¥au« I, g (-8l X tal gque (~a) + 4 = & + [=8} = lexia
. tanci{s g¢ 1los inverson
aditivogl

HARTE AhGra terdmot que } TOImL un grupe CEh reapacto a la guma.
1
1

A | Yahrli a+rbepb*a
formy un Qrupo sbeliant con redpecto a la muma

&1 L) ..h'c I ab L 2
| es cerradn con respecta & la Saltiplicacifing

T1 ¥ oabc It atbe) = [able
fla muttiplicecidn ws 230Ciaciva)

I ] ¥ u,b,c bt T ope tinhg Qua alb *+ ©)] = ab + acC
. [k * Z]a = ha + 2
fla multiplicacidn w8 digtribusivs =zobre la sums por ambos
ladoa).
S. los sntaros forman un eniiis con TREPECLO 4 lad operaclones de
1 -
sums y wylbiplicaciéo; y ¢! carg del aniilo s &) NOEETs cera

fa= D

Cantinuemcs con ol anilipis dx wsta getTUCLUCE:

9) Y a.b g Er oab a pa
[l multiplicacifn &3 conmtativae)

o ¥l oapillo ax, ademis, conmurative

'
im A i ¢ % tal que W s £ Iy lea = g1 =y
lealste €h Wl anlile el Sdntice mulriplicative}

Por lo tantoe, me trata de un andillo commytative con ypidad
{v = 1)

-—



Ejyemple I.2.35

5 sf Bb=hE2+b (ia oparaclon § es conmutative)
ez #1 conjunta B = la.b!. Tuvestigar 8L Eafma apillo con respreto
113 ¥y, ¥+ 51 xBycech i5 so cerrade COL respecte a f)
a lan cperacionen § ¥ #, definfdas por las siguisntes tablag:
T La opazraclfn § e asociativa
_LJ' > 8f.s _m 1" a@ (bBa)=taBwlfa
agf = b a . a
- 1
b{b s b s b af@a a B {se cumple}
| b e@d k= bfa
Solucifng ii) 4 g b B al BB
bBa « afib
Veamok con [EERecto a 1a pperaclén +i
a " & [me cumpie}
1] ¥x, yES51 x+y4g?5
15 en eerrado con ceapecto & B ii1) b8 E R ~r (Bl A R
1} Probemos ahoTa algunas coslinaclones difrrentes para 1a asg - bbb = bBEPR (5% cumplel
ciatividad L }] trobamce alquras combinacionen Jdifersntes para ls distributl
1y a B b al= (af b ga widad;
a@s = nfa 17 agindar={afBrlf (afad
E = b fae cumple) affb = afa
t1} ha‘-’ﬂlﬁhl"lhﬂllﬂh a * a [z tumple}
E b = bR {se cumple) 11) b P (a BB = (EA &Y K (BH
i1iy b A LA b} = (bW Po b = afdb
Efle = a@b b= b i =& cumple por la lxguierdal
b = b [ wa cumplel 1111 (21 Ba = (b @ u) B {a 8 4l
Euponemos PUESE gQue la oparacifin ! 8 dporiativa (RO hersmos Efa » alla
el apilisis exhauntivo de todos los casom posibles). A = a Lee cumple)
1 2 r S tal quo ¥ x e 51 aBuvxloancx ivi s §B'BE = (e @ B) K IEQ B
lesinte £1 Sdéntice pars la oprracific § y w6 "a*, s = sk
£y EL inverno de o wa a, y& que: a B e =t b = kb ime cunple por La derecha)
El fpverzd de b #8 b, ya qQue: BRDp=a Por 1o tantd, wl coajunto 5 [orsa on anilla con respecto 4
Texiaten low inversos paca Bl iay mpacacionss & y §

1%
it



11

S5¢ deja al =studiantd fnvestigar sf ] anillo en genmutarive y

11 tivns uridad.

ChMTOE

Hemon 1leghde finalmente &) sotudiy de la eabrycturd slgebraica mie
corpleta, #n 1a cual tambifn we definen dow opetaclcnes binariam
Un campo 2% uh aniljo conmacativo con unidad. en el cual mwisten
loa ipvursos para le segunds operacidn, con irc'pg-lﬁn del Cerg

del arillo ’u 1, ¢] cual tarece de dicho inverso.

Eatr conpcelto On campa nos conduce & la slqulente dafiniclén:

bn cenjurte "[° de por lo wenon dop elementoe  fopma un coampo ok

rpipecta & dos GpRraciofics blndl:‘iai &y ﬂ Yy

c11 Fo ™4 un gfupe abelianc con reppecto & la operaci®n @ ; a
cuyo alepento idéntice llamamos "elengnto caru del campe”
¥y zepTeaentamcy fon "t

(] Sus elemrpntos diferentes de 2 fOrman Un grupg abellsno coan
teppecio 4 la opevacitn B, & cupd eldmento jdéntico | lamamcs

"glemento unidad dol campo®, v 1o representaman con "w".

cil La operacidn § ag distribuetive sobre is operscidn § .

Fiempla I 2.4
Sak &)l gohiuntoe A + (p, 9. z, =)
Invesrjoat 51 fotha un ¢Mpo cBn regpicta § las gperacicnen B ¢ B

definicin & continuacifn:

kL

Ellr-qfl

Solucidn |
1) A BE Ic:erudn COn refpects & f
) 1 r._r:IE'MBr:-IpEw!E‘f
ioplBa = s
T
15} a® ighpl~isEq) Br
" ke = plp
! r =
115 c B gl =~ (cka) g
ll rhp * olq
P = P
al !:ut,.I: el jdknticp para la B {; » 1)
LH) Eulatcﬁ ios Lnversps phra 12 f y son Gnices en cada camo
Bii=p,§ =g, F =v, @ = i
3} L+ operaclén § es cormutsciva {nOrese la mimgrpis de 32 ta -

Ble). |
El conjunto A fOrma W qrupo 4belilant con Twapecis & 1o GREra -

clsn §,

T

2l



Adende;

&1 A a8 Cerrade coh respecto a la g

L it pA gl ry - 1pB gl Br

-

11} 5§ i & q)
»Br

£

Tty 2B ta g o
sl p

La optracitn § as

LY 1y pE gl )
rfq

P

1) 2@ (c B}

s B q

p B

s nnda
rfq

H4

mBgr e
@ rp

apiClativa

trda 4 pB )
ol =z

P

(s B 1 B (9 B q)
rfad e

B =v diptributiva por ln izquierds pobra B

1117 {(p gl Bx
-

. r

vl in @ gt B g
afaq

q

B em dlatritutiva

pB ) 838 n
rfir
T
(n B g B ip B g
nfr
g
por la datecha sobre §

12

10}

11]

La oparacifin B e conmutaciva

[HAtess la simscyis da la tably)

Exinte »l 1déntice para 1a B (v = gj

i =- 1, a = . ; - p

Todos lus elewsntcs Elgnes Snverse phta la § excopto

qua =n &1 ceta,

oy 1o tanto, #l conjunte A fomma um CAMPD Con TERPRCLG & Qax

opecaciores B y B

r
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NUMEROS COMPLEJOS

i!lruducciﬁn.
£V

Desde la antigliedad, Jos marcmfticps nbservaron gue vl -
sistema de los nfacros reales es en ¢ierta modo incempleto, pnes a]
l}atat de dar aclucifn o ciertas ecuncianes cuddrdticas £ORG-+----.
Ei-lz'z-ﬂ* no encontraron solucioncs en ¢l rampo dr los nbmeras Tea
e,

En efuecto, $i aplicamos la f€rmuia para roesolver ecHacio.
ncy de fegundo grado, eobtenvmas comg soluciencs:

2, =100 ¥ Tysl-a T

Ghservamus que ambas soluclones extdn compuesias per dos
t#rmines, uno real ¥ olro gque es la 13z cuadradg de un real negatj
VA,

Este tipo de niteerds integran £1 llamado sistema de los -
Ximeros Uomplejos, los cuales ce dntrodujeron dproaximadamente em el
Sigle X¥I.

En Tn zctualidad, a las ndmercs complejos se les ha eacon
trada interpretaciones £fisicas, tal €5 ol caso on el estodie de las
wo-rigntes alternas dentro de la electricided,

En el sistema de les ndarros complejos, 2] ndmero /=1 *a
le condce comg unidad imaginmria y se repreosenta con 4", por lo --
que los ndaeros z,vl*JTT ¥ Tas1-/-1, dentro Jo esic sisrema qgue--
Jdon representades como =143y Zp=l-1 cspectivamente.

los nimeres compleros se pueden reprédentar ¢n diferentes
formas, en eate curse analizaremos slgunas de elle: aue sen:  la 11

nénica, 12 polar o trigonomfecica y 1a de Tuler g sxponzne.al, La
principal razé#n de que existan diferentes formas Jde represchlar un
cemplelo, es que Ta solucidn de algunos problemas se puede facili--

tar mis en uns farma gue en oira.

by HOMA R ISOMIEY B Lk KUMEROS CuMItLENS .

Nt Lm e e o e e e —ma

’_['rﬁi_niciﬁn_;_ - - - o B T

’ Un nhacro vosplejo cr tgude agquel de la forea a+bi, dende
.

it 085 LA unidad imaginaria ¥ 4, b dos nflaeros reples tualesgqui=ra,

— e o 1n

Estn 5 1a llamada foarma hinBmica Jdr los nilmeros comple-

jes. Cunrnde 4=0, ol wimerTo queda como O+bi & sjmplemente bl y ze
1¢ 1lama “imaploarie pure™,. 5%i b=f, ¢l afiecre gueda coao a+0i 6 -
simplemento o, que o8 un Teal, Jor esto se considera que lgs red-
les son un subconjonio duv 1os complejos,

Igualdad, suma ¥ wultipkicacidn de nfmergs compleios,

-

Definicidn, ]
Dos nfimergs comple jos zy#a+bi y zp=c+di, son igusles i
¥ s=6lo 2i 3=¢ vy b=d,

Es decir; suen:

T,= a*bi ¥y rpe cedl
Fntonces:
I, " I e==Doasc ¥ b=d

]
Fiede observarse que basta con que cualguiere d0 las par-

tes, 14 real o la imaginaria, tengan distinte valar parz que los ng
meros coemplejos sean diferantes., O sea:

A, = afc ] B #4d
Las opernclopes do sume ¥ multiplicecidn de ntimaros comple
oz en forma binbmica, se sfectGan comp i ¢ tratars de binomios, pe
re considerande ios valores de los potenclas de 1 en la muleiplice--
cidn.
sean, ;= a+bi ¥ 2e c+di dos nomeoros complejos cuales-

quisra.

A5



i . -
!I -
Para la suUMA LeERemos: I fulentes ecuaclupes. - .
Z,+1,% avhisged? 4 a1 (teidefu+ib] + (2¢i)m Fe24 'E
E,q,. {avc) + (v+d) 1| - bl -jctds -j+Zesdi
Por ojempla, la suma da log nﬂmarusl' I,= 3By 3,= =24 Soluclén:
serl €1 complejo: ] 2} Scalizaudo 1las operaciones indieadas se obriene:
Eo4E,= 1464 . sribrinsitbe[2el)a 3r2i
Fara la multiplicacidn teorgos: il comn §F=
Ep+zy® {atbhi)s(c+di)= ac+ndisboisbai’ (e=b)¢i(bra)+(2+1}= 3+2i
ty.1;* acebdi®+ {ad+bc)! : fa-b+2)+i(hea+1)= 3+2i .
peta Como i-JTT R I por 1o tantao 1 por igualdad de nimeros complejos, 3¢ obtiene:
Fn'“' [(ac-bd} + {-d*‘nc]i] {a-h+2]= & l
For ejempla, sl producto de los nﬁne;u; I AT R L | (b+asiy= 2
seri ¢! complejo: il: e decir:
Tiezpw [3088)-{-201)w -@e34-10is5§% -11.70 b= 1 L, .0y
Las potenclss de i se pueden obtenrr]como slgue: a+ke 1 e
$1 3= ST ' despejandn a de la ecuacidn (1]
17 -y I a= 155 . ., L (D)
e flege [=10e0n’ o4 ! suatituyehdo (3} en (2) )
e 2Teda fei)-dr -iY= 0 . leh+hu 1 ' .
PFe it d= (1)0 4 & v ' 2bs 0 .
__________ 1l b D
"""""" 1 4 ar 1
en adelante, los valares de las potenciax de t'se repiten Feriﬂdicg bl -ictd= -irZc+di
nefte. I i! agrupando términoe secmejantes
hi -lerd-Qg-din -3
Ejemplo I].1.- . l ) =2evdri-[-d-g)= -t
Encuentre w, b, ¢ ¥ d de tal forms que cacisfagan las s;i. por igualdad entre complejos

1677



2
=lowd= O
=o-d= -] -
de ddnde de 2c
=dc-g= -1
~Jce -}
e 3

tlnalarpte

Befinicidn — m——

Dado el nbmere complejo z= un+bi, al wimero complejo a-hi

le 1luarcmos conjugado de 2 ¥y 1o repTesentarc=os con I

Algunas de las propiedades del conjugsdo de un nfimera com

plejc son 1as slguientes.
Dados dos ntmeras complejos &) ¥ 2., st ticne que;
13.- (Z7%2;)* T,*T,
1).- (T.Z,)= I,°T;
3).- (21)= z,
$1, - 1= i, €=» 1, 26lc tlene parte reales de 1a
forma a+*0i)
5).- z,*T,= I

). z,.z;= o'+ b

Ejemple T1.2,-
Bados los ndmercs complejos

;% a*bi ¥y 2,= c+di, demostrar las siguleptes propledades

ay I.1,= 1,.3,
Bp 2,.T,+ a¢+ht
Snlucidn:
a¥ z,.1,= ac-bd+{ad+bec)i
I, z,v se-bd-jadsbe)t ... (1]
por vtie lade Ti= a-hi, Ty= c-di
T1.T3= ac-bd-{adsbe}i ... [2)
coma (1] ¥y [Z} 2on iguales, queds demostrado.
b) T,= a-bi
20T, = {aebi)e(a-bil= a7 -2 1T -abicabi

s -1, [inalmentie:

comg 1
- 13
7,+I,r & +h

Reyra v divisidn de plmeros coxplejos,

De igual forms gue para le suma ¥y multjplicacién, la resta
y la divisifn de conplejos se r=allza contlderdndoles como Binemlos.

Ea decir, sean 2 = a+b1 ¥y z,» c*dl, 31 3¢ desea cblaner z, -z tene

)
was:
t,-2,~ (a*bi)-{c+di], de donde
1,1, ™ avbi-c-di
oI,z (a-c)+ib-d)l

Para electuar la divisifn de ;L, e3 conveniente Bultipli-
]

car nunerador ¥ denominmdar por el conjugedd de) denominader, o seal

t, a+bi {a+bl) {ec-di) ac-adisbgi-bdi?
r1 FIT IC"EI I Fai’ Ay

como 11 = -1, queda:

r, {actbd) + (bc-ad]i
T deat

; damde como tesultado oire compla-

W89



jo =n Foram Lipfmica.

Ejemplo IT,%. -

Dados los rimeros cosplejos

2, -l 23= 3, zy= 2-i, eacuntre:

T - I

sustituyendo! i
TpeTy .o Aex LM, _3j 4
zT,°L, (2ellaf=1) =2i-3%* 1.1

sultiplicendo numerador ¥ Jdenominader por el chujugadc del denamina

dor,
I

2Ttz 3 (aei). _3i e 600 -beli

Tyez, (1-24) (1e2t) 1+2i-2i-4,°
finalnente

T

T

—— 0 = -+ 1

Y 1 5§ F

by 1, - i ]

T - 1L,= 3 - (Z+i]= - t i 2-1

finalmente

2 Eye o2t

iy r1

. R
Propicdades de §a sima y Ia ruitiplicacisn de los nlmecod

Compiciuy.
Sea C el cenjunto de los noeeros complejos, ia suma y 13

multiplicacidin definidas en € satrsfiacen las siguiemtles propicdedes;

A e T — - ——

Propicdad:s | DepipstTaciones
e er & e m— mmrr B e G i o e e
. .
¥ T,e By Iyt C: H

1
toa) 2.+ a6 €

{Cerradura deo la sumad)

b) z,.z, e (&

(Cerrndura Je la malt)
plicacidn)

I.oa) (rgezgdroym Ipvri{z;rz,)

- ———

lasuciatividad de la
suma)
bY (& 2p3-27 2,-03,-5y)

{araciatividiad de la

muJriplicacidn)
Fooa} zpez.e I,

{copmutatividad Je la

Aunmal

h) 5= &t 5y

(eonmutatiyidat Ju la

multiplicacidn)

- - - ¥ . i & da.
LN CPET IR AN AL A A continvaclidn se demuesirn la

diztribuliyidasdt de 1A propicdsd, en fores similar fiac?
' .

malipTivas 1fn dubre 1a Jemnsprarse las prophedudes @oa I

LITIPR R emoz tracibn:

.. .
Sean 1, =Bl = oewdi ¥ :;-C'Fl



5.

Cvisgen Jod pOGmeros com
rlujos z,¥y Iy tales que
¥ et
A] Z*Igmz,rie:

[elemento idéntlco para
Ta sumal
k) ToR, "Iyt 2
(clemento ldértico para

Ta muliiplicaciding

—_— vy —— oy A — o

tro: oafacros complejos coalesyuriora,
Tori o yhie
o,z delatbil g lordi)ofe03])
efeciuaade 1a suma
R e E e R T R NI R
efeetuands el products
s (2= Y malase)safdaflirbife e) >
s [Jerpee?

comp i= -1 v agrupande:

z,ofz,mz ¥=i{acae-hd-bl)-(ad-afl-

+

sho+he] 4. 01}

ar ofkra pocoid
P ™

Dty cxgrlasbi}(osdid(avhi] feslil
zl-tz':]-1!1{»c*ndjfchi+hd111+{nn~nri*
sebi-n{i’)
comy i e ¥ aprupafulo:
Tyrzgrrzy iy facrae-bE-db]+Lalealehes
rbeli... (1)
cemo §1)+{21 queda cusprobado gues
el va )z 2,y 02,
D_L-mﬂstr:ci.én:* - T T o
2] sea iwathi ¢ C y suponicado Jque
TpTaAYL
entonces e debe tener fue:
+Zg,%*1, nor lo tanle
farhilefuryi}= athi
frex]+(hev)isashi

par igualdal de corplejos

ArANG
bey=k

—— - o —

N S ——, — - -

e e —

—_— . - .——

e dapl e
f!*n-n-ﬂ
‘
ly*h-h-‘, [ar Io tantn:
Vo,w0+7s o D otalb oque Zrig=ILY o
ol
Atera, 7or ia propicdad conmutativa
[Zemd:
Irrizi Y oir U
cstg sonpleta la Jemostracidn,
L) oz, cebe ser up aftmero complejo ral
yuE Izt
tea zx5-bir £, ¥y suponiendo yjue
yrusvi, entances:
torhilexayw i zashi
nx*ayi*bxi'hri!-:*bi.
[ax-by)+(ay+bx)l=as+bl
par dgpualdad de crmple]os
ax-by+a . . . . (1}
avehxeh | . (2]
despeiande ¥ Je (1)
is-3sby  y= Elﬁ;ll 1

sustituyendo (3} =n (2]

2 [“Liéll]*bx-h

2t (a-1)er xen?
atx-ntebixab?
{inalpenie

1-.1431

L -
]

PR

n-1251%



6.- a] Para todo nfegro

g tC existe -z ¢ C tal
que:
re{-z)=(-2)*2=2,

(inverse pars Ia suma)

b) para redo nGaero

t e C y zF z,, #1i5Ln

-1

z € L tal quc:
- -l

T+I =g "ImIy

{inverso para la nultiplLl

cacldn)

H.14/15

fugtituyenda en (3)
LA RS S T

3 r,=1+0f e C tal que 1.I,*1,
¥ el N
Ahors; por la propiedad conmutativa
(3:b): P
Iy r=1, ¥ C

estn conplets lu demostrucifn,

Denostracifn:
4] Sea zea+bi £ C y suponiendg
apmxXtyi deb; cumpllirae que
z+[-z}"zs
o 3eA ﬁ
(aski}s{ueyt]=0+04
efectiando la sums
(a+x)+{b*y)i=0+0i
por lgualdad dé complejos
aex=0
Beyen |
de donde:
{”'" )
¥=-b .7, ,
¥ ;=a+hi, 3 -zre-a-pi £ © TE] Que
T+{-Z]=1w h
Ahora; por la propiedad conmutaiiva
(3eal h

(-z)+=2,. ¥z2c(

|

esto completa la drmostracifn. 3
h) z ' debe ser un nfmerc complejo

tal que

pea rea+bi, g € y suponienda que
z laxeyi, entonces
(atblYys {x+yi}=120i
efectuande el producto
a:+:ri+bxi'hri1-14ﬂi
(ax-bylr{ay+bx)i=l+0}
por igusidad de camplejos
ax-by=1 . . . (1)
{ay-bxiﬂ N 3
despmjanda x de (1}
gx=T+by 7. 3-11%1 .. Y
sustituyendo {3} en (2]

ay+h[{1‘b11-ﬂ
a4

a’y+beb’yo0, de donde

ye - Jb T sustituyenda en (3}
a +th
[artr]
R L R
2 a'sh
per lo tanto:

- b .
¥ z=fa+*bi), 3 2 J‘[a'jh’ - a,‘—;'q

¢ €& tal quer
-1 *
v ery

Ahora, por la propiedad conmutativa



(3T}

H ’-z-zu ¥z cC

- gyto completz la Jemostracidn,

- —— . iy e L e

éc as propiedades 1 a &, podempy conclulr que el copnjunta
de lus ndmeras complejos forma un campe reIpecta a las operaciuvnes
de suma ¥ =ultiplicacidn,

Como hemos visto, R et un subrconjunto de C, v ambosn for-
mah CAMPOS CHn respecto 8 1Al operaciones de sums oy meltiplicacifm:
por lo que Jdiremos que R £8 un sebcampn de €.

Generalizapdo, daremos 1a sigulente

Cefinlgifin:
Sean A y B dos conjuntes roales Que:
a} A e¢s un subconjunto de B
B] A ¥ B {orman compa rospecte s las operacioneés de sume ¥ Bulbipli

cacifin., Entences, A £3 un aubcampe de B.

—

El estudiante pucde verificar gue esto situacidn 3¢ presen
ta entre les conjuntes Q ¥ R, Fs decir; § e5 un subcampo de R.

Producte de un ndimerd 728l por uh coeplejo:

¥a hemos visto £odo se electla £l producto de¢ dos ndmertos
colplejes, veamos nhera como pueds cfectuarse Al producte de un nﬁ.t
ra real! por un ndeero complejo.

Sean K up nGoero real y ashi un pfinero compleja. Sabenos
que h puede expresarse como k+0i, efectusndo #]'preducte por el nfi-
mero comnleja:

(%+013- {a+bi)e ke+kbi
de donde, puede cstablecerir que

¥ ko B, wtbi £ 2 k[a*bhil= ka+kbi

por ejemple, o1 producto del nfmerc real 4 por &) plwero complejo
1-21 os:

A(1-71)=4-8i

. Ln base 4 las propicdades de 1a suma § el producto de nd.

werps complejo-, puede demostrarse que ¢l producen de un Tenl DO un
compleio, cumple com las siguicntes propredades:

Para tedn 2, z, e Cy a,6 ¢ B:
T.-m>2, ¢ C
2.0 {1,+z;1"az, "0z,
3. [arB)z woz +fr,
.- o {Bz," {af) I,

5.- Yr,ez,

116417



fl.2. FORMA PCLAR O TRUUAINDMETRICA DF Lﬂﬁ NIMEROS COMPLEINS,

Cunlquier rdwero complejo t=a+bil puede guedmr representa-
do +n un pllﬁu cartesjano por un punte F de ¢oordenadas [(a,b) - - -
(Fig, IT.1). Al plapo en el cual se reprezentan los nfimeros coaple

ijas en esta forma, se la co-

Lol

|
1 K
noce comg "Diagrama de Argand” . _n.+_i : L -i_

¢ “"Flans Complejo'.

Es eviden | _%_i__,?_._}_ __F..I I:__T:.

te que a <ada punto de este - “t T

[]
plang Ie corresponde wun nlmerc Jl IS

}-

complejo ¥ vicewvsrsa,

De 1a Fig. IL.t =g -

. !
observa que, =n £l eje x queda 1

represencada la parte real ¥ -

el
L §

en ¢l eje ¥ la iwaginarle; por o I A

1o que =n el diagrama de Argand, Fig.11.1l Diagramn de Arpand
al eje x se le denomina "eje renl™ y al =je y Teje imaginacio”,

El punta P que representa al nfimero Eamplejn i=g+hj, 1ER
bifa se puedc representar en un plana peor oedino dc sus coordenadds
pelares (T,@). Hagiendo uso de cstas tpordepadas, ef posible ably
ner la forms polar de un nimerc¢ complejo; pues de acuerde a la - -
Fig. I1.1: :

a* r cox @ _

b= ¢ sen o 1 P
tome := a+bi tenemos que

ta [r cosal+{r seng)l

= rf{cos 0+i zendl

11:18/19

gue ¢% Ja llamada {arma polar de un nomero coaplejo, a “c™ y “'8" se
les gonope como "mbdule' y “argumento” reospectivemente.

Convendrrmas en expresar 4l Anpulo 8 en gredos, siemnte
que trabriemes en 1n forma polar. Ademfis, dudo que un almero CoR
plejo en £5ta forma queda determinado mediante los parfaciros 1 )-
8, inlrgduciremos una nolaclfin miy compacta recmplazando el t&Ermi-
nofcos 4 *i sen elpar cis o,

Por ejemplo, el nlmero complejo 3(coy 20°+1 sen 20°) lo
expresaremos comp 3 cis 0%,

Utillzando las expresiones (1] se pucde‘pnslr un nimcad
coaplejo de la forma polar » la bindmice. PET2 efeciuar el prowvs
£0 lnverso, rs decir, para pasar un complejo de la {forma binfmica
a 1a polar, s¢ pueden deducir las sigulentes expresiones a purtiv
del diagrems de Argand:

r= f. I*b,

= ang tan

S

.|

Para ¢1 casp partloular der complejo zps 0«0, se puede
ouservar en las expresiones (1) que el adfdulo €3 igual & cero y ¢)
argupcntp puede vonsideraran arbitravie, ya gue 51 tratamos de olrte

nerlo resulta que fang tg g, 1o cual es upa indeteyminacidn.

Ficmplo 1I1.4.-

Dadas los nfmeras comple os 2,=-3, z,-1+i, t,=i'y - -
’
=, =-'-i, obtener su forma polar ¥ representarles en el plang de --

Arpatul,

Solucidn:

tC
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Muestn que lok valores de las funciones trigonpomElricas sg

# = = ® 4 m m m E mE mE m ®mE ®m = T ®m m o= a w o= o =

repiten cada 360", diremes gue dos nfidcrcd complejos, representados
en forma pelar, 5en iguales si ry 58le 5i, sus =8Julos son igukles ¥

sus argumentes difieren en ndmere enterd de circunterencias,

le-i, entonces

1
1

=1

Para 3,=1
1

recordanda gue §



Defipicibn:
Sean I, 1,cls 9, ¥ 2,=r, vis #,; dos ndmeros complejos:
iy E=2{r,*1,] ¥ (o,78,-~E(360"}}

(ks 0,1, 2,3, ...} |

5¢ denomina “"argumento principal™ de un nGmero compleje

en forma polar, & un Argumento B tal gue :

0" 5 8 «<3ed°

Elemplo IL.5.-
Dados los almeros complejos 2,=1 ¢is 120*%, z,-3 cis 1307,
z,vcis 636° ¥ £, dciy (-30%).  Obtener su formy bindmica y repre
pen-erlas ep wl plano de Argand.
Solucidn; |

Para z,=2 cle 120°

a=T CO5 B |
b=r sen 8 Lol Ly p L4 -
.- I O R VY N B T D -
sustiturendo: _k__t ! P g -
arl cos l!ﬁ"zf‘}]"‘ 1 1"1 N
b=2 12002 (G)erT L 13
1an T ::" LAy 1T -
pet lo tanto: — t k N 1% -
TLIE KI VAR NEERANLEN O
- H - -

122,23

pare z,s3 ciy 180°
a3 cos 1ENT=X(-1)e-3
bed sen 1830%~ 3[0)=d
ERLGNCES

Z x-320]

parta z, =cls 5307
por la definleidn de igual-
dad entre nlmercs compleios,
podemps escrihir:

ry,cis(630-360«cis ZID"
EntOnEes !

a= 1 cos ITO*=1(0]=0

b=l sen Z2HO=1(-1]=-T
Enonces

Ty~

0 I T
A RS
—_ ~ i d5god 31| -]
SN
__t': -t L_A_L‘_ 4_&1
SRS R O
AT
R
.—._,_I_ : E:‘]--i—'_'-i— __I_ -




oy P -1— et
j_#_ _l_ sustituypendo: :: [-;f ¢{-E% r)
i__ — = f.,%rl
para z, =4 Lis {-Ag"} T _ ri= ¢+}_T_=
—t-1 3
=1 cis [-30°)=4 cia 33D¢ T ::;i a_3r!
. tida T -—I--ri.t
u=d cas IM°ws (0. 366)wd. 404 4 b
— - - LI
bed sen 350*=4(-0,5)=-2 ! } - %r
tinplmente v ‘{F - w;:‘: ti=16
) bt 4 Y
Z,=3.484-2] "{_I_ ,;1:: -4
_i - |—}— finalmente;:

Ejemplo Ti.6.- Multiplicacifn de ndmeyos complejos en forms polar.

Pado &1 nfimerc complejo z, cuya forma binlmica e3: Sean dos nlmeros complejor cualesquiera
ze=2+bl z,* r,cis @, ¥ t,"rycls p,. Entonces:
¥ *i forms palar es: 0 8,=(r, <15 #8,).(r, cis 0,), Qe donde
z=r cis 240% T, 0y™{r, (cox §,+i 3eng,})-(r (cos g,+1 sen 8,))
¢ncusnire b ¥ z efectuanda la multiplicacidn, queda

Sulucifin: - 2y IyF -T,(cod 8, Cos A;+1 co¥ B, sen B +isenf, cO5 O,

ia parte imaglnacia b, en funcldn del argumenta #, esta w17 gen B: 380 f,)

expresada por: fmctoritando ¥y como i'- =1, ¢ tlene

ber sen o 2p-zger -ty {{cos B cod W -sen & 3em B, )*1(sent Cus B+
sustituyendo: bey sen 1407 +Co8 & sen 6,13
b= - i% e & B por trigonometria:

El midula r, en funcifn de las partes real o imaginariae, £OSH, com §,-38n 8, 3an 8, %cos {p +e,)

esta dado por:
w4
10

sen 6,Cos 8, *cos B, sen 8, =pen {0,+0,)
= /& +h

i1-24/2%



T gz e v (cos (e 40, )04 sen (o, %0 ))

o Fch.

ltaiz,- T, T, cis Ka,‘alllque es la (Braula para multipli-

car nfimeras complejos en forma polar. !

Como el elemento {déntico para 1a aultipliceclée de com-

Fltjos en foree bindmica es I, *¥+0i, expreaado en forme polar serf:
"

tr ATe0 e 1 " %'
[
i

= ang tg %— a° -

2= 1 cia ot

iy

e A

v
51 se tirne vn nimero compleje z=r cis &, su inverso mulri

plicativo m3 un compleje 2™ = cis P, tal quo:1

2:27 =1 ci3 0°
o mea:
[r cis 8)-(p £is g)=1 cis 0%,
Cectuando la multiplicacidn, s& tiene:
Tig cig (B+alw } cin 0°
par igualdad de complejos =n forma polar:
rarl ¥
Beg =0 +k (3607

despejanda # y ¢, y considerando s6lo ¢1 argusento principal, se tiene:

M-26/27

1
nt F y ‘--Q .

entonces, el ioverso multiplicative de z=r cis & es:

1.
e - ocis (+0])

-1
poT Gtte perte, como :.t =1 ¢ls 0%

;3. Leis 0%
4

ya que 1 cisg®=1 ¥y z=r cis @

tensmns:

Divinidn de ndmeros complejox en forme polar.

Sean :I-rlcl: 9, ¥ z,-r, <is @, entonces,

T, T,ciz &,
i: - F:ETE‘;:' com o]l inversg multiplicative de

-3 1 )
z.es z, * ?:E%?_i: .~ cls (-g,) tenemos que:

z, 1 .

7 " Tishs °='?7ET§';7 “(rycis 8,) (7 cis
efectuznde el producto

Iy T,

we w —— i [ -5 M gue es la f&roula para

L L (I

complejos en forma pelar,

Ejemplo II.7.-

E‘a:j}

dividir ndmeras

Efectuar las siguientss operacicnes en forza polar:

a) [2 cis ¥5"1-03 ciz 20°)
I_Eis

b} (cis 280%) {3 cis 80°)
(3 cis 190%)° ,

solucidn:
[2 cis 55'!-%5 cix ") _ 6 cis 55" _ %
1) I¢is 135" Iels 135 T
finalmentao:

cis [-80%)



-
S {2 cis L f;;_EE_l - 3 cis 2800

b} (cis 250‘}[1 cis B cia AeR®
(fcis [9_?]1—1 ™ cli_TB Tritcisiagey *t
: 3 s e - ; ciy {-iD*}
finalmente:
{cis I80%)(3 cis 8073 . ) oo gupe

{3 cis 190%)°

Veanos shora comg pueden gbtenerse potenclias enteras de
ndmeros complejos.
%ca i=r cis 8 un niéoero complejo en forma polar. Se sa-
he que
tMeir cls 837« [r cif B)-(r cis @) ,,.0¥ cis’g)
- ’

i
n factares

-

aplicande 1a f8tmula para 1a multipltcacidn, se ticne

(¢ cls 8)P= rop.r-p--+r Cis [BeBe...+0),

n factores n sumandes

foT tanto

(r cis $)0a 7 cis{ﬂﬁ}l que e3 1a llamada férmuls de Do

Mokyre,

Ejemplo [[.8.-
Fara los nimeros complejos:
;l-thcis 90", I,= 3+3J€ 1, £,=1 cis w0" ¥

1a cuarte potencia del ndmero:

Ia*L —
| "2 oT,
T '
L]

salncidng

i," =& gbtener

Fars sumur los nmeros complejos 2z, ¥y 2, lo hacemes en

la Larwa bindmica, #asando I, & dicha forma tenemos:

—
2,2 % 2 Ve
entonces .4z (1 N AR LR WA S LE LY Wt

por Lo gues SaTE:

- il%%il - -2-1/51

Ty

qur expresado en forma polar es:

4 cia 240"
para obteper el conjugada de ;,-HE cis 90%vemps que T )= vE i1z DOY-
=54

T,» -¢% Is ¢S cig 270%, por 1o gue:

tr(dcis 240°3(VS cis 270°3=4/F ci3 510°«4Feis tS0%, 1a
cuarta peotencia de z serd, aplicando lz fdrmula de De Molvre:
cis GO 400 cis 240°

2= (4 cis 150)"=(4/81

= - & a2 % - - 2 4 aoF T ow m m m m a - * A& o - =

Yafices Jde nlmeros campleijos,

31 se considera que w=p €15 ¢ =% la ralz enfsima de - -

ter cis g, s¢ debe Tener ques

whe 7 Jomde p &3 UN ENLRTC NG Regative,
¢ sea: fp cin g)f= r clp B
oplicando lp férmula de De Moivre, se tlene: pfcis ngerciss

por igualdad de nimercs comxpleios en forma polar;

oy

ngmo+k (350%) para {k=0,1,2,...)
de conde

pon Ty

s " arh(380%) .,
o

weal T cls B = P/7 i !:EL%EH.L paTa [k=0,1, 2,...]

11- 28,29



i - ’
yehmos que valares toman lgs raficep pare ralores de

T

ka0, 1, ..., B-1, B, A*l: -
11 k=D |
™ “‘-’:r- cis % I
si h=1

|
w A cis[ﬂl%gg:1=“f? ciu[& * !%Ei]

. I

2i k= n-1
N ® B i !'SEﬂ;jn-l] - T ocls [& . Eﬁ%{ﬂ.ﬂl}
1i k*n

w,e BT ks !1!EE:IEL =BT cls [% * ?&Bj.
|
o 30 fque; U“_.U. ;

$i k=n+1

n 1] »
Wowt™ /T clp 22300(ne1), T cis[%&i%ﬂn+lﬁﬂi
O A0 queD wp,yTe
Fodemos cbservar lo sigulente:

i
1.- Lo ruflz onfsims d8 unh piimera compleic no a5 Qnica,

Z.- Solamente las primeras n refces gop distintas, »a gque; par --

lgualdad de ndmeres compleios en forma poler:
b
Wnay e,

Wn‘z'ﬂ!

. ]
tte.

concluimos entonces que:

H-agya

LY TEIT e ~N/T cis [EiHbu

dande (keD, T, 2, ..., n-1]

¥i que son ¢xsliamente 0 Tafces endsimas alstintas.

Ficha; rafces quedan representadas en el Diagramp de - -

Argand por n puntas sobre una circunferencis de radic igual & 57,

Ejemple I1.9,-

Obtener las refces cibicas del niimero complejo z=-4/F-4j

¥ representarlas en 1 plang de Arpand.

Solucidn:

tbseTvanes Que para k=3

Pasando a la forms polar:
z=-4,/F -4i=8 cls 210%
1= Ho-k_360*
T ‘B cis e

para k=0

wy= 1 ¢is 70*

para k=1
@,% 2 cis 195¢

PatTa k«l

we= 2 cls 310°

-
Wwy= 2 cls 430+ 21 cjg FOTewy I,

Ejempla I17.10.~

Obtener los valores Jde x tales ques

\.'B=ﬂ

Solucidn: &t



daspejando a &:
x'a-B xe %
expresando +& en su forma polar:
-A=8 cig 140%
abtenjendes las tres raices {Obicas

IE 2 eys ORI a0, 0, 2

pars k=0

'/E- 1 cis sprare ST
para kel

"TE = 2 cis 150% -2
para k=2

YTH - 2 cds 300 143 4

Ohservamos que existen tres valores para « queo satisfacen
1a ecuacidn deda. Un nlmero real x,=-2 y dos Complejos - - - - -

v 1T 1, k14T

Ejemplo II. 0T, -
Bados z,= } cis 130", 2, » ¢i8 315" resolver la siguients

sruaclein:

solucifint

a ot 2{2 cts 120°)1 g

(3 cis 315!

«_ 2[4 cis 240%) | 4
R —%T 1%

compo %cu G45%= 27 cis 225" entonces:
L

L)

dividiendo entre ?:

x'- g cls ts*
1t
My
L= T cis 15°

finalmente

xe ‘!;T cis Is~k[3ﬁn'1

para k=D

A= 062 els 3.75%
para k=1

x,= 0.62 cis 93,75*
para bhe=?

Ag= 0.62 cis 1853.75*
parm k=3

.o 0,62 cls 273 75*

(=0, 1, 2, 3
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h
11.3.- EORMA DE EULER O EXVONENCTAL DE LOS NUMEROY COMPLEJOS. B 0 001 .

En el sigle XVIII, #1 matenfitico suizo Leonardo Euler desa La Edrmula rara ohtener las talces o potenclas fraccione-
Trollé la famosz férmula; riax, de un nimcro complejo en forma de Luler, gueda;
. i Atk iy
i 1 [ L .
PLEBST Boa T e AT e P Y (an, 1, 2,00, ne1)
estableciendo tamblén la eapreslfn mds general: For ejenrlo, la forma de Euler de los nimerds complejos:

efle Cox Bri sen B Zp=4 s 5%, ;) cis 135°%, x,e8 ciz 270%

con ayuda de Esta expresifin, es pasible representar al ndmers comple z,%cis I5" esy
" '

o z= t cish como: , =4 Y {48%+ 7 rad)
- re?d : R
i= TE e 3 ! {155"n % 1 tad)
que s 1z 1lamada ferma de Euler o ezponencial d¢ los nimeros colple- .
! PR (270°= 3 7 yad}
Jos donde r ra 2] efdulo ¥ g ¢1 wrguments, el{cual &¢ acpsfumbra £Xx- 1 T 1
presar en radinnes. Como eon el caso de la “"E“ relar, dos niaeTos E e""t [25%=0.43 rad}

. ' dij . L]
complejos son fguales si sus médulos sen igusles y sus argumentos di Para calcular el valor de V'3 procederfamos de 1a si-
fieren en un nbmere entere de civcunferencias,  Fx decar; guiente forma: T

A . 17 . .

sean t,=1, 211 y z oy #9321 Jos niwercs complelos. 2,02, . e;l PR LE PR L TR L
- L] T
zyet, <= (ryer,} ¥ (8, =8, kiZr)) donde (k=0,1,2,3,...] /T, (8 o171y ¥ 3 oM
Ex claro que 3 serf un argumento prilncipal si: .
| 1.5, qgp ot
058 <2 9 v - T
T e
puede probarse fEcilmentes gue si 2z, = rlgﬂll ¥ 1
tr=r, & Bai san dos nimeros complejos cunlcsquiéra: finalmente:
- ) T,7L,7 oy
Iy, T, T, ol8, *8, )i ¥ ) —— = 54 pB71
¥Il
I Ty -
BT Le,e, ) :

Iz LE'
ljempla ID.13.-

i
Aplicands sucesivamente 14 {drmuta del producta al aGmero
Exprese cada uno de los siguientes pdmeros compleios on

complejo :-rrﬂi, obtenemos la sijuiente expresifin, gue ¢x cnuivalen

| la forns bindmica: C
te a lg de De Maivre:
al Ll ¢
13435 tﬂ
[l



= 5] i+
e
-
s
<l l—JiFT
i
1s ol
H
aplugldn:
BIBLIDGRAFIA
al P S -
T Tt
e
dr la foros de Euler se abiipne: 1.- Tom M. Apostol
rat r=l cog 7 xend Caleulus, ¥el. [, Segunda Edicién.
den e y=1 Ten v yeb Editorial Revertf, 5. A, 1972,
eRtoncos;
1 =1
- ;;i. - =1 a 1 .
. JCLE .- Ceorge T. Mostow ¥ Jaweph H, Sampson

Algebra Lineal,

b3 bDr la formm de Euler 1e obtiene:
Mc Graw Hill, 1972,

=1 X* cpg 2 1 xal
E-.ZI '-. }'- ien 2 n r_u
finalmente:
LI 54 (1401) L Murray R. Spiege}
r .
i+ e’ a4 omplex Variables [Teorfa v l'roblemas)

Serie d¢ compendics Schaum, 1964,
c] De 1a forma de FEuler 3¢ chticne: B .

w

r=1 2= 1 gas T z 0

E-; . ¥u 1 zen ; ya ]

ENTOACERT ’
H

LS E5 S L 5 W X2 S

l+g? LR R 1+1
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ESPACIOS VECTORIALES

INTRODEICE Oy

Fn varia® ramas Jde 10 matomdtiea, € proxentan fonjuontos
domde resultz importante conslderar “combinaciones lineales™ Je sus
rlement o%. E1 f1zebra linead, truta las propiedades comunes de -
todes dquellos aistemas algebraicos que constan’Je un conjunto mis
una nocits de "combipacifn lipeal™ Jde sos clementos,

El extudiante hz trnido ya eaperiencia con vectores Jrl
espacie euclidiano teridimengsionral, ¥ en particular con combinacin-

ne: lincvales de tales vectores. En rste capitule estableceremos

la definici&n de una estructura algebraica, llamada espacio vecto-
rlal, que en la eaperlencia ha Jdemastrado ser la mds dtil abstirac

cidn de un tipe Je sistemas como ¢} sspacio euclidiane tridimensig

nnl.

Il espacla vectorial de las rernas,

Conzlderemos los vedtores

y V= 1,2, 0)

¥i= (3, -3,
Como subemos, [a suma de ¥, y ¥, e el vector:

Fy e W= 04,1, 2)
y ¢1 producto del escalar 3 ¢ B pur ¥, es #l vector:
3V« (9, -3, 8)
Er gehoral, si
2= (a,, a3, n) y B= (b, Db, b)
son dos vectores del tipo de ¥, ¥ ¥,, es decir, ternas ordenadas Jde

nfimcros reales, ja susp se define como

a+b = [a,*b,, a,*h;, R+ D] oo LT
¥ £l producto de un £scaldr a POT UR VYeclod 3 se define come:
Ll .
[ffin

II
na = fuu..'lua,, ma,} .+ - . . [2)
Al cnnjuntﬁ formado por todas las ternas ordenadas de nd
gerut reales, lo rnp%LSrntarcmui con R'. Simbilicamente;
R'» {(x: . 2} %, ¥. T € R}
En k', las aparncinnes definidas por las expresiones (1}
¥y (2, tienen las siguientes propiedades.
Para todas ;as ternay ordenadas de piimeros reanles & ,F,€
¥ todos low escalares a, 8 ¢ R 12 Cumple que:
11 Rl os cerrado rnagccto B 18 suma ¥ sl producte por un escalar,
21 {T+E)+Te A+{BCY.
1) m+U=Tagwy dandelh-(ﬂ,ﬂ,ﬂ]_
1) (- (-De0.
5] a+b=F.a. I

,"I
6] oafa+B)=ag+«elb.
1) (=eB)E-dysBg, |
2) a(BT)s [cB)F. i
2] 1kr=e ., : .

u :
Cown pusde verse, R forma un grupo sbellano con reapecio

a 1w s$uma; sin enbargo, poses algunas propledades adichenales (6 a 3)
N

con respecty al products por un escalar.
iy

Existen varios sistemas gque tienen las mpismas carscterfstl
-t -

1 I
cas que R, a estr tipo de sistamas les 1lamarsmos ESPACIOS VECTORIA

LES, , \

Ejerplo Y. 1.
i
Ur sistems que posee la misma satructura (de espacio vecte

r1al] gQue n', es =1 conjunto de todos lop polinomics de grade 53 con
ft

| V-4 /5



1as pperaciopes de sumaz y producto por un escalar. DempsEraredns 4]  Sea psr.lli,,l;'¢.lx.‘_

a contingacidn qguo se cumplen todas las ppopledades que enunciamos existe el polinomic
Farta g, -p.*-l.t'*lzll‘lll-l-
11 Sein P|'I;I"I;I!+l|l‘a. tul que
Y pysbyx’eb, 2P eb 1ok, F]’f‘ﬂl}i(I.-l.]li‘fl,‘al}x'*(al‘l|]l'{l"l.}'a
day polinomiox cualszquiers d& grada £ can Coeficientes reales. ¥ ademix
Entances: -p,*0,"0
9.‘“1"‘1“h1]‘:‘[':*szl"[‘g'h;3*'f'.‘h¢] por lo que -p, es el inverso aditivo de p .
es atro pollnomio de grado =%, ¥ 3i o ¢ R 8y p=+pl-{a.+h.]1’t[ll4h’]x.¢{al4hl]x+(al+b.}
ap e {angdr +(an,)x*+{aa, )%+ (an,) - pl.plt[hl+a|]l.*(bl‘lg}xziEbl..llxi[hl“‘}
tamb1En €5 un polinoaio de grade g3. °l+°:'°:+°;
Por le que el corjunte de todos los polinomlos de grade par tante, la suma Jr polinomins es conoutativa.
£3, ey cerradd vespecto a las operaclones de Fuma y producta poT un Y 5ia £ R
escalar, a(pl*p,]-n{tiob’}:'+u{alvhl}:=+nt|I'h.]u'a{l_-b_}
2] Sean u{gl*a’]-{ua.tuh.]x’+[ul!+ub,jx'+{ual+ub,]x*tﬂn,-uh,]
"l"!x."l‘l"w"‘i al{p,*py=a0,%a0,,
Pyub,x +byx b, xeb, E! producte per un escalar es distributive respecto & la
“n"-*"‘:‘l"ut". ‘*  syma de polinomios,
entances: ‘ ¥ 5i a8 £ R:

[pl‘plj‘nl-(.j*hljl.‘{ai “bl ]:! ,[.] 'b1}"'[‘.‘b|]‘{‘T,I.'clxl'cll'f.] (ﬂ“ﬂ]ﬂl‘{ﬂ‘ﬂ}l,l'*(B*B]lﬂ‘*-ﬁ“ﬂ}a,x*{l.‘nl]a.

[ul+ﬁl}*ﬂ,'[|]+b,+c1}x'*[al+b=+c'Jx=+{aJ+hl+c1]:4[au,b.+ c, ) [u*ﬁ]n.=na.u'+aa!:’+na,x*un‘iﬂalx’+ﬁa'x’+Eal:+Bal

(B +0,d+p,* '11“‘1‘!*i1:‘.|‘[hj+cl]1"{ht'ft}1!‘{h1‘f5}1'{b-'f|] {o+8)p,=ap,+Bp,

(o, *p der, 0, 2 (0, 4p,) El producto por un escalar es Jistributivo respecto 3 ia
par 1o gué la sume ¢35 asocintiva, suma de escalaras.

5 st F-0x 402" 0xen 8] u{ﬁp.}-u{Ea,x'*ﬁﬂ‘x'+Ealx*Bun]

entonces: By almdeDyuby z(Bo, )=(nd)a x*+(ap)a x’+{aB)s x+(aB)a, .-

por lo gque el polinoemia 0 es el idénticp pare la =uma. “fﬂpul'{“ﬁjﬂu,



El producto por un escalar e aseciatlvo,
] 1 1 Fl

1o =1{a,x"+a,x " +a x*a )ea,x en, 4" *a, xva =0

1 £ R rs el idéntica para ¢l producte por un escalar.

Fri consecuencia, £l cenjunto de todos los polinomins de

grade I3 también ex un capacio vectorial para }as cperacionss de sy

ma y preducte pdr un escalar.

Ejemple Vv, 2.
Yeamos =i las matrices tambié€n forman un espacie wecterbal.

ConsidEreve #1 conjunto M de tedas Yas marpjces de orden -

mxn cun elementos en C.

u-{{;lj}|.ij e ¢ [i=3%, 2,...m,1=1, 2,,..n])

De 1a definicidn Jde sunu de matrices y de producio de un vs

calar par una matriy, se desprecden lasg sigujieptes propledades para

todes 1as matvices A, B, C de M ¥ todot los escalares o, 8 Je O]

1

3
4
5)
6)
7)
8)
9)

por

M ¢35 cerrado con respecto a }w tuma ¥ €1 producto por un esca-

lar,
[A+B)+CoAe(B+C}
AvB=0+p=ps | fAquf 0 repPrescnta la matriz nula) |

Ar[-AJ=(-A)+A=0 .
A*B=B+A
n{A+E]=aA~ad
(arBIANGA+BA .
a(BA)={ad]A .
1AnA

io que #] conjunto de todas 1as matrices de orden mxn tiene l2

o

misma catructura Jde espacio vertorinl que BT,

Hemoe vi;ég tres sistemas distintow que f:epep 13 miwma -
eatractura, a los que hemos llemado espacios vectoriales. Las
vectores Je %' tienen una ropresentacisn geomftrica {segmentos Jdivi
gcidoa}, mas no esl los polinomios y las metrices, sin cabargo, por
=1 hecho de ser elompptor de un e3paclo vectorial, tambhifpn les 1la-

i
\
narcmos vectores.

' w89



V. 1.  DEFINICION DF LSPACIG YECTORIAL.

Defindctiin,

Un vapecio vectorial ¥ aobre un canpos K, €3 un conjunco
ne vacfo en ¢1 cuzl se deflnen las siguientes das operaciones:

Una cperacidén que astgna a cualesquiera elcmentos u, ¥
|t ¥ un slementp u+¥EY Al gue s€ Conoce Comg la suma Jde W oy V.

Uns operacigin que asigna a cada elementa re¥ y a cada rs-

icalar a€ ¥, un =leménto EVLY al Que fe CORDCE céuu el producto o

|a POT ¥.
las cuzles cumplen las siguientes propiedades,
Pars cualesquiers elementas o, v, W © Vi

17 (W% ww= Ge{vew) .

|
i
fzr 3Igev  tal que S+0eDvusi,
! (o F 1e llamamos veckor gcero}l.
3 Yoe¥, 3-cgeV tal que u-{-uy~-G+u=T,
]4} [P
Para cualesquiera o, 8 E Kk ¥ I, ¥ ¢ ¥V
51 w{Us¥}=ab+ov,
b} (a*Bu=aG+AT.
7Y arfU)=faf)u,

A1 1gru,

l {aful 1 represents la unidad de K,

———— ——

Consecurncias =lementales dt_i;-definizlﬂn.

Hay hechos simples que se desprenden casl inmedidtumente
de 1w definicidn de Espacio ¥ectoarial, #lguros dr los guales gpun-

Ciamas 0 continuacite ro fgormg de LooTomMas.

+

¥-10711

Meorema ¥, 1 I
i U ¢t £T yeclor coro de ¥, cntunces:

' ¥ ad K se tiene gue au=0

——

Demgstrachién,
Si a es un escalar cuslquicia de X y T ex £1 vector cero
de ¥, entonces, par las propiedades 21 ¥ 51 de la definlelfn:
affmi (F+ ) =al.al
sumandp  «{o00) t vV, por la propiedad 3} tewenos:
oF+ (- (@J})nalf -0l (- (al))
Ta (aTeal) o (- (oT))
por 1} tenemcs:
Teal+ {ol+ (- (a2l
de 3) se Sigue que:
T=af
finalaente, por IJ:

O=a, %acf X,

]Trurema Y. 1.
[ i 0 €5 el elfmento cero de K, *ALONCEST

§ ¥ T £V se tiene gue  OveT

Nemostracidn,

B 0 e% o1 escalar cero ¥ ¥ un wootor CuulguieTa de V, +#n
Eances, tomg O es el idéntice mditive ¢m ¥

DY =(E+0T

por Lla propiedad 6) d: la delinicidn

Dvagvs OV
sumando -{0w)] € ¥, por la propicdad §) tepemos: r
NV e [ OF = (BT OV}« (- (07}
(g
[ )



Jefbv-0v)-(-(0¥))
por ) tenemos

Tagve{0ve[-[0¥))
e 3) ae sigur Jgue

C=0v -0
finalmente, por 23: .

C=0%v , ¥ ¥EeV.

Tvorema V. 3.

51 1 ex la unidad de K, entoaces:

¥ 7 eV se tione que [-1)v=-¥

Demastracidn.
Bi ¥ es un vecior cuslquiera Jde ¥V, entongess
TaQr=fL-3)F=ivs {-13¥=ve[-1]V
en consecuencta, (-1} ¥ es el inverse adltive dc v al que hemps re-
Esto Jdemuestra el teqprema,

presentado con -¥.

En general, el vecioT (-a) ¥ es ¢! inverso wlitiva Je oV,

Yo qQue:
f-a]¥={-12}vu{-1}av=-{a¥)
For aira parte:
af-¥)=o(-17]*{-atve-{a¥)
par In que

{-u}F-:{—?]--tﬁF]

Asd, la resta o sustraccléin de vectores se obtiene a partir

da la <uma de la sigulante manera:

Definicidn.

81 O y ¥ san dos yectares de V.

- Ve Ee(-T)

wd

i
'
1
Lycaple V. 3. '
il cnnjuﬁ}ﬂ e todds 1os punteos Je 1a recta que pasa por
el origen ¥ ticne como nGueros darectores 1, 2, 3, forma un espacio
vecteriul solire el ;nmpn de los nmeros reales.

La ecuacifin de dicha recta en forma afmétrice es:

i . i
R
Far lo tanto, les puntes de dicha recta tendrén per coor-

Jenadas:

X*M, vw=lx, 1=3x
¥ el conjuh:n de puntos de la recra serd:
S={{x, 21, 31}[1 r R}
Cuyos slementos xan ternas ordenadas de pimeros reales, Entonces,
la suma y el preducta por un escalar esthn definfdos de igual Forma

1
que en R . !

Verifiquemﬁs que 5 satisface tedas las propledades gue de
finen un #ipacio vectprial,

Las operacliones deben ser cercadas;

Sean F}-(:l, x 31,) oy F;-[zl. Ix , 3x ) dos clementos
cualesquiera Jdeo 5 y x cualquler escalar de R:
Vv e{x,, 2ZF,, 3x )+(x,, 2x,. Fxdeim ovx L A ez ), 3(x +x,]) ¢ 3
¥ |
a¥ =a(x,,2x,,3x,}= (3%, 203, Sax,} € 5,

Propiadades para la suma.

Sean Fl-{xl:in.ll.}.

tres elementos de 5;

1) {Fy o 107, o [{x, *x, ), 2(x, +X, ), 3 (2, +3,)) * (x,, 2, ,3x,)

(7 o0y 7, = (D ey om0, 20X, *X, 40, ), 30X, #5,¢ %))

V1213

¥orlr, ¥x,,35,) ¥y w,=(z,.%x,,31,)



(Fl+;l}';rl‘txl'1"l ,51.}it{!li-;j}'z{x:oxI}'sry_t*l']] de eucalares.

(VL 7,3V, =¥, + (¥,4F,) 1] alBV,)valpx,.28x,.38%,}
por lo que la summ es asocigtive en 5, nth}]'{Eng]x*,2[¢3}:l.5[uﬁjn|]
2) Existe U={0,0.0) € 5 1al que: alav, )4 leBlV,
ﬁ;ﬁn(xlﬁﬂ,lefﬁ,5x|+u}-{n-xl_n+;xl_g.5,l] El prolucto por un eacalar €5 =saciativo.
[ 1) ST 8} W =1(x .2z 3 )=(x,,2x, .30, 00
3) Para todo ¥, existe ‘;l'f'*u-'zll-‘ﬁx.l t 5 b2l que: La unidad de A =5 o1 ldéntice para el producte por un €5
Firl-¥0% (=, 2, 3%, e (-2, 2%, ,-3x,) =0 calar,
*?}+F, - (-xl,-le;5:1}*{xl,zx,,5,,]-ﬁ . (e todo lo anterior 3@ sigue que, &) conjunto
) Ve, = {x, 22, 3% }olx,, 28, ,32)) Sef{{x, 2x,3x)}x ¢ &}
?I+?} ' (X F,, leaz;*, 3xl+312} forma un espacio vectoriml sobre el campo de les nfileros reales,
Voo¥, = Orgex, Imoe2x, Sxoedx)}) s e e e s SRR S I R R R
Fls ﬁ} " F!-?‘ Anteos de pasar a 1a seccifn siguiente, hay que hacer noter
POT tanto la suws et conmutativa en 5. que  los troremas V.1, V.2, V- By 18 definicidn de resta o sustrac

Propindades para el producta por un escalar, cifn Je yettores, fueronm pnunclpdos & pactir Jde la definicidn de o5

Sean ¥, ¥, elrmentos d= S5 ¥ o, A escalares de P: Faclo vectorlal, ¥ 3¢ cumplen paT2 los vectores de Cuzalquler conjun
5) af¥, +¥, Jvalx +1,,2x,+2x,,3x,+3x,) to que tenga dicha estructura. Can esta misma idea, s& epunciarin
ﬂf‘;*rgl‘{ﬂll'all.!nzl-Zul..qultiq;:} los tearecds v definiciones a 1o large 4e todo 21 capltuls.

u{?14F:J-[axl,znxl.1a1|]4{nrl,Zax! y Fox ]
u[?lvF;]-aFlrnF;,
El producte por un escalar &3 distributive sobre la suma
de vectaores.
B8] fur&)¥, =({a+8)x, , 2(a0)x, . S(a*g)x,}
(a*S]F,-Euxl-sx,,za:|+zaxl.$ux.+lﬂzlj
{a*B)¥ =(ax, . 2ux, ,Jax ]+ (82, ,20x,,78%,)

{a 'H]Fl "u\-'l"E.;I .

El producto pur un rscalar es distributive sonre la suma

. Q9
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V. 2. SURESPACIQY DE UN ESFARIY YECTURIAL.

»
En el gjenplo ¥.3, anslizamas el comjunto
Sl fx, 2xz,3x}]xekl
que gsti foraade por ternes ordenzdas de nGacros reales, por lo
que 5 ¢ un subecoenjunto de Rj. Ademiis, sc demoatrd nue S tamblén

forma un espacio vectorial schre R, Diremos entances gue 5 es un sub

. 1
vipacio de R,

Definicidn,
Nadp un eapacio vecterial ¥ y un subconjumto & Jde W, deci-
mos que 5 es un subespacio de ¥, 31 5 &3 rambifn un espacie vecterial

respectie 3 las operucicnes definidas en V.

Ejemplo V.4

Er el ejemplo V.3, dempstrames gue ¢! conjunto de todes 155
pelingmios de grade %3 es un edpacio vectorial sobre R,

51 consideramos sl conjunto de todos lox polinomios de gra-
doe €2, vemos que Ss5tée «a unt subconjurnto del primero y en [orma wnd-
loga al sjemplo en tuestisn, puede probarse que forme un cI¥pacio vec-
torial por sI mismo. En consecuencia, ze crata de un subespacie,

E!l siguiente teorema establece un criterio senclilo para deg
terminar si un subconjunto Jde un sapecle vectorial ex ademds, un sub-

esracio.

Teorema ¥.4

Sep 5 un subconjunto de un espacio wectorial ¥V, § es un

subespaclo de ¥ 3i y 38lp 3i e¢¢ cerrado respecto a 14 suwa y el pro-

ducto por un esczlar defipidos en V.

L

o

Depostracidn.

vemo 8 coptiene elementas Je ¥, se sathsiacen las propicda

des 13, 4], 5), &Y. 7] ¥ &} de la definicién. Por tmp:o, bastara
con prober gue de cumplen 1ad propiedadea 2} ¥y 3).

Ir. efecto:
foa ¥ oun vector tualqulera de Sy sea £ el escalar cero de K. Camo

5 o3 cerrada resptctb 8] producta por un escalaty ¥y por ¢! teorema
¥, 2 H

uyel € &,
Sca ¥ oun vector cual§ulcra de 5 ¥ -1 &1 inverso aditive de la unidad
de X. Come 5 e3 cervada respects sl producto por un escalar ¥y par
el tedarems V. 3,

(-11ve+¥ g 5,

l
Com lo gque 3¢ completa 1p demostracibn,

‘1
Ejemple ¥.5.

E! ¢onjunte de todas las matrices de i forma:
a la

{donde &, B ¢ C]
b ¢ d

#s un subespecio del espaclo vectorial de aatrices cuadredas de o7~

den 2 sobre ¢l cumpe de los ndmeroy complejos,
I

En efecon;
a 2a i . R
Sea An a,'b ¢ C¥ que es un subconjunto de le3 matrices
D -
de orden 2, I

Verifiquemos gque & ¢3 cerrado raspecto # lw suma y el pro-

ducta par un nfimero c%lplﬂjn-

V16717



Pars ello, considérense dos matrices cumnlesqueiore de A:

L

¥ un nimero complejo a.
Ilm,vu,)

b, b, o

&} Farsa 1la auma:

1, i, a, la,

L] =

b, 0 b, 0

LIS T

que =3 Otra matriz Qe A.
b) Para el producto POT un escalar,
a, 2a, aa, las,
u =
b, b ab, 0
que tambifn pertenece a A.

Entonces, segdn el teorema V. 4, A pa un subsspacip del

espacia vectorisl de las matrices cuadradas de orden 2.

Fiemaplo ¥. 6,
La intersecclén de dos subhespacios es un nueves gubespacio,
En rfecto:
Scan ¥V un espmcio vectorial sobre un campo K ¥y A, B dos
fubespactios de V'  tales quo;
aAfla+ o
Eptonces, ¥ v, ¥, & (A f1B) s8¢ tiene que '
. ¥, €A, v,, ¥, B .
Comp A €% un subzapscio de ¥, Come B es un subespacio de ¥, es
€3 cerrado pire la suma, por cerrade parz la sumi, potr tanto ;
tento:

?I‘F] E A "F."‘;; L B
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por Io que: .
¥+ e (A N R)
Ln forma andloga, sl ac E¥ v e (AMIB), o ¥ £ A ¥
a ¥ o B,
par lo quc
o¥ ¢ (AN B

Del teorema ¥, # se sigue que A [V B es un nuevo subespacio

de ¥.

Ejempla ¥. 7.

Considérese el conjunto 4+ tedos los polincmios de gradn
igual a 2; aungque =5 un Jubconjunto del conjunto de polinomics de
graga « %, no forma un subespacie de Este, Para Jemostrarle basta
r§ con prabar gue ne swtizface la cerradura respecto a la suma,

Sean:

fix)extsbxec ¥y  glx)v-x"+b'zec!
dos pollnomios de segundo grade, 5w suma serd el polinomio:
fix)+glr)=(hob*Jarcre!

que fa Bs un polinomic de segunde grado.

Por lo tanto, ¢! conjunte de los polingnios de segundo -

grado no forma wn espaclo vectorial.



V. 3. ULl EREENCLA LISEAL .
Lonstderemas lox siguilentes vegiores Je Rt
a=(3, -1, 2) F=t1, -1, -]
¥ ohtengamos un veclor © tal que
L0 T )
diche vector "serli:
c={1, 1, 1)
biremns entonces fque el vector © Si obtuvo o partit Jde =
una combinacidn lipesl de los vectares » ¥ F.
En general, una cambinacifin lineal de m vectores es la -

suma de dichos vectores multiplicades por ciertos sscelares,

Mefinicifn,

iina combinacifn llneal de los wectores ¥, ¥u, ..., F.
de un espacio vegtorial ¥V osgbre un campo K, €5 ung exprosidn de [a
farma:

- T+ " -
-ﬂ.]m,"lld‘l:ll'lu"a - u-m?m

dende 8,0y, .0, € K.

Al gonjunta de todes 1as rembinacianes llnealss de un con

Junta 5 de vectores, lo representaremos ¢on L(5).

Teurema ¥. 3.
El conjunta de tadas las combinsciones lineales de un ton
junto
A L [Fj. LETEERY 'I'.}
de vectores de un espacis vectorlal ¥ sohre un cappe K, e5 un subes

pacla de ¥V,

.
o

Demagstincidn, I
Sea LIS) el conjunto de todas las combinaciones lincales

3
del conjunte 4

= {?1. v!: ceen Vgt

L
y sean d ¥ F dos vectores cualesquiera de L (5]

Fro, T ro, Ve ta Vo

B=A ¥, +B, ¥ .. o8 T
donde =1, Bi ¢ K.

s sumd de' T y b

I*E‘fﬂL'EIIF.'[ﬂ,'ﬂ,]Fz'...-[umvEm]F;
es otro clementos de  L[S5].

¥ el producte de } ¢ X por a:

v

Xa={dn; F¥y+(ho, I¥,+...¢[ha -

™
e3 otro elementp de  LIS).

Entonccs, por el tearema V.4, L (5} es un subespacic de

Yolvamos ahars cen los vectores a, Fyd leﬁclnnldn;, Lz
expresisin [ 1) puede escribirse comp:

R

Yemos entonces qur rl vectar cero  puede obioneyss s par-
tir de una cumhinaciﬁdllineal de las vectores a, B y T, con escala
res N0 TODOS KULDS. En cste caso, diremos que 1oy vectores o, B ¥
Z son linealmente DEPERDYENTES.

Es claro qua; dadg va conjunto de vectorss cuslesquiers,
el vecter Cera 5iempre+puede chtenerse & partir de una combinacidn
llneal de elles con tados los escalares nulas.

-
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Definicién.

Un conjunte 5« ¥, ¥,, ..., v,l de vectares de un espe-

cie vectorisl ¥ schre un canpo K, es !inealmente dependiemis si exls

ten escalares d¢ K_ & &, ,.,.,a

ey no todos nulos, que satlsfacen

n ]
la ecuncidn:

e T s T _
W utvlo...+nnvn-ﬁ.

En caso contrario, si 1la ecuscidn sélo adwite 13 solucldn

trivial {nitﬂls...vun-ﬂ], diremos que 5 es llnealmente independlen-

e

L J

Efempla V. %,
Depostrar gue «1 conjunto
Av (01, -2, B), (-2, -3, 1), [-2, 4, -6)}
de wectores de R'. ec linenlmente dependiente, ¥ que £l conjunte
Be {01, 0, 13, 0,1, @), [0, 1, 13}]
es linealmente independiente.
Solucidn:
a) Pe acuerdo con la defipicifn, el conjunta A serd lineslments -
dependients 11 la =guacidn
o, (1,-2,3)va,(-2,-3,1)*a,(-2,1,-6)»(0,0,0)
que llamaremos de dependencia lineal, se satisface para escalares
@y Gy oyt R No todos nulos. Demostrzremes 3 contlnuacidn guo -
dichos escalares existen,
Efociuando operaciones:
(a,-20, -2, -3 -F3 +dn, %o, ez, =60, )0 (0,0,0],
Far tgualded de vactores enm R', obtonemos el sipuivnie sistema ho-

BopETeg:

a,~fa,-fa,~« &
-dd, ~Jp,vdn = O
fa,¢ a,-Ga,= 0

Voamos cual es e) rango de la macriz de coeficientes:

1 -2 -2 1 -3 -2 1 =3 -i
-2 -3 1 - a -7 ] * G 1 LU
1 1 -6 0 7 0 i 0 0

Comn &1 rango de 1la matriz &3 R(A)=2, menar que ¢l nfimere
de inclgnitas, el sistema tiene solucionsx diferentes de la 1riwial,
Por lo tanto, existen excalares no todos nulos a,, oy, o, & R qur
satisfacen la scuacisin de dependencia lineal. Hemos demostradn cue
el conjunto A &5 linealmente dependiente.

31 queremas ohtepner los pscalares o, d4,, a,, Tesalvamos
€] slstema;

GI-ZHI-EEI]- i

a=10
una de cuyass solucliones ex:

ol a0, a,*1

Enlgnces, los vegtores de A app rtales que

2, <2, Xye0f-2, -3, 1)=01(-2, 4, -6)}=(D, 0, 1}
¥y podemos expresar wl menas wuno do ellos como una combinacién 1i-
neal de los otros dos.

b Fn forma andloge, la cewacitin de dependencia lineal para los -
vectores de B es:

a, {1, 0, 13sa {1, 1, 0lsa {0, 1, 1)=(0, O, 0)

de donde obteneswos el siguiente sistepa horogéneo:



T = fi
1 2
ngta, ¢ 0 '
a,* o, = b
cuya mattiz de coeficientes ¢5 de rango 3, por lo que s8lo admite 1g
selucifn trivial {o 4o =a,«0].
Hemos demostrade que loa vecetores de B gop Lincalmepte in

{t}

dependientes, Fn consecvencia, ninguno de los vectores de B pue

de¢ expresarse coemo una comblnacidn lineal de los otros doa.

Fjemplo ¥. 4,

Demostrar que los palinomlas

E(a)ax”+2x+b, glx)=5x%+32-2 y hix)wZx"-3x-5
son linealwente dependientes, obtenléendo 4] polinemic cere como ung
cembinacitn lineral de #lles, con escalares no todos nulos,

Solucidn.

Formcmos la ecuaclén de dependencia lincal

af{x)~dglx)> vh{x)=0 |

aga +2x+1)+8(5x " «3x-2)s y{2zx'-3x-5)= 0

o Jea:

Efectuando oparaciones y agrupando:
{2+58+2 Y)x +{2a+38-3 Y)1s{a-78-5 v}=B
de dppde gbtencmos el sistema:
o+50e2T = O
asaloxY = g
a.Je.5Y =

(13 Cuanda un conjunte de vectores es lineslmente indepeudiente {dg
pendiente), &3 coalin Jesir gue lov vectores son linealmepte Endepent
dientes (dependlentes),

T~

CUFY RaTTIR 1 5 2 r1 e Tango 2.
| A= {2 3 -3
' Po-2 -

For lo tanto, el siatemz ~f 1adeterminade, Una gnluci&n particu-
1ar ex: |

am- % .} Ea=1 ¥ *-1
por lo que,una combinacisn lineal de los polinemjos es:

~3F(x%3 + g(x) - hizy] = @

Uon esto hemos demostrado que f{x), g(x}, h{x] son poling

mice linealmente dopendientes,
1

Ejemple V. 10,

Yeumos si lax eatrices

1 a 0 1 1 1
ooy, i1 o ¥ylz o
son lineelmente dependientes ¢ independientes.

1
Lg #ruacidn de dependencia linszl tomard en ests casg la

S B R R

efectuando operaciones:

[4*1 By a
Bely a . v q i}

de donde, por igualdad de matrices:

'Torma:

i

a+y = 0
Bey = 0
g+ly= 0 1

aas0
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sistema que s85lc adaite ls splucidn trivial, par la Gue lar matrices
Propusstdy son lineslmente independientes,

Ejsmploc ¥, 11},

e acuerds cen la definicisn, la dependenciz o independen
cla lineal de ur Bismo conjunto de wvectores, puede variar segin la
naturaleza de los sscalares de K, como veremos an el siguiente ejem
pli:

Consideremos ¢l conjunto de 1os nimerocs complejos:

C =~ f{ashi | a, b e &, §» /~T}

Coma me vid en el Capitula 1!, dicho conjunto [orma un grupo shelia
no para la sumd ¥ tiene las siguientes propiedades para el praducto
Par un nilmera real:

C es cerrnde pata £l producta por un nfmera real.

¥ o, Bt R ¥ £, f, £ &
1] afz,*2;) = az,s0r,
2] [ne+g} =, = az,*Bz,
1) alBz,) = {aB} z,

4] 1-z7, . oz,
per lo que el conrjunte © Je los nimercs complejos forma un espacio
¥ectorial spbhre ¢l caepo de los ndmeros reales.

Sl en et estructura analizames la dependencla lineal -
del canjunto

S = [3*i, -2ij -
rlanteands la ecuactdn

af3+i] + A{-7i)a 0+0i

Cunde les egscalares o, * ¢ B, obtendremas yue:

[T Ty, T

da =0 }
— a= A=

-2gs0

PoT lo que el fonjunte 5 e lineadmente INDEPENDIENTE.

Por otra parie, es Clarp que el conjunte € tambidén forml un
canacio vectoacia! sobre el campo de lof nlmeros complejos.

En estr caso, el prodecto de uh cscalar es la multiplica-
clép ordinarta de nfimeroy complejos y s¢ verifican todas laa prepic-
dades que definen un espacio vectorial.

Analicemos en esta esatructura la dependencla lipeal del -
alsmo conjunte

5= f3+1, -zil
planieande la ecuacifin

afi«i} « B(-21) = 0+
donde ahors las escalares o, B r (.

Sean o= a+hi ¥y Bucedi, entonces:

fasli] [5+i) + (cedi) [-2i) ={HOi

{3a-b+Xd) « [as3b-2c)i = Da0f
de donde ae ob}ifnt £] sistema:

Ja-h+2dsi)

w43k - oD
ana de cuyay soluciones cx

A=} hed, cnl; de-3,

Futonee s exislen escatare: complejns no nulos arl ¥
B=1-31 tales que

afi+1) + B[-2i)=0+0
por 1o que el conjunto 5 ex linealmente DEPENDIENTE,

- m ® m A& - m m 2 = g e = = m om m m o - - %

Lnunclarcmos o continuacidn dos importanies teureﬂ;s que



tpn cansecuencias samediatas e Ja definichin de depemelengia 1=
vl T
R T T T e e |

Tearema V. 6, i

Tods corjunto qQue cnnuene al vectar cera s Iintaluentel

- |

., ¥.} un conjunte gque contiene al vector
m -

drpendicnge,

Demostracidn.
Sea {7, v,
ceuvp, ehtances, we cumple siempre que

] - - .
|31U‘ngl'.., ﬂm'!Lm F
pare  xz"-.- 'n.+l-ﬂ

v oeuzlguier escalar o, 40,

— e e i gy |

v.ooT.

Todo subcenjunto de un cosjunto de vectores liﬂcﬂ]lfntr’
I
indeperdicnte, s tambifn independiente, . !

Deaostracidn.

$ea 5= L¥y, ¥, ..., ¥ .} un conjumte de vectares Jineal

arate independisnies; entonces

ulv1+u,v,*...*unvn=ﬁ
si y sbio 81 a =o,=.. . =e =0

por 1o que ﬂlfiiﬁ ¥i, ¥ pcdeomos cancelar en la expresidn anterior
tanias térmings como se deseen.

De aguf gue, para cuslguier gubconjunte de S

-1 -

a '{;¥;}, svwyg W }

a {donde min)

se tendrd que: ﬁl;.+ﬁt?}+...+ﬂ.F;-E
51 y 3tle %4 EI-BI-,..-S.-U, por 1o que T #1 lincalrente inde-

pendiente.

g
=

V.4, BANL Y IMGNSION pEOUN LSPACIQ YICTORIAL.

Mﬂnsidervmu; vl siglhirule conjunto do vecrares dJde RY:

G0{1,0.13,.{1,-1,0), {6,-1,1), (Z,-2,2))

Como uernmd% 2 continuaciéin, cualquier vector de R puedr
EEpredarse coma nhad combinwcibén lineal! de los vectores de G,

En ofecto, sea (A, ¥, ) un vectar cualquiers de R'; de-
mOSITATCMOS GqUE 5iclpfc existen cacalares 3, B, v, & ¢ R tales que:

fx,y.2 '"{lfﬂ.11*E{T.=1+D]*T [(O.=1,.7)+ 4[02,-2,2],

Dr la expresifn anterigr se obtiene ol siguiente siste-
ma de ecuaciores: '
a*frig = x
B -25 7y
a+¥eds = 3

cuya matriz ampliadu es

| I T S Y
(a.Br=]o -1 -1 -2 | ¥
1 i} 1 2

Reduciends eéxrp matTiz a au forma escalonads Tensmos:
X
[}

: -¥

1 Z*X-E
1

donde vemos que RIAI*R{4 B1=3,por 1o que el sistema zx comparlble
]

=
-
-

— ra Pa

¥ existen los escalaves a, g, y, § ¢ R para cualquier valor de -
L, ¥, L.

Hemos demostitade que cusalquier vector de R' puede expre
sarse como una ¢ombinecidn lineal de los vectores de G. Por e3-

|
te hecho, diremos que G es un cenjunts geneTader de R, ¢ que los
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vectores de {0 generan al espacio vecieriml .

Hay que notar, sin embarga, que G #5 un conrjunte de vecto
res linenlmente deépeudicnte, ya que:

{2, -2, 21= {1, 0, 1)=(4, -1, R)=(D, -1, 1}.

Lhora bien, si excluimos Jde 6 &) vector {2, -2, I}, lus -
Yectores restantes formarin ol conjunte

Bo= (%, 0, 1}, (+, -1, 03, (2. -1, 1)}
£1 cual), como el estudiante pusde ¢onprobar, es rambién un pencra-
dor ﬁe R'. A diferencia de G, B es un tonjunta linealmente indc-
jerndisfte ¥ entonces %e dice que 3 unz base dc R

El matudiantes puede comprobar que si rxclceings de B olpu-

ne de sus vectofes, el muevo conjuntg que se obtirer y¢ no 25 un e

nerador de ®",

Ibefinicién, !

Se llama hase & un espacie vectorial V., 3 cualquier con
Junto B de wegtores de ¥V tal que:
g, B es linealmente independiente,

2o, Cualgquier vector de V pueds pxpresarse ~0mg combina-

L cifn lineal! de los vecrarcvs de B

Ejempleo ¥. 17,

Considerenns auevamente ¢l cohjunto de matrices cuadradas

[ 2a
Aw | a, B © C
b ij

el cual, como se demoastrd en el #yemplo V. 5, forma un vspacie veg
tprial pdara las opericiones de suma y prod-.Li0 pur un e+4galar,

Si oh*ervamos la forma de Las mairices gue o%1an vn el -

conjunto A, pucdr vorse gue unm base de dicho espatic es el conjunio:

AR
k-
0 a * [t Ly
como demgitraremos a coentinuacidn:
1} Las matrices aon lingalmente i;:epchﬂienlcs.
En efecte, 14 ecuacidn de dependencia ed
L]
3y +h, .
D 0 1 1] i} 1]
que, por fgualdad de matrices, conduce al sisxzema
L= 0
2 ke
by= 1
fuya Onira solucléin e la trlvial, por 1o que las matrices son dnde-
pendientes.
2] B gencrz a A,
Er electo, cualguler matri: de & es de 1la farrs

M2 A
g 0

¥ puede expres®Tsc COMO

L :Il 12 [o o]
- N + h 1
» 0] a0 e sl

L -

ee Jocbt, cualquier mutriz Jde 3 es una cerbinacide lineal de lis ma
trrees del canjunto E.

Con Y1 v 21, hemos dewostrade que el zenjunta b es upd ba

10 de AL

En 10s dos casos anteriores, smhos erpagics vectorialrs -

rueden ser generadas per un conjunte Eibito de veotores, por ls yue



dirvmos que %an 2apaciaoz de DIMENSTON FIKITA, Ahora hica, ne to-
Jdos las espacios vectariales puedin scr generades per un cantinte
finite de vectores, for ejempla, el espaciv de todos los poline-
minsg ¢ generado por el cenjunte infinlio

n,ox, st w0
¥ no pupde $oT gensradoe por ningtu conjunte finkta. A este tipo
dc espacios lexs 1lamavecos de DIMENSION [NFINITA.

Fasemcoe ahora a la tavea Jde estableccr wna deflnicidn de
“diwensifn'. Aungue 13 palabra dimensibp soele msociarse a un ¢on
cepto geomftrico, mgui tratarewmes Je encontrar una Jeffinicifin aApTO
piada en térmlnes algebralcos.

Censideremos primero el case de dimensifn finita, para le

cual requerimos de los doa teoremas sigulentes:

ITearemr v, 8 -‘____]
I Sea ¥V un espacio vectorlal generado por un canjunte fini-

1o .

o

ol
f

ito que contenga mids de n alepenton &5 linealmente dependiente,

de vectorss linealmente independientes. Entencess, cuslquier conju

Derostracidn.

sen Sl , ¥, ..., ﬁﬁl un subrveonjunts de V con mis de n
vectures (m*r). Come el conjunta B={¥,, ¥,, ..., ?;} €1 UR genera
dar de ¥, cualouier vecter de 5 e3 upa combinacidn lineal de #lemen

los Jde B; es decir, existen sscaleres T4y tales que:

L LR FIFUIF LRI Lt
o Y R Yok, Lk ¥
H il 1 IJI:!1.! N uzn n
e e e e e e e e e e .
L:: For ok m m w4 e Tk k
b Wom ¥ o+8 ¥ o4 +a v
a ®, , M3 mh on
-

a_ .

tormemos akora 1s ecusacifn do depemlencia 1ineal para 1os
- 1]
clementos de 5:
- = =
lthl4lxwr+.qq*ﬁlha'n
Feemplazando los vectores ;i POT AUs respectivas expresiones en LEr
mines 2+ los vectorc: de B, fcnemos:
- "

A v i v v
I{ullvl"'"ubnvn]'latuzlvz""'“,nfn]*---'

-1m{nn1vl*...*?.nvn]'5
r
efcctuando los productos y agrupndo:
(Ao sy e ohpop IV
- 'l
5 -
*la%n ¥y i:I-;

come Fl_ F', P Fh son lirnealmente inderendientes, TeRfmns Gue:

SO £ IS I SN Y

1 n 1]

1|a||+i1u:1ff"*ilul1.a

L
* + “k =
llnlx 1la!1 A m?m!

1 w0
r“' z"mn

]l cual #3 un sistema homogéreo de o ecuaciones con m {ncégnites

+ -
lluin Il:Iuiﬂ

(A p Ayy waes b} ¥ come nem, ¢l sistema admite soluclones no tri-

— — - L ]
Par lo taento, los veclores W, , w,, ..., W, ¥en linesl-

viales,

mente dependientes,

1
Con ayuda del reorema anteriar, puede demostrarse el si

guirpte resultade importante.

Teurems V. 9. L

Todas las bases de un espacio vecrorial de dimensifin £}

nitw, tienen £l misma nfimero de ¢lementos,

Demostracibn, "

Saan 1
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By={W,y ¥y ceww ¥ob oy Bys 0N, W, L, i;}
ips bases rualesguiern de un espacic vectorial Y.

Comp B, e5 una base de V', €x un conjunte kndependicnte
¥ genera a V.

Entonces, si B, es una base,debe ser un canjunto indepen

diente y, por ¢1 tegre=s ¥V, L min.

El mizmo razonamiento con B, y B, Intercamhindos prusha

que OsW.

for io tante n=m.

Este fd)ltimo teorcma, AOs Permite establecer la siguiente
Definicidn,

J La dimensidin de un #spacio vectorial es el nfimero de ele
1
i

mentos de unz cualgquietn de sus bases.

Representaremos la dimenszidn de ¥V mediante el simbols
dim ¥.

AT, para el caso del espaclo vecterial Rl. hemos visto
que dim R"I. mientras que pars el espacio A de malrices del ejem
ple V. 12 s tiene gue dim A=2.

Un casp partliular 5¢ presenta con el conjuntn cu¥o fnico
elepento p5 el vegtor cera, Este conjunta {01 , al cual o5 cerra
Jdo para las cperacioncs de sumg y pfuductu per ug escalar, ¥ satis
face todas las propiedades que definer 4 un espacie vectorlal, reci
be #l nombre de “espacio cero™ g “espacio nule’.

Al espacio nulo le asignatemoa arhitreriamente la Jdimen-
s 8n cerg ¥ diremos que es de dimensidn finite,

La defipi¢ifn de dimensifdn puede generalizarse alin pars

el casn Je espacios vectorialey Jde dlmessidn infinicas. Sin embar

gu, un estudio fornal de tales espacios vectariales requiere wn vy
tamiento hastante mis crmpleja que el que aquf hoemos empleado.  En
€ste turso, nos futeresarfin especialmente lax coracteristicAs de los

espacios vectoriales de dimensidn finita,

Ejemplo V. 13.

En £] gjempla V. ¥ demostvamas que el conjunto

S~ [(x, 2x, 3x}| x ¢ R}
as un #apaclo vectorilal sobre K (posteérjormente se vid que es up sub
eapacia de RY. Obtengamos ahora le Jimensidn de Jicho espacio, -
Para ello, abtengamas primerc una base de 5,

Come¢ yvemos, los elemenlos dr 5 son ternas ordensdas de nd
meros reales, donde la segunda componénte ey el dokle Jde la primera
¥ la tercera Components es el triple de la primera, siende la pring
ra componente arbirraria. Intonces, es de esperarse que €1 conjup
to

B=[ (v, Z. 3})
sca una hase de 5,

En eiecto, come B tirvne un sflo clemepto ¥ no ¢+ ¢l vertor
cera, Bl conjuptn B es lndependiente. Ademfs, cualquisr veCtor
(x., In, 3¥z] de¢ 5 pueds obtencrse Como

(%, 2x, 3x)maf1, 2, M
Per 1o que B ¢ unz hase de 5.

Ahara, como B contirne un sole vector, da la deflnicidn -
de dimcnsidn s sigue gue:

dim 5= 1.

Coma vjereicio adlicienal, podemos obtencr vtra hase dp 8
K.



Jicha hase, per vl tegrema V. 9 deberd contener un salg elementop,
que puede sor cualguier vector ne nule de 5. Por =}<mAple, el con
lunto

[i/7, 2/7F, 3111
vs otra base de S,va que ©5 independiente y un vector cualguiera Je
T puede oblenerse come

(e, I, 3:]:1}2 (7, &, T ).

Vale 1o pena hager una observacién sdiclenal:

Coualguier vector {a, Ix, 3x) ¢ & puede obtentrsr tambidn

cenn:
afl, 4, ¢Y+2x(0, 1, 0)«3x{G, O, 3]

v como ¢l estudiante puede verificar, el conjunto
E« {1, 0, a3y, (0, 1, 0}, {9, O, 1]}

¢ linpealmnte independiente. Sin embargo, no =s uni base de 5 ¥

que L ng centlens vectores Jde 5.

Ejempln ¥, 4.

Sea C=f{1, 0, =1}, (2, 3, 22, {-t, -3, -3}, (3, 3, 1)}
Wil cenjuhto 4& coatro vactores de R, Veamos cual B3 la dimensidn
del espacio L(GY generade por Jos vectores de &,

Comg G contiene cualbio vectores de R ¥ dim R =3, enteh
cen, par #! teoreas V. B, G o5 lincalmente dependiente.
Analicemos entences tres vectored de G, por ejemplo:
(1, 0 -ty, (2, 3, 2}y (-t, -3, -3}

Estos vectores son tashlén linealmente Jependientes ya

que;

17

LJ

-t "'l _F'}.[‘I a, ']J‘tzr 1,08
1

Anali:undn”nhoru'lnﬂ vectaTes:

I
W2, 3, 2y {5, 3,000

. (1, 0, -1,
1e ohricne:

(%, 3, 1)=(1, 0, -13+{2. 3, 1.

Pusde comprobarse ficllmentes que las comhinaciones restan
tes de Lres nlnnontn{|dc G, atruvjan conjuntos lipcalzente depondien
tes. Sln embargo, polteos eancontrar subcanjuntos de G con dos vec
tores linealmente independientey,

(1, o, |

.

'T]| !:l
Entonces, la dismensifin del espacio pencrade per C cs 2.

For ejemple:

3,

Ya gue dim R"E, €5 claro que L{G! ¢£5 un subconjunta prg
H il : : -
pio de R , por 1o que 3¢ dice que L[G) % un subespaciy propio de

R . "

Enunciaremos ¢ continuacidn uf teprems que pucde ser de
utilidad para obtener basas de eapacios de dimenslén conocida. El
aytudiante pusde consultar la yeferencia 1 pag. 6846 para una demay

tracifin.

Tecreas V. 10

Sea ¥ un espaclo vectorial de dimensidn finite, con - -
‘1

dim V=n.
2] Cualquler conjurte de vectores de V lineairente independiente
et unh subconjunmte de alguna bave Je V,

B} Cuoalquier copjunta de n vectores de V lineslmente independien-

te &% una haza de f+
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Coordensadas de yh veclor con respectlo & una base, cemo conjuntos ordenados, A5, si tencmas la base de A:

cén low wegtores so la hase, por Lo que conzideraremos a las badses

Fa el ejapple ¥V, 12, demostramgr gee £1 conjunta . Nie a 5} {ﬁ Z
1 2 f[o o 1 o) "{o o
B=
1] ql L a los vectorss de coordenadas de M on ia bhase B' serdin:

&5 una hase dei expucio vectorizl dr matrices. \ (Mig.v (-3, 1) (M) g = [?E}

» r z:] [obec [I;’iniclﬁn.

L 5ea ¥ un espacdo vecterial sohre uf Campe K ¥y sea

sabre el campo de los nimeros <omplejos. B= {F;' F:' cear Wb

§i consideramos una matriz de A, por ejemplo: una base ordenada de ¥,

" i r 55 V #3% un vector de ¥ tal que

-3 @ F'n.fl*ﬂ!F2+.,.*an?“

dicha matriz puerde eapresarse como unz copbihacidn lineal de 135 ma entonces, & los esscalares @,, @, ..., a e K les liamaremos ceorde
triges de la base B coao; ' nadas de ¥ en 13 base B, ¥ al arrmgle

' 2 wi 1 J -3 ¢ 0 (o, o, oo ag}

- [ I T a le 1lamiremos vector de coordenadss Je ¥ en la base B.

A4 los escalares 1 ¥ -3 de ©, les llamamos coordenadss de Come hemos vislo, =i W es una base del espaciu vectn:Tul
M en la base B, ¥, cualguisr vector de ¥V rurde dzpresaric coR® una combinacifn 1i-

Estas cootrdenadat pueden represzatarse mediante &] sliguion neal de los vectores de la hase. DemosEraremos a4 continuacifin -
te arreglo ) que dicha earres!ér es finlice:

(M= (i, -3) En efects, ses Bulv , ¥, ..., ¥} una base de V, y tex
8l que £& vonace come "weclorT de coordenadax” de 1 matriz M en la ¥ £ ¥ oun vectar tualguicta del espagio.  Entonces, ¥V pucde capre-
baze R, Fn ocasiones, se acostumbra representar las coardenadas WATIE COMDT
mediante un vector calumnt. Pars nuestro case tepdriamos Ve ulFL-uz?,-...*G;?n ... . (1)

{HJB4;ﬂ Supongamos que ¥ tienc otra cipresifn en tfrmines Jde los

llay que hacer notar que el orden en que aparecen los €56d vectaores de la base: ]
lares en el vectar Je coordenades depeade del orden en que apare- FiBlFt’B:F:'---'En?n voeowe o 2 C.

restande [2) de (1) se obiiene .

D}[al-ﬂ1]Fl.{ul-BE]FI*'"‘(an-an]ﬁh
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fcza ¥,, ¥ Fn son linealmente indepeodicnres:

ar e
ay-f;= 0
ag-H,= 4
=y O
cnipogea, podemos cencluir que
o fy
g8,
un-ﬂn
Hewos Jemostrade os) yue la expresifin de un vectar <ual-
giipra ¥ ¢ ¥ en términos de los veciored de 'a base B «% finica. s

clarm entences que ¥ tiepe un sele vevtor Je ceordenadas en 1a base

B,

Cicmple ¥, 1%.
Condidercmos la base de R g
B= {(}, o, 13, (1, -1, 00, (@, -1, 13}
obtenlda al principio de ests seccifn,
Elijamaos phora un vector de R’; por rjeaplio:
Ve o5, .1, 2]
y vhtragamas 1as cpordenadan de ¥ en la brie B,
Dichas coordenadas serln ios escalares 2, B y y de R ta
les yuw
{%, -1, 23= {1, 0, 13+ 8{1, -1, 0)+y (0, -7, 1)
La {guaidad piantedda vntre los elcmentos de E’ conduce
11 =istema
Ny
[

3 qef
-T= By
Zw ary
cura solucifin es
1=z, B=1 Y0
que son las coerdenadas buscadas.
Entonces, ;t vecigr de cogrdengdas de ¥ &n 18 base b sery
{F]B =42, 1, 0

@ bien, on forma de ¢olumna
_ ]
(v)um A
B 1]

Ahors bien, =Y comjuntg

E= [(1, 0, 0, {0, 1, €), (0, &, 1}}
s otra base de R,

Fuade ugr;J claramentes que

ve (3, -1, XY= 300, 0, ®Y«(-10(0, 1, G)-2(0, O, 1)
por lo gque las coordenmdss del vector ¥ en dicha bese son precisa-
penle sus Componentes, €5 decir

[ijE' (3, ﬁ1, =¥

A ila base E de B algunos putarea e llzman “'base pnatural"™
a '""base canfinlca", En gcoeral, si A" es el cehjunto de “cpeadas”
grdenadas d2 ndmeros reales, o5 decir:

R™s [(xs, dg0 vove 200 Byy Xp0 vvey 5, € R

su base cenfnica ks &l conjunto:

E= ({1, 0, ..., 00, {0, 1, ..., 00, ..., (0, D, ..., 1]}
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Eyeaple V. &,

Sean B = [(2, -1, 0), (3, 1, 1}, (D, -t, 1)}

¥ D= {02, @, 13, (0, 1, 13, (%, -I,-1)1
dus.b|5e5 1 Ry s¢3 ¥ € R un yectar cuyas coprdennalas respecto a
1z base B, son: .

t;}ﬂ,- £, &, -1
clufler s0on las coordenadus de ¥ on 1a base Bt

Primero obtengamos a] vector ¥ en su forms de terna ordes
hadm:

?-IEZ,-i,ﬂ]*I[J,t,I]a(p,-1,1]

ve (M, 2, T}

¥ come s¢ hizo antericTmente:

(8, 2, 1)==l2, O, 1)+B{1, 1, M)y (3, -2, -1}
tesultdndo el sistema:

Ew lo+dedy

S B2y
Im  dad-y

cnya selucidn esr

. 11 _ 22 B
" =y B= 3 ¥ o= T
rTor tahtg
- 11 22 &
{‘Jh - {'_l = -}
z 3 j. 3
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V. 5. LSPACIQS VEICIORIALES DE FUSCIONES. -
L1 retudiante ha teaids va applia experiencia en el mane
jo de turiannes, cxtd faniliarizade con concepuns tales como domi-
nio de wna fungidn ¢ imagen de un elopento sephn wna tegla de co--
rrespomdencia v muy jrelablemente ha cfcctuado combloaciones linva
lex cor algunas funciones. En #sta secclfn nos ocuparemos dc] --
tratamionto de las tunciones coma eclementos de pp €s5pARcio vectar.J7.

A manera Je resumen, presehtamos algunas definiciones ¥
conccplos bisicos:

Funcidin,

Pafiniclén. !
Seaf' A ¥y F dos: conjuntes ne vacfos cualosquiera. lne J

frneidn [ de A en B #5 una regla o criterlo que asocia g cada e!f4
i

J

menta de A upe vy s8lo un clcmenio de B,

- —_———rrma— —_— e e —— e e ——

Fara expresar que £ es uyna funcidn de A en B, escribire-
mos:
f: A« @
A Yos cornjuntes A y B s les 1lama domicio ¥ codoninio
de la funzidn respectivamente.
S5i x r A, 2l alemente de B oasociudo o x Bedignte 1a fun-
cldn r lo representamos con E(x) ¥ le Iltamamos “imapen e x sepdn

. Late puede flustrarse medisnte la siguiente figuya:



roA Fix]le B
Figura V. |. Jllustracifn del vancepto de funclén.

Tpualtdad Jde Tuncivhes.

e A AmEm . mamEE—T = - = h o o wma — . - —n—

‘Definicién.

Dus {unciones £ v ¢ de un conjuoio A vn otro comjunto B
sgn igneles st ¥ adlo si 1 imagen Jde coalquier ¢lemento Jel doni-
ain segin las funclemes Ty 2 e= Ju misma.  Simbdliccmente:
t=p == F(x}=gix£])

El gspacip vectorial de las funcicnes reales de variable rveal.

¥ X F A,

e — — . r—

l.as clasvs mis vonpcidan e funcicnes san aquellas que re
lacionan wn nimero resl con @tro per aedio de uma regla Jde corres-
pondencia 7, o5 decir; funlones del tipog

f:R -1
~ome cjemples de cfte tipo de funciones pucden citarse

£lxya Ix’

glz)=/T  sen (2x}

D) =x"enX ete,

F1 conjunig Je rtodas estas funciones forda we eipacio -
vegtnrial para las opervacioocs Jde osuma ¥ producte por un e8calar.
Lomg %abemgs, si £ v g son Jos funcloncs cualezguierd, la foncidn
suma f+p s nquella que relociora al midmero real x con el niimerg -
teal E(x)]+glx) o ¢udl representamcs mediante:

——

D

(Fapllx) = (fx)-2in} e e R
voEl Ul ov lowes una:iunuiﬁn, cb productn OF ¢4 uny funeién tal qoe

fnfdlxzy - [ix) C e e fg]

F1 veckar %orn de vale espacio s 1a 1lamadys "{uncidn ce
ro't, 1a Jual =% un=z funtlén I tal gque [([x)=D ¥ =,

Podomos enfuntrar algunes suliespacios de osTé crpacio ver
torial, f(od cualves ssn llamados frecuentemente "espaciocs funcioma-

les Femo ejrnplu? pueden titarse los siguicntes:

11 El conjuntag de tbdaﬂ las {un¢ianes defimidns on wn incervala -
dada, ;

(] F1 uconjunto de tgdﬂi los polinamjas.

3] F1 <onjuneg de tedos los polinomios de grado <n, siendo n [ifo.

4 El conjunto de todas 1ss funcieones continums en un intervalp -
dadeg. v

£ Fl conjunta de *pdas 1as fupncicnes derivables en wn punte dado.

41 El cunjunte de todas las funcianes Integrables en un Intervalo
dado,

13y El1 conjunto dde tqﬂns las funclencs ¥ tates gue:

¥eay*taby=0
donde a ¥y b son cunstantes dadas.

Ete.

Pependencta lineal.

S5i representamos con F, al eonjunto de todas las funcia-
nes reales de variable real, come F oex ua espacio vectgrial sebre
R, es claro gue los cénceptus dn combinacidn, dependencia e imde-
rendencis lineal son aplicables tanto 4 1os elementos de F camq

a los elementos de cuglguiers de sus subecpacios.
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Por ejeaplo, las funcianes f,, £ 1, T F tales que:

f.{x]-cusix, f,[l}-senll, f,(x}"5 ¥ x ¢ Rf?J
son lincalmente dependientes,

En efpces, como

cos ' xegenTae] ¥arceck
3e rtiene que

Fylx)e 5 C(E;(x)+f, (x]) ¥Yiceh

entonces:
£,50, 451,

por 10 que £, e una <embinacidn lineal de las funciopes §, y £,.

Ejempla V. I7.

Les funciones Jx¥+d ¥ x°+t son lipealrente independientes,
¥3 que

aldx's31+Bin 1m0 ¥ r ... el
implica gue

aufall

En efecto, de (1) 2o sigue que

(3asB8}x +(4n+@)=0 ¥ x
¥ por igualdad dr pelinomias

i0+Aap

Jrisfep
siscemd Jue stflo adeite Ia solucidn trlvial

uniap,

- b

[Z} En forma menas estricta, se acostimbra hahlart de las funcioned:

t t
cds A, sen x ¥ 5, como eventualmente 1o fuaremo-.

El Wranakia.o.

Establecoremas ahora 1y independencis lineal de las funcin
nes Jel rjemplo aoterlor utilvzande otro método. 51 derivomgs la
vipresifin (1] s+ obtiene:

aftxy+af2x) = @ ¥z RN -5

Las expresiones (1] y () comdpcen a)] sigulente sistema:

(3x" d)as(zel)ag

fix a+ 2an @g=0

Fara cuaiguier x fija,este o5 un sisiema homogenco en 135 4n

chpnitas 1 y B . El deterwminuante Jde 18 macric de coeficlentes, 1lia-

madn Wronskiana de las funciomes 3x°+4 ¥ 12*1, (T

3ty xtey
= Ja

fox 2

Puesto que exisir el menos un valor de » Tars €] cusl el
determlnante po vs pulo {de heglia gualguler a#0), la salucidn del -
tistend ¢f a=3=) y las furcicnes scn lincalrente :ndrpendientes.

Genarnlizaremos ahuea ¢l procedimiento antertier:

[Befinictdn.

Sean f,, [,

s L, funciones derivables 3l neaas p-1 ve
lees en ¢l inlervale (3, ). FlL determinan:e:
f,)  E.(x) € (x}

[ £ L ()

Nix)= fu{:] [z} A I;[x}
= - '
e thy ey L eVl |
| !
! Se 1lama Wransbiano d¢ 1a5 Funciones §,, f;, . 1n on c1!
¢ |

intezvaig [a,hy, i .



|Ttnre=a Y. 11 T
I Sea Wix) el wWronskiaps Je las Tuneiines LI S
n

en 2] intervala (a,b).

51 w(x'];u racs: algan x,oen &l intervalo entonies el con

Liynto Eoe Fyr v fn es linealmente independiente.

Demastracidn,

lLa ecupcidgn Je Jdependencia lloeal ed
Tlfl{A]'DZEF{A]*..1lﬂnfn[:}lﬂ ¥ x e [a,h)
Joevivapdo Aa-1 yveces:

L]

2 0 Ixyra gt (e ea £ (k) e0

nlfT f;j*uzf: {x]+...+anf; (x)=0

ujfEn'lEx}*J,fEH‘11xJ*,..*1“f£n-1llj'ﬂ

5t hacemns xex, tenamwoas un slstema homopfrnes donde Wix_ ]
€3 ¢l determinante de 1o matriz de coaflcientes; comp este driermi
nante es Jiferente de cera el sistema sdnite adlo la solucip rri-
¥ial,

Entonces, el Onico copjunto de valores de o, a
para Tos cuales la ecuaciln

a O ra E () s F (e
3¢ satisface ¢n rodo =1 intecvale (a_h] es

A=y, .. moo =,

Fsto prueba que lss funcicnes son llnealmente indepen-

dientes,

Ejemple V. 18.

_ Dexmostrer que las funclones t,, £, { tales que

83

f.lx}‘ $ENX Fy(n)acosa Fyfx)=x ¥ rE§

YRR a

sun linealuenie fndeperdiesntes,
Selucian., |
El Wronzkiana de f,0 f, v T, es:

“enx COnx ¥

1 .
Wil cosa 1LY 1 -y

YRS "CO5% 1
va gue existen valeres de x para low cuales W{x)dd, por el teoreza
¥. 17 las funciones £, f, ¥ f, san linealoente independientes en

¢l intervalo (-=, =],
-1

Ejeeplo ¥, 18,

Sea 5« {-e legent, 3e7T, 2yen t -3 e

I
un conjunte de funciones de F, detepminar el subespacic generado -
I
por § aafl comao ls Jimensisdn de diche subespacio,
Solucidin.
1

Frimern determinenés £4 S 9 un copjunto linezlmente in-

dependiente, para Io cual obtepemos #] Wronskiano de las funciones

Il

=ezt+ LT 1¢?t Isent -; elt
wit)=d-2e%te cos v se2t  icost - %t
-42%T son ¢ 12e%t _lsent -7 &4T

multiplicando por =% y -4 =l primer repgldn y sumando i segunde y

tarcer renglfin respectivamente:

.olt 2t 1t

+ zan t Je Z sepn t -% L]

N(t)}=]| -2 sen t + coa t 1] -4 Zon L +2 coE t

-5 sen t 0 -10 sen ¢

desarrellande por cofactores segdn la segunde columna
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1t -I sen t + gox t -4 den bt + I cos 1

Wit)= -3e
-5 sen t

=10 sen ¢
N{t)= =3=2t[20 senzt-tﬂ 5ant cost-210 scn:t+1u sent casl}
gor 1o que

%(t)= 0 ¥t ek,

En este case, +1 teorema V. 11 no nos dice neds respecto
4 la independanciz de las fumclones, Pars poder afirwar que son
linealmente dependientes, debemos obtener tres escalares a, B oy ¥y
tules que

a[-tzt'ien t]tﬁ(}th]'T(zstn t -}

e?lyup e e . (1)

Diches escalares pueden caleularae Tzdilnte un sistema de
tres ecumciones aobtenldas a partiv de [1) para valores fijos &e 1,
demostrande posteriormente que la expresifn {11 ar satisface para -
tode t £ R ¢on las miswos escalares chtenldos,

Para nuestre caso, haciendo 1=0, t-%. t=r en (1], se ob-
tienen Jas ecumciones:

-a * 3B -; ¥y = 0

(1-enjasle? &+ {2-} ey = 0

ety 30’ B=} e’ = 0

Le =olurcidn general del 3istema es

2= 1 4, =B s yu-18
¥ una tolucidn particular

a= 4, E= 1, r=-1
sustjtuvendo estos valores em (1] tenemos:

$[-2 e sen t]*iezt-z[fsﬂnt-%et}-o

Relaci#n gque se cunple ¥ b e B, por lo que lus funciones

san linealmente dependientes en el intervalo (-=, «),

V¥-5051

Ahgea bietn, como el estudiante puede demoscrar fécilmente,
ruplguier subconjuntio de 5 que contenga dos elementos es limealmen-
te iIndependiente. For ¢jemplo el conjuntor

Be {-2*Tesen t, 1elt)
el cual es5 uns btase de L[3], por lo que
dim L(5) = 2
v el subespaclo gencrado por 5 estd constituide por todms lax fum-

cicners de 1la forma

La no anulacitn de Wronskiano en al aenps un punie del i
tervelo, sr ha establecido romo una condicidén suficiente para la in
dependencia liresl de un ¢anjunto de funcjoenes (tearema V. 11}, Es
ta condicidn no es necesaria, v.a que el Wronskimno puede anularsec -
en tedo el Intervalo siendo las funciones indepondientcs cowd =c - -

ilustra en el siguicnte vlemplo.

Flempla ¥, 20.
Las fupgiones £ vy g twles gues
flu)= x!

¥
glx)= x|} ¥ » ¢ (-1, 1]

son linealmente indepeadlentes en el intecvale (-1, 1] v e] Wroms-

¥aeco(-', N

Viano es nulo en tudus lap puntos de diche intervalo,
En efecto, et ! intervale (-1, 0):
Fix)=xt ¥ g{xiw-x® e

por lo GQue



i
m Kl 'I!

LEE = 9 ¥oaedf-1,00 o (1)

i’ Pt
. 11
f(x) = z° ¥y g(x) = x°

¥ en ool intervalo {0

por 1o gue
5! x?

N(x)= 0 ¥xe(0.ty . ... (2

Ix lx

En vonsecuencia, <o (11 ¥ (2] =& sigue que:

KE(x) = 0 vy £ [-1, 1]

Stn embarge, pocde fumostrarse FScilmente que [y g sén
lincalpente independientes en Jicho iptervala, ya que no existen
das escalares na nulos Lales que:

af{z) +B glx]=0, ¥ x & (-1, 1}

- *+ % = = & & = o= om oF = = o m o= = = - - Pa—
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"7 ANSFORMACIONES LINEALES

¥i.o1. TRANSEORMAL [ONES

Comy hemod visto, una fuscida § de & en B (donde & v B
s0m dos conjuntos ne vacles coalesyuicra) o8 una rople @ criterio
que Aseciy & cada elewento de A, ung v 561lo un elemento Je B, 1o
cual denotames mediante

{: A -1

Exlsten también funciones entre pspaclos veciorlales gue,
en forma similar, denctaremos por

T: ¥V~ N
dande V' y W son espicios vectorioles definfdes sohre el mismo cams
pe K, v T es lg regla de correspondencia que asigna a cads vector
v de ¥ ouno y s8lo N vector de W, al gyue Liamacemod IMAGEN de 7 ¥
TepresentaTomos con T(¥).

A ezie tipe de funciones les daremos £! nombre de TRANS-
FLRMACIONES ., {Algunos auteres emplean los términos operador, apll
cicldn o mapeo en lugar det de transiormactdn).

Podemoz ilustrar las ideas anteriores mediante [a sigulen

te [lygura:

T

[y T[F)ek

donda ¥V ¥ W representan doa esparclas vectoriales.,

Eiempleg V1. 1.
a]l Cupsideremns una transEormacidn T ogue consliste con multiplicar
por 3 un vecier cuslguierns fe, ¥) de R!.
Laaminemes alyupos cases:
La 'magen Jdel wector {1, 4) ex A1, dy=(3, 12}, 1o que describioos
coma: T (1, 4) = (3, 11
Cn farma anfloga:
T ﬁ.-!} b (18, - ;
T (0, 0 o, 0 elc.
Gs evidente gque se tTeta de une transfommacldn de R en Ht. es de-
cir: T: 8« @°
¥ la imagen de un vecter cualqulera {x, yl estS dada par la regla

T {z. 7} = (32, ¥v) ,

b} Saa ahora 1a transformacidn g: r? - ®?
definida por la repla £ (s, ¥v1 = {x,-l, 2wy}
Obtengamps, por ejenplo 5§ {1, 1) = (o, 1}

que en palabras Jice: La Imagen del vector {1, 2] segdn la trtens-
formacidn 5 £3 #1 vector (0, 4); o blen: 35 aplica al vecter {1, 2]
en el vactar (0, 4).
De igual forma 3e obtendrian:

5 (-9, 3} = (80, -54)

5 (0, 0} =({-1, M etc.

lDefini:iGn.

Sean ¥ y W dos =spacios vectoriales definddos sobre un -

mismo Campo K:

Una trapstormacidn de ¥ epn W es ung funcidn gque asocls 2

cada vector de ¥ uno ¥ sflo un vector de N.
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Ejempla VI, I. |
Sea la transforwacién T: R' + R°'
definida por la vezla T (x, ¥, 2] = {x, ¥]
T, 3 (0,2

T (1, 2,-143= (1, 2)

|
T (&, 0, 1) = (&, 0) e1c,

Es ¢lare que

Una interpretacidn geomdtrica de esta transformacidn scris

Ia siguisnte: )

5i (x, y. =] representa un segmento dirigide en el espacio

de tres dimensiones, su imagen (x, ¥} represcata la proyeccidin de di
| 1

cho segzments en ¢l plane XY.

Ejempla ¥I. 3.
El Operador derivada {D].

I
S¢m F el espacie vectorial Eurmadulpﬂr todas les funclaone:s

de R #n R, devivables en un intervala (&, b).:. Le transformacidn se
I

g6n 1a cual la imagen de una funcifn £ ¢ F es,su derivada £' se lla-
ns pperador derivada ¥y se denotws con D.
Tencaps par tanto: b; ¢ = G
dende G ot el espario que contienc & todas lag derivadas.
Por ejemplo, D (311*11 = Bz
{La imagen de 3x'+1 segidn I o3 ba}.r
D {senx) = cosx
D (12) + 0  erc. ;

kn grneral! O [f{«)3 = ['(x)

VI 67

Transformaciones Tinealea,

et ae ecjempla VI.A

Represeons & la transformacidn T: R
T [x, ¥¥ = [5x, ¥y]

T {1, 4) = (3, 11}

daga por:
Sabemos yure
¥ T i6,-I) = [1%, -b)
Pudomos pregentarnos: (Cufl sord la lungen del wecter jque
sz obtlene Sul;;dﬂ los vectores (1, 4] y (6, -21T
(v, 4){&, -2)= (7, I}

Aplicamdn 1z regla de transformacidn sl vector abtenidn:

Calculfmosla:

T L7, 2} = (21, &)

Ohservemos que el mismo resultado se habria vbtenldo sa-
mznds sisplemente Jas imSgencs de los vectarss invalucredos, cosio
L '

TELH, A}«{6,-2))aT (5, &) « T(6, -2)
* (3,12} + (Tk, -B)
= [21, &) .

Cabc ahora preguntarse:  [Se cumple Jo anterior para cual
gulier par de vectores (x,, ¥,] v (xy. ¥, de k7 Es deciv, ivsi =--
siempre clierto que

TollE e r delE ¥ ) 2 T e, ¥,y 4T {a, v )
Investigudmoslo:

T x, ey, 200z, Y)Y = T (32 x, ¥ % ¥)

aplicamde la vegle:

T Elxy, y doleg e ¥ 30 = (3(x =x,), 3{y ¥ 1}

T Clxy. y )00 4,00 = O esay, 3y, 43y,)

Por otra parvte, aplicande la regla tencmos: r

Tox,y ¥ 04005, ¥, ) o {30, 3y )+ (3x,, 3v)



0 5€a quo:

T [y, ¥y Ty, ¥y, 0" £3x,+43u,, dy +5y.)

Par tanto: I [(x,, v, 1+0[x;, ¥,02= Tix,, ¥, 2-Tix,, ¥,]}

Vemos que narta esta fransfomacidn:

- L2 imagen de la suma Je dos rectores ¢3 lgual & Ta suma
de las imdgencs de cada upo de ellas”.

En forma similar, podemos ver jue ocurre cuando malripl]
€37 0% WA vECLAT pOr UN e9calar ¥ oblentmos la fmager del vectar re
sultante .

Tomemod por ejemplo el vector 4(&, -2) = [30, -10)

Aplicande 1a regla Je transformacidn al vectar obtenldas

T (30, -10)y = (90, -30)
Xuevamente, habris bastade con multiplicar por 5 la i=ag-
gen del vector (6, -2]: \
T {504, -1 = 5T (6, -2)
a & (18, «6)
= (90,-350) |

Es Efcl! comprobar que estc ae cusple para cualquier vec

lur {x, ¥) ¥ cualguier escalar o & R, o gea:
T fafz, ¥)}) == T ir, ¥)

Fn efecta:

T {alz, y3) = T {ax, ay) = (3ax, Jay)
a T fx, y] =a(dx, 3¥) = (3ax, Jayl

Concluimos que para ©51a transformacidn:

“lLa imagen del producto de un escalar por um yeCctor ¢ -
[gual al escalor wmultlplicads por 18 imagen del wectar®,

A las transformacione’ que tienen estar’ dos propicdades,

¥8

se len Ilama THANSFORMACIONLS LINEALES,
oparps un estodio similar con la transformacisn ScR7-R?
del vjemplo V1o 1, Jellnida poer:
5 (a, ¥) = (a'-), 25p)
Sabemos que: S [-9,3) = {80, -34)
S (1, &) = (0, %)
Ohtengamos
S [{-9, 3)-f1. &} = 5 (-8, 5) =~ (63, -BO)
En este caso, sumar las imfgenes de cada unp Jde los vec-
tores hubiera conducide a un resultade distinta, pues:
& (-9, 3+ 511, )= {80, -53) + (&, 43+ (8O, -50)
Dichs de oatra [orma:
5 ({-9, 3y+(1, 2)) # S (-9, 3) 5 (T, I}.
En lo que concierne al productos por un escalor, ohicnga-
mos par ejemplo; S [ (1, 21 = 5 (2, 4) = (%, 18).
Fste resultado difiere del que se phelene multiplicanda
por 2 la imagen d= (1, 23, va gque:
25 (1, ¥y = i (¢, ¢) = [0, B)
es decir: sy, i 42501, 2

Chservamros que 1a CLTansformacidn 5 no posed las propleda-

des que tiene T, por 1¢ cual #e dice gue 5 NO es lineal,

Pefinicién. 5\
La transformacidn
TV * =
s una transfozrmacidn Ilreal 3i:
- T TV, =T (¥) + T (F;)
2.- T (aV)

R ?., V¥, e ¥

= aT (¥} LY TP e VY aek

vig/a



Se dice entonces que T preserva las operaciones de somy y

I
products por un escalar,

(En el estudio de sjstemas {Isicos es comGn Jlamar a 1y
2 proplededes de “"superposicién™ y “hcnogcnciéad“ respectivamente),
Estas dos propiedades pusden combinsrse e¢n una sola que establece -

que: |

T es lineal ai:

T (o¥,*¥,) = T [¥) + T [F}]?

para todo par de vecteres v, ¥ F, de ¥ vy todu:bacular o-

Dc #ntre todas las transformaciones de un eipacic vectorlal
en otro, son especialmente Geiles aguelles que son linesles pues se
presentan en diversas ramas de la matemidtica f.irecuuntei&nte. lay
propiedades de transformaciones mis generales sc obtienen aproximdn
dolas medignte transformaciones lineales, Ai.ostudio de estas O1-
timas se¢ dedjcari el resto del capitule.

Yo hemos demastrado que la trlnsfurm;c!dn T de1 ejemple

I
YI. | es lineal, mlentras que 5 no lo e3, Yeamos otros Casns:

Ejemple VI, 4.
Decir si las slguientes transformacioncs son lincales:
a) T: R' - 1’ s T (2, ¥, I} = i:vy. e}
b} T: RY . RT T (%, 0¥) ==l ¥ )
Saluclén:
a} T: k' - R’ , T Ix, v, 2] = (k+y, x+2} L
Veamos si cumple con las prepicdades de lincalidad:
1] Sean (= ., ¥,. z ) v (s,. ¥, 21 dos vectores arhatrarios Ju

RY: h

w1011 ‘

T gy ¥ 2oy ¥ao 250 = T (X 02y, ¥4y, 2,42,)

aplicando la repla
T (lage ¥y 2y)ela,y oo 2)0% (X 0X,0y 107 ,, X 0x 02 ,42,)
Adep s

aplicundo la reglw
T iy, Fup 20400y Yao 2ob={R 04y, X %2 3+ (0 9% 5, Xy2,)

o Sea que
T Urgw Faw 232 T0x,, Pa, 22000 0#¥ 1K 0% g0 X %2 %%+ 24},
Se cumple que  T((x,, ¥, 2, 3+{x,, ¥,. 2,00=T(r ,¥,,2,]*

Tla,, v, 2.}
Ses [x, ¥, L} un vector R' ¥ o un admera real: .
T (afa, ¥, 23} = T (=, oy, =i}
= (ox tay, oxtat) @

Adenga:

o T {x, ¥y, 2] = a [X+y, xe1]

= (ax+ay, artal)

S¢ qumple gua T falfx, v, 2] = o T (x, ¥, 2].

En conclusién, T es una trensformacidn linenl.

h)
1)

2 )
T: R + R

o T o[x, ¥l (=41, ¥)
Sean [%,, ¥, 1 ¥ (x;, y,] dos vectores cualesguiera de R':
T (0xye ¥, 0 [xg, ¥,0) = T (2, vk, ¥ 4, )

=[x, *m, +1, ¥ v, y
For oira parle:
T (xy, ¥ )*Tixg . ¥, 0= {x +1, v ] *IF1141, ¥,

= (x,+x, 42, ¥, *¥,)

T i, vy, ¥, 30 /T (=, ¥, 1T [5,, ¥,)

fuesto gque no fe cumple la primera propieduad, 1z trlﬁ;fur=
i

oo
(P



macidn gue nos gcupa WO e=

Es evidente yur, segldn la detfinlcifan, bastz com que no 3o

cumple zlguna de las dos propledades para que 14 Iransforeacidn no

sed lipneal.

Se deja al estudiante demostrar que 1a translormacidn drl

cjemple ¥1. 2 es lineald,

Ejcmplo ¥I. 5.

lincal.

El aperader B oes linenl.

En efecto, de cuirsos de matemfiticas sabemos quo:t

"La derivada de la asuma Jde Jo3 funclones es lgual a la -

zuma {d¢ 13s derivadas de cada una de ellas', os decir:

D{f£2F )+ D (£0+ D (£)

Tambitén sabemos gue "La derivida WJe yne constante por una

tuncifn es igual a 1a constante por 1a derivada Jde la fuhcidn", o -

sed ! O {af) = 2 D (F)

Comn vemos, lo que hemgs enunciado son precisgnente las ca

LI ‘t e F_

¥Y¥ocblky¥[ceF.

racterfisticas de linealidad del opercador D.

Ejemplo V1. 6.

»

Tranaformacidn identidad.

AN

definida por [, (¥] = v

Ls transformacidn identidad 1

¥

¥V

para todo ¥ de ¥, ex lineal.

-+ * T =

Ljcmplg ¥I. 7.
Fransfermacifin gera.

La transfurmacidn cero B: ¥V « W

definidn par 0 (¥) = §, para todo ¥ de ¥, es lineal.
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¥1. =2 DOMI5T{, RECORRIDD ¥ NULLED. ‘
I

Considerpaps 1z tranzformacifin lineal T: B - ®', dada
per la regla T (x, v, z] = [x, Zx], ]

Er claro que &sta 5 una regla que se puede aplicar a -
cualquier vector de R', por lo que llamaremosiz R' DOMINIG do ta -
transforpecidn, :

¥eamos ahora que ocurre £on los veltores imagen por me-
die de &lgunos ;jemplos:

T (X 6, -4) = (2, 4}

T {t, 3, ™1 = [1, 2]

T (-%,6, -9) = [{-5, -1Q]

Es improitante naraT gue, mungue ln!ﬁimﬁgencs estdn en R*,
no tedos los vectores de R son imagen de al:ﬁ; vector del domirio.
Ezto 4¢ debe » que, comp se ¥e de 1a regzla de trans{iommacifn, todos
las vectores imagen tienen §an forma {x, Ix], J; declr, su segunda
componente #f igual a dos veceéx la primera,

Surge por tanio la necesided de dar un nambive al conjunto
de vectores imagen.Nosotrps 18 llamarcemos RECORRIDO de la transfor-
macifin ¥ lo repretentarémos Por ITLR Entonces:

T (R} = ((x, ¢x} | x e R}

Es clara que les vectores {1, 3), {2, -2) ¥ (&, O}, entre
otrod, no son imagen de aingdn vectnr del dumiaiu, lo que s vgquiva
lents & decir que no estin eon €l Tecarrido Jde 1a transtarmacidn.

Analicemos algunos Cdsds ndl:iunalvﬁi

T (0, 5, 4} = (0, O
10,0, 01 = (0, 0]

VI-14 /1%

T (D, -9, 2) = (B, OV
Ficilmente s¢ deduce que todas aquellos vectores del dori
nio cuya primera component® €5 nula tiBuen Come imegen e} weclor Of
ro de R'.  » este conjunte de vectores s¢ l# da tamhifn un nombre:
XUCLED de Ia translermacldn y se le tepresente por N(T).
En este ceaso:  N(I) = ({0, ;t z) | ¥. 2 £ R}
For lo anterlar: (0, 3, 4] ¢ N(T)
(0, 0, 0} £ N(T)
(1, 0, B) § N(TY erc.
Pasaremos a formalizer las ideas antériorrs con 1a sigtien

te:

Definicibn.
Sea la transformacldn lineal
T: ¥ - %K
DOMINIO:  Fs el conjunto V de vectoures sohre los cuales actifiz la «
trans{ormacién.

R CORRTDI: Es &l conjunte formado por las imdgencs de los vectorres

————t — ———— —— s ————

del daminio. l.o representarcemos con T(V}, es declrt

T{V) = { T F= T3, v £ V]

NUCLEQ:  Es el ¢onjunto de vecteres del dominte cuya imagen e< €l

YeC:or ccro de W. lo representaremos con N(I), =% decir:

MTy =1 vl veVv, T(¥) =30 ) N

Tjemple VI. B,
Para ¢l operader deriveda T ya discutide sntericrmente

[ver ejeapla VI. 3} tenemod: "

Bominia - 1% el cunjunio de todes las funciores derivablea“enfel in

Lervaly,

o
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Recorride - [s ¢1 conjunto de todas las fupciones Jerivadas,

Miclea - Ex el ciénjunte le todas las lundigpes que son constantes
¢n ¢l intervale [ya gue al derivar una constante se obtlas
ne la fupcidr ceorpld.

En geoergi, para encontrar cl nficleo de una transfarma-
ci%n liceal, igualumps la amdgen al vecbor cerg y vewmos que condi-
clopes Tesulian de ¢llo para los vectores del deminio.

Per elemplo, para el caze discutide al principio de esta
seecidn, deonde:

’ T (x, ¥. 2) = {z, 2x)
purn pbtener el nlicleo de [ harlameos

(=, Ix) = [0, D)
lo que impllca x =0, por 1o cual
N(T] = {0, v, 2) ¥, 2¢ B

cono se tenfa.

Nomos wiste que, on upa trensformacidn lineal T: V ~ W,
el recorride T{V} y el nflcles NIT) sen subconjuntos de Wy ¥V, res-
pectivamente. Demostratemos a continueclidn que no sfle aon sub-
venjuntos, 5ino raahifén subespaclos.

Tegrema ¥I, 1.

Sea la transfTormocidén lipeal T: V= W,

¥l recorride de la transformacidn ex un subespacio de W,

NemnsLeucidn,
Oe acucerdo ¢on cl Teorema V. 4 bacta con demostrar que
1 recarrido, T(Y¥), vs cerrado para la suma y ol producto por un -

usc?kyn

o

e
Wi

U

1) Scan T (¥ ) ¢y T (v;] dos vectores sudlesqulera do T (],
For linealidad: Tilv,) + Tlvgi= T(v,*v,] ¢ T [¥]

¥a que, <umg ¥, ¥, £ V entorces ¥ eV, L ¥,

F

Es devir, =1 T {F.} ¥y T [51] 200 clementos del recorrido,
T{F}] * TETIJ tumbifn 1o es, cumplifndose la cerradura para la su-
ma.
Ly Sewn T(¥) LR elemento cualquiera de T (¥) ¥ o un escalar del

ARG

Por lineatidad: = T (%) = T (0¥} e T (¥]

Te que, coma ¥ E ¥, CALORCES a ¥ ¢ ¥,

Es decir, oT (¥) es también on eleornio del recorrido ¥
hemos demastrade 1a cerradura para ¢1 producto por up escalar,

De '} ¥ 2} queds demcostrado ol tecrems.

Imagen del vector cero.

Un resultade importante que fe desprende Je las proplieda

des de lincalidad g3 21 siguiente:

En une transformacidn lincal T: V = ¥, __1
Ta imagen del vecror cera d& ¥V o5 el veClor cera de W, o sea:
T T,

Une demostracién frmediate e% la sipulente:

Hacierdo o = 0 gn
T [3¥) = al[¥]}
se obtiene
T (@} = 0, comn se querfa.
Par Io que,el nficlea sleapre contiens sl vector cero 81 T

es linanl.
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Teocrema VI, ;T i I
|

S5ea 1a transformacidn lineal T: ¥ = W

El nclea de !a transfommacifn e un subespacio vectorial

I
de ¥, I

Demoastracidng,
1]  Seen ¥ ¥y ¥V, dos vectores de K (T),

entonces: T (¥,] = H;

¥ -
T(¥,) =T,

Por linealidad: T (V,+v;) = T (¥,} +T(V.)
T {F1+\T!} - U' * UH
T (F,+7.) = O

=

Sustituyande:

pot 10 que, ¥, *¥, e¢s también un vector de N {T].

z1 Spra ¥ um vector de N [T}, entonces T(Fﬁ- E;, ¥ aea o un esca
lar del campo, \
Por lipealidad: 7T {fav} =2 T (V)

Sustituyende: T (av) =z T P

w
T (a¥) = T,
+'. @ ¥ tamblén esti en N (T}, i
Esto completa la demosryrcifn, ‘
Consideremos nucvamente lu trancformacibn T: Rt g da
da por j]
T (x, ¥, 2) = (x, Ix) |
Puesta gue ¢l nbcles ¥ €] recorrideo $on a sa Yof espacios
vectarinles, tienen base y dimensifin, .
Como a¢ vié anteriormente, T Ry = (fx, Ix) | = € R} ea el
recartido de la transforacién, ¥ el tSEUdianfp pucde verlficar 4-

cilmente gque ©l conjunto BR' {1, 311 es unnIFﬂSP de Jiche espacin,

vI-18719

per 1o gque: dim [R'] -1,

En forma similar, pera el pbcleo N (T) = 1(0,¥,2)|y, 25 R},
ung basu ¢s EN‘ Lo, 1,4Y, [0,0,137 ¥ por ello: dim & (T) = 2.

En cusnte al domipio R', sabemos que es de dimensién tres:
dim R’ = 3.

Ohservamos que la dimensidn del dominio es la suma de les
dimensionrx del recprrideo v del nbécled, ES[E.Ei un resultade moy
lapartiante que, comg ¥eremoy 8 COntinuacidn, so Liene siempre que -

¢ trabaje cof espacios de dimensidn [inita.

Teorema ¥WI. 3.
Sea V oun espacio vectorial de dimensldn finita'r icd
T: V¥V~ ¥
ung trans(ormacifn lineal.

Entonces

dim ¥V = dim T (V¥V} + Jdim N (1]

Demostracidn.

Sea {r,, T P ?ﬁ] una basm del rtecorrida T [V¥), e degir,

[
dim T [V} = p

ca, Hq} una basy del pGclen % {T), ex decir,

dim X [T = q

sen (%, 7,.

Tussto que las vegtores ¥, T, ...s ?h pertenccen a T (V],

dehen cxistir p vecrares ¥, , V,, .... F; € V¥ tales que:

T [?l] = ?L

T (¥,) « T, N A b
. L
T [vp] - T
5i Jdemestrames gque #1 cupjunty o n
B= (¥, T3, +=cu ?E, n,, fny, ... uq} N u



t% Una buse Je ¥, habrepos Jemostrade <1 Learema, pues os50 probarh
que Jdif ¥ = p-q.
1] E generd al vapacio V.

568 ¥ un vector cuslquiera de ¥,

e que T (¥v) estd en el recarride, podemos expresario co

me vombinac[dn Lineal de los clementax Je 1 base l?,. oy aa, r.}

T(¥) =2,r,+0 T, ...+ uP T

¢
Sustituyende [1]:

TV) * o, TE e, T, ) L s T (T

Por linealidad:
TE;} - I (.‘IFI'BIFI“"MIP?F'}

de dunde: T(v¥] =T {ﬁlFJ4B:F;+...*uFEb]'Uw

Por linealidad:

TEF‘“1?L'“;F1'~--‘“P?ﬁl’n}

p?ﬁ] estd en el nd

cleo [ra que su imager es el cern) ¥ to podemos crpresar Ao comnl

Por tante, el vecter (¥ -a, ¥, -a,¥,-..."0

naclidn lin=al Jde 1oy elementos de la base {E., ﬁ:r P, EAJ* ug e
cir:

¥ o-omy v - AWy e - ﬂ-p;p' B]EL 'E;ig'pnnfﬁ'qﬁq
Finalaente:

Hemgs demasirade que cualquier vector de ¥V sze putde expre
wir Ba LETminos de 1ps vectorus de B, por lg gue #ate e% un conjun-
Lo generador.

F3) B = Ilpealmente independliente.
Formemes la combinacitin 1lpeal

M J"l"Tl':":F:'---*J'p;P“F;i-.*T:iz*'--'Tq“q'ﬁv R ¥4
(wp]

Ui

TransTormando amhox wiemhros de (2):

TELT e LW o Ty, Te ey R 2T Ll)

Prr Limealidald
1.'rtv.}+...uFT{fr,]w,'rtnl]-...-,q'r[ﬁq:auu Y &1
Puesto que los vectores m,, n_, ..., Eﬁ esrdn &0 =1 pocleo:
Ti{w,} = T{n,} » a T{nq] a DH N LY
Suxtituovends (1) ¥ (4) en {3]:
&.?.*Atrt'...'lprp = Uﬂ v oe L I5)
For hipStesin, (7, T, 41y rP] vf upa hasve, pPoT 1o gue
(53} implica que:
L L I I S 1
1 : P (&)
Bustiturends (&) en {I):
YR YA L . ﬁﬁ -7, R o 3
Anflogamenta, por ser {A,, By, ..., ﬁﬁ} una base, (7} in
plica gue:
Tt vy T ... = 0 - -« - (B}

Hemod demostrado gue (2] implica yue

oy =, =y =10

ll' 1: T A m oy : q

P !
por 1la que B o8 lincaImente independiente.
De 1] y 2), R ¢35 una baxe de ¥ y por tantn:
dim ¥ = p + g

quedsnds demosirado el tedrema.

Ejemplo VI, P2,
Considerezas lm transfarmecién lipeal T: R =+ RY dads -
par 10 rogle T (a, v, I3 = (3x » ¥, 6x - r, Iy + 2].

Deteiminemos ¢1 nicleo haclendo
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[3z + ¥, ox - 2, 3y + 2) « (0, 0, O} m, (3xey)em, (fx-z)*a, {2y+2)=0

de donde se obtisne el slstrma ! * Reacomadando:
U EEN ' (32 +ba, )xs(a, +2a,)y* (-0, *=,)2=0
6x - z n O ' rata equacidn se verifice pare cualgquier valor de x, vy, z =i:
dy + z n [ II 5u1+{--’,tl = 0
Fl eatudiants purde verificar que la solucifn general de a,+2a, =
este sisttema homogfneo es; , sa 4 u, =0
¥ = -l l Le solucliin general de este tistema e5:
1 = Bbx : o, =-Ix,
por 1o qur: K G e o,
N (T) = {({x, -3x, &x) | x ¢ R} . que sustituyéndola en [I) nos dice:
Una base del ndclee es el conjunto Be ({1, «3, 81} v N T A
#n consecuencia dim N (T) = T, h o bien e + b o+ c =1
Es claro que la dimensidn del deminic es dim R'= 3. LT, © = 2a-h
Aplicandn 1 tepresa V.3, cnnclurmps que la dimenzifn ¥ ol recorrido se puede dezerlhir coma
del recorrido es dim T (R') = 2, : TiR")= {(n, &, 28-b)] a, b e R}
Sabemos que lox veclores del recorr#dn tienen tres compg Finalmente, una hase del recarrido ed el conjunto
nentes, pero &1 hechn de gue la dimensisn de {510 sea dos ngs ahll be= (01, 0, 2), (0, 1, -111
£2 & pensar que dnicamente dos de esas compenentes son lndependien donde se ve claranénte que dim T (R’] - 2.
tes, Hallemos 1a relacisn de dependencia entre las componentes - E e e e e e e e m e = e  a m Ao
de un vector {' '
(a, b, &) €7 (') Coam Ejemplo VI, 30,
Para ella, podeaps plantear 14 ecusclén Para ia transformacisn T: R+ R? detl ejemplo ¥1, 1
¢oat ah rrcm C e ffl!' dudn por T [», ¥}= (3x, 3¥), ocbtengames =1 nfelco:
Segtn 1a regla de transformacidn: {35, 3r}=(0, D) .
fa, b, €) = (3x + ¥, bx - 1, Iy » ﬂri 3xel : é-_
¥ sustituyende en [2) Sy =0
Y
7

v|-22:23 '



La Gnica solucifsn de rste sistema o5 LT . B

x = a T (%), ¥ a2 R
v v [ A b c
Vo domann e T opa ¥ iﬂ.b.C.d,v,fE R
Jde Jdrnde: 4 e 1]
NOLT) = a9, o)} Una hasw del Jominio es:
v, por definicifin, Jdim N [T} = 3 [1 i n} [u 1 u] r b 1] a on ol [0 oo offe o o
H' . L] r ] L 4
Ademfs, la dimenaifn del dominio es Jdim R'a2, P lle 2 o) (0o ole o o't o of'lo v off ¢ 1
Por tante, del teorema VI. 3, Jdim T {R )=2, 1o que inpli o dim Vo=
ca yue al recorrido es todn m’ pata este cass. Us Jecir: T(R')=R". Fara encentrar ot nicles pocesitamos conocer la imagen ac
C e e e m e m e o =+ m e o omom e oo = - una matriz cualquiera x=- |* b«
d e ]

Obsfrvese que, camo CORdecuenciy «el Cenrema ¥Io %, 1a di

Eensiop del recorrido ¢3 cuapde miis fgual a la del duyminio, pere po T (%] = X A .
puede ser nayor. T (x) [; 2 .;] F ; . avdbrbe ia
o g+leeti 3
Ejemplo VI. 11, Para que X cs1f #n €1 ndclea:
Sra ¥ el espacio yvectorial de matrices de orden 2xd, y sra a+ 3hb + Be 7a o o
W ol gyppcio vecterial de matrices de orden @xi, Amhas sobre R, [d + Yu & BF 2d - [ﬂ ﬂ]
Contideremos la transforveaciin T: ¥ + W L.  as3bsbc e O
definida por T [X] = XA, para tode X de ¥ donde: Iz = B
v dedes6f = 0
A : E 4 -0

. g solucifn general de ¢ste sistema de =cunciones ex
Es clare gua T as line#al pues, para toda X, ¥ e Vi L B 1

z T +Y) = {X»Y)A a=0
o= A XA YA B » -2C
d =0
=T (X} + T [¥)
o v -[f

#n forms aniloga
T(nX) = (aX] A
e
ag |
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[ . c ¥1. 3. RFFRESENTACION MATRICTAL DE UNA TRANGFORMACTON LIMNEAL.
H(T}~ |] e« Ec R
1y 533 [ il
Una base del naclea e3 Conslderenos ¢! slpuiente ciso:
0 .2 1 0 g 0 e una transiorencldn lineal
g, = ; L L
N s o o e -2 1 T:R ~R

A conoce Onicamente que:
T {2, 11 = (1, 3}
T (T, %) = (0, EJ

+°, dim N(T} = 2. i

Par Gltlmo, sep(in el teorems ¥I. 3, la dimensiln del re-

corrlde es dim T[¥) » 4. |

i E? ibi [ , 0
Esto lmplica que iEs posible encontrar T {1 )t

. Velfimoslo:
-
1
T(¥}= [ d] I a, boc, d, e Rp=¥ El vector (1, @) s& puede E2ypresyr <omo combinmcitn li-
c

. . - . neal de (2, 1 (7, ¥). FEn electo:
es decir, el recorride dea 18 transformecidn esta constituide por - (2. 1y *

" g1.0) = {7, 3} -3 (2.
Por ello T {1,01 =T [{?,3]—3{2.1JJ

todas las matrices cusdradas de orden dos.
Una Baze de TEV] &3 |
1 o 0 1 0 0 0 0 ¥, puesto que T g5 lineal:

By - L ﬂ} -L u] -[1 u] . [u T] T(1,0) = TE7,3) -5T(2,1) -

I T{1.0) = (9,8) -5{1.3)

--------------------- . T{1,0) « (-3, -1)

Es Ffcil comprobar que el conjunte £02,1), (7.3} e5 una
bese de R, por lo gue cualquier veftar [a,y) de R’ puede ohtcncr-
$¢ 8 partir de dicho conjunte. Para ¢ste casn:

(x,y) = [=duedyd{2,1)e{x-2¥1(7,5) LW a,rgent.

Exto nas permi:; ghtener la regla Je transformacidn, ¥Y& -
que )

Tix,¥d= T{[-JasTy){2,1) 2 (x~-T¥)(7,5))
¥ come T &5 lineml: L

: Tlx,p)= (-3x+7¥)T{2, N «{«=2¥IT(7,3)
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de Jdondoe;
Tiz,¥)=

Finalmente:

(-3x+7y)(1,5)+{x~2y)(D,A)

T{n,y)= [-Xz+7w, =nrSy]
En panerat, 3i so cosnocen las imdgenes de los veCtlores

de bra base del dowinio, se¢ tiens compietanente definida vnz trans

fernacidn lineal, Tarmalizcaremos este resnliady pedidnte el o=

guienta:

ToaTema 1.-'],__-4_- — T — - T T
Sea B= Ivy, ¥,, ..., Fn} unha base de un espacio yegtorial

W ¥ sean Wy, Wy, e, ;n novecloTes cudaledquiers 42 otro €5pacico

W.

Entonces, existe una Gnica trausformacidn linead
T: YV - W
tal et T{;l}-;l.

T,

(1]

T(;h]';;

Pegsstrgeitn.
51 ¥ es un vectoT cualquicrs de ¥, podri expresarse unl-

yocaments en tfrmines de 1a base B cono:

[T . BTN Ay
L T B 3

Befinamos una transformacidn T por:

T(M=a ¥ )

L BT )
PR w *

1 nn

y depostrencs que es lineal,
En cfecto, 5i tomamos otro vectol o de ¥V tal que:

n=B ¥ +f v_» BV
u=k v, B!?z s ﬁﬂvn'

' UL..”’.;IBB

¥ Forfa B W s, oefo_t0 Y
sg Yiely UE \’*l:-{lllfﬂl}vl [ai f"i_] . [ n “'Hr“
L[n copsecuencla:
TIV*w a s N Y A T T i o)
Flveuy=(a, Bljwl [ s 2] : iy n]wn
T TR N:I-'E'.:- B W+, .. B W

ATEw T (W)
sdemfin, si ¢ ops un escalar,

CF'fﬂiF ocaIFI+,1.-cu ¥

i nn
For tanta
T[E?jl culﬁl+cu!;!+"'+rﬁn;h
LT LIAE P .-:nhn}J

acT(v)
Veros que T, definida per (1) o5 lineal, Ademis, ha-

clendo ¥=¥,, de (2) se obillene que

o, =1 ¥ aina].,,,.qn.u

Sustituyende cm {17, TfFlj.;1

Proceditndo cn forma similar, T[F!]-E‘
T[vn}-un

lirmas Jemosiradc que existe ung trasnzformecidn linen] gque

aatisface [1). Resta sftc demostrar que dicha transformacidn es -

nica.
Para ello supondremos gue exisien Jos transformaciones 11

nemles, T ¥ T', y Jemostraremns gue son iguales, Tomemos cl ver-

ter v dade por {2). Entonces:
T'(¥]eT’ {G,Fltu,F,n ,,+un'~.—'“]
por linealidad: T'(V)=a T7(¥,)+a,T (¥, )r.. a3 T (¥ )
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Par hiplftesis, TV, =k,

T (¥, =¥,

L U L

i - -
Por tanto, T'{(V)ea¥ ro ¥ +...e5 ¥

de donde T=T', quedando demostrade el teoorena.
I
Yeremos ghora que las transforeaciorss lineales pucden te

Fresentarse poy medio de matrices, para lo cual estodiemps el pi-
(13
guiente casoa: i

Ternemos una transformacifn lineal f: Hl ~ p' dada por la
1
Tegla Tii, ¥, zY*(m+y, ze+1}l A R Y

T[4, 2z, S)= (6, ?)u
I

Ex claro que

81 ¢onsiderunos la matriz:

1 1 ] <
" . [1 a 1] 4

Fi
y presultiplicamos €1 vector coelumnng | 2] por dicha matrl::
S :
1 1 i
i a 1

|0

gr abtiene la lmagen Jdel wector [4, 2, 3) septn la transformacidn,

De heche, para cuwalquier vector (x, ¥, 2} dtIR’:

1 1 ) ® £+ ¥l I
L '
1 1] 1 z X v 1

yqur es la repla de transformacién dada por (V).

Podemos por tanlo escrilbir:

¥I-30 31

T3] =My ¥veER

donde v 3 un vector columna,
La matrlz M s& obliene a partir de las Iinfgenes de Jos

vectores de 1a bese canbnica de R':

T (1,0, 0)= (1, 1)

T (0, 1, 0)= (1, O)

T (#, 0, 1)= (0, 1)
lgs cuaies, como puede verse, son lar columnas de la matriz M qur
rocibe el nomhre de "matriz asociada 3 la transformacifn, ¥eferi-

da & las bases candnicaz™.

Ejernle VI. 12,
Para Ia transformacisn T: R' « RY definida por
T(x,v)=(3y,2n)
ohtener su matriz esociada referida & 1a base candnica de RT gl
cular T(4, ?) eppledndala.
Svlucidn.
D¢ ta tegla de transformacidn
T (1, O] = (0, 2)
T (0, V) = (3, M)
¥ la méfriz redida es
o 1
-
paurs obteper T (4, 2] efectuamms 21 producio
RN
-
2 q 2 B

por o gque T (9, Fj=(8, 8). o

A

2 = m o= 4 & 2 E — — = m * k& 4 =W - = = = = =

6.



A partir de ahora traksjaresagsy esclusivamrnle con vecta-
ey rolumha, ya yue esto facilita grandepentye vl manejo oy Ins --

transforaactones linezles cuando se emplean las mpairices axocindas.

Matriz asociada referida a1 dos bhases cuatesaguleras.
Analticemos zhora el Caso de una transformacidn Lineal -
T: R*s R', sobienda que A= (¥,, ¥,. ¥,) es una basec de R' vy - . -
B+ {w,, ;] #5 una base da R'.  5e conoce adimds que:
TV, Ied,+ 3w,
T(v,)=-tw,+ 7w, (1}
T{vy)= W, -5u,
io cual defjne completamente la cransfarmacifn T, segln el tearema
V1. 4,
Suponga®gs que 1 tlepe un vector ¥ ¢ ' tal que
¥ra ¥ oea,v o tali,
Entonces, comg T es lineal:
T(Nea, TI¥ 100, TV, ea T(¥,]
Utilizando las expresiones dadaz por (1):
Tivi=a (2w +3W Jeo, (6w, « 70 Y ea, (¥ -5%,)]
que puede e3criblrie coma
T(¥)=(26 -6, %0 )W +{Ja +72,-%0 }W,
por la gque, el vettar de coordensdzs de T[F} th la base H es:.
_ du,-bage A,
{T{?]]B -
Za +Te,-5 a,
Tsate vector puede abtapersf a partir del vector de coorde

nadas Je v on la baae A:

&y
{;}A - o
a
mcdiante el produtta
2 -8 1 '
(r@, - %
3 7 =5 n

que representemgs mediante

IT(F)]H - Mi (¥,

N 2 -6 1
dande M, -
k] T e3 la malrlz aseclade & la trang

formacidin, referide & lay bases A y B. .
Ex lmportante ohservay dos coaaps:
1.- La matriz Hﬁ trensforad un yector de coordenndas en A, =n un
vector de coordenadas en E,
Z.- las columnas de M; don lag coordenades de los vectores imar
gan &¢ la bhase A &n la base B,

Formalitaremos a contipuacifin el #3tudio hecho anterior-

mrnie:
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Teorema VI, § r
]

Sean ¥V y ¥ dos espacior vectorlales tales que dim V=5 «

dim Wem; y sean A= (¥, V3o ...0 V) oy B= (W, Wy, ..u ¥.} bases

i L

| '
31 T: V » W es una transforaacidn:linesl, cnionces existe

de ¥ ¥ ¥, respectivazente,

una fGnica matriz H;. de orden man, tal que |

X
TE?]H - H; {v) pata tede ¥ de ¥, donde, si

A

T[vl]-ali;}+ali;;"'"“mlﬁn

entonces, la ifsima columna de Hg 111

-.!{ |
L
- = (TN

. R

'IL .

Est+ teorema nas garantiza que, para encontrar las coorde
nrades de la imagen de un vector ¥ referidas a2 La base B de K, bag
tari ¢on premultiplicar al vector Jde coordenadmrs de ¥V en la base A

par la matri:z M; , 4 la que llamaremos “matriz de la transformacién

referidn a las bases A v BY.

Pemostracidn.

51 ¥ es un vector cualquiera de ¥, sahemos que se puede
expresay unfvocamente o rErminos e la base A Como:
YRuE eV e e e . {T}

¢

Por 1inealidad: "

. T[?j‘T{nl;l'nl;l+.++‘nn¥n]

T(FY=n T{F Fra TOV, Do en TINY L L L L (1)

Mer atra jrarte, los vectores Imngﬂn|T[?|], . T{?h} 50

¥I-3435

pueden chitener en forma Gnicn & partir de la base B:

11 A | L1 -

TV Jsa W *& W *...+8_ &
E ) 2L 12 1 ny A
................... PP
TV }= ¥ oy W ¥ b
v_} LI A LERLL S

micvando estus expresiones & (2):

T(v]lul[lllul4aliul',..*l ¥ J+n {a '1“ wt+++_+g w )+

s ra (B W AL WO+, ts W
craple oW ovm W s e ST

Agrupando:
T(F}-{ulait4u‘n]l4...tu A };;+{“|31|+“;’;;'---'“naruli,
"'"(“llgt‘“;'-;""*“naunj;ﬁ
¥, per definicifn, las sumas encerradas ‘entre parfntesis son lps -

coordenadas de T(v) referidas 2 1a base B, por lo que podemos ps-

erlbir:
[ +0 toLLea ]
1"t nin
- ¥ L
'3'!:1 ulall unalﬂ.

T(¥))=
{ ]3

o, =n forma matrlicial:

s My ‘ln] |
adl a” ' !2!1 ﬂ.l
[T(v)} =] . . ; '
E . . . .
' g "my ®on "n
n:
.. _ ;
y, por (1): R
l:l-.l._|

]rf].[ :



de donde

v ueCir?
- A
: . - NS 30o-h 1
ETLv) 2 Moy th o
B
-1 o L]
-
By, A eee AL ) . ) .
Utilblcemas csta mavtlz para abhtencr la jmapen del veetor
a d s1- A -
\ T iz 1n vel-1,4,86], cuye vecter de goordenadas en ]2 base A on;
lande: b :
dande B \
[‘-r}‘_ - |-1
I RFE -4
conme s+ queria demestrar. ;
. . - . I3 -1 1
La prueba Je¢ gque esta mairi> es fnica es inmed:ata, ya que Entonces: (T(-1,4,6)) n{ ] 1 '[ b]
! -1 g o .
sl supehcmos yue cxiste N; tal gua BT 1 3
{T{T1) = N; (¥, . ¥ vEY R ¥ § | Ei yector {6, -3) r3% el vecior de cogrdenadas de T[V)
" .
en la basze B.
la1 acuaciones (3) y {4} claramente implican que:
A il
Ng = Mp e e e e e e e e
[+10 completa la demoscracidn,
Ejemple V1. 14,
Ejeeplo V1. 13. Volvamoas & Iw tranaformacidn lipesl del ejemple Y1.12
Ses 14 trandformacidn lineal T: R* . nt 1 R . gt
definida por: Tz, r. 2} = (5, wey) definide por Tlx,¥] » {3y, 2x), ¥ consideremos la base canbni-
Ficilmente se comprucba que A={{1. 2, 3) « (0, -Z, -1J, e E e ((1,0), (8,1},
1 2
[1, 1, 13) ¥ B= {1, 21, (D, 3]) son bases de R" y R°, resproliva- Dade que T [1,0)s (0,2) «047,0}=2(D,1}
mynte . To(0,t)= (3,0) =3(1,0)0¢0,1]
Calculeops la Tepresentaclém matricial de T en estas do3 tenemos : b s
M
bintgs, . E” ki I
Es claro que: T(1,2,3) = (3,3} - 3(1,2)-1(0.3) Par olle {T(¥)) = H% [?]E pare Tado ¥ de RE.
E
TEO =2,-1) =(=1,-2)=-1(1,2)+0(0,3 )
= ¢ SRS ) w3 Cusndo trabsjepos con matrices yeferidas a bases canfni-
Lo TOI. 4,13 = (1,2} = 3(1,23+0(0,3)
o | cas, omitiremos los Tndices,
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Para wite Ca30: HE M . . [ R =1 0

", T{¥)*M¥ para tedo ¥ de B*, come se obtuvo < (N {6x"+9x *1]]ﬂ B a0 20 el
’ [ I R R | [ 27 et
an la plgina 31, ! 9 o
""""""""" T Bese soxt-1) = 0112053427 (") Ll

Ejemple VI. 15. ! Orox” «9x’ =17 = 12x 174
Sean F el espuclo vectorial de pnI{rcnias de grado menoT gue st comprueba can facilidad derivande directsmente.

. d -
o igual que tres y ¢ el espacie vectorial de polinomiorx de grado - Para hacer &nfasis en ¢l hecho de que s& trabujs cun ba-

menor ¢ lgusl que dos. [ : ses ordunsdas, considereacs shors cemo haxe de P &
Como ssbemos, una basa de P s g={tix, z', 2"} y una de o (', z, 2%, 1}

Qes AT X, Il}' N En watr casc, la reprosentacidn matriclal de B es
Consideremos el operador derivada L OD: F +~ G ¥ #ncon- 0 1 0 o

tremps su representacidn matriciasl en las basas B Y C. “E . 2 6 0 o

I
Calculemos, para ello, las imfgeneside los vectores de - s 6 3 0
1z base B refiri#éndolas &« la base C:
DE1).= 0 = 0{1)+0(z)*0(z") !

Rango d¢ la matriz de transfarmacidn.

- = 1{1)s0{x)+0ix* . .
bix) =1 (11«0 {x)~0t 1] ! Seu 1n ceansfomacion 1¢ B o &
e w O{1y+2{x)+00(x") I
DO B (=2t} R definida por T [z, ¥s ¥} = (x, 2x]
Mya Ix! = Of1)e0(x)-3(x
Blx)= (e0tx) 3= Encontremos 18 matviz de la cranaformacidn refevids & las
Far tanto: "

bases canfnlces;
T (i,0,0] = (1,2}
c T (0,1,0) = (0,0)

_ T (0,0,1) = (0,0}
Caloulemas O (fx’+9x*-17 utilizando esta metrizjsabemos
' 1 0 0
. _ M
que: ' [2 . u]
_1 '
q I Ez glaro que &1 rtengo de 1s matrit M ey uno:

f.0.7.4 .
(oxe9x 1l R(M] = 1

gque c+ preclsamente 18 dimeasiln del recorrido de la trancfarmsCién.
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Se geja al estudiante la dempstracidn del sigeiente teore

ma,

Tegresa V1. b,
En una transfermacidn lincal, 1la dimensldn del recorride

es igual al! rtanga de la matriz de Ja transformaclén referida a dos
]

bases gualesquiera.

104

L

4o

¥, ‘.

ALGUITRA D5 TAS TRANSFORMAC IONES LINFALFS,

En Yus seccipnes anteriores hemod trabajade finicamente -
com una transformecifn a la wer, cvstudianda avs propiedades v cu-
racteristiicas particulares,

En esta seccidn wtillzaremos simulténeemente dos o mis
transformaciones lineales, con el objeto de estudiar las operacio-
nes que ¢con ¢llas pueden efectuarse,

Lspacio vectorial de transformaciones linealss,

Consideremas el case de Jdos transformaciones lineales T
y $de R’ on R’ definidas par:
Tl{x,y,z}=fx,2x)
S(xy,2)=[x+y,x+2)
¥ hollemos I3 imagen del vector (d4,2,3]) segdn ambas transformacig
s Tr4,2, 53} (4,48}
S50(8,2,5)=(¢t.,7)
Fodemos formar ahord una nusva transformacidn T+5 tal -
que, 1a jmagen de un vegtor de %" tegfin T+5 sea la juma da las imd-
gencs de emae misme vectar segin T y 5.
FPor ejeuplec:
[T+8)(4,2,3)=T(4,2,3)+8¢4,2,3)
“(4,0)+(8,7)
a[10,15}
De igual forma, pars ol vectoer {1,5,-7}:
[T+53 (1,3 -2)=T{1,5,-2)+5(1,5,-2)
={1,2)*(6.-1)
(7,1}
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La regla de transformacidin de T+5 puede ghlenerse ralcy-

lande 1a imagen de un vector cuslgquiera (x,y,z) de R':

(T+5)(x,y,2)aT(x,y,2)*5(x,y,2) \
(T+S}Ix, ¥, 2] [x,2xYe(xey, xez) |

{T+8) (x,¥,2)= (Ixsy, 3i+z) oL

Fs flicil verificar gque utilizanda esta Tegla ne ghiidpnen
i

+#

las mismos resultados anteTiores.

Un estudic simllar s purde 1levar a cabs para una opere
cifdn consistente en multiplicar vna 1r1n5fnr;a:iﬁn lineal por un -
escalar.

Por ejempla, a partir de 1w transformacidn 5 podemas de-
frir 1= transformacidn 53 en la siguiente forma:

(55){¥F)=55(") ¥ ¥ de R", Y

Calculemos 2lgunos cer&os:

(550 4,2,3)=55(4,7, 3}

a5 [6,7) |
={30,3in

Anflogamente, para el wvector (1,5,-23:

(55){1,5,-2)=55{1 5, -7 1

=5 (b0,-1] |
={30,-5}
¥, para obtoner 1a regla de transformuciéng

(55){n,¥.2)=55(2,5 2)

[5530%,y,.2h=5 [nsy, xez} I

{55 {x,y. 2)={%x+5y, Su+5z)] . . . .-{1}

El eztudiante (oiedp demostrar gue las transformacioncs

T8 v 55, definidas por [3) y (2) respectivamente, son }ineales.

¥l 42,743 |

A contlnuacifn definiremos 1a suma de transfarmaciones y

2l productn por um escalar pars £l cese gencval:

—— —_

Sear V ¥y H dos espacios vectoriales sobre en mismo campo
K, ¥ sean T v 5 dos transformaciones de ¥ &n ¥:
17 La suma T+5 es5 ung trensformacidin tal que:

{T+51{¥)=T(¥]+5(¥), ¥ Ve V.

) E} producte aT es una transformncidn tal gue:

e . = — e ——

(aT) (V) =aT(¥), Yoco kK, rev
Teorema ¥I, 7. 'T_A
5i Ty 5 son transformacioncs lineales, entonces T+5 o
aT xon tembifn lincales. ’
Demostracidn.
a] T+& es linesl.
Se¢an vy ¥ v, dos yectores de ¥,¥ ¢ un cacalar de ¥:
(T+5] (a¥, +¥, 1=Tlev, =¥, 1+ 5[eV, +¥,) Ear definleifn
=T {7, 1+ T(7, )1 e5(¥, }15(F,) FerﬁAeand.d
_ _ " _ de T ¥ 5.
T (v, oS v )TV, )r50,)
2o (T{¥, ) +S(¥, )1+ T(F, }+5(F,) -
=C(T+5) ¥, )+ (T+5) (¥,) | Par_delinielsn
Je T + 5.,
quedande dempstrada.
B} al es lineal.
kn efecio, srun'?l y'?t dos vectores 4 Vv o oun escalar:
(aTHev +¥ J=aT(e¥ +V ) !ror definicién de aT.
: *a(CT(¥ 1+T(¥ }} |Por linealidad de T.
-;rcT[F,JJ*uT{F,}
=c{aT{¥,)I+aT{V,) l
“c(aT}(7,) +(aT){¥,] Por definicidn de aT.C
s

Wi
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quedandn deRoatrado,

TeunTema W|l. K,

1 sean ¥ oy N Jos capatios vecrorliles ¥ sea Ltf,ﬁ] el con-
jjunto furmado por todas las transiprmaclones Lineales de ¥ rn W,

f L(Y,.X) e5 un espacie vectarial.

e e ———

e las definiciones dadax para la sume de trapsformacio-
m3 ¥y producte por un escalar, @5 FEcil Jdemastpar el teorema ante-
rior. Unicamente epumcraTtemss les propledades de LIV, W), d¢)ands
comi ejercicto gl estudiante su Jdemoasiracidn:

Searn 5,7 y Y transformaciones liprales de ¥V en W, s de-
cir: 5, T, Ue L (V.N),

1] Cerradura,

¥a demestramos que la suma de transfoermacicnes lineales
es5 lineal, esto ez, 547 € L (¥, W],

Tamb1én Jdemostramos gue el producto de una transforma-
cifin l1ipeal por un s9calar es linca), esfto es, a T e L (¥, N).

1) S+ET+U)=(5+T)+L.
3] Transformaclén cero;
aDel (¥, N)] tal gue, ¥TeL(V,W}:
T+0=0s7=T .
1y Ts(-T)ial, donde -T=(-1}Tel{V¥,N],
5) T+5=5+T,
Svan u ¥ B dos escalaras cualesquiera:
6) n{gT)«(aB)T.
7y a(l+5)=oT+ajb.
B) (o+B)T+aT+AT,
0] 1.TaT,
e T

Yolvazus ahora n las t-ansfptmaciones T v S definidas per:

Tlr,y, 2)e(x, 20}

Sle.y.zlulz~y, x+2)
para las cuales se ghtuvo:

(T5)(z,y,2)={2n+y, dx=:) v .. . M

La suma de estas transformaciones sc puede Llevur 2 caha
por media de las matrices asociadas, referidas a las heses canfnicas.
Representarengs con MIT) | M{S) ¥ M{T+%) a lat matricer asociadaz a

T, 5 ¥ T+5 resprotivamente; dichas matrices san:

1 0 D 1 1 @
SET)= [ ] v{5)= [ ]
2 0 oD et

s 1 [
¥ MLT+5)= [ ]
3 0 1

Coma rx [Ecil Cpmprobay, escd Gltimg matriz puede tambhifn
obtenerse sumando las matrices M(T) y M(%). Es decir;

M{T+5] = MIT) +« M(5].

Becordemes gque al inicio de esta seccifn, tambifn se gh-
tuvc la transformacitn 5% ¢uya regla J¢ correspondencia ed:

(55)(x,y.1]=(Bx+5y, Sx+52) P 4

y e forma anfloga, vemos gque ¢] multiplicar por €1 escalar 5 la
matriz M{S) da como resultado M{35):

t 1 D 5, 5 @
EM(S)=3 - = M{55). .
Tooo 1 5 0 5

Ea peneral, si ¥V y W zun dos etpaclos vectoriales ¥ Sy

T dos tranaformaciones lineales cualesguiera de LIV, W], sv tiene:

V144 745



i
paTé & producto par up escslar;

M{T) = T

pure le suma:
131 H[T} + T 2
y M[E) % ¥ a &% Cumlquiep #scalar,

entonces: EATODCEY

MIT)+H[5) =+ T+5 GaM(T) =+ aT
I

] F

o e

K(T)+M{5)=K(T+5)

o fear
aHM(T)] = H{zT).
For 1¢ que, sumar trapgforeaciones o multiplicarlas por
un B!élllt es pquivelente o Sumar Sus Iltricés asociadan o mulei-
plicatlas por un escalar, .

Se dlce gque L{V,W} ¢s isomorio el conjunto de las matrl
1
ces dv orden mxn [donde me=dim W ¥y nedim ¥V} para 189 aperacianes -

de suma ¥ producto peT un escalar.

Tegorema YI, &,

(Teprema de [somoriismqg) i

Para cuslésquiers T y S de LV, W) fltuduﬁ los excalares
a se tiens que:

M[T+5) = M(T)*H(5) 0
4 M{aT) = aM(T) L

Dempstrartnos este teorsmd Gnicamente Para transformacia

nes de R™ a A", enpleendo 1as bases candnicnsh

s¢ puede demgstrar o0 forma anSlaga, tspiendo-en CUGRTA qur Jas ma

trices que o van A operdr deben sitar referidas & las mismas hases)

1
Sean T: R" + R

MIT) ¥ M(5] sus respectivas malrices asociadas, en

negles ¥ Seman

las bedrs candnicas.
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{El caso peneral -

5 R" + R" . dos transfaormacioncs 1i-

al

b)

Sabemos que  T(¥)=M{TI¥ } .M
y  S{TI*M(5)¥, ¥ ¥ de R" .
Para 1lm suma:
por Jefinleidn de T+5:
(Te5) (W)=T(V)+S (¥}
poxr (1)
(T+8) (V)=M[T)IV+M{S)¥

por la distributividad del producto schre la suma de matricruvs:

(T+3) (V)= (M(T)*M{8))¥ P 1
por otra parte, J& {1):
(T+8) [FI1=M(T+5)% R 1

de (2] ¥ (3) se $igue que
HIT+5)=M{T)*M(5],

Para el producto por un eycalar:

por definfcién de aT:
(uT) (¥) =aT{¥)

por [1):

(aT) (V) =a(M{TIV¥)
por las propiedades de lms matrices para el producto por wn £5-
calar:

faT) (v)=[aM({T)¥ A £

poT otra patte, e (1}

{aT) (V)=M[aT)V N 3
de {43 y [5) s sigue que
M{aT]=aM(T|. c
Psto completa 1a demostracidn.
- [y
. o
- - .



Egppnsiciﬂn de transformaciones linaales,

Una operacifn bastsnte miy interesante econ transiormacio
res Lineales cs la composicidn.
Consideremos =1 prohlema signirnte:

5¢ tiene un segmento Jirlgida en ¢} espacie euclidiang bl

dimensicnal y se Jesea giroatlo un Fngulo de &0 (sentldu antiburario),

¥ una vet gitadp, se Jesen pumentsr ocho veoces suo sagnitod,

Resolvamns este prablema en Jos partes:

Primerg, obtengumos Ja transformacitn linesl T segln 1a -
cnal un vectar del pisng o3 gitado un Angula de 60",  Por el teore
me ¥I. 4, bastard con hallar la immgen da los vectores de la pase -
caninica para poder definir T. Tencmos pues, pata un dnzulc cual-

quiera #:
h ¥

j!ff“'- w,1)

~ T(1,0)
T(o,!

v

--1 x I =
T{1,0] = {cosd, sens) T{0,1) =[-send, cosa)}

Por tanto, 1a matriz de ls transformacidn en la base cand

nlca e5:
cong -mend |
M(T)= O B B
sen 4113
tltaciendo & = 60":
cos ad? -gen GU* | } -£;1
M(T)= - y - @
aen &D" cos 60" J; 7
20 _
P Fn segundo lugar, encontrgmos le transformacidn linecal 5
o |
o

gue myltiplicy por 8 1n magnitud de on vector.
Faxte es un casg tnmediato: S{1,00=(H Q)

5(0,11=(0,a)

L. ¢
M(5)= N ] |
0 [

Ya podemcs Tesplver Durstra problema:

Par ejemplie, para el vector [2,4),.primero 1o glramos

s0*:
1
¥ g 2l (-2
Ti2,4) -
i3 1 .
3 7 i 32

Tiz, 1«01=-2/%, /313

y despuls 1o multiplicamos por B:

[T 1-373 3-15673
22/, /3+2]n -
S0 ! [u a] L’Lz ] [a.ﬁqﬁ]

${1-27F, YT+ 2)=(6-1873, 83 + 18)

Vemos aue el proceso agqul seguldo =& puede resusir en
la expresifin: SeTi2, ap=(B-16/3, /34167
que #3% 1a comppsicidn de las transformaciones 5 vy T, siabgllzads
con BYT. ([LAsxe: "S5 composicifin T0),

Eatp #s, S9T es una transforsacifn que se define como:

(S6T)(¥)=5(T{¥) ¥ ¥ de &

For ellc podemos escrlblry

(5aT)(2,4)={0-13, 3 T+15)
donde 5¢T es justaments la tronsformacidn que al mismo tiempo glta
un vector 60° y Io meltiplica por 8.

51 queremos ohtener 1o mwitiz saseciade a ST podemos ha-

cer 1o sipguionte:
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(5eT)(x,y)=E5(T(x,¥))

(SoT}(x,¥)e &£

1
I
N Htilizendo MIT)
o
i
{SGT]{I'T]‘
B

RPUPREY h

o 5 e
[r— ﬂi:“hjglr——————-q

Urillzandg M(S)

° 1%
[4 z I
(RaTI(X, ¥)m i
‘433 } y\ "
. [4 -3
.t MiSoTY = |
443 + ] |

Observampy que 1a matriz asociads 2 SoT es k] producto de
las matrices asaciadas a 5 ¥ T, &bto es:  M{SoT)=M{5)M{1).
i

Utilizando e=ta mmtriz, Ppodemos obtener directmmente

R 4 -1/3 Z g-16.3
SoT )= = 1
(SeTy {£:%) 45 4 4 E/T+16

como s& tenla, A
i
En resumen, SoT #%5 una transfarmecidn lipeal gque “reune

los efectos” de 5 y T, ¥ cuya safrit asociada cs vl producto de 1as

matrices M{53) ¥ M{T] (en ese orden).
Vesmos plro Ca3c:

;
sear doz transformaciones linealcs r

"

6: R* ~ R' dada por &{x,y,z.w)=(2x,y,zev}

E: l!‘ - Rl dada par F[xlrlzl "fh*.'hz] 4'.

oy
El estudiwnt® pusde verificar tdcilzmente que

20 0 4 - 310
WiGY» J&o 1 O 0 ¥ MiF)=
[ T B a a4 1
. i
" ‘
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son las matrices ascvcladus w G ¥ F, en las baeses canfinlcas,

Encontremas l# malriz asgciacda a Fodi:
1 0

2 0 D
M{F2C) =M {F)H{G) = 0ot oo
0 o0

- S

o 0 1

6 1 0 0
e M[Fag)=
o0 11

Es clare que FOG o5 und transfornacisn de R'en &', Gri-

ficampnte:
R ] R

Encontremos potr ejemplo la lmagen del vecter (-1,4,2.8)

1 0 0 1 -2
g 1 1 2 10

Este resultado sc puede verificar fécilmonte 51 obseTva-

ségﬁn Fo3:

&
(FoGh{-1,4,2,8]~ {
0

mos que  G-V,4, 2 Ape(-2,4.10)

¥ F(-2,4,10) =(-2,10)

es declr, (POCYI(-1,4,2, R=F{G{-1,4,2,8])
Lo
o, on general:
[FoG) (TA=Fralv)) v v do R",
S
que #3 la definicidn Je Fol, o
T



Dajemas ahora la definichdn pars el caso geoueral;

Deflnleifin.

Seapy las treansformacivies T: U - V¥ G:¥ W,
Definimos la transformacidn

5aT: U+ W

CoE0

(50T} (Ul =5(7(u)) ¥ u de U.

Poedemos representar grificamente la composicida de trang

formacicnes lineales mediante la siguiente Figuras

u

¥
Figura ¥I1. 2.

(Teorems VI, 11.

flemastracidn.
Scun U, ¥ E, dos vectores 4o U, ¥ 3e3 2 un escalar; en-
tonees: (SOT}(au,+ O,)= S(T{od, +u,}) for definicldn de 59T
= SfaT{u,)+T{u,)} Por linealidad de T.
2aS(T(T })+S(T{u,)) |[For linealidsd de S,
=a[82T){F,)+{50T){,)| Por deflinicifn dz SoT.
quedando dempitrada.
llemge mencionade el hecho de gue la composicilin de treng
formacienes linealed corresponde 2 la multiplicacién de matrices,

Fato se puede generallzar con el siguiente:

Sepn las transformaciones lineales T: U =¥ ¥ & ¢ ¥ - w,
Senn A, By C bhazed delV y ¥, respectivemnente. 51 -
”é(T] ex 1la matriz aspciada o T, ¥ HE(S] es la u;tri: aspciada & 5§,

2nionces

B (s (1) e (50T

Teorema V¥Ii. 10

ez, entonces

50T - U - ¥

tambifn s lipeal.

11y

U

54 T: U +¥ ¥y 5V + W son dos transformacigacs llnea

s 1a watriz asociada a 50T,

La depostracifin 4a este tecTema puede (onsultarse en la te

ferencie 2, pig. 117.

Ejamplo ¥I. 15,
Tenfamos [ver ejemplo V1. 13) una tranaformacién lineal
7: &'+ r' dada por T(x,¥,i]=fz.x+¥]). i

Slondo A=((1,2,5), (0,-2,-03,01,1,%}) ¥ B=D(1,2],(8,3)}

dos bases de R’ ¥ Rl resprctivamente, habfumos obtenide

3 -1 1
Mp(T) = [‘ . u]
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I
%1 whora gonsideramps 1 transformacidn lineal
5: RY - RI dada por h
S50.23=01,2) ;
¥
5(0,3)=(0,3) 1

¥y utilizamoes la base canbnlca E-[{l,u},[ﬂ,lil se tendri:

2 1 ¢
ME [5]-[2 3] |

Por tanto, la matriz msocizds o SOT S

B . 1 0 ¥ o1 1
Mg (5) M () L 5] [_1 . n]

. {3 -1 l'l _”;(50_”

¥y -2
Encontremos (SaT}(v}, donde ¥ » [—Itd,ﬁ].

i
Sabemos gque:!: (V) A" -t i T
- . ] -d 4
((T)Eg = M (SeT) (7), o

=1 1 3 &)~
(BT)(-1,4,8) 1| .

-2 z -4 L] I
{&T}[—‘I,t,ﬁ]-fﬁ,l] 1

Vemns que en este caso la transformacifn & rquivale sim
1

plemente 2 un camdio de base en #? {ver resultedo del ejemplo ¥1.13),

Algunas propiedades de las operaciones con transfarmacicnes lincales

‘ Sean U, ¥V ¥ W tres cspacios vectorlales sobre un campe k.
1.- &1 F: 1 =¥
S: v~ N
I.
T: ¥ * n
:
;
¥i-54 /656

son transfermaciones lincales, entonces
(5+T)oF* SoF » Tnf .

2.- 81 F: U ¥

¥ T: ¥+ W

san transformaciones lineales y g es un escalar, entonces

{eT}oF«a(T9F)
Y- B F: U= ¥
G: U+ ¥

¥ T: ¥+ ¥
50n transformaciones lintales, sntonces
Te{F+G)» TOF+Ta(

4.~ 5i X 3 un espacic veCtorial ¥

F: @+« ¥
5: ¥V + N
T: Wa X

s¢n lransformaciones linemles, entonces
TR{50F)a[ToR)OF, )

.- & T: ¥+ K es una transformacitin lineal, entonces:

L'y

THIY' T

1,0T= T
donde 1, ¢ [ son las trinsformaciones identided en los espacios ¥
¥ N, respectivamente (ver definicidn en ol ejcmple VI, 6],

Obacrve que estas ‘propledades son equivalentes a las ¥a
obrenidas pura operaciones ton matrices, en el capftule Mv,

Ndtese que, salve casos muy particulsres, la composlridn
de transformaciones Yinealea N0 1S CONMUTATIVA (resultado anf¥legp

Bl de muitiplicacién de matricas), ) fj

i
[y
s



Transformacidin lnversa,

Youmos la transformacién lineal G: R' - K! defiulda por
Gix,¥)={3y, ¥), ¥ consideremos el problema dec determinar, dado un
veetor del recerrida, de yue eector del deminlo es dmapgen,

Per e]emplo, sabiendo que G(¥)=(6,1), querencs Jdotermis
par v e R,

Surge sin embargo una dificultad: varice vectores del
deminioc tienen a (6,7} come imagen., Menciuuemas por ejenplo

G{-3,2)=(6,2)

Gl &, 1)e{6,2)

G{ 0,2)+{&,%]

Ya gque un vector dade del recorride es Imagen ale mis Je
un vector del dominie, chiervamos que el preblems que pos plantea-
mos MO tlene solucifin Bnlca.

Analicemos otlro <0l

Cama vimes en la pigina $8,1a8 transformacidn

[l
T: R! « B cuys matriz ssocimds es

1 /3
7 -7

H(T]~=
¥ 1
T I

gira =11 vector del plang un dngulo de 607 (sentidn antiharorio).
Es ffcli]l pensar que conpciendo un vector imagen se pueda
deterninar con certera de gue vector del deminie procede, ya gue
bastard simplemente con girarle un Ingule Je -60% [60% sentido ho-
rario] para obtener el vector orTiginal,
Por ejemplo, i T(¥,)=01-21, /%+1), desessos deterni-

_ z
par v, da R .

o
-
~—

Ohtongamos pars ello la transformacldn 5: R' . R gue gi
ra Uh vcotor un dngulo de ~w@®.  Maciendo @=-40% en la vxprosidn

{1] de la pigina 48, Icnemos:

.

cos(-60") -sen([+60"]) ] % f%
Sath sen{-60%) cos(-60*) .f% }
Entonces:
IR Y 2
5{1-2¢%, /Te2)e *fg } o -1,

v, = (1,4)
Hemos resuelic el problems, pues ya ténexmod una trunsfor
mecifn [5) que nes permite "regresar” cualquier vector del recerri

do =1 vector del domlinio del cual es imagen. Grificamente !

A5 le tlansrempy transformacién inversa de T y la repre
sentaresos mediante T '
Fara =1 case que hemos analiiado:
CTLZ,4)01-243, FTeD)
¥ T7H(1-24%, /Be2)=(2,4)
Esta ¢1 vElido para todo vector ¥ de A', es decir:

Ti¥} =i

Y@ v
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i

De dytas exprecsiones €3 clato que:

T TR )=
@
Definicidn. L

¥ v, uy¢ r?

Sea una tranaformacisn T: ¥ - W, A la transformacidgn
T Wy tal que

THTR) T

Tt @n-s

e le 1lass rrunsformacidn inversa de T.

Vv e N
¥ReN N 3]

e (1] ¥ (2) se tiene que:
(T 'eTi(v) =« ¥ ¥vey

¥ . _ _ I
(ToT '} = w r*weLN
-
¥, por definicidn de transformacidn identidad:

-1
T oT = 11"r i

-1

TeT ~ = I, :

Estas rxpresionss, 3on equivalentes a las condiciones (1)
I
¥ (2] de la definicidn, .

Es '&gico preguntarse ahora cufindo ﬁnu trans{armactdn tie
ne inverss. Para responder & #5to, conviene comparst algunas ca-
Tactarfsticas de las trunsformeviones Gy T dre los Jos cjemplos ak-

tetriores: .
. Yoo .
Como vimes, para la transformacién G: L' - R’ Jefinida -

1

POt G{x.¥}¥=[3y, ¥) existen vectores difetenteste] dopinio que tle-
1
I
nen come images wn mismu vector del recarvlda.’  Entences, no cxis
, - -1 = —
te uns transformacisn G ' ral qur & (GI¥))=¥ ¥ v+ R, por le

que § no ticne inversa.,
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L]
Por el contrario, parz lo transformacisin T: R® + R? que

gira un wector 60° [para 14 cual ohiuvimos una transfarmaclén in-
versry, &s flaro gque dos vectores diferentes del dominic tiemen -
Slcmpre imfBgenes Jistintas cn el recorride [ve dice que T ex uno
a unel. DPicho Jde otra forma:

T(F,)=T{V,} =¥ =¥,

¥yv,, ¥, R
Ademds, es fécil verificar que todos los vectores de R'
son imagen de algdin vecter del dominia, o sen, el recorrido de 1a
transformacifin T+ R® = R’ es todo R® (s¢ dice que T #5 sobrel.
Estas diferencias bAsicas entre las transfoarmaciones C ¥
T son las que determinan 12 e¢xistencia de la transformacldn invet-

58, comg #¢ establiece & contlnuacidn de la siguiente definlcitin.

Definicidn.

Pecimas que la transformacisn T: ¥V + W e biyngtiva 53¢

1] T #£s uno a uno, estg ==5:
Tf\'.J'T(\'!} :_'}\rlnl.'t ¥ Vo 'I-"* de V. y
2} T ez vobhre, vsio ex:

T{V}=w.

Podenos ahora epunciar un teorema gue #stablece la copdl

cidn neocesaria y sufliciente para la exisrencia de la tiansformacldn

ifnversa:

- b - — —_—

f;ﬁrena Yi. 12,
Sea la transformacidn T: ¥V - W, Cxiste 1m inversa de T

y 5 Onica =1 v s81lo 31 T ex biyectiva.

—_—— —— . ——— —— e ——— e

tlemosttracidn,
Sea T: ¥ ~ W unz transformacifin biyectiva:

Cumg T es sohre, ¥ ¥ € W cxiste al menos un-vecgar ¥ € ¥

4

BN |



L]

tul yue T(v)4d.  Come T w3 wno s une, diche vecrer s fnfge.

£xisle entances una dnica transformacidn G: ¥ ~ ¥ la) que:

C{wy =7 P W

Es claro que § 5 CLakh|fn biyectiva ¥ que
T(G(WIInT{¥] =%

v
GIT(VI)=G(w)=¥

por 1o gue G=T !

Exto complieta 1a Jdemostracidn.

— et — - — —_

Teorenma ¥I. 135,

Sca T: ¥ + W ynn transformacidn 1lneal,

Su inversas T", si #xiste, también es lineal.

Demeostracifn.

Supengimos que eaiste T W - V. Scan W, ¥ W, do% vec

tores de Wy Sea 8 pgn escalur,

tecesitamgs demastirar que

T (a, em, )T (F ) e

{W,)

para le ewsal, censideremos dos vactores F., ?; r ¥V tales que!

TR S I =T Hw ) S
Tor defipicidn de T7': .
CIE, )W,y T(E, I, R ¥3

comn T es lineals
Tia¥, +¥, ) eaT(¥, ) +T(T, }
de (2] se =sigue nue
T(uF;'F;]=nE|' ;;
por definicién de 17': -

- — iy, = am
u\rl v, =T {u.'i’. *Hi‘_l
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finglmente, oo [17}:

nT_'{ill*T-'[:{]IT-I{H:Iiizj
vimo querfamny demoatrar.

Acpresemgy a Jas trahsformaclones G ¥ T que estados anali
Zhiude.

Visns gue G: R + 8% no es ung & uno. El lectior puede
verificar gue el nfcleg de 4 es:

MG ={(x, 0} | x e R}.

Cn cambig, el nfclew de T es:

N(T)=[(0,0)}= {5?}
¥, come vimas, T €s uno A uno.

Notemos que el nlcles de G Contiend Ctros vectores ade-
mis del vectgr cerp [por fjelplﬂ,‘{l,ﬂ], (6,07 etc.}, mientras que

¢l pficleo de T contiene Onlcamente al vector ceéro,

Teorems V1. 14
Una transformacifn lineal T: ¥V ~ W,
t% pnd & une 51 ¥ 38la $1 £l niicies contiens dnicumente a2l wecCior

CETO, & Sed;

N(T) « 1T}

Demosiracidn.
6. §1 T ¢s uno m une, entences N{T)=Ip ).
rn efecto, tabepos que, por ser T lineal:
T(E,)-5,
Supongamos que ¥ o3t en 2l oficlec, e declr
T(¥) =,

Por hipStesls, T €5 uno 4 uno, O SeN Que

vile /6l



T{MT(O,) = ¥,
<L N(T=(T,) -

1
‘o, £j NtT}-{DvI, entoncen T es ung & unao,

En efecto, supongamos que exlisten du::ve:turea ¥, ¥, de ¥
txles qum T{?l}-T{F,}. Iy
Entonces T(v 1-T[¥,)= ]}
coma T ms lineal:
T(v,-¥,} =T, _
Es deciv, F.-?I estd #n el ntdclen ¥y, Lur hipfitesis,
FI-F.-U}
o bien ¥,-v,

Par tanto: T[?lJ-T(Ft} ::-Fin—r! rir". ¥, ¢V

¥ T #8 unc a uno.

1
v

Queda demostrado =] teorama, .
Fecordemos que en una transformacifnp linespl T: ¥ . N:
dim Vedlm T{Y]+dim N(T). |

Ahora hiem, 1i N{T)=({D ), entonces dial'~dimT(¥).

De este razonamlento ¥ d¢ los teoremms ¥I. 12 ¥ ¥I. 14,

¢ chtlene el siguienie importante resultador

Corplaria. r

Sea un espacio ¥ de dimensitn flnit% ¥ s5ea T: ¥V « W yna
transformacidn lineal h
T tiene inversa s5i y sdlo 5l

la, dim ¥= dim ¥

2. N(T) = {0} ! ]

Qbsfrvese que estas candiclones sonm equivalentes a afir-

mat que T TIENE INYERSA SI ¥ 5010 SI LA MATRIZ! ASDCLADA A T pS CUA
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DEATS ¥ NG S1NGULAR.

Ahora ya podemps decidir on cuslquier case st une trans-
formacifn deda tiene inversa, Nos Falta Goicamente cncentrar uca
foras de calcular dicha inveri., cuanda exfista,

Fara wlle, regreseppy a !a transformacldn T que gira un

veclor del plana un Engulo de 60°, cuya matriz asociada es:

i /Y

I s

M({T1= :
3 T

La transformacifn inversa de T, coma se encontrd antatior

mente, tienes como matric asociada:

1 3 '
. T =T
HIT Y=
1
A Y
Es ficil ver que:
1 A T B s 1.
2 TF ¥ ¥ I 7 T 3
i) s 1 /3 1 Pt 1
= = oz 6 "re g =2 T

Es decir, M{T ') ES LA MATRIZ INVERSA DE M(T}:

H{T™ ") = (M(T)!

Be hechao, en cualquier transformacifin lineal donde ¢] do-
minin $¢2 de dimensidin finita, para encontrar la wRlriz ssociade 2
ls tronsformacldin inverse bestarf con invertir la matri¢ psoclada a

1a transformaci&n, compo establpce el slgniente:

6TT



Tevrepa V1. 15,

Sem Ia transformacifén lineal T: ¥V + W ¥ tea T7'i W ¥
1su inversn.

Sean A ¥y B las respactivos hasss de ¥V ¥ W,

51 H:(T] ex la matriz msociada a T y H:IT"} e% la patrig
asnctada & T™', cntonces:

Mier e oot

S5¢ deja al estudiante la demoestreacidn de este teorema.

Ejemple ¥I. 17.

'+ R' dada por la regls

Swa la treaxformacidn linesl T: R
Ti(x, ¥, 2)=(Jz+y, z2+y+z2, Iyeiz],

Investiguemas 31 tiepm Llaversa:

Fera que un vector a3t en el nficleo

{dxvy, xeysz, 2y+dz)=(0,0,0}

Es decir, Ix:y = 0 .
xey+z = 0 N A
Iysdz = O : o
Puesto que ¢l detarmingnte ] 1 1 1] = 2 as difsrente
[ I S |
de coerc, ol sistema [1) tlene por dnica solucidn;
x =1
¥y =0
r =0

e N(TY={(0,0,0)}
Menss, por ser 1a transformacitn de R' en RY, podenss
conelutr que existe la inversa T,
-
tan |
=i

Es LAcil wrrificor que la matriz asgciada o T e3:

3 ) )
M(T)= 1 1 1
i) 2 i

Note que on 1a obtencidn del ndcleo ce invescigh impIfct

tamenIe 3i M(T) es siagular o no 1o es, rs decit, 3f se puede inver

3 1 0 I
tir, ya que 1 1 1| es precisamente £} decerminante de M(T).
g z 1

La inverss de 1a matriz M(T} es
1 -2
(WM™ ' = 12 6 - -M(T" ")

1 -3

— A

Podemos por ditlmo encontrar la regla de tranaformacitn

pare L L '

1 -2 4 2=y +pt

L]

T 'x,y,2)= |-2 & «|-2xr6y-32

-

1 -3

(L]

X-Jyez
Lt T"[1,y,:}-(z-zy*}z,-zx-ﬁyvéz,:-Ey-:],
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¥I. 5. VALORES ¥ VECTORES CARACTER[STICOS.

I
Consideremos la transformacifn lipeal T: RY . R 2 definida

Por: TI(x,y)=(2x+y, 6x+¥] y encontremos lajimngen del vector 3,2}

T, 2} (4,81=401,1)
5i representanvs wl vector 1,2} come un segnents dirigy-
do en plano x ¥, podemos ver que 1a tran:fn;;aciﬁn M0 le cambil Je
direccifn, sipo dnicamente Je magnicud: |

N i,

AN

T[]

J 3 IATT

- }
-4 L,2)

| {- J I [ [ [i

TV =4y

81 ahora tomames el vectar (3,5):

T(3,60%{13,24}=4(3,4) »
VEMOS que l& OCUYTE exactaments lo mismo gque ﬂl anterior (su magnl-
tud Jumenla CuALra veces DErp no cambia e difecciﬁn sl eplicarle 1a
regla de transfprmacifin), I

Qryo caso simflar: T[—Z,-l]-4{=2,-!}

Ex fictl! ver, sin embargo, que los ;ecturcs # los que pg
TQ ofUtTe 30n Casos muy particulares, y quéa enpgeneral la transfor
macién modificark canta 1a magnitud como 1a direccisn del vector

sebrr el cual actfia, Por #jempla:
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i T {1,3) = [5,9 T s2) = ' - af-2 -
‘¥'|II" RN ! - l_r F __I(_ -]]‘i‘ '?_2*_’31___ _"!_‘;r !{fhﬂ"i _1{_,_{2
: 900 O s )

Flimy . x

froi o T
T_ - _r_. il L e Y Y TR
S B B (¥l — I
-y -4 - - -!.- —— --:-—d-—lu-l—-! ——i i :
H 1 I i B

- - "-1'-- B TI T T - [ R,
ERENEEE T O el
L e J I

T

Cabe entonces preoguptarse:

1.-  iCdmo deben ser 103 vectorss pera que la transformaciSn ne les
cambir de direccién?

2.- Lot yeltores que $eglin T no son modificados en direccifin, 2se
multiplican siempre por #1 wismo escalar (4 en eate cava) o -
existen algunos otTOS walores?

Pava responder a-io anterior, plantecmos ci prehlema en
unz ferma mis general, es declr, veamos en que casos la fragen Jde
un vactor es sisplemente &1 producto de un escalay por dicho vec-
tor, esto re '

T(¥i=iv e e . (1)
pera alghn e¢scalar & y algtin vector v de R .

Sea V={x,¥) un vectar cusiquiera de R'.

Heguerimos, de (11, que

T{x,¥y)=*ix,¥]

Aplicando 1z vegtas de Lransformacitn:

(Zasy, bxey}=(*z, dy}

—
de donde Trry why
br+y by
! ot
st
7



o blen: [Z-331 * ¥» O }‘ . n
- gx+(1-AYy = O
Como 5¢ vid en el capituio IV, las svluclones del siste-
ma homogfnen (2} dependen del waler det dererminacte de la macriz
fe veeficlentea:

- 1
\

| - (2-33(1-31-0ma-33-4
6 i-k

51 este detecminante, 1lamade polinomic caracterfatico,
cs dilercate de cero, tendremns 1a solugidn trivial
vafx,yl={C,0}
que ne nos interesa, pues o3 obvio que
T{ﬁ?}-lU; para todo escalar A,
For tanto, para obteneT vectores mo nulos, Tecuerimos que
vl determinante xea cero, ea decir:
PR S Y I 1]
qQus 52 conoce como ecuacidn caracterfstica, y Jde elln ae ohiienen
das yalarex de &, 1lompdos valores caracteorfsticos: llf—l
ll' 4 I

Can @stos valores podemos regresar a las ecuacienas (2] y

ol 2rer solucicones diferentes de 1o trivial:

Jas+yel
Gu+iy=0

Para d,=-1, de (2):

da dngde y=-3x

Et decilr, todos aquellox vectores de la forma (x;:3x) no
sufrirfin capbieo alguno <n su diteccidn al apllcarles la repgla de -
transformacidn ¥y dnicamente »e Bultiplicardn por -1:

Tix F3x)==[x3x)

L
e |
|

A (apta), com adl, 3¢ le conoce Como VeLTur caractoristi

co usppc1ado a] valor caracterf{atlice -1,

GrhAticamente: Ly

k__ T(¥}
En forma similar, llevendo a (2] &l otre valer caracterly
ticp L, =4, 3¢ tiene
=24y =D
Gx-dy=0
cuya soluclfn s ye2x,

Entoncas, [x,.Ix), con x40, es el vectoar carscteristico -

esoclado al valor caracteriatice 4, es decir:
Ti{x,ix)=4&{x, Ix)

Observe gue leosx vectores considerados al principio de es5-
ta seccifin son justamente de la forme (x,Z1); de ahi que al trens-
formarlos su magnitud se multiplicara por 4 ¥ no camhbiaran su direc
cidn.

Podemox asegurar, por atre parte, que les valores shteni-
dos (-1 y 4} son los finicos que hLos permiten hallar vectares po nu
1na tales que .

TVI=A%, . ... [N

V1 A2 reg



¥a gque cuslquler otro valer de & nos harin!histinto de cero ¢l de-
terminante, guedando le trivial I?'F}] como Onica solucidn &= (7).

Daremas shora la definicidn formal de estos conceptos.

Definicidn. N
S5ea V un espacio vectarial sabre un campa £ y sea 7:V-V

|
une transformacifn lineal, Entonces, ai

T(¥)=i¥ i
pars slgdn vectar no hule wE¥ y slgtn escalar MK, 1 es llanado va

lor curacteristico de T ¥y ¥ e5 llamado vector carncteristico ssocia
1

da a 1_[1}

Obsérvese que s§i ¥ &2 un vector catacterfstico asoclado
al valar A ¥ keX es up escalar ne nulo, entonces ki s tambifn un
vector carncteristico asociado at vwlor i, .
T (V) =2 ¥.

() = FT(F)
T(E) » R[AF)
Tik¥) = l{k%} ¥, por definicibn,

En efecto, $i

antonces, coma T 5 lineal:

Es deciy:
k¥ e3 tamblén un vector caractarfsticeo, j
Yolvamos al preoblema de Mo transformecifn linesl TR R
definida por T(x,¥)=f2x+y, dx+y¥]). b
BEx clarc que T(1,0)=(2,6) l
T(0.1)=01,1) '

rot la aue la matriz s1ociade a la transtormacidn en la hase candn}
]

-a en:

f11 Existen varios sinfnieos de valor y vector caracterfstico;
eigenvalur ¥ sigenvector; valor propio y vector prapia; autg
valor y autovector; &tc. (3

VY0471

2 1
A=
b 1
Ficilmente se comprueba que 1m matrii de coeflcientes del

siztema (2} fque nos permit!d obtener los valores ¥y vectores carac-

terfsticos de T} =25 A-31, slende ] la matri: identidad:

e P S S NS

En genetral, $i T e% una transformacifn llnea)l d¢ un rspa-
cio de dimensién fipica en i pDismo, el preblema de encontrar sus
valores ¥ vectores caracterIstficos se¢ puede resolver por medic dr la
matrir asoclada a T,

En efecto:

Sen ¥V un espacio vectorlal de dimepsidn flnica sobre un
campo K, ¥ 3ea T:¥ + ¥ upa transformacidn lineal cuya mateiz esocia
ds es A.

Un vector no nulo ¥ € ¥ €% un vector caracterfstico de T

{se dice tambifn que es un vettor caracterfistico de la matriz AY si:
AV=2 W para algin Ak,
Es decir:
Av-31¥=T
(A-A1}V=D
Al determinante det{A-31) se le conoce como pelipomio ca-
racter{stico, ¥ al igualaric » cero {pars asi obtener vectores no
fiulgs) %e ohtiene la ecuaci®n caragteristica:
det(A-LI]=0
cuyas solu¢ioncs #n"K son los valores caricteristicos de la trans-

farmacifn T (o de 1u mateiz Ad. o

!



5 Aj es un valor carscterfatico, la sanlucidin general Jel
slstean homogénes
{h-le]F-U
nos da los vectoares caracterfsillcos asocisdos a1 valer caracrerfsti-

ca *§.

Ejemplo VI, 18,
a1 Ya hemes estudiado 18 transformacidn llneal T8+ &' que girn
un vector wn Engulo de 60*, dada por la regla de torrespondens
cia
tagrGe B Gealin oL m

¥ cuya matriz asociada ea

1 /3
T 3
As e oee - 2
A3 1 (=
LT I

iTendrd oats transformacidn vecleres caracterisclcas? E3
claro que po, ya que pingdn vactor de r' difarepte del cero consor-
vat! su misma direccién despufas de splicarle la transfermacidn, pues
el ofecta de esta transformacidn e3 precisaments cambjar la dipec-
chdin det vector s! girarle 60,

Empleanda'el procese descrito anteriorsente, se tepdpfia;

1 R
7t T

4 1

El polinomio caracteristico es

A-3l=

120

b
1 1 P B |
det(A-AT)» (1 - LAy
ci( ] 5 o [I Moy -+ =x =
) 7
det(a-11)=2"-343
cu¥as rafces son ho= % 4 f; i
/3 N 1]
ll'f' 1

POr lo que no #risten escalares Y £ R tales que
T(V=i¥, v R
Es decir, T no tiens valores caracterfstices ni, en con-
cecusncia, vectores caracteristlcos, como hablamoy conclufdo ante-

Tiarmente,

b) Considersmos ahora ¢! problems ds determinar los valares garac
terfsticos de una transformacisn T:c’ o ¢ (1) qa0a pot le -
misma regla:

T(x.ﬂ-{';: - ﬁgr.ﬂ;rx +-1r1rl O A
donde x, ¥ ¢ C,
§i slegimos la base B=0(1,03,(0,1)} de €', 1a matriz 4 -

avocinde o T o3 la misma, y:

1., .3
T -7
A-hTe N )
LIS
- T

Entences, los valores Cayacteriaticos de T son lay rul-

ces va obtenides del polinomio caracterfstico dat[A A1y :
1,-‘14 '{!I v
(5}
hyoy - oy i

(1] c' os el espacla vectorial de pares ordengday de ndwercs <oa-
plejos sobre el campe £,
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FoOT lao qué exlSter cscalares i r C tales qdi
. T(W=A¥, verc
Dado que existen valores :lraCtergsticns, podenos obtener
sus correspondientes vectoTes clra;turistic;s:

|
Llsvando X, = } + ﬂ; I = (2], el pilstema (A-AL}¥el queds:

g A
7 . y A - H donde x, ¥ ¢ C
I ForoH | vi |9
B 4 ] (o]
% ) e

i,
Resplviendu se obtiene que: ¥= -ix , Y2 ¢ C,

. [x, =ilx) &5 un vector caracterfstico asoaciade a) valor

Pai

. l.
Ay %—+ a}-l, pava cualquler plmero complejo x#0.
En forms anilogs se obticne que (x, iX} g2 un vecter ca-
3 i

racteristico asociado & l|-§ - -
-

lfﬂ‘. 1l

pard cusalguier nimero complejo

Fste wjemplo pone de manifiesto que 1@ existencia de valg
res caracteristicos deponde del! campo scbre el cual se trabaja.

Ejemple V1, 19, -

B¢ tiepe unao trandformacisina lineal T; [ R, Cuv¥a ma-

triz asociada #9! . '

A=

=S
]

1

[ B R ]

VI-74/75 |

Focontrenos sus valores caracteriscicos;

a=h k] 3
A-al s | o -1 =3 [2-3){1+1)
n -5 -k.h
". llnﬂ
Agml Velores varacteristices,
Ayl

Obtongamos 10f veckores asoeiados, utilizapdo

(A= 1)VaT-
Para AI-D
A x 0 z=0
o i i y| = |0 =» y=k,
] -5 -3 4 a :'-""k;
ooty Ry, -ky) es un vector adeciade a i =0, Yk, 4 0.

Para 3, =%

] 1 3 x ] x'l’

Bl 4 = (0] =» y=U
-5 =7 z 1} =0

.. kg, O, 0) c3 un vector =Soctado 4 3,=1, ¥ k40,
Fara 3, = -3

3 3 3 I [i] I'—k:
L ¥|= |0] = ¥a-idh,
) S z 0 1=5h,

(-®3, -4k;, 5k, o5 un vectur ascCimdo a  Ap=-1, Yok dn.

Cbservemas que, si bien 1w definicidén de valor ¥y vector
varacteristico DECLUYE AL YECTOR CERO, pevmite a4l escalar cero sev
eveptuaiments un valor caracteristico, ¢nomo oeurrif cn este filtime
cjemplo. D hacho, en cualguier transformacién linesl T:¥ =V, -
#an n@cles distinte del {E}}* todos les vectores no nules Jel nd-

iv_-;'
he
-



cleo perternecen al valer caracirristrlico cera, puesr
T{F}-U‘,-Q{F] v e S[T).
e dejz al estudiant® encontrar £l nicleo de la transfor

mavifin del ejemplo anterior.

Ljerpla VI, 20.

Sea F el espacio vectorial de todas las {unciones - -
t: R * R que aglviven derlvadas de cualgquier orden en un intervz-
la (a,b], ¥ consideremos &1 problema de abiencr los valores y vec-
tares caracterf{sticor del operador decivada

D: F +F

Por fer F un espacio de dbeensidn infinkta, nhe exisce una
Tepresentacidn catricial para ¢l cperador b F * F, ¥ ne podeags -
proceder comd cn 1ok ejenplas GnteTigres, Necesitamos entonces te
currir a 15 definlcidn de valor ¥ vector caracterfistlen, segdn 1a
vial

Una funcién £, Jifcrente de 1a funcidn cero, &5 un veeo-
tor caracteristice del operader D sl

Bf(a)e4€(x}  para algln * € R. a0

a hien
df(2) .y
rp tix)

1o ceal implica gua

Integrando ambos miembros de esta exprecifn, potsmos ob

tener 1 funcldn f que hustcamodt

Y
o
=

LI
LEEx})= hueg, -
Fla) _elx*:l_ein et
[inalaente, hoclendo PP
F(:]=celx wc, »e R, cdl A 4

Derivando (2} se comprucba {1}, y& que:

Dfce*®) = b(ee™™y ¥ e, 4 c R, cdl.

"2 s un vecter caracterfstice asociade

Fn conclusidin, ce
al valer caracteristico 4, ¥ % r R, por 1o que todos los nfimeros

reidles son valores ¢nracteristicos del operador D: E + F

- = ®m - - A& - m R - * & = = w r = = = = m

Vectores caracteristicos linealmente independientes,

Volvamos al ejempla V1, 19, Tenfamos que (0,k ,-¥,1,

3 0, 0) ¥ (-%;, -4k, 5k,) son leos vectores caracteristicos aso

Fl L]
ciados 2 los valores caracteristices O, 2 y -1, respectlvemente.

Fécilmente se comprucha que estos veciores son lineg]men

te independicates, En efecto:
Q k, -k,
B, 0 -4k = -Kk,k,F0 (pues k A0)
-k, 0 5k,

para el cnso goneral tendremos que:

Teonrema VI, 16

Vectores carecteristlcos asociados a valores caracteristi

cos distintos, 3on linealmente Independientes,

Cemostracidn. (Por induccifn matemdtica).

Bea T: ¥V + v unn transformacifn Iineal con n valares ca-

R e L e L

racterfaticos diferentes 3, 1., n

V17677



los respectivos vectores caracteristices asogizdes,
DemOStTATEARS g
u‘y-rfulir“*-”.*ani"“-ﬁv => a,=0, "owi N A b
13. FPara n=1, u¥TI-Ev =v a,*0, ya que ¥ 40,
2o. Supongamos vAlido pera n=k, es declr r
6 ¥, 0, Ve r T e, = gm0, ¥ L L (D)
¥ verifiguemas para  pekel:
R e N N L e . (3
Apligquemas la rransformecidn linesl T en smbos miembros
de [3) tomando en cuenta gue f
T(¥,)=A, ¥, '

S¢ Tient entonces que:

5111F1+511,F,+...+ﬁkhth+Ek+llk‘]Fkﬂl-E; e - o (3}
Multiplicande (3} por A, :
I
Elikilvl‘ﬂiih*lv:"“*Bk}k+1¥k*ﬁk*llkf1vk’l-u}' : (s
Restando £3™) de (3'}): ;
- — 1 -
El(11-1k+l}vl’51{i!-hk+livz+'"+5k{1i_lh4l]v1'u;
Pera por hipdtesis (ecuscifin {2))], 1os vectores - -
;}, _}, - Fk, son linealmente independienies, es decir;
i)
Bolh =ty ) =0
By Oyrhyyyd = 0 ] (4)
Bk{lk-lk‘lj = 0 L
AdemsSx, todos los valores ceracterfsticon scn distintos,
£sto e, Al pa, ¥iel, 2, ..., k. In consecusncia, de (4],
i
b =8 = -8, = 0 !
I
V7819

Llevanda estos valores a (3],

ﬁ&*: vliltﬁ}

Cang ?k,liﬁ

entonces B a
¥’ LL

Por tanio, los vectores ¥, F;' - Fk, Fh,t san lines)
mente lndependicnter.

Con #sta queds dempstrado el teorema,

Es cenvenientw sefalar que cl reciproco del taorema ¥1.16
ng es cierto, Esto o3, #i T tiene vectores carmcierfsticos lincal-

mente Independientas ?I, ;1- ===+ ¥, Entonces los correspondient.s
vyalores caracterIstlcos 1,. L . ln ne son necesariuments distintes,

Por sjemple, pare la transformecifn identidad 1:RY + u!?
definida por

I(¥)=¥ ¥yl

Tenemos

If1,0)=(t,0)

(o, 1)=f0, ™M

Obvieaente, {1,0} ¥y (0,1} son vectores caracteristicos 13§
nealmente independientes, ambow asociados al mismo valor caraceerls
tico 3=t.

Espwcios caracterfstlcos.

Aecordenas qus para 1a transfolmacién T del plenple VIo1P
ge abtuvieron Jos valores caracteristices: & s, A w2, &, =-1,

E! conjunte d& todos los veciores caracteristicos asocta

dos sl valor . ,=-T %

(%, -4h,, 5k,) | k, c Ry ¥, # 0}

[ A
5i & este conjunte agregimos el vector cero, obtenemos el

ho
[y



subetpacig vectorial de R':
E (A)=l(-k,, -4k, sk} | &, & R}
llamado easpacio caracteristico msociodo al valor caracterTstica L
En forma #imilar se pueden obtener 1o pqpacios caracte-
risticos:
E {3 )=({0, %,, %) | k, ¢ R}

E (3,)«((h,, 0, 0} | &k, - R}

Teorema WYI. 171,

Sex T:V * ¥ upa transfarmacidén lineal ¥ sea A un dalor
carafreristico de T. El conjunta
¥ T(W)=1¥}

e35 un subespaclo vectoris] de V.

E[MI={¥ | Ve ¥

Demastracidn:

'3 Sean F:' ?: e E {1]. Entonces

T(¥,1=a¥,
T(¥, ]V,
coag T es lineal
LSIRCIS A ST AL TS EEIR S EY COR T

- Toaw
* V. vi

) Eean ¥, £ E {})

e E L3).

yacek, Entunces
TV, }=A¥,

v Lomo T es lipeal
T{a¥, }=aT(¥ )=a(3¥ }=i(av,)
S.oav, € B (A,

Esta demuestira ol tearems,

124

Dcf_i;l-lciﬁn, T T T T T T T T

A L{') 5r le coBace como espacio curacterfstico osocia-

'do al valor caracterfstice .
1

ljempla ¥I. 21,

-

o1 -
4] 5Sea 1la matriz Ae |2 7 -1
£ & 0

3

Esta matriz define una transCormacidn lineal Tt R' + R
dada por T(v}=a4v, ¥ vt R
Ereontremos los ospacios caracteristices.

.
Para oheener 105 valores caracterfsticox, calculempy;

-4 -1
det(a«AT)= |2 z-x =1 wtosatenn-a
2 2 0-3

Las rulces de £ste polinomio son: A=t

hy=?
hg=12 ¢
Note que existen valores caracteristicos repetidos, En
contremos los correspondientes vectores:
Para 1.-1
2 1 - x 0
(k-3 I7¥= A ¥| « |0
: PN z 0
de donde z « Ix
y-0
A {ky, 0, 3k] ¥ k,#0, ¢s un vector aseciade a 3 =1 ¥

E{iil'{{klr up zk‘} r kl c Rl.

YvigdrR]
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Ests subsspacio er gencrads par el wector (1,0,21 ¥, camy
e5 clarc, dim E{1|]-1.

Fara A!-A!=2

1 T x a
L v| =0 :
' : .z : o

A L e k!iﬂ. &% un véctnr asociade a - -

homa =l Y E{Atjlﬁfl‘}-{{ki, L zhll | F! c %?1

Exte subespacio &5 generado por £l vecter {1.1;2] ¥ su dimensidn

es  dim E(3,)=1,

b} Conslderemos otraz transformacién con valores caracterfsticon re
petidos,

Sea T:R' =~ &' 1a transformaci®n lineal definida por

T(¥) =B v7ied
T 1
dopde B=|Z2 3 2
3o !
Entonces,

2"‘}. 1 1 | éi
det{B-11} = PR T z 1 =3 ot eisya
. 1

¥ hyay :
1
LY n
11" .
-
Para i1.=7 1
501 x )
i -4 2 y| =
I+ 5 s 0| -
ls
m
¥I-87 123 '

-

de donde  y=7x

=

«Te (k. 2K, 5h) ¥ k40, es ur veclor asociado a A ed
y E(A )=40k , 2k, M} | Xk, = R).

Ls e+te caso, diw E(} )=1, va que es generado por e} vey
ter £1,2,3).

Para Ag=h=l,

I 1 1 X 0
2 2 1 | =)0
3 )
es decir, xsysza)
¢ bien 2=-n-y
(k,, ¥,, =k=-k,] ¥e,, k. 1o ambos cerc, es un vef

tor caracteristico ataciade a hg=i =1, ¥
EOJSEG, =00k, &, <k -k} | k. k¢ R}
Ahora 1g dimenslén &5 dos, pues E[l,] es generado por los
vectores i{ndepepdientes (1,0,-1) ¥ (8,1,-1]:
E{AI}'EEL!]-{kztl,ﬂ.~l}*k‘[ﬂ,l,-l]| k:, kt e Rt
Tenewor aqul otre caso Je vectores caracteristices lices]
mente independiontes nsoziadas a2l mismo valor caracterfstice 1 -
[ver pfigina 79).
Eiemple V1,12
Sea T ajuells que transforma un vector Cualquiera del es

pacin euclidiang tridimenstonal en su simétrice regpecto ol plana

P que contiene al eje 2 y for®ma un Sngulo de 45" con el plano a-:o,

PR



Comd se Barilira ¢m la figura:

-

459

Lz imsgen 2e un vector cualquicrm (x,y,2) de R’ sepin T
3 [¥,x,z} par 1o gque 18 tepla Jde carrespondencia es

Tlx,y,e) = {¥,>x,2) . . . . 11]

Como es FAcil veriticer, se truta de uns treasformacidn
lireal, por lo que, para obteper 1la matriz asociada 3 7 en 1a base

canénlica de R', calculames

Ti1,0,u6) = ‘0,1,01
TO, 0,00 = ¢1,1,0%
T(N,0,1) = [0,0,1)

Entunces
e 1 o
b 1 i] 0
LI 1

btenpamos akera los espacios catacteristicos Jde T

-3 1 1]
det(M-AI)= To-y 0 | =atrnea)-f1-a)a-aenteyag
¢t 1-y

L) H
haclendo -2 " +h"+a- 14 5e obtienen lox valaores caracteristicos

hyeet

Ay

Del nistema homegEnes [(M-4I1)%=T, con A=-1:

1 1 1] X ]
1 1) ¥/ =10
0 2 z a

Ccura splucidn general es
ey
= O
&4 obriene ¢l espacio caracterfstico
E{AJo{tk,, K,y 03 | K, ¢ R

¥ del sistema homogénea ([M-1IJv=0, con 1 «1

-1 1 0
1 -1 o v| =
0 0 0 2 0

cuya solucidn gencral es

Yi-84 'Ry



1=y
ez
se obliens ¢l o3pacio caracteristico
1

B(A )=((k , ik, k) | k. X, ©R).

Yermos shora la Interpretacidn geoﬁétricu de ¢8tos resul

h
tadoa: 1

E} espacio ceracteristico E(llj, de dlmensifn uno, repre

I
tenta al conjunto de vecteores sobre la Tecta ;-*: alojada en «l pla

ng x-y. Extox vectores solamentes cambien su sentido al aplicar T,

pero conservan su magnitud y direccidn. Ex decir:

Ti¥)i=-¥, ¥¥eE [}

1
El espacio carscterfstice E [4,), de dimensifin dos, repre

sents al conjunte de vectores contenidod &n el plang P.

Estns vec

tores no sufren alteracldn alguna nl aplicar T. Ex deciv:
I

T(V)=¥, ¥ ¥ E ().

- * = w a & F o m m & -

Y-85 a7
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- SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES Y MATRICES

INTRODUCCION

Convideramos el siguiente eicwplo:

Une indusiria Eabrlca tres tipos de productos (llasfsosles
A, By C) ¥y cuenta con un total de 50 obreros que trabajan 8 hr. dia
Tian. Es decir, dispene do um tocal de 400 haras-hombre al dia.

Fara fabricar un prodocto del tlpe A, 3¢ regquleren I8 ho-
ras-hombre ; para uno del Cipe B, 10C y para uno del tlpe C, 48,

En condiciones normales, no existen restricciones de mateg
tia pripa nl d¢ maqulnaria ¥ los obrercs estan capacitados pars in-
tervenir en la fabricacifo d# cualquiera Je loy productos.

Se quiere saber, que cantidad de productos A, B ¥ C pue-
den fabricarae diarlamente empleando la totalidud de heras-hombra
dlzpanible.

Fodemos entonces plantenr el modelo matemAtico siguiente:

$1 a,, x,¥ x, teprescatan 1 Nidmcro de productos A, B ¥
yue so fabrican diarlamente, entonces 20x,, 100x,y 40x, 2erin, ¢l nd
zera Jde horas-hoohre eopleadas di;ria;nnt: en fabricar todos los -
productos A, By C.

Como se desean emplear las 400 horas-hombre disponlbles,
los valores de x|, X, ¥ %, deben sar tales gque

Iﬂ;I+Tﬂﬂni4dﬂx.-lDD A A

Expresiones como €sta, reciben el nombre de ecoaclopes 1i
neales.

Una respussta 2l problems podria ser fabricar 1 productos
del tipo A, I del tipo Ry } del tipo C, ye que, al .ovtizoly estos

valares en la expresidn (1), se verifice la igualdad.  Entotces, -

12§

dirceos que
:';lﬂdt i
es wuna solucifn de la ecuacidn 1],
5Sin embargo, podemos nptar que esta $olucidn no e3 Gnica
¥a que los valores

x =7, a, =1, x_=ri,

también satisfacen 1a ecvacidn {1], per 1o que conatituyen otra 50
lucién.
tereralizande, la ecuacifn [1) e2 Uneg eaprostén del tipo
CTE PR T PR S I e T P
A 13 que llamarenas ecustidn linesl.

A las cons:zanies a;, a,,..., &, 5¢ les llama coeficientes,

1]

# h térmipo independiente ¥ & a1, x,,..., %, lncégnitas o variables,
Vemos que las inclgnitas apareccen 1odas elevadas a la primera poten

cip, de ah? el nombre dé ecuacidp lineal.

1V.4 5



iv. S1STEMAE DE ECUACIONLS LINGALES,

Represande al rjemplo anterist, suponpamns gue poT raro-
nes do¢ demanda los productos B v C dnhe£ fabricar<e rn ¢antidades
iguales.

Envopnces, se tiene la restriccidn aﬁiciunnl AT, que
expresada en la forma (1) gueds

L s N 1

Ahpra £1 problemag congiste en encantrar und soluCidn que
sati1sfaga, simultdneanente, las ecuacionss (1] y (31, Pov lo que -
las Joax soluclioneés que antes encontrames nmo sorn fitlles.

5t se fabrlcan & productos del tips A ¥ 2 d¢ los tipos P
¥y T, vemar que 52 satisfacen aimultSncamente Ifs cguaciuncs (1) v =
(3). Entonces Jiremos gque

b, x,=}, a,=2
es una soluctifn del sistema

205, + 1002 +40x =500

(4]

Bay,+  Xy= X,= D

¢1 cual constm 4% I ecLaciones CoOM tres IncOgnltas.

PDefinlelén,

Un slstompa de ecuaciones lincales ¢8 wn conjunte de coua-

Cignes de 1e ferma {7} que Jdeben tesolverse simultfineomento,

L

Ern general, un sistema de m ecuaciones caon nornodpnicas,

definide sobre el campo de los mGmeros comploejos, ed de 1o lorma

w-&/7

4 & ¥ = m m m m = = ._.{5}

a 3 X kL X +h
M T my e mn*n

= J

dendn 'ii £ € ann los coefidilcntes, =y 185 inebgnitas y b; ¢ C los

términes independicntas,

Defrnicidin.

Ura sulucidn «el shifstema de eccudcianes (5] rt un ¢anjunto
ordenzdo de n valares gque satisface simultincanmente a todat las ecua

¢iancs.

Una forms de phtencr soluciones.

Tal vei, la técnica fundamental para enconttar las sajucin
pes de up sistema Jde ecuaclopes lineales, sea ta de climinacidn. E1
PTQCCs0 COnsiste en transformar el siste®2 orlginal vn un boeve Siz
tema e efuaclpnes gue pucde resetverse fScilmence, El nugwe sis-
sema, deberd tener lac mismas soluciones que el arjiginal ¥ en esir
eaed diremns que ambos slstemas son equivalenices.

Para thieeer ¢l nuste aistems 8¢ hacr usg de las sipuien-
tes transformaclones, gque recihen el nuwbre de “Transfotmacignes --
clemrntiales™ v COUSISten ehe

1y Intetcanklar dos ecuaciancs.

2y Multiplicar urma rcq;ciﬁn por un nidmero k40

%) Multiplicar una ecuacifin per un nimcro F0 ¥y sumat cl

rosuliade a prra ecuacidn del Alflema,

-

el



Yo es diffeil aceprar que ¢l sistema original ¥ el nueva
sistema <op uivalentes, 5ln embuarge, o] cstwliante pacde con--
seitar la reterencia 1 pag. 414 pata una demostracién.

rademes Llustrar la tAenlen medhiante ol sipuienty cjem-

Y
s
-]
'

Ljeapla IV.1.
? - £
Zn, zx; u
tlvzxz*:. =1
.111:1!#51’ ald
st intercambismes lus Jos primeras rcuaciepes {eon ol chjrte de gut
x; apsrezea en la primera ecuacifn) chriencmos
A =% +tx =1
] FI |
- ¥
le ,Iliﬁ
_11'12‘5:‘; =10
i swumamgs la primcra ecuacidn a la lercera obtehemas
-1 - -
x, si‘: !.‘ 1
il
Ix=+u1!iﬁ
D=:!+ﬁ:I-II
af multiplicumos 1a =egurda ecuacidn por % y sumdmaes ¢l resuliada
4 ia tercerd obrenemos
- ¥
2 h:t4xl-1
2:_*2:liﬁ
¢+?x‘-l¢

Jividiends las ecuaciones dos ¥ ires eotre 2 y 7 ivspectivamente:

gl
(o

De 1a tercern efwacidn lonediatasmente vemas gue

% ,*2 ¥ sustituyenda este valof #n la seygunda cru2cidn se encuentra
gue o=l Finalmente, al sustiiuir en la primerd €fuacidn e on
tuentta que 1,=1, por lo qus L8 solucitp del siscema os

X1, 2,1, P

Ahora bren, hay sisteaas Jde eccuactones que admiten mis do
una solucidn: un cjtmple 10 cenvmos ep ol sistoma

103, +100x , « 4z =200

(4]

o+ x,- 7 0

que rapleamcs como inlroduccidn, La selucidn que hablamos mencio
nrdu es

x, =5 =1 x,=d
y el evxtudiante puede Comprobar gque

x,%13 1, 5,71
ex otra golucién. A este tipy de alstenmas, que tienen xés de una
sglucidn, se les Itamu indeterminados,

Tambifn hay siscermas que no adsicen asolecidn, Par sjem
plo, resulta evidente que el sistena

RN

X,
ne tiene sclucifin, puesto gque no exiaten dos ndMeros cuya sums <ea
1¥ 3 a §a ver. A este tipo de sisteras 3£ les llama inecompati--

Yles (o inconsiatentes),

v-8/9



Fn general, de acuerdo con la ¢alstencta y tipos de solu-

clén, los sistemns de ecumciones Jipeales se clasifican en:

Compatibles

(tienen solucién}

Incompatibles

| [no tienen solucign)

Determinados
{una selucidnl

Indetecmlnados
{mls de una =olucifn)

Kis adelante, v camt ayuda de otros conceptos que tratare~

mps, podreses dererminar 2i un sistema tlene soluclén o ne la tiene,

¥ 81 esta #5 finica o ho 10 e5%.

IV-10711

W, 2 HATRICES,

il #studlo da los sistemas de ocurcicncs veallzado en la
aeccifin precedente, purde servir como una introduccidn naturzl el
CORCERTO B ya.TiX, En @] proceso de construccidn de un sistems
equlvalente, puede advertirse gue no es pecesario escribir las in-
chgnitas x,, Tz, .., K. Y8 que realmente s8lo se gpera con les -

tocficientes a;; ¥ con los términos indepandisntes b

Si snalizamos &) ojemplo 1%¥.1, vemos que m) gfistems
Ix +Ix =8

o=z vr =1 '

=% bk rER =10 !

queda completamente determinado al conocer el valor y la posicléin

dr cade uno de leos coelicientes ¥ t€rmines Iindependientes. Esta

infarmaciém 3¢ puede presentsr convenlentemente en ¢l sigulente -

ATTCRLA
no 1 &
1 -2 1 1 Y
-t 1 & to

al cual! s& le 1llama MATRIZ.
Eate arreglo en particular, consta de 1Z elementos (ndme
tos}) dispuestos en 3 renglones y 4 coluznas, per lo que diremos gue

la matriz ea de orden 3xd,

T€1



Definicidn,

Una marcriz de arden mzn sobre ¢l campeo de 1ot nimeras -

complejos, &% un ATreglo rectanguler

i,, a,, - Bin
: HH M -
=ln, am; " *an

con & renzlones ¥y a columpas, donde lox lij e & se llaman sus ele-

mentos,

Comunmente, 3¢ representa a lwa patrices con letras mayds
culas. y a sus elementos con letras filndsculas, En forma abreviada
ta matTiz [7) puede eXpTraszAlsSe®  COmO

' A-(aij] Jande i=1t.2,....m ¥y J=1.,2,..., n

Los subfpdices L, j indican, respectivamente, el repgltn

¥ 14 columna en gque s= encuentra el elezento dyje Asl por ejem-

rlo, Hy, representa al elepento yue se encuentra en ¢l segunda Ten
glén y tercera columna de 1z mmiriz A,

Dada la fmportancia de la peaicidn gue guardan o #le-.
sentos en €l arreglo, Jdecimos que do: metricey son iguales sl som
il misme ordep ¥ sus elemcntoy correspondientes son iguales, A

estr gbedece Ia sigurente

Daiinicifn.
Sean A-{:ij] ¥ B'{hij} dos patrices del mizmo orden, en-
tantes:

ArE = lij-hij ¥ i,

Haciends referencia nuevamente al sieeplo IV, 1, vodemns

efectuar con los renglones de 1a matriz (6] trunsformeciones egui-

~N
o
r—

valentes & las electwadas con las ecoaclones det sistoma.

Ll proceso serfa entences ] gue se ilus'ta n contintaeifin

[0z 2 4]
M= 1 -2 ¥ 1 P LB
_-I 1 5 ID_
o -
1 -2 1 1 hemcos intercemblado 103 dos prime-
M, 0 ! 2 & ! Tos renglones,
F‘l 1 5 IHJ
T-2 1 1 hemos sumado ol primer renglén al
“II' 9 2 T b ‘ tercern,
_ o -1 & 11_
1 -2 1 17 multiplicandg el segenda renpién
Mygg= ¢c 2 1 & I por }. le hemos sumade al tercero
Lo 9 7 14 |
o -
1 -2 1 hemos dividido #1 segunds y tercer
HI?' o1 ot 3 renglédn entre 2 v 7 respectivamen-
¢ 0z e

La Gltime metriz [MI?] representa el sistema eguivalente
Ky-ixz eu el
Xgea,=3
Z,=2
cuys solucifin puede chtenerse fhedlnepte.

La matriz #yy, 8¢ dice que e3th en forma escalonada o que

es una matriz escemlonada. En general, una matriz es escalonads 3
el primer elemento distinto de cero de cade renglén, o3 igual a ¥ y

£l nfmery de ceros anteriores a dicho slemente aumenta de renglén a
w.12/13



rengidn,  Las siguientes metrices son escalongdas! truntsformar a 1a matrlz A en una matrl: escalonada
Ll

1 3} & 1 2 3 4] 1 2 3 4 4 Hzando transfarmaciones elecentales por renglén,
Me | 8 1 s ¥= [0 0 1 1 pe |00 1 5 F Salucicn:
[ I I | 1 J ¢ oot
c ot o ¢ o0 0 9 Mvidienda entre Z el primey [' i1«
Transformaciones slementales por rengién, rangléi de & obtencios Agm e A
I LI S
Les transformaciones efectuadas con los renglones de 1a i
1 -1 X%
matriz M, pars chtgner finalmente la matriz Miys se llaman “trans - 3
£ i - i -
ormaciones elementales por vrenglén” ¥ comn hemos vista, pueden Multiplicendo por -5 e1 pri- 1 S
de t ti :
SEr e Tred tipos mer renglén vy sumendg al 2o, | g ¢ 0 o
1 Int bi . 1 A m
) Intercambic de Jdos retglones renglén de A oblenemos | "1t .5 9 1
21 mMultiplicecigp de un repglén por un nfimers kED, i ) 1
) ! -1 3
17 Multiplicecisn de un renglfn por un nfimero kA0 ¥y su- i - 3
na del resultade a otro renglén de la matriz. Multipiicando por -3 el pri- r1 LI
Uritirands tas transformaciones elcementales por renglén, mer renglén ¥ sumanda al Jeg, [ o o9 0
IA -
t3 posible transformar cudlgquier watri: er una matriy escalonada, Tenglén de AI chtenemos f I 0 -9 g-11
_ |
Definicién, : 1-1 3 }
Diremos que dos matrices son egquivalenies, 3i ¢oalguiera . -
| Multiplicando por -1 €l pri- | 1 2 1 4
de zllas puede obtenerse o partir de la otra clectuande un ndmero '
oer renglén ¥ sumando a2l 4o, D¢ 0 ]
ifinitﬂ de transformaciones eleaentales por renglén, Aryp=
: I renglén de & ., gltenemos n- & -1
En el ajemplo anterior tenempd gue lag matricer M, Mg, . '
' -3 1 __T
HI]' HIII ¥ HI? son equivalentes, -
Ilntercanbiando £1 segundo rep I #1 2 4
L4 . i ) -11
Ejemplo 1V.2 glén con el cuarto rengldn de | e -3 2 _3
; RS A =
7 4 7 B .2 Apy vbtencmasy T b -8 6 -11
4 B 416 -4 | ¢ & 0 0
Seh la matriz  Aw i
Y -3 9 1 1
L]
1
-1 L}
! L | :

Iv-14/15%
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|

Multiplicande por -3 £l segun C 1 7 1 4 1] EEEHE_E%ngﬂjg%;E%E; o
de renglén v sumando al ter- i 0 -3 2 -l% 5 Befint. ifin.
cer renglén de A, obiencsos : Ayp™ 0 0 o b Si transformamos und Balriz A en una Aatri: escaloneda B,
| 0 0 q 0 o c! nfimero Jdv renglunes Je la matriz B con al menos un ealesento dis
i B N tinto Jdr cero se 1lama RANGH DL LA MATRIZ A ¥y 3e representa com --
bividiendo entre -3 el aegun- ! [+ 2 1 2 vTT R[AY. El miszo rango se asigna @ la matriz B,
4a vengln d= Ay; obtenemos i a1 '% l% '% - _-+.__m-5; acuerdp con ¢ata definicidn, cuvando dos sptrices son
? A DD B 0 11 efuivalenies ambas tienen el misae rango. Las matrices A, LTI
: | 0 0 o0 o] Ayyyr Jel ejemple IV.I son todas de rango 3.
. C! concepte ¢ rango de una marriz, juega un papel muy -
Dlvidiendn entre -11 o1 ter- | 1oz 4 oe1] iepoTiante on la teoria de sittemas de ccuaciones lintales que ve-
cer TEagldn de Ay obtenemos i v ‘i l% '§ rrmot mids adelante,  El sstudiante poede darse cuenta que la defi
 Mvint a0 0 1 nicidn doc ramyao, to) comoe se enuncia aqufl, properciona a la wer un
} e ¢ ¢ o o] nftode parz ghtenerlo.

La matriz Ay;yp o5 una matriz escalonada,

Al hablar de las transformiciones elementales, homos he-
cho &nfaszis en al t&rmino “"por renglén®. Cxto obedece 2 gue exls
trn transformacicones, anflogas 8 lag aqui descritws, efcgtundas --
con Ias columnas de una matrit. En este capitulo no se fustifics
td la existencia de dichas transformaciones y tampoce serdn utili-
1edEs, El estudiantie interesado =n saber mlds acerca de esto, pus
it eopnsultar la referencia 3 pag. 141, una wei que haya terminade

¢l capituleo.
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TV.3. FRUTWCTD DE MATRICES.

Consideremas nuevamente el sistema

ZU:I*IBDII+4D:,- 400

L ()
Ox, » - ox,. ot .
podemos formar las matrices
20 100 40 4
An 5, E . [1]4]
a 1 -1 FLE I . ]

donde hemos reunido los cosficientesen A),las incdgnitas (en ¥ ¥
los t&érmlnos independientes {en BF) que aparecen en el sistema.

Con ayuda ¢c eyfas matrices, podemas expresar el sistema
(4} coma g
AT ,,... (0
tlempre y cusndo demos una definicifin adecuada para ¢l producta -
AX.

La matriz producto AX, debe ser de orden 2x1 para poder
e?tab]ecer la igualdad con b. Adenfis, por igualdal de matrices,
los slemwentos coreespondientes de AX y E deben ser lguales,

Sebemos que la igualdad entre matrices

I0x, +100x, +40x, 400

Ox,+  x,- x,:i : ) .
s¢ satislace si y sélo si

Wz, v 1005, +40x, =400

O, + Eg- X,= D

que son preciszamente las cundi:iunts:que cstahlece rl Sis

tema {4£}. Por rante

I¥V-18/19

_ [ 20x,+100x, +a0x,
A= L e (M
On, + x. - x

[ 1
A Im matrir AX expresada en (9) le llsmaremos “el produt
to Jdr Yas matrices A ¥y 2" {en ese orden), ¥eamos como puehc obte
nersc la matriz Ax, & partir de las patrices A ¥ X:
El primer elewmento de AX, es igusl o lu suma de los produc
tos de los elementos del primer rengldn de A por los elementos de la

Gnica columpna de . En forma esquemitlca:

=[x, = Ix,
e
= £, ~ 100k,
*
r Xy - ddx,
Tl + 10, + TIK,

[ze 100 48]
E]l scgundo elemento de AX, &5 igual & la suma de los pro-
ductor de los clementos del segundo renpglén de A por los slemenlos

de 1a finica columna de ¥. En forma esquemdtica:

| =, - Ox,

rh PR
Lo v 1]

En forma similar, obtenga=os ¢l producto de las matrices

.h‘
coi el ohietp «e estahlecer una deflinlclén general. ¢
El producto aerd la matriz
T
t



Cjeaple IV.3

" R TP L TR I N
neg=
Fara ilustrar la definicidn, nbtcogames el praducto de las

h?!Lblt+E}1bll+]ish1|L
donde gpbservamos gque: , Eatllices
Te.j Fi elemente fue st chcurntrs on £1 primer reneldn A - -3 y " 1 o0 -2 1
i ' - o 1
priasra columna de la matrir producto, o= 1a suma: ! -1 1 1 0
rx1

A,k may by by ; a by,
Wl , fue 3 uRa matriz © de orden 24 tal que

1
Z0.] E] eleacnto que se encuentra en el segundo Tenplén C. = 2-G+l% -B

)

primera columna de 1z matriz praducto, es la suma: . T T T R,

1
araby ra, b, va by, - L: B by, .. 4+0-4= -&
=]

€% Z-3-3= -4

Generalizanda, el elemcnty que se encueptra on &1 rengldn
q c,. = =1+12=-1a 10

i, columna j,. de vna matriz producto AR, e% la suma:
c,, = (ed=3= 1

aikb £,,= Lr0+8 = &

n
I .
kel £
] =
donde n es e} nizero de columnas de la mattit A y el ndmcra de zen Cpn7 rlededn &
glones de la patriz B, gque debers ser ¢l mitao para que pued; efeg ertences, la mstriz preducto oy
' -6 ¢ -8 -4

tuarse e} producto. ‘ AR=

Definicidn. m 1 4 6
Sean: A= ('ij} (imd, 2, ..., my o1, 2, ..., 0} " Obsérvese que el elemento que 3¢ encuentra en el renglén.
y B= (b3;) (i%1, 2, ..., ny 3e1, 2, ..., p1 | i columna j de la matriz producte AB, se obtiene efcctuando el pro
40s matrices de orden mxn ¥ Rip respectivamente. ! ducto escalar del rengldn i de A por la columna § de B,

1 producto AP €5 ung matriz For ejempla, el elemento c,, €3 el products

C= {clj} [1-1'2""r-yj'11 zr-l-ll P] I -2

t z -3 -1 6] = -4+0-4n +8ec,
de orvdem map cuyes slementos estin dadas por 2
a .
cyy" I apb I
3%y IR . T T e e e .-

: Podemos conclulr, en base a 1a definicidn, que padenss
I efectusrt el producto AB s81¢ cuande el nidmerc de columnas de A o9

136
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igual al néeera de Tenglones de B, En este caso, diremos que lus
matrices A y B fon conformables pura la multiplicacidn.

En gensrel, 12 multipllcacifn de las matrvices KO es con-
mutativa, Incluso, en muches ocasiones ap tiene quie Jos matrices
Ay B son conformahles para multiplicarse ¢n ese orden {es degir -
pucde obhtenerse cl preducte AR), mientrag gue no son confarmables
Para multiplicarse en ¢l orden contrariz (no puede obtepersic e} --
producte BA). Por tal motive, es pecesario proelsar el orden en
que las matrices ac van a suleiplicar. Fark ¢1 caso del producto
AR, Jdiremos que A premultiplica a B, o bien gue B posteultiplica a

A

Ejemplo IV, 4,

Dada las mEtrices

o O S

a} RS
k) 5K

chtener:

£} T8
d} ST

Solucidn;

o -1 (S
a) RS= .
A -1 12 -7
[Las matrices B ¥ % son e orden 212, por io que les 112

mareass mnatrlees cuadradas y divemds simplemente que son de arden

2}
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1} =1 1 2 -3 -4
b) SA= .
5 -1 3 i a Z
En este caso, pudicren ehtenerse tanto el producto RS ¢o
me el protucto ER, debideo a que awbas satrices son cusdradas y del
mismo ordew. Sin embarpo, natames que RSZSR pues, comi se mencio

nfé, el producto de watrices no €3 una operacifén conmutativa.

1 D 0 -1 o -1
¢} TS« 1 1 - X 2
@3 3 - 9 .5
0 17 f ]
d] 3T= 1 1 ne So pucae
30 -1 2 s

efectuar, va gue el ninerg e columnas de 5 (2) es diferente del -

nfimero de renglancs de T [3). En otras palabras, 5 ¥ T ne son --

cunformalles para la multipticacién,”
Obsfrvese que, tunque pudo obteperse el producio TS, no
fud prsible obtener 5T, lo cual resalta la importancia de eapecifi

car claramente ¢l crden cm que <¢ desed wultiplicar dos matrices.

Pefinicidin,

———r—rr——

Si una mairii A €< de orden nxn, diremos que A &5 una ma

triz cuadrada e orden n.

TP —

[

ljemplo TV, .%. .
Para las matriges
i ira i -1

Ma | - we [ i1, 0] ke, -d 1
1 ) i 148 p |

281



* Rprantrar Tos wialares de TH L v B
ol ER

e tal Porma que se vt
h a
quv 1a igualdad '
MN = P
folucidn:
I'rimerp obtencmas
| i -0 |
M= =1 -i 1
=i 1 1 I
]

For otra parte, como  Myar,

H i -1 it 1 =1 fra=] Vo anted
s
-1 - 1 [ Py i 1 |\1 =] J
i 1 i .i |+e P, Y T 4= 9
' .
*11%1
R T T T T
-_ — e —————— — e — . — & -
fTeurema IV, - [
s ere

| La pultiplicacién de metrices {euandc puede e¢fectuarsel

0% Asocialiva,

e r——— —_—
— - - — L R e i e a1 e

Demastracién. i
Sean A'{Iij].ln. B={b]hlnxp ¥y C'EEET}PIQ tres nalrfces .
cudlesguiora de orden min, nxp, pxq respeetivamente. Quortcmon pro

tar que

-

(AB) © = & ([BC}

De la definicifin de producto:

n

hE= [ T

J=1

dande Jos fndices likres sen in] 2, ...y k=1,2,....p. ¥ 14 matriz

a, . .
i hJL]nxp
ts de orden mxp. (los Tndices Tibred aom lus yue indti,un b oaen-
i
Elén ¥y la colunna del nueve elemento].

s

o
—

b

Aplivanda ahara Yo delinicidn de prodecto a bas natrices

Bl ¥ Upogt
I n
TAMIC 4o

[ h
hetoge=1 N

jP] cLr}qu
sultipticamdo Ciop Mor <ada una de las sumas Jel parfntesia, pbteng

Bos
P n
(ALIC» | T I & . b «¢
) wel {j-l Ly ik ir]]lxq

dade los Indiecs Ithres son b= 2 . my ral,2,....9 ¥ la matriz

v &0 orden mhq.

I'n Forma anfiloga obtencmeos:
"

n
A[RC)~ A b
(re) IjEl L " P cif]]llq

Tido que el grden de la suma es arbitraria.

p 1 R
v - A - ™ .
ST T R I

For lo ranto queda demastrado que

{AR)C+ A[BC)

S5¢ recomienda al estuodiantes consultar el apfndice I de la
referencia 3 para obtener habllidad en el manejo ¥ eomprensjén de
los simboles de L(suma) ¥ I (doble suma), y lacer La demostracidn
completa de gste tvorema para o) caxg parficular de las mutrices

cuadradas Je orden das.
Ejerple IV, 6,

Verlficar la propledad asoclativa para el producte, con

las matrices.

W-24/25



=2 0 -t LU+
Aw B=
1 T 3 1
Solucidn. Pebepos verificsr que
[ABIC=A(RC)
-2 o -1 1] 0
A=
i 1 3 T
3 1] i] i 1]
(AB) L= ) s .
2 1 1-i
I
For otro lado:
1 o0 0 ) 1 0
(BL)w
3 1 1-1 Z !
= = 3 1
7
-z b -1 o
A{BCY=
1o 3313
per 1o que
[AB)C=A{BC) )
Matrlz Identidad.
51 con las matrices
1 i 0 3
I= 1] 1 o ¥ Ba 1

efectuamos el producto IH wemods gqhe

Th= 1 d =B
-1 H

I¥-26 /27

2X7
f

1 9
z 1
g
ST
| 2 1
[ 2 0
734 ;-
-1
-3 3

%1 con iz mismn matylz 1T efectuames el producte LA, donde A &3 una
mattiz roen ) renglones y cualguier nriomero de columnas, obtengmos -
sivepre que [AvA. A la matriz 1 le llemamos matrir identided de
erden 3 ¥ la reopresentames mediente I,

Fni meneral, a la matriz cusdrada

fy 0 0 ... O
0 ... 8
0o o 1 ...0
1 =
i} L] " " " L] L] 4 4
¢ 0 0 ... 1]

- nEn
le 1lamaremcs matriz identidad de arden n.
Ests matri? puede expresarse en forms shreviada come
di =y g1 i=j

Tp= (8451 dende

. 6350 si 14}

Tegremg IV.2
Fara toda matrlz A dv orden mxn 3¢ tiehe gue:
IA v A

! A Te= A

Coempstracién

Sean In={83dwam ¥ AT{a5)pyp

De 1a definficidn de producto:

[ ]
YA = jEI ﬁij'jk]n:h
donde Jos fndiges libzes son de1,2 ... ,m ¥y k=1,2,...,n,
Como &, »0 ¥ idj:
J Til:l ] o
I_A= j N ]
) {j=l ﬁ;; Jhmxn

el



-

+ donds ghore, los Indices libres son o1,2,..

ol ¥ k=12, n

Comp ﬁjj-] ¥j:

]

It~ {.51 243 azn
J-

Coma j es un fndice libre

Fad= (355 a4

La segunds parte del teorema se demuestra en forma sipilar,

Matylees elementales.,

El resulindo de sfectud? un pndmers? finito de transformacio
nes elementales poT rengldn a una matriz A de orden man, puede ohte
nerio tambifn ai premultiplicamos A por une clerts matrl:z cuadrada -

da prden m.

- Para mostrar 1o apnterier, consideremes por aeparade cada
unm de las tres transformaciones #lementales por renglfn,
1) [ntercamblo de rengleones,

Supongamos que tENEMPS UNnA MAtTiZ A de min ¥y oL electua-
ot el inteycambio de sus repglenes § y f,  Llamemgs 4 la matriz -
251 obtenida matriz B.

51 por otro lado, tomamos lg matriz identidad de orden m
{In] e intércemhiames sus renglones | y j, obtendremos una pucva ma

trlz gue llamaremsos Iiiljl

51 ahcra efectuamon ol producto Iﬁi'j] A, ap chbtiene 1a -

matrjz B,

140

Ejempla [TV,
f1 2]
fra A= ! i
L& o]
intercambiamos sus renglones 1 ¥ § para obtener 1u marriz
r o 6
fi= 1 o
hl z-l

For otro lade, consideremos la matriz

£ {ntercambismcs 203 renglones ' y 3 para obtener

0 0 1
[['uqu. Q 1 o
]

L1 o o]

(iev]
Efectuands el producto I+~ “A, tcnemos:
no1 12 5 &

1,1
tf*acfo 1 0 1o - j1g

L2 ]

1 o 0 5 & 1

vemns ENTORCes que, [f"'] A #5 Igual n B.
2} Multiplicacidn de un renglén par un nimero kid.
Supppgamos que tepemds una matrli A de mxp y que multipll
camgs 5u rengldnm 1 por el escklar g£0. Lilanrmoy & la matrlz asf -
obtenlda matriz B.
5i por otro lade, tcmasos 1la matriz identidad de arden -

= (1.} ¥ multiplicamos su renglén i por el escalar LFD abtendremps

upa nYevd matriz que llamayemos Ilkflj.

5 ahors efectoames ¢l producta [:[‘}1, se obtiene 1u mp
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triz B.

Ejemplo IV, B.

1 2 i
Sea Aw
L5 {0 20

sultipliquemos €1 wegundo TenplSn por 3 para obtener 1w matriz

IR |
En=
15 30 60

Par otfto lado, consideremos la matriz

1
I =
! [0 3

Y eultipliguemos 3u $egunda rengldn por 3 para chtaner

sy [V o0 :
1 o 3

Efectuands el proaducta [:[']A. chrenemas:

KON t D LI B 1oz
[0 3 510 20 15 30 6D

VEmDS entonces que, ﬂ (1)) oa igual & B,

3] Hultipltclciﬁn de un rengléin par un ndmere kPO, sumande el re-
sultada a otro renglén diferente.

SupongaEos que tenemos una mat?iz A de mrn oen la que mul
tiplicamps =zu renglén i por 2l escalar k¥0 y el resultado lo sumn-
mos sl renglén jHi. Llamemos & Ia astriz wal obtenlds, matriz B.

51 por otre lado, tomamos ln matrii ldentidad de arden -
m (1), multiplicamos su renglén i por rl escatar ©f0 ¥ el resulta

do lo sumgoos al renglén j, obtendremcs una nueva matriz gue 1lama

V-30/31

Temos L&ti'j].

KPi
£1 ghoru efectuamos el productn IE(I'J}E. se obtiena la

matriz B,

Eijempla IV. 9

1 S
3 i
Q 1
5 10

S5ed A=

rultipliquemos &1 primer renglén par I y sumemos a3l cuarie renglin

para obtener in MAaLTiz

B

- D La -
- 4 g b2

¢

Por pirm lado consideremps la matrig

1 6 @ D
a 1 o 0
“Wlo o 1 o
q 1] o 1

aultiplicendo w] primer rengldn por ! y sumande al cuarto tenglén

obtenemas
1 1} a o
RIURY ¢ 1 o o
. a o 1 a .
1 1] 0 1
M .
Efecruando el producteo I, % * ‘A, obtenrmos;
' 1 8 a4 o 1 2 1.2
] 1 ¢ 0 5 i L 4
100,0) .
L' Adp 0 1 0 a1 LI
: 0 0 1 5 10 714



L]

?
¥CMO5 CRIOGCEX que, I.t ]ﬁ e3 jgual g B,

Befiniciédn.
& las matrices Iii'j}, Ihf‘]. ]E["J}sc les 1lamn matrices
tlearntates correspondientes » las transformaciones clementales 1,

i, %, respectivamente.

Yewas ahora que, cada transformacids elementel purde ser
ltevada a4 cabo premultiplicends, 13 matric dada, por la matriz ele
mental gue s# obtione efectuande en [, ia misma transformacifin ele
mentazl,

Ejemple IV. 0.

Hallar 1a matriz P, Je orden 3, tal que trapaforme a la
marriz A en und »atrl: escalonada (o5 decir, que rl producte PA =2ea

uwna matriz escalonada).

0 1 -2
_ 1
A= b4 G 1
1
e o

Solncidn.

En 1a siguiente tebls aparece uns $ecuencia de transforma
cicaes elementales que transforma a la matriz A en una matriz esca
longda, las correspondientes matrices elemsntales ¥ ol Tesultado -

de efectoary sstas transformacionss sohre A,

142

fo 1 .
latriz elemental
| 13 6 1]
_ Transtgrmacifn, uorruspuncirnic;‘ T ’
' fa v T 1
Intercaimbic de las ren- 0 b9 : _2 Fd 9]
"
plones 1 y 2 1 ' ¥ f i " ¥ -
Lo 0 ]y hy e
| 0 1 -2
: S T R : 1o
Multiplicaciédn del pri- I PR b = ! -
mer yenglén por 2 n 0 1 F1 12 27
[ - - ot -z
Multiplicacifn del ren- 1 0 o7y [z o8 0
gldn 1 por =2 v sumar al 0 ! 0 - ¢ -
-7
renplin 3. b 0 L 4 112 i
I T B
e = " -167
Multiplicacidin del ren- 1 o a ! 0 T -4
g16n I por I59F o sumar o 1 g |°F *
. ; .
al renglén 3§, 1] Tﬁ 1 ! I ) 2
1] 1 -2
[1 o0 o]} |o o -36:
Multiplicacitn del ven- | i
] 1 4] )
gién 3 por _ 7 2 .
b Y. 4] ] %57 1 112 z (matriz
B - 6 1 -] escalo-
T T T - ) D o 1} nedml

————— e ——

El mismo resultado gque 3e obtiene al aplicar la zecuencis
de transformaciones, puede obtenerse premultiplicando por las res-
pectivas matrices =lementales,

Nfectuando estos productos con le secuencia que merca la

"tabla v dado que la multiplicaridn &5 aspciative, podemos escriblr:
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1 6 o031 o elft e o
0.1 of|le t offo t
0 0 vl allz 0 v

I

z oo o|lfo ¢« . dife v 2] [ otz 2

o v ofli ooz & t[alo 1z

oo le o Y]z 3 of jo o 1
i X " MatFizi
. axcalédn

La matriz P buscada, serf ¢! producto de las cinco matri-

ces elegentales,

%in embarge, pard obteneT la =matriz P oo £3 necesario mal

tipticer las cinco matrlces alementales; bastarf con efectuar la ==

misma secuencia 4e transformaciones elementales sobre la matriz ! -

[referencla 1, pag. 4531].

‘Las sigulentes transform#ciones sobre I conducen a la ma-

triz P (las transformaciones son 13 de 1a tablal.
1o o] fo 1 e z ol jJo z 6] Jo z e¢][o 2 o
1 of- M u] [v] B 4] Ol i L] 1 4] [+] 1N 1 1} i] =P
o 1 lo o 1l ke . 167 167 14 -7
" [ | P 4 1 :T- 4 H wy TIT 1ZF
Para comprobar, efectusmos el producto PA
- - -
] Fe b ] 1 -2 1 12 2
T Yoeoaf e fe 0 -2
167 Td -7 T
7 TET I tor 0 oot
= - -
Una situscidn interesante, S# presenta en el rase ¢ ]as

natrices cuadradas de orden n cuyy range es Lachifn a,

pucden transforoarse en 1o matriz ldentidad In,

. - il ,
Hatas matrices son equlvalentes a ung matriz

de la torma

I¥-34 735

las cusles

Escalada

vl tiplicamos por -a

ri T ' allﬂ‘l ll.n
¢ ! ! ' an-1 *im
i} 0 1 a 4 [}
nil= n
L1 1 ] (10}
[+ ¢ 0 0 e e 1 'nv.n
¥ U I; 0 e e . a 1 J

d¢onde todos lpa elementos 233

mentat de la diagonal principal) som lpuales & 1.

tales que i~j (a lo% que s¢ lama cle
Es diecir,

=1,

= - -
Apy"dzzTd ... ﬂnn

Mostrareros ahora que, una metriz de este tipo, se puede
translormar en wna matriz identidad In mediante wha secuencia de -
transformaciones ejementales,

bn efecen, #4 &) Gltimo ronglin de la matriz [10] 1p mul

tipllcamos poy-a y 1o sumamas al primer Tenglén, luego lo multi-

In

plicawos por -a, ¥ 10 sumamos al segunde renglén, etc., cbienemes

is matiiz.
1 #2,; 8y, . 3 ey o
1 .
azi TR L
0o 1 . a2, ney
0 o a . 1 o
Lu o V) . 1] i

Si alinra, et penfiltime renglbn de exta hucva matriz 1o

n-17F 1o suymamod &l primer cenglén, lucygoe 1o
L=

nultiplicames por -3, p.,¥ lo sunamos 2l segunde renglén, etc., oh

Tonemx

A



1 ‘1!‘ 3.., D n

a 1 Ay 4 n

0 1} 1 - g 0

0 0 ] P I
. . . . B

Lﬂ 1 0 A

Al tinal de este proceso 5€ ubtendrd 1z #akriz identidad

-
v

]

Fieeplo Iy, i1,
Usando transfocmaciones eleymentales, transfpraarepcs la

catriz vscalfin

1 2 -1 I
1] 1 1] 1
1

1] 1 T

1] o L] 1

en ung matriz bdentidad:

[12-11 12140 1 ool [1oo0w

ko

hd

-1 b 12 -1 8 1

3V 01 Dt o0 o1 oe| b1 oo o1cofl lzraoop
- - —+ - *

|~. ! 1 1 ana

G 1 jooe 1y oo 1y 00 1o 0010 o

‘_cu 0 0D 01 oo 01| (o0 ©1 goaa| jooaon

Este procedimiento puede apllcarse a cualquler matriz e3

calonada srbitraria.

Sin embargo, es importante petar gue und matriz cuddrada
Ie orden n, #n forma escalonada ¥ cuyo raRgn 3gd BEROT qUE R, RO -
podrd nunca transfor@arse vR ung matrkz identided. I'sto se «debe-

2 que unz matriz de eats tipo, tendr§ siempre en su ditimo renglén

g
e
=y

gnicamrnte Céros,

Asi alsmo, una matriz o0 euadrada tampoce pordr§ tTansfor-
marse cp und matriz identidad (va que €5ta e3 wna Matriz coadradal.
Matrir Inwerss,

ton lo que hemos vistoe haste ahora, sabemos que si ac rie
REe ung matTit cuadrada A de orden m y Tango n, rs posikle (aediante
uni serie de transformaciones elementales) trgnaformarla primero en
uns matriz oscalonada y luego on la matricz identidad In.

Tamblén se ¥i5 anteriormente, que ¢] efecio de una suce-
sidn Fipita de transforwaciones clementales sobre cualguicr mateiz
A, pusde pbtenersr premultiplicande A per una clierza mprriz P, Por
Io que, el afagto de toda la scecuencla de transformaciones wtilizadas
para llevar la matrlz A a la metriz [, £c puede obtener premultipll
¢ando A per una cierta matriz P,

Podemos entonces sanunciar =1 siguiente

Teoromn IV, 3.
* %1 A ex unw matriz cuadrada de gorden n ¥y vange N, existe
una natriz F tal que

PA = 1,

No ey diffcil demsstrar(l) que dicha matriz P, cumple tam
kien con
AP = I,
aunque la multiplicacidn de matrices ne sca conmutativa,

Pussto que la marrli In, eq ¢l elemsanto 1dEntico pare la

{1) F1 estudiante puede obiensr una deanstracitn, a partir de lu de
mostracidn del teorema 10-4-9 Je 1o referencia ! [pags. 154 y -
4557,
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sultiplicacibn er el conjunto de las mattices cusdrades de orden g,

1 +2 3 0
results adecuads la sigulente 7
I o1 ] 1
Definicidn.
—_—— . As 4+ 2 1 0
Si A ¥ P son dos matrices cuadredas de orden n tales que : o0 B,
]
PA-AP-Irl
Solncibn
v la matriz P le 1lanpremos matriz inversa de A. :
- : Yamos a transformar A en una matriz cscalfn
51 una matriz A tje inve J g i . - - r - o 9 - =
na rsa, JiTemos que &5 no singu 1 -2 1 8 ' -2 3 1 Y -1 3 o P 3 0
tar y & su inversa la représancaremos con At S¢ pucde demostrar
, 5o 3o e oseaf o5 s e s -1
que la inversa A" 'de una matriz A &2 Gpics vy tambidin gue (referen- " - - + - -
cia ! pag. 444] el producto de dos matrices fna singulares &$§ una me 4 ¢ " 0 ' z ; 0 010 -1 0 9 10 -11 0
. - B (12
triz ne singular, 2 c 4 ! 3 0 5 I_ 2 0 ES 1 F ' ) I
Dade gue una matriz cuadrada de ordean n ¥y rango mener gue ] -2 3 g- : -7 3 5‘ 1 -2 3 uh ] -2 3 J
R no puede EtransforBarse &0 una matri: {deptidad, no existe ningu- 11 1 I it 1 _no1
o twox |° tws[ 1Pl P Voo
na matriz P tal que . g 10.11 @ 0 Do -2 a q p -2 ) O o1
PA = [ , 2 22 ) 1
n ! P dv—; L w ¢-~5 t P 1] 1] E. E /] i) a
En consecuencia, esras matrices po tienen loversa. A 1% L . .
1 =2 3 0
marrices que no tlenen inversa les llamavemos matthces singulares, THR
' o s
Con los corceptos tratades hasts shora, el estudiante de . L)
be poder demostrar el sigulente 0 ¢ ooy,
Teorema IV, 4, - e o ¢ o
b
I 5i A es una matriz de ordem mxn, criste su inversa A 'sj vemas que Iwm matriz cscalonada tiene tres renglones diferentes de
¥ =olo =i cere, on consecuencip R{AD=3, Cntonces, A rs una MAtTiz singular
1
mep= R(AD {no existe AT').
Eiemplao [V, 11, Para ghteter la matriz inversa de ona matriz no singular,
[nvestigus 51 l& fipuicnte mairiz tiene inversa haremos uso del sigulents Yeorema.
[
h-i
Iv-38,/39 g
&N



LTeurrna Y. 5. |

Li inversa de upa matriz A& no sipgular e puede chieper
#1 iplicazos & [, la sisma sequencia de transformaciones eleaental
led par renglfn gque se uwtilizan para Eynnstormar la matriz & on -

1a matriz I,

Demnstracién

Satemos que podemos transformar la matyiz A en | median-

e und cierta secusncla de transformicicones elepentales, Entances,
exisfe una secuencia de matrices elementales EL, E:, vy Ek-:' Ek
tales que

E. L ... E EA =1

E k- P

£i 1lamamps F al producte de las matrices clementales
F= EkEk*I"' E.E,
pelemny eserlhir
Pa= ]
ademda, sabemos que
AFe |
Es decir; P es !a inversza de A.
Cotr. [ es e1 LJdéntico para el producty
Ps P[
B CES
Pe EE ... EE]1
1o cual nos ipdica que P se phiiene & partir de 1, clectuando en

erden las transformaciones elementales que corre:sponden a E,. Fyu

E
B, ¥ By

14¢

Eivaple 1V, 13,
Invi$tigar si la siguatente mairiz tiene inversa ¥ en ¢a-
o afdrmative hallorla,

L]
he 1
=1

m Rl ka2

Salucidn:

Aplicarvemss ¢] precese descrito en ¢l teprems IV.S, La
primerz colusna de la stgutente tabla, deseribe la secuencia de -
tranafarmecipnes elementales por tenglén, utllizada para transfor
mar la matriz A en la matriz |, ta segunda coluons, muestra las
matrices chrenidas a partir de A con Ia aplicacidn de estas trany
formacignes. La tercera rcolumna, muesira las matrices phtepidas

2 parcir de I con Ya aplicaclén de 121 mismas tranaformaciones.

Transtformaciopesa 'u P 2" -I o IJ_
me= T TmEes e e ———— 1 -2 T{ =4 |G 1 = ]
Iniercambic del primera - 1 T L1 i} 0 t

¥ = - + =

¥ segundn renglones 1 -2 1 [ I T+ |

0 ? 2 t 0 0

Sumg del primer venglén -1 1 5 i La a 1
+ ¥

al tercero [1 -z 1 0

e 1 2 T LI

Multiplicacién del segun Le -1 £ o0 1 1

- ‘ - — + -

do Tenglén por } 1 - 1 ] 1 0

0 4t oo

Sump del segundo ren- 0" '1 6 HONE .
+

glén al tercere 1 -2 1 o 1 0

0 o1 = 0 0

Multiplicacisin del ter L0 g LJ"' o

= i ' . .

40 41



-

cer cengldn por % . 1 -2 1 a 1 [ Podemos cooprober £l resultado efecewando &1 producto:
| ?
L oJe 1t §F 0 0 LA c 2 2 1 0 0
; 111 '
PO R | |
! wor 7 TRLRO [N -2 1] < le v oof-1
Hasts ahora hemos trapsformade a }p matrlz A ep una me- 1 1 1
w T T -t s o 0 1

triz =scalonada, Vemos que ¢] riungo s 3 & igusl al grden de La

* m - a4 = w* m m mW m 4 +* # T W m m & = w = m =

matriz, por lo tanto [a metriz A tiene inversa.

” tl -
Continuando sl procesc: En seaslones, en lugar de hacer upma tabla ceme 1n do

Multiplicacifn del tercer i ’ - ejemplo anterior, 3¢ trabala con un aArregio que contlene & 1p macriz
t + H
. - . - : : = , Lp aa
Fenglén por -1 y sumar al A i o 1 0 A en el lpda izqulerdo y & la matrl: I cn el ladoe derecha, L
1 . = . .
segundn renglén i 0 1 0 ]'E _‘} _;_ #fectdan lus mispas transformaciones en gmbas matrices, hasts que
) - T 1 1 se obtenga la metriz T en el lado liguierdo. L& metriz que Tesul
C e . a @ 1
Multiplicacitm del tercer o | J LT 7 ta en el lade derecho e A7,
- + ~ i b
Tenglén por -1 y pumar L -2 0 ET} g -L Fn forma esquemliticar
sl primer reaglén ) 6 !
1 1
o 1 0 i ™ T °T [n ' IJ - C [I : A‘L]
! o 0 1 1 1 ' '
Multiplicecitn del segundo | g R TJ
r
. I - — 4 -
rerglin por 2 y sumar al ! |-T o o 1" 53
' w ¥ °7
primer renglin 5 1 1
1 -w -yl =ATE
. 0 0 =1 w T T
. 1 1 1
Ii SR D N e A

La matri? que 3¢ encuentTs al final de 1l segunda colum-
na, e5 la metriz identldad, en censecuencia, por el teorcama IV, 5,

la mattiz que se gncuentra 81 fipal de la tercera columna e la in

versa de A, Por 1o gue:
11 4 5 b )
w T °7 o
i} T 1 L
w T °7
ot
1 1 1 (1
LI I I -]
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V. 4, SLMA DL MATRICES.

—— - —— ot T A —ammn ma = = T ee—— = b —— —p

Delinigisn.
Sean A*{ai]} ¥ Bf{bij} dos matrices del mismo orden mxn.
La qulicifin o suma A+H Je dichgs mdtrices es una mluvd matriz » - -

E*{cij] de orden pin tal que

ctj-aij4bij '

- T P —

Es decir, los elementos de la watvi: € son laz somas de

ios olementos coarrespondientes de A ¥ B

Ejeaplc IV." 11,

Nadas las mutrices

7 -4 -3 I -0 LA 4
A=|l 0 3] A- 2 1 C-1 2 -1 1 e O 1
-1 3 | 2 1 g 1 1
1} Qbrener A+B
BY Ohtenar C+D
Solucidn
al 5 71 & -3 5.4 7.3 v
A+B= o 41 +| 2 1] =] 02 4+ LI 5
-1 3 i Fy - 141 I+ i} 5

BY Mo puede gfectumrse la suma C£+D dado que las matrice: no son -
del mismo arden, en oftos casos e dice que lag matrices obosgn cen

formebles para 13 suma,

Propiedades dr la auma de matrices.

El ectudiante puede Jemostrer las siguientes propicdades.

Sean A, B y C tres matrices del mlsmo orden (man), se cum

14%

Pl =siempre g

arden wan, v la que !lamsremns matTiz nula, tal

1,-

AR

FA+B)=Cds {@+0)

B

Frialc una malriz ﬂ'{ulj] {donde

A+DaD=fed

la stma rs asnciativa

Ta suma et conmutativa

cij.° ¥ a1, 1) de

Fara toda matrid A'("tJJ de orden mxn, existe upna -

mikriz a la que llamaremos sipéirica de A v repressataremcs ¢on -

-1

v

tal

que

Ael-A}={-AJep=D

{fdcilmente se purds comprobar que 1a simftrica de n-[aij} 1

“Amfeg. ]

ij

De la deflnicidn de suma ¥ las propledades anteriores,

vemgs oque el canjunto de las matrices del mlamo orden farfdan un -

grupe abellano.

orden .

Un eass particular, es *l de las matrices cuadradas de

LY
El conjunte ([M] de esla3 matricas, con las uperlcigt

rnes de suma ¥y preducte, forma un anillo con wnidad (no conmutati

vol, ra que,

1]

2]

3)

A+ B e [M]

kB e (M)

{A+B)+C= A+{BsC)
(ABJC= A(PCY

T 0 ¢ [M) tal que

3 Int

(M)

tal

que

YA, B, C ¢ (M) s¢ cumpie sleapre que:

Al OvATA

A In'In Aap

Iv-a4 /4%



#) ¥ A r (M}, 3 -A e (M) tal que A+({-Al= -A+a =Q
5) A*B = B+p ’
6] A(BeC) = AB+AC y [B+CIN = BA + CA

Las propledndes 1 a 5, se han tratado yu para el caso EE-
nersl de mpatrices de arden mrn,  La propiedad distributiva (6) La
demostraremos & continuacisn,
Demostracidn.

Sean A'{l,j]. B'{hij] ¥ C'[cij] tres matrices cuzles-

quiera de orden n.
L
De la deflnicifin de suma
BrCe (b ey )
Do Y3 definicifn de producta
A[B‘c}‘(ﬂlj]{bij'cij}
R
A{B+C)= a
j=1

Como la aultiplicacién es distributive sobre la sums #q

ST

C y por lay propisdades de Ia juma

n n
A(B+C)= b, -
(8+C) jft ISLIY §.I 2355,

Da la definicidn de producto; A[BRC} = ATAC,

La segunda parte se demuesira en forma andloga,

La propicdad discributiva del preducte sobre la sums de -
mRatrices, tanto por la izquierds come por la Farecha, pueda gene-

ralizarse (referencla % phkg. 28) de la 1iguiéntc Farma:

itefiniremos 10 resta o sustragclidn de matrices, s partir
de la sumz, coao

A-BwAe{-E]
la cual egulvale simplemente m restar de los elemontos de A, los -
carrespondientes de B, Resulta claro aegfin la definicibn que, pa-
ta que dos matrices scwn Conformables para la resta deben serls pa

ra la sumz,

Ejemplo IV. 15,

Fara las matrices

L3 1 -5 4 i 2 4
Aw 13 1 B= -1 -1 C
1} -1 Y -i T i
a) Obtener A-B
73] Ohtener A-C
Solucién
-~t-3j -7
aj A-B= E+i z
-3 a

b)  A-C no puede efectuarse.

- k= = e e A& & - - moE & - & & B o= = & = =

Producte por un escalar,

A[R+C]=AR+AC ¥ (B+ClA=PA+CA :

-l
siempre ¥y fuando Tas pperaciones indlcadas puedan ser efoctuadas.

Befinicidn,
Soan: A-[aij] una matrii de orden man v g € un eacalar.
El products 4 poT A, qur Tepresentaremos wmediants ad, es

la matriz

uh-[alij]

I¥-4G/47
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Ejepplo 1V, 1e.

o 0
Sean a=31 ¥ A= | i I
1 23

el producto o4 ey la matriz

o +5i
aps |=-5 91 .
P 31 -3+«6

- - m o r " T w ow = = = = = A & = = = =

El estudiante puede FHcilmenle demostrar que =sta &pera-
¢ifin tiens las slguientes propledodes.

Sran A ¥ B dog matrices del mismg orden y =, Jdos nlme-
ros complejos, 3¢ Cumple siempre que:

1. f[a*B)Awoh+pA

1.~ wa(A+B)saA+ad

5.- a(gA)={aB)A

4,- 1-Axf

Transpuesta de una matriz.

Delinjgifn.
Sea la mairiz A de orden mxn, Liamaremos "transptesta
de #" y la representaremos mediante A, a la matriz de orden nim

cuyos renglones son las columnas de A y cuyas columnos son 1o --

Irenglnnes de A,

es decir:

51 A-(aij] ENToNL LS A »ia

347

S¢ pusde demostirar (referencia 3 pag. 31} que

(ag) = BN

)

lLjeaplie 1V, 17,

13 : 1
Senn Aw | 1} 5 ¥ fiw
- 2 12
obtener (A’ ¥ B
Agluclin
13 : 19 ,
ARs | 0 = |5 o
2 12 a o
) 5 05 0
(ak] =
w10 0

Ecusclones matriciales.

Ejemplo I¥, 18,

Dadas Jas matrices

1 -3 qQ =1 2 -1 4 1 -1
A= Be |3 2| c- D=
o -1 -5 4 b -3 -5 o t

gbhlener una mattiz x tal gque

Ax + B+ C = Dx
Solucifn .

En sste casy [&RemOS URA ecuucisn entre matrices, donde
'a incAgnits &5 la matric x. Este tipo de zruaciones pueden re-
solverse voplesndo las propisdedes de lap operaciopes gué heaos -

definido, siempre v cusndo ) ecuwcitn hava sido planteada forrec
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tamente.

Fara el cagn que nos ocupa, x debe ser ral que

Ax-3" «CaDx
susendo n ambos wlembros
~Om+ {AL-B" yu.Dx+ [Cedx]
-Da+ [Axvfj =[x+ {Im+C)
“Dxea¥-E"n [-Dx+Dx]+g
SBreAx-BT= [eC

~Dx+ax-B" g

[-DxeAx=B ]+ =C+8

T

~Dzeax+{-R +87 JeCon"

“DxedntQaCed

=DreAnsf+B

{-D+Ajx=C+B"

(-D+4) "' ((-Dea)x}=(-DeA) "' (C+B" fSuponiendo que existe (-Dea)™' pre

=D

iLa Summ &5 Cconmutativa,

La sumk o3 asoCiatliva,

-Dx s el inverso pars la sume de
1]

f:.

iLa marriz nulz €3 £l id#éntlco pa-

T la suma,

jSumandu en amhos alrmbros B'

Te sums e asocistiva,

B es el {nverso pera la Suma de
B . K

!

;Ll matrit nula % 1 idéntice pa-
ra la sume,

i multiplicacléin es discributiva

sobre la sumz.

multiplicamns ambos miembroy por

dicha matriz,

({=D*A]"{-D-&]Jx-f-ﬂih}"(C+H11Pur asociatividad del praducta.

Tyx={-P+A} " 1ic+p") I
55, Finalmente, como I; €5 =l

conpmutatividad de la sume

IV-50,51

For ia deflnlcidén de matriz pnver-

1déntico pars ¢l producta y per la

xa(A-D)"' (C4BT)

Lo que hemps hecho e3 Jespejar la ipnclgnita x de la ecua-
vtfn matricial, justificando los pasox de dicho despeje. Fueden
omitirse gstas just|ficaciones ¥ alguno® pases que se censtderen --
obrios, con ol ohjetc de hacer Mas corio el process.

Sin embargn, ¢l eatudiante debe tener cuidade wul despejar

una incfgnits de une touacién matricial, ya que existen diferencias

¢ntre las propiedades de Ias eperacianes <aon mAtTECES ¥ CON LATUrON

reales.
Efectucmps lws operaciones indicsdas en la &ltlma expro-
sidn: .
: -1 A ¢ 3 -5 S B
C-p = * -
G -3 -3 -1 2 L] t1 w1 1
| -3 k| -2 -2 -1
A== - =
a -1 o) ! g -2
Veamos si efectivamonte existe (A-D) ':
. . .
i 101 1)
2 -t o -2 -t e 1 gy 0 I N
. - - - L)
! ! 1 P | , 1
1} +2 '| 1] 1 a 1 IID '-2 L i) 1 II i) !' 1] T | ':
1]
T T 2
©, (A-D}" ' 1.l
* o '!J F) o -2
For lo que, 12 incfgnita x puede obiehcrse come:
1 -2 1 2 2 -1
- [A-I}"" (C+BH) = =
: ey =7 -2 a1
. } [=5 -5 3}
Z z -1
c
Finnlmente, Jm marriz pedida £s 1 .
p—t
N
'—



5 5 3
T )

.
1 1 1
F I

La principal Jiferencta enire las matrices ¥y los nimerns
reales es que, mientras gque podemos sumar o multiplicar dos ntme--
ro: gualesquiera, ne Siespre podeaos hacerlo con las matrlces. S5y
paniendo que pueden efectuarse las aperuciones Imdicadas, enlista-
moas a centinuacidn las pripcipales difercpcias entye los propisda-
Jes de lax operaclones con nfimeros y con matrices:

17 ta multiplicacifin de nilmeros vs conmutativa; la multiplicacidn
de matrices ne lo es.

I} 5i definimos A7wAA, el desarrollo matricizl (A+B}'=A'=ZaAB-B!
cs on gereral false (como consecucncia de 17. El1 desartello cn-
TTeactlo =s (Ail'j‘-h’ sAB-BA+ES .

3} El1 producto Je dos nfimeros diferentws de cero nunca e’ certo,
perg ol producto de dos matrices diferentes de 1 matriz nula --
pueds ser igusl » cere {la matriz oula].

Par ajemplo, ai

3 1 1 -2
A= ¥ A=
1 1 -1 2
s¢ tivne gue AB=
4} La ley cancelativa para el producte se veriflca en oy piwerog,
PEFO M0 en las maiTices.
Esto e5, 31 o, 5 ¢ R ¥ ade
{ab = ac) == (b=c]

pero mn las matrices
"o
L
~

(AR = AL) — == {B8=C]

Pot cjemplo, con los matrices & ¥ B del ejemplo anterior
tencmes gue ’

AB = AD pero BAD, per leo que no podemos cancelar A,
Hora., Aungue [AB=AL) 2= (BesC}, si 3¢ cumple gue

(BeC) == (ABAC) ¥ A,

Antes de pasar 2 Ia seccifin sigulente, e3 convenlente acla
rar que aunque- hemos definida matriz como un srregle de ndmereos --
(reales o complejar), el concepto de matriz pusde generalizarse co-
»o “un arregle de ndmeros, funciones u opersdores’. En &1 siguien

ta caplitule ¥ epn cursos posteriores se verk la utilided de dicha -

cxtensidn,
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Iv. 5, SOLUCTON DE SISTEMAS OF ECUACIONES. T OAX=E

r 3

dende la ratriz Je coelicientes es la metriz de man:

Coad vimos 3l inicio de la seccudn IV. 5, podemss repre- [l|| By o+ "in
senkay el sistemg a 4 i, & ’
N 1 12 h
ZDxi'lﬂﬂx:¢4ﬂ:l-lﬂﬂ . *
- o 0 . ) )
x* x - x * :
! 3 ' a a - a
mediante 1y eS¥prasidn matricial [ M M2 e |
ax bk ol vector de inclgnitas e3 la mateiz de nxl;
A p3td ecpacién matricisl, donde Y es la oatriz incﬁsni 2
) *y
ta ¢ indeterminada, se le Conoce como "forma matricinl del siste- X
tna de ecuaclonas [4)". :
X
La maLrir [ A
M) 100 in y ¢! verctor Jde términos irdependientes o5 la matrlz de mxi;
Aw . m T
. =¥
tecibe el npebre de “matriz de coeficientes del sistema™, v a las fie .
.mntrices G J
L “m
%, 400 : . _
X= x ¥ Ee L Fs claro que resolvrr la ecuacisn matricial Ax=b s
1 ¥
x 0 ceulvalente a resolver el sistema, por Ja gue una #obucidn de diche
¢ les llamg "vector de ipcdgnitas" y "veocter de términos indepen distems serd una matri: calunpa de rnorenglones
. :
. []
dientes™ respectivamente, !
. k
. i . 2
En gtntr31: la fnrfa matricial Jel sistema k- . [k, £ C}
a||‘l'“lzxz"*~'alnxn’ﬁ.
- hn
ag;‘t*'::‘:‘---'“;n“n'h, -
e e e e e e e e _ 1al que  AkeDL
Pk ) Deiinirencs una matrit mis para ¢l sistema, & la que 1la-
U A TEPARRERL PH LN puremos "matriz amplisda” del sisiema, L& fual jurga un pspel impor
tante en gl estudio redrfco de Jos sistemas de ecuaciones. "
[
N
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_— — e e - —- — w3 = —— —wn - o -

Definicifn.

seataremes con (A, B), ex 1a matriz de orden nmxin+i} que resultia do

Jusvntar, a la marriz de coeficlentes, el wvegtar de tOrmLOos inde-

pendicites.

o — —— - - — e A e e

Entonces, la malriz ampliada del sistoma es;

3, Py, 2, b,

A, g eee A b!

(A,5)e . . P
L% "ma o Pan hm_ \

S5istemns incomapatiblies.

%1 analizomos el sistema
XI'I:"II-H
x|+21’-:,-l

+* - L I
K X VK, 5

verod ue 1as ecuaciones Ta. ¥ 3a. no puedon satisfmcerse sioulef-

newmente, ya que no exlsten tres nfmeres x,, 5., X%, Cuya fuza 3eu

fgual a 6 y -5 & la vez. El sistemd es entonces incompatible,

Veamos gque surede con log rangos Jdo las matrices

1 1 1 1 6
A 1 2 -1 y (AB} i -1

1 1 1 1 i -5
Al efectiar solamente transformegciones por renglén, co¥ -
posible Jeterminar a la wer los ranpos de lms matrices A y (A, )]
operande sobre la matziz aapliade, la cual centiene a la matriz A,
Transfurmarcmos entonces =n una matriz escalfn £l 5i--

guiente arregla.

o)
T
i

Lo matriz ampliada de nn o sistema Jo ccoaciones, que repre |-

-5

Ive 1 Gileima matri vemos gque
K[A] = 2 "
¥y R(A, G] -2
on decir RfAY ~ Ria, B), que o3 wna caructerf=tica de todos los -
sistemas incompatiblen,
Sabemos que ol sistema e incompatidie porque las ¢cuacio

fes 1a.-y %A, no admiten solucidn simultlnea, Datemos otra prueba

de 1a inceompatibilidad de dicho sistema:

La Gltima macriz

111 .
B 1 -1 -%
0 0 a1

representh £l siguiente sistems equivalente
Kptxyr T," B
Oz, +x, -2z, r =%
Qe *0x, +0n =1
donde vemos gue no existen valores pa;a X,y Xy, x..que sﬁtls[agan
1a 3u. ecuacidn. Esto 1mplica que el sistema equivllente'nn tie-

ne salucidn y £n consecusncia &l sisteam griginal tampoco,

{onviene hacer la sfgujeate ocbservacidn.

El rango de la matriz amplisda de un sistems de ecuacie
nes lineales, es igual al range de la matriz de coeficientes o ma
yor en una unidad, por lo que:

RIAY £ R{A, B
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En efecto, Efw Uy sistema de

tas
- -
L PR Pl TIPS L *l.n:n-bl
a 2 N + - +
LR PL I ':nxn'hz
= s+ R = s 4 o+ 4w w g s
X *&_ X+ ., 3 -
e i R TR an*n"’a

a a -
LL 11 Y
a
A= 11 .11 naa I’“
rl + a
a a2 -
m 9 tan

¥ cuys matriz ampliads ¢3:

lll i E ' .Iﬁ b
a a [

(A.5)" $1 tr Yn
L. LT L [

@ #Cuacionns con n ipcdgni-

o L (T1)

L0

Sea el rango de la rareii de coeficlentes R{A)=r. Efec-

tuanda en (&, B] las mismss rransformaciones que se efectdan para

11éver la macrl? A a su forma escalorada, obtendremos la matrir:

1 C: ‘e L
r 0 £ T Sar
refAglones . C )
K Q a Sy
o [+ - 0
o 0 i ¢

continuando cen el preceso, hasta transformar esta matriz en una ma

triz escalonada obtendremas:

IV-58/59

ey oo €in d,
Fatrera v “en d:
r'rfi: “en dr
[} .-
0 dr‘l
o I .. [
md

1

1 £ € r
0 i1 B
v e e
n qQ .e c

' Tr
0 0 o
i} i}
. P b .
1} q . a

c..*0 s5i jtk

cij-l i
donde .
ij

J=% ' parz algfin

kp 1.

Exjsten entonces séla dos posibilidades:

a)] K1 e,
by si efd,

tre ¢, okbtenlenda:

r
! cll. clr €
¢ i1 ey F
0 a ee €06
0 o i
] sey D
e o ... o

de Jdande REAFT = r+1 = B{AY=1

Fntonces R[A} < RfA, B).

R(A, B)=reR(A)

podtmu; dividir el r+l €simp rengldn en-

r| . . (14}

a C615)

T "t

Por tanto, hemos demostrade gue R(A) 5 R{A, B},

Terorema 1V, &,

%1 =n un <ixtena de ecuacioncs linealesx

RIAY = R{A.F)

entonces ol sistema o5 incompatible.

£8T



Demosrracidn

51 R{A}. « R(5, BY, 12 matriz agpliada de! ~ixtema (11)
pusde transformatse on la matriz {15}, En wsta diltima, ol r+1
fsimo renglén representa la ecuacidn

0wy vQuyr L. e )
de LR sierTa eguivalente.

Gbviamente, esta ecuacisn no se satislece pars ningin can

Junto Je valores T Ky

' s A pOT lo que ¢1 siscema ey incompa-

tilble, -
Ejerpla IY, 19,
Tovestigue s5i el aiguicote fistema de ecuaciones ticne LT}
luci#n ] -
Fe PRETIEE ) I I
ﬁx1*91=¢15xl= 1
Transformemos la matriz de coeficientes #n une patriz es-
calonala
B T - 13 3
Y -
] g 15 b -9. 15 ]
L. R[AY=1 .
Trantformemes ahore lz matrlz aepliade en une matriz eacu
lonada
23521%§11%§1
- -+ -
6 4 15 1 & § 15 3 0 0 n -5
3 5
1 T 7 T
B |e 6 1
o
e |

R(A, )= 2
Comg R(A) < REAR), «l sistema no tiene =alucifin.
Chedrvese que se hubicra llegade o la misma copclusidn -

de haber trubajade directamcnte von la matriz ampliada.

SGistemas compatibles deteyminadaos, . -

Analicemcs primevamente ¢1 caso particular de los siste-
masz de n ecuaciones con n Incdgnltas, en los cuales la matriz de -
coefletentes w3 de range m.

Un sistema de n ecuaciones com n incfgnitas tiene la for

mi
* - L |
By, X, . . h.
Ll ' 4
L -
a,, ox, L. &, X k,
s e e e - . . -
.
- .
A ¥ ¥ ... v 2 X vm b
n 1 nn n n

En wste caso, la matri: de coefjclentes es lo matriz cuoas-

drado de orden n

11 n

a [ ]
Aw il ::. En

- .

- + .

ﬂr” - 'nn

¥ 81 sdemis R(AY=n, por &1 tecrama IV, 4 existe zu igversa A'*
Fl sistema puede escriblirae como
AT~B

Premultiplicande ambos miembros por A™'

VG061



AT (AT AT'F
AT A
15« A7
™ a '

Entonces, le matriz columna X que warisface lo crugcidn

Ax=b puede ser obtenlds con sélo efectuar #1 producto &A™ 'F,

Puesto que ¢l producte A™'F deflne una Gnica solucién 7,

pedemos concluir que

L

Un sistema de n #cugclones linsales con o incégnicas, -

— —rn m— - —

+

tel que 1a matriz de coeficientex tiehe range n, ks compatible de

terminado y su seluclén puede obtepsrse como:

FLY

j

Selucidn

Ejemplo

Resolver el slguiente ststemn

Iv. Ib.

[]
de ccuacianes

I, -5+ 2K, =-x,

2x,4x,* 1+x,

 FLEE LS

Qrdvnandeo el Eictema Lenemos

Eytlrgedx, =5

g -
E ek, tdx, =11

.;ro x.-} ]

que en forms Matricial puede cxpresprse cComa:

IV.62/63

ax = R
12 3 ] . o
-1 Ay, = x| 0 B |0
Lﬂ -1 1 T, L1

Investiguemes si cxlste 1z lnversa de A

A I
R 1 2 1.1 o0 @
I I I T DR LR T T S I
[0 -1 1+ 0 a 1 o1 1, 0 Tt
oz 301 00 12 3.1 0 0] v 2 35/1 ¢ o0
212 1t 2'2 2'2 1
- |0 1 I - Q=10 1 ' - at= 10 1 1 - 1)
- 1 TIECT T,¥ %
. 1 o 12 1 &
op-tr 1 oo o0 o ' - 1 o1 -
L : L - :T TT
Fri este paso, vemos que R{A}<3, par Ig que existe h"

1 2 301 00} 1oz
1
o 1 0} %1 -; - o
[]
po 1132 3% Jo oo
Ll -
Fntonces
35 1] TR
T 3 i
- 1
In censecuencia, la solucisn es i=A"'F
de donde '
¥, 305 [ s -1 i
| 1
= - -2 12 I T N B B
%, -1 1 -5 3 =14 2
O osCa =1, xp=-1, xynd

r - w m m o = = * ¥ m m m m a & & = 4 = - x4

Ltema del ¢jewpie anterior:



A

e ——— -

1 2 3 ' % 1 2 31 5§ 1z

I EIEE 0 -5 -2 1]« -1

a -1 1 | 1] a=1 1, X n -5 -

(a,b) .

v 2 301 5] 1z 301 s
-'ﬂ=11'| 3| - r.-1~|'|.5 .

[0 0 -7 v 14 b0 o1y 2

De 13 dirima matrie vemos que
R(A]=2

RiAB)uD

R{A)=R{a, B}

es Jdecir

Ademis, R{A)=R{A B)=n, gque o3 una carscteriarica de loa

slstemad compatibles determinados.

Teoremn V. 7.

1as

R{AT*R{A,FI=n

entonces #! sistema ¢3 compatlble determinade,

i en un 1lstema de » ecuaciones Llneales ¢on n incdgnl -

Demnstracidn.

51 R{AY=R{A, B)=n, 1a matziz pmpllada del sistean (11}

rueidle transfiormarse #n 1o oetrle

r‘ €hp = ooox - G d
h 0 1 T - d:
renglofies e L
¢ T
a a . . ] 1]
m - =" + 4 r -
] 1] . . o
i - i
i

que rcpTesenta a] S1S5tema cgquivalicale

yYa que las ecusciones reptresentadas por los renglones n+l,

$on todas de lg [grea

Ox,+0e, ¢ ..+ ﬂln-D

y se satisfacen pere Cumlquicr conjunto Jde valores x S

=d
1
-d:‘
.d]'l
.y B
e Hpa +..,Jin.

El sjstema equivalente tlepe n ecuaciones con n lnclgni-

tas, ¥ 2! vapge ode Su matriz de Coeficientes es tambidn n, par 1o

que ¢£x compatible detarminadao.

Ejempla V. 21,
Resolver 21 alztema
Jxyelx, -t

I :.-l

l:lt :I-?

Calculemas 1oy ranges de & y (A,5)

Solucidn
_ P \
s o2te] |0 %
. 1
TRECRERE IR R
! 1
4 117 « 1!
I 4 L '
L N P I
. |]+ |
a 1: r a1 :
sl 1
G -5-1 o 0.
A S N '

3

¥

+
=
Ly n;m [T

WH4 /65



vemos que R{AY=R(A,B)anrZ, por lo que el sistems ¢+ cowpatible de
tereinade,
Resalviendo | sistemn Equivalente

1,*%11- 2

Sisteman compatibles indeterminedos.

Yolvamos nuevemente al tiscemsa

0z, + 100z 40z, = 400
N
LR a,- x,= 0

para el gue, al inicie del capltulo, dimas las seluciones
a) =z, =&, oz =1, L
¥y b) 11-13, x =1, %, =t
1
Yeamos ahora cuales 2oh los rangos de A ¥ [&.E]
Pividiendo entre 20 €] primer renglén Jde la matriz am-

pliada “

20 100 40 jwu s, 2
0 1 -1 . 9 [T T |

En consecucncia

ke
o [=]
| P |

Ri&]=R{A,B) =l
3i en &l sistems equivalente 1
x +hx, 2z, = IN

A,- s 0

V-66,67

dagos @ L el valor de I:'E. tendremos
x t5x ed ¢ 20
-1 =D
Ne la sepunds ecuscidn
X"
¥, sustituyendo vn la priscra tEuacidn
X ® ]
can lo que hemos ol tenddo la soluckin  a).
i en el sistema ecquivalente hacemos ahora x,*t, obrene-
ros la anlucidn b).
in gencrnl, haciendo x <k (unAa constunte arbhtraria) en
el sistema cquivalente, abtencmgs
%5 + 2R+ 20
X, k= 0
Pe 1a segunda ccubcidn
A, k
¥, sustituyendoe en 1A primer
x**51+ﬂlln = xI'ZE!-?k
con 1o que podemos delar la #o0lucidn en funcifin de % come
L 20-7k
x,= k S, O {1el
"k
A Ta cxprenidn (16] 1e Tlamaremas salugifn peneral) del -
slstemn (4), va yue, para cuxlquier valor de k, los valores de «,,
a,. %, dades por dicha expresilfn constituyen una salucidn dol s5is-
lema.

Arcardempt gque ¢l $istema (4Y nos representa &1 problemz

[
N



de encontrar £1 ndrere {(x,, Ay x,J de phjetas de Jiferentes tipos
(4, B, C) gque s¢ pheden Labricar, por lo que ba solucidén es5td res-
trinzida a valores entcres no negativos (0, 1, 1 .,.) de dlvhas in
chgnigas. Entonges, Jo {(16), es fcil pbservar que k puede tTomar

finicarente los valares 0, 1y 2 {k 2} harla x, negativel.

Tencmos or tanto un Sistema lndetormipade con trea golu

cicnes [para k=0, 1, 2).
5in cmbavgo, s5i considergmos un problema en el que las -

inghgnitas e pueden tomar cualquier valor, tendremps un

sistema Indeterninado cop un nbrerd infilnito de sgluciones [una pa
ra cadn va!nr real de k}.

Comsiderande nuevamente los rangos de A y (4. ¥} v ¢l nd
mere de incdgnitas n, vemos que, para a] sistema Jel ejemplo ante-
tiar

R{Ai» R(A, B) < n

gue £5 Hna caracteTisrica de los sistemas coopstibles indetermina-

das,

jfeurema 1V, #

54 en un 3tstema de ® #ruacicnes lineales con n inclgnivas

REAJ=R(4, Bler
¥ ¥ =&n

eatunzes el sistead s compatible indete rminade

Araostracidn

Si RrAJ=R{A, Bl»=r ¥y r < n

la matriz smpliada de] sistema (1) puede Teducivrse » 12 forma {14},

Jonde o=0.

- Los primeres r renglones de dicha matriz sop Tales que su

o
v

-

primef clesenlo Jdi=tin%e de cers e igual 3 ung ¥y cl ndeero de ce-
ros anterivres a Jiche clemento ousmenta de renglfn a rehplfin.

i llamagmes z,, z,, ..., I_ @ las inclgnitas cuvos coefj

r
cienict son los elewentos mencionados, podemot ardenar vl sistema

equivalente en 1 Torma

2.+ T4 ... 2z o=d - 3 -, .-
1Pyt T N T R Pinin
.- = =4 = » . -
Iy Parr ™% Py praTpen " TPyn?y
r_"d_- z L z
r T Fr,r-, L+ rrn mn

51 asignamos valares arbitrarics a las incégnites z

Tpagrettr g trasladadass a los segundgs miembros, el alstema es -
compatible determinadao #n las incégnlitas s Tyeeas, Tpo

Ahora bien, como a 3 z i, podenos REignarles

Fry® Tpegrece
un nimere infinito da valores arbitrarios, 'l sistema ademnlis de -

ter compatible es indercrminado.

Ejempla IV. 212
Resolver =l sigulente sistema de rcuvaclones:
PR TN TR PRl L R
3I,f3x,'!1+1.+ﬂxi- L]
A +ma+hx, -8x -8, ¢ 0
Solucidn,
Calculames primero los rangos de A ¥y {A, B)

-1

111 -2 =|E: 1 1 .z
3 3.1 1 av4|-lo 0.4 7 214} -
15 - -Bl0f [0 0 & -7 -7

IV-E3/67



111 -2 1 (N I T B B chtencans Ja solucitn particular,
L] - | -
o IR TCT SN A IR 1 S R TR A 2iog Xgml, X eF, 2,51, xg=0
1 1 s .
a0 0 6 o'Q 0o 0 o 1 :ﬂ Otrz solucidn pearticular sevrim

‘1'%- =0, x,= -}. x =D, ¢ =i

Comg R{A}=R(A, B)=I*r el sistema ap comparible. !

Coms 7 < m, [2 ¢ 5), ol sistema ex indeterminade, que se obtuvo para los valores

Tensmos ahora el sistema equivalente k mky k0

Ry v cxk, -k - o= : T EEE Tt st
1 1 1 l.os resultados obtenidos en estn seccifin, pueden resumlrae

I"‘T I"‘ II’_‘ '1-' r

’ en £l siguisnte cuadro

Les dos inedgnites que deiamos en el sistcma sgqiivalente

: Determinados
50T ¥, ¥ X, ¥& que 3us coeficientes son los primercs clem#ntos Jis Compatibles TN
N = R(A)=R{A B)=r Indeterninados
tintas de cero en los renglonea de leo Oltima matricz, En canpsesuen Sistemgs de ecog T <n
- clones tipesxles
cia, trasladamgs las tres ipcdgnitaes restantes a los segundos miem- AT = §
x Incompatibles
bros de les ecuacliones. BECAT<R{A T
heignando & x . x_, x Ios valores x.-kl;x*-k: ¥ :l-kl te Las condiclioneas que aparecen en 21 cuadrg, fueron epun-ia-
nemos el sistema das en los teorcmms IV, &, IV. 7 v 1V. B como condlciones suficien-
X, ex, = T-k, 02k, 0%, tes. No es diffcil probar que dichas condicion=s son también necre
l a
X, = -% + ; k, + } L : sartas.
Suscituyendo », en la primera ecuaéign chtenemgs final- Ue los ejemplos wtliizados en el desarrolle de este secéidn,
menie ’ ' $¢ Ve que un proceso convenienie para obtener spluciones de sistemms
] ’ -
X, oy (5-dk, ok, -3k,) de ecuaciones lincales es el siguiente:
Ky =k, . . 1 5S¢ pbtienrn los rangos do A ¥y [A, R} trahajands diTectameinte
1
yrg (1o, ¢ 7Ry ] con la aatriz ampliade, !
L[] 1
x, -k, 21 Se clasiflica el sictcma #n base a} cusdro anterier.
x, =k, 3} De scr conpatible, se Ttabaju con €] sistems eyulvaleric reprp
r
que o5 1y solucidn general del siatems, sentade por la matiin escalonads goe s obiuve sl catoclar Ins
: L[ ] a |
31 per ejemplc hacemos rangos. )
[]
k=1, Ry=1, k,=0 } M trasladan m-rv incdgnitas A Llos segundos miembros de Ias . ;
|

¥-70,/71 .
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ecunciones, e tal forma nque se obteogy b sTstema compatikle
determinade en v inclphitas.

5) 5¢ resuglve €)1 =istera ebrenido er 4 por cualquier mftode (ma

L_ tri1z 1nversa, sustitucifn, ectc.) |

Eiemple IV, 23,
Resnlver €1 siguiente sistema
sm em m e 00w 2228 vdx = -3
x, AL R P
—Dxl41:,*4:.*51*'15:1141'=-3
3:1—211-21‘431'-le|-51‘- 15
EE “10x, +20x, - 25x -5x =10
R ovmymdkgen, -BX R ]

obtenganos ios TaARgos:

4 1t -1 =10 2z 4 ! -% 1 0 2z 4 -5 1! 2
1 0 . 4 A -4 1 -4 =13 21 §1-2
.22 8 513 43t zo2 4 s 13 4 13
3 -2 -2 3o-21 3 4% S I AN T 3 115
s 0 10 20 -25 -5 ‘wfls o 1w oz0 225 -5 110
IR S TS B EF7 2N 1N IS BT SRS ST SR A 3
e 2 $ -5 -1, ] [ o 2z 4 -5 -1, 1]
o 4 ] 0! T 1 4 6 2 0 ) -
o 2 B 13 5T ooz o8 13 3 20
*la -2 -8 - -5 & 4 9 g -2 -4 -5 -4 6 . 9
b o ¢ 6 o ¢l |0 -1 -4 -5 -1 1.0
¢ -1 -4 -5 .1 2.0 ! & 0o 0 0 0! o]
N -
(e
Lo

TV I Y  B 1 0 2 4 -5 -1 7
I I S Y "t o4 sz D1
O LB D B B A ¢ 09 1 -1 2,3
¢ o 0 3 -2 o3 e o0 @ 1 0r-2]”
80 0 1 1 zia 0 6 0 0 =2 0,-4
(o 0 a0 " grn] [0 0 0 0 8 O)0
A

1 6 2 & -5 -1 7]

Bt o4 & 2 ond

00 a1 -1 2,3

B 0 0 0 1 012

b O 0 6 © nyo

I . B B R |

De gsia matriz podemcs phiervar gque
R{AJ=R(A B} =4 (sistema compatibile),
Tenemas entoncss  r=d4
¥ n=t [rfimero de¢ incégnitas), por le que
el sistema en cucstlin €3 coxpatible indeterrainado,
EYl sistema equivalente qua reﬁresenta la Oltima matriz es:
L #2x +dx _-5a -x, =2
K eRx ebx +2x, sl
B % +lx,2]

X -2

b
Como e Jdijo antericrmente, debemos despejar R-T2? incdg
nitas, dejandy del lado izquierdo aquellas cuya coeficiente ex el
primer upo de cada vepgldn de la astriz escalonada (i, 2., 5, »,):
%, +ix -3x =3-2x vx
K +bx 23 a-1-dx,
ELoC R = Jalxi

x’I-Q

w273



Dando valores wrbitravios = x ¥y 1.

x,~k,
x =k,
chtenemos el sistema
X, 2T SRS SLELH) IR M
¥, 0y ¢2x =-1-dk,
X, - x =32k,
Xy==7

Este siztema ¢x do la forma

Ty
donde
1 0 4 -5 X,
0 Y 6 2 NER
S I I R I il FR
0 0 o LI I Zghy s

242k ok

aladi,
3-2k,
-2

L'l

Fa

¥ podemos resolverlo utilliendo la matrl? inversa Jde A, comp

T )

Como es facil verdflcar;

o0 -4
AR £ BT BT
A v le 0 1t
e 0 @ 1
Por tanto
[, T 0 - 1
%, g 1 -4 -%
| 0 o 1
x, o0 0 1

IV-T4/75

AL S

x 2-2k, ok, +4(3-2k,)-2

X, —I—!kl—&[5-2k!]~3(-2}
=, 3-2kt-2
[ |77

finalmcnte

x [ -12-2x 29k,

x| | -3 -am et
e 1-2k1
*s L

Entonces, Ja saluclén gencral del sistemm original o
I =127k, +0k,

x!-+3-1k‘+12k‘

x, "k,

x =1-2k,

x,=-1

Tk,

Ejemple IV, 24,
Sea #l sistema x-yrIvh
-2z =-4

Iz+ly=k
Sx+2ysbz=l

iQué valores pucde tomer @ pare que 11 selucidn del slatema sea dni
cat Dando a B uno de e3o0d valares resuflvase &l sistema.

Solucifn.

La =olucifn del sistema es Onica para afuellos valores de

B que hagan R{A)=R{A . E)=n

Feduc lendo la matriz aeplisda & su forws cacalonada:



51 dvéag, R{AY+E(2,B)=2
51 d+Ed0, R(AYaA[A B)=3

F1 o1 b e] U1
102t B -ty -3 ,-10
312 g st a1 -3 -an

(5 2 8! 0 0 -3 -Sedl.an

(1 1 1 & 1 1 1 .
9 1 3 10 ¢ 1 3.0
¢ 0 ¢ 6] " lo o 4480

[0 raeg o0 "0 0 ; ol

fe 1a altima matric vemos goe

O o & -
P |

{conpatihle indetcraminadal

(vompatihle Jetermipnade)

por tamta, el slatema tiene solucide dijca

1 B4-a, Je la A)ltilma matrris e tierne ol sis5trma equivalente

1‘}‘!:..&
yeJrail

(4+R)z=0

curna solucifn +a

x*-4 y=i0,

Zistcmes hedopfneos.

¥ Rar R,,l'_.q -4,

A los sistemas d¢ e¢uaciones lincale=s de la lorma

a X, "ﬂ!:

a X ‘&
il 1 iz
=9 b *a
) 1 n,
S5¢ tes Llama

La representacifn matricial de wn sistem? hemoplhco os

Ax=Q

Estas slatemas son siempre compatibles pucsto Jue kdmiten

10 soluctdn

x * + 3 X
i 1 n n
X * . v a ¥
) th n
f -
L I +
’:I v — ln

siscemas homogfnoos.

(donde 0 =3 la matviz pula de orden @al]

-t

\,*u,*...=:n=ﬂ
tlomada aelogipdn Srivial, Ademis, vk un Sisitemy homogéney e rie
ac SicRpre jLe

LEERTLIE MY
pucsto que agrepande una Columna de coros no pucde elevarse 0] ran
gof Jo ound makriz.

5% REA=n, el siatema sola admate Ja solucidn triviel ya
que la solucidn Jde 1s ecuacidn

Ax=0

es amp” e,

Si RfAJ® n, ol sistema ©s indercrminade ¥ admite otres -

soltucicnes adesfs de 12 trivial, lay cusles pucden obienerse median

te gualquiers de los procedimientos vistos anterlarmente.

W6 77



iv. &, DETERMINANTES.

Consideremas £l sistemaz de escuaciones

*
eETLTAL PP PL -
L. 19

- ]
ﬂllll '11‘? bl

cuya matrir Jde cocficientes es

4a IR *a
Bas Ty,

Pars eliminar x  por sustracidn multipliguemos La Prime
ra ecudcidn por a,, ¥ In sepunda par A, f0n 1o que results el .-
sistema eguivalente,

» a L +ar

[ IR ] III:KI'42151

oMy X, s, 8, 0, ma by
vrestando ls scpunda ccuacidn de 1a primera

{ullizzvalzﬂzllxl.althj-a h

1201 '
1oaja,-a 8,40 '
boa;,-a,,b,
A ——————~ m

Va8, 0y,

e forma zimilar podemos ohicher

a, by b oy

S8y e My

co- L 19)

Sustituyeado en las ecuaciened {17), los valercs de X0y
%, dadas par las cxpresianes [TRY y (190, puede compioharse tdci)-
moeole que Se trata Jde una salueidr,

Ll comln denominadoar e Jas cxpresionces (16 v (15} est4
CEXpTe-ade en t1€rmino: de lox elepentes ¢ 1o matriz 4 de coelicien
tes. A 08T RUBCTO s Ie canoce crmnm detorkinantae Je 1a matri- A

V-7 7%

¥ s¢ ¢ reprcsenta con der (A). Se dice que es un Jeterminance

de segunde orden, por ser 1n matriz de orden 2,
Fara designor al determlnante de in matrit A 5€ oRpleas

la siguiente notaclén

Ll L2 a ,_,,,[20]

TR Ry yTay Ay

e P
dorde hemps reemplazedo los parfntesis rectapgulares por barras -

verticales para distingeir al determinante de la matriz. bx im
portante subrayar que. sientras; que la matriz es un arreglo de nd
meres, ¢1 determinante e un nﬁTrrn perfectamente definide pur 1.
matriz cusdrada.

Moy ejempln

-2 3

SIS RS ENEN TR BERRE: Lo Ly

-1

Los numeradares Je las expresioncs (181 ¢ (14] ticoen 1n
misma {orma que cl denomipador, o sed, tampifn son detevminantox -
de segumla orden.

De acuerdo <on la expresifin [20] que delipe al determi-

nante de sogunde orden, podemps escribir .
1 Ay
¢ Tz
11 A

gy g

El numeradug Je 1a poimetd expresidn ex ol determinante

G371



de una matriz gue ¢ obticne & partir de la matriz A, sostituyenda
l1a columna de coelicientes de x ) por ¢l vecror Je téreines indepen
diepges, El nmuaerador Je 13 wegunda expresién vv ol determinante

reemplazanlo

Je utra matrlz, yue se obtiene ramhifn o purtir de A
ghora l1a columna de coeficientes Je x, por el vector de términus -
independientes.

A la regla sugeride por ritas cxpresiones parz resolver
un sistemn de ecuaciones sc Ie conoce come Tegls Jo Cramer y ubvia
mente es aplicable siempre ¥ cnando det (A) 4 O

Conrvideremos ahora e! sistems Je 3 ecuaciones con 3 in-
chgrnitas

aoox ra  x_+a .x =h,

A, X
i

1 A, X0, =b . (217

i F R | 11 2

* *
‘]ull a!lx] .llxlthi

cuya matriz de coeficientes es

all ﬂll all
A= 311 .’I a]]
B by B4y

Medisnte un proceso Similar sl empleaso para el sistema
(171, enmcuntramos que los valortes de lns ipcdgnitns gque satisfacen
el siztema son

. L * - - -
. h‘aI!.I! ailbiail llI:I!h! a'II'.'lII:':I hlaI!.!I lilhlail {IZ]
p * . - - - k
! dl1‘22‘?l 31132,3,, al!a!l‘ll alil!!a!l allallnll a'Ilali-lli

3 ra e, h.thlﬂ: a I_aljh:ulz_ﬂ 8,0 -h41!la

x_w 1121 15 e ! 11 (23)
+ - - - -
R P e L PR P TR e PR T R L I P LI TR S Il AR Nt it
» ¥ a - - -
. aljallb! b.a, i, lllbl 1 hl':S‘:; allhlill Aty w2}
g = =

R L R T L PR R R T I PP TR S LNt FERL PR LT

A&l comin derominader de las expresianexs (221, (23) y [24)

164

r

seo Joe colece comn determinanle Jo i3 mateiz Ay o~ un Jdeterminante

de tercer vrden, Lu cxpresidn que Jeline al Jdetermipante e tor-

cor urden es:

a a

1 s 11
L TNE ST LI AL WS P PR NI P NP Y M

IR I TLIT LY [33]

oy Fap Hys
dyy Hyp A4y

Mot #jcopla

1 o |
N I O I T S S N T e N e e
1 -2 0 SLORARH UFERRS YA Y B LY 2Y I3 ER R4 T P+

De aguerde con 13 eapresidn [25), podemos escribir 13 so

lugldn del sistema come sigue

b, a,, &,
ba wpr 35,
h, a,, a,,
xl‘
Ay Ay 3y,
A, ay; B,
By, Ayy Ay,
LN A,
;) by My
Ay, by Ay
azw
4, #&,; A,
A, By Ap,
1, 1.y A5,
Ry 3y, By
Agy 850 by
5, a;,;, b
1"
ay, &4 1y,
By A2 By
Byy dap By,

v 20, 8l



con 1o que results ldgico tratar de generallzar 1la regla de Cramer
pata £l casp df un sistema Je n ecuacicnes ¢on 0 incBgnitaes. 5in
cabarpo, requerimas de una definicisn para ¢l determinante de or-
den n.

De{jnicifn de determinante,

QuerTemos peneraplizar la definicldn Je determinante parta
un n arhitrarle, en base g lax expresiones {20) ¥ {23) qée definen
a los determinantes de orden 7 ¥ i, Tespritivaments,

Sin embarge, no es posible hacer esto del misme modo (es
decit, respolviendo en forma general un siytema de ecyacianes linea
les), pues a medidz Que auments n,lof cllgulof $e hacen mis compli
cados y, slende n arbitrarie, som pricticamente irvrealizables.

Estableceremos una loy general ex;-inando 105 dntrrminag
tey de tegunda ¥ tercer orden, ¥ tomaremor gata come dJefinicidn
para =i determingntie de orden n. Antes, d}[lnirtnus las cpncep-
tos d¢ permutacidn y clase de LURA permutacidn que pecositaremcs pa
ra ¢llo. 1

Las permutdcicones de los n nimeros Jel copjunts {1,2,3,

voo] son 12a Jdiferentes eaneras cn Gue pusden ser arTegladas.

For ejcmplo, las persutaciones de,low nGmeyes 1,2,%, son

las arreplos

E [

] -
t ]

Gl LA ™ ==

1 v

Yo Fa o B Ba —

3
3
1
z
1
|

Il canjunta O¢ todas lad permutacianes Jde p nomerga, os-
I '

ta 1or%ude por nl arreglos o PoTAULACIoREs ¥ S0 Teprescatd por G

V5283

Llimarcmus phrnutnciﬁn principal 3 aquella en la que los nfimeros -
aparecrn on ¢l orden natural.

Ln ¢! ¢jenmple anterior tepeftgos 3'ch peroutaciones, denlde

la permutactdn principal es 1, 2, 3.

Considerenas una permutacifn arbitraria o,, a,, .... =
de 1os afimeres |, 1, ..., n. Diremos que Jdicha permutacidn ¢s5 de
clase par o impar septn exi{afa un pamere par o impar de laversio-
nes on et grden natural, o8 decic; pareias {2 .20 tales qur worrR
cede a B en 14 peroutactdn ¥ ay ey . A la permutacidn principal
le asignarcaos la clase par,

Pare las permuracicnes del ejemplo tenemos !

1, 3, 2 e; de elade impar ya que axilste une pmie]a, In -
parcia [5, 2], tul que 3 precede a3 7 en la permutacifn y 2<3.

2, 3. 1 es de claye par yva que cxisten do3s perejas, (21.,!)
v (3,1), tales yue ? precede a 1 y t<d; ¥ precede a 1 § 1+3

¥, 2,1 ex de Zlase impay ¥m gue sxlslen {¢c8 pare)as,

r
(5,2Y, '3, 1) v £2,11, tales que I precede a 2 ¥ 2x3; 3 precede a 1
v 1e3; 2 precede 2 1 ¥ 152,

1, 2. F =% de ¢laae p1r  (por definicifin].

.
Procedivndd en lerma anilegn vemos gquc:
1,173 ©vs Je clume impar.

3.0, 2 et de ¢lase par.

Recordande 1a expresidn que define al deterBunante de o,

OTJUH
Syt Mgty

ahese rvemgs gu:

291



;J 1l detormioante va la suma alypehruica de des (20) praducios,
h) Cada preducio liend dos falrores.
) I'nm cadg procuceo hay eledertos de¢ todos los yvenglones (¥ uno 6
la Jde cala renglénd.
dy [n cada producte hay =lcmentos Je tedus 1as columnas [y upg sg-
1n de cada columna).
r] Si lge elementos se escriben Jde tal manera que los srimeros in-
dicea formen una permutacidn principal, se antepone un signa -
al producto en que 143 scgundos fndices forman uma permutacidn de
clase par ¥ un sigha - al producto en que los scpundos ipdices (or
man una permutacidnm de clase impar,
Recordando 1o expresifn gque define 21 determinante de ~--
Aer. orden .

Ay a3 Ay

B3, a3 g TA g Ayl Eg Ay M Ay Byt Ay 0y

1 a,, a4, tA LA, Ay, ,8,,3,, . 125]

abservamos e

a] L1 determinante es Ia suma algebraica de seis [3!) productos.

b)) Cada prodocto tiene 3 [actores

£} Fa cada producto hey elementgs de todos los renglones (¥ unc 56
lo de ¢ada rengldén).

d) En cade producto hay elementos de todas las columnas (¥ une s8lo
en cads coluanal.

e} 51 los eiementos se escriben do tel manera yue los primeros In-
dices formen Lnd permotacidn principal, se antepone un sigpo +

a las productos en que los segundos Indices {orman una permutacidn

de clase par y un signe - a 1o% productos er que les segundos I[ndl-

ces forman una permutacién de clase impar.

168

neneralizando, pata o] faterminante slo o orden nose tendrd:
A1 Ul determinnple o5 la s alpeoraicy e n! productos,
FY Cada producto fieor o {05 ayes.
¢l En <ada producte hay elemerics de todns renglones (y uno adle
de coada tenplén}.
4} ¥n gada predncie hay elenenios Zde todas las columnas {v uno s&
Io de cada columnal.
r] 54 los clementos se escriboun de tal manera gue los primares in
dices farmen una peyrutalidn principal, se antepons un Sipno +
a los productos on que los fefkndos Tndices forman unas permutacidin
de ¢lase par y um 3igno - 4 I23% productos en que los sepundes IRdi
ces forman una permutacién de clase impar,
Fataklercamas ahera la ley gue deflne a3l Jdetermipnante de
arden n:

Consideremos Ia patriz; cuadrada de orden n

1 3] '
.
a .
R 24 Tan
e . .
e a4
| ] a
ni L i

¥y un praducto de n de sus elementeos

a,u* "ia, - 'nun
tomados de tal manste gt hays elementos de rodos sus renglones [y
uno aflo de cada rengléin), ¥ dues hara olementos de todag sus colum
ney {y uno s6le de cada columna),

Los factores de esre praducto eatdn ordenados de tal mo-
da que los primercs Indices forman una permutacién principal. La

sucesifn de loa aergundos Indices forman una permutacién,

V-84 /5



. ﬂ.., l.'I.=| +E 0 I:In

de los nlmercs 1, 2, ... n. Para ¢3ts permutacitn definivemos
#=+1 sl la perwatacidn es de clase par

€x-1 sl la permutacidn es de clase impar

Formeaos el praducto provisto de signo

£ a,, a “aa ] (26}
1

1a ne N

1 n
Como el conjunte 3 de todas las permutaciones de n nilac
tos eatd formada por n! arregles, podemos formar n! productor del
tipa (19).
El determinante de la matriz A se define como 1a suma de
estes n! productos dotades de signo [(a los éunle; s¢ les 1lamnm tér

mings del determinants], b

Definicidn.

der (A)=T ¢ & a P |
1 \
!“ °, 1a, ne,

fle 1a definicifin anteriar 3¢ comcluve que:
1) Mare obtener todos los térninos Jol desarrelle de un determ!-
nante, basta con escribir ¢l término principal {multiplicanda
tos elementes schre !s diagonsl principal) v a parelr de &5te ob-
tencr todes los demds dejando fijos los primeros fadices y perfu-
tando do tadas las maneras pasiblea los segundos frdices,
2} Como de Ios segundos Indices hay n! permntaciones, la mitad -
de clatr par ¥ la mitad de clase imparz, hnhrl n! tErminos en

&1 desarrollo del detsrminante, 1o mltad com signn + ¥y la mitad
1
COn Signo -, +

3} Los signas + y - se asignan segln 1s permutacibn de los sefun

drs Indlces sea dr clase par o impar.

Iv¥-85 787

Ejemplo  I¥. 1§,

Obtencr ¢l desarrello del determinante de 2o, prden a par

tir de la definicidn

a u
det (Al 11 Iy

A1 ;s

De stuerdo con lo anterier, ¢l rfrmino principal sera

Ayy By,

Bejanas {ijos las primercs fndices y peroutamds las segun

do4 de todas las muncres posibles:
12 Clese par «+ «
21 clase impar =~ -
Fl deserrolla serd catonces:

de:{ﬁ]-nllallia 1

Liemplo IV, 26.

Chtencr el desartollo del determinante de 3er.

prrtic de la definicidn

T T gy
det [AM)r la,, a,, it
l':.II ali 11
TErminge pripctpal: Ay, dA;z By

ardan, a

Dejaade [(tjos los primercs Indices, la® permutaciones de

les segundes fndices son:

P2 3 (lase par * +
132 clasg impar ~+ -
£ 1 3 clase icpar + - -
I 31 rclasze par - .
I 12 clase par * *
Yo oeluse impar < -

nat



el Jdesarrolla serd:

det(A)ea @ a, - @y, -3 4, 3, +A .3 dy%8 Ty,

TR S DR R S I T I T
IR TRNT

Chleula de determinanies,

81 (M) representa al conjunto de las matrices cuadradas
de nrJeﬁhn con clemeptos en 0, podemos defipit Ia funvidn

Jet: (M) * C
que asigna a la matTiz A € (M) el escalar especffico det (A} ¢ [

Tal funcifn gqueeda definida por la expresién (27) que re-
presentz una suma de ) productos de clemeotos de A.

I'1 emplec de Jdicha capresidn para el cllculo de determi-
nanies no s¢ acostumbra en la prictica per resultar demasiado laba
rloso, 3 cambio se han desarrollade mftodes mfis sencillos gque Con-
ducen a 1ot wisnos resultados. Tres Je dichoes métodos trataremos
en es5ta seccidn.

Regla de Sarrus.

La regla de Sarrus indica que para obtensar ol valer de un
detertinante de 2o. orden, al producto de las elemenios de ip dlage
nal pringipal {lineas llenas) s5e Testa el producto de les elementos

de 1a "dlagonal secendarla™ (lineas punteadas). Azl rtendremos que

e TR Bea T8,
LFY 4;,
que councide con 21 desarrollo segdn s definicidn.

por eienplo
o « (3)(-3)-(-5)(4)u-T+20=11

Te oo

s

L repta sle Xarriie imdica gque para obterer el valer de un
determinante de O, orden, @ o productos de los elementios .de 1a
digengl privcipil ¥ paralelas a efla (Vinays llcenas] sv rostan las
productes de los clementos de la diagonal sccundaria y patelelas a
ella (YToneas punteadas). Para obscrvar mejar fstos productos, se

pueden eseribir el prieero ¥ segundo renglic inmediatamente después

Jel tepeero. Al tenemos gre:

A

(EEa I | e [P |
- W . "'*-a..
’ . iw
. P . IR S PR R | I . L.
S E A a;:\“l; ~a T TR AR T T

rl ’ - 4 -

L] ) Ea

h -~ A~ A - a . g = 1 -
. f S TN R 1 LFTLIPL PR FE PPN
» - - e
T 4|a a a, | A8 a ;
, o+ 1 P I B 1 i1 21 =a__a uli‘ﬂ.lﬂ 211
Pl el 1112 ' 1

[

que coincide con el desarrellp sepfin la definicién.
Par ejeaplo:
3o
LI = {305 EAY 1050040+ (-2(2)02)-(41(5)0(-3}-
: - (2V(1) (4}~ (3) -5 () =110

- rt

Vale la pena subraywr que la regla de Savrud #¢ ha chun-
cladg exclusivamente para 1oy Jetermipantes de Zo. y Jor, arden.

Es frecucpte tender o generalizar esta regla para calew-
lar determinantes de orden mayar, sin embargo; =1 s#studianie pue-
de fficilmente demostrar que 2l aplicar la regla de Sarrus 3 un de-
tetminante de orden superior sl tercero, 3e obtiene un degarrollo
gue 0o epincide con la gefinicidn, El método que veremos o comti
nuacifn es aplicable a un deterajnante Je cuslquier orden.
Desnrrollo por cafactores.

Yelviendo al ejemplo IV, 2&, 21 resultade obrenido para

el Jdetgrminante do Fer. orden segdn lz definicidn as:

Py.RR /B0



d“t{*]'“llaizaan'ann’1:“-:"|:“:1“::"1:“1!3;¢*
e R e TR S R I Rt T
factorizando les rlementos del primer renglén tenemos:
det(A}.allta!Iall-ail.jl}'allta!ialj'uila]l}
a0y 8,04,
de acuerdo con la definicidn de deter®inante de lo. oarden podemos
edcribir:
Mi1By, AT

det{A)en,, LT @),

Az lyy By, T LIY

para determinar lom signos de ig¢s (érminos haceans:

4 a
de'l'.{.ﬂ.]-{-]_]“".“ bt ",(_”“1‘“ Ll ]
TR a8,
4, 8 1
'l-l}lf'n:; ' !*I L.
a,,8,,

donde los exponentes de {-1) son ls suda Jde los Indices del vleREn
to del priper venpldn. I

4 Im expresilin (2Z7) sw le¢ 1lana desarrollo por cofagtores
del determinante respecio a su primer renglén.

Se recomlenda al estudisnte hacer el desarralio del aly
&g deterainante respecte a alguno Je los renglones o columnas ey
tantes. Cx obvio que el resultado de ambos Jdeszarrallos es numrls
Ticamente igual o detfa).

En la cxpresidn [27) puvds: ohservarse aque, los determl-
nantes que lultip{lcln a4 los elementins del primer rengldn, pacden
chienerse eliminende on el determinante original, el Ten:18n v fa

cwulumna dande se encuentra el elementd correspondlentue,

V99l

Par ejerplo, ¢l detcrmlnante que gultiplica al elepento
a,, puede abtener4d supriziendo el primer renglén y la segunda co
lumna de)] deternipante original

|
a,, S| =y -

I
CFYY a Ay,
A cste determinante se le 1lama ] penor de o, ¥ lo representeTe-
mos con M, .

Centralizandg, daremas la slguiespte

Definbcidn,

Se 1lans menor del elemento #; . de un determinante de av

]
den n, al determinante de arden m-1 gque s& chtiene &l suprimlr, ok

e} daterminante orviginal, ¢l renglfn i ¥ la colusua j.

Al menor de alj lo representaremas Con Hlj‘
De acuerdo con esta notacidn, 1a expresifin [27} puede 5
cribirse coma
detfAY=(=11"" ay np v feny oMy e -1 e

o blen, en forma condenxada -

-

] .
de:m-jfl{-n' Vg Ny

§i elogimax ] rengldn %, para desarvallar por carlacta-
res ol determinante de Jer, erden, dicho desarrolla vsti expresar

do por

k .
¥ej
& Ay~ 1T -1 i, M,

¥y &1 rtegimos la columna k, par

TL1



1 : 2 o

dft{ﬁ,]i.z {_Ill'L_.likhtii L TS Fenglbn
L Ter. Rengldn

n general. 5104 es unp matriz comlyadn Joe orden u:

la,  Lalmana

H] .
det(Ay=z  (-1)F'H,, 0

C i, ceae. 2ED fa, Columna
j=1 v} ow)
¥a que cada wna dr cllas tiens un elemenio nulo y el praduceo de -
1
dee(A)= I {.I]i'h dlkuik A "1 dicho elemente por su respective cofactor serd igual @ cero. Fa-
1=1

dobdge k £ Ny 1<ken lo simpliliva el trabajo ol cdlculo de s38lo tres determinantes de

(Definicidn. - - T o T T der. orden,

Llemancs cafacter Jel elemento "y al leterminente Desarrollando por cofactores seghn el 2a, renglén:

L£;1]i'j Mij’ al yue TEQRTEICALIMOS Con hij' | detfAY=13, =38, 3+ DA, -4,

Cor avada de extn deflipicicon, o1 método superido poar las

Los colactares “ij sc ghticnen coma

af-1yivd
Ag, =1 m

expresiones (LE)y (22) [al gue se llama "método de dessrrallo por i
cofpctores™) puede enuncldrse Come sigue: Desarrollando per 12 regls de Sarru: los scpores M
] il valer de wun dflerlinan;e puede obtencrse ffe:éz;;a;_q My, ¥ M, ohtenemos:
iln sumia Je los prodactos Jde los elomeptos o0 una cualguagra 4de 5u51 | 1
j]fnpas [renglén & columnal por sus respectives cofactores, j M i :; ; R AR LR ER AL AR R A AT
Ejeapls IV. 27 Z -5 1
Calcular el determinante de-1a matriz A per ol métede Jde Mo LI 2 =-11-1021.28=7 ST AT
gesarrells por cotfactiores. T 4
S N 3 1 -5
A t-3 2 -6 My= | 0 2 1] «-20-1+10gau11 Y )
o & -1 2 1 § -7
1 L -7 1}

fipalmente

Sojurifn dot{A)=-14-3{7)-6[-11)=2}
Pripera, debemos eleglr un renglén ¢ una columna para --

efectuar ¢1 dJdesarrolla, Analizando la matriz, vemos que es CONYQ
En el caso general, £]1 desarrallo por cofactores tran&fuz

hivnte elegir alguma de las siguienres lipeas:

o3
ey

4 W.92/93

ma el prablema de calcular un determinante de orden n en el de cal-



culdr n determinantes de erden n-1. Cada uno de €stos determinan
tes pudde destrrollarse & su ver Jor cof afiores, obteniéndose Beng
res de ordap p-2 y asf tacesivemente. S cacostumbra continnar el
proteso hasts obtensr menores de orden ¥ o de arden 2, los cusles
pueden resolverse empleando la regla de Sarrus.

Propiededes elementales,

Los determinantes tienen ciercas propiedades gque es Gril
Conacer, %on de interfs principalmepte las cordicisnes bajo las
ruales un determinante o3 nulo; as! comd las transformacliones que,
efecivades £n 1w matriz, no alteran el valor del determinante o le
produren una alteracifin fdcilmente calculable,

Estas proupiedades, llamddas propiedades elementaies, e

2]

depuestran a partir de la definicién ¥ sDn 1lz% que & centinua-

cidén 3¢ enlistan. En 1o que sigue, por un; linea Jeherd entendey

s¢ un renglin o una columna,

1) 3 uns linep esti constituida por ceros, el determipante es no
1o.

2) 5i dos liness patalelas sgn proparcicnales, el determinantes es
nula, (En particular, si dof 1ineas paralclass son Lpusles, ¢}
determinante e3 nulal.

1} 5i ae intercambizn dex ITneps paralelas cualesquiera, el deter
minante s&lp cambia de signo. i

1) 5i se multiplican todos los clementios de wuna linea por un nime

ro k, el valar del determinante gueda multiplicads por k,

5) El wzlor de} deiermlnonte no carbia, 34 se intcercashian renglpo

——— T e . pmar— ——- * - - " -

(2) E! estudignte puede consultar la demastracién on ta relferoncia
I pags. %5 a 39, )

I¥-54,95

nEs por columRAs ¥ ViCeveTsa. Ex decir;
detfa)=derin’)
&) [l valor de un determinante Ro cambia, i a los elementos de -
uns de sus lTneas, 3¢ suagn los elementos correspandientes o

otrm lfnes paralels multiplicvades por un ndmere k.

Un_m&toda dr condensagidn.

-

El nfrpdo de desarrolle por cofactores, lquuo aplicable
g determinantos de cumlguier orden, poucde resultar en ocasiones de-
masisdo leboriasa. 51 regresamos al ejemple 1Y, 2T, vemos gque al
elecly e lo. renglén en lugar del lo., nos hemos evitade el ciley
lo de¢ un detevmingnte de Jer, grden.

51 en opn# linea cumlqulers de un determinante, todos 1os
elementes excepko Unw fueran nules, sln duda escoperlameps dicha 1T
nea para efectuar el desarryllo. El mftodn qic propondremos a --

coptinuacifn se basa #n #5ta idea ¥ consixte en:

a) Elcgir.ll 1Tpea yue contepga ol mayor ntoero de ceros,

b} Aplicar reiteradasmente ]4 propiedad (b)) hasta reducir & coTa -
1odes los elementos de dicha lipea excepto une, (%1 todos -

lps viemnentos ae reducen a cern, el determinantr ea nulo por la --

prapiedad {11].

c) Desarvollar por cofactures sogln dicha 1inea.

d] Repetir ¢1 proceso hasta ohbtener un determinante de segundo o

tereer orden.

Ejempla IV, 24
Calcular 2l determipaptie de la matriz A empleandn o1 m&-

tode de condensacito, -

fLl



Hesarrnllamde cspe Gltisn delerainante por ta regls Jde -

I i -1 4
R z L o -i Surros:
Am 1 E 2 0
1 R I 1 det (s {1301 i{«{-1031[50) (3R)-(SOV{24))e.72
1 2 2 1 1 s rrForrrrm s m s m s
| . T s '8 5 -1 4 CHlcule e 1 inversa por medic de 1o sdjunta,
I 2 10 -1 ¢ 0D a4 0 - Con 12 ayuda de Jos deterainantes, podemos obtener la in-
det[ﬁ]=1 i 5 2 d - 1 5 2 1 ¢ vorsa Jde uwna matrizl crpleando ur mftodo diferante al wxpuesto en la
4 2 1T -1 2 11 h ¥} F
- i I " . i H +
] n P : ] s 5 5 ; i sﬁi:ifh.lvi_il_. ;ﬁtes fiifmus la sipuiente
(3 {2) (N * Pefinicidn. i
+ —Ltinieann.
Eligiendo el 2o, renglén, 1a columna * que sirve coma pi- Sc llama matriz adjunta de la matriz cuadrada A, a 1o ma

vote %¢ ha nultiplleade por 3, 7 v 1 se ha sumade a las colunmnas - ltri: que sc ghiiene de A" al sustituir sus ¢lementos POl SUS TES--

que sg indiean, [pectives cofactores,

Desarrollonde por cofactores segfin el segundo renglénm, A la matriz adjunta de A o representaremgs Con A, En

tonces, 3§ A £5 la wmatrii <cuvadrade de orden n

Lenedos:
13 9 & =1 01 14 14 B ¢ Al{ajj]
1 a M 1 b 1 5 = 1
.eto e Ta tranapuesta de A 5
detfA)=-{-Dfip & 3 )l UVt o s g '
N R A ] -1 03 0 A rlag;)

¢ ha aplicade nuevamente sl mfiode eligiends phova la - ¥ 1a adjunta de A es

]
cunrta columna ¥ tomando el segundo renglén * gomo pivotle, Dess A '{Aji]
rrollande nhera por cofactores segdn 1w Cuarta colsiena, tendremos:
Ejemple IV. 1%

14 14 ] E1-] 4 s

det(Ars-(-13{1]) §11 11 5 =={=1){1) £t 11 38 Qbtener la adjunta de la matriz
-1 3 o -1 0 1 0 4
(3 " [3] A= -1 2z 1

t -
Desarrollando nuevamente por cofactores segfin el Jer. -- 3 : 2

renglén: Ghtengames primero la transpuesta

det[A)=-(-1)[1){-{-1)] |“ 5“'

¥4
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La ldjuntl &5

A -

NHRE A
|

4-1 | I | L |
N
A LI, I PR B PR

Foodde Ak ]

dexarrollands 163 deterwminantes obtenamos finalmente:
1

"

-7 i -%
At T =14 -7
E Y | 1 .

= " F - T m 2 = a2 oE -+ oam s F e omomeoEod meom =

§¢ puede demostrar que la inversa 'de ura watriz A, puede

ohtenerse mediante la relacifn

A 'm—“ ..-+.-[3‘u}

de este relscidn vemos que

At e=—> det(a)s0.

Er consecuencla:

17 5i A es une metriz cugdrada de orden n, no singulaor, las siguien

tes pfirmaciones 30n squivalentes:
34"
%) R(A)=n

€) det(A)AD t

|
2) S5f A es una mattiz cuadrada de ordsn n, ;innulnr. les siguientes

afiraaciones son equivalentes:

V98,99

¥

a) 7oA

- B) R(A) ¢ n ' ok
53
c] det(A)=0 -

Empleande 1a relacidn (30), podemos obtener 1a inverss de

le matriz
1 o q
A= -1 - 3
3 1 -2

del ejerple IV, 29

En sfecto, comg

- 1 o 4
detfA}= -1 ? I | =-354D
; 3 1 .2
1
U oexiste A7, -

Del resultado del ejempla IV, 249

«7 | -8

A‘I'—EE%TITh' Alm ‘I% roog -7

i =T ?

, Fara comprobar pfegtucmos el rroducto A A" : +
! to0 4f f.7 4 -8] -3 0 of i oo ¢
-1 . 1 .

A A ==y =1 2 3 7T -1+ ¥ 11 0 -1s 0 [ S+
3 1 -2 =7 - z 0 0 -35 o p

Regla de Cramer.

Otrm de las apliceginmes de los deterninantes, la Encup
b Tramos en i0 resolucifin de fistenas de ceuacionss lippales. L.a
definicida de determinante dada por la expresifn (27}, permite ze

nerallzer 1a regla de Ergmer (3 councisda al princlpla de esty -

(3} La dpm"5tfﬂflﬁﬂ de vsta afirmacidn puede comsultnrse on Ja re
foreucin 7 pags. 50 A 84,



FY

1’Eci6n CUme S1gue:

| S

Gea el sistema de o oevuscicnes cop n incdgnitas
'
. + L] +
L P PP AL I alnxn-hl
‘s x ovAa T+, ,va _x_wh
2171 xpy "7 Tpmtm T, ™

-4

[

L Y

A_ X va_ X v+ X =
TR An*n"ln
virya matrlr de coeficientes ea -
B R T
H” ﬂ“ n
a -
A m A ] .r: .!I'I-
_an1 Iy s annd

Siempre y cuande det(A)dd, el valor de las incdgnitas x4
que satisfacen al sisteaa estd dadg por
. dctEAi}
17 Yet
dende hi vs la matriz gue se obtiens, a pavrtir de A, rceomplazando

1a eplumna formads <on los coeficliantes de T, por el vecter de tér

mices independientes,

Ejemple ¥, 3D,

Resalver ¢l siguisnts sistema de ecusclones empleande Ia
repla de Cramer

X vIxgt x,wl

Ja v x,-2x =]

dx -3z, - x =3

176

Satucifdn
1 z 1
dec[Al= 3 1 2] ==l=-16-0{4-G+6)=-2p-4=-30
4 -3 -1 ’
2 z 1
detfh, 1= |1 1 -2 =-3
Y -3 -1
1 i ]
det(a J= |3 1 -2]1=0
?
4 3 =1
2 Z
detis,)s to1 | =-1p
4 =3 3
Por lo tanto .
F e :3“ 1
L= :%34 2
1 e

a4 a4 & ®m m o E & - & - v o om w ow m oA pg A = = = &

Ea importants notar que ests nftods adlo se splica direg
temente en los casos en los quE Dep=f.

S5in embarge. 31 recordamos lo axpuesto en la secclén. --
I¥. 5, podesas siteapre reduciv un sistema arbitrario a un nuevo siy
tema ¢t Jonde men=r y an este aplicar 1s tegla de Cramer. |

Ejenpla I¥. H1

Rexolver ol slguientas sistéﬁn de ecusclones aplicando 1a

Tegla de Cramer,

I¥-10C/1C1



r,*124:]-3

-::4x=*21'-1

Solucidn
] 1
' Tl 1 *111‘.3+1
-1 i 2 : 1 1] 2 3 : - o
1 , !
R{AJ=R[A B)minr &] sistema es coapatible

2«3, [r<n] el sistecwn e5 indeterminade

Trasladande & Jos segundos miembres la lnedgnica X, - -

asignande el valar de k obtenengs
X, 0x, =3k

~x.412-l~zk

1 1
det{A)= -2
NN
]
-k
det(A;)= ' =1k
4-2% 1
i 3k
deti(Ay)= T-3k
-1 4-%
P Ky sk
7-35k
x='—1ﬁ—-
EPR ¥ ke[,

Una solugifén particular s por ejempla

1
xli +1.-
7
llr I
x>~ 0 i

v.102/103

P -
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CORJUNTOS METRLCOS

CONCEPTOS TOPOLOGICOS

ESTUDIO GEMERAL DE LAS FUNCLONES

Preigses de fa Pivisidn de fatadiod de Poigtade de fa Faculisd d¢

Treeeienda e L2 D&

A,

PORE
AQTURO LELGADO R.

Conjuntos mitricos, Witrica. Ses W un copjunte cuslquiera. Se dice

gue 5 wi una "mEtrice” con TEMpdcto 4 K ELl, ¥ adip 2§ para dos slemel
tos p,g ¢ M existw un nfmerc real ameciado Gip gt dencminado "diatan-

cia” da p a gz qniltinne lae aiguimsates proplededes:
Ll

1.- &{p.,ql = 0

.- Glp.gql =4 ¢<—Dpwqg

3.- Si{p,qt = Big,p

4.- S{p.g} + S{g,r1 * S{p,r} para todo p,q TN
Esiag propladaedes coinciden con sl concepto antoitive de distantls,
"rconjunto @itrico® s define camo al pir M6} conmiatente en un COE-
Junto W y uhs mdtrics 5 para M.
Lon slamentos de W guelen llamarse “puntoe”
Efemplos 4w conjuntos métricos

1 My e fx) 2 k') 5 tpegd = %y - malr o xgmxrem,

H =£e! - Espacio Euclidishg wildimensicnal
Tl

2 M » Dy, %y, .ooe XD | ®es mzs-.e v, 0 B 1 para toda
Bx lxp, geeeere X 0o g™ 0¥1 ¥2ooaus ¥l em
E:Ep,qr--{i:.-}'.'ll'-* t?l=|‘3;';|'I:‘4----*'htn"!f'nIi

My = g™ 4 Eypugic Euclidiana n - diernsicoal

N Ay =0x|xe Wl p=an, ar i

£y ip,qy = L= ¥l

14wy - %zl

Demostrasifn de quo Eyi(p,q) constituyse una eftrica. Debemon hacer
ver que ko curplen las & propivdades que definen una Fétricar (@b -

pErvese que M, = M,j
. -

LD N



4]

2 1
1.~ 8ilp,q} * 0, wn efecto: 4l  Sea H. cualguier <onjunto; Eienda B« [p.q) tal gque, paras
al x, F %t , sei |xy = xz| =m > 0 © toda p,g C M
L)
Sy ip.q) _T_n L o, sl p=g
o 6. (p,q) *
1, sl pr g

.= 51 ¥y * n; == Il‘i-lrrln
pexmptracifn de que 5.(p,5) puade accptarse COwo mErrica

Eyldp, a;) = % = 0

vidlida:
reciprocamentat Sailp.ql = 0 = T}ﬁ'—_"}h 1.~ Bslp.gl ¥ 0 {por dafinicidn)
* .
2.- S.lp.g! = 0, sip=~4q (par definicifng
=3 % = k| = 0 = % =
: 1.- S.(p,.5} = 5. [q.p)
1.= 5, {psgl = B419,F} E sipm=aqg:
lx, = wgb 1wy = ayl E.ip,g] = Buig,pl = 3} [par detlnicifnd
vi® = ma|  Tegma = =i
LY T
h.- Sip.q) + S[qr) F Siparl . Sulpp) = Suia.gl = 0
SoA po= W), g * Hir T = K3 L= 8.ip,gl + Bulg,r) & Su{p,1)

e acusrdo £on 1a pomicifdn relativa que ocupen 1oe Funted

Iz -] , 22 = ayl 5
L+]x, = X3 1rxr = xp . P.dt. pueden pressntarse Jow siquienten casow:

[#y = xz] [2; = 34| 9
'DENEEN R ETEEDN f1+]x1 = =y +]xg = xy] = P
- M o
]fl. - wplelu; — =] s Iz, —ar & xp - x| - -] S |
1+jxy - &3] +1E: = R IS ETEEETEEIEEET]
aqr o

R TR Th
Ljxy = x4 - .

Glp,q] 4 Gig,r] L L)
=2 lij: - a;1 - ln; = =i 3 Wy = K4 1 . 1 ¥ 1
Isju, = mzg TeTay = M R EFE ]
| [ - t I=
1 . i1 3 o
* "1 + gr ') om i
1] + 1] - o

= 5lp.q] + Elg.r} * S{p.r) . .



%] Sea My ¢l conjunto de funcliones continuas &n 21 intervalo
cerrado Eﬂ.b:l; defiyifndope para dos furciénes f,9 ¢ My:

S.5f,9} = max [f{x. - glx}|; x c [a.E]

———— e = i E—

rrd——— = == epr—

Demnatraclin de Lag propicdades
Pussto gue, por delipicidn f y o sén fundiénes continuas
e [a.8] =} |Elzl = qix]]| ew anipismo funcifn continua,
=% mix |fin} - gix1] ¢ (3,E], d¢ 4h{ qua teaga wentido

Syif,gl en la forma en guo s¢ Aefipe.

t.- max [fix] - gimk| & @

i.- mak Jfix} - gim)l} = ¢{=) F(x) = gix) para toda
= [&.5]

3= max [fix} = gix]| = max |[giz] = 2(x}]|

.= Ef B.g9,h € My1

[£4xF - bIx)} = |fix} ~ 9 (=) + giz) - nix}| &
€ |fixl - gtxd] + |gix) = hix}]

= max [f{x) - hizi| € max [Bix) - gixt] + [oix] = hixn &

* aax |[Flx) - qixd} + max Ygixl - hiIx)]
= Eulfigl + Sadg.h) # 5408, h}

Bt Sea Mp ¢l migwm condunte My del problema eneeriort  defind-
Beé Aahord pATA &l wEpaciod
Se Lt.9 = 10 |Ex) - gind] ax .
Depoptratitn de lag propiedaden:

.- AP It - gix)] 4k 3 o

7.- & Jfixy - gia}] dx = D &= £({a) - giwl = o0,
PuUCELD gue & ® b

T A7 [0x) - gixb| dx = 4P [aln) - Loxd] o
bo- 10 |eixd - gixd] &z + 4P Jglxl - R0} ax
- _r." EIEa) = gixd| + |gix] - Had|) dx ®

2P e - qiet v st =m0 | dw = L (£ - ben | e

-‘—'ﬁ.l’:’ {f£ix) - giz)] A= + J’:' {gixy - hix}| dx #

) ,f LEix] = hix)| dx
- AR .
Eu UL, @) + Sc {g.h} R S (EN)

¥ I,g.h v My

Loz ejeaplos antariores hacen wWir giw on sEpacio pusds 3eT
conveZ tiG0 an un espacle vEtrice on kir A una mankra; EFto

BN, pACR N &irmo espacia, pusdan existic varias mELyicas

acmi s iplea.

Entornge Lo vtcinﬁndeﬂ - Eea (M,5) cualquier conjunto mEtrice; sier
<o p un punto ELi0 0 M. Ses ademSc [ » 0, E ¢ e,
Defimimas comg +nlorng (3 vaclndad] Vip ¥} de p, con radio €, &l vor-

Janta: .

Vig,EY ~ (g} 3 e ¥y Sipqg ¢« [}



Liemplos:
1.- En E'r Uip, Ep ew ol Jntervalo ableriod [p=E, 0+ El: pues
td quiE;
Sip, BV » lx[p+ F = x < p+ F)
o
Vipalh = x| |& = pf < €}
Las #xtreros del Lntervalo (pustog p - F vy p + [ no ea =

tén &f ¢l eatornn,

ki P ol
!———-—-"'“—-ﬁ'—'-'
[ I
.- En BE' 3 ¥ig. [} em el cenfunto de puntos dentro de la exfn-

ra cen centro p o= {a,b,¢) y radio fy

V15,6 = (txay,2t] ST ¢ G3-B1T + (z - e}'(E)
La superficie geteriot (¢ fzénteral de la esfuora po  eatd
on vl sntorne ¥Vip, [}

1.- Sea A cuslguier conjuntd <uy: BEtrica se define ol i -

guisnte modp:

stp.qi »f°r " P4
i, lprgqg

' VipEl = g, 1 E &1
=
Vip.E) = 4, =l F » 1

Enkgrno 1ncompliore [0 vagindad veducida o agujerada). Es yn entocne

gue contiene un punto menom gue V{p E).
Hotaclbng ;lp.f] o ¥ ip.I}

Pip/Ei = [q | 0 % Kip.g) < £}
L~]

IR E} = vip. I} - 1p) = ¥' (p.E}

Punta interipy. Ses el conjunce Ao {M.5)., Se dice Que © £3 R pur

ta "intecier= ds A, mi existe Vip,ib Eal que vip, {1 o 4,

Punto exterfior. El punto q =& pinto “extericr® & A4, sl enlftwe
wig,L[) tal gue: t

Vig,F) = M, 5] = A p
Haciwndn, para abraviac, [M,5) 3 M7 oresults gue un panto enterior de

4 ex un puUnto fnterior de M - A4

Ffunto frentera. 51 cpdo enterno Yipl.E) eantiere un runto de A y uc
punto de M = A, as djce gque p ws punt? *“frorrera” de A, Ex OEVIO
Qua pa% un punto frootera 4 A #l, ¥ 3€1lp ai es puntd frectera de

M= A,

Eiemplos:

1} Sea M= E' : xienda & = Ix | 0 = x £ 1]
EFl Inctafiowde & o (0,12
La fronters de 4 op [0.1) ; son 1 punios
El extorior de A o ' = [B.0] = {x | w > 13 ¥ i | x < 0]
4. '*' J
o 3
2 Sea K w B ; omo= {ix,yl | %1+ ¥yl £ 4

E.

ba

El Lnteriny de A ea {ix,y) jx¥ = 5% ¢ 4}
El extéfior de A en {[x.7] | ="' + 7" » 4}

La Erontera de 4 anm 1la circunferencia ix,y} | xf o+ y? = g}
1) Sea M om EYy A= [lx,y] | x* =y > 1}
7! C.
£x Hfﬂﬁ
|
! fmt‘
f#?lﬂfﬁwf} \ i ﬁfff’
|

oE_A --.-——+x
.- /;H,f

1



L

¥} Sea M = E'; 4 = [{x,y} | ¥ - E'_"J]‘
= = ]

-———— " A - ——— -, s —me— — e

ook
INTEATOL . Y
pELAS S
. "f' &
S

— - -

L+ - ===

o

FROMTESA DE A4
EL TNTERIOR DE A = 4 + {(x,y) [ x* = y* » 1]
EL EXTERIOR DE 4 = [fx,yb | ¥* - y* < 1}

LA FRONTERR BE A = {fx,y] | 2% = % + 1}

Coprunte abierts, Sea 4 = M. fa dide gue el efAjunte A oF un con -

Jestp “aklerta”, si, ¥ 3d8lo 11 e contiens oingdn punto d= au fronte-

Ta.

Conjuntt ferrada. El conjunte A 28 un eonjunto cerrado =i, y sf4lo el

Contient todos sus puntoa frenptera.

De lam Aefiniciones Anterinces dc Swduce que 4 a4 Un conjunto aklielko,

ai toda punto de A =8 Al wjama tiswpd punto interfor de A,

El conjunts del sjemplo 1) arcerior no &8 nf copnjehto cerrado ni can
junto ablertc.

El cchiunte Ag] siempio 1] es cOnjunts cecrada. b
En £l ojemplo M} ol conjunta =8 abdrereo.

El complemento dr un conjunto ablecto e un cnnjrntu cerrado: siendo

el compleirenic de un Conjunko CEITadD, uYn conjuntd abhierts.
¥

47 . Extepioy oo A_
- Frow?e r.a__a’.r:z'?__

Punta dp goumulac{bn (o punte lImfteb, Swa & o Mp pr M. =4 dice

que p et up punce de “acueulaciin® de 4, 2l tode entarne incompleto
¥'(p,E) centiene on punka de 4. Dlcho Ae oiro modo, p 68 Un pento
de srumulacifn de &, sl cada enterno Vip, !l contiens un punto de A,
que ha sea ©l punto p.
El conjuntd de punkop de acumuldeifin en ol ejemplo 1) anterior =e:
e.0] » (x| o#x %1}
En £} elemplo 2), el rpajuni® de puntoa de scumolacisn de A, #3 el
mismo conjunto A,
El conjunto da puntom de acumulacifin dwl conjunto 4, wn el ejmnplo
1] an:
[ix.yy | = = ¢! & 1}
51 p es en punto de scumnlacidn de un conjunte A oo M) gue todo en
LB ne l'l[.;,E.I contigne yn risero jnfinito de puntos dAal conjunto A.
Un ronjunto cerrade contjens todos Fus puntoe de acumolacifng reef -
procamenty, un conjunto gue Cratlence todos sua puntos de acusulacifr,

&8 un conjunta cerrado.

Funcionen. La nogidn de funcibn ee wno de lor conceptos bésicon de
mayor trascendencia #n ol eatudic de las satamiticaw.

En el capitulo anterior ex praciels Jo ides do funcidn, deacrlpidndo-
1a data vomo ona relecidn €0 14 ©dal olngln par ardenada tigna =)
minme primsr slementn. En tste CApitulo ee bari un estudio mip com-
pleto de lam funciones, clasificindelas y estableclendd sum propieds
11N

Furcifin wpiveca o tuncifn en). Eate w8 «] tipo sds general de fon
cidn. Una funcidn univocd de Un conjunte A en un conjunts § s ukd
ragla [0 wdped) que aeccia & cuda slamento.d £ A, un Anico slamento

bclk



10 ’ 11
L]
kWokacliares: 3.- st e 2' + #). 1a runcifin f se denomica *funcisn real e varia -
I:,J'-J h— F ble real”.
i 3

51 #) dominio y¥ ¢l codominie c3thn constituidae per &1 pispc Ccop

Junts 4, ae dige que f es un "operador” (o una traneformaciiol
pe ménera ardfice, podemor representar Ja funcidn univoca coms eigue:

en A,

a L

S5 llams “range™de f al conjunto conat{tuldo por todsp Llea 1m5q5

ren P4} o B de elomenton 2 © A

{4 © &

Goomltricamonte: Una litnga vertical corts la grifica de una fun

Chuetvacinnegi c16n univaca vn un solo purto tf: AT = k')
I.- todos lon wleaentom de#l conjunto 4 debend teneX una ixagen an =i EJemplo: 1) A &= § = rt
ronjanco B pl.:d.iund-ﬂ, en la fupeidn wunivoca, ser un glementa fr & + B tal que 3 = f[x] w %!
u
be B imagen de mis de un elemento del conjunta 4. ig —
2.- La noclfp de fancifn invelucra: . . f -
i Un conjuntc A denominade *domindo” de £ . N i
Lit 9n conjunto B dencminade "codeminie® (o contsadominin de f) . 73 x
Ly os 1 tables £ zlemantes del cenjunta & gon ’ !
1ill 4 Tegla que astabledw gquf » 1 2t . ko 13 | 2 ¢ {1,2.31) .
imSganss de lom elementse del conjunto &, Wl - -
|
Ge acostunhra desiqrar laa losdigenes £ € A conn “‘I! £ Br Esto - -
an, de la figura anterior. I . f={ {1, 21.:12,07,3,41}
fla,) = Efast = b: 1
: ! . —_—
T1a,) = fla.) = £{ag} = by R
Funcifn blunivocs [inyectiva o uno & ung). One funcIfn € & = 6 ag
tiat = {by.by) .

denoBihe biunivocs, m1 paza teds par de elemantos oo, 4 1 A &15tin -
o {faybady fdzhzls Ia.,bn;m.ﬂt.l;uab.p}

tos, lap iomfgenes bajo £ son asimisamg distintsep Esto emd
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flz,) = ffez] s d) = 4;

Ejerrlost

1] {

Du'm.hﬂg

21 A« 8=n'

f: W '1!'; slendo ¥ ~ 2
£ no o Bicnivocs, puess {01} = FI=1] = 1
1) £ R = 'R*, cal gue Elx) = x
f 5i & hiunivoca
0 £: 8"+ 2Y, tal que £im) - ¥

f ai an biuniveca -

Ceométricatertet: Und linea hoerlzontal corta la grifica de una fun -

eifn.biunfvora en un solo punto. (Ea H‘ + El"r

-

Funcisén sebre (o suprayectival. Una funcifn E1 A = B #3 "mobze” sl
pkra todo elemento ¥ € § sxiate al mesds un elementd x £ 4 tal que

fin] = y.

13

Diche de obro mods, una fuaciftn es "scbhre” cuando su range ¥ 5w Codd
minio #on ol misme CoRnjunto)] ssko em)
Efa) = §

Cyemplog: A = {a,, a;, &1, Sy, #&11 ; B ={b,, 8;]
1}

I} f:r R+ K tal que f£{x} = &7

no es #wbre: -1 i F.‘.'. parg flx) = » 1 tw wxlite

yof: k-t e gue gix} = 2' - =

H gk EObT & p'ﬂ.ltﬂ =it ] -1 CAkhgd 24 H’
Geowktricamenta: Ho wxistw nimgquna lines horizontsl gue md CoTta la
grifica dr und fundifn mobre por lo mehos en un punte. (L r . F'l

"
Coma gjamplo, conmiderswos in grifice gue corrasponde al wiercicic

N Gltimgr




1%

Funcids bovedtiva. Uk funclén [0 A = B gr dancmina "blyectiva®™ a2

3, al mis=0 tkempd, bilunlvoca y sobre.

Yiemplo:

t: £V - ' siendo £1x) = k"

-

f Ex &5 biyectiva
1a. Observaciln. El concepte drn funcidn gue ze ha raApuesato e tan
asplio, sue permite designar {y operar} funciones de muy variada {ndo

lo, que en Aada ge parecrn a lag funciones nurdricas,

*
Fiemple 1) Funcifn bilunivece P
-
e -t
’rj: ~. Dawarmia
Yot ™ -
T /! ¥ " + 1
s : - C pupreiwid
/i . 3
" . — —
Tt T fa\ﬂ-%a )

1)  Funcién bBlyec

fiva. (bfuni —., - - ———
vora v sobre) . I/’._h"“x .
“Codamwivip / _-" ‘\‘ O-_-. i

4 —_

'H..

| ‘\!ff(nﬂ / )

ﬂl"“*-._.--"mL Dowinie = C "{ P}

Por el puntc F 28 traza una semirrecta, la cusl, al cortar el

deminig.y el codominic 2efine loe puntos a, ¥ l!i_ul._I TARpECTiva

EEnLE.
Kfceae gue en fusciopes biunivocas, dex pares arderadss distin-
tocs no pueden tener el mismo seoundn elementot

s fix,) = ey} = =2 = x;

3}

4

1

Curvazy f1 ¢! o+ 1"

] 51 % = 2; siendo; x = f{f}: y = git); a bk v € B
ar lII )
: Py '
1 i
: B NGO t)- =, ‘l
» !'
& w! =
Rl Simm 3; = fy0t}; ¥ ® Fagth, 2 » E4{t1: a € ¢ £
L. . .
: z
H
: - |--""-\-;_‘;_nf_‘;~"|-1l'é}
! :
N T
-~ -
Superficics. Pc B = E! * )
== flu,v)ld y = g fu,vi7 2 = hiu,v) E
' -}
| i
(d //*\NG(_#

A

Genernlizando _,
I: El'L - !m

] h

H vl

al B' + E' ; fix,y,2) = a

L s )

.— ?,“'i:'—T\

c——

ﬁﬂ
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b En generalr & las fencifnes F: EY . E" se lew suele denominar

*Trapnsformdtiores”

¥io= En iXie Hy,uans Rn}
.. vi o= Ly (K1, xy,0.-0 X_}
:_,m.!'m TXer Ryvuunn 81

Dopde: n * M, M= m, & n < m

Za- Obasrvacifn., La grifjca de una fynclifn £: A+ 0 5o define del
ajguichte modor
£ « lta,b) | a e A, b= [lal}
Femul tandn ce la dafinfcifn que:
a) £ %4 x B
Pt ParFa cada & © A exigte unad parcja ordenads [:,h] g I*
1 br fla,bd & I' y (a,c) e ') beg
d) 1A grifica I* puede g&r YN CORJURTO #0 ur #4pacla e xix de 3
gleensicred, 4n cuys cabe, s5Gla mr cnncib{ en forma abmtracta.
Flesmplo, Gak fr D+ E') glendo O = KV
£ = {fa. b |.a : O, b= Efa)}
51 3 = fn,y,2); b - f{a]

=xb = fxpt) = = B ox !

.= - - ——— ———— e R—— —_

17

= ia._h] = {x,¥,T.h]
=oela gréfica f£°. de 1a fypclln f, resulta Ser un cenjun
to d& un efpacip tetradiwensjonal. f
£ o= {fa,y, 2B | Id,y,2) € p, b= fin,y, 2}
Aun cuando la conateueciSn visual da la grifica no es ponlble er
caAGE oo el :;;BE ill.l'l.tfi ¢l vjemplo 4nterigr, la nocifn de "gri

t{ca' sigus slende unae idea Gtil y muy convenlonte.
. I .

la. Observacidn., Ademds de la forma 4) anteriar jara definir en for-
ma paramétricd una'superficie, la siguisnte foncisn _It'PrE!EI:{I una =
pacticie.

E: b~ E') don-d_ga el dominic b= EY
Ejamplo: I

fiz.y) « 0 ~ ; i D= (e} | =7 & ¢ £ 15]
Bepulta la superficie una elipze cuyo plato esth en e} plano prayec -
taftw: = = & - ;- f ';!tn:ndu tl perimetcro dw la elipse definide por l1a

interweccifin del plans antarier con #1 cilledre &' « 4F = 1k,

£
F 9
Ehpse. Tt s : .z
{proomer acfani?) . "‘31_‘__\‘ grF
' Ayt & .? .
a *-: 2 .’ — 5
¥,0,4) ) ,
el 1 (vis/a de parfit)
T 1 (0,40

Mo ke - —
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La furcifn no en biuwnlvaca, pursto que, pars x = conmtante, T CLlene el
mismd valor, lnd;q.wndi:ntmm. del valpr de yr por vjmwplo:
thae oyl v BU=D 2= ik, yi) = (2,259 2 a7
la luncifin Ao ea scbre, puep miendo el eoduminio E' v Bl TARgS ke
1M FE e [ -
Desde w1 punto de vists geomdirico, una funcidn ¥: EY + E':r 1 = fix,¥)
serd Lluniveea (uno & ool sl todo plano paralelo al plane %,y 4e
ecuaclfn’ 2 '.Iq.- ix, £ range de {}, afla contiene un punte 42 ia grdfi
(=L { -
La funeldr [ #er8 gupréydcilva |mobre), #§ ol plano 1 = 3,  (donde x,
toma tedes 108 valores corrwapondientes al codeminlol, corta la geAfd
ca de f, pCr 1O Fencs, BN UWR pynta.
Lag Jdesy arnteriores pusden qensralizaraw Fra mér Aplicadas & fun -

on
ciarsd cuys deminio aea E) slendo au codaminis TV

te " - £y yn e )

-

Iqualdad ce doa funcinoes., Bi dosx funciones £ ¥y 7 antin definidss en
£] migme deminid O, y se tiene adamda que pera toda & € D, (s} = glal,

e affrma que las funcicnom mon fgualeg; f = q.

Ejexplog:

a) Sea I: Rt It..-. g R - n
Eiw) = w¥t giy) = y'e2 £ m g

b} Sea f: B +p i qi -

fixy » x's giy} = y?
t r g porgue no tlenen el Gisms dominig

glil = = 1; fiit oo oxieLe

19

Funcidn idvniidad. Ses la fupcifin £1 A + A definlda por Ja férmule
fiml = x; © sawa, 3= hiAce cOrreaporder § un elemsnto 2, el mimmo ele -

manto A4 Como By imagan.

. A A

Notaciln:

f-lﬁf-ll‘.

1 ' +
PR T
v 1
gt rer'— a'y B — !

Funcifn conatante. ESe dice que f: A = B w3 una funcifin "ccnetante”,

1
&, £ A biene AT
21 toda 4, A

14 minza imagan & ¢ B

Ejampla: Sea Ilx] = 2 #lerde flx} = x7 + manx
= a7 + senx a3

Fufcidn monftuns cIecients, Se dice que una funcidn £ ex "mendtona

crwdienté” an un intervalo, mi pare dom puntoa cualezgulard Ky oy X

del Intervalo, tales que 3, < x; ¢ verifica gus fix,d € f{ny}.

Bl fix,) ¢ Iix3) la funcifn pe denomina "estricramerte creslante".

funcidn mondiora decraciknte, %y Aefinlcifin =p EemEqjante 4 LA anty

]
b -

1

| x, X,
FUNCTCH MONOTQMA CRECTENTI. st FUNCICH MONGTONM DECRPCIEHT
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riopr. *

Fungiones efncavasx vy funciones convexagk. Ses (k) wna funcifin defil-

nida en ur intervale (e, b). S0 para des pontos cuslesquiera

la 4 x; £ ap € B} ¥y ¥y omp Be Verifica: ¥ x; , x; € {a,b}.

Fo{EL* Kiy . Fimyd + flng]

#x dice que la funcidn s "convexa® #n ia,Lbk)
51

- ¥
;h}T_ {—J_'[_,'I'J * "_"J'l‘}"_""j‘i £y . La funcifin ae dencmina

"cdncavaT en
(&b}

. - T
el =, e x T o, . T x,
-y - - -2 -
F At Lt C'.m-f.c.a.-:m_.
FunciSn inversn. 3L fr 4 = B =y una funcifo hiyeciivi {biunjm. ¥y

sobrel, sntonces exlate la fanclfin inversa &

f—l

; Ia cual gw deflne:
1 @ = d

dado que para cada elemenea & £ B oexivte uno, y afie uno de los wle

wantos de 4, talas que:

e a
£ a {ifray, 8y @ Ab A =D

! '.
.

Es lntecresanta Cohservar que, =0 tErming del lenquejs da las relacino

Rew csiudiaday antezicrments, Podesos decic que las funciones E ¥ I_l

L

" m m m mLA e TR b s oaw - = -—

F

conalderalsas conjuntamente,. cONEtituyan une "relaci®hn simBrrica” en

la cual f no coptiene dos parss ordenadod COA sus primeros elemen -
-1 -

tom iguales. y por le tante, I taspoco; sdlmiseo, nl F pn1 7 £ A

ben taner pares ordensdom CuycE Eegundes wlémeontos xean fguales.

Ejamplo I} _..11._.

—— b v -

Kitans qulrh funcifn inversa f-l tiens como dominic sl conjunta ¥;

sliendt o ¢odominlo a2l conjonta 4.

U

1

Ejsample 2] Sea £ R
tal que

fix) = x*
7or aer [ biyective, suigte el
TR : T

N ] . .
Invetao de una fungifin, Sea fr A +~ B

r

.‘1
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£p dofine come “inveren™ de £ 4l smlguiente Conjunto:

£l by = {2 lac s, £ (ah » b
Ejcmplo:
Remulta:
£ b,y o= e}
1 fhyy w fayn
AT |

Obaarvacianes: f !

b = A

-1
Ef ebte efemplo la funcidn inversa £ "¢ B+ A po exiate, puestoc que
I no #a blyectiva,

operacicnes con Luncignes. bDuiinlremos, pérs las funciphes, oprra -

clonan l.ep;:]ﬂ.hf_t' 5 las conocidas operacloncs pard low nissros rea -
les. Eptudiaremop para funciohés de Uslores reales tfuncioneslres H
lem) trex opsraciones bipicas, & saber: auna, sultiplicscién, ¥y com
posicidn, asi como law propiledades de Estad.

Suma {6 adicidn] de Eyncionom. Bean f y 4 Aoa funcloned Cealns, Cu-

yos dominios deslghacemds coma Dy ¥ Do Yespectivamente. Se define
1a sumy f + g coman

S+ gh{x) = Lin)] = gix] !
o amas

e g = {ix, tixh + gtupih o ¢ nfﬂna

CeomEEricamente:

~y . .

’ iy

L P EC—.'}

: -
Anfloqamente: ([ - glx =~ Elx) - gi=)
Ejemplo 1} Sean:
E= [(1,2), (2.3, 03,30, (4,2), (5,41
g = 140,13, 12,2}, (3,00}
Ballar ¢ + g
Salucidni |:|f i pg = {2,611
=> f+g= [{2,5, %3]
Grificamentw:
-
1 - - e em e
—e-] = _Q._. S S S—
- |- —Era © M e ean. *
- . ¢ ‘ - -
R
I +I. 1 * —_—— imea
i‘- [ ] é % +—- — == r o
‘ r_:-_r_; T 5 o 71 _' :
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F4] 25

t
Obsfrveme que le adicidn de funcicned 1o 05 lo miame que la suma de Eestandg las fURCiohes yi ¥ Ya grificamente, owdiante la fuperpodl

Pates crdeonsdas [vectorws an el plang). cl&n de Jop diagrapay pn las figuzas (0 v WD)

Ejesplo 21 Resclver la siguiente jpecudacitin:

. .
J= ~ 2] ¢ Jx = 2a] LY V '“i

-'!ER';-Jﬂ{M.iid:‘bEl

Enlucidns

de {1t fx = a] - |2 - 24] c 0 -ea 21

Hacsjendot T
e =al =z =2e|=y R AL -
[x = a] = ¥, = .-5.?_ + = ':' rz-
la = da]= ¥: | m3 ¥ = yzm ¥ _— = - —_— - —_ A o
pore © & e LT |
de la definicitn de valor apsoluta: F’ e m————— & e e —Ia
x-a, ol xk=a*aqg — b —— e = — t f';’fﬂr‘d.__ d
¥ = |x - a| = T

-X + g, gl x -~ %0

- Ja, - 3a & @
x " ox Dm la figura (6) o¢ puede obterner la solucisn de la ipecvacifin (1) r

= = Ja|m 1
¥: |= | Dado gque: o x = 0 =3 d¢ 1

- . - n .
X+ Ja, al x Jz 4 j9 —af = |8+ 2] = J-z] = |-3z] =2~ J&¢ * - Za = yst 0

grificamenta;

=»da @), = = 1 satiwface {3}

Obaervando de l& figura (6} gque las ordanadds BOT negativas (y < g}

€n Al Lntegvalot -:-‘-4 « %t Jd; werdn &wtos los valores 9% = que ma -
tigfardn la I‘hliil'l-ulldid 1) j disto ex, ia golucifin de la lboscuac]8n

41 re!ul'u: !

a4 %ot 23, € {~3g, da)

s T ———— i o o —_— =
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Ejemplo 3t Elr £ = x e = 72|r g = iz =21 [x]

Hallay tedop loa valores de » para los cyales se veelfica gque [ w gf

£ =-g.
Solucifn:

w' = Jx; w1 w212 wt - I%; mia 0
Fow qw

=xt e Jmr okl ox <7 -x7 + 2z ml xcO

For 1o ténto: £ = g en lof Bigoisnted lptervalos:

- - 8 v fE o=}

f s = gr (03]

Lo anterdor ne vizuallia I§ollmeante comarvando lam gr&ficas dw ambas

r

luncicnes

o

Estudio de lar concavidades:

Sfrfuwex=-3Ix mu 9 =Ix-1 mu =zzp = W
{U--u’*Ex =W e - 2w ? sVt = - 20D = Ty

Fiamplo 4) Fesolucidn grlfica de la scuacifn gencral de TerceT grado

con coeliclentes £ H‘: -

'+ xf s bx om0 ll]l.tl.,.l}..\’.'zll.ll

' * ]

21

Saluslth
Obyervaciones prelimlnacen;
.- Aup ciando pleds sncdntrarse la molyciftn analitice empleands lag
tdrmulag de Cardanc, wn la prictlea se encuentra que =ite mirods
PreECLia LOCOTVERL#NCLay, como lam que e ci1tan & coptinuscidn:
1] Ll-?lll!f-il‘-lll'-‘lﬁﬂ nurfrica en las fErmulag conduce o cfleulos
FNGQOTTOSOA.

1i) %1 1la ecuacidn tiene ralcew rFacionales {0 enteras) dntas ze
obtlenen en IQrma de puma de bfuneres [Yracionalea.

11“‘!«'-!!1- alendo lad crwg ralcon reslea, £acas #¢ presentan como
tumks de nlnerons complejon.

2,~ Efempre 48 posible, mediante un canbio dw varlable, eliminar de
la acwacifin (1}, m) térming en x*) en elfecko
Haclwndg # = 7 + a & en (114
{x* + Jox* » 3a* 24 0" + are? » Zaz + @'t + b [z +al e -
re' vt o) it 4 s s b+ 2" v &3 # has el = g
8 *

Jn + 4= W onow . %
L3 ].u.t+2[u1-rhl-|:
o' + 227+ ba v e = g
L‘ﬂniider:ndu Bl y O an ) , resulia:
' rpzrgeq
la solucifn de {4} conduce & la salucifin 4w {11 : .
de (41 : pzeg=~ 2t |0y
51 aa hacen:

Bzt g =y - =y o)
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que.da repuelts la ecuscifn (43 af $o=W ; pETQL px + g = ¥ nés en un punte, Pupsts gue yi a5 funcidp blyectiea:

¥ ¥

tiere Lar grifica wna lIinea recta, de pendiente Fr cor crdenada ¥31 B* = R

al srigen q, Blendog - ' = ¥, ordlicamente una pardbola cihica For tener 1 ceoeficientes a,b.c € ll*, las rafices complejas
FLJA. fienen que Sar pATer conjugadonr o ses, sl t + 54 es ralz

Los hechop anteciores pudleren &1 #igulenty procedimiente grifi- también tieme que ez rafe r = B84, [ = /=1]

To.

I} CTibQjese, con la mayor Lrecimifn posihle la & - ' wolfiplicacion de fanglones. Sean f y g dos funciones de valazes rey
. g UTVE YW o+ =g -

. L e} ) . = -
en pipel milipftrico. La forra ganeral sa: les, con dominrcs B, ¥ g TEsPECtivamente. So define la zultlplica

cifn ! g como Eilguel

LI [fg)dmy = £ix}-gq(x}
K
o HEAL
fg = Uz fizlrglatd| 2 c o, 0 5]
I L]

Ejemplor Sean I y g 1eg migmps fopcdcnem definidan en el dlcimo
[

L31 0=F1-M

I11 A la misma escala, ¥y mobre la grafics que me dibuld an I}, o . (2 ‘.} 3123}
= q = i}, f

enplednds loa cigmad wies {y, 1) trdcess la Tecta de pardme-

tros p * pandients, 9 = ordenads al origen. #He sugiere Piopledadus de 159 Op4FaCiones de sums y multiplicacifin de funcicnec
que y; = -’ EE tTAC0 con tinkar #h tanto la racta y pueds Sea 5 el conjunto de funciones resles de variable resl: fc g¥ o+ n'
dibujarse eon Mpiz, de modo qua 14 hoja milimftrica punda . Ayd Cerradura: 54y Qe s=p f +q ¢ §
NErVir EUChAz vecal. <€On sdle borrar 1a recta en cpdy cama, Arl Conmutatividad:' f + gm g+ £; f y gt &
el disgrams quida 1ISL0 para uparse ©on nuevos pardestros Al Aepclatividad: (f « g) + b = F + 19 + hl; F,guh £ &
g A,} Exists un slempenta neutro nico tal gue: f

II1)Lae ralces buscadas perkn lasz abcigss de low puntos de fntar pach todoe E e 5, f + O = F -
secclén de la cuiva ¥1 y la recta i My} Copradura: =1 8 ¥FecEs=" fgue%

R FL 14 retto corhta & i gurva &n tI4s [lrion, antoncex la b H;) Conmutatividad: fq = gf; f vy g &

ecuaclen [1) tende§ t¥es rafces reales. Ma) Reoclatividad: {Igih = tight; f.q.h e s

H & un elementh neutra O f
Cbrbreoms que 1s recta tiene qur COFtar @ 1a curva por lo ma +1 Exist T8 Onito wn § tal que

para todo £ £ 4, (1 = F

ri— e arEam - —— .

-



i
s EY
D) Distzibutividad: flg + k) = £9 + fk; f,g.h £ 5 Ejcaplosl  Deterninar go! y fog &n cada uno de los sigquicnteés ¢16m =
Cbaervaciones: f ¢ 5, pues de otro oodo ne se cumplirian &, ¥ M, plos:
Lop funcicees Taales, de variable real posven todas lag propiedades 17 F o= {01.2],{2,3],03,5}, 84,71
d¢ uh caEpn, euceptn la exiswencia de aditivg ipveree Onico y de Te o= (03, 01,20, 02,00, (3, 4)]
clprocn Snico 14, ¥ d,). a}) Cllcylo de gof:
51 ¢l domlnic de 2 po em toda ;l conjonte de los realas, entances Daterpinacifn del deminie an!:
ne exizte fURCIER g tal gue J + g = 0 & g = 1, dado que =} dominda L Dgal puelto gue £(1} = 1 € Dg
de lam fun¢ciones copatancen 0 y 1 oes R': Befo D, q? qu na pueds F3 4 anf puckto que £02) & 3 F D

0T n'.

compomicidn de fuhciones. Algunos autares Coonxideran la compoRicifn

da funcicoen ¢omd un producto fo multiplicacitnd de fungiones.

af = (0,1}, (2,0}
Definicifr: Sean 1: 4 -~ & q1 § = [. g§o! denominads g compeaiciin M e A2

b) Ciledls A
¢ &% una funcifn cuye demindc son loa salakentos 4 1 A tales que ! 1o de tog

Daterminacifin del dominio I:I!.

flat € B o’

(gofl el = gfix)} € Dy g Porque £10) € D
gof): A~ € . 1t Dfng rorqua £{1} © D,
OLwfcvese qua pdra que guads dafinida g o T no es necasaric que b ¥ tep

fog porque £L2) € oy
g senn funcloned reales Ao variublt real.

LI - FIW prorgue ({3 € Ty,

Grificamente:

/T A

fog = 1y@,51, 01, 30,03, 2, 03,10}

e mE—
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2} fix) = x" 3 gk} = x &+ )
Solueifn:
(gaf)lel « giZ{xl} = giz') = 2" &+ 3
Itegiich = figinl} = £z 4 2} = {x + N'
Vmmos que, an general, la composicifn da funcions#s NG EE una Opera =
cifin conmutativa.
3t EY + EY; donde £(t) & {1 s g, 2 - 1]
qr Ef + E'y miando gix,¥} = (x = 1, y = 1]
Salucifin: . .
(got}inl = gffie}) = gll + £, 2 = t] = (¢, 1 - ¢]
Nitapa que {fggl it} no eximte, puestoc gua el\don:nlo de £ 6D wg

tqual al codominie do g.

Geombtricamente; £{t) = (]l + ¢, 2 - t) ropresenta une recta, CUyes
£CURCLGnes paranfiricat #onr A o= 1 + £, ¥ = I = t; wiendc la recta
X+ ¢ & 1; BN EAREQ qgue Eqﬁlet] = ft,1 - t] nos da lam ecuaciones

paramdtricas n ® £ y # 1 = §, que cOrTappondan & la racta p o+ y = ]

C L1+
~tryy ]
et

“ ol

-

L —

dadea;

ER |

Y fiz) = F% 1 glx) = 3w+ 1
Bolucidn: I

tgefl Izl = g(Ffixl] = girx)l = 1 #x + 1
gaf - D'-}

(fog)i=) = £ fgix)i) = (3% + 11 m ¥Ix + 1

por 1o cual D

1
per lo cual Dy . = =}

Conatryccién de la grifica de 1s funcifin coppuesta gal & partir ds

laa grificam de f v g.

Bwan £ y g lmbaaltuncinneu cealem de varfable real: giendo eun gritfl

Cas lam Cufvads gue ax wasstran #n la zigulante figurai

[ Ty -

Principiens a conmtrufr la grifica de gof en el punte U de coardena
dag [x,.0b.da F.

Chaervacifncl - - et

5{ I es wna fonclfn moRftona, y ddepSs f = I-l.sg.unl de dos posibili

4

n
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fi{x} = x pard Exla X; ©
{ fix) & = x para toda x
Demontracitn: A
Aun ;:-.Land.u la iptaicifn guomEtrica pareu-counhu:u 1s afirmacifin,
#sta 3c juneificard madlante 2l plguients tazonamiento, y& qUE, oo

fo e cupprobard eh wn eienplo degpuéa do date, 1la intulcifn gacmé-
- . b

trica pusde fallar:
lp. Supingasze gue { oF mondtone erecienton
al Bi fizh < x s> £(Eix)) € £lx} « x
m EIL0a13 € x; pere L1E Ntal) = £101X)) = x
por hirftesism; de ahl que !Iflxl; © x_en imposibie.
By md Fix) » a mmx £LEqUI] 3 Fix} o x

oy b

s £[FLE]) * % 10 gue por la misms razn snterior e
. :

impoaible. . . .
Por lo tante @ conoluye: Bi f es mondtons creciante; siendo
et = flx) - ox
io. Considbcese que [ w3 monftons deccecienbe:

Fatunamienton slpllares & los anterioras Rog Ilevan a la conclu =
sidn quer 51 [ es mondiona dec}rcientn tend Endosa ademds fguc
£at"l =5 fia) = - x pors toda x.
tpuede hacerse § » = § ©R &4l camc lo. para demoatrar ! Ind
Otra obmorvaclfn importante:
AuR cuando la irtuicién soglere que 511G 1a funciorrs estrictamente
monGtonan, E: A + Bf dopde 4 05 E'; 0 = £, pueden tenet LOverdk

f'l; E + A; El_,.igujente giemplo nos demoediea que axliten funcionok

que 510 ser pernflonas, LieneR JAVErSa: efn wfecto:

2 T

¥, ¥l x ¢ O
ﬂ!h{

=x, ol x £ Q'
DepmO g LTATL 2

i' f no es wonftona en pingfin intsrvala

iy £ = !

Folocién:
fya 1 rualquier intervalo con mis do un punto, esCEIANEE
{l:, Xy € Q3 2, € Xz

bt
Ky, % £ Q' 3 8y T Ay
r v
LB

15{11] - fixg) = %, = Xz °0 ™+ creciente
. ' —— . -
Fla,} = I[o.) = = my + %o '* § + decreciente
- 1
\‘ !

w { no an mpndtons ¢ I LY

00] gl % £ Q =P E(FIk}) = Elx} m,x =» £ aef ?
L]

mix € Q0 mpELG0) = flox) = - {X) m o £ £

= Para toda zi ${fIx}) = x
-y £t} '

n . . " V.

|bel siemplo anterior, puede concluirse gue Ja [ de efte elenple B2
puede sof monftona, ya gue I pa &a tal que ffal-= =7 nl bix) = - A

para toua %) =

-

Teorens. Seva [ ona luncifn biyectiva tal gque: £: A&+ B; f'l: B = 4;

1
e alirma gques

fhemt - T liE -t .
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"
Erebplo:
s | J
- Sablendo que gi: £4{x) = ¢ ; £ "{x) = fnxs con base en el tecrami
Demostracifs:
anterlor, demostrar gue:
Ina® = l‘h! - n
- +
Sulusifdng del tesbema anterlor: I-
ol ia) = % w2107 x)) = finy = P .
f'l'
. - - =1
trleri ) » xom 7 pria = 27 e e pne®
‘ t
nx 1
-1 S = = fne
Sel ¥ £ A7 giancta Fixz) =Y L = 4 T(y) = x . .
=2 r lpyr e s lismy = 5 0 f) ) e v .
N x
. | - i w
i - I ' f . da funcivnas reales A iabl -
- =H " uf a1 I IHores-. Sea 3 el coajumts rad reales da var e Tal
i ta varifica l1a ziguisnter Pera toda f,¢.h a 4
ARinismar - . B, 8 fygr ¥, foged . -
€31 En general. fog & gof -
a1y €y1 {fegloh = falgeh)
. . T, Baiwte uh fnico elaments I £ S kal ques -
. Ht}=ﬂ:-£';1ﬂ=-? (e ey =y foI=1cf(a=1t
) 1 D) [ +gleh = [oh+geh
=7 et =1
- page folg + h) # fog + foh, on general. -,
< B D:} (fqioh = {Pfohi (goh)
1 of = faf " =1 . -
pezo felgh) ¥ ifogl (fohl, an genezal.
- N r 4 -
. - Campgtracionen: i N .
- . “ .
1) En wna consecusncls de la delIniclOn de composicife &8 funcie -
. I
nrk.
L . "
Cr) EaTo guedd syidenciado en 1o rjemploa resyslios snteridrmente.
N L]
L ]
A -

-t
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kL]

- |
Fara toda x L O, me tlifie
Cy) PemQairarergy CTIEELO Gué lox dominloE eon iguales: I
-

B - . - {fal)ix) = £iIx)] = !l'x]_
ilogloh Eojgok]

[IoB)dm) = 1éf(n]] = fin)

1 ’ - -
Ditagion * P 1240, Y nixl ¢ Dy ) = fol = Jaf = f ~
s & demoatrard . "
= lx | %t 0, Rin) £ By glhixh) £ b, En segquida 4 ue 1 en Gnico en S
Supongamos gue gxiste otre elenentc newtro 102
- =lx = b, ¥ lashiln ¢ 0}
g H I" = 1%a] = I Lueqe I es finfcc
ng[;‘,um M) DAamoEtraromos Primebo gue lop dominlos »on los hiamas:
' En sequida s+ demestrard ©, . Er efectn, para voda o en 2] domjnie Dll'hqlﬂh - niﬂh + geh
comin de iaz funcicper me Ligte: . .
((fcglehlix) = (feqtinixl] Ditegion © tdxe Op ¥ BIw) € Dl'"l]
= tigthladl) *

1.{: | T LDy hix]l £ 0.0 nq]
-0 * figon) i}

Ix | x ¢ yhix) tp I nix |z~ ¥ hixd ¢ D}
» {fotgen)] ix) On £ Oy 5

Con lo cual queds demoscrdda 1 agcciativided en la composicifn de = Prah + gen .
funélonmt. Eatoblacido 10 snteriod, procademns & dymssbrar D).
Cha&rvege qua rn la demostracidn de £y no ha sido necesaric setipu - Spa = an Bl dominle Conln dm lag funcloness
lar que lﬂ-!_ funcicoas [, ¥ h aean funcionea raales de variable xeal; ‘I{2eglah) (x) = [$+9k{nix}}
por conpigulente, la lay azoriativa en la compozicién de funciares = Lihiad) + gihix]}
#p Clerts pars funciones en gensral. = {fashllz} + Igeh] Ix]
Ca} La funcifin {dentidad T =8 la funclén peutrs con reapecto & 1a = il + gah}(x)
compoaiciSn de funcioned. Fs necesario demcebrar tanto gue O3] La dumpatracifn & sota zaqunca leay distributiva se efectfia de
ta I =L comyr tambidn que I & { = f; pussto qua no es vilida 1a manera schejante & 18 aeguida en Ja demoetracifdn de la prlur-a
conmutatividad para la Composicitn de funcionen. 1+y distribativa D,).
Lot dexinion de £ o I w I o f son el mizmoi siendn ¢n ambas -t Ejamplo -;i "i“:"!“'l‘ WE halw YEL QuR: ] -
4on By Colg e hl ¢ fog + fob "
fafghl ¥ {fegl)ifoh)
faa £ = 3, g = h =1
- L}



21

" ke ¥ *
" .

mdy 3w 22fT + TY, &n tanto gue
=P 4 = 20T ¢ Zof = 7 4+ 1
por obtro Zadagy
7 = 2efIl}r pero,
d = (leI)tdoll = 2+3

En camplo:

(2 4+ TleT ™ 2 + 1

dop + Iel & 1 + T

[Zrler = 21

tewl){1e1) = {2101} = 27
La composicidn d¢ fancicnes po 2610 $e rircunscribe s funclones 0]}
les dp varilable real; de #hi raaulta, par ejemplé, quas

Ef LT A + 5 =

a} Iz'ﬂf - !o'I‘.' - T
b Ei f sk biyectiva, eximtas F-i
-1 - -1
., =P et I, 1 fef = = 1, . . , \
giandn agimismn vilida la prﬁpn-ic.tﬁh roclprocars
el 'SI f: A =Ny g1 A~ 4, sarinfacen:
gef o« I, ¥ fog = Ig
S -1
Entonces eximte f 1: Bedy gm f
A) %L f: 4 +B, g: B + €y Rkt C =7
ae vérifica la ley asoclativay
(heglal = hef{gal)
I-cms'tzléiﬂ-n !
Farda toda a4 £ A
Ilhoglefd{a) = {heg){flz}} = hig(flall}
thoigefhhiar = hilgeibfa]] = higiLlall)
=) theglet = halgall
rdepgndientezents de gque 4 ¥ B gean {quales a R.j

LY
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N

my 7 = ail + I, wn Tantd gue
= A= ol v 2l = s} !
par 9Lra leda:

2= o(IIl); pers,

4 = (2allidel) = 2.3
In cambiat

{2 % IleX » 1 1

30] 4 JoJ = 7 + ]

{1301 » 31

{2el) L1=I1 = {2 (I} = 21

[a compoq{ctin da funcicres oo sflo se circunscribe a funciones res

len ¢a varlable realr de skl casulta, por =iexplo, que:
£1 1 A -~ B =3

&y Iﬁf-fﬂll‘—f

-3
k) BL f as biyectiva, exiwte f

=3 1} or - 1,0 far! -1

1

B
siando anlmisne vElida la proposicitn reciproca:

ey &L F1 A «By q1 3+ 4, satiafatan:
gaf = I, ¥ fog = I

Entonces xfete f 2 B-dy g = £ 0

d) 51 f: A+B, g1 B~Cy ht £ =~10

we verifick la ley seoclativa:
thoglaf = baigel)

Demaltrlciﬁn:l
Paka tods & £ A

(ihnglinl} (4] = fhog){lia)] = hig(fiar}}
{hefgaftifa) = Ritget]izi) = higlfialil]

=¥ inaglef & helgef}
(independientemante de que A ¥ § sran iguaies & R.]

vl 51 fr A+By g1 BE=-C e0n funciohes bLlysrotivas, entopces:

tgef) ™! - fvlag'l; o nans

il;l'ﬂfl'l:f +hexiste, v P2 lgual a

Elag™ds 0o« 4

Demagtracifing  de )l haremos ver gquat
tr7! o g liotgert - 1,
adanils;
=1 -1
Iguijel(f "o g "} « 1
En afecto, de d):

it™! o g Motger) = £ lotg datgery)

= 70137 teg 0t
= £ latter)
-t
- Il'u
Animigmor
tgatiatt log™h) = goifair log™t)
- gottfar Ljoqly
= gotrag™ )
= gag™l
- I!

f] Gerneralfizacidn del resyltado | anterier:

=1 =1 -1 -1
[L,o f,u.,.nfn] = l:n o...0f "0 f,
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bemontracifimg pOT inducclfn mRtemStics

LY wvaly para m = 1 {fpeiy] 1. f:"nf;l, w#gin probjems ®) ante
L]
rice. !
il)] supOnRQAEnE QU vale pAfa n = K1

Ifyo fygma.. nl‘l}_l - f:l u,.,nf:luf:!'

senm £ &1 mucesor de ki debemos RACET YU qué 1a miguients igoalded

v

es vhlida:

=1 - - -1 .-l
(fyotso,,.ofaf,) = Izlﬂfhlo...nf, of]

In safwecto: por ssdciativicdady

-

(F,afr0.. .2, ofph  n[ify o fa..8 00t 3 ammm (1)
da L)+
-1l -3 (3
it afie. ..'ka}:lltj =1 a(f afye,..ef,} ———
de i1}
‘Il""’“""““u’d - f}luf;la.”nﬂ‘nfT" ————13]

a= 13y, {2y y (2):

-1 ,.=1
i K e...ofy uly
- . ]

= Por el prifcipio da induccifn matamleica:
1 1

it .ufl, o.. .olkniz'r-i - f-I“-‘l

If.nl;ﬂ.unfﬁ]'l - f:_. o...0fy q:',l

Cor . .
reorama: Sea f1 X - ¥ osi 4 AP @ I I varifican las aiguien

. .- 1.1

tes expreploned:

10 f{ACEp = fLAIUFIE)

21 ftaaE] o (A} D ELD) - "

3 fA - By = E(A) - EHE)
4 4 =g o= A = fid

g1 4 ¥, 3= ¥

LE]

R e R TR R L

1

g ¢} (ansy = £t ayo e n

-y = £°0 A - 27 (B

1
Ay =1 (m

n ¢!

My oAcaSDE!

=1 o _'1' "1 e
9 (A} = [E (AN . sl 4 =¥
«1
g1 A X, B =¥
. N 13
10 A = (£"lef) (4 4

1y E= e ) 1B

Damostracionad:

1} Haremom wer gua f[AOf)- o= f{AJUT(E) ¥ que
gralue {8 = foun -
SolucilR? L
sl Gwa ¥ € L[AUN} = exiate x cADB tal que fix} =y ™
= :.c.l.!n:: 5 . paro:
l:-'l-.-—_ﬁ_ fix) » ¥ © £74)
. .
xt 8= litn =ye 1B
En cualguiaza da lom don camom:

¥ L EAIDELE) oy

b} Sea ¥ ErFIAJULIE) =0 vy € £rd] & ¥ ¢ FiB} peror
yo LA} == existe & € 4 ta]l gque fla) = ¥

y £ 76} =% axinta %t 8 tal que Fix)} = y

- - -l

Ji.. ‘.'._ - ¥ .:"

l--i—;-‘z : - = P 2 F

T - | [ ' - L - R
A . . L
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4l

En cualguinra de los doa camok:
4 N
¥ = fixn] con x £ AYE =h y ¢ FIATR)
"
= EFLAURY = E{A)QT (B}

Sea y ¢ I{dq¥) =3 pars alquna x £ And, (x,y¥) € {7 pero
ne AR ESucAdy xor B

e by Lyl t = oy £1A)
:clrlx.y!:!:ayt.flll
= y € E(AINE(E
=2 {1AE) = fl4)Df |0)
FArd hacer var gue, =0 gEneral
FIARSY ¥ {4111 (8} o' Anrd un viemplo concrets:
Sea Iw la.b,c} 3 = {d,al
Hagamoa A= {a.bl ; B = fb.c} '
peiinamcs f: ¢ + ¥ del siguients mndng
Cia) = @; fib] = wr Efe} =
==} F(ALE} = (ki; en tento ‘q'u!:
LIAMIEIR) = {d, &l

i % ThE. - .t
Sea ¥ o Ffd) = £{8) =) existm o & tal qgue fix] = ¥; paro
. +

vy Iftx) | &t B2

L _ N
= x rE&acB - A=y £ [4-H
=3 f{h = B} ™ L4 - F (0]

T 1 ' [ )
Ses 4 & B = AUE - B ==
' +

TIACUR) =« £iN), perc de 1) .

£LATUE(E} = £{B}
= _tI) = 1B

5)

H"I

&+l

. Lk .

1 aum =3 fix) ¢ Aum

fiv) ¢ B "

1 .
L))

a] Sea x g £
= ofixt e A oo
= xce« :"'M;r 2 WE L
=« ¢ £ g ol

= ! s e e i

b} fea 3¢ £ Nor e
= xe iy e oae £ hn
=B r(x] 1 A g
1
ﬂ@txl € AgE

”.”EE "

] ‘! '
mdx c £ (AUB)
et lime i

R . B 1 1r *

4+ &) ¥ Bl
£ liasey « £ o e

‘&l Beax e £

1408y =p 1ix) ¢ And =
Eix} e Ay 2{u} ¢ 8 =) z ¢ f'l'{-l] ¥y [_ltl:l
L= oW f_lum_f'l[a}

a

BY Sex x £ £ {alnt Limy e fixy g A ¥ [(a) ¢« B
' » i . _
“e=b fixi ¢ AnB =D x o f7l ;.a,f:.a.:

-1 ' TR T %

= g = et

¥ I TV A N

L 1 L "" . '

4 1 Fy..1 = h‘l 4 N ;'q -
- - T e e g o Ame s -
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| c <
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1% Tn f 17
' {7 X
1 al Seax g ,*1 4« BI =y fig) € A - 8 = 10} Sma m £ A para ligunl y ¢ F ae tiene Ln,y] @ fah

fiz) t Ay ix) F 3= x 1 gt (A}, pare Six e Ay le.yl £ P =% y& !-l‘.-llr PRIG,

xf it M= xe 1ty - s : -1
yo £{A) ¥ (#.¥) £ £ =% x ¢ £ TLE{A)]
bl Semze £ F il -t (8 ay fix} t A pare = 4 :f‘{‘(:n L&) : : o
fix) F B fU%) € A« Bump xE I D (k=B ' ] .
-1 -1 -1 " Para hacsf ver que, &n ganaral,
= i A-n = -1 M - . -1 :
- i A ¢ £ TIf{A}) poa refarirsmcs al sigulsahte caso concrabol
B Sea A T3 = AdY B o ' T e N gma T o= (N1, A, b XD ) ¥ o= {y1, i, el
ity iy P "
€LAUE) = £1B) p AT ATNN L  Y etinamon £ X 4 ¥ como asguen
. . Lt T et "-
Por Ser £ blyective existe f-1 md LSt Tﬂ 1 1?.. L1 L ’1’;;31:“,3‘: " flagd moyyr Fimzd = i ¢ Lixad =y ; Ha) =y o T
r [ S o }:‘ T o ' .
I-l (AUR} = f'll!I - '-"’.z:\_',‘g_b’* fca A = {x; , zal =} F14) = {y,}; an tento
~ -3 | - .
ae 51 Ym0l - g . e £THEAN = £ DA D = ) 4
| - 'S LI, Sy ' -
= o= e ‘ . o s P
" " . oA — i1) a) Bea y © H) pa¥h algune ¥ ¢ K er tiane {a,y) £ £ =b
- - \ s R T -
§) a} seax ¢ £ Ay = Tix) « A'=>» . 1= e £l {x.yl £ £y 3“"?"“1{”'
2l ¥ A=p £ o f-l.“}% x e B—IHD. - " pora fix) « Hf-ll'I'H:} ¥E E[f-""H
= e whagy ' =» 8= (e
-1 - - -
b Eex x ¢t (f “.]’--_7'3 = f 4 1[-"'.7‘-? T“’:‘I’f t . - Dy - o B} AL f(x) -3" e £L{F l‘ﬂijﬁ = cf llnl =y tix} ¢ &
-4 (L ] B A A -
T T L Y=ot e
= 7 han =y : = B - et n
. L
- - - .
=t = iy - s -1 '
1
. { !
i
- |
J— J— - - - R TS — - . . LA, e e = —m— — i b R aa we—— -

f s N e e — . mpua e
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Algunon librop de referencia:

1.~ "Frundaasntal Concepts of Analywip”®
A. H, Bmith. W. k. Albrecht
IEdit. Prentics Hall} 1964

i 2. "Imcroduction ko Amalysis® ¥aol, I
) M. W, Hanger, J. F. Lasalle, J, &, Goliivan
T (Edit, Blmigdmll) 19%%

3.= *Canaral Topology”
§. Lipsthaty
* igdie, Echapm! 1953

4.~ "Mdvanced Calouluyg”
E. €. Buck
IEdie, MrGrwe EILX) 20ES

S.= "Bat theary und replatsd topice®
E. Lipethutz
. {Edie, Gchaum) )Bed

.= *Botas sobew oUaigstas y nimeras®
J. dalysar K.
[PALt. C. PF. E.} 1967
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