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OPERADORES LINEALES EN ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

Adjunto de un operador

En un espacio vectorial V con producto interno, cada operador lineal T tiene un
operador llamado su adjunto que también es lineal y representamos con T *, cuya
definicion es:

Definicion

Sea V un espacio con producto internoysea T : V — V un operador lineal. Un

operador T* : V — V sedice que es el adjunto de T si se cumple que:
(7(u)|v) =(U|T*(V)); VU, VeV

Esta definicion esta basada en el producto interno, por lo que, el operador adjunto

depende del producto interno considerado, es decir, el operador T tiene tantos

adjuntos como productos internos se consideren, pero para cada producto interno el

adjunto es unico.

Propiedades del operador adjunto

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K , con productointerno. Si S y T
son operadores linealesen V y a esun escalarde K, entonces:

1. (T*)* =T

2. (aT)* =aT*

3. (S+T)*=S*+T*
a. (7o) =(T)

5. (SoT )*=T*oS*
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EJERCICIO 4.1 Obtenga el adjunto del operador lineal T : P, — P, ,donde

P, ={ax+b|a,beR}| y cuyareglade correspondencia es:
T (ax+b) =2bx+(a-b)

con respecto al producto interno en P, definido por

((ax+b)‘(mx+r))=2am+2br ;, VPp=ax+b, g=mx+r eP,

SOLUCION:

Como el espacio P, es de dimension dos, entonces es isomorfo a R? , con lo cual si

aplicamos dicho isomorfismo tenemos que la regla de correspondencia de T vy el
producto interno quedarian como:

T(a,b)=(2b,a—b) ...... (1)
((a,b)‘(m,r)) — 2am+ 2br
Se sabe que el adjunto de T es un operador T*: P, — P, para el cual se debe

cumplir que:

(T(p)la)=(p|T*(a)) .. (2)

Si suponemos que el adjunto de T es de la forma:

T*(m, r)=(oam+pr,ym+3r) ... (3)

y cOmo
p=(a,b) y g=(mr)

entonces al sustituiren (2) tenemos:
(T(a,b)‘(m,r)):((a, b)‘T*(m,r))

Aplicando las reglas de correspondenciade T y T *,tenemos:
((Zb, a—b)‘(m,r)):((a,b)‘(am+Br, ym+6r))
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desarrollando el producto interno en ambos lados:

4bm + 2ar — 2br= 2aam + 2Bar + 2ybm + 258br

al agrupar tenemos:

(4b)m +(2a—-2b)r=(20a+2yb)m+ (2Ba +28b)r

Por igualdad se llega a:
a=0 B= 1
Yy =2 0 =-1

con lo cual al sustituir estos valores en ( 3) tenemos que:
T*(mr)=(r, 2m-r)
Si se aplica el isomorfismo inverso, entonces el adjuntode T es:

T*(mx+r) =rx+(2m-r)

EJERCICIO 4.2 Sea el espacio vectorial C 2 definido en el campo de los numeros
complejos, en el cual se define el producto interno usual, y sea el operador
lineal T: C2 — C? conreglade correspondencia:

T(xy)=(x+y,ix+(3+2i)y)
Obtenga el operador adjuntode T .

SOLUCION:

Para resolver este ejercicio haremos uso de una propiedad de las matrices asociadas a

estos operadores que establece:

Si T:V — V esunoperadorlinealy B esunabase ortonormal de V , entonces:
B B

MB(T*) = [MB(T)}

Dado que el campo de definicidn del espacio vectorial V es de los nUmeros complejos,

*

entonces la dimension de V es dos, por lo que una base ortonormal del espacio es:

B={(10).(01)}
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Dado que se trata de la base canodnica, entonces la matriz asociada a T referida a

dicha base seria:

T(1,0)

(11)

T(0,1)=(13+2i)

*

( T ) :| , entonces:

Mg (T*) = H 3:i2i}

de donde la regla de correspondencia del operador adjunto de T viene dada por:

SUSE S| M M

T*(w,z)=(w-iz, w+(3-2i)z)

ComoME(T*):[ME

Operador normal

Sea V un espacio con producto internoy sea T : V — V un operador lineal.

Se dice que T es un operador normal si se cumple que:

ToT* = T*oT

Debido a que para cada producto interno considerado el adjunto es diferente, un

operador puede ser normal respecto a un producto interno y no serlo respecto a otro.
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Propiedades de los operadores normales

Sea V un espacio con producto internoysea T : V — V un operador normal.

LT = T ] vev
2. Si T(V)=AV entonces T*(V)=AV

3. Si V, y V, son vectores caracteristicos de T correspondientes a valores

caracteristicos distintos, entonces los vectores V, y V, son ortogonales, es

decir, (\71‘\72):0.

EJERCICIO 4.3 Determine si el operador lineal T : C? — C? con regla de

correspondencia
T(x,y)=(2ix+y, —x-2iy)

es un operador normal, considerando el producto interno usual en C 2

SOLUCION:

Lo primero que tenemos que determinar es el operador adjunto de T . Para ello,

consideremos a los vectores:

o=(x,y) vy v=(wz) ... (1)
y supongamos que:

T*(W,Z):(alw+a22,0L3W+0L4Z) ...... (2)
con lo cual se debe cumplir:

(T(a)|v)=(a|T=(v)) ... (3)
sustituyendo (1) y (2) en (3),tenemos:

(T(x,y)‘(w,z)) :((x,y)‘T*(w,z))
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de donde:
((2ix+y,—x—2iy)‘(w,z)):((x,y)|(alw+a22, a3W+a4z))

aplicando la regla de correspondencia del producto interno se tiene:

2iXW + YW —XZ —21yZ = 0 XW + 0, XZ +03YW + a,yYZ
agrupando Yy factorizando tenemos:

(2iW-Z)x +(W-2i7)y = (alv_v +azf)x+(a3v_v + 647)y

por igualdad se tiene que:

si a,=2i = o,=-2i
Si a, =-1 = a, = —1
Si ag =1 = ay = 1
Si a, =-21 = o, = 2i

Al sustituir los valores de «; en laexpresion (2),tenemos que el adjuntode T es:
T*(w,z)=(-2iw—-2z, w+2iz)

Para determinar si T es un operador normal, debemos comprobar si se cumple que:

ToT* = T*oT
esto es:
(TeT*)(x,y) = (T*=T)(x,y)

TLT*(xy) ] =T*[T(xy)]
aplicando las reglas de correspondencia de T y T* dentro de los corchetes,
tenemos:
T(-2ix-y, x+2iy) = T*(2ix+y, —x-2iy)
aplicando de nuevo dichas reglas, se tiene:
[2i(-2ix-y)+(x+2iy), - (-2ix-y)-2i(x+2iy)] =
[ —2i(2ix+y)—(-x=-2iy),(2ix+y) +2i(-x-2iy) |
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realizando operaciones:

(4x-2iy+x+2iy, 2ix+y —2ix+4y) =
(4x—-2iy+x+2iy, 2ix+y - 2ix+4y)

sumando términos semejantes, tenemos:

(5x, 5y)=(5x, 5y)

Como se cumple la igualdad, entonces se puede concluir T es un operador normal.

Operadores hermitianos, antihermitianos, simétricos y antisiméticos

Definicion
Sea V un espacio vectorial definido en C , en el cual se define un producto interno
ysea T : V — V unoperador lineal.

Si se cumple que:
T (5)]0) = (0] 7(7)) © v T ey

entonces se dice que T es un operador hermitiano.

Al operador T se le llama antihermitiano si se cumple que:
(T(v)]v)=- (Vl‘T(Vz)) . VYV, V,eV

Si T es un operador hermitiano definido sobre el campo de los nimeros reales, se
le llama también operador simétrico.

Si T es un operador antihermitiano definido sobre el campo de los niUmeros reales,
se le llama también operador antisimétrico.

Un operador T puede ser hermitiano con respecto a un producto interno y no serlo

con respecto a otro; sin embargo, es suficiente con que sea hermitiano para algun
producto interno para que se le llame de esta forma y cumpla con todas las
propiedades de todo operador hermitiano.
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Propiedades de los operadores hermitianos, simétricos, antihermitianos
y antisimétricos

1) Si T esun operador hermitiano, entonces:

a) T esdiagonalizable.

b) Sus valores caracteristicos son nimeros reales.

c) Los vectores caracteristicos son ortogonales, siempre y cuando los valores
caracteristicos sean diferentes.

2) Si T:V — V es un operador hermitiano y B es una base ortonormal

de V para algun producto interno definido en V , entonces M E ( T ) es una
matriz hermitiana.

3) Si M E (T ) es una matriz asociada a un operador hermitiano referida a una
base B ortonormal, entonces:

a) La matriz diagonalizadora P es una matriz unitaria, si el campo de definicion
del espacio vectorial es complejo.

b) La matriz diagonalizadora P es una matriz ortogonal, si el campo de
definicién del espacio vectorial es real.

4) Si T es un operador antihermitiano, entonces sus valores caracteristicos son
imaginarios puros.

5) Si T:V — V es un operador antihermitiano y B es una base ortonormal

de V, entonces Mg (T ) es una matriz antihermitiana.
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EJERCICIO 4.4 Sea el operador lineal T: C? — C?,donde C? esta definido

en el campo de los numeros complejos y cuya regla de correspondencia es:

T (a+bi, c+di)=(a-d+(b+c)i, b-ai); Va,b,c,deR

Considerando al producto escalar ordinarioen C % como producto interno:
a) Determine si T es un operador hermitiano.

b) En caso de ser afirmativa la respuesta del inciso anterior, obtenga una matriz
asociada a T referida a una base ortonormal de C?2 y compruebe que dicha
matriz es hermitiana.

c) Si T es un operador hermitiano, compruebe que sus valores caracteristicos son
reales.

d) ¢Los vectores caracteristicos de T resultan ser ortogonales?

SOLUCION:

a) Paradeterminarsi T es un operador hermitiano se debe cumplir que:
_ _ _ = _ - 2
(T(vl)‘vz):(vl‘T(vz)), vv, v, e C

si consideramos los vectores

Vi,=(a+bi,c+di) y V,=(x+yi, z+wi)
entonces

(T(a+bi, cedi)|(x+yi, z+wi))=((a+bi, c+di)|T (x+yi, z+wi))

desarrollando el lado izquierdo de la igualdad, tenemos:

(T(a+bi, c+di) | (x+yi, z+wi))=((a—d +(b+c)i,b-ai) | (x+yi, z+wi))

=[(a +(b+c)i|(x-yi)+(b-ai)(z-wi)

(ax—ayi- dx+dy|+bX|+by+CX|+cy)+(bz—bwi—azi—aw)

(ax—dx+by+cy+bz-aw)+(-ay+dy+bx+cx—bw-az)i ... (1)
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b)

desarrollando el lado derecho se tiene:

((a+bi, c+di) | T (x+yi, z+wi))= ((a+bi, c+di)‘(x—w+(y+z)i, y—xi))

= (a+bi)[(x-w)=(y+2z)i]+(c+di)(y+xi)

= (ax—aw-ayi-azi+bxi—-bwi+by+bz)+(cy+cxi+dyi-dx)

(ax—aw+by+bz+cy—-dx)+(-ay-az+bx—bw+cx+dy)i ... (2)

Como las expresiones (1) y (2) son iguales, entonces el operador T es

hermitiano.

Como el campo de definicion del espacio C 2 es complejo, entonces su dimension

es igual a dos y una base ortonormal de dicho espacio es:

B={(10),(0,1)]
Con lo cual la matriz asociada al operador T sera:
T(L0)=(1, —i) L
o
T(0,1)=(i,0) -

Comprobando que A es hermitiana tenemos:

o[y

como A = A*,entonces A es una matriz hermitiana.

Obteniendo los valores caracteristicos de T , tenemos:

1-A i

%t(A—kI):‘ -

‘:-x(l—x)—lzxz—x—l

Aplicando la formula para ecuaciones de segundo grado se tiene:

L1t 1+4 :1i;€

2
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por lo tanto, los valores caracteristicos son:

A =

N |-~
_|_

NI

A, =

N |-
I

que resultaron ser nimeros reales como se esperaba.

d) Dado que los valores caracteristicos son diferentes, entonces de acuerdo con la

propiedad 1.c los vectores caracteristicos son ortogonales.

EJERCICIO 4.5 Seaeloperadorlineal T: R* — R? definido por
T(x,y)=(0,kx—-2y)

Determine el o los valores de k € R detal formaque T sea un operador simétrico

con el siguiente producto interno:

((X1’ yl)‘(XZ’ yz))zﬁxﬂ(z + % (y1y2_X1y2_X2 y1)

SOLUCION:

Para que T sea un operador simétrico se debe cumplir la igualdad:

(T(%)|%) = (Vl\T(Vz)) . VY, V, e R?

(70t w)| (e v2)) = (O 9) [T (0 v2))

aplicando laregla T tenemos:

((O, kx1—2y1)‘(x2, yz)) = ((xl, yl)‘(o, kx2—2y2))

esto es:
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desarrollando el producto interno en ambos lados:

%[(kxl_z)ﬁ) yZ—O—XZ(le—Zyl)} :%[h(kxz_z)’z) —xl(kxz—Zyz)—O]

de donde se obtiene:
KX, Y, =2y, Y, =KX, X, +2X, Y, = KX, ¥, =2y, Y, =KX X, +2X; Y,

simplificando términos semejantes tenemos:

KX, Y, +2X,y; = KX, ¥, +2X, Y,

de donde se puede concluir que con k =2 se cumple la igualdad y por lo tanto, con

dicho valor, el operador T es simétrico.

Operadores ortogonales y unitarios

Definicion
Sea V un espacio vectorial definido en C, en el cual se define un producto interno

ysea T :V — V unoperador lineal.

Si se cumple que:

entonces se dice que T es un operador unitario.

Si T es un operador unitario definido sobre el campo de los nimeros reales, se le

llama también operador ortogonal.
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Propiedades de los operadores unitarios y ortogonales

Cabe resaltar el hecho de que todo operador ortogonal es también un operador
unitario, por lo que las propiedades que a continuacién se enuncian se cumplen para

ambos operadores.

1) Si T esun operador unitario, entones T conserva las normas, esto es:

[T =1v] : vvev

2) Los valores caracteristicos de un operador unitario tienen modulo uno, esto es:

A =1

3) La matriz asociada a un operador unitario referida a una base ortonormal es una

matriz unitaria y tiene las siguientes propiedades.

a) La suma de los productos de los elementos de cualquier fila (renglén o

columna) por los conjugados de los correspondientes elementos de
cualquier otra fila paralela es igual a cero, es decir, si las filas se consideran

como vectores, entonces éstos resultan ser ortogonales.

b) La suma de los cuadrados de los modulos de los elementos de cualquier fila

es igual a uno, esto es, si las filas se consideran como vectores, entonces

éstos son vectores unitarios.

EJERCICIO 4.6 En el espacio vectorial R? con el producto escalar ordinario

se tiene el operador ortogonal T:R? 5> R? en donde

Calcule T(0,1).

T(l,O)z L i
zZ' oz
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|

SOLUCION:

Se sabe que un operador ortogonal cumple la condicion:

de donde se tiene:

(T(l,o)\T(o,l)) :((1,0)\(0,1))

{[Jl? 7 J‘(a,b)J "0

desarrollando el producto interno:

Por otro lado, como se trata de un operador ortogonal, entonces preserva la norma, esto

es:

[TCo 1) = [(o 1)]
[(a,b)] =1
Jar o7 -1

a? +b%2=1 .. (2)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones que se formacon (1) y (2),tenemos:

a — b =0 = a=>b
a’ +b? =1
de (2) setiene:
a’+a’=1
2a? =1
a2:1 = a:iL = b:_L
2 2 7z

Dado que los vectores para los cuales se obtiene su imagen bajo T, esto es,
T(1,0)y T(0,1) constituyen una base ortonormal de R?, entonces la matriz

M ( T ) referida a dicha base tiene que ser ortogonal, es decir, debe cumplir que:
MMT =MTM =1

entonces las Unicas imagenes correctas del vector ( 0,1 ) son:

Es importante aclarar que, el hecho de tener dos posibles imagenes para el vector
( 0,1 ) , en realidad esto implica que existen dos operadores ortogonales T, y T, con
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los cuales se satisfacen las condiciones del problema y con cada uno de estos
operadores se obtiene la imagen correspondiente del vector ( 0,1 ) Las matrices

asociadas a estos operadores, referidas a la base canoénica son:

Lo cual implica, obviamente, dos operadores ortogonales T, y T, con sus respectivas
reglas de correspondencia.

EJERCICIO 4.7 Determine si el operador lineal T: R3® — R3 cuya regla de
correspondencia es
T(x v, 2)-= ( 2X -2y +7 2X+Yy-—-27 X+2y+2z j

3 ’ 3 ’ 3
es un operador ortogonal, considerando como producto interno el producto escalar

ordinario en R 2.

SOLUCION:

Para resolver este ejercicio se pueden seguir dos métodos. EIl primero de ellos seria

verificar si el operador T satisface la condicion

si es asi, entonces T es un operador ortogonal.

El otro método seria verificando la condicion relativa a la matriz asociada a dicho
operador. Si T es un operador ortogonal, entonces la matriz asociada a T referida a

una base ortonormal deber ser una matriz ortogonal.

De estos dos métodos de solucion, el primero resulta ser muy laborioso dadas las
caracteristicas de la regla de correspondencia de T, por lo cual se optara por el

segundo método descrito.
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Si consideramos como base de R?3 a la base canonica, ésta resulta ser una base
ortonormal con el producto interno considerado.

Obteniendo la matriz asociadaa T, tenemos:

2 2 1
T(1,0,0)=| =, =, = - .
( ) 3’ 3 3) 2 2 1
3 3 3
T(0,1,0)=(-2 1 2 M(T)=| 2 1 2 |_a
3 3 3 3 3 3
12 2
T(0,0,1)=[2, -2 2 3 3 3|
3 3 3
Comprobando si la matriz A es ortogonal, se tiene que:
(2 2 1] 2 2 1]
3 3 3 3 3 3 1 0 0
AAT = 2 12 2 12 — 01 01 =1
3 3 3 3 3 3
12 20| 1 _22 0o
3 3 3 || 3 3 3
Como AAT =1, entonces A es una matriz ortogonal y por lo tanto podemos

afirmar que T es un operador ortogonal.

EJERCICIO 4.8 Sea el espacio vectorial C? definido sobre C y el operador

lineal T: C? — C?2 cuya regla de correspondencia es:

1+i 1
—X+—y’ P
NERN RN

T(x,y)= X+ay |; V(x,y)eC?
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Determine el valor de o € C para el cual T sea un operador unitario. Considere

como producto interno al producto escalar ordinario usual en C 2.

SOLUCION:

Paraque T sea un operador unitario se debe cumplir que:
(T(Vl)‘T(VZ)) = (v |v,): vy, v, eC?
si consideramos V; = ( Xq yl) y V, = ( Xy, Yo ) , entonces:

(T(Xr yl)‘T(XZ’ yz)) = ((Xr y1)‘ (Xzi yz))

aplicando T tenemos:

1+| 1+1

FrErEeE e

desarrollando el producto interno del lado izquierdo, se tiene:

[1+| i ][1+| J [LXjLa J{ij”x JXYJF -
G E I E e e e

. . 1
conjugando y factorizando f tenemos:
3

% [((l+i)x1+iyl)((1—i )K=, )+ ( X+ 43 ay, ) (X, +43 ayz)}= X, X, + Y, ¥,

multiplicando por 3 en ambos lados y desarrollando los productos, tenemos:

2X Xy =Xy Vot X Yo+ i X, Y+ X, ¥+ Y, Y, +X,X, +\/§ocx1 Y, +\/?ociz y,+3aay,;y,

=3X%X,+3VY,Y,
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simplificando y agrupando:
3X, X, + (1=i+ 80X, Y, + (1+i+ 3 o)Xy, + (1+308)y, ¥, = 3%, +3V,V,

Por igualdad se tiene:

1- i +y3a=0 ... (1)
1+ 1 +y3a=0 ... (2)
1+3a00 =3 ... (3)
de (2) tenemos que:
1+1
o =-—

verificando si el valor de a satisface a las ecuaciones (1) y (3), se tiene:

sustituyendoen (1) :

H
|
+
w
7\
|
H
<53"’|+
N—
1
(e}

0=0 satisface

sustituyendoen (3) :

1+(-1-i)(-1+i) =3

1+2 =3
3=3 satisface
. 1+1 o
Porloquesi a = — —— , entonces el operador T es unitario.

3
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Teorema espectral

Sea V un espacio vectorial sobre C de dimensién finita y con producto interno, y
sea T:V — V unoperador normal:

Si Ay, Ay,..., Ay son los diferentes valores caracteristicos de T, E( A; ) esel
espacio caracteristico correspondiente a A; y P; es el operador de proyeccion

ortogonal sobre E( ;) , entonces:
a) T=A P, +%, P, +...+X%, P,
b) P, +P,+...+P, =1

c) P,oP; =0,paratoda i# ]

Si el espacio vectorial V esta definido sobre un campo real, entonces el teorema
espectral también se cumple para un operador T simétrico.

EJERCICIO 4.9 Para el operador simético T: R? — R? cuya regla de

correspondencia es:

T(x,y)=(-x+2y,2x+2y)

a) Obtenga la descomposicion espectral del operador T .
b) Verifiqgue que se cumple la condicion P, + P, =1

c) Compruebeque P, P, =0.

SOLUCION:
a) Obteniendo los valores, vectores y espacios caracteristicos, tenemos:

T(1,0) = (-1,2)

T(0,1)

(2,2)
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de donde:
“1-2A 2
det (A—A1) = = (=1-2)(2-21)-4
T e R S RIS IESY
= A2 -A-2-4
entonces:

P(L)=2"-1-6
P(2)=(r-3)(r+2)

con lo cual los valores caracteristicos son:
Ay =3

Obteniendo los vectores caracteristicos, se tiene:

el

donde surge el sistema de ecuaciones:

-4x+2y =0 2x—-y =0
= = y=2X
2x—-y =0 0=

Para A; = 3 :

si x=k; = y=2k;
con lo cual los vectores caracteristicos asociados a A, = 3 son:

\71=(k1, 2k1) con k;#0
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Para A, = —2:
1 2 X 0 X+2y =0 X+2y =0
= = =
2 4 y 0 2x+4y =0 0=0

si y=k, = x=-2k,

con lo cual los vectores caracteristicos asociados a A, = —2 son:
Por lo que, los correspondientes espacios caracteristicos son:

E( 2y )= {(ky 2k )| Ky eR Y

E( 2y ) ={(-2k;, ky )| K, e R

Obsérvese que los vectores caracteristicos con el producto escalar ordinario
en R? como producto interno, resultan ser ortogonales y por lo tanto, los
espacios caracteristicos son uno complemento ortogonal del otro, por lo que
cualquier vector ( X, Yy ) e R? puede ser expresado en forma Unica como la

suma de dos vectores que, en este caso, serian uno de cada espacio

caracteristico.

Los operadores P, y P, que proyectan cualquier vector de R? sobre los

espacios caracteristicos son:

P,(a. b)=(a 2a) e E(h)

P,(a, b)=(-2b, b)e E(4,]

Al expresar un vector cualquiera ( X, y) e R? como la suma de vectores

pertenecientes a los espacios caracteristicos, tenemos:

(x,y)=1(a 2a)+(-2b,b) ... (1)
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de donde surge el sistema de ecuaciones:

x=a -2b ... (2)
y=2a+b .. (3)

de (2) setiene:
a=x+2b ... (4)

sustituyendo (4) en (3):

y=2(x+2b)+b

y = 2X + 5b
—2X +Yy
b= —— .. 5
c (5)

sustituyendo (5) en (4):

X+2(—2x+yj
5

X+ 2y
5

a

De acuerdo con las reglas de correspondencia que tienen los operadores
proyeccién que se muestran en ( | ) y los valores obtenidos de a y b, se

tiene que:

X+ 2 2X + 4
Pl(X’y):( 5y 5 yj

4x — 2 —-2X +
PZ(X!y):( z y’ c yj

Como la descomposicion espectral del operador T es de la forma:

175



OPERADORES LINEALES EN ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

b)

entonces la descomposicion espectral de T es:

T (x, y)::J)(x+2y’ 2x+4yj_2(4x—2y’ —2x+yj
5 5 5 5

realizando las operaciones indicadas para comprobar que dicha descomposicion
es correcta, tenemos:

T (x, y):(3x+6y’ 6x+12yj+(—8x+4y N 4x—2y]
5 5 5 5
sumando se llega a:
T(x, y)=(-x+2y, 2x+2y)

Como se llega a la misma regla de correspondencia dada en el enunciado del
ejercicio, entonces podemos concluir que la descomposicion espectralde T ala

que se llego, es correcta.

Se debe verificar que la suma de los operadores proyeccion es igual al operador
identidad, esto es:
P, + P, =1

Esto se puede expresar como:
I(x,y):(Pl+ Pz)(X,Y)

L(X, y)=P (X y) + Py(xy)

sustituyendo P; y P, tenemos:

(% y) :(x+52y’2x;4y)+(4x;2y’—2x5+yj

al sumar se obtiene:

L(x,y)=(xy) .. cumple
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Se debe cumplir que:

P,oP, =0

Cabe hacer notar que el "0" de la expresion P, o P, = 0 en realidad nos

representa al operador nulo, esto es:
0(x,y)=(0,0); V(x,y)eR?
De acuerdo con esto, entonces se tiene que:
(PloPZ) (a,b)=0(a b) donde (a b)eR?

Aplicando la definicion de la operacion composicion del lado izquierdo de la

igualdad y el operador nulo del lado derecho, tenemos:

Pl[Pz(a,b)]z(o, 0)

Aplicando la regla de correspondencia del operador P, se tiene que:

- (0,0)

4a - 2b -2a+b
Pl
5 5

aplicando ahora la regla de P, tenemos:

4a — 2b —-2a+b 4a —2b —-2a+b
5 +2( 5 ) 2( 5 j+4( 5 j
: = (0,0)

5 5
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realizando operaciones se tiene:

4a—2b+—4a+2b 8a—4b+—8a+4b
5 5 5 5

sumando:

(0,0)=(00)

Con lo cual se comprueba que la composicion de los operadores proyeccion nos
da el operador nulo.
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Formas cuadricas

Una de las multiples aplicaciones que tienen los valores y vectores caracteristicos es la
gue se da en las formas cuéadricas, que nos permite simplificar el estudio de las
conicas y de las superficies, cuando éstas tienen sus ejes oblicuos a los ejes del
sistema de referencia, esto es, los valores y vectores caracteristicos pueden ser
usados para resolver problemas donde se requiere hacer una rotacion de ejes.

Las ecuaciones:
ax’+bxy +cy?’+dx+ey+ f=0

ax?’+by?+cz?+dxy+exz+fyz+gx+hy+iz+j=0

corresponden a las ecuaciones generales de segundo grado en R? y R?,
respectivamente.

A las expresiones que solo consideran los términos de segundo grado, se les llaman
formas cuédricas o formas cuadraticas, esto es:

ax? + bxy + cy 2 — > Forma cuadrica para el caso de R ? .

ax2+by2+czz+dxy+exz+f yz ——> Forma cuadrica para el caso de RS,

Las formas cuadricas pueden ser expresadas matricialmente de la siguiente forma:

b
a —_
ax®+bxy+cy? =[x y] 2 {X}:YTAY
o7 -~
X 2 X
A
_ i e
a — —_
s
ax?+by?+cz+dxy+exz+fyz=[xy z]| - b —||y|=xXTA
N ) 2
X' e f c z
2 2 | *
A

Considerando la ecuacion general de segundo grado se tiene:

ax?>+ bxy +cy?’+dx+ey+f=0
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representando en forma matricial esta ecuacion tenemos:

. D0
[ x y] 2 {X:lJr[d e]{X]Jrf—O
T y LY

YT E c . k .
2 ¢ X
%/—J
A
con lo cual la ecuacion queda como:
X'AX +kx +f=0 ... (1)
si se hace:
X =Px" .. (2)
esto es:

Donde X'y V' son los ejes del nuevo sistema de referencia ya rotado. P es la
matriz diagonalizadora de la matriz A que figura en la ecuacién (1), formada por
vectores caracteristicos unitarios, con lo cual P es una matriz ortogonal, es

decir, P* = PT . Se debe cuidar ademas que det (P ) =1, lo cual garantiza el

giro de ejes. Si el det( P) = —1, entonces sera suficiente con intercambiar las
columnasde P .

Al sustituir la expresion (2) en (1) se tiene:
(PX') A(PX' )+ k(PX')+f=0
de donde:
(x') PTAPX' +(kP)X'+ f =0
dado que el producto de matrices es asociativo tenemos:

(%) (PTAP) X'+ (kP)X' + f =0 ... (3)
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como

0 A,
donde A, y A, sonlos valores caracteristicos de A .

Entonces la ecuacion ( 3) expresada con matrices quedaria como:

% 0 X' Py Py X'
[ x" y'] +[d e] +f=0
0 Ay y' Py Py y'

efectuando los productos indicados llegariamos a una ecuacion de la forma:

2 2

A(X)T+A,(y ) +d'x+e'y'+f=0 ... (4)

donde:
d'=dP;; +ePy

e'=dP, +eP,

Como se puede apreciar en la ecuacion (4 ), se trata de una ecuacién de segundo
grado donde el término XYy ya no aparece, lo cual quiere decir que los ejes de la
conica son coincidentes o paralelos a los ejes del nuevo sistema de

referencia x', y'.

Para el caso de la ecuacion general de segundo grado en R*, es decir, cuando se

tienen superficies conicas cuyos ejes sean oblicuos al sistema de referencia, el
procedimiento a seguir para rotar dicho sistema, de tal manera que los nuevos ejes
resulten coincidentes o paralelos a los ejes de la superficie, es exactamente el mismo

al seguido para el caso de R?, con la unica diferencia de qgue la matriz A ahora
serade 3 x 3 y se tendran tres valores y tres vectores caracteristicos.
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EJERCICIO 4.10 Para la conica cuya ecuacion es:

Ox%+ 4Xy + 6y2 +12x + 36y + 44 = 0

a) Determine una matriz P correspondiente al giro que hace paralelos los ejes
coordenados con los ejes de la conica.

b) Obtenga la ecuacion de la conica, en un sistema de referencia ( X
no contenga término mixto ni términos lineales.

, ¥y").que

c) Calcule el angulo de giro.

d) Dibuje la conica asi como los distintos sistemas de referencia.

SOLUCION:

a) Lamatriz P que se pide determinar es la matriz diagonalizadora de A .
La representacion matricial de la ecuacion de la conica es:
XTAX +kx +44=0 ... (1)

donde;:

2 6

9 2
A:{ }; k =[12 36]

bel

Il
1
< x
[

Como se sabe, la matriz P esta formada por la disposicién en columna de los vectores
caracteristicos unitarios de la matriz A , entonces:

9-A 2
det (A — AI) = =(9-2)(6-1)—4=2"-151+50=(A-10)(1-5)
2 6-—2A
{ . = 10
= valores caracteristicos
Ay, =5
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Obteniendo los vectores caracteristicos tenemos:

Para A; =10:

-1 2 X 0 (2)[ —x+2y=0 -X+2y=0 = x=2y

= = =
2 -4 y 0 L 2Xx —4y =0 0 =0

si y=k; = x=2k; .. vV, = (2k1, kl) con k, # 0 vectores caracteristicos
Para A, =5:

4 2 X 0 4x + 2y =0 2X+y=0 = = —2X

_ . ﬁ_’ y . y y

2 1 y 0 (-2) [ 2x+ vy =0 0=
six=k, = y=-2k, .. V, =(k2 : —2k2) con k, # 0 vectores caracteristicos
Sihacemosque k; =1 y Kk, = -1, entonces se obtienen los siguientes vectores

caracteristicos:

u =(2,1) donde H u, H = \fg Considerando como producto interno

el producto escalar ordinario.
u,=(-1,2) donde HU1H=\/€

Entonces los vectores caracteristicos unitarios son:

(i #

-+ #)
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Con lo cual la matriz diagonalizadora P buscada es:

1

2

G

Sl %)

Se tiene ademas que:
det(P)=1

y al ser P una matriz ortogonal, entonces se cumple que:
PT =p!
Por otro lado, si realizamos:

(Ulu2)=((2,n|p4,2))=—2+2:o

con lo cual se tiene que los vectores caracteristicos son ortogonales. Estos vectores
nos definirdn la direccion de los ejes del nuevo sistema de referencia con el giro

requerido.

b) Sihacemos X = P X' y sustituimos en la ecuaciéon (1), tenemos:

(PX' ) A(PX')+k(PX')+44=0

de donde se tiene que:

(x')' PTAPX' + (KP) X'+ 44=0

agrupando:
(X ) (PTAP) X"+ (kP) X +44=0
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~! entonces PTAP = D, conlacual se llega a:

Como PT =P
(Xx)' D X'+ (kP)X'+44=0

sustituyendo tenemos:

-, 1
[ y-]{m OHX'}[Q ey {X'}MO
0 5 y' 1 2 y'

55
realizando operaciones:
10(x')2+5(y-)2+\/_i5[12 36]{? _;}{§:}+44=0

10 (x" )2+ 5(y) %+ —— [ 60 m]{&}+44:0

G y

10(x')2+5(y')2+ﬂx'+ﬂy'+44:0

FF

Obsérvese que en esta ecuacidon ya no se tiene término con producto entre las
variables; sin embargo, aun se tienen términos lineales. Para eliminar estos términos
se hara un desplazamiento del sistema de referencia para hacer coincidir el centro de

la conica con el origen del nuevo sistema de referencia ( X", y" ) Para esto se

requiere completar trinomios que sean cuadrados perfectos y hacer la factorizacion

correspondiente.

Agrupando y factorizando tenemos:

10[(x')2+\/_%xl +5[(y')2+—y'] = —44
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completando trinomios:

10[(x')2+

x'+%}+5{(y')2+£y'+§ = —44+18+36

si se hace que:

>
I
>

entonces se tiene;:

En este sistema de referencia ( X",y ) la ecuacién carece de término mixto y

lineal, que es lo que se pedia obtener en el inciso b).

Al observar la ecuacion a la que se llego es evidente que se trata de una elipse con
centro en el origen y con semiejes a =1y b = 1/2 :
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c) Para calcular el angulo de giro, se debera obtener el angulo que forman el vector
caracteristico U, = ( 2, 1) que define la direccion del eje x', con el vector

unitario i =(1,0).

Sabemos que:
C (i)
Ja | 1]

((2,1)](1,0))
(V5 ) (1)
2

cosf = — 0 = 26.56°

J5

d) Trazo aproximado de la cénica y los sistemas de referencia.

sustituyendo:

cosO =

Va
y
J." \v

l_‘.'

iy

9=26.56"
» X

345

65

..\."
V2
1
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Obtenga el adjunto del operador lineal T : R? > R?, cuya regla de

correspondencia es:
T(x,y)=(2x-y, x—-3y)

Considere como producto interno el producto escalar ordinario en R? .

2. Sea el espacio vectorial:

definido en el campo de los numeros reales y sea el operador lineal
T: M — M con regla de correspondencia:

(6 2])-1 o]

Determine el operador adjunto de T , considerando el siguiente producto interno:

a o0 x 0 a o0 x 0
= ax + by ; A4 : e M
0 b 0 vy 0 b 0 vy

3. Seaeloperadorlineal T: C2— C?,donde C? esta definido en el campo

complejo y cuya regla de correspondencia es:

T(x,y)=(2x+iy, y-ix); V(x,y)eC?

a) Determine si T es un operador normal respecto al producto interno usual

en C?2.

b) Obtenga HT*(l+i, 1—i)H.
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Sea el espacio vectorial de polinomios P = { ax+ b| a,beR } sobre el

campo R, y sea T: P — P un operador lineal definido por:

T(ax+b)=(2a-2b)x+(5b—-2a); Vax+beP

Considerando como producto interno:

d)

(flg)="f(0)g(0)+ f'(0)g'(0); vV f,geP
Determine si T es un operador hermitiano.

En caso de ser afirmativa la respuesta del inciso anterior, obtenga una matriz
asociada a T referida a una base ortonormal de P y compruebe que dicha

matriz es hermitiana.

Si T es un operador hermitiano, compruebe que sus valores caracteristicos
son reales.

Verifique que los vectores caracteristicos de T resultan ser ortogonales.

Determine la relacion que deben tener a, b € R tal que el operador lineal

T(x,y)=(2x+ay, bx-y); V(x,y)eR?

sea un operador simétrico con el producto escalar ordinario.

Sea la transformacion lineal T : P — P definida por:

T(ax2+bx+c)= ~2bx* +(2a+c)x-b

donde P:{ax2+bx+c|a,b,(:eR}

Determine si T es un operador antihermitiano con el producto interno.

(plq) = % p"(1) q"(1) + p'(0)q'(0) + p(0)q(0) v p.qeP
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7. En el espacio vectorial C? sobre C se define el operador lineal T : C?2 - C?
de la siguiente manera:
T(a+bi, c+di)=(-b+ai, d-ci) ; V (a+bi, c+di)eC?
a) Determine si el operador T es hermitiano, antihermitiano y/o unitario,
considerando como producto interno al producto escalar ordinario complejo.
b) En caso de ser posible, obtenga una matriz diagonal que represente al
operador lineal T .
8. Determine si el operador lineal T : R® > R3 cuya regla de correspondencia es:
T(x,y,z)= 2x+ y+3z,x+y_z,_ 4X+5y+ z
Jiu Jiu s 3 3 3 e Je (&
es un operador ortogonal, considerando como producto interno el producto escalar
ordinario en R 3.
9. Sea el espacio vectorial:

C:{z‘z=a+bi © Va,beR donde i? :—1}
sobre C yeloperador T: C — C definido por:
T(z)=1zi ; v zeC
Determine si T es un operador unitario con el siguiente producto interno:
(u|v)=uv; Vu,veC

donde V eselconjugadode V.
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10. Para el operador hermitiano T : R? - R? cuya regla de correspondencia es:

T(x,y):(Zx, —%x+y}

y el producto interno:

(R|Y) =XaXo + XY + X ¥y +3Y1 Y, 5 VX=(x0, V1), V=(X,, ¥, ) € R
a) Obtenga la descomposicion espectral del operador T .

b) Verifigue que se cumple la condicion P, + P, = 1.

c) Compruebeque P, P, =0.

11. Para el operador simétrico T : R? - R? cuya regla de correspondencia es:
T(x,y)=(2x-y, —x+2y)
y el producto interno:
(¥|7):X1X2_ X1Y, = Xo Y1 +3Y1Y,: V i:(xp yl)’ y:(X21 yz)ERz

obtenga la descomposicion espectral del operador T .

12. Para la conica cuya ecuacion es:

x2+2xy+y2——10 X+ 2 y+14=0

Z

a) Determine una matriz P correspondiente al giro que hace paralelos los ejes
coordenados con los ejes de la cdnica.

b) Obtenga la ecuacion de la conica, en un sistema de referencia ( X", y" )

gue no contenga término mixto ni términos lineales.
c) Calcule el angulo de giro.
d) Dibuje la conica asi como los distintos sistemas de referencia.
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13. Dada la elipse de ecuaciéon 3x2 + 2y2 = 5, obtenga la ecuacion de esta elipse
referida a un sistema ( X'y ) donde el eje x' forma un angulo de 30°,
medidos en sentido antihorario, con respecto al eje X.

14. Para la conica cuya ecuacion es:

2x%+ 3 xy +y?=4

a) Determine una matriz P correspondiente al giro que hace paralelos los ejes
coordenados con los ejes de la cdnica.

b) Obtenga la ecuacion de la conica, en un sistema de referencia ( X'y ) :

gue no contenga término mixto.

c) Dibuje la cénica asi como los distintos sistemas de referencia.
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1. T*(w,z)=(2w+z, —~w—-32)

w 0 W+ Z 0
2. T* =
0 z 0 —W+2Z

3. a) T es un operador normal.

b) [T*(1+i,1-i)]|=426

4. a) El operador T si es hermitiano.
2 =2

b) M E (T)= es una matriz hermitiana donde B = { x, 1}

c) A, =11y A, =06 valores caracteristicos reales.

d) Sison ortogonales.

6. T si es un operador antihermitiano.
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11.

12.
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a) T noes hermitiano.

T no es antihermitiano.

T es unitario.

T si es un operador ortogonal.

T si es un operador unitario.

a) T(x, y):Z(x,—

RCERS

w | x

b) Si se cumple.

c) Si se cumple.

T(x y) :1(x+y’ x+yj+3[x_y, _X+yj

2 2 2 2
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d)
VA&
1‘1‘
.-"lc.ff
1}«1‘
&)
y
13 11(x')2—2 3x'y'+9(y')2:20
R
2 2
14. a) P =
E]
L 2 2
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0=30°

'\"

o
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