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ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

Producto interno

Sea V un espacio vectorial sobre un campo de definicion complejo. Un producto
interno es una funcion de VxV en C que asocia a cada pareja de vectores

Uy V de V un escalar (U|\7) e C, llamado el producto internode U y V,

gue satisface los siguientes axiomas:

Propiedades del producto interno

Sean U, V y W vectores de un espacio V sobre C con producto interno y

sea aeC .

1. (U|av) =a(T|v)

2. (UjU)eR

3. (0]u)=(u[0)=

4. (U|u)=0 siysolosi U=0
5. (0]v-w) = (0]v)-(ufw)
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EJERCICIO 3.1 Sea F el espacio vectorial de las funciones continuas en el

intervalo [ 0, 1]. Determine si la funcion:

(f|g)=j1etf(t)g(t)dt , V f,geF

0

es un producto interno.
SOLUCION:

Para determinar si la funcion dada es un producto interno, se deberd demostrar el

cumplimiento de los cuatro axiomas de la definicion.

1 (flg)=(g|f)
Esto es:

jlet f(t)g(t)dt = jlet g(t) f(t)dt

0 0
como el producto de funciones es conmutativo, entonces se cumple la propiedad.

2) (f]g+h)=(1lg)+(1[n)

De donde:

.[:et f(t) [o(t)+n(t)]dt =

|
e
© -
@D
—
—
—~~

t) g(t)dt + | e' f(t)h(t)dt
t) g(t) et f(t)h(t

dt + )dt

i
8

|
'—-.
© [EN
(¢»]
o
—
—_

jol [e'f(t) g(t)dt+e f(t)h(t)dt] =

como la integral de una suma es igual a la suma de las integrales, se tiene:

1 1

e'f(t) g(t)dt +j et f(t) h(t)dt

0

jlet f(t) g(t)dt+J-1etf(t) h(t)dt =I

0 0 0

cumple.
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3)

4)

(affg)=0a(flg)
Entonces

1 1
j e [af(t)] g(t)dt = ocJ. e' f(t) g(t)dt
0 0
por propiedades de las integrales se tiene:

ajlet f(t) g (t)dt = ajlet (1) g (1)dt
cumple

( f | f ) >0 si f#0 axioma conocido como positividad.

De donde se tiene que:

J.le‘ f(t) f(t)dt >0

jle‘ [ f(t)] dt >0

Como e' es una funcion positiva V t € Ry la funcion | f(t)]2 también es
positiva V t € R por estar elevada al cuadrado, entonces la gréfica de la
funcion et[ f(t)]2 se encuentra por arriba del eje de las abscisas y en

consecuencia el area bajo la curva en el intervalo [ 0,1 ] siempre sera positiva,

por lo tanto se cumple el axioma de la positividad, con lo cual, podemos afirmar
gue la funcion:

jlet f(t) g(t)dt

0

es un producto interno.
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EJERCICIO 3.2 En el espacio vectorial

sobre R se define la funcién:

(T|v)=ac—2ad-2bc+4bd ; vuz{ 2 b}, vz[ : d}eW

Considerando que se cumplen:
(T|v+w) = (T|v)+ (T|w) VUV, WeW
(o

determine si ( U |V ) es un producto interno en W .

<

V) =0o(0|V) ; VaeR yVvVUOVeW

SOLUCION:

Dado que se da por hecho que se cumplen dos de los cuatro axiomas, entonces sélo
resta comprobar el cumplimiento de los restantes (simetria y positividad).

Simetria:
(ulv) = (v]u)

Dado que el campo de definicidbn son los reales, entonces el conjugado no tiene ningun
efecto, por lo que la propiedad a demostrar es:

esto es:

(A R (e ()

ac—2ad —2bc +4bd = ca—-2ch-2da+ 4db
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dada la conmutatividad del producto de reales, tenemos:

ac—2ad —2bc +4bd = ac —2ad — 2bc + 4bd

cumple
Positividad:

(aju)>0 si =0

[ ]

a’—-2ab-2ab+4b*>>0

esto es:

{a b}j
> 0
a+b 2a

de donde se tiene:

a’—4ab+4b*>>0

(a-2b)" >0

cuando a=2b entonces a—2b =0, por lo que podemos concluir que este axioma no se
cumple, por lo tanto:

(U|\7):ac—2ad—2bc+4bd

no es un producto interno.

Norma de un vector

Sea V un espacio vectorial sobre un campo de definicibn complejo, en el cual se
define un producto interno. La norma del vector V € V, denotada por | V|, se

define como:
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Propiedades de la norma

Sea V un espacio vectorial con producto interno.
VYu,veV y VaceC, setiene que:

1. |[v| =20 y |[v|=0 siysolosi v =0
2. |ov|=]al V]

3. Ju+v] <|u]+]v]

Vectores unitarios

Si || v || = 1, entonces al vector V se le llama vector unitario. Si V es un vector

diferente de cero, entonces el vector unitario se obtiene como:

{ H jv

Desigualdad de Cauchy - Schwarz

Sea V un espacio vectorial sobre C, en el cual se define un producto interno.
vu,veV

Donde ‘(U|\7)‘ eselmédulode (T|V).

La igualdad se cumple, siysolosi, U y V son vectores linealmente dependientes.
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Distancia entre vectores

Sean U y V dos vectores de un espacio V con producto interno. Se define como

distanciade U a V, y se denota con d( ua,v ) al namero definido por:

Propiedades de la distancia entre vectores

Sea V un espacio con producto interno. La distancia entre vectores tiene las
siguientes propiedades:

1. d(T,v) =0

2. d(0O,V) =0 siysolosi U=V
3. d(U,v)=d(v, )

4. d(U, W) <d(U,V)+d(V, W)

Angulo entre vectores

Sean U y V dos vectores no nulos de un espacio vectorial V sobre R con
producto interno. El angulo entre los vectores U y V esta dado por la expresion:

(u]v)

= donde 0<06<m
[af |v]

Si el campo de definicion de V es C, entonces el dnguloentre U y V estd dado

por:

cosO =

donde R(T|V) representa la parte realde (T|V).
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Vectores ortogonales

Sea V un espacio vectorial con producto interno. Dos vectores U, V €V son
ortogonales si:

EJERCICIO 3.3 Sea el espacio vectorial
P, ={ax2+bx+c|a, b, ¢ eR}
donde se define el producto interno:

(flg)=f(1)g(1)+ f(0)g(0) ; V f,geP,

a) Calcule la distancia y el angulo entre los polinomios p(x)=x?-1y
q(x)=-2x+1.

b) Si f(x)=2x+1, determine un polinomio distinto del polinomio nulo, que sea

ortogonala f ().

SOLUCION:

a) Sabemos que la distancia viene dada por:

d(p,a)=|a-p|

se tiene que:

q(x)—p(x) = -x>-2x+2

Si h(x) =q(x) - p(x)=-x*-2x+2
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entonces

N[

IO = (h () [h(x))

N| -

= [h(2)h(1) +h(0)h(0)]

[h(x)[ =5
por lo que la distancia entre los polinomios p(x) y q(x) es:

d(p, a)=y5u

Calculando el angulo entre los polinomios p(x) y q(x) ,tenemos:
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- 2
[a() ] = V2

ademas, se tiene que:

(P(x)|a(x))= p(1)a(1) + p(0)a(0)
= (0)(-1) + (-1)(1)

(p()]a(x))= -1

Como el angulo entre los polinomios viene dado por:

O]
[ PO [a(x)]
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|

entonces

0 =135°
b) Se pide determinar un polinomio g(x) # 0 que sea ortogonala f (x).

Si hacemos:
g(x)=ax*+bx+c ... (1)

entonces se debe cumplir que:

(F()lg(x)) =0

esto es:
f(1)g(1) + f(0)g(0) = 0
(3)(a+b+c) + (1)(c)=0
3a+3b+3c+c=0
3a+3b+4c =0
de donde:
4c = —-3a -3b
= c=—§a—§b
4 4

sustituyendo ¢ en (1) tenemos g (x)=ax’+bx + (—%a - %bj

sihacemosque: a=0 y b=4, entonces g(x)=4x-3
este polinomio g (x) resulta ser ortogonal a f (x).

Evidentemente la solucion no es Unica.
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EJERCICIO 3.4 Sea F el espacio de funciones reales de variable real, donde se

define el producto interno:

(f|g)=J.lf(t)g(t)dt .V f,geF

0

Para las funciones f(t) =t+1 y g(t)=t*:

a) Obtenga un vector unitario a partir de la funciéon f ,
b) determinesi f y @ son ortogonales,y

c) verifigue la desigualdad de Cauchy — Schwarz.
SOLUCION:

a) Calculando la norma de la funcién f, tenemos:

(f]f)= [ f(t) f(t)dtzjl(t+1)(t+1)dt =J‘l(t+1)2 dt

0 0

—~~

:
fl=.=<
HEE

por lo que el vector unitario pedido sera:

umu ) le SEAH

(1) ] (2)
3 . 3

entonces:
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b) Si f y (g sonortogonales, entonces se debe cumplir que:

(flg)=0

entonces

(flg)

Il
[N
—
~—+
+
=
N—"
—_—
—+
N
N —
o
—+
Il
° [
—_
—
w
+
~—+
N
N—
o
—
[
1
—
&~
+
w|
| I—|
—

Il
TN
Bl

+
Wl
~—

|

o

Il
o~

como ( f|g) #0,entonces f y g noson ortogonales.

c) Ladesigualdad de Cauchy — Schwarz establece que:

[(tla) <(t1f)(alg)

como en los incisos anteriores ya se obtuvo ( f|g ) y ( f| f ), entonces sélo

falta calcular ( glg )

(9|9)=Iol(tz)(tz)dt:j.olt“dt:{%}::%

sustituyendo en la desigualdad, tenemos:

<(3)(3)

ﬁ < 1 se verifica la desigualdad de Cauchy — Schwarz.
144 15

7
12
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Conjuntos ortogonales y ortonormales

Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea A = {\71, Vo, oo, V, }

un subconjunto de V. Sedice que A es un conjunto ortogonal cuando:
(vi\vj):o ;o VIo#

Si cada vector del conjunto A tiene norma igual a uno, entonces al conjunto A se

le llama conjunto ortonormal.

Es importante destacar que todo conjunto de vectores ortogonales no nulos, es
linealmente independiente.

Coordenadas de un vector con respecto a una base ortogonal y respecto
a una base ortonormal

Sea V un espacio vectorial con producto internoy sea B = { Vi, V,, ..., V, } una
base ortogonal de V.

Si a €V ysetiene que:

a=o,V, +a,V, +...+ o,V

entonces los escalares a; vienen dados por la expresion:

(a]v)
o = ———
(v]v)
Si los vectores de la base B fueran vectores unitarios, es decir, si B fuese una base

ortonormal, entonces las coordenadas del vector a respecto a la base B vendrian
dadas por:

ya que (Vi‘vi)zl
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Proceso de ortogonalizacion de Gram - Schmidt

Sea V un espacio con producto interno y sea B = { b,, b,, ..., k_)n }una base
cualquierade V.

Si B, = { Vi, V,, ..., V, } es una base ortogonal del espacio V, entonces

sus elementos vienen dados por:

V, =D,

v, = b, - (62| 7 ) v,
(v.]7,)

Vi:5I—I_1 (Bi‘vk) v,
AT

para i =1, 2,...,n

EJERCICIO 3.5 En el espacio vectorial R? se tiene el producto interno:

(7|7)=X1y1+3xzy2 ; V(Xp Xz),(yl, yz)eRz

y la base A = (E—EJ (1, 1) de R?2.
2 2 3
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Determine si la base A es ortonormal.

En caso de resultar negativo el inciso anterior, obtenga una base ortonormal a
partir de A.

Obtenga las coordenadas del vector U :(3, —1) en la base ortonormal
propuesta.

SOLUCION:

a)

Determinemos primero si la base A es ortogonal:

SO O T I O Y U R S
2 2 3 2 6 2 2
A es una base ortogonal

Calculando la norma de los vectores de A para determinar si es una base
ortonormal, tenemos:

(3 -3)]- (3 -3)|(3 -3))

el primer vector de A es unitario.

[CHIREH

como el segundo vector de A no es unitario, entonces A no es una base

ortonormal.
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b) Una base ortonormal seria:

esto es:

c) Las coordenadas del vector 0 = (3, —1) seran:

6

B—{(s,—n (@ ﬁnzg_s{ﬁ]:ﬁ

con lo cual, el vector de coordenadas de U referido a la base B, es:
( u )B = ( 3, \/3 )

EJERCICIO 3.6 En el espacio vectorial

a 0
M = a,beR

se define el producto interno:

(A|B)=tr(AB) ; VABeM
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Obtenga, mediante el método de Gram — Schmidt, una base ortonormal de M a partir

o-{[2 S 12 2

del conjunto:

SOLUCION:

Como puede apreciarse facilmente, el espacio vectorial M es de dimensién dos, por lo

que, cualquiera de sus bases debera contener Unicamente dos vectores. Como el

conjunto G contiene tres elementos, entonces podemos asegurar que G es un

conjunto linealmente dependiente y por lo tanto no es una base de M.

En el enunciado del ejercicio nos piden obtener una base ortonormal de M a partir del
conjunto G, entonces apliqguemos el método de Gram-Schmidt directamente al
conjunto G y veamos lo que sucede.

Si consideramos que:

vV, = t_)1

esto es:
o 1 0
lo -1

ademas:
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desarrollando tenemos:

sustituyendo en (1) tenemos:
_ 0 0] -1(1 O
v, = - —
0 1 2 10 -1

~[o o] 11 o
vV, = + =
0 1 2{0 —1}

|
o NP
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desarrollando tenemos:

e -([ 20 21w (2 2]

1 1
= 0 = 0
(bs]v2) = {(1) H i 1| 7T i 1
o = 0o =
2 2
:(53‘\72):1
Lot o Lo
(v,]v, )= o, = tr N
2 2 4
:(vz\vz):%
sustituyendo en (2) tenemos:
1
107 oft o] 1]3 ©
V, = - = _ =
{O l} 2{0 —1} 1 0 1
2 2
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Como era de esperarse, la base ortogonal B estard formada Gnicamente por los
vectores V, y V,,estoes:

o

base ortogonal

o Nk

N |-

Calculando la norma de cada vector tenemos:
1
v l=(vlv )2
[ 7] =(v.]v:)
como ( v, ‘ v, ) = 2, entonces:

Por otro lado:

Como ( v, ‘ v, ) = % entonces:

7. =

-

con lo cual, la base ortonormal B ' sera:

o Nk

Al 1)

o también:

123



ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

EJERCICIO 3.7 Sea el espacio vectorial

P, ={ ax’*+bx+cla, b, ceR}

en el cual se define el producto interno:
1
(f|g)=j f(t)g(t)dt ; Vv f,geP,
-1

A partir de la base B = {1, X, X* } empleando el método de Gram-Schmidt,

obtenga una base ortonormal del espacio P,.

SOLUCION:

Sabemos que:

vV, = b,
esto es:
v, =1
v, =D, - (bz“vl)vl ...... (1)

desarrollando por partes:

_ ' : x2 17 1 1
(bz‘vl):j 1(x)dx=j xdx={7} =§—§=0
-1 -1 -1

al sustituir este resultado en (1) tenemos que:

V, =X

Se tiene que:
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desarrollando tenemos:

(5o = [ oeymen- [Teac[ 2] <(141)-

por lo que la base ortogonal es:

Obteniendo la norma de cada uno de los vectores de la base ortogonal, tenemos:
1

|9.1= (7|7, )? = /2

H\T2 H:(vz‘vz ); =[Illx(x)dx}2 = [-‘.11x2 dsz

Il
VR
1
oo|><w
| I |
| -

L
N—
N~
Il
7~ N\
Wl
+
Wl
N
N
Il
winN
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se tiene que:

entonces:

; 8
| s | = 15 :ﬁ

al dividir cada vector entre su norma, se tiene que la base ortonormal pedida es:

B

1
ortonormal  — \/? ! ); ! \/g
3

simplificando se tiene:
1 3 5 2
Bortonormal = { = \/jx’ \/j( 3X _1) }
Jz 2 8

Complemento ortogonal

Sea V un espacio con producto internoy sea W un subespacio de V .

Se dice que un vector V €V esortogonala W sise cumple que:

(vlu)=0; VUeW
Al conjunto de todos los vectores de V ortogonales a W se le llama Complemento
ortogonal de W vy se denota con W *, esto es:

Wt ={veV|(v|o)=0; vuew |
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Proyeccion de un vector sobre un subespacio

Sea V un espacio vectorial
de V.

con producto interno y sea W un subespacio

Cualquier vector V €V puede expresarse en forma Unica como la suma de dos

vectores,unode W vyelotrode W 1 estoes:

V=W+W'

graficamente:

donde WeW y W'eW"

<
=

=

La proyecciébn de V €V sobre el subespacio W viene dada por la expresion:

donde el conjunto {él , €5 4.

, €, } es una base ortonormal de W .
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Teorema de proyeccion

Sea V un espacio con producto interno y sea W un subespacio de V. La
proyeccion de un vector V € V sobre W es mas préxima a V que cualquier otro
vectorde W . Esto es, si W es la proyeccion de V sobre W , entonces:

|[v-w|<|v-T|; view

El signo de igualdad se cumple, siy sélosi, t = W.

EJERCICIO 3.8 Sea el espacio vectorial R*® con producto interno definido por:
(X]V) =Y+ 2%Y, +%Ys 5 ¥V X=(X,%,% ), Y=(Yu YV, V5 ) € R

y sea W:{(X, y,z)| x+2y—-z=0 con x, y,ZER} un subespacio de

R*®. Determine el complemento ortogonal de W .

SOLUCION:

Si se despeja z de la ecuacion del plano, entonces el subespacio W puede ser
expresado de la siguiente forma:

W = {(x y, x+2y)| x,y eR}
Una base de W es:

B=1{(10,1), (0,1,2) }

Si  consideramos un vector cualquiera U= ( a, b, c) gue pertenezca al
complemento ortogonal de W , entonces se debe cumplir que:

((abc)|(10,1))=0 'y ((ab,c)[(0,12))=0
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Desarrollando ambos productos internos se tiene que:
a+c=0 . (1) vy
2b +2c =0, dedonde

b+c=0 - (2)

De (1) y (2) sellegaa:
a=-¢ y b=-c
Por lo tanto, al sustituir en el vector T € W *, se obtiene que:
W+ ={(-c,-c,c)| ceR}

Para comprobar que se llegé al resultado correcto, se tomara un vector cualquiera de
W yotrode W L para comprobar que dichos vectores son ortogonales.

Sean V=(1,1,3) eW y 0=(-3,-3,3) e W™". Con el producto interno
definido, se tiene que:

(vio)=((113)](-3,-3,3))=-3-6+9=0

por lo tanto, V y U resultan ser ortogonales.

EJERCICIO 3.9 Mediante el teorema de proyeccion, expresar al vector
V = (—1, 2, 6, 0) en la forma Vv = W, + W,, donde W, pertenece al subespacio

W generado por los vectores 0, = (-1, 0,1, 0) y U,=(0,1,01)yWw,
es ortogonal a W . Considere como producto interno el producto escalar ordinario

en R*.

SOLUCION:

Una base del subespacio W es el conjunto:

B={(-1,0,1,0), (0,1,0,1)}

Il
—~
o
[N
o
N
——
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Si efectuamos:
(b,]b, ) =((-1,0,1,0)[(0,1,0,1))=0

con lo cual podemos afirmar que B es una base ortogonal de W .

Calculando las normas de los vectores de B, tenemos:
1

h _ h 2 _

| b, [ = (b, b, )* =

HEZH:(BZ\EZ);=((o,1,o,1)\(0,1,0,1))

((-1.0,1,0)[(-1.0,1,0)) = Z

N
N

Dividiendo cada vector entre su respectiva norma, tenemos que una base ortonormal
de W es:

{0 o) o oo )
Z zo

Se tiene que la proyeccion de V sobre W , es decir, el vector W,, se obtiene a partir
de la expresion:

desarrollando:
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sustituyendo V, &, y €, en (1) ,tenemos:

w | (c12.60) [—i,o,i,o] {—L,O,L,OJ+
2 2

como V =W, +W,, entonces:

sustituyendo tenemos:

7

W, = (-1, 2, 6, o)_(_z, L L 1)

V:v_v1+v_v2:(—%, 1, % 1j+(g, 1, g —1j:(—1, 2,6,0)
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EJERCICIO 3.10 Obtenga el polinomio h ( X) e W que tiene la menor distancia al
polinomio g (x)=x*-2x-1, si g(x) e P,.

Se sabe que W es un subespacio de P, y que dichos espacios son:

P, = {ax’+bx+c|a, bceR)]

W = {ax2—3ax|aeR}

Considere para su desarrollo el producto interno en P, definido por:

(pla)=2p(hai) i ¥p(x).a(x)<P,

SOLUCION:

El polinomio h(x) que se pide es la proyeccién del polinomio g ( x) sobre el
subespacio W .

Para calcular h ( x) necesitamos obtener una base ortonormalde W . Como W

es un espacio de dimensién uno, entonces una base seria:

B={X2—3X}

Calculando la norma del elemento de la base, tenemos:

N

H x%—3x H = ( X2—3X‘ x2—3x)

de donde la base ortonormal de W es: B . oma = { \/_i ( X% — 3x ) }
8
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La proyeccion del polinomio ¢ ( x) sobre el espacio W viene dada por la expresion:

donde €, es elelemento de la base ortonormal de W .

Sustituyendo tenemos:

= (x| (00 || A (0-m0)

por propiedades del producto interno se tiene que:

|-

h(x) = ((x2—2x—l)‘(x2—3x))(x2—3x)

aplicando el producto interno:

n(x) = [ (-1)(0)+(-2)(-2)+ (-1)(-2) ] (x*~ 3x)
h(x) :% (6) (x*—3x)

=
—~
>
~
I
I
—_—
X
N
|
w
>
~

-
—~~
>
N—
Il
Alw
>
N
|
n|©
b
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Minimos cuadrados

La solucion de minimos cuadrados V de un sistema incompatible:

AX =y

donde A es una matriz de orden mxn, satisface la ecuacidon normal:

>
—
>
bel
Il
>
—
<

y reciprocamente, cualquier solucion de la ecuacién normal es solucion de minimos

cuadrados. Ademas, si el rango de la matriz A esigual a n, la solucion es Unicay

viene dada por la expresion:

v=(ATA) ATy

EJERCICIO 3.11 Para los puntos (-2,1), (-1,0), (0,2), (1,3)y
(2, 6) , determine:

a) La ecuacion de la recta de minimos cuadrados que mejor se ajuste a los puntos
dados.

b) La ecuacion de la curva de minimos cuadrados de segundo grado que mejor se
ajuste a dichos puntos.

c) Cual de las dos opciones presenta el menor error. Considere al producto escalar
ordinarioen R? como producto interno.

SOLUCION:
a) Consideremos que la ecuacion de la recta buscada es de la forma:

y =mx+b

Al sustituir las coordenadas de los puntos dados en la ecuacion de la recta, se
genera el siguiente sistema de ecuaciones:
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2m

+ 4+ + + +
O T T T T

Il
D W N O -

Si se expresa matricialmente este sistema se tiene:

Dando lugar a la ecuaciéon matricial

se tiene que:

1
1
1
1
1

—

S e

A

AX
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Por otro lado, se tiene que:

ATy ~2 -1 0
I 1 1

| |
o W N O R
Il
1
P e
N W
| |
—
w
N

sustituyendo (2) y (3) en (1) tenemos:

HRBEH

de donde se tiene que:

10m =13 = m:E
10
5b =12 = bz%

Por lo tanto, la recta buscada tiene por ecuacion:
13 12
= X + —

Y= 1o 5

Se nos pide ajustar a un polinomio de segundo grado de la forma:
y=P(x)=ax’+bx+c ... (4)
cuyos coeficientes a, b y ¢ desconocemosy vamos a determinar.

Al sustituir en la expresion (4) las coordenadas de los puntos dados, llega al
sistema de ecuaciones:

4da - 2b + ¢ =1
a — b c =0
S, c = 2
a + b + ¢ =3
4a + 2b + ¢ = 6
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Este sistema puede ser expresado matricialmente de la siguiente forma:

4 -2 1 1
1 -1 1 a 0
0 0 1 b = 2
1 1 1 c 3
4 2 1 | 6 |

>
x|
<

de donde:
4 -2 1] 1]
1 -1 1 a 0
A=|0 0 1 : X=|b|; y=| 2
1 1 C 3
_4 l_ _6_
obteniendo:
4 -2 1]
4 1 0 1 4 1 -1 1 34 0 10
ATA=|-2 -1 0 1 2 0 0 1|=|0 10 O |..... (5)
1 1 1 1 1 1 1 1 10 O 5
4 2 1]
ademas:
h
4 1 0 1 4 0 31
Aly=|-2 -1 0 1 2 2 |=(13 ] ... (6)
1 1 1 1 1 3 12
6
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sustituyendo (5) y (6) en (1) tenemos:

34 0 10 a

0 10 O
10 0 5

31
13
12

lo cual genera un sistema de ecuaciones que al resolverlo se obtiene:

1
a=-=
2
= 1
10
,
cC=—
5

Calculando el vector de errores para cada curva de ajuste tenemos:

Para el caso de la recta se tiene:

Tomando las abscisas de los puntos dados y sustituyéndolas en la ecuacion de la
recta tenemos que:

Para

Para

Para

Para

Para

P,(-2,1)
P,(-1,0)
P, (0, 2)

Py(1 3)

Ps(2, 6)

se

tiene que

tiene que

tiene que

tiene que

tiene que

el punto

el punto

el punto

el punto

el punto
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De donde se tiene que las componentes del vector de errores viene dado mediante

la diferencia de las ordenadas de los puntos P; y Q;, estoes:

€s

()
y-ys=6- 5 = 1

por lo que el vector error es:

_ 6 11 2 7
el == g,

calculando su norma;:

1 1
o= (ol e ) =(ere) = [ R+ 0

25 25

Entonces se tiene que el error es:

Para el caso del polinomio de segundo grado, tenemos:

Para

Para

Para

Para

Para

| & | = 2816

P, (-2, 1) se tiene que el punto en P( X

P, (-1, 0) se tiene que el punto en P(x

Y,
>

P;(0, 2) se tiene que el punto en

Y,
x

P,(1, 3) se tiene que el punto en

(
(
(
(
(

Ps(2, 6) se tiene que el punto en P(x

139

) es
) es
) es
) es

e

1

+i+£+1j2

25 100

R,(-2,0.8)
R,(-1, 0.6)
R, (0, 1.4)
R,(1, 3.2)

Rs (2, 6)



ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

Obteniendo la diferencia de las ordenadas, tenemos:

e,=1-08= 02
e, =0-06=-06
e,=2-14= 06
e, =3-32=-02
e,=6- 6= 0

por lo que el vector de errores para el caso de P ( x) es:

e, = (02, —06, 06, —0.2, 0)

calculando su norma:

N

le | = (= |= ); =(e,-5, ); = (0.04+0.36+0.36+0.04+0)
Entonces se tiene que el error es:
| e, | = 0894

Por lo tanto, el menor error se obtiene con el polinomio de segundo grado, lo cual

guiere decir que dicha curva es la que mejor se ajusta a los puntos dados.
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1.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En el espacio vectorial

P, ={ax2+bx+c|a, b, CER}

sobre R se define la operacion:

(pla)=rp(1)a(1) +p(0)a(o) +p(2)a(2); vp,qeP,

Determine si ( p| q ) es un producto internoen P, .

En el espacio vectorial R? se define la funcién:

(T]V)=XX + X Y + Y1 Xo+3Y1Y, 5 VU=(X, Y, ), V=(x%,,Y,)eR?
Determine si (T | V) es un producto interno.

En el espacio vectorial R* se define el producto interno:

(T]V)=XX =X Y, =X, ¥, +3Y,Y, 5 Y U=(X, ¥, ), V=(x,,Y,)eR’

Obtenga un vector W € R? que, con el producto interno dado, sea ortogonal al
vector (9, 1) ysunormasea /33 .

Si en el espacio vectorial R* se define el producto escalar ordinario y se tiene
que B = { vV, V,, Vg, \74} es su base canonica, obtenga un vector unitario que

cumpla simultdneamente las dos condiciones siguientes:

a) Queseortogonala Vv, y V,,y
b) que forme angulosigualescon vV, y V,.
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5. En el espacio vectorial

a b ¢
M = d e f a,b,c,d,e, f, g,h,i,eR
g I

se define el producto interno:

(A|B) =tr(BTA) ; VA BeM

Considerando las matrices:

1 2 1 0 -1 1
A= 0 1 0 y B=| 2 1 1
1 -1 1 1 0 1

Calcule:

a) Lanormade la matriz A.
b) La distancia entre las matrices A y B.

c) El angulo que forman las matrices A y B.

6. Sea el espacio vectorial P, = { at’+bt+c | a,b,ceR } en el cual se define
el producto interno:

(DIQ)=jlp(t)Q(t)dt ;v op(t) q(t)ep,

Determine un  vector fs(t)¢0 gque sea ortogonal a los vectores

fo(t)=t>+1 y f,(t)=t-1.
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7. En el espacio vectorial F de funciones continuas reales en el intervalo

[ —m, n ] se define el siguiente producto interno:

(f|g)=jjnf(t)g(t)dt ; v f,geF

a) Determine silas funciones f (t) =sent y g(t) = cost son ortogonales.

b) Calcule la norma de la funcion g(t) = cost.

8. Sea F el espacio vectorial de las funciones reales de variable real continuas en el

intervalo [0, 2x ] y el producto interno definido por:

(f|g)=J-2nf(x)g(x)dx ; vV f,gekF

0

a) Calcule el angulo y la distancia entre las funciones f(x) =3 vy
g(x)=cosx; Vxe[O 2n].

b) Obtenga una base ortogonal del subespacio de F generado por el conjunto:

A ={3, cosx, -9}
9. Sea el conjunto B :{(1, 1,-1), (0,1, -1), (1, 1, O)} una base del

espacio vectorial R?. Determine a partir de B una base ortonormal de dicho

espacio, considerando el siguiente producto interno definido en R3:

(X[ ¥)=3% Y1 +2X, Y, + X5 Y55 V X=(X, X, X3 ), Y=( V1, Y2, V5 ) €R®
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10. En el espacio vectorial

(Mi[M, )= —a,a,+b,b,; VM,, M, e M

Empleando el proceso de ortogonalizacion de Gram—-Schmidt, obtenga una base

ortonormal del espacio M a partir de la base:

11. Sea el espacio vectorial P, = { ax’+bx+c|a,b,ce R}, en el cual se

define el producto interno:

(p(]a()= X p(r)a(n)

n

y sea W = { ax?+c | a, ce R} un subespacio de P,. Obtenga el

complemento ortogonal de W .
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12.

13.

SeanW ={(x,x,y)|x,yeR}yB={(1,1,0),(0,0,1)}

un subespacio de R*® y una base de W , respectivamente. Considerando el

producto interno:

(T]V) =% X, 43y, Y, +2,2, ; Y U=(X, Y1, 2, ), V=(X,, ¥,, 2,) € R

obtenga:
a) Elvector WeW masproximoalvector a =(6, 2, 1).

b) Ladistancia entre los vectores W y a .

Sean M el espacio vectorial de matrices cuadradas de orden dos con elementos

reales y el producto interno en M definido por:

a b X Yy a b X Yy
=ax+by+cz+dw; V : e M
c d Z W c d zZ W

a a-b

} a, b e R | ynsubespaciode M .
b a

a) Determine el complemento ortogonal W* de W .

3 2

b) Exprese al vector A = { ] como lasuma B+ C ,donde BeW vy

2 0
CeW™.

c) Obtenga la proyeccion del vector A sobre W .
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14. Paralospuntos (2,2), (3,4), (4,5) y (5, 7) determine:

a)

b)

La ecuacion de la recta de minimos cuadrados que mejor se ajuste a los

puntos dados.

La ecuacion de la curva de minimos cuadrados de segundo grado que mejor

se ajuste a dichos puntos.

Por qué se llega a la respuesta obtenida en el inciso b) .
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

( p | q) si es un producto interno.
(7| V) siesun producto interno.

W=(34) (La respuesta no es Gnica)

Vv=—"ro(0,110) (La respuesta no es Gnica)

f,(t) =110t* =112t +9  (Larespuesta no es unica)

a) f(t)y g(t) son ortogonales.

b) [g(t)]=yn

a) Elanguloentre f(x)y g(x)es9°,ylad(f,g)=19x.
b) El subespacio generado por el conjunto A es:
E(A)={a+bcosx|a, beR|
y una base ortogonal de E (A) es:

B, = {1, cosx }
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9 = = 1 1 l l
" Bortonormal - - I
2
=0
10. Bortonormal = \/_—5 |: 0 -2 } ’ \/_ 0 E
5

1. W' ={bx| beR}

12. a) W= (3,3,1)

y
13. a) W' = y, w e R
y w
2 1 1 1 N
b) B = eW y C= eW
1 2 1 -2

eI P

1 1
c) Laproyeccion del vector A sobre W eselvector C = {1 }

-2
8 11
14. a ==X -
)y 5 10
8 11
b = —-X - —
)y 5 10
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Como se busca un polinomio que pertenezca al conjunto de los polinomios

de grado menor o igual a dos, el que mejor se ajusta es el polinomio
obtenido, que resulta ser de primer grado e igual a la respuesta del

inciso a), esto es, no existe un polinomio de segundo grado que se ajuste

mejor que la recta obtenida.
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