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TRANSFORMACIONES LINEALES

Transformacion

Sean V y W espacios vectoriales. La funcion T: V —-W recibe el nombre de
transformacién vy, los espacios V y W se llaman dominio y codominio de la
transformacion, respectivamente. Esquematicamente se tiene:

Dominio Codominio

Transformacion lineal

Sean V y W espacios vectoriales definidos sobre un campo K. La funcion
T: V>W se llama transformacion lineal si se cumplen las siguientes dos
propiedades:

Viu,veV y VaeK
1) T(U+V)=T(0)+T(V)

2) T(alU)=aT(O)
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TRANSFORMACIONES LINEALES

Recorrido y nicleo de una transformacion lineal

Sean V y W espacios vectorialesy T: V —W una transformacion lineal.

1) Se llama recorrido de T al conjunto de todas las imagenes de los vectores del

dominio, el cual se denotacomo T (V ) y es tal que:
T(V)={T(v)|veV}

2) Se llama ndcleo de T al conjunto de vectores del dominio, cuya imagen es el

vector cero de W, el cual se denota como N (T ) y es tal que:

N(T)={veV|T(v)=0,}

Teoremas

Si T: V —>W esuna transformacion lineal, entonces:

1) T(0,)=0,

2) T (V) esunsubespaciode W.

3) N (T) esunsubespaciode V.

4) Si B = {\71, Vo e, \Tn} es una base V, entonces el conjunto

G = {T(Vl), T (\72) . (\Tn) } es generador del recorrido de T .

5) Si V esun espacio de dimension finita, entonces se cumple que:

DimV =Dim T (V) + Dim N (T)

18
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EJERCICIO 2.1 Determine si la transformacion T : P — D, donde

P:{ax+b|a,beR} y D= {a O} a,beR

0 b
definida por
f (0) 0
T ( f ): : V feP
0 f(1)
es lineal.
SOLUCION:

Para que una transformacion sea lineal se deben cumplir las dos propiedades que se
sefialan en la definicion de este concepto. Dichas propiedades se conocen con los
nombres de superposicion y homogeneidad, respectivamente, de acuerdo con el orden

en que aparecen en la citada definicion.

Verifiqguemos si se cumplen estas propiedades:

1) Superposicion:

V fi(x)=a;x+b;, f,(x)=a,x+b, eP, se tiene que:
T(fy+f,)=T(f)+T(f;)
sustituyendo f, y f,, tenemos:

T[(alx+bl)+(a2x+b2)] = T(a,x+b,)+T(ayx+h,)

efectuando la suma del lado izquierdo de la igualdad y aplicando T del lado derecho,
tenemos:

T[(a1+a2)x+(b1+b2)]: N
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TRANSFORMACIONES LINEALES

aplicando T del lado izquierdo y sumando del lado derecho, se tiene:

b, +b, 0 }

b, +b, 0
0 (a1+a2)+(b1+b2) [

0 (a;+a,)+(by+by)
cumple

2) Homogeneidad:
vV f(x)=ax+b y VaelR

T(af)=aT(f)
de donde:

Tla(ax+b)]=aT(ax+b)

b 0
T[aax + ab] = «
0 a+b

ab 0 B ab 0
0 aa+ab| | 0 aa+ab
cumple

entonces podemos concluir que la transformaciéon T es lineal.

EJERCICIO 2.2 Dada la transformacion T :R°—P,, donde P,={ax+b|a,beR},
cuya regla de correspondencia es:

T(a,b,c)=(a+b)x +(a-c); V(ab,c)eR®

a) Determinesi T es lineal.
b) Obtenga el recorridoy el nticleode T .

c) Dé unabasey la dimension del recorrido y del nucleo.
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SOLUCION:

a) Las dos propiedades de superposicion y homogeneidad que son necesarias
demostrar para determinar si una transformacion es o no lineal, se pueden juntar
en una sola expresion y, si ésta se cumple, se puede concluir sobre la linealidad de
la misma, como a continuacion se muestra.

VV,=(a;,b,c ), V,=(a, b, c,)eR’ y VaeR

T(aV,+7V,) = oT (V,) + T(7,)
T[a(al,bl,c1)+(a2,b2,c2)] = aT(a;, by, ¢c,)+T(a, b, c,)
de donde se tiene:

T [(aal+ a,, ab+b,, ac+c, )] = a[(a1+b1)x+(al—cl)]+[(a2+b2)x+(a2—c2)]

aplicando la regla de correspondencia de T del lado izquierdo y efectuando
operaciones y factorizando del lado derecho, se tiene:

[(aa1+a2)+(abl+bz)} x+[(cxa1+a2)—(occ1+c2)] = (aa,+ab, )x+(aa,—ac,)+
(a,+b,) x+(a,-¢,)
[(aa1+a2)+(ab1+b2)}x + [(aal+a2)—(cxc1+c2ﬂ = [((xa1+ a,)+ (ocb1+b2)}x+

[(aaﬁ a,) - (acl+c2)}

como se cumple la igualdad, entonces podemos concluir que la transformacion
T eslineal.

b) Para obtener el recorrido se hara uso del teorema 4 enunciado anteriormente.
Tomemos entonces la base candnica del dominio, esto es:

B={(10,0),(0,1,0),(0,0,1)}
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T=(10,0)=x+1

T=(0,10) = x

T=(001)=-1

con lo cual el conjunto G:{ Xx+1, X, —1} es generador del recorrido.

Es evidente que G es un conjunto linealmente dependiente ya que X+1 se

puede obtener como una combinacion lineal de los otros dos elementos del
conjunto. De acuerdo con esto, se puede llegar a que el conjunto C :{ X, 1} es

una base del recorrido y, por lo tanto, se tiene que:
a(x)+b(1l)=ax+b
con lo cual se llega a que el recorrido es:
T (R3):{ ax+bla, beR}
Por otro lado, el nucleo se obtiene a partir de la igualdad:

T(a, b, c)=0x+0

de donde:
(a+b)x + (a—c)=0x+0

por igualdad de polinomios se llega al sistema:
a+b=0 b=-a
=
a—-c=0 c=a
por lo tanto, el nucleo de la transformacion es:

N(T)={(a -a a)|aecR]

a2



TRANSFORMACIONES LINEALES

c) Una base del recorrido es:
C={x1} ;. DimT(R?%)=2
Una base del nacleo es:
D={(1-11)} oo DimN(T)=1
Obsérvese que el teorema 5 se cumple, ya que:
Dim T (R®) + Dim N (T)=3
que es igual a la dimension del dominio.
Nota: Cuando se traten los temas de transformaciones inyectivas, suprayectivas

y biyectivas e inversa de una transformacién, se retomaran los conceptos
de recorrido y nucleo.

Matriz asociada a una transformacion lineal

Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensién n y m, respectivamente, y

sean A = {\71,\72, \Tn} y B = {v_vl,v_vz,..., v‘vm} bases de dichos espacios.

Si T: VW es una transformacién lineal, existe una matriz Gnica M} (T), de
orden mxn, tal que:

eV

<

ME(T) (9), =[T(V)], & ¥

Las n columnas de la matriz M} (T ) llamada matriz asociada a T, son los
vectores de coordenadas en la base B, de las imagenes de los vectores de la
base A, estoes:
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EJERCICIO 2.3 Sean los espacios vectoriales

P,={ax’+bx+c|a,b, ceR]

M = a, b,celR
b ¢

Ambos definidos sobre el campo real, y sea la transformacion lineal T: P, > M
definida por:

a+c 3b

T(ax2+bx+c)={ b ac

:|;Va,b,C€R

Obtenga la matriz asociada a la transformaciéon T .

SOLUCION:

Para obtener la matriz asociada a la transformacion se requiere una base del dominio y

una del codominio. Consideremos las bases:

(2) 1 0
T(x°) =

_0 1_

() 0 3]
T(x)=

_3 0_

() 1 0
T(1) =

0 -1
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TRANSFORMACIONES LINEALES

Obteniendo los vectores de coordenadas de estas imagenes referidas a la base B,

tenemos:
10 10 01 00
= o, +a, + O
01 00 10 01

Al realizar las operaciones correspondientes y por igualdad de matrices, facilmente

puede llegarse a:
10
= (1, 0, 1)
01 5

En forma analoga con las otras dos imagenes, se llega a:

3 2ol onfs enfe
(RS

w

1
'_\
|
= O
(I
I
~<
_
1
o
o o
L
+
-<
N
1
= O
o
(I
+
-<
w
1
o O
o
(I

N Hé —SD = (10, -1)

Con lo cual, la matriz asociada a la transformacion viene dada por la disposicion en

columna de dichos vectores de coordenadas, esto es:

1 0 1
Ma(T)={0 3 0
1 0 -1

EJERCICIO 2.4 Sea la transformacion lineal H: R® — RR®, definida por:
H(x,y,z) =(2x+2z, —y+z, —4x-y-z); V(x,y,2)eR®

Obtenga la matriz asociada a la transformacién H referida a la base candnica de R3 .
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SOLUCION:
Como se sabe, la base candnica de R° es:

B={(10,0),(0,1,0), (0,0,1)}

Las imagenes de sus elementos son:

T(1,0,0)=(2, 0, —4)
T(0,1,0)=(0, -1, -1)
T(0,0,1)= (1,1, -1)

Los vectores de coordenadas de las imagenes vienen dadas por:

(2,0,-4)=0,(1,0,0)+0,(0,1,0) + a; (0,0, 1)
Realizando las operaciones correspondientes y mediante la igualdad de vectores, se

llega a:
[(2,0,-4)] =(2,0,-4)

En forma similar, facilmente se puede llegar a:

[(0,-1,-1)], = (0, -1, -1)
[(1’ 1 _1)]B

Con lo cual, la matriz asociada a la transformacién H es:

(1,1, -1)

2 0 1
ME(H)=| 0 -1 1
4 -1

Obsérvese que las columnas de la matriz asociada a la transformacion H , son
precisamente las imagenes de los vectores de los elementos de la base candnica.

En general, cuando se obtenga la matriz asociada a una transformacion lineal del
tipo T: R" > R", sera suficiente con obtener las imagenes de los elementos de la

base candnica del dominio, y dichas imagenes disponerlas como columnas para llegar a
definir la matriz asociada a la transformacion.
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TRANSFORMACIONES LINEALES

Algebra de transformaciones lineales

Adicion y multiplicacion por un escalar:

Sean V y W dos espacios vectoriales definidos sobre un campo K, y sean
T:V—->W y H:V —> W dos transformaciones lineales.

1) Lasuma T + H de Ty H es una transformacion lineal de V en W definida por:
(T+H)(V)=T(V)+H(V); VVeV

2) El producto de un escalar o € K por la transformacion T es una transformacion
linealde V en W que se denota con aT y se define como:

(aT) (V)= aT (V) ; VVeV

Composicion:

3) Sean T: U—>V y H:V —> W dos transformaciones lineales. La operacién
HoT es una transformacion lineal de U en W definida por:

(HeT)(T)=H [T(U)]; vOuU
La operacion composicién puede representarse graficamente de la siguiente forma:

\Y
U T H W
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Teoremas

Sean V y W dos espacios vectoriales definidos sobre un campo K, y sean
Ay B bases de V yW respectivamente. Si T 'y H son dos
transformaciones lineales cualesquierade V en W, entonces.

1) Mg (T+H)=Mg(T)+ Mg (H)

2) M{(aT)=aMg(T) ; VoaeK

Sean U, Vy W
tres espacios vectoriales definidos sobre un campo K,ysean A, B y C bases

de U, V y W respectivamente.

Si T:U >V y H:V — W son dos transformaciones lineales, entonces

3) MZ(HeT)=MZ(H) Mg (T)

EJERCICIO 2.5 Dadas las transformaciones lineales:

T: R?> > R? donde T (x,y)=(-x, 2x-23y)

S: R* > R? donde S(x,Vy)=(x-y, 3y)

Obtenga el vector V, tal que:

(5eT)(v)=(-1.1)

SOLUCION:

Considerandoa V =( X, y ), entonces se tiene que:

(seT)(xy)=S[T(x¥)]=(-11)

de donde
S(-x,2x-3y)=(-11)
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aplicando la regla de la transformacion S, tenemos:

[—x—(Zx —-3y ), 3(2x -3y )] =(-1,1)

simplificando se tiene:
(-3x+3y, 6x-9y)=(-1,1)

por igualdad de vectores se llega al sistema de ecuaciones:

-3x +3y =-1
6x -9y =1
cuya solucion es:
X—E y—l
3 3

con lo cual el vector V es:

x 0

EJERCICIO 2.6 Sea el espacio vectorial M = { } X, yeR vy las

0 vy
transformaciones lineales:

X+y O

H:R?*—> M dada por H(x,y):[ }; vV (X%, y)eR?

0 vy

S:R* > R? dada por S(x,y)=(-x,0); V(x vy)eR?

Determine la regla de correspondencia de la transformacion T: M — R? tal que:

[2S+(ToH)](x,y)=(0,y)
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TRANSFORMACIONES LINEALES
" A0 — — — —— —— — |

SOLUCION:

Partiendo de la expresion dada, tenemos:

[25+(ToH)](xy)

(0.y)

de donde se tiene:
2S(x,y)+(TeH)(x,y)=(0,y)

despejando:
(TeH)(xy)=(0,y)=-2S(xy)

aplicando S, tenemos:
(TeH)(x,y) = (0,y) -2(-x,0)

(TeH)(x,y) =(2x,y) ... (1)

Por otro lado, en términos de matrices asociadas sabemos que:
M (T) M(H)= M (ToH)

Siempre que las matrices asociadas estén referidas a bases canonicas o bases
naturales.

Esta ecuacion resulta ser una ecuacion matricial, de la cual podemos despejar M (T )
esto es:

M(T)M(H)M™(H)=M (TeH)M™(H)
de donde se tiene:

M(T)=M(ToeH) M (H) ... (2)

Para obtener M (T ), necesitamos obtener las matrices asociadas de (TeH )y
de H.

Si aplicamos isomorfismo, podemos expresar a la transformacion H como:

H(x,y)=(x+y,y) ; aplicando f({a O}]z(a,b)

0 b
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Considerando la base candnica, tenemos:

H(L 0)=(1 0)

H (0, 1)

(1 1)
Por otro lado, considerando la expresion (1) , tenemos:

(TeH)(1,0)=(2,0)

S M(ToH)=| 2 9 (4)
(TeH)(0,1) = (0,1) ( )L’ J

de (3) se obtiene que:

de donde:

Como la transformacién T: M — R?, entonces mediante el isomorfismo podemos

lograr que T: R? — R?, con lo cual se puede expresar:

ren-[3 LT[

T(x,y)=(2x-2y, y)

esto es:

Finalmente, aplicando el isomorfismo inverso, tenemos:

(s s
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Transformaciones lineales inyectivas, suprayectivas y biyectivas

1) Transformacion inyectiva: Una transformacion lineal es inyectiva, si y sélo si, el
nacleo de dicha transformacion es de dimensién cero.

2) Transformacion suprayectiva: Una transformacion lineal es suprayectiva, si y solo

si, la dimensioén del recorrido es igual a la dimension del codominio, o bien, si la
dimension del ndcleo es igual a cero, entonces la transformacion sera
suprayectiva, si la dimensiéon del dominio es igual a la dimension del codominio.

3) Transformacion biyectiva: Una transformacion lineal es biyectiva, si y solo si, es

inyectiva y suprayectiva, es decir, si la dimension del ndcleo es igual a cero y la
dimension del recorrido es igual a la dimension del codominio.

Inversa de una transformacion lineal

Sea T:V — W una transformacion lineal. La inversa de T es una transformacion
lineal T™': W — V, para la cual se cumple que:

1) T 'eT=lI,
2) ToT =1y
Donde |, e |, son transformaciones identidad en V y W, respectivamente.

Gréaficamente:
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Teorema

Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita, T:V — W una
transformacion lineal y A, B basesde V y W, respectivamente:

1) T existe, si y solo si, Mg (T) es no singular.

2) Si T existe, entonces [M{ (T)] = ME(T7Y).

EJERCICIO 2.7 Sea la transformacion lineal T : M — P, definida por:
a b a b

T =(a-b)x+(a+bh) ; V eM
b a b a

a b
M = [ }a’bER y Plz{ax+b|a,beR}
b a

donde:

a) Determinesi T es biyectiva.

b) De ser posible, obtenga la transformacion inversa T -1

SOLUCION:

a) Obteniendoelndcleode T .

Al igualar a cero el recorrido, se genera el sistema de ecuaciones:
a-b =20

a+b=20
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b)

cuya Unica solucion es:
a=>0
b=20

de donde el nicleode T es:
N(T)={0} = DImN(T)=0
con lo cual podemos concluir que T es inyectiva.

Por otro lado, se puede apreciar que el dominio y el codominio de T son espacios
de dimension dos, y como el nucleo es de dimensién cero, entonces T es
suprayectiva. Al ser T inyectivay suprayectiva, entonces T es biyectiva.

Como T result6 ser biyectiva, entonces T ! existe.

Para obtener T !, primeramente transformaremos los espacios vectoriales

M y P, aespacios deltipo R", mediante dos isomorfismos.

Como M y P, son espacios vectoriales de dimension dos, entonces son

isomorfos a R?. De acuerdo con esto, podemos plantear los isomorfismos:

a b ( )
f =(a,b
b a

g (ax+b)=(a,b)
Con lo cual, la regla de correspondencia de T quedaria como:
T(a,b)=(a-b, a+h)

Obteniendo la matriz asociadaa T con la base candnica, tenemos:
T (1, 0) = (1, 1)

= M(T):E _ﬂ

T(0,1)=(-1,1)
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TRANSFORMACIONES LINEALES
de donde se tiene que:
L1 1 1
- -1
[m(T)] " =1 M (T
-1 1
a partir de esto tenemos que:
1 1][a a Z b
T (a,b) =2 = .
-1 1||b —ax
2
esto es:
2 2

aplicando los isomorfismos inversos y tomando en cuenta que T *: P,—>M,

tenemos:
a+b  b-a]
2 2
T*(ax+b) =
b-a a+b
L 2 2
EJERCICIO 2.8 Sea T: P, > P, donde P, ={ax+b|abeR}, una
transformacion lineal tal que:
2 —4
Mg (T) =
0 1

€S Su matriz asociada referida a las bases.

A={2x,3} y B={x

del dominio y codominio respectivamente.

a) Determine sila transformacion T es biyectiva.

b) Obtenga, siexiste, T .
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SOLUCION:

a)

b)

Dado que Det ( MQ (T)) = 2 , entonces podemos garantizar que:

-1

[M Q ( T )J existe

Como ME (T _1) = [MQ (T ) }_1 , entonces T "' existe, por lo que podemos

asegurar que T es biyectiva.

2 -4 1 1 4
Como Mg (T) = = ME(T_l) =5
0 2

Para obtener la regla de correspondencia de T 1 se procede de la siguiente
forma:

Obtengamos primero el vector de coordenadas de un vector cualquiera ax + b

de P, , referido alabase B.

ax+b

a(x)+p(x+3)

ax+b = (a+p)x+ 3p
por igualdad de polinomios:

oa+pB =a

IB=b = B =

wloT
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sustituyendo en la primera ecuacion, se tiene:

b
a+-—=a => oa=a--—

A
o
>
+
o

i
vs)

Il
TN
a1}
|

| T
w|T

N

al multiplicar este vector de coordenadas por la matriz Mf\‘ (T _1) , lo que se

obtiene es [ T 1 (ax +b ) ]A , entonces:

1 1 4 a—g L a——+4—3b
[T‘l(ax+b)] = = = =
2
0o 2| b | 2|
3 3
entonces:
a+b
[T‘l(ax+b)] = 2
b
3
de donde:

con este vector de coordenadas y la base A, se tiene:

a+b

T (ax+b) = (2x)+%(3)

T *(ax+b) = (a+b)x+b

67



TRANSFORMACIONES

LINEALES

Efectos geométricos de las transformaciones lineales de R? en R?

.. Matriz de Efecto geométrico
Transformacion transformacion Dominio Codominio
Sobre el eje X yA
T 1 .
[EI N
0 -1 . A
i yq T YA
o Sobre el eje 'y o 1
eflexion
-1 0 1 7, %
{ 01 } // 7.
-1
Fa S
Con respecto al origen 1 > X yA
-1
-1 Ojl T #r > X
) %
{ 0 -1 ~h A_l
Horizontal YA
y T 17
k 0 /_\3 //l
01 1 /
O<k<l1 /] > X
Contraccion k
Vertical | X y A
1
0 a
0 Pz,
O<k<l1 1
Horizontal yA
k 0 y T 1
o1 P
k>1 1 X
Expansion A
Vertical L 5 x k :;,.r
{ 10 } g ?
k>1 Aﬂl > X
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Transformacion

Matriz de

Efecto geométrico

transformacion Dominio Codominio
Sobre el eje X y T y
10 P
1
ool
Proyeccion | 1
Sobre el eje 'y 1 X !
0 0 T '
ot P
i
Alo largo del eje X
con k<0
1 k
01
A lo largo del eje X
con k>0 y
Deformacion 1 k
. 01 1

Deslizamiento

Alo largo del eje 'y
con k<0

1]

Alo largo del eje 'y i___
con k>0 T 1
{1 0} 7N
k 1 -
| T
yA T y
N
Rotacion [cose —sen 9} 17 §
sen O cos 0 /
o S x o
1 | 1
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EJERCICIO 2.9 Determine el efecto geométrico que produce:

a) El realizar un giro de 90° y posteriormente efectuar una expansion horizontal
considerando k = 3.

b) Elrealizar primero la expansién horizontal con k =3 y posteriormente realizar el
giro de 90° .

Realice, para cada caso, la representacion geométrica considerando la region que se

define con los puntos (0, 0), (1,0), (1,1)y (0,1).

SOLUCION:

a) De acuerdo con la tabla anterior, la matriz de giro es:

cos® -—-sen©
sen O cos O

Como 06=90°, entonces:
, , 0o -1
Matriz de giro = 1 =G

La matriz de expansion horizontal es:

o 3]

_ . 3 0
Matriz de expansion = 0 =E

como k =3, entonces:

como se nos pide realizar primero el giro y después la expansion, esto equivale a
realizar la composicion de ambas transformaciones, esto es:

(E-6)u - [G(a)]
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obsérvese que en el lado derecho de la igualdad se aplica primero el giro al

vector U y posteriormente se aplica la transformacion de expansion E .

Sabemos que:
M(EG)=M(E)M(G)

weewe)[3 28 L2 )

Aplicando esta transformacién a los puntos dados, tenemos:

de donde:

r0.0 =2 2= . T(0.0)=(00)
rao = | 2] L Tty = (o)
o[ 3-[3) -
o[t 13 ¢ e -

T A Y
(-3 1) (0, 1)
X —> X
(-3,0) 0
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b) Si se aplica primero la expansién horizontal y posteriormente el giro de 90°,

entonces se tiene:
0o -1 3 0 0 -1
M (G oE ) = = - H
1 0 0 1 3 0

Aplicando esta transformacién a los puntos, tenemos:

0O -1(|0 0 ) B

H (0,0) = 3 0|0 = 0 c. H (0,0) = (0,0)
[0 -1][1] [0 | )

H (1,0) = 3 0|0 = 3 c. H(l,O) = (0,3)
[0 -11[1 -1 )

H(l,l) = 3 O__l} = _ 3} c. H(l,l) = (—1,3)
[0 -1][0 -1 )

H (0,1) = 3 0“1} = { 0} c H(O,l) = (—1,0)

Graficamente:

A Y
('113)
ya 1 (0,3)

(1,1) A

| X %

0 (1,0) (-1,0) 0

A 4
>

Como podemos darnos cuenta, el orden en que se aplican las transformaciones si
modifica el resultado que se obtiene, lo cual era de esperarse pues la composicion de

transformaciones lineales, en general no es conmutativa.
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Valores y vectores caracteristicos (valores y vectores propios)

A las transformaciones lineales que se aplican de un espacio vectorial V al mismo
espacio V , se les conoce como operadores lineales

T:V >V

Para este tipo de transformaciones pueden existir vectores diferentes de cero que
tienen la siguiente caracteristica:

T(V)=A¥V

Donde VeV vy A es un escalar perteneciente al campo de definicion del espacio
V.

El concepto anterior se puede definir formalmente de la siguiente manera.

Definicion
Sea V un espacio vectorial de dimension finita definido sobre un campo K y sea
T:V —>V unoperador lineal para el cual:

T(V)=AV con V#0
donde A es un escalar perteneciente a K. Al escalar A se le llama valor

caracteristico de T y al vector V , diferente de cero, se le conoce como vector

caracteristico de T correspondiente al valor A .

El vector caracteristico tiene que ser diferente de cero, pero el valor
caracteristico A si puede tomar el valor de cero.

Algunos autores llaman al valor caracteristico valor propio y al vector caracteristico le
llaman vector propio.
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Propiedades de los valores y vectores caracteristicos

1. Los vectores caracteristicos asociados a valores caracteristicos distintos son
linealmente independientes.

2. Si V es un vector caracteristico asociado a un valor caracteristico A, entonces

oV es también un vector caracteristico asociadoa A, Va € K y a # 0.

3. SilU0 y V son dos vectores caracteristicos asociados a Ay
entonces U + V es un vector caracteristico asociado A.

c
)
<

Espacio caracteristico

Al conjunto formado por todos los vectores caracteristicos asociados a un valor

caracteristico A, al cual se le agrega el vector cero, se le llama espacio caracteristico

y se representacon E ().

EJERCICIO 2.10 Sea P el espacio de polinomios de grado menor o igual a dos
sobre el camporealysea T: P — P el operador lineal definido por:

T[f(x)]zf(x)+f"(x)+xf'(x) ; Vi(x)eP

a) Obtenga los valores y vectores caracteristicos de T .

b) Determine los espacios caracteristicos asociados a cada valor caracteristico.

1
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SOLUCION:

a) Expresemos primero la regla de correspondenciade T de la siguiente manera:

Sea f (x) =ax? +bx+c un polinomio cualquiera del espacio P. Se tiene
que:
Si f(x)=ax*+bx+c

= f'(x)=2ax+b

f'(x)=2a

sustituyendo en la definicion de la regla de correspondencia dada, tenemos:

T(ax2+bx+c) = (ax2+bx+c) +(2a) + x(2ax+b)

simplificando:

T(ax2+bx+c) —ax’+bx+c+2a+2ax’+bx

T(ax2+bx+c) = 3ax?+2bx + (2a +c)

Con la finalidad de simplificar el procedimiento aplicaremos el concepto de
isomorfismo.

Como el espacio vectorial P es de dimension tres, entonces es isomorfo con R3,

con lo cual se aplicaran los siguientes isomorfismos:

h(ax’+bx+c)=(a,b,c)

h™(a, b c)=ax’+bx+c

de acuerdo con esto, la regla de correspondencia del operador T queda:

T(a,b,c)=(3a, 2b, 2a+c)
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Obteniendo la matriz asociada a T referida a las bases canonicas, tenemos:
T(1,0,0)=(3,0,2)
T(0,1,0)=(0,2,0)
T(0,0,1)=(0,0,1)
de donde la matriz asociadaa T es:
300
M(T)=|0 2 0]|=A
2 01

Obteniendo el polinomio caracteristico, se tiene:
Det(A—M)z 0 2 - A 0 =(3—X)(2—K)(l—k)
con lo cual el polinomio caracteristico en forma factorizada es:

P(2)=(3-2)(2-2)(1-2)

los valores caracteristicos son:

I
N W

1

Ay
Ay
g

Obteniendo los vectores caracteristicos haciendo uso de la expresion
(A-Al) T =0, tenemos:
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Para A, =3, sustituyendo en (1) y porigualdad de matrices, se tiene:

0=0
-y =0 = y=0
2 X -22=0 = Xx=12

Si hacemos z =Kk, , entonces:

X =K,

con lo cual se tiene:

(V1)g = (ki 0, ky)

siendo B Ila base con la cual se obtuvo la matriz asociada a la transformacion

pero del espacio P . Aplicando h™* a los elementos de la base canénica,

tenemos:

h™(1,0,0) = x?

X

h"(0,1,0)

h™(0,0,1)=1

La base B es: B:{xz, x,l}

Con labase B y el vector de coordenadas de V,, se tiene:

v, =k, x*+k, con k;#0

vectores caracteristicos asociados a A,
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Para A, =2 setiene:

Como Yy no figura en el sistema de ecuaciones, entonces Yy puede tomar

cualquier valor, esto es:
Si y =k,

entonces:

Con lo cual los vectores caracteristicos asociados a A, son:

v, =k,x con k,#0

Para A, =1 se tiene:

2x =0
Xx=0
y:o f— = Z:k3
y=0
2x =0

entonces:
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b) De acuerdo con los resultados obtenidos en el inciso anterior, se tiene que los
espacios caracteristicos son:

E(ny)={kx®+k; |k, eR |

E(%,)={kyx|k,eR}

m
—_
>
w
~
Il

{ks|kseR |

EJERCICIO 2.11 Para el operador lineal T: M — M donde:

o o)
M = a,b,ceR
b ¢

y cuya regla de correspondencia es:

- Xy _ 3X+y—-5z x+3y-52z v Xy M
y z X+ 3y -5z 22 y z

obtenga los valores, vectores y espacios caracteristicos de T .

SOLUCION:

Como el espacio vectorial M es de dimension tres, entonces se emplearan los

[ n

f1=(a, b, c)= {Z ﬂ

Con lo cual la regla de correspondencia de T queda:

siguientes isomorfismos:

T(x,y,z)=(3x+y-5z, x+3y-5z, 2z); v(x,y,z)eR3
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Obteniendo la matriz asociada a T referida a las bases candnicas, tenemos:

T(1,0,0)=(310)

T(0,1,0)

(1,3,0)

T(0,0,1)=(-5, -5, 2)

entonces la matriz asociadaa T es:

3 1 -5
M(T)=|1 3 -5|=A
0 0 2

con lo cual el polinomio caracteristico se obtiene a partir de:

Det(A-%1)=| 1 3-1 -5

(3-=2)(3-2)(2-nr)—(2-2n)

Det (A=21) = (2-2) | (3-2)"-1]

(2-%)(2*—61+8)

factorizando se tiene:

Det (A—Al)=(2-21)(r2-2)(r-4)

entonces los valores caracteristicos son:

Ay =2
A, =2
Ay =4
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como (A-AI)T =0 es:
X 0
1 3-1 -5 yl=lo| ... (1)
Z 0

los vectores caracteristicos se obtienen a partir del siguiente procedimiento:

Para A, = A, = 2, sustituyendo en (1) tenemos:

|

ol

<

Il
o O O

con lo cual se llega al sistema de ecuaciones:

X+y-52=0
X+Yy—-5z=0
0 =0

al escalonarlo se obtiene:

X+Yy—-5z=0

Se trata de un sistema de ecuaciones compatible indeterminado con dos grados de

libertad, entonces:

Siy = k;
y z = k,
= X = —-k; + 5k,
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de donde se obtiene que:

como labase B es:
B — 1 0 0 1 0 0
“lloo|"|l1 0| |01

Esta base se obtiene al aplicar f ™ a los elementos de la base canénica, que es la

base con la cual se obtuvo M (T )

Conocido el vector de coordenadas de V, y la base B, entonces los vectores

caracteristicos asociadosa A, y A, son:

_ {—k1+5k2 K,

V, = K, k2:| con k; ylo k,#0

Para A, =4 se tiene que:

-1 1 -5 X 0
1 -1 -5 y |=]0
0 0 -2 z 0
de donde se llega a:
-X+y-52=0
X -y-52=0
-2z=0

82



TRANSFORMACIONES LINEALES
al escalonarlo se obtiene:
X—-—y—- 52=0
- 10z =0
- 2z =0

Como z =0, entonces de la primera ecuacion se obtiene

X=Yy

entonces, de la misma forma como se procedio6 en el caso anterior, se llega a

k3 k3
con k,; #0

V, =
“ Kk, 0

vectores caracteristicos asociados a A ;= 4.

Finalmente, se tiene que los espacios caracteristicos son:

~k,+5k, k,
E(A,y2,)= k,yk,eR
kl k2
k3 k3
E(hy)= ) k;e R
0
3

Obsérvese que el espacio caracteristico asociadoa A, y A, es de dimension dos.
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Matrices similares

Se tiene que dos matrices A y B de orden nxn son similares, si existe una matriz
no singular C, tal que:
B=CAC
Teorema:
Dos matrices representan al mismo operador lineal, si y solo si, son similares.

Propiedades de las matrices similares

1. Si A y B son matrices similares, entonces Det (A) = Det (B).

2. Dos matrices similares tienen el mismo polinomio caracteristico y, por lo tanto, los
mismos valores caracteristicos.

Diagonalizacion

Si V es un espacio vectorial de dimensibn n 'y T:V — V es un operador lineal,
entonces existe una matriz diagonal asociada a T, cuando se puede definir una base
de V formada por vectores caracteristicos de T. La matriz asociada a T referida
a esta base, es una matriz diagonal D cuyos elementos d; son los valores

caracteristicosde T.

Teorema

Sea A de nxn una matriz asociada a un operador lineal T.

La matriz A sera similar a una matriz diagonal D, si y sélo si, existe un conjunto
linealmente independiente formado por n vectores caracteristicos de T. Para este
caso, existe una matriz no singular P, para la cual se cumple que D =P AP,
donde P tiene como columnas a los n vectores caracteristicos de T
correspondientes a los valores caracteristicos d; que definen a la matriz diagonal D.
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EJERCICIO 2.12 Para el operador lineal T: R® — R? definido por:
T(x,y,2)=(x, 5x+2y-2z, x+3z); V(x,y,2)eR’

a) Obtenga los valores y vectores caracteristicos de T.
b) Determine los espacios caracteristicos de T.

c) Defina una matriz diagonalizadora P.

d) Compruebe que D = P lAP.

SOLUCION:
a) Obtengamos primero la matriz asociada al operador T referida a la base canoénica
de R3.
T (l, 0, O) = (1, 5, 1)
10 0
T(O,l,O):(O, 2,0) = I\/I(T): 5 2 -2 |=A
1 0 3
T (0, 0, 1) = (O, -2, 3)
de donde el polinomio caracteristico se obtiene con:
1-A 0 0
Det(A—kI): 5 2-» =2 :(l—K)(Z—k)(3—k)

1 0 3-A

por lo tanto, los valores caracteristicos son:

Ay =1
A, =2
Ay =3
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Obteniendo los vectores caracteristicos, tenemos:

Para A, =1 se tiene:

0 O 0 X 0 5x +y-2z2=0
5 1 -2 y [=]0 = =
1 0 2 z 0 X +22=0
Si z=k,
= x=-2k; . V,=(-2ky, 12k, ky ) con k;# 0
y= 12k, vectores caracteristicos asociados a A ;

Para A, = 2 setiene:

-1 0 0 X 0 - X =
5 0 -2 y =10 = 5x -2z =0
1 0 1 z 0 X +z2=0

de donde se obtiene que:

X =0

y = k, .. \72:(0, kz,O)con k,#0

z = 0 vectores caracteristicos asociados a A ,

Para A5 = 3 setiene:

-2 0 0 X 0 -2x =0

5 -1 -2 y =10 = 5x—-y -2z =0 =
1 0 O z 0 X =

de donde se obtiene que:

x =0

y = -2k, S Vy=(0, —2kg, kg ) con kg # 0

z = ki vectores caracteristicos asociados a A 4
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b) Los espacios caracteristicos son:

E(ny) = {(-2ky, 12k, k)| ke R
E(%,) ={(0 k,, 0)| k, e R}

E(hy) ={(0 —2ky, k)| kye R

c) Enforma general la matriz P es:

k, 0 K,
si se hace que:

k, =1

k, =2

k; =-1

entonces una matriz diagonalizadora seria:

-2 0 0

P=112 2 2

1 0 -1
Cuya inversa es:
-1 0 0 ]
-1
P = 1 7 1 2
2
-1 0 -2 |
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d) Sustituyendo tenemos que:

N |~

de donde:
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EJERCICIO 2.13 Para el operador lineal T: P, — P, donde:

P2={ax2+bx+c|a, b,CGR}

definido por:

T(ax*+bx+c)=(a-2c)x?+(-2a+4c); Vax’+bx+c e P,

a) Determine sila matriz que representa al operador T es diagonalizable,
b) en caso afirmativo, obtener una matriz diagonal D asociadaa T, y

c) determine una base a la cual esté referida la matriz diagonal D del inciso anterior.

SOLUCION:

Con el fin de simplificar el procedimiento se emplearan los siguientes isomorfismos:
f (ax2+bx+c) =(a, b, c)

f~*(a, b, c)=ax’+bx+c

De esta forma, la regla de correspondencia del operador T es:

T(a, b, c)=(a-2c, 0, —2a+4c); V(a, b, c)eR’

a) Obteniendo los valores y vectores caracteristicos, tenemos:

T(1,0,0)=(10,-2)

10 -2
T(0,1,0)=(0,0,0) = M(T)=[ 00 0|=A

20 4
T(0,0,1)=(-2,0,4)
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El polinomio caracteristico viene dado por:

1-» 0 -2
Det(A-2l)=| 0 - 0 | = (1-2)(=2)(4=-n)+4r
-2 0 4-2

P(L)=-n(4-A—4r+27)+4n
P(L)=—-2%+51"—4h +4)

P(L)=-2%+51%= 2% (-1+5)

Por lo que los valores caracteristicos son:

A, =0
A, =0
Ay =5

Obteniendo los vectores caracteristicos, tenemos:

Para A;=X1, =0 se tiene:

1 0 -2 X 0 X -2z =0
0O O 0 y =0 = 0 =0
-2 0 4 Z 0 -2Xx +4z =0

al escalonar el sistema se reduce a:

{x-22=0 = x=2z

Se trata de un sistema compatible indeterminado con dos grados de libertad, con lo cual
se tiene que su solucion general es:

Si z=k, = x=2Kk;

con y =Kk,
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con lo cual los vectores caracteristicos asociados a A, y A, son:

\71:(2k1, kz,kl) con k;#0 y/o k,#0

Para k,; =5 setiene:

-4 0 =2 X 0 — 4x -2z =0
0 -5 0 y |=1]0 = -5y =0 = y=0
-2 0O -1][lz] |0} —2X -z =0

al escalonar el sistema se llega a:

2X +2 =0

y=0

Obteniendo la solucién general tenemos:

Si x=k; = z=-2k; con y=0

por lo que los vectores caracteristicos asociados a A, son:

\73=(k3, 0, —2k3) con kg # 0

Obsérvese que el espacio caracteristico asociadoa A, y A, es de dimension dos,

por lo que una base de dicho espacio seria:

B={(2,0,1), (0,1,0)}
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Los elementos de esta base son vectores caracteristicos asociadosa A, y A,.

Para el caso de V5 un vector caracteristico es:

(1,0, -2)

Como la matriz diagonalizadora P estd formada con los vectores caracteristicos
dispuestos en forma de columna, entonces tenemos que:

Si P esno singular, esto es, si existe P ~1  entonces lamatriz A es diagonalizable.

Dado que:
2 0 1
Det(P)=1 0 1 0| =-5
1 0o -2
entonces:
Det (P)#0 .. P! existe

con lo cual podemos asegurar que A es diagonalizable.

Tenemos que los valores y vectores caracteristicos del operador original T , aplicando

f -1 , son:

Para A, =A,=0 = V,=2k, x> +k,x+k, con k; #0 y/o k,#0

Para A,=5 = V,=kyx? -2k, con ky; #0
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b) Con esta matriz P y empleando la expresion D = P AP se llega a que la

matriz D es:

c) Una base a la cual esta referida la matriz D es la formada por los vectores
caracteristicos obtenidos, esto es:

2x% +1

f=*(2,0,1)
f=*(0,1,0) = x

f=' (1,0, -2)= x* -2

La base solicitada es B:{2x2+1, X, x2—2}
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Sea la transformacién T: R® — R?* definida por:

T(x, y,2)=(y-2z, y+z,x+2y-3z); V(x,y,z)eR’®

a) Determinesi T eslineal.
b) Obtenga el recorrido y el ndcleo de T y la dimensiéon de ambos.

c) Verifigue que se cumple que la dimension del dominio es igual a la dimensién
del recorrido més la dimension del ndcleo.

d) Obtenga (T o3T‘1) (x,y,2).

Sea la transformacion T: M — R® | donde M es el espacio de matrices
cuadradas de orden dos con elementos reales, tal que:

a b a b
T =(a+b+c,a—-d, b+c+d); V e M
c d c d

a) Determinesi T eslineal.
b) Obtengaelndcleode T y sudimension.

c) Determine el recorrido de T vy su dimension.
Sean V y W los espacios vectoriales
V={ax+b|a,beR} vy W:{ax2+bx+c|a,b,CER}

Si la transformacién lineal T:V — W se define por:

T (P(x))=xP(x) ; VP(x)eV
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obtenga la matriz asociada a T referida a las bases:

A = {x, 1} del dominio.

B = {x?+2x+1,9x+2,4x2+3x+3} del codominio.

Dadas las transformaciones lineales
T: R®>—> R? definida por T (X,y)=(-Yy, x+6y)
S: R?* > R? definida por S (x,y)=(2x+7y, 9x+Yy)

H: R*> > R? definida por H (X,y) = (x+2y, 2x+Y)

determine las componentes del vector U € R? tal que:
[ THo(S-3H)]u=(8, -3)
Sean las transformaciones lineales
S: R > R?, T:R*>5R*y H:R*>5 M
definidas por:

2X — yx+y) V(x,y)eR?
y! V(X,y)ERZ

= (
= (
(x, ) [0 y] V(x,y) e R?

Determine la regla de correspondencia de la transformacién Q , tal que:

3S+T =Q-°H
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Sean los espacios vectoriales

Pzz{ax2+bx+c|a, b,CER} y M = {

ambos definidos sobre el campo real, y sea la transformacion lineal

T: P, = M definida por:

, ¥V ax’+bx+c e P,

a+c 3b
T (ax2+bx+c) =
3b a-c

Obtenga la regla de correspondenciade T .

Sea la region definida por los puntos (0,0), (1,0), (1, 1), (0, 1).
Determine el efecto geométrico que produce:

a) Elrealizar primero una reflexion con respecto al origen y después una

., . 1
contraccioén vertical con k == .

b) El realizar primero una deformacién a lo largo del eje x con k=1 vy
después una reflexion sobre el eje y.

Sean Az{ u,, Uz} y B = { Vi, V, } dos bases de R?, donde:

(1, -2)
(0.1)

ysea T: R? — R? una transformacion lineal, tal que:

u, =(2,1) A

u, =(1, -1) v,

T(Ul) =2V, +V, vy T(UZ): v, -V,
Determine:

a) Los valoresy vectores caracteristicos de T.

b) Los espacios caracteristicos asociados a cada valor caracteristico.
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10.

Sea la matriz:

2 0 0
M(T)=|-2 1 2
0 0 2

la representacién matricial del operador lineal T: R® — R?, referida a la base
canonica.

a)

b)

Obtenga los espacios caracteristicos asociados a los valores caracteristicos
del operador T.

Determine si T es diagonalizable.

En caso de resultar afirmativo el inciso anterior, obtenga la matriz diagonal
asociadaa T yunabase ala cual esté referida.

Sea T: R® > RR* un operador lineal definido por:

T(x,y,2)=(4x+2z, 2x+3y +2z, x+4z); V(x,y,2)eR®

a)

b)

Obtenga los espacios caracteristicos asociados a los valores caracteristicos
del operador T.

Determine si T es diagonalizable.

En caso de resultar afirmativo el inciso anterior, obtenga una matriz
diagonalizadora P.

Compruebe que se cumple la expresion D =P AP con la matriz
P obtenida en el inciso anterior.

Dé una base de R*® para la cual la matriz asociadaa T es diagonal.
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

a) T eslineal.

b) Comola Dim R(T)=3, estoimplica que el recorridode T es R® .
N(T)={(0,0,0)} .. DimN(T)=0

c) Sisecumple.

d) (ToST‘l) (x,y,2)=(3x, 3y, 32).

a) T eslineal.

d -c-d
c d

b) N(T)-= {

} c,deR|{ = DmN(T)=2

c) R(T)={(a, a-b, b)Ja,beR} = DmR(T)=2

21 8
M(T)=|-3 -1

-5 -2
u=(-4,-1)
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b)
y
(0, 1)
o

(1, 1)

(1, 0)
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" A0 — — — —— —— — |

10.

b)

b)

B={(1,-2,0), (0,2,1), (0,1,0)}

E( 2y ) ={ (ks koy =Ky )| ky vk, eR |

E(2s) = { (ks 2kg, k)| kge R}

T si es diagonalizable.

1 0 1
P = 1 1 2
-1 0 1

B :{ (1,1,-1), (0,1,0), (1, 2,1 )} base formada
vectores caracteristicos.
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