Ejercicios dirigidos y problemas resueltos de
Teoria General de Sistemas aplicada a la Ingenieria Civil

Capitulo 3 Redes

3. Redes

En la Ingenieria Civil es comun encontrar problemas que involucran el concepto de re-
des. La gama es enorme, desde redes de distribucion de agua o redes de transporte
hasta redes de actividades o redes de recursos dentro de un proyecto. Las representa-
ciones de las redes han mostrado ser una herramienta muy poderosa para el entendi-
miento de las relaciones entre los componentes de un sistema y su posterior optima-
cion.

El desarrollo de algoritmos de optimacion de redes ha ido de la mano con el desarrollo
de cada vez mas poderosos programas de computo, que han permitido a los ingenieros
aplicarlos cotidianamente en sistemas complejos con un gran nimero de elementos.
Muchas de estas metodologias son soluciones a problemas de programacion lineal es-
pecificos que bien podrian resolverse con ayuda del Método Simplex, pero dadas sus
condiciones especiales es mas sencillo abordarlos con un algoritmo especifico. Antes de
abordar las metodologias es preciso entender la terminologia usada en el andlisis de
redes (Hillier, 2007, p. 407).

Una red es un conjunto de puntos y un conjunto de lineas que unen ciertos pares de
puntos. Los puntos son llamados nodos y las lineas arcos. Los nodos representan inter-
secciones de caminos, fuentes de agua, bancos de materiales, etc., mientras que los
arcos representan caminos, tuberias o actividades a realizar. Los arcos pueden tener
un tipo de flujo que pase por ellos, por ejemplo gasto hidraulico, volumen vehicular,
recursos o tiempo. Cuando en un arco el flujo s6lo se permite en una direccién, se lla-
ma arco dirigido y se representa con una flecha; mientras que si el flujo se permite en
ambos sentidos se le llama ligadura. Si la red esta compuesta solo de arcos dirigidos se
llama red dirigida. (Taha, 2004, p.214)

A la sucesion de arcos que unen dos nodos distantes se le llama trayectoria. Cuando
exista al menos una trayectoria entre cualquier par de nodos se tiene una red conexa
(figuras 3.1 y 3.2). Cuando una trayectoria comienza y termina en un mismo nodo se

le llama ciclo (figura 3.4) y a una subred conexa sin ciclos se le llama arbol. Si el arbol
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abarca todos los nodos de la red entonces es llamado &rbol de expansion (Figura 3.3).

Figura 3.1 Red conexa Figura 3.2 Red inconexa

Figura 3.3 Arbol de expansion Figura 3.4 Ciclo

En este capitulo se abordan tres algoritmos sencillos que nos permiten obtener solucio-
nes ¢ptimas a algunos problemas tipicos de las redes; como son la determinacién del
flujo maximo dentro de un sistema, la estructuracion del arbol de expansion de menor

longitud y la definicién de la trayectoria mas corta entere dos nodos.
3.1 Flujo méaximo

El algoritmo de flujo maximo permite definir la capacidad méaxima de una red dirigida

desde una fuente hasta un destino. Es un algoritmo muy util para determinar el gasto
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maximo de una red de tuberias o la capacidad vehicular de una red de caminos.
3.1.1 Teoria

A continuacion, con ayuda de un ejercicio dirigido, se exponen las particularidades y

funcionamiento del algoritmo de flujo maximo.
Ejemplo 3

La red de drenaje de una pequefia ciudad ha ido creciendo conforme las colonias
se han conurbado. En tiempo de lluvias la capacidad del drenaje se ve sobrepasada y
la ciudad sufre inundaciones. Se ha propuesto la ampliacidon del colector principal para

un desalojo eficiente de las precipitaciones.

Colector

principal

Figura 3.5 Red de alcantarillado

En la figura 3.5 se muestra el gasto maximo en m®/s de los colectores secundarios y la
direccion del flujo. Determine la capacidad de dicho colector con base en el flujo méaxi-

mo de la red.

El algoritmo de flujo maximo requiere que exista un solo nodo de origen y uno de des-
tino. En este caso los flujos se originan en los nodos 1 y 5 por lo que es necesario
crear un nodo ficticio de origen. Lo mismo sucede cuando se tiene diversos destinos
del flujo, se debe crear un nodo ficticio de destino donde confluyan los reales. El flujo
de los arcos salientes del nodo ficticio de origen corresponden a la suma de los arcos

salientes de los nodos de origen real (figura 3.6).
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Figura 3.6 Red de alcantarillado

Como primer paso se debe encontrar una trayectoria capaz de transportar algun flujo
desde el origen hasta el destino, por ejemplo0 - 1 — 2 —» 4 — 9. En esta ruta se bus-
ca el arco con menor capacidad, en este caso el arco 2 — 4 con capacidad para 0.7
m?/s. Este es el méaximo flujo que puede transportarse por esta trayectoria y se plasma
colocandolo en el extremo de destino de cada uno de los arcos involucrados. La capaci-

dad residual de cada ducto se anota junto a su nodo de origen (figura 3.7).

Figura 3.7 Primera trayectoria
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Ahora se busca otra trayectoria que tenga capacidad residual para transportar un flujo
del origen al destino. La trayectoria0 > 1 —> 2 —»> 3 —> 4 — 9 cumple con esta condi-
cién y el menor flujo residual de ella es 0.3 m*/s. Se resta este valor a los flujos resi-

duales de los arcos involucrados y se le suma a su flujo transportado (figura 3.8).

Figura 3.8 Segunda trayectoria
Podemos observar que los arcos 2 - 3 y 3 — 4 aun cuentan con flujo residual, pero

como se conectan al origen a través de los arcos 0 —» 1y 1 — 2 que estan saturados,

esta capacidad residual no se aprovechara.

Buscando otra trayectoria se encuentra0 - 5— 6 > 8 > 4 — 9 con un flujo residual
minimo en el arco 4 - 9 de magnitud 0.4 m®/s. Con este valor se calculan los nuevos

flujos residuales para los arcos de esta ruta (figura 3.9).

Figura 3.9 Tercera trayectoria
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La cuarta trayectoriaes 0 > 5—> 6 —» 8 — 9 con un flujo residual minimo de 0.6 m*/s.

Se calculan los flujos residuales y se registran en la red (figura 3.10).

Figura 3.10 Cuarta trayectoria
Ahora solo queda una trayectoria con flujo residual, 0 > 5—» 7 — 8 — 9. El minimo
corresponde al arco 5 — 7 por lo que se resta 0.5 m%/s a los flujos residuales de esta

trayectoria (figura 3.11).

Figura 3.11 Quinta trayectoria

Si bien, aunque existe una capacidad residual de 0.2 m®s en los arcos que salen del
origen y de 0.1 m%/s en los que desembocan en el destino, es imposible encontrar una

ruta que los transporte.
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Con esto concluye el algoritmo del flujo maximo y se calcula su valor sumando los flu-
jos que entran en el destino, 1.1 m®/s + 1.4 m*/s = 2.5 m%s . Por lo tanto el colector

principal deberéa ser disefiado para captar este flujo.

Cabe aclarar que este algoritmo solo es capaz de calcular los flujos maximos totales
gue entran o salen de la red pero no los que circularan efectivamente por cada arco.
Los valores de los arcos interiores dependen del orden en el que se seleccionen las tra-

yectorias.

Por ejemplo, si hubiéramos seleccionado las trayectorias en este orden: 0 > 5—» 7 —
8-»9,0-»-5~-6-»8-9,0--5-6->58-54-59,0b152>3->54-> 9,
0> 1—-> 2— 4— 9, obtendriamos la red de la figura 3.12; con el mismo valor para el

flujo maximo pero con flujos residuales distintos a los de la figura 3.11.

Figura 3.12 Flujo méaximo

3.1.2 Ejercicios resueltos

En esta seccion se vera la aplicacion del algoritmo del flujo maximo en un problema de
capacidad vial y en uno de abastecimiento de agua potable.
Ejercicio 14

Por los trabajos de ampliacion del colector principal se debera cerrar el cuerpo sur de
una importante avenida de la ciudad. El trafico sera desviado por calles mas pequefas

de un solo sentido, cuya capacidad (veh/h) se muestra en la figura 3.13.
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A 1100 C 1100 E 900 _H 1050 K
A A g g
1050 700 400 1000
-_— E
0 750 FY_ 500 | L
1050 750 400 1000
v 1100 900 > 900 1050 >
B D G J M

Figura 3.13 Red vial

Determine el flujo vehicular maximo que puede circular por esta red vial.

Solucion

Primero se busca una trayectoria capaz de transportar el flujo desde el origen al desti-
no:0 -»>B—->D—>G—>J—> M- L. En esta trayectoria el menor flujo se observa en
los arcos D - G y G — J con un valor de 900 veh/h. Con este dato se calculan los

flujos residuales de la trayectoria (figura 3.14).

A1100 0 C 1100 0 F900 0 H1050 K
A A g
0 200 1000
0
1050 0 0
| E
0 Fy 500 L
150 A 900
900 750 750
100
¥200  9qg 0 900,] 0
B D G

Figura 3.14 Primer trayectoria

Una segunda trayectoria capaz de trasportar fluopesO > A—->C >E—>H > K > L,
en la cual el arco E — H tiene la menor capacidad, 900 veh/h. Con este valor se calcu-

lan los flujos residuales de esta trayectoria (figura 3.15).
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Figura 3.15 Segunda trayectoria

Una tercera trayectorkesO > A—>C >E—>F—>1—->J—> M — L con capacidad de

100 veh/h en el arco E — F (figura 3.16).

A 100 1000C 100 1000 FO 900, H150 900 K
A YA >
1000 o 600 400 100
50 100 900
3 =
=0 < 400 100 L
150 F& 1300 1000
900 750 750 100 .
v200  9gd 0 900,| © 900 N 50 100
B D G J M

Figura 3.16 Tercera trayectoria

Tras calcular los flujos residuales se observa que no existen mas trayectorias capaces

de transportar flujo del origen al destino. La suma de los flujos que entran al nodo L es

el flujo maximo, con un valor de 1900 veh/h.

Ejercicio 15

Una red de pozos bombea agua hacia una tuberia principal a través de una serie de

tanques interconectados. En la figura 3.17 se muestra la configuracion de la red y los

gastos maximos para cada tuberia en Ips. Determine el flujo maximo de la tuberia prin-

cipal trabajando a maxima capacidad.
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Figura 3.17 Red de pozos y tanques

Solucion

Primero se crea un nodo ficticio de origen con arcos a los nodos P1, P2 y P3, con

capacidades que satisfagan los gastos salientes de dichos nodos (figura 3.18).

800
00
0
Q 700 @ 50 Tuberia
430 0 M principal

0 o (T2)—600

Figura 3.18 Red de pozos y tanques

Se encuentra una primera trayectoria: O - P1 —» T1 —» T6 — T7 con capacidad de

600 Ips y se calculan los flujos residuales, como se muestra en la figura 3.19.
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Figura 3.19 Primera trayectoria

La segunda trayectoria encontrada es O - P3 — T2 — T5 — T7 con 450 Ips (figura
3.20).

1050

Tuberia

principal

Figura 3.20 Segunda trayectoria

La tercera trayectoria es O - P2 — T1 — T6 — T7 con 200 Ips (figura 3.21). Con esto
la cuarta trayectoria corresponde a O - P2 —» T1 —» T3 —» T6 — T7 con 100 Ips
(figura 3.22). La quinta y ultima trayectoria , O > P2 - T2 —» T5 — T7, aporta otros
100 Ips (figura 3.23).

El flujo maximo de la red es de 1450 Ips.
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Figura 3.23 Quinta trayectoria
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3.1.3 Ejercicios propuestos
Ejercicio 16

La produccion de tres refinerias se transporta a través de una red de oleoductos hacia
dos terminales de distribucion. Ante las grandes distancia que recorren los fluidos, la
red cuenta con tres estaciones de bombeo. Determine la capacidad maxima de la red

en millones de barriles diarios de acuerdo al diagrama de la figura 3.24.

Figura 3.24 Red de oleoductos

Solucion

Al aplicar el algoritmo de Flujo maximo se obtiene el diagrama de la figura 3.25.

20
1

Figura 3.25 Flujo maximo

101

Benjamin Pacheco Manzano



Ejercicios dirigidos y problemas resueltos de
Teoria General de Sistemas aplicada a la Ingenieria Civil

Capitulo 3 Redes

La capacidad maxima de la red es de 95 millones de barriles diarios.
Ejercicio 17

Con el fin de redisefiar la geometria de un entronque se requiere determinar el flujo
méaximo de vehiculos que circularan por él. De acuerdo con el diagrama de la figura
3.26 calcule la capacidad maxima de la red que se muestra a continuacién, donde las

capacidades de las carreteras estdn dadas en vehiculos por hora.

Solucion
1000
850
1500 1000
000
2500 g0
1500 \1000

@ 1000 o E) 850 > @
o/
Figura 3.26 Red de carreteras

Al aplicar el algoritmo de Flujo méaximo (figura 3.27) se obtiene un flujo de 4,350 veh/h

en la red.

Figura 3.27 Flujo maximo
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3.2 Arbol de minima expansion

Uno de los problemas mas comunes al construir redes de infraestructura es determinar
la estructura minima que permita que todos los nodos queden interconectados. Un ar-
bol de expansion, al tratarse de una red conexa sin ciclos, cumpliria con la segunda
condicion. Pero para determinar la estructura minima primero se han de conocer los
arcos potenciales, y mediante el algoritmo del Arbol de minima expansion se descarta-

ran aquellos que no formen una red éptima.

3.2.1 Teoria

El algoritmo del Arbol de minima expansion requiere el reconocimiento visual de alter-
nativas para seleccionar la mejor opcién. Por ello, es mas sencillo comprender los pa-

sos que sigue mediante un ejemplo detallado.
Ejemplo 4

Se quiere construir una red de caminos que comunique a la cabecera municipal de San
Juanito con las villas y rancherias de la region. Un experto ha estimado el costo de
construccion (en millones de pesos) de cada uno de los caminos factibles y lo ha plas-

mado en la red de la figura 3.28.

El Plan

El Salto 1 4

7

El Oro

La Pefia

Figura 3.28 Red de caminos posibles
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Determine la red de caminos con el menor costo de construccion.

El algoritmo del Arbol de minima expansion consiste en seleccionar un conjunto conexo
de nodos y determinar cual es el arco de menor longitud que sea parte del subconjun-
to. Este arco pasara a formar parte del arbol y el nodo enlazado sera parte del nuevo
conjunto conexo. En un principio, el conjunto inicial contiene al nodo 1 solamente

(figura 3.29).

Figura 3.29 Primera expansion

Se observa que de los cuatro arcos que parten del nodo 1, el de menor costo
(longitud) enlaza al nodo 4. El arco 1-4 se convierte en la primer rama del arbol y el

conjunto conexo esta constituido por los nodos 1 y 4 (figura 3.30).

Figura 3.30 Segunda expansion
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La nueva rama del arbol de expansion es el arco con menor costo de este subconjunto,

es decir, el arco 1-2. El nodo 2 pasa a formar parte del subconjunto conexo mientras

que el arco 2-4 es descartado (figura 3.31).

Figura 3.31 Tercera expansion

En la siguiente iteracién se observa que el arco 2-3 tiene el menor costo y el nodo 3

pasa al subconjunto conexo. El arco 1-3 es descartado (figura 3.32).

Figura 3.32 Cuarta expansion
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La rama que se integra al arbol es la 2-5 y el nodo 5 pasa al subconjunto. Se descarta

el arco 3-5 (figura 3.33).

Figura 3.33 Quinta expansion

Con un costo de 3 millones el arco 5-6 es la rama potencial mas corta y pasa a formar

parte del arbol de expansion. Los arcos 2-6 y 4-6 son descartados (figura 3.34).

Figura 3.34 Sexta expansion

La rama con menor costo que conecta el ultimo nodo de la red es la 7-6 con un costo

de 4 millones. En la figura 3.35 podemos ver el Arbol de minima expansion que nos
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muestra cual es la red de caminos que conecta todas estas poblaciones al menor costo.
El costo se obtiene sumando la longitud de los arcos, en este caso corresponde a 21

millones de pesos.

El Plan

Miraflores

San Juanito
El Salto

El Oro @

La Pefia

Figura 3.35 Arbol de minima expansion

3.2.2 Ejercicios resueltos

Los siguientes ejercicios reforzaran los conocimientos adquiridos. El primero de ellos
resuelve un problema de cableado subterrdneo en un desarrollo habitacional y el se-
gundo de ellos hace uso del algoritmo del Arbol de minima expansion en una red ferro-
viaria.

Ejercicio 18

En un desarrollo residencial se construira una red de cableado eléctrico y de comunica-
ciones con tuberias subterrdneas. En la figura 3.36 se indica la posicion y longitud (en

metros) de las tuberias compatibles con el proyecto. Determine la red minima que in-

terconecta todas las casas, partiendo de la casa 1.
Solucion

Primero se determina el conjunto conexo que forman los nodos directamente conecta-
dos al nodo 1. De los arcos contenidos en el conjunto se selecciona el de menor longi-

tud, en este caso el arco 1-4 (figura 3.37).
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Figura 3.36 Red de cableado subterraneo.

45

35

Figura 3.37 Primera expansion

Con los nodos 1 y 4 conectados expande el conjunto conexo y se encuentra el arco con
la menor longitud 4-7 (figura 3.38). Al conectar el nodo 7 se observa que los arcos 3-4,
6-7 y 7-10 tienen la misma longitud; se selecciona arbitrariamente el arco 3-4 (figura
3.39). Con el nodo 3 conectado a través del arco 3-4 se descarta el arco 1-3; el arco
con menor longitud es el arco 3-6 (figura 3.40). El nuevo arco de menor longitud es
ahora el 6-9 (figura 3.41). El arco 6-7 se descarta y se observa que existen dos arcos

con longitud de 30 m; se selecciona arbitrariamente el arco 7-10 (figura 3.42). El arco
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Figura 3.38 Segunda expansion

35

0

30

Figura 3.40 Cuarta expansion
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Figura 3.42 Sexta expansion

Figura 3.39 Tercera expansion

20 /N 25
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Figura 3.41 Quinta expansion

20 /7 N\ 25
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Figura 3.43 Séptima expansion
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Figura 3.44 Octava expansion Figura 3.45 Novena expansion

Figura 3.48 Duodécima expansion Figura 3.49 Decimotercera expansion
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9-10 se descarta y el 9-12 pasa a formar parte del arbol de expansion (figura 3.43).
Los arcos 1-2 y 4-5 tienen la menor longitud; arbitrariamente se escoge el 4-5 (figura
3.44). Se descarta el arco 5-7 y se observa que el arco 2-5 es el menor (figura 3.45). El
arco 1-2 es descartado y el 12-14 es elegido (figura 3.46). El arco 13-14 es el menor,
por lo tanto el nodo 13 entra al conjunto conexo (figura 3.47). El arco 19-13 se descar-
ta y el arbol se expande desde el nodo 13 hacia el nodo 11 (figura 3.48). De los tres
arcos restantes el de menor longitud es el 8-11, que es el Gltimo perteneciente al Arbol

de minima expansién (figura 3.49).

Finalmente se eliminan los arcos 5-8 y 8-10 y se obtiene el arbol de la figura 3.50 con

una longitud total de 410 m.

40
{ 30 @ @
4@_20_<4 2 0 30 45
35 @ @

20

Figura 3.50 Arbol de minima expansion

Ejercicio 19

En el esquema de la figura 3.51 se muestra una parte de la red ferroviaria multimodal
de nuestro pais, donde se sefialan las distancias aproximadas entre terminales en kil6-

metros. Partiendo del Puerto de Manzanillo determine el Arbol de minima expansion.
Solucion

Manzanillo s6lo cuenta con una via que lo conecta a Guadalajara, asi que obviamente
ese arco forma parte del Arbol de minima expansion. Es con la red conexa al nodo 4,

donde se buscara el de menor distancia, en este caso el que conecta con Irapuato, con
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Figura 3.51 Red ferroviaria multimodal

longitud de 20 km (figura 3.52). Se agregan los arcos 6-8 y 8-12, siendo este ultimo el
mas corto de la red conexa y pasa a formar parte del arbol de expansion (figura 3.53).
Se agregan tres arcos mas, y se observa que la conexién Querétaro-Morelia es la mas
corta, arco 9-12 (figura 3.54). Ahora el arco mas corto es el 6-8, lo que nos permite

cancelar el 4-6 (figura 3.55). La via Aguascalientes-San Luis Potosi, arco 6-11, con 220

Figura 3.52 Primera expansion Figura 3.53 Segunda expansion
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Figura 3.58 Octava expansion Figura 3.59 Novena y décima expansiones
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km entra al arbol de expansién y se cancela el arco 11-12 (figura 3.56). A continua-
cién, se agrega la via Querétaro-Ciudad de México, arco 12-15, y se cancela la Morelia-
Ciudad de México, arco 9-15. La entrada del nodo 15 al arbol no provee nuevos enla-
ces, asi que también se agrega el arco 11-10 con 420 km (figura 3.57). El siguiente ar-
co del &rbol de expansion es la via Saltillo-Monterrey con 80 km (figura 3.58). En el si-
guiente paso entra al arbol el arco 13-14, pero no aparecen nuevos, asi se incluye tam-
bién la via Saltillo-Torredn, arco 5-10, y se cancela la Aguascalientes-Torreon, arco 5-6
(figura 3.59). Se observa que el arco 11-16 es siguiente y cancela el 14-16, la red co-
nexa no se altera y se incluye entonces el arco 5-3 en el arbol de expansiéon (figura 3-
61). De los restantes es la conexion Morelia-Lazaro Cardenas, arco 7-9, la mas corta
con 550 km, y so6lo queda agregar al Arbol de minima expansion el arco 1-3 y cancelar
el 1-4 (figura 3.61).

Figura 3.60 Undécima y Figura 3.61 Decimotercera y
duodécima expansiones decimocuarta expansiones

En la figura 3.62 se observa el Arbol de minima expansion para la red ferroviaria multi-

modal que parte del Puerto de Manzanillo y tiene una longitud total de 4,780 km.
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680 480

300

350

Figura 3.62 Arbol de minima expansion

3.2.3 Ejercicios propuestos

Ejercicio 20

=l BN = I, RO I

®

Topolobampo
Manzanillo
Chihuahua
Guadalajara
Torredn
Aguascalientes
Lazaro Cardenas
Irapuato
Morelia

Saltillo

San Luis Potosi

12 Querétaro

Nuevo Laredo
Monterrey
Ciudad de México
Tampico

En la figura 3.63 se muestra la configuracién de una red de tuberias (en metros) que

conecta algunas plataformas marinas de la Sonda de Campeche con tierra y con la bo-

Rebombeo

Dos Bocas Atasta

Figura 3.63 Red de oleoductos

Cayo Arcas
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ya de Cayo Arcas. Encuentre el Arbol de minima expansion para esta red.
Solucion

En la figura 3.64 se muestra el Arbol de minima expansiéon para la red de oleoductos

con un longitud de 256 km.

Cayo Arcas

Dos Bocas Atasta

Figura 3.64 Red de oleoductos

Ejercicio 21

En la figura 3.65 se muestra la red de carreteras que conectan a la Ciudad de México

con el llamado Arco Norte. Las longitudes aproximadas en km se sefialan sobre cada

1j 50
Atlacgmulco
70
@ —(12)
Toluca Cuajimalpa Ciudad de México San Martin

Figura 3.65 Red de carreteras
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arco. Encuentre el Arbol de minima expansion para esta red.
Solucion

En la figura 3.66 se muestra el Arbol de minima expansion para la red de carreteras.
Se hace notar que el arco Ecatepec-Tizayuca de la autopista México-Pachuca puede ser
sustituido por el Ecatepec-Aticpac de la México-Tuxpan obteniendo la misma longitud
total de 368 km.

1 50

Atacomulco

Toluca Cuajimalpa Ciudad de México San Martin

Figura 3.66 Arbol de minima expansion.

3.3 Algoritmo de la ruta mas corta

Cuando se desea encontrar el camino mas corto o0 mas rapido entre dos localidades co-
nectadas en una red vial, o determinar la sucesion de actividades con costo minimo se
puede recurrir a los algoritmos de Dijkstra y de Floyd. En esta seccién sélo se empleara

el primero al ser mas simple, aunque menos general.
3.3.1 Teoria

El método de Dijkstra se aplica a redes dirigidas y basa su funcionamiento en el célculo
de una clasificacion de los nodos de acuerdo con la siguiente formula (Taha, 2004,
225) [Uj, I] = [Ui + dij, I]
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Donde u; es la distancia mas corta desde el nodo de origen hasta el nodo i y dj la longi-
tud el arco i-j. Un nodo se considera permanente cuando no se puede encontrar una
ruta mas corta al mismo, el literal i corresponde con el nUmero de este nodo. Esté cla-
sificaciobn puede cambiar su condiciébn de temporal o permanente conforme avanza el

algoritmo. Para explicar el método se hara uso del siguiente ejemplo.
Ejemplo 5

Con el fin de mejorar su red vial, un gobierno estatal ha implementado un programa de
pavimentacién de caminos. Uno de los proyectos consiste en la colocacion de una capa
de concreto asfaltico sobre las terracerias existentes en el camino que conecta los pue-
blos de San Antonio y San Esteban. Pero existen diversas rutas que pasan por pobla-
ciones intermedias y se debe decidir cuales de ellas se beneficiaran con el programa.
Se utilizard un criterio de decisién que minimice el costo del proyecto, para ello se su-

pone que dicho costo solo depende de la longitud total de la ruta.

En la figura 3.67 se muestra la red de caminos de la regién y sus longitudes en kildme-

tros.

San Antonio

San Esteban

Santa Cruz

Figura 3.67 Red de caminos

El objetivo es determinar la ruta con el menor costo de pavimentacion.

Para encontrar la solucion del problema, el primer paso consiste en clasificar el nodo
de origen A, San Antonio, con la siguiente etiqueta A [0, -]. Esto nos indica que la dis-

tancia del origen al nodo A es de 0 km, sin nodo predecesor.
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Nodo Clasificacion Condicion
A A [0, -] permanente

Ahora se calculan las clasificaciones para cada nodo al que se pueda llegar desde A.

Nodo Clasificacion Condicion
A A [0, -] permanente
B B [0+5, A] =B [5, A] temporal
C C [0+8, A] =C [8, A] temporal

El clasificacion temporal con la menor u; corresponde al nodo B, 5 km desde el origen
con A como predecesor. Esta cambia su condicién a permanente y se calculan las clasi-

ficaciones de los nodos a los que se accede desde B, es decir Dy C.

Nodo Clasificacion Condicion
A A [O, -] permanente
B B [5, A] permanente

Cl[8, A
c [8, Al

C [5+2, B] = C [7, B]

D D [5+5, B] = D [10, B] temporal

Se observa que la menor distancia u; que se puede encontrar al nodo C se obtiene ac-
cediendo desde B. La condicién de C cambia a permanente, y permite clasificar los no-
dos E y D.

Nodo Clasificacién Condicion
A A[O, -] permanente
B B [5, A] permanente
C C [7, B] permanente

D [10, B
5 [10, B]

D [7+2,C] =D [9, C]

E E [7+6, C] = E [13, C] temporal
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La nueva distancia calculada al nodo D es menor que la anterior, y al no haber mas ru-
tas que lo accedan, cambia su condicion a permanente. Ahora se calcula la clasificacion

al nodo E desde D.

Nodo Clasificacion Condicion
A A [O, -] permanente
B B [5, A] permanente
C C[7, B] permanente
D D9, C] permanente
E E [13, C]

Como se puede ver ambas etiquetas del nodo destino E nos dan la misma distancia al
origen (13 km). En este caso tenemos dos rutas con longitud minima y se debera utili-
zar un criterio adicional para determinar la 6ptima. Si uno de los objetivos secundarios
del programa es beneficiar la mayor cantidad de poblados posibles, entonces la ruta a

elegir seria A —-B - C — D — E (figura 3.68).

San Antonio

San Esteban

Santa Cruz

Figura 3.68 Camino mas corto

3.2.2 Ejercicios resueltos

Los siguientes ejercicios reforzaran los conocimientos adquiridos. El primero de ellos
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aborda un problema de probabilidad y evaluacién de riesgo en la rutas de evacuacion
de un poblado y el segundo de ellos consiste en plantear un programa de sustitucion
de maquinaria. Para el segundo ejercicio se abandona la solucion tabular y las etique-

tas se colocan en el grafo.
Ejercicio 22

La poblacién de Ecatzingo en las faldas del Popocatépetl requiere una ruta de evacua-
cién en caso que el volcan entre en erupcion. Para cada tramo carretero que conecta la
cabecera municipal con Chalco, se ha obtenido la probabilidad de que los caminos su-

fran derrumbes durante un evento volcanico, de acuerdo a la figura 3.69.

0.15
Tlamgnalco
04
0.2
Amecgameca
0.5
0.25

Juchitepec

Entrdnque Ecatzingo

Yecapixtla

Figura 3.69 Probabilidad de derrumbes en una red de caminos

Encuentre la ruta de evacuacion mas confiable desde Ecatzingo hasta Chalco.
Solucion

El objetivo es encontrar la ruta en la que sea menos probable sufrir al menos un de-
rrumbe, o bien minimizar la probabilidad complementaria, 1 - P (ningin camino sufre

derrumbes). Por lo tanto se ha de encontrar la ruta que logre:
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minimizar 1-(1- pij) < (- pjw) % (1 - pa) X ...
o maximizar  (1- pij) % (1- pjx) X (1 - Pr) X ...

Para convertir la multiplicacion en una suma y asi poder aplicar el algoritmo de

Dijkstra, se calcula el algoritmo del producto. Y se busca la ruta que logre:
maximizar log(1- pij) + log (1- pjx) + log (1 - pxa) + ...
0 minimizar - log(1- pij) - log (1- pjx) - log (1 - p.y) - ...

De esta manera, el negativo del logaritmo de la probabilidad de que no se presente un

derrumbe para cada tramo queda como se muestra en la figura 3.70.

0.071
Tlamgnalco
0.222
0.097
Amecgameca
0.301
0.125

Juchitepec

Entrdnque Ecatzingo

Yecapixtla

Figura 3.70 Negativo del logaritmo de la probabilidad de no sufrir derrumbes

Partiendo desde el nodo 1 se puede acceder a los nodos 2, 3y 4, cuya clasificacion

temporal se calcula.
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Nodo Clasificacion Condicion
1 110, -] permanente
2 2 [0+0.602, 1] = 2 [0.602, 1] temporal
3 3 [0+1.301, 1] = 3 [1.301, 1] temporal
4 4 [0+0.824, 1] = 4 [0.824, 1] temporal

Se observa que el nodo 2 tiene la menor u; y su condicion cambia a permanente. Se

calcula la clasificacion del nodo 3 a partir del 2.

Nodo Clasificacion Condicion
1 110, -] permanente
2 2 [0.602, 1] permanente

3 [1.301, 1]
3 3 [0.602+0.222, 2] = 3 [0.824, 2]
4 4 [0+0.824, 1] = 4 [0.824, 1] temporal

Se ha obtenido la menor u; para el nodo 3 y su condicion pasa a permanente. Ahora se

calcula la distancia desde el origen del nodo 4 pasando por el 3.

Nodo Clasificacion Condicion
1 110, -] permanente
2 2 [0.602, 1] permanente
3 3 [0.824, 2] permanente

4 [0.824, 1]
4

4 [0.824+0.456, 3] = 4 [1.280, 1]

La distancia calculada es mayor, se conserva la clasificacion anterior, que pasa a per-

manente y se agregan los nodos 5y 7. Larutal - 2 - 3 — 4 tiene una distancia u;

mayor que la 1 — 4, asi que los nodos 2 y 3 quedan fuera de la Ruta mas corta.
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Nodo Clasificacion Condicion
1 110, -] permanente
4 4 [0.824, 1] permanente
5 5[0.824+0.301, 4] = 5 [1.125, 4] temporal
7 7 [0.824+0.125, 4] = 7 [0.949, 4] temporal

En esta ocasion el nodo 7 tiene una clasificacibn menor y pasa a ser permanente. Se

agrega el nodo 8 a la tabla.

Nodo Clasificacion Condicion
1 1[0, -] permanente
4 4 [0.824, 1] permanente
5 5[1.125, 4] temporal
7 7 [0.949, 4] permanente
8 8 [0.949+0.071, 7] = 8 [1.020, 7] temporal

Entre los nodos con clasificacion temporal es el nodo 8 el de menor u;, por lo tanto su

condicion pasa a permanente, y se agrega el nodo 9.

Nodo Clasificacion Condicion
1 110, -] permanente
4 4 [0.824, 1] permanente
5 5[1.125, 4] temporal
7 7 [0.949, 4] permanente
8 8 [1.020, 7] permanente
9 9 [1.020+0.046, 8] = 9 [1.066, 8] temporal

La clasificacion del nodo de destino, nodo 9 Chalco, es menor que la temporal del nodo
5. La clasificacion es permanente y se ha encontrado la Ruta mas corta, como se

muestra en la figura 3.71.
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0.25

Juchitepec

Czurmba

0.85

Ecatzingo

Figura 3.71 Ruta con menor probabilidad de derrumbes.

La ruta mas confiable serd Ecatzingo-Ozumba-Juchitepec-Tenango-Chalco con una pro-

babilidad de que se presenten derrumbes en al menos un tramo de:

1- (1 - 0.85) x (1 - 0.25) x (1 - 0.25) x (1 - 0.15) x (1 - 0.1) = 91.4%.

Ejercicio 23

Una empresa constructora esta desarrollando un plan de sustitucion de equipo para los

préximos cuatro afios. Se ha decidido que las compactadoras (bailarinas) recién adqui-

ridas, han de ser sustituidas tras un minimo de un afio de uso o un maximo de tres.

Los costos de sustitucion de estos equipos se tabulan en el siguiente cuadro.

2009

Afo de 2010
adquisicién 2011
2012

Afio de sustitucion

1 2 3

1,100 2,200 3,300

Costo de
1,150 2,300 3,450

sustitucién
1,200 2,400 —

en dolares
1,300 — —
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Determine la estrategia que reduzca al minimo los costos de sustitucion del equipo en

el horizonte a cuatro afnos.
Solucion

Este problema puede ser resuelto por el método de la Ruta mas corta si se plantea co-
mo una red. En esta red los afios de adquisicion son los nodos y los arcos son los cos-

tos de sustitucion del equipo (figura 3.72).

1,100 >

Figura 3.72 Red de costos de sustitucion de equipo

Se etiqueta el nodo inicial y se clasifican temporalmente los nodos conectados (figura

3.73).

Figura 3.73 Primera clasificacion

Al no haber mas rutas que lleven al nodo 2010 desde un nodo con clasificacion perma-
nente, también la clasificacion de este nodo pasa a esa categoria. Desde alli se evalla

la clasificacion de los nodos que lo conectan (figura 3.74).
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Figura 3.74 Segunda clasificacion

Las clasificaciones obtenidas para los nodos 2011 y 2012 dan costos mayores, asi que
se conservan las provenientes del nodo 2009. Se observa que no hay mas conexiones
hacia el nodo 2011 y su clasificacion pasa a permanente, entonces se obtiene las clasi-

ficaciones de los nodos restantes a partir de él (figura 3.75).

1#%,60652011t 1

Figura 3.75 Tercera clasificacion

Las clasificaciones obtenidas son mayores y la del nodo 2012 pasa a permanente. Aho-

ra solo resta calcular la clasificacion del nodo 2013 a partir del 2012 (figura 3.76).

Figura 3.76 Cuarta clasificacion
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Finalmente, se observa que la menor clasificacion obtenida para el nodo 2013 es la

proveniente del nodo 2010. Partiendo del nodo final, se pueden seguir los origenes de

las clasificaciones hasta el nodo inicial, obteniendo en el proceso la Ruta mas corta
(figura 3.77).

[0;-]

[ 1,100 ; 2009 ]

[ 4,550;2010] |

2009 10— o010
.\ - /

Figura 3.77 Ruta mas corta

En el horizonte a cuatro afios se obtiene el menor costo de sustitucion de las compac-

tadoras si estas se reemplazan en el afio 2010 y posteriormente en el 2013. El costo de

este esquema de sustitucion sera de 4,550 délares por unidad.

3.2.3 Ejercicios propuestos

Ejercicio 24

En la figura 3.78 se muestran los tiempos de recorrido estimados (en minutos) para las

principales autopistas entre la Ciudad de México y el Arco Norte. Determine mediante

o 85 —(7) 80 6
@ Ojo de Ayua Gayu
Atlac@mulco 20 43
25
85
Jorolms atepec
50
55 40
3 e 45 > e 95 @
C/‘ 2/
Lerma Ciudad de México Puebla

Figura 3.78 Tiempos de trayecto en la red de carreteras
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el algoritmo de Djikstra la ruta més rapida entre Puebla y Atlacomulco.
Solucion

En la figura 3.79 se muestra la ruta mas rapida entre Puebla y Atlacomulco, con una
duracion total de 190 minutos. Ademas se muestran las etiquetas permanentes de to-

dos los nodos.

[190; 3]

Aﬂac! ulco
50

[ 140f; 2] [95;1] [0;-]

45 {7 Ve 95 1
Lerma Ciudad de México Puebla
Figura 3.79 Ruta maés corta
Ejercicio 25

En la planeacion de vialidades urbanas se hace uso de sistemas de informacién geogra-
fica (SIG), donde se generan rutas a partir de matrices origen-destino obtenidas en en-
cuestas o andlisis territoriales, y con ellas se asignan los flujos a las distintas vialidades.
En la figura 3.80 se muestra esquematicamente una parte de la traza urbana de la ciu-
dad de Colima, con la longitud de los arcos en km. Encuentre la Ruta mas corta entre

Villa de Alvarez y el centro.
Solucion

Aplicando el algoritmo de las etiquetas de Djikstra se ha encontrado que la Ruta méas
corta parte del origen, Villa de Alvarez, siguiendo los nodos 4, 10, 11 y 17 hasta el des-

tino, centro de Colima, con una longitud de 3.5 km (figura 3.81).
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2.0 @L, > 2.3 o(3
Villa de 1.9 1.9 2.1
Alvarez
1.2 03
4 0.8 5 - 6 0.6 7 0.9 3
0.9 0.8 07 07 0.8
0.3 0.2 0.4 0.6
12 13 14 15
0.7 0.8
06
Centro de
Colima
Figura 3.80 Red vial
[0;-]
\filla de
Alvarez
1.2 [1.2;0]
»(4)
4] [2.4;10]
1]
e [3.5;17]
IZ/ - 3
Centro de
Colima

Figura 3.81 Ruta mas corta
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