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CURSO DE DISE~O srsnwo DE ESTRUGTURAS f,:SPECIALES 
P U E N T E S 

Julio 27 da 1978. M. en I. Víctor M. Pavón R. 

INTRODUCC ION : 

A raíz del temblor de San Fernando en 1971, una extensa revisión a los cri­

terios de diseño de puentes ha sido puesta en pr~ctica. En el Japón, sitio de 

frecuentes y catastróficos sismos, el colapso de estructuras de puentes ha sido 

también objeto de profunda preocupación. 

Es bien sabido, que la falla de la estructura de un puente, ademán del nú-­

mero de víctimas, en el caso de vehículos que en el momento del colapso total caí 

gan al vacío, se agregan el costo de reposición de una estructura en sí costosa y 

·10 que es peor, los trastornos ocasionados a la economía de una regicin por la fal 

ta de comunicación y transporte, muchas veces de elementos vitales para el auxilio 

de los afectados por·el sismo, en los días inmediatamente después de la ocurren-­

cía del mismo y a l:_argo plazo mientras se repone o repara a la estructura de:>truí 

ca o dañada. 

En lo que sigue, se pretende proporcionar algunos lineamientos un tanto so­

meros, por las restricciones de tiempo, de algunos criterios para el establecimie~ 

to de las fuerzas, así como del an~lisis estructural, una vez establecidas ~sta~ 

en una estructura de puente. Se proporcionan asimismo, recomendaciones para st1-

ministrar ductilidad tanto en la superestructura como en los elementos de apoyo 

y se sugieren algunos detalles constructivos que los expertos en ingeniería de r 

puentes en zonas sísmicas consideran que pueden ser la diferencia entre la super­

vivencia y la falla catastrófica de una estructura de puente. 

En la construcción de puentes, es necesario considerar dos aspectos, a snµcr: 

los elementos de apoyo o infrae8tructura y la cubierta o superestructura. Por tal 

motivo se fijan las diferencias fundamentales en el análisis de cada una de estos 

aspectos. Resulta indispensable recalcar que en un puente.las aceleraciones de­

bidas a un sismo, pueden presentarse longitudinalmente al eje del puente, as-í co­

mo transversal y verticalment~. 

Puesto que el estudio de las vibraciones en puentes soportados por c~hles, y~ 

sea dispuestos' parabólicamente o en forma rect~, representa un capítulo muy especia 

!izado en la ingeniería de puentes, no se cubren en esta prcs.entación. 

I.- ESPECIFICACIONES PARA PUENTES EN ZONAS SISMICAS .· 

CALIFORNIA. La práctica Californiana esta basada en los códigos del u.n.c. 

y la Asociación de Ingenieros Estructuristas .de ese estado' norteamericano. 
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Para fij~~ el cortante en la base de la estructura, se propone la ~cua~i6n 

siguiente: 

en que: 

V= KCW ( l. l ) 

K ª Coeficiente que relaciona el tipo de sistema estruc­
tural empleado. 

' . 

C =Coeficiente relacionado en el espectro-de aceleraciones 
del temblor. 

W ° Carga muerta. 

El coeficiente K es un modificador empírico que se relaciona con los diferen 

tes tipos de construcci6n y a la experiencia de temblores previos. En un temblor 

intenso se supone que la estructura excederá su capacidad elástica y este factor 

intenta definir la capacidad del sistema para absorber energía sin perder su in­

tegridad estructural. 

El Código recomienda un factor de K = 2.00 para estructuras de puentes.The 

California Division of Highways ha empleado los factores K para modificar los coe­

ficientes laterales basándose de la relación altura/espesor de la pila. Por ejem­

plo, si la pila es cor ta y rígida se le da un coeficiente I<= 1. 33. 

El coeficiente C 

máximo de 0.10 o sea 

= .Q.:..Ql v-T-
10% de g. 

T ~ período fundamental,. A C se le da un valor 

T se define mediante ecuaciones simplificadas que no son en general aplicables 

a las estructuras para puentes. 

Tanto la California Division of Highways como el Washington Department of High­

ways utiliza el mismo procedimiento para determinar el período natural de la estruc­

tura. Supone que ~sta consiste de un sistema de 1 grado de libertad, esto es; que 

cada pila actGa independientemente y que tiene-la carga tributaria total aplicada en 

la parte superior de la columna. Ninguno de estos procedimientos torna en cuenta la 

rigid~z de la cubierta. Si bien, el error normalmente de poco cuantía, yerra del 

lado <le la inseguridad: 

En' Marzo de 1971 después del temblor de San ·.Fernando, C: D. H. incrementó el coe-
• 1 

ficiente C par un factor de 2.00 para estructuras soport~das por zapatas aislad~s 
. . 

y un factor de 2.50 para las apoyadas en zapatas. 

El UBC ha incorporado el c¿eiicie~te.en la ~cuaci6n (1) que toma en cuenta el 

riesgo.sísmico de la localidad d~da. 

En Abril de 1971, el Washington Department of 'Highways adoptó un nuevo criterio 
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de análisis sísmico. En Washington no utilizan el coeficiente ~ pero permite que 

C tenga un valor máximo de 0.133. Adoptaron asimismo, un coeficiente de Z=Z al 

oeste de Cascada Range. Consecuentemente California y Washington diseñan ahora 

para los mismos niveles de aceleraci6n en regiones de gran actividad sísmica. 

El reglamento tiene deficiencias pues no considera aceleraciones verticales, 

que se han llegado a registrar hasta 2/3 del nivel de la aceleraci6n horizontal, 

pero lo que es más importante.no toman en cuenta la influencia del suelo subyacente 

para fijar el coeficiente C,a diferencia de los japoneses como veremos posteri.orme.!l 

te. 

En Marzo de 1971 C.D.H., especificó que todas las conexionP.o se diseñen para 

una fuerza sismica del 25% de la carga mucrt". 

JAPON. 

Especificaciones Japonesas Para Puentee carreteros Con Claros Menores a los 200 

Metros. 

Las especificaciones básicamente implican m~todos de coeficientes sísmicos y pr~ 

porcionan dos métodos ·para determinar esos coeficientes sísmicos. Uno es el método 

convencional del coeficiente sísmico que se aplica al diseño de estructuras relati­

vamente rígidas. El otro, es el método del coeficiente sísmico que considera la re~ 

puesta estructural que se aplica al diseño de estructuras relativamente flexibles. 

Los p~ntos principales de las especificaciones son como sigue: 

a) El coeficiente sismico horizontal de diseño para una estructura rígida se d1:ter 

mina sistemiticamente, d~pendiendo de la localizaci6n geogrif ica del sitio donde se 

ubica el puente, las condiciones del suelo en cada uno de los sitios de la subestruc 

tura y la importancia del puente. El coeficiente horizontal de diseño para una es­

tructura flexible se determina dependiendo del período fundamental de cada sistema 

estructural. 

a) En el método del coeficiente sísmico que se emplea para estructuras relativa-· 

mente ríg~das; el coeficiente horizontal de diseño sísmico (kh) se determinari me­

diante: 

en que: 

kh. - Coeficiente horizontal de diseño sí.smico. 

k 0 - Coeficiente ho,izontal estandár de diseño·sí~mico = 0.2 

vi.- Factor sísmico de zona. 

V2··- Factor de las condiciones del terreno. 

v 3 .- Factor de importancia. 

( 2 ) 
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Los valores de v¡ v 2 y v3 se muestran en las tablas 1,2, y 3 respectivamente. 

Se tomará un valor mímino de k = 0.10 
h 

Tabla 1 FACTOR SISMICO DE ZONA v1 PARA PUENTES CARRETEROS. 

Zona 

A 

B 

c 

Valor de v¡ 

l. 00 

0.85 

o. 70 

·--------- ·--- ------ - --------
Las zonas A,B y C es una clasificación dada en el archipiélago Japonés, y en 

la que burdamente corresponde la zona A a la región oriente, la zona B a la ponie~ 

te y la C· a fracciones al norte de la Isla Hokkaido y al sur poniente de Kyushu. 

Table 2· FACTOR DE LAS CONDICIONES DEL TERRENO PARA PUENTES CARRETEROS. 

Grupo Definiciones 
(1) 

Valor de v2 
- ------- -- - --~·~---- ... -

l (1) Suelo de la era Terciaria o más an-
tiguo (que en lo sucesivo se define 0.9 
como roca) 

(2) Estrato Diluvial (Z) con un espesor 
menor a 10 m. sobre la roca. 

(1) Estrato Diluvial (2) con un espesor 

2 mayor a lOm. sobre la roca. 

Aluvial())con un 
l, o 

(2) Estrato espesor 
menor a 10-m. sobre la roca. 

\.--- -·-~'--------- ···- - --------------- -- ·-------·•••·--L._ -·- --···--·--' . 
Estrato Aluvial()~ con espesor menor(

4
) 

a 25 m. 1 Que contiene un manto suave 3 1.1 
de espesor menor a 5 metros. · 

4 Otros l. 2 ... ' 
i-------'------- --- --- ----- ---------- - ------·- - --------- ___ __. ______ _ 

Notas. (l)·Puesto que estas defini~i~nes no so~ ~u~ i~teligibles, la clasificaci6n 
' "/ .. 

de las condiciones del terreno, se hará considerando adecuadamente el si-

tio del puente. 

La profundidad del manto indicado se mide a partir de la superficie real 

del terreno. 
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(2) Un Estrato Diluvial implica un estrato Aluvial denso tal como un estrato 

arenoso denso, estrato de grava, o de cantos rodados. 

(3) Un estrato Aluvial implica un nuevo manto sedimentario formado por un des 

lizamiento de tierra. 

(4) El estrato Suave se def.ine como"Estrato de suelo cuya capacidad de sop0rtc 

se desprecia en Diseño Sísmico". 

Tabla 3 FACTOR DE IMPORTANCIA v3 PARA PUENTES CARRETEROS. 

F 1 . 

Definiciones 

Puentes sobre autopistas (carreteras de acc~ 
so limitado) carreteras nacionales en general 
y carreteras principales de prefecturas. 
Puentes importantes en carreteras de pref ectu·· 
ras generales y municipales. 

Valor de v3 

i.o. 

2 Otros o.a 

Nota: El valor de v3 podrá incrementarse hasta 1.25 para casos especiales en el 

Grupo l. 

b) En el método del coeficiente sísmico modificado que considera la respuesta es­

tructural que se emplea para estructuras relativamente flexibles;tales como puentes 

con pilas de altura mayor a 25 m. con un período fundamental mayor de 0.5 segundos, 

el coeficiente horizontal de diseño sísmico ~ resulta igual a: 

( 3 ) 

en que: 

(2) 

~m·- Coeficiente horizontal de diseño sísmico en el método del método modi­

ficado de coeficiente sísmico que toma en cuenta la respuesta estructu­

ral. 

kh Coeficiente dado por la ecuaci6u (2) 

B Factor que depende del período fundamental del puente y que se obtie­

ne de la figura (1). 

Para aquellas estructuras cuyos p~rí.odos fundamentales son menores a O. 5 

segundos, B se puede tomar igual a l. o. 
El valor mínimo de ~m será igual a o.os 

El coeficiente vertical de diseño 
.. 

puede general considerarse igual sismico, en 

a cero, excepto- para porciones especiales tales como apoyos. 
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(3) El coeficiente horizontal de diseño sísmico«para partes de ·la"'estructura, 

suelos y aguas bajo la superficie del terreno, puede ~onsiderarse igual a 

cero. 

(4) Las especificaciones establecen las presiones hidrodinámicas durante sismos. 

En especificaciones relacionadas, ~e establecen las presiones de tierra du­

rante sismos. 

(5) Se da una atención específica a los estratos de suelos muy suaves y estratos 

de suelos vulnerables a la licuación durante los sismos. En el diseño, se 

desprecian las capacidades de carga de estos estratos, con objeto .de asegurar 

una a,lta resistencia asísmica para las estructuras construidas·sobre estos 

( 6) 

estratos. 

Se debe dar también una atención especial al diseño de los detalles· estructura 
~ ., -1,l I ..,: ,, ... "': ~ \ . \ ~ < • \. •• '-¡ ... - ~ • t.' ' • J < ' 

les, tomando en.consideración, el daño, previamf?nte experimentado de las estruc-

turas de puentes. Para este propósito, se prescriben estipulaciones -especia-. 

les tanto para los apoyos, como para dispositivos para evitar la caÍda de las 

trabes de· ·puentes. ' 1 1 • ~. ~-

(7) Se permiten incrementos en los esfuerzos permisibles de los materiales en el di 

seña de estructuras resistentes a sismos, las magnitudes de los incrementos de 

varios materiales se establecen en las especificaciones relacionadas. Los por­

centajes de incrementos so·n como sigue: 

Concreto en estructuras de concreto reforzado 50% 

Refuerzo de estructuras de concreto reforzado 50% 

Acero estructural para las superestructuras 70% 

Acero estructural para subestructuras 50% 

Concreto en estructuras de concreto preforzado somettdo a fuerzas 
de compresión. 65% 

S~elos para cimentación. 50% 

FUERZAS SISMICAS DE AASHTO 1973. 

Esfuerzos Debidos a los Sismos.-

En las regiones en que se presuma la ocurrencia de temblores, se tomarin pr~ 

visiones para incluir las fuerz:is laterales de temblores, como s'igue: 

EQ CD 
- ... ~ 

en que: 

EQ =Fuerza lateral aplicada horizontalmente en una direcci6n cu~i~uieru, en el 

centro de gravedad deY peso de la estructura. 

D .. Carga muerta de la Estructura .. , .. ,,-": 

e• 0.02 para estructuras cimentadas en dos zapatas aisladas, en material que so-

porta 40 Ton/m?. 
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m 0.04 para estructuras cimentadas en zapatas eisladaa en material que soporto 

menos de 40 ton/m2 • 

a 0.06 para estructuras cimentadas en pilotos. 

Puede despreciarse la carga viva. 

o.s 

Periudo Natural dol Puent:eu·aa Sogundos. 

Figura 1.- COEFICIENTE DE RESPUESTA DINAMICA. 

1 
~ 
i 
j 
¡; 

f 02 

.. 
0.1 

00$ 

0.02 

0.01 '---*-___ ......, __ .....,. ___ ....._~-~-....ir.-~~,...:;,.A... 

0.02 0.05 0.1 0.2 O.$ 1.0 20 5.0 10.0 

f lgura 2 Po11od, en 14:0lldt 

-1~ElllAL STllUC1'l1HE HESPONSE SPECTltA fOR EAllTHQUAKE DESIGN 
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Il.- VIDR.ACIONES EN VIGAS. 

Sup6ngase ~a viga esbelta y elistica, que se muestra en la figura 2.1 .Y 

cuya secci6n transversal puede ser variable a lo largo de ella, de tal forma que 

su masa varía también por unidad de longitud. Esto.es,la masa y la rigidez pueden 

representarse como m(x) y EI(x) respect~vamente. 

La carga que actGa sobre la estructura es de tal naturaleza, que varía de 

sección en sección en· cualquier instante y su intensidad en una sección dada, asi­

mismo varía con el tiempo. Esta carga se puede representar por w(x,t). 

X 

Figura 2.1 
El movimiento en la viga que resulta de la aplicación de la carga, da lugar 

a fuerzas cortantes, V(x,t); rnomentos flexionantes, M(x,t); deflexiones Y(x,t); ve­

locidades, a y/a t y acele~aciones a 2y/a t2. 

Considerando un diagrama del cuerpo libre de un elemento dx, en la figura 2.2, 

se tiene la siguiente ecuación del equilibrio de las fuerzas a la dirección verti­

cal: 

Por la 2a. ley de Newton, 

V 

M cr 

a zy 
I:Fy = m dx ~ a t 

V'</ tht 

l) M + 'aJ:1 
~'X 

A v+ ~-dx 
t4- dJ< ~ 

21 X 

Figura 2. 2 

( 2. 1 ) 

d/ 
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en que mdx es la masa total del elemento de ]onguitud dx. Si ahora se substituyen 

las fuerzas verticales que aparecen en la figura 2.2 en el miembro de la izquierda 

de la ecuación (2.1), obtenemos: 

simplificando: 

wdx + V+ av dx - V ax 
a 2y 

=- mdx at7 

a v a 2 
-=m8-w ax a t 

( 2.2. ) 

( 2.3 ) 

En las ecuaciones (2.2) y (2.3) se ha tomado como positiva la dirección hacia 

abajo del eje Y. 

Si suponemos que la aplicación de las cargas es gradual, de tal manera que las 

fuerzas de inercia sean despreciables, la suma de momentos respecto a un punto A del 

elemento, r2sulta: 
dx aM Vdx - wdx ~2 + M· - M - - dx = O 

ax 
( 2.4 ) 

De esta expresión puede despreci~r_s~_Pºt'_ ~e_r_ c.l~ OJ'cl_en __ superior,_al-termino 
--

que contiene a w. Consecuentemente, (2. 4) queda: 

V 
aM = ax ( 2.5 ) 

De (2.3) y (2. 5) se obtiene: 

a 2M 8 a;{2" = m a t - w ( 2. 6. ) 

Obsérvese en (2.6) que si tratase de un problema estático, obtendríamos la ex­

presión conocida: 

( 2. 7 ) 

Asimismo (2.6) ha sido desarrollada con la sola inclusión de las ecuaciones de 

equilibrio de fuerzas y momentos y es válida independientemente de la naturaleza del 

material de la viga, con tal de que dicho material tenga una distribución continua de 

su masa. 

Se intentará enseguida, expresar el momento flexionante en una sección, en ter­

minas de la deflexion. 
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El esfuerzo normal en una fibra cualquiera, esta dado por la formula conoci­

da de la 11 escuadría 11 

a = M•c 
I 

( 2.8 ) 

en que M, es el momento flexionante, que se considera positivo cuando·provoca com­

presiones en las fibras superiores de la viga; I es el momento de inercia de la 

sección transversal y c es la distancia vertical entr.e el centroide de la sección y 

la fibra donde interesa valuar o. La distancia c se considera positiva si se mi­

de hacia abajo. 

Considérese una fibra de la viga, localizada abajo del eje centroidal. Cuan­

do una fibra se encuentra abajo del eje neutro y el momento aplicado es positivo, 

esas fibras interiores se alargan y las superiores se acortan. 

Si la longitud del elemento diferencial en consideración, es dx para un mo­

mento positivo, el extremo izquierdo del elemento se desplazará u, y el lado de-

recho u + du, por lo que es cambio neto de longitud será du. La deformación uní-

ta ria vale por lo consiguiente du/dxr ~por definición, ya que du es la deformación 

total y dx es la longitud original. 
, 

Vease la figura 2.3. 

Figura 2.3 

Sin embargo,puesto que el momento que da lugar a las def_ormaciones varía con 

el tiempo como ya se ha asentado, la deformación misma también variará con ei tíem 

po, Y por lo tanto, la deformación unitaria debe representarse como una derivada 

parcial respecto a x: 

au 
3x 

( 2.9 ) 

De conformidad con la convención de signos adoptada, obsérvese que la pendie_!! 

te ay/ax resulta positiva cuando la sección gira en el sentido del reloj y como 

consecuencia de un momento negativo. 
/ 
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En la figura 2.3 se observa que un momento positivo da lugar a una pendiente 

de magnitud: 

tan 4> "" -

Para ángulos pequeños: 

tan <P "' 4> 

u+du 
e 

u 
e 

La pendiente de la elástica será para el mismo momento: 

-U tan <P - d X 

Combinando (2.10), (2.11) y (2.12), se obtiene: 

u = -e !Y · a X 

Derivando (2.13) respecto ax; se obtiene de (2.9) 

ª-.>: = -e ~ ~~ = e: ax ax 

( 2. 10 ) 

( 2.11 ) 

( 2. 12 ) 

( 2.13 ) 

( 2.14 ) 

1 
Los materiales que cumplen con la ley de Hooke, son aquellos que tienen un 

comportamiento elástico y entonces: 

a = e: E 

o sea que, de (2.8),(2.14) y (2.15), se puede obtener: 

y 

finalmente: 

a = 

a = Me 
I 

8 = - M ax ET 

E 

( 2.15 ) 

De ( 2. 8 ) 

( 2.l6 ) 

Si utilizamos ahora (2.6) obtenemos finalmente la ecuación fundamental elás 

tica de una viga esbelta. 

~ :~ (El ; ~}' ) + a:~y = w ( 2.17 ) 
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Si no existen cargas e;:terlores, (2.17) simplemente se transforma a: 

( EI ;~~) + = o ( 2.18 ) 

Todav'Íéi más: si la viga fuese de sección uniforme en toda su longitud, 

conserv&ndose constante E e I, se tiene: 

~~ 
+ EI a t2 = o ( 2.19 ) 

Esta es una ccuaci6n en derivadas parciales con las siguientes caracte­

rísticas: es lineal., de 4o o.rden y coeficientes .constan tes. 

Se buscan soluciones para la ecuación (2.18), de la forma: 

y = Xq ( 2.20 ) 

donde X es función solamente de x y se le designa como ''función de forman para 

la viga, en tanto que q es función del tiempo sólamente y se le llama "función 

de tiempo" de la viga. 

Substituyendo (2.20) (2.19)~ se obtiene: 

) + mX tt = o 

en que ~ repFesenta la 2a derivada de q respecto a t, y 

a 2 

a x2 

m X 

El 
= ·-

.. 
_s_ 

q 

( 2.21 ) 

( 2. 22 ) 

puesto que el miembro de la izquierda depende sólo de x, en tanto que el de la 

derecha depende sólo de t y como ambos miembros son iguales, tal hecho s61o puede 

cumplirse si arn,bos son iguales a la misma constante, que elegimos sea p2 • De 

esta manera podl!mos igualnr ambos miembros a p2 y desacoplar l<M ecuaciones; qu~ 

dando: 

q + p q = o 

a 
2 

( E I X 11 
)- mp 2 X 

()X" 

( 2.23 

o ( 'L 24 ) 
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en el caso de la ecuación (2.19), con El constante, (2.,24) se transforma en; 

¡y' 

EIX -

Es conveniente introducir la siguiente notación: 

y escribir: 

4·,----

8 =~'~ 'f El 

'" X 84 X = o 

o ( 2.25 ) 

( 2.26 ) 

( 2.27 ) 

en que 8 es el llamado parámetro de forma y p es la frecuencia circular. 

La solución de (2.27) contiene cuatro constantes arbitrarias de integración, 

ya que la ecuación es de cuarto orden en x. Puede hacerse ver que, 

( 2.28 ) 

La ecuación (2.23.) es de la misma forma que la que describe el movimiento vi 

bratorio de una estructura con un solo grado de libertad y su solución es: 

o 
q = A sen pt + B cos pt 

q ecos (pt -a) 

De (2.20); la solución y= Xcos ~pt - a) 

( 2.29 ) 

( 2.30 ) 

( 2.31 ) 

en la que la constante C que<la involucrada en las constantes de (2.28). En tanto 

que A, B y C se determinan a partir de las condiciones iniciales del probleina y a 

es el ángulo de fase. 

En la ecuación (2.28), los constantes de integración c1 , c
2

, c
3 

y C4 , se de 

terminan en forma similar a partir de las condiciones de frontera del problema. 

Ejemplo: Se trata de analizar una pila para puente se sección constante represe_!! 

tada en la figura 2.4 a (Okamoto, pag. 311). 
I 

A 

1 

Figura 2.4 

(a.) 
(b) 

11 
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La pila se encuentra empotrada en el terreno y con una trabe descansando en 

su parte superior, o sea que la pila es un vnJA<li.zo y la trabe colocada en su Pª!. 

te superior .se considera como una masa considerable que se agrega en su parte sup~ 

rior. El modelo que representa a la estructura, es el mostrado en la figura 2.4b, 

en que hay un reaorte entre la cimentació11 y el terreno que aplica une. reacción pr.9._ 

porcional al desplazamiento horizontal de la cimenta~ión y un momento proporcio­

nal al angulo de rotaci0n de la cimentación. 

Si el terreno vibra con una aceleración sismica U,la vibraci6n del puente 

ocasionada por esta vibrnci6n del terreno,se representa por la ecuaci6n 2.18, 

modificada en la forma siguiente: 

( El l{-7) + (y + Ü) = o ( 2.32 

en que y: es el desplazamiento o la deflexión de la pila, respecto al t~rreno. 

U: es el desplazamiento del terreno durante el temblor. 

m: es la masa por unidad de longitud de la pila. 

El: rigidez a la flexión de la pila. 

) 

El primer término contiene la fuerza que tiende a rest·aurar ·la deformación de 

la pila producida por la fuerza de inercia debida a la masa acelerada de la pila. 

Se supone que la fuerza axial del peso de la pila y de la trabe, se pueden des­

preciar. 

En la parte superior <le la pila, el momento flexionante vale O y 13 fuerza 

cortante es igual a la fuerza de inercia ele la trabe. Si se designa co~ M a la 

masa de la trabe, las condiciones para ·x=l• ~n la parte superior de la pila, son: 

G. 
a x2 

o b. ) a x2 = M 
.. ( y + u ) ( 2.33 ) 

En el fondo de la pila, el momento flexionante y la fuerza cortante son pro­

porcionales al ángulo de rotación y la deflexión de la pila, respectivamente. Si 

llamamos K
1 

y K
2 

a las rigideces de 

El ~.1. = K ª-1'._ 
CJ xz 1 ax 

cada uno de esos resortes, 

a : ( El ~ ~f) = K2 Y 

tendremos: 

( 2.34 ) 

Si la aceleración del terreno Ü es un dato, el comportamiento de lR pila du-

rante un sismo puede determinarse mediante las ecuaciones (2.31),(2.32) f (2.33). 

Supóngase ahora en fonna simple, que Ü = O, para una vibración libre y una 

seci.;i·5n uniforme de la pila, podremos utilizar la ecuución(2. 19) y medfonti3 el 

m6todo de s~p~~aci6n de variables y~ descritci, obtenemos las ecuaciones 2.26 y 
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y 2.27, así como la solución para X de la ecuación (2.28). 

Las condi~iones iniciales en este caso son: 

Para x = L, 
d2X 

el momento en el extremo superior vale cero: -­dx2 

el cortante en el extremo superior es igual 
a la fuerza de inercia <le la masa de la trabe; 

d3X 
El dx3 = -M p2 X 

·En (2.35) se obtienen unidades de fuerza, ya que p2 , el 
cuadrado de la frecuencia circular se pued~ 
éscribir .!5. y KX tiene unidades de fuerza. 

M 

El signo menos proviene del hecho de que la 
fuerza cortante en la pila es contraria a la 
fuerza de inercia. 

Para x=O La rotación y el desplazamiento del empotramie_!l 
to de la pila, se puede representar similarmen­
te a la ecuación 2.33: 

El 

El 

d2X dX 
-d 2 =K1 dx X 

o ( 2.35 ) 

( 2.36 ) 

( 2.37 ) 

( 2.38 ) 

Substituyendo las ecuaciones 2(35-37) en la ecuación (2.28), se plantean cua­

tro ecuaciones homogéneas para las cuatro constantes de integración c
1
,c

2
,c

3 
y c

4
. 

Para que el sist~na planteado tenga soluciones diferentes a la trivial, el determi 

nante de los coeficientes debe ser igual a cero. Esto es: 

K, / 

/~GI 

P/7. -----
d-;=r i~ . 

o 

S"~n I(,.!,/ 
( 

!1"' 1. .,.,,,,4 (JI -1(01;:111 
~J.fJ 

l<.1 

[S&I 

-· / 

(2.!.<J) 

f/e & c4'.11) 1L f..r'''f~I 
~, !·f' 

- I 

k''2.. --·--
"' ·-¡J ... F°.L 



( 16 ) 

La frecuencia natural se obtiene resolviendo la expresión anterior, en la 

que se determina primeramente et y de ahí se substituye para hallar p. 

EKiste un número infinito de valores de p que satisfacen la ecuación (2.38), 

de manera que una vez determinando un valor de p, se obtiene una relación entre 

las cuatro constantes de integración, la cual proporciona un modo de la vibra­

ción libre. El número de modos de la vibración libre, es asimismo infinito. 

Si la sección transversal de la pila no es uniforme, es dificil resolver 

la ecuación diferencial de partida (2.17) ó (2.18) en forma analítica. Es nece­

sario resolverla por m6todos nurn6ricos. Viase por ejemplo, la soluci6n mediante 

diferencias finitas de Okamoto, (Ref. 3 pag. 313) • 

. En seguida, se presenta una relación de las condiciones de frontera aplicn­

bles para cada tipo de apoyo, en la solución de la ecuación diferencial. Para 

apoyos localizado~ en~= x1. 

Apoyos simples.- X"(x ) · = 
1 

Deflexión y momento nulo en cualquier apoyo, para cualquier valor de t. 

Empotramientos.- : X (x l) = X' (xl) = o 

Deflexión y pendiente nulas en el apoyo empotrado. 

Extremo libre.- x" (xl) =X"' (x l) = o 

Momento y cortante nulos en el extremo libre. 

I II VIBRACIONES EN VIGAS CONTIHUAS. 

a) VIGAS DE DOS CLAROS: 

Considérese la viga contínua de dos claros L1 y L2, que descansa en una 

cimentaci6n rígida, con los valores de m, E e I constantes en todo el claro. Los 

apoyos éxtremos giran libremente. 

Se presenta enseguida, la solución matemática de las vibraciones libres de· la 

estructura. 

Ms-1 "1.s "1.S.-1-1 r X. 

L. 
... ){ ±: J I.s 

.... 
ms. "'-~ti ...:: ~ +• 1 

J ~ ,--l 

'f 
L.s J.. 

.:_ $ .,J.I 

fo 

Figura 3. l 

Para este caso es aplicable en cualqu~ra de los claros y con cualesquier con 
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diciones de apoyo, la ecuación (2.21) y su soluci6n (2.28). Consecuentemente 

para un modo n y un claro s, la forma característica queda así: 

X~(x) 

en que X~ (x) y X~ (x) son la primera y segunda derivada con respecto a x,y 

= V rnsP~ 
EI 5 

en que Pn es la frecuencia asocjada al enésimo modo. Si la vibración es libre, 

las frecuencias asociadas a cada uno de los claros, deben ser las mismas, puesto 

que estamos tratando con una viga continua. 

Las condiciones de frontera para dos claros adyacentes, quedan establecidas 

de la forma siguiente: 

xs (O) (a); Xs (Ls) = o (b); X' (Ls) ' ( o ) ( ) = = Xs+¡ c s 

Els x" (Ls) = Els+¡ x~+l (O) = -Ms ( d ) s 

xs+1 (O) .. o ( e ) 

expresiones que significan que en la forma modal, las de flexiones son nulas en los 

apoyos y que las pendientes y momentos flexionantes de dos claros adyacentes y que 

concurren al mismo apoyo. deben ser iguales. Si ahora substituimos las expresiones 

para la forma modal y sus derivadas, en las condiciones de frontera, debernos obte-

ner: 

(g) C¡ sen BsLs + Cz cos SsLs + C3 scnh SsLs + c4 cosh 8sLs 

(h) C¡ cos BsLs - Cz sen BsLs + c3 cosh BSLS + C4 senh BsLs = 
Bs+l 

( º1 + D3 
Bs 

(i)-c
1 BsLs - Cz cos BsLs + C3 senh 85 L8 + C4 cosh 88 L5 

8~+1 Els+I (-D +D ) sen = 2 4 
B~ E Is 

en que las. constantes Di se refieren al claro (s+l). 

Si primero se suman y luego se restan g) e i) y usando j) i g) + i) 

2c3 senh t:lsLs + 2 c4 cosh 8
8

1
5 

= 
B!+1 Is+·l 

( -2 º2) B~ Is 
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g-i) 2 e. sen 88 1 8 + 2 c2 cos B8 L 8 
ª~tl Is+l 

"" l' 8s Is 

k) º1 = -D 
2 

1) C3 senll Bs Ls c2 cosh 88 Ls 
B~+l 

= -D ·-¿ 
2 Bs 

m) el sen B
8 Ls + c2 ªª L 

B~+l 
cos ... º2_::i_ s Ss 

de donde se obtiene: 
ª!+1 ls+l 

C2 cosh Bs Ls - º2 r- Is s n) 

o) 

c3 ... 

e . = 
1 

Sun;i.ando n) y o): 

pudiendo escribir: 

p) 

pues hemos hecho que: 

q) 

y 

= 

senh. 88 
T ... s 

cos SSLS 
sen B9 L

8 

r) H = cosech B Ls s ~ 

B~+l Iz 
B~ I 1 

) 

82 

D 
s+l 

- 2-­
Bs 

( 2 º2 ) 

Is+l 

Is 

I 8 +1. 
Is 

1 

Ahora incrementemos en 1, todos los subíndices de G, 8, I y H, en p), al 

mismo tiempo que substituimos las constantes C, por D y D por F para representar 

a los tramos (s+l) y (s+2) respectivamente. 

L~ expr~sión resultante que es igual a o1 +. o
3

, se substituye en e.l miembro 

de la derecha de h) y si n) y o) junto con c4 ~-c3 se substituyen en el miembro 
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de la izquierda de la misma ecuación h)' queda lo siguiente: 

p') Dl+D3 o2 Gs + 1 ( S~+2 I 8+2 ) Hs+l = F -:-r-
2 8s+l Is+l 

2 Is+l 
-c

2 
cos BsLs + º2 

Bs+l 
2 Is Bs 

cos SsLs - e ( sen 8sLs + senh SsLs ) 2 
sen 88 Ls 

2 
Bs+1 Is+1 

c2 cosh BsLs - º2 82 Is 
+ 8 cosh 

senh Bs L s 

- e 
2 

(~s 2 
B8 Ls + sen2 B8 Ls ) + 

~en Bs L8 

2 
Bs+l 

-D --
2 82 

s 

SsLs 

2 

.,, ( º2 
8~+2 1s+2 

Gs+l - F2 
8s+l 

Is+¡ 

2 B L 2 B L 
ccosh s s - senh s s) 

senh 13 8 1 8 

2 
8s+2 

F --
2 2 

8s+l 

82 
C ( B L - cosech 8 L ) - D _..s.±.!. Is+l G D G ~ + - 2 cosec s s s s 2 I

9 
s - 2 s+l 

Finalmente: 

s) 

De d),: 

-M s 

y puesto que o4 = -o
2 

t) 

El s+l 

8s 8s 

H s+l 

H 1 .. ..::±!.. ) ª· 1 s+ Bs 

e: o 

Substituyendo t) en s) y sus equivalentes incrementados y disminuidos en 1 y 

cancelando términos iguales: 
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H . !. 
s+l s+t ___ e O 

(l3s+11 s+1) 1s+l 

(3.1) es la ecuación de los Tres Momentos que puede utilizarse para obtener 

las frecuencias naturales de los modos norma.les. Es equivalente a la ecuación 

de los tres momentos del análisis estático y para la determinación de las cargas 

de pandeo. La ecuación (3.1) se aplica a cada uno de los pares de tramos adya­

centes. ·si el apoyo exterior está articulado, el momento en ese punto vale cero. 

Si ese extremo está empotrado, la ecuación se aplica de tal modo que N8 es el ~:2. 

mento del extremo empotrado, y en tal caso el momento de inercia I del tramo fic­

ticio exterior al apoyo externo, se toma igual a infinito. 

Con el procedimiento se5alado, se establece una ecuación para cada momento 

( 

del apoy'o correspondiente, resultanto un sistema de ecuaciones simultár,eas. Los 

momentos M· son aquellos que ocurren durante la vibración libre en un modo determi 

nado, los que por supuesto no se conocen. Sin embargo, para que sea posible la pr~ 

sencia de una vibración, el determinante de los coeficientes de las M, debe ser 

nulo. Si se expande ese determiqante, se obtiene una ecuación de frecuencias, cu­

yas raíces son BnL, que estin directamente relacionados con Pn· Una vez obteni­

das las frecuencias, se determinan lás formas características substituyendo cada 

una de las raíces en las condiciones de frontera de las ecuaciones f) a j). El 

número de ecuaciones requeridas, es uno menos que el número de coeficientes Bn que 

se van a determinar. El procedimiento descrito se ilustra con los ejemplos siguie.!l 

tes: 

Viga de dos claros. Supóngase la viga de la figura (3.2) la ecuación (3.1) 

J. 1 

se plantea una sola vez, en que Ms es el momento del apoyo interior y M
3 

__ 1 = Ms+l = O. 

Entonces: 

' -, 

+ o 

~ -- ·-- ------
Figura '.3.2 

( 3.2 ) 

________ , 

) 
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La ecuación de frecuencias: 

G¡ L1 + o ( 3.3 ) 
(8¡L¡)I¡ 

Sabemos que: 

G¡ = coth 8¡ L¡ cot 8¡ L¡ 

G2 "' coth e2 L2 cot 82 L2 

8n1 
. y;¡;_ 

El 1 

El problema consiste ahora en determinar los valores de 8nL que satisfacen 

esta ecuación. Nótese que 8n¡ L1 y 8n
2 

L2 tienen una relación constante para 

las propiedades dadas de una viga y por consiguiente una puede substituirse por 

una constante multiplicada por la otra. En general, tales ecuaciones de frecuen 

cia no se resuleven fácilmente y deb~ emplearse un procedimiento de aproximaciones 

sucesivas. Este procedimiento puede acelerarse mediante el uso de valores tabu-

lados de G y H. 

Supóngase el caso particular de una viga de dos claros con rigidez, longitud 

y masa iguales. La ecuación de frecuencia queda: 

G + G = O 
n¡ n2 

Ecuación que tiene dos juegos de raíces, la primera corresponde a: 

y la segunda a: 

coth 8 L 
n¡ l 

G ± G = ± w 
n¡ n2 

G = G = O, esto es: 
n¡ n2 

= 

para el caso especial en que L1 = L2 

= coth B L 
n 

cot 8 L
2 n2 
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Las raíces son: 

S0 L ~ n, 2n, 3n •.. = 
y 

SnL = 3~92, 7.06, 10.2 ... 

y las frecuencias naturales: 

Pn 
2 

'"' 
El 
ml'+ 

( !l 4 

Las formas características de los cuatro primeros modos se muestra en la 

figura 3.3. 

'rr.,, 1, 
,,,.., ;u; ::A...: 
L-.~,·-_1 ___ ,2 ___ J 

Figura 3.3. 

MODOS NATURALES DE DOS CLAROS IOENTICOS 

f.--¡~ ,. 
~~~------=::::::- P~" .:-1 ... !:!'_'_. 

. ~ ~-- nit• 

MODOS NORMALES DE ImA VIGA DE DOS CLARO~ • 

En general, el primer juego de raíces, los modos impares, corresponden a los 

modos antisimétricos que corresponden a los modos de una viga simplemente apoyadas 

y los modos simétricos o el se~undo juego de raíces, corresponden a una viga con 

un extremo empotrado y otro simplemente apoyado. Ohsevese que en los modos antí­

simeticos o impares existe un nudo en el apoyo central y por lo 'consiguiente un 

claro no afecta al comportamiento del otro. Por otra par~e, en el modo simétrico 

no hay rotación en el apoyo central, como si existiera un empotramiento en ese 

apoyo: 

Supóngase ahora una viga de tres claros. La ecuación (3.2) debe plantearse' 

dos veces. Véase la figura 3.4. 

---·- -----~ ----- .t. ~ ______ ,,. 

Figura 3.4 
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o 

o 

La ecuación de frecuencias se obtiene como ya sabemos, expandiendo el deter­
minante de los coeficientes de las M. 

o 

Pota el caso de tres claros idénticos: 

ó 

en que Gn y Hn se aplican para cualesquiera de los cloros. Los tres juegos de raí 
ces son: 

primera .. 
81 L = 11 cuya ra1z es y el· juego completo corresponde a los modos de una 

viga simplemente apoyada. 

(2) 2 G = -n Hn 

cuya primera raíz es el segundo modo de la viga: Bz L ~ 3.'55 y todos los modos 

de este juego tienen un modo al centro del claro intermedio. 

(3) 2 Gn = + !\, 

cuya primera raíz o tercer modo, es 8
3 

L = 4.30. Véase la figura 3.5, 

MOUOS NATURALr~S DE TRES CLAROS IDENTICOS • 

.,.a; ;;;t J; ;.;;; ;4,.; 

~-· ,_!· .l !z_ l '> ~ 

Figura 3.5 
·~--­;,,, "'7'; - ..... -~ 

f (/(J 5'i)4 

p ' = --;;,¡-r-

MODOS NORMALP.S PAílA UNA VICA DE TPES CLAR0S, 
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La ecuación de frecuencia de una viga de cuatro claros, puede investigarse 

en forma 'similar, pero el> mas complicada. Para claros idénticos se reduce a: 

véase la figura 3.6. 

Figura 3.6 

2 "' ± H n 

. 
MODOS NATURALES DE CUATRO CLAROS IDENTICOS. 

. i E/'3.<iOJ' 
------=~L-~ Pz•-..­
.w.---~ ~ '~ -·""' m/• 

MODOS NORHALES DE UNA VIGA DE CUATRO CI..AROS. 

De todo lo anterior, resulta que para un número cualquiera de claros idénticos 

articuladas en los apoyos exteriores, el modo fundamental es igual a la de una viga 

simplemente apoyada. Los modos superiores de un solo claro son también modos supe­

riores del caso de varios claros, pero están combinados con otros. Existe otro gr~ 

~'ti.·' po de modos simétricos con pequeñas rotaciones en los apoyos interiores que corres­

ponden burdamente a un claro empotrado y simplemente apoyado. Además, hay varias 

combinaciones de estos dos tipos, que se incrementan con el número de claros. 

t n "J 

,,, C~]. 
lJ f_J 

( 11) 
( ,. ) 

Figura J, 7 
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Vibraciones de los modos naturales de un puente 

contínuo de grandes claros, en la 

dirección perpendicular al eje del 

puente. 

-~•lorder 

. -

- - -- .Oboorvrd value 

-- (;alcvlatod .. Jue 

Figura 3.8 

Figura 3.9 



( 26 ) 

IV CIMENTACIONES 

ESTRIBOS.-

El daño mas común en los estribos de puentes, son el asentamiento, vo-lcamient:o 

y falla por cortante. Una forma de ñaño local, es cuando las trabes ck1c.an violen­

tamente contra el estribo, causando agrietamie11tos de los muros de ret~nci6n del 

estribo o descascarando el concreto en los asientos de las trabes. 

El volcamiento de los estribo~, usualmente se provoca por una debilidad en su 

resistencia a las presiones de tierra. En muchas ocásiones, la razón del volteo, 

es la poca profundidad del desplante de la cimentación. Puesto que los estribos 

normalmente se encuentran lejos del lecho del río y no hay peligre de Bocavaci5n, 

los desplantes tienden a ser de poca profundidad, pero puesto que en este tipo 1le 

cimentaciones la capacidad de soporte del terreno, se afecta considerablemente du­

rante un temblor, es imperiosa una cimentación profunda. 

El efecto del cortante ocurre a menudo en las juntas de construcción del con­

creto simple, por lo que es necesaria una cuidadosa selección de ellas. Cuando no 

sea posible utilizar un tipo de estribo de concreto reforzado,debe además de super­

visarse adecuadamente la localización y construcción de las juntas, colocar refuer­

zo en las mismas juntas, para lograr una buena transferencia del cortante mediante 

aJherencia. 

Aun cuando el estribo mismo no resulte dafiado, hay muchos casos ea que el suelo 

volcado a los lados y en la parte de atr5s, se hunde y ocurre un-colapso del muro 

de retención, 'lo que interrumpe el tránsito. Las causas principales del asentamic.n 

to son la diferencia entre las condiciones de vibración de los estribos y el tcrr~ 

plén y la consolidación insuficiente del suelo atrás del estribo. Es aconsejable 

que el material del terraplén sea de grava de calidad especial o roca triturada. 

l~ estabilidad de un estribo durante· un sismo, se logra de la maner3 siguien~e: 

en la fig~ra 4.1, las fuerzas ext:ernan que actGon sobre el estribo, consisten cie la 

fuerza sísmica debida al peso de la trabe que se transmite a los a?oyori, las fuerzas 

sismica~ debidas al peso del estribo y la presi6n de tierra en la parte trasera del 

estribo, ·que se trasmite durante el sismo. La fuerza que te~iste la presi6n de tie­

rra sobre,. la parte anterior del estribo, es la fuerza de reacción· de'! te··reno que 

actúa sobre la superficie inferior DO. Estas fµerzas se calc'ulan de la niguiente ma 

nera: 

Figura 

4. l 
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a) Si el peso de la trabe que actúa sobre el apoyo es W, la fuerza vertical v1 

que se a~lica al estribo en el sismo, vale: 

= ( 1- k ) 
. V 

donde k es el coeficiente sísmico vertical. Ya que el estribo tiende a volcarse 
v el peso qe las trabes y el estribo 

o deslizarse con mayor facilidad, al reducirsel\debido al movimiento vertical ha-

cia arriba, esta ecuación sirve para asegurar la estabilidad bajo las condiciones 

mas d~sfavorables. El punto de aplicación de v1, es el centro del apoyo y la 

distancia horizontal al lalón posterior se expresa mediante x
1

• La fuerza ho­

rizontal de la trabe es: 

en que kh es el coeficiente sísmico horizontal. La altura de la línea de acción 

de H1, se supone coincidente con la superficie superior del apoyo y Y¡• desde 

el fondo del estribo. 

b) La fuerza sísmica debida al peso del estribo, cuando su peso es G, tiene los 

valores que se indican enseguida. .El punto de aplicación es su centroide 

= ~G 

c) Puede ufirmarse que la presión de tierra que actúa sobre el estribo(y que actúa 

sobre el estribo) y actuando en la línea vertical DE, el peso de la masa del 

suelo ABCE y la f ucrza sísmica que actúa arriba. La presión de tierra puede 

calcularse mediante métodos reconocidos. Su punto de aplicación se encuen-. 

tra a 1/3 de la altura de la línea ED y su dirección tiene una inclinación ~/2 

respecto a la línea ED. 

La fuerza sísmica debida a la masa de tierra .ABCE cuando el peso es w,tiene 

la magnitud dada enseguida, con el punto de aplicación en el centroide (x 3,y
3

) de 

la masa. 

k ) W, 
V 

= 

Cuando las componentes horizontal y vertical de la resultante R de las fuer-
• 

zas externas señaladas s~an H y V: 

Cuando el punto en el que la línea de acción ~e la fuerza resultante corta a 

la supetf icie inferior el estribo sea F. y la distancia de F a partir del punto O, 

sea ~0 , entonces x0 , se puede determinar, considerando el momento de la fuerza ex-
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terior respecto al punto O. 

Si la componente horizontal de la resistencia producida en la su¡leriicit ir.·-

ferior del estribo, se expresa por Q y la componente vertical por P, Q = H y 

p = v. 
Suponiendo q~e la distribuci5n de P en la sup~rficie inferior, seu crapezoidal 

y si las intensidades de las fuerzas reactivas en ambos extremos son p, y p2 (Véase 

la figura 4.2). r 

,., 
(1) 

Figura 4.2 
(b) 

l/2 (pi + p2) ... p 

2 Pz. + P¡ 
(f../3) 

P¡ + P2 
a Xo 

Por consiguiente: 

3 f.. XO - 1 } p = ~ j 
1 .e. l 2 -

De acuerdo con lo anterior, cuando x9 sea l/3 o menor, p2 se vuelve negativa, 

pero puesto que el suelo ordinariamente no resiste tensiones, se supo~c una distri­

bución triangular de la fuerza de reacción, como se muestra en la figura 4.2b. Las 

condicio~es de equilibrio serin.-

1/2 P¡ l' 

y por tanto: 

o' - 3 -l. - Xo 

= p .!. R. 1 

3 

2 p 
p = 

1 3 Xo 

En otras palabras, la fuerza de reacción P¡~ es grande si x0 ea pequeaa. Pero 

mientras x0 sea positiva, esto es; mientras F no quede fuerza de la superficie in­

ferior, si el 'terreno de la cimentación es capaz de soportar a p
1

, no hnbr5 volea-
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miento. La resistencia horizontal Q es la fricci6n en la superficie de contacto .. 

Si µ es el coeficiente de fricción queda expresada por: 

Q = µ V 

Normalmente, µse supone aproximadamente igual a 0.7, y si no hay suficiente 

resistencia, se incrementa la profundidad de desplante o se clavan pilotes para 

aumentar esa resistencia. A partir de la experiencia de sismos previos, la resis­

tencia al simo de un estribo, se incrementa si existe tierra al frente del estribo. 

Cajones. 

En lo referente a cajones, los problemas que.se presentan cuando esta cimGnen 

tación está sujeta a presiones sísmicas, son probablemente la capacidad .de soporte 

o apoyo.y·la magnitud del desplaz~miento. Respecto a la primera existe un método 

mediante el cual puede determinarse la profundidad de empotramiento. 

Figura 4,3 

En la figura 4.3, las fuerzas externas que actúan sobre la pila, son el peso 
r 

Wo de la trabe, el peso ~l de la pila, el peso W del caj6n y la fuerza sismica, .La 

presión de tierra es resistente, Suponiendo que las presiones de tierra se distri~ 

buyan parab6licamente, la presi6n de tierra se representa por: 

P¡Y 
p=-2-

yl 
( 2 Y¡ - Y ) ( 4.1 ) 

en que p
1 

es ·la máxima intensidad de la reacción del terreno, y y
1 

es la profun­

didad de la sección en que se presenta p
1

.Tanto p
1 

como y
1 

son cantidades desco­

nocidas y se determinan de las fuerzas externas y sus reacciones. En otras pala­

bras, cuando 
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cuya solución es: 

siempre que: 

y 
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l: longitud del cajón 

W: peso del cajón 

k: coeficiente sísmico. 

H: Fuerza sísmica horizontal que actúa sobre la trnbe y l.'l 

pila del puent
0

e, y 

M: momento de la fuerza sísmica que actúe sobre la trabe y la 

pila del puente respecto a la parte superior del cajón. 

1 

f {'1)' 
ll+kW= -(2y,-y) cly 

)'11 
o 

1 

--Al= -(2y,-y) dy klV/ f P•Y' 
2 )'1 1 

u 

3/-4c 
Yi = 81-::-t 2i 

~IVl _M 
') 

e= 1Í+kW 

( 4.2 ) 

( 4.3 ) 

( !~. 4 ) 

Con estas ecuaciones se determina el valor máxi~o del ·esfuerzo p
1 

si el valor 

obtenido es menor que la presión pasiva del suelo a la profundidad Y¡ durante el 

simo, el cajón será estable. Además, al determinar~e la di~tribución de esfuerzos 

en el suelo, pueden calcularse fácilmente los momentos flexionantes y fuerzas C(lrtan 

tes. 
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Si se emplea este método de análisis, un problema altamente indeterminado de la 

distribución de la fuerza de reacción de una cimentación en cajón, se convirtió 

en un problen~ estáticamente determinado, empleando una suposición sencilla. La 

estructura geológica de estrato superficial del suelo, es en ocasiones muy comp­

plejo. Posteriormente, debido al hincado del cajón. El metodo arriba menciona-

do proporciona una regla para este complicado problema. 

Este método. es sencillo, pero puesto que la estructural real del terreno no 

puede,incluirse en los cálculos, no proporciona datos acertados en todos los casos 

Ademas, aun cuando se tiene el dato de la fuerza de reacción, no es factible de-, 

terminar el desplazamiento del cajón que ella provoca. Es necesario un análisis 

fiel de estos fenómenos. T. Ikehara considera al cajón como un cuerpo rígido, 

suponiéndolo soportado por resortes elásticos en ambos lados y en los planos in­

feriores, con las constantes de resorte en los planos laterales, proporcionales 

a la profundidad, obteniendo los resultados siguientes. Sin embargo, se des­

precia la resistencia horizontal de la superficie inferior. 

Cuando la fuerza reacción en el fondo, actúa dentro del núcleo de la sección 

inferior, su máxima intensidad en l~ pared lateral del cajón p1 , y la presión en 

la fibra extrema que se produce en la superficie inferior, q
1 

y q2 , resultan: 

3 [k WI' + 311/3 +4MI' +Sm,a'(I.. W-t //)} 1 

Pi= -4¡,¡s(/3 +24u;ü3)(ÚVl-t-_4.H/f.-6M). -

k W/ 3 + J ///8 + 4 ,\//1 + Smccr(k W + //) 
Yi =----·----· ··--·-- · -·-·· - --· ·-·--

. 'J./(kWl+41//+6M) 

q¡} .,,.~'-~ ~~ ± ~aA(k ~~1__+4J//-f-_~~f)_ 
1/1 A b(/3 + 241w13

) 

( 4.5 ) 

( 4.6 ) 

( 4. 7 

Cuando la reacción en el fondo, actú~ fuera del núcleo de la sección infe­

rior, p1, q
1 

y q
2 

se convierten en: 

J (k 11'/ª + 3///3 + 4.H/1 +8m2Kll8(Á IV+//)) 1 

/li = -· ·-4/J/3(/s+ 24m2A·a3)(k H'/ + 4/Ú ·t l1Ú )- .. ~ 
( 4.8 ) 

J.. IV/ 3 + 31//3 + 4M/2 + 8m2 K<1 3(k W + /[) 
Y 1 = ---- --·-2J(J.. IVl+-41//+6~i) ___ -

( 4.9 

3a4(HV/+4J//+6M)(I +cos¡3) ( 4.10 ) q ·- - ---· - . . ... . ·-----·-· 1 
- b(/3 + 240131;C1 3 ) 

1 
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en que: 

N: suma de las fuerzas verticales que actúan en la trabe y la pila; 

área del cajón en la sección inferior; A: 

2a: 

2b: 

peralte del cajón, paralelamente a la dirección de la fuerza sísmica; 

a: 

ancho del cajón, perpendicularmente a la dirección de la fuerza sísmica: 

coeficiente determinado por la formá de la sección inferior. (Véase la fig.4.4). 

coeficiente de la reacción lateral del suelo para una profundidad unitaria; 

coeficiente de la reacción vertical del suelo para una profundidad unitaria; 

1( : K /K 2 l 

Los factores 8, m, y m
2 

que se usan para efectuar estos cálculos, se obtienen 

resolviendo las tres ecuaciones simultáneas que se muestran enseguida: 

~ca'!~11(k W/ ·l- 411/ +_6~0 = N + IV 
/ 1 + 24111,, a3 

1 !\in 'leo!.' ¡1 1 
1111 = 

3 
s1n 1

15 t 1 
2 

· + 
2 

(11" - ,'i)t.:11~/l 

3 (:r - ,, 1 . 1 • sin4¡9) 
1111 = l - !!--+ J SIO ¡'1COsfi+-j2 

( 4.11 ) 

La tabla 1 proporciona datos burdos de las constantes de resorte del terreno. 

Sin embargo, es aconsejable confirmarlas mediante pruebas de campo. 

No se ha establecido aún, un método para predecir el desplazamiento re­

sidual del cajón durante un sismo, es que el suelo alrededor del cajón, que fué 

pertirbado durante la construcción, no se ha consolidado. Por ello, es necesa­

ria un cuidadoso tratamiento de la superficie en el fondo del cajón. 

TABLA l COEFICIENTES DE REACCION DEL SUELO. 

S U E L O 

Arcilla muy suave 

Suelo suave, cohesivo, arena suelta 

Arena suelta, arcilla dura 

Ar,ena ligeramente su el ta, are illa 

muy dura 

K
1 

(Kg/.cm3) 

menos de 1 

l a 2 

2 a 4 

4 a 8 

3 a 5 

5 a 15 

j 
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Arena compactada, arena-grava 8 a 15 

Arena muy compacta, grava, piedra lodoza n1ás de 15 

15 a 25 

1ná3 de 25 

.. -;-,r:i·+·" ~:~~1 ...... Q.; .. ~ .... r: :·~-.-
. wt.ert' B 

ClJ ¡¡..... ((¡~ 
ri' \le ~;-u m ~ 

l• l 1-( .. ¡' l 
16 \ " I 

1 '---i:--j u 

1 ~~,. ,· I· U.b4'.I,. t0.2~76•' ~:f 3• (i 6. '')' 

1 C· j 1'· D.0~4711' 1, 16 b u' 
"li1•rr n u 

l ______ '~ __ _.__ ___ --~----- - --- ----·--· __ · --

" 

Figura 4,4, 
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Figura 5.1· a) Restricción a la articulación 

empleada en puentes existentes. 

Se hacen aberturas a través de 

la cubierta y los agujeros se 

abren con taladros de diamante, 

a través de los diafragtnas. 

l.- Agujero de 7" 

2.- Placas de acero. 

3.- Tubo de 6" 

4.-Cables de 7- 3/4" 

5.-Poliestireno 

6.- Neopreno. 

Figura 5.1 b) Restricción a la articulación 

para puentes nuevos. 

l.- Tubo galvanizado de 6" 

2.- Placa de acero. 

3.- Cables de 7- 3/4" . 
4.- Poliestireno. 

5.- Amortiguador elastomérico 

6.- Neopreno. 

@ o 
o 

Figura 5.1 a) 

@ o 
o 

Figura 5.1 b) 

4 
5 

' 6 / 
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Fi~ura 5.2 CONEXION DE TRABE A VIGA. 

ANCLAS '- _--CONCRETO VACIADO EN SITIO 

VIGA PREFABRICAJfA 

,,,---
"JEOPREN~' ;rono ALREDE~ 

! .. . > 

r 
\ 

DETALLE VERTICAL 

1.,,1 ... 
--- -. ------

~ • j 

OR 

COLUMNA 

TRABE 

D!TALLE HORIZONTAL 

' 300 . 
,- lOQ -

le. , .. , Figura 5.3 

TRAB~~¡i R~~¿~~ 0 

.!7' I 1 ~. ~----,_.1J. __ "J 

REF /.f · ,, 0 ~zü 130 i ·m ·
3 1 

. PERNO DE ANCLAJE 
UERZO 1 ·- -:- -- ::...+, !........ -

-; .'l•U- ¡14l 'lJi 142 ~. 

1 ' j J(l. 6 l'.- JO ., - ,_- _.:_-_ m ·- -
·rr~ 
'/ ],':- ''•'1.1 ¡-------)·:· -- . -- : 
11!.:::.:=i : , o~ J 
1 

RETEN_f r F" 1 \-· !: :- j . -: J 
! :. ! .. fl:! 51 

~J~ u~ PASADOR 



( 36 ) 

(a) 

(. 

<:, G, C:, G, e;, li, 1 G, <:, e;, <;,,. G
11 

G., 

·~l t ~r~fM t ·r t T' ·r Figura 
A1. I', I', I', 1', 1', I'. I', I', I', I',,. 1'

11 
1\11 5. 4 

( b ) 

ILUSTRACION DE LA CAIDA DE LAS TRABES DEL PUENTE s·HOWA-OHASHI 

(T~MBLOR DE NIIGATA DE JUNIO 16 DE 1964.) 

PLACA DE CONEXION 

PERNO 

Figura 5.5 

PLACA DE CONEXION PARA EVITAR LA CAIDA DE LAS +RABES, 
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Figura 5,6 

-- - ... 
1 

--· 
----nl-.Cra<k 

Figura 5,7 

~ 
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EARTHQUAKE FORCES IN RE!JffORCED CONCRETE CHIMNEYS 

By Wadi S. Rumman,1 M. ASCE 

INT RODUCTION 

ST 6 

The ever-increasing demand !or air pollution control in the last decade or 
two has led to thE: construction of tall reinforced concrete chimneys. Many 
chimneys that are 800 ft high or more have already been built or are to be 
built in the near future. With the increase of the height of cbncrP.te chimneys, 
their response to lateral forces such as wind and earthquakes becomes more 
and more important. The purpose of this paper is to furnish numerous results 
of response of chimneys to actual earthquakes and to compare these results 
with values obtained using certain simplified rules that can be adapted to de­
sign off ice procedures. 

The study· is based on an elastic response and on a coefficient of .05 of 
critica! damping. 

METHOD OF SOLUTION 

. ' 

The respunse of a chimney to earthquake forces is computec! by modal an-
alysis techniques. This requires that the natural modes cf vi.bration he ob­
tained, from which the response of the chimney in the diffc:-.::;nt modes is 
computed. The total response of the chimney is then obtainerl by the instanta­
neous cornbination of the- responses in the different modes. 

Modes of Fibration.-The basit• c!if.:ere;iti;?J eq:1;.üion f!W th2 fre:e vibration 
of a chimney {ignoring shear defo rmations and rdary J YL.l ¿Jt_: s) with 
zero damping is given by 

¡¡2 ( 5') ~ a?" E! axi- + m at2· =O ••••••..••••••.••.••••••.. (1) 

~ote.-Dlscu:>slcn open unlll May 1, 1968. To txtancl the ;;Ióslng "ct::te one month, a 
wr!tlen request rnust be flled wllh tne Execut!ve Secl'."eta.ry, ASCE. ·;'his paper Is part 
of the copyrtghted Journd of ttie Structural Dlvislon, Proceedl11gs of the American 
Soctety of Civil Engineers, Vol. 93, No. ST6, Dtcember, 1257. Mar.uscrlpt was sub­
mate:d for :-evle•,; :cr- y'.l!.S!ble publlcntlon on Decembcr 7, 1965. 

lAssoc. Prof. ci :'.;\v. Engrg., U'llv. o! Mlchigan, Ann Arbor', Mtch. 
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ST 6 
1n wh1ch " ( x t) - th d. 1 ' • - e 1 sp acements in the ch· 
unit length, t the rl1-;ld.Jlt·e ·'o'"' th h imney, m (x) = the massper T ..., .., e ,.. imney and t - t 

he method oí separat1on oí variab;¡,, 11.1II .;,11·e the ¡re1me. . 
d a ( quency equat1on d1º) ~ E 1 dxT = m w a O • • . . . . . . . . . .••••• 

. . . . • . . . . (2) 
in which 0 ( x) is a mode shape and w - the f 

Eq. 2 can onJy be satisfied Cor cert~ requency. 
ural frequencies of the chimney and th n v~ues of w and 0 which are the nat­
tion of Eq. 2, however can onJ be mo e shapes respectively. The solu­
variations of the momenÍs of inert~a et ~~h1eved numerical!y because of the 
used in th1s paper is the well kn sº e ch1mney. The numericaJ solut10n 
b · n - uwn · tri,1,da proress Th rie Y out11ned by the writer in. h · is process has been 
pape . h iUlUl er papt·r2 and wlll b r in t e section enttUed ·ca 5 e presented in this 
Housner and Keightley' can b mdputer ulut1on." The tables in a paper by 
l' 1 e use to ubtain the d ¡ inear y tapered chimneys in whi h th mo a characteristics of 
as well as its thickness varies li~earle outs1de d1ameter of the concrete shell 

Response of Chimney to Eart k y along the _he1ght. 
acceleration, a, then the basic d:ua e: ;tl"U a ch1mney is subjected to a base 

eren i equatlon with zero damping is 

'" (~ + a)+~ (E J ::~) = o ..................... (3) 

It can be shown that a solution to Eq. 3 ls 

y (r, t} = ¿ t/l¡(r}q¡(t} 

i=1 
•.•••.•.•..••••.•••••••.•.. ( 4} 

in which t/l t = the shape of th ·th . 
placement in the ith mode whiche .' .mode (dimensionless} and q¡ = the dis-

1s g1ven by 

L - ¡ -a J m t/l¡ dx 
q¡ + w; q, 

L ••••••.•.••••••••.••••••• (5} 
J m~ dx 

o ' 

The damping can be introduced by writing Eq 5 . th f 
. · m e orm 

L 
- a J m t/l¡ dx 

Q¡ + 2 ~ W¡ Q¡ + w: q¡ : -------
L 

J m q>Í dx 
o 

••.•..••••••..•. (6a} 

in which ~ = the fraction of critical dam . 
frequency in the ¡th mode, and ptng, L = length of chimney, w¡= 

ªRumman, W. S., "Vlbrattons of Steei-Lln d 

:iT 6 . ' . ' 

.¡ 1 (¡, - ~ 
' - dt .(6b) 

COMPUTER SOLUTION 

Determinatiun o/ Modes .-The procedure for findlng the first mode using 
the Stodola m"tl'lf>d is as follows: 

1. As sume any ueílected sha¡.ie fnr the ch1 mney. rhe spec 1f1c sh.ipe a~ -
sumed Is a zero-defiection at the bottom and unlty at all the other stations. 

2. Compute the val u es· of the mtensity of the dynamic loading, m w2 9, 
with w considered equal to 1. 

3. Find the values of the bendmg moments, M, at the dl!ferent stations, 
assuming a second degree variation in the loading, m q, • Compute the values 
ofM/El. 

4. Assuming a second degree variation in the values of M /E 1 and using 
Newmark's numerical procedure,' calculate the displacements at all stations 
of thechimney beginnlngwith zero-displacementand zero-slope at thebottom. 

5. Normaltze the computed shape by making the maxlmum dlsplacement 
equal to+ l. 

6. Compare the normalized shape of Step 5· with the assumed shape of 
Step 1. The compartson is made on the basis of the dif!erence between the 
absolute values of the two shapes at ali the stations. 

(a) If this düference does not exceed 0.000001 at any location, the com­
puted shape is considered equal to the assumed shape and the square of the 
frequency is obtained by finding the ratio between the maximum value of the 
assumed shape and the corresponding value of the computed shape of Step 4. 
That is, 

w2 = Maximum value of assumed p t/l •••••••.•..•.•.••. (7) 
Corresponding value of computed 

Note that the maximum value of assumed t/l is always equal to + l. 
(b) U the difference exceeds 0.000001, the process is repeated by assum­

ing the normalized shape of Step 5 as the deflected shape and repeating the 
process beginning wlth Step 2. The process is thus repeated until convergence 
is obtained. 

A hlgher mode frequency is obtained as follows: 
7. Assume any shape; in this case, the same shape as in Step 1 is 

assumed. 
8. Complete steps 2, 3 and 4 as for the first mode. 
9. Purify the computed shape from the lower modes according toª 

4 Newmark, N. M., "Nurnerlcal Procedure for Computlng Deflectlons, Moments, and 
Buckling Loads, • Transactlons, ASCE, Vol. 108, 1943. 
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f m9 '>i dx J m,P cfi2 dx 
r:>p = 9 -

J m 9i dx 
9i - -----

! m ~dx 

J m9 9(;-il dx 

J m9{¡-J.) dx 
$(¡-J.) ..•.•.....•••..••.•...•.••.• (8) 

in which 9 = computed shape, and 9p = purüied shape. 
10. Normalize the purified shape, l/Jp, in the same manner as in the first 

mode (Step 5) and compare the normalized shapewith the assumed shape. The 
comparison test is identical to that of the first mode. 

(a) lf the cornparison test is not satisfied, then repeat the process begin­
nlng with Step 8 and using as the assumed shape the normalized shape oí Step 
10. ' 

(b) lf the comparison test is satisfied, the process is stopped and the 
square oí the frequency is obtained by finding the ratio between the maximum 
value of the assurned shape and the corresponding value of the purüied shape 
of Step 9. Therefore for the higher mode 

Maximum value of assumed 9 
"

12 

= Corresponding v-.Jue of purüied l/J • • • • • • • • • • • • • • • • • • • (9) 

P.esponse to Earthquakes.-The response of a chimney toan earthquake in­
volves the deterrninatiun of the maximum bending moments and the maximum 
shears at düferent sections along the chimney. These maximum moments and 
shears are calculated at each section by a combination of as many modes as 
desired. In other worcis, for any one section along the chimney the bendi.ng 
moment (or shear) is computed for each mode individually at short interr.Js 
of time (interval did not exceed 1/20 of the period of the highest mode) and 
then combincd at each interval of time by obtaining their algebraic sum. The 
absolute maximum of ·Uiese cornbir.ed values is then taken as the maximum 
bending moment (or shear) at the particular section during the duration of the 
earthquake. 

The above procedure requires that the response of the chimney be obtained 
individually and simultaneously fer the düferent modes. The response of t.he 
chimncy in any mode dueto an earthquake will involve the solution of Eq. 6a. 

A!Uiough thc acceleration, a, oí the earthquake can be e""}Jressed as a sys­
tem o! strajgilt lL'1es, yet the solution of Eq. 6a for the duration of the earth­
qu<ike will require a prohibiti ve =ounl cf time unless a high-speed computer 
is used. T!ie IBM 7090 ;;.::¡¡»p!.lter was thereíore utilized in the solution of Eq. 
Ga usin¡; a third-ordcr Rt;ns;2-Kutta process. This process will b0 described 
brieCTy. 

Eq. Ga has the form 

X1+Cx1+Kx1=-f(t} •....•.....••.•............ (10) 

Let x1 = x2 •••••••••••••.•••••••••••••••••••••••••• (11) 

then Eq. 10 will take the iorm 

i 2 +Cx2 +Kx1 =-f ............................. (1211) 

or x2 = - (/ + Kxi + Cx2 ) •••••••••••••••••••••••••••• (12b) 
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lI at any ~ime, T, Xi and x2 are known, which ir. the physical problem rcp­
resent the d1splacement and velocity, respectively, then the value of x

1 
and x

2 
can be cornputed at the next time (T + h) in this man1~er: If at t = T, x

1 
= 

Xi(T) and X2 = X2(T), then at t = (T + h), 

( 1 3 
Xi T + h) = Xi (T) + 4 ko1 + 4 ku ................... (13) 

Xz(T + h) = X2(7 ) + i koz + ~ k22 •••••.•••.•••••••.••.• (14) 

inwhich k0i = h (x2(T)j .............•..•............... (15) 

k02 = h [-J(r) - Kx1(T) - Cx2(r)] .................... (16) 

ku = 1z [x2(T) + ~] · · · · ·. · .......•................ (17) 

k12=h[-1(~+~)-K/x.(T)+~f- cJx2(T)+~{] ..... {Hl} 

kzi = h [ X2 (T) + i k12] • • • • · · · · · · · . · ................. (19) 

k-a = h [-f (r + ~ h) - KJxi(T) + i k11l -cjx2 (T) + ~ k 12 t]. .. (20) 

The initial displacement and velocity are required for this process nnd are 
taken as zero. 

SCOPE OF THE STUDY 

The s~dy ~eported herein was made on eight reinforced concrete chlmneys 
ranging tn he1ght from 352 ft to 825 ft. The main dimensions and data of these 
chirnneys are given in Table l. 

TABLE 1.-DIMENSIONS ANO DATA OF CHIMNEY USED FOR STUDY 

---r 
Height, 1 Top Outsfdc 
In fcet Dlameter, 

In feet 

Bottom TI 
Outslde Total Desiguatlon 

Diameter 1 Weight, 
in foet • . in Kips 

--1--+--3-s-2--t---2-3.-5-8-+-so-.-so 1

1 

1,532 

2 4SO 16.33 35.79 

1 

€,743 

3 534 1 18.G7 35.0S ' ~,;;·¡~ 
4 622 23.33 

5 707 19.98 

6 

7 

800 

800 

36.56 

29.31 

25.00 1 
=--==~-============~ 

8 a25 

<.7 .26 12,526 

69 .14 26 ,2:1tl 

63.96 

25,033 

2:;:,1e:: :::~~ j 
---

Remarks 

1 Corl:-el-supported brick 

1 

llning 

Corbel-supportad brlck 
' líning 

1 

X!ICjept!nder::t liner­

Independent llner 

Corbel-suppor-ted brlck 
llning 

Independent liner 

Concrete Uner of Chim­
ney No. 6 

Supported stecl llner 
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POST-TENSICNIN\' 

Q) TEN SIL.E STRESSES IN CONCRETE 

5 

® FRICTION FORCES BETWEEN ROCK ANO CONCRETE 

@PASSIVE RESISTANCE Of RCCK BANK 
6~. 

~---------=-==------ ------ll 
Fig. 2. Loading pattern of founda!ion slab. 

1 
N 

AC CES S TO _ __,____,,,~~,.¡_ 

CAVERNS 6' OIA. 

FLAT 
JACKS 

CONTROL JOINT 1- 1 

Fig. 4. Plan of foundation showing layout of prestressing tendons and 
section of control joint locating flat jacks. 

Fig. 3. Seclion through foun·''iation. 
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¡ I POST·TENSIONING 
• 1 • CABLE OUCT 
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Fig. 6. Anchorage of Tower tendons. 
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- - . , 

/ 
-24-UNITS 

/ 119-STRANOSI 

1 

Fig. 8. Distribulion of tendon units 
·through Tower shaft. 
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'· n 
'I 

'·I· ·11; 

1:·,1· 

/

·¡:I .,, 
¡¡¡ ,, ,. 
,•I 

1
1' ' ·i 1 l.: 

I ::;: 
I .~ 1 

UPPER BOUNO 

EFFECTIVE 
~,...--r--- POST-TENSIONING 

---+---- LOWER BOUNO 

6 

Fig. 7. Upper and lower bounds of 
Tower prestressing force with values 

effectively achieved. 

LEGENO• 
@ CASU: CClolPl.ETll.Y PU.CEO 8 STRESSEO 
QJ CASI.E IN COMF\.ETELY iv.cE0 AN0J0R 

STRAHDS BROllEN 0R l.DST 
ll CABl.E COllF\.ETEL.Y PLACEO El STRtSSEO 

AFYER CU:.iAING WITH OIAMOND ORlU. 
0 OUCT BL.OCKED 
Q UNUSED SPARE DUCT 

Fig. 11. Hlstorical revlew of post-tensloning results. 

í ·¡ 



Fig. 24. Stage 1 lo<'ris -::oncentrated al 
o..itside edges of tni:1Có.!\cj Tower. Note 
11-at shaded areas denote t~m=ile stress. 

·-

Fig. 25. Stage 2 loads concentrated in 
central portien of truncated Tower. Note 
!hat shaded areas denote tensile stress. 

Fig. 26. Stage 3 
horizontal loads 

from bracket walls. 
Note that shaded 

areas denote 
tensile stress. 

Fig. 27. Arrangement 
nf s~ress. bars for 
lateral support. 

BOHOM ~O~lflON 

TOP POS!'llOí' 

Fig. 28. Layout of tendons for ring beam.~ 
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cero de loa conceptos enu.noiados (ductilidad), ya 1ue au apl! 

cabilidad es sensible a l~s rigideces que tienen los elemen­

tos estruoturalea deapu&a de ~ªª se inicia su cadencia pl4a-­

tiaao Además, as insvi~able que, si ni.Jl8u.n~ parta de la es­

tructura est4 subiiae~ada con respecto a un cierto criterio, 

algunas partea (la ma,yor!a de los elamentos estructurales) 

aa hallen sobradise~~das con referencia a asa mismo criterio. 

Ello trae consigo aumentos nrobablea en loa momentos de vol.­

tao, pues ocasionalmente nabr' sismos que llagan ~ue la e3tru~ 

tura aproveche esas reservas adicionales da car4cter local. 

Queda por tanto la valuaoi6n de las reducciones que a• 

spo7EU1 en loa do~ primeroaargumentos prea~ntados.(no simul• 

taneidad d• la• cortantes m4ximaa, y aimplif1caci6n de la a~ 

volvante) 1 la aomp~raoi6n, con criterios usuales, de los r~ 

aultadoa que se obtengan. 

). RESPUESTAS DE SISTEMAS DE COMPORTAlHJirro LINEAL 

Consideremos u.n sistema que posae modos naturaleu de vi­

braoi6n, en al sentido clthioo. Supongámoslo sujeto .ª una 

familia da temblores que puedon idealizarse como segmentos, 

todou ellos da la misma duraci6n, da un pro.caso ostoc4stico 

eetaoionario. Si la duraci6n de loa movimientos es grande 

en comparaci6n con el periodo fundamental da vibraci6n del 

~iatema,1 0i aste periodo as, a su vez, mucho mayor que loo .. 
periodos dominantes de los a~•lerogramaa de los temblores 8D 

cueati6n, se demuestra) 1ue laa respuestas de dise~o del •i! 

tema eet&n dadas a~roximadame~te por la relaci6n 

m 

en la ou&l 

-. 

Q '"' reapuasta del sistemm, _con prooobil14ad P de 

ser excedida al menos una vez 

Q¡ • rea¡n.ieatá en el ihimo modo natural de vibrc­

ci6n, con ~robabilidad p de 1UG Qi O -Qi 86Q 

•xcadid~ al monos un~ vez; Q1 ha de tomarse 
; 

con el mismo sieno 1ue el do la correapondientG 

tunci6n de trasferencia cul!lldo esta alcanza su. 

v•lor mixil!IO absoluto 

wi - w¡ 
e IJ • -tí 111 1 + tí1111 

w¡ .. i&aima trecu1Dncia circular natur!il del aiateaa. 

calculada como ai es\e careciera do 11U1tOrtigua­

miento 

= i¡sima tncuencia circular natural 

del sistama lllllortiguado 

' _, .C 1 :ª f'racci6n del morti~aaiento or:!tico •1uivalan-

te 1u9 el siateaa pose•.-•n el i&simo modo natu­

rRl; _ aa calcula de la ralaci6n 
,. •• ,. + 2 . 
'»i .. , liifS 

\ 

• fracci6n del &.mortiguamiento crítico en ol i'•! 

mo modo natur•l 

s • dur•ci6n de oada temblor, es decir, d.uraoi6n de 

cu~a se~mento del proca30 estocAstico estaciona-

rió 1ue idealiza & la flllailia de temblorac 

simax ~r<~ 1,ia ec 1 llWllinistra r9sultados 1ue diti&-



Esta a1uivalenci~ npro~i.::lada se cumple ou!illio las frecuen­-, 

(2} 

cins Cía lc-s codos ns''L\ral'!s 11.1.il con~ribuy.m ª!'re::i3bl~mdnte 

a Q difieran lo su1i~lenta entrs ~í de acuerdo cvn la def1-

nici6n da E q 

.:::-. ciertas astructur~$ sujet~3 a ci~rtos t1~os de per-

turbación, resulta :•rdfari'bl:t ow1 tir el an!ilisig :no-lal y ¡iro­

cader directll!!lante co11 las f'..i.ncion>!s de trasfe1•en::i'l. Se 

defins la función de tri:ut'~r~nci'l 'l'q como ls ro:rn!'u"sta 

,., lR pEtrtttrbación consist.anto en la aceiernciéSn 8 ( t), donde 

g 11s la fuuci6n delt:.t. da Dirac. Las estruatu.ras a •iue nos 

referiz:we son· a1uellas riara las 1ua las f'un:;iones 'ltq son 

po~i6d.icaa, eon ~eriodo co~to en co~~~raci6n con l~ dur~ci6n 

clo.. 1a.s -pertu.rbacio!:l4ta. -·Rata,¡_ eatr1Actur~s caracan i.la ::uuorti-

ci6n con lila re~pue3t~s d111 di.ma;io an eieta1DJ1s consgrvadoreie 

de comport'Uliento linanl con un e'.('ado de li.bertad, 11ujetoe a 

'ate tipo de ~erturb8cién. 

taa ocs 2 '/ J t~bián son &plicabli;a a.l a.a:H i.si~ da liie­

temae ccya;, flmciones de tr~sf,;rencis •Jon onda~ psrléd.ica9 

1J11ortiguadaa. ~al suceds cuando loo gradoa do amortiguamien­

to de loa ~odos natur~les son ~ropcrcion.alea a lo~ periodos 

de vibracicSn correspondientes1 ai ul snprimir el amortieuamien­

to9 las funcionea de trasfarenci& aatiafacen el crita~io es­

tablecido al enunciar la ee 3. La constante de proporcionali­

dad se halla entoncas tomanjo como base las respuesta~ de sii:r­

temas amortiguQdoa c~n un grado de libertad. 

Un caeo particulRr de lne parturbacion0s consideradas eu 

relaoicSn con la ec J es una familis de acelerogramas con~is­

tentea en segmentos finitos de ruidc blanco. I.a.a aceleraoio-

ne3 espectrales son entonces invarsamento proporoionales &l po-
gusmianto. 31 la !16f'turbaei~ es- tü 'llld· su..:1 ordGnadRe asrec- riodo. 

tral.ft.S) d..t 1Hudovalociclad. ,l"\ar9'. fine e de dise?lo .. son in:l&!"'endhn- ~. VIGA UNIP'ORUE DE CORTANTE 

tam da1 ~eriodo.natu.rsl en e1 int~rvalo de ~driodos 1u0 inte- Adoptaramos como primera idealizacicSn de edificio una 

resa, ~odemo9 V3lUSr la distribucicSn da laa re9puest~9 d~ di- Viga uniforme en la lUft la pendiente en Oada 98CCi6n· es pro-

oe~o ~ ~~rtir ~e la relaci6n 

(3) 

d.oiide ti_ -~-tí-cua111.&.isr vüor de 1 tü 11.1e v
4 

(tJ na e~ id1foti­

c~nta nul'! ¡o!lra t < ;_ :f i ·9s e1 !'eriodo·datq'• Z. eata3 

condicion~s t!l!llbi~n es vilida lq ec 2. ta eo~•t~nte de ~ro­

porcionslid~d 1ue i~~lica ls ~e 3 !'U~de V3luarse ~or com~~~ 

porcional a la fuerza cort!Ulte qu.e allí obra. Supondremos la 

viea empotr>ida en su base y libre en el extremo superior. 

Si llamamos S a la fuerza cortante y ~ al dos;lazam1ento 

relativo a la basa. la hip6tesis de comportamiento pu~de po-

n9rse en l~ forma 

S= k~ 
clz 

( 4) 



the maximum stress in the vertical reinforcement 
on the windward side of the chimney f,"° due to 
the action of wind and dead loads, shall be com· 
puted by Eq. (19): 

f __ nf [ 1 ± cos a J 
ª'° - cw COS P - COS a 

(19) 

4.4.3-At horizontal sections where two equal 
openings occur, but not diametrically opposite 
each othe1 in the chimney shell, the sections shall 
be investigated with the wind from two · direc-. 
tions to determine the maximum stresses. Eq. 
(13), (15), and (19) shall be used to compute the 
stresses resulting from a wind in a direction along 
the diameter through one of the openings. 

The maximum combined wind and dead load 
strl:!sses resulting from a wind in a direction along 
the line of symrnetry ·between the two openings 
shall be computed by Eq. (54), (55), and (56). 

i
, _ W (1 - cosa) 
º"' - 2rt B (54) 

Where Bis as given below: 

fcw = fcw [ l + 2r (1-tcos a)] (55) 

f,'ID = nf '1W [~ ± cos ª] -cosa (56) 

where the openings are spaced 2q, deg apart and 
<P is less than 90 deg and ·an other values are as . 
defined in preceding paragraphs. 

Befare solving Eq. (54), (55), and (56), solve 
for e/r in Eq. (53) using' the value of p deter­
mined in Eq. (13). 

e/r = A/B (53) 

where: 

A = 1/2 (1 - p) (a - sin á cosa) - (1 - p + 
np) (~ + sin ~ cos ~ cos 2 q, - 2 cos a sin ~ 
cos .¡,) + 1/2 np n 

B = (1 - p) (sin a - acosa) - 2 (1 - p + 
np) (sin p cos ti> - ~ cosa) - np n cosa 

Compare the result of Eq. (53) with the actual 
e/r as determined from: 

e/r = M/Wr (57) 

If the two values of e/r do nof.' agree, vary a, 
maintaining p constant, to satisfy Eq. (53). 

If the stresses obtained in Eq. (54), (55), and 
(56) exceed the allowable limits defined in Sec­

·tion 408, p must be increased and a varied · to 
make Eq. (53) satisfactory. 

Where the segment between openings is small 
as related to the height of the openings, this seg­
ment must be investigated as a column. 

4.4.4-In addition to the reinforcement de­
termined by the stability and temperature fonnu-

las, extra reinforcement shall be provided at the 
sides, bottom, top and corners of these openings ..to 
as hereinafter specified. This extra reinforce-
ment shall be placed near the outside surface of 
the chimney shell as close to the opening as 
proper spacing of bars will permit. Unless other-
wise specified, all extra reinforcement shall ex-
tend past the opening a sufficient distance to 
develop the bars in bond. 

4.4.5-At each side of the opening, the add.i­
tional vertical reinforcement shall have a total 
area equal to established design reinforcement 
far one-half of the width of the opening. 

4.4.6-At both the top and bottom of eacb 
opening, additional reinforcement shall be placed 
having an area at least equal to one-half the 
established design circumferential reinforcement 
interrupted by the opening, but the area A. of 
this additional steel at the top and also at the 
bottom shall be not less than that ·given by the 
following: 

where 

fo= 0.375 f: 

A _ 0.07 fo tS 
8 

- 20,000• 

t = concrete thickness at opening, in. 
S = width of opening, in. 

(65) 

One-half of this extra reinforcement shall ex­
tend completely around the circumf eren ce of the 
chimney, and the other half shall extend beyond 
the opening a sufficient distance to develop the 
bars in bond. This steel shall be placed within 
a height not to exceed the thickness t. 

4.4.7-Diagonal reinforcing with a total cross­
sectional area in square inches of not less than 
1/5 of the shell thickness in inches shall be placed 
at each comer of the opening. 

4.4.8--Buttress ,walls shall not ·be incorporated 
in the design of the shell at openings. 

4.5 - Earthquake design 
4.5.1 General-Chimneys in earthquake areas 

shall be desigr1ed and constructed to withstand as 
a minimum the lateral seismic forces given here­
in,t assuming that the forces can act in any direc­
tion. The job specification should state applicable 
earthquake zone coefficient z. 

4.5.2 Notation-The following notation shall 
apply to this section: 

ci _ numerical coefficient for base shear 

D . = outside dlameter of chlmney shell at 
top, ft 

•Thls value applles when Grade 40 steel la uaed and rnay be 
lncreased when hlgll strength steel Is uaedl In proportlon to the 
lncrease ln yleld strengtll up to a mn11 mum lncrease of 20 
percent. 

tA ratlonal analysls baaed on modal response calculallons la 
recommended for final dealgn. 

SCoefflclent e In tl\111 speclflcatlon la equlvalent to KC In the 
Unltorm Bulldln¡ Code. 



4.5.6 Combined stresses-Stresses in concrete 
and reinforcement due to combincd earthquake 
and de ad loads denoted by f "" and f,~ shall be 
computed by the equations in Sections 4.3 and 
4.4 in the same manner as stresses are computed 
for combined wind and dead loads. 

4.6 - Vertical temperature stresses 
4.6.1-The maximum vertical stress, in psi, m 

the concre.··, occurring at the inside of the chim­
ney shel1, d11e to temperature, f'cTv shall be com-· 
puted by E'*. (24): 

{24) 

where 

L = thermal coefficient of expansion of the 
-concrete and of the reinforcing steel, to 
be taken as 0.0000065 per deg F 

Eo - modulus of elasticity of the concrete, psi 

k - pn + Y pn (pn + 2z) (28) 

p - ratio of total area of vertical temperature 
·reinforcement to total area of concrete of 
chimney shell at section under considera­
tion 

z - ratio of distance between inner surface of 
chimney shell and vertical temperature 
reinforcement to total shell thickness t 

n is as heretofore defined 

T= is computed by Eq. (21a), (21b), (21c), or 
(22). 

a. For unlined chimneys: 

(21a) 

b. For lined chimneys with insulation completely 
filling the space between the lining and shell: 

(21b) 

c. For lined chimneys with unventilated air space 
between the lining and shell: 

(2lc) 

d. For lined chimneys with a ventilated air space 
between the lining and shcll: 

where 

t 

(22) 

ratio of heat transmission through chim­
ney shell to heat trnnsmission through 
lining for chimneys \\ ·th ventilated air 
spaces 

thickness of concrete . heli, in. 

thickness of air space •JC insulation, in. 

tb thickness of !ining, in. 

T 

T., 

maximum temperatnre of gas inside 
chimney, deg F 

mínimum ternperature o! outside air 
surrounding chim:1ey, deg F 

ºThe research data available to r.stablish the co­
efficients of heat transfer through chimney lining and 
shell, especíally as they concem the heat transfer 
from gases to the surfaces and through ventilated air 
spaces between lining and shell, aTe somewhat meager. 
Unless complete heat balance studies are made for 
the particular chimney, it is permissihle to use con­
stants as determined or stated below. These com:tants 
when entered into the equations for tempernture dif­
ferential through the chimney shell T,,, will give values 
of accuracy in keeping with the basic design assump­
tions. 

Tq = 0.5 
Ce = 12 
c. and Cb = to be obtained from the manu!acturer of 

the materials used 
K 1 = to be determined from curves in Fig. 5.15 
K2 = 12 
Kr = T/120 
K, = T/150 

The valu~ of Tq = 0.5 sha1l apply only where the 
distance between the lining and the chimney shell is 
not less than 4 in. throu~hout the entire height o! the 
lining and air inlet openmgs are provided through the 
chimney shell at the bottom of the lining having an 
area in square feet numerically equal to two-thirds the 
inside diamcter in feet of the chimney shell at the 
top of tite lining. Local obstructions in the uir space 
between the lining and. the chimney shell shall not re­
strict the area of the air space at any horizontal sec­
tion to less than that specified far air inlet at the 
bottom of the lining. 

Corbel supported full heieht linings should be ar­
ranged to allow for expansion aP_d to prutect ade­
quately the concrete of the corbel and the chimney shell 
against corrosion from the chimney gases. 

Where a self-supporting or corbcl suppoctf'd partial 
height lining is used, the height to which the lining is 
carried should be dete:rmined on th'! b:isis of the tem­
per-a.ture stresses in the chimney shell and protection 
against corrosion of the concrete rnthcr than on the 
basis that the temperature of the g:is niaterially de­
creases as it passes up the chimney. Attention is callcd 
to a number of tests which have been rnade on chimneys 
in S-:!rvice (see "Rcport of Tests Ma.de to Determine the 
Tempcratures in Reinforced Concrete Chimneys," ACI 
Proceedings V. 21, 1925, p. 204; "Outline of Te!'t:> on 
300-ft Reinforced Concrete Chimney," ACI l'rocecdings 
V. 2:.!, 192G, p. 350; '"nd "Rr!port of fcsls en :rno-rt Rein­
force:ct Cor:crc!e Chimney," ACI Prcc.>edir>gs V. 23, 1927, 
p. lG9) which show that the drop in temper:.lure of thc 
ch•m11cy gas betwecn thc cntcrin¡? p1;int :1:1d che top ot 
the cnimney is rcbtivel;y sli¡:ht. 
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Fig. 4.5.2 - Definition of symbols 

outside diameter of chimney shell at 
base, ft 

modulus of elasticity of concrete, psi 

lateral force applied to a level desig­
nated as "h" 

height of chimney above base, ft 

height above base to the level desig­
nated as "h", ft 

height above base to the level desig­
na ted as "x", ft 

numerical coefficient for base moment 

J,, numerical coefficient for moment at a 
level designated as "x" 

lw,.h = summation of the products of all w,.h 
for the chimney 

M moment at the base 

u 

V 

moment at any level "x" 

fundamental period of vibration of the 
chimney, sec 

use factor and varies from 1.3 to 2.0 
(see commentary) 

total shear at the base 

w total weight of chimncy without lin- J. 2: 
ing, lb 
total weight of chimney including cor­
bel supportcd lining, lb 

wh that portian of W or W1 which is as­
signed to the leve! designated as "h''. 

Z zone coefficient* for earthquake mag­
nitude which shall not be less than 0.3 
for Zone 1, 0.5 for Zone 2, and 1.0 for 
Zone 3. 

4.5.3 Base shear-The base shear or total 
lateral force shall be computed by Eq. (58): 

V= ZUCW or V= ZUCW1 (58) 

The value of C shall be computed by Eq. (59): 

e= 0.1 ¡ ..¿¡T' (5,9) 

The value of the fundamental period of vibra­
tion of unlined chimneys rnay be approximated 
by Eq. (60): 

T 
1.8 H 2 

(60) 
(3D1 - D) 'V E 

If the chimney has a lining supported by the 
shell, but not structurally an integral part there­
of, T shall be multiplied by the factor. 

(61) 

4.5.4 Distribution of lateral forces-}l"'ifteen 
percent of the total lateral force V shall be con­
sidered concentrated at the top of the chimney. 
The remainder shall be distributed in accordance 
with Eq. (62): 

0.85V w,.h 
~w,.h 

(62) 

4.5.5 Moments-The design mornent at any 
level of the chimney shall be computed by Eq. 
(63): 

M., = JIJJ [0.15V (H - h,,) + '5.F,. (h - h,,)] 
. (63) 

in which the value of J,, is determined from: 

J,, = J + (1- J) (h.,/H)& (64) 

where 

J = 0.6 / ..¿!T (65) 

and J shall be not less than 0.45 nor greater than 
1.0. 

'From the map of the Unlted States showlng zones of approxl­
mately equal seismlc probab1hty In lhe lat.est edillon of the 
Unllonn Building Code. The Job specllications should lndicate 
zone to be used lor design (as well as the "use factor"). 



Fig. 20.1. !fase shear. 

V= ZKCW· .. (1-A) 

V= Base sheor, k1ps 

Z= Se1smic1ty caeff1C1t!nl 
=I O fer UBC Zone ill 

K = Slructure cJe!f 1c1ent 
= 2·0 far to·,,,er>, ch1mneys 

C = Flexibd11y coeff1c1ent 
0·05 = 3 .Jr - - - ( 1 - B ) 

T = Fu:idomental per1od al structure (secl 

W= Opero11nq we1qht of structure (k1ps) 

Fig. 20.3. Moments. 

n 
M =J(F, h + ~ F;h,)---(3-A) 
. 1= 1 

J= 0.6 ---(3-8) 
lfr 

T= Fundamental penad, sec 

F, 

M, = J,[F, (hn-h,) +.f F, (h1 -hxl] --!3-C) 
1=x 

h, 3 
J,= J+(1-Jl!¡¡;;-l--(3-Dl 

J, = J = 1.0 when T ~O 216 sec 

h 2 
F, = 0.004 V( O) --(2-A) 

F. o f ,.,,, '= ar o< 3 

F, = 0.15 V lar ~n > 6.12 

r;-=(V-F,l w,h, 
-n- --(2--8) 
Xw, h, 
/"-1 

" l/=F; t L F;--(2·-C) 
¡:::.1 

n 
v.= F, + ¿ F; --(2-01 

i=x 

_13 
F, 

F, 
¡--·-
¡ 
i 

Fig. 20.2. Distribution of t-.;se shcar. 

J min, far structures ot~er lhon building,= 0.45 



The transversc dcsign shear at any horizontal plane 
in the structure is the cumulative sum of the lateral 
forces above that plane, resulting from the distribution 
of the base shcar by the criteria given by formulas 2-A 
and 2-B of Fig. 20.2 Formula 2-C states this fór any 
planc x above the base, giving V..,. Formula 2-D provides 
the correspondir:_ valuc at the base V, which of course 
should check th~ base shear that prev1ously has bcen 
distributed and n·'W is reaccumulated. 

Having deteri11ined the base shear (Fig. 20.1) and the 
distribution oí that base shear (Fig. 20.2), thc remaining 
basic design criteria relate to the overturning moment· 
on the sir ucture as a whole and at any horizontal plane x. 
lf al! of the lateral forces acted simultaneously in one 
din:ction, which is equivalent to saying that the action 
or response is entirely in the fundamental mode, then the 
overturning moment at any plane would be the moment 
of the lateral forces, in absolute value, above and about 
that plane. The formulas for J and J., 3-B and 3-D of 
Fig. 20.3, then should be unity. Actually, the design base 
shcar represen Is the sum of the modal sh~ars significant 
in the response of thc strucure. Similarly, thc base over­
turning moment should be the sum of the modal base 
moments. The base overturni'ng mornents in the different 
modes for a uniform towerlike structure are related to 
the modal shears and the structure height h. as follows: 

!v/ 1 = 0.729V1h. 

M 2 = 0.209V2h., 

M 3 = 0.127V3h. 

These are for structures deftecting in bending. The 
constants for structures deftecting in shear are sub­
stantially the same for the second and higher modes, 
being 0.212 and 0.127 for the second and third modes. 
In the first mode it is 0.636. Modes higher than the third 
contribute little toward base overturning. The base over­
turning moment corresponding to the statically dis­
tributed forces per the criteria of Fig. 20.2 would be: 

M = 0.72Vh. 

So, if the design base momenl were to be considered 
the moment of the static lateral forces, this is tanta­
mount to saying that the base moment should correspond 
to the total desi¡•n lateral force, or base shear, applied 
to the structure •n the first or fundamental mode. This 
would be very conserva ti ve. 1 t is clear that if any signifi­
cant part of the design base shear is assignable to higher 
modes, the base moment will be reduced. 

The commentary supporting the SEAOC code (1967) 
outlincs thc rcasoning that results in a reduced base mo­
ment by a factor J as given by formula 3-A in Fig. 20.3., 
Formula 3-B relates J to the fundamental period, anda 
mínimum value of J for structures other than buildings is 
0.45. At any other horizontal plane x, the overturning 
moment is given by formula 3-C of Fig. 20.3, with J. 

defined by formula 3-D. J = 1.0 for T = 0.216. For this 
T, and lesser values of T, J =J.. = 1.0. L ~ 

20.3 FUNDAMENTAL PERIOD T DETERMINATIONS 

The primary need for determining the fundamental 
period of vibration of a structure under design is its use 
in formula 1-B in determining the flexibility cocffic1ent C. 
T also enters into the determination 9f J by formula 
3-8. In both cases it.is the cu be root of T that is required. 
As mentioned earlier, this permits considerable inaccuracy 
in T without significantly affecting the values of either 
Cor J. 

While sorne approximate empírica! formulas are given 
in the SEAOC code for pre-establishing the fundamental 
period Tfor buildings, for structures other than buildings, 
this period must be properly substantiated by tcch~ical 
data. This option is available to the earthquake engmeer 
designing a building-in lieu of using the empirical for­
mulas given in the code. 1t is rather thc exception than 
the rule that this option is exercised for building desig·n. 

It is the purpose here to list and compare sorne of the 
methods and formulas available to compute the funda­
mental periods of towers and chimneys. 

20.3.1 !Fundamental Periods of Reinforced 

ConC!'ete Chlmneys 

The American Concrete lnstitute's Committee 
505 (1968), after studying the periods of a numbcr. of 
reinforced concrete chimneys, evolved the followrng 
empirical formula. While dimensionally inconsistent, 
as is the SEAOC formula for building periods, it never­
cheless gives results very consistent with other methods, 
as shown in Table 20.2. 

1.8H2 

T =. (3DQ - D11)E1• 2 
(20.1) 

where T = fundamental period in seconds 
JI = height in feet 
D = outside diameter at the base in feet 

Q 

D11 = outside diameter at the top in feet. 
E= modulus of elasticity of concrete 111 pounds 

per square inch. 
. E= 10 x 28-day compressive strength of lhe 

concrete 

G. W. Housner and W. O. Kcightley (1963) have 
devcloped the following formula for thc period of a 
tapered cantilcver. lt is not only dimensionally consisten!, 
but it has been extended in the referenced work to pro­
vide the second and third mode pcriods as well as the 
fundamental. These are important where dynJmic 
analyses are to be made, involving the modal response to 
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Table 20.1. CO!:fflCIENTs FOR Of.TERMINING PERIOO OF VJBRATJON OF fREC·STANOING CYLINDlllCAL SHELLS 

HAVING VARYJNO cno~.s SECTIONS ANO MASS DISTRIBUTION* 

hx a p '1 
hx a p 

Ji Ji '1 

:---

l.00 2.103 8.347 1.000000 o.so 0.1094 0.9863 0.95573 

0.99 2.021 8.121 1.000000 0.49 0.0998 0.92i0 0.95143 

0.98 l.941 7.898 l.OOOOOG 0.48 0.0909 0.8584 0.94683 

0.97 1.863 7.678 l.000000 0.47 0.0826 0.7987 o 94,J 89 

0.96 1.787 7.461 1.000000 0.46 0.0749 0.7418 0.93661 

0.95 1.714 7.248 0.999999 0.45 0.0673 0.6876 ' 0.93ú:J7 
0.94 1.642 7.03'/ 0.999998 0.44 0.0612 0.6361 0.924\15 

0.93 1.573 6.830 0.999997 0.43 0.0551 0.58'il o.91054 

0.92 1.506 6.626 0.999994 0.42 0.0494 0.5409 0.91173 

0.91 1.440 6.425 0.999989 0.41 0.0442 0.4971 0.90448 

0.90 1.377 6.227 0.999982 0.40 0.0395 0.4551 0.89679 

0.89 1.316 t.032 0.999971 0.39 0.0351 0.416i 0.88864 

0.88 l.256 5.840 0.999956 0.38 0.0311 0.3801 0.88001 

0.87 1.199 S.652 0.999934 0.37 0.02"/S 0.3456 0.87088 

0.86 l.143 5.467 0.999905 0.36 0.0242 0.3134 0.86123 

0.85 1.090 5.285 1).999867 0.35 0.0212 0.2833 0.85105 

0.84 l.038 5.106 0.999817 0.34 0.0185 0.2552 0.84032 

0.83 0.988 4.930 0.999754 0.33 0.0161 0.2291 0.82901 

0.82 0.939 4.753 0.999674 0.32 0.0140 0.2050 0.81710 

0.81 0.892 4.589 0.999576 0.31 0.0120 0.1826 0.80459 

0.80 0.847 4.424 0.999455 0.30 0.010293 0.16200 0.7914 

0.79 0.804 4.261 0.999309 0.29 0.008769 0.14308 0.7776 

0.78 0.762 4.102 0.999133 0.28 0.007426 0.12576 0.7632 

0.77 0.722 3.946 0.998923 0.27 0.006249 0.10997 0.74eO 

0.76 0.683 3.794 0.998676 0.26 0.005222 0.09564 0.7321 

0.75 0.646 3.645 0.998385 0.25 0.004332 0.08267 0.7155 

0.74 0.610 3.499 0.998047 0.24 0.003564 0.0710! 0.6981 

0.73 0.576 3.356 0.991656, 0.23 0.002907 0.06056 0.6800 

o 72 0.543 3.217 0.997205 0.22 0.002349 0.05126 0.6610 

0.71 0.512 3.081 0.996689 0.21 0.001878 0.04303 0.64í3 

0.70 0.481 2.949 0.996101 0.20 0.001485 0.03579 0.6207 

0.69 0.453 2.820 0.995434 0.19 0.001159 0.02948 0.5992 

0.68 0.425 2.694 0.994681 0.18 0.000893 0.02400 0.5769 

0.67 0.399 2.571 0.993834 0.17 0.000677 0.01931 0.5536 

0.66 0.374 2.452 0.992885 0.16 0.000504 0.01531 0.5295 

0.65 0.3497 2.3365 0.99183 0.15 0.000368 0.01196 0.5044 

0.64 0.3269 2.2240 0.99065 0.14 0.000263 0.00917 0.4783 

0.63 0.3052 2.1148 0.98934 0.13 0.000183 0.00689 0.451 ~ 

0.62 0.2846 2.0089 0.98789 0.12 0.000124 0.00506 0.4231 

0.61 0.2650 1.9062 0.98630 0.11 0.000081 0.00351 0.3940 

0.60 0.2464 1.8068 0.98455 0.10 0.000051 0.00249 0.3639 

0.59 0.2288 1.7107 0.98262 0.09 0.000030 0.00165 0.3327 

0.58 0.2122 1.6177 0.98052 0.08 0.000017 0.00104 0.3003 

0.57 0.1965 1.5279 0.97823 0.07 0.000009 0.0()1)62 0.2669 

0.56 0.1816 1.4413 0.97573 0.06 0.000004 0.00034 0.2323 

0.55 0.1676 1.3579 0.97301 0.05 0.000002 0.00016 0.1966 

0.54 1.1545 1.2775 0.97007 0.04 0.000001 O.OOOU7 0.1~97 

0.53 0.1421 J.2002 0.96688 0.03 0.000000 0.00002 lJ.1216 

0.52 0.1305 1.1259 0.96344 0.02 0.000000 O.llO'JOO 0.0823 

0.51 0.1196 l.0547 0.95973 0.01 0.000000 0.00000 0,0418 

o. o. u. o. 
·----·----·---

•Molchell formula: T = ( !!. )' ~ + O/HlIP/J 
IOO !ED1t~1 



sorne given ground motion. Since our interest hcre is 
primarily in the fundamental rnodc, the formula and 
related curves are given only for this mode, with sorne 
minor changes in notation to provide sorne degrec of 
consistency in the nomcnclaturc used herc. 

T = 2n [A.pH•J i11 
. n.~E/0 

whcre T = fundamental period in seconds 

(20.2) 

A 0 = cross-sectional are a of the shell a t the base 
in square feet 

P = mass density in slugs per cubic foot 
H = height in feet 
E= modulus of elasticity in pounds per square 

foot 
/ 0 = moment of inertia of the base cross section in 

feet 4 

n~ = constant given by Fig. 20.4 depending upon 
lhe ratios r 1 and r 2 

r 1 =ratio of the mean diameters, top to bottom, 
= (Du - tH)/(D0 - 10 ) 

r 2 = ratio of shell thicknesses, top to bottom, 
· = lu/10 

111 , t0 = shell thicknesses, top and bottom, in feet 

Warren W. Mitchell in an unpublished work (1962) 
developed a form of solution of the familiar Rayleigh 
principie of equating potential and kinetic energies in a 
vibrating ,system, which is especially useful in calculating 
fundamental perio<ls of cylindrical, tapered-cylindrical, 
and stcp-tapered-cylindrical structures common to refin­
ery-lype vessels. 

T = [ H_Ji /'f. w ó.rr. + (1/H) :E PP 
IOO Y I; ED1 t ó.y 

where T = fundamental period in seconds 
H = height in feet 

(20.3) 

w = weight per foot of height over a uniform, 
or assumed uniform, section of the structure 
in pounds per foot 

P = cuncentrated loads that may be attached to 
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Flg. 20.4. n~ for Housner-Keightley formula for fundamental 
period of tapcred cantilcvers. 

the structure at any leve), which add mass 
but do not contribute to the stiffness of the 
structure 

É = Modulus of elasticity in pounds per square 
inch over 106 

D = diameter of each section in feet 
t = thickness of each section of shell in inches 

!J..rJ, = difference in the a values between the top and 
bottom of each section 

P = constant at the section at which concentrated 
loads P are attached 

Ay = difference in the y values between the top and 
bottom of each section 

:E = summation of the products of the quantities 
shown over the height of the structure 

Table 20. l has the values for a,, p, and y. In applying 
this method to the 450-ft chimney, ítem 6 of Table 20.2, 
the chimney was arbitrarily divided into 10 sections. 
The result is in excellent agreement with those obtained 
by two other methods given above. An illustration of the 
use of the Mitchell method to a step-tapered tower is 
given later. 

Table 20.2. FUNDAMENTAL PERIODS '01' JUINFORCED CONCRETE TAPERED CHIMNEYS 

Period in seconds 

Universily of Michi¡¡an 
Oimensions compuler 

Housner 
Chimney Height, Top O.O., Bottom O.O., ACl and 
number fl ft ft Strong axis Weak axis formula Kcightley Mitchcll 

1 299.67 9.92 26.67 1.09 1.12 1.23 1.29 
3 343.55 16.50 33.00 1.48 1.53 l.38 1.40 
3 352.5 17.17 27.42 1.83 2.12 1.84 1.84 
4 417.0 21.17 37.58 1.47 1.51 1.76 1.51 
5 534.0 18.67 35.0J 2,26 2.39 3.17 2.68 
6 450.0. 17.75 40.0 (Not available] 2.02 2.o5 2.02 



Table 20.2 shows comparative results of periods of 
severa! chimneys as delermined by the ACI formula 
(Eq. 20.1 ), by the Housner-Keightley formula (Eq. 20.2), 
and fer chimney Number 6 by lhe Milchell formula 
(Eq. 20.3). For chimneys 1 through 5, computer calcula­
tions from the University of Michigan (a part of ACI 
Committee 505 study) also are shown. Results should be 
compared with the "strong axis" computer results. 
Note that the Housncr-Keightley results are more con­
sistently in accord with the computer results than are the 
ACI results, although the only large disparity oetween· 
ACl and the computer is for chimney Number 5. The 
results for chimney Number 6 from the three formulas 
given here are in almost exact accord. 

To illustrate the application of the SEAOC criteria 
to a chimney, the shear and moment curves for the 
de~ign of the 450-ft chimney Number 6 in Table 20.2 will 
be develop~d. The basic di.nensions of this chimney are 
as fo)lows: 

h.= 450 ft 

D 0 = 40.00 ft 

DH = 17.75 ft 

- t0 = 24 in. 

tj¡ = 7 in. 

total weight W = 10,814 kips 

fundamental period T = 2.02 sec 

M, (Mkíp-11) 

Fig. 20.5. Earthquake design shear and mornents in a 450-ft 
reinforced concrete chimney. 

combined earthquake coefficient = ZKC = 1.0 x 2.0 

X 0.05/2.02 11 ! 

= 0.0786 

base shear V= ZKCW = 0.0786 

X 10814 = 852 kips 

Since H/D0 is greater than 6.12, F, = 0.15 and V=- 12? 

Table 20.3. EARTHQUAKE DESIGH SHEARS ANO MOMENTS IN 450-fT CHIMNEY 

h h .. Wxhx w"h" (V_ F,)( Wxhx) G:f 71,, h. w .. , kips --¡¡;- "!: wh ¿ wh v .. , kips J .. M 1 , kip ft 
-------

1.00 127 = F, 
0.95 341 324 0.083 60.2 187.2 0.852 0.922 2630 

0.90 
0.85 47i 401 0.106 76.8 264.0 0.614 0.797 9000 

0.80 
0.75 607 455 0.117 84.8 348.8 0.421 0.695 16100 

0.70 
0.65 761 495 0.126 91.4 440.2 0.274 Q.618 24000 

0.60 
0.55 937 515 0.132 95.7 535.9 0.166 0.561 32900 

o.so 
0.45 1120 504 0.129 93.S 629.4 0.091 0.522 43200 

0.40 
0.35 1310 458 0.117 84.s· 714.2 0.043 0.497 55300 

0.30 
0.25 1526 381 0.098 71.1 785.3 0.0156 0.4tí2 ó'IJOO 

0.20 
0.15 1720 258 O.Oó6 47.9 833.2 0.0033 0.476 ¡.. '.100 

0.10 
0.05 2020 101 0.026 18.8 852.0 0.00012 0.474 !02000 

o 0.474 113000 

10814 3892 1.000 ns.o = }:; F .. 
w ¿ w,.h .. 127.0 = F, 

;;--;;-- - 852.0 = V 
--~-----~--

J = 0.60 = 0.60 = 0.474 
~.rr 3J2.02 , .. =, + º - J>G:r = 0.474 + 0.526~r 



kips. The remainder of the shear, 852 - 127 = 725 kips, 
will be distributed in accordance with formula 2-B of 
Fig. 20.2. This is <;lone by dividing the chimney into 10 
equal height sections and performing the calculation 
shown in Table 20.3. Summing the resulting forces pro­
gressively from the top to the bottom provides the shears 
at ali sections. Tllese are plotted in Fig. 20.5. 

The computation of J = 0.474 and of the J,. values at 
different heights in the chimney, in accordance with the 
formulas 3-B and 3-D, respectively, of Fig. 20.3, are also 
indicated in Table 20.3. The resulting moment curve has 
been plotted on Fig. 20.5 also. 

20.3.2 Fundamental Period of Steel 

Chimneys 

For cantilevered structures of uniform sectión, 
Eq. 20.4 applies to materials generally: 

(
wH4)111 

T = 1.79 Elg (20.4) 

For steel, this can be manipulated into the following 
form: 

T = 165 X 10- 1 (~f (1 2~D)"
1 

where T = fundamental period in seconds 
H = height in feet 
D = diameter in feet 

(20.5) 

w = weight per unit of height in pounds per foot 
t = shell thickness in inches 

E = modulus of elasticity in pounds per square 
· foot 

l = moment of inertia of the cross section in 
feet 4 

g = acceleration of gravity = 32.2 ft/sec2 

If the base of the steel chimney is ftared, the period 
of such a chimney can best be calculated by 

(
0.80t5) 1

'
2 

T= 2n --
g 

(20.6) 

where t5 = the calculated deflection in feet at the top of 
the chimney due to 100% of its weight applied as a 
lateral load. 

lf the chimney is lined, the weight per foot must 
include the weight o[ the lining, and the added stilfness 
due· to the lining must be determined as an equivalent 
thickness of steel. The modified thickness of steel then 
should be used in the appropriate formula given above. 
This has a good correlation with measured periods of 
lined stacks. Gunite lining, e.g., can reduce the period of 
a steel chimney on the order of 15 %. 

Once the period is determined, the calculation of base 
shear, distributed forces, shear, and moment diagrams is 
l'.;scn1i:1llv lhl' s:tnll' as th:lt outlined in lhc illustrative 

problem for the reinforced concrete chimney. The prop­
erties of the steel at the operating temperature must guide 
the allowable stresses. The operating temperature of the 
steel will depend upon Jinings or insulations that may be 
applied to the chimney. Whatever that temperature may 
be, it must be recognized that the yield point of normal 
carbon steel decreases about 1500 lb/in. 2 for each lOOºF 
rise in temperature. Buckling stresses and the need for 
stiffening of the shell also need investigation. Without 
stiffening, the thickness of the shell should be equal to 
or greater than that given by the following: 

- '__!?i_ 1 
- 0.24E' 

(20.7) 

where t = shell thickness in inches 
s, = yield strength of the steel at the operating 

temperature in psi 
E' = modulus of elasticity at the operating tem­

perature iri psi 
D = diameter of the sbell in incbes 

20.3.3 Fundamental Pell"iod of Step-Tapeli'ed 

Towers 

It was mentioned earlier, in discussing methods for 
calculatiog the fundamental period of reinforced concrete 
chimneys, that the Mitchell formula (Eq. 20.3) has 
general application to uoiform, tapered, or step-tapered 
cyliodrical structures. To illustrate its use, and the use 
of the constants in Table 20. l, the period of a process 
vessel not uncommoo in refinery practice has been cal­
culated in Fig. 20.6. Having found the·period to be T = 
1.10 sec, the steps that follow in applying the SEAOC 
code criteria are essentially those outlined in sorne detail 
in the illustration of the 450-ft reinforced concrete 
chimney. The basic difference would be to judiciously 
divide the height to have sections terminate at the break 
points in the elevation, i.e., where the diameter or where 
the unit weight changes. For the purpose of calculating 
the period, these are the only divisions of structure that 
need to be made. However, for purposes of distributing 
the base shear, further subdivision is justified, up to 
perhaps 10 or more. 

It is also recommended that a J factor of 1.0 be used 
for such structures, sine.e it seems reasonable to expect 
that such a structure would vibrate primariiy, if not 
exclusively, in the fundamental mode. 

20.4 WIND AND EARTHQUAKE 

While it is not the purpose here to define wind forces 
(they are quite adequately defined in recent reports-

J. B 
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to the rotation will be 

pr rl (dy\
2 

" {1 [ f"' ("di \2 ' } w 2 

10- r1 --1 J dx -r 9 1 (ro + x) dij} dx ! dx 
-IJ _ O \1 Xj -9 JO O X J 

If it he a:;:mmed that the dyn::i.mic-deftectioa c;_irve is still give11 by 

( -;r.;c) 
y = a \ l - cos 2[ 

the abo,·e contribution of potcntial energy becomes 

w2a2 [ • 11"2 (11"2 - 3 To 11"2 - 4)] 
. p"'. = 2g lJ T¡ 8[ + wl ~ + l -vr-

lntroducing this term multiplied by 2 into Eq. {2-2la), instead of 
the tcrm im·olving T, we obtain finally 

= :H -1 /El+ (w 2~q)[0.-!03r 1~l + a(0.0[140 + 0.1203r0/i)J1Vl3 
P · 'l 1Vl3(1 + 0.227a) 

Si11ce El = 9.21 X 10~·1b-in. 2, lV = 0.25 lb, a = 2%, ro = 2l, r 1 = 3l, 

p = 3-U ~9.21 X l~;: l.268w2 = 53U yl + 0.1378 X 10-4w2 

Thus, when N = O, Pe = 539 radians per sec = 85.8 cycles per sec; and 
when .V = 1,000, 2,000, 3,000, and 4,000 rpm, the frequencies become 
92, 109, 132, and 159 cycles per sec, respectively. 

It is therefore seen that at high speeds the "centrifugn.l stifieníng" of 
the system !s considerable. 

2-7. Effects of Rotatory lnertia and of Shear Deflecticn. The Ejfect 

Fw. 2-19. Eleml.'n-
t:1ry eoIH"l'pt oí rota-
tory i:iert i:1 

of Roiatory Inerti:J.. In all our prcvious work in this 
chapter, the expression for kinetic energy has in­
cluded only the ccntribution associated with recti­
linear motion. It will now be shown that in sorne 
cases the contribution due to rotatory motion can­
not be r;eglccted. Lct us consider the pendulum 
shown in Fig. 2-19 and consisting oí a massless in­
extensible rod with a <lisk of weight 1V at its end. 

If the disk is a thin plate of mdius R, thc square of 
its ra<lius of gyration about the axis of the rod is 
p0

2 =: R 2/2 so that the square of its ra<lius of 
gyration ubout axis y-y or axis z-z wil\ be p 1

1 = R 2/-1. 
Its moment oí incrtia ahout the f-z axis i:; thercfore 
lr p¡ 2 ¡ g. 
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The kinetic energy of the disk for the swing;ing pemlulum is theu 

1 ' •• 
'K 2 _ - ~;' ('2 , 2) 8·2 

p - 2-;¡ • T p¡, 

If we con:oidcr the rnotion mn<le up of a linear d:sµla1:cmc1;t u ;.:; liJ ami 
an angular onc of a ""' cl!J/dx, we muy write 

K 2 - 1 w ·2 ,p - --y 
2 g 

and K ., 1 w ., / d/,)2 

,p- """ 2 -g Pi - \dx K = K, + Kp 

Making the customary nssumptions about thc time function bei11g 
sinusoidal, and generalizing thc conccpt to apply to londings on bca.ms, Wl' 

ha ve 

1 (1 [ (d )2
, 

Kp2 = 2 712 Jo ~ y2 + Pi? d; J Jx (2-30) 

It is seen that the rotatory-incrtin. contribution cf 

1 2 l' w 2 (d!J) 2 d . - p - p¡ - X 
2 0 g dx 

will be of consequence onlj if masses with largc vulucs of p 1 are locu.tcd 
at places where the slopes of the dynn.mic-dcflcction curve are appreciablc. 

As an example, Jet us calculate the ratio of KP/ K, for uniform beams, 
simply supported as well as of the cantilcver type. The possiblc dynamic­
deflection curves are therefore 

y = a sin Trt l K l 9.87 ~~
2 

and--!- = ., 

( 
"ll"X) K1 - .. p¡-

y = a 1 - cos -
2

l o.44 72 

Cor simply supported bcarn:; 

for cnntilcvcr hc:uns 

For solid rectang;ular cross sections of <lcpth h, p 1
2 = h2/l2 :;o that wc havc 

Kp l O 892 h2 
. - T2 

K, = O 4'"'' h2 
• ;),) [2 

for simply supporte<l l>cai:ris 

for cantilcvcr bcams 

Consequcntly, if h/l is Yio. thc kinetic encrgy of translation shoul<l lu! 
increased by 0.822 per cent an<l by 0..15:3 pcr cent, rcspcctivcly, for the 
two types of beams. We conclu<le that only in the case of stul>by bc:i.ni:-, 
will the rotatory-inertia contribution oí the uniform bcn.m be apprecbble. 

However, it should be made clear that conccntratc<l m::i.:;scs with 
con:,iJerable ra<lii "-of gyra.tion mtiy con tribute a great dcal to lhc ki11eti1· 
encrgy by virtuc of thcir rotatory inerti::i.. For ex::1.1nple, a circular rod 
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of l in. dinmeter, l in. long, cnrries a disk of 3 in. diameter and 1 in. 
thieknc,,s at its end (Fig. 2-20). The kinetic-energy ratio corresponding 
to a dcílcetion described by a versed-sine curve is given by 

Kp 11"2Wfp¡2/8[2 + 11"2JV P22¡4¡2 11"2 ap¡ 2 + 2p22 

812 0.227 a + 1 
(2-31) 

K 1 (~~ - -1/7r)wl + W 

In thc cxample a = l/'J, p~ = ,Y.!, and p2 = %, 
Kp · 11" 2 O.llll + 18 
K 1 = 128l2 0.0252l + 1 

If l = 9 in., the ratio is 0.01-18. This means that the translatory 
kinetic encrgy should be increased by 1.-18 per cent and that the natural 
frcquency therefore will be decreased by about ~<Í of 1 per cent. But if 

fJt----0@ 
l = -1.5 in., the energy ratio is 0.0633 
and the corresponding decrease in nat­
ural frequency will amount to about 
3 per cent. A much larger effect is 

F1i;. 2-20. C'an1 ill'wr lwnm with found if the disk is made 9 in. in diam-
1·11tl 111:1,::; p·d1ihi1i11g consid!'ruhle 

eter. For l = 9, a= l/81, and p2 = %, ru1.11ory incni:t. 
the energy ratio will be 0.1505, and the 

corre:<ponding decrease in natural frequency will amount to about 7 per 
C'Cll t. 

Considera/ion of Shear Dejl.ections. The proportions of most beams are 
usunlly such that shear deflections may be neglected, but in sorne cases 
of very stubby beams or in cases where the cross section of the beam 
involves a narrow web it is occasionally necessary to consider shear 
deflections. 

In elementary textbooks on strength of materials, a shear-stress dis­
tribution coefficient l/k' is deduced on the assumption that the warping of 
the benm's cross-sectional plane dueto shearing stresses does not influence 
the flexural-stress distribution. The calculation of the stress-distribution 
foetor thcn involves the static moment µ of one-half the cross section A, 
the '' solid·" width bo of the beam nt the neutral axis, and the moment of · 
i 1wrtia of the cros:;-sectionnl area of the beam about the neutral axis; 
thu,.;, 

1 ' 
k' - or k' = bol 

Aµ (2-32) 

Thc value oí 1/k' for a solid rectangular cross section of dimensions b, h 
is ~ .!• Cor a solid circular cross section it is :%, but for many structural 
~eetions thc abovc formula has no real significance. 

:\lurc rcfincd studic:> oí the simultaneou:; existence of flexura\ an<l 
::.hear dcformations show that, for a beam oí solid rectangular cross section 
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and of relatively narrow width, 

1 3 3 
k' = 2 - 10(1 + 11) 

105 

311 
4(1 + 11) 

~vhere v is Poisson's ratio. The first mcmber 011 thc right-hand si<lc 
is then_ the "crude" v~lue_of l/k' given above, the second term gi\·cs a 
correct~on due t~ long1tudmal stresses, and the third term reprc:::cnts a 
correct1on necess1tated by the lateral deformation of the bc·•ri1 'fl . ·r 

• 1,,,. h ..... 1u,,,1 
11 is 73, we ave l/k' = 1.500 - 0.225 - 0.188 = 1.087 und if ·. 1 _, 
1/k' = 1 50 - - - - · ' . V I:> , 4r . · 0.~4 O.lo - 1.11. In e1ther case, the correct1ons are 
apprec!able, and it m~st be admitted that thc precise valuc of 1/k' for 
an arb1trary cross section has not yet been givcn. 

w 

~~ ----z¿¿ 
Yt 

W IV 

~«:::::::::::::_t u~a 
Ys ~ 

F10. 2-21. The shapes of beam dcftection curves <luc to ftcxure nnd <luc to shcar. 

For open structural sections, -as I beams, the significancc ,of l/k', as 
computed by. Eq. (2-32), is a\most complctcly lost. In such cases the 
flanges contnbute a negligible amount of shearing resistance ¡r' thc 
flexura! neutral surface is parallel to the ftanges, and converscly, if the 
flexura_l neutral surface is parallel to the web, on\y the flangcs contribute 
~preciab\y to the shear resistance. Consequent\y, for such sections, k' 

ay be taken equal to unity, and A is then replaced by a cross-sectional 
area 5 to 1~ per cent larger than that of either the web A

10 
or of the ftangcs 

A,, according to the direction of resistance. 

A simplifi~d analysis of flexure and shear may be made by placing the 
total defle:t1on Y equal to the sum of an indcpendent flexura! dcflcction 
Yt and an md:pendent shear deflection y. and calculating thc two com­
ponent deflect10ns from the differential relations 

and dy, Q 
dx = k'G .. 4 

whe_re the moment M and thc shear Q are functions of x. 
Figure 2-21 shows the shapcs oí y1 and y. for two bcams with concen­

trated loads. We then have 

lVl3 Wl 
Ym .. = ª1 + ª• = 48/a + 4k'G :l. lrl3 ( Hp2) • 

-!87:;/ t + 12 f'ufi (2-:tfo) 
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for the simply supported beum with the io:!d at th.e center and 

'H'P , 1Vl. _ ff!_:_ (1 + 3 _!!P~,) (2-33b) 
Ymru =ª'+a,'""' "E! T k'GA. - 3RI k'Gt~, 

t ·¡ "th load a· the end rt should be noticed th::i.t slope for 3 can 1 ever w1 · ~ · · ~ h of the 
di"continuities occur ir thc curves for y, an<l 'that t e square t ;: 

- · d · d" 1g whether or not to al\.e ratio p/l will be oí grea.t importance m ec1 11 

..,hear deflections into account. . d fl f 
- If we let G = 3E/8 and compare the ratio q of the max11num e ec ions 

a. and a¡, we find that 

a, 
q = - = 

a¡ 

nnd thnt 

¡ 3•) ~ • - p 
J?p 
8 p~ 
Pr 

ª· ¡ 2~;~ ~ 
'1 = a, = 10.i i 

J.:' p 

for simply supported beam with load at 

mid-span 

for cantilc\·er beam with loa<l at free end 

for uniformly loaded, simply supported 

beam 

for uniformly loaded cantilever beam 

(2-34a) 

(2-34b) 

Thercfore in any specific proble!U we can easily determine the order of 
"t d' of a /a and thereby come to a decision whether or not to magm u e • / . 

cmdder shear deflections in natm:al-frequency calculat1ons. 
;cam with Flexure, Shcar, Linear, a11d Rotatory lnerti~. Let us as~u~e 

that shear deflections are of importance. The potent1al enc1 gy o e 

system will then be mude up of the two parts 

1 r 1 d2Y1)2 
l k'GA [I (dy.\)

2 

dx (2-35a) 
P=P1+P.=2EI}o\dx2 dx+2· }0 \dx. 

while the kinetic energy, includi11g the rotatory as well as the translatory 

rontribution, will be gi \·en by 

l ! {' L. ! = (K + K )p2 = - P... w(!JJ' + y,)
2 

dx 
/l. p 1 p ·) g Jo 

- + ~ ~2 l wp2 (~~y dx (2-35b) 

Asan example, we shall choose the 10- by 10-in. l beam,. section CB 103d 

f 1 d in the example relatinlJ' to 8, beam on elast1c supports, an 
ormer y use · ·o . the span 

. . l t the sirrnificance of she:ir distortions as we vary . 
mquire a )OU º d . 1 d d ¡ by 1ts own 
length. The beam is simply supported an is oa e on y 

¡ 
1 
1 
' 
1 

1 
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weight. Figure 2-22 shows thc <limcnsions of the bc::un's cross sceti9n. 
The fol!ow:ng tln.ta are fouud in thc huntlbook: 

w = 8.:3:3 lb pcr in. A. = ::'.':i.1:1 ~q in. 11 = li:!;"", i11:1 

/ 2 = 207 in.~ p 1 =-}_,;¡1i1. p~ = :2.\ij iii. 
E = 30 X 10" lb pcr :,;q in. U "'"" ~l.~ H 

If we calculate the static moments µ 1 and µ2 from thc g;ive11 dimcu~ions, 
we obtain µi = 65 cu in. and µ2 = 30 cu 
in. Conscquently, the- vulucs of the 
shear-distribution cocfficicnts will be 

1 29.43 X 55 
1c; = O.Íf8-5 X 625 = 4A7 

1 29.43 X :30 
k~ = 11.12 X 207 = º·383 

At first sight, we muy conclude that the 
shear rigidities kiAG and k;AG of the ::;ec­
tion for the two direct!ons differ greatly. 
There is, however, sorne question as to 
whether or not we_ are justificd in taking 
(boh equal to 11.12 in., since, at distancc:s 
slightly greater thu.n ó.343 in. to the left 

2 

1---

0.685 

F10. 2-2:!. Vimcnsions oí IU- hy 
10-in. WF bcr.m w<'ighing IOtl 
lb pcr ft. 

orto the right of the centcr 1ine of the web, the thicknes:; i.s not 11.12 in. 
but only 2 X 1.118 in., making thc valuc of l/k~ at that \ocution cqual 
to 1.90, an enormous change. Since extens\ve teets ha ve shown thn.t the 
shear-rigidity ratios of the two directions of many structural scctions 
are fairly well given by the ratio of the web arca to the flangc arca, wc 

use the empiri'cal relation by which ki as well as k~ is placed cqual to 
unity, and by which the web and the flange ::neas A,. an<l A 1 are incrcnscd 
by, say, 8.5 per cent, the average of the range indicutc<l bcforc. This 
gives 

kiA 1 = 1.085 X G.OG G.58 sq in. and 
k~..1 2 = l.085 X 2~U~ = 25.1~ sq in. 

With the formerly assumcd valuc:; of E an<l G, thc slicaring; rig;iuitic:; 
of the beam in thc two directions then becomc 

kiA 1G = 74 X 106 lb per radian and 
k~A 2G = 282 X 106 lb pcr ra<li:rn 

From now on, we re:;trict our example to the <lircction 1-1 of Fig;. 2-:22 
about whir·h thc ílexurnl ¡jgi<lit.y i:; n. r;in.xirnum a11tl thc shc:uing rigiolity 
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is the minimum. \Ve then have 

1,.~El 1 
= !),375 X ¡os lb-in.! ?>.-~k;AP = 37 X 106 lb per radian 

-Viw = -l.17 lb per in. _Y2wp~ = 88.8 lb-in. 

The next step is to assume a plausible deflection curve fo~ the resulta~t 
d na mi e distortions. \V e know that the ftexural-deflect1.on curve w~ll 
h~ve a sinusoidal shape and that the static s_hear-deftect10n curve w1ll 
be of parabolic shape. Since the two do not d1ffer markedly,_ we ass~me 
that the one of sinusoidal :;hupe may be used for purposes of rntegrat1on. 

Accordingly, we write 

11"X • 11"X 
y = y1 + y. = (a1 + a,) sin T = (1 + q)a¡ sin T 

so that 
dy¡ 71" ,'lfI dy. 71" 11"X te 

a co::s - d.,. = qa¡ -l cos -l e . 
d.r. = I I l .., 

· · · . by En (•J-3.J:b) and must now be interpreted as being The ratio q is gn en .,. -

25.G Pi~ 25.G I 1 25.G X 625 2,430 
q = k; p = --r:r A.

1
l2 - 6.58F = -p-

Evaluation of the four integrals of Eq~. (2-35a) and (2-35b) will then 

give 
p' = },~E I a/7r•z-a = 457 X 109a,2l-ª 

P - 1 'G 4 a ~1r~q2i-1 = 183 X lOªa,2q2z-1 
, - /4 • 1 I 

K, = ~'.t ~ a/(l + qfl = 5.40 X 10-aa,2(1 + q)2l 
- (J 

K = v4 ~ a/p211"2i-1 = l.135a¡2l- 1 

p ; (J 

It is seen that the values of the integrals dep_end_ on various po_we_rs oi 
thc ,pan \ength l of the beam, with the ratio q bemg mver~ely proport1ona~ 
to ,;_ The square of the frequency of the uniform and s1mply supporte 

I be::im of our example is then gi,·en by 

p + p, .¡57¡- 3 + 0.183q2l- 1 

1 
X 1012 

P] •• = ¡/_, + K. = 5.-10(1 + qrl + l,135l 

.lf the span of the beam is now taken equul to 20 ft, or 240 in., we have 

• _ 330.G + 13.56 X 10~ = 2-1,370 or PI•• = 156. l radia.ns per sec 
Pi·• - 1-10.G + 0.-17:23 

or 2-U) cvcles pcr scc is the approximate natural frequency. lf we 

l l- Jº ·tortion and rotalory-inertia effccts, we wuuld place q, 
ne~ ect ~ 1car- 1~ 

- l 
1 
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P., and K. equal to zero and have 

P 2 = 457 X lQl!L-J = 8-163 X 10121-4 = 2.'5,510 
I 5.40[ . • 

p1 = 159. 7 ra<lians per sec = 25.-l cycles per scc 

Consequently, the presence of shear distortions and rotatory-incrtia 
loading will lower the frequency by only 2 pcr cent if thc I bcam is 
20 ft long. 

In Table 2-2, we can notice the changes in the natural frcqueney 
as the length oí the I beam is reduced. It is interesting that thc fi ve 
beam lengths covered in Table 2-2 correspond to the vibrational con­
figuration of the beam when it is vibrating in its fundamental, second, 
fourth, eighth, and sixteenth natural mode. The five natural frequencics, 
computed by the exact anal y sis, are shown in the seven th row of the table 
for a comparison. 

TABLE 2-2. SnEAR- .-1.No RoT.-1.ToRY-INERTrA EFFECTs oN FREQUENCY oF 

U:-11FORM SnrPLY Si;rroRTED IlEAl!S 

l, ft .................. í 
l/h ........... ...... 1 

q=a,/a1 ........... ¡ 
p,, radians/sec . . . . . . j 
PI•• · · · · · · · · · · · ¡ 
Mode numher ....... . 

:;:~~·.· .· .· : : . : : .. : : .. : : . ¡ 

20 ¡ 10 . l 5 2. 5 l 1 . 25 
21, {i l 10. 8 1 5. 4 "!.. i 1 :~5 
0.042 0.16!) 

1 o ü75' "!..iO ! 10 80 
IGO j 640 2.560 , 10.:!40 i .JO.!IGO 
156 587 1, 94;¡ 

1 ? .J 
151 G j 570 1,905 
15i 1 592 1.978 

1 

5,:?18 11 ,iW 
8 Hi 

5,208 11,715 
5,a2:1 11. U:?5 

It is clear that a lowering of the frequency duc to :;hear-deftection and 
rotatory-inertia loading becomes important as the ratio l/h decrcascs. 
Thus, when l/h is 5.4, the lowering amounts to about 2;) per cent. Thc 
exact frequencies are in fair agreement with the approximate oncs, an<l 
they are all lower thnn thcse. In the Jast row of the table, a frequency p~. 
is given; this is the rcsult of a short-cut mclhod explained below. It 
should be emphasized that Eqs. (2-35a) and (2-35b) can be extended to 
take into account complicated mass distributions as wcll as eoncentrated 
masses. Moreover, they can be madc to apply to a beam who:sc cross 
section changes over the span. For such prublcms, thc cxa.ct a11alysis is 
too involved to allow 'applicution, but thc potcntial- ami ki11ctic-c11cr¡;y 
method gives numerical results of rc:.L-.;onahly p;oml approxirnation. 

Short-cut Estima/e of Shcar Ejfccl. Compute the ratio of maximu111 

shear deflect.ion to maximum flexura! dcflcctio11, thc vn.luc q, by Eq. 
(2-3-!a) or {2-34b), usirrg the appropriate cucftlcicnt :rn<l cxprc!'sion accord-
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ing to the type of_ the b0•.;u':; c:-os~ section. Then, 

/

.--l -

' L 

Pr. 0-= pr -~ r~q 

In our numerical exampie, the lieam was uniformly lo::\<le<l and simply 
:.upported. Con~e~¡ucntly, the eocfficient is 25.G~ gi\'mg q -= 2,-130/l~. 

It i-; sec:n that p;. i;; always highcr thn.n P!•P· 
The condusica may therefore be drawn thn.t shear corrections can be 

eslimated by the above short-cut formula and that. only for short beams 
·will the corrcctions be apprec:iable. In subseq11ent chapters, we shall 
consid.cr the higher modes of vihration of beams in which shear- a.nd 
rot:ltol"y-iuertia corrections increase greatiy with the mode numbers. 
Thi:; i:; in ob\·ious agreernent with our present finding for a simply sup­
ported beam, namcly, that the effect !ncreases with p/l, if we interpret l 
ns one-hulf of the effective wavelength of a higher-mode displacement 
confióuration. 

2-8. Building Vibrations. For sorne purposes of a.nalysis, a ir..ultistory 
buiiding may be consíJ.ercd a vert.ic:il cantilever beam, "pla.nted" in or 
p!aC"cJ on an elastic wil. For lateral, p1irnarily horizontal vibrations, 
we ~hall find that shear deflectioris are oí great importance even for the 
fundam•:!ntal-mode frequency sinct:: the p/l ratio of most buíldings is 
comparatiYely iarge. · 

Depend!ng on thc buil<ling's typc and size of foundation as well as on 
the rigídity constanls of the near-surface geology oí the building site, we 
shali find a lo\1·ering of the fundamentP.l frequency of the structure as 
comparcd with that of a sintilur :;trucbre on a hypothetically infinit.ely 
rigid soil. 

"Planting" St:jfncss of Bui"lding un GPmnd. Analytical1y, wc candis­
tinguish two stiff nesses arising from fo13 intera~tion of the foundil.tion 
and its surrounding soil, [>. translatory one that depends cm the depth oí 
planting as wcll as on a hori:rn:ltal she!l.r stiffness oí th1;i soil itself, and a 
rotatory :::;tiffness that dcpends mai~1ly on the vertical compressional 
l'ia:;ticity of the site and only secondarily on the depth of plantiag. 
1Jealizi11g; thc situution :mthcr by n1:blccting the depth of planting, we 
have the stiffi:ess con:st::i.nts !.: 0 ::rnd :K'. 0 for 11. building, resti1!g on a rigid 
Í11at fonn<lution <lirccdy :)n top of thc soil. 

ka = 8nbh lb pe1· in. and 

1 1 bh 3 

Xa = f.v 1'.2 l hb 3 
!L-in. per radian (2-:37) 

where h :i.nd b nre th1~ horizontal <limen:;ions of the rcctanguln.r foundation 
a11d the t wo fou!ldat!on rnoduli f,;: and f.v are expres:scc.i in pounds pcr 
square inch pcr inch. 

ENERGY METHODS 
111 

"bRi::·d Buih·z,Hng on Elc:slic Jfassless Soil. For n. horizontal t·1·ºn"l'1to'1·)' 
v1 ra~10n t b ·¡d· ·n " ·· , 
k e ~ . e U! _mg w1 br! n.ctcd l!pon only by tlie ground ,.,fiff11" .. 

· on:-.equc11Llv t d , . · l A • • • ',.,,., 

u • .J' 1 S ) ll,LllllC: f':H:t'tlOll w¡ll !J,. t:OllS'"'l't OV . 't.. 1 
and its frequency will be .. .. . ... . c1 i "ien~t. i, 

J
--·c 

- ,, :J 
P• - "' !J 1V ( ')_º.'C) 

• ..1,,;..:>, 

For a rotatory motion of thr: rigid b~1ilding about a p:·int:ip·tl '1XÍ . 

!~~:ted on t_?
1
P
1 

bof the s~il, p~ralld to the b dircction, Lhe ::lyi:amic~dc~:~(·~ 
curve w1 e a strawht hne y - n d h . 

Prop t . 1 t º - ux, an t e rcstormg m,1mcnt 'Viil º" or 1ona o X O I' th h ·¡¿· h · . · v 

un ·r . t ª : •. e. m mg eight is l nnd thc constrnction i:-i 
1 orm, I s rnomenL of ,rn0rt1~ ubout the axis of rotntion will he 

iv ( '!. _ h2) 
9 \3 t 12 

and its kinetic energy will be given by 

[( z._ 1 w (l 2 h/) 
p - 2 g 3 + T2 p2(J2 

The potential enr,rgy will -.t f . 
dastic origin and, a ¡ ~ • t" cons1s ºr two _pn.r_t.;, a pos1tive contribui:.ion cf 

11..:ga we one o gr:w1ta~1onal type. 

P - P -- l ,,,.• e2 l tVl(I 1 ( lVl) 
• g - 2 •Ag - 2 r - COS 8) ::::< 2 \ :JCg - 2 o~ 

Consequently, the frequency will be given by 

~
--X -=:-¡~l'l 12 p - q ' I 

' - g lV(tt/J + h2/12) (2-'.~!J) 

showing that the rigid building will topple over-it.s 
approach zero---whcn - frequcncy will 

¿2 = 2Xo = ~ Z.,/¡ J f.v 
w h w (2-W) 

Stiffness and .'1'J as~ Ejf e t 'Í G d I 
stiffnesscs k . ~ e o roun . n calculating the two ground 

~ anJ X~ from ::;upposc<lly k11ow11 ground mo<luli t; ·111d t; 
we roa.y assume that thc effect· , . f h . . . u · ,., 
ground is el!" r l . , 1 l\ e a1ea o t e buddmg rn contact with thc 
the fact that1~h1ca .1;:teac of_ rectangular. This will take into account, 

less confined a:d s~1h oc/1t~d 1111 thefTcor.ner regions of thc contact arca is 
How ere o1 e css e ect1vc than for locatious closcr in 

ever, t_he _values of f,!f ami 0v r!.re usually not known a priori to mor~ 
than one sigrnficant figure sinee their eval af f. 1 '· 
cannot be trustcd to a J 1 ' .. . • . ~ ion .1 om auorutory te:;ts 
fi 1'l , 1 . l p y h1th muc.:h prec1s1011 to in :>Ütt l:Oilllitiüw·.. ,\ 

e , C\ a uat1on of eu and 0v-aftcr thc li111·lcl1·11º"" 11·,"' • 
•v l>C:Cll crcf'tl'd -·liy 
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Efectos sísmicos en estructuras en forma 
. de péndulo invertido 

Octavio RASCON CH. * 

INTRODUCCION 

En la práctica se presentan estructuras consti­
tuidas por una sola columna la cual sostiene una 
cubierta que puede ser una losa o un cascarón. Su 
comportamiento dinámico debe estudiarse consi­
derando· el efecto que la inercia rotacional de la 
cubierta induce en el movimiento total de la es­
truc:tura. 

A principios de este año se presentó en Califor­
nia, EUA un trabajo' en el cual se trató este pro­
blema desde un punto de vista energético. Se cal­
culó sólo· el período fundamental y con base en 
él. la respuesta de la estructura a un determinado 
temblor. Los periodos calculados para cuatro. es­
tructuras de es~e tipo ya construidas fueron me· 
nares que los medidos in situ. La discrepancia fue 
ntribuida a efectos de rotación y traslación de la 
base. 

El objeto de este trabajo es introducir un análi­
sis modal, el cual nos proporcionará los efectos del 
acoplamiento que existe entre los modos de vibra· 
ción. También se tomarán en cuenta en forma 
aproximada los efectos de rotación y ·traslación 
de la base. 

CALCULO DE FRECUENCIAS. Y 
CONFIGURACIONES MODALES 

DE VIBRACION 

1. Sucio riJ7ido 

Para el caso' en que el centro de gravedad de la 
cubierta se encuentra localizado en la prolongación 
del eje de la columna, el movimiento de la estruc­
tura podrá estudiarse en dos direcciones perpen­
diculares entre sí. En tal caso el problema podrá 
discretizar!\e como de dos modos de vibración aco­
plados en cada dirección. 

Para el cálculo de las frecuencias de vibración 
se idealizará la estructura como de comportamiento 
lineal. constituida por una cubierta infinitamente 
rígida de masa simétricamente distribuida y sopor­
tada por una sola columna. Como primer caso se 
considerará al suelo infinitamente rígido ( fig. l). 

En fig · l . 

lV = peso de la cubierta más la parte tributa· 
ria de b columna 

f = momento de inercia de la masa de la cu­
bierta respecto al eje z 

----
• Asist~ntc de lnvest1gador, Instituto de Ingeniería, 

UNAM. 

X 

L 

J_ 
F10. 1. Péndulo invertido 

E = módulo de elasticidad del material de la 
columna 

le = momento de inercia de la sección transver­
sal de la columna con respecto al eje z 

C.G. =centro de gravedad de la cubierta 
L = distancia de C.G. al suelo. 

Para la columna mostrada en las figs. 2a y 2b. 

T 

L 
1 
! 

k = rigidez por traslación (fuerza horizontal 
aplicada en C.G. necesaria para que este 
se desplace la unidad) 

k, =rigidez por rotación (par aplicado en C.G. 
necesario para producir un giro unitario 
a la altura de C.G. 

0 =rotación en C.G. debida a la fuerza k 
8 --: desplazamiento lateral de C.G. debido al 

momento k,. 

k=3Eic 
l3 

Ele 
kr=-¡::-

8= ~ • .l... 
2Eic 2l 

J_ -- lo. r l 2 L 
8=-- =-

2Elc 2 

Pre;. ·2. Rigideces 
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Despreciando las deformAciones por cortante, 
las expresiones para k. k ,, 0 ,Y 8 pueden encontrar­
se por estática y v~len 

1 

k = 3El,.r!L3; (la) 

k, = El,/L; 

0 = l.5/L 
8 = L/2 

(2a) 

( 1 b) 

(2b) 

Para una fuerza de magnitud ak. el desplaza­
miento será a y el giro a0. Para un par de magni­
tud f3k, el giro será f3 y el desplazamiento f3B. Al 
aplicarse ambos simultáneamente, el desplazamien­
to total de C.G. será x1 y el giro e1 ( fig. 3). 

Xt=a+,88 

e1 =a8+,8 

FIG. 3. Dcspla=amientos y giros totales 

Por tanto los valores de X1 y e1 quedan dados 
por 

~t =a+ {38 

E¡= a0 + /3 
(3) 
(4) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 3 y 4 para 
a y /3. y utilizando las ecs 1 b y 2b se obtiene 

en las cuales 

a= (x1-kr'yt1)/K; 

f3 = (e 1 -kyxi)/K 

(Sa) 

(Sb) 

y= L2/2Elc; (6a) 

K =' 1 - kL3/4Elc = 0.25 (6b) 

Para las oscilaciones del péndulo mostrado en 
la fig 1. el diagrama de cuerpo libre de la cubierta 
está indicado en la fig 4. Las ecuaciones de movi­
miento, despreciando efectos gravitacionales, serán 

mx1 +ka= o 
¡~·¡ + k,[3 = o 

(7) 

(8) 

posición de 
equilibrio 

x 1 = desplazamiento 
del c;entro de gro 
vedad de la cubier 
ta -

E 1 = rotación del cen­
tro de gravedad 
de la cubierta 

m X1 + k C1 = 0 

J Et + krf3= o 

F1G. 4. Diagrama de cuerpo libre 

Sustituyendo a (Sa) y (Sb) en (7) y (8) se 
obtiene 

mx1 + (kx1 - kk,yei} /K -'0 

/i'1 + (k,e1 - kk,yx1) /K =O 

(9) 

( 1 o) 

Las ecs. 9 y 1 O se pueden expresar matricial­
mente en la forma 

[ m º] [~1 J + ~ [ k -ykk,J [ X1 1 =O( l l) 
o I ' E¡ K -ykk, k, E¡ J 

Utilizando las ecs la, 2a y 6a se encuentra que 

ykk. = Lk/2 ( 12) 

Puesto que el movimiento es armónico se tiene 
que 

x1=-~x1 y i:~=-~e1 (13) 

en donde 111 es la frecuencia circular natural de vi­
bración. 

Sustituyendo las ecs. 12 y 13 en ( 11 ) se obtiene 

Factorizando en la ec. 14 

(15) 

La ec 15 representa un sistema de ecuaciones 
homogéneas, el cual, para tener soluc,ión diferente 
de la trivial. necesita que su determinante sea nulo. 
Por tanto 

le ' 
--m1112 

K 

Lk 

2K 

Lk 

2K 

!:.._ _ ,1112 

K 

( 16) 
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Desarrollando el determinante se llega a 

m/w4 - ~ (k/ + mk,)w~ + 
K 

+ -
1 

(4.kk - u k2 ) =o 
4

.. 1 

K-
( 1 7) 

Dividiendo ambos miembros entre m] y conside· 
randa que L2k~ = 3kk, se obtiene 

· kf -l- mk k k 
w 4 - --' --' w:! -j- r =O ( 18) 

tnf K 4m]K~ 

que es una ecuación de segundo grado en w:?, cuyas 
soluciones son 

w:! 
1" 

k/ + mk, 
- + 
- 2tn/K --

-+- ¡· (k/ + mk,) 2 
_ k k, 

- \ 4m2 ]2 K:i • 4m/ K2 ( 
19

) 

Dividiendo numerador y denominador de ( 19) 
entre mJ 

k/m-+ k,// 
- + - 2K -

± L ~(k/m·+ kr/]) 2
- (k/m)(--;,/J) 

(20) 
Llamando a 

k/m = p~ = cuadrado de la frecuencia circular na· 
tural por traslación 

k ,/ J = n~ = cuadrado de la frecuencía circular na;· 
tural 'por rotación 

se obtiene 

w;,2 = 2(~!! + n:i ± 

± ~(p:!+n2 ):!-p:?n:i) (21) 

Div,idiendo ambos miembros de ( 21 ) entre p~ y 
haciendo w" / p" = >.. y n" / p~ = p. se llega a 

AJ,:! = 2 ( 1 + p. ± V ( 1 + ¡.t) :! - µ.) ( 22~ 
Es interesante notar que si/ = O (masa caneen· 

trada) de la ec 17 se obtiene w:? = k/m = p'.!.. 

Las configuraciones modales pueden obtenerse 
de cuc:ilquiera de las dos ecuaciones algebraicas 
contenidas en la ecuación matricial dada en ec 15. 
La primera de ellas es 

k · · Lk (- - mw!!) X1.11 - -
2

- E1,11 =O 
K il K 

(23) 

donde el índice n indica el número -del modo y de 
la cual se obtiene 

Xi,,,/~·,,,,~ ~:/G-mw;,) (24) 

dividiendo numerador y denominador de ( 24) en· 
tre rri y considerando que K = 0.25, k/m = p" y 
que "-n = w~/p~ se llega a 

X1,n/e1,n=2L/(4->..,.) (25) 

· Si se desean tomar en cuenta las deformaciones 
por cortante basta con modificar las rigiclt:ces me· 
diante un análisis de est:Hka y partir de nuevo de-· 
la ec 17 sin considerar que Uk 2 = 3kk,. Si existe 
excentricidad en alguna dirección su efecto podrá 
tomarse en cue.nta intmduciendo un arado de liber· 
tad adicional. · 

En las figs 5 y 6 se encuentran representados íos 
resultados de las ecs 22 y 25. 
),, 1 

~::tt,-l--,-r-=1--
0 1 2 3 4 5 G 7 e'j: 

),, 2 

35 

1 1 :: 1-----+---T~----,.1-,,'-
I 

1 20 1-----.----~--+-----¡ 

1 1 

1 

'5 

to 1----,,,~---!-----+----L_, 
1 

º '---+--'-----+---'----+____:..__ _ _¡..¡ __¡__I --11:11oo 

o 2 3 4 5 6 7 

FIG. 5. Gráfica de frecuenc,ias 

IX/U/& ·~ -H----1--· +- __ ll ____ '' 
3 1 1 l 1 

2 --i-t- -----ti! _______ -l . ,! __ 

i 1 :1 

1 ' 5 10 15 <:O 
'-+-'--+--l ·;::i;;;j;,.--t-o 

4 1 1 >. 
- t 1 1 i 1 

1 
1 

1 1 1 

, 1 1 ·1 
- 2 r~---t·1--- --- 1- --- ---- -¡-------¡ --
- 3 t i 1 1 . ' 

+ 1 ¡ i 1 

-
4 r--- --: r- -------¡-.. ---.1-----1-

fJG. 6. Gráfica (x/ L) / r vs A. 
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2. Suelo f lexiblc 

Al oscilar una estructura cimentada en suelo 
blando, existe interacción dinámica suelo-estructu­
ra que en la mayoría de los casos no debe despre­
ciarse al calcular las frecuencias y los modos de 
vibración . En lo que sigue se propone la adaptación 
de un método numérico para tomar en cuenta di­
cho efecto. 

Las restricciones del suelo serán idealizacias me­
diante resortes de comportamiento lineal; uno para 
desplazamientos lineales horizontales y otro pa­
ra deformaciones angulares de cabeceo de la ci­
mentación ~. 3 • 

En la fig. 7 se hace referencia a los parámetros 
C)Ue a continuación se mencionan 

I< = rigidez del resorte correspondiente a la 
traslación de la base ~ = CTA 

CT = coeficiente de cortante elástico uniforme 
del suelo. 

A área de contacto de la cimentación. 
R rigidez del resorte correspondiente a rota-

ción de la base ~ = C.,,Ib - W'y _, 
Crp = coeficiente de compresión elástica no ~ni­

forme del suelo. 
h = momento de inercia de área de la base de 

la cimentación con respecto al eje z' 
W' = r (" ' . I•· la estructura 

y allu1 .. "'"ª ... .:ntro de gravedad de la c:;­
tructura sobre el nivel de desplante 

F 
X 

M 

f 

mw~X 

desplazamiento t g !' total en C.G. 
l . ¡', ·,, •• w;,e 

desplazamiento angular tota! en C.G. 

Posición 
de equilibrio 

L':::::: altura de C.G. sobre el nivel de desplante 
x0 = traslación de la base 
Eo = rotación de la base 
X¡= a+ ¡38 
E¡= {3 + a0 
X 2 = L'Eo 
a= F/k 
{1 = M/k, 

/ . L. 8. e. k, k,. x1 • E1 y W ya definidos ante­
riormente. 

El problema será resuelto utilizando un proce­
dimiento iterativo y la tabulación propuesta por 
N. M. Newmark4 ; se despreciarán la variación 
de la rigidez ·de la columna debida a la fuerza 
normal W y los momentos en la misma, causados 
por la excentricidad del peso debida a deforma­
ciones de la columna. 

Sean 

F 0 = fuerza horizontal en la base de la cimen­
tación= F 

M 0 =momento flexionante en la base -de la , ci­
mentación = M + FL' 

X
0 

= Fo/K . . 
Fo = Mo/R 

A continuación se ·describe ·el procedimiento & 

seguir: 

J. Suponer valores para x y E · 

2. Calcular F y M ·_. usando ,las expresiones 
F = mw~ x y E = /w2 

E. En .esta etapa el valor 
n '' . 

de wn aún no se conoce; por tanto se llevará 
como factor común ' en el resto del cálculo 

F1G. 7. Modelo de interacción dinámica suelo-estructura 
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3. Calcular la fuerza y el momento en la base me­
diante las fórmulas 

. Fo = F y Mo = M + FL' 
4. Encontrar ios valores de los desplazamientos 

Xo = Fo/K Y Cu= Mo/R 
5. Calcular l0s valores de los parámetros a = F / k 

y_~·= M/k, 
6. Efectuar los productos {38 y atl 
7. Calcular ,x1 = a + {38 y 1: 1 = /3 + aE> 
8. Efectuar el producto x~ = L'eo . 
9 .. Calcular los desplazamientos lineales y angula­

res totales de C.G. mediante las expresiones 
x' = Xo + X1 + x~ y .e' = eo + e1 

JO. Encontrar el valor de w~ mediante los cocien-
tes ~/~ye/e' . 

11. Si l$)S valores de w;, calculados en el paso an-
ter(or son aproximadamente iguales, el proceso 
hab~á concluido. En caso contrario repítase la 
secuela utilizando corno valores de partida para 
x y r los encontrados en etapa 9 o valores 
cuyo cociente sea igual al de x' entre e'. El 
proceso . deberá continuarse hasta lograr la 
aproximación deseada. 

EJEMPLO DE APLICACION 
~ 

Con motivo de ilustrar los conceptos enunciados 
anteriormen.te se calcularán las frecuencias y mo­
dos de vibración de un cascarón ya construido en 
California, E UA ( fig 8). Los datos necesarios 
han sido. extraídos de la ref 1. Se computarán tam­
bién las respuestas sísmicas suponiendo que esa es­
tructura fuera a construirse en la zona blanda de 
la ciudad de México. Se utilizarán por tanto los 
parámetros elásticos de las arcillas del Valle de 
México :Y los espectros de diseño propuestos en el 
reglamento de construcción para el Distrito Fede­
ral 5

• 
•, 

Los datos necesarios de la estructura son 

L :419 cm. 
L' = :480 cm 
y ~49 cm _ 
W = 20, 450 kg ·(m = 20.81 kg seg2 /cm) 
W' = 43. 600 kg 
h 1.775 X J011cm 4 

/,. 1,.065 X IOºcm4 

k 1.266 X 104 kg/cm 
k, 7.41X108 kgcm/rad 
J 1.386 X 10° kg seg 2 cm 
H 0.00358 rad/cm 
o ?08 cm/rad 

Las e'xpresiones para 
tes~ 

CT y Crp son las siguien-

.. E' 1 E' l 
CT = Fi--_ !AA' Crp=Fi---- (26) 

1 - v2 v .n. 1 - v2 y1A" 

En ecs 26 

E' 
I' 

módulo de elasticidad del suelo 
relación de Poisson del suelo 

A área de contacto de la cimentación 
F 1, F 2 = factores de forma de la cimentación 

Para el caso de la zona bianda del Valle de 
México un valor representativo de E' es 50 kg/cm2 

y v _:_ 0.5 6 • Para una cimentación cuadrada los 
valores de F 1 y F2 son 0.701 y 2.1 l respt>ctiva­
mente. , 

Sustituyendo valores en ecs 26 se obtiene: 

CT =0.123 kg/cm3 

Crp = 0.369 kg/cm3 

CASO l. SUELO RÍGIDO 

a) Cálculo de frecuencias y modos de vibración 

Para el cálculo de las frecuendas de vibración 
usaremos la fórmula dada en ec 22. Los valores de 
los parámetros a sustituir son 

p2 = k/m = 608 (rad/seg)~ 
n2 = k,// = 535 (rad/seg) 2 

µ. = n2 /p2 = 0.882 

con los cuales 

A1.~ = 2( L882 ± Y3.55-0.88:i) = 0.494; 7.034 

Por tanto 

w1 = V0.494 X ~08 = \l300 = 17.32 rad/seg 

w2 = Y7.034 X 608 = V 4260 = 65.30 rad/seg 

Los periodos naturales son 
T1 = 27r/w1 = 0.362 seg ( T1 obtenido de un regis­

tro de vibraciones libres de la estructura y 
reportado. en ref 1 = 0.483 seg) 

T2 = 27r/w2 = 0.096 seg 

Comparando los valores calcuhdo y medido de 
T1 se puede ver la importancia de la interacción di­
námica suelo-'estructura. 

Las relaciones modales se obtienen de las ecs. 25 
y sus valores son 

·2x4t9 ·· 
x1/f.1 = 4 _ 0.494 = 238 cm/rad 

2 X 419 
xjE2 = 

4 
_ 

7
_
034 

= 275 cm/rad 

b ~ Respuesta sísmica 

Para el cálculo de la respuesta sísmica de siste­
mas de varios grados de libertad es necesario 
calcular los coeficientes de participación de cada 
modo de vibradón. Se puede demostrar 1

. que para 
este caso es aplicable la siguiente ecuación 

e _ X~M·T 
n - XT MX 

ti '~ 

(27) 
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~ 
L---~ 

·, ~:~.~) 1 L.:";._ ______ .L.J,. ______ __, 

346 

1 
B B 

_J ELEVACION 
- ....----...__.______, 

61 

>----382 -·--~ . 

_20 

7.6 -1 r-

CORTE A-A 
915 

Acotaciones en centímetros 

F1c. 8. Cascarón utilizado para ejemplo. (Después de R. McLean) 

en la cual 

1 es un vector que representa los desplaza­
mientos estáticos de cada grado de liber­
tad de la estructura inducidos por un 
desplazamiento estático unitario de la base. 

X,. .es el vector modal para el enésimo modo 
( n) 

M .es la matriz de inercia y 

X,~ es el vector traspuesto de X,. 
Para nuestro caso se tendrá 

¡ = [ X, 81
] = [ 1 J 

f'est O 

- [ 238 J Xi= 1 ~. - - [-275 J X~- 1 

X~= [238 1 J. x; = [-275 i J 
- [ m O J M= O ! 

' o J-
1.386 X 106 

Sustituyendo valores en ec 27 y efectuando los 
productos matriciales en ella indicados se obtiene 

4,960 
C1 = 2.566 X lOº = 0.00193 

-5.720 -
. C2 = 2.959 X 10º = -0.00193 
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. ..;-. 

El valor absoluto de la respuesta máxima en 
cada uno de los modos será 7• 

[
V,. = fuerza cortante J í m 
M,. = momento flexionante = ¡e,.¡ O 

donde 

~]X 
(28) 

San = ordenada del espectro de aceleraciones 
afectada por el coeficiente sísmico e = 
= 0.15. 

El espectro que será utilizado es el propuesto 
en el reglamento de construcciones del Distrito 
Federal é ( fig. 9). Los valores de las ordenadas 
espectrales correspondientes a T1 y T2 son 100 
cm/seg2 y 80.6 cm/seg2 respectivamente. 

Sustituyendo valores en ec 28 se llega a 

[ 
957 kg J 

268.~00 kg cm 

[ 
. 893 kg l 

216.000 kg cm_. 

(29) 

(30) 

El criterio propuesto en ref. 8 será utilizado 
para el cálculo de la respuesta total (considerando 
los efectos combinados de los dos modos). Por lo 
anterior la respuesta total de la estructura valdrá 

V = Y Vi + V~ : M = V Mi + M~ 
(3la, 3lb) 

En ecs 3la y 31b 

V = fuerza cortante total en la columna 

Sa 
g 

0.5 

g = ocelerociÓn de 
lo gravedad 

Sa 2.5 
g-=-:¡:-

So g-= 0.5 il +T l 

FlG. 9. Espectro de aceleraciones 
(Después de E. Rosenblueth y L. Esteva) 

M = momento flexionante total en C. G. 
Sustituyendo los valores dados en ecs 29 y 30 

en ( 31 ) se obtiene 

V= 1,310 kg : M = 344,000 kg cm 

El momento en la base de la columqa valdrá 

Mb = 344,000 + 1.310 X 419 = 893,000 kg cm 

Los resultados de este caso se resµmen en la 
fig. lOa. 

CASO 2. SUELO FLEXIBLE ' 

a) Cálculo de frecuencias y modos <Je Pibració1, 

Para considerar la~ restricciones del suelo em­
plearemos el método propuesto anteriormente pro­
cediendo en forma tabular. Sustituyendo valores 
en ecuaciones para K y R se obtienen 1.88 X 104 

kg/cm y 6.35 X 108 kg cm/rad respectivamente. 

PRIMER MODO 
Parámetros Valores (ler. ciclo) Facto'r común 

____,:_ -----

~· e (supuestos) x = 400cm E = } rad 

F = m w~x. M = J w~e F = 8320 M = 1.386.000 w~ 
l 

Fn =F. Mo = M + FL' Fo= 8320 Mo = 5,376.000 '''Í. 

Xo = Fo/K. Eo = Mo/R Xo = Q,4420 Eo = 0.00847 2 
w! 

a= F/k. {1 = M/k,. a= 0,.6570 fJ = 0.00187 w2 
l 

(3 s. a() /J s = ().3892 a()= 0.00235 mi 

X1 =a+ (3 8, F 1 = {1 +a (J x, = 1.0462 E¡= 0.00422 2 w, 

X2 = Eo L' X2 = 4.0650 w2 
1 

x' = Xo + Xi + X2. e'= fo+ F 1 x' = 5.5532 e' = 0.01269 w2 
1 

wi = x/x'. ciJi =e/e' 72.0 78.7 

.X~= [ 438 1 l 
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PRIMER MODO 

Parámetros Valores ( 2° ciclo), Factor común 
-----------------------------------

X, E 438 

F.M 9130 1,386,000 w2 
1 

Fo, Ñlu 9130 5.766,000 w2 
1 

x.,, fo 0.4860 0.00910 w:.! 
1 

cr, /3 0.7210 0.00187 w¡ 

{38, aB 0.3892 0.002585 w2 
1 

X1, Ei l :1102 0.004455 w~ 

X2, E:? 4.365 w2 
1 

X
1 

E
1 5.961 0.013565 w2 

1 . 
73.5 75.8 <tti 

-----------------------'------

Suponiendo que la aproximación es suficiente 
resulta 

x'/E'=440, X;= (440,l], w~__:__74(rad/seg) 2 

T, = 0.731 seg. 

El procedimiento para el cómputo de los pará­
metros del segundo modo es el mismo, sólo que 
la configuración supuesta deberá "limpiarse", an­
tes de proseguir el cálculo, de las componentes del 
primer modo que pudiera contener. Se demues-

tra 1 que si X~ es el vector de la co~figuración 

supuesta, el vector 'libre de componentes del pri­
mer modo queda dado por 

(32) 

Suponiendo para el primer ciclo 

y sustituyendo valores en la ecuación matricial 32 
se obtiene 

que nos da los valores de partida para el primer 
ciclo de cálculo. 

1 

SEGUNDO MODO 

Parámeúos Va/ores (Jer. ciclo) Factor común 

X,'E -151 

F.M -3143 1,386,000 2 
' w ~ 

Fo. Mo -3143 -123,000 w~ 

Xo, Eo -0.1672 -0.0001940 (L)~ 

a,{3 -0.2481 0.0018700 
., w; 

{3'8. aB 0.3892 -0.0008890 w; 

X1, E1 0.1411 0.0009810 . w; 
X2, E2 -0.0930 w; 
' , X, E -0.1191 0.0007870 w; 

w; 1267 1270 

x'/E' = -151, X~= [-151 l]. T 2 = 0.176 seg. 

En este caso se supuso un valor cercano al real 
y por tanto sólo_ se necesitó un ciclo para que se 
obtuviera la aproximación deseada. Si el valor su­
puesto no hubiese sido ese sino otro cualquiera 
seguramente no hubiera sido suficiente un ciclo 
de cálculo. En los ciclos subsiguientes se proce­
dería en igual forma que antes: suponer inicial­
mente la configuración obtenida en el ciclo ante­
rior; limpiarla de las componentes del primer mo-
do; etc. · 

b) Respuesta sísmica 

Los valores de los coeficientes de participación 
y de \as ordenadas espectrales para este caso son: 

C1 = 0.001689. C! = -0.001689 

8111 = 127.4 cm/seg~. si/~ = 86.6 cm/seg~ 

Las respuestas máximas para cada modo valen 

[ 
V1 J _ [ I.970 kff J 
M 1 - 298,200 kg cm 

[ V2 J _ [ 461 kg l 
M~ - 203,000 kg cm_. 

Las respuestas máximas totales serán ( f ig l Ob) 

V= 2,030 kg 

M = 361,000 kg cm 

M,, = l .2~9.000 kg cm 

REVISTA DE LA SOCIEDAD MEXICANA DE INGENIERIA SISMICA. A. C. 15 



.... 

M=344toncm 36-t ton cm o 

Mb = 893 ton cm 
... ~ 

(a) 

,, 
I 

- ... 

(b) 

1 209. ton cm 
~ 

808 ton cm 
..~ 

(e) 

F1G. 10. Respuestas sísmicas 

CASO 3. BASE RÍGIDA Y MASA c9NCENTRADA 

Para comparación de resultados se verá cuál es 
el valor de la respuesta máxima en el caso de des­
preciar la inercia rotacional y la interacción suelo­
estructura. 

Para este caso p~ = 608 (rad/seg )2, T = 0.325 
s_eg. 0.15Sa = 92.6 cm/s~g2 , V= mSa = 1.930 kg y 
Mb = 808.000 kg cm (f1g 10c). 

CONCLUSIONES 

En la siguiente tabla se resumen los resultados 
de los tres casos, indicados como porcentajes del 
segundo caso. 

Concepto 
V 
M 
Mb 

Caso 1 
64.4% 
95.2% 
73.8% 

Caso2 
100% 
100%" 
100% 

Caso3 
95.0% 
o % 

66.7% 

Los resultados de la tabla anterior dan una 
idea clara de la importancia que tiene el considerar 
la inercia rotacional de la cubierta y la interacción 
suelo-estructura. La importancia del primer con­
cepto aumentará conforme mayor sea el momento 
de inercia ~e masa de la cubierta con respecto al 
eje z. El último concepto es tanto más importante 
cuanto más blando sea el suelo de cimentación. 
En particular puede observarse que en el tipo de 
solución 3 no se obtiene momento flexionante a la 
altura de C.G. Esto puede traer consigo serios 
errores en la cuantía del acero de refuerzo nece­
sario en la unión columna-cubierta que es donde 
más ductilidad necesita desarrollarse. 
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Modelo matemático para representar la interacción dinámica 

de suelo y cimentación* 
José A. NIETO. Emilio ROSENBLUETH 

y Octavio A. RASCON '* '* 

l. INTRODUCCION 

1.1. Descripción del problema 

La influencia del suelo de cimentación en la 
respuesta dinámica de una estructura no ha sido 
suficientemente estudiada. Aunque es posible un 
tratamiento riguroso del problema 1, éste no es de 
fácil aplicación en la práctica. Conviene contar con 
un modelo matemático sencillo que permita deter­
minar con bastante precisión la respuesta de un 
sistema suelo-estructura a perturbaciones dinllmi­
cas. El modelo debe proporcionar resultados razo­
nablemente correctos en el intervalo de frecuencias 
de mayor interés. El tratamiento se simplifica con­
siderando primeramente la cimentación de una es­
tructura como un bloque rigido. El problema con­
siste en determinar el comportamiento dinámico del 
sistema constituido por el cuerpo rígido y el suelo: 
este último se puede idealizar, en una extensa gama' 
de condiciones prácticas, como un medio elástico, 
homogéneo, isótropo y seminfinito. 

Una vez determinada la respuesta dinámica del 
bloque rígido de cimentación tomando en cuenta 
su interacción con el suelo. es fácil incorporar al 
sistema la estructura flexible que se levanta sobre 
dicha cimentación. 

1.2. Antecedentes 
Las principales soluciones disponibles hasta la 

fecha para el problema de interacción dinámica 
entre un cuerpo rígido y un semiespacio elástico 
pueden clasificarse en cuatro grupos. 

1 ) Soluciones exactas clásicas, que suponen 
que la distribución de esfuerzos de contacto 
entre bloque y suelo no depende de la fre­
cuencia de vibración ~-5 y generalmente to­
man dicha distribución igual a la que corres­
ponde a carga estática. El cálculo de las 
respuestas dinámicas exige trabajar indepen­
dientemente con cada frecuencia de excita­
ción, pues los parámetros del modelo mate­
mático correspondiente son funciones de esta 
variable: tal situación no es objetable cuando 
se trata de calcular el efecto de vibraciones 
debidas a maquinaria, pues entonces sólo 
interesan una o unas cuantas frecuencias de 
excitación. pero introduce complicaciones 
injustificadas cuando se desea calcular la 
respuesta a una perturbación que contiene 

• Ponencia prt'scntada en el Primer Congreso Nacional 
de ln¡:¡enieria Sismica, Guadalajara, Jal., nov. 1965. 

• • Respectivamente, investigador, director y ayudante de 
investigador del Instituto de lngenieria, UNAM . 

componentes significativas en un extenso 
intervalo de frecuencias, como lo es un sismo, 
y prácticamente imposibilita el cálculo de 
respuestas cuando sobre la cimentación exis­
te una estructura de comportamiento no li­
neal.. Además, a muy altas frecuencias esta 
solución de errores inadmisibles provenien- · 
tes de la hipótesis referente a la distribución 
de esfuerzos de contacto. ' 

2) Para una placa circular sujeta a vibración 
se dispone de la solución exacta que toma en 
cuenta la distribución correcta de esfuerzos 
de contacto 1

• Por lo demás esta solución 
adolece de las mismas limitaciones que las 
del grupo que antecede, cuando se ttata de 
análisis para diseño sísmico. 

3) Se han propuesto diversos modelos mate­
máticos que incluyen masas virtuales, ele­
mentos flexibles y amor,tiguadores lineales 
para representar al suelo s-ia. Al tomar estos 
parámetros independientes de la frecuencia 
se elimina la dificultad mencionada a propó­
sito de la aplicación de las soluciones de los 
grupos anteriores ~ diseño sísmico, si bien 
se introducen errores inadmisibles a muy 
altas frecuencias. (Se ha demostrado que la 
masa virtual de suelo debe ser nula para 
que el orden de magnitud de las respuestas 
quede correctamente predicho cuando la fre­
cuencia de excitación tiende a infinito 7

). Las 
masas virtuales de estos modelos matemá­
ticos se basan en consideraciones de carác­
ter intuitivo, mientras las constantes de los 
amortiguadores se han determinado a partir 
de un número limitado de pruebas de !abo· 
ratorio en modelos físicos de pequeñas di­
mensiones usando o simulando suelos en 
forma tal que se antoja peligroso extrapolar 
a partir de ellos. 

1) Para eliminar la objeción mencionada res­
pecto al empleo de una mása virtual cuando 
interesan frecuencias sumamente elevadas se 
ha· propuesto un modelo matemático que 
comprende sólo un elemento flexible y un 
amortiguador lineal en representación del 
suelo, ambos elementos carentes de masa 7• 

Dicho modelo suministra resultados excelen­
tes en los intervalos de frecuencias suma­
mente bajas o excepcionalmente altas, pero 
introduce errores hasta de ·un 30 por ciento 
en el intervalo intermedio (si bien el error 
generalmente no excede 20 por ciento en el 
intervalo de mayor interés). Esta solución 
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sólo se hi:i:. f9rmulado, aparentemente, pa­
ra las osc.i~"!.~ii:fr1es ·verticales de una placa 
circular. .. · · ' 

De las soluciones mencionadas, las del último 
grupo son las únicas que pudieran considerarse 
satisfactorias para diseño sísmico. Sin embargo, 
tienen el inconveniente de perder precisión a fre­
cuencias bajas y medias, que son las de mayo~ 
interés en el diseño de cimentaciones de maqui­
naria lenta y en diseño sísmico.de estructuras. 

El modelo matemático que se propone en este 
trabajo está basado en las soluciones exactas clá­
sicas. Presenta la ventaja de mayor pi:ecisión en 
el intervalo de interés práctico de las frecuencias. 
Está limitado, por lo pronto, a bases de cimenta­
ción de forma circular, aunque su extensión a otras 
formas de base es inmediata. Se limita también a 
la consideración de modos desacoplados de vibra­
ción. Para los grados de libertad elegidos, estos 
modos no pueden existir en general cuando se 
trata de una base rígida por lo que respecta a 
cabeceo y traslación horizontal, salvo cuando la 
relación de Poisson, v. vale 0.5. En la práctica los 
grados de libertad horizontal y de cabeceo SI! en­
cuentran acoplados. En el modelo propuesto es 
factible tomar en consideración este acoplamiento 
variando la colocación de los elementos flexibles 
para los modos en cuestión. 

1.3. Fundamentos del modelo matemático pro­
puesto 

1.3.1. SOLUCIONES "EXACTAS" PARA BA• 
SES CIRCULARES 

La respuesta dinámica de un cilindro circular 
de masa NI 0 y radio r0 desplantado en la super­
ficie de un semiespacio elástico homogéneo e isó­
tropo cuyas constant;!s elásticas son G y v y cuya 
densidad de masa es p ha sido estudiada por varios 
investigadores "-" para los seis grados de libertad 
del sistema, a saber: vertical. dos horizontales 
iguales enlre sí, cabeceo respecto a dos diámetros 
ortogonales de la base y torsión respecto al _eje 
vertical que pasa por el control de la base. Se han 
considerado en la mayoría de los casos dos tipos 
de perturbación actuando sobre el cilindro: solici­
tación armónica cuya amplitud es independiente 
de la frecuencia w, y solicitación armónica cuya 
amplitud es proporcional a w~. (Este último tipo 
es el que produciría un excitador mecánico de masa 
excéntrica). Como se desconoce, excepto para vi­
bración vertical u. la distribución real de esfuerzos 
dinámicos en la superficie de contacto· entre el ci­
lindro y el semiespacio, en los estudios referidos 
se ha supuesto una distribución de esfuet·zos diná­
micos análoga a la distribución estática existente 
bajo alguna de las dos condiciones extremas si­
guientes: a) cilindro infinitamente rígido, y b) 
cilindro infinitamente flexible. Con la primera su­
posición se prescriben los desplazamientos en la 
superficie de contacto y se determina la condición 

de esf~erzos correspondiente&. Gi;m la segund•~ 
suposición la distribución de esfuer~os se prescribe 
de antemano para cada tipo de movimiento. Estas 
suposiciones conducirán sólo a valores· aproxima· 
dos de la respuesta dinámica del cilindro, pero se 
ha comprobado 4 que las aproximaciones son ade­
cuadas para la mayor parte de los fines practicas. 

Richart ~ ofrece una excelente presentación de 
los resultados obtenidos por él y por otros investi­
gadores para la determinación de las frecuencias 
resonantes y amplitudes de vibración del cilindro 
circular infinitamente rígido. Sus gráficas se re­
producen en las figs 1 a 4. correspondientes a cada 
uno de los grados de libertad. En la mitad inferior­
de estas figuras se presenta la frecuencia resonan­
te en función de la masa o la inercia del cilindro 
rígido para los dos tipos de perturbació.n conside­
rados y para varios valores de la relación de 
Poisson, v. Tanto la frecuencia resonante como la 
masa o momento de inercia se grafican en forma 
adimensional, aquella como el parámetro de Ere· 

cuencias ªº = w ro V p/G y esta como el parámetro 
b, que se define en la forma siguiente: 

i. Para movimiento vertical. bv = Mol proª 

ii. Para movimiento horizontal, bn = Mol pr0
3 

o.e r---,.-~.----.---~---.----.----. 
05c110 or de fuer a consto e 

"-· 0.6 r---t--t-;>t---+---7---~---+--~ "i . 
.; 
e •. 
~ 0.4 t----+-+--->J---+'-l.--
0 ,, 
~ 
"' : 0.21-_¿~ó::::::~=i=~~.µ~~¡..,¿~=.¡_: :.,,,..~-·-==l 

80 

60 

40 . 
.!' 
~ 
.¡ 

20 . 
" ... 
f .. 10 ¡¡ 
·e 
" ... 

6 

Porámotro de frecuencias, 0 0 :; wr0 ..r¡;?": 
(al Amplitud de vibración vertical poro 

relación de Poisson I> = O. 2 5 

frecuencia resonante 

f = -2,g_ .fGtp 
2r.r0 

--- O.!ctlodor de fu11r zo 
con110~1e 

-- Otcilador de maso 
. txcéntr ico 

--r-r~---

t----+--~-__._...--~ h - '-===t:===1 

· Porám~tro de frecuenc1as, '1.'.) .-: Wr::..f""P7'G 

(b) Fretueoclo resonante en i\:nción de bv 
poro tres valores de lo relación de Poisson 

F1G. l. Curvas de respuesta y frecuencias resonantes de 
vibración vertical (Según Rlch;:;n, rcf. 5) 
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F1G. 2. Curvas de respuesta y frecuencias resonantes Je 
vibración horizontal. Relación de Poisson, v = O (Según 

R1chart, rcf. 5) 

iii. Para cabeceo, ba = 1 o/ pro5 

iv. Para movimiento torsional, bT = J0/pr0
5 

En estas expresiones, 10 es el momento de inercia 
de la masa de la base respecto al eje de cabeceo y 
J0 , su momento de inercia respecto al eje de torsión. 
En la mitad superior de las figs. 1 a 4, Richart 
presenta Ja amplitud de vibración en función del 
parámetro de frecuencias para varios valores de b 
y para ambos tipos de perturbación. La amplitud, 
A. que corresponde a cada grado de libertad .se 
presenta adimensionalmente en la forma siguiente: 

i. Para vibración vertical, AvGro/Z si la am.­
plitud de la fuerza perturbadora, Z. es in­
dependiente de la frecuencia, y Avpro'/2m,l 
si la µerturbación es debida a un excitador 
mecárnco con masa excéntrica m1 y brazo 
giratorio 'de longitud l. 

íi. Para vibración horizontal. A11Gro/C11, o 
A 11 pr0 •

1/2mJ. en que 011 es la amplitud de 
la fuerza perturbadora independiente de' la 
frecuencia. 
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FJG. 3. Curvas de respuesta y frecuencias re5vnante.s de 
vibración de cabeceo. Relació11 de Poisson. v = O (Según 

Richart, ref. 5 ¡ 

iii. Para vibración de cabeceo. AuGroª/M, en 
que M es la amplitud del momento de ca­
beceo. 

iv. Para vibración torsional, A1°Gro8/T. en que 
T es la amplitud del par torsionnL 

(Para estos dos últimos casos no se presen­
tan curvas correspondientes a la pe:tt:rba­
ción producida por un excitador mecánico). 

De la similitud entn:: las curves de amplicudes 
presentadas por Richart y los espect;:os de des­
plazami"'nto de un sistema amortiguado, con un 
grado de libertad, sujeto a los mismos tipos de 
perturbación surgió la idea de desarrollar el mo­
delo matemático que se dt>scribc en l<i 31guiente 
sei:ción. 

1.3.2. RESPL;ESTA orr..;ÁMlCA u::: SISTEMAS 
AMORTIGUADOS DE U:-< GRADO !JE LI­
BERTAD 

Se sabe que la frecuencia circular re<:0nante de 
un sistem¿¡ amortiguado con un grado <le libertad 
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FIG. 4. Curvas de respuesta y frecuencias resonantes de 
vibración torsiona/. Independiente de la relación de Poisson 

(Según Richart, ref .. 5) 

con masa, M. constante elástica K y constante de 
amortiguamiento C. está dada por 14 

_ fK(l - 2~") 
W1 - \j M ( 1 ) 

cuando la amplitud máxima de la solicitación diná­
mica es constante, y por 

(2) 

cuando la amplitud máxima de la solicitación es 
proporcional al cuadrado de la frecuencia pertur­
badora. En estas expresiones ~ = C/2 VKM es el 
porcentaje de amortiguamiento crítico del sistema. 

Si se conoce la constante elástica de un sistema 
amortiguado y se determinan experimentalmente 
sus frecuencias resonantes w1 y w2 cuando la exci­
tación es, respectivamente, independient~ de t¡ 
proporcional. al cuadrado de Ja frecuencia pertur­
badora. es posible, mediante las ecs. 1 y 2. deter­
minar el valor de la masa M y de la constante 
de amortiguamiento C del sistema. En esta idea se 
basa el modelo matemático propuesto en este tra-

bajo, con ias modifica.::iones que se in.dican más 
adelante. 

Se sabe también que la frecuencia resonante wv 
del sistema amortiguado. cuando la amplitud má­
xima de Ja exc:itRción es proporcional a la frecuen­
cia perturba.dora, es igual a la frecuen~:ia natural 
del sistema. sin amortiguamiento. La amplitud re­
sonante del sistema amortiguado snjeto a este 
último tipo Je excitación es M/2~K. 

2. MODELO MATEM .. JJ,,TICO PROPUESTO 

El modelo que se pre,-pone es un .oister:ia de 
un grado de libertad con arr.ortiguam.ier·.to lineal. 
Consiste en una masa rígida constituida por la 
cimentación y por un prism¡:¡ vi;tual de suelo cuya 
base es idéntica a la de la cimentación, P"ro 
cuya altura va a depender del grado de libertad 
considerado. En este trabajo se est.idian exciu!"i­
vamente bases de cimentación de forma circular . 
por lo que el prisma virtual es un cilindro. La 
masa rígida está soportada por i•n eif.>rnento flexi­
ble. linealmente elástico, sin pes . .). LD. forma del 
elemento flexible y su colocac1.0:¡ respecto a la 
masa rígida dependen del mo<lo de vibración con~ 
siderado y se presentan en la fig. 5. C.:.<no cons­
tante elástica del elemento flexible se utiliza. la 
obtenida por medio de la teoría de la e-lasticidad 
al considerar para cada grado de libertad la ac~ 
ción estática de la solicitación ¡:¡pJicad::.i. al cilindro 
rígido de radie ro desplantado en la superficie del 
semiespacio elástico que representa al suelo. En 
esta constante elástica se incluve el efecto de la 
relación de Poissou. De est:;i ~anera se asegura 

Vibroción nor: rento 1 

Vioroción vertical 

Vibración de cabeceo 

F1c. 5. fvlode/os n:ate1t11iticos prop,1estos p:ir": los diferentes 
grados de liberfod 
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que la solución es exacta cuando la frecuencia de 
excitación tiende a cero. 

Debe notarse que al hablar de frecuencia de 
excitación nula y carga estática se entiende una 
velocidad de carga suficientemente lenta para evi­
tar la aparición de fuerzas de inercia apreciables 
en el suelo, pero no tan lenta que se induzcan los 
fenómenos de consolidación y de deformaciones 
diferidas en gran escala. Este concepto es impor­
tante cuando se trata de aplicación a cimentacio­
nes que se apoyan en suelos reales. 

Resta ·determinar la altura de la masa virtual 
de suelo y la .::onstante de amortiguamiento para 
cada grado de libertad. Se desea. que la respuesta 
del modelo matemático se ajuste a los resultados 
de la teoría clásica; dado que en la mitad inferior 
de las figs. l a 4 se dispone del valor de la fre­
cuencia resonante para cada modo de vibración y 
para los dos tipos de perturbación considerados, 
es sencillo determinar los valores requeridos utili­
zando estas figuras y las ecs. 1 y 2. Sin embargo, 
como en diseño sísmico Ja ::iama de frecuencias 
de interés es amplia, no interesa especialmente 
que el modelo teng<: exactamente la misma fre­
cuencia resonante que se determinó con la teoría 
clásica. Por otra parte, en los espectros de diseño 
sísmico más comunes. el intervalo de mayor inte­
rés de las frecuencias corresponde a amplitudes 
máximas de excitación proporcionales a la frei. 
cuenda perturbadora. Por estas dos razones se 
optó por utilizar el procedimiento descrito arriba 
para determinar solamente la altura de la masa 
virtual de suelo. y encontrar el valor de la cons­
tante de amortiguamiento ajustando lü ordenada 
máxima del espectro de seudovelocidades corres­
pondiente a la solución clásica con la amplitud 
resonante del modelo indicado en la subsección 
1.3.2. El espectro de seudovelocidades se puede 
determinar utilizando las curvas de las figs. 1 a 4. 

Mediante este procedimiento se llega a los va­
lores que se consignan en la Tabla 1 en la cual 
la constante elástica del elemento flexible está 
identificado por K con el subíndice correspondien­
te al grado de libert'ad considerado, y A repre­
senta el . área de cimentación. Los resultados se 
dan en función de A y de su raíz cuadrada para 
facilitar una primera estimación de los parámetros 

que· corresponden a cimentaciones no circulares, 
a reserva de que estudios ulteriores permitan afir­
mar tales estimaciones. 

En las figs. l a 4 se incluyen algunos puntos 
representativos de las respuestas de los modelos 
desarrollados utilizando los valores de la Tabla, 
para d"iversos tipos de perturbación. El modelo 
proporciona una aproximación exceleute a la res­
puesta exacta para los modos de vibración ver­
tical y horizontal, aunque pare. los mc<los tor­
sional y_ de cabeceo la aproximación no es tan 
buena. Hay que hacer notar también que eu las 
estructuras ordinarias en 1as que la influencia del 
segundo modo de vibración es importante, éste tie- , 
ne una frecuencia de 2 a 2.5 veces mayor que la 
frecuencia fundamental, por lo que bastará que 
el modelo dé una buena aproximación en el in­
tervalo comprendido entre la frecuencia resonan­
te y 2.5 veces el valor de dichc:: frecuencia. 

La precisión del modelo puede mejorarse drás­
ticamente si se hace b constante del amorti2uador 
variable con la frecuencia; se ha preferido no pro­
ceder en tal forma para preservar la simplicidad 
del tratamiento. 

El modelo propuesto permite incorporar fácil­
mente en el análisis la influencia del comporta­
miento inelástico de la estructura. E:;tá limitado 
por ahora a bases circulares y a la consideración 
de modos de vibración desacoplados. 

Se trabaja actualmente en la preparación de 
modelos semejantes para bases de cimentación rec­
tangulares con diversas relaciones de largo a an­
cho. El estudio de éstas se basa en los resultados 
clásicos presentados en la ref. 15. Para otras for­
mas de cimentación se pueden aplicar ios resul­
tados de este trabajo utilizando los coeficientes 
elásticos del suelo determinados mediante los mo­
nogramas de Newmark 16 e integrando en toda el­
área de la base la solución clásica de Cerruti 71

• 

Aunque suele suponerse 18 que la vibración hori­
zontal y la de cabeceo de una cimentación están 
desacopladas si el centro de masa de la cimenta­
ción se halla a la altura de la base de contacto 
entre cimentación y suelo, esto no acontece en 
la práctica. Por otra parte. soluciones exactas ba­
sadas en ia teoría de la elasticidad 10 demuestran 
que aun para el caso de esfuerzos tangenciales 

TABLA 1 

PARÁMETROS DEL MODELO PROPUESTO 

TIPO DE ALTURA DEL PRISMA DE SUELO CONSTANTE DE AMOR.T.JGUAMJENTO 

VIBRACION En función del 
radio de la base 

Vertical 0.48 ru 

Horizontal 0.10 ro 

Cabeceo 0.63 ro 
~ 

Torsión 0.4j' ro 

En función del 
área de la base 

0.21 VA 
o.os \!A 

o.35 VA 
0.25 VA 

En función del 
radio de la base 

1.8 V Kvpr0
3 

1 .3 '...¡-¡c-p"foii 
0.30 Y K cpro5 

0.50 Y K'/'pro~ . ' 
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En función de la 
altura del prisma 

5.42 V Kvphª 

11.1 V Kvph2 

'"· c"7..;·o 7-i1 'r¡(-h5 ·-· , , . · . _, v "'op 

;;.,·;.'. . .:.6.:90' VKTph 5 

'--• .... 
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TABLA 2 

ALGUNOS VALORt:S DE LAS CONSTANTES ELÁSTICAS 
------ __ ._._. -
FORMA DE 

LA DASfl 

MODO DE VIBRÁCION 

vcrticD/ horizontal cnbecr.o torsio,1 

Circular 

Rectangular 18 

4 
--Gro 
I -v 

( 1 - v?) , 
5.87T (.l _ v)" Gro 2.7 Gr~" 

E _+ 
--e.VA 
l -v2 

H -• ---kTVA 
l -v2 · 

E l + 
---·k.p-·-= 
l -v2 VA 

•Sólo se presenta el valor de K e correspondiente a 11 = O. 
• • El valor d~ K-1· para base circular es independiente de v. 
+ Los valores de c,, lcr y k<t> se presentan en las tablas 3, 4, y 5, respectivamente para algunos véllores de la rebi:1ó11 

largo/ancho. 

aplicados sobre la superficie del terreno, se pro­
ducen rotaciones de la misma, así que el acopla­
miento no debe ignorarse. 

Finalmente es de notarse que en un análisis 
modal que tome en cuenta la intersección con el 
terreno los modos naturales de vibración no son 
rigurosamente ortogonales. Mientras la participa­
ción del terreno no gobierne en forma pronun~ 
ciada el comportamiento, la falta de ortogonali~ 
dad no afecta seriamente· 1as respuestas sísmicas 
para fin es de diseño. En cambio, sí debe tenerse 
en cuenta en el cálculo <le los modos naturales 

V 

TABLA 3 

VALORES DEL COEFICIENTE e, 

(Según Barkan, ref. 18) 

Relación 
lar(lol ancho e, 

1.0 1.06 
1.5 1.07 
2.0 1.09 
3.0· 1.13 
5.0 1.22 

10.0 1.41 

TABLA 4 

VALORES DEL COEFICIENTE k~· 

( Seílún Barkan, ref. 18) 
\ Üesplazamiento horizontal en la dirección paralela 

al !Jdo a) 

Relación alb 
0.5 /.O 1.5 2.0 3.0 5.0 10.0 

0.1 1.040 1.000 1.0 lo 1.020 1.050 1.150 1.250 
0.2 0.990 0.938 0.942 0.945 0.975 1.050 '1.160 
0.3 0.926 0.868 0.864 0.870 0.906 0.950 1.040 
0.4 0.844 0.792 0.770 0.784 0.806 0.850 0.940 
0.5 0.770 0.704 0.692 0.686 0.700 0.732 0.940 

de vibración. sobre todo cuando se acude a m~.­
todos numéricos que hacen uso <le esta propiÚlad. 

Algunos valores de las constantes elásticas de 
lo:; elementos flexibles obte::i.idas a partir de la 
teoría de la elasticidad para l·:>s modos de vibrn·· 
ción considerados y rliferentes formas de la base 
se consignan en la Tab!;.;. 2. 

TABLA 5 

VALORES DEL COEPICIENTE kit 

(Según Barkan, rC'f. 18) 
(Cabeceo respecto al eje paralelo ;il l.:.do la roo) 

/argo! ancho 

1.0 
1.5 
2.0 
3.0 
5.0 

!O.O 

1.984 
2.254 
2.5i0 
2.955 
3.71)0 
4.981 

-------------

3. EJEMPLO DE APL!CACION 

Para ilustrar, la forma de aplicación de los re­
Sliltados obtenidos c:Jn el modelo propuesto, se 
resolverá el problema presentado t'll la rd. 20. 
Dicho problexr.a consiste en cakdar fas f:r~cuen­
cias, modos de vibrac;ón y respui::stns sísmicas de 
un péndulo invertido ( fi!'.J. 6) tomando eJl c;.ienta 
la intersección dir,ámica suelo-estmctura y fa iner­
cia rotacional de ia c.uoierta. La soiució~1 difiere 
de la presentada en la ref. 20 pr:ncipalmeate en 
c¡ue se introducirán dos grados de J.b2rtaci adi­
cionales al tomar en cuenta !él masa y e! momen­
to de inercia de la losa de cime!1o:ación. Los pará­
metros del suelo <le ciinentación son: p = 0.112 
ton seg2ím•, v = 0.5 y G = 166 ton/m 2

• Utilizan­
do las expresiones prepuesta~, se obtiene: K.'! = = 2097 ton/m, C11 = 67.80 ton s~a/m, K 0 = 8040 
ton m, Ce= 40.86 ton seg/m. ui">.11 ::-: 0.34 ton 
seg 2/m e Í1 = 4.67 ton seg 2ím. los parámetros 
de la estructura son 20

: di~tanciá del centro de 
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1 
1 

L = 4. 19 m 

L' "' 4. 80 m 

I = 13.86 ton seg2 m 
W= 20.45 ton 
m = 2.08 ton seg2/m 
W'= 43.6 ton 

J L Mo"' 2.2 ron seg~/m ---r-i 915 lo= 3.03 ton seg2 m ' 1 l.-"' ---, 1. 

IA = 1.065 X !02 m4 r 
k = 1266 ton/m 

kr = 7410 ton mirad 
e = O. 358 rod/m 

8 = 2.08 m 

PLANTA p = o. tf 2 ton segl/m4 

11 = 0.5 

1-- -1 
G = 166 ton/rn2 

915 
KH= 2097 ton/m 

' 15 CH: 67. 80 ton seg /m 1 
1 

Kc = 8040 152 ton m 
1 Ce= 40.86 ton seg/m 

346 

ELEVACION 
61 

1---431--....-..¡ 

F1c. 6. Cascarón utilizado para ejemplo (Después de R. McLean) 

gravedad de la cubierta a la base de la columna, 
L = 4.19 m; distancia de dicho centro a la base 
de la cimentación. L' = 4.80 m; momento de iner­
cia de la masa de la cubierta respecto al eje de 
cabeceo . ./,,. = 13.86 ton seg"/m; peso de la cu­
bierta. W = 20.45 ton; masa de la cubierta, m = 
= 2.08 ton seg"/m; peso de la estructura, W' = = 43.6 ton; momento de inercia centroidal prin­
cipal de la sección transversal de la columnP, 
l A = 1 .065 X 10-2 m•; rigidez por traslación de la 
columna, k = 1266 ton/ m; rigidez por flexión de 
la columna, k, = 7410 ton m/rad; rotación al ni­
vel del centro de gravedad, debida a una fuerza 
horizontal de valor k, 8 = 0.358 rad/m: desplaza­
miento lateral del centro de gravedad debido a 
un momento de valor le, aplicado en dicho punto, 
a = 2.08 m: M 0 = 2.2 ton seg 2/m; lo= 3.03 ton 
seg2 m. (Para la obtención de k, k,, 8 y 8 véase la 
ref. 20.) · · 

' 

Para el cálculo de los modos y frecuencias de 
vibración, se empleó una extensión del método 
propuesto en ref. 20. La extensión consiste en 
tomar en cuenta los dos grados de libertad adi­
cionales debidos a la masa y a la inercia de !a 
losa de cimentación. La solución se llevó a cabo 
mediante una tabulación, en Ja cual X es d des­
plazamiento del centro de gravedad, .e su· rotación, 
x 0 el desplazamiento de la cimeiltación. 10 su giro: 
:"t"1 y e1 desplazamiento y rotación del centro de 
gravedad debido a la flexibilidad de la columna y 
Xz es el desplazamiento de dir.:ho centro debido· a la 
rot3ción de la cimentación como cue:po rígido. 

Después de varios ciclos se llegó a '"1 ::: 9.07 
-r 

rad/seg, T1 = 2rr/w1 = 0.692 seg, X1 = vector 
modal traspuesto = [ 4.36 1 0.39 0.64}. 

Para el. cálculo del segundo modo. utilizando 
los conceptos antes mencionados se obtu'!o 
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w~ = 25.3 rad/seg, T~::: 0.248 seg. 

X''.,= [ L26 -1 3.73 -0.26] 
.... ' .t,'' 

La respuesta sísmica se calculó tomando en 
cuenta solamente los dos primeros modos. La ma­
nera de introducir los modos restantes es obvia, 
mas cabe suponer que el efecto de estos será des-
preciable. · 

La respuesta sísmica se obtuvo utilizando el 
espectro de respuesta propuesto en el Reglamen­
to dd Distrito Federal 21 para la zona de alta 
compresibilidad. Dicho espectro lleva implícito 
un amortiguamiento total de la estructura. En 
el caso particular considerado el porcentaje d~ 
amortiguamiento se encuentra comprendido entre 
2 por ciento correspondiente a Ja estructura y 31 
por ciento obtenido como si esta fuese un cuerpo 
rígido y el amortiguador tuviese la constante e,,. 

Los coeficientes de participación para la res­
puesta sísmica 11 son 

X:;M'i 
rn=-··--

X!MX,. 

en la que Tes un vector que representa los des­
plazamientos estáticos de cada grado de libertad 
de la estructura inducidos por un desplazamien­
to estático unitario de la base. 

En nuestro caso, 
"7'/' 
1 = [ 1 O O) 

La respuesta máxima en cada uno de los mo-
dos será 14

• 
20 

{ 
Ven l 

R .. = Mcn = r,.MX,.A,. Vbn r Mb,, 

M = 4.2 t fon m 

•' 

donde R.. es el vector de las respuestas en el' 
modo enésimo cuyas componentes son la fuerza 
y el momento en la cubierta, Ven y Me,. respec­
tivamente y la fuerza y el momento en la losa de 
cimentación, Vb,. y Mbn respectivamente y An es 
la ordenada del espectro de aceleraciones afecta­
da del coeficiente sísmico correspondiente 21 • En 
nuestro caso dicho coeficiente vale 0.15. 

Los resultados obtenidos fueron 

R;= [1.995 ton 3.019 ton m 1.792 ton 
1.081 ton m] 

R'!; = [0.518 ton -2.897 ton m l.980 ton 
-0.118 ton m] 

La respuesta total se obtiene utilizando el cri­
terio propuesto en la ref. 22, según el cual 

·Va= ~Vei + Ve;~ Me= ~Mci + M,,~, etc. 

Los resultados son 

Ve= 2.30 ton, Me= 1.21 ton m, 

Vb = 2.67 ton, Mb = 1.16 ton m 

En la fig. 7a se resumen les re!:ultados y se 
comparan con los de la fig. 7b obtenidos en la 
ref. 20. Se observa que las respuestas son muy 
parecidas y es seguro que al tomar en cuenta los 
dos modos faltan tes la respuesta del caso (a) 
será un poco mayor. 

Los resultados de este ejemplo, en el que se 
consideraron masas y momentos de inercia vir­
tuales, difieren poco de los obtenidos en la l'ef. 
20 en la cual no se tomaron en cuenta dichos p.i­
rámetros. Esto se debe a que la gran flexibilidad 
de la estructura juega un papel importante en la 
respuesta. Es fácil imaginar casos en los cuales 
ello no sucede. 

3. Gi ton m 

,' 
I 

Mb =t3.8ó. tonm 
... ~ 

t2.09tonm 
... ~ 

2.67 ton 1.16 ton m 

(a) (b) 
FIG. 7. Comparnción de las respuestas sísmicas. a) Incluyendo masa virtual del suelo. b) Despreciando la masa virtual 

del suelo 
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1· 

DETERMINACION EXPERIMENTAL DE LAS 

PROPIEDADES DINAMICA.S DE LOS SUELOS 

por 

J . ABRA 11 A /v~ fJ 7 A Z RO~ f.' I G i ! i: Z * 

T N 'l' J-1 l l r_1 U C (" r ,-.l N 

uso de tales procedimientos re~ 1 iere nol ~""~~imientc ~~ L&s 

propiedades dinámicas de los suelos 

tisfactorias. 

Teniendo en cuenta que las cargas 

..... -. ~ ... -
!:' ......... -

protl ,is ir 

sa. 

, ......... 
iJ.!• 

amplio intervalo de deformacionee en los suelo3, se pue~c afi~ 

mar que no ex.1 ste- un ensaye único que s~ct .:;dPcuaC.::-> rv-l~-ét r:.:ubr 1_r 

todo el inteL·valo de deformaciones reql1 '~.!: ..:.J.o en los J..-! :)blernas 

de ingeniería sísmica. 

En la fig 1 se muestran en forma aproximada los rangos de apli 

~3bilidad de los distintos ensayes tanto de campo como de labo 

ratorio. 

* 

* 

Profesor y Jefe de la Secci6n de Mecánica de Suelos, 
DESFI, UNAM 

Inyestigador, Instituto de Ingeniería, UNAM '1 
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Las principales propiedades que se necesitan en dinámica de sue 

los e ingeniería sísmica son: 

~ M5dulo de Young, E 

v M6~ulo de rigidez al cortante, G 

v ~elaci6n de Poisson, v 

u rracci6n del amortiguamiento crftico, s 

~ Rr:~sistencia al esfuerzo c0rtante 

o ~~r&rnetros de licuaci6n 

TECNICAS DE LABORATORIO 

Algun0s ensayes d~ laboratorio tienen como finalidad la ~adi~i~~ 

de al'J'1ma. pr"'pi edn.0 específica ta .L corno resistencia al ~s f;.ie:=::-=.:. 

cortante o el rn6dulo de rigidez al cortante, en tanto quP otj~S 

ens.:iyes tienen corno objetivo la simulación de si tuacione~ '") ·=-;.;-

tadcs. 

~fecto de la velocidad de deforrnaci6n 

ImpoL~dntes esfuerzos se han dirigido hacia la determinaciC;1 del 

comportamiento de los suelos sometidos a carga cíclica, para 

tratar de contestar a la pregunta de c6mo será el comportamien-

to de una muestra cargada estáticamente con respecto a otra car 

gada dinámicamente. 

La resistencia dinámica de una muestra de suelo cargada súbit~ 

mente será generalmente mayor que la résistencia estática. 
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Las principales variables que se ven afectadas por la velocidad 

de deformaci6n o por la velocidad :9.c ap.!.icaci6n de carga son: 

o La presi6n de poro 

o Las relaciones esfuerz~-defonn¿ciOn 

0 La resistencia al esfuerzo cort30te 

En lo que S.1..':J .:,;... s~ Jesc .. .J..birán los eguipus y pr.oce0.1..in.i.en tos ;-.2.:.:;~ 

la d~tPrminaci6n de la~ propierl~des Jin~mfCRR de lo~ =ueJos, ~r~~ 

·mi.ente. 

Prueba de columna resonante 

Este tipo de prueba permite estudiar el comportamiento de mues-

tras de suelo en un intervalo de a.eformaciones que v:::. üe.sd2 áe­

formaciones pequeñas (::::: 10-S) , como las i11duci das por "ibraci•,-

nes de maquinaria hasta deformaciones relativamente gr2~des 

-3 . 
(: 10 ) , como l~s inducidas por un sismo. 

Los especímenes pueden ser excitados en el sentido 10~3itudina1 

o en torsi6n. Por lo tanto, se pueden determj_nar rn6óulos diná-

micos tanto de Young, E, como de rigidez al cortante, G, ver 

fig 2. 

Los especímenes son de geometría cilfndrica, ya sea s6lidos o 

huecos. Las dimensiones usualmente empleadas son: ·3.6cm(: 1 1/2") 
. 

a 7.2cm(: 3") de diámetro por 15cm(: 3"} a 25cm(: 10"). 
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La muestra cilíndrica (s6lida o hueca) se apoya sobre una base 

rígida y 5~ fija en ella. En su parte superior se instala la 

cabeza excitadora. 

En ~E~a fo~ma se tiene una probeta fija en su base y Jihre ec 

su parte superior, que es excitada longitudinal o to1·Eior1almenre. 

En ~~ realízacj~n de la prueba la rracuenc1~ sP va variA~do hhs 

ta •.:-n~:::ntrar i,::. fre:c1,t:nci a c~E:- r<;:~onar.:.la O::i:;l ~s.1:--,<::..:-im1::-;,. El .... ,,,..;.. 
lit' •.• 

dulo ~orr es pendiente se calcula con el d3.t,.. de !. :i fr'2c·1c~cia c.~ 

reso1 • ..!li.C.ié', la geometría del e5p§cimen y lac cc:1.ri1::tt..:.: ic t..:..~a~ 

excitCirf6n. 

La ec~~~i6n propuesta por Wilson y Dietrich (1960), es: 

\ 1) 

en dom.le 

f frecuenci~ de resonancia longitudinal para E e tor 

sional p~ra G , en Hz 

H altura ~~l espécimen, en pulgadas 

Y peso volumétrico, en pcf 

La determinaci6n de las propiedades de amortiguami.ento consiste 

en conseguir en estado establecido de vibración y suspender sú-

bitamente la acci6n forzadora y obtener la gráfica de decaimie~ 

to de la amplitud de vibraci6n de la cual se calculará el decre 

mento logarítmico y con la ec (2) se obtiene la fracci6n del 

amortiguamiento crítico. 

X 
o = l n 

n xn+l 
= 2~ 6 

~ 1-z; 2 

(2) 
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Actualmente hay varias versiones del aparato de columna resona~ 

te, prácticamente todas estas versione~ dan resultados consisten 

tes, (Skoglund, Marcuson y Cunny, 1976j. 

P1tueba de. Pul.60-0 

Esta ~rueba consiste en gene~ar mediante cristales piez~elfc~ri 

dir su veloci.ciaa Je ¡;:...co¡.:.ü.gaciüri. ra ·ra ellv se· exci Lét i..(.dia.ntc 

un pulso de esfuE::.LZO un extremo del f-!~pe~Lncn y se mide ei. Li.~m 

po de llegada en e1 2tr0 e~rremo. 

Mayores deta-1 les se describen por Lawre . ..-i.c;c ( 1.'.:' 63) • 

Uno de los mayores inconvenientes consiste e11 la identificaci6n 

e interpretaci6n del tiempo de lle0ada de las ondas. 

La fig 3 i~ustra el aparato desarrollado por Zeevaer~ (1Y67), 

el cual consiste en una cámara triaxial modifica.da, :,¡ue permits 

someter a la muestra a diferentes presiones de co;1f inamiento, 

esto permite conocer la variaci6n del m6dulo G con la presi6n 

de confinamiento. 

Un brazo horizont~l, sobre el cual se colocan masas que guardan 

simetría con el eje de la muestra, da lugar a un sistema de un 

grado de libertad. Al 'brazo se le da un pequefio impulso inicial 

permitiendo que el sistema vibre libremente. La vibraci6n como 
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respuesta d~ los elementos elásticos del suelo se registra y de 

esta info~mac~~~ se calcula el m6dulo G y el amortiguamiento 

de acueró0 ce~ la expresi6n 

w f1ect!t't1_~j a 
H 

w f r..=oru~nci<'.t 
a 

K c0n<7tanr.e 

G = 
v;-2 

s 
---- :< w· 2 

1- <;;/·> 
d 

1.<tt:ural amortigud~.a 

natural ::mo.r.tig1rnda 

caracter1 ~t~·-::.:i. de la 

(3) 

dt.ü sistem.:i 

del aparato 

geometría dei sistema 

La fra==i6n ccl amorLiguamienL0 crítico se calcula cop la ~xpr~ 

si6n del d1::cren1ento logarítmico. 

En gener~J los valores de las propiedac~s medidas con este ap~ 

rato resultan menorcc que los obtenidos con OLros procedimie~-

tos para un nivel de deformaciones equivalentes. 

P~ueba T~lax~al Clcllea 

La prueba triaxial cíclica se desarroll6 con el objetivo de eje 

cutar ensayes bajo carga repetida. 

Seed y Lee (1966) fueron los primeros en utilizar cámara tria-

xial cíclica, con objeto de reproducir la condici6n de esfuerzos 

a que se halla sujeto un elemento de suelo durante un temblor 

(atribuyendo el estado de deformaciones del suelo a la propag~ 

ci6n de ondas de cortante) . 

( 



Si la superficie del terreno es horizontal, antes del temblor 

no hay esfuerzos cortantes en planos horizontales (fig 4a). 

Durante el temblor, los. esfuer~os norrn~lP.s permanecen constan­

tes, pero se generan esfuerzos ~ortante= (fi;= (b y 4c). 

En una cc'.3'.mara triaxial c:i'.c.:li., :a, la Cv!!<ll.c.i..JH ut= esfuen .. (_w seiia 

leida antes se produce en nri ;..i.ano a 45°. 

En la prui:::-h~ L.Lici.:x.La] (.;fe~, r...:e::, se colncri •m t->Sl:Jécim0 :; ~P sucl:) 

en la cá.'"ll~ra el c1¡.,.J_ se ,:,dt'.lra ~ cons,:liC.a Lr.jo una ~- .... t:..;1<:'in L:v!!_ 

finantE=:. Despu~s ~e eom~~~ la muestra a un esfuerz0 Jc~v~ador 

c.i'.cl:i...:::.• de amplitud .:0nstd1.i...:..: hajo cond.l~~i·.•11éS no dr .... i1aJ.1s' t:n 

tanto que se registra la variaci6n de la prc.s ,;,,6n de f·üJ.c· y úE:­

formaci6n axial, ver fig 5. 

El comportamiento de las muestras ~e arena E~elta, somcti6ae 

al ensaye propuesto por Seed y Lee, se caractc.riza p0r un aulllt:.~·· 

to gradual de la presi6n de· poro sin que haya deformación a.xi~l 

apreciable, hasta que se produce el incrc. .. e1: te que 0l0·.,,·.::. la r•::e_ 

si6n de poro al mismo valor de la p't.esi.6n conf E1ante "licu<lc16n 

inicial", momento a partir del cual la muestra se ó~furma sdbi 

tamente más del 20%. Las arena8 en estado compacto exhiben un 

comportamiento similar al de las arenas sueltas, pero al llegar 

a la "licuaci6n inicial" no se presenta una dcformaci6n grande 

en forma sfibita, sino que la deformaci6n se incrementa gradual 

mente. 

SegGn el concepto de Seed y Lee, cualquier espécimen de arena 

es susceptible de licuarse no importando su compacidad relativa. 
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Los parámetros más importantes según estos investigadores son: 

el número de ciclos de esfuerzo (Nd ) para alcanzar la condición 
c 

u = a , la rcla~ión entre el esfuerzo cortante máximo y el es­
j 

y la i·e~ "lción de vacíos. 

Ca~rrn fl969) ~1 rea 1 jzar su~ ensayes en cámara triaxial c!cli-

~a 0bs~rv6 ~u0 rl11ran~e la pruaoa se d~sarrollan heterog~neidades 

:::r. l\is rnuest !'." <i..::. flc m:i ncra e~r::e~ial e!' J :=i. '."f'\!\a superio~. ~-t l".':-O -

huye a Psta::; hi..= :..t!rú'.)f:>neidades, i r·duc ..i.das por el ensaye, el ·Jlt~ 

~s~~címcnes Jcn~us ~l~ancen :~ ~o~dici6n u= o
3 

Al comp~rar los C~ti~yes reali~~dcs por Castro y por Seed y Lse~ 

se apre~ia que l~ ~rc~uencia de uplicaci6~ de carga hace que el 

comportamiento de prueba Quasi estática sea diferente al de prue 

ba cíclica. 

Además de lH me<ltci6n de las caracter!stlcas de licuación de los 

suelos, la cfuoarA ~rldxial ~{clica ~e utiliza para medir tanto 

el módulo B , el c~al se determina de la relaci6n esfuerzo 

axial entre deformacl6n ax:.l.:il; el amortiguamiento z; seg~n se 

indica en la fig 6. El m0uulo G seJpuede determinar indirec 

tamente si se conoce la relaci6n de Poisson v , de acuerdo a 

la expresión 

E 
G - 2(1+v) ( 4) 

Las limitaciones de este aparato se encuentran en la literatura, 

Seed y Lee (1966), Castro y Poulos (1977) y Annaki y Lee (1977). 
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Lee (1916) dice" •.. Haciendo las consideraciones apropiadas de 

las limitaciones conocidas, la cám<=i.ra ~i· l.axial ofrece un r.1edio 

popular y razonable entre una ~rueba ia~~lmente perfecta y la 

realidad práctica". 

miento de suelos sometj.dos á e:xcJ ta(~-i. . .;n f:.'.i° snnca el PC)Uipo de. 

la c§mara triaxi~l ~fc11~a. 

La prueba de corte simple ~iclic:i se: (-:._-sj;·i:-ull(i con l.:.. .l.t!e.:i -:l.e 

conseguir mayor aproximaci6n a ::..as co;,.J.j t.:( (,úfo.:> de Cá.iu~J.;-. ~ue la 

lograda con cámara triaxial. 

Uno de los primeros aparatos de corte sirnpJ e fue el C.es¿.rroJ l~ 

do por Swe..d..{.6 h a.nd No1tweg..{a.n Ge..o.tc.c.hn..{c.a..t 111~ ;t_,[.tu.te..6 (Kj 21 lrn;;:;-•• 

1951). Sin embargo, este aparato tenía el 1nccnven~c~re ¿e u~~ 

lizar muestras cilíndricas (los esfuerzos cortantes ~n una sec 

ci6n horizontal no pueden ser uniformes) . 

Roscoe (1953) modific6 el aparato, utilizando muestras de sec-

ci6n rectangular y paredes rígidas. 

En la Universidad de California, en Berkeley, Peacock y Seed· 

(1968) desarrollaron un aparato de corte simple, que utilizaron . . 

para examinar la tendencia a licuarse de una muestra de arena 

sometida a este tipo de esfuerzo. También en la Univers:Ldad de 

British Columbia, Pickering y Finn (1969), F'.i1;n et al (1970 y 
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1971) han utilizado corte cíclico simple para el estudio de li 

cuaci6n. 

En las figs 7 y B se ilustran los resultados obtenidos por 

Pea-::oc.K y See=.. 

h ~ e1. ~;r.iebd. Je .::o.e L~ 8imple L:Íclico ( fig 9) se le han señalado 

l.l.111¡ Li:L~ . .iow:::I:) l.:.<..1.J.1:::;, <.:umo la 4t:nerac'i6n de condiciones de 110 u11.i. 

¿e l ;>_s H1Uesr .- .... 2 ~ ef; iuerzos !!'.:.!'l<n-i:s <]:Ue aquéllos requer luos er. 

Pl ~~~po. ~ur;uP ~~t~ se purd2 m.l.nimizar ~on una cuic~Jcsa pre 

La prueba pPrmite la determ1n~~i6n d!recta del m6dulo G, ~unque 

los valeres rnedidcs resultan rrenores que 1ns rlP.terminados en c1 

campo, ver fj g 6. 

P 1L u e b a d c. Ce -'l. te. S-lm :::' __ ~~- C.C c.l-l c. o To IL.6 i.o na-f:_ 

Este aparato ~e des~rroll6 en un int~nto p~r evitar alguna cte 

las limitaci0neb ascc~adñs ~l aparato da corte simple e incor­

porar la posibilidad de co~trolar los esfuerzos laterales. 

Entre los investigadores que han contribuido al desarrollo de 

esta prueba se deben mencionar a Ishihara y Li (1972), Hardin 

(1971), Drnevich (1972), Yoshimi y Oh-Oka (1973), Ishibashi y 

Sherif (1974), Ishihara y Yasuda (1975), Cho, Rizzo y Humphries 

(1976) y Iwasaki, Tatsuoka y Tokagi (1977). 

El equipo desarrollado por Drnevich (1972) tiene la ventaja de 

que permite realizar ensayes como columna resonante o como tor 
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si6n cíclica. Drnevich ha estudiado las propiedades de rigidez 

y amortiguamiento de arenas saturadas en condiciones no-dre.1adaR. 

c.1~ Me.-6 a. V,i.b1ta.do1ta. 

Este tipo de ensayes generalmente consiste' en colocar un rec~-

pient~ o caja con arena saturada, sobre una mesa vi~~~¿~=a (D1~z 

y De.• valle, 1977) y estudiar el cor.,t-'0l.'..;...¡Hi..i..1:Hb..> uE:: l.a .'luc~trc:a. 

de arene. (medi.r l~ aceleraci6n d~ la mesa vibrad0rñ ?. l .:=1 cua..:. 

ocurre la licuación) . 

Masl(.''-' tl.957) :cealiz6 ensayes co11 especímenP.s t!J llw:h-~t·or.: de 

2.5 m de ~ltura y 1.4 m de diámetro. Los ensayes los rePtizó 

con el o~jeto de ~omprobar su teorí~. de filtración. Los ~lls~-

yes lo~ reali~aba ~in aplicar sobrecarga. Medía la presj5n ¿~ 

poro E:ll cinco puntos del interior de la muestra, por medio G.c 

tubos piczométri~cs. Los experimentos comprooaron que e 11na 

ci::=~~a ~c~ler'ici.6n (("r:Ítica), se prodi1r:-e anmento de la presiór: 

de pOLü y po~ttriurmente consolidación del espécimen. 

Yosnimi (1967) hi~o experimentos utilizando el equipo de la 

fig 10, con arenas sueltas sometidas a vibraci6n horizontal. 

Los resultados muestran que la presión de poro se incrementa 

uniforme y simultáneamente hasta un punto, en el cual un incr~ 

mento rápido (mayor que los anteriores), el.eva la presi6n de 

poro a un valor al esfuerzo total, la estructura del suelo co-

lapsa, y se forma una capa de agua en la parte superior de la 

muestra. 
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Finn, Ernery y Gupta (1970, 1971) tambi6n hicieron pruebas en 

Mesa Vibradora utilizando un recipiente de paredes rígidas ~orno 

se puede apreciar en la fig 11. Un ejemplo de los resultados 

0btenidos se muestran en la fig 12. 

Whitrnan '1970) menciona los factores que nf.~ctan le~ ~esultaco!; 

de m'-'\,::;a vibradora y su inf luencid en la j.nterpret~r:j/,r! ·it- los 

mi S!ílC"'S: 

l. 

... ... . 
~ ... 
• _, . 
6. 

Frecuencia de vibración 

ú~raci6n de vibraci6n 

Tamaño y geometría del recipiente 

CaraC"'terísticas de deforrnaci6n del recipiente 

Método d¿ cclocacióri de la muestra 

Cont~o: jcl dienaje -

7. ApRrctf"ni-; de rnedici6n de deformaciones 

8. Pr~si6fi ~onfinante 

~al vez la principal objeci6n del uso de recipientes rígidos 

sobre mesa vibradora es que no se conoce el esfuerzo cortant~ 

áctuante en la masa, que en gran parte es tornado por el reci-

pi.ente, adern~s impone condiciones de frontera que no represe!'ltan 

condiciones de campo. 

Con objeto de superar las limitaciones anteriormente descritas, 

D!az, Weckrnann e Iturbe (1973) diseñaron en el Instituto de In-

genier!a, UNAM, un recipiente D-W-72 que permite: simular el 

efecto de sobrecarga (fuerzas de inercia), imponer condiciones 

de deforrnaci6n controlable (corte simple en una sola direcci6n) , 
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ensayar muestras grandes (30x60x90 cm) , y la colocaci6n de in~ 

trumentacj_6n en él interior.rr.ente. Un crSl<Jt:is del apar2.t.o di se 

ñado se muestra en la fig 13. 

De Alba, Saed y Chan (1976) y S~ed, Mori y Ch~n (1~77) h~~ est~ 

diado el comportamiento de m;.•_(~st-ras de .:ri::n;-: ¿e, 230 =~ 1.J.O x !.0cm 

de espesor, ~0.metidas a es'f1.1erzl'"'\ c0~t-i:.~1te simrle c~.cl.i.co en un~ 

direcci6n. E::: P.S i:.0s :.1sayes .:>E..: regü: ... ._ ar·.::r. 1eF•Yi:mac :.f 01·co:-'S cor· 

tantes, pi.esiór. ::le }:>010 y ac.:eleracicni...i:;. 

Pyke, Seed y Chan (1975) y Seca, Pyk-:: y ridr+-in (1978) :.<-:;;i.Li:z:!.·-

ron ensaye.:. de espe.címenes exci Lados .:.:: dob -::.ireccic .. ..:."" ~ioriz•:u 

tales perpendiculares, de los cuales encn11traron que :os asent~ 

mientes provocados por movimientos mullidire~cionales s0n may~ 

res que los provocados por movimientos en una sola direcci6n. 

M6dulo de rigidez al cortante 

Hardin y Richart (1963) y Hardin y Black (1968) pro}o~~n para 

deformaciones angulares inferiores a 10-4 las siguientes expr~ 

sienes: 

0 Para arenas y gravas con granos redondeados 

2630 (2.17 - e) 2 -0.5 
= l+e 0 o (5) 
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·o Para arenas con granos angulosos 

G máx 

en las que: 

= 1230 (2.97 - e) 2 z0.5 
l+e • o 

G m6dulo de rigidez u.1 .::ortélnt~ et; .f.b.f!.1ulg 2 

e relación de vacío~ 

(G) 

o 
0 

(o 1 + cr? + o 
3

) /2. 8S fu¿::rz0 ":::tn~ó.ri.r::-o norrnr...l. ~fectiTJn 

Hardin y Bldck (196q, 196~) proponen 

o Par~ arcillas 

G = 

'G máx 

1 + Y/Y r 

= 326 (2.973 - e) 2 (OCJ"!',ª - ti ~ l+e e C.' • -

El valor de a depende del PI según la tabJ~ 

PI o 20 40 60 80 >10~ 

en donde 

~-------~~--------------~~ 

a 

y 
r 

'!máx 

o 0.18 

( l+K0 ) 

2 

0.30 

o 
V 

sen 

0.41 

cp + e 

----
O.AR G.50 

cos 

(8) 

(9) 

G m6dulo secante de rigidez al cortante en kg/cm 2 

' . ' 
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y deformaci6n angular en cm/cm 

e relaci6n de vacíos 

OCR relaci6n de preconsolidaci6n 

u esfuerzo efectivo principal medio en kg/cm 2 

!TI 

f t . 1 f t• , / 2 
r; en .uerzo ver ica e ec ivo en .~g cm 

V 

~ coeficiente de esfuerzo lat~ral ~n rppns0 o 

e cor.~:::i6n, en términos de ~sruer~G3 
. ., 

...:.n k1T::.: .. 

cfi tlugulo de fricci6n interua en tfrminos de t>Sfu:rzo~ 

efectivos 

Con bdse er1 los resultados experimental~s y teóricos p~biicanow 

por ct;v~rsos inve~~1gadores, Seed e Idriss (1970) proponcP el 

sigu.icnte pro:=':?n:Í !'.!i.e::ito para calcular los valores del r.16C.ulo (::-; 

~igid~z al c~rt~nte y del amortiguamiento en suelos. 

o Para arena:::; 

- .l 
G=22K (cr)2 

2 m 
(10} 

Pé:ira arenas, K 
2 

depende de la relación de vac;:í.os y de la a.ra­

pl i tud de las defonnaciones. Las figuras 14 y 15 muestran los 

valores de K2 obtenidos experimentalmente para dos valores 

distintos de la densidad relativa, para diversas muestras de 

arena. En las mismas figuras se muestran las curvas medias ·que 

representan a los datos empíricos, y en la 16 las curvas empíri 

cas correspondientes a varias densidades relativas. Como este 

parámetro se correlaciona con la prueba de penetraci6n estándar, 
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en muchos problemas prácticos el procedimiento consistirá en 

efectuar un sondeo de penetraci6n,,usar los datos de campo para 

estimar la densidad relativa, y a par~i~ de ella, el m6dulo de 

elasticidad secante, empleando 1.:1 f ig !. '3 ·; la e..:. ( lC) • 

Los datos de la fig 16 se muL:Jtran t:..:"'1:.if.::: '.:!n la fio :7, er~ 

donde apa~ecen los valores Je G ' :i.,.HJu:::.: 1.z:..1.d0s re.sp...:cto al ••_::,¡ " . -

lar de G :;;..:.:::-.1. -4 Y , _ _. í.O J,JC::c cienb.J, 0 u ~unci.:1n de i::. c'ieforrn~ 

ci6n angular. Se cnDsi~e:::-~ que cuando S" ~:1~ican los ~~tcdc~ 

geos!sreicos ordinarios para ~eterminar l~= vPl.ocidadPq ~e pro-

nes angul2res que se generan ti 0 nen v~ 1 ~~es ~el orden eE las 

que sirvieron de base para la normalizacl611 ~itada, y ~u~ por 

lo tanto, el valor de G que corre~ponae d cualquier ~~forma· 

ci6n angular se puede estimar a partir ~é l& íig 17. 

Seed e Idriss comentan que los VRlores que ellos propo~~n para 

G , en arenas, deben utilizarse cuando los datos de c~opo se 

obtienen mediante el método de penetraciÓl! es tt:.i.1dar, r:.ientra::· 

que para otros casos es deseable utili~a1 los resultados de 

Hardin y Drnevich. 

Amortiguamiento 

Hardin (1965) propone 

o Para arenas 

( 11) 
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0 Para arcillas saturadas 

= 31-(3+0.3f) (a )
0

• 5+1.s;: 0 • 5 -1.51og N 
m e (12) 

en donde 

e; fracción del amorti.gua!llient.~ crft·.'! ::-:G 

N número de ciclos 

f frecuencia de la Cdrqa apl.i...::aua i:;¡1 II2 
1 

po:;: cie:::.to pñr~ estadoc sc~os 'J.' ::.;2turados re'"'.pecti•:?.-

roer.te 

Seed y Lee (1970), estiman 

o Para arenas 

Que el amortiguamiento calculado con la curva llena de l~ fig 13 

proporciona buenos resultados para efectos ¡ir~cticos. Adem~s,. 

recomiendan que en caso de obten3rse en for~a experime~~al ~i" 

amortiguamiento 3.Sociado a dos valores de j?. deform~ción ans-u·-

lar, se haga pasar una curva paralela a la dadd por l~ curva 

llena de la fig 18 y, así, obtener la variaci6n ~~mpleta del 

amortiguamiento con la deformaci6r. angular. 

o Para arcillas saturadas 

Los datos experimentales disponibles para calcular este paráme 

tro son muy escasos y se muestran en la fig 19. Debidc a su 

gran dispersi6n es diftcil <leterminar los factores principales 

que intervi~nen en su cuan~ificaci6n. Seg5n Seed e Idriss el 

valor medio representativo para la curva llena de la fig 19 
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proporciona valores del amortiguamiento con suficiente aproxi-

maci6n para p1oblemas prácticos. También sirve de base para 

cuantific~r la Vd!4 iaci6n del ~mo~tiguamiento respecto a la de-

formacion angu~~r cuando solo se conocen dos valores del amorti 

guamiento pñr~ der.erminada~ defo~maciones, haciendo pasar por 

dich~::: valor~~ un~ -:"11:::-va para . .! E.la .a l~. llena • 
. j 

TECN l r A.S DE ,-Af.iJ:>O 

Exit t::r, trei:: ¡;,~lcC:;:,.:.. Je camp~i f)ara determinar el "m6 dCLt:.: de li..i. 

g-<.de¿ "'-l.. C.Oil .• ·.an.ie. 11 <~~ los suelus: 

l. Pr~cb~3 gc0físicas 

2. Pruebas ~e vibraci6n 

3. Pr~~bas Ge placa 

Diagram3~ de cada uno de estos procectimie;¡tos de prueba se mues 

tran en la fig 20. 

Los <los primeros métocins consisten en la medición de la veloci 

dad de propagaci6n de l~s ondas a través del suelo. 

Considerando que el medio es elástico, el m6dulo de Young E, 

y el m6dulo G, se pueden calcular de la velocidad de propagaci6n 

de ondas (P), compresionales, v , o de ondas (S} de cortante, 
p 

vs' usando las siguientes expresiones 

E = pv 2 
p 

G = pv 2 
s 

(l+v) (1-2v) 
(1-v) (14) 

( 15) 
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en las cuales 

p densidad de masa 

v relaci6n de Poisson 

El método de la prueba de plRca consiste en someter una piaca 

que descansa sobre la superficie del r~rrcD0 ~la ap1icd~i6n 

maci6n. úe E::~ 1..C1 inforrnnr.;.i6n se calcula t:::l ruochllo ::::: , •••i.:::O ian t ... ..:. 

. , .. 
1 _,b} 

y co::::idcrando un v;:iJ c..: par~ ,_, se ~U'"'d .. ' ,,~_l c•1lar 

G = ( 17j 

en donde 

r radio de la placa de carga 

w deformaci6n vertical 

P carga 

1 • M ~.todo J G c. o 6 -t-0 .<.c. o -6 

a) Prueba de medici6n en sondeos 

Este método consiste en medir el tiempo requerido para que las 

ondas generadas en un punto, mediante el impacto de un martillo 

pesadó o una explosi6n, lleguen a uno o más geófonos colocados 

dentro de un barreno. 

A continuaci6n se describira en forma breve ·el método conocido 

como "de. .6 onde.o e.n pa.1ta..le..lo" (Cross-Hale survey) ya que se cons i 
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dera en opini6n de muchos ingenieros como el método de campo 

más digno de confianza para medir el m6dulo G. 

El m~todo consiste en medir la velocidad de propagaci6n de on-

das d~ cuerpo entre dos puntos en la masa de suelo. Las ondas 

de cuP.rpo se generan mediante un impulso vertical a~J.J~ado ~~ 

el· f•-.r.•Jo de un sondeo. 

tante.:. ..:e registra en un segundo sondeo mt-'!ñiant:P '.'.::-· <::•~~'.5f·-,no ,,.-r 

tica~ .. ~~nociendo la distanci~ horizontal Pntr~ 1n~ ~0S so~1°~r 

la v~:~~iJad de las ondas se puede calcular. 

Sin c~b~~go, en dPrP.rminaciones bajo el nivel freático n!~) 1~ 

V determinada s~r~ la del líquido.no la del suelo, en 1-~nt0 p 

que l~ v~locida~ determinada orriba o abajo del NF 

la del suelo. 

El método rtq uie.L !'!; , . 4 elementos u.e 

i) sonc1eoa 

ii) fuente de generadora de ondas 

iii) equipo de captaci6n (ge6fono) 

iv) equipo de registro 

b) Método geos!smico de refracci6n 

Este método es aplicable s6lo en medios sobre el nivel freático 

y cuando las velocidades en cada estrato se incrementan con la 

profundidad. Un esquema de este método se presenta en la fig 21. 
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Este procedimiento consiste en col0ca= en la superficie del te 

rreno un vibrador de alta frecuencia tJO a 1000 Hz) y un0 Je 

baja frecuencia (hasta 30 Hz) , ~ara y~~cr~r ondas de Rayleigh, 

que para prop6si t.vs práctÜ.'.Ob t..1.enen unr. ve.L0c.::..dad ~V r.) s·~rnej ~!1 

te a la V. L~ VGlocidad se ~alcula m~aiena~ la lona_~~~d de s 

t.crrenc. y la tl.ecut:nc.i.a de vihraci6n º"= ln. tue.!1te (vi '.:~rlP,or), 

usando la e.xp:ceb..1 ,)i1: 

... ,. .. V - A l. 

s r 

en donue 

A lc~gitud de onda 

f frecuencia de vibraci6u 

La velocidad (Vr) medida, se consider~ que ~orrp~pon~e 2 la v~ 

locidad de propagaci6n en el suelo a m"!a prof11!:c1ir:l?d. -=~ ·-~n me-

dio de A • Al. variar la frecuencia de l& fuenL0 ~e ca~~ia ~ ,. 

y se puede conocer la variación de (V .. J con la p:::0f-.:•r.-J.j dad, ver ... 
fig 20.b 

·3. Pttueba..6 de Plac.a. 

El módulo del suelo se puede determinar, bajo condiciones no 

drenadas, ya sea mediante la aplicación de carga repetida y mi 

diendo la pendiente de la curva carga-deformación o mediante 

la medición de la frecuencia de resonancia con·un vibrador, 

fig 20.c. 
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AT = Area del triángulo ABC 

Fig 6 RELACION HISTERETICA ESFUERZO-DEFORMACION PARA 
DIFERSNTE.S AMPLITUDES DE DEFORMACION 
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· Modelo matemático para representar la interacción dinámica 

de suelo y cimentación* 
José A. NIETO, Emilio ROSENBLUETH 

y Octavio A. RASCON * * 

l. INTRODUCCJON 

1.1. Descripción del problema 

La influencia del suelo de cimentación en la 
respuesta dinámica de una estructura no ha sido 
suficientemente estudiada. Aunque es posible un 
tratamiento riguroso del problema 1

, éste no es de 
fácil aplicación en la práctica. Conviene contar con 
un modelo matemático sencillo que permita deter­
minar con bastante precisión la respuesta de un 
sistema suelo-estructura a perturbaciones dinámi­
cas. El modelo debe proporcionar resultados razo­
nablemente correctos en el intervalo de frecuencias 
de mayor interés. El tratamiento se simplifica con­
siderando primeramente la cimentación de una es­
tructura como un bloque rígido. El problema con­
siste en determinar el comportamiento dinámico del 
sistema constituido por el cuerpo rígido y el suelo; 
este último se puede idealizar, en una extensa gama 
de condiciones prácticas, como un medio elástico, 
homogéneo, isótropo y seminfinito. 

Una vez determinada la respuesta dinámica del 
bloque rígido de cimentación tomando en cuenta 
su interacción con el suelo, es fácil incorporar al 
sistema la estructura flexible que se levanta sobre 
dicha cimentación. 

1.2. Antecedentes 
Las principales soluciones disponibles hasta la 

fecha para el problema de interacción dinámica 
entre un cuerpo rígido y un semiespacio elástico 
pueden clasificarse en cuatro grupos. 

1) Soluciones exactas clásicas, que suponen 
que la distribución de esfuerzos de contacto 
entre bloque y suelo no depende de la fre­
Luencia de vibración 2

-G y generalmente to­
man dicha distribución igual a la que corres­
ponde a carga. estática. El cálculo de las 
respuestas dinámicas exige trabajar indepen­
dientemente con cada frecuencia de excita­
ción, pues los parámetros del modelo mate­
mático correspondiente son funciones de esta 
variable; tal situación no es objetable cuando 
se trata de calcular el efecto de vibraciones 
debidas a maquinaria, pues entonces sólo 
interesan una o unas cuantas frecuencias de 
excitación, pero introduce complicaciones 
injustificadas cuando se desea calcular la 
respuesta a una perturbación que contiene 

* Ponencia presentada en el Primer Congreso Nacional 
de Ingeniería Sismica, Guadala1ara, Jal., nov. 1965. 

* * Respectivamente, investigador, director y ayudante de 
investigador del Instituto de Ingeniería, UNAM. 

componentes significativas en un extenso 
intervalo de frecuencias, como lo es un sismo, 
y prácticamente imposibilita el cálculo de 
respuestas cuando sobre la cimentación exis­
te una estructura de comportamiento no li­
neal. Además, a muy altas frecuencias esta 
solución de errores inadmisibles provenien­
tes de la hipótesis referente a la distribución 
de esfuerzos de contacto . 

2) Para una placa circular sujeta a vibración 
se dispone de la solución exacta que toma en 
cuenta la distribución correcta de esfuerzos 
de contacto 7

• Por lo demás esta solución 
adolece de las mismas limitaciones que las 
del grupo que antecede, cuando se trata de 
análisis para diseño sísmico. 

3) Se han propuesto diversos modelos mate­
máticos que incluyen masas virtuales, ele­
mentos flexibles y amortiguadores lineales 
para representar al suelo s-13

• Al tomar estos 
parámetros independientes de la frecuencia 
se elimina la dificultad mencionada a propó-

- sito de la aplicación de las soluciones de los 
grupos anteriores a diseño sísmico, si bien 
se introducen errores inadmisibles a muy 
altas frecuencias. (Se ha demostrado que la 
masa virtual de suelo -debe ser nula para 
que el orden de magnitud de las respuestas 
quede correctamente predicho cuando la fre­
cuencia de excitación tiende a infinito 7

). Las 
masas virtuales de estos modelos matemá­
ticos se basan en consideraciones de carác­
ter intuitivo, mientras las constantes de los 
amortiguadores se han determinado a partir 
de un número limit.ado de pruebas de labo­
ratorio en modelos ·físicos de pequeñas di­
mensiones usando o simulando suelos en 
forma tal que se antoja peligroso extrapolar 
a partir de ellos. 

4) Para eliminar la objeción mencionada res­
pecto al empleo de una masa virtual cuando 
interesan frecuencias sumamente elevadas se 
ha propuesto un modelo matemático que 
comprende sólo un elemento flexible y un 
amortiguador lineal en representación del 
suelo, ambos elementos carentes de masa 7

• 

Dicho modelo suministra resultados excelen­
tes en los intervalos de frecuencias suma­
mente bajas o excepcionalmente altas, pero 
introduce errores hasta de un 30 por ciento 
en el intervalo intermedio (si bien el error 
generalmente no excede 20 por ciento en el 
intervalo de mayor interés). Esta solución 
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sólo se ha formulado, aparentemente, pa­
ra las oscilaciones verticales de una placa 
circular. 

De las soluciones mencionadas, las del último 
grupo son las únicas que pudieran considerarse 
satisfactorias para diseño sísmico. Sin embargo, 
tienen el inconveniente de perder precisión a fre­
cuencias bajas y medias, que son las de mayor 
interés en el diseño de cimentaciones de maqui­
naria lenta y en diseño sísmico de estructuras. 

El modelo matemático que se propone en este 
trabajo está basado en las soluciones exactas clá­
sicas. Presenta la ventaja de mayor precisión en 
el intervalo de interés práctico de las frecuencias. 
Está limitado, por lo pronto, a bases de cimenta­
ción de forma circular, aunque su extensión .a otras 
formas de base es inmediata. Se limita también a 
la consideración de modos desacoplados de vibra­
ción. Para los grados de libertad elegidos, estos 
modos no pueden existir en general cuando se 
trata de una ba~e rígida por lo que respecta a 
cabeceo y traslación horizontal, salvo -cuando la 
relación de Poisson, v, vale 0.5. En la práctica los 
grados de libertad horizontal y de cabeceo se en­
cuentran acoplados. En el modelo propuesto es 
factible tomar en consideración este acoplamiento 
variando la colocación de los elementos flexibles 
para los modos en cuestión. 

1.3. Fundamentos del modelo matemático pro­
puesto 

1.3.1. SOLUCIONES "EXACTAS" PARA BA­

SES CIRCULARES 

La respuesta dinámica de un cilindro circular 
de masa M 0 y radio ro desplantado en la super­
ficie de un semiespacio elástico homogéneo e isó­
tropo cuyas constantes elásticas son G y v y cuya 
densidad de masa es p ha sido estudiada por varios 
investigadores "-" para los seis grados de libertad 
del sistema, a saber: vertical, dos horizontales 
iguales entre sí, cabeceo respecto a dos diámetros 
ortogonales de la base y torsión respecto al eje 
vertical que pasa por el control de la base. Se han 
considerado en la mayoría de los casos dos tipos 
de perturbación actuando sobre el cilindro: solici­
tación armónica cuya amplitud es independiente 
de la frecuencia w, y solicitación armónica cuya 
amplitud es proporcional a w2

• (Este último tipo 
es el que produciría un excitador mecánico de masa 
excéntrica). Como se desconoce, excepto para vi­
bración vertical 6

, la distribución real de esfuerzos 
dinámicos en la superficie de contacto entre el ci­
lindro y el semiespacio, en los estudios referidos 
se ha supuesto una distribución de esfuerzos diná­
micos análoga a la distribución estática existente 
bajo alguna de las dos condiciones extremas si­
guientes: a) cilindro infinitamente rígido, y b) 
cilindro infinitamente flexible. Con la primera su­
posición se prescriben. los desplazamientos en la 
superficie de contacto y se determina la condición 

de esfuerzos correspondientes. Con la segunda 
suposición la distribución de esfuerzos se prescribe 
de antemano para cada tipo de movimiento. Estas 
suposiciones conducirán sólo a valores aproxima­
dos de la respuesta dinámica del cilindro, pero se 
ha comprobado ·1 que las aproximaciones son ade­
cuadas para la mayor parte de los fines prácticos. 

Richart 0 ofrece una excelente presentación de 
los resultados obtenidos por él y por otros investi­
gadores para la determinación de las frecuencias 
resonantes y amplitudes de vibración del cilindro 
circular infinitamente rígido. Sus gráficas se re­
producen en las figs 1 a 4, correspondientes a cada 
uno de los grados de libertad. En la mitad inferior 
de estas figuras se presenta la frecuencia resonan­
te en función de la masa o la inercia del cilindro 
rígido para los dos tipos de perturbación conside­
rados y para varios valores de la relación de 
Poisson, v. Tanto la frecuencia resonante como la 
masa o momento de inercia se grafican en forma 
adimensional, aquella como el parámetro de fre-

cuencias a0 = w ro V plG y esta como el parámetro 
b, que se define en la forma siguiente: 

z. Para movimiento vertical, bv = Mol proª 

11. Para movimiento horizontal, bH = M 0I pr0
3 
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Parámetro de frecuencias, 0 0 = wr0 VpTG 
(b) Frecuencia resonante en función de bv 

para tres valores de la relación de Pa1sson 

FIG 1. Cllrvas de respl!esta y frecllencias resonantes de 
vibración vertical (Se\:jún Richart, ref. 5) 
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FIG. 2. Curvas de respuesta y frecuencias resonantes de 
vibración horizontal. Relación de Poisson, v =O (Según 

Richart, ref. 5) 

iii. Para cabeceo, ba = lo/ pr0
5 

iv. Para movimiento torsional. bT = ]o/ pr0
5 

En estas expresiones, 10 es el momento de inercia 
de la masa de la base respecto al eje de cabeceo y 
f 0, su momento de inercia respecto al eje de torsión. 
En la mitad superior de las figs. 1 a 4, Richart 
presenta la amplitud de vibración en función del 
parámetro de frecuencias para varios valores de b 
y para ambos tipos de perturbación. La amplitud, 
A, que corresponde a cada grado de libertad se 
presenta adimensionalmente en la forma siguiente: 

i. Para vibración vertical, AvGr0/Z si la am­
plitud de la fuerza perturbadora, Z, es in­
dependiente de la frecuencia, y Avpr0

3/2m 1 [ 

si la perturbación es -debida a un excitador 
mecánico con masa excéntrica m1 y brazo 
giratorio de longitud l. 

ii. Para vibración horizontal, A11Gro/Q11. o 
A11proª/2m1l. en que Qu es la amplitud de 
la fuerza perturbadora independiente de la 
frecuencia. 
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1.4 

FIG. 3. Curvas de respuesta y frecuencias resonantes de 
vibración de cabeceo. Relación de Poisson, v = O (Según 

R1chart, ref. 5) 

m. Para vibración de cabeceo, AMGr0
3/M, en 

que M es la amplitud del momento de ca­
beceo. 

w. Para vibración torsional, ATGr0ª/T, en que 
T es la amplitud del par torsional. 

(Para estcis dos últimos casos no se presen­
tan curvas correspondientes a la perturba­
ción producida por un excitador mecánico). 

De la similitud entre las curvas de amplitudes 
presentadas por Richart y los espectros de des­
plazamiento de un sistema amortiguado, con un 
grado de libertad, sujeto a los mismos tipos de 
perturbación surgió la idea de desarrollar el mo­
delo matemático que se describe en la siguiente 
sección. 

1.3.2. RESPUESTA DINÁMICA DE SISTEMAS 
AMORTIGUADOS DE UN GRADO DE LI­
BERTAD 

Se sabe que la frecuencia circular resonante de 
un sistema amortiguado con un grado de libertad 
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FIG. 4. Curvas de respuesta y frecuencias resonantes de 
vibración torsional. Independiente de la relación de Po1sson 

(Según Richart, ref. 5) 

con masa, M, constante elástica K y constante de 
amortiguamiento C, está dada por 14 

_ /K(I -2e) 
W1 - \/ M ( 1 ) 

cuando la amplitud máxima de la solicitación diná­
mica es constante, y por 

. ¡-.K­
Wz = '\JM(l- 2fl (2) 

cuando la amplitud máxima de la solicitación es 
proporcional al cuadrado de la frecuencia pertur-
badora. En estas expresiones ~ = C/2 \!KM es el 
porcentaje de amortiguamiento crítico del sistema. 

Si se conoce la constante elástica de un sistema 
amortiguado y se determinan experimentalmente 
sus frecuencias resonantes w1 y wz cuando la exci­
tación es, respectivamente, independiente de y 
proporcional al cuadrado de la frecuencia pertur­
badora, es posible, mediante las ecs. 1 y 2, deter­
minar el valor de la masa M y de la constante 
de amortiguamiento C del sistema. En esta idea se 
basa el modelo matemático propuesto en este tra-

bajo, con las modificaciones que se indican más 
adelante. 

Se sab~ también que la frecuencia resonante wv 

del sistema amortiguado, cuando la amplitud má­
xima de la excitación es proporcional a la frecuen­
cia perturbadora, es igual a la frecuencia natural 
del sistema sin amortiguamiento. La amplitud re­
sonante del sistema amortiguado sujeto a este 
último tipo de excitación es MJ2~K. 

2. MODELO MATEMATICO PROPUESTO 

El modelo que se propone es un sistema de 
un grado de libertad con amortiguamiento lineal. 
Consiste en una masa rígida constituida por la 
cimentación y por un prisma virtual de suelo cuya 
base es idéntica a la de la cimentación, pero 
cuya altura va a depender del grado de libertad 
considerado. En este trabajo se estudian exclusi­
vamente bases de cimentación de forma circular, 
por lo que el prisma virtual es un cilindro. La 
masa rígida está soportada por un elemento flexi­
ble, linealmente elástico, sin peso. La forma del 
elemento flexible y su colocación respecto a la 
masa rígida dependen del modo de vibración con­
siderado y se presentan en la fig. 5. Como cons­
tante elástica del elemento flexible se utiliza la 
obtenida por medio de la teoría de la elasticidad 
al considerar para cada grado de libertad la ac­
ción estática de la solicitación aplicada al cilindro 
rígido de radio ro desplantado en la superficie del 
semiespacio elástico que representa al suelo. En 
esta constante elástica se incluye el efecto de la 
relación de Poisson. De esta manera se asegura 

Kv Cv 

Vibración horizontal 

Vibración vertical 

Ce 

Vibración torsional 

Vibración de cabeceo 

FIG. 5. Modelos matemáticos propuestos para los diferente$ 
grados de libertad 

68 BOLETIN DE LA SOCIEDAD MEXICANA DE INGENIERIA SISMICA, A. C. 



\ . 

que la solución es exacta cuando la frecuencia de 
excitación tiende a cero. 

Debe notarse que al hablar de frecuencia de 
excitación nula y Cé!rga estática se entiende una 
velocidad de carga suficientemente lenta para evi­
tar la aparición de fuerzas de inercia apreciables 
en el suelo, pero no tan lenta que se induzcan los 
fenómenos de consolidación y de deformaciones 
diferidas en gran escala. Este concepto es impor­
tante cuando se trata de aplicación a cimentacio­
nes que se apoyan en suelos reales. 

Resta determinar la altura de la masa virtual 
de suelo y la constante de amortiguamiento para 
cada grado de libertad. Se desea que la respuesta 
del modelo matemático -se ajuste a los resultados 
de la teoría clásica; dado que en la mitad mferior 
de las f1gs. 1 a 4 se dispone del valor de la fre­
cuencia resonante para cada modo de vibración y 
para los dos tipos de perturbación considerados, 
es sencillo determinar los valores requeridos utili­
zando estas figuras y las ecs. 1 y 2. Sin embargo, 
como en diseño sísmico la gama de frecuencias 
de interés es amplia, no interesa especialmente 
que el modelo tenga exactamente la misma fre­
cuencia resonante que se determinó con la teoría 
clásica. Por otra parte, en los espectros de diseño 
sísmico más comunes, el intervalo de mayor inte­
rés de las frecuencias corresponde a amplitudes 
máximas de excitación proporcionales a la fre­
cuencia perturbadora. Por estas dos razones se 
optó por utilizar el procedimiento descrito arriba 
para determinar solamente la altura de la masa 
virtual de suelo. y encontrar el valor de la cons­
tante de amortiguamiento ajustando la ordenada 
máxima del espectro de seudovelocidades corres­
pondiente a la solución clásica con la amplitud 
resonante del modelo indicado en la subsección 
1.3.2. El espectro de seudovelocidades se puede 
determinar utilizando las curvas de las figs. 1 a 4. 

Mediante este procedimiento se llega a los va­
lores que se consignan en la Tabla 1 en la cual 
la constante elástica del elemento flexible está 
identificado por K con el subíndice correspondien­
te al grado de libertad considerado, y A repre­
senta el área de cimentación. Los resultados se 
dan en función de A y de su raíz cuadrada para 
facilitar una primera estimación de los parámetros 

que corresponden a cimentaciones no circulares, 
a reserva de que estudios ulteriores permitan afir­
mar tales estimaciones. 

En las figs. 1 a 4 se incluyen algunos puntos 
representativos de las respuestas de los modelos 
desarrollados utilizando los valores de la Tabla, 
para diversos tipos de perturbación. El modelo 
proporciona una aproximación excelente a la res­
puesta exacta para los modos de vibración ver­
tical y horizontal. aunque para los modos tor­
sional y de cabeceo la aproximación no es tan 
buena. Hay que hacer notar también que en las 
estructuras ordinarias en las que la influencia del 
segundo modo de vibración es importante, éste tie­
ne una frecuencia de 2 a 2.5 veces mayor que la 
frecuencia fundamental. por lo que bastará que 
el modelo dé una buena aproximación en el in­
tervalo comprendido entre la frecuencia resonan­
te y 2.5 veces el valor de dicha frecuencia. 

La precisión del modelo puede mejorarse drás­
ticamente si se hace la constante del amortiguador 
variable con la frecuencia; se ha preferido no pro­
ceder en tal forma para preservar la simplicidad 
del tratamiento. 

El modelo propuesto permite incorporar fácil­
mente en el análisis la influencia del comporta­
miento inelástico de la estructura. Está limitado 
por ahora a bases circulares y a la consideración 
de modos de vibración desacoplados. 

Se trabaja actualmente en la preparación de 
modelos semejantes para bases de cimentación rec­
tangulares con diversas relaciones de largo a an­
cho. El estudio de éstas se basa en los resultados 
clásicos presentados en la ref. 15. Para otras for­
mas de cimentación se pueden aplicar los resul­
tados de este trabajo utilizando los coeficientes 
elásticos del suelo determinados mediante los mo­
nogramas de Newmark 16 e integrando en toda el 
área de la base la solución clásica de Cerruti 71

• 

Aunque suele suponerse 18 que la vibración hori­
zontal y la de cabeceo de una cimentación están 
desacopladas si el centro de masa de la cimenta­
ción se halla a la altura de la base de contacto 
entre cimentación y suelo, esto no acontece en 
la práctica. Por otra parte, soluciones exactas ba­
sadas en la teoría de la elasticidad rn demuestran 
que aun para el caso d~ esfuerzos tangenciales 

TABLA 1 

TIPO DE 

VIBRACION 

Vertical 

Horizontal 

Cabeceo 

Torsión 

PARÁMETROS DEL MODELO PROPUESTO 

ALTURA DEL PRISMA DE SUELO CONSTANTE DE AMORTIGUAMIENTO 

En función del 
radro de la base 

0.48 ro 

0.10 ro 

0.63 ro 

0.44 ro 

En función del 
área de la base 

0.27 VA 
o.o5 VA 
0.35 VA 
0.25 VA 

En f1znción del 
radro de la base 

1.8 Y Kvpr0
3 

1.3 Y K11pro3 

0.30 Y Kapro" 

0.50 Y Krpro 5 

En ftmción de la 
altura del prisma 

5.42 V Kvphª 

41.l V K vph2
_ 

0.731 V K 0 ph5 

6.90 -VKrph5 
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TABLA 2 

ALGUNOS VALORES DE LAS CONSTANTES ELÁSTICAS 

FORMA DE 

LA BASE 

MODO DE VIBRACION 

vertical horizontal cabeceo torsión 

Circular 

Rectangular 18 

4 
--Gro 
1-v 

( 1 - v 2
) 

5.8" (2 -v) 2 Gro 2.7 Gr~* 16 G 3* * 3 ro 
E _+ 

--e.VA 
l -v2 

E _+ 
---kT VA 

E I + 

1-v" k"' VA: 
I.5 E kT VA 

1 - v2 l -v2 

*Sólo se presenta el valor de K, correspondiente a v = O. 
• * El valor de K1· para base circular es independiente de v. 
+ Los valores de c,, kT y k<t> se presentan en las tablas 3, 4, y 5, respectivamente para algunos valores de la relación 

largo/ancho. 

aplicados sobre la superficie del terreno, se pro­
ducen rotaciones de la misma, así que el acopla­
miento no debe ignorarse. 

Finalmente es de notarse que en un análisis 
modal que tome en cuenta la intersección con el 
terreno los modos naturales de vibración no son 
rigurosamente ortogonales. Mientras la participa­
ción del terreno no gobierne en forma pronun­
ciada el comportamiento, la falta de ortogonali­
dad no afecta seriamente las respuestas sísmicas 
para fines de diseño. En cambio, sí debe tenerse 
en cuenta en el cálculo de los modos naturales 

V 

TABLA 3 

VALORES DEL COEFICIENTE C8 

(Según Barkan, ref. 18) 

Relación 
largo! ancho 

1.0 
1.5 
2.0 
3.0 
5.0 

10.0 

TABLA 4 

c, 

1.06 
1.07 
1.09 
1.13 
1.22 
1.41 

VALORES DEL COEFICIENTE kT 

(Según Bar kan, ref. 18) 
l Üesplazamiento horizontal en la dirección paralela 

al lado a) 

Relación alb 
0.5 1.0 1 5 2.0 3.0 50 JO.O 

0.1 1.040 1.000 1.010 1.020 1.050 1.150 1.250 
0.2 0.990 0.938 0.942 0.915 0.975 1.050 1.160 
0.3 0.926 0.868 0.864 0.870 0.906 0.950 1.040 
0.4 0.844 0.792 0.770 0.784 0.806 0.850 0.940 
0.5 0.770 0.704 0.692 0.686 0.700 0.732 0.940 

de vibración, sobre todo cuando se acude a me­
todos numéricos que hacen uso de esta propiedad. 

Algunos valores de las constantes elásticas de 
los elementos flexibles obtenidas a partir de la 
teoría de la elasticidad para los modos de vibra­
ción considerados y diferentes formas de la base 
se consignan en la Tabla 2. 

TABLA 5 

VALORES DEL COEFICIENTE k</> 

(Según Barkan, ref. 18) 
(Cabeceo respecto al eje paralelo al lado largo) 

largo! ancho km 

1.0 1.984 
1.5 2.254 
2.0 2.510 
3.0 2.955 
5.0 3.700 

10.0 4.981 

3. EJEMPLO DE APLICACION 

Para ilustrar la forma de aplicación de los re­
sultados obtenidos con el modelo propuesto, se 
resolverá el problema presentado en la ref. 20. 
Dicho problema consiste en calcular las frecuen­
cias, modos de vibración y respuestas sísmicas de 
un péndulo invertido ( fig. 6) tomando en cuenta 
la intersección dinámica suelo-estructura y la iner­
cia rotacional de la cubierta. La solución difiere 
de la presentada en la ref. 20 principalmente en 
que se introducirán dos grados de libertad adi­
cionales al tomar en cuenta la masa y el momen­
to de inercia de la losa de cimentación. Los pará­
metros del suelo de cimentación son: p = 0.112 
ton seg 2/m4

, v = 0.5 y G = 166 ton/m 2
• Utilizan­

do las expresiones propuestas se obtiene: K 11 = 
= 2097 ton/m. C11 = 67.80 ton seg/m, Kc = 8040 
ton m, Ce = 40.86 ton seg/m, M 1 = 0.34 ton 
seg2/m e [, = 4.67 ton seg"/m. Los parámetros 
de la estructura son "º: distancia del centro de 
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L = 4. 19 m 
L' = .4. 80 m 
I = 13.86 ton seg2 m 
W= 20.45,ton 

m = 2.08 ton seg2/m 
W'= 43.6 ton 

- J L 
r-i - 9t5 ' ' L-..1 

Mo= 2.2 ton seg2/m 

lo = 3.03 ton seg2 m 
----. 

f IA = 
-2 4 

1, 065 X 10 m 

k = 1266 ton/m 

kr = 7410 ton mirad 
e = 0.358 rad/m 

8 = 2.08 m 

¡ PLANTA p = 0.112 ton seg 2/m4 

'1/ = 0.5 

915 - G = 166 ton /m2 

1 KH= 2097 ton /m 
\ 
CH= 67. 80 ton seg /m 

Kc = 8040 

~=======================~ ---..~-t5 
t52 ton m 

1 Ce= 40.86 ton seg/m 

346 

L ELEVACION 
- r----L--'------. 

61 

~431----i 
FIG. 6. Cascarón utilizado para ejemplo (Después de R. McLean) 

gravedad de la cubierta a la base de la columna, 
L = 4 .19 m; distancia de dicho centro a la base 
de la cimentación, L' = 4.80 m; momento de iner­
cia de la masa de la cubierta respecto al eje de 

·cabeceo, /,.. = 13.86 ton seg2/m; peso de la cu­
bierta. W = 20.45 ton; masa de la cubierta, m = = 2.08 ton seg~/m; peso de la estructura, W' = 
= 43.6 ton; momento de inercia centroidal prin­
cipal de la sección transversal de la columna, 
/,1 = 1.065 X 10-2 m4

; rigidez por traslación de la 
columna, k = 1266 ton/m; rigidez por flexión de 
la columna, k, = 7410 ton m/rad; rotación al ni­
vel del centro de gravedad. debida a una fuerza 
horizontal de valor k, (} = 0.358 rad/m; desplaza­
miento lateral del centro de gravedad debido a 
un momento de valor k, aplicado en dicho punto, 
ll = 2.08 m; Mo = 2.2 ton seg~/m; lo= 3.03 ton 
seg 2 m. (Para la obtención de k, k,, (} y ll véase la 
ref. 20.) 

Para el cálculo de los modos y frecuencias de 
vibración, se empleó una extensión del método 
propuesto en ref. 20. La extensión consiste en 
tomar en cuenta los dos grados de libertad adi­
cionales debidos a la masa y a la inercia de la 
losa de cimentación. La solución se llevó a cabo 
mediante una tabulación, en la cual x es el des­
plazamiento del centro de gravedad, e su rotación, 
Xo el desplazamiento de la cimentación, ea su giro; 
X1 y e1 desplazamiento y rotación del centro de 
gravedad debido a la flexibilidad de la columna y 
X2 es el desplazamiento de dicho centro debido a la 
rotación de la cimentación como cuerpo rígido. 

Después de varios ciclos se llegó a "'1 = 9.07 
-T 

rad/seg, T 1 = 2-rr/w1 = 0.692 seg, X, = vector 
modal traspuesto = [ 4.36 1 0.39 0.64]. 

Para el cálculo del segundo modo, utilizando 
los conceptos antes mencionados se obtuvo 
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w2 = 25.3 rad/seg, T 2 = 0.248 seg. 

XT2= [1.26 -1 3.73 -0.26] 

La respuesta sísmica se calculó tomando en 
cuenta solamente los dos primeros modos. La ma­
nera de introducir los modos restantes es obvia, 
mas cabe suponer que el efecto de estos será des­
preciable. 

La respuesta sísmica se obtuvo utilizando el 
espectro de respuesta propuesto en el Reglamen­
to del Distrito Federal 21 para la zona de alta 
compresibilidad. Dicho espectro lleva implícito 
un amortiguamiento total de la estructura. En 
el caso particular considerado el porcentaje de 
amortiguamiento se encuentra comprendido entre 
2 por ciento correspondiente a la estructura y 34 
por ciento obtemdo como si esta fuese un cuerpo 
rígido y el amortiguador tuviese la constante Cu. 

Los coeficientes de participación para la res­
puesta sísmica H son 

rn = 

en la que i es un vector que representa los des­
plazamientos estáticos de cada grado de libertad 
de la estructura inducidos por un desplazamien­
to estático unitario de la base. 

En nuestro caso, 

"°?=[1 O O] 

La respuesta máxima en cada uno de los mo­
dos será 14

• 
20 

_ { i;cn l 
Rn = v:: r = r,.M X,.An 

Mbn J 

M = 4.21 ton m 

donde R,. es el vector de las respuestas en el 
modo enésimo cuyas componentes son la fuerza 
y el momento en la cubierta, Ven y Mcn respec­
tivamente y la fuerza y el momento en la losa de 
cimentación, Vbn y Mb,. respectivamente y An es 
la ordenada del espectro de aceleraciones afecta­
da del coeficiente sísmico correspondiente 21

• En 
nuestro caso dicho coeficiente vale 0.15. 

Los resultados obtenidos fueron 

R; = [ 1.995 ton 3.049 ton m 1.792 ton 
1.084 ton m] 

R; = [0.548 ton -2.897 ton m 1.980 ton 
-0.418 ton m] 

La respuesta total se obtiene utilizando el cri­
terio propuesto en la ref. 22, según el cual 

Ve= ~Ve~+ Ve~. Me= ~Me~+ Me;, etc. 

Los resultados son 

Ve= 2.30 ton, Me= 4.21 ton m, 

Vb = 2.67 ton, Mb = 1.16 ton m 

En la fig. 7 a se resumen los resultados y se 
comparan con los de la fig. 7b obtenidos en la 
ref. 20. Se observa que las respuestas son muy 
parecidas y es seguro que al tomar en cuenta los 
dos modos faltan tes la respuesta del caso (a) 
será un poco mayor. 

Los resultados de este ejemplo, en el que se 
consideraron masas y momentos de inercia vir­
tuales, difieren poco de los obtenidos en la ref. 
20 en la cual no se tomaron en cuenta dichos pa­
rámetros. Esto se debe a que la gran flexibilidad 
de la estructura juega un papel importante en la 
respuesta. Es fácil imaginar casos en los cuales 
ello no sucede. 

3. 6t ton m 

., , , 
Mb=f3.85tonm 

... ~ 
I 
,' 

f 2.09 ton m 
.... ~ 

2.67 ton f. t 6 ton m 

(a) (b) 
F1G. 7. Comparación de las respuestas sísmicas. a) Incluyendo masa virtual del suelo. b) Despreciando la masa virtual 

del suelo 
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The results determined by the authors confirm those previously obtained by: Rabich and 
Kratzig in Germany, Scriven and Albasiny in England and Layrange in France. The 
order of magnitude of the error obtained in the theory is not exactly known, because we 
introduce the hypotheses of 

M,,. = M.,, Qo = Q. = O, 

but if we do not introduce these hypotheses, it could be not possible actually to solve the 
problem. 

The authors have presented an excellent contribution to applied mechanics as well as to shell 
structures practice. 

Simplified calculation of membrane stresses in a conical concrete roof type «shells». 

Arq. Jorge MOLINA MONTES (Mexico) 

The author, in a reversed conical shell, studies the membrane stresses considering the 
equilibrium of the differential shell element in cylindrical coordinates and later he checks 
the values utilizing overall the membrane equilibrium under load conditions and revolution 
support. 

cornrnent 

Prof. Dr. A.M. HAAS 

1 shall make a comment about the comparison between the investigations performed by 
Harrestin and others on critica! load. In the figure in which this comparison was stated 
there was a curve derived from an investigations on type of double curvature shell that 
was not a sphere. 

Prof. Dr. Porfirio BALLESTEROS 

That curve was derived from investigation on eliptic paraboloidal shell of rectangular plant, 
but this surface is equivalent to spherical surface. This kind of shell is in the conditions 
of Lower limit of critica! load, because they are supported at the four corners and they 
are more closer to the lower limit. 

Prof. Dr. A. M. HAAS 

1 really think, that it would not really be compared directly with the spherical investigations. 
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STRESS ANALYSIS ANO DESIGN OF OUR LADY OF FATIMA CHURCH 

1 NTRODUCTION 

In the Catholic religion, the Church is the 
Mystical Body of Christ. Since Christ is the 
Head of the Church and since Catholics are 
members of the same body, there exist two 
component parts. The Head of the Church 
is placed precisely in the sanctuary in that 
section set off at the presbyterium or the 
part proper to the presbyter, the priest. Then 
comes the nave or ship of the transient dwell­
ing of God, and this is the section appropri­
ate to the members of the Mystical Body 
which Christ founded. 

Our Lady Of Fatima Church. 

PORFIRIO BALLESTEROS 
Structural Engineer, Monterrey, Mexico 

The Church that He founded was formed 
of His Redemption; it had its birth in His 
death the symbol of which is the Cross. It 
is the Cross which dominates the entire 
structural concept. lt is made manifest by 
the crossing of the two main border beams 
AN and GF (Figures 3 and 4 ), that is to 
say, the longtitudinal axis at the center and 
upper part with the transverse axis FG. 

At the time Christ died and the Holy 
Spirit carne to dwell in the Body of the 
Church, Christ founded His Church as said 
above with Himself as Head and with twelve 

ABSTRACT 

Hyperbolic paraboloidal 
shells o/ wide span for the 
structure o/ Our Lady o/ 
Fatima Church at Monter­
rey, Mexico, have recently 
been designed by the au­
thor and are now under 

: 

- ~ 

' . 
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construction with the au­
thor in charge. 

Jn the shells EFGH and 
IJKL (Figures 3 and 4), 
numerical va/ues for the 
membrane stresses were 
determined ana/ytically, 
and in the shells ABCD 
and MNOP, they were 
found by relaxation pro­
cedures. Since this theory 
is well established, on/y 
the results o/ the calcula­
tions as in Figures 2 
through 7 are shown. The 
arder o/ magnitude o/ the 
critica/ load is discussed. 
A 11 the importan! design 
and construction details 
are presented. 
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}( 

Figure l. Shell element of arbitrory shope ond ih projec­
tion on the x, y plone. 

Y (m} 
Figure 2. Stresses in shell EFGH. 

.L._13wu '2 !> 

_SCA.\q i·Soo 

Figure 4. Structure projection. 

Apostles, members ~pon whom rested the 
responsibility of teaching His doctrine. 
Twelve supports will hold the nave (H,L;S, 
... O), and they will serve as pedestals for 
twelve sculptures representing each of the 
Apostles. The increase in the transverse 
spaces BC, FG, JK, ... , MP, will tend to 
bring closer to Him · these members of the 
Chri§t in the presbyterium and also to solve 
the illumination problem which has been de­
signed to carry the light toward the sanctu­
ary. 

Figure 3. J.ometric view of .tructure:· · 
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Figure 5. Streues in 1hell /JKl. 

The cantilever at end A tends to cover 
the altar, and the cantilever at end N serves 
to cover the portie, the narthex, and the 
choir. 

ORDER OF MAGNITUDE OF CRITICAL 
LOAD 

Since there is a portion of the shells IJKL 
and EFGH that is almost plane, it was use­
ful to know the buckling load of the equiva­
lent simply supported rectangular plate com­
pressed in two perpendicular directions, and 
also the corresponding buckling of the same 
plate under the action of shearing stresses. 
These val u es are shown in Figure 7. 

figure 6. Sheoring 1treu al boundary in 1hell ASCO. 
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Figure 7. Order of magnitude af critica! load. 
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figure 9. Reinforcing steel in shells (isometric views). 

DESIGN AND CONSTRUCTION DETAILS 

In the typical support shown in Figure 8, 
the static analysis was made such that the 
resultant force is vertical and it goes through 
the centroidal point of the contact section; 
the figure is explanatory in itself. The re­
inforcement of the shells is shown in Fig­
ure 9. 
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SUPPLEMENTARY NOTATION 

h shell thickness 
a,b,f shell dimensions (length, width, 

rise) 

E 
V 

D 

X,Y,Z 

N('f' 

A,B,C, ... 
y 
80 

F 

modulus of elasticity 
Poisson's ratio 
flexura! rigidity [Eh3/12 (1 
v2)] 
components of surface loaq per 
unit area 
normal and shearing forces per 
unit distance in middle surface 
of shell 
critica! force per unit distance 
in the middle surface of shell 

constants 
weight per unit volume . 
weight per unit area of shell 
(y h) 
stress function 
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relato general del tema IV 

métodos prácticos para el 

análisis de estructuras laminares PORFIRIO BALLESTEROS* 

Los trabajos presentados en este tema son 
los siguientes: 

The supporting frames of cylindrical north­
light shells 
Amin Ghali (Canadá) 

Umbrella hyperbolic paraholoidal shell 
Carlos A. Brebbia (Argentina) 

Contribution to a simplified calculation of 
thin elastic shallow shells having a posi­
tive gaussian curvature index 
H. Hotzler (Berlín) 

On the design of uniformly loaded spherical 
caps based. on a load buckling analysis 
Donald E. Milks and Howard P. Harrens­
tien (USA) 

Stresses in hyperboloids of revolution 
P. L. Gould and S. L. Lee (USA) 

Bi + 1 

Cálculo simplificado de los esfuerzos de 
membrana en una cubierta de concreto 
tipo cascarón en forma de cono 

Arq. Jorge Malina Montes (México) 

The supporting frames of cylindrical north­
light shells 

Amin Ghali (Canadá) 

El autor ha presentado un análisis de es­
fuerzos de la estructura de soporte de cas­
carones cilíndricos apoyados en los extremos 
con abertura de iluminación Considera los 
efectos de temperatura y establece que sólo 
son necesarias las juntas de dilatación en 
los muros de apoyo, Fig. l. 

Para el análisis de esfuerzos utiliza los 
procedimientos de energía de deformación, 
transporta los ejes de referencia al centro 
elástico de la e~tructura, las ecuaciones si-

Bit 1 

juntos 
Fig. 1 

~ Doctor en Ingeniería. Profernr, Ingeniería Civil, Universidad de Nuevo León. Ingeniero Consultor, Monte­
rrey, México. 
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h 015· D=2.19xld'kg cm E = 2 1 X 10 - . e 5 cm; V = . I . cm2, 

Nm = 430 k~ ; (Nxy>m= 2.235 ~g 

11 

...... 

. <o :,. 

r2 D a2 
NcR = -- ( I + -2-) (1) 

0 2 b 

NcR = 4 050 

r 2 D 
b2 

kg 
m 

(N ) 15.400 kmg 
xy cR" 

NcR 
Nm 

. (Nxy) CR 
:: 9.42' 

(Nxy) m 

orden de magnitud 
de la carga cr(tica 

( 1) 

::6.9 

Fig. 2 

multáneas resultantes, las expresa en forma 
matricial. En realidad este trabajo no tiene 
nada que ver con el análisis de cascarones, 
se refiere a la solución de una estructura 
indeterminada de alto orden. 

Existe gran incertidumbre al calcular las 
cargas que trasmite el cascarón a la estruc­
tura de soporte. basándose sólo en la teoría 
de vigas. 

Umbrella hyperbolic paraboloidal shell 

Carlos A. Brebbia (Argentina) 

El autor expone que la teoría membrana! 
de · Aimond, en los cascarones paraboloides 
hiperbólicos tipo paraguas, no respeta las 
condiciones de compatibilidad de deforma­
ciones entre vigas de borde y cascarón. 

En algunos casos el despreciarlo puede 
conducir a condiciones peligrosas. 

Las pruebas de Rowe,1 efectuadas en la 
Asociación del Cemento y Concreto de Lon­
dres, mostraron que los esfuerzos de fle-

i Referencias 1 y 2 citadas por el autor. 

2 

Xlon son importantes en las proximidades 
del cascarón con la viga de borde. 

Yu y Kriz1 concluyeron que el análisis 
de esfuerzos de membrana es satisfactorio 
para propósitos de diseño. En este trabajo 
el autor analiza elásticamente la teoría de 
flexión por el procedimiento de desplaza­
mientos elementales finitos. Muestra los 
resultados obtenidos por medio de compu­
tadoras electrónicas para diferentes relacio­
nes de c/t, donde se observa la importancia 
en la distribución interna de esfuerzos. Con­
cluye que para grandes valores de c/t, y 
bajo la acción de cargas verticales, domina 
el comportamiento de teoría de membrana, 
y para pequeños valores de c/t, la flexión. 
Calcula gráficas de diseño para una relación 
de Poisson de 0.15 y para valores de c/t 
comprendidos entre los 25 y 100. 

Establece algunas consideraciones de es­
tabilidad y estudia la flexión por cargas de 
viento. 

Respecto a las condiC'iones de pandeo, es· 
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' importante mencionar que esta clase de su­
perficies, debido a la curvatura Gaussiana 

. negativa; tiene una-gran capacidad de carga - __ 
crítica. Sólo en algunos casos de cascarones 
muy aperaltados es conveniente analizar el 
orden de magnitud de la carga normal y 
corte crítico, lo cual es posible -hacer com­
parando la -zona de menor ·curvatura con 
la placa equivalente comprimida en dos di­

El trabajo presentado por el autor es -una -
excelente aportación de esfuerzos por me­
dio _de __ computadoras en cascarones para­
boloides hiperbólicos. 

Contribution to a simplified calculation of 
thin elastic shallow -snells having a posi~ 

tive Gaussian curvature index 

H. Hotzler (Berlín) 

recciones perpe-ñdiculares, y bajo-Ia--acción--- El -autor presenta un procedimiento apro-
de esfuerzos de corte; 2 en la figura 2, se ximado para determinar los momentos de 
presenta un análisis de un cascarón ape- flexión y torsión en las proximidades de los 
raltado, en el cual fue importante conocer apoyos, en cascarones de doble curvatura 
el orden-de-magnitud-de-la carga.:normaL.y---=-----POSitiva,::.Jas=.fórm.ulas_ que concluyen son 
cortante crítico.3 -La- carga crítica- en las vi- - prácticas· y faciles de aplirar. -
gas de -borde de compresión, prácticamente Es importante mencionar que en -este ti-
no existe- por ·estar e éstas - conectadas por po de-cascarones_ raras veces los esfuerzos 
medio del-:refuerzo .a -Ja: superficie-del_ cas-: - -de membrana ·originan dificultades en su 
carón.-- - diseño~ El esp¿sor nunca se determina-en--

A. L~ Parmé~4 presentó ·un estudio apro- función de los esfuerzos -membranales, _ge;,_ 
ximado--de-esfuerzos- de -flexión .. en • cascaro=----- _ neralmente es definido por los esfuerzos de 
nes paraboloides hiperbólicos-tipo-- paraguas. -- __ pandeo,- y en raras ocasiones por esfuerzos 
Consioera Hdlexión de los arcos parabólicos - de flexión y temperatura. La determina-

-que -generan=--la----=superficie, __ independien:te-_ e- ción de esta clase de esfuerzos presenta di-
mente uno del otro. -Se-considera que es- - ficultades matemáticas, pero existen solucio-
tos valores deben compararse con los pre- nes aproximadas basadas en las suposiciones 
sentados-p·or--el autor. En -la figura 3 se de Geckler,Llas cuales han sido-establecida~----
presentan -'gráficamente:. los resultados - de dando -valores adecua: dos para fines prác-

-Parme. tices. 

2 Stephen P. Timoshenko and - James M. Gere Teory of Elastic Stability, Mc.Graw Hill, 1961. 
a P. Ballesteros, "Procedings of World Conference of Shells Structures, pp. 355-358, San Francisco, 1962. 
1 A. L. Parme, Transcations ASCE, Vol. 126, pp. 1023-1025, 1956. 
5 Stephen P. Tirnoshenko and-James M. Gere:_Tlieory· ·of Elastic Stability;--Mc Graw Hill, 1961. 
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Esfuerzos de flexión debidos a· las cargas. 
La discrepancia de los desplazamientos en­
tre cascarón y vigas de borde origina per­
turbaciones de flexión en las proximidades 
de las vigas de borde, estos se determinan 
por medio del cilindro tangente equivalen­
te. Se supone que el corte transversal toma 
la totalidad de la carga a través del arco de 
borde. Siendo R el radio de curvatura, q la 
carga por unidad de área, y h el espesor, 
el momento máximo en función de las hi­
pótesis anteriores viene expresado por 

Mmh = -0.289 q R h (1) 

valor que se abate rápidamente y tiende 
a cero a una distancia del arco de aproxi­
madamente cuatro veces el espesor. 
· Flexión debida a temperaturas diferencia­
les entre el arco y cascarón. Si el cascarón 
se encuentra a una temperatura 6.T mayor 
que la de los arcos de borde, y si este estu­
viese libre, su desplazamiento radial sería 

w = - a R ó.T (2) 

en el cual a es el coeficiente de expansión 
térmica del concreto. 

La teoría de cascarones cilíndricos, consi­
derando el cilindro tangente equivalente, 
prueba que si el desplazamiento definido 
por la fórmula (2) es prevenido por los ar­
cos de borde, se inducen los siguientes cor­
tantes y momentos entre arco de borde y 
cascarón, Fig. 4. 

QT =a Eh k 6.T 
R (3) 

a Eh k 2 t..T 
MT=------

2R 
(4) 

en donde: 

Q 

M 

a 

E 
h 

cortante por unidad de longitud .en~_ 
tre cascarón y arco de borde, 

.momento por unidad de longitud en-
-tre cascarón y .arco_ de borde, 
coeficiente de ·expansión térmica del 
concreto, 
módulo de elasticidad -del concreto, 
espesor del concreto, 

.!:!i.T diferencia de- temperatura entre cas- -
carón y arco de borde, y 

k = 0.76y'Rh. 

El orden de -inagnitud-de · lc:is--valores de­
finidos por (3) y ( 4), concluye que en la 

e Referencia 2 citada por los autores. 

4 

práctica es imposible prever suficiente sec­
ción y refuerzo para tomar dichos valores, 
lo cual origina una rotación plástica en la 
conexión con los arcos de borde, y no afec­
ta la estabilidad de la estructura, sólo es 
recomendable que los anclajes del arco de 
refuerzo entre viga de borde y cascarón sean 
adecuados. 

Esfuerzos debidos a temperaturas dife­
rencial entre las superficies interior y ex­
terior del cascarón. El valor de estos esfuer­
zos se aproxima por medio del cascarón 
esférico equivalente, con un radio medio R, 
igual al promedio de los dos radios de cur­
vatura principal, y se obtienen los siguien­
tes valores: 

ª" = ~ aE [ 1- ~ ~ J !:!i.T (5) 

a· = _.!_ aE [ 1 + ~ ~ l !:!i.T (6) 1 

2 3 R J 
Desde el punto de vista de diseño los es­

fuerzos definidos por (5) y (6) no requie-. 
ren especial atención. 

Se considera importante hacer una com­
paración numérica entre los valores ante­
riores y los propuestos por H. Hotzler. 

La carga de pandeo se discute en la si­
guiente ponencia. 

La aportación presentada por el autor es 
de gran importancia en el diseño de casca­
rones de curvatura gaussiana positiva. 

On the design of unifonnly loaded spherical 
caps based en a load buckling analysis 

Donald E. Milks and Howard P. Harrens­
tien (USA) 

· Los autores -basados-en-las-tres-ecuaciones 
de equilibrio y en las cuatro condiciones de 
deformación, planteadas por Eric Riessener,6 

las resuelven por medio de una solución 
de serie de potencias, bajo las condiciones de 
borde-de:- No resistencia. a .la deflexión -Y 

rotación (momento meridional y esfuerzo 
normal cero), resistencia completa a la ro-

. tación--y deflexión-(rotación·-meridional-,y­
desplazamiento radial cero) y. bajo la supo-· 
sición intermedia de que el momento meri­

- dionaL::y_:_ eCdesplazamiento .radial -son cero, 
··-º-·establecen las -condiciones de límite suI?e­

rior, intermedio e inferior de carga de pan- . 



z 

Fig. _4 
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deo para cascarones esféricos. Determinan 
valores numéricos para la carga crítica y 
verifican experimentalmente, en modelos de 
un material plástico, que los valores se en­
cuentran entre los límites superior e in­
ferior. 

Es conveniente mencionar lo siguiente: 
A. Van der Neut,7 determinó la siguiente 

expresión para la carga de pandeo de cas­
carones esféricos. 

_ 2E t [ / 1- v
2 

t vt2 J (7) 
Qcn - R (1- v2 ) ~ -3- R - 2R2 

En donde, E es el módulo de elasticidad, 
t el espesor, R el radio de curvatura y v 

la relación de Poisson. La fórmula (7) pa­
ra y = 0.10, y despreciando el término t~/ff1 

t2 
con respecto a -- se transforma en 

R2 

qcn =CE [~ r 

Stresses in hyperhofoids of revol ution 

P. L. Gould and S. L. Lee (USA) 

Los autores, introduciendo variables au­
xiliares, la relación de Gauss Codazzi, des­
arrollando la carga que actúa en el casca­
rón por series de Fourier, transforman las 
ecuaciones generales de equilibrio de cas­
carones de revolución. 

Primero, bajo las condiciones membrana­
les, obtienen una ecuación diferencial no 
homogénea de segundo orden, cuya incóg­
nita es una función del esfuerzo meridional. 
Consideran los casos de carga muerta, sís­
mica y viento. La solución de la ecuación 
diferencial para el caso particular de las 
torres de enfriamiento de superficie hiper­
boloide de revolución, Ja obtienen dividien­
do el cascarón en segmentos horizontales, y 
las constante~ de integración las determi­
nan de las condiciones de borde referidas a 
la parte superior del cascarón, Fig. 6. 

en la cual C = 1.155. El resultado anterior Para cada una de las condiciones ante-
obtenido por medio de una teoría de primer riores presentan gráficas de diszfio de gran 
orden, fue refinado posteriormente por utilidad práctica. 
Theodore von Kárman y H. S. Tsien;8 ellos Para estudiar la flexión, transforman las 
probaron que el coeficiente C debe ser re- ecuaciones de equilibrio, y compatibilidad 
ducido a 0.312. Una experiencia de P. Cson- ele deformaciones, en un sistema de dos ecua-
ka/1 ha probado-que en- cascarones de con- ciones diferenciales de segundo orden en 
creto, inclusive el menor de los valores an- términos de variables complejas. Las re-
teriores es peligrosamente alto. Un cascarón suelven bajo las condiciones de borde re-
paraboloide elíptico de planta regular, cons- ferentes a deformaciones y esfuerzos en el 
truido por Csonka en Budapest falló por anillo superio1 del cascarón y proporcionan 
_pandeo dos años después bajo la acción de gráficas de diseño para las tres condiciones 
una carga excepcional de nieve. La expe- de carga mencionadas previamente. 
riencia anterior indujo a los investigadores Los resultados determinados por los auto-
ª las evaluaciones límites superior e infe- res verifican los obtenidos previamente por: 
rior de cargas de pandeo. Posteriormente, Rabich y Kratzing en Alemania, Scriven y 
Eduardo Torro ja, después de un estudio ex- Albasiny en In g 1 aterra y Layrange en 
perimental en cascarones de concreto pro- Francia. 
pone, como un -valor seguro para· el coefi- - Realmente . no se_ sabe con exactitud el 
ciente C, a 0.05. A continuación se presen- -· -orden de magnitud del error obtenido en 
ta una gráfica comparativa de los valores la teoría, por introducir las hipótesis de 
mencionados_en.Ja poncncia .presentada..por- -Me.p =-M.pe, Ne.p = N.pe, Qe = Q.p = O, pero 
Milks y Harrenstien, Fig. 5. si no se hacen estas hipótesis actualmente 

Es de mencionarse que la aportación pre- no sería - posible resolver el problema.-. Los 
sentada por los autores es de gran impor- autores han presentado una excelente apor-
tancia tanto desde el punto de vista de -la - --tación tanto Eara la mecánica aplicada -co- --
mecánica - aplicada como de la práctica re la- mo para la práctica de las estructuras de 
clonada con el diseño de cascarones. cascarón. 

• A. Van der Neut, Dissertation, Delf, 1932. 
s Referencias 9 y 10 citadas por el autor. 
9 The buckling of·Spheroidal Shell Curved in Two Directions", by P. Csonka, Acta Technica, Acadamiae 

Socientaiarum_ Hungaricae,_Budapest,_ Tomus -.Xlll,.-1956.. - . 
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Cálculo simplificado de los esfuerzos de bajo las condiciones de carga y apoyo de 
membrana ·en una cubierta - de -concreto-- revolución. 
tipo "Cascarón'~, en forma de cono __ 

Arq.· Jorge. Molina Montes_(México) 

El autor, en un cascarón cónico invertido, 
deduce los valores de los esfuerzos de mem­
brana por medio del equilibrio del elemen­
to diferencial de cascarón en coordenadas 
cilíndricas y posteriormente verifica los va­
lores considerando el equilibrio membrana! 

PROF. DR. A. M. HAAS 

1 shall make a comment about the com­
parison between the investigations perfor­
med by Harrestien and others on critical 
load. In the figure in which this comparison 
was stated there was a curve derived from 
an investigation on type of double curva­
ture shell that was not a sphere. 
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DR. PORFIRIO B.1'..LLESTEROS 

That curve was derived from an investiga­
tion on eliptic paraboloid shell of rectangu­
lar plant, but this surface is equivalent to 
spherical surf ace. 'I'his kind of shell is in 
the condition of lower limit of critica! load, 
because they are supported at the four 

8 

corners - and they are more closer to the 
lower limit. 

PROF. DR. HAAS 

1 really think, that it would not really .be 
compared directly with the spherical inves­
tigations. 
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