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CURSO DE DISENO SISMICO DE ESTRUECTURAS ESPECTALES
PUENTES

Julio 27 de 1978. M. en I. Victor M. Pavdn R.

INTRODUCCION:

A raiz del temblor de San Fernando en 1971, una extensa revisidn a los cri-
terios de disefio de puentes ha sido puesta en practica. En el Japdn, sitio de
frecuentes y catastrdficos sismos, el colapso de estructuras de puentes ha sido
también objeto de profunda preocupacién.

Es bien sabido, que la falla de la estructura de un puente, ademds del ni-
mero de victimas, en el caso de vehiculos que en el momento del colapso total cai
gan al vacio, se agregan el costo de reposicidn de una estructura en si costosa y
lo que es peor, los trastornos ocasionados a la economia de una region por la fal
ta de comunicacidn y transporte, muchas veces de elementos vitales para el auxilio
de los afectados por-el sismo, en los dias inmediatamente después de la ocurren-
cia del mismo y a largo plazo mientras se repone o repara a la estructura destrui
da o danada.

En lo que sigue, se pretende proporcionar algunos lineamientos un tanto so-
meros, por las restricciones de tiempo, de algunos criterios para el establecimien
to de las fuerzas, asi como del anidlisis estructural, una vez establecidas estas
en una estructura de puente. Se proporcionan asimismo, recomendaciones para su-
ministrar ductilidad tanto en la superestructura como en los elementos de apoyo
y se sugieren algunos detalles constructivos que los expertos en ingenieria de .
puentes en zonas sismicas consideran que pueden ser la diferencia entre la super-
vivencia y la falla catastréfica de una estructura de puente.

En la construccidn de puentes, es necesario considerér dos aspectos, a saber:
los elementos de apoyo o infraestructura y la cubierta o superestructura. Por tal
motivo se fijan las diferencias fundamentales en el anilisis de cada una de estos
aspectos. Resulta indispensable recalcaf que en un puenteslas aceleraciones de-
bidas a un sismo; pueden presentarse longitudinalmente al eje del puente, asi co-
mo transversal y verticalmente.

Puésto que el estudio de las vibraciones en puentes soportados por cahles, ya
sea dispuestos parabdlicamente o en forma recta, representa un capitulo muy especia

lizado en la ingenieria de puentes, no se cubren en esta preseatacion.

1.~ ESPECIFICACIONES PARA PUENTES EN ZONAS SISMICAS.-
CALIFORNIA. La pridctica Californiana estd basada en los cddigos del U.8.C.

y la Asociacidon de Ingenieros Estructuristas de cse estado norteamericano.



Para fijaf el cortante en la base de la estructura, se propone la ecuacibn
siguiente:
V= KCW (1.1)
en que: K = Coeficiente que relaciona el tipo de sistema estruc-

tural empleado.

C = Coeficiente relacionado en el espectro-de aceleraciones
del temblor.

W = Carga muerta.

El coefiéiente K es un modificador empirico que se relaciona con los diferen
tes tipos de construccifn y a la experienﬁia de temblores previos. En un temblor
intenso se supone que la estructura excederd su capacidad elastica y éste factor
intenta definir la capacidad del sistema para absorber energia sin perder su in-
tegridad éstructurali

El Cédigo recomienda un factor de K = 2,00 para estructuras de puentes.?he
California Division of Highways ha empleado los factores K para modificar los coe-
ficientes laterales basidndose de la relacidn altura/espesor de la pila. Por ejem~-

plo, si la pila es corta y rigida se, le da un coeficiente K= 1.33.

El coeficiente C = 2:05 H T = periodo fundamental,. A C se le da un valor

"‘\/T
miximo de 0.10 o sea 10% de g.

T se define mediante ecuaciones simplificadas que no son en general aplicables
a las estructuras para puentes.

Tanto la California Division of Highways como el Washington Department of High-
ways utiliza el mismo procedimiento para determinar el periodo natural de la estruc-
tura. Supone que ésta consiste de un sistema de 1 grado de libkertad, esto es;_que
cada pila actua independientemente y que tiene.la carga tributaria total aplicada en
la parte superior de la columna. Ninguno de eséos procedimientos toma en cuenta la
rigidez de la cubierta. Si bien, el error normalmente de poco cuantia, yerra del
lado de la inseguridad. .

En’'Marzo de 1971 después del temblor de San’ Fernando, C. D H. incrementd el coe-
ficiente C par un factor de 2.00 para estructuras soportadas por zapatas aisladas
y un factor de 2.50 para las apoyadas en zapatas.

El UBC ha incorporado el coeficiente en la ecuacidn (l) que toma en cuenta el

riesgo sismico de la localidad dada. -

En Abril de 1971, el Washington Department of Highways adoptd un nuevo criterio
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de anilisis sismico. En Washiagton no utilizap el coeficiente K pero permite que
C tenga un valor maximo de 0.133. Adoptaron asimismo, un coeficiente de Z=2 al
oeste de Cascada Range. Consecuentemente California y Washington disefian ahora
para los mismos niveles de aceleracidn en regiones de gran actividad sismica.

El reglamento tiene deficiencias pues no considera aceleraciones verticales,
que se han llegado a registrar hasta 2/3 del nivel de la aceleracidn horizontal,
pero lo que es m3s importante,no toman en cuenta la influencia del suelo subyacente
para fijar el coeficiente C,a diferencia de los japoneses como veremos posteriormen
te. ‘

En Marzo de 1971 C.D.H., especificd que todas las conexiones se diseiien para
una fuerza sismica del 25% de la carga muerta.

JAPON. ‘

Especificaciones Japouesas Para Puentes Carreteros Con Claros Menores a los 200
Metros. |

Las especificaciones basicamente implican metodos de coeficientes sismicos Yy pro
porcionan dos métodos para determinar esos coeficientes sismicos. Uno es el método
convencional del coeficiente sismico que se aplica al disefio de estructuras relati-
vamente rigidas. El otro, es el método del coeficiente sismico que considera la res
puesta estructural que se aplica al disefio de estructuras relativamente flexibles.

Los puntos principales de las especificaciones son como gigue:

a) El coeficiente sismico horizontal de disefio para una estructura rigida se deter
mina sistemidticamente, dépendiendo de la localizacidn geografica del sitio donde se
ubica el puente, las condiciones del suelo en cada uno de los sitios de la subestruc
tura y la importancia del puente. El coeficiente horizontal de disefio para una es-
tructura flexible se determina dependiendo del periodo fundamental de cada sistema
estructural.

a) En el método del coeficiente sismico que se emplea para estructuras relativa--
mente rigidas; el coeficiente horizontal de disefio sismico (kh) se determinaria me-
diante:

4

K, = V] Vs Vg3 ko

h

en que:

kh.- Coeficiente horizontal de disedo sismico.

ke~ Coeficiente horizontal estdndar de diseifio:sismico = 0.2
v).- Factor sismico de zona.
vy.= Factor de las condiciones del terreno.

v3.~ Factor de importancia.



Los valores de v; v, ¥y V3 se muestran en las tablas 1,2, y 3 respectivamente.

Se tomara un valor mimino de kh = 0.10

Tabla 1 FACTOR SISMICO DE ZONA v; PARA PUENTES CARRETEROS.

e AY

Zona ‘ ‘ Valor de v
A 1.00
0.85
C 0.70 ,

Las zonas A,B y C es una clasificacidn dada en el archipiélago Japonés, y en
la que burdamente corresponde la zona A a la regidn oriente, la zona B a la ponien

te y la C a fracciones al norte de la Isla Hokkaido y al sur poniente de Kyushu.

Table 2- FACTOR DE LAS CONDICIONES DEL TERRENO PARA PUENTES CARRETEROS.

(1)
Grupo Definiciones Valor de vj
1 (1) Suelo de la era Terciaria o mids an-
tiguo (que en lo sucesivo se define 0.9
como roca)
(2) Estrato Diluvial(z) con un espesor

menor a 10 m. sobre la roca.

(1) Estrato Diiuvial(z) con un espesor
: mayor a 10m. sobre la roca.

2 1.0
(2) Estrato Aluvial(3)con un espesor
menor a 10.m. sobre la roca.
o ., (3)
g . Estrato Aluvial con espesor menor( )
3 . a 25 m., que contiene un manto suave 1.1
' de espesor menor a 5 metros.
L4 3 Otros : 1.2

Notas. (1) Puesto que estas definiciones no son niuy in‘tel'igiblg:,a’.s,Q la clasificacidn
de las condiciones del terreno, se hara considérando‘adecuadamente el si-
tio del puente.

La profundidad del manto indicado se mide a partir.de la superficie real

del terreno.



(2) Un Estrato Diluvial implica un estrato Aluvial denso tal como un estrato
arenoso denso, estrato de grava, o de cantos rodados.

(3) Un estrato Aluvial implica un nuevo manto sedimentario formado por un des
lizamiento de tierra.

(4} El estrato Suave se define como'Estrato de suelo cuya capacidad de soporte

se desprecia en Disefio Sismico".
Tabla 3 FACTOR DE IMPORTANCIA v3 PARA PUENTES CARRETEROS.

Crupo . Definiciones Valor de vj

Puentes sobre autopistas (carreteras de acce
so limitado) carreteras nacionales en general
1 y carreteras principales de prefecturas. 1.0
Puentes importantes en carreteras de prefectu-
ras generales y municipales.

2 Otros ( 0.8

Nota: El valor de v3 podrd incrementarse hasta 1.25 para casos especiales en el
Grupo 1.

b) En el método del coeficiente sismico modificado que considera la respuesta es-

tructural que se emplea para estructuras relativamente flexibles;tales como puentes

con pilas de altura mayor a 25 m. con un periodo fundamental mayor de 0.5 segundos,

el coeficiente horizontal de diseno sismico Khm resulta igual a:
khm= B ky ( 3)

en que:
khm.- Coeficiente horizontal de disefio sismico en el método del mé&todo modi-
ficado de coeficiente sismico que toma en cuenta la respuesta estructu-

ral.
k, .- Coeficiente dado por la ecuacidu (2)

8 .- Factor que depende del periodb fundamental del buente y que se obtie-
né de la figura (1).
Para aquellas estructuras cuyos périodos fundamentales son menores a 0.5
segundos, B se puede tomar igual a 1.0.

El valor minimo de khm serd igual a 0.05

(2) El coeficiente vertical de disefo sismico, puede en general considerarse igual
P

a cero, excepto- para porciones especiales tales como apoyos.



(3

(4)

(5)

(6)

(7

El coeficiente horizontal de disefio sismico.:para partes de :la‘estructura,
suelos y aguas bajo la superficie del terreno, puede considerarge igual a
cero.

Las especificaciones establecen las presiones hidrodindmicas durante sismos.
En especificaciones relacionadas, se establecen las presiones de tierra du-
rante sismos.

Se da una atencion especifica a los estratos de suelos muy suaves y estratos
de suelos vulnerables a la licuacién durante los sismos. En el diseno, se
desprecian las capacidades de carga de estos estratos, con objeto de asegurar
una alta resistencia asismica para las estructuras construidas sobre estos
estratos.

Se debe dar tamblen una atenc1on espec1al al disefio de los .detalles: estructura

BT

les, tomando en,con51derac1on, el dafio. previamente experimentado de las estruc-
turas de puentes. Para este propdsito, se prescriben estipulaciones especia-.

les tanto para los apoyos, como para dispositivos para evitar la caida de las

. s e et e e “

trabes de puentes. 77
Se permiten incrementos en los esfuerzos permisibles de los materiales en el di
sefio de estructuras resistentes a sismos, las magnitudes de los incrementos de ,
varios materiales se establecen en las especificaciones relacionadas. Los por-

centajes de incrementos son como sigue:

Concreto en estructuras de concreto reforzado 507
Refuerzo de estructuras de concreto reforzado 50%
Acero estructural para las superestructuras 70%
Acero estructural para subestructuras 50%
Concreto en estructuras de concreto preforzado sometido a fuerzas

de compresidn. . 657
Suelos para cimentacidn. , 50%

FUERZAS SISMICAS DE AASHTO 1973.

Esfuerzos Debidos a los Sismos.- o D an -

“ o, R : -

En las regiones en que se presuma la ocurrenc1a de temblores, se tomaran pro

visiones para incluir las fuerzas laterales de temblores, como slgue:

en

EQ

P

EQ = CD
que:
= Fuerza lateral aplicada horlzontdlmente en una direcci®n Lualqulerd, en el
centro de gravedad del peso de la estructura. '
= Carga muerta de la Estructura. ..., ., -,

= 0.02 para estructuras cimentadas en dos zapatas aisladas, en material que so-

porta 40 Ton/n¥,



« 7 )
= 0.04 para estructuras cimentadas en zapatas asisladas en material que soporta

menos de 40 ton/m2,
= 0.06 para estructuraz cimentadas en pilotos.

Puede despreciarse la carga viva.
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I1.- VIBRACIONES EN VIGAS.

Supdngase la viga esbelta y eladstica, que se muestra en la figura 2.1y
cuya seccidn transversal puede ser variable a lo largo de ella, de tal forma que
su masa varia también por unidad de longitud. Esto.es,la masa y la rigidez pueden
representarse como m(x) y EI(x) respectivamente.

La carga que actiia sobre la estructura es de tal naturaleza, que varia de
seccibn en seccidn en cualquier instante y su intensidad en una seccidn dada; asi-

mismo varia con el tiempo. Esta carga se puede representar por w(x,t).

[W(X,E)

T A e

AV

Y
%

T ke
dx

vy

Figura 2.1
El movimiento en la viga que resulta de la aplicacidn de la carga, da lugar

a fuerzas cortantes, V(x,t); momentos flexionantes, M(x,t); deflexiones Y(x,t); ve-
locidades, 3y/at y aceleraciones 32y/3t2,

Considerando un diagrama del cuerpo libre de un elemento dx, en la figura 2.2,
se tiene la siguiente ecuacidn del equilibrio de las fuerzas a la direccidn verti-
cal:

Por la 2a. ley de Newton,

2
ZIFyamdxg—Eg- (2.1)
w dit
v i
M+ M 4,
M s
A \/-a-@-l/dx

Figura 2.2 ' .



en que mdx es la masa total del elemento de longuitud dx. Si éhora se substituyen
las fuerzas verticales que aparecen en la figura 2.2 en el miembro de la izquierda

de la ecuacidn (2.1), obtenemos:

2
wdx + V + ax-dx - V = mdx 2—%- ( 2.2. )
ax at ‘
simpiificando:
A a2
ax ms—t} w ( 2.3 )

En las ecuaciones (2.2) y (2.3) se ha tomado como positiva la direccidn hacia
abajo del eje Y.

Si suponemos que la aplicacidn de las cargas es gradual, de tal manera que las
fuerzas de inercia sean despreciables, la suma de momentos respecto a un punto A del

elemento, resulta: .

Vdx - wdx Q% +M~-M- oM dx = 0 ( 2.4 )
dx A

De esta expresidon puede despreciarse por ser de orden superior, al término

que contiene a w. Consecuentemente, (2.4) queda:

=M
V= % ( 2.5 )
De (2.3) y (2.5) se obtiene:
52 52
AL ( 2.6.)

. Obsérvese en (2.6) que si tratase de un problema estadtico, obtendriamos la ex-

presidn conocida:

d2u
= -—
s W ( 2.7 )
Asimismo (2.6) ha sido desarrollada con la sola inclusidn de las ecuaciones de
equilibrio de fuerzas y momentos y es valida independientemente de la naturaleza del
material de la viga, con tal de que dicho material tenga una distribucidn continua de

Su masa.

Se intentard enseguida, expresar el momentc flexionante en una seccidn, en ter-

minos de la deflexidn.
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El esfuerzo normal en una fibra cualquiera, estid dado por la formula conoci-

da de la " escuadria .

' M-c
g = I ( 2.8 )

en que M, es el momento flexionante, que se considera positivo cuando-provoca com-
presiones en las fibras superiores de la viga; I es el momento de inercia de la
seccidén transversal y ¢ es la distancia vertical entre el centroide de la seccidn y
la fibra donde interesa valuar 0. La distancia ¢ se considera positiva si se mi-
de hacia abajo.

Considérese una fibra de la viga, localizada abajo del eje centroidal. Cuan-
do una fibra se encuentra abajo del eje neutro y el momento aplicado es positivo,
esas fibras interiores se alargan y las superiores se acortan.

Si la longitud del elemento diferencial en consideracidn, es dx para un mo-
mento pogsitivo, el extremc izquierdo del elemento se desplazard u, y el lado de-
recho u + du, por lo que es cambio neto de longitud serd du. La deformacidn uni-
taria vale por lo consiguiente du/dx, por definicidn, ya que du es la deformacidn

total y dx es la longitud original. Vease la figura 2.3,

N
5

N Figura 2.3

-

~+— d¥ -—+—»— drdv

Sin embargo,puesto que el momento que da lugar a las deformaciones varia con
el tiempo como ya se ha asentado, la deformacidon misma tambi®n variard con el tiem
po, y por lo tanto, la deformacidn unitaria debe representarse como una derivada

parcial respecto a x:

@

u
£ T ( 2.9 )

De conformidad con la convencidn de signos adoptada, obsérvese que la pendien
te 3y/dx resulta positiva cuando la seccidn gira en el sentido del reloj v como

consecuencia de un momento negativo. ,



En la figura 2.3 se obsarva que un momento positivo da lugar a una pendiente

de magnitud:

.’.
tan¢=-5—c—di‘- -3 ( 2.10 )
Para angulos pequeiios:
tan ¢ = ¢ ( 2.11 )

La pendiente de la elastica serda para el mismo momento:

tan ¢ = =Y ¢ 2.12 )

9 X

Combinando (2.10), (2.11) y (2.12), se obtiene:

- X .
u = -c 5 , ( 2.13 )

Derivando (2.13) respecto a x; se obtiene de (2.9)

— = - = € ( 2'14 )

. | .
Los materiales que cumplen con la ley de Hooke, son aquellos que tienen un

comportamiento eldstico y entonces:

g=¢E ( 2.15 )

o sea que, de (2.8),(2.14) y (2.15), se puede obtener:
2

3
. o] -c 5;% E
y De ( 2.8 )
o - M
I
finalmente:
32§ M >
3% ="§f ( 2.16 )

Si utilizamos ahora (2.56) olbtenemos finalmente la ecuacidn fundamental elas

tica de una viga esbelta.

52

. )
m(“#)*é%l - v ST
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Si no existen cargas e::teriores, (2.17) simplemente se transforma a:

2 2 Pl
ER <Elg—x{-)+;ﬁ—;21=0 ( 2.18 )

Todavia mAs: si la viga fuese de seccidn uniforme en toda su longitud,

?'{J

conservdndose constante E e I, se tiene:

ot m azx
TR Ty 0 ¢ 2.15 )

Esta es una ecuacidn en derivadas parciales con las siguientes caracte-
risticas: es lineal, de 4o orden y coeficientes .constantes.

Sé buscan soluciones para la ecuacién (2.18), de la forma:
y = X9q {( 2.20 )

donde X es funcidn sclamente de x v se le designa como "'funcidn de forma" para
la viga, en tanto que 9 es funcidn del tiempe sdlamente v se le llama "funcidn
de tiempo' de la viga.

Substituyendo (2.20) (2.19), se obtiene:

32 3 2X n
5—x-7_' EI -BTZ- +mX Y =0 . {( 2.21 )

en que Y representa la 2a derivada de q respecto a t, y

puusto que el miembro de la izquierda depende s0lo de x, en tanto que =l de la
derecha depende s0lo de t y como ambos miembros son iguales, tal hecho sdlo puede
cumplirse si ambos son iguales a la misma constante, que elegimos sea p2. De

esta manera podemos igualar ambos miembros a p2 y desacoplar las ecuaciones; que

dando:
gq+pgq = 0 ( 2.23 )
3?2 "
T EI X" }-mp2 X =0 \ ( 2.24 )
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en el caso de la ecuacidn (2.19), con EI constante, (2,24) se transforma en:
EIX'” - mp2x = 0 ( 2.25

Es conveniente introducir la siguiente notacidn:

L,
2
B = %%—- ( 2»26
y escribir:
XV - g*x = 0 ( 2.27

en que B es el llamado parametro de forma y p es la frecuencia circular.

La solucidén de (2.27) contiene cuatro constantes arbitrarias de integracidn,

ya que la ecuacidn es de cuarto orden en x. Puede hacerse ver que,

X = Cl gsen Bx + Czcos Bx + Casenh Bx + C“ cosh Bx ( 2.28 )

La ecuacidn (2.23.) es de la misma forma que la que describe el movimiento vi

bratorio de una estructura con un solo grado de libertad y su solucidn es:

g = A sen pt + B cos pt ' ( 2.29 )
° q = C cos (pt ~a) ( 2.30 )
De (2.20); la solucidn y = Xcos (pt - a) A ( 2,31

en la que la constante C queda involucrada en las constantes de (2.28). En tanto

que A, By C se determinan a partir de las condiciones iniciales del problema y a

es el dngulo de fase.

En la ecuacidn (2.28), los constantes de integracidn Co» C2, C3 y C,, se de

terminan en forma similar a partir de las condiciones de frontera del problema.

Ejemplo: Se trata de analizar una pila para puente se seccidn constante represen

tada en la figura 2.4 a (Okamoto, pag. 311).
/ A ) /

Iy [
|
!

A1

S Bj e D a—-wmg? ' J

(@) (5)

Figura

2.4
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La pila se encuentra empotrada en el terreno y con una trabe descansando en
su pérte superior, o sea que la pila es un vnladizo y la trabe colocada en su par
te superior .se considera como una masa considerable que se agrega en su parte supe
rior. Kl madelo que representa a la estructura, es el mostrado en la figura 2.4b,
en que hay un resorte entre la cimentacidn y el terreno que aplica una reaceién pro
porcional al desplazamiento horizontal de la cimentacidn y un momento proporcio-
nal al Zngulo de rotaciin de la cimentacidn.
Si el terreno vibra con una aceleracidn sismica U,la vibracidn del. puente
ocasiondda por esta vibracidn del tevreno,se representa por la ecuacidn 2.18,

modificada en la forma siguiente:
2 : 2, . '
2 BT X ) + (9+0) = o ( 2.32 )

en que y: es el desplazamieﬁto o la deflexi6p de la pila, respecto al terreno.
U: es el desplazamiento del terreno durante el temblor.
m: es la masa por unidad de longitud de la pila.
El: rigidez a la flexidn de la pila.

El primer. t@rmino contiene la fuerza que tiende a restaurar 'la deformacién de
la pila producida por la fuerza de inercia debida a la masa acelerada de la pila.
Se supone que la fuerza axial del peso de la pila y de la trabe, se pueden des-
preciar.

En la parte superior de la pila, el momento flexionante vale 0 y la fuerza
cortante es igual a la fuerza de inercia de la trabe. Si se designa con M a la

masa de la trabe, las condiciones para x=¢, en la parte superior de la pila, son:

§_ZX.= . _i)_. @.31 = v 3 : 2
9 x2 0 3 I x EI 9x2 M (y+1U) ( 2.33 )

En el fondo de la pila, el momento flexionante y la fuerza cortante son pro-
porcionales al angulo de rotacidn y la deflexidn de la pila, respectivamente, Si

llamamos K, vy K2 a las rigideces de cada uno de esos resortes, tendremos:

1
3%y _ 3y ., _9. a%y\ _
EIaxz'Kl ™ H g (EI %2 = KZY ( 2.34 )

Si la aceleracidn del terreno U es un dato, el comportamiento de la pila du-
rante un sismo puede determinarse mediante las ecuaciones (2.31),(2.32) y (2.33).

Supdngase ahora en forma simple, que U = 0, para una vibracidn libre vy una
seccidn uniforme de la pila, podremos utilizar la ecuacidn(2.19) y mediante el

método de sepaTacidn de variables ya descrito, obtenemos las ecuaciones 2.26 y
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y 2.27, asi como-la solucidn para X de la ecuacidn (2.28).

Las condiciones iniciales en este caso son:

, : 2X
Para x = L, el momento en el extremo superior vale cero: SXZ = 0 ( 2.35 )

el cortante en el extremo superior es igual
a la fuerza de inercia de la masa de la trabe;

3x ;
EI%E=—Mp2X ( 2.36 )

"En (2.35) se obtienen unidades de fuerza, ya que p2, el
cuadrado de la frecuencia circular se puede
¢scribir K y KX tiene unidades de fuerza.

M

El signo menos proviene del hecho de que la
fuerza cortante en la pila es contraria a la
fuerza de inercia.

~Para x=0 Lla rotacidn y el desplazamiento del empotramien
to de la pila, se puede representar similarmen=-
te a la ecuacidn 2.33:

d2x dax '

EI EE:KIH 5 ( 2.37 )
3

EL S5 = K, X - ( 2.38 )

Substituyendo las ecuaciones 2(35-37) en la ecuacidn (2.28), se plantean cua-
tro ecuaciones homogéneas para las cuatro constantes de integracidn CI’CZ’C3 y C4'
Para que el sistema planteado tenga soluciones diferentes a la trivial, el determi

nante de los coeficientes debe ser igual a cero. Esto es:

- S«n /5& . — toy [3/ Jén /aﬂ(,rﬁ./ cos 4 (3¢
Mp® serdh - codl MY o5l 4 senpl L12° seah 3L veorh i3l Ko corh il et
A EL PBPEL BT : pEr
K / L -/
BEL - AET
: A -7 K
3PEL 3OEL
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La frecuencia natural se obtiene resolviendo la expresidmn anterior, en la
que se determina primeramente R{ y de ahl se substituye para hallar p.
Existe un nidmero infinito de valores de p que satisfacen la ecuacidn (2.38),
de manera que unavez determinando un valor de p, se obtiene una relacidn entre
las cuatro constantes de integracidn, la cual proporciona un modo de la vibra-
cidn libre. El niimero de modos de la vibracidn libre, es asimismo infinito.

Si la seccidn transversal de la pila no es uniforme, es dificil resolver
la ecuacidn difereﬁcial de partida (2.17) & (2.18) en forma analitica. Es nece-
sario resolverla por métodos numBricos. VEase por ejemplo, la solucién mediante
diferencias finitas de Okamuto, (Ref. 3 pag. 313)f

_En seguida, se presenta una relacidn de las condiciones de frontera aplica-
bles pafa cada tipo de apoyé, en la solucidn de la ecuacidn diferencial. Para
apoyos localizados en x = x.

Apoyos simples.- X"(xl)' = X (xl) = 0

Deflexidn y momento nulo en cualquier apoyo, para cualquier valor de t.

Empotramientos.~ + X (xl) = X' (xl) = 0
Deflexidn y pendiente nulas en el apoyo empotrado.
Extremo libre.- X" (xl) =X"" (x;) = 0

Momento y cortante nulos en el extremo libre.

ITITI VIBRACIONES EN VIGAS CONTINUAS.

a) VICAS DE DOS CLAROS:

Considérese la viga continua de dos claros L1 y L., que descansa en una

2’
cimentacidn rigida, con los valores de m, E e I constantes en todo el claro. Los
apoyos extremos giran libremente.

Se presenta enseguida, la solucidn matemdtica de las vibraciones libres dela

estructura.

Ms_, ' Mg Mgy

m_-,*[ 4 -

i (U
3

3
In
i

As Jf "Sv"l

Figura 3.1

Para este caso es aplicable en cualquirra de los claros y con cualesquier con
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diciones de apoyo, la ecuacidn (2.21) y su solucidn (2.28). Consecuentemente

para un modo n y un claro s, la forma caracteristica queda asi:

Xs(x) = C| sen Bsx + C2 cos Bsx + C3 senh Byx + C, cosh Bgx .
Xg(x) = Bg ( C] cos Bgx + C sen Bgx + C3 senh B,x + C4 cosh B )
Xg(x) = Bg ( -Cy sen Bgx - Cy sen Bgx + 93 senh B.x + C, cosh Box )

en que Xg (x) y Xg (x) son la primera y segunda derivada con respecto a x,y
%/ mng
Bg = Llg

en que p, es la frecuencia asociada al enésimo modo. Si la vibracidn es libre,

las frecuencias asociadas a cada uno de los claros, deben ser las mismas, puesto
que estamos tratando con una viga continua.

Las condiciones de frontera para dos claros adyacentes, quedan establecidas

de la forma siguiente:

Xs (0) = (a); Xg (Lg) = 0 (b); X§ (Lg) = Xgqy (O) ( ¢ )
Elg Xg (Lg) = Elg4] Xgyp (0) = -Mg ( d)
XS+l (0) =0 ‘ (e )

expresiones que significan que en la forma modél, las deflexiones son nulas en los
apoyos y que las pendientes y momentos flexionantes de dos claros adyacentes y que
concurren al mismo apoyo. deben ser iguales. 8i ahora substituimos las expresiones
para la forma modal y sus derivadas, en las condiciones de frontera, debemos obte-
ner:

(£) Cr+Cyu=0

(g) C; sen BgLg + Cy cos Bgly + Cq senh BgLg + C4 cosh Bglg

Bail '
(h) Cy cos Bylg = Cp sen BgLy + Cq cosh Bclg + C, senh Bglg = Z: (D) +Dy)
. ) 82 1 EIg, 1 (-p +
(1)-Cl sen B Ly - Cy cos BglLg + C3 senh Bglg + C4 cosh Bglg = Egi— _E%t_ ( Dy Da)
. s S

en que las constantes Di se refieren al claro (s+l).

Si primero se suman y luego se restan g) e i) y usando j); g) + i)

‘ | _ s+l  Is+l
2Cy senh Bglg + 2 C, cosh B L = —p— _T; ( -2 D2)
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B2 1
LN P + 'S+1
g~i) 2 c,.sen Bgls + 2 C, cos Bglg --ggi I (2D,)
k) D, = -D,
Bé+1 Istl
1) C3 senlh Bg Lg - C2 cosh Bg Lg = -D2-Eg— Is
B§+1 Is+1
m) Cl sen Bs Ls + 02 cos BS L5 © D2 eé I
de donde se obtiene: 2
: ] Bl s+l
Cy cosh Bg Ly = Dy 5
) ¢ Bs Ig
n = : :
Bg+1 Iy
—02 cos Bg Lg + Dy 82 _
o) c, = 2 1
1
sen Bg Lg
Sumando n) y o):
B.L 'B_.L B2y 1 1 1
C. +C. =20 cosh "g~s _ cos Pg-g _Dz_:q_t__s_"'_l_ -
l 3 2 senh B,L,  sen BgLg Bs Ig senhBglg  sen BgLg
pudiendo escribir:
2
’ Bs+1 IS+1
+ = -
pues hemos hecho que:
q) G, = coth B85 L, - cot B L,
y
r) HS = cosech Bs LS - cosec Bs LS

Ahora incrementenos en 1, todos los subindices de G, 8, I y H, en p), al
mismo tiempo que substituimos las constantes C, por D y D por F para representar
a los tramos (s+l) y (s+2) respectivamente.

La expresidn resultante que es igual a D, +.D se substituye en ¢l miembro

1 3’
de la derccha de h) y si n) y o) junto con C4 =—C3 se substituyen en 2. miembro
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de la izquierda de la misma ecuacidn h), queda lo siguiente:

2
Bat2 | P
P') D+Dy = D, Gg +1 - Fz(‘z‘s+ - ) Hgtl
Bs+1  Ighl
2
Bs+1 Ig+l
_02 cos Bglg + D2 e% I,
- cos BgLg - C2 ( sen BSLs + senh BgLg )
sen Bg Lg -
2
BS+1 IS+1
C, cosh B84Lg - D 2 2
2 2 Bs Is : 8 +2 Is+2 "S41
+ - cosh BSLS @ D2 GS+]_ - F2 1 'Bs
senh By L ‘Bs+1 s+]
2 2
. cos2 BSLS + sen2 BsLs cosh BsLs - senh sLs
- ¢, ( )+ c, ( )
sen Bg Lg senh Bg Lg
820 1 82,2 I.42. B
_p_ _stl Zstl - - _ s+2 1s+2 s¢l |
2 2 . (cot BgLg - coth B L) « (D, G, - F, > +1) ;
s 8 BS+1 s
B I 8 2
- - cos _p -atl Zgtl - Pe+l | p T2 3
C2 (cosec Bglg cosech BsLs) D2 a, I, Gs D2Gs+1 F I, Hs+1
Finalmente:
2 2
B B ] I
_ s+l + s+l _st2 st+2
) CpHg =Dy (g7 G v Dy Csr) * Fo B I s+l
De d),:
M = EI (-D, +D, ) 8
, s s+l 2 4 s+1
y puesto que D4 = —Dz
M
S
t) o D = =~ 5o,
. 4 2E19+189+1
Substituyendo t) en s8) y sus equivalentes incrementados y disminuidos en 1l y

cancelando términos iguales:



oL G L G .. L H. L
M| ——2 s Ms[ 2y =l el ]+ Moy a0 (3.1
(BsLs) Ig (BsLs) Is (Bs+1Ls+1) Is+1 (Bs+1Ls+1) IS+1

(3.1) es la ecuacidon de los Tres Momentos que puede utilizarse para obtener
las frecucncias naturales de los modos normales. Es equivalente a la ecuacidn
de los tres momentos del andlisis estdtico y para la determinacidn de las cargas
de pandeé. La ecuacidn (3.1) se aplica a cada uno de los pares de tramos adya-
centes. 'Si el apoyo exterior estd articulado, el momento en ese punto vale cero.
Si ese extremo estd empotrado, la ecuacidn se aplica de tal modo que Mg es el mo
mento del éxtremo empotrado; y en tal caso el momento de inercia I del tramo fic-
ticio exterior al apoyo externo, se toma igual a infinito.

Con .el procedimiento sefialado, se establece una ecuacidn para cada momento
del apoyo correspondiente, resultanto un sistema de ecuaciones simultdneas. Los
momentos M son aquellos que ccurren durante la vibracidn libre en un modo determi
nado, los que por supuesto no se conocen. Sin embargo, para que sea posible la pre
sencia de una vibracidn, el determinante de los coeficientes de las M, debe ser
nulo. Si se expande ese determinante, se obtiene una ecuacidn de frecuencias, cu-
yas raices son Bphl, que estadn directamente ralacicnados con Py- Una vez obteni~
das las frecuencias, se determinan las formas caracteristicas substituyendo cada
una de las raices en las condiciones de frontera de las ecuaciones f) a j). El
nimero de ecuaciones requeridas, es uno menos que el niimero de coeficientes 8, que’
se van a determinar. El procedimiento descrito se ilustra con los ejemplos siguien

tes:

Viga de dos claros. Supdngase la viga de la figura (3.2) la ecuacidn (3.1)

se plantea una sola vez, en que Mg es el momento del apoyo interior y Msnl = MS+1 = 0.

Entonces:
G L G L
o n i el R
s 8 s S+] s+l S+1 :
m’)'zl 77 Lo
Lt o Lz N i

Figura 3.2
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La ecuacidn de frecuencias:

Sy Ly 4 Gl Lo T 3.3)
(81L1) Ty (B2L2)I; '

Sabemos que:
Gy = coth B Ly = cot B L)
G2 =  coth 82 LZ cot 82 Lz

2
4 m, pn

Bnl EI;

El problema consiste ahora en determinar los valores de BhL que satisfacen
esta ecuacidn. Notese que Bnp Ly v Bnp Lo tienen una relacidn constante para
las propiedades dadas de una viga y poryconsiguiente una puede substituirse por
una constante multiplicada por la otra. En general, tales ecuaciones de frecuen
cia no se resuleven facilmente y debe emplearse un procedimiento de aproximaciones
sucesivas. Este procedimiento puede acelerarse mediante el uso de valores tabu-
lados de G y H.

Supdngase el caso particuiar de una viga de dos claros con rigidez, longitud

y masa iguales. La ecuacidn de frecuencia queda:

G + G =t ®
nj n2
y la segunda a:
G = G = 0, esto es:
nj na
coth B“l L1 T cot Bnl L1 = coth an LZ - cot an L2

para el caso especial en que L1 =L

cot Bn L = coth Bn L



Las raices son:

gL <M, 20, 30 ... =

BnL = 30’92, 7.06, 10-2.-.

y las frecuencias naturales:

y - .
2. ELBn' o Boo(p%, .92y (2m)%; 7.06%..0)

ugaﬁv Pn

Las formas caracteristicas de los cuatro primeros modos se muestra en la
figura 3.3.
‘ MODOS NATURALES DE DOS CLARGS IDENTICOS

£int

i€

my. mo I?

5 faad
4 !
[ SO R 2 £113921°
R e ey, P2 S mi B LT os?
. * }7 m{“
Figura 3.3. MODQS NORMALES DE UNA VIGA DE DOS CLAROS.

En general, el primer juego de raices, los.modos impares, corresponden a los
modos antisimétricos que corresponden a los modos de una viga simplemente apoyadas
y los modos simétricos o el segundo juego de raices, corresponden a una viga con
un extremo empotrado y otro simplemente apoyado. Obsévese que en los modos anti-
siméticos o impares existe un nudo en el apoyo central y por lo censiguiente un
claro no afecta al comportamiento del otro.. Por otra parte, en el modo simétrico
no hay rotacidn en el apoyo central, como si existiera un empotramiento en ese
apoyo:

Supdngase ahora una viga de tres claros. La ecuacion (3.2) debe plantearse

dos veces. Vease la figura 3.4.

ma,L ’nz’ Iz . w73, <3

P

Figure 3.4
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La ecuacidn de frecuencias se obtiene como ya sabemos, expandiendo el deter-

minante de los coeficientes de las M.

2

[ 6, L. . G,L, ] [ 6, L, . Sl ] ) [ H, L, ] .
(B)L)) I, (B,Ly) 1,0 L(B,L) T, (B3Ly) 1, (8,Ly) I,

Para el caso de tres claros idénticos: .
2 2
46, - H = 0
]
= +
2 Gn t Hn

en que G, y Hy se aplican para cualesquiera de los claros. Los tres juegos de rai
ces son:

(1) Gp = Hp = ¢t

cuya primera raiz es B1 L =" y el juego completo corresponde a los modos de una
viga simplemente apoyada. '

(2) 26, = - H

cuya primera raiz es el segundo modo de la viga: 82 L = 3.55y todos los modos
de este juego tienen un modo al centro del claro intermedio.

(3) 26, = +H,
cuya primera raiz o tercer modo, es 83 L = 4.30. Vease la figura 3.5,
MODOS NATURALES DE TRES CLAROS IDENTICOS.

. 2_FInt
T he PR

?_£/1355)°
. PO

Figura 3.5 2, EN430)°
. v ~ ———— . p,:-—-—’T/r—.

MODOS NORMALFS PARA UNA VICA DE TPES CLARODS,
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La ecuacidn de frecuencia de una viga de cuatro claros, puede investigarse

en forma similar, pero es miAs complicada. Para claros idénticos se reduce a:

2 G, = ¢ Hn

vease la figura 3.6.

MODOS NATURALES DE CUATRO CLAROS IDENTICOS.

2 Enmt
F‘ﬁ?ﬁp.n——u
muhy maly  mely maly ' ” mie

2. vy

¥, ) 77
';.JL_.L-._!:-__.L _.h___.l. _Q_.J

s o P2=[I(3.40)‘
ey, P
Figura 3.6

2. £103.92)*
% Py mi®

MODOS NORMALES DE UNA VIGA DE CUATRO CLARGCS.

De todo lo anterior, resulta que para un nimero cualquiera de claros idénticos
articuladas en los apoyos exteriores, el modo fundamental es igual a la de una viga
simplemente apoyada. Los modos superiéres de un solo claro son tambi&n modos supe-
riores del caso de varios claros, pero estdn combinados con otros. Existe otro gru
po de modos simétricos con pequefias rotaciones en los apoyos interiores que corres-

ponden burdamente a un claro empotrado y simplemente apoyado. Ademis, hay varias

combinaciones de estos dos tipos, que se incrementan con el ndmero de claros.

v l7rerersz, ('____\‘___.\
] T l
l < la

() s
Figura 3,7



Vibraciones de los modos naturales
continuo de grandes claros, en la
direccidn perpendicular al eje del

puente.

25 )

de un puente

15t order

. 3rd order

4 th order

~
NN e e
- 7
- .
“ar

- we= QObserved value

e (Caltulsted value

Figura

3.8



IV CIMENTACIONES
ESTRIBOS. -

El dafio mas comiln en los estribos de puentes, son el asentamientc, volcamiento
y falla por cortante. Una forma de dafio local, es cuando las trabes clocan violen-
tamente contra el estribo, causando agrietamientos de los muros de retancidn del
estribo o descascarando el concreto en los asientos de las trabes.

El volcamiento de los estribos, usualmente se provoca por una dehilidad en su
resistencia a las presiones de tierra. En muchas ocasiones, la razdn del volteo,
es la poca profundidad del desplante de la cimentacidn. Puesto que los estribos
ncrmalmente se encuentran lejos del lecho del rio y no hay peligre de socavacidn,
los desplantes tienden a ser de poca profundidad, perc puesto que en este tipo de
cimentaciones la capacidad de soporte del terreno, se afecta consideral:lemente du-
rante un temblor, es imperiosa una cimentacidn profunda. .

El efecto del cortante ocurre a menudo en las juntas de construccidn del con-
creto simple, por lo que es necesaria una cuidadosa seleccidn de ellas. Cuando no
sea posible utilizar un tipo de estribo de concreto reforzédo,debe adends de super-
visarse adecuadamente la localizacidn y construccidn de las juntas, coloecar refuec-
zo en las mismas juntas, para lograr una buena transferencia del cortante mediante
adherencia. ‘

Aun cuando el estribo mismo no resulte dailado, hay muchos casos en que el suelo
volcado a los lados y en la parte de atrds, se hunde y ocurre un'colapso del muro
de retencidn, 'lo que interrumpe el trdnsito. Las causas principales del asentamicn
to son la diferencia entre las condiciones de vibracidn de los estribos y el terra
plén y la consolidacidn insuficiente del suelo atris del estribo. Es aconsejable
que el material del terraplén sea de grava de calidad especial o roca triturada.

la estabilidad de un estribo durante’ un sismo, se logra de la manera siguiente:
en la figpra 4.1, las fuerzas externas que-actﬁan sobre el estribo, consisten de la
fuerza sismica debida al peso dé la trabe que se transmite a ios apoyos, las fuerzas
sismicag debidas al peso del estribvo y la presidn de tierra en la parte trasera del
estribo, que se trasmite durante el sismo. La fuerza que tesiste la presidan de tie-
rra sobre-la parte anterior del estribo, es la fuerza de reaccidn del terreno que
actla sobre la superficie inferior DO. Estas fuerzas se calculan de li siguiente ma

nera.

Figura

4.1
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a) Si el peso de la trabe que actila sobre el apoyo es W, la fuerza vertical V1

que se aplica al estribo en el sismo, vale:
vV, = - W
1 (1 kv ) .
donde k_es el coeficiente sismico vertical. Ya 1Pe el estribo tiende a volcarse
.v . ) el peso de lag trabes y el estribo
o deslizarse con mayor facilidad, al reduc1rsgAdeb1do al movimiento vertical ha-
cia arriba, esta ecuacidn sirve para asegurar la estabilidad bajo las condiciones
nds desfavorables. El punto de aplicacidn de Vl’ es el centro del apoyo y la
distancia horizontal al 1laldn posterior se expresa mediante x;. La fuerza ho-

rizontal de la trabe es:
H1 f kh W
en que kh es el coeficiente sismico horizontal. La altura de la linea de accidn
de Hl' se supone coincidente con la superficie superior del apoyo y vy desde
el fondo del estribo.

b) La fuerza sismica debida al peso del estribo, cuando su peso es G, tiene los
valores que se indican enseguida. El punto de aplicacidn es su centroide
(x5,Y,)-

V2 = (1 - kv) G, H2 = kh G

c) Puede afirmarse que la presién de tierra que actiia sobre el estribO(y que actila
sobre el estribo) y actuando en la linea vertical DE, el peso de la masa del
suelo ABCE y la fuerza sismica que actla arriba. La presidn de tierra puede
calcularse mediante metodos reconocidos. Su punto de aplicacidn se encuen-
tra a 1/3 de la altura de la linea ED y su direccidn tiene una inclinacidn ¢/2

respecto a la linea ED.

La fuerza sismica debida a la masa de tierra ABCE cuando el peso es w,tiene
la magnitud dada enseguida, con el punto de aplicacidn en el centroide (x3,y3) de
la masa.

V3 = (1 - kv) W, H3 = khW

Cuando las componentes horizontal y vertical de la resultante R de las fuer-

zas externas seftaladas scan H y V:

H=H+ H+ H.+ E cos ¥/2, V=V+V+V+Esen ¢2

172 73 1 "2 3
Cuando el punto en el que la linea de accidn de la fuerza resultante corta a
la superficie inferior el estribo sea F y la distancia de F a partir del punto 0,

sea Xg, entonces Xy, se puede determinar, considerando el momento de la fuerza ex-



terior respecto al punto O.

= L y
Xo =y { (x1 V1 + %, Vz + X4 V3 + £ E sen y/2)

-y 1 F | Yo By + vy Hy+y, E cos y/2) }

Si la componente horizontal de la resistencia producida en la superficie in-
ferior del estribo, se expresa por Q y la componente vertical por P, Q =H y
P =V.

Suponiendo que la distribucidén de P en la supérficie inferior, sea crapezoidal
y 8i las intensidades de las fuerzas reactivas en ambos extremos son p, ¥ Py (Véase

la figuré 4.2). ¥

{a)

Figura 4.2

'2;§_+ p1 } )

L£/3) _—p_],—Tp—Z Xo

Por consiguiente:

2 3 x
Tlz- 7

H pl = E

De acuerdo con lo anterior, cuando x. sea £/3 o menor, P,y se vuelve negativa,

(o)

pero puesto que el suelo ordinariamente no resiste tensiones, se supone una distri-
bucidén triangular de la fuerza de reaccidn, como se muestra en la figura 4.2b. Las

condiciones de equilibrio serin.-
1 '
1/2 P ' = P ; 3 L = x4

y por tanto:
P
Z’ = 3 Xgo p, = ——
1 Xo

wilno

En otras palabras, la fuerza de reaccidn pl; es grande si Xp es pequeiia. Pero
mientras X, sea positiva, esto es; mientras F no quede fuerza de la superficie in-

ferior, si el terreno de la cimentacidn es capaz de soportar a Pp» M habrd volca-
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miento. La resistencia horizontal Q es la friccidn en la superficie de contacto..

Si u es el cocficiente de friccidn queda expresada por:
Q=uV

Normalmente, u se sSupone aproximadamente igual a 0.7, y si no hay suficiente
resistencia, se incrementa la profundidad de desplante o se clavan pilotes para
aumentar esa resistencia. A partir de la experiencia de sismos previos, la resis-

tencia al simo de un estribo, se incrementa si existe tierra al frente del estribo.

Cajones.

En lo referente a cajones, los problemas que.se presentan cuando esta cimenen
tacién estd sujeta a presiones sismicas, son probablemente la capacidad de soporte
o apoyo -y -la magnitud del desplazémiento. Respecto a la primera existe un método

mediante el cual puede determinarse la profundidad de empotramiento.

F——t-—l

‘l:'i'”

Figura 4,3

En la figura 4.3, las fuerzas externas que actlan sobre la pila, son el peso

Wo de la trabe, el peso W, de la pila, el peso W del cajon y la fuerza sismica, La

1
presidn de tierra es resistente. Suponiendo que las presiones de tierra se distri-~

buyan parabdlicamente, la presidn de tierra se representa por:
Py )
P=—> (2y,-vy) ( 4.1 )

7]

en que p, es 1la maxima intensidad de la reaccidn del terreno, y yi es la profun-
didad de la seccidn en que se presenta Pliénto p, como y, son cantidades desco-

nocidas y se determinan de las fuerzas externas y sus reacciones. En otras pala-

bras, cuando
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longitud del cajon

peso del cajdn

coeficiente sismico.

== B O > o ]

Fuerza sismica horizontal que actiia sobre la trabe y la

pila del puenfe, y
M: momento de la fuerza sismica que actie sobre la trabe y la

pila del puente respecto a la parte superior del cajon.
Se tendrd, entonces:

HakW= _["" (23 —y) dy
( 4.2 )

i
kwt mny
-—2-—— M= I -}'T,—(Zyl -y) dy

cuya solucidn es:

3/—4e ) ( 4.3
n=gicize )

siempre que: 5@1_5

Il+kW

Con estas ecuaciones se determina el valor maximo del esfuerzo Py s1 el valor
obtenido es menor que la presidn pasiva del suelo a la profundidad Y1 durante el
simo, el cajdn serd estable. Ademds, al determinarse la distribucidén de esfuerzos

en el suelo, pueden calcularse facilmente los momentos flexionantes y fuerzas cortan

tes.



Si se emplea este método de andlisis, un problema altamente indeterminado de la
distribucidn de la fuerza de reaccidn de una cimentacidn en cajdn, se convirtid
en un problema estidticamente determinado, empleando una suposicidn sencilla. La
estructura geoldgica de estrato superficial del suelo, es en ocasiones muy comp-
plejo. Posteriormente, debido al hincaéo del cajdén. El método arriba menciona-
do proporciona una regla para este complicado problema,

Este método. es sencillo, pero puesto que la estructural real del terreno no
puude 1nclu1rse en los cdlculos, no proporciona datos acertados en todos los casos
Ademds, aun cuando se tiene el dato de la fuerza de reaccidn, no es factible de- .
terminar el desplazamiento del cajdn que ella provoca. Es necesario un andlisis
fiel de estos fenomenos. T. Ikehara considera al cajon como un cuerpo rigido,
suponiéndolo soportado por resortes eldsticos en ambos lados y en los planos in-
feriores, con las constantes de resorte en los planos laterales, proporcionales
a la profundidad, obteniendo los resultados siguientes. Sin embargo, se des-
precia la resistencia horizontal de la superficie inferior.

Cuando la fuerza reaccidén en el fondo, actiia dentro del niicleo de la seccidn
inferior, su maxima intensidad en la pared lateral del cajén P> Y la presion en

la fibra extrema que se produce en la superficie inferior, q, v qé, resultan:

=ﬂ£ﬁﬂ+3”ﬁ+4Mﬁk&u¢“”ﬂl”P ( 4.5 )
P AhI + 2dana®)(KWI+ 4 HI 7 6M) .
_ kWP 3P+ AMP 4 8axa*kW + 1) ( 4.6 )
== SHEWIT4HIT6M)
‘h}al"_t”’ San(kWI+4HI-+6M) ¢ 4.7 )
i/ A b(* +24ax1?)

Cuando la reaccidn en el fondo, actiz fuera del nficleo de la seccion infe-

rior, Py» q1 y q2 se convierten en:

Ik W IHE+AMD + Sma®h W + ID)? : (4.8 )
PY= a0 + 24mana® )k W+ 4 HT 4 6AT) 4 .
__ AWP 3P A AMP - 8RB+ H) : ( 4.9 )
VI T T A I+ 4+ 6M) P
3aa(k W41+ 6 M)+ cosp) : ¢ 4.10 )

= - I)(l’+24nmu’) , /
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en que:

N:
A:
2a:
2b:

suma de las fuerzas verticales que actilan en la trabe y la pila;

drea del cajon en la seccifn inferior;

peralte del cajdn, paralelamente a la direccidn de la fuerza sismica;

ancho del cajén, perpendicularmente a la direccidn de la fuerza sismica:
coeficiente determinado por la forma de la seccibén inferior. (Véase la fig.4.4),

coeficiente de la reaccidn lateral del suelo para una profundidad unitaria;

cocficiente de la reaccidn vertical del suelo para una profundidad unitaria;

Los factores B8, m, y m2 que se usan para efectuar estos cdlculos, se obtienen

resolviendo las tres ecuaciones simultaneas que se muestran enseguida:

et (KL 411+ 6M)_
1+ 24mma’ =N+

| s + .sinﬂ;‘os’ﬂ

3

nly =

l .
+2(x—,’:)cusﬁ ( 4.11 )

J/x—-3 1 ., sind
m; = 2(~ 8-'—+ 3 sm'pcosﬁ+--32'g)

La tabla 1 proporciona datos burdos de las constantes de resorte del terreno.

Sin embargo, es aconsejable confirmarlas mediante pruebas de campo.

No se ha establecido aln, un método para predecir el desplazamiento re-

sidual del cajén durante un sismo, es que el suelo alrededor del cajon, que fué

pertirbado durante la construccidn, no se ha consolidado. Por ello, es necesa-

ria un cuidadoso tratamiento de la superficie en el fondo del cajon.

TABLA 1 COEFICIENTES DE REACCION DEL SUELO.

SUELO Ky (Kg fcm?) K, (Kg/cm®)
Arcilla'muy suave menos de 1 === 0 0————---
Suelo suave, cohesivo, arena suelta la2z emm—e———
Arena suelta, arcilla dura 2 a4 Jas

Arena ligeramente suelta, arcilla

muy dura 4 a8 T 5a 15




Arena cémPaCtada, arena~grava 8 a 15 s a 25
Arena muy compacta, grava, piedra lodoza mis de 15 uts de 25
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Figura 5.1 a) Restriccidn a la articulacidn
empleada en puentes existentes.
Se hacen aberturas a través de
la cubierta y los agujeros se
abren con taladros de diamante,

a través de los diafragnmas.

l.- Agujero de 7"
2.~ Placas de acero.
3.~ Tubo de 6"
4.-Cables de 7~ 3/4"
5.-Poliestireno

6.~ Neopreno.

Figura 5.1 b) Restriccidn a la articulacidn

para puentes nuevos.

.— Tubo galvanizado de 6"
.= Placa de acero.

.- Cables de 7- 3/4"
Poiiestireno.

.= Amortiguador elastomérico

(= I R e
N
1

.~ Neopreno.
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1

bt 1
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Figura 5.2 CONEXION DE TRABE A VIGA.
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:‘r;‘:v:nch y (x, t) = the displacements in the chimney, m (x) =
L ength, v : the distance along the ~rhimney, and ¢ - )
he method of separation of variabies wi!

the mass per

r paper? and will be presented in this

Paper in the sectiun entitled “Compute The tables in
a paper by

Housner i
and Keightley® can be used to obtain the modal characteristics of

linearly tapered chimneys i i
: YS in which the outs;
as well as its thickness varies linearly alongd et‘hiligzt;r °f the conerete shel

Response 0’ Chlmney t() ar k -— |1b e(:ted t() a l)ase
E lhqua es I.f a y }
. chlmne is S
accelel atlon, a, then t-he ba.Slc dlﬁerentia.l equation Wlt-h 2ero da"lplng 15

8z‘| 92 al
v
!"(‘P‘a "‘a)"‘rx‘,-(fl'a;?)=0 ..................... (3)

It can be shown that g solution to Eq. 3 is

Y6 t) = Y ¢i(x)q,(e) .....

fe1

........... S C-))

in which ¢, = th ]
i e shape of the ith moge
Placement in the ith mogde which is given b}S

fL
_ -a ; d
qi+u’:q‘f_—°£"

dimensionless) and q; = the dis-

. e, R
S me? ax !
) 4
The da.mping can be introduced by writing Eq. 5 in the form
L
- -a i
q; +2Bwiq". +w:qi =—of—m
L - Tetetieiii ... (6a)
of m ©; dx

in which 8 = the fraction of criti
ritical i
frequency in the sth mode, ang damping,

2Rumm «
Structora) agi‘v::;o:.' s\'ibrauons of Steel-Lined Concrete Chimneys,” Journal of th
SHousner, G W SE- Vol. 89, No. ST5, Proc. Paper 3861, Oct,, 1963, oo 35 =
« U= W., and Keightley, w. 0., “Vibrations of Linearly ’I‘a'pered' gg;\tllta-\feax:

Beﬂﬂls, Journal of the En ineerin Mechan S Divis on '
E 2
14 ic i » ASCE. ol. 88. No. EM »

L = length of chimney, wy=

5T 6 MEINFORLED €0 RETE ¢ B2 UGNEYS x
— r_Fa. 5, = d_‘u
q' (1(_!1 q{ = d, ............................ (sb)

COMPUTER SOLUTION

Determination of Modes.—The procedure for finding the first mode using
the Stodola method is as follows:

1. Assume any deflected shape for the chimney. The specific shape as-
sumed is a zero-deflection at the bottom and unity at all the other stations.

2. Compute the values of the intensity of the dynamic loading, m w? ¢,
with w considered equal to 1.

3. Find the values of the bending moments, M, at the different stations,
assuming a second degree variation in the loading, m ¢ . Compute the values
of M/EI.

4. Assuming a second degree variation in the values of M /E I and using
Newmark’s numerical procedure,* calculate the displacements at all stations
of thechimney beginning with zero-displacement and zero-slope at the bottom.

5. Normalize the computed shape by making the maximum displacement
equal to +1. .

6. Compare the normalized shape of Step 5 with the assumed shape of
Step 1. The comparison is made on the basis of the difference between the
absolute values of the two shapes at all the stations.

(a) If this difference does not exceed 0.000001 at any location, the com-
puted shape is considered equal to the assumed shape and the square of the
frequency is obtained by finding the ratio between the maximum value of the
assumed shape and the corresponding value of the computed shape of Step 4.

That is,

Maximum value of assumed ¢

Corresponding value of computed ¢ M

Note that the maximum value of assumed ¢ is always equal to +1.

(b) If the difference exceeds 0.000001, the process is repeated by assum-
ing the normalized shape of Step 5 as the deflected shape and repeating the
process beginning with Step 2. The process isthus repeated until convergence

is obtained.

A higher mode frequency is obtained as follows:
7. Assume any shape; in this case, the same shape as in Step 1 is
assumed.
8. Complete steps 2, 3 and 4 as for the first mode.
9. Purify the computed shape from the lower modes according to?

4Newmark, N. M., “Numerical Procedure for Computing Deflections, Moments, and 2

Buckling Loads,” Transactions, ASCE, Vol, 108, 1943.
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[me ¢, dx fm¢ ¢, dx
Pp=9 - ———— G - ———— o
? [m ¢ dx : Jm ¢2dx :
f"”?%—ndx
e @)

Jmoti-y dx
in which ¢ = computed shape, and ¢, = purified shape.

10. Normalize the purified shape, $ps in the same manner as in the first
mode (Step 5)and compare the normalized shape with the assumed shape. The
comparison test is identical to that of the first mode.

(a) U the comparison test is not satisfied, then repeat the process begin-
ning with Step 8 and using as the assumed shape the normalized shape of Step
10. N

(b) If the comparison test is satisfied, the process is stopped and the
square of the frequency is obtained by finding the ratio between the maximum
value of the assumed shape and the corresponding value of the purified shape
of Step 8. Therefore for the higher macde

~ Corresponding value of purified ¢ * * *

................

Maximum value of assumed ¢
w (9)

Response tc Earthquakes.—The response of a chimney toan earthquake in-
volves the determination of the maximum bending moments and the maximum
shears at differeat sections along the chimney. These maximum moments and
shears are calculated at each section by a combination of as many modes as
desired. In other words, for any one section along the chimney the bending
moment (or shear) is computed for each mode individually at short intervals
of time (interval did not exceed 1/20 of the period of the highest mode) and
then combined at each interval of time by obtaining their algebraic sum. The
absolute maximum cof these combired values is then taken as the maximum
bending moment (or shear) at the particular section during the duration of the
earthquake.

The above procedure requires that the response of the chimney be obtained
individually and simultaneously fcr the different modes. The response of the
chimney in any mode due tc an earthquake will involve the solution of Eq. 6a.

Although the acceleration, a, of the earthquake can be expressad as a sys-
tem of straight lines, yet the solution of Eq. 6a for the duration of the earth-

gquzke will require a prohibitive amount ¢f time unless a high-speed computer .

is used. The IBM 7080 computer was therefore utilized in the solution of Eq.
6a using a third-order Runge-Kuatta process. This process will be described
briefiv.

Eq. e has the form

T, Cxy v Ky = - f () oo i e e e e e e (i0)
Let %y =x; ..... e e e e e e s e e (11)
then Eq. 10 will take the form

S+ Cxy +Kxy = - f cevenennen. e (12a)

o %= «(f +Kx; +Cx3) e it ittt i it a e . .(12p)

°
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If at any time, 7, x, and %, are known, which ir the physical problem rep-
resent the displacement and velocity, respectively, then the value of x, and x,
can be computed at the next time (7 + k) in this manner: If at ¢ = T, x4 =
x(T)and x;, = x,(7), then at ¢ = (T + h), '

2, (T + h) = x,(7) + % ko + % Koy e e e (13)
1
xz(T+h)=x2(T)+2km+%kn ...................... (14)
inwhich ko, =k [x,(T)] oo (15)

ke =h{-f(7) - Kx(T) - Cxp (7)) oo o (16)

Ry = nx,(7) + Egﬂ] ............ e e e (17)
-

by, = & —f(‘f+%>-K;xi(T)+%L$ -C x,(T)+%ﬂ-] ..... {18)
E

ha = hx(r) + 3 k,,] e (19)
r':

2

kb =h|-f (T + ‘?’l) - K%"l(T)‘* % kui - C%*’:(")"’% knﬂ- . -(20)

L J

The initial displacement and velocity are required ior this process andare
taken as zero. :

SCOPE QF THE STUDY

The s@dy 'reported herein was made on eight reinforced concrete chimneys
ranging in height from 352 ft to 825 ft. The main dimensions and data of these
chimneys are given in Table 1.

TABLE 1.—DIMENSIONS AND DATA OF CHIMNEY USED FOR STUDY

Bottom
Top Outside Total
Height, tst
Designation in feet Dlla.n;eter, D?:mseg:r, Weight, Remarks
n feet in feet in Kips
1 352 23.58 30.90 4,532 | Corkel-suppoerted brick
. Uning
2 450 16.33 35.79 €,743 | Corbel-supported brick
. lining
3 b34 18.67 35.03 ML5T ingependent liner
62z 23.33 47.26 12,528 Independent lner
707 19.98 69,14 26,236 | Corbei-supported brick
lining
[ 800 36.56 65.00 25,032 | Independent liner
7 860 29,31 52.90 12,7¢¢ | Concrete liner of Chim~
ney No. 6
g 825 25.00 63.96 22,97% | Supported steel lnar
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EL.238% &
TOP OF ROCK

@ FRICTION
AT BASE

POST- TENSIONING

@TENS!LE STRESSES IN CONCRETE
FRICTION FORCES BETWEEN RCCK AND CONCRETE i

@PASSIVE RESISTANCE OF RCCK BANK i

Fig. 2. Loading pattern of foundation slab. Fig. 3. Section through foun~ation.

T

»
<

pr.

ACCESS TO ——
CAVERNS 6'0IA.

CONTROL JOINT |[~-|

concreting the foundation,

Fig. 4. Pian of foundation showing layout of prestressing tendons and
section of control joint locating fiat jacks.

Fig. 5. Layout of prestressing tendons and mild steel reinforcement
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Fig. 8. Distribution of tendon units
through Tower shatt.
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Fig. 7. Upper and lower bounds of
Tower prestressing force with vaiues
effectively achieved.
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Fig. 11. Historical review of post-tensibning results.
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Fig. 24. Stage 1 looas 2oncentrated at Fig. 25. Stage 2 loads concentrated in
outcide edges of truncuicd Tower. Note  central portion of truncated Tower. Note
that shaded areas denote tansile stress.  that shaded areas denote tensile stress.

Fig. 26. Stage 3
horizontal loads
from bracket walls.
Note that shaded
areas denote
tensile stress.

Fig. 27. Arrangement
of siress bars for
lateral support.
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Fig. 28. Layout of tendons for ring beam.__‘b




caro de los conceptos enunciados (ductilidad), ya que su apli
cabilida& 63 sensible a 1as rigidsces que tie;sp los elemen-
tos estruoturales después de jue se inicla su cedsacia plés=
tica. Ademds; es insvitable que, si ninguna parte de la es-
truct&ra egtd gubdigeiada con respscto a un cisrto critesrie,

algunas vartes (la mayoria de 103 elementos estructurales)

se hallen sobredisefiadas con refereacia a ess mismo criterio.
Ello trae consigo aumentos probables en lo3 momentos de vol-
teo, pues oc;sionalmente habrd sismos que hagan que la eatrug
tura aproveche esas reservas adic%onalea de cardcter local.

Queda por tanto la valuacién de las reducciones que ss

apoyan en los dos primeros argumentos presentades (no simul-

tanotdad de las cortantes méximas, y simplificacién de la en

volvents) y la comparacidn, con criterios usuales, de los q§
sultados que 88 obtengan.
3. RESPUESTAS DE SISTEMAS DE COMPORTAI{IINTO LINEAI.~
Consideremos un sistema que posaes modos naturaleo de vi=-
bracién, én el sentido cldsioo. Supongdmoslo sujeto a una
familia ds temblorss que pueden idealizarse como segmentos,
todos ellos de la misma duracién, de un proceso cstocdatico
estacionario. 391 la duracién de los movimientos as grande
en comparacién con sl periodo fundamental de vibracién del
pistoma,y 8L sste periodo 63, a su vez, mucho mayor que los

3

cuestién, se demuestra’ Aque las respusstas de disedo del olg

toma estén dadas avroximadamsnte por la rslacién

2 2 Q Q 1
Q-§Q|+'Z;2}Ti—¢%-l m

periodos dominantes ds los acelerogramas de los temblores en ‘

en la ocual

Q = rospuesta del sistema, eom probabilidad P d4s
ser oxcedida sl monos una.vaz
Qf = respuests en el iéoimo modo natural Ge vidbre-
cién, con probabdilidad P de quo Q o —Q; ses
excedida al monos una vez; Q4 ha do‘tonarao
con el mismo signo que el de la corres;ondisnto
funcidén deo trasferencia cuando esta alcanza su
valor miximo absoluto
o e ‘w'- wi
iwy+ C,wl

wj = iésima frecuencia circular natural del sistens,
calculada como 21 es%e careciera 4o amortigua-

miento

wi = wi #GTTE?. = iésima frecuencia ecircular natural
del sistama amortiguado _ -. " .
fracgi6n del amortiguamiento crftiéo equivalen-
te que sl sistema posse en ei Lésino modo natu-
rRl; a.o calcula ds 1la rolaci&n

A
fraccién del amortiguamiento crftico en el iéo;
mo modo natural :
duracidén de oada tonblor,.os decir, duracién de
cada segmento del »roceso astocdstico esataciona-
ri6 qus idealiza a la fasilia de tembdlores
Sinmx ;ﬁ‘?i l,in ec 1 suministra resultados que difie-

i



Ten poco de los jus &rroja 1a relacidn azs ususl y amas 3iwpl-

o> ) 2 {2)

Esta sjuivalencis
2

cias da los aodos neturalze qus coniribuysen apreciablamante

aproxizada se cumple cuundo las_ frecuen-

2 Q difieran lo sulfisieate entrs i de acuerdo con la defi-
nicién de ey

IZn clertas sstructuras sujetas a ciertos tinos de nor-
turbacidn, resulta araferibls omitir el andlisie modal Yy nro-
cader directamente cou las funcionza de trasferenzia. Se
defins 1z funcién de trasfarzancia $q cono 1z resnuesta
& la perturbacién consistente en la aceleracidn 8(t), donds
3 s la funcién delta ds Dirac. Las estructuras a nue nos
referinoe son aquellas para las que las funciones ¢q gon
po¥iddicas, con neriodo cozto en comparacidn cor 1la duracién
de las porturbacionss. -Sstas_estructuras carscen de amorti-
guasmiento.

trales ds seudovelocidad paera fines de disedo..son inlenendien-

3i la narturbacida es tal que sus ordenadas asnec-

tas del pericde. natural on el intorvale de periodos que inte-
resa, ~odemos wvalusar la distribucidédn de las respuesstas da di-

2810 3 naurtir de la relacién

-Qﬂ!.{

donde gl'éé“cdal1uieé‘¥alor de & tal que Y, (%) no es idénti-

f+T

W, dt (3)

camente nula para t < t) y Tes 6l per{odO'deﬁai. i estas
condicionss tambisn eg vdlida 1a ec 2. La constante de nro-

porcionzlidad que implica l3 ke 3 msde valuarse nor comnsra

.

cifn con las resruesias de disefle on sistamas conservadores
le comportamiento linsal con un grado de libertad,sujetos a
:ste tipec ds perturvacién,

Las ces 2 » 3 taabidn son aplicables sl mndlisis ds sis-
tsmas cuyas funciones de trasferencis wson ondas periddicas
mmortiguadas, Tal suceds cusndc los grades de amortiguamien=
to de los nodos naturales son nropcrcionsles a los periodos
de vibracién correspondientes, si al snprimir el amcrtipguamien=~
t0, las funcionea de trasfsrencia satisfaceA'el criterio es~
tablscido él enunciar la a¢ 3., La constante de propcrcionzli-
tad 9s halla entonces tomando como base las respuestas de 9io-
temas amortiguados con un grado de libertad,

Un cago particular ds las parturbaciones consideradas en
relacidn con la ec 3 as una familiz de acelsrogramas consis-
tentes en segmentos finitos de ruidc blanco, Las acelaracio-
nes espectrales son entonces inversamsnts proporoionales &l po=
riodo.
$, VIGA UNIPCRME DE CORTANTE

Adoptaremos como primera idealizacién de sdificio una
viga uniforme en la jue la pendients a&n cada seccidn es pro- .
porcional a la fuerza cortantes que all{ obra. Supondremos la
viga smpotrada en su base y libre en el extremo superior.

3i llamamos S a la fusrza cortante y u al deszlazamisnto
relative a la base, la nipdtesis de comportamiento pusde po-
nerse en 1ia forma

g =

du
k:;;— (4)



the maximum stress in the vertical reinforcement
on the windward side of the chimney f., due to
the action of wind and dead loads, shall be com-
puted by Eq. (19):

| [ [__}_j:_cgs_g__] (19)

cosff —cosa

4.4.3—At horizontal sections where two equal
openings occur, but not diametrically opposite
each othe: in the chimney shell, the sections shall

be investigated with the wind from two "direc-.

tions to determine the maximum stresses. Eq.
(13), (15), and (19) shall be used to compute the
stresses resulting from a wind in a direction along
the diameter through one of the openings.

The maximum combined wind and dead load
stresses resulting from a wind in a direction along
the line of symmetry between the two openings
shall be computed by Eq. (54), (65), and (56).

¥ _ W (1 —cosa)
o 2rt B

Where B is as given below:

, t
foo = fewo [1 -+ m] (55)

(59)

14 cosa .
foo = e | 1000 | (56)

where the openings are spaced 2¢ deg apart and

¢ is less than 90 deg and all other values are as.

defined in preceding paragraphs.

Before solving Eq. (54), (55), and (56), solve
for e/r in Eq. (53) using the value of p deter-
mined in Eq. (13).

e/r=A/B (63)
where: '

A =12 (1~p) (a—sinacosa) — (1 —p+
np) (f+sinfP cosPcos2¢ —2cosasinP
cos ¢) +-1/2np=

B = (1—p) (sina—acosa) —2 (1 —p+
np) (sinf cos ¢ — B cosa) — np x cos a

Compare the result of Eq. (53) with the actual
e/r as determined from:

e/r=M/Wr (57)

If the two values of e/r do not agree, vary a, .

maintaining p constant, to satisfy Eq. (53).

If the stresses obtained in Eq. (54), (55), and
(56) exceed the allowable limits defined in Sec-
‘tion 408, p must be increased and a varied to
make Eq. (53) satisfactory.

Where the segment between openings Is small
as related to the height of the openings, this seg-
ment must be investigated as a column.

444-—In addition to the reinforcement de-
termined by the stability and temperature formu-

las, extra reinforcement shall be provided at the

sides, bottom, top and corners of these openings
as hereinafter specified. This extra reinforce-
ment shall be placed near the outside surface of
the chimney shell as close to the opening as
proper spacing of bars will permit. Unless other-
wise specified, all extra reinforcement shall ex-
tend past the opening a sufficient distance to
develop the bars in bond.

4.4.5—At each side of the opening, the addi-
tional vertical reinforcement shall have a total
area equal to established design reinforcement
for one-half of the width of the opening.

4.4.6—At both the top and bottom of each
opening, additional reinforcement shall be placed
having an area at least equal to one-half the
established design circumferential reinforcement
interrupted by the opening, but the area A, of
this additional steel at the top and also at the
bottom shall be not less than that given by the
following:
0.07 f, tS

Ao =35 000+

(65)
where

fo= 0375 f,

t = concrete thickness at opening, in.

S = width of opening, in.

One-half of this extra reinforcement shall ex-

tend completely around the circumference of the

chimney, and the other half shall extend beyond

the opening a sufficient distance to develop the

bars in bond. This steel shall be placed within

a height not to exceed the thickness ¢.
4.4.7—Diagonal reinforcing with a total cross-

sectional area in square inches of not less than

1/5 of the shell thickness in inches shall be placed

at each corner of the opening.

4.4.8—Buttress .walls shall not be incorporated
in the design of the shell at openings.

4.5 — Earthquake design

4.5.1 General—Chimneys in earthquake areas
shall be designied and constructed to withstand as
a minimum the lateral seismic forces given here-
in,! assuming that the forces can act in any direc-
tion. The job specification should state applicable
earthquake zone coefficient z.

4.5.2 Notation—The following notation shall
apply to this section:

C? = numerical coefficient for base shear
D . = outside diameter of chimney shell at
top, ft

*Thls value applles when Grade 40 steel 18 used and may be
Increased when high strength steel {3 used, In proportlon to the
increase in yleld strength up to a maxlmum Increase of 20
percent,

tA rational analysis based on modal response calculations {s
recommended for final design.

tCoefticient C In this specification ls equlvalent to KC In the
Uniform Building Code,

Zo



4.5.6 Combined stresses—Stresses in concrete
and reinforcement due to combined earthquake
and dead loads denoted by f.,, and f,. shall be
computed by the equations in Sections 4.3 and
4.4 in the same manner as stresses are computed
for combined wind and dead loads.

4.6 — Vertical temperature stresses
4.6.1—The maximum vertical stress, in psi, in
the concre:--, occurring at the inside of the chim-

ney shell, due to temperature, f’cry shall be com--

puted by Ey. (24):
f”cry = LkT,Ea (24)

where

L = thermal coefficient of expansion of the
“concrete and of the reinforcing steel, to
be taken as 0.0060065 per deg F'

E, = modulus of elasticity of the concrete, psi
= —pn+4Vpn (pn + 22) (28)
ratio of total area of vertical temperature
reinforcement to total area of concrete of

chimney shell at section under considera-
tion

=
I

Il

z = ratio of distance between inner surface of
chimney shell and vertical temperature
reinforcement to total shell thickness ?

n is as heretofore defined

T. is computed by Eq. (21a), (2ib), (21c), or
(22)*

a. For unlined chimneys:

T — tDo‘ T'—TO
= CD,| 1 tD, Da (21a)

K, T ¢p, T %K.D,

b. For lined chimneys with insulation completely
filling the space between the lining and sheil:

r _ Duf T_T,
T CcDoL__l_ tyDy t, Dy tD,, Dy,

w; tep, tep, T oo, T rRDo

(21b)

c. For lined chimneys with unventilated air space
between the lining and shell:

" T C.h, I—_l_ toDo Dy tDy By,
k. tep,t xp, T o, t KD,
(21c)

d. For lined chimneys with a ventilated air space
between the lining and shell:

17

I, = 1D T-T,
T CD 1 toDu + Dy, + tDb;+ Dy,
7Ky T r,CeDy ' KD, ' C.D, ' K,D.,
(22)
where
re = ratio of heat transmission through chim-

ney shell to heat transmission through
lining for chimneys w-th ventilated air

spaces
t = thickness of concrete . hi€lj, in.
t, == thickness of air space ..c insulation, in.
ty = thickness of lining, in.
T = maximum temperature of gas inside

chimney, deg F'

T, = minimum temaperature of outside air
surrounding chimney, deg ¥

°The research data available to nstablish the co-
efficients of heat transfer through chimney lining and
shell, especially as they concern the heat transfer
from gases to the surfaces and through ventilated air
spaces between lining and shell, are somewhat meager.
Unless complete heat balance studies are made fer
the particular chimney, it is permissible to use con-
stants as determined or stated below. These conctants
when entered into the equations for temperature dif-
ferential through the chimney shell T: will give values
of accuracy in keeping with the basic design assump-
tions. )

Tq = 0.5

Ce = 12

Cs and Cb = to be obtained from the manufacturer of
the materials used

K; — to be determined from curves in Fig. 5.15

Ka =12
K, = T/120
Ky = T/150

The value of 74 =05 shall apply only where the
distance between the lining and the chimney shell is
not less than 4 in. throughout the entire height of the
lining and air inlet openings are provided through the
chimney shell at the bottom of the lining having an
area in square feet numerically equal to two-thirds the
inside diameter in_feet of the chimney shell at the
top of the lining. Local obsiructions in the air space
between the lining and the chimney shell shall not re-
strict the area of the air space at any horizontal sec-
tion to less than that specified for air inlet at the
bottom of the lining.

Corbel supported full height linings should be ar-
ranged to allow for expansion and to protect ade-
quately the concrete of the corbel and the chimney shell
against corrosion from the chimney gases.

Where a self-supporting or corbel suppocted partial
height lining is used, the height to which the lining is
carried should be determined on the basis of the tem-
perature stresses in the chimney shell and protection
against corrosion of the concretle rather than on the
basis that the temperature of the gas materially de-
creases as it passes up the chimney. Attention is called
to a number of tests which have been made on chimneys
in service (see “Report of Tests Made Lo Determine the
Temperatures in Reinforced Concrete Chimneys,” ACI
Proceedings V. 21, 1925, p. 204; “Qutline of Tects on
300-ft Reinforced Concrete Chimney,” ACI Procecdings
V. 22, 162G, p. 350; and “Report of fests cn 300-ft Rein-
forced Concrele Chimney,”” ACI Preceedirgs V. 23, 1927,
p. 1¢3) which show that the drop in 1emperature of the
ch:muey gas between the entering psint and the top of
the chimney is relatively slight.
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Fig. 4.5.2 — Definition of symbols

outside diameter of chimney shell at
base, ft

modulus of elasticity of concrete, psi

lateral force applied to a level desig-
nated as “h”

height of chimney above base, ft

height above base to the level desig-
nated as “h”, ft

height above base to the level desig-
nated as “x”, ft

‘numerical coefficient for base moment

numerical coefficient for moment at a
level designated as “z”

summation of the products of all w,h
for the chimney

moment at the base
moment at any level “x”

fundamental period of vibration of the
chimney, sec

use factor and varies from 1.3 to 2.0
(see commentary)

total shear at the base

W = total weight of chimney without lin-
ing, 1b

W; = total weight of chimney including cor-
bel supported lining, 1b

w, = that portion of W or W, which is as-
signed to the level designated as “h”

z = zone coefficient* for earthquake mag-
nitude which shall not be less than 0.3
for Zone 1, 0.5 for Zone 2, and 1.0 for
Zone 3.

4.5.3 Base shear—The base shear or total

lateral force shall be computed by Eq. (58):

V=ZUCWorV = ZUCW, (58)

The value of C shall be computed by Eq. (59):
C=101,¥T

The value of the fundamental period of vibra-
tion of unlined chxmneys may be approximated
by Eq. (60):

(59)

1.8 H?
@D; —D) yE

If the chimney has a lining supported by the
shell, but not structurally an integral part there-
of, T shall be multiplied by the factor.

T= (60)

%
w

4.54 Distribution of lateral forces—Fifteen
percent of the total lateral force V shall be con-
sidered concentrated at the top of the chimney.

The remainder shall be distributed in accordance
with Eq. (62):

(61)

085V wyh

Fh = b3 w,.h

(62)

4.5.5 Moments—The design moment at any
level of the chimney shall be computed by Eg.
(63):

M, =J, [0.15V (H — h:) + 2Fy (h —h;)]

(63)
in which the value of J, is determined from: |
C L=l4 =0 (/HE (6
where -
J=06/¥T (65)

and J shall be not less than 0.45 nor greater than
1.0

*From the map of the United States showing zones of approxi-
mately equal seismic probabihty in the latest edition of the

Uniform %uildmg Code. The j}ob sPecmcatnons should indicate
zone to be used for design (as well as the ‘use factor').

.12;.



Fig. 20.1. Dase shear.

h 2
F=0.004 V() -~(2-4
v=ZKCW-(1-4) ' oz
h
F =0 for -[71'-23
/= Base shear, kips h
/F=015 Vforb-"-EG.IZ

Z = Seismicity coefficiuni

=10 for UBC Zone I E=WV-Fwh

= --(2-8)
2w h,
n =
V=F+ ¥ F--(2-C)
1=1

K = Structure coefficient
=2-0 for to~ers, chimneys

C = Flexib:hiy coefficient -
= 005 — (1 -8} V,=,'7"'2Fi“(2—0)
!\/—T i=x

T = Fundomentai period of structure (sec) . o
Fig. 20.2. Distribution of b.se shear.

W = Operaiing weight of structure {kips)

Fig. 20.3. Moments.
A

M=J(ﬁ;h+if‘,h,)—«—(3—a)
. i=1

v=28 —3-m)
JT

T = Fundomential period, sec

n
My =y (o) + T £ (h ~hy)] ==(3-C)

i=x

h 3
= J+ (1= --(3-0)
n

Jy=J =10 when T20.216sec_

J min, for structures other than building, =0.45



The transverse design shear at any horizontal plane
in the structure is the cumulative sum of the lateral
forces above that plane, resulting from the distribution
of the base shear by the criteria given by formulas 2-A
and 2-B of Fig. 20.2 Formula 2-C states this for any
plane x above the base, giving V.. Formula 2-D provides
the correspondir. value at the base V, which of course
should check the base shear that previously has been
distributed and n-w is reaccumulated.

Having deterinined the base shear (Fig. 20.1) and the
distribution of that base shear (Fig. 20.2), the remaining

basic design criteria relate to the overturning moment.

on the structure as a whole and at any horizontal plane x.
If all of the lateral forces acted simultaneously in one
direction, which is equivalent to saying that the action
or response is entirely in the fundamental mode, then the
overturning moment at any plane would be the moment
of the lateral forces, in absolute value, above and about
that plane. The formulas for J and J,, 3-B and 3-D of
Fig. 20.3, then should be unity, Actually, the design base
shear represents the sum of the modal shears significant
in the responsé of the strucure. Similarly, the base over-
turning moment should be the sum of the modal base
moments. The base overturning moments in the different
modes for a uniform towerlike structure are refated to
the modal shears and the structure height 4, as follows:

M, =0.729Vh,
M, =0.200V,h,
M, =0.127V,h,

These are for structures deflecting in bending. The
constants for structures deflecting in shear are sub-
stantially the same for the second and higher modes,
being 0.212 and 0.127 for the second and third modes.
In the first mode it is 0.636. Modes higher than the third
contribute little toward base overturning. The base over-
turning moment corresponding to the statically dis-
tributed forces per the criteria of Fig. 20.2 would be:

M = 0.72Vh,

So, if the design base moment were to be considered
the moment of the static lateral forces, this is tanta-
mount Lo saying that the base moment should correspond
to the total desipn lateral force, or base shear, applied
to the structure «n the first or fundamental mode. This
would be very conservative. It is clear that if any signifi-
cant part of the design base shear is assignable to higher
modes, the base moment will be reduced.

The commentary supporting the SEAQOC code (1967)
outlines the reasoning that results in a reduced base mo-

ment by a factor J as given by formula 3-A in Fig. 20.3..

Formula 3-B relates J to the fundamental period, and a
minimum value of J for structures other than buildings is
0.45. At any other horizontal plane x, the overturning
moment is given by formula 3-C of Fig. 20.3, with J,

defined by formula 3-D. J = 1.0 for T = 0.216. For this
T, and lesser values of T, J = J, = |.0. -.Z 4

20.3 FUNDAMENTAL PERIOD T DETERMINATIONS

The primary need for determining the fundamental
period of vibration of a structure under design is its use
in formula 1-B in determining the flexibility cocfhicient C.
T also enters into the determination gf J by formula
3-B. In both cases it.is the cube root of 7 that is required.
As mentioned earlier, this permits considerable inaccuracy
in T without significantly affecting the values of either
Corl.

While some approximate empirical formulas are given
in the SEAOC code for pre-establishing the fundamental
period T for buildings, for structures other than buildings,
this period must be properly substantiated by technical
data. This option is available to the earthquake engineer
designing a building—in lieu of using the empirical for-
mulas given in the code. Tt is rather the exception than
the rule that this option is exercised for building design.

It is the purpose here to list and compare some of the
methods and formulas available to compute the funda-
mental periods of towers and chimneys.

20.3.1 Fundamental Periads of Reinforced
Concrete Chimneys

The American Concrete Institute’s Committee
505 (1968), after studying the periods of a number of
reinforced concrete chimneys, evolved the following
empirical formula. While dimensionally inconsistent,
as is the SEAOC formula for building periods, it never-
theless gives results very consistent with other methods,
asshownin Table 20.2.

1.8H?
(3D, — DE"?
where 7" = fundamental period in seconds
H == height in feet
D, = outside diameter at the base in feet
D, = outside diameter at the top in feet
E == modulus of elasticity of concrete in pounds
per square inch.
. £ = 10 x 28-day compressive strength of the
concrete

G. W. Housner and W. O. Keightley (1963) have
developed the following formula for the period of a
tapered cantilever. It is not only dimensionally consistent,
but it has been extended in the referenced work to pro-
vide the second and third mode periods as well as the
fundamental. These are important where dynamic
analyses are to be made, involving the modal response to

Tr= (20.1)



Table 20.1. COTFFICIENTS FCR DETERMINING PERIOD OF VIBRATION OF FREL-STANDING CYLINDRICAL SHELLS
HAVING VARYING CROSS SECTIONS AND MASS DISTRIBUTION®

.Z :

hy

H a ﬁ Y H a ﬂ Y
1.00 2.103 8.347 1.000000 0.50 0.1094 0.9863 0.95575!
0.99 2.021 8.121 1.000000 0.49 0.0998 0.92i0 0.95143
0.98 1.941 7.898 1.06000G 0.43 0.0909 0.8584 0.94683
0.97 1.863 7.678 1.000000 0.47 0.0826 0.7987 094189
0.96 1.787 7.461 1.000600 0.46 0.0749 0.7418 0.93661
0.95 1.714 7.248 0.999999 0.45 0.0678 0.6876 ° 0.93097
0.94 1.642 7.037 0.995998 0.44 0.0612 0.6361 0.924y5
0.93 1.573 6.830 0.999997 043 0.0551 0.5872 0.91554
0.92 1.506 6.626 0.9999%4 0.42 0.0494 0.5409 091173
0.9i 1.440 6.425 0.999989 0.4] - 0.0442 0.4971 0.90448
0.50 1.377 6.227 0.999982 0.40 0.0365 0.4557 0.89679
0.89 1.316 £.032 0.999971 0.39 0.0351 0.4167 0.68864
0.88 1.256 5.840 0.999956 0.38 0.0311 0.3801 0.88001
0.87 1.199 5.652 0.999934 0.37 0.0275 0.3456 0.87088
0.86 1.143 5.467 0.959905 0.36 0.0242 0.3134 0.86123
0.85 1.G90 5.285 0.999867 0.35 0.0212 0.2833 0.85105
0.84 1.038 5.106 0.999817 0.34 0.0185 0.2552 0.84032
0.83 0.988 4930 0.999754 0.33 - 0.0161 0.2291 0.82901
0.82 0.939 4.753 0.999674 0.32 0.0140 0.2050 0.81710
0.81 0.892 4.58% 0.999576 0.31 0.0120 0.1826 0.80459
0.80 0.847 4424 0.999455 0.30 0.010293 0.16200 0.7514
0.79 0.804 4.26) 0.999309 0.29 0.008769 0.14308 0.7776
0.78 0.762 4.102 0.999133 0.28 0.007426 0.12576 0.7632
0.77 0.722 3.946 0,998923 0.27 0.006249 0.10997 0.7480
0.76 0.683 3.794 0.99867€ 0.26 0.005222 0.09564 0.7321
0.75 0.646 3.645 0.998385 0.25 0.004332 0.08267 0.7155
0.74 0.610 3.499 0.998047 0.24 0.003564 0.0710! 0.6981
0.73 0.576 3.356 0.997656, 0.23 0.002907 0.06056 0.6200
072 0.543 32 " 0.997205 0.22 0.002349 0.05126 0.6610
0.71 0.512 3.081 0.996689 0.21 0.001878 0.04303 0.6413
0.70 0.481 2.949 0.996101 0.20 0.001485 0.03579 0.6207
0.65 0.453 2.820 0.995434 0.19 0.001159 0.02948 0.5592
0.68 0.425 2.69%4 0.994681 0.18 0.000893 0.02400 0.5769
0.67 0.399 2.571 0.993834 0.17 0.000677 0.01931 0.5536
0.66 0.374 2,452 0.992885 0.16 0.000504 0.01531 0.5295
0.65 0.3497 2.3365 099183 0.15 0.000368 0.01196 0.5044
0.64 0.3269 2.2240 0.99065 0.14 0.000263 0.00917 0.4783
0.63 0.3052 2.1148 0.98934 0.13 0.000183 0.00689% 0.4512
0.62 0.2846 2.0089 0.98789 0.12 0.000124 0.00506 0.4211
0.61 0.2650 1.9062 0.98630 0.11 0.000081 0.00354 0.3540
0.6C 0.2464 1.8068 0.98455 G.10 0.000051 0.00249 0.3639
0.59 0.2288 1.7107 0.98262 0.09 0.000030 0.00165 0.3327
0.58 0.2122 1.6177 0.98052 0.08 0.000017 £.00104 0.3003
0.57 0.1965 1.5279 0.97823 0.07 0.000009 0.00062 0.2669
0.56 0.1816 1.4413 0.97573 0.06 6.000004 0.00034 0.2323
0.55 0.1676 ' 1.3579 0.27301 V.05 - 0.000002 0.60016 0.1%66
0.54 1.1545 1.2775 0.97007 0.04 0.000001 0.00007 0.1597
0.53 0.1421 1.2002 0.96688 0.03 9.000000 0.00002 01216
0.52 0.1305 1.1259 0.96344 0.02 0.000000 0.U(:000 0.0823
0.51 0.1156 1.0547 0.95973 0.01 0.000000 0.00000 00418

0. 0. U, 0.

*Mitchell formula: T = (%0)'
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some given ground motion. Since our interest here is
primarnly in the fundamental mode, the formula and
related curves are given only for this mode, with some
mipor changes in notation to provide some degree of
consistency in the nomenclature used here.

N Aanc]l/z
T == 2n [Q%EE (20.2)
where T == fundamental period in seconds
A, = cross-sectional area of the shell at the base
in square feet
P = mass density in slugs per cubic foot

H = height in feet
E = modulus of elasticity in pounds per square
foot
I, = moment of inertia of the base cross sectionin
feet*
! = constant given by Fig. 20.4 depending upon
the ratios r, and r,
r, = ratio of the mean diameters, top to bottom,
= (D, — t)/((D, —= 1)
r, = ratio of shell thicknesses, top to bottom,
=t,lt,
1, t, = shell thicknesses, top and bottom, in feet
Warren W. Mitchell in an unpublished work (1962)
developed a form of solution of the familiar Rayleigh
principle of equating potential and kinetic energies in a
vibrating system, which is especially useful in calculating
fundamental periods of cylindrical, tapered-cylindrical,
and step-tapered-cylindrical structures common to refin-
ery-type vessels.

P[] /SRR
100 33 ED't Ay
where T = fundamental period in seconds
H = height in feet
w = weight per foot of height over a uniform,
or assumed uniform, section of the structure
in pounds per foot
P = concentrated loads that may be attached to

(20.3)
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Fig. 20.4. 01} for Housner-Keightley formula for fundamental
period of tapered cantilevers.

the structure af any level, which add mass
but do not contribute to the stiffness of the
structure
E = Modulus of elasticity in pounds per square
inch over 10¢
D = diameter of each section in feet
t = thickness of each section of shell in inches
Ax = difference in the & values between the top and
bottom of each section
B = constant at the section at which concentrated
loads P are attached
Ay = difference in the y values between the top and
bottom of each section
3 = summation of the products of the quantities
shown over the height of the structure

Table 20.1 has the values for a, 8, and y. In applying
this method to the 450-ft chimney, item 6 of Table 20.2,
the chimney was arbitrarily divided into 10 sections.
The result is in excellent agreement with those obtained
by two other methods given above. An illustration of the
use of the Mitchell method to a step-tapered tower is
given later.

Table 20.2. FUNDAMENTAL PERIODS OF REINFORCED CONCRETE TAPERED CHIMNEYS

Period in seconds

Dimensions

University of Michigan

computer

Housner
Chimney Height, Top O0.D., Bottom 0.D,, ACI and
number ft ft ft Strong axis  Weak axis formula Kecightley Mitchell
1 299.67 9.92 26.67 1.09 1.12 1.23 1.29
) 343.55 16.50 33.00 1.48 1.53 1.38 1.40
) 352.5 17.17 27.42 1.83 2,12 1.84 1.84
4 417.0 21.17 37.58 147 1.51 1.76 1.51
5 534.0 18.67 35.03 226 2.39 3.17 2.68
6 450.0 17.75 40,0 [Not available] 2,02 2.05 . 2.02

Zé



Table 20.2 shows comparative results of periods of
several chimneys as determined by the ACI formula
(Eq. 20.1), by the Housner-Keightley formula (Eq. 20.2),
and for chimney Number 6 by the Miichell formula
(Eq. 20.3). For chimneys 1 through 5, computer caicula-
tions from the University of Michigan (a part of ACI
Committee 505 study) also are shown. Results should be
compared with the “strong axis” computer results.
Note that the Housner-Keightley results are more con-
sistently in accord with the computer results than are the

ACI results, although the oanly large disparity cetween.

AC! and the computer is for chimney Number 5. The
results for chimney Number 6 from the three formulas
given here are in aimost exact accord.

To illustrate the application of the SEAOC criteria
to a chimney, the shear and moment curves for the
decign of the 450-ft chimney Number 6 in Table 20.2 will
be developed. The basic dimensions of this chimney are
as foilows:

h, =450 ft
D, =40.00 ft
D, =175 ft
- 1, =24 in.

ty; =7in.

total weight W = 10,814 kips
fundamental period T = 2.02 sec

M, (M kip=i1)

100 120

-Q"lct

1
500
v, {kips)

Fig. 20.5. Earthquake design shear and morments in a 450-ft
reinforced concrete chiinney. ’

combined earthquake coeflicient = ZKC = 1.0 x 2.0

x 0.05/2.02!72
=0.0786

base shear V = ZKCW == 0.0786
x 10814 = BS52 kips

Since H/D, is greater than 6.12, F, =0.15 and V = 127

Table 20.3. EARTHQUAKE DESIGN SHEARS AND MOMENTS IN 450-FT CHIMNEY

h he Wihs _'thx — Wahlx ,_7_1 3
e Fn W, kips hn S wh v F"(z w},) V., kips (h,.) Je M, kip ft
1.00 127 = F,

0.95 341 324 0.083 60.2 187.2 0.852 0.922 2630
0.90

0.85 472 401 0.106 76.8 264.0 0.614 0.797 9000
0.80

0.75 607 455 0.117 84.8 348.8 0.421 0.695 16100
0.70

0.65 761 495 0.126 91.4 440.2 0.274 0.6i8 24000
0.60

0.55 937 515 0.132 95.7 . 535.9 0.166 0.561 32900
0.50

045 1120 504 0.129 93.5 629.4 0.091 0.522 43200
0.40

0.35 1310 458 0117 84.8 714.2 0.043 0.4%7 55300
0.30

0.25 1526 381 0.098 71.1 785.3 0.0156 0.452 AI100
0.20

: 0.15 1720 258 0.066 47.9 833.2 0.0033 0,476 7200

0.10

0.05 2020 101 0.026 18.8 852.0 0.00012 6.474 102000
0 . - 0.474 113000

10814 3892 1.000 725.0 = }3 F,
w T wihx 1270 = F,
ha 8520 = V

7 =060 _ 37=°-g%2 =0478 Ji=J+(— J)(;'i)’ = 0.474 + 0.526 (i)

T



kips. The remainder of the shear, 852-— 127 = 725 kips,
will be distributed in accordance with formula 2-B of
Fig. 20.2. This is done by dividing the chimney into 10
equal height sections and performing the calculation
shown in Table 20.3. Summing the resulting forces pro-
gressively from the top to the bottom provides the shears
at all sections. These are plotted in Fig. 20.5.

The computation of J = 0.474 and of the J, values at
different heights in the chimney, in accordance with the
formulas 3-B and 3-D, respectively, of Fig. 20.3, are also

indicated in Table 20.3. The resulting moment curve has

been plotted on Fig. 20.5 also.

20.3.2 Fundamental Period of Steel
Chimneys

For cantilevered structures of uniform section,
Eq. 20.4 applies to materials generally: .

WH‘)'”'

- T = 1.79(E1g

For steel, this can be manipulated into the following
form:

T = 765 x ,0-3(%)‘.(

12;9'D)”z (20.5)
where T = fundamental period in seconds
H = height in feet
D = diameter in feet
w = weight per unit of height in pounds per foot
t = shell thickness in inches
E = modulus of elasticity in pounds per square
" foot
I = moment of inertia of the cross section in
feet*
g = acceleration of gravity = 32.2 ftfsec?

If the base of the steel chimney is flared, the period
of such a chimney can best be calculated by

T = Zn(%o‘s)'"

where § = the calculated deflection in feet at the top of
the chimney due to 1009 of its weight applied as a
lateral load.

(20.6)

If the chimney is lined, the weight per foot must
include the weight of the lining, and the added stifiness
due to the lining must be determined as an equivalent
thickness of steel. The modified thickness of steel then
should be used in the appropriate formula given above.
This has a good correlation with measured periods of
lined stacks. Gunite lining, e.g., can reduce the period of
a steel chimney on the order of 15%,.

Once the period is determined, the calculation of base
shear, distributed forces, shear, and moment diagrams is
essentially the same as that outlined in the illustrative

(20.4)

problem for the reinforced concrete chimney. The prop-
erties of the steel at the operating temperature must guide
the allowable stresses. The operating temperature of the
steel will depend upon linings or insulations that may be
applied to the chimney. Whatever that temperature may
be, it must be recognized that the yield point of normal
carbon steel decreases about 1500 Ib/in.2 for each 100°F
rise in temperature. Buckling stresses and the need for

' stiffening of the shell also need investigation. Without

stiffening, the thickness of the shell should be equal to
or greater than that given by the following:

_ Ds

= m? 20.7)

t

where ¢ = shell thickness in inches
s, = yield strength of the steel at the operating
temperature in psi
E’ = modulus of elasticity at the operating tem-
perature in psi
D = diameter of the shell in inches

20.3.3 Fundamental Period of Step-Tapered
Towers

It was mentioned earlier, in discussing methods for
calculating the fundamental period of reinforced concrete
chimneys, that the Mitchell formula (Eq. 20.3) has
general application to uniform, tapered, or step-tapered
cylindrical structures. To illustrate its use, and the use
of the constants in Table 20.1, the period of a process
vessel not uncommon in refinery practice has been cal-
culated in Fig. 20.6. Having found the-period to be T =
1.10 sec, the steps that follow in applying the SEAOC
code criteria are essentially those outlined in some detail
in the illustration of the 450-ft reinforced concrete
chimney. The basic difference would be to judiciously
divide the height to have sections terminate at the break
points in the elevation, i.e., where the diameter or where
the unit weight changes. For the purpose of calculating
the period, these are the only divisions of structure that
need to be made. However, for purposes of distributing
the base shear, further subdivision is justified, up to
perhaps 10 or more.

It is also recommended that a J factor of 1.0 be used
for such structures, since it seems reasonable to expect
that such a structure would vibrate primarily, if not
exclusively, in the fundamental mode. '

20.4 WIND AND EARTHQUAKE

While it is not the purpose here to define wind forces
(they are quite adequately defined in recent reports—

78
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to the rotation will be

W b HEAWN
/0 iz} T3 {("’“’ﬁ (a} dz | do

If it be assumed that the dynamic-deflection curve is still giveu by

Y =a\1 —-coszz>

the above contribution of potential energy becomes

_ -3  rom?—4
AP“l‘ 53 [”"81"‘"’1( 7 T 71 16 )]

Introducing this term multiplied by 2 into Eq. {2-21a), instead of
the term involving T, we obtain finally

= 344 \/15 T+ («%/45[0.305r:/] + «(0.0840 + 0.1203r,/) VI
Po W + 0.227a)

Since Ef = 9.21 X 10*1b-in.%, W = 0.251b, a = 294, = 2I, 7, = 3l,

921 X 107 + 1.2084"
= 344
P \/ 376

= 530 /1 + 0.1378 X 10™*%w?

Thus, when N = 0, p. = 539 radians per sec = 85.8 cycles per sec; and
when .V = 1,000, 2,000, 3,000, and 4,000 rpm, the frequencies become
92, 109, 132, and 159 cycles per sec, respectively.

It is therefore seen that at high speeds the *“centrifugal stifiening” of
the system is considerable.

2-7. Effects of Rotatory Inertia and of Shear Deflecticn. The Effect
of Retatory Imertia. In all our previous work in this
chapter, the expression for kinetic energy has in-
cluded only the contribution associated with recti-
linear motion. It will now be shown that in some
cases the contribution due to rotatory motion can-
not be neglected. Let us consider the pendulum
shown in Fig. 2-19 and consisting of a massless in-
extensible red with a disk of weight ¥ at its end.

If the disk is a thin plate of radius R, the square of
its radius of gyration about the axis of the rod is

= R*/2 so that the square of its radius of
gyration about axis y-y or axis z-z will be p,* = R?/4.
Fmi 2-19. Elemen- [ts moment of incrtia about the £z axis is therefore
tary concept of rota-
tory inertia . Wpe?/g.

ENERGY METHODS 103

The kinetic energy of the disk for the swinging pendulum is then

N o 13y
Kp* = 52 (2 4 o)
<7
If we consider the motion made up of a linewr displucement y = [§ and
an angular one of ¢ = dy/dz, we may wrile
R4 1w {dJ
Kp? = 5 — gt and Bt o= g K =K ¢
P 2g I\]; ,ngx \(ili A \1+]\p

Making the customary assumptions about the time function being
sinusoidal, and generalizing the concept to apnly to lmdm% on beams, we

have
1 2 .
Kp? =é.ﬂf = [yf + i (d”> J (2-30)
< o g

It is seen that the rotatory-inertia contribution of

1 ., ('w dy
v J, 500 (3) o

will be of consequence only if masses with large values of p, are lovated
at places where the slopes of the dynamic-deflection curve are appreciable.

As an example, let us ecalculate the ratio of K,/K, for uniform beams,
simply supported as well as of the cantilever type. The possible dynamie-
deflection curves are therefore

Yy = asin "—lz K 9.87 pllz for simply supported beains
and = = )
y=a (1 — cos 7—3) B 5.44 % for cantilever heams

For solid rectanguiar cross sections of depth h, p,? = h?/12s0 that we have

h?

0.822 T for simply supported beams
e .
Re 0.4;')3hT2 for cantilever beams

Consequently, if h/l is 1{g, the kinetic encrgy of translation should be
increased by 0.822 per cent and by 0.453 per cent, respectively, for the
two types of beams. We conclude that only in the case of stubby beams
will the rotatory-inertia contribution of the uniform beam be appreciable.

However, it should be made clear that concentrated masses with
considerable radiiof gyration muy contribute a great deal to the kinctic
energy by virtue of their rotatory inertin. For example, a circular rod
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of 1 in. diameter, [ in. long, carries a disk of 3 in. diameter and 1 in.
thickness at its end (Fig. 2-20). The kinetic-energy ratio corresponding
to a deflection described by a versed-sine curve is given by
K, _ w*wlp®/81* + m2IWVp?/4l* _ =* api? + 2p2®
K, (35 — Y/mwl + W 8120.227a + 1

(2-31)

In the example @ = /9, p; = 14, and p, = 34,

K, _~ =* 01111+ 18
K, ~ 12810.0252 + 1

If I =9 in,, the ratio is 0.0148. This means that the translatory
kinetie energy should be increased by 1.48 per cent and that the natural
frequency therefore will be decreased by about 34 of 1 per cent. But if

I = 1.5 in., the energy ratio is 0.0633
3 and the corresponding decrease in nat-
ural frequency will amount to about
“ 3 per cent. A much larger effect is
Fri. 220, Cantilever beam with * found if the disk is made 9 in. in diam-
;U':M:,’,‘}'.?,,C;l\i“f e conEt eter. Forl=9, a=1/81,and p; = ¥,

the energy ratio will be 0.1505, and the
corresponding decrease in natural frequency will amount to about 7 per
cent. *

Consideration of Shear Defleclions. The proportions of most beams are
usually such that shear deflections may be neglected, but in some cases
of very stubby beams or in cases where the cross section of the beam
involves a narrow web it is occasionally necessary to consider shear
deflections.

In elementary textbooks on strength of materials, a shear-stress dis-
tribution coefficient 1/k’ is deduced on the assumption that the warping of
the beam’s cross-sectional plane due to shearing stresses does not influence
the flexural-stress distribution. The calculation of the stress-distribution
factor then involves the static moment u of one-half the cross section A,

the " solid”’ width b, of the beam at the neutral axis, and the moment of -

inertia of the cross-sectional area of the beam about the neutral axis;
thus,

h/2
_1_ . A /; ydzl . M
k' bol T Ap

The value of 1/k’ for a solid rectangular cross section of dimensions b, h
is 3,, for a solid circular cross section it is $4, but for many structural
sections the above formula has no real significance.

More refined studies of the simultaneous existence of flexural and
shear deformations show that, for a beam of solid rectangular cross section

or k (2-32)

ENERGY METHODS
and of relatively narrow width,

105

(¥

= 3 3v

1
K2 1000+ 4059

'where v is Poisson’s ratio. The first member on the right-hand side
is then. the ““crude” value of 1/k’ given above, the sccond term gives a
correct}on due to longitudinal stresses, and the third term represents a
co.rrectlon necessitated by the lateral deformation of the beam. Thus, if
vis 14, we have 1/k’ = 1.500 — 0.225 — 0.188 = 1.087, and if » is ;i
1/k’ = 1.50 —~ 0.24 — 0.15 = 1.11. In either case, the corrections :ll(;
appreciable, and it must be admitted that the precise value of 1/4’
an arbitrary cross section has not yet been given.

W

for

_ l w
% { ¥ S ——
w Yr
W
e |
Ys A\J"/}_’:/-/A

Fre. 2-21. The shapes of beam deflcction curves due to flexure and due to shear

For open structural sections, as I beams, the significance of /%, as
computed by Eq. (2-32), is almost completely lost. In such cases ,the
flanges contribute a negligible amount of shearing resistance if, the
flexural neutral surface is parallel to the flanges, and conversely, if the
ﬂexura} neutral surface is parallel to the web, only the flanges con’tribute
appreciably to the shear resistance. Consequently, for such sections. &’
may be taken equal to unity, and A is then replaced by a cross—sectio,nal
area 5 to 12 per cent larger than that of either the web A, or of the flanges
A, acfcording to the direction of resistance.

A simplified analysis of flexure and shear may be made by placing the
total deflection y equal to the sum of an independent flexural deflection
¥sr and an independent shear deflection ¥» and calculating the tw

: 0 com-
ponent deflections from the differential relations

a?y, M @Y, Q
dz? = - FI‘ and dr = FGTII

where the moment M and the shear Q are functions of z.

Figure 2-21 shows the shapes of ; d )

f yr and y, for two beams w B

trated loads. We then have ams with concen
= we wi W 1o?

Ymex = @ + . = = — = “p o

I = WET Y WA T BET (‘ + 12 pup) (2-33a)
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for the simply supported beam with the lozd at the center an

we, WL _TE (L g Bt o3
ym“=a!+a~, = '.’E!-rk' ‘4=§EI 11_3,5'01?) ( )

o |
for a cantilever with lead at the end. [t should be noticea that ?-zge
discontinuities occur ir the curves for i, and 'that the square 0 :te
ratio p/l will be of great importance in deciding whether or not to taxe

shear deflections into account. ‘ ' '
1f we let G = 3E/8 and compare the ratio g of the maximum deflections

a, and ay, we find that

32 pt for simply supported beam with load at
a, FENE mid-span (2-310)
' as ) % pT for cantilever beam with load at free end
and that
25.6 p? for uniformly loaded, simply supported
a, 0 beam (2-34b)
T ) l%,z'l—).,— for uniformly loaded cantilever beam

Therefore, in any specific problem we can easily' c.letermmt; the ordg: fé
magnitude of a,/a; and thereby come to & decision thet \er Or n
consider shear deflections in natural-frequency calculat.,xons. -

Beam with Flexure, Shear, Linear, and Rotatory Inertla.. Let us us?\m;le
that shear deflections are of importance. The potential epeigy ol the
system will then be made up of the two parts

L s, \? 1 ‘/ldy\2
1 dy T =J8 d 2-35(1)
P=P[+Ps=§'EI/; __d:r; dI-r_szAL d:t) ':r (

while the kinetic energy, including the rotatory as well as the translatory
contribution, will be given by

s [l
i p? , .
Kp’ = (K; + Kp)p‘l = 3—;—;- J/; w(y, + yn) d.c
2
1t [ e () az (2350
+ § —3 0 we dI o ( . )
Asan example, we shall choose the 10- by 10-in. 1 beam,‘section CB 103(i
formerly used in the example relating to & bearp on elastic suppo;ts, an
inquire about the significance of shear distort_xons as we vary t.e spayn
lencth. The beam is simply supported and is loaded only by its own

—

s
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weight. Figure 2-22 shows the dimensions of the beam’s cross sectign.
The following data are found in the handbook:

w = 8.33 Ib per in. A= 20088 sq i, I = 625in4
Iz = 207 i!l.l o = BT po = .:‘-l.i-) iii.
E = 30 X 10%1b per sq in. G = dgl

If we calculate the static moments u, and g2 frem the given dimensions,
we obtain u; = 65 cu in. and u, = 30 cu

in. Corsequently, the values of the :
shear-distribution cocfficients wiil be tzz _/...\’/FC/__/.Z_}]—f
1 2943 X 65 _ ' 3 38
% = 0085 x 605 M T a
2943 X . N | 1 ™~
1 _ X30 _ 0.383 1 P

k- 1112 X 207

—{11+—0.685 ®

At first sight, we may conclude that the . H =

shear rigidities £ AG and k;AG of the sec- ooy }/ IR 4

tion for the two directions differ greatly. 3 F
There is, however, some question as to L 10.345"

whether or not we are justified in taking
(bo)3 equal to 11.12 in., since, at distances
slightly greater than 0.343 in. to the left
or to the right of the center line of the web, the thickness is not 11.12 in.
but only 2 X 1.118 in., making the value of 1/E} at that iocation equal
to 1.90, an enormous change. Since extensive tests have shown that the
shear-rigidity ratios of the two directions of many structural scctions
are fairly well given by the ratio of the web arca to the flange arca, we
use the empirical relaiion by which k] as well as k] is placed equal to
unity, and by which the web and the flange arcas A, and A, are increased

by, say, 8.5 per cent, the average of the range indicated before. This
gives

Fig. 2-22. 1limensions of 10- hy
10-in. WF beam weighing 100
Ib per ft.

kA, = 1.085 X 6.06 = (.58 sq in. and

kA, = 1.085 X 23.13 = 25.13 sq in.
With the formerly assumed values of K and G, the shearing rigidities
of the beam in the two directions then become

kiA,G = 74 X 108 1b per radian and
k3 A,G = 282 X 10% 1b per radian

From now on, we restrict our example to the dircction 1-1 of Fig. 2-22

At

about which the flexural rigidity is a maximum and the shearing rigidity
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is the minimum. We then have

34k, A,G = 37 X 10° b per radian

L{E], = 9,375 X 106 lb-in.? )
o % L4wp® = 88.8 Ib-in.

Jsw = 4.17 lb per in.

The next step is to assume a plausible deflection curve fo.r the resultar.lltl.
dynamic distortions. We know that the ﬂexura.l-deﬂectl.on curve W{u
have a sinusoidal shape and that the static s'hear-deﬂectlon curve Wl
be of parabolic shape. Since the two do not differ markedly,. we ass:me
that the one of sinusoidal shape may be used for purposes of integration.

Accordingly, we write
. TE . Tz
y =y + v =(a+a)sing = (1 + q)assin

Tz

dUl _T Tz _d_y_' = qa,% cos 1 ete.

so that —d}- =7 az;Ccos T dr

The ratio g is given by Eq. (2-34b) and must now be interpreted as being

25607 256 I; _ 256 X 625 _ 2,430
1= T T Tk Al 6.580 I

Evaluation of the four integrals of Egs. {(2-35a) and (2-35b) will then
give .
' P, = V4EIapx'l=% = 457 X 10%,°17?
P, = 1{G 4 ,a,. %! = 183 X 10%a,%g% !

K,:l/i

It is seen that the values of the integrals depend on various poywers of
the span length [ of the beam, with the ratio g being mversgly propomona;
to I>. The square of the frequency of the uniform and simply supporte

1 beam of our example is then given by

. P, 4+ P, 45TM 404837 L an
Piw = B ¥ K, 54001 + ¢ + 1,135

1f the span of the beam is now taken equal to 20 ft, or 240 in., we have
Ph, = M&%ﬁ% % 10¢ = 24,370 or Ps, = 156.1 radians per sec
I 71406 + 0.4

or 24.0 evcles per sec is the approximate natural frequency. I we

neglect shear-distortion and rotatory-inertia effects, we would place g,
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P,, and K, equal to zero and have

57 123
Pl = El—?—;g#—- = 84.63 X 101~ = 25,510

7, = 159.7 radians per sec = 23.1 cycles per sce

Consequently, the presence of shear distortions and rotatory-incrtia
loading will lower the frequency by only 2 per cent if the I beam is
20 ft long.

In Table 2-2, we can notice the changes in the natural frequency
as the length of the I beam is reduced. It is interesting that the five
beam lengths covered in Table 2-2 correspond to the vibrational con-
figuration of the beam when it is vibrating in its fundamental, second,
fourth, eighth, and sixteenth natural mode. The five natural frequencies,
computed by the exact analysis, are shown in the seventh row of the table
for a comparison.

TABLE 2-2. SHEAR- AND RoTATORY-INERTIA LEFrECTS ON FREQUENCY OF
Uxirory SiaeLy SurrorTep BEeans

Lfto oo 20 10 5 ; 2.5 1 1.25
Yhoooooion 21,6 10.8 5.4 2.7 | 1 35
g=aas ........... 0.042 0.169 0 675 ! 2.70 ! 10 80
ps, radians/sec .... .. 160 640 2,560 ¢+ 10.240 i 40,960
Preo ... . ... 1136 587 1,943 | 5,218 ' 11,720
Mode number. ... . ... 1 2 4 ! 8 ! 16
Pexaotevevr ... 1516 | 570 1,905 5,208 11,715
Preceeeenoan. .. 157 592 1.978 } 5,323 i:1_925

It is clear that a lowering of the frequency due to shear-deflection and
rotatory-inertia loading becomes important as the ratio [/h decreases.
Thus, when I/h is 5.4, the lowering amounts to about 25 per cent. The
exact frequencies are in fair agreement with the approximate ones, and
they are all lower than these. In the last row of the table, a frequency p],
is given; this is the result of a short-cut method cxplained below. It
should be emphasized that Eqs. (2-33a) and (2-35b) can be extended to
take into account complicated mass distributions as well as concentrated
masses. Moreover, they can be made to apply to a beam whose cross
section changes over the span. TFor such problems, the exact analysis is
too involved to allow application, but the potential- and kinetic-cnergy
method gives numerical results of reasonably good approximation.

Short-cut Estimate of Shear Effect. Compute the ratio of maximum
shear deflection to maximum flexural deflection, the value q, by [Fq.
(2-34a) or {2-34b), using the appropriate coeflicient and expression accord-
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ing to the type of the boum's eross section. Then
- ’

—

i

PO N 2-36
Dy D ‘\jl Fgq ( )

In our numerical exampie, the beam was uniformly loaded and simply
supported. Consequently, the coefficient is 25.6, giving ¢ = 2,430/1%.
It is seen that pj, is always higher than pj,,.

The conclusicn may therefore be drawn that shear corrections can be
estimated by the above short-cut formula and that only for short beams
-will the corrections be appreciable. In subsequent chapters, we shall
consider the higher modes of vibration of beams in which shear- and
rotatory-iertia corrections increase greatly with the mode numbers.
This is in obvious agreement with our present finding for a simply sup-
ported beam, namely, that the effect increases with o/l, if we interpret [
as one-half of the effective wavelength of a higher-mode displacement
configuration.

Z-8. Building Vibrations. For scme purposes of analysis, a multistory
building may be considercd a vertical cantilever beam, “planted’ in or

placed on an elastic soil. For lateral, primarily horizontal vibrations,
we shall find that shear deflections are of great impeortance even for the
fundasrantal-mode frequency since the p/l ratio of most buildings is
comparatively large. )

Depending on the building’s type and size of foundation ag well as on
the rigidity constants of the near-surface geology of the building site, we
shail find a lowering of the fundamentsl {requency of the structure as
compared with that of a similar structure on a hypotheticaily infinitely
rigid soil.

“Planting” Stiffiiess of Burlding vn Ground. Analytically, we can dis-
tinguish two stifinesses arising from the interaction of the foundation
and its surrounding soil, & translatory one that depends on the depth of
planting as well as on a horizontal shear stiffness of the soil itself, and a
rotatory stiffness that depends mainly on the vertical compressional
elasticity of the site and only sezcondarily on the depth of planting.
Idealizing the situation Jurther by neglecting the depth of planting, we
have the stiffness coustants %, and &, for & building, resting on a rigid
mat fouindation directly on top of the soil.
k, = &bk b per in. and ’

1 | bh?

12 | ho? Ib-in. per radian  (2-37)

X, = &y

where b and b are the horizontal dimensions of the rectangular foundation

and the two foundation moduli £; and £y are expressed in pounds per

square inch per inch.

We may assume that the effective area of
ground is elliptical instead of rectangula
the fact that the soil located in the corner r
less confined and therefore
However, the values of &1 and &y
~ than one significant fig
cannot be trusted to ap
field evaluation of En
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. Rigid Buiiding on Blastic 1/ assless Soil.
vibration, the building will be acted v
k. Consequently, its dyn
and its frequency will be

Tor a horizontal ti'nnslmo:-y
pon only by the ground stiffness

amic deflection will be constant overits length
rugrthy

= | A
1 For a rotatory motion of the rigid b
t?c()::ted on t.(.)p of the sqil, paﬂrn!lcl to the b dircetion, the dynamie-deflee-
o curve will ben& straight line y = 9z, and the rastoring moment wijl be
p .fportlo.nal te x,0. I.f the building height is I and the construction ia
untorm, its moment of juertiz about the axis of rotation will be ‘
}l/l: " h?
o \37 12
and its kinetic energy will be given by
1W /12 h?
Kpr = W (B By
PP=35 (3 + 12) P
The potential energy will consist of two parts
. o . . '
elastic origin and a hegative one of gravitation

ullding about a principal axis

a positive contribuiion of
aj Lype.

— == 1 ". 1 , /
P, — Py = 5 Kob? — 5 Wil — cos 6) =~ %(sc, - l—?) 6*

Consequenily, the frequency will be given by

- \/‘x BRI

T ANUWEE TR (2-40)

showing that the rigid builds i 3 i
Aooronch o the ing will topple over—its frequency will
l:-’ _ 2%,
w

'Stz'ﬁness and Mass Effect of Ground.

stiffnesses k, and X, from supposedly kn

1 &
=g E” (2-10)
In caleulating the two ground
own ground moduli &, und &y,
the building in contact with the
r. This will take into account
egions of the contact arew is
less effective than for locatious closer in.
' ave usually not known a priori to more
ure, since their evaluation from laboratory tests
ply with much precision to in sttu conditions. A

and &y—after the buitding has been erected ~by
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Efectas Sismicos en estructuras en fomm
de péndulo invertido

Octavio RASCON CH. *

INTRODUCCION

En la practica se presentan estructiuras consti-
tuidas por una sola columna la cual sostiene una
cubierta que puede ser una losa o un cascarén. Su
comportamiento dindmico debe estudiarse consi-
. derando’ el efecto que la inercia rotacional de la
cubierta induce en el movimiento total de la es-
tructura.

A principios de este afio se presenté en Califor-
nia, EUA un trabajo' en el cual se traté este pro-
blema desde un punto de vista energético. Se cal-
culé sélo’ ¢l periodo fundamental y con base en
¢l, la respuesta de la estructura a un determinado
temblor. Los periodos calculados para cuatro es-
tructuras de este tipo ya construidas fueron me-
nores que los medidos in situ. La discrepancia fue
atribuida a efectos de rotacién y traslaciéon de la
base.

El objeto de este trabajo es introducir un anali-
sis modal, el cual nos proporcionara los efectos del
acoplamiento que existe entre los modos de vibra-
cién. También se tomaran en cuenta en forma
aproximada los efectos de rotacion y ‘traslacién
de la base.

CALCULO DE FRECUENCIAS' Y
CONFIGURACIONES MODALES
DE VIBRACION

1. Suclo rigido

Para el caso en que el centro de gravedad de la
cubierta se encuentra localizado en la prolongacién
del eje de la columna, el movimiento de la estruc-
tura podra estudiarse en dos direcciones perpen-
diculares entre si. En tal caso el problema podra
discretizarse como de dos modos de vibracién aco-
plados en cada direccién.

Para el calculo de las frecuencias de vibracién
se idealizara la estructura como de comportamienio
lineal, constituida por una cubierta infinitamente
rigida de masa simétricamente distribuida y sopor-
tada por una sola columna. Como primer caso se

considerara al suelo infinitamente rigido (fig. 1).

En fig-1.
VW = peso de la cubierta mas la parte tributa-
ria de 1a columna
] = momento de inercia de la masa de la cu-
bierta respecto al eje z

* Asistente de  Investigador, Instituto de Ingenieria,

UNAM

z .
Fic. 1. Péndulo invertido

E = médulo de elasticidad del material de la
columna ‘
I. = momento de inercia de la seccién transver-
sal de la columna con respecto al eje z
C.G. = centro de gravedad de la cubierta
L = distancia de C.G. al suelo.

Para la columna mostrada en las figs. 2a y 2b.

k = rigidez por traslacién (fuerza horizontal
aplicada en C.G. necesaria para que este
se desplace la unidad)

k., = rigidez por rotacién (par aplicado en C.G.
necesario para producir un giro unitario
a la altura de C.G.

9 = rotacién en C.G. debida a la fuerza &

8 = desplazamiento lateral de C.G. debido al
momento k,.

TZET.

het?
. SN §5 —t
2E1,

3

2L

L
2

Fic. 2. Rigideces
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Despreciando las deformaciones por cortante,
las expresiones para k. k,, © y § pueden encontrar-
se por estatica y valen ’

I
q

k = 3EI7L3; (1a)
k, = El./L; (2a)
0=15/L (1b)
s=1L/2 (2b)

Para una fuerza de magnitud ok, el desplaza-
miento serd a y el giro av. Para un par de magni-
tud Bk, el giro serd 8 y el desplazamiento 88. Al
aplicarse ambos simultaneamente, el desplazamien-
~ to total de C.G. sera x, y el giro e, (fig. 3).

Xy
ha krB
€4
Xy = C+BS
. .
€zaf+8
—[——m

Fig. 3. Desplazamientos y giros totales

Por tanto los valores de x, y ¢, quedan dados
por

X1 =a-+ B8 : (3)

! . £ = a® + B (4)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 3 y 4 para
a 'y B. y utilizando las ecs 1b y 2b se obtiene

a= (x;—kyye, ) /x; (5a)
B = (es— kyxi) /x (5b)
en las cuales
y = L*/2El.; (6a)
x = | — kL3/4El, = 0.25 (6b)

Para las oscilaciones del péndulo mostrado en
la fig 1, el diagrama de cuerpo libre de la cubierta
esta indicado en la fig 4. Las ecuaciones de movi-
miento, despreciando efectos gravitacionales, seran

Jo+kB=0 (8)

X, = desplazamiento
del ¢entro de gra

posicion de JE, vedad de la cubier
equilibrio \ ‘\ ta
1 m%| €,= rotacion del cen-
Iw tro de gravedad
de la cubierta

ka
m¥| +ka =0

JE| +krﬁ=0

Fic. 4. Diagrama de cuerpo libre

Sustituyendo a (5a) y (5b) en (7) y (8) se
obtiene

m§1+ (kxl——kk,ysl)/x =\0 (9)
Jér + (krer — kkoyx,) [x =0 (10)

Las ecs. 9 y 10 se pueden expresar matricial-
mente en la forma

o 3 R P g B
o) JL e xL—ykk, k, €1 _I
Utilizando las ecs 1a, 2a y 6a se encuentra que
ykk, = Lk/2 (12)
Puesto que el movimiento es arménico se tiene
que

(13)

en donde o es la frecuencia circular natural de vi-
bracién.
Sustituyendo las ecs. 12y 13 en (11) se obtiene

e -— 2 LAd — o
X} — —u’X) Y €1 — —w"Ey

m?O X1 k Lk X3
1 77
- w2 + ; —ﬂc— k = 0
0 1 €1 2 2 } €)
(14)
Factorizando en la ec. 14
k —& m 0 X1
] 2 —_—l —
K Lk
had T kr 0 I €1

La ec 15 representa un sistema de ecuaciones
homogéneas, el cual, para tener solucién diferente
de la trivial, necesita que su determinante sea nulo.

Por tanto
. k. . Lk
PR >
=0 (16)
_ Lk L
2x i K
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Desarrollando el determinante se llega a

1
mjJot — — (k] + mk,)o* +
K

-+ — (4kk, — L*k*) =0 (17)
i
Dividiendo ambos miembros entre m] y conside-
rando que L?k* = 3kk, se obtiene
© ki -+ mk, kk,
o L mke =0 (18)

mlx 4mjc®

que es una ecuacién de segundo grado en o, cuyas
soluciones son

o _ K +mk.
Y2 T T T
(k] & mk,)? k k.
i\/ 4m? 2 T Am] (19)

Dividiendo numerador y denominador de (19)
entre m]

[0

_kim+ k]l
=

-t2

2

£ 5 A (k/m o+ k)2 — (k/m) (K./])
: (20)

Llamando a

k/m = p* = cuadrado de la frecuencia circular na-
tural por traslacién

k./] = 9* = cuadrado de la frecuencia circular na-

tural por rotacién
se obtiene
or, = 2(P2 + 0=

- \-/(p2+m)2—}29=) (21)

Dividiendo ambos miembros de (21) entre p* y
haciendo */p* = Ay Q*/p* = u sellegaa

na=2(14p=VIF=F)  (22)

Es interesante notar que si /] = 0 {masa concen-
trada) de la ec 17 se obtiene o* = k/m = p*.

Las configuraciones modales pueden obtenerse
de cualquiera de las dos ecuaciones algebraicas
contenidas en la ecuacién matricial dada en ec 15.
La primera de ellas es

ko, Lk

(—— m-) xl.ll—_—_el,HZO (23)
K " 2 '

donde el indice n indica el nimero del modo y de
la cual se obtiene ;

X1, n/f'l,n : lék/('lf—mwi) (24)

K

dividiendo numerador y denominador de (24) en-
tre'm y considerando que « = 0.25, k/m =p* y
que A, = ?/p® se llega a :

Xy, n/es,n = 2L/ (4 —A,) (25)

- Si se desean tomar en cuenta las deformaciones
por cortante basta con modificar las rigideces me-
diante un analisis de estatica y partir de nuevo de-
la ec 17 sin considerar que L*k* = 3kk,. Si existe
excentricidad en alguna direcciéon su efecto podra
tomarse en cuenta introduciendo un grado de liber-
tad adicional.

En las figs 5 y 6 se encuentran representados los
resultados de las ecs 22 y 25.

> .
NS T o
0.5 !l

% i ZL 345 e ’7 l /f'

X2

4
154+
10 a
4—_217/
0 } — I { ~

0125,46679/‘

pouy

(x/L)/¢€

Fic. 6. Grafica (x/L) /e vs
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3. Calcular la fuerza y el momento en la base me-
diante las férmulas
.Fo:F y M0=M+FL’
Encontrar los valores de los desplazamientos
Xo zFo/,K Y €y — MD/R
Calcular los valores de los parametros a = F/k
E‘B = Mk,
fectuar los productos 85 y a®
Calcular x;, = o+ B85y e =8 + a®
Efectuar el producto x; = L’e, )
_Calcular los desplazamientos lineales y angula-
res totales de C.G. mediantz las expresiones
X =xotxi+x: Yy € =eg+e¢
10. Encontrar el valor de % mediante los cocien-
tes x/x"ye/e . .
11. Si los valores de w? calculados en el paso an-
terior son aproximadamente iguales, el proceso
habra concluido. En caso contrario repitase la
secuela utilizando como valores de partida para
x y ¢ los encontrados en etapa 9 o valores
cuyo cociente sea igual al de x’ entre ¢’. El
_ proceso . deberd continuarse hasta lograr la
aproximacion deseada.

VRN W A

_EJEMPLO DE APLICACION

Con motivo de ilustrar los conceptos enunciados
anteriormente se calcularan las frecuencias y mo-
dos de vibracién de un cascarén ya construido en
California, EUA (fig 8). Los datos necesarios
han sido.extraidos de la ref 1. Se computarin tam-
bién las respuestas sismicas suponiendo que esa es-
tructura_fuera a construirse en la zona blanda de
la ciudad de México. Se utilizaran por tanto los
parametros elasticos de las arcillas del Valle de
México .y los espectros de disefio prepuestos en el
reglamento de construccién para el Distrito Fede-
ral ®.

Los datos necesarios de la estructura son

L =419 cm.

L' = 480 cm

$y = 249 cm B

W = 20, 450 kg (m = 20.81 kg seg®/cm)
W’ = 43, 600 kg ,
I, = 1.775 X 10%m?*

I. = 1.065 x 10%m* °

k = 1.266 X 10* kg/cm

k, = 7.41 X 10®* kg cm/rad

] = 1.386 X 10% kg seg” cm

¢ = 0.00358 rad/cm

§ = 208 cm/rad

Las expresiones para Cr y Cp son las siguien-
tes *

C'r:Fl

CE 1 - E 1 -
—: Co=F, — (26)
1 — 2 /A 1 —v2 A

En ecs 26

E’ — modulo de elasticidad del suelo
v — relacion de Poisson del suelo

== &rea de contacto de la cimentacién

A
F,, F, = factores de forma de la cimentacién

Para el caso de la zona bianda del Valle de
México un valor representativo de E’ es 50 kg/cm?
y v==0.5¢ Para una cimentacién cuadrada los
valores de F;, y F, son 0.704 y 2.11 respectiva-
mente. .

Sustituyendo valores en ecs 26 se obtiene

C: =0.123 kg/cm?®
Cp = 0.369 kg/cm3

Caso 1. SueLo riGipo

a) Calculo de frecuencias y modos de vibracion

Para el calculo de las frecuencias de vibracién
. .
usaremos la férmula dada en ec 22. Los valores de
los parametros a sustituir son

p? = %/m = 608 (rad/seg)*
0 =k,/] = 535 (rad/seg)*
u = Q%/p®=0.882

con los cuales

M. = 2(1.882 = V3.55 = 0.882) = 0.494; 7.034

Por tanto
oy = V0.494 X 608 = V300 = 17.32 rad/seg

w: = V7.034 X 608 = V4250 = 65.30 rad/seg

Los periodos naturales son

T, = 2n/e; = 0.362 seg (T, obtenido de un regis-
tro de vibraciones libres de la estructura y -
reportado en ref 1 = 0.483 seg)

T: = 2n/w; = 0.096 seg

Comparando los valores calculado y medido de
T, se puede ver la importancia de la interaccién di-
namica suelo-estructura.

Las relaciones modales se obtienen de las ecs. 25
y sus valores son

2 X 419 Lo
-.1'1/61 = m = 238 cm/rad
2 X 419

— 275
4—7034 275 cm/rad

X:/€2 =

b) Respuesta sismica

Para el calculo de la respuesta sismica de siste-
mas de varios grados de libertad es necesario
calcular los coeficientes de participaciéon de cada
modo de vibracién. Se puede demostrar ’- que para
este caso es aplicable la siguiente ecuacion

T g
C, = Xa Mi

XTMX,
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(n)

M es la matriz de inercia y
X es el vector traspuesto de X,

Para nuestro caso se tendra

?%[§$]=[3]
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CORTE A-A
v
v 915
Acotaciones en cenh'metros
, .&-“-r PLANTA (6 0 6 © ow —T
[ ] -]
915 - - L . o °¢
( - { 15 Lo © e 00 L
152 '
| CORTE B-B
___7[_____,“ —— sl
346 o < -
[ B B -
L - ELEVACION
st L
T .
382 ——~
Fic. 8. Cascarén utilizado pﬁra ejemplo. {Después de R. McLean)
en la cual X, = l: 2?8 ]' X, = [ —2175 :I
i es un vector que representa los desplaza- -
mientos estaticos de cada grado de liber- T Gy
tad de la estructura inducidos por un 1 = [238 I:I , X" = [—275 1]
desplazamiento estatico unitario de la base.
- = [m 07 _ [2081 - 0
X, es el vector modal para el enésimo modo M= 0 J = 0 1.386 X 10°

Sustituyendo valores en ec 27 y efectuando los
productos matriciales en ella indicados se obtiene

4,960

Co= 2?20 — 000193

2T 2059 X 108
13



El valor absoluto de la respuesta maxima en
cada uno de los modos sera .

V. = fuerza cortante = IC.| m O v
M, = momento flexionante | — '"'| 0 [

Xn
X [ |5 (28)

€n
donde

Sun = ordenada del espectro de aceleraciones
afectada por el coeficiente sismico C =

= 0.15.

El espectro que sera utilizado es el propuesto
en el reglamento de construcciones del Distrito
Federal © (fig. 9). Los valores de las ordenadas
espectrales correspondientes a T, y T3 son 100
" cm/seg* y 80.6 cm/seg? respectivamente,
Sustituyendo valores en ec 28 se llega a

Vil _ 957 kg
[ M, :| - [268.900 kg cm:| (29)

V. — - 893 kg
[ Mg] = [216,000 kg cm—| (30)

-

El criterio propuesto en ref. 8 sera utilizado
para el calculo de la respuesta total (considerando
los efectos combinados de los dos modos). Por lo
anterior la respuesta total de la estructura valdra

V=VVI¥ VI ; M=VIME+ M}
(31a, 31b)

En ecs 3la y 31b
V = fuerza cortante total en la columpa

g = aceleracion de
— ﬂ\ lo gravedad

0 1 1 ! ] e
0 ! 2 3 q T (seq)

Fic. 9. Espectro de aceleraciones
(Después de E. Rosenblueth y L. Esteva)

M = momento flexionante total an C. G,
Sustituyendo los valores dados en ecs 29 y 30
en (31) se obtiene

V=1310kg ; M = 344,000 kgcm
El momento en la base de la columna valdra
M, = 344,000 + 1,310 X 419 = 893,000 kg cm
Los resultados de este caso se resumen en la
fig. 10a.
Caso 2, SUELO FLEXIBLE
a) Calculo de frecuencias y modos de vibracion

Para considerar las restricciones del suelo em-
plearemos el método propuesto anteriormente pro-
cediendo en forma tabular. Sustituyendo valores
en ecuaciones para K y R se obtienen 1.88 X 10*
kg/cm y 6.35 X 108 kg cm/rad respectivamente. -

PRIMER MODO

Factor comin

Parémetros Valores ( ler. ciclo)

x, e (supuestos) . x = 400 cm e=1 rad

F=muoix, M=]ole F=8320" M =15386,000 !
Fo=F, My=M+FL' |F,=8320 M, = 5376000
xo = Fo/K., o = Mo/R %0 = 0:4420 - g = 0.00847 w?

a=F/k. B=M/k, a = 0.6570 g = 0.00187 o
BS «f B8 =03892 a6 =0.00235
t=a+ B8 efa=f+ef | x =10462 ¢ = 0.00422 w?
X =eo L' x: = 4.0650 ]
X =xo+ x1+ x00 € =g+ X' =55532 ¢ = 0.01269 w?
Wl =x/x", ol = /e 72.0 78.7

e =438, X7 = [4381]
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PRIMER MODO

SEGUNDO MODO

Parametros Valore; (2 ci;Io ); Factor comiin Pardmetros Valores (ler. ciclo) Factor comiin
X e 438 . xe  —I51 1

F.M 9130 1,366,000 o F,M  —3143 1,386,000 . o
Fo, M, | 9130 5766000 o Fo. M, —3143 —123,000 o}
Xoeo | 0.4860 0.00910 ! X000 —0.1672  —00001940 &2
« B 0.7210 0.00187 o «B  —0248) 0.0018700
B3, af 0.3892 0.002585 o B3, af 0.3892 —0.0008890 o}
Xue | 11102 0.004455| X1 & 0.1411 0.0009810 o
Xees | 4.365 o Xee.  —0.0930 o
e 5.961 0013565 a2 X —0.1191 0.0007870  w?
73.5 75.8 — o 1267 1270 —

Suponiendo que la aproximacién es suficiente
resulta

x'/¢’ = 440, X7 = [440,1], o2 =74 (rad/seg)®
T, = 0.731 segq.

El procedimiento para el cémputo de los para-
metros del sequndo modo es el mismo, sélo que
la configuracién supuesta debera “limpiarse”, an-
tes de proseguir el calculo, de las componentes del
primer modo que pudiera contener. Se demues-
tra’ que si )_(f_, es el vector de la configuracién

supuesta, el vector libre de componentes del pri-
mer modo queda dado por

<
i

Xr N

X=X —s==X (32)

R
M|

z 2 ¥
Xl

1

Suponiendo para el primer ciclo

%[

y sustituyendo valores en la ecuacién matricial 32

se obtiene

%=

que nos da los valores de partida para el primer

ciclo de céalculo.

x'/e’ = —151, XT = [—151 1], T, = 0.176 seg.

En este caso se supuso un valor cercano al real
y por tanto s6lo.se necesité un ciclo para que se
obtuviera la aproximacién deseada. Si el valor su-
puesto no hubiese sido ese sino otro cualquiera
seguramente no hubiera sido suficiente un ciclo
de calculo. En los ciclos subsiguientes se proce-
deria en igual forma que antes: suponer inicial-
mente la configuracién obtenida en el ciclo ante-
rior; limpiarla de las componentes del primer mo-
do; etc. \

b) Respuesta sismica

Los valores de los coeficientes de participacién
y de las ordenadas espectrales para este caso son:

C, = 0.001689, C., = —0.001689
Sai = 127.4 cm/seg?, S.. = 86.6 cm/seg®

Las respuestas maximas para cada modo valen

V1 _ 1,970 kg
M, | = 298,200 kg cm

M. {7 [ 203,000 kg cm_

Las respuestas maximas totales seran (fig 10b)
V = 2,030 kg

M = 361,000 kg cm
M, = 1.209.000 kg cm
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M=344 ton cm

364 ton cm 0]

N
7 CbG. R
V=131 ton

2.03 ton

Mb =893 ton ¢cm
)

(a) (b)

Fic. 10. Respuestas sismicas

CAso 3. BASE RIGIDA Y MASA CONCENTRADA

Para comparacién de resultados se vera cual es
el valor de la respuesta méxima en el caso de des-
preciar la inercia rotacional y la interaccién suelo-
estructura. .

Para este caso p* = 608 (rad/seg)? T = 0.325
seg, 0.15S; = 92.6 cm/seg®, V = mS, = 1,930 kg y
A’Igb = 808,000 kg cm (fig 10c),

CONCLUSIONES

En la siguiente tabla se resumen los resultados
de los tres casos, indicados como potcentajes del
segundo caso.

Concepto . Caso 1 Caso 2 Caso 3
\%4 64.4% 100% 95.0%
M 95.2% 100% 0 %
M, 73.8% 100% 66.7%

Los resultados de la tabla anterior dan una
idea clara de la importancia que tiene el considerar
la inercia rotacional de la cubierta y la interaccién
suelo-estructura. La importancia del primer con-
cepto aumentara conforme mayor sea el momento
de inercia de masa de la cubierta con respecto al
eje z. El altimo concepto es tanto mas importante
cuanto mas blando sea el suelo de cimentacién.
En particular puede observarse que en el tipo de
solucién 3 no se obtiene momento flexionante a la
altura de C.G. Esto puede traer consigo serios
errores en la cuantia del acero de refuerzo nece-
sario en la unién columna-cubierta que es donde
mas ductilidad necesita desarrollarse.
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Modelo matemdtico para representar la interaccion dindmica

de sitelo y cimentacion®

José A. NIETO, Emilio ROSENBLUETH
y Octavio A. RASCON ** :

1. INTRODUCCION
1.1. Descripcion del problema

La influencia del suelo de cimentacién en la
respuesta dinamica de una estructura no ha sido
suficientemente estudiada. Aunque es posible un
tratamiento riguroso del problema?, éste no es de
facil aplicacién en la practica. Conviene contar con
un modelo matematico sencillo que permita deter-
" minar con bastante precision la respuesta de un
sistema suelo-estructura a perturbaciones dinami-
- cas. El modelo debe proporcionar resultados razo-
nablemente correctos en el intervalo de frecuencias
de mayor interés. El tratamiento se simplifica con-
siderando primeramente la cimentacién de una es-
tructura como un bloque rigido. El problema con-
siste en determinar el comportamiento dindmico del
sistema constituido por el cuerpo rigido y el suelo;
este Gltimo se puede idealizar, en una extensa gamat
de condiciones practicas, como un medio elastico,
homogéneo, isétropo y seminfinito.

Una vez determinada la respuesta dindmica del
bloque rigido de cimentacién tomando en cuenta
su interaccion con el suelo, es facil incorporar al
sistema la estructura flexible que se levanta sobre
dicha cimentacién.

1.2, Antecedentes

Las principales soluciones disponibles hasta la
fecha para el problema de interaccién dinidmica
entre un cuerpo rigido y un semiespacic elastico
pueden clasificarse en cuatro grupos.

1) Soluciones exactas clasicas, que suponen
que la distribucién de esfuerzos de contacto
entre bloque y suelo no depende de la fre-
cuencia de vibracion *-° y generalmente to-
man dicha distribucién igual a la que corres-
ponde a carga estatica. El calculo de las
respuestas dinamicas exige trabajar indepen-
dientemente con cada frecuencia de excita-
cién, pues los parametros del modelo mate-
matico correspondiente son funciones de esta
variable; tal situacién no es objetable cuando
se trata de calcular el efecto de vibraciones
debidas a maquinaria, pues entonces sélo
interesan una o unas cuantas frecuencias de
excitacién, pero introduce complicaciones
injustificadas cuando se desea calcular la
respuesta a una perturbacién que contiene

* Ponencia presentada en el Primer Congreso Nacional
de Ingenieria Sismica, Guadalajara, Jal., nov. 1965.

** Respectivamente, investigador, director y ayudante de
investigador del Instituto de Ingenieria, UNAM.

2)

3)

4)

componentes significativas en un extenso
intervalo de frecuencias, como lo es un sismo,
y practicamente imposibilita el calculo de
respuestas cuando sobre la cimentacién exis-
te una estructura de comportamiento no li-
neal.. Ademas, a muy altas frecuencias esta
solucién de errores inadmisibles provenien-
tes de la hipétesis referente a la distribucién
de esfuerzos de contacto. '

Para una placa circular sujeta a vibracién
se dispone de la solucién exacta que toma en
cuenta la distribucién correcta de esfuerzos
de contacto’. Por lo demas esta solucién
adolece de las mismas limitaciones que las
del grupo que antecede, cuando se ttata de
analisis para disefio sismico.

Se han propuesto diversos modelos mate-
maticos que incluyen masas virtuales, ele-
mentos flexibles y amortiguadores lineales
para representar al suelo #-1*, Al tomar estos
parametros independientes de la frecuencia
se elimina la dificultad mencionada a propé-
sito de la aplicacién de las soluciones de los
grupos anteriores a disefio sismico, si bien
se introducen errores inadmisibles a muy
altas frecuencias. (Se ha demostrado que la
masa virtual de suelo debe ser nula para
que el orden de magnitud de las respuestas
quede correctamente predicho cuando la fre-
cuencia de excitacién tiende a infinito 7). Las
masas virtuales de estos modelos matema-
ticos se basan en consideraciones de carac-
ter intuitivo, mientras las constantes de los
amortiguadores se han determinado a partir
de un numero limitado de pruebas de labo-
ratorio en modelos fisicos de pequeiias di-
mensiones usando o simulando suelos en
forma tal que se antoja peligroso extrapolar
a partir de ellos.

Para eliminar la objecién mencionada res-
pecto al empleo de una masa virtual cuando
interesan frecuencias sumamente elevadas se
ha propuesto un modelo matematico que
comprende sélo un elemento flexible y un
amortiguador lineal en representacién del
suelo, ambos elementos carentes de masa’.
Dicho modelo suministra resultados excelen-
tes en los intervalos de frecuencias suma-
mente bajas o excepcionalmente altas, pero
introduce errores hasta de un 30 por ciento
en el intervalo intermedio (si bien el error
generalmente no excede 20 por ciento en el
intervalo de mayor interés). Esta solucién
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sélo se ha: formulado, aparentemente, pa-
ra las oscilaciones verticales de una placa
circular, 7 T

De las soluciones mencionadas, las del dltimo
grupo son las unicas que pudieran considerarse
satisfactorias para disefio sismico. Sin embargo,
tienen el inconveniente de perder precisién a fre-
cuencias bajas y medias, que son las de mayor
interés en el disciio de cimentaciones de maqui~
naria lenta y en disefio sismico.de estructuras,

El modelo matematico que se propone en este
trabajo esta basado en las soluciones exactas cla-
sicas. Presenta la ventaja de mayor precisién en
el intervalo de interés practico de las frecuencias.
Esta limitado, por lo pronto, a bases de cimenta-
cion de forma circular, aunque su extension a otras
formas de base es inmediata. Se limita también a
la consideracion de modos desacoplados de vibra-
cién. Para los grados de libertad elegidos, estos
modos no pueden existir en general cuando se
trata de una base rigida por lo que respecta a
cabeceo y traslacién horizontal, salvo cuando la
relacién de Poisson, v. vale 0.5. En la practica los
grados de libertad horizontal y de cabeceo se en-
cuentran acoplados. En el modelo propuesto es
factible tomar en consideracién este acoplamiento
variando la colocacién de los elementos flexibles
para los modos en cuestién. '

1.3. Fundamentos del modelo matematico pro-
puesto

1.3.1. SOLUCIONES “EXACTAS' PARA BA-
SES CIRCULARES

La respuesta dinamica de un cilindro circular
de masa M, y radio r, desplantado en la super-
. ficie de un semiespacio elastico homogéneo e is6-

tropo cuyas constantes elasticas son G y v y cuya
densidad de masa es p ha sido estudiada por varios
investigadores ** para los seis grados de libertad
del sistema, a saber: vertical, dos horizontales
iguales entre si, cabeceo respecto a dos diametros
ortogonales de la base y torsién respecto al eje
vertical que pasa por el control de la base. Se han
considerado en la mayoria de los casos dos tipos
de perturbacién actuando sobre el cilindro: solici-
tacién arménica cuya amplitud es independiente
de la frecuencia w, y solicitacién armdnica cuya
amplitud es proporcional a o*. (Este tltimo tipo
es el que produciria un excitador mecanico de masa
excéntrica), Como se desconoce, excepto para vi-
bracién vertical ¢, la distribucién real de esfuerzos
dinamicos en la superficie de contacto-entre el ci-
lindro y el semiespacio, en los estudios referidos
se ha supuesto una distribucién de esfuerzos dina-
micos analoga a la distribucion estatica existente
bajo alguna de las dos condiciones extremas si-
guientes: a) cilindro infinitamente rigido, y b)
cilindro infinitamente flexible. Con la primera su-
posicién se prescriben los desplazamientos en la
superficie de contacto y se determina la condicién

[y

de esfuerzos correspondientes. Cen la segunde
suposicién la distribucién de esfuerzos se prescribe
de antemano para cada tipo de movimiento. Estas
suposiciones conduciran sélo a valores aproxima-
dos de la respuesta dinamica del cilindro, pero se
ha comprobado * que las aproximaciones son ade-
cuadas para la mayor parte de los fines practicos.

Richart ® ofrece una excelente presentacién de
los resultados obtenidos por él y por otros investi-
gadores para la determinacion de las frecuencias
resonantes y amplitudes de vibracién del cilindro
circular infinitamente rigido. Sus graficas se re-
producen en las figs 1 a 4, cerrespondientes a cada
uno de los grados de libertad. En la mitad inferior
de estas figuras se presenta la frecuencia resonan-
te en funcién de la masa o la inercia del cilindro
rigido para los dos tipos de perturbacién conside-
rados y para varios valores de la relacién de
Poisson, v. Tanto la frecuencia resonante como 1a
masa o momento de inercia se grafican en forma
adimensional, aquella como el parametro de fre-

cuencias a, = o ry Vp/G y esta como el parimetro
b, que se define en la forma siguiente:

i. Para movimiento vertical, by = M,/pr,®

ii. Para movimiento horizontal, by = My/pr®

j —Oscil do'uerru

£
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<\
<
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2
2 by= RO
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60 Fra A i
’ - o
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} =—== Qtcilador de maso
. excentrico
w 20
>
a
2
£ 0 ™.
e | -
& LS G
6 —
— \A——\» A e —
2 \‘1\;;-*4
C \ENO
s IRV
0 © 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.2 1.4

" Pardmetro de frecuenclas, 0, = wr.Vp76

(b) Frecuencio resonante en funcidnde by
para tres volares de lo relacion de Poisson

Pic. 1. Curvas de respuesta y frecuencias resonantes de
vibracion vertical (Segin Richart, ref. 5)
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(b} Frecuencia resonante en funcidn de by

Fic. 2. Curvas de respuesta y [recuencias resonanfes de
vibracion horizonfal. Relacién de Poisson, » = 0 (Segun
Richart, ref. 5)

iii. Para cabeceo, by = I,/pry°
iv. Para movimiento torsional, br = Jo/pro®

En estas expresiones, /, es el momento de inercia
de la masa de la base respecto al eje de cabecec y
Jo. su momento de inercia respecto al eje de torsidn.
En la mitad superior de las figs. 1 a 4, Richart
presenta la amplitud de vibracién en funcién del
parametro de frecuencias para varios valores de b
y para ambos tipos de perturbacién. La amplitud,
A. que corresponde a cada grado de libertad se
presenta adimensionalmente en la forma siguiente:

i. Para vibracién vertical, AyGr,/Z si la am-
plitud de la fuerza perturbadora, Z, es in-
dependiente de la frecuencia, y Avpro®/2m;l
si la perturbacion es debida a un excitador
mecanico con masa excéntrica m; y brazo
giratorio de longitud /.

ii. Para vibracién horizontal, A,Gr,/Qu, o
Approt/2m,l, en que Q, es la amplitud de
la fuerza perturbadora independiente de’ la
frecuencia.
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FiG. 3. Curvas de respuesta y [recuencias resonantes de
vibracion de cabeceo. Relaciéa de Poisson, » = 0 (Segin
Richart, ref. 5;

iii. Para vibracién de cabeceo, AyGr,®/M, en
que M es la amplitud del momento de ca-
beceo.

iv. Para vibracién torsional, A:Gr.®/T, en que
T es la amplitud del par torsional.

(Para estos dos 1ltimos casos no se presen-
tan curvas correspondientes a la perturba-
cién producida por un excitador mecanico).

De la similitud entre las curves de amplicudes
presentadas por Richart y los especivos de des-
plazamiento de un sistema amortiguado, con un
grado de libertad, sujeto a los mismos tipos de
perturbacién surgié la idea de desarrollar ¢! mo-
delo mateméatico que se describe en la siguiente
seccidn. .

1.3.2. RESPUESTA DINAMICA DI $ISTEMAS
AMORTIGUADOS DE UXN GRADG DE LI~
BERTAD

Se sabe que la frecuencia circular resonante de
un sistema amortiguado con un grado de libertad
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Fic. 4. Curvas de respuesta y [recuencias resonantes de
vibracion torsional. Independiente de la relacién de Poisson
(Segin Richart, ref..5) .

con masa, M, constante elastica K y constante de
amortiguamiento C, esta dada por ™

o= O )

cuando la amplitud maxima de la solicitacién dina-
mica es constante, y por

— K ,
= \NFT—28) )

cuando la amplitud maxima de la solicitacion es
proporcional al cuadrado de la frecuencia pertur-
badora. En estas expresiones £ = C/2 VKM es el
porcentaje de amortiguamiento critico del sistema.

Si se conoce la constante elastica de un sistema
amortiguado y se determinan experimentalmente
sus frecuencias resonantes ; Y . cuando la exci-
taciébn es, respectivamente, independiente de gy
proporcional. al cuadrado de la frecuencia pertur-
badora, es posible, mediante las ecs. ! y 2, deter-
minar e} valor de la masa M y de la constante
de amortiqguamiento C del sistema. En esta idea se
basa el modelo matematico propuesto en este tra-

.

bajo, con las modificaciones que se indican inas
adelante.

Se sabe también que la frecuencia resonante oy
del sistema amortiguado. cuando la amplitud ma-
xima de la excitacién es nroporcional a la frecuen-
cia perturbadora, es igual a la frecuensia natural
del sistema sin amortiquamiento. La amplitud re-
sonante del sistema aniortignado sujetc a este
altimo tipo Jde excitacién es M/Z:K.

2. MODELO MATEMATICO PROPUESTO

El modelo que se prcpone es un sistema de
un grado de libertad con amortiguamiertc lineal.
Consiste en una masa rigida consticuida por la
cimentaciéon y por un prisma virtual de suelo cuya
base es idéntica a la de la cimentacién, pera
cuya altura va a depender del grado de libertad
considerado. En este trabajo se estudian exclusi-
vamente bases de cimentacién de forma circular,
por lo que el prisma virtual es un cilindro. La
masa rigida estd soportada por ua elemento flexi-
ble. linealmente elastice, sin pesa. Lz forma del
elemento flexible y su colocacien respecto a la
masa rigida dependen dei modo de vibracién con-
siderado y se presentan en la fig. 5. Cimo cons-
tante elastica del elemento flexible se utiliza Ia
obtenida por medio de la teoria de¢ la elasticidad
al considerar para cada grado de libertad la ac-
cién estatica de la solicitacién aplicadz al cilindro
rigido de radic r, desplantado en la superficie del
semiespacio eldstico que representa al suelo. En
esta constante elastica se incluye el efecto de la
relacién de Poisson. De esta manera se asegura

RO29% . N\
AN N
] N
/ N3

o e

¥
f?....
(L4 ,’,7//,//

Vibracidn norizental

Vioracidn vertical

Vibracidt, orsional

Vibracidn de caobeceo

Fic. 5. Mcdeles mateinaticos propuestos par: los diferentes

grados de libertad

68 BOLETIN DE LA SOCIEDAD MEXICANA DE INGENIERIA SISMICA. A. C,



que la solucién es exacta cuando la frecuencia de
excitacién tiende a cero.

Debe notarse que al hablar de frecuencia de
excitacién nula y carga estatica se entiende una
velocidad de carga suficientemente lenta para evi-
tar la aparicién de fuerzas de inercia apreciables
en el suelo, pero no tan lenta que se induzcan los
fenémenos de consolidacién y de deformaciones
diferidas en gran escala. Este concepto es impor-
tante cuando se trata de aplicacién a cimentacio-
nes que se apoyan cn suelos reales.

Resta ‘determinar la altura de la masa virtual
de suelo y la constante de amortiguamiento para
cada grado de libertad. Se desea que la respuesta
del modelo matematico se ajuste a los resultados
de la teoria clasica; dado que en la mitad inferior
de las figs. 1 a 4 se dispone del valor de la fre-
cuencia resonante para cada modo de vibracién y
para los dos tipos de perturbacién considerados,
es sencillo determinar los valores requeridos utili-
zando estas figuras y las ecs. 1 y 2, Sin embargo,
como en disefio sismico la gama de [frecuencias
de interés es amplia, no interesa especialmente
que el modelo tenga exactamente la misma fre-
cuencia resonante que se determiné con la teoria
clasica. Por otra parte, en los espectros de disefio
sismico mas comunes, el intervalo de mayor inte-
rés de las frecuencias corresponde a amplitudes
maximas de excitacién proporcionales a la fre+
cuencia perturbadora. Por estas dos razones se
optd por utilizar el procedimiento descrito arriba
para determinar solamente la altura de la masa
virtual de suelo, y encontrar el valor de la cons-
tante de amortiguamiento ajustando la ordenada
maxima del espectro de seudovelocidades corres-
pondiente a la solucién clasica con la amplitud
resonante del modelo indicado en la subseccién
1.3.2. El espectro de seudovelocidades se puede
determinar utilizando las curvas de las figs. 1 a 4.

Mediante este procedimiento se llega a los va-
lores que se consignan en la Tabla 1 en la cual
la constante elastica del elemento flexible esta
identificado por K con el subindice correspondien-
te al grado de libertad considerado, y A repre-
senta el .area de cimentacién. Los resultados se
dan en funcién de A y de su raiz cuadrada para
facilitar una primera estimacion de los parametros

que corresponden a cimentaciones no circulares,
a reserva de que estudios ulteriores permitan afir-
mar tales estimaciones.

En las figs. I a 4 se incluyen algunos puntos
representativos de las respuestas de los modelos
desarrollados utilizando los valores de la Tabla,
para diversos tipos de perturbacion. El modelo
proporciona una aproximacién excelente a la res~
puesta exacta para los modes de vibraciéon wver-
tical y horizontal, aunque para los mcdos tor~
sional de cabeceo la aproximacién no es tan
buena. ¥"Iay que hacer notar también que en las
estructuras ordinarias en las que la influencia del
segundo modo de vibracién es importante, éste tie~
ne una frecuencia de 2 a 2.5 veces mayor que la
frecuencia fundamental, por lo que bastara que
el modelo dé una buezna aproximacion en el in-
tervalo comprendido entre la frecuencia resonan-
te y 2.5 veces el valor de dicha frecuencia. '

lz,a precision del modelo puede mejorarse dras-
ticamente si se hace 1~ constante del amortiguador
variable con la frecuencia; se ha preferido no pro-
ceder en tal forma para preservar la simplicidad
del tratamiento.

El modelo propuesto permite incorporar facil-
mente en el analisis la influencia del comporia-
miento inelastico de la estructura. Esta limitado
por ahora a bases circulares y a la consideracién
de modos de vibracién desacoplados.

Se trabaja actualmente en la preparacién de
modelos semejantes para bases de cimentacién rec-
tangulares con diversas relaciones de largo a an-
cho. El estudio de éstas se basa en los resultados
clasicos presentados en la ref. 15. Para otras for-
mas de cimentacién se pueden aplicar los resul-
tados de este trabajo utilizando los coeficientes
elasticos del suelo determinados mediante los mo-
nogramas de Newmark ! e integrando en toda el
area de la base la solucién clasica de Cerruti ’.
Aunque suele suponerse *® que la vibracién hori-
zontal y la de cabeceo de una cimentacion estan
desacopladas si el centro de masa de la cimenta-
cién se halla a la altura de la base de contacto
entre cimentacién y suelo, esto no acontece en
la practica. Por otra parte. soluciones exactas ba-
sadas en la teoria de la elasticidad '* deruestran
que aun para el caso de esfuerzos tangenciales

TABLA 1
PARAMETROS DEL MODELO PROPUESTO

TIPO DE ALTURA DEL PRISMA DE SUELO CONSTANTE DE AMORTIGUAMIENTO
VIBRACION En funcion del En funcién del En Funcidn del En funcién de la
radio de la base érea de la base radio de la base altura del prisma
Vertical 048 r, 027 VA 1.8 VKypry® 542 \/Kyph3
Horizontal 0.10 r, 0.05 VA 1.3 'V KH;,_O.H 41.1  VKyph?
Cabeceo 0.63 r, 0.35 VA 0.30 VKepro® 270,730 VKpht
Torsién 0.44 o 0.25 VA 0,50 VERprst i 680 VEpht
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TABLA 2

ALGUNOS VALORES DE LAS CONSTANTES ELASTICAS

FORMA DE MODO DE VIBRACION
LA BASL vertical . horizontal cabecco torsioa
10 ~ ous
Circular l_-———v Gt‘o 5.87 é_;_:-_v_)_ Gr Lo 2.7 Gt‘%* ——:—;2 Gi‘o
s . 5 G
Rectangular™ B yx' _E vl _E_ gL L5 E v L
I —? —y? 1 — 2 VA ] —t L

*Sélo se presenta el valor de K. correspondiente a » = 0.

** El valor de Ky para base circular es independiente de ».

+ Los valores de ¢., kr y k¢ se presentan en las tablas 3, 4, y 5, respectivamente para algunos valcres de la velucion

largo/ancho.

aplicados sobre la superficie del terreno, se pro-
ducen rotaciones de la misma, asi que el acopla-
miento no debe ignorarse.

Finalmente es de notarse que en un analisis
modal que tome en cuenta la interseccién con el
terreno los modos naturales de vibracién no son
rigurosamente ortogonales. Mientras la participa-~
cién del terreno no gobierne en forma pronun-
ciada el comportamiento, la falta de ortogonali-
dad no afecta seriamente”las respuestas sismicas
para fines de disefio. En cambio, si debe tenerse
en cuenta en el calculo de los modos naturales

TABLA 3

VALORES DEL COEFICIENTE C,
(Segin Barkan, ref. 18)

Relacion
largo/ancho ¢
1.0 1.06
1.5 1.07
2.0 1.09
3.0 1.13
5.0 1.22
10.0 1.41
TABLA 4

V ALORES DEL COEFICIENTE kg

(Segin Barkan, ref. 18)
\Desplazamiento horizontal en la direccién paralela
al lado a)

Relacidon a’b
v 0.5 1.0 1.5 2.0 3.0 50 0.0

1.020 1.050 1.150 1.250
0915 0.975 1.050 1.160
0.870 0.906 0.950 1.040
0.784 0.806 0.850 0.940
0.686 0.700 0.732 0.940

de vibracién, scbre todo cuando se acude a me-
todos numeéricos que hacen uso de esta propiedad.

Algunos valores de las constantes elasticas de
los elementos fiexibles obtenidas a pastir de la
teoria de la elasticidad para 1:)» modos de vibra-
cién considerados y dxferentes formas de la base
s¢ consignan en la Tabla

TABLA 5

VALORES DEL COETFICIENTE k¢

(Segin Barkan, ref. 18)
{Cabeceo respecto al eje paralelo al Jado largo)

largo/ancho ko
1.0 1.984
1.5 2.254
2.0 2.510
3.0 2.955
5.0 3.700
10.0 4.981

3. EJEMPLO DE APLICACION

Para ilustrar la forma de aplicacion de los re-
sultados obtenidos con el modelo propuesto, se
resolverd el problema presentado en ls ref. 20,
Dicho problema consiste en calctlar las frecuen-
cias, modos de vibracién y respuestas sismicas de
un péndulo invertido (fig. 6) tomands 2. cuenta
la interseccién diriamica suelo-estructura v la iner-
cia rotacional de la cubierta. La solucion difiere
de la presentada en la ref. 20 pt‘nc;palmmte en
que se introduciran dos qrados de _..,:rtda adi-
cionales al tomar en cuenta la masa y el momen-
to de inercia de la losa de cimentacion., Los para-
metros del suelo de cimentacidn: son: p == 0.112
ton seg®’/m*, v = 0.5 y G = 166 ton/m?. Utilizan-
do las expresiones prcpuestas se obtiene: Ky =
= 2097 ton/m, C; = 67.80 ton seg/m, K; = 8040
ton m, Cc= 4086 ton seg/m, M. = 0.34 ton
seg’/m e [, = 4.67 ton seg’/m. Los paramettos
de la estructura son *°: distancia de! centro de
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L= 4.19 m
L'= 4.80 m
I = 13.86 tonseg’m
W= 20.45 ton
m= 2.08 tonseg’m
W'= 43.6 ton
L o —_ Mo= 2.2 ton seg¥m
' [ 915 Io= 3.03 ‘on seg®m
. Ip= 1.065 x 16%m*
k = 1266 ton/m
ke = 7410 ton m/rad
8 = 0.358rad/m
5= 2,08 m
PLANTA p = 0.112 fon seg/m®
1 v = 0.5
. 915 _ G = {66 ton/m?
(= L \KH-" 2097 ton/m
= ———15 Ch= 67.80 ton seg/m
\ ! 15|2 Kc= 8040 ton m
; Cc= 40.86 ton seg/m

,t ELEVACION

I 431 —

Fic. 6. Cascarén utilizado para ejemplo (Después de R. McLean)

gravedad de la cubierta a la base de la columna,
L = 4.19 m; distancia de dicho centro a la base
de la cimentacién, L’ = 4.80 m; momento de iner-
cia de la masa de la cubierta respecto al eje de
cabeceo, 1,, = 13.86 ton seg®/m; peso de la cu-
bierta, W = 20.45 ton; masa de la cubierta, m =
= 2.08 ton seg®/m; peso de la estructura, W’ =
= 43.6 ton; momento de inercia centroidal prin-
cipal de la seccion transversal de la columne,
I, = 1065 X 10"* m*; rigidez por traslacién de la
columna, k = 1266 ton/m: rigidez por flexién de
la columna, k, = 7410 ton m/rad; rotacién al ni-
vel del centro de gravedad, debida a una fuerza
horizontal de valor k., § = 0.358 rad/m: desplaza-
miento lateral del centro de gravedad debido a
un momento de valor k. aplicado en dicho punto,
8 =2.08 m: M, =22 ton seg®*/m; I, = 3.03 ton
seg®* m. (Para la obtencién de k, k,, 6 y & véase la
ref. 20.) : ’

Para el calculo de los modos y frecuencias de
vibracién, se empled una extensidon del método
propuesto en ref. 20. La extensién consiste en
tomar en cuenta los dos grados de libertad adi-
cionales debidos a la masa y a la inercia de la
losa de cimentacién. La solucién se llevé a cabo
mediante una tabulacion, en la cual x es el des-
plazamiento del centro de gravedad, ¢ su-rctacion,
xo el desplazamiento de la cimentacién, ¢, su giro:
x, y e desplazamiento y rotacién del centro de
gravedad debido a la flexibilidad de la columna y
x, es ¢l desplazamiento de dicho centro debido'a la
rotacidon de la cimentacién como cuve.po rigido.

Después de varios ciclos se llegd a w; = 9.07

rad/seq, T, = 2r/w, = 0.692 seq, X' = vector
modal traspuesto = [4.36 1 0.39 0.64].

Para el calculo del segundc modo, utilizando
los conceptos antes mencionados se obtuvo
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wy = 25.3 rad/seg, T. = 0.248 seg.

er__—j_[lfge -1 373 -0.26]

.
I I

La respuesta sismica se calculé tomando en
cuenta solamente los dos primeros modos. La ma-
nera de introducir los modos restantes es obvia,
mas cabe suponer que el efecto de estos sera des-
preciable. )

La respuesta sismica se obtuvo utilizando el
espectro de respuesta propuesto en el Reglamen-
to del Distrito Federal ** para la zona de alta
compresibilidad. Dicho espectro lleva implicito
un amortiguamiento total de la estructura. En
el caso particular considerado el porcentaje de
amortiguamiento se encuentra comprendido entre
2 por ciento correspondiente a }a estructura y 34
por ciento obtenido como si esta fuese un cuerpo
rigido y el amortiguador tuviese la constante Cj,.

Los coeficientes de participacién para la res-
puesta sismica !'* son

XM
XM X,

rn =

en la que i es un vector que representa los des-
plazamientos estaticos de cada grado de libertad
de la estructura inducidos por un desplazamien-
to estatico unitario de la base.

En nuestro caso,
=01 0 1 0

La respuesta maxima en cada uno de los mo-
dos sera '+ 2° '
Vcn ]

—R—” = AVIC‘" = l‘,,M ?ﬂA']
bn
Mlm T

M=4.21 ton m

donde R, es el vector de las respuestas en el
modo enésimo cuyas componentes son la fuerza
y el momento en la cubierta, V., y M., respec-
tivamente y la fuerza y el momento en la losa de
cimentacién, Vi, y Mu, respectivamente y A, es
la ordenada del espectrc de aceleraciones afecta-
da del coeficiente sismico correspondiente 2*, En

nuestro caso dicho coeficiente vale 0.15.

Los resultados obtenidos fueron

R =1[1995ton 3.049 ton m 1.792 ton
1.084 ton m] -
R7 =[0548 ton -2.897 ton m 1.980 ton

-0.418 ton m]

La respuesta total se obtiene utilizando el cri-
terio propuesto en la ref. 22, segiin el cuai

Ve = \/ch + Vei, Me =, IMo? + M2, ete.

Los resultados son

Ve =230 ton, M;=4.21 ton m,
Ve=2.67ton, M, =1.16 tonm

En la fig. 7a se resumen los resultados y se
comparan con los de la fig. 7b obtenidos en la
ref. 20. Se observa que las respuestas son muy
parecidas y es seguro que al tomar en cuenta los
dos modos faltantes la respuesta del caso {a)
sera un poco mayor.

Los resultados de este ejemplo, en ¢l que se
consideraron masas y momentos de inercia vir-
tuales, difieren poco de los obtenidos en la ref.
20 en la cual no se tomaron en cuenta dichos pa-
rametros. Esto se debe a que la gran flexibilidad
de la estructura juega un papel importante en la
respuesta. Es facil imaginar casos en los cuales
ello no sucede.

3.61 tonm

2.67 ton

(a)

{,46tonm

(b)

Fi6. 7. Comparacion de las respuestas sismicas. a) Incluyendo masa virtuzl del suelo. b) Despreciando ja masa virtual
- del suelo
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DETERMINACION EXPERIMEMNTAL DE LAS

PROPIEDADES DINAMICAS DE ILNOS SUELOS
por

J. ABRAHAM DIAZ ROPRIGITZH

TN T pODUTCCT NN

|y

Granaes avances se hal reas1zaco en aﬁés rac ientes en o1 de2sa-
rrollo ~e procea.mientos anatiticos pars c-ascnlar la resoussta
del terrenn bajo 1= arrifin Aa o2vgas efsmr~=ms. Sin emh=2rgo, <l
usc de tales procedimientos regniere nei ~nnecimientc 2 Las
propiedades din&micas de los suelns pari llegar a soluwlilnes sa

tisfactorias.

Teniendo en cuenta que las cargas dindmicss ouwaden prodacir us
amplio intervalo de deformaciones en los suelcs, se puedc afir
mar que no existe un ensaye Unico que sec adecuadd para cubrair

todo el intervalo de deformaciones reqguerido en los croblemac

de ingenierfa sfsmica.

e

En la fig 1 se muestran en forma aproximada los rangos de apli
czbilidad de los distintos ensayes tanto de campo como de labo

ratorio.

* Profesor y Jefe de la Seccién de Mecénica de Suelos,
DESFI, UNAM

* Investigador, Instituto de Ingenierfa, UNAM N



Las principales propiedades que se necesitan en dindmica de sue

los e ingenierfa sfsmica son:

o MSdulo de Young, E

v M3dulo de rigidez al cortante, G

v Relacién de Poisson, V

~ Praccidtn del amortiguamiento critico, £
¢ Informarién esfuerzo-deformarion

* Resistencia al esfuerzo corténte

o Dardmetros de licuacidn

TECNICAS DE LABORATORIO

Alguncs ensayes de laboratorio tienen como finalidad la medici”rn
de alomna propiedad especifica tal como resistencia al ecfuerz:
cortante o el m&édulo de rigidez al cortante, en tanto que otics

ensayes tienen como objetivo la simulacifn de situaciones O es-

5
-

tadce.

Efecto de la velocidad de deformacibn

-

Imporiantes esfuerzos se han dirigido hacia la determinaciCa del
comportamienﬁo de los suelos sometidos a carga cfclica, para

tratar de contestar a la pregunta de c6mo serd el comportamien-
to de una muestra cargada estiticamente con respecto a otra car

gada dindmicamente.

La resistencia dinfmica de una muestra de suelo cargada sibita

mente serd generalmente mayor que la resistencia est&tica.



Las principales variables que se ven afectadas por la velocidad

de deformacién o por la velocidad Ae aplicacifn de carga son:

o La presifén de poro
o Las relaciones esfuerzo-defornecibdn

o LLa resistencia al =sfuerzo cortante

En 1o que s.gci se descoublradn ios egulpus y proced.mienltos baca
la determinacién de lacs propiedades Jdinémicas de los cueios, nprin
/

cipalmente respecto al =mAdvl~ de rigicder al cortante ¥y amortigua

"mientc. .

Prueba de columna resonante

Este tipo de prueba permite estudiar el comportaﬁiento 1e mues-
tras de suelo en un intervalo de deformaciones que va desd2 ae-
formaciones pequenas (= 10—5), como las inducidas por vibracic.-
nes de maquinaria hasta deformaciones relativamente gfandes

- 3 . , - .
( 10 "), como las inducidas por un sicsmo.

Los especimenes pueden ser excitados en el sentido longitudinal
0 en torsibén. Por lo tanto, se pueden determinar mSdulos din&-
micos tanto de Young, E, como de rigidez al cortante, G, ver

fig 2.

Los especimenes son de geometrfa cilindrica, ya sea s6lidos o
huecos. Las dimensiones usualmente empleadas son: 3.6cm(x 1 1/2")

a 7.2cm(: 3") de di&metro por 15cm(Z 3") a 25cm(% 10").



La muestra cilindrica (s6lida o hueca) se apoya sobre una base
rfgida y se fija en ella. En su parte superior se instala la

cabeza excitadora.

En e¢stz forma se tiene una probeta fija en su base y libre en

su parte superior, que es excitada longitudinal o torgionalmente.

En 1a realizacifn de la prueba 1a trecuencia se va variando has

<

ta onotontrar 12 frecuencia de rezonarn<ia 3el esp.

(y
[
3
"
o)
'—-‘
R

dulo correspcndiente se calcula con el date de 13 frecicncia ¢n
resonaiicie, la geometrfa del espfcimen y lac caractersisticas de

i

excitacién.

La ec.acifn propuesta por Wilson y Dietrich (1960), es:

£ 6°G (psi) = 2.39 x 107° £2H? ¥ i1)

en donde
3 frecuenciz de resonancia longitudinal para E ¢ tor

sional) para G , en Hz
H altura del espécimen, en pulgadas

Y peso volumétrico, en pcf

La determinacién de las propiedades de amortigﬁamiento consiste
en conseguir en estado establecido de vibracidn y suspender sg-
bitaménte la accién forzadora y obtener la gréfica de decaimien
to de la amplitud de vibracifén de la cual se calculard el decre
mento logarftmico y con la ec (2) se obtiene la fraccidn del

amortiguamiento critico.

§ = £ n__ 21t (2)




Actualmente hay varias versiones del aparato de columna resonan
te, précticamente todas estas versiones dan resultados consisten

tes, (Skoglund, Marcuson y Cunny, 1976).

Prueba de Pulsos

Esta prueba consiste en generar mediante cristales piezneléctri
cos ondas u'*tvoefniczc ya soa longitudlinalas o de torsidn y me-
dir su velocidaa de propagacién. Pava elle so excita wmcdiante

un pulso de esfuerz20 un extremo del especiwen y se mide el Liem

’

po de llegada en el ctro evtrremo.
Mayores detalles se describen por Lawreacc (1263).
Uno de los mayores inconvenientes consiste en la identificacién

e Interpretacifn del tiempo de llecada de las ondas.

Prueba de Vibracidn Torsdonal Libre

La fig 3 ilustra el aparato desarrollado por Zeevaert (1Y967),
el cual consiste en una cémara triaxial modificada, gue permitce
someter a la muestra a diferentes presiones de confinamiento,
esto permite conocer la variacién del m6édulo G con la-presién

de confinamiento.

Un brazo horizontal, sobre el cual se colocan masas gue guardan
simetrfa con el eje de la muestra, da lugar a un sistema de un
grado de libertad. Al brazo se le da un pequefio impulso inicial

permitiendo que el sistema vibre libremente. La vibracién como



respuesta de los elementos eldsticos del suelo se registra y de
esta informaci&n se calcula el m6dulo G y el amortiguamiento

de acuerdan <o la expresidn

Ys
G = ——X (3)
Ws 2
1- (-2
(%)
d
cin donde
W frecueuria ratural amorticuada del sistema
v frecuencia natural zmortignada del aparato

K constante caracterictica de la geometria del sistema

La fraccibn del amoriiguamienlo critico se calcula cor la expic

si6én del decremento logaritmico.

En general los valores de las propiedacdes medidas con este apa
rato resultan menorcc que los obtenidos con otros procedimien-

tos para un nivel de deformaciones equivalentes.

Prueba Talaxiaf CLelica

La prueba triaxial ciclica se desarroll6 con el objetivo de eje

cutar ensayes bajo carga repetida.

Seed y Lee (1966) fueron los primeros en utilizar cémara tria-
xial ciclica, con objeto de reproducir la condicibn de esfuerzos
a‘que se halla sujeto un elemento de suelo durante un temblor
(atribuyendo el estado de deformaciones del suelo a la propaga

ci6én de ondas de cortante).

\



Si la superficie del terreno es horizontal, antes del temblor
no hay esfuerzos cortantes en planos horizontales (fig 4a).
Durante el temblor, los. esfuerros normzles permanecen constan-

tes, pero se generan esfuerzos cortantec (figs 4b y 4ct.

En una cémara triaxial ciIclica, la cuuadicidn e esfuer=or sena

lada antes se prcduce en ur _iano a 45°,

En la prueba triaxial ciclicz, se colnca i espécimen de suelo
en la c&mcra el cuul se satura v coﬁSulida brjo una c.es16n con
finante. Después ze cometl la nuestra a un esfuerze Jcuviador
ciclice de amplitud counstanie bhajo condiciLuoues no dreunadis’ en

tanto que se registra la variaci6én de la pres.6n de ponvc vV ae-

formaci6én axial, ver fig 5.

El compqrtamiento de las muestfas Aa arena cuelta, cometidas

al ensaye propuesto por Seed y Lee, se caractcriza por uvn aumen
to gradual de la presifén de poro sin que haya deformacidn axizl
apreciable, hasta que se produce el increc.entc que ¢leva la pre
si6én de poro al mismo valor de la presién confinante "licuacidn
inicial", momento a partir del cual la muestra se aefurma stbi

tamente m&s del 20%. Las arenas ecn estado compacto exhiben un

comportamiento similar al de las arenas sueltas, pefo al llegar
a la "licuacié6n inicial" no se presenta una deformacidén grande

en forma sGbita, sino que la deformacifn se jncrementa gradual

mente.

SeglGn el concepto de Seed y Lee, cualquier espécimen de arena

es susceptible de licuarse no importando su compacidad relativa.



Los pardmetros mis importantes segfin estos investigadores son:
el nGmero de ciclos de esfuerzo (Ndc) para alcanzar la condicidn

u = EJ » la relacion entre el esfuerzo cortante madximo y el es-

A

~a

fuverzo nnnfinante, ==" y la reliacibn de vacios.

)]

3 )

Q

Q

V]

Castro (1969) al realizar sus ensayes en cédmara triaxial cicli-
a observd que durantre la pruepa se desarrollan heterogenreidades
Zr las muestraz, dc monera ecpecial er !a 7ona superior. Atri-
huye a estas heiLerogeneidades, irducidas por el ensaye, €l .Jue

=Specimenes Jdenous alcancen 12 vondicidn u = 33‘.

Al comparar los cnsayes realizzdcs por Castro y por Seed y Lze,
se aprecia que la frccuencia de aplicacibn de carga hace guc =i
comportamiento de prueba Quasi est&tica sea diferente al de prue

ba ciclica.

Ademd&s de la medicibn de las caracterfsticas de licuacién de los
suelos, la camara triaxial ~Tclica se vtiliza para medir tanto
el m6bdulo E , el cuval se determina de la relacibn esfuerzo
axial entre deformacifn axial; el amortiguamiento ¢ segln se
indica en la fig 6. El m€iulo G se puede determinar indirec
tamente si se conoce la relaci6én de Poisson Vv , de acuerdo a

la expresién

_ E
G = 3Ty (4)

Las limitaciones de este aparato se encuentran en la literatura,

Seed y Lee (1966), Castro y Poulos (1977) y Annaki y Lee (1977).



Lee (1976) dice "... Haciendo las consideraciones apropiadas de
las limitaciones conocidas, la cé&mara t: ilaxial ofrece un nedio
popular y razonable entre una prueba idcalmente perfecta y la

realidad préctica”.

Sin embargo, Seced v Lee admiten que oo« =studiar el comporta-
miento de suelos sometidos a excitacion sismica el equipo de
corte simple cIlllce o tovs1dn ~iclics ~om mAS aApropilIuds que

la c&mara 4riaxial cfcli:a.

Pruebs Jde Corte Siiplc Ciaddico

B

La prueba de corte simple ciclicy se Jesivrolld con 1L idea de
conseguir mayor aproximacién a las condiciunes de cCaiw. yue la

lograda con camara triaxial.

Uno de los p#imeros aparaﬁos de corte simple fue el desarroll.d
do por Swedish and Noawegian Geotechndicat Institutes (Kiellmarn.
1951) . Sin embargo, este aparato tenfa el inconvenicnte de vui
lizar muestras cilindricas (los esfuerzos cortantes en una sec

cién horizontal no pueden ser uniformes).

Roscoe (1953) modific6 el aparato, utilizando muestras de sec-

cién rectangular y paredes rfgidas.

En la Universidad de California, en Berkeley, Peacock y Seed
(1968) desarrollaron un.aparato de corte simple, gue utilizaron
para examinar la tendencia a licuarse de una muestra de arena
sometida a este tipo de esfuerzo. También en la Universidad de

British Columbia, Pickering y Finn (1969), Fiun et al (1970 y



1971) han utilizado corte ciclico simple para el estudio de 11

cuacibn.

En las figs 7 y B se ilustran los resultados obtenidos por

Peac~ock y Seed.

L Ja prueba de corle simple cfclico (fig 9) se le han sefalado
lLiuitaciones t§lcb cumo la generacibn de condiciones de 00O ung
rormidad de estuecros en las tronteras. .o cual caucz la fatiz
2e lags nuesrr4s 5 esruerzos !minores que aquéllos requeriuos en
el ~ampo. 2Purgue <-to se pucrdz minimizar con una cuiczJcsa pre

paraciCa de la mucstia.

La prueba rermite La determinAnibn directa del mbédulo G, aungue
los valcres medides resultan renores que 'ns determinados en el

campo, ver fig 6.

Prueba de Conte Simple CLeklico Torsional

Este aparato fe desarrolld en un intento por evitar alguna de
las limitacicnes ascciadas sl aparato de corte simple e incor-

porar la posibilidad de controlar los esfuerzos laterales.

Entre los investigadores gue han contribuido al desarrollo de
esta prueba se deben mencionar a Ishihara y Li (1972), Hardin
(1971), Drnevich (1972), Yoshimi y Oh-Oka (1973), Ishibashi y
Sherif (1974), Ishihara y Yasuda (1975), Cho, Rizzo y Humphries

(1976) y Iwasaki, Tatsuoka y Tokagi (1977).

El equipo desarrollado por Drnevich (1972) tiene la ventaja de

qQue permite realizar ensayes como columna resonante o como tor



sién cfclica. Drnevich ha estudiado las propiedades de rigidez

y amortiguamiento de arenas saturadas en condiciones no-dre.aadas.

Ensayes o Mesa Vibradora

Este tipo de ensayes generalmente consiste' en ceolocar un reci-

pientz2 o caja con arena saturada, sobre una mesa vikiadora (Dia

]

y Det valle, 1977) y estudiar el conpcl taiiiento ue la Juestra
de arena (medir l1la aceleracidn de la mesa vibradora a la cual

ocurre la licuaci6n).

Maslow (1957) realiz6 ensayes con especimenes.CJllndrivoc de
2,5 m de altura y 1.4 m de di&metro. Los ensayes los reaiizé
con ¢l okhjeto de comprobar su teorfa de filtracidn. Los ensa-
yes ios realizaba -in aplicar sobrecarga. Medfa la presisn de
poro €1 cinco puntos del interior de la muestra, por medio ce
tubos’piezométriccs. Los experimentos comproparon gue 2 wuna

cierta aceleracidn (critica), se produnre aumento de la presién

de poro y posteriormente consolidacidn del espécimen.

Yoshimi (1967) hizo experimentos utilizando el equipo de la
fig 10, con arenas sueltas sometidas a vibracién horizontal.
Los resultados muestran que la presidén de poro se incrementa
uniforme y simultdneamente hasta un punto, en el cual un incre
mento riapido (mayor que los anteriores), eleva la presién de
poro a un valor al esfuerzo total, la estructura del suelo co-
lapsa, y se forma una capa de agua en la parte superior de la

muestra.
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Finn, Emery y Gupta (1970, 1971) también hicieron pruebas en
Mesa Vibradora utilizando un recipiente de paredes rigidas ~ome
se puede apreciar en la fig 11. Un ejemplo de los resuliados

obtenidos se muestran en la fig 12.

Whitman f1970) menciona los factores que afectan lcs resultados
de m~sa vibradora y su influencid en la jinterpretacidn e los

mismes:

1. PFrecuencia de vibracidn

“?. Duraci6n de vibracién

2. Tamaho y geometria del recipiente

4. Caracteristicas de deformacién del recipiente

£. MEtodo de cclocacidén de la muestra

6. Control del drenaje

7. Apararos de.medicién de deformaciones s

8. Presién confinante

Tal vez la princ;pal objecibn del uso de recipientes rigidos
sobire mesa vibradora es que no se concce el esfuerzo cortante
actuante en la masa, que en gran parte es tomado por el reci-
piente, ademds impone condicione; de frontera que no representan

condiciones de campo.

Con objeto de superar las limitaciones anteriormente descritas,
Dfaz, Weckmann e Iturbe (1973) disenaron en el Instituto de In-
genierfa, UNAM, un recipiente D-W-72 que permite: simular el

efecto de sobrecarga (fuerzas de inercia), imponer condiciones

de deformacifn controlable (corte simple en una sola direccién),



ensayar muestras grandes (30x60x%20 cm), y la cclocacién de ins
trumentacién en €l interiormente. Un croguis del aparato dise

nado se muestra en la fig 13.

De Alba, Seed y Chan (1976) y Szed, Mcri y Chan (1277; harn estu
diado el comportamiento de muestras de cvens <e 230 110 x Ldcm
de espesor, sometidas a esfuerzn cortinte szimple cfclico en un2

direcci6n. En esto

n

vsayes 6 reglcooarcn deformacicrnss cor

\

tantes, presidér de poio y aceleracicnces.

Para ss+tudiar los efcctos 2z movimientoes wuitidireccioanzles,
Pyke, Seed y Chan (1975) y Secod, Pykzs y Martin (1978) rLeatliza-

ron ensayes de especimenes excitados In dos JdirecciCucs uoriziu

mn

tales perpendiculares, de los cuales encontraron gue o= asent

Y]

mientos provocados por movimientos multidiceccionales son maye

res que los provocados por movimientes en una sola direccibn.

Resumen de Rasul.lados

Médulb de rigidez al cortante

Hardin y Richart (1963) y Hardin y Black (1968) propon=n para
deformaciones angulares inferiores a 10_4 las siguientes expre

siones:

° Para arenas y gravas con granos redondeados

_ 2630 (2.17 - )2 —=0.5
Crax = 1te % L

(63 ]
~
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-0 Para arenas con granos angulosos

Gogy = 1230 (5;27‘- e)? Eg.s ' (€)
en las que:
G m6dulo de rigidez al cortante en 2b/oulg?
e relacion de vacfos
Eo (01 + o, + 03)/2, zsfuerzo 0:taédricp normz?t *fep;ivn

Hardin y Black (1968, 196%) wroponen

o Para arcillas

G .

G=_._.Iné—x_ l")
1 + Y/Yr

, _ (2.973 - e)? La = 0.8 p

Gogx = 326 Tre (ocmr® ¢ {s)

El valor de a depende del PI segin la tabla

tro
r4
o
N
o
o
o
(=)
O
w
o
\I
pa
]
1

Y = Tméx
r Gméx
2 2 0 5
1+K - — - — 1-K - .
Thax = {[ {1+Ko) G, sen ¢ + C cos ¢ } -[( 5 o) v] }

en donde

G médulo secante de rigidez al cortante en kg/cm2



Y deformaci6n angular en cm/cm
e relaci6bn de vacios

OCR relacién de preconsolidacidén

cl

esfuerzo efectivo principal medio en kg/cm?

m
5, esfuerzo vertical efectivo en kg/cm?

Ko coeficiente de esfuerzo lateral <n repasn

C - cohezidn, en términos de osrfuerwis cfeciives on koszu”
¢ dngulo de friccién interna en iérminos de esfuzrzo:s

efectivos

Con base en los resultados experimentales y teb6ricos pubiicadow
por diversos investigadores, Seed e Idriss (1970) proponer cl
siguicnte procedimiento para calcular los valores del mélulc 4o

rigidez al cortante y del amortiguamiento en suelos.
° Para arenas

G = 22K, (0g.)2 | (10}

Para areﬂas, K, depende de la relacidn de vacios y de la am-
plitud de las deformaciones. Las figuraé 14 y 15 muestran los
valores de Kz obtenidos experimentalmente para dos valores
distintos de la densidad relativa, para diversas muestras de
arena. En las mismas figuras se muestran las curvas medias -que
representan a los datos empifricos, y en la 16§ las curvas emp{ri

cas correspondientes a varias densidades relativas. Como este

pardmetro se correlaciona con la prueba de penetracién esténdar,



en muchos problemas prédcticos el procedimiento consistiri en
efectuar un sondeo de penetracifn, usaer los datos de campo para
estimar la densidad relativa, y a partir de ella, el médulo de

i

elasticidad secante, empleands la £ig 14 < la ec(1lC}.

Los datos de la fig 16 se mucstran tarkién on la fig 17, en
donde apaiecen los valores e G , wornalizados respoecto al va
lor de G para Y = 10_4 pcr cientu, eu funcidn de 2 deforma
cidn angular. Se considera gue cuandc g~ antican los mstcder
geosfsmicos ordinarios para determinar laz velocidades ce pro-
pagjacifn de ondas loncitudin=les y 4o cortnnte las deformacio-

nes angulares que se generan tienen va'~res Azl orden J¢ las

[4

que sirvieron de base para la normalizacilun citada, y «ul por
lo tanto, el valor de G que corresponde a cualquier aeforma-

cibn angular se puede estimar a partir de ia fig 17.

Seed e Idriss comentan que los valores que ellos prcponen parxa
G , en arenas, deben utilizarse cuando los datos de canpo se
obtienen mediante el método de penetracidun esténdar, nientras
que para otros casos es deseable utilizai los resuitados de

Hardin y Drnevich.

Amortiguamiento

Hardin (1965) propone
o Para arenas

T4y = D-1.5 log N (11)



° Para arcillas saturadas

Cndx - 31—(3+0.3f)(3&)0‘5+1,5£0'5—15510geN (}2)
en donde
L fraccién del amcrtiguamients critvice
N nGmero de ciclos
f frecuencia de la carga apl%:ada en iz
D en arcncs ltimpias se especifican vilores de.. 25 y 26

por ciento para astados sccos y caturados renpectiva-

mente
Seed y Lee (1970), estiman

o Para arenas

Que el amortiguamiento calculado coﬁvla curva llena de ia fig 1%
proporciona bueros resultados para efectos pricticos. Ademée,

recomiendan que en‘caso de obten2rse en forma experimental cl
amortiguamiento asociado a dos valores de la defermacidn ancu-

lar, se haga pasar una curva paralela 2 la dada pox 1l curva

3

llena de la fig~18 y, asi, obtener la variacién completa del

amortiguamiento con la deformacién angular.

o Para arcillas saturadas

Los datos experimentales disponibles para calcular este pardme
tro son muy escasos Y se muestran en la fig 19. Debidc a su
gran dispersibn es diffcil determinar los factores principales
que intervienen en su cuantificacifn. Segin Seed e ldriss el

valor medio representative para la curva llena de la fig 19



proporciona valores del amortiguamiento con sufiéiente aproxi-
macién'para problemas prdcticos. También sirve de base para
cuantificar 1a variacidn del amortiguamiento respecto a la de-
formacion anguiar cuando solo se conocen dos valores del amorti
guamiento para dererminadas deio-maciones, haciendo pasar por

aichces valores un2 ourva paralela a la llena.
3

TECN1CAS DE CAMPO

Exizten tres mélcdo. Jde campu para determinar el "médulc de 2l

gedes af coasanie” e los suelous:

1. Pruchas gecfisicas
2. Pruebas Jde vibracién

3. Prucbas dc placa

Diagramas de cada uno de estos procedimientos de prueba se mues

tran en la fig 20.

Los dos primeros métodns consisten en la medicidn de la veloci

dad de propagacién de las ondas a través del suelo.

Considerando que el medio es el&stico, el m6dulo de Young E,
y el m6dulo G, se pueden calcular de la velocidad de propagacién
de ondas (P), compresionales, vp, o de ondas (S) de cortante,

Vgr usando las siguientes expresiones

2 (1+v) (1-2v)
P (1-v)

E = pv (14)

G = pv; (15)



N

[

O
{

en las cuales
p densidad de masa

\ relaci6ébn de Poisson

El método de la prueba de placa consiste en scmeter una piaca
que descansa sobre la superficie del t2rreno a la aptlicacibn
de carga repetida con objetc de obtener la relacifn carga-deior

macién. De esca 1nformacidn se calcula ei modulo I, wmediante

P{l-v°- o 1
E = '-(-—,,'\)—-—)- tle)
9w -
y conzidcrando un valci para v se nunde ~alcular
E : N
G = =5 17
2(1tv) (17)

en donde
r radio de la placa de carga
\ deformacién vertical

P carga

1. Métodos Geofisicos

a) Prueba de medicifn en sondeos

Este mé&todo ¢bnsiste en medir el tiempo requerido para que las
ondas generadas en un punto, mediante ¢l impacto de un martillo
pesado o una explosidén, lleguen a uno o mds gedfoncs colocados

dentro de un barreno.

A continuacién se describir& en forma breve el mé&todo conocido

como "de sondeo en paralelo" (Cross-Hole survey) ya que se consi



dera en opinibén de muchos ingenieros como el m&todo de campo

mas digno de confianza para medir el m6dulo G.

El métodn consiste en medir la velocidad de propagacidn de on-
das de cuerpo entre dos puntos en la masa de suelo. Las ondas
de cuerpu se generan mediante un impulso vertical axnlicado exn

el f~rnZio de un sondeo.

La ilecada de la erergia en forma de crdas compoasinniten O uv
tante. e registra en un segundo sondeo mediante urn Gef4fono ver
tical . <“Cunociendo la distanciz horizontal entre inc ~Aps sondecr

la velocidad de las ondas se puede calcular.

Sin emhargo, en determinaciones bajo el nivel fredtico (NF) 1A
Vp determinada serfq la del liquido no la del suelo, en tanto
que 1la welocidad Vv determinada arriba o abajo del NF =zera

la del suelo.
E1 método reguiere d& 4 elementos

i) sSondecs
ii) fuente de generadora de ondas
iii) equipo de captacién (geSfono)

iv) equipo de registro

b) MEtodo geosismico de refraccién

Este método es aplicable s6lo en medios sobre el nivel fredtico
y cuando las velocidades en cada estrato se incrementan con la

profundidad. Un esquema de este método se presenta en la fig 21.



i12. Prueba de Vibracibn

Este procedimiento consiste en colocax en la superficie del te
rreno un vibrador de alta frecuencia (30 a 1000 Hz) y utno de

baja frecuencia (hasta 30 Hz), para gencrar ondas de Ravleich,

que para propbsitos précticos tienen uns velilncidad {VI) s-amelan
te a la Vs. La vclocidad se valcula mraienas la lonogitud de
onda, A , me?id» <zi gelfonos ¢ lo largo ue ia supeiiacie del

terrenc y la rrecuencia de vibhracifn de la fueate (vihrador)

usando la expresions:

en donde
A lcngitud de onda

f frecuencia de vibracién

La velocidad (Vr) medida, se considera aue corrvesponde & la V2

W
Yy

locidad de propagacién en el suelo a una protundida=d <2 “n me-

dio de A . Al variar la frecuencia de la fuenic se ceabia A .

y se puede conocer la variaciin de (V_) con la prsfvndidad, ver
e

fig 20.b

‘3., Pruebas de Placa

El médulo del suelo se puede determinar, bajo‘condiciones no
drenadas, ya sea mediante la aplicacidn de carga repetida y mi
diendo la pendiente de la curva carga-deformacién o mediante
la medicién de la frééuéncia de resonancia con un vibrador,

fig 20.c.
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- Modelo matemadtico para representar la interaccion dimdmica

de suelo y cimentacion®

José A. NIETO, Emilio ROSENBLUETH
y Octavio A. RASCON **

1. INTRODUCCION

1.1. Descripcién del problema

La influencia del suelo de cimentacién en la
respuesta dinamica de una estructura no ha sido
suficientemente estudiada. Aunque es posible un
tratamiento riguroso del problema?, éste no es de
facil aplicacién en la practica. Conviene contar con
un modelo matematico sencillo que permita deter-

minar con bastante precisién la respuesta de un 2) Para una placa circular sujeta a vibracién
sistema suelo-estructura a perturbaciones dinami- se dispone de la solucién exacta que toma en
cas. El modelo debe proporcionar resultados razo- cuenta la distribucién correcta de esfuerzos
nablemente correctos en el intervalo de frecuencias de contacto?. Por lo demas esta solucién
de mayor interés. El tratamiento se simplifica con- adolece de las mismas limitaciones que las
siderando primeramente la cimentacién de una es- del grupo que antecede, cuando se trata de
tructura como un bloque rigido. El problema con- analisis para disefio sismico.

siste en determinar el comportamiento dindmico del 3 h ‘ .

X " L an pro iv 1 -
sistema constituido por el cuerpo rigido y el suelo; ) I?leéticos puep}lrfétl? edn ?rfz(s)zs ni}?flti;lsesmiﬁz
este 1iltimo se puede idealizar, en una extensa gama Jue Y ; o

- e SR PP mentos flexibles y amortiguadores lineales
de condiciones practicas, como un medio elastico, lo %18 A
homogéneo, isétropo y semin finito para representar al aue o 813, 1l tofmar estos
! . : oA ara tr i i i
Una vez determinada la respuesta dinamica del Se rslli?neingslalréc}?igi?talgnr;e:nggn:dar:cuf:%a
bloque rigido de cimentacién tomando en cuenta ~sito de la aplicacién de las solucionespde plos
su interaccién con el suelo, es facil incorporar al rUDOS antepriores a disefio sismico. si bien
sistema la estructura flexible que se levanta sobre grup d ; RETITU
dicha cimentacion se introducen errores inadmisibles a muy .
: altas frecuencias. (Se ha demostrado que la
1.2. Antfecedentes masa virtual de suelo debe ser nula para
- . . . ue el orden de magnitud de las respuestas
Las principales soluciones disponibles hasta la guede correctamentegpredicho cuandopla fre.
i i6 inamica R DA o fe s a
fec;ha para eel pr(r)ibl_edma den 1r51’t;1]'eilecsc12rcl‘od elég;if:o cuencia de excitacién tiende a infinito 7). Las
energe unlcs'chL);rs Sgnoc );tu DO paci masas virtuales de estos modelos matema-
pueden clasihicarse uatro grupos. ticos se basan en consideraciones de carac-
1) Soluciones exactas clasicas, que suponen ter intuitivo, mientras las constantes de los
que la distribucién de esfuerzos de contacto amortlgu‘adores _se‘han determinado a partir
entre bloque y suelo no depende de la fre- de un nimero llmlt.é}c!o_ de pruebas de labo-
cuencia de vibracién *® y generalmente to- ratorio en modelos “fisicos de pequefias di-
man dicha distribucién igual a la que corres- mensiones usando o simulando suelos en
ponde a carga. estatica. El calculo de las forma tal que se antoja peligroso extrapolar
respuestas dinamicas exige trabajar indepen- a partir de ellos. '
dientemente con cada frecuencia de excita- 4) P limi la obiecié ionad
cién, pues los parametros del modelo mate- ) Para ellmma\lr ado jecion men_c1onf1 a r%s-
matico correspondiente son funciones de esta pecto al empleo de una masa virtual cuando
variable; tal situacion no es objetable cuando interesan frecuencias sumamente elevadas se
se trata de calcular el efecto de vibraciones ha propéllestql un modelo matematico que
debidas a maquinaria, pues entonces sélo comprende s6lo un elemento flexible y un
interesan una o unas cuantas frecuencias de am(;rtlguaglor llmeal en represenhamon de71
excitacién, pero introduce complicaciones sue'o, ambos elementos carentes de masa '
injustificadas cuando se desea calcular la Dicho modelo suministra resultados excelen-
respuesta a una perturbacién que contiene tes en lo§ intervalos .de frecuencias suma-
mente bajas o excepcionalmente altas, pero
) ) introduce errores hasta de un 30 por ciento
* Ponencia presentada en el Primer Congreso Nacional en el intervalo intermedio (si bien el error
de Ingenieria Sismica, Guadalajara, Jal., nov. 1965. 1 de 20 . 1
** Respectivamente, investigador, director y ayudante de generalmente no excede -V por ciento en e
investigador del Instituto de Ingenieria, LINAM. intervalo de mayor interés). Esta solucion
BOLETIN DE LA SOCIEDAD MEXICANA DE INGENIERIA SISMICA, A. C. 65

componentes significativas en un extenso
intervalo de frecuencias, como lo es un sismo,
y practicamente imposibilita el calculo de
respuestas cuando sobre la cimentacién exis-
te una estructura de comportamiento no li-
neal. Ademéas, a muy altas frecuencias esta
solucién de errores inadmisibles provenien-
tes de la hipétesis referente a la distribucién
de esfuerzos de contacto.




s6lo se ha formulado, aparentemente, pa-
ra las oscilaciones verticales de una placa
circular.

De las soluciones mencionadas, las del ultimo
grupo son las (nicas que pudieran considerarse
satisfactorias para diseflo sismico. Sin embargo,
tienen el inconveniente de perder precisién a fre-
cuencias bajas y medias, que son las de mayor
interés en el disefio de cimentaciones de maqui-
naria lenta y en disefio sismico de estructuras.

El modelo matematico que se propone en este
trabajo estd basado en las soluciones exactas cla-
sicas. Presenta la ventaja de mayor precisién en
el intervalo de interés practico de las frecuencias.
Esta limitado, por lo pronto, a bases de cimenta-
cién de forma circular, aunque su extensién a otras
formas de base es inmediata. Se limita también a
la consideracién de modos desacoplados de vibra-
cién. Para los grados de libertad elegidos, estos
modos no pueden existir en general cuando se
trata de una base rigida por lo que respecta a
cabeceo y traslacién horizontal, salvo -cuando la
relacién de Poisson, v, vale 0.5. En la practica los
grados de libertad horizontal y de cabeceo se en-
cuentran acoplados. En el modelo propuesto es
factible tomar en consideracién este acoplamiento
variando la colocacién de los elementos flexibles
para los modos en cuestién.

1.3. Fundamentos del modelo matematico pro-
puesto

1.3.1. SOLUCIONES “EXACTAS' PARA BA-
SES CIRCULARES

La respuesta dinamica de un cilindro circular
de masa M, y radio r, desplantado en la super-
ficie de un semiespacio elastico homogéneo e isd-
tropo cuyas constantes elasticas son G y v y cuya
densidad de masa es p ha sido estudiada por varios
investigadores *-° para los seis grados de libertad
del sistema, a saber: vertical, dos horizontales
iguales entre si, cabeceo respecto a dos diametros
ortogonales de la base y torsién respecto al eje
vertical que pasa por el control de la base. Se han
considerado en la mayoria de los casos dos tipos
de perturbacién actuando sobre el cilindro: solici-
tacién arménica cuya amplitud es independiente
de la frecuencia w, y solicitacién arménica cuya
amplitud es proporcional a o> (Este dltimo tipo
es el que produciria un excitador mecanico de masa
excéntrica). Como se desconoce, excepto para vi-
bracién vertical °, la distribucién real de esfuerzos
dinamicos en la superficie de contacto entre el ci-
lindro y el semiespacio, en los estudios referidos
se ha supuesto una distribucién de esfuerzos dina-
micos analoga a la distribucién estatica existente
bajo alguna de las dos condiciones extremas si-
guientes: a) cilindro infinitamente rigido, y b)
cilindro infinitamente flexible. Con la primera su-
posicién se prescriben: los desplazamientos en la
superficie de contacto y se determina la condicién

de esfuerzos correspondientes. Con la segunda
suposicion la distribucién de esfuerzos se prescribe
de antemano para cada tipo de movimiento. Estas
suposiciones conduciran sélo a valores aproxima-
dos de la respuesta dinamica del cilindro, pero se
ha comprobado * que las aproximaciones son ade-
cuadas para la mayor parte de los fines practicos.

Richart ® ofrece una excelente presentacién de
los resultados obtenidos por él y por otros investi-
gadores para la determinacién de las frecuencias
resonantes y amplitudes de vibracién del cilindro
circular infinitamente rigido. Sus graficas se re-
producen en las figs 1 a 4, correspondientes a cada
uno de los grados de libertad. En la mitad inferior
de estas figuras se presenta la frecuencia resonan-
te en funcién de la masa o la inercia del cilindro
rigido para los dos tipos de perturbacién conside-
rados y para varios valores de la relacién de
Poisson, v. Tanto la frecuencia resonante como la
masa o momento de inercia se grafican en forma
adimensional, aquella como el parametro de fre-

cuencias a, = o ro Vp/G y esta como el parametro
b, que se define en la forma siguiente:

i. Para movimiento vertical, by = M,y/pry?

ii. Para movimiento horizontal, by = M,/pr,®
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Fic 1. Curvas de respuesta y frecuencias resonantes dc
vibracién vertical (Segin Richart, ref. 5)
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Fic. 2. Curvas de respuesta y f[recuencias resonantes de
vibracion horizontal. Relacién de Poisson, » = 0 (Segun
Richart, ref. 5)

iii. Para cabeceo, b, = I/pr,®
iv. Para movimiento torsional, by = J,/pr¢’

En estas expresiones, I, es el momento de inercia
de la masa de la base respecto al eje de cabeceo y
Jo. su momento de inercia respecto al eje de torsién.
En la mitad superior de las figs. 1 a 4, Richart
presenta la amplitud de vibracién en funcién del
parametro de frecuencias para varios valores de b
y para ambos tipos de perturbacién. La amplitud,
A, que corresponde a cada grado de libertad se
presenta adimensionalmente en la forma siguiente:

i. Para vibracién vertical, AvGr,/Z si la am-
plitud de la fuerza perturbadora, Z, es in-
dependiente de la frecuencia, y Avpry®/2m,l
si la perturbacién es debida a un excitador
mecanico con masa excéntrica m; y brazo
giratorio de longitud .

ii. Para vibracién horizontal, A;Gr,/Qu. o
Aupre®/2myl, en que Qy es la amplitud de
la fuerza perturbadora independiente de la
frecuencia.
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Fic. 3. Curvas de respuesta y f[recuencias resonantes de
vibracion de cabeceo. Relacion de Poisson, » == 0 (Segin
Richart, ref. 5)

iii. Para vibracién de cabeceo, AyGry®/M, en
que M es la amplitud del momento de ca-
beceo.

iv. Para vibracién torsional, A;Gr.®/T, en que
T es la amplitud del par torsional.

(Para estos dos tltimos casos no se presen-
tan curvas correspondientes a la perturba-
cién producida por un excitador mecanico).

De la similitud entre las curvas de amplitudes
presentadas por Richart y los espectros de des-
plazamiento de un sistema amortiguado, con un
grado de libertad, sujeto a los mismos tipos de
perturbacién surgié la idea de desarrollar el mo-
delo matematico que se describe en la siguiente
seccién.

1.3.2. RESPUESTA DINAMICA DE SISTEMAS
AMORTIGUADOS DE UN GRADO DE LI~
BERTAD

Se sabe que la frecuencia circular resonante de
un sistema amortiguado con un grado de libertad
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Fic. 4. Curvas de respuesta y [recuencias resonantes de
vibracion torsional. Independiente de la relacién de Poisson
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con masa, M, constante elastica K y constante de
amortiguamiento C, esta dada por ™*

_ [RKa=28]
o= [t (1)

cuando la amplitud maxima de la solicitacién dina-
mica es constante, y por

I S
= NM(T— 28] (2)

cuando la amplitud maxima de la solicitacién es
proporcional al cuadrado de la frecuencia pertur-

badora. En estas expresiones £ = C/2 VKM es el
porcentaje de amortiguamiento critico del sistema.

Si se conoce la constante elastica de un sistema
amortiguado y se determinan experimentalmente
sus frecuencias resonantes o, y o, cuando la exci-
tacién es, respectivamente, independiente de y
proporcional al cuadrado de la frecuencia pertur-
badora, es posible, mediante las ecs. 1 y 2, deter-
minar el valor de la masa M y de la constante
de amortiguamiento C del sistema. En esta idea se
basa el modelo matematico propuesto en este tra-

bajo, con las modificaciones que se indican mas
adelante.

Se sabg también que la frecuencia resonante oy
del sistema amortiguado, cuando la amplitud ma-
xima de la excitacién es proporcional a la frecuen-
cia perturbadora, es igual a la frecuencia natural
del sistema sin amortiguamiento. La amplitud re-
sonante del sistema amortiguado sujeto a este
iltimo tipo de excitacién es M/2£K.

2. MODELO MATEMATICO PROPUESTO

El modelo que se propone es un sistema de
un grado de libertad con amortiguamiento lineal.
Consiste en una masa rigida constituida por la
cimentacién y por un prisma virtual de suelo cuya
base es idéntica a la de la cimentacién, pero
cuya altura va a depender del grado de libertad
considerado. En este trabajo se estudian exclusi-
vamente bases de cimentacién de forma circular,
por lo que el prisma virtual es un cilindro. La
masa rigida estd soportada por un elemento flexi-
ble, linealmente elastico, sin peso. La forma del
elemento flexible y su colocacién respecto a la
masa rigida dependen del modo de vibracion con-
siderado y se presentan en la fig. 5. Como cons-
tante elastica del elemento flexible se utiliza la
obtenida por medio de la teoria de la elasticidad
al considerar para cada grado de libertad la ac-
ciéon estatica de la solicitacion aplicada al cilindro
rigido de radio r, desplantado en la superficie del
semiespacio elastico que representa al suelo. En
esta constante elastica se incluye el efecto de la
relacién de Poisson. De esta manera se asegura

— Kn
—

J_ 9/ % CH
KV Cv 2

2 Vibracidn horizontal

N

Vibracidn vertical

Ce

N

K¢

Vibracion torsional

Vibracidn de cobeceo

Fic. 5. Modclos matematicos propuestos para los diferentes

grados dc libertad
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que la solucién es exacta cuando la frecuencia de
excitacién tiende a cero. '

Debe notarse que al hablar de frecuencia de
excitacién nula y carga estatica se entiende una
velocidad de carga suficientemente lenta para evi-
tar la aparicién de fuerzas de inercia apreciables
en el suelo, pero no tan lenta que se induzcan los
fenémenos de consolidaciéon y de deformaciones
diferidas en gran escala. Este concepto es impor-
tante cuando se trata de aplicacién a cimentacio-
nes que se apoyan cn suelos reales.

Resta determinar la altura de la masa virtual
de suelo y la constante de amortiguamiento para
cada grado de libertad. Se desea que la respuesta
del modelo matematico se ajuste a los resultados
de la teoria clasica; dado que en la mitad inferior
de las figs. 1 a 4 se dispone del valor de la fre-
cuencia resonante para cada modo de vibracién y
para los dos tipos de perturbacién considerados,
es sencillo determinar los valores requeridos utili-
zando estas figuras y las ecs. 1 y 2. Sin embargo,
como en diseflo sismico la gama de frecuencias
de interés es amplia, no interesa especialmente
que el modelo tenga exactamente la misma fre-
cuencia resonante que se determind con la teoria
clasica. Por otra parte, en los espectros de disefio
sismico mas comunes, el intervalo de mayor inte-
rés de las frecuencias corresponde a amplitudes
maximas de excitaciéon proporcionales a la fre-
cuencia perturbadora. Por estas dos razones se
optd por utilizar el procedimiento descrito arriba
para determinar solamente la altura de la masa
virtual de suelo, y encontrar el valor de la cons-
tante de dmortiguamiento ajustando la ordenada
méaxima del espectro de seudovelocidades corres-
pondiente a la solucién clasica con la amplitud
resonante del modelo indicado en la subseccién
1.3.2. El espectro de seudovelocidades se puede
determinar utilizando las curvas de las figs. 1 a 4.

Mediante este procedimiento se llega a los va-
lores que se consignan en la Tabla 1 en la cual
la constante elastica del elemento flexible esta
identificado por K con el subindice correspondien-
te al grado de libertad considerado, y A repre-
senta el area de cimentacién. Los resultados se
dan en funcién de A y de su raiz cuadrada para
facilitar una primera estimacién de los parametros

que corresponden a cimentaciones no circulares,
a reserva de que estudios ulteriores permitan afir-
mar tales estimaciones.

En las figs. 1 a 4 se incluyen algunos puntos
representativos de las respuestas de los modelos
desarrollados utilizando los valores de la Tabla,
para diversos tipos de perturbacién. El modelo
proporciona una aproximacién excelente a la res-
puesta exacta para los modos de vibracién ver-
tical y horizontal, aunque para los modos tor-
sional y de cabeceo la aproximacién no es tan
buena. Hay que hacer notar también que en las
estructuras ordinarias en las que la influencia del
segundo modo de vibracién es importante, éste tie-
ne una frecuencia de 2 a 2.5 veces mayor que la
frecuencia fundamental, por lo que bastara que
el modelo dé una buena aproximacién en el in-
tervalo comprendido entre la frecuencia resonan-
te y 2.5 veces el valor de dicha frecuencia.

La precisién del modelo puede mejorarse dras-
ticamente si se hace la constante del amortiguador
variable con la frecuencia; se ha preferido no pro-
ceder en tal forma para preservar la simplicidad
del tratamiento.

El modelo propuesto permite incorporar facil-
mente en el analisis la influencia del comporta-
miento inelastico de la estructura, Esta limitado
por ahora a bases circulares y a la consideracién
de modos de vibracién desacoplados.

Se trabaja actualmente en la preparacién de
modelos semejantes para bases de cimentacién rec-
tangulares con diversas relaciones de largo a an-
cho. El estudio de éstas se basa en los resultados
clasicos presentados en la ref. 15. Para otras for-
mas de cimentacién se pueden aplicar los resul-
tados de este trabajo utilizando los coeficientes
elasticos del suelo determinados mediante los mo-
nogramas de Newmark® e integrando en toda el
area de la base la solucién clasica de Cerruti ™.
Aunque suele suponerse ** que la vibracién hori-
zontal y la de cabeceo de una cimentacién estan
desacopladas si el centro de masa de la cimenta-
cién se halla a la altura de la base de contacto
entre cimentaciéon y suelo, esto no acontece en
la practica. Por otra parte, soluciones exactas ba-
sadas en la teoria de la elasticidad ** demuestran
qgue aun para el caso de esfuerzos tangenciales

TABLA 1 )

PARAMETROS DEL MODELO PROPUESTO

TIPO DE ALTURA DEL PRISMA DE SUELO CONSTANTE DE AMORTIGUAMIENTO
VIBRACION En funcién del En funcién det En funcién del Enfunciénde la
radio de la base grea de la base radio de la base altura del prisma
Vertical 0.48 ro 027 VA 1.8 VKypry® 542 VKyph?
Horizontal 0.10 ro 0.05 VA 1.3 VKypre® “41.1  VKyph®
Cabeceo 0.63 ro 035 VA 0.30 VKcpr,® 0.731 VKph®
Torsion 0.44 r, 0.25 VA 0.50 V Kppr,® 6.90 VKirpht
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TABLA 2

ALGUNOS VALORES DE LAS CONSTANTES ELASTICAS

FORMA DE MODO DE VIBRACION
LA BASE vertical horizontal cabeceo torsion
4 (1 - V-) * 16 * *
Circular T Gr, 5.8= Z—) Gro 2.7Ge? 7Gr§
Rectangular *® E_. VA E _, VA E__, I+ 15 E VE
11— " — 11— ' VA 1—

*Solo se presenta el valor de K. correspondiente a v = 0.

** El valor de Kr para base circular es independiente de ».

+ Los valores de cs, kr v k¢ se presentan en las tablas 3, 4, y 5, respectivamente para algunos valores de la relacion

largo/ancho.

aplicados sobre la superficie del terreno, se pro-
ducen rotaciones de la misma, asi que el acopla-
miento no debe ignorarse.

Finalmente es de notarse que en un analisis
modal que tome en cuenta la interseccién con el
terreno los modos naturales de vibracién no son
rigurosamente ortogonales. Mientras la participa-
ci6én del terreno no gobierne en forma pronun-
ciada el comportamiento, la falta de ortogonali-
dad no afecta seriamente las respuestas sismicas
para fines de disefio. En cambio, si debe tenerse
en cuenta en el calculo de los modos naturales

TABLA 3

VALORES DEL COEFICIENTE ;g

(Segin Barkan, ref. 18)

Relacién
largo/ancho Cs
1.0 1.06
1.5 1.07
2.0 1.09
3.0 1.13
5.0 1.22
10.0 1.41

TABLA 4

VALORES DEL COEFICIENTE Kz

(Segtn Barkan, ref. 18)
{Desplazamiento horizontal en la direccién paralela
al lado a)

Relacion a’b
v 0.5 1.0 15 2.0 3.0 50 10.0

1.020 1.050 1.150 1.250
0.945 0.975 1.050 1.160
0.870 0.906 0.950 1.040

. 0.784 0.806 0.850 0.940
0.686 0.700 0.732 0.940

de vibracién, sobre todo cuando se acude a meé-
todos numéricos que hacen uso de esta propiedad.

Algunos valores de las constantes elasticas de
los elementos flexibles obtenidas a partir de la
teoria de la elasticidad para los modos de vibra-
ci6n considerados y diferentes formas de la base
se consignan en la Tabla 2.

TABLA 5

VALORES DEL COEFICIENTE k¢

(Segun Barkan, ref. 18)
(Cabeceo respecto al eje paralelo al lado largo)

largo/ancho ke
1.0 1.984
1.5 2.254
2.0 2.510
3.0 2.955
5.0 3.700
10.0 4.981

3. EJEMPLO DE APLICACION

Para ilustrar la forma de aplicacién de los re-
sultados obtenidos con el modelo propuesto, se
resolvera el problema presentado en la ref. 20.
Dicho problema consiste en calcular las frecuen-
cias, modos de vibracién y respuestas sismicas de
un péndulo invertido (fig. 6) tomando en cuenta
la interseccién dinamica suelo-estructura y la iner-
cia rotacional de la cubierta. La solucién difiere
de la presentada en la ref. 20 principalmente en
que se introduciran dos grados de libertad adi-
cionales al tomar en cuenta la masa y el momen-
to de inercia de la losa de cimentacién. Los para-
metros del suelo de cimentacién son: p = 0.112
ton seg®/m*, v = 0.5 y G = 166 ton/m?. Utilizan-
do las expresiones propuestas se obtiene: K, =
= 2097 ton/m, C; = 67.80 ton seg/m, K, = 8040
ton m, C¢=40.86 ton seg/m, M, = 0.34 ton
seg’/m e [, = 4.67 ton seg®/m. Los parametros
de la estructura son *°: distancia del centro de
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PLANTA

L= 4.19 m
L'= 4.80 m
I = 13.86 tonseg?m
W= 20.45 .ton
m= 2.08 ton seg¥m
W'= 43.6 ton
My= 2.2  ton seg¥m
915 Io= 3.03 tonseg?m
| In= 1.065x10°m*
k = 1266 ton/m
k.= 7410 ton m/rad
6 = 0.358rad/m
8= 2.08 m
p = 0.112 ton seg/m?
4 v = 0.5
' G = 166 ton/m?
|' \KH= 2097 ton/m
4 15 Cu= 67.80 ton seg/m
152 Kc= 8040 ton m
} Cc= 40.86 ton seg/m

346

4

61

-
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ELEVACION

Fic. 6. Cascarén utilizado para ejemplo (Después de R. McLean)

gravedad de la cubierta a la base de la columna,
L =4.19 m; distancia de dicho centro a la base
de la cimentacién, L” = 4.80 m; momento de iner-
cia de la masa de la cubierta respecto al eje de
‘cabeceo, I, = 13.86 ton seg®’/m; peso de la cu-
bierta, W = 20.45 ton; masa de la cubierta, m =
= 2.08 ton seg®/m; peso de la estructura, W’ =
= 43.6 ton; momento de inercia centroidal prin-
cipal de la seccién transversal de la columna,
I, = 1.065 X 102 m*; rigidez por traslacién de la
columna, k = 1266 ton/m; rigidez por flexién de
la columna, k, = 7410 ton m/rad; rotacién al ni-
vel del centro de gravedad, debida a una fuerza
horizontal de valor k, § = 0.358 rad/m; desplaza-
miento lateral del centro de gravedad debido a
un momento de valor k, aplicado en dicho punto,
§ =208 m; My, = 2.2 ton seg®/m; I, = 3.03 ton
seg® m. {Para la obtencién de k, k,, 6 y 8§ véase la
ref. 20.)

Para el calculo de los modos y frecuencias de
vibracién, se empleé una extensién del método
propuesto en ref. 20. La extensién consiste en
tomar en cuenta los dos grados de libertad adi-
cionales debidos a la masa y a la inercia de la
losa de cimentacién. La solucién se llevé a cabo
mediante una tabulacién, en la cual x es el des-
plazamiento del centro de gravedad, ¢ su rotacién,
Xo el desplazamiento de la cimentacién, & su giro;
x; y e desplazamiento y rotacién del centro de
gravedad debido a la flexibilidad de la columna y
x, es el desplazamiento de dicho centro debido a la
rotacién de la cimentacién como cuerpo rigido.

Después de varios ciclos se llegé a o, = 9.07

rad/seg, T, = 2=/w; = 0.692 seg, X! = vector
modal traspuesto = [4.36 1 0.39 0.64].

Para el calculo del segundo modo, utilizando
los conceptos antes mencionados se obtuvo
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w: = 25.3 rad/seg, T. = 0.248 seg.

X' =[126 -1 373 -0.26]

La respuesta sismica se calculé tomando en
cuenta solamente los dos primeros modos. La ma-
nera de introducir los modos restantes es obvia,
mas cabe suponer que el efecto de estos sera des-
preciable,

La respuesta sismica se obtuvo utilizando el
espectro de respuesta propuesto en el Reglamen-
to del Distrito Federal #* para la zona de alta
compresibilidad. Dicho espectro lleva implicito
un amortiguamiento total de la estructura. En
el caso particular considerado el porcentaje de
amortiguamiento se encuentra comprendido entre
2 por ciento correspondiente a la estructura y 34
por ciento obtenido como si esta fuese un cuerpo
rigido y el amortiguador tuviese la constante Cy.

Los coeficientes de participacién para la res-
puesta sismica '* son

XM i

= 2

XM X,
en la que i es un vector que representa los des-
plazamientos estaticos de cada grado de libertad
de la estructura inducidos por un desplazamien-
to estatico unitario de la base. .

En nuestro caso,

T=[ 0 1 0]

La respuesta maxima en cada uno de los mo-
dos sera ** 2°

p-n = Y f - rnM XnAn

donde R, es el vector de las respuestas en el
modo enésimo cuyas componentes son la fuerza
y el momento en la cubierta, V., y M., respec-
tivamente y la fuerza y el momento en la losa de
cimentacién, Vi, y My, respectivamente y A, es
la ordenada del espectro de aceleraciones afecta-
da del coeficiente sismico correspondiente *. En
nuestro caso dicho coeficiente vale 0.15.

Los resultados obtenidos fueron

R7 =1[1.995 ton 3.049 ton m 1.792 ton
1.084 ton m]

R7 =[0.548 ton —2.897 ton m 1.980 ton
—0.418 ton m]

La respuesta total se obtiene utilizando el cri-
terio propuesto en la ref. 22, segun el cual

Ve= \/Vci + Vci. M = - chi! -+ Mcgy etc,

Los resultados son

Ve=230 ton, M;=4.21 ton m,
Vy=2.67ton, My,=1.16tonm

En la fig. 7a se resumen los resultados y se
comparan con los de la fig. 7b obtenidos en la
ref. 20. Se observa que las respuestas son muy
parecidas y es seguro que al tomar en cuenta los
dos modos faltantes la respuesta del caso (a)
Sera un poco mayor.

Los resultados de este ejemplo, en el que se
consideraron masas y momentos de inercia vir-
tuales, difieren poco de los obtenidos en la ref.
20 en la cual no se tomaron en cuenta dichos pa-
rametros., Esto se debe a que la gran flexibilidad
de la estructura juega un papel importante en la
respuesta, Es facil imaginar casos en los cuales
ello no sucede.

2.67 ton

(a)

{.6tonm

(b)

Fig. 7. Comparacion de las respuestas sismicas. a) Incluyendo masa virtual del suelo. b) Despreciando la masa virtual
del suelo
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STRESS ANALYSIS AND DESIGN OF OUR LADY OF FATIMA CHURCH

INTRODUCTION

In the Catholic religion, the Church is the
Mystical Body of Christ. Since Christ is the
Head of the Church and since Catholics are
members of the same body, there exist two
component parts. The Head of the Church
is placed precisely in the sanctuary in that
section set off at the presbyterium or the
part proper to the presbyter, the priest. Then
comes the nave or ship of the transient dwell-
ing of God, and this is the section appropri-
ate to the members of the Mystical Body
which Christ founded.

PORFIRIO BALLESTEROS

Structural Engineer, Monterrey, Mexico

The Church that He founded was formed
of His Redemption; it had its birth in His
death the symbol of which is the Cross. It
is the Cross which dominates the entire
structural concept. It is made manifest by
the crossing of the two main border beams
AN and GF (Figures 3 and 4), that is to
say, the longtitudinal axis at the center and
upper part with the transverse axis FG.

At the time Christ died and the Holy
Spirit came to dwell in the Body of the
Church, Christ founded His Church as said
above with Himself as Head and with twelve

[

ABSTRACT

Hyperbolic paraboloidal
shells of wide span for the
structure of Our Lady of
Fatima Church at Monter-
rey, Mexico, have recently
been designed by the au-
thor and are now under

- ——— L e EECRE




construction with the au-
thor in charge.

In the shells EFGH and
DKL (Figures 3 and 4),
numerical values for the
membrane stresses were

determined analytically, ~

and ‘in the shells ABCD
and MNOP, they were
found by relaxation pro-
cedures. Since this theory
is well established, only
the results of the calcula-
tions as in Figures 2
through 7 are shown. The
order of magnitude of the
critical load is discussed.
All the important design
and construction details
are presented.
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Figure 1. Shell element of arbitrary shope and its projec-
tion on the x, y plone.

f—
N U Y
<3 o\ 4]
4 . ], / . (H‘)‘.
z Sz 1 e
Eonl. /. {
! P r ~ < v
\ i
ey
° * P 6 P) o ) " 6
y (=)

Figure 2. Stresses in shell EFGH.
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Figure 4. Structure projection.

Apostles, members upon whom rested the
responsibility of teaching His doctrine.
Twelve supports will hold the nave (A,L.S,
... 0), and they will serve as pedestals for
twelve sculptures representing each of the
Apostles. The increase in the transverse
spaces BC, FG, JK, .. ., MP, will tend to
bring closer to Him these members of the
Christ in the presbyterium and also to solve
the illumination problem which has been de-
signed to carry the light toward the sanctu-
ary.

Figure 3. hometric view of structire.”
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Figure 5. Stresses in shell 1JKL.

The cantilever at end 4 tends to cover -

the altar, and the cantilever at end N serves
to cover the portic, the narthex, and the
choir. :

ORDER OF MAGNITUDE OF CRITICAL
LOAD

Since there is a portion of the shells /JJKL
and EFGH that is almost plane, it was use-
ful to know the buckling load of the equiva-
lent simply supported rectangular plate com-
pressed in two perpendicular directions, and
also the corresponding buckling of the same
plate under the action of shearing stresses.
These values are shown in Figure 7.

Figure 6. Shearing stress at boundary in shell ABCD.
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Figure 7. Order of magnitude of critical load.

Figure 8. Typical support.
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relato general del tema IV

métodos practicos para el

analisis de estructuras laminares

PorrFirio BALLESTEROS¥

Los trabajos presentados en este tema son
los siguientes:

The supporting frames of cylindrical north-
light shells
Amin Ghali (Canada)

Umbrella hyperbolic paraboloidal shell
Carlos A. Brebbia (Argentina)

Contribution to a simplified calculation of
thin elastic shallow shells having a posi-
tive gaussian curvature index
H. Hotzler (Berlin)

On the design of uniformly loaded spherical
caps based on a load buckling analysis
Donald E. Milks and Howard P. Harrens-
tien (USA)

Stresses in hyperboloids of revolution
P. L. Gould and S. L. Lee (USA)

Calculo simplificado de los esfuerzos de
membrana en una cubierta de concreto
tipo cascarén en forma de cono

Arq. Jorge Molina Montes (México)

The supporting frames of cylindrical north-
light shells :
Amin Ghali (Canadd)

El autor ha presentado un andlisis de es-
fuerzos de la estructura de soporte de cas-
carones cilindricos apoyados en los extremos
con abertura de iluminacién Considera los
efectos de temperatura y establece que sélo
son necesarias las juntas de dilataciéon en
los muros de apoyo, Fig. 1.

Para el analisis de esfuerzos utiliza los
procedimientos de energia de deformacién,
transporta los ejes de referencia al centro
elastico de la estructura, las ecuaciones si-

IV

juntas

Fig. 1

* Doctor en Ingenieria. Profesor, Ingenieria Civil, Universidad de Nuevo Leén. Ingeniero Consultor, Monte-

rrey, México.



E=2.lxlo'—o—;;h=5c:m; v=015; D=219x10°kg cm

cm
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Neg = g (14=57) (1)
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kg '
,  Neg=4050
kg

(NXY)CR = 15.400 e

Nxy)cr
Ner _g,p, Txy)R__gq
Nm (Nxy) m

orden de magnitud
de la carga critica

Fig. 2

multineas resultantes, las expresa en forma
matricial. En realidad este trabajo no tiene
nada que ver con el anlisis de cascarones,
se refiere a la solucién de una estructura
indeterminada de alto orden.

Existe gran incertidumbre al calcular las

cargas que trasmite el cascarén a la estruc- -

tura de soporte basandose sélo en la teoria
de vigas.

Umbrella hyperbolic paraboloidal shell
Carlos A. Brebbia (Argentina)

El autor expone que la teoria membranal
de Aimond, en los cascarones paraboloides
hiperbélicos tipo paraguas, no respeta las
condiciones de compatibilidad de deforma-
ciones entre vigas de borde y cascarén.

En algunos casos el despreciarlo puede
conducir a condiciones peligrosas.

Las pruebas de Rowe,! efectuadas en la
Asociacién del Cemento y Concreto de Lon-
dres, mostraron que los esfuerzos de fle-

1 Referencias 1 y 2 citadas por el autor.

xién son importantes en las proximidades
del cascarén con la viga de borde.

Yu y Kriz! concluyeron que el andlisis
de esfuerzos de membrana es satisfactorio
para propositos de disefio. En este trabajo
el autor analiza elasticamente la teoria de
flexién por el procedimiento de desplaza-
mientos elementales finitos. Muestra los
resultados obtenidos por medio de compu-
tadoras electrénicas para diferentes relacio-
nes de c/t, donde se observa la importancia
en la distribucién interna de esfuerzos. Con-
cluye que para grandes valores de c¢/t, y
bajo la accién de cargas verticales, domina
el comportamiento de teoria de membrana,
y para pequefios valores de c/t, la flexion.
Calcula graficas de disefio para una relacién
de Poisson de 0.15 y para valores de ¢/t
comprendidos entre los 25 y 100.

Establece algunas consideraciones de es-
1abilidad y estudia la flexidn por cargas de
viento.

Respecto a las condiciones de pandeo, es’
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' importante mencionar que esta clase de su-
perficies, debido a la curvatura Gaussiana
. negativa; tiene una-gran capacidad de carga
critica. Sélo en algunos casos de cascarones
muy aperaltados es conveniente analizar el
orden de magnitud de la carga normal y
corte critico, lo cual es posible -hacer com-
parando la zona de menor ‘curvatura con
la placa equivalente comprimida en dos di-
recciones perpendiculares, y bajo—la—-accién
de esfuerzos de corte;®> en la figura 2, se
presenta un andlisis de un cascarén ape-
raltado, en el cual fue importante conocer

el orden-de-magnitud-de-la -carga-normal. y—-
cortante critico.’? -La-carga critica- en las vi-.

- gas de-borde de compresién, practicamente
no existe™ por -estar -éstas- conectadas por

medio delrefuerzo .a-la-superficie-del. cas--

El trab3ajo presentado por el autor es-una-

excelente aportacién de esfuerzos por me-

- dio _de _computadoras en cascarones para-
boloides hiperbélicos.

Contribution to a simplified calculation of
thin elastic shallow “shells having a posi-
_tive Gaussian curvature index

H. Hotzler (Berlin)

- El-autor -presenta un procedimiento apro-
ximado para determinar los momentos de
flexién y torsién.en las proximidades de los
apoyos, en cascarones de doble curvatura
positiva,- las--férmulas que concluyen son
..- précticas 'y faciles de aplicar. -
Es importante mencionar que en-este ti- -
po de-cascarones-raras veces los esfuerzos
-de membrana -originan dificultades en su

carén.- - disefio. El espssor nunca se determina—en—
A. L. Parmié,* present6 un estudio apro- -- funcién de los esfuerzos-membranales, . ge-

ximado-de-esfuerzos- de -flexién..en-cascaro- _. . neralmente es definido por los esfuerzos de

nes paraboloides hiperbdlicos-tipo-paraguas. .. ._ pandeo, y en raras ocasiones por esfuerzos

Considera la{lexién de los arcos parabdlicos -
‘que “generan=la=superficie, independiente- .

de flexién y temperatura. La determina-
cién de esta clase de esfuerzos presenta di-

mente uno del otro.- Se-considera que es-
tos valores deben compararse con los pre-

sentados " por el autor. En -la -figura 3 se

- presentan--graficamente- los resultados™ de °

- - ficultades matematicas, pero existen solucio-
nes aproximadas basadas en las suposiciones

de Geckler,®las cuales han sido_establecidas ___
dando " valores adecuados para fines préac- ~

_Parme. ticcs.

2 Stephen P. Timoshenko and James M. Gere Teory of Elastic Stability, Mc.Graw Hill, 1961.

3 P. Ballesteros, “Procedings of World Conference of Shells Structures, pp. 355-358, San Francisco, 1962.
4 A. L. Parme, Transcations ASCE, Vol. 126, pp. 1023-1025, 1956.

5 Stephen P. Timoshenko and.James M. Gere._Theory of Elastic Stability,"Mc Graw Hill, 1961.



Esfuerzos de flexién debidos a-las cargas.
La discrepancia de los desplazamientos en-
tre cascar6on y vigas de borde origina per-
turbaciones de flexién en las proximidades
de las vigas de borde, estos se determinan
por medio del cilindro tangente equivalen-
te. Se supone que el corte transversal toma
la totalidad de la carga a través del arco de
borde. Siendo R el radio de curvatura, q la
carga por unidad de &rea, y h el espesor,
el momento méximo en funcién de las hi-
p6tesis anteriores viene expresado por

My =—0289qRh )

valor que se abate ripidamente y tiende
a cero a una distancia del arco de aproxi-
madamente cuatro veces el espesor.

Flexién debida a temperaturas diferencia-
les entre el arco y cascardn. Si el cascarén
se encuentra a una temperatura AT mayor
que la de los arcos de borde, y si este estu-
viese libre, su desplazamiento radial seria

) o=—aRAT 2)
en el cual a es el coeficiente de expansién
térmica del concreto.

La teoria de cascarones cilindricos, consi-
derando el cilindro tangente equivalente,
prueba que si el desplazamiento definido
por la férmula (2) es prevenido por los ar-
cos de borde, se inducen los siguientes cor-
tantes y momentos entre arco de borde y
cascarén, Fig. 4.

aEhkAT
Qr= R 3)
aEhk2AT
T=—— 4)
2R
en donde:
. @ = cortante por unidad de longitud.en-
tre cascarén y arco de borde, )
M — momento por unidad de longitud en-
_tre cascarén y arco de borde,
a = coeficiente de -‘expansién térmica del
. concreto,
E = moédulo de elasticidad -del concreto,
h = espesor del concreto,
AT = diferencia de temperatura entre cas- -
carén y arco de borde, y
k = 0.76n/Rh .

El ordén de-magnitud—de-16s-valores de-
finidos por (3) y (4), concluye que en la

6 Referencia 2 citada por los autores.

practica es imposible prever suficiente sec-
cién y refuerzo para tomar dichos valores,
lo cual origina una rotacioén plastica en la
conexién con los arcos de borde, y no afec-
ta la estabilidad de la estructura, sélo es
recomendable que los anclajes del arco de
refuerzo entre viga de borde y cascarén sean
adecuados.

Esfuerzos debidos a temperaturas dife-
rencial entre las superficies interior y ex-
terior del cascarén. El valor de estos esfuer-
zos se aproxima por medio del cascarén
esférico equivalente, con un radio medio R,
igual al promedio de los dos radios de cur-
vatura principal, y se obtienen los siguien-

tes valores:
2
o [ 1—

[ —

(5)

g =

1
2
iaE[H
2

Desde el punto de vista de disefio los es-
fuerzos definidos por (5) y (6) no requie-
ren especial atencidn,

Se considera importante hacer una com-
paracién numérica entre los valores ante-
riores y los propuestos por H. Hotzler.

La carga de pandeo se discute en la si-
guiente ponencia.

La aportacién presentada por el autor es
de gran importancia en el disefio de casca-
rones de curvatura gaussiana positiva.

On the design of uniformly loaded spherical
caps based e¢n a load buckling analysis

Donald E. Milks and Howard P. Harrens-
tien (USA)

'Los autores-basados-en-las-tres-ecuaciones
de equilibrio y en las cuatro condiciones de
deformacion, planteadas por Eric Riessener,’
las resuelven por medio de una solucién
de serie de potencias, bajo las condiciones de
borde_de:_No.. resistencia-a .la deflexién -y
rotacién (momento meridional y esfuerzo
normal cero), resistencia completa a la ro-

_ tacién—y-- deflexién— (rotacién—meridional- y-

desplazamiento radial cero) y-bajo la supo-
sicién intermedia de que el momento meri-
- dionalry- el _desplazamiento radial son cero,

“~~establecen- las ~condiciones de’ limite supe-

rior, intermedio e inferior de carga de pan-.






deo para cascarones esféricos. Determinan
valores numéricos para la carga critica y
verifican experimentalmente, en modelos de
un material plastico, que los valores se en-
cuentran entre los limites superior e in-
ferior.

Es conveniente mencionar lo siguiente:

A. Van der Neut,” determiné la siguiente
expresién para la carga de pandeo de cas-
carones esféricos.

. 2Et [ [1—»? ¢t vt2]
R(1—?) 3 R 2R?
En donde, E es el médulo de elasticidad,

t el espesor, R el radio de curvatura y v

la relacién de Poisson. La férmula (7) pa-

ray = 0.10, y despreciando el término t*/R?
t2
con respecto a 5 se transforma en

t 2
gon = CE [—]

dcr

R

en la cual C = 1.155. El resultado anterior
obtenido por medio de una teoria de primer
orden, fue refinado posteriormente por
Theodore von Kérman y H. S. Tsien;® ellos
probaron que el coeficiente C debe ser re-
ducido a 0.312. Una experiencia de P. Cson-
ka,® ha probado—que en-cascarones de con-
creto, inclusive el menor de los valores an-
teriores es peligrosamente alto. Un cascarén
paraboloide eliptico de planta regular, cons-
truido por Csonka en Budapest fallé por
pandeo dos afos ‘después bajo la accién de
una carga excepcional de nieve. La expe-

riencia anterior indujo a los investigadores.

a las evaluaciones limites superior e infe-
rior de cargas de pandeo. Posteriormente,
Eduardo Torroja, después de un estudio ex-
perimental en cascarones de concreto pro-

pone, como un -valor seguro para- el coefi- -

ciente C, a 0.05. A continuacién se presen-
ta una grafica comparativa de los valores

Stresses in hyperboloids of revolution
P. L. Gould and S. L. Lee (USA)

Los autores, introduciendo variables au-
xiliares, la relacién de Gauss Codazzi, des-
arrollando la carga que actia en el casca-
rén por series de Fourier, transforman las
ecuaciones generales de equilibrio de cas-
carones de revolucién.

Primero, bajo las condiciones membrana-
les, obtienen una ecuacién diferencial no
homogénea de segundo orden, cuya incég-
nita es una funcién del esfuerzo meridional.
Consideran los casos de carga muerta, sis-
mica y viento. La solucién de la ecuacién
diferencial para el caso particular de las
torres de enfriamiento de superficie hiper-
boloide de revolucién, Ja obtienen dividien-
do el cascarén en segmentos horizontales, y
las constantes de integraciéon las determi-
nan de las condiciones de borde referidas a
la parte superior del cascardn, Fig. 6.

Para cada una de las condiciones ante-
riores presentan graficas de disesfio de gran
utilidad préctica.

Para estudiar la flexién, transforman las
ecuaciones de equilibrio, y compatibilidad
de deformaciones, en un sistema de dos ecua-
ciones diferenciales de segundo orden en
términos de variables complejas. Las re-
suelven bajo las condiciones de borde re-
ferentes a deformaciones y esfuerzos en el
anillo superior del cascarén y proporcionan
graficas de disefio para las tres condiciones
de carga mencionadas previamente.

Los resultados determinados por los auto-
res verifican los obtenidos previamente por:
Rabich y Kriatzing en Alemania, Scriven y
Albasiny en Inglaterra y Layrange en
Francia.

Realmente -no se_sabe con exactitud el

-orden de magnitud del error obtenido en

la teoria, por introducir las hipétesis de

mencionados_en la ponencia -presentada-por— —Mes = Mes, Nog = Neo, Qs = Q¢ = 0, pero

Milks y Harrenstien, Fig. 5.
Es de mencionarse que la aportacion pre-
sentada por los autores es de gran impor-

si no se hacen estas hipétesis actualmente
no seria. posible resolver el problema.- Los
autores han presentado una excelente apor-

tfancia tanto desde el punto de vista de-la — -4acién tanto para la mecéanica aplicada -co--

mecéanica aplicada como de la practica rela-
cionada con el disefio de cascarones. -

7 A. Van der Neut, Dissertation, Delf, 1932.
S Referencias 9 y 10 citadas por el autor.

mo para la practica de las estructuras de
cascaron.

2 The buckling of "Spheroidal Shell Curved in Two Directions”, by P. Csonka, Acta Technica, Acadamiae
Socientaiarum. Hungaricae, Budapest,_  Tomus . XIV, 1956. - . - -
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Calculo simplificado de los esfuerzos de
membrana en una cubierta- de concreto

tipo “Cascarén”, en forma de cono __
Arq.- Jorge- Molina Montes_(México)

El autor, en un cascarén conico invertido,
deduce los valores de los esfuerzos de mem-
brana por medio del equilibrio del elemen-
to diferencial de cascarén en coordenadas
cilindricas y posteriormente verifica los va-
lores considerando el equilibrio membranal

revolucién.

Pror. Dr. A. M., Haas

bajo las condiciones de carga y apoyo de

I shall make a comment about the com-
parison between the investigations perfor-
med by Harrestien and others on critical
load. In the figure in which this comparison
was stated there was a curve derived from
an investigation on type of double curva-
ture shell that was not a sphere.
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Dr. PorrFirio BALLESTEROS

That curve was derived from an investiga-
tion on eliptic paraboloid shell of rectangu-
lar plant, but this surface is equivalent to
spherical surface. This kind of shell is in
the condition of lower limit of critical load,
because they are supported at the four

8

corners- and they are more closer to the
lower limit.

PROF.. Dr, ﬁAAS

I really think, that it would not really .be
compared directly with the spherical inves-
tigations.






