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A LOS ASISTENTES A LOS CURSOS DEL CENTRO'DE EDUCACION· 
CONTINUA 

Las autoridades de la Facultad de Ingeniería, por conducto del Jefe del 
Centro de Educación Continua, Dr. Pedro Martinez Pereda, otorgan una 
constancia de asistencia a quienes cumplan con los requisitos estableci 
dos para cada curso. Las persona~ que deseen que aparezca su título 
profesional precediendo a su nombre en la constancia, deberán entregar 
copia del mismo o de su cédula a más tardar el SEGUNDO DIA de clases, 
en las oficinas de~ Centro con la señorita Barraza, encargada de ins--
cripciones. 

El control de asistencia se llevará a cabo a través de la persona encar 
gada de entregar las notas del curso. Las inasistencias serán computa 
das por- las aütoridades del Centro, con el fin· de entregarle constancia 
solamente a los alumnos que tengan un mínimo del 80% de asistencia. 

Se recomienda a los asistentes participar activamente con sus ideas y 
experiencias, pues los cursos que ofrece el Centro están planeados para 
que los profesores expongan una tesis, pero sobre todo, para que coordi 
nen las opiniones de todos los interesados constituyendo verdaderos se 
minarías. 

. 
Es muy importante que todos los asistentes llenen y entreguen su hoja -
de inscripción al inicio del curso. Las personas co~isionada~ por algu 
na instituci6n·deberán pasar a inscribirse en las oficinas del Centro -
en la misma forma que los demás asistentes entregando el oficio respecti 
vo. 

Con objeto de mejorar los servicios que el Centro de Educación Continua 
ofrece, al final del curso se hará una evaluación a través de un cues-
tionario diseñado para emitir juicios anónimos por parte de los asisten 
tes . 
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IV CURSO INTERNACIONAL lJE ING ENIERIA SISMICA 

HORARIO 

17 a 20 h 

17 a 20 h 

17 a 18:30h 

SISMOLOGIA Y SISMICIDAD 

(del 4 al 20 de julio de 197 8) 

TEMA 

Orjgen de los temblores. Instrumentos para 
registrar temblores. Magnitud e intensidad 
Sismicidad de la tierra. Predicción de tem
blores. 

Propagación de ondas en un rr.edio seminfinito 
o en una estratificado. 

Efectos sísmicos en suelos granulares 

18:40 a 20:10 h Influencia de las condiciones locales. Tipos 
de temblores. 

17 a 18:30 h Procesamiento de acelerogramas. 

18:40 a 20:10 h Nociones de teoría de probabilidades. 

17 a 18 h El proceso estocástico de Poissón 

18:10 a 20:10 h Sismicidad y riesgo sísmico 

17 a 20 h Sismicidad y riesgo sísmico 
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l. ¿Qué le pareció el ambiente del Centro de Educación 'Continua? 

Muy agradable O i~-lgradable O Desagradable c=J 

2. Medio de comunicación por el que se enteró del curso: 

Periódico 
Excélsior O 

Cartel 
mensual D 

Periódico 
Novedades O 

Radio 
, Universidad D 

Folleto del 
Curso c:J 

Comunicación D 
carta,teléfo 
no, verbal, etc. 

3. Medio de transporte utilizado para venir al Palacio de Minería: 

Automóvil 0 
particular 

Metro 0 Otro medio 0 

4. ¿Qué cámbios haría usted en el programa para tratar de perfecci~ 
nar el curso? 

S. ¿Recomendaría el curso a otras personas? No D 

6. ¿Qué curso le gustaría que ofreciera ei Centro de Educación Conti 
nua!? 

7. ¿Qué servicios desearía que tuvie~e el CEC para los asistentes~-~ 
.cursos? 

8. Otras sugestiones: 

--------------------------
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III CURSO INTERNACIONAL DE INGENIERIA SISMICA 

SISMOLOGIA 

C. LOMNITZ 

5 Y7 DE JULIO DE 1977 

INTRODUCCION 

~ 

Desde el punto de vista del ingeniero, los sismos representan un 

riesgo importante que debe ser considerado en el diseño de toda es-

tructura. En muchas regiones el riesgo de falla de la estructura 

por sismo puede llegar a dominar otras consideraciones de diseño. 

Por .lo tanto, es necesarfo conocer ciertos aspectos básicos de si~

mologia para fines de estimaci6n del riesgo s!srnico local. 
' 

Las presentes conferencias tratarán de los siguientes aspectos, que 

de ninguna manera agotan el tema de la sismología¡pero se han selec

cionado por ser relevantes en el marco de este curso. 

A. Sismología y Sismotect6nica 

B. ?ismologia observacional 

c. Predicci6n de temblores 

Ante todo, es indispensable precisar que no conocemos la causa y 

~ú mecanismo de generacitSri<de los temblores. Existen cierta E 

hip6tesis y se ha avanzado mucho en los 11ltimos diez o qui.nce años; 

pero se trata de fenómenos·muy complejos cuya naturaleza exacta 

atln no llega a ser totalmente comp.rendida por la ciencia. · 
~
' 
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A. SISMOLOGIA Y SISMOTECTONICA 

Observemos la distribuci6.n geográfica de los temblores en un globo 

(fig 1). Veremos que la actividad sismica va rodeando y delineando 

ciertas grandes unidades geográficas, que son placas de la litósfera. 

Se cree que·.estRs placas pueden tener movimientos absolutos y rela

tivos, ya que descansan en una capa viscosa: astenósfera. Cuando 

dos placas se van alejando mutuamente, el hueco es ~all~nado por 

materiales que suben desde la astenósfera. En cambio, cuando dos 

placas se van acercando su choque mutuo es acomodado mediante la 

subducción, es decir, la absorción de una placa (la placa oceánica) 

por debajo de la otra (la placa continental). Si ambas placas en 

proceso de colisión son continentales se produce una compresión 

que pliega el borde continental y los deja como un acordeón (ejem

plo: los Himalayas); los temblores se originan principalmente en 

los bordes de placas, debido a estos procesos de tensión o compre

sión entre las placas 

Hay tambi~n sismos en el interior de las placas, ya que ~stas no 

son homog~neas y, por el contrario, contienen numerosas imperfe~ 

cienes que son otras tantas causas de concentración de esfuerzos. 

Algunos de estos sismos "intra-placas 11 pueden ser altamente destruc

tivos. Sin ~nbargo, la mayor proporción de la energia sísmica se 

localiza en los bordes de las placas li~osf~ricas. 

Fallas y fracturas. Una falla es un plano de discontinuidad· mecá

nica entre dos unidades geológicas; en cambio, un contacto es un 

plano de discontinuidad deposicional (fig 2).. Por ejemplo, uria 

falla puede desplazar un contacto, pero no viceversa. El desplaza-
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miento de los contactos a uno y otro lado de una falla, indica la 

actividad de la falla. 

Prácticamente toda la superficie de la tierra ha sufrido defor~ma·· 

ción intensa; por lo tanto, existen fallas en todas partes. La 

sismo.J.og!a estudia la configuración de las unidades geo16gica.s e_n 
' 

relación a los sismos, y la sismotectónica estudia la deformación 

que dichas unidades han sufrido y su actividad sílmica~ 

Un sismo es una ruptur~ sobre un plano. Todo sismo se produce sobre 

una falla, generalmente una falla pre-existente. El largo de una 

falla y su importancia regional, indican la magnitud potenci.al del 

sismo que puede generar. 

Pero antes hay que determinar si la falla es activa. Esta tarea 

es de cr!tica importancia y debe ser realizada por un geólogo expe~~ 

rimentado. Consiste en analizar las relaciones entre la falla y la~ 

formaciones cenozoicas, muy particularmente las del cuaternario~ 

desplazamiento del curso de los ríos, formación de tex·razas, ero·-· 

sión y depósitos deltaicos, y otros indicios. 

Hay fallas activas que atraviesan toda la corteza terrestre (fallas 

corticales), o toda la litósfera, como la Falla de San Andrés que 

es un borde de placas. Para poder determinar la importancia rela-

tiva de una placa, es necesario complementar la sisrnogeología re

gional con estudios geofísicos específico~ sobre la estructura de la 

corteza. Por ejemplo, si existe una fuerte anomal1a gravitacional., 

·y si los estudios sismológicos revelan espesores diferent.es· de la · 

corteza a ambos lados de la falla, podrá.concluirse 9le la falla 
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co.~promete todo el espesor de,la corteza. 

Existen sismos destructores que se han originado en fallas cortas~ 
/ 

La Falla de Tiscapa, que produjo el sismo de Managua de 1972, tie-

ne un largo de unos 15-20 km. Sin embargo, la magnitud del sismo 
r ~~ 

fue solamente-de 6 en la ~scala de Richter. Los daños despropor-

cionados se debieron a la cercanía del epicentro y al tipo de cons-

t.rucciones •· 

Como ejemplo, veremos el an~lisis sismogeológico y sismotectónico 

del terremoto de Tangshan (China} 1 en 1976. 

B. SISMOLOGIA OBSERVACIONAL 

Las ondas sísmicas se propagan en cualquier medio, excepto en el va-

cí.o, y· su .detección se limita únicamente a la sensibilidad de los 

aparatos y al ruido sísmico ambiente. 

El sism6grafo es un instrumento que utiliza el principio del micró-

fono: transforma vibraciones mecánicas en impulsos eléctricos. El· 

sistema inercial del sismómetro se compone de una masa suspendida me 

diante resortes o hilos: se mide la posición relativa del centro d~. 

masa con respecto al suelo. Hay una ·gran variedad de tipos y mode-

los de sismómetros, según la dirección del movimiento (de la suspen-

si6nl y el rango de frecuencias. 

TIPOS DE SISMOMETROS 

(a} Frecuencia: 

Acelerógrafos 2 - 20 Hz 

Sism6m~tros de periodo corto 1 Hz 

Sismómetros de periodo largo 0.01 - 0.1 Hz 
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(b) !ipo de suspensión: 

Vertical 

Horizontal 

rjas características de amplificaci6n de un sismómetro p~~den regula!_ 

se eléctricamente, es decir, variando la impedancia d~l circuito de 

salida y l~s caracter1sticas del equipo de registro. En principio 

es posible obtener amplificaciones máximas del orden de 106 en térm! 

nos de desplazamiento a frecuencias de 11Hz (la amplificaci~n se re

fiere al factor de escala en el sismograma]. En la pr,ctica, el ru! 

do sísmico ambiente reduce la amplificaci6n .Gtil a una fracci6n de· la 

sensibilidad del equipo. La mayor!a de las buenas estaciones operan 

a una amplificación del orden de 50,000 a frecuencias d~ 1Hz. 

Ondas s!smicas. En sismolog!a1 las ondas compresiona les (sonido),, se 

denominan "Ondas P''; y las transversales (rotacionales o de cizalle),1 

se denominan "Ondas S". Las velocidades de estas ondas son muy di-

ferentes entre s! y var!an de un material a otro. Si p es la densi

dad del ma~erial y 1,~ son los nGmeros de Lam~ (par~e~ros elásticos), 

las velocidades de P y S se expresan como sigue: 

V = /(1 + 2 ~)¡· p p 

Además de las ondas P y S, que se denominan "ondas de cuerpo~~ , exis- · 

ten las ondas superficiales que se dan solamente en la interfase en

tre dos medios diferentes. Las all\plitudes de las ondas superficiales 

decaen rápidamente desde la superficie hacia el interior d~l medio. 

Existen ondas Rayleigh (en las que cada partícula de la superficie . 
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sigue una elipse retrógrada en el plano vertical) ; y ondas Love 
' 

(en que la trayectoria de·la partícula transversal a la dirección 

de propagaci6n y está en el plano,de la interfase). Las ondas su-

perficiales son dispersivas y sus componentes de alta frecuencia se 

amortiguan rápidamente. Suelen adquirir amplitudes mucho mayores 

para las onda·s de cuerpo, y desempeñan un papel importante desde el 

punto de vista del daño sfsmico. 

Predicción. A partir de 1966 se inició en China un programa oficial 

d~ predicción de temblores. Por ser el primer programa de este gé

nero en el mundo merece un análisis detallado. 

El sistema· chino de ·predicción se basa en las siguientes premisas: 

1. Las causas directas de los sismos se desconocen. 

2. r ... a interacción de estas causas con la estructura geológica da 

margen a un cuadro muy complejo de síntomas y efectos. 

3. En 1.ma región dada la configuración general de estos sintomas y 

.efectos es estable y tiende a repetirse. 

.., 
4. Para predecir temblores es necesario disponer de una informa-

ción muy amplia y detallada, que permita al sismólogo abstraer 

el cuadro general de fenómenos premonitores y an3.lizar su sig-

nificado. 
·.;;. 

5. Esto significa que es necesario cubrir la región, y especialme~ 
., 

,~ , . . 
te la posible zona epicentral, con una densa red de estaciones 

de observación. 

·' .... 
LOs chinos enfocan la lucha contra los si&~os como un programa de 

alta prioridad, e~ todo similar a una campaña militar. Han movili-
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zado a cientos de mile~ de voluntarios que construyeron aparatos 

sencillos. en sus lugares de trabajo y los controlan diariamente. 

En consecuencia, ya las brigadas y los bur6s sismol6gicos provin-

ciales han aprendido a interpretar las características de sus res

pectivas ~egiones, que las ayudan a diagnostic~r las anomalías al 

mwaento de presentarse y a implementar medidas que ya han salvado 

muchos miles de vidas. 

Las mediciones que actualmente se hacen en China para dete.ctar efec 

tos premonitores de los sUffios abarcan más de· diez diferentes fen6-

menos, en su mayoría relacionados con variaciones en el campo de 

esfuerzos de la tierra: 

observaciones geodésicas 

desplazamientos en fallas geoi6gicas 

inclinaci6n del suelo 

cambios de resistiviqad en roca.s 

corrientes telGricas 

geornagnetismo 

campo gravitacional 

mediciones geoquimicas 

fluctuaci6n del nivel de éLgua en pozos 

efecto piezoel€ctrico en Si:::>ndeoES 

cambios de velo~idad sísmióa en rocas 

cambios en la ocurrencia dE: sismo:,> menores 

cambios en el caudal de los. manan¡-:.iales 

cambios en el comportamientc1 animci.l 

'¡ 

) 



8 . 

La mayoría de estos efectos son cuantitativos e instrumentales¡ 

unos cuantos son cualitatjvos y dependen de observadores humanos. 

Existen cuatro etapas de predicci6n,Y cada etapa utiliza otras cla-

ses de fenómenos predictores. 

A. Predicci6n a largo plazo 

B. Predicción a mediano plazo 

C. Predicción a corto plazo 

D. Predicción inmediata 

. . 

Para la predicción inmediata se utilizan los cambios en el campo 

geomagnético, en la resistividad de las rocas, en el nivel de los 

pozos, en la inclinación del suelo, en el comportamiento animal y, 

sobre todo, la ocurrencia de sismos prernonitores. La predicción i~ 
. 

mediata es la más delicada ya que depende generalmente de la efi-

ciencia y decisión de un pt~queño grupo local, muchas veces de sis

mólogos voluntarios. 

Sin embargo, los éxitos rE~portados por el programa son impresionan-

tes. Se presentará un estudio de caso para aclarar el método uti-

lizado. 

Bibl·iograf.ía 

c. Lornnitz, Global Tectonics 'and Earthquake Risk (Elsevier, 1974). 

F. Press y R. Siever, Earth :(W.H. Freeman, 1976) 

E. Rosenblueth, Predicción en I"ngenier.ía Sísmica en China, Soc. Mex. 
Ing. Sísmica, Diciembre 1976. 

X. Le Pichon, J. Franchetean"y:;J. Bonnia: Plate Tectonics 
(Elsevier, 197 3) . · ·· ~ ·_'..; 
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SEJ:-;.\IOLOlHCAL JNSTRUMEN'fA'l'ION 

TJJO,\iAS V. MCEVII.LY 

l.t.·¡"" 1 mrnl of r.l!o/oJ!y and Gcoplaysico, Uraitmroily nf Cali{omia, Derl1eley, Cali/., U. S.~. 

111.1 INTHODtJCTION 

Tltis ehaplPr Jll'f!s~nts ~mwral informalion and guidelinc hopt>fully USI'ful 
in ~···l••c:tin~ insl.nmw1JI.s for seismological I'I!Scarch ami enr!ÍIJf'erinl-( applit:a· 
!.ion~. Two ma111 aspPd.s nro considcrcd: (1) dciining t.hc mcasurenwnt. n•· 
qutn·nwnt.s in a particular sil.uat.ion; (2) undcrstandin~ thc prindph!s and j 
capal•ilit.ies of nvailahle lwnsing, signa) condit.ioninJ!, an<l recordin~ sysl.ems 
and lile! dt•¡.:rf!c Lo which n!quircmcnls can be mct by availahlc CfJuipmcnt.. 
l·:nq•l•asis is on widP.Iy uscd convcntional ltl!ismological cquipnwnl. Spt!Cilll 
cJ .. vwc•s, stwh ns sl.rttin ¡.:nw!s, scismoscopcs, and digital acquisilion syst.cms arf! 
nwnl1o1wd wlwrc nppropriaLc. 

111. :~ \I'I'J,JCA'J'IONS 

TI u! followin¡.: sl.and out :~mon~ Llw many applic:at.ions of scismolo¡.:ic:al in· 
stn•••H·nls in Llw asscssnwnt. of seismic risk nnd in providing bases for t.he 
malu•IJ: of <•n¡.:int•l!ring dt!cisions. 
-- :-;, ·rsn•olt•c·l.on ic: invt•sl.igal.ions: use of l'at"l.hqunkc su urce pammdt!I'.S an~l 
sp;'J •. tl disl nhulion of hypoet•nl.crs lo inf••r local or n•gionnl t.cdonic charac
t 1'1'1'-1 ¡, ·s stwh as principal slrt•ss clia·cdinns, f!Xlcn t. of polen Lial Parl hr¡ ualw 
~~~~~~·:;, dPI'onnal.ion ralPs, dcplh ran~l! of cruslul or uppcr-mantl1• t•arlh· 
qu .• ·"·:., and Lt>mporal vuriatious of cnrlhqual<e soUirc:c parmndcrs or medium 
pro¡ ••·rlll's. 
· I\:On11lorint! of fanlt. crPPp: dC'I.1~ction und mPasl~r•·mcnt of long·l1•rm ascis-
11111 ·.lip o11 pol.t!nlr.lly active rt•t:(!UL fnult t.r:tcf's. ~ 
- ;_· -~~11al'" pn•rlidion r .. s¡•arch: moniLIII'ing_ temporal variations in carth
'1"·••··· drarad.•·risl.ies und physical properLÍI!S in Lhc llourcc rc¡.:ion. 
-- s .. orl-ranw! sPismicity sl.lllht•s: use of purt.ahlc or: tcmporary f'quipmC'nL in 
¡.:af.l,o·nng 1-ipal.ial and Lt•mporal ,Jala on occurrcncc oifsmalllocal carlhquakcs, 
d1•l.•·~·r ing ancl mapping nct.ivc fault.s, or monitoring effccls of rcliervoir load
inJ: lu•ltind dams. 
- Sltallow suhsurface invcsligat.ion: use ~!a varieL:y of nct.ivc or ¡1assivc seis-

, 1 J .1 ./ //, ~ 



1111 •l• •¡:ll'.d nwl hods in llH'óiSilrinl-! soil propf'rlws, ovNhllnll'll thiclmes:;, lul«:ral 
v·;" 1:1111111 in ll«':lr-surfac«' f.!Pnlo,:y, dl•pl.h of wal.••r l.ahh', <'le • 

. \fl•·r;.htll'l<. sl'c¡IIPIH'f' sl.tHiy: sl.udy of charndPrisl.ics of nfl~·n;hcwk se

' 1":~::-Tiw nal.ut:eoT"faulting, nrul local¡.:round C'ffl'cl.c;. 
Si rnn¡~·-motoin recordinf.!: del.«•cl.ion nnd hroadhand rccordint,: of modt!rale 

i · .-:;r 1 '·n~: gr«•IITfd mulin'l in lieismic rcgions for spccifyinf.! hm;l'~i of slructural 
d· .i~:11 in f.he nn~a. 

1 lt•I•'I'IIIÍnntion uf clynarnic propertics of sl.ruct.urcs: measummenL of sLruc
l•llal r.•;.po11scs t.o sl.i'it'il:m"''tynmrri"c¡rr!rrrrrtJ:rtiumrincludmg, amon¡.: Lhc lat.
t··!·, illlplllsivc t•xcif.ation of fn•c vihraLions, forccd harmonic or quaf.iharmon
" t'\:CII ali<m, nmhi«!IIL disl.urhanees, hlasls, and earLhquai<C'S. 

:\ lodl'l ~otud ic•l;: 111011 if.orin~. o r shal<inf.!-l.ahle motions and o f Lhc responses 
o.' iil.-)di·ii;···¡:¡·¡-¡rynamic t•xciLaLion. 

Tlu".t' applical.ions requirc tlw measun•mcnt of motion nr forc«~ C'iUwr nl a 
f'"llrt (t•.r:., au lteeC'I«~ronwler) or hcLwr.l'll t.wo poinls (c.g., a :-,¡,,·ain ~a~c). We 
~:.;di t'ollt:l!lrlraLe on Lhe formcr class of requiremcnt. ami will lhus t.rcaL thc 
,.n,rvPnl.ion:tl i1wrl.ial scismomi!Lcr. in some ut!l.ail. SLrain monil.nrin~ l«'ch· 
••Hfiii'S for sLruelu I'PS or across fa u JI. zoncs are wcTr-CiiVef'lti:J-¡¡y-;.;¡ ¡-¡-;«:i7tli1.cu 
'"xl.s. 1\ seric•s of papNS presl'utcd aL l.lw fiLh World Coni'Nenc«• on J•:arlh
't"alw l·:llf.!Íiwerinr~ (1!>73) providc nn cxccllcnt rcvinw of ('arLhqualw insLru
llu'rüalion for wcortling slrong motion. 

i •1.:1 HI-:(Jllllli•:Ml-:NTS: GENEll.AL 

Tire• n;1l.ure of a parli«:ular applical.ion willusually spcdfy Uw Lype of S(!ll

:. •r rt·q u iretl, tlw frequency ran~c of inl.«!rest, thc aecumcy and resol u t. ion of 
1 w r····nrd producNI, and nny requirem•·•lls for possible int.C'rcomwction of 
i•.sl.runwnt.s, rc!mol.c flala lelemctry, or provisions for automalic proccssing . 
.' .. lditu•nal const.raint.s an• always prcscrn in lhc availablc budget ns wcll as in 
1, ... "l>«'ralional and mainlenancc comlil.ions. 

/\n i111porlnnt C'arly d('cision involvcs. rceordin~ requiremcnt.s. AL t.im<'s a 
!-Ion pi<' lll('HSIII'C'Illl~ll L o f thc JWal< valuc ir sufficient. - in ot.Jwr applientions 
lit.- 1 in1P hist.ory of tlw pnramcler vn:riation must hl! reLainPd. Ordinarily 
...... ·1'1 1111':-lsuwnwnl of pmdt values is far kss cxp1~nsivc Lhan time-bascd re
•. , •r.ling. We co11sid«•r •wxt n ¡.:roup of sprcial-purposc inslrunwnt.s, incluc.linl-! 
: 1 •;11.:- n•ad i11g <h~vices, a11 d follow wi th n more ex tensive discussion of widcly 
t. ,,•d cullventional incrLinl seismometcrs and scismogrnphs. 

111.·1 PJ·:AI<-HI~ADJNG INRTJWMENTS 

1 fJ. 4.1 l't!rrll growuJ moi ion ._ ____________ .~ 
'l'lw informntion cm~1taincd in lhe peak value of a ground-moLion para~ 

mdN (maximum displaccmcnt, vclocit)r, m· ucccleraLi01i) is usuaily insuffi-

¡, llfifll /Jiu t/1 
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··i•·nt for much analysis heyoncl thrnshold monilorin~t o1· ev1•1Jt. count.inr.:. Jn. . ---v--:·-q IIIIIH'nls mnasurin~ such peak valucs sr•rvc fwqucnt.ly as com¡Hr!mc.ll.s uf 
~I.IIHiarc.J scismo¡!raphs cnimhlc of supplyin~ full time histories of f{round 
"' • d ioll'. In so me npplien l.ions, howcvcr, thest! dn la nrc of ~rcnl val u c. A 
primr• r.~\amplc is Llw siruplc low-cosL shock (accl•leration) inc.licator witlt!ly 
u· ... d lo monitor llw vihrulion f'nvironmwTilürin~ commerciarl.ranS'j}(lrtal.ion 
of dr•licat.e N]llipnwnt. Anothcr applical.ion is the peak vclocity indicator 
U:·•·d t.o monitor dama~!«' pol.rmtinl of vihrat.ions from hlustin~ und hcavy con· 
s!.nrdion. Simplc"có"iinl.in¡.: of microP:ll·u'ifjiiiikt!s lar¡.:e1r Lhan a given mugni· 
tudt• also pruvidcs a valuahle nctfvityindicatorlór vokanoi!S. 

Fnr stron~-rnotion n-cordinJ!, intcrcst is ordinmiy ecntcretl 011 llw JH'al( 
hn;·izont.al gi'Ound acel'leralion or thc peal( re3ponsi!S of oscillators wit.h 
1-p•·,·ifu: periods ami dntllping rat.ios. A prN:i.sc mcm;urement of pf'ak ~round 
ih'('l'lt•ral.ion is nol. liO~¡.:hl:. In I(CCJlÍilf~ with tlw goals of low-cosl. allll simplid:-

, -
Ly, and in vi1~w of tlu• unsophisticalcfl annlysis of the resull.inA data, a rou¡.:h 
!'SI inwl.t! of ¡wnlt ncedPralion is usually atlcc¡uate. This can he obtained from 
St'VPI':tJ l.yp!'S of df'VÍf~t!S. 

J\ fallinr:-pin SI'L is a primit.ivc vihral.ion-intlic:atin~ instrumf'nl. eonsisl.in~ 
of a ;;ror-;¡¡¡;¡¡;r¡:r, ri¡dd prismatic rods of differenL hci¡.:hl.x, sl.andinr, nn a 
horir:onlul surfac!'. Jtou¡.:hly, thc rod ,;lendnrnc.ss ddf'rtnines Lhc horizontal 
nc·t·t•INnLion rNJIIÍred lo topplc it. Jf IJ = dramctcr of rod base, /1 = rod hcight, 
anrl g == ~ravil.y, a st.at.istically applicd horizontal acccleration of /,n/lr is W· 

«fllll'cd f.o l.opplt• lhn rod. Whilc Lhe p('nlt célrl.hqualw nccciNal.ion actually 
n·quirc:d Lo topplf! thc rocl in an carthqualw may differ subslanl.ially from 
l.ll is vai11P, hy notinr.: wh ieh mds ha ve toppled o ver wc gd a gross idea of a 
ra111~«! in wilich lic:s Lht: maximum hori:;o;ont.al necdenll.ion. Tlw maximum anu 
minimum valut•s of ~t·:tl( r:round ar.c(•INal.ion in which Wl! are~ inten!sl.rd 
dl'l.t•rmiiH' l.hl' ra111!t! of rod sh~udf!rnt:;;siiii7llJw precision with which we wish 
tu hrat:lwt tlw ¡wal< 1H~CI!I/rat.ion govcrns thc lllllllbCr of rous USCU. 

1\ Sf!ismoscope is an instrumcnt which rccords t.hc occurrnnec of nn earlh· 
quakc•. 1\ widt·ly usl'd modcl duc Lo \Vilmnt. (shown in l~'ir.:. 10.1) is a dampecl 
1 \\·o-drgrf'l!·of-fn•pcJum oscillator capable of rccoruing tlw pl'nuulum trajee
' "~'Y in tlw hori;wnl.al plmw. Jtccording hy stylus on a smolwd wat.ch (!lass, 
llw inslnlllwnl. l.ract!S a hodogram rt!pi'«'Sf'nting the rf'sponse of a lighLiy 
d;lln¡wrl ¡wnrlulum lo l.he earlhqunlw ('Xcilatiun. A rcasonahle motld of a 
1.\·pic:d sl.nrcl.urt! is mnhodic•d in a natural ¡wriod nf 0.75 set~ nnrl a damping 
f:wlor of 0.1. cril.ical. llavín¡.: no t.inw (nor fn•c¡ut•ncy) sealt•, llw sl'ismost'OJit! 
r•·nml cannot he n•thwNI Lo ground uwl.ioi1, i.e., lhf' sauw I'!!Cunl can bt! 
J•rtcducc!d hy 1111 infini1.1: fumily of widely differin¡.: ground molions. AL higlf
f., ''IIIC'IH~Y excital.ion, lhc seismoseopc l.rucc de flccl.ion is proportiunal t.o 
ground displaccnwnt, whilc al luw freq11encies it is proportiunal lo ground 
:w••~lf'l'al.ion. For nny ex«~it.nLion, howcvPr, it fulfills Lho intenclt!d purpo~e 
nf providinu u point (0.75 SI!C period, 0.1 dnmpinJ!) on tllC' rc•spon¡;e spi!C· 

1.1 .1111 for Uw eartlu¡uulw molion rccordi!U, ¡\ series or such !it'ismoscupl'S 

u ...... ,.~,,,o, /,R 1wne J {iral proof 
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,. •. 111. l. Wilmol ,;p¡~mo,;copP (lc!fl, courlm:y J{iflc•mr.trics, In e·,) :uul sr.ismo¡!ram written 
111 • !l'i 1 Sai7'r:'Prii'ii'fT'l'lrr't'irl"':""rrfakr (courlr.&y Scilmwlo¡:ical Fielll Survcy, NOAA). 

wil 1> diffNt!Jtl pNiods ~111d dampim: ca11 he uscll to ohLain S('veral points on 
J.ho· n•sponsc> s¡wctrum dircet.ly. 

;-;,.,:.llwsc:opcs wil.h natural frPqucncics abovc ahout 20 Ilí: prnduc·l', for 
t y , • .,·al t•arthqualws, n~co.-ds with amplitude tlin!dly propml.ional f.o f.!round 
:wo ,.J,•r;d.;on mul can l.hus he calihraLPd as peal<·rPading accl'lt!ronwters. 
V:~. ••>liS cll'.;if.!ns exist haspd un diff('rent types of oscillation, c.g., p~ndulums 
w11h slylus and smolwcl glass, cantilevers wilh magnctic in<.lication of maxi
m• .. n ckfkction, Plustic splwr('S writíng ink impressions on a confining box 
llJlllll flal tcning duc to accclerntion, etc. 

1 O. ·1. 2 l'c·ah strucluml mntimr 

·.'.'h1•11 c•c md udinJ{ harrnon il'-!~xcit~l.ion tests or a st.rucl 11 rt!, o ff.r!n only ~IH' 
111• ,; 11111 ;llnplJI.uciPs al d¡ffprc•ut. poiuts an· nf iui.Pn•d f'or varinu-; f'XI'Íf.al ¡,,n 
l•··•¡tii'IIC'ir·~. '1'111' oselll:tf.ions are• ust!ally of 'sufficiPnl.ly low fn•qur•nc'~' and 
L1. ,.,. allljlliludr!; tlll'y !".tll fu! mr•asuwd diredly ut tlw Sl'ismomPI.l•r oiiiJlllt.. 

\\'. .. ·11 fl11• strudiJrc· is man-c•xcilr·d, visual obs!!rvation of tllr sPisnwnll'lPr 
,, ... 1 111L allows flw o¡wrators lo t:o11trol Uu·ir swnying. For Parl.hqualte PXci-
1.,¡ •o~tt, any of l.lw dcvicl'fi dPsnilwd in Uw ;1rcvious scction can, of conrsc, be 
in· .... Jio-11 al vnrinus poinl.., Wlf.hin l.lw strul'l.uro . 

. ,, c·asl'll wlwm tlw sl.rw:turo's dnmpin~ r.tt.io is Lo be mr~nsuwd, nn aceuratc 

llo-r111.tuth ~ ¡m¡¡e 4 {irt;/ proof 



1 ,.,., •ni of l.hP rlrrny of frc!e oscillat.ions musl hn made nnd pC'al<-rP;.ulilq: ciP

\'¡1'1'~ :m• inacl('C)Ilalr. \\'ilh nmtl!!rn inslrumcntation 'it should lw Pasy to <,IJ. 
f a111 n;tl.mal frec¡Uf')H'ÍI!S an<l dumping fado¡·¡; for struclur<'s loan aecur;,cy vf 

. " (,•w pPrct•nt - quil.t• mlc!quatc for such mcasurcmcnts within the lilwar-rc
:.¡""lSP r:mf.!r of sl.ruclurr•s. 

< )nc of l.lw most sif,!nificant ,;Lructuml response paramcicrs in r.art.hqualws 
i~. 1 ile mnximum ilCCC!lt!l'al.ion dcvclopcd aL Rclectcd points. Usin~ tlu~ pi~ak
n•:ldin~ acct'lt!rouwtr.rs tliscusst~d in thn previous section, such mcasurPmcnts 
shnuld be possil>lc with crrors of 10% or lcss. 

i O. ·1 . .'J l'rulz .~truclural dc{ormalions 

-·-----
\Vp nrc ofll!ll inl.crcstml in mcnsuring a huilding's maximum inlNi.l.ory rnl

:cl.ivc! displat:t!nwrüs ami Lhc slrnins aL sclcd.t!d ~;cclions oC st.ructuraln1crul,f'rs 
or al joints. Thc former havc bccn sucef'ssfully recordt!d hy usinf,! the rii!Vicc 
dc·picl.t!d in Fi¡.:. 1 0.2. Jt consists of a dia~onal bar ex Lending tlw wlwlt! sl.ory 
lwt~:ht, c·on1wdcd n~ tlw low<!r cnd lo a~IP.vcr that maJ,!nifies relalivc displacr
lltc•nl.s five-fold. Th

1

c lcvcr has a pcn thnt rccords on a dnun posscso.;ing n 
c·l"l'l< nwchanism whkh rcc¡uircs rcwinding once a wcP.lc. Itrcords are oh
LutH•cl on paper replac~d wlwn rnwinding Lhe clock mcehanism. Thc rf!asnn 
fur l.lw rotat.ing drum in licu' of a sluLionary scral.ch devicc is t.haL !.t•mpera
l.u,·c• clwngf's und wind cffccLs cause sorne! story drifts which it is desirublc Lo 
isolal!! from t!arLhCJuakc msponsc>. Thn lall.er is confinNI Lo such a shorl. Lime 
inl .. rval un l.lw mcord LhnL it is impn~;sihll! l.o derive n r!'sponsc!·h isl.ory n•cord 
h11t t lw acnmu:y with which maximum drilts nrc rcad is quite sufficienl for 
Jll :wl.ical purposcs. 
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1•'••: 1 0.2. SI rurf.ural hl rnin n·cordinJr clr.vicc. J>i:IJ!Onnl l'hmwnL ddc!cLs rt'lat11·c rn«Jlion 
111'' mq f'IILir';;" &lnry in huildin~t (nl1cr 7 .. ct!\J'lil:IY'Mrml Ncwmork, 1 !Jáu). 
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1'11. 10.:1. S!'o:df'11 •.lrain g;q;••. :~'~••• c:irl'ulnr LnrJ.!I'I, 2.r, rm 111 dianwl••r, i:: rolal!•d hy 1111' 
i.l r .• lll! •. ¡.:,;?( nllachu•••nt plniPs may lw scpnrat•·d ~t·vt•rnl m••lt•n• (eonrlf•¡;y l'rc•wilt """"' 
I'Íi•l··~). 

\\'lwn si rains du1• l.o plu·lwnwna c;lllCr 1 han «'arLhquaftl•s arP IH't:li¡~d .¡,. n·l
af •v•• lo t•:n f.hqllalu··<:<IUSI'd sl.rains, a very convPIJÍt!lll., inexpc·n:;iV(', and c'fllll· 
p.wl. insl runu~nl. is l.lw sc:rnLch sf.rain ¡::agt•, shown in Fig. 1 0.:1. 'l'h1~ ,.~ •·:;· ... n
l¡.dly a ltar coiiiH··t:l.inr! l.wo fixt·d plal.l':> al.l.adH!d Lo n nu•ntlwr up l.o : ... v.·r:il 
llll'll'r:; :1parl.. A t>i111pl,. lll:lf~lllfyin¡.: d••vic:t•, C!IHiin¡~ in a sf.ylu:; wllit·li ~;,·r;tl.t·llf's 

on a srnolu•d glass or IIH'I.alplaiP, is incorporal.•·tl ill i.lw t'Oilllt'ctin¡~ .-,,,¡ aud 

pr· •vidt•s a pNmaiH'Ill. l'l!cord of thc sl.rain. 'J'he record is orduJ<u dy n·ad 
ti1rou¡:h a microscope ora powNf¡¡J magnifyinf{ ~lass. 

Al tlwu~h tlw instrumcn ts describcd proviue only ¡wak val u es and l.hcir ac
cur;t~:y is not hi~h. their costs are so many times smaller than thosc of mow 
cnllvr'nLional and complcx equiprnPIÜ thal a grcat many can be insl.alled in a 
sl.rtlcl.urc! for tlw pricc of a sin¡::lc sophisl.icatcd instrunwnt. lt would sccm 
tllat thcw is much .to recommcnd thc use of thesc simple instrumcnts. 

ltl.:. CuNVENTIONAL SEISMOGHAI'JIIC SYS'fgM- DESJGN CONSIDEil/\TIONS 

1 O. 5.1 !Jasic desi¡.:n paramelers 

llllnrlu•ir/fh, .•wnsifiuit_v, allCI clynaniir. ranr:c are !.lw has1c pat·aml'lt!I'S OIH! 

n:11st. dl'flllt' in :-.pt'cifyin¡! a ~Pismo¡~raphic systPm. 1\ cliffinlll.y li<'s in t.IH'Ir in
J.ordt'JH'Ildt•au·e. llandwidth is f.hl' frt'qti!!IICY Ínl<'I'V:tl of r:rc•a{.psf. illlt•r<•st ;_!l~~~ 
n:&illÍI' r:IIH!I' is lhC' spiiil'of llw largcsl. (full scall') Lo t.IH• slllalll'sl (s.v~lt'lll 
ñt~lst•) us:7i'lll' 1-.lgllal recordl'cl and isf;xpmssC'd as l.he ral.io (oft.,•n in dB) of 
!.lt•~s•! l.wo ~i¡!nal:-.; and st•nsifivil:.j' rt'fers fo l.lw ahsoluLI' gain (magmficat.Jon) 
o;' r.lw Sf'ÍSIIHJ¡~r:1pll wil.hin l.ht• ;;~lgt•. (JenNally all thn'(~ C:ir'i7iot be opt.imizt•d 
~:illluii.:IIH'ously 111 a l't!asonahly simpiP instrumeríL. I•'or I!Xamplf•, t.lw sw•eial, 
lll¡~fl-gaÍil, )Oilf~·fli!I'JOd St•ÍSillUJ.:'l'ílphs liSl'd Íll lhe UeLCCt.iOll Of tcd('Sí'Í~ll1ÍC Slll'· 

f:u't! wavcs from small nuclear cxplo~ions and carthqualws exhibit very high 
g;,;ll (cu. lOe; magnification) in a very na~row frcqtwncy band around 40 scc 

firsl proof 



(0.02-().0:J lfz). 'J'IH! s:.mc long·¡~ri()(l suil>mogr;~ph, ntwrati¡\U ell. Uw ~>:1nw 
liil.•~. hui. in thc convcntional W\VSSN (world·widc sc!il•mographic st:&l.illn JU'~
wurk) lons:·pNiod trwdc (15-100 se(:) woukJ be capahlc of upc•r;,tin,! at 

. mmdmmn llliiJ!nificaUon ol t.lu! ord~r oC 3 • lo· ... s:ivint~ U u• sam~· '"~' plltf&fi,. 
nf hm•I(J!I'uund muLion on a record us 1•roduc(!d lty th~ high•¡::~ain ~.;~m&\:ur_;r
tinn. On l.ltc oUtr.r hnncl, i( WC! coutd (nit.h(ully record Uu~ lmsic sch;t!uuw~~ ..r 
input wit.la n dymunic rnnttr. or lOr;, wc? would .:upturo t.hc infurm:,t.inn in 
hut.le ur Utc forc>~oing conCi¡:ura&.ions nnd we t"'Uid t•roc.lucc t!ithc~ fC'cord 
thruu1:h llll npprn¡arinto t•lnyout. 
. 1\ "'~c:nncl I'Xamplc uf (l:trmnctcr control con he W't'n iu thc r«'<!Ortlit!~ nwl 11· 
•••1~ r.ummonly U:>t!d for locltl r.arLh(Jll&lkc~ anotinn. "l'hn h;mdwidth l'!'ljtlirt•d 

fnr rcocurclin~ slrong J:ruund motion ncnr thc sourt'f! or n mnjur tmrl.hi¡u:•l~'' as 
4'1\St!lllially l.hc lmlllt! ll.'t fl•at UOOd in microcadluauakc! FC«!orcJinJ: - ah(ilal 0,)-·

:JO J 11., 'fhr. nclu:al ground mot.ion, hctWt!Vcr, Will t-.., &r.Vl!rül ccn&.itnc•t.Ns ror 
Ut~• furnu•r nnd Sf!V•!ntllwnomrktrs (lo·-lt mt for l.ht! lnLtt!r, a ral.io ur 107

• A 
Kin~h! iusl.rraunHnt dr,;i~nr.d l.o do bol.h Atc!IIMIIina: tn:.kR &imull;em!O&~'ily woultl 
cle·m:antl 11 •fynnmic~ ran~c uf 107 , or lGO dll (20 dU is o (nctc•r uf JO). '!'has 
cl••si..:n U•!i&r-impol!sibility IÍVt.'S rise lo aJw f.wo dilfen.ont aysr..~n• LyfN!i- 'in cum• 
mun use. 

JlJ.6.2 Jlaml•uitlflt 

Bandwidlh can USUillly be Rpftci(ic f'arly-on in Uw c::onsit.Jr.mtiun or :. ¡;¡.¡.,. 
nu,~a·¡aphic ¡¡ysl.mn desi5:n. Thc requircd frm¡ucncy ran,;r. uf J:round anotiun i:o 
~-:mwrally ci«"Pr fronl thc int.cmdcd use of Lhe data. Modcrn iau;trutw•nts ¡¡llow 
J!WaL Clr.xihility in this sclcc::tion. llowcvcr, il the ~ordin~ mr.dium is a vist·. 
hlc• r~co.-tl (ns opposr.d t.o dh:il.al or anqlog mOJ:nctic tapo to he! pro,·cs~e:; 
laiA!r), OIU! must tnkc care not Lo nt.t.empt extremo widchand rc<:ordin¡:. a:. t.hn 
rc•sull.in.: carUu¡uukc n~cords wouhl be or t:ug,:cd a¡1pcarunct~ and difficult lo 
inhmnct. Uat•l\ground noise umplif.ude also incrcases witl) bandwil.h, oflmt 
ohst:urin.: small ~vt•nl.s lhat could he 111.~11 cl"arly on a visible rcctm.~ r,-,,·m a 
narroWN·bnnd inslrunwnt.. An ohvious f'Xampln is the 6-ti scc n•i«·m¡;d:.n¡ 
h•md, which is ('rr~ctivc!ly avoidnd in Lhe convcmtional shoa"L·pcrit;d/long-
lll'rimllil'ismo¡.:raphs mnployc•d in most ohooa'V¡1turies. · 

1 r hoth haaul wiclth nml visible rccords are r«?«auirc'!C:I, it is ofhm pw;s!bl•• l.t.) 

~>pliL Lhc output from :t sin~;lc fOCismomr.l.t'r int.o sovcrat desirahlc frec}IIPau:y 
fl:nuls, \Vith incllvir!uat j:!:tin atljusLmcnts, anu to record Uu! bm1<ls separa ti!! y, 
A pt!rl.inent cxamph: lies in thc use ot thc c:on•mercially avnilahlc forn-haf .. --,;...- ..... ~ 
.:!!~~'!=.t:Pm~ for ruod•~atc-to-stron"·mot.ion rccordin~. Sudt unjt.s ex
hihiL II;•L wsponse Lo J!round acct!lcral.iun over thc fraqu.,nf:y ran~ü 0---50 
11:~. with Lhc limitmJ: in:.lrumént:al taoisc hnc~round ~tmnUcr Lhan ¡o-r. 1! (!!"" 
~r:avity) for hi~h-c¡u:1hty units having a ruii·S(!nlu cn¡lnhility of l g. Any dn
sircd rrcqucmcy hanus l.'an fk dcrivcd froan its oul.put. on visible a·m!nnls nt. 
(l:tins consistcnL wiLh Lho inl~rcnt de~icc output. noisc. hnothcr iUusLl'ULaon 
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n( lllCirfl!rll WÍdt•hnnd' S('JlSOI"S is t.i11• lli'W •;t'I'Ít•:, of (on¡:·JH'I"IO<i :,t'l'.ill'\l•lf'l"l:, 

,·,;¡•.thlP of Ojll'l':t[.Íil~ al. n;tl.ural JH'filld:-. ,¡ !",(l :-,t•t' 7if''Jiio·,~,. ·;¡,-,:;,¡,.,. '· ·· • ,,. 
\.,,.,,,,nwnl.s. Equipp•·d wil.IJ appropri:1l.•• l.ransducC'rs l.lws1~ in:-.lntlllt'lll.:-. can 

.P••HIIICI' sirnultarÍPous n~cords of:;oiul-••mlh f.idr>:, (pr·riod of ;rhoul. 12 horrrs), 
' , --~._,...,. ...... ---- . 

¡,., .. ,. oscillat.ions anil lllóllllle stlllact~ wavP:-. (J 00----:lOOO Sl'l'), l'OilVI!Ill.lonal 
ltlllJ!·JII'I'Íod WiiVI'S (!-,--- J (1(1 ~.I!C),"CIHlVI'ilLitlllid S(JOrL-¡wriod W<IVI'S (0.2- · 5 Sl't'), 

;''"' IIIÍI'f•H•arl.hqualw signals (2-20 11~). 'l'his ~~XI'mplifil!d Liu• •w•·d for SI'Jlil· 
ra: ,. ll't'ords of l.lw rliffc•r•·nt handwidl.h :-.ignals. wit.h individual ga111s and 
r•···,,rtfrn¡! spe••ds, if vi:-¡¡1111' n·conl.<; an~ Uw prime daLa nwdium. IL is C'll!ar ti tal. 
u ..... of di¡:il:rl or analo¡.: magndi•· l.:tJH! for prirnary n•cordi11g providr•s a rHPans 
úl n·covt>ring l.lw dt•srrt•d handwidlh in posl.prncí'ssing and Lhis n·duces thc 
l't''lllin·nwnls for cuntinuous visihlc moniloring uf all L>ands. 

111 fi. ,'J S•·nsilivily 

S••h•dion of Lhc opNaling sensiliviLy for a scismol-!rapll wordd aprwar 
slto~ighl.forward orH'f' t.he handwidth is s,>ccifiPd. 1n mosl applical.inns tltl~ 

s• >;nwlogi:;L or engirwN can definí' tlw m;~ximum nnd ñtinimurH srgn:tls l.o IH• 
r•·•·,nl1•d; Llw inl.(•rdepc•rHieru':(~ of l.hc fundamental desi¡~n pari.mwl.Ns of sen
sll.rvity and rlyrwlllie l'illlf~~- is app:m~nt. hen~. 

1\lod••rn ltigh-qu;~lit.y irwrtial s•~rsrnnmdci-x with movillg' coil Lransducers 
h:oVf' inherenl ili:.!JanJ_l!.:_tí_r,!l{-:(~ c;,pahilili1·s of 1011-lOr. (100·-120 dll) OVI'r 

which lhe oul.pul is a11 adeqt~al.ely linear and undislnrtcd n•prc•sPnl.aLron of 
llu• input groull(J motion. Only Lh•• mosl sophislit:at.l'd_anrl sLalc-oí-t.h••-arl. re
l'"rdillg ~ysl.l'lllS (such as t.hc drr~rl.al sysl.l'lllS in cxrJoration seismolo;!Y or in 
l:lq!e IIUclcar dl'l.l'ction arrays, wtl.h 16'-1!) btl word lcngl.hs),apprnat·ll i lw:--.1! 

V;lhi!.'S. Convenliunal seismographs use Ollly a part of lhiS dynamic rangc of· 
tlu• St'IISOl' il.scJf. •, , 

Á gnod quality·, convcntional, visihlc Sf'Ísmograph !J;¡_s a dynamíc ran~·· ,>f 
-10--f'lO dB (roughly, a mt•asurr•nwnf.'n•solnlion'in thc tracf' po!'iLion of ahou-l 
O :!-<L5 mm and a full-scalc swinr, óf 50 mm}. Thc lwsL ;malo~ F:\1 m::tgnc>tic 
t.qrc rceord!'rs t•xhihit roughly f.lw sanw dyríamié rangt~. hul r,erwrally ovr.r 
:r widl'f frNJIH'IH'}' hamlwidth. \Vit.ll<:lí~iGI recordiilgCiw ran(.!e depc•nd_s_o_n ________ _ 

r.IH• lllllllhc~r of hit.s in a daLa wor&, wh1i•• lhc bandwidt.h is s0.l l>y llw sam-
pillll! ral.c• arul Sf'ÍSillOIIWLer rPsponsc. ·Ten-·t."o lwC'Ive-hiL words an• comnwnly 
11-.o·d in scismology .for dynamic req¡uircmt>1lls of abouL 5·1 and GG u B, resp!'C-
I.i\·c·ly. 1 

-

In t.his dis~us!>iou we lwvc asHIIlli!f.i th.1L Lhc fundamenlalnoisf' limil.alion 
~~. ilnpo<;•·d hy· · f he n·cordinr, sy:;f.,•trls, i.c•., lhal lite inhl';·¡•rll Sl~ismom<'Lt•r 
111 •ist! ( not ground n oi:.c) and Llw 11 ni~·,r~ in lh.c r.Jgnal'~proct•ssinl-! cl<·nwJrls (gal
v;tllonwl.c·r or :~~ are al or 1/f'low thc rccord,·r nois1! lc~w·l or rc•solu-
1-lon. 'l'his silua!.ion -should he a (lc>sii~n erit.crion lo avoi<.l wasting p<lrt. of Lhc 
u:;¡¡iJI" n·cotdcr rnnge on· syslf'mnois{•. 

i lavin"' selccll'<.l lhe rcconling rn•~c\iium an<.l its dynamic range, wc can now 
o 
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s¡~o·•·tfy llw St'nsitivit.y rt!qlliri'CI or our ovcrall sysl~m. This is ofl.t·n dorH' 

•·o~·.dy al. lhc Slllall-!>ignal (~nd of thc ralll!(', wlww w·e can usually d(•fi1w the 
:-.n;:tÍit•st motion Wt1 wnnl to tlclccL. F'rcquent.ly t.his lcvel is !'in;pl~· sd al lhe 
,J," ·a 1 miernscism k h;wkJ::rountl ll~vel. IJowevcr, in so me appl ical.ions i t. is i m-

·~l'"rl;cnl that ParlhquaJ(('s ora given sizc he rccor<lcd withouL "dtppin¡~" t.he 
r•·•·,rcl. 'J'his is part.icularly truc for sl.rong-motion reeordin¡.: wiH'rc, for 
l')l.:.lllplt•, \\'(~ may wish lo sl.ay 011 scaln up Lo 1 or 1.5 ¡:. lf l.ht! rc•cordN range 
Í!· 11111. lar¡!l!, this wquirenwnt. will resull in rccords with lltJ visible microsds
mi•· haclq . .:rnund. 'J'his should lll' cnrcfully considcrcd in sclLing Llw sysl<'m 
:;,•,,·.¡l.ivity. llaving f•stahlish!'d t.hc opr.ratin¡.: scnsitivity, ils rcali7.al.ion is a 
s·irupl«' malter of ¡.:ain hrLWCf!ll seismomcter ami rccorder. 

Vmally, sonw sdwmc must exist in ortler lhat the syslf~m response can he 
llll'aSIII'<'d in ils o¡wrai.ing (!Onfi¡.:trration. This is important hoth in u;,~ initial 
s•·t ·llp and in l.lw mainlcnaru:n pro~ram whcrc periodic: chccks of pcrfor
m .. llcc• arf! m:ult~ wiLh thc sysLem inslallcd and opcrational. 

1 o. !i.·l /lr'~ponse curve 

,\ rPa~otwhlt• r!slitnal.f' of Llw nat.urc of Uw mol ion t.o hf' rpc•nrdt·ci hy ·a 

prnposr•d syslc!lll thus alluws spcci fica t. ion o f t. he furulanwn t.al inst r111111~1• t 
p;H.llllci.Ns. '1'111':-.e charadcristit:s ar~ cmhod ir.d in tlw instrumf!llL rPs¡wllsP. 
clii'VI', which cnntains all thc rdcvanL informal.ion ahnuL tlw seismograph's 
J,.•IJ;cvior unclf'l' excilal.ion. Tlw eornmon rc¡wcsl!lll.al.ion oí Lhc systern n·
:-.pon:-.t• is a magnifil'al ion curvP. M(f), wlwrc f is fr«!!Jll<'llcy, in hr.rtz, of llH! 
c·xcit;ll.ion m7';lJOn, assunwtl harmonic. JI./ is Lhc ratio of record arnplitudl' l.o 
1'\t'il.al.ion clisplaccnwnt; iL is thus a displac:cmcnL scnsit.iviLy. TIH· record am
plil.lld•· can 111' ttu•asurcd in many ways, sw:h 'as millirnnll'rs uf tn.rcl! disp:act•-.' 
nwnt on a n•eord or film viewer, out.put voiLa~c 'rrorn an arnplifit•r or Lqw 
r•·cord•·r on playh:u:lc, or thc numcri1:al valut' of a diHiLal word r,:enc·rat.c·cl hy 
;111 <tnalog-Lo-digil.al convcrl.er. 'l'ht:' d!•nottJinaLor in /\/ ean t!qually W«"ll h•• 
t''\('ilalion Vf'locil.y or acc¡•)Nal.ion. Tlws•! choiccs dl'fine than V(f) =· .1/(()/ 
',!.;, ( =- vr.lorily sen si t.iviLy, n nd 11 {() = JlJ (()/( 2rr () 2 = ac:eeiPrnt.ion spnsi L1~, 
wlll'w we havr usrd lhc rclation 1 dx/dl 1 ·= 21T 1 x 1 fin I'Gr'"mónic motion. 

In l'ornplt•tc slnlf'llH'nLs ahout mar,:niiication curví's lcncl tlwmsc•lvt•s t.o 
('1111 f11sion. 111, V, a11d JI curves can np¡ dy lo:. thc sarnc inslrumcn t, di ff••ring 
:-.n:t·ly hy factors 2rrf. lt is imporlant tila!. the precisf' m1•aning of tlw ordi
llal••:; of thc mnMnifieat.ion cnrvc he made expliciL. 'l'his souree of confusion 
i~• rf'laled lo tlw practicc of rcfcrrrn~ lo s1;mc scisrnographs as "velonty 
llll'l.t!rs" antl Lo ol hPrs as "ae•~•~IP.rollJ!~". This tcrminology a¡>plies to the 
f,t·qw'IH'Y ran~t! of inlen'!st. If l.lu!'JH(f) curve is flat in this fn~qucncy range, 
tlll' in:-.l.rumenL is Lcrrm·d a "tlisplacen)('nt mcl.cr"; if V((), n vclocily nwl.cr; 
éllld if ;\({) is flal, an nccelcronwlcr. Figlrn~ 11).4 shows,a set of gt·rwralizcd 
1\1. V, nnd 11 curvt!S for a hypot.hclical :;eismograph; lhis single insllltllltml 

, 111ay he cullcd a displaccincnt meter, vclociLy meter, or nccelcromdcr, de-
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1-'tr:. 111..1. Mn¡:niricnliun (M), Vf'lul'il.y "''ll>iÍLivily (V), anrl nrc:••lo•r;•tiun srn1.il.ivil~· (t1~~ rc•· 
··l'"IIM' t'III'Vf'~ fur n ,;¡•ismn¡:raph, t!•·tJI'r:.li ... Nt ·l.n ¡¡1 rnit.:hl lin•! li••r:nu•nls. '1'111' M!!!!llllll~l"iti•h 
""''' ,.,. cl•·~t·rihccl as nn ;u·t·r.lc•rmnrlrr, .1 V('lndty rnr.lcr, or o clihplnc·rmr·nt mrt<'r in th•• 
1 "''1"''111')' rm1¡:c•s 1, 2, nnd :1, rc•spc•divt•ly. ,.. 

h·:. lll.r •. 'l'u¡J, 1\pprnxunal.r s¡wrl.-al r.lll¡!ll, 0.1· ·100 ""· nf r.rnuncl rlisplarrmrnt 1'111 ....... . 
•·ti lrom c•artllll!lllkc•s in thr• ma¡:nitucl,. rnnr:•• :~ ·f·. Bollom. 1\llnnalt· S)slo•m l~l;t¡:nia'ic•a· 

l1oo11 r·urvr,; tu rc•c·urcl ~hndt•d liÍI!nnl r:.nt:•• in lupfi¡:ur••, rl'c¡uirin¡.: Jlll) ,¡n dynamic rluat:• 
l'llal' rt'SJUIII!if! or ,;y,.lmu J) or GO c.IB ('prr.-whalt•Jif'fl' rcs¡Jonsr. nr liy~>Lrrn 2). . ' 

¡·•·•·clinJ: uí1 wlwt.hcr we nre intt>rc!!;Lecl in fn~qucncy rangPs :1, 2, or l r•·~¡-..•c.· 

'•\'l'ly. 
1\nalysis of 1 he inl.t!mkc! applical.iou .,r a r«'quin•d !;t•ismo::raphi!· f',)"~tWrn 

: .•. t~uld lc!acl lu l.hri cÍc•si~n n·spo,l::e curvf'. hoth in shnpe• :111d iu nhsolulf~ l••ve•l. 
'• ,.,. shape rdlt•d.S l.lw h;mdwidLh of thr• rnol.ion l.1> h~ rur>aSIII'í'tl n•u!. if JlOS

: •. Itlc•, it !ihotdd c~mpl!nsate fo1 ~~ny Sl'Vt'l'í' fn•q•wney-(lc-pcndc.•m·e in ii.s t!"ó· 

¡·c•e:l.t!d molion (il slwuld "pre-whilt•u" l.hc input, in t.hc• SCIISI! of m:íldng jls 
:.1 ·•·ctrum csscnlially flaL in L'her;e~iü~n(·y ran¡~e! of inl,!r.~st). The lalltir f!()nsi-

\ 
1 

' 

. ¡ 
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c;:·rat.ion is more importan! lhc smalh·r t.hc nvailahll' dynamic r:lll!~t· ni u,,. 
sysl••m ami lile widt•r l.h!' harHiwidLh dcsired. The rt•r.pons,. Clll'l'•·\; · ... dul.c• 
:.·v<·l is t.he syskrn sr>nsitivily and musl bt• S<'L reeo~nizing !.he,., ,:c·c.; ·· ;·;¡:¡¡~~~ 

u:" t.lw motions Lo hP n•eordPcl. 'J'Iwrc arr up¡wr uud lowf•r lilll •:; ln il.•• _,¡,.,. 
cd· Lhc motions f.o ),,. recorded (thcir ratio bcin~ thc rPt¡lllr<'d 111111Í111111n dy
Jl;llliÍc ran~e). Figurr 10.5 illust.rat.cs till'SP com·cpts wit.h a r.~"•Wr.dit.t·d r;ll··~·· 

o f <'X pl'ct.ed Parl hcpra ltt' signals al two possihlc rcspnns<' curvl',; f or 1! 11' han• ¡
\\ ioth. 'l'lw fi¡:1rrP d¡spl:lys un <!arthqunk<·-like clispla.·c•Jlll'nf :;i'··•·t rurn a:.:-.llrll 
ir.,_: t.hat. n~conling OVI'r three ord<!rs of c~arlhqualw magnitut:t• is rPqrlir(•,l. 
¡.'¡-, Jlll t.ht! max i m u rn ~oignal al low fl·cqupncy lo thc mi n im11rn :-.t h i;:h fre
,,~lt'ncy tllf're an• fiVI' oniNs of magniludn (100 dB). lf W(' aLI.••Jnpt.ed lo re
e·, l."d in accordancc w iLh t he cksiwd hand wid th ami si::11al rar.gc• ffJ r l't'S)HJIISC' 

,·u;-vc 1, we would rll't!d a msolution of] o-& of full scale ltJ <lPLPcf. l.lw rllÍI•i
nwrn sign:ll of in!.t•n•st. Aflt'r ¡~il.<•ninv; Lhe respons" (t~un•r. 2), wr! H't¡lli:·,• 
tonly n rc·solut.ion of 1 O -a of full scalc Lo reeorcl Lhe SélllW nwLíon: .. l\losl. vrsl
ltlt! records nffc!r Jittlr! more lhnn Lwo ordcrs of mar~nitudt~, aud 1 J¡,. grlllrlld
di,plat:f'IIWilt spectrum is t.ypical fur l'art.hquakcs. lletH't' ,¡ is not. sur¡;ríslng-
1 ltnt. diff'rcult.y is t'rlcount.Ne<l in t.ryinv; t.o. rc<:ord wirl•·ha1•" c·arl.hqu<rk" 
¡:.-cllllld-rnot.ion data (in tlw O.Ofl-f)U 111: hand, say) 011 sy~.t.•~IIIS wlf.h lirllil.t:d 
dy11amic rangc. 1-:w•n digital rcconling with syslcm rf'spnnsl' curvl' J Í11 (.)¡p 

fr¡~urc would rwed an 18-hit. word lrmgl.h for Uw full lOr' ran~t~ whlle J 2 bits 
Wtllrld suffic·t! for Uw shapt~d rl'sponse of c~urvc 2. 

¡\¡¡ot.JH·r sl.c•p in dPfining Llu• r<'quired respnnsf' t'llrvr for a ¡:ivPn applit·a-
1 i1111 liPs in idcnt.1fying- rotcrll.ial noisf' sources, in t.lw ground nr in t lw sys
f,.tn, lhat. might. lnnit thc sr.nsit.ivity. Thc classic cxnmplc of .~trrh nnisc prn
IIJ .. m is t.hc (j-8 sec mic:rosc•ism so rromincnL in 11\0St seismo¡.:rnlll.~. \\'¡Lh 
n:.rgniLudes up Lo 10-mm durin~ high ad.1vity, these uhiqnilous surfac·t· w;rvc:s 
J¡;,yp result.Pd in tlw Lradil.ionnl long•IWI'iod/shorf.-¡n•riod div1sion in 5cismo
u~. · 1 ry, w h ich e ffed.ively LJVoids high gain in thc Lrouhlt•sonw rang,~. 

Thc widf' varial.ion oft.cn result.ing in rt~sponsP rllrVI!S as wc nlt PmpL t.o 
l' •. vt·r t.lw usl'ful frr·qucncy rangc of carthquakc• ~~í-tnllul mol ¡,11 is illust ratPd 
·.; l•'igs. 10.6-·10.8. Tlw figur<'s display ·a rnngl' of m:1gnifw:•tion t'lll'\'•·s of 
-,•;·dc.•ms opc:rat rng wil.l1111 t.hc obscrvalofi<'S of tlw t lniv,•rsil \' uf ( 'alr fnn11:i 
:-. .,, rnog rapll ic St :rt.ions and arf' I'CIJI't'~Pill.aLivc nf ~·.;~t- -, ,·.~·l;rli;¡ ~-;-;7;··¡:;-r 
, ~tlc•-r:ln¡:t• applwat.ions. ,\n Pnl.irc complex of ÍIIS!.runwnts for n•t·nnlin;.: 
' .rt IHpl;d¡ps in Uw magniL11dt~ (111) rangc• uf -3 t.o !) l'OVl'l'S a pht•rwnWilal 
.:•.:tn of¡.:round anlplitudc!SaiHI frcqucneic•s: 10" 111 1.o Jo-• mor mon• ir1 dis
pi:wPmenLs ar11l 3: 10--4 Lo 102 Jlz in frequcncjes, whcrc Wl' nrc t'Xdudin¡~ 
e•aí'l.h l.idc·s~ f:urlt crc;1~p. fauiL rupt.urc, ami secular strains aL t.lw low-frequcn· 
e y ex Lrf'nw, allll h igh-fr<'IJLIPJH:y ucousLic waves at thc hi¡:;h cml. 

\ 

1 O. !í. !í Sd lillf! ~;¡)(~d(imliou.o; 

Tlw applicnl.ion for whidl a ~f'Í!;IllO¡.!raphie \:óystl'm is Lo lw dc~signt•d dPfilh'S 
t.IH~ kt•y insl.ruiuent:tl paniiiH'LNs requircJ t•o furnish the dal-a soughr., as wc 
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1-·, 1 O.li. Snilc! nr lli:IJ!niriral inn "urV4'H a¡1plicnhlr. to phnl.o ra~~· rrr•1rdi11~ !if'is.nu· 
J:r •phs in ¡,l.aliun lll'lWnrk ur llnivrr,.ity nr Cnlifornia, C!r rl•·y. ttft! wifl~ mn¡:c'of mad· 
'''""' lllnJ:nifirntiun llllcl fU!rind or Uw innl!imutn, from lhr cunvrntionnlllhorl·JlCfiucl IIVI• 

l• '" (t•nrvr 1) Lu lhr. ullrn·lnnt: prri111l (UI .. I') sylilo:cn (curvr. 7). 

h .. u• tli:wuss~d: lmndwjsll.h, scm~it.ivity { wil-lt 'possibll! vnriat.ions uwr thfl 
1.- .. ulwicllh), mul dyn:uuis~ ranl-:1!, Th<'W •••sult in n I'I!SjlllllSr. s•urv~. lhl! flh• 

---------------~s••IIII•·-M•nsiHvil-y-!"\'l'ls-;-llw-r,•quirt•d-rf's,,lul.ion-nl;-tlw-r.mall~sil!nah·xla·•·m••-, -------
¡u i 1111' sull-sc·alt• t•apahihl.y. Umulwidt.h :uu.J ~-o~•nsil.ivity par&UJH'Ic•r:; urc• mal-· 
,,., .. of ln•·•·h:mic·:•l ami t'lt•cl.rit:;tl dlarnt'l•·risl.it·s of U~e :;¡•ismouwlf•r¡; illill Sl1!· 
n ... c·onslit.iunin..: clc•viet•s. Dynamic rnn~t· :tlon¡: wil.h t.iminl! r••solulitm nntf 
, .• •nsl raint.s un l"l!c·onl cluralion formaL, wtlt nddil.ionul rc<¡uin'nwnts un Uu: 
r· . -. •rtl in¡~ sysl.t.'lll. 

TIH' mosl. impnrl.:ml :ul111nnil:ion in ~>r•l.r•a¡: s¡wc·ific'al.iuus for ,t•ü.m~>::raphit• 
s~ i •·u1s is to asn•rl.ain as c~omplc•tdy as pussihl<' Uw nal.un~ "r t ;,,, J!I'IIIIJUi 

•··· ,¡ uons wc• wbh 1.11 r•••·ord. l\-l:ll1llf:ll·l-llrc•rs of :>t•ismolo::i••:tl l'ljiiÍJIIIII't•l· 

~ .. •rtld not. he• pl:ll'·,.,¡ in 1.111' pm;ilinu of iulNJII"f!t.ing rc•qw•sl.s fur qw;;.,.¡.j.,ns 
• . ":-;horl.-ps•ri•l(l s•·i~;llw¡:mph ~>ysl.mns", f•Jr :\ "sl.rnnl!-nwl.im\ st•n:;ur'','ur ¡¡ 

ltr<~,lclh:uul sc•ismol!l"llph". 'l'h~ fl'!acll. t!llll ¡.,.U flllrdllt.;f!cl sysli'!\1 (h;¡i rlol!S un: 
.¡,. r.lu• juh or lhat is fur more claÜUiiii.C muJ thuf. mon~ C~li''m:iv•~ l.ium 
11' ···i••cl. 
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¡.-,1:. 1 ti. 7. Snll.r uf nuu:nifirntinn curvc'll n¡t¡11ic·nhlr lo ll!lmnr•lc•rr•rl llhurt·¡>t'riml IW•i:;mu· 
t:•·•l•hh in llw Umvrrsily nf l!nlifurnla netwurk which rct:nrd un n Hin;!lc• lli·mm fi!en ¡-, .. 

1\ enmmon mi~;Jalu'. is thc ussumption thaL onc shoulcl npply a dl~>ilft•ly fat:· 
lnr'' or,· ~;ay, lwo Lo lhc rcquircnwnls in all dirt!cLions tn hr ~>UW o( ~t·Hin.: 
1 ¡,,, syslt•m nd.ually nccucd. This is s~riously objccl.ionahlc! ht•causo seismo• 
~taphic clcsi~n cloPs noL usen conlinuou:u;pc~Lrum o( huilcling-hloclt compo. 
tll'llls. Thí' componc>nls are widdy sp&u:t~d in capabiliLies ami in cnsl., and n 
í wl.ur or t.wo in scn~itivily und bandwidt.h may nl!c:t•ssitat.c major st.eps i•• 
li•'VI'ral l:omponcnt.s of thc systcm and imply an orucr of nul~!nil.udo c:nst '-llll"n'aSI'!, 

Wlwn Uw parlkuh1r applic~Lion ullUws somf! nr.xihilit.~· in syst.f'm p:ua· 
•••••IPrs il. ill mlvis:.hh' tu rr!qtwst qunLalinns on pncka~m; •I•:~>ÍJ!!W<.l for thu ex· 
'~"''"'"s in t.Jw acl!t•pl.ahlt~ rnng,~. Thc manufacLurcr wmally n!so s'i¡:~··sls ¡m 
ial~·rnwdial.c sy:;lt•lll as opti•num. On Lhc ouu~r han<l, if OllC knows Jlfí!dM'Iy 
1:~r• wc¡uiwd insl.nmu:ntal paramcl.crs fur lhe nprlic:nlion, iVis wcll t.o slntc 
llwm cxael.ly frnm thl~ hcginninJ:. 1'his will orcJinarily im:urc ~hat t.hc. 1Í1ost 
•···unomical dl!l'i~n will he a<loptcll. · 

In this uiscu!>sion of sysl(!m &pccification wc must nlso rncnlióra Lhc 'cxis· 
1 .. ·nC(! o( "slandanl" licismo.:mphs - widcly uscd sysl.m-ns d~vclo~Jcd in re· 
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PEHIOD IS[C) 

¡.·,, 1 O.H. Huitc of tliaplat'f'llll'!lll "'ll~il.ivil y rurvp:; llpplicahlt! f.o lr•lt•IIH'ft·rcl lrroa11hanrl 
,.,., ·"'"l!r:tphs in Lhr llniv•·n.il y of Cnlifornill tw!.work whid1 t••rord 1111 l<'r\1 lll"t:n•·lt•• l.ap•· 
al tl•·•·lu·ly nnd n•·•· di¡:ir.i.wtl 011 playhack. ,lAS, WllC nrr sl.al.ion 11111111'11; SI' ts """" i'"riorl 
do artrll'l; Dis¡1l., VcloriLy i111lif':tfr tr;¡nsduct'Í' u.~r·tl. 'l'h•• four rf't>JUIIJ.~•· l.y¡ws "lunvn arr 
lal•·rt "intullllnruusly frum a "in¡:lc scismomclr!r by 11ppropriatc fit•lcl'lion ul Lt·nusrlll!'l'r, 
tuuplifit!r ~ain, anrl filler. 
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·11"'' t.o particular appheal ions and wllich const•qtr.~nLly or'fc·r lll:l,illllllll 
. ¡',11'111:\IH'I' f01~.lu•n· l'nsf .. Sc•vc~ral aH' illu•.t.raLI'd in Fi¡.!. 1 0.!1. JI. i~ oflen •• ,.,,_ 

• .· '- '. ·1 11 ¡, ·.11 advanl ;¡¡~«:ous l.o usr su eh pac k o~;:«·s when tho•¡r spt~n ficaf.¡ons covr•r 
l ,,.. n.•quirrmcnl.s of l.lw npplic·.,tion in lliiiHI. 

' .'i. {) Pcriplrcral considc~ra/ ions 

:11· jll'l'C<~din~ clisl'w;:,ion dc~aiL wilh whal. ~.:an hr c:lll«•d l.llf' fun«i.lil••·111:d 
1·1 . 1'111\H'IlfHI par;:nwl.rrs. Tlwn! nre usualiy s~vl'ral adclitional con~i·w•:,ddll:· 
111 .c·IP<'I in~ a H·i~lllo~raphi<' ~ys!em for a !~IV<'n applil'atiC)n. Tlw more· ~I"'Cif,,· 
1.· · .• p¡tli«:al.ion, lhP mor<• Slgllificant t.iH·~·· pc•riplwral consideral.1ons 111ay ¡,, .. 

. •··. 'l'he follow1ng lisl. providPs soHH' ¡•xamplrs. 
·. o111111;~ •. On!' sh111lld sial.<! !.111! rN¡uin·d pn!1:i~ion and n·~olul.illll of 1 :w 

1' ·· ;-: s.\·sl<!lll. J'rl'l'ision invoiV«'S sl.a!Jilil.y o[ tlw clo!'lt, I~I'IH'I':&IlV ny~t.al·l'OII
IIo,'l••d, iiiHI il.s ah:;ohrl.¡• l.lllH' Prror. Jt¡•:;nlnl.ion illVIIIVI'S hol.il liw innPIJlt•JII. 
•:1 , d••n•nct! pulsi'S fro111 I.IH~ <'lock and tlw 'sp,~c:d uf tiH! n·t"ordin;~ sy:,i.o•:n. 

::l'l'l•rd dur:1l.in11. 'l'his in<'ludPs !.he tinw clnps¡•d from (.Jw pllysil':.i l'll;ll•>!· 

i·::· ••f t.l;.~ papt~r, film, or magn<'l.ic l.apc. 
'lly:-.i«·al si:t.•'. 'l'h<' l.otal volu1111~ illlll wr·i¡!ill. of l.hl' t'Olllpl«•f.¡: sy:-.l.r•n: ;'1'" 

• ·· ·'11 inqlOrL;¡nl., c•:;pPt:ially for inslr11nwnt.:-. for rc·t·nnling :-.l.nwLIJr,d 1•·· 
·.," ·11:.•·s, and t.lw mat.l.er ht•conws paramn1111L in offi•:t• i}tHI couurwrl'i.l[lnJild-

1" . . 
. ••\\'<•r rPquirt•mt•nls. I•:J,•t'l.ri!'al-pcl\vi'r· consumpl ion is cnll'i;tl wll••JJ nJH' 

'·'" .1. o¡H•ral!~ tlw sysl.c·m 'Oiíri;;T[(.-¡:j{;;;-¡¡-¡¡:-<~lii,·,Ti•Jii,·nVI1ns or wil.h pnrlalolt· in
.1 • lllll«'lll.s. Wlwr1 lllainf.,·n:llll'«! cosl.s· for 11101'1' conventinnal solul1n11S itll' par
í lt'lllarly lligh, Usl' of solar el' lis ('ólll lw approprialP. 

·,.¡ .. ll!f'l.ry. 11. is ht•c·ominJ.! con1monpi;wt~ l.o (.ransmiL dal.a f1 o1n ;¡ n·nHol<' 

o1 .... ~11:-;TiOii Lo a CPnlral or convc•1lieul. r,·cording sill' u:-:ing land 11111', lt•f,.: 
¡ ''·' •111' lnw, or low-powc•r radio links. 'J'h;·n: are m~ny advanta¡.:<•s in l.ltis pr;ic-

'" ·: 
t 1) l!«·ducl'd mainll'llílllcc cost.s for inst.runít•nt.~ at Jocations o[ difli,·ull. tiC· 

,., .·.ihJiil.v . 
. ~) 'I'IH· liS«' uf a t'llllllllOil ti m~ hase for an l'lll.ir(' nrtwork of sl.:~l i1111~.· 
( .'t) ('.,nl.inuous monit.orili~ of f.Jw in.~l.runwnLs' opcration, whil'il allow:. 

11' olll'dl:tll' ddP«'l.ion of cotHfltions rc•quirin~ ;¡t(p¡;:(ion. 

1 1) ( 'o11l illtiOiíS l'l't'lll'dlilJ.! of all dala 011 a I'OII•llnon nwdiun1. 1 f 111:1¡.!11'.'1 lt' 

l,1¡••·, 1111' llllillii'I'I'Slill¡! jllli'IIOIIS lll:ty lu• l'l.tSf'd, n!l;nJlill~: 1'1111\jlf«•ll' l'l'l'lll'l!·. nf 
•. , ··o~l:; only, IIH1s avo1din~: l.lw liS•' of <':O..t'o·:.sive lt•i;lglhs oi pa¡wr, ftl101, or l.lfll' 
1\ o1rl" all ainin~: <·Xcl'llt·IJL 1.1111111~~ wsolulinn. 

1 ~i l ltt·duc«!d .:;y:;l.<·m cost:' dw· to c·liminal.ion ,nf ln<'ul el oC' k:-., n·<·ordrors, 
:nr•! «·lahoral.e va1dl.s, with ai.Lendant powm- recpllrf'lll!'lll.s. Jo'ol' slaiiOil nd
\:t~rlt•:, tlw~;~~ co!;l. savinJ.!Ii '<tH' 11s11ally noL comri0.nsatrt.l hy tc·l,.p;IOih'-lin'~ 
C'll·'•'l~•·s, l'l'~llli.IJIL: in a ud l'ost. reduction for tlw lt•kmcl(!rl'd sy~ll'lll. 
- i;.•·cordu.¡~ sysl.«:nL Therc is much vandy in this systcm compolwnt. ()¡¡p 
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., 

!· 
' 
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lll.l·)' sdc•t:L limn!u•d ~lnss or pap~r: photo~r:tphic ~ihn; pt•n nrul lu•lic:<tl r•·c·urd
in: on tlrum: sl.rip ch:ut; cas~etlc; 1/-1", 1/2", or ']" f('t!l-lu-rc•••l maj.!&U'!·k 
t;q H', ;malog or di¡.:ital. 'fhc mt•r ~cnf!rally hn~ :':.f'V<'ral t~om;l¡·¡¡inl. .. th.,t. indine! 
his prt'ft•rcmc" t.uwanl n particular ..!!:!.:.2f!!f'r;... Thus, Bnllt!llf'lk·l.:t¡u• n-.:cmJina: 
ntitl.s the cxpcnsivc rcr¡uircmcnt of a ~ck systéii1 ruii(;i~iicía~iJ Tiílrd~ 
w:•l'<! bu l. in mnny npplicaLions it ís weil jusu(íii'iriiiVit.!\V' or l.hl! incmased <ly
;wmic nan~em bandwidth, and Uming rm;olution alonu wil.h condscncss in 
prot!C/tSÍIJf.:, 

- Tri,!gc•rinr, ancl mrm!!!:l:.. Modc.m scnso.rs and circuitry allow n wadc scJ•~c· 
tiu;-);~i'tri'iicrin~ ~c;l1o1lls and background noisc/,;i~n:al •·.al.ius t.o he in<:< u'· 
purat.c•ll inlo syslcms dcsignm.i to record unly sporacHc! t.'Vf'nt.s uf inl.err.sL. JÍ1-. 
c•~po•m;ivt• st•miconduclor mcmoriC's are availahlc lhal pl.'rUliL rd.•~nlion of t.h~ 
inilinl P~'rLion of Lhc signal; ycL lhcir usa! is hy no mr.an,_ widcl'pn•oul :at prc• 
ta•nl. In uu~ cuming yc!ars, howcvcr, r.uc:h f'ystcms prnmist! Lo IU!('OilU' Sl.:lll· 

dard in t:t•ismology wlwrc lhc informaLiou d•!sircd cnnsists of dist~ml.c ov¡•nls. 
Many shnrf.t:omings in J1rf!Scnl lrif!J.{Crf!d ~;Cismo(.(mphs, duc• prim01rily Lo 
missin~ Uw nns<!t oC Lhc cvcnt, are climinal.cd by thc iawurporaLio" of such 
mmnnry sysLmns. 
- lnsl.runwnLal prof.f'd.inn. Instrumento; u:•cd nt c•unstrucLion ur lWnr hlasLinJ: 
a;itl; or installecl in locuL¡;;;1s (!Xposcd Lo vandalism or mc!ro curiosily ucmand 
5J11Wi:ll considt!rations conc«!rning Lhcir prol.t~ct.ion. 

'rtu~ fnrr.J!oin~ and otlwr :u.JdiLional t:ousidc•rat.iuns are 1W<:css:1ry ingm
dic•nt.~ ill lhc scll~cl.ion of n sylitmn confi!:uraLinn um'«' Lhc~ Cumhmwnl.ul parn· 
"'dc!rs havc hccn srwciricd. Oflcn Lh~y dmsLicnUy rl!duce Lhe numbcr of 
ult.cmaüvc sysLcm typns for a givcn appli(·ulion. 

10.6 CONVBNTlONAL Slm>MOUilAI'IIIC SYS'l'J~MS- COMI'ONt:N·r I•:LI~MI~N'I'S 
.,._ ........ ~-··-· .. ·---~ 

1 0,. G. J (;cuera/ constraint1: 

Thc Jll't'<'cding st•cl.ion lrl'ated Lhc general pl'Ohlmn uf srwci&'yin..: ¡wrfnr·. 
lnam:t! and physical dtaracl.cris(.ics in a scil\lllO~I':tJih. Thc rullowin~ di.;;l'Uli• 

t;Íon th•aiL wilh :.tvailahlc !:ompon!2,!1ts uscd in l.lu! c.lc•.si¡!n of spceific: sdsmo
¡~raphk syslmns. Upon ctu·sc)ry anéilySis, il would nppmu· thaL viJ'I.ually :my 
cle!-.in•cl rc!sponst~ t•urw is allainahlc. In t !wory t.his is Uw C':ISt!. ,\ny s~·í:;mn· 
mc•f.t•J'• uf arhil nll'y naLmal rrcquc•m·y, clampinJ,!, mm:s, ancl sc•nsil ivil.y, pro· 
•J~~e·.•s u JWil·i':No out.put in a·~~sponr;c lo ~:ruuntlmol.ion of nny ;,mplillult• :uul 
fn·qw•nt:y. Cnnccivúhly oaw lll'l!d mc.•rc•ly ~c!lc(!L, lry sunw Sif.!aWI r.:ondilio:lin~ 
m•·thod (amplificalion and sekclive ~·~!~!~ Uw sc!O~ilivily mul handwidth 
or intcrc~st. 'J'hc conccpt is pcrfrdly corred.. 'l'hr. ncglectcd factm· i& noisc.•. 1\t; 
Ion~ as a syslc!m su dcsigncd will produce, in rl'spons•~ Lo grounú molim1 nl 
1 iu~ dcsircd dclcclion lhreshold, an ouLput sufCicicnUy abovc sy:;lt!m noisc. 
Uu• dcsi~n conccpt is sound. Unfortunately, Lhis condilion is noL easily.ob· · 
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l:ti·'''.'rl wh(•ll hi~:h sPnsil.ivil.y ancl low fn·quene~es are involvcd. lf it w~n~ ... ,;-,, 
so·i!,:,IJOiogisl.s would IW('(.I only an i1wxpen:-.ivc cx¡.lloral.ion-Lypc geoplwm~. ;,;.; ':: ·: 
an: 111 i fiPr, :md n variable! fi ILcr to work U1C! culirc scismic hand frum solid-
";tl'l h tidt's tu hlast. vihral.ions. · 

lil'alit.ahlc~ (as· op¡)os(•d Lo j(Jcal) dcsigns for sci~>mo¡!raphs aw hasc~d on 
c;11 dul <·onsidnral.ion and dcfiniLion of thP- sysl.em ·requirmnent.s, as di5cttssc~d' 
''"rllf!l", followcd by a common-scns~ cvaluaLion of pcrformanr:<" capacililir!s 
in ,.,,lliJlOIWnl.s availahlo for u:;r~. Thcrc will always he morr~ Lhan onn dt~sigol 
l.o an~<Jillplish .a J,!ÍV<!Il mcasuwmcnt taslc. SaLbfacLion comes in optimi:.dng 
l.lh· inl.erplay of capahilil.y, eomplexity, and cosL with Lhc n~quircnwnt.<; of 
lllf' applieal.ion. Varial.ions in thc rcsuiLin~ solul.iuns.are cvident wiH•n OJW 

('OIJ:>idt•rs, as an cxample, thc wiclc rangc of sci:mwgraphs in rout.inc use 
worldwide as "long ¡wriod" insl.rumcnLs. Suhscqucnt discussions ouLiiiH~ in
fonnaf.ion on !;)'si.~IÚ componcnts LhaL, hopefully, will be h<•lpful Lo tlw SC'ÍS· 
llltdngi:,L, gcolo¡.:isl, ·or <·nginccr faccd wiLh thc l.a:;lc of spccifying a scismo
~:raph for a purLicular use. 

1 O. f). 2 'J'hc complcle .'if!ismol!mpll 

Tlw h~1si<: eJ,~m,~nts inLC'gral to n ~;~.~~l_·~~:!"~·t~h_¿uc l.hrC'I'. Thc .;:;:~~-·~~~ ... nor
lll;dly a sni:-llH>Illl'lt•r of !;OIJH' des<:ripLion, pro<.hu:es a llH'nsurahle si¡:nal in rf'· 
~'l'"''s" l.o ¡¡ moLion of il.s h:1sc. Tlw responsr~ of a !;t~ismollll'l.er is dwrt~cl.t•r
i:,,,.,¡ l.ypically in l.f'I'IIIS of n Sl'nsil.ivil.y ami !.OIIW fn•qw~llt'Y di'Pt'IHic•nc·,•. This 
fllllll<lllii'Jll.al' bl'havior c:in he sLaled con1padly in il.s l.ransfPr funcl.ion, i.<'., 
l.lw oul.pul (in whaLt~VI'I' unit.o; nre approprial.e - 1~.g., ;o¡,~·~·-·,;~:;¡;·,;¡.¡::<;7 dPfler:
l.inll o f. an opl.ical o¡· nwd1anical levC"r, ele.) pnr uniL I'Xt·ital.ion (again in a¡>· 
propriaL1• unil.s - e.J.!., ¡.:rounrl displaccm••,ü, vclucil.y, acc,!laration, slrain, ro-
1:11 ion, l'lc.), ns n fuJwLioll of llw fmqucncy (in 117.) of llw ~~xcil.at.ion. c:enl'r
ally. tlw l.ransfer fundion is presenLcd for convenit•nn• as a complt•x func
t.ion uf angular frt'qucncy, e.(!., S(w), wlwre w is in radians pcr sccond (w = 
2•r/ Wllf'J'I! r is in ll:t. or cydes per sccoml). 'l'hc complcx nal.urc of S(w) in
clio·.¡Lt•S Lhal. llw out.put of thc sensor nlíly he ouL of phas<' with thc exdla
lilln, ami S(w) coulcl he givPn ·as IS(<..J)Ini•/•(w>, where f/)(w) is t.hc phasc lng . 
• ~·( 0J) compldely defiJws thc response characterisLics uf a s<•ismomC'I.cr. For 
Llw ¡·onv••nl.ion<tl <h~sign using a sprin~-mass mechanicnl oscillal.or, S(w) can 
l11• wril.l.t~ll in l.erms of il.s nalmal fn•qw~n··y, damping, and St'nsil.ivil.y. 

TIH• St'I'OIHI t'll!lllt'Jll. 111 th•• .S<'ismograph ads on l.lw mal pul. of t.lll' sensor 
;11111 1s loos¡•Jy dt•scriht•d as l.lw si¡.[nrrl t'IJIItliliooin¡: tlo-úii·c•. J(. may he no mon• 
u •. .~, a nwchanieal or opt.ic;d system o-rr;:.,¡,~7"'01'. more! ofl.1~11 in muth•rn in
s!Jtllllf'nls, an cledrollic cin.:uil or galvanonH"lcr providing amplifkalion and 
fiJI .. rinJ.! uf Llw Plcdrical output of lhc ~··nsor. In any case, the signa) con
dllloning clcrnenl can also, he characten:~.cd hy iLs transfer function, sny 
C( 0J), giving outpul/input as a function of frequency in appropriatc units. 
Whdc we shall scc LhaL most S(w) are Vt~ry similar in form, C(w), on the 

. 
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ollwr hand, can range from thr simplidty of a numr.ricnl conslanL Lo l.ht'? in
tri,·:wy of nn involvcd ehain oC ampJifi,~rs wilh lo\v- and hi~h-pass filtP-rs, 
yi,•lding n compliC'nLcd, complc~ functionnl rcprescntat.ion. DE'spit~ IH'~'mtial 
c:ompl,.xii.y in C(w), it is usu:llly a straighLforwaa'd proccdurc to \vrite the· 
m a llu:mal.i1:al C'Xprcssion for iL. 

'l'lw third an<l fin:tl <:lcment in a comph•l.t! scismo¡.!raflh rccords Uw comli· 
tionNI outpuL or thc sensor. 'I'hc ouL!lUL of Lhc rnr.ordu is a wcorcl. In ils 
simpln¡¡f. form it. is t.hcdnfled.ion (c.~: .• in mm) .;"e n tmc~(~ frum s~);lu; zcro 
posil.ion on <t sh~ct of recording papcr, film or t,:lass. It may ah.Nl1;1Livo:!ly he n 
dig.ilal word (in colints) nn !<'M tone (in Hz) or ~volta'¡_¡t! wriUc"n on mét~nctic 
t:,pri. Thry rcco:·cler also may havc a charactcrislic frcqucncy rcsp•.)!l;IC. Wc de· 
fi1w it.s transfer fundion as U(w), in the sam~ s•m3r. as for thc i.w·:~ prcvious 
ciL!Illl!lll$. Thc outpul of lhe, rccordcr is thc seismogrmn, t.hc !unJam~ntal 
nwdium of dala prc~amtation in scismology. ·. · 

Assumf!~,~ Llw sysLI'm dcmcnt.s ore thcmsc~Jves lin~ar syst.em~>, wc can de· 
fi1w llw rm;pomw of lhc complete señsmouraph in lcrms of its componcnt.s. 
'l'hl! t.ransfN fundían 'l'(w) of lht'! complete seismograph is: · - -
1'(<•') == S(w)C(w)Jl(w) 

wlll'rc '/'( é>J) il'l thc output of the rcconlcr divid,!d by lhc input to lhc ~·n,;or, 
in l.llt! appropria(.(! unil.s for thc sy¡;lc:m. Virtually nlways a c:omplcx c¡uantity, 
'/'(¡,J) is usually prc:s••nl.(•d us 1'/'(w)l, Lhc ampliludc rc~SfJIJilsc:, in a maguifi(:U• 
tion, Vl'lodt.y li<.'nsit.ivity, or :u~c•!lcrat.ion scnsit.ivity c:urvc (sec I•'if.!. 10,4), 
nlo11:! wit h •/l(w), tlw pha¡;•~ response•. 

'f'l (oJ) t:ll!llplell'Jy ch•!H:rihi!S lhc JH!rfOrlliUil<!C~ Of U lli'ÍSillOj.!r:lph, C!XCc~pt. fur 
sy¡¡l.,·m noisf!, IL is sufficil!lll Lo produce synl.h<~t.i•: s1•ismo~rmns frum u knuwn 
input., /(w) (wlwre /(w) is simply lh~ l•'ouri<!r Lrnnsform, o~.;'pccLrum ot /(t), 
t.IH! inpul. ground molion time Cunction). n serves as wdl t.o l'e(:ov,!r Llw 
input nwlion (in Lh~ fr<'()ll<'iWY rango wlwre Lhc input grounu muLion cx
c·••"ds t.lw l'quiv;dC'nL systcm nois<!) from thc rccorded outpuL O(t). oa· its 
sp,·drum O(w). '!'he nnLure of thc systcm transfer !unct.ion is thus sccn clcar-
ly in it.s dcfiniLion: ; 

() ( (A 1) "' 1 ( (,J )'/'( w) 

or: 

l(w) = O(w)/1'({oJ) 

11. is evid<•nL nt this <;Ln¡¡o lhut, in dcsicning a rt!quimd syslcm wspnnst•, 11U 
thwn sysLern e!1·mcnls, S¡ C, ami R. must be considcrcd in shnping 'l'(w). 
Wit.h rcr!ard t.o thc sy.•;!.cm n·oisc l<:vcl, ~ach elcmiml also contribules. l~illtl'l' 
a IPvl'l oC h;\Cl<r~round noi:;e (C!.g., from an umplifit!r) or a bnsic t'(•soluUun 
(t•.g., thc smnllc~>l nwnsud>lc si~nai ¡n n weording m"dium) will chm·aclca·i;w 
cach clmncnt. 'l'hcso Hmitin~ valucs,. wluch gcncrally ¡u·c Ircqut!HCl-'-dCJ>\'U· 
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,¡,.,lt, can ltt• "1.af¡pll thruu~h" lhr sy~l.l·m Lransfcr funcLion Lo ~lVI! lile o¡wr· 
,¡;c,;¡¡¡.:_¡)·ttlg nniSt' II'VPI or n•:;oJution in O(úJ). · 
¿:;'·· .. · · \V e shall d iscuss lhe syslcm elc~rncn ts in lu rn. 

1 o fi .• 1 Sf•isnwmclcrs _ .. _______ _ 
Tll" sc~isrnonwlt!r is l.he hasie s•~r¡sor of ~round motion, say u(x, y, z, l). 

¡o,,.- i•wrl.ial (10prin~-ruass) Lypc ¡;¡•isnwnu•I.C'rs, thc llll'asuwmc·~tL is maclt• of 
rf'l:tl.ive dist.am:f' hdwc!erl tlw St!i:;monwl.••r framc (ground) ar;d an Íllc!rlial 
r•·f,·rc~n<:r poinl on Llw sw;pendc•d rnass. Normally only one com;Hlrwnl. of 11, 

~;;,y 11,,, is d('l.ecl<•d wilh a given :-.•~rsmotnl'ler. Thc seismonwter outp11t 1S Lh11s 
i'~"•>porl.ional in sonw w¡¡y to 1(, (1), and il. may, c.h-¡wnding on I.IH' d,.~.ign arul 
o,¡ Uw Lypc transdun!r used l.o c.lt•i.Pl'l. tlw relativc mution, acl.11ally pruc.lll<:t~ a . 

· Sl'.tral Vt!ry rwarly proporlional f.o u,(l) or t.hc Limcc.Jprivativcs ü_,(l) or ii_,.(l) 
¡,, l.lw hanclwitlf.h uf inl.t!rt.:sl (s1~e S•!dion 10.5.5). 

l·:x1t'!lsonwl.,.rs or !:!:,!·nin gr.gt•s¡ 1111 tlw ollwr hanrl, nwasurl' 1 iH' chan~e in 
1 JIH' .. rl.llt' conlporwlll.s of u, usually in I.Jw dircction of l.hP ,,lf'as1rn•d <:tlln

llllllt'ril., t'.J~ •• illl_,.(l)/ilx, usJJnlly dt•nol.••d as l.hc r;Xll!nsionnl s(.,-;,j¡¡ •·nulpOIWIIL 

r•,,. 1\¡!ain, d••¡u~ndi111~ on IJw· lransducr:r, whic:h is l.lw "'''.'l~rai l';•rl. of '' ~:,.is
lllllllll'l.t•r t~onvt•rl.in~~ nwl'lwnit:al molion in1o· a u:;alth: ouf.pul. si¡:nal, 1.111• :w
l.ual oul.p11l. rnay lw a l.iull' dNivul.ivc! of t'.•, (1), 1:.g., .'?_,, (1). 

'J'IH' n•spu!lsc• t·r¡u.,tLÜJJJ,S for Ll11: i.:onvt•IJI.ional inerl.ial sl'ismonll'l.•·r :m• •~:ISI

Iy tf,.v,.io¡u•d. l•'ur conv•·nil'llt:e in anaJy¡¡;in~ dala, W<' dt•siw lhP n·spo11s•• in a 
for111 S(w), wh!'rc w ís angular frequt~ncy of Llw l'Xt:Ílalíon (!-iet• ~~~d.iou 
1 (),(;_2). 

'J'I11! t!qllilihrium c·qual.ion fol' a clamp•·d sinJ.{Ic clc'J!I'f~P of frct•dom 1-ieísmo· 
lllf:ll'f, n~spoauli11j:! tu ground molion u_..(l), can be wriltcn: 

111.\: i C.Y ~ fq• = o 
wlu•rt•, .1s slwwn in Fil~· 10.10, x is Lhe al•solute displac<:nwnt of 111, y= x--
11,. 1.111• lllC':l!-olll'ahll' n•laLivc displan•m¡•nt' of 111, 111 is mass of t.hc sy~olr•tn, e is 
IIH· d:1111ping l'ndfic.:icnt (forcc/vclociLy),.' and ll is the spring l'uustanL (furct'/ 
d 1 ~; 1' ~¡:-,;·;;:;¡1.). . 
H •·wril.ing l lw r•qual.ion in thc familiar fOil~ m: 

): t '!.l.,v )' + w2 Y=--·¡·¡ . ... n. n. .'t 

,.,.·;11'1'«: c.v., :-:: ..jt.·¡iil, l.h~- undam¡wd natural fr~quency of lile systcm in r;HI..111/ 
~,., .• and ~- = c/'1-mw,,. thc c.lamping factm:, i.c., the fraci,ion uf c.:ratícal d:•mp· 
in¡~ for tl11' oscill:l!.or. ' 

'J'hc solution lo Lile equalion oC motion ,;,s rcadily ohtained by appli,·ation 
uf thc La place Lransf orm, i.c.: 

. y(O) + y(O)(.o; + 2w11 ) · F(s) '• 
Yts) = _ .. ____ · - ·-- +-- -· ----.!... 

sl + 2twns + .cv~ s2 + 2tws + c..:•~ 
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l•"ilf. 10,1 O. Mcchnnical r;chcmdic or conlfc-riLiorilirincrtlnlscismometcr. 

whcm'! .'l = iw, Y(s) is Lhe Laplace transfor of y(t), and F(s) is thc IAnplacc 
A. Lransfor of --u.v( l ). 

Tlw ?irst. tcrm is thc c:omrlc:mcntary solution, rcprcscnting t.mm;ieni mo· 
tic'!n duc !.o iniLial c:onclitions at t = O, whilc Lhc sc.:ond is the particular so!u· 
t.iou for Lho fordu¡.: aeccloralion -iix{l). 

Tlw Lrunsient motion, or natural vihration of thc oscillator can i)c tr;\nS· 
Cormell bucl' Lo L!w time domain, giving: . . 

[ (
y( O) y(O)r) . J y(l) == m\p(-twnt) y(O) cos fJW0 t + #iw-;. + -·-¡:¡·- sm JJWnl 

wlwro ¡J = (l -t2 )
112

• 

'fhc physienl significancc of criLieal ciamping (f = 1) is ch~•u· in this form ;u¡ 
liH! valw! of e ("" 2tmwn) for which thc natural vibralíon ccascs and Lhc mo• 
Lion hccomcs n simple cxroncnlini uccay as y(O)c·wnt, This is Ltmnccl criticul 
cl:unpin~. For r > 1, thc nuLur:ll moLion is dcscribcd hy cxpontmliully dt~ny· 
in¡.: functions, always tal(ing a longcr time to rcad1 a givcn amplitudC' rcduc
t.ion Lhan for t.he crilieally dnmpcd case. In mpsl scismogwph dcsij!ns, !.he 
nal ural freqllcney w .. oC thc seismomcl.er falls within Lhc frcqu~ncy hand oC 
lhe grounc.l motion to he rccorc.led by thc systcm. In such (;a;;(!S, dampin~ot is 
usually sl'l nt:ar-cril.ieal to diminatc rrolon¡.:~d !.ransicnt o:;dlialion!> wl11ch 
Lcmd Lo mnsl< \he dcsiréd response to the ongoíng forcing ground motion. 

Similarly trun~fonning thc ior·:eu molio::1 back to time yiclds, for a t;c~cr· 
al form of -iiAl): · 

-1 1 ·. .. 

y(i) = --- {ii.,(l) cxpl-iw0 (t- r)J sin[JJWn(t -T)]dr 
J.tW,.. , 

o ' 
'J'his is Llw familiar convoiution integral sccn in lhc analysis of li!war sysl«!iil 
response. JL is clcar U.nt thc ouLput uta givcn time dcpcnds on Llw tqti.!.l.¡lrior 
Lime hist.ory of excitnlion~ With clamojpg ncar-crilical 9 howt~vt:r, thc ¡·cspcnsc 
to n ¡.:ivcn inpul i5 rcduccd ~ignificantJy by times of thc ordct of &ovcrc.l Lím~s 
thc nal.ural pcriod. ! · 
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:::d.h•·•· UJ:111 a ~~~·•••·r;d for111 of un it ¡,, I'OilVI!IIÍI'IÜ Lo eonsid,•r llu• S(•i·:uiO· 

;:,',; ,'llldl'l' ri':>JHHISI! 1 o Slllil.~nidal ex r:¡Lalion :• L a p:lrlici1lar fn~qtW11l'Y. Fur haro 
1 11•· •ni,· ¡.:rolllld nwt.ion of Lhc form: 

o ,,:. (/) =· 1\ siu w,.l 

Ol; 

11, ( l) .. , 1\ 0 sin <.v.,, 
(v~ . 

wl.o·n! <.oJ,. is l.lw au::11lar fn•qul'ncy of fnrcin"' molion (radians JH!I' SI'Cflllll), 

1 lu! sl.l!:tdyost.alc rt:spollSI! (ncglccting lran:-.ii'IÜ motion) i~>: -
)'(1) == o o • - ' ' o .. -----sin( w t + 1>) 
• 1 (w?, -- w~)1 + (2tw11 w.,) 2 J 111 

" 

Wlll'l'l!: 

,¡, 

t•.•v•·:: 1 ht: plla:;t• ¡.;IJifl.. 
'l'llis I'Xjii'I!:.OSÍIIIl ri'Jli'I'SPIII.S liH! j,¡¡¡;j(: lllt';tSIIf,llilt• llllll.ion Íll :t ::o•i::lllllllll'll'l', 

1 1:11111'Íil1: for l.llt' lllllllli'IÜ any (!!'fl!dS o f I.Jll! f.ransdtii'N Wh ie'l1 ddo•t•l.s !.11 j~; 

1nnl.ion, Wl! l'an dnri•u• t.hu busic seismumdcr displal'<mwnl S<!nsilivily, or 
lll:'l:llificat.inn M(w,.), :¡s: 

lv(l)l 
/11( (,J,.)"' j ;,,.(t) ¡ + t.lw pi .aso lag t/l(W0 ) 

w~ 

~unilarly, t.lw V<'locity scnsitivity is: 

M(wr) . . 
V( w,.) "' - -- + ndd ilionnl 1r 12 phase lv.g o ver M 

Wn . 

(v., 
= .. 
f(w~,- w;)l + (2~WnWo)l]l/1. 

nnd l.hC! H<:l'l'deratiun 1\l'nsiLiviLy is: 

kl(w,) · . , 
;\ \ t..J,.) =- - - + udd i lío na 1 n phusc lng ov-cr /11 

w~ 

\ 1 
e _ _ .. w -· •••• ·-·~·-- --·---

l(W~,- w!}l ;\- (2~WnWe)l]l/2 
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'fhe cr¡uívalcnt r.r.pressions in thc íorm of comple>x t~ansfcr funcLions nr~: 

s1 
SM (úJ) =- - -

s1 + 2~w,.s + w:, 

wiH·u· s ·= ÍúJ. 

Tlwsn rundnlllrn!.al SC'n~idviLy curves am presc~nf.(•d for various d:~mpin~ rac
tOi :, in Fi¡~. 1 0.11. Thc concsponding ,,h••.::g cu¡;vc:> al'c shnwn il1 l''i;.:. 10.12. 
No•t• ~haL an arhitmry 5peci!icnLion of!;.,;u;c mu~t be madc. corrcsponding 



,-- íao• 

OJ 1 10 100 

fe /fn 
¡.·,,:, 10.12. 1~".!'- r•·~pon~•! (rp) for Lhc maJ!niricnliun curvr. M in (•'i¡¡. 10.1 1 for fnur 
•lampinl{ vulurR, llil!h·frcr1ur.ncy ollymplolcs are ~>el hy convcnlion nl 0°. 

lo l.he ~iJ.:n ddinil.ion on y rclaLivc to x and u, in Jt'i~. l 0.1 O. In s•.•is•nomct.ry 
il ... , conventional t.o s¡wcify thc asympl.otic pha:-;1•-delay vahu' as :t.No for 
lu¡~h-fn~queney clis¡llac:I!Jnent sensilivity: i.c!., we wmally lapliiC' l>Pismonwl-t!r 
iu a givr•n clirc•cl.ion ancl idNtlify thc output polarity wit.h llw t.ap dimdion. 
'J'Itis l'onvenl.ion prculuees the phasc rclal.ions shown in J•'i~. 10.12 for y rcl· 
al.ivc• l.o "·"' mul illusl.ralecl for high frcqu••11c:ies in l•'iJ!. lO.l:J. 

'l'lu· lwismnmct.••r thus proviucs us wil.lt lhc m1•asurahh: c¡uanl.ily .)', which 
is rl'lal.<•cl lo lhc ground mot.ion u.v as shuwn in l•'i~s. 10.11 ancl 10.12. Sil!
nai t:ondil.ioninJ.:, ns will he discusscd in t.hc nexl section, is normally applied 
lo y in lhc fonn oC amplificat.ion and Cillt!ring. A vcry common form of such 

u. 

u. 
y 

TIME-' 

1·",;:. 1 0.1 :J. llhu;trntion .. r hi¡!h·fn•r¡llf'II('Y Cfr > (,.) phasr. r<'ll(lUIISt' or !;l•i,;mnmrlcr rli~· 

plao·••mrnL y lu ~otc•:uly·r.lato• 11inusuidul ¡!rouncl dis¡)lnccmrmt uJt, vclot'ily "·'' nnd nccdt•m 
tion "Jt' llillh·frt•ftllf'lll'Y limil iR 0° IJy comr.nlit,m. 
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co:ldil.iotling is ;tpplit•d wilhin Uw scismomeler in llw proc1•s!: ohlWil'·•lrin~ 
y. TI u· dt•vice \vllidt performs l.ltis mcc.!SllrcmcnL wii.hlll Ll11~ scif>mom· lt'l" is 
l•·rttll'd IIH! f.r:tnsduc<!r. Transdtwcr in ~cner;¡i w:e ;m· dw;i¡~nNI to nu•:, •. ,,,.,, 
t'ii.H•r ..... (!.ht•~;TI~pl:i7:0.'in~!iÜ of lilt.~ incr.Li;;l rcfl'I('IIC•'•) nr y. Tr·" r.-um.·~ ~ ...... ,.~ 
1 llt' dif.pl:w<•mellt tr:nlsducf!r, coll';ists normally of fdtlwr a passiv1• i••\'1'1" ~.ys
(.,.,,1 \cp!.ic;d or lllf'dlílnical), u1· of <ul ad;vr- (r•·quiring t!XLcrna; pj,·na-;c•al 
powt•r) c•lt•dronie t:ÍI cuit. lo lllC:tSlll'l) ch:lllgC in ('lljlíli!ÍLanCI! bclWI'('Il a fiXI~d 

;u,d a nwvin¡.: pl;d.t~. Tlw •;c~locil.y lr;uu;dllCN is t.ypi1·ally a coil of win; m•WmJ! 
iu ;¡ fi:.:t•d ill:tg.wtic fic!id ~l'llf'rlÜ!!d uy a pcrm:uwnt !llé.\gnd, aad jll'lllludng 
an Olil.pu!. voll.agc dirediy proporl.ional to t he ri!lnlivc velodly ~,'. In t.his ca:a~ 
tlH' s<~isnHlllJI'I.f'r ou~put is fl!ff,•rc•nLintcd, and llw rt'liP•.IIJSI' curv.·<; .H, l', and 
.-1 111 Fit:. 10.11 ;m• llllllt.iplil~d hy Wo = 21;j,., shown as M'. v·' a;,d /¡! itl """ 

fi¡:me. Nol~ l.haL it is noL possii)JC lo ohl.ain u fiat. nta~(nificalio" \!III"V(~ ft·om 
Llw Vl'locity-(.r;¡l!sducer oulpuL, unless furtlwr !;llapin¡: ís r.pplit:d t.o !.lw si:!nal. 

,\11 :!11· l't'f>JIOI1SP I'UI"VI!S Íll fif.{. l.().J) f•hitilJi!. nsymploi.ÍC dl'llliiiU!~ Wil.h 
!;lopl•s prtlp<•I'Lioual !.11 fi wlwn~ 11 is a positiV(! or il~!gnLiv1~ inlt•g'''' or .~1'!",, (~;~·" 
in:-.t•rt itt ri¡:q:-¡•). Furlhl'l'lliOW, Uw:.;c a:;ympln!.I'S always ll~l.··rsl'\"1. at. {,./fu"" 1, 
i.1• , al !.lll" naL~tral frt!quconcy uf l.lw :a!ismmncl,!r, Nott• abo th.!l, fot h1!¡1vy 
!l:ll&lp:ng {,;t'l! curV''" lo1 t"" l 0), a Lhird ~traighl scgi'111!11L uppc•ar~; ;mnmtl {.,/ 
r .. . l. 'í'llís segnH:IIL (!Xlt~nds frorn fl.l2s" Lo 2~ r ... and is oftl'n USt!U in re· 
1- 1 ~· •n:a! shapin¡:, For exmnpl<!, Q!.~i··t s.ltwJ.~.ilJ.tJi..>o.ll...Í.Ils.u:u.u.u:uL.:i use Llu! <~Uif'VC! 
A' 1r~' JO) whilt! U.S. dc~signs use lh~curvet1 (t""' l).Wi!lt~lon!(HHH)ancl 
l!ndgns {l!Hi7) presenl a compllllc disc: or Lhl! ~rnphicul rcpn:sl'ntation of re• 
lijl<lllSI~ l'Ur\WS. 

1 o. 6.1 Sit:na/ Cfl/!{filion illf.! 

\VP havn n!vwwed Liw nal.un• of baliic IJUI.put si~nals presentt•d IJy eoi\V(!Il• 
t ¡, 11 al s1·i~;monH: l.t•rs. Jf thc shapc ( frcq li('IH:y rcspon!\c) ar1tl ;&1 ·~;olu te leve~! 
(1-l'll~i!.ivtly) nf onc~ of thcsc c:mvcs if ess1~nlialiy thaL r<'quired for :1 purtit:u· 
lar applical inn, ·wc 11eNI only n~t:ord Llw si~:nal. .l\1ow ofL<•n w1~ llave nued Cur 
a diff··n•IJl shnpc anJ/or scn¡;iLivit.y and musL invesli¡;ate nwthods of si~l\als 
('Otlllil!OIIÍil~:. 

1 n virLually cvPry req1l in'nu•nl for a sl'ismograph th:•n• I'X i::;! s a ntn¡.:~ uf 
fr,·quencit•s lo lw ret·mdt•d wilh r<iasonahl~ difelit.y. Thi¡; spce¡fication al· 
m••sL always imp!it·~ injpc·t.ion uf unv.ran:.1 d h:>ci>~!2~!.!JLLJ\!.'!.;:.:~ (from i!ilh('r 
liw sysi.Pm or 1.!1<• g¡·nlllHl). In Jo'ir.:. 10.1•1 w¡;":fi(;w a ¡.;ntwra!i7.<'d iJ;wl(¡:wunc.l 
nui,;1! eurvi! ior a v1~1y quid siLe. Supc:rimp11;;ed on HH!I!hly ¡¡ {,. 

1 or (.--:"~: widc•· 
lt:ltHI noist~ di~trilnrtion am tlw minost:i· tn pt·alts, parlic111urly llw 5-8 lii'!C 
h:~111l rdat.ed Lo ocnan wavm;. H ¡¡;~:;;,:-Vf! whil:h hm; lwd i.hc ¡.:wal~:~l. in· 
fl•wncc on hiv.h-gain r.ci:-.mo¡Fllrh dc~;ign. Thc commcm lollg-¡.Niod·-;;horl· 
p:•riod cltvi~íon is oiJVÍOilsly mut.iv:1l.1~d hy tlw nec1•ssil.y or tnininf!;r,¡nif re· 
:;l'•lllsc• ~trolllid {i-:-:¡o~· l"·riocl. Tlw rationuh• inr ~harp ll•~ahin~.; oí !!H~ ¡·,·spmast• 
u l. :1 fJ -•111 1>1:1! in t.l il' mod l'l'll h i¡.;h-¡.:nin lo11g-¡wriod ¡;y¡¡l;!m:-; !i!ww isc i!> hn~t~tl 
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1· •·: 10.1-1. /\v••racr h:wkf!round mic:ro:;cir;m for u vcry fluid Rilr, in mm of ¡¡round •li~<· 

pf.u:l'lll•:nt, 11'1 n funt:liull of frt~'fliCIICy, 

on h:u:lq~round mul.ion c:onsidt•ral.ions. l'el.Prson and < )r:-;ini (in pn·~s) dt•· 
: .• ·:·illl' 1 lwst• I'Oflsidnal.ions in t.lw dt~si¡.:n uf Llw modt•rn SP1:->tnic Ht'1:•·:m·h Oh

..;..•:n~:!!·•!t~i-~s.L.':ili.i)) whiC"h are heint: insl.all••d in llw world-;-i·<·l-¡• nt:l.worl<. · 
'l'lw dP~n·t~ of eondit.inflillt! 1wcess:~ry 111 a sy¡,f.pm will cle¡wnd on tlu~ :-.uiJ

:-;c·r¡tlf•nL rrconlin~ of Lh<• si~nal. As dis<"llssed t•arlit!r it1 l.his clwpt.N, Uw con
v•·fll.ional \'J::thlt• Sl'ismo¡~ram ust~d in rout.inP st•tsmological ohsPrva! io11s has 
l•,•ill'd dynamit: ran¡.:C!. Buch records arf' 11101"1! n•,I(Jable! wilh corrc·spondin.!.!ly 
11·11 rowt•r ~u•Jllis t.han an! more brnadhand sPÍsmogr;uns. AL tlw ollwr 
'''.ll't'IIH', a dtgttally n•cordin¡: sysl.em wilh vcry wiJ~· dynamic r;lfl~l!, say 100 
d ~~. f'an record wil.h :1 widt! fn~c¡lll'ncy rang1~. 

:;i,!nal eondit ion111g in its mosL l:omn111n implenwntation consist.s of :un
¡ d.; u:at.io11 and/or fillt•rinJ,! of Uw signa! l.o prmluct> t.lw clf'sin:d ~~·nsit.ivit.y and 
¡~,,,dwidlh. lla~c: paramel.ers Lo he considt•rt'd in I'OtJ<Iil.inning nn: tlu• inlwr
, .. ,¡ nuist~ lt!VI'b al tht~ sf'ismonwl.t•r outpul and i11 Llw condit.ioninl! dt•vi('t', 

,\ f.ypi .. al movtnl:-l'oil Vl'loc.:it.y f.r;¡nsdu,-,·r wil h St'Vt•r;d hundred uhms n•sis
: ... ~t·•· will llíl\'•' a ~:l'tlf'rator conslanl. (; of around lOO volls ¡wr lllt':t·r l"'l' 
. ·•'111111, or 100 newl.om: pcr am¡ww. This quant it.y is a fixt'd pro¡H'rf.y of t.ht! 
pnm:IIH•nL nw~:twl and coi!, N¡unl Lo t.hc producl. of thc flux clt~nsiLy IJ 
¡ \\ot·IH!rs/m 2) :tl/lfl Lhc IPngl.h of conductor L (m) in l.he magrwtic fil'ld. Tlw 
q11:11alil.i(•s Vm·-•s- .¡,N/ A, or Wb/m é.ll'e numcrically allll dinwnsion:dly idf'll· 
(.real, and all speeify G. l•'rom Fig. 10.10, Lhc typieal background vdocit.y at 
a quiet sitc aL l llz is 2rr · 10- 11 mtn/scc or 271'mp./scc (or nrn/scc), producin~ 



n p.·al\ voiLt¡~l! of ().(i pV. Tlll! inhercnL .lollnson llOÍSI~ in !he coil by virtlli! or 
its rP:-.Jsl.ant'l' is sm;dl('r hy more l.han [\\:(, · ¡}};Ígt'íiLLi7lc lhan thü; volt.;t¡.:P in n 
J.!a¡:d.w.idlh of n few lwrt;;, yi<·lding a fairly dcar ami m.• .. ont~.minat.¡od signal 
fr0111 !.he sm¡¡llt!Sl ¡.:round moLion:; wc might wish to nt::asure in Uw ¡¡hGt·L 
JH:nod rau¡~(~. With r;-! ¡:rol!nd noist.:, lhe haclq~wund parl.iclc Vl'i(.dl.y wi:l 
rc•m:Íill cs~;¡~nLialiy consc.\ll\l HXCC'p~ fo.: i'!Íci'OS(~¡S!}.l pcakli, <IIIU, SO long c'lS y t::i 

ll \ U~> r .. ), thl! velucit:;.'-lr;\nsc.lu.::ür m'ii:í>Ut ;~ÍVt!S the most noi:;c-fwn mea· 
::ur.•mmü of y ovor a re::~i.iV<:;y widt! frer¡uency il<Hldwidl.h. · 

J\ collvf·nLional rlispl;t,.;:nH:nt tr:111sducer using capadlan•x• ¡:.btl's is inhcr· 
('lllly n dcvicc wil h gn~a!.c( no;:;t!'~oil by virLue of thc facl. tlwt. iL is nn 

adivc ei1H.:Ironic circuiL nwa1il!.ri:1;: smnll cnpncilanc1! changes, Lltus suhjr~cí. to 
noi:,e conl.rihnl.ions frona ils compoawnts, powcr supply, de. l;; l1;mdwitiths 
of a f(nv lwrt1., wi!.h v<.•ry ca,·pfu¡ d<!sign ul.ili;:in~ phase-s(~l~:;iliv<.! dded.inn, 
noise lP~Id:; eq1dva\ent Lo lo-·7 111m havc ber.n achiw;cd. For the ok:t!r·:>Lylc! 
dt:si~:n ¡•sin¡.: h;1lanced resom:nt circuits, u pradieal pquivulPIIL noisr• l•~vcl 
would ap¡w::r to he J.o .. ··r•--lo··li 11m1. Sec DraLlcr (in pre:;s) for t• Jiscussion 

o f e~:~-~~':.' 10J!L:.~~~nstlucers;, 
l'vlotkm í~~:!J;¡II ·~~':, ::r•! cnpable of opcratinr~ ovcr bandwidths oí sr.v1!r:l~ 

lu·rl . .r. wil.h t:q\uvalt•nl ~npul. noi~•! levds of somcthing iess than OJ JJ.V for ,¡¡¡;. 
cn•l1! colnpil!Wnts, antl.ks.<: ~l 1 1-1V for the hcst inLegrat.~d -..:irr:t1iL nmp!i" 
fit:n; ~cosL ahouL ~:¿,;;), Clt•nrly, t.lw !iLt~l.o-of-l.lw-art now a!lows ¡,:;iJsi.itulion of 
s..!,!~i.~!-~l.:i.l!.:...:.un.u.lilu:t:.i for.J2!.:mnonwí.Ns wherc hir~h ¡.,en:;itiviLy ns r:"quired ami 
1 )(; pow~·t· ( lypically lllllch i~~ wal.l) is ;.tvailahlt•. This d('Vdopnwnl, 
in vNy n•n•:ü year:>, hus pruvided a ncw dimcnsion in f!f'x;híliLy í'or st·ismo· 
graph de:-;i¡:n. 

1 íntil around l.hc middlr; Hl60';; therc was no ~ubst.il.ul<· (or l.h(~ ~:alvanu

nwlr~r as a low-r.oiw :unplifiN. Er¡uiv~lent input noise lr~vcl::; he~ow 0.1 JJV 
we;· •. • n~adily avaolahle. EqunHy imporL~mt, thc ~alvanomctcr derivl's its 
drivin¡.: puwer direclly fwm the mcving-cc.il lt\1nsduccr, wiLIJ cxlt!nwi puwer 
n•tflllrt'd only for llw li¡:ht r.ource. h !s this comlmJnLion of low noisc ami 
high gain (3 tu 20 nun/¡.¡V) llwL scts Lile ;;eismumC't.Cl'--1~;1!V;'.t~'JilWLl'r comhi
na! ion as Uw standard r!lt•clroma¡;uet.ic seismo¡~mph for m<:ny years. lt also 
h•d lo lhe ¡llwt~,lul•c amplificr (PTA) wlH:IJ !Jigh-lcvcl dc•dr!cal :>Í~¡nals WNe 

rcquin•d for sub~equent visibli.: or tape recordiug n;HJ oUwr si¡.;;l:\1 pro~essing 
or 1 ran~mi:-;sion. -

¡\ conclu~ion :q1par~!llL in !.he prc·ccdinr, discussint; is importan~ in Lhc 
d1·:o~;:ll uf si:~ttal-•·uaal¡i.i:;ning l'lf'eLronics following a .~f'ÍSI\1\."•met••r nutput. H. 
is l.h:•t ;,v;11labi~~ Vl'lucity c•t tlisplacemenL lv::~:ls<.lucl'r~; c:1;; ~¡,_, usN.l wit.h t•qual~ 
ly !>al isfacLory rt~foull¡; in !.he rangc o(' frcqw'ncies abOl!(. 0.0 ~····LO i h:. ,v!wro 
t.lw :-.t!ismonv•lo'f H•lalivc di:;place&nl~nl. ,Y can be Jn~\!.IC r·~:.<;(•nLia:i:/ :•r¡1:al :o lhc 
t:ro11ud d isplal'o'lllt'll L 11 . ., i .e., ·wJlC're i,hc ilf-eurvc is csst n Ua;Jy f!;:L In Lhis 
ran;!l! ~iLlw,· Lransdt1<:1:r enn be ue¡;igned wiLh inhcn!HL r.oi::!· ~C''''ls cqu¡v.alenl 
lo wound disp!acemcnt& wdl l>dow bacltground ir: t.hu l)l:i,·I.•}C.!. ~Ítl;~>. 1\!. fw
(jlWIIC!cs uuovc uhmü lú H1-, l;y v~due of Jccn·üsiug ground iwh!, ~he dis-
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· ;·· plai'PIIltml-1 ransd u cm- noisc approaches h-vcls cquivall'll t Lo hn('l<~!fllllnd. 1\t. 
low fn•qtwtwies, howev1·r, by virtuc of t.h~ more rapid d<'c:r":t!:<' in v••locily 
(y'¡ 1 han Íll dispJac:erncnL (y) ({; VS. {;) with JongN-pNiod ~!TOIIIHf ¡;Jiltion 
(,·ompéll"~' /1/' wilh M in l•'ig, 10.7), lhc displaccnwnl trnnsdt11:er. rapi.liy lw· 
c:o••H•s Llw heller dt•Lednr ami is Lhc lo¡:ienl chokc for nwasun•nJI'fll uf 
Jll;•¡d l•! surfacc wavcs, free oscillations, ¡~ravity, t•arth strain, antl sol1d-e:.~rLh 
f.Ío.t• :, ,....-

'.'lll! ahovn eonsitleraLions of noi1;1! lillliLtlions in si¡~nal conclili•llttl•t! IH·· . ---~---~ . ,, ··-
l'll "'' lllOI't! Jmporlant as higlwr sensitiviti•~s am rc•quired. l•or mosl ~!.!.!H.: 
~L• í ion .. :uul cngint!ering·s(•ismoloJ!y applical.ions, huw<'vPr, Llll' ~!~'"''''" ulo· 

: '' •·:--. f.o lw lll«'a.'oured are suffici1•tlf,ly larg•• t.haL noise )I!Vels in sigu;d cuudi· 
1.11• 1 Ílll! d1•Vk1•s are nuL llOJ'IllUJiy H Sl'l'iOIIS l'(tllC<'I"Il. 

l'lw hasic rult! goV(!rning :wleetion of ~:ignal-sondiLioning eomp.,¡wnU: is 
1 h d llw full W!f!l_!l~~~~of thc rccnr<.l in~ cleviec is USl!d for e• nu•u 1 111 o
'·'"" in tlH' handwidth of inLcrcsL. An cxmnple would he in digital recording, 
\\ ltt•w un~ would wanl. l.hc ll~asL significaut hit in lhe di~ii':ñl"'dal;J word t.u
n•pmst'lll. ¡~rnund motion ancl nol. ¡¡ystr.m ~- Similarly, the mt•<.:f¡;ulical
and opl.it·al dl'sign in n conventional stronr~·motion ~I!TOilldt!r shoulcl he 
sufl'i•·i,'ul.ly dmln lhat Lhc! smallcst mf':isurablc clcfleclion of liH! photo· 
grílphie Lr<H'C! wprcsenl.s S(!ismomcLcr mirrur dcflcclion due t.o ground motion 
und rwt spurious noisc in the mct:hanical film drivc or opticul sy~;Lcms. 

1 O. fi. r; llt~cord in¡J 

Thl' dt!('Ísion as lo rccording mc!Lhod for a scismograph is usually re:u:hf'd 
carly in tlw syslf'ms dcsign proc€'uurc. Dicinled hy Llw planrH!d u~>e of llw 
dala, as wdl ns hy thc form and quality of thc signa) nvailahlc for rec:ordinl-!, 
l.lw I'I'('Ortlc!r sclcction is norrnally slraighiforwanl. l•'rcquency hallllwidl.h, 
dyn:uuic: ranJ.(c, and record JcnJ,:th, in adclition oL physical ami clcctncal con· 
¡;( rninls, nn' Lhe principal paramí't.crs govcrning thc choice. 

'l'lw majur rlivision in commonly uscd wcording sysl.<'ms scparnl.c~s visiblP, 
or h:ml-copy, l'f'Cnnl<'rs from Lhosc which record thc signa! on magnelic tap¡_• 
of !·llllll' l.ypc. Tlw formcr dcsignation includes: (1) dc•vic<'s in which a st.ylus 
Íll!>t:IÍiu~s t.ltc n•cord on smokcd or oUH'rwisc coatcd fHlJH!r, glass, or mt'Lal; 
C~) pc•n ancl ink recordc•rs; (3) healC'd stylus on spccial pa¡wr: ami ('1) li¡.:hl 
spnl. on phologrnphic film or pnpcr. Dynamic rangc is limil.cu l.o ahoul. 40-
f,¡: dB in lhc lli$L cases. Tlw highcsl frcquency mcasurahle dc~p<'nds o11 Lhl' 
sp.···d uf Lite rccording meclium rclaLive to lhc slylus, pen, ur li¡:hL spoL, ns 
w•·il as un Lhc actual sizn of thc trace IJcing wriLLc'n. Typical rcconlings 
sp•·,.cJs range from 0.1-rnm/scc for frcquencics ahouL 0.05 llz, up tu 10 mm/ 
sc1· for frcqucncics as hi~h us 20-50 ll:t. (dcpcncling un trace widlh). In 
gc•••l!r:.tl, lhc fincsL l.racc, tnbout 0.1 mm ;wide, is writlt!il hy a stylt1s 011 

¡;mul<c•cl papcr or glass. Thc problcm of pPn friction and nssodalcd cjeadl)<llld 
is l'litninatccl in phoLoJ.(raphic rcconling wlwrc high contrast is nlso obLnincll. 
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Thc• c·onvc•nic>nct~ nf !H~II·i11k wcordNs, using inexpc•nsívc~ papcr, j:; oflt•n pr··· 
f•'ITc·d in a i.r;ld:~¡;ff ana!ysis t:on:=;idl!rinf.{ resólution, cont.ra~;t, <111<~ lriciiHn 
:dn111~ wiLh c:osl. ;;nd convcnit!lll:e. A comprumisc wit.h Uw conv('llÍI'IICc! of p1·a · 

:md papN, ~,~;r impm""ed re:;o!ution anú conlrasL ovüt ink, is Uw lwatNI :ii,V· 

lus on s¡wcial coaf.ed papcr, which is naLuraliy more cxpcnsive t.hau Llw p:;dn 
pap<!t usc·d wi!.h in k. A popular multi-cllanncl mcordt•r usC's l G-mm ni•H 
wil i.:h is fll'O('CSIWd i 11 thc u; li!:. Unlc':Ss crn.iii;-i¡¡;m,g-¡_:¡jjilíls'(1t!SÍJ!Ill!d for a 1-óJI•. 
c·if11: re1:ording I.Pchnit¡lW !e.ft., thc '10-mn• film in many stron~·moLiou ¡;y:-;. 

l.P:11s ), l.lH! l'1?1c!cU,m nf visibk n·corclcrs is normally uascd a.s mw:h on fll!i"· 

¡;on:!l ¡m·fl•r<:m:c! a . ..; Oil del.ails in spc•cifical.it>l:l;, 
\.:t_~.!,!~~-!:.!.!.<:.:~~!~!~~1 in gPIWWI, :m• clf'si~nl'!fi for luw cosl plus tlw (•~;:¡vronient·,! 

of VII'WÍil~ a11d li'Pilltii.!J!'ll11-: aL leasl 011~ uay's dala 011 a SÍilgl<: r<•conJ. 'fhf"y Ul• 

lo\V IIH'óiSI!fP.iiH~IÜ of tiilll'! anu ampliludc, only cstinléll.inns of fWljll<'IH~Y (!011· 

¡,,.¡,1., alid hy ;u¡d lar-¡:1.! r,re noL wdl suil.!'!cl for rli~il.i~al.ion and ¡;uf,sr~quc•¡tl. 
¡u·,,.~t·ssin~. i\n «':<cl:p~ion is Lh!~ high-qualil.y stron¡~·molion acedPI'CJI-!I'<IjiÍl 
fil111 rt!cord, wllkl! conlains n sinl.(lc cvcnt un lhn~c wcll-spacl"d trm:c~s aL 1't!l· 
ullvc·l:,t lli;:h l'f!curding ;.;pccti. 

1\la¡~nt'lie-1 UlW r.y,.;l.r•m' ·wm>tiLu l.!'! thc ol.her principul clllss uf rccorrlc·rs 
,.oi:ii71iiiif.Y usf'd in ¡.~,;i~molof,!ical meustucna(•rll.s. Dnvclopm,.;ll.s in luw-pow"r 
aualnJ! an<l cli~ital circuit.ry durin~ lhc 1!>70's, plus l.h<' int:rC'asin¡: acce!-.s ur 
woriH!rs l.o nnalo¡~ plnyh:.~ck facilities and Lo smull cou1putcrs wtl.h 111:1:-!llC!t.ic· 
l.a¡w playh•H~k capahilíl.ies, havc resull.cd i11 gmal.ly itH:l'i!ascd ••pplil'ati•m of 
nw¡:JII'I.ic·Lap<' recordi111~ in n widc ran~e nf s,~ismological cfforts. Hl!t·c,rdintl 
is an·ompli,.Jtrd in i.lm:ú fundwrwnlally diffNc!nL modc!s: (1) analog clirocL; 
(2) ;;n;do¡{ FM (fn·• ¡llí'ncy nwu ulat('d); an<l ( 3) digital. 

111 clir<~ct recordi11g the analo~ ,;i~nal is couverl.ed dircdly inlo u prupor· 
l.ional lllétJ.:III'!.izaLion on llw Lnpe. A cons'~tfUI'nce of Uw di'[WIHII·lll'l' on t.apt! 
f.o lwad Vl!locii.y in !.lw playhacl< process is lhat DC siJ!rwls canno1. lw r.·,~ord· 
1•<1 .111d rcl'ovcrcd u11 play!Jo.ck, tinas Llw nlf'Lhod hru; n low-f¡wp~r•¡H;y cut.oH 
of ~·•'Vf'r:d lwr!1.. Very iow rccordin~ SIJI"I'ds of ai'ound 0.1 mm/:-<l·C wilh liJl 
1 o :•,1) d B dynamíc l.'<llll!f' havn heen used lu record data &l fn!CJllf'nci¡•:; up t.o 
20· <iO 1 ll .. [•'or 1kin !.a¡w wilh scv,~n úata l.rad<s this is n Vl'ry dfkit•¡¡(. modc 
or dal.a slora¡~~- 'l'h1• i:1cl< of DC rp:;ponsi' and wlal.ivcly low dynamic ranJ:t! 
nrc· llw llli&jor li•niLn.ions of tlirc•cl •t!.ll!l!Jg rc•L:ordi11g. 

1•'1\1 a11aln:1 m;¡~nvLic·L~pl' wcun.linH offt•rs Lhc advnnta~:('s of DC r••:.;poiiS<!, 
pn•I'Ís,. nnlpl;twl~· mi'on11ai.inn, and -10-fJCI df.l dynamic railg<', at. a Lt';¡dp,;¡'f 

iu 1 :.p,. :.pl't:' :. 0·-1 O l l·r. lJa/;dwid l.h ean be oht.t~ined at 1 mm/sr•c l.;qw .spe,•tf. 
Cou:.idl'l'itl~ n¡~ain SI!Vi'!l d;,ta Lrm:l\s un a ~~~·"in tape aL this ;;i.:w: ~pc•nd, n si~tglc 
f1!1•l of La¡ll' l':lll conL~lir: ¡;ovfmtl we••k¡;¡ claí:¡ from up Lu ¡;cven soi:;u.o¡~rapll:-:, 
Whií,. ¡;w:h n•corderli n1: Wil'd wideiy in Sl!•~•molo,:{y, l!wy are in l'L'~alily pre·~l
t:íon lahoratory d~·vict:.:; not wdl-sui!ed í.o liw ri¡~on: of ficid i;;,;(alii1Uo:1:; un
Jm;:; nwinl.ainl'd ~~•'ll~>~Hnt!y by. qwahficd t.•~~·:,a.iC'ÍilllS. 

1 i1¡~il al lll<ll~~wl..:<'·l 'IP•l w<·r,rdiu¡: ¡¡ufft!l'l~d iniliully from i.lw low :nrormól· 
tio7~(;;-is1i.y "ji()!::.;T\11¡)--;::(;Gfíiiiit'ü"'üi•alog mdhodG, !•'or cxnn~plc, u l ::O-hit w ;)n.l 
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1 i)(j el B ~~· r:uígr~) :~l 25 sam pies ¡u•r s«'eond (ha re! y ad<·r¡uaLC' fvr 1 O 
1 l;. ¡·psponsl', wiTfiiiiTP'qual.r• nnl.i-alias filt..·rin¡:), rc•cordin~ on lhe same 1/~-in 
7-1 ral'l< t.a¡w, wil.h scvcn dala channcls mull.ipl.,·u·d (í'ach al 1 O llz lwn~l
wi'cil.h), would n•quire n tapP. spectl over lcm/¡;Pc:- ;rn ordPr of rna¡:nit11dn 
k~ . .; in formal.ir m densit.y than for fo'M. Evr·n l.hough llw lower densi ty is lwl
aru·r~d hy an ordr~r of magniludc improvcnwnl in 1!'narnir: rang<', l.lw rcquirC'd 
ft~•qtwncy of t.apt! chan~-:c for mult.i-slal . .,n cnnlinuous rccording posl's a 
t;r:v••n: prohiPrn for seismo¡:raphie dal.a al·q·rrsiLion. 

Two rr•r:enl dcv.-Jopuwnt.s may wcll n·vo¡Jutioni:w l.lw use of digital m:r~-
111'! ic-lap¡• rr•<:l'>i·dinJ.( in seismolü~y. Tht'Sf' :n·r~ llw advenL of Jow-cn~l. reliahle 
di:•it.:ll l':l:.sl'tlr: l.r:rnsport.s along wilh Llll' dPVPiopnwnl. of inl.rogr:rl.r•d t·ircuil. 
sT;Ir·~~¡-;:L:¡-uodÚlf's .;¡wrchy thousands nf hil.s o[ inforrnal.ion <~TiCliT 
Jj;-~i-;;¡-¡¡¡-;¡¡¡¡¡-~rr:> printt~d circuit ho.Lrd, provitlin~ a clelay in Lhc dat.a 
s(.r,·aní wl,!fi~ tlw dt•eision is hcin¡~ made n·~arding il.s signifil'all!'l' and tlw 
lll'l'l~ssity tJC rrcording il. pNmanenUy on !.:r¡w. Hueh "sdf-l'dilin¡:'' dal.a sys· 
l.••rr1s, which can IH! ust!d with low-cost eass1!LI.C' or 1/1-in tape· n:cordl'rs frir 
r•vr·rrL reconli11g, haVr! finully hrou¡.:hL LIH• llllquc!olioned supr!rior fidelity oi 
dr¡!rl.al n•<·nrdiilg to routine scisrriogra¡>hic rccording whNe t.hc <ksirr:d daLa 
en; 1sist of el iserete oven Ls, comprising hui. a fraction of t.hc lol¡.J m o ni loring 
t.ir,;r!. Arnhul<!r and Solomon (1974) an<.l l'rothcro (1976) descrihe syslcms 
tH l.liis type. 

As 11 final sugg<·sl.ion lo lhose who would clc¡;ign systems hased on mngne· 
tic lapr! w; l.he prime rccórding nwdium- a monitor rccoi'd of some Lypc, re· 
cord ing eonlinuously, is invaluahlc in the task of identi fyin{~, locating, and 
J'lrocessing Lhc cvcnts storcd on thc tape. 

JO.li.G 'J'imi11¡: , 

'l'imÍng sysl.r!ms commonly uscd in srismographs are· of l.wo typl•s: (1) a 
prr·cision oscillal.or driving a clocl<; or ( ~:) conlinuous rccPpl.ion of a radio 
linH' signa!. EVI'n in l.lw case of thc oscillntor aud clot.k, wgular radio r('<:<'p
tion Ís IH'I'd<'d for Linie clwck. 

Cryst.al oseillat.ors wit.h lciiiJwl'at.urc coniqwnsalion for Lir1ü~ has~·s ai'C nvail
ahlr• al wlaliv•~ly low cosL :mcl loYf powr·t· drain wit.h long·I.Prm slalJilil.y of 
G · J o·-ll al. tonslanL lt•mpNaturc. 'l'his 1 st.ahilil.y makcs availahlc simpiC' 
1.ir1•in¡.: sysl.•;ins whrcli exhibít drifL ralcs i1lr normal scrviel' of as lilll1: as 0.1 
¡;'¡:,~ JH•r ,·,,úiiTTí:' Thc t:ompldc tíming pro¡.:r~un derivecl trum s\td\ <lli uscillator 
can hri as simple as :1 series of minute and l;;fllll' pulses for visible n•coi·ders, or 
as c·ompl<•x :rs a cli~:ilal time cud<! wil.h dity, hour, mim.ilc, 11ncond inlorma
t.iou l'PJWai.Pd ouc1! ¡:wr Sl'<:ond. 'l'hc basic ¡ •rccisiori is thc sanw in Pilhi>r case. 

lCadio_t.inw signalfi exisl in a varicty of fllrms. Pcrhaps lhc 1host common is 
1 ¡¡-,.--WWV-ty¡w ¡,~;¡.¡;~die or cnnt.inuous Lin·le dala t.ránsmission i11 Llw 2.5-20 
Mi 11. slmülarrl t.inw hroade:tst harrds. Tlw~'¡! shurt-wavt• signals cnn usually lw 
fl'r:t:ived, with ad<•t¡u,utc/t!<Jllipmcn't,-nnywl\crc in tbc wurld, at sume time of 
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1 lw day. WhiJ,. :tdl!(}llal.n for dtronoml'l.cr l.inw clwdts, Uwsc> si¡:nals :m~ l.nu 
c·t-ral.k in rPc:!•plilitl ljllaliLy for IIM! usa primary f.inlí' signa!. l.ow-frc•qliNi<'Y 
l .• ttw hroadcns!.s in t.hc lfi-100 1 !1. ral1f!l! 1 sud1 as WWVB, c•:•ll lll! J'!'Ct~iv•~~ 
r••liahly c•nouJ.(h fnr ('OIIlinuo:.~s wcordinJ¡ ovcr m·cas of <:nnli:wnlal dimr~bl< 
!lton:;, Anol.hcr ¡;oorn~ of conLin.uoulli Limn tlat:alics Íll th(! navil!al.i•HHd broad• 
t':c:.l.-; sudt ns Uw i.oran syslem. In many arca. .. , standard hruwkas!. st.atiom: 
(f,00·-1 !lOO il~) l.mSIHniL tlaily rcfcr(mcc si~m1!s at I'CJ.:IIIar t.inws. A miem· 
jiii\VI'I' tínwr c:;m iH~ inr:orpori\I.C'd m.u;i)y anu aL Vt!I'Y Jow !:nsl j,¡lo fidd syro· 
t.••ms f.o í.um on ~~ prduncd rcceivcr daily aL a prcscnt ~imt: sJ.;thin Lo a fc'tv 
sc•c·otuls per monlh. 

'l'lwrP is the occ:lsipn;d sysLcm lhat (lot•s th>l requin• sy1whroni~ul.iutl 1.0 
UliÍVt!r~al timn. fi¡,;'t:i;•I·Jl~lrpose microcnrlltrjtl:llu~ nel.wnrlt:-:, sud. as UooS4l 

u:-.,.<1 in J.!t•ol.hermal sil.t! ;nvcsligutions, rec:o¡:J'ioi~~i:'ss(·i7il'ouly by that. n••to 
W••rl<, <l;p-;-;¡}'(;"x;¡-¡¡Tpli!, /\nolhcr cxampll! i~• thc nrray of cldnl'lr::tlion ••u.J 
JHI's:au·p ga¡~m; ofl.,.n imt.alled in largc dums ur st.rucluws l.o rc!c;ord tt•:.poll!i.O 

f.o sl.roi.J! o!arl.hqualw sliultin~. In th~sc cnsf•s a sysl<•m is adc!qual«~ which JII'Cb

virlc•s a rc·fPn!nCI! fo¡· wi;¡Livc tiu1ing among uala chamwls, :md :mfficii!IJI, ¡m ... 
c:isiun for tlw umd~'t;is r.omLcmplatcd (c.g .• high·rcsoJulion wspons~ sp,!dm). 

1 O. (i. 7 'l'l•lcmc!ry - .... ~ 
In many c:u'.ns iL is advantagcous to c•mplacc Uw S<!ismomnll'l' somc diK· 

lance from thc !"C'Cordin¡~ ::;il.c!. 'J'hc disl.auct• may he as liltlc illi 1--2 Ion, 
witt•r<~ «'tliLural twi¡;<~ is UIWCC<!ptnblc hiJ:h in UU! l'c•cnrtlm arc!a, ur a:; mud1 as 
ht•ltdrc•ds of ltilom<'i.t"l~li wlw1~ Cf!nl.ral f'C't:c~t·clin~ nf a nl'twod• of :-:tal ions iN 

do•:;irl'd. Modmn l.r:ehniqu!'s of daLa l.dmncLry, l•'M nr di~!il.:;.l, pwvidc o 
~ample rdiahlc ~;olul.ion t.o this twed. 

'J'Iw mm;L C(~n11nonly IISt!d Ldenwlry sy¡;lem for st•isntologit'al d.nl.a is hased 
ou frc•qii<'IH'Y m•·dulal.ion (FIV1) in Llw madio rangc• of :wu·-:IIJOOI!í'. wllich is 
n•adliy lrans.nit lt•d hy conanwa·dul voit't•-gracle l«'lc•phont• liuc•s. 'l'yplt:aily. 
l'<'l'-llllllll1'1.c•r sígn;¡l:-; i:1 tlw 0-2fl llz fatll!<! am ronvc•rlt•d by a vulla¡:«'·t:on· 
lr•tll«'tl o:-.dllatur (VCO) fo LníH's iu Lhc auclio h:.a111l modttlatt•d .!:]2fJ 11~ h}' 
l.lh• si:.: na l. l lp to n in e ( IJu t prderably Sl'Vt'll or lt•ss) ind"¡wndt!IÜ l.onC's (m ul· 
1 i-•·on;plllll'nts u!. o1;;: ¡;(.:d.iou, difrc.·n~tlL J!ains, ot' nnaitipl(• sla!.aon:>) c:m tlwn 
ho• lllllll.iplc•x••d oa~;1 O!~e fl•lt•piHHH! linc. At lhe rc·c·t"iVI'I', !.lw t.oaws óll'(• cJ¡•n·,n· 
cllllalt•tl hv ll=trrow-h:•nd dis('riminators \vhic·h ciPiivc•r lht• ori¡.:inal a11aln:: ¡,c•is· 
IIIIIIHI'l.<~r SIJ!itai. : :vn:lllli(' nll'l!'' of 50-·lill el lll'an lu• oltt.abwd willt ro•l:d ivl'l\' 
sintpl•• sy~l.«'m. '1~·-::ig~~;¡;-;-u ... llwn uvailahlt! al. Uw (:Pnlra! rc•c·o¡din:! :;il:!· 
for n•t:ul'din~( and ¡•roct•::sin!-'. A variation un this nwlhnd us,•s ini.I!I'IIH!diah! 
r•·c·11rclin~ of lhc n,ull!plt•xPcl tone buncllc•n on Olllf.!llc:lk Lóipc· :;t lf1/1 (> ips (2·1 
nun/st!c:), with denHalulatiun upon playhacl;.. This j¡, probahly Llw mu:.l. 
lic·.tse pal'kin~ nf informntion available in u~~!:.!le.l:k..UillC' l'J:<'~UQ~· 

'l'lw lell!llH!l.ry hnk may consisL nlwmalivcly of low :Hnvcr (O.l--ü.i) w:1l.L) 
!'u~irs, Lri•icali_v truPsmiHing ih li'M _modo so~1cwhcrr in lh.:: úG--GOO 
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· ·/~li lt. ran,~c·, n•qlllrlllf! lill''·Of-si¡..:ht. palh, nnd cffc•ct.ivc up lo 100 km disl~lllCt! 
111 favorable cirt'lllllsl.ancPs. With radio ll'h~mdry, us wilh Spl'cial land lines, 
tlu• :wo-:woo llí'. hanclwicll.h limitation on vo1cc-gradl~ tc!Pphonc lincs can 
IH! c•xl.c•tuJc•d; allowing morn channels pcr Jinl<. . 

· 1 f t.hP rcquiremenl cxbts Lo l.f•lem¡;Lcr data with a dynatÍ1ic r:nwc greatcr 
Lhan ahuut 60 dB, di~ilal tcchnic¡ucs should be invcsl.igatc~J. While digital 
dat :c I.C'Ienwt.ry is nol prc•sc!ntly in widcsprcad use for modesL scismological 
in:-.t.allalions, t.lw rapid advanc{'s in lhc fidd of digital data tran:-.mi.~sion a11d 
tH.:quisition virtually assurcs Lhat such mcthods are coming is scismological 
pradJc<'. 

10:1 CALIIIHA'I'ION 

Afl.t~r u,n•flll considm·al.io11 of Lile rcquiwnwnts and compmwnts of a pro· 
JH•sc•d s<·isnw¡.:raphic systc•m has produccd dctailed s¡wc:ificat;ons and llw re· 
:-;ull.illl-( P.qlliprrwnl. has IJP.ell installcd, thc inevitable question is askcd, "\VhaL 
is i.hc sy:-.l.em rP:;ponse?" This q\lestion frequenlly arises, sonwtimcs as sn.:m 
a.~ l.lw syf.:l.em is o¡wrational; in olhcr cas~s it m ay be months, or cvc1l y can:, 
hc·fon"! data from thc insl.rumcnts are pwecssed in such a nwnner that any 
rnow llwn a rou~:h magnification va!uc is rcquircil. Ncverthclcss, this c¡u<'s
Laon will arise sooau~r or lalN in tlw case of virlually uny modcrn insLallaLiun 
O f SI'ÍSill OJ.!I'HJ lh ie j n:-.l.I"UIIW nl.alion. 

In l.llis final fil'clion Lhc Lwo gtmmal ami most dft!divc! appronclws Lo illl· 
swc·ring Lhc C)li<'SI.ion or syst.cm culihrat:ion will be oul.liawd. 'flw Lwo nwlh· 
ocls an!: ( 1) theorcticul, a considcration of thc expcctc~d rt!spunst! of P.ach l'lt•· 
nwnt i11 llw sysl.em ancl tlwir synt.lws0s inl.o lhf' ovcrall syst.t~m rcsponsl'; and 
(:~¡ <'mpirit:al, a din•d mP.a:-.mc!nwnl.of thc sysl.t~an n·s¡)()llSI! l.o an input I'(JliÍ· 

vaiPnL lo 11 l<nown grountl motion. In Uw fornwr upproal'h W<' lll't•d l.o lmow 
all t.lw paranu•I.Prs which dc•fiaw Lhl' rC's¡u•nsc of each eompotH'tlL, musl. he• 
lu111wn, i.c., sc!ismonwlc.·r natural frC'IJlll'lli'Y, damping, coi! rcsisl:llll'l' ;md in· 
dt~t·l.nnc<', t.ransducer sc~nsil.ivity, amplifil'l" ami fili.N eharact..•ristics, aud 
a·,•conling-sysl<•m consl.anls. Many or all of thcse will lwve Lo lw llH'asurl'd in 
l.lw laltoral.ory, Lo a pn!cision eonsistcnl. wil.h tlw dl•siwd ncc11raey of Llw 
l.il•·tii'PI.ic-al rP!->JHlltSI' t•nlculal.ion. In Llw lall.<•r f'lllpirical nwl.hud, only l.lu• 
11\t·:u\s .l.n in.wd a l<nown t•quivalc•nl. ¡!rotlllcl-mol ion i11pul., wil h IIH· n•qllll'l'd 
pn···ision, i11l.o l.lw sysi.Pill is lll't'clc•d. 'l'lw sl.and:trd llltukm appl'tl:tdt lo 1 his 
á:-. lilt• llst• uf an indc!pc~•tdt•llt calihration cuil on t.ltL' Sl'ismonw!l•r. 1\ CIIITt'l\i. 

pa:-.sl'd lhmur.:h Ll11' coil, whost! l'lecl.romagrwlic t·onsl.anl is known or c·au IH' 
Pa::ily mt!asun·d, produePs n l<nown forc:n on t.lw iawrtial mass of !.lw Sl'ÍS· 

monwi.N wlw:h is c•quividt•rll. lo an aceciPrat.ion of l.lw Gl'llllnd. Whilc• many 
apparcmlly diffNing selwmes for calihrataon are used, tlwy are, virlually 
wil.h01tlt!Xcc•plion, simply v¿lrial.ions or cnmhinat.ions of Llw!:.c two uwl.hods. 

Wilh carcful procctlures,. cilhcr npproach lo calihration is capable of pro· 
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dlh'lllg rt•sp,ln~" ~urv1•s accuralC1 to hctlt>r lhan 5% .. llaving perfonul'd Sllf'h 

a l';dihral.ion, iL is common ¡.:ood praclicc lo check syst.cm response ¡wriodi· 
cally wi!.h a sirnplc wci~hl lift. or lmown clcctrical sign:~l in thc calibratioia 
c~oil. Vanalions ill the ~ystc!tn response are sccn casily as changcs in Lhe ra· 
SJhlllS(! ("eal-pul5c"} of lhc syslcm lo l.his standard te~>L input. 

Amhui.N, B.P. nnd Solumon, H.C., 1971. 1\n cv<'nt·rccording systcm ror moniloring smnll 
<';11 Lhquak••s. Jiu JI. s,•j,w¡n/. Sor.. A 111., G-1: 1 l 81-J 188. 

Dratll'r, .1 ., .Ir., in prl'ss. An inr.xpcnsivc lincnr di,;pl;~ccm~nt trnnsduccr usinr, a low-puWcll' 
lock·in mnplifi,~r. 

lludwn, D. K, l !lf1H. Tlw Wi!mnt survcy tyJlo slrong·motion curlhquakc rccord•!r. l':r.rth· 
'lllalrt• 1•:n¡!. Hes. La''·• C;dif. Insl. of Tcdlllol., l'nsmhma. 

N•·wm:~r~ .• N.M. :•ud Ho:;•~nhludh, g,, 1971. Jrundamcnlols of Barthc¡uakr. En¡;inc('rin¡g, 
l'rrnl it:e·ll:dl, N,.w .r,~r~r·y, 640 Jll'· 

l'rl.o•rsou, .l, :mrl Orsini. N.A., in prt•ss. Sr.iRmic rc~;carch ohsr.rvatoric~; - up¡:r;,t!in¡.! lhe 
world wulo• nf!lwork. liOS 'l'runs . .11m. Gcopl1ys. Union. 

J•roi.Ju:ro, W ./\., 1 !1'16. A porlablc di¡:iLal scismic rccordcr wiLh cvcnl·rc~onlinl! capability, 
llull. 8r.i.~11wl. Soc. A m., Gf., 

ltcul¡:crs, I'.W., 1\167. Ovcrdamr,cd sccond·ordcr response. Control Etll{., Mnrch HJ61: 
'17.-'lli. 

Willmore, P.L., l !JG 1. Snm~ propr.rli~s of hcovil:,r·dam¡Jcd clcctromaJlnctic scismol!'raphn. 
C:rophy.•. J. U. 1\.~lroll. Soc., -1: 38!}--104. 

Zcc•vnr.rl, L., nnd Ncwmark, N.M., 19!)6, Ascismic dcsign of Latino Aml!ricnn;¡ Towcr in 
Mcxico CiLy. Proc. ht World Conr. EuLhquakc Eng., Dcrkclcy, CaliC., 35: 1-11. 
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EFECTOS SISMICOS EN SUELOS GRANULARES 

por 

Abraharo Díaz.Rodríguez* 

INTRODUCCION 

El comportamiento adecuado de los suelos y las cimentaciones duran 

te la ocurrencia de temblores es escencial para evitar daños seve-

ros a toda clase de estructuras. 

Las condiciones bajo las cuales los s_uelos (como parte de la cimen 

taci6n o como material de construcci6n) pierden una parte sigr.ifica 

tiva de su resistencia, conduciendo a fallas inducidas por temblo

res, no son, al menos hasta la fecha (junio, 1977} completamente 

entendidas y constituyen un campo fertil de investigaci6n y de gran 

utilidad para la práctica profesional de la Ingenjerfa Civil. 

La importancia de los efectos que los sísmos pueden inducir en los 

suelos granulares se debe a Jos graves da~os que se han observado 

en numerosas ocasiones durante los temblores pasados, 

* 

Investigador, Instituto de Ingeniería, UNfu~ 
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De 1881 a 1946 se ha informado de 229 deslizamientos, que causaron 

el desplazamiento total de 25 millones de m3 de arena. En Holanda, 

a orillas de los nQ~erosos estrechos que existen, ha habido gran 

cantidad de deslizamientos que provocaron el rompimiento de diques 

y, por tanto, la inundaci6n de grandes extensiones. 

Durante el temblor de Chile, en 1960, se formaron extensas zonas 

de falla. La tierra fue arrastrada hacia el mar a lo largo de la 

costa de 600 m, llevando consigo todas las estructuras de retenci6n; 

las paredes del muelle con secciones de S m de concreto reforzado 

fueron abatidas y luego arrastradas. En este mismo temblor, fall6 

una presa debido a la licuación del suelo de cimentación. 

En México existen evidencias de que durante el sismo de 1959 (Mar-

sal, 1961), un gran tramo de la margen izquierda del r1o Coatza-

coalcos tuvo desplazamientos verticales y horizontales de L~portan 

cia. Muchas instalaciones de la zona de astilleros sufrieron hun-

dimientos bajo la cirnentaci6n y el asentamiento general fue notable 

despu~s del sismo. Algunos tramos de los muelles cimentados sobre 

pilotes metálicos de 10 m de longi·tud sufrieron desplazamientos 

apreciables en dirección horizontal. Uno de los muelles se despla 

z6 hacia el río más de 1/2 m. Tales movimientos se han atribuido 
o 1 

al fenómeno de licuación en los mantos arenolimosos y l~~oarenosos 

que allf se encuentran entre O y 8 m de profundidad. En vista de 

las altas relaciones de vacíos y de la granulometría uniforme de 

dichos suelos, no puede descartarse esta posibilidad. 
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En Alaska, e~ 1964 (Seed, 1969), se produjo un deslizamiento debido 

a l.a licuación del suelo que movi6 70 millones de m3 de material 1 

des.truyendo muchas de las instalaciones de la bahfa de Anchorage. 

La superficie del terreno fue completamente devastada por los de~ 

plazamientos, produciéndose una nueva superficie irregulai. El 

40 por ciento de las casas y edificios comerciales fueron seriamen 

te dañados debido a las fisuras que se extendfan bajo las construc 

ciones. 

Durante junio de 1964, en Niigata,Jap6n (Seed y Lee, 1966) 1 hubo 

daños muy graves causados por licuaci6n de la arena. Muchas es-

tructuras se asentaron más de 1 m y ~e inclinaron notablemente; 

hubo un edificio que gir6 80° (fig 1) 1 quedando prácticamente ten 

dido en el suelo. Además de estas fa~las, hubo otras evidencias 

ffsicas de licuaci6n. PGco después del sismo se observ6 que bro-

taba a~ua del suelo por las grietas que se f6rmaron, en las cuales 

llegaron a hundirse casas y autom6viles; al mismo tiempo, se vefa 

emérger a la superficie estructuras que debían permanecer bajo el 

suelo, como fue el caso de un tanque para tratamiento de aguas ne 

gras. 

Durante este sismo, en la extensa zona licuada se produjeron daños 
' i 

en edificios, puentes, caminos, muelles, vfas de ferrocarril, etc. 

Debido al asentamiento que se produjo, la parte de la ciudad cer-

cana al rfo qued6 completamente inundada. Se estima que en este 

sismo 2,130 edificios sufrieron falla total, 6,200 füeron seriamen 

te dañados y 31 200 sufrieron da~os ligeros (Seed y Lee, 1967). 
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FENOMENOS INDUCIDOS POR ~rSMOS 

El comportamiento dinámico de los suelos granulares constituye, den

tro de la dinámica de suelos, uno de los problemas que act.ualmente 

está lejos de ser comprendido totalmente y es mucho lo que falta por 

dilucidar en torno a ello, al grado que es posible ver interpretacio 

nes diferentes y aún contradictorias de-los hechos experimentále-s 

disponibles, y por lo tanto, constituye un campo fertil para la in

vestigación en ingeniería sísmica. 

Dos de los principales fenómenos que la ocurrencia de temblores, 

pueden inducir en depósitos de suelos.granulares son: 

l. Cambios de volumen (Densificación-asentamientos) 

2. Reducción de la resistencia al esfuerzo cortante 

(Aumento de la presión de poro-licuación) 

En lo que sigue se tratará de dar un breve panorama del estado de 

_conocimiento que guardan estos dos temas. No se ha pretendido en 

estas notas hacer un análisis exahustivo y completo. Para mayores 

detalles se ha elaborado una lista de referencias actualizada (ju

nio de 1977) para que sirva de guía a aquellas personas que esten 

interesada& en profundizar en el tema. 
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ESTUDIOS DE DENSIFLCACLON 

Es un hecho bien establecido que la aplicaci6n de carga cíclica a 

una muestra de arena, da como resultado un decrecimiento Progresivo 

.de volumen, aún en el caso de arena~ densas, las cuales se compor-

tarían dilatantes bajo carga unidireccional o monot6nica. Varias 

técnicas, tanto de laboratorio como de campo,. se han desarrollado 

(Broms y Forssblad, 1969). 

El uso de vibraciones verticales para producir la densificaci6n de 

muestras de arena se ha utlizado en el pasado (D'Appolonia y 

D'Appolonia, 1967; Whitman y Ortigosa, 1968), estos estudios han 

mostrado que los cambios de peso volumétrico de las muestras son 

pequefios para aceleraciones menores de 1 g (figs 4 y S) • 

~ 

Lds cambios tanto de volumen como de características friccionantes 

de arenas secas inducidos por g~andes aceleraciones horizontales 

y un gran número de ciclos de pequeña amplitud se han investigado 

util1zando cajas de corte montadas sobre mesas vibradoras (Barkan, 

1962; Youd, 1970), ver fig 6. 

(JLros estudios basados en ensayes de corte simple y mesas vibrado-

ras, c8n niveles de aceler~ci6n y amplitudes de Qeformación seme

jantes a los esperados en t~1blores intensos, hun mostrado que: la 

amplitud de deformaci6n, compacidad relativa y número de ciclos"de 

carga son los principales factores que gobiernan la compactación de 

suelos granulares secos o saturados bajo condiciones drenadas 

(Silvür y Seed. 1969; Youd, 1972) ver "fig 7. 
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Pyke, Seed y C~an (1974), realizaron una serie de ensayes de corte 

sDmple tanto en una {x) como en dos (x,y) direcciones. Se utili-

zaron dos patrones básicos de movL~iento, en los ensayes bidireccio 

nales. 

Los resultados de los ensayes utilizando movimientos aleatorios se 

resumen en la fig 8, en donde se encuentra el asentamiento para 

10 ciclos de carga como funci6n de la relaci6nu Th/a , en donde, Th, 
V 

es el máximo esfuerzo cortante horizontal y, a , es el esfuerzo ver 
V 

tical aplicado. Estas pruebas confirmaron las conclusiones de Silver 

y Seed {1971), que para un nivel de deformaciones cortantes el asen 

tamiento inducido es independiente del· esfuerzo vert.ical. Sin em-

bargo, si se reali4a una prueba bajo condiciones de esfuerzo cqn-

trolado, las deformaciones cortantes cíclicas,y por lo tanto los 

asentamientos, se incrementan con el incr2mento de la relación de 

esfuerzffi. Para un valor dado de la relación de esfuerzos se puede 

ver que el asentamiento causados por dos componentes de movimiento 

es aproximadamente igual a la suma .de los asentamientos causados por 

cada una de las componentes. 

Sobre la base de estos resultados parece razonable postular q~e para 

arenas saturadas ensayadas bajo condiciones no drenadas, el· incre-

mento de la presión de poro será aproximadamente dos veces más rápida 

bajo dos componentes de movimiento que bajo una sola. 

Tomando en cuenta toño lo anterior, se puede concluir que los aspe~ 

tos m&s importantes relacionados con los cambios de volumen de sue 

los granulores, son los siguientes: 
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a} Los esfuerzos ~ortantes cíclos constituyen el medio más efectivo 

de densificaci6n 

b} Para un peso volumétrico dado, la amplitud de las deformacione,s 

cortantes es el parámetro más importante que afecta la velocidad 

y magnitud de la densificaci6n 

e) A mayores esfuerzos de sobrecarga la velocidad de densificaci6n 

genéralroente resulta menor 

d) La densificaci6n es independiente de la frecuencia del movimiento 

CALCULO DE ASENTAMIENTO 

. 
La acci6n de los sismos puede causar asentamientos considerables en 

depósitos de suelos. granulares. Durante el temblor de San Fernando, 

ocurridb el 9 de febrero de i97l, se tuvieron asentamiéntos de edi-

ficios, los cuales variaron de 10 a 15 cm (aprox. 4 a 6 pulgadas). 

Mayores asentamientos e incluso inclinación de ~dificios pueden ocu-

rrir debido a la licuaci6n de los depósitos de a~ena saturada, pero 

este problema se tratará en el capítulo siguiente. 

Los asentamientos de dep6s~tos de arena seca, resultantes del movi-

miento del terreno son rara vez uniformemente distribuidos, y, en 

general causan asentam;en~os diferenciales en las estructuras, los 

cuales, en algunos casos, pueden llegar a clasificarse como daños 

mayores. Daños severos de grandes estructuras en Skopje durante 
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el temblor de l963, fueron atr~buidos a los asentamientos diferen-

ciales causados por la densific~ci6n de lentes de arena suelta bajo 

las cimentaciones (Seed and Silver,"1972). 

Los asentamientos de edificios cimentados sobre arena seca, conside 

randa la acci6n de cargas estáticas, se estima empíricamente y gene 

ra~1ente, se pone poca atenci6n a los posibles asentamientos debidos 

a los movimientos del terreno inducidos por sísmos. 

Se han propuesto dos procedimientos semi-empíricos para estimar los 

asentamientos provocados por temblores. Uno de éstos propuesto por 

seed y Silver (1972) permite estimar el asentamiento de arenas se-

cas, Pyke et al (1974) arnpli6 el método para tomar en cuenta movi-

mientes multi-direccionales. Lee y Albaisa (1974) propusieron un 

método aplicable a arenas saturadas . 
.:J 

El procedimiento de Seed y Silver {1972) para estimar el asentamie~. 

to de un estrato de arena debido a carga sísmica, consiste de los 

siguientes pasos: 

a} Calcular la historia de defonnaciones de cortante en varias 

capas del estrato, usando un método de análisis dinámico lineal. 

b) Convertir la historia de deformaciones de cortante en cada capa 
. "' 

a un número equivalente de ciclos de deforrnaci6n cortante de 

amplitud constante. 

e) Aplicar el número de ciclos de defonnaci6n cortante, determinado 

en (b) a muestras de arena ensayadas bajo condiciones de corte 

simple y determinar las deformaciones volUiT·.~tricas a deformacio 

nes vertic~les resultantes. 
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d) Repetir el 'porcedimiento de (e} para cada capa del estrato e in 
·,..,1 -

tegrar las deformaciones verticales para obtener el asentamiento 

total. 

El paso (b) involucra una aproximación. Martin et al. (1975) ha de 

mostrado que el efecto de una historia irregular de deformaciones 

de cortante depende no ~nicarnente de la m~gnitud de los pulsos en 

el registro, como también del orden en que ellos son aplicados. 

El procedimiento para determinar el nümero equivalente de ciclos 

no toma en cuenta el hecho antes mencionado. 

Al expresar analíticamente la relaci6n entre deformaciones de cor-

tante y los cambios de volmnen, se pueden eliminar. los pasos b, e 

y d como sucede con el método de Martin et al (1975), el cual es 

aplicable al cálculo de asentamientos de estratos de arena seca o 

parcial~ente saturada. 
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PERDLDA DE RESISTENCIA DE SUELOS GRANULA/ES 

- LICUACXON DE ARENAS -

Probablemente uno de los efectos más costosos y espectaculares que 

se puedan en'contrar en ingeniería sísmica se deban al fen6meno de 

la licuaci6n de arenas. 

-El fenómeno es complejo y aún no es claro y completamente compren-

dido, al grado que es posible encontrar interpretaciones diferen-

tes y aún contradictorias de los hechos experL~entales existentes. 

La discrepancia empieza con la propia definici6n del término licua 

ci6n. Mientras que para H.B. Seed (1966) el término "licuación ini 

cial" es la condici6n de una muestra de arena~ en la cual la presión 

de poro inducida por la aplicaci6n de carga cíclica alcanza el valor 

de la presión de confinamiento y el término "licuación total" es 

la condición correspondiente a que la muestr& alcance una amplitud de 

deformación del 20%; A. Casagrande en 1969, utiliza los t§rminos 

licuación y mobilidad cíclica que después modifica (Casagrande,1.976) 

definiendo por "licuación real" a la respuesta de una muestra de 

arena suelta y saturada cuando se ,le somete a deformaciones o irn-

pactos que dan como resultado una pérdida sustancial de resistencia 
o 

y en casos extremos a flujo de taludes, y por "licuación c·ídlica" 

la respuesta de un espécimen dilatante de arena cuando se le ensaya 

en cámara triaxial cíclica y la pres.ión de poro se eleva en forma. 

incremental hasta alcanzaJ::- la presión de confinámiento. 



En esta plática entenderemos por "licuaci6n de arenas" al fen6meno 

mediante el cual una arena saturada pierde una. gran parte de su r~ 

sistencia al esfuerzo cortante (debido a carga monotónica o cfclica) 

y fluye o se comporta como un líquido hasta que los esfuerzos cor

tantes actuantes en la masa de suelo disminuyen a valores compati

bles con la resistencia del suelo licuado, el novimiento se detiene, 

y el suelo recupera su resistencia y estabilidad. 

Por lo tanto, un talud que se lic~a llega a estabilizarse, cuando 

la pendiente se ha reducido a pocos grados. 

Descripción del Fenómeno 

El fenómeno de licuaci6n de arenas es causado por el des~rrollo de 

grandes presiones en el agua.que ocupa los poros del suelo. ~st~s 

grandes presiones de pOro son fnducidas cuando se aplican a la masa 

de suelo esfuerzos o deformaciones de cortante, en condiciones tales 

que no se p"ermi te su disipación inmediata, es aecir prácticamente 

·a volumen constante. La forma de_aplicación de los esfuerzos cor

tantes puede ser monotónica, cíclic~ o transitoria. 

Facto+es que influyen en la ocurrencia de licu~ci6n 

Los factores más importantes que influyen en la ocurrencia de licua 

ción son: 

a) Tipo de suelo 

Los suelos uniformemente graduados son más susc~ptibles de sufrir 

licuaci6n que los suelos bien graduados; dentro de los prbneros, las 

arenas finas se licuan más facilmente que las gravas o suelos 



arcillosos aluviales. En el temblor de Al~ska se observó que las 

estructuras de puentes cimentadas sobre arena sufrieronqrandes des 

plazamientos, mientras que las cimentadas en grava no tuvieron 

daños. 

En la fig 9 se muestran las envolventes de las curvas granulométri 

cas de los suelos que se han licuado. 

b) Compacidad relativa (C ) o relación de vacíos (e) r 

Un depósito de arena suelta es más susceptible de sufrir licuación 

que un depósito de arena densa. 

En el temblor de Niigata hubo licuación en zonas cuya e· era del 
r 

orden del 50 por ciento, o menor, en tanto que en las zonas con una 

Cr > 70 por ciento no se presentó ning~n daño. 

En la fig 10 se ilustra el concepto de compacidad relativa. 

e) Esfuerzo confinante inicial 

La susceptibilidad de licuación disminuye al aumentar el esfuerzo 

confinante. Ensayes de laboratorio han mostrado que para una rela 

ci6n de vacíos inicial, el esfuerzo cortante requerido para comen·-

zar la licuación bajo condiciones de carga repetida, se incrementa 
o 

con el aumento de la presión de confinamiento. 

d) Magnitud del esfuerzo repetido 

Cualquier depósito con u~a relación de vacíos mayor que su emín es 

susceptible de sufrir pérdida parcial o total de resistencia, si la 

excitación es de intensidad suficiente. 
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Ey~dencias de c~po demuestr~n que dep6sit6s de aren~ suelt~ han re 

::;ist;i_do siSII)OS de J?OCa iJ:ltensidad co·. OOSgl y ;se han licuado ante la 

acci6n de sismos intensos (0.1_6g), (Seed, Idriss, l97~). 

La 1 resistenci~ a la licuación decrece al aumentar la m~gnitud del 

esfuerzo. 

e} Número de ciclos de esfuerzo 

Todos los estudios de laboratorio indican que en una muestra sujeta 

~ carga repetida, con un nivel de esfuerzo o deformaci6n prescrito, 

el inicio de la licuaci6n dependerá de la aplicaci6n de un número 

requerido de ciclos de esfuerzo. 

Esto se confirm6 en Anchorage, durante el temblor de 1964, ya que 

los deslizamientos ocurrieron después qe 90 seg de iniciado el movi 

miento.~ 

TRABAJOS EXPERIMENTALES 

Desde el punto de vista experimental, el fen6meno de licuaci6n ha si 

do estudiado por varios investigadores utilizando diversos aparatos 

(triaxial, triaxial cfclica, corte simple cfclico, torsi6n cfclica 

y mesa vibradora) . 

·El concepto d~ relaci6n de vacfos crítica 

La evidencia experimental ha demostrado que las arenas "sueltas" dis 

minuyen su volwnen bajo la acción de esfuerzos cortantes y que, por 

el contrario las arenas "densas" lo aumentan. 
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Tomando en cuenta lo anterior, A. Ca~agrande ll~g6 a la conclusi6n 

de que el decremento de volumen de una arena suelta y el incremento. 

de volumen de una arena densa tenderían a la misma relación de va-

cíos, en la cual la arena puede deformar~e sin cambio de volumen, a 

la cual denominó "relaci6n de vacíos crítica". 

Puesto que la curva de relaci6n de crítica divide el comportamiento 

dilatante (bajo la curva) y contractivo (arriba de la curva), Casa-

grande la propuso como una medida para investigar la susceptibilidad 

de licuación de una arena. 

Posteriormente Casagrande al analizar la falla de la presa de Fort 

Peck se dio cuenta que la curva de relaci6n de vacíos crí·tica no 

dividía realmente el comportamiento contractivo y dilatante de las 

arenas. 

Castro (1969) modific6 el con~epto de relación de vacíos crítica y 

obtuvo, a partir de resultados de pruebas triaxiales consolidadas-, 

no drenadas con rnedici6n de presi6n de poro {pruebas cu) , la curva. 

de estado crítico. En la fig 11 se muestran las líneas ef de -

estado crítico para varias arenas. 

Prueba triaxial cíclica 

Seed y Lee (1966) fueron los primeros en utilizar cámara triaxial 

cíclica, con objeto de reproducir la condición de esfuerzos a·que 

se halla sujeto un elemento de suelo durante un temblor (atribuyen 

do el estado de deformaciones del suelo a la propagación de ondas 

de cortante} . 
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Si la-superficie del terreno es horizontal, antes del temblor no hay 

esfuerzos cortantss en planos horizontales (fig ~2a) • Durante el 

temblor, los esfuerzos normales permanecen constantes, pero se gene 

ran esfuerzos cortantes (figs 12b y 12c). 

En una crunara triaxial cíclica, la condici6n de esfuerzos señalada 

antes se produce en un plano a 45°, como se ~ndica en la fig 13. 

El comportamiento de las muestras de arena suelta, sometidas al en 

saye propuesto por Seed y Lee, se caracteriza por un aumento gra-

dual de la presi6n de poro sin que haya deformaci6n axial aprecia 

ble, hasta que se produce el incremento que eleva la presi6n de po 

ro al mismo valor de la presi6n confinante, mornento a partir del 

cual la muestra se deforma subitamente más del 20%. Las arenas en 

estado compacto exhiben un comportamiento similar al de las arenas 

sueltas, pero al llegar a la "licuaci6n inicial"·no se presenta una 

deformaci6n grande en forma súbita, sino que la deformaci6n se in-

crern.enta gradualmente. 

Segün el concepto de Seed y Lee, cualquier espécimen de arena es 

susceptible de licuarse no importando su compacidad relativa. 

Los parámetros más importantes segíln estos invc~stigac1ores son: el 
o ' 

número de ciclos de esfuerzo (Ndc) para alcanzar la condici6n 

u = a
3

, la relaci6n entre el esfuerzo cortante máximo y el esfuerzo 

a de 
confinante, y la relaci6n de vacíos. 

20"3 

Castro (1969) al realizar sus r:nsayes en cámar¿¡ triaxial cíclica 

observ6 que durante la prueba se desarrollan ·hGterogeneidaaes en 

las muestras, de manera especial en lR zona superior. Atrib~~~ a 
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estas heter?geneidades, inducidas por el ensaye, el que espec í.rnenes 

densos alcancen la condi~i6n u = a
3

• 

Al comparar los ensayes realizados por Castro y por Seed y Lee, se 

aprecia que la frecuencia de aplicaci6n de carga hace que el com

portamiento de prueba Quasi estática sea diferente al de prueba cí

clica. 

Prueba de corte simple cíclico 

La prueba de corte simple cíclico se desarroll6 con la idea de con

seguir mayor aproximación a las condiciones de campo que la lograda 

con cámara triaxial. 

Uno de los primeros aparatos de corte simple fue el desarrollado 

por S'vedish and Norwegian Geotechnical Institutes {Kjellman,195J.). 

Sin embargo, este aparato tenía el inconvenient:e de utilizar mues

~ras cilíndricas (los esfuerzos cortantes en una secci6n horizontal 

no pueden ser uniformes)'· 

Roscoe (1953) modific6 el aparato, utilizando muestras de secci6n 

rectangular y paredes rígidas. 

En la Universidad de California, en Berkeley, Peacock y S~ed (1968) 

desarrollaron _un aparato de corte simple, que utilizaron para exa

minar la tendencia a licuar.se de una muestra de arena sometida .a 

este tipo de esfuerzo. También en la Universioad de British Colum 

bia, Pickering y Finn (1969), Finn et al (1970 y 1971) han utilizado 

corte cfclico simple para el estudio de licuac~;_(>n. 
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En las figs ~4 y ~5 se ilustran los resultados obtenidos por Peacock 

y seed. 

Este tipo de ensayes generalmente consiste en colocar un recipiente 

o caj~ con arena saturada, sobre una mesa vibradora y medir la ace-

leración de la mesa a la cual ocurre la licuación. Estos valores 

se relacionan con l_as medidas de_ aceleración en el campo.~~'- ___ :.:.;. __ 

Whitman (~970) menciona los factores que afectan los resultados y 

su influencia en la interpretación de los mismos: 

1. Frecuencia de vibraci6n 

2. Duración de vibraci6n 

3. Tamaño y geometrfa del recipie~te 

4. Características de deformaci6n del recipiente 

5. Método de colocación de la muestra 

6. Control del drenaje 

7. Aparatos de medición de deformaciones 

8. Presi6n confinante 

Finn, Emery y Gupta (1971) mencionan las ventajas de usar grandes 

muest6as y mesa vibradora. 

Tal vez la principal objeci6n al uso de recipientes rígidos sobre 

mesa vibradora es que no representan las condiciones de campo. 

Con objeto de superar esta dificultad Díaz, Wecl~ann e Iturbe (1973) 

proponen combinar la utilidad de las condiciones de corte simple 

{inciso b) y 1:::: ventaja de utilizar m11estras g~-andes (30 x 60 x 90 cm) 
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en un recipiente de paredes m6viles para ensayar arena saturada en 

mesa vibradora. 

METODOS PARA EVALUAR LA SUSCEPTIBILIDAD 

A LA LICUACION DE LOS SUELOS 

En relación a la predicción de la susceptibilidad a la licuación de 

dep6sitos de suelos granulares saturados considerable cantidad de 

investigaci6n se ha dirigido hacia el desarrollo de mejores métodos 

de predicci6n y técnicas de ensaye. 

Los métodos se pueden clasificar en tres categorías: 

1. M6todos empíricos, basados en la comparaci6n de las condicjones 

de los sitios en donde ocurrió o no· licuaci6n con las condicio

nes del sitio que se desea analizar. 

Dentro de esta categoría se clasifican los primeros cuatro méto 

dos que se describirán ·en este capítulo. 

2·. Métodos simplificados. Consisten básicamente en comparar la re 

sistencia obtenida en pruebas de laboratorio, con los esfuerzos 

que provocará el sismo. 

En esta categoría se clasifican los métodos propuestos por Seed 

e Idriss (1970) y por Casagrande (1976) .. 
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3. Métodos de análisis de respuesta del terreno. Son más refinados 

q-~ los anteriores, utilizan programas de cornputadora. 

Criterio del ~ms (~aterwals Experimental Station) 

Este criterio fue desarrollado para analizar la estabilidad de terra 

plenes a lo largo del Río Mississipi, en el que se producen flujos 

de material producidos por el incremento'de la presi6n de poror ori 
1 

ginada por los cambios del nivel del rfo. 

Criterio de Florin e Ivanov 

Este criterio, desarrollado en Rusia, permite estimar la suscepti-

bilidad a la licuaci6n de suelos por medio de pruebas de campo. Se 

investigan los 10 m superiores de suelo haciendo explotar sucesiva-

.mente tres cargas de d~namita de 5 kg colocadas a una profundidad 

media de 4.5 m y determinando Jespués de cada e.xplosi6n, el asen-

tamiento medio de la superfici~ dentro de un radio de 4.5 m. La 

cantidad y profundidad a la que s~ coloca el explosivo se eligen 

de forma que no haya expulsi6n de· suelo durante la explosi6n. Si 

el asentamiento promedio es menor de 8 a 20 cm y la relaci6n de 

asentamientos entre explosiones sucesivas es menor que 0.6 se puede 

afirmar que ese suelo no es susceptible a licuación. 

Criterio de Kishida 

Este criterio está basado en el análisis de las condiciones del sue 

lo de ·3 sitios en los que ocurri6 licuaci6n, (Kishida,1969). Bajo 

sismos de igual magnitud, puede ocurrir licuaciGn si el nivel freáti 

co está cerca de la superficie, si las caracterS.sticas grunulométri 

cas satisfacen las relaciones: 2nun > D 50 > .074 nun; Cu < JO y 



20 

además se cumplen l~s siguientes condiciones: 

El espesor del estrato de suelo no licuable, arriba del es-

trato, licuable es menor que 8 m. 

La relaci6n de los espesores del estrato no licuable al li-

cuable es menor que 1·. 

K.ishida también concluye que los suelos no son susceptibles a la 

licuaci6n si: 

- La presi6n efectiva de confinamiento es superior a 2 kg/cm2 o, 

La compacidad relativa es superior a 75%. 

Criterio de Oshaki 

Este criterio {Oshaki, 1969) establece que los suelos con nivel freá 

tico cercano a la superficie pueden 'licuarse si se presentan las si- ~ 

guientes caracterfsticas granulornétricas: 

··2 mm> D
60 

> 0.2 mm; D
10 

< 0.1 mm 

Adicionalmente, establece que estos suelos tendrán poca probabilidad 

de licuarse si el n(unero de golpes N en pruelm de penetraci6n essp 

tándar es mayor que 2z, en que z es la profundidad en metros. 

o 

Método de Seed e Idriss 

Este método consiste en cqmparar. los esfuerzos inducidos por el sis 

mo en los estratos licuables con los que puede resistir el suelo 

sin que ocurra licuaci6n. Para deten1inar los esfuerzos inducidos 

in situ,.debe contarse con el acelerograma del sismo de diseño, la 

estratigrafía y las propiedades fndice y mec&nicas de los suelos. 

Secd e Idriss ~reponen un procedimiento s:LmpJ.j :icado para estirL13r 



21 

la magnitud de los esfuerzos que or:igina. el sisn¡o.. La m~gnitud de 

los esfuerzos que pueden provocar licuaci6n en el suelo se obtiene 

a partir de pruebas de laboratorio, tanto triaxiales como de corte 

simple, con esfuerzos repetidos o bien se estima con. gráficas de di 

seño obtenidas por Seed e Idriss. La comparaci6n de los esfuerzos 

inducidos por el sismo con los que provocan licuación del suelo per 

mite juzgar la susceptibilidad de un suelo a·sufrir este fenómeno. 

Se calcula el esfuerzo cortante máximo (t ~ ) a una profundidad z, max 

conocida la aceleraci6n máxima (a ~ .. ) en la superficie del terreno, mcu.. 

y· suponiendo que la masa de suelo se comporta como un cuerpo rígido, 

mediante la expresión: 

Yz 
trnáx = g amáx 

a ~ aceleración máxima en la superficie del terreno 
máx 

Yz presión vergical total a la profundidad z 

g aceleración de la gravedad 

1máx esfuerzo cortante máximQ a la profundidad z 

como el terreno es deformable, en general se tendrá que: 

Yz 
t =-a r máx g máx d 

siendo rd un factor dé corrección, menor que 1. 

El análisis de varios sismds en sitios que presentan un estrato de 

arena en los 15m superiores ha rnostrado,que rd cae dentro del in

tervalo de valores de la fig 16. 
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Seed e Idriss proponen calcular el ésfuerzo cortante promedio tp 

que, en un número dado de ciclos, produce el mismo efecto que el 

" sismo con la expresión: 

Por su parte, el número de ciclos significativos en el comporta~ 

miento del material dependerá de la duración del sismo. Para fines 

prácticos se puede usar la siguiente tabla: 

Magnitud del sismo N° de ciclos significativos, N 

7 

7 1/2 

8 

10 

20 

30 

Previamente a la realización de pruebas de laboratorio, es preciso 
~ 

conocer la compacidad relativa del material in-situ. Para ello se 

utilizan los resultados de las investigaciones hechas por Holtz y 

Gibbs. En la fig 17 se presenta una gráfica mopificada por Seed 

e Idriss que permite conocer la compacidad relativa. 

Los esfuerzos que provocarán la licuación en un suelo a una compa-

cidad relativa dada, se pueden deducir en forma aproximada de los 

experimentos llevados a cabo por diversos invest.igadores, tanto en 

cámaras tria.xiales como en aparatos de corte simple. A partir de 

pruebas en cámaras triaxiales se han obtenido gráficas que permiten 

' estimar si ocurrirá licuación en un suelo sometido a cie:cto número 
0 dc de ciclos (10 6 30 usualmente) para una relación de esfuerzos (--) 
2o e 



dada y determinado tamaño de la~ partículas (representado por el 

n
50

). En las figs 14 y 15 se presentan estas. gráficas para una com 

pacidad relativa de 50%. 

ParQ determinar la relaci6n de esfuerzos correspondiente a otra com 

pacidad relativa se usa el hecho experj~ental de que la relación de 
C1 

esfuerzos (~~) es aproximadamente proporcional a la compacidad rela 
2crc 

tiva (ffg .14 y 15)~ En las mismas figuras, se observa que el mate-

rial menos resistente corresponde a·un 0
50 

= 0.074 mm. 

Tomando en cuenta que el esfuerzo más significativo, en la licuaci6n 

de un suelo bajo la acción de un temblor, es el esfuerzo cortante 
. . 

actuante en el plano horizontal; la prueba de corte simple es la que 

mejor asemeja las condiciones de deformaci6n in-situ. Es por tant'O 

importante correlacionar los resultados anteriores, obtenidos en cá 

rnaras triaxiales, con los obtenidos en pruebas de corte. Las inves 

tigaciones ~levadas a cabo por Seed e Idriss, permitieron concluir 

que, para fines prácticos: 

(TXY) corte simple 
C1 • 

y 

0 dc 
~ e (-2--) triaxial r o .e 

en que r depende de la compacidad relativa (f~g 18). r 

Comparando los esfuerzos producidos en el terruw por un temblor y 
o 

·los esfuerzos que el material es capaz de sopo::-tar 1 es posible de

terminar si el suelo presentará o no el fen6mer·o de licuación, para 

las condiciones particulares supuesta~. 

Seed e Idriss presentan un procedimiento simplificado que permite 

aplicar el método anterior en forma expedita m:--:}.lante gr.!ificas de 
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penetración estándar contra la profundidad, elaboradas para 2 pro

fundidades típicas del nivel freático y para 2 aceleraciones máxi

mas del terreno (figs 19 y 20). En estas gráficas se delimitan tres· 

zonas: una, en la cual no habr·a licuación; otra, en la que podría o 

no presentarse licuación dependiendo de las características granu-

lométricas del material y de la magnitud del temblor¡ y la tercera 

en la cual es muy probable que el material se licúe. Las fronteras 

entre las zonas anteriores se determinaron para una compacidad rela 

tiva de 50% y corresponden a condiciones extremas en cuanto al núme 

ro de ciclos significativos producidos por un temblor y a la granu-

lometría del material. La frontera a la izquierda de la cual se con 

cluye que habrá licuación fue obtenida usando el mínimo númerc de 

ciclos razonable (N = 10) combinado con la granulometría del mat~ 
. sp 

riál menos susceptible a la licuación (n50 = 2 rrun); la frontera a 

la derecha de la cual se dice no habrá licuaci6n se obtuvo combinan 

do el máximo número de ciclos razonable (N = 30) con la granuJ.o-
sp . 

metría del m~terial mas susce~tible (n 50 = .074 mm). 

Método de Casagr~nde 

En esencia el procedimiento consta de los siguientes pasos: 

1. Se ejecutan pruebas triaxiales cori.aplicaci6n de carga monot6ni 
o 

ca (o cíclica, dependiendo de la compacidad re1ativa de la are 

na), en muestras inalteradas labradas de bloques obtenidos ma-

nualmente, y se determina su respuesta. De preferencia las prue 

bas deben ejecutarse en un equipo que dispCJnga de extremos lu-

bricados y los especlinenes deben estar consolidados cpn una rela 

ci6n de esfuerzos principales de 2. 
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"'' 
2. Se determina la línea de estado. cr!.tico, linea ef, si es que los 

resultados de las pruebas lo permiten. 

3. A partir de pruebas de compresión unidi.mens.ional, se estiman las 

combinaciones de esfuerzos efectivos y·compacidad relativa (re-
. -

laci6n de vac1os) susceptibles de desarrollarse en el campo. 

4. Se compara la posición de los puntos :estimados en el paso ante-

rior con la posición de la ~inea ef. Los puntos situ2dos arriba . . 
y a la derecha de la linea ef son susceptibles de experimentar 

licuaci6n. Puntos situados a la izqu~erda de y sobre la linea cf, 

no son susceptibles éle experimentar licuación_. 

S. En suelos no susceptibles de experimentar licuaci6n por su pos_~ 

ción en relación con la linea ef, es posible estimar el incre

mento de presión de poro inducido por la aplicación de cargas 

ciclicas para un cierto número de ciclos. A. Casagréinde estilla 

que el número de ciclos necesario para inducir presiones de poro 

superiores al 50% de la presión de confinan1iento in situ, es su 

perior a cuatro veces el nrtm'ero de ciclos observados en el la.bo 

ratorio (valor a partir del cual la influencia del fcn6meno de 

movilidad ciclica en los resultados, es muy i_mportante). 

6. Si se requiere una estimación de las deforr:1D.ciones J".nducid~s por 

carga ciclica en el campo, es necesario ejecutar mc:c1iciones pre 

cisas de las deformaciones en el laboratorio 1 hasta que la pre 

si6n de poro alcanza el 50% de la presi6n de confinamie~to, y 

uti.lizar estas mediciones como una guía de las posibles deforma 

cienes in situ, tenie!1do en cuenta que· solo una fracci(m de las 

deformaciones medidas en el laboratorio son causadus por el me-

canismo que controla el desarrollo .:!.(;: presjones de poro y 1efor

rnacjones en el campo. 
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CQNCLUSJONES 

1. La licuación se presenta fundamentalmente en arenas finas, uni-

formes, de origen reciente y aluvial, y con compacidades relati 

vas inferiores a 40 6 50% depe~diendo de la presión de confina-

miento. La experiencia de que se dispone indica ~1e arenas con 

una compacidad relativa > 50% no son susceptibles de e"Yperimen-

tar licuación. 

2. Para estimar la susceptibilidad a· la licuación de arenas existen 

procedlinientos empíricos y analíticos. Ambos hacen uso de la 

experiencia, y el segundo tipo hace uso de los resultados de 

pruebas de laboratorio ~jecutadas sobre muestras representati-

vas del suelo. 

3. Los procedimientos empíricos relacionan el comportamien¿o del 

suelo con factores tales como el espesor de los estratos bajo 

consideración, sus características granulométricas, etc. Su 

aplicación es limitada a condiciones similares a las que les 

dieron origen. 

4. Los procedimientos analíticos hacen uso de la experiencia, la 

teoría, y los resultados de pruebas de laboratorio en donde se 
o 

determina la respuesta de muestras del suelo, sujetas a condi-

ciones de esfuerzo y deformación que se supone duplican las 

condiciones existentes in situ. 

S. Los procedil1ientos analíticos responden a dos enfoques princi-

pales: (a) el basado· en el conce·pt:o de relación de vacíos crí-

tica; apU.cable para identifica'-· la susceptibilidad a la licua 
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ci6n de arenas bajo carga monotónica y ciclica, y (b) el basado_ 

en los resultados de pruebas cíclicas; de utJlidad para estimar 

el aumento en la· presión de poro y las deformaciones in situ 

después de considerar que el mecanismo que controla el desarro 

llo de estas variables in situ es diferente al mecanismo que 

contLqla el desarrollo de estas mismas variables en el labora

ter i.o. 

6. Parece ser que un enfoque diferente y realista al problema de 

la licuaci6n de arenas consistiría ~n efectuar investigaciones 

detalladas de depósitos naturales. 
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i 
TEORIA DE PROBABILIDADES 

EXPERIMENTO. PARA FINES DE ESTE CURSO, SE ENTENDERA POR EXPERI 

MENTO A TODO PROCESO DE OBSERVACION. ASI UN EXPERIMENTO PUEDE SER 

PLANEADO Y REAL! ZADO POR EL Hm1BRE, O PUEDE SER EFECTUADO POR 

LA NATURALEZA EN CASO DE UN FENOMENO NATUR~. POR EJEMPLO, EL 

LANZAR UNA MONEDA O UN DADO Y OBSERVAR LA CARA QUE QUEDA HACIA 

ARRIBA, ES UN EXPERH1ENTO PLANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE. 

EL OBSERVAR LA CANTIDAD DE AGUA QUE LLUEVE ANUALMENTE EN UNA 

CIUDAD, ES UN EXPERIMENTO ASOCIADO A UN FENOr.mNO NA.TURA¡.. · 

A!.. . . RESULTADO DE UN EXPERIMENTO SE LE: DENOMINA VATO • A UN 

GRUPO DE D_l\TOS SE LE LLA.P.iA MUESTRA. 

PROBABILIV.~V~ ES UNA MEDIDA DE LA CERTIDUMBRE QUE SE LE ASOCIA A 

LA OCURRENCIA U OBSERVACION DE UN RESULTADO DETERMINADO, AL REA

LIZARSE EL EXPERIMENTO CORRESPONDIENTE. 

LA TEORTA VE PROBABTL 1'DAVES ES UNA RAMA .OE LAS MATEMATICAS APLICADAS 

QUE TR.'Z\TA LO CO!-lCERNIENTE A LA ASIGNACHm Y r.1ANEJO DE PROBABI

LIDADES. 

'· 



2. 

ESTAVISTiCA:· ES LA. RAMA DE LAS MATEMATICAS QUE SE ENCARGA DE ENSE

~AR LAS REGLAS PARA COLECTAR, ORGANIZAR, PRESENTAR Y PROCESAR LOS 

DATOS .OBTENIDOS AL REALIZAR VARIAS VECES EL EXPERIMENTO ASOCIADO 

A UN FENOMENO DE INTERES Y PARA INFERIR CONCLUSIONES ACERCA DE 

ESTE ULTIMO. PROPORCIONA, ADEMAS, LOS METODOS PARA EL DISE~O DE 

EXPERIMENTOS Y PARA TOMAR DECISIONES CUANDO APAREC~N SITUACIONES . 

DE INCERTIDUMBRE. 

ESTADISTICA 

* DESCRIPTIVA.- TRATA LO CONCERNIEN'l'E A 

LA OBTENCION, ORGANIZACION, PROCESA

MIENTO Y PRESENTACION DE LOS DNrOS. 

* TNFERENCIAL.- TRATA LO CONCERNIENTE A 

LOS METODOS PARA INFEHIR CONCLUSIONES 

ACERCA DEL FENOMENO DEL CUAL l:1ROVIENEN 

LOS DATOS 

•. 



3. 

STMBOLOS VE VESTGUALVAVES: 

< menor que 

< menor o igual que -
> mayor que 

> mayor o igual que ·-
t diferente de 

TEORI A VE CONJWITOS 

UN CONJUNTO ES UNA COLECCION BIEN DEFINIDA DE OBJETOS. 

NOTACION: LOS CONJUNTOS SE DENOTAN USUALMENTE CON LETR:l\.S MAYUSCU-

LAS, Y SUS ELEMENTOS SE ANOTAN DENTRO DE UN PAR DE LLAVES. 

EJEHPLOS 

A) ·EL CONJUNTO DE NW.1EROS ANOTADOS EN UN DADO ES 

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

B) EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS MENORES QUE 5 ES 

S= {-~, •••. ,-3, -2, -1, O, 1, 2, 3, 4} 

o S = {x: x ES ENTERO Y x~4} 

C) EL CONJUNTO DE LOS NUNEROS ENTEROS POSITIVOS MENORES QUE 5 ES 

E= {O, 1, 2, 3, 4} 

E = {x: ES ENTERO Y O<x<4} 

D) EL CONJUNTO DE LOS CONTINENTES ES 

C ={ASIA, EUROPA, AMERICA, AFRICA, OCEANIA} 

E) EL CONJUNTO DE MARCAS QUE TIENE UNA MONEDA ES 

M = {CARA, CRUZ} 

F) EL CONJUNTO DE NDr.1EROS ~1AYORES DE 5 PERO MENORES O IGUALES 

QUE 10 

s 1 = {x: 5<x~10} 

., 
. 1 



4. 

FU.JTTOS .- CUA.l\J'DO TIENEN UN . NUMERO FINITO 

DE ELEMENTOS 

CONJUNTOS 

HIFINITOS.- CUANDO TIENEN UN NUMERO INFINITO 

DE ELEMENTOS 

SUBCONJUNTOS 
PARA EXPRESAR QUE UN ELEJ1.1ENTO PERTENECE A UN CONJUNTO SE USA EL 

SIMBOLO e:. PARA EXPRESAR QUE NO PERTENECE SE USA EL SH1BOLO i. 

EJEMPLO 

SI s 1 = {X:S<X~lO}, ENTONCES 

PARA EXPRESAR QUE UN CONJUNTO ESTA CONTENIVO EN OTRO SE USA EL 

SIMBOLO C; SI NO ESTA CONTENIVO SE USA EL SU1BOLO ~. 

PARA QUE UN CONJUNTO ESTE CONTENIDO EN OTRO SE REQUIERE QUE TOVOS 

SUS ELEMENTOS LO ESTEN, ES DECIR, QUE TODOS SUS ELEMENTOS PERTE-

NEZCAN A A!•1BOS CONJUNTOS. 

EJEMPLO 

SEAN E={3,5}; F={3,8}; G={7,9}. E~Sl ; F~Sl ; GCS1 

SI U~l. CONJUNTO, B, ESTA CONTENIDO EN OTRO, S, SE DICE QUE B 

ES SUBCONJUNTO DE S • 

EJEMPLO 

B = {X:3~X~8} Y S 1={X: S<X<lO} 

EN FSTE CASO: 

GCS
1 
~G ES SUBCONJUNTO DE s

1 

B{ZS1~B NO-ES SUBCONJUNTO DE s
1 



SE DICE QUE DOS CONJUNTOS SON IGUALES CUANDO CONTIENEN LOS 

MISMOS ELEHENTOS (NO IMPORTA EL ORDEN EN QUE ESTOS SE ESCRIBAN) 

EJEMPLO 

SEAN A={1,3,5,7}, B={7,5,1,3} Y C={7,5,1} 

EN TAL CASO, A = B~C 

CONJUNTO VACIO 

DE LA MISMc~ MANERA QUE EXISTE EL CERO EN LOS NUME~OS, EN LA 

TEORIA DE CONJUNTOS EXISTE EL CONJUNTO VACIO, EL CUAL NO TIENE 

ELEMENTOS. USUALMENTE SE DENOTA ~. 

EJEl-1PLO 

¿CUAL ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS, X, TALES QUE 2X=7 Y X ES 

ENTERO? 

SOLUCION ~ ES EL CONJUNTO VACIO, ~. 

A ~ SE LE CONSIDERA COMO SUBCONJUNTO DE CUALQUIER CONJUNTO. ASif 

POR EJEM, TODOS LOS SUBCONJUNTOS DEL CONJUNTO 

S ={2,5,10} SON: {2};{5};{10};{2,5} ;{2,10};{5,10};{2,5,iO} Y g. 

ESPACIO VE EVENTOS 

ASOCIADO A UN EXPERIMENTO SIEMPRE HAY UN CONJUNTO DE RESULTADOS 

POSIBLES; A DICHO CONJUNTO SE LE LLAMA ESPACIO VE EVENTOS. 

EJEMPIDS 

EL ESPACIO DE EVENTOS ASOCIADO AL EXPE~H1ENTO DE LANZAR UN DADO Y 

ANOTAR LA CARA QUE 0UEDA HACIA ARRIBA ES 

S ={1,2,3,4,5p6} 

EL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL EXPERIMENTO DE LANZ.'\R 

DOS DADOS Y ANOTAR LOS NU~1EROS QUE QUEDAN HACIA ARRIBA ES 



6. 

(1,1)' (1,2)' (1,3)' (1,4)' (1,5)' (1,6) 

( 2 ' 1 ) ' ( 2 ' 2 ) ' ( 2 ' 3 ) ' ( 2 ' 4 ) ' ('2 ' 5 ) ' ( 2 ' 6 ) 

(3,1)' (3,2)' (3,3), (3,4), (3,5)' (3,6) 
S= 

(4,1)' (4,2), (4,3)' (4,4), (4,5) '{4,6) 

{5,1)' (5,2), (5,3) '(5,4)' (5,5)' (5,6) 

(6,1), (6,2)' (6,3)' (6,4)' (6,5)' (6,6) 

SI EN ESTE EXPERIHENTO LA OBSERVACION DE INTERES FUESE LA ·sur-m 

DE LOS DOS NUMEROS OBSERVADOS, ENTONCES EL ESPACIO DE EVENTOS 

DEL EXPERIMENTO SERIA 

S= {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} 

A TODO SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO DE EVENTOS SE LE LI.A_T\1A EVEfJTO. A 

LOS EVENTOS QUE TIENEN UN SOLO ELEMENTO DEL ESPACIO SE LES LL~ffi 

EVENTOS SIMPLES. 

SI AL REALIZAR UN EXPERIMENTO SE OBSERVA UN EI,EJI4ENTO DEL EVENTO 

A, ENTONCES SE DICE QUE 0CURR10 O SE VERIFICO EL EVENTO A. POR 

EJEMPLO, SI A={2,4} Y AL LANZA~ UN DADO SE OBSERVA EL 2 O 4, SE 

DICE QUE OCURRIO EL EVENTO A; SI SE OBSERVA CUALQUIER OTRO NUME

RO, ENTONCES SE DICE QUE NO OCURRIO A. 

V1SCRETOS.- SI SUS ELEf'.1ENTOS PUEDH!N NUME-.. 
RARSE O CONTARSE. TIENEN UN NUNERO 

ESPACIOS DE FINITO O INFINITO NUMERABLE DE EI,E:.f<iE!'Fl'OS. 

EVENTOS 
CONTINUOS:- SI SUS ELEMENTOS NO PUEDEN 

ENUMERARSE. TIENEN UN NUMERO INFINITO NO 

NUMERABLE DE ELEMENTOS 

~-¡ 

! 



7. 

EJEMPLO 

LOS ESPACIOS DE EVENTOS s
1

={CARA,·CRUZ}; s
2
={1,2,3,4,5,6,}; 

S 3={VERDE, ROJO} SON DISCRETOS. LOS ESPACIOS DE EVENTOS 

s 4={X: -oo<X~O}; s5{z: z:3}; s 6={Y:3~Y~80} 
SON CONTINUOS. 

EJEMPLO 

¿QUE TIPOS DE ESPACIOS DE EVENTOS CORRESPONDEN A LOS SIGUIENTES 

EXPERIMENTOS? 

A) CONTEO DEL NUMERO DE GRANOS DE UNA MAZORCA DE MAIZ 

S={O,l,2,3, ... ,oo}, ES DISCRETO E INFINITO 

B) HEDICION DE LA LONGITUD DE UNA ESPIGA DE TRIGO 

S={X: O<X<oo},X EN CM, ES CONTINUO E INFINITO 

C) ~1EDICION DEL EFECTO DE UNA VACUNA, EN TEIDUNOS DE 11 EXITO" O 

"FRACAS0 11 

S={EXITO, FRACASO} ES DISCRETO Y FINITO. 

D) MEDICIO~ DEL NUMERO DE ~ULIGRAMOS DE UN ANTIBIOTICO CONTENIDO 

EN UNA CAPSULA 

S={Y:O!Y<oo} Y en mg, ES CONTINUO E INFINITO. 

COMPLEMEHTO VE UN EVENTO 

EL COMPLEMENTO DE UN EVENTO A ES OTRO EVENTO QUE CONTIENE TODOS LOS 

ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE QUE NO ESTAN EN A. 

USUALMENTE SE DENOTA CON UNA TILDE SOBRE EL SIMBOLO QUE CORRESPON

DE AL EVENTO QUE COMPLEMENTA,A. 

EJEMPLOS 

SI S={1,2,3,4,5,6} Y A={1,3,5} ENTONCES A={2,4,6}. 

SI S={X: O<X<58} Y A={X: 3<X~17), ENTONCES A~{X: o:x:3, 17<X<58} 



8. 

EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSIVOS 

CUANDO DOS O HAS EVENTOS NO PUEDEN OCURRIR SIMULTANEAMENTE AL 

REALIZAR UNA SOLA VEZ UN EXPERIMENTO, SE DICE QUE ESTOS SON 

.M~TUAMENTE EXCLUSIVOS; ES DECIR, DOS EVENTOS SON MUTUAMENTE EXCLU-

SIVOS CUANDO NO TIENEN NI UN SOLO ELEMENTO EN COMUN. 

EJEMPLO 

A) CUAL0UIER EVENTO Y SU COMPLEMENTO SON l\1.UTUANENTE EXCLUSIVOS. 

B) ¿SON E={Y: O<Y<25} Y A={2,50,100} MUTUAMENTE EXCLUS!VOs?'· 

·No, PORQUE TIENEN EL ELEMENTO 2 EN COHUN. 

OPERACIONES CON EVENTOS 
UMION 
LA UNION DE DOS EVENTOS ES O'fHO EVENTO CUYOS ELEMEN'J:IOS SON TODOS 

LOS DE AMBOS. LA OPERACION DE UNION SE DENOTA CON EL SIMBOLO U. 

EJEMPLOS 

A} SI A={2,4,6} Y B={1,6,12}, ENTONCES 

C=AUB ={1,4,6,12,2} 

l{ • 

B} ¿SON A Y B l\1UTUAMENTE EXCLUSIVOS? NO PORQUE TIENEN EL 6 EN COMUN. 

C} SI D={Y: O<Y<13} Y E={Y: 20:Y:SO}, 

ENTONCES 

DUE={Y: O~Y~13, 20~Y~50} 

D) SI F={Y: S:Y220}, ENTONCES 

DUF={Y; O:Y:20}. 

E} SI G={Y: 3_::Y:10}, ENTONCES 

DUG= {Y: O< Y< 13 } = D; OBSERVES E QUE EN ES'rE CASO GCD. EN GENE.Ri-\J .• , 

SI ACB, ENTONCES AUB=B. 

EN GENERAL, LA UNION DE VARIOS EVENTOS ES OTHO EVEN'l'O CUYOS 

ELEMENTOS SON TODOS LOS DE I,OS EVENTOS QUE SE UNEN· 



EJEMPLO 

AUBgF = K= {1,2,4,6, y: 8~ y <20} 

INTERSECCION 

9. 

LA H..JTERSECCION DE DOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS QUE 

PERTENECEN SIMULTANEAMENTE 'JI. AMBOS. PARA DENOTAR LA OPERACION 

DE INTERSECCION SE USA EL SIMBOLO n 

EJEMPLOS 

A} A= {2,3,6} Y B = {2,6,10} ENTONCES AnB = C = {2,6} 

B) D = {Y: 4~Y~5}, ENTONCES Ano=~. 

f ' 
i 

OBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO A Y D SON MUTUAMENTE. EXCLUSIVOS, 

YA QUE NO TIENEN NINGUN ELEMEN'l'O EN COMUN. SIEMPRE QUE DOS F.VEN'l'OS 

SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, SU INTERSECCION ES EL CONJUNTO VACIO. 

EN GENE:r.:t.:1\L, LA INTERSECC10N DE VARIOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE 

ELEMENTOS QUE TODOS ELLOS TIENEN EN COMUN. 

EJEMPLO 

SI A= {2,j,6,8}; B={2,3,10,100}; C={Y: O<Y<S} Y D={Y: 2~Y!4}, 

ENTONCES 

AnB~C~D = E ={2,3} 

AUBUCUD = F ={Y: O~Y!S, 6,8,10,100} 

~ . 
LA OCURRENCIA DE UN EVENTO Y OTRO H1PLICA LA OCURRENCIA DE M-1BOS 

A LA VEZ, ES DECIR, QUE SE VERIFIQUE LA INTERSECCION. LA OCURRENCIA 
,, .. 

DE UN EVENTO O ALGUN OTRO, IMPLICA LA OCURRENCIA DE CUALQUIERA 

DE ELLOS, ES DECIR DE LA W..JION. 



10. 

DIAGRAMAS VE VENN 

UNA .MANERA DE ILUSTRAR GRAFICAJI1ENTE LAS OPERACIONES CON CONJUNTOS 

1~S MEDIANTE LOS DIAGRAMAS VE VENN. EN ESTOS, CADA CONJUNTO SE 

REPRESENTA POR UNA CURVA CERRADA QUE ENCIERRA LOS ELEHENTOS 

QUE LE CORRESPO&DEN. 

Evento Ao Evento A 1 

A;¡ e A~ 
,~I\A 1 =A3 

Puntos comunes o Ao y A 1(1ntersección,A0 n A 1)-

Evento6 cjEventoA1 

Eventos mutuamente exclusivos (Intersección nula) 

Diagramas de Venn (unión e intersección de evPntos) 

1 
1 

i; 



11. 

TEORIA VE PROBABILIVAVES 

AL LANZAR UNA MONEDA NO PODEHOS PREDECIR CON CERTEZA CUAL CARA 

QUEDARA HACIA ARRIBA. LO UNICO QUE SE PUEDE ASEGURAR, SI LA 

MONEDA NO ESTA CARGADA, ES QUE A..I\1B].).S CARAS TIENEN LA Hr"SMA OPOR

TUNIDAD DE SALIR, ES DECIR, QUE LOS EVENTOS SIMPLES {CARA} Y 

{CRUZ} TIENEN LA MISMA PROBABILIVAV DE OCURRIR. 

COMO YA SE DIJO, LA PROBABILIVAV DE QUE OCURRA UN EVENTO ES UNA 

MEDIDA DEL GRADO DE CONFIANZA QUE SE TIENE DE QUE ESTE OCURRA 

AL REALIZAR EL EXPERP1ENTO CORRESPONDIENTF:. 

EXISTEN POR LO MENOS TRES MANERAS DE ASIGNARLE UNA PROBABILIDAD 

A UN EVENTO: 

l. EN TERMINOS DE LOS RESULTADOS DE REPETIR VARIAS VECES UN 

EXPERIMENTO (METODO FRECUENCIAL) . 

2. APLICANDO LA DEFINICieN CLASICA DE PROBABILIDADES. 

3. CON BASE EN UN MODELO MATE~l\TICO (PROBABILISTICO) DEL PENO

MENO DE QUE SE TRATE. 



12. 

METOVO FRECUENCIAL 

SI N(A) ES EL NUMERO DE VECES QUE SE OBSERVA EL EVENTO A AL REA-

LIZAR N VECES UN_ EXPERIHENTO, LA FRECUENCIA RELATIVA DE A, DEFINIDA 

COMO N (A) /N, SE COtlSIDERA cor-10 ESTH1ACION DE LA PROBABILIDAD DE A, 

p (A) -

YA QUE, EN EL LIMITE, P(A) = lím N (A) 
N+co N 

EJEMPLO 

DE UNA URNA QUE CONTIENE BOIAS ROJAS, BLANCAS Y AZULES, SE SACO 

UNA BOLA, SE ANOTO SU COLOR Y SE REGRESO A LA URNA. SI ESTE EXPE 

RI.MENTO SE REPITE 20 VECES Y LOS RESULTADOS SON 

b,b,a,r,r,r,a,b,r,a,b,b,a,r,b,r,r,a,r,a,DONDE 

r = ROJA, b = BLANCA, a = AZUL 

¿QUE PROBABILIDADES LE ASISNARtA A LOS EVENTOS B={b}, A={ a}, y . 

R={r}, DE ACUE~DO CON EL METODO F'~ECUENCIAL? 

EN ESTA MUESTRA SE TIENE QUE N(B)=6, N(A)=6, N(R)=8 1 N~20 

6 3 6 3 = 8_ 4 POR LO QUE P(B}=2Q = 10 ; P(A) = 20·= 10 ; P(R) 2Q- IQ 

NOTESE QUE LOS EVENTOS B, _2\ Y R SON HUTUA11ENTE EXCLUSIVOS, YA QUE 

SON EVENTOS SIMPLES, Y QUE 

3 3 4 ) p (B.) + p (A) + p (R) = IO + IO + 10 = 1 = P(S 

EN DONDE S = {r,b,a} 

.. ·~ 



13. IJ 

VEFINICION CLASTCA VE PROBABILIVAVES 

SI N (A) ES EL NUMERO DE !-'IANERZ\S IGUALMENTE PROBABLES EN QUE PUEDE 

OCURRIR EL EVENTO l\ Y N ES EL Nm1ERO TOTAL DE ELEMENTOS DEL ESPA-

CIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE, ENTONCES LA PROBABILIDAD DE A ES 

P(A) = N(A) 
N 

EJEMPLOS 

A) SI EN UNA URNA SE TIENEN S BOLAS BLANC.ll.S Y 15 NEGRAS, Y SE VA 

A SELECCIONAR UNA AL AZAR, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE 

SEA BLANCA( A= {BLANCA}) ? : 

5 1 N= 5+15=20; N(A)=5~P(A)=20- 4 

B) SI SE LANZAN DOS DADOS, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE 

l. SALGA UN 2 Y UN 5 (EVEN':'O B)? 

2. LA SUMA SEA 7 (EVENTO A) 

PARA EL INCISO 1 EL ESPACIO DE EVENTOS ES: 

( 1' 1) (1,2) (1,3) ( 1, 4) (1,5) ( l' 6) 

(2.1) (2,2) (2,3) ( 2 , 4) ( 2, 5) ( 2 , 6) 

(3,1) (3,2) (3,3) ( 3, 4) (3,5) ( 3, 6) 
S = 

( 4, 1) (4,2) (4,3) ( 4' 4) ( 4 r 5) ( 4 , 6) 

(5,1) (5,2) (5,3) ( 5' 4) (5,5) (5,6) 

(6,1) (6,2) (6,3) ( 6 , 4} (6,5) (6,6) 

SI EL DADO NO ESTA CARGADO, CADA PAREJA DE NUMEROS ES IGUALHENTE 

PROBABLE. EN TAL CASO, N=36 y N(B)=2 ( APARECE (2,5) O (5,2)) 

=) P{B)=2/36=1/18. 

PARA EL INCISO '2 EL ESPACIO DE EVEN'EOS ES 

S1 ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} 

PERO NO TODOS LOS ELEMENTOS (EVENTOS SIMPLES) SON IGUAT.HEN'l'E PROBA-
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BLES, YA QUE, POR EJEMPLO, EL 2 SOLO APARECERA SI SE OBSERVA LA 

PAREJA (1,1), EN CN1BIO EL_ 3 APARECERA SI OCURREN LAS PAREJAS 

{1, 2) O ( 2.1) , ES DECIR, EL 3 'l1 1ENE EL DOBLE DE PROBABILIDAD 

QUE EL 2. POR ES'l'O, PARA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE LA SUMA 

SEA 7 ES NECESARIO TRABAJAR CON EL ESPACIO S Y CONTAR LAS MANERAS 

POSIBLES DE QUE LA SUMA SEA 7, LO CUAL OCURRE SI SE OBSERVA CUAL-

QUIERA DE LAS PAREJAS (6,1), (5,2) 1 (4,3) 1 (3 1 4) 1 (2,5) o (1 1 6), 

ES DECIR 1 HAY 6 MANERAS IGUALMEN'rE PROBABLES DE QUE OCURRA EL 

EVENTO A. POR LO 'I'ANTO 

N(A) 6 1 
p (A) = -N- = 36 = G 

PROCEDIENDO DE ESTA MANERA SE PUEDEN CALCULAR LAS PROBABILIDADES 

DE QUE LA SU~ffi SEA 2,3,4,ETC. LOS RESULTADOS SON: 

P({2}) 1 P({3}) 2 P({4}) .L. P({S}) 4 
= 36; = 36; 

::;;: 

36' - 36¡ 

P({6}) 5 P({7}) 6 P({B})= 5 P({9}) 4 
= -· :::: 36; 36; = 36: 36' 

3 2 
P({10}) = J6; P({11}) = 36 y P({12}) 

1 
= 36-

1 2 
(OBSERVESE QUE r P({i}}=1 

i=2 

ASIGNACION VE PROBABTLIVAVES MEV!ANTE UN MOVELO MATEMATICO 

HEDIANTE ESTE METODO LAS PROBABILIDADES SE ASIGNAN A PARTIR DE UN 

MODELO MATEMATICO QUE INVOLUCRE TODOS LOS FACTORES POSIBLES QUE 

INTERVIENEN EN LA ALEA'rORIEDAD DEL FENOMENO. 

1. 
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AXIOMAS VE LA TEORIA VE PROBABILIVAVES 

LAS PROBABILIDADES-QUE SE ASIGNAN A LOS DIFERENTES EVENTOS 

RELACIONADOS CON UN FENm1ENO ALEATORIO DEBEN CUHPLIR CON LOS 

SIGUIENTES TRES AXIO~S: 

AXIOMA 1: LA PROBABILIDAD DE OCURRENCIA DE UN EVENTO A ES UN 

NUMERO, P(A) 1 QUE SE LE ASIGNA A DICHO EVENTO, CUYO VALOR 

QUEDA EN EL INTE~VALO 

O~P(A)~1 

AXIOMA 2: SI S ES UN ESPACIO DE EVENTOS, ENTONCES 

P(S)=l 

AXIOMA 3: LA PROBABILIDAD, P (C), DE LA UNION, C, DE DOS EVENTOS 

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, A Y B, ES IGUAL A LA SU~m DE LAS 

PROBABILIDADES DE ESTOS, ES DECIR, 

P(AUB) = P(C) = P(A) + P(B) 

EJEMPLOS 

A) EN EL P~OBLEMA DEL LANZAMIENTO DE UN DADO QUE NO ESTA CARGADO 

SE PUEDE ASIGNAR A CADA,NUMERO (A CADA EVENTO SIMPLE) UNA PRO-

BABILIDAD DE 1/6, SI A={2,4} Y B={5,6}, :ENTONCES, PUESTO 

QUE A={2}U{4} Y B={5}U{6}, Y QUE LOS EVENTOS ELEMENTALES SON 

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI, APLICANDO EL AXIOZ.1A 3 SE 

OBTIENEN: 

P(A)=P({2}) + P({4}) ! + 1 2 1 - 6 = - = 3 6 6 

P(B)=P({5}) + P({6}) 1 1 2 1 
= - + - = 6" = 3 6 6 

SI C=AUB, Y DADO QUE A Y E SON EVENTOS MUTUA~ENTE EXCLUSIVOS: 

.!_ + 1 2 P(C) = P(A) + P(B) = 3 3 = 3 



ADE~~S, OBSERVESE QUE SE CUMPLE CON LOS AXIOMAS 1 Y 2, 

YA QUE 

P(S) = P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}) 

= .!.+ .!.+ !+ !+ .!.+ 1_ 66 = 1 
6 6 6 6 6 6 -

EJEf\1PLO 

EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE DOS DADOS, ¿CUAL ES LA PROBABI

LIDAD QUE AL REALIZAR UNA VEZ EL EXPERIMENTO LA SUf\~ DE LOS DOS 

NUMEROS QUE QUEDEN HACIA ARRIBA SEA 7 U 11? ESTO ES EQUIVALENTE 

A PREGUNTAR POR LA PROBABILIDAD DE QUE OCURRA EL EVENTO 

C = { 7} U { 11}. PUESTO QUE { 7} Y { 11} SON EVENTOS t-1UTUA.t"1EN'fE, 

EXCLUSIVOS: 

6 2 8 2 
P(C) = P({7}) + P({ll}) = 36 + 36 = 36 = g 

::::!JEfl:lPLO 

EN UN LABORATORIO SE PROBARON 100 VIGAS DE CONCRETO REFORZADO NOMI-

NALMENTE IDF:NTICAS, Y SE ANOTARON LAS CARGAS CON LAS CUAI.ES FALLO 

CADA UNA. DE ESTA SUCESION DE EXPERIMENTOS SE ASIGNARON, EN TER-

MINOS DE LAS FRECUENCIAS RELATIVAS CORRESPONDIENTES, LAS SIGUIENTES 

PROBABILIDADES: 

SI A ={X: O<X<20 ton}; P(A} = 0.17 

SI B ={X: 20<X<40 ton}; p (B) = 0.24 

SI e ={X: 40<X<60 ton}; P(C) = 0.27 

SI D ={X: 60<X<80}; P(D) = 0.13 

SI E ={X: 80<X<100}; P(E) = 0.11 

SI F ={X: lOO<X}; P(F'} = 0.08 

tP (. ) = l. 00 
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SI SE REALIZA UNA VEZ MAS EL EXPERIHENTO, CALCULEMOS LAS SIGUIEN

TES PROBABILIDADES: 

A) QUE LA RESISTENCIA SEA MENOR O IGUAL QUE 80 TON. PUESTO QUE 

G= {X: O<X<80 ton} SE TIENE QUE G= AUBUCUDy POR LO QUE 

1 \ 

P(G)=P(A) + P(B) + P(C) + P(D) == 0.17 + 0.24 + 0.27 + 0.13 -- 0.8'1 

B) LA PROBABILIDAD QUE RESISTA r1A.S DE 60 TONS., PUESTO QUE 

H= {X: 60<X<oo} O H={X: X>60} SE TIENE QUE H= DUEUF 1 

POR LO QUE P(H) = P(D) + P(E) + P(F) = 0.13 + 0.11 + 0.08 =032 

C) LA PROBABILIDAD QUE RESISTA ~~S DE 40 TON1 PERO CUANDO MUCHO 

100 TON. 

PUESTO QUE I={X: 40<X<.100} SE TIENE QUE I = CUDUE 

POR LO QUE P(I) = P(C) + P(D) + P(E) = 0.27 + 0.13 + 0.11 = 0.51 

' 
' 



TEOREMAS 

DOS TEOREMAS IMPORTANTES QUE SE DEDUCEN A PARTIR DE LOS AXIO~~S 

SON: 

TEOREHA 7. 

SI A ES UN EVENTO DEL ESPACIO S, ENTONCES P(A)=l-P(A) 

DEl\10STRACION 

PUESTO QUE A Y A SON MUTUN1ENTE EXCLUSIVOS 

Y ADEMAS AUA=S, ENTONCES, P(S)=P(A)+P(A)=l 

=> P (A)= 1-P (A) 

CASO.PARTICULAR: PUESTO QUE P(S)=l-P(S)=O Y S=~, SE TIENE QUE 

P(/J)=O 

' ¡ 



TEOREMA 2. 

SI A Y B SON DOS EVENTOS CU.P.LQUIERA DE S, ENTONCES 

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) 

DEMOSTRACION 

SEA EL DIAGRAMA DE VENN: 

A 

S 

B 

19. 

AUB= (A()B) U (A()B) U (BnA). PUESTO QUE A()B, A(\B Y Bt\A SON MUTUA"1EN'J'E 

EXCLUSIVOS, SE TIENE QUE P(AUB)=P(Z\()B);P(Afi_B)+P(BIIA). 

SU~1A.NDO Y RESTANDO P (Af\B) Y .Z\GRüPANDO TER..I\1INOS SE OBTIENE 

P(AUB) = [P(AAB)+P(AnB)]+[P(A(IB)+P(BnA))-P(AIIB) 

PERO A=(AIIB)U(AfiB)=>P(AnB)+P(AfiB)=P(A) 

Y B=(AnB)U(B(IA)=>P(AnB)+P(BnA)=P(B), POR LO QUE 

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AOB) 

' ! ' 



20. 

EJEMPLO 

EN UNA URNA SE TIENEN 28 TIRAS DE PAPEL Y EN CADA UNA SE ENCUEN-

TP~ ANOTADA UNA LETRA DISTINTA DEL ALFABETO. CALCULE LA PROBA-

BILIDAD DE QUE AL EXTRAER AL AZAR UNA TIRA: 

A) SE OBTENGA UNA VOCAL 

B) SE OBTENGA a O z 

C) OCURRAN C Y D, DONDE C={x,y,z} y 

D={b,c,y,z} 

D} OCURRA C. O D 

Re-6 puU:tM 

A) A={a,e,i,o,u} 5 =>P(A)= 28 
2 

= 28 B ) B= { a , z } = > P ( B ) 

c) F= cnD= {y,z} =>P(F) = 2 
28 

D) E= CUD= {b,c,x,y 1 z} =>P(E) = 

o P(E)=P(C)+P(D)-P(CnD) 

5 
28 

2 3 4 2 5 P(CnD)=P(F)= --28 =>P(E)= + - -28 28 28-28 

~· 1 ,_ ' 
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VARIABLES ALEATORIAS 

CI,ASIFICl-\CION DE VARIABLES 

VARIABLE: 

TODA CARACTERISTICA QUE 
PUEDE ASUMIR VALORES DI 
FE RENTES 

VARIABLES ESCALARES: 1 

SON LAS VARIABLES QUE SOLO 1 

ASUMEN VALORES NUMERICOS 1 

-

~ VARIABLES NOMINALES: 

~
ON LAS VARIABLES QUE SOLO 

ASUMEN VALORES NO~INALES 
(NOMBRES, ADJETIVOS, ETC) 

~-V-A_R_I_A_B_L_E_S_.\1/,_C_O_N_T_I_N_U_A_S_: ---...,- ~DISCRETAS: ---

SON AQUELLAS QUE PUEDEN 
1

1 SON AQUELLAS QUE PUEDEN ASO-
TOMAR UN NUMERO INFINITO MIR UN NUMERO FINITO-o UNO 
NO NUMERABLE DE VALORES 1 INFINITO NUMERABLE DE VALO

~ DISTINTOS 
' 

UNA VARIABLE ·ALEATORIA ES UNA VARIABLE TAL QUE NO PUEDE PREDECIRSE 

CON CERTEZA EL VALOR QUE ASUMIRA AL REALIZAR UN EXPERIMENTO. -------------------------·-----·- ···----· 

POR EJEMPLO, LA RESISTENCIA O CARGA DE FALLA DE UNAS VIGAS ES UNA 

VARIABLE ALEATORIA, YA QUE ANTES DE ROMPER UNA VIGA TOHADA AL A7.AR 

NO SE PUEDE PRECISAR CUAL SE;{A SU RESISTENCIA. EN LA SIGUIBN'I'E 

TABLA SE PRESENTAN LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES CON 15 VIGAS DE 

CONCRETO REFORZADO, OBSERVANDOSE QUE ESTOS VARIAN DE UNAS A OTRAS 

DE MANERA ALEATORIA. 
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~· 

TABLA 2. PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO 

Número de Carga de agrieta- .Carga de falla, 

la viga miento, en kg en kg 

1 4700 4 700 
2 3 840 4220 
3 3 270 4 360 
4 2 310 4 680 
5 2 950 4 270 
6 ' 4 810 4 810 
7 2 720 4 590 
8 2 720 4490 
9 4 310 4 310 

10 2 950 4 630 
11 4220 4220 
12 2 720 4340 
13 2 720 4 340 
14 2 630 4770 
15 2 950 4630 

A TODO EXPERIMENTO SE LE PUEDE ASOCIAR AL MENOS UNA VARIABLE ALEA-

TORIA, DEPENDIENDO ESTA DEL PROBLEMA QUE SE TENGA PLANTEADO. POR 

___ __.,.EJ_E_kiE_LO_,_EN_EL_:_CAS.O_DE_LA_RES.IS.TENC IA_DE_LAS~V.IGAS_DE_VARIABLE_~__. ___ _ 

ALEATORIA PUEDE SER DIRECTAMENTE DICHA RESISTENCIA, EN CUYO 

CASO SU ESPACIO DE EVENTOS SERIA 

s
1 

= {X: O<X<oo} 

LA VARIABLE TAMBIEN PUDO HABER SIDO UNA CUYO ESPACIO DE EVENTOS 

FUERA 

s 2 = {EXITO, FRACASO} 

EN DONDE EL EXITO OCURRIRIA SI LA VIGA RESISTIERA MAS DE CIERTA 

CANTIDAD, POR EJEMPLO 4600 KG, Y EL FRACASO OCURRIRIA SI RESISTIERA 

MENOS, ES DECIR: 
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EXITO: SI X>4600 KG 

FRACASO: SI X<4600 KG 

LEYES VE PROBABILIVAVES 

EL COMPORTAMIENTO DE UNA VARIABLE A.LEATORIA SE DESCRIBE MEDIANTE 

SU LEY VE PROBABILIVAVES, LA CUAL PUEDE ESPECIFICARSE DE DIFERENTES 

FORMAS. LA MANERA f-1AS COMUN DE HACERLO ES MEDIANTE SU VISTRIBU-

CTON O VENSTVAV VE PROBABILIVAVES, 

A FIN DE EVITAR O)NFUSION , SE EMPLEARA UNA LETRA MAYUSCULA PT\.RA DENOTAR 

UNA VARIABLE ALEATORIA, Y LA MINUSCUL.l\ CORRESPONDIENTE PARA LOS 

VALORES QUE PUEDE ASUMIR. SI LA VARIABLE ALEATORIA X ES DISCRETA 

Y PU~DE ASUMIR LOS VALORES xi, SU DENSIDAD DE PROBABILIDADES, 

fX (x) ,SERA. EL CONJUNTO DE LAS PROBABILIDADES 

LA CUAL SE LEE "PROBABILIDAD DE QUE X = X " i . ESTO ES 

PARA QUE UNA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SATISFAGA LOS TRES AXIOMAS 

DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES, SE DEBEN CUMPLIR LOS SIGUIENTES 

REQUISITOS 

A) O ~ PX (xi) ~ 1 PAR.T\. TODA xi 

n 
B) E PX ( x.) = 1, DONDg n ES EL NUMERO TOTAL DE VALORES QUE 

. 1 
1= 1 

PUEDE ASmHR X 

C) P(~ < X<~) = 
m- - r 

i=r 
E P,.(x.) 

A 1 i=m 
m<r 



ss. 

LA VISTRTBUCION VE PROBABILIVAVES ACUMULADAS O FUNCION VE VISTRIBUCION 

OTRA FORMA DE ESPECIFICAR LA LEY DE PROBABILIDADES DE UNA VARIA-

BLE ALEATORIA ES MEDIANTE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACU-

MULADAS, FX(xp, QUE SE DEFINE COMO EL CONJUNTO DE LAS SUMAS PAR

CIALES DE LAS PROBABILIDADES, PX(x1 ), CORRESPONDIENTES A TODOS 

I.OS VALORES DE X MENORES O IGUALES QUE x
1

• POR LO TANTOp ESTA 

FUNCION DA LAS PROBABILIDADES DE QUE LA VARIABLE ALEATORIA TOME 

VALORES MENORES O IGUALES QUE xm PARA CUALQUIER m, ES DECIR 

EN DONDE 

F X (X) = { F X (X m) } ; m = 1 , 2 , ••• , n 

i:::m 
E PX(x1 ) = P(X~~) 

i=l 
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EJEMPLO 

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA "NUMERO TOTAL DE CARROS QUE SE 

DETIENEN EN UNA ESQUINA DEBIDO A LA LUZ ROJA DE UN SEHAFORO". SI 

LAS PROBABILIDADES ASOCIADAS A CADA VALOR, DETEID1INADAS POR EL 

METODO FRECUENCIAL#SON 

0.1 SI X - o 

0.2 SI X = 1 

0.3 .SI X = 2 

Px(x) = 0.2 SI X= 3 

0.1 SI X = 4 

0.1 SI X = ·s 

0 SI x > 6 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES Y LA DE PROBABILIDADES ACUMULADAS 

CORRESPONDIENTES S ERAN 
1 1 

X ¡ fx < x) ¡ F X {X) 
1 ( 

<O 1 o 1 o ¡01 SI X < o 
1 

1 1 
1 

.i0.1,SI 1 o 0.1 0.1 o < X < 

1 0.2 0.3 1 1 < X < 2 0.3JSI -
2 0.3 0.6 O SEA Fx(x) = O. 6.~ SI 2 < X < 3 -
3 0.2 0.8 O. 8

1 
SI 3 < X < 4 -

4 0.1 0.9 0.9 SI 4 < X < 5 
i 1 
1 

5 0.1 1.0 ll· o..~ SI 5 < X -
>6 o 1.0 

LAS GRAFICAS DE ESTAS DISTRIBUCIONES SE PRESENTAN EN LA FIGURA 

DE LA SIGUIENTE HOJA. 
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0.4 

0.2 

o o 2 3 4 5 6 7 8 X 

a) Distribución de probabilidades 

Fxfx) 

1.0 

1 

1 
0.8 r-' 

1 
1 

0.6 r 
1 
1 

0.4 1 
1 
~ 

1 
0.2 1 

1 

-o o 2 3 4 5 6 7 8 X 

b) Función de distribución 

Ley de probabilidádes del ejemplo del tráfico 



? 
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EJEMPLO 

SEA LA VARIABLE ALEATORIA X DEFINIDA POR LA SUMA DE LOS DOS NUMEROS 

QUE QUEDEN. HACIA ARRIB.A. AL LANZAR DOS D.A.DOS, EN ESTE CASO EL ES-
.. 

PACIO DE EVENTOS ES 

S = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} 

Y LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES ES 

f (x) 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 = {36, 36' 36' 36' 36' 36' 36' 36' 36' 36' 36} X 

EN ESTE CASO X1=2, x2=3, •. ,,x11=12 

y fx (2 > 
1 

fx < 3) 3 ~ , • • • , fx < 12 > 
1 = 36' = = 36 

ESTAS PROBABILIDADES FUERON CALCULADAS EN UN EJEMPLO PREVIO SOBRE 

PROBABILIDADES DE EVENTOS . 

CON ESTAS PROBABILIDADES SE PUEDE OBTENER LA FUNCI0N DE DISTRIBUCION 

O DE PROBABILIDADES 
X f~..(x) F,c.(X) 

<2 o o 
2 1/36 1/36 

3 2/36 3/36 

4 3/36 6/36 

5 4/36 10/36 

6 5/36 15/36 

7 6/36 21/36 

8 5/36 26/36 

9 4/36 30/36 

10 3/36 33/36 

11 2/36 35/36 

12 1/36 36/36=1 

>12 o 1 

I:=1 
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EN EL CASO DE UNA VA.RIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, LA PROBABILIDAD 

DE QUE ESTA TOME UN VALOR COMPRENDIDO ENTRE x Y x + dx ESTA DADA 

POR fX(x)dx, DONDE fX(x) ES LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE~~ POR 

LO TANTO, LA PROBABILIDAD DE QUE X ASUMA VALORES COMPRENDIDOS EN 

x2 
= 1 fx(x) dx 

xl 

~(~t) 

LA INTERPRETACION GRAFICA DE ESTA PROBABILIDAD ES QUE CORRESPONDE 

A!., AREA BAJO LA CURVA DE fX (x) COMPRENDIDA ENTRE x 1 Y x 2 • 

PUESTO QUE FX(x) = P(X~x) = P(-oo:X:x), Y EN VIRTUD DE LA ECUACION 

ANTERIOR SE TIENE QUE LA FUNCION DE DISTRIBUCION ES: 

X 

Fx(x) = /_
00 

fx(U)dU 
1~ --4~p~::~) 

DONDE V ES SOLO UNA VARIABLE MUDA DE INTEGRACION. EL VALOR DE ES'l'A 

INTEGRAL ES IGUAL AL AREA BAJO LA CURVA DE FX(x) A LA IZQUIERDA 

DE x. DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE 

X 

= d~ (/_
00 

fx(U)dU) = fx(x) 

ALGUNAS PROPIEDADES DE FX(x) SON: 

o:Fx(x)_:l 

FX(-oo) =O 

FX(oo) =1 

F X (x + E ) :::_ F X (x ) , SI E: > 0 
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PARA SATISFACER LOS AXIOMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES SE 

NECESITA QUE 

fx(x) > O PARA TODA x 

00 

r_oo fx(x) dx = 1 
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EJEMPLO 

SEA UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDA-

DES ES DE FORMA TRIANGULAR DADA POR LAS SIGUIENTES ECUACIONES: 

-z. 

fy(Y) = ~ Y + ~ , SI -2<Y<O 

__! V + -
3
1 , SI O<Y<4 12 --

SI Y<2 O Y>4 

-P(1~Y~2) = 5/24 

1 1 
I2 y+ 3 

--------~--~~/~----~--~r-----~Y. 
-t o 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES~ENTONCES: 

SI -2<Y<O 

-oo 

= [u
2 

+ !!]Y = ~ + y_ + 1 
12 3 -2 12 3 3 

.fy (Y) 

SI O<Y<4 t:.,.(o) 

1 2 
==:.-L+Y.. 3 . 24 3 SI O~y~4 



SI y.::,-2 

SI y_::4 

SI SE DESEA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE AL REALIZAR UNA VEZ 

EL EXPERHiENTO (}UE INVOLUCRA A DICHA VARIABLE, EL VALOR QUE SE 

OBSERVE CAIGA EN EL INTERVALO l.::,Y.::,2, ENTONCES 

2 
!) 

2 2 5 
P[1.::,Y.::,2) . ( 1 dy [-y 

f11 = J --y+ = 24+ = 24 1 12 3 

o 

P[1.::,Y.::,2] Fy(2) F y ( 1) 
5 5 5 = - = 6 - 8- 24 
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EJEMPLO 

UN INGENIERO ESTA INTERESADO EN DISEqAR UNA TORRE QUE RESISTA LAS 

CARGAS DEBIDAS AL VIENTO. DE UNA SERIE DE OBSERVACIONES DE LA 

MAXI~1A VELOCIDAD ANUAL DEL VIENTO CERCA DEL SITIO DE INTERES, SE 

ENCUENTRA QUE EL HISTOGRAMA PUEDE AJUSTARSE RAZONABLEMENTE, DESDE 

UN PUNTO DE VISTA ESTADISTICO, MEDIANTE UNA VISTRIBUCION VE PROBA-

SI LIVAVES EXPONEfJCI AL DE LA FORMA 

fx (x) = Ke-'Ax ; x ~ O 

DONDE X ES LA r1.2\XH1A VELOCIDAD DEL VIENTO, A ES UNA CONSTANTE Y K 

ES OTRA CONSTANTE TAL QUE OBLIGA A 0UE EL AREA BAJO LA CURVA DE 

fX (X) SEA IGUAL A UNO. POR TANTO, 

Joo -K oo K 
Ke-"Ax dx = - [e-u) = - = 

o X o "-

DE DONDE 

K = r.. 

POR TANTO 

LA FUNCION DE DISTRIBUCIO~ SERA 

EL VALOR DE A SE PUEDE TOMAR, POR EJEMPLO, DE ~1ANERA QUE FX(x} 

SE AJUSTE PARA QUE COINCIDA CON UN VALOR EMPIRICO. ASI, SI LA 

FRECUENCIA RELATIVA DEL EVENTO A= {X~70 KM/H} ES 0.9, ENTONCES 

P(O~X~70) = 'PX(70} = 0.9 

DE DONDE 

0.9 = 1 -e.-70A 

POR LO CUAL A = 0.033. 



6 ~. 

Area=P[35$X$70] = 0.216 

Areo =P[140sx] = o. 0099 

o L__j¿;¿LJ-===:iz::::t:z:z:z::~o±z:::z:::z::z:::c:¡~:z---::-:::---ll~ X 
o 35 70 140 210 280 350 

MIJXimo velocidad anual del vienlo,sn km/hr 

a) Densidad de probabilidades de X 

Fxfx) 

- ~.~/z;~J =-o- e¡ o 
, ' 

0.5 

oL---L-..L...---1------L.---~--::=---~P-X o ,3< 10 140 210 280 350 
MÓximo velocidad anuo! del viento,en km/11r 

b) Función de distribución de X 

Ley de probabilidades correspondiente al ejemplo de la máxima 

velocidad anual del viento 

SI SE DESEA CALCULAR, POR EJm1PLO, LZ\. PROBABILID_ZW DE QUE LA VELO

CIDAD }1AXI!-"..A DEL \TIENTO F.N UN AÑO DADO ESTE ENTRE 35 Y 70 KM/H, 

SE TENDRA: 



P(35~X~70) = 
70 70 

f 0.033e-0.033xdx = [-e-0.033x] = 
35 . 35 

=-0.099 + 0.315 = 0.216 

EN TERMINOS DE FX(x) ESTA PROBABILIDAD QUEDA DADA POR 

P(35~Xf70) = FX(70)-FX(35)=0.90-(1-e-1 •155 )=0.90-0.685 

= 0.215 

6 s. 



FUNCION VE VISTRIBUCION COMPLEMENTARIA 

EL COMPLEMENTO, GX(x), DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES 

ACUMULADAS SE UTILIZA CUANDO LAS DECISIONES SE TOMAN CON BASE 

EN PROBABILIDADES DE QUE SE EXCEDA UN VALOR DADO DE LA VARIABLE. 

LA FUMCIOM VE V1STR1BUC10N COMPLEMEUTARTA SE DEFINE COMO 

EJEMPT-'0 

PAR~ EL PROBLE~'lA .~NTERIOR DE LA VELOCIDAD .~-1..~XH1A ANUAL DEL VIENTO, 

CALCULEMOS LA P~OBABILIDAD DE QUE ESTA SEA MAYOR DE 140 ~1/H: 

q_(¡.:/;.J)-: P(X~140) = f(XJ 0.033e- 0 • 033xdx = 0.0099 
X 140 

O, ALTERNATIVAMENTE 
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ESPERANZAS 

LA ESPERANZA DE UNA FUNCION g (X}, DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA, 

X, ES, POR DEFINICION 

E(g(X}} = 
i=n 

¿ 

i=1 
g(x.}P,,.(x.} 

l .". l 

O PARA UNA VARIABLE CONTINUA 

E(g(X}} = / 00 

g(x}fx(x)dx 
-oo 

EJEMPLOS 
------ -- ----- ------

l. SI g(X} :::: CONSTANTE = c. 

E(c.} 
00 

6xfx)dx = c. f = c. 
-oo 

2. SI g(X} = C. X E[ X] 

E [C. X _l 

r;;------.. 
c.E(X]. =e! x~x(x)dx = 

-oo 

3. SI g(X) = a + bx 
00 00 

E [a+ bx]= a. f óxfxldx+b f 
-oo -oo 

4. SI g(X)= g
1 

(X) + g
2 

(X) 
00 

x6xfx)dx 

E [ g 1 (X ) + g 2 (X ) ] = _J. g 
1 

( X ) t} X ( x) d X + f 
-oo 

a.+bE[X] 

00 
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EJEMPLO 
---··---

SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES 

EXPONENCIAL, CALCULAR LP. ESPERANZA DE LA FUNCION 

2 
g(X) = X 

EN _ESTE CASO SE TIENE QUE 

->..x 
fx( x) = >..e SI O X Y < <oo ' 

POR LO QUE 

00 

>.. ! 
2 ->..x x e. dx 

-c.> 

fX(x) = O. SI X<O 

EN GENERAL, A LA ESPERANZA DE x2 SE LE DENOMINA VALOR MEVIO CUAVRATICO. 
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MEVIVAS VE TENVENCIA CENTRAL 

LA· MEVIA O ESPERANZA , E [x] ~ DE UNA VARIABLE ALEATORIA, X, SE CALCULA 

CON LAS ECUACIONES ANTERIORES PARA EL CASO EN QUE g(X)=X. DE ESTA 

~~NERA, SI LA VARIABLE ES DISCRETA, SU ESPERANZA QUEDA DADA POR 

i=n 
E (X) =. ¿ 

1 
X • PX (X .) 

J.= .{_ .{_ 

DONDE n ES EL TOTAL DE VALORES QUE X PUEDE ASUMIR. 

PARA EL CASO DE UNA _y~~~~BLE ALEA~~RJ~-~ONTINU~, LA MEDIA ES 

00 
1 

m = E(X) ! 
X 
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EJEMPLO 

CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CUYA DENSIDAD DE 

PROBABILIDADES ES TRIANGULAR DADA POR 

fy{Y) 
1 1 SI -2:y:o = -y+ 3 6 

fy(y) 
-1 1 SI O~y_: 4 = TI v + 3 

fy(y) = o SI y~-2 o y~4 

00 4 
E(Y) ! vf (y)dy Jo V 1 ro -::Y !.)dY = = y(6 + 3)dy + y(12 + 

-oo y -2 3 

3 2 o 3 2 4 
2 [L Lj + [.:L +· LJ = 18 + = 3 6 -2 36 6 o 
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EJEMPLO 

CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE 

PROBABILIDADES EXPONENCIAL 

f~(x) A. e. 
-A.x = 

-A.x "" 1 E(X) "" xfx(x) dx "" -A.x [-e (1+/..~) J = f = /.. ! xe dx = /.. 2 = 
o o /.. 

-oo /.. 

'· 
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MEVIVAS VE VISPEPSION 

UNA MEDIDA MUY C(]I.IDN DE IA DISPERSION O VARIABILIDAD DE LOS VALORES QUE 

PUEDE ASUMIR UNA VARIABLE ALEATORIA ES LA VARIANCIA, LA CUAL SE 

DENOTA COMO o
2

(X) OVAR (X), LA CUAL SE DEFINE COMO LA ESPERANZA 

DE LA FUNCION g (X) = [X-E (X) J 2 . ASI, PARA UNA VARIABLE }\LEATOPT.ZI, 

DISCRETl\ 

o
2 (X) = VAR(X) = 

i=n 
E 

i=1 

2 (x. - E(X~ Px(x.) 
1 1 

Y PARA UNA CONTINUA 

o
2 (X) = VAR(X) = 

00 2 
L (x - E(X)) fx(x}dx 

DESARROLLANDO EL INTEGR~NDO DE ESTA ULTI~~ ECUACION: 

2 
00 

2 2 
o (X) = J (x -2xE(X) +E (X»fx(x)dx 

-oo 

co 00 co 2 2 
= J x

2
fx(x)dx- 2E(X)f xfx(x}dx+E

2
(X)! fx(x}dx = E[X }-E [x] 

-oo -oo -oo 

ES DECIR,LA VARIANCIA SE PUEDE CALCULAR COMO LA DIFERENCIA DEL 

VALOR MEDIO CUADRATICO Y EL CUADRADO DE LA MEDIA DE X. 

OTRAS MEDIDAS DE DISPERSION DE LA VARIABLE ALEATORIA X SON LA 

VESVIACION ESTANVAR, o (X), LA CUAL ES IGUAL A L.~ 'RAIZ CU.~DR~DA DE LJI. 

VARIANCIA, Y EL COEFICIENTE VE VARIACION QUE SE DEFINE COMO 

v(X)=o(X}/E(X) , SI E(X}IO 
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EJEMPLO 

SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES' 

EXPONENCIAL, CALCULAR SU VARIANCIA, DESVIACION ESTANDAR Y COE-

FICIENTE DE VARIACION: 

a 2
(X) = E(X-E(X]) 2 = /~(x-E(Xj) 2 Ae-AXdx =A !~(x 2 -2xE(X)+E2 (X])e-AXdx 

-oo O r 

~ 2 -Ax ~ ->-x 2 [ ] ~ -Ax = A f x e dx -2E[x]Af xe dx + E X !Ae dx 
o o o 

= 2 - 2 ! ! + 1 = 1 
)_2 AA~ 7 

YA QUE E(X) = 1/A 'Y f[X
2J.=2/,_;., 

USANDO LA FORMUL.A. a
2 (X) = E (x 2 ] - E2 [X] , Y TOMANDO EN CUENTA QUE 

E(x 2 j = 2/A 2 SE OBTIENE: 

EN CONSECUENCIA, LA DESVIACION ESTANDAR ES 

a (X) = Á;? = 1/>-

Y EL COEFICIENTE DE VARIACION 

1 

v (X ) = a (X ) /E (X ) A. 1 = -1- = 

" 



EJ-EMPLO 

SEA Y UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES 

TRIANGULAR DADA POR 

fy (y) 
1 

+ 
1 SI -2<y<O = y 3 6 

fy(y) 
-1 + 1 SI O~y~4 = 12 V 3 

f y (y) = o SI y~-2 o v>4 ---

CALCUL.~R LA VARIANCIA, LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE 

VARIACION. 

CALCULAREMOS PRIMERO EL VALOR MEDIO CUADRATICO PARA LUEGO APLICAR 

LA ECUACION o
2 (Y) = E(Y2 ) - E2 (Y) 

a ( Y) = 1 . 2 5 ( {!--;;¡~ ) 

v(Y) = 1.25/(2/3) = 1.88 



DISTRIBUCIONES PARTICULARES 
VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS 

VISTRIBUCION BINOMIAL O VE BERNOULLI 

77. 

LA DISTRIBUCION BINOMIAL O DE BER.NOULLI SE EMPLEA COMO DENSIDAD 

DE PROBABILIDADES DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS ASOCIADOS 

A EXPERH1ENTOS EN LOS QUE SOLO HAY (O SOLO IMPORTAN) DOS RESUL-

TADOS POSIBLES, UNO DE LOS CUALES USUALHENTE SE DENOMINA "EXITO" 
------

Y, EL OTRO, "FRACASO". (S= 1e~i-l-o,-(,.a~;:.:<:-o}) 

SEAN p= PROBABILIDAD DE OBSERVAR "EXITO" AL REALIZ}\R UNA VEZ 

EL EXPERIMENTO 

q= PROBABILIDAD DE "FRACASO" = 1-p 

X= VARIABLE ALEATORIA "NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR 

n VECES EL EXPERD1ENTO "CON REEMPLAZO" 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES BINOMIAL ES 

n! x n-x 
f(x) = x! (n-x)! P q x =O, l, .•• ,n 

SE PUEDE DEMGSTRAR QUE LOS PARAMETROS DE ESTA DISTRIBUCION SON 

E(X) = np , 
-. 2 
a (X) = npq 



so. 

LA ESPERANZA DE LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI ES 

E(X) 
n 1 

= ¿ x n. x n-x = 
O 

x! (n-x)! P q 
x= 

n 1 
¿ .x, n. x n-x 

1 
· x! (n-x) ! P q 

x= 

n (n-1)! x-1 n-x n-1 
np x!1 (x-1)! (n-x)! p q = np(p+q) = np 

'---·-------------
= 

( f't 'f) 11-1 

LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION BINOHIAL ES 

a 2 (X) = E[. (X-E (X)) 2 ] = E [ (X-np) 2 ] 

PERO [ (X ) 2] ( 2 2 2 2) [ ( 1) 2 2 2 J E -np -::. E X - npX + n p == E X + X X- - npX + n p . 

2 2 n n! x n-x = ( 1-2np) np + n p + r , ( ) , .p q x ( x-1) 
O x. n-x . x= 

2 2 
=np-n p 

2 2 
=np-n p 

2 2 
=np-n p 

n (n-2)! 2 x-2 n-x 
+E n(n-1) (x- 2 )!(n-x)!pp q 

x=2 

2 n (n-2)! x-2 n-x 
+ n(n-1)p ¿ (x-2)!(n-x)! p e¡ 

'-x=2 ---- ( P+ ~),.?. 
2 n-2 2 + n(n-1)p (p+q) = np-np =np(+-p)=npq 

EN RESUMEN, PARA LA DISTRIBUCION BINOMIAL, 

E(X) = np npq ; a (X) = /npq 



EJEMPLO 

SI SE LANZA AL AIRE SEIS VECES UNA MONEDA HOMOGENEA, 

A) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER DOS "CARAS"? 

B) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER POR LO MENOS CUATRO "CARAS" 

(X>4)? 

C} ¿CUANTO VALEN LA ESPERANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR? 

SOLUCION 

A) PUESTO QUE LA MONEDA ES HOMOGENEA SE TIENE p=l/2 Y q=1-1/2=1/2, 

DONDE p ES LA PROBABILIDAD DE OBSERVAR "CARA" (CARA = EXITO) EN 

UN LANZA~IENTO. POR TANTO 

[ J 
6! 12 6-2 6 1 6 15_0-23¡¡11 

PX=2 =fx(2) ::x2!(6-2)!(2) (1/2) =2!.4!(1/2) =64- >t'f 

B) PARA QUE SE CUHPLA X>4 EN SEIS LANZA~HENTOS, SE NECESITA QUE 

SE OBSERVEN 4,5 o 6 CARAS. PUESTO QUE ESTOS TRES EVENTOS SON 

tJ!UTUAMENTE EXCLUSIVOS~ SE TIENE 

CALCULANDO LOS TRES SUMANDOS COMO EN LA PREGUNTA ANTERIOR, RESULTA 

~ + 6 1 - 11 ~ "'· ~ ·'3! - 64 64 + 64 - 32 l/ ~ &¡. 

C) E[x] = np = 6(1/2) = 3 

2 
a [X] = n pq = 6 ( 1 12 ) ( 1/2 ) = 3 /2 J o (X) = 13/2 = 1 . 2 2 

-" .~ . 



87. 

VISTRIBUCION VE POISSON 

UNA DISTRIBUCION DE PROBABILIDA9ES PJ\'t{A. UN_n.. VARIABLE ~LE.\'\.TO-qJA DIS-
--------·-···· ·- -- ···---

CRET~, X, DE LA FOID-"A 

x= O, 1, 2, ••• 

SE LLA!'1A VISTRIBUCION VE POISSOM; EN EST_l\ ECUACION A ES UNA C0~1STANTE. SE 

PUEDE DE~-iOSTRAR QUE LA MEDIA Y LA VARIANCIJ\ PARA ESTA DISTRIBUCION 

QUEDAN DADAS POR 

00 

E(X) = E 
x=O 

00 

a
2 

(X) = E 
x=O 

X -A 
(x-A) 2 A e -x-!- = A 

ES POSIBLE DEMOSTRAR QUE -~A __ _D_~~rr:RI_~~C.~_Qf\! __ "Q_E __ :P.9I_§~º~- _l?U~QE.! __ ~~~~~~-~§~ _ 

COMO UNA PROXI~ffiCION DE LA DE BERNOULLI, TOMANDO A = np CUANDO n 

ES r;RANDE Y p PEQUE~A, PERO DE TAL ~-ffiNERA QUE npq > l. AL RESPECTO, 

SI n=20 Y p=O.OS, ENTONCES EL ERROR 0UE SE TIENE AL USAR DICHA APRO-

XIMACION ES l\1ENOR DE 3 POR CIENTO PARA VALORES DE X HENORES DE 3; 

PARA X=4 Y X=S LOS ERRORES RESPECTIVOS SON 15 Y 41 POR CIENTO, DE-

BIDO A QUE NO SE CUMPLE CON LA CONDICION DE QUE npq SEA MP.YOR DE 

UNO, YA QUE npq = 20x0.05x0.95 = 0.95, 
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EJEMPLO 

SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE 

UNA DETERMINADA FUERZA DE TENSIONES DE 0.001, ¿CUAL ES LA PROBA

BILIDAD DE 0UE DE 2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN A) TRES, B) MAS 

DE DOS? 

CON A= 2000 x 0.001= 2 Y CONSIDERANDO QUE npq = 1.9>1,SE PUEDE 

USAR LA DISTRIBUCION DE POISSON COMO .A.PROXIMACION DE LA BINOMIAL: 

;>._3 e·x 
a) P[X = 3] = 

3! 

23 e·l 
P[X = 3] = = 0.18 

3! 

EN ESTE CASO LA DISTRIBUCION BINmHAL DA COMO RESULTADO 

P[X=3l = 2000! (O 001) 3 (0 999) 1997= O 184 
J 3!x1997! · · · 

b) P[X > 2] = 1-P[X< 2] = 1-Fx (2)=1-{P[X= O]+ 

} 
2° e""'l 21 e-2 

+ P[X= l] + P[X= 2] = 1-----~ 
O! 1! 

. 1 = 1--e2 
2 2 

= 1 -
5 
?"- 0.323 
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EJEHPLO 

UNA COHPAfliA ASEGURADORA DESPUES DE MUCHOS AflOS DE EXPERIENCIA HA 
lfl/ U IU. M E ;.Ir G' 

ESTIHADO QUE EL 0.004% DE LA POBLACI0N FALLECE1POR }\CCIDENTE 

AUTOMOVILISTICO. SI ESTA COMPANIA TIENE 40,000 ASEGURADOS, ¿CUAL 

ES LA PROBABILIDAD DE QUE 2 DE ELLOS MUERAN EN UN A~O POR ESE TIPO 

DE ACCIDENTE? 

SEA X EL NUMERO DE PERSONAS QUE MUEREN ANUAL.r-1ENTE DE ENTRE LOS 

ASEGURADOS, POR ACCIDENTE, LA NEDIA DE X ES 

E(X~ = 0.00004 X 40,000 = 1.6 = A 

ADEMAS, TOMANDO EN CUENTA QUE npq)1, SE PUEDE USAR SIN GRAN ERROR 

LA DISTRIBUCION DE POISSON: 

P(X=x] = 

POR LO QUE 

P[X=2) 

>.xe-A = (l.G)xe-1.6 
X! X! x= O, 1, 2, ..• 

0,2019 X 2.56 
2 

= 0.26 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES PARA ESTA VARIABLE ALEATO~IA ES: 



90. 

EJEr1PLO 

EN LA AMPLIACION DEL CARRIL PARA DAR VUELTA A LA IZQUIERDA EN UNA 

AVENIDA, SOLO HAY CAPACIDAD PARA 3 AUTOS COMO MAXIMO ESPERANDO 

LA FLECHA LUMINOSA DEL SEMAFORO, EN UN ESTUDIO ESTADISTICO DEL 

TRANSITO EN ESE LUGAR SE ENCONTRO QUE EN CADA CICLO DE LUCES DEL 

SE~~FORO HAY EN PROMEDIO 6 AUTOS QUE VAN A DAR VUELTA. ¿CUAL ES 

LA PROBABILIDAD DE QUE EN UN CICLO DEL SEMAFORO, TOMADO AL AZAR, 

SE CONGESTIONE EL TRANSITO POR EXCEDERSE LA.CAPACIDAD DEL CARRIL? 

P(X>3] = ? 

... 
SI A={X>3}, A ={X<3} 

P(A) = 1-P(A) o P(A)= 1-P (A) • CON >..=6, 

x=3 x=3 -6 X 
P{A) P[X~3] = E fx(x) E 

e 6 
= = x! 

x=O · x=O 

P{A) e- 6 (1 6 
62 63 

61e -6 0.152 = + + -+ -) = = 
2 6 

P[A) = P[X>3) = 1-0.152 = 0.848 

_jL 

l 'Í 
1 l 

/ZI6 

1 

~ 



91. 

PROCESO ESTOCASTICO VE POISSON 

CON BASE EN ÍÁ DÍSTRIBUCÍON DE POISSON SE PUEDE DEDUCIR QUE I.A DISTRI

BUCION DE PROBABILIDADES DEL NUMERO DE OCURRENCIAS DE UN BVENTO 

DURANTE UN PERIODO t QUEDA DADA POR 

fx(x) = P(X = X EN UN LAPSO t] 

(A t) X 
-At 

fx(x) 
e o, 1, 2, ••• = X = x' ' 

DONDE 

A = NUMERO MEDIO DE OCURRENCIAS POR UNIDAD DE TIEMPO, 

LA ~_S_P~~--~~~~-- Y LA VARI~~C~~DE ESTE PROCESO, PARA UN LAPSO t, SON 

E(X) = At 

o
2

(X) = At 

PARA QUE ESTA DISTRIBUCION SE APLIQUE SE REQUIERE QUE EL EVENTO 

OCURRA CADA VEZ DE MANERA INDEPENDIENTE DE LAS OCUR~ENCIAS PREVIAS, 

Y QUE A SEA CONSTANTE. A A SE LE CONOCE COMO INTENSIDAD DEL PROCESO¡ 

A SU RECIPROCO, 1/;l. SE LE DENOMINA PERIOVO VE RECURRENCIA. 



92. 

EJEMPLO 

EN UNA CENTRAL DE COMUNICACIONES SE TIENE UNA DE~NDA MEDIA DEL 

SERVICIO DE 8 LLAMADAS CADA MINUTO. CALCULAR LAS PROBABILIDADES 

DE QUE EN 2 ~iiNUTOS NO SE SOLICITE EL SERVICIOp, DE QUE SE SOLICITE 

SOLO UNA VEZ,Y MAS DE UNA VEZ, 

'f (o) 
X 

(At) 0-e- 8x2 -16 = P[X=O] = = e = 0.00004 O! 

= 0.00064 

P[X>l) = 1 - (0.00004 + 0,00064) = 0,99932 
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EJEMPLO 

MEDIANTE UN ESTUDIO ESTADISTICO SOBRE LA OCURRENCIA DE MAREMOTOS 

EN LA COSTA MEXICANA DEL OCEANO PACIFICO SE ES'riMO QUE UNA OLA 

DE 4m DE ALTURA O ~~YOR SOBRE EL NIVEL DE LA MAREA TIENE UN PERIO

DO DE ~ECURRENCIA DE 100 A~OS. CÁLCULAR LAS PROBABILIDADES DE QUE 

EN LOS PROX!MOS 10, 50 y 100 A~OS NO OCURRA NINGUN MAREMOTO EN DICHA 
-

REGION CUYA OLA ~~XIMA EXCEDE DE 4m, SUPONIENDO QUE LA OCURRENCIA 

DE LOS MAREMOTOS SE PUEDE MODELAR MEDIANTE UN PROCESO ESTOCASTICO 

DE POISSON. 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X=NUM~RO 

DE MAREMOTOS CUYA OLA ~~XIMA ES MAYOR DE 4m, CON A=1/100=0~01 ES 

f (x) = At e-At = 0.01t e0.01t 
X x! X! 

POR LO TANTO, PARA t=10, 50 Y 100 Af!OS, SE TIENE, RESPECTIVAMENTE,, 

QUE; 

a) 

6) 

= (0.01x10)0e-O.Olx10 = 
O! 

= (0.01x50)oe-O.Olx50 = 
O! 

= 
(0.01x100)0e-O.Olx100 

o! 

-o 1 e · = 0.905 

-0' 5 e • =·0.607 

-1 
e = 0.368 

PARA ESTE MIS~10 PROBLEMA, LAS PROBABILIDADES DE QUE OCURP~ AL MENOS 

UN M._~REMOTO CON OLA ~~XI:rvt.A HAYOR DE 4m SON, RESPECTIVA"'1ENTE, 



94. //:7) 
1 ¡' ~· 

~) P [X~ 1] = 1- f X (O ) = 1-O • 9 O 5 = O • O 9 5 

~ P[X~1} - 1-0.607 = 0.393 

0 P[X~1J = 1-0.368 = 0.632 



95. 

VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS 

VISTRIBUCION UNIFORME 

SE DICE QUE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X~ TIENE VISTRIBUCION 

UNIFORME ENTRE X = a Y X = b (b>a) SI 

1 
fX(x) = CONSTANTE = b _ a ~ 

' . 

LO QUE SIGNIFICA QUE LA PROBABILIDAD DE OBTENER.UN VALOR ENTRE 

x Y· x + dx ES LA ~HSNl\ PARA CUA-LQUIER x C0111P~F.NDIDA ENTRE a Y b~ 

LA GRAFICA DE DICHA DISTRIBUCION ES 

fxfx) 

1 
b-a 

1 1 ! 

' 1 

LA ESPERJI..NZA Y LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION UNIFORME SE CALCULAN 

DE LA SIGUIENTE MANERA: 

E [X] = [b x __..!..._ dx = [ x2 J b = _b_2 _-_a_2 = (b + a)/2 
a b - a 2 (b - a) a 2 (b - a) 

-b 2 
2 b 2 1 

a (X) =! (x'-E[Xj) - dx b-a 

b 2 
X 

="'! -- dx , b-a + r (E ~'ill..::. d 
' b X -a a a a 

[ 3 
xJ ]b + f (E tXD2 ·x lb 

- [ 2 E [XJ x2 b 

2]a = 
(b - a) a L b - a ~a b - a 

b3 - al 
(E [X])2 

- E [XJ (b + a) = 
(b - a)2 

= + 
3 (b - a) 12 

= 

' 1 

' ~ 
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VISTRIBUCION NORMAL 

UNA DE LAS DISTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS MAS 

UTIL ES LA VISTRIBUCTON NORMAL O DE GAUSS 1 DEFINIDA POR LA ECUACION 

1 
fx(x) = 

a f2ii:" 

2 2 
-(x-~) /2a e 

DONDE ~ ES LA MEDIA Y a LA DESVIACION ESTANDAR DE X. 

Sr SE HACE LA TRANSFORMACION 

ENTONCES LA ECUACION. ANTERIOR SE REDUCE A LA LLAMADA FORMA ESTANVAR, 

CUYA ECUACION ES 

1 

/2-; 

2 
-z /2 e 

EN ESTE CASO LA VARIABLE ALEATORIA Z TIENE DISTRIBUCION NORMAL CON 

MEVIA IGUAL A CERO Y VARTANCIA IGUAL A UNO. 

EXISTEN TABLAS PARA CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE UNA VARIABLE ASO-

CIADA A UNA DISTRIBUCION NO~MAL ESTANDAR. EN LA SIGUIENTE FIGURA 

SE MUEST~ LA FORMA DE CAMPANA DE ESTA DISTRIBUCION, OBSERVANDOSE 

LA SIMETRIA RESPECTO A Z=E(Z)=O. 

fzfz) 

Area =68.27 Ofo 

-2 
,z 

1- 1-- Area=95.45 o/o _l Area=99. 73 Ofo 

1J.U.,tJU.buc.i6n notrmal de. una. vaJU.a.bie. ale.a.to!U.a. c.onti.nua 
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LA UTILIDAD DE LA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR RADICA EN QUE 

DONDE 
z 
l- ~ -- y 
a 



1 .1 ,1 i 
1 , . ·' 



1 ) .·~·· 

TABLA 3 (continuación) 
f
2

(z) 
FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR t z 

J 
1 2/2 

F2(z) -u = e du 
l2n-_.., 

z ?Z 
z 1 ·o 1' 2 3 4 5 6 7 8 9 

~~.5ooo .5040 .5080 .5120 .5160 .519~ .5239 .5279 .5319 .5359 
,,_,.5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 
.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141 
.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .636.; .6406 .6443 .6480 .6517 
.4 .6554 .659( .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879 

.5 .6915 .6950 .:'fí985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224 
'.6 '.7257 .7291 . 7.:-24 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549 

.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852 

.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .80:!~ .8051 .8079 .8106 .8133 
,'-J .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .82E9 .8315 .8340 .8365 .8389 

1.0 1 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 

1.1 1.8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .874~1 .8770 .8790 .8810 .8830 
!.2 8849 .8869 .8888 .8907 .S925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015 
1.3 .903:! .9049 .9066 .9082 .IJ099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177 
1.4 9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .926:.. .9279 .9292 .9306 .9319 

J.~ 9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9J~" :9406 .9418 .9429 .9441 
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 
;,7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9603 .9616 .9625 .9633 
i.8 .9641 .9649 '.9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9700 .9706 
J.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .974t1 .9750' .9756 .9761 .9767 

2.0 .9773 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817 
2.! .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857 
1.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 
2.J ¡ .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916 

2.4 1 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936 

2.~ ! .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .994-J .9::151 .9952 

2.f 1.9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9952 .9953 .9964 
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .997:! .9973 .9974 

2.8,.9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .99SO .9981 

2.9 1 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .99~5 .9986 .9986 

3. 1 9987 



EJEI\1PLO 

COMO RESULTADO DE UNA LARGA SERIE DE EXPERIMENTOS PROBANDO A COM-

PRESION SIMPLE CILINDROS DE CONCRETO, SE HA ESTIMADO QUE LA ESPERAN

ZA DE LA RESISTENCIA ES DE 240 KG/CM2 Y LA DESVIACION ESTANDAR DE 

30 KG/CM
2

. 

A) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE OTRO CILINDRO TOMADO AL AZAR 

RESISTA MENOS DE 240 KG/C~t2 ? 

B. ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE RESISTA MAS DE 330 KG/CM2? 

C) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SU RESISTENCIA ESTE EN EL INTER

VALO DE 210 A 240 KG/CM2? 

SUPONGASE QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ES NOID1AL. 

SOLUCION 

A) PARA EMPLEAR LAS TABLAS DE DISTRIBU~ION NORMAL ES NECESARiO 

ESTANDARIZAR LA VARIABLE X, EMPLEANDO ~=240 Y a=30, CON x 1=240: 

240 - 240 = o 
zl = 30 

~ECURRIENDO A LA TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL SE OBTIENE 

P[X ~ 240] = P[Z ~O] = 0.5 

O SEA, LA PROBABILIDAD QUE CORRESPONDE AL AREA SOMBREADA DE LA SI-

GUIENTE FIGTT'IV\: 

Pz(Z) 

Fig 16. Distribución normal correspondiente al inciso e del ejemplo 
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100, 
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i 1 

1 

TEOREMA CENTRAL VF.L LIMITE 

...Tbc7'".V)-/c:;~s 

SEAN LAS VARIABLES ALEATORIAS x1 , x2 , , •• 1 Xk, CON_{DENSIQAD~S-º~----

PROBABILIDl\DES (ARBITRARIAS), CUYA SU.M__A SE DENOTARA COMO W, ES DECIR 

ES POSIBLE DEMOS'I'R.\R EL TEOREMA DENOMINADO TEOREMA CENTRAL VEL LIMITE, 

CUYO ENUNCIADO INDICA QUE CONFORME AUMENTA EL NUMERO DE VARIABLES 

INVOLUCRADAS EN LA SUMA ANTERIOR (AL AUMENTAR k), LA DENSIDAD_~ 

PROBABILIDADES DE W TIENDE A SER LA DISTRIBUCION NORMAL. ADEMAS 

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE SI TODAS LAS VARIABLES -x1 ,x2 , .,., Xk TIENEN 

DISTRIBUCION NORMAL, ENTONCES, RIGUROSAMENTE, W TAMBIEN LA TIENE, 

INDEPENDIENTEHENTE DEL NUMERO DE VARIABLES QUE APAREZCAN EN LA SUMA. 

A PARTIR DEL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL SE DEMUESTRA QUE -~~--__Q-~_~!_~!_

BUCION DE BERNOULLI SE PUEDE APROXIMAR MEDIANTE LA NORMAL CUANDO EL 

NUMERO DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE (30 O MAS), CON 

LO CUAL SE LOGRA UN AHORRO CONSIDERABLE DE LABOR NUMERICA EN ~A 

SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS. PAR~ MEJORAR ESTA APROXI~L~CION, 

CONVIENE EFECTUAR UNA CO~RE~-~!O~ __ P_q_~ CO~~~~-T!_!l_?l\D, LA CUAL SE .JUS

TIFICA POR USAR UNA DISTRIBUCION CONTINUA EN VEZ DE UNA DISCRETA, 

--~U~~D9_ '2 RESTANDO, SE<_;UN __ ~-J?~ _ _!:L C_!--.S? ,_Q_:_~ AL VALOR __ _!?_~_~ __ QUE SE 

USE. POR EJEMPLO, SI SE DESEA CUANTIFICAR LA PROBABII¡IDAD DE QUE 

DE 2000 ENSAYES SE LOGREN DE 3 A 6 EXITOS, LOS LIMITES REALES QUE 

SE DEBEN USAR AL APLICAR LA DISTRIBUCION CONTINUA SON x 1=2.5 Y 

x 2=6.5. 



B) EL VALOR¡ ESTANDA!UZADO DE LA VARIABLE, PARA x
1 

=330 KG/CM
2

, ES 

POR LO QUE 

330 - 240 
30 = 3 

P(X ~ 330} = P[Z:::, 3] = 1-0.9987 = 0.0013 

QUE ES EL AREA SOMBREADA DE' LA SIGUIENTE FIGURA: 

'zfz) 

Distribución normal correspondiente al inciso b del ejemplo 

C) LOS VALORES ESTANDARIZADOS DE LA VARIABLE, PA~. x 1 =210 Y 

x
2

=240 SON: 

210 - 240 
=-1 z1 = 

30 

240 - 240 o z2 = = 
30 

POR LO QUE 

P[210_::X_::240) = P(- 1_::Z_::OJ = 0.3413 

Pz(Z) 

Fig 16. Distribución normal correspondiente al inciso e del ejemplo 
1 

\ 
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EJEMPLO 

SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE 

CIERTA CARGA ES DE 0.001, DETERMINAR LA PROBABILIDAD DE QUE EN 

2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN MAS DE DOS. 

USANDO LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI SE OBTIENE 

P[X> 2} = 1- P[X~2) = 1- {P[X= O]+ P[X = 1] + PfX = 2]},:; 

2 000! (0.001)2(0.999)1998} = 
+ 1 998! 2! 0.3255 

LOS CALCULOS NECESARIOS PARA OBTENER LA SOLUCION SON BASTANTE MAS 

TEDIOSOS QUE LOS QUE DEBEN EFECTUARSE APROVECHANDO QUE EL NUMERO 

DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE, A FIN DE UTILIZAR LA 

DISTRIBUCION NORMAL. EN ESTAS CIRCUNSTANCIAS, LA PROBABILIDAD DE 

QUE x:2 EN EL CASODISCRETO, EQUIVALE A LA DE QUE X<2.5 EN EL 

CONTINUO; ASI 

~ = np = 2 000 x 0.001 = 2 

O = /npq = /2 000 X 0.001 X 0.999 = 1.41 

P[X~2.5} = P(Z~ 2 ·i.41
2

] = P[Z~0.355) = 0.6387 

DE DONDE 

P[x>~S)= 1- P[X!2.5] = 1 - 0.6387 = 0.3613 
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21. 

REGLAS VE CONTEO 

AL ASIGNAR PROBABILIDADES A LOS EVENTOS APLICANDO LA TEORIA CLA

SICA ES NECESARIO CALCULAR N(A) Y N PARA APLICAR LA FORMULA 

P(A)=N(A)/N. 

SEAN, POR EJEMPLO, LOS EVENTOS A={b,c} Y B={a,e,i,o,u} CON LOS 

CUALES SE FORMAN PALABRAS DE DOS LETRAS,· LA PRIMERA DE A Y LA 

SEGUNDA DE B. EL EVENTO QUE SE FOR~ ASI ES 

C={xy: xeA; yeB} 

SI ENUME~~~OS LOS ELEMENTOS: 

CON LA b: ba,be,bi,bo,bu 

CON LA e: ca,ce,ci,co,cu } 10 ELEMENTOS 

SIN EMBARGO, LA SOLUCION SE PUEDE OBTENER RAPIDA~ENTE SIN NECE

SIDAD DE ENUMERAR TODAS LAS POSIBILIDADES, OBSERVANDO QUE LA PRI

MERA LETRA SOLO PUEDE SER DE DOS TIPOS b O e, MIENTRAS QUE LA 

SEGUNDA, DE CINCO TIPOS a,e,i,o,u, POR LO QUE EL TOTAL DE ELE~ 

MENTOS ES 2x5=10, ES DECIR, EL EVENTO C PUEDE OCURRIR DE 10 MA~ 

NERAS DISTINTAS E IGUALMENTE PROBABLES. 

REGLA VE LA MULTIPLlCAClON . 
EN GENERAL, SI DOS EVENTOS, A Y B, PUEDEN OCURRIR DE N(A) Y N(B) 

MANERAS DISTINTAS, RESPECTIVAMENTE, ENTONCES EL TOTAL DE ~~~NER~S 

EN QUE AMBOS PUEDEN OCURRIR, EN EL ORDEN INDICADO, ES N(A) X N(B). 

ESTA REGLA SE PUEDE GENERALIZAR A MAS DE DOS EVENTOS. 
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EJEI.\1PLO 

¿CUANTOS NU~EROS PARES DE TRES CIFRAS SE PUEDEN FORMAR UTILIZAN-

DO LOS DIGITOS 5,6,7,8 y 9, SIN QUE SE USE EL MISMO DIGITO EN LAS 

DECENAS Y LAS CENTENAS? 

SOLUCION.- SEAN LOS EVENTOS 

A ={X: X ESTA EN LAS CENTENAS} 

B ={Y: y ESTA .,EN LAS DECENAS} 
' ,._ 

e ={Z: z ESTA EN LAS UNIDADES y ES PAR} 
;1 

D ={XYZ: Xe:A; Yt::B; Z e:C} 

PUESTO QUE NO SE PErutiTE REPETICION DE DIGITOSf N(A)=S Y N(B)=4. 

ADEMAS, PUESTO QUE EL NUMERO DEBE SER PAR, N(C)=2. POR LO TANTO 

N(D) = Sx4x2=40 

SI EL ULTIMO DIGITO NO TUVIESE QUE SER PAR: S9XYZ: XEA;YEB;Zt::F} 

DONDE F={Z: Z ESTA EN LAS UNIDADES} 

ENTONCES N(F)=S Y N(S}=Sx4x5=100. 

,. 
CON ESTO, CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE SI EL- ESPACIO DE EVENTOS 

ES S Y SE ANOTAN TODOS LOS NUMEROS DEL MIS~O EN UNA TIRA DE PAPEL, 

AL SACAR UNA AL AZAR DE UNA URNA, EL NUMERO SEA PAR: 

P(A) = N(A) -
N 

N(A) 40 
N(S) = 100 = 0 · 4 = 40 % 

J 
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EJEMPLO 

EN UNA CAJA SE TIENEN TRES PERFORACIONES NUMERADAS DEL UNO AL 

TRES. SI SE HECHAN EN EI.LA TRES BOLAS TAMBIEN NUMERADAS DEL 1 AL 

3 Y SE AGITA LA CAJA, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE NINGUNA 

BOLA CAIGA EN LA PERFORACION QUE TIENE SU NUMERO (EVENTO A) 

1 POSIBILIDAD 

2 POSIBILIDADES 

N(A) = 2xlx1=2 

N = 3x2x1=6 

P(A) 
1 POSIBILIDAD ' 
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EJEMPLO 

SE DISPONE DE TRES BANDERAS: UNA BLANCA, UNA NEGRA Y UNA VERDE. 

l. SI CADA PAREJA DE BANDER~S DE DISTINTO COLOR CONSTITUYE UNA 

SENAL, ¿CUANTAS SEflALES SE PUEDEN HACER SI EL ORDEN DE COLOCA-

CION DE LAS BANDERAS ES IMPORTANTE (EVENTO A)? 

N(A) = 3x2=6 

2. SI TRES BANDERAS TA..~IEN CONSTITUYEN UNA SE'f:lAL CUANDO 'rODAS 

SON DE DIFERENTE COLOR ¿CUANTAS SENALES PODEMOS HACER CON LAS 

3.BANDERAS A LA VEZ (EVENTO B)? 

• N(B) = 3x2xl=6 

3. ¿CUANTAS SE~ALES SE PUEDEN HACER CON DOS O TRES BANDERAS EN LAS 

'CONDICIONES ANTERIORES (EVENTOS C)? 

N(C) = N(A) + N(B) = 6+6=12 

4. SI CADA SE~AL DEL EVENTO C SE DIBUJA EN UNA TIRA DE PAPEL Y 

LUEGO SE COLOCAN EN UNA URNA, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD D~ QUE 

SI SE TOMA UNA AL AZAR, 

A) SALGA UNA SEf'tAL ESPECIFICA (EVENTO F): ( 5:: e) 
P(F) = N(F)/N(C) = 1/12 

B) SALGA UNA SEflAL CON DOS BANDERAS POR LO HENOS (EVENTO G) : • 

G=C =>N(G)=12 ~P(G) = i~ = 1 

C) SALGA . UNA SEflAL CON DOS BANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE ( EVEN'l'O H) ~ 

4 1 
N(H) = lx2+2xl=4 =>P(H) =12 = 3 

D) SALGA UNA SE:f.lAL CON TRES BANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE (EVENTO I): 

N(I)= lx2xl+ lxlx2+ 2x1x! =6 

P(I)= 6/12 = 1/2 = 50% 
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E) SALGA UNA SE~AL CON DOS .Q TRES BANDERAS EN QUE SE USE UNA 

VERDE (EVENTO J) 

J =HUI =>N(J) = N(H)+N(I) -- 4+6=10 

P(J) = 10/12 = 5/6 
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PERMUTACIONES 

EL ARREGLO DE N OBJETOS EN CIERTO ORDEN SE DENOMINA PERMUTAC10N._ 

POR EJEMPLO, TODAS LAS PE~MUTACIONES QUE PUEDEN HACERSE CON LAS 

LETRAS A,B,C SON: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. EL TOTAL ES 

3x2xl=6 PERMUTACIONES (N=3). 

EN GENERAL, EL NUMERO DE PERMUTACIONES· ES N(N-1) (N-2) (N-3)x ..• xl=N! 

EJEMPLO 

¿CUANTAS PERMUTACIONES SE PUEDEN HACER CON 5 OBJETOS? 

5! = 5x4x3x2x1=120 

EJEHPLO 

EN UN LIBRERO SE COLOCARAN AL 'AZAR 7 LIBROS. CALCULEMOS LA PRO-

BABILIDAD DE QUE EL DE HISTORIA Y EL DE GEOGRAFIA QUEDEN JUNTOS 

(EVENTO A) . 

!'(A) = N(A)/N ~ 

~ 

! 
1. . ~ 

"'t¡,"' 

·::.:'\1 
~;,-1() 

1 

N=7! = 7x(~x5x4x3x2xl) = 7x6! 

N(A) = 2!x6! ; P(A) = 2!x6! 
-=~~ = 7! 

2:x6! 
7 x6! = 

2 
7 
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EJEr.1PLO 

EN UNA URNA SE TIENEN 6 ESFERAS, DE LAS CUALES 3 SON BLANCAS Y 

3 SON NEGRAS. SI LAS SEIS SE EXTRAEN AL AZAR, UNA TRAS OTRApiN REMPLAZO 

LA PROBABILIDAD DE QUE LAS 3 BLANCAS SALGAN EN FO~MA CONSECUTIVA 

1 {EVENTO F) ES: 

' t 
t 
L_ 

N (F) = 3! x 4! ; N = 6! 

41! 

3,1 X 4! 3! X 4! 
P(F) = N(F)/N = 6 ! · = 

p (F) = 3x2xl 
6x5 

a • 

= 1 
5 

6x5x4! 
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EJEl,IPLO 

EN UNA URNA SE TIENEN 7 SOBRES IDENTICOS Y CADA UNO CONTIENE UN BI-

LLETE DE DIFERENTE DENOMINACION (1,5,10,20,50,100 y 500 PESOS). 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE 1,5,50 y 500 PESOS SALGAN CONSECUTI

Vk~ENTE EN CUALQUIER ORDEN, SI SE SACAN LOS SIETE AL AZAR, UNO 

TRAS OTRO (EVENTO A)?. 

N(A) = 4!~4!; N=7! 

P (A) = 4! x4! = 4! x4! 
7! 7x6x5x4! = 4x3x2x1 

7x6x5 = 4 
35 
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PERMUTACIONES PARCIALES 

EL NUMERO DE MANERAS EN QUE SE PUEDEN ORDENAR N OBJETOS TOHANDO 

DE r EN r ES: 

N! = (N-r) : 

ESTO ES EQUIVALENTE A DECIR QUE NPr ES EL NUMERO DE DIFERENTES 

MANERAS EN QUE r OBJETOS PUEDEN SER SELECCIONADOS DE N OBJETOS 

(r::N) SIN REEMPLAZAR NINGUNO DE ELLOS AL LOTE ANTES DE SACAR EL 

SIGUIENTE. 

OBSERVESE QUE SI r.=N: 

N! N! 
---=-=~........ ::; = N ! (N-N)! OT 

EJEMPLO 

SI SE TIENEN LAS LETRAS A,B,C,D, EL NUMERO DE ~ffiNERAS EN QUE SE 

PUEDEN ORDENAR TOMANDO DE 2 EN 2 ES 

AP
2 

= ~-4~!~- = 4x3x2! = 12 .• ( 4-2) ! 2 : 

EL CONJUNTO DE ESTAS POSIBILIDADES ES: 

S ={AB,AC,AD,BA,BC,BD,CA,CB,CD,DA,DB,DC} 

OBSERVESE QUE CUANDO EL ORDEN ES IMPORTANTE, AC NO ESLO HISMO QUE 

CA, ETC. 
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COMBINACIONES 

CUP.NDO EL· ORDEN NO ES H1PORTANTE, ES DECIR, SI EL AGRUPMHENTO 

GA ES EL MISMO QUE EL AC, A LOS AGRUPAMIENTOS SE LES DENOMINA 

COMBINACIONES, POR EJEMPLO, SI SE FORHARA UNA COMISION DE 2 INDI-... 
VIDUOS DE UN GRUPO DE 8 TOt-1ANDO SUS NOMBRES AL AZAR DE UNA URNA 1 

Y DESE.~OS SABER CUANTOS COMITES DE 2 MIEMBROS PODRIAN FORMARSE 

Cür·10 RESULTADO DEL PROCESO, ENTONCES LOS RESULTADOS (PEDRO, JOSE) 

Y(JOSE, PEDRO)CONSTITUIRIAN EL MISMO COMITE, ES DECIR, NO IMPOR

TARlA EN QUE ORDEN SE SACARAN SUS NOMBRES DE LA URNA. 

ASI, SE PUEDE DEMOSTR~R QUE EL Nm1ERO DE COt,1BINACIONES POSIBLES 

DE ~ORMAR DE N OBJETOS TO~NDO DE r EN r ES: 

NCr = ( N ) ~N __ !~~ 
r = (N-r) !r! 

ESTO EQUIVALE A DECIR QUE ~r ES EL NUMERO DE MANERAS DISTINTAS EN 

QUE r OBJETOS PUEDEN SELECCIONARSE DE N (r~N) SIN REEMPLAZO Y SIN IM

PORTA R EL ORVEN EN aJE APAREZCAN. 

OJANOO UNO SE ENFRENTA A UN PROBLEMA QUE IMPLICA LA REPETICI0N DE UN EXPE-

RH1ENTO, ES NECESARIO DETERMINAR SI HAY O NO REE!11PLAZO DE LAS OBSER-

BACIONES. POR EJEMPLO, EL REPETIR EL LANZAMIEN'I'O DE UN DADO Y OB-

SERVAR CADA VEZ EL NUMERO QUE QUEDA HACIA ARRIBA LLEVA IMPLICITO 

QUE HAY REEMPLAZO, 
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EJEHPLO 

UNA CAJA CONTIENE 10 FOCOS, DE LOS CUALES 3 SON DEFECTUOSOS. SI 

SELECCIQNA..""iOS 4 AL AZAR SIN REEHPL.~?:O 

A) ¿CUANTOS SON LOS RESULTADOS POSIBLES, ES DECIR, CUANTOS ELE~ 

MENTOS TIENE"EL ESPACIO DE EVENTOS? 

N(S) = 10p4 
10' 

(l0-4)! = 10x9x8x7 = 5040 

B) ¿CUANTOS ELEMENTOS DE S TIENEN COMO PRIMER RESULTADO UN FOCO 

DEPECTUOSO Y TRES FOCOS BUENOS OTROS TRES? 

Jp1 

N(A) 7"! 3 ! 7 ! 
X (7-3}! = 2! X 4T 

N(A) = 3 x (7x6x5) - 630 

=> P(A) = 630/5040 = 63/504 

C) ¿CUANTOS ELEMENTOS DE S TIENEN UN FOCO DEFECTUOSO Y 3 BUENOS? 

N(B) = 4 X 3P1 X 7P3 = 4x630 = 2520 

1 = 2 => p (B) 
2520 = 5040 

..:IJ' 
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PERMUTACIONES DE GRUPOS DE OBJETOS 

"EL NUMERO DE PERMUTACIONES POSIBLES DE N OBJETOS DE LOS CUALES 

SE TIENEN N1 , IGUALES ENTRE SI EN EL PRIMER GRUPO, N2 IGUALES 

ENTRE SI EN EL SEGUNDO G~UPO, ETC, HASTA NK IGUALES EN EL K-ESIMO 

GRUPO- (LOS GRUPOS SON DISTINGUIBLES ENTRE SI) , DE MANERA QUE 

N1 + N2 + ••• + NK =N QUEDA DADO POR LA FORMULA: 

EJEMPLO 

p N! 
N Nl,N2, ..• ,NK =N 'N ' N' 

1• 2" • • • K" 

EN EL INCISO C DEL EJEMPLO ANTERIOR SE TIENEN DOS GRUPOS EN LA 

MUESTRA, EL DE DEFECTUOSOS CON UN SOLO ELEMENTO, ES DECIR N1=1, 

Y EL DE BUENOS, CON TRES ELEMENTOS, N2=3, QUE SE PERMUTAN POR GRUPO 

p 4! 
DE 4 1,3 = !! 3 ! = 4 MANEP~S DISTINTAS. 

EJEMPLO 

ENUMERE LAS PER~UTACIONES QUE SE PUEDEN HACER CON DOS GRUPOS DE 

BOLAS, 2 NEGRAS Y 2 BLANCAS. 

b b n n 

b n b n 

b n n b 

n b b n 

n-n b b 

n b n b 

-- -----~------~------
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EJEMPLO 

UNA CAJA CON'riENE 25 TRn.NSISTORES DE LAS CUALES 3 SON EFECTUOSOS. 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE, SI SE EXTRAEN 5 AL AZAR SIN 

REMPLAZO, 

A) SE OBTENGAN LOS 3 DEFECTUOSOS 

B) SE OBTENGAN SOLO 2 DEFECTUOSOS 

.C) SE OBTENGA SOLO 1 DEFECTUOSO 

D) NO SE OBTENGA NINGUNO DEFECTUOSO? 

SOLUCION: 

A) N(S) = 25p.5 -

,N(A) = 60 22 ! 
20! 

25! = 25! 
(25-5)! 20! 

) 22' = 31 • 
• (22-2)! 

P(A) = 
60

22! 
20! 22! 60 
25! = 60 25! =-rraoo 
20! 

B) 

5! 
3! 2! 
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N (B) 3p2 X 22p3 X 5P2,3 = 3! 22! 5! - (3-2)! (22-3)! 2!x3! 

N(B) 3! 22! 5x4 60 22! = 19! -2- = 19!. 

6022! 
22! 20x19! 1200 P(B) 19! 60 = = 25! = 25! 19! 13800 

20! 

C) rÑ:1..., r ...,-=a~~, N =4 

D) 

1 1 ~ ' \ D f ! B 
~ -

' a l.~-
5P1,4 

P(C) = 
15 22! 

18! 
25! 
20! 

B B B B B 

22p5 

P(D)=6840/13800 

2 1 
B B B 1 N(C) = 
~ ,, 

22p4 N(C) = - - -.J 

N(C) = 

= 15x20x19x18! = 5700 
25! 18' 13800 
22! X • 

N(D) = 

P(D) = 

3 X 22p4 X 5P1,4 

22! 5! 3 X (22-4)! 1!x4! 

3 22! 5x4! 15 22! 
18 r 1x4! = I8T 

22p5 22! 22! = (22-5)! = 17! 

22!/17! 20x19x18x17! 
= 25! 25! 17! 

20! 20! X 

OBSERVESE QUE EN ESTE EJE~1PLO HEMOS CALCULADO LAS PROBABILIDADES DE 

' TODOS LOS ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL"NU-

MERO DE DEFECTUOSOS QUE SE PUEDEN OBSERVAR EN UNA SELECCION AL AZAR 
1 

DE 5 ELEMENTOS", EN LA CUAL SOLO SE PUEDEN TENER 0,1,2, O 3 DEFEC-

_______ TUOSOS-,--ES-DECIR,------ ~~ -------------------

S = {0,1,2,3} 
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VERIFIQUEMOS QUE, EN EFECTO, P(S) = 1: 

P(S) ·- P({O}) + P({1}) + P({2}) + P({3}) 

6840 + 5700 
+ 

1200 
+ 

60 = 13800 13800 13800 13800 

13800 1 = 13800 --
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PROBAB1L1VAV COnVICIONAL 

LA PROBABILIDAD CONDICIONAL, P(AlB), DEL EVENTO A, DADO QUE EL B 

HA OCURRIDO SE CALCULA CON LA FOID1ULA 

P(AiB) 

EVENTOS 1NVEPENV1ENTES 
= P(Ar\B) 

P(B) ; P(B)>O (1) 

SI DOS EVENTOS, A Y B, SON INDEPENDIENTES, LA PROBABILIDAD DE A 

NO SE ALTEFA SI OCURRE EL EVENTO B; ES OECIR, DOS EVENTOS SON 

1NVEPENV1ENTES SI 

P(AIB) = P(A) 

EN TAL CASO, DE LA ECUACION 1 : 

P(AnB) = P(A) ~ P(B) (1') 

PUESTO QUE.P(AOB) = N(AOB)/N(S) Y P(B) = N(B)/N(S) LA ECUACION 1 

SE PUEDE ESCRIBIR COMO 

P(AIB) = 
N (.?\fiD) 

N(S) = N(AnB) 
N(B) N(B) 

N (S) 

( 2) 

EL TRABAJAR CON LA ECUACION 2 EQUIVALE A EMPLEAR UN ESPACIO DE 

EVENTOS REDUCIDO DE S A B. 

EJEMPLO 

EN UNA URNA HAY 10 TRANSISTORES BUENOS Y 10 DEFECTUOSOS. ¿CUAL 

ES L.~ PROBABILIDAD DE SACAR UNO BUENO Y UNO DEFECTUOSO (EN CUAL-

QUIER ORDEN) AL REALIZAR DOS EXTRACCIONES AL AZAR, SI HAY REEMPT"A.ZO 

DEL PRIMER TRANSISTOR OBSERVADO? 

r¡ 
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HAY VARIAS FORMAS DE RESOLVER ESTE PROBLEMA: 

l. PUESTO QUE EL NUMERO DE DEFECTUOSOS ES IGUAL AL DE BUENOS, SE 

PUEDE FORMULAR EL SIGUIENTE ESPACIO DE EVENTOS, EN EL QUE 

TODOS LOS ELEMENTOS SON IGUALMENTE PROBABLES: 

S = { (d,d), (d,b), (b,b), (b,d)} 

EL EVENTO DE INTERES ES: 

A= {(d,b), (b,d)} 

POR LO QUE N(S) ~ 4, N(A) = 2 

Y P(A) = 2/4 = 1/2 

2. HAY 10 x 10 MANERAS DISTINTAS DE QUE SALGA PRIMERO EL BUENO Y 

3. 

POR 

LUEGO EL DEFECTUOSO, Y OTRAS TANTAS DE QUE OCURRA DE ~~ERA 

INVERSA. POR LO TANTO: 

N(A) = (10 X 10) X 2 = 200 

N(S) = 20 x 20 = 400 

P(A) = 200/400 = 1/2 

SEAN LOS EVENTOS 

B = {SALE PRIMERO EL BUENO Y LUEGO EL DEFECTUOSO} = 1(:-_,d)} 

F = {SALE PRIMERO EL DEFECTUOSO Y LUEGO ~L BUENO} "" { (e!~ h) j 

D = {SALE PRIMERO EL BUENO} 

E = {SALE SEGUNDO EL DEFECTUOSO} 

o = {SALE PRIMERO EL DEFECTUOSO} 

R = {SALE SEGUNDO EL BUENO} 

LO Tl'~NTO, AL REALIZAR LAS DOS EXTRACCIONES CONSECUTIVAl"'EN'fE: 

B = D()E y F = onR 
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SI A = {SALE UNO BUENO Y UNO MALO} = BUF 

SE TIENE QUE P(A) = P(B)+P(F) 

YA QUE B Y F SON MUTU&~ENTE EXCLUSIVOS, Y 

= 10 10 100 1 P(B) P(DnE) = 20 x 20 = 400 = ¡ 

P(F) P(OI\R) 10 10 1 = = 20x 275= 4 

YA QUE D y E, y o y R SON INDEPENDIENT.ES. ESTO CONDUCE A 

P(A) .!. + 1 1 = 4 = 2 4 

RESOLVAMOS AHOR~ ESTE PROBLEMA SI NO HAY REEMPLAZO: 

P(DnE) = P(EiD)P(D)= !Q x lO = 
3
1

8
°, YA QUE 

19 20 

P ( D ) = 1 O/ 2 O , P ( E 1 D ) = 1 O /,19 ANALOGAMENTE ,' P ( F) 

10 10 10 POR LO QUE P (A) = 31f + 3B = 19 . 

INVEPENVENCTA VE UN GRUPO VE EVENTOS 
EN GENERAL, LOS EVENTOS A1 , A2 , ..• ,AM 

SON INDEPENDIENTES SI, Y SOLO SI, 

P(AK(\AK (\ ... f\AK) = P(AK )xP(AK )x .•• xP(AK) 
1 2 R 1 2 R 

10 
- 38' 1 

PARA CUALQUIER GRUPO DE ENTEROS K 1 , K2 , .•. ,KP., CON KR::_M (TODAS 

LAS PAREJAS, TERCIAS, ETC, DE EVENTOS POSIBLES DE FO~MARSE DEBEN 

SER INDEPENDIENTES). 

DICHO DE OTRA MANERA, LOS EVENTOS A1 , A2 , ••• , AM SON INDEPENDIENTES 

SI LOS ELEMENTOS DE TODOS LOS SUBCONJUNTOS POSIBLES DE R={A1 ,A2, .. ~; 

SON INDEPENDIENTES. 
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EJEMPLO 

SI M=3, A
1

, A2 y A3 SON INDEPENDIENTES SI, Y SOLO SI, 

P(A1~A2 ) = P(A1 )P(A2 ) 

P (Al1A3 ) = P (Al) P (A3 ) 

P (A/)A3 ) = P (A2 ) P (A
3

) 

P(A1nA2nA3 ) = P(A1 )P(A2 )P(A3 ) 

TODAS LAS COMBINACIONES QUE PUEDAN 

FORMARSE CON DOS EVENTOS: 

SI M=4, PARA QUE Al, .A2 , A3 y A4 SEAN INDEPENDIENTES SE REQUIERE 

QUE SE CUMPLA QUE 

P (A¡flAf'A3 ) 

P (A{'A2nA 4 ) 

P (Af\Af'A4 ) 

P (A{'A3fiA 4 ) 

p (Ali\A2) = 

P(Af'A3 ) = 

P (A¡ilA4 ) = 

p (Af\A3) = 

P (Af\A4 ) -· 

p (J\llA4) = 

= P(A1 )P(A2 )P(A3 ) 

= P(A1 )P(A2)P(A4 ) 

= P(A2 )P(A3 )P(A4 ) 

= P(A1 )P(A3 )P(A4 ) 

P(A1 )P(A2 ) 

P(A1 )P(A3 ~ 

P(A
1

)P(A4 ) 

p (A2) p (A3) 

P(A2 )P(A4 ) 

P(A3 )P(A4 ) 

TODAS LAS COMBINACIONES DE 

TRES EVENTOS QUE PUEDAN FOR-
C 4! 

MARSE = 4 3 = 3 ! l: = 4 

TODAS LAS·COMBINACIONES DE 

DOS EVENTOS QUE PUEDAN FOR-
C 4! 

MARSE = 4 2 = 2 ! 2 ! = 6 
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EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO SOCIOLOGICO SE INTERROGARON 1200 PERSONAS DE UNA 

COLONIA RESIDENCIAL, Y SE OBTUV~ERON LOS SIGUIENTES DATOS: 

- -- -
pUSTO POR LA TITULO UNIVER- S IN TITULO UN JI-
!MUSICA CLASICA SITARIO VERSITARIO 

VARONES DN-1AS VARONES DAMAS 

ALTO 100 50 

BAJO 150 100 

t 250 150 

SI A = -{VARON} , B = {CON TITULO} 

C = {GUSTO ALTO} 

200 250 

150 200 

350 450 

r: 
600 

600 

1200 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SI SE SELECCIONA UN CIUDADANO AL 

AZAR DE LA MISMA COLONIA, ESTE SEA VARON, TENGA TITULO Y GUSTO 

ALTO POR LA MUSICA? 

POR EL METODO FRECUENCIAL: 

NUMERO DE VARONES = 250 + 350 = 600 

NUMERO DE PERSONAS CON TITULO = 250 + 150 = 400 

NUMERO DE PERSONAS CON ALTO GUSTO POR LA MUSICA CLASICA - 600 

POR LO TANTO 

P(A) = 600/1200 = 1/2, P(B) = 400/1200 = 

Y P(C) = 600/1200 = 1/2 PUESTO QUE 

1 
3 

D = AnBAC Y A, B Y C SON INDEPENDIENTES, SE TIENE QUE 

1 1 1 1 
p (D) = 2 X 3 X 2 = TI 

DE OTRA MANERA: P(D)= 100/1200 = 1/12 
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LEY GHJERAL VE MULTIPLICACTON_; 

DE LA ECUACION (1): 

P(A~B) = P(AiB)P(B) 

ESTA ECUACION SE PUEDE GENERALI4AR A MAS DE DOS EVENTOS AS!: 

P (E1f\E 2n ... fiEk) =:P (El) P CE2i E1 ) ••. P (Ek 1 E1 , E2 , ••• , Ek-l) ( 3) 

POR EJEMPLO, SI K=4 

P(EJ0E 20E 3AE 4 ) = P(E 1)P(E2 iE1 )P(E 3 iE
1

,E 2 )x 

X P(E
4

iE
1
,E2.,E

3
) 

EJEMPLO 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE AL EXTRAER SIN REEMPLAZO CUATRO 

CARTAS AL AZAR DE UN PAQUETE DE 52, LAS DOS PRIMERAS SEAN DIA

~~NTES Y LAS DOS ULTIMAS SEAN CORAZONES (EVENTO E)? 

SEAN A= {LA la. ES DIAMANTE}, B ={LA 2a. ES DIAMANTE}, 

C = {LA 3a, ES CORAZON}, D ={LA 4a. ES CORAZON}. 

EH TAL CASO 

E = A(\B('cf\D = { ( d) dJ e, e)} 

P(A) = 13/52, P(BiA)=12/51, P(C!A,B)=13/50 

P(DiA,B,C)=12/49 

APLICANDO LA ECUACION 3. SE OBTIENE 

13 12 13 12 78 
P(E) =52 51 50 49 = 20825 

SI LOS EVENTOS E. QUE APARECEN EN LA ECUACION (3) SON INDEPEN
I 

DIENTES, ENTONCES 

P(E1nE
2
n ..• nEk) = P(E1 )xP(E

2
)x .•. xP(Ek) 

QUE ES LA LEY GENERAL VE MULTIPLICACION 
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E,JEMPLO 

SE TIENEN EN UNA URNA TRES BOLAS BLANCAS Y TRES NEGRAS. ¿CUAL 

ES LA PROBABTLT~~D DE QUE APAREZCAN LAS TRES BLANCAS AL PRIN-

CIPIO SI SE EXTRAEN SIN REEMPLAZO SUCESIVAMENTE LAS SEIS? 

6~ 
,. .;._.. .. 

l. b b b n n n 
~ 

CON PERMUTACIONES: -
3! 3! N{A.) = 3! X 3! 

N{S) = 6! 

P{A) = 3! 3! / 6! = 1/20 

2. {_!:lbjclnnn. CON PERMUTACIONES POR r.RUPOS: 

3. 

PROBABILIDADES: 

N{A) 

N{S) 

P(A) 

b b b n n n 

1 i t 
1 2 1 
254 

1 
1 

= 1 

6p3 3 = , 
= 1/20 

CON PROBABILIDADES CONDICIONALES: 

P(A) =!X~ X!= l 
. 2 5 4 20 

6! 20 = 3!3T-
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AHORA, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE LAS TRES BLANCAS APAREZCAN 

CONSECUTIVAMENTE? 

l ..... b ~[in n n) 
3! 4! 

2. Bn n n 

CON PE&~UTACIONES: 

P(A) = 3!4! = 15 
6"": 

CON PER.MUTl\CIONES POR GRUPOS: 

4! 6! 
= 1!3! = 4 ' N(S) = 6P3,3 = 3!3! = 20 

P(A) = 4/20 = 1/5 

3. 

PROBABILIDADES: 

b b b n n n 

t t¡----
1 2 1 i 
- -- 1 2 5 4 

CON PROBABILIDADES CONDICIO
NALES: 

1 2 1 _4 1 
P(A)=(2xsx4)4P1,3-20 = 5 
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EJEMPLO 

DE UN LOTE DE 100 EJES DE RELOJERIA SE EXTRAEN CUATRO AL AZAR SIN ' 

REEHPLAZO, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE APAREZCAN DOS DEFEC-

TUOSOS (EVENTO A) SI EN EL LOTE HAY 20 POR CIENTO DE DEFECTUOSOS? 

l. 

2. 

4P2,'l= 6 

d d b b 
t t i t 

PROBABILIDADES: 20 19 80 79 
100 99 98 97 

CON PROBABILIDAD CONDICIONAL; 

= 20 19 80 ~ 6 = 
P(A) 100 99 98 97 O.lS 

CON PERMUTACIONES PARCIALES Y EN GRUPOS: 

d d b b 
~\ "' ,. 

20p2 80p2 

~~ 

20! 80! 4! 
p (A ) = _1_8 _! __,7,..,8=-::!=-=--_2_!_2_! 

100! 
96! 

= (20x19) (80x79) (6) = 
100x99x98x97 0.15 

1 

• 

• 
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LEY GENERAL VE LA AVICION 

SI TODOS LOS EVENTOS Ei SON MUT~AMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI, 

EL AXIOMA 3 TAMBIEN SE GENERALIZA A: 

~- .-

1 
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TEOREMA VE LA PROBABI LIVAV TOTAL 

SE DICE QUE UN GRUPO DE EVENTOS ES COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVO SI LA 

UNION DE TODOS ELLOS ES EL ESPAGIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE. 

Espacio de eventos 

Bn 

8¡ 

EN UN GRUPO DE EVENTOS COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVOS Y MUTUAMENTE 

EXCLUSIVOS, B1 , B2 , •• ,,Bn' SI A ES UN EVENTO CUALQUIERA DEFINIDO 

EN EL MISMO ESPACIO, ENTONCES, APLICANDO EL AXIO~~ 3, RESULTA 
i=n 

+ ••• + P(AAB) =E P(AnB.) n . 
1 

1 
1= 

..&. ·-

YA QUE LOS EVENTOS AOBi SON MUTUAMENTE EXCLUS !VOS¡'( A~ ( A fl e:,,) U ( Afl.B2j V··· 

TOMANDO EN CUENTA QUE P(A~Bi) = P(Bi)P(AjBi), SE OBTIENE FINAL

MENTE LA ECUACION 

i=n 
P (A) = E P (B.) P (A j B.) 

. 1 1 1 1= . 
CON LA CUAL SE DEFINE EL LLAMADO TEOREMA VE LA PROBAB1 LIVAV TOTAL. 



TEOREMA VE BAYES 

CONSIDERANDO QUE P{BjnA)=P(AOBj), SE TIENE QUE 

P(B.0A) P(AnB.) 
P (B . 1 A) = --=-~- = 1 

J P(A) P(A) 

DE DONDE 

P(B.)P(AIB.) 
J 

i=n 
.r P(B.)P(A!B.) 
J.=1 J. l. 

43. 

ESTE .RESULTADO SE CONOCE COF.-10 TEOREMA VE BAYES. A LAS PROBABILIDADES 

P(B.) QUE SE ASIGNAN A LOS EVENTOS B. ANTES DE OBSERVAR EL EVENTO J J . 

A, SE LES DENOMINA A PRIORI O PREVIAS; A LAS PROBABILID?IDES P (Bj 1 A) QUE 

SE OBTIENEN DESPUES DE OBSERVAR EL EVENTO A, SE LES LLAHA A POSTE-

RIORI O POSTERIORES. 
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EJEMPLO 

EN UNA FABRICA SE RECIBEN REGULADORES DE VOLTAJE DE DOS PROVEEDORES, 

B1 Y B2 , EN PROPORCIÓN DE 3 A 1; ES DECIR, LA PROBABILIDAD DE QUE 

UN REGULADOR TOMADO AL AZAR PROVENGA DEL PROVEEDOR B1 ES P(B1 }=3/4, 

Y DEL B2 ES P(B 2 }=1/4. 

SUPONGAMOS ADEMAS QUE EL CONTROL DE CALIDAD DEL PROVEEDOR B1 ES 

MEJOR QUE EL DE B2 , DE MANE~~ QUE EL 95% DE LOS REGULADORES DE B1 

TRABAJAN BIEN, Y SOLO EL 80% DE LOS DE B2 FUNCIONAN CORRECTAMENTE. 

CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR TOMADO AL AZAR FUN-

ClONE BIEN (EVENTO A}. 

P(AJB1 } = 0.95; P(AJB2 } = 0.80 

DEL TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL: 

P(A} - P(AJB1 }P(B1 }+P(AJB2 }P(B2 } 

3 1 = 0.95 X 4 + 0.80 X 4 = 0.9125 
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EJEMPLO 

SUPONGAMOS AHORA QUE LA PREGUNTA DEL PROBLEMA-SE CAMBIA A: ¿CUAL 

ES LA PROBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR Tm1ADO AL AZAR PROVENGA 

DEL PROVEEDOR B1 , SI SE HIZO UNA PRUEBA DEL REGULADOR Y SE OBSERVO 

QUE FUNCIONA CORRECTAMENTE? 

APLICANDO EL TEORE~~ DE BAYES: 

ADEMA S 

P(B2 )P(A!B
2

) 

3.65 
-4-

OBSERVESE QUE 

1 if X 0.80 
= = 0.22 3.65 

--¡-
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EJEMPLO 

SUPONGASE QUE UNA PRUEBA PARA DETECTAR DIABETES TIENE UNA EFICIEN-

CIA DEL 95%, ES DECIR, SOLO EN EL 95% DE LOS CASOS SE DETECTA CON 

ELLA LA DIABETES EN UNA PERSONA QUE LA PADECE. SUPONGASE TAMBIEN 

QUE EL 2% DE LAS PRUEBAS QUE RESULTAN POSITIVAS SON DE GENTE SANA, 

Y QUE EL s% DE LA POBLACION DE UNA REGION DE MEXICO PADECE ESTA 

ENFERHEDAD. 

a) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE UNA PERSONA SELECCIONADA AL AZAR 

PUEDA SER DECLARADA DIABETICA POR LA PRUEBA? 

b) SI LA PRUEBA DICE QUE SI ES DIABETICA, ¿CUAL ES LA P~OBABILIDAD 

DE QUE REALMENTE LO SEA? 
.SOL.VCIQ,.J ·-------

'. 
~ • ' 1 

b) 

Bl= {TIENE DIABETES}; B2 = {NO TIENE DIABETES} 

E = {LA PRUEBA DETECTA DIABETES} 

P(B1 ) = 0.03, P(B2 ) = 0.97 

P(EiB1 ) = 0.95, P(EiB2 ) = 0.02 

= 0.95 X 0.03 + 0.02 X 0.97 = 0.0479 

= 0.03 X 0.95 = 0, 59 0.03 X 0.95 + 0.97 X 0,02 
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EJEMPLO 

EXISTE UN EDIFICIO DE CONCRETO REFORZADO PARA EL CUAL SE INVESTIGA 

SU CAPACIDAD DE CARGA DE DISE~O .. ~ UN INGENIERO, CON BASE EN SU 

EXPERIENCIA PERSONAL Y CON BASE EN LA EPOCA EN QUE FUE CONSTRUIDO, 

DECIDE QUE LA RESISTENCIA NOMINAL, f' DEL CONCRETO PUDO SER 
e 

DE 150 KG/CM2 , 200 KG/CM2 O 250 KG/CM2 , CON LAS SIGUIENTES PROBA-

BILIDADES PREVIAS: 

RESISTENCIA NOMINAL, EN KG/CM 2 PROBABILIDAD 

B1 - { 150} P(B1 )=0.3 

Bi = \ 200) P(B2 )=0.6 

B3 = {250} P(B
3

)=0.1 

PARA PREDECIR LA RESISTENCIA NOMINAL REAL, ES NECESARIO REALIZAR 

UN EXPERIMENTO QUE CONSISTE EN EXTRAER CORAZONES (MUESTRAS) DEL 

CONCRETO DE LA ESTRUCTU~~ Y PROBARLOS A COMPRESION SIMPLE. EL 

INGENIERO DECIDE QUE LA RESISTENCIA, S, DE UN SOLO CORAZON DARA 

UNA PREDICCION CONFIABLE, Y DEFINE LOS EVENTOS ANOTADOS EN LA PRI-

MERA COLUMNA DE LA TABLA DE LA SIGUIENTE HOJA, A LAS CUALES LES 

ASIGNA PROBABILIDADES CONDICIONALES, DADA LA RESISTENCIA NOMINAL¡ 

f' 1 DE ACUERDO CON LA SUPOSICION DE QUE LA RESISTENCIA TIENE DIS
c 

TRIBUCION NORMAL CON LA MEDIA IGUAL A f' Y COEFICIENTE DE VARIACION e 

CONSTANTE; DE ACUERDO CON LA TEXTURl\. DEL CONCRETO Y CON LJ.\ EPOCA DE 

CONSTRUCCION, LE ASIGNA UN VALOR DE O. 20 A DICHO COEFICIEN'rE (IMPLI-

CA UN CONTROL DE CALIDAD MALO) 
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RESISTENCIA DEL CORAZON, s, EN P(AjiB.) 
KG/Civt2 • l. 

(fl >,=150 ( t' )2=200 e ·C 

a
1

={150} B
2

={200} 

EVENTO Al = {S<l75} 0.80 0.25 
., 

EVENTO A2 = {175 <S< 225} 0.20 0.50 - -
EVENTO A

3 = {S> 225} o 0.25 

R e~/.sle,;c/a 
----~--~~~~~~L-----~--------~e~r·7 ~~cn72 

12.00 

b,.z(lt7 
1 
1 o. 06 6~: b,l)~ 
1 

1 

{ f 1 
e ) 3 =250 

a
3

={250} 

0.05 

0.25 

0.70 
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SUPONGASE QUE SE SACA UN CORAZON Y QUE SU RESISTENCIA RESULTA SER 

DE 164 KG/Cr-1
2

, ES DECIR, QUE OCURRE EL EVENTO A
1

• LAS PROBABILI

DADES A POSTERIOR! DE LAS RESISTENCIAS NOMINALES SON, ENTONCES 

P({l50})P(A1 j{l50}) 
= P ( { 15 O } ) P (A 1 1 { 15 O } ) + P ( { 2 O O } ) P (Al 1 { 2 O O } ) + P { { 2 5O } ) P (A 

1
j {2 5O} r 

0.3 X 0.80 0.24 = = 0,3 X 0.1 + 0.6 X 0.25 + 0.1 X 0.05 0.24 + 0.15 + 0.005 

0.24 = 0.395 = 0,6076 

P({200}jA
1

) 
P({200})P(A

1
j{200}) 0.15 = 0,3797 = = 0.395 0.395 

P ( { 2 5O} 1 Al) 
P({250})P(A

1
\{250}) 0.005 0.0127 = = = 0.395 0.395 

SUPONGASE AHOR.1\ QUE EN VEZ DE UN SOLO CORAZON EL INGENIERO HUBIESE 

DECIDIDO OBTENER DOS, SITUADOS EN DIFERENTES NIVELES DE LA ESTRUCTURA, 

Y QUE AL PROBARLOS EN UNO OCURRIO Al Y EN EL OTRO A2 • LA PROBABILIDAD 

DE ~TJE. OCURRAN AMBOS EVENTOS (Al, A2 ) SI f~ ES REALMENTE 150 ,. 200 

O 250 KG/CM2 , SERA EL PRODUCTO DE DOS PROBABILIDADES CONDICIONALES, 

PUESTO QUE Al _y A2 SON INDEPENDIENTES, 

P(A
1

¡A2 j{150}) = P(A1 j{l50})P(A2 j{l50}) = 0,80 x 0.20 = 0.16 

P(A1 ~A2 j{200}) = P(A1 j{200})P(A2 j{200}) = 0.25 X 0.50 = 0.125 

P(A
1

,A
2

j{250}) = P(A1 j{250}) P(A2 j{250})= 0.05 x 0.25 = 0.0125 



so. 

ESTAS PROBABILIDADES SON IND!,SPENSABLES, YA QUE EL TEOREMA DE BAYES 

EN ESTE CASO NOS DARIA: 

= 
P~{150})P(A1 ,A2 1{150}) 

P({150})P(A1 ,A2 1{150})+P({200})P(A1 ,A2 i{200})+P({250})x 

EN ESTE CASO LAS PROBABILIDADES A POSTERIOR! SON: 

= 

0,3 X 0.16 
3,0 X 0,16 + 0.6 X 0,125 + 0,1 X 0.0125 

0,048 
=-~~~~~~~~~== = 0,048 + 0,075 + 0.00125 

P({200})P(A1 ,A2 1{200}) 

0.12425 = 

P({250})P(A1 ,A2 i{250}) = 
0.12425 

0.048 
0.12425 

0.075" 
0.12425 

0.00125 

0.12425 

= 0.386 

= 0.604 

= 0.010 

LOS t~ISMOS RESULTADOS SE HABRIAN OBTENIDO SI EL INGENIERO, DESPUES 

DE EXTRAER EL PRIMER CORAZON Y DE CALCULAR LAS PROBABILIDADES POS-

TERIORES CORRESPONDIENTES, HUBIERA DECIDIDO SACAR EL SEGUNDO Y 

RECALCULAR DICHAS PROBABILIDADES CON BASE EN LAS OBTENIDAS PARA EL 

PRIMERO; ES DECIR, LAS PROBABILIDADES PREVIAS EN EL SEGUNDO CALCULO 

SERIAN P({150}) = 0.6076, P({200}) = 0.3797 Y P({250}) = 0.0127. 

EN TAL.· CASO, LAS PROBABILIDADES POSTERIORES, DADO QUE OCURRIO A2 , 

SON 
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P({l50})P(A
2

j {150}) 

0.2 X 0,6076 + 0.5 X 0.3797 + 0,25 X 0.0127 

0.12152 0,12152 o 386 
= 0.12152 + 0.18975 + 0.00318 - 0.31445 = • 

P({200})P(A2 !f200}) 

0.31445 

P({250})P(A2 !{250}) 
p ( { 2 S O} 1 A2) = • O. 314 4 5 

QUE SON IGUALES A LAS ANTERIORES. 

0.18975 = = 0.31445 0.604 

= 0.00318 = 0.010 
0.31445 

, 

o5 

CON LO ANTERIOR SE DEMUESTRA QUE LAS PROBABILIDADES SE PUEDEN ACTUA-

LIZAR CONFORME SE VA OBTENIENDO NUEVA INFORMACION EXPERIMENTAL. 

·" 
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OTRAS MEDIDAS USUALES DE TENDENCIA CENTRAL DE UNA VARIABLE ALEA-

'I'ORIA SON LA MEVTANA Y EL MOVO, LA PRIMERA SE DEFINE COMO EL VALOR 

DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE UNA PROBABILIDAD ACUMULADA DE 

50% 1 Y LA SEGUNDA, COMO EL VALOR DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE 

LA MAYOR' PROBABILIDAD. 

EJEMPLO 

SI LA DENSIDAD.DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X CORRES-

PONDE A LOS ERRORES EN UNA NIVELACI0N,ES LA DE LA SEGUNDA COLUHNA 

DE LA ·siGUIENTE TABLA, LA lffiDIA DE DICHA VARIABLE RESULTA SER 4 167 

LA r.'lEDIANA 4000 Y EL MODO 4000 MICRAS. LOS CALCULOS CORRESPONDIEN-

TES SE LOCALIZAN EN LA TERCER~ COLUMNA, 

X • , 
..(_ 

EN MICRAS Px(x,¿l X • P X (X • ) , EN MICRAS 
..(_ ..(_ 

Fx(x,¿l 

o 6/60 o 6/60 
1 000 2/60 2 000/60 8/60 
2 000 4/60 8 000/60 12/60 
3 000 8/60 24 000/60 20/60 
4 000 13/60 52 000/60 33/60:0.5 
5 000 12/60 60 000/60 45/60 
6 000 7/60 42 000/60 52/60 
7 000 4/60 28 000/60 56/60 
8 000 2/60 16 000/60 58/60 
9 000 2/60 18 000/60 60/60 

TOTAL: E [x] = 250 000/60=4 167 MICRAS -



Ejemplo. Cont:d:Jr.u.c.u6n de la. c.aJLpe:ta. de una. c.aJrJr.eteJta.. 

Un contratista construirá la carpeta de una carretera en tramos 

de 50 m; el gobierno aceptará ó rechazará cada tramo de acuerdo 

con una prueba de control de calidad. El contratista tiene la 

opci6n de pedir el concreto a una de dos plantas premezcladoras¡ 

la planta A cobra 140 pesos;m3 y la B 160 pesos;m3 , pero, el 

control de calidad que se lleva en la planta B es mejor, lo 

cual hace más probable que un tramo dado pase favorablemente 

la prueba de aceptaci6n. Tomando en cuenta que en cada tramo 

se usan lOO m3 de concreto y que la probabilidad de que el pro

veniente de _la planta A no pase la prueba de control es 0.10, 

y la de B es 0.05, el constructor deberá decidirse por cuál 

planta usar. El árbol de decisiones de este problema es el 

mostrado en la fig 6.4, donde P(8 1 ) y P(e 2 J. son las probabili

dades de que ocurran 81 y 82 , respectivamente. La utilidad 

u1 = u(a.
1

, e1 J es la que corresponde a utilizar la planta A 

y que la carpeta pase la prueba de control de calidad; en este 

caso la utilidad (negativa) es el costo del concreto·· ($14,000.00) 

más ~a colocaci6n (supongamos $100,000.00), por lo cual ~ 1 = 

-114,000.00. u2 = u(a.1 , e2 J es la que corresporide a usar la 

planta A y que la carpeta no pase la prueba de calidad; en 

este casQ el constructor deberá demoler y reconstruir el tramo 

con los siguientes costos: 

Pérdida de prestigio 

Mano de obra de demolición 
Carpeta demolida 

Concreto 

Mano de obra de colocaci6n 

$ 5,000.00 

15,000.00 

14,000.00 

100,000.00 



Reconstrucción 
{ 

Mano de obra 

Concreto 

T O T A L 

$ 100,000.00 

14,000.00 

$ 248,000.'00 

De manera similar se obtienen u
3 

y u4 , cu~os valores resultan 

ser u3 = - $116,000.00 y u4 = - $252,000.00. 

Si la decisi6n se tomara sin considerar las probabilidades de 

aceptar la carpeta, el constructor se decidiría por la planta 

A, ya que la pérdida (utilidad negativa) sería menor. Si sí 

se toman en cuenta y adoptamos como c.JU;teJúo de dec...Ud6vt el es-

38 

coger la planta que conduzca a una upetLa.vtza. de p~a. menor se 

tendrá (recuerde que la esperanza de la ·variable aleatoria X, 

E[x], es E[x]= ~ P[x.Jx., donde las X. son los valores que puede 
¡=1 ~ ~ ~ 

asumir X, y P[x¡] son las probabilidades correspondientes): 

Para la planta A: 

E[u] = 0.90 x (-114,000)+0.10 x(-248,000) =-$127~400. 
Para la planta 8: 

E[u] = 0.95 x (-116,000)+0.05 x(-252,000) = -$122,800. 

Comparando ambas cifras se concluye que la decisión de comprar 

el concreto de la planta 8 conduce a una pérdida esperada menor 

que la de la planta A, es decir, se escoge la planta B aunque 

el precio unitario del concreto sea mayor. 



,-"'• 

• 

~8 "' 

u,= -$11/l,ooo 

P;cl.l 
eb., . 

"''Pie 
< J . .,o 

• 1 o 
~ u = -$248,000 

2 

Fig 6.4 Arbol de decisiones del ejemplo 6. 2 
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EJEMPLO 

EN LA SIGUIENTE TABLA SE CALCULA LA VARIANCIA DE LA VARIABLE ALEA-

TORIA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SE PRESENTO EN EL EJEMPLO 

ANTERIOR (E'()(): 4f1(:.7 m¡',:,.a;;), 

x. - E (X) ~2 
2 

1 ~t-E"6c~ 1Px<xi) 
(xi-E (X)) Px < 

EN HICRAS EN MICR:l\.S 

-4 167 6/60 1 740 000 

-3 167 2/tíO 333 000 

-2 167 4/60 313 000 

1 -1 167 8/60 181 000 
' 
1 

- 167 13/60 6 000 

833 12/60 139 000 

1 833 7/60 390 000 

2 833 4/60 531 000 

3 833 2/60 487 000 

4 833 2/60 687 000 
~----

TOTAL; 4 798 000 MICRAS
2 

=o
2

(X) 

LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE VARIACION DE ESTA VARIA

BLE ALEATORI:l\. SON, RESPECTIVAMENTE, 

alX)= 14 798 000 = 2 200 MICRAS, Y v(X)=a(X)/E(X) 
2 200 = 4 167 = 0.528 
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SI n=2, ENTONCES X PUEDE ASUMIR LOS V.~ORES O, 1 y 2, ES DECIR 

S={0,1,2}. EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERIMENTO ES 

s
1 

= {(FRACASO, FRACASO), (EXITO, FRACASO), (FRACASO,EXITO)e 
'----.r-----J y- - -·· --- .. _.../ 

X = O X = 1 X = i 

(EXITO, EXITO)} 
~---~ 

X = 2 

fxr~e)-=. [P(o)) p{1),~ P(zJ} 
OBSERVESE QUE x=,P OCURRE DE UNA MANERA, x=1·, DE DOS, Y X=2, DE 

UNA. ESTOS RESULTADOS SE PUEDEN OBTENER PERMUTANDO DOS GRUPOS, 

UNO CON X Y EL OTRO CON n-x ELEMENTOS: 

x=O: 
2! 1 P({O})= q2 o q2 

2P0,2 = = ; q X q = = p 
O!x2! 

2P1,1 
2! 2 P({l}) -· 2pq = 1!x1! = ; x=l: 

2P2,0 
2! 1 P({2}) pxp= p2 p2~0 = = i = = 2!x0! .X=2: 

2 
q2+2P.q+p2 (P+q)' 2 r P({i}) = = = 1 

i=O 

(OBSERVESE QUE LOS ELEMENTOS DE s1 NO SON IGUALMENTE PROBABLES, A 

MENOS QUE · p = q = i/2 .) 

-1/. 



79. 

SI n = 3, S = {0,1,2,3}~ e = EXITO Y f = fRACASO, ENTONCES 

S = 
1 {(f,f,f), (e,f,f), (f,e,f), (f,f,e), (e~e,f), (e,f,e), 

(f,e,e), (e,e,e)} 

X ·= o: 3P0,3 
3! i P({O}) 1 o 3 3 

O!x3! = = p q = q 

X = 1: '3P1,2 
3! 3 P({1}) 3 2 

1!x2! = = pq 

2: 3P2,1 
3! 3 P({2}) 2 

X = 2!x1! = = 3p q 

3: 3P3,0 
3! 1 3 o 3 

X = 3!x0! = P({3})=1:e S =12 
3 

P({i})=(p+q) 3=1 E 
i=O 

PASANDO AL CASO GENERAL DE CUALQUIER VALOR DE n, LA PROBABILIDAD 

DE QUE OCURRAN x EXITOS y n-x FRACASOS EN UN ORVEN VETERMI NAVO ES 

EN VIRTUD DE LA LEY GENERAL DE HULTIPLICACION. 

UN ORDEN POSIBLE SERIA~ POR EJEMPLO,· 

EXITO, EXITO,,,. ~ EXITO, F'~CASO,,.,, FRACASO 

X n-x 

AHORA SIEN, LOS x EXITOS PUEDEN OCURRIR EN P ORDENES DISTINTOS, n x,n-x 

CADA UNO CON PROBABILIDAD pxqn-x. POR LO TANTO, EN VIRTUD DE h~ 

LEY GENERAL DE ADICION, LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE X 

RESULTA SER 

n! x n-x 
fx(x) = x! (n-x) 1 p q 

1
; x = O,l, ••• ,n 

LA CUAL SE CONOCE CON EL NOMBRE DE BINOMIAL O VE BERNOULLT. 
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TABLA 1 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

~ n! k n-k 
= k=O k! (n-k)! P q 

p 
n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 

2 o .8100 .6400 .4900 .3600 .2500 
' 1 .9900 .9600 .9100 .8400 .. 7500 

3 o .7290 .5120 .3430 2160 .1250 
1 .9720 .8960 .7840 .6480 .5000 
2 .9990 .9920 .9730 .9360 .8750 

4 o .6561 .4096 .240! .1296 .0625 
1 .9477 .8192 .6517 .4752 .3125 
2 .9963 .9728 9163 .8208 .6875 
3 .9999 .99!!4 .9919 .9744 .9375 --

S o .5905 .3277 . 1681 .0778 .. 0312 . 
1 .9185 .7373 .5282 .3370 .1875 
2 .9914 .9421 .ll369 .6826 ..5000 
3 .9995 .9933 .9692 .9130 .8125 
4 1.0000 .9997 .9976 .9898 .9688 

6 o .5314 .2621 .1176 .0467 .0156 
1 .8857 .6554 .4202 .2333 .1094 

·-



n X 

6 2 
3 
4 

S 

7 o 
1 
~ 

3 
4 

S 
6 

8 o 
1 
2 
3 
4 

S 
6 
7 

9 o 
·1 
2 
3 
4 

S 
6 
7 
8 

10 o 
1 

. 2 

3 
4 

TABLA 1 (continuación) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

Fx(x) = 

0.10 

.9842 

.9987 

.9999 . 
' 1.0000 

.4783 

.8503 

.9743 

.9973 

.9998 

1.0000 
1-.0000. 

.4305. 

.8131 
.. 9619 

.9950 

.9996 

1.0000 
1.0000 
1.0000 

.3874 

.7748 

.9470 

.9917 

.9991 

.9999 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

.3487 

.7361 

.9::?.98 

.9872 

.9984 

X ' k n. 
E p 

k=O k!(n-k)! 

p 
0.20 0.30 

.9011 .7443 

.9830 .9295 

.9984 .9891 

.9999 .9993 

.2097 .0824 

.5767 .3294 

.8520 .6471 

.9667 .8740 

.9953 .9712 

*' 
.9996 .9962 

1.0000 .9998 

.1678 .0576 

.5033 .2553 

.7969 .5518 

.9437 .8059 

.9896. .9420 

.9988 .9887 

.9999 .9987 
1.0000 .9999 

.1342 .0404 

.4362 .1960 
.7382 .4628 
.9~44 .7297 
.9804 .9012 

.9969 .9747 

.9997 .9957 
1.0000 .9996 
1.0000 1.0000 

.W14 .0282 

.3758 .1493 

.6778 .3828 

.8791 .6496 

.9672 .8497 

n-k q 

0.40 

.5443 

.8208 

.9590 

.9959 

.0280 

.1586 

.4199 

.7102 

.9037 

.9812 

.9984 

.0168 

.1064 

.3154 

.5941 

.8263 

.9502 

.9915 

.51993 

.0101 

.0705 

.2318 

.4826 

.7334 

.9006 

.9750 . 

.9962 

.9997 

.0060 

.0464 

.1673 

.38:!3 

.6331 

0.50 

.3438 

.6562 

.8906 

.9844 

.0078 

.0625 

.2266 

.5000 

.7134 

.9375 

.9922 
··----

.0039 

.0352 

.1445 

.3633 

.6367 

.8555 

.9648 

.9961 

.0020 

.0195 

.0898 

.2539 

.5000 

.7461 

.9102 

.9805 

.9980 

.0010 

.0107 

.0547 

.1719 

.3770 
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TABLA 1 (continuación) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

! . 
p • 

11 X 1 0.1 o 0.20 0.30 0.40 o.so 
-

lO S .9999 .9936 .9S27 .8338 .~230 
6 1.0000 .9991 .9894 .94S2 .8:!81 
7 1.0000 .9999 .9984 .9877 .9453 
8 1.0000 1.0000 .9999 .9983 .9893 
9 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9990 .,. -

JI o .3138 .0859 .0198 .0036 .0005 
J .6974 .3221 .1130 .0302 .0059 
2 1 .9104 .6174 .3127 .11 !!9 .0327 
3 .981 S .8389 .S696 .2963 .1133 
4 .9972 .9496 .7897 .5328 .2744 

S .~997 .9883 .9218 .7535 .5000 
6 1.0000 .9980 .9784 .9006 .7256 
7 1.0000 .9998 .9951 .9707 .8867 
& 1.0000 1.0000 .9994 .9941 .9673 
9 1.0000 1.0000 i.OOOO .9993 .9941 

JO 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9995 --
12 o .2824 .0687 .0138 .0022 .000:! 

1 
1 

.6590 .2749 .0850 .0196 .0032 
2 .8891 .5583 .25:!8 .0834 .0193 
3 l .9744 .7946 .4925 .2253 .0730 
4 

1 
.9957 .9274 . 7237 .4382 . .1938 

S .9995 .9806 .8822 .6652 .3872 
6 .9999 .9961 .9614 .8418 .6123 
7 1.0000 .9994 .9905 .94:!7 .8062 
8 1.0000 .9999 .9983 .9847 .9270. 
9 1.0000 1.0000 .9998 .9972 

< 

.9807 

10 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 .9968 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9998 -- ---~--·-~·--- ·---

13 o .25.t2 .0550 .0097 .0013 .0001 
1 .6213 .2336 .0631 .0126 .0017 
2 .8661 .5017 .2025 .0579 .0112 
3 .9658 .7473 .4206 .. 1636 .O.t61 
4 .9935 .9009 .6543 .3530 .1334 

5 .9991 .9700 .834~ .5744 .290.5 
6 .9999 .9930 .9376 .7712 .5000 J 
7 1.0000 .9988 .98!8 .9023 .7095 



" X 

13 8 
9 

10 
11 
12 

14 o 
1 
2 
3' 
4 

S 
6 
7 
8 
9 

JO 
J 1 
12 
13 

15 o 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

•12 
13 
14 

TABLA 1 (continuación) 
FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

Fx(x) = 

0.10 

1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

.2288 

.5846 

.8416 

.9559 

.9908 

.9985 

.9998 
1.0000 
).0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

.2059 

.5490 

.8159 

.9444 

.9873 

.9978 

.9997 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

X t k n. 
¡; k!(n-k)! P k=O 

p 
0.20 0.30 

,.9998 .9960 
1.0000 .9993 
1.0000 .9999 
1.0000 1.0000 
1.0000 ' 1.0000 

/ 

.. 0440 .0068 
.1979 .0475 
.4481 .1608 
.6982 .3552 
.8702 .5842 

.9561 .7805 

.9884 .9067 

.9976 .9685 

.9996 .9917 
1.0000 .9983 

1.0000 .9998 
1.0000 1.0000 
i.OOOO 1.0000 
1.0000 1.0000 
-
.0352 .0047 
.l671 .0353 
.3980 .1:!.68 
.6482 .2969 
.8358 .5155 

.9389 .7216 

.9819 .8689 

.9958 .9500 

.9992 .9848 

.9999 .9963 

1.0000 .9993 
1.0000 .9999 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 

n-k 
q 

0.40 

.9679 
.9922 
.9987 
.9999 

1.0000 

.0008 

.0081 

.J398 

.1243 

.2793 

.4859 

. ')9:!5 

.8499 

.!1417 

.Y825 

.9961 

.9994 

.9999 
1.0000 

.ovos 

.0052 

.0271 

.0905 

.2173 

.4032 

.6098 

.7869 

.9050 

.9662 

.9907 

.9981 

.9997 
1.0000 
1.0000 

0.50 

.8666 

.9539 

.9888 

.9983 

.9999 

.0001 

.0009 

.0065 

.0287 

.0898 

.2120 

.3953 

.6047 

.7880 

.9102 

.9713 

.9935 

.9991 

.9999 

.0000 

.0005 

.0037 

.0176 .-
• .0592 

.1509 

.3036 

.5000 

.6964 

.8..J91 

.9408 

.98~4 

.9963 

.9995 
1.0000 



TABLA T (continuación) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

x ' k n-k 
Fx(x) = k~O k!(~:k)! P q 

p 
n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 . 
18 o . .1501 .0180 .0016 .0001 .0000 

' • .4503' .0991 .0142 .0013 .0001 ¿ 

2 .7338 .2713 .0600 .0082 .0007 
3 .9018 .5010 .1646 .0328 .0038 
4 .9718 .7:.64 .3327 .0942 .0154 

5 .9936 .8671 .5344 .2088 .0481 
6 .9988 . .9487 .7217 .3743 .1189 ., .. 9998 .9837 .8593 .5634 .2403 . 
8 1.0000 ... .9957 .9404 .7368 .4073 
9 1.0000 .9991 .9790 .8653 .5927 

lO 1.0000 .9998 .9939 .9424 .7597 
11 1.0000 1.0000 .9986 .9797 .8811 
12. 1.0000 1.0000 .9997 .9942 .9519 
13 1.0000 1.0000 1.0000· .9987 .9846 
14 ·1.0000 1.0000 1.0000 .9998 .9962 

' 
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9993 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999. 
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

19 o .1351 .0144 .0011 .0001 .0000 
¡ .4203 .0829 .0104 .0008 .0000 
2 .7054 .2369 .0462 .0055 .0004 
3 .8850 .4551 .1332 .0230 .0022 
4 .96-18 .6733 .2822 .0696 .0096 .. 
S .9914 .8369 .4739 .1629 .0318 
6 .9983 .9324 .6655 .3081 .0835 
7 .9997 .9767 .8180 .4878 .1796 
8 1.0000 .9933 .9161 .6675 .3238 
9 1.0000 .9984 .9674 .8139 .5000 

10 1.0000 .9997 .9895 .9115 .6762 
11 1.0000 !.0000 .~972 .9648 .3204 
12 1.0000 1.0000 .9994 .9884 .9165 
'13 1.0000 1.0000 .9999 .9969 .96:)2 
14 1.0000 1.0000 1.0000 .9994 .990·+ 

IS 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9978 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9996 
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 ] .0000 



TABLA 1 (continuación) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

p 
n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 

\ 
16 o .1353 .0281 .0033 .0003 .0000 . 

1 .5147 .1407 .0261 :0033 .0003 
2 .7892 .3518 .0994 .0183 .0021 . 
3 .9316 .5981 .2459 . .0651 .0106 
4 .9830 .7982 .4499 .1666 .0384 

S .9~67 .9183 .6598 .3288 .1051 
6 .9995 .9733 .8247 .5272 .2272 
7 .9999 .9930 .9256 .7161 .4018 
8 1.0000 .9985 ... .9743 .8577 .5982 

·9 I.UOOO .9998 .9929 .9417 .7728 

10 1.0000 1.0000 .9984 .9809 .8949 
11 1.0000 1.0000 .9997 .9951 .9616 

i 12 1.0000 1.0000 1.0000 .9991 .9894 
13 1.0000 1.0000 1.0000 .9999· .9979 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 

15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

. 
11 o .1668 .0225 .0023 .0002 • 0000 

1 .4818 .1182 .0193 .0021 .0001 
2 .7618 .3096 .Oi74 .0123 .0012 
3 .9174 .5489 .2019 .0464 .0064 
4 .9779 .1582 .3887 .1260 .0245 

S .9953 .8943 .5968 .2639 .0717 
6 .9992 .9623 .7752 .4478 ·.1662 
7 .9999 .9891 .8954 .6405 .3145 
8 1.0000 .9974 .9597 .8011 .5000 
9 1.vooo .9995 .9873 .9081 .6855 

10 1.0000 .9999 .9968 .9652 .8338 
11 1.00JO 1.0000 .9993 .9894 .9283 
12 1.0!)00 1.0000 .9999 .9975 .9155 
13 1.0000 1.0000 1.0000 .9995 .9936 
14 1.0:>00 1.0000 1.0000 .9999 .9988 

15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 ,9999 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 



n X 

20 o 
! 
2 
3 
4 

S 
ó 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

• 41 •• 
16 
17 
18 

TABLA 1 (continuaci6n) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

x ' k n-k 
Fx(x) = t k'(n:k)' P q 

k=O · n · 

p 
0.10 0.20 0.30 0.40 

.1216 .0115 .0008 .0000 

.3917 .0692 .0076 .0005 

.6769 .2061 .0355 .0036 

.8670 .4114 .1071 .0160 

.9568 .6296 .2375 .0510 

.9887 .8042 .4164 .1256 

.9976 .9133 .6080 .2500 

.9996 .9679 .7723 .4159 

.9999 .9900 .8867 .5956 
1.0000 .9974 .9520 .7553 

-. 

1.0000 .9994 .9829 .8725 
'1.0000 .9999 .9949 .9435 
1.0000 1.0000 .9987 .9790 
1.0000 1.0000 .9997 .9935 
1.0000 1.0000 1.0000 .9984 

1.0000 1.0000 1.0000 .9997 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 1.0000 .1.0000' 
1.0000 1.0000 1.0000 ].0000 

0.50 

.0000 

.0000 

.0002 

.·0013 

.0059 

.0207 

.0577 

.13!6 

.2517 

.4119 

.5881 

.7483 

.8684 

.9423 

.9793 

.9941 

.9987 

.9998 
1:oooo 



82. 
So 

VISTRIBUCION GEOMETRICA 

SEA p LA PROBABILIDAD DE EXITQ EN UN EXPERIMENTO. SI EL EXPERIMEN

TO ES CON REEMPLAZO Y SE REPITE SUCESIVAMENTE HASTA QUE SE OBSERVA 

UN EXITO SE TENDRA LA VARIABLE ALEATORIA X=NUMERO DE REPETICIONES 

DEL EXPERIMENTO HASTA QUE SE OBSERVA EL PRIMER EXITO. OBTENGAMOS 

LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X. (S:: l1,2J'3J···}) 

EL PRIMER EXITO OCURRIRA EN EL EXPERIMENTO NU~1ERO x SI, Y SOLO SI, 

EN LOS x-1 ANTERIORES HUBO PUROS FR~CASOS. LA PROBABILIDAD DE 

ESTE EVENTO, DADO QUE LOS EXPE~IMENTOS SON INDEPENDIENTES, ES 

x-1 · fx (x) = (1-p) p 

ESTA FUNCION SE DENOMINA VISTRIBUCION GEOMETRICA • SE PUEDE DEMOSTRAR 

QUE- LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES 

Y QUE 

EJEMPLO --------

Fx(x) 
n 

= E 
x=1 

x~1 
p(1-p) = 1 - (1-p)n 

E(X) = r x(1-p)x-1p:l/p 
x=t 

1 2 x-1 2 (x--) (1-p) p = (1-p)/p 
p 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER UN TORNILLO DEFECTUOSO POR 
S.S'X7A 

PRIMERA VEZ EN LA ~mi-N:IP\ EXTRACCION, SI EL PORCENTAJE DE DEFEC-

TUOSOS DEL LOTE DEL CUAL SE MUESTREA ES DE S POR CIENTO? 

P(X=6) = fx(6) = (1-o.os) 5x o.os = 0.9s 5x o.os = 0.03869 

1 

\j 
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VISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA 

CUANDO SE TIENE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA CUYO ESPACIO DE 

EVENTOS .TIENE SOLO DOS ELE_~_~NTO§_, DIGAMOS S={EXITO, FR.~CASO}, Y SE 

REALIZA UN MUESTREO SIN REEMPLAZO, ENTONCES LOS RESULTADOS DE CADA 

EXPERIMENTO NO SON INVEPENVTEMTES NI LA PROBABI LIVAV VE EX1TO PERMANECE 

CONSTANTE, COMO EN LA DISTRIBUCION BINOMIAL, POR LO QUE ESTA ULTIMA 

NO ES APLICABLE. 

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR 

n VECES EL EXPERIMENTO CONSISTENTE EN EXTRÁER, SIN REE.MPLAZ.Q_, ELE

MENTOS DE UN LOTE QUE TIENE N OBJETOS DE LOS CUALES M SON "EXITOS". 

EL NUMERO DE ELEMENTOS OUE TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS.DEL EXPERI

MENTO ES 

N(S) == C N n 

EL NUMERO, N({X=x}), DE MANERAS POSIBLES E IGUA~MENTE PROBABLES DE 

OBTENER x EXITOS ES 

EN EL LOTE 

N ELEMENTOS 

000···00000·•·00 

M EXITOS (N-M) FRACASOS 

EN LA MUES'l'RA 

n ELE~1ENTOS 

r---------~----------~ 

0 0 0 . . 0' 0 0 0 . . (!) 

------~r---~L-----v~ 
x EXITOS QUE (n-x)FRACASOS QUE 

SE PUEDEN ELE SE PUEDEN ELEGIR 

GIR DE MCx MA DE N-J'.1Cn-x MANERA~ 
N ERAS 

CADA ELECCION POSIBLE DE x EXITOS SE COMBINA CON CADA ELECCION 

POSIBLE DE (n-x) FRACASOS; POR LO TANTO, EL NUMERO TOTAL DE MANERAS 

DE OBTENER x EXITOS EN n EXTRACCIONES SIN REEMPLAZO ES 



84, 5J. 

POR LO TANTO 

P ( { X=x}) 
(MCX) (N-r.1Cn-x) 

Ncn 

(M) (N-M) 
x n-x = 

(N} 
n 

EN DONDE M! = X! (M-x} ! ' 
(N-~}= (N-M}! 
n-x (n-x) ! (N-M-n+x} : 

y N N! ( ) = 
n n!(N-n)! 

QUE SE CONOCE cm.m VISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA. LA MEDIA y 
-------

CIA DE ESTA DISTRIBUCION SON 

n (M) (N-M) 
E(X) ¿ x n-x nM/N = X = 

x=O (N) 
n 

y 

2 n nM2 
(M) (N-r-1) 

Hn (N-M} (N-n} x n-x a (X) = E (x--) = 
x=O 

N (N) N2 (N-1} 
n 

RESPECTIVAMENTE. 

, x=O,l, ... ,n 

LA VARIAN--
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EJEMPLO 

EN UN PROBLEMA DE CONTROL ESTADISTICO DE CA~IDAD, SE TIENE UN LOTE 

DE 100 TRANSFORMADORES DE CORRIENTE ELECTRICA, DE LOS CUALES 40 

SON DEFECTUOSOS (NO CUMPLEN LAS NORMAS DE FABRICACION) . ¿CUAL ES 

LA PROBABILIDAD DE OBTENER UNO DEFECTUOSO DE TRES SELECCIONADOS AL 

AZAR SIN REEMPLAZO? 

P [X=lJ = 

40! 60! 
39! X 1! X 58! X 2! = = 0.438 100! 

97!x3! 

APROXIMACION VE LA VISTRIBUCION HEPERGEOMETRICA MEVIANTE LA BINOMIAL 

CUANDO .N ES GRANVE Y n PEQUEFJO (N ~ 10n}, LA DISTRIBUCION BINOMIAL ~SE PUEDE 
j 

USAR COMO APROXIMACION DE LA HIPERGEOMETRICA. DE ESTA APROXIMACION 

SE HECHA MANO CUANDO LOS CALCULOS CON ESTA ULTIMA RESULTAN TEDIOSOS. 

EN EL CASO DEL EJEMPLO ANTERIOR, SI SE USA LA DENSIDAD BINOMIAL SE 

OBTIENE, CON p=40/100 = 0.40 Y n=3 

p rx=l] = 1r 2 : (0.40)
1

(0.60)
2 = 0.432 

FORMULA VE STIRLING 

N! : -12"1Tn (n) n 
. e (e=2.718 ••. ) 

Error = 2% SI n = 4 

Error = 0.8% SI n = 10 



0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

1:J Distribución hipergeométrica 

~Distribución binomial 

N = 16 

~! = 8 

n = 8 

86. 

COMPARACTON VE LAS V1STRIBUC10tJES HTPERGEOMETRTCA Y 
BHJOHTAL 

0.4 

O Distribución hipergeométrica 

~Distribución .binomial 

0.3 

~ 
tí: 
tí: 
tí: 

~ tí: 
~ tí: 

0.2 r- tí: 

~ N = 1000 
~ 

20 ~ !-1 = 
~ ~ 100 n = 
~ 
f¿ tí: n ~ tí: 

V. 
~ ~ V, 

f¿ ~ ~ n~ ~ ~ ~ ~ 
n~ tí: X. 

1 -
o 5 



TABLA 2 

FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON 

x e-). ).k 

- k~O -~ 

" X . so l. O 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 . 7.0 8.0 9.0 

o .60 .. ·.368 .135 .050 .018 .007 .002 .001 .000 .000 
1 .910 .736 .406 .199 .092 .04(1 .017 .007 .003 .001 
2 .986 .920 .677 .423 .238 .125 .0.::2 .030 .014 .006 
3 .998. .981 .85~ .647 .433 .265 .1 S l .0~2 :o4z .021 
4 1.000 .996 .947 .815 .629 .440 .2élS .173 .lOO .055 

: 

S J.OCO .999 .9$3 .961 .785 .616 .446 .301 .191. .1·16 
6 1.0110 1.000 .995 .966 .889 .762 .605 .450 .313 .207 
7 1.000 1.000 .999 .... 988 .949 .867 •7 44 .599 .453 .32~ 

8 1.000 1.000 1.000" .996 .979 .932 .847 .729 .593 .456 
9 1.000 1.000 1.000 .. 999 .99.'! .968 .916 .830 .717 .587 

·-· 

10 1.000 1.000 1.000 1.000 .997 .986 .957 .901 .8Í6 .706 
11 1.000 1.000 1:ooo 1.000 .999 .995 .~so .947 .888 .803 
12 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .998 .991 .973 .936 .876 
13 1.000 1.000 1.000 !.000 1.000 .999 .~96 .987 .966 .926 
14 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .994 .983 .959 

15 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .998 .99::! .978 

16 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .996 .989 

ri 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 l.t'JO 1.000 .998 .99S 

18 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 l.vOO 1.000 .999 .998 

19 !.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 

20 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 I.GOO 1.000 1.000 1.000 



TABLA 2 (continuación) 

FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON 

X -). k 
e A. 

Fx(x) = r - k' 
k=O . 

1 A 
X 10.0 11.0 12.0 13.0 14.0 15.0 

1---- . 
2 . 003 ' .001 .001 .000 .000 .000 
3 .010 .005 .002 .001 .000 .000 
4 .029 ·.015 ,008 .004 .002 .001 

S .067 .038 .020 .01' .006 .003 
6 .130 . • 019" .046 .026 .014 .OOL 
7 .220 .143 .090 .OSit .032 .018 
8 .333 -~·12 .155 .100 .062 .037 

.9 .458 :341 .242 .166 .109 .070 
.. 

JO • 583 .460 .347 .252 .176 .118 
11 .697 .579 .462 .35~ .260 .185 
12 .792 .689 .576 .46Z .358 .268 
13 .864 .781 .682 .573 .464 .363 
14 .917 .854 .772 .675 .570 .466 

15 .951 .907 .844 .764 .669 .568 
16 .973 .944 .899 .835 .756 .664 
17 .986 .968 .937 .890 .827 .749 
18 .993 .982 .963 .9lr. .883 .819 
19 .997 .991 )79 .951 .923 .875 

20 .998 .995 .988 .975 .952 .917 
21 .999 .998 .994 .986 .971 .947 -
22 1.000 .999 .997 .992 .983 .. 967 
23 1.000 1.000 .999 .996 .991 .981 
24 

1 
1.000 1.000 .999 .998 .995 .989 

1 25 1.000 1.000 1.000 .999 .997 .994 
26 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .997 
27 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .998 
28 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 
29 1.000 1.000 1.000· 1.000 1.000 1.000 



102, 

EJEMPLO 

EN UNA SERIE DE 462 EXPERIMENTOS CON FINES ANTROPOLOGICOS
1 

CONSIS

TENTES EN MEDIR EL T&~~O DE LA CABEZA DE LOS INDIGENAS RESIDENTES 

EN UNA ZONA TROPICAL
1

SE OBTUVIERON LOS RESULTADOS ANOTADOS EN LAS 

DOS PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA. SI LA VARIABLE ALEA-

TORIA 11 TAM...~'&O DE LA CABEZA" SE CONSIDERA Q~E TIENE DISTRIBUCION 

NORMAL, ¿QUE CANTIDAD DE RESULTADOS SE ESPERARlA OBTENER ANTES DE 

-HACER LAS MEDICIONES, SI SE CONSIDERA QUE ~= x = 191.8MM y 

o= s = 6.48~1, DONDE x=PROMEDIO ARITMETICO Y s=DESVIACION ESTANDAR 

DE LOS DATOS? 

171.5 - 191.8 
6. 48 -3.13;_ z 2 = 175.5 - 191.8 

6.48 
179.5-191.8 

-2.51; x3 6.48,....;-...;..._ 

= - 1.9 O , ETC • 

P(-3.13:z:-2.51) = o.0051; P(-2,51:z:-1.90) = 0.0227; 

P(-1.90~Z~-1.28) = 0.0716, ETC. 

4 6 2 X 0. 0 0 51 = 2. 4; 4 6 2 X 0. 0 2 2 7 = 10. 5; 4 6 2 X 0 ~·0 716 = 3 3 • 1, ETC. 

= 



1o3. sg 

~-·.-N·-'-1--'E--R·V--A-L_O_D_E---t-_N_U_M_E_R_O_D_E_O_B __ -.-----I-N-T--ER-~A¡~~-~---p~;~~-B--I--L--I-D_A_D-.--F-R--EC_U_E_N_C_I_A_, 

l
VALORES DE X, SERVACIONES Z= X-~ P( ~ p ESPERADA = 
EN MM (frecuencia, f) cr z1~z::_zL= 462 P 

' 

171.5-175.5 3 (-3.13)-(-2.51) 0.0051 2.4 
1----------+--------------~----------~-t-----·---t-- --------- ¡ 

175.5-179.5 9 (-2.51)-(-1.90) 0.0227 10.5 -·-------+---------------· --- ·------------ -------------- ---· -------·--·----· .. 
179.5-183.5 29 (-1.90)-(-1.28)1 0.0716 33.1 \ 

!183.5-187.5 - 76 (-1.28)-(-0.~0.1543 --~1.3 ·-----

F :~:::;~_ ~~ )¡:~~-~~u -~::~~:-= (~~f~Y[ü~!C~_:_:!_~!-~~~-:~ 
1 19 5 • 5-19 q • 5 1 8 8 : o . ~2__:- __ 1_:_1 _9 ---L--~---~-~-~-3 ---1- _?._7_~_}- -- -·- -· 

1199.5-203.5 1 30 ¡ 1.19- 1.80 l 0.0811 i 37.5 : 
·-----~-r--~ ~~,-· .... ~.-- .... -·-~-·····--·-- ···- --- ·-···· ---·-1··-~--·-·---------· . ·--------- ¡ 

i203.5-207.5 6 ¡ 1.80- 2.42 1 0.0281 _j 13.0 j 
'207. 5-211.5 ' 4 ¡;-~_---;-:~ o. 0066 -_.~-~~.~---~~~--~~~ 
1

:::: :~:~:-:-· -; · - · ·-:-u- u r:: ~~-· ~- -::-::- r~~~~-=~r :: ~_: __ ~:j 
TOTAL: 462 . TOTAL: 4 61 • 6 
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AMPLIFICACION DE ONDAS DE RÁYLEIGH 

RESUMEN 

S. E. R uiz 
L. Esteva 

Se analiza .la forma en que la presencia de un manto superficial de ma 
terial compresible afecta las características del movimiento causado por 
ondas sísmicas de Rayleigh. Los valores de las funciones de amplifica 
ción obtenidos se comparan con valores que resultan de emplear el mo 
delo usual unidiménsional de ondas de cortante que viajan verticalmente. 
Se utiliza un modelo numérico bidimensional, y se plantea una formula
ción mixta de las condiciones de frontera que limitan dicho modelo a Wl 

espacio finito. 

ABSTRACT 

An analysis is presented of the infiuence of a soft surface layer on the 
motion produced by seismic Rayleigh waves. Discrete amplification 
values are compared with tho~e arising irom the conventional unidimensional 
model of vertically-traveling shear waves. A two-dimensional finite
element model is adopted, and a mixed formulation of boundary conditions 
is used in crder to work within a finite space. 

':' Instituto de Ingeniería, UNAM. · 



AMPLIFICACION DE ONDAS DE RAYLEIGH 

l. INTRODUCCION 

S. E. Ruiz 
L. Esteva 

En la estimación de riesgo sísmico~ entre otros problemas de ingenie 

ría~ es necesario predecir las características de los temblores en si 

tios dados, a partir de magnitud y distancia entre foco y sitio. Tal 

predicción se hace con frecuencia en dos etapas: la primera se refie-

re a terreno firme y la segunda toma en cuenta la influencia de las 

condiciones locales. 

Esfudios recientes (ref 1-4) indican que una parte importante de la ener 

gía sísmica originada en un foco poco profundo se propaga en forma de 

ondas superficiales, tanto ·a largas distancias como en el campo cerc·~ 

no. La forma en que las condiciones locales, tales como la presen. ia 

·de mantos de material compresible, afecta las características de los 

•'• 
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movimientos sísmicos depende del tipo y dirección de los trenes de on 

das que llegan a cada sitio (ref 5, 12); sin embargo, la .mayor parte· de 

los estudios relativos a la influencia citada suele tomar en cuenta única 

mente las ondas transver~ales que inciden verticalmente en la superfi

cie de contacto entre las formaciones blandas y el terreno firme. 

Los estudios sistemáticos sobre la forma en que las condiciones loca

les afectan las. amplitudes de ondas superficiales datan de unos cuantos 

años (ref 6 -10), y Ém la. mayor parte de los casos se refieren a ondas 

de Love. En este trabajo se estudia la influencia de mantos de mate

rial compres~ble en los movimientos del terreno causados por ondas de 

Rayleigh. Para ello, se obtienen puntos discretos de las funciones de 

amplificación en el dominio de la frecuencia, obtenidas como cocientes 

de las amplitudes máxima!ii del movimiento en la superficie del material 

compresible y las que se presentarían en terreno firme, de no ser modif!_ 

cadas por la presencia de dicho material. Las funciones de amplifica 

ción que se estudian corresponden a ondas armónicas estacionarias de 

diversas frecuencias. Estas funciones se comparan con las que resul 

tan de emplear el modelo usual (unidimensional) que supone ondas trans 

versales que inciden verticalmente. 

En vista de que las funciones de amplificación son sensinles al tipo qe 

onda, el empleo de las primeras para est~diar la influencia de cond1- · 

ciones locales ante excitacio~es sísmicas requiere el conocimiento de 

la fracción de la energía que llega a la vecindad del sitio de interés en 
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diversos- tipos de ondas. Este problema ha recibido poca atención por 
.i_-!' 

parte de ingenieros y deberá ser objeto de estudios futuros. 

2. ANALISIS DE RESPUESTA 

2. 1 Condiciones locales 

La fig 1 muestra la configuración de los casos analizados. En cada 

uno de ellos se supone que un tren de ondas de Rayleigh se propaga bajo 

condiciones de deformación :plana por el medio homogéneo, a la izquie_!: 

da de la figura, hasta incidir sobre la frontera DEF que separa el me 

dio homogéneo citado (en adelante llamado terreno firme) del manto de 

material c'ompresible que se encuentra en la parte superior derecha. 

Se obtiene la relación entre las amplitudes máximas del movimiento del 

terreno en diversos puntos de la superficie DB y la amplitud de las on 

das de llegada en A, para diversas frecuencias de dichas ondas y dive!:. 

sas combinaciones _de propiedades mecánicas de los dos medios. El 

análisis se limita a la condición de sistemas lineales sin viscosidad. 

Los resultados se comparan con las funciones de amplificación corres 

pendientes a ondas transversales y longitudinales que viajan en direc-

ción vertical. 

2. 2 Modelo numérico 

Se adoptó el crit-erio de análisis de respuesta compleja en el dominio 

de la frecuencia. Para ello, se definió un modelo de elementos fini-

tos, con las condiciones de frontera que se describen más adelante, y 
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se establecieron las ecuaciones de equilibrio dinámico para las condicio 

ncs de excitación correspondientes a la llegada, de izquierda a derecha, 

de ondas de Rayleigh de distintas frecuencias. La relació~ entre máxi 

m a dimensión lineal de los elemento_s finitos y. la mínima longitud .de 

onda excitadora nunca excedió de 4/15. El límite recomendado para los 

casos en que el análisis se lleva a cabo por' criterios de propagac.ión de 

ondas es 1/12 (ref 11). 

2. 3 Condiciones de frontera 

Si las ondas que entran y salen por una frontera dada son de igual tipo 

y dirección de propagación. es posible representar las condiciones de 

frontera mediante sistemas de amortiguadores viscosos. En otros ca

sos tal representación puede lograrse sólo de manera aproximada. En 

este trabajo se plantea· una formulación mixta, en que se estipulan de 

manera exacta los esfuerzos de las ondas de entrada y se ponen en fo.E_ 

ma aproXimada las condiciones de frontera para las ondas de salida, de 

· !ipo y dirección desconocidos. 

Considérese una frontera plana, Wl sistema conocido de ondas penetr~ 

do a través de ella a la reglón R que interesa estudiar, y un sistema 

desconocido abandonándola (fig 3). Sean cr, y "(, 1 los esfuerzos norm::tl 

y tangencial sobre la frontera que resultan del sistema de ondas in .i

dentes, y sean cr 2 y 'b 2 los que corresponden a las ondas que salen. 

Defínanse los ejes ~ y 'l como en la fig 3, y sean u.. y v los despla-



6 

z;_¡miei?.tos. paralelos a cada uno de ellos. Los esfuerzos cr- 1 . y . '[_ 1 

se calculan en términos de las expresiones analíticas de las onda:-: 1 n 

cidentes:· cr 2 y '& 2 pueden expresarse en forma .sencilla en términos cJ( 

las velocidades de los puntos de la frontera, si .:;r. introducen hipótesis 

simplificador as. 

Supóngase que cr 2 está provocado por ondas pbnas longitudinales que 

viajan paralelamente al eje 'l. . Sean cp la velocidad de propagadó,, 

de dichas ondas y v-2 el correspondiente desplazamiento paralelo :11 e ll' 

~· Se tiene 

<r2 = <Á + 2G) ÓU"2 

. o~ 
Por otra parte, 

~\r2 1 
oU.2 

• 
u-2 

= = 
ot¡ cp ~ cp 

teniendo en cuenta que e~ = ( A+ 2G) 1 e ' en donde e es densidad dd 

material, se obtiene 

(2) 

El desplazamiento '\J- es la suma de las contribuciones V"f y tr2 de las 

. 
ondas que entran y salen de R. Por lo tanto, u:;. '- u-- 'F¡. y el esfw,~· . 

zo resultante en un punto de la frontera AB se determina ;~proximéJCi;-¡ 

mente como sigue: 

CJ = 
. 

() 1 + O"' 2 = cJ 1 - f' Cp ( V 1.:"") 1 



7 

Es decir, la condición de frontera equivale a considerar un conjunto de 

amortiguadores viscosos, actuando paralelamente al eje '1 . La cons-

tante de disipaci6n de dichos amortiguadores vale ~. cp por unidad de 

área en el plano de la front·zra. Además, sobre la frontera debe apli-

carse un esfuerzo igual a 

Un razonamiento análogo conduce a la siguiente condición de fronter~ 

referida a esfuerzos tangenciales, en donde es es la velocidad de pro-

pagación de las ondas transversales. 

o 

(4) 

En ciertos casos es posible suponer que la mayor parte de la energ(a 

que sale por una frontera está asociada con ondas de tipo y dirección 

de propagación conocidos. En tal caso, las ecs 3 y 4 se modifican co 

• 
mo sigue: 

• • 
bl + b e Cs • U...1 - b ~ Cs IJ... (~) 

Aquí, a y b son parámetros que pueden depender o no de la frecuencia, 

de acuerdo con el tipo de ondas. Para el caso de ondas de Rayleigh en 

un medio homogéneo (parte i'Zquierda de la fig 1), dichos parámetros fu~ 

ron determinados por Lysmer y Kuhlemeyer (ref 11) y están dados por 

las expresiones siguientes (íig 4}. 
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'. ,- a(kz) = n [ 1 _ ( 1 - 2 s2 ) g '(kz) J , 
s k f(kz) 

b(kz) = n [ 1 + f'(kz) ] 
kg (kz) 

donde 

n = l. 08766, para Módulo de Poisson. Y - O. 25 

s 2= constante elástica = 
1 - 2 
2 (1 - v) 

k = número de onda, es decir, relación entre frecuencia de 
oscilación y velocidad de propagación 

f(kz) = variación del desplazamiento horizontal con la profundi
dad de una onda Rayleigh en medio homogéneo 

g(kz) = variación del desplazamiento ve~ical con la profundidad 
de una onda Rayleigh en medio h<?mogéneo 

df f'(kz) = 
dz 

g '(kz)= dg 
- dz 

(7) 

(8) 

Cuando las ondas de entrada y de salida corresponden al mismo tipo de 

ondas y dirección de propagación, · se obtiene 

(9) 

(10) 

y las condiciones de frontera consisten en el doble sistema de amortigu~ 

dores de efectos longitudinales y de cortante, con constantes respectj vas 

a ~ cp,Y b {> es por unidad de ancho, sometidos en su base a desplaza--

mientas iguales al doble de los correspondientes a las ondas de llegada. 
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Los principios anteriores se aplican a continuación a las fronteras AA::', 

BB' y CC' ce la fig 2. 

Frontera AA' 

6'" 1 y 'b 1 corresponden a las ondas incidentes de Rayleigh (ref 11}. PE.:, 

ra x = O y z variable: 

G" 1 = k [ ( A + 2G} f (kz) + 

~l · = G ki [ .f'(kz) ·- g{k~). J 
A g'{kz)].ei w t 

ei w t 

(11) 

(l2) 

Para las ondas de salida se adoptaron en este caso los valores a = 1# 

b = 1 en las ecs 5 y 6. 

Frontera BB' 

Como en el caso anterior, (f 1 y 'b 1 corresponden a ondas incidentes de 

Rayleigh, pero ahora sus valores corresponden a z = z0 y x variable: 

Cf'¡ =k [ (A+ 2G) f(ll:z
0

) +A. g'(kz
0
)J ei(wt··kx.) 

( 13) 

7.,1 = G k i [ f'(kz0 ) - g (kz0 ) ] 

Para ondas de salida se .tomaron a = 1, b = l. 

i( w t- kx) 
e ( 14) 

Los esfuerzos tf 1 y Z) 1 debidos a ondas de Rayleigh son rrmy pequeño'i 

a profundidades mayores que vez y media su longitud de onda. Dado que 

en el caso en estudio la frontera BB 1 se colocó a una. profundidad z0 = :2H, 

los esfuerzos en cuestión serán despreciables para ondas de Rayleigh in-
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cidentes con longitud de onda menor que H. 

Frontera CC' 

En este caso, a- 1 y -r,1 son nulos. Para determinar a y b se siguió 

la formulación de Lysmer y Kuhlemeyer (ref 11), considerando las con 

figuraciones que corresponden al movimiento causado por ondas Rayleigh 

al viajar a través de un medio estratificado (reí 14). Las expresiones 

(17) y (18) siguen siendo válidas, con los correspondientes valores de. 

f y g asociados a un medio compresible que está soportado por un me

dio semi-infinito homogéneo, a saber, 

f = -k ( P cosh Rz + Q senh Rz) + S(A senh R z + B cos R z) 

g = R (P senh Rz + Q cosh Rz) - k(A cosh Sz + B senh Sz), 

para el estrato superior, y, 

f = - kP' erz + sA' esz 

g = rP' erz - kA' esz 

para el medio s'ubyacente 

Donde, 

P, Q, A, B, P', A' son constantes que se obtienen de las condiciones 

de frontera en la interfase y en la superficie libre (ref 13). 

2 'ií 1 .n. período de las ondas. 

longitud de onda, 

velocidad de ondas Rayleigh, 



s2 = k2 

R2 = k2 
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número de onda de cortante, manto supe!. 
ficial y subyacente, 

número de onda longitudinal, manto supe!. 
ficial y subyacente, 

k2 s2 k2 2 . - - k2 1 • 

h2 . 2 k2 h2 r = -1 t 2 

número de ondaa obtenida a partir de la 
ecuación característica o de las curvas 
de dispersión correspondientes 

En este trabajo se an~izan casos en los que k 2 > k~ > h~ . 

Para el caso extremo en que las propiedades de los dos medios son 

iguales, las respuestas obte;J.idas del anál.i_sis de un modelo como el de 

la fig 2, con condiciones de frontera seg'Ín los criterios expuestos en 

los párrafos anteriores, concuerdan razonablemente con las obtenidas 

analíticamente para un medio homogéneo. 

3. VALORES DE LA AMPLIFICACION 

3. 1 Casos analizados 

En las figs 5 a 8 se presentan amplificaciones para diversos puntos en 

la superficie del manto superior, para cada frecuencia estudiada. de las 

ondas de llegada,,y en la fig 9 el valor máxilno de la amplificación, sin 

importar el punto en donde se presenta. Las amplificaciones se cPmpa 

ran con las que se obtendrían según el modelo unidimensional de prop~ 

gación vertical de ondas de cortante. En ambos c~sos, la ampJ.ifica-
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ción se calcula como el cociente de la amplitud del de~plazamiento para 

las condiciones estudiadas entre la que se presentaría de no ser afecta 

da por las condiciones locales. 

La amplificación que sufren los desplazamientos de los puntos ubicados 

en el manto superficial (fig 1), con respecto a puntos ubicados en el m~ 

dio circundante, varía con la longitud de ondas incidentes y con la rela 

ción de impedancias* existente entre los· dos medios. A fin de cono-

cer la influencia de estos parámetros se estudiaron casos con rela-

cienes de impedancias igual a O. 22, O. 35, O. 58 y O. 73, excitados por 

ondas incidentes e on frecuencias iguales a las primeras frecuencias na 

turales del estrato superior idealizado mediante un modelo unidimensio 

nal con comportamiento semejante· al de una viga de cortante. 

3. 2 Resultados 

De los análisis hechos se puede observar lo siguiente 

a) Para una frecuencia de excitación dada, la amplificación 

máxima disminuye a medida que la relación de impedan-

cias entre el manto superficial y el que lo soporta aumen 

ta (fig 9). 

b) La amplificación máxima de la componente horizontal pa-

· ra una frecuencia de excitación y una. relación de imped~ 

':' Se entiende por impedancia el producto de la densidad de masa por 
la velocidad de ondas de cortante de un medio ( e i'VSi). En este 
trabajo el numerador de la relación de impedancias corresponde a 
las propiedades del manto superficial. · 
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cias dadas, es en general mayor que la de la componente 

vertical, siendo más importt:nte la diferencia para relacio 

nea pequen.as de impedancia e~•tre los medios (fig 9). 

e) Para relaciones de _impedancia de O, '!3, y longitudes de 

onda de O~ 52 H y O. 76 H la amplitud es menor que en el 

medio circundante (fig 8a y b). Para esta misma relación 

de impedancias y longitud de onda de l. 25 H no existe am-
. 

plificación sensible {fig 8c). 

d) La amplificación máxima de la componente de movimiento 

horizontal causada por ondas Rayleigh que inciden horizon-

talmente sobre dos medios c;on las ca.r:·acterísticas geomé-

tricas antes descrita~ y con relaciones de impedancia pequ!:_ 

nas (~O. 35), es mayor que la obtenida del análisis d~ un m~ 

delo unidimensional con incide.ncia vertical de ondas de cor-

tante, para las primeras frecuencias naturales del ,manto s~ 

perficial. Para otras r-elaciones de impedancias, las ampli-

ficaciones de las ondas de Rayleigh pueden ser menores que 

las de las ondas de cortante. Los resultados del análisis de 

un modelo unidimensional se indican cor~ Hechas horizontales 

en la fig 9. 
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e) Las figs 5 a 8 muestr_an ·que aun para distancias horizon 

tales iguales a cinco veces el espesor del estrato supe

rior ocurren variaciones importantes de amplitud de un 

punto a otro. 'En parte" tales váriaciones se deben a la · 

perturbaCión local ocasionada por ia discontinuidad entre 

los dos medios en· el trarrio DE (fig 2)·~ · Es posible que 

las aproximaciones implícitas en las· condiciones de fro~ 

ter a ( fig 2) sean en parte responsables de las fluc-

tuaciones en cuesÜón. Esto sugiere la· :conveniencia ·de 

desarrrollar criter:l.os· de· análisis para este problema en 

donde no· haya que recurrir a condiciones· de frontera co 

mo las citadas. 

f) Para· el rarigo de relacioríe·s entre longitudes de onda y es 

pesor del manto superficial ( ).
1 

/H) estudiado, es. posible· . 

la existencia de las ondas :M2 de Sezawa· (ref 14); sin em 

bargo, estas no se conside~aron en este estudi~. 

4. CONCLUSIONES 

Las amplificaciones del movimiento sísmico causadas por la presencia 

de estratos de material de baja rigidez son muy sensibles a los tipos 

de ondas que causan el movimiento en cuestión. A fin· de predecir la 

influencia de las condiciones loca!es en las características de los tem 

blores que pueden esperarse en un sitio dado es deseable estimar la 
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contribución de los distintos HporJ de ondas a dichos temblores. Como 

es muy difícil extrae¡~ esta información de los registros de sismos rea 

les. debe acudirse al d~sarrollo de modelos analÍticos que simulen la 

fuente sísmica y la propagación de las ondas hasta la vecin.dad del sitio 

de interés. 

Dada la escasez de resultados analíticos sobre la. amplificación de ondas 

de Rayleigh en condiciones comparables a las que aquí se estudian, no 
. ' 

file posible estimar la precisión de los resultados que aquí se incluyen; 

ni determinar los errores que pueden haberse introducido como conse-

cuencia de las aproximaciones implícitas en las condic.iones de frontera: 

pero sé verificó que para el caso de propiedadefJ igu~es para estrato s~ 

perficial y manto inferior la soluci6n concordaba exactamente con la del 

medio semi-infinito. 

5. RECONOCIMIENTO 

En la formulación de los programas de computadora se ulilizó ma 

terial proporcionado por G Ayala y R Aranda. 
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Fig 4 Onda Rayleigh en un semiespacio homogéneo. 
coeficiente de Poisson = O. 25, (ref 11) 
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Fig 5a Fp.~to.t d~ amt>lifi~ación de ondas de Rayleigh. Rela
c1on de Impedanc:~.as = O. 22 
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--- Componente horizoñtal 

--- Amplificación según 
modelo unidimensional 

---- Componente vertical 

..n. = 2 .·70 Hz. 

Fig 5b Factor de amplificación de ondas de Rayleigh. Relación 
de impedancias = O. 22 
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Fig 5c Factor de amplificación de ondas de Rayleigh. Relación 
de impedancias = O. 22 
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Componente vertical 

..tl.. = 5. 55 Hz 

Fig 6a Factor de amplificación de ondas de Rayleigh. Relación 
de impedancias = O. 3 5 
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Fig 6b Factor de amplificación de ondas de Rayleigh. Relación 
de impedancias = O. 35 
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---- Componente vertical 

A = 3. 12 Hz. 

Fig 6c Factor de amplificación de ondas de Rayleigh. Relaci6n 
de impedancias = O. 3 5 
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--- Componente horizontal ---- Componente vertical 

--- Amplificación segÚn 
modelo unidimensional .fi.= 1.85 Hz. 

Fig 6d Factor de amplificaci6n de ondas de Rayleigh. Relación 
de impedanciás =· O. 35 
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--- Componente horizontal 
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Componente vertical 

.n. = 7. 14 Hz. 

Fig 7a Factor. de amplificación de ondas de Rayleigh. Relación 
de impedancias = O. 57 



28 

8 

6 

4 

2 

o 

~0 
'------------------------------------------4 

® 

--- Componente horizontal 

---AmplificaciÓn según 
modelo unidimensional 

---- Componente vertical 

.n. =·5.0 Hz. 

Fig 7b Factor de amplificación de ondas. ~e· Rayleigh. Relación 
de impedancias = O. 57· 



29 

4 

2 

0~--------------~----~------------------------~ 

® 

--- Componente horizontal ---:-- Componente vertical 

-· -- AmplificaciÓn según 
' modelo unidimensional .n. = 3~. 03 Hz. 

Fig 7c Factor de amplificación de ond&.s de Rayleigh. Relación 
de impedancias = O. 57 



30 
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---- Componente horizontal 

- __ , AmplificaciÓn según 
modelo unidimensional 

---- Componente vertical 

A = 10.2 Hz. 

Fig 8a Factor de amplificación de ondas de Rayleigh. Relación 
de ünpedancias = 0.73 
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Fig 8b Factor de amplificaci6n ·de óndas de Rayleigh. Relación 
de impedancias = O. 73 
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1. 

TRANSMISION VE ONDAS 
por Dr. Octavio A. Rascón Ch. 

SE HACE LA HIPOTESIS DE QUE LAS ONDAS SE TRANSMITEN EN UN MEDIO 

.... HOMOGENEO, ELASTICO LINEAL E ISOTROJ>ICO. ANALICEMOS EL PROBLEMA 

EN LA DIRECCION X. 

y 

L1X 1 
z 

·. 

EQUILIBRIO DE FUERZAS POR UNIDAD DE VOLUMEN: 

(1) 

. , p = MASA POR UNIDAD DE VOLUMEN 

(UNA EC SEMEJANTE SE OBTIENE PARA LAS DIRECCIONES Y y Z) 

·' 

i 

1 

J 

1 
i 
t 

-'l 
J 

i 
t 

1 
t 
j 

t 
J 



2. 

TO~~NDO EN CUENTA LAS RELACIONES ESFUERZO - DEFORMACION: 

axx = (A + 2v) E + AE + AS XX yy ZZ 

( 2 ) 

a = AE + AE + (A + 2~) E ZZ XX yy ZZ 

0zx = ~Ezx = axz 

DONDE A Y v SON LOS COEFICIENTES DE-LAME, SE OBTIENE 

, 

a u auz au· ~ YA QUE "E au /ax ~ X + , = E = E = Ex y = ay ·· XX X-
, -y y --ay ' . zz az , . ax 

a u auz auz aux 
'E - .. _Y. + y e: = + az- ) yz az ·ay ' . zx ax ( 3 

ECUACIONES SEMEJANTES SE OBTIENEN.P'ARÁtAS OTRAS DOS DIRECCIONES •. 

REFS: ·-_.J. E. WHITE, "SEISMIC WAVES" (Mc-Graw-Hill) 

· .. '· 

- -J :M. PEARSON, "A' THEORY-OF-WAVES" {Allyñ & Bacon) 

H-. HOLSKY, "STREss· WAVES IN SOLIDS" (Dover) 

K. E •. BULLEN' ," ríAN INTR. TO 'THE THEORY OF SEISMOLOGY."- ·-

• 



\ 

3. 

CASOS PARTICULARES 

ONDAS PLANAS EN UN SOLIDO INFINITO: 

1. CASO EN QUE uy = uz = O Y QUE ux ES INDEP. DE Y y Z1 EN TAL 

CASO LA EC ANTERIOR SE REDUCE A: 

(>. + 2lJ) 

_ UNA SOLUCION DE -ESTÁ ECUACION ES: 

U = f(t - X) + g(t + ~) 
X a a 

, DONDE a = 1(>. + 2ll)/ p = cte 

--:f'ft.., z) 

->OESERVESE QUE CONFORME- CRECE- X,: TAMBIEN T CRECE, ES DECIR, LA 
-

--: -ONDA-.'VIAJA DE- IZQUIERDA: -A ::DERECHA. ANALOGAMENTE, g (t + ~), -

REP-RESÉNTA---UNA--ONDA QUE -VIAJA DE- DERECHA A IZQUIERDA. EN AMBOS 

CASO~ LA VELOCIDAD-DE TRANSMISION DE LA ONDA ES a; ESTE TIPO 

DE :ONDAS. SE DENOMINAN. LONGITUDINALES O PRINCIPALES (P)- (LOS . 

ESFUERZOS CORTANTES-SON NULOS) . 

2 •. -. CAso-·EN QUE ux = uz = O (EL MOV. -sE RESTRINGE A LA DIRECCION-

-y), Y u ES INDEPENDIENTE-DE-Y. y Z. LA EC.=-GENERAL-DE EQUILIBRIO _y 



4 . 

EN DIRECCION y SE RECUCE A 

a2u a2
u 

ll__y = 
ax 2 

p__y 
at 2 

QUE ES DE FORMA SEMEJANTE A LA ANTERIOR. EN ESTE CASO LA SOLU-

CION ES: 

lly = Fet- ~) +-Get + ~) -

DONDE 

13 = /llfP 

ES _LA _VELOCIDAD--DE TRANSMIS ION;~-ESTAS ONDAS -SE---LLAMAN --TRANSVERSALES O 

DE CORTANTE--- (S,-DE-SHEAR-};-~YA QUE- EL UNICO.-ESFUERZQ---QUE APARECE 
~-

EN _EL--CORTANTE- cr = - p 13 F 1 et - :) ~-DONDE -
xy ..., 

F 1 e t -- x) -=-- _ d F e t .., ~;) . --__ -_ _ 
13 ---- dCt - ~) -=~ ..., 

o 



ONVAS SUPERFICIALES. 

RAYLEIGH 

LOVE 

S. 

LAS ONDAS DE RAYLEIGH- --S_E GENERAN AL :INCIDIR LAS·_ ONDAS DE CUERPO_::·_ :_o-· 

EN tA suPERFI e IE DE LA TI-ERRA,; -:.ESTAS_ .YJ.AJA.N ~CON UNA: __ VELO_C_I.DA_D _ L-·_ ... __ • 

V . < S · (SI 
R v = 0.25, . YR = 0.92,S)_· Y CADA PARTICULA DES~.:,, 

CRIBE UNA ORBITA ELIPTICA 

y 

h ~ ~ d 
2 

-----~)(' 

LAS ONDAS DE LOVE -SE GENERAN CUANDO LAS ONDAS DE CUERPO ·INCIDEN EN 

MANTOS DE DIFERENTES RIGIDECES, QUE CRECEN -CON LA PROFUND.IDAD. 

POR EJEMPLO, SI 

11 



6. 

81 < VL < 8z 

AQUI V1 DEPENDE DE LA FRECUENCIA DE._LA ONDA. 

ESTAS ONDAS TIENEN COMPONENTES DE DESPLAZAMIENTOS UNICANENTE· 

HORIZONTALES. 
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