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TEORIA DE PROBABILIDADES 

EXPERIMENTO. PARA FINES DE ESTE CURSO, SE ENTENDERA POR ,EXPERI 

MENTO A TODO PROCESO DE OBSERVACION. ASI UN EXPERIMENTO PUEDE SEH 

PLANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE, O PUEDE SER EFECTUADO·POR 

~A NATURALEZA EN CASO DE UN FENOHENO'NATURAL •. POR EJEMPLO, EL. 

LANZAR UNA MONEDA O UN DADO·Y OBSERVAR LA CARA QUE.QUEDA HACIA 

ARRIBA:, .ES UN EXPERH1ENTO PLANEADO Y REALIZADO POR :EL HOHBRE ~ 

EL OBSERVAR LA CANTIDAD DE AGUA QUE LLUEVE ANUAL~1El\TTE EN UNA 

CIUDAD'· ES UN EXPERIMENTO ASOCD~.DO A UN FENOMENO NA::r'URAL. .. 

AL.,:.·.· RESULTADO'· DE UN EXPERI.MENTO SE LE: DENOMINA VATO· . • A UN 

GRUPO DE 'DATOS SE LE LLA_I\1A MLJESTP-A. 

' .. 
PROBABILIVAV: ES UNA MEDIDA DE LA CERTIDUMBRE QUE 'SE LE ASOCIA A 

·LA OCURRENCIA U OBSERVACION DE UN RESULTADO DETERMINADO, AL REA.'"" 

LIZARSE EL EXPERIMENTO CORRESPONDIENTE. 

L.2\ TEORIA VE PROBABI L1DAVES ES UNA RAHA DE LAS MATEMATICAS APLICADAS 

QUE TRZiTA LO CONCERNIENTE .A LA ASIGNACI0N Y l'1ANEJO DE PROBABI-: 

LIDADES. 
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ESTADISTICA: ES LA RAMA DE LAS MATEMATICAS QUE SE ENCARGA DE ENSE-:

ÑAR LAS REGLA$ PARA COLECTAR, ORGANIZAR, PRESENTAR-Y PROCESAR LOS 

DATOS OBTENIDOS AL REALIZAR VARIÁS .. VECES EL EXPERIMENTO ASOCIADO 
~,·-~ =- -,, ~ <"..:.- --=---- ---~ ~ -.- .-"'-

A uN FENOMENo DE IN.Tt:R:Es OY'~:PARA- INFERIR coNcLús:roN~s~-~A€ER€A.~DE .~ __ 

·.ESTE :ULTIMO. PROPORCIONA, ADEMAS,. LOS .METODOS PARA EL DISEi'lO DE 

EXPERIMENTOS-Y PARA TOMAR pECISIONES CUANDO.APARECEN SITUACIONES 

. DE INCERTIDUMBRE. 

ESTADISTICA 

* DESCRIPTIVA.- TRATA LO CONCERNIENTE A 

LA OBTENCION, ORGANIZACION,· PROCESA-

-· . 
MIENTO Y PRESENTACION .DE LOS DATOS. 

* INFERENCIAL.- TRATA LO CONCE.RNIENTE A 

LOS METODOS PARA INFERIR CONCLUSIONES 

.. 

ACERCA DEL.FENOMENO DEL CUAL PROVIENEN 

LOS DATOS 
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SIMBOLOS VE VESIGUALVAVES:. 

< inenor· que 

< menor o igual que ..... 

-
·> mayor qu~ 

> mayor o.igual que -
f. diferente de 

TÉORIA VE CONJUNTOS 

·UN CONJUNTO ES UNA COLECCION BIEN DEFINIDA DE OBJETOS .. 

. NOtACtóN; tos· CONJUNTOS SE DENOTAN tJSUALMÉNTE CON LETR.~S MAYUSCU

LASI Y.SUS ELÉl-'T.ÉÍÑTdS SE ANOTAN DENTRO DE.UN PAR DE LLAVES. 

. . -- ~ .... ~~ .. ,. -· . . 
EJE.f11PLOS 

• ~-- -· •• ,:, •• !'; ·-"" ••• 

A)· ... EÍJ CONJUNTÓ DE NUMERÓS ANOTADOS EN UN DADO ES 

·S= 0 .. , 2; 3; 4;. 5, 6} 

' 
B) · EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS MENORES QUE 5 ES 

S - { -' oo , •••• , .... j ;. '- 2 , -1 , O , 1 , 2 , 3 , 4 } 

o.S - {x: x ES ENTERO Y x~4} 

C)·.,. ..... EL CONJUNTO DE LOS NU~-1EROS ENTEROS POSITIVOS MENORES QUÉ 5 ·ES ' . .. -~· . . 

E·= {0, 1, 2, 3, 4} 

E= {x: ES ENTERO.Y O<x<4} 

D') ·' :EL CONJUNTO . D.E LOS CONTINENTES ES 

·:·.C ={ASIA, EUROPA, AMERICA, AFRICA, QCEANIA} 

E) .. EL CONJUNTO DE MARCAS QUE·TIENE UNA MONEDA ES 

M = {CARA, CRUZ} 

F) EL CONJUNTO DE NU~mROS MAYORES DE 5 PERO MENORES O IGUALES 

·.QUE 10 

si = {x: .5<x<10} 

---~--=-~-.. -·:::;:-:-=---·· --
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FINITOS:- CU&T\JDO TIENEN :uN NUMERO FINITO 

DE ELEMENTOS 

CONJUNTOS. 

INF1N1TOS.- CÜANDO TtENEN UN NUMERC? INFINITO 

DE ELEMENTOS 
''--'>-"'- -- "'· --=- _,.;:; --""""~-~ ·-r .-

~·------~- ,_ =- --- - "· ~·.--"' :_-~ 
- • ~ -. -=-~---~ - -- - __ _,_ ..... 

, SUBCONJUNTOS - ~-~-=~~ 

PARA EXPRESAR QUE UN .ELEMENTO PERTENECE A UN ·CONJUNTO SE USA EL 

SIMBOLO. e: • · PARA EXP:RÉSAR QUE NO PERTENECE SE- USA EL S+MBOLO 'i. 

EJEMPLO 

SI s
1 

= {X:5<X~10}, ENTONCES 

3 J. S. ,_ 1 

PARA EXPRESAR QUE UN CONJUNTO ESTA CONTENIDO EN OTRO SE USA EL ' 

SIMBOLO C; SI NO ESTA CONTENIDO SE USA EL SH1BOLO ~. 

PARA: QUE UN CONJ:UNTO ESTE CONTE!ÚDO EN OTRO SE REQUIERE QUE TODOS 

SUS ELEMENTOS LO ESTEN, ES DECIR, QUE TODOS_SUS ELEMENTOS PERTE-· 

NEZCAN. A AMBOS CONJUNTOS. 

EJEMPLO 

SEAN-: E={3, 5}; F={ 3 ,.S}; G={ 7 ,·g}. E~Sl ; F~s 1 ; GCS1 

SI UN CONJUNTO, B, ESTA CONTENIDO. EN OTRO, S, SE DICE QUE B 

ES SUBCONJUNTO DE S • 

·:EJEMPLO 

B = {X:3<X<8} Y . s
1
={X: 5<X<10} 

EN EsTE · CASO : . 

<;3C8¡•-6 ES -SUBCONJUNTO DE S l · 

_ Bsts1,.B NO ES SUBCONJUNTO DE S 
1 

----· .. --~"--' 



§E 9I©E. §fiEl 9ª§ @m~WlfWrª§ §ªN i@UAf?El~. ~UAN~ª ~O'NifiEINEN .tO§ 

· MI§M§§ EllJElMF.IM'rª§:' UW . IM~Oi:lifA mt t'JÑIJEN EN QUE E§TOfll §1 E§eiU~AN) 

··E!J'EMI'M;J 

§EJAM A= { i; 3 d3 ;1}, g: { 7; ª ,l 1 3} · Y ~= { 7, ª,l.} · 
EN TAli t}A:§§; A = 13jÍ§ . 

MNJWJfo liAiJUJ 

DE LA MISMA MANERA §fJFJ EXISTE Et GERéJ EN téJs NtiMER.éJ§, EN tA 

TEORIA BE GGNLTÜNT6§ EXISTE EL GONJUNTO VAcío. Et GfJAt NO TIENE -· - ' , ' 

ELEMENTOS. USUALMENTE SE DENOTA ~. 

EJEMPLO 

lCUAL ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS., X,. TALES QUE 2X=7· ·y X ES 

ENTERO? 

SOLUCION ;- ES EL CONJUNTO VACIO, ~-

A ~ SE LE CONSIDERA COMO SUBCON,JUNTO DE CUALQUIER CONJUNTO. ASI, 

POR EJEM, TODOS LOS SUBCONJUNTOS DEL CONJUNTO 

( ' 

S ::: { 2 , s·, 1 O } SON: { 2 } ; { S } ; { 1 O } ; { 2 , S } ; { 2 , 1 O } ; { S , 1 O } ; { 2 , S , 1 0} . Y f;1 • . 

ESPACIO. VE . EVENTOS · · 

·ASOCIADO A UN EXPERIMENTO'SÍEMPRE' HAY,UN CONJUNTO DE,RESULTADOS 
' 1 · .. · 

POSIBLES; A DICHO CONJUNTO SE LE LLAMA ES.PACIO VE EVENTOS. 

~ ' E.JEMPIOS' 

EL ESPACIO DE EVENTOS ASOC.IADO AL· .EXPE~IMENTO DE LANZAR UN DADO Y 

ANOTAR LA CARA.· QUE QUEDA H~CIA .ARRIBA ÉS 

S . ~ { 1 , 2 , 3 , 4 , S ~ '6 } 

EL E$PACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL EXPE~.IMENTO ·DE LAN·ZAR 

DOS DADOS Y ANOTAR LOS NUMEROS QUE ·QUE;DAN IiACIA ARRIBA ES,, .. 
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éi;i); (i;~) ¡ (1;3); (i;4), (i;5); (i,6) 

. é 2¡ i) ¡ ( 2 ; 2 ) i ( 2 ; j } ; é 2 ; 4) ; (2 ; 5 ) ' ( 2 , 6 ) 

~-·'·- ~ .. ~ .... ;; ~. ··~ J ~-i~lJ I ( 3 ,_,_2) 1 ( 3 .. ~)) ,J ~;,J) f,. ( 3,? t ,J~-' q l 
S= . 

(4,1), (4_,2)' (4,3), (4,4), (4,5), (4,6) .. 

(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (S, S); (5,6) 

(6 , 1 ) , ( 6 , 2 ) , ( 6 , 3 ) , ( 6 ,· 4 ) , ( 6 , S ) , ( 6 , 6 ) 
. . . 

SI EN ESTE EXPERIMENTO LA OBSERVACION DE INTERES FUESE LA SU~m 

DE LOS DOS NUMEROS OBSERVADOS,.ENTONCES EL ESPACIO DE EVENTOS 

DEL EXPERIMENTO SERIA. 

S= _{2,3,4,5,6,7,8 . .,9,10,11,12} 

A TODO·· SUBCONJUNTO . DE UN ESPACJ;O DE . EVENTOS SE ·LE LLAHA EVEf.JTO. A 

. LOS EVENTOS QUE TIENEN UN SOLO ELE~fENTO DEL. ESPACIO SE LES LLAr~{]\. 

C:VENTOS SIMPLES. 

·si AL FEÁLlZAR UN EXPERIMENTO SE OBSERVAUN ELm-1ENTO DEL EVENTO 

:A, ENTONCES SE DICE QUE. OCURRIO O SE VERIFICO EL EVENTO A. POR. 

EJEMPLO, SI A={2,4}'Y AL LANZAR UNDADO SE OBSERVA EL 2 O 4, SE 

DICE QUE .OCURRIO EL EVENTO A; ··si SE OB.SERVA CUALQUIER OTRO NUME-
.. ·. 

RO, . ENTONCES. SE DICE QUE. NO .OCURRIO A • . : 

.. 

t) 
VISCRFTOS .- :fn SUS ELEMENTOS PUEDEN NUME~ 

~ESPACIOS DE · 

, .· r 

EVENTO$ .. ·• 

. . _,. ~-.: .. . ' .; .: . 
' . ·~ 

···,, :· ... 
i. 

RARSE O CONTARSE. 
.. 

TIENEN UN NUMERO 

FINITO O INFiNTTP NUMERABLE -DE ELEMENTOS. 

.· . CONTINUOS:- SI SUS ELEMENTOS "f.JO .. PUEDEN . 

· ENUMERARSE.. TIENEN UN NUMERO INFINITO NO 

·. NUMERABLE DE ELEMEN.TOS 
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EJEMPLO 

LOS ESPACIOS DE EVENTOS.S
1

={CARA.;.CRUZ}; s
2
={1,2,3,4,5,6,}; 

S
3

={VERDE, ROJO} SON DISCRETOS. LOS_ ESPACIOS DE EVENTOS 

s
4

={X: ·-oo<X_:O};. s
5
{z: Z_::3}; s

6
.={Y:3_:Y_:80}' 

SON .CONTINUOS. 

EJEMPLO -----,----
¿QUE TIPOS DE ESPACIOS DE EVENTOS CORRESPONDEN A LOS SIGUIENTES 

EXPERTI•ftE~JTOS?. 

A) CONTEO DEL NU!-'!ERO DE. GRANOS DE UNA. M.A.ZORCA DE MAIZ 

S={0,1,2,3, ... ,oo}, ES DISCRETO E INFINITO 
.. · 

B) MEDICION DE LA LONGITUD .DE UNA ESPIGA D.E TRIGO 

S~{X: O<X~oo}¡X EN C~~ ES CONTINUO -~ INFINITO 
. , 

C) ~1EDICION DEL .EFECTO· DE UNA VACUNA, EN: TERMINOS DE "EXITO" O 

. . "FRACASO 11 

S={EXITO, FRACASO} .ES DIBCRE'l'O Y FINITO. 

D) ~1EDICION DE~ NUMERO DE HILIGRAMOS DE UN ANTIBIOTICO ~ONTENIDO 

E.N. UNA CAPSULA . 
. 

S~{Y:O~Y<oo} Y en mg, ES CONTINUO E INFINITO. 

COMPLEME~rrO VE UN EVE,NTO 

EL COMPLEMENTO ·DE UN EVENTO A ES OTRO EVENTO QUE CONTIENE TODOS LOS . 

ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE "QUE NO ESTAN EN A. 

USUALMENTE SE DENOTA CON UNA TILDE SOBRE EL SIMBOLO. QUE CORRESPON-· 

DE AL EVENTO QUE COMPLEMENTA,A. 

EJEMPLOS 

SI 8~{1,2,3,4,5,6} Y A={1,3,5} ENTONCES A={2,4.,6}. 

SI ·s~{X: O<X<58} Y A,;.{X: 3<X_::17}, ENTONCES A~{X: O_:X_:3, 17<X<58} 

.. \ 

----·-···· -· --~-=~- __ ___,__--...:--·. '· ..;....:_¡:· • •••·· .... ..,_, __ •• ,. • • 
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EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSIVOS 

CüANbO DOS O ~ms EVENTOS NO PUEDEN OCURRIR SIMULTANEAMENTE AL 
. . .. . . .. . . . . . ·-¡ 

REALIZAR-UNA SOLA VEZ UN EXPERIMENTO, SE DICE QUE E$TOS SON 

MutUAMENTE EXCLUSIVOS. - . ···- . ' ES DECIR, DOS EVENTOS SON MUTUAMENTE EXCLU-

EJEMPLO 

Á) CUA-LQUIER EVENTO y su COMPLEMENTO SON MUTUA. MENTE EXCLUSIVOS. 

:8) ¿SON E={Y: O~Y~25} y A= { 2, 5O , 1 O O } MUTUAMENTE EXCLUSIVOS? 

NO, PORQUE TIENEN EL ELEMENTO· 2 EN COMUN. 

OPERACIONES CON _EVENTOS 
Uf.J'iON 
.LA _(1/•JION DÉ DÓS EVENTOS. ES .OTRO EVENTO CUYOS. ELEHENTOS SON TODOS 

~ó$ ·Dj{ ~BOS •.. LA OP~RACION, DE UNION SE DENOTA CON EL .. SIMBOLO U. 

. ·,· . 

A)_ . SÍ . A= Ci, 4; 6} Y B= { 1 , 6 , 12 } , .. ENTONCES . 

. O==AUB =={1~4,6,12;2} 

·B) ¿,SON A Y B MUTtÜ\MENTE EXCLUSIVOS? NO PORQUE TIENEN EL 6 EN Cm·~QN. 

C)c~~I D~{Y: O~Y~13} Y ~~{Y: iO~Y~SO}-j 

ENTONCES. 

DUÉ={Y: .OiY!13~ 20~Y~SO} 

D) .SI F={Y: ·8_::Y_::20}, ENTONCES 

: DUF= {Y; O< Y< 2 O } • ·. . - - . . 
E):.,_S·I G={Y: 3<Y<10}, ENTONCES 

. .. ~-} . - -
DUG={Y: O<Y<13}= D; OBSERVESE QUE EN ESTE CASO GCD. EN GENERAL, 

SI ACB, ENTONCESAUB=B. ,., 

EN GENERAL'" LA UN ION DE VARIOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS 

. ELEMENTOS _.·SON TODOS LOS DE LOS EVENTOS QUE SE ·UNEN. 

., .. :··, 
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. AUBUF = K = {1,2,4,6, y: 8! i <20} 

INTERSECCION 

9 • 

LA INTERSECCION- DE Dos: EVENTOS ES EL_ CONJUN.TO DE ELEMENTOS QUE 

.PERTENECEN SIMULTANEAMENTE A AMBOS •. · PARÁ DENOTÁR LA OPERACION 

DE INTERSECCION SE USA EL SIHBOLO n 

EJEMPLOS 

-,A) A= {2,3,6} Y B = {2,6,10} ENTONCES AOB = C = {i,6} 

B) D ={Y: 4-<Y<S}, ENTONCESA(\D.~ 0. - - . . . 

·oBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO A.Y D SON M'(JTUJ\.MENTE. EXCLUSIVOS, 

YA· QUE NO TIENEN NINGÚN ELEMENTO EN COMUN. SIEMPRE QUE DOS EVENTOS 

SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS,. ,SU INTERSECCION -ES EL CONJUNTO- VACIO. 

EN GENER.J\L, LA INTERSECCION DE VARIOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE 

--ELEMENTOS QUE TODOS ELLOS TIENEN EN CO.r-1UN. 

-EJEMPLO. 

SI A = { 2 , 3 , 6 , 8 } ; B= { 2, 3 , 1 O , 1 O O } ·¡ . C= { Y: O< Y< 5 } Y D= { Y : ,2.:: Y.:: 4 } , 
.•-

ENTONCES 

AnB~cnn = E ={2,3} 

AUBlJC\}D = F ={Y: O.::Y.::S, 6,8,10,100} 

11 • 
LA OCURRENCIA DE UN EVENTO Y OTRO IMPLICA LA OCURRENCIA DE AMBOS 

A LA VEZ, ES DECIR, QUE SE VERIFIQUE LA INTERSECCION. LA OCURRENCIA· 

IJ ,& . 

DE UN EVENTO O ALGUN OTRO, IMPLICA LA OCURRENCIA DE CUALQUIERA 

DE ELLOS, ES DECIR DE· LA UNION~ 

.. . . 
'• .'.· ... \. 

'. ,' ~,.,..,_,;.....;;..,........ .,:,_ --~ ~ 

.... ····: .· 



10. 

VIAGRAMAS' VE. VENN 

UNA MANERA DE ILUSTRAR GRAFICAMENTE LAS OPERACIONES CON CO}JJUNTOS · 

-ES -MEDIANTE~IJOS -VIAGRAMAS-VE VENN:-''EN 'ESTOS~;_ CADA CbNJUÑTO- s·:E 

REPRESENTA· POR UNA CURVA _CERRADA QUE ENCIERRA LOS ELEHENTOS 
. . . 

·QUE LE CORRESPONDEN. 
' . 

. '" ' . ~ 

Evento Ao . ~ .· . Evento A·t 

A3c A1 

~'3[\A¡ = A3 
· · Puntos comunes a·· A o y A1 ( 1 nterseccio'n, A o . rl A 1) . 

tventoo·. cjEventoA1 

Eventos mutUamente exclu_sivos (IntersecciÓn nula) 

tvento A 1 

. . .. 

Diagramas d~ Venn (unión e intersección de eVt:mtos) 

...... 
'; .... ,,· 

............ 
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TEORIA VE PROBABI LIVAVES .. . . 

AL LANZAR UNA MONEDA NO PODEHos· PREDECIR CON CERTEZA CUAL CARA 

QUEDARA HACIA ARRIBA: · LO· UNÍCO QUE SE ·PUEI)E ASEGURAR, SI LA 

MONEDA NO ES.TA CARGADA, ES QUE. A.~BAS CA~S TIENEN LA MISMA. OPOR- · 

TUNIDAD D~. SALIR, ES DECIR, . QUE LOS EVENTOS SIMPLES {CARA} Y. .. 

{CRUZ} .·TIENEN LA MISMA PROBABILIVAV DE OCURRIR. 

COMO YA SE DIJO, LA PROBABI LIVAV DE. QUE OCURRA·. UN EVENTO ES 'UNA 

MEDID.A. DEL GRADO DÉ.~ CONFIANZA QUE SE TIENE DE QUE ESTE OCURRA 

AL.• ·REALIZAR EL EXPERn1ENTO CORRESPONDIENTE. 

·~·- . 

EXÍSTEN.POR LO MENOS TRES MANERAS DE ASIGNARLE UNA PROBABILIDAD 
. ~--

A tJN EVENTO : · 
. .. . ; -·~;..; . . 

· ... , ., {;'" 

.1. · EN TERMINOS OE' LOS RESULTADOS. DE REPETIR VARIAS VECES UN 

EXPERIMENTO (METODO FRECUENCIAL) • : 

. . 

· -2. . APLICANDO LA DEFINICH~N CLASICA DE PROBABILIDADES. 

3. · .. CON BASE EN UN r-10DELO ~TEMATICO (PROBABILISTICO) DEL FENO-. 

·MENO DE QUE SE TRATE •. 
'·: .. 

. : -:"~~ .. 
. : .. 

-· .. ··-·e:.. ~- . 
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METOVO· ·FRECUENCIAL 

SI N(A) ES EL.NUMERODE VECES. QUE SE .OBSERVA EL .EVENTO A AL.REA

LIZAR N . VECES UN EXPERIMENTO, LA FRE_CUENCI Á .RZ: LATI VA ~~PE .1\1. D~FIJ:il_DA . 
=----0-~ -----,_~---'"- -=---· "" ·--='~~~ -- ~ ., •<--.=-- - • 

COMO N (A) /N, SE CONSIDERA COfl'l.Q. ESTIHACION DE LA PROBABILIDAD DE A, 

. N (A) 
p (A) =. N 

YA QUE, EN EL LIMITE, P(A)- = lírn N (A). 
N-+oo N 

EJEMPLO 

DE UNA URNA Q'(,JE. CONT¿IENE :{30LAS ROJf\S, BLANCAS Y AZULES·, SE ··SACO 

UNA 'BOLA, SE ANOTO SU COLOR·Y SE REGRESO A LA<U'RNA. SI ESTE EXPE 

RIMENTÜ SE REPITE 20 'vECES Y LOS RESULTADOS SON. 
. . ~ .. ~ . . 

b·, b~ a, r., r, r, a, b, r, a, b, b, a, r, b ,·r, r ~a, r, a, DONDE. 

r = ROJA·, b. =.BLANCA,· a .=.AZUL 
. .. . •' . 

. ¿QUE PROBABILIDADES LE. ASIGNARIA A LOS EVENTOS B={b}., A={ a}; y 

R= { r } , DE ACUERDO CON EL . MÉTODO F RECl:JENC IAL ?' . 

EN ESTA MUESTRA SE TIENE QUE·N(B)=6, N(A)=6, 't'J(R)=8, N=20 

.. ' . 6 . :" 3 
.POR LO QUE P(B)=2Q =

10
; P(A) = 8 

20 = 4 
ro 

NOTE SE QUE .LOS. EVENTOS B 1 .l-\. Y R SON ~1UTUA.HENTE EXCLUS !VOS, YA. QUE 

SON 'EVENTOS SIMPLES , Y QUE . ' · ' 

3 J . 4 
P( B) + p {A) + p ( R) = 1 O + 1 O + 1 O = 1 = p (S) 

EN.DONDE s = {r,b,a} 

.. 

·.·.· 
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VEFTNiCTóN CLASTCÁ VE PROBÁBTLTVÁVES 

SI N (A) ES EL- ~iUMERÓ DE MAÑERl\S IQUALMENTE P15QBABLES EN QUE PUEDE 

. OCURRIR EL EVENTO A Y N ES EL NmtERO TOTAL DE ELEMENTOS DEL ESPA

CIO DE EVENTOS CORRES~ONDIENTE, ENTONCES LA PROBABILIDAD DE A ES. 

P(A) = N~A) 

EJEMPLOS 

A) SI EN UNA URNA SE TIENEN S BOLAS BLANCAS Y .1S NEGRAS, Y SE VA 

. A SELECCIONA.R. UNA AL AZAR, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD D~. QUE 

SEA BLANCA( A,;, {BLANCA}) ? : 

. . · . S 1 
N.::: ·S+1S=20; N(A).=5=*P(A)=-= 

. • · e . 20 7 

B)· SI· SE .LANZAN DOS DADOS, ¿CUAL ES LA· PROBABILIDAD DE QUE 

1. SALG~l\ UN 2 Y UN 5 ( EVE,NTO .B) ? 

2. LA SUMA SEA· 7 (EVENTO A) 

-PARA EL INCISO 1· EL ESPACIO DE EVENTOS ES: 

(1, 1) (1,2) (.1,3) (1~4) ( 1, 5) (1, 6) 

( i .1) (4,.2) (2,3) ( 2, 4) (2,S) ( 2, 6) 

·,-. ('3,1). (3,2) (3~3) ( 3 , 4 ) · ( 3 ~S ) . (3',6) 
S -

( 4, 1). ( 4, 2) ( 4 , 3) . (4,4) (4,S) (4,6)·. 

(S,~1). (S,2) (S,3) (S,4) .(S,S) (S i·6) 

(6,l) (6,2) (6,3) (6,4) ~( 6, S) (6,6) 

.·SI EL DADO NO ESTA CARGADO, CADA PAREJA DE NUMERO S ES IGUALMENTE 

PROBABLE. EN TAL CASÓ, N= 3 6 y N ( B) = 2 ( APARECE ( 2 , S) O ( S 1 2 ) ) 

=) P (B) =2/36=1/18. 

PA,RA EL INCISO 2 EL ESPACIO DE EVENTOS ES. 
. . 

s1 ={~,3,4,S,~,7,8,9,10,11,12}. . . 

PERO NO TODOS LOS. ELEMENTOS (EVENTOS SIMPLES) SON IGUALMENTE PROBA-·. 

/ 

• • • ., ··•·' ' • ... •••• -~ • • ····"~ ••• "~ ~" • ,'.Jo- ·' • 

i~ . 

;.· 
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BLES, YA QUE, POR EJEMPLO, EL 2 SOLO APARECERA SI SE OBSERVA LA 

PAREJA (1,i), EN CAMBIO· EL 3 AP_l.\RECERA SI OCURREN LAS. PAREJAS 

( 1, 2) Ó ( 2 .1), ES DECIR,· EL 3 TI~NJ•::. EL Q_Q~LE DÉ .. PROBABILIDAD .. -
--- ---~-~-~- -- ,___-:;• ""-"'-- '---'------"--"'-·~- --· ---.; -~-~-.~ -- --- ------- -

QUE EL 2. POR. ESTO,' PARA. CALCULAR LA PROB_ABILIDAD DE QUE . LA SUMA 

SEA 7 ES NECESARIO TRABAJAR CON EL ESPACIO S Y CONTAR LAS MANERAS 

. POSIBLES DE :-QUE LA SUMA SEA· 7 ,. LO CW\L OCURRE SI SE OBSERVA CUAL;... 

QUIERA' DE LAS PAREJAS ( 6 '1) ' ( 5, 2) ' (4' 3) , ( 3' 4) , ... ( 2 ... 5) o ( 1, 6) ' 

E$ DECIR, HAY 6 MANERAS .IGUALMENTE PROBABLES DE QUE OCURRA. EL 

EVENTO A. POR LO TANTO 
. ' 

N(A)- 6 l. 
P(Á)=:r;¡--=36=6 '-" 

' - ' 

. PROCEDIENDO DE ESTA .M.;!\,NERA SE PUEDEN CP._LCULAR LAS PROBABILIDADES 
-- .. 

DE QUE LA SUMA SEA.· 2, 3, 4, ETC. LOS RES-ULTADOS SON: 
-. ·.. - . 

·_P({2}) 
1 2 - 3" 4 
36; p ( { 3}) = J6i p ( { 4}) ~ 36; p ( { 5} ) = 36;' 

'·. 

P({6}) 
5 · · 6 · ) ·5 4 

= 36; p ( { 7 }) = 36·; p ( { 8 }) = 36; p ({ g}) = 36;·.-

3 2 ,, l' 
p ({ 1 o } ) = 3 6 ; p ( { 11) ) . = 36 y p ( { 12 } ) - 36 

-1 2" 
(OBSERVÉSE QUE ¿ P ( {T}) =1 :' 

i=2 ' 

ASIGNACION VE PROBABILIVAVES MEVIANTE UN MOVELO MATEMATICO 

~1ED_IANTE ESTE METODO LAS PROBABILIDADES SE ASIGNAN A PAR'l'IR DE UN 

MODELO MATEMATICO QUE INVOLUCRE TODOS LOS FA~TORES POSIBLES QUE 

INTERVIENEN EN. LA. ALEATORIEDAD ·DEL FENOMENO ~-
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AXIOMAS VE LA TEORIA VE PROBABILIVAVES 

LAS PROBABILIDADES QUE SE ASIGNAN A LOS DIFERENTES EVENTOS 

RELACIONADOS CON UN FENOMENO ALEATORIO DEBEN CUJI1PLIR CON LOS 

SIG9IENTES TRES AXIOMAS: 

AXIOMA 1: LA PROBABILIDAD DE OCURRENCIA DE UN EVENTO A ES UN 

NUMERO, · P (A) ,_ QUE SE LE ASIGNA A DICHO EVENTO; CUYO VALOR . 

QUEDA EN EL INTERVALO 

" 
O~P (A) ~1 

AXIOMA 2: DE EVENTOS, ENTONCE-S . . . . . SI. S ES UN ESPACIO 

P·(S) =1 
.. • 

AXIOMA.,}: LA. PROBAÍHLIDAD, P (C), ·DE LA UNION,. C, DE DOS EVENTOS 

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, A Y B, ES IGUAL A LA SU~ffi DE LAS 

·PROBABILIDADES DE ESTOS,·ES DECIR, 

P(AUB) = P(C") = P(A) + P(B) 

.·EJEMPLOS 

A)· .EN EL P~OBLEMA DEL LANZAMIENTO DE UN DADO QUE NO ESTA CARGADO 

SE· PUEDE ASIGNAR A·· CADA NUMERO (A CADA EVENTO SIMPLE) UNA PRO-· 

BABILIDAD DE 1/6, SI A={2,4} y B={5,6}, ENTONCES, PUESTO 

QUE A={2}U{4} y B={5}U{6}, y QUE LOS EVENTOS .ELEMENTALES SON 

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI, APLICANDO EL AXIO~~ 3 SE 

OBTIENEN: 

P(A)=P({2}) + P({4}) =· ~ + ~ - -~ = ~-

1 1 2 1 P(B)=P({S}) + P({6}) ·= 6 + 6 = 6 .= J 

·SI C=AUB, Y DADO-QUE A Y B. SON EVENTOS MUTUA~1ENTE EXCLUSIVOS:. 

1 1 2 P(C) ·= P(A) + P(B) = 3 +·J = 3 

......... ...;... .... ~- . 
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ADE~1.'1\S, OBSERVESE QUE SE CUMPLE CON . LOS AXIOMAS 1 Y 2, 

YA QUE 

P (S) = P ( { 1} ) + P ( { 2 } ) + P ( { 3} ) + P ( { 4 } ) + P ( { 5} ) + P_ ( { 6} ) . 

- - - --

1 1+!.+1 !.+1 6 •. 
=6+6 6 6+6 6=6= 1 

EJEMPLO 

EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE DO~ DADOS, ¿CUAL ES. L.A PROBABI-. 

LIDAD QUE AL RE.?\LIZAR UNA. VEZ EL EXPERIMENTO LA SUr.1A DE LOS. DOS 

NUMEROS QUE QUEDEN HACIA ARRIBA SEA 7 U 11? ESTO ES EQUIVALENTE 

. A PREGUNTAR POR LA PROBABILIDAD DE QUE OCURRA EL .. EVENTO 

C = { 7} lJ { 1l} _. PUESTO QUE { 7} Y { 11} SON EVENTOS r-1UTU~ENTE. 

EXCLUSIVOS': 

6 2 8 ' 2' 
P(G) = P({7}). + P({11}) =36 + 36 ~ 36= g 

.EJE.[I:lPLO 

EN UN LABORATORIO SE PR9BARON 100 VIGAS DE CONCRETO REFORZADO NOMI

. NALMENTE· IDENTICAS·; Y SR ANOTARON. LAS CARGAS CON LAS .c.f.JALES FALLO 

. CADA UNA. DE ESTA SUCESION DE EXPERIMENTOS SE ASIGNARON, EN TER-
. . . 

. MINOS.DE LAS FRECUENCIAS. RELATIVAS .CORRESPONDIENTES, LAS SIGUIENTES 

PROBABILIDADES: 
. . 1 

SI A = {X :· O< X< 2 O ton} ; P (A) = O • 17 

SI R ={X: 20<X<40 t6nj; P(B) = 0.24 

SI C ~{X: 40<X<60 ton}; P(C) = 0.27 

SI. D ={X: 60<X<80}; P(D) = 0.13 

SI E ={x: 80<X<100}; P,(:E) = ·o.11 

SI F ={X: lOO<X}; P(F) 0.08 

¿·p ( • ) = l. 00 
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SI SE REALIZA UNA VEZ MAS EL EXPERI~ffiNTO, CALCULEMOS LAS SIGUIEN

TES PROBABILIDADES: 

A) QUE LA RESISTENCIA SEA MENOR O IGUAL QUE 80 TON. PUESTO QUE 

G= {X: O<X<BO ton} SE TIENE QUE G= AUBUCUD, POR LO QUE 

P{G}=P{A) + P(B} + P(C) + P(D) = 0.17 + 0.~4 + 0.27 + 0.13 = 0.31 

B) LA PROBABILIDAD QUE RESIST.Z\ MAS DE 60 TONS. PUESTO QUE 

H= {X: 60<X<oo} O H={X: X>60} SE TIENE QUE H= DUEUFJ 

POR LO QUE P(H) = P{D) + P(E) + P(F) = 0.13. + 0.11 + 0.08 =032 

C) LA PROBABILIDAD QUE RESISTA .HAS DE 40 TON,. PERO CUANDO l\1UCHO 

100 TON. 

PUESTO QUE I={X: 40<X<l00} SE TIENE QUE I = CUDUE • 

POR LO QUE P(I) = P(C) + P(D) + P(E) = 0.27 + 0.13 + 0.11 = 0.51 

,,,., .... 
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TEOREMAS 

DOS TEORE~1AS IMPORTANTES QUE SE DEDUCEN A PARTIR DE LOS AXI0r-1.AS 

SON: 

TEOREMA 1. 

SI A ES UN EVENTO DEL ESPACIO S, ENTONCES P(A)=l-P(A) 

DEMOSTRACION 

PUESTO QUE A Y A SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS 

Y ADEMAS AUA=S, ENTONCES, P(S)=P(A)+P(A)=l 

=> P (A)= 1-P (A) 

CASO.PARTICULAR: PUESTO.QUE P(S)=l-P{S)=O Y S=~, SE TIENE QUE 

P(~)=O 

··. ~ ", · .. 

,. 
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TEOREMA 2. 

SI A Y B SON DOS EVENTOS CUALQUIERA DE·S, ENTONCES 

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) 

DEMOSTRACION 

SEA EL DIAGRAMA DE VENN: 

A 

S 

8 

AUB=(A()B)U{A()B)U(B()A). PUESTO QUE A()B, AAB Y B(\A SON MUTUA~1ENTE 

EXCLUSIVOS, SE TIENE QUE P (AUB) =P (,2\.()B} -tP(A(\B) +P (Bf'IA). 

Sm1ANDO Y RESTANDO P (A/\B) Y AGRUPANDO TER~UNOS SE OBTIENE 

P (AUB) = (P (Af\B) +P (Af'IB)) + (P (.M'1B) +P (BM)] -P (Af'\B) 

PERO A=(Af'IB)U(A()B)=>P(A()B)+P(AnB)=P(A) 

Y B=(A()B)U(B()A)=>P(AOB)+P(B0A)=P(B), POR LO QUE 

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AOB) 
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EJEMPLO 

EN UNA URNA SE TIENEN 28 TIRAS DE PAPEL Y EN CADA UNA' SE ENCUEN-

TRA. ANOTADA UNA LETRA DISTINTA DEL ALFABETO,;~ - GALGULECI:.A PROBA-~-~~"~~- -

BILIDAD DE QUE AL EXTR~ER AL AZAR UNA TIRA: 

A) SE OBTENGA UNA VOCAL 

B) SE OBTENGA a O z 

·C) OCURRAN C Y D, DONDE C={x,y,z} y 

D={b,c,y,z} 

D} OCURHA C. O D 

Rupu.u.t.tu 

A) A={a.,e,í,o,u} 

B) B= { a, z } = > P ( B) 

5 =>P(A)= 28 
2 

= 28 
2 C) F= C()D= {y.,z} =>P (F) = 28 

D) E= CUD= {J:;f ,c,x ,y, z} =>P(E) = 

o P(E)=P(C)+P(D)-P(CnD) 

P(C(ID)=P(F)= 2 =>P (E)= 3 
28 28 

5 
28 

+ 4 
28. 

2 - 28 - 5 
28 

• 
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REGLAS VE CONTEO 

AL ASIGNAR PROBABILIDADES A LOS EVENTOS APLICANDO LA TEORIA CLA-

SICA ES NECESARIO ~ALCULAR N(A) Y N PARA APLICAR LA FORMULA 

P(A)=N(A)/N. 

SEAN, POR EJEMPLO, LOS EVENTOS A={b,c} Y B={a,e,i,o,u} CON LOS 

CUALES SE FORMAN PALABRAS DE DOS LETRAS, LA PRIMERA DE A Y LA 

SEGUNDA DE B. EL EVENTO QUE SE. FOR.T\.1A ·ASI ES 

C={xy: xe:A; ye:B} 

SI ENUMERAMOS LOS ELEMENTOS: 

CON LA b: ba,be,bi,bo,bu .} 10 ELEMENTOS 
CON LA e: ca,ee,ei,eo,eu 

SIN EMBARGO, LA SOLUCION SE PUEDE OBTENER RAPIDAMENTE SIN NECE

SIDAD DE ENUMERAR TODAS LAS POSIBILIDADES, OBSERVANDO QUE LA PRI

MERA LETRA SOLO PUEDE SER DE DOS TIPOS b O e-, MIE~JTRAS QUE LA 

SEGUNDA, DE CINCO TIPOS a,e,i,o,u, POR LO QUE EL TOTAL DE ELE-

MENTOS ES 2x5=10, ES DECIR, EL EVENTO C PUEDE OCURRIR DE 10 MA

NERAS DISTINTAS E IGUALMENTE PROBABLES. 

REGLA VE LA MULTIPLICACION 
EN GENERAL, SI. DOS EVENTOS, A Y B, PUEDEN OCURRIR DE N(A) Y N(B) 

MANERAS DISTINTAS, RESPECTIVAMENTE, ENTONCES EL TOTAL DE ~L~NERAS 

EN QUE AMBOS PUEDEN OCURRIR, EN EL ORDEN INDICADO, ES N(A) X N{B). 

ESTA REGLA SE PUEDE GENERALIZAR A MAS DE DOS EVENTOS. 
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EJEr.-iPLO 

¿CUANTOS NUMEROS PARES DE TRES CIFRAS SE PUEDEN FORMAR UTILIZAN-

DO_~()~~~,~IGITOS 5_!__6~? ,"~ y 9, SIN QUE SE USE EL MISMO I?I<:;~~?,EN LAS 

DECENAS Y LAS CENTENAS? 

SOLUCION.- SEAN LOS EVENTOS 

A ={X: X ESTA EN LAS CENTENAS} 

B ={Y: y ESTA EN LAS DECENAS} 

e ={Z: z ESTA EN LAS UNIDADES y t:S PAR} 

D ={XYZ: X eA; y e:B; Z .e:C} 

PUESTO QUE NO SE PERr,UTE REPETICION DE DIGITOS, N (A) =5 Y N (B) =4. 

ADEMAS, PUESTO QUE EL NUMERO DEBE SER PAR, N(C)=2. POR LO TANTO 

N(D) = 5x4x2=40 

SI EL ULTIMO DIGITO NO TUVIESE QUE SER PAR: S~XYZ: X~A;Ye:B;Ze:F} 
1 

DONDE F={Z: Z ESTA EN LAS UNIDADES} 

ENTONCES N(F)=S Y N(S)=5x4x5=10a. 

CON ESTO, CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE SI EL ESPACIO DE EVENTOS 

ES S Y SE ANOTAN TODOS Los· NUMEROS DEL MISMO EN UNA TIRA DE PAPEL, 

AL SACAR UNA AL AZAR DE UNA URNA, EL NUMERO SEA PAR: 

P(A} N(A) = N 
40% N {A) 

- -N-_~...;.( S~) = 40 = lOO 0.4 = 



'. 
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EJEMPLO 

EN UNA CAJA SE TIENEN TRES PERFORACIONES NUMERADAS DEL UNO AL 

TRES. SI SE HECHANEN ELLA TRES BOLAS TAMBI:E:N NUMERADAS DEL 1 AL 

3 Y SE AGITA LA CAJA, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE NINGUNA 

BOLA CAIGA EN LA PERFORACION QUE TIENE SU NUMERO (EVENTO 'A) 

-GZ-.. • 1 

1 

/ 
2 POSIBILIDADES 

N(A) = 2x1x1=2 

N = 3x2x1=6 

P(A) N (A) = 2 1 = 6= 3 N 

(:') 
~/ 

1 POSIBILIDAD 

8 
'1 POSIBILIDAD 

:·. ' 

·-~ ·. ,.,• .. 
··--------··- --- --- .... ___________ .. --·- ·- .. ______ ..... , ..... . .. ~_.:......:... . .-.....:..........:. . .::~ ... · 
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EJEMPLO 

SE DISPONE DE TRES BANDERÁS: UNA BLANCÁ, UNA NEGRA Y UNA VERDE. 

1. SI CADA PAREJA DE BANDER~S DE DISTINTO COLOR CONSTITUYE UNA 

·sE~AL, ¿CUANTAS SE~ALES SE PUEDEN HACER SI EL ORDEN DE COLOCA

~~-CCiON~~DE ~I:.Aá~BÁ.Nn.É:PJ\8 E:s· Ú~P~ORTANTE.(EVEN~Tó 1\T? 

N (A) = 3x2=6 

2. SI TRES BANDERAS TAMBIEN CONSTITUYEN UNA SE~AL CUANDO TODAS 

SON DE DIFERENTE COLOR ¿CUANTAS SE:fi!ALES PODEMOS HACER CON LAS 

3 BANDERAS A LA VEZ (EVENTO B)? 

• N(B} = 3x2x1=6 

3. ¿CUANTAS SE~ALES SE PUEDEN HACER CON DOS O T~ES BANDERAS EN LAS 

CONDICIONES ANTERIORES (EVENTOS C)? e= AUe 

N(C) ~.N(A) + N(B) = 6+6=12 

4. SI CADA SE~AL DEL EVENTO C
1
SE DIBUJA ~N UNA TIRA DE PAPEL Y 

LUEGO SE COLOCAN EN UNA URNA, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE 

SI SE TO~~ UNA AL AZAR, 

A) SALGA UNA SE~AL ESPECIFICA (EVENTO F): (s~c) 

P(F) = N(F)/N(C) = 1/12 

B) SALGA UNA SEflAL CON DOS BANDERAS POR LO MENOS {EVENTO G) : 

G=C =>N (G) =12 9P (G) = .!1_ = 1 12 . 

C) SALGA UNA SE~AL CON DOS BANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE (EVENTO H): 

4 1 N(H) = 1x2+2x1=4 =>P(H) - --12 - 3 

D) S~LGA UNA SE~AL CON TRES BANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE (EVE~TO I): 

N(I}= 1x2xl+ 1xlx2+ 2xlxl =6 

P{I)= 6/12 = 1/2 = so~ 
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E) SALGA UNA SE~AL CON DOS O TRES BANDERAS EN QUE SE USE UNA 

VERDE (EVENTO J) 

J = HUI =>N(J) = N(H)+N(I) = 4+6=10 

P(J) = 10/12 = 5/6 

.. 



PERMUTACIOMES 

1 
1 
1 
1 
1 
J 

26. 

EL ARREGLO DE N OBJETOS EN CIERTO ORDEN SE _])_g_:tiQM~N~ PERMUTACIOM. 

POR EJEMPLO, TODAS LAS PER~UTA~IONES QUE PUEDEN HACERSE CON LAS 

LETRAS A,B,C SON: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. EL TOTAL ES 

3x2x1=6 PERMUTACIONES (N=3). 

•(\ 

EN GENERAL, EL NUHERO DE PERMUTACIONES ES N(N-1) (N-2) (N-3)x ... xl=N! 

EJEMPLO 

¿CUANTAS PERMUTACIONES SE PUEDEN HACER CON 5 OBJETOS? 

5! = 5x4x3x2xl=l20 

EJEMPLO 

EN UN LIBRERO SE COLOCARAN AL AZAR 7 LIBROS. CALCULEMOS LA PRO-

BABILIDAD DE QUE EL DE HISTORIA Y EL DE GEOGRAFIA QUEDEN JUNTOS 

(EVENTO A). 

!?(A) = N(A)/N 

N=7! 7x(6x5x4x3x2xl) ~ 7x6! 

N (A) = 2! x6! ; p (A) = 2.!x6! = 2!x6! 
7! 7 x6! 

2 = 7 
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EJEMPLO 

EN UNA URNA SE TIENEN 6 ES~EF.AS, DE LAS CUJ-\LES 3 SON BLANCAS Y 

3 SON NEGRAS. SI LAS SEIS SE ~XTRAEN AL AZAR, UNA ~R~S OTRA~IN REMPLAZC 

LA PROBABILIDAD DE QUE LAS 3 BLANCAS SALGAN EN FORMA CONSECUTIVA 

(EVENTO F) ES: 

:------3! ·--- ---.-. -1 
1 ,-----____/\.______ ___ .. -----~ ; 

: e:~- r:) 0 __ 6 ~,): 0JC~ C::J 
L ---- ~-/ ·- _../ - . - .-/ ,____ _ __./ 

- - - - - ·- -- - -~=-- -- _j -
'----·-·- ··-·--- ---·-- ---·------------ ·-- -----------------------------.....~---- -· ·------ --------· ---------------- ------------------------· ·-- --- --------' 

lJ! 

N (F) = 3! X 4! ; N = _6! 

3,1 X 4! 3! X 4! 
P(F) = N(F)/N = 6 ! = 

p (F) = 3x2xl 
6x5 = 1 

5 

6x5x4! 



EJEM.PLO 

\ 
\ 
\ 

27. 

EN UNA URNA SE TIENEN 7 SOBRES IDENTICOS Y CADA UNO CONTIENE UN BI-

LLETE DE DIFERENTE DENOMINACION (1~5,10,20,50,100 y 500 PESOS). 
- -'"'----=o--"-~--=;>-.--=-=----*--~=~--=--

¿CUAL ES iA PR6BABILIDAD-DE l ,-5, SO y. SOO P:E·sos·-~SALGAN CONSECUTI-

VA1',1ENTE· EN CUALQUIER OP.DEN, SI SE SACAN LOS SIETE AL AZAR, UNO 

TRAS OTRO (EVENTO A)?. 

di 
' . 

_____ ___..!\.,._ _______________ _ 

r---· '·- .... -- -·- ...... --- --·- ..... -- ·--- --- -- .. ---¡ 

~-;J [-_s] ~sil] __ Í~~L: 
'-----· ----... . .. ··-- ··----- ....... y----·--· 

N(A) = 4!x4!; N=7! 

p (A) = 4!x4! 
7! = 4!x4! 

7x6x5x4! = 

!1-o .. l 
' ___ .J 

4x3x2xi 4 
7x6x5 = 35 



EL NUMERO DE 

DE r EN r ES: 

---, 
\ 

PERMUT ACTO N E:~ PARCIALES 

~1ANERAS EN QUE SI~ PUEDEN ORDENAR 
\ 

N! = (N-r)! 

28. 

1 

N OBJETOS TO~ffiNDO 

ESTO ES EQUIVALENTE A DECIR QUE NPr ES EL Nml!ERO DE DIFERENTES 

~~ERAS EN QUE r OBJETOS PUEDEN SER SELECCIONADOS DE N OBJETOS 

(r;SN) SIN REEMPLAZAR NINGUNO DE ELLOS AL LOTE ANTES DE SACAR EL 

SIGUIENTE. 

OBSERVESE QUE SI r.=N: 

EJEMPLO 

NPN = N! = N! - N! 
(N-N) ! OT -

SI SE TIENEN LAS LETRAS A,B,C,D, EL NUt-1ERO DE MANERAS EN QUE SE 

PUEDEN ORDENAR TOMANDO DE 2 EN 2 ES 

4! 
..,p2 = 
'l (4-2)! 

= 4x3x2! = 12 2! . 

EL CONJUNTO DE ESTAS POSIBILIDADES ES: 

S ={AB,AC,AD,BA,BC,BD,CA,CB,CD,DA,DB,DC} 

OBSERVESE QUE CUANDO EL ORDEN ES IMPORTANTE, AC NO ESLO MISMO QUE 

CA, ETC. 



1 
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29. 

COMBI ~JACI ONES 

CUANDO EL· ORDEN NO ES H-1PORTANTE, ES DECIR, SI EL AGRUPA"~~HENTO 

GA ES EL !'HSMO QUE BL AG,~ A~-LOS AGRUPAMIENTOS SE LES DENOM-INA , · 

COMBINACIONES, POR EJEMPLO, SI SE FORI'-L"I\RA UNA COMISION DE 2 INDI-

VIDUOS DE UN GRUPO DE 8 TQII1ANDO SUS NOMBRES AL AZAR DE UNA URNA, 

Y DESEl\.MOS SABER CUANTOS CO.MITES DE 2 MIEMBROS PODRIAN FORL'I1ARSE 

COMO RESULTADO. DEL PROCESO, ENTONCES LOS RESULTADOS (PEDRO,· ,JOSE) 

Y(JOSE, PEDRO)CONSTITUIRIAN EL MISMO COMITE, ES DECIR, NO IMPOR

TARlA EN QUE ORDEN SE SACARAN SUS NOMBRES DE LA URNA. 

ASI, SE PUEDE DEMOSTRAR QUE EL NTJ1\1ERO DE Cm1BINACIONES POSIBLES 

DE ~ORMAR DE N OBJETOS TOMANDO DE r EN r ES: 

e N N! . N r = ( ) - -;-:-:,..---......----.-
r - (N-r)!r! 

ESTO EQUIVALE A DECIR QUE NCr ES EL NUMERO DE ~1.ANERAS DISTINTAS EN 

QUE r OBJETOS PUEDEN SELECCIONARSE DE N (r::N) SIN REEMPLAZO 1
/ SIN IM-

PORTA R EL ORVEN EN gJE APAREZCA~. 

OJ.ANDO UNO SE ENFRENTA A UN PROBLEMA QUE IMPLICA LA REPETICielN DE UN EXPE-

RU1ENTO, ES NECESARIO DETERMINAR SI HAY O NO REEMPLAZO DE LAS OBSER-

BACIONES. POR EJE~1PLO, EL REPETIR EL LANZAMIENTO DE UN DADO Y OB-

SERVAR CADA VEZ EL NUMERO QUE QUF.DA HACIA ARRIBA LLEVA IMPLICITO 

QUE Hli.Y REE!l[PL.AZO. 



30. 

EJEMPLO 

UNA CAJA CONTIENE 10 FOCOS, DE LOS CUALES 3 SON DEFECTtTOSOS. SI 

SELECCIQN.A_T\10S 4 AL AZAR SIN REm1PLA7,0 

A) ¿CUANTOS SON LOS RESULTADOS POSIBLES, ES DECIR, CUANTOS ELE-

MENTOS TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS? 

. 10! 
(l0- 4 )! = 10x9x8x7 = 5040 

B) ¿CUANTOS ELEMENTOS DE S TIENEN COMO PRIMER RESULTADO UN FOCO 

DEFECTUOSO Y TRES 

3(J.i '/ 
---·----( 

/ \ 

~ 
N(A) 

FOCOS BUENOS EN LOS OTROS TRES? 

7p~ -- ----···---~---·--·---------------···----. 
.--------- ~-------- . -

( h ( 6 / (6) 
', _ • .-· ' .... ........_....__ ..... -·· ,....,, ____ .......... .¡ 

7! 3! 7! 
X = -

2
, X-, (7-3): .• 4. 

N(A) = 3 X (7x6x5) = 630 

=> P (A) = 630/5040 = 63/504 

C) ¿CUANTOS ELEMENTOS DE S TIENEN UN FOCO DEFECTUOSO Y 3 BUENOS? 

=> p (B) 
2520 == 5040 

1 = 2 



PERMUTACIONES 

1 

\ 
¡ 
1 

! 
í 
\ 

DE GRUPOS DE l)BJETOS 
----·--·-\~-·-··.:·~- .,_. 

31. 

11 EL NUME_RO DE PEP-u.l\1UTACIONES POSIBLES DE N OBJETOS DE LOS CUALES 

. SE .TIENEN ~N:t, .IGUALES .. EN'I'RE _SI .$N~ EL P)~_¡M;ER~.<:iBVI>Q, =·N 2 lGUALF;_ª··· 

ENTRE SI EN EL SEGUNDO G:f~.UPO, ETC, HASTA NK IGUALES EN EL K-ESIMO 

GRUPO (LOS GRUPOS SON DISTINGUIBLES ENTRE SI), DE ~1ANERA QUE 

Nl + N2 + ... + NK =N QUEDA DADO POR LA FORMULA: 

.EJEMPLO 

EN EL INCISO C DEL EJEr-1PLO ANTERIOR SE TIENEN DOS GRUPOS EN LA 

MUESTRA, EL DE DEFECTUOSOS CON UN SOLO ELEMENTO, ES DECIR N1=1, 

. Y EL DE BUENOS, CON TRES ELEMENTOS, N2=3, QUE SE PERMUTAN POR GRUPO 

p 4! 
DE 4 1,3 = 1 ! 3 ! = 4 MANERAS DISTINTAS. 

E.JEMPLO 

ENUMERE LAS PER.l\1UTACIONES QUE SE PUEDEN HACER CON DOS GRUPOS DE 

BOLAS, 2 NEGRAS Y 2 BLANCAS. 

b b n n 
nl = 2 

b n b n 

b n nb n2 = 2 

n b b n 

4P2,2 = 4! 
6 n n b b 2! 2! = 

n b n b 



EJEMPLO 

1 
\. 
¡ 
! 

32. 

UNA CAJA CONTIENE 25 TRANSISTORES DE LAS CUALES 3 SON EFECTUOSOS. 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE, SI SE EXTRAEN 5 AL AZAR SIN 

REMPLAZO, 

A) SE OBTENGAN LOS 3 DEFECTUOSOS 

B) SE OBTENGAN SOLO 2 DEFECTUOSOS 

· C) SE OBTENGA SOLO 1 DEFECTUOSO 

D) NO SE OBTENGA NINGUNO DEFECTUOSO? 

SOLUCION! 

A) N(S) = 25p5 = 25! 25! 
'"("2-;:::-5---;:::-5') '! = 2 o! 

GRUPO DE 3, N1=3 GRUPO DE 2, N2=2 

~- - - - - - ' r -·- --- -- ··-- --~ 
D D D B B . 

! ----v--~ 1 1 ~ 1 

1---

B) 

3p 3. 1 /Í 22p 2 1 

- -~ ~- ---- - _ _j 

N(A) = 60 22 ! 
- 20! 

P(A) = 
6022! 

20! 22! 
25! = 60 25! 
20! 

22! 
= 3 ! (22-2)! 

60 
13800 

D=DEFECTUOSO 

B=BUENO 

5! 
3! 2! 
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N(B) 3p2 22p3 5P2,3 3! 22! 5! = X X = (3-2)! (22-3)! 2!x3! 

N(B) 3! 
22! - 5x4 

60 22! = 19! -2- = 19! 

22! 

P(B) 
6019! 

60 22! 20x19! 1200 = = = 25! 25! 19! 13800 
20! 

¡---=-¡ r --- - - --~- ---¡ 
C) N1-1 N =4 

' 2 1 i 1 1 
22p4 5P1,4 

! D 1 B B B B 1 N{C) = 3 X X 
~ '----- -----J ' 

' 1 p 1 22! 5! 
L 3 - 1 22 4 N(C) = 3 X 
~---_.]- - ---- -- _¡ (22-4)! 1!x4! 

5P1,4 N{C) 3 22! 5x4! 15 22! = 18! 1x4! = 18! 

P{C) = 
15 22! 

18! 15x20x19x18! 
--==~- = = 25.1 25 1 . - 18 1 

5700 
13800 

20! 22! X • 

D) B B B B B N(D) 

P(D) 

P(D)=6840/13800 

22! 22! = = (22-5)! 17! ' 

= 22!/17! = 
25! 
20! 

20x19x18x17! 
25! 17 .1 

20! X 

OBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO HEHOS CALCULADO LAS PROBABILIDADES DE 

TODOS LOS ELEHENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL"NU-

MERO DE DEFECTUOSOS QUE SE PUEDEN OBSERVAR EN UNA SELECCION AL AZAR 

' DE 5 ELEMENTOS", EN LA CUAL SOLO SE PUEDEN TENER 0,1,2, O 3 DEFEC-

TUOSOS, ES DECIR, 

S = {0,1,2,3} 

\ 



VERIFIQUEMOS QUE, EN EFECTO, P(S) = 1: 

P(S) = P({O}} + P({1}) + P({2}) + P({3}) 

6840 5700 1200 60 
= .13800 + 13800 + 13800 + 13800 

= 13800 = 1 
13800 

34, 
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' 

PROBABI L IVAV cmJVI CI ONAL 

LA PROBABILlDAD CONDICIONAL, P(AIB), DEL EVENTO A, DADO QUE EL B 

I-U\. OCURRIDO SE CALCULA CON LA FORMULA 

(1) 

EVHJTOS INVEPENVIENTES 

SI DOS EVENTOS, A Y B, SON INDEPENDIENTES, LA PROBABILIDAD DE A 

NO SE ALTER:!\ SI OCURRE EL EVENTO B; ES DECIR, DOS .EVENTOS SON 

INVEPEMVIENTES SI 

P(AiB) = P(A) 

EN TAL CASO, DE LA ECUACION 1 

P(AnB) = P(A) x P(B) (1') 

PUESTO QUE P(A(\B) = N(AIIB)/N(S) Y P(B) = N(B)/N(S) LA ECUACION 1 

SE PUEDE ESCRIBIR COMO 

P(AjB) = 

·-----

1 

! A()B 
1 

i 
L 

N (.A(\B) 
N(S) = N(Af'IB) 
T;.J(B) N(B) 

N (S) 

( 2) 

EL TRl\.BAJAR CON L.n.. ECUACION 2 EQUIVALE A EMPLEAR UN ESPACIO DE 

EVENTOS REDUCIDO DE S A B. 

E .. TEMPLO 

EN UNA URNA HAY 10 TRANSISTORES BUENOS Y 10 DEFECTUOSOS. ¿CUAL 

ES L.A PROBABILIDAD DE SACAR UNO BUENO Y UNO DEFECTUOSO (EN CW\.L-

QUIER ORDEN) AL REALIZAR DOS EXTRACCIONES AL AZAR, SI HAY REEMPTJAZO _ 

DEL PRI.MER TR-ANSISTOR OBSERVADO? 
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HAY VARIAS FORMAS DE RESOLVER ESTE PROBLEMA: 

l. PUESTO QUE EL NUMERO DE DEFECTUOSOS ES IGUAL AL DE BUENOS, SE 

PUEDE FORMULAR ÉL SIGUIENTE ESPACIO DE EVENTOS, EN EL QUE 

TODOS LOS ELÉMÉNTOS SON IGUALMENTE PROBABLES: 

S - { { d , d) ¡ { d ¡; b) ¡ ( b ; b) ¡ ( b , d )} 

EL EVENTO DE ÍNTERES ES: 

A= {(d,b)í Ü'í;d)} 

POR t6 QÚE N(S) = 4; N(Á) - 2 

Y P{A) = 2/4 = 1/2 

2. HAY 10 x ió MANERAS DISTINTAS DE QUÉ SAL~A PRIMERO EL BUENO Y 

LUEGÓ EL DEFECTUOSO, Y OTRAS TANTAS DE QUE OCURRA DE MANERA 

INVE.RSA. POR LO TANTO: 

N(A) = (10 X 10) X 2 = 200 

N(S) = 20 X 20 = 400 

P(A) = 200/400 = 1/2 

3. SEAN LOS EVENTOS 

B = {SALE PRIMERO EL BUENO Y LUEGO EL DEFECTUOSO} = ~n-, J11 

F = {SALE PRIMERO EL DEFECTUOSO Y LUEGO EL BUENO} ., { (el) b) J 
D = {SALE PRIMERO EL BUENO} 

E = {SALE SEGUNDO EL DEFECTUOSO} 

o = {SALE PRIMERO EL DEFECTUOSO} 

R = {SALE SEGUNDO EL BUENO} 

POR LO T.l'.NTO, AL REAL! ZAR LAS DOS EXTRACCIONES CONSECUTIVAMENTE: 

B = D{)E y F = O(\R 



3\7 , . 

. 1 

SI A = {SALE UNO BUENO Y UNO ~t[LO} = BUF 

SE TIENE QUE P(A) = P (B) +P (F) 

-"YA .. QUE ,B Y ~F . SON~ MUT_UA..IVlEN'J'_E;, EXCJ,US !'[OS,_ Y 

10 10 100 1 
P(B) = P(DnE) = 20 x 2Q = 400 = 4 

P(F) P(Of\R) 
10 10 1 = = 20 X 20= 4 

YA QUE D y E, y o y R SON INDEPENDIENTES. ESTO CONDUCE A 

p (A) ! + 1 1 = 4 = 2 4 

RESOLVAMOS AHORA ESTE PROBLEMA SI NO HAY REE~I[PLAZO:. 

1 
. 10 10 10 

P (DnE) = P(E D) P (D) = I9 x 2Q = 38, YA QUE 

P(D) = 10/20, P(E!D)· = 10/19, ANALOGAMENTE, 

. 10 10 10 
POR LO QUE P (A) = 38 + 3B = I9 . 

INVEPENVENCIA VE UN GRUPO VE EVENTOS 
·EN GENERAL, LOS EVENTOS A

1 
, ,A

2 
; ••• , AM 

SON INDEPENDIENTES SI, Y SOLO SI, 

P(AK(\AK (\ ••• f\AK) = P(AK )xP{AK )x ••• xP(.AK) 
1 2 . R 1 2 ~R 

10 
p (F) = 38' 

PARA CUALQUIER GRUPO DE ENTEROS K
1

, K2 , ••• , KP., CON KR::_M. (TODAS 

LAS PAREJAS, TERCIAS, ETC, DE EVENTOS POSIBLES DE FORMARSE DEBEN 

SER INDEPENDIENTES). 

DICHO DE OTRA rJiANERAr LOS EVENTOS Al, A 2 , ••• , AM SON INDEPENDIENTES 

SI LOS ELE!"!'.EN'l'OS DE TODOS LOS SUBCONJUNTOS POSIBLES DE R={A1 ,A2' • • ·' 

S0N INDEPENDIENTES. 
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EJEMPto· 

SI M=3, Ai' A¿·Y A3 SON INDÉPENDIENTES SI, y SÓLO SI, 

P(A1nA2 ) = P(A1 )P(A2 ) TODAS LAS COMBINACIONES QUE PUEJ)AN_ 

P(A{\A
3

) = P(A1 )P(A3 ) 

P (Af'A
3

) = P (A2 ) P (A
3

). 

P(Al\A2(\A3 ) = P(A1 )P(A¿)P(A3 

FORMARSE CON DOS EVENTOS: 

SI M=4, PARA QUE A1 , A2 , A3 y A4 SEAN INDÉPENDIENTES SE REQUIERE 

QUE SE CUMPLA QUE 

P(A[\Al\Al\A4 ) = P(Al}P(A2 )P(A3 )P(A4 ) 

P (Al\Af'A3 ) = P(A1 )P(A2)P(A3 ) 

P (A{'A,/\A4) = P(A1 )P(A2)P(A4 ) 

P (Af\Al'IA4 ) = P(A2)P(A3)P(A4) 

P (Af\A3nA4 ) = P(A1 )P(A3 }P(A4) 

P (AjlA2 ) = P(A1 )P(A2 ) 

P (Af\A3 ) = p (Al) p (A3) 

P (A{IA4 ) = P(A1 )P(A4 ) 

p (Af\A3) = P(A2)P(A3 ) 

P (Af'A4 ) = P(A2 )P(A4 ) 

p (A3(\A4) = P(A3 )P(A4 ) 

l ¡ 
¡ 
l 
> i 

' ' .) 

'"' 

1 

~ 
1 
! 

1 
¡ 

l 
j 

TODAS LAS COMBINACIONES DE 

TRES 'EVENTOS QUE PUEDAN FOR-
C 4! 

MARSE = 4 3 = 3 ! l! = 4 

TODAS LAS COMBINACIONES DE 

DOS EVENTOS QUE POEDAN FOR-
C 4! 

MARS E = 4 2 = 2 ! 2 ·! = 6 
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EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO SOCIOLOGICO SE INTERROGARON 1200 PERSONAS DE UNA 

COLONtA RESIDENCIAL, Y SE OBTUVIERON LOS SIGUIENTES DATOS: 

[ - -- --.- -- .. -·- --
¡GUS?'-'0 POR L'A 
¡r.ms_IQA (LAS ICA 

1 
ALTO 

. ¡-· .... "'--- - ---·--·--- --·-'" .... ·--- ..... . --· ---· 

i 
1 

1 

- TITULO UNIVER-r 
SITARIO 1 

VARONES DAJ.1AS 

lOO 50 
.. -- ~- -~ -..-----·-· . --- --

150 lOO 

250 150 

VARONES DAMAS 

200 250 
-------···- .•.. ····-- -- . -------·-· . 

150 200 

350 450 

-· 2. .. 

600 
----------·---. 

600 

1200 i 
!. .. ........... ·--------~------'---~---'--~"---óoo-+~-~--....;.-~----'-----'----......1 

SI A = {VARON} · B = {CON TITULO} 

é - {GUSTO ALTO} 

¿CÚAL ES LA PROBABILIDAD _DE QUE SI SE SELECCIONA UN CIUDADANO .A.L 

AZAR bE LA MISM~ COLONIA, ESTE SEA VARON, TENGA TITULO Y GUSTO 

ALTO POR LA MUSICA? 

POR EL METODO FRECUENCIAL: 

NUMERO DE VARONES = 250 + 350 = 60Ó 

NUMERO DE PERSONAS CON TITULO = 250 + 150 = 400 

NUMERO DE PERSONAS CON AL':::'O GUSTO POR LA ~1USICA CLASICA = 600 

POR LO TANTO 

P(A) = 600/1200 = 1/2, P(B) = 400/1200 = 

-Y P(C) = 600/1200 = 1/2 PUESTO QUE 

1 
3 

D = AnB0C Y A, B Y C SON INDEPENDIENTES, SE TIENE QUE 

P(D) 1 
=-X 

2 

DE OTRA MANERA: P(D)= 100/1200 = 1/12 
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LEY GE!JERAL VE MULTIPLICACTON ' 

DE LA ECUACION (l) : 

P{A0B) =· P(Ai~)P(B) 

ESTA ECUACION SE. 'PUEDE GENERALI4AR A. MAS DE oo·s EVENTOS ASI: 

•.. P (E{\Eil· ~ .rt.Ek) =P(El) P CE21 E1 ) ••. P (Ek.l E 1 , E 2 ; ..• , Ek~l) ( 3) 

POR EJEMPLO~ SI K=4 

P(EfEi'El'E
4

) =· P(E
1

)P(E
2

iE
1

)P.(E
3

iE
1

,E
2
)x. 

x P(E
4

!E
1

JE
2

,E
3

)', 

. EJEMPLO 

¿CUAL ES LA -PROBAB:Ú .. ID.AD. DE QUE AL EXTRAER SIN REEMPLAZO CUATRO 
. . 

-CARTAS AL ...._AZAR DE UN PAQUETE DE 52, LAS DOS PRIMERAS. SEAN DIA-

l\1ANTES ·y~ LAS DOS ULTIMAS SEAN CORAZONES (EVENT.O E)?. 

SEAN A= {LA la. ES DIAMANTE}·, B ={LA 2a. ES DIAMANTE},. 

. C- {LA 3a. ES CORAZON}, D ={LA 4a. ES CORAZON} . 

ElJ TAL CASO 

E·=-=. AC\B0cf\D .= { ( d) d, e. e)_} 

P:(A) = 13/52, P(B!A)=l2/51, P(C!'A,B)=l3/50 

PCDIA,B,C)~l2/49 

APLICANDO LA ECUACION 3 SE OBTIENE 

P(E) 13 12 13 12 78 
=52· 51 50 49 = 20825 

SI LOS EVENTOS E. QUE APARECEN EN LA ECUACION (3) SON INDEPEN
l 

DIENTES, ENTONCES 

P(El\E
2

fl .•. nEk) = P(E
1

)xP(E
2

)x ••• xP(Ek) 

QUE ES I .. A LEY GENERAL VE MULTIPLICACION 
f 

.. · ... 



\ 
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'EJEMPLO 

SE TIENEN EN UNA URNA TRES BOLAS BLA,~CAS Y-TRES NEGRAS. ¿CUAL 

.ES LA PROBABIL.ID.AD .DE. QUE APAREZCAN. LAS TRES BLANCAS '.1\L PRIN-
- • - • .·•--' • - ~ - <-:·~ • ·• • =..=o ~• - ~'":';.:-"' •• -- ·"'-=------ 'V '"'-"-~'="- .;=o.~. / 0. •• -.,.o•-== "'>;. ~ 

0 
.:.~.o. • ,_", =-• 

0 
:-::-"':"~-:::::-..... ..::-~ ... ~.;" _

0 

~-~~_!Q SI SE EXTRAEN SIN REE!'-1PLAZO SUCESIVAMENTE LAS SEIS? .. 

6l : 
,- .. --- . _.,~ ___ :_..)\.__ ___ ,.._: __ -------... 

l. b b'b n n n "----.r.··-----. -· -._,. ________ _ CON PERMUTACIÓNES: 

3! 3! N (.A) = 3! X 3! 

. N (S) = 6! 
.. 

P(A) = 3! 3! 1 6! = 1/20 

. 2. [iO,? __ ?/ n n .n · CON. PERMUTACIONES POR GRUPOS: 

3 . 

PROBABILIDADES: 

N (A:) = 
N(S) 

P (A) = 

b b b n n n 
t i ~ ..______,__~ 
1 1 t .· 
l 2 1 -~ 
254 

1 

6p3 3 , 
1/20 

CON PROBABILIDADES CONDICIONALES: 

p (A) 1 2 1 l 
= 2 X 5 X 4 = 20 

6! 20 ..:-- 3!3! = 



l 

¡, 
!· 

40 1 j 

AHORA, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD bE QUE LÁS TRES BLANCAS APAREZCAN 

CONSECUTIVAMENTE? 

(t>! 

r-.--A-·-·--

1. b · b r~--~--~--;(' . 
.__: ---·-~-t=-____ ,_J_ 

3! 4! 

CON PERMUTACIONES: 
P(A) = 3!4! = ! . 
~ 5 . 

·:.' 

2. Qn·n n CON PE~MUTACIONES POR GRUPOS: 

N(A)=·P -4 1, 3-
4! 

1 ! 3 ! = 4, N(S) = 6 ~ p . = = 
6 3, 3 . 3! 3 !· 20' 

P (A) - '4/20 = 1/5 

3. 

PROBABILIDADES: 

. 1 

b bbnnn. 
i í ¡~ 
1 2 1 . t. 
- - -· 1 2 5 4 

CON-PROBABILIDADES CONDIC¡O
NALES: 

1 2 1 _4 - 1 
P(A)=(2x5x4)4P1,3-20- 5 
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E,JEMP.LO· 

DE UN LOTE DE lOO EJES.DE RELOJf;RIA SE EXTRAEN CUATRO AL:AZAR SIN 

REEHPLAZO, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE APAREZCAN DOS DEFEC-
. _:'. _,_. 

- ... ~- ~ --
-~ ~~- ~= 

TUOSOS (EVENTO A) SI. EN EI.. LOTE HAY 2~0 ,POiCC1ENTO DE DEFEGTUGSOS.?~ ~ ..... ,_ ___ .. 

l. 

2 • 

4P2,2= 6 
--·~·~··-··~ .. ~······ ---~ .. . . _ .......... 

d d b b 

PROBABILIDADES: 

t í·. . i t 
20 19 so· 79 
100 99 98 97 

·CON PROBABILIDAD CONDICIONAL:. 

20 
= 100 

19 80 
g-g· 98 

79 97 6 = 0.15 

CON PERMUTACIONES PARCIALES Y EN GRUPOS: 

d d b· b 
......____ •. --....,. ---- ...J ~- ·----.....--.---~ 

'2Qp2 80p2 

.'\,/ 
4p 2, 2 . 

.. ~-•• -.; ;.¡."' ~ '· 

20! 80! 4! 
18 , 78.' 2.'2.' 

P(A) = ---·--~~-----100! 

-.~-.,_.: ..... _ .. 

96! 

= (20xl9) (80x79) (6) = 
100x99x98x97 0.15 
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. LÉY GENERAL VE .LA AVICION 

SI TODOS LOS EVENTOS E. SON MUTUANENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI,· 
l 

EL-AXIOMA 3 TAMBIEN SE GENERALIZA A: 

. . : . 

~... . 

,..--



4 2 .• 

TEORÚM VE LA PROBABI LIVAV TÓT AL: 

SE DICE QUE UN GRUPO DE EVENTOS ES COLfCTÍVAMENf~ EXHAUSTIVO SI LA . . ... --··---~-:...___:.:__ ___ ~_;__ __________ ----· 

UNION DE ·TODOS ELLOS .ES. EL'· .ESPACIO DE EVENTOS. éORRESPONDIENTE •. 
=--··-";• ~- ~. "'".- o=co-';'"'"~.'-"~-~·-·":- ··~• ,__ 

de eventos ,, 

e; 

Bn 

B/ 

. ~,.-

EN. UN GRUPO DE EVENTOS COLE.CTIVAMENTE EXHAUSTIVOS Y MUTUMJ!ENTE 
, ..... ~-···· . ,, . --- . -· ·--~ -~~--------·--· ... ~----:--------~··- .... ~ ..... .,... ............... _.~_._ .. ' -. 

_:EXCLUSIVOS, ·:8
1

, B
2

, •• ', , Bn '·· Sl P ..... ES UN EVENTO. C,UALQUIERA DEFINIDO 
. , . . 

EN EL· ~ISMO ESPACIO, ENTONCES, AP~ICA.NbO EL AXIm1A .3; RESULTA 
. . i=n 

P(A) = P(~nB 1 ) _+ P(AnB
2

) ~ •• ,+ P(AnBn) =.E P(AnB
1

) 
' ' ' . ,, . ' '. . ' ' . ' 1 l= 1 ' ,. ' 

YA OUE LOS EVENTOS AAB :· SON MUTUM1ENT~ EXCLUSIVOS,'~' ',Á~ ( !>.(\;?~,:u':: A(>f:;.,·)·U . 
:. ' ' 'l '. '. . ' ' '' ' ' ,,_. . ' 

TOMANDO EN éUENTA- QUE' p (lÚ_\Bl.) = p (B.) p (A 1 B.) , SE OBT;I:ENE' FINAL~ 
' .l. l 

MENTE-LA ECUACION 

i=n· 
p (A) . = E · P'(B:)P(A\B;) 

l 'l i=1 
CON . LA CUAL SE DEFINE EL LL}\.M..ADO . . TEOREMA 1/E LA PROBABI L IVAV TOTAL . 

. ..-:· 

. , . .-·' 
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TEOREMA VE BAYES 

... 
. . . , . ..: 

CONSIDERANDO QUE P (B .f)A) =P (A.(\B.-) , . SE rriENE QUE . 
. J . . J 

P (Af\B . ) 
. l . 

P(Z\.) . 

DE DONDE 

POLlA) 
J . 

P(B .)P.{AIB.) 
= . . .. ·. ] . 

·i=n 

iE1 P(Bi)P(Ail3i) .: 

ESTE RESULTADO. SE CONOCE COMO fEORtMA Vt BAYES. A LAS PJJ.OBABILID!\DES 

l 

P (EL) QUE SE ASIGNAN A LOS EVENTOS B. ANTES DB 
J . J 

O.BSER\ll\R EI, I~~\lE:t\.f'J:() 

A, SE LES DENOMÍNA_ A PRIORI O PREViAs; . A. LAs PROBAJ:3IJ.J:i:D3'-:.l'JES P ( B :i i ¡:; J QUE 
-

SE OBTIENEN DESí>úES DE. OBSERVAR EL EVÉNTO A, SE LES LLl·\.f''ll;. A POST/:: ... 

Rí6Rf 6 P6SfER1C)RES. 



.<.·.; • 

.. ···-·-·· ····· --·-··~--· .. 
. . 

EN UN!\. FABf:ÚGA· SE RECIBEN REGULADORES. DE VOLTAJE DE DOS· i?ROVEEOORES, 
:r 

... ~· ._. , I?i~•)L ~2 '· -~ti }'ftQ!>QR9IQ~)J~ _ 3 _!\_~;_.ES DECIR, tA PROBABILIDAD DE QUE 
,- .. -."""=--'"-~..;...:':;""'- -····-· -"..· ... ~-~-.~ ---.;>~~--~~-··----··-.----~ <>--=- ·-'~- ·..,.__ --· 

UN REGbtAbóR. TOMADO AL AZAR PROVENGA DÉL PROVEEDOR B1 ES P (B1 ) =3/ 4·, 

Y b~t g~ ES P(~~)~l/4. 

SUPON~k~ÓS ADEMÁS QUE EL CONTROL DE CALIDAD DEL PROVEEDOR B ES 
1 

MEJ'OR QUE EL I;>EJ B2 ; bE MÁNER.f\ QUE Et ~5% DE tos l:tEGULADóRES DE B1 
TRABAJANBíEH, Y soto EL· 80% OE t.os DE 132 ~ÜNCIONAN CORRECTAMENTE. 

GALGUtEMOs tA PRÓBABítíbAb DE QUE tJN REGULADOR T6~ffiDb AL AZAR FtJN~ 

troN~ ~~~N ·t~VEN~6 A); 

P(~l~1 > ~ b~g5i P(Ai.B2) ~ b.Bb 
. . ' . ·:; 

DEL TEOREMA DE LA PROBABILíbAD TOTAL: 
;" .. 

P(A) = P(AiB1 )P(B1)+P(AiB2)P(B2) 

3 . . 1 . 
= o.95 x ~ + o.ao x 4 = 0.9125 

· .. 
·~ ·' . 
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·SUPONGAMOS AHGRA QUE LA PkEGÜNT.l\ DEL· PROBLEMA 'sE CAMBIA A: ¿Cti.A.L 

ES LA PROBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR Tm~ADO AL AZÁR PROVENGA 

DEL PROVEEDOR B1 , SI SE..HIZO UNA PRUEBA.DEL REGU:LADOR Y SE OBSERVO 

QUE FUNCION.A. CORRECTAMENTE? 

APLICANDO EL TEOREMA.DE BAYES: 

ADEMAS_ 

P ( B 
1 

) P. (A 1 B
1 

) 
= P(B

1
)P(AjB1 )+P(B2 )P(AjB2 ) 

~ X .G~95 2 _85 = = íx 0.9;3+ j_x 0.80 3 •
65 

p (!3 2 ) l' (A l B 2) 
-~---=-=----.::;__ = 

3.65 
-4--

1 4 X .0. 80 

3.65 = 0.22 
··-4-

OBSERVESE QUE 

P(B1 'iA) + P(B2 jA) = 0.78 t 0.22 = 1..00 

~._}· •. ~;.JI··.: 

0.78 

1 
:.1 

( 
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EJEMPLO 

SU:PONGASE <)UE .UNA PRUEBA P1\RA J?ETECTAR DIÁBETES TiENE UNA EFICIEN

-CIA 6~L 95%, E~ DECI~, SOLO EN EL_.95% 6E LOS CASOS· SE DET~C~A CON 
' -~-----· ,..,. __ "'" .-- ""~ ---

ELLA Ll.\ DIABETES EN UNA PERSONA QUE t,K PAI:Ü~CE. _, SUP-ÓNGASE 
0

~AMBfEÑ 

QUE EL 2% DE LAS PRUEBAS QUE RESULTAN POSITIVAS' SON .DE GENTE SÁNA, 

Y Qti~ tL 3~ DE LA POBLACION DE UNA REGIO~ DE MEXICO PADECEO ESTA 

ENFERJi1EDAD. 

•• 

a) J.CUAL ES LA. PROBABILIDAD DK QUE _Uü.; PERSOl'JA SELECCIONADA AL AZAR 

PUEDA SER DECLARAD?\ DIABETICA POR LA PRUEBÁ? 

b)' SI LA PRUEBA DÍCE 'QUE SI ES DIABETÍCA, ¿CUAL ES LA Pl?.OBABILIDP~D 

DE düt REALMENTE LO-~EA?-

-iij_:::;:· (T.IENE DIABETES}; B
2 

= {NO TIENE DIABETES} 

. E = ' { LA PRUEBA DETE,CTA.' DIABETES } 

P(Bl) = 0.03, P(B
2

) = 0.97 

P.(E!B
1

) = 0.95, P(E!B
2

) =_ 0.02 
. ', 

_a) P(E) = P(E!B
1

)P(B
1

) + P(E!B
2

)P(B
2

) 

b) 

= 0.95 X 0.03 + D.02 X D.97- 0.0479 

= =-~~-o~·-0~3~x~o~·~9~5~~~~ = 0 _59 
0.03 X 0.95 +- 0.97 X 0.02 
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EJEMPLO 

EXISTE UN EDIFICIO DE CONCRETO REFORZADO PARA EL CUAL SE.INVESTIGA 

SU CAPACIDAD D~ CARGA DE DISEÑO. UN INGENIERO, CON BASE EN SU 

EXPERIENCIA PERSONAL Y CON BASE EN LA EPOCA EN QUE.FUE CONSTRUIDO, 

DECIDE QUE LA RESISTENCIA NOMINAL, f' e 
DEL CONCRETO PUDO SER 

V '\¡ 

DE 150 KG/CM2
, 200 KG/C~2 O 250 KG/CM2

, CON LAS SIGUIENTES .PROBA-

BILIDADES PREVIAS: 

. 2 
RESISTENCIA NOMINAL, EN KG/CM. 

B·-{150 1 
1 j 

B 2 = \200} 

B
3 

= {250}. 

PROBABILIDAD. 

·_P(Bi~=0.3 

P(B
2

)=0.6 

P(B 3 )=0~1 

PARA PREDECIR LA RESISTENCIA NOMINl-\L REAL~. ES NECESARIO REALIZAR 

UN EXPERIMENTO.QUE CONSISTE EN EXTRAER CORAZONES (MUESTRAS}· DEL 

CONCRETO DE LA ESTRUCTURA Y PROBARLOS A·COMPRESION SIMPLE. EL 

INGENIERO DECIDE QUE LA RESISTENCIA, S, DE UN SOLO CORAZON DARA 

UNA PREDICCION CONFIABLE, Y DEFINE LOS EVENTOS .ANOTADOS EN· LA PRI-

MERA COLUHNA DE LA TABLA ·DE LA SIGUIENTE HOJA, .A LAS CUALES LES 

ASIGNA PROBABILIDADES CONDICIONALES, DADA LA RESISTENCIA NOMINAL, 

f' 1 DE.ACUERDO CON LA SUPOSICION DE QUE~LA RESISTENCIA TIENE DIS~ 
e 

' . . TRIBUC.ION NO.ru.1AL CON LA MEDIA IGUAL A f~ Y COE.FICIENTE DE VARIACION 

CONSTANTE; DE ACUERDO CON LA TEXTURA DEL CONCRETO Y CON L.A EPOCA DE 

CONS'rRUCCION, . LE ASIGNA UN VALOR DE O. 2 O A DICHO COEFICIENTE ( IMPLI-

CA.UN CONTROL DE CALIDAD HALO) 



48. 

·• 

RESiSTENCIA DEL CORAZON, S, EN -
p (A_j \B.) 

KG/CM.2 l' 
=~,-- .. ~- ·- ~ (fl ) =150 . (f' ) =200 ( f 1 

) =25 o • -o-; -'>- .~::- - --- ~- ~ ·--- - . ·- -~ - . . . - ~ - ~c>·o-~--1-. _,, ----~~~ -<· ~-'.c. e.-?. -- ._. - . . e 3 -

B ={ 150} B ={200}. ·-
.B·;~-r2so Y 1 2 . 

.EVENTO_ Al = {S<175} 0.80 0.25 0.05 

EVENTO A2 = {175 < S < 225 } 0.20 o . 50 0.25 - -
EVENTO.A3 = {S > 225} o 0.25 0.70 

-~ 
'. 

. /lrea"" o. /961 ;; O· Z 

/ 
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suPóNGASE QUE SE SAG:A UN GOR.Azó:N Y Q'(jE $U RESISTENi)I.A RE$ULTÁ SER 

-. . - . . ,, . -2 . ·- .. - -- -. - . 
DE 164 KG/CH , ES 'DECIR, QUE ÓGURRE EL EVENTO J\.

1
• LAS PROBABILI""-

DAbES A ~OSTERIÓRI úE LAS R~SIST~NCíAs NOM!NAt~s SON, ENTONCES 

P ({ 1 5 O } !Al)- = p ( { 15 o}) p (Al! { 15 o} ) + p ( { 2 o o} ) p (Al\ { 2 O?}'·+ p- ({ 2 50-} Y P. (A~\ {2 50} f 

0.3 X 0.80 0.24 = =-=-~=-~~~~~~~--~~--~~ = 0.3 x·0.8 + 0.6 x 0.25 + 0.1,~ 0.05 0.24 + 0.15 + 0.005 

= ~:~~5 = 0.6076 

P ( r2 o· o·} 1 A.~> 
P ( { 20 O } ) P (Al 1 { 20 O } ) 

o~ 15 . 
0.3797 = =. . -o. 395. o • .39 5 

. - P( { 2 5 O } 1 Al ) 
P({250})P(All {250}) 0.005 0.0127 = = = 0.395 q.395 

SUPONGASE AHORA QUE EN VEZ DE UN SOLO CORAZON EL.INGENIERO HUBIESE 

DECIDIDO OBTENERDOS, SITUA.DOS EN DIFERENTES NIVELES DE LA ESTRUCTURAr 

Y QUE.AL PROBARLOS EN UNO OCURRIO Al Y EN .EL OTRO A2 . LA PROBABILIDAD 

DE QUE OCURRAN AMB9S EVENTOS (A1 , A2 ) SI f~ ES REALMENTE 150, 200 
. . 2' 

O 250 KS/CH r SERA EL PRODUCTO DE. DOS PROBABILIDADES CONQICIONALES, 

PUESTO QUE .Al y A2 SON INDEPENDIENTES. 

P(A1 ,A2 \{150}) = P (Al 1 { 15 O } ) P (A 2 1 { 15 O }) - 0.80 X 0~20 = 0~16 

P (Al ,A2 j { 200}) . P(A1 \ (200})P(A2 1f~OO}) = o .• 2 5 X 0.50 "" 0.125 

. - P (Al , A2 1 { 2 5 O } ) . = P(A1 1{250}) P(A2 .\{25'ü});, 0.05 X 0.25 = 0.0125 
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ESTAS . PROBABILIDADES SON INDIS-PENSABLES,. YA QUE EL TEOREMA DE BAYES 

EN ESTE CASO-NOS DARIA: 

.. _·_ ', P({150})P{A ,A j{150})' .· '.·· .. -:¡ 
p ( f ison-ÁJ., A~2) -~- ~({~~~})p. (~1 ,;.; ,.{ ~1s'ó} )·+·P·(_ {~oo~:) p·rA¡~-A2 i .{ 2 o'o} )+P ( ~?.~2'} fj·· 

EN ESTE CASO LAS PROBABILIDADES A POSTERIOR! SON: 

= 0,3 x· 0.16 
3.0· X 0,16 + 0.6 X 0.125 + 0.1 X ·0.0125 

~-~-~~~~0~.0~4~8~~~~ = 
0.048 + 0.075 + 0.00125 

0.048' 
0.12425 = 0.386· 

P({_2~0}_}P(~1,A2j{200})- Ó.Q/5 = 0.604 
0.12425 '0.1242~ 

~-({~~~}-)P_(~1 ,~2 ~ {_:_s_o}_) __ . -- - - -- - 0.010 
0.12425 0.12425 

' t: 
.J • .J 

:1 

-----~_j 

LOS rüsMóS RESULTADOS SE H:A:BiÜAN óBTENíDO s:t EL INGENIERO, DESPUES 

·DE EXTRAER ÉL PRIMER CORAZON Y DE CALCULAR_LÁS PROBABILIDADES Pós~ 

.TERÍORES CORRESPONDIENTES, HUBIERA DECIDIDO SACAR ÉL SEGUtJDó Y 

RECALCULAR DICHAS PROBABILIDADES CON BASE E~ LAS OBTENIDAS PARA EL 

PRIMERO¡ ES DECIR,_LAS PROBABILIDADES PREV¡As EN EL SEGUNDO CALCÜLO 
. . 

SERIAN P ({ 15 O }') = O • 6 07 6 , P ( { 2 O O } ) = O • 3 7 9 7 Y P ( { 2 5 O } ) = O • O 12 7 . 

EN TAL CASO,- LAS PROBABILIDADES· POSTERIORES, DADO QUE OCURRJO. A:2 , 

scm 



= 

P ( { 150}) P (A
2

! { 150}) 

0.2 X 0.6076 + 0.5 X 0.3797 + 0.25 X 0.0127 

0.12152 0~12152 
~~~~--~~~~~~~~ = = 0.386 0.12152 + 0.18975 + 0.00318 0.31445 

P({200})P(A2 !{200}) 

0.31445 = 0.18975 
0.31445 = 0.604 

. . P({250})P(A2 !{250}) 
P({ 25 0}!A2)= 0.31445 

0.00318 
0.31445 = 0.010 = 

!,)UE SON IGÜALES A LAS ANTERIORES. 

CON LO ANTERIOR SE DEMUESTRA QUE LAS PROBABILIDADES SE PUEDEN ACTUA-

LIZAR CONFORME SE VA OBTENIENDO NUEV~ INFORMACION EXPERIMENTAL. 



VARIABLES ALEATORIAS 

CLÁSÍFICACION DE VARIABLES 

...__ .. ___ ._ ••• __ ....... _ .v •• ···---~ •• --·-· -----··----. 

j VARIABLE: 

¡ TODA CARACTERISTIC.A QUE 
~----~. PUEDE ASUMIR VALORES DI 

1 FERENTES 
~-----·--·----·----·-------" 

52. 

1 VARIABLES ESCALARES:----------··¡ ·--------VARIABLES NOMINALES: ----, 

1 SON LAS VARIABLES OUE SOLO 1 SON LAS VARIABLES QUE SOLO 
1 ASU~EN. VALORES NUr-tERICOS t ~.SUMEN VALORES NOMINALES 

L__ -----·- _________ 1------ ___ (N-~-~~~~~;:}·~-' ~~.:=E~-~V~~~TC~--
-···------. ---------

¡- w i r··· -·----·-·- ·- --.-. ----... -- ---1 
VARIABLES CONTINUAS: j 1 VARIABLES DISCRETAS: , 

SON AQUELLAS QUE PUEDEN l ~~ SON AQUELLAS QUE PUEDEN ASU -1 
l TOMAR UN NUMERO INFINITO J MIR UN NUMERO FINITO O UNO 

NO NUMERABLE DE VALORES l~· 1 INFINITO NUMERABLE DE VALO-
! LES DISTINTOS 
!_____,:."____ -----....1- -- ....... ·-· ... -· ,_ ............. ._._ .. ____________ ~---·-------···- .. - ·-' . 

.. 
UNA VAR1ABLE ALEATO'RTA ES UNA VAP.IABLE TAL QUE NO PUEDE PREDECIRSE 

CON CERTEZA EL VALOR QUE ASUMIAA AL REALIZAR UN EXPERIMENTO. 
~=·=-··-==·-·=···=···----·-···· . 

POR EJEMPLO, LA RESISTENCIA O CARGA DE FALLA úB UNAS VIGAS ES UNA 

VARIA~L:rl ALEATORIA:- YA QtH!.l ANTES DE ROMPER UNA VIGA Tm1ADA AL AZA:R 

NO SE PUEDE P~CISAR CUAL SERA SU RESISTENCIA. EN LA SIGUIENTE 

TABLA ~E PRE~ENTAN LO~ RE~UtTADOS EXPERIMENTALES CON 15 VIGAS DE 

CONCRETO REFORZADO, OBSERVÁNDOSE QUE ESTOS VARIAN DE UNAS A OTRAS 
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TABlA 2. PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO 

Número de Carga de agrieta- Carga de falla, 

la viga miento, en kg en kg 

1 4700 4 700 

2 3 840 4 220 
"3 3 270 4 360 

4 2 310 4 680 

5 2 950 4 270 
6' . 4 810 4 810 

7 -2 720 4 590 
8 2 720 4 490 
9 4 310 4 310 

10 2 950 . 4 630 
11 4 220 4 220 
12 2 720 4 340 
13 2 720 4 340 

. - 14 2 630 4770 
15 2 950 4 630 

... 

_A TODO EXPERIMENTO SE LE PUEDE ASOCIAR AL MENOS UNA VARIABLE ALEA-

TORIA~ DEPENDIENDO ESTA DEL PROBLE~~ QUE SE TENGA PLANTEADO. POR 

EJEMPLO-; ·EN EL CASO DE LA RESISTENCIA DE LAS. VIGZ\S DE VARIABLE 

ALEATORIA PUEDE SER DIRECT&\1.ENTE ·, DICHA RESISTENCIA, EN CUYO 

CASO SU ESPACIO DE EVENTOS SERIA 

s
1 

= {X: O<X<"'} 

LA VARIABLE TAMBIEN PUDO HABER SIDO UNA CUYO ESPACIO DE EVENTOS 

.FUERI\. 

s
2 

= {EXITO, FRACASO} 

EN DONDE EL EXITO OCURRIRIA SI LA VIGA RESISTIERA MAS DE CIERTA 

Cl-\NTIDAD, POR EJEMPLO 4 6 00 KG, Y EL FRACASO OCURRIRIP. SI RESISTIERA 

-1.ENOS, E~; DECIR: 



54. 

EXITO: SI X>4600 KG 

FRACASO: SI X<4600 KG 

... LEYES VE PROBlBtl1VAVES 

EL COMPORTAJIUENTO DE UNA· VARIABLE 7\LEATORIA SE DESCRÜm MEDIANTE 

SU LEY VE PROBABI LIVAVES , LA CUAL PUEDE ESPECIFICARSE DE DIFERENTES 

FORMAS. LA MANERA' HAS COMUN DE HACERLO ES MEDIANTE SU VISTRIBU-

CIO.'V O VHJSIVAV VE PROBABILIVAVES. 

A FIN DE EVITAR OJl'JFUSION , SE EMPLEARA UN?\ LETRA .MAYUSCULA P?\RA DENOTZ\R 

UNA VARIABLE ALEATORIA, Y LA MHTUSCUL.l.\. CORRESPONDIENTE PARA LOS 

VALORES QUE PUEDE .ASUMIR. SI LA VARIABLE ALEATORIA X ES DISCRETA 

Y PUEDE ASUMIR LOS VALORES xi, SU DENSIDAD DE PROBABILIDADES, 

fX (x) ,SERA EL CONJUNTO DE LAS PROBABILÍD.ADES 

P (x.) = P(X = x.) 
X · 1 1 

LA -CUAL SE LEE !!PROBABILIDAD DE QUE X = X " i . ESTO ES 

PARA QUE UNA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SATISFAGA LOS TRES AXIOMAS 

DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES, SE DEBEN CUMPLIR LOS SIGUIENTES 

REQUISITOS 

A) O :,: PX (x:2 :,: .1 PAR.J\. TODA xi 

n 
B) L: PX ( x.) = 1, DONDE n ES EL NUMERO TOTAL DE VALORES QUE 

i== 1 • j-

PUEDE ASUHIR X 

C} P(~ < X<~) -· m - r 

i=r 
E Px<xi) 

i=m 
m<r 

i 



ss. 

LA VISTRTBUCION VE PROBABTLIVAVES ACUMULADAS O FUNCION· VE VISTRIBUCION 

OTRA FORMA DE ESPECIFICAR LA LEY DE PROBABILIDADES DE U~A V~RIA-

BLE ALEATORIA ES MEDIANTE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACU-

MULAD.AS, F X (x_¡) , QUE SE DEFINE COMO EL CONJUNTO .DE LAS SUMAS PAR

CIALES DE LAS PROBABILIDADES, PX (x·i), CORRES.PONDIENTES A TODOS 

LOS VALORES DE X !-1ENORES O IGUALES QUE xi. POR LO.TANTO, ESTA 

FUNCION DA LAS PROBABILIDADES· DE QUE LA VARI.ABLE ALEATORIA TOME 

VALORES MENORES O IGUALES QUE xm PARA CUALQUIER m, ES DECIR 

EN DONDE 

F X ( x ) = { f X ( xm) } ; m = 1 , 2 , • • • , n 

P(X<x ) - m 

i: 

¡ 

' ' ! 
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EJEHPLO 

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA "NUMERO TOTAL DE CARROS QUE SE 

DETIENEN EN UN.Z\. ESQUINA DEBIDO A LA LUZ ROJA DE UN SEMAFORO". SI 

LAS. PROBABri,IDADES. ASOC:Ü-\DAS A CADA VA.LOR··; ~DETERHINADAS "POR EL-

METODO FRECUENCIAL,SON 

0.1 SI X = o 

0.2 SI X = 1 

0.3 SI X = 2 

Px(x) = 0.2 SI X = 3 

0.1 SI X = 4 

0.1 SI X = 5 

0 SI X > 6 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES Y LA DE PROBABILID.ADES ACU~1ULADAS 

CORRESPONDIENTES SERAN 

.X ; fx ( x) t F (X) t ·-X 
( --·---~·-------·--··--l..-·-~~---

1 ! 
<O o }" o ¡o, SI X < o 

o 0.1 0.1 O .1
1 

SI o < X < 1 .. 

1 o ') 0.3 O. 3
1 
SI 1 < X < 2 ... -

2 0.3 0.6 OSEA F X (x) = O. 6
1 

SI 2 < X < 3 -
3 0.2 0.8. o . 8, SI. 3 < X < 4 -

4 0.1 0.-9 0.9 SI 4 < X < 5 
/ -

5 
. ! 

0.1 1.0 l. ~1 SI 5 < X 

>6 o l.Q 

LAS GRAFICAS DE ESTAS DISTRIBUCIONES SE PRESENTAN EN LA FIGURA 

DE LA SIGUIENTE HOJA. 
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0.4 

0.2 

OL---L---&---L---L---L---~--~--b-----

0 2. 3 4 5 6 7 8 X 

a) Distribución de probabilidades 

1_.0 

1 _.._L _ _.__...._ _ __!.-~-_ ....... 1 --~ 

o 2 4 5 6 1 e x 

b) .fi'unción de distribución 

Ley de probabilidades del ejemplo del tráfico 
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EJEMPLO 

SEA LA VARIABLE ALEATORIA X DEFINIDA POR LA SUMA DE LOS DOS NUMEROS 

QUE QUEDEN HACIA ARIUB.~- AL LANZAR DOS D~.DOS. EN ESTE CASO EL ES-

PACIO DE EVENTOS ES 

S = {2,3,4,5,6;7,8,9,10,11,12} 

Y LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES ES 

f (x) 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 
= {36, 36' 36' 36' 36' 36' 36' 36' 36' 36' 36} X .. 

EN ESTE CASO x1=2, x2=3, ..• ,x11=12 

y fx (2) 
1 

fx ( 3) 3 ~, ••• ,fx(12) 
1 = 36' = = 36 

ESTAS PROBABILIDADES FUERON CALCULADAS EN UN EJEMPLO PREVIO SOBRE 

PROBABILIDADES DE EVENTOS . 

CON ESTAS PROBABILIDADES SE PUEDE OBTENER LA FUNCI0N DE DISTRIBUCION 

O DE PROBABILIDADES ACUHULADAS, DE LA SIGUIENTE .1YI.ANERA: 
X f'J(..(x) Fx(X) 

<2 o o 
2 1/36 1/36 

3 2/36 3/36 

4 3/36 6/36 

5 4/36 10/36 

6 5/36 15/36 

7 6/36 21/36 

8 5/36 26/36 

9 4/36 30/36 

10 3/36 33/36 

11 1 2/36 35/36 

12 1/36 36/36=1· 
-
>12 1 o 1 

1:=1 

. t .f/-x.) 
~/3+·-·- - .... 

~:.t-: ~:~--- =: :- : T - . . ................ . 

· 2~;~t-----·-·-·r·-·· ······· -··- · ·¡' 1·-
t/:31., r-··-T-- --··· -· · ~ ¡· -., 

0 1 2. 3 1/ s c. 7 /1 9 iv i 1 12 

tlf/x) ' ' ' 
' 1 1 i 1 : ! 1 J i 1 ; 1 .1 

3t/~6a.,. --1-T-r .. -r-~---r-- ,-r-;---,-++ 
<'.vid- -·-t+- ¡. ---¡-·¡·--···:-¡----:-·r--: 11 11 

ilo/.31 ¡-¡--- ·-t--'-·--1--¡-J_J 1 1 . ~!---!-LL 1 ¡ i 1 ! ' 1 í l 

lk/31.-: ¡ 
1 

: --¡:-~ r · i 1 1 

.l i t-H; ¡ 1 ; !_j .1 j 1 i 
2/¡J/• , - :· 1 1 ¡ 1 1 j 

I 1 1 1 ¡ , . : 
t. 11 '¡ • : 1 ! ! 

1.5t3t..-t-·~· ......... ----+--~- . 1 
1 

7 1' ' 1 ; ¡ i 
;¡: 1 ' i ! l 
t i l i 1 ' ,0'M.r-;-·-r- ¡ ,-

.,1 • .,..;:. ........ _. 1 1 
•'·... 1 ; 

3/31o {--···;·-·+ .. -, . , 
V i· , B~ T" -- •·-- _;__...;_,...:J.__¡__.:,___:__--J.. __ ;__¡___~ ;)\ 

o 1 2... 3 J.l.! .$ 0 7 t 7 /() 1/ /2 

' . \ 
l 

1 

1 
l 
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EN EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, LA PROBABILIDAD 

DE QUE ESTA TOME yN VA.LOR COMPRENDIDO.ENTRE x Y x + dx ESTA DADA 

LO TANTO, LA PROBABILIDAD DE QUE X ASU~lA VALORES COMPRENDIDOS EN 
.... ·r{()<) 

P( i, !o~- <z) X ¡,dx 

:LA INTERPRETACION GRAFICA DE ESTA PROBABILIDAD.ES QUE CORRESPONDE 

AL AREA BAJO LA CURVA DE fX(x) COMPRENDIDA ENTRE x 1 Y x 2 . 

PUESTO QUE FX(x) = P(X:x) = P(-oo:x:x), Y EN VIRTUD DE LA ECUACION 

ANTERIOR SE TIENE QUE LA FUNc;ION __ Q_~ __ I)_I_§_~-~!_!~IJC!.Q~ .... J?..~: -
t "t~/1() 

X 

FX(x) = [_
00 

fX(U)dU 

DONDE V ES SOLO UNl!-. VARIABLE HUDA DE INTEGRACION. EL VA.LOR DE ESTA 

IN'l'EGRAL ES IGUAL AL AREA BAJO. LA CURVA DE F X {x) A LA IZQUIERDA 

DE x. DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE 

d F X ( x) 

-dx 

X 

= d~ (!_oo fX(U)dU) = 

ALGUNAS PROPIEDADES DE FX(x) SON: 

O<Fx (x) < 1 
- ¿ -

F (-oo) =O 
X 

Fx ( "" ) =1 

F X (x + E) :::. F X (x ) , SI t=: > 0 
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PARA SATISFACER LOS AXIOMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES SE 

NECESITA QUE 

fX(x) > 0 PARA TODA x 

00 

!_
00 

fx(x) dx = 1 



EJEMPLO 

\ 
1 
1 
{ 
1 
\ 
\ 

l. 
\ 
\ 

·¡ 

/ 
f 
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SEA UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDA-

DES ES DE FORMA TRIANGULAR DADA POR LAS SIGUIENTES ECUACIONES: 

fy (Y) .!_ y 1 -2<Y<O = + -,SI 
6 3 

f y (y) 
1 1 O<Y<4 = - 12 

y + '3 J SI 

fy(y) = o SI Y<2 O Y>4 

. t} r liA) l ry, ~~ 

0 
~ P(1<Y<2) = 5/24 

'·~J- r 

~~ ,c:-f (y)= '
"<--/~ _· ~ y 
~¿;://] ~ 

. . __________ _j ____ ~::.:a----------·--·-~-
-z -t o 1 z .3 /1 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES/ENTONCES: 

SI -2<Y<O 

Fy(y) = ¡Y f (U)dU = ¡Y 
-oo ·y -2 

u2 + g_]Y 
2 

= [12 = h+ 
3 -2 

SI O<Y<4 Fy(O) 

y 
= Fy(O) + ! 0 

(.!_ u+ 
6 

.!.>du 
3 

y .., 
.!., dU 1 + = 3 3 

SI O_: y_: 4 



8. 
-2 

SI 

SI 

62. 

y~-2 

y_:4 

SI SE DESEA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE.QUE AL REALIZAR UNA VEZ 

EL EXPERIMENTO QUE INVOLUCRA A DICHA VARIABLE, EL VALOR QUE SE 

OBSERVE CAIGA EN EL INTERVALO 1~Y~2, ENTONCES 

2 
(.;..__! !.) 

2 2 5 
P(1~YS2) f dy [-y fl 1 = y + = 24+ = 24 1 12 3 

o 

P [1~Y~2) Fy{2) F y (1) 5 5 ·5 
= - ·= 8- 24 6 
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EJEMPLO 

UN INGENIERO ESTA INTERESADO EN DISE!'!AR UNA TORRE QUE RESISTA LAS 

CARGAS DEBIDAS AL VIENTO. DE UNA SERIE DE OBSERVACIONES DE LA 

MAXIMA VELOCIDAD ANUAL DEL VIENTO CERCA DEL SITIO DE INTERES, SE 

ENCUENTRA QUE EL HISTOGRAMA PUEDE AJUSTARSE RAZONABLEMENTE, DESDE-: 

UN PUNTO DE VISTA ESTADISTICO, MEDIANTE UNA VISTRIBUCION VE PROBA

BILIVAVES EXPONEfJCIAL DÉ LA FORMA 

fx (x) = Ke-"Nc ; x ~ O 

DONDE X ES LA MAXIMA VELOCIDAD DEL VIENTO,;~. ES UNA CONSTANTE Y K 

ES OTRA CONSTANTE TAL QUE OBLIGA A QUE EL AREA BAJO LA CURVA DE 

fX (X) ·SEA IGUAL A UNO. POR TANTO, 

l
oo . . 

-_K oo K 
Ke-Ax dx = - (e-"xl = - = 

o l o l . 

DE DONDE 

K = :\ 
o 

POR TANTO 

LA FUNCION DE DISTRIBUCION SERA 

EL VALOR DE A SE PUEDE TOMAR, POR EJEMPLO, DE ~~NERA QUE FX(x) 

SE AJUSTE PARA QUE COINCIDA CON UN VALOR EMPIRICO. ASI, SI LA 

FRECUENCIA RELATIVA DEL EVENTO A= {X~70 KM/H} ES 0.9, ENTONCES 

DE DONDE 

-

P(O ~X~ 70) = FX(70) = 0.9 

1 -e.-70;:1. 0.9 = 
POR LO CUAL A = 0.033. 



Area=P[35~X~7o] = 0.216 

Area =P[140 ~x] = o. 0099 

oL-~~~==:%%cc:~a:~~~~~~x 
o 35 70 140 210 280 350 

Mbxima velocidad anual del vittnfo,en km/hr 

a) Densidad de probabilidades de X 

Fxfx) 

0.5 

oL-~--~----~------~----~----~~---x o .:;s 10 l4o 210 2ao 35o 
MÓxima velocidad a(Jual del viento,en km/hr 

. bj Función de distribución de X 

Ley de probabilidades correspondiente al ejemplo de la máxima 
velocidad anual del viento 

SI SE DESEA CALCULARr POR EJE~1PLO r L.'-\ PROBABILIDAD DE QUE LA VELO

CIDAD ~mXIMA DEL VIENTO EN UN A~O DADO ESTE ENTRE 35 Y 70 KM/H, 

SE TENDRA: 



=~0.099 + 0.315 = 0.216 

EN TERMINOS DE FX(x) ESTA PROBABILIDAD QUEDA DADA POR 

P(35~X~70) = FX(70)-FX(35)=0.90-(1-e-1 • 155)=0.90-0.685 

= 0.215 

l 

6 s. 
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PUNCION VE V1STR1BUC10N COMf~LEMENTARIA 

EL COMPLEMENTO, GX(x), DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES 

ACUMULADAS SE UTILIZA CUANDO LAS DECISIONES SE TOMAN CON BASE 

EN PROBABILIDADES DE QUE SE,EXCEDA UN VALOR DADO DE LA VARIABLE. 

LA FUMCIOM VE V1STR1BUC10N COMPLEME~rrARIA SE DEFINE COMO 

GX(X) = P(X>x) = 1 ~ Fv(x) .... 

EJE.MPLO 

PA~~ EL PROBLEMA ANTERIOR DE LA VELOCIDAD ~~XIMA ANUAL DEL VIENTO, 

CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE ESTA SEA MAYOR DE 140 ~1/H: 

C7.(!1/0)::P(X_:140) = foo 0.033e.- 0 · 033xdx = 0.0099 
. X 140 

O, ALTERNATIVAMENTE 

P(X_:140) = 1-FX(140) = GX(140)= 1-(1-e.~0 · 033X140 )=e.- 4 · 62=0.0099 
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ESPERANZAS 

Lll, ESPERANZA DE UNA FUNCION g (X), DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA, 

X, ES, POR DEFINICION 

E(g(X)) = 
i=n 

¿ 

i=1 

O PARA UNA VARIABLE CONTINUA 

E(g(X)) = 00 

J g(x)fx(x)dx 
-oo 

EJEMPLOS 

l. SI g(X) = CONSTANTE = c. 

E (c.) 
00 

= c. ! 

2. SI g(X) = C. X E( X) 

E[c.x-] r;;;---- " c.E [xl . =<:.! x6x(x)dx = 
-oo 

3. SI g(X) = a. + bx 
00 • 00 

E [a.+ bxJ= ·a.· f nx(x)dx+b ! 
-oo -óo 

4. SI g(X)= gl (X) + g 2 (X) 
00 

xfix(xidx = a.+bE[X] 

00 

g 1 (xl6x(x)dx +! g 2 (xl6x(x)dx 
-oo 
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EJEMPLO 

SI X ES UNA VARIABLE-ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES 

EXPONENCIAL, CALCULAR LA ESPERANZA.DE L~ FUNCION 

' 2 
g(X) = X 

EN ESTE C.A.SO SE TIENE QUE 

fx (x) 

POR LO QUE 

->.x = >.e. SI O<X<oo , y SI X<O 

00 

A ! 2 ->.x x e. dx 
-oo 

EN GENERAL, A LA ESPERANZA DE x2 SE· LE DENOMINA VALOR MEVIO éUAVRATICO . 

.......... -·····-~---~··_,...,...._. ---·-·--··-------- ---··-··--~--~-------------"'---.~----~ 
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MEVIVAS VE TENVENCIA CENTRAL 

LA MEVIA 0 ESPERANZA , E (xJ ~ DE UNA VARIABLE ALEATORIA, X, SE CALCULA 

CON LAS ECUACIONES ANTERIORES PARA EL CASO EN QUE g{X)=X. DE ESTA 

MANERA, SI LA VARIABLE ES DISCRETA, SU ESPERANZA QUEDA DADA POR 

i=n 
E{Xl = 1~ 1 X¡ PX (X¡) 

DONDE n ES EL TOTAL DE VALORES QUE X PUEDE ASUMIR. 

· PARA EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINU~, LA MEDIA ES 

00 

mx = E{X) = ! 
~oo· 



1 
! 

1 
7o • 

OTRAS MEDIDAS USUALES DE TENDENCIA CENTRAL DE UNA VARIABLE ALEA~ 

TORIA SON LA MEVIANA Y EL MOVO, LA PRIMERA SE DEFINE COMO EL VALOR 

DE LA VARIA.BLE AL CUAL CORRESPONDE UNA PROB.A.BILIDAD ACUMULADA DE 

50% .. Y LA SEGUNDA, COMO ·EL VALOR DE LA VARIABLE .AL CUAL CORRESPONDE 

LA MAYOR PROBABILIDAD. 

EJEl\1PLO 

SI LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X CORRES-

PONDE A LOS ERRORES EN UNA NIVELACI0N; ES LA DE LA SEGUNDA COLUMNA 

DE LA $IGUIENTE TABLA, LA N:EDIA DE DICHA VARIABLE RESULTA SER 4 167 

LA MEDIANA 4000 Y EL MODO 4000 MICRAS. LOS CALCULOS CORRESPONDIEN-

TES SE LOCALIZAN EN LA TERCERJ\ COLUMNA. 

X • , EN MICRAS Pxíx,¿l X • P X (X. J, EN MICRAS Fxíx,¿l .{. A_ .{. 

o 6/60 o 6/60 
1 000 2/60 2 000/60 8/60 
2 000 4/60 8 000/60 12/60 
3 000 8/60 24 000/60 20/60 
4 000 13/60 52 000/60' 33/60::0.5 
5 000 12/60 60 000/60 45/60 
6 000 7/60 42 000/60 52/60 
7 000 4/60 28 000/60 56/60 
8 000 2/60 16 000/60 58/60 
9 000 2/60 18 000/60 60/60 

TOTAL: E [x] = 250 000/60=4 167 MICRAS 

.· 



·'· 
:!:"··· 

EJEMPLO 

'_!' 
\' 
1 
1 71. 

CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CUYA DENSIDAD DE 

PROBABILIDADES ES TRIANGULAR DADA POR 

fy{Y} 
1 + 1 SI -2s_ys.o = -y 3 6 

fy{y) -1 + 1 SI 05_y5_ 4 = 12 y 3 

fy{y) = o SI . y5_-2- o . >4 y_ 
., 

00 4 
-~)dy E{Y) -~yfy{y)dy Jo y{~+ 

1 
fo ':Y = = J)dy + y {12 + 

-2 



EJEMPLO 
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CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE 

PROBABILIDADES EXPONENCIAL 

f>'-( X) 

00 

E(X) =.f x~x)dx 
..;.oo 

- A.x = A.e. 

oo ""-A.X = A. f xe dx 
o 

= 1 
A. 
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Ejemplo. 

1 
1 
} 

Col16.:tJw.c.u6n de la. c.aJtpeta de una. c.aJVteteJta.. 

un-contratista construirá la carpeta de una carretera en tramos 

de 50 m; el gobierno aceptará o rechazará cada tramo de acuerdo 

con una prueba de control de calidad. El contratista tiene la 

opci6n de pedir el concreto a una de dqs plantas premezcladoras; 
3 . 3 

la planta A cobra 140 pesos/m y la B 160 pesos/m , pero, el 

control de calidad que se lleva en la planta B e~ mejor, lo 

cual hace más probable que un tramo dado pase favorablemente 

la prueba de aceptaci6n. Tomando en· cuenta que en cada tramo 
\ 

se usan 100 3 de concreto m y que la probabilidad de que el pro-

-veniente de la planta A no pase la prueba de control es 0.10, 

y la de B es 0.05, el constructor deberá decidirse por cuál 

planta usar. El árbol de decisiones de este problema es el 

mostrado en la fig 6.4, donde P(8
1

) y P(8 2 ) son las probabili

dades de que ocurran 8
1 

y 8
2

, respectivamente. La utilidad 

U1 = u(a.
1

, e1 l es la que corresponde a utilizar la planta A 

y que la carpeta pase la prueba de control de calidad; en este 

caso la utilidad (negativa) es el costo del c6ncreto· ($14,000.00) 

más la colocaci6n (supongamos $100,000.00), por lo cual u
1 

= 

-114,000.00. u2 = u(a.
1

, e2 J es la que corresponde a usar la 

planta A y que la carpeta no pase la prueba de calidad; en 

este caso el constructor deberá demoler y reconstruir el tramo 

P~rdida de prestigio 

Mano de obra de demolici6n 
Carpeta demolida 

Concreto 

Mano de obra de colocaci6n 

$ 5,000.00 

15,000.00 

14,000.00 

1 o o ' o o. o • o o 



Reconstrucción 
{ 

Mano de obra 

Concreto 

T O T A L 

$ 100,000.00 

14,000.00 

$ 248,000.00 

De manera similar se obtienen u
3 

y u4 , cuyos valores resultan 
~ 

ser u
3 

= - $116,000.00 y u~ = - $252,000.00. 

Si la decisión se tomara sin considerar las probabilidades de 

aceptar la ·carpeta, el constructor se decidiría por la planta 

A, ya que la pérdida (utilidad ne9ativa) sería menor. Si sí 

se toman en cuenta y adoptamos como c.JL{;tvr.io de. de.wi6n el es-

coger la planta que conduzca a una e6peJLa.nza. de. péJtdida. menor se 

tendrA (recuerde que la esperanza de la variable aleatoria X, 

E[x], es E[x]= ~ · P[x.]x ., donde las X;_ son los valores que puede 
i=1 -<.. -<.. 

asumir. X, y P[x;_J son las probabilidades correspondientes): 

Para la planta A: 

E[u],;, 0.90 x (-114,000)+0.10 x(-248,000) =-$127,400. 

Para la planta B: 

E[uJ = 0.95 x (~116,000)+0.05 x(-252,000) = -$122,800. 

Comparando ambas cifras se concluye que la decisión de comprar 

el concreto de la planta B conduce a una p~~dida esperada menor 

que la de la planta A, es decir, se escoge la planta B aunque 

el precio unitar~o del concreto sea mayor; 



~8 "' 

lll==.-$1111,000 

u= -$116.000 3 . 

Fig 6.4 Arbo! de decisiones del ejemplo E3.:Z 
=•~ .!---~--- o= 

~-----~-
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MEVIVAS VE VISPERSION 

UNA MEDIDA MUY cnMUN DE lA DISPERSION O VARIABILIDAD DE LOS VALORES QUE 

PUEDE ASm1IR UNA VARIABLE ALEATORIA ES LA VARIANCIA, LA CUAL SE 

DENOTA COMO cr
2

(X) OVAR (X), LA CUAL SE DEFINE COMO LA ESPERANZA 

. 2 
DE LA FUNCION g(X) = [X-E(X)] • .Z\SI, PARA UNA VARIABLE ALEATORIA 

DISCRETA 

Y PARA UNA. CONTINUA 

i=n 
¿ 

i=1 

co 

cr
2

(X) = VAR(X) = 2 Leo (x - E (X)) fx (x) dx 
~") 

DESA.RROLLANDO EL INTEGRANDO DE ESTA ULTIMA ECUACION: 

2 co 2 . 2 
a (X) = f (x -2xE(X) +E (X»fx(x)dx 

-<X) 

. oo "') . oo 2 . oo· ") . 2 -
- =.! x~fx(x}dx- 2E(X)! xfx(x)d~+E (~)! fx(x)dx = E[x~]-E [xj 

-oo --oo ---<JO 

ES DECIR,LA_VARIANCIA SE PUEDE CALCULAR Cür-10 LA DIFERENCIA DEL 

VALOR MEDIO CUADRATICO Y EL CUADRADO DE LA MEDIA DE X. 

O'l'Rl\S MEDIDAS DE DISPERSION DE LA VARIABLE ALEATORIA X. SON L.A. 

VESVIACIO~/ ESTANVAR, cr (X), LA CUAL ES IGUAL A L.A RAIZ CU.ADRADA DE LA 

VARIANCIA, Y EL COÉFICIENTE VE VARIACION QUE SE DEFINE COMO 

v(X)=cr(X)/E(X) , SI E(X)~O 

- - h ... ,...... •• ~ 0 ••• ••• .._..}-~-, ........... Oh ......... ,_,,,_. 0 O 
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EJEMPLO 

EN LA SIGUIENTE TABLA SE CALCULA LA VARIANCiA DE LA VARIABLE ALEA-

TORIA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SE PRESENTO EN EL EJEMPLO 

ANTERIOR ( E' (X) = 4¡1 1~ 7 ,r~/'e:l',;;~~). 

X. - E(X) J. 
J. ~t·t(k~ 

EN HICRAS 

-4 167 

-3 167 
1 -2 167 
1 

1 
-1 167 

1 

- 167 

833 

1 833 ! 

1 2 833 
1 
l 
l 

3 833 1 

1 4 833 L.__ 

--~r-------·---------··--

2 
.. 

lf>x(xi 

--··----
6/60 

2/60 

4/6 o 
8/6 o 

13/60 

12/6 o 
7/6 o 
4/60 

(x. -E (X)) Px (x. ) , 
J. J. 

EN MICRA.S 
-+---·---·--·---·--·---·-

1 740 000 

333 000 

313 000 

181 000 

6 000 

139 000 

390 000 

531 000 

1 

1 

1 

1 
2/6 o . 487 000 1 

o . 687 000 J 2/6 
-----'------·~· ,_ .. _ -...--·- .... -~-·------~ ···-·"'·~ 

TOTAL; 
. 2 2 

4 798 000 .MICRAS =a (X) 

LA DÉSVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE VARIACION DE ESTA VARIA

BLE ALEATORI.A. SON r RESPECTIVAMENTE 1 

o1X)= /4 798.000 - 2 200 MICRAS, Y v(X)=o(X)/E(X) = 2 200 
4 167 

-- =--= -~- =-- --= --~ 

= 0.528 
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EJEMPLO 

SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES 

EXPONENCIAL, CALCULAR SU.VARIANCIA, DESVIACION ESTANDAR Y COE-

FICIENTE DE VARIACION: 

2 
o (X) = 2 oo 2 -Ax 

E(X-E[X]) = f (x~E[X]) Ae dx 
-oo 

oo 2 -AX oo -AX 2[ oo -Ax = A f x e dx -2Erx]A! xe dx + E x] !Ae dx o ' - o o 

1 = 
~ 

USANDO LA FORMULA cr
2 (X) = E[X 2 ] -:- E2 (X], Y TOM.l\NDO EN CUENTA QUE 

E(x
2 j = 2/A 2 SE OBTIENE: 

EN CONSECUENCIA, LA DESVIACION ESTANDAR ES 

o(X) = ~2 = 1/A 

y EL COEFICIENTE DE VARIACION 

1 

··;(X) cr(X)/E(X) A 1 == = -1- = 

A. 
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J 

EJEMPLO 

SEA Y -UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES 

TRIANGULAR DADA POR 

fy (y) 
1 + 1 SI -2<v<O = y 3 6 --·-

fy (y) 
-1 + 1 SI 0'3_y'3_4 = 12 y 3 

f -(y) = o SI Y':_-2 o y>4 y ---

CALCUL.A.R LA VARIANCIA, LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE 

VARIACION. 

CALCULAREMOS PRIMERO EL VALOR MEDIO CUADRATICO PARA LUEGO APLICAR 

• LA ECUACION o
2 

(Y) = E (Y
2 ) E

2 
(Y) 

2 _o (Y) = 2-(2/3) 2=14/9 

o (Y) = 1.25 (~IL//9) 

v(Y) = 1.25/(2/3) = 1.88 
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i 
DISTRIBUCIONES PARTICULARES 

VARIABLES ALEATORIAS VISCRETAS 

VISTRIBUCION BINOMIAL O VE BERNOULLI 

LA DISTRIBUCION BINOMIAL O DE BERNOULLI SE.EJ1.1PLEA COMO DENSIDAD 

DE PROBABILIDADES DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRET~S ASOCIADOS 

A EXPERH1ENTOS EN LOS QUE SOLO HAY (O SOLO IMPORTAN) DOS RESUL-

TADOS POSIBLES, UNO DE LOS CUALES USUALMENTE SE DENOMINA "EXITO" 

Y, EL OTRO, "FRACASO". (S=~ e~i f.¡:,, ...(~.a~;;.d=so}) . 

SEAN p= PROBABILIDAD DE OBSERVAR "EXITO" AL REALIZAR UNA VEZ 

EL EXPERIMENTO 

q= PROBABILIDAD DE "FRACASO" = 1-p 

X= VARIABLE ALEATORIA "NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR 

n VECES EL EXPERIMENTO "CON REEMPLAZO'' 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES BINOMIAL ES 

n! x n-x 
f (x) = x! (n..;.x) ! P q x =O, l, •.. ,n 

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LOS PARAMETROS DE ESTA DISTRIBUCION SON 

E(X) = np , 
2 

cr (X) = npq 

---------- -----

·'' 

t 

.. ,. 
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S:t .. n=2, ENTONCES X PUEDE ASUMIR LOS V.1\LORES O, • 1· y 2, ES D~CIR 

S={0,1,2}. EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERIMENTO ES 

s
1 

= {(FRACASO, FRACASO), (EXITO, FRACASO), {FR:Z-\.CASü,EXITO) 1 
..__ __ . --~-----··-·-···..J \... ··-·. ---·,(· . ---- ____ _/ '-···----·---~-----·y·· - ···-·· .~-

x =·o X = 1 X = i 

(EXITO, EXITO}} 
'---· ~----..1 

X = 2 

~(x)= [P(o); p{f)_, P(zJ} 
OBSERVESE QUE :x=O OCURRE DE UNA. ~'lANERA, x=1, DE· DOS, Y x=2, DE 

UNA. ESTOS RESULTADOS SE PUEDEN OBTENER PERMUTANDO DOS GRUPOS, 

UNO CON x Y EL OTRO CON n-x ELEMENTOS: 

2! q2 o q2 x=O: 2PO 2 = = 1 P({O})= q X q = = p 
. , O!x2! 

x=1: 2P1,1 
2 !. 2 P({1}) 2pq = = = 1!x1! 

x=2: 2p2 o 
2! 

1 P{{2}} 
2 p2q0 = = = pxp = p ·= 

.f 2!x0! 

2 
q2+2Pq+p2 {P+q) 2 ¿ P({i}) = = = 1 

i=O 

(OBSERVESE QUE LOS ELEMENTOS DE s 1 NO SON IGUALMENTE PROBABLES, A 
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SIn::::: 3, S= {0,1,2,3}~ e= EXITO Y f =FRACASO, ENTONCES 

s1= { (f,f,f), (e,f,f), (f,e,f), (f,f,e), (e,e,f), (e,f,e), 

-(f,e,e), (e,e,e)} 

0: 3P0,3 
3! 1 P({O}) 1 o 3 3' 

X = = = p q = q O!x3! 

1: 1P1,2 
3! 3 P({1}) 3 2 

X = 1!x2! = = pq 

2: 3p2 1 
3! 3 P({2}) 2 

X = 2!x1! = == 3p q 
. , 

;3: 
3! 3 o 3 

X = 3P3,0 3!x0! = 1 P({3})=1p q =p 
3 
¿; P({i})=(p+q) 3=1 

i=O 

PASANDO AL CASO GENERAL DE CUALQUIER VALOR DE n, LA PROBABILIDAD 

DE QUE OCURRAN x EXITOS y n-x FRACASOS EN UN. ORVEN VETERMINAVO ES 

P(X=x) x n-x = p q 

EN VIRTUD DE LA LEY GENERAL DE MULTIPLICACION. 

UN ORDEN POSIBLE SERIA~ POR EJEMPLO, 

EXITO, EXITO, ••. r EXITO, FRACASO, ... , FRACASO . 

X n-x 

AHORA BIEN, LOS x EXITOS PUEDEN OCURRIR EN P ORDENES DISTINTOS, . n x,n-x 

CADA UNO CON PROBABILIDAD pxqn-x. POR LO TANTO, EN VIRTUD DE L.A . 

LEY GENERAL DE ADICION, LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE X 

RESULTA SER 

n! x n-x 
f (x)= '( )'pq ,·x=O,l, ..•. ,n · X x. n-.-x • -

LA CUAL SE CONOCE CON EL NOMBRE DE BINOMIAL O VE BERNOULLI. 
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LA 

LA ESPERANZA DE LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI ES 

n 1 

E (X) = ¿ x n. x n-x = 
O 

x! (ri-x) ! P q 
x= 

n 

n 1 
¿ x n. x n~x 

1 
x! (n-x) ! P q 

x= 

(n-1) ! x-1 n-x n-1 = np ¿ p q = np (p+q) . 
(x-1)! (n-x)! x=1 ..... -----( pt 'if)'n-1. 

VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION BINmUAL ES 

a 2 (X) = E[(X-E(X)) 2 j = E[(X-np) 2] 

so . 

= np 

[ (. 2 1 2 2 2 [ . 2 2 J PERO E X-np) j= E(X -2npX + n p ) = E X + X(X-1) - 2npX + n p . 

2 2 n · n! x n-x 
=(1-2np)np + n p. + ¿ x! (n-x)! p q x(x-1) 

x=O 

2 2 n (n-2)! 2 x-2 n-x 
=np-n p + ¿ n (n-1) (x- 2)! (ri-x)! p p q 

x=2 

2 2 - 2 n (n-2)! x-2 n-x =np-n p + n(n-1)p ¿ p q (x-2)! (n-x)! ..J. __ ,x-2 · · ""~-:=.=; ______ --.....,.- r b + Q. ,n~ .:. 
1 r •.. ) 

2 2 2 n-2 2 =np-n p + n(n-1)p (p+q) = np-np =np(1~p)=npq 

EN RESUMEN, PARA LA DISTRIBUCION BINOMIAL, 

E(X) = np 
2 a (X) = npq ; a(X) = lnpq 



TABLA 1 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

X n! k n-k 
¿ p q 

k=O k! (n-k)! 

p 
n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 

--
2 o .8100 .6400 .4900 .3600 .2500 

1 .9900 .9600 .9100 .8400 .. 7500 
·----·----

3 o .7290 .5120 ., .3430 2160 .1250 
1 .9720 .8960 .7840 .6480 .5000 
2 .9990 .9920 .9730 .9360 .8750 l _____ 

4 o .6561 .4096 .2401 .1296 .0625 
1 .. 9477 .8192 .6517 .4752 .312s--
2 .9963 .9728 9163 .8208 '' .6875 
3 .9999 .99~4 .9919 .9744 .9375 

·------· 
S o .5905 .3277 .1681 .0778 .0312 

1 .9185 .7373 .5282 .3370 .1875 

~ .9914 .9421 .ll369 .6826 . .5000 
3 .9995 .9933 .9692 .9130 .8125 
4 1.0000 .9997 .9976 .9898 .9688 

--~--···-·--·------·-~------- -~···---- .. --·--·--. 
6 o .5314 .2621 .1176 .0467 .0!56 

1 .8857 .6554 .4202 .2333 .1094 



n 

6 

X 

2 
3 
4 

5 

TABLA 1 (continuaci6n) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

0.10 

.9842 

.9987 

.9999 

1.0000 

X t k n. 
¿ k!(n-k)! P k= O 

0.20 

.9011 

.9830 

.9984 

.9999 

p 
0.30 

.7443 

.9295 

.9891 

.9993 

n-k q 

0.40 

.5443 

.8208 

.9590 

.9959 

0.50 

.3438 

.6562 

.8906 

.9844 
1---·-:·--1-·- ···--·- ----·-·. -··--. ·---·----·-·------·-··-··----------

7 o .4783 .2097 .0824 .0280 .0078 

8 

1 .8503 .5767 .3294 .1586 .0625 
k .9743 .8520 .6471 .4199 .2266 
3 .9973 .9667 .8740 .7102 .5000 
4 ·.9998 .9953 .9712 .9037 .7734 

S 
6 

o 
1 
2 
3 
4 

S 
6 
7 

1.0000 
1-.0000. 

.4305. 

.813.1 
.. 9619 

.9950 

.9996 

1.0000. 
1.0000 . 
1.0000 

.9996 
·1.0000 

.1678 

.5033 

.7969 

.9437 

.9896 

.9988 

.9999 
1.0000 

.9962 

.9998 

.0576 . 

.2553 

.5518 

.8059 

.9420 

.9887 

.9987 

.9999 

.9812 

.9984 

.0168 

.1064 

.3154 

.5941 

.8263 

.9375 

.9922 

.0039 
.0352 
.1445 
.3633 
.6367 

.9502 .8555 

.9915 .9648 

.9993 .9961 
1------4------...,..-.--- --------·-·----------·--

9 o 
·1 
2 
3 
4 

S 
6 
7 
8 

.3874 

.7748 
.. 9470 

.9917 

.9991 

.9999 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

.1342 

.4362 

.7382 

.9144 

.9804 

.9969 

.9997 
1.0000 
1.0000 

.0404 

.1960 

.4628 

.7i97 

.9012 

.9747 

.9957 
.9996 

1.0000 

.0101 .0020 

.0705 .0195 

.2318 .0898 

.4826 .2539 

.7334 .5000 

·.9006 
.9750 
.9962 
.9997 

.7461 

.9102 

.9805 

.9980 
-t-------41--------·-·---------------·-

o .3487 
1 .7361 
2 - - - .9298 

~ ~- -~ ~~ ~ 3 1 .9872 

4 1 .9984 

.1074 

.3758 
~ -~ --,6778-

.8791 

.9672 

.. 0282 .0060 .001 o 

~ ~~:~! -~-- :~~~} -.-. -~:ó}¡~~ ~ 
.6496 .38~3 .1719 
.8497 .6331 .3770 
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TABLA 1 (continuaci6n) 
. . 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

- F X (X) :: ~ k ! (~~k) ! . p k q n-k 
· _ . k=O 

' p 

" X 0.10 0.20 ' . 0.30 0.40 . 0.50 

--
l3 8 ·J.OOOO ,.9998 .9960 .9679 .8666 

9 1.0000 1.0000 .9993 ..• 9922 .9539 
10 1:0000 1.0000 .. 9999 .9987 .9888 
JI, 1.0000. 1.0000 1.0000 .9999 .9983 

. ¡ .. 12 1.0000 1.0000 i. 1.0000 1.0000 .9999 . 

' 
14 o. .2288 ... 0440 .0068 .01)08 .0001 

l . . 5846 .1979 .0475 .0081 .0009 
2 •.. 8416 .4<4>81 .1608 .:>398 .0065 .· 

. i" . 9559 .6982 .3552 .1243 . :0287 
4 .9908 .. .8702 .584:! . .2793 .0898 

S . 9985 .9561 .7805 .4859 .2120 
6 

_., 
.9998 . .9884 .9067 .S915 .3953 

7 1.0000 .9976 .9685 .8499 ·_ .6047 

8 1;oooo . 9996. .9917 . .9417 .7880 
9' 1.0000 1.0000 .9983 .9825 .9102 

·i 

·, 

10 '1.0000 l.OQOO ·.9998 .9961 .9713 
p 1.0000 . 1.0000 1.0000 .9994 .9935 
12 

1 

1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9991 
13 1.0000 1.00,00 1.0000 1.0(}()() .9999 

--~--

1.5 'O .2059 .0352 .0047 .0005 .0000 
1 .5490 .l671 .0353 .0052 .0005 
2 . 8159 .3980 .1268 .0271 .. .0037 
3 .9444 .6482 .2969 .0905 .0176 
4 .9873. .8358 .5155 .2173 .0591 

.5 .9978 . .9389 .7216 .4032 .1509 
6 .9997. .9819 .8689 .6098 .3036 
7 1.0000 .9958 .9500 .. 7869 .5000 
8 1.0000 .9992 .9848 .9050 .6964 
9 1.0000 . .9999 .9963 .9662 .849.1 

10 1.0000 1.0000 .. 9993 .9907 .9408 
il 1.0000 1.0000 .9999 .9981 .9814 

. 12 1.0000 . 1.0000 1.0000 .9997 .9963 
13 1.0000 1.0000 _1.0000 1.0000 .9995 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 . 1.0000 
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n 

10 

11 

12 

·' '· 

13 
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tABLA 1 (continuación) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 
X . -
" n! k n-k 

-. t.. k 1 ( -k) 1. p q 
k=O · n · 

1 
' 

' 
p 

X 1 . 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 
.~ -

5 .9999 .9936 .9527 .8338 .6230 
6 .1.0000 .9991 .9894 .9452 .8281 
7 1.0000 .9999 .9984 .9871 .9453 
8 1.0000 1.0000 .9999 .9983 .9893 
9 1.0000 1.0000 1.0000 : .9999 .9990 ------
o .3138 .0859 .0198 .0036 .0005 
] .6974 .3221 .1130 .0302 .0059 
2 1 .9104 .6174 .3127 .1189 .0327 
3 .9815 ;8389 .5696 .2963 .1133 
4. .9972 .9496 .1891 .5328 .2744 

S .. ?997 .9883 . .9218 .7535 .5000 
6 1.0000 .9980 .. 9784 ·.9006 .7256 
7 1.ooo0 .9998 .9957 .9707 .8867 
8 1.0000 1.0000 .9994 .. 9941 .9673 
9 1.0000 1.0000 . 1.0000 .9993 .9941 

~ 

JO 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9995 ------... --··-~·---
o .2824 .0687 .0138 .0022 .0002 
1 

1 
.6590 .2749 .0850 .0196 .0032 

2 .8891 .5583 .2528 .0834 .0193 
3 1 .9744 .7946 .4925 .2253 .0730 
4 

1 

.9957 .9274 .7237 .4382 .1938 

5 .9995 .9806 . 8822 .6652 .3sn . 
6 .9999 .9961 .9614 .8418 .6!28 
7 1.0000 .9994 .9905 .9427 .8062 
8 1.0000 .9999 .9983 . 9847 .9270 . 
9 1.0000 1.0000 .9998 .9972 .9807 

10 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 .9968 
ll 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9998 

·---··-~·---

o .2542 .0550 .0097 .0013 .0001 
1 .6213 .2336 .0637 .0126 .0017 
2 .8661 .5017 .2025 .0579 .0112 
3 .9658 .7473 .4206 .1686 .0461 
4 .9935 .9009 .6543 .3530 .1334 

5 .9991 .9700 .834f .5744 .2905 

- 6 . ~ _c.9.99.9 .. ~ ~. -.9930~----~ ~ ;93:]6 - - ~- '77'712 - ~ - ·-:5000- . 
7 1.0000 .9988 .9818 .9023 .7095 

\ 
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TABLA 1 (continuación) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

p 
n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 

16 o .!S 53 . .0281 .0033 .0003 .0000 
1 .5147 .1407 .0261 .0033. .0003 
2 .7892 .3518 .0994 .0183 .0021 
3 .9316 .5981 .2459 .0651 . .0106 
4 .9830 .7982 .4499 .1666 .0384 

5 .9~67 .9183 .6598 .3288 .1051 
6 .9995 .9733 .8247 .5272 .2272 
7 .9999 .9930 .9256 .7161 .4018 
8. 1.0000 .9985 ... .9743 .8577 .5982 
9 1.0000 .. 9998 .9929 .9417 .7728 

10 1.0000 1.0000 .9984 .9809 .8949 
11 1.0000 1.0000 .9997 .9951 .9616 

i 12 1.0000 . 1.0000 1.0000 .9991 .9894 
'13 1.1){)()0 1.0000 1.0000 .9999· .9979 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 

15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
··-·--·-

17 ·O .1668 .0225 .0023 .0002 .0000 
1 .4818 .1182 .0193 .0021 .0001 
2 .7618 .3096 .0774 .0123 .0012 
3 .9174 .5489 .2019 .0464 .0064 
4 .9779 .7582 .3887 .1260 .0245 

5 .9953 .8943 .5968 .2639 .0717 
6 ~9992 .9623 .7752 .4478 .1662 
7 .9999 .9891 .8954 .6405 .3145 
8 1.0000 .9974 .9591 .8011 .5000 
9 l.JOOO .9995 .9873 .9081 . • 6855 

10 1.0000 .9999 .9968 .9652 .8338 
H 1.0000 1.0000 .9993 .9894 .9283 
12 1.0000 1.0000 .9999 .9975 .9755 
13 

1 

},()()(){) 1.00<?0 1.0000 .9995 .9936 
14 1.0:)00 1.0000 1.0000 .9999 .9988 

l5 1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .. 9999 
16 1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1 



... 

TABLA l (continua~i6n) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

x ' k n-k 
Fx(x) = I k·!{~:k)! P q 

k= O 

p 
n X OJO 0.20 0.30 0.40 0.50 

18 o . .1501" .0180 .0016 .0001 .. 0000 
1 .4503' .0991 .0142 . .0013 .0001 .. 
2 .733.8 .2713 .0600 .0082 ,0007 
3 .9018 .5010 .1646 .0328 .0038 
4 .9718 .7164 .3327 .0942 .0154 

·.5 .9936 .8671 .5344 ·.• .2088 .0481 
6 .9988 .9487 .7217 .3743 .1189 
7 .. 9998 .9837 .8593 .5634 .2403 
8 1.0000 .. .9957 .9404 .7368 .4073 
9 1.0000 .9991 . .9790 .. 8653 .5927 . . 

10 1.0000 .9998 .9939 .9424 .7597 
11 1.0000 1.0000 .9986 .9797 .8811 
1Z 1.0000 .1.0000 .. 9997 .9942 .9519 1· 

J3 1.0000 1.0000 1.0000· .9987 .9846 
14 - .1.0000 1.0000 1.0000 .9998 .9962 

15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000. .9993 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 
17 1.0000 1.0000 . 1.0000 1.0000. 1.0000 

·---------·--~ ---~- -·--..._,-. --·· 
19 o .1351 .0144 .. OOll .0001 .0000 

j .4203 .0829 .0104 .0008 .. 0000 
2 .7054 .2369 .0462 .0055 .0004 
3 .8850 .4551 .. 1332 .0230 .0022 
4 .9648 .6733 .2822· .. 0696 .009ó 

S .9914 .. 8369 \ .4739 .1629· .0318 
6 .9983 .9324 ·.6655 .3081 .0835 
7 .9997 .. 9767 ·.8180 .4878 :1796 
8 1.0000 .9933 .9161 .6675 .3238 
9 1.0000 .9984 .9674 .8139 .5000 

10 1.0000 .9997 .9895 .9115 .6762 
11 1.0000 1.0000 .~972 .9648 . .3204 
12 1.0000 1.0000 .9994 .9884 .9165 

-- ~ ---- -=- =- ~'""'"' -,..,_~ =--- .,..._ __ =-=~---

13 1.0000 1.0000 .9999 ~-- ·- ~.9969 -.= ~.-9682 
_oc-~ 

·1 :oooo· ~-- -- ~-coooo =--= ~- -~---""' 

- -==- - -- -14· . - 1.0000 .9994 .9904 

15 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9978 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9996 
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000. 



n X 

20 o 
! 
2 
3 
4 

S 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

. ~ 
J. 

16 
i7 
18 

TABLA 1 (continuaci6n) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

x n! k n-k 
Fx(x) = ¿ k!(n-k)! P q 

k=O 

p 
0.10 0.20 0.30 0.40 

.1216 .0115 .0008 .0000 

.3917 .0692 .0076 .0005 

.6769 .2061 .0355 .0036 

.8670 .4114 ' .1071 .0160 

.9568 .6296 .2375 .0510 

.9887 .8042 .4164 .1256 

.9976 .9133 .6080 .2500 

.9996 .9679 .7723 .4159 

.9999 .9900 .8867 .5956 
1.0000 .9974 .. 9520· .7553 

1.0000. .9994 .9829 .8725 
"1.0000 .9999 .9949 .9435 
1.0000 1.0000 .9987 .9790 
1.0000 1.0000 .9997 .9935 
1.0000 1.0000 1.0000 .9984 

1.0000 1.0000 1.0000 .9997 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

.1 

0.50 

.0000 

.0000 

.0002 

.0013 

.0059 

.0207 

.0577 

.1316 

.2517 

.41l9 

.5881 

.7483 

.8684 

.9423 

.9793 

.9941 

.9987 

.9998 
t:OOOO 

. .. ,_ '' 
-,'- ~ O•• -- •• .... ~,. ... 4 .... _......>.ol.o,..;o.O..L,\,,\.;.;.~ .... "\'"..o<,_.;..is..• ~._,.,;.; .... ,- .\ 



EJEMPLO 

SI SE LANZA AL AIRE SEIS VECES UNA ~10NEDA HOMOGENEA, 

A) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER DOS "CARAS"? 
;> 

B) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER POR LO HENOS CUATRO "CARAS" 

(X~4)? 

C) ¿CUANTO VALEN LA ESPERANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR? 

SOLUCION 

A) PUESTO QUE LA MONEDA ES HOMOGENEA SE TIENE.p=1/2 Y q=1-1/2=1/2, 

DONDE p ES LA PROBABILIDAD DE OBSERVAR "CARA" (CARA = EXITO) EN 

UN LANZA.111IENTO. · POR TANTO 

15 = 0 ,J.311J.I. 
64 ..., ' 

B} PARA QUE SE CUMPLA X>4 EN SEIS I..ANZA~HENTOS, SE NECESITA QUE 

SE OBSERVEN 4,5 o 6 CARAS. PUESTO QUE ESTOS TRES EVENTOS SON 

MUTU~~NTE EXCLUSIVOS~ SE TIENE 

CALCULANDO LOS Tª~S __ SQ'MANDOS COMO--EN- LA- PREGUNTA- ANTERIOR, RESULTA 

P[X>4] = 4~!2! (1/2)4(1/2)6-4+5~!1! (1/2)5(1/2)6-5+6~!0! (1/2)6(1/2)6-6 

- ..... ~ ~- =--. 

2 
cr [X]= npq = 6(1/2) (1/2) = 3/2 J a(X) = 13/2 = 1.22 

-~ . •-f." .• , .. 



82. 

VISTRIBUCION GEOMETRICA 

SEA p LA PROBABILIDAD DE EXITO EN UN EXPERIMENTO. SI EL EXPERIMEN--------------------··--------
TO ES CON REEMPLAZO Y SE REPITE SUCESIVAMENTE HASTA QUE SE OBSERVA 

UN EXITO SE TENDRA LA VARIABLE ALEATORIA X=~UMERO DE REPETICIONES 

DEL EXPERIMENTO HASTA QUE SE OBSERVA EL PRIMER EXITO. OBTENGAMOS 

LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X. . ( S:: ! 1, '2 J 3J • · • } ) 

EL PRIMER EXITO OCURRIRA EN EL EXPERIMENTO NDr--!ERO x SI , Y SOLO SI , 

EN LOS x-1 ANTERIORES HUBO PUROS FRZ\CASOS. LA PROBABILIDAD DE 

ESTE EVENTO, DADO QUE LOS EXPERIMENTOS SON INDEPENDIENTES, ES 

x-1 fx(x) = (1-p) p 

ESTA FUNCION SE DENOMINA VTSTRIBUCION GEOMETRTCA SE PUEDE DEMOSTRAR 

QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES 

Y QUE 

EJEMPLO 

n 
= L: 

x=®, 

x-1 n p(1-p) = 1 - (1-p) 

E(x) oo ( 1 )·x-1 11 = ¿ X -p p= p 
x=tl 

(12 (X) = 'f 
x=jl 

1 2 x-1 2 (x--) (1-p) p = (1-p)/p p -

¿CUAL ES ~Z\ PROBABILIDAD DE OBTENER UN TORNILLO DEFECTUOSO POR 
SG'X"fA 

PRIMEPA VEZ EN LA ~ EXTRACCION, SI EL PORCENTAJE DE DEFEC-

TUOSOS DEL LOTE DEL CUAL SE MUESTREA ES DE 5 POR CIENTO? 

P(X=6) = f (5) = (1-0.0S) 5x o.os = 0.95 5x o.os = 0.03869 
X 

. " . 
' ~· - ··~·~ - ~--· ......... ;;.~ ..... ~' ~-- :..~· ~ .................. ,..,..; ..... ,.:....~~o ........ ;o<.~ ... !::w.-.... t ... :; • ., ..... ~ 
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83. 

VISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA 

CUANDO SE TIENE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA CUYO ESPACIO DE 

EVENTOS TIENE SOLO DOS ELEM~~TO~, DIGAJ~OS S={EXITO, FR~CASO}, Y SE 

REALIZA UN MUESTREO SIN REEMPLAZO, ENTONCES LOS RESULTADOS DE CADA 

EXPERIMENTO NO SON INVEPENVIENTES NI LA PROBABI LIVAV VE EXITO PERMANECE 

CONSTANTE, COMO EN LA DISTRIBUCION BINOMIAL, POR LO QUE ESTA ULTIH.A 

NO ES APLICABLE. 

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA NU~lliRO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR 

n VECES EL EXPERIMENTO CONSISTENTE EN EXTRÁER, SIN REE~~LAZO, ELE

MENTOS DE UN LOTE QUE TIENE N OB,JETOS DE LOS CUALES M SON "EXITOS". 

EL NUMERO DE ELEMENTOS QUE TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERI-

MENTO ES 

EL NUMERO, N({X=x}), DE MANERAS POSIBLES E IGUALMENTE PROBABLES DE 

OBTENER x EXITOS ES 

EN EL LOTE 

N ELEMENTOS 

\. 0 G 0 __; · · 0 01 0 0 0 · • · 0 0 

M EXITOS (N-M)FRACASOS 

EN LA HUESTRA 

n ELE~1ENTOS 
,---------"------ ----="----- - ··----~-

000· ·0008· ·G> 
~----~.r-----~----~ 

x EXITOS QUE (n-x)FRACASOS QU~ 

SE PUEDEN ELE SE PUEDEN ELEGIR 

GIR DE MCx M.A DE N-MCn-x MANERAS 

NERAS 

CADA ELECCION POSIBLE DE x EXITOS SE COMBINA CON CADA ELECCION 

POSIBLE DE (n-x) FRACASOS; POR LO TANTO, EL NUMERO TOTAL DE MANERAS 

DE OBTENER x EXITOS EN n EXTRACCIONES SIN REEMPLAZO ES 

N r { X=x} > = ( e ) ( e ) ' M x N-M n-x 



84. 

POR LO TANTO 

, x=O,l, ... ,n 

EN DONDE (M) = M! (N-M)= (N-M)! 
x x! (M-x)! ' n-x (n-x)! (N-M-n+x): 

y N N! ( ) = ~..,.::.;.;:...__,......,... 
n n! (N-n)! 

QUE SE CONOCE COMO VISTRIBUCIO.IV HIPERGEOMETRICA. LA MEDIA y LA VARIAN-------- ---------~--

CIA DE ESTA DISTRIBUCION SON 

n {M) (N-M) 
E(X) ¿ x n-x 

nM/N = X = 
x=O (N) 

n 

y 

2 n 
( nM)2 

(M) (N-M) 
~-in (N-M) (N-n) x n-x o (X) = ¿ x-- = 

x=O N (N) N2 (N-l) n 

RESPECTIVAMENTE. 

- ·--·-' - • ' - ·····~ -· -<• •• ....... , ............. !_ ..... _.~.... • ... ....__ ,, • 

\ 



85. 

EJEMPLO 

EN UN PROBLEMA DE CONTROL ESTADISTICO DE C~LIDAD, SE TIENE UN LOTE 

DE 100 TRANSFORMADORES DE CORRIENTE ELECTRICA, DE LOS CUALES 40 

SON DEFECTUOSOS (NO CUMPLEN LAS NORMAS DE FABRICACION) . ¿CUAL ES 

LA PROBABILIDAD DE OBTENER UNO DEFECTUOSO DE TRES SELECCTONADOS AL 

AZAR SIN REEMPLAZO? . 

P(X=1] = = 

40! 60! 
39! X 1! X 58! X 2! = = 0.438 100! 

97!x3! 

APROXIMACION VE LA VISTRIBUCION HEPERGEOMETRICA MEVIANTE LA BINOMIAL 

CUANDO N ES GRANVE Y n. PEQUEFJO (N ~ 10n}, LA DISTRIBUCION BINOMIAL SE PUEDE 

USAR COMO APROXIMACION DE LA HI·PERGEOMETRICA. DE ESTA APROXIMACION · 

SE HECHA MANO CUANDO LOS CALCULOS CON ESTA ULTIMA RESULTAN TEDIOSOS. 

EN EL CASO DEL EJEMPLO ANTERIOR, SI SE USA LA DENSIDAD BINOMIAL SE 

OBTIENE, CON p=40/100 = 0.40 Y n=3 

FORMULA VE STIRLING 

Error = 2% SI n = 4 

Error = 0.8% SI n = 10 

/ 



0.4' 

0.3 

0.2 

0:1 

o 

E] Distribución hipcrgeométrica 
~Distribución binomial 

86. 

--------~-------------------

5 

N = 16 

n = 
8 

8 

COMPARACTON VE LAS VTSTRTBUCimJES HIPERGEOMETRICA Y 
BINOMIAL 

0.4...-

0.3 

[JI Distribución hipergeométrica 

· ~Distribución binomial 

N = 1000 -

]\1 = 20 

n = 100 
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87. 

VISTRIBUCION~'vE POFSSON 

UNA DISTRIBUCION DE PROBABILI~CDADES Pl\RA. UN_Z\ VARIABLE ALE.A.TORIA DIS-

CRETA, X, DE LA FORMA 
\' 

!:' 

' l Ax e-/\ 1 
fX (.X) = X! r X = Ü, 11 2, • •• 

\ 
SE LLM'\A VISfRIBUCION VE POISSQN; EN ESTA ECUACION A ES UNA CONSTANTE. SE 

! 

PUEDE DEMOSTRA.R QUE LA MEDIA. Y LA VARIANCI.A PARA ESTA DISTRIBUCION 

QUEDAN DAbAS POR 

00 

E(X) = E 
x=O 

00 

2· a (X) =.E 
x=O 

X -A 
A e 

X =A x! 

X -A 
(x-A) 2 A e . = A 

x! 

COMO UNA PROXI~1ACION DE LA DE BERNOULLI, TO.MANDO A = np. CUANDO n 

ES GRANDE Y p PEQUEJ\'IA, PERO DE TAL ~-1ANERA QUE npq > 1. AL RESPECTO, 

SI n=20 Y p=O.OS, ENTONCES EL ERROR QUE SE TIENE AL USAR DICHA APRO-

XI.MACION ES MENOR DE 3 POR CIENTO PARA VALORES DE X HENORES DE 3; 

PARA X=4 Y X=S LOS ERRORES RESPECTIVOS SON 15 Y 41 POR CIENTO, DE-

BIDO A QUE NO SE CUMPLE CON LA CONDICION DE QUE npq SEA MAYOR DE 

UNO, YA QUE npq = 20x0.05x0.95 = 0.95, 



X 

--
o 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
1 l 
12 
B 
14 

15 
16 
n'. 
18 
19 

20 

TABLA 2 

FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON 

. .:u 

F (x) = X 

1.0 2.0 

X 

E 
k=O 

3.0 
---

.60"' •.368 .135 .050 

.910 :736 .4M .199 

.986 .920 .677 .423 

.998. .981 .85~ .647 
1.000 .996 .947 .815 

1.000 .999 .9~3 .961 
1.000 1.000 .995 .966 
1.000 1.000 .999 .... 988 
1.000 1.000 1.ooo· .996 
1.000 1.000 1.000 .. 999 . 

l.O'JO 1.000 1.000 1.000 
i 1.000 1.000 1.'ooo 1.000 
1'1.000 1.000 1.000 !.000 
¡Lou 1.000 1.000 1.000 

1.000 1.000 1.000 1.000 

1.000 1.000 1.000 1.000 
1.000 1.000 1 .000. 1 .000 
1.000 1.000 1.000 1.000 
1.000 1.000 1.000 1.000 
1.000 1.000 1.000 1.000 

11.000 1.000 1.000 1.000 

-.A. 1 k e- 1\ 

k! 

,\ 

4.0 5.0 

.018 .007 

.092 .04(1 

.238 .1 :~5 
-~33 .265 
.629 .440 

.785 .616 

.889 .762 

.949 .867 

.979 .932 

.992 .968 

.997 .986 

.999 .995 
1.000 .993 
1.000 .999 
!.000 1.000 

1.000 1.000 
1.000 1.000 
1.000 1.000 
1.000 1.000 
1.000 !.000 

1.000 1.000 

6.0 7.0 8.0 9.0 
-----

.002 .001 .000 .000 

.017 .007 .003 .001 

.Oo2· .030 .014 .006 

.151 .Ol:C .042 .021 

.235 .173 .lOO .055 

.446 .301 .191 .116 

.605 .450 .313 .207 

.744 .599 .453 .324 

.847 .729 .593, .456 

.9!6 .830 ' . 717 .587 

.957 .901 .816 .íu6 

.~so .947 .888 .803 

.991 .973 
1

.936 .876 
.996 .987 .966 .926 
.999 .99;-l- .983 .959 

.999' .998 .992 .978 
!.000 .999 .996 .989 
l.OJO 1.000 .998 .995 
l.uOO 1.000 .999 .. 998 
1.000 l.OOO !.000 .999 

1.000. 1.000 l. 000 - l. OOÜ 

_ .. _. -~~~-- ..... > .... ~"'"····, ~i.,. ... :_,k_ ..... 
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TABLA 2 (continuación) 

FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON 

Fx(x) = 

-· 10.0 11.0 

X 

E 
k= O 

e-" :\k 
k! 

12.0 13.0 14.0 15.0 

~---~.------------------------~----------------~ 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
.9 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 

20. 
21 
22 
23 
24 1 

25 1 

;~ ,, 

28 
29 

.003 

.010 

.029 

.. 067 
.!30 
.220 
.333 
.458 

~583 
.697 
.792 
.864 
.917 

.951 

.973 

.986 

.993 

.997 

. . 998 
.999 

1.000 
1.000 
1.000 

1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

' .001 
.005 
~015 

.038 
..• 079' 

•.t43 

.~2 
:341 

.. .. 
.460 
.519 
.689 
.781 
.854 

.907 

.944 

.968 
- .982 

.991 

.995 

.998 

.999 
1.000 
1.000 

1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

.001 

.002 
,008· 

.020 

.046 

.090 

.155 

.242 

.347 

.462 

.516. 
;682 
.772 

.844 

.899 

.937 

.963 

.979 

.988 

.994 

.997 

.999 

.999 

1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

.000 
.001. 
.004 

.01' 

.026 

.05.1. 

.100 

.166 

.252 
;35:) 
.46Z 
·.513 
.675 

.764 

.835 

.890 

.9~r. 

.957 . 

.975 

.986 

.992 

.996 

.998 

.999. 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

.000 

.000 

.002 

.006 

.014 

.032 

.062 

.109 

.176 

.260 

.358 

.464 

.570 

.669 
.. 756 
.827 
.883 
.923 

.952 

.971 

.983 

.991 

.995 

.997 

.999 

.999 
1.000 
1.000 

.000 

.000 

.001 

.003 

.008 

.018 

.037 

.070· 

.118 

.185 

.268 

.363 

.466 

.568 

.664 

.749 

.819 

.875 

.917 

.947 

.967 

.981 

.989 

.994 

.997 

.998 

.999 
1.000 



88. 

EJE1:,1PLO 

SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE 

UN!\ DETERMINADA FUERZA DE TENSION ES DE O. 001, ¿CUAL ES LA PROBA-

BILIDAD DE QUE DE 2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN A) TRES, B) MAS 

DE DOS? 

CON A = 2000 x O. 001 = 2 Y CONSIDERANDO QUE npq = 1.9> 1, SE PUEDE 

USAR LA DISTRIBUCION DE POISSON COMO APROXIMACION DE LA BINOMIAL: 

i\3 e-x 
a) P[X = 3] = 

3! 

. 23 e-2 
P[X = 3] = 

3! 
0.18 

EN ESTE CASO LA DISTRIBUCION BINOMIAL DA COMO RESULTADO 

b) P[X > 2] = 1 -P[X~ 2] = 1 -Fx (2)=1 -{P[X= O]+ 

} 
· 2° e-?. 21 e-?. 

+ P[X= 1] + P[X= 2] = 1---- --
0! 1! 

1 2 2 5 
= 1---

e2 . = 1 - 0.323 

.. 

., 
'< 
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EJEHPLO 

UNA CO!fPAf\iiA ASEGURADORA DESPUES DE HüCHÓS AÑOS DE EXPERIENCIA HA 
. MUIU.ME"A/ili' 

ESTIHADO QUE EL O. 004% DE LA POBLACieJN FALLECEJPO!{ ACCIDENTE 

AUTOMOVILISTICO. SÍ ESTA COMPAfliA TIENE 40;000 ASEGURADOS, ¿CUAL 

ES LA PROBABILIDAD DE QUE 2 DE ELLOS MUERAN EN UN A~O POR ESE TIPO 

DE ACCIDENTE? 

SEA X EL NUMERO DE PERSONAS QUE MUEREN ANUALMENTE DE ENTRE LOS 

ASEGURADOS, POR ACCIDENTE. LA MEDIA DE X ES 

E[X) = 0.00004 X 40,000 = 1.6 = A 

ADEMAS, TOMANDO EN C_UENTA QUE npq>l, SE PUEDE USAR SIN GRAN ERROR 

LA DISTRIBUCION DE POISSON: 

P[X=x] = 

POR LO QUE 

P [x=2] 

X -A A e 
x! x=O, 1, 2, .•• 

_o~. _2..:..0.;_1..:;_9_x-=-_2 ..;._• _s ..;._6 = 0 • 2 6 
2 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES PARA ESTA VARIABLE ALEATORIA ES: 

tJ.z 
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EN LA 1\MPI:.IACIQN DET. CARRIL PARA DAR VUELTA A LA IZQUIERDA EN UNA 

AVENIDA, SOLO HAY CAPACIDAD PARA 3 AUTOS COMO MAXI~10 ESPERANDO 

LA FLECHA LUMINOSA DEL SEMAFORO, EN UN ESTUDIO ESTADISTICO DEL 

TRANSITO EN ESE LUGAR SE ENCONTRO QUE EN CADA CICLO DE LUCES DEL 

SE~~FORO HAY EN PROMEDIO 6 AUTOS QUE VAN A DAR VUELTA. ¿CUAL ES 

LA PROBABILIDAD DE QUE EN UN CICLO DEL SEMAFORO, TOMADO AL AZAR, 

SE CONGESTIONE EL TRANSITO POR EXCEDERSE LA CAPACIDAD DEL CARRIL? 

P(X>3] = ? 

SI A={X>3}, A ={X<3} 

P (A) = 1-P(A) o P(A)= 1-P (A) . CON :\=6, 

P(A) 

P(A) 

P[A) 

x=3 
= P[x::3} = 1: fx(x) 

x=O 

e- 6 (1 6 
62 

= + + -+ 2 

= P[X>3] = 1-0.152 

¡ ..,__ __ 

1 

- ---- . ------¡--
----,1 1 

l~ 
l 

x=3 e-66x 
= ¿: . -x!. 

x=O 

63 
61e -6 -) = = 

6 

= 0.848. 

0.152 

.. 
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PROCESO ESTOCASTICO VE POISSON 

CON BASE EN IA DISTRIBUCION DE POISSON SE PUEDE DEDUCIR QUE LA. DISTRI

BUCION DE PROBABILIDADES DEL NUMERO DE OCURRENCIAS-DE UN EVENTO 

DURANTE UN PERIODO t QUEDA DADA POR 

fx (x} = P[X = X EN UN LAPSO t] 

(A t) ~ -A.t 
fx(x} 

e . 
o' 1, 2, •· •• = X = x' ~ 

DONDE 

A = NUMERO MEDIO DE OCQRRENCIAS POR UNIDAD DE TIEMPO. 

LA -~_S_P_E_R_A.!'_lZ_]\ ___ Y LA VARIANCIA __ DE ESTE PROCESO, PARA UN LAPSO t, SON 

E (X} = A t . 

o
2 (X} = A.t 

PARA QUE ESTA DISTRIBUCION SE APLIQUE SE REQUIERE QUE EL EVENTO 

OCURRA CADA VEZ DE MANERA INDEPENDIENTE DE LAS OCURRENCIAS PREVIAS, 

.Y QUE A SEA CONSTANTE. A A. SE LE CONOCE COMO INTENSIDAD DEL PROCESO; 

A SU RECIPROCO, 1/A. SE LE DENOMINA PERIOVO VE RECURRENCIA. 

""~--.~~ =- =- -.,.,. ~ -· --= ~ --~ -==---~ - ~-- = ~~~- ~ =-
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EJEMPLO 

ENTRAL ·DE COMUNICACIONES S~ TIENE UNA DEMANDA MEDIA DEL 

SERVICIO DE 8 ·LLAMADAS CA~A JI1INUTO. CALCULAR LAS PROBABILIDADE 

DE. DUE EN 2 ~~INUTOS NO SE SOLICITE EL ~~RVICIO, DE QUE SE SOLICITE 

SOLO UNA VEZ,Y MAS DE UNA VEZ. 

f (o) 
X 

(~t)O-e-8x2 ~16 
= P(X=O] = = e - 0~00004 . o! 

= 161e-16 = 
1! 

o. 00064 

P[X>l) = 1 - (0.00004 + 0.00064) = 0.99932 

.. 
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EJEMPLO 

MEDIANTE UN ESTUDIO ESTAD+STICO SOBRE LA OCURRENCIA. DE MAREMOTOS 

EN LA COSTA MEXICANA DEL OCEANO PACIFICO SE ESTIMO QUE UNA OLA 

DE 4m DE ALTURA O K~YOR SOBRE EL NIVEL DE LA MAREA TIENE UN PERIO-

DO DE RECURRENCV\ DE lOO AJ'!OS. CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE QUE 

EN LOS PROXH10S lO, 50 y lOO A~OS NO OCURRA NINGUN MAREMOTO EN DICHA 

REGION CUYA OLA ~'L~XIMA EXCEDE DE 4m,· SUPO~HENDO QUE LA OCURRENCIA 

DE LOS MAREMOTOS SE PUEDE .f\10DELAR MEDIANTE UN PROCESO ESTOCASTICO 

DE POISSON. 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE LA VARIJ\BLE .ALEATORIA X=NUMERO 

DE MAREMOTOS CUYA OLA MAXIMA ES MAYOR DE 4m, CON \=1/100=0.01 ES 

f (x) = \t e-\t- = O.Olt eO.Olt 
X x! x! 

POR LO TANTO, PARA t=lO, 50 Y 100 AftOS, SE TIENE, RESPECTIVAMENTE, 

QUE: 

a) 
(O.Olxl0) 0e-O.OlxlO -0.1 

= = e = O. 905 o! 

6) 
{O.Olx50)oe-O.Olx50 -o 5 

= = e • = O. 607 O! 

e-l = 0.368 

PARA ESTE MIS~10 PROBLEMA, LAS PROBABILIDADES DE QUE OCURRA AL MENOS 
' 

UN M...l\REMOTO CON OLA MAxiivTA MAYOR DE 4m SON, RESPECTIVA111ENTE, 

' .,.. ' 
...... - •· ••••• > • ,,, ,.c-¡n3..0:~l""'"' ~-.·.··~·--·· 
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,'.1 
; 

~ l.i 

~> P [x:_1} = 1-fx(O) = 1"'0.905 = 0.095 ···l. 

-~· 

6) P[x;:1} = 1-0.607 = 0.393 ... 

• J 
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VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS · 

VISTRIBUCION UNIFORME. 

SE DICE QUE UNA VARIABLE AIJE.Z\TORIA CONTINU,Z\ ~ X~ TIENE V1STRIBUC10N 

UNIFORME ENTRE X = a Y :X = b (b>a) SI 

1 
fX (x) = CONSTANTE = b _ a ,. 

LO QUE SIGNIFICA QUE LA PROBABILIDAD DE OBTENER UN VALOR ENTRE 

x Y x + dx ES LA ~1iSMA PARA CUALQUIER x C0f>1PRENDIDA ENTRE a Y b. 

LA GRAFICA DE DICHA DISTRIBUCION ES 

1 
b-a 

LA ESPERANZA Y LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION UNIFORME SE CALCULAN 

DE LA SIGUIENTE MANERA: 

E [X]= [b x ~ dx = [ x2 ]b = _b_2 ___ a_2 = (b + a)/2 
a b - a 2 (b - a) a 2 (b - a) 

2 b 2 
a (X) = ! (X"-'E [Xj) 

a 

__ !b 2xE lxld 
- b X a-a 

= 

1 dx b-a 

b 2 
X = f -- dx b-a a 

Jb • 2 
+ ! (E [lli_ dx 

. b-a a 

b3 - a3 
---..;...· + (E [X])2 

- E [X] (b + a) = 
3 (b - a) 

(b - a)2 

12 
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V1STR1BUCION NO~\~L 

UNA DE L~S DISTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS MAS 

UTIL ES LA VISTRIBUCION NORMAL O DE GAUSS, DEFINIDA POR LA ECUACION 

DONDE~ ES LA MEDIA Y o LA DESVIACION ESTANDAR.DE X. 

SI SE HACE LA TRANSFORMACION 

Z = (X-~)/o 

ENTONCES LA ECUACION ANTERIOR SE REDUCE A LA LLAMADA FORMA ESTANVAR, 

CUYA ECUACION ES 

1 

n; 

EN ESTE CASO LA VARIABLE ALEATORIA Z TIENE DISTRIBUCION NORMAL CON 

MEVIA IGUAL A CERO Y VAR1ANCIA IGUAL A UNO •. 

EXISTEN TABLAS PARA CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE UNA VARIABLE ASO-

CIADA A UNA DISTRIBUCION NOR.MAL ESTANDAR. EN LA SIGUIENTE FIGURA 

SE MUESTRA LA FORMA DE CAMPANA DE ESTA DISTRIBUCION, OBSERVANDOSE 

LA SIMETRIA RESPECTO A Z=E{Z)=O. 

t.zrzJ 

Areo =68.27 cyo 

'~--' ~--~_~------~A~r~e~a= __ 9~5~·~4~5-~~o----------,_-~~ Areo=99. 73 cyo . --

.. , 
.. 

1J.U.tJUbuu6n nOJtmai. de. . una. vaJL.to.b.te. cJ!_r¿a;t.oJt..ta. c.o rr..t1.ntut 
' __ ..,. .. ,..;.~~"" . ·---~--.... .. ... . ·..... . ---~--~-. .:..._ ..... ~ . ...:...._..~.,-.. ;_.~ ········- •,,...,..: ____ ,..,.,_,'"""' l .. 
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LA UTILIDAD DE LA DISTRIBUCION NOR~~L ESTANDAR RADICA EN QUE 

DONDE 
, z 1- jJ 

zl = cr y 

z . 
2 = ! f z (z) dz 

zl 

1 
(. 



... . . 
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TABLA 3 (continuación) 
fz (1.) 

FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR 
z 2/2 

Fz (z) I 1 -u 
l2rr 

e du 
-(X) 

o 
zl ·o 1' 2' 3 4 5 6 7 8 9 

--;-¡ .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359 
.t ¡.5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 
.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141 
.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .636;; .6406 .6443 .6480 .6517 
.4 .6554 .659f .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879 

.5 .6915 .6950 .:'6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224 

.6 1 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .748.6 .7517 .7549 

.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852 

.8 :7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .802." .8051 .8079 .8106 .8133 

."1 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389 

l. O .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 
!.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8.925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015 
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .?115 .9131 .9147 .9162 .9177 
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .926:.; .9279 .9292 .9306 .9319 

u .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9J:;~t. :9406 .94!8 .9429 .lJ441 
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 
• 1 

.9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633 •. 7 ,.9554 
L& .9641 .9649 '.9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9700 .9706 
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .974<1 .9750: .9756 .9761 .9767 

2.0 .9773 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817 
2.! .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857 
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 
2.3 ¡ .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916 
2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936 

2.: ! .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 

2.61.9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964 
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .997! .9972 .9973 .9974 

2.8 1 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981 
2.9 ' .998! .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .998i .9286 -~·9<;?86~ 
~~-~ 1~~---~~ 

. ! 
l2:_j .9987 
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EJEMPLO 

COMO RESULTADO DE UNA LARGA SERIE DE EXPERIMENTOS PROBANDO A COM-

PRESION SIMPLE CILINDROS DE CONCRETO, SE HA ESTIMADO QUE LA ESPERAN

ZA DE LA RESISTENCIA ES .DE 240 KG/CM2 Y LA DESVIACION ESTANDAR DE 

2 
30 KG/CM .. 

A) ¿CUAL ES LA.PROBABILIDAD DE QUE OTRO CILINDRO TO~~DO AL AZAR 

RESISTA MENOS DE 240 KG/C~i2 ·? 

B. ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE RESISTA MAS DE 330 KG/CM2? 

C) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SU RESISTENCIA ESTE EN EL INTER

VALO DE 210 A 240 KG/CM2 ? 

SUPONGASE QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ES NOru1AL. 

SOLUCION 

A) PARA EMPLEAR LAS TABLAS DE DISTRIBUCION NORMAL ES NECESARIO 

ESTJ.~NDARIZAR LA VARIABLE X, EMPLEANDO l1=240 Y a=30, CON x 1 =240: 

240 - 240 --=--=o 30 

RECURRIENDO A LA TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL SE OBTIENE 

P[X ~ 240] = P[Z: 0] = 0.5 

O SEA, LA PROBABILIDAD QUE CORRESPONDE AL AREA SOMBREADA DE LA SI·-

GUIENTE FIGtlRA: 

Pz(Z) 

Fig 16. Distribución normal correspondiente . · inciso e del ejemplo 

j 
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TEOREMA éENTRÁL VEL LIMITE 

_Tf>F,-./r/ CA 5 
SEAN LA~ VARIABLES ALEATORIAS x 1 ,x2 , ••. ,Xk; CON)DENSIDADES DE 

PRO~ABILIDADES(ARBITRARIAS),CUYA SUM.A SE DENOTARA COMO W, ES DECIR 

ES POSIBLE DEMOSTRAR EL TEOREMA DENOMINADO TEOREMA CfNTRAL VEL LIMITE, 

CUYO ENUNCIADO INDICA -QUE CONFORME AUMENTA EL NÚMERO DE VARIABLES 

INVOLUCRADAS EN LA SUMA ANTERIOR (AL AUMENTAR k) , LA DENSIDAD DE 

PROBABILIDADES DE.W TIENDE A SER LADISTRIBUCION NORMAL• ADEMAS 

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE SI TODAS LAS YARIABLES x 1 ,x2 , ••• , Xk TIENEN 

DISTRIBUCION NORMAL, ENTONCES, RIGUROSAMENTE, W .TAMBIEN LA TIENE, 

INDEPENDIENTE~lliNTE DEL. NUMERO DE VARIABLES QUE APAREZCAN EN LA SUMA. 

A PARTIR'DEL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL SE DEMUESTRA QUE LA DISTRI~ 

BUCION DE BERNOULLI SE PUEDE APROXIr~R MEDIANTE LA NORMAL CUANDO EL 

NU~..ERO DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GR.Z\NDE ( 3 O O MAS) , CON 

LO CUAL SE LOGRA UN AHORRO CONSIDERABLE DE LABOR NUMERICA EN LA 

SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS. PARA MEJORAR ESTA APROXI~ffiCION, 

CONVIENE EFECTUAR UNA CORRECCION POR CONTINUIDAD, LA CUAL SE JUS-- -

TIFICA POR·· USAR UNA D~STRIBUCION CONTINUA EN VEZ DE UNA DISCRETA, 
' 

SUMANDO O RESTANDO, SE~UN SE~ E~~ASO,~~L VALOR DE X QUE SE 

USE. POR EJEMPLO, SI SE DESEA CUANTIFICAR LA PROBABILIDAD DE QUE 

DE 2000 ENSAYES SE LOGREN DE 3 A 6 EXITOS, LOS LIMITES REALES QUE 

SE DEBEN USAR AL APLICAR LA DISTRIBUCION CONTINUA SON x1=2.5 Y 

x
2

=:=6.5. 
'. 
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B} 
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EL VALOR ESTANDARIZADO DE LA VARIABLE,· PARA :x1 =330 KG/CM , ES 

POR LO QUE 

z ,· = . 1 
330 - 240 

30 = 3 

.1' . 

P(X;:, 330} = P[Z ::_ 3] = 1-0.9987 = 0.0013 

QUE ES EL AREA SOMBREADA D? LA SIG{}J;E;~,TE FIGURA: 

Distribución normal correspondiente al inciso b del ejemplo. 

Cj LOS VALORES ESTANDARIZADOS DE LA VARIABLE, PARA x 1 =210 Y 

x =240 SON: 2 

POR LO QUE 

= 21 o - 2 4 o = -1 
z1 30 

240 - 240 
30 

- o 

P'[210 5_ X 5_ 240] - P (.- 1.:, Z.:, O] = O. 3413 

Pzfz) 

Fig 16. Distribución normal correspondiente e inciso e del ejemplo 
.f 1 

·" 
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EJEMPLO 

SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE 

CIERTA CARGA ES DE 0.001, DETERMINAR LA PROBABILIDAD DE QUE EN 

2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN MAS DE DOS. 

USANDO LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI SE OBTIENE 

P(X> 2} = 1 -P[X~2] = 1- {P[X=: O)+ P[X = 1} + ·PfX = 2]}= 

-1-C 2 ooo! ... (o.oo1)o{0.999)2ooo+1 ~9~~oi!·(o.oo1)1(0.999)1999+_ 
2 000! o!. 

+ 1 ~9~~0 ~~ (0.001)
2

(0.999) 
1998

} - 0.3255 

LOS CALCULOS NECESARIOS PARA OBTENER LA SOLUCION SON BASTANTE MAS 

TEDIOSOS QUE LOS QUE DEBEN EFECTUARSE APROVECHANDO QUE EL NUMEHO 

DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTOESGRANDE, A FIN bE UTILIZAR LA 

DTSTRIBUCION NORMAL. EN ESTAS CIRCUNSTANCIAS, LA PROBABILIDAD DE 

QUE. X_::2 EN EL CASO DISCRETO, EQUIVALE A LA DE QUE X<2.5 EN EL 

CONTINUO; ASI 

~ = np = 2 000 x 0.001 = 2 

a =· lnpq = 12 000 x 0.001 x 0.999 = 1.41 

---- __, ---=> -~ _---.---~---==- -=- =-

P[X~2.5j = P[Z< 2 · 5 - 2 ] = prz_<0.355] = - 1.41 L 
0.6387 

DE DONDE 

P[x>~S)= 1- P[X<2.5] = 1 -.0.6387 = 0.3613 
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EJEMPLO 

EN UNA SERIE DE 462 EXPERIMENTOS CON FINES ANTROPOLOGICOSJ CONSIS

TENTES EN MEDIR EL TA.llitA~ü DE LA CABEZA DE LOS INDIGENAS RESIDENTES 

EN UNA ZONA TROPICAL
1

SE OBTUVIERON LOS RESULTADOS ANOTADOS EN LAS 

DOS PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA. SI LA VARIABLE ALEA-

TORIA "TAM..~f\tO DE LA CABEZA" SE CONSIDERA QUE TIENE DISTRIBUCION 

NORMAL, ¿QUE CANTIDAD DE RESULTADOS SE ESPERARIA OBTENER ANTES DE 

-HACER LAS MEDICIONES, SI SE CONSIDERA QUE ~= x = 191.8MM y 

o= s = 6.48~~, DONDE x=PROMEDIO ARITMETICO Y s=DESVIACION ESTANDAR' 

DE LOS DATOS? 

.... 

171.5 - 191.8 
6.48 ~3.13; z

2 
= 175.5 - 191.8 

6.48 
2 51 179.5-191.8 

- · ; x3 6.48 

= - ·1.9 O , ETC . 

P(-3.13<Z<-2.51) = 0~0051; P(-2.512Z2-1.90) = 0.0227; · 

P(-1.90<Z<-1.28) = 0·.0716, ETC. - - . 

462 X 0.0051 = 2.4¡ 462 X 0.0227 = 10.5; 462 X 0.0716 = 33.1·, ETC. 

' . 

= 

. j 



..• 
• < 

,' 103. 

-----
1 

.1 

.... 

' 1 - ----~-·-,-·~·-

!INTERVALO DE NUMERO DE OB- INTERVALO DE PROBABILIDAD FRECUENCIA 
¡vALORES DE X, SERVACIONES X-)..1 

P(z 1 <Z<Zi=P ESPERADA = Z= ¡EN r.fM (frecuencia,f) (J ! "':' - 462 p 
i 
1 

171.5-175.5 3 ---t(-3.13)_-(-2.51) ¡ 0~005~ 2.4 r--·--·-·· ... ,_ .. __________ 

175.5-179.5 9_ r -2 ~--5~2_-:-_.< -l. 9 o) +-9__:_0..?_~-- 10.5 ··------.. ----··-· .... ·-···- . ·-· 
¡ 

L2-79.5-183.5 ! 29 ¡(-1.90)-(-1.28)! 0.0716 33.1 1 

! 1 
1 

1 
------·------·····----¡ 

: 18 3. 5-18 7. 5 +- 76 l. ( -1._2_~_>_:_<_:~..:_66) ~--~-=-~-~~----·---t· ... ? ~_ .. _3 __ ,. ____ ·:-~··-! 
i 187.5-191.5 1 104 ~~_)-<-o. o5J o. 2255 _1o~-----··. i 
1191. 5-19 5. 5 +~~~ ·+-~ :.!J.:.~S.l~-~ -~5 ~ t o . 2_!_56 --}1 o B:_ll_ ___ H :--1 
1 195. s-199. s . 88 : o_: 57-=-~ 19 q_.16_?._~----- _ _?'}__~-~----------- .. j 
1 • 1 • J . ' l ! i · ¡ 19 9 . s- 2 o 3 . s 1 •. 3 o : --~.:! 9__ - 1 • 8 o-+---~ o 811 ____ L.22..:_? ____________ . 
¡203.5-207.5 ! 6 ¡ 1.8~-- 2.42 1 0.0281 -~2_, __ 0 _____ ,, 

207. s-211. s l ____ 4 ____ ·---~~-2..· ... ~-~--: .... ..3_=..2j--~~--~º-º-~_§ ________ _¡. ___ ~_:_Q --·-------· ..... 
1 r 1 • , , 

211.5-215.5 ! 2 ¡ 3.04 - 3.66 ¡ 0.0011 ! 0.5 i 
,_2_1_5 ___ 5 ___ 2_1_9_~_5_ .... ¡-~-=-- 1 1 3 .6~--~--4~;-~-~-~~; =~e~---~ ~ ~~_] 

TOTAL: 462 TOTAL: 461.6 

= ~ -= -=-= ~-.,...---~ 

1 
.· .......... ··---· ' ... ~···'-'··"··· ....... . 
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· po.e .. .z..;¿:·:. e·:~-.::.·.~) .,.tt/ .J,~, /J · /2/i·:.:::, . . _,.;r :.,.-·..¡~ 

VATO U .OBSERVACION: ES EL. RESULT.ADO DE REALIZAR UN EXPERIMENTO. 

MUESTRA:. ES UNA COLECCION DE .DÁTOS··· 
. . . . 

. MUESTREO: PROCESO DE ADQUISICION DE ·UNA MUESTRA 

. '· 

coN REEMPLAzo~ ·cuANDo· c_l.\DA ELEMENTo. oBsERvAno .sE REINTEGRA. 

ÁL ~OTE DEL CUALFUE ÉXTRA.IDO ANTES DE EXTRAER.EL SIGUTENTE. 

MUESTREO - . 

SIN REEMPLAzp·~ cuÁNDO .'cADA ELF,:ME~TO OBSERVADO NO SE REINT.E-

l GRA ~t..: LOT~ . .;'.: 

POBLAC10N:· -TOTAL DE DATQS QUE SE .PUEDEN OBTENER. J.\L REALIZAR· UNA 

SECUENCTA EXHAUS}',IVA DE'.EXPERIMENTo'S .. 

POBLACIJ DISCRETA~ 
·i CONTINUA.
! 
1 

1 

1 
\ 

EJEMP:WS·. 

. '· 

TIENE UN NUMERO FINITO O UN NUMERO INFINlTO Nu...:.. 

r1ERABLE . DE DATOS POSIBLES 

TIENE -UN· ·NUMERO INFINI.To· NO NÚMERABLE DE DATOS 

. POSIBLES 

·1. EXPERIMENTO: LANZAMIENTO. DE· UN.A MONEDA DIEZ VECES ...... 
~. . . ... 

·POBLACION: SUCESION I~FINITA NUMERABLE DE "CARAS" Y. "CRÚCES" 

(DISCRETA) 

MUESTRA: . GRUPO DE 10 OBSERVACIONES . . 
~-"'~~·--o~--··---~-=--=---=----=-=---.,~-=-:~·--,~-----

·- 2. EXPERIMENTO: .. MEDICION DÉ LA PRÉCIPITACION PLUVIAL DIARIA 

EN LA CIUDAD DE MEXICO DURANT~ DIEZ A~OS · 

POBLACION: BUCESION. INFINIT~A NO ·-NUMERABLE DE VALORES .(COÑTINUA) · . 
- . . ' 

MUESTRA: GRUPO DE 3652 OBSERVACIONES (TOMA}mo DOS ·.AAOS · .. 

BISIESTOS DE 29 DIAS EN FEBREEW) · 
; ·;·' 

: .. • 

. ·,· ! 

' •' 



2 . 

.. _MUE_~_I~A ALEATs_JRIA: ES UNA MUEST:RA 'OBTENIDA DE TAL MANERA··QuE TOVOS" . 
• J;. - ~ • 

. . 
LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION TIENEN LA MISMA- PROBABILIDAD DE SER 

. OBSERVADOS Y, ADEMAS, LA OBSERVACION. DE UN ELEMENTO :NO AFECTA LA 
' . 

PROBABILIDAD.DE OBSERVAR <:;UALQUIER OTRO, ES DECIR, SI SON.INDEPEN-

DIENT.ES. 

·~ • ¡_' ... . ... _ -

TABLA VE NUMERas· ALEATORIOS: ·ES UNA TABLA QUE CONTIENE NU~EROS QUE- CONS.:.. 
··-----·--·--···---·: .. ,.--~----------· 

. TITUYEN ·uNA MUESTRA AlEATORIA ÓB'I'ENIDA DE UNA DISTRIBUCION DE PRO- . 

BABILIDADES UNIFORME, QUE GENERALMENTE- CORRESP:ONDE A UNA VARIABLE 

ALEATORIA QUE.PUE])E ASUMIR VALORES E~TRE ·o -Y 1, MULTIPLTCADÓS POR . . . . . - •. . ~ . . -~ .~. . . ... . . . . .. ' . ~ . . .·. 

10r, EN -~ONDE r ES ~L NUME~b- DE D_IGIT_os. QUE SE -DESEA _TENGAN LOS 

NUMEROS. 

. r fxr,¡ ··.·.· 
1 . 
1 

1 . h---------.·---.----¡ ¡ . .· . :· . ·. 

1 
. . . . 1 . . . . . 

. -+ .. ..:. -- .:_ ______ ._ __ ···---------~~----·- ·- .:.·---··--~--~---. 

. b ·. i 

LAS -TABLAS QUE SE USEN 'PARA OB_TENER UNA -MUESTRA ALEATOIÚA DEBEN ~CON-· 

TENER.NUMEROS CON MAYOR NUMERO.DE·DIGI'Í'OS-QUE LOS.QQE TIENE; EL . 

'l'OTAL. DE ELBI-·1ENTOS. DE LA POBLACION QUE SE. VA A MUESTREAR:· .. POR ... · 

EJEMPLO,_. SI SE VA A OB'l'E~JER UNA MUESTRA ALEATO!ÚA DE., UN LOTE DE . 
• 1 ·; • 

LENTES PARA MICROSCO,PIO QQE TIENE 10,000 ELEMENTOS, LA TABL-A QUE 
- . . . 

SE US·E DEBE~A T_ENER ·NUH~R<?S ALEATOEIO,s~ ·coN· s ,o .. MAs· DIGTTbs .: . 
., 

. ,.. •·--: 
.-·- -. . . ·.- -· ·-· . 

- ····· . 

. -~-

:.,. 

., 
' 

.. i 



3. 

METOVO VE MUESTREO ALEATORIO 

l. SE ENUMERAN LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION 
. . . . 

2. SE FIJA EL CRITERIO DE SELECCION DE LOS NUMEROS ALEATORIOS 

(POR EJEMPLO, SE DEFINE QUE' RENGLONES Y QUE COLUMNAS SE 

VAN A LEER). 

3. SE INDICA QUE DIGITOS SE VAN A ELI.JI,liNAR EN CASO DE QUE LOS 

NUMEROS DE LA TABLA TENGAN ~~S DIGITOS QUE LOS NECESARIOS 

4. SE LEEN- LOS NU~1EROS, DE ACUERDO CON LO FIJADO EN LOS PUNTOS 

2 Y 3, Y SE EXTRAEN DEL LOTE LOS ELE~1:ENTOS QUE TIENEN LOS 

NUMEROS LEIDOS. ESTOS CONSTITUYEN LA MUESTRA FISICA CON LA. 

• , CUAL REALIZAR LOS EXPERIMENTOS. LAS OBSERVACIONES CONSTITUI

RAN LA I'·1UESTRA ALEATORIA DESEADA. 

• 

NOTA: TODOS LOS NUMEROS QUE SE REPITAN SE CONSIDERAN SOLO UNA VEZ. 

TAMBIEN SE ELIMINAN_ LOS NU~1EROS MAYORES DEL TAMAÑO DEL LOTE. 

EJEMPLO 

SE TIENE-UN LOTE DE 1,000 TRANSISTORES NUMERADOS DEL UNO AL MIL, 

CUYA. CALIDAD SE VA A VERIFICAR ESTADISTICA:r-1ENTE, PARA LO CUAL SE 

DECIDE TOMAR UNA MUESTRA DE 40 ELEMENTOS Y HEDIR SU A~1PLIFICACION, 

USANDO LA TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS ANEX.A, CON EL CRITERIO DE TO-

~~R TODOS LOS RENGLONES IMPARES_ ELI~1INANDO EL ULTIMO DIGITO, LA 

MUESTR.A.~FISICA- S-ERIAN LOS TRANSISTORES CORRESPONDIENTES A LOS 

NUMEROS 0415, 0006, 0394, 0998, 0530, 0160, ETC • 

. . 



4 . 

TABLA DE NU!'1EROS ALEATORIOS 
;:::------------·-T------··-------

~~~olun:ma ~- i 2 

·--.......------·· --·-·--···-·--- ·--···---·-·· 
1 

---·---~--1---~-- --··------·--·-
n~-g1r.n ~ 
'~l -~. ~ 1 

---------::.r·--·-·-----·~ 

.. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

116408 
18629 

73115 

57491 

30405· 

16631 

96773 

38935 

31624 

78919 

3 1 4 5 . 6 7 8 9 10 
'! 
¡ 

' ----·-····· -----· ------·-' ···r-·---:-· -----~ ... --------
¡ ---------- ---r---·------·-·-r--·-------·- ·------·-----· ----.. ----· ··---· 

¡ 
81899 

81953 

47498 

1"16703 

¡ 03946 

1 

04153 

05520 

47498 

23167 

23792 

53381 

91962 

87637 

49323 

14422 

79401 21438 83035 ¡ 92350 
t 

04739 13092 37662 1 
99016 00060 88824- 1 

45021 33132 12544 

15059 4:5799 22716 

52390 52390 1" 16815 
05300 . 22164 24369 

1 
1 
1 

94822 
-· 

71013 

41035 

19792 

69298 

54224 

66523 44133 1 00697 j 35552 
1 1 

36693 

94730 

18735 

"80780 

09983 

38732 

3508.3 

35970 

3123.8 

06496 ' 

20286 

45393 

74353 

38480 

19687 

19124 

11 1 
1 

---1 
59649 ¡ 
35090 1 

23153 ! 
¡ 

44812 

68668 

l
. 738171 

11052 

63318 

! ' . 1 i 1 . 

35006 i 85900 32388 

i 20206 1 42559 1 78985 

¡ 64202 1 14349 l 82674 

: 76384 ¡¡'· 17403 11
1 

03941 
1 19474 23632 1 27889 

_j_ _______ --- -··----··-·--·-- ........... .:. ·-- .... ' 

1 44167 64 48 6 ¡ 64 758 ¡ 7 5366 7 6554 01601 12 614J 

L-~-~-= -~ 4.... L~~-~~~~~-- - L.~.:.--~-~--~-J-~ o~ .. ? .. ~-·- --~-~-=~ ~--- _ _: .9 3_::. __ ~ -~~-~~6 

. P· .. 

• • 
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5. 

AGRUPN.HENTO VE VATOS 

FRECUENCIA VE UN EVENTO:- ES EL NU~1ERO DE VECES QUE OCURRE EL EVENTO 

AL OBTENER UNA MUESTRA DE LA POBLACION CORRESPONDIENTE. 

FRECUENCIA. RELATIVA VE· UN EVENTO;- ES EL COCIENTE DE SU FRECUENCIA ENTRE 

EL TOTAL DE ELEMENTOS (TAMA~O) DE LA MUESTRA. 

FRECUENCIA RELATIVA AC~UMULAVA, ES LA ACU~ULACION (SUMA) DE LAS FRECUEN

CIAS RELATIVAS HASTA UN VALOR DADO, PARTIENDO DEL VALOR (O DEL 

INTERVALO) MAS PEQUEfiO, EN OTRAS PALABRAS, ES LA FRECUENCIA DE 

VALORES MENORES O IGUALES QUE UN VALOR DADO • 

FRECUENCIA COMPLEMENTARIA• ES LA FRECUENCIA DE VALORES Mt\YORES QUE UN 

VALOR DADO = NUMERO DE DATOS - FRECUENCIA ACUMULADA. 

VISTRIBUCION VE FRECUENCIAS 

CON OBJETO DE FACILITAR LA INTERPRETACION DE LOS DATOS QUE SE 

TIENEN EN UNA MUESTRA, ES CONVENIENTE AGRUPARLOS POR VALORES O POR 

INTERVALOS DE VALORES, FOR.MANDO ASI UNA TABLA DE DISTRIBUCION DE 

FRECUENCIAS. 

PARA FACILITAR EL CALCULO DE LAS FRECUENCIAS ES UTIL ORDENAR LOS 

DATOS EN FORMA CRECIENTE O DECRECIENTE DE VALORES, FORMANDO ASI 

UNA TABLA VE VATOS ORVENAVOS, 

·f 



6. 

EN UNA ESCUELA SECUND.ARIA SE LES. APLICO A 30 PROFESORES UN EXAMEN 

SOBRE PEDAGOGIA. LAS CALIFICACIONES (DATOS) QUE SE OBTUVIERON 

FUE_RON (YA ESTAN ORDENADOS EN FORMA CRECIENTE) 

57, 59, 65, 67; 67, 67, _69, 72, 73, 73, 77, 78, 78, 
~ . - ··-·--·-v--· ---·------------' 

A · B · C 

81, 81, 83, 83, 83, 84, 84, 87, 88, 89, 89, 91, 91, 93, 
'-· ------ ·--·-··-···· -----···-- -·--· ··-·------ .. -··-y-····-····-·-·-·--··------··--------_____/ "---~-··v·--·~--- ··-- ·-- / 

D E 

95, 97, 99 
'-------y---../ 

E 

AGRUPAMIENTO VE VALORES 

CALIFICACION FRECUENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA RE-
RELATIVA LATIVA ACUHULADA 

57 1 1/30 1/30 

59 1 1/30 2/30' 

65 1 1/30 3/30 

67 3 ~/30 6/30 

69 1 1/30 7/30 

72 1 1/30 8/30 

73 2 2/30 10/30 

77 1 1/30 11/30-

78 2 2/30 13/30 

81 2 2/30 15/30 

83 3 3/30 18/30 

84 2 2/30 20/30 

87 1 1/30 21/30 

88 1 1/30 22/30 

69 2 2/30 24/30 

91 2 2/30 26/30 

93 1 1/30 27/30 

95 1 1/30 28/30 

97 1 1/30 29/30 

99 1 1/30 30/30=1 . tl 
--- - -------~----

L:=30 r=30/30=1 . . > ' ",• 

·~ 

• 

,l' 

• 
"·' .· .. 
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7. 

AGRUPAMIENTO POR INTERVALOS 

LIMITES VE CLASES: SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMO DE CADA INTERVALO 

MARCAS VE CLASE: SON LOS VALORES MEDIOS DE CADA INTERVALO DE CLASE 

LIMITES REALES VE CLASE: SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMO QUE SON 

FRONTERA ENTRE LOS INTERVALOS. ESTOS DEBEN TENER UNA CIFRA DECI-

MAL HAS QUE LOS DATOS, 

EVENTO (INTERVALO DE 
CALIFICACIONES) 

A = {51-60} 

B = {61-70} 

e = {71-80} 

D = {81-90} 

ELEMENTOS 
OBSERVADOS 

57,59 

72,73,73,77,78,78 

81,81,83,83,83,84,' 

FRE
CUENCIA 

2 

5 

6 

FRECUENCIA 
RELATIVA 

2/30 

5/30 

6/30 

84,87,88,89,89 11 11/30 

+---E-=_{_9~1_-_l...,o_o_}_~_--!._9_1_,_9_1_, _9 _3 _, 9_s_,_9_7_,_9_9 __ .· ~-- -····· J -· ~:~.: :~ 
1

. 

LIMITES INFERIORES LIMITES SUPERIORES 

DE CLASE DE CLASE 

EVENTOl LIMITES DE 
·- , _____ .. ___ , ,--.... -···- ................. ;l 

LIMITES REALES · MARCAS DEJ 
CLASE DE CLASE CLASE 1 

INFERIOR fl.JPERIOR INFERIOR SUPERIOR 
- -----···-·-~-~- -~-- -··--··············-·l A 51 60 50.5 60.5 55.5 

1 
B 61 70 §0_.!_5~ __ 70 .5._- 65 '5 , .. -~ ~ 

-
- ~ _ _, ~ -- ~-~ 

- - -- .---· - ~ ~ - - -- ~ -.- ~ --
- =~ ~ ~ "'"""-~ 

e 71 80 70.5 80.5 75.5 

D 81 90 80.5 90.5 85.5 

> E 91 lOO 90.5 100.5 95.5 

- - ~- -i 

' 
. i 



. v e_.nto E.te.m e.nto -6 c. o )[./¡_ e. .6 p • Fne.c.ue.n.c.ia. Fne.c.ue.nc.ia.. Fne.c.ue.nc.ia. ne..ta.tiva. 
a.. .f.o .6 Út t e. Jt V a. .f. O .6 Fne.c.ue.nc.ia. ne..tativa. a.c.umu.ta.da. a.c.umu.ta.da. 

·-
\.: 51-60 59,57 2 2/30=0.067( 6. 7%) 2 0.067 

. 61-70 67,65,69,67,67 5 5/30=0.166(16.6%) 2+5:;:;7 0.067+0.166=0.233 . 

. 71-80 12,73,73,77,78,78, 6 6/30=0.200(20%) 7+6=13 0.233+0.200=0.433 '. 
) . 81-90 83,88,84,89,83,84, 11 11/30=0.367(36.7%) 13+11:24 0.433+0.367=0.800 . 

89,87,81,83,81 
. 91-100 99,91,97,95~91,93 6 6/30=0.200(20%) 24+6=30 0.800+0.200=1.000 . 

--30 1.000 --.::.....-.. -

·' 

_:,·· 

• • 
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9. 

DE LOS VARONES ADULTOS RESIDENTES EN UNA REGION. LOS DATOS, OR-

DENADO$ EN F0~1A CRECIENTE DE VALORES, FUERON LOS SIGUIENTES: 

169,161~163,163,163~167,167,167,167,168,168,168,169,169,170, 

171,171,173,174,175,175,175,178,179,181,181,183,184,187,1~1 CM. 

OBTENER LA TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS. 

SOLUCION: 

l. DETERMINACION DEL RANGO DE LA MUESTRA 

RANGO = VALOR MAXIMO - VALOR MIN!MO = 191-169=32. CM 

2. DE:TERMINACION DEL NUMERO DE INTERVALOS 

NUMERO DE INTERVALOS = ~ = 6 

3. DETERMINACION DE LOS LIMITES DE CLASE 

ANCHO DE LOS INTERVALOS RANGO 3f = NU~~RO = lr = S.! 

TOMAREMOS UN ANCHO DE 6 CM, CON LO CUAL EL RANGO DEL AGRUPAMIENTO 

ES 6 x 6 =36 CM. LA DIFERENCIA DE RANGOS ES 36-32=~, QUE SE 

REPARTE EN LOS DOS· INTERVALOS EQUITATIVM1ENTE. 

LOS INTERVALOS RE.SULTAN SER: 

~OR LO TANTO, 
1 

157-162, 163-168, 169-174, 175-180, 181-186, 187-192 

. -~ 

-- '"== ~ ----~ =- ~ =---~ - ~ _:___ ---= ~·-=--=-=---- ~--=- ·=- - .-=·---,.· --

. ~' 

·~· ,_'- • • ', ~ .... : • 'i V :. • 1 



8 •. 

. 70 X 

~·5 . . ~55· 

~M c¡rc.;Js. de ~e 

A = {X: 5 O • 5 ·< X < 6 O • 5 } 

B = {?C: 60.5<X~70.5} 

e = {X; 70.5 <X< 80,5} 
. -

D = {X: 80.5<X<90.5} 

E = {X: 90.5 <X;_ 100,5} 

; 
\LIMITES LHUTES REALES REALES SUPE-

INFERIORES DE CLAS;E RIORES DE CLASE 

A MAYOR NUMERO DE DATOS SE REQUIERE MAYOR NUMERO DE INTERVALOS, 

.PERO SE RECOMIENDA QUE ESTE NUMERO ÉSTE ENTRE 5 Y 20, SUPONIENDO 

QUE EN PROMEDIO CAIGAN 5 Q MAS ELEMENTOS EN CADA INT~RVALO. ASI, SI 

SE TIENEN 30 DATOS, SE RECOMIENDA USAR 30/5=6 INTERVALOS. 

EL PROCESO DE AGRUPAMIENTO SE INDICARA AL MISMO TIEMPO QUE SE REA-

LIZA EL SIGUIENTE EJEMPLO. 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO ANTROPOLOGICO SE OBTUVO UNA MUESTRA DE 30 ESTATURAS·. 

., 

,; .•. 

1 

''t .. . . .. . ~- .. 
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11. 

PRESENTACION GRAFICA VE LAS DISTRIBUCIONES VE FRECUENCIAS 

..:-L __ 

..; l . 

$ ~ 
1 
! 

1 
¡ 
¡ 

¡ 
Í--
1 

·z 1- ~ - ..-----J'-----1 - - - -

~ -~ ~ 

~ 
t-.¡ ~ 

~ ~ ~ 
' ......... 

In ~ 
~ 'S:?. 
K ~ ......... 

• r.·~ 
\j ! 

.... -\ 0-33.3 
·' ' lü ' 

-::.. 
\J 
\¡ 

~ 1 
¡ 

'1 
\ 

- -· ···-- - --- ---· -~-~ 2 3.3 

Ir, 

~ 
-.....:: 

- -~ ~ ~~--~-~ 

' 1 

-+0./6 7 

. i 

: 

. .. , . 
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1 
4. INTEGRACION DE LA TABLA: 

' 
-

INTERVALO LIMITES REALES FREC. FREC-. REL. FREC • FREC. REL. 
. INF. SUP. ACUM. ACUM . 

... ---··---··· ······------4 
157-162 156.5 162.5 2 2 

30 =O. 067 2 0.067 

163-168 162.5 16.8. 5 10 10 
30 =o. 333 12 0.400 

1 lf59-17 4 168.5 174.5 7 7 
30 =o. 233 19 0.633 

175-180 174.5 180.5 5 5 30 =o. 167 24· 0.800 

181-186 180.5 186,5 4 4 
30= o. 133 28 0.933 

187-192 186. ·5 192.5 2 2 
30= o. 

~=30 ~ = 1. 
·--

067 

000 

30 1.000 ¡ ;f. ¡ .. J 

• 
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13. 

HISTOGRAMA VEL PROBLEMA VE LAS CALIFICACIONES EN PEVAGOGIA 

t 
11 ------------·------,-----. 

L 

6 -------------t---;,_-1--- ---~---~-.... 

5 ·------..-----' 

80 90 100 
·o·.~ ····Calificación· 

•. · '~REA: DIBUJAR EL POLIGONO, DE FRECUENCIAS ':l LAS CURVAS DE FRECUENCIAS: 

RELATIVAS ACUMULADAS Y COMPLEMENTAR~AS. 



t 
1 ' 

~oL _·. --
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1 

1 

1 

1 

i 
/.1) 

~.r 
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~.¡, ' 

tM 
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(}.3 

tr' •,t. 

(),¡ 

¿CUAL ES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE 180.5?: 30-24=6 

1 
11 
~ 
{\ 

~ 
1'\ 
~ 
1\ 
' (\/ 

~ 
~-
~ 
~ 

tu· 
f) 

\: 
" :'j 
':.:. 
Q)-

~-
n;-1 ... ~' 

.;~·· 

LA FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA COMPLEMENTARIA ES: 1-0.800=0.200 (20%) 

1 



15. 

PERCENTTLES~ SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE-

CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 1 POR CIENTO. 

VECTLES~ SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRECUEN

CIAS RELATIVAS ACUMULADAS_QUE SON MULTIPLOS DE 10 POR CIENTO. 

CUART1 LES-;- SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A .FREC' 

CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 25 POR CIENTO. 

MEVTANA;- VAtOR DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTE A LA FRECUENCIA 

RELATIVA ACUMULADA DE 50%, 

j 
" ~ ... 

·- § ·-·· ~ 
f'l). 

'--. 
\,) 

'\: 
\} 

~ 
IJ 
'l 

t.t 

l 
30+ 

1 

1 
1 
1 ,, 

~, 
~ 

~' " ~ -:--¡-- ti\-. ·.. ~~L. 



14. 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO SOBRE LA CALIDAD DE LOS MONOBLOCKS PRODUCIDOS POR 

UNA FABRICA, SE OBTUVO UNA MUESTRA ALEATORIA DE_100 ELEMENTOS, 

A LOS CUALES SE LES CONTO EL NUMERÓ DE DEFECTOS DE FABRICACION. 

LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS QUE SE-OBTUVO ES LA SIGUIENTE: 

NUMERO DE 
DEFECTOS 

·O 

1 

2 

3 

4 

FRECUENCIA 

: 4 

13 

33 

30 

15 

5 

100 

.. 'l .3'~ ~ -- -' .30 ---- --. 1..) 

. ~ ' 

FRECUENCIA 
A_CUMULADA 

4 

17 

50 

80 

95 

100 

~ ~st --_· ----
\) I?J --

.lt /tJ 
,g--~~-'11,..,~.- - .- -- ~ - - ~1 

1 

FRECUENCIA ACUMULADA 
COMPLEMENTARIA 

-·-·· ... -· .. ~~ .. ------
96 (100-4) 

83 (100-17) 

50 (100-50) 

20 (100-80) 

5 (100-95) 

o (100-100) 

-1 

• 

-· ··-" 



17. 

MOVO,ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE APARECE CON MAYOR FRECUENCIA 

EN UNA MUESTRA. SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS, EL MODO ES LA 

MARCA DE.CLASE DEL INTERVALO QUE TIENE LA MAYOR FRECUENCIA. 

EJEMPLO 

EN EL PROBLEMA DE LOS MONOBLOCKS EL MODO ES 2. EN EL PROBLEMA 

DE LAS ESTATURAS DE LOS VARONES ADULTOS DE UNA CIUDAD EL MODO ES 

165.5 CM • 

• -~ --~ 



16. 

MEVTVAS REPRESENTATIVAS VE LOS VATOS 

MEVTVAS VE TENVENCTA CENTRAL 

VALOR MEDIO O PROMEIÜO ARIT~1ETICO 

- 1 n 
·X = - E 

ni=1 
X.

l. 

DOND~ xi SON LOS VALORES DE LOS DATOS Y n ES EL TAMA~O DE LA 

MUES'fRA. 

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS Y f. ES LA FRECUENCIA DEL j-ESD-10 
J 

INTERVALO Y x. ES LA MARCA DE CLASE CORRESPONDIENTE, ENTONCES 
J 

EJEMPLO 

- 1 
X = -n 

K 
E 

j=1 
f .X. 

J J ; K = NUl'.JERÓ DE INTERVALOS 

SEA EL EJEMPLO ENUNCIADO ANTERIOR~ENTE DE LOS DEFECTOS EN MONOBLOCKS. 

SE TENIA: 

1 

2 

..... 
.) 

1 
4 ·1 

' 5 ' 
l ! 
í ! 

.¡ 

DE DEFECTOS 
X 

o 

.1 

2 

3 

4 

5 

~REc::;crT4 -~--:~-~-
13 

33 

30 

15 

5 

13 X 1 

33 X 2 
' . 
l3o X 3 
115 X 4 

= 13 

= 66 

= 90 

= 60 

1 
K=6 ¡ 

¡ · l L . r = 1 o o .. ·¡ 
l ¡ . 

_.L. .. _. __ ,...._s--------- -- --····-·---- -·. .. .. 

5 X 5 = 25 
6 
t 254 

j=l 

- 254 
X= lOO· 
-x = 2.54 DEFECTOS 

POR MONOBLOCK 
!'' 1 



19. 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO PARA DETERMINAR LOS TIEMPOS EN QUE UNA MUESTRA ALEA~ 

TORIA DE INDIVIDUOS REACCIONABA A CIERTOS ESTIMULOS PSICOLOGICOS 

SE OBTUVO LO SIGUIENTE: 

j 

1 

2 

3 

4 

K=5 
,_. 

MARCA DE·CLASE LIMITES FRECUENCIA FRECUENCIA fx,SEG x, EN SEG REALES f ACUMULADA, F 

0.10 0.075-0.125 2 2 

0.15 0.125-0.175 7 9 

0.20 0.175-0.225 14 23 

0.25 0.225-0.275 4 27 

0.30 0.275-0.325 3 30 

I:=30 

x = 
5 3~ 5 

= 0.198 SEG 

MODO = 0.20 SEG 

dM = 0.05, LM = 0.20 -
0 ·~ 5 

= 0.175, FM =9 

n/2 = 30/2 = 15, fM =14 

15 - 9 MEDIANA= M= 0.175 + 14 0.05 

M= 0.175 + oi¡o = 0.175 + 0.021· = 0.196 SEG 

0.20 

·1.05 

2.80 

1.00 

0.90 
5 
E f.x.=5.95 

. 1 J. J. J= 



18, 

MEVTANA~ ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE CORRESPONDE AL 50% DE LA 

FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA. 

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS POR INTERVALOS,LA MEDIANA SE PUEDE 

CALCULAR CON LA FORMULA (ADEMAS DE GRAFICAMENTE, C01'·10 YA SE VIO): 

MEDIANA··- M = LM + 

- / 

DONDE LM = LIMITE INFERIOR REAL DEL INTERVALO QUE CONTIENE A LA 

MEDIANA 

fM Y dM = RESPECTIVAMENTE, A LA FRECUENCIA Y ANCHO DEL INTER

VALO QUE CONTIENE A LA MEDIANA 

FM = FRECUENCIA ACUMULADA HASTA EL INTERVALO QUE CONTIENE :1 
A LA MEDIANA EXCLUSIVE 

n = TAMA~O DE LA MUESTRA 

1t~ § 
~ njz=sofo---

-~r F.. ---- 1 ~ /11 1 

~ 1 1 
I,J 1 1 tt 1 1· 1 
1 1 .,-1--,t 1 

r !2--F 
7¡, 2. M 

-- = ---,~-.----dM· 

• ¿= d ,, ~ M 

1 f-:-dM-h 
1 ----1----1~-+---------·~ >( 

. LM M 

~ 4 
.Tnlerv..;/o fj ve corrhe/Je... 

a /a m-eel/á"'éJ 
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21. -

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO SOBRE LA TEMPERATURA MAXIMA DIARIA EN UNA CIUDAD 

SE OBTUVO LO SIGUIENTE DURANTE UNA PRIMAVERA: 

j 

í 

2 

3 

4 

S 

INTERVALOS DE MARCA DE FRECUENCIA· 
TEMPERATURA 1 °F CLASE, °F 

----------.. -·-- ~r 

f xf ~:~ (~:::-:-- -~~t~:;1 
55 - 63 59 

64 - 72 68 

73 - 81 77 

82 - 90 86 

91 - 99 95 

- 2409 
X = 30= 

s2 = 3480.6 
X 30 

sx = 1116 = 

10.8 
vx = 80.3 = 

MODO = 86 

MEDIANA = M 

.. - ~ 

2 118 -
6 408 -

7 539 -
9 774 

6 570 - --
30 2409 

---

80.3 op 

= 116 op2 

10.8 op 

0.134 
(13.4%) 

= 72.5 + 15 - 8 9 = 7 

12.3 151.3 

3.3 10.9 

5.7 32.5 

907.8 1 

76.3 

292.5 

14.7 216.1 11296.6 
3480.6 

-----

7.2·. 5 + 9 = 81.5 °F 
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20. 

MEVIVAS VE V1SPERS10N 

RANGO =, MAXIMO VALOR OBSERVADO - MINIHO VALOR OBSERVADO 

VARIANCIA -:- SI LOS DATOS NO ESTAN AGRUPADOS; 

2 1 n - 2 1 n 2 -2 ~ -2 
SX =- :E (X. - X) =- E X. -X= X - X 

n 1=1 . 1 n 1=1 1 

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS: 

2 1 K 2 
S = - E fj(X. - X) 

X n j=1 J 

1 k 2 -2 2 -2 = E f. X. -X= X -X 
n . 1 J. .¡ 

J..= 

DONDE LAS x. SON LOS VALORES DE LAS MARCAS DE CLASE DE LOS INTER
J 

VALOS. 

VESVIACION ESTANVAR 

COEFICIENTE VE VARIACION 

~:• ~. 

tt·· 1 
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TRANSFORMACTON VE VARIABLES 

SEA X UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES 

fX (x) , Y SEA LA TRANSFOID1ACION 

Y = g(X) = a + bX 

PARA EL CASO EN- QUE X ES UNA VARIABLE CONTINUA, ·EN TEORIA DE PRO

BABILIDADES SE VIO QUE 

00 . 00 00 

E(Y) = ! (a+bx)fx(x)dx =a ! _fx(x)dx + b ! xfx(x)dx 
-oo -oo -oo 

= a + bE(X) 

Y, ANALOGAMENTE QUE 

o 2 (Y) = b 2o 2 (x) 

•-=-(ESTOS RESULTADOS SON VALIDOS TAMBIEN PARA VARIABLES ALEATORIAS 

DISCRETAS.) 

AHORA_, SI SE TIENE UNA MUESTRA DE TAMA~O n DE LA VARIABLE X, A 

CADA VALOR, x., DE DICHA MUESTRA LE CORRESPONDE UN VALOR, y., DE 
- 1. 1 

LA MUESTRA DE Y DADO POR 

Y. = a + bx; i ..L 

POR LO TANTO, EL PROMEDIO ARITMETICO DE LAS y. ES 
1 

n 

y = ~ ~ y 1 = ~ ~ (a + bx;) - n
1 ~ a + ~1!1 x 1 = a + b~ 

1=1 1=1 ..L 1=1 

ANALOGAMENTE, EL VALOR MEDIO CUADRATICO RESULTA SER 

1 n 2 1 n 2 1 n 1 n 2 2 
= - r (a+bx1 ) = - r a +- r 2abx. + - r b x. 

ni=1 n1=1 n 1=1 1 n 1=1 1 

2 
= a ·'' + 



22. 

T A R E A -· 
0.78 0.38 0.72 0.65 0.72 0.92 0.78 0.65 0.92 0.78 
1.36 1.43 0.65 0.48 o:83 .0.48 0.72 0.48 0.65 0.78 
0.1)5 1.00 0.78 0.78 1.()3 1.26 0.48 0.48 1.06 0.96 
0.65 0.92 0.72 0.78 0.78 0.48 0.28 0.36 0.83 0.48 
0.78 0.49 0.36 0.78 0.78 0.83 0.88 0.96 1.03 .1.21 
0.88 0.57 0.72 1.03 0.92 0.96 ·0.78 1.09 0.92. 1.12 
0.65 0.65 0.83 0.72 0.72 0.78 0.72 1.09 0.83 0.83 
0.83 L06 0.57 0.78 1.23 1.09 1.03 0.18 0.65 1.34 
0.96 0.65 0.48 1.18 . 1.1'2 0.18. .'0.48 0.72 0.57 0.55 
0.96 0.65 0.96 0.51 0.65 1.21 1.48 0.96 0.96 1.40 

1. Agrupar datos por intervalos y elaborar tabla con frecuencias, 
frecuencias relativas, frecuencias acumuladas y frecuencias 
relativas acumuladas (anotar límites, límites reales y marcas 
de clase) . 

2. 

3, 

Dibujar: a) Histograma 

b) Polígono de frecuencias 

e) Curva de frecuencias acumuladas 4lt 
Calcular todas las medidas de tendencia central y. de dispersión __ )' 
que se han estudiado 

a. Sin agrupar datos 

b. Con datos agrupados 



25. 

EJEMPLO 

EN EL PROBLEMA DE LOS RESULTADOS, x., DE m'.J" EXAMEN SOBRE PEDAG0-
1· 

GIA SE OBTUVO LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS INDICADAS EN LAS DOS 

PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE Tl\BLA: 

-r· ... -··· ....... -- ·--·····-··"-··· ·- ··- ··--·· ,¡-------···-·----... ·-···---·-···r····- ............... _ ............ ____ .. ----.. ---r----- .... --y-... --...... --· ¡--·-· .. •. ....... .... r 
¡ .M.AHCAS DE CLl\SE 1 F'RECUENCIJI,S¡ MARCAS DE CLASE ! l <' 1 2 ! 
' X ! f 1 T!'ANc'7 ()P'''1AOA y ' y f' 1 y'· 1 y-.: 1 

: ··········· . ::~·:·· ......... -¡·· ~ : .. , ... ·1··· ,, . ~: -"~ .. ·.· '. ~- i ¡- .. :.~: ···1···: ¡· -~:~-¡ 

75.5 
' 1 

o o 

85.5 1 11 1 1: : i 1: 
··.~----95_._5---~~---I:-= __ 3_:-- --~--j_'_~;: '.-4.1 r~:: 

y= 14/30 = 0.467, y= 48/30 = 1.6, s 2 (y) = 1.6- (0.467) 2= 1.382 

i = [0.467- (-7.55)]/(1/10) = 80.17, s 2 (x) = 1.382/(0.1) 2= 138.2 

CALCULAREMOS EL PROMEDIO Y LA VARIANCIA DE ESTA MUESTRA, CALCULANDO 

PRIMERO y Y s 2 (y) DE LA TRANSFORMACION 

X - ('1 
y = a + bx = 

c2 

(a 
-el 

b 
1 el MARCA DE CLASE CENTRAL = e;- ; = ~~CON = 

2 

c2 .::i!-ANCHO DE CLASE) 

TOMANDO a= _-75.5/lQ y b=l/10 (C1=75.5 y c 2=10), SE TIENE 

y. = <-75.5 + x.)/10 
1 1 

·/~) 
.. 

POR LO QUE ··,, .• 

y 
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Y; LA VARIANCIA, 

2 2-2 S (y} = y -y. = 

ESTAS TRANSFORMACIONES SE PUEDEN EMPLEAR PARA CALCULAR EL PROMEDIO 

y, Y LA VARIANCIA. s 2 (y} DE LA MUESTRA DE UNA VARIABLE QUE RESULTA 

DE UNA TRANSFORMACION Y, CON BASE EN ELLOS, CALCULAR x Y s 2 (x} DE 

LA MUESTRA ORIGINAL, MEDIANTE LAS ECUACIONES 

x = (y - a}/b 

s2 <x> = s 2 (y}/b2 

ESTE PROCEDIMIENTO AHORRA BASTANTE TIEMPO DE CALCULOS CUANDO LOS 

DATOS ESTAN AGRUPADOS, EN CUYO CASO LOS xi SON LAS MARCAS DE CLASE. 

h.··.., .. .::. 

-· 
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27. 

REGRESTON LINEAL 

. . 

CON MUCHA FRECUENCIA SE PRESENTAN PROBLEMAS EN QUE INTERVIENEN 

DOS VARIABLES ALEATORIAS (O UNA ALEATORIA Y UNA DETERMINISTA) Y 

SE DESEA DETERMINAR UNA RELACION FUNCIONAL ENTRE ELLAS. SI SE 

OBTIENE UNA MUESTRA DE PAREJAS DE DATOS (xi' yi) Y SE ANOTAN EN 

UNA GRAFICA X-Y, VISUALMENTE SE PODRA PREVEER EL TIPO.DE RELACION 

ENTRE AMBAS VARIABLES, Y LUEGO .HACER UN AJUSTE MATEMATICO DE ALGUN 

TIPO DE CURVA. 

EJEMPLOS (GRAFICAS DE CORRELACÍON) 

• 
-r-

' 

1-
e 

1 \\} 

... ~. 
-~ ill "· 
~·~ • o 

.... -~ o o • 

~~ • 
-~ () • 
~Ita • 

• . !{¡ñ.J(/-"' relác/o:., o/rer.:.ia61e 
, 

• 

o 



26. 

yl = (-75.5 + 55.5)/10 = 2 

y2 = (-75.5 + 65.5)/10 = -1 

y3 = (-75.5 + 75.5)/10 = o 

y4 = ·(-:75.5 + 85.5)/10 = 1 

Ys = (-:-75.5 + 9.5.5)/10 = 2 

OBSERVESE QUE SE OBTIENE y = O PARA EL INTERVALO CORRESPONDIENTE A 

Xi = c1 , Y PARA LOS INTERVALOS CON VALORES.MAYORES DE X BASTA 

CON IRLE SUMANDO.UNA UNIDAD, MIENTRAS QUE A LOS DE VALORES HENORES, 

IRLE RESTANDO UNA UNIDAD. 

• 



Zx 'x 
. · r '~<VI ]x o 

X <!;;;:----·----------------·-··----··r--·--r··----r-r-r-·-,-··---r---r------~--,--r-......:.·~~---r--,.--- , 1 1 . . 
. .. 1 . 

1 . . 

l. 1 

' e¡· J• 
1 1 1 -l 1 

1 1 1 



28. 

PARA AJUSTAR· ALGUNA CURVA A-UN GRUPO DE DATOS SE PUEDE PROCEDER 

DE DIFERENTES MANERAS, DE LAS CUALES LA MAS SENCILLA ES "A OJO", 

PERO TIENE LA DESVENTAJA DE QUE, POR NO SER SISTEMATICO, DIFEREN,TES 

PERSONAS PROPONEN DISTINTAS CURVAS. DE LOS METODOS ANALITICOS O 

MATEMA,TICOS, EL MAs· COMUN ES EL DE MINIMOS CUAVRAVOS, 

SI X ES IA VARIABLE INDEPENDIENTE Y Y LA DEPENDIENTE, SE DICE QUE LA 

REGRESION ES DE Y CON BASE EN X, Y VICEVERSA. 
1 

EN ESTE CURSO NOS CONCRETAREMOS AL CASO DE UN AJUSTE LINEAL, ES 

DECIR, MEDIANTE UNA LINEA RECTA, DE ECUACION Y=IILX + b, EN DONDE 

m ES LA PENVIENTE Y b IA ORVENAVA AL ORIGEN.· 

~y 
1 

1 

i 

! 

·o 

1> , 

Pendt~~-tfe 
1'](.1/¡;. 

-t----------~ X 

y 

• i o 

() ~nd/enle ~~¡;;}/·/~ 
1 

• 
1 

• 
o 

• . . 
• .... --.. ·--·----·.- .. -----.. ·------·---~X 

. o 



31. 

TABLA .1 , ESTATURA,x (EN CM), Y CIRCUNFERENCIA VE LA CA~ 
BEZA,Y (EN CM), EN ·BEBES AL NACER (VATOS VEL PROF, E. NAVRATI L, 
UNIVERSITY HOSPITAL, GRAl, 7962 J 

:¡; y :.r: y X y X y X y 

---- ---- ---- ---- ----
52 36 so 33 SI 34 SI 36 48 33 
48 34 48 34 49 34 53 33 48 33 

. so 34 Sl 36 SI 36 Sl 36 so 36 
SI 34 54 38 Sl 34 • 49 34 49 32 
47 35 . 49 34 so 35 Sl 35 49 35 
SI 35 49 33 47 35 so 34 48 34 
52 36 49 33 49 34 49 35 50 34 
S2 36 50 34 49 33 so 33 49 34 
53 37 48 33 49 35 47 33 49 34 
48 34 52 34 52 36 so 35 49 33 
50 34 50 34 51 37 49 34 48 34 
52 37. so 33 50 35 so 34 50 35 
52 36 49 35 56 39 48 34 49 33 
so 35 SI 35 52 34 47 35 50' 32 
so 34 53 35 47 34 so 35 54 37 
49 34 48 32 53 36 53 36 so 35 
48 34 48 33 . 49 34 52 36 52 34 
48 33 so 33 49 35 53 38 SI 35 
so 35 51 35 49 34 50 34 52 35 
so 35 52 36 51 35 53 39 48 33 

TABLA 'l, GRAFICA VE CONTEO CORRESPONVIENTE A LA 
MUESTRA VE LA TABLA 1. 

! Estatura x (en cm) 
i Circunferencia 
1 de la cabeza 
1 y (en cm) 

47 48 49 so Sl 52 53 54 SS 56 

39 1 1 

38 1 1 

37 1 1 1 1 

1 36 1 1111 .mt JI 

" 35 111 . .mr· .u+r F 1 1 111' 
34 1 .»-tr .;m wr 111 111 11 1111 

33 1 #tt -Ht1' 1111 1 . 1 

32 1 1 1 
-. 



30. 

AGRUPAMIENTO VE VATOS POR PAREJAS 

CUANDO SE TIENE UNA MUESTRA CON MUCHOS DATOS TOMADOS POR PAREJAS, 

CORRESPONDIENTES A DOS VARIABLES ALEATORIAS, ES A MENUDO CONVE

NIENTE AGRUPARLOS POR VALORES O POR INTERVALOS Y LUEGO OBTENER LA 

VISTRIBUCION CONJUNTA VE FRECUENCIAS- DE LA MANERA QUE SE MUESTRA EN EL 

SIGUIENTE EJEMPLO. 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO CON FINES ANTROPOLOGICOS REALIZADO EN UNA MATERNIDAD, 

SE .OBTUVO LA MUESTRA POR PAREJAS, MOSTRADA EN LA TABLA 1, CORRES

PONDIENTE A LAS VARIABLES ALEATORIAS 

X = ESTATURA 

Y = CIRCUNFERENCIA DE LA CABEZA 

DE LOS NIÑOS AL NACER, 

CALCULAR LA DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS Y DIBUJAR EL 

·HISTOGRM1A CORRESPO~DIENTE • 

. PROCEDIMIENTO: 

l. Determinar·los valores mS.ximos·y mínimos de los datos x y Y.. 

2. Elaborar la tabla de conteo 

3. Elaborar la tabla.con la distribueié5n conjunta de frecuencias. 
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33. 

METOVO VE MINIMOS CUAVRAVOS 

. EL .MEIOOO DE MINIMOS CUADRADOS TIENE COMO CRITERIO EL QUE LA SU~1A 

DE LOS CUADRADOS DE LAS DESVIACIONES DE LAS ORDENADAS, y., RES
l. 

~ 

PECTO A LA RECTA DE REGRESION, yi' SEA MINIMA, ES DECIR, SE TIENE 

UN METODO DE OPTIMIZACION EN EL QUE SE PRETENDE QUE 

n 
D = r 

i=1 

,. 2 
(y. - y.) SEA MINIMO 

l. 1. 

n . 2 
D = r [y: - (b + m,x

1
. ) J 

i=1 l. 

n 
a o - 2 r (y. - b .... mx.) ( -1) = o 
ab - i=1 l. l. 

CON ESTO SE TIENE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOG-

NITAS, b Y m, QUE CONDUCE A 

m= 

b = 

nrx.y. - rx.ry. 
l. l. l. l. 

2 2 nrx. - (Ex.) 
l. }.. 

2 . 

= 

1 
~x.y. - xy 
n l. l. 

rx.Iy. - rx:rx.y. 
l. l. l. l. 1 -

2 2 = y -mx 
nix. - (rx.) 

l. l. 

1 - --E (x. -x) (y. -y) = n l. l. 

s 2 
(x) 

ESTA ULTIMA ECUACION INDICA QUE LA RECTA PASA POR EL PUNTO (x,y). 

SI LAS PAREJAS. DE DATOS ESTAN AGRUPADAS EN K CELDAS Y LA FRECUENCIA 

DE LA CELDA i·ES f. , 
1 K l.Xy 

Y x. Y y. SON SUS MARCAS DE CLASES, 
J 1 J . 

n.r 1.f. x.y. 
m = J= JXY J J 

-K - -- xy n.r 1f. (x .-x) (y .-y) 
= J= JXY. J . -·-· ......,]__,__ 

c:2lxl 
2 . 

e: (x) 

ENTONCES, 

! : 



. 
1
C oN'JGt,YTifl 

TABLA 3! VTSTRTBUCTON.AVE" FREC,UENCIAS VE LA MUESTRA VE LA 
TABLA 11 

Estaturax ten cm) 
Ciréunfcrcncia 

de la cabeza 
y (en cm) 47 48 49 so 51 52 53 54 SS 56 

'• --- --------------
39 1 1 

--- --------------
38 1 1 

----- ---------- ----
37 1 1 1 1 

------ ---- ------
36 l 4 7 2 

--- - ------- -- - -
35 3 S ·.9 6 1 1 

-- ----------------
34 1 7 10 9 3 3 

--'---- ------------ --
33 1 6 S 4 1 

--------------------
32 1 1 1 1 

~ 
1 

i 
HISTOGRAMA CORRESPONVTENTE A·LA TABLA 

·/ 
/ 

¡/ 

56 

32 . 



ADEMAS, TOMANDO EN CUENTA QUE 

LA FORMULA J?ARA CALCULAR LA PENDIENTE CA~1BIA A 

K 

m = c4c2j,gl ~ fxJ'Y;' -c2c4x'y'. 
c~s 2 

(x') 

35. 

EN ESTAS TRANSFO~ffiCIONES c1 Y c 3 DEBEN SER IGUALES A ALGUNA DE LAS 

~ffiRCAS DE CLASE CENTRALES DE x Y y~ RESPECTIVAMENTE, Y c 2 Y c4 DEBEN 

SER IGUALES A LOS ANCHOS DE LOS INTERVALOS DE LOS DATOS DE x Y de 

y) RESPECTIVAMENTE. 

'·· ..... 



34. 

METOVO CORTO PARA CALCULAR LA RECTA VE REGRESTON 

A MENUDO SE PRESENTAN PROBLE~~S DE REGRESION LINEAL EN LOS QUE SE 

MANEJAN GRANDES CANTIDADES DE DATOS Y, ADEMAS,SUS VALORES SÓN DE 

VARIAS CIFRAS. PARA REDUCIR LA LABOR NU~illRICA SE RECURRE A AGRU-

PAR LOS DATOS Y A TRANSFORMAR LAS VARIABLES DE LA MANERA SIGUIENTE: 

X - el y - c3 
x' = ' y' = c 2>0, c 4>0 C· c4 2 

DE DONDE X = e x' 2 + el y = e ' 4y + c3 

EN TAL CASO~ EL PRIUER TERMINO DEL NUMERADOR DE LA FORMULA PARA 

CALCULAR m SE TRANSFORMA A: 

EL 

1 K 
- E f. X .y. 
nj=1 JXY J J 

1 K 

c2c4 E = -n j=1 

1 K 
-· c2c4 - E 

n j=l 

f. x~y! 
JXY J J 

f. x'y' JXY .. 

K 
.!. f . + c2c3 E X~ + .. n JXY J j=l 

c 2c 3Xi + -+ C1C4y' + c1c3 

S~GUNDO TERMINO DE LA MISHA FORMULA QUEDA: 

K 1 . 1 c 1c 4 E -f. y. 
j=1n 1XY J 

Xy - (e x-' + e ) (e y-' + e· > c
2

c
4

_x- 'y-., + c
2

c
3

.x-' + - '2 1 4 ·. 3- . 

+ c1c3 
n -
n 



37. 

·. ! 

EJEMPLO 

OBTENER LA RECTA DE REGRESION DE LAS CARGAS EN LOS PISOS 1 y 9 

DE UN EDIFICIO 

CARGAS EN TON/M2 

ZONA PISO 1 PISO 9 
X y 

A 38 355 

B 354 370 

e 207 307 

D 273 270 

i82 ~·· E 127 

F 324 962 

G 358 222 

H 519 405 

I 147 315 

J 181 420 

K 118 484 

L 114 287 

M- 243 228 

N 522 470 

O. 236 194 
p 269 260 

Q 268 679 

R . 321 366 

S 305 358 

T 335 317 

u 577 . 368 

V 271 284 

RANGO DE X: 577-38 

RANGO DE Y: 962-182 
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36. 

EJEMPLO 

CALCULAR LA. RECTA DE REGRESION DE LOS DATOS ANOTADOS EN LA 

SIGUIENTE TABLA, MEDIANTE EL METODO DE MINH10S CUADRADOS. 

2 
X y xy X 

8 1 56 64 x = 70/10=7, y -2 
= 65/10=6.5, X =624/10=62.4 

6 12 72 36 2 . . 2 
S (x) = 62.4 ... 7 = 13. 4 

4 2 8 16 

6 6 36 36 

1 IO 472 --7 X 6.5 
m = 13.4 

13 7 91 169 

10- 3 30 100 b_= 6 9 5- 0.13 X 7 = 5,59 

1" 6 6 1 

7 2 14 49 

3 9 27 9 

12 11 132 144 - - -- -
I:= 70 . 65 472 624 



-CALCULO DE x 2 y X 

39. 

-------T-·-----·-----·---·- ---· ·-----··------ ·------·-2··---··-· ...... i 
DE f xf X X f INTERVALOS MARCAS 

CLASE 

0.5 ··-100.5 50.5 

100.5-200.5 150.5 

200.5-300.5 250·. 5 

300.5-400.5 350.5 

400.5;...500.5 450.5 

500.5-600.5 550.5 

1 

5 

7 

6 

o 

3 

50.5. 

752.50 

1,753.50 

2,550.25 

22,650.25 

62,.750.25 

2,550.25 

113,251.25 

439,251.25 

2,103.00 122,850.25 . 737,101.50 

1,651.50 303,050.25 909;150.75 

0.00 164,430.25J 0.00 

-------'~-..:..-...------'--------·-- ··-·· -·-· ---- -··- .. ·-- .. ·--·· ..• - ""' .... -- . --- --- ---·· ..... -

E=22 L=6,311.00 

- = -6,311.00 = 
X 2,2 

.... 2 
X = 82,288.66 286 .• 86,. 

¿= 2,201.304.50 - 100,059.30 
22 

s 2
(x) = 100,059.30 - 82~288.66 = 17,770.64 

S tx) = / 17 , 7 7 O • 6 4 = 13 3 , 31 

L=2,201.304.50 

/ 



38. 

TABLA 4. VISTRIBUCION CONJUNTA VE FRECUENCIAS VE LAS CARGAS EN LOS PISOS 1 Y 9. 

~~ 0.5 
100.5 200.5 :300.5 4oo;5 500.5 . 600.5 700.5 800.5 900.5 

1 a a a a a a a a a a 

100.5 200.5 300.5 1 400.5 500.5 600.5 700.5 800.5 900.5 1 000.5 
' 

0.5 1 
q 

1· 1 
100.5. ¡X (1) 

1 :, i 1 
1 l 

1 1 100;"5¡· ' 
1 

1 
. a! !·. 

1 
f 

200.5 .~ .. X (1) . X · (1)1 X . (1) XX(2) ' 

200.51 1 . ' 

1 l 
.. 

! .. 
1 

. a 1 
X {1) :XXXX(4) (1) X {1) l 

1 
300.51 X 

1 
,. 

1 
¡ 

1 300.5 
1 

1 

a 

1 

1 

¡·X 1 ' . 
1 400.51 X (1)1 XXXX(4) (1) i 

í ' 
¡ ' ¡ 400.5 ¡ 1 1 1 

1 

' 1 

1 
a 

1 

1 500.5 1 ¡ 
í i 

1 
¡ 1 

1 
500.5 

1 

1 
i ·' 

1 

a 

.600.5 . X (1) ~ XX (2) 



MARCAS DE CLASE FRECUENCIAS 1 
X y fxy 

50.5 350.5 1 

150.5 1 150.5 1 

1 150.5 250.5 1 

l 150.5 350.5 1 
1 

150~5 450.5 2 

250.5 150.5 1 

250.5 i 250.5 4 
1 

250.5 l 350.5 1 

250.5 650.5 .1 

350.5 
1 

250.5 1 

350.5 350.5 4 

350.5 950.5 1 

550.5 350.5 1 

550.5 450.5 2 

E = 22 
--

xy 

17,700.25 

22,650.25 

37,700.25 

52,750.25 

67,800.25 

37,700.25 

62,750.25 

87,800.25 

162,950.25 

87,800.25 

122,850.25 

333,150.25 

192,950.25 

248,000.25 

E = 

41. 

f 
X 

xy y 

--

1 

2 

1 

4 

3 

1 

4 

17,700.25 

22,650.25 

37,700.25 

52,750.25 

35,600.50 

37,700.25 

51,001.00 

87,800.25 

62,950.25 

87,800.25 

91,401.00 

33,150.25 

92,950.25 

96,000.50 

·--
2,4 07,155.50 

-PUESTO QUE x = 286.86, y= 364.14 Y s2 (x} = 17,770.64 

SE OBTIENE FINAU1ENTE QUE 

m= 

2 f 4 07 1 15 5 • 5o . 22 - (286.86) (364.14) 

17,770.64 1 
= 0.28 

- -b = y mx = 364.14 - 0.28 x 286.86 = 283.82 

-Y = 0.28 X + 283.82 



IN TERVALOS 

10 0.5-200.5 

20 0.5-300.5 

30 0.5-400.5 

40 0.5-SOQ.S 

50 0.5-600.5 

60 0.5-700.5 

70 0.5-800.5 

80 0.5-900.5 

90 0.5-1000.5 

-CALCULO DE y y 2 
y 

r1.AR.CAS DE 
CLASE) y - f yf 

'150.5 2 301.00 

250.5 6 1,503.00 

350.5 8 2,804.00 

450.5 .4 1,802.00 

550.5 o 0.00 

650.5 1 650.50 

750.5 o 0.00 

850.5 o 0.00 

950.5 1 950.50 

- ---

40. 

2 2f y y 

22,650.25 45,300.50 

62,750.25 376,501.50 

122,850.25 982,802.00 

202,950.25 811,801.00 

303,050.25- 0.00 

423,150.25 423,150.25 

563,250.25 0.00 

723,350.25 0.00 

903,450.25 903,450.25 

·-......... -~~-..---.~~ ·-·,..--., . ..-..~_... ----·-------··-···-· ......... ...,,. ... ··--· 

----------
z~zzz-B,Oll,OO l•-3,543,005.50 -- -----·--. ------ .. -----·---- ------------ ------------· _____ ,_ ____ -----·-------------------- --- .... 

- = 8;011-.00 
y 22· = 364.14 , Y. 2 = 132,597.94 

;? - 3,54~2005.50 = 161,045.70 

s 2 (y) = 161,045.70- 132,597.94 = 28,447.76 

S(y) = 128,447.76 = 168q66 

- 2 ~ 2 ' 
TAREA: CALCULAR x, S {x), y y S (y) DE LOS DATOS AGRUPADOS ANTE-

RIOHES, MEDIANTE TRANSFORMACIONES APROPIADAS DE VARIABLES. 
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y 
O .. 5-100. 5 100.5-200.5 200.5-300.5 300.5-400.5 500.5-600.5 f y' ·~y' y •2 f~~ Ef. x'y' 

5o • 5 15 o • 5 2 5o • 5 3 5o • 5 55 o • 5 y . ]xy 

100.5-200.5 

150.5 2 1 2 o 1 o 2 -2 -4 4 8 2 
------+---+--t---+-c-+--+----4--+---+---+-·--4-'--+--·--+----l--+--+----l----t~--+--+----+----. ---
200.5-300.5 

250.5 
----------~-+--+-
300.5-400.5 



42. 

EJEJl.1PLO .· 

RESOLVER EL PROBLEMA ANTERIOR 1-iEDIANTE EL METODO CORTO. 

PARA APLICAR EL METODO COR'l.'O SE EMPLEA UNA TABULACION COMO LA 

SIGUIENTE: 

.·. A 

~ 
y 

2' f ,2 
~,:;;0~/ 

f Y' f y' y' .y I:f. x'y' y y y JXY 
-·-·- .-------------... - ....... 

_ .... C'- K.~~ 

...... e ~~~ ~-- -
.. ~~ ~~~ ~r -

~~.;. ~ 1 --- --· --3 CE D.A j 
··----

i 

-+- ...... , ... ~-- .. -· 
f '1 

X 

"----~ ---·---· .. 
x' 

f x' X ¡ 

"2 
x' 

1 

x'2 ' 
1 

fx i 
1 1 

I:f. x'y' 
JXY l 1 

. PARA LA TR:l\NSFORMAC ION DE VARIABLES 

X .,. el y - c3 
X' = y Y' = e c4 2 

TOMAREl"lOS el -- 250.5p c2 = 100, c3 =·350.5 y c4 = 100. 



• 
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VAR1ANCIA Y ERROR ESTANVAR VE LA ESTIMACION MEVIANTE LE RECTA VE REGRESION 

,., 
CCM) YA SE INDICO, EL TERMINO yi ... y i REPRESENTA LA DIFERENCIA ENTRE 

. EL VALOR· OBSERVADO DE LA VARIABLE Y Y EL VALOR PREDICHO (LA ORDENADA 

DE LA RECTA DE REGRESION) CORRESPONDIENTE A x .. DICHO TERMINO SE 
. 1 

LLAMA ERROR VE PREVICCION O VE ESTIMACION. POR EJEMPLO, SI PARA x 3=50 

SE OBSERVA QUE y
3

=65, Y LA ECUACION DE LA RECTA DE REGRESION ES 
.¡,.# 

y=JO x + 21.9, EL VALOR PREDICHO RESULTA y
3 

=oJO x 50+ 21,9=56.9,Y EL 

ERROR DE PREDICCION CORRESPONDIENTE ES 65 - 56·. 9 = 8 .1. 

LA VARIANCIA VE LA PREVICCIO!J O VE LA ESTIMACION, S~ l x, (JJE ES UNA ESTIMA

.. C;ION GLOBAL DEL ERROR DE PREDICCION PARA TODOS LOS PUNTOS OBSER-

VADOS, SE DEFINE MEDIANTE LA FORMULA· 

i=N 
E 

i=l 

..V 2 
(y. - y.) 

1 1 

N 
(I) 

EN DONDE N ES EL TOTAL DE DATOS DE Y. ADEMAS, SE PUEDE DEMOSTRAR 

QUE s 2
1 

SE RELACIONA CON LA PENDIENTE DE LA RECTA DE REGRESION y X 

MEDIANTE LA ECUACION . 

PUESTO QUE LA ECUACION y = mx + b SE OBTIENE MEDIANTE EL METODO DE MINI 
i=N ,..., 

2 
. -

MOS CUADRADOS, EN EL CUAL E (y. - y.) TIENE EL MINH10 VALOR PO-
. l. 1 1 
1= 

SIBLE, Y Cm·10 LA VARIANCIA DE LA PREDICCI0N SE CALCULA CON LA 
~ .· 

EC (I), LAS PREDICCIONES BASADAS EN LA RECTA DE MINIMOS CUADRADOS 

SON TALES QUE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION ES MINIMA. 



44. 

. x'· = 2 ~ = 0.3636; Y' = -J = 0.1364;, ~ = ~; = 1.9091, ?= ~; = 2.8636 

. s2 (x') = 1.9091~(0.3636) 2 = 1.7769; s 2 (y~) = 2.8636-(0.136~) 2 = 2.8450 

-
X = e x' + e 2 1 = 36.36 + 250.5 = 286.86 

- e y' c3 13.64 364.14 y = + = + 350.5 = 4 

1 ( O . 3 6 3 6 ) (O • 13 6 4) lOO 22 12 - o. 4 9-5 9 m = '= = ·o. ~8 lOO l. 7769' 1~7769 

- -b =y mx = 364.14 -··o.2s x 286.36 = 283.96 

Yt 
~ .... ~---- ---+ 
is<'·9t 1 

7S?J,.[t . 1 

,SD,'s ---· -----<} l 
5so . .J t 1 1 -

¡ . 1 . 

</SO • .[ t - - - -4- -- - j- -- - J• 
1 1 (5i.,yJ 

,3$0·S ----+--__._ .t=--. --~---

~so.s - _,_._J_ -!f-t · ¡ 
/50·S L _._, __ l_ +. . 1 

.· . 1 1 1 i ' 
~-o.s ~ 1 1 ; 1 1 ----o-~1-.. ·--·-- ·t--- -----~--------··.L...... ....L. ________ ~._ ... ····· J __________ ... _____ ---.L.····---· ... ·>:X 

o . ..,.~-':'·'-? '-:- t.,• 
' .~ f> ~ ~ p ti ~ ~ "') 'i-. ·'Ú 

TAREA: CALCULAR LA.HECTA DE REGRESION, Y TRAZAR LA GRAPICA CORRES

PONDIE~TE, DE LOS DATOS AGRUPADOS DE LA TABLA 3. 



1. 

47. 

VESVIACTONES U.JEXPLIC,6.VAS NO EXPLICADAS) • 

COMO CONSECUENCIA DE LA ECUACION ANTERIOR, SE PUEDE DEr10STRAR QUE 

i=N - 2 i=N 
""" - 2 

i=N: ,..; 2 
¿ (y i - y) ¿ (yi - y) ¿ (Y i - yi) 

i=l i=l i=l = + 
N N N 

EL MIEMBRO IZQUIERDO DE ESTA ECUACION CORRESPONDE A LA VARIANCIA, 
2 . 

S (y), DE LOS DATOS DE y. EL SEGONDO TEID1INO DEL MIEMBRO DERECHO 

ES PRECISAMENTE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION, s 2 ¡ , CONOCIDA TAM
y X 

BIEN COMO. VARIANCIA INEXPLICADA. EL PRIMER TERMINÓ DEL MISMO MIEMBRO 
2 ,...,· 

SE DENOMINA VARIANCIA EXPLTCAVA, Y SE REPRESENTA CON EL SIMBOLO S (y) • 

EN CONSECUENCIA, SE PUEDE ESCRIBIR 

2 2 ~ 2 
S (y) = S (y) + S j y X 



46. 

IGUAL QUE LA DESVIACION ESTANDAR DE UNA MUESTRA SE D~FINE COMO LA 

RAIZ CUADRADA DE LA VARIANCIA, EL ERROR ESTANVAR VE LA ESTIMACION O VE 

LA PREVICCION, S 1 , SE DEFINE COMO LA RAIZ CUADRADA DE LA VARIANCIA y X 

DE LA ESTIMACION, ES DECIR 

s., =~, y X y X 

~~ SE DIJO QUE LA DIFERENCIA yi - y1 REPRESENTA LA DESVIACION DE UNA 

ORDENADA OBSERVADA RESPECTO A SU ORDENADA PREDICHA MEDIANTE LA RECTA 

DE REGRESION. EXISTE OTRO TIPO DE DESVIACION: LA DE LAS ORDENADAS 
< •' • 

~ 

PREDICHAS MEDIANTE LA RECTA DE REGRESION, yi 1 RESPECTO AL PROMEDIO 

ARITMETICO, y, DE LAS ORDENADAS OBSERVADAS, y 1 • ESTA DESVIACION, 
,.., -

INDICADA COMO y i - y, SE LLAMA VESVTACION EXPL:ICAVA, YA QUE DE LA 

ECUACION 

SE OBTIENE 

= m(x .-x) . 
1 

=y+ m(x.-x) 
1 

-LA CUAL INDICA QUE LAS DESVIACIONES DE yi RESPECTO A y SE EXPLICAN 

EXCLUSIVAMENTE POR (SON FUNCION DE) LA DESVIACION DE x1 RESPECTO 

A x. 

! 

SI A LA DIFERENCIA y. - y SE LE LLAMA VESVIACION TOTAL DE y. CON RES-
1 . 1 

PECTO AL PROMEDIO ARITMETICO, y, LA ECUACION 

-y. - y 
l. 

.,...J ~ 

= (yi - y) + (yi - yi) 

INDICA QUE LA DESVIACION TOTAL ES IGUAL A LA DESVIACION EXPLICADA 

MAS y. - y 1 i. LAS DESVIACIONES yi - yi OCURREN AL AZAR, ES DECIR, 

p~·r FORMA INEXPLICABLE, DE AHI QUE SE LES CO~:VJZCA CON EL NOMBRE DE 
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CASO VE CORRELACTON PERFECTA 

CUANDO SE PLANTEO EL METODO DE ~~INIMOS CUADRADOS PARA ESTIMAR LA . 
. . 

RECTA DE REGRESION LINEAL ENTRE DOS VARIABLES, ESTE SE DESARROLLO 

SOBRE LA BASE DE HACER MINIMA LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE LA DES-

VIACION VERTICAL DE CADA PUNTO RESPECTO A LA RECTA DE REGRESION, 

ESTO ES QUE 

N ... 2 
D = r (y i - yi) = MINIMO 

i=l 
(1) 

EN DONDE 

,.., - - -
yi =- mx. + b = mx. + 

1 1 
y mx = y + m (xi" - X) (2) 

,.., 
SUSTITUYENDO A yi EN LA EC ( 1) Y AGRUPANDO TERMINOS SE OBTIENE 

N 
- J 2 D = r [(y i - y) - m(x. - x) (3) 

i=l 1 

OBSERVESE QUE D ES CERO SI~ Y SOLO SI, CADA SUMANDO ES CERO, ES 

DECIR, SI 

y
1
. - y - m(x. - x) = O 

. 1 
PARA TODO i. 

PARA LO CUAL SE REQUIERE QUE TOVffi LOS PUNTOS (x., y.) QUEDEN SOBRE 
1 1 

LA RECTA DE REGRESION, DADA POR LA EC (2), EN ESTE CASO SE DICE 

QUE LA REGRfS TON fS PERFECTA. 

POR OI'RA PARTE, DESARROLLANDO EL BINOMIO AL CUADRADO DE LA EC ( 3) 

OBTENEMOS 

N 
- 2 2 - 2] D = ¿ [(y i y) - 2m(y. - y) (xi x> + m (xi - X) 

i=l 1 

= NS 2 (y) ..,.. 2mN s2 + NS 2 (x)m2 
xy 
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MEVIVAS VE CORRELACION 

CUANDO SE REALIZAN ESTUDIOS ESTADISTICOS EN QUE SE INVOLUCRAN 

DOS O 1'-!AS VARIABLES ES A ~>1ENUDO CONVENIENTE CONTAR CON UNA MEDIDA 

NUMERICA DEL GRADO DE ASOCIACION O RELACION QUE HAY ENTRE ELLAS. 

UNA DE ESTAS MEDIDAS SE DENOMINA COVAR1AMC1A , S 4 XY, LA CUAL SE DE

FINE COMO: 

EN DONDE 

{x. , y . ) = PAREJAS DE DATOS. 
l l 

-x = PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARIABLE X 

y = PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARIABLE y 

N = TOTAL DE PAREJAS DE DATOS 

OTRA MEDIDA DE CORRELACION, QUE RESULTA ADIMENSIONAL, ES EL COEFI-

CIENTE VE CORRELACION, Pxy' QUE SE DEFINE COMO 

= s
2
xy .. _ < 

S{x) s{y), 1 Pxy 1 1 

EN DONDE 

2 S·XY = COVARIANCIA ENTRE X y Y 

~x) = DESVIACION ESTANDAR DE LOS DATOS DE X 

S{y) = DESVIACION ESTANDAR DE LOS DATOS DE Y 

y 
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OS O VE CORRELACION NULA 

LA CORRELACION ENTRE LOS DATOS DE DOS VARIABLES ALEATORIAS RESULTA 

NULA SI S =O (O p =O) LO CUAL SUCEDE CUANDO m=O (VER EC (S)). 
xy xy 

EN TAL CASO, LA RECTA DE REGRESION DE Y CON BASE EN X TIENE COMO 
,.. 

ECUACION A y = y, Y LA DE X CON BASE EN Y, A X = X (m=oo). 

r 
1 
1 

1 

1 • 
1 

~ 

1 • 
1 
1 
; 

x-:: x. 

1

"""'-

• 1 , . 
j • .-"\..t -

.. ~~ : ¿t/ y~y 

·~y) 
i • 
1 
1 

~-¡ 
1 ¡ 

---t--------+,--- ·--···-·--·-·····----~X .. 
¡ 



50. 

EN EL CASO DE QUE TODOS LOS PUNTOS DE LA MUESTRA QUEDEN SOBRE LA 

RECTA DE REGRESION SE TIENE QUE 

2 . 2 2 2 
D = NS (y) = 2m NS + m NS (x) = O 

xy 

POR OTRA PARTE, T01-1ANDO EN CUENTA QUE 

1 N 

N 
¿ {X. - x> (y. - y) s2 

i=1 l l 
m = = ~ 

s
2 

(x). s 2 
(x) 

LA EC (4) QUEDA EN LA FORMA 

DE DONDE, EN EL CASO DE REGRESION PERFECTA, 

{~;y> 2~ =S2 (x) s2 (y) 

Y, SI S(x)>O Y S(y)>O, 

( 4) 

{5) 

(6) 

2 
Pxy = 

s 2 (x)S2 (y) 

s 2 (x)S 2 (y) 
= 1, O SEA, pxy = + 1 

CUANDO ESTO SUCEDE, ES DECIR, SI pxy 

CASO DE CORRELACION PERFECTA. 

' = 1 O pxy = -1,-SE TIENE EL 



EN DONDE f. ES LA FRECUENCIA DE LA CELDA i, x 1 Y y' SON LAS 
J. XY 

53. 

MARCAS DE CLASE DE LOS INTERVALOS, Xi Y fi SON LOS PROMEDIOS ARIT-

METICOS 1 Y S(x') Y S(y') LAS DESVIACIONES ESTANDAR DE LOS DATOS DE 

X' Y Y 1 OBTENIDOS MEDIANTE LAS TRANSFORMACIONES 

xi = 

. EN DONDE 

el = MARCA 

c2 = ANCHO 

c3 = MARCA 

c4 = ANCHO 

DE 

DE 

DE 

DE 

y y' = 
Y - c3 

c4 \ 

CLASE CENTRAL DE LAS x 

LOS INTERVALOS DE CLASE 

CLASE CENT~-L DE LAS y 

LOS INTERVALOS DE CLASE 

DE LAS x 

DE LAS y 



RELACION ENTRE EL COEFICIENTE VE CORRELACION Y LA PENVIENTE VE LA RECTA 

VE REGRES ION 

TOMANDO EN CUENTA QUE 

s2 . = xy 
f?(x)S(y) 

N 
= 1 

¿ (x. - x) (y. - y) 
N i=l 1 1 

52 

Y HACIENDO SUSTITUCIONES EN LA ECUACION PARA CALCULAR LA PENDIENTE 

DE LA RECTA DE REGRESION SE OBTIENE 

1 N 

N E (x.-i) (y.-y) 82 S(x)S(y) i=l 1 1 Pxy -
;K~· - - - -~ m = = = 

s 2 (x) s2 
(x) s 2 (x) 

O SEA 

m = p §J.ll 
· xy S(x) (8) 

DE ESTA ~1ANERA, SI CALCUL~10S m MEDIANTE EL METODO CORTO DESCRITO 

ANTERIORMENTE, PODEMOS CALCULAR p DESPEJANDOLA DE LA EC (8), xy 

ES DECIR, EMPLEANDO LA ECUACION 

= S(x) 
m S(y) (9) 

ALTERNATIVM1ENTE, MEDIANTE EL METODO CORTO SE OBTIENE p EN FORMA xy 

DIRECTA USANDO LA ECUACION 

Pxy = 

1 N 
N r f. x'y' - x' y; 

i=l 1 xy 
S (x 1 ) · S (y 1 ) . (10) 



1 

! 
i 
¡_ 

t 

SS. 

EJEMPLO 

DIEZ VIGAS DE ~·'lADERA NOMINALMENTE IDENTICAS SE PROBARON CON UNA 
.. 

CARGA CONCENTRADA EN EL CENTRO DEL CLAROj LOS RESULTADOS SON LOS 

ANOTADOS EN LA TABLA SIGUIENTE, CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRE

LACION, LA RECTA DE REGRESION Y LAS VARIANCIAS EXPLICADA E INEXPLI

CADA. 

-·--··-~~-· 

CARGA DE FALLA DE FLEXION MA- - - <x-x> (y-y) - 2 - 2 
EN KG XIMA, y, EN CM 

x-x y- y (x - x) (y - y) x, ' ..... ... 
.. 

950 0.33 140 0.017 2.38 1'9 ,6o·o 0.000289 

1050 0.37 240 0.057 13.68 57,600 0.003249 

750 0.28 - 60 -0.033 1.98 3,600 0.001089 

900 0.30 90 
' 

-0.013 - 1.17 8,100 0.000169 

700 0.27 -110 -0.043 4.73 12,100 0.001849 

650 0.28 -160 -0.033 5.28 25,600 0.001089 

950 0.35 140 0.037 5.18 19,600 0.001369 

850 0.40 40 0.087 3.48 1,600 0.007569 
' 600 ! 0.26 -210 

i 
-0.053· 11.13 44,100 0.002809 

700 ' 0.29 -110 -0.023 2.53 12,100 1 0.000529 
·- -- . -- -· ·- .. 

L:= 8100 
1 

¿ = 3.13 ¿ = o t= o t=49.20 L:=~04 ,ooo ]-ü~ü~~i~·J 

- 8100 
X= --ro- = 810 KG; y = 3 i ~ 3 

= O • 313 C~1; S ~y = 
49.20 

10 

S2(x) = 204,000 = 20 400 10 ' i 
S(x) = 120,40~ = 142,83 

= 4.92 

0.020010 
10 = 0.002001; S(y) = lo.oo2oo1'= o.o447 

4.92 = = l42.S3 X 0.0447 0.77 

m= pxy S(y}/S(x) = 0.77 x 0.0447/142.83 = 0.000241 CM/KG 
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54. 

RAMGO VELCOEFICIENTE VE CORRELACION · 

DE LA ECUACION CON QUE SE CALCULA LA VARIANCIA DE LA ESTIMACION 

(7) 

SE CONCLUYE QUE p ;y _:: l, YA QUE S~ l x~ O; EN CONSECUENCIA 

-l<P. <1 - xy_-
( 8) 

·· ..... , . >' h o\-~ e ,' \' 



57, V 

EJEMPLO 

CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRELACION MEDIANTE EL METODO CORTO DE 

LOS DATOS LASIGUIENTE TABLA. OBTENER TAMBIEN LA ECUACION DE LA 

RECTA DE REGRESION CORRESPONDIENTE. 

CALIFICACION, TIEMPO, Y, CALIFICACION TIEMPO, Y, 1 

X EN MIN. X EN MIN. 1 
1 

. 97 77 87 83 1 
1 

97 86 87 58 
! 

95 60 87 79 

95 52 86 60 

94 62 85 62 

94 86 83 72 

94 80 82 68 

93 '79 82 66 

93 92 .83 71 

93 88 81 70 

92 74 80 65 

92 1 43 80 84 

l 92 61 7Q 82 
1 92 75 79 93 1 .. 

1 91 79 79 76 .1 

1 90 
1 

62 78 71 
1 1 

.¡ 90 
1 

81 77 89 
1 
1 90 

1 
80 77 71 

' 
1 

90 1 76 77 98 
1 

90 70 76 92 

1 
89 67 76 82 

88 l 69 74 98 . 

88 
1 

81 72 78 

1 

88 8Q 79 '93 

87 91' 70 78 
-·- ·---
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56. 

' i. 

b = 0.313 - 0.000241 X 810 = ~.118 CM 

,., 
y= 0.000241 X+ 0.118; SI X = 600, y = 0.145 + 0.118 = 0.263 

y 
f 

0.40 ! 

i< 

í 

;1 .._ 

--y= 0.00024ix+ O.i18 0:35 
X ! \ 

1 

1 
1-- j )1 ' : (>e,YJ 1 

a313- !- - - _, ., 
¡ 

0.30 ! ¡ ! 
' • ~ 
i i --'Í1 

)( . ¡ ¡ 

• ' 
1 0·263 1 

0.25 600 
X 700 JUO(J :HOO 

82 
s

2 
(y) (1 2 

0.002001 (1 0.77) 2 
0.000106 

= - Pxy> = - = Y/X 

sy/x = 0.0103 

-S(y) = 0.0435 
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r~ 72.~-~.s-~~~T--;o.s -~~:s __ -~;{_~y' 
-... --~-·· 

fyY' 
' ,2 fyY'2 Ef. x'y' y 

1XY --- --·-··~·-

45.5 1 -2 1 .,..2 j 1 -2 -2 4 4 -2 
¡- 1 

. 
1 

55.5 to 2 o i ' l-2 2 -4 4 -1 -4 1 4 -4 

o lo 
1 

1 65.5 
1 

1 o 2 3 o o 5 ol o 1 o 11 o o o o o ¡ ¡ 

75.5 2 ..:.4[-1 -3 lo 
¡ 

1 ¡-2 3 3 o 1 7 7¡ 2 2 4 17 1 17 1 17 4 

las.5. l-2 
! . 1 

4 -s¡o 1 o 1 2 3 6i 4 2 8 10 2 1 20 1 4 40. 6 

l-6 
1 o ¡ 3 

1 ! 
1 

1 1 

95.5 2 -12!-3 3 -9 o 1 1 31 7 3 ! 21 9 63 -18 
' 

1 

___¡·---~--t l. i 

' 1 
-t . 

1 i \ 

1:~ 
1 4 ¡12 ¡ 10 17 ~ 7 50 . i 52 1 ¡. 128 -14 1 
1 i 1 ' ¡ ¡ 1 ! 

11 ' 1 
-2 ¡ o ! 1 

¡ 

2 ! \ ¡_ __ ____j 1 ' 

\txx' / 
1 i 1 t -8 t12 j o 17 i 14 11 

1 ! 
! 2 ¡ 1 j r 
lx' 4 !1 o 1 ¡ 4 

' 
f x• 2 \ 1 

1 
¡ • 16 !12 17 r o 28 73 , f 

X ! ¡ ¡ 1 
J ¡ 

Ef. x'y'i -16j -20¡ ol 141 8 -14 
1XY í 1 l l '----·-··----i.---. -~-----¡----. ---·------ - -

c1 = 84.5; c2 = 6; c3 = 65.5; c4 = 10 

x' 11/50 0.22; y' 1 

52/50 1.04 = = = 
-
X == 6 X 0.22 + 84.5 = 85.82; 

-· y = 10 X 1.04 + 65.5 = 75.9 

2 (0.22) 2 11.42' = S '(x 1 ) = 73/50 - -· l. 42; S (X 1 ) 1.19 

s2 (y' ) =128./50 - (1.04) 2 = 1.49; S (y') = 1'1.491 = 1.22 
~. : 

S(x) ~ 1.19 X 6 = 7.14; S(y) = 1,22 X 10 == 12.2 

== -14/50 - 0.22 X 1.04 = _ 0 3~ 
P~y 1.19 X 1.22 • -

m- -0.35 x 12.2 1 7.14 =-0.60 

b 75.9 - (-0.60) 85.82 = 127.39 

TAR.t:A: TRAZAR EL DIAGRAMA DE CÓRRELACION Y LA RECTA DE REGRESION ·cORRES-

PONDIE!:;TE, Y CALCULAR EL ERROR ESTANDAR DE LA ESTJMACION. 
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DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS: 

~~ --- .----·--

1 

70-75 76-81 82.-87 88-93 94-99 
~ ...... ~·-- 1-·--· -·---

41-50 1 
,. 

~-~51-60 2 

1 61-70 2 3 5 1 

~i--80 2 3 3 7 2 
- . [[i90 4 1 

1 

3 2 

..!_0~-~-2 3 L__1 1 j ·-

i, 
1' 
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J 
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1 ¡ 1 j 
1 • 1 ' 1 1 1 . ¡ 
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c!ttlos 

1 
1 
¡ 
! 
~ -

! 
¡ 
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SERIES CRONOLOGICAS O 

SERIES DE TIEMPO 

Se le denomina serie cronológica o de tiempo a toda serie de 

observaciones (datos) tomados en tiempos específicos, que en 

general están igualmente espaciados (cada hora, cada semana, 

cada mes, cada año, etc.) 

.Componentes de 

una serie ero-

no lógica 

>-
'\ 

.~ 
' lo 
~ 

d 
~ 
~ 

~ 
·~ 

1 
.~ 
' ~ 

~ 

1 

1 
1 

Tendencia general.- Indica hacia dónde 

tiende la serie cronológica 

Compon~e estacional.- Indica las va~ 

riaciones periódicas que ocurren a cor-

to plazo (en periodos menores de un afio) 

Componente cíclica.- Indica las variacio-

nes p~ri6dicas que ocurren a largo plazo_. 

(en periodos mayores.de un año) 

Componente irregular.- Indica las varia-

ciones que ocurren al azar. 

7(z 11 d rz 11 el a__ 

¡jHea../ 



Méto.dos de 

cálculo 

y 

......_ ________ .. _____ _ 

TENDENCIA GENERAL 

Mínimos cuadrados 

Dos promedios 

Promedios m6viles 

MININOS CUADRADOS 

6'1.. 

rou..a.. .. de 

_,;0 "r<~~:á/cC/;/u_ 

El m~todo de mínimos cuadrados se estudi6 en el capítulo de re-

gresi6n lineal para el caso de tendencia modelada mediante una 

lineá recta. 

Si la tendencia no se puede modelar razonablemente mediante una 

recta, es.necesario emplear una relaci6n no lineal, que puede 

ser un polinomio de orden M, dado por 



En este caso las constantes b. que hacen mínimo el error cua
l 

drático respecto a la linea de regresi6n, q, se obtienen de 

resolver un sistema de ecuaciones simultáneas que resultan de: 

en donde 

O .Q_g_ 
' b d J 

q = 

·= o .Q_g_ 
' b a 2 

n "'* 
¿ (y.-y.)2 

. 1 1 1 1= 

En el caso de un ajuste parab6lico (m= 2), por ejemplo, 

q = 
n . . 2 2 
E (y. -b 0-b 1t. -b 2t.) 

i=1 1 . 1 1 

~ 
n . 2 

o :: -z r (y.-b0-b 1t.-b 2t.) = 
e>bo i=1 1 1 1 

n 
~· 

. 2 -
:: -2 E (y.-b0-b 1t.-b 2t.)ti-o . 1 1 1 1 1 1= 

Slq n 2 . 2 
o = -2 E t.(y.-b0-b1t.-b 2ti) F 

()b 2 . 1 1 1 1 1= ' 

Estas tres últimas ecuaciones constituyen ¡·'1 sistema con tres 

·> -
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incógnitas, b0 , b1 y b 2. Este sistema se puede reescribir en 

la forma: 

.·. ,·,· ,· 

·. ¡} ~' . . ' 
""' 1 

Cuando al observar la gráfica de Y contra t se concluye. que 

es razonable ajustar una funci6n exponencial de la forma 

se puede resolver el problema trabajando con logaritmos, ya que, 

en tal caso» 

,., 
lnY(t) = ln a+mt 



64. 

o sea 

-Z(t) = mt+b 

que es la ecuaci6n de una linea recta y, por lo tanto, las 

constantes m y b = ln a se calculan mediante las f6rmu-

las que se obtuvieron ~para el caso de regresi6n lineal, 

con 
,.., 
z . 

1 
. -· = lnY(t.) 

1 

-;) 
§: 

~.¡ ,, 
~ 

'((t-) 

• 
~ . 

'- 1 
fltl 

l / 
1 
¡ 

1 ¡ 
l 

' l 
1 

! 
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METODO DE DOS PROMEDIOS 

El método de dos promedios consiste en dividir los datos en 

dos partes y calcular el promedio de las Y. 
1 

y los tiempos. 

centrales correspondientes a cada parte, con lo cual se ob

tienen los puntos (t1 ,Y
1

) y (t2 ,Y 2) por los cuales pasa 

la recta buscada 

EJEMPLO 

Año Número de Año Promedio 
autos vendidos central 

1951 860 

1952 910 1952 929 

1953 1018 

1954 1326 

1955 1749 1955 1 ~ 7 33 

l_::56 2125 
-~~~'-'· I:t#.O:>::i'J-

_j. 

, tliit's 
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PROMEDIOS MOVILES 

Los promedios móviles de orden N de la serie de números y 1 , 

y 2 ,y3 , ... ,yN, yN+ 1 , ••. ,yn es la secuencia de promedios arit

méticos 

Yz+y3+ ... +yN+1 
N 

Por ejemplo, los promedios móviles de orden 2 de los números 

3, 9, S y 1 es la secuencia 

3+9 -z- = 6, 
9+ S 
-2- = 7' 

1 

mientras que los de orden 3 son 

3+9+5 
3 

9+ S+ 1 
= 5.67, 3 = 

S+ 1 = 3 -2-

5.00 

Cuando se obtienen los promedios móviles de los datos de una 

serie cronológica, cada promedio se asocia con el tiempo cen-

tral de los tiempos que le corresponden. 



EJEMPLO 

r:~ . Ncime_r_o -d--e--. --r--P-r_o_m_ed-~-o-m-ó~v ...... 1-. 1----t 

L_: ___ . _· ~Autos vendidos 

l 1951 ! 860 ~ 
..__---+------+---·--~·····_;__--------; 

r 1 9 s 2 1 . 9 .1 o 929 
!-----+------t-t~----r-----·--------¡ 

1 1953 tl . 1,018 1,085 

¡ 1954 1-. -:.-,-, 3-2-6---t'_:..t-.~-l---t--··-·_··---=====1·-, -36-4------; 

~+~~---1_,_74_9 __ ~·~· --+-------1_,_7_3_3 ______ ~ 
. 1 2~121 

~ 
~ mt>IJ· 

'~ ' ;::¡ 
~ . j 

' 
j· 

!a70~. 
! . 

j 

1 

! 

1 

' .1 

l 
1 

N 
~ 
t¡.... 
....... 

' ---+--

~ 
"'::).. 
~ 
\)... 

\)'. ....... ........ 

~ 
11'-
........ 

1 

' 1 

1 

1 

a.ios 

67 .. 

860+910+1018 = 
3 

-=-9-=-1 ..::..0 +_1~0=--1:.....:8:.._+_:1-=3-=-2~6 = 
3 

1018+1326+1749 = 
3 

132 6+ 1 7 4 9+ 21 21 = 
3 

929 

1 , 08 S 

1,364 

1 '7 33 
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COMPONENTE ESTACIONAL 

Como ya se dijo, la componente estacional sirve para indicar 

las variaciones peri6dicas que ocurren a ~orto plazo (periodos 

menores de un año), tales como los aumentos en las ventas en 

navidad de cada año, o el aumento en la demanda de servicio en un 

banco cada fin de semana. 

Al proceso de separar las cuatro componentes de una serie de 

tiempos se le denomin~ proceso de descomposici6n. En este pro

ceso usaremos los símbolos, T, E, C e I para denotar, respecti

vamente, las componentes de tendencia general, estacional, cí-

clica e irregular. Además, consideraremos que la serie se com-

pone del producto de las cuatro componentes, es decir, que 

Y = T E C I 

Si eliminamos a la componente estacional de una serie nos queda 

solam~nte T C I; si luego dividimos a la serie entre T C I ob

tenemos E, ~s decir 

y 
TCI = TECI 

TCI = E 

Si la componente estacional se requiere para los meses del año y los 

datos son mensuales, para eliminarla se requiere sacar los prome-

dios m6viles de orden 12. Si s~ requiere para las semanas y los 

datos son semanales ,E se elimina calculando los promedios m6viles 

de orden 52. 



/' 
¡' 

'¡ 

69. 

Resumiehdo, para calcular la componente estacional se prac-
, \ ) . 

tic~ ;el :siguiente procedimiento: 
\ \ 
\ ) 

1. 2álcrilo de los promedios móviles (se obtiene TCI) 
\ 

2. cátc~lo de los porcentajes de los promedios móviles (se ob-. '\ 

. ' \ \ 
tiene TECI/TCI = E) 

' \ . 
\ ' 

3. Se cal~ulan las medianas de los valores correspondientes a ,, 

cada peitodo (tambi6n se pueden usar los promedios aritm6-
\ 

tices). ~on esto se obtiene un valor representativo (de. 
\ 

tendencia c'entral) de los valores de cada periodo. 
\ 

\ 
4. Se calculan los índices estacionales haciendo que el prome-

\ 
\ dio de estos p~r periodo sea de 100%. 

\ 
¡ 
\ 



EJEMPLO 

En la siguiente 

de fertiJI.izante 

f 
70. 

} 
1 
( 

/ ' / 
tabla se presenta el consumo promedio pfr lia. 

que se consumi6 en una iegi6n agricola.l Gbte-

ner la co•ponente estacional. // ', 

i 1 
~-,--------~------------~~----r---------~---------------;-~'·~1 ____________ __ 

Promedio m6vilt:/Porcentaje del 
centrado, TCI ¡'~ promedio m6vil 

Año Trimestre Consumo, Y 
ton/dia 

Suma Promedio 
m6vil 

r--+--·------+---------~------;---------~----------·---· Y/TCI =E~% 1 

1 

9 

6 

S 

1 

9 

6 

6 

1 

9 

6 

7 

1 
1 

9 

6 

8 

1 20 1 
1 

---~--~-r-----------+------~----------+------------~1--+-----------~--~ 1-· 

2 .50 
f---

3 35 

4 21 

1 ' 18 

2 43 

3 30 ... 
'< 

4 1,, 1 S 
-·.,\··· 

1 

2 

3 
~~======~==·======~=======T~ 

4 

1 

2 

3 

4 '24 145 

''· 
Puesto que 1 los datos están dados por trimestre el ifidi~~ eStA

cional que se obtendrl·será pira los trimestres, por lo ¿ual 

los·promedios m6viles para eliminar, como primer paso, a la com 

_ponente estacional deben ser de orden 4. 



7tJ' 

$en'e cn?h o/eí/f:~ ; 

rEc..r 

J./o 

30 

lo 

--l~-· . l . .1...,_._--l _ _l __ , ___ J_ -• -- _._1 -L--4-1 ~J ' 1 • 1 • . , • l o 1 -•: ' ' 1 
l L +-- 19~~ '( /9&:,6 K . /96;?-----+-/f~R .-J-. 

... 



20+50+35+21 126 = = 4 4- 31. S; 126-20+18 
4 = 124; 

71. 

etc. 

31.5+31.0 
2 = 31.3; 

31.0+29.3 
2 = 30.2; etc. 

(35/31.3) X 100 = 111.5%; (21/30.2) X 100 69.5%; etc. 

! -------~ ·~··-

,_....._. ______ 
l 

Porcentaje de los pro-
medios móviles 

Trimestre\ 1965 1966 1967 1968 Mediana 
Tr~d~·c-=-
-~"::.io~a_l_;..~_o_"' ---t ·--·· 

1 1 62.71 66.2 55.8 1 

2 157.5,169.9 171. 2 
1 

3 111. 5 1111 . 1 104.2 

4 69.5 
74.5 L~-

50.3 
1 

L 1 [ 

62.7 

169.9 

1 1 1 . 1 

69.5 

; 60.8 
1 
!. 164.5 

1 

_1 07. S 

67.3 

= 413 _ •. _2 ..J._¡_r_=_4 o_o_._1 __ :!:_4 _o o 

Para que el promedio por estación sea de 100% se requiere mul

tiplicar cada mediana por el factor 

400 
413.2 = 0.968 

62.7 X 0.96B = 60.8%; 169.9 X 0.968 = 164.5 

,, 
111.5 X 0.968 = 107.5; 69.5 X 0.968 = 67.3 



17o 

/hO 

IJ?; 

11/o 

!~o 

IZO 

11~ 

/oo~--------~------~---------~~~-------
1 

1 

1 _._,_ 
1 

1 

1 

1 

1 

·1 

' 1 

1 

--- ·- __ ,_- -·- --
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

l .. 

T 
1 

1 

71' 
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COMPONENTE CICLICA 

Como ya se indicó, la componente cíclica de una serie crono

lógica indica las variaciones periódicas que esta tiene a lar-

go plazo (tiempos mayores de un año). 

Si dividimos la serie de tiempo entre TE obtenemos 

Y = TECI = CI 
TE TE 

Cuando los datos de la serie están dados por años, esta no con-

tiene a la componente estacional (el índice estacional vale 100% 

para cada periodo), por lo q~e para obtener CI será suficien-

te con dividir a la serie entre T. 

El procedimiento para obtener la componente cíclica consiste en: 

1. Dividir la serie cronológica entre TE, con lo cual se ob-

tiene CI. 

2. Calcular los p~omedios móviles de orden N de la serie CI~ 

con lo cual se elimina I, en donde N debe ser menor que 

el periodo de los ciclos (nos queda C). 
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EJEMPLO 

En la siguiente tabla se presentan los datris de producción de 

uva en una granja, así como sus promedios móviles de orden S, 

calcular la componente cíclica. 

---J:roducci;n, Y---~-P-r--om __ e_d_i_o_m--óvii-,---CI--=--Y_/_T __ ,, __ P_r-om--e-d_i_o~--C-o_m_p-on_e_n-te 

NO en ton T, en ton en % móvil, C irregular 
en % CI/C, en % 

i 1 9 4 8- -- 5 o . o 
¡ 
¡1949 39.0 
¡ 
í 

i 1950 
¡ 
i 
i 1951 

11952 

19~ 

1954 

1955 

1956 

1957 

41.9 

48.0 

36. 1 

.33.8 

35.3 

42.0 

43.6 

37.9 . 

41.3 ·121.1 

43.1 90.5. 

43.0 

39.7 

39.8 

39.8 

38.2 

38.5 

37.0 

37.0 

1 

¡ 

l 

1 

97.4 

120.9 

90.7 

84.9 

92.4 

1 09. 1 

117.8 

102.4 

103.0 

102.9 

103.0 

98.8 

89.3 

95.5 

106.4 

109.8 

1 

1 
\ 

1 
1 

1 
1 

1 

1 

88 

95 

1 1 7 

92 

95 

97 

103 

107 

Puesto que el más pequeño de los ciclos va de 1948 a 1951 

1 

1 
1 
1 

1 

1 
1 

l 

(el periodo es de 3 años) y el mayor va de 1951 a 1956 (el perio-

do es de 5 años), tomaremos promedios móviles de orden 3 pa-

ra eliminar a l. 

121.1+90.5+97.4 
---- 3 = 103.0; 103.0+121.1+120.9 = 102.9 

3 



1 

1 

1 

1 
• 1 1 1 1 1 • 1 

1 

1 

1 

7 4 •. 

Para evaluar los índices de la componente cíclica es reco-

mendable contar por lo menos con tres periodos completos de 

datos. Los índices cíclicos se calculan de manera semejan-

te a los estacionales. 

.; 
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EJEMPLO 

Supóngase que la ~omponente cfclic~ de las inversiones anua

les en un país con periodo sexenal de gobierno federal es la 

indicada en la siguiente tabla. Calcular los índices c1cli-

cos. 

L~ño --T--~_!_e_E- % 
11947 1 85 

1 48 1 102 
. 49 ¡ 117 

so ¡ 126 
1 

51 ! 129 
1 

52 ! 137 

53 79 

54 98 

55 121 

56 127 

57 132 

l---5_8--:---1-;-!--+~ 1 ~~~ ~lli;~I~-i-i~~= ···-·;-~-~~·:-~:~r~I~~T~~ ,-
¡ 59 

ciclo 1 j 2 j_]_~ _en %_
1 ! 60 86 1 ! \ 

l 61 \ 121 1 ssl 79\ 59 89 78.0 67.5 . 

¡¡ 62 :!¡ 122 \ 2 1'102
1!
1 

98! 86 100 96.5 83.5 1 

~,37 3 1117121!121.112 117.8 101.9 
63 1 1 1 
64 ¡ 149 4 .,.126 127¡122.129 126.0 109.0 

S 129,1 132¡
1
_137 136 133.5 115.4 1 

! 65 89. ~ 1 ¡ 66 100 7 143\149 138¡ 141.8 122.~ 1 

1 67 112 _j ____ L _____ LJ l:= 693.6 600. ?_j . 
i 68 129 
1 

1 ~~ ~ ~: 
600 -- O. 86 S 693.6 
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COMPONENTE IRREGULAR 

·Como se ind"icó, la componente irregular de una serie cronoló-

gica indica las variaciones que en €sta ocurren al azar. 

Una vez que se ha calculado C, para obtener I basta divi-

· dir CI entre C, es decir 

CI /C = I 

En la tabla del penúltimo ejem¡)lo se. encuentra calculada la 

componente irr~gular de la serie cronológica correspondien

te a la producción de ~va en una granja. 

.. 
.. 
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., INFERENCIA ESTADISTICA 

Por: M en t Augusto Vill~rre~l-Aranda* 

l. Introducci6ri 

. ,• 

.La parte de la estadística que proporciona las reglas 

' para inferir ciertas característiCas de una poblaéi6n a partir·. 

de muestras extraídas de ella, junto con indicaciones probabilí~ 

ticas de la veracidád de tales inf~rencias, se llama in6e~encia 

En la inferencia estadística se estudian las relaciones 

existentes entre una poblac_i6n, las ·.muestras obtenidas de ella, y 

las t€cnicas para estima~ par&metros, tales como la media y la v~ 
( 

·~· 

riemcia, o bien para' determinar si· las dif~rencias entre dos. mues 

tras son.debidas al azar, etc. 

2. Distribuciones muestr~les 

Si·se consideran todas las muestras posibles de tamaño 

* S ec.JU! .. :t'a~io Ac.adé.micio., Di visi6n de Estudios· 'Superiores, Facultad 
·.de Ingeniería, _UNAr1 y P~o 6ejon inve.6:tigadon, Instituto de Inge-. 

niería, UNAN 

,t • 



2. 

n que pueden extra~rse de una P?blación, y para cada una se cal

culá el ~alar ¿el promedio aritm~tico~ este s~guramente variará 
' ' . . ' .· 

de una,mueSt~a? ot~a, ya ~~e depende de los valor~s de los datos 

que se hayan obtenido_en cada muestra. Por lo tanto,. el promedio 
·, 

.aritmético e~ en s.í una variabi~ aleatoria¡ como también lo son, 

pót--1~ misma: iaz6n, el rango y:la v~~iancia de-~a muestia; 

A todo element& que·es.función de· los·valores de los 
!: 

datos que se tienen:~:em una muestra ~se le denomina e.J.:.:tad:f--6:U.c.a; to 
. . ~:·.~-.-~ . 

da estad.ística es, . entonc~s,. una va~iabl~ aleatoria· :cuya distrib~ 

ci6n qe probabilidades se conoce·· como dl-6:tJtibu.c.j.6n mue.-6 :tJtaf.. ' Si, 

por ejemplo, la estad.ísti¿a c::::onsi.derada es ia variancia de la mues 

tra~ su densidad de-probabilidades_ se llama diJ.:.:tJtib~c.i6n ~~e.~:tJtaf. 

de. f.a vaJtianc.ia. 

En forma similar se ~ued~n obtener las distribuciones 

mUestrales de la desviación estándar, del rango, etc., cada uná 

de_ las cuales tendrá ·sus propios parámetro·s, lo. que permite ha

blar de la media y ladesviación estándar de la variancia, etc. 

3. · · -Muestreo con y sin remplazo 

Cu,ando se efectúa un muestreo en una población de tal 

man~ra que cada elemento de la misma se pueda escoget más de una 

--~ez,~sé dice que el ~~estreo es c.on Jte.mpf.azo; en caso contrario, 

el muestreo es ~~n ·Jte.mplazo. Si de una urna se· quiere.· extraer una 

· · muestra de. bolas de col_ores·, se puede proceder de dos ·maneras: 
,,.,. 

sé saca a.l azar una bola, se anota su color y se regresa a la ur,-

na antes de obtener otra, y asf -sucesivamente; en este c_aso el 
.,-: 

muestreo es c.on.Jte.~plazo. ~a segunda forma consiste en extraer ' 



a 

.. , 

3 ... 

al azar todas las bolas que constituyen la ·muestra. s-in ·regre~. 
. . . . . . . 

• {J ' sarlas a la ~rna, siendo entonces.un ~uestreo ~~n ~~~p~azo. 

4. Distribucion muestral del,promedio arit~ético 

Sup6ngase que se extraen sin· r·~mplazo todas ·las mue_stras 

posibles de tamafio n de una población finita de tamafio N > n. Si 
p 

. . ' 

la·media y la desviación estándar de la distribución muestral del 

prbmedio aritm~tico se denotan cori ~i y a¡, y la media y la desvi~ 
' . . 

.. ción e$tándar de la población con ~ y o' respectivamente, entonces' 
. . . . . ' . 

_es posible demostrar que se.cumplen las siguientes ecuaciones 

~--= ~ , X.>.· . 

a- = X . :. J:-.L...· ----:-
.· p 

·' 
Además, si la pobl~ci6n·es infiriita (o el muestreo es cort rempla-

zó) lo~. i~sul~ados anter~or~s. se reducen a 

puesto que 

lím 
N -+ oo. 

p ' 

a.· x. 
_._a __ _ 

.IYL" 

JN - n --2-- --L,.p __ _ 
./Vl . N 1 

p 
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Para valores grandes .. de· n (n ~ 30). se· dé:ri.1uestra, emple!'l~· 

d; el -t~otema del lfmite.central,. que la ~i~t~ibuci6n mue~tral 

del promedio aritmético es aproximadamente.una distribuci6n nor-. 
mal· con m~dia llx y· desviaci6n ·estánda'r ox, iridep'é_n.dient.eme:rite dé 

cu~l. sea~l~ dénsid~d de prob~bilidades de X, la, variable aleato

ri~~a~oóiada a la poblaci6n. S~ esta _variable tiene distribuci6n 

normal, la distribuci6n muestral del promedio aritmético también 
0 • 0 A ' • 

. es normal, aun para valores pequefios de n tn < 30l 

Ejemplo 4·.1 

Supóngase que se tiene una poblaci6n finita formada por 

los datos _1,2,3,4,5. Se desea·conbcer la media y la desviación 

estándar de la distribuci6n muestral del promedio aritmético, con 

sider~ndo las muestras de·tamafio 3 obtenidas sin remplazo. 

· Siendo la poblaci6n finita y el ~uestreo sin remplazo,. 

es posible obtener la distribuci6n muestral correspondiente para 
. . . ·' . . . 

calcular después sus parámetros, considerando que el nú~ero total 

·de müe.stras distintas de tamafio 3 q!-1~ pueden· obtemerse a· partir · 

· d~ ·una poblá.ci~n d~. 5 elementos es 

5 ! lO 3 !· (5-3) _! 

.. 

il! • 

:nichas mu~stras ~~n las ~iguientes, junto con sus pro- /. 

medios aritméticos correspondientes: 



• 

• 

plea la 

-X. :6/3 
. 1 

-2 36/9 X. 
1 

11 . 21 3 

11 21 4 

11 2 1 5 

2 1 3 1 4 

2 1 31 5 

·para calcular la 

siguiente tabla 

7/3 

49/9 

10 
E 

i=1 

= 

8/3 e/3 

64/9 64/9 

X. = 90/3 
1 

1 10 

-x; 
1 

. 6/3 

7/3 

. 8/3 

9/3 

10/3 

media 

9/3 

81/9 

= 

y 

1 

5. 

X. 
1 

3 1 4 1 5 12/3 

31 41 1 8/3 .. 

41 51 1 10/3 

4 ~ 5.; 2 11/3 

51 11 3 9/3. 

~-

la desviación ·estándar 1· se 

9/3 10/3 

81/9- -100/9 

90 = 

·10/3 11/3 

100/9 121/9. 

-2 
X. = 840/9 

1 

]1- X =lO E X. -3- 3 
X i=1 1 10 

~ 2 1 10 -2 =2 
(J- = E xi X = 

X 10 i=1 

= 9.333 ~ 9.000 = 0.333 

Es decii, ll¡ = 3 y (J- = 0.577 
X 

·Segundo pndcedimiento . 

l 840 ( 3 )2 . -10 9 

=> (J- = 10.333 
X = 0.577 

e m 

12/3 . 

144/9 

Por tratarse de una población finita, se verifica q~e 



en do.nde 

( 
\._, 

¡.¡- = \1 
X 

N = 5 , 
p 

Yl. = 3 

y o- = 
X 

y \1 = 3. 

2 
El valor de o de la población es 

55 
5 

-E-p. - Yl. 

N -1 p . 

9 = 11-9 = 2 

Por lo tanto, ·o = /2 = 1. 4145 y 

o- = 1~4145 = (O. 8164) (O. 7071) = 0.577 JS· X ff 1 

Es decir,. ¡.¡- ·- 3 y o- 0.577 
.X X 

6. 

Comparando los resultados, se·puede observar que ambos' 

procedimientds conducen a la obtención de los mismos valores de 

¡.¡i y_. o¡ para 1~ distribUción muestral del promedio aritm~tico. 

Eje.mp.ta 4.2 

_En una bodega se tienen cinco mil varillas de acero; el 
\ 

valor medio del peso, X, de cada varilla es de 5.02 kg, y la des-
·-

viaci6n _e·stándar O. 3 kg ~- Hallar ·la probabilidad de que. una mues-

tra de cien varillas, escogida al aiar, tenga un peso tbtal 

/ 

a. entre 496 y 50~ k~ 

b. de más de 510 kg. 

•• 



. , 
Para la distribución muestral del promedio, se tiene que 

~i = ~ = 5.02 kg y, por tratarse de una población finita, 

a a- = 
X ;n· 

= 0.30 /5000 - 100 = 
/100 -v 5000 1 

0.027 

7 •. 

a. El peso total de la muestra estará entre 496 y 500 

kg si el.peso p~omedio de las cien varillas se encuentra entre 

4.96 y 5.00 kg. Puesto que la-muestra es mayor de 30 elementos 

se puede considerar como aproximad~mente normal a la distrib'uci6n 

muestral, y los valores estándar correspondientes a i = 4.9~· y a 

X = 5.00 se obtienen mediante la transformaci6n 

z = 

es decir, 

.4. 96 - 5.02 z = = -2.22 
. 1 0.027 

t 5.00 - 5.02 = = -0.74 
2 0.027 

En la fig 4.1 se puede apreciar que 

P [ 4· 9 6 ~ X ~ S O O J = P [- 2 • 2 2 ~ Z ~ -O • 7 4] = 

= P [- 2 . 2 2 -~ z ~ o] - P [.:..o . 7 4 ~ z ~ o] 
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'fxfx) 

F -i.g 4 • 1 V-i..6 tJr.-i. b uc..-i.6 n; no Jtma.l c.. o Jt..Jt e..6 p o nd-i. e.n.t e. a.l e. j e.mplo 

Recurriendo·a la tabla de áreas bajo la curva normal estándar 

entre O y Z queda finalmente 

P[496 ~ x ~ 5ool = o.4868 - o.2704 = o.2164 

b. El peso total de la muestra excederá de 510 kg si 

el peso promedio de las cien varillas pasa de 5.10 kg. 

Estandarizando dicho valor, queda 

Calculando el área bajo·la curva normal a la derecha de este va 

lor (fig 4.2), se tiene que 

P [x ?- 510] P[Z ?- 2.96] = P[Z ~ 0}- P[O ~ Z ~ 2.96] = 

= 0.5 - 0.4985 = 0.0015 

,. 

' 



' 
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9. 

F~g 4.2 Vi~t4~buc~6n no4mal co44e~pond~ente al ejemplo 

5. Distribuci6n muestral de diferencias de promedios aritméticos 

Con frecuencia se presenta el caso en el que se tienen 

datos de dos poblaciones con variables aleatorias asociadas X y 

Y, respectivamente, surgiendo la duda de si estas se pueden consi 

derar como una sola, es decir, si X = Y. Para probar estadístic~ 

mente esta hip6tesis (como se verá más adelante) , es necesarj_o ob 

tener las distribuciones muestrales de la diferencia de los pro-

medios y de las variancias de las muestras de ambas variables. 

-Sean X y Y los promedios aritméticos obtenidos de mues-

tras aleatorias de ~amafio nx y ny_de dos poblaciones con caracte

rísticas X y Y, respectivamente. Se puede demostrar que la dis-

tribución muestral de la diferencia de los promedios correspon-

dientes a poblaciones infinitas con medias ux y Uy y desviaciones 

estándar aX y ay, tiene los siguientes parámetros: 

]Jx = ux - u- = ]Jx - ]Jy - y y 

2 2 

la~ 2 ax 
+ 

ay 
ox = + o-y y nx ~., 

·, r 
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si las muestras son independientes. 

Esta distribuci6n también es aplicable a poblaciones finitas si 

el muestreo es con remplazo. Para el caso de poblaciones finitas 

en las cuales el muestreo se hace sin remplazo, los parámetros de 

la distribuci6n muestral de la diferencia de los promedios arit-

méticos son 

a- -X-Y 

l.!- -X-Y = llx - lly = llx - ~Y 

2 
ax 

+
n· y 

suponiendo que laS muestras sean independientes. 

E j e. m p ,t o 5 . 1 

Considérese que de una población X se obtienen tres mues 

tras posibles,cuyos correspondientes promedios aritméticos son 

3, 7 y 8. De otra poblaci6n Y se extraen dos muestras posibles, 

con pro~edios 2 y 4, respectivamente. Se deben obtener los pará-

metros de la distribuci6n muestral de las diferencias de los prom~ 

dios aritméticos. 

•. 

Todas las posibles diferencias de promedios aritméticos 

de X con los de Y serían 

' 

' 



.. 

' 

' 
. ,\.\ . 

, 

3 .- 2 7 - 2 8 -

3 - 4 7 - 4 8 -

Es decir, 

J.l:X-:·Y = -1+1+3+4+5+6 
6 

2 

4 

= 

~~~---~ 

18 
6" = 

1 

-1 

11. 

S 6 

3 4 

3 

(-1-3)2 + (1-3)2 + (3-3)2 +.(4-3)2 + (~-3)2 + (6-3)2 = 
6 

·' 

:: 34 
6 

Se sabe que. 

j.l- -
X-Y 

Por ello,· 

ux = 

'·¡ 

].1- = y 

2 cr-· = X 

2 
CJ- = y 

]Jj{,;..y 

2 o- -X-Y. 

j.l- - ]J-x y 

3+7+8 18 6 ·- = 3 3 

2+4 6 
3 = -. 

2' 2 

( 3-6 >2 .+ 
.., 

(7-6)¿ + 
3 

(2-3)2 + (4-3)
2 = 

2 

== 6 - 3 = J. 

14 + 1· 
17 = 3 = 3 ···. •.(•. 

2 
CJ- -X-Y 

17 
3 

(8-6/ 

2 1 = 2 

= 

= 

ol 

2 2 o- +.o
, X ··:.Y 

14 
3 
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Se observa que ambos. procedimientos conducen a los mis-

. , 
mos resultados. 

Eje.mp.to 5.2 

Las varillas de acero que fabrica una compañ-fa A tienen 

un peso medio de 6.5 kg y una desviación estándar de 0.4, en tan-

to qué las· producidas por una empresa B tienen un peso medio de 

6.3 kg y una desviación estándar de 0.3 kg. Si se toman muestras 

· aleatorias de 100 varillas de cada fábrica, ¿cuál es la probabil! 

dad de que las de la compañía A tengan un peso promedio de pór lo 

menos 

a. 0.35 kg 

b. . o .10- kg 

mayor que el de la compañía B? 

· Se puede suponer en este caso que las distribuciones mues 

trales involucradas son normales, en virtud de que el tamaño de am-

bas muestras es mayor de 30 elementos. También se puede suponer 

. que ambas poblaciones son infinitas, y siendo XA y XB los pesos pro

medios de las .muestras de. las fábricas A y B, respectivamente, en-

tonces 

(o. 3 )
2 

-
lOO - 0.05 kg 

' 

' .1 
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La variable estandarizada de la diferencia de los promedioS es 

z = 
- X B 

cxA - x8) - 0.20 

0.05 

a. Estandarizando la diferencia de 0.35 kg se llega a 

0.35 - 0.20 
0.05 

= 0.15 = 3 
0.05 

La probabilidad deseada es el área bajo la curva normal a la dere-

cha de. Z = 3, es decir 

P [xA ~ x
8 

+. 0.35] = P [z ~ 3] = 0.500 - 0.4987 = 0.0013 

b. Al estandarizar la diferencia de 0.10 kg, la varia-

ble Z resulta 

0.10 - 0.20 
0.05 = -0.1 

0.05 = -2 

La probabilidad requerida es el área bajo la curva normal a la 

derécha de Z= -2, es decir 

P[XA:;::. x8 + 0.10] = P[Z ~- 2] = 0.5 + 0.4772 = 0.9772 
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6. Teoría estadística de la estimación 

En la práctica profesional a menudo resulta necesario 

inferir información acerca de una población mediante el uso de 

muestras extraídas de ella; una parte básica de dicha inferen-

cia consiste en e~tima~ los valores de los parámetros de la po-

blación (rnedia,.variancia, etc.) a partir de las estadísticas 

correspondientes de la muestra, corno se explica a continuación. 

7. Estimadores puntuales. Clasificación 

. Si un estimador de un parámetro de la población consis 

te en un solo valor de una estadística, se le conoce corno e~t.<--

mado~ puntual del parámetro. 

Cuando la media de la distribución rnuestral de una es-

t~dística es igual al parámetro que se está estimando de la po-

blación, entonces la estadística se conoce como e~timado~ in~e~ 

gado del parámetro; si no sucede así, entonces se denomina e.6ti 

mado~ ~e~gado. Ambos estimadores son puntuales, y sus valores 

correspondiente~ se llaman estimaciones insésgadas o sesgadas, 

respectivamente. Dicho de otra manera, si S es una estadística 

cuya distribución rnuestral tiene media ~S' y el parámetro co

rrespondiente de la población es 8, se dice que S es un-estima-

dor insesgado de a. si 

~ = e S 

• 

' 

Por otra parte, si la estadística Sn de la muestra tien ~ 

de a ser igual al parámetro 8 de la población a medida que se 
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hace más grahdé ei tamaño de la muestra, entonces la estadística 

recibe el nombre de e.~t~mado~ QOn~¡~te.nte. del parámetro. 

Empleando símbolos, si 

lím S - e n 
·n+oo 

resblta que la e~tadíst~ta S. 8S un estimadbr consistente. Por 
n 

ej émplo, .·el promedio aritmético es un estimador in sesgado y con 
. . -

sistente·de 1~ media, y la variancia de la muestra es un.estim~ 

dor sesgado y consistente de la variancia de la pobl~ci6n. 

Si las distribuciones muestrales de varias estadísticas 

ti.eneh el mism::> valor de la media, se dice que la estadística que· 

' cuenta con la menor variancia es un e.~t¡mado~ e.6¡c.-i_e.nte. de dicha 

media, en tanto que las estadísticas restantes se conocen como 

, 

e.~t¡mado~e.~ ¡ne.6~c.-i.e.nte.~ del parámetro. 

Por ejemplo, las distribuciones muestrales del promediO 

aritmético y de la -ínediana cuentan con medias que son;. en ambos 

casos, iguales a la media de la poblaci6n. Sin embargo, la va-

riancia de la distribuci6n muestral del promedio aritmético es 

menor que la de la distribuci6n de la mediana, por lo que el 

promedio aritmético obtenido de una muestra alea.toria proporci~ 

na un estimador eficiente de la media de la poblaci6n, en tanto 

que la mediana ob'tenida de la muestra proporciona un estimador 

inefidiente de dicho parámetro~ 
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8. Estimación de intervalos de confianza para lbs parámetros 

de una población 

La estimación de un parámetro de una poblaci6n mediante 

un par de números entre los cuales se encuentra, con cierta pro-

habilidad, el valor de dicho parámetro, se llama estimación del 

intervalo del mismo. 

r 

Sea S una est~distica obtenida de una muestra de t~mafio 

n para estimar el valor del parámetro e, y sea o la desviación 
S 

estándar (conocida o estimada) de su distri-bución muestral. La 

probabilidad, 1 - a, de que el valor de e se localice en el ínter 

vale de S - z o 
e, S S + zc, os, donde zc, es una constante, se a 

escribe en la forma 

Si se fija el valor de 1 - ~, se puede obtener el valor de z 
C. 

necesario para que se satisfaga .la ecuaci6n anterior, con lo 

cual queda definido el ~nte~vaio de c,on6~anza del parámetro e, 

(S - zc, os, S + zc, os), correspondiente al nivel de c,on6~anza 

1 - a. 

La constante zc, que fija el intervalo de confi~nza se 

conoce como valo~ c,~1t~c,o. Si la distribuci6n de S es nor~ 

mal, el valor de z correspondiente a uno de a se obtiene de la . ·. ·.. e, 

tabla de áreas bajo la curva normal o de la tabla 8.1 siguiente. 

' 

,, 

' 
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• TABLA 8.1 VALORES DE z PARA DISTINTOS NIVELES DE CONFIANZA e 

Nivel de confianza, en porcentaje z e 

99.73 3.00 

99.00 2.58 

98.00 2.33 

96.00 2.05 

95.45 2.00 

95.00 1.96 

90.00 1.64 

80.00 1.28 
68.27 1.00 

50.00 0.674 

. ' 

' Ej e.mpfo 8. 1 

' 

-Sea el promedio aritmético X una estadÍstica con dis-

trib~ci6n normal. Las probabilidades o niveles de confianza de 
~-- ·. 

qu~ ~X (o ~ de la poblaci6n) se encuentre localizada entre los 

lfmit.es X ± a- X +. 2 o-x' - x y X ± 3 ox son 68.26, 95.44 y 99.73%, 

resp'ecti vamente, obteniéndose dichos valores de la tabla de áreas 

bajo la curva normal. Lo anterior significa que el intervalo 

X ± i o¡ contendrá a ~i en el 99~73 por ciento de las muestras 

de tamafio n, por lo que los intervalos de confianza de 68.26, 

95.44 y 99.73 por ciento para estimar a ~ son (X - o¡, X + o¡) 

'\x ... 2 J 
l i' X + 2 oX) y (X - 3 a¡ 1X + 3 o¡), lo cual se aprecia 

en la 6~g 8.1 siguiente. 



f_ (;l) 
')( 

x.-cr~ 5<. x+G'x 
Area=95.44 % 

Area=99. 73 % 

F~g 8.1 

Area =68.2b o/o 

9. Estimación de intervalos de confianza para la media 

18. 

Los límites de confianza para la media de una población 

con variable aleatoria X asociada están dados por 

X ± z ac. X 

-en donde z depende del nivel de confianza deseado. Si X tiene c. 

distribución normal, zc. puede obtenerse en forma directa de la 

tabla 8.1. Por ejemplo, los límites de confianza de 95 y 99 por 

ciento para estimar la media, ~, de la población son X ± 1.96ax 

y X ± 2.58 aX, respectivamente. Al obtener estos límites hay que 

tisar el valor calculado de i para la muestra correspondiente. 

Entonces, los límites de cGnfia.nza para la media de la p~ 

blaci6n quedan dados por 

-X ± z 
c. 

a 

rn-

• 

' 

' 
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en caso de que·el muestreo se haga a partir de una poblaci6n in-

finita o de que se efectúe con remplazo a partir de una poblaci6n 

finita, o por 

I N 
__ a_ ~P-~ 

/""i1 Np 1 

- Yl. 

si el muestreo es sin remplazo a partir de una poblaci6n finita 

de:tamaño N • 
p 

E 1 e: m p .e. o 9 . 1 

Las mediciones de los diámetros de una muestra aleato-

ria de ÍOO tubos.de albañal mostraron una media de 32 cm y una 
1 

. .. . , 
desviaci6n estándar.de 2 cm. Obtertganse los lfmites de confian-

<. 

za d~ 

a. 95 por ciento 

b. 97 por ciento 

para el diámetro medio de todos los tubos. 

a.;. be· la tabla 8 .1, los lfmi tes de confianza del 95 

.. por ciento son 

X±1.96cr/¡n-= 32 ± 1.96(2//100) = 32 ± 0.392 cm 

o sea 31.608 y 32.392, en dónde se ha empleado el.valor de SX 

para estimar el de d de la poblaci6n, puesto "que la muestra es 

suficientemente grande (mayor de 30 elemP.ntos). Esto significa 
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que con una probabilidad de 95 por ciento, el valor de ~X se en

cuentra entre 31.608 y 32.392 cm. 

b. Si Z = z es tal que el área bajo la curva normal 
Q 

a la derecha de z es el 1.5 por ciento del área total, entonces 
Q 

el área entre O y z es 0.5 - 0.015 = 0.485, por lo que de la ta 
' Q 

bla de áreas bajo la curva normal se obtiene z = 2.17. Por lo 
Q 

tanto, los -límites de confianza del 97 por ciento son: 

X±2.17a/ltl = 32±2.17(2//100) = 32±0.434 cm 

y el ~ntervalo de confianza respectivo es. (31.566 cm, 32.434 cm). 

Ejemplo 9.2 

Una muestra aleatoria de 50 calificaciones de ciertp 

examen de admisi6n tiene un promedio aritmético de 72 puntos, 

con desviaci6n estándar igual a 10. Si el examen se aplicó a 

1018 personas, obtener 

a. El intervalo de confianza del 95% para la media 

del total de calificaciones. 

b. El tamafio de muestra necesario para que el error 

en la estimaci6n de la media no exceda de 2 puntos, 

considerando el mismo nivel de confianza. 

c. El nivel de confianza para el cual la media de la 

población sea 72 ± 1 puntos. 

• 

' 

' 



• 

• 
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a. Si se estima a a de la poblaci6n con SX de la mues

tra y se considera que la poblaci6n es finita, los límites de con 

-fianza son, puesto que X = 72, ze = 1.96, sx = 10, NP = 1018 

Yl. = 50, 

72 ± 1.96 10 

/50 
j 1018 - 50 

'1018 1 

72 ± 1.96 (1.4142) (0.9755) 

72 ± 2.704 

y el intervalo de confianza respectivo es 

(69.296, 74.704) 

b. Puesto que el error en la estimaci6n de la media 

es, para poblaci6n finita, 

Error en la estimaci6n = Z e 

en este caso se tendría 

lN 
z ¿__ í p 

e m J N p 

a 

m 

- Yl. 

- 1 

o sea, para un nivel de confianza de 95%, 

~------- ----·-
/ N 

j N p = ~ 
p 

< 2 

------·-
10 /1018 - Yl. 1.96 < 2 
lrt 1018 - 1 

1 

~ 2 19.6 < 
- . 

m 

y 



o sea 

Elevando al cuadrado la desigualdad, queda 

384.16 
n 

1018 - n < 4 1017 

87.85 < n 

22. 

Por lo cual, se requieren al menos 88 elementos en la muestra 

para que el error en la estimaci6n no exceda de 2 puntos, para 

1 - a = 0.95. 

c. Los límites de confianza son, en este caso 

o sea 

7 2 ± z J:Q_ ~-=-5o ('_ rso ¡ IOTI--- 1 

72 ± zc_ (1.4142) (0.9755) 

12 ± 1.3795 zc_ 

Pue~to-que se desea que el valor de la media sea 72 ± 1 puntos, 

se verifica que 

1 = 1.3795 z 
('_ 

:Ss decir 

z 
('_ 

1 
0.725 = 

1.3795 

1 

' 

' 
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El área bajo la curva normal estándar entre O y Z = 0.725 es, c. 

por interpolaci6n lineal,igual a 0.2657. Por lo tanto, el ni-

vel de confianza es igual al doble del área anterior, es decir, 

·2(0.2657) = 0.5314 (G 53.14%), tal como se muestra en la 6-ig .9.1. 

10. Intervalos de confianza para diferencias de medias 

Los límites de confianza para la diferencia de las me-
. 

dias cuando las poblaciones X y Y son infinitas, o cuando el mue~ 

treo se realiza con remplazo de poblaciones finitas, se encuen-

tran dados por 

X - y ± zc. crx - y = X - y 

·' 

en donde X, nX y V, n1 son los respectivos promedios aritm~ticos 

y tamafios de las dos muestras extraídas.de las poblaciones, y 

ax y ay las desviaciones estándar de estas últimas. 
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En el caso de que las poblaciones X y Y sean f~nitas 

y el muestreo sin remplazo, los limites de confianza son 

-X - y ± -Z o- - = X - Y ± Z e X-Y e f[
·--·---------2 ---

Nx-Vl.x oy NY 
---+---

X N - 1 ny Ny . X 

en donde NX y NY son los tamaños de las poblaciones X y Y, res

pectivamente. 

Las dos ecuaciones anteriores son válidas únicamente si 

las muestras aleatorias seleccionadas son independientes. 

-Ejemplo 10.1 

Para el ejeiaplo de las varillas tratado anteriormente 

(5.2), encontrar el intervalo1de confian~a del 95.45% para las 

diferencias de las medias de las poblaciones. 

-
Siendo XA = llA = 6.5 kg, aA = 0.4 kg, XB = llB = 6.3 kg, 

a 8 = 0.3 kg y Vl.A = Vl.B = 100, los limites de confianza para la 
.• 

dif~rencia de las medias son, empleando la tabla 8.1 

6.5 - 6.3 (0.4) + (0.3)2 J
·--···-··· ---;-·- --· 

± 2 100 lüo-= 

= 0.2 ± 0.1 

Por lo tanto, el. intervalo de confianza respectivo es (0.1, 0.3). 

• 

' 



• 
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Eje.mplo 10.2 

Se tienen en una bodega 3000 fo~os de marca X, y 5000 

de marca Y. Se extrae una muestra aleatoria de 150 focos de la 

marca X, y se obtiene una duraci6n promedio de 1400 horas, con 

desviación estándar igual a 120 horas. Otra muestra aleatoria 

de 200 focos de la marca Y tuvo una duración promedio de 1200 

horas, con desviaci6n estándar igual a 80 horas. Obtener inter 

valos de confianza de 

a. 95% 

b. 99% 

par~ la diferencia de los tiempos medios de duraci6n de los fo-

cos de ar<lbas marcas. 

a: Puesto que se trata de poblaciones finitas y 

x = 1400 h, sx = 120 h1 Nx = 3ooo, n.x = 1501 Y = 1200 h, sY = 80 h, 

NY = 5000 y n.Y = 200, se obtiene, estimando a ax y ay con SX y 

sy 1 respectivamente 

(120) 2 J -
1400 - 1200 ± 1.96 150 

3000 - 150 
3000 - 1 

200 ± 1.96 (11.04) 

200 ± 21.638 

---------
+ ( 80 )

2 

. 200 
5000 - 200 
5000 - 1 

o sea, (178.362, 221.638) 1 puesto que de la tabla 8.1, para un ni-· 

vel de confianza de 95%, Z = 1.96. 
c. 

b. En este caso, al emplear la tabla 8.1 se obtiene 
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Z = 2.58 para un nivel de confianza de 99%, por lo cual los lí
e. 

mites son 

1400 - 1200 

. ~---;-·----
± 2 58 (120) 3000 -

. 150 3000 
150 (80) 2 

1 + 200 

200 ± 2.58 (11.04) 

200 ± 28.483 

y el intervalo de confianza es 

(171.517, 228.483) 

11. Pruebas de hipótesis 

5000 - 2000 
5000 1 

Supóngase que una empresa armadora de automóviles está 

en la disyuntiva de emplear una nueva marca de bujías en sus un! 

dades o la que regularmente utiliza, y que ~u departamento de 

control de calidad debe decidir, con base en la información de 

las muestras de las dos marcas distintas. Las decisiones de 

este tipo, es decir, que se basan en estudios estadísticos, reci 

ben el nombre de dec.-L6.{one.6 e.6:tad1..6;t.{c.a.6, y a los procedimien-

tos que permiten decidir si se acepta o rechaza una hipótesis se 

Al tomar decisiones estadísticas, es necesario postular 

• 

••• 

las diversas alternativas o cursos de accí6n que pueden adoptarse. ~ 



• 
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En el caso particular de una p~ueba de h~p6te~~~ solamente se 

tienen dos cursos de acción posibles, los que se denotarán co-

mo H0 y H1 . A la acción H0 se.le llama h~p6te~~~ nula, y a la 

H1 , h~p6te~~~ alte~nat~va. Por ejemplo, si la hipótesis nula esta 

blece que ~~ = ~2 , la hipótesis alternativa pué~e ser una de las 

siguientes: 

Al realizar una prueba de hipótesis, se prueba siempre 

la verdad de la hipótesis nula H0 , aun cuando de antemano se de 

see·réchazarla . 

12. Errores de los tipos I y II. Nivel de significancia 

En muchas ocasiones se presenta el caso de que se recha 

za una hipótesis nula cuando en realidad debe~ía ser aceptada; 
-

cuando esto sucede se dice que se ha cometido un e~~o~ de t~po I. 

En otras ocasiones se acepta una hipótesis nula siendo en reali-

dad falsa; en este caso se dice que se ha cometido un e~~o~ de 

t~po II. 

Al probar una hipótesis nula, a la máxima probabilidad 

con la que se está dispuesto a cometer un error del tipo I se le 

llama n~vel de ~~gn~ó~eane~a 1 a, de la prueba, el cual dentro de 

la práctica se acostumbra establecer de 5 por ciento (0.05) o 10 

~ por ciento (0.1). El complemento del nivel de significancia, 

1 ~ a, se conoce como n~vel de eonó~anza. 
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Si, por ejemplo, al realizar una prueba de hipótesis 

se escoge un nivel de sign~ficancia de 10 por ciento, significa 

que existen 10 posibilidades en 100 de que se rechace ~sta cuan 

do debería ser aceptada; es decir, que se rechaza a un nivel de 

significancia del 10 por ciento, y que la probabilidad de que la 

decisión haya sido err6nea es de 0.1~ 

13. Comportamiento de los errores tipos I y II 

Supóngase que se trata de probar la hipótesis nula de 

que la media, ~S' de la distribuc~ón muestra! de la estadística 

S es ~ 1 , en contra de la hipótes~s alternativa que establece que 

~S= ~ 2 , donde ~ 2 > ~ 1 , es decir 

~S = ~1 

En la fig 13.1 se muestra en forma gráfica la relación 

entre los errores tipos I y II en el caso .en el que la. regla de 

decisión para aceptar o rechazar H
0 

es la sigu~ente: 

Si ~l valo~ de la e~tadL~tiea S obtenido de 

S
1

, ~eeh~ee~e H
0

; en ea~o eont~a~io, aelp

te~ e. 

Es evidente que si H
0 

es verdadera, entonces a (área con rayado 

••• 

doble) es la probabilidad de que S > S 1 , o sea la de rechazar a ~ 
H0 si~nd6 verdadera (error tipo I). Por otro lado, si H1 es ver 

dadera, entonces B (área con rayado sencillof es la probabilidad 



• 
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de que S < s
1

, o sea la de aceptar H0 siendo falsa (error tipo 

II) . 

Obsérvese que si s~ aumenta el valor de S 1" se reduce la 

probabilidad a, pero se incrementa la B; lo contrario sucede si 

se disminuye el valor de s
1

. 

DistribuciÓn de S 
bajo lo hipótesis Ho 

fL¡ 

fs(s} 

Distribucicfn de S 
bajo la hipótesis H1 

P[S>S.
1

] = a (erro-r tipo I) 

P[S~S 1 ] = B (error· tipo II) 

S 

F' ~- 13.1 . P~obabilidade~ de lo4 e44o4e~ ~ipo4 1 y 11 en p4ueba~ 

de h-i.p6~e.6-i..6. 

En realidad, la Ünica forma posible en la cual se pueden 

minimizar simultáneamente los errores de tipos I y II es aumentan 

do el tamafio de ~a muestra, para hacer más "ptcud~s" las distribu 

ciones muestrales de la estadística bajo las hip6tesis H0 y·Hi. 

Al observar la fig 13.2 siguient~, es posible conciuir 
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que el tamaño de los errores I y II es menor para un tamaño de • muestra igual a lOO que para un tamaño igual a 50, considerando 

la misma regla de decisi6n anterior. 

Y\"::. 50 

-------------------'---___;;;,'i"-~-"'i.o.....::..._:.....:__:..._""-"-"-'--P....-------· ___ __.. S 
s, 

n:: \oo ·-· 

Fig 13.2 

Sin embargo, esta técnica de reducci6n simultánea de ám-

bos- tipos de· errores no siempre puede ponerse en práctica, debido 

a raz.ones de costo, tiempo·, etc. 

' 



• 
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14: Regiones críticas, de rechazo o de significancia. Regio

nes de aceptación. 

Cuando una hipótesis nula no se acepta se dice que se 

~ech~za a un nivel de ~igni6icancia del a po~ cien~o, o que el 

valor estandarizado de la ~stadística involucrada es ~igni6ica

tiuo a un nivel de ~igni6icancia a. 

Al conjunto de los valores de la estadística en el 

que se rechaza la hip6tesis' nula se le denomina ~egión c~i~ica, 

de ~echazo, o de ~igni6icancia .. Por el contrario, al conjunto 

de los valores de la estadística en que se acepta lá hip6tesis, 

se le llama ~egi6n de acep~aci6n . 

Considérese que la distribuci6n muestral de la esta

dística S es normal con desviaci6n estándar aS, que la variable 

Z resulta de estandarizar a S, q~e la hip6tesis nula, H
0

, es que 

la media de S vale uS' y que la hip6tesis alternati~a H
1 

es que 

dicha· media es diferente de Us' es decir, que 

z = 
S - u S 

H0 : media de la distribuci6n muestral de S= Us 

H
1

: media de la distribuci6n muestral de Srus 

Si se adopta la regla de decisi6n de aceptar la hip6t~ 

sis H0 , si el valor d~ Z ca¿ dentro del intervalo central que 

encierra al 99 por ciento del área de la distribuci6n de proba

bil~dades, entonces H
0 

se aceptará en el caso en que 
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-2.58 ~ z ~ 2.58. 

empleando la tabla de áreas bajo la curva normal estándar. Pero 

si el valor estandarizado de la estadística se encuentra fuera -

de dicho intervalo, se concluye que el evento puede ocu~rir con 

probabilidad de 0.01 si la hipótesis H
0 

es verdadera (área raya

da total de la fig 14.1). En tal casor el valor Z de la variable 

estándar difiere ~igni6ieativamente del que se podría esperar de 

acuerdo con la hipótesis nula, lo cual inclina a rechazarla a un 

nivel de confianza del 99 por ciento. 

De lo anterior de deduce que el área total rayada de la 

f~g 14.1 es el nivel de sign~ficancia a de la prueba, y represen 

ta la probabilidad de cometer un error del tipo I. Por ello, la 

región de aceptación de H
0 

es -2.58 ~ Z ~ 2.58, y-la de rechazo 

es Z > 2.58 y Z < -2.58. 

RegiÓn crítico 

.de 

o 
.Are o,: 0•99 · 

Flg 14.1 Regi6n de ~igni6ieaneia 

Región crítico 

A reo= 0.005 

z 

• 

•-

' 
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•• En la tabla 14.1 se presentan los valores de la varia-

ble estandarizada, Z, que limitan las regiones de aceptaci6n y 

de rechazo para el caso en el que la estad!stica involucrada en 

.la prueba tenga distribuci6n muestra! normal. Cuando en alguna 

pruéba de hip6tesis se consideren niveles de significancia dif~ 

rentes a los que aparecen en la tabla mencionada, resulta necesa 

rio emplear la de áreas bajo la curva normal estándar. 

TABLA 14.1 VALORES CRITICOS DE z 

Nivel de Valores de z para Valores de z para 
significancia, a pruebas de una cola pruebas de dos colas 

0.1 :_ 1.281 o 1.2.81 -1:645 y 1.645 
0.05 -1.645 o 1.645 ~1.960 y 1.960 
0.01 -2.326 o 2.326 -2.575 y 2.575 
0.005 -2.575 o 2.575 --2.810 y 2.81 o 

• 
15. Pruebas de una y de dos colas 

En la prueba de hip6tesis del ejemplo anterior~ la regi6n 

de rechazo de la hip6tesis nula qued6 en ambos extremos (colas) de 

la distribuci6n muestra! de la estad!stica involucrada en la prue-

ba; a las pruebas de este tipo se les denomina p~ueba~ de do~ eo-

la4. Cuando la reg~6n de rechazo se encuentra solamente en un ex-

tremo de la distribuci6n muestra! en cuesti6n, se les llama p~ue-

ba4 de una cola. 

r,as pruebas de dos colas se presentan cuando en la hip6-

tesis alternativa aparece el signo ~ (diferente de), como en el 

~ siguiente caso 
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Ho JJs = jJl 

Hl Ps =1 jJl 

en donde JJs es la media de la estadística S, y JJ 1 es un valor 

fijo. 

En los casos 

Ho JJs = jJl 

Hl JJs < jJl 

y 

Ho JJs = jJl 

Hl : JJs > jJl 

las pruebas resultan de una cola. 

16. Pruebas de hipótesis para la media. 

Para el caso de una población infinita (o finita en. que 

se muestree con remplazo) , cuya desviación estándar 0 se conoce 

o se puede estimar adecuadamente, si se tiene que la estadística 

S obtenida de la muestra es el promedio aritmético, entonces la 

media de su distribución muestral es JJs = JJ¡ = JJ, y su desviación 

estándar es aS =. 0i = 0/fn, en donde JJ y 0 son, respectivamente, 

la media y la desviación estándar de la variable aleatoria X aso-

• 

•-

ciada a la población, y n es el tamaño de la muestra .. En tal ca- ~ 
so, si X tiene distribución normal, la variable estandarizada.co-

rrespondiente será 



• 

•• 

X - ]1-
z ·=·.- X 

ax 

-
= X - J1 

a;IVL 

Para el caso. de muestreo sin remplazo 

ta, se tiene que as = ax = . ;;-~· en 

p ' 

35~ 

de población fini 

donde N es el ta p 

maño de la población, por lo que la variable estandarizada será 

-
z = X - J1 

En los dos basos anteriore~, el valor de Z correspondiente al de 

X de la muestr'a es el que se debe comparar ·con el valor crítico 

correspondiente al nivel de significancia fijado, para así acep~ 

tar o no la hipótesis nula (prueba de una cola) . Si se trata de 

una prueba de dos colas, el valor de z· se debe comparar con los 

dos valores críticos que_ corresponden _al valor de a seleccionado. 

En cualquiera dec_los casos anteriores, el valor o v~~ores críti-

cos se pueden obtener de lá tabla 14.1, para valores cómuries de a. 

Eje.mp.to 16.1 

Se sabe que el promedio de calificaciones de una muestra 

aleatoria de tamaño 100 de los estudiantes de tercer año de inge-

niería civil es de 7.6, con un~ desviaci6n estándar de 0.2. Si J1 

, denota, la media de la poblaci.ón de esas calificaciones, X, y si 

-se supone que X ti~ne distribución normal, probar la hipótesis 
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~ = 7.65 en contra de la hipótesis alternativa ~ r 7.65, usando •• 
un nivel de significancia de 

a. 0.05 

b. 0.01· 

Para la soluci6n se deben considerar las hip6tesis 

Puesto ·que ~ =f- 7.65 incluye valores menores y mayores de 7.65, 

se trata de una prueba de dos colas. 

La estadística bajo consideraci6n es el promedio arit- 1 
mético, X, de la muestra, que se supo_ne extraída de una población 

infifiita. La distribuci6n mue~tral de X tiene media ~i = ~' y 

desviaci6n estándar a- = af/YL, en donde ~ y a denotan, respec-
.. X 

tivamente, la media y la desviaci6n estándar de la poblaci6n de 

calificaciones. 

Bajo la hip6te~is H0 (cionsiderándola verdadera) , se 

tiene que 

~- = 7.65 = ~ 
X 

y utifizando la desviaci6n estándar de la muestra-como una esti 

mación· de a, lo cual se supon~ razonable por tratarse de una mues 

tra grande, 

ax = a/IYL = 0.2/1100 =. 0.2/10 = 0.02 ' 
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a. Para la prueba de dos colas a un nivel de signifi

cancia de 0.05 se establece la siguiénte regla de decisi6n 

Ac.e.ptaJt H
0 

1.>-i e..t va.ton Z C.onJte.~.>pond.ie.nte. a.t va

lo!t de.l p!tome.d.io de. .ta mue.~tJta ~i e.nc.ue.ntJta de.n 

tito de..t .inttnva.to de. -1.96 a 1.96 {tabla 14. 1). 

Puesto que 

z = X - .J.l 

6/I"Yt 
= 7.6- 7.65' 

0.02 
= -2.5 

se encuentra fuera del rango de -1.96 a 1.96, se.rechaza la hi-

pótesis H0 a un nivel de siqnificancia de 0.05. 

b. Si el nivel de significancia es 0.01, el intervalo 

de -1.96 a 1.96 de la regla de decisi6n del inciso a se rempla

za por el de -2.58 a 2.58 tabla(i4.~. Entonces, puesto que ~1 

valor muestral Z = -2.5 se encuentra dentro de este intervalo, 

se acepta la hipótesis H0 a un nivel de significancia de 0.01. 

Ej úrrp.to 16. 2 

La resistencia media a la ruptura de cables de acero 

fabricados por la empresa X es de 905 kg. Una empresa consultQ. 

ra sugiere a X que cambie su proceso de manufactura, con lo cual 

1 incrementará .la resistencia de sus cables. Se prueba el nuevo 

proceso, y se extrae una muestra aleato~ia de 50 cables, obte-

ni~ndose para ellos una resistencia promedio de 926 kg, con des-



38. 

viación estándar igual a 42 kg. ¿Se puede considerar que el 

nuevo proceso realmente incrementa la ~esistenci~, con un ni-

vel de confianza de 99%? 

En este caso, se debe plantear una prueba de hipótesis 

de una 6ola, para la cual 

H
0 

J1 = 905 kg 

H1 J1 > 905 kg 

Puesto que el tamaño de la muestra es súficientemente qrande, 

se puede aproximar la distribución muestra! de la resistencia 

promedio mediante una normal, v estimar el valor de a de la po-

blaci6n mediante SX de la muestra. 

Considerando a la población infinita, v suponiendo co-

roo verdade~a a H
0

, se tiene que 

a- = 
X 

¡.¡- = ).1 = 905 kg . X 

= 42 

150 
= 5.94 

Para la prueba de una cola a un nivel de significancia 

de a = 1 ~ (1 - a) = 1 - 0.99 = 0.01, la regla de decisión es 

-Ac.eptaJt Ha .6J. e..t va.toJt e.6ta»daJtJ.zado de X de 

{a mu.e..6tJta e.6 me.YI.O!t .O J.gu.a.t a z = c. 2.326 (ta 

b.ta 14.1); e. VI. c.q...6o _c.ontJtaJtJ.o, Jte.c.hazaJt H
0

• 

·-

' 
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En virtud de que 

X - ¡.¡-
z = X 

a-
X 

= 926 - 905 
5. 94 . 
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es mayor de 2. 326, se rechaza H0 a un nivel de signlficancia de 

1%, concluyéndose que en realidad el nuevo proceso sí incrementa 

la resis~encia de los cables. 

17. Prueba~ de diferenciaS de medias 

-~ Séan X y Y lbs· promedios aritméticos ob;tenidos de dos 

muést:ras de tamaños· nx y n.Y, extraídas respectivamente de dos p~ 
.. 

blati'iones con medias llx y Jl-y, y desviaciones estándar a X y ay • 

Se trata de probár la hipótesis nula, H
0

, de que no existe dife

re~cia entre ias medias, es decir, qu~ llx = lly· Si nx y ny son 

suficiéntemefite grandes (>30) , la distribución muestra! de las d.!. 

ferencías de .los promedios es aproximadamente normal. Dicha dis 

tribü~ión muestra! es rigurosamente normal si las variables alea-

toria;s. X y. Y asociadas a la población tienen distribución normal, 

aunque nx y ny sean menores de 30. Para esta distribución mues

tra!~. la variabl~ estandarizada Z, que se compara con los valores 

críticos correspondientes, se encuentra dada por 

X - y - ¡.¡- -
z X-Y X - y - o X - y 

= = a- -X-Y 
a- -X-Y a- -X-Y 

cori. la cual se puede probar la hipótesis nula H0 en contra de 

otras hipótesii alternativas, H
1

, a un niv~l apropiado ~e signi

ficancia. 
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Ejemp.f.o 17.1 

·, En el laboratorio depruebas de una empresa fabricante 

de apa~atos electr6nicos se ensayaron dos marcas de transistore~, 

A y~B, de características similaies,con objeto de comprobar su 

gan~ncia de voltaje. Se tomaron muestras aleatorias. de 100 tran 

sisto~es de cada marca, arrqjando una gananci~ promedio de 31 de 

cibeles, con desviaci6n estándar de 0.3 decibeles para la marca 

A, y~30.9 decibeles de ganancia promedio, con desviaci6n estándar 
. ·,· ,• . . 

de O~~ decibeles para la otra. ¿Existe una diferencia signific~ 

tiv~' entre la's ganancias en voltaje de los transistores a un ni-

vel 'd,e significancia de 

.~ : 
a. 0:05 · 

b. <0.01'? 

'L.·' .. Si ~A y ~B son las medias respectivas de las dos pobla~ 

ciori~~··l.nfini tas a las que corresponden la's muestras, la prueba 

de: )Ú~~6i'esis adopta lit forma siguiente: 

•1',;,, Ho ~·A = JJB 
... -· ' ... 

. •··: 

1 
; 

Hl =f 
·' :~ ! JJA ~B 

Entonces, el valor de z es, bajo la hip6~esis Ho= 

XA - XB XA - xB .. 31 z - 30.9 = = = = 2 a-. - ~-3)2 +. (0~4) 2 

XA ~B a i . , a 
8

2 
-·-+ lOO lOO 

n.A YLB 

··'•' ·:~~~:,t;> ' :.J\ -~ :' :, . _:. .· ···" 

• 

• 

' 
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a. Puesto que se trata de una prueba d~ dos colas a 

un nivel de significancia de 0.05, la diferencia es significat! 

va si el valor de Z se encuentra fuera del intervalo de -1.96 a· 

1.96. Como este es el caso, puede concluirse que efectivamente 

existe diferencia significativa en la ganancia en voltaje de lqs 

transistores. 

b. Si la prueba es a un nivel de significancia de 0.01, 

la diferencia es significativa si Z se encuentra fuera del rango 

de -2.58 a 2.58. Partiendo del hecho de que Z = 2, la diferencia 

entre las ganancias es producto del azar, y se acepta la hipóte

sis de que ambos tipos de transistores tienen igual ganancia me

dia en voltaje a un nivei de confianza de 99 por ciento . 

Ejemplo 17. 2 

La estatura promedio de 50 estudiantes varones tomados · 

al azar que participan en actividades deportivas es de 173 cm, 

Cofi de~viación estándar de.6.3 cm. Otra muestra aleato~ia de 50 

estUdiantes Varones que no participan en ese tipo de actividades 

tiene promedio de estatura igual a 171 cm, con desviación están

dar igual a 7.1 cm. Probar la hipótesis de que los estudiantes 

varon~s que practican deportes son más altos que los que no lo 

hacen, a uh nivel de significancia de 0.05. 

Se debe decidir entre las hipótesis 

Ho JJx = J.ly 

Hl j.l~ > J.ly 
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siendo X la variable aleatoria asociada a la poblaci6n infinita ~~ 
de estaturas de alumnos que practican deportes, y Y .la asociada 

a la dé estudiantes que no lo hacen, que también es infinita. 

a- -
X-Y 

Bajo la hip6tésis H
0 

, se tiene que 

,------
1 2 2 

-J
, ax . ay 

= -- + 
nx ny 

= 

u- - = O X-Y 

Entonces, el valor. de Z es 

z = = 173 - 171 
l. 3424 

2 = 1.3424 = 1.489 

Puesto que se trata de una prueba de hipÓtesis de una 

cola, a un nivel a = 0.05, se rechazaría H
0 

si el valor de Z 

muestral fuera mayor del valor critico para dicho nivel, el cual 

es Z == 1.645. Puesto que Z < Z , en este caso se concluye que 
Q Q 

la diferencia en las estaturas de ambos grupos de estudiantes 

se debe únicamente al azar. 

• 



•• 
3.4 Muestras pequeñas 

Como ya se indicó, para muestras grandes (n ~ 30) las distribuciones· 

rnul:straks de muchas estadísticas son aproximadamente normales, siendo tanto mejor 

.la ap'roxirnación cuanto mayor es el tamaño den. Sin embargo, cuando se trata de muestr<1s 

en las que n < 30, llamadas ~uestras pequeñas, la aproximación no es suficientemente buena, 

por lp que resulta necesario introducir una teoría apropiada para su estudio. 

Al estudio de las distribuciones muestrales de las estadísticas para mues

tras pequeñas se le llama teorla estadlstica de las muestraspequeñas. ,Existen ill respecto'. 

tres distribuciones importantes: Ji cuadrada, F y t de Student. 

3.4.1 Dístribución Ji cuadrada (x 2
) 

Hasta ahora solo se ha tratado la distribución muestra! de la media. 

E.ta sección se verá lo concerniente a la distribución muestra! de Ja· variancia, s;, 
pa&uestras aleatorias extraídas de poblaciones normales. Puesto que S x no puede ser 

negativa, es de esperarse que su distribución muestra! no sea una curva normal, ya que esta 

' 

, .. 

1 
_.-/ 



••• 
tiene ordenadas mayores de cero en el lado de las abscisas negativas. De hecho, la estadística 

S~ se puede ·estudiar si se consideran muestras aleatorias de tamaño 11 extraídas de una po

hlación normal con desviación estándar ax y si para cada muestra se calcula el valor de la 

estadística. 

X 2 == 

donde .s·; es la vananc1a de la muestra. 

n S 2 
X 

2 a 
(3 .. 14) 

El número de grados de libertad, v, de uúa estadística se. define como 

v==n-k 

siendo n el tamaño de la muestra y k el número de parámctrc)s de la pobfación que deben 

estimarse a partir de ella .. 

La distribución muestra'! de la estadística x2 está dada por la ec~aciól •. 

f (X2
) 

en la que U es una constante que hace que el área total bajá la curva resulte igual a uno, ·y 

l' == n -- 1 es el número de grados de libertad. Esta distribución se 1\:.~ma Ji cuadrada, misma 

que se presenta en la fig 21 para distintos valores de v. 

5 

4 

3 

2 

1 

o 
o 5 10 15 20 

xz. 

Fig 2 l. Distribución Ji cuadrada para distintos valores. de ·v ' 



-TABlA fL \IALORÉS ·CRITICOS X~ 

' 
2 . 2 . 2 2 2 x2 x2 2 2 . ·2 2 . 2 x2 ')' X;99¡; x .. J<J x.11s Xg~ x.9o .75 .so x2s X.IO X os X .o2s X.OI ,oos 

" '7 .88 1 6.63 5.02 3.84 2.71 1.32 .45.5 .102 ~016 .0039 .0010 .0002 .0000 

1 2 10.6 9,21 7.38 5.99 4.61 2.77 1.39 .575 .211 .103 .0506 .0201 .0100 

;, 3 12.8 1 i.3 9.35 7.8i 6.25 4.11 2.37 1.21 .584 .352 .216 .115 .072 

~ 4 14.9 133 ILI 9.49 7.76 5.39 3.36 1.92 1.06 .711 .483 .297 .207 

5 16.7 ''15.2 12.8 1 i.l5 9.2 6.63 4.35 2.67 1.61 1.15 .831 .554 .413 
1 ti 18.5 ·16.!! 14.4 12.6 10.6 7.84 5.35 3.45 2.20 1.64 1.24 .872 .676 

7 io.3 ·. 1 Íl.S 16.0 14.1 12.0 9.04 6.35 4.25 2.83 2.18 - 1.69 1.24 .989 
' 
; 8 22.0 20.1 -IT.5- 15.5 13.4 10.2 . 7.34 5.07 3.49 2.73 . 2.18 1.65 1.34 
\ 9 23.6 '2 i.7 19.0 16.9 14.7 11.4 8.34 5.90 4.17 3.33 2.70 2.09 1.73 
. 
')0 25.2 l3.2 20.5 1!!.3 16.0 12.5 9.34 6.74 4.87 3.94 3.25 2.56 . 2.16 
JI 26.8 "14.7 21.9 19.7 17.3 13.7 10.35 7.57 5.58 4.57 3.82 3.05 2.60 

' 
12 28.3 .26.2 23.2 21.0 18.5 14.8 11.3 8.44 6.30 . 5.23 4.40 3.57 3.07 
13 29.8 27.7 24.7 22.4 19.8 16.0 12.3 9.30 7.04 . 5.89 5.01 4.11 3.57 
14 31.3 29.1 26.1 23.7 21.1 17.2 13.3 10.2 7.79 6.57 5.63 4.66 4.07 

15 32.7 . 30.6 27.5 25.1 22.3 18.2 14.3 11.0 8.55 7.26 6.25 5.:!2 4.60 
ló 34.3 32.0 28.8 26.3 23;5 19.4 15.3 11.9 9.31 7.96 6.91 5.BI 5.14 
J7 35.7 33.4 30.2 27.6 24.8 20.5 16.3 12.8 10.1 8.67 7.5.6 6.41 5.70 
18 37.2 34.8 31.5 28.9 26.0 21.6 17:3 13.7 10.9 9.39 !!.23 7.01 6.26 
19 38c6 · 36.2 32.9 30.1 .27.2 22.7 18.3 14.6 11.73 10.1 8.91 7.63 6.84 

20 40.0 ~7.6 34.2 31.4 28.45 23.8 19.3 15.5 12.4 10.9 9.59 8.26 7.43 
21 41.4 38.8 35.6 32.7 29.6 24.9 20.3 16.3 13.2 11.6 10.3 8.90 8.02 
22 42.8 . '40.3 . 36.8 33.9 30.8 26.0 21.3 17.2 14.0 12.3 J 1.0 9.54 8.64 
23 44;2 .. · 41.6 31U 35.2 32.0 27.1 22.3 18.1 14.8 13.1 11.7 10.2 9.2.6 
24 45.6 43.0 39.4 . 36.4 33.2 28.2 23.3 19.0 15.7 13.8 12.4 10.9 9.89 

25 46.9 44.3 40.6 37.7 34.4 29.3 24.3 19.9 16.5 14.5 13.15 !·1.5 10.5 
Í6 41U 45.6 41.9 38.9 35.6 30.4 25.3 20.8 17.3 15.4 13.8 12.2 11.2 
27 49.6 47.0 43.2 40.1 36.7 31.5 26.3 21.7 18.1 16.2 14.6 12.9 II.R 
28 51.0 '-. 48.3 44.5 41.3 37.9 32.6 27.3 22.7 18.9 16.9 15.3 13.6 12.5 
29 52.3 -49.6 45.7 42.5 39.1 33.7 28.3 23.6 19.8 17.7 16.0 14.3 13.1 

.. 

30. 53.7 50.9 47.0 43.8 40.3 34.8 29.3 24.5 20.6 18.5 16.8 15.0 13.8 
40 66.8 63.7 59.3 55.8 51.8 45.7 39.3 33.7 29.1 26.5 24.4 22.2 -· . 20.7 
so 79.5 76.2 71.4 67.5 63.2 56.3 49.3 43.0 37.7 34.8 32.4 29.7 28.0 
60 92.0 . 88.4 83.3 79.1 74.4 67.0 59.3 52.3 46.5 43.2 40.5 37.5 .35.5 

70 104.2 100.4 95.0 90.5. 85.5 77.6 69.3 61.7 55.3 51.7 48.8 45.4 43.3 
8.0 116.3 112.3 106.6 101.9 96.6 88.1 79.3 71.1 64.3 60.4 57.2 53.5 51.2 
90 128.3 124.1 118.1 113.1 107.6 98.6 89.3 80.6 73.3 69.1 65.6 61.8 59.2 

100 140.2 1.35 .8 129.6 124.3 111!.5 109.1 99.3 90.12 82.4 77.9 74.2 70.1 67.3 
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No ohst~nte qu¡_: la distribución Ji cuadrada solo se ha presentado en 

el estudio de las muestras pequcñ~s, cabe aclarar que es válida para ~quelbs mayores de JO si 

la v:niablc aleatoria involucrada tiene distribución n.ormal. 

3.4. l.l 1 ntervalo de confianza para la variancia · 

Tal como se hizo para la distribución normal, se pueden establecer in

terv:;_los de co~fianza par~ la variancia de la población ·en. términos d~ la variancia de una 

muestra extraída de ella, a un nivel de confianza dado 1 ·-a. si se hace uso Ul' los v:tlores 

críticos-.x: de la tabla X. Por lo tanto, un intervalo de confianza para la estadística X 2 , 

cstarÍ<J dado por 

< x: 

donde X 2• y X 2 son lós valores críticos pa'ra los cuales el ( 1 ·- a )/2 por ciento del <Í r0a se 
<.: e . 

encuentra en los extremos izquierd_o y derecho de la distrib'ución, n:spcctivamcntc. 

Con base en lo anter-ior, se concluye que 

-· 

es un intervalo de confianza para estimar a o 2 a un nivel de confianza 1 - a. 

3.4. 1.2 Prueba de hipótesis para !avariancia 

La prueba de hipótesis para la variancia de una población normal se dci.:

túa calculando el valor de .la estadística X 2 y estableciendo las hipótesis /1
0 

y //
1 

apropiadas . 

.. ~Y decir, se adoptan reglas de decisión similares a las usadas para la estadística Z. 

Ejetúpl,o 

La variancia del tiempo de elahoración de l:icrto producto es igual a 

40 111111: s1n embargo, su proceso de manufactura se modifica y se toma una muestra de 

• 

• 

• 
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veinte tiempos, para la cual la variancia resulta ser igual a 62 mih. ¿Es significativo el au

mento del tic~po de elaboración a un nivel de significancia de 

a) 0.05 

b) 0.01? 

Se elche decidir de entre las hipótesis 

H0 a 2 = 40 min 

H 1 a 2 > 40 min 

Suponiendo que la ~ipótesis nUla.es correcta, el vaior de la estadÍstica X2 para la muestra 

considerada es 

xz 
nS~ 

= ~ 
= 

(20) (62) 
.. 40 = 31 

a) Como se trata· de una prueba de un~. cola, 'la hipótesis H 0 s~ rechazaría si 

e! valor de la· estadística x 2 fuera mayor que el de X2 ·para un nivel de significaricia igual 

. a 0.05, el cual, para v = 20 ~ 1 = 19 grados de libertad resulta ser-30.1 (tabla 8). Como . ,· . . . 

• 

31 > 30.1, H0 se r~chaza a un nivel de significapcia de 0.05; · .... · 

b) 'En -este caso, el valor de X 1 para un nivel de significancia de 0.01 y 19 gra

.dos _de libertad .. es ig.ual a 36:2, Puesto_ que"31 .~ 3~.2, se aceptaH0 a un nivel de significan

cía de 0.01.. 

3.4.2 .Distribución F 

Al efectuar Ja prueba de hipótesis de igualdad de medias para muestras 

pequ.eñas, en la siguiente secciÓn_ se supondrá que las variancias de las poblaciones a las 

que corresponden)ales muestr~s son iguales. P~rlo tanto, es m!cesari; probar antes· si tal su-. 

posición es correcta. ·Para ello, debe considerarse que si s;, nx y s;. ny son respectiva-
~· . . .. 

mente la variancia y el tamaño de dos muestras extraídas de poblaéiones normales que 

tienen igual variancia, entonces 

.sj. .. 
F=--·. s2 y 

. (3~ 15) 



TABLA 9. VALORES · F PARA tt e 0.01 

de libt:rud ck i ~.;..._-r--~-.---·,.--.--.,.-...;...-.,----.----..--'---,r----r----..----.----..----.-----,.----.----r-r---r----r---1 
d,·m'm inJd ''r 

3 
4 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 
1'5 

16 
17 

18 
19 
10 

24 
25 

.10 
-lO 
6U 

12u 

• 

. 4 O' 2 5 íiO(I 
98.5tll 99.00 
34.10 }0.80 
21 20 18.00 
16:30 13.30 

13.70 
1 1.~0 
11.30 
10.60 
10.00 

10.90 
9.55 

'8.65 
8.02 
7.56 

9.b6 7.22 
9.33 6.93 
9.07 6.70 
8.86 6.5 J 
8.68 6. 36 

8.53· 6.23 

8.4Q: 1 6.11 
8.~9 6.01 
8.19 5.93 
R.ILl 5.85 

·¡;_n:; s. 79 

·t9S .5.72 
".SS 5.66 
".S2 5.61 
7.7 7 5.5.7 

7.56 '· 5.39 
-. ~ 1 . ) . 18 
"(iH .¡_qg 

()':t':"' ...... 79 

b 1.' _1 -!.61 

3 

5.403 
99.20 
29.50 
16.70 
12.10 

5 

5.62~ 1 5.764 

99.20 19'U0 
18.70 1 28.20 
16.00 15.50 
11.40 11.00 

9.77 9.15 
8.45 .. 7.85 

8.75 

7.46 
6.63 
6.06 
5.64 

7.59 7.01 
6.99 6.41 
6.55 5.99 

6.2 2 
5.95 
5. 7 4 
5.56 
5.42 

5.68 5.32 

S .29 
5.!9 1 

5.09 
5 .O i 
4.9-l 

~:~~ 1 

.J. "6. 
4.72 
4.68 

-1.51 
4.~ 1 

·U-1 

5.41 5.06 
5.21 4.86 
5.04 4.70 
4.ti9 4.56 

·1.77 
4.6 i 
4.58 
-1.50 
4.43 

-1.36. 

4.31 
-\.2 6 
4.22 
-1.18 

4.02 
3.8 3 

4.43. 
.4.34 
4.15 
4.17 
4.10 

4.04 
3.99 
3.94 

·3.90 
3 86 

3. 70. 

3.5 1 

3.'15 .1 4b 
~-~1 1" .. . ' 1 . . .l-

5.859 5.928 
99.30 99.40 
17.90 27.70 
15.50 15.00 
10.70 10.50 

8.47 
7.19 
6.37 
5.81 
5.39 

8.26 
6.99 
6.17 
5:61 
5.20. 

5.07 4.89 
4.82 4.64 
4.62 4.44 
4.46 4.28 
4.32 4.14 

4.20 

4.10 
4.01 
3.94 
3.87 

3.81 
3. 76 

. 3.6 i 

3.63 

3 .2Y 

4.03 
3.93 
3.84 
3.77 
3.70 

3.64. 
3.59 

.. 3.54 

3.50 
346 

3.30 
3.12 ., 

.:. o: 1 
1 7~ 
2.64 ·¡ 

8 

5.982 6.023 
99.40 99.40 
27.50 17.30 
14.80 14.70 
10.30 10.20 

8.10 7.98 

6.84 6.72 
6.03 5.91 
5.47 5.35 
5.06 4.94 

4.7~ 4.63 

4.50 4.39 
4.30 4.19 
4.14 4.03 
4.00 . 3.89 

3.89 .3.78 
3.79 3.68 
3.71 3.60 
3.63 .3.52 
3.56 3.46 

3.50 3.41 
3.45 
_; .4 1 

3.36 
3.32 

3. 1" 
2.99 
2 .~ ~ 
2.66 
2.5 l 

3.35 
3.30 
3.26 
3. 2 2 

10 

6.056 
99.40 
27.20 
14.50 
10.10 

i .87 
6.62. 

5.81 
5.26 
4.85 

.J.~~ 

4.30 
4.10 
3.94 
3:80 

3.69 
3.59 
3.51 
3.43 
3.3 i . 

3.31 
3.26 
3.2 1 

3. i 7 
3. l' 

2.9H 
: ¡;() 

2.63 
2.4 7 

2.3 2 

• 

1 ~ 

6.106 6.157 
99.40 99.40 
27.10 26.90 
14.40 14.20 

9.89 9.72 

6.47 
5.6 7 
5.11 
4.71 

7.56 
6.31 
s.s~ 

4.96 
.4.56 

4.4li 4.25 
4.16 4.01 
3.96 3.82 
3.80 3.66 
3.67 3:52 

3.55 
3.46 
3.3 7 
3.30 
3.2 3 

3.1 7 
3.12 
3 o~ 
3.03 
2.99 

2.84 
2.66 
2.5 o 
2.34 
2.1 S 

3.40 
::3! 
3)3 
3.15 
3.09 

3.03 
2.9·8 
2.9 _1 

2.89 

2.85 

2. 71 
2.5 2 

:.: 19 

~.04 

6.204 6.2-'5 
90.4Ll ';N.~t1 

2(,_7[1 26.60 

14.00 13 'l(l 

9.55 9.47 

".40 
6.16 
5 . .16 
.j 8! 
4.41 

7.31 
6 o· 
5.28 
4. 7 3 
4.33 

¡,_]¡, 1 

90.5ti 
~6.5(1 

¡_;_so 
9.38 

1.2 3 
5.99 
5.20 
4.65 
4.25 

4.!0 . 4.ii.1 3.9.1 
3.86 3.7~ 3.70 

.'3.66 3.59 3.5 J 

~'-.5·1 3.43 3."3.5" 
3.3" 3.~9 . .1.21 

3. 2A 
3.16 
3.U8 
3.00 
~.ll-l' 

2.88 
2.0 3 
2. í 8 

1

1 2. i 4 
2. 70 

1 ; ;~ 1 

:.~n 

2' t) ~~ 
l.t';., 

3.18 
:;_o¡; 
_;_LlO 

~- 9 2 
2.Hh 

~- 70 
~.66 

2.62 

2.-l 7 
:.~9 

:. 1 ~ 
l. Q ~ 

).10 
. _1,(1(1 

2.9~ 

2.o4 
2. 78 

2. 7 2 
2.67 

2.62 
2.58 
2.5 3 

40 

t>.2~7 6.3 u 
99.50 99.50. 
26.40 2(d(i 

13."0 1 u 7tl 
9.29 9.20 

1.14 
5.91 
5.12 
4.5 7 
4.17 

o .ti¡, 

5.82 
5 .tl.~. 
4.48 
4.Ll8 

3:t>2 3.54 
3.43 3.34 
3.~7 3.18 
3.13 3.05 

3.LI2 
2.~ 2 
2.1\.l 

~- ~6 
2.69 

2.64 
2.5H 
2.54 
~.49 

2.45 

2.55 
~--'0 
2.45 
2.40 
2.36 

1 ~ti 

6 .. 1.1tl 

Ql) .S ti 

2t>.20 
U.oti 
9.1! 

6.'1" 
.:'. /4 
4 tj<; 

.¡_.¡o 
4.[1(1 

oc 

¡, _1¡,¡, 

99.5Li 
2t>.l (1 

1 3.5 (1 

9.ll2 

¡, ~

S.t>S 
4.S.1 

4.,; 1 
_1_1) 1 

,_; .t>'l _1,¡,/i 

. _1,45 _1_J¡, 

_l_ :.:- .l. 1 7 
. _,_{l':) 1 3.11{1 

-2.95 ~.o7 

2.31 
~- 2 7 

2. 11 
1.9 2 
l ~ ; 

.. 1.5 _; 
1. _12 

~. 2 1 

2.1 j' 

l. 2 .íll 
l.~ti 
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resulta ser el valor de una variable aleatoria (estadística) que tiene distribución F, con 

parámetros vx = nx - 1 y vy = ny - l. Esta distribución (fig 22) cuenta con dos pará

metros, vx y vy, que son los grados de libertad que corresponden a la variancia del nu

merador y del depominador de la ec 3.15, respectivamente .. Cuando se hace referencia a 

una distribución F en particular, siempre se dan primero los grados de libertad para la varian

cia del numerador; es decir, F(v X, 'vy ). · En la tabla 9 se presentan los ·valores críticos Fe 
para distintos valo~es de vx y V y y un nivel de significancia de 0.0 l. Cuando los grados 

de libertad v x o vy no se encuentren en dicha tabla; el valor de F se puede obtener median

te interpolación lineal. Si se desea probar la hipótesis a otros niveles de significancia, es 

factible emplear las tablas de la distribución F (refs 9 y 11 ). 

f(F) 

F 

1 

' 

.Fig 22. Distribución F. 

De acuerdo con lo anterior, se puede probar la hipótesis nula 

en co.ntra de alguna hipótesis alternativa adecuada haciendo uso del hecho de que el c·ocien

te S~/S~ es una estadística que tiene distribución F. 

'Ejemplo 

Una empresa .manufacturera de cartón prensado va a decidir acerca del 

~mpleo de una prensadora A o una B a fin de obtener un grosor determinado en sU producto. 

El problema estriba en que ambas prensadoras proporcionan grosores muy similares, es 

é!ecir, que .la variancia de los grosores para las dos máquinas es la misma. Para .decidir acer-

•

.adam•.:ntc, _se toma una n1ucstra aleatoria .de 31 cartqnes prensados por la máquimi A y · 

>tra de 41 por la l3. Como las variandas del grosor para los cartones de las muestras rcsul- · 

~·~· ,_. ~. 

.• 
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1 

tan ·~L:t dé''J2 y de 5 micras, respectivamente, se establecen las hipótesis 

con objd:o·dc probarlas a un nivel dé signific;;tnci<l de 0.0 l. 

El v;;tlor de la estadística F resulta 

F·= 

{'2 
>JA 

52 B 

12 
= 2.4 

5 

Puesto q.u'e, vA = 31 - 1 = 30 y vH = 41 1 o= 40, en l<l tabia lJ se puede ver que ¡'iarLJ un 

nivel d,c,.iignific;;tncia de 0.01 el valor, Fe, de F (30, 40) es 2.1 l. De acuerdo con estos 

valores,' ia:hipótesis/1
0 

se rechazaría si el valordeF fuera mayor que F, UO. 401. 

Puesto que lo anterior resulta ser cierto, se rechaza 11
0

, concluyéndose 

que la.prensadora B sería l;;t mejor elección. 

:-,, ..... 

. 3.4.3 Distribución· t de Student 

Si se consideran muestras de t<lmaño n extraídas de una población 

normal co'n media i1 y variancia desconocida, para cada muestra se puede calcular b es

tad ística.,T definida mediante la fónmila 

·: .. .:' 

T 
X -- 11 J 

11-

Sx 
(3. 1 (¡) 

donde:: .. h~ú el pron1edio y Sx la desviación estándar de la muestra. 

~. La distribución muestra! de T (fig 23) está dada por la ecuación 

· .. 

u 
I u) = ----::~--t2 

( 1 + - )1(v + 1 )/2 í ~ 
~~~· 

. en la qt.Je···u es una constante que hace que el área bajo 1~ curva sea igual a U'!'JO. y 11 = 11 -1 

es el número de grados de libertad . 

. ----·-···-------- ···-- ---·- ··----------.. 

r ·.:l~~~· 
, ·: )'-~-~' ,,.: . ·. ~-d ~-: -· ...... : :·. ';' ~ . 

• 

• 
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f(t) 

-4 -2 o 2 4 t 

Fig 23. Distribución t de Student para distintos valores de v 

En la fig 23 se aprecia que conforme v (o n, el tamaño de la muestra) aumenta, la distribu

ción de"j(t) se aproxima a la distribución normal. 

3.4.3.1 Límites e intervalos de confianza 

De manera similar a como se hizo con .la distribución norma!,'" es posi

ble estimar los límites de confianza de la media, /.l, de una población mediante los valore,\· 

cdticos, te, de la distribución t, que dependen del tamaño de la muestra y del nivel de con

fianza deseado, encontrándose dichos valores en la tabla lO. 

Así pues, 

representa un intervalo de confianza para t, a partir del cual se puede estimar que 11 se 

encuentra der¡tro del intervalo 

En términos gtmerales, los límites de confianza para la media de la 

población se representan como 



TABLA 10. VALORES te PARA LA DISTRIBUCION 

t DE STUDENT 

V t t t t t t 
.995 .99 .'175 .95 .90 .110 

1 63.66 31.H2 12.71 6.31 3.07 1.376 
2 9.92 6.96 4.30 2.92 1.89 1.061 
3 5.84 4.54 3.18 2.35 1.64 .978 
4 4.60 3.75 2.78 2.13 1.53 .941 

5 4.04 3.36- 2.58 2.02 1.48 .920 
6 3.71 3.14 2.45 1.94 1.44. .906 
7 3.50 3.00 . 2.36 1.91 1.43 .896 
8 3.36 2.90 2.31 1.86 1.40 .889 

9 3.25 2.82 2.26 1.83 1.38 .883 

10 3.17 2.76 2.23 1.81 1.37 .879 
11 3.11 2.72 2.20 1.80 1.36 .876 
12 3.06 2.68 2.18 1.78 1.36 .873 
13 3.01 2.65 2.16 1.77 1.36 .871 
14 .· 2.98 ' 2.62 2.14 1.76 1.34 .868 

15 2.95. 2;61 2.13 1.75 1.34 . .866 
16 2.92 2.5"8 2.12 1.75 1.34 .865 
17 2.90 2.57 2.11 1.74 1.33 .863 
18 2.88 2.55 2.10 1.73 1.33 .862 
19 2.87 2.54 2.09 1.73 1.33 .861 

20 2.84 2.53 2.09 1.72 1.32 .860 
21 2.83 2.52 2.08 1.72 1.32 .859 
22 2.82 2.51 2.07 1.72 1.32 .858 
23 2.81 2.50 2.07 1.71 1.32 .858 
24 2.80 2.49 2.06 1.71 1.32 .857 

25 2.79 2.48 2.06 1.71 1.32 .856 . 
26 2.78 2.48. 2.05 1.71 1.32 .856 
27 2.77 . 2.47 2.05 1.71 1.31 .855 
28 2.76 2.47 2.05 1.70 1.31 .855 

29 2.76 2.46 2.04 1.70 1.31 .854 

30 2.75 2.46 2.04 1.70 1.30 .853 
40 2.70 2.43 2.02 1.68 1.3~ .851 
60 2.66 2.39 2.00 1.67 1.30~_ .848 

120 2.62 2.36 1.98 1.66 1.29 .845 
00 2.58 2.33 1.96 1.645 1.28 .842 

·, 

1 

t t t t 
.7S .70 .~0 SS 

1.000 .727 .325 .15K 
.816 .617 .289. .142 
.765 .584 .215 .1 38 
.741 .569 .271 .134 

.727 .560 .267 .132 

.718 .553 .265 .131 

.711 .549 .263 .130 

.706 .546 .262 .130 

.703 .543 .261 .129 

.700 .542 .260 .129 

.697 .540 .260 .129 

.695 .539 .259 .1 28 1 

.694 .538 .259 .1 28 

.693 .537 .258 .128 

.691 .536 .258 .128 

.690 .535 .258 .128 

.689 .534 .257 .128 

.688 .. 534 .257 .128 
,688 ;533 .257 .127 

.687 .533 .257 .1 27 

.686 .532 .256 .127 

.686 .532 .256 . 127 

.685 .532 .256 .127 

.685 .531 .256 .127 

.684 .531 .256 .127 

.684 -.531 .256 .127 

.683 .531 .256 .127 

.683 .530 .256 . i27 

.683 .530 .256 .127 

.683 .530 .256 .127 

.681 .529 .255 .126 

.679 .528 .254 .126 

.677 .S 26 .254 .126 
.674 .524 .253 .126 

1 
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3.4.3.2 Pruebas de hipótesis 

La prueba de hipótesis para la media de una población se puede efec

tuar con muestras pequeñas en fonna análoga a la de muestras de tamai1o mayor de 30 si. 

en lugar de utilizar a la estadística Z se emplea la T. Entonces, si se consideran dos muestras 
• . • 1 • ·-

aleatorias cuyos ~amaños, desviaciones estándar y promedias son nx· Sx, X y ny. Sy. Y. 

respectivamente, extraídas de .poblaciones normales de igual. varia~cia (ax = ·a}), se' 

puede probar la hipótesis, H 0 , de que las muestras provienen de una misma población, 

es decir, de que también sus medias son iguales, utilizando la e~tad ística T definida por 

do.nde 

T=-~=====-

•!~x + 

€ = 

1 

nx S~ + ny S~ 

nx+ny:....2 

cuya distribución es la t de Student, con v ~ n x + ny -- 2 grados de libertad . 
. . 

Ejemplo. 

. ,, 

.(3. 1 7) 

(3.18} 

•. 

Confonne al plan de desarrollo agrícola .de una región; se probó un 

nuevo fertilizante para maíz. Para ello· se escogieron 24 ha de terreno, aplicándose dicho 

prodUcto a la mitad de ellas. El promedio de producción de maíz en la zona que se usó· 

fertílizanteJue de 5.3 ton, con una desviación estándar de 0.40 ton, en tanto que en la otra 

. zona el promedio fue de 5.0 ton, con desviación estándar de 0.36 ton. 

D~ acuerdo con los resultados, ¿se puede concluir que existe un aumen-
. . . ' . . . 

to significativo en la producción de maíz al usar fertilizante, si se utiliza un niveldc signifi-

cancia de 

a) 0.01 

b) 0.05? 
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Solución 

Para probar la hipótesis de igualdad de metl ias es indispensable SCJbcr pri

mero si lCJs muestré:ls provi.cncn de dos pobi<Jciones normales de igual vari<Jncié:l. En ese caso, 

si u~ y a~ denotan a las vari<:~ncias de ·¡a producción de maíz en la zona trataJa y en la no 

tré:ltada, respectiv<:~mcntc, se debe probar la hipótesis nula //0 : a~ = a~ en contr<J de la 

hipótesis alternativa // 1 : u; > u~ <r los dos niveles de _significanci<J establecidos. 

El ~alor de l<1 estadística F es,·Jt: la ec·3.15; 

C2 ' 
•J X 

('2 
. ,) y 

(0.40)2 

(0.36)2 
1.27 

y el valor crítico de F ( 11, 1 1 ), obteríiuo de la tabla 9 mediante interpolación lineal, re

sulta 4.47. Por lo táñlo; corno 1.27 < 4.47, se acepta la hipótesis nula a un nivel de signi

ficáncia de 0,01. 

!;í Valor crítido de F ( 1 1, 1"1) a un niVel de slgnificancla de 0.05 ( rct' e)) 

es Í,/32, de ahí qUe t6if16 i :2.7 < ~U32, Ülliblén sé acepta la hi~6tesis H0 . 

Jii.J; ilx 

lf¡ ilx 

por lo cüal 

Góíi base eri io anterior, se del)é decidir entré las hipótesis 

- j..Ly 

)> ily 

(ia diferencia eii iüs 

(el fertlllzi:ii'ité 

hx .S'~ + ny S~ 

nx+ny-2 

inejora 

,. 5.3 - 5.0 

promedios se debe al azar) 

ia ptoduccioñ) 

12(0.40)2 + ·12(().Jh)2 

--'-----'------· = 0.39 7 
12+ 12-2 

0.397 /-
1 

+ . 12 12 

.... 
... 

• 
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a) Puesto que se trata de una prueba de una cola a un nivel de significancia 

de 0.01, se rechaza la hipótesis H
0 

si t es mayor que el valor crítico, t , correspondiente e . 

a dicho nivel, el cual para v = nx+ny:.. 2 = 12 + 12- 2 = 22 grados de libertad, se obtiene 

de la tabla 8 como te= 2.51. Como t< te, la hipótesisf/
0 

no se puede rechazar a un nivel 

de significancia de 0,0 l. 

b) Si el nivel de significancia de· la prueba es de 0.05, se rechaza H 
0 

si t es 

mayor que el valor te respectivo que para 22 grados de libertad es te = 1.72, por lo que 

de acuerdo con lo antt!rior, H0 se rechaza a un nivel de significancia de 0.05 . 
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