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Resumen

En este trabajo se presenta un método de diseno de Funciones de Lyapunov para algoritmos
por Modos Deslizantes de Orden Superior (MDOS). Los algoritmos por MDOS utilizados son
homogéneos con una estructura afin por tramos en el caso no perturbado. El método es ejemplifi-
cado con algoritmos tanto de segundo como de tercer orden. El procedimiento permite construir
Funciones de Lyapunov con un grado de homogeneidad deseado. Con las funciones obtenidas es
posible estimar el tiempo de convergencia al origen y establecer condiciones sobre las ganancias
de los algoritmos para que estos converjan en tiempo finito al origen en presencia de perturba-
ciones acopladas y acotadas. El proceso de diseno consiste, basicamente, en la integracion de
una funcién positiva definida de las soluciones del sistema tal y como es hecho en las pruebas de
los Teoremas Conversos de Lyapunov.



Abstract

In this work a Lyapunov Functions design method for a class of High Order Sliding Modes
algorithms is presented. The algorithms treated here are homogeneous and they are affine systems
in the nominal case. Second and third order algorithms are used to exemplify the method. The
Lyapunov Functions obtained are homogeneus and they allow to estimate the convergence time
to the origin. These Lyapunov Functions also let find restrictions over the algorithm gains in
order to ensure finite time convergence in presence of matched and bounded disturbances. The
design procedure is based on the proofs of the Converse Lyapunov Theorems. So the method
consists in integrating a positive definite function of the solutions of the system.
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Capitulo 1

Introduccion

Un modelo matemético nunca contienen toda la informacién necesaria para representar con exac-
titud un sistema dindmico real, porque es practicamente imposible tomar en cuenta todas las in-
teracciones del sistema con el medio ambiente, ademds que en Ingenieria se requieren modelos con
una cierta simplicidad para que sea factible su tratamiento.

Cuando se necesita realizar control sobre el sistema, se puede hacer uso de su modelo, sin
embargo este estara sujeto a incertidumbres que no siempre se pueden despreciar. Por tal motivo
la técnica de control a utilizar deberia ser capaz de lograr los objetivos de seguimiento o regulacion
a pesar de las interacciones no modeladas.

El Control por Modos Deslizantes es adecuado para tratar el problema de control en presencia
de perturbaciones o incertidumbres como se ha demostrado con los Modos Deslizantes Clésicos
(véanse por ejemplo [I8] y [4]). La desventaja de los Modos Deslizantes Clésicos es que su aplicacién
estd restringida a sistemas con grado relativo uno. Otra desventaja es que presentan el indeseado
fenémeno de “Chattering”.

Con el surgimiento de los algoritmos de control por Modos Deslizantes de Orden Superior,
MDOS, (véase por ejemplo [6] y [10]), se evitd la restriccién de grado relativo uno, ademds de
disminuir e incluso eliminar el fendmeno de “Chattering”, todo esto conservando las caracteristicas
de robustez de los Modos Deslizantes Clasicos. Los MDOS adicionalmente tienen la cualidad de
convergencia en tiempo finito al origen del sistema. De manera que los MDOS proporcionan muy
buenas caracteristicas para el control de sistemas dinamicos.

En un principio la estabilidad de los algoritmos por MDOS se determinaba con base en argu-
mentos geométricos. El inconveniente con este tipo de pruebas es que no es claro como hacerlas en
ordenes mayores a dos y tampoco proporcionan una estimacion del tiempo de convergencia de los
algoritmos.

Por otra parte, el simple pero poderoso Teorema de Estabilidad de Lyapunov[] se ha convertido
en pieza clave dentro de la disciplina del Control Automatico. Este famoso teorema es la base
de diversas herramientas tanto de analisis como de diseno de sistemas de control. Dentro de las
aplicaciones de este teorema se pueden mencionar las siguientes:

e Determinacién de las propiedades de estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema
e Diseno de controladores robustos

e Estimaciéon de tiempo de convergencia (Cuando existe convergencia en tiempo finito).

'Este teorema puede ser consultado en el Capitulo TV de [§].



1.1 Motivacion

Debido a las buenas caracteristicas de los MDOS y a la utilidad del método de Lyapunov, parece
natural el querer utilizar estas dos técnicas conjuntamente, es decir, realizar andlisis y diseno de
sistemas controlados con algoritmos MDOS basandose en el método de Lyapunov. Para tal fin es
necesario contar con las, asi conocidas, Funciones de Lyapunov (FIEI)

Como consecuencia de la naturaleza discontinua de los algoritmos MDOS surge la pregunta
(Existen FL para estos sistemas?, afortunadamente ya se ha dado una respuesta afirmativa en [16].
Pero atin queda otra pregunta, ; Como encontrar tales funciones?

1.2 Estado del Arte

Una forma de encontrar una Funcién de Lyapunov es con el procedimiento de Prueba y Error que
consiste en proponer una funcién y verificar que esta sea de Lyapunov para el sistema. Con esta
practica no se tiene ningtn indicio de la forma de la funcién ademas que se corre el riesgo de nunca
obtener un resultado positivo. Otra manera es utilizar el método de Zubov [19] con el cudl se
necesita resolver una ecuacién diferencial en derivadas parciales, tarea que nuevamente no resulta
sencilla.

En la literatura ya se han propuesto algunas Funciones de Lypaunov para sistemas controlados
con MDOS, por ejemplo: En [14] se propone, para el algoritmo “Twisting”, una FL cuya derivada
temporal solo es negativa semidefinida, ademds no se proporciona algin método para construir la
funcién. En [I5] se presenta, nuevamente para el algoritmo “Twisting”, una FL construida con una
generalizacién del método de Zubov que como ya se dijo no es sencillo de aplicar. Por dltimo en [17]
se da una FL para el algoritmo “Twisting” con términos lineales, cabe aclarar que no se presenta
un método de diseno de la FL.

1.3 Contribucién

Por lo ya expuesto resulta necesario tener FL para hacer analisis y disefio de sistemas de control
con MDOS ademsds seria mayor ventaja contar con un método sencillo para la construcciéon de FL
para algoritmos MDOS.

En el presente trabajo, la principal contribucion es dar un método sistematico para el diseno de
FL para una clase de algoritmos MDOS que presentan una estructura afin por tramos en su forma
nominal. Como consecuencia directa, de la contribucién principal, se dan las siguientes aportaciones:

e Dos FL para el algoritmo “Twisting”
e Tres FL para el algoritmo “Terminal” en distintos casos
e Una FL para un algoritmo de Tercer Orden

Cabe mencionar que tanto para el algoritmo “Terminal” como para el algoritmo de tercer orden
(aqui tratado) no existian FL anteriormente. Otro punto importante es que con estas funciones se
resuelve el problema de la estimacién del tiempo de convergencia del algoritmo.

2En adelante, entiendase Funcién o Funciones de Lyapunov, segin el contexto, con FL.



Capitulo 2

Un método de diseno de Funciones de
Lyapunov

En este capitulo se describe el método de diseno de FL que sera usado en esta tesis. Se inicia por
dar la definicién de Homogeneidad ponderada y se establece una clase de sistemas sobre los cuales
puede ser aplicado el método aqui descrito.

2.1 Inclusiones diferenciales y Homogeneidad ponderada

En la presente seccién se da una rapida descripcién de las inclusiénes diferenciales y se hace una
breve recopilacion de definiciones asociadas a la homogeneidad ponderada.
Cuando se tiene un sistema dinamico de la forma

& =h(t,z), xzeR" (2.1)

donde h es una funcién continua a tramos y M es el conjunto (de medida cero) de discontinuidades
de h, entonces ([2.1)) se reemplaza por la inclucién diferencial equivalente

ie Ht ), (2.2)

donde H coincide con h sobre los puntos donde existe continuidad. Si H es no vacio, cerrado,
convexo, localmente acotado y semicontinuo por arriba [5] entonces es conocida como inclusién
diferencial de Filippov.

La solucién z(t) de es llamada solucién de la inclusién diferencial (2.2). La funcién z(t) es
absolutamente continua y satisface casi en todos lados [5]. A lo largo del presente trabajo las
soluciones de los sistemas de la forma son entendidas en el sentido de Filippov.

En el sentido cldsico una transformacién homogénea T : R™ — R satisface que T'(kz) = k™1 ()
para cualquier k& € RT. Obsérvese que las caracteristicas de la transformacién en un punto del
dominio se mantienen para cualquier otro punto. Por ejemplo si T es continua en el punto xzg
también lo serd en el punto z = kxg ya que T'(z) = k™7 (x¢). A continuacién se dan las nociones
de una forma de homogeneidad més general conocida como Homogeneidad ponderada.

Definicién 2.1 (Dilatacién [2]). Fijese el conjunto de coordenadas x = (x1,...,%,) en R™. Sea
r=(ri,...,r) un conjunto de exponentes reales positivos. La familia de dilataciones (O] )eso (para
el parametro € asociado a r) estd definida por

op(z) :== (€"wq,...,e"xy,), VYVreR" Ve>D0.



Los numeros r; son las ponderaciones de las coordenadas.

Definicién 2.2 (Homogeneidad ponderada extendida [I1]). Sean z, © y € como en la definicion
antertor, entonces

a) Se dice que una funcion V : R™ — R es homogénea de grado m € R si

V(0. (x)) ="V (x), VreR" Ve>D0.

b) Se dice que un campo vectorial kT = [hi(z),..., ho(x)] es homogéneo de grado p € R si el
componente h; es homogéneo de grado p + r; para cada i; esto es

hi (07 (x)) = T"ihi(z), Vx eR™ Ve>0, Vie[l,n]CN.

¢) Se dice que un campo vectorial de conjuntos H(x) C R™ es homogéneo de grado p € R si

H (6" (z)) = P6TH(z), Yz €R", Ve > 0.

d) Los incisos a y b son equivalentes a decir que la ecuacion diferencial @ = h(x) (inclusion
diferencial © € H(x)) es invariante ante la transformacion (t,x) — (e Pt, 0l x)

Definicién 2.3 (Norma homogénea [2]). Sean x y r como antes entonces una norma homogénea,
es un mapa x +— ||z||,q4, donde para cada ¢ > 1

1
n q E
lallrg = (me) . Vo eR™.
=1

La homogeneidad ponderada se puede interpretar como una propiedad que permite determinar
caracteristicas globales a partir de las locales. Esto se ha aprovechado en la teoria de sistemas
dindmicos no lineales. Por ejemplo en [7] a grandes rasgos se hace ver que en un sistema homogéneo,
la estabilidad local equivale a la estabilidad global. También, se ha demostrado (en [2]para sistemas
con lado derecho continuo y en [II] para inclusiones de Fillipov) que si una sistema homogéneo
tiene un punto de equilibrio localmente asintéticamente estable entonces:

e Si el grado de homogeneidad p > 0 la estabilidad serd asintdtica
e Si p =0 la estabilidad serd exponencial

e Si p < 0 habra estabilidad en tiempo finito.

2.2 Una clase de Algoritmos por Modos Deslizantes de Orden Su-
perior

Existen en la literatura varios algoritmos por MDOS que debido a las propiedades geométricas de

la homogeneidad, han sido disenados para ser homogéneos. A su vez, resulta que muchos de estos

algoritmos son sistemas que presentan una estructura afin por tramos (en el caso nominal). Como

se verd mas adelante, es precisamente esta iltima propiedad la que hace factible el método de disenio

de FL propuesto en este trabajo. A continuacién se dan algunos ejemplos de este tipo de algoritmos.
Considérese el sistema dindmico de segundo orden

1 =x9, oo =u(x) (2.3)



con x = [x1,22]7 € R?y el controlador homogéneo generalizado de segundo orden, propuesto en [12],
dado por

u(x) = —k; sign <r1x2 + 7o/ |21 sign(ml)) — ko sign (rgzzg + 74/ |21 sign(:cl)) (2.4)

donde k1, ko, 7r1,72,73,74 € R son constantes que elegidas apropiadamente hacen que las soluciones
de converjan al origen en tiempo finito. Este algoritmo contiene como casos especiales algunos
de los controladores por Modos Deslizantes de Segundo Orden (MDSO) bésicos. Por ejemplo, si se
selecciona 1 =14 = 0, se reduce al bien conocido controlador Twisting [9]

u(z) = —ki sign(xy) — ko sign(za). (2.5)
Noétese que el controlador Twisting es constante por partes, esto es

up = —ki — ko, 1 >0,29>0
uo = —ki1+ ko, x1 >0, 29 <0
ug = k1 + ko, 1 <0,29 <0
ug = k1 — ko, 1 <0,29>0

u(z) =

de manera que el sistema en lazo cerrado se puede ver como un conjunto de sistemas
afines, uno en cada una de las cuatro regiones en las que el control tiene el mismo valor. Estas
cuatro regiones estan determinadas por dos superficies de conmutacion del control, esto es, las rectas
R1 = {z2 = 0} y R2 = {1 = 0}. Es importante mencionar que las trayectorias del sistema solo
cruzan las rectas R1 y Ro y nunca permanecen sobre ellas.

Ahora, eligiendo 1 =73y 19 =74 €n se obtiene, el asi conocido, algoritmo Terminal [I3]

u = —asign(o), o= x2+ [+/|r1]sign(z1) (2.6)

donde aw = kj + ko y B = ro/r1. Nuevamente, este controlador es constante a tramos de la siguiente
manera

u(z) = u=—a, o0>0
|l ue=a, o0<0

Asi que el sistema en lazo cerrado puede considerarse como un sistema afin en las dos
regiones (determinadas por la superficie de conmutacién o = 0) en que el controlador toma un valor
constante. Con este algoritmo la curva ¢ = 0 puede actuar como una superficie de conmutacién o
como una superficie de deslizamiento como se vera posteriormente.

Hasta aqui solo se han mencionado algoritmos de segundo orden pero existen algoritmos de
ordenes mayores como se vera a continuacién.

Sea el sistema dinamico de tercer orden

.Z"l = Z9, i‘Q = I3, 1‘2 = u(x) (2.7)

donde x = [x1,z2,23]7 € R3 y la entrada de control u(zx) puede estar dada por el siguiente algo-
ritmo [3]

Paso 1. Seleccionar u(x) = —kgsign(ze) — k3 sign(xs)
hasta que 20 =0& 23 =0
Paso 2. Seleccionar u(z) = —k;jsign(z;)

hasta que 21 =0
Paso 3. Ir al Paso 1



con ki, ko, k3 € R. Este algoritmo también mantiene al control constante en diferentes regiones, asi,
cuando u(x) = —kgsign(x2) — ks sign(xs) se tiene que

ulz—kg—]fg, $2>0,£L’3>0
ug = —ko + kg, x9>0,23<0

v= us = ko + ks, To < 0,73 <0
U4:k2—k3, x2<0,x3>0
y cuando u(x) = —k; sign(x1) se obtiene

U5:—]€1, 1 >0
u =
ug = k1, 1 <0

por lo tanto (2.7) en lazo cerrado se puede representar como un conjunto de seis sistemas afines.
Un sistema distinto para cada uno de los valores constantes que toma el control. Esto es

i,’l:afg, .i'Q:%g, jfgzui, i:1,2,...,6.

Los ejemplos anteriores pertenecen a una clase de algoritmos por MDOS los cuales mantienen
el control constante por tramos y que pueden ser aplicados a sistemas de orden n como el siguiente:

j?l = X9
SL‘Q = I3
(2.8)
Tp—1 = Tn
T, = f(t,z)+u

donde z € R™ es el estado, f(t,z) € R es una funcién incierta tal que |f(t,z)| < F, V(t,z) € Ry xR"
para alguna constante conocida F' € R, y u € R es la entrada de control.

Si se supone que f(t,x) = 0 entonces puede ser reescrito como un conjunto de m sistemas
afines dados por

&= Ax + Bu;, Vx €S;

donde
001 0 0] "0
0 0 1 0
A — . .. 9 B - : )
0 0 1 0
0 o o e 0 |1
y ui, © € {1,2,...,m}, es cada uno de los m diferentes valores constantes que adopta u(z) sobre

cada conjunto §;. Las fronteras de los conjuntos S; corresponden a las superficies de conmutacién
de u(x).

2.3 Descripcion del método de diseno de Funciones de Lypaunov

En la seccién anterior, fue presentada la clase de sistemas que serd tratada en este trabajo, a decir,
los algoritmos pro Modos Deslizantes de Orden Superior que puedan ser escritos como un conjunto
de m sistemas afines, esto es

&t =Ax+ Bu;, VzxeS§;, ic€{l,2,...,m}. (2.9)



Ahora, dentro de S;, denétese con ¢;(t;0,x) la trayectoria (solucién) de con condicién inicial
en z en el tiempo t = 0, esto significa que ¢;(0;0, ) = .

Obsérvese que, debido a la estructura afin de , siempre es posible calcular explicitamente
0i(t;0,2) de la manera siguiente

t
di(t;0,2) = ez +/ A7) By dr
0

donde
r t2 tnfl - - n -
L A R c=y) o
. tn—l
0 1 t : t (n—1)!
M= . . /2 y / A Bdr = :
: : Pl 0 2
0 1 t 2
L 0 I Lt

Asi, cada una de las ¢; siempre es una solucién polinomial en ¢t. En los casos en que no existen
superficies de deslizamiento, la trayectoria completa del sistema ¢(t; 0, z) estd conformada por una
sucesion de trayectorias parciales ¢;. Cuando existen superficies de deslizamiento, la trayectoria del
sistema debera ser calculada particularmente sobre la superficie.

Por otro lado, los Teoremas Conversos de LyapunovE tratan sobre la existencia de las FL para
sistemas no lineales. Las pruebas de estos teoremas son constructivas, es decir, la FL es la integral
de una funcién positiva definida de las soluciones del sistema, por ejemplo, una norma de las
trayectorias.

El método de diseno de FL que aqui se ilustrard estd fuertemente basado en la ya mencionada
prueba constructiva de los Teoremas Conversos de Lyapunov ya que las FL son resultado de la
integracién de una funciéon que depende de las trayectorias del sistema.

En seguida se establece el método de construccién de FL para la clase de algoritmos por MDOS
ya mencionada:

Selecciénese W (z) tal que sea una funcién positiva definida y sea ¢(7;0,x) el vector de
soluciones de (2.9)).

La funciéon V : R® — R cuya regla de correspondencia esta dada por

V(x) :/0 W (¢(1;0,2)) dr (2.10)

puede ser una FL para (2.9) siempre que la integral del lado derecho de (2.10) converja
cuando t — oo.

A continuacién se mencionan algunas caracteristicas importantes tanto del método como de las
funciones que se obtienen a través de él.

1. Un algoritmo por MDOS convergente que es de grado homogéneo negativo converge en tiempo
finito [I1]. Por lo tanto para este caso, ([2.10]) converge para cualquier W (z) positiva definida.

2. Si W(zx) es una funcién continua y las trayectorias del sistema dependen continuamente de
las condiciones iniciales entonces V' (x) serd una funcién continua para toda € R™. También
sera diferenciable excepto, tal vez, sobre las superficies de conmutacién o deslizamiento.

!Estos Teoremas pueden ser consultados por ejemplo en el Capitulo 4 de [8].



3. Si el algoritmo por MDOS es de grado homogéneo —p € N y se selecciona una W (x) de grado
homogéneo ¢ € N, la funcién V(z) resultard de grado homogéneo r € N de tal forma que
r = —p + q. Por lo tanto, mientras méas grande sea ¢, mayor sera r, hecho que también
contribuira con la suavidad de V' (z).

4. V(z) estd construida como la integral de una funcién positiva definida. Entonces es claro
que V(z) es positiva definida. Ademds, por el Primer Teorema Fundamental del Calculo, la
derivada temporal de V esta dada por

V =—-W(x)
de donde es claro que V es negativa definida.

5. Si el algoritmo por MDOS puede converger en tiempo finito, con este método de construccion
se pueden encontrar las condiciones necesarias y suficientes para este tipo de convergencia,
siempre que la integral converja.

Como se puede ver, el método de construccién de la FL solo contempla el caso nominal (sin
perturbaciones). A pesar de ello se puede intentar lidiar con el caso perturbado verificando la
robustez de la FL. Para esto se toma la derivada de la FL a lo largo de las trayectorias del sistema
perturbado y se comprueba que esta sea negativa definida. En los capitulos siguientes el método es
ejemplificado sobre distintos algoritmos por MDOS.
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Capitulo 3

Funciones de Lyapunov para el
Algoritmo Twisting

Eeste capitulo inicia con el analisis del comportamiento de las trayectorias del algoritmo Twisting,
posteriormente se aplica el método de diseno de FL, ya descrito, para obtener dos funciones de
distinto grado homogéneo para el algoritmo Twisting.

3.1 Anadlisis del algoritmo Twisting

Considerese el sistema dindmico
T =z, 2 =u(x)+ f(t,x) (3.1)

donde el estado x = [x1,22]7 € R?, f(t,z) € R es una funcién incierta tal que |f(¢t,z)] < F,
V(t,x) € Ry x R™ para alguna constante conocida F' € R, y u(x) € R es la entrada de control dada
por

u(z) = —kysign(z1) — kosign(x2), ki, k2 > 0. (3.2)

Primero se verificara que el algoritmo Twisting es homogéneo de grado p = —1. Sean los pesos
de homogeneidad s = (s1,s2) = (2,1) y € > 0. Reemplazando el sistema (3.1) con la inclusién
diferencial

. T
z€g(x) con g(x)= [u+[—F Fl ]
se tiene que de acuerdo a la Definicién

g(diz) = g (621'1, e;vg)
. [ €T
~ | —kisign(e’zy) — kosign(exs) + [ F, F]

. €T
| —kisign(z1) — kosign(zz) + [—F, F]

- 21z,

= _ e! =1 (—ky sign(z1) — ko sign(as) + [ F, F))
B [ €171y

| e (u+ [-F F))

= ().
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Cuadrante IV: Cuadrante I:
u =k -k u =-ki -k,
X4 /<'D X4
Cuadrante I11: Cuadrante II:
u; =k +k, u=-kt+k
Fig. 3.1: Plano fase para el algoritmo Fig. 3.2: Trayectoria del algoritmo
Twisting Twisting nominal

Es importante senalar que en cada cuadrante del plano fase del sistema (3.1)), u(x) es un valor
constante, como se muestra en la Figura a decir

ul:—kl—kg, x1>0,x2>0
uo = —k1+ ko, x1 >0, 29 <0
ug = k1 + ko, 1 <0,29 <0
ug = k1 — ko, 1 <0,29 >0

u(z) =

Si se supone f(t,x) = 0, Vt > 0, entonces se puede reescribir (3.1]) en la forma afin ([2.9)), esto es
como sigue

. 01 0
imteru =[O 1] 5= [0] -

y por lo tanto se pueden calcular las soluciones del sistema nominal que quedan de la siguiente
manera

%tQ + 2ot + 11
¢i =

ot 4 2 } i=1,2,3,4. (3.4)

En la Figura se muestra un ejemplo de una trayectoria del sistema . La regla para
elegir las ganancias del algoritmo k; y ko serd mostrada mas adelante. Notese que las rectas
Ri1 = {z2 = 0} y Re = {x1 = 0} son las superficies de conmutacién del control u(z) y que las
trayectorias del sistema solo cruzan dichas rectas mas nunca permanecen sobre ellas.

Si el sistema inicia en el punto z = (x1,x2) en el tiempo ¢ = 0, su solucién describira
una trayectoria durante un tiempo de transito ¢; hasta llegar a una superficie de conmutacion
en el punto z(t1). A partir de ese punto la trayectoria tardard un tiempo ¢2 en intersectar a la
siguiente superficie de conmutacién en el punto x(t2) y asi sucesivamente. Por ejemplo, supéngase
que en el tiempo ¢ = 0 las condiciones iniciales x = (z1,x2) de se encuentran en el cuadrante
{x € R?| 1,25 > 0} entonces, la traza de las soluciones del sistema intersectard a la recta R en
un tiempo t; en la coordenada(xi(t1), z2(t1)) = (11, x21), psteriormente, de la recta R; a la recta
R2 pasard un tiempo ¢y y la trayectoria llegara a las coordenadas (z1(t2), z2(t2)) = (212, x22). Los

12



tiempos de transito y los puntos de interseccion con las superficies de conmutacién se dan en la
siguiente proposicién

Proposicion 3.1. Considerese con las condiciones iniciales v = (x1,x2) en el cuadrante

{x € R?|x1,22 > 0} y definase r = iilﬁi

tj y las coordenadas (x1j,x2 ) en los cruces por las rectas R1 y Ra estan dados por los siguientes
valores

Entonces para toda j € N los tiempos de transito

o= 2
k1 + ko
ty; = ri7? (43 + 2(ks + ko)1) ?
k1 + ko
toj+1 = rd [x% +2(k1 + k2)$1]1/2
)
2
g = (-~ 2(2]5?1:‘5)2)%
T2 = (—r) [2d+2(ks + ko))
T12j = x22j-1=0.

Proposiciones similares a la anterior son formuladas para el resto de las regiones de R? en el
Apéndice [A] ahi mismo se puede ver la prueba de la Proposicién

3.2 Funcién de Lyapunov de grado homogéneo 1

En esta seccién se presenta la aplicacion del método descrito con anterioridad para encontrar una
Funqién de Lyapunov V (z) para el sistema . Se desea que la derivada temporal de dicha funcién
sea V = —1, por tal motivo se integrara la funcién W(z) = 1. Para facilitar la notacién en los
calculos definase

k
Tk:Zt]‘, 7, keN
j=1

asi, la FL se calcula como sigue:

Viz) = / dr
0
t1 t1+to Thn-1 Th
= dT+/ dT+--~+/ dT+/ dr +---

de manera que

Viz) =)t (3.5)

13



Nétese que el valor de t; depende del cuadrante en el que se encuantre el par (x1,x2), asi que la
funcién V (x) tendra la siguiente forma

V1, $1>0,$2>0
Vo, 120,22 <0
Vs, 1 <0,22<0
Vi, 21 <0, 220 > 0.

Viz) =

Para hacer el cdlculo de V7, los valores de t; pueden ser obtenidos de la Proposicién por lo
tanto a partir de (3.5]) se tiene lo siguiente:

[o@) [o@) [o@)
Vi(z) = th, =11+ ZtQj +Zt2j+1
j=1 j=1 j=1

— 2 + i Tj—? [:ZI% + 2(k1 + kQ)xl] i 51;2 +2 kl + kg)xl] 1/2
kitke o k1 + ko — k1 + ko
B T2 (23 + 2(k1 + ko)1 | 1/2 i = i ;
B kl + k? kl + kg — " — r
2 1/2 %)
_ x2 (23 + 2(k1 + ko)1 | 149 er
k1 + ko ki1 + ko

La suma ) .°, ! es una serie geométrica convergente si y solo si 0 < r < 1 lo que es equivalente
a que k1 > ko > 0. Entonces, tomando la restriccién 0 < r < 1 se obtiene lo siguiente:

1/2 00
X9 [l’% + 2(]{31 + k‘Q).Tl] 1 .
Vi(z) = ERIPL e
=) k1 + ks * ki + ko " - JZ;T
_ T (23 + 2(k1 + kz)x1]1/2 <r_1 142 1 >
k1 + ko ki + ko -7
_ To [QS‘% + 2(]€1 + k‘Q)."L‘l] 1/2 r? +1
a k1 + ko k1 + ko r—r2)’

Para el célculo de Va(z) se usan los valores de t; tomados de la Proposicién A partir de la
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ecuacion ([3.5)) se tiene que

n ni n2
Vo (x1,22) = Zti =t + Zt% + ZtQi—f—l

]{71 /{?2).%'1] 1/2 T2 . [1‘% — 2(]{71 — kg)xl] 1/2

— + H—l + Pt
kl k‘2 ; — ko ; k1 — ko
SR (25 — 2(k1 — k2)x1]1/2 i i+l 4 i i
- - T T
ky — ky ki — ka i=1 i=1
v [ws =2k - ka)a] ? 1—7+ i i 14 i i
= - —1 -7 T — T
ky — ks ky — ks i=0 =0
2 1/2 ni
i) [1132 — Q(kl — ]{72)1:1] i
= — + —2—-—r—4+2 r
kl — kg kl - k'2 ;
1/2
_ ot (23 — 2(k1 — ko)1 ] / Loy 2
k‘l - k‘Q kl — kg 1—r
_ T2 n [l‘% — 2(I€1 — ]{32)1‘1] 1/2 r—+ r2
N k‘l — k‘g k‘l — ]{?2 1—r '

Es importante hacer notar que la restriccién k1 > ko > 0 es una condicién necesaria y suficiente
para que el algoritmo Twisting, en su forma nominal, converja.

En el Apéndice [A]se exponen las propiedades simétricas del algoritmo y es por estas que la tarea
de calcular V3 y V4 puede ahorrarse, esto es aprovechando los calculos ya hechos para V; y Vs por
lo tanto se tiene que

- [x§—2w1+kgxﬂ”2<r2+1)

Vi(z) = i m T A —
1/2
Viz) = —22 +jﬁ+%m—@nﬂ/ Py
k1 — k2 k1 — ko 1—r

de manera que la FL V(x) sobre todo R? queda como sigue:

T [2342(k1+k2)z1] 2 r2+1
k1+ko k1+k2o r—r2 )

Iz 2]{:1 kz Il 2
‘wf@+[2 (”T} 21 >0, 23 <0

[1‘2 2(k1+/€2 :El ( 2+1)
)

x1 > 0,29 >0

]
Rtk T Fatha =) T1<0,232<0

2 [23+2(k1— kz)wﬂ rtr2
Fioks T k1—kz =), 21 <0,22 >0,

\

si nuevamente se toma en cuenta la simetria respecto al origen, esta funciéon puede reescribirse de
una forma mads compacta como sigue:

)\1‘.%'2‘ + AQ\/.%% + 2(k‘1 + k2)|$1‘, T1T9 >0

3.6
)\3‘{52‘ + )\4\/.T% + 2(k1 — k2)|$1‘, 12 S 0 ( )

w@:{

15



S
7 SR

TS
SRR
CSRERECIKS

52775
LT775LT7
275477477 7
SZARLTALL AT Z
(LA FA LA 7
ST )

Fig. 3.3: Gréfica de la funcién V(z)

donde

_ 1 A — 2k1 1 (\/kl—kg)il Ao = — 1 v A — 2]61(—)\3) (\/k1+k2)71
by 4+ ke 2 VE1i+ ks —Vki — ko’ 3 k1 — ko * Vi +ky — ki — ks

En la Figura se muestra una gréfica de la funcién V' (z) para los valores de k; = 2y ky = 1.5.
La funcién es continua en todo el dominio pero no es suave sobre las rectas Ri y Ro, por
lo tanto no es diferenciable respecto al tiempo en tales conjuntos pero si lo es fuera de ellos. La
falta de diferenciabilidad mencionada no da dificultades ya que las trayectorias del sistema nunca
permanecen sobre dichas rectas.

Para verificar que es homogénea basta hacerlo para la primera parte de la funcién esto es
sobre el conjunto donde x1z2 > 0. Como se vid en la Seccién[3.1] el vector de pesos de homogeneidad
para el estado = es s = (s1,52) = (2,1), de forma que

A1

V(&fl‘) = )\1‘€$2| + )\2\/(62?2)2 + 2(]61 + k2)|621‘1|
= 6)\1|$2| +6)\2\/l‘%+2(k‘1 +k‘2)|l’1’
= €1V(J}),

por lo que se puede decir que es una funcién homogénea de grado 1.

De acuerdo al método se tiene que V = —1, hecho que se confirmar a continuacién calculando la
derivada de a lo largo de las trayectorias de . Antes de calcular la derivada se estableceran
algunos hechos que facilitaran los célculos. Sobre la regién donde x1x2 > 0 se tiene lo siguiente:

o sign(zo)u = —(k1 + k2), debido a que cuando 3 > 0, el control es u; = —k1 — ko y si x2 < 0,
el control es uz = k1 + ko

e sign(zy)xe = |z2|, lo que es claro debido a que x1x9 > 0

o \i(k1+ky)=-1
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y por lo tanto sobre el conjunto {z € R? | z122 > 0}

. Ao2(k1 + ko) si o210

V = 2 g ! + 2) Slgn(xl) i’l —l— )\1 Sign(ng)fEQ + 5 25122 i’Q
Va3 + 2kt + k)la | Vg + 2kt + k)| |
)\22(16‘1 + ]{72) sign(:z:l)xg Ao2%oU

= + A1 sign(za)u
Vg + 2kt + k2)|a1]
Ao2(ky + k
= 22 (ks 2)|22| —Ai(k1 + ko) +
\/1‘2 + 2(k1 + k2)|x1]

= —1

T 7=
Vs + 2(ky + k2)la]
—22(k1 + k2)|x2|
\/Jrg + 2(k1 + k?g)|x1’

Ahora, sobre la regién donde x1x2 < 0 se tiene que

e sign(zo)u = k1 — ko, debido a que cuando xy < 0, el control es ug = —kj + ko y si zg > 0, el
control es ug = k1 — ko

e sign(zq)xre = —|x2|, lo que es claro debido a que x129 < 0
o \3(k1 — ko) =—1
y por lo tanto sobre el conjunto {z € R? | z122 < 0}

. 2(k1 — ko) si 2T

Voo M g 1~ ko)sign(zy) . sign(w2)ds + —— 222t &9
VT3 +2(k1 — ka) 21| V@3 +2(k1 — ko) 21|
)\42(,1431 — kg) sign(m)azg )\42x2u

= + Az sign(x2)u +
Va2 + 2(ky — ka)|a1] Va3 +2(kt — ko)|a1]
/\42(k1 — k2)|$2‘

—)\42(k1 — kz)’x2|
Vs +2(ky — ko)lai]

= + A3(k1 — ko) +
Vs +2(ky — ko)lai]
= —1.

Para conocer el tiempo de convergencia al origen se integra, respecto al tiempo, cada lado de la
ecuacion V = —1 desde t = 0 hasta t =T > 0 por lo tanto

/OT %V(x(t)) dt = — /OT i

V(2(T)) =V (2(0)) = =(T - 0), (3.7)

de donde es claro que

nétese que V (2(0)) < oo y si se considera que T es el tiempo de convergencia al origen, entonces
V (2(T)) = 0 y entonces a partir de (3.7 se tiene que

V(2(0) = T < o,

lo que pone en claro que el tiempo de convergencia a x = 0 es finito y ademés puede ser calculado
exactamente evaluando las condiciones iniciales del sistema en la FL, esto es T' =V (2(0)).
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Caso perturbado

Hasta el momento, la construccién de la FL ha estado limitada al caso nominal y no se ha tratado
el caso perturbado. Con la finalidad de conseguir una FL para el sistema en presencia de perturba-
ciones se puede aplicar el procedimiento mencionado al final del Capitulo [2] Dicho procedimiento
consiste en verificar la robustez de la FL encontrada en el caso nominal. Esto es tomar la derivada
de la funcién a lo largo de las trayectorias del sistema perturbado y buscar las condiciones para
que esta sea negativa definida. Asi se puede seguir asegurando la estabilidad en tiempo finito del
origen del sistema en presencia de perturbaciones. Recuérdese que en la perturbacion satisface
|f(t,x)| < F, Vt > 0.

Tomando la derivada de a lo largo de las trayectorias del sistema sobre el conjunto
{z € R?|x129 > 0} se tiene que

Aoxa f(t,x)
\/$% + 2(k‘1 + kg)’xl‘
)\2|$2‘F

\/x% + 2(k‘1 + k‘2)|ZL‘1’
< —1—|—()\1+)\2)F

Vo= —1+4Asign(zo)f(t,2) +

< —14+MF+

|z2|

< 1. Noétese que sobre {x € R |z1x5 > 0
22+2(k1+k2)|z1 ! { | 12 }’

la ultima desigualdad se debe a que

V < 0 solo si

1 VEL+ ko —VEL — ko [k — ko
= (k1 + k2)
A1+ A2 Vki+ k2 + ki — ko

Ahora, sobre el conjunto {x € R?|z175 < 0} la derivada de (3.6 a lo largo de las trayectorias
de (3.1)) da lo siguiente:

> F. 3.8
k1 + ko (38)

Ao f(t, )
V13 +2(ky — ka)|z1|
)\4|$2‘F
Vo3 +2(ky — k2)|z1]
< 1+ (=A3+ M) F

V. = -1+ gsign(z)f(t, ) +

IN

1 MF

E2] < 1. N6 /
. Noétese que, para este caso, V < 0 solo
CC%-i—Q(k‘l—k’z)‘xl‘ - que, p !

la dltima desigualdad se debe a que

cuando

1 :(kl—kz)\/k1+/€2(\/k1+k2—\//€1—kz) S F (3.9)
—A3+ A\ 2k1 + Vi + ko (VE1L + k2 — VE1 — k2) ' .

s . 1 1 . .
Es facil comprobar que — mia < g de manera que 1' se satisface siempre que se cumpla

. Asi, V es negativa definida y por tanto |D es una FL para siempre que se elijan k1 y
ko de tal forma que k1 > ko > 0 y se satisfaga .

Esta forma de elegir k1 y ko puede resultar conservadora ya que dada una F', la desigualdad
requiere valores de k1 y ko més grandes que los requeridos por las restricciones [9)

ky>F vy ki—ky>F (3.10)

proporcionadas en [9]. La razén de lo anterior es simple, mientras las condiciones (3.10]) son nece-
sarias y suficientes, la restriccién (3.9) tan solo es suficiente.
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A continuacidn se hara la estimacién del tiempo de convergencia al origen del sistema perturbado.
Sea la ecuacion diferencial Z = a, a = constante, a partir de la cual se tiene lo siguiente

T d T
/ —2z(t)dt = / adt de donde z(T')—2(0) =aT,
o dt 0

ahora, se sabe que V < —1 + (—n3 4+ n4) F entonces, por el Lema de Comparaci(') se tiene que
Vi(@(T)) = V(2(0)) < [-1+4 (=n3 +m) FIT,
si T es el tiempo de convergencia al origen entonces V (z(T')) = 0 y por lo tanto

re V@)
L= (=n3+m)F
Con lo hecho hasta el momento se ha probado el siguiente teorema que agrupa todos los resul-
tados anteriores.

Teorema 3.1. Sea el sistema con u(z) dada por el controlador Twisting . Entonces la
funcion V : R2 — Rt con regla de correspondencia

V(.%’):{ )\1|ZCQ|+)\2\/l‘%+2(k1+k22)|$1|, x1x9 >0
As|mo| + Aan/z2 + 2(k1 — k2)|z1|, 172 <O

donde
N o 2k (VR k) e B I (VEL T F2)
Y kit kT2 Vi +ka — k1 — kg’ 7k — ko ! V1 +ky — k1 — kg

es una FL para . Ademas:

a) Si f(t,x) =0, Vt > 0 las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito al origen x = 0
st y solo si las ganancias del controlador se eligen tal que k1 > ko > 0. La derivada de V' a lo
largo de las trayectorias del sistema estda dada por

V=-1
y el tiempo de convergencia al origen T puede ser calculado exactamente como

T =V (x(0));

b) Si f(t,z) # 0 las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito al origen x = 0 siempre
que k1 > ko > 0 y se cumpla la desigualdad

1 _(k'l_k2)\/k1+]€2(\/k1+k’2_\/kl_k2)
A3+ M\ 2k1+\/k1+k2(\/k51+k2—\/k}1—kg)

En este caso la derivada temporal de V' es

> F. (3.11)

V < —1+(-M+M)F
y se puede estimar el tiempo de convergencia T de la siguiente manera:

T < V()
Tl (-m3+m) F

(3.12)

1Véase el capitulo 3 de [§].
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Fig. 3.4: Perturbacién usada en la simu- Fig. 3.5: FL evaluada sobre las trayec-
lacién torias del sistema

Ejemplo 3.1. Se requiere que las trayectorias del sistema mecdnico:
1 =w2, 2 =u(x)+ f(t,x), (3.13)

sean llevadas al origen en tiempo finito en presencia de la perturbacion desconocida f(t,x) donde

[f(tz)] < 1.

Para tal fin se utiliza la ley de control u(z) dada por el algoritmo Twisting .El diseno de
las ganancias k1 y ko de este controlador se hace conforme lo indicado en el Teorema[3.1 Por lo
tanto se debe satisfacer la desigualdad lo cual se cumple eligiendo k1 =9 y ko =5 ya que

(k1 — ko)Vk1 + k2 (VEL + k2 — VE1 — k)
2k1 + Vi + k2 (VE1 + k2 — VE1 — k2)

=1.06>F =1

Para la simulacion se utiliza la serial f(t,z) = sin(5t) (Figura[3.4]) y las condiciones iniciales
z(0) = (4,6). En la Figura se puede ver como cambia la FL a lo largo de las trayectorias de
. Los estados del sistema se anulan en tiempo finito como se muestra en las Fz’gums y.
De acuerdo a la desigualdad del Teorema el tiempo de convergencia al origen es menor
que

V(x(0))

=82
IL—(=m3+mns) F

donde V(z(0)) es la FL con x(0) = (4,6), k1 = 9, ka =5 y FF = 1. Obsérvese que la
estimacion del tiempo de convergencia resulto muy conservadora.

3.3 Funcién de Lyapunov de grado homogéneo 3

Ya descrito y ejemplificado el método para generar las FL, se procedede a calcular una segunda FL
para en lazo cerrado con el algoritmo Twisting. El objetivo es que la nueva FL sea de grado
homogéneo mayor a la anterior y poder comparar ciertas diferencias que se tienen entre funciones
de distinto grado homogéneo.

Como ya se mencioné en la Seccion la FL serda de grado homogéneo mas alto mientras
mayor sea el grado homogéneo de la funcién a integrar W(x). Se puede hacer uso de las normas
homogéneas para proponer una funcién W positiva definida.

20



-6

-2 0 4 6
X tiempo

Fig. 3.6: Trayectoria en el plano fase Fig. 3.7: Estados en el tiempo

Sean ¢ =2y s = (2,1), entonces de la Definicién se obtiene la norma homogénea

2 2 1
ol = (lzul? +[2alF)* = y/laa] +a3.

Es posible entonces usar W(x) = ||z||s,q para construir la FL aunque seguramente esta eleccién
ocasionaria dificultades en el calculo de la integral debido al radical. Por otro lado si se utiliza

2 2
W(z) = [lzllsy = lz1] + 23 (3.14)
se tiene una funcién mds simple de integrar. Ahora se determinard el grado de esta W (z). Téngase
en cuenta que el algoritmo Twisting es homogéneo de grado p = —1 con los pesos de homogeneidad
s=(2,1), ast:

W (62x) = |2x1| + (ex2)? = €2|xy| + €% (x2)? = EW (x)

con lo que se concluye de acuerdo a la Definicién que el grado homogéneo de (3.14) es ¢ = 2.
Aplicando el método de diseno se obtiene una FL homogénea de grado » = —p+ ¢ = 3. Tal funcién
es presentada en el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Sea el sistema con u(zx) dada por el controlador Twisting . Entonces la
funcion V : R? — Rt con regla de correspondencia

w@:{mmﬁ+mm”+wh%”@H%MMH (3.15)
na|wa|® + nsz1z0 + M6 [23 + 2(k1 — ko)|21]] 2, T122 <O
donde
T e S e R )
3k + hka)” R ko 3Vk1 — ko [(lﬁ + k?)% — (k1 — k?)%}

) ki — ko +1 . 1 - 202 [k2 (k1 + 1) — k3 (k1 — 1))
4 = — 577 7 oo 5 — 6 — .
3(ky — k2)? F1 = ko 3Vki + k2 [(kl + k)% — (k1 — kz)%}

es una FL para . Ademds:



Fig. 3.8: Grafica de la funcién V(z) de grado homogéneo 3

a) Si f(t,x) =0, Yt > 0 las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito al origen x = 0
st y solo si las ganancias del controlador se eligen tal que k1 > ko > 0. La derivada de V' a lo
largo de las trayectorias del sistema estda dada por

V = —|z1| — 2.

b) Si f(t,z) # 0 las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito al origen x = 0 siempre
que k1 > ko > 0 y se cumpla lo siguiente:

1 1
min , > F. 3.16
{3@76 ) 30— Ea) 775} (3.16)

Demostracion. Véase el Apéndice [A] O

En la Figura se muestra la grafica de la funcién V(z) para valores de k1 =2 y ko = 1.5.

La finalidad de buscar una FL de grado homogéneo mayor era obtener una funcién mas suave.
Ahora se compararan las dos funciones disenadas anteriormente, recuérdese que es de grado
homogéneo uno y es de grado homogéneo tres. Aunque se puede hacer un anélisis més
formal, aqui se presentara una comparacién grafica para mostrar la mejora en la suavidad de la FL
al incrementar su grado homogéneo.

Tanto como son diferenciables fuera de las rectas Ry = {xe =0} y Ro = {1 = 0}
pero sobre ellas no. A continuacién se muestra que ocurre sobre dichas rectas respecto a la derivada
espacial de las funciones.

En la parte de arriba de la Figura se puede observar que haciendo x1 = 0 los limites por la
derecha y por la izquierda de la derivada espacial de no convergen a un mismo valor. Si se
hace x5 = 0 los limites por la derecha y por la izquierda de la derivada espacial de divergen
como se puede apreciar en la parte de abajo de la Figura[3.9

En cuanto a la funcién haciendo z; = 0 los limites por la derecha y por la izquierda de la
derivada espacial de convergen a un mismo valor como es mostrado en la parte superior de la
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Fig. 3.9: Derivada espacial de (3.11]) haciendo z; = 0 (arriba) y x2 = 0 (abajo)

Figura [3.10] También si se hace z2 = 0 los limites por la derecha y por la izquierda de la derivada
espacial de convergen como se ve en la parte de inferior de la Figura

El andlisis grafico anterior ilustra el mejoramiento de la suavidad de la FL de grado homogéneo
mayor. Este hecho de mejorar la suavidad sera relevante para un caso del algortimo Terminal que
se vera en el siguiente capitulo.

Cabe mencionar que si bien se a mejorado la suavidad de la funcién, también se ha hecho maés
complicado el proceso de seleccién de las ganancias del controlador (ver desigualdades (3.11)) y
(3-16))), incluso estas podrian resultar méas reestrictivas que las encontradas con la funcién de grado
homogéneo menor.
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Capitulo 4

Funciones de Lyapunov para el
Algoritmo Terminal

En este capitulo se aplica el método de diseno de FL al algoritmo de Segundo Orden conocido como
Terminal aunque se comenzard por estudiar los distintos comportamientos de dicho algoritmo ya
que el cdlculo de las FL es distinto en cada caso.

4.1 Analisis del algoritmo

Considerese el sistema dindmico de segundo orden
i1 =g, @2 =u(z)+ f(t,2) (4.1)

donde el estado x = [z1,22]7 € R2, f(t,z) € R es una funcién incierta tal que |f(t,z)| < F,
V(t,x) € Ry x R™ para alguna constante conocida F' € R, y u(x) € R es la entrada de control dada
por el, asi conocido, algoritmo Terminal

u(z) = —asign(o), o = xy 4 B/|x1|sign(zy), (4.2)

es facil ver que la superficie ¢ = 0 es una superficie de conmutacién del control, asi, este controlador
es constante por tramos de la siguiente manera

u(z) = Uy =—a, 0>0
|l we=a, o0<0

Si se supone f(t,z) = 0, ¥t > 0, entonces se puede reescribir (4.1)) en la forma afin (2.9)), esto es

como sigue

. 01 0
& = Az + Bu, A_[O 0]7 B_[l} (4.3)

y por lo tanto se pueden calcular las soluciones del sistema nominal que quedan de la siguiente
manera

Uj 42
¢i={ 2t “”QH””} i=1,2. (4.4)

uit + T2

Resulta que dependiendo de la relacién entre las ganancias a y (, las trayectorias del sistema
pueden presentar tres comportamientos distintos como se indica a continuacién:
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a)

Fig. 4.1: Trayectoria del algoritmo Terminal para $% > 2«

Si 5% > 2a, las trayectorias del sistema son llevadas a la superficie o = 0 pero no permanecen
sobre ella. Cuando las condiciones iniciales estan en la regién o > 0, las trayectorias intersectan
la curva ¢ = 0 en la parte en la que x; > 0 y cuando las condiciones iniciales estan en la
regién o < 0, las trayectorias intersectan la curva ¢ = 0 en la parte en la que z; < 0, véase la

Figura [4.1]

Si B2 = 2a las trayectorias del sistema son llevadas a la superficie o = 0, de la misma forma
que en el caso anterior, y permanecen sobre ella debido a que dicha superficie coincide con la
trayectoria del sistema, véase la Figura

Para 3% < 2« definase

s = o + \/2axq | sign(xq) (4.5)

si las condiciones iniciales se encuentran en la regién os < 0 las trayectorias del sistema son
llevadas a la superficie ¢ = 0 sin que x; cambie de signo y cuando las condiciones iniciales se
encuentran en la region os > 0 las trayectorias del sistema son llevadas a la superficie ¢ = 0
tal que x; cambie de signo. En este caso 0 = 0 es una superficie de deslizamiento, es decir,
las trayectorias del sistema permanecen sobre ella y son llevadas al origen, véase la Figura

Debe aclararse que el cdlculo de la FL es distinto en cada uno de los casos mencionados, asi,
para el caso donde 3% > 2a se procede como se hizo con el algoritmo Twisting, mientras que en los

casos restantes se debe calcular el comportamiento particular de las trayectorias sobre la superficie
de deslizamiento o = 0.

Lo que sigue es verificar que (4.1]) es homogéneo de grado —1. Sean los pesos de homogeneidad
p = (p1,p2) = (2,1) y € > 0. El sistema (4.1)) puede ser reemplazado por su inclusién diferencial

equivalente:

ieg(x), glx)= [ u+[i2F,F] ]
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Fig. 4.2: Trayectoria del algoritmo Ter- Fig. 4.3: Trayectorias del algoritmo Ter-
minal para 32 = 2« minal para 32 < 2«

Entonces de acuerdo a la Definicién [2.2] se tiene que:

g(0ix) = g(62$1,61‘2)

—asign | exg + B4/|€? x1\81gn €y ) [—F, F]

x2
—asign $2+B\/|x1|s1gn x1 ) —F, F]

(
| —asign <e |:J}2 —i—BMSlgIl (71 ]) [—F, F|
(

n ER
- L 6171( [_F>F]) :|
B [ €P1*1x2

| N (u+ [-F F)) }

= e 10Pg(x).

En las secciones siguientes se construyen FL para el algoritmo Terminal en sus distintos casos.
Los valores de los tiempos de transito y los puntos de interseccién de las trayectorias del sistema
con o = 0 pueden ser consultados en el Apéndice

4.2 Funcién de Lyapunov de grado homogéneo 1

Como ya se ha visto, el sistema en lazo cerrado presenta distintos comportamientos de acuerdo
a la seleccién de las ganancias a y 5. Entonces la construccién de la FL se debe hacer para cada
uno de los diferentes casos como se verd mas adelante.

Ya es sabido que para diseniar la FL de grado homogéneo uno se debe elegir W (z) = 1 por lo
tanto esta sera la funcién que se usara a lo largo de la presente seccién.
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4.2.1 Caso: 3% > 2a
Considerando el sistema (4.3) con 32 > 2a y aplicando el método de disefio de FL se obtiene que

V() = /OOO dr

t1 t1+t2 Tn-1 Ty
= / dr+/ dr+-~+/ dT—i—/ dr
0 t1 Tn72 Tnfl
T,

o0

donde T}, = 2?21 tj y t;j es el j-ésimo tiempo de transito de la trayectoria del sistema en cada una

de las regiones generadas por la superficie de conmutacién o = 0.

Haciendo uso del la Proposicién B.1}, donde se define C' = gz;ga,
(6%

se tiene que la FL sobre la

regién donde o > 0 es

[e.e] o0 o0
Viz) = Y t; = titta+ > t; = titta+ Y t;1C
j=1 =3 j=3

0o 00
= tl—l—tz—i—tzzcj = t1+t2 1+CZCj R
j=1 =0

debido a la condicién 5% > 2a, es claro que C' < 1y por lo tanto la serie Z?io C7 es geométrica y
converge a ﬁ, entonces

1
1-C’
sustituyendo de la Proposicion los valores de t1, to y C se tiene que, en la region definida por
o >0,

V($) = 11 +19

Vig) = 2 20 [23 + 2ax: | 1/2

(@) ="+ 2 1/2 2 1/2°

@ a(f?+2a)" —a(f?-2a)

Ahora, sobre la regién donde o < 0 y haciendo uso del la Proposicién se tiene lo siguiente

oo [e.e] o0
Viz) = Y t; = ti+tta+ > tj = ti+ta+» t;1C
j=1 =3 =3

0o 00
= tl—{—tz—l-tQZCj = t1+t2 l—i-CZCj ,
j=1 §=0

nuevamente la serie Z?io C7 es geométrica y converge a ﬁ Entonces, sustituyendo los valores
de t1, to y C de la Proposicién se tiene que, en la regién definida por o < 0,

T2 20 [23 — 2am1]1/2
\%4 — _ 4
e E 2 T a2

y por tanto se puede escribir la FL V(x) como sigue

Viz) = pze + por/r3 + 2ary, o >0 (4.6)
—p1x2+u2\/m§—2aa:1, <0 '
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V(x)

Fig. 4.4: FL de grado homogéneo 1 para el algoritmo Terminal en el caso 8% > 2«

donde

1 20
w1 =— 'y MH2=

« a(\/ﬂz+2a—\/ﬁ2—2a>‘

En la Figura se puede ver la grafica de con o =2y 3 = 3. Recuerdese que el método
de diseno garantiza que es positiva definida, continua en todo R? y diferenciable al menos
fuera de la superficie de conmutacién. En este caso sobre la superficie o = 0 la funcién no
es diferenciable lo cual no afecta ya que las trayectorias del sistema solo cruzan la superficie ¢ = 0
pero nunca permanecen sobre ella.

Del método se sabe también que V = —1 pero a continuacién se obtiene la derivada temporal
de para corroborar este hecho.

Sobre el conjunto o > 0 se tiene el control u(z) = —«, entonces la derivada de a lo largo
de las trayectorias de es

. ov
Vo=
ox v
B 2a 19 i+ 2p2T2 M)
- 2«/1%+2ax1 2\/m§+2am1 —a
_ o QHar2 ,  TOH2T2
VT3 + 20, V@3 + 201y
_—

Ahora, sobre el conjunto o < 0 se tiene el control u(x) = —c, entonces la derivada de (4.6]) a lo
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largo de las trayectorias de (4.1)) es

. oV
V = —z
ox
I e 7.1 )
- [ 2\/z%—2az1 2\/353—20@1 } a
_ —QlaT2 Q2T
\/xg — 2axq \/935 — 21
= —1.

Caso 3? > 2a perturbado

Ahora se verificard si (4.6)) es también una FL para el sistema perturbado (4.1]). Tomando la derivada
de (4.6 a lo largo de las trayectorias de (4.1]) sobre el conjunto delimitado por o > 0 (recuerdese
que |f(t,z)| < F, Vt > 0) se tiene lo siguiente:

V N 8V . —2apo — 1 + 222 )
- 8?'% - [ 2w/z§+2aml 2«/w§+2a:p1 ] f(t7 x) —a
H2T2 p2| 22

a \/:c% + 2arq H \/x% + 2axq

2
pero o > 0 implica que x2 > —f3+/|z1|sign(z1) y de aqui se obtiene z; > —% de manera que

= -1+ F,

]f(t,x) < -1+

ool w8

\/$%+20éx1 \/-7)%-20[% \/ﬁ2_2o¢7

por lo tanto

Bz

+ e —
2 %ﬂz ~on

Para asegurar la negatividad definida de V, cuando o > 0 y 82 > 2, basta elegir o y 8 de tal forma
que se satisfaga la desigualdad:

V < -1+ F. (4.7)

o/ B? — 2«
F 48
VP20t 5

La misma desigualdad resulta al hacer un analisis andlogo sobre el conjunto o < 0. Por lo tanto,
(4.6) es una FL para el sistema perturbado (4.1) siempre que se elijan « y 5 de tal forma que
(% > 2 y se cumpla .

Esta forma de elegir o y 8 puede resultar conservadora ya que fijada una F', la desigualdad
requiere valores de o y 5 més grandes que los requeridos por la restriccién dada por Levant en [12].
Tal restriccién es la siguiente:

B? 4+ 2F > 2a > 2F. (4.9)

La razén de lo anterior es simple, mientras la condicién (4.9)) es necesaria y suficiente, la restriccién
(4.8) tan solo es suficiente, esto a su vez debido a que la FL no se disené teniendo en cuanta la
informacién de la perturbacién.
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Para estimar el tiempo de convergencia T al origen, considerese la ecuacién diferencial z = a
con a = constante, a partir de la cual se tiene lo siguiente

T d T
/ —z(t)dt = / adt de donde 2z(T)— z(0)=aT,

o dt ;
ahora, a partir de (4.7) y usando el Lema de Comparacién, se puede concluir que

Bz
-1+ <M1 + M) F

si T es el tiempo de convergencia al origen entonces V(z(7")) = 0 y por lo tanto

v V32 -2«

Con la finalidad de agrupar los resultados anteriores sobre el caso en que 32 > 2« se enuncia el
siguiente teorema.

Teorema 4.1. Sea el sistema en lazo cerrado con el controlador Terminal cuyas ganan-
cias a y B satisfacen que % > 2. Entonces la funcion V : R? — R con regla de correspondencia:

-~ piTa + poy/x3 + 20z, o >0
V(z) = 5 (4.10)
—p1T2 + poy/ w5 — 201, o <0

V((T)) = V(2(0)) < T,

donde
1 203

Mlzav ) M22a<\/52+2a_\/ﬁ2_2a),

es una FL para . Ademdas

a) Si f(t,x) =0, Vt > 0 las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito al origen x = 0
si y solo si las ganancias del controlador se eligen tal que B? > 2a > 0. La derivada de V a
lo largo de las trayectorias del sistema estd dada por

V=-1

y el tiempo de convergencia al origen T puede ser calculado exactamente como
T =V (x(0));

b) Si f(t,z) # 0 las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito al origen x = 0 siempre
que B2 > 2a > 0 y se satisfaga la desigualdad

ay/ % — 2«
F 411
VP 20+ b )

En este caso la derivada temporal de V' es

[+ Bz
VB —2a

y se puede estimar el tiempo de convergencia T de la siguiente manera:

7 < V@O 7:—1+<u1+6“2>F.

Y V3% -2

V < -1+ F.
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Fig. 4.5: Regiones del plano fase para el cdlculo de la FL. de grado homogéneo 1 para el algoritmo
Terminal en el caso 5% < 2a

4.2.2 Caso: (% <20

Para este caso el calculo de la FL es mas sencillo debido a que esta vez ¢ = 0 actia como una
superficie de deslizamiento. Por lo tanto solo se calcula el tiempo de transito hacia la superficie
deslizante ¢ = 0 y el tiempo de deslizamiento sobre ella. Entonces, sea el sistema con 3% < 2«
y aplicando el método de disenio de FL se obtiene que

[’ t1 t1+t2
V(.CC) :/ dr :/ d7+/ =t + o
0 0 t1

donde t; es el tiempo que tarda la trayectoria del sistema en ir de la posicién inicial = (x1,z2) a
la interseccion con la curva o = 0 y ¢3 el tiempo que pasa la trayectoria sobre o = 0 hasta llegar al
origen.

Ya se ha mostrado que en el caso 32 < 2a existen diferentes tipos de trayectorias (ver Figura,
de manera que La FL deberd calcularse sobre tres regiones diferentes dadas por los conjuntos
{r eR?¥|soc >0}, {z €R?|s0 <0ys>0}y{re€R? soc <0ys <0} donde s estd dada por
(4.5) (véase Figura. Los valores de los tiempos de transito son obtenidos de las Proposiciones

y[B.4

Sobre el conjunto {z € R?|so > 0}

V(QT) = 11+ 19

1 —22 4+ 201y 2 | =2+ 2alx;
BRY I = e P s e
« 200 — 3 15} 200 — 8

1 v/ 2a — 32
= —|xo|+ J\/—m% + 2a| |
« af
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Sobre el conjunto {z € R?|soc <0y s > 0}

V(l‘) = 11+ 19

1 2 + 20 2 224 2ax
Q 200+ B\ 20+
1 v/ B242

= fo—{—iﬁ + a\/xg—l—anl.
Q af

Sobre el conjunto {z € R?|soc <0y s <0}

V(.CL‘) = 11+ 19

2 2
1 x5 — 2ar g x5 — 201
- 2O\ SHer s | TR\ 2ar
1 \/B2+2
o

Por lo tanto la FL puede escribirse como sigue:

01|22 + 021/ —23 + 2a|z1|, S0 >0

V(z) =19 6139+ 031/25 + 2am1, s0<0ys>0 (4.12)
—(91.’E2—|—93\/{E%—201.’E1, so<0ys<0

donde

01 =

9

\V2a — 32 VB2 + 2
bo="g > ¥ =T

1
(0%

Segin el método la derivada de 1} a lo largo de las trayectorias de es V = —1. Pero
no es diferenciable sobre la superficie de deslizamiento ¢ = 0 razén por la cudl no es posible
usar la regla de la cadena para calcular V. Para resolver el problema se sustituyen las soluciones
del sistema en la funcién (4.12)). Al hacer esto se obtiene una funcién V (¢) que puede ser
derivada directamente respecto a t con lo que se recupera el resultado V = —1. Por lo tanto
es una FL para el sistema . Ademss es claro que el tiempo de convergencia 1" al origen puede
ser calculado exactamente como T = V(z(0)).

La falta de diferenciabilidad de no causé mayor problema para el caso nominal ya que
se conocen las soluciones del sistema pero en el caso perturbado no se cuenta con estas. Por lo
tanto no se puede tomar la derivada de la funcién sobre la superficie dslizante. Asi que en el caso
perturbado no se puede concluir que sea una FL. La problemdtica de la diferenciabilidad se
puede remover disenando una FL de grado homogéneo mayor con el fin de que esta sea diferenciable
sobre 0 = 0, esto se hard mas adelante.

4.2.3 Caso: 3% =2«

Como ya se ha visto, cuando 32 = 2q, las trayectorias de son llevadas a la superficie de
conmutacién o = 0 y permanecen sobre ella pero no porque esta sea una superficie de deslizamiento
sino debido a que dicha superficie coincide con las trayectorias del sistema.

Es importante ver que el comportamiento de las trayectorias cuando % = 2a puede considerarse
como un caso limite entre 2 > 2o y 32 < 2a. Entonces no es necesario calcular nuevamente una
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FL, tan solo basta considerar que 32 = 2a en cualquiera de las funciones (4.6) 6 (4.12) de donde se
obtiene lo siguiente:

B w1x2+w2\/x§+2ax1, oc>0
V(z) = g (4.13)
—w1T2 +woy/x5 — 201, 0 <0

donde

1 V2
w1 = —, y wy=—.
(6% (6%

Desafortunadamente no es diferenciable sobre la curva ¢ = 0 que contiene trayectorias
del sistema. Tal dificultad se resuelve como se hizo para la funcién . Esto es sustituyendo las
soluciones del sistema en la FL para poder derivar directamente respecto al tiempo. Asi se tiene
que la derivada temporal de li estd dada por V = —1 y el tiempo de convergencia al origen esté
dado por T' = V (z(0)).

4.3 Funcién de Lyapunov de grado homogéneo 3

Ya se vi6 en el capitulo anterior que al construir una FL de grado homogéneo mayor se consigue
mejorar la suavidad de la funcién. Para lograr esto, en el proceso de diseno se utilizé la siguiente
funcién de grado homogéneo 2:

W (z) = |a1| + a3,

con la que se consigue que la FL resultante sea de grado homogéneo 3 debido a que el grado del
sistema es —1. A continuacién se presentan FL homogéneas de grado 3 para el sistema (4.1)). Los
tres distintos casos para las ganancias a y £ son tratados.

4.3.1 Caso: 3% > 2a

En el siguiente teorema se da una FL de grado homogéneo 3 para el sistema (4.1)) en el caso 5% > 2a.
Para tal fin se divide el plano euclideano en los conjuntos:

A ={z e R?*|oz; <0}, Ay ={zcR?*|ox; >0}
Estos conjuntos se ilustran en la Figura |4.6

Teorema 4.2. Sea el sistema en lazo cerrado con el controlador Terminal cuyas ganan-
cias o y B satisfacen que % > 2a. Entonces la funcién V : R2 — R con regla de correspondencia:

3
Viz) = Ki1lwo|® — ko1zo + K3 [23 — 2al21]] 2, , r € A (4.14)
ka3 sign(z1) + Kox129 + K5 [m% + 2a|x1\] 2 e A
donde
a—1 1 2[(B* + 20)3/2 + 308 + af?]
Rl=—FH—>5, RkK2=—, HK3= )
3a? o 302 [(B% + 20)3/2 — (82 — 2a)3/?]
a+1 ) 2[(8% - 2a)%? + 3ap + ap?]
R = — == .
4 302’ Yy ks 302 [(52 +2a)3/2 — (B2 — 2a)3/2]

es una FL para . Ademds
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A
O=
.A,Z i “““:‘N
SRS
V(x) RS
A> [ ‘\\\\“tt‘:&:&‘::s‘t‘?"‘l;}}:
o
A
Fig. 4.6: Conjuntos A; y As en el plano Fig. 4.7: FL de grado homogéneo 3 para
fase para el algoritmo Terminal el algoritmo Terminal en el caso 2 > 2«

a) Si f(t,x) =0, Vt > 0 las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito al origen x = 0
si y solo si las ganancias del controlador se eligen tal que % > 2. La derivada de V a lo
largo de las trayectorias del sistema estd dada por

V = —|z| — 22

b) Si f(t,x) # 0 las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito al origen x = 0 siempre
que % > 2a y se satisfaga la desigualdad

1

— > F
3(|k1] + r3)

Demostracion. Véase el Apéndice O

En la Figura se puede ver la gréfica de con « = 2y B = 3. La suavidad de la
funcién mejora aunnque no se logra la diferenciabilidad sobre la curva ¢ = 0. Afortunadamente
las trayectorias del sistema solo cruzan dicha superficie por lo que la falta de diferenciabilidad no
afecta el analisis.

4.3.2 Caso: (% <20

La funcién resulté no ser diferenciable sobre la superficie de deslizamiento o = 0. Por esta
razén no se pudo tratar el caso perturbado. Ya se dijo que la situacién se resolveria si se generara
una funcién de grado homogéneo mayor que sea diferenciable sobre la superficie o = 0.

Para el siguiente resultado se requiere dividir al plano fase (x1,x2) como se muestra en la
Figura la segmentacién esta dada por los conjuntos:

Bi={zeR?|os <0}, By={zecR? sz <0}, y Bs={zrecR? oxr >0}

En el préximo teorema se presenta una FL para el sistema perturbado (4.1)). La funcién es di-
ferenciable sobre la curva ¢ = 0 y fué construida utilizando la funcién homogénea de grado dos
W(x) = |21 + 23.
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V(x)

Fig. 4.8: Plano fase para el algoritmo Termi-
nal cuando 2 < 2a Fig. 4.9: FL de grado homogéneo 3 para el al-

gorftmo Terminal en el caso 5% < 2«

Teorema 4.3. Sea el sistema en lazo cerrado con el controlador Terminal cuyas ganan-
cias a y B satisfacen que % < 2. Entonces la funcién V : R? — R con regla de correspondencia:

vi|@al® — vozimo + 13 [—x% + 20|z , T € By
12, © € By (4.15)

vsxs sign(z1) + vaz122 + Vg [a;% + 204]3:1”3/2 , T € Bs

|]3/2

V(z) =9 nlza® — vowimg + vy [23 — 20z

donde
a—1 1 B2(2a — 3)(2a — B2) — B + 4a?
Vl = "5 9 V2 == V?) ==
3a? « 6a23(2c — (32)3/2
26(B8% + 20)Y/% + af? + a + B2 a+1 af?+ a+ B2
vy = , Vs = Yy Ve =

3a2B(32% + 2a)1/2 302

es una FL para . Ademds

a) Si f(t,x) =0, Vt > 0 las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito al origen x = 0
si y solo si las ganancias del controlador se eligen tal que 8% < 2. La derivada de V a lo
largo de las trayectorias del sistema estd dada por

B 3a26(B8% + 2a)1/2

V = —|z1| — 22.

b) Si f(t,xz) # 0 las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito al origen x = 0 siempre
que se elijan o y B de tal forma que 5% < 2o y se cumpla lo siguiente:

min {01, C2,C3, C4} > F,
donde

B2+1 1
= y = oo
38%|vi| + v2 + 3|vs|/2a(2a0 — 52) 3lv1| 4 3vy

C1
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1 1

3(vs + vg) vy + 3avg

Demostracion. Véase el Apéndice O

En la Figura se puede observar una grafica de (4.15) con « = 8 y f = 2. Con esta FL
se muestra la importancia de incrementar el grado homogéneo de la funcién calculada ya que al
incrementar la suavidad se permitié la diferenciabilidad sobre la superficie de deslizamiento. Un
hecho desventajoso que se puede notar es que la eleccion de las ganancias del controlador se dificulta
al haber incrementado el grado de la funcion.

4.3.3 Caso: 3% =2«

En la seccién anteriror se hizo notar que el caso 32 = 2« puede ser visto como un caso limite entre
B% > 2ay B? < 2a lo que evita que se calcule una nueva funcién. Por ejemplo, si 82 < 2¢, el plano
fase de (4.1) queda dividido en distintas regiones por las curvas

s =2+ +/2alzy|sign(z1) =0 y o=z + By/|z1]sign(z1) =0,
como se ve en la Figura pero si se tiene 32 = 2a entonces s = o y esto a su vez implica que
By = {z € R?|s0 < 0} = 0.

Por lo tanto el plano fase queda segmentado en los conjuntos By y Bs. Por la razén anterior se
puede reescribir (4.15)) considerando la restriccién 32 = 2o de donde se obtiene que

Vi) = 71 |wa|3 — moxi T2 + T3 [ac% — 204]3:1\]3/2, x € By (4.16)
maxd sign(zy) + mr120 + TH [:1:% + 2a|x1H3/2 , T € Bs
donde
a—1 1 20+ 3+ 4v/2 a+1 200+ 3
M=—s, My=—, MI= —o—— Ty =—a 5 = .
1 32 T T 6v2a? 4 32 Y T V202

La funcién es de inmediato una funcién candidata de Lyapunov para en el caso 5% = 2«
pero tiene el inconveniente de no ser diferenciable sobre la curva ¢ = 0. Nuevamente el problema
se resuelve para el caso no perturbado sustituyendo las soluciones del sistema en la funcién. Lo
anterior permite derivar la funcién respecto al tiempo directamente. Por lo tanto, de acuerdo al
método de diseno, la derivada de a lo largo de las trayectorias de el sistema no perturbado
(4.3]) esta dada por:

V = —|z| — 22.
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Capitulo 5

Funcién de Lyapunov para un
Algoritmo de Tercer Orden

Con el fin de mostrar que el método de diseio de FL, explicado en la Seccion es util para
algoritmos de orden mayor a dos, en este capitulo se aplicard tal método a la construccién de una
FL para un algoritmo de Tercer Orden. Es preciso mencionar que no existian FL para este algoritmo
anteriores a este trabajo.

5.1 Analisis del algoritmo

Considerese el sistema dindmico de tercer orden

i)l = X9
:tg = I3 (51)
donde el estado 27 = [r1, 22, 23] € R3, f(t,2) € R es una funcién desconocida pero que satisface

|f(t,z)] < F,V(t,r) € RT x R", para alguna constante conocida F' € R. La funcién u(z) € R es la
entrada de control.

El control por MDOS que serd usado en este capitulo fué propuesto en [3] y estd dado por el
siguiente algoritmo:

Paso 1. Seleccionar u(z) = up = —kgsign(zs) — ks sign(zs)
hasta que 20 =0& 23 =0
Paso 2. Seleccionar u(z) =ug = —k;sign(z;)

hasta que 21 =0
Paso 3. Ir al Paso 1.

La forma de seleccionar las ganancias k1, ko v k3 para que el algoritmo converja serda mostrada maés
adelante cuando se construya la FL.

El control uq = —kjsign(z1) es referido en [3] como Inestable de Anosov [1I] (AU) ya que al
ser aplicado a , el sistema en lazo cerrado resulta inestable. Al igual se refiere al control
up = —ko sign(ze) — ks sign(zs) como Twisting Modificado (MTW) debido a que, para las variables
de estado (x2,x3), este es un controlador Twisting. Es por esto que, en el presente trabajo, el
algoritmo de Tercer Orden descrito anterirormente sera llamado AU-MTW.
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Fig. 5.1: Trayectoria del algoritmo AU-MTW

Segtn la estructura del controlador se puede ver que las superficies descritas por 1 = 0, z2 = 0,
23 = 0y 2 = x3 = 0 son superficies donde el valor del control cambia. También es claro que con
el algoritmo AU-MTW la variable de control u(x) es constante a tramos, es decir:

e Cuando u(x) = ur = —kgsign(xa) — k3 sign(xs)

uy = —ko — ks, x2>0,23>0
ug = —ko + k3, x0 >0, 23<0
ug = ko + k3, r9 < 0,23 <0
U4:k‘2—/€3, $2<0,$3>0

u(x) =

e Cuando u(x) = ug = —ky sign(z1)

u($)_ U5:—]€1, x1 >0
- u(,-:kl, x1 <0

Si ademés se considera ([5.1)) en su forma nominal, es decir, f(t,z) = 0, V& > 0 este puede ser
reescrito en forma afin (2.9), esto es como sigue.

010 0
i=Ar+Bu, A=|00 1|, B=|0]|, i=12,...,6. (5.2)
000 1

Si para cada i se denota con ¢;(t;0,x) la trayectoria (solucién) de (5.2)) cuya condicién inicial
se encuentra en x = (z1,22,x3) en el tiempo ¢ = 0 (esto significa que ¢;(0;0,x) = x) entonces se
tiene que

Yitd 4 2342 4 wot + a1
b = Ut 4 pat + 2 : (5.3)
u;t + 3

En la Figural5.1|se muestra un ejemplo de las trayectorias del sistema ([5.2)). N6tese que mientras
se tiene el control up el comportamiento de los flujos es como el del algoritmo Twisting hasta que se
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Fig. 5.2: Interseccion de dos trayectorias del algoritmo AU-MTW

anulan las variables de estado xo y x3. Posteriormente el control es cambiado a u4 y la trayectoria
se dirige hacia el plano x; = 0. Este proceso se repite sucesivamente hasta que se converge al origen.
Téngase en cuenta que las trayectorias del sistema solo cruzan las superficies de conmutaciéon mas
nunca permanecen sobre ellas.

El sistema en lazo cerrado con el algoritmo AU-MTW resulta ser un tipo de sistema
conmutado. Esto es debidao a que el sistema tiene un estado continuo x mas un estado discreto .
El estado discreto es introducido por la conmutacion del algoritmo AU-MTW entre dos diferentes
controles.

Entonces se puede reescribir en lazo cerrado con el algoritmo AU-MTW como sigue:

fi)l = X9
To = 3 (5.4)
i3 = f(t,m)+ux

donde el estado discreto A : R® — P, P = {A, T} tiene la regla de correspondencia siguiente:

| T, hastaque o =x3=0
M) = { A, hasta que z1 =0

Note que A(x(0)) = T, Vx(0) € R3. Con el hecho de introducir la variable discreta se puede
aseverar que el control siempre estd univocamente determinado y por lo tanto existe unicidad en
las soluciones. Lo anterior es muy importante ya que como se puede apreciar en la Figura [5.2
existen puntos donde se pueden intersectar las trayectorias del sistema debido a la conmutacion
entre controladores.

Ahora se hard un anélisis para determinar los conjuntos del espacio euclideano donde evolucio-
nan las trayectorias del sistema correspondientes al control u4 (en adelante se dird trayectoria de
Anosov). Esto debido a la relevancia que tendra al calcularse la FL.

De acuerdo al algoritmo AU-MTW, la condicién para que empiece a actuar el control ua es
que los estados xo y 3 se hayan anulado. Por lo tanto la condicién inicial de cualquier trayectoria

Anosov del sistema (5.2)) es z(0) = (21(0), 22(0), z3(0)) = (21(0),0,0). Ahora, a partir de (5.3)) se
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Fig. 5.3: Superficie S4 que contiene las trayectorias Anosov

tienen las ecuaciones
uA

t2
2

vy = %At? + 23(0)t + 39(0) =
rs = uat+z3(0) = wat,
de donde despejando t? e igualando se obtiene la ecuacién no temporal
QuaATy = T3 (5.5)
Igualmente de las soluciones del sistema se sabe que

U z3(0 U
= ?“ﬁ) + #tQ + 22(0)t + 21(0) = ?At:i

de donde es claro que si x1(0) > 0, las trayectorias del sistema evolucionardn en el octante donde
z1 > 0, x9 < 0y x3 < 0 hasta conseguir z; = 0 mientras que si x1(0) < 0, las trayectorias se
desarrollaradn en el octante donde 1 < 0, z2 > 0y x3 > 0. Por lo anterior y a partir de se
puede afirmar que las trayectorias Anosov solo se mueven sobre la superficie

SA = {x S RS | ((171 < 0, 9,3 > 0, x% = 2k11‘2) e} ((171 > 0, 9,3 < 0, x% = —lewg)}.

En la Figura se muestra un ejemplo de esta superficie para k; = 1/2.

Analisis de las trayectorias cuando las condiciones iniciales se encuentran en el
conjunto {x € R3|zy > 0, z3 > 0}

A continuacién, se obtendran los tiempos de transito ¢; de las trayectorias del sistema en cada
una de las distintas regiones producidas por las superficies de conmutacién del control.

Si las condiciones iniciales de se encuentran en el conjunto {z € R3|zy > 0, z3 > 0},
el algoritmo AU-MTW dicta que u(z) = up y entonces el comportamiento de las trayectorias del
sistema, solo considerando las variables de estado =9 y 3, esta dado por el siguiente subsistema de

(5-2)
.’i:g = I3

T3 = —kosign(ze) — kssign(zs). (5.6)
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Es claro que es un sistema de segundo orden controlado con el algoritmo Twisting, asi, en
tiempo finito, las trayectorias del sistema llegaran al punto = = (21,0,0). Los tiempos de transito
tt, de las trayectorias de y los puntos de cruce por las superficies de conmutacién, pueden ser
obtenidos del andlisis hecho para el algoritmo Twisting considerando las variables correspondientes.

Por otro lado, los valores que toma x; mientras actda el control up se pueden conocer a partir
de . Asi, cada que las trayectorias de cruzan por las superficies de conmutacion, se tiene
lo siguiente:

$3(tTl71)
2

ur

5 (tr;)* + 2(tr_, ) (tny) + 21 (try_,)-

z1(ty) = —(t1,)* +

Transcurrido el tiempo necesario para que las variables de estado xo2 y x3 se anulen, x; tomard
un valor final z14. En seguida, el control conmutard a u(x) = ua y las soluciones del sistema
describiran una trayectoria desde el punto x = (x1f,,0,0) hasta la coordenada x = (0, z24,,%34,)-
En ese momento se cambia el control a u(z) = up repitiendose el proceso y asi sucesivamente hasta
alcanzar la convergencia al origen = (0,0,0) (véase nuevamente la Figura . Los tiempos de
transito y las coordenadas de los puntos de interseccion con las superficies de conmutacion se dan
en la siguiente proposiciéon.

Proposicién 5.1. Sean = (z1,79,23) € {x € R¥*|xy > 0,23 > 0} y t = 0 las condiciones
iniciales de . Entonces se tiene que:

a) Al anularse los estados x2 y x3 después del primer Twisting se llega al punto x = (x1y,,0,0)

donde
3
I3 T2X3 2 3/2
= 2(k k
T =271+ 32+ Fa)2 | Fa+ ks + 3(ka + k)’ [:v3+ (ko + 3)962] )
con

kg—kg, 1—7"3—7°4+7°7
=4/ y R= .
ko + k3 r—r7
b) El tiempo de transito de la trayectoria Anosov del punto x = (x1y4,,0,0) al punto x =

(0,294,,x34,) estd dado por
1
6 3
ta, = <k1’$1f1|> )

_ YA — uat
w2A1 - 2 Aq Yy $3A1 =UuA Ay -

mientras que

Para los ciclos subsecuentes se tiene que:

c¢) Los valores que toma x1 al finalizar el k-ésimo Twisting son

Tif, = (—C)k_ll'lfl, ke N.

d) Los tiempos de transito durante el control uy estdn dados por
6 1
i=1 3 .
ta; =C3 <k1‘x1fj’> , JEN
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donde

2R [k2 + ki (ko + k3)]*% + 2k3 + 3K2 (ks + ks)
ki(ko + k3)?

C =

e) Valores de xo y x3 al transcurrir cada ta; estdn dados por

k .
r24; = —(=1) 51’5,4 y w34; = —(=1)kita,.

5.2 Funcién de Lyapunov de grado homogéneo 1

En esta seccidon se construye una FL para aplicando el método anteriormente utilizado.
Recuérdese que el rnétodo consiste en integrar una funcién positiva definida de las trayectorias
del sistema, asi, V(x) = [;¥ W(z)dr. Aqui elegiremos W (x) =

Para sunphﬁcar la nota(non deflnase T, = ijl tj, con j,n € N donde t; es el j-ésimo tiempo
de transito de la trayectoria del sistema a través de cada octante del espacio fase. Entonces la FL
se calcula como sigue:

Viz) = Awdf

t1 t1+t2 Thn-1 Tn
= / dT+/ dT+-"+/ dT+/ dr +---
0 t1 Tn72 Tnfl
e}
= T =) t; (5.7)
j=1

Si las condiciones iniciales de se encuentran en el conjunto {z € R3 |zo > 0, z3 > 0},
entonces los tiempos de transito ¢; de la trayectoria estdn dados en la Proposicién nétese que
los tiempos de transito ¢; pueden ser separados en los correspondientes a cada uno de los controles
ur y u4 de manera que

o [o.¢]
Sotr, 4+ ta, (5.8)
p=1 qg=1

donde t7,, son los tiempos de transito correspondientes al control ur y ¢ 4, son los tiempos de transito
correspondientes al control u 4.

A partir del calculo que se hizo de la FL de grado homogéneo uno para el algoritmo Twisting, es
facil ver que la estructura que resultara de la primera suma del lado derecho de es una suma
de funciones de la forma esto es

0 0
ZtTp = ,01|333\+p2\/$§+2(k2+k3)|x2\+plz]:v3,4j]
- =

o¢]
+p2 ) \/ﬂf?),AJ_ + 2(k2 + k3)| 224,
=1

ENeS
3

= pl\x3+/72\/35§+2(k2+k3)|$2\+/91k1( 371f1> >t
J=1

1

+P2\/k?% + k1 (k2 + ks3) < [z, | )3 ZC 3 (5.9)
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donde C' es como se definié en la Proposicién y los coeficientes pi1, ps estan dados por

1 B 2k201(/€2—/€3)7%
k2+k3’ v \/k2+k3—\/k72—/€3.

A su vez, de la Proposicién es claro que la segunda suma del lado derecho de (5.8) estd dada
por

P1

o0 6 % o .

q—1
ZtAq = <k,1|$1f1|) 203 . (5.10)
q=1

q=1

—1

Es importante observar que una suma Z;’il C'5 es geométrica y por tanto converge a 1/(1—C3)

si y solo si la constante C' es menor que uno. Entonces para que las sumas (5.9) y (5.10) converjan
es necesario y suficiente que C' < 1. Suponiendo que se cumple dicha condicién se sustituyen ((5.9))

y (5.10) en (5.8)) con lo que se obtiene lo siguiente:

1
V(z) = pizs+ 02\/13% + 2(k2 + k3)z2 + p3|X1]3 (5.11)

donde X1 = x1p, ¥

_ 1tk + pa/k3 + ki (ko + k3)
(k1 /6)F (1 - C*)
Recuérdese que (5.11)) solo es vélida sobre el conjunto {z € R?|zy > 0, x3 > 0}. Haciendo los

andlisis y calculos similares para el resto del espacio tridimensional se obtienen las partes adicionales
de la FL correspondientes al control up. Asi, sobre el conjunto {x € R3|z5 < 0,23 < 0}

1
V(x) = p1|ZL‘3| + pz\/$§ + 2(k2 + k3)|$2| + p3 |22|3 , (5.12)
donde

x% Tax3 R
S(kg + k3)2 ko + ks 3(162 + ]{:3)2

[1’% — Q(kg + kg)xg] 3/2 ;

22 = I —

Para el conjunto {z € R3|xy < 0,23 > 0} se tiene

V(@) = —pales] + psy/ed + 2ka — k)| + p3 5], (5.13)
donde
py = 1 s = 2k‘2p4(k2+k3)_%
Yk kst T Vka ot ks — VE2 — k3

3:% raxr3 rR
(ko — k3)? ko — ks 3(ke — ks3)

3 [1’% - 2(]{72 - ]{73)562] 3/2 3

X3 = 11—

Finalmente para el conjunto {z € R3|z9 > 0,73 < 0} se tiene

V(2) = —palas| + ps /a3 + 2ka — k) + pa S, (5.14)
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donde

3 Tols rR
3(ky —k3)* ko — ks = 3(ko — k3)?

3/2
4 = 21+ [l’g + 2(ke — ]4}3)132] / .

Falta hacer el célculo de la FL correspondiente al control us. Debido a que las trayectorias
Anosov solo evolucionan sobre la superficie S4 esta serd el dominio de la parte de la FL que se
calcula a continuacion.

La FL estd dada por (5.7) que puede reescribirse de la manera siguiente:

Viz) = t1+itj (5.15)

donde ?; es el tiempo que tardan las trayectorias en ir desde cualquier punto (x1, x2,x3) € S4 hasta
el plano {z € R? |21 = 0}. De (5.3)) se tiene que

u X
= ?Ati” + St F st

haciendo z; = 0 y multiplicando por % se obtiene la ecuacion de tercer grado
3z () 6x
B4 22 2 =0
UA UA UA

que resolviendo para t considerando la restriccién 2u xo = :):% da

1

|23 z3® | 6z

t =20y (80 ,
TR B TR

ademds, en t1, las variables x9 y x3 toman los valores

Wl

za(t)] = =—23(t1) v |ws(ty)] = (Jus® + 6kF|21])

2k

El valor de la suma 72, ¢; es equivalente al resultado de evaluar el punto (0, z2(t1),23(t1)) en la
parte de la FL correspondiente al control ur, es decir

Zt] 0 T2 tl) $3(t1>)

Jj=2

donde V(-) estd dada por (5.11)) si z2(t1),23(t1) > 0 o por (5.12)) cuando x2(t1), x3(t1) < 0 entonces

> ki+ ko + K C 1
Sty = (o pey) T P (s 6K )
j=2 k1 (6k3)3

por lo tanto la porcién de la FL cuando u(x) = u4 y cuyo dominio es el conjunto Sy estd dada por

1 1
V(z) = pe (6ki|z1| + |z3]*)® — kjl\%l
donde

1 EETE" c
p6 = — +p1+ poy | P28 4 P
k1 & (6k3)s
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Segtin los resultados anteriores la FL para el control ur toma en todo R? segmentado en los
dominios

Si={reR®|zy>0,23 >0}, Sp={recR|zy<0,23<0},
S3={r €R3 |2y < 0,23 >0}, Sy={rcR® zy>0,23 <0}

Mientras que la parte de la FL para el control u4 queda definida sobre el conjunto S4 definido
anteriormente. A manera de resumen se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Considérese el sistema en lazo cerrado con el algoritmo AU-MTW. Definanse

kg—kg 1—T3—T4+T7
V ko + ks r—r?
Entonce las trayectorias de convergen en tiempo finito al origen si y solo si

. 2R\//€1(/€1 + ko + /{3)3 + k1(2]€1 + 3(k2 + kg))
a (kg + k3)2

Ademds la siguiente es una FL para el sistema

C < 1.

p1]x3|+p2@1+p3|21|1/3, res
p1|x3|+p2@1+p3|22|1/3, T € Sy
V(z) =4 —palrs|+psO2 +p3 |85/, 2 €8s (5.16)
—p4‘x3|+p5@2+€3’24|1/3, €Sy
06 (6k%|x1|+‘I3’3)§ —k—ll\xgl, €S8y

\

donde
Y1 = a1+ prxexs + (p3/3)x3 + (Rp?/3)03,
Yo = @1 — pwaws + (pi/3)23 — (Rp7/3)67,
Y3 = @1 — pawawy + (p/3)x3 — (rRp1/3)63,
Sa = a1+ paxawy + (p3/3)23 + (rRpi/3)03,
O1 = \/o3 + 200k + ka)loal, O = \/ad + 2(ka — ko) o,
P 1 Dy = 2k2p1(k:2 — kg)fé g = 1+ p1k1 + pQ\/k% + kl(kg + k3)
ko + ks’ VEy + ks — vy — ks’ (k1/6)% (1-C%) ’
1
1 2kopy(ke + k3)™2 1 k14 k2 + k3 p3C
- 5= : - — 4+ + .
S Y e iy ey U k1 (6k2)3

La derivada temporal de estd dada por
V=1,
y el tiempo de convergencia T al origen se calcula exactamente como

T = V(x(0)).
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Fig. 5.4: Superficie C' = C(ky, ko, k3) =1

La condicién C' < 1 puede resultar un tanto complicada de evaluar, sin embargo, se puede
graficar la superficie implicita dada por C' = C(k1, ka,k3) = 1 como se muestra en la Figura
Asi, los valores de las ganancias ki, ko, y k3 se pueden seleccionar como cualquier tripleta de
componentes positivos por debajo de la superficie C' = 1.

Por ejemplo, de la Figura [5.4] es claro que k1 = 0.1, ks = 6, y k3 = 1 satisfacen la condicién
C < 1. En la Figura se presenta una simulacién del sistema con f(t,z) =0, Vt >0y con
las condiciones iniciales z(0) = (2,2, 2).

Caso perturbado

A lo largo del presente trabajo las FL han sido disenadas para el caso nominal. Para tratar el caso
con perturbaciones se ha verificado la robustez de la FL, es decir, se ha tomado la derivada de la FL
a lo largo de las trayectorias del sistema perturbado y se comprueba que esta siga siendo negativa
definida. Hasta el momento dicho procedimiento habia resultado exitoso pero con la FL para el
algoritmo AU-MTW construida anteriormente no funciona. A continuacién se expone el porque de
este hecho.

Sea Vi : R? — R la parte de la fucnién que toma valores del conjunto &1 entonces

Vi(z) = piles| + p2©1 + p3 203,z e Sy,

donde ©1 y 31 son como el Teorema [5.1 Tomando la derivada de Vi a lo largo de las trayectorias
de (5.1)) se obtiene lo siguiente:

Lo Vi) [ ©
1 — 81‘ T3
u(z) + f(t, x)
_ @ | T i) |
% Luw ] | s
= —1+Mf(t,x).
Oxs
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Estados

-4 | | |
0 5 10 15 20 25 30

tiempo
Fig. 5.5: Simulacién del algoritmo AU-MTW con las ganancias k1 = 0.1, ko =6,y ks =1

Ahora se calculard el término 8‘8/;(;) f(t,x) como sigue:

pals|  pspr (z2 + prad + Rp1a3O:)

Vi (x) _
f(tam)_ p1+ 0, + 3‘21’2/3 f(tam)'

8%3

Como |f(t,z)| < F'y el término % cumple con

fos| _ | .
@1 \/33%4‘2(]?2‘1‘]?3)‘.%’2’ o

entonces se tiene que

oVi(x) p3p1 (x2 + p1a3 + Rp1a30,)
t < F.
O3 flt,x) < |p1+p2+ 3|21’2/3
Noétese que el término
z2 + p123 + Rp1236; _ To + p12} + Rp1z3/73 + 2(ka + k3)zo
3%4]2/3 3|xy + praaws + (p1/3)a3 + (Rpi/3) (x5 + 2(ka + ks)x2)3|?/3

no es acotado ya que puede haber valores de (z1, z2,x3) para los cuales X1 se anula mientras que el
numerador no.

Lo anterior implica que V no estd acotada por arriba y por lo tanto no es una FL para el
sistema perturbado (5.1)). Este problema es originado por dos causas: La funcién se disené sin haber
tomado en cuenta la informacion de la perturbacion y la falta de suavidad de la funcién debida a
su grado homogéneo bajo (grado uno). Por lo tanto para intentar corregir esta situacién se podria
calcular una FL de grado homogéneo mayor.
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Capitulo 6

Conclusiones

Resumen general

En esta Tesis se propuso un método de diseno de Funciones de Lyapunov (FL) para una extensa
clase de algoritmos por Modos Deslizantes de Orden Superior (MDOS). Los algoritmos tratables
son homogéneos y tienen estructura afin a tramos cuando se considera el caso nominal. Esta tltima
caracteristica permitié calcular explicitamente las soluciones del sistema.

El método de diseno consiste en integrar una funcién positiva definida W de las soluciones ¢ del
sistema nominal, es decir

V(z) = /O W (6(r)) dr.

Para atacar el caso perturbado se verificé la robustez de las FL ante las perturbaciones.

Se construyeron dos FL de grado homogéneo uno y tres para el algoritmo Twisting. Con estas
funciones se encontraron condiciones necesarias y suficientes para la convergencia en tiempo finito
del algoritmo en el caso nominal y se pudo calcular exactamente el tiempo de convergencia al origen.
Para el caso perturbado solo se encontraron condiciones suficientes y la estimacién del tiempo de
convergencia.

Para el algoritmo Terminal se encontraron FL de grados uno y tres para sus distintos compor-
tamientos. Con ellas se pudo calcular exactamente el tiempo de convergencia al origen en el caso
nominal. Para el caso perturbado fueron halladas condiciones sobre las ganancias a y 8 para la
convergencia en tiempo finito.

Se estudié el algoritmo por MDOS de tercer orden AU-MTW vy se construyé una FL para el
caso nominal. Con esta funcién se calculé el tiempo de convergencia y se encontrd la condicién
necesaria y suficiente para la convergencia en tiempo finito. La funcién no resulté robusta ante las
perturbaciones aqui tratadas.

Conclusiones

En este trabajo se dié un método de diseno de FL para una clase de algoritmos de control por
MDOS. El método sistemético esta basado en las pruebas de los Teoremas Conversos de Lyapunov
y tedricamente podria ser aplicado a cualquier sistema dindmico, sin embargo se exige que las
soluciones del sistema sean conocidas. Esta restriccion queda resuelta para los algoritmos por
MDOS homogéneos aqui tratados ya que se aprovecha su estructura afin por tramos para obtener
sus soluciones explicitas.
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Se ha probado que el método no estd restringido por el orden del sistema. A pesar de ello la
complejidad de los célculos aumenta conforme se incrementa dicho orden.

Las FL obtenidas a través del método pueden ser homogéneas y su grado ser elegido durante
el proceso de construccion. Al igual, se garantiza que las funciones resultan continuas en todo
el dominio. También son diferenciables excepto tal vez sobre las superficies de conmutacion del
control. La falta de diferenciabilidad sobre superficies que contienen trayectorias del sistema pude
resolverse si se construye una funciéon de grado homogéneo mayor para incrementar su suavidad.

A pesar que las funciones son construidas para el sistema en su forma nominal, estas pueden ser
utiles en el caso perturbado, tan solo basta verificar su robustez. Una desventaja de las funciones
disenadas es que, para el caso perturbado, pueden imponer condiciones conservadoras sobre las
ganancias del controlador. Sin embargo en el caso nominal el método proporciona las condiciones
necesarias y suficientes para lograr la convergencia al origen en tiempo finito.

Las FL obtenidas para el algoritmo Twisting permiten estimar el tiempo de convergencia al
origen del sistema e incluso calcularlo exactamente a diferencia de las pruebas basadas en argumentos
geométricos. El método de diseno, permitié que por primera vez se presentaran FL para el algoritmo
Terminal y un algoritmo de Tercer Orden, ademés con estas funciones se pudo calcular el tiempo
de convergencia del algoritmo.

Trabajo futuro

El trabajo mostrado en esta Tesis puede extenderse en las siguientes direcciones:
e Continuar con el diseno de FL para otros algoritmos por MDOS
e Generar familias de FL a partir de las encontradas a través del método

e Investigar sobre como incluir la informacién de la perturbaciéon durante el proceso de con-
struccién de la FL. Esto con el fin de obtener ganancias del controlador menos restrictivas o
bien que las condiciones para la convergencia sean necesarias y suficientes en el caso pertur-
bado.
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Apéndice A

Algoritmo Twisting

Simetria del algoritmo

Las soluciones en el tiempo del sistema (3.3]) estdn dadas por

1
€T, = 5’&752 + x99t + 210 (Al)
To = ut+ xz90. (A.2)

Se ha utilizado la notacién zp,(t,) = zmn. Si se combinan las ecuaciones (A.1]) y (A.2) se obtiene

1
T1—T0 = o (:U% — x%o) (A.3)

que es una ecuacién no temporal que describe las trayectorias del sistema (3.1)).
Para el cuadrante I u = — (k1 + k2), por lo que podemos reescribir las ecuaciones (A.1]) y (A.2))
de la forma

1
—5(1{71 + kQ)t2 + xo9t + T10 (A4)
Ty = —(k‘l + k‘Q)t + Z90. (A5)
Para el cuadrante III u = (k1 + k2), por lo que podemos reescribir las ecuaciones (A.1)) y (A.2) de

la forma

xrT =

1
T = §(k1 + kg)tQ + 290t + 19 (AG)
To = (]{21 + /Cg)t + Z90. (A7)

Ahora, si substituimos x; por —x1, 3 por —Is, X1g POr —T1g Y Tog POr —Log €N y ,
obtenemos exactamente las ecuaciones y . Similarmente ocurre para los cuadrantes 11 y
IV, por lo que podemos decir que la traza de (z1,x2) en el plano fase es simétrica con respecto al
origen (Figura , hecho que nos ayudara para simplificar el analisis, ya que los resultados para
los cuadrantes I y II son simétricamente equivalentes para los cuadrantes III y IV respectivamente.

Tiempos de transito y coordenadas de cruce por R; y Ro

Prueba de la Proposicion

La Proposicién da los tiempos de transito y las coordenadas de cruce por las superficies de
conmutacién de las trayectorias del sistema cuando las condiciones iniciales se encuentran en el
cuadrante 1 ({z € R?|z; > 0,72 > 0}). A continuacién se prueba dicha proposicién.
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Fig. A.1: Simetria de las trayectorias del algoritmo Twisting

Demostracion. Para realizar la prueba, se reescriben las ecuacidénes de la Proposicion de la

manera siguiente

Z20 c_
ki1+ka” 12 i=1
i=4 [ad+2(k1+k2)z10 .
t, = r2 [ e ] , % par
) 1/2
i—1 [22 +2(k1+ko)x . .
r2 [3 (kiJrkz) 10] , i # 1 impar
.2 =1 1’%0+2(k1+k‘2)$10 ..
v = ( r¥) 2 Tk 4 impar
0, 1 par
P 1/2 .
To; = (—T‘) 2 [xQO + 2(k1 + kg)l‘lo] y 7 par
7 0, 1 impar

asi, la demostracién sehara por induccién sobre 7

e Para i = 1, es inmediato ver que al cruce por la recta xo = 0 se tienen que
x21 =0

que sustituyendo en la ecuacion (A.2)) permite conocer el tiempo de transito ¢t; = —*20. En el
cuadrante I u = — (k1 + k2) por lo tanto

Z20

= —2
! k1 + ko

Por otro lado, de la ecuacién |j se tiene que x11 —x19 = ﬁ (a:%l — m%o) y de aqui se obtiene

_ 23y + 2(k1 + k2) 10

n 2(%1 + kz)
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e Suponiendo que la proposicién se cumple para ¢ = k se tiene que

123

Tk

T2k

g
1

k=4 [23,+2(k1+k2)z10] />
Pt [£30+2(k1+ka)T10]

s 1/2, k par
k=1 |22, +2(k1+k2)z10 .
T2 [30 o ] , k impar
2 k-1 x%0+2(k1+k2)x10 .
(—7" ) 2 W, k umpar
0, k par
k 1/2
(=r)% [22) + 2(k1 + ko)ano] 2, K par
0, k impar

e Para completar la prueba existen los casos siguientes:

— a) k impar y xp

>0

—c¢) kpary zo >0

—b) k impar y 1, <0
—d) kpary xor <0

Se hard la prueba con el primero, los otros tres son andlogos. Se sabe que para k impar
xor, = 0 y a partir de aqui las trayectorias del sistema viajan a través de del cuadrante IV, lo
que implica que u = —(k; — k) , y llegardn a la recta 1 = 0 en un tiempo tx1, por lo tanto

Ahora, de la ecuacion
que

A3

T2k+1 =

Z1 k41 = 0.

se tiene que 1 g1 — Tk = ﬁ (x%,kﬂ — x%k) de donde se tiene

) x3 +2(k1 + k2)$10] 12
2<k1 + kQ)
2 2\E=L o 9 1/2
_ |:’r' (—T ) 2 (1‘20 +2(/{71 + k‘g)l’w):|

k+1

()"

—P%—mxw%

[l‘go + 2(/-6‘1 + ]ﬁg)l‘lo] 1/2

k+1

en al cdlculo anteriro se utiliz6 el hecho de que 5~ es impar para este caso.

De la ecuacién ((A.2]) se obtiene 3 p11 = utg41 + 2k por lo tanto

thy1

1

= —m($2,k+1 - 0)

= oy [+ 20+ aa]
r2(—r %_
= T etk k]

(k+1)—4 [x%o + 2(k1 + k2)z10

1/2
= (ot }
k1 + ko
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Supédngase que las condiciones iniciales 19 y xag se localizan en el cuadrante 2. A partir del
tiempo inicial tg, la traza de (z1,x2) intersectard a la recta z; = 0 en un tiempo ¢; en la coordenada
(x1,x2) = (211, x21), psteriormente, de la recta 1 = 0 a la recta x9 = 0 pasard un tiempo ¢y y se
llegara a las coordenadas (z1,x2) = (%12, 222) v asi sucesivamente. Para conocer estos valores se da
la siguiente proposicion.

Proposicién A.1. Considerese el sistema con las condiciones iniciales (x11,221) € {z €
R?|z; > 0,20 < 0}. Entonces para toda i € N, los tiempos de transito t; y las coordenadas
(wu,xgi) en los cruces por las rectas x1 =0 y xo = 0 estdn dados por

1/2
g, = 20 (250 — 2(k1 — k2)210] /
kl - k2 kl — kg ’
2, —2(ky — k 1/2
ty; = pitl 230 — 2(k1 — ka)10]
' k1 — ko ’
" 730 — 2(k1 — k2)a1o] 2
241 = T P— ,
2
o aviay — 2(k1 — ka)zao
$1,2’L - ( r ) Q(kl - k2) 3
i—17..2 1/2
zo0i—1 = (=)' a5y — 2(k1 — k2)x10] 7,
T12i-1 = 0y
x22; = 0.

Demostracion. Para realizar la prueba, se reescriben las ecuaciénes de la proposicién anterior de la
manera siguiente

1/2
— %0 4 [@072(’“17]“2)3”10] i=1
klfkg klff;/zz 9
; 2
t = i+2 (23, —2(k1—k2)z10] .
i 2 o o i par
i—1 (a2, —2(k1—k2)x . .
r2 [#%0 (ki—kz) 10] , 1 # 1 impar
2 ix%O—Z(kl—kg):cm .
T = (=r%)z 2(k1—k2) ¢ par
7 0, ¢ impar
i1 1/2 .
2
ve; = (—r)= [3720 —2(ky — kg)xlo] , 1 impar
i = .
07 1 par

asi, la demostracién sehara por induccién sobre 7

e Para i = 1, es inmediato ver que al cruce por la recta x1 = 0 se tienen que
1,1 =20

que sustituyendo en la ecuacién (A.3) se tiene que 11 — 19 = ﬁ (23, — 23,) de donde

To1 = [:L'%O — 2(]€1 — k’Q)J:‘lo] 1/2

ya que en el cuadrante II se tiene que u = ky — ko.
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Por otro lado, usando la ecuacién (A.2)) se obtiene x9; = uty + x99 y de aqui que el tiempo de
transito es

1/2
g T2~ P T2 + [230 — 2(k1 — k2)z10] /
te u N k‘l — k‘g

e Suponiendo que la proposicion se cumple para i = k se tiene que

1/2
% [13072(1917162)110] /

ty = Rk k par
% [ISO—2(k1—k2)x10] ki
r o —Fa ) impar
2\ k=2 a3, —2(k1—k2)T10
mp = 4 T Ty o ke
’ 0, k impar
k-1 1/2 )
7 0, k par

e Para completar la prueba existen los casos siguientes:

— a) k impar y x9; > 0 —b) k impar y z9r <0
—c¢) kparyzy >0 —d) kpary x15 <0

Se hard la prueba con el primero, los otros tres son andlogos. Se sabe que para k impar
x1r = 0 y a partir de aqui las trayectorias del sistema viajan a través de del cuadrante I, lo
que implica que u = — (k1 + ko) , y llegardn a la recta 29 = 0 en un tiempo ¢4, por lo tanto

z2k+1 = 0.

De la ecuacién (A.2]) se obtiene x5 j4+1 = utyy1 + 25 por lo tanto

lev1 = _ 2k
U
(_T)% 1/2
= m [xgo — Q(kl - kQ)xIO]
r2(—p) T2 1/2
= T [ 20k — K]
e [nh = 200 ~ ko]

k1 — ko

Ahora, de la ecuacién (A.3) se tiene 1 1 — 11 = 2—1u (:U% ol — x% k) donde al sustituir los
valores conocidos resulta en

Tik+1 = Tt kg

(=) (a3 — 2(k1 — ka)aio)

k1 + ko

k—

_ (r2)"7 (23 — 2(k1 — k2)z10)

k1 + ko

(k4+1)—2
(=) (a8 — 2(k1 — k2)z10)
k1 + ko
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en el ultimo paso del calculo anteriro se utilizé el hecho de que k — 1 es siempre par en este
caso.

O]

Demostracién del Teorema 3.2

Aplicando el método de disefio de FL al sistema (3.3) con W (z) = |z1| + 23 se obtiene la FL para
B3):

3
771:6'% + Mox122 + M3 [1’% + 2(161 + /{?2).%'1] 2 xr1 > 0, z9 >0
—naxh + 5122 4 06 [23 4+ 2(k1 — ko)z1]?, 21 >0, 22 <0
—771:6% + Mex1T2 + M3 [l’% — 2(]{71 + ]{72)561] , IT1 < 0, T9 <0

3
maay + nsxize + e (23 — 2(k1 — k2)z1]?, 21 <0, 23>0

Viz) =

Njw W

que debido a la simetria respecto al origen del algoritmo se puede reescribir como sigue:

Viz) = { mlza|® + marze + 03 (25 + 2(k1 + k2)|x1]] (A8)
na|za|® + nsz1zo + e (23 + 2(k1 — ko)|x1|] %, 2122 <0
donde
S S0 SRS S L L Sk ek (G S
3(k1 + k2)? ki + ko 3Vk1 — k2 [(kl + k)2 — (kg — k2)%}

o fizhetl o1 2 [KiUn+ 1) - k(- 1))
3k = ko) o1~ k2 BVELF o (ke + k2)? = (ki — o) ]

Como indica el método, la derivada de V (z) a lo largo de las trayectorias de (3.3)) es

V = —|z| — 23

Caso perturbado

Ahora se procede a verificar si sirve como FL para el sistema perturbado (3.1]) y si es asi, que
condiciones deben ser satisgechas.

Tomando la derivada de a lo largo de las trayectorias del sistema sobre el conjunto
{x € R?| 129 > 0} se tiene que

Vo= 3V(x).[j"1]

ox T

_ [ nalwa| sign(w1) + 22 \/23 + 2(k1 + ka)[a1[2(k1 + ko) sign(z1) ] ' [ To ]
3mad sign(za) + 1|z sign(ze) + 22 /23 + 2(k1 + ka)|a1 222 ft,z) +u

. . 3
= —|ay| — x% + [37719@ sign(za) + n2|x1|sign(xe) + %\/x% +2(k1 + kg)\x1]2x2] f(t,x)
2 2 2
< —|w| — a5+ [3171332+n2|x1| + 3n3|z2ly/ x5 + 2(k1 —|—k2)|x1|} F
< (mF = D)1 + BmuF — 1)a3 + 3nsF|wa|\ /23 + 2(k1 + ko) 21|
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Ahora, supongamos que se eligen k1 y ko de tal forma que se cumple lo siguiente

1 (k1 + k2)n2
— > F > F,
3(m + 713) Y e+ 3k + k)

de aqui que
—=3MmF +1>3p3F y  —mF + (ki +k2)n2 > 3(k1 + k2)nsF,

ademads, debido a la eleccién de ki y kg, resulta que 3mF —1 < 0y que noF — (k1 + ka)ne < 0,
entonces es valido lo siguiente

(BmF —1)? > 95 F* y 20BmF = 1)(naF — (k1 + ka)n2) > 18(ky + ko)us F?,
de modo que si se define A =3mF —1y B =mnoF — (k1 + k2)n2 se tiene lo siguiente
A2z + 2AB|x |25 > I3 F2ah 4 18(k1 + ko)n3 F2|a |23,
de aqui es claro que
A?zd + 2AB|x1 |23 + B%2? > 92 F2a3 (x% + 2(k1 + ka2)|z1])
lo que es equivalente a
(—Az3 — Blni|)* > (3773F\x2| (23 +2(k1 + kQ)\x1|)1/2)2 :
tomando la raiz cuadrada en ambos lados de la desigualdad anterior se tiene que
— Ax — Blz1| > 3n3F || (23 + 2(ky + ko)|z1]) "%,
y por lo tanto
A} + Bla1| + 3nsF|wa| (23 + 2(k1 + ko) 21])/? < 0,

con lo que se ha demostrado que V < 0 sobre el conjunto {x € R?|z129 > 0} siempre que se elijan
k1 y ko de tal forma que

1 k k
F<min{ (k1 + Ka)na }

3(m +mn3) " n2 + 3(k1 + k2)ns

Haciendo un anélisis similar sobre el conjunto {z € R? | z122 < 0}, se tiene que V < 0 siempre que
se elijan k1 y ko de tal forma que

1 1
F < min , .
{3(776 —n4)  3(k1 — k2)n6 — 15 }

Se puede probar que

1 1 1 (k1 4 k2)ne
< y < ’
3(ne —mna)  3(m +mn3) 3(k1 —k2)ne —ms  m2 + 3(k1 + ka2)ns

asi, por transitividad se puede asegurar que V < 0 siempre que se elijan ky y ko de tal forma que

1 1
min , > F,
{3<776 —n1) (k1 — k2)ne — 775}
lo que demuestra que la funcién (A.8) es una Funcién de Lyapunov para el sistema (3.1]).

99






Apéndice B
Algoritmo Terminal

Sea el sistema (4.3]) reescrito de la siguiente manera:
(i?l = x9 (Bl)
jﬁg = U (B.Q)
donde u estd dada por el algoritmo Terminal (4.2]).
Las soluciones del sistema (4.3]) con las condiciones iniciales x(0) = (x19, 220) estdn dadas por
L o
r1T = iut + x99t + 10 (B.3)
To = ut—+ xo0. (B.4)

Tomando el cociente de las ecuaciones 1D y 1) se tiene que % = 72, multiplicando ambos
lados de la igualdad anteriror por &2 queda

d:El T2 dSL‘Q
== B.
dt u dt’ (B.5)

considerando la igualdad xg% = %% (a:%) se integran ambos lados de 1’ con respecto al tiempo
para obtener

t t
dz _ 1 [ d (z2)
, dt 2u fy, dt

que por el Teorema Fundamental del Célculo resulta en
2 2
Tl —T10 = T5—T
1 10 2 ( 2 20)

de donde se consiguen las ecuaciones no temporales (que definen las trayectorias del sistema) si-
guientes:

1
T, = % (:z% - 33%0) + Z10 (B.6)
2 = 2u(x) — x10) + 15 (B.7)
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Fig. B.1: Plano fase para el algoritmo Terminal

Tiempos de transito y coordenadas de cruce por la superficie de
conmutacién. Caso: 3 > 2a

Nétese que la gréfica de o = 0 es decir x5 = —f|z;1|"/?sign(z;) divide al plano fase (x1, ) en dos
secciones a las que se nombrarg como I'y y T'y (Figura [B.1)), es decir T'y = {(z1,22) € R? |0 > 0} y
I'y = {(:l?l,wz) e R? |O’ < 0}

Ahora, se investigard el valor que toma el par ordenado (x1,x2) = (211,%21) cuando las trayec-
torias del sistema (B.1}[B.2]) intersectan a o = 0, para esto, se analizaran los siguientes casos:

e Si (219, 290) € I'1 las trayectorias del sistema intersectardn a ¢ = 0 donde 1 < 0y 2 > 0

por lo tanto podemos reescribir la ecuacién xy = —fB|z1|"/? sign(z1) como
z3 = B2 (B.8)
Para encontrar x1; se sustituye en , asi se tiene que 2u(z11 — x19) + x%o = f%x11,
despejando x1; y tomando en cuenta que en 'y, u = —«
2
Th + 2aur1p
T = ——g——— B.9
" B2+ 2 (B.9)
Para encontrar zs; se sustituye en , asf se tiene que 3, = 32 [% (:c%l - :c%o) + 51710},
despejando x2; y tomando en cuenta que en 'y, u = —«
2 1/2
T5q + 210
To] = — —_ . B.10
n = (T2 (8.10)
e Si (10, 290) € I'9 las trayectorias del sistema intersectaran a o = 0 donde 1 < 0y x2 > 0
por lo tanto podemos reescribir la ecuacién xy = —fB|z1|"/? sign(z1) como
z3 = — %), (B.11)

Para encontrar x; se sustituye en 1) asi se tiene que 2u(z1; — 1) —1—1:30 = —ﬁ2x11,
despejando x1; y tomando en cuenta que en I'y, u = «
_x%o — 2ar1g

o (B.12)

11 =
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Para encontrar xo1 se sustituye en | , asi se tiene que 93%1 =52 [ﬁ (m%l - x%o) + xlo},

despejando x2; y tomando en cuenta que en I'y, u = «

2 1/2
T50 — 2ax10
291 = ( 2%2 k 2a> . (B.13)
Para calcular el tiempo de transito ¢; de I'y a ¢ = 0, se tiene de (B.4) que xo; = —at; + w90,
combinando con ([B.10)) y despejando t;
1 x%o + 204:171() 1/2
t1 = — - . B.14
1 a[$20+5< 57+ 90 (B.14)

De manera analoga, el tiempo de transito de I'o a 0 =0 es

1 x%o — 2ar1g 1/2

Los valores de las intersecciones sucesivas se dan en las siguientes proposiciones.

Condiciones iniciales sobre I';
Proposicién B.1. Sea (B.1B.2) con la condicion inicial x(0) = (x10,x20) € I'1 y definase C' =
Mgi;gg Entonces se cumple lo siguiente:

a) Vi € N, los valores de x1 y xo en cada cruce por o = 0 estin dados por

2 5 1/2
_(_0yit [ Pt 20710 o 1yi (i1 g [ P20 T 2010
21 = (=C) ( 5 1 20 > z2; = (—1)"(C) 5( 7 2 > ,

b) Los tiempos de transito a o = 0 estdn dados por

1 T3 + 2am, 1/2 B T3 + 2amy 1/2
! a[x2+ﬂ<52+2@> ro a( +0) 5% + 2a

t; =t;i1C, Vie {3,4,...,n}.

Demostracion. La prueba se hard por induccién, empezando por el inciso a). Sea S el conjunto de
los enteros positivos pares i para los cuales

z3, + 2ax10>

e |
ni = (=0) ( B% 4+ 2a

x3, + 2ax1g ) 1/2

1. 1 € S ya que esto se deduce de las ecuaciones y (B.10]).
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2. Sim € S (y considerando que m es par ya que se puede hacer el mismo anélisis para m impar)
es decir

x3, + 2a3310>

_ - m—1
Tim = (=0) < B2 + 2

z3, + 2ax10> 1/2

entonces de y (B.10]) se tiene que

$%7m + 20&371,m _ Ccmil <CL‘%O + 20[5610) _ (_C)(m_l)+1 <l‘%0 + 2a3310>

FLml 3+ 2a 3%+ 2a 8+ 2a
1/2
. _ 5 :c%m + 201 m _ —BCCmfl x%o + 2azg 1/2
2m B2+ 2« B2 + 2«

z3, + 2ax10> 1/2

_ _1\ym+1 (m—1)+1
= (g (o)t (TR

que es lo que se queria demostrar pues m € S impilica que m +1 € S.

Se procede a demostrar el inciso b). Los valores de t; y to se obtienen directamente de (B.14]),

y (B.10). Sea & = {3,4,...} el conjunto de todos los nimeros i para los que se cumple que
t; = t;_1C, entonces

1. 3 € S ya que de (B.14)

2 1/2
1 Thy + 20712
ty = T2 + (52 T )
_ 1 CB 23y + 20210 +BC 23y + 2010\ 1/
o« B2+ 2« B2+ 2c
B x3, + 2arg 1/2 B
= a(lJrC)C 7 20 = t5,C

2. Sim € S, es decir t,, = t,;,_1C entonces

1 2 9 1/2
L [xzm s <$2m+ww>

bme1 B? 4 2a

om—1 (9350 + 2ax10 ) v L omlo (”330 + 20@“10) 1/2]

B2 + 2 B2 + 2
1/2
- Za+o) <x§0 ’ 2ax10> * omes

i
«

« B2+ 2c
= 10" = tmC = t(y_1)41C.
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¥
2

Fig. B.2: Plano fase para el algoritmo Terminal

Condiciones iniciales sobre I'y

Proposicién B.2. Sea (B.1B.2) con la condicion inicial x(0) = (x10,x20) € I'2 y definase C' =
B2 -2«
52_;’_2&7

entonces se cumple lo siguiente:

a) Vi € N, los valores de ¢1 y ¢2 en cada cruce por o =0 estan dados por

P i x5, — 2axg . T2 — 2010 1/2
(1 zCz—l 20 = (—C i—1 20 )
pa= (1O (TBEZE) gy, oy (T2

b) Los tiempos de transito a o = 0 estan dados por

2 1/2 2 1/2
—zy+ <x2 20“1) ] o= f (1+C) <x2 20“1)

1
tl_& B2 + 2« Q@ B2 + 2

t;, = m1C, Vie {3,4,...,n}.
La prueba es anéloga a la de la Proposicién

Un andlisis mas

Ahora se analizard el caso en el que se requiere conocer el tiempo y las coordenadas de la trayectoria
cuando x1 cambia de signo, por tal motivo se divide el plano fase del sistema en las siguietes regiones

(Figura [5-2)
Ri={zcR*o>0 y <0}, Ro={zeR?’|c>0 y x>0},
Ry={zcR?’|lo<0 y x>0}, Ri={zecR?*|lo<0 y z <0}
Si por ejemplo, las condiciones iniciales (11, z21)se encuentran en Rg, en el tiempo ¢ la trayec-
toria del sistema intersectard la curva o = 0 en las coordenadas (1, x2) = (211, %21), posteriormente
la trayectoria del sistema viajara de ¢ = 0 a la recta 1 = 0 en un tiempo t2 en las coordenadas

(x1,m2) = (712,722) y asi sucesivamente, para conocer explicitamente dichos valores se tiene la
siguiente proposicién.
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1/2
Proposicién B.3. Sea r = ﬁth , entonces para toda i € N, los tiempos de trdnsito y las
B2+2a

coordenadas en los cruces por o =0 y por 1 = 0 de las trayectorias del sistema estin dadas como
sigue:
a) Cuando (x10,z20) € Ry

i—1 5+(52+2a)1/2

_1 2 1/2 _ 2 1/2
t1 == |::E20 - (ZL'QO + 20(%’10) :| , toj=r (5212012 [ZEQO + 2041’10] ,

«

1 B—(82—2a)""? 1/2
toit1 =1' 1W (430 + 2ax10] "7, w1201 =0,
- - 1/2
x1,2i = (—TZ)Z 152'}'204 [.CC%O + 20[%10] N €2,2i—1 = (—T’)Z 1 [l’%o + 20[:]310] / Yy
i 1/2
To2i = —(—1)" 1W (43 + 2010) 2,

b) Cuando (x10,x20) € Ra

1/2
_1 8 2 1/2 L i—18—(8*—20q) 2 1/2
1 =5 %20+ W (3320 + 2041’10) } , o=t (7 r2m) i [3520 + 204.%10] ;
B+ (B2+20) " 1/2 -
loit1 = T’W (23 + 20a10] / ;w121 = (=) 152ﬁ (230 + 2a10] ,
_ 1/2
212 =0, @221 =—(-71)° 1m (43 + 2010)* g

- 1/2
x292i = (—r)° [1630 + 2041‘10] / ;

¢) Cuando (z10,220) € R3

1 9 1/2 1 B+(82422)"% 1/2
=4 [_@0 — (23 — 2010) 1]/; tai =1 Ca(B242a) 2 230 — 2az10] 7,
i_18—(B8%—2a 1/2
tojiy1 = 1" 1W (23, — 2am1] / , 12i—1 =0,
r19i = —(—r?)" 1[32}%,1 (39 — 2010] . @22im1 = — (=) [23) — 20w 10] / Yy

i— 1/2
2.2 = (=)’ 1W (a3 — 2010,

d) Cuando (x19,220) € Ry

1/2
_ 1 ] 2 1/2 _ i-18=(8°=20) 2 1/2
h=almot (52+2a;1/2 (20 = 20210) } , t=r a(B2+2a)"/? (20 = 20210]
B+ (82+20) 1/2 -
toivr =1 a((BQHa)zf/g [95%0 - 2049510] / ;o T1gi1 = —(=r?) 152J1r2a [93%() - 2049310] )

- 1/2
21,2 =0, X221 =(-7)" 1m [23, — 2az10) / Y
1/2

w220 = —(=1)" [23) — 2aw10] "7,

Demostracion. Sélo se demostrard el inciso a) ya que las pruebas de los otros incisos son andlogas.
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Es facil ver que las ecuaciones del inciso a) pueden ser reescritas de la forma siguiente:

1/2 .
é |:CL'20 - (Q?%O + 20[$10) / } s 1 =1
i=2 B+(82420) "% [ 1/2 _
tl — 2 Wa)lfm [xQO + 2@1’10] ; VA par
i—3 5_(52_2a) 9 1/2 . .
? Ta(Ft2a) 2 [!EQO + 2043310} ) 1 # 1 impar
0, 1 impar
T1; = i—2 »
2 (—TQ) 2 M#M [CC%O —|— 20{;1310] , 7 par
vy — (_T)i? Lﬂfgo + 2049310] 1/ ; s i impar
* 5 B 2 .
—(=r) F2ro0)? (230 + 20w10] /7, i par

Por lo tanto es posible hacer la prueba por induccién sobre ¢ entonces

e Para i = 1. Debido a que las condiciones iniciales se encuentran en la regiéon R; (lo que
implica que u = —a), las trayectorias del sistema llegaran a la recta 1 = 0 en un tiempo ¢,
en este punto se tiene que

11 = 07
que al substituir en la ecuacién (B.7) resulta en a:%l =2u(0—2x10) + x%o, resolviendo para a1,
se obtiene 12
2
o1 = [3620 + 2049610] )
asi, a partir de la ecuacién (B.4)) se tiene que x9; = uty + xog, despejando t1 queda

1 1 1/2} '

t] = — [0 — :—{ — (23, +2
1 a[zzo T21] 720 (250 + 2aw10)

e Suponiendo que la proposicion se cumple para i = k se tiene que

é [3320 — (m%o + 2a1:10)1/2] , k=1
t, = IZ?W [:c%o + 204:(}10] 1/2 , k par
@% [CC%O + 20@10] 12 , k # 1 impar
0, k impar
Tk = { (—7"2)%@ [l‘%o + 204:1:10] , k par
(—1)"F" [23 + 20@10] 7, K impar
T2k = { —(—r)%m (23, + 2az10) vz k par

e Para probar que la proposicién se cumple para k 4+ 1 se tiene que verificar cada uno de los
casos siguientes: a) k impar, xor > 0; b) k impar, zor < 0; ¢) k par, 15 > 0y d) k par,
z1 < 0.

Se hard la prueba con el primero de los cuatro, los otros tres son anédlogos.
Como k es impar, en tp la trayectoria del sistema estd sobre la recta x; = 0 por lo que
Zor = 0. A partir de este punto la trayectoria viajara a través de la region Ry hasta llegar en
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un tiempo t;41 al punto (1 441, T2 4+1) que estard soble o = 0. De manera que haciendo uso
de la Proposicién se calcula

_ 1 5 2 1/2

tk:-i—l = a Tok + W (JTQk + 2aw1k) ]
1 k=1 ¢ 1/2 B S 1/2
- a [(—T‘) 2 [3720 + 2047310] + W ((—7‘) 2 [1'20 + 20&1’10] )

w1 B+ (8% +20) "7
—r) 2
a (B2 +20)"?
(k+1)—2 B+ (52 + Qa) 1/2
r) 2
a(B?+ 204)1/2

Ahora, también haciendo uso de la Proposicién se hacen los cdlculos para x; ;41 como

[m%o + 2043710] 1/2

I
—~

[mgo + 2ax10] 1/2 .

= (-

sigue
1 2
Tik+1 = m [‘er + 2041:116]
1 B=1 1/272
= Fyaa (77 (ah+2020)"]
_ 1
k—1 1
— (r2> 2 m [1‘%0 + 204.%10]
(k+1)—2 1
= (—p? 3 7ﬁ2 7 [m%o + 20@10} .

2

Nétese que el dltimo paso, es decir reemplazar r? por —r2, es valido ya que para este caso
k—1

“5~ es par. Hace falta solamente hacer el calculo de z3 1, que nuevamente haciendo uso de

la Proposicién resulta en
p

T2,k+1 = —W [w§k+2ax1k
= —szk

(82 +20)'/2
_ _W@W(_T)T 22, + 20210]
= (L

(B2 + 2a)'/?

]1/2

[x%o + 2ax10] 12

Prueba del Teorema [4.2]

El primer paso de la demostracion es construir la FL homogénea de grado 3 para (4.3) cuando
% > 2. De manera que

T
V() = /0 (I6n] + 63) dr. (B.16)
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Es claro que el integrando del lado derecho de la ecuacién anterior, es diferente cada que x1 cambia
de signo asi como a cada cruce por ¢ = 0, por lo tanto, para resolver esta integral, es necesario
hacerlo por tramos, es decir, se integraran las trayectorias del sistema en cada una de las regiones
descritas en la Proposicién de manera que la funciéon V, estara seccionada como sigue

Vi, V(x1,22) € Ry

Vo, V(x1, €ER

V(zy,x2) = Vz VE$1 @; 2
( )

Vi, V(x1,72) € Ry.

La trayectoria ¢(t;0,z) iniciard en las coordenadas (¢10, ¢20) = (21, 22) y en un tiempo t¢; llegard
a las coordenadas (¢11,¢21). A partir de aqui, se pude considerar una nueva trayectoria cuyas
condicidnes iniciales estdan dadas por x = (¢11, ¢21), esto se puede seguir haciendo para cada tramo
de la trayectoria por lo que los limites de integracién en el i-ésimo tramo seran de 0 a t;.

A continuacién se realizara el cédlculo de V' sobre la region Ry, el cdlculo sobre el resto de las
regiones es andlogo. Con el fin de tener més claridad en el célculo del lado dercho de (B.16)), primero
se tomard la integral ftt+T |¢1| d7 y posteriormente s $3dr.

t
t+T T4
/ |p1|dT = / ‘§T2+$27+x1‘d7
t t

T1 U T2
= / T2+1‘27'+1U1‘d7'+/
0o 12 0

u
/
0

T4
57'2 + P27 + ¢12) dr —l—/
0

u
+/
0

Tn
f72+¢24’r+¢14) dT-i-----l-/
0

u
572 + P T + </511‘ dr

u
57'2 + @237 + ¢13‘ dr

u
—12 4 o 1T+ ¢1,n—1‘ dr.

2 2

Tomando en cuanta el signo de ¢; y el valor de u en cada una de las cuatro regiones del plano,
ademas que ¢1; = 0 para ¢ impar, se tiene que

[Motar = [ (5 em) are 7 (5o o
+/0T3 <%T2 + @227 + ¢12) dr + /074 (—%72 — ¢237) dr

+/OT5 (%72—@47—%4) dr +---

que, considerando el signo de ¢2; y ¢12; en cada una de las regiones, se puede reescribir de la
manera siguiente

t+T T1 a T2 a
/ |p1|dr = / (—7-2 — XoT — x1> dr + / (——7’2 + \d)glh') dr
¢ 0o \2 0 2

T3 a 9 T4 o 9
—i—/o (57' —|¢22|7'+\d>12\) dr +/0 (—ET +|¢23|T> dr

T5 1% 2
—i—/o (57' — |p2a|T + \¢14\> dr +---
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Después de integrar se obtiene lo siguiente
t+T
o T |p21
/t [g1]dr = (6713—2712—IE1T1>+< 5 2+T 22>
o |pa2| |p23]
+ <67§ 3+ |¢12|73> < L P+ ?TZ

+ (ng’ |¢24| e + |¢14|T5>

que al agrupar términos semejantes resulta en

T
a x a
/ |p1|dr = (6713—?2712—33170—E(TQS—I—TE’—I—---)
¢
1
+6 (+m+-)+5 (|¢>21|722 + B3| mi + )
1
§(|¢22|73 + [ B2al T2 + ) + (|p12|73 + |pralms + -+ +)

otra forma de escribir la ecuacién anterior de manera compacta es

t+T (8] o (6% n (0% n
dr = (&3_%22_ o« 3, « 3
|p1]dT = ] T{ — T1T1 To; + T2i+1
t 2 6 - 6 -
=1 =1

6
1 n 1 n n
+5 > lb22i1lTs — 3 D 1b22il i + D lbrailtaia (B.17)
i=1 i=1 i=1

Se procede a continuacién a calcular término a término el lado derecho de la ecuacién anterior,
para esto los valores de 71, to;, T2i+1, @1,2i—1, P1,2i, P2,2i—1 Y ¢2,2i son los proporcionados por la
Proposicién con la notacién adecuada.

1 3
(G1-5d-an) = G le—(@r2em)]
1 2
_%OT |:x2 (:L‘% + 20[561)1/2}
1
—xla [552 - (x% + 2041’1)1/2}
1 1 1 3/2
= 337 T3 — PR + 302 [x% + 20@1] 7.

A partir de aqui tomaremos en cuanta que si en la ecuacién (B.16)), T — oo entonces n — oo,
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1/2
ademds que bajo la restriccién 32 > 2« se tiene que r = <52*20‘) < 1.

B2 2
—gzn:T?" = _giTB(i—l) B+ (82 +20) ’ 2+ 202
=t~ a (B2 + 2a)'/? 2 L
3
(5 + (62 +2a)" 2) .,
- 542 3/2 3(i—1)
6a2 (82 + 2a)*/ |2 + 201] ; r

(B+ (82 + 20 1/2)3

2 8/2N~ 3yi
= - (23 + 2001 E (r3)
602 (82 + 2a)3/2 —

3
(5 + (8% + 2cx 1/2) 23 + 2@961]3/2 ‘
= S ETaE Ios o dnoe (B1)

3
(/3 Gl 2a)1/2) N 2(”1]3/2

T (2P 1o

2
1 n 1 n - / N 6_'_ ﬁ2+2a »
2; i - 2; ‘(_T) ! [af +20m) ] 200 < a(é2 n 2a)1)/2 (22 + 20:]
2
B+ (5% +20)"? .
N ( 202 (62 + 20) ) [:U% + 2043:1]3/2 ;(T)Z—l,rQ(z—l)
(8+ (82 + 2a)1/2>2

5 3/2 i1
202 (8% + 2a) [xz + anl] ;(T )

(5 + (8% + 2a)1/2)2 et 2%1]3/2

—

sin = oo (B.20)
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n

1 & 1 —B(— ’ Llz2) + 201
2 Z ’¢2,2i’722i+1 = Z [ N
i=1

2 i=1 /32 + 20{)1/2

]1/2

,20-1) |

5 1/2 2
ﬂ (,82 )1/2)2
202 (5% + 2a)3/2

= -8

[m% + 204371] 3/2 Z(r)iflrw*l)
i=0

2
B — (,32 )1/2 . |
- ( 202 (82 + )3/2) 43 + 200,] " 2;(7”3)2‘1
B8~ (8% —2a)"? 21200
— —6( oot (T 2a)3/2> [ 2 — 7«31}  sin— oo (B.21)
n 3 - 1 i1 — 52—2041/2
;’d’l,Qi‘TQi—i—l = 2 (—r?) 152+2 (230 + 2ax10] | 7 a(é2+2 )1)/2 (22, + 2010] /

a (8% +2a) i=0
b — (ﬁQ — 2a) 1/2 [:U% + 2ax1]3/2
_ 3 ’

(5 ft-i—T 2 dr? +2a>3/2 1—7r

sin — oo. (B.22)

Ahora se hard el célculo de la suma de el lado derecho de las ecuaciones desde (B.18)) hasta (B.19),

asi se tiene que

3 3 2 2 2
s Z ity Z Tit1 T 5 Z |P2,2i-1]73; — 5 Z |$2,2i[ 3511 + Z |P1,2i] 311
i=1 i=1 i=1 =1 i—1

_ [333—1—204301]3/2 1/2\3 1/2\3
= e @120 1) [— (5+(52+2a) ) +<5_(52_2a) >

3(8 +20)7 (84 (82 +20)") "~ 38 (8- (5~ 20)""”) 460 (8- (8 - 2a)1/2)]

2 o V32 L (52 o2
_ B2 (P o20) T 4608 s,
302 (82 +20)°° — (8 - 20)"?)

3/2
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Por lo tanto

t+T 1 1 1 3/9
\/t ‘gbl‘ dr = —&?[B% — axle + &7 [.Z'% + 2041‘1] /
N (B*+ 204)3/2 + (8% - 2a)3/2 + 6ap3

302 ((82 4 20)*2 = (82 - 20)"/?)

[x% + 2aw1]3/2

1 45 1 2(62+2a)3/2+6a5
T3g2r T grert 3/2 3/2
302 ((82 +20)°° — (8 - 20)?)

(22 + 2021]"/{B.23)

[ . t+T , . .

Ahora se calculard la integral ft+ 2dr, para este célculo es necesario conocer los tiempos y
coordenadas de los cruces de las tryectorias del sistema por la curva o = 0 que se obtendran de la
Proposicién [B.1]} Asi, se tiene que

t+T
/ gbg dr
t

t+T
/ (ur + 22)* dr (B.24)
t

t+T
- / (u272 + 2uxoT + x%) dr
¢
T

u2
= [3T3 + uzoT? + :L‘%T]

t

Para este caso sélo interesan los cruces por la curva ¢ = 0 por lo tanto sélo se consideran las regiones

I'y y I's. Recuerdese que en I'; el control en u = —a y en I's, v = « por tanto, haciendo ¢t = 0 se
tiene que

t+T u2 t+T
/ p2dr = [37’3 + uzot? + m%r}
t

t
2

2
(6% (6%
= [3 T — aweTy + x%n} - [3 TS + adoy + ¢§1Tz]

2
a
- [37‘3? — apoaTs + ¢%37'3] + -

Nétese que para ¢ impar ¢o; es negativa y para ¢ par ¢o; es positiva, de manera que
o 2 a’ 3 2 2 a’ 3 2 2
/ ¢2 dr = <37'1 — QX2Tq + .7327'1) + <37'2 — a‘(Z)Ql’TQ + ¢21T2>
t
o? 4 2 2
+ <37'3 — apaa|T3 + ¢237'3> +e
3 3

3 ?(7'2"_7—3_'_"')

—a (|p21|73 + |Goal 75 + -+ ) + (65172 + D337 + )

042 012 n n n
2 2 2 2
= <37-13 — aroTy + a:27'1> + ? E Tf —« E ’¢2,i|7’i+1 + E ¢2,i7'i+1
i=2 i=1 i=1

Ahora se realizaran los célculos de cada término de la ecuacién anterior, haciendo la consideracion
de que si T — oo entonces n — oo, ademés que bajo la restricciéon f2 > 2a se tiene que r =

2 2
o o
= <7'13 — aw27'12 + w%ﬁ) +

73



2_9q 1/2
(g2+§o¢> <1
a2 3 2 2 9 1 3
3 \a [ B2 + 2
2
—0 (1 x2+ﬁ<x%+2‘ml 2
@ B2 + 2«

a2 (a4 g (P2 20m 2
o B2 4 2

1 3
3a (B2 + 2a)/? :

—a) lénly = —ad ()7 a3 + 202\ B
— /6 5 pe
= ' 32+ 2a o2

R EL |
(82 +20) '/ (3 + 20] 72070

_W [:L‘% + Qchl] 3/2 Z(T)i_l’rQ(i_l)
i=1
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- - i 3 + 201\ B

=1

1+7r 1/2 4
G ] )

B +7) (2 3/2 ¢ 2(i—1) (,.\i—1
= = 7 x2—|—2ax1] ZT i=1) ()i
a(52+2a)3/2 —

ﬂg(l + T) 31
= —  _a97/5 x + 20{1: r
(B2 +20)72 12 ! Z

BA+r)  [23+2ax:]*”

s (7 1 20" .3 , sin— oo.
De lo anterior que
ZT - QZ\@J Tit1 +Z¢2ﬂz+1
=2
B B(1+7r)3 [:1:2 + 2041:1}3/ B+ r)? (234 2a:c1]3/2
3 (52 +2a)3/2 1—¢3 a(ﬁg +2a)3/2 1—¢3
B3(1+7) [l‘% + 2ax1}3/2
a(,@’2—|—2a)3/2 1—3
304249 3/2
_ Ol s g2 as4n)
3a (82 +2a)*% (1 — r3)
B [(82 +20)"% + (82 + 20) ] o

) 242
o [(52 + 2a)3/2 — (82— 204)3/2} (82 + 2a)3/2 [5’32 Oém]

por lo tanto

t+1 1 BE}
2 3 2 3/2
dr = + +2
/t ¢y dr 3 T 30 (212 )3/2 [xQ ole]

B {(52 + 2a)3/2 + (6% + 204)3/2}
a [(BQ +2a)3? — (82 - 2a)3/2} (82 + 2a)*?

[w% + 2aw1]3/2

1 233
= —a5+ 5 [w% + 2a:1;1]3/2 . (B.25)
3o o ((IBZ + 2a)3/2 — (B2 - 2a)3/2)
Asi, de (B.23) y (B.25]) se tiene que
2 (52 +20)** + 6
Vi(z1, z2) —%x% — lxwz + (5 + 3a2) + 6ap " [x% + 204331]3/2
3o o 302 ((52 +20)%% — (52 — 20)%/ )
1 233
+3fax§ + b [m% + 2(13:1]3/2

30 (82 +20)*” — (82— 20)*"%)

3/2
= leg — KoX1X2 + K3 [x% + 2a$1] /
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donde

a—1 1 2 [(,82 +2a)3/2 + 30 + aﬁ?’]
k=595, R2=72Y R3="57 2 3/2 2 3/2]"
3a a 302 [(B2 + 20)3/2 — (B2 — 2a)3/?]
El célculo de Vs, V3 v Vi es andlogo. De acuerdo al método se tiene que V = —|@1| — 23 con lo que

el teorema queda demostrado para el caso nominal.

Caso perturbado

Tomando la derivada de (4.14]) a lo largo de las trayectorias del sistema perturbado (4.1) con
(% > 2a, sobre el conjunto A, se tiene que

. ov
V = —i
i
3 9 1/2 . T
_ —KaZo + 5K3 (:n2 — 2a|m1|) (—2asign(z)) ' [ T2 }
3k123 sign(za) — kox1 + Sk3 (23 — 204\1‘1])1/2 (2x2) w(t, z) +u
2 .
= —rKox3 + 3aks|zs| (v3 — 2a]a:1|)1/ + 3k125 sign(z9) (w(t, z) + )
1/2
—kox1 (w(t, ) + u) + 3kzz2(W(t, ) + u) (v3 — 2alz1|) /
= [—1+ 3riw(t, z)sign(xs)] 23 + [—row(t, z) sign(z1) — Kool |z
+3k3w(t, x)xs (x% - 2a|x1|)1/2
1/2
< [~1+3|k1]a] 23 + [k2a — Koa] |71] + 3Ksalza| (25 — 2a|21]) / ,
lo anterior debido a que —k2 — 3k1a = -1y |w(t,z)| < a.
Ahora, supongamos que se eligen « y 8 de tal forma que se cumple lo siguiente
! >
3(|k1| + K3)

de aqui se sigue que
— 3|k1la+1 > 3k3a,

ademads, debido a la eleccién de o y 3, resulta que 3|ki|la —1 < 0y que Koa — aky < 0, entonces es
valido lo siguiente

(3lkila — 1)* > 9k3a®> v (3k1a — 1)(kea — akg) > 0,
de modo que si se define A = 3|k1|la — 1y B = kaa — akg se tiene lo siguiente
Az + 2AB|x1 |23 > Ik3a®xs — 18akia’®|x |22,
de aqui es claro que
A?z3 + 2AB|x |23 4+ B*x? > 9k3a’as (x% — 2alz1]),
lo que es equivalente a

(—Am% — B|:L‘1|)2 > (3/~£3a|:172| (m% — 2oz|a:1])1/2)2,
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tomando la raiz cuadrada en ambos lados de la desigualdad anterior se tiene que
2 2 1/2
— Az — Blzi| > 3ksalzo| (23 — 2alz|) 7,
y por lo tanto
2 2 1/2
Axs + Blzq| + 3kzalzs| (25 — 2alz1]) " <0,
con lo que se ha demostrado que V; < 0 siempre que se elijan a y 3 de tal forma que

1
PP —
3(|k1] + K3)

Haciendo un analisis similar para V5, se tiene que Vo <0 siempre que se elijan a y 3 de tal forma
que se cumpla la desigualdad

Se puede probar que

3("4'76 + /€4) - 3(’%1‘ + Iﬁg)’

asi, se puede asegurar que V < 0 siempre que se elijan a y B de tal forma que

1
a< )
3(|k1] + r3)

lo que demuestra que la funcién (4.14) es una Funcién de Lyapunov para el sistema (4.1)).

Tiempos de transito y coordenadas de cruce por la superficie de
conmutacién. Caso: 3% < 2a

Sea s = xo++/2a|z1| sign(z1) entonces s = 0 queda definida por la expresion zo = —+/2a|z1]| sign(z1).
Como puede verse en la Figura las superficies s = 0 y ¢ = 0 dividen el espacio fase en los si-
guientes conjuntos

Blz{x€R2las§0}, BQ:{xERQ\smgO}, 33:{x€R2]0x1>0},

El tiempo de trénsito necesario para que las trayectorias del sistema intersecten a ¢ = 0 de-
penderd de la region en la que estas inicien ya que su comportamiento varia. A continuacion se
calcula tanto el tiempo de transito a la superficie de deslizamiento asi como el tiempo que tarda la
trayectoria del sistema en converger al origen sobre la superficie deslizante.

Condicines iniciales sobre B;

Cuando las condiciones iniciales (z1,z2) = (210, %20), Se encuentran en la regién By y z1 < 0, las
trayectorias del sistema alcanzan, en un tiempo t1, la superficie o = 0 en las coordenadas (x1, z2) =
(x11,221), con x1; < 0y w91 > 0. A partir de ahi, las trayectorias del sistema evolucionan sobre la
superficie de deslizamiento o = 0 y les tomara un tiempo to para llegar al origen (x1,2z2) = (0,0).
Los valores de estos tiempos y coordenadas se dan en la siguiente proposicion.
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Proposicién B.4. Si x19 <0 y (z10,z20) € By, entonces

1 B

9 2 9 1/2
N (;Mﬁtmw> ,
(0%

2 1/2 _
1/2 (_3320 - 20‘3310) } RS 3 % — 32

20 — (20é _ 52)

2
o T + 210
0= T 3

Demostracion. Debido a que z17 < 0, se tiene de ¢ = 0 que xz9; = ﬂ(w11)1/2 lo que implica que
w3, = —B%x11. Ahora, a pratir de la ecuacién se obtiene x1; = —i (231 — 23) + z10, que al
substituir 23, y despejando x1; resulta en

B T3, + 2a:c10> 1/2

) Y £U21:/8< 20[_52

2
o = T + 2aiw1g
11 200 — 52 )

que sustituyendo en x%l = —32%z11 y despejando x9; queda

1/2
vy = B _:):%0 + 2a1g /
Para calcular ¢1, a partir de la solucién temporal del sistema (ecuacién [B.4)) se tiene que t; =
—é(wzl — x90) por tanto

1 B 2 1/2
t1 = - [1620 — W (—SUQO - 2a$10) ] .

Ya estando sobre la superficie de deslizamiento o = 0 se tiene un sistema reducido descrito por la
ecuacién diferencial 1 = —f ]:U1|1/ Zsign(z1) con condicién inicial x1(0) = x11, que cuando x; < 0
puede expresarse de la forma

. _1/0 dx
= p-a)'? e (co) TP =8, (B-26)
tomando en cuenta la igualdad (—z1)~Y/2% = —2.4 [(—2,)1/2] se reescribe (B.26) como
d
- e
3 |2 B
tomando la integral sobre el tiempo de la ecuacién anterior queda

—2/;;1 [(—xl)l/ﬂ dt = /Otﬂdt = -2 [(—xl(t))l/Q - (—xl(o»l/ﬂ = Bt,

por lo tanto las trayectorias del sistema sobre la superficie de deslizamiento estan descritas por

2
z1(t) = — [—5; + (—xn)l/Q] . (B.27)

Haciendo x; = 0 en la ecuacién anterior, permite calcular el tiempo t2 en que las trayectorias del
sistema viajan sobre la superficie ¢ = 0 hasta llegar al origen (x1,z2) = (0,0), asi

2
0=— [—5;2 + (—x11)1/2] & = ;(—9511)1/2

por lo tanto

b — 2 QZ%O +20é113‘1() 1/2
7B 200 — (2 '
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Condicines iniciales sobre B,

Cuando las condiciones iniciales (z1,z2) = (z10,%20), se encuentran en la regién By y s > 0, las
trayectorias del sistema alcanzan, en un tiempo ¢;, la recta 1 = 0 en las coordenadas (z1,x2) =
(11, x21), con a1 > 0, posteriormente en un lapso ¢y llegardn a la superficie o = 0 en las coorde-
nadas (x1,x2) = (212,%22), en la seccién donde z12 > 0 y x99 < 0. A partir de ahi, las trayectorias
del sistema evolucionan sobre la superficie de deslizamiento ¢ = 0 y les tomard un tiempo t3 para
llegar al origen (z1,z2) = (0,0). Los valores de estos tiempos y coordenadas se dan en la siguiente
proposicion.

Proposicién B.5. Siz19 <0 y (z10,220) € B2, entonces

1 1/2
tl = a [1’20 — (.CC%O + 2a:c10) / ]
1/2
11 = 0, @91 = (9050 + 2010 /
+ (B2 + 2a)1/2 1/2
to = 6 (6 ) (x%0+2am10) /

a(B? +2a)l/2

@3+ 2ax10 _ 3 z3, + 2010 1/2
2= Tgia o 2T\ T@rea
e = 2 (mgo + 2049510)”2
P B\ FPr2a

Demostracion. Es claro que x11 = 0, entonces a pratir de la ecuacién se obtiene 11 = 0 =

—i (1‘%1 — x%o) + x19 de donde, al despejar a1, se obtiene

To1 = ($§0+20¢I10)1/2

Ahora, a pratir de la ecuacién (B.4) se tiene que x9; = —aty + x99 por lo tanto

1 1 1/2
t1 = *(33‘20 — 1‘21) = — |:.CL‘20 — (.r%o + 204.%10) / :| .
« Q
En o =0, 29 = —f|21|"/?sign(z1) y como se llegard a la seccién donde 29 < 0y x1 > 0, entonces
x% = (2x1, al sustituir esta ecuacién en 1’ se tiene que w19 = —i (Bzxu — m%l) de donde se
obtiene

73, + 2ar19

T12 3+ 20

que al sustituir en x%Q = 32219 y despejando x9o queda

1/2
vy = -8 r3, + 20z /

Nuevamente de 1} se obtiene ty = é(acgl — x99) por lo tanto

B+ (B2 +2a)'% 1/2
= g (e 2

79



Ya estando sobre la superficie de deslizamiento ¢ = 0 se tiene un sistema reducido descrito por la
ecuacién diferencial 1 = —f ]a:l]l/ 2 sign(z1) con condicién inicial z1(0) = z12, que cuando z1 > 0
toma la forma

—1/2 dry

.ftl = —ﬁxl = €y E = —B, (B28)
tomando en cuenta la igualdad xfl/z% = 2% (xiﬂ) se reescribe (B.28) como
d /12
2 (@) = =5,

tomando la integral sobre el tiempo de la ecuacién anterior queda

Q/Ot(i (a;i”) dt = —/Otﬁdt = 2 [(ml(t))l/z - (xl(O))l/Q} = —Bt,

por lo tanto las trayectorias del sistema sobre la superficie de deslizamiento estdn descritas por

21 (t) = [—5; + :c}ﬂ g (B.29)

Haciendo 1 = 0 en la ecuacién anterior, se puede calcular el tiempo t9 en que las trayectorias del
sistema viajan sobre la superficie ¢ = 0 hasta llegar al origen (x1,z2) = (0,0), asi

2
t
0= [—ﬁ?’ﬂc}f] & ty==

por lo tanto

y _ 2 x3 + 2ax10 1/2
T A\ B2 '

Prueba del Teorema 4.3

El célculo de la FL de grado homogéneo 3 para el caso 32 < 2a se realiza de la siguiente manera

Ve = [ T (161(0)] + 63()) dr.

Esta integral serd calculada por secciones, es decir que habrd una expresién para cada una de las
regiones B;, para cada i € {1,2,3} (Véase la Figura [4.8).

Calculo de V sobre B; cuando z; < 0

Sean T' = 11 + 75 y el tiempo inicial ¢ = 0 entonces V; esta definida por
T
io= [ el ed) ar
0

T1 u 9 9
= H§T +Z’27+$1‘+(UT+$2) ] dr
0

+/OT2 [(—§r+(—¢11)1/2)2+62 (—§T+(—¢11)1/2>2] dr.
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Tomando en cuenta que en B; cuando z; < 0, u = —a y que ¢ < 0 entonces

T1
Vi = / [372—;1:27—361—1—057—20@27—1—3:2} dr
0

T2 2 2
v [ - e = ok 2 (Fr? - o) - o )| o
0 L

= [(% + on) 7% — (20 + 1) wom — 1 + x%} dr
0

T2 2 4
# [T 6 o) - (4 Do ar
0
= é (% + o ) — —(2a+ 1):]527'1 +( —1)71

2 4

B4 F) s LB+ 8% (—ou) 2 — (8 + Doume

Utilizando la Proposicion [B.4] se tiene que
a1, 1 B2(2a — 3)(2a — B?) — 8" + 4o /
Vi = 352 w% — axlxg + 60425(2& — 52)3/2 [—x% - 204331]3 2 .

El célculo en el resto de las regiones es analogo.

En la Figura puede apreciarse que en el caso en que 32 < 2a;, las trayectorias de ([4.1]) tienen
distinto comportamiento dependiendo de la regién en la que inicien, tales regiones son expuestas en
la Figura Asi, al aplicar el método de diseno a , en el caso nominal, esto es f(t.z) =0, la
expresion de la FL calculada se dividira en seis partes que, debido a las propiedades simétricas del
algoritmo, pude escribirse en solo tres como sigue:

s T € B
x € By

. 3/2
vsx3 sign(z1) + vox1w2 + Vg [m% -+ 2a|x1|] / , T € Bs

3/2
v1|@ol® — vozimo + 13 [—x% + 2a\x1ﬂ /

3/2
V(x) = V1‘$2|3 — V12 + V4 [$% — 2a|:c1|] / ,

La diferenciabilidad de (4.15)) en una vecindad de la curva o = 0 se puede comprobar facilmente ya
que es suficiente que sus derivadas parciales sean continuas en cada punto del conjunto {o = 0}, asi
debemos comprobar que

oVi oVa
B 70 = 3 )

donde V,, corresponde a (4.15) sobre el conjunto B,,, con m = 1,3 y 09 = {z € R?|o = 0}.
2
Recuerdese que o = 0 implica que x93 = —3+/|x1|sign(z1) de donde |z1| = % Ahora, se tiene que

A%

—(og) = [—VQ:L‘Q + 3aws sign(xq) [—x% + 204|331H 1/2}
(9.1‘1 a0

1/2
. x5
= —1rxe + 3avssign(z) [ 3 + 2a52]

. 200 — (32 1/2
= —wox9 + 3avssign(z)|xa| (J)

2 1/2
. + 2
_IMB%MM)VTHM%<ﬂﬁQa> ]
. B2 41
= ’$2|Slgn(l’1)77
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7(0'0) = |:3V1.’1}‘% Sign(lﬁ) — T — 3{1}2V3 [_'r% + 20[|x1|] 1/2]
g0

2

= 323 sign(zg) — 1/25—3 sign(zy) — 3vz|xa|sign(xz) [—x% + 2a

= a3 sign(zs) 3 R
—(2a = °)(8* + 2a) + 40 — §*
2a23%(2a — 3?)

% — 2\ 1/2
3u1+'/2+3u3<0‘ 5)

= a3sign(z2)

entonces se tiene que

oV Vi, V) ht
Fkto0 = (Getton) 5 (o0)) = (Jaalsignten* 2 0).

/82

Por otro lado se tiene que

)% .
—3(00) = [1/2:):2 + 3awg sign(xq) [1‘% + 204\:61]] 1/2}
81’1 oo
22742
= wy|zo|sign(ze) + 3avg sign(xq) [m% + 2aﬁg]
2 1/2
. + 2«
= |xo|sign(z1) | —v2 + 3avs <6 52 ) ]
. B%+1
= |z2f s1gn(a:1)7,
V- .
—3(00) = [31/5:3% sign(z1) + vex1 + 3wavs [x% + 2az1 ] 1/2}
a.rz a0
: x5 :
= 3usassign(zy) + 1/26—3 sign(z1) + 3|za|ve sign(xz) |:CL‘% + 20—
1/2
. 2 . 19 /82 + 2«
= a5sign(x1) |3vs + 5 3 < 52
aB? —af?+a—a+p%- 3

= x3sign(x)

= 0,

04252

entonces se tiene que

oVs oVs oVi 211
(o0 = (Grton). G (ow)) = (Jaalsignten” 12 0).

/32

l‘% 1/2
d
(B.30)
.’,U% 1/2
#]
(B.31)

Por lo tanto, de li y de ll es claro que %(ao) = %(ao), lo que demuestra que 1}

es diferenciable en una vecindad de la curva ¢ = 0. Asi, en el caso nominal y cuando 82 < 2a, se

tiene que (4.15)) es una FL para (4.1]), cuya derivada temporal estd dada por

V = —|z1| — 22,
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Caso perturbado

Tomando la derivada de (4.15) a lo largo de las trayectorias del sistema (4.1]) sobre el conjunto B;
se obtiene

: ov [ iy
vo= 2|0
ox [ T2 }
_ —voxo + Svs (—ad + 204]3:1\)1/2 (2asign(z1)) . [ To ]
31/137% sign(ze) — oz + %I/g (—w% + 2a\x1|)1/2 (—2z9) f(t,z) +u

—|x1| — x% + {31/1:1:% sign(ze) — vox1 + 3v3we (—x% + 204]1:1])1/2} f(t,x)

< x| — x% + {3|V1|x§ + vo|z1| + 3|vs||z2| (—a:% + 2a\331|)1/2} F

< (=14 mF)|ar| + (=1 + 3Jvy | F)a3 + 3lus| Flaa| (—23 + 20fas])

< (=Lt o) |aa] + (=1 + 3|1 |F) 8] + 3[vs | F /20| (~B2|a] + 20]a )/
< (<14 0F) + BA(=1 4 3mi| F) + 3lu| F/20(2a = B7)] [,

notese que sobre B el estado 1 solo se anula en el origen de manera que V<0 siempre que
(=1 4+ aF) + B2(=1 + 3|n1|F) + 33| F/2a(2a — 2) < 0
lo cual se cumple eligiendo o y 3 con 82 < 2« y la siguiente restriccion

_ 841
3B2|v1| + v2 + 3|vs|/2a(2a0 — 32)

C1

Haciendo un analisis similar en el resto del dominio se encuentra que para conseguir la negativi-
dad de la derivada temporal de (4.15)) se debe cumplir, sobre el conjunto Bs, que

1

=——F—>F,
3’1/1‘+3V4

C2

mientras que sobre el conjunto B3 han de satisfacerse las desigualdades

1 1
cg3=———>F cg=———>F
3 3(vs + vg) v v + 3avg

Con lo que puede concluirse que (4.15)) es una FL para el sistema perturbado (4.1)) siempre que
se elijan a y A de tal forma que 5% < 2 y se cumpla lo siguiente:

min {cy, ¢z, c3,¢4} > F.
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