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Resumen

En los procesos industriales, es necesario tener un control eficiente sobre aquellas
variables que intervienen de manera critica en ellos. Por esto, es importante contar con
dispositivos o programas capaces de llevar a cabo este control de manera segura, eficiente y
econdmica.

En la actualidad existen diversas técnicas de control orientadas a satisfacer dicho
objetivo. Una de las més conocidas es la estructura de control Proporcional Integral Derivativa
6 PID, la cual ofrece entre otras caracteristicas, sencillez de implementacién, un bajo niimero
de pardametros a sintonizar y una amplia gama de técnicas de disefio e implementacién. Debido
a ello, el controlador de tipo PID sigue siendo muy popular entre los ingenieros de control, y
se siguen desarrollando técnicas de sintonizacién, disefio y numerosas aplicaciones.

Uno de los trabajos mas recientes al respecto consiste en una técnica propuesta por
Bhattacharyya y otros (Datta et al. 2000), (Bhattacharyya y Keel 2008) que permite hallar
toda una familia de controladores estabilizantes para una planta determinada.

En este trabajo se presenta la teoria relacionada a dicha técnica, asi como algunos
de los resultados obtenidos en la elaboraciéon de un software de diseno de controladores que
implementa esta técnica. Se presenta ademads, una modificacion realizada al programa base
que permite obtener las familias de controladores estabilizantes de multiples plantas de ma-
nera simultanea con la finalidad de aplicar los resultados en el area de control tolerante a
fallas. Finalmente, se propone utilizar el marco de referencia conocido como diseno de canales
individuales para extender los resultados del diseno de controladores estabilizantes al caso de

sistemas multivariable.






Introduccion

Entender y controlar segmentos del entorno, cominmente llamados sistemas fisicos, para
proveer de productos ttiles a la sociedad es una tarea fundamental del ingeniero de control
(Dorf y Bishop 2008).

En la actualidad, la gran mayoria de los procesos industriales requieren de un estricto
control de calidad, ya sea para ofrecer productos que satisfagan de manera cabal las exigencias
de los consumidores, o bien para proporcionar una mayor seguridad a las personas e insumos

que intervienen en la realizaciéon de dichos procesos.

En particular, asegurar la estabilidad de sistemas fisicos en presencia de perturbaciones
e incertidumbre en los modelos utilizados para describirlos es un problema fundamental en

la teoria de control.

De aqui la necesidad de crear dispositivos o programas que sean capaces de compensar
las incertidumbres y perturbaciones inherentes del sistema de manera eficiente, segura y re-
duciendo en la medida de lo posible los costos de operaciéon. Para lograr este objetivo, es
preciso conocer lo mas ampliamente posible el proceso que se quiere controlar, y determinar

cudles son las variables de interés para llevar a cabo dicho control.

En los dltimos 70 anos, se han desarrollado una gran cantidad de métodos orientados a
resolver dicho problema tanto en el dominio del tiempo como en el dominio de la frecuencia
(Astrom y Murray 2008). Entre los mas conocidos se encuentran los llamados métodos clasi-

cos, tales como el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz, el criterio de Nyquist y el método
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del lugar de las raices propuesto por W. R. Evans.

Sin embargo, los métodos mencionados estdn disenados para sistemas lineales de una
entrada y una salida (SISO) y no es posible aplicarlos en sistemas més complejos como son
los sistemas de multiples entradas y multiples salidas (MIMO). Los sistemas SISO juegan un
papel central en el desarrollo de la teoria de control y es por eso que existe una amplia gama

de técnicas de analisis y control para estos sistemas.

Entre las multiples estructuras de control conocidas, el controlador de Proporcional-
Integral-Derivativo 6 PID, es probablemente el més utilizado a nivel industrial. De acuerdo
con (Astrom y Higglund 1995), més del 90 % de los lazos de control industriales poseen algu-
na variacién del controlador PID. En la actualidad, este controlador sigue siendo uno de los
preferidos por los ingenieros de control tanto en sistemas que se componen de un solo lazo de
control, como sistemas de muiltiples lazos de control (Knospe 2006), (Dorf y Bishop 2008) ya
que, a través de una estructura de tres términos relativamente sencilla, se puede lograr error
nulo en estado estacionario gracias a la accién integral, rechazo a perturbaciones y se pueden

satisfacer requerimientos de modesto desempeno (Johnson y Mohammad 2005).

Existen asi mismo una gran cantidad de métodos de sintonizacion de los pardametros del
controlador, siendo uno de los primeros y también més conocidos, el método propuesto por
Ziegler y Nichols para la respuesta a escalén de sistemas lineales. Aunque las reglas de sintoni-
zacién de controladores PID propuestas por Ziegler y Nichols han sido muy influyentes, éstas
padecen de algunos defectos importantes, e.g. utilizan informacién insuficiente del proceso
y el criterio de diseno produce sistemas en lazo cerrado con robustez muy pobre (Astr('jm y
Hagglund 2004).

Una aproximacién distinta a los métodos clasicos consiste en hallar no uno, sino toda una
familia de controladores estabilizantes asociados a una planta. Dentro de esta categoria, una
de las aproximaciones méas conocidas es la parametrizacién de Youla-Jabr-Bongiorno-Kucera
(YJBK), la cudl caracteriza todos los controladores racionales, propios y estabilizantes aso-

ciados a una planta a través de la matriz Q(s) (Zhou 1999).

La utilidad de esta parametrizacién es que un controlador éptimo podria ser seleccionado
haciendo una bisqueda sobre el conjunto de matrices estables Q(s). Sin embargo, se debe

tener en cuenta que a pesar de que todos los controladores estabilizantes se pueden describir



por medio de la parametrizacion YJBK, en general no es posible utilizarla para diseniar con-
troladores de un orden pre-establecido, e incluso no es posible garantizar la existencia de un

controlador de un orden pre-establecido.

Una aproximacion diferente se ha planteado en trabajos como (Ho et al. 1997), (Datta
et al. 2000) y (Bhattacharyya y Keel 2008), donde se presenta una solucién al problema de
hallar familias de controladores estabilizantes de orden fijo para una planta SISO, lineal e
invariante en el tiempo. En particular se han obtenido resultados importantes para el caso del
controlador PID. Estos resultados permiten hallar todos los controladores PID estabilizantes
a través de un método sistemdatico que se reduce a resolver un sistema de desigualdades li-

neales en términos de dos de los parametros del controlador.

En este trabajo se presentan algunas aplicaciones al utilizar esta técnica, ademéas de pro-
poner una extensién para el caso MIMO. Para contar con un software original para el diseno
de controladores PID, se desarrollé y mejoré una herramienta que implementa el algorit-
mo propuesto por Bhattacharyya en el entorno de programacion MATLAB®. Una vez que
se tuvo una versién confiable del programa, se buscé hacer modificaciones de manera que
se pudiera aplicar para obtener de manera simultanea regiones estabilizantes para aplicar
dichos resultados al caso de control tolerante a fallas. Cabe mencionar que el software ha si-

do probado con multiples ejemplos de la literatura y se han obtenido resultados satisfactorios.

En el Capitulo [2| se presentan algunos de los resultados obtenidos en la construccion del
programa escrito en MATLAB® que implementa el algoritmo propuesto por Bhattacharyya
para la solucién del problema de estabilizaciéon por medio de un controlador PID. Se muestra
asi mismo, la implementacién para resolver el conjunto de desigualdades lineales resultante,

formulado como un problema en el contexto de programacion lineal.

Se presentan ademés los resultados obtenidos en el marco de sistemas tolerantes a fa-
llas. En este contexto se considera un esquema que plantea obtener distintos modelos de una
planta bajo condiciones de falla. De esta manera se propone la idea de utilizar un controla-
dor sintonizado fuera de linea, que serd de tipo PID, capaz de mantener la estabilidad de la
planta aun bajo condiciones de falla. Dicho controlador se obtendra buscando a través de la
superposiciéon de regiones estabilizantes de la planta nominal y de cada una de las plantas
con falla, una regiéon comin que permita hallar controladores que puedan ser implementados
para controlar la planta atin bajo condiciones de falla sin la necesidad de re-sintonizar el

controlador. Este enfoque, aunque resulta una idea natural, ha sido poco explotado en el
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area de control tolerante a fallas. Se presenta ademds la modificacion al software para un
solo modelo de planta, de manera que pueda ser empleado para hallar la superposicion de

multiples regiones estabilizantes.

En el Capitulo [3] se presenta una aproximacién al diseno de familias de controladores
PID estabilizantes descentralizados para sistemas MIMO, en el marco del Diseno de Canales
Individuales (O'Reilly y Leithead 1991). Es decir, utilizando el enfoque de diseno de canales
individuales, se busca descomponer un sistema multivariable en miltiples sistemas monova-
riables. De esta manera es posible aplicar técnicas de diseno para sistemas SISO a los canales,
y en particular se busca aplicar la técnica de disefio propuesta por Bhattacharyya (Datta et
al. 2000). La propuesta se hace con un enfoque especifico de sistemas de dos entradas y dos

salidas.

El Capitulo [f] trata sobre casos de estudio en los que se aplican los conceptos desarrolla-
dos en las secciones anteriores. En particular, se presentan los resultados experimentales del
control de un sistema de suspensién magnética partiendo de la familia de controladores PID
estabilizantes, se obtienen también las regiones de controladores PID estabilizantes para una
turbina de gas sujeta a distintas condiciones de falla, y se busca la region estabilizante comtin
utilizando la herramienta de software desarrollada en el Instituto de Ingenieria. Para el caso
de sistemas MIMO, se utiliza el modelo linealizado de un helicéptero de un solo rotor segin
se presenta en (Liceaga-Castro et al. 1995) y para el cual se busca obtener la familia de con-
troladores PID estabilizantes y descentralizados considerando sélo la dinamica longitudinal

del mismo. Finalmente, en el Capitulo [5| se presentan las conclusiones.



Diseno de controladores PID

estabilizantes

Asegurar la estabilidad de un sistema dindmico en presencia de perturbaciones e incerti-
dumbre en el modelo del mismo, es uno de los problemas mas importantes y més estudiados
de la teoria de control (Zhou 1999). En la actualidad existen diversas técnicas desarrolladas
para lograr este objetivo. Una de las condiciones de estabilidad més conocidas para sistemas
lineales estd relacionada con la distribucion de raices del polinomio caracteristico en el plano
complejo. Cuando un polinomio tiene todas sus raices en el lado izquierdo del plano complejo,
se dice que es Hurwitz i.e. es estable. Asi mismo, se han desarrollado condiciones de estabili-
dad equivalentes para sistemas con incertidumbre paramétrica. Una de las méas difundidas es
quizé el Teorema de Kharitonov, el cual establece condiciones de estabilidad para polinomios

reales sujetos a incertidumbre en los coeficientes (Barmish 1994).

2.1. Teorema de Hermite - Biehler

Existen diversas condiciones equivalentes a la condicién de estabilidad en el sentido Hur-
witz, una de ellas es el teorema de Hermite-Biehler, el cual provee de condiciones necesarias
y suficientes para garantizar la estabilidad en el sentido Hurwitz de un polinomio real de
orden n. Bhattacharyya y otros (Datta et al. 2000) han mostrado ademéds, que basdndose en
una generalizacién del teorema de Hermite-Biehler es posible obtener un método que permite
realizar el cédlculo de todos los controladores PID estabilizantes para un sistema SISO de

orden n. Para establecer el teorema, deben hacerse primero algunas consideraciones.
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Sea 0(s) = 0o + 015 + 6252 + ... + 6,8 un polinomio de grado n. Considérese también la
descomposicion:

5(s) = 6(s2) + 50(s?) (2.1)

Donde §.(s?) y d,(s?) son las componentes de §(s) formadas por los términos de las potencias

pares e impares de s respectivamente. Para cada frecuencia w € R se denota:

6(jw) = p(w) + jq(w) (2.2)

Donde p(w) = de(—w?), q(w) = wép(—w?). Sean we1,we2, ... los ceros reales no negativos de
de(8), v sean wo1,wps... los ceros reales no negativos de d,(s), ambos ordenados de manera

ascendente en cuanto a magnitud.

Teorema 1 (Hermite - Biehler) Sea 6(s) = 6y + 615 + 025> + ... + 8,8 un polinomio real
de orden m. Entonces 0(s) es estable en el sentido Hurwitz, si y solo si, todos los ceros de
5e(8%) y 9o(s?) son reales y distintos, 0, y 6,1 son del mismo signo, y los ceros reales no

negativos satisfacen la siguiente propiedad:
0 < Wel < Wpl < We2 < Wpa < ...

|

De acuerdo con el Teoremall] el criterio de estabilidad establece que las raices de los poli-
nomios 6(s%) y d,(s?) deben cumplir con una propiedad de alternancia entre si (Figura ,
lo cual es producto de la propiedad de crecimiento monotonico de fase de los polinomios
Hurwitz. El teorema enunciado en la forma anterior proporciona una interpretacién grafica
de una caracteristica propia de los polinomios estables; es decir, la alternancia entre las raices
de la parte real y la parte compleja de §(s) cuando el polinomio es estable. Sin embargo, si
esta propiedad no se cumple (Figura , es interesante saber si se puede inferir algo més a

partir de la grafica, mas alla de si el polinomio es estable o no.

2.2. Generalizacion del Teorema de Hermite - Biehler

Buscando responder a la pregunta anterior, Bhattacharyya muestra que es posible re-
formular el Teorema (1| de manera que se puede hallar una equivalencia a éste al relacionar
el cambio neto de fase en un polinomio, cuando w varia desde 0 hasta oo, con la diferencia

entre el nimero de raices en el lado derecho del plano complejo (RHP) y el nimero de raices
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Figura 2.1: Propiedad de alternancia en las raices de polinomios estables en el sentido Hurwitz

Figura 2.2: Gréfica de d.(s) y d,(s) cuando no se cumplen las condiciones del Teorema

en el lado izquierdo del plano complejo (LHP). Dicha relacién se establece a través de una
funcién conocida como la firma imaginaria de un polinomio y que se denota por o;(-). La

firma imaginaria de J(s), se define como:

Definicién 1 Sea 6(s) un polinomio real dado de grado m como se definid anteriormente,
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con k denotando el grado de multiplicidad de una raiz en el origen. Se define también:

p(w) q(w)
prlw) = ——— g (w) = ———— 2.3
=t w= 2.3
Sean 0 = wy < wi <wz < ..wy—1 los ceros reales, finitos, distintos y no negativos de qf(w)
con multiplicidad impar. También se define wy, = co. Entonces, la firma imaginaria o;(6) de

d(s) esta definida como:

sgn [ (wo) | = 259 [ps(w1)] + 259n [pr(w)] + ..

H(=1)™ 2sgn [py(wm—1)] + (1) sgn [ps (wm)]

st n es par

* (=1)™ Lsgn [g(c0)]

sgn [p’}(wo)] —2sgn [pf(w1)] + 2sgn [pr(w2)] + ...

* (=1)" Lsgn [q(oo
1) 125gm [y om )] (—1)™ " sgn [g(o0)]

st es impar

(2.4)
Donde: pgck)(wo) = i}—kk [pr(w)],—, ¥ sgn(z) es conocida como la funcion signo y se define
como:
1 six >0
sgn(z) =< 0 six=0 (2.5)
-1 six <0

|

Teorema 2 (Generalizacién del teorema de Hermite Biehler) Sea (s) un polinomio

real de grado n como se definié anteriormente. Entonces se cumple que
1(6) = r(8) = 03(9) (2.6)
O

En donde, [(d) representa el nimero de raices de (s) que se encuentran del lado izquierdo
del plano complejo y r(d) representa el nimero de raices de d(s) que se encuentran del lado

derecho del plano complejo.

El Teorema [l es titil para determinar la estabilidad de polinomios reales, sin embargo,
si el polinomio no es Hurwitz, el teorema no proporciona mayor informaciéon. El Teorema
en cambio, se puede aplicar incluso a polinomios que no son Hurwitz de manera que la
distribucion de raices se puede relacionar con la firma del polinomio para extraer informacion
a partir de esta. La demostracion del Teorema [2| se puede consultar en (Datta et al. 2000),

mientras que, en el caso del Teorema [1| se puede consultar en (Olga 2003).
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2.3. Familia de controladores PID estabilizantes

Ahora bien, utilizando el Teorema [2| es posible derivar una metodologia para el disefio de

controladores PID. Para ello considérese el sistema retroalimentado de la Figura

ris) e(s) als) yis)
Cis) |—m G(s) w0 )
Entrada Salida

Figura 2.3: Sistema retroalimentado

donde la planta G(s) y el controlador C(s) se definen como:

N(s)
D(s)

k;

_ $%kg+ sky + k; (2.8)
- .

Sea m el grado de N(s) y p el grado de D(s). Considérense ademads las descomposiciones

del numerador y denominador de la planta:
N(s) = N(s%) + sNy(s%) (2.9)
D(s) = Du(s%) + sDy(s?) (2.10)
siendo N, (s) y D.(s) son los polinomios formados por los términos de potencia par del nume-

rador y denominador de G(s) respectivamente, y N,(s) y D,(s) son los polinomios formados

por los términos de potencia impar de G(s). El polinomio caracteristico de lazo cerrado es:

5(8, kp, kir kq) = sD(s) + (ki + kps + kgs?)N(s) (2.11)

donde d(s, kp, ki, kq) es de grado n. Al desarrollar la ecuacién (2.11)) y reescribirla en términos
de su parte real y parte compleja, se observa que ambos miembros dependen de al menos dos

de las constantes ky, k; y kq.
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Sin embargo, multiplicando (s, kp, k;, kq) por el polinomio auxiliar

= No(s?) = sN,(s%) (2.12)

desarrollando las operaciones se obtiene:

3(s, kps ki, ka)N*(s) = [s*(Ne(s*)Do(s*) = De(s*)No(s”))
+(ki + kas )(Ne(82) o(s%) = 8°No(s*) No(s%))]
+5[De(s*)Ne(5%) — 5° Do(s*) No(s7)
+kp(Ne(32)Ne(82) — SQNO(S )NO(SQ))] (2.13)
sustituyendo s = jw se obtiene:
S(jw, kp, ki, ka) N* (jw) = p(w, ki, ka) + jg(w, kp) (2.14)

) = pi(w) + (ki — kaw?)p2(w)
) = @)+ kpga(w)
pi(w) = —w*(Ne(-w?)D
) = Ne(—w?)Ne(—w
) = w(De(~w?)Ne(—
) = wW(Ne(~w’)Ne(—

o(—w

%) + w?No(=w?) No(—w?)
w?) + WDy (—w?)No(—w?))
w?) + WiN,(—w?)N,

(2.15)

(2.16)

?) = De(=w?)No(~w?)) (2.17)
(2.18)

(2.19)

w?)) (2.20)

(=
(=

Noétese que al realizar la multiplicacion de 6(s, kp, ki, kq) por N(s) se logra que la parte
imaginaria de la ecuacién dependa exclusivamente de k,, mientras que la parte real
depende sélo de (k;, kq). Este resultado es importante porque, en términos del Teorema (1} la
distribucién de las raices de la parte imaginaria del polinomio (s, kp, ki, kq) N*(s), depende
s6lo del pardmetro k, y, como se verd mas adelante, los valores de las constantes k; y kq que
permiten que se satisfaga la propiedad de alternancia con la parte real, se pueden obtener a
través de la solucién de un conjunto de desigualdades lineales en términos de dichas constan-

tes.

Considerando el Teorema y a partir de la ecuacién ([2.14)) se puede hacer una deduccion
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importante. Si se utiliza § £ §(s, kp, ki, ka), N*(s) = N* y N(s) £ N:

o (SN*) = I(6N*) — r(5N*)

Finalmente, §(s, kp, ki, kq) que es de grado n, serd Hurwitz si y sélo si:

1(0(s, kp, ki ka)) = n (2.21)
r(0(s, kp, ki ka)) = 0 (2.22)

por lo tanto:
0i (0(s, kp, ki, ka)N™(s)) = n — (I(N(s)) = r(N(s))) (2.23)

La tarea es entonces, hallar los valores de (kp, ki, kq) que hacen que la ecuacién ([2.23) se

satisfaga. Para ello se deben hacer antes algunas definiciones.

Se representa por Ay, a todas las posibles combinaciones en que se puede dar la alternancia

entre las raices de p(w, ki, kq) y las raices de ¢(w, kp) y se define como sigue:

Definicién 2 Sea n el grado de 6(jw, ky, ki, kq), m el grado de N(s) y q(w,kp) como se
definio en (2.16). Para un valor de k, fijo en la ecuacion (2.14)), sean 0 = wy < wi <

wy < ... < w1 los ceros reales, positivos, finitos y distintos de q(w,kp). Sea también

w; = 00. Se define una secuencia de numeros ig, 41,12, ...,4_1 COMO SiGUe:
1. Si N*(jw) = 0 para algin t =1,2,...,1 — 1, entonces:
1t = 0;
2. Si N*(s) tiene un cero de multiplicidad k,, en el origen, entonces se define:
io = sgn[p{7” (0)]

donde: ( )
pr{w

p1, (W) = ———s

T )™
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3. Para cualquier otra t =0,1,2,...,1,
it € {—1, 1}
Con ig,i1... definidos de esta manera, se construye el conjunto Ay, como:

4 {{io,i1,..., 51} } sim+n es par
kp =
! {{i0,%1,...,71—1}} si m+n es impar

|

A continuacién, se presenta también el conjunto Ay, () que es un subconjunto de cadenas
que pertenecen a Ay, y que cumplen con ciertas restricciones llamadas “firma imaginaria”.

La definicion de esta firma imaginaria es como sigue:

Definicién 3 Sean m,n,q(w,ky), como se definieron anteriormente. Para una k, determi-
nada, sean 0 = wy < w1 < wo < ... < wj_1 los ceros reales, positivos, finitos y distintos de
q(w, kp). También se define w; = oo. Para cada cadena I' = {ig,i1, ...} en Ay, sea ¥(I') la

“firma imaginaria” asociada a la cadena I' definida como:

{ig — 2i1 + 2ig + ... + (=1)712i_1 + (=)l } (1) Lsgnlg(oo, kp)]
para m + n par
{ig — 2i1 + 2ig + ... + (—1)"712i;_1 }(—1)""tsgn[q(00, kp)]

para m —+ n impar

v(T) =

Ay, (7) se define como sigue:

Definicién 4 El conjunto de cadenas en Ay, con una firma imaginaria determinada v = 1
se denota como Ag, (¢). Para una k, determinada, se define también el conjunto de cadenas

factibles para el problema del controlador PID estabilizante como:
Fy, = A, (n = (I(N(s)) = r(N(s))))
O

Es decir, se requiere asignar a F,:‘p aquellas combinaciones de i; que garanticen que la pro-
piedad de alternancia mencionada en el Teorema 1| se satisface. De acuerdo con (Datta et
al. 2000), para que F}' no sea vacio, una condicién necesaria es que, para m + n par

P

[n = (LN (s)) = (N (s)))|
2

| > (2.24)
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y para m + n impar
[n— (I(N(s)) —r(N(s)))| +1
2

I > (2.25)

Finalmente, tomando en cuenta las definiciones anteriores se establece el resultado siguiente:

Teorema 3 El problema de determinar los controladores PID estabilizantes, con ky, fija, tiene
solucion para una planta dada con funcion de transferencia G(s) si y sélo si, las siguientes

condiciones se cumplen:
1. Fi; no es un conjunto vacio.
D

2. Eziste al menos una cadena I' = {ig,i1,...} € F,;"p, y valores de k; y kq tales que
YVt =0,1,2,... para los cuales N*(jwy) # 0

p(Wt,ki,k'd)it >0 (226)

Noétese que cada desigualdad que satisface representa un semiplano en el espacio
(ki, kq), por lo tanto, la solucién serd una interseccién de semiplanos. Dado que la desigualdad
es lineal en k; y kg el resultado de las intersecciones es un conjunto convexo. Esto implica
que para un valor determinado de k,, el correspondiente conjunto de valores (k;, kq) se ob-
tiene al resolver un sistema de desigualdades lineales. En diversos articulos publicados (ver
(Bhattacharyya y Keel 2008), (Datta et al. 2000), (Ho et al. 1997), (Kim y Kim 2005)) se
menciona que una manera de resolver dicho sistema de desigualdades consiste en aplicar
técnicas de programacion lineal, sin embargo en ningin caso se presenta un procedimiento
sistematico para llevarlo a cabo.

A continuacién, se presenta un procedimiento para formular el problema de encontrar las

regiones que satisfacen la ecuacion (2.26]) con herramientas de programacioén lineal.

2.4. Antecedentes de Programacion Lineal

Se denota un programa lineal (PL) como un problema de optimizacién donde la funcién
objetivo (funcién a optimizar) es lineal en las incégnitas y las restricciones son igualdades y

desigualdades lineales (Luenberger 1984).
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Independientemente de la forma que adopte, cualquier problema de programacién lineal

se puede llevar a la llamada forma estéandar:

minimizar c1r1 + cxo + - + ey
sujeto a a1z +apxe + -+ apmr, =b
a2171 + a2%2 + - - - + agpTy, = b2
Am1%1 + @maZ2 + -+ AGpnTn = by

con 1 >0,292>0,...,2, >0

donde las a;j, bj y ¢; (1=1,2,...,nj =1,2,...,m) son constantes reales, y las « son valores

que deben ser determinados. En forma compacta se puede escribir:

minimizar '

sujetaa Ar=b x>0 (2.27)

donde z es un vector columna de dimensién n, ¢! es un vector fila de dimensién n, A es una

matriz de dimensién m X n y b es un vector columna de dimensién m.

Si el sistema de ecuaciones que define el problema no se encuentra en la forma estandar,
se puede hacer uso de variables auxiliares para transformar el problema y llevarlo a dicha
forma. Considérese el problema en el que el conjunto de restricciones se encuentra formado

exclusivamente por desigualdades, es decir:

minimizar c1r1 +coxro+ - + ey
sujeto a a11x1 + a2 + -+ a1y

9121 + ag2o + -+ + aonxTn > bo

Am1T1 + AmaZ2 + -+ GppTyn > by

con 1 >0,292>0,...,2, >0
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Este problema se puede expresar de manera alternativa como:

minimizar c1x1 + c2x2 4+ - - - + Ty
sujeto a a1121 +a12x2 + -+ apxn +y1 =b1
2171 + a%2 + -+ aonTn + Y2 =ba
Am1T1 + AmaZ2 + -+ GpTn +Ym = by

con z1>0,22>0,...,2, >0

y y120,9220,...,yn 20

Las nuevas variables y; introducidas para convertir el problema de desigualdades en igual-
dades se llaman variables de excedente (surplus variables) y también son valores desconocidos.
Cuando se considera el problema original como un problema de m + n incégnitas con el nue-
vo vector x formado por (x1,Z2,...,Y1,%2,---,Ym), €l problema toma la forma estandar. La
matriz de n x (n + m) que describe el el conjunto de restricciones en igualdades lineales
tiene la forma especial [A, I] (Es decir, sus columnas se pueden particionar en dos conjuntos,
las primeras n columnas conteniendo los elementos de la matriz A original, y las ultimas m

columnas que forman una matriz identidad de m x m).

Hay ciertos conceptos bésicos relativos a la teoria de ecuaciones lineales y conjuntos con-

vexos que se deben tener en cuenta antes de continuar. Considérese el sistema de igualdades
Az =b (2.28)

donde z es un vector de dimension n, b es un vector de dimensién m y A es una matriz de
m X n. Se asume que la matriz A de m X n tiene m < n y A tiene al menos m columnas
linealmente independientes. Supdngase que de las n columnas de A, se selecciona un conjunto
de m columnas linealmente independientes, denotado por B. La matriz B de m X m es no

singular, y se puede resolver de manera tnica la ecuacion
Bxp =10 (2.29)

para el vector xp. Haciendo x = [z, 0], es decir, haciendo que las primeras m componentes
de x sean iguales a las componentes de xp y las restantes iguales a cero, se obtiene una

solucién para la ecuacién (2.28)). Esto conduce a la siguiente definicion.

Definicién 5 (Solucién basica) Dado un conjunto de m ecuaciones lineales simultineas
con n incdgnitas (2.28), sea B cualquier submatriz no singular de m x m formada por colum-

nas de A. Entonces, si todas las n —m componentes de x no asociadas con las columnas de
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B se igualan a cero, la solucion resultante del conjunto de ecuaciones lineales se conoce como
solucion basica de (2.28)) con respecto a la base B. Si ademds x > 0, entonces la solucion se

llama solucion bdsica factible.

|

La importancia de la solucién béasica radica en su relacién con el concepto de punto extremo en
la teoria de conjuntos convexos. El principal enlace entre las teorias algebraica y geométrica
es la relacion formal entre soluciones bésicas factibles de sistemas de desigualdades en forma
estandar, y los puntos extremos de un politopo.

De acuerdo con (Luenberger 1984), un punto limite en un conjunto convexo se define de

la siguiente manera:

Definicién 6 (Punto limite) Un punto x en un conjunto convexo C' se llama punto extre-
mo, si no existen otros dos puntos x1 y x2 en C tales que x = x1a+ (1 — a)xe para cualquier

a tal que 0 < a < 1.

d

Un punto extremo es por lo tanto, un punto que no se encuentra estrictamente dentro
de un segmento que conecta cualesquiera dos puntos que pertenecen al conjunto convexo. La
relacién entre la solucion bésica factible y puntos extremos se establece mediante el siguiente

teorema:

Teorema 4 Sea A una matriz de m X n de rango m y b un vector de dimension m . Sea K

un politopo formado por todos los vectores x de dimension n que satisfacen:

Az = b (2.30)

x > 0

Un vector x es un punto extremo de K, si y solo six es una solucion basica factible de (2.30)).

|

La demostracién del Teorema [4| se encuentra reportada en (Luenberger 1984).

2.5. Biusqueda de la region de los parametros ID estabilizantes

Utilizando los conceptos mencionados anteriormente, se puede realizar el planteamiento

para buscar la regién estabilizante definida por el conjunto de desigualdades dadas en la
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ecuacion ([2.26)). Definiendo una desigualdad para cada w; que es una raiz real, finita y no

negativa de ¢(w, kp) se puede escribir:

p(we, ki ka)ie > 0 (2.31)
pi(wr) + pa(wr) (ki — kaw?) i > 0 (2.32)

kaw?) i _Pl(wt>

(ki — kaw?) iy > (o) (2.33)

donde, tomando en cuenta todas las desigualdades se obtiene el sistema:

(ki — kawd)ip > —ﬁ;éﬁi
ki — kdw2 11 > — b
( ‘ 1) PZ.(WI) (234)

R

En términos de una desigualdad matricial, el sistema de desigualdades (2.34) se puede

reescribir como sigue:

AorTorit > bor (2.35)
donde:
- T
1 1 .. 1

Aor = 2 2 2 ]

L _WO _wl “e . _wm

- T
Tor = | ki k|
b = [ _pwn) i) _p(wm) }T

or p2(wo) p2(w1) °°° p2(wm)

Nétese que el sistema de desigualdades (2.35]) no se encuentra en la forma estandar dado
que las restricciones son exclusivamente desigualdades y ademas, el sentido de éstas depende

del valor de ;.

Para llevarlo a la forma estdndar, se puede hacer uso de variables auxiliares segin se

menciond anteriormente, de manera que el problema se transforma en:

Az =b (2.36)
con
A = [Aor Im><m
R T
T = |:kz ka v oy2 ... ym}
> pi(wo)  pi(wi) Cpiwm) 1T
b = [ " pa2(wo) p2(w1) 7 p2(wm) }
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Tomando en cuenta el Teorema [4] se puede afirmar que los puntos extremos de la regién
convexa, solucién al problema de controladores PID se puede hallar obteniendo las soluciones
bésicas factibles del sistema de desigualdades (2.35|).

El mecanismo de solucién se puede ejemplificar de la siguiente manera; considérese el

ejemplo mostrado en la Figura [2.4] definido por el sistema:

a1 +appxrys > by
a21T1 + axr2 > b

az1r1 + azpxra > b3

1 2>20; w220

Se puede observar, de acuerdo con la Figura que el conjunto tiene cinco puntos
extremos. Dado que el problema no se encuentra en forma estandar, se deben agregar las

variables auxiliares x3, 4 v x5 de manera que el sistema se transforma en:

ry:an® +apr+r3 = b
ra: a21®1 + aprs +r4 = by
rs:asixi + agers +x5 = b3

1205 22205 232>20; 24 >20; 25 >0

Una solucion béasica para este nuevo sistema se obtiene haciendo cualesquiera dos variables
iguales a cero y resolviendo para las otras tres. De hecho, se puede ver que cada orilla en la
Figura [2.4] corresponde a una ecuacién donde una variable se ha igualado a cero.

Por lo tanto, cuando se hacen cualesquiera dos variables z; y x;; ¢ # j iguales a cero, y
se resuelve el sistema de ecuaciones para las tres restantes, se obtiene un punto extremo del

conjunto convexo.

Esta idea sencilla permite ver que, para hallar los puntos extremos del problema de
desigualdades expresado en la ecuacién , es preciso llevarlo a la forma estandar y después
hallar todas las soluciones bésicas tomando cualesquiera dos variables igualadas a cero. De
acuerdo con el Teorema[d] al hallar dichas soluciones bésicas se obtienen los puntos extremos

de la regién convexa.
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Figura 2.4: Puntos extremos en la solucién de un conjunto de desigualdades lineales

Para hallar estos puntos, se propone utilizar la funcién linprog de MATLAB® dentro

de un ciclo iterativo en el cual, a cada paso se busca hallar un punto extremo del conjunto
convexo que es solucién de (2.35)).

La forma de usar linprog es la siguiente:

[P,fval,exitflagl=linprog(f,A,b,Aeq,beq);

donde, P es el vector solucién al programa lineal, fval es el valor de la funciéon £ valuada en
P y exitflag es un valor entero que indica si el algoritmo converge o no, y la posible razén

para la no convergencia.

Los argumentos de entrada para la funcién son £, que es la funcién a optimizar, A y b, que
representan las matrices del problema original (2.35)), y finalmente Acy y beq, que se forman

como se explica a continuacion.

Como se mencioné anteriormente, se deben buscar los puntos donde dos de las variables
sean iguales a cero, por lo cual se debe agregar a A un par de renglones que representen
z;=0yxzj=0coni,j=0,1,2,...,m; % # j, por lo tanto, la matriz aumentada se convierte

en:
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[ ail a2 A1n 1 0 |
as1 @22 ... a9y | O
Ay =
am1  Gm2 amn | 0 0 1
0 0 0 c1 C2 Cm
|0 0 0 |di do dm |
T
beq:[b1 by ... by O 0]
donde
c = [ €1 Cy ... Cm ] (2.37)
d = [dl dy ... dm] (2.38)

son vectores unitarios tales que en cada iteracién, solo una de las componentes de cada vector
cy dvale 1y en cada paso, el elemento que vale 1 rota su posicién de manera que se consideren
todas las posibles combinaciones del vector & tal que dos de sus componentes sean 0. Esto

es, en la primera iteracion se tiene
c = [ 00 ... 01 }
d = ]oo0 .. 01|

dado que los vectores ¢ y d son iguales, el algoritmo no converge en esta iteracién ya que

ambos vectores representan x,, = 0. En la segunda iteracién, los vectores ¢ y d serdn

c =00 ... 01]
¢ =]oo .. 10]

de manera que el elemento que vale 1 ha sido rotado a la izquierda en el vector d, y esto
representa x,, = 1 y p;,—1 = 0. De esta manera, en cada ciclo se aplica la funciéon linprog
para una matriz A, distinta, y cuando ésta converge, devuelve un vector P, del cual sélo se
deben considerar las dos primeras componentes, es decir, los valores de k; y kg en el punto
extremo.

Una vez que se han obtenido todas las soluciones bésicas, se tendra el conjunto de puntos
extremos de la regién ID.

Finalmente, para dibujar la regién, se utiliza la funcién convhull, cuyos argumentos de
entrada son los puntos que se hallaron en el paso anterior, y la salida seran los indices de

aquellos puntos que definen la regién convexa. La forma de utilizar convhull es:
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k = convhull(x,y)

donde x es el vector que contiene las abscisas, y es el vector que contiene las ordenadas y k es

un vector que contiene los indices de aquellos puntos (x,y) que forman el conjunto convexo.

2.5.1. Ejemplo 1

Con el propédsito de ilustrar explicitamente el procedimiento, a continuacion se presenta

un ejemplo. Considérese la planta:

3 +2s2 —s5+2
s6 + 955 4 325 + 2653 + 26652 + 90s — 4
(s + 2.6590) (s — 0.3295 = 0.80237)
(5 +5.0716 =+ 3.37247)(5 — 0.7446 + 2.54537) (s + 0.3857)(s — 0.0398)

G(s) =

Segun se puede observar, la planta es de fase no minima y ademaés tiene polos inestables.

Realizando las descomposiciones del numerador y denominador de G(s) se obtiene:

Ne(s) = 24 25

No(s) = —14s°

De(s) = —44 2665% 4 325! + 55
Do(s) = 90+ 26s% +9s?

para este caso en particular, N(s) tiene dos raices complejas en el RHP y una real en el LHP,
por lo tanto [(N(s)) =1y r(N(s)) = 2.
Ademds m = 3 y n = 7. Sustituyendo s = jw y utilizando las ecuaciones (2.17)) a (2.20))

se obtienen los polinomios:

= w0 — 1308 + 164w + 502w* — 176w?

p1(w)

pa(w) = WO+ 6wt —Tw?+4

a(w) = —Tw? — 4907 + 532w° — 614w® — 8w
@w) = W' +6w — 7w + 4w

utilizando las ideas acerca del lugar de las raices presentadas en (Datta et al. 2000), se

selecciona un valor apropiado de k,, en este caso k, = 50. Sustituyendo este valor en la

ecuacion ([2.16f), se obtiene

q(w,50) = —7s7 + 57 + 83257 — 9645 + 1925 (2.39)
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donde los ceros reales no repetidos de ¢(w, 50) son:
wo = 0 w1 = 0.505 W = 0.954 w3 = 3.218

a partir de las deﬁnicionesy considerando que m+n es par, [ = 4y (—1)"Lsgn(q(co, k) =

1 se forma el conjunto Ay, y se buscan en éste aquellas cadenas de niimeros que satisfagan:
19 — 211 + 2t — 2i3 + 14 = 8

De entre éstas, aquellas que satisfacen la restriccién se utilizan para formar el conjunto

Fy, de cadenas factibles, en este caso:
B ={1 -1 1 -1 1}

donde el 1ltimo elemento de la cadena F},, corresponde a (w4 = 00). Dado que sélo hay una
cadena de valores en Fj , solo habrd una combinacion posible de desigualdades para este
valor de k, tal que las correspondientes parejas (k;, kq) existen también.

De acuerdo con el Teorema [3| el sistema de desigualdades toma la forma:

-1 0 0
1 —0.2555 [ ki ] _| 36325
~1  0.9106 kg 110.6962
1 —10.3585 ~120.8887

En este ejemplo en particular, nétese que para w4 = oo la desigualdad se puede escribir

. p1(we) ki \ .
ki< | ———= + —
i (PQ(M)W? " wf) K

COmao:

tomando el limite cuando w — oo del lado derecho de la desigualdad se observa que el
término k;/w? — 0 cuando w — oo. En cambio el término pi(w;)/ (p2(wi)w?) arroja una
indeterminacién que se puede intentar resolver utilizando la regla de L’Hépital, sin embargo
dado que el grado de pi(w) es mayor que el grado de pa(w), el limite de la expresién tiende
a 0o cuando w — o0.

En este caso iy = 1, por lo que la desigualdad se puede interpretar como:
kg < o0

y por lo tanto, se puede ignorar como restriccién pues se cumple trivialmente. Al llevar el
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sistema a la forma estdndar se tiene:

[ —1 0 1000
i 1 —02555 0 1 0 0
-1 09106 0 0 1 O
| 1 —10358 0 0 0 1
r T
T = ki kaoyr Y2 ys y4}
b = 0 3.6325 110.6962 —120.8887}T

de modo que la matriz A, y el vector be, se convierten en:

-1 0 1 0 0 O

1 —-0255 0 1 0 0

-1 09106 O O 1 O
Aeg =

1 —-10358 0 0 0 1

0 0 c1 C2 €3 ¢4

0 0 di dy d3 dy |

T

beq = [0 3.6325 110.6962 —120.8887 0 O

Para hallar los puntos extremos correspondientes, se utilizara la funcién linprog cuyos
datos de entrada son A, b, A y f, donde f es la funcién a optimizar. En este caso se utili-
zard £ = 2k; + k4. Cabe mencionar que en este procedimiento la funcién objetivo se asigné de
manera arbitraria, pues aunque se utilizan métodos de programacion lineal, no se busca una
optimizacion a través de una funcién particular ni tampoco una relacién entre los parametros.
Las ideas de programacién lineal se utilizan porque proporcionan un algoritmo bien conocido
que permite hallar los puntos extremos que definen la region de controladores estabilizantes.

Realizando las iteraciones necesarias, el conjunto de puntos que devuelve el algoritmo es:

0 6.7815 0 48.2232
11.6705 12.3252 121.5669 174.5258

Pip =

Finalmente, utilizando la funcién convhull(x,y) con la primera fila de Pyp como vector
x y la segunda fila como vector y, para este ejemplo en particular y para el valor de k, = 50
se obtiene la region mostrada en la Figura

Realizando un barrido sobre distintos valores de k, se obtiene la regién mostrada en

la Figura [2.6] Es importante mencionar que estas regiones fueron obtenidas utilizando la



24

2: Diseno de controladores PID estabilizantes

r
[ Disefic de Controlador PID v1.6 T-UNAM

ol |

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

DEade | AU EL- 2 08 8T

iz

_ Entrades

()
D(s)

N

TITUTO
DE INGENIERIA
IINAM

na-1z
[1 832 26 266 90 -4]

20

 Pasicidn

Kp= 50

N (B |
il i i i i i i i i i i
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
ki
Wista
@ Ver plano
(£ Wer volumen

Figura 2.5: Regién de controladores ID estabilizantes para el Ejemplo 1 (k, = 50)

herramienta desarrollada en el Instituto de Ingenieria y cuyo diagrama de flujo se presenta
en el Apéndice[A]

2.6. Control tolerante a fallas

Existen diversas aplicaciones en las que un mal funcionamiento del sistema puede resul-
tar peligroso o costoso. En general, cuando se presenta en el sistema un evento que altera
el comportamiento del mismo, de manera que aquel no es capaz de cumplir con su objetivo

original, se dice que el sistema presenta una falla.

Una falla puede ser un evento interno del sistema (corte del suministro de energia, rup-
tura de lineas de comunicacién, fuga en una tuberfa, etc.), un cambio en las condiciones del
entorno (cambio de temperatura, humedad, etc.) o incluso la aplicacién incorrecta de una

accién de control por parte de un operador (Blanke 2003).

En general, se desea que el sistema sea capaz de continuar operando ain bajo condiciones

de falla. Por ello es necesario que el sistema sea capaz de identificar la falla con precisién,
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Figura 2.6: Region de controladores PID estabilizantes para el Ejemplo 1

actualizar referencias y sintonizar el controlador (Zhang y Jiang 2006). Un sistema que posee

dicha capacidad se denomina sistema tolerante a fallas.

En el enfoque adoptado por (Narendra et al. 1995) para tratar con este tipo de sistemas,
se plantea un esquema de control tolerante a fallas basado en multiples modelos de plantas
con falla, donde cada uno de estos modelos esta asociado a una intensidad de falla. Asi mismo,
se emplean multiples controladores junto con esquemas de conmutacién, de manera que se
garantice estabilidad y desempeno ante un posible escenario de falla. Este enfoque es conocido

como esquema pasivo tolerante a fallas.

El trabajo de (Rauch 1995) complementa al anterior considerando multiples modelos de
falla para representar caracteristicas de sistemas poco seguros. Se asume un conocimiento
inicial del sistema, incluyendo el control, y de la misma forma se asume que el sistema puede
variar lentamente en el tiempo, por lo que es necesario modificar el modelo de la planta y

por consiguiente, la ley de control.

Un enfoque distinto consiste en el esquema de control activo tolerante a fallas. Dentro de
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este esquema se asume que es posible plantear una familia de modelos lineales de plantas con
falla, en los que la falla se encuentra parametrizada. Se considera ademas que el esquema de
control tiene la capacidad de reconfigurar de manera auténoma los pardmetros del controlador
en términos de la situacion de falla.

En la Figura se muestra el esquema general de un sistema bajo el esquema de control

activo tolerante a fallas.

/
Re-diserio del ol Diustisshes  le—
controlador &1 Nivel de
supervision
/ l . fl 1\ ivel de

, ejecucion
Yret ‘

Controlador o3 S Planta L

Figura 2.7: Esquema general de un sistema tolerante a fallas activo

En caso de presentarse una falla f en la planta, existe un sistema de deteccion y diagnosti-
co que identifica el tipo de falla. Con base en esta informacién, la légica de reconfiguracién
del controlador actiia de forma que los pardmetros de éste se ajustan para que, en primer
lugar, la planta sea capaz de seguir operando de manera segura y, en segundo lugar, que el

desempenio sea satisfactorio atin en presencia de la falla f y las perturbaciones d.

El esquema de multiples modelos de planta se puede aplicar entonces al esquema de con-
trol activo, parametrizando dichos modelos en términos de la intensidad de la falla. De esta
manera, se tiene una familia de n+ 1 modelos lineales, donde existe un modelo para el sistema

nominal sin falla y p modelos para los distintos escenarios de falla.

G(s) = {Go(5), G1(5), Ga(s), ..., Gp(s)} (2.40)

donde Gy(s) corresponde al modelo de la planta nominal y G;(s); i = 1,2, ..., p, corresponden

a modelos de planta con distintas intensidades de falla.
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2.6.1. Estabilizacion por medio de controladores PID

En este trabajo se considera el caso particular en el que cada elemento de se
puede estabilizar por medio de un controlador de tipo PID. De esta manera, se propone
utilizar el procedimiento descrito en la seccién anterior para hallar familias de controladores
estabilizantes para cada uno de los elementos de y buscar entre ellos, una familia de
controladores comunes.

En este contexto se plantea que la sintonizacion de los controladores se realice fuera de
linea, por esto, contar con la familia de controladores estabilizantes a priori, permite realizar

bisquedas més rapidas de controladores, reduciendo asi el tiempo de diseno.

Considérese que a cada elemento G;(s) en , se puede asociar una regiéon PID estabi-
lizante P;. Si existe P;N P; # @; i # j, entonces existe una familia Pprp = PiN P ---N P, de
controladores PID comunes a todos los elementos de tales que cualquiera de los con-
troladores que pertenecen a dicha interseccién garantiza la estabilidad de la planta nominal

y las plantas con falla.

Una manera sencilla de implementar la idea anterior, consiste en obtener cada una de las
regiones P; de controladores PID asociadas a los elementos de ([2.40)), y superponerlas entre

si de manera que se vea claramente la interseccion.

2.6.2. Estabilidad conmutada

Como se muestra en (Liberzon y Morse 1999) y (Liberzon 2003) no es suficiente garan-
tizar la estabilidad individual de la planta nominal y de los sistemas con falla, sino que se
debe garantizar ademaés la estabilidad del sistema durante la conmutacién entre los distintos

modelos y ante cualquier posible secuencia de conmutacion.

Atn cuando los sistemas sean estables, puede existir una secuencia de conmutacién tal
que el sistema conmutado se comporte como si fuera un sistema inestable. Considérese por

ejemplo el escenario propuesto en la Figura[2.8] donde se muestran las trayectorias de un par

de sistemas de segundo orden. En este caso, las trayectorias de las Figuras [2.8(a)| y [2.8(b)|

convergen al origen cuando ¢ — oo, sin embargo, seleccionando una secuencia de conmutacién
arbitraria, la trayectoria del sistema conmutado podria comportarse segiin se muestra en la
Figura [2.8(c)l Por esta razén se debe garantizar la estabilidad independientemente de la
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secuencia de conmutacion.

(a) Sistema estable 1 (b) Sistema estable 2 (c) Sistema inestable

Figura 2.8: Pérdida de estabilidad por conmutacién para un sistema de segundo orden

De acuerdo con el trabajo de (Liberzon y Morse 1999) un sistema conmutado se puede

describir mediante una ecuaciéon diferencial de la forma

i = fy(x) (2.41)

donde {f, : p € P} es una familia de funciones suficientemente regulares de R™ a R", que
estd parametrizada por algin conjunto de indices P, y o : [0,00) — P es una funcién del
tiempo continua a tramos llamada sefial de conmutacion.

Se asume ademas que los sistemas individuales tienen el origen como un punto de equili-
brio comin (f,(0) = 0), por lo tanto, una condicién necesaria para la estabilidad asintética
bajo una secuencia de conmutacién arbitraria, es que todos los sistemas individuales sean

asintoticamente estables.

Considerando ahora el caso particular de una familia de sistemas lineales
t=Apx, peP (2.42)

tal que las matrices A, son estables, y el conjunto {4, : p € P} es compacto en R", si todos
los sistemas en esta familia comparten una funcién de Lyapunov cuadrética comun, el sistema
lineal conmutado

i = Ay (2.43)
es global, uniforme y exponencialmente estable. Esto significa que si existen dos matrices

simétricas, positivas definidas P y @ tales que:

ATP+PA;, < -Q i=1,2,...,n
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existen constantes positivas ¢ y p tales que las trayectorias z(t) del sistema conmutado & =

Ay, para cualquier condicién inicial x(0) satisfacen:
|z(®)|] < ce™[|z(0)]| vt >0
y ademas, el resultado es independiente de la secuencia de conmutacién o.
2.6.3. Ejemplo 2
Considérese el sistema de segundo orden

i = Apx (2.44)

L) e

En este ejemplo, el sistema lineal conmutado (2.44)), con las matrices (2.45)), sera estable

bajo cualquier secuencia de conmutacién en sus elementos, si todos los elementos de ([2.45))

donde

son estables, y si ambos sistemas comparten una funciéon de Lyapunov comun.

Los elementos de son estables ya que los valores caracteristicos de ambas matrices
son negativos:
-1

_3 (2.46)

/\(Ap(l)) = [ ] )‘(AP(Q)) =

—0.55
—5.44

Para hallar una funcién de Lyapunov comin, se emplea el paquete de solucién de de-
sigualdades matriciales del Robust Control Toolbox de MATLAB®) para resolver el sistema

de desigualdades matriciales
ALP+PA, < —Q i=1,2 (2.47)

donde, en particular, @ = 0. Con estos datos, se utilizé el siguiente script en MATLAB®
% Se declaran las matrices Al y A2

A1=[0 1;-3 -4];

A2=[0 1;-3 -6];

%Se crea un nuevo conjunto de desigualdades lineales matriciales
setlmis([])

% Se crea la variable matricial "p" para el sistema de LMI’s
p=lmivar(1,[2 11);

% Se crea la primera LMI
Imiterm([1 1 1 p]l,A1’>,1,°s’) % A1> * P + P % A1 <O

% Se crea la segunda LMI
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Imiterm([2 1 1 pl,A2°,1,°s’) % A2’ * P + P x A2 <0
% Se crea la tercera LMI que establece P>0
Ilmiterm([-3 1 1 pl,1,1) % P

Imiterm([3 1 1 0],0) % 0

% Se crea la representacién del problema para la computadora, o "descripcién interna"

Imis = getlmis;

% Se utiliza "feasp" para resolver el sistema de LMI’s
[tmin,xfeas] = feasp(lmis);

% Se obtiene la matriz P
P = dec2mat(lmis,xfeas,p);

% Se muestran los valores caracteristicos de P
eig(P)

y se obtiene como resultado la matriz

1.2524 0.1683
pP= (2.48)
0.1683 0.1459

cuyos valores caracteristicos son
MP)=1{0.1208 1.2774 } (2.49)

por lo tanto, dado que existe @, existe P positiva definida y los elementos de ([2.45) son
estables, el sistema ([2.44)) serd estable bajo cualquier secuencia de conmutacién. En la Figura

se muestra la respuesta a escalén del sistema en lazo abierto cuando se conmuta de A,(1)

a Ap(2).

2.6.4. Implementacion en MATLAB®

Los resultados de familias de controladores PID estabilizantes mostrados a lo largo de
éste capitulo, fueron obtenidos a través de un paquete de software desarrollado en el Instituto
de Ingenieria de la UNAM. Dicho software es capaz de obtener familias de controladores PID
para un sistema SISO de orden n siguiendo el esquema propuesto por Bhattacharyya.

Sin embargo, segiin se menciond anteriormente, una idea poco explotada en area de siste-
mas de control tolerantes a fallas, consiste en hallar regiones de controladores estabilizantes
comunes para sistemas disenados bajo el esquema de multiples plantas.

El algoritmo propuesto por Bhattacharyya puede ser utilizado para obtener regiones

comunes de controladores PID de una manera relativamente sencilla:

1. A partir de las funciones de transferencia del sistema (2.40) se calcula para cada una

de ella el o los intervalos vélidos de k), utilizando las ideas del lugar de las raices
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Figura 2.9: Respuesta del sistema (2.44)) cuando se conmuta de A,(1) a A,(2)

planteadas en (Datta et al. 2000), y que bésicamente establecen que en el LGR cuando
k, varia de —oo a 0o, la distribucién de las raices entre los intervalos de k, donde ocurren
rupturas sobre el eje real, permanece constante. Utilizando este hecho se pueden reducir
los intervalos de biisqueda pues, como se menciond anteriormente, para que ng no sea

vacio se requiere que [ en la Definicién [2| tenga un valor minimo.

2. Utilizando los intervalos validos de k, para cada planta, se busca la intersecciéon entre

ellos.
3. Si no existe interseccién, entonces no hay solucion al problema y se termina el proceso.

4. Si existe interseccién, se obtienen los valores maximo y minimo del intervalo donde se

da la interseccion.

5. Utilizando los valores obtenidos en el punto anterior, se busca la regién de pardmetros
ki, kq estabilizantes para cada planta, tomando valores sobre el intervalo de k, valido

para todas las plantas.

6. Se dibujan las regiones estabilizantes de manera que se pueda apreciar si hay superpo-
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sicién. Esto se puede lograr dibujando la regién con transparencia.

Haciendo algunas modificaciones al paquete desarrollado en el Instituto de Ingenieria,
es posible obtener una herramienta que calcula las regiones de controladores estabilizantes,
tanto de manera individual para cada una de las plantas, como para un conjunto simultaneo

de hasta 6 plantas. La pantalla principal del paquete se muestra en la Figura [2.10

Asistente de Disefio para Controladeres PID v2.5 = =

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

Ddde [ AR ODELA- S 0EH =D

INSTITUTD
E DE INGENIERIA
UNAM

Seleccion e
08
Nes) Dis)
07 [Fe1s)
[Clezs)
06+
[Clests)
= o5l [Te4s)
Tz
[Tl e5(s)
04+

0 01 02 0.3 04 05 06 07 0.8 09 1

Figura 2.10: Pantalla principal del asistente para diseno de multiples familias de controladores
PID.

En la Seccién [£.2] se muestra un ejemplo en el que se obtienen las regiones de controladores
estabilizantes para el modelo de una turbina de gas. Segin se muestra, la variacién del
parametro de falla produce una reduccion en el area de la regién estabilizante, sin embargo,

la forma de la regién se mantiene muy similar en todas las condiciones.
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estabilizantes para sistemas de 2 x 2

Uno de los objetivos de este trabajo es buscar mecanismos para extender el método de
diseno de controladores PID estabilizantes propuesto por Bhattacharyya (Datta et al. 2000),

para hacerlo aplicable a sistemas con multiples entradas y multiples salidas (MIMO).

Para llevar a cabo este objetivo se enfrentan diversos problemas, siendo uno de los mas
importantes elegir un método de disenio. La propuesta de este trabajo es emplear una técni-
ca conocida como Diseno de Canales Individuales, presentada inicialmente en (O'Reilly y
Leithead 1991). El anélisis a través del Diseno de Canales Individuales permite al disenador
trabajar con un sistema multivariable, en términos de un conjunto de entidades més pequenas
llamadas canales. Sin embargo, es conveniente hacer notar que esta transformacion del siste-

ma, no afecta su naturaleza multivariable original.

En esencia, el diseno de canales individuales propone expresar un sistema multivaria-
ble, en términos de funciones de transferencia monovariables, conservando las caracteristicas
estructurales del sistema multivariable; en este contexto, es posible utilizar muchas de las
técnicas de diseno de controladores para sistemas SISO, ya sean técnicas clésicas, o bien co-

mo es el caso de este apartado, técnicas mas avanzadas de diseno.

En este contexto, el problema de hallar familias de controladores estabilizantes para sis-
temas multivariables, resulta atractivo puesto que, como se ha mencionado anteriormente,

contar con una familia de controladores estabilizantes, permite acelerar la biusqueda, una

33
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vez garantizada la estabilidad, de controladores que cumplan con condiciones de desempeno

especificas, reduciendo asf el tiempo de diseno.

En esta seccion se presentan los fundamentos de la técnica de Diseno de Canales Indi-
viduales (DCI), asi como la propuesta de como aplicar en este contexto el trabajo realizado
previamente por Bhattacharyya para buscar familias de controladores estabilizantes para

sistemas multivariable.

3.1. Diseno de canales individuales

La técnica de diseno de canales individuales establece fundamentalmente que es posible
expresar un sistema multivariable de m entradas y m salidas, en términos de funciones de
transferencia monovariable llamadas canales, preservando las propiedades estructurales del

sistema multivariable.

De acuerdo con O’Reilly y Leithead, la técnica de DCI no es un método de disenio de
controladores en si mismo, sino un marco de trabajo a través del cual, es posible obtener una
representacion de un sistema multivariable que permite llevar a cabo el disefio de controlado-
res evitando hasta cierto punto la complejidad propia de los sistemas MIMO. Sin embargo, se
hace énfasis en la caracteristica del método de preservar las propiedades de naturaleza mul-
tivariable del sistema. Dichas propiedades se preservan a través de funciones de transferencia

especiales llamadas Funciones de Estructura Multivariable.

El diseno de controladores en el marco de referencia del DCI, se ve fuertemente influencia-
do por la interaccion entre los requerimientos de desempeno que se busca satisfacer utilizando

el sistema retroalimentado, y las limitaciones impuestas por los atributos propios de la planta.

El concepto de canales individuales que relacionan la transferencia de una senal desde
un punto de entrada hasta un punto de salida, surge de manera natural en el contexto de la
especificacién de los objetivos de control. En general, se busca que la manipulacién de una
variable de entrada (voltaje, flujo, fuerza, etc.), tenga como efecto la modificacién de una
variable de salida (corriente, temperatura, velocidad, etc.), sin afectar el resto del proceso en
el que éstas intervienen. Es decir, se busca que la manipulaciéon de una variable de control,
sélo afecte a la variable controlada sin afectar de forma significativa el resto del proceso. En

este sentido, se encuentra implicita la suposicién de un canal de transferencia directa entre
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la entrada y salida correspondientes.

Una segunda caracteristica del DCI consiste en tratar las interacciones debidas al aco-
plamiento entre entradas y salidas en el sistema, como perturbaciones en el lazo de control
de cada canal individual. Dentro de este esquema, las interacciones debidas al acoplamiento
entre canales se consideran como perturbaciones mutuas. De esta forma, si el controlador
disenado es capaz de rechazar estas perturbaciones, es posible alcanzar un mayor desacopla-

miento entre senales.

El esquema general del sistema multivariable retroalimentado de dos entradas y dos sali-

das se muestra en la Figura (3.1

Figura 3.1: Sistema multivariable retroalimentado

El sistema retroalimentado consta de un par de términos de transferencia directa gi1(s)
y g22(8), asi como un par de términos de acoplamiento g21(s) y g12(s). El control de la planta
se realiza a través de la matriz de controlador diagonal K (s) cuyos elementos en la diagonal

son K1(s) y Ka(s), esto es:

K(s) = [ (3.1)

Ki(s) 0 ]
0 Ks(s)

Es importante mencionar que utilizar una matriz de control diagonalizada permite simplificar
el diseno al asignar senales de control orientadas especificamente a cada canal.
En particular se busca disenar Ki(s) y Ka(s) como controladores de tipo PID, donde los

valores de las ganancias (k,, ki, kq) se puedan establecer a partir de regiones estabilizantes
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independientes para cada controlador.

]{7 .82+k S+kz
Kj(s) = % P” TN 51,2 (3.2)

S

Notese que la topologia del sistema de la Figura|3.1|es simétrica ya que la estructura que
existe al considerar el lazo entre la entrada r; y la salida y;, es idéntica a la estructura del

lazo entre la entrada ry y la salida ys.

Considerando el recorrido de la senal de transmisiéon entre r1 y y1 se observa que ésta
sigue dos vias paralelas, la primera de ellas directamente a través de g11(s), y la segunda a
través de go1(s) siguiendo el lazo en retroalimentacién entre gaa(s) y Ka(s), para finalmente

pasar por gi2(s). Lo anterior se expresa en el diagrama mostrado en la Figura

A 4
A 4
«©
N

Figura 3.2: Senal de transmision a la salida y;

Reordenando los términos del lazo de retroalimentacién entre la referencia r; y la salida

y1 de la Figura [3.2] éste se puede reescribir segin se muestra en la Figura 3.3

La Figura muestra el esquema de transferencia desde la entrada r; hasta la senal de
salida g1, donde se aprecia propiamente la estructura del canal de transferencia directa y el
término asociado al efecto de acoplamiento proveniente de la sefial de referencia ro.

La funcién de transferencia de lazo abierto desde la entrada r1 hasta la salida 41 se conoce

como canal C y se define como:

C1 £ Kig11 (1 — vhe) (3.3)
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Figura 3.3: Canal Individual C; con senal de perturbacion debida a acoplamiento y retroali-
mentaciéon unitaria negativa

donde
A 912921
= 3.4
v 922911 ( )
Ksg2o
ho & —2722 3.5
T + Kog922 (3:5)

De la misma manera, y por la simetria topoldgica que existe entre los elementos de la
Figura [3.1] el canal C5 se define como

Ca £ Kagas (1 — vhy) (3.6)

donde %
hy & I 3.7
Ty Kig11 (37)

La funcién 7 se conoce como funcién de estructura multivariable (FEM) y tiene una
gran importancia dentro del contexto del disefio de canales individuales. No se hace ninguna
suposicion particular respecto de la estructura de cualquiera de las funciones de transferencia
gij 6 h;. No se requiere que sean estables o de fase minima.

Considerando la estructura de los canales C7 y Cy dadas por las ecuaciones y
respectivamente, la estructura de polos y ceros de éstos se resume en la Tabla (Leithead
y O’Reilly 1991).

Ceros Polos
Canal C; Ceros de (1 — g1292_21h292192_21) Polos de g11, g12, g21, h2
Canal Cy Ceros de (1 — gzlgﬂlhlglggg) Polos de g99, 912, go1, h1

Tabla 3.1: Estructura de lazo abierto de polos y ceros de los canales Cy y Cy
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La respuesta de lazo cerrado del Canal Cy se puede describir como

y1(s) = Ti(s)r1(s) + S1(s)ra(s) (3.8)
donde
Ti(s) = [1+4Kigui(l— )] Kigin(1 —vhs)
= [1—~hihe] ' hi(1 = vho) (3.9)
y por otro lado
Si(s) = [1+ Kigin(1 —~vha)] " gi2g55 o
= [L=Ahha] ™ (1 = h1)giagay o (3.10)

Si K es un controlador estabilizante para el Canal Cy y las senales de referencia r1(s) y
r2(s) son estables, entonces las contribuciones de éstas a y;(s) (T1r; y Sirs respectivamente),
son estables, y por lo tanto, la contribucién de 79 en la Figura [3.3] se puede tratar como una
perturbacién normal actuando en un sistema SISO representado por el Canal C (Leithead
y O'Reilly 1992).

De manera similar, la respuesta de lazo cerrado del Canal Cs se describe por

ya(s) = Ta(s)ra(s) + Sa(s)ri(s) (3.11)
donde
To(s) = [1+ Kagoa(1—~h1)]"! Kogaa(1 — vhy)
= [L—qh1ha] " ho(1 — yha) (3.12)
y por otro lado
Sa(s) = [1+ Kogoa(1—~h1)]"! gargy
= [1 — ’yhghl]il (1 - h2)921gf11h1 (313)

donde, de la misma forma, la senial proveniente de r1 y que actia sobre yo puede ser tratada
como una senal de perturbacién normal que actiia en el sistema SISO que representa al Canal
Cs (Leithead y O’Reilly 1992).

De acuerdo con (Ugalde-Loo et al. 2005), la correcta interpretaciéon de la FEM (3.4) es

de gran importancia ya que
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e determina las caracteristicas dinamicas de cada configuraciéon entrada-salida;
e tiene una interpretacién en el dominio de la frecuencia;

e su magnitud cuantifica el acoplamiento entre canales (en el dominio de la frecuencia),
es decir, cuando la magnitud de ~ es pequena, el acoplamiento entre entradas y salidas
es débil y cuando la magnitud de v es grande, el acoplamiento entre entradas y salidas

es fuerte;

e estd relacionada con los ceros de transmision de la planta (i.e. los ceros de (1 — v(s)),

|G(s)] = g11922 — 912921 = 0);
e 7(s) = 1 determina la condicién de fase no minima;

e su cercanfa con el punto (1,0) en la gréfica de Nyquist indica en qué grado la planta es

sensible a las incertidumbres en términos de margen de ganancia y margen de fase.

Un obstaculo aparente en el disenio de controladores para el sistema multivariable, surge
de la dependencia que existe en la funcién de transferencia (3.3|) respecto del controlador Ks
por medio de la funcién de transferencia (3.5) y de la misma forma en el canal Cy por la

dependencia de K a través de hq.

Una propuesta para superar dicho obstaculo proviene de las especificaciones de desempeno
de la planta, entendiendo que dichas especificaciones se dan en términos del desempefio de
cada canal.

Una de estas especificaciones es el ancho de banda, el cudl se selecciona con base en la
velocidad de respuesta deseada del canal, asi como la reduccién de perturbaciones persistentes
que lo afectan (O’Reilly y Leithead 1991). Por lo tanto, partiendo de la especificacién del

ancho de banda se pueden enfrentar dos casos:

e Los anchos de banda de los canales C y Cs son esencialmente iguales.

e Los anchos de banda de los canales C; y Cs son significativamente diferentes.

Es posible llevar a cabo el planteamiento en cualquiera de las situaciones anteriores; sin

embargo por simplicidad se asumira que:

Consideraciéon 1 El ancho de banda de lazo cerrado wy, del canal Cy, es significativamente

menor que el ancho de banda de lazo cerrado wy,, del canal Cy.
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g

Lo anterior implica que la frecuencia wc,, de la ganancia de cross-over del canal C'; en
lazo abierto, es significativamente menor que la frecuencia wc,, de la ganancia de cross-over
del canal Cs, segin se muestra en la Figura La frecuencia de ganancia de cross-over, se
refiere a la frecuencia para la cudl, la funcién de transferencia de lazo abierto tiene ganancia
de 0 [dB]. La consideracién anterior establece que la ganancia en lazo abierto del Canal Cy
es mayor que la ganancia de lazo abierto del Canal C] sobre el rango de frecuencias [0, wp, |,
y segun se muestra mas adelante, esta relaciéon se conserva en las funciones de estructura
multivariable h;, permitiendo llevar a cabo el diseno de los controladores de forma indepen-

dientemente.

G, [dB]
A

G, [dB]
A

Figura 3.4: Formas tipicas de respuesta en frecuencia para las funciones de transferencia de
lazo abierto de los canales Cy y Cy

Se debe hacer ademés una segunda consideracién respecto a las funciones vhs y vh1 en

(13.3) v (3.6]) respectivamente, esto es:

Consideracion 2 El diagrama polar de las funciones de estructura multivariable vyh;(s),

i1=1,2 en (3.3) y (3.6) nunca es cercano a 1.
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a

Segun se demuestra en (O’Reilly y Leithead 1991), las consideraciones 1| y [2[ permiten

establecer el resultado siguiente:

Resulado 1 Los anchos de banda w,’), de los sistemas en retroalimentacion
1

K;9i;

_ S g9 3.14
1+ K;gii (3:.14)

i

son aprorimadamente iguales a los anchos de banda wy, correspondientes, de los sistemas en

lazo cerrado hic preservando la separacion entre ellos, y donde:

Kigi1 (1 —vhs)
re A 3.15
! 1+ Kigi (1 —~vh2)] (3.15)
Ksg22 (1 — vhy)
RS A 3.16
2 [1+ Ka2g22 (1 —vh1)] (3.16)
0

Lo anterior significa que la relacién entre anchos de banda de las funciones de transferencia
de lazo cerrado de cada canal (hic), obtenidas por especificacién, se mantienen reflejadas en
los sistemas retroalimentados h;; ¢ = 1, 2 respectivos.

La demostracion de este resultado se puede consultar en (O’Reilly y Leithead 1991).

3.2. Diseno de controladores PID estabilizantes

Tomando en cuenta las ideas anteriores, se plantea ahora una aproximacién para la
busqueda de familias de controladores estabilizantes utilizando el método propuesto por Bhat-

tacharyya dentro del marco de Disefio por Canales Individuales.

En primer lugar, se considera que la planta con la que se trabaja es de dos entradas y dos
salidas. En segundo lugar, se asume que la planta cumple ademas con la condicién estableci-
da en la Consideracion |1, es decir, que los anchos de banda de los canales individuales de la
planta cumplen con la condicién de separacién; por lo tanto, es posible aplicar a la planta el
Resultado (1] es decir, que la separacién de anchos de banda de los canales C' y Co se preserva

a través de las funciones h; i =1,2.

La manera de proceder es como sigue. Tomando en cuenta el Resultado [I} se puede

observar que la especificacién de los anchos de banda se preserva para las funciones h;,
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ademas, por la Consideracion [I] se sabe que como el ancho de banda del canal Cy es mayor
que el ancho de banda del canal C, entonces la magnitud de la funcién hsy es relativamente
grande.

Ademss, si se disefia Ko lo suficientemente grande, entonces de acuerdo con la ecuacion
, el valor de hs tiende a 1, y por lo tanto se puede proceder a disenar K; en términos de

la funcion de transferencia del canal C; como:

Ci(s) = g1 (1 —1) (3.17)

A través de esta funcién de transferencia se puede utilizar el método descrito en el Ca-
pitulo [2] para obtener la regién estabilizante del canal C. Una vez que se obtiene la regién
estabilizante para el canal C1, se debe seleccionar un controlador K7 (s) de ésta regién. Uti-
lizando el controlador K7 (s) se puede conocer la funcién de transferencia h; de la ecuacién
y con esta, llevar a cabo el disefio del controlador K(s) en términos de la funcién de
transferencia

CQ(S) é Kgggg (1 — ’yhl) (318)

De esta forma, se puede proceder de manera similar para obtener una region estabilizante

para el controlador del canal C y completar asi el disefio de la matriz K(s) de la ecuacién

B-1).
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Uno de los productos obtenidos en el desarrollo de este trabajo, es el software de diseno de
controladores PID cuyo diagrama de flujo se muestra en el Apéndice[A] Sin embargo, la gran
mayoria de los resultados que se obtuvieron a través de éste, fueron para ejemplos tomados

de la literatura.

Una de las inquietudes que se tenian, era verificar experimentalmente la validez de las
regiones obtenidas con respecto a los resultados en simulacién. Con esta finalidad se buscé6 ob-
tener la regién de controladores estabilizantes el sistema de suspensién magnética con el que
cuenta la Coordinacién de Eléctrica y Computacion del Instituto de Ingenieria. Se selec-
ciond este equipo en particular porque cuenta con un controlador PID analdgico de fabrica,
lo cual permite sintonizar directamente los pardmetros del controlador.

Partiendo de un modelo linealizado desarrollado en trabajos anteriores (Fragoso 1996), se
obtuvo la regién de controladores PID estabilizantes y seleccionando uno de ellos, se obtuvo
su respuesta en simulacion. Finalmente, se calibré el equipo y se obtuvo la respuesta experi-

mental.

4.1. Suspension magnética. Resultados experimentales

El esquema general del sistema se muestra en la Figura 4.1} El objetivo de control es
regular la posicién de la masa que se encuentra suspendida generando un campo magnético

mediante la manipulacién de la corriente en la bobina de control.

43
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Referencia

Controlador

Actuador i
Bobina de :
| balance 1
Fuente de > I
. I
corriente
1
I
Yugo de l
acero !
Y i
I g l 1
P» Amplificador 1 |
I
Bobina de 1 :
control |

Amplificador 2

Sensor

Figura 4.1: Diagrama del sistema de suspensién magnética

El sistema se puede dividir en cuatro bloques principales segin se muestra en la Figura

(]

Figura 4.2: Diagrama de bloques de la suspensién magnética

4.2
Refzrenciz
4.1.1. Actuador

El actuador se divide en dos bobinas, una de ellas tiene la funcién de generar un campo

magnético que compense la fuerza de gravedad; y la segunda es una bobina de control cuya

funcién es compensar los cambios en la posicién de la masa suspendida. La bobina de control

se representa como un sistema RL en serie alimentado por una fuente de voltaje y cuya salida

es la corriente generada en la bobina, por lo tanto, la funcién de transferencia del actuador
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se puede modelar como un sistema de primer orden con los siguientes parametros:

ky

Gals) = s+T%

(4.1)

donde, de acuerdo con los resultados presentados por (Fragoso 1996), la ganancia es k, =

100 [%] y la constante de tiempo es T, = 1 [ms]

4.1.2. Sensor

El sensor de posicién se considera un convertidor lineal de posicion a voltaje con ampli-

ficacion constante, de modo que la funcién de transferencia es:
Gy = ky (4.2)

donde k,, = 4000 [%]

4.1.3. Sistema magnético

Una suspensiéon magnética actiia como un resorte mecénico con una caracteristica no

lineal.

N

il fom
54

Figura 4.3: Diagrama de cuerpo libre para el sistema magnético

De acuerdo con el diagrama de cuerpo libre mostrado en la Figura 4.3 el modelo ma-
tematico para la masa suspendida es
d’x

Mg =mg — Fp, (4.3)
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46
la fuerza magnética F;, esta dada por:
,L'Q
F,=c— 4.4
n=chy (14)
donde c es constante y se puede calcular a partir del punto de equilibrio mediante:
2
c= mgx,—;J (4.5)
%o

Las cantidades ig y x¢ corresponden a la corriente y la distancia en el punto de operacion.

A través de una expansién en serie de Taylor, y despreciando los términos de orden superior,

la ecuacion linealizada de la fuerza magnética se puede calcular mediante
(4.6)

2 2
AF, = I Ag 4 ZI A
o

Utilizando la transformada de Laplace, la funcién de transferencia del modelo linealizado

(4.7)

20

20

Gsm(s) = 5
5 T %
29
0

entre la posicién x y la corriente i es:
29

donde se puede observar que la funcién de transferencia posee un polo inestable en s = 4 /2.
Para llevar a cabo el experimento y comparar con las simulaciones se debe seleccionar un

punto de operacién. En este caso se seleccioné xzy = 2.5 [mm] y la corriente correspondiente

es igp = 0.39[A].

a(=) at) ¥(s)
Cfs) ——m G5 e 0 )
Salida

ris

Ertrada

Figura 4.4: Sistema de control en lazo cerrado

Finalmente, de acuerdo con la Figura y tomando en cuenta los valores para el punto

de operacion, la funcién de transferencia G(s) = GA(s) * Gy * Gsar(s) es
(s) = 2.0123 x 107 (4.8)
53 4+ 666.6652 — 78485 — 5232000 '
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Como se mencioné en el Capitulo 2, dados N(s) y D(s) es posible hallar la regién de

controladores PID estabilizantes utilizando el algoritmo propuesto por Bhattacharyya.

Ahora bien, utilizando el software desarrollado en el Instituto de Ingenieria que implemen-

ta dicho algoritmo, se hallé la regién mostrada en la Figura[4.5] para la suspensién magnética:

INSTITUTO

DE INGEMNIERIA
UNAM
— Entradas
MIE) 2.01239+E|EIT

D(3) |1 666.667 -TH4E -52320

il 10

— Posicion
Kp = 0.26

q |

Yista

(") Ver plano

@ Ver volumen
Caleular Baorrar

Figura 4.5: Familia de controladores estabilizantes para la suspensién magnética

Cabe mencionar que en la Figura [4.5] solo se muestra una porcién representativa de la
regién original ya que dicha regién es abierta pues k, € (0.26,00). Por otro lado k; y kg
pueden crecer indefinidamente dentro de los limites establecidos por las rectas que acotan la
regién triangular dada por cada semiplano en direcciéon k:{ y k;”

Debido a las limitaciones propias del controlador analégico implementado en el sistema
fisico, se deben establecer las siguientes restricciones: 0 < k, < 1; 0 < kg < 0.1; 0 < k; < 10,

por lo tanto la regién fisicamente factible se reduce a la regiéon mostrada en la Figura
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kd

Wista
() Ver plano
(@ Ver volumen

Figura 4.6: Familia reducida de controladores estabilizantes

ki

INSTITUTO
DE INGENIERIA
UNAM

— Ertracias

M=) 2.0123e+007

Dis) [1 BBBAET -7845 -52320

il 10

—Posicidn
Kp= 026

BT —

(Caua | [“Boma|

Seleccionando kj, = 1, laregién ID correspondiente se muestra en la Figura@ donde cada

uno de los puntos dentro de la regién sombreada corresponde a un controlador estabilizante.

01z

0.1

0os

2006

004

002

Wista

@ Ver plana
() Ver volumen

g5

— Entradas
M=) 20123e+007

D(s) |1 656.667 7845 -52320

il 10

—Posicién

Kl —

Figura 4.7: Regién ID estabilzante para k, = 1
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Del conjunto de valores obtenidos en la regién anterior, se elige (k; = 2, kg = 0.025). Los

resultados en simulacién y experimentales se muestran en la Figura 4.8

35 ————————y
: : f : f g Tedtica
Tk i CRECR LN AR D T Experimental ||

Posician [rn]
i
i

Tiempo [s]

Figura 4.8: Respuesta a escalén en simulacion y experimental de la suspensiéon magnética

Se puede observar que aunque las dos respuestas son muy parecidas, el sistema fisico
responde mas lento en comparacion con el resultado en simulacion. Esto se puede explicar

por el desgaste normal del equipo.

4.2. Turbina de gas. Control tolerante a fallas

Segun se mencioné en el Capitulo 2, la técnica desarrollada por Bhattacharyya se puede
aplicar en el diseno de controladores para sistemas tolerantes a fallas, en particular, se busca
aplicar la técnica al esquema de multiples modelos para buscar regiones traslapadas o comunes
que permitan seleccionar de entre distintas familias de controladores estabilizantes, aquellos
que sean capaces de operar bajo todas las condiciones de falla previstas, sin necesidad de
re-sintonizar el controlador.

En esta seccion, se tratarda en particular el caso de una planta nominal con multiples
modelos de planta con falla, y se busca obtener una familia de controladores estabilizantes
para el conjunto de la planta nominal y plantas con falla.

Con el fin de ilustrar el procedimiento, se muestra la aplicacién de la metodologia y
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resultado en simulacién para el caso del modelo de una turbina de gas.

Considérese la turbina de gas cuyo diagrama se muestra en la Figura

k
km xX; 3 X, Chimenea
k, . Valvula de
Sangrado
- B
=
=z k,
Vel E
A b B
Motor de . > Cémara de Turbina HRSG
Arranque A) Excitador| Generador ‘) 2 Compresor Combustion de Gas
Z ks
= X X .
2 Xg 14 X8 km X5 _2;
k17 — k“ k14
Actuador de Alabes X Xis T
Guia de Entrada, IGV’s k5 = kb— Quemadores
Vélvula de Control Vélvula de Control Posteriores
de Gas, TG de Gas, QP
k18 k19 x
k, k,
ks ki

Figura 4.9: Esquema de la turbina de gas

Esta turbina puede ser operada en ciclo abierto, donde los gases de combustién son
expulsados al medio ambiente, o bien conectada a un generador de vapor para formar una
planta de ciclo combinado.

El objetivo de control de la turbina de gas es mantener valores nominales de velocidad
en el rotor k2 = 60 [rps] y potencia eléctrica generada ki3 = 47 [MW].

Segiin se menciona en (Sanchez 2010), el modelo no lineal de la turbina esta conformado
por un conjunto de 28 ecuaciones, de las cuales 19 son ecuaciones algebraicas y 9 son ecua-
ciones de estado. Existen asi mismo 27 variables no medibles y 19 variables medibles, ademaés
de 28 parametros de valor constante.

Con el fin de simplificar el anélisis, el sistema no lineal original se somete a ciertas consi-
deraciones y reducciones para posteriormente llevar a cabo una linealizacién. De esta forma,
el sistema linealizado operando con una carga base de 47[MW] y velocidad del rotor de 60[rps]

se describe a través de la funcién de transferencia

5.1681s* + 7.5371s% + 4.2933s2 + 1.2661s + 0.1052

G(s) =
(5) 57 4+ 8.33055 4+ 21.0515° + 25.06454 + 15.949s3 + 5.51552 + 0.940s + 0.057

(4.9)
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donde, G(s) se obtiene tomando como entrada la apertura de la vélvula ki3 y como salida la
potencia suministrada k3.

Existen diversos factores que pueden alterar el desempeno de la turbina, tales como el
desgaste natural por uso, fallas mecdnicas, degradacién del combustible, etc. Sin embargo,
para este caso en particular se considera exclusivamente el escenario de una sola falla debida
al cambio en el coeficiente de friccién en el rotor. Se considera a la falla como una variacién

de la forma
0 = 90 X Ag (4.10)

donde 0y representa el valor nominal del pardmetro 6, y Ay representa un factor que determina
la variacion del parametro y por lo tanto, la intensidad de la falla. De este modo, cuando
Ay = 1 se tiene el sistema nominal.

Con la finalidad de estudiar los efectos de la variacién del coeficiente de friccion como
fuente de la falla, se han considerado como valores representativos Ag = {2,5,8,10}. De esta
manera, las funciones de transferencia correspondientes son

4.97s* +7.29s% + 4.17s% + 1.235 4+ 0.10

G = 4.11
2(s) 57 4 8.1456 + 20.45s5 + 24.33s4 + 15.5153 4+ 5.3952 + 0.92s + 0.05 ( )

Ga(s) 4.11s* +6.2083 + 3.68s%2 + 1.13s + 0.11 (4.12)
S = .
> ST 4+ 7.2850 4+ 17.78s% + 21.09s4 + 13.63s3 + 4.88s2 + 0.89s + 0.06

Ga(s) 3.66s* 4+ 5.5653 + 3.325%2 4+ 1.03s + 0.10 (4.13)
S = .
8 ST+ 6.8455 + 16.315% + 19.17s% + 12.37s3 + 4.4552 + 0.825 + 0.05

Caols) 2.71s* 4 4.395% + 2.8357 + 20.955 + 0.12

s
10 §7 + 5.8955 + 13.39s% + 15.725% + 10.4753 4 4.0052 + 0.81s + 0.06
Como se menciond, cada uno de estos modelos puede tener asociada una regiéon de con-

(4.14)

troladores PID estabilizantes P;, por lo tanto, se busca calcular estas regiones y verificar si
se cumple la condicién de interseccién Pprp = P; N P;. Utilizando el software disenado en el

Instituto de Ingenieria se obtienen los resultados mostrados en la Figura

Segun se observa, cuando aumenta la intensidad de la falla, la region estabilizante se
va reduciendo progresivamente. Sin embargo, ain es posible hallar una interseccién de las
regiones correspondientes a los sistemas con falla y la region de la planta nominal; por lo
tanto, existe una regién de controladores Pp;p tales que cualquiera de ellos puede estabilizar
al conjunto de plantas G(s) = {Gy(s), G1(s), Ga(s),...,Gn(s)}.

Para este caso en particular, la regién es:

Ppip=PiNP,NPNPFPN Py (415)
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. s Kp= 05

X:0.6139
Y:0.4751

Hi= | 01381 ]

ko= 047514
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Figura 4.10: Regiones de controladores PID para la planta nominal y plantas con falla

o simplemente:
Pprp = Pio (4.16)

Ahora bien, utilizando el controlador senalado en la Figura (kp = 0.5,k; = 0.6139, k4 =
0.4751); se tienen las respuestas y senales de control mostradas en la Figura

4.3. Sistema MIMO. Modelo de un helicéptero

En esta seccién se presenta una aplicacion de la propuesta para diseniar controladores PID
estabilizantes descentralizados para un sistema multivariable, realizada en el Capitulo[3] Para
ello se utilizard como ejemplo, el modelo de un helicéptero segin se presenta en (Liceaga-
Castro et al. 1995). De acuerdo con dicho trabajo, el modelo presentado es un modelo lineal
de pequena senal que considera la dindmica de cuerpo rigido del helicéptero. En este modelo
se consideran incertidumbres en ganancia y fase debido a que no se toman en cuenta las
dindmicas del rotor y el actuador. El modelo nominal del helicoptero es de orden ocho, y se

considera un régimen de vuelo horizontal a 80 [nudos| (= 148.16[£2]).
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Respuesta a ascakin de planta rominal y plantas con falla

14

% i ; i i
o} 5 k(1] 15 20 25 30 a5
Tiampao [s]

Sanal de contral da planta nominal y plantas con falla

0.2

a i 10 15 20 258 3a 3
Tiempo [5]

Figura 4.11: Respuesta a escalén y senal de control de la planta nominal y plantas con falla
para el caso lineal

Considerando el modelo en espacio de estados:

& = Az + Bu (4.17)
y = Cz (4.18)

el vector = estd descrito por

[ Velocidad longitudinal |
Velocidad vertical
Tasa de cabeceo
_ Angulo de cabeceo (4.19)
Velocidad lateral
Tasa de alabeo

Angulo de alabeo

S AR Y e £ T

Tasa de guinada
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mientras que el vector de salidas esta dado por

Tasa de elevacion
Angulo de cabeceo
Tasa de giro

i Angulo de “side-slip”

[ Ciip+ crow + c148 + cisv + 17
0

(4.20)
C33q + c387

i c45

y el vector de entradas es

Vertical collective
- Longitudinal cyclic (4.21)
Lateral cyclic

Tail rotor collective

Las matrices nominales del modelo (4.17)) se pueden consultar en (Liceaga-Castro et al. 1995).

Por conveniencia, se utiliza la notacién siguiente para un polinomio p(s) de orden n con
ganancia k y ceros —aq,

—a, ..., —Qp :

k(s+a1)(s+ag2) - (s+ap)

T
|:k‘, —ai, —az, ..., —ap

Segin se muestra en el articulo, el modelo nominal del helicéptero bajo las condiciones

mencionadas resulta ser inestable, por lo tanto se realiza una compensacion previa de forma
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que el modelo compensado tiene la siguiente matriz de transferencia

117.8421
~10.7519
—0.6712 + 2.2565
—1.1484 + 1.0531j
—0.1305
—0.0316
~1.5
4287
—11.5784
~0.6622 + 2.1969;
—0.3305 + 0.5087j

30.6525
~10.3509
—1.2202 + 5.30081
—0.6504 + 2.24761
—0.0283 + 0.00490;
-1.5
-1.5
283289 |
-10.3714
—0.6586 + 2.23673;
—0.0284 + 0.001;

—0.2618
—262.2300
—2.4637 £ 7.35867
—0.6417 £ 2.26767
—0.0422 £ 0.01555
-1.5
—1.4999

—18.9181
—0.5986 + 2.2666;
—1.5597 £+ 0.3999;

0.2202
—5.2552 + 5.3272j
0.5984 + 5.0372;
—2.4243
—0.0501
—0.0426
~1.5

—12.5004
—2.7651 + 0.82267
—0.4240 4 0.50007

—2.8319 ~0.7806 ~0.6899 1.2601
~0.0339 + 0.00305 15 ~0.0549 0.1354
~15 ~0.0338 —0.0327
Gy = L 13.48 ~6.8926 ~26.6062 ~18.0634
A | —4.5867 + 2.7639] ~8.2678 27055 + 1.5761] ~10.2517
0.2816 +0.9700j | 0.5797 +2.9001j | —0.0959 - 0.22495 | —2.9390 + 0.8628;
~3.0191 0.0454 + 0.1677j ~1.9433 ~0.1364 + 0.8907j
0.3559 + 0.5294; “15 0.8421 + 1.4980; | —0.0398 + 0.3823;
—0.0852 + 0.1978; ~15 —0.3188 + 1.0617; | —0.1118 + 0.2346
—0.9262
0.5769
00364 0031 | —0.2263 | o6
370.7522 | 142.9512 1004791 | —111.1415
45153 + 2.8394] | —7.9616 2.5056 L -10.1989
0.0731 4 0.7945j | 1.3006 +2.6431j | —2.6307 + 1.4296] | —2.9392 + 0.8625;
—2.9421 | 0.30101 ~0.0193 +0.2398] | ~0.1331 % 0.8820;
—0.1327 + 0.3223] | ~15 —0.5703 + 0.8566; | —0.1034 + 0.2310;
0.0229 l ~15 —0.7643 l 0.0048
| —0.3475 |
| 0.0141 |

El polinomio caracteristico A, de acuerdo con la

notacién adoptada es:

(4.22)

A= [ 1 —10.5518 —2.9354+0.86295 —0.6522+2.2540; —0.1289 4 0.8763j —0.1053 +0.2244j —0.0305 }

(4.23)

El controlador utilizado estd dado por una matriz diagonal descrita de la siguiente manera:

K(s) 0

Ki(s)1 0

Ko(s)

(4.24)
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La ecuacion (4.22)) se puede dividir segin la particién que se muestra a continuacién:

GH(S) ‘ Glz(s) ]
Ggl(s) ‘ GQQ(S)

G(s) =

(4.25)

G111 representa la dindmica longitudinal y Gaoo representa la dindmica lateral. De acuerdo
con el analisis realizado en (Liceaga-Castro et al. 1995), para efectos de diseno del control,
el acoplamiento entre la dindmica longitudinal y la dindmica lateral del helicéptero se puede
considerar débil y por lo tanto se puede proceder a disenar los controladores Ki(s) y Ka(s)
de manera independiente en términos de sistemas de dos entradas y dos salidas.

Por lo anterior, se procederd a diseniar solamente el controlador Kj(s) de la dindmica
longitudinal teniendo en cuenta que el proceso para la parte lateral es similar.

En este caso se considera nuevamente que el controlador K7 (s) es un controlador diagonal

donde los elementos diferentes de cero son controladores PID, es decir:

Ki(s) = fans) ’
L 0 klg(s)
[ kd1152+kpz15+kiz1 0
= s 9 (4.26)
0 kayo 5™ thpiystkip,
S

La submatriz G171 se puede describir a su vez a través de cuatro funciones de transferencia

de acuerdo con la ecuacion:

g11(s)  g12(s) ] (4.27)

921(s)  g22(s)
Los diagramas de Bode de magnitud de las funciones individuales se muestran en la

Figura [£.12]

Se consideran entonces dos canales C7 y Cs, donde las funciones de transferencia de los

mismos estdn dadas segin las ecuaciones (3.3)) y (3.6).
Segun se observa en la Figura la grafica de Nyquist de la funcién + no es cercana

al.

Procediendo entonces a disenar la familia de controladores Ks(s) en términos de Ca(s),

GH(S) = [

se considera la funcion de transferencia:
Ca(s) = g22(1 =) (4.28)

donde, obteniendo el numerador y denominador correspondientes se tiene:

24.555" + 320.995% + 995.185° + 3615.65s* + 4557.66s% + 7782.06s2 + 435.75s + 6.18

C =
2(5) s9 + 15.855% + 76.99s7 4 291.5656 + 682.8455 + 1232.53s5* 4 1393.81s3 + 996.31s2 + 133.95s —1—(32122'5)
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Bode Diagram
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Figura 4.12: Diagramas de Bode de las funciones individuales de G1(s)
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Figura 4.13: Diagramas de Nyquist de la funcién ~(s)



58 4: Aplicaciones

Ahora bien, utilizando la técnica mostrada en el Capitulo[2] se obtiene la regién mostrada
en la Figura para un valor de k,, = 1. Cabe mencionar que la regién mostrada en la
Figura es abierta en direccién a k;ZQ.
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Figura 4.14: Region PID estabilizante para el canal Ca(s) con kp2 =1

Para buscar la region estabilizante del controlador del canal C' se selecciona uno de los
controladores de la regién estabilizante de Cy dados en la Figura En este caso se utiliza
(kp2 = 1,ki2 = 0.8, kg2 = 0.5). En términos de este controlador se puede conocer la funcién

ho y utilizando ésta, se puede disenar el controlador para el canal Cj.

Al realizar este ejemplo se consider6 el siguiente razonamiento. De acuerdo con la Con-
sideracién (1| respecto a la separacion de anchos de banda, que en este caso se toma al revés,
asumir que el ancho de banda (wc, ) del canal C; es mayor que el ancho de banda (w¢, ) del ca-
nal Cs, implica que el controlador kj; se selecciona de tal forma que éste es lo suficientemente

grande como para que

kg
hi(s) = ——F——
1+ kingn
~ 1
Dentro de una banda 0 < w < w¢,. Una primera aproximacion es proponer un controlador

proporcional para k;;. Es decir, en el controlador k;; se establece ky,, # 0, k;;, =0y kq, = 0.
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Dado que ya se puede disenar kj;; a partir de
Ci(s) = kngi (1 — vhs) (4.30)

utilizando el algoritmo propuesto en (Datta et al. 2000) para familias de controladores pro-

porcionales se obtiene:
kp, € [ —0.0076 , oo ) (4.31)

donde, al seleccionar kp,, = 1 se obtienen las respuestas mostradas en la Figura De esta

Figura 4.15: Respuesta a escalén seleccionando kp,, = 1, ky;, = 0, kg, = 0y
kpo, = 1, ki, = 0.8, kg, = 0.5

forma se tiene un diseno completo para Ki(s). El procedimiento se puede repetir utilizando
ahora hi en términos de kj; para re-disenar el controlador kj» a fin de mejorar la respuesta
yo y nuevamente en el otro canal. Sin embargo, en este caso solo se buscé hallar regiones de

controladores estabilizantes independientes.






Conclusiones

Se ha presentado en este trabajo la teoria que sustenta la técnica de disefio de familias de
controladores PID estabilizantes, asi como una manera de implementar, a través del software
escrito en MATLAB®), el algoritmo propuesto por Bhattacharyya en (Datta et al. 2000).
Anteriormente el software habia sido probado utilizando diversos ejemplos presentados en la
literatura. Sin embargo, también se ha validado experimentalmente el resultado a través del

controlador disenado para la suspensién magnética.

Se ha presentado as{ mismo, una propuesta para resolver el problema del sistema de
desigualdades lineales como parte del problema de disenio de familias de controladores PID
estabilizantes, utilizando las herramientas de programacion lineal, ya que aunque se menciona

en la literatura, no se ha reportado la manera de llevar a cabo el procedimiento.

De acuerdo con los resultados obtenidos, la regién de controladores PID obtenida en el
caso de la suspension magnética es valida. Aunque se pueden observar diferencias en las res-
puestas tedrica y experimental, esto se puede atribuir al hecho de que el movimiento de la
masa suspendida altera el valor de la inductancia en la bobina de control y por lo tanto el
modelo del sistema, de igual forma, el desgaste normal del equipo puede ser otro factor a
considerar. Por otro lado, se observé que de forma experimental, al seleccionar controladores
que se encuentran muy cercanos al limite de estabilidad (i.e. la frontera de la regién), la esta-
bilidad se pierde antes de alcanzar los valores limite. Esto se puede explicar como resultado
de incertidumbres en el modelo producto del mismo desgaste o del hecho de despreciar los

términos de orden superior en la linealizaciéon del modelo.
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Asi mismo, el software se ha modificado para buscar de manera simultanea, regiones de
controladores PID estabilizantes validas para multiples plantas, a través de superposiciones
de regiones estabilizantes con el fin de aplicarlo en problemas como el Control Tolerante a
Fallas mostrado en el Capitulo [2| De acuerdo con los resultados observados en simulacién,

estas regiones son vélidas.

Finalmente, se ha presentado una aproximacién a la solucién del problema de hallar fa-
milias de controladores PID estabilizantes para plantas multivariables en el caso especifico
de sistemas de 2 entradas y 2 salidas. Para el caso particular del modelo del helicéptero
presentado en el trabajo de (Liceaga-Castro et al. 1995), se encontré que ain cuando uno
de los canales de la dindmica longitudinal se puede estabilizar a través de un PID, el otro
canal no tiene una regiéon PID vélida. Sin embargo es posible hallar al menos una familia de

controladores proporcionales.

El trabajo que se puede desarrollar en el futuro consiste en extender el software de manera
que se puedan localizar de manera inmediata, regiones de controladores sujetas a condiciones
de desempeno tales como tiempo de respuesta, margen de fase y margen de ganancia. Esto
es especialmente importante en el caso de controladores descentralizados para plantas de
tipo multivariable, ya que el diseno de canales individuales esta fuertemente basado en la
interaccién que existe entre las especificaciones de desempeno y las restricciones impuestas

por la planta.



Apéndice A

Diagrama de flujo para el calculo de

controladores PID

Leer N(s), D(s), N

Descomponer D(s) ) +sDq ()

Descomponer N(s) = Nc(s)+sN,(s)
= Dq (s

p1(s) = s?(N.Dy—D.N,)

p2(s) = (ki+s’ky) (NeNo-5°NoN,)
a1 (s) = s(DNo—s’D,N,)

Q@ (s) = s (kpNN.—s’NN,)

v

Obtener intervalos validos de k; a
través del LGR de a;/q

g

Figura A.1: Diagrama de flujo del software de diseno de controladores PID estabilizantes
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kps = intervalos véalidos de kp
t_kps = numero de intervalos

v

n = grado de 8(s, kp, ki, ka)
m = grado de N(s)

1(N(s)) = numero de raices de N(s) en LHP
r(N(s)) = numero de raices de N(s) en RHP
@ Si FIN
No
v
1=1
>
b4
1 <= t_kps No
Si
\ 4
step = [kps(l,2)-kps(1l,1)]/(N-1)
1=1+1 kp(l,1) = kps(1,1)
t =2

kp(l,t) = kp(l,1)+(t-1) (step)
t = t+l

. Xk st

i=i+1

Figura A.2: Diagrama de flujo del software de diseno de controladores PID estabilizantes
(cont.)
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()

| kpae = k0 (/) |

Calcular q(®, kpac:)
Obtener ceros de g (®,kpact)

Construir conjunto A
Calcular firma de cada cadena de Ay

v

Construir conjunto Fy
t_Fkp = nimero de cadenas en Fy,

Seleccionar cadena p de Fkp
Construir A,.Xx > bor

v

Construir Ax = b
t_A = nimero de ecuaciones en A

v

Construir vectores c y d
Construir f

r=1

s =1

A

Construir A.gx = beg

[x,fval,exitflag] = linprog(f,A,b,Aeq,beq)
vect = [vect x]

s = s+l

Rotar elementos de c a la izquierda

Si s <= t_A

R = r+l
Rotar elementos de d a la izquierda

Si

No
A 4

X = primera fila de vect

Y = segunda fila de vect

k = convhull (X,Y)

Dibujar regidén utilizando los indices k

Figura A.3: Diagrama de flujo del software de diseno de controladores PID estabilizantes
(cont.)
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