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PRÓLOGO 
 

Este trabajo de tesis tiene el propósito de generar conocimiento escrito para las 

futuras generaciones de la Maestría en Ingeniería Mecánica, interesados en el 

análisis, modelación y simulación de trayectorias continuas. 

 

Recientemente, ha sido desarrollada una metodología paso a paso con la cual 

a sido posible modelar trayectorias continuas relacionadas con operaciones de 

manufactura. El proceso de sistematización con el cual fue generada dicha 

metodología solo consideró aspectos puramente cinemáticas. 

 

En el sentido de las trayectorias de operación dependen de las operaciones de 

manufactura, es necesario determinar relaciones entre trayectorias y la 

información de manufactura. En otras palabras, se requiere encontrar un 

procedimiento que permita direccional la información geométrica y no 

geométrica de los componentes impresa, generalmente, en los planos de 

fabricación, hacia el diseño, análisis y modelación de trayectorias. 

 

Las primitivas de manufactura fueron concebidas como el eslabonamiento de 

las técnicas CAD/CAM. Sin embargo, su uso y aplicación ha trascendido a 

otras áreas del conocimiento, como por ejemplo: la planeación de procesos. 

 

Las primitivas de manufactura son formatos que representan información 

geométrica y no geométrica de componentes. 

 

Así, es posible representar procesos y operaciones por medio de primitivas. 

Dichas primitivas se pueden utilizar para diversos propósitos. 

 

En este trabajo de tesis se propone usar primitivas de manufactura para 

construir, usando una metodología paso a paso, una trayectoria de operación 

relacionada con un taladrado múltiple. La operación es ejecutada en un torno 

didáctico de la manera BOXFORD 250 ubicado en los talleres del Instituto 

Tecnológico Superior de Cajeme. 
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El objetivo es mostrar que si las primitivas de manufactura son generadas en 

dirección de una representación de las operaciones de un proceso, entonces 

dichas primitivas han de integrar información cinemática con la cual es posible 

diseñar y planificar trayectorias de operación. 

 

Este trabajo de tesis forma parte de un proyecto en el cual se estudian: 

 

1) Representación por ecuaciones de forma de las transformaciones 

geométricas y no geométricas de un componente manufacturado en un 

torno BOXFORD 250. 

 

2) Representación por primitivas de las transformaciones geométricas y no 

geométricas de un componente manufacturado en un torno BOXFORD 

250. 

 

3) Análisis y modelación de una operación de taladrado múltiple usando 

primitivas. 

 

En esta tesis, se utilizan las primitivas del taladrado múltiple desarrolladas en la 

parte 2 del proyecto para modelar la trayectoria de operación. 

 

Cabe señalar que esta tesis forma parte de la línea de investigación: 

“Manufactura avanzada” desarrollada en la Sección de Mecánica de la DEPFI, 

UNAM y el Instituto Tecnológico Superior de Cajeme localizado en Cd. 

Obregón Sonora. Dicho trabajo esta integrado al acervo científico-tecnológico 

del laboratorio de Mecánica ubicado en la sección de Mecánica (DEPFI, 

UNAM). 

 

Finalmente, se agradece a todas aquellas personas e instituciones que 

facilitaron la realización de este trabajo de tesis. 
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RESUMEN 
 

En este trabajo de tesis se utilizan primitivas de manufactura para diseñar y 

modelar trayectorias de operación relacionadas con un torno didáctico 

BOXFORD 250. La operación analizada es un taladrado por etapas realizada a 

una pieza de aluminio. La información geométrica y no geométrica descrita en 

las primitivas fue utilizada para el diseño de los lugares geométricos y el perfil 

de velocidades. Las trayectorias que componen el ciclo de la herramienta 

fueron propuestos. El lugar geométrico analizado fue del tipo rectilíneo 

compuesto por 4 segmentos. El perfil de velocidades esta compuesto por 15 

segmentos rectilíneos. 

 

Fue utilizada una metodología paso a paso para construir los modelos de la 

trayectoria. Finalmente, los modelos obtenidos (de la trayectoria) fueron 

programados y simulados en la plataforma de cálculo formal Matemática V4. 

 

Palabras clave: Primitivas, trayectorias, simulación y manufactura. 
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OBJETIVOS 
 

En este trabajo de tesis se intentará cumplir con los siguientes objetivos: 

 

1) Usar primitivas de manufactura para diseñar, modelar y programar una 

trayectoria de operación relacionada con un taladrado por etapas. 

 

2) Utilizar la metodología desarrollada en [1] para construir los modelos de 

la trayectoria. 

 

3) Utilizar la plataforma de cálculo formal Matemática V4 para programar y 

simular la trayectoria. 
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INTRODUCCIÓN 
 
Lo que motiva la investigación o indagación en este trabajo de tesis, se 

sintetiza de la manera siguiente: 

 

“Para modelar trayectoria de operación en un sistema de manufactura se 

requiere contar con información geométrica y no geométrica de los 

componentes por procesar. Si dicha información puede ser representada en 

términos de primitivas de manufactura [2,3], entonces se supone que con tal 

información es posible construir las trayectorias de operación siempre y cuando 

las primitivas contengan información cinemática. 

 

Por tanto, en esta tesis se pretende usar primitivas de manufactura para 

construir los modelos de trayectoria de una operación de taladrado por etapas 

y, con esto, verificar si en efecto, se pueden relacionar las primitivas con los 

modelos de trayectoria. 

 

También se requiere mostrar que la metodología paso a paso desarrollada en 

[1], puede ser utilizada sin mayores cambios o sin cambios para construir los 

modelos de la trayectoria motivos de estudio en esta tesis. 

 

A continuación se toman en cuenta algunas consideraciones sobre las 
trayectorias de operación 
 
Una trayectoria es un lugar geométrico que recorre a un punto en el espacio – 

tiempo. Si dicho lugar geométrico esta relacionado con una operación de 

manufactura, entonces la trayectoria es llamada de operación [4]. 

 

Las trayectorias pueden ser clasificadas según las curvas que describen en: 

 

1) Rectilíneas. 

2) No rectilíneas. 
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Las rectilíneas están formadas por segmentos de rectas conectadas, en tanto 

las no rectilíneas, describen lugares geométricos circulares, parabólicos, 

elipses, entre otros. 

 

Las trayectorias se pueden clasificar en [5]: 

 

1) Continuas 

2) Punto a punto 

 

En las continuas, el lugar geométrico debe estar constituido por una sucesión 

de puntos de tal forma que se puede asociar una función continua. Por otro 

lado, las trayectorias punto a punto solo requieren de la definición de un punto 

inicial y uno final por los cuales debe pasar una herramienta o dispositivo. En 

este tipo de trayectoria no se requiere conocer la manera en que la herramienta 

pasa de un punto inicial a uno final. 

 

En el análisis de las trayectorias se requiere dividir el estudio en [1,4,6]: 

 

1) Determinación de las ecuaciones de movimiento. 

 

2) Análisis de perfiles de trayectoria. 

 

En las ecuaciones de movimiento se generan los modelos de posición, 

velocidad y aceleración sin considerar explícitamente los perfiles de trayectoria. 

Por otro lado, en el análisis de los perfiles se generan las funciones  temporales 

de posición, velocidad y aceleración las cuales describen el comportamiento 

real de la herramienta [1,6]. 

 

La integración de las ecuaciones de movimiento y los perfiles de trayectoria 

permite obtener el modelo completo cinemática de la trayectoria. 

 

Para obtener los modelos de movimiento basta con localizar puntos de interés 

sobre el lugar geométrico y generar las ecuaciones de posición. 
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Posteriormente, dichas ecuaciones se derivan con respecto al tiempo una y dos 

veces y con esta se obtienen las ecuaciones de velocidad y aceleración. 

 

Para el caso de los perfiles de trayectoria, por lo general, se construye primero 

el perfil de velocidades [1]. De dicho perfil se obtiene la función de velocidad la 

cual se deriva con respecto al tiempo y se obtiene la función de aceleración y 

su respectivo perfil. También, al integrar sobre el tiempo la función de velocidad 

se obtiene la función de desplazamiento y su respectivo perfil. 

 

Por lo general, los perfiles teóricos de la trayectoria presentan discontinuidades 

las cuales son perjudiciales. Dichas discontinuidades pueden ser eliminadas 

usando polinomios de grado 3, 5 y 8 [1,7]. Sin embargo, es necesario tener 

cuidado en el grado del polinomio, pues, por ejemplo pueden presentar 

variaciones e inestabilidades lo cual no es apropiado en el análisis de 

trayectoria. 

 

Una vez eliminadas las discontinuidades, las funciones polinómicas se asocian 

con las ecuaciones de movimiento y se genera el modelo final de trayectoria. 

 

En la explicación descrita en los párrafos anteriores se basa la metodología 

desarrollada [1] lo cual será utilizada en este trabajo de tesis. Por otro lado, en 

operaciones de manufactura, las rutas de trabajo de las herramientas se 

caracterizan en términos de ciclos de operación. Así, un ciclo esta compuesto 

por [8,9]: 

 

1) Lugares geométricos de ida. 

2) Lugares geométricos de vuelta. 

O, más especialmente hablando: 

 

1) Lugares de acercamiento (ida). 

2) Lugares de operación principal (ida). 

3) Lugares de retiro primario (ida).  

4) Lugares de retiro secundario (vuelta). 
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A continuación se explica  el significado de Primitivas y primitivas de 
manufactura 

 
Una primitiva se define de la manera siguiente [10,11]: 

 

“ Es una representación computacional que combina información geométrica y 
no geométrica de una parte o un conjunto de partes. Dicha información puede 
ser utilizada para diversos propósitos.” 
 

En este sentido, si la información no geométrica representada por la primitiva 

es de manufactura, dicha primitiva es llamada “primitiva de manufactura”. 

 

Por otro lado, puesto que la información representada en las primitivas se 

puede usar para diversos propósitos es claro que se debe direccionado el 

dominio de aplicación y de dicho dominio dependerá, en específico, la 

información representada. 

 

Así, en [12] las primitivas se usan para desarrollar un agente para torneado, en 

[13] las primitivas se utilizan para el diseño de ordercuts en el diseño de moldes 

de inyección. 

 

En esta tesis, el dominio de aplicación de las primitivas es hacia la información 

que permita generar o construir trayectorias. Por tanto, la información 

representada debe ser en gran parte cinemática. 

En el trabajo desarrollado por [14] se usan primitivas de manufactura para 

representar las transformaciones geométricas y de manufactura de 

componentes.  En dicho trabajo se propone la siguiente clasificación de 

primitivas: 

 

1) Primitivas de las materias primas 

2) Primitivas de los productos preparados 

3) Primitivas de las operaciones o de los materiales agregados o extraidos 

4) Primitivas de los subproductos 

5) Primitivas del producto terminado 
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La caracterización y clasificación de las primitivas corresponde a la 

representación de un proceso, o, en términos concretos, dicha clasificación se 

genera con una sola operación de manufactura. 

 

En este trabajo de tesis se usará la información de la familia de primitivas 

relacionada con las operaciones o de los materiales agregados o extraídos, 

para diseñar y construir las trayectorias de operación de un taladrado por 

etapas. 

 

Cabe señalar que, en los trabajos desarrollados en [15] y [16] se han 

modelado, usando ecuaciones de forma y  primitivas, las operaciones del torno 

BOXFORD 250. En esta tesis no se caracterizan las primitivas relacionadas 

con la operación de taladrado, sino más bien se tomarán tal y como están en 

dicho trabajo. En los capítulos que componen esta tesis se describirán las 

primitivas de la operación de taladrado por etapas. 

Cabe mencionar, finalmente, que el uso y aplicación de las trayectorias no se 

limita a las operaciones de manufactura. Por ejemplo en [17] se caracteriza un 

modelos de planeación de trayectorias para un problema de evasión de 

obstáculos por medio de un robot de tres grados de libertad. En [18] se analiza 

una trayectoria de un robot Puma 762; en este caso, la trayectoria analizada en 

del tipo punto a punto. 

 
Descripción general de los proyectos relacionados con el tema BOXFORD 
250 

 
En una práctica de manufactura desarrollada en el torno didáctico BOXFORD 

250, se manufacturó un componente de aluminio. Se observaron las 

trayectorias de la herramienta en las operaciones de manufactura y de tal 

observación se propusieron los siguientes cuestionamientos: 

 

1) ¿Será posible construir los modelos de las trayectorias de las 

herramientas del torno BOXFORD 250 con el propósito de comprender 
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su tecnología y/o en su caso, proponer una metodología sistemática con 

la cual sea posible modelar diferentes tipos de trayectoria de otras 

máquinas y procesos ? 

 

2) ¿De dónde se obtiene la información geométrica y no geométrica 

necesaria para construir las trayectorias y si existen modelos con los 

cuales sea posible representar dicha información ? 

 

3) ¿Cómo se relaciona la información de los modelos con las trayectorias 

del torno BOXFORD 250 ? 

 

En este contexto se plantearon los siguientes proyectos: 

 

1) Modelar las operaciones del torno BOXFORD 250 usando ecuaciones 

de forma. 

 

2) Modelar las operaciones del torno BOXFORD 250 usando primitivas de 

manufactura. 

 

3) Utilizar primitivas de manufactura para diseñar las trayectorias de 

operación un taladrado por etapas. 

 

Con modelo de ecuaciones de forma se direcciona [15], en forma abstracta, la 

información preliminar de las transformaciones geométricas y de manufactura 

del componente. Dicha ecuación se genera usando una secuencia de 

operaciones de manufactura. Además, las operaciones y los componentes se 

idealizan por operadores boleanos parametrizados y sólidos regularizados. 

 

Con el modelo por primitivas del componente [16] se intenta completar la 

información requerida para el análisis de trayectoria, pues el modelo de 

ecuaciones de forma solo integra información mínima con la cual no es posible 

modelar las trayectorias. Sin embargo, el modelo de primitivas se relaciona con 

las ecuaciones de forma por medio de la secuencia de operaciones. 
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Finalmente, una vez generado el modelo de primitivas, la información 

representada en dicho modelo, se usará para diseñar y modelar las trayectorias 

de operación de un taladro por etapas. Cabe señalar que en los capítulos que 

componen esta tesis, se incluirá más información de los modelos mencionados 

anteriormente. 

 

Resumen de la tesis y del capitulado 

 
En este trabajo de tesis se utilizarán las primitivas de manufactura relacionadas 

con las operaciones del taladrado por etapas para construir, usando una 

metodología sistemática, las trayectorias de operación de la herramienta. 

 

Los lugares geométricos son rectilíneos y los perfiles de trayectoria son del tipo 

trapezoidal [1,4]. Se usarán polinomios de grado 5 para eliminar las 

discontinuidades de los perfiles teóricos de la trayectoria. 

 

Cabe señalar que, se aplicarán los pasos de la metodología desarrollada en [1] 

una vez diseñado el perfil teórico de velocidades. Además las primitivas de 

manufactura relacionadas con las operaciones de taladrado por etapas son 

tomadas del trabajo desarrollado en [16]. 

 

Los modelos de la trayectoria serán programados y simulados en Matemática 

V4. Este trabajo de tesis esta formado por 4 capítulos y un apéndice los cuales 

se resumen a continuación: 

 

En el capítulo 1 se define el problema y sus restricciones, así como una 

hipótesis y un sistema de axiomas básicos. El objetivo es planear el problema, 

según los pasos del Método Científico [19,20]. 

 

En el capítulo 2 se describen, en forma sistemática, los modelos de ecuaciones 

de forma y primitivas de manufactura relacionadas con el componente 

estudiado. 
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En el capítulo 3 se construyen los perfiles de trayectoria y los ciclos de 

operación de la herramienta usando primitivas de manufactura. En este caso, la 

operación por analizar es un taladrado por etapas. 

 

En el capítulo 4 se utiliza la metodología paso a paso para construir los 

modelos de la trayectoria. Se insertan los bucles de programación hechos en 

Matemática los cuales caracterizan los modelos y sus partes. 

 

Finalmente, se presentan las conclusiones derivados de otra tesis, así como un 

apéndice en el cual se muestra todo el código de programación del modelo de 

trayectoria. 
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CAPÍTULO 1  
 
 

Algunas consideraciones sobre las ecuaciones de forma y las 
primitivas de manufactura 

 
 
 
 
Introducción. Es este capítulo se presenta un resumen de los trabajos 

desarrollados [15,16] relacionados con el estudio de ecuaciones de forma y 

primitivas de manufactura, respectivamente. El objetivo es localizar las 

operaciones de maquinado realizadas sobre el componente estudiado, las 

cuales serán analizadas y modeladas en términos de sus trayectorias de 

operación. 

 

1.1  Las ecuaciones de forma 
 
Para poder modelar las formas operacionales de las máquinas de control 

numérico, es necesario extraer y representar en términos abstractos la 

información geométrica y de manufactura de los componentes por procesar, 

impresa en los planos de fabricación [3]. Posteriormente, se asocia información 

evaluada en términos de manufactura al modelo abstracto con lo cual se 

obtiene una representación funcional que integra parámetros cinemáticas 

relacionados con las herramientas de corte. 

 

La información cinemática se usa para modelar las trayectorias de los ciclos de 

operación de las herramientas localizadas en los cabezales-portaherramientas 

de las máquinas de control numérico. 
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En esta tesis se usará la información de las primitivas de manufactura 

relacionadas con las operaciones de maquinado realizadas al componente 

mostrado en la figura 1.1 y efectuadas en un torno BOXFORD 250 (ver figura 

1.2), para analizar y modelar las trayectorias de operación. 

 

 

 

 

 

 

  

              A                                                                              PT 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 1.1 Forma geométrica del componente y materia prima 
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Figura 1.2 Torno Boxford 250 

 

 

Un modelo abstracto representativo de las transformaciones geométricas y de 

manufactura de componentes es llamado “ecuación de forma [3,2,11]”. 

Formalmente: 

 

“Una ecuación de forma es una representación de las etapas de transformación 

de materias primas en productos terminados. Los elementos que integran una 

ecuación de forma son sólidos regularizados que idealizan componentes y sus 

derivados, así como operaciones abstractas de manufactura. El orden de la 

ecuación de forma lo determina una secuencia admisible al menos geométrica 

de operaciones principales de manufactura.” 

 

Existen tres elementos primitivos con los cuales se construyen una ecuación de 

forma; estos son[3]: 
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1) Sólidos regularizados que representan componentes. 

 

2) Operadores boleanos que representan las operaciones reales de 

manufactura. 

 

3) Una secuencia finita admisible geométricamente de operaciones de 

manufactura. 

 

Por otro lado, toda secuencia finita de operaciones genera, junto con el 

producto terminado y la materia prima base, un dominio “llamado de 

manufactura [14]”. Dicho dominio es BM y está integrado por las familias 

siguientes: 

 

1) BMP; Familia de materias primas. 

 

 2) BPP; Familia de productos preparados. 

 

 3) BMAT; Familia de materiales agregados y extraídos. 

 

 4) BSUB; Familia de subproductos. 

 

 5) BPT; Familia de productos terminados. 

 

El componente PT mostrado en la figura 1.1, es procesado de la materia prima 

“A” mediante 8 operaciones de maquinado realizadas en el torno BOXFORD 

250 [15]. 

 

La tabla siguiente muestra las operaciones y los operadores boleanos 

parametrizados, con los cuales se construirá una ecuación de forma: 
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1

M

Ta1O −⇔  Taladrado de centros 

2

M

Ta2O −⇔  Taladrado de 1er aproximación 

3

M

Ta3O −⇔  Taladrado de 2da aproximación 

4

M

Ta4O −⇔  Taladrado final 

1

M

C5O −⇔  Cilindrado burdo 

2

M

C6O −⇔  Cilindrado fino 

1

M

T7O −⇔  Tronzado cara derecha 

2

M

T8O −⇔  Tronzado cara izquierda 

 
Tabla 1.1 Operaciones y operadores boleanos 

 

Por otro lado, la secuencia de operaciones seleccionada es mostrada en la 

tabla 1.2. 

 

   O 
T 

O1 O2 O3 O4 O5 O6 O7 O8

T1 0 0 0 0 0 0 1 0
T2 1 0 0 0 0 0 0 0
T3 0 1 0 0 0 0 0 0
T4 0 0 1 0 0 0 0 0
T5 0 0 0 1 0 0 0 0
T6 0 0 0 0 1 0 0 0
T7 0 0 0 0 0 1 0 0
T8 0 0 0 0 0 0 0 1

 

 
c
1234568

 

Tabla 1.2. Representa ión de la secuencia 
de operaciones  7OFSO

 

El dominio de manufactura (BM) relacionado con la secuencia  es el 

siguiente: 

12345687OFSO
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BMP = { A } 
 

BPP = { I } 
 
BSUB = { BSUB1, BSUB2, BSUB3, BSUB4, BSUB5, BSUB6, BSUB7, BSUB8 } 

 
BPT = { PT } 
 
BMAE = { B1, B2 , B3 , B4, C1 ,C2, T1, T2 } 
 
La ecuación de forma es la siguiente [15]: 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 22143211 22143211

TMCMCMBMBMBMBMTMAPT TCCTTTTT aaaa

 

 

La figura 1.3 muestra la representación geométrica de la ecuación de forma. 
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Figura 1.3 Representación gráfica de la ecuación de forma 
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1.2   Primitivas de manufactura 
 
Las transformaciones geométricas de materias primas en productos terminados 

pueden representarse por medio de “primitivas de manufactura”[3]. 

Formalmente[10]: 

“Una primitiva es una representación computacional que combina información 

geométrica y no geométrica de una parte o un conjunto de partes para un 

propósito específico”. 

 

Si la información no geométrica es de manufactura, entonces la primitiva es de 

“manufactura”. 

 

Es importante señalar que, por el hecho de que la ecuación de forma 

represente información geométrica (componentes) y no geométrica (de 

manufactura) es, por tanto, una representación por “primitivas de manufactura”, 

para este caso de primitivas “reducidas”, por el bajo contenido de información 

asociada. Los elementos (primitivas reducidas) que integran una ecuación de 

forma (sólidos-componentes) se pueden representar por primitivas 

“extendidas”[16]. Dicha extensión está en función del siguiente conjunto de 

parámetros: 

 

ρ  = 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

=

∂∈=

−=

=

+

}{

}{

}{;

}}{}{},{{;

}},{},,,,{},

{inf},',{},{},{{;

},,{;

;

1

MPPT

SUBiPT

E
PTPT

MAAEPPSUBSUB

ijMAEMAEPPMAEMAE

iPPMAEPPMAEMAE

MPiMPiPPPP

MPMP

PP

óPP

óMPP

amanufacturdeoperaciónPPPP

KHWWoperaciónlade

geométricabásicaormaciónepGPPP

npreparaciódeesimaioperaciónPPPP

PP

τυ

}M,,{G MPMPMP l
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La tabla siguiente describe cada una de las variables del conjunto “ ρ ”[1]. 

 
 

Nomenclatura y descripción 
de índices 

Nomenclatura de 
parámetros 

Descripción de 
parámetros 

GPM
Geometría de las materias 
primas 

LPM
Dimensiones principales 
de las materias primas 

PMP

( Índice de materias 
primas ) 

MMP
Material de las materias 
primas 

PPMi i – ésima material prima 
PPMi+1 i – ésima + 1 materia prima PPP

( Índice de las 
operaciones ) Operación I – ésima de 

preparación 

Letrero que identifica la i – 
ésima operación de 
preparación 

PPPi i – ésimo producto terminado 

GMAE
Geometría del material 
agregado o extraído 

P∈∂PP

Punto localizado en la 
frontera del producto  
preparado que caracteriza 
el inicio de la operación 
de manufactura 

I
ie  

Vector unitario definido 
en la dirección del 
movimiento de una 
herramienta 

{ Información básica de la 
operación } 

Dimensiones, diámetros, 
longitudes, etc. 

VMAE

Velocidad de operación 
del sólido agregado o 
extraído 

τMAE

Lugar geométrico de 
operación y trazo de 
perfil de velocidades 
conocido 

WPP

Velocidad lineal o 
angular del producto 
preparado 

WMAE

Velocidad lineal o angular de 
la herramienta que agrega o 
extrae material 

PMAE

( Índice de las 
operaciones ) 

HMAE

Letrero que describe la 
herramienta requerida para la 
operación 

 9



 

kij

Conjunto de parámetros 
secundarios o 
complementarios de la 
operación 

PPPi
Información del producto 
preparado i – ésimo 

PMAEi Información de la operación 
PSUB

( Índice de las 
subpartes ) Operación real de 

manufactura 
Letrero que indica la operación 
y su naturaleza 

ME Modelo de entidades de 
manufactura 

PSUBi
Producto terminado como 
última subparte 

PPT

( Índice del producto 
terminado ) 

PMP
Producto terminado como 
materia prima 

 
Tabla 1.3 Descripción de los parámetros del conjunto “ ρ ” 

 

Las primitivas de manufactura que interesan en este trabajo de tesis, son 

aquellas asociadas con las operaciones de cilindrado y taladrado, 

respectivamente, ya que los ciclos operativos de dichas operaciones, serán 

modeladas y simuladas en los capítulos 4 y 5. 

 

Es importante señalar que, una vez fija la secuencia de operaciones y 

desarrollada la ecuación de forma, las primitivas de manufactura son también 

fijadas, esto es [14]: 

 

“Toda ecuación de forma tiene una y solo una expresión por primitivas si y solo 

si ambas  ecuaciones dependen de la misma secuencia de operaciones.” 

 

Considere que “ ρ ” es un símbolo que denota una primitiva de manufactura 

extendida. Entonces el conjunto de primitivas relacionadas con el dominio de 

manufactura de la ecuación de forma descrita en la sección anterior es: 

 

1) PMP = { PA } 
 

2) PPP = { I } 
 
3) PSUB = { PSUB1, PSUB2, PSUB3, PSUB4, PSUB5, PSUB6, PSUB7, PSUB8 } 

 
4) PPT = { PPT } 
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5) PMAE = { PT1, PB1 , PB2 , PB3, PB4 , PC1, PC2, PT2 } 
 
 
Cabe señalar que las primitivas de la familia PMAE son las que interesan en este 

trabajo de tesis, en especial, las asociadas al taladrado y cilindrado. 

 

Supóngase que cada primitiva tiene un volumen asociado y que la operación 

diferencia  (─) se puede representar por el símbolo  “─”. Entonces la ecuación 

de volúmenes relacionada con la ecuación de forma descrita en la sección 

anterior es la siguiente: 
 

( )( )( )( )( )( )( )( )22143211 T
P

C
P

C
P

B
P

B
P

B
P

B
P

T
P

A
P

PT VVVVVVVVVV −−−−−−−−=  

 

Aquí,  representa el volumen de la primitiva asociada al producto terminado 

PT. 

P
PTV

Por otro lado, de acuerdo con la secuencia de operaciones, el taladrado 

realizado sobre la materia prima es por etapas, esto es: 

 

1) Taladrado de centros (V1). 

2) Taladrado de 1ra aproximación (V2). 

3) Taladrado de 2a aproximación (V3). 

4) Taladrado de finalización (V4). 

 

Luego la secuencia de aplicación de las operaciones es fija, es decir, O1,2,3,4. 

Por tanto, las primitivas de manufactura relacionadas con las operaciones de 

taladrado (PTAL) son: 

 

{ }4321 ,,, BBBBTAL PPPPP =  

 

Las tablas siguientes muestran la información geométrica y de manufactura 

asociada con las primitivas de taladrado. 
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Nomen 

clatura 
Descripción 

Primitiva 

del 

producto 

preparado 

Geometría  Parámetros base

Parámetros 

cinemáticos y 

/o dinámicos 

Herramientas y  

kij
Formas geométricas 

PB1

Primitiva de la 

operación de 

taladrado de 

centros  

PSUB2
Especial 

GB1

(xp, yp, zp) 
'
1e = (-1, 0,0)  

1Bl  

νB1  

τB1 

WSUB2

WH1

Broca de 

centros 

kij = {1} 

 

 

z                      '
1e                     P 

        y                                       '
2e                     

PB2

Primitiva del 

taladrado de 1ra 

aproximación 
PSUB3

Especial 

GB2

(xq, yq, zq) 
''

1e = (-1, 0,0)  

2Bl  

νB2  

τB2 

WSUB3

WH2

 

Broca de 

aproximación 

kij = {1} 

 

                                            q 

z                      ''
1e  

        y                                       ''
2e                    

PB3

Primitiva del 

taladrado de 2da 

aproximación 
PSUB4

Cilindro 

macizo 

GB3

(xr, yr, zr) 
'''

1e = (-1, 0,0)  

3Bl  

νB3  

τB3 

WSUB3

WH2

Broca de 

aproximación 

kij = {1} 

 

                                                
                   '''

1e                      r 

  z 

       y                                      '''
2e    

PB4

Primitiva del  

taladrado de 

finalización  
PSUB5

Cilindro 

macizo 

GB4

(xs, ys, zs) 
IVe1 = (-1, 0,0)  

3Bl  

νB4  

τB4 

WSUB4

WH2

Broca de 

finalización 

 

 
 
                        IVe1

 
                                               s  
  z                                             IVe2  

       y  
                 

 

Tabla 1.4 Información de las primitivas del taladrado.
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La siguiente figura muestra la información de la primitiva PB2 en forma gráfica: 

 
Lq,q’ = τB2

lq,q’ = lB2 

(xq, yq, zq)

 

 
PSUB3

 
GB2 

q WH2 WSUB3
e2’’ 

e1’’ 
q’ 

τB2

 

            

 

 
Figura 1.4 Representación gráfica de la información asociada con la primitiva PB2 

 

Por otro lado, la operación de cilindrado, de acuerdo con la figura 1.3, es 

sucesora de la operación (total) de taladrado. Además, dicha operación esta 

caracterizada por dos suboperaciones, y éstas a su vez, por el siguiente 

conjunto de primitivas de manufactura: 

 

PCIL = {PC1, PC2} 

 

Además, las operaciones son aplicadas de forma ordenada; esto es; O5,6. La 

tabla siguiente describe las primitivas de manufactura asociadas con las 

operaciones de cilindrado: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 13



 
Nomen 

clatura 
Descripción 

Primitiva 

del 

producto 

preparado 

Geometría  Parámetros base

Parámetros 

cinemáticos y /o 

dinámicos 

Herramientas y  

kij
Formas geométricas 

PC1

Primitiva de la 

operación de 

cilindrado 

primario  

PSUB6
Cilindro 

hueco GC1

(xt, yt, zt)   
Ve1 = (-1, 0, 0) 

lC1

νC1  

τC1  

WSUB6 

WH3 

  

Buril de 

cilindrado 

kij = {1} 

 
              

                        Ve1                t 

 z 

       y                                  Ve2      

PC2

Primitiva de la 

operación de 

cilindrado 

secundario  

PSUB7
Cilindro 

hueco GC2

(xv, yv, zv)   
VIe1 = (-1, 0, 0) 

lC2

νC2  

τC2  

WSUB7 

WH3

 

Buril de 

cilindrado 

kij = {1} 

 

                                 VIe1  
                                               v 
                                                 VIe2  

   z                                                 

        y               

                         

 
 

 
Tabla 1.5 Información de las primitivas de cilindrado. 
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La figura siguiente muestra la información geométrica y de manufactura asociada 

con la primitiva PC2: 

 

 
 (xv, yv, zv)

e2
VI

e1
VI

v

WSUB7

WH3
v’’

v’

v’’’

τc2 = Lv,v’,v’’,v’’

lc2 = dv,v’,v’’,v’’
 

PSUB7

H3 

Gc2: especial  

 

 

 

 

 
Figura 1.5 Representación gráfica de la información asociada con la primitiva PC2. 

 

Es importante mencionar que la información cinemática relacionada con las 

primitivas del taladrado, será usada en el capítulo 4 para generar los ciclos de 

trayectoria de las herramientas que realizarán dichas operaciones.  
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CAPÍTULO 2 
 
Diseño de los ciclos de operación de las operaciones de 
taladrado usando primitivas de manufactura 
 

 

 

 

Introducción. En este capítulo se usará la información cinemática asociada con 

las primitivas de taladrado descritas en el capítulo 1, para generar los ciclos de 

operación y perfiles teóricos de las herramientas de trabajo. La información 

obtenida será utilizada en el capítulo 4 para construir y simular los modelos de 

trayectoria de las operaciones de manufactura descritos anteriormente. 

 

2.1   El ciclo de operación de la herramienta para taladrado múltiple 

 

En esta sección se usará la información cinemática de las primitivas PB2, PB3 y PB4 

para diseñar el ciclo de operación de la broca con la cual se realizará el taladrado 

múltiple. Un ciclo de operación se compone de un conjunto de lugares 

geométricos y un sistema de perfiles de trayectoria [1,4]. 

 

Los lugares geométricos son las rutas de operación sobre las cuales se desplaza 

una herramienta. Para poder diseñar dichas rutas, es necesario fijar el 

componente por manufacturar en alguna máquina y, posteriormente, generar la 

información real de proceso en base a primitivas. Es decir, las primitivas son 

referenciales y para poder contar con información de proceso, es necesario 

generarla sobre la base de la información de los planos de fabricación, de cálculos 

y/o interpretación de tablas de operación. 
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Sin embargo, la información referencial de las primitivas se usa para diversos 

propósitos, en esta tesis dicha información se utilizará para diseñar los ciclos de 

operación de las operaciones estudiadas. 

 

Considere que la subparte BSUB3 es montada en un torno como se muestra en la 

figura 2.1. 

 

CHUCK Broca (H2)

o

BSUB3

a
bcd

e

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 2.1  Pieza BSUB3 montada en el torno Boxford 250 

 

En el punto “o” se localiza una broca y el punto “b” representará un punto de 

contacto entre la herramienta y el componente BSUB3. Las coordenadas de dichos 

puntos, una vez fijado el componente, son conocidas. 

 

De acuerdo con la tabla 1.4 del capítulo 1, el punto de contacto “b” es equivalente 

al punto “q”, en tanto los puntos “c” y “d” son equivalentes a los puntos “r” y “s”. 

 

La crónica de operaciones es la siguiente: 

“La broca H2, parte del punto “a” localizado fuera de la pieza y, 

posteriormente, se desplaza al punto “b”. Del punto “b” al punto “c” se 
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realiza el taladrado de primera aproximación. La herramienta H2 se 

desplaza del punto “c” al punto “b” con el objetivo de retirar los 

excedentes del taladrado. Posteriormente, H2 se desplaza de “b” a “c” y 

luego de “c” a “d”. 

 

En este último desplazamiento, H2 realiza la operación de taladrado 2ª 

aproximación. Una vez ejecutada dicha operación, H2 se desplaza del punto “d” al 

punto “b”. En seguida H2 se mueve del punto “b” al punto “d” y del punto “d” al 

punto “e”. En este último desplazamiento, H2 ejecuta la operación de taladrado de 

finalización. Finalmente, H2 se desplaza del punto “e” al punto “a” y termina la 

operación general de taladrado [15,16]. 

 

Es importante señalar que no se incluyeron los desplazamientos  de H2 sobre los 

puntos “o” y “a”. La figura siguiente muestra en forma esquemática  las conexiones 

de los puntos de interés sobre los cuales se desplaza la herramienta H2. 

 

 

 
  H2e

ac d b
 

 

 
 

Figura 2.2  Esquema de desplazamiento de H2

 

De acuerdo con la figura 2.2, el punto inicial es “a” y el final es “e”, por tanto, el 

ciclo de operación se define en términos de los puntos “a”−“e”−“a”. Sin embargo, la 

herramienta no se desplaza de “a” a “e” en forma continua; es decir, se regresa al 

punto “b” dos veces pasando por los puntos “c” y “d”. Sea “L” el conjunto que 
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caracteriza los lugares geométricos. Dicho conjunto caracteriza segmentos tales 

que: 

 

1) Existe un punto inicial del segmento. 

2) Existe un punto final del segmento. 

3) Existe una curva entre dichos puntos. 

 

Nótese que el término “curva” describe diferentes formas de representación de 

lugares geométricos tales como rectas, circunferencias, elipses entre otros. 

 

Por otro lado, un segmento se dice direccionado si sobre él se define un vector de 

origen en el punto inicial y término en el punto final del segmento. Dicho vector se 

puede representar en términos de un vector unitario (el cual caracteriza la 

dirección) y su magnitud. La figura siguiente muestra el lugar geométrico definido 

del punto “a” al punto “b”, el segmento y su dirección. 

 

abL , 

  
)(, tR ab  b a 

/
,2 ae

/
,1 ae 

 

 
lb,a

 
/

b,a b,a 1,aR l e= • 

 
Figura 2.3  Segmento Lb,a  direccionado 

 

Es importante mencionar que las direcciones de los segmentos se deducen de la 

crónica de operaciones. Por otro lado, de acuerdo con la figura 2.2, el ciclo 

completo (Lc) de la operación de taladrado contiene los siguiente lugares 

geométricos: 
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 1)  Lb,a  2)  Lc,b  3)  Lb,c  4)  L´c,b 5)  Ld,c

 6)  Lb,d  7)  Ld,b  8)  Le,d  9)  La,e

 

Note además que: 

 

 Lc = Lb,a ∪ Lc,b ∪ Lb,c ∪ L´c,b ∪ Ld,c ∪ Ld,b ∪ Le,d ∪ La,e

 

Los lugares geométricos se caracterizan por segmentos rectilíneos sobre los 

cuales se desplaza la herramienta H2. La tabla siguiente describe la información 

geométrica del ciclo de operación del taladrado, así como su relación con la 

información de las primitivas PB2, PB3 y PB4. 

 

Parámetros de primitivas Lugar 
geométrico 

Tipo de 
segmento 

Vector de 
caracterización

Longitud 
del 

vector 
Dirección

PB2 PB3 PB4

− − − 

− − − 

− − − 
Lb,a Rectilíneo Rb,a lb,a a1e′  

− − − 

lB2 = 
lc,b

− − 

τB2 = 
Lc,b

− − 

1e ′′  
= b1e′ − − 

Lc,b Rectilíneo Rc,b lc,b b1e′  

q = b − − 

− − − 

− − − 

− − − 
Lb,c Rectilíneo Rb,c lb,c c1e′  

− − − 

− − − Lc,b´ Rectilíneo Rc,b´ Lc,b´ ′′b1e  
− − − 
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− − −      

− − − 

− lB3 = ld,c − 

− τB3 = 
Ld,c

− 

− 1e ′′′ = ′′c1e  − 
Ld,c Rectilíneo Rdc ld,c

′′c1e  

− r = c − 

− − − 

− − − 

− − − 
Lb,d Rectilíneo Rb,d lb,d d1e′  

− − − 

− − − 

− − − 

− − − 
Ld,b Rectilíneo Rd,b ld,b

″′b1e  

− − − 

− − lB4 = le,d

− − τB4 = Le,d

− − IV
1e = ″′d1e

Le,d Rectilíneo Re,d le,d
′′d1e  

− − s = d 

− − − 

− − − 

− − − 
La,e Rectikíneo Ra,e la,e e1e′  

− − − 
 

Tabla 2.1  Descripción de los elementos que componen el ciclo de taladrado. 
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La figura siguiente muestra el ciclo de operación de la trayectoria de taladrado. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

H2

e1a

e1b

e1c

e1d

e1b’

e1e

e1c’

e1b’’

a

b

c

d

e1d’

e1e3 

e2

b

c

d

a

b’

b’’ c’

d’
e 

e 

 

Figura 2.4  ciclo de trayectoria direccionado 

 

 

2.1  Diseño del perfil teórico de velocidades de las operaciones de taladrado 

 
Una vez determinados los lugares geométricos o rutas de operación de la 

herramienta H2, el paso siguiente es construir el perfil teórico de velocidades y con 

esto, completar formalmente el ciclo de operación; esto es, asociar los tiempos de 

proceso. 

 

Un perfil de velocidades es una gráfica de las velocidades de operación de la 

herramienta en términos del tiempo [1,4]. Las velocidades de corte de las 
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operaciones de taladrado se pueden calcular o interpretar de tablas o en su caso, 

usar un software para conocer los valores de dichas operaciones. 

 

En general, las velocidades de las operaciones principales son constantes a lo 

largo del lugar geométrico donde la herramienta perfora el componente. Sea  el 

parámetro asociado con las velocidades de corte y, de acuerdo con la crónica de 

operaciones, H

•
ΓT

2 perfora la pieza sobre los lugares geométricos Lc,d, Ld,c y Le,d 

respectivamente. 

 

Las velocidades de corte se observan en la figura 2.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tr
•

t

Gv

)(tv

eddc

Γ7 Γ6 Γ5 Γ4 Γ3 Γ2 Γ1 

0

cb

 

 

 
Figura 2.5  Perfil de velocidades constantes para las operaciones de taladrado 

 

Note en la figura anterior que Γ1, Γ2, ... Γ7 son intervalos de tiempo. Para diseñar el 

perfil completo, es necesario interpretar de la crónica de operaciones los puntos 

sobre los cuales la herramienta se define; es decir, cuando su velocidad es “cero” 

y, posteriormente, conectar dichos puntos con los asociados a las velocidades 

constantes. Cabe mencionar que  al hablar de puntos en esta sección, se refiere a 

los relacionados con la gráfica y no con los puntos de los lugares geométricos. 
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De acuerdo con la crónica de operaciones los puntos donde la herramienta se 

detiene son: 

 

 1)   “a”   : inicio del ciclo. 

 2)   “b”   : término del primer taladrado. 

 3)   “c”   : término del primer regreso. 

 4)   “d”   : término del segundo taladrado. 

 5)   “b´”  : término del segundo regreso. 

 6)   “e”   : término de la tercera operación de taladrado. 

 7)   “a”   : finalización del ciclo. 

 

La figura siguiente muestra los puntos descritos anteriormente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

t

v(t)

e d

bc’ ad’

dc

b

c

0 

•

Tr
b

a

 

Figura 2.6  Conexión de puntos de velocidad cero con velocidades constantes 

 

Las conexiones mostradas en la figura 2.6 no son únicas. Por ejemplo, en la figura 

2.7 se muestra otro tipo de conexión. 

 

 

 

 

 24



 

 

 

 

 

 

 
 

 

Figura 2.7  Otra propuesta de conexión del perfil de velocidades 

e 

d’bc’

v3 

v1 
v2 

aba

•

Tr
b c c d d

v(t)

0 
t

 

Note en la figura anterior que las velocidades V1, V2, V3 ∈ ℜ  son operacionales y 

siempre conocidas (o calculadas). Por tanto, se pueden asociar un número finito 

de conexiones. Por otro lado, las conexiones c − c’ y d − d’ mostradas en la figura 

2.6 caracterizan el paro casi “instantáneo” de la herramienta al finalizar la primera 

y segunda operación de taladrado, puesto que en esos puntos la herramienta 

cambia de dirección. Cabe señalar que no existen conexiones entre los puntos c’−

b y d’−b; es decir, falta agregar las gráficas de velocidades sobre el primero y 

segundo regreso al punto “b”. La figura siguiente muestra la configuración final del 

perfil de velocidades asociado con las operaciones de taladrado: 
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Figura 2.8  Perfil teórico de velocidades de la operación completa de taladrado 

 25



Cabe señalar que los puntos c’, c’’, d’ y d’’ se deben asociar al lugar geométrico 

(de hecho ya están integradas) de la operación de taladrado. 

 

Por otro lado, en las primitivas de manufactura PB2, PB3 y PB4 se representan las 

velocidades de operación para cada taladrado [16]. En este caso, 

 

1) VB2  =  
•
ΓT

2) VB3  =   
•
ΓT

3) VB4  =   
•
ΓT

 

La información de la primitiva PB2 real es: 

 

 PB2 = {{PSUB3}, {GB2}, {b, b1e′ , lb,c, ∅B2},  

{ , L
•
ΓT c,b, rotación, translación}, {broca, {k}}} 
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CAPÍTULO 3 
 

Modelo de trayectoria 

 
 
 
 
Introducción. En este capítulo se presenta los pasos de la metodología 

desarrollada en [1,21] y un ejemplo con el objetivo de mostrar la aplicación 

sistemática de dicha metodología. Tales pasos, serán usados en el capítulo 4 para 

analizar, modelar y programar la trayectoria de la operación de taladrado por 

etapas. 

 

3.1   Metodología  para sistematizar trayectorias continuas del tipo rectilíneas 
 
En esta sección se presenta una metodología para modelar trayectorias continuas 

del tipo rectilíneo. Dicha metodología fue desarrollada [1,21] 

 
1) Definir el lugar geométrico en el espacio – tiempo por donde de desplazará 

la herramienta de corte o dispositivo, así como la(s) dirección(es) del 

movimiento y un sistema inercial fijo cartesiano. 

2) Definir vectores de posición en el espacio – tiempo tales que: 

2.1)  Localizar  desde  el  sistema  inercial  fijo  los  puntos  extremos    

de  cada segmento asociado con el lugar geométrico.  

2.2)  Asociar  un  vector de posición sobre cada segmento que 

compone el lugar  geométrico  con  dirección  del  movimiento 

(una por cada dirección). 
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3) Determinar las ecuaciones de posición en el espacio – tiempo que permitan 

encontrar las coordenadas de la herramienta en los puntos extremos de 

cada segmento rectilíneo  relativos al sistema inercial fijo. 

4) Proyectar el lugar geométrico y los vectores de posición definidos en el 

espacio – tiempo sobre los planos correspondientes y en el tiempo t∈J. 

5) Construir las ecuaciones de posicionamiento del paso 3) en los planos 

respectivos del espacio – tiempo. 

6) Asociar una base inercial fija sobre el sistema cartesiano y un sistema de 

bases móviles (uno por cada dirección) sobre cada segmento inercial del 

lugar geométrico. La dirección de una de las componentes de la base móvil 

debe ser la misma que la dirección del vector asociado con el segmento. 

Dichas bases deben definirse en el espacio – tiempo y, posteriormente, 

proyectarlas sobre los planos correspondientes. Expresar los vectores de 

posición definidos sobre los segmentos del lugar geométrico proyectado en 

términos de sus longitudes y en la dirección del movimiento representado 

por el vector unitario de la base móvil asociado. 

7) Expresar las ecuaciones de posición del paso 5) en términos del paso 6). 

8) Derivar con respecto al tiempo t∈J las ecuaciones de posición del paso 3) 

y, posteriormente, proyectarlas sobre los planos correspondientes. Dichas 

ecuaciones permitirán determinar las velocidades de la herramienta en 

cualquier punto del lugar geométrico tanto en el espacio – tiempo como en 

el proyectado. 

9) Expresar las ecuaciones de velocidad proyectadas en términos del paso 6); 

es decir, en términos de la magnitud de la velocidad y en la dirección del 

movimiento. 
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10)  Derivar con respecto al tiempo t∈J las ecuaciones de velocidad del punto 

8) y, posteriormente, proyectarlas sobre los planos correspondientes. 

Dichas ecuaciones permitirán determinar las aceleraciones de la 

herramienta o dispositivo en cualquier punto del lugar geométrico tanto en 

el espacio – tiempo como en las proyecciones. 

11)  Expresar las ecuaciones de aceleración proyectadas en términos del paso 

6); es decir, en términos de la magnitud de aceleración y en la dirección del 

movimiento. 

12)  Las expresiones de los pasos 6), 9) y 11) representan las ecuaciones de 

movimiento de la herramienta que se desplaza por el lugar geométrico en el 

espacio – tiempo y en los planos correspondientes. 

13)  Diseñar un perfil de velocidades; es decir, una gráfica que represente la 

variación de la magnitud de velocidad en el tiempo t∈J. La gráfica debe 

estar caracterizada de la siguiente manera: 

13.1)  En el dominio J deben asociarse intervalos de tiempo. 

 

13.2)  La gráfica debe integrar segmentos rectilíneos. 

 

13.3)  Los segmentos de la gráfica deben estar conectados. 

 

13.4)  Cada  segmento   debe  tener   asociado  un  intervalo  de  

tiempo o,  en  su caso,    asociar    un    intervalo    a   cada    

subsegmento  del  segmento  considerado. 

 

13.5)  En  la   gráfica  deben  asociarse   parámetros  de velocidad   

conocidas   como:   velocidad  de  corte  y/o  velocidad 

máxima. 
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14)  Encontrar la función temporal de velocidades asociada con el perfil de 

velocidades previamente diseñado siguiendo el siguiente procedimiento: 

14.1)  Encontrar   una    función   temporal    de   velocidades   por   

cada segmento del  perfil y en cada intervalo asociado. 

 

14.2)  Para  encontrar  las  funciones  del  paso 14.1) se debe 

evaluar en las  condiciones  extremas  de  cada  segmento  o 

subsegmento y en el intervalo considerado (los tiempos 

extremos). 

 

14.3)  Sumar  las  funciones temporales de velocidad encontradas en 

los pasos 14.1) y 14.2). La función resultante es la función 

general de velocidades. 

15)  Generar la función temporal de aceleraciones y su perfil con el siguiente 

procedimiento: 

15.1)  Derivar  con  respecto  al  tiempo  t∈J  cada  una  de las 

funciones temporales de velocidad encontradas en los puntos 

14.1) y 14.2). 

 

15.2)  Sumar  las  derivadas  de   las  funciones  temporales.  La  

función obtenida es la función general de aceleraciones. 

 

15.3)  Generar   la  gráfica  del  perfil  de  aceleraciones  con  la  

función general del paso 15.2). 

 

15.4)  Es  importante    recordar    que    las    funciones   de    

velocidad  encontradas en los pasos 14.1) y 14.2)  deben ser 
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cuando menos una vez continuamente diferenciables en el 

tiempo t∈J. 

 

16)  Generar la función temporal de desplazamientos y su perfil con el siguiente 

procedimiento: 

16.1)  Integrar  con  respecto  al  tiempo t∈J  cada  una  de las 

funciones temporales de velocidad encontradas en los pasos 

14.1) y 14.2). 

 

16.2)  Sumar  las  funciones  encontradas en el paso anterior. La 

función obtenida es la función general de desplazamientos. 

 

16.3)  Generar la gráfica del perfil de desplazamientos con la función 

del paso 16.2). 

 

16.4)  Es  importante  recordar  que  las  funciones  de  los pasos 

14.1) y 14.2) deben ser integrables con el tiempo. 

17)   Los términos temporales de desplazamiento, velocidad y aceleración son 

equivalentes a las magnitudes de posición, velocidad y aceleración 

asociados con las ecuaciones de movimiento proyectadas sobre los planos 

correspondientes. 

18)   Definir una función polinómica continua y diferenciable en el tiempo y, 

posteriormente, encontrar su primera y segunda derivada con respecto al 

tiempo. El grado del polinomio puede ser de 5 a 8 u otro. 

19)  Si es un polinomio de grado 5,  seleccione un segmento o subsegmento 

con su respectivo intervalo de los gráficas de los perfiles teóricos de 
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velocidades. Evaluar los polinomios del paso 18) en cada intervalo o en su 

caso en un intervalo general. 

20)   Encontrar los coeficientes de los polinomios usando el siguiente sistema: α 

= Ab; α1×6; A6×6; b1×6. Aquí, α es el vector de coeficientes, A una matriz de 

tiempos y b un vector que contiene parámetros cinemáticos. Dichos 

parámetros se obtienen de los perfiles teóricos o, en su caso, al evaluar las 

funciones temporales de desplazamiento, velocidad y aceleración en los 

intervalos de tiempo considerados. 

21)   Una vez obtenidos los coeficientes de los polinomios se deben asociar los 

polinomios del paso 18). 

22)  Trazar los gráficos de los polinomios del paso 21). Dichos gráficos 

representan los perfiles teóricos de trayectoria suavizados. 

23)  Si se usa un polinomio de grado 8, se deben evaluar tanto dicho polinomio 

como sus derivadas primera y segunda sobre los intervalos de tiempo 

correspondientes. Para esta suavización se requieren condiciones extremas 

del segmento o subsegmento considerado y una condición intermedia. 

24)  El sistema a solucionar para el paso 23) es: 

α1×9 = A9×9 b1×9

25)  Realizar los pasos 21) y 22) para la suavización con polinomio de grado 8. 

26)  Relacionar las funciones polinómicas con las magnitudes de 

desplazamiento, velocidad y aceleración de la herramienta. 
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27)   Normalizar los vectores unitarios proyectados del paso 6) y, 

posteriormente, reproyectarlos al espacio – tiempo. 

28)  Trasformar las ecuaciones de posición, velocidad y aceleración de los 

pasos 7), 9), 11) de los planos al espacio – tiempo. 

29)  Utilizar las funciones polinómicas de paso 21) o del paso 25) y la 

normalización de los vectores unitarios del paso 27), para acoplar las 

ecuaciones de movimiento con los perfiles trayectoria suavizados en el 

espacio – tiempo. 

  Las ecuaciones del paso 29) caracterizan las trayectorias de operación. 

 

3.2  Aplicación de la metodología en un caso de estudio simple 
 

En esta sección se usarán los pasos del 1) al 12) para determinar las ecuaciones 

de movimiento asociadas con el punto pot∈E2. No se explicitará el uso sistemático 

de la metodología, pues el modelo de trayectoria aquí propuesto, fue desarrollado 

por (Jiménez, L., 2002).  

 
3.2.1 Ecuaciones de movimiento 
 
Paso 1)   Definir el lugar geométrico de la trayectoria. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 33



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a 

Z 

la,b

o 

Y 

X 

t 

b 

Lugar geométrico de la trayectoria 

 
Nótese en la figura anterior que el robot cartesiano motivo de estudio realizará la 

trayectoria a – b mostrada en la figura anterior. 

 
Paso 2)   Definir vectores de posición. 
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Paso 3)   Definir la ecuación de posición. 

 

La ecuación de posición del punto “b” relativa al origen “o” es la siguiente: 

 

)t(R o,b = )t(R 0o,a + )t(R a,b     

            

Paso 4 )  Proyectar el lugar geométrico y los vectores de posición definidos 

en el espacio – tiempo sobre los planos correspondientes y en el tiempo t∈J. 
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)t(R oo,a
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Lugar geométrico y vectores de posición proyectados 

en el plano (X, Y) 

Paso 5)  Construir las ecuaciones de posicionamiento del paso 3) en los 

planos respectivos del espacio – tiempo. 

  )t(r o,b = )t(r oo,a + )t(r a,b  
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Paso 6)  Asociar una base inercial fija sobre el sistema cartesiano y un 

sistema de bases móviles (uno por cada dirección) sobre cada segmento 

inercial del lugar geométrico y representar los vectores de posición 

definidos sobre las rectas. 
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Base inercial y base móvil 

                             

                                                              /
1a,ba,b e)t(l)t(r •=   

 

Paso 7)  Expresar las ecuaciones de posición del paso 5) en términos del 

paso 6). 

 
/
1a,bo,ao,b e)t(l)t(r)t(r •+=  

Paso 8)  Derivar con respecto al tiempo t∈J las ecuaciones de posición del 

paso 3) y, posteriormente, proyectarlas sobre los planos correspondientes. 

Dichas ecuaciones permitirán determinar las velocidades de la herramienta 
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en cualquier punto del lugar geométrico tanto en el espacio – tiempo como 

en el proyectado. 
 

)t(R)t(R a,bo,b

••

=  

 

                         π )t(r)t(R o,bo,b

••

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛    

 

  π )t(r)t(R a,ba,b

••

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

Paso 9)  Expresar las ecuaciones de velocidad proyectadas en términos del 

paso 6); es decir, en términos de la magnitud de la velocidad y en la 

dirección del movimiento. 

 

/
1a,bo,b e)t(l)t(r •=

••

 

 

Paso 10) Derivar con respecto al tiempo t∈J las ecuaciones de velocidad del 

punto 8) y, posteriormente, proyectarlas sobre los planos correspondientes. 

Dichas ecuaciones permitirán determinar las aceleraciones de la herramienta 

o dispositivo en cualquier punto del lugar geométrico tanto en el espacio – 

tiempo como en las proyecciones. 

 

)t(R)t(R a,bo,b

••••

=  

π )t(r)t(R o,bo,b

••••

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛      
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π )t(r)t(R a,ba,b

••••

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 

paso11)  Expresar las ecuaciones de aceleración proyectadas en términos 

del paso 6); es decir, en términos de la magnitud de aceleración y en la 

dirección del movimiento. 

/
1a,bo,b e)t(l)t(r •=

••••  

Paso 12)  Las expresiones de los pasos 6), 9) y 11) representan las 

ecuaciones de movimiento de la herramienta que se desplaza por el lugar 

geométrico en el espacio – tiempo y en los planos correspondientes. 

                                                          /
1a,ba,b e)t(l)t(r •=  

/
1a,bo,b e)t(l)t(r •=

••  

/
1a,bo,b e)t(l)t(r •=

••••  

 
3.2.2  Perfiles de trayectoria 

En esta sección se utilizarán los pasos del 13) al 17) para construir las ecuaciones 

de los perfiles de trayectoria. 

Paso 13)  Diseñar un perfil de velocidades; es decir, una gráfica que 

represente la variación de la magnitud de velocidad en el tiempo t∈J. 
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       Perfil de velocidades teórico 

 

Paso 14)  Encontrar la función temporal de velocidades asociada con el perfil 

de velocidades previamente diseñado. 
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Paso 15) Generar la función temporal de aceleraciones y su perfil. 
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Gráfica del perfil de aceleraciones. 

Paso 16) Generar la función temporal de desplazamientos y su perfi.l  
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Gráfica del perfil de desplazamientos 
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Paso 17)  Los términos temporales de desplazamiento, velocidad y 

aceleración son equivalentes a las magnitudes de posición, velocidad y 

aceleración asociadas con las ecuaciones de movimiento proyectadas sobre 

los planos correspondientes. 
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3.2.3  Suavización de perfiles de trayectoria 
 

Paso 18) Definir una función polinómica continua y diferenciable en el 

tiempo y, posteriormente, encontrar su primera y segunda derivada con 

respecto al tiempo. El grado del polinomio puede ser de 5 a 8 u otro. 

  p(t) = αo+ α1 (t) + α2 (t)2 + α3 (t)3 + α4 (t)4 + α5 (t)5

   (t) = α
•

p 1 + 2α2 (t) + 3α3 (t)2 + 4α4 (t)3 + 5α5 (t)4             

  (t) = 2α
••

p 2  + 6α3 (t) + 12α4 (t)2 + 20α5 (t)3
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Aquí, se seleccionó un polinomio de grado 5. 

Paso  19)  Si es un polinomio de grado 5 seleccione un segmento o 

subsegmento con su respectivo intervalo de los gráficas de los perfiles 

teóricos de velocidades. Evaluar los polinomios del paso 18) en cada 

intervalo o en su caso en un intervalo general. 

1) p(So) = αo + α1 (So) + α2 (So)2 + α3 (So)3 + α4 (So)4 + α5 (So)5 = 0 

 2)   p(S2) = αo + α1 (S2) + α2 (S2)2 + α3 (S2)3 + α4 (S2)4 + α5 (S2)5 = d2 

 3)  (S
•

p o) = α1 + 2α2 (So) + 3α3 (So)2 + 4α4 (So)3 + 5α5 (So)4 = 0 

 4)  (S
•

p 2) = α1 + 2α2 (S2) + 3α3 (S2)2 + 4α4 (S2)3 + 5α5 (S2)4 = 0 

5)  (S
••

p o) = 2α2 + 6α3 (So) + 12α4 (So)2 + 20α5 (So)3 = 0 

 6)  (S••

p 2) = 2α2 + 6α3 (S2) + 12α4 (S2)2 + 20α5 (S2)3 = 0 

Paso 20)  Encontrar los coeficientes de los polinomios usando el siguiente 

sistema: α = Ab; α1×6; A6×6; b1×6. Aquí, α es el vector de coeficientes, A una 

matriz de tiempos y b un vector que contiene parámetros cinemáticos. 

Dichos parámetros se obtienen de los perfiles teóricos o, en su caso, al 

evaluar las funciones temporales de desplazamiento, velocidad y aceleración 

en los intervalos de tiempo considerados. 
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Paso21)  Una vez obtenidos los coeficientes de los polinomios, se deben 

asociar los polinomios del paso 18). 

αo  =  ko  =  0; α1  =  k1  =  0; α2  =  k2  =  0 

α3  =  k3 ;  α4  =  k4 ;  α5  =  k5

 

  1)  p(t) = k3 (t)3 + k4 (t)4 +k5 (t)5                                                          

  2) (t) = 3k
•

p 3 (t)2 + 4k4 (t)3 +5k5 (t)4                          

  3)  (t) = 6k
••

p 3 (t) + 12k4 (t)2 +20k5 (t)3

 

Paso22)  Trazar los gráficos de los polinomios del paso 21). Dichos gráficos 

representan los perfiles teóricos de trayectoria suavizados. 
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Gráficas de los perfiles de trayectoria suavizados 

 

Pasos 23) al 26) no aplican. 

3.2.4 Ecuaciones de trayectoria finales 
 

Paso 26)  Relacionar las funciones polinómicas con las magnitudes de 

desplazamiento, velocidad y aceleración de la herramienta. 
 

  1)  lb,a(t)  ≡  p(t)   ;  en J1 ∪ J2                                                             

  2)  (t)  ≡  (t)   ;  en J
•

a,bl
•

p 1 ∪ J2                          

  3)  (t)  ≡  (t)   ;  en J
••

a,bl
••

p 1 ∪ J2

Paso 27)  Normalizar los vectores proyectados del paso 6) y, posteriormente, 

reproyectarlos al espacio – tiempo. 

 44



    /
1e  =  = 
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⎪
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⎧
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e
e

⎥
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⎤
⎢
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⎡
−
−

ab

ab

YY
XX

d
1      

                        d = [ (Xb – Xa)2 + (Yb – Ya)2 ] ½   

                π-1 ( /
1e ) = /

ik . 

 

  
⎥
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⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡
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−

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

ab

ab

ab

´
/
Z

/
Y

/
X

/
i

ZZ
YY
XX

d
1

k
k
k

k                  

 

    d/ = [ (Xb – Xa)2 + (Yb – Ya)2  + (Zb – Za) ] ½. 

Paso 28) Trasformar las ecuaciones de posición, velocidad y aceleración de 

los pasos 7), 9), 11) de los planos al espacio – tiempo. 

i)   )t(R a,b  = π-1 ( )t(r a,b ) = π-1 ( •a,bl /
1e ) = •a,bl /

1k                                                          

ii)  )t(R a,b

•

 = π-1 ( )t(r a,b

•

) = π-1 ( •
•

a,bl
/
1e ) = •

•

a,bl /
1k               

iii)  )t(R a,b

••

 = π-1 ( )t(r a,b

••

) = π-1 ( •
••

a,bl /
1e ) = •

••

a,bl
/
1k  

Paso 29) Utilizar las funciones polinómicas de paso 21) o del paso 25) y la 

normalización de los vectores unitarios del paso 27), para acoplar las 

ecuaciones de movimiento con los perfiles trayectoria suavizados en el 

espacio – tiempo. 
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1)  Ecuación de desplazamiento 

 

  )t(R o,b  = )t(R oo,a  + p(t) • 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

ab

ab

ab

/
1 ZZ

YY
XX

d
1                

 

 2)  Ecuación de velocidad 

 

  )t(R o,b

•

 =  • )t(p
•

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

ab

ab

ab

/
1 ZZ

YY
XX

d
1                           

 

 3)  Ecuación de aceleración 

 

  )t(R o,b

••

 =  • )t(p
••

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

ab

ab

ab

/
1 ZZ

YY
XX

d
1                           
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CAPÍTULO 4  
 

Análisis, modelación y simulación del proceso de  
taladrado 

 
 
 
 
Introducción.  En esta sección se utilizará los pasos de la metodología descrita 

en el capítulo 3 de este trabajo de tesis, para analizar modelar y simular los ciclos 

de trayectoria relacionados con la operación de taladrado múltiple. Los modelos 

obtenidos serán programados en la plataforma de cálculo formal Mathematica V4 

[22]. 

 

4.1  Ecuaciones de movimiento 
 
En esta sección se construyen las ecuaciones de posición, velocidad y aceleración 

relacionadas con la trayectoria de operación del taladrado múltiple. Para ello, se 

definirá el conjunto de lugares geométricos asociados con cada operación, sobre 

el espacio-tiempo y sobre dicho espacio y sus proyecciones, se generarán las 

ecuaciones de movimiento. El análisis realizado en esta sección no integra los 

perfiles de trayectoria. Considere los siguientes pasos [1,4,21]: 

 

1) Definición de los lugares geométricos de la trayectoria. 

 

La figura 4.1 muestra el sistema de lugares geométricos relacionados con el ciclo 

de operación definidos en el espacio-tiempo. 
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Figura 4.1 Lugares geométricos del ciclo de trayectoria de la operación de taladrado 

 

De acuerdo con la figura anterior, la herramienta H1 se desplaza sobre el ciclo: 

La,b,c,b’,d,b’’,e,a. Aquí, b’, b’’ representan al punto “b” en tiempos diferentes. 

 

2), 3) Definición de vectores de posición y ecuaciones de posición. 

 

De acuerdo con el paso 2) de la metodología desarrollada en el capítulo 3, es 

necesario definir vectores de posición sobre los lugares geométricos de la 

trayectoria y vectores de posición de origen en el punto “0”. Dichos vectores se 

muestran en la figura siguiente: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Figura 4.2. Vectores de posición sobre los lugares geométricos 
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Note en la figura anterior que, sólo se han definido vectores de posición sobre dos 

pedazos de la trayectoria, esto fue hecho así, para no complicar el dibujo. Por otro 

lado, las coordenadas  de los puntos “b” y “c” medidos desde “0” en el tiempo t∈J 

se encuentran por medio de las expresiones siguientes: 

 

1) )(0, tRb = )( 00, tRa + )(, tR ab                                                                             (4.1) 

2) )(0, tRc = )(0, tRb + )(, tR bc      

 

Asimismo, las posiciones de los puntos de interés restantes, se encuentran de la 

manera siguiente: 

 

3) )(0,/ tRb = )(0, tRc + )(,/ tR cb                                                                             

4) )(0, tRd = )(0,/ tRb + )(/,
tR

bd
     

5) )(
0,// tR

b
= )(0, tRd + )(

,// tR
db

                                                                        

6) )(0, tRe = )(
0,// tR

b
+ )(//, tR be     

7) )(0, tRa = )( 00, tRe + )(, tR ea                        

 

4), 5) Proyección de los lugares geométricos sobre los planos de interés y 

ecuaciones de posición. 

 

La figura siguiente muestra las proyecciones de los lugares geométricos de la 

trayectoria sobre el plano (x,y) en términos de t∈J1 
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)(, tr oc
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Figura 4.3 Proyecciones de los lugares geométricos y vectores de posición proyectados. Figura 4.3 Proyecciones de los lugares geométricos y vectores de posición proyectados. 

  

De acuerdo con la figura anterior, los vectores de posición proyectados se 

representan al utilizar la función ¶ : ℜ4 → ℜ3 de la manera siguiente: 

De acuerdo con la figura anterior, los vectores de posición proyectados se 

representan al utilizar la función ¶ : ℜ4 → ℜ3 de la manera siguiente: 

  

)(0, trb = )( 00, tra + )(, tr ab                                                                                 (4.2) 1) 1) 

2) )(0, trc = )(0, trb + )(, tr bc      

3) )(0,/ trb = )(0, trc + )(
,/ tr
cb

                                                                            

4) )(0, trd = )(0,/ trb + )(/, tr bd      

5) )(0,// trb = )(0, trd + )(,// tr db                                                                         

6) )(0, tre = )(0,// trb + )(//, tr be     

7) )(0, tra = )( 00, tre + )(, tr ea                      

 

6), 7)   Sistema de bases móviles sobre los lugares geométricos. 

 

La figura siguiente muestra los sistemas locales definidos sobre los lugares 

geométricos en el espacio-tiempo y proyectados, respectivamente: 
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Figura 4.4 Sistema de bases 

 

Observe en la figura anterior que las bases ik (i=1,2,3) están definidas en el 

espacio-tiempo y las bases je  (j=1,2) son las proyecciones de ik . 

 

Por otro lado, los vectores de posición definidos sobre los lugares geométricos se 

escriben en términos del sistema ik ∈ ℜ3 de la manera siguiente: 

 

1) )(, tR ab  = • )(, tl ab
/

1k                         (4.3) 

2) )(, tR bc = • )(, tl bc
//

1k               

3) )(
,/ tR
cb

= • )(,/ tl cb
///

1k  

4) )(/,
tR

bd
= • )(/, tl bd

IV
1k  

5) )(,// tR db = • )(,// tl db
V

1k  

6) )(//, tR be = • )(//, tl be
VI

1k  

7) )(, tR ea = • )(, tl ea
VII

1k  
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Aquí, , , , , , , ∈ ℜ son las longitudes de 

los vectores de posición, por tanto, las expresiones (4.1) se escriben en términos 

de las ecuaciones (4.3) de la manera siguiente: 

)(, tl ab )(, tl bc )(,/ tl cb )(/, tl bd )(,// tl db )(//, tl be )(, tl ea

 

1) )(0, tRb  = )( 00, tRa  + •)(, tl ab
/

1k                     (4.4) 

2) )(0, tRc  = )(0, tRb  + •)(, tl bc
//

1k               

3) )(0,/ tRb  = )(0, tRc  + •)(,/ tl cb
///

1k               

4) )(0, tRd  = )(0,/ tRb  + •)(/, tl bd
IVk1               

5) )(0,// tRb  = )(0, tRd  + •)(,// tl db
Vk1     

6) )(0, tRe  = )(0,// tRb  + •)(//, tl be
VIk1     

7) )(0, tRa  = )(0, tRe  + •)(, tl ea
VIIk1     

 
Asimismo, las ecuaciones de posición (5.4) proyectadas en el plano (x,y) se 

escriben de la manera siguiente: 

 

1) )(0, trb = )( 00, tra + •)(, tl ab
/

1e                                                                         (4.5) 

2) )(0, trc = )(0, trb + •)(, tl bc
//

1e     

3) )(0,/ trb = )(0, trc + •)(,/ tl cb
///

1e                                                                             

4) )(0, trd = )(0,/ trb + •)(/, tl bd
IVe1      

5) )(0,// trb = )(0, trd + •)(,// tl db
Ve1                                                                         

6) )(0, tre = )(0,// trb + •)(//, tl be
VIe1    

7) )(0, tra = )( 00, tre + •)(, tl ea
VIIe1                
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8), 9)   Ecuaciones de velocidad. 

 

En estos pasos se construirán las ecuaciones de velocidad relacionadas con la 

herramienta H1 que se desplaza por el sistema de lugares geométricos [1,4,21]. 

Dichas ecuaciones serán representadas tanto en el espacio-tiempo como en las 

proyecciones del plano (x,y). 

 

Las velocidades de los puntos de interés definidas sobre la trayectoria del espacio-

tiempo se obtienen al derivar con respecto al tiempo las expresiones (4.1); esto es: 

 

1) )(0, tRb

•

= )(, tR ab

•

                                                                                           (4.6) 

2) )(0, tRc

•

= )(0, tRb

•

+ )(, tR bc

•

     

3) )(0,/ tRb

•

= )(0, tRc

•

+ )(,/ tR cb

•

                                                                            

4) )(0, tRd

•

= )(0,/ tRb

•

+ )(/, tR bd

•

     

5) )(0,// tRb

•

= )(0, tRd

•

+ )(,// tR db

•

                                                                        

6) )(0, tRe

•

= )(0,// tRb

•

+ )(//, tR be

•

    

7) )(0, tRa

•

= )( 00, tRe

•

+ )(, tR ea

•

                       

 

o, equivalentemente: 

 

1) )(0, tRb

•

= •)(, tl ab

•
/

1k                                                                                     (4.7) 

2) )(0, tRc

•

= )(0, tRb

•

+ •)(, tl bc

•
//

1k     

3) )(0,/ tRb

•

= )(0, tRc

•

+ •)(,/ tl cb

•
///

1k                                                                             

4) )(0, tRd

•

= )(0,/ tRb

•

+ •)(/, tl bd

•
IVk1      
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5) )(0,// tRb

•

= )(0, tRd

•

+ •)(,// tl db

•
Vk1                                                                         

6) )(0, tRe

•

= )(0,// tRb

•

+ •)(//, tl be

• VIk1    

7) )(0, tRa

•

= )( 00, tRe

•

+ •)(, tl ea

•
VIIk1                      

 

Por otro lado, las ecuaciones (4.6) se escriben en términos de sus proyecciones 

de la manera siguiente: 

 

1) )(0, trb

•

=  )(, tr ab

•

                                                                                            (4.8) 

2) )(0, tr c

•

= )(0, trb

•

+ )(, tr bc

•

     

3) )(0,/ trb

•

= )(0, tr c

•

+ )(,/ tr cb

•

                                                                            

4) )(0, tr d

•

= )(0,/ trb

•

+ )(/, tr bd

•

     

5) )(0,// trb

•

= )(0, tr d

•

+ )(,// tr db

•

                                                                        

6) )(0, tr e

•

= )(0,// trb

•

+ )(//, tr be

•

    

7) )(0, tr a

•

= )( 00, tr e

•

+ )(, tr ea

•

                     

 

o, equivalentemente: 

 

1) )(0, tr b

•

=  •)(, tl ab

•
/

1e                                                                                     (4.9) 

2) )(0, tr c

•

= )(0, trb

•

+ •)(, tl bc

•
//

1e     

3) )(0,/ trb

•

= )(0, tr c

•

+ •)(,/ tl cb

•
///

1e                                                                             

4) )(0, tr d

•

= )(0,/ trb

•

+ •)(/, tl bd

•
IVe1      

5) )(0,// trb

•

= )(0, tr d

•

+ •)(,// tl db

•
Ve1                                                                         
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6) )(0, tr e

•

= )(0,// trb

•

+ •)(//, tl be

•
VIe1    

7) )(0, tr a

•

= )( 00, tr e

•

+ •)(, tl ea

•
VIIe1         

 

10), 11)   Ecuaciones de aceleración. 

 

En esta parte se construirán las ecuaciones de aceleración de la herramienta H1 

que se desplaza por el sistema de lugares geométricos [1,4,21]. Dichas 

expresiones, al igual que en los pasos anteriores, serán descritas tanto en el 

espacio-tiempo como en la proyección del plano (x,y). 

 

Las ecuaciones de aceleración relacionadas con los puntos de interés definidas 

sobre los lugares geométricos descritos en el espacio-tiempo, se encuentran al 

derivar con respecto al tiempo las expresiones (4.6); esto es: 

 

1) )(0, tRb

••

= )(, tR ab

••

                                                                                         (4.10) 

2) )(0, tRc

••

= )(0, tRb

••

+ )(, tR bc

••

     

3) )(0,/ tRb

••

= )(0, tRc

••

+ )(,/ tR cb

••

                                                                            

4) )(0, tRd

••

= )(0,/ tRb

••

+ )(/, tR bd

••

     

5) )(0,// tRb

••

= )(0, tRd

••

+ )(,// tR db

••

                                                                        

6) )(0, tRe

••

= )(0,// tRb

••

+ )(//, tR be

••

    

7) )(0, tRa

••

= )( 00, tRe

••

+ )(, tR ea

••

        

 

o, equivalentemente:       

 

1) )(0, tRb

••

= •)(, tl ab

••
/

1k                                                                                    (4.11) 
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2) )(0, tRc

••

= )(0, tRb

••

+ •)(, tl bc

••
//

1k     

3) )(0,/ tRb

••

= )(0, tRc

••

+ •)(,/ tl cb

••
///

1k                                                                             

4) )(0, tRd

••

= )(0,/ tRb

••

+ •)(/, tl bd

••
IVk1      

5) )(0,// tRb

••

= )(0, tRd

••

+ •)(,// tl db

••
Vk1                                                                         

6) )(0, tRe

••

= )(0,// tRb

••

+ •)(//, tl be

•• VIk1    

7) )(0, tRa

••

= )( 00, tRe

••

+ •)(, tl ea

••
VIIk1                               

 

Por otro lado, las ecuaciones de aceleración proyectadas sobre el plano (x,y) son 

las siguientes: 

 

1) )(0, tr b

••

=  )(, tr ab

••

                                                                                         (4.12) 

2) )(0, tr c

••

= )(0, tr b

••

+ )(, tr bc

••

     

3) )(0,/ tr b

••

= )(0, tr c

••

+ )(,/ tr cb

••

                                                                            

4) )(0, tr d

••

= )(0,/ tr b

••

+ )(/, tr bd

••

     

5) )(0,// tr b

••

= )(0, tr d

••

+ )(,// tr db

••

                                                                        

6) )(0, tr e

••

= )(0,// tr b

••

+ )(//, tr be

••

    

7) )(0, tr a

••

= )( 00, tr e

••

+ )(, tr ea

••

                     

 

o, equivalentemente: 

 

1) )(0, tr b

••

=  •)(, tl ab

••
/

1e                                                                                  (4.13) 

2) )(0, tr c

••

= )(0, tr b

••

+ •)(, tl bc

••
//

1e     
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3) )(0,/ tr b

••

= )(0, tr c

••

+ •)(,/ tl cb

••
///

1e                                                                             

4) )(0, tr d

••

= )(0,/ tr b

••

+ •)(/, tl bd

••
IVe1      

5) )(0,// tr b

••

= )(0, tr d

••

+ •)(,// tl db

••
Ve1                                                                         

6) )(0, tr e

••

= )(0,// tr b

••

+ •)(//, tl be

••
VIe1    

7) )(0, tr a

••

= )( 00, tr e

••

+ •)(, tl ea

••
VIIe1         

 

4.2 Caracterización de perfiles teóricos de trayectoria. 
 
En esta sección se caracterizan los perfiles de trayectoria relacionados con el ciclo 

de operación de la herramienta H1. Se construye la función de velocidad y, usando 

Matemática, se generan, a partir de dicho perfil, las funciones de desplazamiento y 

aceleración, así como sus respectivas gráficas [1,4,21]. 

 

13)  Diseñar el perfil de velocidades. 

 

El perfil de velocidades teórico asociado con el ciclo operacional  de la 

herramienta H1 ha sido construido en el capítulo 2 de este trabajo de tesis. Por 

otro lado, la gráfica de dicho perfil se reproduce de la manera siguiente: 

 

 

t
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14 

3 155

7 9

10 
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642•

Tr
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s0 

0

 

 

 

 

 

 

 
Figura 4.5 Perfil teórico de velocidades 
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Nótese en la figura anterior que, se han renombrado las letras (ver figura) por 

números y  . Esto con el propósito de simplificar el modelado. 1vrT =
•

 

14) Encontrar la función de velocidades asociada con el perfil de 

velocidades. 

 

De acuerdo con la figura 4.5 se tienen 15 intervalos de tiempo definidos en el perfil 

de velocidades. Para encontrar la función de velocidades, es necesario analizar 

tramo por tramo; es decir: 

 

 Tramo 1-0 

 

Dados: Γ⊂  y , encuentre: J 1v

),()( 11 Jvvtv =  

 

tal que: 

 

1)  0)( 0 =sv

2)  11)( vsv =

 
Es importante señalar que el hecho de que el perfil de velocidades mostrado en la 

figura 4.5 sea trapezoidal, su configuración es por líneas rectas. Por tanto, es 

factible proponer el siguiente polinomio: 

 

)()( 10 ttv αα +=           (4.14) 

 

Para solucionar el problema del tramo 1-0; es suficiente con encontrar los 

coeficientes 0α  y 1α  evaluando la expresión (4.14) en condiciones extremas; esto 

es: 
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1) 0)()( 0100 =+= ssv αα  

2) 11101 )()( vssv =+= αα  

 

Por tanto, 

 

a) 00 =α  si  00 =s

b) 
1

1

01

1
1 s

v
ss

v
=

−
=α  

 

La función 4.14 se expresa de la manera siguiente: 

 

1) 
1

1

01

1
0,1

)()(
s
v

ss
tvtv =

−
= ; en 1Γ         (4.15) 

 

la cual soluciona el problema del tramo 1-2. 

 

El proceso para determinar las funciones restantes es similar al procedimiento 

para encontrar la función (4.15). Por tanto, las funciones restantes son las 

siguientes: 

 

2)   ;  en  11,2 )( vtv = 2Γ

 

3)   
32

1

32

31
2,3

)()()(
ss

tv
ss
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−

+
−

−= ;  en 3Γ  

 

4)   
34

1

34

31
3,4

)()()(
ss

tv
ss
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−

+
−

−= ;  en 4Γ  

 

5)   
54

1

54

51
4,5

)()()(
ss

tv
ss
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−

+
−

−= ;  en 5Γ  
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6)   
56

1

56

51
5,6

)()()(
ss
tv

ss
svtv

−
+

−
−= ;  en 6Γ  

 

7)   ;  en  16,7 )( vtv = 7Γ

 

8)   
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ss
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−
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9)   
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)()()(
ss
tv

ss
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−
+

−
−= ;  en 9Γ  

 

10) 
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1
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)()()(
ss
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ss
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−
−= ;  en 10Γ  

 

11) 
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1
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ss
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ss
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−
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−
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12) ;  en  111,12 )( vtv = 12Γ

13) 
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1
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)()()(
ss

tv
ss
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−

+
−

−= ;   en 13Γ  

 

14) 
1314

1

1314

131
13,14

)()()(
ss

tv
ss
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−

+
−

−= ;   en 14Γ  

 

15) 
1514

1

1514

151
14,15

)()()(
ss
tv

ss
svtv

−
+

−
−= ;  en 15Γ  

 
Dichas expresiones son programadas en el paquete de cálculo formal Matemática 

[22] de la manera siguiente: 
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Funcion en J1; 
vel1a=Vela[Vu,V0,t1,t0]; 
vel1=vel[Vu,V0,t1,t0,t]; 
Funcion en J2; 
vel2a=Vela[Vu,Vu,t2,t1]; 
vel2=vel[Vu,Vu,t2,t1,t]; 
Funcion en J3; 
vel3a=Vela[V0,Vu,t3,t2]; 
vel3=vel[V0,Vu,t3,t2,t]; 
Funcion en J4; 
vel4a=Vela[Vmax,V0,t4,t3]; 
vel4=vel[Vmax,V0,t4,t3,t]; 
Funcion en J5; 
vel5a=Vela[V0,Vmax,t5,t4]; 
vel5=vel[V0,Vmax,t5,t4,t]; 
Funcion en J6; 
vel6a=Vela[Vu,V0,t6,t5]; 
vel6=vel[Vu,V0,t6,t5,t]; 
Funcion en J7; 
vel7a=Vela[Vu,Vu,t7,t6]; 
vel7=vel[Vu,Vu,t7,t6,t]; 
Funcion en J8; 
vel8a=Vela[V0,Vu,t8,t7]; 
vel8=vel[V0,Vu,t8,t7,t]; 
Funcion en J9; 
vel9a=Vela[Vmax,V0,t9,t8]; 
vel9=vel[Vmax,V0,t9,t8,t]; 
Funcion en J10; 
vel10a=Vela[V0,Vmax,t10,t9]; 
vel10=vel[V0,Vmax,t10,t9,t]; 
Funcion en J11; 
vel11a=Vela[Vu,V0,t11,t10]; 
vel11=vel[Vu,V0,t11,t10,t]; 
Funcion en J12; 
vel12a=Vela[Vu,Vu,t12,t11]; 
vel12=vel[Vu,Vu,t12,t11,t]; 
Funcion en J13; 
vel13a=Vela[V0,Vu,t13,t12]; 
vel13=vel[V0,Vu,t13,t12,t]; 
Funcion en J14; 
vel14a=Vela[Vmax,V0,t14,t13]; 
vel14=vel[Vmax,V0,t14,t13,t]; 
Funcion en J15; 
vel15a=Vela[V0,Vmax,t15,t14]; 
vel15=vel[V0,Vmax,t15,t14,t]; 
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La figura 4.6 muestra la salida gráfica del perfil de velocidades teórico 
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Figura 4.6 Salida del perfil teórico de velocidades 

 

 

15)  Funciones de aceleración y perfil de aceleraciones. 

 

En este paso, se obtienen las funciones de aceleración al derivar con respecto al 

tiempo, las expresiones (4.15), esto es: 

 

1)   
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1
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ss
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Dichas expresiones son programadas en el paquete de cálculo formal 

Mathematica, de la manera siguiente: 

 

Función aceleracion asociada a  J1; 
acel1=D[vel1,t]; 
Función aceleracion asociada a  J2; 
acel2=D[vel2,t]; 
Función aceleracion asociada a  J3; 
acel3=D[vel3,t]; 
Función aceleracion asociada a  J4; 
acel4=D[vel4,t]; 
Función aceleracion asociada a  J5; 
acel5=D[vel5,t] 
Función aceleracion asociada a  J6; 
acel6=D[vel6,t]; 
Función aceleracion asociada a  J7; 
acel7=D[vel7,t]; 
Función aceleracion asociada a  J8; 
acel8=D[vel8,t]; 
Función aceleracion asociada a  J9; 
acel9=D[vel9,t]; 
Función aceleracion asociada a  J10; 
acel10=D[vel10,t]; 
Función aceleracion asociada a  J11; 
acel11=D[vel11,t]; 
Función aceleracion asociada a  J12; 
acel12=D[vel12,t]; 
Función aceleracion asociada a  J13; 
acel13=D[vel13,t]; 
Función aceleracion asociada a  J14; 
acel14=D[vel14,t]; 
Función aceleracion asociada a  J15; 
acel15=D[vel15,t]; 

 

La gráfica del perfil de aceleración, según Mathematica es el siguiente: 
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Figura 5.7 Salida gráfica del perfil teórico de aceleraciones 

 

16)  Funciones de desplazamiento y perfil de desplazamientos. 
 

En este paso se obtendrán las funciones de desplazamiento al integrar, con 

respecto al tiempo, las funciones de velocidad (4.15); esto es: 
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Dichas expresiones se programan en el paquete de cálculo formal Matemática [22] 

de la manera siguiente: 

 

Función posición asociada a  J1; 
pos1=Integrate[vel1,{t,t0,t}] 
pos1a=Integrate[vel1,{t,t0,t1}] 
Función posición asociada a  J2; 
pos2=pos1+Integrate[vel2,{t,t1,t}]; 
pos2a=pos1a+Integrate[vel2,{t,t1,t2}]; 
Función posición asociada a  J3; 
pos3=pos2+ Integrate[vel3,{t,t2,t}]; 
pos3a=pos2a+Integrate[vel3,{t,t2,t3}]; 
Función posición asociada a  J4; 
pos4=pos3+Integrate[vel4,{t,t3,t}]; 
pos4a=pos3a+Integrate[vel4,{t,t3,t4}]; 
Función posición asociada a  J5; 
pos5=pos4+Integrate[vel5,{t,t4,t}]; 
pos5a=pos4a+Integrate[vel5,{t,t4,t5}]; 
Función posición asociada a  J6; 
pos6=pos5+Integrate[vel6,{t,t5,t}]; 
pos6a=pos5a+Integrate[vel6,{t,t5,t6}]; 
Función posición asociada a  J7; 
pos7=pos6+ Integrate[vel7,{t,t6,t}]; 
pos7a=pos6a+Integrate[vel7,{t,t6,t7}]; 
Función posición asociada a  J8; 
pos8=pos7+Integrate[vel8,{t,t7,t}]; 
pos8a=pos7a+Integrate[vel8,{t,t7,t8}]; 
Función posición asociada a  J9; 
pos9=pos8+Integrate[vel9,{t,t8,t}]; 
pos9a=pos8a+Integrate[vel9,{t,t8,t9}]; 
Función posición asociada a  J10; 
pos10=pos9+Integrate[vel10,{t,t9,t}]; 
pos10a=pos9a+Integrate[vel10,{t,t9,t10}]; 
Función posición asociada a  J11; 
pos11=pos10+ Integrate[vel11,{t,t10,t}]; 
pos11a=pos10a+Integrate[vel1,{t,t10,t11}]; 
Función posición asociada a  J12; 
pos12=pos11+ Integrate[vel12,{t,t11,t}]; 
pos12a=pos11a+ Integrate[vel12,{t,t11,t12}]; 
Función posición asociada a  J13; 
pos13=pos12+ Integrate[vel13,{t,t12,t}]; 
pos13a=pos12a+ Integrate[vel13,{t,t12,t13}]; 
Función posición asociada a  J14; 
pos14=pos13+ Integrate[vel14,{t,t13,t}]; 
pos14a=pos13a+ Integrate[vel14,{t,t13,t14}]; 
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Función posición asociada a  J15; 
pos15=pos14+ Integrate[vel15,{t,t14,t}]; 
pos15a=pos14a+ Integrate[vel15,{t,t14,t15}]; 

 

La salida gráfica del perfil de desplazamientos se muestra en la figura 4.8 
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Figura 4.8 Salida gráfica del perfil teórico de desplazamientos 

 

17)  Relación entre variables funcionales de los perfiles de trayectoria y las 

funciones asociadas con los lugares geométricos. 
 

En este paso se asocian las funciones de los perfiles de trayectoria con las 

funciones relacionadas  con las ecuaciones de movimiento; esto es: 

 

Relaciones de desplazamiento: 

 

1)   )()( 0,1, tDtl ab =

 

2)  )()( 1,2, tDtl bc =

 

3)  )()()()( 4,53,42,3,/ tDtDtDtl cb ++=

 

4)  )()()( 6,75,6, / tDtDtl bd +=
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5)  )()()()( 9,108,97,8,// tDtDtDtl db ++=

 

6)  )()()( 11,1210,11, // tDtDtl be +=

 

7)  )()()()( 14,1513,1412,13, tDtDtDtl ea ++=

 

Relaciones de velocidad: 

 

1)   )()( 0,1, tvtl ab =
•

 

2)  )()( 1,2, tvtl bc =
•

 

3)  )()()()( 4,53,42,3,/ tvtvtvtl cb ++=
•

 

4)  )()()( 6,75,6, / tvtvtl bd +=
•

 

5)  )()()()( 9,108,97,8,// tvtvtvtl db ++=
•

 

6)  )()()( 11,1210,11, // tvtvtl be +=
•

 

7)  )()()()( 14,1513,1412,13, tvtvtvtl ea ++=
•

 
Relaciones de aceleración: 

 

1)   )()( 0,1, tatl ab =
••
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2)  )()( 1,2, tatl bc =
••

 

3)  )()()()( 4,53,42,3,/ tatatatl cb ++=
••

 

4)  )()()( 6,75,6, / tatatl bd +=
••

 

5)  )()()()( 9,108,97,8,// tatatatl db ++=
••

 

6)  )()()( 11,1210,11, // tatatl be +=
••

 

7)  )()()()( 14,1513,1412,13, tatatatl ea ++=
••

 

4.3 Suavización de perfiles de trayectoria 
 
En esta parte se usarán polinomios de grado 5 para suavizar las gráficas de los 

perfiles de trayectoria, puesto que dichos perfiles, presentan discontinuidades. 

 

19-22)  El sistema de ecuaciones e incógnitas relacionado con el polinomio 

de grado 5. 

 

En este paso se propone un polinomio de grado 5 y sus correspondientes primera 

y segunda derivadas con respecto al tiempo, para suavizar los perfiles de 

trayectoria. Dicho polinomio es el siguiente [1,4,21]: 

 
5

5
4

4
3

3
2

210)( ttttttp αααααα +++++=  
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La primera y segunda derivada con respecto al tiempo t ∈ de la expresión 

anterior son: 

J

 

4
5

3
4

2
321 5432)( tttttp ααααα ++++=

•  

3
5

2
432 201262)( ttttp αααα +++=

••

 

 

Considere ahora que se desea suavizar el tramo 1-0 en los respectivos perfiles de 

desplazamiento, velocidad y aceleración. Para ello, es necesario considerar dos 

condiciones extremas del tramo 1-0; es decir: 

 

“Dados,  ∈ ℜ y )(),(),( 0,10,10,1 tatvtD 1Γ  encuentre: 

 

1)  5
5

4
4

3
3

2
21001 )( ttttttp αααααα +++++=−

2)  4
5

3
4

2
32101 5432)( tttttp ααααα ++++=

•

−

3)  3
5

2
43201 201262)( ttttp αααα +++=−

••

 
tal que: 

 

1)  ; 0)( 00,1 =sD 0,110,1 )( dsD =  
2)  ; 0)( 00,1 =sv 110,1 )( vsv =  
3)  ; 0)( 00,1 =sa 110,1 )( asa =  

 
sean satisfechas.” 

 

La solución del problema definido anteriormente se encuentra al solucionar el 

siguiente sistema: 
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bA =α  

 
o, equivalentemente: 

 

bA 1−=α  

 

Aquí, 
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Supóngase que 00 δα = , 11 δα = , 22 δα = , 33 δα = , 44 δα =  y 55 δα = . Entonces: 

 

1)  5
5

4
4

3
3

2
21001 )( ttttttp δδδδδδ +++++=−

2)  4
5

3
4

2
32101 5432)( tttttp δδδδδ ++++=

•

−

3)  3
5

2
43201 201262)( ttttp δδδδ +++=

••

−

 
La programación en Mathematica de dicho tramo usando 00 =s  y  , así como, 

,  ,  , es el siguiente: 

=1s

=0,1d =1v =1a

 

Polinomio de suavizacion en J1; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol1=Solve[Ecuaciones[t0,t1,0,dist1,0,vel1a,0,acel1],{alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}
]//Flatten; 
{a0j1,a1j1,a2j1,a3j1,a4j1,a5j1}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol1; 
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Polj1=a0j1+a1j1*(t)+a2j1*(t)^2+a3j1*(t)^3+a4j1*(t)^4+a5j1*(t)^5 
Polj1p=D[Polj1,t] 
Polj1pp=D[Polj1p,t]; 
 

Para el caso de los tramos restantes se tienen los siguientes bucles de programas: 

 

Tramo 2-1 ;  ))(),(),(( 1,21,21,2 tptptp
•••

Tramo 3-2 ;  ))(),(),(( 2,32,32,3 tptptp
•••

Tramo 4-3 ;  ))(),(),(( 3,43,43,4 tptptp
•••

Tramo 5-4 ;  ))(),(),(( 4,54,54,5 tptptp
•••

Tramo 6-5 ;  ))(),(),(( 5,65,65,6 tptptp
•••

Tramo 7-6 ;  ))(),(),(( 6,76,76,7 tptptp
•••

Tramo 8-7     ;  ))(),(),(( 7,87,87,8 tptptp
•••

Tramo 9-8     ;  ))(),(),(( 8,98,98,9 tptptp
•••

Tramo 10-9 ;  ))(),(),(( 9,109,109,10 tptptp
•••

Tramo 11-10 ;  ))(),(),(( 10,1110,1110,11 tptptp
•••

Tramo 12-11 ;  ))(),(),(( 11,1211,1211,12 tptptp
•••

Tramo 13-12 ;  ))(),(),(( 12,1312,1312,13 tptptp
•••

Tramo 14-13 ;  ))(),(),(( 13,1413,1413,14 tptptp
•••

Tramo 15-14 ;  ))(),(),(( 14,1514,1514,15 tptptp
•••

 

La programación en Mathematica de los polinomios es la siguiente: 
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Polinomio de suavizacion en J2; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol2=Solve[Ecuaciones[t1,t2,0,dist2,vel1a,vel2a,acel1,acel2],{alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alf
a4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j2,a1j2,a2j2,a3j2,a4j2,a5j2}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol2; 
 
Polj2=a0j2+a1j2*(t)+a2j2*(t)^2+a3j2*(t)^3+a4j2*(t)^4+a5j2*(t)^5 
Polj2p=D[Polj2,t] 
Polj2pp=D[Polj2p,t] 
 
 
 
 
 
Polinomio de suavizacion en J3; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol3=Solve[Ecuaciones[t2,t3,0,dist3,vel2a,vel3a,acel2,acel3],{alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alf
a4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j3,a1j3,a2j3,a3j3,a4j3,a5j3}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol3 
 
Polj3=a0j3+a1j3*(t)+a2j3*(t)^2+a3j3*(t)^3+a4j3*(t)^4+a5j3*(t)^5 
Polj3p=D[Polj3,t] 
Polj3pp=D[Polj3p,t] 
 
 
 
 
Polinomio de suavizacion en J4; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol4=Solve[Ecuaciones[t3,t4,0,dist4,vel3a,vel4a,acel3,acel4],{alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alf
a4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j4,a1j4,a2j4,a3j4,a4j4,a5j4}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol4; 
 
Polj4=a0j4+a1j4*(t)+a2j4*(t)^2+a3j4*(t)^3+a4j4*(t)^4+a5j4*(t)^5 
Polj4p=D[Polj4,t] 
Polj4pp=D[Polj4p,t] 
 
 
 
Polinomio de suavizacion en J5; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol5=Solve[Ecuaciones[t4,t5,0,dist5,vel4a,vel5a,acel4,acel5],{alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alf
a4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j5,a1j5,a2j5,a3j5,a4j5,a5j5}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol5; 
 
Polj5=a0j5+a1j5*(t)+a2j5*(t)^2+a3j5*(t)^3+a4j5*(t)^4+a5j5*(t)^5 
Polj5p=D[Polj5,t] 
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Polj5pp=D[Polj5p,t] 
 
 
 
Polinomio de suavizacion en J6; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol6=Solve[Ecuaciones[t5,t6,0,dist6,vel5a,vel6a,acel5,acel6],{alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alf
a4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j6,a1j6,a2j6,a3j6,a4j6,a5j6}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol6 
Polj6=a0j6+a1j6*(t)+a2j6*(t)^2+a3j6*(t)^3+a4j6*(t)^4+a5j6*(t)^5 
Polj6p=D[Polj6,t] 
Polj6pp=D[Polj6p,t] 
 
 
 
 
Polinomio de suavizacion en J7; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol7=Solve[Ecuaciones[t6,t7,0,dist7,vel6a,vel7a,acel6,acel7],{alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alf
a4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j7,a1j7,a2j7,a3j7,a4j7,a5j7}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol7; 
 
Polj7=a0j7+a1j7*(t)+a2j7*(t)^2+a3j7*(t)^3+a4j7*(t)^4+a5j7*(t)^5 
Polj7p=D[Polj7,t] 
Polj7pp=D[Polj7p,t] 
 
 
 
Polinomio de suavizacion en J8; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol8=Solve[Ecuaciones[t7,t8,0,dist8,vel7a,vel8a,acel7,acel8],{alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alf
a4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j8,a1j8,a2j8,a3j8,a4j8,a5j8}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol8; 
 
Polj8=a0j8+a1j8*(t)+a2j8*(t)^2+a3j8*(t)^3+a4j8*(t)^4+a5j8*(t)^5 
Polj8p=D[Polj8,t] 
Polj8pp=D[Polj8p,t]; 
 
 
Polinomio de suavizacion en J9; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol9=Solve[Ecuaciones[t8,t9,0,dist9,vel8a,vel9a,acel8,acel9],{alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alf
a4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j9,a1j9,a2j9,a3j9,a4j9,a5j9}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol9; 
 
Polj9=a0j9+a1j9*(t)+a2j9*(t)^2+a3j9*(t)^3+a4j9*(t)^4+a5j9*(t)^5 
Polj9p=D[Polj9,t] 
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Polj9pp=D[Polj9p,t]; 
 
 
Polinomio de suavizacion en J10; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol10=Solve[Ecuaciones[t9,t10,0,dist10,vel9a,vel10a,acel9,acel10],{alfa0,alfa1,alfa2,alf
a3,alfa4,alfa5}]//Flatten 
{a0j10,a1j10,a2j10,a3j10,a4j10,a5j10}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol10; 
 
Polj10=a0j10+a1j10*(t)+a2j10*(t)^2+a3j10*(t)^3+a4j10*(t)^4+a5j10*(t)^5 
Polj10p=D[Polj10,t] 
Polj10pp=D[Polj10p,t]; 
 
 
 
Polinomio de suavizacion en J11; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol11=Solve[Ecuaciones[t10,t11,0,dist11,vel10a,vel11a,acel10,acel11],{alfa0,alfa1,alfa2
,alfa3,alfa4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j11,a1j11,a2j11,a3j11,a4j11,a5j11}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol11; 
 
Polj11=a0j11+a1j11*(t)+a2j11*(t)^2+a3j11*(t)^3+a4j11*(t)^4+a5j11*(t)^5 
Polj11p=D[Polj11,t] 
Polj11pp=D[Polj11p,t]; 
 
 
Polinomio de suavizacion en J12; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol12=Solve[Ecuaciones[t11,t12,0,dist12,vel11a,vel12a,acel11,acel12],{alfa0,alfa1,alfa2
,alfa3,alfa4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j12,a1j12,a2j12,a3j12,a4j12,a5j12}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol12; 
 
Polj12=a0j12+a1j12*(t)+a2j12*(t)^2+a3j12*(t)^3+a4j12*(t)^4+a5j12*(t)^5 
Polj12p=D[Polj12,t] 
Polj12pp=D[Polj12p,t]; 
 
 
Polinomio de suavizacion en J13; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol13=Solve[Ecuaciones[t12,t13,0,dist13,vel12a,vel13a,acel12,acel13],{alfa0,alfa1,alfa2
,alfa3,alfa4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j13,a1j13,a2j13,a3j13,a4j13,a5j13}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol13; 
 
Polj13=a0j13+a1j13*(t)+a2j13*(t)^2+a3j13*(t)^3+a4j13*(t)^4+a5j13*(t)^5 
Polj13p=D[Polj13,t] 
Polj13pp=D[Polj13p,t]; 
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Polinomio de suavizacion en J14; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol14=Solve[Ecuaciones[t13,t14,0,dist14,vel13a,vel14a,acel13,acel14],{alfa0,alfa1,alfa2
,alfa3,alfa4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j14,a1j14,a2j14,a3j14,a4j14,a5j14}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol14; 
 
Polj14=a0j14+a1j14*(t)+a2j14*(t)^2+a3j14*(t)^3+a4j14*(t)^4+a5j14*(t)^5 
Polj14p=D[Polj14,t] 
Polj14pp=D[Polj14p,t]; 
 
 
Polinomio de suavizacion en J15; 
Clear[alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5]; 
Sol15=Solve[Ecuaciones[t14,t15,0,dist15,vel14a,vel15a,acel14,acel15],{alfa0,alfa1,alfa2
,alfa3,alfa4,alfa5}]//Flatten; 
{a0j15,a1j15,a2j15,a3j15,a4j15,a5j15}={alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol15; 
 
Polj15=a0j15+a1j15*(t)+a2j15*(t)^2+a3j15*(t)^3+a4j15*(t)^4+a5j15*(t)^5 
Polj15p=D[Polj15,t] 
Polj15pp=D[Polj15p,t]; 
 
 
Las gráficas suavizadas de los perfiles de desplazamiento, velocidad y aceleración 

se muestran en las figuras siguientes: 

 

10 20 30 40 50 60 70
tiempo

250
500
750

1000
1250
1500
1750

pos Posición

 
Figura 4.9 Gráfica suavizada del perfil de desplazamiento. 
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Figura 4.10 Gráfica suavizada del perfil de velocidades. 

 

 

10 20 30 40 50 60 70
tiempo

- 150

- 100

- 50

acel Aceleración

 
Figura 4.11 Gráfica suavizada del perfil de aceleraciones. 

 

 

Paso 26)  Relacionar las funciones polinómicas con las magnitudes de 

desplazamiento, velocidad y aceleración de la herramienta. 

 

Relaciones de desplazamiento: 

 

1)  =  )()( 0,1, tDtl ab = 1,0p (t)

2) =  )()( 1,2, tDtl bc = 2,1p (t)

3) = + +  )()()()( 4,53,42,3,/ tDtDtDtl cb ++= 3,2p (t) 4,3p (t) 5,4p (t)
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4) = +  )()()( 6,75,6, / tDtDtl bd += 6,5p (t) 7,6p (t)

5) = + +  )()()()( 9,108,97,8,// tDtDtDtl db ++= 8,7p (t) 9,8p (t) 10,9p (t)

6) = + p  )()()( 11,1210,11, // tDtDtl be += 11,10p (t) 12,11(t)

) ) )

)

•

12,11(t)
•

) ) )

7) = + +  )()()()( 14,1513,1412,13, tDtDtDtl ea ++= 13,12p (t 14,13p (t 15,14p (t

 

Relaciones de velocidad: 

 

1)  =  )()( 0,1, tvtl ab =
•

1,0p (t)
•

2) =  )()( 1,2, tvtl bc =
•

2,1p (t)
•

3) = + +  )()()()( 4,53,42,3,/ tvtvtvtl cb ++=
•

3,2p (t)
•

4,3p (t)
•

5,4p (t)
•

4) = +  )()()( 6,75,6, / tvtvtl bd +=
•

6,5p (t)
•

7,6p (t)
•

5) = + +  )()()()( 9,108,97,8,// tvtvtvtl db ++=
•

8,7p (t)
•

9,8p (t)
•

10,9p (t
•

6) = + p  )()()( 11,1210,11, // tvtvtl be +=
•

11,10p (t)

7) = + +  )()()()( 14,1513,1412,13, tvtvtvtl ea ++=
•

13,12p (t
•

14,13p (t
•

15,14p (t
•

 
Relaciones de aceleración: 

 

1)  =  )()( 0,1, tatl ab =
••

1,0p (t)
••

2) =  )()( 1,2, tatl bc =
••

2,1p (t)
••

3) = + +  )()()()( 4,53,42,3,/ tatatatl cb ++=
••

3,2p (t)
••

4,3p (t)
••

5,4p (t)
••

4) = +  )()()( 6,75,6, / tatatl bd +=
••

6,5p (t)
••

7,6p (t)
••
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5) = + +  )()()()( 9,108,97,8,// tatatatl db ++=
••

8,7p (t)
••

9,8p (t)
••

10,9p (t
••

)

••

12,11(t)
••

) ) )

6) = + p  )()()( 11,1210,11, // tatatl be +=
••

11,10p (t)

7) = + +  )()()()( 14,1513,1412,13, tatatatl ea ++=
••

13,12p (t
••

14,13p (t
••

15,14p (t
••

 
Paso 27),28) y 29)   

• Expresión de desplazamiento: 

 

1) )(0, tRb  = )( 00, tRa  + 1,0p (t)
b a

b a
b,a

b a

x x
1 y y

d
z z

 

−⎡ ⎤
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

                  

2) )(0, tRc  = )(0, tRb  + 2,1p (t)
c b

c b
c,b

c b

x x
1 y y

d
z z

 

−⎡ ⎤
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

              

3) )(0,/ tRb  = )(0, tRc  + ( + + )3,2p (t) 4,3p (t) 5,4p (t)
/

/

/

/

cb

cb
b ,c

cb

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥

• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

              

4) )(0, tRd  = )(0,/ tRb  + ( + )6,5p (t) 7,6p (t)
/

/

/

/

d b

d b
d,b

d b

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

              

5) )(0,// tRb  = )(0, tRd  + ( + + )8,7p (t) 9,8p (t) 10,9p (t)
//

//

//

//

db

db
b ,d

db

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

    

6) )(0, tRe  = )(0,// tRb  + ( + )11,10p (t) 12,11p (t)
//

//

//

//

e b

e b
e ,b

e b

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦
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7) )(0, tRa  = )(0, tRe  + ( + + )13,12p (t) 14,13p (t 15,14p (t) )
ea

ea
a ,e

ea

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

    

 

Expresiones de velocidad:  
 

1) )(0, tRb

•

= 1,0p (t)
•

b a

b a
b,a

b a

x x
1 y y

d
z z

 

−⎡ ⎤
⎢• −⎢
⎢ ⎥−⎣ ⎦

⎥
⎥                                                                                      

2) )(0, tRc

•

= )(0, tRb

•

+ 2,1p (t)
•

c b

c b
c,b

c b

x x
1 y y

d
z z

 

−⎡ ⎤
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

    

3) )(0,/ tRb

•

= )(0, tRc

•

+ ( + + )3,2p (t)
•

4,3p (t)
•

5,4p (t)
•

/

/

/

/

cb

cb
b ,c

cb

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥

• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

                                                             

4) )(0, tRd

•

= )(0,/ tRb

•

+ ( + )6,5p (t)
•

7,6p (t)
•

/

/

/

/

d b

d b
d,b

d b

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

     

5) )(0,// tRb

•

= )(0, tRd

•

+ ( + + )8,7p (t)
•

9,8p (t)
•

10,9p (t)
•

//

//

//

//

db

db
b ,d

db

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

                                                           

6) )(0, tRe

•

= )(0,// tRb

•

+ ( + )11,10p (t
•

)
•

12,11p (t)
//

//

//

//

e b

e b
e ,b

e b

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

   

7) )(0, tRa

•

= )( 00, tRe

•

+ ( + + )13,12p (t
•

) )
•

14,13p (t
•

15,14p (t)
ea

ea
a ,e

ea

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

                     

 

Expresiones de aceleración:  
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1) )(0, tRb

••

= 1,0p (t)
••

b a

b a
b,a

b a

x x
1 y y

d
z z

 

−⎡ ⎤
⎢• −⎢
⎢ ⎥−⎣ ⎦

⎥
⎥                                                                                     

2) )(0, tRc

••

= )(0, tRb

••

+ 2,1p (t)
••

c b

c b
c,b

c b

x x
1 y y

d
z z

 

−⎡ ⎤
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

    

3) )(0,/ tRb

••

= )(0, tRc

••

+ ( + + )3,2p (t)
••

4,3p (t)
••

5,4p (t)
••

/

/

/

/

cb

cb
b ,c

cb

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥

• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

                                                             

4) )(0, tRd

••

= )(0,/ tRb

••

+ ( + )6,5p (t)
••

7,6p (t)
••

/

/

/

/

d b

d b
d,b

d b

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

     

5) )(0,// tRb

••

= )(0, tRd

••

+ ( + + )8,7p (t)
••

9,8p (t)
••

10,9p (t)
••

//

//

//

//

db

db
b ,d

db

x x
1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦
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) )
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ea
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1 y y

d
z z

 

⎡ ⎤−
⎢ ⎥• −⎢ ⎥
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Los bucles siguientes hechos en Mathematica V4 caracterizan las ecuaciones 

descritas anteriormente: 

 

Función de ecuaciones de desplazamiento 

 
J1=recta[p0,Polj1,Unit1]; 
J2=recta[p1,Polj2,Unit2]; 
J3=recta[p2,Polj3,Unit3]; 
J4=recta[p3,Polj4,Unit4]; 
J5=recta[p4,Polj5,Unit5]; 
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J6=recta[p5,Polj6,Unit6] 
J7=recta[p6,Polj7,Unit7] 
J8=recta[p7,Polj8,Unit8] 
J9=recta[p8,Polj9,Unit9] 
J10=recta[p9,Polj10,Unit10] 
J11=recta[p10,Polj11,Unit11]; 
J12=recta[p11,Polj12,Unit12]; 
J13=recta[p12,Polj13,Unit13]; 
J14=recta[p13,Polj14,Unit14]; 
J15=recta[p14,Polj15,Unit15]; 
(*J16=recta[p15,Polj16,Unit16];*) 
 
 
Función de los polinomios de suavización 

 
 
Ecuaciones[ti_,tf_,di_,df_,vi_,vf_,ai_,af_]:={ 
    1*alfa0+alfa1*ti+alfa2*ti^2+alfa3*ti^3+alfa4*ti^4+alfa5*ti^5�di, 
    1*alfa0+alfa1*tf+alfa2*tf^2+alfa3*tf^3+alfa4*tf^4+alfa5*tf^5�df, 
    0*alfa0+1*alfa1+2*alfa2*ti+3*alfa3*ti^2+4*alfa4*ti^3+5*alfa5*ti^4�vi, 
    0*alfa0+1*alfa1+2*alfa2*tf+3*alfa3*tf^2+4*alfa4*tf^3+5*alfa5*tf^4�vf, 
    0*alfa0+0*alfa1+2*alfa2+6*alfa3*ti+12*alfa4*ti^2+20*alfa5*ti^3�ai, 
    0*alfa0+0*alfa1+2*alfa2+6*alfa3*tf+12*alfa4*tf^2+20*alfa5*tf^3�af} 
 
Vela[Vfin_,Vini_,tfin_,tini_]:=Vini+((Vfin-Vini)/(tfin-tini))(tfin-tini) 
vel[Vfin_,Vini_,tfin_,tini_,t_]:=Vini+((Vfin-Vini)/(tfin-tini))(t-tini) 
 
 
 
 
 
recta[p_,Polj_,Unit_]:=p+Polj*Unit 
 
GraficaLinea[Rojo_,Verde_,Azul_,Linea_]:=Graphics3D[{RGBColor[Rojo,Verde,Az
ul],Thickness[0.001],Linea}] 
 
 

Punto que caracteriza la herramienta 
 
 
Herra[Punto_]:= 
  Graphics3D[{PointSize[0.02],RGBColor[0, 0, 0.996109],Point[Punto]}] 
 
Graficafinal[J_]:=( 
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    Show[{Linea1,Linea2,Linea3,Linea4,Herra[J],Ejex, Ejey, 
Ejez,Textox,Textoy,Textoz},PlotRange→{{minx,maxx},{miny,maxy},{minz,maxz}},Bo
xed→True,Axes→True, 
      Lighting→ False,ViewPoint->{1.820, -2.542, 1.294}, 
      AspectRatio→ Automatic]) 

   

 

Tiempos, distancias, velocidades y vectores 
normalizados 

 

 
ClearAll[t0, t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7, t8, t9, t10, t11, t12, t13, t14, t15,  
       t16, t17, t18, t19, t20, t21, t22, t23, t24, Vmax, Vu, Vn, Va, Vm, dist1,  
       dist2, dist3, dist4, dist5, dist6, dist7, dist8, dist9, dist10, dist11,  
       dist12, dist13, dist14, dist15, dist16, dist17, dist18, dist19, dist20,  
       dist21, dist22, dist23, dist24];  
t0 = 0;  
t1 = t0 + 8;  
t2 = t1 + 5;  
t3 = t2 + 5;  
t4 = t3 + 5;  
t5 = t4 + 3;  
t6 = t5 + 3;  
t7 = t6 + 5;  
t8 = t7 + 5;  
t9 = t8 + 5;  
t10 = t9 + 3;  
t11 = t10 + 3;  
t12 = t11 + 5;  
t13 = t12 + 5;  
t14 = t13 + 5;  
t15 = t14 + 5;  
t16 = t15 + 5;  
Vmax = 5;  
Vu = 5;  
V0 = 0;  
x0 = 0; y0 = 0; z0 = 0;  
x1 = 0; y1 = 300; z1 = 0;  
x2 = 0; y2 = 400; z2 = 0;  
x3 = 0; y3 = 410; z3 = 0;  
x4 = 0; y4 = 330; z4 = 0;  
x5 = 0; y5 = 300; z5 = 0;  
x6 = 0; y6 = 400; z6 = 0;  
x7 = 0; y7 = 500; z7 = 0;  

 84 
 



x8 = 0; y8 = 510; z8 = 0;  
x9 = 0; y9 = 330; z9 = 0;  
x10 = 0; y10 = 300; z10 = 0;  
x11 = 0; y11 = 500; z11 = 0;  
x12 = 0; y12 = 600; z12 = 0;  
x13 = 0; y13 = 610; z13 = 0;  
x14 = 0; y14 = 10; z14 = 0;  
x15 = 0; y15 = 0; z15 = 0;  
p0 = {x0, y0, z0};  
p1 = {x1, y1, z1};  
p2 = {x2, y2, z2};  
p3 = {x3, y3, z3};  
p4 = {x4, y4, z4};  
p5 = {x5, y5, z5};  
p6 = {x6, y6, z6};  
p7 = {x7, y7, z6};  
p8 = {x8, y8, z8};  
p9 = {x9, y9, z9};  
p10 = {x10, y10, z10};  
p11 = {x11, y11, z11};  
p12 = {x12, y12, z12};  
p13 = {x13, y13, z13};  
p14 = {x14, y14, z14};  
p15 = {x15, y15, z15};  
dist1 = Sqrt[(y1 - y0)^2 + (x1 - x0)^2 + (z1 - z0)^2];  
dist2 = Sqrt[(y2 - y1)^2 + (x2 - x1)^2 + (z2 - z1)^2];  
dist3 = Sqrt[(y3 - y2)^2 + (x3 - x2)^2 + (z3 - z2)^2];  
dist4 = Sqrt[(y4 - y3)^2 + (x4 - x3)^2 + (z4 - z3)^2];  
dist5 = Sqrt[(y5 - y4)^2 + (x5 - x4)^2 + (z5 - z4)^2];  
dist6 = Sqrt[(y6 - y5)^2 + (x6 - x5)^2 + (z6 - z5)^2];  
dist7 = Sqrt[(y7 - y6)^2 + (x7 - x6)^2 + (z7 - z6)^2];  
dist8 = Sqrt[(y8 - y7)^2 + (x8 - x7)^2 + (z8 - z7)^2];  
dist9 = Sqrt[(y9 - y8)^2 + (x9 - x8)^2 + (z9 - z8)^2];  
dist10 = Sqrt[(y10 - y9)^2 + (x10 - x9)^2 + (z10 - z9)^2];  
dist11 = Sqrt[(y11 - y10)^2 + (x11 - x10)^2 + (z11 - z10)^2];  
dist12 = Sqrt[(y12 - y11)^2 + (x12 - x11)^2 + (z12 - z11)^2];  
dist13 = Sqrt[(y13 - y12)^2 + (x13 - x12)^2 + (z13 - z12)^2];  
dist14 = Sqrt[(y14 - y13)^2 + (x14 - x13)^2 + (z14 - z13)^2];  
dist15 = Sqrt[(y15 - y14)^2 + (x15 - x14)^2 + (z15 - z14)^2];  
Unit1 = (p1 - p0)/dist1;  
Unit2 = (p2 - p1)/dist2;  
Unit3 = (p3 - p2)/dist3;  
Unit4 = (p4 - p3)/dist4;  
Unit5 = (p5 - p4)/dist5;  
Unit6 = (p6 - p5)/dist6;  
Unit7 = (p7 - p6)/dist7;  
Unit8 = (p8 - p7)/dist8;  
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Unit9 = (p9 - p8)/dist9;  
Unit10 = (p10 - p9)/dist10;  
Unit11 = (p11 - p10)/dist11;  
Unit12 = (p12 - p11)/dist12;  
Unit13 = (p13 - p12)/dist13;  
Unit14 = (p14 - p13)/dist14;  
Unit15 = (p15 - p14)/dist15;  
minx = -55;  
maxx = 45;  
miny = -20;  
maxy = 760;  
minz = -10;  
maxz = 60; 

 

 

La figura siguiente muestra las salidas gráficas de la trayectoria de taladrado: 
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Posición antes de taladrar 
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Posición después del primer taladrado 
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Posición de salida 1 
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Posición después del segundo taladrado 
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Posición de salida 2 
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Posición después del tercer taladrado 

 89 
 



-40-20 0 20 40

0

200

400

600

0

20

40

60

eje xeje yeje z

-40-20 0 20 40

0

200

400

600

 
Salida de home 

 

 
Figura 4.12 Salidas gráficas de la simulación 
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CONCLUSIONES 
 

En este trabajo de tesis fueron cumplidos los objetivos siguientes: 

 

1) Se utilizaron primitivas de manufactura para diseñar las trayectorias de 

operación de un taladrado por etapas [16]. 

 

2) Fue utilizada una metodología paso a paso para construir los modelos 

de la trayectoria [1,4,21]. 

 

3) Los modelos de la trayectoria fueron programados y simulados en la 

plataforma de cálculo formal Matemática [22]. 

 

En esta tesis se analizó, modeló y programó una trayectoria relacionada con 

una operación de manufactura ejecutada por el torno BOXFORD 250 [15,16]. 

Dicha trayectoria fue generada con el auxilio de primitivas de manufactura. 

 

Los resultados de este trabajo, se resumen en los puntos siguientes: 

 

• Con la información cinemática descrita en las primitivas no es posible 

construir los ciclos completos de las trayectorias de las herramientas, 

pues dichas primitivas solo integran información tanto del lugar 

geométrico como del perfil de velocidad de la operación de manufactura. 

 

• Los lugares geométricos relacionados con “el acercamiento de la 

herramienta, retiro primario y secundario” deben ser propuestos y los 

perfiles de velocidad o, más bien dicho, los segmentos de dichos perfiles 

también deben ser propuestos e integrados con la información 

cinemática de la primitiva. 

 

• La información cinemática representada por las primitivas de las 

operaciones permite direccional el diseño de las trayectorias de 
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operación, pues contiene la información básica en cuanto al tipo de lugar 

geométrico y la velocidad de corte exclusivamente de la operación. 

 

• La metodología usada para construir el modelo de la trayectoria resultó 

útil y condujo de manera sistemática, a relacionar los diferentes modelos 

con los cuales se genera el modelo final de la trayectoria. 

 

• Para modelar trayectorias en las cuales las herramientas tengan que 

parar en el ciclo, es necesario diseñar una gráfica en el perfil de 

velocidades que le permita a la herramienta parar en forma continua de 

no a sí, el modelo resultó incompleto. 

 

Es importante señalar que en esta tesis se finaliza el proyecto relacionado con 

el torno BOXFORD 250. Las conclusiones de dicho proyecto son: 

 

1) Es necesario desarrollar modelos que permitan comprender en forma 

integral la tecnología didáctica. 

 

2) El manejo de la tecnología didáctica debe ser acompañada de un 

estudio de los modelos sobre la cual está sustentada y de esta manera 

la capacitación resultará más especializada. 

 

Futuros trabajos por desarrollar relacionados con el tema tratado en esta tesis 

son: 

 

• Análisis y modelación de trayectorias no rectilíneas. 

 

• Cinemática y dinámica de la maquinaria didáctica. 

 

• Modelos de información de componentes complejos. 

 

• Modelación de trayectorias en un sistema completo de manufactura 

didáctico. 
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