
INSCRIPCIONES 

CENTRO DE EDUCACION CONTINUA DE LA 
DIVISION DE ESTUDIOS SUPERIORES DE 
LA FACULTAD DE INGENIERIA, U. N. A. M. 

Palacio de Minería Calle de Tacuba No. 5 
México. l, D. F. 

Horario de oficinas: 
Lunes a viernes de 9 a 18 h. 

Cuota de inscripción $ 3,500.00 

La cuota de inscripción incluye: 
• una carpeta con las notas de los profesores 
•· bibliografía sobre el tema 
• servicio de cafetería 
• comidas 

Requisitos 

• Pagar la cuota de inscripción o traer oficio 
de la empresa o institución que ampare su 
inscripción, a más tardar una semana antes 
del inicio del curso 

• Llenar la solicitud de inscripción 

Para mayores informes hablar a los teléfonos 

521-40-20 521-73-35 512-31-23 

CONSTANCIA DE ASISTENCIA 

Las autoridades de la Facultad de Ingeniería de la 
U.N.A.M., otorgarán una constancia de asistencia a 
los participantes que concurran regularmente y que 
realicen los trabajos que se les asignen durante el 
curso. 
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Duración: 
Fechas: 
Horario: 

[Ji~iiCll 
45 h 
del 7 al 29 de abril 
viernes de 17 a 21 h; sábados de 9 
a 13 y de 14 a 17 h 

Coordinador: M. en C. Verónica Czitrom 

En colaboración con la Asociación de Ingenie- • 
ros Universitarios Mecánicos Electricistas, A.e;.. · 

c·entro de educación continua-_;: 
división de estudios superiores ~' 
facultad de 1ngen1ería, u n a m 



PRESENTACION DEL CURSO 

La revolución característica del siglo XX ha 
sido el computador. Para resolver modelos. 
de problemas de ingeniería, administración,. 
economía y planeación, es necesario conocer 
las técnicas de solución numérica utilizando 
la más importante herramienta de cálculo, el 
computador digital. 

OBJETIVO 
En este curso se darán al profesionista las 
técnicas modernas para la solución numérica 
de complejos modelos de situaciones del 
ejercicio profesional. 

A QUIEN SE DIRIGE 
Este curso está dirigido a profesionales de 
las ramas de ingeniería, administración, pla
neación y economía que necesita emplear el 
computador digital para resolver problemas 
numéricos de su aprecio profesional. 

PRERREOUISITO 
Es deseable tener un conocimiento básico de 
programación. 
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1. 

TEMARIO 

1. Repaso de Fortran 
1.1 Introducción 
l.2 Lenguaje Fortran 

2. Algebra Matricial 
2.1 Suma 
2.2 Multiplicación 
2.3 Operaciones elementales de matrices 
2.4 Inversión 

· 2.5 Eigenvalores y eigenvectores 

3. Sistemas de Ecuaciones Lineales 
3.1 Método de Gauss-Jordan 
3.2 Método de Gauss-Seidel 

4. Raíces de Funciones Trascendentes y Po
linomios 

• 4.1 Funciones trascendentes 
4.2 Funciones polinomiales 

5. Interpolación 
5.1 Polinomios de Lagrange 
5.2 Polinomios de Hermíticos 

6. Integración y Diferenciación Numérica 
6.1 Método trapezoidal 
6.2 Método de Simpson 
6.3 Diferenciación numérica 

7. Solución de Ecuaciones Diferenciales 
7.1 Método de Runge Kutta 
7.2 Método de Milne 
7.3 Método de Diferencias Finitas 
7.4 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales 

8. Optimización 
8.1 Programación Lineal 
8.2 Programación Dinámica 

~ 
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PROFESORES 

M. EN C. VERONICA CZITROM 
DR. VICTOR GEREZ GREISER 
M. EN C. MARCIAL PORTILLA ROBERTSON 
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A. LOS ASISTENTES A LOS CURSOS DEL CENTRO DE EDUCACION 
•• < 

CONTINUA 

Las autoridades de la Facultad de·Ingeniería, por conducto del Jefe del 
Centro de Educaci6n Continua, otorgari una constancia de asistencia a.
quieHes cmnplan con los ·requisitos establecidos para cada curso. Las 
perso¡1as que deseen sue aparezca su título profesional precediendo a -
su nombre en. la cons_tancia, · 9,eb~rán entregar c9pia del mismo o de su -
c€dula a más tardar•·el SEGUNDO DIA de clases, en las oficina& del Centro 
con la ~eñorita encargada de _inscripciones. 

El control de asistencia se llevar~ a·cabo a trav~s de la persona ~ncaE 
gada de entregar las notas del curso. Las inasistencias ·serán computa
das por las autoridades del Centro, con el fin de entregarle éonstancia 
solamente a los almnnos. que-tengan un m!nimo:::-del_.80% de asistencia. 

Se recomienda a los asistentes participar activamente con sus ideas Y 
experiencias, pues los cursos que ofrece el Centro están planeados para 
que·los profesores expongan una tesis, -pero sobre todo, para que coordi 
nen las opiniones de todos los interesados- consti-tuyendo verdaderos se
minarios. 

Es muy-importante que todos los asistentes llenen y entregen su hoja -
de inscripci6n al inicio del curso. Las personas comisionadas por al
guna i.nsti tuci6n deberán pasar a .inscribirse1 en las oficinas del Centro 
en la misma forma que· los dem~s asistentes, entregando el oficio·respec 
tivo. 

Con objeto de mejorar los _servicios que el Centro de- Educaci6n Continua 
ofrece, al final del ·curso se-·hará una evaluaci6n ·a tráves de un cues--
tionario- diseñado-para -emitir- juicios--anc.'5nimos-:por parte. de. los asiste!!, 
tes. 







DIRECTORIO DE PROFESORES 

METODOS NCJMERICOS Y APLICACIONES CON LA COMPUTADORA DIGITAL 

ING. RICARDO CIRIA MARCE 
DEPARTAMENTO DE PROCESAMIENTO 
CENTRO DE CALCULO 
FACULTAD .DE INGENIERIA, UNAM 
CIUDAD UNIVERSITARIA 
MEXICO 20, D.F. 
TEL: 550.52.15 ext. 4150 

M. EN C. VERONICA CZITROM 
PROFESORA DE MATEMATICAS 
D. E. S. F. I., UNAM 
CIUDAD UNIVERSITARIA 

· MEXICO 20, D.F. 
TEL: 548.09.50 

- 595.53.?8(dom.) 

DR. VICTOR GEREZ GREISER 
PROFESOR TITULAR 
INGENIERIA MECANICA Y ELECTRICA 
FACULTAD DE INGENIERIA, UNAM 
CIUDID UNIVERSITARIA 
MEXICO 20, D.F. 
TEL: 550.52.15 ext.3750 ó 3746 

525.64.52 

ING. CARLOS RAMOS LARIOS 
CENTRO DE CALCULO 
FACULTAD DE INGENIERIA,_ UNAM 
CIUDAD UNIVERSITARIA 
MEXICO 20, D.F. 
TEL: 550.52.15 ext. 4150 

ING. JOSE HORACIO SANDOVAL RODRIGUEZ 
INVESTIGADOR 
INSTITUTO DE INGENIERIA, UNAM 
CIUDAD UNIVERSITARIA 
MEXICO 20, D.F. 
TEL: 548.65.60 ext. 208 

'pmc. 
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La estructura del problema tiene 4 pasos a seguir, i::;;;' .1 
; -_, .l ~ 

' , ( 
, } 

los cuales son:/ 

1.- La formulaci6n precisa del problema 

2.- Modelo matemático 

3.- An~lisis matemático 

4.- Solución del problema con computadora 

Resulta importante poder pasar del fen6meno físico 

al modelo matemático, esta relación se muestra en la siguie~ 

te figura: 

FENOMEMO FISICO ~ IDEALIZACION DEL l_--'MODELO MATEMATICO 
,.. PROBLEMA i 

1 ¡ 

Veamos .como sucede ésto en la soluci6~ de un probl~ 

ma científico. Por ejemplo veamos el caso de la Ley de Movi-

miento de Newton, la cual d,ice que la fuerza es igual a la rna 

sa por la aceleraci6n: 

f = ma 

Supongamos que esta relación es ,exacta·, sin tomar -

en cuenta· la te~·r!a de la re'latividad-. 

Este típico pr.oblema se estudi6 en un curso elemeri--

tal de F1sica conocido como el problema de le piedra que cae~ 

r--
1 

\ 
LA TORRE 

100 m. 
/ DE PISA 

r 
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el tiempo de caída real (pregunta original) o Creo yo 
l . . 

que hemos llevado ~~·1 problema a· un extrc:mo, como concl~ 

si6n podemos 
( 

decir¡que el modelo debe ser lo suficiente 
; 

para ~;bten~r 
1 

mente exacto de este resultados út~les, 

sin caer en el extremo anterior, donde el precio que 

hay que pagar en el análisis matemático y esfuerzos de 

computaci6n, tal vez no ~ea lo que queremos. 

Una vez que se ha·hecho el diseño matemático-

del modelo del problemag es necesario determinar un "al 

gori~mo" para resolverlo 1 ~sto es, una serie finita de 

pasos que nos lleve a la soluci6n del problema. 

Para el problema anterior, el algoritmo sería -

el siguiente: 

1.-

2.-

Leer el valor de la. altura (d) 
' 2 

Hacer a=· 9.8 m/seg. 

3.- Hacer t = 9.8 x d 1/2 

2 

4.- Escribir el valor de t como respuesta. 

Una de las técnicas más populares para descri-

bir algoritmos es por medio de diagramas de flujo, los.~ 
1 : . ,_ 

cuales se explicarán a continuación. 

DIAGRAMAS. DÉ' FLUJO 

Los diagramas de flujo_ son-- rep-resentaciones· g,t}i -...... · 

r 

:, 
,! ,. 
' 
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fi~as de los programas. Cada decisi6n y operaci6n a 

desarrollar será colocada en una caja, la forma de la 

caja nos indicará el tipo de instrucci6n a desarrollar. 

Se utilizarán flechas para interconectar estas cajas, 

las flechas nos indicarán la secuencia de las operac~o-
~ ' 

nes,·usualmente debemos empezar por la parte superior y 

bajar siguiendo las flechas (top down). 

El an~lisis del problema se facilita utilizan 
,{ 

do diagramas de flujo, pues "no son ambiguos y tienen una 
,_-:. 

estructura similar a la del problema. Des ~;lortunadamen= 
J·. ' 

te, no existe hoy en d!a una convenci6n efiftandard para -
' 1 

estas representaciones, a lo largo de estas notas se usa 

rá la notaci6n IB.M, que resulta ser la más g~neral· aunque 

no es universal. 

Las siguientes reglas serán usadas. 

1.- Cada proposici6n será colocada en una caja. 

{Es válido colocar varias proposicion_es en 

la misma caja) .-. 
2.- La secuencia de las operaciones se indica 

con segmentos de linea dirigidos (flechas) 

entre las cajas. 

3.- Se utilizan diflerentes tipos de caj~s se

gan sea la proposici6n. 
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DESCRIPCION DE LOS SIMBOT..OS 

Indica inicio del programa o de 

un subprograma. 

Operación a ejecutar por ejemplo 

de la figura L 

1 Indica que se debe de hacer la -

operación: 

a2 - 4 AC y su valor asignar 

lo a DISC. 

Proposición IF { # pag 7 ) comp~ 

ración, compara lo que está den~ 

tro d~ la caja dependiendo de -

esta comparación se podrán seguir 

3 caminos. La comparación se in-

dica cori: si queremos: qqmparar I 

con N, lo indicaremos (dentro de 

la caja) por ! : N. 

Indica que hay que leer tarjetas 

perforadas con d~tos o proposicio-

nes. 



o 

Indica que queremos imprimir en 

la impresora· aTgtin-·mensaje o re-

sultado .. 

Este s!robolo es un conector 

Paquete de tarjetas (usualmente 

un programa) • 

Operaci6n DO ( la cual se expli-

cara en la siguiente sección. 

Fin o alto del programa. 

C~nta magnética o cinta de papel 

perforado. 



1 

\ ·. 
\ 
i 
' \ 
' . 

Primer problema de clase. 

\ Este problema trata de determinc:.r la precipita-
' 1 

ción P,luvial total y su promedio en el Distrito Federal du 
\ 

rante ti~ lapso, digamos un año. 
\ 

·. 

Los datos con los que se cuenta son las lecturas 

diarias efectuadas en milÍi.¡¡etros, (notemos que no es posi~ 

ble tener números negativos} o sea la cantidad de lluvia. 

Procederemos a resolver el problema de la siguie~ 

te forma, (utilizando primero un diagrama de flujo). 

A= cantidad de lluvia (agua) 

S= Suma 

N= # de periodos leidos 
S..:o 

p¡.,.;M 

Ll:i' -~ 

l A 1 --- ______ ] 

1]>~~-~,.......--A..-
1
,· _-~-----------< l ~ ~ 

. ~ . ~ 

jiM-;fii~El 
'SDNJ>.. 
1 

1 'PRC1~ 
\...____./ ~-..._¡ 

. S :: S ~-A---.1 

---·¡ ' 
/N:: J\.)~ 1 ¡_l 
_________ _j 

\ 



A continuaci6n procederemós a explicar el dia-

grama de flujo. 

La primera ca.ja de inicio nos indica el corni·en 

zo de neestro programa. La siguiente caja asigna el va-

lor cero a las variables A y N donde A es el valor (can-

tidad de lluvia) leido, y N va a ser al ndrnero de lectu 

ras tomadas. A continuaci6n procedemos a leer el primer 

iato, notemos que no es posihle tener 1 valor negativo de 

lluvia, por lo que valiéndonos de esta propiedad en la -

siguiente caja preguntamos si el·valor leído es negativo, 
1 

si es negativo calcularnos el promedio de lluvia en el Dis 

trito Federal, e imprimimos la suma y el promedio, para -
""' 

poder hacer esta operación en la última tarjeta de datos 

se pondrá un nú~ero negativoo Si el valor leído no es ce 

ro, se procede a su;rr.ar, lo cual s efectúa haciendo la 

asignación de la suma del valor anterior de suma más el 1 -

valor leído, cosa similar ocurre en el "contador" del nG 

mero de datos leídos. Notemos que este ciclo se repite -

hasta que leamos un número negativo, al suceder ésto, el 

programa imprime el resultado y termina. 
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CODIFICACION FORTRAN DEL PROGRAMA 

XXX TARJETAS DE CONTROL 

C INICIO DE LAS VARI~B~ES 

SUMA = O 

N = O 

1 READ 2, 2) A 

2 FORMAT (1~) 

IF (A) 3, 3, 4 

4 SUMA = SUMA + A 

N =N+ 1 

GO TO 1; . 

3 PROM = SUMA/N 

WRI~E ( 3,5 ) PROM, SUMA 

5 FORMAT ( 10X, F10.4, 5X, I5 ) 

CALlla EXIT 

END. 



DESCRIPCION. 

Como todo lenguaje (ya sea de programaci6n o 

natural) el Fortran tiene un alfabeto, ésto es, una serie 

je síiPbolos que sirvP.n para formar expresiones e instruc

ciones. El alfabeto de For·tran para B - 6500 consta de: 

Letras: A, B, C. D, ..• o o 1 x, y, z. 

Dígitos: O, 1, 2, 3, o 3 o i 9 . 

CAR}\CTERES ESPECIALES. 

+ MAS 

* 
1 

=· 

HENOS 

ASTERISCO ( MULTIPLICA ) 

DIAGONAL (SLASH) DIVIDE 

ASIGNA (NO CONFUNDIR CON IGUALDAD) 

COMA USADA COMO SEPARADOR ) 

AB~ PAREN'l'ESIS 

CIERRA PARENTESIS 

~ ESPACIO EN BLANCO 

" 

** 

COMILLAS (UTILIZADA EN f'OR.NIATOS) · 

DOS ASTERISCOS { ELEVA AL CUADFADO } 

1/ 
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Todo progra~a en Fortran contiene, instrucciones de 
1 

\ 

los s iguientes tipos/ 
¡ 
\ 

a ) AsignaÍci6n 
1 

b Contrcl 

e) 

1 
! 

Entrada/Salida 

d) Informaci6n para el compilador 

e) Funciones y subprogramas 

La forma de codificar (escribir) un programa en For 

tran es la siguiente. 

Cada tarjeta contiene 80 columnas que deben distri-

buirse de la siguiente manera: 

COLUMNAS ....., uso 
1 ', ,~1 ; 

5 Número de proposición (etiqueta) 

6 Continuaci6n 

7 - 72 Proposici6n 

73 - 80 Identificaci6n o número de secuencia 

Un programa completo , en Fortran se vería codifica-.· 

do como sigue: (PROGRAMA MOSTRADO EN DIAGRAMA DE FLUJO AN 

TERIORMENTE) • 

72 73 80 
-~---------~-~----r~------~---, 

j 1 
10 

20 

25 

30 

40 
45 ¡· 
50 1 

READ 10 , A, B; C 
FORMAT ( 3 FlO.O ) 
IF (A( 20, 50, 20 
DISC = B **2 - '4*A*C. 
IF (DISC) 40, 25, 25 
DISC = SORT (DISC}- . 
Xl = (-B + D!SC) 1 (2*A) 
X2 = (-B - DISC) 1 (2*A) 
PRINT 30, Xl, X2 
FORMAT (lH, 2 FlO. 3 ) 
GO TO 50 
PRINT 45 
FORMAT ("DISCRIMINANTE NEGATIVO") 
CALL EXIT 
END 

1 1 
i 
1 
l 

.· . 

',•' 



CONSTANTES. 

f 

Una constante en Fortran puede ser de 2 tipos: 

a) Entera Integer 

b) Real Real ) 

a) Una constante entera es cualquier ndmero -

sin punto decimal. Ejemplo: 

O, 91, - 173, + 327 

si un entero se escribe sin signo, se supone p~ 

sitivo. ; Los valores que pueden tomar las con~ 

tantes en IBM-1130 son los comprendidos en el 

rango: ""' 

~ 32767 a 

(- ( 215 - 1 ) a 

32767-

215 - 1 

No se permite introducir comas en una constan-

te entera. Ejemplo de constantes enteras ilega-

les: 

3.2 

27. 

31459036 

5,496 

tiene punto decimal 

demasiado grande 

contiene una COffici 

b) Una constante real es cualquier n6mero con -

punto decimal. Ejemplo: 

o. 
91.3 

n·l45 o 8 

5 .E3 



5~0 X 10 3 

~s. x 10 3 

4.1x10° 

Que 

,/ 
'( 

e' 
) 

\ 
escrj:biremos 

i 
i 

f 
j 
/ 
'¡ 

como: 

5. E03 

-5. E03 

4. EOO 

I.a maginitud de una constante real n o debe ser ma

yoi· que 2127 6 menor que :-128 

VARIABLES. Una variable en Fortra~ es la representación sim 
', -

bélica de una cantidad que puede tomar diferentes valores. 

Por ejemplo, en la instrucción 
i 

A=S.O+B 

A y B son variables, el valor de B está determinado 
. 

por alguna instrucción previa y puede cambiar. El valor de A 

e. ~:á variando para cada nuevo valor de B. 

NOMBRES DE VARIABLES.- Un nombre de una variable consiste -. 

en una cadena de 1 a 5 caracteres alfanuméricos, excluyendo ca 

racteres especiales, y siendo el primero una letra. 

Ejemplo: de nombres de variables permisibles. 

DET 

AB1 

I 

LL4E 

Ejemplo: de nombres de variab~~s ilegales: 

1LL4 Empieza con caracter no alfabetice 
ABCDEFGHIJ Demasiado grande 
A-B Caracter ileg~l 
A/B Caracter ilegal 



El tipo de cantidad (real o ~ntera) que representa se 

puede especificar de dos maneras: explícita e implícitamente. 

. . 
La forma implícita de especificar una variable .es como 

sigue: 

a) si la primera letra del nombre de la variable es: I, 

J, K, L, M, N, la variable se considera como una va-

riable entera. 

b) Si la primera letra del nombre de la vari.J.ble NO es: 

I, J, K, L, M, N, la variable se considera como una 
¡ 

variable real. 

La forma explícita de especificar una variable es usando 

una Declaración de tipo, la cual hace que el compilador ignore la 

especificación implícita, por ejemplo: si por medio de una decla 

ración de tipo, designarnos a la variable ITEM como de tipo real, 

será manejada por el compilador corno una variable real, sin irnpo~ 

tar que su primera letra sea una. I. 

EXPRESIONES ARIT!~TICAS 

Una expresión aritmética (e.a.) es una sucesión ~e cons~. 
' ' ; í ¡,1 

tantes, variables y símbolos de operaciones aritm~ticas que 'si---

1~en las reglas que a continuación se darán • 

.Le:=: siguientes son los símbolos de operación aritmética: 

1-



REGLAS. 
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) 
í 

Símbolo u or}=rador~ 

+ 

* 
1 

** 

Ejemplo: 

j 
1 
( 
( 
1 
1 

Expresi6n algebraíca 

a + b 

a - b 

-ab 

a 

Significado: 

SUMA 

RESTA 

MULTIPLICACION 

DIVISION 

EXPONENCIACION 

~uivalente en Fortran 

A+ B 

A B 

A * B 

. A/B 

A**B 

1.- Dos operadores no deben estar juntos. Deben estar 

separados por cantidades o paréntesis en la expresión 

por ejemplo¡, .A+- B es inválida, mientras que =a + 

A 6 A + (-B) son v~lidas. 

2.- No se pueden omitir operadores, por ejemplo: 

3~ NO significa 3*A. 

./( 



:·nDOS COMPUTACIONALES. 

Los cálculos· aritméticos son hechos en doa formas: 

e~tera y real, dependiendo del tipo de las cantidades envuel-

tas en el cálculo. Las constantes o variables que forman una 

expresj_Ón ar.i tmética no necesitan ser del mismo tipo. 

El modo de la expresi6n es entero, real o mixto, de 

pendiendo de si las constantes son enteras, reales o estan 

me?.cladas. 

Por ejemplo: 

.::;XPRESION TIPO DE CANTIDAD .. --.... 

3 Constante entera 

I + J Variables enteras 

3.0 Constant'e real 

A Variable real 

5*JOB + ITEM Variables enteras, 
Constante entera 

A**B Variables reales 

A + B/ITEM Variables reales 

MODO DE LA EXPRESION 

entera 

entero 

real 

real 

entera 

real 

mixto (el resulta
do se guarda corno 
real} . 

Se pueden usar paréntesis en las expresiones aritmé
·lll 

ticas como en· algebra, para especificar el orden en el cual se 

van a efectuar las. >Operacio~es aritméticas que forman la exp1.·~ 

s16n. 

// 
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PROPOSICION DEIASIGNACION -¡ 
¡ 
1, 

i 
La forma ,},·eneral de esta proposici6n es: 

¡ 

~ 
,. (variable) = (expresi.ón ari trnética) 
l 
\ 
( 
1 

' Ejemplo: ' 

A= 5 

AB2 = A* ( B ** 2 ) 

DISCR = B ** 2 - 4* A* C 

El objeto de esta instrucción es el de asignar a la 

(variable) el valor de la (expresi6n aritmética) , borrando el va-
' 

lor anterior de dicha variable . 

.... 
PROPOSICIONES DE ENTRADA/SALIDA 

Las proposiciones de entrada/salida permiten al progr~ 

mador introducir (obtener) datos al (del) programa. 

La forma general de dichas instrucciones es: 

READ lista de variables 

WRITE lista de variables 

n 1 Es el namero de la unidad (física) de lectura de datos: 

Lectora de ta~jetas perforadas, lectora de cinta perfo-

rada, cinta magnética, etc. En IBM-1130 este número es 

el 2 para lectora de tarjetas. 

Es el número de una proposición de formato. Para que -

el progtJ"ama pueda leer datos, debe tener conocimiento -

de la forma en que se le van a. presentar. Esto se hace 

mediante la proposici6n FORMAT. 



LA FORMA GE~ffiRAL DE ESTA POSICION ES 

FORMAT ( list:a de especificaciones) 

La lista de Especificaciones le indica al compilador 

en qué forma están perforados los datos. Básicamente ~~~:dos 

tipos de especificaciones 

I en·tera 

F Flotante ·( cant. reales} 

E Exponencial 

El formato I tiene la forma 

Iw doride w .es el ancho del campo 

Este formato se utiliza para leer (o escribir) valores 
"" 

! 

de variables enteros, con un ancho máximo de w dígitos.' 

Por ejemplo, si querernos leer un valor de la variable L 

de tarjeta, tendremos que escribir: 

READ 2 1 10 ) 1!. 

10 FOR."1AT ( 14) 

Las dos proposiciones anteriores hacen que la computa~ 

oora lea un valor entero de a lo más 4 dígitos, y lo asigne a la 

variable L. 

Para leer (o escribir;) valores¡que .qorrespond~n .~ 

cantidades reales, se usa el formato F el cual tiene 1~ forma g~ 

neral Fw.d, donde VI es el número máximo de dígitos y d es el nü-

m~ro de dígitos decima:es. {d puede ser O ) . 

Por ejemplo, para leer el valor de la variable R podemos usar: 

1( 



f 

READ ( 2 , 3) R \ 
\ 
¡ 

3 FORMAT (FlO. 3) ¡" 

l 
Esto le in¿lica al compilador que va a leer un valor 

J 
real de 9 digitoh, de los cuales 3 son decimales. 

1 ' 

;¡ 
.. 

Para la imp:resión de resultados, el número asign.:..do a 

la impresora en l!nea en IBM-1130 es 3. 

Existe un formato que permite mejorar la impresi6n de 

resultados, ~ste es el fomato X, el cual hace que la irnpre 

sera ( y en algunos casos ld lectora ) se "salte" tantos es 

pacios como lo indique la especificación, por ejemplo, 1~ 

especificación 4x hará que el programa, en impresi6n, deje 

4 espacios en blanco, libres. 

A 

A continuaci6n veremos las conversiones en entrada-sali 

/~a, de distintos valores bajo diferentes especificaciones. 

(lz$ signi.fica espacio en blanco) 

ENTRADA 

Cam12o de Entrada Especificación_ Valor Interno 
1 

567 I3 + 567 

- 329 I6 - 329 

27 I7 ~ 27 

27 I5 + 27000 

234 I7 234 
1 

SALIDA 

Valor Interno Especificación Campo de Salida 

+ 23 !4 + 23 

'1 :; 

''. 



Valor Interno 

- 79 

+ 30145 

- 30145 

+ 978 

Q 

BNTRADA . ' 

Campo de Entrada 

36725931 

3.672593 

-. 367259 o .... 

367259 

SALIDA 

Valor Interno 

+ 36.7929 

+ 36.7934 

0.0316 

+ 579.645 

+ 579.645 

-579.645 

Especi fi.cación Campo de Salida -
I 4 - 79 

I 5 30145 

I 5 ·Jt<~t*'** 

I 1 * 
I 3 o 

Especificaci~~ Valor Interno 

F8.4 

F8.4 

1"8.4 

F6.6 

Especificaci6n 

F7.3 

F9.3 

F6.3 

F4.2 

F6.2 

F6.2 

+ 3672.5931 

+ 3.672593 

- 367259 

+ 0.367259 

Ca_n~o de Salid~. 
{ . 

36.763 

'579.65 

***** 



\ 
1 
i 
) 

En algunos c::e los casos, es necesa.rio imprimir títulos 
\ 
' 1 

o encabezados de ttal manera de que lo~ resultados del pro=-
¡ 

grama sean más legibles y comprensibles. Para este tipo de 
/ 

.l. 
problemas es compn poner el texto a ser impreso entre corni-

/ 

las, dentro del,"forrnato que le corresponda. 

Por ejemplo, si querernos imprimir los valores de tres 

variables J\., B 1 e, en una forma legi.ble, podrÍn.!nos usar el 

siguiente formato: 

WRITE ( 3, 10 ) A, B, e, 

10 FORMAT ('A= ', F10.4~ B = 1
1 F10.4,'e = 'F10.1) 

Lo cual provoca que la máquina impr;ima lo siguien.te ~ 

suponiendo qutie A = 5.6, B = - 4.85, e = 1 ... 492) ·· : . 

A= 5.6000 B = ~ 4.8500 e= . l. 4920 

Es importante hacer notar que la primera posici6n de 

impresión ( i-e la columna 1) sirve para el control del e~ 

rro de impresi6n, por lo que es necesario tener presente 

este hecho siempre que se vaya a imprimir. 

El control.de carro posible se reduce a las siguien-

tes: 

?RIMERA COLUMNA 

}lS Espaciamiento sencillo antes de imprimir 

o Espaciamiento doble antes de imprimir 

1 Salto a otra página antes de imprimir 

+ Sobre ~ escritura antes de imprimir 

Proposiciones de Control 

Normalmente, las instrucciones de un programa en· ~Fc.;>rtran 



se van ejecutand~Bn forma secuencial, por lo que es ,nece~ 

sario alterar (en algunos prolYlemain esta forma d~ e ~ecu--

ción. 

Las instrucciones que alteran el flujo de las instruc 

cienes en un programa son las in~tr~cciones de control que 

son: 

Proposición GO TO 

GO 

) ' '~ . .e 

IP 

STOP 

TO 

Ar1. tmético 

Lógico 

CON'riNUE 

Esta propos1ci6n es llamada de transferencia incondi~ 

cional y su forma general es: 

GO TO n donde .,.. f 
n -~ es un numero 

de proposición 

El efecto de esta proposición es el de transferir el ·-

f :..u jo de ·las instrucciones• a aquella que tiene el número de 

proposici6n n.· • Esto se puede visualizar corno un ''salto" en 
. 

el orden de ejecución del programa" 

Por ejemplo: 
1 

En el segmento de programa sigul.eni:.e, el .orden de 

ejecución es: 1,2,3,5,6,2,3f5 ,6 .7 

1 A = o 4 e -·· A * B 

2 B = A + 3 5 WRI'I'E (3,8), A1 B,C 

3 c:o TO 5 ,. 
GO TO 2 l.) 

7 F:Nn 



\ 
1 

\ 

;' 
1 

i 
Proposición IF 

j 

GenGralmente, en el transcurso de un programa, es ne-

cesario hacer "preguntas 11 sobre algunos valores de las va-

riables del programa, .y tornar "decisiones" según ·el resul 

tado de la pregunta. 

Esta ~toma de decisiones se ~fectda por medio de la -

propos,ici6n rr, la cual t:i.ene · lw:: versiones ·formadas Ari t-

mética Lógica·. 

El IF Aritmético tiene la forma 

Donde n
1

, n¡ y n
3 

son 3 etiquetas 6 números de propo-

sición. 

El funcionamiento de este IF es el siguiente: 

1.- Evalúa la expresi6n aritmética 

2.- Compara el resultado con cero y toma cualquiera 

de las siguientes acciones: 

a) Si el resultado es ' o ' transfiere el control 

a la proposición con el número n
1 

b) Si el :resultado es = o , transfiere el pontrol 

a la proposici?n
1
con el número ~2 ... 

• 1 

e) Si el resultado es o 1 transfiere el oontrol 

a la proposición con el número n
3 

Corno ejemplo, veamos· un programa que ca:tcula la función 
!· 

S!GNUM (x) 1 ( x) definida corno: 



(f ( x) 
r 1, X 

o 
-·· 0, X:.:: o 

l., X o 

Hagamos primero uri diagrama de Flujo: 

sigue: 

------:-... --\ 
(_rNIC~ 

LEE X 

¡ 
J 

· La codifidaci6n en Fortran IB-1130 queda como 

1 READ ( 2,2') X 

2 FORMA'r ( FlO. O 

3 IF (X) 4 , 6, 8 

5 GO TO 9 

6 3 ::: o 



7 GO TO 9 ¡ 

l, 

1 
8 S = 1 1 

: 

9 WRITE (/3 1 10) X, S 

10 FORMAT (F l.C. 6 1 3) 

END 

El IF lógico tie~e la forma 

IF (expresión 16gica) proposición ejecutable 

Una expresión lógica es una expresión que puede ser 

cierta o falsa, como es el caso de las comparaciones: 

¿ Es A B ? 

¿ Es sen x + y log. z ? 

Este tipo de expresionaes son llamadas expresiones de 

relación y consisten de dos expresiones aritméticas (rea~

les o enteras) separadas por un operador de relación. Los 

operadores de relación son las 6 comparaciones matemáticas: 

= 'F = = que en Fortran quedan expresadas como se mues-~ 

tra en la tabla: 

OPERADOR DE RELACION NOMBRE EN FORTRAN 

= .EQ. 

.NE • 

.LT . 

= • LE. 

.GT. 

lB o GEl o 



Además de estos operadores, se usan tres operado-

res lógicos pata· construir expresiones más elaboradas. 

Estos operadores son llamados disyunci6n, conjunci6n y 

negaci6n¡ sus nombres en Fortran son .OR., .ANO •. NOT. 

Respecti varnente. Su funcionamiento es el siguiente: 

Si X y Y son expresiones 16gicas, entonces X.OR. Y 

es cierta. a menos que X o Y sean ambas falsas. 

X. AND. Y es falsa, a menos que X y Y sean ambas 

ciertas. 

NOT.X es falsa si X es cie~ta y viceversa 

. 
Veamos el stguiente ejemplo comparativo del uso del 

IF L6gico y del IF aritmético. 

Supongamos que queremos hacer R = Rl solamente si 

S = 3. y T = 4, hay ·3 maneras de hacer esto: 

IF ARITME'riCO IP LOGICO 

IF ( S - 3 ) 1,2,1 a) b) 

2 I F ( T-4) 1, 3 , 1 IF(S.NE.3) GO TO 1 IF(S.EQ.3.AND. 

IF (T.EQ.4) R = Rl T. EQ.4} R=Rl 

1 - - - -

Vernos que usando el If, aritmético 
! ' 1 ' 

~ecesitamo~ 3 eti-· 
'J 

quetas. En el IF L6gico, el funcionamiento es el siguien-

te: 

a) Se evalúa (n} la (s) expresi6n (es) aritmética {s) 

involucrada ( s) en la expresión 16g.i.ca. 



\, 

i 
' 
( 
/ 

b) Se va )evaluando el valor lógico (cierto o fals'o) 
\ 

de la(expresión 16gica, siguiendo un orden de-
) 

prio~{dad de operadores 16gicos. El 6rden es el 
¡ . 

sigui~nte: La más alta prioridad es. dada •. NOT. 
\ 
' 

Después se evalúa .ANO. 

y finalmente .OR. 

e) Una vez que se ha evaluado la expresión 16gica en 

tre los paréntesi.s del IF, se observa su valor y 

ocurre una de dos situaciones: 

Si la expr~sión 16gica es cierta, se procede a -

ejecutar la proposición a la derecha del If, 

Si la expresión lógica es falsa, se ignora dicha propo

sición y se contfnua con la secuencia normal del programa. 

ARREGLOS.- Generalrnentep en los problemas científicos, es 

necesario usar vectores, matrices o estructuras con más di 

mensiones. 

Debido a que todas las variables.usadas en el programa 
• 

ocupan un lugar en la memoria d6 la computadora, los proble-

mas deben ser "decla~ados" (esto es, se le debe dar informa 

ción al compilador) a fin de que se les asignen localidades 

en la Memoria. La manera de declarar un arre'glo en Fortran 

es por medio de la proposición:!a'dimension" y es como sigue: 

DIMENSION A (n 1 , n~}, B (~ 3 ), C(n4 , n
5

, n 6 ) 

Donde At B, C . son los nombres de los. arreglos y n 
1

, n
2

, 

son las dimensiones máximas de dichos arreglos. 



Por Ejemplo: 

Dimension NOM (10,10) 

Hará que el compi'lador reserve 100 localidades para 

una matriz llamada NOM con 10 renglones y lO coium .. "las. 

Para referirse a algün elernen·to de un arreglo, basta 

con poner el nombre del ar·reglo, seguido por el índice 

(o los índices) encerrado entre· par~ntesis por ejemplo¡ -

si quer~mos suma~ los dos primeros elementos del arreglo A 

y ·guardar el resultado en el tercero, lo haríamos por me-

dio de la siguiente proposici6n. 

A 3) =;A ( 1) +A ( 2 

En general, ,).os índices de un a-rreglo son variables -. . 
enteras, que van cambiando de valores en el transcurso del 

programa. Corno -ejemplo, veamos un programa que lee un vec-

tor llamado valor, de a lo más 100 elementos; y calcula la 

suma de sus elem~ntos. 

EL DIAGRAMA DE FLUJO DEL PROGRAMA ES: 

(_t.ui ero )· 

C
--C::::-, 

L/3e 1 

N , 
J 

···----'·--"""' 

. ··-
' 

SlJM.l\::.o 

I-=.i 

NO 
SJJMI\~ Sut•O\+- i 

VAI..O"QO:) 
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La codificaci6n de11 programa ~n Fortran quedaría como 
1 
¡ 

~igue: 
t 

567 
r-----------~--~, ------------·------
¡ C 1 SE DECLARA EL ARREGL0 

j ,. Dilv'lEHSION -JALOR (100) 
1 
1 1 
i C 1 SE I..EE EL NUMERO REAL DE ELEMENTOS A PROCESAR 

¡ l 1 READ (2, 1) N 

! 1 ! F$21RMAT ( 13) 

le 1 

1 

; READ (2,2) ( VALOR (I), I - l,N ) 

2 FORMAT ( 8F 10.0 ) 

DE AQUI EN ADELANTE SON LOS CALCULOS 

SUMA= 0.0 

I = 1 

3 SUMA = SUMA + VALOR ( I) 

·1 IF (I .EQ.N) GO TO 4 

I = ~ + 1 

GO TO 3 

WRITE ( 3, 5) : S U~: 4 

! ~ 
1 
1 

5 FORMAT 1H, 'SUMA= ' , Fl2 .4 1 

CALL EXIT 

END 



En el programa usamos una proposición de la· forma 

( VALOR (I), I = 1, N ) 

La cual es usada con mucha frecuencia para lectura 
. ' 

e impresión de arreglos ( de cualquier dimensi6n ) y su -

funcionamiento es equivalente a escribir. 

VALOR (1), VALOR (2), VALOR (3), •.• , VALOR (N) 

Este tipo de proposiciones de iteracción son las que 

quizá dan ~s poder al lenguaje, ya que es posible reali~ 

zar grandes cantidades de cálculos mediante pocas proposi 

ciones. 

Una de las proposiciones de interación más usadas por 
,., 

los programadores en Fortran, en la proposici6n DO. 

P ROPO SI CION DO .. 

La proposición de control DO nos permite efectuar una 

serie de iteraciones con una sola propo~ición, por ejemplo: 

si queremos inicializar un arreglo 4 de N elementos a ceros, 

se puede hacer usando If's•o usando una proposición Do. Vea 

mos las dos formas: 

Con If 's Con Do 

I = 1 

1 A( I) = O 1 A (I) = Q 

I = I + 1 

La forma general de la proposición Do es: 

Do etiqueta variable entera = valor inicial, valor 

final, incremento 



\' 

La etiquet:a que aparece en la proposición DO le indi

ca a la máquina hasta donde llegar el alcance del DO, esto 

es, define los límites dentro da los cuales se efectuará -

la iteración. 

La variable que servirá come 1m "contador" para el DO 

su valor inicial está dado en la proposición y se irá incre 

mentando cada vez que llegue al final del DO, comp~rando 

su valor con el va1.or final especificado. En el caso de --

que sea mayor o igualr el ciclo termina y se ejecuta la pr.2_ 

posición siguiente del bloque definido por el OO. 

La última proposición en el bloque de un DO no puede = 

\ 
ser Go To, If Return o Do. En el caso en que sea necesario 

usar algunas veces estas proposiciones, se récurre a una pr~ 

posici6n "muda" que és el eontinue cuya llnica función es la 

de definir a uua etiqueta.· 

Se puede da·r el caso de tener varios bloques de DO' s --

'
1auidados", esto es, uno dentro sel otro, siempre y cuando -

cada uno está completamente abarcado por el más largo. 

Para ejemplificar lo que se ha dicho, veamos un segmento 
. 

de programa que multiplica dos matrices A, · B cada una de NxN 

y guarda el producto en la _ma~riz e de_ N x·N. 

Recordemos que si e = A*B 

n 

e ij 
k = 1 



El programa quedaría como: 

DO 1 I = 1, N 

DO 1 ,J = 1, N 

e (I,J) = o 
DO 2 K = 1, N , 

2 C (I,J) = C(I,J) + A(I,K) * BlK,J') 

1 CONTINUE 

SUBRUTINAS Y FUNCIONES 

Muy frecuentemente sucede que una Sección de progr:arna, 

o secuencia de instrucciones es frecuentemente usada. Si 

tal caso sucedeAtal secci6n del programa ~s usualmente 

identificada como una rutina separada llamada SUBROU'l'INE en 

Fortran ( PROCEDURE ALGOL ) • 

CUando una subrutina es definida, se le dá un nombre -

de identificaci6n, y sus argumentos son identificados, estos 

argumentos son sus variables. A continuación estudiaremos -

la naturaleza, uso y objeto de las subrutinas. 

Cada subrutina debe de empezar con la proposici6n subru 

tina, su nombre, y una lista de argumentos y termina:r: .. ccn -

las PROPOSICIONES ·RETURN Y END. 

SUBROUTINE SUMPRO ( A, B, SUM, P.RO ) . 

RE AL A ( 2 O ) , B ( 2 O ) , S UM ( 2 O ) , PRO (2 O } • 

1 S UM ( 1) = A ( I) + B ( I) 

1.' RO D ( I ) = A ( I ) * B ( I ) 

1 = I + 1 



IF 
' 

e rl - 20) 1, 1, 2 ¡ 

2 RETURK 

END 

La manera como se transfiere el control se ilustra 
r 

en la siguiente figura. El control se transfiere a la sub-

rutina cada vez que es llamada. El control se transfiere 

al programa pri.ncipal u otra subrutina ) cuando encuentra 

la proposición RE"'·URN. La siguiente proposici6n a ejecutar 

es la siguiente A la llamada. 

I 
--~1--,.._ 

LLAMADA 

SUBROUTINE 

r LLAMADA A 

¡ SUBROUTINE 

II 

LLAMADA A 

SOBROUTINE 

~V . 

SUBROUTINE 

RETURN 



La estructura de la subrutina es la siguiente: 

# Tarjetas de control 

Real a (1000) 

Call error 

End. 

Subroutine error ,. 
(WRITE) ( 6, 1)· 

1 Forrnat ("un error del, tipo a ocurri6") 

Return 

End 

Cuando una subrutina es usada, algunos de los argumen-

tos ( argumentos en la subrutina de referencia ) pueden ser 

expresiones, veamos a través de un ejemplo como son est.os 

tratados. 

Programa j 
• 

Principal 

Call suma ( A * A, B ) 

End 



1 
1 

,' 
¡ 

i 
,! 1 

Cuando ejecuta ;1a preposición call suma (A * B, B), 
i 

la expresión A* A,fes valuada y su valor es asignado a una 
1 

1 
·variable temporal no accesible al programador llamémos~e t. 

El segundo argumento es simplemente w1a variable, su nom--

bre es pasado a la subrutina suma. O sea que call suma ( A* 

A, E ) es equivalente A; 

A esta manera de tratar argumentos se le conoce como 

11 Llamada por valor¡ 

En general, ~na subrutina admite determinados valores de . 
entrada y wregresa" al programa principal otros valores, por 

ejemplo, en la subrutina SUMPRO (A, B, SUM, PRO) los valo--

res de entrada son A, B; y los valores de regreso son SUM y 

PRO. 

Existe otro tipo de subrutinas que regresan un solo va-

lor, por lo que son llamadas funciones. En este tipo de sub 

rutinas todos los argumentos representan valores de entrada y 

el valor de salida queda asociado al norr~re de la subrutina. · 

Veamos un ejemplo: queremos una subrutina que admita ~~ 

tres valores A, B, e y calcule A2 + a 2 + c2 si A y B son po-

sitivos o - e si A 6 B son negativos, se procede a decla 
A+ B 

rar la subrutina: 



. ._ 

FUNeiON. F ( A, B, e 

Il'' (A, GE. o. OR. B. GE·. O) GO TO 2 

F = - {C/ ( A+ B ) ) . 
RETURN 

2 F + SORT ( A * * 2 + B ** 2 + e ** 2 

RETURN 

END 

METODO DE NEWTON 

Este métodoAsea tal vez el método más popular para en

contrar los ceros ( rafees ) de una función de una variable 

f {X).· Es decir· se encuentra una X tal que f (X) =O. 

El método de Newton es un método iterativo que produce 

una secuencia de aproximación a la ra!z, siempre y c.uarido: 

a) f {X) sea continua y diferenciable en la vecihdad· 

de la ra!z, y que las·segundas derivadas de f (X) 

no lleguen a ser excesivamente grandes. 

b) Se puede dar un intento inicial del valor de la -

raíz .. bueno". 

Para funciones de variables reales, el método de Newton 

tiene una interpretación geométrica simple somo se ilustra 

en la siguiente figura: 



1 

\ ~ 
11 l 

\ 
\ 
) 

Suponga que que:)remos encontrar una raíz de la función 
1 

f (x), es decir el (punto donde f (x) cort~. el eje x. Supon 
) 

gamos que la curva ~iene la forma de la figura anterior, si 
r 

nuestro primer inte~to es x1 , x2 será una mejor aproxima--
, 

c.L6n de la raíz la cual se obtiene encontrando la intersec-

ción de la tangente (x1 , f (x1} } en el eje x. Este pvoceso 

se re pi te varias V<'~ ces, cad;.'l vez u t~ li zando la x2 calculada 

de la x
1 

anterior; hasta encontrar la raíz con la aproxima-

ción deseada. 

Refiriéndose nuevamente a la figura anterior deje que 

t 1 {x) sea la derivada de f (x) valuada en el punto xi, por 

consideraciones geométricas. 

""'1 
f = 

Y la nueva aproximación de la rafz 

Ejemp;Lo: 

~~todo para calcular la raíz cuadrada. 

1 

2 

Si la ecuación x2 = A, la ecuaci6n a resdlver ser~: 

f (x) = A - x
2 = O 

f 1 
(x) = - 2x 

De la fórmula 2 

A ------x12 ESCRIBIENDO: x 2 = 1 A= + x 1 
z~ xi 

- 2 x1 



METODO DE N~WTON 

e F ROGRAMA ENCONTRAR LOS CEROS DE UNA FUNCIQN 

e 

e 

e AQUI SE DEFINEN LA FUNCION Y SU DERIVADA 

e 

F (X) = 

DF (X) = 

e LEE EL VALOR INICIAL DE LA SOLUCION Y LA TOLERANCIA 

DE ERROR 

READ \5, 1 XVIEJA, EPS 
... 

1 FORMAT L 2 FlO.O) 

e COMIENZAN LAS ITE RACIO~"ES, 

2 XNUEVA =·XVIEJA- F (XVIEJA) / DF (XVIEJA) 

DIF = ABS (XVIEJA - XNUEVA) 

IF ( DIF. LT. EPS GO TO 3 

XVIEJA = XNUEVA 

GO TO 2 

3 WRITE (6, 4) XNUEVA, DIF 

4 FORMAT ( 11 X=" , F12.4, 5 X, "ERROR= 
11

1 E14 .. 10) 

END 

-~ r 
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1.- Introducción al lenguaje F0RTRAN 

·El lenguaje F0RTRAN, cuyo nombre corresponde'a las primeras 

letras de las pa-labr-as -inglesas_ FORmula- {fó~mula) y_JI{ANstation 

(traducción), es un lenguaje de programación orientado a proble-
Vf\ cd t. Wl cí. ti. c. o ro 

mas~ se emplea en casi todas las computadoras del mundo. Debjdo 

a su pa.recido con el lenguaje aritmético común, el F0RTRAN simpl·i

fica la preparación de problemas que pueden resolverse mediante 

una computadora. Los datos e instrucciones se pueden organizar 

mediante una secuencia de enunciados fortran; estos constituyen 

el llamado Programa Fuente. 

Todas 1 as computadoras que 11 enti'enden 11 el 1 enguaje Ft?JRTRAN. 

tienen lo que se llama un Compilador Fortran, llamado también tra

ductor o interprete, el cual analiza los enunciados fortran y les 

traduce a un Programa Objeto, el cual qued~ en lenguaje de Máqui-

na. 

Un programa escrito en lenguaje F0RTRAN se puede procesar 

en cualq~ier máquina que teng~~un Compilador'Fortran. Esto nos in

dica que el le~guaje es inde~endiente para cada máquina, o sea que 

el compilador se debe preparar en cada caso teniendo en cuenta la 

máquina que ha de usarse en particular; puesto que las máquinas 

difieren en su organización interna~ se ha desairbllado un nGme

ro de 11 dia'íectos 11 del Lenguaje F0RTRAN, c"ada .uno de los cua~es es 

apropiado para una clase de máquinas. Las diferencias entre los 
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var·ios dialectos son mínimas y se ajustan el uno al otro facilmen-

te. 

'1.1 El alfabeto 

El alfabeto F0RTRAN esta constituido de caracteres que son 

símbbios familiares de e~critura y de t~clados de m~quinas de es-

cribir, asi como de dispositivos especiales de perforación; dichos 

caracteres son: 

Alfabéticos: 

Numéricos: 

Símbolos: 

A B C D E F G H 

IJKLMN 

* 0 P Q R S T U V W X Y Z 

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

+-*/=., () 1@ 

De este alfabeto se construyen todos nuestros símbolos, expresio

nes y enunciados que se utilizan en el lenguaje F0RTRAN. 

2.- Números 

Los números pueden representarse en diferentes formas, las 

cuales se asemejan a los símbolos de la aritmética general; pero 

debido a la estructura interna de las computadoras se establecen 

las convenciones de: Punto Fijo y Punto Flotante que proporcionan 

facilidadés para su manejo en F0RTRAN. Los símbolos de punto fijo . 

* La letra O la expresaremos ~omo 0 para diferenciarla del No cero . 
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se usarán so lamente con números enteros y 1 os cá.1:'.:u1 os asco. e i a dos 

se denomina t'án a d tméti ca de 1 os enteros o modo entero; mi entras 

que la aritmética de los números Y"eales SP. hará en la forma de pun

to flotante y se 11 amar· á aritmética de 1 os re a 1 es o modo re a 1 • De-
/ 

bido·a que también es necesario distinguir las constantes (núme

ros que' no cambian durante toda la ejecuci6n de un programa} de 

-1 as variables {númer·os que pueden cambiar), surgen cuatro el ases 

de símbolos para l:os números. 

2.1 Constantes enteras. 

Dependiendo del tipo de computadora se podrán representar 

por un cierto número de dígitos, ·asi para IBM-1130 se representan 

mediante cinco dígitos sin el punto decimal. Si el entero es nega

tivo, los dígitos deberln ser precedidos del signo menos; si el 

entero es positivo el signo es opcional. 

Ejem. Símbolos para constantes. enteras pueden ser entre 

otras: 

1976 +1 o +1976- -1976 

Símbolos que no se aceptan para constantes enteras: 

7483282 (más de cinco dígitos) 

1976. (el punto decimal no se permite) 

2.2 Constantes reales 

Dependiendo del tipo de computadora, las constantes rea1es 

se podrán representar por varios dfgitos, pero en el caso ~e la 
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IBM-1130 sólo se admiten siete dígitos EQ! punto decimal pudiendo

se colocar al principio de los dígitos, al final o entre dos dígi-

tos cualesquiera. Cuando aparece un P.Unto en una constante su tra-

tamiento será de punto flotante. Si la constante real es precedi-

da de un signo menos, se indicará que es negativa, si es positiva 
1 

el signo es opcional .. 

Ejem. Símbolos para constantes reales pueden ser entre o-

tras: 

1976. 

-.007 

-.00001976 +12.345 -12.345 

0.3 .007, 5.348 

Símbolos que no se aceptan para constantes reales: 

123456789.32 (m~s d~ siete dígitos significati

vos) 

5343 {falta el punto decimal) 

Para representar las constantes reales existe también la llamada 

forma exponencial; esta la podemos representar mediante una letra 

E y una constante entera de uno o dos dígi~s, positiva o negativa. 

Esta constante entera es un exponente del número diez; el signo 

menos es para los exponentes negativos y para los positivos, el 

signo es opcional. En F~RTRAN, la presencia del exponente hace que 

el uso del punto decimal sea opcional. 

Ejem. Forma exponencial 

1.328E2 

1.328E02 

Forma no exponencial 

132.8 

132.8 
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1.32BEOO 

-4.724E-03 

+7.61E3 

' -6432E-3 

2.3 Var1ab1es enteras 
1 

132.8 

-.00472it 

7610. 

-6.432 

.7 •• 

Estas se representan por combinaciones de una a cinco letras 

y áigitos (IBM-1130), no se permiten otros caracteres y el primer 

caracter deber~ ser una de las letras i, J» K, L, M 6 ~. El pri-

mer caracter de una variable es el que indica si es entera o real. 

Durante la ejecución de un programa, las variables enteras deberán 

restringirse a valores enteros. 

Ejem. Símbolos para variables enteras pueden ser, entre 

otros: 

NUMCT KILO Nl N2 M10 KONT 

1 IALC JCLAV MARY KONT1 L1976 

Símbolos no aceptables para variables enteras: 

CUENT (e 1 primer caracter~';debe ser 1., J, K, 

L, M ó N). 

KONTAOOR· (demasiados caracteres)· 

12.34 {sólo se aceptan l~tras y .números) 

' i 
2.4 Variables reales 

F~tas se representan por combinacioner de una a cinco letras 

y d!grtos (IBM-1130), no se permiten otros caracteres y el primer 
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caracter tiene que ser necesariamente una letra diferente a 1' J, 

K, L, M ó N. Durante la ejecución de un programa dichas variables 

se deben restringir a valores reales. 

Ejem. Símbolos para variables reales pueden ser, entre otros: 

FUERZ VELOC ACEL'1 CUENT A1 A2 

ALFA VIELA RA42 Xl PROD SUMA 

Símbolos no aceptables para variables reales: 

A3.8 (el punto no es letra o número) 

CORRJEN (demasiados caracteres) 

3 BASO (el primer caracter debe ser una letra) 

MUMCT (el primer caracter no puede ser M) 

3.- Operaciones aritméticas 1 

Las operaciones aritméticas~ Jos símbolos que se utilizan 

en F~RTRAN son: 

. Ej em. Algebra F~RTRAN 

Adición + a + b A + 8 

Sustracción a - b ... A - 8 

Multiplicación* a b A * 8 
a 

División 1 b A 1 B 

Exponenciación ** a2 A * A 

a2 ' 'A** 2 

, 
/ 

4.- Expresiones aritméticas 

En base a lo expuesto anteriormente pode~os 'ahora formular 
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expr~siones aritméticas en lenguaje Ft11RTRAN y nos daremos cuenta 

que son muy similares a las expresiones aritméticas del algebra 

común. 

Expresiones F~RTRAN Expresiones Comunes 

A**2-B**2 

B**2-4.*A*C 

(A+B)/2. 

2*K-J+N 2k-j+n 

C+B-3.*A c+b-3a 

4.1 ·Reglas para las expresiones aritméticas 

Las reglas a las que debemos sujetar las expresiones aritmé-

ticas son necesarias debido a la estructura de las computadoras y 

al observarlas tendremos un ahorrd en el tiempo de ejecución de un 

programa. 

Regla 1 Si .nos fijamos en las expresiones F!BRTRAN anteriores 

nos damo~ cuenta que: Todas las constantes y variables 

en una expresión deben estar,ttn el·mismo·modo, esto 

es, todas deben ser enteras o todas deben ser reales. 

(Como toda regla existe su excepción que mencionare~ 

mos más adelante). 

Es necesario consultar los manuales de pada m5quina, 

.- ya que como hemos mencionado anteriormente dependerá 

esta regla del. tipo de computadora. Por lo pronto 

la consideraremos como se ha indicado. 
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Regla· 2 

Regla 3 

1 o .. 

A**l, I**J y A**B son exponenciaciones permitidas. 

En el caso A**l se mezclan los modos y es la excep

ción a la Regla 1, pero sabemos que esta exponencia

ción significa multiplicaciones sucesivas (así 8**3= 

B*B*B), mientras que las potencias no enteras impl i

can cálculos más sofisticados. Nos damos cuenta que 

I**A, no es forma de exponenciación permitida (en 

algunas máquinas sí se permite). 

Deberá tenerse en cuenta que las operaciones se eje

cutarán con las siguientes prioridades: 

1) las operaciones indicadas dentro de los parén

tesis más internos se ejecutan en primer lugar. 

2) Exponenc i ación. ' 

3) Multiplicación y división. 
,,-

4) Adición y sustracción. 

Entre las operaciones de 'igual prioridad, el orden 

de ejecución es de izquierda~ derecha. 

Ejem. Si A=5., B=B. y C=2. 

A+B-3.*C se calculará en el siguiente orden: 

3.*2.=6. '5.+8.=13. 13.-6.=7. 

B**2-4.*A*C se calcula en ,e:l siguiente 

orden: 

8.**2=64. 4.*5.=20. 

6Z..-40.=24. 

20.*2.=40. 
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S f· A= S. ~ B=8. , C=2. y. D=L 6 

Entonces (A+B)/C se calcula en e1 s.fguien-

te orden: 

5.+8.=13. 13 • /2 . =6 • 5. 

Mientras que A+B/C se calcula en el sf'guien-

t-2 orden: 

8./2.=4. 5.+4.=9. 

Ahora s.i deseamos calcular (A+C)**2· condu-

eirá a: 

5·.+2 .==7. 

Mientras que A+C**2 conducirá a: 

2.**2=4. 5.+4.=9 

Ahora si: (A*B)/(C*D)=40./3.2=12.5 

Entonces: A*B/C*D=40./C*D=20.*0=32. 

Finalmente si tenemos paréntesis dentro de 

' 
otros paréntesis se tiene: 

(A*(B+C))**2~(A*10.~*2=50.**2=2500. 

B+C tiene la más alta prioridad por encon-

trarse en el paréntesis más interno. 

{A*B+C)**2=(40.+2)**2=42.**2=1764. 

A*(B+C)**2=A*l0.**2=A*10C.=500. 

A*B+C**2=A*B+4.c40.+4.=44 

Debemo~ tener cuidado en expresar lo que 

deseamos real izcr. 
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NOMBRE 

SIN 

e os 

ALOG 

EXP 

SQRT 

ATAN 

12 •• 

Regla 4 No deberemos colocar un signo de operación antes 
-

de un signo más o menos, esto es, no deberemos po-

ner dos signos de operación juntos. 

Ejem. A*-B- 1+-J -- M-+N -·A/-B 

Estas expresiones deberán sustituirse por: 

A*(-B) 1+(-J) M-(+N) A/(-B) 

4.2 Funciones predefinidas en lenguaje F~RTRAN 

Estas funciones predefinidas que proporciona el lenguaje 

F~RTRAN son de tipo de biblioteca. Para utilizarlas usaremos el 

nombre de la función seguido de un argumento que deberá estar en-

tre paréntesis. Dichos argumentos pueden ser variables simples ó 

con subíndices, constantes, expresiones aritméticas u otras fun-

ciones predefinidas en F~RTRAN. 

Para IBM - 1130 tenemos: 

NUM. DE 
FUNCION EJECUTADA ARGUMENTOS 

Seno trigonométrico 
(argumento en radia-
nes) 1 

Coseno trigonométrico 
(argumento en radia-
nes) 1 

logaritmo natural 1 

Argumento de potencia 
del ~úmero e. 

Raíz cuadrada 

Arco tangente 

1 

1 

TIPO DE 
ARGUMENTO(S) 

., 
Real 

Real 

Real 

Real 

Real 

Real 

' i 

TI PO DE 
FUNCION 

Real 

Real 

·Real 

Real 

Real 

Real 
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ABS 

JABS 

.FLOAT 

IFIX 

SIGH 

ISIGN 

TANH 

13 ... 

Valor absoluto 1 Real Real 

Valor absoluto 1 Entero Entero 

Convertir argumento de 
entero a real 1 Entero Real 

tonvertir argumento de 
real a entero 1 Real Entero 

1 
Transferencia de sig-
no (Arg. ·1 recibe Si g~· 
no de P.rg.2} 2 Real Real 

Transferencia de sig-
no {Arg. 1 recibe sig-
no de Arg. i) 2 Entero Entero 

Tangente Hiperbólica Real Real 

Ejem. SQRT (B~b'r2-4.*4.*A~~rc) indica que a lo que se encuen-

tra entre paréntesis se le sacará la raíz cuadrada. 
-., 
''Ir:'.~. SIN (BETA) indica que se obtendrá el seno trigono-

métdco de el valor de la variable BETA. 

5.- ·Enunciados 

Los enunc J ados son 1 as .unida des bas f cas con 1 as cual es· se · · 

construyen los programas Fr?JRTRAN. Podemos .ciasfficarlos de acuer·· 

do a su funcfón en grupos como: 

1.- Ad tmét i cos de asignación 

2.- De control 

3.- De 
1 

entrada y sa 1 f da 

4.- De especiffc2ción 

5.1 los enunciados a~itmétlcos de asignación 

Se forman con las_expresiones presentadas anterionnente y 
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nos indican los cálculos particulares que deben hacerse. Su for-

ma es: 

Variable = Expresión aritm~t-ica 

El significado del signo= es el de asignación, esto es, 

que deberá calcularse el valor de la expresión a la derecha del 

signo= y su valor se asignará a la variable que se- encuentre a 

la izquierda del signo, la cual tiene una .localidad en la memo-

ria de la computadora. 

Ejem. 

5.2 

Si ~A=5. , B=8., C=2. y 0=1.6 

X=(A+B)/C se le asignará a la X el valor 6.5 

ALO=(A+B)**2 se le asignará a ALO el valor 169. 

RAI=SQRT(B*C) se le asignará a RAI el valor 4. 
~ ~(':.· 

Algo diferente al algebra normal es el enuntiado 
" 

A=A+3. el cual no debe alarmarnos ya que indica.que 

a la localidad de memorfa con el nombre A se le asig-

nará el nuevo valor A+3. esto es: 

Si A=5. y A=A+3. entonces: 

A=5. + 3. . A=B. o sea que la variable A se le asig-

na el valor de 8. y el valor anterior que fué S. se 

pierde. 

Los enunciados de control ' ! 

' Debido a que los.enunciados de un programa F0RTRAN se eje-

cutan en el orden que aparecen y que en mvchas ocasiones queremos 

transferir la ejecución a otros enunciados si se satisface una 
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cierta cond·ición, FmRTRAN nos permite numerar drchos enunciados. 

Un número de enunciado debe ser una constante entera de uno a cir.~ 

co caracteres.srn el signo más o menos; el número se coloca a 1a 

izquierda del enunciado. 

Ejem. 3 CONT.,. CONT+l. 

24 RA!Z -· SQRT (A**2+B**2) 

5. 2.1 El enunciado Gm T9 

-Este toma la forma Gm Te N en donde N es un número 

de enunciado. 

El Gm T~ produce un salto incondicional; asf G~ T-

3 envia ia ejecución al enunciado número 3 que puede ser 

la instrucción de conteo del ejemplo anterior. G9 T~-24 pa

sa el control al enunciado 2~ que puede ser el del ejemplo 

anterior. 

Ejem. Supongamos que unos de los enunciados de un progra-

ma son: 

1 ... 1 

JSUM .,. O 

JSUH.,; ISUH+l 

1 "" 1+1 

5.2.2 1 El enunciado IF 

Esto nos re~esenta la suma de 

los números enteros, desde luego 

es necesario ponerle otros enuncia-

dos pero por el momento nos aclara 
X:'' 

lo indicado. ' i 

Debido a que _las computadoras estan diseñadas a ba-

se de circurtos lógicos y el pensamiento del ser humano debe 
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ser de este tipo, nos concretaremos el IF lógico, además de que 

el alumno ya tiene elementos de algunos operadores de relación 

como OR, ANO y·NOT. 

El IF lógico es de la forma: 

IF {L) S 

L=1expresión lógica que puede tener dos valores: Verdadero 

o Falso. 

S= cualquier enunciado F0RTRAN diferente de: un 00, un enun-

ciado de especificación o de otro IF lógi~o. 

Si Les falso (.FALSE.) entonces se ignora S y la computa-

ción continaa al si~uiente enunciado. Si Les verdadero (.TRUE.) 

el enunciado S se ejecuta en seguida. 

Resulta interesante hacer notar que si Les relativamente 

complicada, éste IF puede ser el equivalente de varios IF aritmé-

ticos. 

Para formar las expresiones lógicas (L) utilizaremos los -. 
' 

operadores de comparación y los de relació~ 

Operadores de comparación: 

Símbolo Símbolo Significado 
Matemático SignJffcado F0RTRAN Inglés 

·,·. 

< Menor que · .l T. ,L~ss than 

> ' Mayor que .GT. Greater than 

< Menor o igual a .LE. Less or equal 

> Mayor o igual a • GE. Greater ~r equ~l 
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igual a 

Diferente. a 
ó No igual a 

.EQ. 

.NE. 

• 17 •. 

F.qual 

Not equal 

Operadores .efe relación: 

u Unión .CR. ó (no inclusive) 

n Intersección .AND. y {liaJ mismo tiempo) 

CClmplemento .NOT. no 

Para valuar una expresión lógica se hará con las· sigrJiEn·· 

tes prioridades: 

1.- E~presiones entre paréntesis 

2.- Operadores aritméticos 

3.- Operadores de comparación (.LT., .GT., .LE., .GE., 

.EQ. y .NE.) 

4.- .NOT. 

5.- .ANO. 

6.- .OR. 

-En ·caso de igual- jerarq~Ta la evaluación será de ezqufer-

da a derecha. 

Ejem. (1) X=S. y=0.5 

IF (X.GT.] •• AHD. Y .Lf.2.) Z=X**3+X*.Y 

Significa que si X>3. y (al mismo tiempo) y<2. 

' 
se asignará a Z el va!or que se obtenga al cal-

cular ~ 3+XV, esto es 2=125.+2.5=127.5 

(2) IF (A.LE.X.AND.B.GE. Y .CR.C.GT.Z) G~ rm 12 

Significa que si A<X y (ai mismo tiempo) B>Y es 
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verdadero ó C>Z es verdadero ó ambos, entonces 

se transfiere el control al enunciado 12. 

(3) 1 = 1 

ISUM = o Esto nos indica 

1 SUM = 1 SUM+1 que sólo sumare-

1 = 1+1 mos los números 

1 F ( 1 • LE. 100) G~ Ti} 1 . enteros del 1 al 100 

STOP 

5.2.3 El enunciado o~. 

Este toma la forma: 

O~ K = L, M, N 

09J K = L, M 

La segunda forma sólo se aplica cuando N=l, lo 

que es bastante frecuente. 

K representa un número de enunciado 

representa una variable entera 

1, M, N son variables enteras4 constantes sin 

signo. 

El O~ produce la ejecución repetida de todos los 

enunciados que le siguen, hasta el enunciado número K. 

La primera vez que se ejecutan estos enunciados ·1~ varia-

' ble 1 es igual a L, en cada paso subsiguiente se incre-

menta en la cantidad N, hasta hacers~ mayor ó igual a M 

en el paso final; en este momento se termina el llamado 
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lazo 00 y el control pasa a1 enunciado que está a conti-

nuación del e~unciado K. Asf, l es el valor inicial de 

la variable y M su valor final. 1 se llama el índice 

del enunciado O~ y su valor corriente se puede usar en 

c~lculos durante la ejecución del lazo. Todos los e~un-

ciados que le siguen· al DG hasta el número K inclusive 
~ 

constituyen el rango dei om. También es posible que la 

variable 1 no se encue~tre en ninguno de los enunciados 

del rango del O~ y esto nos indica que se real ice la eje-

cuci6n de todos los enunciados del rango del O~ H entre 

N veces (1~ parte entera de este cociente M/N). Debere-

mos tomar en cuenta que: el índice 1 se incrementa secue.,-

cial y automáticamente dur~nte la ejecución del lazo y 

que se puede, en estos momentos, tratar como cualquier 

variable entera; el fndicc 1 queda Indefinido después de 

termin~do el -lazo del 00 y puede utilIzarse para cualquiet 

uso genera 1 • E 1 -enunciado K no debe .;er mn enunciado de 

especificación ni una transferencra-de control esto inclu-

ye cosas como G0 T~,.IF y D~, así como FORMAT, END y al-

gunos otros. Debemos considerar que no se pu~de desde nin-

gan punto del programa 11egar a un enunciado 1entro del 

rango de un O~. V que la entrada a un O~ deberá hace;se 

a través dai enunciado O~. Y por Qltlmo es muy frecu3nte 

que un O~ esté completamente dentro de otro. 
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Ilustrando graficamente tenemos: 

Correcto 

021 

o~ 

021 

021 

016 

Incorrecto 

~ : OllL 

Drll Orll 

021 

Utilizaremos un Drll para sumar los números enteros 

del 1 al. 100, ejemplo que ya hemos visto anterior-

mente. 

ISUM.., O Nos damos cuenta que el O~ tie-

Dl'J 1 1 = 1 , 100 ne la misma función que un IF, 

1 1 SUM = 1 SUM+l un Grll Trll y un contador; como po-

STOP ,d~á observarse con el ejemplo an-, 

terior. 

El enunciado STrllP 

Este aparece simplement~ como ST!llP y es el que 

nos indica que ha terminado'la ejecución y~en ·el .:.caso de 
~· 

IBM- 1130 la computadora se detiene y el operador tendrá 

que hacer que continúe trabajando. Debido a ello se reco

mienda· que se utilice el enuncfado CALL EXIT,• el .cual pa-

sa el control a un programa monitor que hac'e que la com-
' i 

putador.a continúe ejecutando los otros programas que si-

guen a continuación. 

Tanto el STrllP como el CALL tXIT podrán aparecer 

después de cualquier enunciado. 

..21 
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5.3 Los enunciados de entrada y salrda 

Estosp como su nombre lo fndrca, sirven para introducir 

y sacar información de la computadora. 

5. 3.1 El ~r.unciado READ 

Este enunciado tiene la forma READ (! ~ N) LISTA 

y N sen enteros sin signo y LISTA representa uoa lista 

de nombres óe variables para las cuales se leerán valores. 

1 designa el tipo de perfférico de entrada que 5e utilice 

(lectora de tarjetas, consola, etc.). N es el número de 

un enunciado F0RMAT asociado al READ. 

Ejem. El enunciado READ (2, 101) J, B, H 

Producirá la lectura de tres números: un entero y 
. 

dos r~aies y se almacenarán en las localidades de 

la memoria de la computadora designadas con las 

variables J, B. y H en su orden. Las comas que se-

paran éstos nombres de variables en el READ son 

•indispensables, ·2 es ia ·ui1idi!il3 de entrada y 101 

un F~RMAT. 

El enunciado WRITE 

Este tiene la forma WRITE {1, H) LISTA 1 y i~ sen 

' 1 

~nter~B ~fn nrgno y LISTA representa una 1 fsta de varfa-

bles para lts cuales se lmprfmen valores. 1 designa el 

tfpo de perffédco de sal Fda c¡ue se utf'l fce (Impresora,, 

cinta, etc.). N es el número de un enunciado F0RMAT aso-

•• 22 
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ciado al WRITE. 

Ejem. El enunciado WRITE {3, 108) L, X, V 

Producirá que se impriman los valores de la~ va-

riables L, X y V que se encuentren en las local i-

dades de memoria con esos nombres, en el formato 

especificado por el enunciado número 108 y por 

la unidad de salida número 3; las comas que sepa-

ran éstos nombres de variables en el WRITE son 

indispensables. 

5.4 
1 

Los enunciados de especificación 

Este tipo de enunciados no inician por si mismos los cál-

culos, no producen transferencia de control ni estimulan el flu-

jo de información, pero proveen al' compilador F~RTRAN de los 

detalles esenciales para la traducción del programa fuente en 

F.0RTRAN al programa objeto en lenguaje de máquina ó para ·la con-
\ 

versión de datos .. a la entrada o. la sal ida. 

Si queremos .introducir .datos. a ·la cofTIJ1'Utadora lo podernos 

hacer mediante un enunciado que .esté dentro del programa, como 
\ 

A= 3.1416,-ésto es lo que podríamos llamar inicial izar· una va-

riable; y el programa se compilaría .cada.vez que quisieramos-

darle un valor diferente a A, lo cual resulta muy costoso, ya 

que las compilaciones ~on laboriosas. Para evitar esto se usa 

el enunciado READ y los valores que se le den a A podrán estar 

en tarjetas de datos, los cuales son independientes del progra-

.• 23 
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ma fúente. 

5.4. 1 El enunciado F~RMAT 

Este tiene la forma: !~ Fl21RHAT { , , , ••• } en 

1 a· cua t- N-es-·e:l·-número -del-enunc-i ado·-F0RHAT---y- -cor-res pon-, 

de a 1 N de 1 os en une i ados· READ y WR ITE. los es pací os en-

tre las comas están disponibles ·para las especificaciones 

del tipo que se describen más adelante, siendo el número 

de espacios uno o más, de acuerdo a las necesidades del 

programador. 

5.4.1.1 la especificación 1 :lw 

Aquí 1 indica un valor entero y W·es 

un entero que Indica ei número de columnas o an-

cho de· campo, que ocupa ese valor en la tarjeta 

de entrada o en el papel de impresi6n. El número 

w deberá incluir un lugar para·el signo·de ese 

·.valor, siendo+ opcional: 
-

.:'Valor ·.de los "'fiatos 
: •· 

de entrada o salida: 1130 ·+1620 -370 O ·+14 

·Especificación: . 14 15 i 1 
... • ¡1=-·!, 1 .. 

· 5.4.1 :'"2 • .. La .especlffcación F:Fw.d 

Aqu r F j nd i ca un va 1 or rea 1 01 w indica 

el número de columnas que oc~pará el valor_en ia 

tarjeta de entrada o en el papel de impresfón; d 
. . 

indica el número de cifras que se encontrarán ¿es-

o. 2~ 
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pués del punto decimal. w deberá incluir un 1 ugar 

para el signo y otro .para el punto decimal. 

Ejem. Valor de los datos de 

entrada ó-salida: 32~B7 -.007- 113CT: +3.70 

Especificación: F6 .3 . F5. 3 F5. O F5 .2 
1 

5.4.1.3 la especificación E:Ew.d 

Aquí E indica un valor real en forma 

exponencial y w indica la anchura de campo para 

ese valor y debe de incluir el signo, si lo hay, 

el punto decimal, el lugar para la letra E, un 

lugar para el signo del exponente, si es negati-

vo, y dos lugares para el exponente; d indica el 

nGmero de ~ígitos a ~a derecha del punto decimal. 

Ejem. Valor de los datos 

de entrada o salida:· .1403E04 -.7E-02 .1442E+04 

~, Espec i f i cae i ón :' E8.4 ' t:7. 1 : E9.4 

·· Es .conveniente que :¡uando deseemos :sacar 

información de la computadora, tomemos-en ~uenta 

. para el ancho del campo lo siguiente: 
.· ·. 

1.- El ·-signo,. ·aún cuando el·+ ,f)eneralmente 

no se imprime. ' i 

2.~; · El punto decimal par~ las especificacio-

nes F y E. 

3.- Por lo menos un dígito a la izquierda 
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del punto decimal, puesto que muchas 

m&qufnas rmprfrnirfin allf un cero si o-

tro dígito no ocurre. 

4.- Sufici~ntes lugares para todos los df-

gitos significativos deseados, debido 

a que para los dígitos que no se les 

deja espacio se truncan o redondean. 

5.- Cuatro lugares para el exponente de la 

especificación E. 

6.- El primer lugar se .deJa en blanco para 

el control de carro~ 

5.4.2 El enunciado END 

-
Este se lee simp1ements END.e informa al compila-

dor que el.programa fuente ha te~-~inado y debe ser el ú~-
f ' •• ::·í ... j 

,•,t 

timo enunciado ·de-cualquier programa,¡Fr8RTRAN. · 

Arreglos 
•' .. • 

'. 
Frecuentemente tratamos con un ·.grupo de variables 'Que for-

man 6 pertenecen.a·una clase o coleccf6~ •. Cuando 1as variables 
r' \ 

forman un conjunto ordensdo, pueden re 1 ac i onarse unss .con otr<Js 

por la notación de subíndices; entonces designamos esa colec,ción 

como arreglo y las variables ·que pertenecen a ésta serie son 

los elementos del arreglo. A veces se emplea como sinómimo de 
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arreglo el nombre de matríz y, en consecuencia, hablamos de ele-

mentas de la matríz • 

. 6.1 Variables con subíndices 

Un--eonj-unto--de -números4¡ue .pueda.-arreglarse~n .. un-.reng.lón. 

ó columna se considera como un arreglo lineal ó unidimensional, 

y ésta' serie puede llamarse vector: Identificamos los elementos 

de un vector renglón ó columna por un sólo subíndice. 

Ejem. la columna de números del vector llamado A, con

siste de los elementos A, hasta An inclusive y 

se represent~ como sigue: 

Notación asoctumbrada 

Ai 

' A2 
\ 

f3: 
l' 
1 
1 

Ai 

' ~ 

An ~ 

Notación F0RTRAN 

A ( 1) 

A (2) 

A· (3) 
- 1 .-,. • t' . 1 

- ';. • t¡¡ ;': •'. ~ 

·:A { 1.) 
1 
1'•' 

.. 1 ;·" ... 
~.A '~(N) · :·· 

~ ~ t- ~ l 

' • ' ; • • '\...~ • • • •• - • ., 1_ ·~ :. 

·-cada una de ·estas A( 1), ·en donde· ·1 varia .. de ·1 a N, 

·son el nombre de una variable, el conjunto de to

··das .ellas··~s ·lo .-q.ue- llamamos ;arreglo·. 

Si se usan.dos subíndices para identificar los elementos 

de un arr~glo se considera éste como un arreglo bidimensional. 
~ . . ' 

los cuadros de un tablero de ajedrez, pueden considerarse como 

-un arreglo bidiminsional. V si llamamos a cualquiera de los , __ t,a-. 

• • 27 
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dros· con la variable CTAJ tendremos 64 variRbles; pe~o como el 

tablero tfene 8 renglones ·y S columnasr podemos ref~rirnos nl 

.cuadro ~ue se encuentra en el reng16n 3 y la columna 5 con la 

variable CTAJ-(3,5). 

Dependiendo del tipo de computadora será el número de sub·-
1 

rndices que podremos asignarle a un arreglo; en ~BH- 1130 sólo 

se admiten arreglos con un máximo de tres subíndices. 

Las variables que se utiiicer. para designar arreglos de~ 

berin obs~rva~ las reglas que se dieren anteriormente al hablar 

de variables enteras y reales considerando que para 1os cinco 

caracteres alfanuméricos son independientes de los índices que 

·se encuentran entre paréntesis.· 

6. 1 • 1 Reglas para los subíndices. 

Regla Un subíndice debe ser un entero, puede-ser 

constante, .variable ó una de las expresione!i 

' .:.aritméticas siguientes: 

A'* -V·+ b A* V- b 

'en donde ves unñ varíabl~ entera y a y b son 

constantes enteras sfn signo. 

·Ejem. Algunos subfndices pueden ser: 

19'72 10*KONT 2~'rJ . J 

1976*N-8 2*l-4 2*1+3 

No se pueden usar como subíndice: 

1+1 ~ 1 2-10*CONT -1932 -KILO 

•• 28 
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Regla 2 Un subíndice sólo debe tomar valores positivos. 

Regla 3 Un subíndice en sí no debe ser una variable con 

subíndices. As1 X(l (2)) no es permitido~ 

Regla 4 Un símbolo que representa un arreglo, una va-

riable con subíndice, no debe usarse sin sub-

índices para representar otra variable diferen-

te en el mismo programa. Esto es A(J) y A no 

deben referirse a variables diferentes. Como 

siempre hay una excepción que por ahora no 

tocaremos. 

Ejem. Los símbolos para variables reales con 

subíndices podrían incluir: 

X ( 1) SUM.(K+2) _ A(t,'2*J+l) B ( 1 NT) C(I,J) . 
Para variables enteras con subíndice~ 

podemos tener: 

JNT{M,N) 1 {J) JCTA{J,2*1) 

6.2 El .·enunciado DIMENSJ~N 

Siempre que en un programa utilicemos variables con sub-

índices deberemos poner. como prü-mer enunciado el DIMENSI~N, el 

cual indica al compilador qué tanto espacio de memoria se debe 

reservar para las variables con subíndices. Su forma •e1s: 

DIMENSJ0N u, v, w, •.. 

Donde u, v, w, •.• son nombres de variables, cada una de 

las cuales va seguida por el máximo número de elementos en el 
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arreglo correspondient~. Oeberin observarse las siguientes feglas: 

Re.9.!2_ 1 

Regla 2 

Regla 3 

Cada varia~le con subíndices se debe mencfonar en 

un enundado D!MENSlr8N antes de su primer uso en 

:.e 1- -programa. 

los símbolos repr~5entados anteriormente por u, v, 

w) deben tener la forma: 

nombre de varfable (máximo número de ele-

mentes) 

el número entre paréntesis debe ser una constante 

entera sin signo. 

Ejem. DIH ENSION A(20}, 8(4,8}, CARR(5,3,4) 

·.Esto indica que el compilador reservar~ 20 loca-

lidades para el arreglo A,·sus ~einte variables se-

.,rán A(lj, A(2), ••• , A(20) al mismo_tiempo se reser

.varán ·32 (4x8) localidades para las variables 8(1, 1), 

..... , 8(4,8) y por último se reservarán 66 (5x3x4) 
\ 

localidades para las variables ~el .• rreglo CAR. con 
•' ·, , 

tres subíndices .cada una. / 

El arreglo que 5e use en particular~-dentro del pro-
' 1 

grama podrá tener rnenos e 1 emen ~os que 1 os es peci f i --

cados en la magnitud del enunciado DIM ENSiON, pero 

no más. 
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Regla 4 La variable tal como áparece en el enunciado DIMEN-

SJ0N debe tener exactamente el mismo número de sub-

índices que en cualquier otra parte·del programa. 

' 1 
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7... SUBPROGRAHAS .• 

Los ~ubprogramas~·tambfén llamados ~ubrut[nas~ son programas que pueden 

ser p:.:C:~~·tos en uso por otros programas cuando sea necesario • 

. Las funciones de biblioteca 6 funciones del sistema constituyen una va

riedad dé subprogramas. 

7.1- FUNCIONES 

Cu~ndo¡el ·valor de una variable depende de una ó más variables ó constan

tes y adem~s de una serie de cálculos,y dicha variable ha de calcul~rse repe

tid3mente y en diferentes puntos de un programa, es posible definirla como-

una Función. En otras palabras¡ Además de las funciones con que cuenta ia bi -

bl ioteca del sistema, el usuario puede escribir sus propias funciones p~ra uso 

especifico de su programa. 

Tornemos un ejemplo para visualizar io anterior: 

Supongamos que para un programa ~n especial, en el cual trabajamos con grados 

en lugar de radianes, deseamos calcular continuamente SEN~ (X), sin et uso

de funciones sería necesario transformar el argumento deseado.de grados a ra

dianes y después llamar a la función 'del sistema SIN (X). A continuación pre

sentamos una función que calculará SENO (X), (X en grados) 

... 

FUNCTION SEN0 ( X ) · 

-X= X* .3 0 14 15.92/JSO. 
·SENf/J = S 1 N (X) 

· RETURN 

END 

que es 11 amada ~e.Sd_~.e 1 programa corrlO: 

, GRAO= SEN(lJ (GRADf!S) 

''• 

En base a éste ejemplo podemos general Izar el uso de la proposición .. 
FUNCTI ON 

a) Debe ser. codificada en forma independiente del programa 

·que la usará, es decir, no debe aparecer 11dentro11 del prograw.a. o 

b) Debe e.npezar con la palabra FUNCTI.~1.J 

·,. 
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.... 
· FUNCTI ON nombre · (parámetro ) 

e) A continuación se escribe el nombre con que será llamada. 

d) Después, entre paréntesis y separados por comas, aparecen los argu -

mentas. 

]. 1.1 EJEMPLOS.-

FUNeTION RAIZ 1 (A,B,e ) 

RAJZl= (-B + SQRT (B **2 - 4. *A* e )) 1 ( 2,~ A ) 

RETURN 
END ., 

FUNeTI~N RAJZ2 ( A, B, e ) 

END 

RAIZ2 = ( -B - SQRT (8**2.4.* A* e )) 1 (2.* A ) 

RETURN 

e Ee. SEGUND0 GRAD0 

READ ( 2, 100) A, B, e 

100 ~FORMAT ( 3F10.5) 

Xl = RAIZ1 (A,B,C) 

X2 = RAIZ2 (A,B,e) 

WRITE ·(3,200) A,B,e, X1,X2 

200 FORMAT { 5 {: ~F10 0 5') 

eALL EXIT 

END 

.Este ejemplo es solamente para ~strar·el ~o de la 'proposic1ón 

FUNCTI~N y no contempla algunas situaciones como raíces complejas, etc. 

7.2 SUBRUTINAS 

.Como es fácil notar, la proposición FUNeTJ0N nos "regresa" un sólo va 

lor y lo hace a través de su nombre. En muchos caso~ !es conveniente ó -

necesario q\,le se nos regrese más de un ·valor, para éstos casos usamos la 

proposición o enunciado: 

SUBR~UTJNE. . . .· ,.~ ·- J<¡. ,' 

Una subrutina es un subprograma que puede ''recibir" cualqui-er r.úmt::ro -

de parámetros { desde•cero hasta un número determinado por el tipo de com

pilador) y puede "regresar" diferentes valores calculados • 
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Veamos. a.l gunos ej emp 1 os: · 

Supongamos que al i mprfmi r resui tados de un c(er:to. programa tenemos que 

. escribir algún título usandÓ los primeros renglones de la hoja. En tal cr~so po~ . ' 

demos hacer· uso de una subrutina como s f gue: 

.. 
200 .. 

SUBRíiJUTI NE ENCA 

WRI TE (3 ,200) . 

FilRMAT--(/, tX,- 1 REPORTE· SEMANAl-' , / } 

RETURN 

HlD \. 

Como vemos no henos pasado ningún parámetro ó valor a la· subrut!rla. Para 

que se ejecute ésta se debe hacer uso de la proposición CALL, de· la siguiente for 

ma: ( 

eALL ENeA 

dent.ro dei programa y en el lugar donde deseemos que ocurra la impresión. 

-· 
Dis(;utamos ahora un ejemplo muy simple para ejemplificar el uso de paráme·cros. 

Hagamos una subrutina que 11 reciba" como entrada dos números, los sume y el resul ·

tado lo 11 regrese 11 en otra variable. Sean A y 8 los numeres a sumar, y C la varia·· 

ble· en donde se:pondr~.el resultado. 

SUBROUTINE SUMA (A,B,C ) 

e= A+ s 
RETURN 

END 

Es importante detenerse a· ver el significado de los parámetros para las ~:ub-

rutinas~ 
' i 

La subrutina ¿nterior SUMA puede ser llamada de diversas formas: 

CALL ·SUMA (AA,BB,CC) 

/ CALL SUMA (4, 7, X ) 
\ 

etc. 

Como vemos, ~as variables A:B y e que aparecen en la subrutina son variabics 
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mudQ.S o dormidQ..S Y solo tienen sentido dentro de la subrutiné. Veamos lo
anterior: 

Supóngase el siguiente programa: 
( 

Xl= 3. 
X2= 4. 

CALL SUMA ( Xl,X2,X3) 

SUM= X3 

WRITE (3,200) Xl,X2,X3, SUM 
200 HlRMAT (4 Fl O. 5) 

C~LL EXIT 

END 

Se propone como ejercicio al lector que haga las veces de la máquina y es -
criba lo que ésta imprimiría. 

La máquina imprimirá 

3.0 4.0 7.0 7.0 

n&~~y 
Una.de las facilidades m~s ut1"l s b · 1 d ~r-.., e en -~u rutinas es ·a e arreglos como 

parámetros, ej ~ 

SUBR0UTINE MAXIM (A, MAX ) 

DIMENSION A ( 10) 

-----
---------------
RETURN 

END 

Supóngase que ésta subrutina encuentra-el elemento del ,a:rreglo A (10) con 

mayor valor y lo regresa a través de la variable MAX. Es importante notar que . 
si pasamos como parámetro uno ó más arreglos hay que dimensionarlos otra vez 

dentro de la subrutina, lo cual .se puede hacer. de ·al menos dos formas: 1) 

poniendo la dimensión que aparece en el programa que lo llama~ 

2} Poniéndole dimensión J (utJo) 

Ejemplo: 
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DIMENSION A (10)., B (20). 

------
--·-- --
--.-- .......... .._... ____ _ 

CALL "RDE.N (A) 

CALL, MAX ll1 (Bl 

· Cl\LL HAX l t1 (A} 
------~ ------·..-.-----
---¡---

CALL EX rT 

END 

Caso 1: 

SUBR0UTrNE 0RDEN (X) 

D 1 MENS [ON X (JO) 

RETURN 

END 

Caso 2: 
tTW:'Ztm"7"Pfil'?":'r'J'!'!'9"i'Ql?!i9!"D.f!Hfii Sht w ?:f*$ t.! 

SUBR~UTINE MAXIM (Yl ·" 
·.:.;. D 1 MENS l'ON Y (.j} 

~.. ~---

RETURN 
END 

35 •. 



'36 .. 

7. 2 o 1 COMMONo-

Como es posible visual izar en los párrafos anteriores, las variables 

usadas en las subrutinas, o mejor dicho, dentro de las subrutinas, son total ~ 

mente independientes a las variables usadas en el programa principal. Muchas

veces es conveniente que tanto las subrutinas como el programa que'las llama-

-tengan -variables-en -COMUN.- P-aFa-1-og-rra-H-sto-existe -la dee-1a-r-ación 

eOMMON 

La 'fbrma general de ésta proposición es: 

eOMMON lista de variables 

donde 11 1ista de variables•• es un conjunto de variables y/o arreglos separados 

por comas a las cuales queremos adjudicarles la-propiedad anterior, es decir, 

sean comun.es a .varios subprogramas. 

Ej o 

eOMMON A,B, X (10), AB (30) 

Esta declaración debe aparecer al principio de cualq_uier programa o sub

rutina en que se desee usar. Veamos un ejemplo: 

e SUMA DE DOS NUMEROS 

eOMMON A, B, e 

.·A= 3 

B= 7 
CALL SUMA 

z = e 
WRITE (3,200) A, B, ·e, Z 

200 FeRMAT( ~ Fl0.5 ) 

CALL EXIT 

END 
1 ¡ 
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SUBROUTINE SUMA 

' COMMON A, B, e 
e= A+ B 

RETURN 

END 

Este programa debe imprimir 

3.0 10.0 10.0 

Una propiedad importante del CQMHON es que s·i un arreglo es especificado 

en COMMON que dá automáticamente dimensionado, es decir, no hay que especifi -

car dicho arreglo a trav~s de la dec1araci6n DIMENSION • 

En Jas siguientes pági·nas se muestran veintiún programas, que incluyen sus

diagramas de flujo, codificaciones, datos y resultados; el objeto es _que el -

lector pueda complementar la parte te6rica con la práctica, amén de que debe 

rá hacer los propios y procesarlos en una computadora a su alcance • 

. ' 

' 1 
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"CONVEI{SION DE GRADOS CENTIGRADOS A 
GRADOS FAREN H EIT., 

~ 
1 

[ CEN~~-45 l 
1 

~ 

.f.AREN=CEN X 9o/5.+32. 

FAREN 

--~------- ~--~- --~-~-~ 

' i 

PRO G - 1 



11 JOB T 
11 FOR 
OLIST SOURCE PROGRAM 
oONE WORD INTEGERS 
*IOCSfCARDtll32· PRINTER) 

C CONVERSION DE GRADOS CENTIGHAOOS A 
C GRADOS FARENHEil 

lOp FORMATtFlOo4) 

/1 XEQ 
/0 

IMP=3 
CEN=37o45 
FAREN=CEN09o/So~32 •. 
WRlTEfiMPolOO)FAREN 
CALL EX.IT 
END 

RESULTADOS 

-------,.....---
t-...,__._ ____ --·--- .. ------·~ 
: ; 
IJ_ --, 

--------------·--- " 

PROG. 1 



11CONV'ERSION DE GRADOSF'ARENHHT A GRADOS 
CENTIGRADOS" 

INICiO 

FAR 

O> =O 

C.ENTI=(FAR-32.} x5./9. 

\ 

. f.AR .. CENTI 

!- .'' 

PROG - 2 
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11 JOR T 
I/ FOR 
OLJST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORO INTEGERS 
*IOCSfCARDtll32 PRINTER) 

e CONVERSION DE GRADOS FARENHEIT A 
e GRADOS CENTIGRADOS 

1·00 FORMAT(Fl0o4l 
101 FORMAT(Fl0e4t22H GRADOS FARENHEIT SON vFlOe4;20H GRADOS CE~TIGRADO 

lSo) 
LEE=2 
IMP:J 

200 READfLEEtlOO)fAR 
C FAR IGUAL CERO INDICA TERMINO DE DATOS. 

lffFAR)210t220t210 
210 CENTI=(FAR-32o) 0 5o/9o 

WRITECIMP,lOl)FARoCENTI 
GO, TO 200 

220 eALL EXIT 
END -· 

· // XEQ 
1260000 

126o 
. -14 .. 

18.26 

RESULTADOS 

·- -- ------------:------------_....... ... _----·-. ~. --~ --- -- -- -
:.: .. ~.::~~-~.J···-···" -~~·---~~:-..:.~~·-._~:.:._~~.--~ .. -~.;,.~i:~,:~:.. . 11 

1 

a., -- -·-· ""··-·· .•. 

52~~222 .GRADOS CENTIGRA~ 

·.1 

PROG - 2 



"CONVERSION ENTRE GRADOS FARENHEIT Y GRADOS 
CENTIGRARDS" 

INICIO 

'SALTO~H OJ A • 

1 .. 

INDI,GRAD 

FIN 

T 

FAREN.=GRADx9 ./5. +..32. 

GRAO, FAREN 

PROG _fj 



1/ JOA T 
11 FOR 
0 LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 
0 l0CSCCARD,ll32 PRINTER) 
C-~---~-----~~T R E s-~~~~~~~~ 

-- e 
C. 

CUNVERSION ENTRE GRADOS FARENHEIT 
, Y GRADO~ CENTIGRADOS 

FORMATCIHl) 
F~RMATCiloFlOe3) 

'-1 o o 
101 
102 
103 

FORMATCF10o2ol5H FARENHEIT SON ,Flle3ol3H CENTIGRADOS.) 
FORMATCF10e2ol7H CENTIGRADOS SON ,F9o3ollH FARENHEIT.) 
LEE=2 

e 
e 

e 
e 

11 
l. 

- o.· 

H1P=3 
WRITECH4P9l00) 

200 READCLEEtlOI,END=220)JNDitGRAD 
JF ( INOI oEQ., 1) GO -ro 21 O 
lNDI DIFERENTE DE 1 DATO ~N GRADOS FARENHEITo 
SE CONVIERTE A CENTIGRADOSo 

CENTJ:(GRAD-32el*So/9o 
WRITE(lMPo102>GRADoCENTI 
GO TO. 200 

210 CONTINUE 
EL DATO ES EN GRADO CENTIGRADO. 
SE CONVIERTE A FARENHEIT. 
FAREN=GRAD*9o/5e+32o 
WRITE ( IMP, 103> GRAD9FAREN.-

'GO TO 200 
220 CALL EXIT 

END · 
XEQ 

12000 
11.48 

1 o. 
2 32.00 

. -¡ -~--· -16 • - --- --
1 18. 

~-----·-- .,....~.""~-~· ... ~""'C;"'.,.__~·;o¡oo ?·-···~ ~ ~- .. ..-t~--· ---:"'""" !Jo>' .. -..-.-.~J--- .. ·· 
r--__ _.. ___ .;.__ _____ ,..._....,...__ -·----. --·:-. --....----------·- --· -----

PROG - 3 



"CONVERSION DE GRADOS A RADIANES" 

·010 
e------~~ 

GRAO 

·1 

~-~"FIN DEL PRO 
GRAMA., 

G RAD= GRAO- 360 

·-r 

1 

--, 

eL~ FIN ) _, ...... .._----' 

G RAD=-(GRAD-180) 

--~--J 

RAD=GRADx 3.145926/iSO. 1 i 

_¡ '------.,..-------' 

"GRAO, RAD 

PROG - 4 



.· 

/7-·Joe ·-r · · 
//.FOR 
*LlST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 
OJOCS(CARD,113~ PRINTER) 
c~~----~~----~c u -A r·R o~~~~~ 
C CONVERSION DE GRADOS A RADIANES 

. 101 FORMAT(F8.3) 
·I02.FORMAT(F9.3ol2~ GRADOS SON ,F6o3910H-·RADJANES,.J 
10~ FORMAT(///o10X,16HFIN DEL PROGRAMA) 

LEE=2 
.1MP=·3 

200 READ<LEEo10loEND=230)GRAD 
210 IF<GRAD.LTo360)G0 TO 220 

e EL DATO ES IGUAL O ·SOBREPASA LOS ·J&O-GitAo-os-t-sE··-AJUSTA) -.
GRAD=GRAD-360o 
GO TO 210 

220 ·coNTINUE 
e SE TRABAJA ENTRE +180 V -180 GRADOS. 

lF(GRAD.GEol80o)GRAD=-rGRADQ180o) 
'RAO=GRAD 0 3.1415926/180o 
WRITE<IMPvl02>GRADtRAD 
GO TO 200 

c30 'WRITE<IMP,103) 
CALL E.XIT 
END 

// XEQ 
90000 

-90,. 
3600 • 

. ·-380. 
-o~ o 

185.,"27 
132.4 

-79,.9 
. /0 ·-

• 
·::.R ·e .s u L··r A·.o o ·s - · . ..,r,~ ... .. e ... ~·;;:?;;;.~:-:";;~~~~-·~:·_~--~··-:;-r;:.<~ ... ?.·'!O•"""~:~~~:I'-~;_1~·~.-~·"!' .... :; .. ~.~~ •. ~.~~ 

____________ -4-o,.._.....__ ............ __ . ___ .-. ---· ~ .. -------"--i 
L·,. u __ ., ___ . .• . . -·· --~----------------------------+ 

FIN oEL PROGRAMA 

PROG - 4 



uo ETERMI NACION DE N UMEROS' PARES E IMPARES 11 

•' 
.! 

------- ----

~T;RJ 
L:. 1 

NUM 

· NUM 
IND=(-1) 

NUM 

NUM 
11 ES IMPAR" 

1 
.! 

c~~:r--s _ _j 
PROG- b 



11 JOB T. 
11 FOR 
OLIST SOURCE PROGRAM 

.oONE WORD INTEGERS 
OJOCS(CARD91132 PRINTER) 

e DETERMl~ACION DE NUMEROS PARES 
C E IMPARES 

V_ . 1 o o. "FORMA T (! 3) 
101 -FORMAT(I4o8H ES PARo) 
102 FORMATCI4t10H ES IMPARo) 

LEE=2 
IMP=3 
REAO<LEEt100)NTARJ 

C - - NTAri.:J --INDiéA NOo DE TARJETAS-CON DATOS o

DO 202 I=ltNTARJ . 
READlLEE,100)NUM 

·. IND= (-1) OONUM 
IFqND.LToO)GO ·ro 200 

e EL NUMERO ES PARo 
WRITECIMP,I01JNUM 
GO TO 201 

200 CONTINUE 
C El NUMERO-ES 'lMPAR. 

/ WRITECIMP9102)NUM 
201 CONT 1 NUE 
202 CONTINUE 

CALL EXIT 
END 

11 XEQ 
005 

17 
1 

14 
291. 
·a 

¡o 

291 EES IMPARo /',i 
B S PAR• , 

PROG - 5 



-;'DETERMINACION DE MULTIPLOS DE UN NUMERO 11 

f·IN 

'NOMULT.' 

__ n...,..' 1 e 1"'0) 

. 'ENCABEZAD¡ 

= l 
1 

IBASE ,__j 
~ 

NTARJ 

NUM 

r----oco..Y-
IDIV= NUM/!BASE 

RNUM=-= NUM 

RDIV= RNUM/IBASE 

a,\-'IULT 1 .. 
~o:a.:-$11.....---·~ 

N UM, 1 BASE F "">----T-----161 N U M, lB~ S E ¡ -r--_j 



: :··----,¡~08 -1 
. ; 11 FOR 

,. 

' ' ' 

Ol!ST SOURCE PROGRAM 
OQNE WORD INTEGERS 
o¡oeSCCARDtll32. PRINTER) 

e DETERMINACION DE MULTIPLOS 
e• DE UN NUMERO 

FORMA.T (13) . ·1 00 
101 
102 
10.3 

FORMAT(34HlNUMERO-MULTIPLO DE-NO·MULTIPLO DE) 
FORMAT(2Xol3v7X913l 
FORMAT<2Kti3~21X,l3) 
LEE=2 
IMP=3 
WRITE<IMP,IOl) 

200 READ<LEEtlOOoEND=240>IBASE 
READ(LEE,IOO)NTARJ 
DO 230 I=ltNTARJ 

READ<lEEt100)NUM 
IDIV=.NUM/IBASE' 

·- RNUM=NUM 
RDIV=RNUM/IBASE 
lF(RDIV.EQoiDIVlGO TO 210 

e ·NuM NO ES MULTIPLO DE IBASEo 
WRITE(lMP,103)NUMtlBASE 
GO TO 220 

210 .. CONTINUE 
e NUM SI ES MULTIPLO DE lBASEo 

WRITE<IMPol02)NUMoiBASE 
·220 .- CONTINUE 
230 CONTINUE 

.GO TO 200 
-240 .. CALL EXIT. 

END 
11 XEQ. 

·oo2 
005 

17 
001 

14 
291 
. :·a ... -

003 
002 

9 
11 

005 
001 
009 -:--, -r---- ···~ ... ···--· 

\ . 

R E -s ·.U t;-T ·A -o O S 
... - ..... - ,. ~7 "'1 ' • ._....,._ - - ~ ....... 

~--.... _ -j--~_;_ :...: ::-____ - - ..• ·-- . :..::· ...:.-_---___ . ..:.:. -- --------'--

~'--Jli..N ~ pw-M Ir L 
1 2 

------~1~----~--~------------~-----------1 291 .2 

11 3 
5 

PROG - 6 



FiN 

" NUMEROS PRIMOS " 

•ENCABEZAD 

NUM 

11 PRIMO u 

'NUM 

· ·NUM 
'----R!Ihl IN O= (-1) 

F 

io. 

1 : 

PROG -- 7 



F 

'NO PRIM' 

NUM 

u N UMEROS PRIMOS 11 

·IMA?<= NUM/2. 

'PRIMO' 

NUM 

1 = 3 

IDJV= NUM/1 

RNUM= NUM 

RD IV= RN UM/1 

,f 

1 = 1 + 1 

' 1 

2a. 

T 

.. ., . 

1 = 9999 

PROG- 7 



V 
// -JOI:i T 
1/ FOR 
OL]ST S04RCE P~OGRAM 
OONE WO~D INTEGERS 
o¡oeS(CAHD9ll32 PRINTER) 

e NUMEROS'PRIMOS 
"' .. lOO FORMATC13) 

-101 FORH.AT(l9HlPR!MOS 'NO PRIMOS) 
102 FUHMAT<2X~ll> 
.103 FORHAT(l4Xol3) 

LEE=2 . 
1MP=3 
WRITE(lMPelOl) 

200 R~ADíLEEtlOOeEN0=290)NUM 
lF(NUMaGT~J)GO TO 210 

.C NUM ES MENUR O lúUAL A 3(1000 NUMEkO NATURAL ~ENO~ O IGUAL A 3 lS 
WHlTE(lMPol02)NUM 
60 TO 280 

210 :.:ONTINUE 
C .NUM ES MAYO~ QUE 3u 

INO= C-1) ~*NUI-1 
lf(INDQLT~O)GU TO 220 

C NUM ES PAH(TOUO NUMERO PAR MA~OR QUE 3 NO ES PRIMO~)~ 
WRITE<IMP,l03)NUM 
GO TO 270 

220 CONTINUE 
C NUM ES IMPAH(SE INICIA PROCESO DE PRIMO O NO~PR!MU>o 

1MAX=NUM/2 
1=3 

230 IF(1oGTe1MAXJGO TO ~40 
e SE OBTIENEN LAS.DIVISIONES_ENTERA Y REAL DE NUM/1 
C 'CON 1 DE 3 HASTA NUH/2.~ 

IDIV=NUM/I · 
RNUM=NUM __ · 
RDIV=RNUM/I 
IFCRDIVaEQoiDIVll=9999 

.:C 1=9999 ...INDICA QUE .NUM .ES __ PRJMOG' 
1=1 ~ L ·-~. 

. Go ro 230 . _ 
240_ CONTINUE 

IFlleLT~9999)G0 T0.250 
~ NUM NO ES PRIMO •. 

WRITE(lMPDl03)NUM 
GO Tú 260 ... , . 

- .250 CONTlNUE 
C NUM ES PR1M04 -------~ 

WRITECIMPQ102JNUM 
260 CONTINUE: 
270 CONTINUE 
2HO CONTlNUE , 

GO TO 200 
290 CALL EJ!.IT 

END 
// XE<J 

1 
2 

.'3 
4 
~ 

h 

7 
ti 

PROG - 7 



9 
10 
11 
12 
13 
15 
17 
19 
21 

/~ 

RESULTADOS 

--- ·---- ----:------.. --

1 

3 
.q 

6 
1 

9 
1C 

11 
12 

.13 
15 

17 
19 

21 .. 

----~ .. 
' __ : : ....... :·:;~ ~ 

~ ---- --·---~· 

1 

1 1 

PROG- 7 

P- :¡ 



u SERIE DE FIBONACC!'" 

NTER~ 
-r_:_j 

NMl,.NMl 

\ 

N UEVO=N M H-N.M2 
' .. :-_ \ .. 

'. 
N M2= 1'-J M 1 

NMl= NUEVO 

~~..--l --
,.------" 

(FIN 
.--\__~-

' i 

9 

PROG - 8 



--·¡¡·'JOB -T
I/ FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
0 0NE WORD INTEGERS 
*IOCSfCARD,ll32 PRINTER) 

-c-~------~----o c.H o--------~ e 
. . 100 
-- . '}o 1 

SERIE DE- FIBONACCI 
FORMATCI3J 
FORMATCI4,3X,J5) 
LEE:2 
IMP=3 
READCLEEolOO)NTERM ., 

e NTERM REPRESENTA EL NUMERO DESEADO PE TERMINOS 
NMl=l 

e 

N~2=0 
WRITE(IMPtlOl)NMl,NMl 
DO 200 I=2,NTERM 

NUEVO=NMI+NM2 
NM2=-NM1 
NMl=NUEVO 
~E (MPRIM~ LA POSICION Y EL VALOR DEL TERMINO 
WRITECIMP,l0l)l9NUEVO 

200 CONTINUE 
CALL 'EXIT· 
END 

11 XEQ 
015 ,. . 

R E S U L T A ·o O S 

V··_. ,.,. -

·~ J 1 . 

. ), .. 

PROG- 8 



NUM, IFAC 
~---1 

a FACTORIAL u 

NUM 

IFAC =1 

IFAC-= 1FAC X 1 

... :, 

IFAC = 1 _j 
' i 

. 1 
IFAC = 1 1 

-----·~~J 

PROG - 9 



// jos -T --
11 FOR 
~LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORO INTEGERS 
*IOCS<CARD91132 PRINTER) 

C -FACTORIAL 
. lOO FORMAT(21U 
··.iol FORMAT(J2) __ _ 
:102 FORMAT(I3,3Xti5) 

'\_• 

C SE LEEN LAS UNIDADES LOGICAS DE LECTURA E lHPRESIONN 
REA0(2ol00)LEEtiMP-

200 REAO(LEEtl0ltEND=220)NUM 
IFAC=l 
00210 I=2vNUM· 

IFAC=IFAC*I 
210 CONTINUE , 

IF<NUMoEOoO)!FAC=l 
IF<NUMoEOel)lFAC=l 

C - SE IMPRIME EL NUMERO Y SU FACTORIAL 
WRITE<IMPo102)NUM,IFAC 
GO TO 200 

220 CALL EXIT 

·11 XEQ 
23 
01 
02 
03 
04 
05 
00 
¡o 

END 

.-

. ~,1ft?~-~·~~-· ,_'* ... j-~""':'::e ~zar~~-

------··---~ ..... ~ 

·-

-~ 
24 

!20 

', ~ . ' 

PROG - 9 



1 

J 
1 

~.~CAMBiO DE BASE 1 DE DECiMAL A DINAR!A ., 

1

1

fN BASE 1_0~ J 
N U/v\ 

NE2 = NUM/ 2 . 

~(FiN·---~ 
r ~ 

T 

\ -
N B -=' N u M- N .E2 X .• 2 

~~ l '160' J 
__ :-(___.~· 
1 NUM =N E2 
L ___ ..._,..... _ ___. 



~. 

11 -JOB ·y-
11 FOR 
OLlST SOURCE PROGRAM 
OONE WORO INTEGERS 
OJ0CSfCARDoll32 PRINTER) 

" \ 

-- C-----~----c-.m:~--0 -1- .. E---z.;-~Q,-~~ .. ~c.'=-
e 

e 

e 

'1 00 
·101 
.} 02 
103 

CAMBIO DE BASE 1 DECIMAL A BINARIA 
FORMAT ( 15) 
FORMAT~lXtiStl9H EN BASE-DECIMAL ES) 
FORMAT(lXe!ll 
FORMAT(l7H EN BASE BlNARIAe) 
LEE:::=2 
1MP=3 

200 READ<LEE~100oEND=250)NUM 
WRITE(IMPtlOllNUM 

210 lF(NUM.LE.llGO TO 220 
NUM ES MAYOR QUE UNOt SE SIGUE DESCOMPONIENDO 
NE2=NUM/2 
NB;NUM-NE202 
NB ES UNO O CERO 
WRlTEtlMP,102)N8 
NUM:NE2 
GO TO 210 

220 CONTINUE 
JF(NUM.EQollGO TO 230 

e . SE IMPRIME EL ULTIMO CERO EN LA REPRESENTACION BINARIA 
- - I=O 

WRITEf1MPol02JI 
GO TO 240 

· •230 CONTJNUE 
C SE IMPRIME EL ULTIMO 1 EN LA -~EPRESENTACION BINARIA 

I=l 
----W R 1 TE ( 1M P , 1 O 2 ) I 

240 CONTINUE . 
WRITE ( IMPe"l03). 

·-· ·--:GO -.ro 200 
·zso· CALL EXIT 

END 
·¡ r-xEa 

12 
.. 163. 
---,.o ... 

-00001 
011 . 

- .·-131 
o 
l 

.,3 
/0. 

PROG - 10 



11 CAMBIO DE BASE DE DECiMAL A BINARIO ,. 

1 = 1 

'lEN BASE BI
NARIA u 

' 1 

2a. 

PROG - lO 

/CJ,. 



_R 1; S U L_ T_A O O S. 

o 
o 

o 

1 
EN 
o 

--~'--------------------------~ o 
1 
EN BASE B¡NARIAo 
1 

1 EN BAS~ DECIMAL Es 
EN BASE BIN o 

1 11 EN BAS~ DECIMAL Es 
1 
o 

----1--------------------------~ 

i , 

-
1 

l . 
! 
1 

EN BASE BtNARIAo 
.,.1 ASl DEC 

·. [ ~ ~·· ' ' ' .:., ' ... '~ . 

1 • 

. . 

· •. 

' i 

PROG - lO 



" CAMBIO DE BASE , BINARIO A DECIMAL" 

13,12,11 

IDEC =O ·· 
J = .1 
1 D EC=ID EC+J x 11 
J= 2 X J 
IDEC= IDEC + J x 13 

"en BINARIO 1 

13,12,11 

11 EN :o ECJMAL 1 

JDEC 

,/ ,. 

·- ...... 
FIN 

'PROG ~ 11 



. ·¡¡ JOB l 
11 FOR 
OLlST SOURCE PROGRAM 
oQNE WORO INTEGERS 
OJOCSCCARD,ll32 PRINTERl 

--c--------------0 N C E-... ._.."_.~<-...~lQ~ - . 

e 
. lOO 

·1 o 1 
102 

CAMBIO DE BASE 1 BINARIA A DECIMAL 
FORMATC3ll) 
FORMATCIX, 3lltl9H EN BASE BINARIA ES),. 
FORMATC1Xt15,17H EN BASE DECIMAL.) 
LEE=2 
IMP:J 

200 READC2tlOOtEND=210)JJ,I2tll 

e 
IDEC=O 
~ CONTIENE LAS POTENCIAS DE 2. 
~=1 

IDEC=IDEC+'-'a-11 
~=20~ 

IDEC=IDEC+Jolz 
~=20~ 

IDEC=IDEC+~OJJ 
WRITE(IMPel01>13tl2tll 

e IDEC CONTIENE LA REPRESENTACION DECIMAL DEL NUMERO BINARIOo 
-wRITECIMPtl02>IDEC 

GO TO 200 
210 CALL EXIT 

END 
11 XEQ 
001 
010 
011 
lOO 
101 
·11 o 
111 
/0- .. 

-' 

too 
lOl 
110 

111 

.. · 

. ' . , , ... ~ ..... -->_• -........ -. 

. ·. -·~ 

PRO G - 11 



"CAMBIO DE BASE, BINARIA A DECIMAL USANDO ARREGLOS'1 

1 (J) 1 J = 1 1 1 o 

IDEC =O 

J = 1 

L=ll-1( 
\ 

IDEC-=.IDEC + I(L) xJ 

J'EN Bl NARI O" 
I(J ), J = 1 , 1 o 

T 
FIN 

/ 

' ! 

PRO G rn '12 



.. · 

--,/-.JOBI ___ ------- -
11 FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 
*IOCS(CARDtll32.PRINTER) 
c-------~-----o~o e E----~---~ 
e CAMBIO DE _BASE 1 BINARIA A DECJMAL 
e USANDO ARREGLOS 

DIMENSION !(10) 
1 O O FORMA T (1 O 1 1) 

. • 

101 FORMATC1Xtl0llt19H EN. BASE BINARIA ES) 
.. 102 FORMAT(1XtiSt17H EN BASE DECIMAL.) 

LEE=2 
IMP=J 

200 READ(2t100tEND=220)1 
IOEC=O 

. J= 1 
DO 210 K="ltlO 

' 

e SE1 ANALIZA EL VECTOR I DE DERECHA .A IZQUIERDA . 
L=11-K 
ID€C=1DEC+1(L)~J 

e J CONTIENE LAS POTENCIAS DE 2 
J:J02 

·210 CONTINUE 
WRITECIMPt101) CICJ)tJ=1tl0) 
WRITECIMPt102)IDEC 
GO TO 200 

-220 CALL EXIT 
END 

//"XEQ 
1 

11" 
--1 o o o 1 o o o 1 o 

1 
1 . r 1 
--,·oolOOl 

00 

--- --~-· \ -

-- ... --- ......,..... .. _--·~-- -·-- -.----··-- --

. . 
• t •• 

- ..... -- .. --~--------------- _______ .. ___ ,__ ____ -- ._ 
' . 

•• ~ 4 - - ... 

- . ' 
• ·- ·<· ~RJ: S U Ll A D U s·-·-----:-\· ..... -···-··-··--- '.' 

··- ·,· ..... - ... ~ ........ ~ ............ -- -~--- ----- .... ___ .,....._.......~ ... --.. 

¡' i 

. . - ..... 

. -

·• . 

'-. 

PRO G - 12 



''CALCULO DEL NUMERO DE.BILLETES ar 1 a. 

NM = NM + 1. 

N U M = N U M - 1 00 O 

o 

( 

INICIO 

NUM 

F 

NM =O 
NQ =O 
N 1 00= O 

t'N-50 =o 
N20 ==O 
ND=O 
!'U 57

· = o 
NU·:::;.o · 

'ENCABEZAD 0 1 

NUM 

T " 

1 

Q = 1 1 

" NUM= NUM ~;o'LJ 

PRO G - 13 



"CALCULO DEL NUMERO DE BILL~ETES" '2a. 

T 

N 1 00= N 1 00 + 1 

- NUM== NUM - lOO-

T 

N50 = 1 

NUM= NUM- 50 

•-
··~. 

:NV= .. NV-f<l 

- _, 

NUM= NUM- 20 

T ' i 

NO= 1 
' 

NUM=NUM-10 PROG- 13 



" CALCUlO DEl N U M E R 0 D E B 1 L L ET ES 11 3 o • 

® 

N5 = 1 
NUM = NUM- 5 

T 

NU=NU+l 

N UM = NUM- 1 

NM 

. \ 

.NQ 

N 100 

' : 

N 50 

PRO G ··· 13 



11 CALCULO DEL NUMERO / -
(J. 

,----:t-_··_· -....., 
DE BILLETES" 4a. 

ND 

NS 

NU 

' i 

PROG - 13 



11 JOR T 
11 FOR 
~LIST SOURCE PROGRA~ 
oQNE WORD INTEGERS 
~IOCS(CARDtll32 PR1NTER) 

e CALCULO DEL NUMERO ·oE HILLETES 
fORMAT(J4) , . 100 

·l Ol 
-102 
103 

FO.RMAT (/vllH EL NUMERO-d4o24..,oOO ... PUEDE'··DfSGLOSARSE. 'fN) 
FORMAT(l5o 7H DE MIL) 

·.--'1 04 
I'os 
106 
107 
108 
109 

200 

~ORMAT<IS~l4H DE QUINIENTOS) 
FORMATC!St 8H DE CIEN) 
FORMAT<I5vl3H DE CINCUENTA) 
FORMAT<ISolOH DE VEINTE) 
FORMATCISo BH DE DIEZ) 
FORMATCI59 9H DE CINCO) 
FORMATCISo 7H DE UNO) 
LEE=2 
IMP=!3 
READ<LEEolOOoEND=330lNUM 
NM=O· . 
NQ:..:O 
NlOO=O 
NSO=O 
NV:O 
ND=O 
NS=O 
NU=O 
WRITEflMP,lOlJNUM 

710 IF(NUM.LEolOOO>GO To··zzo 
C NUM ES MAYOR QUE 1000 

·NM=NM+ 1 

e 

·e 

e 

e 

NUM=NUM-1000 
GO TO 210 

220 CONTiNUE ~ 
If<NUM.LE.SOO>GO ·ro--230 .... ---- .. ---· - ---~-·-· .... 

NUM ES MAYOR ·QUE 500 (MAXJMO UN .BILLETE .OE 500) 
NQ=l 
NUM=NU~-500 --·- -. 

230 CONTINUE 
240 'IF<NUM.LE;100JGO 10'"'250 

:NUM ES "MAYOR ·-auE· 100-- -
NlOO=NlOO+l 
NUM=NUM-100 
GO TO ·240 

250 CONTINUE 
iffNUMeLE.SOlGO TO 260 

--- .. - ~-- ~---· 

NUM ES MAYOR QUE 50 (MAXIMO UN BillETE-DE-50) 
NSO=l 
NUM:NUM-50 

260 CONTINUE 
270 lffNUMoLEo20JG0 TO 2BO 

NUM ES MAYOR QUE 20 
NV=NV-t-1 
NUM:NUM-20 
GO TO 270 

280 CONTINUE 
IFlNUMQLE.lO)GO TO 290 

r 1 • • 

C NUM ES MAYOR.QUE 10 (MAXJMO UN BILLETE DE 10) 

'l. 

NO=l 
NUM:::NUM-1 O PROr3 - 13 

290 CONTJNUE 
lflNUM.LE.S)GQ TO Jno 



e NUM ES MAYOR QUE S (MAXIMO UN BILLETE DE 5) 
NS=l 
NUM:NUM-5 

300 eONTJNUE 
310 IFlNUMoLEoO)GO TO 320 

e NUM ES MAYOR QUE 1 
· NU=NU+ 1 

NUM:NUM-1 
· GO TO 31 O 

320 eONTINUE 
WRITE<lMPtl02)NM 
WRITE (lMPvl 03) NQ 
WRITE(lMP,l04)NlOO 
WRITE(IMPtl05)N50 

. WRITE(IMPel06)NV 
WRITE(lMPtl07)N0 
WRITE(IMPol08)N5 
WRITE<IMPol09)NU 
GO 'ró 200 

330 eAL;L EXIT 
END 

11 XEQ 
9000 
1314 
6893 
1000 
. 500 

13 
/0 

·------' \w 

' 1 

PROG -·13 p -f:l. ...., 



R E S ·u L T A D O S 

~ . -- .. --· -- .. ..- ·--... -- --... -·----w- _ ... __ ..,...._ _ __, ____ ·----·--
o 

·---.~·-- ·----~---. -~---~-.--:·---~---·. ----- ··-l _ 
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~ DHIEZ o c~Nco Dt. U O 

EL ~U~ER~"'131ljoQO"'PUEOI:.' OESGLDSARSE EN 
E IL . ·- -

3 DE C*EN 
Q DE. ij ... Ncyt~IA o DE oÍt~ E ' J 1 DE 1 o 8E C'LN.C!) -t 4 u rrc--

EL ~u8tR~¡ea9J~oemPuE~~ OE~GL05ARSE Eh 1 

1 j DE 8~tfjYENYDS 0[ 

; SE Qt~-~~~NTA \ 

o Q[ DI . Z · 

~ iJb C~NCO 
&E u ·e 

. El,__~~lOOO ~>OO"'PUEpl OESGLDSA_RSE EN 

· UE QVINXENTOS 
~ 

1 DE ~¡~cyENTA '. 

. 2 D ~- V . r" N E . ""()-B .r\ ;..,¡ 
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~ u QU NÍENTOS 
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11 ORDENAMIENTO ASCENDENTE. DE UN VECTOR 11 

N 

A{l), 1= 1,N 

uy ECTO R 
LEID0 11 

A(l), 1= 1 ,.N 

LIM = N - 1 

FIN 

' \ 

1 a. 

PROG - 14 



.. ORDENAMIENTO ASCENDENTE DE UN VECTOR~' 

' . i 

1 

+ 

~ 

AT EMP = A(K) 

A(K) = A(l) 

A(l) = AT EMP 

~-----------~~---------~ 

"VECTOR 

ORDENADO" 

A(l ), i= 1, N 

2a • 

PRO G - 14 

. .,, 



) 

/1 JOB T 
/1 FOR 
OLJST SOURCE PROGRAM 
oONE WORD INTEGERS 
oJOeSCCARDtll32 PRINTERJ 
C----------~-~c A T O R C E--· 
e 

·lOO 
101 

'· 102 
103 
104 

ORDENAMIENTO ASCENDENTE DE.UN VECTOR 
Dl ... ENSION A(l00) · . 
FORMAT ( 12) 
FORMATC8Fl0.,0) 
FORMATC13H VECTOR LEIOOe//) 
FORMATC10ClXtFl1a4J) 
FORMATC16H VECTOR OROENAOOo//) 
LEE=2 
IMP=3 

200 READCLEE9l00tEN0=240)N 
e N REPRESENTA EL NUMERO DE ELEMENTOS A ORDENAR 

READCLEEtlOl) (A(!) tl=ltN) 

e 

e 

WRlliECIMPtl02J 
WRITECIMPol03) CA(J) tl=ltNJ 
LIM::iN-1 
DO 230 I=l,LIM 

J=I+l 
SE ASUME QUE ACIJ ES EL MENOR 
DO 220 K=JtN 

IFCACl)GLEoACK))GO TO 210 
A(J) FUE MAYOR QUE A(K) 
ATEMP:A(K) 
A(KJ:A(I) 
ACJ)=ATEMP 

eONTINUE 
CONTINUE 

210 
·220 

··e·. 
230 

AHORA SE TIENE EN ACII EL MENOR 
CONTINUE 
WRITECIMPtl04) 
WRITECIMPtl03) CA(!) ii=ltN) 
GO TO 200 

. 240 CALL EXIT 
END 

/1 XEO 
04 
·-4. 
03 
o. 

04 
-28. 
¡o 

le 

-287. 

-32. 

:J 

... -' . ....;.3o -- 'l7e 

32. 

11. o. 

. .. .. -· 

---···- .. -· - -· -
... !' 

--- ..... . ---- ....... 

•" 

. -.. 

1 1 

. ' 

' 

PROG-14 



•. 
RESULTADOS . 

-----···~....J,.., ___ , ..... ·-- -· ··-------·----. 

Vf:Cí~ "([ 100 

-"~~IoóóOO 
VECTOH"oRDENAOO -N 

vECtOH LEIDO 

0&0QOU 

laQOOO 

32e0000 

0o0()00 

•, 

17~0000 

óoOOOo .. 

11•0000 

' l 1 . ' • . . l : .. ' J ~~ . 
~ .. .. ~---- ..... -- -~- ------=-------· . ;-;- ~-·· -----·--·-::"~.• ---:II~"'"'U'"'.r'"1t:t;'Y • . ~-~":'"- ......... ,..--: ........ -:~~ ... -----:~~ -- · .. , ·-- _,..,,,. .. ~- ' ...,. - ...... ,....... '- ..... ~ ':· .............. -. :· ' 

~ .. :.; •• • :.".: ...... -- _ ....... • ...... \Í. ........ ·-:·::. ..... • •• --~·: ... -··:-~~·'!·-:.. ·-:~-·"·-~,..1·-.· . ~"··-- ., ,, .. , :· .... t-t.',,,,,.,.,"'"" 

• i 
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"MAXIMO COMUN MULTIPLO ALGORITMO DE 
EUCLIDES '' 

INICIO 

N,M 

ID IV= M/ N 
RN =N 

RDIV =M/ RN 

M = N 

T 

T = (RDIV~IDIY) X N 
''N= IFIX(T) 

·ID IV= M/ N.¡ 

RN =N 

. RDIV= M/RN 

"M .C oD ." 

N 

. ' 

FIN 

' i 

'.·' 

PROG - 15 



11 JOB T 
11 FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 
~IOCS(CARO,ll32·PR!NTE~) 

e 
e 

e 

MAXIMO COMUN MULTIPLO 
ALGORITMO DE EUCliDES 

lOO F'O.RMAT(213) 
101 FORMAT(3H N~ti3~3H H=o!J~ 

• lO~ FORMAT(8H M~CeDe~oi3t//) 
LEE=2 
lMP=3 

200 REA0(LEE~lOO~EN0=230)N~M 
SE CALCULA EL RESIDUO 
IDIV=M/N 

.RN=N 
RDIV:::M/RN 

2JO IF(1DIVaEG~RDIV)G0 TO 220 
M:-:.N 
T=CRDIV-IDIV)-oN 
1\1::: I F 1 X (Ti 
lDIV=M/N 
RN=N 
ROIV=M/RN 
GO" TO 21 O 

220 CONTINUE 
e N REPRESENTA EL MAXIMO COMUN DIVISOR 

WRITE(lMPtl02)N 
GO TO 200 

230 CALL EXIT 
END 

11 .XEQ 
5 7 

: '-·· ·-

3 6 
8 16 

11 98 
16 24 

8- 12 -~-- -- ·-~·-· .. ___ ........ ~ .. _. .. 
1* RESÚ_LTADO:S 'J,' •• 

i"""'~. ~~·- ~ -, '"l. .... •• '..6••.r- .., 

• ..J\''; 

~ ..... ' - .. 
.. . - - --- - ........ ~----- -· --- ·- - p p--·· -- -- - . '...... ·-~~ ., ----

' ' . \• ~ ·' 

:....;,_¡__=-=~ . =====::========t=].:__. ·'-·___:_ 

._:~:_~o'= : ------1 
MQC&Da= 3 j 

8 1 
-~·--------,¡ 

___ ~_o_c_~_o_~_= ___ 1 __________ 

1

¡ 

M G e e o ,·e B 

U A W"- __:"L.__-¡ -__ ___!L_koJh.=._ 4 -1 
---·----·------ti"' •• 

•l. 

PROG - 15 



.. GRAFICA DE SEN (X) " 

INICIO 

IX , IY ; IAST , IBLAN 

DELX =6.28318/56 

X =-3. 14159 

LIN {50)= IX 

J = 4 9 X S 1 N (X ) 

LIN {J)= IAST· 

LIN {J) = IY 

LIN 

la • 

FIN 

' i 

PROG - 16 



11 GRAFICA O E SEN (X ) 1
' 

LIN (J) = IBLAN .1 

X= X+ DELX 

" t 

' 1 

PROG -· 16 



11 JOB T 
11 FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 
oJOCSfCARDtll32 PRINTER) 
e-------------0 Y E e I S E I S--~----·-
e GRAfiCA DE SENCX) 

DIMENSION LINClOa) 
'lOO FORMATC4A1). 
101 FORMAT(10Xt100A1) 

LEE=2 
IMP=3 
READCLEEo100liXoiYtiASToiBLAN 
DfLX=6o28318/56 
X =-3.14159 
DO 200 I=ltlOO 

LIN(J)=IBLAN 
200 CONTH¡IUE 

DO 240 I=lt56 
LINfSO)=IX 
.J=49*SINCX)+50 
LIN(.J)=IAST 
IFCI.NEo28)G0 TO 220 

00 210 .J=lolOO 

. ·-

o • 

e I FUE IGUAL A 289 SE IMPRIME EL EJE Y 
LINCJ)=IY 

210 
220 

·coNTINUE 
CONTINUE 
WRITECIMPel01)LlN 
00-230 ..J=ltlOO 

LINC..J)=IBLAN 
230 CONTINUE 

X=X+DELX 
240 CONTINUE 

11 XEQ 
xvo 

CALL EXIT 
END 

iJ 

' i 

.. ~ ·. 

.. 
.' 

PROG- 16 
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u No. DE GRANOS DE MAIZ GANADOS POR EL INVENTOR 
DEL AJEDRES ., 

INICIO 

SUM =O. O 

( 1 - 1 ) 
CUA=2.0 

SUM = SUM + CUA 

CUA , SUM 

•• * FIN * ., 

PROG - 17 
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11 JOB T 
11 FOP. 
•LIST SOURCE PROGRAM 
•IOCSCCARD,ll32 PR!NTER) 
~ONE WORD INTEGERS 

.. -

c---~--~-=----~0 I E C l S l E T E-~o~~ 
C ESTE P.ROGRM~A CALCULA EL NUMERO DE GRANOS DE MA.I Z QUE COBRO' EL. 
C INVENTOR DE AJEDRES 
C FILES. 

LEE=2 
IMP=3 

C F,ORNA'fOS 
lOO FORMAT(l0Xe6HCUADR0~9Xv4HSUMA~//) 
101 FORMAT(3X~I2e2El5o7) 
102 fORr<'IA'f f///) 
103 FORMATf53X9llH•~•••~~oooo) 
104 FORMAT<SJXvllH• FIN •) 

WR¡TE(lMPolOO) 
SUM~o ~O \ 
DO ¿\)O I=lo64 

Ci.JA=2.-0* 0 C!""l ~ 
SUM:::SUM+CUA 
WRXTECIMPolOl)I~CUAqSUM 

200 CONl"IN,UE 
!IIJRlTE t H\PI!) l02J 
WRlTE ( IMPo 103) 
WRI"fE("!Mr-ol04) 
WRITE<IMPtl03) 
CALL EXIT 

,/ 

-· -·-·;~. -~-· ~ -- . -
1 

' 

PROG - i/ 



.. ::: ···~-.... -.... ~--- ··:-:::._:::: .. =======::=:=========---
CUADRO --R E S U l. T A O ·o S 

··"l·. 

' 1 

PROG - 17 . 



1 

U-JICIO 

NUREN,NUCO, 
. NUFIN 

A(I,J),J= 1 , NUCO 

•• *FIN* " 

-- 1 -

A~- PROG 18 \. --... 



u S U M A DE D O S M A T R 1 C ~ES , A y B " 

"MATRIZ A" 

A(I,J), J=l,tl-JU
CO 

"MATRIZ B " 

B(I,J ),J= 1 , N 
co -

11MATRIZ SU
MA .. 

2a. 

' ¡ 

PROG - 18 



."SUMA Df DOS MATRICES, A y B •• 

S(J,J), 

J = 1 ,Nuco 

' ' 

3a. 

' i 

PROG- lB 



11 '-'08 T 
11 FOR 
~IOCSCCARDoll32 PRINTER) 
~ONE WORD INTEGERS 
~LIST SOURCE PROGRAM 
c----~~~~~~~~~o x E e I o e H o~~~~~~~Q~ 
C SUMA .DE DOS MATRICES; A V B 
C EL PROGRAMA ESTA HECHO PARA SUMAR DOS MATRICES.OE lOX 10 MAXIMOe 
C SE RESE~VAN LUGARES EN LA MEMORIA PARA LAS.MATRICES A SUMAR Y PARA 

. C LA MATRIZ SUMA, 

e 

e 

... 

lOO 
101 

DIMENSION A(l0olO)o8ClOolO)oSC10ol0) 
FILES 

LEE=2 
IMP=3 

FORMATOS 
FORMATC312) 
FORMATClOF8o3) 

. 102 FORMAT(///o5Xe9HMATRIZ AX~//) 
FORMATf5XolOCF8o3o2Xlo/) 
FORMAT(///t5Xe9HMATRIZ Bgt//) 
FORMATC///t5Xol8HLA MATRIZ SUMA ES:o//) 
FORMAT(53XtllHOOOOOOOOOOO) 
FORMAT(53Xtl1Ho FIN O) 

e 
e 

e 
e 

e 

e 

. e 

103 
104 
105 
106 
107 

LECTURA DEL NUMERO DE RENGLONES DE LAS MATRICES CNUREN) V DEL NUME 
RO DE COLUMNAS (NUCO)aY DE-UN DETECTOR CNUF.IN) 

199 READCLEEolOO)NURENoNUCOoNUFlN 
ANALISIS DE NUFINo SI VALE CERO YA NO SE EJECUTA EL PROGRAMAoDE lO 
CONTRARIO SI. 
IFCNUFINaEO.O)GO TO 1000 

LECTURA POR RENGLONES DE LA. MATRIZ A. .. 
DO 200 I=ltNUREN 

READCLEEtl·Ol) CA09J) oJ=loNUCO) 
200 CONTINUE 

LECTURA POR RENGLONES DE LA MATRIZ Bo 
DO 201 I=loNUREN 

READ(LEEolOU CB<IoJl ~:>'-'=loNUCO) . •·. 
201 CONTINUE. 

SE HARA LA·SUMA ELEMENTO A ELEMENTO 
DO 203 I=loNUREN . - . 

DO 202 J=1,NUCO , 
SUQJJ=ACI•J>4-BC19J) .. 

· 202 'CONTI NUE - --· .. --- . - - --- -·· -·· ...... -· --. 
:_, ______ _ 

~ 203 CONTINUE 
e 

e 

e 

IHPRESION DE.LA MATRIZ A POR RENGLONES 
WRITE<IMPel02) . 
DO 204 l=loNUREN 

WR I TE (1 MP o 1 O 3 J CA (lo J) o J= 1 o Nue()) 
204 CONTINUE 

IMPRESION DE LA MATRIZ B POR RENGLONES 
WRITE(IMPtl04) 
DO 205 I=ltNUREN 

WRITE ( IMP, 1 03) CB ( I oJ> oJ=l oNUeO) 
·205 CONTINUE 

IMPRESION DE LA MATRIZ S POR RENGLONES 
WRITECIMP9l05) 
DO 206 I=ltNUREN 
WRITE(JMP..,,lQ3) CS(JoJ) ¡¡J=1oNUC0) 

206 CONTINUE 
GO TO 199 

1000 CONTINUE 
WRITECIMPol06) 
WRITECIMP,107> 
WRITECIMP,l06) 

PRO G - 18 
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"SOLUCJON DE ECUACIONES CUADRATICAS,. 

T 

A , B, C 

"ENCABEZA
DOn 

A , B, C 

2 
o IS= B -4.o x A x e 

' . 

RAl=(-B+-DIS }/(2.0xA) 

RA2= (-B- DIS )/ (2.0x A) 

FIN 

' . 

RAl , RA2 ----0 

la. 

PROG - 19 



81 
SOLUCIO N D f ECUACIONES CUÁDRATICAS 11 2o" 

RA 1= -B/ (2.0 X A) 

RA2 = RA 1 . 

NULO" 

RA 1 , RA2 

\ 
\ 

PARE1= -B / (2.0 x A) 
PARE2= PAREl 

T 

PA IM 1= (-D 15) / (2 .,0 x A), 
PAIM2= PAIMl 

18 0 ISC ~N EGAT. ~ 
RAIC ES COMPLE~;:_j 

,-

PAR El 1 PAIM 1 1 

PARE2 , PAIM2 

1 1 

PROG - 19 



;. 

11- "JOB ·-r --
11 FOR 

... l... .,, , 
*LlST SOURCE PROGRAM 
OQNE WORD INTEGERS 
*IOCSCCARDoll32 PRINTER) c-... -~--- ..... -... .,.. ...... o ·-y E e -y N- ·u ·e:-·v ·-r"'" ............ ;... ... ···- --· -- , ... -........ · ---.- ----,.-- ~. • . .,. · 
C SOLUCION·OE ECUACIONES CUADRATICASo 

.:-:O_ FORMAT(3Fll.5) . . ·:-
'101 FORMAT(I//,2Xt36HLOS' COEFICIENTES DE LA ECUACION SONoo//) 
102 FORMATC2Xt3HA= oFll.So2Xo3HB: ofllo5o2Xo3HC= 9Flle5o//) . 
103 fORMATC2Xt52HEL DISCRIMINANTE ES POSITIVOoPOR TANTO RAICES~REALESt 

1//) 
104 fORMATCSXt3HXl=tFll.StlOXo3HX2=oFl1e5t/l/) 
lOS FORMATC2Xo49HEL DISCRIMINANTE ES NULOoPOR TANTO RAlCES IGUALES~//) 
106- FORMATCSX•3HXl=oFlli5o10X~3HX2=oFll~So///) 
107-FORMATC2Xt55HEL DISCRIMINANTE ES NEGATIV09-POR "TANTO. RAICES-COMPLEJ 

. lAS,//) 
.108 FORMATCSXo3HXl=tFlleSoz'H ·+oF1le594H 'IMAo10Xt~3HX2=oF11ct5,2H ~-oFlleS 

lo4H IMAol///) 
LEE=2 

.... I MP=3 
C - LEE LOS COEfiCIENTES 

200 READ(LEEtl00eEND=240)A,BtC. 
C · IMPRIME LA ECUACION 

WRITECIMPolOl) 
WRITECIMPol02)AeBoC 

C CALCULO DEL DISCRIMINANTE 
DIS=Boo2-4oO*A*C 

e 
IFCDISoLE. o.O>GO TO 210 

RAICES REALES DIFERENTES 
RAl=C-B+SQRTCDIS))/(2.0*A) 
RA2=C-B~SQRTCOIS))1C2eOoA) 
WRITECIMPol03) 
WRITECIMPel04)RAloRA2 
GO TO 230 

2lO.CONTlNUE ------
If<DIS.NE.O.OJGO· TO 220 . 

.. e RAICES·REALES IGUALES 
R A 1 =-B 1 ( 2 •· O o Al - --- - ·-

e 

e 

e 
e 

---~·--- ---- -···----- -·----- .. -
~-. -· 

•' 

220 

\ . 
RA2=RA1 · 

:WRITE (JMPtlOS) . ---.- - -
WRlTE(lMP,106)RA19RA2 --. ----------- ~· 

GO TO 230 
CONTINUE 

RAICES COMPLEJAS 
PARE1=•8/(2e00A)· 
PARE2=PARE1 
PA 1 Ml :SQRT l-D!S) / (2 .-o-o A) 
PAIM2=PAIM1 

'. 

WRITECIMP,l07) 
WRITE(lMP,108)PAREl~PAXMloPARE2oPAIM2. 
GO TO 230 

ENDIF 
ENDIF' 

230 CONTINUE 
GO TO 200 

240 CONTJNUE 
CALL EXJT 
END 

' 1 

11 XEQ 
1.,0 
s.o 
1. o 

2.0 
lOo O 
10.0 

3.0 
s.o 

27.,0 

1 o 

1 o 
1 1 o 

PROG - 19 
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~ i -· ·~-.-.--,.-~ ....... '"~~~--~·-:-:----·......--··~--~':""'0""'~ ......... ~--~-r:...----- -----. --- - .. -----:--r· .. ··-
: 1~ ;«: ·,.x='- ~-~~~~.:..-~:wc::::a:::.......~-........._---~·-..................... ..__ ____ .......... _,._ ___ ~-~----·----

, 
' 

., 
' 

LOS COEftcil,NTES DE LA ECUACION SON' ---~--·-------~·.-----~~-"·--· ... ~ .... ~--·~- .. _ .. _ 

-- ·-----
·3 oOOOOO 

"'1! ooooo ·'} lo41421 IMA )(2= ID 1 0 00000 . ., 

.. 

--------,--------------------------·---·---------

. . 
EL D Iscru 1'-1 IN ANTE .Es ·NUlO, POR TANTO RA IcEs IGUAL Es 

Xt= . •1 ~·oOOOO X2= ·•1 eOOOOO . 
-----------~~~----------

- 10e00000 e= . 
... ' 1 ·- ·-

27eOOOOO 
• 

EL 0XSCR¡M1NANTE ES NEGATI~O,~ORIANTn RAICES:COMPLtJAs 
··""':·. 

1 
1 

-1 

j_ ____ · -------------'---~----.....;._ ____ ___,_ ___ _ 

--------~----~~~~~--~~~------------------------------------------LOS COEfiCl~NTES DE .LA EcUACION SON' 

----------------------------------------------------------
3oOO~oo B= 2o.ooooo e= 1oOOOOO t 1 

•' 

EL DISCRIMINANTE ES PosiTIVo.ePOR TAt-JTO RAICES ·REALES 
~1= QO!o503e X2~ ~6•61629 ---·--

·----.-------·----------·--------------. -----·---
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.. PRODUCTO DE DOS MATRICES " 

.INICIO 

UREl, NUCOl, 
NURE2, NUC02, 
NUFIN 

A(I,J),J= l,NUCOl 

B{l ,J),~= 1 , NUC02 

1 a • 

"*F 1 N* 11 
• 

FIN 

---------

' i 
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11 PRQDUCTC? DE DOS MATRit;ES " 
•' .. "'' 

r . . ""•· 

1" 

' ' 1 1 
p-= -11--~ 

~)= 0.0 
., 

1 P.! 

1 

' "MATRIZ.A·'' ,t 

A(I,J),J= 1, NUCOl 
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. "PRODUCTO DE DOS MATRICES " 

0 
"MATRIZ 8 u 

B(I,J),J= l,NUCO 

" MATRIZ 
PRODUCT 

;;· 

"' 

3a. 

.. 
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· · -- ¡¡·-Joa: T 
11 FOR 

. .. .- ,.- . .,_ ~~-

. . ' ., ' 
*llS1 SOURCE PROGRAM 
•ONE WORO lNTEGERS 
OJOCStCARD~ll32 PRINTER' 

·- . e al Gil~ --Ga«:»tiiDU. .. trl~Ut'A!Iae \1 E·, I .. ·N T E . ,.,~:,.~-;,·;..; .. m:c;gGDGDas;cu :·-

... -· - . ' - --·-· --~- -- ........ . : . 
C EL PROGRAMA REALIZA EL PROUUCTO DE DOS MATRICES OE 10 X lO M~XIMOo· 
C UNA ES LA MATRIZ A(NURElfNUC0l)0 
t LA OTRA ES LA MATRIZ 8(NURE2,NUC02f~ 
C - ·SE' df.:SERVAN LUGARES EN LA MEMORIA· PARA LAS MATRICES QUE Sf.: VAN A 

. C . ·MULYIPLICAR Y PARA LA MATRIZ PROOUCTOe 
DIMf.NSION AC10,10)eB(l09lO)tP(l0t10) 

C "' FILES 
.. ' LEE=2 

e 
e 

e 
e 

e 

e 

e 

e 

e 

IMP=3 · 
FORM.~l'OS 

100 f0RMAT(512) 
•10·1 FORMAT!lOF8,J) 
102 FORMATt///~5Xw9HNATRIZ AJo//) 
!l»3 FORMATt5XolOfF8ct3~2X)v/) 
104 FORMAl(///tSXv9HMATRIZ B19//) 

1 

105 FORMATC///vSXt22HLA MATRI~ PRODUCTO ES:o//) 
106 FORMAT'€5Xt10El5e7tl» 
107 FORMAT(///95X,76HEL·PRODUCTO NO SE PUEDE LLEVAR A 'CASO YA QUE LAS 

lMATRJCES NO SON CONFORMABLES~///) 
108 FORMAl(///) 1 -

109 FORM~T(53Xol1HOOGGO~o~~o~) 

110 FORHATf53XtllH~ FIN ~)". 
lECTURA DE LOS NUMEROS DE RENGLONES ·y DE COLUMNAS DE C~DA MATRIZ 
Y. DEL· DETECTOR NUF!Ne 

199 REAO<LEEel00)NUREl9NUCOl~NURE2oNUC029NUriN 

200 

201 

202 
203 
204 

205 

206 

ANALISIS DEL VALOR DE NUFIN~ SI VALE CERO EL PROGRAMA NP SE LLEVA 
A CABOw DE LO CONTRARIO ·s1 • . - -- --- - . 
If<NtJFIN.EQoOJGO .TO 1000 

SE VE SI LAS MATRICES SON CONFORMABLES. 
IF:NUCOl~NEeNURE21GO~O 900 . 

LECTURA POR RENGLONES DE LA MATRIZ Ao 
DO 200 l=loNUREl 

READ CLEEolOl) U\ n:,-J) 9.J=! jNUCOl')' 
CONTINUE . 
LECTURA POR RENGLONES DE'LA.MATRIZ Bs .... 

·DO 201 l=ltNUREZ - -- .... -·--- --- -- .. -·· 
READ<LEEol01)(8~loJ)~J=l0~UC02) ~ 

CONTINUE 
SE REALIZA ~l PRODUCTO 
DO 204 I=loNUREl 

DO 203 J=loNUC02 
P<I"'n:::o.o 
00 202 K=l9NUC01 

P(loJ):P(I~J)+A(lvK)~BCK~J) 

CONTINUE 
CONTINUE 

CONTINUE 
IMPRESION DE LA MATRIZ A POR RENGLONES . 
WRI TE ( IMP, 102) 
00 2'0S I=l.,NUREl 

WRI TE t IMP, 1 03) (A ( I o'-'J oJ=leNUCOl) -
CONT1NUE 
IMPRESION DE LA MATRIZ B POR RENGLONESe 
WRITf.(IMPvl04) 
DO 206 I=loNURE2 

WRITE(lMPvl03) fB<IoJ) p,J:::l,NUCOU 
CONTJNUE 

' i 

PROG - 20 

.. 
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. ··----e·-- .... It4PRESIOt\(OE LA MATRIZ ·p POR. RENGLONES~---·----······~-· . 
WRITECIMPolOS) 
DO 207 l=loNUREl 

WRITEUMPo.l06) CPCloJ) gJ:l9NUC02) , 
207 ' CONTINUE 

GO TO 199 .--· ... 
900 CONTINUE 

WRITE<IMPo107) 
GO TO 199 

. :1000 CONTINUE 
WRITE(lMPo108) 
WRITECIMP9109) 
WRITE(IMP,llO) 
WRITE(IMPol09) 
CALL EXIT 

-ENO 
11 XEQ 

2 2 2 210 
15e54 -42o07' 
-1.22 . o.o 

1950o75 -l2o0 
0.,001 SeO 

2 2 2 210 
Oe2 98o75 

-12.5 32e52 
1000.,01 OoO 
· -1 e 52 15.51 

2 3 2 210 
2 2 2 200 

1*. 

. ; 

.. . 

PROG - 20 
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-o--·-·- --.-· -----, ... '- ----.. ~ ·-- -- ... , -~ ~---·-·--· ...... __ .... ~ ........ _. .... - --- Or4 

RESULTADOS 

·-·-·- ...... . . ---:- .. . .......... -- "'--~ .... 
. ··-···· ·--................ 'tll--:-""":'·•·----- • ...-. --

. 
:....., "'"r - ••• ' ·.•. l.,.·,- .. -·------~ ---~-

- l"iATR fz-¡i~-----·--P-------- ·---------..-------~~--~--

• 
1 _________ , 

; ----------··-------.------
1950wh5C 0 123000 

: ___ ~o.Q_i ___ ~o"'------------------------

---------- -------------------------------LA NAyRll PRODUCTO E~a 

~3o3t461E+o5 ·s~3968300ft83-
--~~--122.0-C..ilitt~o2_____P~to.$LQp9._.0.._.E-'+'-"_ ..... 1.___ _____ ~----------------- __ _ 

---------~------------------~-----------------------------------------------------'AiRXZ A~ 

______ g:~gg -=~r~~~=~~~5~8~----~-----------~----------------------
·-----·· 

~:g~=-=-8 __________ _:..__ _______ ._ .... ' 

----------------------------------------------------------------------------EL PRooUCyO No SE PUEDE LLEVAR A CABO YA QUE LASMATRICEs NO SON CONrORM~BLEs ,. 
':1 
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11MULTIPLICACIOt'-l DE DOS.NUMEROS UTILIZANDO EXCLUSIVA- la. 
MENTE MULTIPLICACION Y DIVISION POR 2 11 

~NICIO ) 

SALTO-HOJP! 

.. A x s = e " 

A 1 B 

FIN 

BB = B 

T 
C-=A+R 

F 

Bl = B / 2 
AA' ! BB 1 <C 

82 = Bl X 2 



., MULT!PLICACION DE DOS NUMERO$ UTILIZANDO 2a. 
EXCLUSIVAMENTE MULTIP o Y ~!VISION POR 2" 

't 

F 

~ =-(8 --1 ) 1 2 ~ 
1 R=R+A 
L ___ ,.._.._----J 

G.=Ax2 

\f 

8=8/2 _j 

PRO G - 21 
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'· 

--· 11 JOB i 
11 FOR 
*LlST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 
OIOCS(CARDoll32 PR!NTER) ·• 

-·c-~----~--~-~-V E 1 N T J U N O e~~~~~~~ 
C MULTIPLICACION DE DOS NUMEROS 
C UTILIZANDO SOLO MULTIPLICACIONES V 
e· ·DIVISIONES POR 2 

·e 

e 

INTEGER AtBoe,R,AAoBB 
,·· WRITE (3tlOU 

-_101· FORMAT OHU 
WRITE l3tl02) 

102 FORMAT (9XtlHAt3XolHXo4XelHBo4XD1H=t4XolHe) 
200 READ (2ol~OvEND=260)A,B 
100 FORMAT (213) 

R=O 
AA=A 
BB=B 

21.0 IF(B.E-Glol> GO TO 240 
Bl=B/2 

220 

230 

R2=Bl 0 2 
IFlB2.EQo8) GO TO 220 

ES IMPAR 
B=<B-l)/2 
R=R+A 
GO TO 230 

CONTINUE 
ES PAR ' 

· B=B/2 
CONTINUE 
A=A*2 
GO TO "'21 O 

240 CONTINUE 
e=A+R 
WRITE (3ol03) AAoBBtC 

103 FORMAl (3110) 
GO TO 200 

260 CALL EXIT 
. END 

~ ~ t - --- ... 
\ 

11 XEO 
. 60 80 

19 17 
68 35 
40 11 
77 99 
/lf 

RESULTADOS 

-:r------~----·-- --------·----

A X E1 

--- ~ ~---~--~-~---4 8.)....:0~0-----1 
6f. 35 2 80 
4C. 11 440 

--_...¡71 9-Q~-----i7rt6 2-3 

1 • : 

'. 

.. 

-PROG - 21 
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2 .l ~ .. ~A TRICES 

2. 1 . l D~FI NI C!ONE5 

DEFI ~:CI ON '2 .1 Ur.a :natri~ ~ x n, ·es un c.:m .. glo rcck:ng:;lor da r.I.Jrn~~c~ recl es~ 
llorn~dcs los elcrr.¿-,-.~.,!; de ~a rnctriz, les c~.:oio e~tén cn~slccos en m r¡;r,slcres y n 

cofur.;naS en Ja SÍ0L'J¡;;.r.t.;: f()fn1o: 

a • m2 

t~OT i\S: 

a· 
in 

o . 
2n 

o 
mn 

ii) lc.s r.xt~ric!:::s -;~ rc·¡::n~s:::ntcrtn por ld•as rr.c;;úscL:lcs grueso$,· er.k:nct~ ~:f... c:s 
IJT¡Q m.::t.·iz m X n, sionifica ouc A= rc·J .. . e_, mn. 

. 
a••\ (• 
11:} .... ·: m= n, 12nionc<:!: ~e dic.: r.¡ue se tiene ur.o r:.o:ri:. c:.:oclroaa Üe ord::!n m. 
¡ . .,) Si /1. "'5 !TI :x 1, ~·r.k:;~tr:-.~s 5€' cií~.: e;••.: ;\ .o;os ~.:na '"'=r~i7 ~r:.IL•.,.. .... ~. 
v) e::· -1 A e~ 1 X n, entcr.CE'S se d:cc que .A. e~ ~na r;·.airi.: ref)glón. 

E J~ M~'LOS. la; rr.:::i-riccs A, B, Cy D mo~rrc::bs e c::nlin•.Jcc;ón. 

u ~] [~ 
')l 12 -1 

A= 1 2 B= [l o ,. 11 r- ;j L .... -· 
4 2 

C-"' 

tieilo::f1 ks s;~uient¿s ccr-::d-crl~•icas.: A !:S J X t., U -:!S X.::, (E::s uno r:,t:'f;;z r~·-nc:lór), 

C CS 2 }: t ( ¿:; Ló!.:::l r.~e:ri::? .. C•..:cr.ircdo), ['¡ b J /~ j {,:;;:, L:;";~; oTCifr::. cok:::;~;:) 

NOT:\C!Ot·! l. 

i) Sea A::: re.~ t.: 1 jJ 
A¡., ~e. 

/.¡. = rc;i! 
'-

c.¡2 •.. :-¡n l· 
...J 

• ~e 

. 
/ 

.- -. 
! .: 1 l ~ l "':": 

~·J 



2 

ii) ~ca A= re¡~ una motriz 1n x n. lo j-[.sirno <.:durnna de A, se 1ndlca-
r6 A - !..! por . ¡, r e. 

a H 
m~ 

EJEMPLOS. Pwa la matriz A= 

i) . el prirner rene!ón de A 
li) el tercer rengl0n de A 
lii) la prime1a columna de A 
_iv) lo CLror!a columna de A 

Solu.ción 

•\ A = 
r 

1} 1 • IJ o 
ii) A3 .. = o. 1 

i i i) 

m A·t = 

- DU· i t'~! CJ Ot-4 2.2. 

1 es ) i y so 1 a s i 

1 o 
o o 

/-

·- il 
il 

o 

iv} 

o 
2 
1 

1 
o 
o 

A.4= 

o 
1 
o 

rn 

n en~entre 

a." = b .. 
q 11 

1rf i = 1, 2, ... , m y V ¡ = 1, 2~ . .. J n 

Q 

NOTA: De la C:tf¡nición o;-.terior se observo un.:. condidé-n poro c¡ue dos r..::;~rÍcé~ -
s.ean igucl l-S es c¡ue orr.l::as ten9on ·ef mismo número de rer.g~ones y e! mi:;;-,-.o r:ú:-:~cro de 
colurainOS 

EJ~MPLO. En las siguientES motrices 

A= [~ B= [~ ~] 
se e>bscrvc: que : 

A = B p:::>íque e·· ,,,, h.. v- i -= 1, 2; ·, = 1
1 

2 • 

ol 
oJ 

11 ~~~ 

A 1 e po~que ¡:'CIO o == 2 y -i = 2 ~~ tie-ne c;ue "'LJ ::: 1 1 C¿ 2 =o 

1-· 



DcHf llC!ON '2 .3. 

solo si 

le~ motrices ·A ~ fo.] y S =- rbJ 
[1 !J ro i~ L: 1 Ü mn 

A· = B· i o 1 o 
v.i=1,2, ... ,m 

DEFINICION 
y solo si 

2.4. Las. motrices A= y B= rb .. l 
L 'IJmn 

son iguales. si 

A .• = B. ),..J.. 
1 ¡ V ¡=1,,2, ... ,n 

TEOREMA 2.4. Losdefiniciones 2.2, 2.3 y2.4 son e_quivolentes, ie. 

DEFJNIC!ON 
DEFI ~JCI ON 
DEFI NJCION 

2.2 <.::'> 
2.2 ~ 
/ .3 <::::> 

D~Fl NICION 
DEFI NICION 
DEFINICION 

2.3 
?.4 
?.4 

DE/v\OSTRACION. · la demostración es sirrple, solo considere la ¿eíinición cle.
iguoldcd c!c loo(Jtrices {cualquiera de t!llos) y la rooíación 1. Los de!olles se pid.en 
en la tGreo ;~úmero 1. -

·OEFINlCION2 .5. La ::.urna de dos rr:o:-ric12; A== ro¡ J
1 

y B =rb¡J
1 

ir.diccda 

porA+ó, es unamalr1z C= fe .. dc~m1dapor 
. il _. . 1_ !J m:1 ~ JJ ITin , 

L· '1 . . . 
C· • = a .• + b :>.¡ i = 1, 2, ... , m, j = 1, 2, ... , n 
q IJ ij 

NOTA. 

i} lo definici6n cmterior expre:;::.:do ~·.1 ofíOS t&rminos es 

C= d. A+ B 

·, ·,) D 1 ' r. . . • ..., ~ • ,. • - . ~ ,. • , e u c;:;.ltdCion L. • ..;, se u'->Servo ql!c una cor.o,Ciún necE:SOfiO pa1o 1CJ o•.>~C•wt: 

c.ie rnot 1 ices es que an.bcs te:1gon iQuol núrrero e! e re:1glones y de colurr.nas. 

E JE/.-iPLO. Pera 1m siguier.~es mctrices 

.A.= [~ 2 ;} B = [~ 4 rl 
e=[~ 3 

~J i 
o 8 o 

r.e ti~'ne c¡ue 

P.+ B = [ 1 + 1 2+4 
3 + =J = [~ 6 l~J 0+7' 0+8 l .· 9 8 

A+C 
B+C 

no se de.:ine pcr~;;c tie:-.¿n c!is!into nÚí;:ero de colur..nc.s 
no se define po:- le :-;-.i~:¡¡:J r:n.Ó'l 

TEOREt.'.A '2 .6. (f,C::Q;:.¡EO/,DF.S CE LA .• \~~ICIO:'~ DE r\\ATRICES) 

i) A + B = 5 + A ( la a.::i ci.:,n es cc•r.rurcl iva ) 
i i) (A+ B) ·!- e =A + (~.J.(J (Lo c~i ci6r, b G~c.cid:vc.). 

DEt:.O:>TíU..C! C i'J. 

i) 
[

\) •• 1· b J 
lj ¡¡ 

5 ?J o ¡ 



Por olro ledo, conocemos dE: lo teorio de !e·~ números reales que lo adición 

de los real es .:!S conmutativa, ie. a .. + b .. = b .. +a .• , por lo tanto 
·q 11 lj IJ. 1 

A + B g [a .. + b .• ] ::;>A + B ::: [ b¡¡ +o¡~ .g B +A o 
' 1 ' 1 ==:;:... A ·:- B = B + A U 

= [a;¡ + 

=[Ca·· + 11 

b .. ] + 
lJ 

b¡¡) + 

[ C·' J 
'1 

c .. J 
'1 

Pero larnbiér• conGcen·o'> de teoria de lo> núrreros que en lo~ número·· r~~:J!es 

la adición es osocioliva, ie ., 

(a 1• 1
• + b .. ) + e·. = o .. + (b .. + c .. ) 

a¡ ·q q '1 lJ 

Por lo tanlo 1 

(A+B) + C = [ o:.
1
· + (b .. +c .. )] 

' r¡ lJ 

= [ aij]+[ 6ij + e¡¡] 
= A+ (B+C) o 

. ,. 

DEFINICION 2 .7. Sea A =[a¡¡] una mo~riz m x n y sea k un nGn,-;ro real. 
la multiplicación de una m0triz A por un número reol k, indicado por k,:.\, es 
una motrjz m X n definida por 

kA= [ka¡¡] 
NOTA: .A los neírreros reGles tan·:bién se les lla;o:c escclorcs, por lo qt~ú e lo 
mulripliccción c:k un reiJI por L:;-,a rrctriz tor.·biú, se le lla.Ta r(ultlpl iu. .. ~:oro 
€.!.celar. 

EJEMrLO. Si k= -·4 yA= í-2 
L 1 

kl. = -12] 
-8 

3 J : entonces 
'2_ 

TEOREf,\.f• 2.8 (P~OPiEDA~~S D~L f'~~ODUCTO DE UN RE.AL PC~ l.~i·J;:-.. -
MAfRIZ) 

i) 
ji) 
iii) 
iv) 

lA-:::A 
l (A-t.S) = lA "'"" kB 
( ~~ l ..:. 1. •) A ·- !.-- ' . k A 

· Y.") r·. - " 1 A T , ~""' 
1 ! - ) .: 

<~~1 "2) ,\ = kl \k¿ A) 

·. 



-' . 

DE f/,QSTRAC! ON. Es triviql, s~lo epi ique la definición 2. ~ propiedades 
de nÚn'eros reales y definiciones o propiedades de motrices prc~entadas cn
tericrmcnle. lntenh:: hacerlo. 

DEFINICION 2 .'l. Sea A==- [a¡·1 m x n y sE:a B ="[b¡~· n x p. La-
r:1ultipllcoción de A por 13, inc:iicc~~.. por AB, es una rr.atriz de elementos e¡¡ 

definida por o 

e¡¡= )-= o¡k bk'¡ 
\:::1 

~ ~ NOTA. Una matriz A y B se pueden mul tip! icor si y solo si el núrr.ero de -
coiumnas de A es igual al número de ren9! ones de B. 

•J 

EJEMPLO 

A-. 

~--

entonces rl X?+ 2 ~3 
. A B = 3X7 + L!.X3 

, l5X 7 +.6X3 

EJE/-.J.PLO. 

1 

1X4 + 2X1] 
3X4 + 4X 1 =-
5X4 + CX1 

A= 2 i B =. [3 . 4 5] 
o 
1 

3 4 
AB= [3 4 s] = 6 8 

o o 
3 4 

BÍ\ = [3 4 1 ~~] ·- 3+8+5 

{ ~ .... . 

6J 16 
26 . 

1 

~al 2 
ü 
1 

=16 

Este €.jC:-::'pl~ rr.ucsi"rc qL;e le multi;·licc:-::ión de dos rr:o~rices no es conmutc;ivo, 
i e. A B·-l-: B A. 

.·, 



i 
l. 

2~ Si X = 

3 " S e é~ u= [ 1 1 
to=los U.."J;)S o • 

i) Si X = [xl 

ii) n = uut 

" Q "' 

e o ., 

• 
o 

n 
I: ::clryk ::: xy 
k:;:l 

XX 
t. donde xt = 

un vector de n coopo~entes, los cuales 
/ 

.. 

t 
Xl1 

t d::>nde u = 1 
l 
o 

" 

1 

r ~,. 

o 
o 
o 

X n 

:=on 

·."' 

El vec·~,.~ t:i.= r1 1 .... 1] 'es 11[·...:-:::~cl.::> el vectJr :=~::¡3. deb:2..C:v e. 13 ~:.:·_~ 
nic:dsd te J='(:-0r r2::>:t""esent2r r:ntr~ci-=.lr..:.Jrtto U:lG: .s:1::a.9 de l~tS:zr.Ja ... 

J. {ver pr;)?icd~d 3 i) )o 

D:·.:\03'fR.ACIOil. :Ss si!:"?le ~ ~ólo use defir.ici¿n de ~::!."::>~;:.cto do ~:it1·icE:::. 
1-k r:~ : u·.:>!Jr r qr:.s e 1 lado i zc¡ui (;rG.o de cada iQ-131.::! 3.d r:::2C.2 es i Q.:té":l L" l 
l~do d~r~c~~ ~e la miezso 

c .. = A. n . 
J.J l.o oJ 

D:;:.:O.:l·::_t....:..ciO:i • .:;:;:::e~~s c.:=.ost:L':J.r c-.;.3: 'I)cfinici o:t 
2.11. i • 

e .. 
lJ 

' 
-:::=-.:>- e _.. ..: = 

. ..l. J 
.. o • 

2. J i:l ".:1~ • 
'\ - ... 

'\... 
u.- . 

r.J .. 
o 
o 

_b ___ _ 
n.;; 

- ... . . . , a-:-: J r2.2 e J.;; :1 

r,"\..,. [">''):J"'_l. "1. ~..)·r 
. _~_ - • :. ..... -J - - ... = . .l) '('1 ':' '.:' 1:.? 'l. 4 



----~ 

'Jc:;o~·-.t1'">ción a~ l~ -: 
1 c-1. d E- ;:. ::u t r ::.·· e i ó :1 2 ::1. t --. 
t~nce~ cu0da de~os~:
clÓil 2. 9 o 

PROPO~ICION 2al3. 

i) - (AB). . A. ..... 
= .D lJ ~ ... o ;:; 

ii) (_.;3)i .. == .-\ i o B 

ii:i)~ ( ,\D) 
" j = A :a 

o j 

tv) (X;:~ e) i j Ai.,. 
·p ........ 

= .;.;\..; . 
~) ... 
~ () .. 

por la ~~tacion 1 

o 
:.icE-.ci.ón (-c.. -)o C'):=:> l~s ir.:plic2cionG3 de 
Jr ( ::::::::>") :--.:;:,::1 rever ~i bles eri cé:!-da n2so, e:-1.

. J que la implicacio~ 2oll implica la defini-

·::e resn.ltado 

porq~c c 1 j - A 1 .B~j d0 ~

cuerdo con de~inici¿n 2.:1 

y 

i i).. .Z:~os trsrecos prili!ero 

( .. ~!3)lj = (Lf3)ij ... 

doB :.:·e snl t :!dos · 

(, ') ) = (··o) ... -; i. lj h_..J ij 

izquic~JJ de (**)~y 

glón ( AD). con cJ ~ J · 
J ... 

A B r• J Tl U 0 l.., f O--- "'. i C1l • .~ ... - e,.¡, - -"-~ 

D - -- - - ' -- -- · 1· :S n e~ · ' ' · C Cl V i.._1 LJ l. ~' t.,; ~ ~ ~ \ .... j o 

. ( ' . 0Y'L!3. T. ) 

( !~ . 3 ) 1 . - i -~- i ) -: J J. 
J. o J o -

> (! .. TI )1 . = 
J.o -J 

J..; }3 .: 
-o o\..' 

==> (.-L 3)
1

. = . C"~B) .. 
lo J · lJ 

( '., ) ··-~ -· = .1. ~ 
.t\. B 

lo 



D~mo~tr~ci6n de (*•): 

(AB) 1 ~ es el i-6si~o rcn~ld~ de ABt lo cu~l implicQ que (A3)io es 

uua w·:_;triz <J.e un solo re!lglón .. Ent:,nces el primer rer.¿;lón de (A3)i., 

es la Ir.isma r.:·"'criz (_:J.3) 1 : 9 cx.prcsnndo esta c·onclusiún sin'holico.

mente se tiene que 

< e~ n > . ) 1 == e AB L 
. ~. ~ ~o 

Por lo tar.:.to 6 si tow'?.r:tos la j-ésir::.3 co1UJ.i!13 de ( (~\B). )1 , eq_r:.i-
' ~o o 

vale a to=~i la j-d~i~a colum~a de !AB). P siEbolic2uente 
~ .. 

( ( : ~, ) ) ( ~ ~ ) 
eL.:> Í o l,j := .¡!) i j O 

Un~a ve7. de:r:::)stl~::!.2.8s· ( *) y ( **) se tiene que 

,(,~jy(**) ::::;.. (A. B)
1

.:::( (AB)i ).. -.lf·j 
J... J o J.J 

J?al ta o hora de:nostre:.r que los ele::::entos del renglén ( P.3). EOn •. J. e :~ · 
1.<> 

for::1a (A. B)1 . P y que los e1e!':1entO!:i del ren:;l::5n A. ·B so:J de la fo~:--
1" J . lo 

:na ( (L3). ) . .L .• y i')':::r·'··***) co:r.::lu:ir 0'...1C (AE3). = .:\: B 
· l._oo J · -\. · . . - . :1_.,. lo 

( X:il ) . = [ (.-\ B ) ; l . -· ~~ { A:B ) i 2 . . u . ., (A B ) . ] 
l. O _o . • 1!1. 

.<> 

i) 

ii) 

~ii) 

= f<!AB)io)ll ({AB)io)l2 ooo"{{A~)io)l~J 
== [<·\~B)ll {l\iaB)l2 """ (A:la~}lzl] 

por 

::: A. B o 
1 o 

por ( *~* ) 

""\. ..ro • o , p por ae.!.:t.!llCl :J::l 

de A. B. 
J.. .. 

. 
DS iii )"o Es similar a la anterior ... In-t:Jt:tela .. 

l)¿ i V) o 

(.r'.EC). . == 
:l.J 

( { i\B )C) .. 
~J 

=(AB). C : 
!.o <>J 

=A. BC . 
~o o J 

A(B + C) = .:·.-B + AC 

( .; + B)C . .., 
+ E:! -- ."1-' 

A(~~) - (AE)C 

p-~~·: e i) (:;_,_: c8t3 n1·~-. . , 
p ') :.: :t e J. V 1~ a 

o 

i 



-.· 

DE;::,o::'n.-~cro:: o 

i) Dotcr:.::>s_dc::-:>st:. .... cl:::' que el olcr.::erito (i~jJ de .t\(B+C) eo icJ.e.l EÜ c:.e 

mento (ipj) Jo AD+AC» pare todo par (i 9 j): 

{A(~-t-C)}ij = J.: a 1k(BtC)kj" de:finici6n de projucto de :::3-

k trices 

defir.:ición de 2dición ele -~·.:l-...... ~ 
.mntriccs· 

¿:e.i;:bkj. + ·L: aik~kJ' propiedad distrib'.ltiv:=J. de l::! 
k K · multiuljc~ci6n con r~s~ec~o 

::: ( AB) . . + ( l~C!) .. 
l.J - l.J 

:::: ( AD + .o\C); . o . . 4•J 

a ln edición en l-J3 !:.Ú.;2ros 
reales 

V (j_~j) 

ii) Es simil~r 2 p3rte {). 

:1. :i i) { ¡\ ( r-::)} . . = 
J.J 

= 

"a .. {EC), . 
/,.-~ 1.4-\. J::':., 
K v 

"' "'. a. 1 bk e . LJ LJ 1.-: .. r r J 
k r 

Por otro lad~,. 

{<J~3)~}ij = )_: (A3)i~crj 
... 
.L 

= 2.--: (~a.,J)1...,.. )c,~J· /~,1 ¡_ ... --- ... 
r k. 

CC'fird-:::i.Ór! r;r: 
ID.tl tiplic::lc~_é.n de :;r.t?trict:~f:· 

8sociotivia[d de 1~ :0lti-
l . . , 1 t p J c~·c::!..On cr~ os r:.•..r:•.eros 

re:-J.e:s 

definición f,e 
f!.\)_lt:iplicf)CiÓn de !f.:-<t:!'ices 

dE-fj_r!ici6n de 
TI\J.l tiy;li(;c:r;:i G:r~ d€ I-~'"t.:riC7!':-i 

r,l::.c :.:-c~_6n e!~. lo:.: 
:r'cvlE·Go 

Por lo t?.nto, cc::~!)::..r.?.n-:--:.o JJ)3 l=·d"J_=; der·ecbos (~e (1) :·r (~), ::::J 

dsr:~nc:f'-t.:·2 ~ve: (.~3)C:=:.-~(:1~:)., o 

1 .- ·. 
¡ . ' 
\ - , 
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DEr l ~JICI ON '2 .15. La motriz ider.tidad n x n, indicado por In, es una motriz cua
drada cuyos elerne.-.tos sche la diogor._al principal $vn fodos 1 y los elementos fuera de 
la clicuonal princiral son todos cero; ie. 

1 o o o 
o 1 o o 

In = n renglones 
o o o • ·1 o 
o o o .o 1 

-.., 

n columnas 
~. 

NOT ... '\: Lo matriz identidad In, también se puede definir en términos ele lo delta de

Kror;ed.er, la cual se define a conlinuacit.n. la delta de Kronecker, indicada por .3¡:' 
se d~:;fi 'lt! por •· 1 

6 ¡¡ ~~1 si i~¡ 
_ (O si i =1= i 

lo rnot riz identidoc!Jn 1 se define en términos de o o. por '1' 

Ófto ó,~ 

ln = [ó~.Jnxn ó~· Óu 
-q . 

~ 

ó~, ó.::l'. 

ó rl In 

: ó ,z.., 

=u 
{:¡ •• :.., 

o 

. 
o 

TEOí!EMA 2.16. Sea A= {c¡.)m x n· Si In y lm son matrices id~ntlc:lcd n x n y 
m x rn repectivo!11ente, e-ntonces 1 

i) In A= A 
ii) A lm =A 

DEMOST~ACION: 

i) Si In A = [ C¡¡] ) c .. = 
'1 

n 
"~ 
2.~ 
k= 1 

ó ik 

ii) Es s!milcr. 

fJ~MrLO. Si 

==;> C¡¡ = ó Íl a .• + 
1¡ 

-> 

A= il 

·a,. 
~~ 

' r· · • • J r • • • • p:::-.r c.e.¡n¡cton Ge rr:!J• oi¡Jl_!_ 

Co:Jción de mctri c.::~. 

+ ó. ·• o +ó e -'-
Ir •-l i-1, j ii i¡ ' 

Ó a + ..1. l: o 
i' i +1 i + 1' i ... , u in nj 

o 



r¡ 

o 
o 

o 
1 
o 

DEF lNIClON 2.17. Sea A =[a .• J . ~a trcnspuesta de A, indicada por At, es 
. q mn 

¡:_.na motriz de elemento:. b .• dt:finida por 
q 

b¡ j = a i i V. i = 1 , 2.' ~ . . . ' m ' i ::: 1 ' 2 ' . . . ' n • 

~¡e, si 

entonces la ríQn::>puesta de A, se define por 

o,. 
:Ln 

a 
2n 

Cl mn 

NOTA: Dada uno motriz A, la trampuesta de A, se obti~ne interccmbiando los renglones 
dt::: 1 ... pera que l!..:.--9uen a s~r les columnas de At, ie. 

la p:im(;r<J colurr.r.a d~ At es ei primer rer;g)6n de A 
la sc;unda c~lur.,r.i de Ates el s:=:s;uncio renCJI,.)n de A, etc. 

f JE¡\',PLOS. Si 

[1 2 3 

~~ J B =ú 1 J ; l] A= 5 6 7 o 2 3 C= ' 9 10 11 

énlonce~ 

m 
";" ~,-

A'= [~ 5 9] [¡ -. 
6 lO o i3 t := ; ct= 1 1 1 1 1 

7 11 J 
. 4 8 12 



PP.Of'OSICiON 2 ,.18 

i) 

ii) 

(A· )t :..: . 1. 

t 
(A .• ) "-' 

1 

(!;, t) • 
o 1 

(Ar } •• 
l 

DE!.,,OSTR/,CION 

i) Debemos demostrar que el lado izc¡uierd.o de la igualdad i) 1 ( L 1 1 ), es igual al 

ledo derecho de la igualdoci iL LDI, 

l 1 1 == (A¡ ,)t = [o¡ 
1 

o ... ' 
'2 

a. 1 rn 
.J 

0
12 .. , a, .... a \ 

LDI = (At ).. :o~ 1 1 1 n ·~ 

1 02 i 0 22 ... 02¡ ' .. 02 n 

\ 
ail a. 1 

0¡2 a .. 
q 1n 

0 m1 a ... o amn m2 . m¡ 

a • • • O¡ 1 • a :;\ 
21 • m! 

\~ e: 

0 12 0 22 ... o¡2 ... o m2 

O¡ j a (1., a 2' ¡¡ m¡ ! 

a. 0
2n 

a. a 
1!1 &n rnr~ ¡ 

- 1. ·'. 

o. 
1 11) -·-

Por lo tar.to, L 1 1 = (A¡.) t = (At) . ¡ = L O 1, o 

EJb\',PLO. Si A~ l; -~ -n encJen!re el 

prirner re:n9~6n de lo t.rcn~puesta de A y lo terce:ro c.olur.1na d¿: tJ. 
SOLUCIOhJ 

(At) = (A )f 
l. . 1 pcr nOPOSlClOP.: 2 .le ii) 

·- ------· 

'• 



. 

¡.) 

(t~]) 
1 

:::: = ( - 1 4 7) 

(At~. 3 . = (A )t por PROPOSICION 2.18 i) 
3. 

m )t - ( 7 . 8 9 = 

._. - TEOREf,\A ·2 .19 (PROPIEDADES DE LA MATRIZ TRANSPUESTA) 

"- ' 
{At) t =A 
(A + B)t = At + Bt 

(kA)t. = KAt 

DEMOSTRACION: 

. - rb 1 t S e CJ B - · • • 1 = A y sea · L 1 L· 

Demoslraci6n: 

t d e = B =-=> e-. = b 
. IJ ¡¡ 

Pcr otro 1 odo, 
d' 

B = At ::=;> b .• = 
;¡ 

a .• 
¡u 

- ¡b .. 
JI 

= a .• . q 

-- b .. -- a .. 
11 q 

(1) por definición de trcnsr:uesta 

(?} 
por definici6n de trcnsp•Jesta 

=--=->c.. = o •• q q V·i = 1, 2, .•• , m, j = 11 2, ... 1 n 

=-=>e= A 

'· . 
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2. 2 PAR'l'lCION DE HATRICES Y OPERACIC .~S CON 1-'!ATRICES 

PARTICIOt·lADAS. 

DEFINICION. 2.2.1 Sea A mxn. Se dice la matriz A 

es una matriz particionada d~ acuerdo_a ~n criterio da~o, 

' ~i la matriz ha sido dividida por rayas 'lerticales y ho--
~.· 

rizorttales óe acuerdo a diciw criterio. Si. [3 es una not2. 

c16n para indicar el criterio con el cu2l la n0triz A ha 

sido dividjda, entonces l.J. matriz p.:::.rtici.onad.:>. A (o la -

partici5:1 de I:... 

EJ'BHPLO Sea 

A -

según B 

2 

3 

-4 

1 

2 

2 

se ind:i.cará P.. 
B 

Si el criterio B para particionar A cor1si.ste e:-1 diviC.ir 

A po~ una raya vertical entre la primera y segunda co-

lunma y por una raya horizontal entre el segundo y el. ter 

cer renglón, en~onces: 

~-U-
1 3l 

A -- 2 1 
B -----

1 ! 4 2 1 
_J 

Otras par~iciones de A generadas por otros criteri6s ce 
partición podrfan ser: 

[ 

~- ~ _2- -- ~- ~ }] 
A~ == ~ 1 3 2 1 1 

e 1 • 
1 ~ \ 2 1 1 

.. 
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DEFINICION. 2.2.2 -~ las matrices que se gen~ran por la -

partición de unJI. matriz con un criterio B dado se les lla 

ma submatrices de A generadas por la partición de A según 

el criterio B 

"'' DEFINICION. 2. 2. 3 Sea A una matriz y B una ·partición so 
'"1 

bre A . Las subrr.atrices de A generadas por la partición 

B , se llaman los elementos de AB· 

NOTA. Una matriz particionada A 8 se puede representar a 

través de sus elementos (ie. sus submatrices). 

E.JEHPLO: Si 

1· 5 .9 1 5 9 

2 6 10 2 6 10 
A :::::: y A = 3 7 '11. B 3 7 11 

- 4 - - -- ---
4 a. 12 4 1 . 8 12 

entonces las submatrices de A generadas por B son: , 
r· 

. ll 

l~ 
12 S ·9 

21 22 
A = • A = 6 10 i AB = [4] . As = [8 

B 1 6 1 

7 11 

12] 

y 1~8 puede ser representada en· t~r~inos de las submatrices 

en la siguiente forma: 

1 l 5 . 91 
2 : 6 10, 

3 1 7 11 
1 ____ ,_-

4 1 8 . 12J 

D~FINICIC~. ?.2.4 Si r es una ~atriz particio~ada, entcn-

ces el sím . .''Jolo irl inC.ica la ~e1triz o~ cenil'i.~. ce r eli-

miLando s~s particiones. Por lo tanto, 

:=A 

1. ,, 



·> '• 
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DEFINICION. 2. 2. 5 Sea ¡fl. mxr. •.' B IDX'\.., Sea 6 
J 

criterio de partlc_.ión para A y B 
1 ie. 

11 12 lql ll 
f.. As· . ·~ Be B 

A ::::: 21 22 2q B= 21 
B 

A l~ A Bs B 
.. !3 

Pl P2 Pq P1 
As AB . . AB Bg 

La ádición de las matrices p;:Hticionadas· 

·define por 

~11 11 12 12 
r. +B 1\B +B 

f) B 5 

+ Be 21 21 22 22 
B 

AB + B,... AB + BB 
,:) 

Pl P2 P2 P2 
!\ + B A + B . o -B B B " 

EJL; :!">LO Si 

r? 1 , • o lo ~ 1 • o 
------------

l~~-As o o 1 l 2 
f, 

2 = ,._J- ::-": 

Lo o : 1_ 1 _ 

o 

1 

12 
B, .. 

b 

22 
B ' B 

P2 
Bs 

A 
B 

y 

lcr 

As + 

2q 

'A 
B + 

Pq 
A + 

B 

., 
l o 
2 l 

o Oj 

el mismo 

. 

Bn 
o 

lq 

Bs 

2q 

ES 

Pg 

Bs J 

se 

le: -1 

BE 
2Lj 

BG 
1 

,-, __ 1 
B'" '-i 1 

B _j 



17 
r [2 ]] + [o o] [4 o] + [1 a] 

+ B = 
B B 

[~ ~] [4 ~] [~ ~] [~ ~] + _o + 

[2 1] [s o] 2 1 1 5 o -- ---1-----= r4 ~] (~ ~] 
-

•./' 4 2 1 3 3 /" 

lo o 1 1 1 

TEORE1•1..">. 2 •. 2 • 6 (PROPIED!\DES DE ·L!'~ ADICION DE t-l.P.TRICES -

PARTICIONADAS}. 

i) A + B :: u~ + B) 
B B B 

ii) A + BB = BB + AB B 

iii) 
-:-

Es ) As + {BB + es) = (J~.., AB -7 +es o + 

DEFINICIOH. 2.2.7 Sea A .m:xn y B nxt. Sean B y [) 

particiones aplicadas a A Y· B respectivamente, ie. 

r 11 12 "lql 11 12 ls 
AB As . Bv B . Bv . B V 

A = 21 22 2q 'Q 21 22 2s B ·- D = 
A A A B B . B 
·B o .,., .v V D o 

1 
p1 p2 :Yl r1 r2 

rs J A J:>. J'l.. 
LBV 

B B 
o S S V D 

Si q - r y si cada prodt;.cto 

ik 
A .... 

k-i 
J (i= l, ... ,p·; j= Bn 1, ... 1 S J~ :::: l f : G • f q) 

est5 
D 

d~:fir~ido, 
·' 

e:1tor1ccs el p:roc1u2t0 -:'·.,. 
u 



lB 

cuyo eiemento (i, j) es 

(i = .1, ... , p; j=l, ... ,s) 

k = 1 

ll 12 lq l 
r 

11 12 ~sl AB A A Ro Bv 8 ... B . . . 

F B- 21 22 2q 21 22 2s 
·s tf. AB A "13 BD B Bp B •.. V •.. 

pl p2 pq rl r.?.. rs 
A A A B B B 

o 8 ... B V V .. ·'D 

11 12 lq r2 
(A B BV + ... + 'JI. - B ) 

ls , 2q 
B + e • • ,-¡~ 

D B 
21 11 · lq rl 

(;n B + ••• +..i\ BD) 
B D B 

12 po 
n + .•. +!'>..~ 
i..) 1) • 3 

pl ls pq 
B -r· ••• + !~ 

D B 

11 pq + ••• + 
i3 A 

D B 



EJEHPLO.Si 

- l1 12 
AB A 

A = B 
B = 

21 22 
A A 

'Q B - ..., 

ent-::.-nces 

11 ll 1"' ¿ 

As Bv + 
AB 

A B :;;::. 

8 V 
21 11 22· 

l-.B Bv + A 
B 

[6 61 "Ts 
L6 lGj 16 :Jl 

¡ 

~: :J ' [; ~J] 

"Q 
.l -· 

[ . ' 

; -- -~ -- ;_¡ __ ~ ; B V~ 
G 

1 21 
1 1 
' 1 

2 1 : 3 

. [1 2 ~] 21 
B 3 ,. 

o V L 

::. 

21 
B 

~~ 
1 2"1 V 

2 lJ 

[14 
32 ~:Jl 

= --

r e:: 

JJ 
~' 

L1: 8 

111 
1 1 

:!2J = 1 1 

1 1 
------
2 1 

[~ 
ll+ [;] [2 rl 

:-J 

~J 
r~ 

ll 
+ rlJ [2 l] 

1 L3 
1 J J UL 

14 10 

32 24 

.. -- ., "'" ... -e:> 

G S 

ll 8 J 
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EJEHPLO 

= 

= 

r l o' oo 1 o o 
1 1 

o 2 1 oo 'o o 
1 1 o -~ -,- -1-0- -,-o -0-
¡ 1 
1 1 

O O¡ 01
1

0 O 
---¡-----,----
0 Ú¡ 00 ¡5o 

¡ 
1 o 1 o o 

1 
o 1 1 o o 

----t----
0 o 1 1 o 

1 
r o 1 o· 3 

____ L __ _ 

o o 1 o o 

o o ! 
l 

o o 1 o 
i 

6 o o 1 o o j 

rl :] [ ~ :] [: :] 
1 

Lo 

r 

:] ~ :] l: :] l: 
1 ro al [: :] ' ! 
1 . ú o ¡ 

1 J .._ 

' 

r [: 
l r 1 

l 

:l [: o] 1 
o 1 o o 

1 
o i o 2 1 o o 

J 1 

¡-----~- ----1 1 

[: 
ol [~ :r 1 o o i l o 
o 1 

- 1 

o o o 3 J 1 
1 

·- - ...,.. - -'- -- - - - 1 

L [: :] [: 
ol 

1 1 
1 o o 1 o o 

1 
1 o l o o o o 

_! J 



2 .t.. 1 1'-!VERSA DE U N.A JvtATRlZ. 

DH ll"i!CICI'-JES Y PROPiEDADES. 
Df:FI i'liCION 2 .4.1 
tal que 

Seo A. una matriz cuadrada n x n. Si existe una matriz. B n x n 

A B = 1 nn 
y 

B A= 1 nn 

entonces Bes llamada lo inverso de A. A la matriz B se le indicará por A-l, 1e, la in
ver:;:J de A, indicada por A-·l, es una motriz tal que 

A A-l = A -1 A = In~ 

NOTA. Si por~ uno matriz A no es posible encontrar una matriz A-1 que satisfaga la de
finición anterior, entonces se dl~e qL•e A no tiene inversa o que su inversa no existe. 

~ TEOREiv\A 2 .4.2 (PROPlED¡:\DES DE LA 1-MTRIZ INVERSA). Sean A y B mc~rices n x n 

y· s.eon A-l y B-1 sus r·~s:~:.:ctivos inversc:;. Se aí1rma que: 

i) (A B) -·1 == B ~·1 A- i 
¡¡) (A -1} -1 = A . 

i,H) (t.t)-1 = (A -1 )t 

DEMOSTR/,Cl OH DE 

y 

les dé;rnQslrccloncs de estos dos condicicnes ·~e prE:sen~o-en lc.5 si::;uie:~tes dem~:mc·Js 

DEMANDA 1. (B~l A- 1) (AS)= lnn 

DEf~.OSTR,.\Ci OI·J 
(B-1 A-1) V·~):: o:;-1 A-l A) e por asociatividcd en lo multiplicocion de ruutr~c-~. 

= B7 1 (A-1 P) B pcr c~ocictiv!dc.J de en lo :-t'ultirllcc:ción d'; mc;~ic""~. 
= B-1 1 B . 

nn 

B-1 ,.. ! = 0 = nn CJ 

DEMANDt. 2. (AB) (B- 1 A) == Ion 

DU/,QSTRACI ON. Es similar, a la f.l;-Jtedor, 1 e. 

'~ r) (D- 1 A -1) =: (" o p -1 \ "-1- \ t B D" -1 ) .< -1 == A 1 1• -1 
\r"\LJ r'"'"' 1 ¡-; . r \. " ¡-o, nn r\ 

= ;:,A- 1 = 1 nn O 

DEiv\OSTf<~.CION DE ii) D~b¡,;mo:; dsr::c trcr q:.1e 

. 1\- 1 (A- 1 ) - 1 = l n n 

y (A -1) -1 A -1 = 1 
nn 

Lo d:::rnost.cción es treviol, yo qu8 conc.:e:~'·"':t cuc p.Jra cuai .. :JUÍ::r r:'crriz B CO'l \rlV~rs-:J 1 se. 
debe soti~fac¿r gue · · ' 

B B-1 =B-1 !3 ==i nr• 



DEMOSTRACI ON DE iii}. 

AA-1 =A-lA= 1nn -~> (AA-l)t = {A-l A)t = ¡ntn 

+ (A-l)t At=N(A-l)t=lnn Teorema2.l9 iv) (pág.l3). 

Por lo tanto lo inversa de At es B por definición de inversa. Pero 13 = (A-l) entonces 
!u inverso ¿e Ates (A-1)t, ie (At)-1 = (.A.-l)t o. 

TEOREMA 2.4 .3 (1 NVERSA 0E UNA MATRIZ 2 X2). 

entonces 

donde IAJ = a 11 a22 - c 12 ~ 1 
Q 

D~MOSTR.A.Cl Oi-.J. Suponga que 

B ~ [: :] 

.s lo inversa de A, entonces AB = 1, 6 sea 

[011 
b21 

OJ21 r 
b:?2j y 

[011'' + a12Y 

Cl21 w 02¿1 

a11W + 0 12 y 

021VI + ~2Y 

:] ~ r: 
OJlX 

Cf1X 

Ol]X + iJ]2Z 

02JX + 022z 

ResolvicnJo en !es vcrioS!t:s w, x, y z., se tiene c¡u~ 

= 

= o 
= o 
= 



.-

f' 
-, l 0'"1") - .... ¡2 

y• 1 L '· " j ----
B == zj 

== 0 22 0]1 -a¡ L 0 21 c22 a 11 -a12 a:n 
y 

-
0 21 c;11 

'72 0 11 -a 12 021 ~2 011 -a 12 011 

r 

[:21 
B= ¡ 0 22 

-

0 12] -o12J 
0 22 °11 - 0 12 °21 - 1 

IAI L-a2l on CJJ 

EJEMPLO.· Si 

:] rl 
r ~-1 

~ n 3 1\ "" 
A-l= 

e> 

A--
l2 · er.fonces -~ -2 

--

-J. - -' 

TE QREMA 2.4 .4 (1 NVERSJON Of MATRICES ?0:( PM~T:CI O~,JES). S¡ 
rnarriz n x n, particionodo de ccuerdo al siguk.ntt: c~ituio 

- - - - -·- -- -
1 

cp·ll 1 ••• ap+•o 1 op+j p+¡ 
• 1 1. 1• 
"' .. ' 1 

donde 

~)Et.\OSTf;.A Cl C N 

dcr~c!c J.!. P ,\ 

J.i 

A. 
p 

••• opn 
,.,_ .__ - ~ --

o n, n 
.J 

= [M R ]; 
l N 

JJ =(M-k N-lL)-l 

.. \ = - N-1 L J..1. 

P = - ¡..: R N-1 . 

"= 

es p X O 

es q X p 
es pxq 
<.:S e¡ xc¡ 

N. es p x p 
l es q x p 
R es p x q 
Nc-sqxq 
p+q=n 

t:S p X p· 

es q x p 

eS p X q 

t;S q X q 

o 

i ~\ \" ~ .. ~ .,.... 
o• ~ \ Jo~~ .. 

<"".J. l j' S" 1 
_j 

A es unG 



Por defif)ición de ir.verso, se tiene que 

A A-l =· 1 nn 
Esto igualdad expresado en forma particionada oresenra la siguiente forma 

Real izando el producto de les rrotric-~s porticionadas del lado izquierdo de la ¡gua!
dad anterior s;; tiene que 

[M• + f'! X J [ 1 ~ MP+Rv 1 ¡O = PP p X G 
l p. + NA L P +Nv ----1---

Oq X p 1 1 qq 

M P. + R X = 1 PP 

l JJ. + N l. =-=Oqp 

fv\p + R ~· =Opq 

L P + N t' = lqq 

(2 .4. 2) ·---- >. :;; - N-1 L P. o 
(2.4~5) en (2.4.1) -)-MJJ.+R (-N-1 L J.L) =l¡::p 

-)- (M-R 1'\J-l L) P. = 1 PP 

-+ p. = U·\-RN- 1 L)-1 1 
PP 

-+ JJ. = (M-RN-1 L)-1 u 

(2.4.4) -.- ~~·= N-1 -l'r1 L P o 

{2 .4.7) en (2 .4.3) -)o M P + R [N-1- N-1 L P] = Opq 
· -+ Cv- Rr,¡-1 L] P =- RN-1 

-+ P = - [tv\-RN-1 l] -l PJ'-!-1 
_,_ P = - P. R N - 1 Cl 

EJEtl.PLO , Si . r~ 
A~ l; ~] "r 

6 

SOLUCI ON. Uno pc,;lble ;::CJrticlé,¡ d-e r\ e> 

t
_l_ ~ _2 _ _ ~ .... J r , .. , R .... J 

A== 2 , 3 4 = . 
31 't ó LL N 

Por lo t~nro, 

(2 .4. '1) 

(2 .4 .2) 

(2 .4 .3) 

· (2 .4A) 

(2 .4 .5) 

(2 .4.6) 

(2 o 4. 7) 



··1 1 J4 r ~ 
'· =¡_A vJ 

N=[~ ~] N-1 ::.: lÍ6 4] ~3 -2 J ~ ... 

2 L -·4 3 - -2 3/2 

¡; Yo que N-1 existe enronce~ lo partición e !egida es oprcpiado y podemos aplicar el 
método por partí e iones de acuerdo al teore:-:10 anterior. 

,. ; (M-R w1 q-1 = (1 - (2 3] [_! ;;
2
] [~] ¡-1 

" = (1 _. [O 1/2] [~] )-1 = (1 - 3/2)-1 = (- 1/2)-1 

' =- N-
1 

l" ~ -[_; ;~] [~] (-2) = 2 [1~2] =[~] 
P=- Ji. RN-1 =- (-2) [2 3] r3 -21=·2 [o 1/2]: [o 1] 

L-2 3/2J 

11 = N-l - N-l L P == r 3 -21 _ [ 3 

-- L-2 3/2 J -2 

' [3 . -2] ... -· 
- -2· 1 

Por loAt~~to [¡.¡. P] [:?~_o_ ~l 
= . == o 1 3 -2 

.X. v . l. ' -2 1 
1 -1 

a~ 1l 
l -2 

-2 1 J 
Otro p·.j~iole solución es eligiendo la si9uie'1te partición 

A= ~- -~- ~ ~ = [~ ~] 
N== 6 ~ N-1 = 1/ó 

Y N -1 . . • . d ' ¡ ' . . .. o e;'-'~ ex1sre, en1onc,es e o-::uercc e 1eon:mc omc:.~IOI" se r1ene 

, 
-71 

J 

..., 
1 o o 1 

LO 1/2J 



r ~ .. -

2. ALGESRA MATRICIAL 

2.1 ln~~cduc.c.i6n 

Una. ma..ttc..-i.z e.-fl u.n a.lr.Jz.e.gio lle.c.tangu.e.a.Jz. de. c.e.e..me.n.tot d.i...6:t.J:..i .. -

bu.i.dC'~ en "m" Jtengtone.-6 y "n" c.o.tumna,~, .~-i a .ta. ¡¡¡a.tl'..,i.z .. H . .t2. cic

.o-t.a po!L ta. .e.e..tJz.a. A, e.n.ton.ce.-6 a..e. e..e.e.me.n.to de..e. ".i-é.6..C:.mo" Jz.e.ngl6;~ 

rJ de .ea. "j-€.-6-i.ma." c..olumna. .6e .te Jz.e.plte.6en.ta.Jz.á poJt el .6..[H:bo.eo tl ..• 
..{.. { 

Ge He.~ta..f.me.nte. una. ma..tJt-i.z .6 e llep!Le.6 e.n.ta. me.d-ia.n.te. pa.Jté.n.te.-~ -i.-6 cu.a.- _. 

dJr.aúo6 como .6e. mu.e..6.tlta a. conünu.a.c-i.ón: 

A = 

ra11 

a.21 

a.m1 

a.12 

a.2 2 

a 
m2 

a.1n 

a.2n 

~~J 
{ 2. 1) 

Lo!.. e..temen.to-6 que componen u.na. ma..tll...C:.z pu.c.dz.n .6e.Jz. de d-<.v~-'t

e>O~ .t..L!Jo-6: HÚme.Jr.o.ó ll.e.a.f.e.-6, núm¿_-'r.o6 c.cmpte.jo-6, 6u.nc.-<.on.e.~ en et 
d um . .¿;z-i_o de..t tiempo, e..tc •• 

A e.· .6 ell urta. ma.tll.-Lz un a.Jt.Jz.e.gt o oli..de.~ta.do de. e.ieme.n..to 6, p e.'l.

tt;.-i..te. qu.e. a..t a.pi-i.c.a.Jt c.-i..e.Jt.ta me..todo.f..og..f.a a. d-i..chv tV:.Jtegi:o f.. e. ob te..r.

ga una. 4e.Jt-i.e de. Jte..6uf...tado.6 que. fl.e.6ponde.n a .ta..6 -i..rt.te.ll.Jtoga.n.t¡u) p;::·>:. 

ia6 qu.e. .6 e oJt-i..g-i...t6 e..e. a.fl.!(.e.g.f..o; en.tJte. a..tgu.no-6 de. .f..o.6 pir.oc.e.~ o.:, ¿v.. 

.f. o .6 que .6 e. u. ti 1..-i.z a. n a.11.1t e. g .e. o.6 ma.-tJL.[c-i.. a. le.;.. -~e .t.i. en e : j e.Jz.a)¡ q u ,¿-z. ~- -

c-t.órz de. ac.tiv-i..da.de.ó, a.tmac.e.nam-ie.rr.to de da..to-!l, -i.nven.ta.)L..C:.a-6 1 tr.e

p~e5en~a.c.i6n de 6-i..~te.~a~ dindm¡eo~, ~-i.6te.ma.~ de. ecuacic~z¿,e.tc •. 

E U::-6 tc.n c.<.e.ll.ta-6 di~ .t:z..<..b u. c..¿ o He-6 üp.i.ca~ de i oJ e!en:e.n to .5 ¿ 2. 

uHa ma..t~t.<.z y de a.cueJtdo a. e..e.ta.,~ -~e c.la6..C:.&-i..ca. a. la.6 ma.~Jt-i.c.e.-~ C.i'!. 

d .i. é ¿ ·'l c. n ~e 6 ti p o 6 , e. n tJt. c. e. o 6 q u. r ..!1 e U e n e ; í : 

Ma.tJt.-i..z Cu.a.d~ta.da. 

E.6 u.na. ma.L'L..t~z e.n {a qu.e ee. mimc.Jr.o áe Jtey¡g.tone.6 e~ .igua¿ 

at n~mc~o de columna~. e.& dec¡4, m=n. Po~ ejemp.f..o: 

A • [: 

2 
( 2. 2i 

4 
-' 
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M a. f."A.¿ z N u.l a 

E-6 u~ut ma.tJL-i.z e{~ oJL.de.n C.ltatqu.ie.Jtcr., en .ea. que todo-6 lo-6 e.

iemen-to-6 -óon nu.e.o1.1; polt ejemp.to: 

B = ~ ~] [2. 3) 

Se ac.o-6tumbJta. deno-fa,tla. polt e.t .6-Cmbota O. 

Ma.tJt~z Identidad 
E-6 una ma.-t.!Uz c.ua.dJta.da. en .ta. c.ua..t io-6 etelnen.to-6 dl'.. .ta. cUo.

i:J~i'la.l. plr..~nc--ipa.f. .flan t.tn.i.taJU.o-~ y e.l Jte6.to .6on nuto-6, e.-6 d.e.c.í.r...: 

8 .. ~ {o 
-<.j 1 

Se ~~Lef.e de.,¡ota.Jt.ta. c.omo I 
,-¡_ 

~~ é"tl ~ .. ú:Jbc• fu 8 . . ,.!1 e .te c.anoc.e. r.cmo de.f.ta. de. Kn.or:.e.c.h.e::. 
-<.j 

p to : 

13=~; ~ 
,\la Vr.~ z V-i. a. g o 11 n.t 

j) ., '1 n J. 11 :¡• 
1 ll • ~ ""' \._ ~: .. 

¡ 2 o 4) 

f-6 una. ma..t1r.,í.z ccta.dJta.da. en la. que. .to-6 e.-te.me.n.tu,) que. itO pe.ll. 
1 

tenec.en a ta. d~a.gofto.l p!U.n.c.J..pa.t -6on naf.o-6 6 e.-& de.c...<.tt= 

a .. = O -6~ .i. 1 1 (2.5! 
-<.j 

Ua e.j~;:.¡ .. 1Jto de. e..6.te. tipo de ma.:tJt~z -6e.Jt-Ca: 

( 2. ó l 

Ma..t!Uz Lta.n-ópue.-6 ta. 

E-6 una ma..ttiz c.ua.dttada. que. -6 e obtiene ¡¡ pa.Jt.t.i.IL de. u.;: a. rila.

.(Jt.{.z dada. A .in.te.Jtc.arnb-i.a.ndc ttengione.-6 c.on c.c• ( ·dnna.-6. Se. .e.e. de.YLo ta 
c.on e..t -6.-[mbo.to ·Ar y -6 e c.u.mp-te. que.: 

' 

T a. ~ . == 
-<.j 

a. .. 
j-<. 

(L 7) 

S.¿;¡-¡ é. .t!U c. a. 

B = BT (2.8) 



o lqu-<. ,, , een.-tr_mente.: 

b .. = b.. {2.9} 
-<..j j-t 

E n·.tlc.e .ta.o ma..ti!.-Lc..e-6 -6 e de 6-in.e.n do-6 o pel!.a.c.-i.o ~te-6 bá.-6 -i.c.a-6 : 

-.6 uma. o Jte-6 ta. de ma..tJU.c.e.&, 

-mu..t t.¿p.t-i.c.a.c.-<.6 n ma.tJt-i.c.-<..a..e. 

2 • 2 Suma. Ma.tJt-i. ua..t 

2 •• 2 • i Ob jet.: 

Ob.ten.eJt .ta -6 uma de do.& ma.tJuc.e-6 de. -Lgua.l oJt..den., o -6 ea: 

C = A .¡. B {2.70} 

2. 2. 2 Mito do 

PaiLa. pode1z. eéec..tuaJ( .ta· úima c!r. do-6 ma.t.t.[c.e-6 {A+ª-) .oe te.

qu...(_eJte que ,~ c.a.n c.on.JSo:c.mab.ie.-6· p·afL~t la. -6 uma., io c.uai -i.mpl.(_c.a que. 

e.t oJtden de ia.-6 do-6 matft..[c.e-6 e4 -igual. En. o.tl!.a-6 pa . .tablr..M! 

.&,[ ~ e6 de ol!.den (mxn.) 

y ~ e6 de o!tden {Jt..x.&} 

la 4uma f=~+B e4 po-6-Lb.te .&ola 4-L m=l!. y n=.&. 

25 

Lo-6 e.temen..to.& de .f.a. ma..t!Uz -6uma. e-6-t":n da.do-6 po:-.. .ta ~-<.gu..{_.;:_~ 

:te .... e. e. a.c.,L6n.: 

c. •. =a .. +b .. 
-<.j .(.j -<.j 

'2. 11) 

El Jt..e.6ta.Jt do.& ma.tJt,[c.e-6 equivale a. c.a.mb,[a.Jt.. el .6lgJto de .to

do.ó lo-6 elemen.to-6 de una de ella-6 y e~ec.tuaJt la auma., e4to e~: 

W ~ X - Y = . X + 1 - ~) 

2.2.3 Ve-6c.Jt..-i.pc..i6n del Pl!.ogJtama. 

a.) Sub !tu t.i. H a.-6 1!. e q u el!.,[ da--s : 

(2.12) 

SUBP.OUTlNE SU.'./AT(A, 13, c,~IJ, ,1.1); e-6-ta. -óttbJtutin.a e1)ec..tua fa. 

.óuma. ma.tl!.-i.c...i.al, e.l p!togtwma ptt.inc.lpal lee e .únpi!..Lme. 

Jte-6 u.l.ta.do-6. 

&)Ve~c.Jt.[pclón de ia.~ va.ttlabte-6: 

r 



Pcuw fa <iu.b.tz.u..U.na. SUMAT: 

N c.a.n ti da. d de. .tz.e n g l. o n e-6 Lt:.:. c.ad«L t..oHl de. .C.a.6 

ma..t.tz...Lc.e-6 que .6e de . .6ea. -.\ur,;a.Jt. 

Ai 

A(I,JJ 
B(I,J} 

c.an.t.ida.d de. c.o.tumna.-6 de c.a.da. una de la..6 

ma.tuc.e.6 que .6e de.6ea .6u.ma.Jt.. 

ma:t!Uz .6umando de olt.den NxM 

ma..tiL.i z .6 uma n do de oJt. den N x M 

m a. .t-•r..i z .6 u..m a 

Pa.Jt.a. e.l pAogiLa.ma piLinc..ipat; 

N c.a.ntida.d de. .tz.englone.-6 de la..ó ma..t:Uc..e.-6 

M c.a.nt..(.da.cl de c.otumna..ó de. ia..6 ma..tlt..ic.e,.s 

A(I,JJ ma..:ttt..i.z. 6uma..ndo de ofLde.n.. NxM 

8 !1~ Ji ma..t.tr.-i.z .6 uma n do de O){.de.n N xM 

C{I,J} 

c.} V i.m:.!. ~l-6 .ion e.6 : 

:to en e.f. pl!.ogJz.ama. p.tz.-i.r:.c..i.pa e. c.omo en la. .6 u.bJz.u.tina. C.(ta.n

do: 

N > 1 O y/o M ::? 10 

d}Fo.tz.m~:to6 pa.tz.~ lo6 da..to6 de ent.tz.a.da.: 

SEC.TARJETAS FORMATO INFORMACION ---------------~-------

2 

3 

. 

(215) N,M 

(8F10.0} 

(8F10.0) 

A ( I, J) , .6 e cl.a.n .f.o .6 e.lev11e1:.-1:: ~ 

d e .e. a m a. .tiL-i 2 /t e n g i ó n r-' o /z. 

.tz.err. g .e. 6 n. E m pL?..a.tz. tanta_,_\ ;~e:_::_ 

j e..to . .6 c. omo .6 e.. ~teq uú~Ju't. 

B { r, J) , -i.g(.l.(ll q Lte palta. l:1 

ma.Vz..{z A • 

---------------------------------
o.t.tz.o-6 paque:te.6 de da.to6 (opc.ion~l) 

n 

ei V-i.a.g.tz.arna de. b.toqu.e.-6 

TARJETA EN BL.ANCO, a..f. 6-t-
1 

na.Uza.Jt :toda ~~a -i.-LnC•iurJ,l~

c.i.6n. 
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e:~ 
9~~ -...........,, 

1 

Fig. 2.1 V~ag4ama de bloque~ pa~a el p~og~ama 



F-tg. 2. 2 V.[a.gJtama de. :btoq u. e.,~ pa.!ta. .f.o . .6 ubJtu t.[ na. 

SUMAT~ 



ó) LL6ta.do: 

1 F';<"t:PA'',·. I'A1a Er!"C'fUAR LA ~u''.¡ DE nOS 11 HRYCI:S 
c. 
e 

(L ,J!¡;·.¡r¡rA')O O! LAS v~qPJL.í::S Er·~Lff,C>A!l.CS ---··------·· 
":(A'·T!tJ.ID i:.·~ <l(''GLG''ES !'( I.AS ~~~TP1Cl3 
fl:r:;.•.TJ;,I.;;; Jr. CCLU"i14S ()( LAS "t.T¡.dCE:3 e 

e_. P. T n :",: T :d CC:i C!IE SEiiAII SUIIADAS. -----.. -·- _ .. _. __ .. ________ _ 
e 

e 
--- e ... 

C""A HIT z 3\.IIIA 

D l'' t ' ::; l O '1 A ( ill , 1 O ) , (l Cl O , 1 O ) , C ( 1 O , 10) 
I.E.CT\'flh ~E t'ATOS 

"'E. A o r '5, 1 no l '', 11 
If'(!¡) ?,?,l 

2 e ;.LL !. q r 
1 no q 1=1,11 
O Q~A¡;C),!Sul CACJ,JleJBI,N) 

!'o s P1,•1 
~ PtA~cs,¡~ol roci,JloJci,N) 

e 
e·-. e 

-------------

. ··-···· 
IYRITf¡b,?OO) 
o o <> I" 1 ., 
.. r¡rrr e o, h111 (4 (!. n ,J"'l ;tl;-------------
,.,?rrrco,JJ~l 

... - 'i 

e 
0¡,¡ 7 [ ~ 1 •• , 
,,r¡y Tt (b 1 2:i~) (ll(l

1
J),Jai';¡.,,-------- -· --

e 
e 
e 
e 
e 

t 
e 
e 

l\,Art;.on 1"( 31191>U1l'IA ;:>AJU i::r_Et;fVII_R _bll .. Su;;_A_ 

CALI. St"lAT(A,B,C,~t,rD 

f•tPRE S t 011 OE Re: SU!. fA !lOS 

WRlff (1> 1 3SO) 
t-oe r•q,n 

e .. Rrrr (l,,z~o¡ 
r.o tn 1 

·. 

(C(Y,J),Joi,N) 

. - ·- --------
FOIIIt.HOS DE LECTURA E fiiPRE510'1 

IOil F'óll 11 1TCZI:il 
1;~0 rC," tqr7f'IO,O) 
zon FO"'~AT C 1•11 o'i(l), IOl(• 'LAS HATPICE~._!~~-SU~A-~_SON_t.!](l)_, 10)!1 1 J4ATRJz._ 

lA lo/) 
250 'C""~T(¡,Jlt,IOCEIO,l,2lf)) 
300 F¡,<>;~q(3(1),¡Q~,''IATPJT 111,/) 
l50 Fo:.,·'qCg(/l,to(,"'AT~'~Il su·•~·,n 

rr.n 

Fig. 2.3 Li~tado del p~og~ama p~incipal 

SUf\llrll1'1~1( 5"''4TC.\,B,c,ll,¡¡) 
e _e __ 5'-''l"l'Tf',A 0 AOA S11 'AR ''Arn !CE:¡ 

~~~.·:trtC~00 ~C: LAS 'JAil!A'!L~S ("'I'LU0~5 
A Y !':"~ rr: IC".:3 ,;•1( ~r ~'lS(A SJ"AQ 
••:t:.:,•,TIL J¡; vr:.: o(.r.~LV lS 1'1( L6S ''~T~'!CES 

e 
e 

- e_- •;:ct.· T!l!'D IJ~ C(JLv•o:¡.\3 DE L~S "AT;;!CE!L.---------------· 
(ll"E. 1':ilJ'I A(I~,IO),B(lOolOl,CCIIlol"l 
o o 1 1 = ¡," 

----. 1:10 1 Ja¡,:¡ ......... . 
C(I,JJ2A{¡,J) o P(t 1 J) 
ll( TUIH¡ 

-·-· ·-· .. [tj() __ ..... - -

F-i.g. 2.4 L-i.~ta.do de. ta ,~u_bt¡,u.t.i..na. SU.'.~AT 

'29 
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2.2.4 EJemplo 

En una tiendo. de aJtUc.u.lo~ elé.c.:tA..<..c.o-6 .&e. venden. tte.&.<..&.te.n

c...<..a.~ z.té.c.ttr...i.c.a-6 de 7/4, 1/'l IJ 1 Wa.t.t de po.tenc...<..a en .6e..<.6 d.f..6e.-

lt.err.-te..-6 va.lotte.-6 Jte.6..i..6tivo.6. 

:;_ lcw e.x-i.&.te.rr.c...LCL-6 un v..Lettne-6 poJt fa .taJtde .&on: 

1/4 1/2 1 

100 ~~ 
1

200 380 2 75-1 
150 ); 400 250 275 

1 o o 1( ! 50 o 175 325 

1 • 5 K 1 80 o 7.25 150 

1 o. o K 600 380 180 
! Gso 15. o K 250 220 

~~ e.t: ~'fb a.d o .& e. Jtec.i.be. I.U1ct /Le;;: e:, a C.Oit .t. ... .6 ~ -i.g u..<..tn;te.6 c. a!:.. Cl c. :t~·-"' .r~ Oo 

t.¿ c. C' • ..!J : 

1/4 1/'l. 

100 ~l fso 90 50 

150 n 90 100 55 

1. o /( 1 7 5 90 60 

1.5 K 

l~~ 
95 55 

1 o. o K 100 60J 
15. o K 75 1 1 o 60 

Ve. t. e.Jtm.i n e ~/ :~ ~ 1t e-6 .iJ.J .ten c...[ a.& que .tendtc.á en -i.nven.ta.tt.<.o e.t 

e-6 tab.t ec..<.m.<.en .to e;_ .tune.-6 poJt la. ~na »a.n a dad o que n..<.. e .f. uíbaclo 

n-<. et Jcm-<.ngo hubo ve.nta.J.J. 

(\ .SOLUCIO\J 

TAB~A 2.1 Va.to6 paJta e..t ~ttob.tema del ejemplo Z.2.4 

N=6 

M=3 

!2 00 380 2 7~l 1 

1 4 o o ¿r;o 2 7 5 l 
1 .. ,. 

1 5o o ; 1 ,; 3 2 5 ' 
A ;: l 3 o o 225 1 5o J 

1 • o . 3so 1 & o ¡ j o u 
1 55 o Z50 2 2 aJ l... 



f8c 90 50 
!90 100 55 

'B 1 7 5 90 60 
= 165 95 55 

i 8 o 100 60 
liS 1 1 o 60j 

1ABLA 2.2 R~6ultadoh del p~obl~ma d~l ejemplo 2.2.4 

IIATRU A 

0 200E+IIJ ,3q¡¡¡;tl)l ,2~'5(~1\l 

.~OOf'(-0.'1 ,2'ior.+lll ,Z7SE+CIJ 

----- ~~OOt:t 11 l _ ,P5EtOJ .HSE~IJl 

,eOOf.903 ,cZS!:t~l ,1'5ur.•ol 

.oooe:~o3 ,l/IO!:tOJ ;¡~~EtiiJ 

---- oS50C91Jl . ,zsortoJ ___ ,nor.o;; __ 

---------- i1ilrR!i a 

---;iloor+oz-·--:'1oor•oz --- ·:soor+ll2 ---

-- ,'loor•~z _ ;aocr+oJ ___ .sc;or+nz __ _ 

,7'>0E+IIZ 

---;6SOt+ll2 

____ ~aocr•oz ___ .loor+oJ ___ _ ;boor.+~Z ___ _ 

~-- ¿?!>01:+02 ;11 OEtOJ :bOOEtOi! 

~IATRU SU'~A 

.l25(t0l 

; l~or .ol 

---- ;575!'"+03 -- ;zbS!:tOl --. ·;l~SCtOl--

__ ;ebSF.tOl ____ ,lZoE+'ll ___ :zosr.os ___ _ 

~bBOEtOl ~QAQ(oOl ;zao[t6l 

---,fl25!:90:i.- --~ZóOEo03 --- -~.i!~Ot:tOl·---
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2.3,1 Obje.tu 

Vada.6 do-6 ma.tJz.-i.c.e..ó A lJ ~~ ob-te.11.e.Jt e..t pJtoduc.to ma.tJt-i.c..-lai 

C de .[a ÓO.Itnra: 

C=Ax.B ( 2 • 1 3) 

2.3,2 Método 

Pcuta e.6e.c..tuatL e.i pJt.oduc.to e.n.tJU? .. do!:! .rJa.tJt-i.c.e..-6 (~xº-) .&e !te.
·~uJ.ruu!. qu.e. lM ma:tJtJc.e.J.> .6e.a.n c.onóoJtmable.-6 paJta la. mu.Lt,tp.t.ic.ac.-i.6n., 

te qu~ equivale. a que. el n~ne.Jto de. c.olumna! de. la mat~iz p~e.mul-! 

L[pLic.a.du~~ (~) .6e.a. ~gual al name.Jto de. Jte.nglone.-6 de. la po.6tmut
.tip.f..Jc.adnlu.:t (ª-}, e.6 de.c..i.tr..: 

tJ..l ,\e~ de o:r..de.n (mx.n) 

y 8 E~ d~ u~de.n (Jtx.6) 

e-t. pir.oduc. tC' 111a..t.tr..-i.c.-i.a...e. ~~ .6 e.Jt6. po-6 -i.bl.e. ..6 o lo ¿,,¿ n=JL y e.l oJz.cle.n de. 

la mat~iz p~oduc.to .6e.Jta (mx6). 

S-i. .f.a ma.trvi.: f. Jte.ptr.e..6e.n.ta. f.a ma.t.Jt-i.z ''-''.,~ut.:tante. deJ p!todu.c.-· 

:to ma.t.'1.-i.c.-üt.t AB, en.:tonc.e.-6 e.t e..te.me.nto c. .. e..6.tá. dado po,'t: 
11 ,(. j 

c. . . = ""' a . 0 b 0 • , -L= 1 , ••• , m 1 2 • 1 4) 
.{. j ~ ,{_.¡_ -l. J . 1 

l-=1 j= , ••• ,!:! 

f¿, .<.tnpott . .ta.n.te. ltac.e.Jt no.ta.Jt QLLe e.l p.!toduc.to ma..t!Úc..ia.t no e . .6 

c.~.mmtt .t a. Li v o , e.-6 :t o (U• : 

A x B # 8 x. A 

Z.3.3 Ve.óc..t.<.pc.-i.ón de..t Pll.ogll.a.ma. 

a.) SubJtutina-~ .tz.e.que..'L{d:t~: 

SUB RO UTI.'J E ,\ll/ L T.I.IA (A, B, \/, Al 1 L, X l 1 e.6 ta. ó ubJtu ti na e 6 e. c..tw:t 

e..t pJtoduc..to »ratJt..ic.-ú1.E. ~xf Et p1wg-'Lama. plt-i.flc..[pa[ .6 e. 

emplea. pa~a la lec.tuna. de dato-6 e .<.mpJte..6l6n de ~e..6ul

.tadoó. 

o) Ve.-6 c.tz...iy::c.-<.ón de. tcc.\ va.'r...i.a.b t_¿.!J: 

Pa.Jta. la. j t.Lb:wt.tna. .\!U L HíA: 

A ( 1, J) · 



8/I,J) 
X(T,J) 

mat.r...-i.z po -6 .:tmu.tt..ipi-i.c.adolta. de oiLd en 1\f x. L 

ma..:tlt-i.z phoduc.to de oiLden NxL 
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PaiLa el pltog~ama piL~nc.-i.pal: 

A(I,J} matiL-i.z pltemultipti~adolta de oiLde.n NxM 
B(T,J) 

x ( r, JJ 
::.l V-i.men.ó-i.one-6: 

ma.tfuz po.ó .tmutUplic.a.doiLa de o~tden M x L 

mat!Llz pltodu.c.to.de o~tde.n NxL 

La p1Lo.po6-i.c.-i.6n VIMENSION debeltd .óeiL modi6lc.ada tanto 

en el p!Logltama p!tlnc.-i.pa.l c.omo en la .t>ubiLuüna C.ttan.da: 

N > 10 y/o M > 10 tj/o L > 70 

1!, Fulltna..to.t> pa.Jr.a. R.o.ó da..:to.t> de en .:titada.: 

r:-EC.TARJETAS FORMATO INFORMACION 

1 

2 

3 

. . 

·---
( 3 I 5) 

(S'FTO.O} 

¡'J,M,L 

A(Z,J}, lo.t> e.leme~lo~ de 
la ma.tAiz ~e dttn Jte.ng.t.•:tt 

pciL ~engl6n.Emple~~L la. ca~ 
.:tidad de ta.ILj~~aJ que. .6~~ 

n e c. e.6 a.IL ¿a. 

B(I,J), igual que en el ~a 

-~o a.nteJt~o,. ... 

otlto.ó paqueteJ de dato.ó(opc.-i.ona.l) 

eJD-i.agJta.ma de bloque.ó: 

TARJErA EN BI.ANC(.)~ a..f. 6-<.
na.llza.IL toda la ln6o4rna.
c.ión 



~-J 
l--~~~~-

1 
__ ,_\'! 

,/ 

/ 

F-i..g. 2. 5 Via.gJta.ma. de. bf.oqu.e.-6 pcvur_ e_.e. jJitO[}IUltJtct 

pJt.üt c..{p cd~. 
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ha.ce.t: X!K ,JI u 

X(K,Jl + AIK,ll~ 
•st 1, JI 

F.i.g. 2, 6 V.i.a.gJta.ma. de. b.to Q tte.~ pa.Jta. la. .6 ub.JLu.t.i.n.a. 

MULTMA 
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6 } L.i.<!> .ta. do : 

e ~RC~~JuD p~~d (f[CIUl~ P4C~UCYJS ~A!HICIALE~ 
C Sl'.1.!rlUCC r,[ L6S Vlq!AJI.fS [~PLEAOftS 
e ~·~4rorz "fiE·~LTIPL!~a~~4• oc aqoE~ <Nx~> 
C b•~ai~!Z FG5T~~LTIPLICJ01R~ Dr GROEN (HXL) 
C )••sl~!Z ~~:CLCTO :E O~nE~ CN1L) 

~fw[~S!C~ t(i0•10loO(IC•IO)•rC10•iOJ 
I~•s 
1 ... 5 

C L[CTLDA CE CATC~ 
~L•:ct~.!Cl ~~~•L 
1 .. ( •, l ~' (. J 

2 CALL ('!7 
1 .. e 4 l"l•h 
4 f'EJ:<P.tl} O!loJI.i•l•'1) 

l!C S 1 •1 • • 
5 R[l'(f>,!l) CeCI•JloJot,Ll 

.: l~P;~srr•.·rr CATOS 
"R! ¡~(!· ot:l) 
co f. 1" 1 '., 

G ~~l"!llo•lll (A(!•Jl•J•I•") 
~=rrt!¡ •• ¡q¡ 
J.. e r r •, • • 
•'IP:c l••lll CU(I••>•J•j•l) 
"~ i fE C I' ; 1 'J l 

C LL•~·~~ :r SLe~~~!~A P•~A [f(CfUA~ P~ODUCTO ~ATPICIAL 
CJLL ~'JLT~A(A,Eif~,~-L·J) 

C !f·•H SI~' CE Rí: S~LT AJOS 
1.< ~ ~ i D \ 1" 

~ •"!T[(J.,I)l (X(I,,¡),Jo¡o;.) 
.. [ 1 ( 1 

e fC~·•T'! ~E LECtURA ( i"PR[SION 
II'J f e o ., & T C 1 l S 1 

e 
e 

e 
e 
e 
e 

11 I(QM<TÍ"fl~,C) 

12 rco•¿T(4Cil•~l• 1 ~.l'{~(l 4 1 rll 
ll FC•••T(¡,¡x,ICC[IO,Jol~ll 
IQ fCP•&TC4(/),~X•'•AT~Il q•,¡¡ 
t5 re~ •AHH/¡,~r,•~ATin~ pqoour.ro•on 

L~C 

S~•n~Tr·.A PARA ~IILT! 0 LIC4q OC~ 'IAYR!CCS 
l L 5 ! ~ 1 11' 1 C • C C ; [ L 4 S 'lA P 1 H L [S ( ~ P L( ~ (l ~ S [S 
A•v,r¡;y¡ Pn;:"LLTIPLIOCOR¿ Of 0~0(11 (N,~l 
e""• f;.ll °C51•~1. ~ !.0 L !C4~~qt 0( ilRO(N ii4•L) 
X•"ti 0 !L .h,P~CiO 

~l"f'Sir~ AC!O,!Ol,BC!C,lO),XCIO•IO) 
úC 1 J•t•l 
LC 1 ••t•' 
xc~,.>·~.c 
[,0 1 ¡. 1•. 
xc~,Jl••<~,Jl • ~'~•lloacr,Jl 
li(TI,'~N 
[¡,0 

¡:· . -<.. g . 
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2. 3. 4 Ej emp.to 

Cua..vw c.ompon.ente.6 dq_ un a.u.tom6v.i..l. Jtequ.i..eJten c.omo ma.te!Ua 

p4-lma de hule, a.tu.mi..nio lJ a.c. elLo. La...6 un-lda.de.6 que .6 e Jtequ.i..vte.n 

de c.ada. ma.teJt.i..al. pana 6oJtma.Jt una unidad de c.a.da c.ompone.n.te. del 
a.utom6v-i..l. .6 e pJto polt.c..i..o na.Yl. a c.ont.útu.a.c.-i.6n: 

hi .l.o.6 

h u.l. e a..l.um-i.n-lo 
·.om:•. 1 1 8 5 

...:.omp. 2 3 4 

c.omp. 3 20 2 

c.omp. 4. L. 8 

c.o.6to.6 un-Lta.IL.-io ,~ de c..a.da. ma.teJt-i.at 

hule. 

a.l.u.m-ln-ió 
a.c.. elLo 

$ 

[
25.00l 
30.00 

40.00 
.....1 

ac.eJto 
3 l· 
5 

J 4 

10 

.6011! 

VeteJtmine e.l. c.o.6to total de c.a.da. componente deb.-ido a. ta · 
mateJtia pJt.ima. de qu.e e.6 tá c.ompu.e~to. 

"SOLUCTQ,'J 

TABLA 2.3 Va.to.6 pa~a. el pJtoblema. del ejemplo 2.3.4 

N=4 

¡\f:: 3 

L= 1 

A 

B 



/ 

TABLA l. 4 Re.& t.L.f.tado-6 deR.. pltobte.ma de! ej emp.f.o 2. 3. 4 

14Afllfl 11 

.eaoE•ot o5fl{l[ '-0 1 

.lOO E ~O 1 o~OO[~(l¡ 

,200(tU2 .~oor~~~ 

.IOOEtol oeoor•ol 

NlllRil 8 

o290C~02 

olfJOE•02 

.~oor•o2 

144TRIZ PII!!DUCTO 

a4fó(OOJ 

ol05E•Ol 

of20E•Ol 

o665f:tOl 

• )0Q[t0t 

,-;oer~ot 

o~OtlE•Ot 

a!OCE+fi~ 
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2. 4 lnve.JW¡ór-. de Ma-ttt.<..c.e ~ 

2.4. 1 Objeto 
Vada una matttiz c.uadttada A obte.nett 4u mattt.<..z .<..nvett.6a A-

1
• 

2. 4 • 2 Método 

La. ma..ttt.<..z .<..nve.tt~a de. una mat,uz c.uad~tada. A e..ó otiLa maL'Liz 

c.u.ad!ta.da que. ,_se lte.ptte.-6 e.nta. pott A -t y qu.e. c.u.mple. -la .6-i..gu..<..e~tte piLo - -
p.<..e.dad ~¿ ia matttlz A e.ó de ottde.n (n x ni: 
" 

A A-T = 1 = A- 1 A 
-n 

Se de6lne. a la mattt.<..z .<..nvett.óa c.omd: 
1 

- A.., A-1 

1 ~ 1 

(7. .15) 

( 2 • 16 ) 

1 

eJ. u " el e A-r :H. c. o n o c. e c.omo C.a. mo .. t~t.tz adjunta de la mattL-tz ~ ~~ l ~ 
~te.pl't¿.s eH.tct f:..l de..:te.ttm-in.a.nte. de. la ma.tJt.<..z ~· 

Ve. la e.c.u.ac.l6n(2. 16) 4e -tn6lette qu.e. patta qu.e ex.<...óta la ~n

ve.tt4a de. u.na mat;uz .óe Jte.qt.Uette qu.e 1 ~ 11 O, e4 dec.i.Jr., qu.e. la ma

.ttLlz ..sea tto .ó-i..n.gulatt. 

PaiLa. la obten.c..<..6n numéJt-i.ca. de la ma.tJt-i.z -<..nve.Ma e-6 ne.c.e . .óa..

~io a.c.u.dl~t al método de. Gau.J.ó-Jottdan mod.<..6lc.a.do. E.óto .óC. hac.e. de. 

b-ido a QU.e.: paiLa obt~ne.IL ~- T en /Hta. c.ompu.tadolta dlg.{..ta.f. me.d.¿av1.-te.

le( e.c.uac.lón. (2.16) .óe. JLeqt.Ue.Jte. u.na. gJtan c.'an:ú~da.d de ope.Jtac.-Lon.e..~ 

lJ c.on..se.c.u.e.nteme.n.te. de. tiempo. Pa.JLa. obte.ne.IL la -lnveJL.óa. de. u.rta. ma

t~t..iz ( 10x10) .óe. Jr..e.qu.<..vte.n má-s de. 340 mlllone.J de. ope.JLa.c.io;Je-6 c..on 

el mé~odo dltte.c.to. 

El método de Go.u-H -]oJtdan e6 un método de e.t-<.m.<..na.c..i..éin .t,,L.¿,

temó.t.<..c.a. mediante el c.ua.l .ó e tllctn6 6 o!Lma. .e.a. ma.t.t.<..z o!t-i[J-[na.J.:_ 6_ e.ft 

u.n.a ma.tJt-iz -i.de.nt-idad I lJ a..t mL6mo tiempo e~-ta. ú.t.Uma . .6 c. vwn-6-
-tt 7 

6c-'!.ma en la ma..t,uz -tJtvVr../~a. A- , C.6 dec..<..tt, p.vtt-i..endo de..?.. aiz.Jr.e.glo: 

[ ~t In l 
...J 

( 2 • 7 7) 

1J apt¿c.,mdo algwta..~ de .f.a& -~~·-~w¿c.Hte~ .tt-.... t;:..~ 6oiU1nc.-ionc.~ al. a..."Ute.g[o ( 2 , l í l : · 
--in.te.ttc.Jmblo de ttengtcae~, 

-mu.tt.¿pf...i.c.ac.-iéa de. un 'te. ngión pon U1t e~ c.a.ia-t ~ ; O, 

-J wnct de. e. e¡ u..i~tnU .. t.[p.f. o~ de un n e.;-¡g .e.; n a o .ttta :é e P. g .f.6 rL • 

Je llega. a.t .óiguie.nte a.Jr.JLeglo: 
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r 
L~ A-1] 

·-n 
( 2 • 1 8) 

El mltodo pa~te de la ~upo~ic.i6n de que A e~ una mat~iz 

tto .:.-i.ngu.f.at, l! .. a c..u.a.P.. -i.mpUc.a que. ~u-6 c.olumna.,~ ~on ve.c.to-'Le-~ l~

nealme.nte indepe.nd~e.nte~, en c.a~o de. no ~e~lo el mltodo lo pu.e.

de detecta~; en dic.ha ~ituac.i6n ¿e. p~e.~enta que. todo~ lo-ó e.le..
men;to-6 de. un. ~e.ngl6n de. la ma:tJuz A o de ~u~ ma.t~ic.e.-e t-Hl.n..ótíoít

mada6g .6on nu.to~. 

A 6-i.n de rn-Lnimiza.Jt lo-& e.Jr..~oiLe-6 de ILe.dondeo, la. e.l-i.m{.n.:t-

C46n de e.le.me.nto-6 de. e..&e.c.tua. pivote.ando .60b~e. lO-ó mayoiLe~ e[e.-

. me n;to-6 qtte. qtte.da.n. e.n Vt rna.t!L{.z: ~ o vt la.-6 ma.t-t-i.c.e..-6 ob:te.!úda.-6 a 

pa~~~IL de e.6ta. at:tima po~ t1Lan66o1Lma.c.-i.6n; debe. te.ne.IL6e. cu-i.d~do 

de. na emplea. 'l. como p.i.vote..-6 e..e.e.me.nto-6 de 1Le.Hglone.6 que. ya lwua.n. 

/} -i. do u .t.i. t.-<. : ct do .6 e o m o p -f.·. v o t Q 6 • 

2.4~3 Ve.6c.IL-i.pc.¿6n de.l P~tog~tama. 

a) Sub~tu.t-i.Hct-6 ILe.q ue.Jr...{.da-6 : 

SUBROUTINE MATI.VV(A;N~·'€PS,VET), obtiene la ma.~Jr..-i.z útiJC.!!.

·~a de. la. ma.tJr..iz ~· El piLogJr..a.ma. piL.i.nc.ipal .se e..o1ple.a 

pa.Jr..a la. lec.tulta de dato-6 e i»~Jr..e.J-i.6n de. ILe..óu.ltado-6. 

b)Ve..6c.IL.i.pc.-i.6n de. la-6 va.~L-i.able.-6: 

,. 

Pa!ta la .6 ubJtu..una. MATI NV: 

A(I,J) 

N 

EPS 

VET 

e 11, Jl 

MVR(I) lj 
,\fVC { 1) 

ma...t'L.iz de. la que. .>e. OUÁc.a.Jt.á la. .(nve..'t.6a, 

duiLan.te. e..t pJr..oc.e.6o ·.\e c.oav.i.e.IL.te e11 fll tno.

.tiL-i.z Lvz.ve!t6a. 

oJr..den de la ma.tJr..-i.z A 
c.~-i.te.IL-i.o paiLa de.te.~mina.Jr.. ~¿ el detehm¿

nan.te. de la mat~.iz e-6 nulo 

pah~me..tta que. -i.nd.ic.a. .6-i. el dete~min.ante 

~e.. ta ma..t!t-i.z e~ nulo 

mat.t-iz -i.der-t.t .. Ldad que. .6e e.mp.e.c.a p<VtLl ob:tr...

ne.~ la mat4-i.z inve~~a 

c.on..tado.'f.e,~ que indic.an c.u.ále.-6 Jte.~tg.{:o ne.~ 

lj c.uále6 cotumna~ de la ma.t~iz ~ ua 6u.e.

Jr..OY1 e..mp!e.a.do6 c.omo pivote.6 
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mayoli.. e..te.men.to de. .ea matJLiz A o de .6 u..6 
t~an.66o~ma~ione.J que. .6e emplea ~omo e.te.
men.to pivote. 
va~lable de. .to~aliza~i6n .tempo~~l 

Pa~a el p4og~ama p~incipal: 
A(I,Jl ma~iz de la qu.e. . .6e bu.6~a .ta inve.~6a, du.

~an.te el p~o~e6o 6e. ~onvie~.te en la 

ma..tJc.iz -i.1t ve~ a 

N 

EPS 

VET 

o~de.n de la ma.tkiz A 
~~i.te.túo pa~a de..te/tmina~ .6 i el de..t¿.¡_m.(nan. 

.te de .ea ma.t~iz A e.6 nuto. 
v cvuabi C'. q u. e in dic. a. 6 i el de .teJwJ-é.n. ~nte de 

A e.6 o no nu.C.o 

c. )·V.lmen.6 .lo n e.6 : 
La. p~o po.6..lc.i6n- VI ME NS I 0,\/- de. .e. p1t0 g~a.mct )'~~..ln~-¿p..tl y de. 

la .6 ub~u.tina de.b e.~á .6 e~ mod.f. 6-i~a.da. c.ua..ndo: 

N > 10 
' 

d!FoJtma.to-6 pa~a .to6 da..to-6 de en.tJtada: 

SEC.TARJETAS FORMATO 1NFORMAC10N 
1 115) N 

2 I8F10.0) A(I,Jl, .6e p~opolt~io
nan .to6 e.temen.tod de 

.ta ma.t~iz Jtengl6n polt 

4eng.t6n.Emplea~ tan.tad 

ta~je.ta.6 como .6e Jte.qu.i~ 

Jtan. 

o.t~o-6 paque..te.6 de. da.to6 (opciona.t) 

Jt 

~)Via.g~ama de bloque..6: 

TARJETA EN BLANCO, al 

6lnaliza~ .toda la in6o~ 
ma.~lón. 



, _______ -~----



bLW~\ -t~tnglonu 
que r.o l~tll 6 ,(do 

CJ'.pt ~a.dN 

Ob Urtvt rnaJjO·\ 
tleme•t to Je 
t.óü.! '<etlgU>ne~ 

e.ümv:.l..\ d~.
"'CJ'I..toJ/~:~.J-<.ax 
u ~vou.o 

SI 

~ 

Fi.g. 2. 1 O V-i.agJtama d¿ b.(_ oq ltl!.~ de. -ta. ~ ttbttu.tina MA THJV 



ó J L-i.~ ta.do : 

1 . PI;OG~"f"i• Pf,flA T•IVf:r¡T!Tl 'I~TiliCf:'l Pur '-L nF.TOOO OE GAU!I3•JORn.HJ 
.. C.---- S!r,•,Tr!CMO ~E U~ 'IA•:II.CL(!l C"PLi.AúAL. _____ ----·---------· 
-C.-.. ll=OFI)('' ilE L.l. ·•ATHIL A . --·-----· -------. ·- --·-- . 
. C A=',-ATP!! :'1~ LA Du( :¡( l"uSCA SU lll'JFR9A -. . . ' 

_.C.---- Ef!i:t::PITE,UJ rt.":\ QU(P.!liiiAIL ~I .E.dST(..LLtiO.U.l!J'¡Ek3A. OE. LA llAtRLZ 
t ('(T:~Pior'AI'(Ti!IJ QUE I'IDlCA S! EXISTE O NO LA liiVERSA OE LA 14ATAIZ 

------- ------·- ·--------·-----------------------
------ 01'1(1~31011 A(IO.lO)•CCl0 1 lO~-----· -----------.. -------

_ ·-· rn=s ___ . .. ..... --·-- _ 
--- --I,i=u . ... --·---------

[P~:n,r¡~O'J(II 

C - L(CT•·r·~ ['ll OHOS 
-··---LR t.: 1:' t ! q. 1 q l 'l -- _ . __ ---
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~~,;Le 
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Ll•r~S:tN )(IC>IGl•CClC•ICl•M\iH1JJ,~VCCICl 

L9i[~CIC~ CE LA •AT~!l 1DC~TI01~ Y •CTUILflAC(~· DE VALORES PARA 
I~I¡,IA~ EL P~CC<SC 

oc 1 ,., •• 
H'o~Cil•~ 

I<VC(fl•C 
oc 4 J•t·~ 
úC 1 J•1•~ 
l F C¡ , E •1 , J ¡ G C T C 2 
ccr,,¡)•c.c 
~a re J 

? CC!,.>a¡,c 
J CC~T!~"E 

4 e e'' r 1 ~ .J r: 

C8T(~C!C~ CE LA ~AT~!Z t~vcns~ 

!lO !1 1(•1•~ 
~·~P~a.c 
LCDQ 
L,;nc 
ca e t•l•' 
¡;c~V-CilotGoll CC T~ d 
oc 5 ~·~·~ 
rrc~vcc.l,¿:.~l ce r·1 5 
lfCHsto•~tl.Gi:oA:SCAC!•Jlll GO TO 5 
Rt~•x=,cr •• .J 
lR"I 

. Le • J 
5 CC~Tl~llt 
6 CC~Tl~'.IE 

LJETolPSCRa.,~n 
HC;[T.L(,¿?S) .¡Q TQ lA 
!fCL•·fC.LCi C.C 7C 8 
ca T 1•1., 
H•?•J(LP•(l 
A(Lq•(ld(LC•ll 
A(LCd l•l( ·? 
TE•P•CCL;;,¡¡ 
CCL~,¡ loCCLC•Il 

7 C'LC•I l•Tl~P 
80C9'1=1•' 

ACLC•I l:tCLC•Il/Q4•~l 
9 C(LC• ll•CCLC•I;/RA•AX 

~e rr r • 1. ·. 
IFC¡,(~.LCJ 'OC T(' ¡¡ 
TC~P•• (( •LC l 
oc 1 e J = 1 • '· 
HI •• J=.cr,.J • rr•P•ACLC• .• l 

10 CC(,.l•C(•,.l o Té•?•CCLé•Jl ~·, 
11 CC'T ¡,.,, 

MV~CLCl•LC 

><.C:LClcL: \ 1 2 e e~ r 1 ,, "r 

~e 1 1 r • r • •. • ... '·. "e 1 1 _,. r • ·, 
1J .H! •• l•C(I,~l 
14 htlvQ\ 

L., e 

Fig. z. 72 LÁ.. 6 .:ta.do 
¡ 1 

MA 1¡ 1 ,}JV 
1 '. 

J 

45 

~ 1 • 



2. 4. 4 Ejemplo 

Ob:tenvt ia. .in V eJW a. de la. ma.t!Uz: "'' 

jlo 2 3 - 1 

1 1 -20 ~ 1 3 
A = 

1 1 1 - 1 o 2 

L2 -1 - 1 30 
--' 

•*SOLUCION 

TABLA 2.5 Va.to4 pa.~a. el p~oblema. del ejemplo 2.4.4 

N=4 

1 o 2 .. 

-~ J 

1 -20 - 1 
A = 1 - 1 o 

2 - 1 - 1 30j 

TABLA 2.6 ReJu.Ltado4 del p~c·biemct deR. ejemplo 2.4.4 

',_.- --- -- ------------·--

ei,OO(•~I -· ,I~OftOI •,JCOE+O.Z . ,Z!'oE+01, ___ _ 

-- • .i'cct:•DI •,HCE:t01. •,JOOt+OL--.lOJCtOZ __ _: 

1, '¡r!_.P;_,I ~!: L/. ·•H~IZ ,\ 
1 

,<',·ot~·:, ,IIJ~.-.¡ ,;>17C•ot' ,zc;Jr·~J·----
1 

- - .~,-'l7L•J2 -.~" .. E•ns ,r;'ilC•?2 .117¡E•o;:. __ 
- 1 

,?¡7t·[·"z ·,"JU·oz •,"~77t•ul ,7z~!·oz 
1 

··'•1?ot·· 7 •,Z'dr·oz •,u1;r-oz ,lHE:•nt----

\ 
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( 
3. SOLUCION VE SISTEMAS VE ECUACIONES LINEALES 

3.1. ZntJtaduc.c..lón 
PoJr. ¿,¿~.tema..6 de e.c.u.a.c.ione~ Unea.le.6 .6e entiende wt giLupo 

de. e.c.u.ac.ione..6 que. p.lte..6e.n.ta.n la. .6igu.ie.nti e..6t1Luc.tu4a.: 

dt;ade a.ij iJ bi .óon c.on.óta.nte.ó y !a.6 i.r~.c.ógnita..ó de.t ~i-6-te.mc;. ¿~,m 

lo6 vo .. to'Le..s r... 1 donde 1~-i.~n . 
..(. 

Vic.ho.ó .6i..6tema..6 .6e pu.eden Jtep.lte.6en.ta.Jt en la 6oJtma.: 

A X = B { 3 • 2 ) 

donde A .6e. c.onoc.e c.omo la. ma.tJt.iz de. c.oe6ic.i.e.nte.6 de.e. .6i..6.:te.ma.,
B como vec.~o4 de tlJtminoA ~ndepe.ndi.ente.6 y X c.omo ve.c.toJt. de i.n 

. - -
c. ó g nita..6 • 

Si el ve.c..toiL de .tlJLmúto.ó i.ndependien.te.-6 e.6 dióe.ILe.nte. de 
c.eJto .6e ha.bla. de .6i..6tema..6 de ec.ua.c.ioJte.6 no h.omoglnea.A y en c.a

.60 c.on.tJLa.Jti.o de 4i..6tema..6 homogéne.o6. 
Ante..6 de. piLoc.edeJt. a. Jte.6o!ve.Jt un .6-i..ótema. de e.c.ua.c.ione-6 e..ó 

ne.c.e..6ar..i.o de.:teJLnri.n.a.IL .ói. dic.ho .6-i..ó.te.ma ti.ene. ~o!uc.i.ón y 
de te.ne!Lla, c.uinta.6 po.óible..ó .6oluc.ione.~ ti.e.ne.. En ba.óe 
ante.Jt.ioJt he .tiene la .6-i.gu.i.en.te. c.la..6i.áic.a.c.i6ni 

Si..6.tema. de 
e c. ua.c.i.. o ne.ó 
U1re.a.le..6 

,. (compatible. { de.te.Jtm-i.na.do 
no homogéneo { i.nde.:te.r..m-i.na.do 

homogéneo 

l -i.n c. omp a.t-i.ble. 

~ c.cmpa.-ti.ble. 
\ 

d e.te.r..mút a. do 
(So.t • .tJt.-i.vi.a.l) 

e.n c.a~o 

a. lo --
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---
que e4~o 4e cumpl4 4e ~equie~e: 

(~~g5[-\ J • llctngo [A¡ sJ • _ ( 3. 3) 
donde a. la. ma.~..i.z [ Ais] 4e le c.onoce como la. ma.:tJr...i.z ampliada. 
del. ~i~~ema.. 

Si4tema. incompa.~ble. e4 a.qu~l que no ~ene ~oluc..i.ón y 4e 
cumple que: 

(3.4) 

S..i.~tema. dete.~mina.do e4 un 4i4te.ma. compatible. que p4e~e.n-
~ ~oluc..i.6n única. y 4e ve~..i.6ica. que: 

~a.ngo [A] = núme~o de ·inc.ógn..i.tM ( 3. 5) 

Cuando ~e p~e4~nta e4ta 4ituación en ~i4~e.ma.6 homogtneo~ 
6 -~- hab .tti_· d'e -6 oluci6n ~ivial, ya. que X = Q_. 

un· 4i4te.ma. compatible· que p~e.~~nta. 'in-6-i.ni.da.d de 40luci.o
ne.~ 6e ·conoce como 4i4tema. ..i.ndeteJtmina.do y ~e ca.4a.cte4-i.za. po~: 

~ango [A J < númeJto de. ..i.ncógni.tM ( 3 .• 6) 

Pa.~a la. 6olución de 4i4te.ma.~ de ecua.~one4 li.nea.le~ exi.4 
ten di.ve~4o~ m€todo6 de ·lo6 cua.le~ ~oto 4e tJta.ta.Jtán: Método de 
Ga.u46-Jo~da.n modi6ica.do ·y el Mttodo de.' Ga.u44-Seidel. 

3.2- Método de. Ga.U46-Jo~dan mod..i.n..i.cado. 
3.2.1 Objeto 

Obtene.~ la. 4oluc..i.6n de 4i~tema.6 de ecuaci.one4 li.ne.a.le~ 

de la 6o~ma: 
A X = B ( 3. 7) 

3 . 2 • 2 Mtto do 
Vado el 4i4te.ma. de.ecua.cione~: 

A X = B ( 3. 8 j 

• Jta.ngo ( ~] e6 la c.a.nüda.d de vec..toJte~ li.;¡e_a..tme.nte. inde.pen
d..<.e.n:te4 del conjunto de vectcJt.e6 c.o.tumna. que óu-'L.ma.n la. ma.--
.tJt..<. z A. 

49 



( 
e.t mltodo con.6i.6te en tJr.a.ba.ja.Jr. con'la. ma..tJr.iz de coe6ic.iente.6 y 

e.t vectoll de t€~mino.6 independiente.6, e.6 decill, con la. ma.tlliz 
a.mptla.da. del .6i.6tema.: 

-[A¡ sJ (3.91 

A dicha. ma.t.Aii he le a.plican una .6ellie de t.Aa.n.6toJr.ma.cio
ne.6 que conducen a. obtenell ·otila ma.t.lliz ampLia.da. eq~va.lente: 

[!..!e] . (3.101 

donde e lleplle.6enta. la. .6oluci6n de ca.da. una de la.-6 inc6gnita.6 
del .6 i.6 tema.. 

El plloce.6o equiva.le a. pllemult.iplica.Jr. la. ecua.ción (3.9) -
poll A- 1, e.6 decill,: e·.e. mé.todo de la. ma.t.Jr.iz inveMa.·, .6olo que e~ 
te m€todo con~i.6te en una. eliminaci6n .6i.6tem~t.ica de valolle.6. 

La. t.Aa.n.66ollmaci6n de la. m~tlli~ (3.9)en la. ma.t.lliz {3. 70) 
' ... 

50 

.6e e6ectúa. ba.6~ndo.6e en .tlle.6· op~lla.~ia~e.6 que ~o altella.n el 4.i~ 
tem~ de ecua.cione.6 .6ino que ·pllopo~Lciona.n .6i.6tema..6 de ecua.cione.6 
equiva.lente.6, ella..6 .6on: 

- .i.nteJr.ca.mbio de do.6 llenglonell, lo- cua.l eq ~va.le a. .in teJe. 
ca.mbia.ll do.6 e~ua.c.ione6~ 

- multiplica.ci6n de un Jr.engl6n poll un e.6ca.la.~ di6ellente 
de cello, lo cua.l equ.iva.le a. mult.ipLica.ll a.mbo.6 m.iembJr.o.6 
de una. ecuación poll la. mi.6ma. con.6ta.nte. 

- .6uma. de eq~múlt.iplo.6 de un Jr.englón a. otilo Jr.englón, e.6 
dec.i..Jt., mult.ipUca.Jt u-na. ecuación poJt- una.. con.6ta.nte 11 K 11 

1 
y .6uma.Jr.la. a. otJta. ecuación. 

Pa.Jr..a a.plica.Jr. la.-6 opellacione.6 a.nteJt.iolle.6 he pllocede en la 
.6ig~ente 6o.Jtma: 

(J)selecciona.ll un ~englón pivote y un elemento pivote den 
tilo de d.icho Jr.englón. 

@NoJr.ma.Uzall el elemento .. · p.ivote, e.6 dec.i:t, conveJr.t.iJr.lo en 
un.ita.Jt.io ~ 

(J)ca.ncela.ll elemento.6 que he encuentllen en la. columna. a.Jr.~¿ 
ba. y 1 o a.ba.jo del -elemento- p.ivo-te me-diante la. huma. de -
eq u-i.múlt.iplo-6 . 

@RegJt.e.6a.~ a.l pa.6o (!)y a,~..c .6uce.6-i.va.tllente. ha..6ta. que .6e
t.Aan.6 6oJt.ma. la. ma.~.iz de co e 6.icien..te.6 A en una. matJt.iz --

-

. ¡ 
1 

1 
1 
¡ 
1 

1 

1 

1 

1 



.i.denü.da.d In. 

Oeb.i.do a. que du~a.nze el p~oce~o ~e p~e~enza.n e~~o~e~ po~ 
JL.e.dondeo, la. 6oJtma. 6p:t.i.ma. de e~coge~ lo~· elemenzo~ pivote u -
~e.leceiona.ndo el ma.yoiL. elemento que quede en la. ma.tlt.i.z ~ o en 

5.1 

~U6 tltan~6o~mac.i.one~. Ha.y· que tene~ p~e~ente que lo~ e~emento~ de 
UK Jtengl6n que ya 6ue ~eleeeionado eomo llnea. pivote no ~e pu~ 
de.n u~a.~ eomo pivote~, aún cuando el mayo~ elemento quede col~ 
ca.do en dieho ~engl6n. . 

Al ~elecciona~ lo~ pivote~ en la 6oJuna. a.nte~ mencionada. 
et e~~oiL. ~e ~educe a.l mlnimo y, debido a. que puede queda.~ una.
ma.tJt.i.z no identidad a.l tl~mlno de la.~ iteJta.cione6, e~ nece~~o 

e6eczua.Jt un inteJtcamb.i.o de llne~ ha.~ta. obtene~ 1 • 
-t1. 

Ca.be menciona.~ que el p~e~ente método e~ un método di~ec-
t~. de ~oluci6n que no ~equ.i.e~e que ~e de~eJr.mine c.o.n a.nteJt.i.o-~dad 

~.i. el ~i~ tema. e~ compatible 1J dete~min~do, el método. du~a.;tte. el . ,.. .. . -

p~oce~o·p~opo~cicna. dicha. ln6o~ma.ci6n. 
Si el ~.i.~zema. e~ compatible y dete~mlna.do, el pltoc.ed~mlen 

to de~ciL..i.to ~e puede lleva.~ a ca.bo ~~n eontJta.tiempo~ ha.~ta. lte- ( 

gaJL a [zn¡c] . 
Si. el ~-;¿~tema -e~--compatible pelLo- -i·nde.te~m.lna.do, la. ma.tlt.i.z 

a.mptia.da. a.dqul~iJL.! la. con6.i.gu~a.ci6n: 

[
7 o 2 : 7] 

_'o- - ! --!- -j_-! ~ 
_o_ ::_o ___ t?. __ ! __ o_. 

(3.71) 

e~ deci~, un ~engl6n-~e~4 nulo; en _e6ta. ~itua.c..i.6n ~e obtienen -
lu ecua.ci~ne~independienze~·- q.u.e Jte~ta.n en el ~i~tema. y ~e a.pU 
ca. la. meto dolo gla.- c.o~Jr.e~ po ncUente a. ~ i~ temM indete~mina.do~. 

Si el ~i~tema. e~ inc.ompa.:t.i.ble, ~e p~e~enta.~!- lo ~iguiente: 

1 1 2 1 1 

-~--~ --~--l-~-- --- (3.72) 

1 ' -0---0-- 0 A f 0 
- - - - - - - - - 1- - • - - - - -

o ~e..,_, O = A 1 O, to cual e-~ una con~a.dlc.ci6n. 
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a)Sub~u~na& ~eque~ida&: 

SUBROUTINE GAUTOR (A, B, N, EPS, VET), e&ta &ubtwtina 

obtiene la &olu~ión del &i&tema de e~ua~ione& po~·
el mftodo de Gau&&-Jo~dan modi6i~ado, el p~og~ama -
p~ncipai &oto &i~ve pa~a ent~ada y &atida de dato&. 

b)Ve&c~p~i6n de la& va~able&: 

Pa~a la &ub~utina GAUTOR: 
A(I,J) 

B ( 1) 

N 

RAMA X 

MVR ( 1) y 
MVC(I) 
EPS 

VET 

LR y l:.C 

TEMP 

mat~iz de ~oe6i~iente& del &i&tema de 
e~ua~ionu. 

ve~to~ de té~mino& independiente& del -
&u tema de e.~4-a~ione.&, du~an:te. el p!w~e. 
&o &e ~an&6o~a e.n la &oluci6n. 
o~de.n del &i&:te.ma de. e.cua~ione.&. 

mayo~ ete.men-to de. .ta ma:tuz A que. & e. 
emplea. ~amo _yivo :te.. 
~on:tado~e-~ que útdi~a.n qué ~e.ng.tén y ~9.. 

lumna& ya óue~on empleado&. 
~~i:te~o pa~a de.te~mina~ & i e..t de:tvuni
na.n:te. de la ma~z A e.& nulo. 
pa~~me.t~o que. indi~a &i e.l de.te.~minan:te. 

de A e& nulo. 

indi~ada~e& del ~engl6n y ~alumna que -
&e utilizan. 
va~iable de loca.tiza.ci6n tempo~a.t. 

Pa~a. e..t p~og~ama. p~11~ipa.t: 
A(I,J) ma~z de ~oe6i~iente.& del .6i.6:tema de -

B(I) 
N 

EPS 

VET 

~) Vi me n& ion e& : 

e~ua~ione&. 

ve~:to~ de :té~ino& independiente&. 
o~den del &i&:tema de ecua.~ione&. 

~~i:te~i· pa~a de:te~mina~ .6 ..¿ el de:te:z.mi
nante de A e& nulo. 
pa~~met~o que indi~a &i el de:te~minante 
de A e& nulo . 

La p!topo.6i~i6n VI 1\:E:\JSION del p!togJz.ama p~n~ipat y -
de la &ub~utina 6e debelt~n modi6icalt e.n e! ~a&o de 
que: N > 10 



d)fo~ato4 pa~a lo~ 

SEC.TARJETAS 
J 

2 

• 

• 

• 

3 

da.to.& de. 
FORMATO 
(I S) . 

(8F70.0) 

(8F70.0) 

53 . 

entJLa.da.: 
INFORMACION 
N 

A ( I, )) , · 4 e da.n .f..o4 e.le.men 

to4 de. A ~e.ngl6n po~ ~en
gl6n, e.mplea.ndo tanta.& -
ta~j e.ta4 como 4 e.a.n ne.c.e.4 a 
~d4 pa~a-c.ada ~eng.f..6n. 

B(I), e.l ve.c.to~ de. t€~mi
no4 independiente.& 4e da 
e.n una ta.~jeta o má.& .&e.--,. 
gún ta. cantidad de e!emen 
to.&. 

--' • _L -· . ~ ...... 

. 
ot~o4 pa.que.te.4 de. da..to-6 (opcional) .. 

. . ~ .... .... ,._ '. . ...... 
1 •• •• 

' ------------------------------------- . 
n 

e) Via.g~a.ma de bloque..&: · 

TARJETA EN BLANCO, a..f.. 6i 
natiza.~ toda. .f..a in6o~ma
c.i6n. 

-. 
' 



u.lgnaJt u4-
f.DII. 4 EPS 

Uar>u.\ 6 ub.ow
t.i.tr.a. GA.UTOR 

Fig. 3.7 V~ag~ama de bloque~ del p~og~ama p~ncipal. 
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Mu.\: 
Mlli•D 

· NVCili•D 

rl.úli.lwt d.tJIItl\• 
.tD6 ctM.iba IJ ab!_ 
Jo ele. RAWJC. 

F.i.g. 3. 2 V-i.a.gJr..a.ma. de b.l.oque-6 de .ta. .6 ubJr..u:U.na. GAUTOR. 
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6) Li.t.ta.do: 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

e 

e 

e 

PPCGIIIVI 'A~I ACSOLVEA SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES POR EL METO 
DC CE ~-U~S·JCRLIN 
~IG,IriCICO DE LIS V\qi&BLES E~PLEAOAS 
U•CROE~ CEL SISTE~I ~~ ECU&CI~~ES 
A•~aTAtl DE CCEFICIE1f~S DEL SISTEMA DE ECUACID~ES 
D•VECTn~ ~E T[R~IN~S I'OEPENDIE,TES• SE C01VIERTE EN LA SOLUCION 
tAITEAJr, 'aqa o¡TERMINIA SI EL DETERMINANTE OE A ES OIFERE~TE DE O 
DET•VAIIJAILE OUE· INDICa SI EL SISTEIIA TIENE O NO SOLUCIGI 

~~~~[hSION A(IOolO)oiClOJ 
llh5 
111•6 
EPS•O•OLOO~l 
LECTI!PI DE CITOS 
li['iQCIDt2G) N 
IFCIO :1t2ol 

2 CILL [(JT 
J 110 • t•t•lj 
4 REIO(I1t21J CACttJ)oJ•IoNJ 

MEIC(fDt2l) CBCll•l•loNl 
l~PnESI:~ OC DATOS 
IIAITEC I~•U) 
LO 5 t•l•'l 

S ~AITECiht2ll CACI•J)oJ•to~),B(l) 
' ~ . -...... 

LLA~4C~ CE SUBRUTI1A PIRA RESOLVER EL SJSTE~A DE ECUACIONES 
tiLL GllTCRCioBo~ttPS•CETJ 
IFCCET•L[o[P$) GO YO 7 

·. 
... . _,._ 

,.•"' !-: e I~P~~SICN DE AESULTA~OS 
iiAITECh•24) • 1 ••• ¡. •••• ~· ... 

e 

DO 6 Jlh-, 
1 hAITECI••25J I•BCI) 

liC TC 1 
7 hiiiTECh•26J 

-.O TC 1 
fCP~&Tn~ DE LECTURI [ twPRESID~ 

20 f~AII&T(J5) 
21 fOA~ITC!flwoOJ 
22 f0A~4TC4C/),5~• 1 EL StSTE~I DE ECUACIONES ES 11/) 
21 fCP~ITC/t2X~IC(EI0ol•IJ)) . 
24 fCQ~ITC4C/),SXt 1 LA-SOLCCION DEL SISTEMA Dt ~UACIONES ES~o//oSX1 1 I 

11 t5X•'•CI)'ol) · 
25 fQiwiT~I•5Xti214Xo[l2o~) 
26 rcR~ITC4CI)o5Xo 1 [L SISTEMA DE tCUACIONtl NO TIENE SOLUCI01 1 ) 

tHD 

F~g. 3.3 Ll~~~do del p~og~a.ma. p4lnc~pa.t 
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c. 
e ~~9RuTI~A P1qA ~ES:L1(q U~ SISTEWA DE ECUACIONES POR EL ~ETOOO DE 
e ''uss·JcA~•~ ~cotrrc~nc-
e lL SIG~JrttAnC ~E LA\ VI~IABLES E~PLEA01S ES 
e A•~ATRt7 CE CCEFICIE1TES DEL SISTEMA QE ECUACIO~ES 
e B•VtCTUq CE TE~~~~CS lhnEPE~DtENTES QUE nuRAHTE EL PROCESO SE 
C TplNSFOAPI E~ LA S1LUCI0h DEL SISTEMA DE ECUACIONES 
e h•DRCE~ DEL SISTE~A 1E ECUICI~,ES 
e RA~A1•~aYCR ELEMENTO OE LA ~AT~IZ A QUE SE USA COMO PIVOTE 
e "VA T ~vc•CC~TACORES QUE INDICa~ QUE RE~GLON Y QUE COLU~NA.YA ruE• 
e RO~ UTILJZAOCS 
e EPS•CPITEAJO PARA CETER~I~AA SI EL DETERMINANTE-DE LA ~ATRIZ A ES 
e NULO 
e OET•VALCR AeSOLUTD DEL O[f[AMt~•NTE DE LA MATRIZ A 
e 

.e 
e ACTUILIZACJON DE VAL~RES PARA I~ICIAR E~ PROCESo 
e 

oc 1 r•a•" 
MVACIJ•Cl 

1 MVC ( I>•C 
e 
e SDLUCI~~ DEL SISTEMA Ot ECuACIONES 
e 

OC 9 IC•t•N 
RAIIAli•O.G 
LC•o 
LA•O 
&O l t•t•' -_, 
I~C~VACI)o[Qol) GO T~ 1 
liD 2 J•l•" 
¡rc~vCCJ)o[;oJ) CO T1 2 
IFCt~SCRA•A~loGEoA~S(ACI•JJJ) 00 TO 2 
tti"H•&Cl•J) 
LA•I 
LC•J 

2 CCr.TitdE 
J tOhTf~~[ ~ 

LIET••Q~cqa:•u) 
IFtCET•LEoEPS) GO TO lO 
IFCLq•f••LCl GO TOS 
DO 4 t=t•~ · ~s 
lE"P•HUlol) 
ACLP•I l•HLC•lJ 

4 A C L C • f) • TE t• P 
lE"P•PCi.IIJ 
IIClii)•QCLC) 
IICLCl•H~P -

'5 IIC 6 J•t•' 
6 A(LC•Jl•ICLC•I)/AA~A( 

bCLC>•qCLC)/qA~AJ 

lit e t•J•Ij 
lfCioF~oLC) GO 10 8 
t[ur••Cf•LC) 
btt)•B(J) • TE~P•BCLC) 
DC 7 J•1•" 

1 ACJ,~)•ACI•J) • TE~P•ACLC•J) 
1 tCNTHPI[ 

M~q(LC hLC 
HVCCLC hle 

9 tC~TJHU[ 
lO IIETUIIII 

[t,D 

f~g. 3.4 Li~~~do de·!~ ~~b~~~n~ GAUTOR 
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3.2.4 Ejemplo 

! 

Emp.tea.ndo .tcu .teye~ de K-i.ILc.hhoóó (veiL' ILeóeiLenc.-i.a. 2), ~e 
obtuv-i.elr.on .ta.~ ~-i.galen~e~ ec.ua.c..tone~ .t-i.nea..te~ pa.lr.a. e.t c.-i.ILc.uito 

mo~~a.do en .ta. 6-i.gulr.a. 3.5: 

i.g - i.4 - IA r: o 
i.4 + ¡S + IA - ¡1 - ¡3 = o 
i.1 - ,¿2 - Is = o 
i.2 + IB + ¡3 + ¡6 - ·.{ = o 7 
Ic. - i.8 - i.s - i.6 - ¡9 = o 
R¡-i. 7 + R2i.2 - R3-i.3 = o -
R4i.4 - Rs-i.s + Rg-i.g = o 
Rs.ts + R 3¡3 - R6-i.6 = o. 
R6-i.6 + R]-i.¡ R9-i.9 = o·_. . ·. 

F-i.g. 3.5 C-i.ILc.u-i.to de.t ejemplo 3.2.4 
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Sl el valo~ de la~ óuente~ e~ IA = 2A, z8 ~ 6A, Zc = 4A 
y el de la~ ~e~l~tenela6: 

RJ • R2 • 2 n 

R4 • Rg :r 3 n 

Rs = R6 = s n 

R7 = R9 = 4 n 

R3 = 6 n 

Obtenga !tU co~~ente~ de ~ama l1, l2, l3, l4, ls, l6, -
l1' l8, l9. 

* SOLUCZON 

TABLA 3. 1 V ato~ pa~a el p~obtema de! ejemplo 3. 2. 4 
N • 9 

o o o -1 o o o 1 o 
-1 o -1 1 1 o o o o 

1 -7 o o o o o o o 
A = o 7 1 o o 7 - 1 o o 

o o o o 1 1 o 1 1 

2 2 -6 o o o o o o 
o o o 3 -S o o 3 o 
o o 6 o S -S o o o 
o -o o o o 5 4 o -4 

2 
-2 

6 

-6 

B = 4 

o 
o 
o 
o 
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TABLA 3.2 Re~uttado~ del. p~oblema del ejemplo 3.2.4 

[L liSTE"• DE ECI:ACIOIIES ES 

o. Co Clo •.100E+Cil 

•otOOE+Ol O o •olOC[+Ol .t00h01 

ol OllE+OI •olCI)[+Q1 O• o. 
o. oiOOE+OI olOCE+OI o. 
o. (,o O o o. 

o200[+0l o2~cE+01 ··600[+01 O o 

O o Co O o olOOE+Ol 

o. Co o60C[+01 e. 
O o O o O o o. 

LA SOLUtiCh =tl ~1STCM& CE ECUACilNES ES 

J(U 

•UhtE•Ol 

2 ··362)9[+01 

J • oll596E+OO 

• ··SUS9E•OO 

S •SH7~r·oo 

' •2•~ur·u 
• 

7 ot9hl'P:•ot 

e o14U4E•Ot 

9 o7015H•O& 

... 
Do Clo O o •100[+01 a. o200E•Ot 

e100E+Ol O• O o O o a. •o20CE•~t 

o. O o O o O o O o o600E•Ot 

o. olOOE+Ot •olOOE+Ot O o o. •o60()[+01 

olOOE+Ol olOOE+Ot O o . •100[+~1 olOOE+Cl •• o~r•ot 
o. O o O o O o o. a. 
··500[+01 O o o. olOO[+Ol a. c. 
.soor•ot •o500[+01 o. O o O o Co 

o. o500[+01 o400E+OI O o •·400E+Ol e:. 
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3.3 Método de Gau~~-Seidel 

3.3. 1 Obje.to 
Obtene.~ la Aolueión de. Ai~te.maA de ecuacioneA lineale~ -

con la con6igu~aci6n: 

a1lx1 + a12x2 + ••• + a1nxn = b1 

• {3.13) 

• 

+ ••• +a X = b nn n n 

empleando el m~todo de GaUA~-Se.idet. 

3.3.2 M~todo 
El mltodo de GaUAA-Séidel eA un método de ~po ite~~~~~ 

que. Ai~ve. pd~a la Aotución de Ai~temaA de ecuacioneA tineate~ 
de.l tipo: 

A X = B {3.14) 

cuando lo~ valo~e.A numl~coA de toA etementoA de la diagonal -
p~ncipal Aon mayo~eA que. loA dem~A de Au co~~eApondiente ~e.n
glón. 

Pa~a aAegu~a~ la conve~gencia det método Ae ~equie~e que: 
a) loA elemento~ no nulo~ de la ma~z de coe6icienteA (A) 

Ae acumulen en la diagonal p~incipal. 
b) toA etementoA de la diagonal p~incipal de la mat~iz de 

coe6icienteA (A) Ae.an mayolteA· en vaf.o~ ab~otuto que la 
Aumato~a de loA vatoJteA ab~otutoA de. to~ e.tementoA 
JteAtante.A det ~engl6n coltlteApondie.nte., eA deci~: 

j = 1 

J ; i 

, i = 1, 2, ••• , n 

(3.75) 

PaJta apt.<.calt et método Ae pltocede. a de.-!>pe.ja,'z. una .<.ncógni 
i 

( 
' 



• 

( 

1 

~«de ~«d« e~ua~i6n del a~~eglo (3. 73), e~ de~i~, de~pejá~ l« 
in~6gni~« x. de la. "i-l~..C:.ma." e~ua~i6n, o ~ea: 

..(. 

x 
1 

=i- (b 1 - 4 72 x2 - a. 7 3 x 3 - • • • - 4 7 n xn 
11L J 

l x
2 

1 [b 2 - 4 2 1 "1 - 4 2 3 x 3 - • • • - a 2 n x n 10 

4 22 L . 
• (3.76) 

. . 
.. 

lá~ ~ig~ente~ e~ua.~ione~ 
(k.) (k) 

- 4 72x2 - 4 73x3 · 

(3.77) 

a x(k.+l) . J n,n-1 n-1 

donde x~k+J) indi~a. et va.tolL de la. "i-l~im«" in~6gnita. en la.
..(. 

ite~a~i6n "k + 1" 

Pa~a a~4a.n~a~ el mltodo ~e e~ta.bte~e una. ~olu~i6n ..(.n..(.--

c..i.a.t ~: 

x" n 

(3.78) 
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cü..c.ho¿¡ va.loJr.e¿¡ ¿¡e ¿¡ u..6 U .tu. yen en el' la. do deJtecho de la. ec.ua.c...ió n 

(3. 77) pa.Jta. ob.teneJt .ea. ~igu..len.te ¿¡olu.U:6n a.pJr.ouma.da.: 

e J .. (3. 79) 

y 4¿¡l ¿¡u.ce¿¡iva.menze ha.¿¡za. qu.e 

(3.20) 

Pa.Jta podeJt emplea.Jt e~.te m~.todo e¿ necua.Jt.t.o veti6-l.ca.:z. ccn. 

a.n.teJtioJtida.d qu.e el. ~i.6.tem_a. ¿¡ea. c.ompa..U.bl.e ti de.tvz.mina.do; a.demá-6 

de qu.e c.u.mpla..c.on la.¿¡ c.ondic.ione6 de conveJr.gencia. del'mé.todo. -

A~oJt.tu.na.da.meltZe la. ma.yoJtla. de lo¿¡ p!r.oblema.¿¡ de üpo ingen.iettll 

c.u.mpl.en lo¿¡ Jr.equ.i¿¡i.to¿¡ menc..ioña.do¿¡. 

CieJr..t;o¿¡ ¿¡¿¿¡zema.~ qu.e a. p!r.imeJta. v.i¿¡.ta. n~ cumplen lo.6 Jtequi

¿¡i.t;o¿¡ del. mltodo pueden Uen·a.Jr. f.o¿¡ Jr.ecp.ú:6ito:6·-·med.t.a.nte un .6im-

pte ~nteJtc.a.mbio in la. po.6ic.ión_de ta.¿¡ ·ecu.a.cione-6. 

3.3.3 Ve¿¡c.Jtipc.ión del. pJtogJta.ma. 

a.)SubJr.u.tina.-6 JtequeJtida.¿¡: 

Ninguna.. 

b)Ve¿¡c.Jr.-l.pc.ión de l.a.¿¡ va.Jtia.bl.e-6. 

A(1,J) 

B ( 1) 

N 

X ( 1) 

y ( 1) 

XN(1} 
1 

ma.tltiz de coeóic.ien.te-6 del. ¿¡.{..6.tema 

vec.toiL ·d.e .téJi.m:.i.no-6 indepehdien.te-6 

oJtden del. ..6i.6 .tema--de ecua.c-l.o ne.6 

va.l.oJt -l.nlc.ia.l. de l.a.-6 inc.ógn-l..ta.-6 del. ~.i-6 

tem_a._y va.JLip.._b_le- d·e- l.o c.a.t.iza.c.ión -.temp o-

Jz.a.l. 

va.l.oJt de .la..~ inc.6g nLta..! e.r:. la. i.te.J:.a.::.-l.6t:. 

"n" 

"n + 1 ,; 



• 
• 

( 

M 

E 
NCON 
SUM 

c.J tUmen.6.l.o ne.6: 

64 . 

. 1 

m!ximo núme~o de ite~acione~ a e6ectua~ 
cute~io de conve~genc.l.a_ 

contado~ de .l.te~ac.l.one~ e6ectuada~ 

.6umado~ 

La p~opo.6.l.c.lón VI MENS1 ON debe~! mod.l.6.l.c.aM e cuando 
.6 e p~e.6 en .te. et cal» o de q u. e N > 2 O • 

d}Fo~matoll pa~a .to.6 
SEC.TARJETAS 

1 

2 

• 

3 

4 

datoll de ent~ada: 
FORMATO 1NFORMAC10N 
(215,F10.0)N, M, E 

(10F8.0) A(1,J), loll elemento~ de 
la ma~z A lle. dan ~en-
g.t6n po~ ~engl6n emplean 
do la cantidad de. ta.,'ije.-· 

, (10F8.0) 

(10F8.0) 

. tal!· nece~ a~a pa~; ·cada 

~engl6n •.. 
8(1) el vecto~ de té~mi
no~ independiente~ lle. da 
en u.n·a ta~j eta o má.6 ~e.

gún el o~de.n del ~.l.~tema. 
X(1), la ~oluci6n pa~a -
a~~anca~ e.l método 11e. da 
en una ta~jeta o má~ 11e~ 

gún lle.a el tamaño de. N. 

o.t.Jr.o~ paq u e. te~ de datol! (o p c.l.o nal). 

n 

e.)V.l.ag~ama de bloque~: 

TARJETA EN BLANCO,al 6.lna 

l.l.za~ toda la .in6o~mac.l.ón. 
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6) L.Uta.do: 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

e 

e 

e 
e 

e 

e 

P~CCqJ~J PJll AESCLV(A SlSt[was O[ ECUACION[S POR EL HE10DO ot· 
''~ss·~EitEL 
Sl~~trtc~Ct tE LAS V'AI19L(S E~DLEAOAS 
A•~JTAIZ CE CCEFICIE~T(\ D(L SISTEMA DE ECUACIONES 
ti•VtCTOA C[ TER~t~CS I~O[P[NOIE,TES 
X•YJLCq lh!CIAL D[ L~ SOLUCION DEL SISTEMA 
X~•SCLUC1C~ CEL SIST(NI DE ECUaCIONES EN LA SIGUIENTE lTERAtlON 
H•ORCE~ DtL SlSTf~A 
Y•v&LOq DE LA S~LUCI~N OEL SISTEMA DE ECUACIONES EN LA ITtAACICN 

I~T[RIQR 

H•~atlw~ ~u~ERO DE lTEAaCtONES 
t•CRITE~lO DE CONVERGEhCIA 

Dl~Eto.SICN A(20•20)•BC2DJ•l(2D),y(2D)•XN(2Q) 
UCTI.RI CE CATOS 

l R[IQ(5•20~) W•M•[ 
lFCtil 2o2ol 

2 CALL [tiT 
l liD 4 t•t•to. 
4 REIC(S•JC~) (A(IoJ)•J•toNJ 

REAC(5oJ0C) lB(ll•l•t•N) 
REAU(S•~CQ) (X(ll•l•l•-J 
l~PRESIC~ 0[ DATOS 
IIRITE(6o4Cw) 
DO 5 1•1•" 

(&(loJ),J•liN)oB(l) 
(JtJ)oJ•1oN) 

' 

S IIRIT[(6o5CC) 
IIRITEl11•6CC) 
$E !~OIGA Sl 
GE" C lA 

EL SlSTE~& CU~PLE L~ CONDlClON SuriCIEN1E DE CONVER• 

IJC 7 1•1•11 ' oc 6 J•l#h 
lF(aqS(J(lol)) • lBS(A(I•JJ)) 8o~16 

6 CCO,Tfr.U[ 
7 CC'I.T IN U[ 

110 TC 9 
1 ~RITE(6o700) loJ•I•I 

liC lt l 
uBT[hCIC~ DEL VALCA ~E LAS INCÚGNI1AS 

9 HCCt.•l 
UD 10 l•l•N 
x•.tn•xct> 

lO Hl)•li(J) 
U UC \4 K•l •N 

Sll"•Oo 
L.C 13 1•1•t. 
H (K•tl l2o tl•12 

\2 ~Lw•~~~ + A(KoJ)•J~CI) 
U CC\Ttloll[ 

Xh(K)•(P.(K)•SU~)IA(KtK) 

14 CChTINIIE 
Lio 1'5 l•I•N 
SE VERiriCA SI YA CO~VEAOID EL ME10DO 
JF(ABSCJN(J)•l(l))•[) 15•16•16 

15 CCNTINU( 
C J~PR(StrN DE ~($ULl&l0! 

IIRlTE(~,!-;l (l~lll•t'l•~l 
NRlTEt&,qS;) ~~~~ 
GO TG 1 

16 /ICCo;•NCC'I • 1 
JftNCC~·•l 18o17t17 

11 RRITEC~,9;;¡ (l~lll•l 1 1oNl 
ll~lTE(f,~~:l hC~~ 

GO TO l 
U 00 H 1•1•N 
19 'ftt>•x•.tn 

GO TC ll 
C FCR•ATCs ~E LtC7rRl t t•PR[Slt1 

200 FCR,AT C21~•F1:.o> 
1oo rcR~•t c1~;~,;, 
•00 FC~ulT(~~~'~(/)ol~lt 1 ~AT~I2 l~DLIACA') 
500 FCR~IT (/•151o1:C;~,)t~1ll 
600 FCR~aTC•(I)ol~lo'P~l•tqa apROII~lClJh DE LA SDLuC!ON°ol//o10XoiOCr 

16o2o~lll 
700 FCR~ATI&CI)o1~'•'EL •ET~~C Put~t NO CO~V(~~(R ~aCO QUE'ol/o15Xo 1 A( 

2 1 1l2••,•,t2•'l t.S ••"0~ ~ .. 1(',¡2•'•'•42•')') 
800 FCA~IT(,(I)ol~1o'L\ '~L~C; ~ ~(L 5;57[~& ES'o//oSX,~(EI2•5t2Xl) 
900 FCR~IT(.(I)ol~lo'\: i~ LL~ 1 l ~~ S~_.c;:~'o//1,15Xt'L~ ~LTl~A APR 

lClt~actc~ ~'CC~TR&:a r~~·, II•S~•ql(¡2.S•2X)) 
950 FCAHATCo(l)ol~l•'lTE\ACI~' S o~~LlZ~c~s~ '•14) 

i:IID 

FLg. 3.7 LL~t4do del p~og~a.ma. 
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3.3.4 Ejemplo 

Pa~a e.l ci~cuito e.llc~co de. la 6ig. 3.8 ~e. ~abe. que. --
z1 • JA e. z2 e 2A, R1 • R2 • R3 • R4 e R5 e R6 = 1 ..n.... 

Fig. 3.8 Ci~cuito e.llct4ico de.l p~oble.ma de.l e.je.mplo 
3.3.4 

Se. de.~e.a obte.ne.~ el voltaje-de. lo~ nodo~ v1, v2 y v3• 
ApUcattdo análi~i~ nodal al c.i~cu..lto ~e. o btie.ne.: 

3 V 1 - v2 - v3 = 1 

-V1 + 3V 2 - V = o· 
3 

-V -- v2-+--3V 3= 2 . 1 

a"e.glo qu.e. e.-6 wt ~.l~te.ma de e.c.uac..lone-6 l.lne.ate..6 c.on toda-~ la.~ 

c.~ac.te.~~~üca-6 p~op.la~ pa~a-aplic.a~- e.t mltodo de. Gau-6~-Se..lde.l. 

( 



, 

* SOLUCION 

.. o 
v, o.s 
V" 

2 = O. S 

V" 
3 O. S 

TABLA 3.3 Va~o4 deL p~oblema deL ejemplo 3.3.4 

N = 3 

' ' 

M = SO 

EPS = 0.0001 

A • t: 
B. [n 

[0.1 X = O. 5 

0.5 

-1 

3 

- 1 

-~l 
-~ 

TABLA 3.4 Re~ultado4 deL p~oblema deL ejemplo 3.3.4 

Jo .lOO •t. o 00 

•t,ooo loOOO 

•t.oaa ·t.ooo 

•t.ooo 
•t.ooo 

laOOQ 

s.ooo 
o.ooo 
2·000 

'AlM[RA APAQ(!~IC!QN DE LA SDLUCION 

O a 50 

al0Q00[t01. a75000t+C~ 

lTtAAClCN[J R(JLIZADAS• te 
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b. .J the highcst common factor of thcse polynomiol•. 
e:. Fi'ld the root~. 

14. By dired subsiJIUiion show that )' = ce•• is a solutitm or thc Jukrcr:tu.r 
cquauon 

d~y d'y d 1y . dy 
dt' +Jdt 1 - 2 dt 1 +Jdt +y=O 

if Cl is a root of the polynomial equation 

Of• + 3a 3 -h?, + 3cx -1- 1 =O 

lf a., a 1 , a,, and ex,. are the four roots of this equatíon, show tha~ 

o 

also satisfies the differential equation for any valucs of c., C¡, eh and c •• 

1 S. Show that for t sufficicntly largc and a,, O<z, a 1 , ami a~ all real, the value of y 
will be de ter mincd by thc largest positive a,. 

16. Show that if y= ce••, then y is less than or equal toe i~ absolute value for all 
t > O, if th~ real part of a is :t:ero or negative. 

J7. In a mcchanical ~ystem of springs and mas~es, the motion of any p:~rt after a 
suddl!'n impulse accclcration is govcmed by a diffcrential cquation of the fonn 

d•y d•-•y dy 
a, -- + Dz -- + ···+a.-+ a.+ ,y= O dt" dr• -• dt 

The system will be stable, that is, will not tend to shake itself apart, if none of 
the !.olutions y = ce"' grow vcry large as t incrcases. Show that the system will 
be stablc if all thc roots of thc polynomial equation 

a, a"+ a2a•-• + · · · +a.cx + a•+• =0 

havc zero or negative real parts. 

18. In.an electrical circuit of rcsistors, capacitors, and inductances, the curren! 
. at any poin~ after a sud den initial impulse curren_! is governed by a differential 
cquation of the form 

1 
d"i d·-•;. di 

a,-+ a2 --+···+a.- +o.+l =O dt" dt•-l dt 

The system wíll be stable, that is, will not tend to develop very large local 
currents and bu m out components if none of the solutions of the form 1 = ce•• 
grow very large as t incre:Jses. Show that the system will be stable if all the 
roots of the polynomial equation 

a,a"+aza•-• + ···+a.a-t-ao+l =0. 

have zero or negative real parts. 

.. 
~ 

o 
(j- . 

~ 

(.) 

{J 

'·" 

' J f<) ·: Q ·~.~ r: c::r ~ ~ Q (J ~ 

en~ r:· .... ~~ 4i' 4) • ~ .. '•p 

~ o ~ S '.J' -~ ~ o CG ~e 
·:J , . ... ~'JI e~ ~(; oc. ·~ t) 

., .._¡ 

... , \ .. (~. .:¡ ') O• '.i~t 
.... :;, G O (i ·::o -· J ... 

,:_, ~ ~.:;. q; t~ ~~ ~·:. v :. t$1 ~ 

'.l .::; •ti ~~ ·' ~ C:~Q~ 

Simultaneous· Linear 
Equations and Matrices 

10.1 INTRODUCTION 

In this chapter we turn to a problem of finding the values of unknowns, 
x 1, x2 , etc., which satisfy systems of cquations of type 

a 11 x 1 + a12 x 2 + a 1 3 x3 + · · · + a 1,. x,. = b1 

a21X1 + anXz + a23·XJ + · · · + Oz"X" = hz 

a 31 X 1 + a32 Xz + a33 x3 -1- ' '' + 0 311 .X10 = b3 (10-l) 

Whcn the numbcr of cquations is equal to the number of unknowns, there 
will ordinarily be a unique solution; that is, one set of values of x

1
, x

2
, _,.:·-. 

... , x,. which satisfy all of the equations. At least such is the concept in the 
world of exact numbers and exact arithmetic. When the coefficients are 
approximate numbcrs, the conccpt of a solution bccomes less clear, as the 
following eJ_tamplc t!emonstrates. 

Example l. Find the solution of 

1 .Ox- 2.0y = 1.0 
.Sx-4.0y -==1.0 

... _. ' ·------··----

3.l9 
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340 Simuhaneous Linear [qu.ar ... r., ~ Me.a,, ·~ ... \ l. 
figure 10-1 represcnts the solution, takinw into an:ounl ·¡t~ 0 • ~ O ~ , 1 •. 4 .,,,c,t 

nalure oflhc coellici~nts. Each equation is reprcwurcJ nul h) 0 l.r.< 1._, •• , 
0 

~and. With1~ our knowledge of the accuracy of thc abo ve num~r • . .an¡ , •l o4 

1n thc band rs &s acceptable as any other / For examplc:, in the fint e¡¡ u 11,. 11 • 

whcn x =O, y can be as small as -1.05/1 95:::; -.54 or ll\ !Jr¡.:e u 
-. 95¡2 .05 ~ - .46. Thus at x =O, thc band for the first e4uation to\cn; 
the rcgion from y = - . 54 to y = - .46. The two bands intcrsect not in a 
uniquc poi ni but in a region, and any poínt jn this rcgio.o .might be acccpted 

, as a solution. The nominal solution, for the above system of cquations, 
obtaincd by accepting ihe coefficicnts as exact, is x = 2/3, y = -1/6, or 
approximately x = .67, y= - .17. However, the points x = .86, y== - .12 

., 

.5 

-.S . 

-1 

l. )( 
tJ.S)( 

Figure 10.1 

.. ,', 

/ and x = . S, y=- - . 21 are also within the acceptahle region. It is somewhat 
disconcerting to note that iQ this rather straightforward case, with th«; co
efficients known to 10% or better, the solution is uncertain by 30% or more. 
It can be scen that if the equations represent lines that are nearly parallel, 
the region of overlap of the two bands representing the equations can be 
quite extended, as illustrated in Figure I0-2(a). In this case, even if the 
coefficients were exact, a small rhange in one of them can makc a sizable 
difference in the solution, as illumated in Figurl! l0-2(b) and (e). Equations 
having this property are termed ill-conditioned. An accurate solution can be 
found only by performing the computation with grcat care, since even small 

bn.· ¡ .t\; j 1 l.c: 1 :,mrn.rtlon McthO<I 

1 ~...::·! ~! c 11 ,,r, 111J)' influence the answer greatly. Further, in practicatK 
t· , 1 .. ; , .. '· 11 e .r'!'I\"Cr íbclf must be víewcd with so me tírcumspectíon, sin ce 
,:::, ,¡¡Lcrc:nr 1nan:uracícs in the va1ucs of the coefficients may cause large 
(I,Anfc:\ in thl! answers. 

·¡he above ex;unplc concerned itself with.two equations and two unknowns, 
.. bu! analogous situations cxist for highcr numbers ofequations and unknowns. 

In this chapter, thrce general mcthods ofsolving a set ofsimultaneous linear 
equations are discusscd: dircct mcthods, in which the solutjon is fgund b.,y a 
finite numbcr of algcbrf!!c !llil11iQu!ruÁ.<w~...9ille k,.oeffis.!ents¡ iter~Jh:.~;...ru.tl.h.9J!}._ 
Wñlcfí produce á se t. of ~!J.C_ce.ssixe :appro.ximªt~Q.f.I_S to ~he sol u ti o'! ~hich hope: 
fulty'beéoinc very cío se to thc solutíon but never actually reach ít; and matrill 

(a) lb) 

Figure 10-l 

(e) 

inversion methods, which are quite similar to the direct methods in numerical 
có'nte~t but-which provide conceptually more elegánt bases for such methods. 
As· was indicated in-Chapter 5, no one of these methods is always best. The 1 
direct methods and matrix methods can have accuracy problems for sOiñe 
values of the coefficients and constant terms. The iterative methods can fail 
to converge to a solut[gp. An attempt wil! be made to indjcate the conditions 
under which the various methods can be expected to give satisfactory results. 

10.2 THE ELIMINATION METHOD 

The elimination method consists of multiplying various of the equations by 
appropriate constants and adding to other equations so as to obtain zero, 
coefficients in sorne locations and eventually obtain equations that can be 
solved difectly. The particular form of the elimination we shall use is that 
known as the Gauss-Jordan method. In this method, an appropriate multiple 
of the first equation is addcd to each of the other equations so that the result
ing n - 1 equations ha ve zero coefficients for the x 1 term. (If the fi.rst equation 

. ' 

-~ 



342 Simultdncou' Utlle.lt [qw¡l~o.otn al!ld t.t, .. , ....... ~ \ ,, 
does nt \e a tcrm 111\'0iving x1, we mu»l fint Jntctdur.,.e 1 .. ~: ,. 1 .,., 

to obta11a onc wi!h an x 1 tcrm as the lirst equation.) ·¡ hfn 40 or; ~ -;~ .&ta> 

mul\iplc ~fthc ncxt cquation is.addcd lo all cqu:!lion' tu clinunat> ,~.r •. !·, ·

from all but one equation. The process is continued unt1l c.1~oh r.¡~ ...... 1: 

contains only one unknown, and the equations are solved. At ~tch ~~~p. 1 ~ 
cocflicicnt bcing used to eliminate other coemcients is callcd the P" •.ll.tl 
cocllicicnt. 

To ~.kmonstrate how a machine prográm can be organ~ed to perform thi• 
proccss, we shall construct somt: diagrams. Equation ( 10·1) w'ill be reprcscntcd 
inh:rnally in a 'computcr only by thc slored valuc of the coefficicnts a 11 

through an~ ~nd b1 through bn, pcrhaps as subscripted variables A(I,J) and 
B(J). Since the plus signs, x's, and equals signs will not be storcd in the 
computcr anyway, let us omit thcm and write down only the constants and 
cocflicients, a:rmnged as in 1he equations but omitting the x's and algebraic 
symbols, thus·:·. 

a u a u al3 aJn b¡ 

a21 a22 a23 a2n b2 

031 an a3J OJn b3 (10-2) 

aftl a.2 a.J ... an4 b. 

remcmbering that we will mentally supply the x's and symbols where needed. 
To make the notation appcar more uniform, let us rename b1, b2 , ••• , 

ba as a 1.+ 1, a 2n+ 1, ... , a •• + 1. Then the array can be written 

a,, al2 aJJ ah aln+ 1 

a21 a22 a23 aln ala+l 

a31 all all aln aln+ 1 
\ (10-3) 

a., a.2 a.J a~. Onn+ 1 

As a first step in the elimination process we can divide the first equation 
by a 11 to make the coefficient of x 1 become 1, and obtain the eql!ations 
represented by 

a,l O¡J O~n aln+l 

a u all all a u 

a21 a u a23· Ozn Ózn+ 1 
1 

a31 a32 all a J.~ aln+ 1 

a.,. an2 an3 a.A ann+ 1 

1 
'. 

"'' l (' :J The Elimination Mcthod 

• -..e can elimina te the .l1 tcrm from each of the oth~r equation~ b~-
. ' '"" Q t~•:r 1 ~· !h<.' ftr~guation bJ.: Oz, a~L!!!btmctins from the se~Lll E.w..!!!1a 
,:1;[1-:;-~;ffrum thc third, etc., giving · -- a,. 

a u 

(
a'") .· (a In+') a •• - a,1 - aaa+ 1 - a., -

0
--

a11 ·. 11 . 

At this point, we have eliminated the x 1 term from al! but the first equation, 
using a 11 as "the pivota! coefficient. Note that in the computer, the new 
cocnicicnts may as well be stored in the locations which held the old oncs; 
that is, a12 fa 11 simply rcplaces a 12 , etc. lf this is done, the above array 
beco mes 

1 0¡2 G¡J a,ft aln+l 

o a22 a2l a 2ft aln+ 1 

o all aJJ al• al•+ 1 

o a.2 a.J ... a •• a.n+l 

and the process which gives this array from the original one cá~ be described 
by 

aufa11 -+ aiJ 

a11 - a11 a1i-+ a11 

for j = 2, ... , n + 1 
for i = 2, ... , n 

j = 2, ... , n + 1 

Note that these steps will not actually put a 11 = 1 and a11 =O for i > 1, 
that is, will not set ti~e first column to one and zeros. Since we know they 
should be there, we can simply rcmember the fact, and not.force the computer 
to take thc extra steps to actually put them there. 

Now we need to chminate x 2 from equations 3 through n and from equation 
1 by an analogous {'rocess. The steps are described by 

al¡/a22 -+ a2J . 

a11 - a12 a21 ..... a11 

'::+=f.!.. ~-'"'f.\ .t"' ; 

for j = 3, .... , n + 1 

for i = 3, ... , n, and i = 1 
J= 3, ... , n + 1 · · 

• 1 

-Ff.&PZQ~~ 



., . 
and produce an arrav of thc form 

1 o alJ aln (/In+ 1 

o 1 alJ Oz. a2n+l 

o o On aln aJn+ 1 

0 0 On3 - ''' Olllt Onn+l 

If !he process is continucd, wc eventual! y obtain the ar~~y · 

1 0·0 o O~o+t 
o 1 o o Ozn+ 1 

o o o a3n+l (10··0 

o o o ... 1 Onn+l 

and so x1 = a 1 .+~o x 2 = alo+1> etc. The process can be summarized in fiow 
chart formas in Figure 10-3. A remole-terminal routine which would perform 
the process for systems up to 10 by JO can be written as follows: 

1 
2 
3 
4 
5 

DIMENSION A(IO,II) 
PRINT, "NUMBER OF EQUATIONS" 

INPUT, N t1\,. s\S\ • 
NN=N+ 1 ,..a.... / ¡ o'D· 
PRI NT, "A( 1, l),A(I,2),,A(J ,N),B(I),A(2,1),ETC" 1t lí 

6 INPUT, {(A(I,J),J = J,NN),I = l,N) 
7 DO 3 K=l,N 
8 KK=K+ 1 
9 DO 3 J=KK,NN 

10 A(K,J)=A(K,J)/A(K,K) 
11 DO 3 l=l,N 
1? IF(K-1)2,3,2 
13 2 A(I,J)=A(l,J)-A(I,K)•A(K,J) 
14 3 CONTINUE 

15 PRINT, "SOLUTION",(A(I,NN),I= I,N) 
16 GO TO 1 
17 END 

Example 1. Show all inputs and machine responses for running the above program 
to sol ve the set of equations 

..... , .. -.. ~ 

2x, + Jx2 + !lx, =S 
3xa + 4x2 + 7x3 = 6 
X a+ Jx2 + 2x3 =>S 

·~~']lü.'%íí~ÜJlt<'W1%J'!...1?i.líl\>e)!:"jíi&Q:;i;;R!iX1&i2IM:'.'ú(lh·t,l'lb.¡¡ Z '· .• _:¡¡z¡i2 
···-·'--~ .• ¡ ' fl '"'; . . ' 

$«. 10.2] The Ehmination Method 

Thc inputs and responses would appear as follows: 

RUN 
•N 

? 3 
A(l,t),A(l,2),.A(i,N),8(1),A(2,l),ETC 

? 2,3,5,5,3,4,7,6,1,3,2,5 
SOLUTIO,~ -3.000000 :Z.OOOOOO 

ENTER 

-.Q) k= 1, n 

-.Q) j = k + 1, n + 1 

a11 = ai,lau 
->Q) i = 1, n li t kl 

a,1 = a,1 + a11 a 11 

Figure 10-3: Flow chart for Gauss-Jorclan method 
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1.000000 

The program givcn abovc will run into trouble if any of the coefficien.ts 
A(K,K) are zero, sincc it will attempt to divide by zero. One way to av01d 
this problem is to rearrangc thc ·cquations any time a zero element on the 
diagonal is encountered. . 

Anothcr way, . not much more difficult to exccute, is to rearrange the 1 
equations at each step so that thc piyotal cocfficjcnt at cacb step is not o~ly 
nonzero but is actually ihe largcst cocfficjent. Ibis approach not only av01ds 
division by zero but also tends to enhance accuracy by mi~lmlllng round
oH error. It has the disadvantagc. that th¡; rearrangement wiii cause the un- , 
knowns to be scrambled at the end of the process. Suppose, for example, 
that initially the largest cocfficient is a32 • Then we would like to arrange the 
equations as 

a 32 x 2 + a31x1 + a 33 x 3 + · · · + a 3.x. = b3 

a 22 x 2 + a 2 ¡_x1 + .a23 x3 + · · · + a 2.x. = b2 

a12 x2 + a11 x 1 +' a13 x3 + · · · + a111 x,. = b1 

a42 x2 + a41x1 + a43 x3 + · · · + a4nXn = b4 

a.2 x 2 + a .. x 1 + a"3 x 3 + .. · + a,.x,. =b,. · 

In terms ot the original set of equations, (10-1), we have interchanged the 
first and third equations and have also interchanged the positions of X¡ and. 
x~ in all equations. In terms of the array of coefficients (10-3) we ha ve inter-

1" 
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changp-' lhe first and third rows and the first and second column!l. lf we 
con ti. 'thc process to thc cnd with no further rearrangcment, the final 
value in a1.+ 1 when we rea~.:h !he stage representcd·by (10-4) is not x 1 but 
x 2 • Thus whcn we intcrd1ange rows or columns to obtain a large pivota! 
cocflicicnt, we must also kecp track of which unknown is represcntcd by a 
partacular column. This can bt: done by storing an identification number, ID, 
for cach column which inilicatcs the number of the unknown rcprcst:nted 
by that column. For examplc, in the rearrangement shown above, the infor
mal IOn that lhe variable x 2 was now in the first coturno would be indicated 
by sctting 1 D{ 1) = 2. · 

A separa te subroutine can be writtcn to handlc the exchange of rows and 
columns to rnake thc largest clemcnt appear ut location A(K,K). The sub
routi nc givcn bt:low would suflicc for tlus purpo~e. 

SUBROUTINE EXCH(A,N,NN,K,ID) 
DI M ENSION A(20,21-),JD(20) 
NROW=K 
NCOL=K 
B = ABS(A(K,K)) 
09 2 l=l,N 
DO 2 J=l,NN 
lF(A US(A(f ,J)- B))2,2,21 

21 NROW=I 
NCOL=J 
B=ABS(A(I,J)) 

2 CONTINUE . 
IF(NROW- K}3,3,31 

31 DO 32 J=K,NN 
C=A(NROW,J) 
A(N ROW, J) = A(K,J) 

32 A(K,J)=C 
3 CONTINUE 

J f-(NCOL- K)4,4,4I 
41 DO 42 I=I,N 

C=A(I,NCOL) 
A(I,NCOL) == A(I,K) 

42 A(r,K)=C 
1 =ID(NCOL} 
ID(NCOL)=ID(K) 
ID(K)=I 

4 CONTINUE 
RETURN 

·END 

S«. 10.2) The Elimination Method 347 

In this subroutinc. the statemcnts up to number 21ocate the r· 'nt havi~' 
thc Jargest absolute value and .identify its location as NRO\\ , .. .:OL. The 
stalcmcnts from 2 to 3 interchangc rows K and NROW if thcy are not the 
sarnc ,"ow. Thc statements from 3 to 4 interchange columns K and NCOt, 
jf thcy are uot the same column, and also interchange the ID, numbers to 
rccon.J this f:tcl. Using this s11broutinc, onc to sol ve the set of linear cquations 
"«;an be wrillcn as follows: 

SUBROUTINE FIIM(AA,N,RB,X) 
DI M E~SION A.'\(20,20),Bil(20J,A(20,21 ),X(20),1D(20) 
N~l=N+I 

DO lOO 1 = J,N 
A(:,l\N)= 1313(1) 
ID(I) = l 
DO 100 J= l,N 

100 A(I,J)=AA(I,J) 
K=l 

1 CALL EXCH(A,N,NN,K,ID) 
2 1 F(A(K,K))3, 999,3 -
3 KK==K+ 1 

DO 4 l=KK,NN 
A(K,J) = A(K,J)/A(K,K) 
DO 4 1= I,N 
JF(K-1)41,4,41 

41 A(I,J)=A(I,J)-A(I,K)*A(K,J) 
4 CONTINUE 

K=KK 
IF(K- N)l,2,5 

5 DO JO l=I,N 
DO JO J=t,N· 
1 F(ID( J)- 1)10,6, 1 O 

6 X(I)=A(J,NN) 
IOCONTINUE 

RETURN 
999 PRINT 1000 

RETURN 
1000 FORMAT(I9H NO UNIQUE SOLUTION) 

END 

In this subro.utinc, the input coefficients are identificd as AA(I,J} and the 
input constaLJts as Bll(!). Thc statements up to 100 reidentify these quanti.ties 
as A(I,J}, so thc original values will nol be dcstroyed by the subroutme. 
Statement f ca lis subroutine EXCH to m a k e the largest coefficient the pivota! 
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/ coeflici~.·nt. lf the largest cocfficient is zero, the messagc "NO U~I'JI ,
"-. SOLUTION" is pnntcd andan cxit is taken. Othawisc, statcmcnh 3thr" JI)!\ 

4 solvc thc cq\1at1ons as in the remole-terminal program givcn earlier. Sto~tc· 
mcnts S through 10 ust: the identification numbers lo unscramblc thc 
unknowns and rcturn thcm in propcr order. 

10.3 GAUSS-SEIDEL METHOD .•. 

Anothcr and quite different mc:thod of solving a system of linear equations 
is the so-callcd Gau~s-Seidcl method, in which cquations (10-1) are rewritten 
in the following form: 

a11 x 1 = h1 - a12 x 2 - allx3 

a22 x 1 = b1 - a21 x 1 - a23 X) 

- • · · ~ a1,.X,. 

-···-a,.._ 1x,._ 1 

(10-5) 

In words, in each of the equations all but one unknown is taken to the right
hand side of the equation. Wc then guess a set of values for x 2 , x 3 , ••• , x,. 
and substitute thesc in the right-hand -side of the firsl equation and solve for 
x 1 • Then we substitute this value and the original values of x 3 , ••• , x,. in the 
right-hand Sfdc of thc second equation and solve for x2 • We discard the old 

\ 

valuc of x 2 and kecp this as a better one. \Ve then subslitute in the right
hand s1dc of thc third equation and obtain a new value for x 3 . After we 

i have procecdcd through all thc equations in this fashion, we have a new set 
lj of v::~lues Xt, x2 , .•. , x,.. (We must first arrange the equations so that none 
' of thc a;;= 0.) Wc thcn st¡1rt again with lhc first equalion and find a new 

x 1, thcn a new x 2 , etc. [ac~ time through this proccss givcs usa n~w, and, 
wc hupe, bcttcr sct of valucs for x 1, x 2 , •.• , x,.. Whcn the ncw values ob
taincd agrcc with the previous set lo within the accuracy we desire, we have 
thc snlution. This is an itcration process similar in nature to those discussed 
in Chaptcr 8. lt is nol ábsolutely certain that this process will converge, 
thal is, that thc difterenccs between succecding seis of values will get smaller 

\, j and smallcr. We sh~ll d.iscuss thc convergenc~ ~ro~lem ~ore fully ~ little 
i lalcr. 11 is not ccrtam, eJthcr, how many mult1phcat10ns WJII be requtred to 
., oblam the solution to a dcsircd accuracy. Each trip through the set of 

equat•ons, or iteration, requircs n2 multiplications. If (i/3)n iterations 
happen to be requircd, lhen the method will takc about as long as the elimi
nation method. lt may take more or less time, dcpcnding entirely on the speed 
of CL)nvergcnce ami accuracy rci.Juircd. 

' '-·· ••r-• ... -· 

• 1 

1 

~. IO.J) Gauss-Seidel Melhod 

f.umple l. Solve the system 

by the Gauss-Seidel method. 

We write the equations as 

xi- 2xJ = 1 
x,+4xa=4 

Let us take as slarting values x1 = x2 =O. 
Putting x 2 = O in equation (10-6), we obtain 

x, = 1 

Putting x1 = 1 in equation (10-7), we obtain 

x 2 = 3/4 

At the end of the first iteration, thcn, we ha ve 

X 2 = 3/4 

Putting x2 = 3/4 in equation (10-6), we have 

x) = 5/2 

Putting x 1 = 5/2 in equation (10-7), we have 

x2 = 3/8 

At the end of the second iteration, then, we have 

X1 = 5/2, 

349 

(10-6) 

(10-7) 

We can continue this process. The results for the first several steps, starting 
from the beginning, are 

o 
1 
2.5 
l. 75 
2.125 
1.9375 
2.03125 
1.984375 

O' 
.15 
.375 
.562.5 
.46875 
.515625 
.4921875 
.51390625 ,, .. 

( 
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lt is c. vcrifkd from the cquation that the correct solution ·~ "'• .. :. 
x1 = 1/2. This solution is slowly converging toward those values. 

Example 2. Solve the systcm 

by thc Gauss-Scu.lel mcthod. 

x, + 4x2 =·4 
- x,-- 2xz = 1 

This is the same problem as Example 1, with the equations reversed. We 
write the cquations as 

x2 = - 1/2 + x1/2 

Then the successive interations give the following values: 

X¡ X¡ 

o o 
4 1.5 

-2 -1 
8 3.5 

-JO -5.5 
26 12.5 

-46 -23.5 

It is clear that the process is diverging, and the solution will' not be obtaincd. 

Example 3. Apply the Gauss-Seidel method to Example 1, Section 10.2. 

Thc equations are 

We write them as 

2x1 + 3x2 + 5x3 = 5 

3x1 + 4x2 + 7x3 = 6 

x 1 + 3x2 ·+ 2x3 = 5 

2x1 = 5- 3x2 - 5x3 

4x2 = 6- 3x1 - 7x3 

2x3 = 5 - x 1 - 3x2 

= 
;;;;;;::;ea -·· " fi :; ; a t:P 

· ..... ,,, __ ....... .. 

~- lll ~) Gauss-Scidel Mcthod 

)¡.''-"'mive itcratiom. givc {to four decimal placcs) 

X¡ .l¡ XJ 

o o o 
2.5 -.375 1.812S 

-1.4688 .5703 2.3789 / 

-4.3027 .5640 3.8054 
-7.8595 .7352 5.3270 

-11.9203 1.1180 6.7831 

In Section 10.2 we found that the solution to this system was 

X¡= -3, x 2 = 2, 

Our itcration schemc is uot converging toward those values. 

10.31 Convergen ce of t.he Gauss-Seidel Method 

' / 

JSI 

... 

Sorne insight intn thc conwrgcncc problcm can be obtained by following 
Examples 1 antl 2. Sc~tion HU, in grapl~cal form. Figure 10-4 illustrates 
the schemc follo\H~d tn Examplc l. Starting at the point P0 , we change X1 

(that is, movc hortzontally) to arnn; on thc linc x 1 .- 2x2 = 1, and then 
change x 2 (that is. movc verti'"·ally) to arrivc on the linc x 1 + 4x2 = 4, 
bringing us to thc potnt P 1 • Thts is thc point given by the first iterat!on. 
On thc second iteration wc mov~ horizontally, then vatically to arrive at P2. 
On ·rhc third wc m ove horizontally, then v.:rtically to arrive at P 3 , etc. It_is 
clear from thc figure that this process is bringing us c\oser anJ closer to the. 
true point of interscction. 

Zl 

Figure 10-4 
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Figure 10-5 illusrrates the scheme followed m hamp'e 2 TI 
J 

~ . • . • 1 . IC U:r.r ,. '1 L ~'-
lne; ,,re unolved, but th1s t1me we always move hor1·l 1 ¡'¡ 

. .on.¡) lu ro. .. :!) 
the hne x1 + 4x1 = 4 and vert1cally to reach the Jine x - 2x 1 TI 

. 1 .1 "" • 1C [loantfl 
Po. P1, P1, ... are the results of the successive ittrations in this case. ' 

:r, 

.• . 

Figure 10-5 

1t appears that graphically the Gauss-SeideJ method for two equations in 
two unknown consists of following the above boxlike pattern about the point 
of intersection of the two Jines: If this pattern is followed in the correct 
direction the interscct10n will be approached, but if it is followed in the 
wrong dircction the, process will divergc from the intersection. This is the 
case if thc slopcs of the '!ines ha ve opposite signs. If the sign; of the slopes 
are the same, the situation is a little d11fcrent, as depicted in Figure 10-6. 
Thc scqucnte of points P0 ,.P1 , P1 is part of a convergen! process, in which we 
proceed horizontally to line (b), then vcrtically to line (a). The points p

0 1 

Z1 (b) 

P; 
Figure 10-6 

i 
.¡ 

'. 

a.o.. 10 ) l Gauss-Seidcl Method 3S3 

r,·. /'¡'are part of a divcrgcnt process, in which we proceed horizontally to 
IH1c (.s) thcn vertically to llnc (b). ' 

M 1hdicared- by the above figures, the ,situation regarding convergence for 
rhc: Gauss-Seidcl method for two equations in two unknowns is as follows: 
The proccss will converge for the cquatiÓns arranged in one order and 
divcrgc for the equations arranged in the opposite order. The only exeeption 
occur<; when the cquations represen! perpendicular lines, in which case the 
proccss will not converge for either arrangement. lt is interesting to note that, 
contrary to our experiencc with iteration methods in the precedíng chaptersl 
the convcrgence or nonconvergence for these linear equations does nol 
dcpcnd on choice of initial estímate. 

For largl'r systems of equations the situation becomes much more complex. 
Thc ncccssary and sufficicnt conditions for convergence are known but are 
not l':tsily exp.rcssed in a vcry usable form. Somctimes a r:earrangement of 
the cquations will produce convcrgence,' but t.his is not at all guaranteéd. 
Thc liJ..clihooJ of convergcnr;:e is usually increased if the e uations are re
arran~,·,l ~·· th:1t thc coc JCI~nts a 11 , a12 , a33 , ••• , an• which a on the 
· e t-hanJ ~id~: in the system as wntten m cctton 1 . are the rargest coeffi
Cfents in ab~olutc value. In fact, convergence is assured.in this case if jn each 
equation the ah,ul.utc \'alue of the coefficient a11 is larger than the sum of the 
absolute valuc-; or' thc remaining ~ocfficíents. This condition ís ~not often 
met. In fact, as in Exarnph: 3. Scction 10.3, it.is often impo~sible .even to 
write all the equations with l.~rgcst tcrm~ on thc left-hand sidc. · 

10.32 Flow Chart and Program for the Gauss-Seidel 
Method 

The flow chart in Figure 10-7 describes the Gauss-Seidel method. This 
flow chart uses the equatio'ns arrangcd just as they are, with no att'empt to 
rearrangc the cquations to increase the likelihood of convergence. lf dcsired, 
it could be preceded by another section of flow chart which would rearrange 
the equations in attempt to enhance the likelihood of convergence. In order 
to cut down on t.he num\,'>er of·divisions required, each of the equations is 
first dividcd through by thc cocflicicnt O¡¡, so that in the set of new coetllcients, 
c11 1 the c11's are all one. This flow chart computes at each iteration a quantity 

n 

E = L lxr•w - xf'dl 
1=1 

and whcn this quantity becomes smaller than the given number d, the iteration 
stops. Note that, in the way the expression for P is written 1 P is precisely_ . 
x¡•w- xrtd .. 

; . 

,... ........ ~~ ..... ..,_,.....,.p~a"'"'w .. w•P-»OWW*'.,"401'~-• -IIJOif¡;¡;¿t¡¡¡,__,.,... ... ~ ~-..,=-•·""''"'_"',..,.. 
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Thc FORTRA-:-.1-subroulJne b~l"w <:M:s th..: G:•u~.s-S..:nkl 1::,·ti:··.! 
an N by N ·systcm of linear cquatll.>n~. r ullowing thl.' lhÍw Ci,lll. ·\r ,: '::. ,;. 
a rcarrang~mcnt of thc cqualions w~_r..: Jcsircd, it could be ~h.:co:nó1k.h~J b¡· 
u;,ng a ~ubroutinc for that j)urpos..: jtis: p;·ior to w.ing tl::: on.: g1\cn :11.!v~: 

Sl.JBROUTJ~E GAüSiqL\,N,B.X,f:RR) 
DIMEI\SIO:'>i A(20,20), B(2D¡,C(20,21),X(20) 
K=O 
NN=N+l 
DO 11 1=1,1\: 
1 F(A(I,I )) 12,6,12 

12 X(l)= l. 
C(I,;'\N)= B(I)/Atl.l) 
DO Jl J=I,N 

11 C(I.J)=A(U)ír\(1,1) 
1 CON;rtl'\UE 

E =0. 
DO 3 I=I,N 
P=C(I,l"Nl 
DO 2 J "'~ I,N 
P=P-C(l,J),.X(J) 

2 co;-..¡TíNUE 
X(l) = X(l) + P 
E= E+ABSf(P) 

3 CONTINUE 
lf(E- ERR)4,4,S 

4 RETURN 
S K=K+I 

IF(IOO-K)6,1,1 
6 PR1NT 1000 

RETURN / 
1000 FORMAT(2SH GAüSID DOES NOT CONVERGE) 

El\:D 

EXERCISE 26 

J. Following thc. rcmCl!c-tcrminal prog: a m of Scction 10.2, sol ve thc following 
systcms of cquations, -

a. x -;· = 2 
x..:.y=4 

c. 1x + Jy + z = 2 
x +:!y -4z = 3 
4x -2y+ z = -2 

b. _,. + 2y ~= 7 

4x -1 y-= S 

d. X·i-y+::=-"4 
3x- y--;:',., 1 
X+ 2y- Z o,• S 

W...1tri·:cs 

':.;1 ,, E=!l 

... :; '-= !, n -G 101J.r~ 
r .. 1 p =c •• , 1 

-.'~)J=I,ntl 
r., - v.,1 /a .. , 

-<D J~ 1,11 

' o 
1 

~8 
1 

n<.l 

0 
1 ' 

.=·. 

Fi¡:urc 10-7: Solution of linear equations-Gao:..~-·Srídt'l mcthod ':'· i-.-:.~:-. 
1 :-~~x:t.· 

2. Fvl10\\jr.g thc fiow rhJrt, Figure 10-7, J'élfCrll~ !he f.~~~ fo:.:r I:C~atior.s ro~¡¡-,¿ -'~;';e~; 
followiilg systcms uf cc¡uatwns. ··:' -,_;~<-: 

a. 2x +y oo 3 
X+ 2y =0 3 

c. 3x + 2j' + z o= ~ 
2.\ + 5y + 4;: o= 8 

x + 4y + 6z ~= 4 

b. 4.\' --y -~- f, 

X -i- .h.~· -· 5 

d X+ 21• + .:.- ~ (Í 
3 \ -,- y "- 2z . - 5 
2x -: 47 T .:: -~ .; 

3. Wrilc a FORTRAN PW6rc.m that v.ill ir.put a sy~tcn; 0f :;nca¡ ~~uatic•ns •op-to 
size 20 by 20, cal! subroutinc EL!;>-1 of Sccl:on ·10.2 to ~oh'.! ·;.·:m. :!n.1 rnnt 
thc result. 

4. a. Write a FORTRAN subroutine v.hich "''¡ re~.rr:;.r.~:: ét sct .~f í:"Oca~ cqu~· 
\lo:-,;, for use: of subroutir.e GAUSlD c>í' Scc\ioa 10.3, s:; tr.:.t af:cr rc
arrangcmcn: . 

fvr k> 1 

b. Show that ~our subroutine wlll corrc.:tiy :.n angc ·the cqu~ti;ns 
• 1 

x, + Bx 2 + x l -=- 1 O 
x,+x 2 +7xl=9 
9x 1 '7·' X 2 + X~ ~ IJ .-

so that thc Gauss-Scidcl mcthod will co:wcr~c. 
c. [xplain what may go wrong with this mc:thod of arrangemcnt if Stlrnc o~-

thc cocrTkicnts a;~ zcro. '' 

10.4 MATRICES 

'In all thc: mcthod~ of solving linc::r cquations' b}· compul·.!~. \\C h:1\c ~..:en 
th.ll •)nly thc cocOI::icnb ¡¡nJ thc con~:anl~ a¡1p::ar with::l tr.c ma..:hinc:. Tilc. 

\ 
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formallsm of writing down the unknowns x 1, x 2 , etc., whcn wc writc thc 
cquatior-.s longhand, mercly serves to identify the propcr Jocation~ of thc 
coc!1ictcnts and copst;mts. In othcr words, thc, solution of thc ::.y~tcm of 
cquations 

is determincd completely by thc array of cociF.cicnts 

... a ) In 

• • • a2" 

a •• 

and the array of constants 

If wc are givcn any two such arrays, we can \Hite the ::.ct of cquations 
thcy represcnL lf we were to ch::mgc the m:rncncal valuc of any nurr.bcr 
in onc of these arrays. a diffcrcnt sct of equations would be rcpre&ented. 
Further, if we wcre to interchangc the position of any two of thc numbers, a 
still d¡fferent set of equations would be rcprescntcd. All this suggests that ít 
may be uscful to consider thcse arrays of numbcrs as scparatc entities, 
establish rules for manipulating thcn1, and pcrhaps free oursdvcs somewhat 
of the repetitious writing of thc basically noncsscntial symbols x 1 +, x 2 +, 
x3 + , etc, Considerations such as thcse have led to the dcfinition of a 
matrix asan array of numbcrs, and to the dcvcloprncnt of an "algebra" of 
matrices, a set, of rules for combining matrices to form othcr matrices. Once 
devcloped, matrix algcbra has come to have far-reachin~ applications~om
pletely apart from systems of linear equations. 

10.5 DEFINITIONS AND OELEMENTARY OPERATIONS 

A matrix is a rectangular array of quantitics or numbcrs, such us 

a11 0¡ 2 a13 

a21 a22 Oz) 

a31 a31 a33 

i' 
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In ordcr to distinguish a matrix from a determinant, which also ftrqucr.tly 
looks !lkc an anay of numbcrs, it is customary to,endose a matrix in h~~.cl-.::!s, 

or largc parcnthescs, or double hars, as , 

["'' 0¡2 ""] ("" a,2 "") li a, a 
Gz¡ áiz a23 ' Gz¡ a~l alJ • or j' G21 
a31 al2 033 a31 Gn· aJl , 1°31 

A dcterminant is usually written betwcen single bars, as 

1 al2 all 

a22 aH 

a32 al3 

(J ¡!. -(J ll :¡ 
(J 2 = (/ 2: i 
a32 all ll 

This ddcrminant only looks like an array. Rcaily thc symbol only stancts, for 
a single,quantity. which is obtained by multiplying ar.d addmg the individual 
a¡/S in the manner dcscribed in Sectio:-t 10.54. The matrill, on lhc other 
hand, has no single numerical value but is instead the entire array. Wc shall 
be using a .;ingle letter or symbol to stand for a matrix, such as 

e 0¡2 .. ' a,,) 
A= f21 a22 a2• 

aml am2 
... a,'ln 

When we do this, it is important to rcmembcr that A is not a n~mber, and sa 
docs not act like a number; that is, it does not obey the ordinary lav:s of 
algebra. 

1 
Occasionally, we will be interested in the value of a determinan! m.1dc up 

of exactly the same elcments as sorne square matrix A. When·we do we shall 
refer to 1t as the determinant of the matrix A, 

A matrix of m rows and n columns is an m by n mafrix. If m = 11, the 
matrix is a square matrix of ordcr m. 

The su m of the diagonal elements of a square matrix is called the "trace" 
of the matrix, tr A ::= a¡ 1 + azz + · · · + a ••. 

If a matrix consists of a single column it is· callcd a column m~trix, or 
sometimes a colull')n vector. 

lf the elements in the main d1agonal of a squarc matrix are oncs, and 
all the other elcments are zcros, the matrix is callcd a unit,matrix, or idcntity 
matrix. Thus 
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1:. a unit matrix of ordcr J. Cnit matrices of any o;·dcr are u~ually Jcnotcd 
by thc symbol!. 

If a\1 the elemcnts are zero, thc matrix ic:, calkd a 1.ero matrix. 
Two matrices A and B are ~aid ío be Clj<~al 1f: · 
(/) They havc the samc numbcr of rows. 
(2) Thcy havc the same numhcr of columns. 
(J) Each pair of corrcsponding clcmcntr, are cq ual. 

, 10.51 Addition and Subtraction of Matrices 

Thc opc.:rations of addit1on and subtraction are dcfined for two matrices 
A and B if: 

(1) Thcy have thc samc numbcr of rows. 
(2) Thcy havc thc samc numb¡;r of columns. 
Thc sum of two matrices is thc matrix obtaincJ by adding corrcsponding 

pairs of clcments. Thus, if 

and 

then 

The differcnce A -Bis thc matrix obtaincd by subtracting the elements of B 
from thc corrcsponding élcments of A. • 

Example 1. Find A + B and A - B, whcre 

SOLUTION: , 

A- B = (1 
' 2 

-1 
o 

Scc. 10.5) Definitions and Elcn·,cnt:,ry Opcrations 

1-:"Jmplc 2. Fi;~d A 1 ll :tnd A - /J, whcrc 

(2 -1) 
B= 1 3 

2 -2 

.. 
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Since thcrc are not thc same numbcr of row!> or coh.1mns in A and B. thc:r 
cam:vt he addcd or subtractcd. Tbe symbols A + B <!nd A - lJ <!re rr.c,,;;!r.¿
lcs:. m this case. 

Exarnp!c 3. G1ven two matraces A anJ,R, cach with N columns and i\-1 rows, wf;:c 
FORTRA:--1 statcmcnt~ which would form thc sum, C =A+ B. 

Thc nutrix A can oc rcpre,..:nteJ by a single subscriptcd 'ari.1b:c ,\(l,J). 
wl-.cr.: 1 runs from 1 tÓ tvt and J runs from 1 toN. Thc sam..: i:; true for lJ ar.d 
C. Then thc rcquircd f-'ORTRAN statcmcnts are 

DO 20 I = 1 ~-l, 
DO 20 'J= I,N 

20 C(l,J) = A(I,J) + B(I,J) 

A total of N x /11 additions are required to obtain C. 
As a d1rect c:...tcnsiun of addition, i: would be natural to be ablc to s::y· 

1 

A+A=2A 

This leads to the defmition of multiplication of a matrix by a constant as 
follows: A constan! times a matrix is the matrix obtaincd by multiplying a!/ 
elements of the original matrix by the constan!. 

1 0.52 Multiplication of Matrices 
. o 

At first acquaintancc, thc opcration of multiplication of two matrices sccms 
to be dcfincd in a most peculiar way. Thcrc are ,,cry good rcasons for choosing 
to call this steiningly awkward proct.:ss "multiplica.tion," and th~s.: wi:l 
appear shortly. 

The product AB of two matrices, A and B, is defined only if thc num~cr oi 
columns in A is cqual to thc number of ro11'S in B. In al\ othcr cases thc pro
duct is undefined. lf thc numbcr of columns in A is equal to the numbcr of 
rows in B, thcn A and B are said to be "con.formablc" in thc order AB. 

The product A/J \lf two conformab!e m::triccs is itself a matrix, wl:vs.:: 
clcmcnts are found acc'ording to thc following rule: Thc element in the ith 
row and the jth column of thc product is thc su m of the products by pa1rs 
of thc clcments of thc ith row of A andjth column of B. 
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A=(' 2) 3 -1 . 

find AB. 

Sin~ A has 2 columns a_nd_ B has 2 rows, A and B are conformable in the 
order AB, so the product rs rndeed defined. To ·find the element in the first 
row, first column of the product matrix, we take the fir'sl row of A h' h · 

, , W IC IS 

and the first column of B, which JS 

3 
2 

2 

and form the sum of the products by pairs: 

lx3+2x2=7 

Hence. 1 is the element in the first row, first column of the product. 
In hk~ man~er, the element in the first rów and second column of the 

productts obtarned from combining the first row of A with the second column 
of B, lhus: 

1 X (-2) + 2 X J = 0 

and for the second row, first column, 

3 )( 3 + { -1) )( 2 = 7 

and the sccond row, second column, 

3 X (-2)+(-1) X 1 = -7 

Hence the product is 

(1 2) (3 -2) = (7 o)· 
3 -1 2 1 7 -7 

Example 2. lf 

/ 

'r,r.,,_-r_~-

~ JO.S) Detinitions am.l Elernentary Operations 361 

1!'11! AB. 

Sonce A has 3 c~lumns and B has l rows, they are conformable in the order · 
-AB. We can expedíte the process of finding the product by writing the two 
matrices side by side, and then goíng across a row of 1 and down a column 
of B forming products by pairs, thus: 

• r ( 
1 ) ) ) (') ( 1 X 1 + 3 X 2 + J X 3) ( 10) 

-2 1 / - 1 ; = -2 X J + 1 X 2_- J X 3 e: - 3 

' 
Example 3. For rhe mal rices A and B of Example 2, find BA. 

S1nce B has 1 ~·olumn and A has 2 rows, they are not cqnformable in the 
ordcr BA. Thc prl1duct l/A is not defined! · 

Examplc 4 .. lf 

e O u •.. ) e bu bu) 
A= ~11 a u 0:" B~ tlt bu bll . 

o,., a.,2 a ... b •• bol b •• 

and 

AB=C 

_write a formula for finding e,,, .the element in the ith row andjth r¡olumn of C. 

The ith row of A is 

and the jth column of Bis 

and the sum of the products by pairs gives 

or, in more abbreviated form, 

" 1 

c11 = L a14 b41 
t=I 

\ 

' 

·~ 

. :~ 

\ 
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Exarr.plc 5. G1ven matri\ A with M rows and N columns and matrix 8 with N 
row~ and L columns, write a set of FORTRAN statcments which will form the 
product C = A B. 

A .s.u¡table sct of s\atements 1s 

DO JO l= J,M 
DOIOJ=l,L 
C(I,J)=O. 
DO lO K=I,N 

JO C(I,J)=C(I,J)+A(I,K)otoB(K,J) 

We note that statcmcnt JO is in thrce DO loops, and will be performcd 
N x M x L times, or N x M x L multiplications are rcquircd to find the 
product matrix C. 

Example 6. lf 

writc thc product Ax. 

SOLUTION: 

Note that this produci Ax is actuapy a column vector, having three elcments. 

Examplc 7. Write the systcm of linear equations 

in matrix form. 

a,,x, + auxl + a,3X:í = b, 
al,x, + a22xl + a2,x3 = bl 

aHXl + 032Xl + 033Xl o- b3 

From Example 6, if we define 

1 

thcn th::! lefhhand sidcs of fhe cquations above are just thc thrce elcmcnts 

-··-----...----. ·- ... .--·¡ ____ ,¿.,,.. .•• ..,~ ........ 
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of thc colum;'l vector Ax .. Now lct us define the column vcdur 

~ 
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We rccali that two matrices are cqual if ar.d only if cvery pair of corrc~¡')o;>d-
ing elemcnts are equal. Thus, thc statcment · 

Ax = b 

is ·a m<~lr;x cqu:1tion. Thc cxprcssions on each sidc of thc cquals !.Ígn ~re 
matrices. Thc cquation mc:1ns that 

(J) Thc flrst ckmcnt of Ax, that is a 11 x 1 + a12 x 2 + a 13 ·x3 • is cqual to h1 . 

(2) The sccond clcment of Ax, that is, a21 x1 + a22 x2 + a23 x3 , is equal 
to b2 • 

(3) Thc third elcmcnt of Ax, tliat is. a 31 x 1 + a 32 x 2 + a 33 x 3 , is cql;;¡¡ 
to b3 • 

Hence the matrix equation 

Ax= b 

s.1ys exactly the same thing a:> thc systcm of linear equations nbc,vc. _ , 
Wc .sec from Examplcs 6 and 7 that any systcm of linc:,r cqu:.u;on.-;, ''·i~l. 

any m:mbcr of unknown~. can b~ rcprcscntcd by a matrix cqua!ion 

Ax=b 

where A is a matrix and x and b are column vcctors of thc correct or.:lcr. 
Th.is simple exprcssion is one of ~he severa! happy results of thc seerningly odJ 
definition of mul:iplication. 

10.53 Laws of Matrix A1gebra 

y./e havc defincd thrcc operations with matrices and have givcn t!H:m ;l':e 
namcs "additio~1," "subtraction," and "multiplication "-namcs \\'e use in 
the ordinary algcbra of numbcrs. Actually this 'is a little dangc,rous, sincc 
it :,uggests that thc:-c ncw matrix operations will obcy thc samc rules as thc 
ordinary ~rithmetic operations, and we really ha ve no righÚo cxpcct that they· 
will do so. 

Thc fundalncntallaws of ordinary algcbra are thc following: ' 

( /). Addition is commutative. a+ b = b +a; that is, if we add b toa, ora to b, 
wc will gct thc same rc5ult. 
\ 

•' 
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(1). Addllion is owxiatlve. (a+ b) +e"" a+ (b +e); lhal is, if we ad.J a-+ h, -
an_d rhen add e lo rhi~ ~u m, we gel the ~ame result as if we ndd b aml e f•r~l, and !loen 
add a to the ~um. 

UJ. Muhiplícation is Jlstribmlve with respect lo addition. o(b +e)= ab +oc; 
that is, ifwe add b lo e and thcn mulliply by a, we get the same result ~s ifwe mullíply 
a by b, mulllply a by e, and lhcn add the result. 

(4). Muhipllcation is conmrutalive. ab = ba; thal is, lf we multiply a by b or 
b by a, we gel lhe sarnc resull. · 

(5). Mulllplica110n is associative. (ab)c ==• a(bc); lhat is, if.we.take thc producl ab 
and mu!tiply by e we 'gel lhc same answcr as if wc take the producl be and mulliply 
by D. 

Whcn these laws for the algebra of numbers are inYestigated for matrices, 
it is found that thcy all hold except law 4, the con1mutative law for multi
plic¡l!ion. As was seen in Examplcs 2 and 3, Scction 10.52, it is possible 
to ha ve two matrices whose product AB could be found but whose product 
BA was not even defined. 

In summary, then, we can say that, in expressions involving sums, differ
ences, and products of matrices, we can use the same laws for combining 
these operations 'as for ordinary numbers except that the ordcr of any two 
matrice~ in a product cannot be reversed. In a matrix equation, wc rhay add 
the same matrix to both sides or' subtract the same matrix from 'both sides 
without changing the'~quaÍ1ty. We also may multiply both sides by the same 

1 -

matrix, provided that: 
(/) The matrix is confortnable with those by which it is to be multiplied. 
(2) The order of multiplication is made the same on both sides of the 

equation. 

Examplc J. Ir A, B, and C are square matrices of order n, and if 

A+B=C 

solve for A. 

Subtracting B from both sides, we have 

A=C-P 

Example 2. 1f A, B, C, and D are square matriCCII of order n, and if A= B + C~ 
find AD and DA. 

Multiplying the equation 

A=B+C 

on the right by D, we have 

•oC\. IOJ) Dcfmitions and l:.lementary Opcrations 

AD=(B+C)D=BD+CD· 
\ 

MLtltiplying the above equation on the left by D, wo havo 

DA= D(B+ C) = DB+ DC 

10.54 Oeterminants 

36S 

Th~ determinan! of á square matrix A is defined to be the-number obtained in 
the following manner: From the elcments of A,-we form all possible products 

. containing exactly one elemcnt from each row and colu.mn in A. To each such 
term we assign a plus or minus sign in accordance w1th a rule to be stated 
shortly. The sum of these terms is the value of the determinan!. Thc sign t9 

. be assigned to a term is determined by the following procedu~e. The factors 
in the term are arranged in order accordjog to the row from which each factor 
was eh osen: · 

' ' 
We then rearrange these factors so that they are in order according to the 
column from which each was chosen, that is, so-that the subscripts k¡, k2, · · ·, 
kn are in their na!l~ral ordcr, and count the number of interchanges required 
to do this. \Ve assign thc tcrm a plus sigo if the number of interchanges was 
even and a minus sign if it was odd. For a 2 by 2 determinan!, then,_____ ' 

For a 3 by 3 system, 

au a12 
a21 a22 
a31 a32 

O¡J 

a23 = a11 a22 a33 - a11a23 a32 - a 12 a21a33 

a 33 + a1ta23 a31 + a13 a~ 1a32- aual2aJl 

It is clcar that, by utilizing thc programming methods of the earlier/chapters, 
we can cause a computer to perform such calculations and provide the solu
tion to a system of equations. It is not so obvious, but it can be shown that 
such a procedure is quite inefficicni in machine time, particularly for systems 
involving a very largc number of unknowns. According to the rule just r 
stated for ·cvaluating a determinan!, an n by n determinan! is the sum of n! 
terms, each of which is the product of n numb~rs. If we were to calculate 
the value of a determinan! by the most dircct method, then, about n x ni 
multiplications would be requircd. For even a 10 by 10 determinant, sevefal 

" ·~ .. r·¡·~··-.-··---·----.... ---................. "'!""'ec--.... --~~~~~r""·~ 
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lmlllion multiplic::~.tions wuuld be rcquircd, and for a 20 by 20 determinan!, 
over 1018 multiplications would be necdcd. This would require over 100,000 
yc::~.rs cvcn on thc fastcst computcrs. 

There is anothcr mcthod uf cvnlu;.~llon of a dc~crr.1inar.t that i~ vcry much 
fastcr than the brute-force approach. If all clemcnt~ on onc row of a dctcr
rr.inant are cha:1ged by addió'lg or subtracting a constan! multipk of the 
corrcsponding clemcnts of anotlw row, the value of thc det.:rminant is 
unchanged. By repeatcd application of this rule, wc can reduce a detcrminant 
to a" trian~ular" fonn, in which ali clcmcnts bclow the main diagonal are 
zero. For example, 

bll 
o 
o 
o 

1 o o o . b,. ¡ 

lfhe value of a determinan! whcn writtcn in this form turns out to be just 
thc product of thc diagonal elcmcnts, b11 b12 b33 • · • b,., since a)! other tcrms 
forrneJ in accordance with the defwitinn of a dcterminant's value contain at 
least one factor whose value is zerc. Hence, aftcr a determinan! is written 
in triangular form, only n- 1 multiplications ::~.re required to fiad its value. 

The process is quite similar·to that uscd in Scction 10.2 to solvc a system 
of linear equations by the elimination method. We start out with the array 

a11 a12 a 13 a 1• 

Gz¡ Gzz a23 Gzn 

a31 a32 a33 a3" 

and perform the operations 

for i and j =k+ 1, k+ 2, ... , n 

k= 1, ... , n 

1 

¡ 
·¡ 
1 

1 
! ¡ 

·1 
! 
! 

1 ¡· 
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tbc ~c:c;mina¡;¡'s valuc wc must abo chan('e the si ' .t~ 1n or.e 
o t 1c rvws o corrcct IS. - · , 

4 he re c~n alfB' Se 'Tc'Euracy problems associatcd wíth evaluatíng a dctcr
m,n:.~nt usmg the above flow chart, par:i(;ulariy for dct~.:~nrinJnt~ üf la;gc 
ordcr. Tí:ese pioblems tend to be alkvi.1tcJ ¡f tl.e row~ ;:r.d cc,:um;-¡s ::~,· 

rcarrangcd at ea.ch s<cp só that a~4 is not only nonzero but is ';!l:tually thc 
Ja¡gcst dem.:nt 111 absolute vaiue. SUBROUTINE EXCH of Sc.::tion 10.2 

E !'in:;-¡ 
D~l 

k-'1 

D=auD 

·-® i=k+l, '' 
a•¡~óJ•dau 

-o@ i .. k+l.n 

Figure 10-8: Evaluation of a dcternúnnnt 

providcd 'this servicc for the elimination mcthod, and with rnir.or r.:oé 1-

fication~ it can be madc to work .in thc prcscat CJ~C. The maiit dinc~cr.cc i~ 
that irlt.erch<:nging rows or columns 111 a detcrminant <.:hang~s thc s.gn of thc 
determ111ant. We can correct for this by changing !>tatcmc:::t 32 to rcc.d 

32 A(K,J)= -C 

and statement 42 to read 

42 A(I,K): -C 

We also need thc dimension statement to rcad A(20,20) inste.1d of.,\(~0.21). 
Wc do not necd th;:; quantity ID as output, so wc can elimin;<te the tbrci! 
statements following statement 42 and change the first f>t[•kment tv ¡cad 

SUBROUT[NE EXCH2(A,N,NN,K) 

We changed the name· as well, to ensure that the old routine of Section 10.2 
is not used by mistake. 

Another step which is uscful to -avoid undctectcd accuracy l0ss is in 
connection with the computation 

1f lhc result of this subtraction is supposed to be z.:ro, then this subtraction 
will be subject to thc trouble mcntioned many times carlicr in tlJ¡; t.:-:.;t, k>s 
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of accuracy caused by wtroduction of kaJ,ng 7.{"ros. Thc mclhod of pro-· 
tection against this trouble ÍS thc s.amc one u~ed in o:vi~ior. Gf polynomials 
in Scct10il 9.43. Wc clJcck thc re~u:t (Ji thc subtraction, and 1f :he difl'crcnce 
is much sma!lcr than lhe numbers being subtractcJ, wc sct the dit(ercnce cqual 
to zero. The opcration can be describcd by a scction of tl~w chart (as in 
Ftgure 10-9) in which a,J is sct e4ua! to zcro if more than four significant 
figures have been lost in the subtraclion. 

The FORTRAN subroutine below cvaluates thc Nth-order determinan! 

A(l, 1) A(l, 2) 

A(2, 1) A(2, 2) 

A(l, N) 

A(2, N) 

A(N, 1) A(N, 2) · · · A(N, N) 

for values of N to 20. In the first statement, the determinant is given the 
name AA, and the statements up to 100 redefine the clem~:nts so that the 
original dcterminant will not be destroy~d during thc calculation. State-

Figure 10-9 • 

ment 1 calls EXCH2 to interchange rows and columns jf necessary to 
move the Jargest element to location A(K,K). Statements 3 through 4 · 
perform the actual ·calculation required in the main part of the flow char.t, 
Figuro.! 10-8. 

SUBROUTINE DETERM(AA,N,D) 
DIMENSION AA(20,20),A(20,20) 
DO 100 l=l,N 
DO 100 J=l,N 

100 A(I,J)=AA(I,J) 
D=l. 
K=l 

1 CALL EXCH2(A,N,N,K) 
D=A(K,K)•D 
IF(A(K,K))3, 10,3 

3 KK=K+l 
DO 4 J=KK,N 
A(K,J)=A(K,J)/A(K,K) 

~c. IOJ] Dcfmition> and Elcmcntary Operations 

DO 4 I=KK,N 
W =A(I,K) .. A(K,J) 
A(I,J)=A(J,J)-W 
1 F(AHS(A(I,J))- .OOOI•ABS{W))42,4,4 

42 A(I,J)=O. 
4 CONT!NUE 

K=KK 
IF(K- N)l,9,10 

9 D = A(N,N)•D 
JO RETURN 

END 

10.55 Matrix lnversion 

3C9 

Wc have given dcfinitions and rules for thc addition, subtraction, and 
multiplication of matrices which parallel to sorne cxtcnt the rules of ordinary 
algcbra. As yct wc have not mentioncd division, for thc vcry good reason 
that division-as such is not dcfined for matrices. Therc is another opcratio:1 
which scrv.:s a somcwhat analogous purposc, however. That opcration ;s 
the "invcrsion" of a matrix. 

In ordinary algcbra, bia stands for thc numbcr which, whcn multip:i::d 
by a, givcs b. Thus, if ax = b, wc can say that x = bja. Ins!cad of ~r;:atin.; 
divis10n in this m;¡nncr, wc cou!d Jcíinc ar, ·· invcr:;c" of a numo..:r a:; foilows: 
For any numbcr a, the in verse, a- 1

, is tbat nurr, bcr which, wh::n. mu!:iplicd 
by a gives l. Every nonzcro numbcr has a uniquc inverse; for cxample, 
the inverse of 2 is .5, and :s 1s thc only invcrsc of 2. Then if we have ax = b, 
we do not even have to havc a proccss of division in order to find x, for 
we can multiply both si des of the cquation by a- 1, giving 

' 
For square matrices, we define thc inverse in a manner analogous to ¡hat 

above. For a square matrix A of ordcr n, thc inverse matrix, A -l is that 
matrix which when multiplied ·by A gives thc idcntity matrix of ordcr n; 
that is, · ' 

AA -l = 1 

Example 1. Show that the invcrse of 

( --~ -n 
A·' ~ ( .' , \ 

4 
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is 

We form thc product 

(_~ 1) ~. { 1 o) 
2 \0 1 

S1nce the product is the idcn1ity matrix, thc sccond matrix is indc~d the 
invcrsc of the' flrst. 

Jt can be ~h~wn that any squarc ma:rix A has a unique inverse if and 
only if its determinan! is difícrent from zcro. ll can a!so he shown that A 
commutes with its in verse; that is, 

Thc inverse is not defined for nonsquare matrices. 
A formula for the in verse of a matrix A can be found as follows. Considcr 

the set of linear equations 

(10-8) 

· connecting one set of var:ables x 1, x 2 , ••. , x. with anothcr set y 1, Y2, . '., Yn. 
In matrix form wc-can write this set of cquations as 

y= Ax 
where 

( ~1 )_. . (~1) 
y= • _2 X= .2 

: ' : ' 

Yn Xn 

If we multiply this set of equations by A -l, we obtain 

or 

p--·---~----·· ~ 
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A -ty = Ix = x 

' 371 

Hcnce thc elcmcnts of A- 1 are just the coefflcients of thc y's if wc sol ve the 
sct of cq uatiuns ( 1 0-8) for thc x's in ll!rms of the 'y':;. 

A rat¡¡cr c:ficient W'J.Y of so!ving for thc x's in te~ m:; of thc y's is to procecd 
as in thc elimination mcthod, Section 10.2. lnstcad of the n by r. + 1 array of 
constants shown at (10-3) we start with thc n by 2n array of lLo.:: form 

all O¡z O¡J a¡. o o o 
Oz¡ Oz2 On a2n o o o 
all a32· a;,l OJn o o o (10-9) 

., 
' 

a.t a.2 a.3 ... ann o o p ... 

Thcn we proceed exactly as in Scction 10.2, and end up with an array of thc 
form 

o o o aln+ 1 a¡.~ 2 O¡• + ;¡ Ll¡z,. 

o o o D:z.n+ l a2n+ 2 al,. .. J a22• 
1 

o o •,•. o aJn+ 1 aJo+ 2 aJ• •l a32, 

o O' o . . . 1 a •• + t a •• + 2 ann+ 3 
... a.2. 

The solution, instcad of bcing the single column a 1.+ 1 ií· a •• -. 1 • is the 
entirc right-hand sidc of thc abovc array. If we ha ve intcrch:.ngcd any rows, 
in the proccss, the unscrambling is just as ind1cated in st:hroutine ELI~1, 
except i:1 thc prcsent c.:~sc whole rows must be unscrambled. Thc subroutinc 
can be writtcn immcdtatcly asan almost direct paraphrase of SLüROUTIJ'.;E 
ELIM 

SUBROUTJNE MATlNV(AA,N,AINV) 
DI M.E.NSION AA(20,20),AINV(20,20),A(20,40),ID(20) 
NN=N-t-1 
N2=2+N 
po 100 I=I,N 
ID(!)=' l 
DO 100 J=I,N 

100 A(I,J),~AA(I,J) 
DO 200 I=I,N 
DO 200 J = NN, N2 



l 
i' ¡ 

1 
1' 

f' 
1: 
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200 A(I,J)=O. 
DO 300 'I = 1, N 

300 A(J,N + 1) =l. 
K=l 

1, CALL EXCH3(A,N,N2,K,JD) _.... 
2 1 F(A(K, K))3,'.>99,3 
3KK=K+I 

DO 4 J=KK,N2 
A(K,J) = A(K,J)/A(K,K) 
DO 4· 1= 1,N 
IF(K-1)41,4,41 

. 41 W=A(r,K)*A(K,J) 
/ A(I,J)=J\(I,J)-W 

IF(ADS(A(I,J))- .0001 •ABS(W))·t2,4,4 
42 A(J,J)=O. 

4 CONTINUE 
K=KK 
IF(K-N)1,2,5 

5 DO 10 J=1,N 
DO 10 J=I;N 
1 F(ID{J)- I) 10,8,10 

8 DO 10 K.= I,N 
AlNY(I,K)=A(J,N +K) 

10 CONTINUE 
RETURN 

999 PRINT 1000 
RETURN 

c~~Mtl e. 
U,.(=\~ C.... ¡{ 

1000 FORMAT(19H MATRIX IS SINGULAR) 
END 

[Ch. lO 

In this subroutine the statements through 300 move the quantitics to working 
storage to form thc array dcpicted by (10-9). Statcmcnt 1 calls a version of 
SU_DROliTINE EXCH given in Scctio~ 10.2. It is called EXCH3, to 'indicate 
that it must be a modified vcrsion of that subroutine with dimension state
ment changed to read 

DIMENSION A(20,40) 

Statements down to statement 4 parallcl SUBROliTINE ELIM, except that · 
the accuracy flag shown in Figure 10-9 has been inserted at statement 42. 
In the loops terminating on statement JO, instcad of sctting individual valucs 
ofthe X(l)'s, the subroutine sets en tire rbws of the in verse matrix ATNV(I,K). 

Once an inverse matrix has becn ob~ained, an improved accuracy vcrsion 
ca· obtained in a re!utivcly straightforward manncr. Let A be the matrix 
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to he in\'.:rtcd, and Jet D 1 be thc approximatc invcr~oe produe<.d by' thc abovc 
routinc. Thcn, becausc of inaccuracics, 

but in~tcad 

1- AD1 = F, 
1 - -

whcrc F1 is a matrix which, if D1-_was a reasonably good estímate, ha~ ~mall 
clcr.1cnts. If all the elemcnts of F1 are Jcss than onc in absolutc value, thcn 
thc matri.'l: D 2 dcfined by 

\ 

/ -
is an-•:~lprovcd cstim;;t-: of A -l. If the 'error matrix F2 = 1- AD2 still has 
elcments v.hich are 1~10 largc, thcn the matrix D3 Jcfined by D.1 = Dl(l + F2) 

is a still bdter c~tim.•tc. and ~o on. Thus rcpctition ·of a proccss invo!vin;_~ 
sorne matrix multip!icati,ms cJn be us.:d to imprO\C thc accuracy of the 
inve¡se to the cxtcnt dc~ircd. within thc limits imposcd by the usual prob!cms 
of approximate arithmctic on computcrs. 

EXERCISE 27 

l. Givcn thl! following matrices 

A~( ; 
-2 

-:). B=G -1) 3 • e{!) 
D~( i 1 

i)· 
1 

-1 E=G)· F=G -1 2) 
--3 2 

-3 1 

evaluatc the following cxpressions, or, if thc cxprcssion is m~ningless, so statc. 
a. AB b. DC c. BE 

\ 
d. BA 

' 
e. ABE f. DA+A' 

g. FA+B . ,· h . FC+BE l. FDABE 
j. AF+D 

2. Using thc method of Section 10.55, invcrt thc following matrices. 

a. (! n b. G ·-¡) 

(_¡ 3 J (~ 
o 

n c. -1 d. 3 
1 4 

• \i 



1 __ •.• - - ---~·-..... ·'·'·~-· ....... -- .. 7~ •• -
-----*f;"'i;Fli~,r."&.o.o~---

-·-·-·---- ..... ---""···~·-···-~-- __ .._ ________ _ 

' 374 Simultancous Linear Equauons ;¡ad ~1<:tnce1. [Ch. 10 

3. Find A -•, thcn soh e Ax = b by multip!ying both sidcs by A -•, if 

a. A=(i !). h=(i) 
( 2 4 -1) ( 4 b. A= -J -3 1 • 

b= -ú 
3 -1 2 

4. Writc a FORTRAN subroutmc 1;-.lVIMP that will t:~kc thc tria! invcr~c ob
taincd from MATINV and use 1hc method c!c~cribcll at thc cnd of Section 10.55 
to improvc the invcrse until all thc elcmcr.ts of th.: c1ror matrix F. are lcss than 
.001 in absolute value. 

1 
10.6 OVERDETERMINED AND UNDERDETERMINED 

SYSTEMS OF LINEAR EOUATIONS . 

In severa! of the preccding scctions, mcthods wcrc díscusscd for solving 
systems of linear equations. In all these discussions it was assumcd that thcrc 
was a uniquc solution and tha.t thcre werc just as many cquations as un· 
knowr.s. Further, it was ta..:itly'assumcd that thc cquations wcrc nonhomo
geneous, that is, not ail thc constant tc.·ms wcre zcro, and also that the 
dcterminant of the coet1icicnts was not zero. · With these conditions satisfied 
there is a unique solution. In many important cases, howcvcr, thcse condi
tions are not all satisficd-yet therc may still be a unique solution, or there 
may be no solution or an infinitc number of solutions. In this scction we 
will discuss a method for finding which situation prcvails and for completely 
describing the solutions when there is an infinite numbcr of them. 

10.61 Rank of a Matrix 

As a tool for furthcr study of systems of cquations we will necd the concept 
of rank of a matrix. 

Dcfinition. The rank of a matrix is the order of the highest·ordcr nonvanishing 
determinant within the matrix. 

By a "determinant within the matrix" we mean· any determinant that ca~ 
be made by crossing out rows or columns in thc matrix. 

' 
Example 1. Find the rank of t~e matrix 

( =~ ~ ;) 

,.., 
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Thc larg,;~t-ordcr determinan! wc c~n "or.stre~ct is ~ccoad ordcr, ~o thc 
r;tllk 15 2 or kss. To scc if it i~ 2, wc·mus: check al: second-orJcr dctcrniln:.nt5. · 
lf wc cross out the third column, wc can construct thc dctcrm;n:ant 

1
-1 ll 
-3 3 

which has the value zero. Sincc this one vanishcs, we mus! chc-.:k .:>thcr 
sccond-ordcr detcrminants. Crossing out the sccond column in thc matnx, 
wr:. ob~a!n the dctermínant 

1 
-l 21 
-3 1 

which h:\S thc valuc 5. Since thcrc is a nonvanishíng second-ordcr ddcrmi
nant, thc r .1nk ís 2. 

EXllmplc l. Find thc rank of thc matrix 

(-: _; _;) 
2 4 6 

The largcst-ordcr determinan! \I.C can C9n~truct is lhlid orc..:r, so thc rank 
is 3 or less. The only third-order dctcrmínant is 

1 2 
:.¡ -2 

2 4 

3 
-3 =0 

6 

so the rank is not 3. If we cross out the third row and third column', we 
have the detcrminant 

1 -~ 2¡.:::o 
-2 

Similarly, if w~ check a11 othcr sccond-ordcr detcrminants, wc find that 
they all vanish. 

Hence the rank is les!. than 2. lf we cross out thc sccond and third rows, · 
and the scc,)nd and third columns, we can forro thc detcrminant lll = l. 
Since thc highest-order nonvanishing uctcrminant is flrst or<.lcr, the rank of 
the matrix is l., 

It ¡, seen from the above examplcs that findíng thc rank of a matri.\ is a 
straightforward process. For matrices of highcr ordcr, how.;\a, thc: p~oú·s,;, 



' 
~ 
·~ 
.! 
1 

.. 
·,1 

/ 
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as ju~t dcmon~tratcd 1s cxtrcr.Jcly laburious, sometí mes i;wolving the evalua
tion of many dctcrminants Fortunatcly, howcvcr, a less laborious method 
is available, b.1~cd on thc followiug <hcorcm: 

Thcorem l. The rank of a matrü is und.wnged if any multipfe of the elcmems 
of one row (or columns) is acldecl to t/01: corresponding clcments of another rot~ 
( or column ). 

This thcorcm mcans that ,w..: ca;¡ pro:ecd-, just as in evaluating a detcrmi
nant, to comb;nc rows or columns·to obtain zeros where we choose . 

Examplc 3. Find the rank of 

Using Theorem 1, we m ay procecd. as follows: 

rank (~ 
-:-1 -I -2) (' -I -1 -2) (twice first 

1 -2 ~ = rank ~ 3 o 6 rpw subtractcd 
3 -4 3 -4 6 from scco::d) 

~ rank(~ 
-1 -1 -2) (lOor tim" first 

3 o 6 row subtracted 
7 o 14 from third 

~mnk(~ 
-1 -1 -2) (7/3 tim" 'ccllnd 

3 o 6 row subtracted 
o o O from third) 

It is obvious in this last inatrix al! third-order determinants are zero, but 
at least one sccond-order dcterminant, 

1~ -; 1 
is not zero. Hcnce the r:::nk of thc original rnatrix is 2. 

Note that in thc above examplc, wc have not said thc matrices obtained 
at each step '"re cqual, but only that thc ranks are equal. Each step has 
created a new matrix, one diffcring from the preceding in many rcspccts, 
but having the rank in common. 

It is seen that thc rncthod of detcrmining rank as demonstrated in Examplc 3 
is closely akin to the mcthod of evaluation of a detcrminant given in Scction 
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10.5-t. Minor modifications to the program given thcre will g¡-.c a prograr 
(..,; !inding thc rank of a matrix with no more effort than th:~t .involvc:d i 
cv:lluating thc largcst dctcrm111ant in thc m~trix. ' 

The 'FORTRAN subro'utinc below f¡nds the·rank, K, of a matrix hav1ng. 
row!> and M columns, whcre ncithcr .V nor M excccd 20. 

SUBROUTINE MARANK(AA,N,M,K) 
DIMENSION AA(20,20),A(20,20) 
DO lOO l= I,N 
'oo 100 J=I,M 

lOO A(f,J)=AA(I,J) 
K=l 1 

1 CALL EXCH2(A,N,M,K) 
I I'(A(K, K))2,10,2 

2 Ir(K-l\)3.11,11 
3 IF(K- M)-iO,U,ll 

40 KK=K+ 1 
Dü4J=KK,M 
A(K .• J) = A(K,J)/A(K,K) 
D04I~KK,N 

W = :\(l,K)•:\(K,J) 
A(i,J)=A(l,J)-W 
I fo(ABS(A(I,J))- .OOOl•AllS(\V))-42,4,4 

42 A(I.J)=O. 
4 CONTINUE 

K=KK 
GO TO 1 

,10 K=K-1 
Il RETURN 

END 

10.62 Consistent and 1 nconsistent Equations·. 

1 

A set of linear equations 
.· .. · 

O¡¡X¡ + ''' + O¡mX, = b¡ 

a21 x1 + · · · + a2,.x, = b2 

On¡X¡ + '·' + a.,x, = bn 

¡'; ,.,id to be consistent if thcrc cxists.at Jeast one solution and in~om.i,t.:; 
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if thc;·c is no solution. Wc are now in a posilion to givc a critcíÍon for Jcler4 
mining whethcr a sct of equations is consistent or inconsistcnt. We will 
refer to the matrix 

(

a, 1 a12 • · • Ll¡m) 
02¡ 022 '''' Ozm 

a. 1 a. 2 a.m 

as the coefficient matrix, and to thc matiix 

(

a 11 a u · · · a 1m b1 ) 

a21 a22 ••• alm h2 

a.¡ a.2 • • • a.m b. 

as the augmented matrix. Then the following thcorem applies; 

Thcorem 2. A set of linear equations is consisten! if and on/y if the coefficient 
matrix and augmented matrix have the same rank. 

Examplc l. Determine if the fol!owing cqvations are consistent: 

The coefficient matrix is 

which has rank l. 
The augmented matrix is 

which has rank 2. 

x+ 3y =4 
2x+ 6y=2 

Hence the system is inconsistent. 

Example 2. Determine if the following equations are consisten!: 

x+2y=3 
2X-Y·"'2 
3x+y =··5 

" 
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1 he ..:ocfficient matríx is 

which has rank 2. 
Thc augmented matrix is 

(i -: ~) 
which hqs rank 2. 

Hcncc the cquations are consisten!, and thcrc is a soluticn, de~pite thc 
fact th:lt thcre uc more cquations than unknowns!. Vpon closcr scrutiny, 
it will be observcd that trie third cquation is merily the su m of the first two. 

The Iast example illustratcs an importan! prinóple, tb:'.t ccnsi~tc:Ky or 
inconsi~tcncy cannot be asccrtaincd mcrcly from :he numb..:rs of cquat:,1ns 
and · unknowns. A ~ystcm with more cquations than un~.;10wns e<:n be 
con~istcnt, anda ~ystcm with more unk:10wns th:1n cqt::nie¡:s ca;-¡ be incor.
si.>tcnt. Thc subroutine for findmg rarü. givcn in Sc..:tion JO G2 i~ thc tool 
necded to investigate consistcncy in the larbcr sy!.tcms. 

10.63 Linear lndependence of Vectors 

Consistcilt systcms of linear equations m3y havc infinitcly many solutions. 
It is possible, however, to invcstigate thcsc solutions systerr.aiically and to 

characterize thcm ,complctely. To do so we nced first the conccpt of (¡;¡car 

depcndence and independence. Considcr the sct of column vcctors 

(
U¡2) (11¡,) 
U22 11 2r 

U.t. = : , ... , D, ~ : 

unl u., 

lf e1, c2 •••• , e, are any constants, the expression 

i; cal!cj a "linear co~bination" of thc vrct<>rs u 1, ... , 11,. Jf thac ¡, ~on·:•: 
~:t ,,r UJnq:.nts e,, ... , e,, not allzcru, ~11<. h th .• t 1 

' 

o 
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c1u1 "tc2 u2 +···+c,u,=O 1 • 

thi:n thc ·veetors are said to be "linearly dcpcn;kn:." lf, OC\ thc othcr hand, 
evcry linear combination of the vectors u1, ••• , u, is nonzcro exccpt for the 
case c1 = c2 = · · · =e,= O, thcn the vcctors are said to be. "linearly inc!c
pcr.dent." 

/ 

Example 1. Are the vectors 

{o,)· \ · and 

linearly independent? 

The sum 

is zero only if both c1 and c2 are zcro. Hence they are linearly independcnt. 

Examplc 2. Are the vectors 

and 

lincarly indepcndent? 

The sum 

is zero if c1 = 1, c2 = 1, c3 = -l. Hence the vectors are not linearly inde
pendent. 

1 0.64 Complete Solution of Systems of Linear Equations 

The following theorem gives a complete picture of the situation regarding 
solutions for systems of linear equations. 

Thcorem 3. Let Ax = b be a consisten! system hauing m unknowns, and /el 
the rank of A be r. Then: 

\ 

Scc IO.r,] .\~ í 
1 

(1) 1/ r -= m, therc i~ a un/que solution r-cclor x. 
(2) /f r <m, /;ten tlu:rc is al lea:, tune solutión 1\'Cior x. In ,:.l.!ition, m - r · 

-linear/y ind,·pcndmt ucctors u 1, 112 , ... , u m_, can he fvunJ lrh;dt are sn!utions 
to the set of ltf}llln[JI.'neous cquations Ax =O. Tite. rector x p/11~ any lill<'.?r 
combinar ion of tltcJ.! ü also a solution of thC' gi1•cn er¡uarion, anJ tltcrc ,¡re 11o1 
otit.:r .solulions. Jf b ~~O, the vector x can be laken as.\" =O. , 

· Hc:rcaf:cr wc wiil rcfcr to the vccior x tlc~cribcd in this thcorem as l !;e 
particular solution. . 

A mcthoc! of obtain;ng all thcse solutions in a systematic fashion is illus
tratcd by tl:e exampk bclow. 

Examplc l. Sol\'c thc system 

(

4 2 
1· -1 
3 3 
2 -2 

We will proceed as in thc climination mcthod as illu~trated in Scction líl.2. 
Dividing <he first equation by 4 ar,d using iL to cl1minat~ x 1 from thc rcmair.ing 
equations, 

(~ 
.S 

-1.5 
1.5 

-3 

-.25 
2.25 

-2.25 
4.5 

-1 :;;)· 
1.25 

-2.5 
(

X¡) ( ~ .5)' x 2 __ . 5 
x 3 - .5 
x4 -1 

Rearranging to makc the largest clcm~nt to be in thc pr?pcr position, 

(~ 
-.25 
4.5 

-2.25 
2.25 

.5 
-3 

1.5 
-1.5 

.. 25) -2.5 
1.25 

-1.25 

Dividing the sccond equation by 4. 5 and using it to eliminatc x 3 from thc 
other equations, 

!/3 
-2/3 

o 
o 

1 

1/9) -r 
1 

(
X¡) ( 13i9) ;; ~ T 

At this point we see that the rank of A is 2 and that the ~· -•-:m now hJs 
·~ 
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two ec¡uations. lf thc systcm haú h.:L:n inconsJ~tcnt, thcrc woulc! be more 
than two nonzero clcmcnts rcmaining on lhc right-hánd side of thc cquat10n 
at this point: 

Sincv th;;re are four unknowns and tbc rank of A is 2, Thcorcm 2 tclls L:S 

that thc compktc solutton is madc up of a ¡J.Jrticuiar solution and any linear 
combiÍ1ation of two linear! y indcpcnJcnt solution. vectors. 

Wc can find th~.: particular solution by sctting x 2 = x 4 =O. Thcn t!-lc 
systcm bccomes 

'X¡ = 13/9 
x 3 = -2/9 

Hcnce thc particular solution is 

(~:) = ( ~3/9) 
X3 -2/9 
x 4 O 

To find two 1inearly indcpcndcnt solution vectors, wc take the homogcneous 
equation 

(

1 o 
o 1 
o o 
o o 

---------

1/3 
-2/3 

o 
o 

1/9) 
T 

and choose arbitrary va1ues for x 2 and x4 • 

---- Taking x2 = 1, x4 =O, we have 

which has the solution 

X¡+ 1/3 = 0 
X3- 2/3 = 0 

X¡= -1/3, 

so one of the 1inearly independent vectors is · 

( 
-1/3) 

U¡= ~~3· 

-~..,¡(;~~~~~--

' 
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l.:í.Ít)g x 2 =O, x4 == 1, we ha ve 

which ha5 the solution 

x1 + 1/9 =O 
x3 - 5/9 = 0 

X¡= -1/9, X3 = 5/9 

and so thc othcr solution is 

and the general so!ut10n is 
' ) 

( 
13/9) 1-1/3) (-lj9'). 

X ~ + U,\ ~) + '' :/9 

~ 

333 

where c1 and e, an: arbitrary con~tanis. 
- 1- 1 For convcnicncc in organizing a computa solution, we fl·:>te t..1t tL~,.c 

vectors (apart from a constant multiplc of -1 in sorne cascs).~a~ b<: ob~<iÍ<:ed 
from the last set of equations by thc following somcwhat arttttc;al stcps ~ 

(1) Add -l's down the last two column~ of the diagon;,l of th;: cocffic:.:r:t 

matrix so that it becomes 

1/3 
-2/3 
-1 

o 

1/9) 
-~/9 

-1 

(2) Reami.rlgc these Iast two columns and the column of co:-asianls as if 
they wcre ordered just as the x's are: 

and nccdcd to be corrcctly ordcrcd. They bccomc 
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1 

( 

1/3 l/9 13/9) 
-1 ' o o 
-2/3 -5/9 -2,'9 

o -1 o 

The column of con~tar.:s has bccomc thc particular sol,ation ;.nd thc othcr 
two columns two lincarly indepcndcnt vcctors that can be uscd to form thc 
complete solu:ion. 

Thc mt:thod just dcmonstratcd i<> a general Qnc, and can be u~cd for com
putcr solution of largcr systcms. t"t rcquires ~nly a fcw modifications and 
extt:n~ions of thc climinatil)fl mcthod givcn in Sc<.:tion 10.2. 

Thc FORTRAN subroutinc giw:n bclow ~olvcs a ~yst.:m of N cquai1ons in 
1\-1 unknowns, whcre N ancl M are both 20 or lcss. lnputs ar..: . ..1A, the 
coefficicnt matiix; BB, !he ccnstant vector: and NI and· /vi, the dimensions of 
the system. Outputs are: X, a particular !'olut.ion vector, K, the number of 
1inear1y indcpcndcnt solution vectors for the homogcneous system, and U a 
set of linearly independent solution vectors. ' 

SUBROUTINE LINEQ(AA,Nl,M,BB,X,K,U) 
DI M EN SI ON AA(20,20),B B(20),A(20,2l ),X(20),ID(20), U(20,20) 

1 

N=Nl 
MM=M+1 
DO lOO T=I,N 
A{I,MM) = BB(I) 
DO lOO J= I,M 

lOO A(J,J) = AA(l,J) 
K=l 
IF(N- M)200,l,l 

200 NP=N+ 1 
N=M 
DO 300 I=NP,M 
DO 300 J.= I,MM 

300 A(í,J)=O. 
K=1 

1 CALL EXCH(A,M,MM,K,ID) 
IF(A(K,K))2,5,2 

2 KK=K+ 1 
DO 3 J=KK,MM 
A(K,J) =A(K,J)/A(K,K) 
DO 3 I= 1,N 
IF(K-1)31,3,31 

31 W=A(I,K}•A(K,J) 
A(f,J)=A(f,J)- W 
IF(ABS(A(I,J))- .0001•ABS(W))32,3,3 

'. 
1' 

~-.~ .. : •). ·¡ J 

32 A{I,J) :;=0. 
3 CONTINUE 

K=KK 
IF(K-M)l,2,7 

5 DO 6 J=K,M 
A(J,J)=-l. 
DO 1 I=K,N 
IF(A(f ,M M))999,7,999 

7 CONTlNUE 
D010I=l,M 
D€> 10 J=l,M 
1 F(ID(J)- J) 10,8,10 

8 X(I)=A(J,MM) 
lF(K- MM)9,IO,l0 

9 KM=K-1 
DO lO IP=K,M 
U(I,IP- KM) =A(J,IP) 

10 CONTJNUE 
K= M-K 
RETlJR!'\ 

999 PRI:-..1 1000 
RETURN 

1000 FORMAT(27H EQUATIONS ARE INCONSISTE¡-,.T) 
END 

10.7 EIGENVALUES ANO HGENVECTORS 

Ax = J.x 
CIM' 

That is, find a vector x such that Ax is si 
itse1f. We can rev..n e 1s equat10n as 
G!iD 

Ax- J.x =O 

or 

tii!i!WiLi*'· .. '#''k##rUSI'%?W 

385 

In this form, the equation appears as a sct of homogcn:ous, linear cq~atións 
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for x1, Xz, ... , xn. Thc matrix of cocfficic!l·- is A- i.l', ;¡;;J thc augmentcd 
rnatnx Js"ffi'b*saffit'wt a co umn o zcros addc , so y Th.::orem 2 Q.f Scction 
10.62 the equations are consistent. By Theorem 3 of Section 10.63 there 
is ank of the cocfficicnl matrix is n. We already 

now that solution; it is x 1 = Xz = ·.· · ;= x -~ . cnce t 1cre is 1.\ QQgu;¡;o 
vector :r only if the rank o~n ts Ícss t'lifn n. This will tf'e true if 

&AAA< ' 

det(A - J..í; =.o (10-11) 

If this determinant is zero, then by Theorcm. "3 of Scction 10.64 thcre are 
one or more Iincarly inéependcnt solution vectors that can be uscd to d.::scribe 
thc complete solution. ';'hus we are in~erested in thc valucs of A. for which 

O¡¡ -J.. a12 G¡, 

021 Ozz --A. Ozn =0 
·-

anl an2 ann- J.. 

In Section 10.54 it was statcd that the value of a determinant could be 
obtaincd by forming aJI possible tcnns containing as factors cxactly one 
element from cach row and cach·column. Ifwe werc to attcm.pt todo this with 
the dcterminant above, we would fmJ that the various terms- would contain 
differcnt powers of .A.. If we were to collcct the terms having like powers, 
we would obtain an expression of the form 

(-l)"[.A." _ p¡A.n-1 _ p
2

;.n-2 _ ... _ Pn] (10-12) 

where the constants p 1, p 2 , ••• , Pn are numbers resulting from sorne very 
complicated manipul.1tions of the numbcrs a,i in the detcrminant. 

From Chapter 9, there are exactl"y n values of X (not nccessarily distinct) 
which will make (10-12) be equal to zero. These values are called the "eigen
values" (or "characteristic roots," or "latcnt roots," or "proper values ") 
of the matrix A. For any eigenvalue J..,, thc vector x which satisfies equation 
(1 0-1 O) is called the "eigenvector" ( or "characteristic vector," or "latent 
vector," or ;, proper vector") corresponding to J.., . The polynomial ( 1 0-12) is 
called the "characteristic polynomial '' of thc matrix A, and tñé equation 

(10-13) 

is called the "characteristic equation." 

Example 1. Find the eigenvalues and eigenvectors for the matrix 
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To find the eigc:nvalues, we sct 

Expanding, wc obtain the charac!eristic equation 

(1 - A.)(2- A.)- 6 = A.2 - 3A. ~ 4 =o 

This factors into 

(A.- 4)(). + 1) =o 

so the cigcnvalues are 

A. 1 = 4, ).2 = -1 

To find the. eigenvector corresponding to .l-¡, we sct 

( 
1 - ).1 3 \ (X~) = O 

2 2-..1. 1 } x 2 

or 

·(-3 3)· (X¡')= O 
2 -2 x2 

· Since there are two unknowns and thc coefficient matrix has rank 1, Theorem 
. 3 of Scction 10.63 tells us that thcse equations have one lincarly indcpcndcnt 

vector solution U1, and that all other solutions are m u !tiples of this one. 
We sec by inspection that the vector 

(!) 
is a solution and hence is an eigenvector corresponding .to A.1• All other 

1 ' 

solutions are of thc form · 

whcre c
1 

is an arbitrary constant. Hencc the eigenvector is rcally dctermi,ncd 
only-'up toan arbitrary constant multiple. 

To ílnd the eigcnvcdor corrcsponding to ).1 • wc sct 

-., 
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\ 

or 

Again there is onc lincarly indcpcndcnt solutio!l vector. Wc sec by in
spection that 

is a solution. All solutions are of the form 

where c2 is an arbitrary constant. 
Hence the eig('.nvalues' are 

4, . -1 

and the corresponding eigenvectors are 

{;) and 

(We ordinarily ignore the arbitrary constant multip!ewhcn writing an eigen
vector.) 

Example l. Find the cigenvalues and eigcnvectors for the matrix 

( 3 2 "4) 
~; _; _; 

To determine the eigenvalues, we set 

3-..t 
1 

--1 

2 
4-..t 
-2 

4 
4 

-2-..t 
=0 

-

: . 

.. • . 10 7] Ei.-envalucs and Ei¡;cnvc-:tors ..)1.\.. • b 

Expanding, we obtain the characterístié equatíon 

-..1.3 + 5..1. 2 - 8-t + 4 =o 

which has the roots 

To find thc eigenvector corresponding to ;.,, wc set 

or 

2 
4- ;., 
-2 

4) '(x') . 4 Xz =O 
-.2- ..l¡ XJ 

2 4')(x') 3 4 X¡ = 0 
-2 -3 x 3 

38~ 

r '1 . d > en The codñcien: matrix has rank 2, so this systcm r:as on_.: mc;.-6~ In ,1:1~ ; 
dent vector so u .on. 1 t ; lf we solvc by thc method ol ScctlC:l 1 . ' w., m 
that the eigcnvector is ' 

CD 
To find thc eigenvcctor corrcspor.ding to ).z, ~e sct 

or 

u 
. 1 . d ~ 

Thc cocfficicnt matrix ha.:; rank 1, so this sdst~n~~~~ tw~01:a:.~ ~,;'1~:~ dcnt vector solutions. Solvmg by the metho o ':'e ton . , 
linc:.rly independcnt cig.:nvcctors, ~ 

•, 
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and 

The root ).~' bcing the same as ). has thc sa . 
have a single root 1 Wl.lh 't . 2 ' ' . me e¡gcnvcctors. Hence we 

• • 1 s e¡genvector 

(J 
and a doub1e root, 2, wíth two eigenvectors: 

Example 3. Find the eige •. values and eigenvectors for the matrix 

U ~A ~!) 
We set 

1 
-). 1 =0 1 -~ -8 -12 

o 1 
-6 -). 

and obtain the characteristic equation ' 

-).
3

- 6).2
- 12).- 8 =o 

which has the roots · 

A. 1 = -2, ,1,.2 = -2, 

To find the eigcnvectors, we sct 

( 

2 1 
o 2 

-8 -12 

Sincc the coefficicnt matrix has rank 2 thcrc is only one ¡· ¡ · d , d · • , mear y m e-. p~n ent e1genvcctor. lt turns out to be 

s.:~. 10.7] Eigc11values and Eigenvec_tors 

( ~i) 
Since all roots ·are thc samc, wc can obtain no more eig.:nvcctors. llcnce 

in this case we havc a triple eigcnvaluc, -2, and only one cigenvcctor (which 
might be considered an cigcnvector of multiplicity 3): 

Thc abovc .::o.ampks havc illllstratcd all the possibilitics conc.:rning real 
eigenvalucs and thcir corrcspondmg cigcnvcclors. Thesc po~sibilitics can be 
summarized in the following thcorcm. 

Thcorem 4. A~ ntl1-0rder square matrix hus n eigcncalucs. 1f rhesc are 
discre/e, there ís one eigenrector corrcspollll:ng ro euch eigenn:!uc. {f an cigen
value is of multiplicity r, it may /;ave from one to r linec.r/y inJtpcndcnt eigcn
vectors associated with it. 

10.71 Program for Largest Eigenvalue and Eigenvector 

(10.14) 

Yn = AYn-t 

Thc vcctors Y; dd;;1cd in this manner can lcad to th.:: valuc of A1 and to x1, 

thc eigcnvah:c corrcsponding to A1·• The mcthod of obtaining the eig.::nvalue 
and eigenvcctor will be illuslratcd without proof. • In order to proviJc 1 he 
illustration, !C"t us first write a rcmotc-tcrminal progr::.m to pcrform the 
computation~ indicatcd by cxprcssion (10-14). A s~itabl¡: program is 

\ 

• S·;c, for cxan¡ple, .1. (1. Hcrriot, 1\-ll'tlwcl.r of hfcaht'lfmliml Analp1s an.J C.m•f'llli/i.otí, 
J,.l,n Wilc:¡ ,1:, S111is,lnt:., S,:w \',,rk, i9u3. -
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) 

Su;¡ui!Jn~o ... s Lin:.:ar Í::C)J..:.:,c;~s ;,ríJ :vtat:iccs 

1 DIMENSIO:-.J A(IO,IO),Y{líJ),YN(lO) 
2 PRINT, "INPUT N, TEN OR LESS" 
3 INPUT, N 
4 PRINT, "INPUT' A{l,l)A(I,2),A(N,N)" 
5 INPUT, ({A(I,J),J=l,N),I=I,i\) 
6 PRINT, "li\:PUT Y(l),Y{2),.,Y(N)" 
7 JNPGT, (Y(l),f = I,N) 
8 1D021=1,N 
9 YN(l)=O· 

10 DO 2 J=1,N 
11 2 YN(I)= YN(f)+A(I,J)•Y(J) 
12 PRINT, (YI\:(1),1= 1,N) 
13 INPUT, Q 
14 DO 3 l=I,N 
15 3 Y{l) = YN(I) 
16 GO TO 1 
17 END 

. \ 

[Ch. lO 

I~ this program, the statemcnts at lincs 2 through 7 aUow the user to input 
an initial matrix A and vector y o[ order up to JO. The statements at lines 8 
through 12 compute and print the vector y 1 =Ay. At line 13, the user is 
allowcd to S?ccify whcther a:-~other stcp of the process is required. If the 
typed entry is thc letter S, th-.! program wil! terminate. If the entry is any 
number whatsoevcr, the program will cause y 1 to rcplace y, and will repeat 
lines 8 through 12, thereby computing and printing y 2 = Ay1, and so on. 

Examplc l. Write all uscr inputs anct machine responses for running the above 
program with the matrix 

and the vector 

continuing until vectors through Y• ha ve been generated. 

The inputs and responses are 

RUN 
INPUT N, TEN OR LESS 

? '2 
INPUT A(l, 1),A(1,2),A(N,N) 

? 1,3,2,2. 
INPUT Y(l),Y(2),Y{N) 

? 1,0 
1.000030 2.000000 

? o 
7.000000 6.000000 

'-

' 
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? o 
25.00000 26.00000 

? o 
103.0000 102.0000 

? o 
409.0000 410.0300 

1 o 
1639.000 1638.000 

? o 
6553.000 6554.000 

? o 
.l621SOOES .2621400ES 

? S 
STOP 

_ Thc aboye program was Examplc 1, Scction 10.6, which hada largcst eigcn- _ 

value of 4 and·cor;esponding cigcnvcctor of e)· Looking at the vcctors ·; 

printed o~t above, we,sce that the vectors generatcd were / 

(1) (7) (25) (103) (409\ (1639' (6553') (26215') 
2 ' 6 ' 26 ' 102 ' 4JOt' !638)- 6554 ' 26214 

and that after the fir~t fcw steps the componcnts are always vcry nearly cqu2.l; 
that is, the vectors thcmselves are vcry ncarly simple mulliplcs of thc vector 

G)· Since eigc~vecto:s are delermined only up to a constan~ mufliple, we 

can say that the vector Yn of (10-14) is actualiy approaching the eigcnv.::ctor 
x. Now since 

Ax = i.x 
... 

then if y. is x, thcn ·y.+ 1 will be J.x. We note wilhout surprisc,. th•:n, thal in 
each of thc vcctors computed in the above example, the components are 

· very nearly four times thosc of the preceding vector. 
It appears, thcn, that the ab<;>ve program can. be used ahr.ost dir~ct!y 

to find the largest ~igenvalue and corresponding cigcnvector. Sorne improve- -
ment can be made by replacing the statement at linc 15 by 

15 3 Y(I)=YN(J)/YN(l) 

This will serve to kecp the components from growing at each stagc, a~d 
further will cause the first cornponcnt to approach the actual value of ·th~ 
eigenvalue. If this had becn done for Example 1, thc printouts would ha ve 

~n ; 
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1.000()0(} 2.()00000 
? o 

7.000000 6.000000 
1 o 

1 

3.511429 3.7142R6 
? o 

4.120000 4.0800ü0 
·?o 

3.970874 3.980583 
? o 

4.007335 4.004890 
? o 

3.998109 3.998596 
? o 

4.000458 4.000305 
? S 
STOP 

From these results, the eigenvalue 4 and the eigenvector e) are apparent. 

10.72 Complex Eigenvalues 

From Chapter 9 it is known that 1:1.:: characterisiic equ::tion may have 
complex roots, occuring in conj<.:gatc pairs. 1 n this case, the eigenvectors 
are also complex, and the equation 

(A- U)x =O 

instead of being n equations in n unknowns, is really 2n equations' in 2n 
unknowns, for both the real and imag:~ary part of x must satisfy the equation. 
Let 

). =IX+ Pi 

be a complex eigcnvalue., and Jet the cigenvector be 

(
X¡:}'¡~) 

x = x2 -r_Y21. 

x. + Yi 

Ifwe substitute thesc in the abovc cc¡uation and scparate r\':al and imaginary 
parts, the rcsult can be wriltcn in Lh.: fM:n 

-.._/1' ; .• ' . .. ~ .... -

.• ;¡l-a 
1 

O¡¡ 

--fJ 
o 

o 

Eigcnvalucs and Eigcnvectors 

o 

o~R- a: 
o 
o 

-P 

p 
o 

o 
a11 - IX 

a21 

(j 

fJ 

o 

... 
395 

7'0 

Thcse are 2rz real equations in 2n real unknowns which can be solv~d for 
the x¡'s and y¡'s. Thc eigenvector corrcsponding to the ~omplcx co~!;.¡~ate 
of ). is the complex conjugate of the eigenvector for J., so ttie process n~.:cd5 to 
1x done or.ly once for each pair of complcx roots. 

Example l. Find thc cigenvalucs and eigenvcctors of 

We set--

l-1-..1. -5 ¡1=0 
. 1 3- ). 

and obtain the characteristic equation: 

which has roots: 
o 

~, =] + i, 

To find the eigenvector corresponding to ..1. 1 , using the rnethod describcJ 

above, we write 

-2 :-5 :\ X¡ 

2 o x2 

-:) 
=0 

-1 o -2 y, 

o -1 Y2 
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Applying the method of Scct10n 13.34, this reduces to 

o'- .2 

::\ 
X;z 

o .4~ Y2 

) 
=0 

o o o o y¡ 

o o o o X¡ 

This has two Iinearly independent solution vectors 

o 

.2 -.4 
and 

o 

-.4 -.2 

Thcse vcctors of themselves are not of inlercst to us, except to tise the 
numbers in them to construct the complex of vectors 

(

X¡ + y 1i) ( j ) 

X:z+Y:zi = .2-.4i 
and 

(
x.+y¡i) { 1 ) 

X;z + Y:zÍ = \- .4- .2i 

Thesc two vectors are not lincarly independent at all, for if we multiply 
the second by i, we obtain the first. Hence. we have really obtained oniy 
one eigcnvector corresponding to the eigenvalue 1 + i, and that is 

(.2 ~ .4J 
'The eigenvector corresponding to 1 ·- i is the conjugate of this: 

10.73 Determination of Alt Eigenvalues and Eigenvectors 

The method dcscribed in Scction 10.71 will provide the largest eigenvalue 
and corrcsponding cigenvector. Frequently it is nccessary to find all ei~n-

'.;( 1 ;i, 7) 

~•d:Jcs and cigcnvcctor~. From thc discussions of Scction 10.7, it is c!car 
:h.;t this c::n be dcnc by accompli~hing tl:c following thrcc stcp~: 

U) Finú thc charactcri~t¡c polynomial. 
(2) Solve .the charactcristic equation for its roots. 
{3) Solve sets of linc::r cquntions for thc.ciecnv,cctors. , 
Clwptcr 9 gavc nJcthoús for solvinr. polynomíal cquations, so wc alrL:ady __ 

havc computer mcthods for step (2). Section 10.64 gave a computa mc·thod 
for solv1ng systems of linear equ:ltJOll~ w!lich Í5 s:!tísfactory for ~tcp (3). 
Hcncc t!1e on:y ihir.g r.:ally required li a .computcr mcthol~ fv~ gcr.cratw..:; 
the characteristic polynomial. In the examplcs above, wc ha ve t~scd very small 
matrices and found the characteristic polynomial by brutc-forcc expansion 
of lhc dctcrmin~ant, but this proccss ia incllicicnt for lursc:·ordcr motrices. 
A more efficien~ method is thc Leverricr-Faddcev mcthod, which proceeds 
as follows: 

Let A 1 =A 
Let A2 = A(A 1 - p 11), 
Let A3 = A(A 2 - P2/), 

andp 1 =trA. 
and p 2 = (I/2) Ir A 2 

and p 3 = (1/3) tr A3 

and P.= (1/n) tr A" 

The numbers p 1 , p 2 , ••• , Pn are the requircd cocflicicnts in the charactcristic 
cquation 

'" ln..:l lft-2 o 
11..- p¡ll. - P211. - • · ·- Pn = 

In addition, as a_bonus side product of this process/ it can be shown .that 
the inverse of A is given by 

{J0-15) .. 
C\ 

and also, as a sometimes hclpful check, · 

(10-16) 

Enmple l. Find the charactcristic equation of 

(_; : ~) 
1 -2 -1 

ro!low:n¡¡ tb: ;¡hove proccdurc, wc havc 

,. 
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( 

1 3 21 

A 1 = -2 1 1). 
1 -2 -1 

p, = 1 + 1- 1 = 1 

3 2\ ( o 
1) -2 

-1/ 1 

-1 
-8 

S 
~ . ~) = (=~ 

-2 -2 3 -2 

Pl = (1/2)( -4- 8 + 2) = -S 

A,~H J JH =i -~)~(~ ~ ~) 
Pl = (1/3){4 + 4 + 4) = 4 

- As a check, wc sce tliat _ 

Hence the characteristic cquation is 

The flow chart, Figure 10-1 O, describes this process for an nth-order 
matrix. According to equation (10-16), the matrix A. is simply the idcntity 
matrix multipiicd by p., so only thc first clemcnt of A. need be calculatcd 
to give Pn. The valuc of p. is, in fact, the determin::nt of A, so that if p. is zero, 
the matrix is singular. lf Pn is not zero, the inv..:rse of A is easily .calculated 
from equat10n (10-15), and lhe flow chart includes this calculation. The 
elements of A-l are the Jast valucs obtained for f 11 • 

The FORTRAN subroutine given below will generate coeffiCients in accord
ance with thc flow chart, for matrices up tv order 20. However, in order that 
the subscripts will match the notation in the subroutines of Chapter 9, the 
characteristic equation is written as 

Q(1)A.N + 
1

Q(2))..N-l + · · · + Q(N + 1) = 0 

The relationship between the P• of the flow chart and the Q(K) of thc 
subroutine is given by 

Q(l)=l, Q(K+1)= -ph for k= 1, ... , n 

~..:•. i O. 7) Eigcnv;¡Jues and Ei;;cnvccton; 

k~l 

-·CD i~t. ,¡ 

-(j) je.l, n 

j,¡aQ.¡J 

no 

-(D jal, n 

-@ Í•l,n 

y es 

pt•O 

··@ i=l,n 

p.= o 

P• =p.+ a,¡fJ• 

-(D ia.J, :1 

/o¡= O 

--Q)s-l,n 

J•• • ¡,./k 

·•CD i•l, n 

¡,, ·-f .. -p. 

--® i~l,fl 
-® jcoJ,11 ' 

8-8 
Figure 10-10: General ion of charactcrb.tic polynomia: 

As in the fiow chart, thc subs.::ript..:d \ariablc F(I,J) is thc invcr~c mat•ix 
ur.lc~s Q(:'\ + l 1 happcns to he zcro. 

SUBROLiTINE CHAREQ(A,N,Q,F) 
DIMENSION A(20,20),F{20,20),Q(21),C(20) 
Q(1) =l. 
K=l 
DO JI I=I,N 
DO 11 J=I,N 

11 F(I,J) =A(I,J). 
1 CONTINUE 

Q(K+ 1)=0. 
D02I.,;l,N 
Q(K + I)=Q(K + 1)+ F(I,I) 

2 CONTINUE 
FK=K 
Q(K+ 1)= -Q(K+ 1)/FK 
DO 3 l=I,N 
F(I,l)= F(I,l)+Q(K+ 1) 

·3 CONTINUE 
IF(K- N+ 1)71,41,71 

71D07J=l,N· 
DO 6 l=l,N 
C(I) = F(I,J) 
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6 CONTINUE 

DO 7 I=l,N 
F(I,J)o:.oO. 
DO 7 IS=I,N 

S1multaneous Linear Equatlons and Matrices 

F(I,J) = F(f,J) + A(I,IS)~~oC(IS) 
7 CONTJNUE 

K=K+I 
GO TO 1 

41 Q(N + 1)=0. 
D04J=l,N 
Q(N + I)=Q(N + 1)-A(t,J)•F(J,l) 

4 CONTINUE ' 

IF(Q(N+ 1))51,5,51 
SI DO 52 l= l,N 

DQ 52 J=l,N 
52 F(I,J) =- F(I,J)/Q(N + 1) 
S RETURN 

END 

[Ch. 10 

. , 

With th~ abovc subroutinc and subroutines of Chaptcr 9 and Section 10 .. 6, 
eigenvalucs and cige:wcctors CJn be found in a systCTTti!l\c way .. There are 
a1so methods v.-hich, under sorne cond1ticns, can be used to find all eigen
value~ directly from the matrix itself, without generating the characteristic 
equation first. Thcse mcthods are a·;ai!ablc in the litcr;J.ture and wi!l not be 

reported here. 

EXERCJSE 23 
/ 

l. Determine the rank of the following matrices. 

e.n e .., 3 4 ~) b. 
.. 

a. 2 3 4 

-!) ( _; 2 -:) (! 
-1 3 

c. 1 d. -2 -2 
-1 3 3 7 -2. Determine whether thc following systcms are consistent or inconsistent. 

a. 

c. 

x+ 2y+z=4 
-2x -4y -2z =3 

i+ 3y = 7 
2x-:-y=4 
4x + Sy = 18 

b. x+2y=6 
x+ 3y= 8 

d. X+ 2y = 8 
3x-y=2 
2x+y=6 

3. Solvc completely thc following systcms of cquations. 

a. .x + 2y = O b. x + y - z = 2 
-2x-4y=0 x-y+z=3' 

" r 
i 
! 
1 

1 .. 

' 
f 
¡ 
1 

' 1 
! 
1 
¡· 

/ 
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c . .x+ 3y -z =4 
2x-y+2z=3 
3x+ 2y+z =7 

d • .x+2y+z=l . 
2x-y+z=2 
3x -y+4z =3 

• .J. Find aU eigcnva1ues and. cigeovcctors for the following mntrices. 

a. (~ ~) b. ( -~ -!) ( 
1 ' ")) 

c. -2 _j 

(
1 001 2)1) d. g e. (-·; ~ ~) 

-1 -1 -"-1 

S.- Find the numbcr of multiplications required ·to find t~lc rank of a 1 O by 15m;: trix 

6. 

7. 

using SüDROUTINE MARANK ofSection 10.61, ifthc rank turns out ro be 8. 

Writc a program that wiU input a system· of linear cquations ¡;p to 20 by 20, 
cali st:brou:inc LINEQ of Scction 10.64 to obtain all solut1ons, ord print 
thc rcsult. 

Write a program that will input a squarc matrix up to 19 hy 19, l':lll subrouti:-~c 
CHAREQ of Scction 10.73 to obt.1in the charactcristic cqu;n¡_on, call thc np
propriate ·subroutine from Chapter 9 to find thc largcst re;ll root, call sul>
routine LINEQ of Section 10.64 tofind the correspondir:g ci¡:cnvcctor, anr.l 
prjnt the result. 

'-

' 
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1 .. th!!. pruloh-111'.1 u( tlu: tlurtl rha¡•h·r uw da•arurt•·JII•·•I t.y 114.·t• •·f r.: ••• :. 
¡ .taucous urdita:iry JiiTN('IIIiull'quation!'l with prl'~rn!:t:d lnit:'all'OIHI&tl.,l!•, 
·!he P'fvl;!v:u::: uf tlac fl•urtla 1111d fiftlt dHtJlll'ni u re dtnrndcrizl!u t.y "rdi. 
1 

:11:.1ry ur ¡mrtiu! tliffcn:nli:d l'IJUIItiou~ witll clo:-.l'd butmclury t>unditiunt<, 

lur:d the prol•lem,; of tlw t:Í'\:tla danptcr nrc charactcrizcr.l hy purtial 
JitTcrcntial equatiun:; with o¡H·n uuuJH.Iary conditioltl!. Thit! S\lf\'l!Y uf 

· n~n1eriral pro~:ctlun:s thtl:i umum1ts to 11 cntnloguo of prncticnl melhodl! 
for thc :;oluttun uf nl~ebruic, ordinary diffcrential, nnd partia.l diffcrentiul 
cquation:s. ln Cl1aps. l, 3, 4, und G both linear anu nor~lincar prohlcm!! 
are considercd. Thc discp::;sion of cigcnvalue problcms in Chaps. 2 und 5 
i~ límitcd to lincnr systems. 

All six rhapters huvc the sume structure. ill,l.~~~ID;n~~ oCeach 
~n.t~.~-~cy~r.nl __ rcprescotntivc problems .. nrc pr~s~~d. These ~;erve to 
identify thc clnss of problcms undrr considero.tion. Tho proccss of for
mulatiug a mathcmatical moJel is illustrated for cach of these problema. 

Bcfon~ leaving thc:;c iormulu.tioruLthey_o.rc_ea!::h_c!I-St into dimensionlesi 
for~;fí¡~·¡s· un extremely u~eful organizationa.l tool1 o{ the analyst, 
In -~onnection with numericul calculations it removes all unnccessary 
symbols, lcaving the basic problem in its simplest form. 

'l'hcn, bcfore Hurveying numerical procedures applicable to this class 
of problcrn::~, a brief résumé of the classical mathematical thcory is 
given. A complete matbematical devclopmcnt has not been attcmpted 
but an effort hns becn madc lo describe clearly the propertics of the well
bcha.ved or regular ~:;ystcm. Thc possibilitics of incgular behavior are 
hintcc.l at by mcans of simple countcrcxamples. Enough theory is pre
scnted to províde a baekground for the cxplanation of the success (and 
limitations) of the numcrical procedures which follow. 

Aftcr thc::;c preliminarics the actual survey of numerical procedures 
bcgins. Illustmtive exumples are dmwn from the problema formulated 
at the bcginning of thc chapter. At the end o{ each section thcrc is a 
set of cxerciscs for the render. A few of these are of the nature of drill 
problcms but thc nu1.jority represent interesting cxtcnsions or alternativa 
developments of thc text material. Answcrs or hints for the solution 
are given in most cases. 

Thc numcri('al procedures described herc are thosc which in tbe judg
mcnt of the aulhor are of most potential interest to the enginecring 
ana.lyst. MethOlls for both hand and machine computation are givCJ~. 

Throughoul the text thcrc ure rcferenecs to books and paperH having 
direet bearinp; on thc mattcr at hand. For the rcader's conveniencc a 
numbcr of l:!t~lcctetl general refercnces are gt·ouped togcther in the Bibliog~ 
rnphy nt thc cnd of the book. 

1 Slln, Cur cxample, 11. L. Lunghuur, "Dimcnuionul Anttlyaia und ThcQry oC Modcls," 
John Wilcy & Sons, lnc., ~ew York, lllúl. 
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I::.QUII.IBlllL':O.t l'ltOIH.E:O.tS IN SYSTEMS 

WITH A 1-"INITE NUMBER OF DEGREES OF FREEDOM 

'fhc statc of a phyRical t-:yst(•m eun oftl'n l11! deHcrihe<l wit.h uclcquo.tc 
precision by giving thc magnitudes of a. finilc numbcr of l:!ttlle vuritthics. 
This chapter éleaiH wilh IIUillcrical proccdurcs for detcrrnining t:Jtcudy 
~:~tates of such systems. The chnptcr bc~ins with u. preliminury cxnrni
nation of several pn.rtieular problems. The general problem of thi11 type 
"is then formulated mathematically as a Het of simultaneous algcbralc 
eqmLtions. :rhere is a rcview of thc chv;:-;ical rcsults from thc tlwory of 
such systems, including a discussion of the rclationship of extremum 
principies to equilibrium problema. Numerieal pi'Oecdures, both exar.t. 
and approximate, are then dcscribed and illuHtrat.ed by upplying them tú 
the particular problems set up at. thc beginning of the chapter. 

1-1. Particular Examples 

\Ve hegin wilh an assortment of examplcs of how mathcmatieul formu
lations are set up for particular physical prohlems. Thc examples nn~ 
taken from a v:uicty of ficlds and, in general, ha ve becn chosen for t heir 
:simplicity de:spitc the fact that the rcally signifieant contributionH of 
numerical procedm·cs occur in problcms of extended complexity. 

!!_~~!!~__r~~<:Jg~lized _ th~~ -~~~-~o:~~. d!~.<:u!~ stcp in the wholc 
process of enginccring analysis is that in which a maúie'ffiaf.ícal ·ñuiaer is 
su!Jstitu~~i~l~-~~-~~e~-~-p~ysical.systcll1:··--It is 'here tliánudgtnent', expcri.; 
ence, and ingenuity of tfie.filgJ!csrói~d·cr are rcquired of the analyst. It is 
here that the really gross approximations and simplifications are madc. 
~~- tlli_~ _t;_cx_t_ t~_e bnsic _ ~tru~.t~t~c __ qf_ t~<?- y~r~~tl.s_ Eh;ysical probtem types 
and the corresponding mathematical models is emph~sized-_- _ .. _ · --- --
1'iie-geí1ei:al cq-uilibi{úñí. -próbierñ' {n-alÜmped:pararñetcr system has 
t~1~~ollowing structúre: The gi ven· systcin is inade ttp bf intercon~ec~·n-g 
~ mu~ljci-- of si'J~lpl~ .. ~leme!ltS. · The -~quilibi·it!0. ?r.!'t~~~>~-st,iite requ~~: 
m~!~'-~s. f_o~· ::·wh tndlVld.1-!al.eletJ1.~llL.Jt{Q.}P1Q\Xl1· ~~l!lP!~~-lV_!l_D-ªY.e_ thc 
!-llr .. ~~-~t •:n m law _fo¡· elastic ele m en tR, .Ohtn'R Jaw.fo~ eJ<'c.t~irnl .. msistances, 
~~~J..I~~:..l)~:~:i.l!'.:2.~~'Y.~'!_!.gll1.lion fol' hydraulic resistanecs. 1 n ,{(I<fition. to 
1-!\l j¡o;fying thl' cquilibriu;;;-~;qttirementáO'fi'he~i;:-;di;;i(i~¡al-~lements it is 

·--- .. ---··-- ------·--·¡ 

.• 

'' 



2 Jl'.QvlLIDRlUM PIWDLI':~lB IN Dlf\CRETE BYSTEMH 

also neccss:>.ry to satisfy cert.ain int.crcnnncction requirement.s. Thus in 
clastic sysLems wc roust have gcomcLric fit a~~Uorccs a.t all 
joints; in electric networks we must sa.tisfy both of Kirchhoff's laws¡ a.nd 
in hvdmulic networks wc m11st have conscrvation of flow and uniqucncss 

1 ó-~ E~CSSU}~t evcryjptc~~on_!!2_cLion. .Tb~_over-all eguilibrium prob\em 
_then consista in findi1!IU!!_e state of a system which simulta.neously satis
fi~_t))_e equilihri'olm re~rements of the individual elements together with 
~h~J.l!..t~~nnection requircments. 

To serve as/concrete illustrations of" this general statement and to 
prowiel"llustmtivc cxamples for the numerical procedures which follow, 
we here consider the following five particular equilibrium problema: 

1-1. E\astic spring system. 
1-2. D-e network. 
1-3. A-e network. 
1-4. Continuous beam. 
1-5. Hydraulic network. 
r;;c;:c!l case the problem is cast into nondimensional forro, with par

ticular data assumcd, in preparation for numerical solution. In most 
cases complementary forros of the problem are considered. The first 
four problems are linear, whil~ thefi1t.h represente an exa.mple of a practi
cally important nonlinear pro-¡)1"E)m. 

Problem 1-1. Elastic Spring System. in Fig. 1-1 a system of four 

Fio. 1-1. Elnstic system of interconnected apringa subjected to loada P.·a.nd Ps. 

linear springs is shown. Assumc that when P1 and P2 are zcro then U¡ 

and n2 are_ -~oth zerº-ª'nd that al\ ~2!ll}g.s--ª.!!Li.n...1hciuul..tur.al..no.eiti.omi.. 
The:_Qroblem he re· is t()_lind_tll_~ _q!sp_l!:!.~.ffiQ.l}g¡ __ uL~Ild_ H:z._!J.lliL.ihuorces 
1'.1./.:&b and b in the four springs when the loads P1 and Pa are applied. 
The fnndamental rcquirements are: 

L Spring force - k(spring elongation) for cach spring. _ 
2. Forecs should bnlancc on each movablc cart. 
3. Spr~_!~_!lgaLi~J:!.B should he compatible wiih the displa.cements of 

thc cnrl s. --
A Rtandm·d mcLhod of soluLion is to ehooRe unknown variables in such 

BECTIO!Ió 1-1 3 ;. 

a way that requircmcu t 3 abo ve is a u Lomuticnlly sati~flell. 1 n our proh
lem this is done by taking u, and u 2 as uukuowus and cxm:c;TñgiJlji" 
spring_ elonga.tions in terms of them (e.g., elongation of spring 4 is u1 - u 1). 

~~~t_~~.!'l spri~-~~~~~~12ressed in tcrms of u 1 and u 2 by introdl;lcing 
the spring constanta. Fi~~!!~'.!...~~·it~~g thc force-balance conditiona for 
éaCll cart g¡ves us the following cquatious for u 1 a.nd u 1 : 

k,1.l¡ - ka(uz - 1t 1) - k4(tt 2 - u 1) = ~.L 
k2tt2 + ka(u2 - U¡) + k,(u2 - u 1) = P 2 

(l-1) 

A complete solution of our problem would rcquire thc solution of thesc 
sirnultancous equations. We stop at this point, however, sincc we are 
here .co~cerned only with the formulation of the problern. Sumrnarizing, 
we hrn1ted ourselves to geornetrically compatible states as soon as we 
took U¡ and Uz as unknowns; requiring that force balance should also 
hold gave us (1-1). 

A complementary method oholution for the sarnc problern is to choose · 
unknown variables in such a way that requjrement 2 ahove is ruJtgmati
cally satisfied. This ma.y be done by taking the spring forces f 2 and J3 

~~~known and expressing the other ~_p_ring forces, h and J.. in terms of 
them by means of thc force-balance conditions. · 

!4 = p2 - !2 - fa 
f¡ = P1 +fa+ f• = P1 + P2 -fa (1-2) 

Next the sprin_g_~t;>~gations are expressed in terrns of b and fa b:y intro
ducing the spring constante. Finally ~~bt!_tin thc following equations 
fOI_h_~ !a.EY_~_~ql_liri!!_g_t_!lat t_!le spring elongations be compatible with 
unique displacements of thc carta: 

h = P1 + P2 - f, + P2 - h -fa 
k2 . k¡ k, 

fa~P;-=-j2 -fa 
ka- k, 

(1-3) 

The second of these expresses the fact that t.he elongations of springs 3 
and 4 should be Lhe sarne. Thc flrst expre~;ses the fact t.bat thc c!on
gation__2.L~J2fing; 2 must be thc same n.!L.th.uum af thc clongntions of 
aprings l and 4. A~ain a complete solution would rcquirc t~ru.J.f,
ous solution of (1-3), but we stop n.t ihis point. Rciterating our log;ic, 
we limited ourselves to self-balancing¿tates when we .took b. and fa as 
l~!!_?Wns and used (l-2¿ for th.~oLher forccs. Among these self-bal
ancing states ihe true state is sclectcu by (1-3L whieh reguircs that tht.:... 
HP~l.r~g __ ~l~li~_!\tiona should be compatible with thc given interconnections 
of thc syRt.cm. 
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For futura uae we now specialize the above problcm to the caac wbere 

kl = 3k 
1
k2 = 2/c 
ka= k 
k.= k 

Substituting thesc va.lues in (1-1) and {1-3), we obtain 

5kua - 21Gu2 = P_ __ 
-2ku 1 + 4ku, = 2P 

88 the equa.tions for the displacements and 

1{-f, + fa= 3P 
-¡2-+2{~2P 

(1-4) 

(1-5) 

(1-6) 

88 the complementary egua.tions for the forces. These formula.tions can 
be simplified even further by introducing dimensionless variables. lf we 
define the nondimensional displacements 

U¡ 
X¡ = P/k (1-7) 

the displacement equa.tions (1-5) can be written in the following form: 

5X~_!t = 1 
-2x1 + 4x2 = 2 

Simila.rly, in terms of the nondimensional forces 

the force equati~ns (1-6) become 

fa y,= p 

!fya + Y2 ~ 3 
Ya+ 2ys = 2 

. (1-8) 

(1-9) 

(1-10) 

Problem 1-2. D-C Network. We consider the problem oí determin
ing the voltages and currents in the network shown in Fig. 1-2. The 
rcsistanccs and battcry emfs are given in the figure in terma of R and E. 
The equilibrium or steady-state conditions are Ohm's law for each indi
vidual resistor plus the interconnection requirements whi~h are the two 
la.ws of Kirchhoff.l We can obtain complementary formulations·of the 
p1·oblem in the follo~ng manner: If we represent the state of the sys-

1 Seo, for example, C. L. Da.wes, "Electrical Engineering," 3d ed., vol. 1, McGraw
llill nook Compsnv, Inc., New ~ork, Hl37, p. 72. 

1 .. 

1 
¡. 

1 , 

8ECTION 1-1 5 

tem by a set of independent currcnts such that KirchhofT'H farHL law· is 
automatically satisfied, wo then obtain equationá for dotcrmining these 
currents by requiring that thc sccond la.w be sa.tisficd. Allernn.tivcly if 
the state of the system is representad 
by a set or independent voltages 
such tha.t IGrchhoff's second law is 
automatically satisficd, cquatÍons can 
then be obtained for determining 
these voltages by rcquiring the satis
faction of the first la.w. 

In accordance with the first proce
.iure the state of the system is repre
sented by the three loop currents I ¡, 

I,, and la. The net current flow 

4R 

-2E 

R 

Sil 

R 

G 

into any junction is alwa.ys zcro for F10. 1-2. Nctwork or rcsistors aud 
ba.tterics. any values of I ¡, /2, and 1 •· Ohm's 

la.w tog~ther with the requirement that the net voltage drop in any closed 
loop should vanish yields the following equations: / ¡:;_ 

{-(/} 1 1 1!._-<:.e 
2E - RI a - 4R(I 1 - J,) e O 

-R/2- 5R(l2- la)- 4R(l,- 11) =O 
- R 1 a - 5 R (I a - 1 s) - E = O 

(1-11) 

When the currents which satisfy (1-ll) are found, any desired nctwork 
emf is easily obtained by a.n elementary applica.tion of Ohm's law. 

Following the second procedure, the state oí the system can be repre
sented by the potentials e¡ ande, oí the nodes A a.nd B with respect to G. 
This ensures tha.t the voltage drop around any closed loop vanishes. The 
requirement tha.t there should be no net current flow into the nodes A 
and B resulta in the íollowing equa.tions: 

(l-12) 

When the voltages ea and e, which sa.tisfy (l-12) have becn found anv 
. 1 • 

desired network current may be obtained by a simple application of 
Ohm'slaw. · 

· The complete solution can thus be obtained by solving either (1-11) 
or (1-12). Note that hero the number oí degrecs of freedom is not the 
same for the two analyses. Before leaving this problem, we cast thc 
equations into nondimonsional form. Dimensionless currents and volt-
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~8 nre dcfincd as follows_;__ 

[¡ 
X¡= E/R (1-13) 

rhe currenL equations (1-11) then become 

5x1 ...:.:. 4xs = 2 
-4x1 + 10xs- 5xa =O (1-14) 

- 5xs + 6xa = - 1 

while the voltage ·equations (1-12) take the following forro: 

2.25y¡ - Ys = 2 (1-15) 
-y1 + 2.20ys = .1 

di · lesa These last two seta of ec[úations constitute·complementary menswn 

formulations of Prob. 1-2. 
k The equl'librium problem here is to determine the 

Pr ... blem 1-3. A-C Networ . k f 
u steady-state currents in the networ o 

(1+3iJR F . 1_3 The impedances of the branches at 
¡g, • ' . d' 

the frequency oí the voltage source ar~ In .'· 

cated in the usual' complex notatlOn. m 
í R Complementary íormulat10ns terma o . . ed . th 

of this problem can be obtam m e 
same manner as in Prob. 1-2. We con
sider here only the equations for the 

ts If We take 1, and 1s as the 
d curren . 

1 
. 

Fm. 1-3. Network oí impe ances state variables, Kirchhoff's first aw lB 

connected - to altemating-voltage automatically satisfied and the aecond law 
so urce. yields the following equations: 

E_ (3 _ 4i)R11 - (2- 2i)R(I1- 1t) .,. O 
-(2- 2i)R(1s- 11) -_(1 +3~')R1s.,. O 

(1-16) 

. b . tr d . the dim~nsionless ve.riables 
A nondimensional íormulation is obtamed y m o ucmg , -

, 11 1' 1, (1-17) 
11"" E/R 1 .. E!R 

into (1-16) as follows: 
(5 - 6i) 1~ - (2 - 2i) 1~ ... 1 

-<2 - 2i)1; + (3 + i)I; -.o 
(1-18) 

' . · · for . . , ' . ected to be complex. Although procedures exlst -
The quantlt1cs 11 and 1s are exp . h (l 18) it ¡8 sometimes useful to tra.ns-
thc direct solution ~f seta oí equat•onB suc as - ' - -:-: 

"A Course in Electrica.\ Engineering," 4th ed., 
1 Sce, for example, C. L. Da~es, N y rk 1947 p. 70. Tbe symbol i 

vol. JI, McGraw-Hill Book Com~y, Ino., ew o • • 
stands for the imaginliry unit V -1· 

BECTION 1-1 
\ ' 

form the complex equations inl.o thr.ir real cquiva.lents. To illustrale thi11 . 
tho present eumple, we define the real quantitiee :.:,, .. , , %1 u roUowa: 

r; .. %¡ + iz. 
r, ... :r.+iz. 

i 

JSB for " 

(1-19) • 

When these are substituted in (1-18), ea.ch equation can be separat.ed into two: one 
obtained from the real terma and one from tho imaginary terma. We thus ohtain the 
!ollowing four real equatione, which are equivalent l.o the two coinplex equationl! of 
(1-18): 

5z, + 6z1 - 2z, - 2z1 co 1 
Gz 1 - 5z, - 2z, + 2z, - O 

-2z, - 2zs + 3z. - z, .. O 
-2z. + 2%,- %s - 3z, .., O 

(1-20) 

Problem 1-4. Continuous Beam. In Fig. 1-4 a uniform elastic bcam 
ls shown. It is simply supported at A, B, · and C and clamped at D. 
Equilibrium problema for such aystems consist in determining the bend-

!")L 
~ 

J- o --.¡_--a -~1-----2a 

El 

Fw. 1-4. Continuous bco.m frecly supported at. A, B, and C, clamped aL D, and sub
jected to externa! moment M applied atA. 

ing moments and deftcctions resulting from assigned loads. We considt:r 
the particular problem of Fig. 1-4, whe':~ t~~ad ls the ~JEgLe~~r~-~.!liA~[ q

1
2t" 

applied at A. The flexura! stiffness ofíhe beam is E/1 and the span t ,_ 

lengths are given in terms of a. · / fJ /, 
This system may be treated as a lumped parameter system by con- ~.) 

sidering each span as a single element. The total eguilibrium problem fi /r~ 
t~e~ involves satisfJing the elastic reguirements wi~hin each BP.Jill¡ 11 I 
together with the interconnection reguirements at the jgints. These /C..~.t~;. 

interc~~t:t~~}~n i¿q_t¡~~ei}úLar~th;-t_p.<:Íj~cªn.L~.Pt¿lÍ.JillQ~Id.hay,Ltlii: ~ 
same inclination and the same bending moment at their common junc- 1 

tion. The interna! elastic requirements for a single span are one st~g~ 
more complicated than the corresponding_single-element relations in the 
foregoing examgles. Here -~~-h-~pan_js i~~!f a two-degree-of-fre_edop1_ 
s~tem de~~_rib~.fl q:y two geom~1ric quantities (t_he inc::liqati9ns.J..Lt.l;le 
end~!l~--~y two force ~antities (the ~e.ndi!?-g .. I_l!om~!!_~t- th~ds). 
Th~ re!a~i~ns_b~J;-~n th~~~_!lic4.J:~p_r_C§~nt the el~tic__r~.<U&r~ments~ 
a~~h.~~- in_.YJ&:..-.!;5. Clo~~'!i~e. angle~ __ 4av~.-~~-e!l .. ~.!!!~~p-~.!_tive. 
Bending momen~~hicl!._~~nd t~g~t.~.!Uhe bo.t.~Q!!l_fi.Q~I.~m!SQffil!!jlSS 
the top fibers have been éalled positive. A formulation of the equilibrium 

- • - ----~-------····-- ... ---- •• 1•• •• _ .. _____ _ 

• See, for example, L. C. Maugh,. "Statically lndeterminate Structures," John 
Wiley & Sons, Inc., New York, 1946, p. 49. 



~blcm mo.y be obto.incd bx_uaing eit.her inclinationa m· bcnding moments 
to _!~~rescnt thc state of thc systcm... Thus o. sct of indcpcndcnt o.n_gl~ 
~ich satisfy the compat.ibility reqyircm~n_ts mjgb_ti>e chosenL With the 
o.icl of thc elastic relations bendi!!g moment.s could then be expressed i.n 
tcrms of thcse an~les, and fina.\!l, by writing the conditions for moment 

._________ L ----------~ 

{ 

8A•_b_!2MA+M8 ) 
6El 

88 •- 6~1 12M8 +MA) 

F10. 1-5. Elnstic relationships for a span whose ends are restrnined from translation 
and which is subjected to cnd moments. 

bÍdancc, a sct of equations for dctcrmining the anglcs would be obtained. 
Alternativel á-set- oCiñdc ·endc-nt bcnding moments which satisfy the 
requiremcnts of moment balance could be use to represent t e state of 
the system. The compatibility rcquirements together with the elastic 
_relations would then furnish cquations for determining these moments. 

Adopting the former procedure, the state of the system of Fig. 1-4 can 

2!1 
(281+82! 

2~1 !282+8:¡} ~~ (283) 

A('i~:O::::;?,L':::r )B B( ~)e e ( 'QJ . ~ 
- 8

1 · 2El 2El 

D 

- -¡¡- (28z+ 8¡) - ---¡¡-(28a+82) 

F10. 1-6. Rcprcscntat10n of thc bcam of Fig. 1-4 in ~rms of t.he displacements 811 81, 

and Oa. 

be representad by the clockwise inclinations of the beam at A 1 B1 and C. 
These angles are denote~í 82, and 8a1 respectively. Making use of 
the elastic relations of Fig. 1-5, the terminal bending moments in each 
spi1ili1re-as indTéii:ted in Fig. 1-6. 
-GO'Vej:"~irig-eq~~~for the angles are now º-.bia.in.e.d by writ.ing the 

conditwns tor mo~b¡¡li!-~~-~=l!!}_h~s_flyp'Or't's A1 B, ancCC. ..... - ·--

2EI 
M = - (28¡ + 8z) a . 

2El 2EI -
- - (282 + 8¡) = - (282 + Ba) a - a {1-21) 

2EI - - El 
- - (28a + Os) =· - (28a) a · a 

¡u¡;c-rw:-; 1-i 

Theae may be cast into nondimeneional fonn by introducing the follow
ing dimensionless inclinntions: 

X¡= Ma/2Ei (1-22) 

We thus obtain the following fórmulati~n of the equilihriu_m problem: 

2X¡ + Xz = +1 
X¡ + 4x, + Xa ..,. O 

x2 + 3x, =O 
(1-23) 

A complementarY- formuJation may be ~~tained in terma oUh.<:...bcoding 
momcn-ts--.li{~~M2~~Ma at B. c. and D, rcspectivcl.y..JJ1 thc beam of 
Fig. 1-4. It is left as an exercise for the reader to show thnt in terma of 
the dimensionless moments 

the governing equations are as follows: 

M a 
11• = M 

4y¡ + Y2 ·== -1 
Y1 + 6y2 + 2ya = O 

2y, + 4ya =O 

(1-24) 

(1-25) 

Problem 1-5. Hydraulic Network. We consider the problem of 
determining the steady flow of an incompressible fluid in a network of 
branched pipes under thc assumption that the pressure drnp in º single 

F10. 1·7. Bchematic diagra¡;n of hydraulio network p11.811ing a. total_flow: Q .. 

. br~~h is _proportional to the· aguare of the rate of -flow tbtQugh tbru, 
· -branch. Figure 1-7 shows the plan of a particular pipe network. Tho 

total rate of flow, in at A and out at F, is Q. For a single branch the . 
-~ 

,, ' 
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prcssurc drop in the directíon of flow is given 1 by the íollowin~ance 

~ 
Ap = Rq2 (1-26) 

where__q_is rate of flow through lhc lmmch and Risa rcsistance coefficicnt. 
T-h~-;:-csi~tance cocfficicnt. of cach bmnch in Fig. 1-7 is given in terms of b. 

The equilibrium pr;i;\c~ consist_s__in_~~~~rminj.J:l.Uh~ _ _P.ressure a.nd flow 
distribution in 'th~ st~a.dy __ sta~e~-- To m_~k~ _ _!,~roblem definite, wc 
assume th;:-t<ii; gi~-~n.~nd that the pressurc a~ F is .zero. The gove.rning 
re~ements are that the pressure at each JUnctlOn should be smgle
v~lucd, that the rate of flow into any junction should equal the _rate of 
flow out of that junction, and tha.t in_~ch separate branch the resl§tance 
law (1-20) shoulcl be satisfied. A_f.9rmulation of the problem can be 
ma.dc in terms of eithcr junction pressures or brancJ! flo~v ratcs. Thus 
thestátciofthes-ist~m--éan-be-i~résent~d by p¡ and pa. the pressurcs at 
A and B, respectively. In terma of these the flow ratea in the individual 
branches are given by (1-26). 

(
Pl - P2)i 

qAB = 2b 

qocF = (~~y 
qHDF =(~~y 

(p¡)t 
q~BF = 5b 

(1-27) 

The requirement of continuity of flow at the junctions A and B provides 
the following governing equations: 

. 
Q = (P1 ;_Pa)t + (~~)l 

(1-28) 

(P1; P2y =(;~y+(~~)' 
A nondiincnsional formula.tion may be obtained by introducing dimen
sio11lcss_p_ré88ures 

(1-29) 

1 See. for.exo.mple, H. W. King, C:-0. Wisler, and J. G. Woodburtl, "Hydraulics," 
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1948, 5th ed., p. 220. Strictly speakingwE!should 
eonsiuer b.p and q as directed que.ntities e.nd write Ap "" [sign (q)JR~2• If _we ~se 
'(1-2G), it is incumhent-on us to check that all preBSuredropaaroa.ctually m thed1rcct10n 
of llow in any propoacd solution. 

/ 

SECTlON 1-1 

In terms of thooc (1-28) me.y be ca.at into the following íorm: 

0.4472x¡l + 0.707l(X¡ - Xs)l - 1 
0.707l(:t¡ - Xt)6 ...... 1.2845xa1 =O 

11 
' 

A COf!tpfementary formulation may be obtained in tcrms of bmnch Oow 
rates. Continuit~-~-L~?~Y-'Y!Il be pressrvcd in Fig. 1-7 if thc Oow mies 
q¡ and q, in the branchcs AB and BCF, respectively, aro indepcndent 
proVidéd -tne -flo-wTatéiilñ-iheremáTñiñ'g"b'rañCfieii"'áre-t!Jreñ 88toUó~vs: 

qBDf = q¡ - qa 

qABY = Q- q¡ (l..Sl) 

.. Wi~_!~~id of (1-26.2 thc requirement of single-valucd pre~ures at A 
and B lca.ds to the following governing equations: 

2bq¡2 + 2b(q¡ - Q2)2 = 5b(Q - q¡) 2 

3bqa2 = 2b(q¡ - q,) 1 

Introducing the dimensionless flow rates 

q¡ q, 
Yt =- Ya=

Q ----..:Q;.... 

we obtain a nondimensional íormulation as follows: 

10y¡ - Y1 1 - 4y¡ya + 2y21 = 5 
+2y¡1 

- 4y¡ya - y,' = O 

EXERCISES 

(1-32) 

(1-33) 

(1-;34) 

1-1. The lengths and cro88-8ectional areas oí the bars,of aplane pinned tru88 are 
indica.ted in Fig. 1-8. The bars are joined by írictionless pins, and each one satisfies 
Hooke'slaw, JI A "'E&/L, where f is the tensile force and ,; is the elongation •. The 

1---. 4a ·!· 3a--j 

r T-
3a 3a 

t _1__. 
• 

3a 
A¡•2A L 1•5a 

j_ J A2•A - L2•Sa 
A • 27 A L3•3a l i25 
A o.Ü.A L4•3a 

\ ' 
4 125 

F1o. 1-8. Rxercise 1-1. 

~ . : 



CHAPTER 2 

EIGENV ALUE PROBLEMS FO:JLll.STEML 

WITH A FINITE NUMBER OF DEGREES OF FREEDOM 

Equilibrium problems involve the determination of system configu
ra.tions under rescribcd loadin conditions. An cigcnvaluc problem may 
a. so involve the determination of sy~tem configurations, but of great.er 
1mportance is the det.ermination of the cnheal loáOiñ conditions under 
w e t ese con guratwns are poss1 e. parameter which describes 
such a crltical condition is called an ejgcuyalue. As examples we have 
the natural frcquencies in o_scillating systcms and the buckling loods in 
elastJc-stahhty problems. 

We cons1der oñly line'ar eigenvalue problems. Matrix notation is used 
beca.use it facilitates the theoretical discussion and because it provides a. 
useful s)-'stem for laying out the actual eomputations. ' The necessary 
rules are briefly reviewed in Sec. 2-2. 

2-1. Particular Examples 

Two examplcs are used to illustrate the formulation of eigenvalue prob- · 
lems from physical systems: : 

2-1. Three-mass vibrating system. 
· 2-2. Buckling of a structure. 
In both cases the formulations are left in ordinary algebraic form. 

Ma.trix formulations will be given in Sec. 2-2. 

FIG. 2-1. Vibrational system with three degrees of freedom. 

Problem 2-1. Three-mass Vibrating System. The system is shown 
in Fig. 2-1. The displacements of the three masses from the unstrained 
configuration are mcasured by U¡, 112. and u3• The equation¡> of motion 
may be written by imaginingthe system disturbed from equilibrium and 

6~ 
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applying Newton'H second ln.w to ca.ch maas. Ncglccting íriction we 
~~ ' -

For a nal11ral vibmtion we would hn.ve 

u1 = x1 sin (wt + 1{?) 
.Y2 = X2 sin (wt ± ~) 
Ua = Xa sin (wt + cp) 

(2-1) 

(2-2) 

where X¡, x2, and X3 represent the amplitudes of vibmt.ion w is the natural 
- 1 

frequency, and cp is a phase angle. If \Ve subsLitute (2-2) into (2-1) and set 

>. 
k 

(2-3) 

we find the following equations as the conditions for determining the· 
amplitudes and frequency: 

' 

5X¡ - Zx2 ) = A(x 1) 

-2X¡ + 3x2 - Xa = A(2x2) (2-4) 

1 - X2 + Xa = A(3xa) 

The pn.mmeter A is a dimensionless measure of the frequency. An eigen
val1te is a value of A for which there are nonzero amplitudes which satisfy 
(2-4). f: conflguration of amplitudes which meets these regnirements is 
called a natural mode. 1'-h<:l corresponding frequency is called a natural 
.frequcncy. A complete solution would involve finding all the natural fre
r¡uencies and thei1· associated natural modes. In technical problema it 
may not be of interest to obtain the complete solution. Sometimes only 
the lowest natural f_requency is desired; sometimes just the lowest fre
quency and the corresponding mode or just the two lowest frequencies 
are desired. 

Problem 2-2. Buckling of a Structure. A system of rigid weightless 
links hinged together and supported by springs is shown in Fig. 2-2a. 
In this position aH three links are exactly vertical, and there is no force 

~in an:y of the springs. We consider the ·stability of thi§ systcm when 
HU~jected lo a vertical load P applied at B. For small loads the three 
li_nks will remain vertical, moving down as a unit against the springs k1• 

!''or la!gc loadH the links will bucklc; that is. B ande will undergo trans
!:crse diAplaccmcnts as shown in Fig.,2-2b. Our prohlcm ÍA to determine. 

1 
f· 
' --f BBCTION 2-1 33 

the t.bilit,y.)imitlror the vertical position. We want to know the val'!le , 
of for which an equilibrium position with transvcrsc displacemcnt! first 
becomes possible. 

To obtain a quant~~~~~-an~!y~i~l-~~--~-~~-m~~-t~~Lt_h_~~-~ir~~--cri~ico.l 
buckling load is holding the system in equilibrium and find the cgui-

(al (b) 

Fto. 2-2. Buckling of a system o.f spring-supported rigid links. 

librium conditions by applying the p·rinciplc of mínimum potential energy. 
A geometrically compatible state ca.n be reprcsented by arbitrary (small) 
values of y 11 x~, and x2 if we take Y2 as 

(2-5) 

The usual small~angl_~app~oxi~a~.Q!\B, 1 - coa 8 ~ i82 and sin 8 .,. 8, 
have been madc here. l3y a.dding thc stra.in cnergy of the springs to the 

lo ,, 
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potential energy of the load P we have the total potential energy 

<1> ""''jk,y,' + ikx12 + ik(x¡ +_x,) 2 + }kxz2 + ik1Yt2 - P (Y1 - ~~)_ 
(2-6) 

\:hcro !12 ÍH undcr~t?_od to takc ,lhc valuc (2-5). Thc equilibrium equa.
twns are tbe condtttons Íor statwnary potentia.l energy. 

One solu~ion of this system is x 1 = x2 = O a.nd 

p 
Yz = Y1 =-2k¡ 

(2-7) 

(2-8) 

which is obtained from (2-5) and the first of (2-7). 
equilibrium position. 

This is the unbuckled 

If x1 and Xz do not vanish, we obtain 

p 1 
y¡ = Zk¡ + 4L (x¡z + (X¡ - X2)2 + xz2] 

p 1 
Yz = 2~ - 4L [x,' + (x, - Xz) 2 + x22] 

(2-9) 

by solving (2-5) and the first of (2-7). ~~~t inscrt the second of 
(2-9) into the ln.st two relations of (2-7) to get a pair of simultaneous 
equations in X¡ and xz. These eguations. contain linear and cubic terms. 

. Sincc wc are interested in the first appearance oí buckling, we need con
sidcr only such small valucs of X¡ and x, that the cubic terma may be 
nc~~~ctcd·in comJ?al:~son with the linear terma. The linearized equations 
for x1 ami x2 thcn appear as follows: 

.. k k( ) p Px, x 1 + X¡¿- Xz +U ( -2x, ± Xz) ± L =O 
p . 

k(X¡ + Xz) :+ kxz + 2L (x¡ - 2x2) ::. O 
(2-10) 

Byjn_troduciug thc djmensiw)leee ¡m ra mctPr 

;... 2kL =-p (Z..Ü) 

... 

f 
1 
1 

\ 

8EC'flUN 2-1 

:We obtain 
- x, = "'-~..L.±_.l:,) 

-x, + 2xa = >.( x, ± 2x,) 
(2-12) 

as our formulation of the cigcnyalue prohlem. 
An eigcnualue is a value of )1 for which thc cquaLiom; pcrmit nonyunihl•

ing dfs-piacemen¡;-Such a configuration of displacemcnt,a iR ca.llccl a. 

budcling mode. 
A complete solution of an cigcnvaluc prob!cm inyolyca findjng al! passi- . 

ble eigenvalucs with their associated modcs. In technical buckling prob- ~ 
lems a complete solution is not of intcrcst. Vcry often the magnitudc oí p 
thc smallcst buckling load is all thaL is rcQuÍrcd. SomcLimcs the corrc
sponding buckling mode is of interest in ordcr to MSÍst jn thc desi~tn of 
stiffening reinforcemcnt. 

The present system has the intcrcsting fcaturc that if the load P ia 
reversed (i.e., applied vertically upward) therc is still thc po8§ibility of 
buckling. In such cases both the smallcst positive and sma!lest ncgatiYc 
buckling loads are of practica! intercst. 

EXERCISES 

2-1. Show tho.t the eigenvalue problem for detcrmining the natural frequencies 
and modes o{ torsiono.l vibration of the systcm of Fig. 2-3 mo.y be formulo.ted 11.8 

follows: 

x,- x, 
-x, + 2x,- xa 

_x, + 2xa - Zt X:ta 

o,, 
- Xa + ix• - Íxa .. ~x. 

: - jx. + jx1 ... 4X:t• 

where ~ ., w1J /k o.nd k ia the torsiono.l stiffneBB of o. Rhaft and J is the moment o{ 

4J 

Fxo. 2"3. Exercise 2-1. 

inertia or a disk. The systein is so eupported on frictionless bearings that it is free to 
te without any bending o{ thc_ahafts. 

-2. At rceonance lct the currcnts in Fig. 2-4 be 

· /, .. z,ein(wt+.p) 
la "" Zt sin (wt + cp) 

.• 

\ 



( 

centro dt~ educación corltinLJa 
división 

facultad 

de 

de 

estudios superiores 

;ngenierra. 

METODOS NUMERICOS Y APLICACIONES CON LA COMPUTADORA 
DIGITAL 

TEMA · 4 FAICES DE FUNCIONES TRASCEDENTES Y 
POLINOMIOS. 

ABRIL,l978. 

Palacio de Nlrerla Culle de Tacubo 5, prlr..er piso. 



4. R.AICES VE FUNCIONES TRASCENDENTES Y POLINOMIOS------

4. 1 I n.tJt.o duc.c..i.ón 
Todo model~ matem!t.i.c.o de un ~.i.~tema 6l~.i.c.o .i.nvoluc.~a el 

planteam.i.ento de áunc..i.one~, ya 6ean va~.i.a~ o una ~ola. 

Ex..i.~ten do~ t.i.po~ b!~.i.c.o~ de ec~ac..i.one~ o 6unc..i.one~: 

- .tJLa~c.endente~ (e-x. - ~en3x = O) 

- pot.i.nom.i.ale~ (X4 - 3X3 
+ 1ox2 

+ 1 = O) 

70 

Un p~oblema 6~ecuente e~ la obtenc..i.6n de la~ ~a~ce~ de -

d.i.c.ha~ 6unc..i.one~ o d.i.c.ho de ot~a mane~a !o~ valo~e~ de la va~.i.a 

ble .i.ndepe ltd.i.ente que .6a.ti46ac.en la ec.u.a.c..i.6n • O t~o p~o blemtt 11..6 u al -

e~ et dete.~múta~ la .i.nte~.6e.c.c..i.ón de do.6 6unc..i.one~ que ~e.p~e.6e.n

tan concepto~· d.i..6Unto.6 (Vg~.: c.o.6to.6 e útg~e~o.6), e.6to ú.l..:Umo 
equ.i.va!e a e~tc.on~a~ ta. ~oluc..i.6n de una .6ota 6unc...i.ón 6o~mada -
po~ ta ~e..6ta de la.6 do.6 o~.i.g..i.nal.e~. 

Ex..i.~te.n d.i.ve~.6o.6 métudo.6 pa.Jta. la. .6oluc...i.6n de t~le.6 e.c.tta-
c...i.one~ y tend~t!n c.a~a.c.te1Ú.6t.i.c.a6 pa.~.t.i.c.ula~e.6 depend.i.endo del -

Upo de 6unc..i.6n, t~a..6c.enden.te o poUnom.i.al, que ~e a.voquen a 
~e6ol.ve~. 

Pa.Jta la ~oluc..i.ólt de 6unc..i.one6 t~a.6c..endente~ a.lguno.6 de -

lo~ método~ d.i.~pon.i.ble~ ~on: ap~ox..i.mac..i.one~ .6uc.e.6.i.va~, paJtt.i.c..i.ón 
de inte~valo~, Newton-Raph~on, Newton de ~egundo o~den, Von --
M.i.~ e~, etC.. 

Pa~a ta ~oluc..i.ón de 6unc..i.one6 pol.i.nom..i.ale.6: 
Newton-Raph~on, Newton de .6egundo o~den, L.i.n-Ba.i.~.6tow, G~ae66e. 

Ve lo~ mltodo.6 ante~..i.o~e.6'.6olo ~e ~ataJtá el de Ne.wton--
Raph~on pa.~a 6unc..i.one.6 ~a.6c.endente.6 y el de L..i.n-Ba.i.~6tow p:z./ta.. 

6unc.ione~ algeb~a..i.c.a6. 

4.2 Func.ione.6 T~aéc.enden.te6 

4.2.1 Objeto 
Obtenelt la .6oluc..i.6n de 6unc..i.one.6 del tipo: ~ 

Y= 6. (x) = O '4. 7 ) 

poJt el mltodo de Newton Raph.!,on. 



4.2.2 Mét.odo 

'Oa.da. la. c.wwa. c.oltlte.IJponrU.en:te a. y•ó !x) .,0 ~e Jt.eqr.LúAe un pun;to ~ 

de a.JLJLa.nque (x0, y0), a. pa.JLtiJL·de d¡c.ho punt.o ~e t.Jt.a.za. una. Jt.ec.
t.a.·t.a.ngent.e a. la. c.uJLva. y la. ¡nt.tJL6ec.c.¡6n de la. Jt.ec.t.a. c.on el eje 
"x" da.JL4. la. nueva. ¿¡o luc.¡6 n a.pJLo urna. da. ! x 1, y 1 ) _; el mé.t.o do ~e -
Jt.ep¡t.e .6uc.e~¡va.ment.e ha.llt.a. que: 

6 
f "n + 1 - "n 1 

fYnl-<8 
<€ 

' 
donde e y 86on a.Jt.b¡t.Jt.a.JL¡a.ment.e pequeña.~. 

poJL 

de 

* ', 

lo 

Ana.~~c.a.ment.e lle t.endJLá: 

y=ó ( x) 

------------------------.. . 

IJl ---------------------

d~~ x) = 
X = "o 

qu.e: 
. d 6 (X) 

f "o - "1 ) dX 

·x 2 

t.g e= 
6 ( xo l - o 

xo - X¡ 

= 6 ! xo) 

" = "o 
donde lle obtiene: 

X¡ = xo - 6 ( x0 l * 6 1 
( x0 l 
~ ( xn) . 

xn+ 1 = xn 6 1 
( :( l n 

6 1 ( xo) .t 

1 
1 xo 

! 4 • 2 ) 

. ~ .. -~ 

xo X 

( 4 • 3) 

( 4 ~ 4) 

( 4. 5) 

1 

J '· 



paiLa ga~antiza~ la conv~~g~nc¡a del método ~e ~Leq~e~Le: 

- x0 ~6tl c~~cano a la ~alz 
- 6' (x0) no debe 6e4·muy pll.d~ma a c~4o 

6"(x0J no d~be 6e4 exce6¡vament~ g~and~ 

12 

El mltodo 6olo pe~m¡te detecta~ la6 ~a~ce6 ~~ale6 d~ la -
6uncidn y l6ta última debe ~e~ continua y dióe~~nc¡able en una 
v~c.i.nda.d de x. 

4. 2.·3 Ve~Ciúpci6n del pJr.oglla.ma. 
a.)Subllut.i.na.6 llequellid~: 

Ninguna.. 
b)Ve6cllipc¡ón de t~ va.llia.ble6: 

G (X) 

VERG (X) 

EPS 
N 

L 

6unc~6n de la. cua.l ~e de~ea.n obtenell ~u~ 
, ...._.___ 

Jr.a...(.ce6 
dell~va.da. de la. óunc~ón G 

' 
cllitell~o de convellgenc~a. 

m4~mo númeJto de -i..tella.c¡o ne6 a. eó ectua.Jt 
conta.do~ de .i.tella.c~one6 

XV va.loll v-i..ejo de la. a.pllo~ma.cidn de la. 
Jt.a.lz 

XN nueva. a.p~o~ma.c-i..6n de la. lla.lz 
e) V~men6-i..one6: 

No ut.i.Uza. plt.opo-6-i..c-i..ón V1MENS10N 
d)'Foll.mato6 paiLa. l.o6.dato6 de ent~a.da: 

<> 

SEC.TARJETAS FORMATO 1NFORMAC10N 
1 (15,2F10.0)N,EPS,XV 

ot4o6 pa.quete6 de da.to.6(opc-i..ona.l) 

n TARJETA EN BLANCO, cuando 
no 6 e den nuev~ c.o1td-i..c¡o 
n e.6 de a.lllla.nq u e. 

e)V-i..a.gJta.ma de bloque.6: 



•/3 

SI 

... ~ 
da.taa 

F~g. 4.1 V~ag~ama de btoque~ pa~a et p~og~ama 
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Fig. 4.2 Li~:.:tado del p~og~a.ma. 
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4.2.4 Ejemplo 

Pa~a el ~¡~~ema ~~ó~lco b~lanceado mo~~ado: 

_¡1 

> 
¡_ =0 

n 

~ 

z 

".·." '-. 

f._· " 

.~~~75 

Ve~e~mine un in~~añ~e de tiempo_pa~a el cual i 2 (~) = O 

~¡_ Z = 5.6 + j1.8 y u4 (~) = 141.4~en (377~-+ 30°). Con~ide 

~a~ ~ecuencia de ó~e abe. 

*SOLUCION 

Po~ lo~ da.to~ .6e tiene: vb(~)=141.4.6en (377~-- 90°} 
y del diag~ama unió¡la~: 

i2 (~} = 24.6en (377-t- 107.8°) k 
po~ .toque ~e .t:.equ-i..eJte un valoJt de ''t""út.t que .6en(377~ + 107.8 11 )=0 

TABLA 4.1 Va~o.6 del pJtcblema del ejemplo 3.2.4 
N = 500 

EPS = 0.000000.1 
·XV = 2. 5 

G(X) = .6en (377X- 107.8°) 
VERG(X) = 377c.cJ.J (377X- 101".8°) 

,. 

.,_ 

.{ 
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TABLA 4.2 Re~ultado~ del p~oblema del ejemplo 3.2.4 

---- - -- -------------------
- -
CRITERIO DE CO~vERCC~ClA a l.OCOOO~O~E·O~ 

-----------·----~------ ----------

---- --·· -------
lTERAti01ES EFECTU•OA3 z • 

---~---------- --- , ______ --· ---
VALOR OE L.A Fl!'ICION z "• 7581l7GZ,tl~o¡--

.. 
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4.3. 1 Objeto 
Re~olve~ ecuacione~ del tipo: 

P(X) e anXn + an_ 1 x~-t + ••• + a
1

X + a
0 

= O (4.6) 

mediante. el mltodo de Un-BcúM tow. · 

4.3.2 Mltodo 
El método de Lin-Bcú~6tow pe~mite. obtene~ la6 ~a1ce6 ~ea 

lu y compleja.6 de un- polinom-<.o de g~ado "n" mediante .6 u 6aC..t~ 

~zación en polinom-<.o~ de .6egundo g~ado1 dado que el teo~ema -
óun.damental del á.lgebJc.a aó-i.~ma que todo pol-i.nom-<.o .6e. puede. óac. 
toiL-i.zM mecU..ante b-i.nom-i.o6 de.l tipo· (X a) donde a u una ~a..(.Z. 

de. P(X), e6· deci~: 

do. 

P(X) = Q.(X) (X a) ( 4. 7) 

Pa~a-todo polinomio de g~ado "n" .6e c.u.mple que: 
a) tiene "n" ~a..C:ce.6 ya .6 ea ~eale6 o complej a.6, única6 o 

~epeUdu 

b) la-6 ~a.(_ce6 comple.ja~ .6iemp~e apa~ec.en en pa~e6 conju
gado~ 

e) ta ~e.gld de. lo.6 .6igno6 de Ve6ca~te.6 e.6 aplicable al -
polinomio 

A continuación .6e e6e.ctúa una b~eve. de.6c.~pción del méto 

Vado el polinomio: 
P(X) = Xn + A

1
Xn-l + ••• + An =O ( 4 • 8) 

.6e. de6compone. en la 6igtúente t)oJuna: 

P(X) = (X2 + pX + q) .Q.(X) + RX +S ( 4. 9) 

donde: 
n-2 n-3 Q.(X) = X . + B

1
X + ••• + B 

3
x + B 2 (4 .10) n- n-

Po~ un teo~ema det Algeb~a, el 6ac.to~ (X 2 + px + q) -
l>e.r..t!. ~a..t.z de P(X) .6olo .6i R = O = S, la última igualdad e.-6 e.l 
obje.t-i.vo a c.umpU~. 

7.7 

Ag~upando tl~minol> en (4.9) e igualando tl~mlnol> de. igual 
-potencia en (4.9) y (4. B) ~e tiene: .. ' 

;;,· 

.;, 

·' 



•' 

( 
Ak. = Bk. + pBk-1 

A n-1 = R + P8n-2 

An • S + qBn-2 

Bo = 1 

B_ 1• O 

+ qBk_ 2 , k = 1, ••• , n-2 

+ qBn-3 

de. l(U e.c.ua.c..ione~ {4. 12 )y {4. 13 )~e. :tiene.: 

(4.77) 

(4.72) 

(4.73) 

78 

R = An-1- P8n-2- qBn-3 = 8n-1 (4.14) 

S = A - qB = B + pB 1 n n-2 n n- (4.75) 

de. la.~ e.c.ua.c.ione~ (4.11) ~e. obtiene. B.¿ e.n 6unc..i6n de. p y q poiL ·! 
lo que.: 

R = 61 (p,q) = O 

S = 62 (p,q) = O 

(4.16). 

(4. 77) 

lo c.ua.l e.~ un ~.i~tema. de. ec.ua.c.ione~ no ~nea.~e~ que. ~e ILe~ue.!ve 
po~ e.l ml~odo de. Newton Ra.ph~on paiLa. ~p y ~q dando va.loiLe.~ 
.in.ic.ia.le.~ de p y q: 

IJ 

pk+1 = pk + ~p 

qk+1 = qk +~q 

Vado un c4.iteiL.io de conveiLgenc..ia. 
{4.11) ~e te.nd-tá · cuando: 

ph.+1 - pk 1 < € 
qk+ 1 - q h. 

1 <e 

E, ~a. 

Al á.pUca.IL el método de Newton-Ra.ph~on a. 
.te.ndll4: 3 B n-1 B n-1 + 

3 p 

a Bn + B 
B + (ap-n 

de. ~a. e.cua.c.i6n (4.11) 

a P 

3 B o 

n-1 h. p + h. q = o a q 

a B 
n-1)h.p + __ n .h. q = o 

e B. 1 a.-

a q 

-q ask-2 
a P 

~o~uc.i6n 

4. 16 y 

(4.18) 

(4.79) 

de {4.76) 

(4.20) 

(4.27) 

4.l7~e-

(4.22) 

(4. 23) 

( 4. 2 4) 
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as k - 8k-2 - p 3 sk-i - q a Bk- 2 -· a q aq a q (4.25) 

as_ 7 a~-7 aB0 as0 o ,. • -·-· aP aq ap aq (4 .26) 

de 4.9 el polin?mio Q(XJ puede óacto~iza~e a ~u vez: 

. Q(X) .. {X2 + pX + q) (xn-4 . .,. elxn-5 .,. ~ •• + cn-5x.,. e~-4)+ 

d~a~~ollando el mi~mo p~oce~o ~e llega a: 

ek • 8k- pck-1 -.qek-2 
e -7 • o 
eo .= 7 

compa~and.c 4. 2 8 c-on' 4. 2 4: 

· a B 
k --rp = 

a Bk. 
--aq = 

- ek -2 

.su~tituyendo 4.29.tj 4.30 en 4.22 tJ.4.23: 

.,. e 
3 

6 q 
n-

- (3Bn + Bn-l) 6p + en_ 2 6q = Bn 
3 p 

R* lJ +S*· (4.27) 

{4.28) 

{4.29) 

(4.30) 

( 4. 31 

(4.32) 

haciendo - { a B n + B n _ 1 ) = en_ 1 = en_ 1 - B n ~ 1 {4.33) 
TP 

~e obüerz.e la exp~e~ióll del ~i.6tema de ec.uac.ione.6 no tirz.eat: 

= B , n-1 

= B n 

( 4. 34) 

(4.35) 

... 
-
' ' 
--
" 

~~' ,. 
_ .... ~' ,. 

'. 

: .. . , 

, . 
. .. . . 
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0 Eva..tu.alt. B~, ~ "' 1, ..• , n. 
Q) Eva.tu.a.Jt. e k., -~ = 1, •.• , n.- 1 

G) E v a.tu.a.Jt. en._ 1 = en_ 1 - s n. _ 1 

® Re.A o t v ~Jt e.t A .(A .te.mc< de e o.uac..i.o n eA ( 4 • 3 41 y ( 4 • 3 51 
@ · Ob.te.ne.Jt Ap y Aq pOll .<..te.Jtac..i.oneA hllh.ta que. \ Ap \<:.€. 

y \ Aq\<E · (!) Ob.te.ne.Jt toA vatoJte.h de. p y q me.d.i.c<n.te.: 

p~ = P~-1 + A p 

q~ = q ~-1 + A q 

(!) Con toA vaLoJte.A ob.te.n.i.doh de p y q Jte.Aotve.Jt e.t ác<c..toll 

c.u.a.dJt.á.Uc.o 
x2 + pX + q 

(V Ob.te.ne.ll e.t po.Unoméo Jteduc..ido y Jte.gJte.A ail a (D haA .ta 

o b {e.n. e.lt. to da..6 f..a..6 Jt.a.l c. e..6 . 
S.i. to~ vaLcJteA .i.nLc..i.ateA de p y q Aon c.eJtc.anoA " toA va-

toJte.h ve.Jtdade.Jtoh e.t ml.todo A.i.e.mplte. c.onv~ge.. 
S.i. toA VdtoJteA.Ln.i.c..i.c<teA Aon ate.d.tollioh puede no habell-

c. o n v e.Jt g e.1t c..i.c< p o 1t to que. :.1 e. Jte.q u..i. e.Jt e. ddll un m á x.i.m o n úme.JtO de. - -

.<.te.Jt.a.c..i.on.e.-6. 

4.3.3 Ve..6c.Jt.iPc.L6n. de.! PJt.ogJt.a.ma. 
a.} Su.b~t.u.Un.a.~ Jt.e.qu.e.Jt.ida.-6: 

SUBROUTlNE RlROO, e.A.td AubJtu.t.i.nd ob.t.i.e.ne. taA Jta.ic.e.A --
de.t pot.i.nom.i.o q e.n c.MO de no e.x.iA .t.i.Jt c.o~tve.Jtge.nc..i.d 
imP Jtim e i.dA ún.i. c. ah Jtd[ c. e.A e.lt c. o .,.tJLad 116 • E t p 1t o g Jtdnld 

p!t.i.nc..i.pdt te. e toA c. o eá.i.c..i.vt.te.A del p o t.<.nom.i.o e. .i.m--
Q 

pJt.Lme. Jt.e..6u.tta.do~. 
b}Ve..6c.!t.Lpc.L6~ de. t~ va.Jt.La.ble.-6~ 

Alll 
N e 
EPS 

LMAX 

PZERO 

eoe.n.<..c..i..e.¡tte..6 de.t po!útom.i..o 

g~ta.do de.t potl~or..ú.o 
c.Jt.ite.úo de. c.onve.ltge.nc.i.a. pa.lt.et üp y ~q 
m4x.i..mo n.~me.lt.o de. .t.~e.~~c..i..one..6 
va.lolt. Lnic.La.l de. p 
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Q.ZERO va.to~ ~n~t~a.l de q 

RTREA(I) pa.~te. 4e.a.l de la.~ 4a.lce~ 

RTI MA ( I) pa.~te. ~ma.g~na.~a. de. .e.~ ~alce~ 

NUM 
" 

pa.~~me.t~o que ~ndica. ~~ ~e e.ncontAa.~on 
o no ~oda.~ ta.~ ~alce~ 

L conta.do4 de ~~e~a.~one~ 
J 
M 

B(I) 
C(I) 

contado4 de ~a.lce~ encon~~~da.~ 

de.c~e.me.n~ado4 de.t g~a.do ~el pol~nomio 

eoe.6~~e.nte.~ del pol~nomio de g~a.do NC-2 
eoe6~e~e.nte.~ del pol~nomio de g~a.do NC-4 

VELP 
VELQ. 
p 

Q. 
RAVTR 

p 

q 

A p 

A q 

l ·~ 

- ' 

di~ cltim':l-narr:te.· _de la. c.cua.ci6n eua.d~á::Uca. 
Pa.JLa. e .e. p4og~a.ma. p~incipal: 
A ( I) 
NC 
EPS 

LMAX 

PZERO 
Q.ZERO . 
RTREA(1) 
RT1MA(1) 
NUM 

CEREQ. 

c.) Vime.n~ io ne.~: 

eoe6ic~e.nte~ del po~nomio 
g~a.do de.t polinom~o 

' 

c~~e4lo de conve~genc¡a. 
mtfx¡mo núme~o de ¡~e~a.cione~ 
va.lo~ inic.~a.l de p 
va.lo4 ¡ni~a.l de q 

pa.~~e ~eal de la.~ ~a.lce~ 

pa.~~e. ¡magina.~a. de f.a.~ ~alce~ 

pa.~á:me~4o que ~nd~ca. 4i 4e eneon~~a~on 
o no ~oda~ la.4 4alce4 
c~¡~e~io pa4a de~eltmina~ c.u.á:ndo una. --
Jtal z e~ nu.la 

La. p1Lapo4iei6n COMMvN del pltogltama. p~inc.ipa.l LJ .ta -
~ ubltuüna, cw.t: c.omo la. p1Lopo¿ic.i6n. VI ME NS 1 ON de la 
l:lubJtuüna debeJtán mocünic.aJt~e ~¡ NC > 20 

d)FoJtma.~o4 paiLa lo~ da~o~ de entJtada.: 
SEC.TARJETAS FORMATO 1NFORMAC10N 

1 (12) NC 
2 (8F10.0j A; el c.oeóic.iente del -

~l!tmino qu.e da el g~ado 
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n 

ct6 ~ IU1Jl V .l! OJtU 
4 CEJZEQ, [ rs, LWJC 
PZERO 1.J r_!ERO 

t..tmr.n .6<tb'W

tillo?. 11!:100 

NO 
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del polinomio debe ~e~ -
uni~a~io y no ~e p~opo~

ciona como da~o, lo~ --
o~~o~ coe6icien~e~ ~e dan 
a pa~~~ del-coe6icien~e 
del ~l~múto de gJtado UC-1 

TARJETA EN BLANCO, al 6{ 
naliza~ ~oda la in6oJtma-
ci6n. 

1 



dM vdc\U w
eiAC.U de PZERO 

1J Q.ZERO 

obtt.nu l4 
.uzlz de.l. 6ae
tcJt Un tJtl. 

~va.lu.v. u.t' de 
IULCc.u del ~nc.
.tD-t c.u.adt4.üc.o 

hacn IIU!o6 tD 
d.oi> lCI> C:.Ort.tA:" 

cW•\U 

a~titui.Jtd 
poUnomio P(.'J) 
pclt. P(IH) 

IILduc.i.\ gtttdo 
de! pcl..ú!cmi.o 

d.aJL rwtVOI> VC1 
lDJLU úW:AJr. :
tu 

o 

11 
~· 

Jt.Uolvi!A u.. 
cU 6eAe.ne. c.o
ltlli.g.i.d:u 

1 

Fig. 4.4 V~ag~ama de bloque~ de la ~ub~u~na RIROO 
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4.3.4 Ejemplo 

PaiLa. u.n · .6.l.6 .tema. 
c.l6n de .t1La.n.66e1Lenc~a. 

n~o de la. óiLecu.enc.la.) 

~nea.t e ..C:nva.Jt..C:a.ble con el ~empo la. 6u.~ 

H(S) (1Lela.c~6n en.t1Lada.-.6al.lda. en el dom..C:-
e..6 .tá. da.da. poiL: 

s 3 + 6s2 
H (S) = + 

s5 + ss 4 + 

3S + 1 

Se .6 a.be q u.e l.a..6 1La..Cce.6 del pol..C:nom.é..o del 'den om~nado11. ( p~ 
l.o.6 del .6~.6.tema.) 1Lepll.e.6en.ta.n la..6 61Lecu.enc~4.6 na..tu.1Lale.6 del .6.l.6 
tema.. Ve.teJtm..C:ne d..c:cha.-6 ó1Lecu.enc~a..6 na.tuiLa.i.e.6. 

* SOLUCION 
TABLA 4.3 Va..to.6 pa.ILa e! pnob.i.ema. del ejemplo 4~3.4~ 

<.. • ;e~-;,: • 

NC = S -:;. 1 

P (xf = x5 + 8 x4 + 6 x3 + 3 x2 + 2 x + 2 

TABLA 4.4 Re.6u.l.ta.do.6 paiLa. e! piLoblema 4.3.4 emplean
do el piLogiLa.ma de compu.tadoll.a. 

--------------

-----------
-----·--- ----·--- ----- --- -- --· -- ----------

-----------------------------
l.oo __ .eullt+OI .zoot•ot .200[;+01 

------~-------

-------------·-- ---------------
____ LAS.Poiicrs t·EL I'IJLIII"IIIO S'JIL 

__ 1 ___ .Z~l~::iEtOII _____ a1107l?tt00 ___ _ 

-~ z- ~~ :z¡,sr;s~·no -- - -- -~-- -.o~7lq!ofl0 
1 

--3----.i.-'i2ii7(~110----- .¡¡c;¡¡?SE•~O 

___ !i.___:..~s-~?t-·~o ___ .,;;o:q;t_'>tt'!9 __ _ 

-- --5-- --~72ZZ2E•H o, 

• S = a + jw 
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H\ITERPOLA TOOINI 

3.1 INTRODUCTION 

Int!•rpolation líes at. the heart of classical numerical analysis. Therc are· · 
two main r·:>11sons fnr this. Thc first is that in hand computation t.ht~r" is · 
C(;rJ(.inual nccd t.o look np the value of a function in atable. In ordrr t.o 
find the valuc of th~ funct.ion at nont.abulatcd argumenta, il. is nccpssary 
Lo irdcrpolr.tc. :'llorcovcr, Lhc highly aecurate t.nules at srnall iniTPmeats 
of t.hc arg•1men!. t hnt we takc for grantcd today are rnostly of colilpara
t.jvcJy rccrnt 0ri~dn. Thcrcforc, classicnl numerical analysts devPlopcd an 
Pxtn·mPiv sophi::lti.'ate.t gronp of intcrpolation methods. Today t.he nl'cd 
to int.crpolatr arisc:; c~mpn.rati~l.'ly seldom; for example, on digital 
computen; we almos! alw11ys r,•;urmtc dircct.ly ihf' value of a function 
'raUwr than iutcrpolal.c in atable of valucs (sec Chap. 7). Anfl when the 
nccd to intl'rpolntc in a tanle docs arise, tite small incremcnts in the argu
OI(~tlt.s in nwst taLles rncan t.hn.t q•:ite simple t.cchniques Ee.g .. linear or 
qundmt.j,~ intcrp0lat.ion) willusull.lly suflice. TluJs, whilc cvcry ntllw·ri•:r.l 
annlyst mullt know how to int.prpolat.c, he will seldom, if ever, have use 
fo¡· the more sopltislics>lcd inter¡JO~n.tion tcchniques. 

Why thcn conuncnce the 111,lin bndy of this book wif.h a. chapt.er on 
intcrpolntion? Thé n.n:>wcr to H:i::~ qucsf.ion is provided hy thc second of 
thc t'cllsons mcntioncd at thc hcg:nning of this scr.t.ion. This iR t.hat 
intcrpol::~tion formulas are t.hc starLing' pointR in the dcrivations of mauy 
methods in other arMa oí numerical ans.lysis. Almost aH the classica.l 
mcthods of numerica.l ditTerentiation, numerico.l quadraturc, and numcrical 
integration are dircctly derivable from i~terpolaiion formulas. While 

40 

; 

1 
l. 

•!4il' 1\ "··· 

.• 

111111 J,.¡·r¡ ltllllii'I'ÍI'fll llll:dy:;¡;~ ofllt'S IIIJf, ld,Y t'cl Jwa\ 1J,\' tlfl llllt'IJh•l:l! "'1,1• 

• l··u ·111 t1 1,.,. .. tlro·'t'; th•·•r ÍlliJIOrlaun· ;uttl w•dul111·~~ aw bldl r.r•·:t:. a~ IO!'IUIJ '";-, · • • · , ' . .. 

w•. Hl«•dl t<!:•: ¡11 Cli:•ps. ·1 aud :.. 'J'Ius tlw11 i·; R111;•k J:Hri.l'""lf"' f••r 1•···•
1

· · 

Ílll( int.crpoln.lion at t.lw nullid of this 1111_11k.. . . , . . 
B<•t':li!SI' Wl' are• <':::pP«'Ínll.v inl••rro<;lt'tl•nfl•~••nl r·.,;••p'lli·r apph~·a·llln'. 

1111 r :q.prorwl 1 to j¡,ft·rpolalicm will ohtft·l lillh:•!antwily fr<ol.l !l.:•t 111 '"'''' 

tcxtn. In pal'l.it:ular, · \\'1) ~hall noL c1nphasil'.c int.erp•Jiat.icm funnula.-; 
bo.sed 011 difTcrP.n•·e t<·l'hnifliii-'R l!Íll~c· th1~!'1ro arco scldom used on c·o•np•r' 1·¡ ''· 

Ncvt't't.hrh~~;s, wc :<hall not. i~norc finil1: clifTercneea I_Je.Pausr of tlw•r_ ~wat. 
usdulncHs in lrnml ~~o111pulation twol, I)Vt~n 011 l)¡g¡tal •·ou¡pulc!;., f•n 

{:ertain n.ppli•·ations (:-wc• Rel'!>. 4.:~ nnd 4.1!•-1). · . 
Suppose wc havP a fu 11 o:tio 11 j(J-) whio·h .is known (p~·rhap~ :tiOI!fé 1111 h 

cerLain of its dPrivativcs) al a l!et. of points. Tlr·~se POI !lis wtll lwrc·:._f1 •:r 
be •·allr·d the frr111dar poinl!'l hPcai!HI' intPrpolation f'O oft.cn lakrs p)a .... rn r. 
tahle of funl'l 1011aJ 1·allws. Tlw ohjt'l'l. of infoorpolat :on i:-; lo r.>/uw./r ,·,.!;1<"' 

of tlw funct ion a t. noul uhulur pn111t s nnd --·al !l'a-;t ---t" .'1 11 illd tl1l' nn~r 
lwtwecn t.hc cstin•nlnl nnd 1 I'IH' vnlnl':;. Our appro:wl: 1n!llu• lo approx•-

1 :•te j(~) hv a fUtwt.ion y(.r) whi•·l•, Í\1 IIH• !ahular pninl!-<, has thr~ s:uuc 
u," ·'' J . . • ) ... ,1 

valucs as f(r) (and pcrhaps t.lw ~ivt•n r!Privn.tiv" valuP;:- t! ILIIY • l ••11.~. 
in thc languagc of thc previous ehapiP!, WP ,.;h:\11 be 11:-illll! rx:ll't nppr~.x.
mat.ion~ .. In this chapkr WP shall I'OII"'idcr only the t·a~<· wlu•r•· ::Lr) 1:<. 1\ 

polynomial. In t.lw last. !'el'l.ion of Ci •.. P· íi w1· ::l •. all r·nm•_id•·r 1111' ,.:·,-... 111 

which lj(X) is U l!nc:J.J' I'Oillhinaf ÍOll of ÍI'I¡!;OilOilll'l·fll' f:lll''l illll:•. . 

rn' SPc. 2.2-1 t.he form nf thr> ~1'111'1'11.1 int.rrpalatioil OJ>PI'alor W:l;l gl\'l'll 

as 

n "' 

l,!f(x)] = f(x) + L L A,J(:r).fC•)(n,,) (:n-1> 
J = 1 i=O 

Except in Sf'e. 3.8 Wl' s!Jall be ron•·ernml only wit.h the ~~a~P m =O; tl•:t! i~. 
we shall use only t. he funl'l ion al valucs of f(J·). Wlwn n• = ~ w<· ~~·. p~a··r 
A 01 (x) by -l;(.r). in ordcr to coufonn t.o Rlandard notatum. fl111s t·U-1) 
beco mes 

n 

L(f(x)] = f(x) - L l1(x)f(aJ) (:~.l-2) 

j=l 

Our object. ia to determine t.hc l1(.c) so t.hat. 

j = 1, ... , n 

.i~1dcpendent of t.hc function /(x). 
points 

L(f(x)] = E(x) 

In general, howevcr, for nQHtn.hular 

(:U-4) 
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" 
f(:r) L l,(.r)f(a,) + F.'(r) = 1J(:r) + g(r) n.t-.'í) 

1 = 1 

whcre y(x) is our apprm:imo.t.ion to f(z}, and E(z) is thc error in thc 
~pproximnt.ion. Iu tlw noLo.Lion of thc prcvimJP. chop!.t~r, thc opcrntor 
L[f(x)J is obtained hy rep!o.cing f(x) in (3.1-2) by its approximation 

" 
y(x) = ¿ l,(x)f(a,) 

1 '~ 1 
(3.1-6) 

In terms of y(r) and E(x) the rcquiremcnt (3. 1 -~) beco111r~ 

E(a;) = /(a;) - y(a;) = O j = 1, ... , n (3.1-7) 

Our two airns t.hcn are to determine thc l,(x) so that (3.1-7} is satislicd 
and t,o find a rcprescnt.ntion for E(x) which will ena.ble us to estímate or 
at least hound t.he error for values of x oé ah j = 1, ... , n. · . 

3.2 LAGRANGIAN INTERPOLATION '! '--- __ :: 1" 

In this section wc con::;iclcr t.hc case whcre t.herc are no rcstriction!'l ;,11 u;·~ 
spacing of !.loe tabular points. In Scc. :l.3 wc shall then consiuer thc 
rnsc of cqunlly spaced H bseissas. E ven in thc general si tuation we confiidcr 
hr.rr., howcvcr, thc detcrmination of the polynomials l,(x} is strai~ht
forward. Sincc we wish t.he error at the tabular points to be zero indepen
dent of f(x), it follows using (3.1-5) that · · 

j, k= 1, ... , n (3.2-1} 

whPr<' ó,~ is thc T<ronccker delta. t Since l1(x) is to be a polynomial, thiR 
rcr¡uircs thaf it have a factor 

1 

(x - a.)(x .:... a2) · · · (:r - a¡_1)(x - a;+ 1) (x- an) (:l.2-2) 

and Rincc l,(a1 ) = 1 we may write 

l,(x) = (x - a.) · · ~-(x .=....!!!-•)_(x - ai+ 1) • • • (~ - a.,) 
(a; - a.) · · · (a, - a;_ 1)(a; - a;+J) ... (a; _ a.,) (3.2-3) 

Note that there are other possiblc polynomial reprcsent.o.tions of l;(x), but 
(3.2-3) is thc only possihle polynomial of dcgrec n - 1 and no polynomial 
of lesser degree is possible (why?). H is notationa.lly convcnient to write 

fO,t = O unless j = k, in which eMe &16 .. 1. 

' --

1 

.1 
! 

41 

1 tlpn 1 p (a,) = ·-··-· 
n dL •1=0, 

f:::l-11 l,(x) 
p.(x) e; =- ~~¡)¡J: ·éñ~) 

whcrc 

" 
Pn(x) Il (x - a;) 

To find un Pxprcssion for R(r), we consi<lcr thf! funo:-tion 

F(z) = f(z) - y(z) - (f(x) - y(x)Jipn(z)/p"(x)) (:C?-ii) 

with y(x) a.-; in (:U-6). The fnnd1011 F(z) n.~ a funclion of z has " + i 
zcros a.t thc points a., ... , a., and x [asRumc for now tha1. x in (:t2-ll) is 
not onc of thc tabular point>1). Thercforc, by applying Hollc's thcorc1u 

n ti111es 

(:4.2-7) 

has o.t least one zcro in thc intcrvo.l spo.nm·d hy a., ... , a" all{l L. Cal!
ing this zcro z = ~ and noting that y<n>(z) = O since l,(z) is a polyno111ial 

of degrec n - 1, we have 

o = F<•>(E) = J<•>W - (f(:r) - y(:r)][n!fp.(x)) 

from \\'hich, usin~ (:J 1-.'í), it. follows t.hnt. 

E(x) = [p.(:c)/n!JJ<•>W (:t2-!l) 

whc>re ~' which is an unknown fund.ion nf .r, líes in t.hr. intcrval ::;p:J.IIIH'r.l 
by_a1,_._. __ ._, a. and x. Alt.hough x in (:t2-6) wn.s rcfit.rietcd to he> u non
tabular point, H(x}, as ~ivcn hy (:t2-!l), holdR for bol h tabular and Joon-
tnbular point.s (why?). . 

Equation (:U-.'í) wit.h tiH" l,(.r) v;ivcn hy (:~.2-·l) ami H(:r) hy (:tz-!1) 1::: 
called the Lagrangian inlerpnlatinn formula. Wh<"n n = 2, y(:r} ÍH t.hc 
familiar formula for linear int.crpolation [d. (2.2-4)) 

(:~.2-10) 

Thc polynomials l
1
(x) are eallcd Layrangian inlerpnlalinn ¡u,[ynomials. 

Our dcrivation of t.hc Lngrangian formula has bccn equivo.lcnt to fimlinJ,?; 
that polynomial of degrcc n - 1 whil'h passc>s throug;h the point,s [a".(( a,)!, 
j = 1, ... , n [4J. Thereforc, as wc would cxpcct, (3.2-!l) in~iratr::~ 
that this formula is exact [i.e., H(x) = O for a.ll x] for polynommls of 
degree n - 1 or Jess. In general, a.n interpdlation formula which is 
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•·xad f,,,. polyr,,,ruiaiH of ,j,.~~rt't! r in ':lid to hav~: 1111 nrr/t:r of cu:rurar.y r or f.o 
J., ,,f f¡~,/r 1 1. 

fl. J,.• •.j tL, 1-•','llll•j''•"' ,.,l. q.•,;,¡l;r,ll f,,,,,qJ:, '~, !,,;,,;¡:~,tfrJ1'J,itrtl. 

To 1 ~·; 111 :d•· j(, 111 t 11 11 ., 1,ral,,ri1Lr ¡':''"'·· '•"'~ '"''t•·ly l'llllt(I•JI.r: ~(x) a!; giVI!Il 
by (:U-Ii) li!'Íng (:3.2-1) and (:1.2-.'í) tn I'Oinpute tiH· polynmmals l,(x). H 
w•! run "gtimatC' or bouml thc nl.h dcrivativc uf f(x), thcn the error can 
be C'st.imatC'd or boundcd using (3.2-9). 

Erumple 3.1 l..€t f(:r) = In x. Givcn thc table of vnlues 

l': 40 .50 .70 .80 

In x: -.!116~91 - .6!l~l47 - .356675 - .223144 

I'Siimatc 111!' \'R1uc of In .60. ~· · 
· Wit.h a, ..... 40, a, = .fill, a 1 = .70, anda, = .RO, we ca)culate from (3.2-4) 

'" 1\llj- -'t 
/,( till\ •• 'A:Í 

l:(.tiO) .. 2 ~ 

/,(.1\0l - - '•• 

fll'•' Í!OII!I ¡;1.1 (\) \1'1' ~t·l 1111' RJIJiffi~ÍillAIÍOn 

Th,• f r:1" 'a hu· i~ In .ti(l = - .5101\:.!ti. From (3.2-9) we gct 

, p,( .f.O) ( - 6) -.0004 1 
f,(,fjfl) = -4!-- -¡;~ = --4--- (i 

1 1 . 1 ( 0\ 10' 1 lO' ti t n l IC mtcrva .4,.nJ, 4o!f6 < p < 256 80 l& 

~:Ío•¡r, < !E(.!lO)J < ~~56 
and indc!'li the difTcrf'ncc hetwct•n thc npproximate and. true valucs Hes within this 
error. 

3.3 - INTERPOLATION AT EQÜAL INTERVALS 

In mngt applicatíons of intcrpolntíon, thc tabular points are equally 
spacC'd. For t his reason i1. is wort.hwhile to consíder the simplifications 
of th¿ Lagrangian formula t.hat. can be made in this case. 

3.3-1 Lagrangian interpolation at equal intervals 

Let thc cqual spacing be h so that 

'{3 .:l~ 1) 
., . j = 1, ... , n - 1 

For rca:;ons of syrnmetry and computational convcnience, it is commoo t.o 
takc n odd and Jet ' 

x =a.+ hm 

whcrc r = (n + 1)n. Thus m =O 'corresponda to thc center of 1.he 

1 

'JrJII 

Toblc 3. J Voluc~ of tite lagrongian ínterpofation poíynorniols for 
u = :, C.r = na -1- hm) ___ .,. 

,. l,(m) 1,( 111) {,( "') 11,,¡ 1 /,l,) 1 

o 0000 lMIIJO 1 ltlltJIJ .04111') 
¡--·-.~:.-::-·! --~~--

.2 .OIH - .JO:;(i .9.-.0·I . l.)S.I - .Oi7ti - '.! 

.4 0224 -.15:16 .1\1164 . :J."""'I - _ n:tJ<i - 4 

.6 0224 - H.'í6 !iS24 :;S2·1 - O-tifo - li 

.R .014-1 - IIS!l(j .:mz-t Sl~4 

1 
- •J:r~; - .S 

l.() .OtlfHl .0000 .tJIIllll 1 .nono .lll•tlfl -1 o 
1 2 - .1117G 102·1 - .2Sifj 1 . 1 :!lj' 117114 -1.:.:! -

1 4 - o;¡;¡¡¡ 1!11).1 -.·I).I!Hi 1 l4ll 1!1111 -1 .¡ . 
1.6 -- O·llli -:.::w.J - :"¡lj lli ~·!·~·· ·¡¡ 11 -- 1 ,; 

Ui - u:¡.lf¡ .li\.!4 -- ·l:!!.li .fi:l'\1 .f;:~~·f -1 .'1 
:.!.ll .lllliiiJ .flllllfl llf}(ll) f~¡lifl 1 !MIIJIJ -:! (1 ---- -¡¡;;;¡---· -w,~¡-- ----- ---- ------- ---

/,(111) /,{ ,, {,(m) '" 

intcrval spnnn0.d. by !.he tabular poinls. U!'ing (:l.:J-2). ¡1.(:r) 311(1 l,(.r) 
can be cxprcssnl as funct.ions of m. In partic:ular, from (~.2-:~) it follmn. 
that. /¡{m) is lndcp0.1J(Icnt of h and <:an thu!l be tahulatcd as a funclion of 
m. U~ing (:t:J-2) t.hc Lagrangian inlerpolalion fonnula lwromcs, wJil.¡ni 
f(a. + hm) as f(m), 

" 
f(m) = 2: l,(m)f(a,) + [h"pn{m)/n!] f<•1W 

1 = 1 

whcre 

Pn(m) (m - r + 1 )(m - r + 2) m(m + J) 
• • 1{nr + r- 1) (:t:{-l) 

TahlP :u is a short. tahulat.ion of t.hc Lagran~ia•:' inlnpolntinn 
polyrwn:ials l,(m) for n = !>. Clcarly, whcn m. and n are Hlt'h t h:lf. t he 
l,(m) aJe t.alnihted, !.he uge of (3.3-3) is fJUÍtP slraight.forward on [1. rl!-sk 
calculator. 011 a digital romput.er, it. will sdrlom be C'onvPnÍ•.'nt lo stnrc 
surh a tablc but rathC'r.willl)(' casÍC'r to gcncratc Lhc vahl('s of /,(m) ming 
(3.2-4). 

F:ramp/c 3.2 ITsinp; the saine •lnta a.~ in Exr.rnplr :t 1 pln" thr truc ''nlnl' .,r 
In .60, c"tirnatc thr vnluc of In .54. _ 

Wr havl' h = .1; u~<inp; Tahlr :!.1 with m ~ - .6, wr p:rt. fm.rn (:l.3-:J) 

In .54 "" -.0416lr: .40 + .5S:.!4 In .51l + .58:.!4ln .60 - .1.J56ln .ill + .ll2Z4ln RO 
= -.61GI.J3 

whcre!IB the true vnluc is -.616186. 
1 

Whcn thc values of l1(m) are not ta.bulated, then, for hn.nd comput.a-

.. 
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' 
ti<Hr,'iu,;tr·ad of (:1.:1-;q it. it~ prd .. m!.le lo ww I.IH• lirrik-driTt·n·tr<'l' inkrpola-
t ion fo1nr11h~ whid1 w•· Hlrnll rliscli!<K in H"''· :1.-1. 1\eforé pro•~erdinl!, f.o 
d;,,,.IJ'-':-, lírrik d!IT•·rc·rrrTH, lrowt'\Tr, wr: t'IIIJlllll:-.i:r.r: t.lrat therc i.~ onc nnri onl¡, 
,,·nc 1Jfil!J'· omial of úcyrcc n -- 1 thatlah~·; on thc rrJ/ur,¡¡ of f(x) at lhe n ta&ular 
poinls ( 1\'hy?). In whut followK, wr shall write intrrpolat.ion formulas in u 
r.,rllr Y<·ry difTcr<'nt. from (:U-.'i) or (:3.a-:4). But.a:; long as thc~ formulM 
involvc polynonlials passing t.hrough thc sa111c n tabular point.s, thcy will 
be ident.ical t.o the Lagrar~gian intcrpolation formula. 

3.3-2 Finite differences 

In t.ex\.hooks on elassical numcrical analysis, the r:alculus of finitc diiTcr
·Cilees and thc int.erpolat.ion, diffcrcnli!üion, and int.cgration formulas 
ba~;cd on it wcre alway3 of central importance. This is bceausc, for work 
on desk t·aleulators, !irrite diff•~rcnres rrrc a wondcrfully eonvenicnt. tool. 

· Aside from thcir auvanta.ges for hand r.omput.R.tion, t.hcrc are ccrtam 
special applicat.ions for which finite ditTercnees are invaluable (see Scc. 
3.3-2-:3). Also thr.y are -uscd cxtcnsively-alt.hough gcncrally in a quilP 
flimplc form-in t.he numcrical solution of partia.l differential equations 
and boundary-vnlue prohlcms of ordinary differential equations on digi~ 
tal computers (see Scc. 4.3). 

3.3-2-1 Deflnitions 

As iu Scc. 3.3-1 Jet thc intcrval bctwecn successive tabular points be h. 
Thcn wc define: 

l. The kth forward differe~ of f(x) as 

!J.kf(x) = !J.Hf(x + h) - tJ."- 1/(x) k = 1, 2, 
!J. 0/(x) = f(x) 

Thus, for cxamplc, 

(3.3-.5) 

!J.lf(x) = !J.f(x) = f(x + h) - f(x) . (3.3-6) 
!J.2/(x) = !J.f(x + h) _: !J.f(x) = f(x + 2h) - 2f(x + h) + f(x) 

(3.3-7) 

In fact, it should be clcar from this definition that any order 
ditTerenre can be writtcn as a linear combination of functional 
values as in (3.3-6) and (3.3-7). The general form of this linear 
combination, whosc dcrivation we leave toa problem {8), is ' 

!J.if(x) = i (-l)H(i)f(x + kh) 
/laO _ k 

(3.3-8) 

where the binomial coefficient (k) = k!(/~ k)T 

'i 

o 
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V'f(x) ~~ 'QHf(x) - 'Qk-•J(x - h) k J, 2, o o o 

vrj(x) = J(:r:) 

3. Thc kLh central differcnr.e as 

lij(x) = t,k-•f(x + %h) - !J"·-•j(x - Hh) 
k= 1, 2, . o o 

(3.a-IO) 
4°/(x) = f(x) 

Not.c thal if x is a tabular poiut thcn only cven r.Pntral diffen·n•·t·:• 
involvc tabular points (why?)., 

A propcrty of díffPrcncrs thnt wc ¡;hall havc u~~ for latt•r is that. lhc 
first. diffcrcncc of a polynomial of rll:'gn:c n is_a polynomial of rlcgrce n - 1 
(9). Thcrrforr, fhe nlh diffárm:c of a ¡}(}[ynnmialof d~:grrr n is n r.onsfrwt, 
and lhe (n + 1).~1 dijJr.u-:nr.e i.~ idr.ntica!ly zcrn. Thc pro¡wrti•·~ of linil.!' 
differcnecs and thc formulas bascu upon thcm may be dcrivt!d hy opera
tional calculus using the diff('rencc op<'rat.ors !J., V, and ll; wc lcu.vc n ron-
siderat.ion of this approach ~o a prohlmn (101. -

3.3-2-2 The lozenge diagram 

In the remnindcr of t.his scdion, w.~ shnll dPnote !J.'/( a.) by ó~h wi t Ir a 
corresponding not.nt.ion for backward and 1:Pnlral difTcrPru·es. Furt hrr
more, we shall changc our prcvious notation slightly and-Id tlu~ tabular 
points ha ve both positivc and n<'p;at ivc suhscript~. Wlwn wc <'ll.lrulatc 
differenccs, it is convcnicnt tv ::;ct.-up a. diffcrence tabk a.<> in Fig. 3.1 in 

o_, 1-· 1:1'/-& t1tj -· 
t1J_, 1:1'/ -· t.'f -· o_, ,_, 

1:1'/ -· 1:1'/ -· 
t1f-· t1'f_, A'f-• 

a_, ,_, 
1:1'/ -· t1t¡_, 

t1f_, 1:1'/-a A'j_, 
O_¡ 1-· 1:1'/ _, 1:1'/ -· t.f_, t.'f_, -A'/-a 
ao /o AIJ_, At¡_, 

6./o t.'f_, A'/-t 
11¡ ¡. 6."/o t1tf-· 

b.fr t.•¡. A'/-• 
at J, b.'f• A'/o 

t.f, A'/• A'/o 
a, ,, t.'f, A'f, 

t.f, A'f, 
a, ¡, t.•¡. 4'/1 

Fig. 3.1 Forward difference t~i:J~It; 
1 

--.-- ¡:-r '1 ¡_,1 -· 
'-: ,_. '- '-· 1 ·- ... 1 1: ";. 

-- ... , -' ,, 
l - 1 j: 1 

: 'r 1 

¡_. 1 ' ' ' 
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wJ.id1 PadJ r•ntry nft.er tlu~ ll<!I:Otlfl •·oiÚ11111 is thc difTcrcnn! of tlw two 
immc.Jiatdy to ÍIR ldt. Tlw U!><! of forwn.rd difTer('llf:t:l' in t.lw tn.bk ís 
arhif rary; bat·kward ddTt·n·tlt't~ii t•ould JUSI. us ca.sily havt! hPcn IN•cl (IJ•tL 
not ccuf rn.l difTcrenccs-why?). 

f.'.rampk :¡:¡ UHing thc data ol Jo:xamplc :1.2 wiLia ouc point :.ddcd al. •·ithcr 
cnd, <'ompulP tite difTcrcnre tnhll'. 

Thc rcsult is 

X In :r: A A' t.• A• A' A" 

.30 -l.:.w:mn 
.2~768~ 

.40 .91G2~1 - 064.'>3R 
.223144 .023715 

.50 .6!13147 - 040R23 - .Uil0ü2 
. IS2321 .ot:ws:¡ .005!1.')() 

.Gil 5IOX21J - .021!170 ·- 0051113 -.003534 
.154151 .1107550 .002425 

.70 .3!iG675 -.020620 00267R 
.I335:n .004S72 

.RO .22.'~144 - 01574R 
.117783 

.uu . 105.'161 

If lo Fig. 1.1 wc add connccling lines a11d binomial t:ocflici<'nt.st as in 
Fi;.?;. 3.:!, W<' I'Hil use this modilicd diiTcrowc l.ahll! I'UIIt!d a lnzrngc or 
Fraser diaoram lo gPrwrat.e most. of thl' intcrest.inp; flnífP-difTcrPIII'I! ÍlltPr

polation formulas. To gl'nf!ratc ~;u~h an intcrpolatiori formula, wc pro-
cccd a,<; follows: ' 

l. HtarL a t. an cntry in the lirst. (funt:l.ionn.l value) colurnn and proeccd 
a long any path in t.he lozcnge diagra111 (i.c., if a segrncnt terminaLes 
on a difTcrcnec, 1 hr pat.h rnn.y be eonlinucd along any of thc othcr 
thrcc paths lending front l.hf' difTen·ncc). End thc path at any 
di IT l'l'C!H:C. 

2. Thcn construct t. he formula 'by 

(i) wril ing clown t.hc funct.ional valuc n.t which thc pat.h st.artcd 
und thcn · 

(iia) for cvcry lcft t.o ri;,?;ht scgnwnt. in thc pn.t.h add a tcrrn con
~isting of t.hc diffcrcncc on which thc segrncnt terminates 
nmlt.iplicd hy t.hc binomial cocfficim1t dircetly IJclow t.his 
difT<'rcncc, if the slope of the scp;rncnt. is positivc, and direct.ly 
above, if thc slopc of thc scgmcnt is ncgativc, and 

t (m ..j.. k)n =(m + k)(!'!_j-~-=.__l_L~ +k -=-n + 1) .., (m+ k). In 
n! n 

thiA section we lct m be' such lhat .t "' a0 + hm [cf. (3.3-2)]. 

• . C$· 

(iib) 

t;-n;p 

for cvcry ri~lat to .lcrt. 'lrg•lll·nt suhtr~:t a f~rtn c•nta«Í~;I ÍIIJ! of 
t.lll! rlit1('rl'll!'l' at. which t.l•r: Sl!gllll~lll fi;"Í'JÍnolr.o fl~llli iphr•d lry 
thr! bino111ial cndTidcnl. dircctly br/rmJ tlt;s d,Jl,,nw·r·, tf t rjl' 
Rlope of t.ltc ~gihcnt Íll posit.ivc (i.c., if l,lw "4'J!Inrn L gol·'< 
doii'!IWr.rd and u, llw kft.), r~nd dir•·r·lly ,,f,,m:, if 1111' ~-lo¡w Í« 

ncgativt'. 

Thcse ruiP.s imply that, if at a givcn difTercncc wc •:haiiJ!:'' dirP.f:i.Írm 
from right. t.o lcft, to lcft to right, this difTercnce docs not ap¡Jf•a.r in tlw 
interpolntion formula. Asan cxamplc of the oppositc sit.untíon, the patl1 

"(m), 

/
t:J.fo 
(m- lh 

gives rísc to thc tcrms 

(m -1)¡6/o- (m),t:J./p 

For examplc, starting at / 0, prorccding along Iinr:-s R.loping downward 
to the ~ght and tenninaling wit.h thc nth diiTcr<>nce, wc gct, writing 

\ 

\ 

' ' 

' ' 

~""'' --~~=~lllft:l:"'~~llll"i!ll!lJ_.__,....,.,.,._.,...""""=~~~~~"""e.., .~~"f~~~""''"'""""""""_.,..,__..,,CJZ,..,..,,._...,_,._....,,,,......,._,..,.,., __ ,..,¡¡¡¡,..._..,.....,.,.., ,.,, .,..,..,.....,.,..,.,."m--"""•,_ ___ _......=:.,...,-._~~= 
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y(ao + ltm) a.'> y(m) 1 

1 

yfm) =/o+ (m) a tJ..fo +(m)~ 6. 2/o 
" + · · · + (m)"tJ."/o L (m),61jo (~)-11) 

]=0 

This forn1 ul~ is r:-allcd ,Vcu1lrm 1 .~ Joncard formlllrl :tlld will he di:-;r:-u·;r-wrl in 
more d<·lnil in SC'c. :J -t. 

'fhc valuc of thc proccdurc out.Jincd abovc is cont,aint>d in tlw Hlatc
lllf'lll that any forrnul:L dPrÍvl•rl hy this proc·edurc whir:h.lcrmiunt•·s with 
ILII '" }¡ rlifTr·rc:JH'r• is rrl!lrlmrirolly cr¡11imlrnl toan c:r¡ual-intPrval Lagr:uq . .(ian 
formula whic:h u~c::-; t l;l. t:.hulur puint.s involvl~d in th•! t.r:rmin:ll,in~ dJITr·r
cnc·P. IJ-'or t•xalllph·1 1!11• 11th difT<'n'JII!C in (:l.=1--ll) involvc:s the point.s 
ILo, ... , a.; Hcc (:C~-R).) Thc proof of 1-his as~>Ntion n·quin·K that wn 

show that 

J. At !c·n'5t onc• foranula hw' 1-lris pro¡wrt.y. [n Scc:. :t4 Wl' shall prov<' 
that l'\r:wton's forwanl formula hm; th<' dcsired property. 

2. All formulas whit:h t.crminatc with thc sarne difTerPJH:c no maUcr 
by wlmt pat.h they rcach that. JifTcrcnee are algehmically cquiva.
lent.. W e Ira ve thc proof o f. this to a problem 1111. 

_ 3.3-2-3 Error propagation in difference rabies. Table checl<ing 

Supposp o11c of the Pnt.riC's in thc Recond column of Fig. :t lis in error hy E. 

W e ask t.he question: Ilow will t.his error propaga te t.hrough thc difTerence 
t.ablc? Tu answcr thi~ qucst.ion, it is sufficicnt to consid~r the aux;Jiary 
tahlc shown in Fig. 3.3 in which a.ll functional values are zero exr.cpt for a 
va!ue of E corresponding to that funct.ional value in error (why is this 

1 4 41 - 41 4' 4' 

o o o 
o o 

o o 
o -5· 

o -4· 
-3· lO• 

-2. 6o , .. ;.·. 

3· -to. -'. ' -· o -4· 
o -· 6o 

o o 
o o -· o o o 

Fig. 3.3 Error propagation in differenco tgbles. 

1 
1 ,. 

• 
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1111 Jij¡·i~·rll'!) :'\ole t-h·~ biuuuri:d-r·ol'llir:iPflt. pat-krn ÍIIPllda •·o!unur. Tl~i~ 

Nror-pr~IJl:l~?;:tl Í••fl pal '"''11 i-~ t lw hasi¡-: of IIH~ uwt.lrllll lo lw •l•·>'•·nlu·d 1 ,.J.,-, .. 
f111 11:-.11,~ ddT~·•··rw• ,; ¡,,,.¡,..,_.k 1111' • 11111:\:l 11~·-,, of t·ral n~·:,.fl¡ -• 1 .oi,J•. 

Wlwn a taf,Jt! uf a rli:Lilu:raJat.it·al fuud ivu ís <'«IIIIJ•rl.-d, .i:, ¡._, l'!.·.u ly 
Vl'r.v ÍlllJlOI tanl t.hat r'\'PJY ••ntry IH· l'orr,.d (i.e., 1,.. ···o;: •···rly rt~n:;d"i 1 

TIH~ raliunall' bchiud rlu! rnelhod WP arP ulaoul 1•• pn·n·nl 1:-., lrrsl, 1!,:11 

tabulated na:l.thernat ir:al functions an• lclC'ally ~>rn•,olla and, ¡;e '-'''1(:1, 1 hal 

gcncrally so me qui:e low ordí~r difTr~renec will he JJ•·arly :wro. Thc la ti c·r 
is er¡uival•:nt lo :-;ayin~ that. th•! I'O,.flir·ic:ul.s uf tlaP Taylor-,..,,·ri•·:< ~·xp.lra•,iou 
of 1-lae funl'l ir111 a11• al! :-nuall•~x•·Ppt for t.hP first fpw (wlty'!). \\'•• pr"'''''") 
M follows: 

l. ))ifTc·n·w¡· 1lw t:Jhh-. lf, ut :111y :--:f;¡¡~·· of !lw diff;.,, ,,.;11¡;, r·l•" 

gtoup of values l!i:-wupi-R n IHnoot.h ¡mtfl:rn (1•.g., II10IIolonir:il_v), 
f.hiR prohahly indir·all's :1.11 Pnor. Cont.ÍIIIIP difTc·n·wiug: unlil :--uf'h 
a patiPru ap¡wars or n.ll thfTPrt'Ju;•·s fll": IH'arly z•·ro (;,,-,. ,~¡.,.,:11·1-·:--: 

hdow on rouudofT). 
2. ff a di~rupt.in~ pat.t.crn is found and t.hc! dr·viat.ion fro111 f'lliOOIIlla":,s 

follows thc hinomial-r~orfll•·i .. nt. patl.c~rn of Fi~. :r:J, tlu•fl a siJo~J,. 

error has hcen dct.cdl'd and is Pasily corrcctcd. 
3. If t.hc pat.tcrn is not. hin01nial, t.h1'1l it. may be that. two <•r nror;~ 

Prrors are pr¡oscnt and tlll' J.ml t.r•J·ns h:l\'c OVPrlappPd. ' 1 a l hi,- •·a:-r· 
so me ingcnui ty is requir('d t.o UJllanglc t he ¡mi t ('rus; :<PP 1 1 '21. 

It is important to note that- roundofT crn;r~ prop:it.::din~ tlaror¡s,:h a 
table can also disrupt a difTereJwc pallc:m. The worst •·:L'-'P of suo·h 
propagation is shown in Fig. 3.4. Hl'rc t is t.lw magnit.ude of th«' maximum 

1 4 41 4' 4• 4' 

-4· 16. 
-2· So -32t 

-e \ 4e -16. 
2. -S. :12. 

-4· 16· 
-2· -S. -32. 

-e 4• -16. 
2. -S. 32. 

-4· 16. 
-2e s. -32. 

-e 4e -16o-
2e -S. 321! 

-4• 16. 

Fig. 3.4 Propagation of roundoff error • 
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roundniT error in 1 hP furll'l ioual vnlw•i!. ThPn in the nt.h diiTPrcnc:P-, thl! 
wor;-t po:osihle error iil :!"f fu ··~~~···king tahlc~ hy dillcn'll<'I:IJ!;, it is 
importan!, t hcrr:fore, lo distrng111Sh bcl.\\'el'll irrcp;ularit.ics in tlH! dilTer-
encc paltern duc to Prror>~ nnd thost• due t.o roundoff (131. · ., 

F.rGmpiP :l.·l Find th•) Prror in tlu• diiTercn~t· tultlc 

r f(z) !3.J(r) tJ.'f(z) tJ.Jj(r) 

3 
2 4 2 

5 o 
3 9 2 

7 -1 
4 16 

8 3 
5 24 4 

12 -3 
6 :J6 

13 
7 49 2 

15 o 
R 61 2 

17 
!1 81 

A disruptinp; pallcrn is notir:cnhlc in the sl.'cond diiTercncc and tne hinornial 
patt<'rn stamls out. cll.'arly in t.he thinl diiTN('nre. Thus therc is an error • = -1 in 
thc cntry for r = S whirh should, of coursc, hl.' 2.'\ sincc J(r) = x' for all the other 
l'ntri•~R. 

3.4 FINITE-DIFFERENCE INTERPOLATION FORMULAS 

Wc pro ve fin;f. that. Eq. (:t:{-11 ), Ncwton's forward formula, is algcb.rai
('a~y equivalcnt lo t.hc Lagrangian interpolat.ion formula at equal intcrvals 
for the n + 1 points ao, ... , a.. Sincc (m)" is a polynomial of degree 
n in m, it is suffieient. to pro ve that y(i) in (3.:1-11) cqualsf;, i = O, ... , n 

· for t.hl'n y( m) would be thc uniquc polynomial of dcgrce n passing thi'Ough 
the n + 1 points f,. Using (:J.:3-8) in (3.3-11), wc get 

n n 1 

y(i) = l (i), tl//0 = ¿ ¿ ( -1)1-k(i): (i)/w 
J-0 i•Ok=O k 

= ! .! ( -l)H(i)1 (fc)¡k i = o, ... , n (a.4-l) •-o,-t .. 

1 
i 1 

i 
1 

. -

Sl 

Tlw eodlicient. off. in y(i) i~ thcn ¡!;ÍVCII by 

For r > i t.his ,.,,..f¡¡,.¡('llt r~ z('ro Sllll'l! (¡) 1 '""' O if i < j. 
only nonzcro tcrn• iu (:1. 1-:l) i;; that for j = r and 
r < i, (3.4-2) may be writtl!ll 

\\'j,,.,, r -- 1, 1 !u! 

cqua!~ J. \VIII!Il 

which, by su;tahle ruauipulat.ion 1 J;)l, can Ol! ¡;howu to vani~h. Thu:-, 
the rip;ht.-hand sidc of (:U-1) is jusi. J,, whieh corupll't.<>s thc proof. 

U::-inp; t.he lozcnp;e diagr:1111, \\<' nmy, v;r11Nafe thr followinp: int.t•rpola
tion fol'lnulas· 

l. Ncwton'.~ lmrkwnrd formula. Rlarling nt. /o and pro<•t•f'ding aloug 
lilli'S sloping IIJl\\'!l.rd ami lo t.h(' ri¡!;hl, Wl' gd. 

y(m) =Jo+ m 6f_, + (m + 1 h il2]_2 
+ · · · + (m + n - l).ll"/-n (:U-·1) 

whieh is equivalent lo a Lagra11gian forraul:l U!iÍilJ.!: llw point,.: a,., 
a_,, ... , n_ •. This forn111la is, in fa..t, more l'(lll\'1'111\'lllly, 
cxprcssed in lerrus of 1 •ai·k ward diiT<·rerwes :ir.:. · 

2. Gau.~s'sJor!l•nrdfnrm•do JJ,.n· \1'1' pro<'l'l'd 111 :>.-zi,!z:~g, clmnl\I':Jrd 
and to thc right, llwrt 11pward and lo t.lw ri¡::lrt, llwn dowrlw:trd 
and to thr right, l'il'. Tlw rPsult. 1s 

y(m) =Jo+ m il.fn + (nr)2 il7J_, 
+ (m + l)a ñ 3J_, + (m+ 1), iltj_2 + (:!. Í-;}) ' 

' 
If l.l'rminated \\Íih a diiT<'I'Cili'l! of ordr·r '!.r, (:{.1-.i) is l'(jiiÍ\':IIt·nl. lo 

a Lap;rangian formula using thc poinl.s ao,· n:~:: 1 , ..• , flt•r !out. &f 
trrrninated wit.h tlw diiTPrerH·e of ord1·~ :?r + 1, tl11• p-oint. :r,~ 1 
must he addrd to t.he abovc. 

3. Ga11ss's backwardJormu/a. Hcn: we proc.-cd :\sin Gaü~~·s forwarrl 
fornnÍla rxecpt t.hat. thc first st.cp is upward aud lo the ri¡.:;l,t .. 
Thc formula is 

y(m) = fo +m ilJ_, + (m+ 1)2 fl2J_ 1 
+(m+ 1), il3f-2 +(m+ 2)c il"/-2 (:U--!1) 

Both Gaussian formulas are I'Onvcniently <'Xprcssed in t.em&s, nf 
central diffcrcnccs 1161. , , 

Bccausc of thc result. sln.t.cd in See. 3.3-2-2, cach or t.hese formulas is 



ult..-l•nli•·nlly •·•prival•·rd. tr. 1 111' l.r.¡:nuo¡-,r:ur fii!'IIIIJia 1\'loi..!o 11>·• ~ t lw • !11111' 

tnl,orlnr pt•ir!IH. Thc o•rror:< in t.l!•':-.1~. forr~tlllll:< an· gÍ\'1'11, t.lll'n-fon·, IJy 
(3.2-!1). In thr ne:ü ::wdi1111 wr shall i11Jicat.t: w!ty il is useful tu IH· ahlc 
to cxprcss thr s:\mC int.c:rpolat¡on fnrnoula in a lllllloher of rliiT•:rr·ut fnnors. 

Jf \\'e take thc mcLLn of Gnus:,'s forw:ml anJ batkward formulas as 
gi\·en by (3.4-5) and (:-1.4-fr), we gct. Stirling's inlcrpolalion formula 

y(m) = fo + (m(2}(ó/o + Aj_,) + %[(mh A2j_, + (m + 1) 2 A2f_ 2) 

+ . . . (3.4-7) 

Tcrminatcri with a din·r:rcnrc of ordrr 2r, t.hiH formula is lllso Pfjlli\·!1lc~nt 
to a Lugrnngian formula sincc both, Gaus.<Jian formula~<; use thc poiat :1 n0 , 

a.~:,, ... , a±•• but, if tcrminated with o.n oJd difTercnr.c (Rn.y, 2r + 1 ), 
this is no longcr tr~te bel'n.usc one G1mssian formula usrH t.hc ahovP point.-! 
plus a,.+, and the other uses a_,_1• In thc latter casc,Stirling's formula 
uses 2r + 3 points but has an nccuracy of only order 2r + l. St.irlrng's 
formula can he convenirntly cxprr-sscd in terms of~ccntral d•ITen·nccs 1 Hl 1. 

Bes.sel's interpolation formula is the mean of. t.he Gaussian forward 
'formula given by (3.4-5) a.nd a. Gaussian ba.ckward formula launch<>d not 
from Jo hut from ¡.. It has the form 

y(m) = 72Uo +J.) + (m - ~~)Ajo + ~'2(m)2(A 2fo + A~j,) + 
(3.4-8) 

1'\ote thnt, whf'n (3.4-6) is modificd t.o eonsider launching from j,, m 1nust. 
be rrplaccd by m - 1 so thnt. the origin of mis still at a0 • Analogou~ly to 
the case with Stirling's formula, R(:ssel's formula tcrminatcd with an odd 
diffcrcncc is cquivalcnt to n Lagrangian formula but terminntcd with an 
even differcnce> it is not (why?). Rc~sel's formula is also conveniently 
writtcn using crntral diffcrcnecs II6j. 

Sorne other interpobtion formulas which can· be obtained by manipu
ls.tíng t.he ones derivcd in this scetion are comidered in a problcm ll7j. 

3.5 THE USE OF INTERPOLATION FORMULAS 

With thc exception of Stirlrng's formula tcrminatcd wit.h an odd diiTf'r
ence and Bcsstl's formula terminated with an even diiTcrcncc, all the, 
intcrpolation formulas ...,e havc dcrived are alg!'braienlly equivalcnt ovrr 
the samc Ret of tnbula.r points. For cqu!'llY spac~J data, thc ra.sc with 
which diiTerence tableb can be gcncrntcd makcs thc finitc-difference 
interpolation formulas more convcnirmt than the Lagrnngian formula for 
hand romputation. To gct some insight into which of the fir.ite-diffcrence 
formulas to use in a given application (why does it matter if they o.re all 
equivalent?), Jet us consider interpolation in a table of values. 

• 

tUIItriJIAIHII! • • 

o .. ,. ol tlo·· ~n·at :11lv:utl·r"•'s of 1lro· lirrit•·~olitT•T·''" ·· .,,,, 'fl": ,,,.,., 
fortlllll:ll' !:< tl11• c::~r-;1~ wil.h wloi1·.h ucltled lf'l'lllll of il11~ f•rr1111tla tw•y f," ...... .¡ 
nu:n·ly lry r·alt-ulatirr~ t,i~lwr ,JjfT,:r•·lll'l'f' in tlw taLle·, of Fír .~ 1. 1 •Jr 
eX!llllflk, if w·~ add thc v!llllt: uf In .r a t. 1 .O te, llr•~ talrlc: uf Lxur:rpl•· ::.:1, \1 •: 

may l'!llr:ulatr a ncw row uf difTen'lll'eR awl l.lll'reby v;~l a tJ!If¡·rt•!W'' ,,f 
or1kr 7 in tlrc: lablc. CunriJHillly, \\1: do nol. kl,ll\\ a prion l.c.·:, r.~:l.:y 

tcrms in a f!;iven intP.rpolat.ion formula will '"' :<ullil'i•·r•t lO :\c·l,!•:·:•· tlrf'! 
accur:::wy we de~>irc. ThP.refore, wc JP;Crwrnlly ndd tcrmH to thc íorr.mla hy 
cornpu!iug hif!;her JifT.:rPJWI'S until 1111~ eonl rih.rtion of tlri~ ::uhJ.:d t•·r"'~ i-; 
so Hmall tlml thc lltllllh•~r of dP,~imal pln1'1'S of iutPrcsllo u.~ ha.; -,!ai•iiJ7•··1. 
(If by use of (:l.2-!J) we can hounJ \.he error all \\'Cll and f!;Ood; flfl 1·1:, how
cvcr, it will he di!Jil'ult. :o P~ti:J:.'1.tP, trlll!'lo !Pss lrourul, t 111' 1!.-ri·;¡divP l•·r :rr 
in (:~.2-!l).J [1 ¡,, .lt•,-<imhl<· tllf'll In liS<' tlw! intPrpolatloll foltilllia r.!,JI'h • 
gives f.he hcsl n•sults at evl'ry slagP, uf Llw •·on•pul.nt.ion. 

Consid<·r th<• prohlr•urof<·st.ilnalinf!; In .n.-, II'ÍIII!: tiH' data in tiJI' difT• r
cnc:c t.ublc of Exanrple ;¡,;¡, Suppos1~ t.J¡:ü a pri011 Wl' du nol know. ¡.,,\\' 
many difTcrcnccs will he rcquirml f.o oht.ain tire fLI'C~ura•~Y wc nced. t If :di 
ilrc data in thc table will he l'l''lHÍn·rl to :li·hil've !JI(' r!P:.:Írl'd a<·r·•rr::wy, ll~<·n 
it makPs no apprc,·iable JifTI'r<'tH~P whid1 linitl·-diiTI~reHr't' irrlt:rpolation 
formula wc use bPeaw;;c all will IJI' alg•~hraically cqui valen t. But- ;f i 1 Í<; 
po'3siblc that a suffil'iPnlly a,·euraiP rcsnlt can br ohtained n'<Ínl!: f .. v. ··r 
titan six difTcrences, WP should 1'110oSI' our IIILI'I polat ion formulan·;! lo ~,,,¡r 
ca re. 

Let. liS romparc tlw tiRe of Ne\\lon's harkwanl fo~·n111la :11r•l C:J.n;.~';; 
forward formula. Jf wc nllly nPeJ lo 11>'1' al! tlw dala in 1111~ tahl·~. tlwn 
thc Ncwtonian fon!lllla musl. liRP .ro ~ .!1 (i.1~ .• m = -:Lí) anrl 1 1·~ 
Gaussian formula nnrsl. 11>'1' .T 0 = .li (m = . .",). But wlrile t!wsc 1 wo 
fo~mulaR will b1• :tlgd,rail'all.v equivall'nl if lnms tlrrough !lrP sixih 
diiTPwnee 111.'1~ Wil'd, for ~ll~tllh•r IIUJIIIII'r:-i of l!'rnos, illl'y willnot lw t•qllil·a
lPnL I~Oj. Tlwrdon~, wlril'l1 should \1'1' dtooc;¡·? 

This qoPst ion is 1110:-.t 1':\~ily :uJS\\Tn·d hy l'illl>'ÍdNi 11g 1 hl' ""ror t ,. l'lol 
(3.2-!J). The only tenn in t.lw error t ha!. we 1'!111 !'ont.í-ol Íf' n, .. 7',.( r) 1 ''1111. 
To minimize t.hc ma~nitlllle of p.(.r). we should d.oose t.lw tabular point;; 
so that thf' valuc of x n.t which wc wish to intcrpolate is as JH':tr n-; pn:-.~1hle 
to ihe ecntcr of thc interval spanncd by Lhc tabular points (why?) .. 
Thcrcfore, t.hc answcr to our qucstion is that thc Gaossian fonnub i~ t.o 
be prcferred in t.hc ahovP examplc lwrause, when t.lrc nH•nLI('r of difTPn·IH PS 
uscd is sma.II, it more nca.rly sat.isfi<"s l.hc condition abovc t.han lhP New
tonian formula. 

From the above it follows Llrat. Ne\~ton's baekward formula has ils 
chief value when we wish to interpola te ncar the end of a t.able, for in t his 

t For su eh a ~imple function n.s this, we could, o( course, cstimate the error ~using 
(3.2-9) . 
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•·a~<' t h1 ·rc· w,,u)d nol IH· a ~ufllc·ÍPIII. IIIHHiwr nf dtn-c·rc·lwc:s avail:•ltlc· !11r l.lu• 
C:tU'<'-i:lll f()l '"lila For t•x:llllplt·, In t•.c:tiiii:Lio· 'tu .R:, 1,•i:q4 lh·· d·.t:1 nf 

Jo:x:uuph- :l :{. •f \\(' uso·ol < :au~s's forwartl fe" ""'h w11 h ·'., e S. llw11 \lt: 
<'ould o1d_\' use t.lw tc:l'lll:-1 through t.! u• s<•<'Otld diiTI'I'<'IIt'f' 1 '.! 11. !'iilloil:trly 
i\" ' f , J r:wlnn" orward for11111h is dlir(fy V:llualtJ,. po•ar tlll' J,t•p;inniuc; of :: l:oi,JP. 
But., wltroJ lherc are: a sul•"l:tnli:tl Jllllo!IH'r of l:thular po11o!~ :~v:ltl:.l,)o· 1111 
cit.hcr si de of thc intcrpolut 1011 point, a <:nussian fonuula is nwrc de:-:imhlc 
titan <'ilhcrNcwt.onian formula. ru partic·ular, Stirling's forn111la (whidl 
is ju!>t 1-h<' a\·cragc of t.wo C::LIIssian fonnul:l:>) tcnni11atPd \\'11 f, a 11 f'Vt·n 
difTcreJwe (so 1 hal it. ÍH equivalcut f.o u Lngmngian formula) ÍH wwful wht•n 
m r.nn he d1osrn near zt:ro; liÍmilarly, llesscl'~; formula INminatPd with an 
odrl d!llné'net' is uscful when m is near !--.i. Thc jw;tifi,:atiou for t.hPsP 
conclusions is com;idcrcd iu 121). 

l•.'.rf!ll1p[c !l !i (j~.1; Newfon's bu,•blarol lonuulu with x 0 = .9 and (;ut¡Mq'¡¡ 
fon1 :~rd for111u!h with x 0 = .6 to hnd an e~• i1naf.c of In .G!i. 

U~in¡:; (:l 4-1), (:l.4-5), antJ thc data of F.xample-:l.3, we m ay conAtruct thc following 
tnhlc: 

Numlwr of Ncwton's h:wkward Gnuss's forward 
diiTerPnr:Ps t¡~ctl formula (m = - 2.!i) formula (m = .!i) 

----------·---------1----------
o 
1 
2 
3 
1 

'5 
6 

- .J05:lül 
- :lfl!l~l9 

- .42~J.34ü 

- .430~{l\) 

-- 4301112 
- 4307!11 
-.430774 

- .5IOX26 

- 4:ni51 
- 43022!) 
-.430701 
- .430821 
-.430792 
- 4:!0775 

Thc true v:~luc i~ In .6.'i == -- 4:lO;.g;J. AA WP expcr.t, whcn thc nunoher oi clifTPrcnr!'s is 
small, ~he Gaus~ian formula is more accurufc than thc Ncwfonian formilln, nlthough 
bot.h j.\1\'C the SillliC vnluc, cxo:ept for •oundofT, wlwn all six ¡J¡ffcrl'nct•s nrt• u~•Jd. 

(\\'hy i~ the Ncwtonian form11la more aeruratc whcn four differerwe~ nnJ ll""l?) 
t:~in-; 1 :!.'2-!l) wc may vcrify th11t !he error at evcry sfngc is within cxpcctcd: hounds 
I'2!JI. 

Thc rPadcr may wdl t.hiuk lhat. any dcsired dcgrce of accurar'y l'oukl 
he ad1icvcd mcrcly hy i1wreasiug t.he nwnhcr of t.er111s used in any inf.lor
pol_ation formula (finitc difTercncc or Lagrangian). t J n faet., intPrrolut iun 
sertrs formed hy lclting the number of tabular points go to infinity n1·e 
generally only nsympt.otically convcrgcnt; that is, as wc add more pointR 

t We ignore hcre thc f!ict that the growth of rounrlofT error with highl'r difTercn~l'~ 
limit.s tbe accuracy atlainablc with finíte-<Iifference interpolation formulaa. ... 

';7' 

t ht! Nror firr;t d••r.rt•ft¡.:I:H arul Hum 1~1. !-oOilt~ poinf. ,;f.nrl!! l.1l iw:n•:¡•u• a:1ol. :~· "w 
w!lhnlll }u¡ljl,d r ()Jo" rr•:J.'lllfl fort.lol."•'\'['llfll:.ldivf'rg~n<:•~·,filll··rpn~···:··n· 
scric•s j¡; connecl!~d wilh'tlw fa<:t that t.l1t: nt.h dPrivalivc d :~11 !.11' ····· ,,. 
cnf,ir~ fuur.t.ions (fundions with rlil Ringularitícs in thc co1npk~ pl:t 11<:) 

c\·•:n!.u:.tlly grows w1lh0ut \¡qund as TL inert'aSI':i (!!r:c Sr·!'. 4.11) 1·:\"'11 fnr 

cntire funet.ions, ho\\'(•vPr, "'') inl.crpoht.ion sr·ri•·s n•ay fn1l l•l ''lli\''.1';?' 
(22). We note that, in practiee, thc desircd dcgrec of accural:y '.!i 

intcrpolat;on can nlmost. tLiways be o.chicvcd. Tha~ ís, thc asymptol1c 

convergence is generally vNy good indced. 

3.6 ITERATEO INTERPOLATION 

An irn¡Jtlrl:mt .advanl!l.J!;P nf finilr·-tltÓ•·rc•Ju:~" inll•t·p,,J,\tiun (tlllilllh!-: •ov: r 
t.he J.agranp.i:1.n forrn11la would ""<'111 lo J,c J.lw prop••1ty of tllc f,,.lll•·r tJ.:tl. 
cnahles a l.1:rnl t.o br: u.dded Lo t.lwm 1W·rdy hy addin~ onc tah•1lar P"int. 
and r.omputiug; an additional row of difT•·n~IICf'R. As we ¡Jr·lnnust_mt.ed in 
J.<~xnmplc 3 . .'í, t.his Pllahks us lo gciiN:tlc a s•:quelli'C of i11lo pr,fa•tl-~ t·:tdl 
onc involving onc JHOrc tabular pointlhan tite previous 011(' Tlwrdorr. 
thc convcrp;cnce of lhc int.t'rpolat.ion procrdure ean he tcslt'd ea..<:!ly. 13ut 
suppose, u;ivt:n thc Lagraugian inl.•·rpolu.tion formula IISÍIII!: 11 p~iu_!•;, W<' 

wish to add ouc point. to gct. higlwr !W<:IÍm~'Y· A look al. (~.2-·1} mtlwan·:; 

that, cvcn if wc havc saved t.hc valucs of r:(a,),_j = 1, .... 11. ·-·a•·}, 
l,(x), J = 1, ... , n rNJUÍI('S sonw recalculation, and wc mu;=;l aho t·:,ku
late l.+

1
(x). Our purposc iu this scct.ion i~; lo ~hO\y how this sc·t"mir,l.\ tlJ:i

advantage of the Lagrangian formula can be ovPrcomc. WP sh:.!l rlo lhis 
by using itcratrd ?'nfcrpr¡falion in whieh a scqucnce of inlNpolants in th~ 
Lagrangian context is gencmt.cd wit.hnut. thc nccd for subst aut ial recalcu

lation of C0Pfficicnts wiH~n going from n lo n + 1 points. 
D(molc by y.,... . •• (x) t.I1P Lag:rn.np;ia11 int.crpolat Í•Hl formula whirh 

·uses the points a~ •• ... , a •• whieh wc do not rrquire tcJ b" N¡unlly 

spaccd. Then in particular wc may writn 

( ) 
_ l. 1 Yu .... . n-1(-.x) 

Y1.2 •...• n X - --=--- X a. a.-1 Y ~o t •... ,n-t.n( ) 

a._ 1 - x\ 
a"- x 

(~.6-I) 

This cquation can be verificd by not.ing that. t.hc right-hand sidP, whirh is n. 
·polynontial of dcgrce n- 1, lukes on Lhr· valucH J(a,) al tln: point:-; fl,; 
i = 1, ... , n. Equutio11 (:Ui-1) theu indieates how u. La~1·angian for
mula uf ordcr n c!all be l/;l'lleru.l Pd from lower-ordN fonuulas. By USl' of 
the fo\lowing tablc, we lllll.Y g<'IH~mlizP l.he rcsult of (:Ui-1) to aehirv<' our 

t The classic cx!tlllplc'or thiR lwh:wior Íl! th11 very wrll-hehBVL"<i function j(x) 

1/(1 + x') which is considered by Stelfensen (1950, pp. 35-38) . 
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objcct [no le Lhat y,(.r) = f(a,) J: 
a, a, ·- x y 1(r) 
a2 a? - x Y2(1") ?lu(x) 
aa a2 - x Ya(x) Yt.a(x) Yt.'u(x) 

e,. a,. - x y .. (x) y,,.,(x) Yu ... (x) 

(3.G-2) 

Y•.u . . . .. (x) 

Thc ent;ies in each column of the tablc <'-&n be generated from the en tries 
in the previous colurnn by analogy wit.h (3.&-1). For example 

( ) 1 1 Yt.2(x) a2 - x 1 Yt.2,n X = --- ( ) a,. - a2 y,,,. x a,. - x 

Thc enlrÍP:> 011 t.hc diagonal in (3.G-2) are just. wh:~t wc wcrc secking. 
ThPy form a scquence of I,agrangian interpolants each of which in~or
poratcs onc more tabular point than the previous onc. Furthcr, since 
cnch cnt.ry in (:3.n-2) is ealculatcd usin~ a formula nnal.1gous t.o (3.o-l), 
thc prorpss is casily mcchn.ni7.cd. · lterated interpolation is, thus, wcll 
suiteJ to digital-computer npplication and, for points not equally spaccci, 
is also convcuic11t for hand comput.ation. 

Exam7Jlc 3.6 Use iterated iuterpolation to calculate In .54 using the data of 
Examplc 3.:.!. 

Corrcsponding to the toblc (3.G-2), we gct 

a, a,- x y,(x) 
.40 -.14 - .9Hi2!Jt 
.liO -.04 - .6!!3147 -.601889 
60 .00 - .lil0S:26 - 632·166 -.615320 

.70 .16 - .35C.G75 - .61i.'il37 -.614139 - .616029 

.80- .26 -.223114 - 673li!JO - .613196 -.615957 -.616144 

We are not bound to usr. lhf' not:.trul ordcr of the pointa as above. Considcr instcad 
iterated intcrpolation u~ing thc ordcring bclow 

a, a;- x y,(x) 
.50 -.04 - .6\.l3l47 
.60 .06 -.510826 -.620219 
.40 -.14 -.916291 - 603889 -.615320 
.70 16 - .3iiGG75 - 62M;53 -.616839 - 616029 
.80 26 -.223144 -.630480 -.617141 - 61591i7 - .616144 

The diiTcrcncc in the two final valucs from thc rcsult of Examplc 3.2 is thc r<'sult of 
roundofT sincc tJ,c R:une livc pomt~ wcrc uscd in nll comptJf.ati•lll~. Note, howcvcr, 
thllt thc first intcrpolant ( -.620219) in thc scrond rnfculntio11 is ~<uhstanlially more 
accurolc than thnt in thc fir~t •·alculntion (- 60388~•). This occurs hl'rnusc in the 
accon,l computation wc annn~~;cd thc data so thnt t.he magniltulcR in t.hc (a;- x) 
column would be increasing. In this way the. valuc of p.(x) in thc error torm ia 
minimized at cvcry stage (cf. the discussion of Sec. 3.5). Therrforc, if wc ordcr thc 
tnbulllr pointa so tbat the magnitudlll! in the a; - x column are increasing, then cach 
intcrpolant tends to be the best possiblc ["tends" bccnuse thc valuc or the dllrivative 
in thc error may be greater wheb p.(x) is smallerJ. In thi8 way the convergence of the 

\ 
\ 

a llllfRPOtAJIO~ S9 

,,,,, 11 ,. ¡,,,,,1, ,.,.~ j 11 .1 1·.••ll•.\ 1lw díiTc·JI'IIft• 111 ''''' :u,·r·r-~-•·:•• Íld•·•¡,.,j.,,,/ur 1._.._ (},•· 

i•l ¡~,¡~ 1 ,. 1 1 111 n ,,¡ :\. (·•·rtaiu unrul•r·r nf •l•·ritual pl:u·,·:-:) \\ÍIII..-rut tu•lw 111'1""1. t:•¡-Jd. In 
rl.í·: ··~nrooplo· onfy tho• lirHt infr·rpolnnl. i~ ÍlllprnVI'IIi.N'OUlll' only ''"' f:olouhr J~·ínt r.t 
.·1lf r·1 •;11t. uf lit(• lw..;f P~'"''q1,if• c.nl••r 

3.7 INVERSE INTERPOLATION 

1 u Chap. R wc shall 1 )1~ •·OJII'I'l'IH'tl wi t.h t lw !'olt1 t ion of t "" ~··ot<"r:d •·• ,.,_ 
Jirwar cquat.ion J(:.r) = O. Onc of our haRi~ toolt~ in t.hc !'lolut im1 of litis 
cqun.f ion will he invPrHc int.Prpolat.ion, whid• wc ~<hall . now 1''111!-'i_<l•·r 
hri<'fly. Tht> solut.intl of f(r) = O i,: otw exa111plc oft.h<' l'lllllllt"" '"."''''T!•·al 
prohlcrn of finding thc r.<-ro of a funet ion. Another •~a.o;e ~\'lwrc tln~ rwr:uu; 

Í!l in tlw lllllll!'ril·:.tl intrg:ral.ion of nn ordinary rJiiTr•rent ;al l'qltal 1011/ ('"'l·e 

Cllllp . .";) wlll'n wc would 1"1k1\ lo know lhat \':due of ~\w iud•·l"''.'.'l•·nl 
variable for whieh the drpPudcnL vnriahl<l (i.<•., thrl !'Oitttron of t.lw '"ff .. ,· ... 
cnl ial•~q u:J.tinn) i!-1 7.<'1'0. 1 nvPrRI' i 111 l't'polat.ion provid1•t1 1111 wi 1 h a ~~ r:• i;.:ld
forward and powl'rful way lo find :,;111'11 7.1'I'OR of furwli 1 oros. t 

Lct thc function whot~e zcro (or·7.f'ros) we wish lo find be Y = f(r) :wd 
supposc it. is t.abulalf'd nt a sPric•s of points (whieh nc<'•l not "''l'<'~~:.rily 
be equally spaecd) so thaL we hav() 

x: X¡ X2 

y = f(.r): J(x 1) j(.r2) 
Xn 

f(x,) 
(:J.i-1) 

Now Iet. UR supposc t.hat, 011 t.Jw inlen•al [x,,x.l.f{x) sal i"liPs t hl' ('OIIo!i 1 ¡.,,o 
of the invcrsc-funrtion thcorcrn [i.c., in parli\'ular thatf'(.r)-;>! Ol so that 
wc may writ.c x = g(y) whcre gis t.lw furu·f ion in\·•~rsr. lo f. Th .. _n·f•n•·, 

r !( 'J'o finding tiw valuc of y(O) is eqnivalc•nt l.o liJH!inJ.!; a 7.1'1"0 o .r¡. 
cRtimat() g(O) we firRt write thc tahlc (:~.7-I) as \ 

~ y: f(x,) j(.r2) /(Xn) (:l. i -2) 
X = g(y): Xt J"2 .rn 

Now in tlw <·onll-xt of inll'rpol:tlion ll't. /{.r 1), ••• , f(.r,) lll' tl.o· tal.nl:tr 
point.s of thc iruiPp<~nd•·nf variahk y (not~ t~qually sp:H·t·d in ~t'llt'l\tl) and 
Jet x1, .. : , x, he t.he fundioual vaiiiPS al tlwse points. 'I'IH'n, if \\C 

use a Lagran~ian int.rrpolation forlllnla. to approxirnatr g(y) hy a poly
nomial a;1d t.hen intcrpolatc at thc point y = O, wc get thc dP:-ir('d 
approximation to a = g(O). 

EJ·ample 3.7 

x: 
f(x): 

.1 
.70010 

Givcn thc dnt.a 

.2 
.40160 

.3 
.10810 

.4 
·- .17440 

5 
-.43750 

finrl an approximntc volue of the zcro of f(x) bctwrcn .3 ami .4. 

t Wc note in passing that evcn thc Ncwton-Rnphson mcthod for the s:ttntion'of ~ 
f(x) ~ O con be considcrcd to be an npplication of in verse intcrpolation; scc Chnp. 8. 

. . 
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Clur ''l'f"""' lo woll f,,. In u·:o· il .. ntlo·d uoi•IJH>hl ion. Wt• llwro furo• flrHI urrnu¡~o· tlu! 
oJal,. in or<lo·r .,f ¡,,..,..,,.,¡.,~ rnllgllilud•• uf /(.r) (o·f. Jo:~fllllfll~ ;~_H) uu.t tlu•nww tl11~ ft·t~lr

'"'ltl" nf thr• f>H'\'1011" :a·tlr'lll lo i(I'IIC'r:LI¡• l.lot' l11lolc~ 

f(r,) /(r.) -O r, 

.10~-\10 .lOS lO 3 
- .li~;j() - 17-1-10 4 3:líl27 

. 401GO 401GO 2 .3:11lk:1 3:178.'1 
- .4:j¡;¡o -.43750 !l .3:!!1(13 3:1737 .33761 

. 70010 . 7001() .1 .3:1652 .33792 .33771 .33765 

Thc t.lntP. fnr f(r) tue in ~nrt valurH of the funr.tion x• - 3x + 1, which hnu a Z<'ro 
.337úí. rorrcctly roundcd to fivc placea. 

Exprcsscd in tcrm:;; of g(y) thr error in invcrse Lngrangian int,rorpola-
t.ion is . 

E(y) = fp.(y)/n!)g<•>(ü (:3.7-3) 

Now rkri\'ai.Í\'('S of (J can he, exprc:;;scd in t.crms of /, aud although Uri" n·la
t.ion i:; 1 oot si III)JIP (se(~ 111, Chap. 8), thcr1! is a powcr off' (:r) in t.lw d!'nomi
nator of rac:h dcrivat.ive of u(y); c.g., 

g'(!l) = 1/f'(x) g"(y) = -f"(x)/[/'(x)P 

Thrrr-fon~, alf hough WP can r.arry ihrough t.hc proccss of in verse inf.cl'pola.
t.i,,.a r.vl'll if f'(r) vanishrs i11 [x1,.r,.), wc would cxpcct thc accurar.y to be 
Vl~ry poor iu Oais easc. Wlu~n f'(:c) vanishcs ru~ar t.hc zcro wc can, h~w
cvcr, oftc•u fiml thc Zi!ro hy nn iterativc proce:;s involving linear inversc 
int<!rpo!nt.ion 1:10 l. . 

3.8 HERMITE INTERPOLATION 

In this seetion wc considcr t.he case m = 1 in (3.1-1). In particular, wc 
supposc t.hat thc first. Jcrivat ive as wcll as thc function is known ai r of 
thc n tubular point:'1. In plac:e of (:tt-!)) wc havc thcn 

f(x) = f h,(x)f(a,) + ± ii,(x)f'(a;) + E(x) = y(x) + E(:r) 
i= 1 . J = 1 

(3.8-1) 

whcre now thc approxirnation y(x) is given by 

n r 

y(:c) = ¿ h,(x)f(a¡) + r h¡(x)f'(a,) (3.8-2) 
i-1 i=l . 

and ~t,{.r) and ii,(x) are both polynomials. Again using· thc eritcrion of 
exaci approximation, we require that the error terrn E(x) be such that 

E(a1) = O 
-E'(a1) = O 

j = 1, 
j = 1, 

,n 
'r 

(3.8-3) 

1' 

.. 

Id 1 

lu 111r:dn:•.y 1\llh 1-:q. (:i.:'.·l) iu Llw La~rau~iau t':L-"1: 1 l.lu.i lo-ad- '" ,¡,,~: 
lullu1·.111~ < 1JI11I1I Íoll!-1 tlmt urusl. lw 1-'al.islit·d loy t.lw h,(x) :11rd /;,,'J. 

h,(ll¡) - ;;,, ], k 1, ,n 
,;,(rt.) = o j -· 1, • 1'; 1.· = 1, 

' 
n 

¡, ;cud = o j = l. ' 1l; k ·- 1, . r 
;;;(r¡,) ·- ;;,. j, /, ·- 1, 1 

,. 
Sim:c thPr<' nrP u+ r condilions lo satisfy in (:{.8-:J), wP expt·•·l. l.hat. ulr.) 
will ha\'t· lo be a polynomial of degrcc n + r - 1 [i P., we shall apprfJXÍJ:·al e 
f(x} by a polynomial of degn!c n + r - 1 passiu¡?; throu¡!;h j(tz¡},-j =:' J, 
... , n and having d<!rivalivcsf'(a,), j = 1, ... , rl. In dPriving thl! 
h

1
(x) and h,(:r), we l<hall use lhc nolalic>n 

p.(:r:) = (x - a.} · .· 
' p,(x) = (x - a 1} • · 

l;n(x) = __ _7~~!-~x}, __ _ 
(x - a1)7J. (a1) 

p,(x) 
l,,(x) = (X= ·~z;r¡-;:(a~) 

(x - a.) 
(x-a,) 

j = l, .. 'n 

J = 1, ... , r 

To Ratisfy thc !'ondit.ions on h¡(.1:), wc sct 

.i . l. ... ' r 
j=r+l, ... ,ll 

(3.8-5) 

(:{ S-<i) 

where l,(x) is a lin(•ar polynoiuialso lhat./¡,(.T) i:;; nf d('~i'PI' 11. + ,. - l. .\s 
givcn by (:i.8-li}, h,(x) t':tl isfic·s all thc t•omlitions of (:{.8-4) I'XI.'t'pl. h,(n¡)- = 1, 
j = 1, . . , r nnd h;(a,) = O, j -= 1, ... , r. To salil<fy tlwse we ruu'>L 

ha ve 

t¡(a¡) = 1 
t;(n,) + (,,(n,) + 1;,(n,) = O 

j = 1, 
j = 1' 

Similarly, if wc :;;ct 

ii.,(:r} = s,(.r)l,,(::)l,.(x) j = 1, ... , r 

with s,(x) a linear polynomial wc must havc 
1 

'r 
,r 

(3.8-7) 

(:tR-8) 

.~!(a,) = O j = 1, ... , r (:t8-~) 
s

1
(aJ ,= 1 j = 1, .' .. , r , 

in ordcr Lo satisfy (3.8-4). Linear functions satisfying (3.8-7) n.ml (~{.8-9) 
are easily found lo be 1311 

t¡(.r) = 1 - (X - a¡}[l;n(a1) + z;,(a¡)] B¡(X) = X - a1 (:3.8-10) 

This completes the dctermination of h;(x) and ii,(x). 
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To· fiud /~'(x) W<' pror:e•~d iu a rJr:ulln:r fillllilar lo lÍIP. Lagran~iau ra .. "r:. 
Lct 

.. ( Jf( . ( )J p,.(z)p,(z) i'(z) ~ f(z) - 11 z) - .x) -y .e --- .. -- -
! T'•V)71,(r) 

r·~-~-11) 

'with ;¡; uot. rHrc of tlw lalnrbr point~. This funetion haR n + r + l :r.t•ro;; 

(d<>Ublt' ?.PrOS at, a,, ... 1 a,, F.ÍngJr~ ZP.r!lS al. 11r+lo ••. , an and X) ~O th:it 
by a gcncmli;~ation of RoiiP.'s tlworcm 1 :iu 1, thcre exiRLs a ~in th<' int.crval 
spanned by a 1, , •• , a,. and x such that 

. ( )) (n + r)! O = F'·+.>w = f'"+•>W - (f(x) - Y x ( -
p .. (x)p, x) 

Thus 

B(x) = l>~~x)~~~2 pn+•>(~) 
(n + r)! 

p.8-12) 

(3.8-13) 

ThiA rclution al::;o is correct if x is onc of thc tabular. points (why?). 
The intcrpolation formula (3.8-1) then bccomes 

J(x) = I h,(x)f(a,) + Í ii1(x)f'(a;) + Pc"~x!J~W ¡<n+•>(~) (3.8-14) 
i•l ¡~ 1 

with 

f 
{l - (x- a,)[l; .. (a,) + z;,(a1)]]/1 n(·X~1,(X) 

J- 1, . 
, l,.(x)[p,(.r)/p.(a¡)] j = r + 1, ... , n 

iiAx) = (x - a¡)l,,(x)l,n(x) j = 1, ... , r 

and is ca1Ied ;the madijied /! crm!Ú -interpolation formula. 
the formula Ü:l 

with 

f(x) = I h1(x)f(a;) + i h1(x)f'(a1) + f~~~~f(2">W 
j•l j-1 

h1(x) = [1 - 2(x - a¡)l;(a1)]l:(x) 
h1(x) = (x - a,)l](x) 

j = 1, ... , n 

, _r (3.8-15) 

(3.8-16) 

When r = n 

(3.8-17) 

whcre wc havc rcplaeed l;.(x) by l1(x). Equation (3.8--17) is thc !lrnnite 
interpolation formula, sometimes also called thc formula for osculatory 
interpola! ion. 

Bot.h the Hcrmite nnd modificd Hermite formulas can he •1sdul 
interpolation formulas. They also serve as uReful thcorütical tools iu 
other areas {)( numerical analysis, as we shall see in Chaps. 1, 5, aud 8. 

--,-
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1-:rum¡•lr :l.S Given the t>Lble b(']uw or tloe nnturallogarithm lli!'IIL0 •J<:r¡·tati\'1! 

40 
.50 
70 

.80 

In x 

- Olr.:!!ll 

- .r.!l:)J•:7 
- :t'i!Hi7!í 
-.221144/ 

l/x 

2.!i0 
2.00 
1 43 
L2!í 

estirnate the valuc of In .60 using the Rermite interpoJa&ion formula. 
From (3.8-18) we get 

h,(.60) = q& 4 Ji,(.60) "'HRo 
hz(.60) "" %1 Ji,(.60) - ~5 
h,(.60) = %1 Ji,(.GO) - -3~5 
h,( (j!)) - 1 ~~ 1 li,(.liO) ~ -· H RQ 

and from (3.8-17) 

In .60 = ~.51082<1 

wherea.s the true value is -.510826. Using (3.8-13) thP. error is bounded by 

-.000031 "'-=-~- < E(.60) < - ~~"' -.00~001 ' 32768 

so that the excellent agrcement betwecn the intcrpolated and true valu!'f! is lo be. 
expected. 

3.~ GENERAL POL YNOMIAL INTERPOLATION. 
THE DETERMINANT APPROACH 

In the Lagrangian interpobtion formula, y(x) was rcquir<'d to h." s. 
polynomial of degree lcss than n wit.h thf' propcrt.y t.hat y(a,) = /(a,), 
i = 1, ... , n. This can be cxprPsscd by writ.ing 

1 

(:l.9-t) 

ancl 

J(a,) = co + c1a, + · · · + r._ 1a~-· i = 1, ... , n (~.9-2) 

In (3.9-2) we hav<' a sy¡;.f.P.m of n cquat.ions for t.hl' n r,'H. Tf WP sol ve 
this syst.E'm for each· e; using Cramcr's rule and substitute the rcsult. into 
(3.9-1), we may write'(3.9-1) in the determinantal form '1331 

y(x) 1 X xn-1 

/(at) 1 n-1 a¡ at =0 (:J. !l-3) 
\ 

f(a,.) 1 a,. 
,._. 

a,. 

The correctneas of (3.9-3) is easily verified by noting tha.t y(x) is certainly 
s polynomial of degree n - 1 which vanishes at the points a., i = 1, ... , 
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11. In a similar fll.81tion ¡:n¡, we 1nay show t.ha.t thc cquntion for y(:c) in 
the modilictl IIermilc inlerpolation formulo. ma.y be \~rittcn 

1 

y(.r) 

f(a.) 1 a 1 

X x2 

.. . . 
f(a.) l a. a:t-r--1 =0 (:i.9A) 
/'(a.) o 1 2a. (n + r- 1 )a~+r-2 

~~·(a,·) o 1 2a, ·(~ ~- r. ~ ~)~~+~-~ 1 

N'ow Jet us ~~on:;;idcr the general prohlem of dcrivi11g an intf'rpolation 
formuia usmg the .operator (:U-1) with. thc propcrt.y that ut the t a.tJular 
point a, thc approximation y(x) o.nd it.s first r, dcrivatives o.grcc wilh f(x) 
and its first r, derivu.t.ives. The tlctcthlitHUil.al f•ítliiHhm r~:~r y(~) ¡¡:¡ Llwn 
1 :3:~ 1 

y(x) 

/(a.) 

.f(a.) 

1 X 
1 a 1 

o 

1 a. 

o . . . . . . . . . . (rn)! 

" 

=0 

1 
1 

-~-aB-r.¡ 
({3 - r .) ! " ' 

(3.9-5) 

wherc {3 = n - 1 + L r;. It is casy to see that (3.9-3) and (3.9-4) are 
i=l 

spccial 1·ascs of (:U}-;1). Howcver, before we can asscrt that (3.9-:"•) 
defines a valid intcrpolat.ion polynomial y(.r), we must show not only l.hat 
y(:r) and its dcrivativcs havc thc d('sin·d valucs at the tabular points but 
also that lhc minor of y in (:U}-;i) do('H 110t va11ish identically, for in this 
case t.hrrc would he no formula. In 1 he case of (3.9-3) and (3.9~4) our 
dcrivations of t he Lagrangian ami Ilermite formulas are assura.nce of t,his. 
Thus it should be no su1 pri'ie that, in Lhe general case (3.9-5), it, can be 
provcd that, indepcndent of the tubular points, the minor of y docs not 
varu~:h id en tir-ally; we !cave t. he proof to a problem l3!i j. 

Thc intcrpolat.ion polynomiuls [i.e., the coelficients of ¡<•,>(a;)) for 
this general case may be derivcd by techniques similar to those used in the 
Lagrangian and Hcrmite c¡¡ses, hnt of par! ieular intcrest to us here is t. he 
form of the error term sinee we shall have use for this in Scc.8.5-l. As we 

INTE?I' •";/l 

11 , ,11 :, 1 1. ~P' ·..t , (::. !l-."1) i.'-1 , •• xtwt for pol,v nnm iuls .,f dt>~r•·l' ,1 or l1•!".~. 
f, .. , .. J,y all:do¡.:y wilh (:{ 2-!i) arul (:U~-1:1) tiJI' t·rr"r i.~ (!.i\'t·JI !·y ;:;~;: 

l:UI-Ijj 

When al! Uw r1 are cqunl, gq. (:J.!}-!i) is eu.Jled thc formula for llypt•r
osculatory int.erpolat.ion. 

F111' t.he 1-'1 ill ntorc· )!;l'lll'ral l':t~-'•' in whil'h tlwn~ !11:1,\' lw ;!;Hp" :r• 1 he 

seqnclr<'P of d•~riv:üivp;; pn·s•~rihcd ut. a point. (e.~., t.ltt· fu1wli"" :111•.1 ils 
Rc1~ond dPrivat ivP hu t. nol. it"' first dc·rivativ<' 111ay he spi'I'Íii•'(l at. a po111t), 

a dc·tPrrllinantal•·quat ion nnalog;ons tn (~.!1-.i) 111~LY si ill lot• wrrl ll·n d<lll'll 
¡:!7j, hut it. 1rm:v nnw ¡;<. trHP tlrM ft•r ~01111' r·h.,ic•!R f)( t.nhul:tr pointl-' !lw 
n•lnor .. r JJ "tt'd"tw¡:¡ ldnnH•·nlly 1:\71. 

3.10 OTHER METHODS Of INTERPOLATION. EXTRAPOLATION 

In intcrpolation, as in all branchr,s of 11111\lPriml anal)~~is, t.lwr~ will b~ 
spccial cases in which melhods superior to t.hc J!;l'llcral ont·~ tkriV!'1 ~ in this 
chapter can hr, drrived and uscd wit.hout an unreasonahlP (~Xf\{~IH.hlurc nf 
efTorl. One f'Xa.lllpiP nf this is tlw (':1S(' of r"riodi~ flllll'linnc. in whll·h 

ntel.hods basPd 011 Fou rit•r-scrie:;; a pprox i mal ions lll:t,V lw pri'ÍN:d ·1·· to t h~ 
polynotnial approxinmt.ions of lhis ··hapt.r,r; for lllllfl' ro;·, 1 hi:-. "1' 1' ~r·r 

fi.8-I. In faet., wlwnrvcr tlw fundion l.o lH~ int·•rpohtnl i:: I:II.,WII ln h:.~- 1! 
a spPI~ial fundional eharaP!Pt:, an approxinwl ion has•·d "" t hr" i-. 11 111\11 
f11netional charal'ter ntay be dPsirahle ¡;~S.I. Oí rf)\Jr>'''· '"" a di:.:il:ll 
rornputPr, if wP usp fun;·tio11s otlwr l.harr poly11ornials, ti,,."" fuiii' 1,Í"IIS 
then1sel Vf'S níiisL lw 1!\':tlnaiPd u si 11~ poi y 111!111 ial or ral ional appmxi rna t ions. 

Alt.hou¡?;h 1\'f' are n·slri\'ling oiiiSI'l\'I'S in lhis hool< lo f111H'IÍo11,; 1)f a 

sin).!;lt• variahll', illlt•rpol:rtinn of fu1wt.ions of '''" or nwn• \':tri:ti•IP·- !''111 

oftl'n l11• I'IT••t:l.t'd hv a St'ljlll'lll'l'of illlt'I'Jlllbl ions II"~ÍIIg t.lw forr1111hs of i,J,rs , 
ehapl.1·r 1 ;{()l. · 

This 1:hnpt.er is entit.lccl Interpolalion, hui it. has bren Pqually alt,ut. 
cxt.rapolat.ion. As l.h\'ir deli11ition in Hee. 2.2-l makes I'!Par, int.l'l pobt ion 
and ext.mpolat.ion are 1 wo aspe1~i.s of t.hP. sume typc of prnc·Pdme. < lf t h" 
t.wo, in t Prpolat.ioll is m u eh more 1~ommon {.han I'X 1 rapolat ion. Tht' 
rl'ason for t.his is· slraight fonmnl anrl pral'.{ il'al. \Ve argu1•d in ~Pe. :t;-, 
that. p,.(.r.} is miuimizcd wi1C'Il x is as lll'al'ly as po;:sihk in 1 he t•cnlt'r nf 1 he 
i11!1•rval spanned by {,he {.almiar points. .Conversely, as .r IHO\'t's ouls_idc 
thc int.erval Rpanned by thc t.ahular point.s-as is t.he r-ase in cxtmpolatwn 
--t.hc faet.ors x - a1 in p.(x) grow, and l.hcr('forc, the error tf'nds to grov-i 
also. Thus extrapolation is inhercnt.ly a mo1·e inareuratc proccss !.han 
interpolation and must Lhereforc always be used with extreme cautiou. 
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\\'ll!'ll~";f¡;¡p(IJaf io11 lllll~f lll·lf~l~cl jp hOIIH' rorr11 ··!;1'~1' 1 ror I'X:l111p1P, ( :hiiJI. !"; 

- tlt~•n i.he v:dliP or X F-l11111ld he rc~LrÍctccJ to he 1\tl ncar t1K p•IHHÍblc~ lo t.IH• 
i'ntcn·::ll spanncd by thc; \al•11lar poinlfl. 

\ 

BIBLIOGRAPHIC NOTES 

3.1-3.5 Thc t.opica c«,vcrcd in thCRP. rmdions will be found in virluolly any 
tc~tl>ook nn n•mreri•·al r.nn!yHÍI! In p:ntir·ulnr, rxn:l!t·nt diHrtt~ston• of intcrpn!ption 
may ¡,, fr,a:HI in lhldclorand ( J~l~•'i), :-; .. pnl ( 1~1:>.",), :tn•l l\:¡nl7.rnann ( 1!1.",~1). l'he 
orienl:~tiun in tloesc i10ok,; ns 1\dl a~ 111 tno,t othr·r uunocrirnl analy,is 1<'!-.l~ •~ ll•ttr.h 
more [O\\:Lrtl diiTcrcncc llntl t!ividcd-dilf<:n·nr.c tcchniq•:cs l:.?.'il thnn in thi~ l,ook. An 
ex~rllc,nt though somewlo:1l ,,¡,¡,.~ rdcrrnrc to r.ln~sical intcrpolation tl'dlnÍqiiPS is 
StciT<:!nsPn ( 19.'i0). l!actrPP ( l!lrtSl arul \\'hillnk•·r nnd HniiÍII•oll ( 1~141i) c:ontnm a 
numlJrr Of prar.licnl hinlR for -;pcr.irtl sil uatÍnllS. 

Tite cor!li,,i~nt ~ nf hot lo thP l.:o¡~;rn ngiau aud finit c-difT••r<'ncc iniPrpolnt inn iornntlas 
ha~c ¡,.,.,, ,.,,,.,,.¡v.,Jy tal.uJ;¡:cd. f\ l,j!Jlro¡.:rapby.of IIII'S~' lnl>l<'" rHay he foun.l 111 

Flctc!t<'r, :\li11Pr, nnd Hosenh!':Lrl ( I!JG'l). 
The error tcrm in thc Ln¡.:rangian formula ÍR di~cussed in n morr gener"l context 

ir. :\lilnc ( 1!14!J). The dcrivnt.ion of the error tcrm u~ed Itere 1n:oy ni~" he r,,¡u,,l rn 
Sr.arhorough ( 1%2). Fnr rwothrr apprvach, s!'e Jlildcbmnrl ( IH.'iH) or 1\opal ( 1~!!'>.'>). 

Our di:;cus~lon of t.hc l<n.:nge dtnp:mm follows eloscly thal o[ H~mming ( I!H):J); 
sce nl.~o Kopnl ( 1::1:).~). A thornugh dr~cu~~ion of tire use of ditfercnccs in drtr·•·ling 
cnor~ in tnhlcs i~ given by :!\li!ler ( l!J!jü). Thc use of dinf'ren<·c mct.hntis in thc l'on
strudion of math!'maiiral tahle~ is cnnsidN!'d hy rox (J!Ib7b); r;Pe alon Fnx ( l'!ll'i7:i). 

Tire opPnlf.ionn! tcchnirptrs intrnduccd in Proh. !liare furthcr conHidNed in thc 
probkrns uftcr th..; ncxt chapf<'r. A t.horough diseu~8ion of tlresc l!'chniquf'~ nony he 
founcl in Jljf,lclm:nd (I%G). 

3.6 Th<' ha,.,;c rcfPTf'nrcs on itcratcd intcrpolation are thc pnp!'r~ hy Ailkcn 
(l!l:32) nnd Ncvill,~ (I!J34). 

3.7 Invrrsc intcrpolation will be con~iderctl in mnch grcalcr dl'tail in Cl,;·,p. si 
fr;r ~ablcs of eodT.cil'tlts hr parti•·ulnr c~tscs of inversc intrrpolat.ion u~ing diffcrcnccs 
see Sal1.cr {HJ4:l, 19H,"W4!í). 

3.8-3.10 Hcrmitc intcrpolation is discu~sed in mnny text~ [e g., Hildchrnn<l 
(l!l56), 1\opr.l (J().')!í)l. Thc cnnvergcnrc of inlcrpolation series 122! is considcrcd hy 
Erdos nud Turnu ( 1!137). A dctnilcd discu~sron of intcrpolalion m severa! varinhll's 
is givt>n by Stcffcnscn (1950); fiCe also Pearson ( 1920). 
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PROBLEMS 

Sedion 3.2 

). (ll) .'\"'"""'!!: tloat.l!w rl<•rl\all\'1'' ni ;r 1 '''"' ¡,, .. r:tl,·ul:ol•·•l, oli·wu•~ t!.e rrl:.tÍ\'C 
R<'CIIrltt'Y of an ÍllfPrp.,l:ottnll forurula ""'''" Pll 11"· "l"'rntor olo·ri1·•·•l it' l'roh lt;, Cloap. 
2 watlo ,V = rt 1111<1 :111 11-p•HIIt. l.a¡:r:.n~i:111 inft•rpobtiou f<ormula. 

(b) LJ~e thisÍIII<'lpo!:ttÍoll forlll\llll\\ÍIIo 11 .= 1 1\IHI.r, ~-- .!'JIItnnpprn,Ím:lft•!n ,(;() 
Compare thi~ re~ult wilh tlmt. of Exnmpl<- :u. Why ÍH lu .r. ont· of tlo·· fl-w funrtionK 
for whidt intcrpolation usin(!; n t.runcutrd Tnylnr ~críes iH pmdir:tl? 

2. (a) If n is thc ordcr of a Lagrnng1nn intcrpo!tLtron formula, ~how thRt. 

n 

L a~l,(:r) = xt 
j=l 

k= O, ... , n- l 

where the a, ure the tabular points. 
(b) J:<'or n = 3 o.nd equally spaccd tabular point~, compute 

rnax ll,(x)l 
[a,,a,l 

for j = 1, 2, 3. Use Table 3.1 t.o estímate the bounds on l,{x) for n = 5. Use l\l!'sc 

ASif!liii¡6:C:P~" 

·~- ~.•.e_. ---· --·-· -------¡ 

'n!BLIOTECI\ DE LAS DIVISIONES Oé; 
;INV(STW'"'"·'· n¡;; f.<;JUO!OSi 

. .,dns 
V 1 Cl31 N 3 9~·~- ~·-í] 

:-'\;~ r ¿n o?' ·~!M ;,-, 1 ',. 
, wq_,!{(Wi,:±Wlf ++'*"W¡f-~! ~-~~~:~ ··--~ .. c.-..~...,.,..., .. ~~l'l .. ~~="!itll~~~-~';;Rf'IM;~~:I<!!"t:¡p¡¡m"""i~?>"''W-.R .... ..,.(l';l,.,.;q;¡;¡¡;:;~t!!:fr'.P'7f'J'_.....~~~~Q. .L?". i 
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n .. ult~ ''' "':tkP ar• infcr•·n··•·11n thc IIIIJK>rlnrll''! uf rou1ulofT error 111 intcrpulutma ucing 
!'qually <;.::r•_d da (¡•. 

Secfron 3 3 

3. (u1 l'sinG e !'lflll}' ~p;.r·•·•f tlr:tn untl '' lhll"'t'-pll1lll Lol(ronginn form¡1la finrl 11 
ho>JIIol on h:f'"(r 1 whirh, r•ll llll'·llllt·rval ~panno•cl loy thC' lhrr!' JIOÍilll!, n<:>;u 1 ..-; n 
ln>ncat'"" Nr-•· ,,¡Ir :• !hall 10 < "hc·11• d 1~ an int 1 ·~1 ·r. 

( 1,) ;-;,:" il.orly, f 111d a l.o11'" 1 • ·'' '· "f •t .r) " IH•n usin~ a fi,·c-¡•oin t l.ni!;rtl llj!;ittn fpru, uln 
(e~ U~c thc;,,, IC.'>Uil¡; lt! f'~lllliHfo• llJI' IIIUXÍIIIUIII \'UIUI' of /¡, for h<•lh tl11• thn•c·fllld 

~~·e-p_omt o·n,Ps, thr.t c:w l11• 11:wd 1" int<'rpolatc (1) ~<in :ron [-,., .. ¡, (ii) e' un [ -4,41, 
(111) srn IOO.r nn 1-.-,.-1, "ilh a trunral;on error uf lc·s.~ thnn 10 ••. 

k <•:) Show that ¡¡(:r) in the Lngrangian inl!'rllolatiou formulo. ·~ the unique 
polync,rnlal Of d!'grrc n - 1 pa~<.~Ín~ through the poÍiliR [a,,f(a,)l. 

(h) l'sl' thc Lagrnnl(lnn intr.rpolntion fl)rmuln to fincl tl1c ruhic· JlMbÍn;! through 
lhe points 1 -:l,-1), ti),<!).(;!,--<!), (G,IO). 

5. (u) Do ll.c rompntal1on of Exarnpi!'H 3.1 and 3.2 \\Íth thc same tabular pointl! 
whPn f(:r) =~in ,., 

(/>) 1/PI•eat p:~rt n u~•n¡¡; tan -• r 

•(i. Con,idc·r the followrng tnblc for thc llessel funriJfJns J.(x), p ... O, 1, 2, ;;, 4, 5 
c:orrcc:t 1~· roundcd tu four clceimnl 11lar<'s 

·-¡ 
X .f,.(:r) J,(.r) .f~( r) J,(x) J.(x) .l,(r) 

--- ----- ------
?..0 :!:!:!<) .57fi7 ;J.52H '121-:!1 0340 UOiO 
2.1 . ¡ ;(,(; ,.')(j¡.¡;¡ a71G 14:;:¡ (J.II)!j (J(I<;S 
2 2 

1 

1104 . 5:)tjl) .3%1 .1623 .047G 111 tl!l 
2.3 .O.i.5!i s:m!J 4139 . IROO 0556 OI:J4 
~ 4 .002.1 .5202 4310 I!J.'ll .06~9 .0162 
2 .) - .O·IS4 .4!1'/1 . 4-161 2166 on~; .01!15 
2 6 - 0!1()8 4 711.'l 45!)0 2353 .OH70 .o2:12 
2 i - .14:?4 .4416 .46% . 2!i40 .0!150 .O:.!i4 
2 S -. lR50 .40!1i . 4777 .2727 '1067 .0321 
2 !l - .224:l .37.'i4 48.32 .2911 .1190 .0373 
3 (j - .2GOI . 33!)1 .4831 .30!)1 .1320 .0430 

('1) ¡;;IIP!'10SC YOII wishrt] lo intcrpoJntc to find vnlues of J 0(x) nt X 2 05 + [. 
j = O, .•. , !1. Use l.hc rPialion ~ . . 1' 

./;(-r) = -.fp,,(:r) + (p/x)J,.(x) 

t~ find a houn~l on tl1P tru~H'nt ion error in thr worst case using (i) linear intcrpolo.tion; 
(•~) a Ln~rnngmn three-pomt formula. Which of thcse melhods woulcl you use if you 
WJshcd to Y•taruntr~ n In/al error in lhc result for cvery j of less t.han 5 X w-• in 
llll!gniturlc'l 

(b) C»rry out lh!' int<'rpolntion u·;inv; this melhod. 

(e) Ht!pP.aL p:u!s a nncl/, lo fincl vaiUPH of ./,(x)atx = 2.05 + .lj,j- 1, ... , !J. 
. (·1) llow mnny •·orr,.ellj rounded d<'rimnl plnrl's for J.,(x) woultl ha.vc lo h·~giv:!ll 
111 onkr t hnt !.he U~'' of" fivt:-poinl LRv;rangian formula would giv,. signifirnntly higher 
nr<·urary thnn the thrcc-point formula? 

7 • Use. the datn of Prch. 6 ando. 1 hr!'e-point Lugrr.np;ian f01 mulato approxin.ate 
(u) J~(2.07¡, (/1) Jp(2.405), (e) J.(2.64), (d) Jp(2.91), with p o: O, 1, 2. 

f o • -.- ·~ 

¡' 
1 

1' •• ; 
. 't 

1 
'; 

r ... , ,..,, 

... ::: ... 

---------~.!_ --·~~-·-.__--..-""''*""'' .r<ll ''1 

IHT[;>F Q.', 

11. flo·dvt• c:t :~f.). 
41. :---J¡oW t l.a t t }w fin~l (ti!TcH'tH"f' ( lflf\\ arel, l•ark wanl, or f•rnlrul t ,,r ., i"''~. ,,,,., i·tt 

0 { .I•T,f• ,. "i~ a J"''lyuoruialrr( ,J,·~n·•· t1 - t 'l"hu~ dc·du•·•· lhal tl1•· nll1 •frii• ''' rr· r,í .• 

11.,;ynrllnl:ll uf olo·~n·•· n Ífl a t'tlfll!lunlnnol 1111' (TI -l 1,~1. 111 l<~'rtl. 

111. 1 >iffNPno·" opcmlllr!l. llo•fin,.. lhr xluflirlf/ IIJII•rator ¡.; l<l ¡.,. ~llf·lr lloal /::(1 r, ~ 
f(L ·1- hl. l'~illl' : l,is 11111111,C' tldin1t IIIIIH 11f <l, t', arool ó l'hfalob !t lllt' f•·l:,., .. i1o;.: 1d• ·,,, J' .. , 

(11)"' = ¡.;- 1; (1,¡ '\ = 1 -- ¡.; 1; (t') a~ ¡.;·.~ ·- ¡.,· \i, Tlwrr Uhl' 111''"'' rr·la:l•JIII· '" 
derive rcl"tion11 hctwcen A o.n<l V amll,ctwccn A "no a. 

•tt. (a) Using thc rules or Rcc. 3.3-2-2, show that o.ny cl011cd pa•.h of tlu:: fnrnr 

resultA in no C'untrihntion to nny iulo•rpolat ion formula. 
(b) Thlll~ clcoluc:c that thc pnth from A•-•J• lo A•/4_, to A•''/•-• ff'~niiR in thr. Ann•e 

contrii,Ition n" thc palh from A' '/•lo A•f,to A'"f•-·•· ~imilnrly, Ahow lhallhr p.dh 
(rorn ,~, 1/• lo A'/•-• lo A't'f._, to :'Jo'/• :11111 IIJ,. path from :!.'.'/• lo /l'f• r•·•ult iu lhc 
snme <:onlrihution. l"ro111 tlm~o.: rr:mll.4, tiPt!uo:e that uny c/o.•rol 1mth C'ontrihut<·~ 

nothin¡¡;. 
(e) ~how also t hat the path from J,., lo !!../, lo/, <'llnl rihult·A not hinJ!. 
(d) llse the rcsults of parte a, b, nncl e to dC'tlucl' lhnl all forruul:o~-" hid1 tnrnin:~I•· 

011 a givcn diiTcr<'nre nnd Rlnrl. unywhcre in the fUIIC'(Í<•nal-valur rnlu11111 an• nll!··l,¡ :11-

cnlly <•qninll<"nt. 
12. (tt) Hnppose n tnhle cnnlnins lwn <"rrnr' in sur•·•·,•iv,. rntri<"· ;.;¡,.,,. ¡,.," lh•.· 

diffNcnrc patl<"rns w1ll ovcrlap in tht• ~rt·ontl difTf'r<'nrc nuol •IP~o·riJ,,. lw" you •\l'lli<l 
dctcrmin<' !he lll:ll'llitudo• of t•arh Nror. llo !lw ~:1111(' for IIJI' tlm•! thflt-rt·Jo• t•. ¡;1'11-

ernhzc lo ~ho" how yon 1\ otdtl llllrtl\'t'l nuy t.wo ovNhppin~ t•rr"r pal to•n,4 . 
(/•) The folluwinv; t :.tn,lat ion ""'Y cout ni11 on!' or 111or<~ mi~print~. By •liiTPr<'Jif'illg 

thc tnhulntion, t"llrrt••·t tl11·",. miMI"'"'~- lh•Hrnhc 1111' wny you clc·trf'l lht• u.;,.l>rJIOfs . 

:llltll Jll<) lll:tl?:!:l t:U~7·1:t? 

I!J.l!ltl.",tl 15X:..':IIJ.¡ Ul.">l·ll 

IS!IGGR:J l!i2!1.'l7H 1 l(i2fi·l!i 
IRH:lOS Hi7·11:J 11101()1 
1 7!11 n:m 14 2·1 !J!I!J lO.'i7!i.'>S 
17:lü.~:l2 1:17254):; 10().')146 
1687132 13200S8 

[Rcf.: 1\opnl (1!1.5.5), p. R6.l 
(e) Find nnd corrcC't the misprints in lhc tahulnt1on of .l,(.r) in Proh. 6. 

0 13. ~upposc a ~inp:ll! cnlry in u tnhlt• i~ in t·rror hy an nmnunl • in 1 ¡,,. kw.t 
significnnt digit nntl lel al! the othcr t•nlrics in thn tabl<• hn in error hy lhP maxinn¡111 

roundofT error of } ~ in thc lenst Hi¡r;nifil'unt digit., nllcrnall'ly plus and m in u~. Tt:.·rl'
forc, in the position of the lcast signifir.11nt di¡¡;it, thc rrror paltern would loo k like ... 

-H, ~~. -~2. H. •· H. -H. ~i .... 
(a) In t<'rrns or ., fino thc error in the difTercnce of order 2k, k - 1, ... , 6 on 

tbc lino with the • cntry. 
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(_b) By eonsidcr~ng thc c1111c wh.cr~,- -!·2, find ,,..., thc larg1'1lt error in 0 
functJOrii\1 vnJue Wh1Ch cannot 00 fhRhnglliRhCd from roundof!' in thc I"IJ • f 
order 2/r, k = 1, ... ' O , '1 crcnct o 

{e) 1 icri1•c a fnrmul11 frJr '"' .. iu terrnH r1f k. 
(ltt>f.: Jl.liiiN ( 19,';0).) 

•H. (a) Givcn a taLle of valuCII ot an intcrval h, discuss how you would g(m1,rate 
~ ncw tal:lc ( "Huhtnbulatfl") at nn intcrval ph. (O < p < 1) by u"ing an apprupriatc 
mtcrpolat.lon rorrnula. 

(b? Show tha~ as n --t ""• thc lcrt-hand side of (3.3-11) approachesf(oo + hm) jf 
the serJt;a on thc nght-hand side converges (!!ce Prob. 22). · 

(e) l..ct lhc f~rward-difTcrcncc opcrntor with rcspcct to the intcrval ph be repre
scnted by A,. Usmg (3.3-8) IUHI !he rcRult of part b, show that 

.. j 

A{/o ~ l ¿ ( -1)•·• (1) e:) A'/o j • 1, 2, ... 
o•O kaO . 

(d) Use thc rcKults of Prob. 10 to show that in op.•ralional form 

A[/o ""((1 + A)P- 1)1/0 

URC thiR ~ cnlculate A(, i = 1, 2, 3, 4 in terma of A' ami p, rctaining terma through A c. 
(e) lJsc tlw rcHults of part e to subtabulate the data of Prob 6 r Jo( ) "th 

(") ¡¿ ··¡ . or z w1 1 P ~ /~; (u P = ± ~~- Compare thc resulta for p .,. ~i' with !hose of Prob. 6. 
How could you overcome the problema that arise near the end of the tabulation? 

Seclion 3.4 

15. (a) Dari ve the iden tities 

m 

.(i) ¿ ( -1)• (~) .. o 
.l;mO 

(ii) (~) (;) .. (~ ~ ~) G} 

(b) Use l.hese r~ults to show that .i { -l)i-r G) (~) vanÍshes and thus deduce ,_, 
that the right-hand si de of (:J.4-I) is k 

16. (a) Use the rcsult.s of Prob. lO to expreHs Newton's backward formula in 
tcrms of backward differences at a 0• • 

. (b) Similarly, expreSI! Gauss's forwartl and backward formulas in terms of.central 
tllfferences at a0• 

(e) Using thc notation pa• .. +•'fa = 1 ¿(a•m+t'f1L + •t.•+•'f ) e St" ¡· • d u 
1
, • /2 r< o -¡i xprcss 1r mg a an 

vessc s formulas 111 terms of central ditTcrcnces. . · · · ·; : 

17. (a) Show ~h~t i~ any finite-difTerence interpolation formula a diffé~-¡,~~/Ót · 
any order can be e!Jmma"ed by using lhe relation ... '/ •mr ... ~., · '1 

1 
. ' 0 ~+1- o ¡k= o ¡&Orastml&r 

re atton for forward and ba!'kward difTcrencCII. · ~ •· _ : 

(b) Us~ thia result and the result of Prob. l6b to climinate the odd differe"~~Cii . 
from Gauss s forward formula and thus derive E11erelt's inlerpolalion formula · : 

y{m) = (1 - Jn)/o + mf, - m(m - l)(m - 2) ¡¡u _;,,,u· 
· 31 10 

+(m+ l)(:)(m- l) a•¡, + 

ltHFIII'OI.A TI ON 11 

. . ,. 
¡TI.o·• '""""'" iK u~oeful in iulerp<¡lalÍilll; in tnlolr:K whid, provicl<' nuxiliury tul.l•·• of ro·n• 

n·ul mi rliOc•nmcCl!.) 
(r) Siuoil,.rly, dirninnle thc evcn difTcr<!nce~~ in C.oullll's forwnrd for111uln to r.r:L 

StrjJr nu11'> inlnpolatum formuln 

(m + l)m m(m - 1) 
y(m) ... ¡. + 

21 
6/li- --2--- 6/-I'J 

(lrl + 2)(m + 1 )m( m - 1) 1 + ----- --4f _______ ,. __ a'j~, 

(Ref.: Hildcbrn.nd (1956), pp. to:l-10.5, or l{opal (1!155), pp. !".0-54.( 
0 18. Thruwbark. (a) Us<' thP. rcRult. of l'rolt .. Hir. lo Rhow thnt. thro mtio of th" 

cocllici!'nl. /1, .~r l.lof' fourt.h r'<'lllrnl clifTf'r<'II<'C in llc·•'-"<'1'~ formula In th .... ndlwwnt /1, of 
thc SI!I'OII((rJiiJCr<'IICI' Í>l (m+ l)(m- 2)/l:l 1111d th11l for 0 ~m ;S 1 tltÍR ratio V!ITi<'ll 

hl'l\Hen -~f. nucl - ~¡ 6· 
(11 ) 11• ,.,.,..,.. tllw r'lfio vn1i"• v1·r.'· loto!•· 1•11 tloo." ioot1•rvnl.' r·oro .j.lr·r rr·¡,lru·roo¡~ li1 l•y 

c/J1. Hhuw Umt JJ, -· cli1 nH 11 lund ,.,,. ul ;¡, loiiH 11 ll•aXtllllllll u ni: pu.olhil uf r: ~tnd 
two min!mn dcpendent on e on (0, 11. Finrl thl' two vnlu<'ll of t' which CfJIJnlir.<' th1) 
mínimum ancl maxirnum valucs of Be - c/12 on thiK inlr.rval. l'hnw that onc of lh•·"" 
valucs c 1 i~ vcry ncnrly er¡ual to thc avcrn¡¡:c vnlu<' or IJ,jH, over 10,11., 

(e) Thus rcwritc Bcsscl'R formula 1111 y(m) -=~~(/o+ ft) + (rn- !~)6/!:, + 
8 2(&'/0 + 6'/1 + r: 1(&'fo + 6'/dl. This prnr<'rlurc Íll cullccl tlorowbnrk; lhat ÍH, Wl' httvc 
"thruwn hack" thc cfTcct of thc Cnurlh rlifTNCJwc onlo thc scconcl dillerencc. !lid.: 
Kopal (1955), pp. 54-56.1 

19. (a) DiRplay thc error terma for the Newtonion and Gau~sion interpolation 
formulas terminated with the ditTcrcncc of order k in tcrrntl of h 11nrl m. 

(b) U11c thesc to derive l.he error l.t!rms for Slirling's and DeSRci'R formulas tr:rmi
nated with an odd or evtm difTcrcncc. 

Seclion 3.5 

20. (a) Whal abs<"issns are involvNI in tl1<' mlr-ulation .,¡ !'nrh ('llfry in thl' t:.blc 
in Examplc 3.5 for both thc (::u!'sinn nncl Nrwtunonn formulus7 

(b) Verify thnt thc adunl Prror uem¡: "ix rlifT<:r<·nrf's is con~<ist!'ftl wilh thal rnl
culal<"d using thc rc,ult. uf l'roh. 1 ~~~~ 

21. (a) llow manv lcrnoR in l;lliiS>~'R fr,rward formula can be used if xa i.; (i) ti.c 
next to 1:\st' cntry in n .tahlc; (ii) the fourth entry7 

(b) U11e (:lA-7) and (:J.4-8) to show that, whcn m ÍR nenr zero, Stirling'~ forrnuln. i~ 
a dcsimhle onc to use and that, when mi~ n!'ar one-hnlr, Hcsscl'~> formula i.• rlPsirah!•.•. 

"22. (a) U h is fixcd, show that in the limit liS n-> 0., Newton's forwanl formula, 

if it converges, bccomes with a 0 = O 

/(x) =lo + -. - z(z - h) · · I Mfo 
Jlh.· 

jal 

(z - (j - l)h) 

(b) For f(x) = e•• and ao = O, ~how that !>'/o =(e-' - l )•. 
(e) By using thc result of pnrt b in pnrt a, show that the ratio of the k + 1 nnd k 

terms of the series is p;iven by · 

e•~ - 1 
h(k + T) (x - kh) 

(d) By considering thia ratio as k -o oo, deduce that the series in parta converges 
if e"• < 2 and diverges if e"" > 2 unless x ia a positiva integral multiple of h, in which 



'\1 (.OVP',[ ltl IIIIMI Ul(l\l /IN Al n1~ 

f'h'' 1 '' f!•ti'.''IJ/' '. {,\ 1111•1 1 ddf1'11ll l''•lllr fhll1:tl rflf , ..• •,., '/,(flt'~l'rlf'HffiJIVI•r~t·o(ifafHf 

""'Y if r .-- - h 1 
,,.¡ ·r lt''' •l"'lu•·(· ft,:d ~"'''' lt~r•'"' íun\:1rcl forrnu1a ih au n"4yJní•luti' h('rlf•!J for e"" 

" 1wn r··• > :! Contra.'' !loo:< wilh lhP <"CIIli'N~~III f: oi tloP Ta.l l<•r ~cri<'~ for e·" for ull 
ru. In ¡oracl.wc, \\loy W<JIIId W<: ex¡oeo·t. 1'\r:ll'lon's formuln lo he Mymptolic <Jvr 11 when 
e••--: "2? !HcL: llil<lchrand (l!l!)f,), Jlfl. 1 H--1 Jr. 1 

. :!:1. :-:u.I'P'"'' ~ull han• a ~ah.lt· nf ~111 x al an inl~'T\"al h ~.l. Jlow I'Jany lnlmlnr 
jJOmt·- ,·;ooud hav~ to hr u-•·d 111 Jnl .. rpolating in this lahle lo ao.~urc 11 truncation <'rror 
of lcss than (n) w-•; (h) w-•; (e) ¡r¡-•; indcpcndent of a0 and m? 

24: Use thl· data of l'rnh. 6 and a finile-difTercnrc inlcrpolation formula to 
~pproxunatc (o>) ~,("l..Oi), (lo) ./,("2.10.;), (r) J,(2.64)

1 
(rl) Jp(i.!H), with p =O, 1, :.!. 

• 11 c:wh .-a~c. rnnt1va.le your l'hoic<: uf a parlil'llhLr inl~rpulation formula and ro m pare 
lhe fe¡;uJts Wilh fhOSl' of J'roh. 7. 

.25. l>ividcd differf)n('CS. Thc divided differcn~c of order k > 1 of /(:.e) is dcfined 
by 1 

/fa,, ... ,a,l ·= f..cla:::.:•'-!.•...:._.:.......:.-!•c=a~,J -/la., ... ,a,_.J 
a,- a. 

wit.h f[a:) =/(a,). 
(a) Prove that 

f!'Jo ..... ,o,j = ~ (a,· -a,) ... ( J(_a,) __ __,,---~--
~ .a, - a,_,)(a, -a,+,) (a, -p..) 
•=1 

nnd lhus dnducP lhat thc ordpr of the argumenta in a dividcd difTcrence is iinníatc;.¡al. 
(b) Use thc c:latn of Exumplt• 3.1 to genera te a dividPd-difTcrence tablc analogous to 

thc difTcr~nre table of Fig. 3.1. 
(e) Rhow thnt 

fía o, · · • ,n._o,rl = ffa,, ... . nkl + (x - a6 )f(a 1, ••• ,a,,x] 

anrl use t hia result tu derive thc formula 

/(x) = /lnel + (x - a,)f:a,,n.] + (x -.a1)(x - a 2)fla 1,a2,a 21 
+ · · · + (.r - a,)íx -a,) · · · (x - a __ ,)f[a,, ... ,a.] + E(x) 

wherc 

'f.:(:r;) = p.(:r Jfln, ... ,n.,x) 

This fori11ula iR ralleu Newtnn's dividcd-differénce inlerpolal10n formn.la. , 
(d) l>!!durc frorn pnrt e that (x - at)/[a 1, ... ,a.,xl-+ O ll8 x-+ a,, k = ·¡, 
, n. 1 

(e) UBc ~his .result to ~how that this formula must be algebraically equivalent to 
thc L:tRrnng•an •nterpolat•<>n formula whirh uses the tabular points a a 
Thu~ deduce lhnt '• ... ' •· 

1 f[a¡, ... ,a.,x] = - ¡<•l(~) 
n! 

wherc ~ is in thc interval sparincd hy a, ... , a. and x. 
(/) U~e. the r~sults of parls e and e to show that when a;-+ a, i ... 1, ... , n the 

Nc,~·ton rl•v•dcd-difference formula aud, thereforc, the Ln,zrangian formula are both 
eqUivalcnt to a Taylor series wilh rcmaindcr. 

1 ' 

(q) "'"' N··\~ÚIII'H ,jjyj,f,.,J.,(¡IIo" ,,.,. r .. ruoub 1111<1 n ... ,,.,,Jo: uf ¡ourl/o In IIJ'i''""' . 
mrLI•· J, .lill C:o111par<! tloo• r••1111ll. \\·ith t•:xumplo· :J.l. 

( h) \VI,.:n tlw t.aiHJiur fNIÍfll.i< arr N¡ur.lly l!par·rd, ~r ... w t l•at 
e 

/fa, .•. ,atl .,. (k::.-l-)Yl·:¡ 4*-'/• 

a.nd tlous use parte to d<'rívc l':ewtu~'s forward formu:a.. 

Section 3.6 e 

1 

26. (a) Show that the tahlc of (3.6-2) raro be replaced by thc ~ymmf'lrical 
a.rrangcmcnt 

a, a, - x y,(x) 

a. a. - z y.(x) 

yu(x) 
Y•l(x) 

Yn-o .• (x) 
Y·-•··-•·•(x) 

What would the additionnl cnt.rics to the tahlc be if the point.a.. ... wcre usPd? 
(b) Use the tcchnique uf parta t.o do lh<' romputation of Exarnple 3 6. [lld · 

Nevillc (1934).1 
27. Use itcmted intPrpolation tu dó !he ralculntinn~ of parts a an<l lo of Proh. 7. 

Compare thc rcsults with thosr: uf Prohs. 7 nnd 24. 
28. Interpolation uear 11 sin¡!:ularity. ~uppose you are givf'n a tabulation of sine, 

cosine, and tangcnt as follows: 

X sin x COS X t.Rnz 

fif,fl !l!'l!'l'IS% OIHi'lf\:1 211S 4'11"2R 

r)n7 !I~I~•!Jfl~~ (lo:\7'11\:l :¿, ~:l 411'!!'; 

l.!;tiH .\1\1\1\J\I(j( .OII:!i!H\:1 :l.'i7 f.llflf, 

1 !jf,H !l\l\lflfiS·1 ()0 1 i%:1 !l!j() l)!)fmfl 

1 570 !)!l!I\I!Hl7 OOOi!HH 1255.7655!) 

Using th!'se data and any intcrpolation formuiB, calculat~ tan ( 1.5695) hy (n) URing !he 
tan x tahulation dircctly; (b) calculatinp; sin ( 1.56!15) and cos ( 1.5G!l5). D1sru~s thc 
reasons for the varyinv; crrors in thc two results. [Rd.: KopBI (1!155), p. 8·1.1 ' 

Section 3.7 

29. Use the data of Proh. 6 and invcr~c interpolation to approximate the zero of 
J 0(x) betwccn 2 and 3 (eL Proh. 7b). ' 

30. In verse intt'rpolation ncar a singularity. Suppose we wished lo cnlndule 
that value of .T for which sin X = .999!)!)50 using the data of Prob. 28. Why will the 
procedurc uf Sec. 3. 7 not work herc? To sol ve this problem, do th~ following: 
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lrz 1 !JI.taíu ·'" ""'"" ''i'l'"'"'""tinn :t lo :l: by f111cnr inv1:rnc interpolnti1:on IJf•l\\1'<'11 
:r1 =- 1 ~,t;; artd r~ e:: 1 !,t;s 

!'·· (:· .:,.co·t inl<'rpnlntion, compute AÍn !t. .. ·· 
F ·.: :; < !t!t•;~!'l~oO, n·pi:lr!' l'o hy 1 nnd r!'peal tlw; prnredure. QlherwÍII<', 

:·.:.;,,.,. :,. l·y i. Cuullltll<' 1111tilthn pro•·•·,.~ conv<!rl.{<:.~. Wlant cundition muKt Rin :r. 
!'-alt' fy nn 1 ro,x 2 J in order fur thc prorcs.<o lo converge? 

Sedion 3 S 

31. fll'rtVe Jo:1A (:J,&.JO). 

32. Use tite data or l'roh. 6 nnd Hermíte interpolation todo the eomputation of 
pa.rts a an<l/· or Proh. 7 rór 1' ~ O. Compare \1 ith u,.. ¡orcvious reRults. Cnn !he Ullll 
of th!' lll'rtiiÍt~ Íl<f~r¡oolnti<Jil ftlrtllU(n be Silltphfil.'d for t't¡Ualfy I!Jlllf'et( data itt'a fnshitm 
nnalo¡;oiJ~ to thal for lhc 1 .n¡;rauginn formula in &·~ .. 3.3-17 

Scclion 3.9 

31. (u) Vcrify lltnl, whcn EqR. (:l.!l-:l) nnd (3.9-4) nrc solved for y(x), the r•!sulte 
are, rc~rwtlil'cly, thc Lngrnngian llllll lfcrmite ínterpolntion fonnulas. 

(b) !'imi!ar!y, ~how thnt y(x) givcn hy (3.!}-5) is such that y(z) and it.'l firet r, 
drrivnltvcs agrl.'e with j(x) :~t a., i = 1, ... , n. 

:u. (a) Show thnt lhe value of thc· Vandermonde delerminant 

lo.(ao, ••• ,a.) = 

a,/ · · · a:-• 

contniiiR nll fru:tors of• the forrn (a, -a,), i ~;j. 

(b) By shuwing thnt thcre nrc n(n- 1 )/2 such far.tors and that the determinant.is 
a pol)•nurni:~l of lh;s d!'gree in the variables a1, ••• , a., deduce that 

n {:, n (a¡- C¡) 

J>i= 1 

0
3!i, (tJ) lf~!' th!' f(•suft Of the preViOUR probJem lo derive thc forrn Of [

1
(z) dircctly 

from (3.n-:n ~Jccluee that thc minor of y(x) in (3.9-3) does not. vo.nish if the tabular 
pointli [,rp dt"linct 

(b) Khow dir!'l'lly that the minor of y{z) in (3.!1-4) doeR not vanish if the tabular-
point.> are distinl't. _ 

(e) Generaliz<' this result to show thnt thc minor or y(x) in (3.9-5) doca not vanish 
if thc lr.buler points are distinct. ' 

36. (a) Let /(z) háve zeros x,, i = l, ... , n of multiplicity v;, i = 1, ... , n 
n . 

in an interval (a,b). Let v = L v,. Preve that ¡c•>(z) has at least " -k zeros in 
' i-1 

(a,b). 

(b) URe lhis result nnd a tcchnique similar to that uaetl to derive the Lagrangian 
and Hertuitl.' inrupolr.tion formula errors to derive (3.!1-6). 

37. (a) WriU. t he dctcrrninantal form·for an interpolation polynomial y(z) which 
at thc n tnhuf~r poiuts is to ha ve the same vnlue and Mme 'second derivative as the 
function /(z) (but not necessarily the same first derivativa). 

11 

INTrAPO\AfiOIJ Y$ 

( 1,) :-:hoW thr.l., (or n = ;¡ o lid O¡ • - 1, 02 ~ fl, o, - 1: thc IIIÍ.II•I~ fll 11 Íll '.':" 

detcrmiaB.nt VllnÍ¡¡hcs idenl.icully. T111w deduce. that lloere 18 no qu111tte polyn•uu.af 
811 tisfyin¡o; thc dcsircd rondilionll. (Jirf.: Hnmrnmg ( 11Hi2), p. ~1.4.( 

Seclion 3.1 O 

38. Suppoi!C. it m dr.~tircJ' to npJlroxirnntc /(z) in the form 

.. 
\" f(x) = k (u, ""e•·) 
i•l 

(a) Ir the npproximntion is to be exnct n~ thc n eq~nfly spa•·~d poit~!s, ~· 1, 
n _ 1, writc rlown thc n cquntions for thc e, s (n'-llunnng tloc u, s are kno\lro). 

(b) Given the data 

x: o 1 2 
f(x): 2 440() 2 0851 2 1%~ 

use thc results of parta to finrl thc cncni•·i()ni.B oran cxponential approximBtion wit.h 
() = 1 11 = -·• llt..f · llildo·hmnol ( l!l!ol;¡, p. :ISO 1 a. ~ , t&.z - , J ~. · f 

39. Intcrpolntion of funellonR of two vnrialoii'H. l-'uppo~<t' we nr~· g1vo•na uwt~t,n 

of two variables f(x,y) tahulnted &t. poini.B (tJ,,b,), i "" ~. · ·. · , n, J "" 1, • · · .' "'· 
(a) Ir wc wish to approxirnnlc /(:c,y) at 11 nont.abulnr pomt, sho~ thnt W() can do 

this hy first illll.'rpofating lo finri j(x,/11) for ~ set¡U!'llt!C of Values Of] and titen USIIII/; 

these valucs to interpolatc to find f(:r,y) or vtce versa.. 
(b) Given the tablc of valu!'.s of thc clliptic integral 

E(x,y) = fo11 
(1 -sin' x sin' t)H di 

~ 50° 54° .'i'!o G2° 

50° 0.8134 O I'OGO O i!lS~ () 7!120 
52° IJ.H414 n s:l:u tl. S:!!, 1 O.HI74 
51" 0 Hfi~IO tl ~-;;.~,~ n x;,os () 8422 
56° tl S%2 n.SX!i!t tl S75() 0.8Gfi3 

find nn approximnt.ion to E(55.4°:53. 1 °) by (i) interpolntin~ hori7.~~n~nfly lo ~111! 
E(55.4°,1/) for 11 ~ 50°, 52°, 54°, 56° nnd the~ intcr~lnting vcrtt.cnffy: (11) tnll'~p~l~\t~g 
vertically and then horizontnlly. lf the dcs1red pomt hes on a dmgon_alle g., (,J2 ,óJ '- !¡, 
how could the interpolation procedure be sirnplified? [Rcf.: IIIIdcbrand (19<JG), 
p. 125.) 
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NUIVBERBCAL DBFFERENTIATION, 
NUMfERHCAL QUADRATURE9 

ANO SUMMATEON 

-?l. '··: 
: . .. . -{ .. ;. ~. ·. 

4.1 NUMERICAL DIFFERENTIATION FORMULAS 

The form of the general numerical differentiation operator is 
,. n 

L[f(x)] = ¡<•>(x) + L L A;ix)f<0 (a;¡) 
i-Oi-1 

(4.1-1) 

where at least one A o¡(x) ~ O. In this scction wc shall restrict oursclvcs 
to thc case m = O sincc this is by far the most important case in practice. 
Irnplicit in this o.nd the following sections on numerical diffcrentia.tion is 
thc exislcncc and, wherc ncrrssary, eor.tinuit.y of as many dcrivatives of 
f(x) as wc rw¡uire. 

Our basic approach in deriving numcrical differentiation formulas will 
be lo difTcrcnt.iate the intcrpolation formulas of the previoús chaptcr. · If 
we diffcrentiatc the Lagrangian interpolation formula (3.1-5) k til'nes, ~e 
get .-- 1 

·. f<kl(~) = itl ljk>(x)~(a,) + d~ [ p~~) ¡<n>(~)] = y<•>(x) +:; [E(x)] 

(4.1-2) 
In partic~lar, for k = 1 we havc 

f'(x} = ~ l~(x)f(a¡) + !:._ [Pn(x) J<nl(~)J Lt 1 dx n! 
j-1 

(4.1-3) 

76 

,,.··~:~·•·" purrulllllllllfJN, III!MIIII< ~~ OUIII•''"'u~r. Mn '·''' 11 

wlwl'l' 1 111" clc:rÍ\'ni.Ívf' uf l,{.r) i11 l"a.sily l'akubl~ll U!<Íng (:t2~1). l><'l~·n,,iua·· 
l.ion nf thl' c~rror l1~r111 iu (4.1-2) or (·1 1-:{) prcsenls a pmt.J.-m ¡,,.,.;¡11M: ti~ 
an unlwown function of x (~;ce Hcc. :J.2). Ne\·crllwless, m: c:au prl.!vll thc 
following 

Thcorem 4.1 Lct Pn(x)J<•>(ü/rd be thc error tcrm in tlw La~ran
gian intcrpolation formula wilh ~in the intcrvalspanncd by a a, . . • , 
a,. and x. Thcn, if ¡<•8 >(x) is continuous, 

! !:.. f<"l(~) = 1 . pn+U(r¡) 
n! dx · (n + 1)1 

(4.1-1)-

":hcre r¡ is.nlso in.the intcrval !lpanned by a, ... , a. llll(l x. 

Proof If we take t.hc Lagrangian intcrpolation formulo. (:J. 1-.'i) 
with x ~ a,,j = 1, ... , n, divide üoth sidcs hy p.(x), and difTer•~rrtiatc, 

- we get, using (3.2-4), 

Now considcr (3.1-5) with n replaccd by n + l. We havc 

P:+t(x) = Pn(x}(x - an+l) 

, (a·) = { (a; - a.+l)p~(a;) 
Pn+! 1 Pn(an+l) 

j~n+1 

j=n+I 

(4.1-.'i) 

(4.1-d) 

Dividing (3.1-5) by P•+ 1(x), rcarranging tcrms, o.nd using (-l.l-G), wc rnay 
writc 

where T is in the intcrvalspanned by a a, ••• , a,.+l and x. 
lirnit of both sidcs of (4.1-7) as a.n-+ x. We get 

d f(x) _ ~ f(a,) - f<"H>(r¡) 
dx Pn(x) - .Lt -(x -- a,)'p~(a;) + (n + f)i 

1 J=-1 

Now to.kc.the 

(4.1-8) 

where r¡ is in the interval spanned by a¡, ... , a,. and x. Comparing .. 
(4.1-5) and (4.1-8), the theorern is proved when x ;o! a¡. But using thc 

/ continuity of the derivatives, (4.1-4) must be truc for any x. 
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/ 

n.r an I~Xlf'IISÍOII of 1 !Jj¡; argumcnl., wc mn.y provc Lhat {ll 

_!_ --~~ f<"'W = - __ p .. -r· · ,,rr¡,) ·<·'·' -!l) 
,, 1 t/.c' .(11 -1- JJ! 

with 71, in the int.crval !>pauned by a 1, , a. and z. Using tJw r<'flult 
of this tiH'orelil and l.A·iiJIIir.'R rule, we may writ.c Lhe error tcrm in (.l.l-2) 
as 

_'!:_. 'l!.'!.~x)_ f<"'W = '\' .;.: p~;,(x) --- 77t-:-.\ [ ( J ~ k' J<•+l:-ll( ·) 
dxk 11! ~ t! (n + k - t)! 

i=O 

o.ll(l, in pa.rt i~:ular, for (4.t-:n 

. _'!._ [!!"(.~;} fC">(f.)J ~• -- P.~~.rl__ f'•H>(r¡,) + 7!:&:,1 f<"'(r¡o} 
dx n! (n+I)! n. 

(4.1-10) 

(4.1-11) 

Fro111 (,1.1-Jl) wr: nol ~~ t ha t., if we are c~t.iruatirrg tlw d1·rivo.tive nt a. 
'tnbul:u poiut, t,!.en t.hc !irst. term o'n the right-hand sidc is zero. This 
rn<'ans in efTf'<'t t.hat llw tlcrivalive al a tabular point can be calwlail'tl úy 
d!jTrrcn!ialing thc f,ag.r(l.ll(Jirw formula while cnnsidcrútg ~ lo úe a cnnslant. 
By II~ÍIIJ.!; a te1:hnique :siruilar to that uscd to derive the error in thc 
Ln,grangian formula in SI!!~. a,.2, wc nw.y a.lso show that, if X is outside or 
al. ar1 enrl poiut. of the irrír~rval :'panncd by a 1, ••• , an, thcn thc error 
m;y again he \Hitler: by dropping t.he lirst t.cnn on thc ri¡;ht-ho,nd ..;iclc of 
(4.1-ll) lll (n.ml, in general, changing r¡0 to sorne other value in thc 
iuten·nl spanned by a,, ... , an anu x). 

\Vhf'n thc tabular points are equally spaced, y<t>(x) in (4.1-2} bccomes 

x = ao + hm (4.1-12) 

where thc differr:nliation (1f l,(m) is with respect to m, and we have used 
the fact that 

dy dy dm 1 dy 
' dx = dm dx· - h d¡n 

(4.l-i3) 

In a similar fashion we may differentiate the interpolation formul~s , . N ,,,, ~ 
expressed in difTercnce form. For example, if we differentiate ewton. s' 
forward formula (3.3-11), wc gct 

JI: 1 dk 
dx• y(ao + hm) = Jik dmk y(ao + hm) 

= _!_ ~ -~-(~) ~lfo = .!. ~ dd•. (~)Alfo (4.1-14)' 
hk L., dm• 1 ' h" ./.¿ m• 1 

JD0 , J•/o; 

NUMERICAL OlrFERENTIATION, NtJM[IIICAl OUAO~AlUIIf, ANO W•M.-.AIIOid 

Hi111ilar equations ean drarly hr: wríltt:u tlow•• for tl••: ttllll'r :llo::•
difTcri:IH:c interpolnlion formulaR 121. For thc parli~":ular 1::.1~: m ""tJ, \\" 
nwy writ.~ (4.1-11) as 

!1.1-t.-,) 

The St im~ c:allcd 8tirling numben1 nf tite jirflt kíntl. Somc of t he ir prop
ertics nm considcrc•d in 141. 

!\'Ion: ~<'IWr:tl numcril'al difTPn·nt.ial ion forrnuia.o.; c:an be fmnod 1 ·y· 
dill'ercnl ia.ling Lhc: gc;neral iukrpolalim• fnrnu1la (:J. 9-;, ), lntt n.-; wc ila v•~ _ 
mcntion<'cl, it is RPiclo111 IIR('ful lo h:tv•: lllllllPri•·al ,JjfT,~I'f'IIIÍ:tfiou forn:u::,, .. 
wJ.i('h dPJlP.IIII 1111 d•'I'Í\ af.Í \'f''- of 1 i1•: f1111< 1 lO lo. ' . . ' 

. '· ¡· ~ .. 

COMPUTING DERIVATIVES NUMERICALL Y : ... . 

SupcrfiC'.ially, therr~ would se«~m lo bP 110 nu1m clilfi•~ult.y lo ,.,,,u pul ing 
dcrivntivPs using; the fonuulao.; of t.hc ¡m·viou-; :-.«~dion than lll!'rt: 1\'a<.; in 
using; l.hc int.crpolation formulas of t.hP previou~ l'hapl••r. Blll· a do••·r 
look indientcs that roundofT error, whilr: ofl.ma not 1-lÍgnilicanl 'in n..;ÍnJ!: 
intcrpolat.ion formulas, is not only sig;nificant hut can he c!i!-':-1-sl roll'; '" 
nunwrical tlifTerellf.int.ion. In this s1·r~t.ion wc shall c·nnf'Jdr·r nu:w·rí.·:d 
dilfcren tiation u::-i ng tlw Lag;rangian int erpolal ion forumla for •·•¡ u:ll: y 

spaccd dat.a, but t.his difil'llssion mny Pllsily be ••xtcnf!"cJ toJiuitc-difTf'I·•,H•''-' 
difTcrent.ialion formul:ts. 

The roundofT error R(.r) irH'urn'd in using l.hc Lngr:urginn ini•Tpola
tion for111ula (:L3-:J) ean lw houndPd by 

" 
IH(x)i ~ (ri X JO ·•-l) ¿ ll,(m)i (-1.2-l) 

' - 1 

if th•• fund.ion:d vahws an· nll •·orr1·•·tly roundj·•l lo· r ,Jc,:iJilal pla•'"s. 
1\'lon:ovcr, ns Tahlc :tt indi,~ates, t.l11! vnlues· of 1/m) n••ver ~"t. IIHII'h 

largcr tha.n 1 for rca::;onahly small n. Thus for su eh valuPs of. n t hP 
rounJofT error will afTr:<'t only t.hc last signill,;ant digit (i.e., the rth 
decimal). Contrast this, howevcr, with Eq. (4.1-12). Computing wit:h 
this formula., thc roundoff error R4 (x) can only be bound!'d by 

5 X IO-•-• ~ IR.(x)l ~- '------¡J<- L., 1/Y'(m)l ' (4.2-:..!) 
i-1 

1 

Clearly, if h is small, the roundoff can he vcry largc. Now for cr¡uaJiy 
spnced points, each term of thc truncation error conLains a powe1· of h, as 
can be seen using Eqs. (4.1-10) and (4.1-13). Thus, whercas in interpola-

f, 
-...... 
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(l•oll lllllll'llllllll 1'11111 111 f'l'l'lolltiÍIII•III In IL 1"'11'1'1 of /o 1L11.J l'lllllllfoll 1'11'111' 

dur·•: ""' ,¡,.,.,.,,¡ 1111 /o, Íll lilliiii'JI•':d diiTI'II'IIIÍaiÍnll, IJillll':lllllll 1'1'1111' ¡., 1'1'<1-

pn: l¡•o11al a11d l'•lltJid<lil 1'1 ror '" 111\'t'J:<<·Iy proporl.ional lo a piÍI\'1'1 11f ¡, :\ 

,-,:t~all vahw of h l.lwn cau~-,.~ a l:.1rg1: rnagnifieation of tlw roundoiT ci'I'CJI" 
ir:l,•·.,·rd "' 1 !w fiJIIf'l ¡,n:d 1·alw:~, tanda lar)!;•· vahJI' l':tll'f'" a lar~" 11'111H'a

¡,,,,, • !1'•1' 'll1:" ~IIJ-!:1.';''''' 1111' prr,J,f,•Jrl 1\'f' llltll' •·on~idn of lindiiiJ..!: thí' 
1;pi:J11al val11e of h wlwn nullleri,·ally JifTcrrntiating at cqual intt·rvals. 

In particular, 11'1 u¡; •·on¡;idl'r this qul's:ion wlwn thc fin:t d•·rívatíw at. 
r. tabular point i" dcsirl'd. TJwn thc fir"t IPrm on th<' right-hnnd·sidl' of 
(4.1-11) is zcro, ancl wc lwvc for thc trunc~líon í'rror 

g1(x) = [p:(~)/n!JJ<">(I!o) 

~ow, using (3.3-4) and (4.1-13), wc ma.y writc 

¡<,(x) = hn·-•p:(m) 

~so t.hat 

l~1(x) = h"-'!p:(m)/n!Jf'">.('lo) = h"- 1c¡(:r) 

(4.2-:J) 

. (4.2-4) 

(4.2-!)) 

wherP. r 1(.r) does not. dcpeud on h. 
ro>t ndoiT r·rror 

Similarly, we may write for thc 

wl1cre r 1(rraJ:-:¡; dors uot dcpend on h. /\ <:onvenient. way to ddirw thr 
'•pi i 1¡ -ni \'alul' cJf h (¡;pe 1 G l for anot.Jwr) is to choose that v:.;,lue whieh makes 
tlw iJOI!tJcls on thc magnit.udc~ of E1(x) and R1(x) cqual. This willlcad to 
an a<:<"urat(' opt.innlm only whcn thc two hounds are cqually F;Ood. 1\ó~vcr
l.hdcss, this approaeh is dcfensiblc sinec wc are rcally only looking for a 
rensonablc valuc of h. 

Wc have 

e1(x) ~ [p~(m)/n!]M .. 

whcre !ti n is such that 

(4.2-7) 

IJ<•>(OI ~ Jl1 n (4.2-8) 

for ~ in th1· int.erval spanned by t.hc tabular points and .r. Similarly 

n 

lr.(x)l ~ E L lt;(m)l (4:2-!l) 
j=l 

:w}wrc E is t.he magnitudc of t.hc maximum roundofT cnor in cach váluc of 

t Occausc the factor 1 jht causes a magnification of the roundotT error ~r, in 
en~inccring parlance, the "noisc" in t.hc funr.Lional valucs, numerit•al diffcrcntiation 
is ortcn callcd a. noise-ma.gnification process. 

NIIMI PI• Al 111111 Pllllll\111•11. lllllllllllf 1\l 0111\11111\IIIPr. 1\lllo :.111 'f 1 1H R l 

J(tr1) l.'o ):( 111 ' 1 in (·l.:!·'.! )l. ll•llll~ ( 1.:!-7) nn.J {1.:!-\11 lu 1'1111111•· llw ·, 
hound:i 1111 l lw rouruloiT aud t.nJn•·:d.ion c·rnlf·r;, ·wc ¡1;1~L 

(-1.:.!-1 01 

so thaL the oplímal valuc of h is givcn by 

(4.2 JI) 

This, of <:oí.trsc, dclcrmineR a diiTcrcnt. hop~ for caeh m, whirh is dearly 
inconvenient. Sincc commonly we an~ most intcrcstcd in' Uw tle~ival•·,-~ 
at. the central point of an odd numlwr of tabular ~poinls, we Rcl 

m= (n + l)/2 

in (4.2-11). 
ac-~+l)12r • 

But thcn it is convcnicut to rcnumbcr thc tabular poin:;;; :1.8 

. , ao, ... , a,._ 1112. Doing this, (4.2-11) hcconws 

Using the definit.ion of /1 (m) and (3.3-·l),wc rnay show thnt lft~ 

(n-1)/2 

¿ 
J--(n-1)/2 

so t.lrnt 

,lllll 

(n- 1}/2 

¿ 
J ,- 1 

1 
!r~(J)f] 

{4.2-1:!) 

(-l.2-l3) 

(·\.2-1 t) 

Brample ·1.1 W1th n = 3, find h.P, and cxprcssions for thc dcriva1ivc~ at. thc 
tabular points. 

From (4.2-14) 

[ 
12; 1 ]\S [ 6, ]li h;:· = ftf~ lp;(·i)¡ ~ -¡:¡; ( 4.2-l:i) 

Thcn, using (4.1-12) with thc tabular points renumbcred, k~. 1, an·d the error !crm 
~.given by (41-11\, wegct · 

) 

/~ 1 = (l/2h)( ...:.3¡_, + 4/o -· f,) + (h1f3)f"'(.,_,) 
f~ = (lj2h)( -f -1 + f,) - (hl/6)/'"(.,o) 1: = (I/2h)(f_,,_ 4/o + 3f,) + {h'/3)/"'(.,,) 

(4.2-16) 

. ' 
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lf tlw /¡ u , • 1 1., h .. ,,,, tl11•n 1 t ••• 1 runr.nt ion crmr in J~ iR bounrlcu by 

(_Q:_)H ~-~.,. •'' (M!)h 
.11, 1i G 

nn.t the rnundoiT error i> hountlccl hy 

:( ~~)\' = .·~ ( ~{f)l) 

Thus lhe total error 7'1 is such that 

. : 
~imitar' hountiR ronld be dcrivecl for thc error11 in J~, and ¡;. The roMc n "":s irl con
Ricler<•<l in !H 1. 

l11 praef ic:c, wc sho.ll gcnr.mlly ha ve cmpirico.J data of o.n unknown 
funf'fion atHI shall want to <'Sf.itnal.c Lhc dcrivativc at onc of thc tabular 
poi ni S. It. will f hr.n 1){' IH!I'U;sary l.o (•sl.imat.c M n f.o gr. f. hopt• Note, how
cver, tl:a.L t.hc valuc of h wc 1:an use is rcstricted by thc tabular dat.a wc 
are p;iven. Thc followin~ cxamplc iHdicates how onc might. calc~;¡;1t~· th.c. 
rlcri vaf i ve of a t.abulatcd funct.ion. 

fi:Jrz>nple 4.2 Given a t.hree-place tnhle of valu~ of In :z: atan interval of .01, 
find thc <lrorivnliv.~ 'lf In :z: at :r = .5 using (4.2-16). , 

Until we l11wc choscn h, wc do not know Lhe range ov<>r which to estimatc Af1• 

But ~upposP we c·~t imale !11, lo he 15 in thc range of intcrcst (is this reasonahlc?). 
Since • = 5 X ,10-• in a lhrcc-place tnblc, we have from (4.2-15) 

( n. )~~ 
h.0 , =. /11, = 5.85 X w-a 

A prneti .. nl vnlue of h to choose is therefore .05. Thus we use the data 

x In :z: 
.45 - .70!1 
.5!í -.li!JS 

and (·1.2-16) to calculnte 

' 1 fo = - (.7!!9 - .598) = 2.01 
.1 . 

whercas the true value is, of course, 2. The error bound (whieh is only approximate 
since we did not use h.p,) is 

l7'a! ~ 2 X (5 X J0-•)3~(%)l!• = 1.7 X IQ-2 

Whcn cmpirieal data are bcing diffcrcntio.tcd cvcn thrcc-place 
necut·ar·y may not be avo.ilahle. Thus thc·l/2h far.t.or in (4.2-16) may 
eause serious roiJndotT. If thc mo.gnitudc of thc dcrivativc in the trunca
tion error is such that h eo.nnot be incrcased without making thc trunca
tion error unduly largc, thcn dctermining the dcrivativc with a reasorú~ble 

PIUM(RICAl OlrtEV.EIIIIJAIION, NUMFRICAl OUAOIIAJUil[, ANO Wh~MAIION nJ 

J•·gn••o of IL<'r:tlra•:y 111ay he iutptJ:-.:-.il•ll'. Wlw11 híglwr d•:IÍVaiÍ\'c"; ll•a11 
thc first are dcsircd, t.hc 1/h fnc:l.or becontellll J.lh" f11d•)r, whr·rr: k jr-; lit•· 
~nkr of llu~ d•:ri~l\tivr·, a.ucl ~lw ro1111dniT Jlf'lll,l•·l•l (,,.,.,.,,., . .._ jw:l. 1 h:LI. 11111•·!. 
worsc. 

Thn r.nkulation of clt•rivalín•s lllllll"rímlly ÍH llwua l.awnl••ll~ OJII'i'!L

tion, C'sprr:íally whrn rlraliu¡.o; wilh low ar·c·ur:wy r•wpi1i•·nl dai:L .\~rd 

evr•11 for high newraey dut.a, dr·ri\·al.ivrll higlwr 1 ha u t.Jw li1 si, :11 ,. ld.:•·ly 
to há've sizable errors. A bct.lcr a.pproach to numcrical diiTcrrutio.t.ioH 
than t.hat considcrcd hcrP m ay hr• t o fi rst. ":mtnol h" tlw •1:11 a and t.lwn 1 n 

\ . 
diiTcreutial.l' (ef. Chap. fi, r.Hpl'cia.ll,v fll'c. fi.i) . 

4.3 APPROXIMATING DERIVATIVES WITH OIFFERENCES 

Thc formulas of Scc:. 4.1 l'llabk us tn t:xpn:s.'! t.lw dc:rivnt iv,•s nf a fUJI"I ion 
in ·tcnus of vahws of t.hc fu11dion ot· rliiTPri'IJ•:p¡; of Llll' fu11d ion. ()¡"' 
obvious applic·at.ion of fhis is in tlw nunll'ri•·:d soluliou ni di:i,•n•nl ial 
equo.tions. Considcr t.hc first-ordcr ordinnt·y diiTcn•uLial cquat.ion 

dz/dx = F(x,z) z(xo) = Zo (·U-1) 

,Using (4.1-14) with k = 1, n = 1, a0 = x0, and m =O, we may approxi
mate dzjdx at x 0 as 

dz 1 1 Z¡ - Zo 
dx l.,. = h .6zo = -h--

Inscrting (4.3-2) in (4.3-l), we get 

z(x,) = z(:r.o) + hF(xn,z,) 

which ~iVC'f; usan approxi:11alion to ll11• soJ¡¡Iion nf (-1.:1-1) :\1. .r 1• lla\'ÍIIg; 

this npproximniÍon at .r,, \\'1' l'oHid tlll'n approximalt• dz:d.r o.t. :~: 1 u;:in~ 
(-t,:¡ .. ::!) nnd t.loc•n liSI' ( 1.:1-:1) t o f-':1'1. IUJ apprnxin1:1 f inn f.o t lw sol11f i<~n a(. J:·, 

ef 1'. By 11~i llf-': 111111'1' 11-nns of ( f.l-1 1 ). wc· •·oulcl el ni \'1: 111111'1' <>ophist io·al c·d 
JJll•f.hods Iban (-1.::-:l). 'J'J¡p uso: nf (1.1-11) W111dd c;nahl<•us lo dc·rivl' 1111' 
crror-s inhc•rt:nt in sud1 nwl hocls. WP sh~tll not r·onsirlt·r 1 l1is · 111:11 l•·r 
furLh<'r hl'rc IJPeausc! in ( ~hap :i we slmll approarl1 f lu: prt)hlt•lll of thl' 
numcrical solution of init.ial valuc prohlcms' of- ordinary cliiTercnf.ml 
equat.ions by a more general t.cchniquc which ~ubsumes all tlw .mef hoils 
derivable using diiTerencc f.cchnic¡ucs. 

. Whcn dcaling wit.h part.ial ditTcrcntio.l cquat.ions, t howévl'r: n·plal'ing; 
derivatives by diffcrences lics at th~ heart of most mcthods for flolvin¡¡; 
such cquations. Considcr, for example, Pois.o:;on's cquation 

iJZujiJx2 + iJ 2ujiJy' = g(x,y) ( 4.:l-4) 
1 

t And with boundary value problema of ordinary ditTe~ntiaJ eq_';!ati~ns. 

-. 
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with :tppropriak houllflary l'o¡r.dol.iouH (whidt wr. Hhall not HLatc) on Lhc 
honndnry U in Fi~;. ·1.1. Nnw w.ing; (·f.l-11) wilh k= n = 2 we gP.t a.n 
u.ppro:>.dll~Liun to thc ~o'l'otHI dl'rÍ\'alive of j(x) as 

1, l d 2 (m) fo - 2/c + h (n0 + l.m) ~ --- - , 6 2/o = ---- ------
. h7 dm' .!. h2 

(.1.::1-.í) 

This cquation may also be usecl Lo a.pproximate second pa.rtial derivo.tives 
of functions of sc:v1:ral vn.riahlr:s hy holding all but one of the var:ables 
r.onstant. To do this for Eq. (4.3-4), Jet us superimpose a square mesh 
on the rPgion of Fig. -U. Then using (4.3-5) a.long the line y = Ya with 
ao = x,, we have 

(4.3-6) 

Sin1ilarly, along x = x, with ao = Ya 

:01 .. ~ ~· :oe u(x¡,y0) - 21~~~!,y,) + u(x¡,y2) 
Jl•lll -

'<4.3-7) 

Thcrcfore, at the point (x 1.y1), we ma.y approximate thc pa.rtial differenti:i.i 

y 
1 

y 
v-vr-~ 1'-.r\. 

./ v '\ 
r\. 

1 " 
1 :+"8 

' (.r,, Y¡) 1 

h 

t V 
1'\. -+ h f4- V 

\ .../ 
V 

11 

Fig. 4.1 Region in which solution of (~.3-4) ls do11ired. 
1 

·1 

r:t!l~:ql(l\l IIIIIIUitlll/\111111, tiiiMIUU:AI. Olll<ll~~.IU~I. litiO ~~ 11011 

c•qtmf.inn (of,;¡-f) OY tJw I~'JUiltÍCHI 

u(xo,Yt) + u(x2.!/o) + u(xr,yu) -f- u(x,,y2) - ·1u(xs,!/d -- -------------·- - ------ ¡¡;¡ -- --------------------- = g(J'r, 1/JJ 

t. S 

' 

(U-R; 

Usinl! (4.1-10) the r-rror in t his approximat.ion may lw dr:rÍ\'Pd. :\¡, 
cquation analo~ous to ( 4.a.-8) ruay l1c writtcn for cvcry point int~rior f.o lJ 
by properly UliÍIIg t.hc houndary condit.ions for poÍnls rear 8 (for exatrtpJ<~, 
scc Chap. l.'í of llabto11 and Wilf.(l!IGO)). This 1.-ads lo a ~;ysl('tn of,luu·ar 

cquations for t.hr. unknownfi u(.r,,y,) whieh 1'!111 l!c solvr·d by nu•· uf tlll! 
method:; of Chap. U to ¡!;dan approxi m ni e solution to ( 1.:{-1 ). To'chni• ¡u es 
vcry sitnilar to this arr• t.ho· h:~~r:; of tnauy'of thc Jnet!rods f,¡r tll(' lllllolO::rir·al 
solution of partía! Ji!Tc:rent.ial equations. A ddailc~d rlist:ussion of thc 
nunwric:al solut.ion of part.ial difTcrr•nt.ial Pquat ion<; is heyourl t.lw seop<' of 
this bonk, lmt..an undo·r:,f.:uulinJ!: of tlw h:1si1: adPa involn·d in :rpp!I)'·.Í•II:d_
ing derivatives hy dilTc•reru:o:s pluH a st.urly of Clmp. 9 will give t.he reacl::r 
thc ncc:Pssary bao:kgrounJ for t.hc st.uJy of this suhjc:d. 

' Onc furthcr applicat.ion of approximatin~ derivat.iJr:s by di!Tc•rcnct?s 
is in thl' cstimati~n of error terms. Considcr using; (4.1-H) with n = k lo 
approximate thc kth derivative of a functionf(x) ata point ao + hm. \Ve 
ha ve 

pt>(ao + hm) ~ y<kl(ao + hm) = _!_ ,¡t_ (m) 6 1/ 0 = ~lfo (-U-!1) 
' hk dmt k hk 

Now this is cert:~i;aly a vcry rough cstinaatc in ~!:ni~rnl, parlicuhrly if k as'¡ 

not small, but if thc dcrivat.ivcs, of ordPr ~rl'all'r t h:w k (and, t.llf'rd(n "· 
also thc di!Tcrcn~cs of ordcr greafer t.h:tn k) n.rr~ wdl lwhaVC'd, t.IH'n (-t..{-!l) 
m ay givc an npc·c·pt.:tble approxi111af ion. l"i111'P tlw di flio·ulty in ~·~t.i nrat.i ng 
many of thr> <'rror tr•r111S '"'' hn\'1' clo·rivc·d alro·ady nurl !-<hall derive lat.cr li<:s 
in lhP difli~·ulty iu PstiJnalill~ !-'ortu~ cf,·rivat.ivt• of f(.r), l•:q. (·l.:l-!~) can, if ...... 1 

U!'c·rl jurfi,.ioll!'ly, <'ll:dol'! c·:-;fitrt:tl•·s of o·rror !t•rtJJs to he mndc wltcn t.hr• 
derivat.ÍVP.'I of f(.r) nrt~ not rc·nsonably •·!dr:ulahle IHJ. 

4.4 NUMERICAL OUADRATURE-THE GENERAL PROBLEM 

The form of the geneml numerical quadrature opcrator is 

n "' 
L[f(x)] = f(b) - f(a) + ¿ L A;iJ<•>(a;i) 

i-1 i•l 
(4.4-1) 

If we substitute /~ .. g(x) dx for f(x) in (4.4-1), wc get 

' ' · n m 

~(f(x)] ,;;, L [J: .. g(x) dx J = hb g(x) :Jx-+ l l A,ig<i-'l>(a,i) 
' j-1 i•l 

(4.4-2) 
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n m 

f' ?(:r:) rlx+ L I A,1~/·-ll(o,1 ) = h' 
1 ~ 1 ÍttJ 

Sdling H ~= o in (4.4-:J) nnd l'olvin~ for Job o(r) dx the;¡ givcs IIR 8.11 

!lpproxim:Ltion lo Lho ddlnitc int.t:grnl of o.(.c) ns a linear combination of 
vnlu•:s of g(r) und its derivativcH. 'fJ,,.~ nnmcricn.l qun1lr:tt.ure probkm is 
to sper.ify thc A ,/R nmJ fJ,,'s ~;o that t.his n.pproxi mn.l ¡¡111 has !lriiiru.blc 
prr>p••rl.i•.s (i.P., ac·hievl's Z'OIIlP dt~z.;irc:d n.r.•·unu~y). 

Ouec: aJ?;ain our approa,~h will he t.laat of ¡•xad polynomial approxima
tina. Tloat.· :s, \\'1' ::;hall ntt;.,,,pt, lo l'l¡oo,.;t• ti••: :1 ./s anda,/::; RO !ha!.];' in 

('U-:i; is r.o:!ro whc~n g(.t) is a polynonlial of SllfiiricnUy low dcgn~c. \Ve 
H!JD !1 n¡;.1in resLrict oursclvcs mn.inly to thc eMe m = 1; thnL is, wc a hall try 
f.o ·•xpn ·"" th<) int1·~ral as a linc!l.r eomhination of functional valucR alonc. 
n<~ is d:J!IP, for cxnmplc, in thc trapezoidal rule. This is by far thc most 
importan!. e:u;c both thcorct.ically and practicnlly: With thc rcst.ri(~tion 
m = 1, wc may rcwrilc (4.4-3) aflcr some obvi(nis changcs in notation as 

n 

j.,b f(x) dx = L IIJ(a1) + B· (4.4-4) 
1-1 

OJH: c·quat ion of tlw form (-1.4-4) ean clcarly bP derivpd by inte~;rat.ing 
t.hf! L!tJ:.r:tn¡.o;iau irll.cl·polat.ion formula (:1.1-!i). Wit.hout considcring t.hc 
dcf.:'tils llf this uow; wc can nevcrtheless scc t.hn.t, sincc the Lagrn.ngian 
forn111b is pxac:l for polynomials of degree n - 1 or l<'ss, t.hcn so will the 
formula rPstllt.iug fro111 its inlcgration. This suggcst.s t. he qucstion: 
With no a priori .rrstriet.ioru; on thc "abscissas" a¡ (suc.h as that they be 
cqually spoced) and thc "weights" H11 what is thc highcst-dcgrec poly
nomh! for whieh E in (·1.4-4) can be madc zcro? We ca11 thc dcgrcc of 
this polynomial lhc ordr:r r1 accuracy of the formula. Sincc wc havc 2n 
constan(.,; at our dii5poso.l-n a,'!i and n ll,'s-we suspcct that the answcr 
is a polynominl of dcgrcc 2n - t. In the next scct.ion, we shn.ll show·that 
this is indced the easc. 

\Ve shall not. explicitly consider the problem of evaluating tne· 
indefinitP integral 

y(x) = ~~ f(t) dt '(4:4'-.5) 

m this r.hapter. This problem is equivalcnt t.o solving the difTcrcntial 

t Hcre and in the remaindcr of this chapter, we Hhnll gcncrally dt'notc !he error 
by E instead of E{:z:) bccauae the variable x will not appear l'xplicitly in the error term 
as it ha.s prcviously, 

II!JIAEIIICAL OIFfERf.NTIATION, NUMF.RICAL OUAORATURE, ANO SUMMI\TION 

dy 
_, =J(:r) 
d.r 

y(:r.,,) = o 

nn1l aH sw:h can he solved by't.lw l.t•thnit¡Uf~s of'Ciwp. ro. J-,,,. :•11.\' 

Bp!•,:ific valuc of x the nll'l.l.och of thiR ~~hapLcr co.u, of t:CJÚr>''.:, f.,. '' ··d 
to evnluatc y(x). 

4.5 GAUSSIAN QUADRATURE 

For 11ow Iet. us a~t;UJuc t.hat a and ''in (·J.·I-·1) nrc finii.P.. Tlu;n, if (-1.·1-·1) 
is to ~H! ex::wt for polynomi.d~ of dc•j!rc·•• 2n - 1 or lc·t--s, Wl' r·an 1!.··1 :t • ··! ,.r 
2n t'lJUILlÍOIIS fiJI 1111' :ln llili-IIOI\'lo I'IJIIS(;¡¡J!,•; i1y HlliJ:·;tÍLulinu; .f~.r'i ,¡·, 

k= O, 1, ... , 2n - J into (4.4-4) nud Hct.f.ing H = O. Wt: ~rt., 
n 

CXk = r Hl'~ 
i~l 

whcrc 

k = O, ... , :!n -' 1 

CXt = fa b x1 dx = 
1'H,: ¡-f~ 

( l.:i-1) 

( -t .:i-:~) 

Thrsc~ nonlin('ar cquations, if wc: can solve thPna and ir ll:r! solution i~ n·.'11, 
will givc us the ah::;c~issas and Wl'iv;hts wc'd•~sin·. TJ.is aiJ?;··hrai,· app;o~; .. ·l! 
to ou1· prohle1n is considcrcd fnrl.her· in 1101, IHil- Wl' ahandon it h•·rP in 
favor o-f an analyti'~ approadt whid1 (1) will tl'llus wit.ltolti :wlwdly l':d-, . 
eulating t.hc WPighls and nhs<'issn.s wlwt lu-r or not t 111'.\' an• ·rr·:d; (:2) wdl 
enable us to dct.crmine H whc•n f(J:) is nol a polyrHlll•ial of J¡•gn·'~ '211 - 1 
or less; (1) will !'llahle 11s lo show t !Jal 1111' nht--c'i'-'~:1>' an· in rnan~' •·a"";-; llw 
zcros of Wl'll-kllown polynomials. As\\'!' shall >'!'P, llllf'P t hP nh~c·is:-as an• 
known, tlll' \\'I'Íglds an· •·a~ily •·aknlalolc•. · 

TI,,. ~1 a di nv; J" 1i 111 of lllll.'lllla ly 1 ir· al a ppro:w!J is t 1 Jt' lll'fill if·, · i nlt•rpo!:t
tion fonnul:l (:Ul-17) 

f(x) = i h1(x)f(n1) + i li1(:r)f'(a1) + (J~Mf!2nl(~) 
1~1 ¡~¡ 

which is cxact for polynomials of dcgree 2n - 1 or leSR. 
· (4;5-3) bctwcen a and b, wc gct 

n n 

Job f(x) dx = L H¡J(a¡) + L fi,J'(a1) + E 
- i~l i-1 

where 

H¡ = lb hiCx) dx R¡ = Job h¡(x) dx 

IntP¡;rat ing 

1 
(4.5-5) 

.. 

' 
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B. ZNTEGRACION NUMER1CA 

8.1 Jn.:tJr.oducc.i.6n. 
El en.contAa~ la integ~al de una cu~va y=F(X) equivale. a -

ettc.on.tlla~ e.l 41Le.a ba.j o dú:..ha. c. u~ va. An.al.t:t.i.c.ame.n.te. la .i.nte.g~al 
de una 6un.c..i.6n un..i.d.i.rnen.6.i.on.al ( F (X)) e.6tá dada poiL .e.a. e.xp~e..s.i.6n.: 

g (X) = (a F (X) d~ ( 8. 1 ) 
Jb \ 

A menudo en. p1Lob.te.ma.6 de. :U.po .i.n.gen..i.e.IL.i.l la.6 áun.c.i.one-6 e-6 

~dn dad~ en áo~ma tabulaiL o .g~Ld 0 .i.ca, poiL e.je.mplo: valo~e-6 ex-
. . 

peiL.i.mentale-6, en ot~a-6 oc~.i.on.e-6 e-6 .6umame.nte d~á¡c.f.l el in.te-
giLa.IL una. exp1Le.6.i.6n anal.t::U.came.n.te. debido a· .6u comple.j.i.d~d o pue. 

de. no e.x.i..6t.i.~ la in.teg~La.l exacta de dicha 6un.ci6~. En todo-6 lo-6 
c.a...s 0.6 a.n..te.-6 e.n.un.cia.do-6 lo mti-6 ap~o p.i.a.do o la ú.n..i..ca. v.t:a de .6 o t.u
c.i..6n. e-6 un. m~.todo n.umVc.i.c.o. 

La. i.n.te.g1Lac.i.6 n num~~.i.c.a c. o n.6 i.6 te. en. ene. o n.t~a~ ~la me. jo ,'7. a.

p~Loxi.mac..i..6n. po-6.-i..ble. del á~e.a. que .6e e.n.c.uen.t~La. debajo de. la áun.
ei6n a. paiL.t.i.~ de .6u.6 va.!oiLe-6 d..i...6c.~e.to.6. 

PaiLa. tal e.6ecto .6e c.on-6.-i..de~a~~n. .t~e-6 mltodo-6: 

-TILa.pe.zo.i.dal, 

-Si.mp.6on de 1/3,. 

-S.i.mp-6 o n· de 31 8. 
La. di.6e~enc.ia. enbte di.c.ho-6 mttodo.6 e.6t1L..i..ba en la canti.dad 

de punto-6 que. emplean pa.ILa ap~oxi.ma~L el á.~Lea. de. lp. 6unci6n y el 
e~ILOIL piLoducido al evaiua.IL el áiLe.a. El p~ogiLama que .6e d..i...6c.ute. 
a. c.on.tinuac.i6n. emplea lo.6 .tlle.6 m~todo-6 en. 6oJtma tal que. t.~Lata. 

de m.i.nim.i.za.~ el-._ e.Jr..ILOit en la. e.va.l.u.aci6n. del á.-'te.a mediante.· una a

decuada elec.c.i6n. de lo.6 m~todo.6 a e.mplealt. 

8. 2 M~todo.6 : TILapezoi.da.l, Simp.6 o n. de. 1/3 y Súr.p~ o n. de 318 

8.2.1 Objeto-
Enc.ont..'l.alt ta ..in.te.gJta.l de. u.na cultva y =- F (X} dada e.n 6otr..ma. 

CÜ-6C.Ite.:f:a me.dia.n..te. R...o-6 m~todo-6 de. Simp.6on. 7/3. Sbnp.! on. 3/8 o Ttr..a.

pezo.i.da.l. Lo-6 m~todo.6 o m~todo a e.mple.a.Jt e.6.ta~4n en. 6un.ci6n. de. 
la. cantidad de. puato-6 en que e.6.t~ di-6c.tte.tiza.d~t ta. Su.n.c-i.órt. 
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1.2.2 Método 
a)Método T~apezo~ddl 
Vado que !a ~nteg~a! de una 6un~~6n e~ e! ~~ea debajo de 

la ~u~~a, e~te método !o que ha~e e~ d~v~d~~ e! ~nte~va!o de ~n
teg~a~~6n en "n+ 1" punto~ equ.<.d~~ tante~ fJ a.p~o U:ma !a ~ultva olti
g~na! po~ una ~e~~e de ~e~ta~ en ~ada uno de !o~ "n" ~ubinte~va
!o~; ó~na!men.te, ~e en~uen.t!La e! li~ea de ~ada .t!La'pezo~de fJ !a ~u
ma de d~ch~ á~e~ da !a ~nteg~a! en !a totalidad de! ~ntP-~va!o. 

Fig. 8.1 Rep~e~enta.c~6n g~án~~a. de! mltodo T~ape
zo~da! 

Numl~~~amente ~e tend~á: J: F(X) dx A. 
..(. 

, A 7 = 62_ { y 1 + y 2) 
2 -_ 

A2 = 6 ; __ (Y 2 + Y3) 

( 8 • 2 ) 
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polt lo :ta.n:to: 

~: F(X)dX :iAX(Y¡ +2Y2 + • . • +2Y +y 1) ( 8. 4J 
-r n n+ 

'): F(X)dX + 2 ~ Jte..6:to 

.-' 

g AX (Y
1 + y 1 oJtde. ( 8 • 5) 

--r n+ na.dM 

Pa.Jta. aplica~ e.~te-m~:todo ~e ~eq~e~e que. e! incJtemen:to 
.AX ~e.a. to m~ pequeño pd~ib!e paha ~e.duciJt e! e.Jtltolt al, m~ni

- m o. Se. pue.de de.mo.6 tJta.~ que. e! eMolt' pito du.cido e-6 de! oltden de 
( AX) 2 

o 

b)Ml:todo de Simp~on de 1/3 
E.6:te. m~.todo apltoxima .:tJt.e-6

1 

pu.n:to-6 .6u.ce.6ivo.6 de !a 6u.nci6n 

me.dia.n:te. una paltábo!a de .6egu.ndo g~a.do y eva!u.a e! áltea debajo 
de. dicha cu.~va. E! pito c.e.cU.mien:to .6 e JtepLte. pa~a .to·do.6 .io.6· pan
Co-6 de.! in:te.~va!o (igu.a.tme.nte'e.6pa.ciado.6), de :tlte-6 en .t~eó, y 

al 6inat ~e. obtiene !a .6uma de toda.-6 !a-6 álte~o 

........... __ ,. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

a= X 

o • • 

1 
X. 

..(. 

y . 1 . -<.+ 

' 
¡, ' /-' 

¡ ' / \6 (X) 
A¡ ' 

Figo 8~2 Re.p~e.6entaci6n g~á6ic.a de! m~todo de 
Simp.6on de 1/3 

Nu.m~h.ic.a.men:te .6e :tendJtá.: 

F(X) 3 61XJ 
6{X) = ax2 

+ bX + e 

(8. 6) 

1 8 • 7) 

X 
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( 8 • 8) 

=' 
6

X (a.X2 + bX + c.)dX , J-6X ( 8 • 9) 

+ 2c. 6X (8.10) 

Pa.Jttt ob.tenelt a., b, fJ c.,! .6 e o bUga. a. que la. c.uJtva. { 8. 7) · pa.-
4e polt lo~ punto~ mue~.tJta.le~, polt lo .tttn.to: 

2 . . Y. =a 6X - .b 6X +c. 
..(.. 

Y.¿+l= c. 

y.i.+2= a. 6X2 + b 6X + c. 

~e~olv.i.enqo el ~.<.~.tema. de ec.uac..i.one.6 ~e .t.i.ene: 

a.= 
Y.¿ + 2Y.i.+1 + yl+2 

2 6 x2 

b= 

... ' '~ .. 

c.= y.i.+1 " 

il u.bJ U.tuyendo - ( 8. 12) en ( 8. 1 O) : 

(8.11) 

(8.12) 

A.= ~(Y.¿+ 4Y.¿.f.J + Y.i.+ 2 ) (8.13) 
..(.. 3 

pa.Jta. .todo el .i.n.teJtva.lo de .i.n.tegJtac..i.6n Je .tendJtá: 

c.omo: 

Al=___!:! (Y 1 + 4Y 2 + Y3) 

3 

. 
A 6 X ( yn- 7 + 4 y + y 7) 

n/2•---3--- n n+ 
(8. 74) 



\ 

1-

' ,,, 
1' 

/ 
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~e. .tiene.: 

\ \b 
.jaF{X)dX 

n 

n/2 
~·A. 
~ .-<.. 
.i.=1 

2 ¿ o 1t.d . .i.mpalt.e-6 

.i.=3 

n 

+ -

+ 4~ 04denada.6 palt.e..6) 

i.= 'l. 

(8.75) 

(8.76) 

PaiLa po"de.4 emple.a.lt. e.l método .6e lt.equ.i.e4e qu.e la ca.n:ti.da.d 

de. pun:to.6_ mu.e.6:t.Jta.le..6 (n+7) .6e.a. non; e.n C.a.6o c.on:t.Jt.a.4i.o .6e. emplea. 

una c.a.~t:ti.dc:.d rion de. pu.nto.6 mu.e..6:t.Jtctle.6 y ef. 4e.6:t.o 'del i.n:te4va..to, 

~e.·i.n:teg4a poJt e.l método.TJtape.zo~da.l. Se pu.ede de.mo.6:tlt.a.Jt qu.e el 

e.lt.Jt.olt. piLo du.c..i.do e.6 de.t olt.de.n de ( t::. X) 
4 • 

c.)Ml:todo de. Si.mp.6on de 3/8 

En e..6:te. c.a.6o .6e. i.n:teltc.on~c.:ta.n c.u.a.:t4o pun:to.6 c.on.6ec.u.:ti.vo.6 
1 

de.t i.n:telt.va.to de i.n:te.g4a.c.i.ón med.i.a.n:te. u.n poli.nomi.o de :t.e.4c.elt. 

g~r.ado y .6 e eva..tu.a. el á4e.a. b'a.j o di.c.ho poli.nomi.o en el .6 u.bi.n:te4-

.valo. La. i.n:teg!La.R. en :todo el i.n:telt.va.lo e4ta.4á dada. polt. la. .6 u.ma. 

· de. J:.oda.-6 lM 4Jt.ea..6 e.nc.on:t4a.da..6. 

F (X) 

y • 
y.i.+1 

--- ó(x) 
.(. 

_ .. 
. . . . . . 

t::.X t::.X t::.X 
< > ~!<--;:.,, 

Fig. 8.3 Re.pJte4en:ta.c..i.6n g4áSlc.a del método de 

S.i..mp.6on de 3/8 

X 

1 



v~ !~ ~~gu~~ 8.3 ~~~ene: 

F ( X) 1 ~ ( X) , X~ ~ X ~ X~+ 3 
(8.77) 

6 (X) = ~x3 + bX2 + c.X + d (8.18) 

~ xi+3 Jxi+3 
F(X)dX g, 6 (X) dX =-A . 

X. x . ..(. 
(8.79) 

..(. ..(. 

+ c.X + d)dX (8.20) -

pe.Jt.o: 
X.+ 3 - X.= 3f1X 

-<:/ ..(. . : . ~; . ' 

. - -

~mp!e~ndo !~ ex.p~e~~6n (8.27) ~l eva:lu~Jz. .e.~ e..x.pJz.e~~6n ¡ s·~io-J 
6e. ob~ene: 

A. = ~ ( 3 flX) 4 + b ( 3 6 X) 3 + c. ( 3 6 X) 2 + 
' ..(. -4- -3- !" 

; ' 
+ d( 3 flX) (8.22} 

Ve !~ ec.u~c.~6n ( 8. 18) .6 e- obtienen ~, b, c., y d ~! ·pl~n
~~~ un ~~~zem~ de ec.uac.~one-6 c.omo en e.t mézodo anze~ de~c.Jz.izo 

y lo~ va.toJz.~-6 obzen~do.6 .6e .6ub.6~tuy~n en la e.c.u~c.~6n (8.22) 
pa.Jt.~ ob.tene~: 

+ y • . 3 
..(.+ 

El.. «Jz.ea en todo el lnte4valo ~.6taJz.d dada poJL: 

(8.23) 

( 8. 24) 



1 

• 

4U.b4tit:uyend o ( 8. 2'3) en ( 8. 2 4) : 

_ ): F {X) dX g 3 :XlY l • Y n+ l • 

n 

2 2:': oJtd. de oJtden ( (mrU . .Uplo 
-<.=4 

n 

de t:Jte4) + 7) _ + 3 ,¿ Jte6t:o de oJtd.) 
.<.=2 

(8.25) 

143 

Pa.Jta. u:(;U.i.za.Jt. el mlt:odo 4e Jtequ.i.eJte que "n" 4ea. múltiplo 
de t:Jc.e6, ex..i.6:t.i.endo "n+1" va.loJte4 mue4t:Jta.le4. En c.a.4o c.ontJtb.Jt.i.o 
4e pltoc.ede .i.gua.t que en el mltodo a.ntelt-i.oJt. El eJtltolt que pltódu-
c.e ut:e mltodo e4 del oiLden de ( aX) 4 • . 

En tl1Lm.i.no4 geneJta.le4, c.ua.ndo 4e de4ee .i.ntegJta.IL una. áun-

c..i.6n c.on. la. ma.yoJt ex.a.c.Utud po6.i.ble 4 e _debeJLcin ut.i.l-.i.za.IL lo4 ml

todo4 a.n.te4 de4c.Jt.i.to4. c.on la. 6.i.gu.i.ente jeJta.Jtqrú.a.~ :·- . ,. 

7. S.i.mp6o-n de 3/8 

2. S-i.mp4 OJJ.. de_ 1/3 
. ' 

3·. · Tlta.pezo.i.da.l 

8.2.3 Ve4c.Jt.i.pc..i.ón del P~ogJta.ma. 

a.) S ubJtutin 44 ILeq ueJt.i.da.6 : 
SUBROUTINE RIEMAN(N,H,Y,SINTEG), obZ.i.ene el áJtea. ba.jo , 

la. c.uJtva. emptea.ndo lo4 mltodo4 T~a.pezo.i.da.l, S.i.mp4on 

de 3/8 ~ S.i.mp4on de 7/3. El pltogJta.ma. plt.i.nc..i.pa.l 6e 

emplea. pa.lta. la. lec.tuJta. de da.to4 e .i.mplte4.i.6n de Jte--

4 u..l.ta.d o 4 • 

b)Ve4c.lt.i.pc..i.ón de la.6 va.Jt.i.a.ble4: 
Pa.Jta. la. 6ubJtuü.na. RIEMAN: 
N 

H 

y ( 1) . 

SINTEG 
L ( 1) 

c.a.ntida.d de punto6 en que 4 e di..4 c.Jtetiza. 

la. áunc..i.6n 
e4pa.c..i.a.m.i.evtto entlte .lo.4 a.b4c..i.4M dé. to4 

punto~ mue~tJta.le4 

va..f.oJte~ d.i.J.Jc.Jtetiza.do4 de la. áunc.-ión que 
4e de~ea. integJta.Jt 
va.lolt de ta. .i.ntegJta..t 
va.-ua.bte qu.e indic.a. c.u,f.le~ punto~ mue-~

tJta.le4 ya. han ~ido c.on6-ideJta.do4 pa.Jta. e
va.tua.Jt .e.~ -tntegJta.t 
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AREA7 

AREA2 

AREA3 

M 

SUMPAR 
-

SUMRES 
SUMTRE 

inte.g~~l obtenida po~ el mltodo T~~pe-
zoidal 
integ~al obten.(da. po~ el mltodo de Simp-
4on de. 7/3 

· inte.g~al o bte.ni~a. po~ el ml:to do de Simp-
~on de 3/8 
va.~able empleada paAa. de.:te~m.i..naA el ti-
po de ~nteg~~ción ~ u~~~ 

~ 

~umatoii~ de. l~ o~denada~ de ~ndice p~ 
~umatoAia del ~e.~to de l~ o~de.nada~ 
~umatoAia de. la~ o~de.nada~ con ~nd~ce 

múltiplo de. t~e~ + uno 
Pa~a el p~ogAama pAin¿ipal: 
N- cantidad de .punto~ en que. ~e di~c~etiza 

H 

la '6 unción ' . 
e.ipac~a.mie.·n.to en~e la.~ ab~ci4 ~ de lo~ 
punto~ rnue~~ale.4 

Y(Z) va.lo~e.-6 di~ cAe.tizado~ de la 6 unción que. 
4e de.~~a .i..nte.g~aA 

SZNTEG valo~ de. la inte.gAal 
e) V.i.me.n-6ione.4: 

La p~opo~ición VIMENSION del pAogAa.rna p~incipal y de. 
la ~ubAut.i..na de.be.A~ -6e~ modi6icada. cuando: 

.N > 100 

d)Fo~mato~ p~a lo~ dato~ de ent~ada: 

SEC.TARJETAS FORMATO TNFORMACION 
7 (15,F10.0) N, H 

2 ( 8 F 1 O. O) Y ( 1) , emplea~ :tan.ta-6 .taA
j e..ta-6 como 4 e ~eq uie.~an 

--------------------------
o:t~o-6 paque:te.4 de. datoJ (opcional) 

--------------------------. . 

TARJETA EN BLANCO,a.t 6-i.
na.t.i..za~ .toda ia in6oAma

, ción 

• 



' 

i' 
! 

' e.) Via.g Jta.ma. de b lo q u. e.~ : _ 

UIIJII4/I. 4ubw
tbrll R lE M.4.N 

Fig. 8.4 Via.gJta.ma. de bloque~ pa.Jta. e! pltogJta.ma. 
' ' pltinc.ipa.R. 
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RlEMAN 

. AREAI•O. 
AREAt•O. 
AREA3•0. 
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empleall do-'tlll. 
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[AREA2) 
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1 

6) Li~ .ta.do: 

.e P"r.Grr.·•o~, ra'l• GFlTE'ICil LA I'iTF"Gn.l.L N. U'IA FPI:CIOU OfSCRE'TtZADA F.M• 
_e _ PLE/.' O~ LO:i '1ETOOOS CE Str1<'SrHJ OE: l/l, .. SUli'SCILl/8-l'-.lBArtzOtoAL._'_ 
. C SICr1If'lCAJ'l DE L.AS VARIAOL.E:S E"PL(ALIAS _ -------··· 

e f!:CM•TI04D OE DU'IT'IS E'l OuE SE DlSCRETIZA LA fUUClDN ... _ .. --------
--~--- Y:Vt.L.I''lES C'!ISCI!CTIZAnOS. nt LA. Full,lON---e H:s~:;~'.\CIA!liE'ITil PITRF AO!ICI"3AS 

C S~ITE_G~PIT~G-~A~~ LA FUNCION E:~ L~II~TEA_V_A_L_o_o_A_oo _______ _ 

·[!1''['1510'1 '1'(101) 
-C.-- ..LECTL•rA ~E 0.\TOS ... ___ _ 

1 A[lll(5ol0~) N,H 
IFf;j) 2 1 ~,3 

------2 CAl L E<¡ T-. --- ... - ... ------ ---------------
--. __ ] AEAO(S,J'iO) CYCil,IaJ,rl) .. 

C. l'I"P.E~I-J'I llE 0\T(lS _ 
__ ____ :1RIH (!I,ZOO) lloH ..... _________ _ 

wRtTF (!1 1 ''lll) 
(lO 11 I at,ll 

____ q ~IRIT((b,lOOl ¡,y(I}. _____ ..... ---------

''/ .. .·• 
·: / 

1!' ON .... '. 
-L-.. LL~'If.¡)n I'E S'J!!'!'ITI"A PARA _liiTEGR•R-------

CALL PIE''t.'l('l, 'l,v,si~•TEGL ______ . ___________ : 
_ _e ______ 1'111 P.f3I::l'l ~'~E ll~Slii.TACIOS ........ _ ----------

~. . .. ., 
...... , 

~RfTF!~,35ry) sr~TE~ . 
CIJ T" 1 

_C.. r:QPt1A ~:; C~ l.[CT'IF1A _E _ti1PfiESl01! ___ ·-·-·-----
-- lO~ "U"nAf(l'i 1 1'Jn,')) 

__ 150 "o~"''~rccr:¡(l,l) 
20'1 "O":'~TCI'tt,bC/) 1 IOX, •_CA'iTID.\0 _l"l~_p•triTOS '':UE_STRAL!S• 1 1 I5,3(¡) 1 tOX, 

l'E<;I'~CU'tlr'ITO [IIT~C AnSCISAS• o,¡PEI5,8) 
25o ruqn.rC6!f),¡ox, '1.ns v.aLnP.Es 01sCRETilADns O( LA Fuutlor¡ 3t~N•,n, 

__ . ¡trrc, •1 •, IS'C, •YCil '•1> _ ---·---------------------------
____ 300 FO"'l~T(/,8x,I5,7x,tPEl'5,11) 
.... JSII F'QR! 1 ~TCCICIJ,IOX,'EL VALOR !lE LA Ir¡Tf:CRAL EN CL INTERVALO Es• 1,lPE 
--- _l_l'!i,At .. 

END 

Flg. 8.6 Ll~.ta.do del p~og~a.ma. p~lnclpa.l 
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su"rf"UTI"t: IHE'I.\'I('J, .. ,Y,SI'~TrG> 
e SUf'lli'TI:¡A !'A~A trf.CTUAP ¡r,T[r.RACIIJII NU••tPICA PIJR tl Mf.TODO TAAI'[• 

__ e ____ ZOlDn, Sl"P~CJ'I !'E 1/l, Sl''P~QII Q¡:: l/13. ··-··-----·-- .... __ _ 
e SIG'!IF'fCAOn "E Lt.S VAI'1 It,I1Lr~ E.' 1 FL~.,t.DA!l 
e tl:~r~r·noao Of I'J'~T"':i [11 nuF: ~¡; D!SCRETIZ& LA F'IINClOrl POR IUTEGA&ff 

_ t----H•E:;rAtiAillf:riTO (liTRE LA3 A05Cl:A:; !lE LOS .PUNTOS ..MUtsTPAI.ts. -- -···· .. 
. e _. UVALOII(S OlSCRET1ZAo03 DE LA FUrltiQtl ..... --- ·-- ---·-·· ..•. -·- .. 

--e .. SI liTE G:l'ITEC:!?AL [.lE ·t.A rtJPICl!Jil . _ 
-t ___ Ar.!:At:I'IT[;GilAL !'OR C.L ~~!:Tono TnA!'~ZOlOAL .. --- ----- --------- ----· 

e ,l¡)f,\;>:y·¡T[r.:'IAL. I'OR EL ''CTIJI'IO or 3I''I'SO't 1)[ I/] 
e -r.r \3:t·;T[r,RAL PN! EL t'[TQ')Q DE 51'1!''30'1 "E l/8 

-t- --L.•CO' T ~DCR úE PU'•Tt'S lll!I.STitAL[S.. Y.A útlllZADOS_ PARA_ EVALUAR .LA. !11~ _. 
-· t -- _ T(Grf,L . 
_e . __ SU"PAfl:~S~I'I~TORIA OE Of'OE'IA~ I'IE l'IOICE PAP . _ _ 

_ _t ___ SU''fD(.:::;•J~'ATO!lr.\. DE (lf\t\E.IIAOAS C:QII lUDlCE_11ULTleL«L!I..E...l_t_Ut10 ____ _ 
e SU"PE:;:~::,r,:MTORIA orL RESTO oE ORDEIIAOAS 

Dl"i:'':iTO'I Y(llliJ.L(llllJ 
...:_ __ AREAI =o.o __ ·- ---------------~----------------·-
---- &RtA?=o.o ____________ --· ____ _ 
·--· _ AR[.\3:1),0 . 
_t __ Jiii'IAr.AII Lfl .CA!:TIDo\1'1 .DE . .PU!iTOS ... Mu.ESU!~f;S_fif'A IEI.EC:eiOffAit E&. H'-Ttl• 

e oo or T::Tcr.r&cto•• 
J"'I 0 Lil,l) c;n Tú t7 

____ lf(ll,['l,2) c;o_TO 1-------·-·----------
--- ·--- '1:1(14•1)/2 -· -------- ---.--
______ Jf(Z•'t.['l.(:~-1, Go TO 2 ..... -----·-
____ H•('l•l)/3 .. ____ .... _ -------------

IFO•·• • C•r•l)) 13,~,13 
e ¡:ITcr.r:,c¡Ot: 1>0~ EL •~rTOOO TRAI'[ZO¡DAI. 

___ ..1.. AH[r\i?: (ti* (Y ( lhY<21llJ2 .. 0 .. --
----. GO TO 17 
. _e__ l'ITt:r.PACtO'I PCR EL HE:yOOO. __ [IE S¡•11'i:¡orj DE liS __ .z .. su·•r·':-!=o.G __ .. _______ .. ....,-- ____ _ 

lF(Il 0 (0,:\) G'l TO Q 
Du l I=3,rr•;:!,2 

_· __ 1 S'J"I"'~r:::ill'lrA'l + Y(l) __________ .:!,._ __._._. _ _;__· _..:; _ 
__ . q su·•nF.::;=o.¡¡· 

DO 5 1"2,;1•1,2 
$. S!J"'lFS:!i•t·~qES • Y(YJ 

""''·~=c·••cvct> + r<ro • ·2.o•su·ifiaR-.-2i~o-.-s~"iltsmr.o ___________ --· 
Go rn 11 

___e_. __ _I 'ITLr.l"! AC I 0~1. PO~. _El.,_ 11fil!ll...Q.. DE_H!.1!'Stl!I_Q~_S/8 -----. 
--6. Sli"Tilf:2?,0 --- - ---·-·-·------ ----------· ·----· ·---- .. -----

00 1 ¡:¡,u ______ __ 
_J L(l):o . _ --· 

IF''I,CO,Il) Gn TO lft 
Do a I=~.u·l,l 
SU''TilE:SII:ITRE~ 't'_(_l) ____ ------- ________ _ 

--_-¡ L(0 11 I . _ .... --------·--------- --------·-
-- .. SU"PE:S:Q,O _ -------------------- ---.. -· ----------- -----· ______ no q ¡o:;?,r~•& ___ . _____ _ 

rrct.cn.LClJ> GO Tll 4 
SIJ"F'.E::;:::;rJ:I~ES • Y(lJ 

~ CQ':TI'I'.lt: 
--·-·r.o rn 12 -------------

10 S1J"rr::;=o.o 
-·-u~~ .. ~~::;;~~.'~~~~ • yfi¡·------ -------------------

12 .anraJ::O,o•ti•(Y<t> + YCII1 + 2,o•su~'TPE • J.t•SUJ4RES)JIII.o 
CO TO 17 

e I'IT¡::t;PAttO'I CO"DII!.\111'0 LOS :tETOOOS Df S¡I-IPS~ nf lll Y DE l/8 
u 1-ll¡:lfl•::i 

___ su"r~r.=~.o ·----------
Irc~¡·,.r l.ll r.r, yO IS 
ro ¡q t=,,•;·r-2,2 

--iA SU''PAII::;u;ll'.l,R + Y(J)________ ------- _ 
-. &5 SUI'I'(Ss:,O -----·--·-- ___ _ _ ___ -· -· 

00 lb I=;!,r .. ¡-¡,2 ... __ .. _ .. ____________ ·-·- __ _ 
--&b Su"r.[J::;~J'I;:(S + Y(tL- --- ------ _______________ .. __ _ 

AP.f.A?.:(H•(Y(I) • 't'('lfl) + 2.0•SIIIJI>AR + 4 00eS'I;r"RES1)/l 0 0 
AllEt.:\:CJ,O•tt•(Y(I1•3) + y(;rl + 3,0•(Y(U•2) + f(ti•01JJIII 0 0 

_,e___. SW~AI1-TODAS-lAS &¡¡t &3--PARC.lALi:.~------------
- &1 SIIITE"UR[A¡ t AREAZ + ARE Al -------

--!lETUR/1. 

Fi.g. 8. 7 L.iJ.>.ta.do de. ia. ~ u.b!tu.:U.na. RI E MAN 
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8. 2 ~ 4 E j emp.to" 

El po.te.nc..i.a.~ de.b.i.do a. una. de.nA.i.da.d· de. c.a.JLga. homogénea. e.n 
un~ 1Le.g.i.6n e.~.t4 da.do poiL: 

n . 

V= _1_¿ J.¿ ~V.¿ 
· 4Tlé . 1 R. 

~= ~ 

e : pe.Jtmitiv.i.da.d de.t 
me.d.i.o 1 

S: de.nA . .i.da.d vó.tuml
.tJt.i. c. a. de. c.a.ILg'a. 

~V:d.i.fie.JLe.nc..i.a.t de. 
volumen 

R . : d.(~ .ta. n u a. d e. l. a. 
~ c.a.Jtga. a.t punto 

c. o n~ .i.de.JLa.do 
S.i. ~e. .t.i.e.ne. una. va.Jt.i.tta. ta.JLga. c.on d.i.~.t~buc..i.6n ~upe.IL6.i.-

c.ia.t de. c.a.Jtga. St c.oulomb~/m c.omo ~e. mue.~tJta.: 

{- .:.. ------.: :: : : -_:--~ ---- - ---'- - ,.. -1) 
X 

X' 

la. c.on~~buc..i.6n de. po.te.nc..i.a.l e.n e.l. punto X' de.b.i.do a. ~X ~e.Jtá: 

~L ~X 
V = 

4TI€. ~ (X' -X l 2 2• 
+ a. 

e.l potenc..i.a.l .tota.t deb.i.do a. toda. la. c.a.Jtga. e~: 

dX 

~(X'-Xl 2 2' 
+ a. 

Ve..te.Jtm.i.ne. numéiL.i.ca.mente el. va.lolt del potenc..i.a.l pa.ILa. X'=L 
2 

~.¿ ~e. ~a.be que: 
L= 1 O m 

a.= 0.01 m 

g L = 1 o- 9 c.oul/m 

€.= 8.854x.1o- 12 F/m 



~· . . c. 
- -

·~ 

1 
1 750 '' -1 
J 
i 

FJt.ac.c..i.onaJt et .i.n.teJtvato de .i.n.te.gJtac..i.6n en 20 ~ aJt.te.&-. í 
1 . 1 

.... i 
¡ 

'SOLUCION / 

-1 ,, 

det 
l TABLA 8 • 1 V ato.& paJta. et _pJtobtema ejempt(A 8.2.4 
:l' 

N= 21 
H=0.5 

I X( I) Y ( I) 

/ 1 0.0 1.798 . ' 
2 0.5 1. 99 7 
3 1.0 2.247 
4 1.5 2.568 ¡. 

¡ 

5 2. .O 2.996 ¡, 
6 2. 5 3. 59 5 l 

~ 
1' 7 3.0 4.493 ! 

8 3.5 5.997 .¡ 
·9 4.0 8.987 

1 10 4.5 11.972 
11 5.0 898.714- 1 

1 

12 5.5 17.9 72 1 
73 6.0 8.987 

1 
i 

14 6.5 5. 9 9 1 
1 15 7.0 4.493 ! 16 7.5 3.595 1 

11 8.0 2.996 ¡ 
18 8.5 2.568 1 

1 

79 9.0 2.247 1 
i 20 9.5 1. 9 9 7 1 

2 1 1 o. o 1.798 
.¡ 

1 

TABLA 8. 2 Re.& u.i. .ta do .& det pJtobtema 
1 

det ejempt~ 8.2.4 
1 

. i 

" ~' ¡ 
' 
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9. SOLUCION DE ECUACIONES VZFERENCIALES ORV1NARZAS 

9.1 1n.tlc.odttc.c..ic5n_ 

La. t)oJtmula.c..ic5n. 1J el pla.ntea.m.ic.n.to ma..te.mdU.éo de¡tuta gtta.n 1 

c.a.nUia.d d.e p~oblema..6 ..i.n.gen.ieJt.ile~, e~pecia.lmen.te de ~.i~tema.~ 
d.in~m.ic.o~. conduce a. la. ob~enc..ión de. ec.ua.c..ione.J d.i6e~te.ncia.le~ 

qu.e pueden. ~ ett de .Upo oJtdúta.tr...io o pa.Jtc..ia.l. 
i 

Ec.u.ac.ione~ di6e.Jtenc..ia.le~ oJtd.ina.Jt.ia..6 ~on a.quella.~ en lM 

qu.e .la. va.Jt.ia.ble depend.ien.te. ~ola e~ 6u.nc.ión de una. va1.-<.a.ble út-
, ' 

depencü.e.n.te., poJt ejemplo: i 

IJ = 6 ( x) } 

z = g ( .t) 
' ,, 

( 9. 1 ) 

En trtu.c.ha.~ o e~ .{.o ~~e,~ la. ~o lLtc.-i. 6 n e xa.c.ta de., la.-6 e. e u. a c.únH>~ 

--- d.i6e.Jtenc..{.a..Ze.-~ no e.u~.te., o e.6 m'.ly. e:.art1plic.a.do el ob.te.n~Jtla, de. 

a.h1. la. nec.e.~.ida.d de. conta.Jt con m~.todo~ de tipo nwn~Jt.ico qu.e. o-
, l \ 

6 Jte z.c a.Jt un camino a.l.te.JÚta..t.i v o de. ~o lu.c..i 6 n. 

Pa.Jta. u.na. ecu.a.c..ión d.it)e.Jte.ítc..t.a..e. oJtd.ina.Jt.ia. ~e de.t)ine.n lo-6-
¡ 

~.igu..ien.te~ concepto~: oJtden y gJta.do. ' 

El oJtden e.~.td da.do pon .e.a. mayoJt deJt.iva.da. de. la. Ja.tt-<.a.ble. 

dependiente. qu.e ~e ptte.~e.n.te. en .e.a. ecu.a.c.i6n d.it)eJte.nc.ia.~; el gna.

do e~ la. m~yoJt po.tenc.ia. a. la. c.u.al e~.td ele.va.da. la. va.~a.b.e.e. de.-
~ í 

pendiente o alguna. de. ~u.~ de.n..i..va.da.~ en la. ec.u.a.c.i6n dJ ... &vz.e.nc.(a.!. 

La. 6aJtma. mM geneJLi:tl de. u.na. e.c.ua.c..ión d.it)e.Jte.nc..ia.~ aJtdi.na.-
1 

Jt.ia. de_ oJtde.n "n" e~ : 1 

IJ(tt)= 6(x, y, IJ', y'', • • • 1 ( 9. 2} 

O .tJr.a. c.f_a..6 ,¿ ó .t.ca.c.i6n .imp otttante. de. la~ ec.u.ac..io ne.~ ;d,¿ tí enenc.,t~, 
te·~ ondbta.Jz..iM e~ en ba.-6 e a. ta. Une.a.e...t.dad de. t..u m-i..6md-6. Una e.

c.u.a.c..i6n d.i6e.ne.nc...i..a.l ond.inat¡_út e.-6_ Une.a.l ,~¡ la. e.c.u.ac.ión: d.t.Svz.e.n

c.·.ia.l ~e. pue.de. e.xp:z.u a11. como u.na c..o¡r:búu:.c..ión. Une.a.t de. ·.e.. a oJaJL,{.a-

ble de.pe.nd,i.en.te y de. .tadrt6 .óu.~ de.tt.ivada.-6. 

l 
l -
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Pd~a ~ue la ~oCuci6n de una ecuaci6~ d¡~e~en~i~l·o~d¿na~ 
Jt.id .6 en. ~ni c. a ~e ~eq Ltie~e e.-6 pec.i 6icct.Jt .tanta~ c. o nd.<.cio Hef.. i11ic.ia 

l.e.6 o vdlo~e-6 en .id 6-'lonte~a c.omo el o~den de la ecud<~.<.6n dióe-
~ -, \ 

Jtenc.<.dl. Ve. dc.ue~do e o n lo dnteJt..<.o~ 6 e el M,¿ 6.<.c.an lo .6 pilo b .lema~ 

.ingen.<.e1t.ile.~ q_ue útvotucltdn ec.uac.ione~ ·- cUóe~tenc.ta.te.~ ulldinaJt.ia~. 

en do.6 tipo~: pltoble.mM con vdl.olte-6 in.<.c..<.ale~· y pJioble.ma~ con 

Vd.iolte~ en ld 61tonte.nd. 
\ 

Un pltoble.ma de valolte-6 inic.iali-6 ~e caltacten.<.za panque to-

da ld .<.n6oltmdc..<.6n conceJt.n.<.ente. al 'pltoblema ~e. ·e~pec.<.óica en un 

.t~o~o e~nto. Un pnoblema con valone~ en la óltonte~~ e~ aqu~l pa~ 
1 ' 

ltd el cual toda la .<.nóoltmac..<.6n ~e. e~pecióic.a en do~ o má-6 pun
! 

to.6 cJ:.(. 6 e~ente~ • 
1 

E.6te. capltulo .6e en6oca a obtenelt:la .6olución de ecuacin-,, 
ne.-6 d.<.6e.ltenciale.6 oltdinalt.<.a-6 de pltimeJt ottden mediante d.<.,.~e.'UJ a,::,· 

mltodo-6 num~lt.<.co~. No ~e .t-ta:ta.n ecuac.ione-6 de mayo~ o:<du: lta.do 

que ~cualquiell ecuac.<.6n d.<.í)e.ltencial de 01-de.n "n" .6e pur.de.. ri:?.!l-

c.ompone.~ en un ~.<.~tema de "n" ecuaciotte.6 di6e.ttenciate.) de plt.t-
, 1 

me.lt oltde.n como ~e vel!.á en el C.dpltulo 1 O. Pa.Jta. pltoblemM c.on 
' ' 

valolte-6. en la nlton:telta. .6olo ~e menciond' el·mltodo de d.<.óetten-

c.{.d~ n in-ita.~ • 

9. 2 Soluc.<.6n Genettal de una Ec.uaci6n V.<.6eltenc..<.al Oltd.in.att.<.a, 

L.<.ne.al y Homogénea 

9 .·2. 7 Objeto 

o6tenelt la .6oluci6n geneltal de una ec.ua.c.<.6n d.<.neltenc.<.at 

lineal oltdZnalt.ia del .6iguien-te tipo: 

11
(n) + - (n-1) 

':J a 1'1 , n- + • ( 9. 3l 

IJ = y(t) 

'1 • 2 • 2 Método 

La. .6oluci6n de una ecuac.ión dl6e~en~i~l ottd.<.na~ia, lineal 

tJ homogénea e.6:tá. .en 6unc.<.ón d~ .ta.6 J:.a-<::c.e..~ .{e..t p:::lir:.om.éo c.cvu:.c.

. . te.ttl.6.:L{.co e: e. dicha ec.uaci6n, el c.ual e-6 : 

Sn + sn-1 
a;1.-1 + = o ( 9. 4) 

/ 

\ 



' . .. 

3, :j ,,·,-

L~ ~dlce~ de dicho pol¡nom¡o pueden englobd~e]en lo~ 
~iguie.nte.~ t¡po~: 

~) ~dlce~ ~edle~ d¡ne~ente~, 

b) ~alce4 ~edl.e4 ~epetidd4, 

e)' ~(~..t:ce4 comple.jd.& d¡ne.~en.te..ó, 

d) ~d.l:ce~ complejas ~e.pe..tida.&. 
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La . .óoluci6n co~~e..ópondie.nte. a cdda uno de. e..&tQ.ó cua.t~~ .tipo.& de. 
~alce~ 4 e menc¡o na d con.U:.nudc¡.6n. 

Ra4ce.ó R e.14le.4 v¡ 6e.~e.n.te.~ j 
En e..óte. ca.& o 4¡ exi~ .tá .. n "m" ~a.lce.4 ~e.ale..& di6 e.~~n.te.6 S 1, 

• ,S ; la 4oluci6n ge.ne.~al co~~e..&pond¡e.n.te. e.~: 
m ' 

Ralce..ó Re.ale.4 Re.pe..U:.da.& 

S .t 
+ B e. m ·m 

1 
j 

1 
( 9 • 5) 

l. 
¡,- r 

Si e.x.¡.&.te. u.na ~a.Cz S¡ ~epe..t¡da. "m" 
ne.~al pd~d dicha ~a.Cz e.4: 

ve.ce.6, la .&o~u.c~6n ge-
·. ·!· . . . 

m-1 IJ = (87 + B2.t+ .•• + Bm.t· ) 

Ralce..ó Comple.ja.ó v¡ne.~e.n.te..& 

_S • .t 
e. .(. ( 9 • 6) 

La4 ~a.Cce.4 compleja.& .6 ¡e.mp~e. apa.~e. cen po~ pa~e..ó .conjuga.
do~, e..ó de.c¡~, .& ..(, a + jw e..& ~a.lz de. la e.cuac.<.6n calta-c.t,e.~L~.t.<.ca 

tambiln debe. .&e.~lo a - jw 1J la con.t~¡buc.<.6n de. cada pd~ conJu.-

( 9. 7) 

Ralee..& Compleja~ Re.pe..t.<.da.& 
Si e.l pa~ conjugado de. ~a.1ce..6 compleja.& 

+ ' 
a - jw a.pa,;te.ce. 

~e.pe.Udo "m" vece.&, .&u con.ttc...<.bu.c.<.6n a ld 4 olu.c.<.6n ge.ne.~ae. de. la. 
¡ 

IJ , = e. at ( ( B 1 + B 2 .t + • • • 

+ (B 1 + B 2.t + • m+ m+ . • + 

Pa~a la. obte.nc.<.ón de. la. .6of.ttc.i.6n ge.nvtal me.cü.a.nte. w1a. com .. 
ptLta.do-'ta. d.<.g.<.tal lo.ó pa.t>o.& a. .&c.gu..i.Jt ,son: -, 



i 

' 

'J 
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(]) Le.e.Jt. coe.6.i.c..i.e.n.te..6 de. ia e.cuac.i.5n dióv:.e.nc.i.ai nOltma.

Uza.do-6 con Jte.-6 pe.c.to ai e o e.6.i.cie.n.te. de.t · téttm.i.110 q u. e. 

da. e.l oJt.den de. la eiu.a.c.i.6n d.i.6e.Jte.nc.i.a.t 

Q) Obte.ne.Jt la.-6 Jta.ice-6 de.t pot.i.nom.i.o caltac.te.Jt-l~:U.c.c me .. 
d.i.a.nte. e.l método de. L.i.n-Ba.i.Jt.-6tow 

Conta.Jt la.-6 Jta.-lc.e.-6 Jtepe..t.i.da.-6 de. ca.da tipo 
Va.Jt la. contJt.i.bu.c.i.6n de. cada. Jt.alz d ia. .6otu.c.i.6n ge.ne.
Jt.a.l de acu.e.Jtdo a. .6u. t.i.po y can:U.ddd de. ve.ce..6 qu.e. a.-

, pa.Jte.ce. Jte.pe.:U.da.. 

9.2.3 Ve..6c!tipci6n de.l PJt.ogJtama. 
a)Su.bJtu.tina.-6 Jte.qu.e.Jtida.6: 

SUBROUT1NE R1ROO, obt.i.e.ne. ia.-6 Jta.lc~-6 det pol.i.nom.i.o ca.
Jta.cte.IL1..6:U.co med.i.ante e.i método de. Lút-Ba..i.Jt-~tcw. Con-

' .6u.lta.Jt e.i capltu.to 4. 

b) Ve.-6 c!tipc.i.6n de. ia.-6 va.Jt.i.abie..6: 
Pa.Jta. e.l p!togJtama. plt..i.ncipat: 
CTE ( 1) -- con.6tante.6 aJtb.i.tJtalt.i.a.-6 de. la .6 o tu.ci6n 

ge.ne.Jta.l 
X ( 1) 

NC 
A(1) 
-
LMAX 

RZERO 
SZERO 

EPS 

CEREQ 
,VUM --

N1M(1) 
NCON 

L 

l:f 

ca.Jtacte.Jt al6anu.méJt.i.c.o .i.gu.at a. X.¿ 

de. X e..6 tc;t vaJt.i.abte. :Lnde.pe.ndie.H te. 
don-

o!tde.n de. la.ecu.ac.i.6n d.i.6e.Jte.nci~i 

coe.6.i.c.i.e.n.te..6 de. la. e.c.u.~c.i.6n d.i.6e.Jte.nc.i.al 
mdx.i.mo name.Jto de. .i..te.lta.c.ione.-6 a. e.6e.c.tualt 
pa!ta e.ncon.tJta.lt la.-6 Jta.lce.-6 de. la e.c~a.c.i.6n 

caJta.c.teJtl.6.t.i.c.a au.x.i.li~Jt 

vatoJte.4 de. aJtJta~qu.e. paiLa la. ba.6qu.e.d~ de. 
ta.6 !tale. e.-6 
c.Jt..i..te.JtJ.o de. conve.Jtge.nc.i.a. pa.t:..a. e.t niétodo 
de L.i.n-Ba..i.Jt-~.tow -
c.Jt..i..te.Jt.io pa.Jta. -'te.donde.amie.t!.to de. Jtcúc.e.-6 
vaJt.i.a.bte. qu.e. .i.ndica. -6i .6e. e.ncon.tJta..'ton .to
dM lM Jta,[c.e.-6 

J. den U 6 -<.c. a. de lt de. !tal ce.~ c. cmple. j M 

cort.:ta.doJt de. lt•lÚ!.e-~ Jte.pe.tidM 
con-ta.do-'t de. Jta.lC.e..6 r...e.pe.tidc:.-6 de u.n .6 oto 
tipo 



LEPE.R' {I) 
\ 

RARE(I) 
RAIM(I) 
RTREA(I) 
RTIMA(I) 

c.) 1Umen.6.ione.6: 

!-

' ' -
c. o nta. doJt q_u.e. .idenU.n ..te. a. a. la..6 Jta..l c. e-:, -<..-

. gu.a.le-6 d_e u.~ .60lo ·t.ipo 

pa.Jtte Jte~l d~ ~ta.-lc.e-6 JteoJtdena.da.-6 
pa.ltte .ima.g.ina.Jt.ia. de Jta.lc.e-6 Jteo~dena.da.-6 

pa.ltte Jtea.l de ~ta.lc.e-6 .6.in Jteoltd~na.tt 
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pa.ltte ~ma.g.ina.Jt.ia. de ~ta.lc.e-6 .6.itt!lteoJtdena.tt 

La..6 pttopo.6.ic.ione.6 V!MENSION, COMMON y VATA-debe.ltcín 
mod.i6.ic.a.tt.6e en el c.a..6o de qu.e el oltden de .ea. ec.u.a.c..ión 
d.ióettenc..ia.l. .6ea. ma.yott qu.e 2.0 •. 

d)FoJtma.to-6 pa.Jtá la.6 da.to.6 de entJta.da: 
SEC.TARJETAS FORMATO INFORMACION 

. 1 (12.) NC 
2 (8F10.0) A(I), el c.oe6..tc.iente del 

' .r• 
' : ¡,r •• :,.' 

t€Jtmlno qu.e da. el ottden 
de la ec.Ltac..¿6n qeb e.- .6 ett 

¡ 

u.n.ita~tlo y no .6e pttopolt
c..iona.. 

---------~---------~---------

-
, n . TARJETA EN BLANCO, a.l 6.i-

naUzalt toda. la. !..tnfiottma.-
6 1 u Yl.. 

e)V.iagJtama. de bloque.6: 

\ ' 



/ ~ ' . , 
tt.I~!J•U!t vatc\U a 
CfJ;:fQ, U\1\X, RZERO, 
SZERO 1J EPS 

J..dCII ti&Wl.\ 
lUÚCU ÜllO..
g.üla. 'LiM 

idc.n.t . .:6 lC1l' lUÚ' 
CU llC.<:tÜ4 Upt 

. .té.da.6 -

obte.ne.-t ~cl.uci6n 
I!OilltU ¡::'~ 1:d.:eJt.U 
a lUl.(ce.s 11e.alu 

.únp.t&nilt. Jte. 
6ul.UtdN áe 
ltltlcu Jte.a
fu 

ag wpa. t Jta.l.
cu wr.p(e.jM 

'~de.ntiS~c~ W 
,cu compleja¡, 
.upe.tiw 

.' 

nW?tt. 'l.Vt Jt.:C
cu c.ompte-
jiU 

ob tene.Jt 6oll.u:A.6n 
Cl1't tC.lp01td~O:I1.Ü. 
a Wcu comp(¿
jiU 

.úrrpJWn.i.ll u-
4u.Uado4 de 
.U..Ccu ccm
pte.jC-4 

F.i.g .• 9. 7 V..i.~gJtama. de. b.f.oqu.e-6 paJta e.e. pJtogJta.ma. 

pltútc...i.pa..e. 
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___ 30(1 ru1:·.~rc ,,, ~·· • r ,,·J" 1 ,<tcc:~;-r 11'1,3) J 

35Cl FO""~T (<;(1),¡-;x,'L:, S":L'ICIJ'' F';¡TA C~C~ re: LA Sir.. F'I'R"A'ri,IOY, 1 t 
----- lAD.\ r>¡:"'GL 1' 1. E: lJ 11 T( 0 ''I"" "E L~ ">"CI.!.Jr¡":¡ Y LA SCL;;CzCHI' 1 l01t' 1 'C~T Z~ I'M',\ 1'~.: Lh ~i./"1, e~ r,,..,:, lJ'lQ Uf LGS T(r•·I~1~:; 1 ,¡¡,ao;x,lt.1 SO~IICTO 

l'l [:i',lll 
400 FO"''~T (I,J'j't,~2,,\ 11 1 '('t"(',l12} !)') ____ _ 
ao;n "'J"'"'·T (l,t'.)Y,Ic,•rxnc',J:I?,'•,''I' 
SO~ FO•'''.'.T (I-,I~X,~2,.\'I,'C~rC 1 ,EIZ,~,•lC03( 1 ,EIZ,~, 1 J') 
'550 FU"''.\T (/,¡~X,i2r•\•Jr 1 [<P(',t:.IZ ~,'o)Srrl(o,El2 5r') 1 ) 

!toe "u"I·AT cl,t':lr,!Z,'Exoc',El2,o;,_r,cc~<r,E1.?.'i,r)'l 
650 ·F'0"1:AT Cl, tSX, l2, 'F;:Xp( 1 ,El2,5, ')SU:(' ,El2,5, ') ') 

___ fiJn __ ---------------- _______ .....:_ ______________ __ . . 

Fig. 9.2 Li4tado del p~og4ama ~4inclpal 

160 

í 



767 

9.2.4 Eje.mpto 

La e.~ua~ión dine4e.n~iat que. c.alta~.te.ltizt.t. e.t.~ompc{IL.tam.t.e.n-
' .to de. un ~i.6 tema d.t.ndm.t.c.o .6in ex~.t..ta~ione..6 e.x.te.)(.na.6 e~:. 

' 

8 4+ 6 4+ 4 d3 4-+ 1 1 68 ~+ 320 979 Y-+ 2329 ~ + 
d.t d.t d.t d.t d.t -

-· 2 
+ 4032 ~ ~ 3060 ~ = o 

d.t d.t 

Ob.tene.lt ta .6o!u~i6n ge.ne.ltat p~a di~ha e~uac.t.ón dineltenc..t.d!. 
! 
1 

"SOLUCION 
•. 

' 

TABLA 9. 1 Vato.6. pa.Jta. et p;t.ob.tema. de! e.j e.mp.to 9. 2. 4 
l 

NC= 8 .,, 

K A(K) 

1 11. 
2 6 8 • . 

3 320. 
4 979. 
5 2329. 
6 4032. 

i~ 

7 . 3060. 
8 o. 

--TABLA 9.2 Re.4ut.ta.do.6 de..e. p!tob.te.ma. d~.e. e.jemp.e.o 9;2.4 
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,233E+OG 

--------· 
LA S•1t.•JC!<)'l f:STt. r;,A¡)A rlE t..A ~lir:, FI"R"4 

CADo\ "E"GL 1': ES l:'l T~e>·'!.IIJ :lE ¡_: 'l:..Ue I'J:, y L. A S:lLJCI'lU 
_____ __LSIA_L¡~;._jlt}~~Jlt_c;.::¡...__,.:;¡Li._E .. LO.S . .!E.-'lt~I.l..C!!> 

__ --LA 30L.!.!CI 1J~I ES 

---___ _.._n2.L g __ _._ ______ _ 

_ __ =~-=-::::=-.\- -~ .. EX 0 L•.zaooaE•'l1l 

------------c:--x-[xoT .;;;¡noitlE!ñ ¡,---------

--- ___ IL!lt~L ~.a5DC!Ult.~DÜ-------

-------- 'EX"(~. ------_- lC!"!SC ,looo,t•otl 

------ ----¡;· ücoc~-.-----,-sf:;·r: ,o~o~E•ut' 

------- ____ ..:LJ~~c -~Ll'!!L!Iil"-•c1'.cr ~r_.,!IQoon(•ut '--- ______ : ______ _ 

~. 



' 
163 

' 9.3 Método de Eule~ y E~le~ Mejo~ado 

9.3.1 Objeto 
Obten e~ l.. a .6 o lu.c.i5n de ec.u.acio ne~ di. 6 e~enc.iale~ ·o ~dina!Ua.-6 

f 
de pJt..émeJt. o~den del. tipo: 

y' = 6 ( t, y) 

y(t0 l = Yo 

( 9. 9) 

po~ el ml..to.do de Er.Lle~ y Eu.l.e~ mejo~a.do. Se. pu.ede p~op:o~c.iotta.~ 

la ~ olu.c.ión exa.c.ta. de la. ec.ua.c.ión di6 e~e.nc..ia.l pa~a. vi~!u.a..tiza.~ 
1 

la exacti.tu.d del ml.todo. : 

9.3.2 Ml.:todo 
Eu.te.Jt. 

. ' 
El e.ttc.on~a.~ l.a. ~olu.c..<.ón·de .e.a: e.xp~e.6.i.ón (9.9) elqu..<.va..e.e a. 

de:teJt.m.i.naJt el á:~ea. ba.jo la. c.u.~va. 6{:t,y); pa.Jta. .ta..e. p~opó.tJ.i.:to .6e 
mu.e.6:t~ea .e.a. 6u.nc..<.ón a. e.ópa.c..<.o~ e.qu..i.d.i..tJ:ta.nte-6 a. 6itt de :eva..e.u.a.~ 

el á:Jt.ea., c.omo ~e mu.e.6.tJta. ett .e.a. .6.i.gu..<.en.te 6igu.Jt~: 

y' 

1 
1 

1 
A7 1 A2 

' 1 
1 
1 

t.:t 't.:t 
1 1 

~~~· 
----~--~--~------------------------------~ t to t¡ :t2 

F.<.g. 9.3 Mu.e.6:t~eo de .e.a. cu.~va. 6(:t,y) 

Se ~a.be qu.e.: 
y' :0 dy 

d:t 
( 9. 1 o l 
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, po!t. R..o .ta.n.to: 
-

dy = y'd.t ( 9. 11 ) 

pua.ndo a. va.i..olt.e-6 ,inc.lt.emen.ta.le~: 

t.y = !J'' 6t (9.72) 

donde y' 6-t 1t.ep!t.e.6e11 . .ta. el á_Jt.ea. A,¿, po!t. lo que: 

A,¿+ 1 = t. y= Y,¿+ 1 - Y_¿ = y' l.¿~ .t (9.73) 

Rea.c.omoda.ndo: ( 

.o 
Y,¿+¡= Y,¿+ y'l t..t (9.74) 

. ..(. 
i..a. exp!t.e.6,i.ón (9. 14) !t.ep!t.e.6en.ta. lQ 661t.mu~a. de E~elt. y pa.!t.a. a.-
Ma.nc.a.lt. el método .6 e Jt.eqtU.e!t.en l{/..6 c.ond,ic.,io •1e.6 -i.n-ic.-i.a.l~-6 en 

t = .t , e.6 dec.,i.Jt., y(t ) • o o 
E.6.te método e-6 el má-~ J ene. i_llo de ;todo-~ ¡n.Jt.o tiene el 

,inc.onven,ien.te de Jelt. el má.6 ,inexa.c..to dado que eZ elt.lt.olt. que p!t.o-
2 duce e~ del o!t.den de ( t..t) • Pa.!t.a. .tene~ . .lt.eJ ul.ta.do-6 a.c.ep.ta.ble-6 

.6 e ~t.eq u.,i.elt.e que t..t .6 ea. p eq ueñ o. 
Eule.!t. Mod,ió,ic.Qdo 

-
Ei.. p!t.oc.e..6o eJ bá.6,ic.amen.te igua.l que el a.nte~t.,iolt. .6olo que 

en eJ.> .te c. M o pa.~t.·a. -c.ctda. 1J ,¿ J e e 6 ec..tua. una. .6 vc.-<._e ~e ,i.telt.a.c..{o ne~.> 
a. 6,in de ob.tenelt. ~.>u va.lo!t. má.6 exa.c..to poJ,ible, c.on lo a.nte~t.,iolt. 

.6 e loglt.a. que el elt.!t.olt. a.c.umui..a.do d,i.6m,[nuya.. · 

El P'~O c.e-6 o .6 e de-6 J,¿b e a. c. o n.Unua.c.i6n • 
.r 

Va.d~ la. ec.ua.c.[6n 4,t&e4e.ne,ia.l: 

~· = 6 ( t, lj) 
!t.ep!t.e.6e.n.ta.da. en la. S,igu~t.a. 9.4: 

Yo~ 

Al 

. - t. :t ' ' /).;t 

., 
"-

[ -''-

1 ~ -=-¡""""" '·,_ 

¡~o t1 t 2 ~.t 

Fig. 9.~ R~p!t.e.6en:ta.c.?6n g~d6-i.c.a. de y'=6(.t,y) 

(9.15) 



1 

Se 4ab e polt el mltodo de Eu.leJt qu.e: 
/ 

A¡= Y¡ - Y e o Yo A t (9.16~ 

polt lo ta.nto: 

Y¡= Yo + Yo A~ (9.77) 

y: . 

(9.78) 

da.do qu.e .& e c.onoc.e y 1• y Yo' e.& po.&-i.ble. apl-i.c.a.·'t e.l mé{odo tltap~ 

zo-i.dal de -i.ntegJtac.-i.ón con lo qu.e: ! 
y 1 y ' ) 

y 1 C.Oitlteg-i.da = y 0 + ( l + O A t 
2 

( 9. 79) 

el· valolt de y' .6e c.oJtlt-i.ge la c.an.t.i.da.d de. vec.e-6 que .6e, ne-c.e.~a-

Jt-i.a e.mplea.ndo la-6 ec.u.a.c.-i.one-6 ( 9 •. 18) 1J ( 9. 19} ha.ó.ta tfu.~: do-6· :Va-

lo!te.& .6u.c.'e..6-i.voo6 c.oJtJteg-i.do-6 d-ió-i.eJta.n meno-6 qu.e u.n c.JtLt~IÚo de. -
c.onveJtgenc.-i.c:t e . ! 

y c:t-6-t 

En .téJtm-i.no-6 geneJtale-6 .6eJt~: 

Y (c. O!tlt. 1) - ( ' ' ) A ~ -i.+1 - Y¡ + Y¡ + Y.t+1 u~ 
2 . 

Y 
1 ( c. o Jtlt • 1 ) ( 1 ) 
_¿ + 1 = 6 ( t _¿; ~Jtlt • y_¿+ 1 ) 

( c. o Jtlt. 2 ) ' 
Y_¿+ (y'. + y'. (c.oJtJt.2)) 

Y.¿+1 = 
' .{. -<.+1 

2 
.6 u.c.e.-6 .tva.men.te hcvs :ta. q u. e.: 

¿ '. 

¡.(c.o.'Lt.j) 
~: .¿ + 1 -

u ~ c. o Jt!t • j - 1 ) 1 
·-<.+1 <E 

(9;20) 

(9.27) 

( 9. 2 2) 

( 9. 2 3) 

!:, t -(9.24) 

{ 9. 2 5) 
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palla. cada. y.i.+l' 

9.3.3 Ve~cltipc.i.ón det P~tod~tama 

a.)SubJtut.i.na.i JtequeJt.i.da~: 

SUBROUT1NE FUNCT (C, V, F, G), en e~ta. JubJtu~lna óe p!t~ 
poltc..f.ona. la. ecua.c..f.ón d-L6eJtenc.i.a.l y ~u. ~olu.c..f.6n exac
ta. en e.e. cd~o de que ~e de~een compa~ta.Jt Jte~u.tta.do~. 

SUBROUT1NE GRAF1 (A, N, t!), g~tá6.i.ca lo~ Jte.6u.ltado~ de -
la. ecua.c.i.6n d.i.6e~tenciat dado~ polt e.t método de. Eu.teJt, 
Eu.lelt mejo1ta.do y ta. 6ctu.c.i.6n exacta en ca~o de habelt 
.6e p~opoltc.i.ona.do. Con~u..e.ta.Jt ca.pitu.lo 1. 

b)Ve~clt.i.pc.i.6n de ta.~ va.Jt.i.arte~: 

PaiLa.~ ta. ~ u.bltutina. F WJCT: 
e valolt de t. 

,{. 

V va.toJt·de tj. cuando ~e. e.va.lu.a Y,¿+¡ 
,{. 

G 6 ( t, y) 

F explte~.i..6n co~t~te.6 po nd.i.ente a la ~o tu c.<. á tl 

exacta 
PaiLa e! pltoglta.ma plt.i.nc.i.pa.l: 

N ca.n~Ldad de punto~ en qu.e .6e ~u.bd.i.v.<.de 

e.e. .i.nteltva..e.o de .i.nteg~ta.c.<.6n 

S 

X ( 1) 

y ( 1) 

X ( 1) 

y ( 1) 

z ( 1) 

w ( 1) 

F 

G 

KEXAC 

V 

o 

e~ pac.i.am.i.ento entlte punto~ mu.e~ .tltale.6 -
( 6 t) 

t.i.empo .i.nic.i.a.l (t 0! 
cond.i.c.i.ón .i.n.i.c.i.a.t (y (t0 )) 

a. b.6 e~ a..6 
.6o!u.c.i.6n 
~olu.c-<.ón 

~o lu.c.i.6n 
va.loJt-de 
t. 

,{. 

obten.i.da. po-'t Eu.!elt 
o b .ten-<. da. po-'L Eu.lelt 

-exacta. 
la. .~ o .e. u. c-ió n exacta. 

Mej o.tta.do 

en e! punto 

va.lolt de la. delt.i.va.da. e.n el pu.nto{t., y.) 
,{. . ,{. 

va.~t-iabte que ind-ica ~~ ~e p!tapo~ciona o 

no la. .6oluc-i6n exa.c~~ 

va.lt.i.a.b{e ae ~teempta.zo 

valt.i.able de ~te.e.mpla:o 

\_) 
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EPS c.IL.i.teiL.io-de cónveiLgenc..ia. paiLa. ~l mltodo 
de EuleiL Mejo~a.do 

A-(I, J) aiLILeglo ma.~.ic..iat paiLa 6oiLmtVt .ta giL46.i
c.a. 

e:) V-i.men.6-to ne.6: 
i.a. p1Lopo.6.i.c..i6n 
cumple. que: 

N > 100 
d)FoJLma.to.6 pa.JLa. lo.6 

SEC.TARJETAS 
1 

2 

da.to.6 de entiLa.da: 
FORMATO INFORMACION 
(I5,3F10.0)N, S, X(l)~ Y(l) 

( I 1) KEXAC, pu.ede a.dqu..i!L.i.Jt lo.6 
.6-i.gu..i.ente-6 va.lo1Le.6: 

' ' 
1 .6-i. no .6e. da.· 6óluc.i6n --

e.xa.c.ta. t 

O c.ua.ndo .6e· da. ·~oluc..i6n -
exa.c.ta. 

o.tlr.:o.6 pa.quete.6 d~- da.to.6 (opc..iona.l) 

n 

e) V.ia.giLa.ma. de blo q u. e¿,-: 

/ 

TARJETA EN BLANdO~ a.l 6~ 
na.l.i.z~toda. la. ~n6o1Lma.-

c..i.ón. 

/ 



/ 

Ctbtenn iJt 6ot. 
po'l. el '"l!t"do de 
fu.t.eA y Eul.eA me 
joll4.do -

/ 

o 

obte11eJt. tu. 6ol. 
po~ el mltodo de 
fuleA y Eu.t.u ~ 
joll.ado -

genvua Cl.J!.,~eglo 

ml.t'Uc&l pa.!Ul 
g~ta5t.ca.t ·1Uu.i.
ta.do6 
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6) L.l¿¡ ta.do: 

C· punCI1A 11Í, r ~17A P[~:JI. vr~ (Cl;A( TQI (5 l'lF l11E•·IC tAl E, PQ!t El. IIETOOil rt 
C ·--··· [UL[Il, E::ll.f.r. lr'JUr.At,fl Y EX•'C rtl(OF';;lUII~L) . - - ---·-- --- --. -· 
C SIC.IlrlCA;>O 01: LAS ~/dil.\t!LF::ó C''PLt,Al;A~ 
e ru:tt.•:TIO~O OE PU'ITn~ f.ll llUE se: SUUt'lVli'C LL HITERVAI.O Dt l•ITEGPA• 
.e .. _ tln:¡ - -- .. - .... __ _ 

-~-------·-··· -
C ~~~F:JF'ArP,Tr.••Tn [IITHE AO'lti:;•:¡ 
t X( 1 ):vAL.OR ¡•¡ICIAL t'E LA -¡Al~ lo\BL.E Tllnf.P[.t:OH.'-T! 
C-- Y(l ):\'AL.O:l IlllCIAt DE: LA VARUr,L.[ OtP.tiiOI(IITl------- ----- -.
e ..... Xll'/hLD" !'[. L.:.:; ,\r.:;CISAS 

. C _ .. Y=~lii . .JClOil f'Ur. t:L. ''(Tl.orlíl OE. FUL(~ 
_e ---Z=SULUClO~l Po¡¡ EL ''l TOnO ¡¡E ':UL.Eil ••f.JUP.AOO. - --------
e w:~r)I,Llrtnll (YACU 

l e ,:VALOI> O[. l.A SJLUCl"'l EXACTa F::¡ El PU'ITO X[I) 
.__c ___ C:o\!ALOil 0[. I.A OI:RlVoi.Ot. [11 E1,.. PLo;,Tr, X(l) __ ____ ______ _ ...... ___ _ 
• ... C. .. --.. ErS:CIHTEIIIU n: CO'IVErr.E''tiA PAHll EL !!ETClDn ['E tllL~R H~JORAOI1 
__ C ___ KE:l!At•vf.PIAOLE: aUE l!iCICA Sl ~E "I{I"POHC1NI4 O PlO Ll SOLUClOil EXAC• 
_c. __ - .YA _ .. __ ---- ---· --

____ Dll'[.ll:llOIJ X\1 O 1 )• Y tJO ll• Z.(!OlJ.Ail.UD.lh.A(J OL 6) 
l'lF'ITC (b,IO(I) 

__ e. _ LECT' 1 r>~ 1'11: DATn3 . --· ... 
__ .J rtADCs,zno) ,,,s,rttl .• Y.H.L ·-------------
. JF'(~) ~.~,3 

2 Clol.L O 1 T 
____ _l_ RE.~O(S,<:t;O) J'l:l!AC ________ -------------
-. _______ [p:;:o."OI . __ . _ .. . .... __ _ 

. t; lllnAf;~n Sl :;E oA O 110 L.A SOL.uC!Q'I EXACTA 

--e--- ~~~~f:~ ~~~~ ~~ '~1 5 ~ol'uClC'Il .. tÜ-AIIDO- ··io"st-iiASÓLUtlor~ ExlCTA 
Sl Z(I¡=YCtl 

-----oc ¡¡ ¡:~,¡¡ .. 
X(!)•XCl·ll +S 

... c:~)'(J•I) 
_____ .. c="'tt·l) .. _____ ----- .... -----------·---- _ ... 

Cti.L rii•ICT(C,O,FoG) 
VCI)~YCI•1) + S•G 
u::t(I) -

------ D=l(l•ll 
CALL rl111CT!C,O,frGl 

_____ va7tr•t> • !i•G .. 
Gl=G 
C/.IL fiiiJCT(U,VoF'rGl 
zt!)•ZCI•ll •<CGt + G)t~)/2 1 0 __________________ _: ___ ·-· 
ro z~ L=t,so 
v=7Ct> 
Ct.LL n••,rycu,v,r,cl . ___ .. ____________________ _ 
l(T):Z'I•ll • C(Gt + Gl•S)/2.0 
lF'(An~(~~S(y)•AUSCZ(I)))•EPSl a,4,20 -----zo cci''Tirl"l: .. ------- _______ _ ___________________________________ _ 

a C•)' TJ'o"[. 
Gu Tn 7 

__ t___ r~T['•C Jr1il n[ L.A .. SOLUCIC'Irl_ tl1Af!D.0 __ '3¡ _:l~_rtA _SnL.U~tCPJ F:~lt_T~ __ 
5 l(!):Y(l) 

tl(tl=Y<tl 
['O l. I=.!,~ 
1( l):xr I•l l • S 
c=xet-1) 

----C:v(% .. 1) __ 
C¡.LL ror•rtrCC,D,F ,Gl 
YCI)c¡'l + :;•G 

--- u:r(ll --·--------·------
--------Ct.LL. ru ICTCU,ú,F,Gl 

~·CI):f 

-- o:Z(I•Il 
Ct.LL. F'll',r.TCc,r.,F,Gl 
v:o • StG 

----Cta(i. --- ... ____ -------------------- ____ -·----- .. 
---- eALl F'UIICTCU,V,F,Gl .. ----------------------- _ 

. -- • ZCl)"D t ((GI t C)•:il/2.0 _ _ _ 
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cr. z, 1 ;¡, r;o 
V:7(J) 
t.:.I.L ~''·H:Tf:J,\I,f,G) 

-·----- ZC¡l=0 + CCüt + Gl•!il/2 .. 0----- --- .. -------· 
IF'(A!l5CIIOSCVl•o\US(Z(l)))•EPS) 6,11.Z1 .. ··--------- __ .. 

ll (l"~IT1 1 U!: 

-· --~~- Ct:J'~TP'J¡; . ------ -------- -·--· 
C • t·•~ 1'T'!f 1l E'lr>ACTA"l(fJTO USADO 

1 •or'TH (t;o, 3~1ll :; 
________ ¡F(~;UCAU I.Jl.lOtlOl._ ------··- ........ __ _ 

. t ... J·or~fjlo!'l 01: HESUL.TAD09_Sl" SOLUCI0fl t;XACTA 
101 h~IT!Cb,nSo) : 

_____ 1'\0 e ¡a1,:l- ---------- --·-----·-------
~ ~~!TE(b,~~~l XCI) 1 V(t),Z(I) 

C r.L'!LP~I! •oATRiz UEtF::lARIA pARA CRArttAil RESULTAnOS SIN 901.UC10N 
·-· C: ____ rXl.CT~ ... __ ............ ----·-- ____ -----
1 - ...... "=l .. ------·-. -- . --- -· 
1 
•. ooq·1=1.r1 . ___________ _ 

.. A<t,I):XCJ) -·-·---------------
A(t,ii!),v(I) 

q r.¡:,ll=Zrtl 

\ 

' .. . 

G:J reo n e -t·•rF'E:;t0'' ~E P.Esi•L.rr.ños·-ca, sóiuc·1ou txA'crc---------·-- -----
¡o .. riTrc"•''~'·> · .' ':; i : 

DU ll Y: l 1 •: -11 "'1I H CtJ, "'0'o) x·t Ii;-v( tT;-zTt r;~rrf) ------------- ---·----,------
e Gt'·[PAo ·•A?RlZ PARA CPAftCAR RESUL.TAOUS COII SOL.UClO~ EXACTA 

••ciJ 

{:() l? ¡:,,;,----------__ .:_ ______ ------- ------~-==- -------
A(I,!)..X(I) 
f·(L?l:V(Il 
·cr.~>=zrn 

IZ :(T,oJ:•.q¡ 
e LL.I.!of¡:-'1 "E 5'1S~UTI'IA PM4 r.:lAF'IC_\f.l_ ---·-· ·----- _____ ------ ·----- ...... 

&3 CALL .. C.R,\rJCA,~I,''>' ... 
G(l yn 1 

t: rnr>·•AT~3 DF' L(rTt•'IA E l"DH:lTOPl 
IOCI f';.¡": ~T (1•11 •'·JCIJ, ~2x, 'snL''CfJ'J fl( UIJ~· Ecü.\tlO'l !llrE~t'•t;!:;[-POP Ttr-

15 ·•EfO(''l5 n[.','/,2~X, 'f'lJLF'H,E.:ILF'il !·rJQRADO Y [XAtTU(OI't!OPIAL), COII 
ZLI-~ r.rr.rTcr·:J C('I"~'~SP,1JI)lF::I•TE:S 1 J 

~g~ ~g~::~~ ni; 3rtn.~) - - - . - --- ··-- ·----·-=-:-=~~~--= 
300 rurii~T Clll1 1 11,l<;X, 1 "L. [Sf'o\C!A''If:r,.TQ UsAno f 11E 1

1 FII.'5) - . 
000 r L~'I'A T ( /// 1 1 7'1. 1 1 , 1 1 20ll 1 1 (IIL.ff\ 1 1 12 Yj-• CIILER ·-¡.I[JÓRAOO 1 ~ f~X~InAt''i'ol;-

11) . 
1150 Fur>IIAT (/// 1 11JX, 1 X1 ,1Blt, 1 E11LF:q 1 ,¡zx, 'EUl.[R HEJORAOOI 1 /) 

'500 FQP•or.T U 1 12'1(,F'II'l.~,IOX 1 HE12.5,1ux)) 
55o For>r•u Cl11lx,rto.s,lox,zcn2,'5,1oJ)) 

---tU.D. ________ --· 

Fig. 9.6 Li4t~do del p~og~~m~ p~incip~L 

suiiiH'IJTI''E ruucHc,o,r,L· 
F "Srli!TCO.I(O.IJ•C + l~f>. 

___ --- -~áu:,¡4.1•0ul-.~ -~r• •l&lC~\r-. -------------
[110 .. 

---·------------

Fig. 9.7 Li4t~do de la 4ub~utin~ FUNCT 

1 
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9.3.4 E'je.mplo 
La.~ va.JLi.a.c.i.ón de. la. a.LtuJLa. de. .e. ~i.~ .teí11a. hi.dJLtfu.f.i.c.o de. Út -

! 
Fi.g.- (9.8) ~e.:e.nc.ue.n.tJLa. c.a.ILa.c..te.ILlza.da. po!L .e.a. 4i.gui.e.nti e.c.ua.---

c.i.cfn di.6e.'Le.nc.i.a.l: l 

La. 

dh - K h 3 . 
ar= -r 

h 

'· 

A 

-i 
• 1 

' l 

1(=0.1~ 
:z o¡ 

q = Kh V ' 

F i.g • · 9 • 8 Si.-6 .tema. hi. dJtáuli.c. o de. l.. piLo bl e.ma. de .e.! e j e.-mplo 
9. 3. 4 

4oluc.i.ón a. n a. l.(. .ti. c. a. de. di. c. ha. e.c.ua.c.i.6n. di.óe.Jte.n.q.i.a.t e.-6 : 

A h2 ./ 

h(.t) o , 
ho h ( .t) = 

2Kh~.t + 
= 

A ;t = to 

Ve..te.ILmi.n.e. la. ctl-ti.Lita. h(.t) ;oo!L e..t método de. Eule.'L:y Eutc.'L 
Me.jo!La.do, c.ompa.'Le. .6u-6 Jte.4ul.ta.doj c.on. la. .6oi..uc.l6~ e.xac..ta.. Con-6l 

; 
dé1Le-6e .f.o .6lgule.n.te.: 

ho = 2 m 

A 2 = m 
K = o. 7 1/S 

.to = O. ·S c.g 

!!.t. = o. 5 Seg 

tólnctl = 45 4eg 

,. 
' \ 

.., 
··:, 

(. 

~ ' 
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• SOLUC10N 
' 

TABLA 9. 3 Va..to-6 del pltoblema. del ejémp!o 9. 3. 4 

N = 90 
1 \ 

S = 0.5 
X ( 7) = o. 
Y(7)-= 2 • 

KEXAC = o 

F(C) =- SQRT (4./(0.B*C + 7. } ) 

G(C, V) = - 0.1*V*"'3 + o.*c 
1 

TABLA 9.4 R e.6 ul.ta. do .6 del p!tob~ema. deR.. ejemplo 9. 3. 4 
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9.4.1 Objeto 

r 
•/ 
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Obt~ne.~ ta ~otuc~6n de una ecuac~Sn d~6e~enc~atlde -p~ime~ 
1 ! ' 

o~den del üpo: 
y'=6(t,y) (9.26) 

/ 

~u.jeta 1_a ta~ cond~c~áne~ ~Mc~ate~ y(t
0

)= y
0

; po~ et¡mltodo 
de Ru.~ge-Kuttd con la opc~6n de compa~a~ ta ~otuci6n ~uml~ica 

9.4.2 Mltodo _ _/ 

1 
¡ 

El mltodo de Runge-Kutta emplea. ta · 66~mula de ~ecu.-'t~e-nc.~a: 

( 9. 27) 

pa~a ev,a.eddJt to-6 vato~e~ .6 uce~-tvo .6' de ta vauabte.. de.p~nd-t.e f'tt.e. 

de la e:.cu...ac..<.6n (9 :26). Lo-6 -t:-ct~cimet.~o-6 K. ~e dete~m-tna.t:t en la. 
j. 

~~g~ente 6o~ma.: 

K¡ = 6t.)6(t., y.) 
.(. .(. 

K2 = ( 6t)6(t. + P¡ 6 t, y. + q111<1) ·.(. .(. 

K3 = ( 6t.) 6 (t. + p2 6t, y. + q21K1 + q22/(2) .(. .(. 

+ • + q K 1 n-1,n-1 n-1 · ( 9 o 2 81 

1 

Lo.6 va{oJte-6 de A, p y q .6e obtienen at igua.talt. ta ec.ua-

c~6n (9.27) con c~e~t.o núme~o de tl!t.m~no.6 del de.6aJtJto~lo polt. 
-

.6eue de Tayto~ de ta. vaJt-tabte y. 
Vepe·nd~endo de! vatoJt de."n" en la ecuac.-t6n (9.27) .6e ha

bla del método de Runge-Kutta. de oJtden "•t". Ei oJtdeH de! e,vwJt. 

p~oducido poJt et método e.6 ( 6t.)n+J donde ~t. e~ el e6~~c.ia.-
m-tento entJte to.6 valoJte.6 de la. v~Jtiable independiente.· , 

1 ' 

Et de-6a.Jt/tollo mediante -6e-'tie de Ta.f¡.i.Oit. ¡:a.Jta. la va.-'t.{.a.ble 

', 

J 

/ 

' / 
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17é 

• 

6;t)-y'. + • •• +( 6.:t)n'u~n)+ 
e ~ ~~ 

: (9.29) 

n! 

Pa.lt.a. el pllo_glla.ma. .6e emplea.Jr.on ó6Jr.mula..6 de Runge-K~tta. de 

cua.lt..:to olt.den, la..6 cuale.6 .6on: 

la..6 

del 

K2 = ( ·6 .t) ó (.t. + 6 .:t IJ· + K¡ 
~ -y- -<. 2 

K3 = 6 .t)ó(t. + !:!. .t IJ: + K2 
-{.. -z--- ' ,L.' 1 .. :, ~ •• 2. 

K4 
. ' 

6 .t) 6 (.t. +,!J.'.:t,·y . + !!/( ) = l 
.(. .(. 3 

: (9. 30) 

Geoml.t.Júca.men.:te lo.6-:.- va.lo~e.6 K 1, K 2 , K 3 1J K 4 llep11.e.6 enta.n 

pin.d-i.en.te.6 (deJr.-i.v{tda.-6 de .ta. c.ullva.) en d-i.óeJr.en.te-6 pU.n..tc-6 
I 

-tn..te~r.va.eo (.t., . t '+ 7
1 l. ! 

~ .,-<. 

·9.4.3 Ve.6cll-i.pc-i.6n. del PJr.ogJr.a.ma.., 

a.) SubJr.u.:t-i.na.-6 Jr.equeJúda.-6 : 

i 

SUBROUTINE FUNCT(C,V,F,G!, en e.6ta. .6ub.Jr.utin.a. ¿e_ p11.opoll

c-i.ona. la..ecua.cl6n. d-i.~eJr.en.c.la.l 1J .6u .6oluc.-i.6n exac.ta. 

en ca..6o de c.on.acell.óe. 

~ ·SUBROUTINE GRAFI(A,N,M), glla.ó-tc.a. la. .6oluc.-i.ón. cb.:ten-i.da. 
(\ 

de la. ecua.cl6n. di.óeJterLc.i.a.l poll el ml.todo de Runge-

Ku.:t.:ta. 1J el exa.c..to en c.a..6o de ha.bell.6e p11.opo~c.-i.ona.do. 

b) Ve.ó c!U.'pc-i.ón. de la.-6 va.Jr.úí.ble-6 : 

Pa.11.a. la. .6 ub11.uün.a. FWJCT: 

e va.loll de t . 
.(. 

V va.loll de y. 
-{.. 

G 6lt,fj) 
, . 

F .6oluc-i.6n. exa.c..ta. de la. eeua~-i.ón di.6e~en.-

c-i.a.l 

/ 

/ 
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Pa~a e.l p~og~ama p~n~~pal: 

N' ~anUda:~ de. punto~ e.n q u.e ~e ~ t+bd,i,v~de. 

el útte.~valo 

S 

X ( 1) 

y ( 1 J 

KEXAC 

RUNGE(!) 

Y(I) 
F 

G 

e 
V 
RUK ( I) 

A ( I, J) 

~) V~me.n-6~one.6: 

e~pa~~(tm~c.n.to ent~e. la~ ab6~.L~a.6 
', 1 

valo~ ln~~ial de la va~iable. i~de.pe.ndie.n~ 
te. 
va..i..o~ út.L~ia.l de. ta. vaJtiable. depe.n.d.iente. 
·va~.Lable ~u~ ln6o~ma ~i ~e da.d no la 4o-_ 

' 1 

.lu~i6n e.xa~ta 

valo~e.4 de. la 6~~u~i6n obte.n.Ldo-6 po~ ~l 

mltodo de. Runge.-Kutta . 
" ' 

va.loJte.-6 de..·la 6olu~l6n exa.~ta 

6olu~i6n exa~ta. de. la e.c.ua~ión :di6e.ten-
t ' 

c.ial 

e.cuacl6n dl6e.~enc.ia.l~ 

va.Jtia.ble de. Jte.e.mpla.zo 
va.~~a.ble. de. ~e.e.mplazo 

valoJt de. lo6 paJtd:me.tJto~ 

mltodo 

1 

- ¡ 

K . que. emplea. el -
j 

a~Jte.glo matJt~c~al pa.Jta tJtaza.Jt ia gJtán~c.a 
J 

La pJtopo6~~~6n VIMENSION 6e. de.be.~á mod~6~c.~~ cuando 
~e p~e~ e.n.:te. . el ~M o de. que.: 

N ) 100 / 

d)Fo~mato-6 paJta lo-6 da..:to6 de. e.ntJta.da: 
SEC.TARJETAS FORMATO INFORMACION 

1 (I5,3F70.0) .N,S,X(7),Y(7) 
2 ( I 1) KEXAC, puede a.dq'IU!U.Jt do¿¡ 

valo~e.-6: 

1 ~uando no ~e da -~·o·.e. e-
xacta 

o cuando 4e da. 6oluc,i,6¡t 

e.xa.~.:ta 

ot~o~ pa.que.te.-6 de. da.:to4 (opc,i,ona.ll 
' . -----------------------------

TARJETA EN BLANCO, al 6i-
' 

) 1 



obttlte.Jt. la 6ol. 
rwmi.U:ca. pot et 
mUodo de Rw!gt-

Ku.tta. 

obtene.Jt. 6ol. 
~ po~ tl mtto 
dD de Runge-Ku-= 
.ua 

6o-'1Jm,\ a 'tttglo 
ma..t/L.icút.t. pa.ta 
glla6.C:ca.\ 

. 7 78 

[ 

' l• 
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6) L.i~:ta.do: 
/ 

e PPCGqaua F•Ra RESCL~~R rcuaCID~~S DIFERENCIALES POR EL ~ETQOO Ot 
C RL~:~·~LTTA 1 
C SI~·.If'tCACC OE LAS Hll!A!!L[S E 4PLEAOAS 
C u•ca~Ttr•o :E P~NTCS E~ 1UE SE SUBDIVIDE EL INTERVALO 
e S•[SP.Ctaui(NTQ ENTRE t8SC!SAS 
C XCtl•VILCR I~IClAL DE LA VaRiaRLE INDEPENDIENTE 
e Y<I>•~ALOq I'ICIAL O~ Ll VIRIA~LE ·DEPENDIENTE 
C k[XAC•PaPa~ETRC QUE ~~~O~~~ SI SE DA O ~O LA SOLUCION [~ACTA 
C kL~GE•V:LC~ES CE LA ~OLUCION POR EL ~ETOOQ OE RUNG[•KUTTA 
e Y8 VALQqES CE LA SOLUCIC~ EXACta 
C F•!CLUCIC' (XACfl OE La ECUACIO~ DIFERENCIA~ 
C ·~~[CUACIC~ CIFERENCI-L 
C C Y C•VARIA2LES DE REEWPLAlO 
C RU~•VALOP CE LAS CONSTI~TES K DE LA fOR~ULA DE RUNGE•kUTTA 

~IWE~SICN XCICtl•YClOtl,RUNGECIOt),RUK(5),A(l0116) 
IIAITEC~oiOOl 

C LECT~RA CE CATOS 
k[AQ(S•ISO) ~•S•X(I)IY(t) 
IF<Nl-2,,ol 

2 CALL [Y IT 
C lhrQAw&ciCN SOS~[ SI SE DA SDLUCION EXACTA 

P[AQ(5•¡0~) K[XAC 
lf'<'<rr•cl 51•5•51 

e ueTE~CtrN CE LA SOLU~ION CUANDO NO SE CA SOLUCIQN EXACTa 
51 ~~NC~(J)aY(I) 

r.o 4 t•2•~ 
X<t>•xtt•ll t S 
t•xn•u 
II•Ru,GC<I•tl 
tAL L r n '·eTC e. a, r, o> 
RU~Cil•ü 
t•~<l•ll • Oo5•S 
O=Ru~G((I•tl t C•S•S•RU~(I) 
OLL rm.CTCC•D•F•G> 
R~.;~c2>:rc 

II•RU\Grti•t) t Ot5+StAUK(2) 
CALL riJr,CTCC•D•F•Gl 
R~I(())•G 

t•~CI•1l • S . i 
ll•qu,Gf<l•ll t S•RUK(ll 
CALL F"II\CHC•D•F•G> 
R~~C4l•~ 
~U~CE<t>•AU~GE(I•t) t AS*CRUK(l) t 2tO•AUK(2) t 2oOtRUK(]) t AUK(4 
tlll/~,c 

• ct•.tn•JE 
• GO TC 7 

e UBT(\CirN DE LA SOLUCION CUANDO SI SE DA SDLUCION EXACTA 
5 R\J',~[(t l•Y(l) 

uc 6 r•2•' 
>L< tl•x< t•l> • S 
t•X( 1•1) 
11• 0 !!\G[( t•l) 
CALL F~'CT(CoC,F•Gl 
RL~Cll•C 

c•xcr•t> • ~·5•s 
D•Ru~GECI•l) • Ca5•S•RUK(l) 
CALL ru•.CT<C•D•F•Gl 
RLI!C2>•c 
D•RUhC~(I•t) t Oa5+StRUKC2l 
CALL fii~CHC•D•f'•Gl 
RU-Ol•G 
C•X(I•Il t S 

, O•RUHGECI•l) t S•RUK(ll 

779 



\ 

,' 
tA LL r 'u. eH e • o, r. e;> 
RUK(4l•~ 
kU~GECil•RU~G[Cl•ll • CS•CPUK(l) + 2o0tRUKC2) t 2o0t~UKt3) + RUK({ 

l)))/6o0 
C:•'lf ( 1) 
C:ILL F'U~CTCC•D•F'•Ol 

. 6 Y< n•r 
e l~P"tstcR DEL ESPACI~~~r~ro usaoo 

7 hRITECe,2~Jl S 
JFCKEX~C) 121•12•121 

e l~PHESI~N CE LO$ RES~LTAOO! SI~ SOLUCION EXACTA 
111 HRITEC6,JC:l 

110 8 l•l•tj 
1 NRITEC~,J,Ol XCil•RU~OECil 

e GE~[RA~ ~ATRil PIRA ORariCAR RESULT~DOS SIN SQLUCION [X~CTA 
H•2 
DO 11 l•l•ll 
A(J,I)•~CJ) 

11 A(I,2l•'U~CECI) 
GO ro t7 

C l~PRESirN CE LOS RESULT~DOS CO~ SOLUCION EXACTA 
~2 WRIT[C6,400l 

DC ll t•I•N , 
l~ WRITEC6•4~~) X(ll•~U~OECil,T(I) 

e G[~j[AACIC~ DE,LA ~atq¡z PIRA ORAF'ICAA LOS RESULTADOS 
14•) 
DO té lst,th 
acr,n•vcn: 
.ur,2>•~t:~G~fl> 

.6 A(f,])ey(f) ' · 
e LLA~acn DE ~e~uTIN4 PIRA GRAF'ICAP, 

·7 CALL o~arrc ·~·~> 
GC TC 1 : 1 

e F'CR~ATnS OE LECTUHI E tvPRESlr~ 
lrO FOP.t'AT Cll'lllCC/l•ll'<•'S'lli,Cl,~ DE UNA ECUACIO~ Otf'EP(~C'IAL POli .LO 

IS ~ETCncS C '•1•~7t,•~u~~E·KUTT4 Y EXACTOCOPCION4L)- COh L•s GRAF't 
2CAS CO~~[SP ~CIENTE.'l 

l~O F'OR~AT tiS• FIC,O) 
2t•o f'CRIIAT e 1 1, · 
2~0 FCP~AT (JI'l I/,15X•'El ESPACil~l[NTO USADO YUE '-F8o5J 
3CO FCP~IT (///ll5X,'X'•29~•'RCNG[•~UTTA'•/) 
J~O FOAt'IT (/•1 X•Fl0•5•20l,(l5o8l . 
·~0 FCR~IT (/// 15J•·'X'ol6X•'AUNGE·~UTTA'•l6X, 1 [XACTA'•I) 
4~0 fOR~lT Cl•l~X•Fl~•5•tD••2CE15o8•JOX)). 

E~D J , 

180 
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9 • 4 • 4 Ejemplo 

1 ' ' 

1 ': 

Pa.Jr.a. e.e. c...i.Jr.c.u...i.to ell.c..t.IL..ic.o qu.e .6e mu.e.6.tJr.a. a c.on .. tütLta.,~..i.~tt: 

Men(w.t) 

L 

la. ec.u.a.c...i6n. c;U6e.ILenc...i.a.l qu.e. c.a.ILa.c. . .te.Júza. e...f. c.ompoiL.ta.m..ie.n.to de .e.~ 

c.oJr.Jr..ien.te P.ci.ILa. .t ~ O e.-6 : , . . r 
. , 

d..i = ~.6en·(w:t) . R ,¿ --
dt L L 

. 
La. Jolu.c..i.ón a.na.llt.i.c.a. de la. ec.u.a.c..i.ón d..i6e1Lenc...ia.l e.6: 

A (R.6en(w.t) - wLc.o.6(w.t) + wLe-IR/L).t) ..i.(t) = 
R2 + w2 L 2 

Obtenga. la. .6olu.c..i.ón nu.ml.IL.i.c.a. de' la. ec.u.a.c.¿ón dióe.ILenc..i.al 
y comp~e lo.6 1Le.6u.lta.do.6 c.on la. .6olu.c..i.6n a.na.Ll.t.i.c.a. pa.Jr.a. lo.6 .6-i.-
gu..le.nte-6 v a.lo IL e.6 : 

A= 7 7 S V 

L• 7 H 

R= 10 ..n. 
W= 380 ILa.d/.6 
.l .. o o A 

;t = o o .6 

t6= 1 .6 

ll.t= . o 1 ~ 

.. .· 
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\ 
1 < 

* SOLUCtON . 

·TABLA 9.5 Vato~-pana eL pnoblema del ejempLo ·9.4.4 

N=100 
S=0.01 
X(J)=O. 
Y(1)=0. 

KEXAC=O 

; 
. j 

' 

F(C)=o.oo07935*(7o.•szN(38o.•c) - 3~0. 0 
/ ; 

•cOS(380. 111 C) + 380.*EXP(-70.°C)) 

G(C,V)=115,.*S1N(380.*C) - 10.-*V 

. : 
18Z 

TABLA 9.6 Re~u.Ltado4. de.e. 'ptr._oblema. deR... ejemp.to_: 9.4.4, 
·t 
l 
i 
l 
r ¡/ 
! 
1 
1 

! 
J 

l 
1 

1 

l 
i 

' u 
¡ 
1 

i 
¡ 
i 
) 

~ 
'i 

1 
1 
! 

' 

\' 
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9. ·s. 7 Objeto 
ObteneiL la. .6 oluc..<.c5n de una ecua.c.ic5n d.i6 e·'tenc.ia.t; de pJt.imeiL 

oJLden del· Up o : 
y' "'6(t, y) (9.37) 

~uje~a. a. la.~ cond.ic.ione6 .in.ic.ia.te-6 y(t }= y , med.ia.nte el ml~ 
• 10 O 

todo de Mi..tne¡ con la. opc.i6n de compa!La.IL .R..o-6 ILe~u.tta.do-6 numliL.i-
co~ con·.ta~ 1Le~ulta.do6 a.na..R..~t.ico-6. 

9.5.2 Ml.todo 
El ml.todo de M.itne .6ubd.iv.ide ca.da. 6ub.intz1Lva.R..o de integiLa.-, 

c.lc5n· en cinco punto.6 .igualmente e6pa.c.iado.6 y a.p!Lo x.ima.: la. cu~'tva. 

(ecu~c.ic5n d.i6e1Lenc.ia.l) mediante una. pa!Ldbola. de .6egvn~o g!Lado 
. . 

que pa..6a. poJt tJte.6 de e.6o.6 punto-6 mu;e-~.tJta..f..e-6 tJ e.t á..tle.a,.~ en c.i.:ta. 
.6ub.inte1Lva..to .6e apJtox.ima. poJt e.R.. dJtia. debajo de la. paJt.áboLo.1- . .ft 

~Jtea. total e6 .igual a. .ta. .6uma. de la.6 áJt.ea.6 de ca.d~ .6ub.intehva.- · 
t 

lo. GJt.if6.icamente .6e tendJtá: 
1 

y' 

/ 
/ 

1 

. / ' 

1 

1 

6~ 1 t.t t.t 
,, '!"'~~'~~ >¡, 

t. 3 t. 2 .<..- .<..- t. 1 .<..-

-26t o 

y' . 
.{, 

tj l+ 1 

j',,r------- y' (t) 

:::..Í 

t.t 1 

"""' 
>i 

t. ·:t.i+1 ..(. 

2 t.t· 

F.ig. 9.72 RepJt.e.6enta.c..i6n g~~6.ica. del mu.e.6.tJteo pa.Jt.a. 
el mltodo de M.itne 

t 1 



,··. 

PoiL lo ta.n.to: 

y' (t} g g(.t) 

A • 
.(.. 

\t.c:+1 --
= j g ( t} dt 

t. 3 .(..-

g(t) = a.t2 + bt + e 

4ub~t.c:tuyendo (9.34) en (9.33): 

A . 
.(.. 

bt + c)dt 

( 9. 3J) 

(9.33) 
' -, 

1 

( 9 • 34) 

(9.35) 
i 
1 
1 

1 

7&6 

' ... ~c:t'~-~·-~·~·q.·o;~::~t" ~·;¿gu.C:ente· cambio en lo.t> Um.¿te.t> de -i.ntegJLa.c.<.~n: 
i 

1 • • ·: •• , •• '' 

.6 e. obtiene: 

t. 3 =-2 ll t -<.-

A_¿ = + ( ll tl 3 
+' 4d t. tl 

pa.Jr.a. eva.R.ua.Jr. a, b y e .t>e obliga. a. que la. cuJLva. (9.34) 

lo.t> punto.t> y~_ 2 , y~_ 1 , y~ ; a.t eóectua.JL lo a.n.-teJL-i.oJr. 
n.e: 

y '. - 2 y '. 1 + y '· " 
.(. .(. - .{. - ' 

2 ( ll t) 
2 

e = u' 
::1 _¿ -1 

~ . .t>ub.t>tituyendo (9.38) en (9.37) 

= 4 (t.t)(2y~ 
A_¿ -3- .{. lj '. 1 + 2 y '. " .{.- .(..-;:. 

Ve la. gt~6lca. 4e puede ob6eJLva.JL que: 

=y. 3 +A . 
.{.- .{. 

1 
i 
i 

(:9.36) 
j 
l 

1 

j 
1 

¡ 
i 
(j9. 3 7) 
¡ 

pa..t>¡e p oJL 
·, 

.6 e lo b.t-i.e
l 
¡ 
! 

i 
(19. 38) 

. ' f!9. 40 l 

. ·~ 

\ -

J· 
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(9.47) 

1 ' 1 

La.- ec.u.a.c...i.6n ( 9. 4 7) da la p)[...i.me.)[.a. a.p)[.o x..i.mctc...i.ón del .e.a. .6 ot,.u.

c...i.6n polt. -el método de. M..i.lne.. El va.lo)[. ob.te.n..i.do ~e. me.}'o)lt.a e.mple.a!!_ 

do u.n p)[.oc.e.cü.mi.e.n.to &..i.mila)[. al de.l m~.todo' de. Eu.le.IL me.j:oJt.(tdo; e.n 

e.6.te c.a..6o &e. e.mple.a la n61Lm_u.la de. S..i.mp.6on de. 1/3 pa)[.a. ie.¡)e.c..tu.a.ll 

la. c. o Jt.Jt. e. c.c...i.ó n u.til..i. zan do .lo .6 p u.n.to 4 c. o ILIL e.-6 po ndi. e.n.te._-6 · d .t ¡ _ 1 , .t ¡, 

.t..i.+·1• ·El p1Loc.e..6o .6e. ILe.pL.te. pa.Jta. c.a.da Y..¿ ha..6.ta. que. do;., :c.ohJt.e.c.c.i.o-

. ne.6 .6 u.c.e.~i.vM de. la va.Jtia.ble. de.pe.n.d,[e.n..te. .6 e.a.n. a.plt.o xúna.ida.me.n.te. ,[-
j 

gu.d!e.-6; en. .t~)[.m,[no-6 nu.méJt..i.c.o-6 .6e. .te.n.dJt~: 1 

·Y(p!ton.) = 
..i.+l 

, (plton..) 
y ..i.+ 1 = 

(c.o)[.Jt.l) 
Y,¿+T = 

y . 3 + 4 ( t!l .t ) ( 2 IJ '. - IJ '. 1 + 2 y '. 2 ) 
.(. - ; .(. .(. - .(. -

·"- '-, ' 

(c.oJtJt..j-7) < e 
IJ ¡_ + 1 e:. 

( 9. 42) 

( 9. 43) 

( 9. 44) 

( 9. 4 5) 

(9.46) 

El e.Jtltolt. p!t.odu.c...i.do polt. e..e. m~todo e.-6 de..e. o1t.de.n. d~ ( ~ t) 5, 

..i.gu.a.l qu.e. e..e. pltodu.c.,[do polt. e.l método de. Ru.n.ge.-Ku.tta. pe.lt.o c.on .e.a. 

venta.Ja. de .6elt. mu.c.ho m~-6 lt~p,[do. Su. de.6ven.ta.ja. c.omo .6~ ~u.ede a.

pltec.-i.a.lt. en la. Jtela.c.i.6n. ( 9. 42) e.6 q u.e pa.Jta. a.Jtlta.nc.a.lt Jteq.u.,[e.lt.e. qu.e. 

,~e c. o a o zc.c-n lo .6 ya.lolte.& y 0 , tJ 7 , y Z , y 3 · • E-6 to;., va.lo(te.;., -6 e. 

pu.edv: ob~en.e.lt me.d,[a.n.te. expa.n.6Jon.e..6· de. .e.a. .6elt..i.e. de. Ta.ylolt o e.m

ple.a.ndo e.l método de. Ru.nge.-Ku.tta. pa.Jta. e..e. a.Jtlta.~qu.e., e..6.t0 Jitimo 

e.6 lo m~-6 u..6u.a..e. y .6e.lt~ e.e. método e.mple.a.do en e.t pltoglta.ma. 

9. 5. 3 Ve.-6 c.ltip,c.i.6rt de.l PltO g1ta.ma. 

a.) SttbJt.u.ti.na-6 tte.qu.e.Jt.,[da.-6: 

J 

SUBROUTINE FUNCT(C, V, F, Gl, e.n. e..6.ta .6u.bltu..t,[n.a. .6e. 1-''topo!t.-
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c.-i.ona.n .ta. ec.u.a.c...i.6n cU.[íe~enc...i.a.l y .t~u. ¿¡o!Ú.c.·.t.-6n ~xa.c..ta. 
·en c.a.6o de c.onoc.e11.¿¡e. 

SUBROUT1NE GRAFZ(A,N,M), g1La.6ic.a. la. ~o.tu.c.i6n ob.t~nida. de 

.ta. ec.u.a.c.-i.ó'n d-i.6e1Lenc.ia..t poli. el ml.todo de M-i.tn~ tJ .ta. 

.6o!u.c.-i.6n exa.c..ta. en c.uo de ha.be.IL.6e p1Lopo1Lc.-i.on4do. 
' ' 

b) 1Je¿¡ c.IL-i.pc.-i.6n de .tu va.Jt-i.a.-bf.e¿¡: 

Pa.ILa.- la. .6u.b1Luüna. FUNCT: 
' e va..toll de .t . 

.(. 

1J va..toiL de y . 
.(. : 

-----------rG.---------¡;,¡-e.6·-.e-a.-e-c.-u.-a.-c.:i:ctn---d~6-e-IL·e-,¡·c.-;t-a.-t--6-(-.t-,-y-)-'1--- ------

/ 

F .6oluc.-i.6n exa.c..ta. de la. ec.u.a.c.-i.ó'n di6ellen-

c..t.a.l 
1 

Pa.ILa. et piLogll.a.ma. p!L-i.nc.-i.pa..t: ' 
N 

S 

X ( 1) 

y ( 1) 

J( ( J,) 

y ( 1) 

RILNE(Z) 

RL 1K-(Z) 

PRE(Z) 

. 1HF(I) 

eORR ( I) 
KEXAe 

e 
V 
G1 

A(Z,J) 

c.a.nt-i.da.d de pun~o¿¡ en que 6e. .6ubdlvXd'e. e! 
• ' • .:.. • 1 

-i.ntettvalo tot:.a.l de .i.ntegtta.c.::-.¿6n · 
{ ' 

e-6 p_a. c.-i.a.m-i.ento" en.tiLe lo¿¡ va.lo1Le4 · d+- ta.- ·v tt-

JU.a.ble -i.ndepend-i.ente 1 

va.toiL út-i.c.-i.a.l de t4 va.Jt-i.a.b.te -i.nde~encU.en-
.te 

va.toiL -i.n-i.c.ia.l de la. va.Jt-i.a.ble depe~d.t.en.te 

va.loJte¿¡ de .ta. va.ILúz.b!e ~ndepencU.eJ.te 
¡ 

va.lo1Le.6 de .ta. .6o.tuei6n exa.c..ta. 

.6o!uc.-i.6n obten-ida. poli. et 

pa.IL~me.t1Lo.6 del ml.todo de 

p1Lon6.6 t-ic o de y . · 
.(. 

va..toiL de tJ '· 
.{. 

·¡ 

ml.to do de ~~.t..tne 
l 

Ru.nge-Ku..t.ta. 
¡ 

! ' 
J 

c.oiLJtec.c.-i.6Jt de rJ. 
.(. ! 

va.IL-i.a.ble -1ue útd-i.c.a. -~,_¿· .6e da. o no jla. .6o--
lu.c.-i.6n exac..ta. 
va.IL-i.a.b.te de 11.eempca.zo 

va.IL-i.a.ble de ~eempta.zo 

va.Jt-i.a.ble de ILeempta.zo 

va.Jtia.ble de ILeempla.zo 
a.Jtneglo ma.tn-i.c.-i.a.l pm~ta. -i.mpn.t.m-i.IL la. giL~-

6-i.c.a. 
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c.)V.l.me.n.6-t.one..6: 
' ta. p1Lopo.6.l.c.l.6n 

N::> 700 

VIMENSION de.be.IL~-.6e.IL mod.l.6-t.cada cuando: 
¡ 

i 

d)Fo1Lmato.6 paiLa. lo.6 dato.6 de. e.ntiLada: 
SEC.TARJETAS FORMATO INFORMACION 

7. (IS,3F70.0) N,S,X(7),Y(7) 

2 ( I 1) KEXAC, puede. adquDz.-t.,IL al
guno de lo.6 do.6 :valo1Le.6 
.6.l.gu.l.ente.6 : 

. 

1 c.uando no .6e da .6ol. 
l 

ex.ac.ta 
O cuando .6e da.'la .6ol. 

exacta 

ot1Lo.6 paquete.6 de da~o.6 (opc-t.onal) 

TARJETA EN BLANCO, ~l 6-t.-
nal.l.zaiL toda la;.l.n6o1Lm~-

' 
l c..l.6n. 

e.)ViagiLama de bloque..6: 

\ 



1 

/ 

:-- '· 

1 

ob.te.ne'L va.ll''LU 
de a.'!.'laotc¡ue ·poJL 
e.t. ml.todD dr_ RWI 
ge· Kutta. -

obtene. t va.loii.U 
dL a.'Vtaltque pOil 
e.t. mltodD de Rwt 
ge·Ku..t.tll -

obte.nu lA 6ol.. 
poli. e.t. mltDdD 
de ~!Une 

. ge.ni!.'La.t ~e

. g to ma.t'Lic.útl 
'L45Wvt 

Fig. 9.73 Oiag~ama de btoque4 p~a et p~og~ama 
p!Unc.ipa.l 

1 :: • '. 



6lL.i..6:ta.do: 

e Pr¡~'r.l'/1'',\ F'ApA l'(qOL VrR [CuAC T :Jf!['l ntrE.,trrC tAL E~ POli r:1. 11ETnon r~E 

e· -- •. ''IL:.r. 
t .. 3IC:',triCA0'1 DE LAS VAnlAnL(S tr'F'LEfiiJ.AS 
t r,:ct.•:TfllAO DE PU'IT')S ¡:rr 'lU( SE SU,¡C'lVlt't EL IIITERVALO !.lt l~l[CRA• 
t CIOr¡ _ .. _____ . __ _ 
e s:r~,PACIAPII('ITn r::¡Tr>F: LOS VALO~'CS tl[ Ll VAPIAOLE I"OErEIIOIEilTt 
e r(l):v.,Lnfl l''ICIAL CE lA ~ARTAnLE tr.N:.F'('lDICr:TE 

- .t---.'t'(t):VALilll l'llClAL Ot \A VARtA':l1..E C'Lf':;:uOIENTC.----
e _l(:Vt,LOP.[3 r.( l.A \'A"IA~LE lliDF'I"E"IOI[::JTE -- .. ----- ----
e 'I':V,\LODt:~ r'C LA S1l.UCIC'iJ ron CL ''[TOCIO M'Al.IT ICO . _ .• -----

- -C _ ... Pll.I.~=S'lLUCIO;I 01\TEI!IO~ 1"0.::~ EL ::~TilDO DE :ULI E--------------
t PUI'::>,o¡,·•[Tr¡n') OF'L 1 '~'T"[10 1')[ F:'J ¡Gt;•f',oiTTA . 
e Pnr, Ctr '1' C0UP:CCI>,f(TOn[3 DEL II[TOQQ Dr ~ILIIE 

-C Kt:x:.tcvt,RlAElLC .aUC lllDICfl. 'H :iL.OA. O .IIQ_LA_SOL..,llAtT&.A __ _ 
. C C, 0• Gl Y G2=VAIIIABL[S DE REEIIPLAZO 

e EPS:CRITERIO DE CO~VrRCE~CIA 

e 

e 

e 
.e 

,. __ - .. ---- ----------
Cll"(''~ 10'1 't ( 1 00), Y ( 1 00), PRE ( 100) oOIF' (100) ,COAR (1!10), RUI( (O) ,~tl.~EU 

JOO),A(Dl,b) .......... ·-·----.. ···-----
tlf!IH (b, lOO) .. --- -· --·---. --
LECTlll"_.. "E DATOS 

-· !:rSDU,'l')l .. . ... -------------
1 ~¡(~tf5.tSOl Pf,:¡,lt(I),Yrl) 

rrcr~l 2,,,1 
l C \I.L EwiT 

J·¡r::u~ .. ,cto•¡ SJT1!:E si :;t DA ·snL.I!CIÜN- txa-ti'A ~ 
l Qll'i~ Ct ):V(ll 

P~aoc~.~1o1 ~E~AC 
·r-··-ÍF(Y.'"X11C) 71,7,71 --- ------------------

Cl•JTE' e t :~·1 re l.·' ::lOLIJC If'rl CUA'IDO r¡o SE fiA SOL, !:XACn 
71 r..r ,, ¡=~ •. , ....... _ ..... -. __________ _ 

Af>D~··c~" L~ ~0LUCII):¡ J:EDIAIITE EL. NETOOO DE RUrHiE•KUTTA 
. xtn:x!I·ll • s 
. c=qt-tl 

C':f'Il'1"{!.1) . . ··-. ------ ... -------------
c.:.LL ,. ... :~rrc,o.r,c;> 
R:rK(t ):G_ _ _ . --· 

'1 1.' . ' 

C:X (T•I) + U1 3•S 
r:RILr:ECI•I) + u,S•S•flliK(l) 

_.:_~-~- CALl. n•·;cyrc,o,f,Gl_ ---··--------~-=-=- --·-·---·--···----_-_. __ 
I!J~t'):G 

t-=rnr:HT•I) + o.s•:l•Riftdé!l 
... ______ c~u n···orc,.,,f ,e> .. _________ ------- .. ---------..L-.- ___ _ 

"'-~" <3> =e 
C:J(I•Il+S 
l):rnr:fC!•I) + S•R'IKfll 

-·-·-·-CALL F'll•,rrtc,Jf,F,Gl. ---------·-·-·--
P•I~ ( '') :rG 

_ ·--.. P IL ',f ( 1) :f"tl.,II(J~~ ~-t~• (_Ry~_tt )_,._?,!)_!_R,Y~~L!3.o O•P_Uit (3)_ +_ ~!1!(.(_4_ 
llll/1•.0 

_·_e 
a e )':Tlt.'IC 

C J':TI'·I';" L¡\_S~l.LICID'_f_C_O!l_~ f1CT.D.D~ .. !IIL!!E~=-_:_-=--=-==~
t' 1 t. I :e;, r; 
X(!J:x(l•ll+S 
(:1(1•1) 
Oo:PIL!iECJ•I) 
C.\Ll. r"r.CTCC,O,F',G) 
Cl=G ....... ·----- ---------------
(:YCT•?) 
l':r lL ·:re r-n 
CALL F!.l'•CT!C,O,F.Gl ____ -- .. --·-----·--------- ---- -·----·· 
Gc?=G 
t:Y(l•3) ___ .. 

-·- --- O:o"IL:;ECI•l) ----------------
CALL FII':CTCC,::l,F,Gl 
Pr¡E(I):o~Il.'iE(l•'l) t (4,0*~•Ci!.O•G& • GZ • 2,0eG))¡3,o 

_c;;x e 1>----·--------· -·--------
oaPPEU> . 

191 



L g~~~~~~~CT(C,O,F,C) - -- -- - . ----- ---·- --·- --- -------
1 C:l~'rCIJ=IliL'IECI-2) + CS•CG2 + 1I,OeGl + Olf"Ü))l/3,11 

!_ ____ ~~u~.~~~Rg) __ ------------------------- -------
¡' ---· Co\1.1. r~'ICT<C,P~I..!E,r,G) 

• ·-- D1F(I)-G f-.-- corP.(l):r1lLIIEC1•2) + .. (S•(C2 + a,ll,GL+ .. DIF:tll))/5eO 

L 
IF(fln!j(A"S(I>I'IUE)•AASCCnRRCl)))•(PSl ~,6,5 

' CJ'ITFII( 
-.JLP.ll.ll!:.Cl)ICCI!IItll _ ----· _ ------

1- ___ GU T" 30 ·- _ _ _ . 
'. C _ . (I!JTE''C tiJ'I 1'( LA SOI.lJCICIPI CUaiiDO S¡ S!: "A S!ILUCJON F:XACT A 
..,..--1-~0 6 I:~,q ·--- ----------·------ ----- . 
i C ARPAr1CAP I.A SOI.UCl"N POR El. METODU 0[ RUIJG(•KUTTA 

ll(l)•(CI•l) + S 
____ CaX(I•Il __ . ---
----· o=~II.I.E(l.l) ------- __ -, .,., • 
----· CALL fll'.CTCC,I),f,Gl ___ ---· ----------
----·"'1~~'(1 ):1. - ·- ·- -·------------

C:X(J•I) + O,S•S 
o•r.ILtl[ Cl•l) + O,S•S•RUI<(i) 
CAl l. J'IIIIC'T(C,O,F 1 G) --·- __ ---------- -·--· ...___ :.fi:.J~(l)sG -- ----- ---------

: ____ .O'""lLnE(I•I) + o.S•S•flUIH21 '. 
--- Cf-1.1. Ft••.'=JCC,O,r ,Gl _ ------- --·-- -------------------- --· 

RU"(3):G 
C=Y(I•I) • 3 
D='llli,((I•l) -~ S*Rli~C3) ________ ---- ---·------ ----- __ . ____ _ 
c~·-L ru::crrc,o,r,c;J .. ___ -----

------ I!L'•(O):r, . ----.. - - ·- -
; ____ RlUIF: CI)_1!1rt!L.IItC 1•1 l ~..JS!.~IIuK0L_t._Z~9~'1u~CZl_~_2_.l!_~RU~0L + _RUI<f~ __ 

l))J/1),0 
e~ q n 

_______ Ci I.L r•,::r,l(C,D,f' ,G_l ________________ ..:_ ___ -- . ----- ------- -·-

~~e~~ ~~·T¡~i~ttAP. LA SOL'~CIOti POR El.. 11ETOo_n_ DÉ- ~·IL.flf.- - ·------- -·-. - -

___ ['IJ ¡o r•'>,'l .. ·------------·o·----- -------·---
1 X(J)•Xfl•l) + S 

CIIX(J•1) 
_____ OD~IL'lr ( T•l) . . -----·-·- --- ---~- ------- ---·· 
-··--. CALI. Fllo~rTCC 1 (1,r ,G) 
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9.S.4,Eje.mpto 

' 
\ ' 

La. e.c.ua.c.i.6~• que.·· c.a.Jt.a.c..te~t..i.z.t et votta.je de.t c.a.pa.c.i..tQJt .:let 

,_ 4.lr6te.ma. e.tlc.t.Jti.c.o mo .6t.Jta.do. en ta. 6-iguJta. 9. 16 e.-6: 

' \ 

dVc. + 

dt 

.t=O 

1 O Ve. 

+ 

10V(t) 

R=O. 7n 

+ 

-2.t 
V(t) =e. ~~ (.t R=20n 

+ 
C=1F 

..... -.. ,,. 

,, 
·''· . 

Fig"~~- 9. 16 Si..6.tema. el~c..tllú:.o del plloblema. del ejem-
! 

plo 9.5.4 1 
i 

Obtenga. .e.a.-.6olu.c.ión num~Jti.c.a. de .e.a. ec.ua.c..i6n cU. 0 e~t.e~c.i.a.l 

que. c.a.Jta.c..teJti.za. e Vc.(.t) -,Ea.Jta. t.~""! O 1J c.ompa.Jte.· .6u.6 Jte..6u.tt~do.6 
' c.on la. .6oluc..ión e.xa.c..ta., 

.6 i.g ui. en.te-6 v a.lo Jte-6 : 

emp.tea.Jt el m~.todo de Mitne •. Con.6~deJte 

Vc.(.t
0

) = O.ZV 

z = o. o 
.t6 = 2 

,_ SOLUCION 
j_.tr - ' 

·:,.._ 

Vc.(t.)=(Vc.{-t) - 10le.-JO.t -+ 10e-Z.t 
o 8 8 

¡ 
! 
! 
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TABLA 9.7 Vato~ del p4ob!ema de! ejemp!~ 9~5.4 
N.=1 O O 

-·· 
S e O .O 2 

X(1 f=O. O 

Y(1)=0.2 

KEXAC=O 
\-

F(C)=-7~05*EXP(-70.*C) + 7.25*EXP(-2.*C) 
. 1 • 

G ( C, V) = 1 O. *E XP (- 2 • * C) - 1 O. • V 

•195 

TABLA 9.8 Re~u!tado~ de! p4ob!ema de! ejemplo 9.5.4 
i • 

- i 

\ 
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9 • 6 • 7 O b j e. .to 
- Ob.te.ne.~ !4 ~oluci6n de. un4 e.cu4c~6n di1e.~e.nci4! o~d~n4~i4 

d,e. a e.gundO O~de.n COn V4!0~e.a en f4 6~0 n.te.~a. po~ e.! mé.to d~ de d~ 
' 

6e.~e.nci4a ~6ini.t4a. 

V4do que e! p!a.n.te4m.ien.to pa.~a. la. aoluci6n de. la. e.cua.c~6n 
' 1 ~ 

d.<:6 e.~e.nc.i.4! _depende de loa punto~;, donde. a e e.6 peci 6-ica.n lo~;, va.! o 
~ea e~ la. 6~on.te~a., ae conaide.~4~d una. e.cua.c~6n d~6e~e.ncfa.i-con 
;V4io~e.:,~ Ut. !;a. 6~on.te~a. en el punto Út.ic.ta.! 1J eli e.:t ·punto·; 6--in-a.l 
:de.! i~.te~v~to e.n el cua.!. 4e deae.a La. ao!uci6n. 

\ 

1 

9.6.2 Mltodo 
Loa p~oo!ema..6 con va.!o~ea en La. 6~onte~4 .involuc~a.~ do.6 

o m!a ·condicione~- del ai~;,.tema. e~pe.c.i.6~ca.da.a en pun.toa di~e~e.n
i 

.tea, po~ lo que ta.~;, ecua.c.tonea dt6e~enci4!ea que ca.~a.cte~~zan 
l 4 d-icho 4 4ia.tema..6 .6 e~án de o~de.n ma.IJo~ o igua.L a. do a. Pa.~a. .t4 

6oluc.i.6n de .t4Le.4 p~ob!e.m4.6 exi~ten do6 mltodoa: el de e~aa.yo 
' y e.~~o~ 1J e.! de d.t6e~enci46 6in-L.ta.a. 

· L4 a o!:Lción de. un4 ecu4ción d.t 6 e~enua.L polt el m~t~ do 
de. d.i.6eJtutci~a 6-ittitM ~e.duce la .i.nteglt4ci6n de la. ecua.c.f6n 
d.t6e.~e~c.i.a.l a !a. 6oluc.i6n de un 4.i.6tcma. de ecua.c.-Lone.6 l~hea.-

i 

' !ea . L4 a o!uc.~6n de! a i.6.tem4 de ec.ua.c[o nea !.in ea. .lea ~eplte-6 en-
~ -

.ta. !4 ao!uc.~6n ·de. lá. e.c.u4c.i6n d~6Vtenc.ia.!. 

..:.>·· :. \', 

'-
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En .ingeni.e.tr.la. .f.o-6 pJtobtema.~ md:.6 ¡)Jtec.uen.te.ó que .invc·iu

c.lt.a.n va.toJte..ó en .ta. t)JtonteJta. .óon: pa.nde.o y c.a.Jtga., c.onduc.ci..6n de. 
c.a.l.oiL, Jta.d..<:.a.c..i6n de c.a.lolt, de6l.e"i.ón de me.mbJta.n~. En.téJtm.ino.ó 
genelt.a.l.e.ó .óe te.ndltd: que d.i.óe~a.Jt un p!t.ogJta.ma. pa.Jta c.a.dd'pJr.obtem~ 

dado que l.~ c.ondi.c.i.one.ó de 6nonteJta. no e.óta.Jt~n e.ópec..i6i.c.a.da.ó 
paiLa. ' l.o.ó mi..ómo.ó punto.ó. 

El pJtoc.e.óo que .óe .ó..C:.gue pa.Jta. 

6i.n..lta.6 e.ó: 
a.pt..lc.a.Jt el método 'de. di.t)er..e.n-

Q) V..lv..ld..liL e.t i.nteJtva..to de ..lntegJta.c...lón en "n" .6 ubi.ntvr.
va.l.o.ó de. ..lgua.t tongi.tud. A c.a.da. uno de lo.ó·punto.ó 
que l...lmi..ta. u.na. pa.Jtti.c...lón .óe te denomi.na. pi.vote.. 

{!) Sub.óti.tu..liL e.n la. ec.ua.c.i.ón di.t)eJtenc.i.at y en la.ó c.on

d~c.i.one.-6 de t)Jtontelta. la..ó deiLi.va.da..ó de ta. va.Jti.a.ble. 

depe.ndi.ente polt .óu.ó e.~pJte.ói.one.ó c.olt.Jte:.ópond..lente.-6 de. 

:ti.p o num éJti. c. o , p_!to c.,r.uta. rt. ~e . que. :t. o da.-6 . .e. a.~ 6 6Jtmu.ia.;., d ¿ 

de.Jt..l vac.i. 6 n nu.rñéJti.c.a. de.n e...é. mi..ó m o Up o de. eJr.Jtol:... P a.'!..a. 
' • ' ' , 1'1 '- ~ 

66Jtmul~ de de~ivac.i.ón nu.méJti.c.a. c.on.óuita.Jt ia.ó Jt~6e.-

Jtenc.i.a.ó 3 y 7 de ta b..lbt..logJta6la c...ltada.. 
~ Apli.c.a.Jt !a apJtoxi.m~c.i.ón di..óc.Jtet..lzada. de. ta. ec.ua.c.i.ón 

d..l6e.Jtenc...ta.t a. c.a.da. uno de io.ó pi.vote..ó, .óolo .óe. ·a.pii.s 

c. a. en iM t)Jtonte.Jta..ó c.ua.ndo no -6 e c.onoc.e . .6 ú. -6 o luc.i.ón. 

At enc.on:t.Jr.a.Jr.-6 e c.e.Jtc.a. de lM t)JtonteJta..6 puede -6 u.c.e.dvt 
que ia..6 66Jtmu..f.M de. de.Jti.ua.c.i.ón tt!LméJti.c.a. ·Jtequ.i.e.Jta.n 

pun:t.o-6 toc.a.li.zado~ 6ueJta. de.! i.nte.Jtva.l~ de. .inte.g!ta-
c.~ón, e..óte. piLobte.ma .óe e.l..lmi.na. e.mpte.a.ndo l~ c.ondi.

c...lone-6 de t)Jtonte.Jta.. 
0 A.t a.pti.c.a.Jt ·.e.a. e.c.u.a.c.i.ón d.t:6eJte.nc...la..e a. todo.ó to,~ pi.vo> 

.te.ó .óe oJti.g..lna u.n .6i-6:te.ma. de ec.ua.c...lone..ó ti.ne.a.le..ó c.u.

ya. ·6 otu.uón .6 eJtá. la. .6 otu.c.i.6n di.-6 c.Jte.:Uza.da. de. .e. a. e.-
c.u.a.c.i.6n di.6e.Jte.nc.i.a.f. 

Pa.Jta e.t c.Mo a. tJta.ta.Jt .óe c.on.6i.de.Jta.ttá. e! .6i.gu.i.e.nte. .6.i..6:te.ma.: 
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tJ 

p 

q 

;>.X 

L 

Fig. 9.77 Rep~e~entaci6n g~á~ica de! p~ob!ema a ~e
~o!ve~ po~ ~! mltodo de di~e4encia~ ~ini

ta~. 

La ecuación que ca~acte~iz~ e! compo~tamiento de id e!~~-

tica de una viga e~: 

d2 

~ 
= - Mx 

lxE 

.. ' 

(9.41) 

pa~a nue~t~o ca~o E 
ten~ión de !a viga. 

e lx pe~anec~n con~tante~ en toda .ta. ex--

La 6ó~muta.de d·uúvación 1.uml~ica co~~e~pondiente a. la ~e
. 2 

gunda deJtivada con eJt,tolt ( l!. X) e 6: 

d2 

dX~ li.. 
= 7 

2 ( tJ . 7 - 2 fJ • + 11 l 
i!.X) -<.- ..(. :~i+1 

(9.48) 

At emplealt ta ecuación (9.48) p~~a d.ücltetiza.~ ta. ecu~-

ción (9.47) ~e obtiene: 

1 (y. 1 - 2y. + 'f·+¡l = 
..(.- ..(. .(. 

(Mxli 
( 9. 4 9) 

6 X) 
2 

E 1 x 

Subdividiendo el inteJtva.tc de integJta.ción (c!a.Jto de la. 
viga) e.n "n" pa!tte~ igual.e~ ~e ..U~ne: 
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Pa.Jr.a. toda. v .iga. Lt.bJr.emente a.po ya. da. la..6 c.o ncUc..io ne¿,· de 6~to n
teJr.a. .6on: 

( ~ ~ 5.0 .) 

El momento 6lex.tona.nte apl.ic.ado a .e.a v-iga. en elltud.io pa.Jr.a 
c.a.da. va.loJr. de X.¿, c.on.6.ideJr.ando e.e. oJr..i.gen de la..6 a.b.6c..i.6a.6 en e.e. 
extlr.emo .izqu.ieJr.do, e.6: 

PX. qLX. 2 + - qX.- 1 

.{. .{. .{. X. L. L 
-<.- 2 

Mx. = 2 (9.57) . .{. 
2 PL + qLX. - PX. - qX. 

X.¿:;>~ .{. .{. .{. 

2 2 

Apl.ic.a.ndo i~ e.c.ua.c..ione-6 (9.49), (9.50) u (9.57) a. lo-6 

punto¿, X2, X3, ••• , Xn-l .6e obtiene el .6-igu.i.ente .6-illtema. de -
ec.uac..ione.6: 

- 2tj 2 + u3 + o + o + o .. • • . + o + o -~l EI . 

y2 - 2 y 3 + y4 + o + 
,, 

o + o 
= Mx 3 ·, 

~ + 
EI 

( 9. 52) 

o + o + o + o + 2 Mx 
• • • • ,.+ Y n - Y 7 ~-) n-'" n- =--

EI 
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Se ILC-6u.elve. el ¿,.(¿,tema. de ec.u.a.c...tone-6 (9.52) media.n.te. al

guno de lo-6 mltodo¿, nu.mliLic.o-6 c.onoc.ido-6 y lo-6 va.loiLe-6 y 1, y 2 , 

y ~on la. 6olu.c.I6n de la. e~ua.cL6n dl6e1Lenc.la.l (9.47ly poiL ••• , rt . 

lo .ta.nto la.-6 o1Lde.na.da.6 de la. c.u.-tva. de la. elá-6 tic. a.. 
Al piLogJLa.ma. ¿,ola ¿,e le a.limenta.n lo¿, va.lcJLe¿, de P, q, E 

e rx, ..i.nteJLna.men~e 6e pla.nte.a. el ¿,.(¿,te.ma. de ec.u.a.c.ione¿, y -6e 

obtiene la. -6ol.uc..i.6n del ml¿,mo. 

9.6"3 Ve~c.IL..i.pc.lón del PILogJLa.ma. 
a.)S~b1Lut.i.na6 JLequeJLlda.¿,: 

REAL FUNCTION FMOM (P, Q, AL, X), obz..te.ne e.t mome.nto-
6lex.lona.nte pa.ILa. c.a.da. uno de. lo¿, pun~o¿, X. del c.la.-

-<. ' 
ILO. 

SUSROUTINE GAUTOR (A, B, N, EPS, VET), obz..tene. la. -6ol.u. 
c.l6n del ¿, l-6~ema. de ec.u.a.c...ta ne-6 l.ine.a.l i-6 • Con¿, ulta..Jt 

: .. : c.a.p.Ctulo 3. 

SUBROUTI·'IE GRAFI (A, N, M), obtiene. la. g1Lá6.i.ca. de la. -
c.uiLva. de la. elá¿,tic.a. Con¿,ulta.JL ca.p.Ctu.lo 1. 

b) Ve6 c.ILlpc..tón de .tM va.JL..i.a.ble.¿,. 
Pa.JLa. la 6unc.l6n FMOM: 

p 

Q. 

AL 
X 

AL12 
FMOM 

valoiL de la. c.atga c.ancentJLa.da 
valaJL de la. c.a..tga un.i. óaiLmemente. d..i.-6 .t.IL.i.bu..i. 
da. 
longitud del c~aJLo 

punto del c.laJL :J en el. c. u. al -6 e de-6 ea. e va
lu.aJL el mome.n.ta 6le.x.i.onan.te 
ma.gn.i.tu.d de la. m.i..ta.d de.l c.la.JLo (AL/2) 
valoJL del mome1~to 6le.x.lona.n~e paJLa. el -

punto X . 
.(. 

PaiLa el rJLogJLama piL.i.nc..i.pa.l: 
N c.ant..tda.d de. paiL.t.e-6 en que. -6e -6u.bd..i.v..i.de -

AL 
p 

'2. 

e.t ..i.n.te.JLt·alo de. ..i.nteg,ta.c...i.6n 
long..i..tud de.l c.la.ILo 
C.aJLga. C.Oi~C.e.n.t.JLa.da. a. ea rn..i.:ta.d de¿ C.lctiLC' 

c.a.JLga. u•t_¿ óottme.me.nte. ci.-i..-6 .tJL..i.bu.i.da. e.n todo 
e.l clalto 
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XI momento de ine~eia eon Áe4peeto al eje X 

E m6dulo de eV1.4.U.eidad 
A(I, J) -· matuz de C.oc.6ieiente4 del 4i4tema de 

ec.uaeio ne4 
8(1, 7)~ .veetoJt de tlnminof.!. inde.pendie,nte4 del --

C(I, J) 

X 

VELT 
XCUA 
VET 

EPS 

c.)Vimen4ione4: 

\ .6.L6té'ma de eeuaeione4, 4e ·aan.66oJtma en 
la 4 oluei6n 
aJtJteglo matJtieial eon la4 ab4ei4a~ y o~
de.nada4 paJta g~aáieaJt la euJtva·de la 

~ 

e.lá4.U.ea 
valo~ de la4 ab4,ei4a.4 (va.~iable indepen

diente) 
e.4paeiamiento ent.~e a.b4ei4a.4 
e.4paeiamiento eleva.do a.l eua.d~ado 

, - va.~ia.ble que. indiea 4i e.l 4i4tema de.. 
ieua.eione~ tiene 4oluei6n 
c.Jtite~io pa~a dete~min.a.~ 4i ex.i4t.e 4olu
c.i6n del 4i4tema. de eeuaeion.e~ 

La p~opo4ieión. VIMENSION y _el va.loJt 

modi6iea.~ euan.do ~e de4ee pa.~.U.~ el 
ga e.n.m44 de 75 pa~tef.!. 

de N .6 e deb e~án 

ela.~o de la .vi-
' 

d)Fo~ma.to4 pa~a lo4 dato4 de ent~a.da.: 

SEC.TARJETAS FORMATO INFORMACION 
1 ( 5 F 1 5 • O ) A L , P , .Q., X 1 , E 

ot~o4 paquete4 de da.to4· (opeional) 

Yl. TARJETA EN BLANCO, al 6i-
' naliza.Jt toda. la. in.6o~tma.--

ei6n.. / 

/ 



V!CCr t'taJL eb
~-aci,- "1leltto 
cU. av te-'Ldo 4 

!/ 

obu11el! el vectDI! 
de tbr . rt(' ~ J.J'ldt 
per. die.r 'C.) el'l· -
ptealld<.• FA~.II 

ob Wlt.'t .(Q. nta..tu:z 
de. coe.6. del 6i4-
.wnade. ecuaeúl
nu 

"""WrwA 6 i.UtJ,a d~ 
ewac.ionu 

i 
1,. 

obten~ a.'Vle.-
9 (o ma.t.'l.icc:a.t 
pall4 91!0.6 i.cM 

Fig. t. 79 Viag~ama de bloque6 pa~a el pnognama 
pn..¿n.c...¿pal 
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4 ub'W..túra. 

FMOM 

tUigYIIl.ll. v4to.'l 
C.OIIAUp, 4 
F/.t:IM 

NO 

M~· grtM vatolt 
COJt.tUp, 4 
F/.tJ/.1 l. 

/ 

Flg. 9. 20 Vlag~ama de,bloque~ pana la 6uncl6n FMOM 
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6 ) Li.~ .ta. do : 

e PROGqawA P~~~ (~CO~T11R Ll CU''' DE LA ELASTICA ~E U~A ~IG& LlqRt• 
e f.I["'TE lPCHC•• Cl"" C~ACI CC'ICf :TRACA 1 LA MITAD :lEL CLARO Y CQt¡ 
e CARGI U~IFC~~E~ENTE 1[PiqTIOl• (WPL[ANOO EL ~ETQDO DE Dlf[A[NCIAS 
e flNlTI~o 
e $lGNifiCACD DE LIS VIAI19LES ElPLEAOIS 
e N 8 CA~TloAC CE S~Pl~TER~ILCS EN ~UE SE DIVIDE EL CLARO 
e AL•LO~r.rT~C CEL CL~R1 
e P•VILD~ D~ LA CAPOA CO,CENTRIOl 
e II•VALCil CE LA CAPG~ 'J'ltriJA~EIIE !TE DISTRIBUIDA 
e Xl•Mc~r~TC CE l~ERCI~ CE LA VJQA 
e t•~OOULO DE ELISTICI~ID 
e DELT•~AGNITWD C~ L~S S~BINTERVaLOS 
e X•VILOA CE LAS IPSCI~IS 
e a•wiTRll CE CCEflCIE,TES DfL S!STE~A DE ECUACIONES 
e U•VECTO~ OE TEA~INCS I~DEPENDJ[ !TES DEL SISTEMA DE [CUACIQq[S 
e C•AR~Er.LO IIITRICIAL GARI GRAfiC&R LA CURVA DE LA ELISTICl 
e EPS•CRJTERJC PIRA DETEANl~aR SI EL SISTEMA CE ECUACIONES TIENE SC• 
e LUCICN 
e UET•VAPIA~LE QU[ lNDICI SI EL SISTEMA DE ECUACIONES TIENE O NO So• 
e LliCirN 

QIW[~SICN B!I6)•A(l6•l6)•AINV(t6•16)1CC101•16) 
C LECTURA CE CATOS 

HEIQC5•100) AL•P•G••l•! 
IF'CAL> 4•2•l 

2 CALL [qT 
J N8 15 

NPl•N + l 
NMI•II •¡ 
DELT•ALifLQATCh) 

e l~PRESTrN CE CATOS 
WRJTEI6•1SC) P 
WRJTEC6•2:Cl C 
WRITEC~o2\0) E 
HRIT[(t-,220) )! 

e roA~IA EL SISTEMA DE ECUACIONES POR EL METODO Ot DtrtRENCtAS F'tNt• 
C TAS 

DC 1' !eloN~I 
IICI)•C•' 
IJQ 1'5 · Hl•'-loll 

l'S A(J,,I)•CoC 
X•DELT 
lCCUA•OEL TU2 
110 4 T•lo:O.tll 
UCI)•Cr•c~cp,Q,ALIX)••cuA>ICE•XI> 

4 x•x • n:-LT 
uo 7 J•l·~··t 
A(J,J)••2t0 
lF'CI•I > •t•6•H 

•t ¡rci·N~t> •2•5•42 
u ACt,r•n•t.o 

ACI•l•D•loO 
GO TD 1 

'S ACI, t•I)•I•O 
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110 TO 7 
6 A(I,I•Il»!,Q 
7 CChTI~UE 

e l~PRI~t~ EL SISTE~A nE ECUACIONE~ 
WRITE<A,2~().) 
ll¡;tTECó,SSOl 
oc ~ 1 1 1•~"1 

1 WlliTECe,J~:l CACI•~l,~•1•N~l) 
'IIR !HCt.SO: l 
oc ~· 1•1•1."1 

11 ~¡;ITE<6,4~~~ BCil 
lFS 2 CouLC.;,JI 

e LLA"AC~ CE SUBRUTl~A PARA RESOLVER El SlSTE~A DE ECUACIONES 
tALL PALTCfl(A,B•N~1•EPSoDETl 
Ir<cET•LEoEPSl GO TO 12 

C FCPPA~ aRREGLO ~ATR!CIAL PARA ORAriCAR LA CURVA DE LA ELAST!CA 
C:ct,ll•C•G 
e: e 1, 2 1 "'.o 
X•OELT 
uc 9 1•2•~ 
CCJ,Il•~ 
c:cr,2):pct·l> 

9 ll•x • nrLT 
C(!jP\•tl•r 
t(SP\o~)DC,J 

C l~Ppfwl~ CRCENACAS O[ LA CURVA DE LA ELASTlCA 
~¡¡;!TEC6.3SCl 

~.e 1 e· r • 1. t.' 1 
.10 nR!T(C~,4;;l CC[o1loCCto2l 

C lll"tC1 OE SUeRUT[hl PIRA GPAF"ICAR R[SULTAOOS 
CALL G~ariCC•NPio2l 
<.o re; 1 

12 hRITEC6o4S~l 
üG TC! 1 

C FCQ •AT~< Cf LEC1': 11lA E T• 0 q[~IO'I 
too FCQ~aT isr:joOJ 
150 FCawiT Cl~l ·~(/l•l~I•'EL VALC!l OE LA CARGA CCNCE1TilAOA APLICACA ~ 

IHITAC ~El CLIRC ES'•2~•E11,4l 
200 FCRr•IT (4(/l•IC~•'La CAq~a UNirGR~E~E~T[ OISTR[H~lOA EN TOOA LA VI 

l(,l ES'•i~•ElloU 
2t0 FCI<"IT C4(/loi0Xo 1 (L VALOR DEL ·rQOIJLC OE ELAST!C¡OAO ES'•2X,[I!o4) 
220 FC~~At C4(/lo!C(o 0 EL VILC~ DEL iO~ENTO DE I~ERCI' ES'•2X•EIS•4l 
2~0 rcpua~ (4(/l•ICX•'EL S~•TE~I DE ECU~C!D~ES OBTEN[DQ Al APLICAR EL 

11 l T C C O CE C !FE n L N C 14 S r 1 'H T 4 S E S 1 o// l 
lOO FCR~IT (/•2lCt4olo!~),;q,¡¡ 

l50 fCP~IT (4(/l•ICJ•'LI SCLUC¡O~ PIRA LA CURVA 0( LA ELASTICA [5 1 ,//, 

IIOX,'~TST~~CIA AL CRIGE~ Cll'ol2X•'ORDE~AOA DE LA CURVA CYl'•ll 
eQO FCR~IT (/•!5l•2(EI5o,,20Xl) , ' 
450 fQR~IT (J(/l•2JA•'~O EXISTE LA [NVE~SA 0[ LA MATRIZ DE CDErtClENTE 

1~ C\EL!SISTL~I'l 
500 fCR~IT (1/•IOX,'VECT~R OE CONSTANTES INDEPENOIENTES 1 •/l 
550 fCR~IT C//o10X•'~ATR!Z 0[ COEriC!ENTES'•Il 

Et\0 ¡ 

REAL Ftt,CTION r~oi!CP•O•AL•X l 
ALI2•1LI2o0 
lft~·AL!2l 1•1•2 

2 F~Q~o(P•AL + Q•AL•X • PtX • Q•x•Xl/2•0 
kETURII 
F~G~•CP•~ + G•AL•X • Qex•Xlf~•O 
R[TU!lN 
l. NO 

Fig. 9.22 Li~tado de la 6unci6n FMOM 

ZOi 
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9.6.4 Ejempto 
Ve..teJt.nJ.i.na.Jt .e.a. c.u)[.va. de .ta. e..t~lic.a. pa.Jt.a. tuta. viga. de. pe.IL

ó.i.l H180 c.on .e.~ ~.i.gu.i.e.n.te.~ c.a.Jtocte.!tl~t.i.c.a.4: 

• SOLUCZON 

p = 2 000 Kg 
L a: 4. m 
q = 4 000 Kg/m 
E = 2 • 1 X 106 Kg/c.m2 

I = 3830 c.m4 

pe..6 o pltop.i.o :S 52 Kg/m 

TABLA 9.9 Va..to4 pa.ILa. e..t pnob.te.ma. de..t e.je.mp.to 9.6.4 

AL = 4.0 
p = 2000. 
Q. = 4056. 
XI = 0.00003830 
E a: 21000000000. 

TABLA 9.10 Re.4ut.ta.do.6 pa.lta. e..t pltob.te.ma. de..t e.je.mpto 
9.6.4. 
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EL V•LOR 0[ LA CA~OI C8~CENT~•DA APLICADA A MITAD DEL CLARO ES o2COCE•o• 

LA C•ROA U~IFDRME~ENTE OISTqtBUIDA EN TODA LA V!OA ES o4056E•Oe 

EL V•LOR DEL ~QDULO DE ELASTICIDAD ES o21QOE0tl¡ 

EL VALOR DEL ~O~E~TO DE INERCIA ES o u ]0[•0• 

El SISTEMA DE ECU4CIONES ORTENIDO AL APLICAR EL ~ETOCO CE D!rtRENCIAS rtN!TAS 

~ATAIZ DE CDEFICIENT[S 

2o0 loO OoO aoo o.o OoO OoO o.o OoO O o O Ooll OoO O o O O o O 

loO •2o0 loO a.o · ooo O o O o.o OoO O o O O o O o.o OoO o.o O o O 

OoO loO •2o0 loO o.o o.o O o O o.o O o O OoJ OoO o.o o.o CoO 

o.o c.o loO "2o0 loO OoO OoQ o.o O o O OoO o.o o.o OoO CoO 

OoO OoO O o O loO '2o0 loO OoO o., OoO OoO OoO OoO aoo O o O 

o.o OoO aoo a.a loO "2o0 loO o,o o.o O o O OoO O oC OoO OoO 

OoO OoO OoO o.o o.o loO •2o0 loO o.o o.o OoO OoO IJoO OoO 

O o O OoO OoO o. o aoo o.o loO "2o0 loO OoO o.o o.o O oC o.o 

OoO o.o o.o a.o OoO o.o OoO loO "2o0 1•0 OoO OoO O oC 0•0 

o.o OoO OoO OoO OoO OoO OoO o.o loO "2o0 loO O oC OoO O oC 

o.o OoO OoO o.o o.o OoO OoO o.o o.o loO •2.0 loO íloO OoO 

OoO OoO OoO OoO o.o OoO OoO o.o OoO OoO loO •z.o loO OoO 

· OoO OoO 0•0 OoO 0•0 OoO 0•0 OoO OoO QoO OoO l•O •zoo loO 

OoO OoO o.o OoO OoO o.o OoQ OoO OoO O o O OoO OoO loO •zoo 

VECT~R OE CO~STANTES INDEPENDIENTES 

o202Qa291[•0] 

o H8H5¡¿[•0] 

o529746J9[•0] 

o6'55l~6a~t•O] 

, 7'3.5 4 e 6 J er •o 1 

oe299e5CSE•O] 

,e79:6?eiE•O] 

o879C6:;>eH•O] 

oe299e~CSE•O) ,, 

o7554C6JH•O] 

.6'i5J2eeOE•OJ 

·' o5297HHE•O] 

o378H~l2[•0] 

o2020~i~~E•O] 
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LA SC~UC1Ch PARA LA CURVA 0[ LA [LASTlCA ES 

DISTANCIA AL OAIO~N CZJ OADtNADA ot LA CUIIVA (Y) 

o. o. 
o2eU6667E•OG •••2l02756E~02 

e5lUlUlEt00 ••1125UU2E•02 

.eooaooooE•oo •ott9D7996t•Ot 

el0666667E•Dt •• t5027777E •o 1 

oll J llUlE tO 1 •el7U22HE•Ot 

.uoooooct•ot ··t920l279[•0t 

ol8666667[t0t ··20080142[•01 

e21llllllE•Ol • e20080 H 2[•0 l 

.z•oooooar•ot •.to20l279t•ot 

•26666667[101 •ot7U22JlE•Ot 

o29ll~ll][+01 •ot5027771E•Ot 
\ . 

ol2000000E•OI .,, 1907996[•0 l 

eH666667Et01 •of125U632[•02 

el73JlUJ(t0t ··•uo:p·. ~r·oz 
••ooooooauot o. ------ ·--· 

··································································--·····················-··········· 

• • 

• • 

• 
• 

• 

• • 
• 

. 
. 
• 

• 

• • 
• 

• 

1 

• 

.. 
• 

• 

• 

• 
• 
• OOtlH.:•t 
• • 
• C~t3lif't 

• 
• • 00t30=Z•t 
• • 
• 03t'lE[6•Z 
• 
• 
• 00tJ¿9i•Z 
• 
• 
• 00•3:~··~ 

• 00o3::;q 
• 
• 
• COoJEH•t 

• 
• 
• 0Colt9:'1 
• 
• • to.]::~·i 

• • 
• ID•3ttt '' 
• • 
• to.3.;v9•t 
• 
• 
• • 
• ···············································-····-······-·····-·-···----·-·-··---------·-········· 
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1~_.---S'OLUCION VE SISTE,qAs. VE ECUACIONES VIFEREN_CIALES ORVZNARIAS 

'OE PRIMER ORVEN 

10 o 1 1ntlr.odu.c.c.ién 

Un .6.i..6tema. de "n" ec.u.a.c.ione-6 cUóeJtenc..ia.!e-6 oJtdina.Jr . .ia.¿ de 

p4ime~ o4den tiene la. -6-ig~ente c.onóigu.Jta.c.i6n: 

dX 1 --= 
dt' 

dX 
yt 

--= 
d:t 

x2 • •••• x ... tJ l 

o 1 

¡ 
~. 

J 

p o :1) 
! 

l 

'Oepend.i·endc de la.-6 c.a.Jta.c.teJt.<:-óUc.a.-6 -de. la.6 óu.nc.ioni~ á., 
l j 

_,~·.·el 

/ 

,1:'' 
-6.i..6tema. puede .6eJt tineat o no l.i.nea.lo ¡ 

. 
,' 

.-, ..... Cu.a.lqu.ieJt e.c.u.a.c ~6n d..i.óe~terc..i.a.l de oltden "n" -óe pw¿~e e.x.-
p4e.6a.4 c.omo u.n .6-i-óten; t de "n" ec.u.ac.ione.-6 cU6e.Jte.nc.;~a.!e.6 oJz.d.i.aa.

. JL:.i.a.-6 de p~¡::e.IL. o:_den 'ecU.a.nte u.n c.a.mbio de. vcuu:.a.b.te.-6 c.orn~ .6 z. 
¡ 
j 

.l. n d.i. c. a. a. c. o 1 : ·t.i. n u. e; c..i. ó n. . 
Sea. u.na. ec.ca.c..i.6,: d~áeJLe.nc.-<.c.l oJtd.i.na.Jti.a. de. o1r.den "n',': 

x(n) = g (X, 

e6e.c.tu.a.ndo e.! 4 .i.g u..i. e n.te. 

X¡ = X 

x2 = 
dX

1 = 
dt 

X 
dX 

n-1 = = 
yt 

dt 

1/l xlnl = dnX 

d.tn 

X' 1 X' '1 . 

c.a.mb.i.o de. 

X' 

x(n-7) 

j 

o o ·' 
X ( .tt-_J ) , 

va.JL.i.a.ble~: 

.t) * 
1 
(10o2) 
' ' 

( 1 o. 3) 

.. , 
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.6e ob.ü.ene: 
1 

dX 1 ·x 
dt:. 

• 2 

-' dX2 -- = x3 
dt 

'-. 

dt 
• • , X , t) 

n 

dX 
n = 

{10.4) 

. El a.JtJteglo (10.4) Jteplte..6enta. u.n .6.(..6.tema. de "n" ec.u.a.c..(.ol'!.e.-~ 

d.(.6eJtenc..(.a..te..6 oJtd.(.na.Jt.(.a..6 de pJt.(.rr•e.Jr. oJtde.n. · 
En el p!te6ente. c.a.pltu.lo ~e. .tJta.ta.Jtin an.(.c.a.mente do-6 mltodo-6 

de .6olu.c.l6n: el de Ru.nge-Ku.tta. pa.Jta. ¿,.(.¿,tema.~ no l.(.ne.a.le-6 y el de. 
Va.i.ia.c..(.6n de Pa.JtámetJto.6 pa.Jta. .6.(..6.te.ma..6 l.(.ne.a.le..6. 

10.2 Mltodo de Ru.nge-Ku.tta. 

10.2.1 Objeto 
Obt:.enelt la. .6olu.c..(.6n de u.n .6.(..6tema. de do.6 ec.u.a.c..(.on.(.6 d.(.6e.

Jtenc..(.a.le.6 oJtd.(.na.Jt.(.a..6 de p!t.(.rrre.Jt oJtde.n, l.(.nedle..6 o no, med.(.a.n.te. 
el mltodo de Ru.nge.-Kut.ta.; e.6 dec..(.Jt, Jte.6olve.Jt el .6.(..6.tema. de ec.u.a.
c..(.one.6 d.(.óeJtenc..(.a.le.6: 

dX = 6(.t, X, Y) 
d.t 

dY 
= g{t, X, Yl 

dt 
-

c.on c.ondlc..(.one.6 .(.n.(.c..(.a.le6 .t0 , x
0 

, y Y0 • 

i0.2.2 M~todo 

r 1 o. s ¡ 

, El método de. R~mge-Ku..tta. a. emplea.-'!: e-~ ¿.f. m.(.,~mo que. pa.Jta. 
u.na. ec.ua.c..(.6n d.(.óe.Ju~-~~c..(.a.t oJtdúta..'t{.a. de. pJr..é,Hclt· -o-'tde.n; -6otq que e.n 

e.6.te c.a.6o .6e e.6ta.btc.c.c.n Jtetac.lcne-6 Jte.c.uJt~.(.va.-6 pnlta. t~6 áo-6 e.c.ua 

-- 1 

1 

_\ 

,_ 
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cione4 di6e~enciale4: dic~a-6 ~elccio~e~ ~~ deben de-l~ ~e4otvien 
' ' ' 1 -

do 4lmu.l.tlfnea.men.:te pa~a obte ne.~ la ~olu.c.i6n. El mé..:todo .óe pu.ede 

ex.ti..ndeír.~ pa~a ~eiolve~ u.n 4l.ótema. de- "n-" ecu.acione..ó cU.6e.~el'lc.ia!e~ 
o~d¡n~ia-6 de p~me~ o~dén, en cuyo c.a.óo_ .óe 'p!ante.a~~n S~ ~e~a
cione4 JLecu.~iva.-6 .ól ~·e emp!ean t)6~mu.la.6 de. Ru.nge-Ku.t.:ta de .c.u.a.r.. 

- 1 -

-to· oJc.de.n. l 
L«-6 66Jtmu!a..ó ite~a.üva..ó pa.'ta. un .ól.ótema. de do.ó ecu.acione.ó 

dl6e.~en~ia.!e4 o~dina.~d.ó de p~meh o~den como e! mo.ó~ado e.n !a 

_ecua.ci6n- (70.5), _emp.tea.n'do 6ó.~mu.la..ó de Runge-Kutta. de c.u.a.JL:to olt 

den, .óon: 

X,¡+ 7 = X¿ + J... _ ( K 1 _ + 2 K 2 + 2 K 3 + K 4 ) 

6 

K1 = (6.tló(.t., x:,.v.¡ 
' . .(.. .(.. .(.. 

' . 
K2 . = ( A .t) 6 í t¿ + A ~·í. ~¿.- + K-1:, .; Y i.. +. Q1) 

2 T r 

K3 = ( D. .t) 6 ( t . + A .t, x. + Kz , Y. + Q.z) 
.(.. .(.. .(.. 

~:; 2 -r r 
. 

K4 = ( A.t)6(.t. + ;A :t., X. + K3 Y. + Q3) .(.. .(.. 
, 

.(.. 

yi4-1 = y L +. J... ( ~~7 +2Q2 +2Q3 4- Q4) 
6 

Q1 = ( A.t)g(.t., X., y . ) 
.(.. .(.. .(.. 

Q2 = . ( A .t) g ( .t¿ + A :t., x. + K 1' y. + Qj) 
.(.. .(.. 

2 r 2 

Q3 = ( A .t) g (:t. . + A .t, X. + Kz, Y. + Q.2) 
- .(.. .(.. .(.. 

2 r 2 

Q4 = ( A.:t)g(.t. + A .t, X. + K 3' Y. + Q3) .(.. ~ .(.. 

f po. 61 
i 
1 
! 

' 

(70.7) 

. ... 

. i 
1 
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-10.2.3 Ve~c~~pc~6n del P~og~ama 

a)Sub~u~na~ ~eque~~d~~: 

SUBROUTZNE FUNCO(T,~,Y,F,G), en e~ta ~ub~ut~na 6e p~o

poiLuon.an la6 do~ ecuac~o ne~ d~ ó e~en.ciLtle~ o~d~n.a./t~~~ 
de pJr...i.me!t o-'tden.. 

SUBROUTZNE GRAFI(A,N,M), ob.Uen.e la g~d:ó~ca de la. .6olu

c~6n pa~a la6 do-6 ecu~c~on.e-6 d~óe~encútle-6. Cont>uLta~ 

el capitulo. 1. 

b)Ve~c~~pc~6n de !a~ va~~able-6: 

Pa~a la 6ub~u~na FUNCO: 
T 
X 

y 

F 

G 

1 

val o~ de la va~~a.ble ~ndepe.nd~ente t . 
.{. 

valo~ de fa p~~me~a va:r.~able de pe ncUen-
.te X . 

,(,. 

val o~ de la ~ egunda va~~a.ble depend~e.n..te 

y. 
,(,. 

p~~me~a ec.u.ac.<.ón d~éeJter..c.~a..t c.o~Jte.!J pon-
cü.en..te a la deJt~vada de la va~-Lable de-

pen.d~en.t.e X . 
.{. 

~egunda ecu.acl6n d~6e~enc~al c.o~Jte6pon-
cü.en..t.e a la de~~vada de la va~iable de.
pen.d~en.t.e Y. 

,(,. 

Pa.Jr.a el p~ognama p~ú:.c~pal: 

N can.~dad de pu.nto-6 en que 6e div~de e.t 

S 

X ( 7) 

y ( 1) 

T ( 7) 

! ( I) 

X ( I) 

y ( I) 

RUK(I} 

ln.t.e~va.to de ~nteg~ac.~6n 

e~ paciam~en.to enúe lo~ valo~e~ de la v~ 
Jt~able ~ndepend~en.t.e. ( 6.t.) 

valo~ ~n~c.~al de la varJ.able depend.<.en.t.e 

X 

val o~ ~n~c~a..e. de la va.'t~able depend.<.e.nte. 
y 

va. lo~ ~n-i.c.-La.l de la v a.'t~ab .te in de. pe r..d-i.e~ 

.te .t. 
valo.'te-6 de la. va~-i.a.ble ~ndepen d.i.e.n.t.e. .t 

va. toJte.-6 de. la. v a. -'t-i. a. b .te depe.nd-i.en te. X 
1 

v a le• .1r. e .6 de t~l V a. -'t.{. a. b .f. e. depe1td-i.en.te y 
-

pa.Jtáille.t.:r.o.!J. de la.-~ ÓÓi<.mu..ta.-6 ~ten·ativa.6 de 
Ru.nge-Ku..t.ta. 

/ 
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pa~~met4o~ de ta~ 66~muta~ ~~e~a~va~ de 
¡ 

Runge-Kut~a l 
va~able de ~eemplazo 
va~able de ~eemplazo 
va~able de ~eemplazo 
a~~eglo mat~~~al pa~a g~a6~cá~ lq~ ~e

~u.l~ado.h 

columna~ de la mat4iz A 
valo~ de ta de~~vada de X 
valo~ de ·la de~vada de Y 

La p~opo4~~6n VTMENSION debe~á mo~6.(~a~4e en el 
c.a~o de que: 
N > 100 . 1 

d) F<1~mato~ pa~a l..o~ dato4 1e en~ada: 
· ·r.~. · ·,::-._SEC. TARJETAS FORMAT) I NFOR!.fACI O,'J 

7 ( 1 5 ,· 4 F 1 o . o ) ··N , S , X ( 7 ) , y ( _7 ) , T ( 1 } 

ot~o~ paquete~ de. dato4 (opc..(ona..t} 

' 1 

n TARJETA EN BLANCO, jal 6~-
na..t.(za~ ~oda .e.a in~o~ma--

' "6 ¡ u n. 1 

e}V~ag~ama de b.toqu.e~: 
¡ 

i 
' 



- // 

1 ·¡'\ . 

' ' 

' 

1' 
,'/ 

/ 
( 

/ 

obt~ne.Jt va.lo \U 
pa.Jtili>-e.tii.C6 RUK 
y QUIC 

tva!uM ~oluu6n 
CO!tc\Upond~tn.U 
4 X(l) r¡ Ylll 

110 

6oltMt'l .J.:r-·..egto 
rru.eu:u:t.l p4114 
g~ta6.ic.a.'!. 

21é ==-= 

J 

-
F-i.g. 7 O. 1 V-i.a.gJtan¡a de.. bio q u.c..!J ,-;,¿ r. pJtcgt~..a.ma. p:u:.nc.-i.pa.t 
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10.2.4 Ejemplo 

El ~~tema me.c!nico de. !a óigu~a 10.4 tiene. como e.~u~ci6n 

di6e.~e.nc-<.a! que. ca~acte.~iia ~u movim-<.e.nto a: 

T(t) 

ML 2 . 

• 

- Ba 0 

ML 
,(10.8) 

T(t) : 

Mg 

F-{CJ. 1 O .-4 Si~te.ma me.c<Ínico de.! p~ob!e.ma de.! 
10.2.4 

La ~e.p~e~e.ntació~ de. !a e.cuac-<.6~ (10.8) me.d-<.ante. 
te.~a de. e.cuac-<.one.J e.~: 

o 

e = w 

w = rrtr 
MLZ 

Ba w 
ML 

Obte.~ga l~ ~oluc-<.6~ de.l 6-i.~te.ma de ecu~cione6 pa~a la6 
4_¿gulwe.nte~ cond~c-<.one.~ y va!o~e.~ de. lo6 panáme.tno6: 

M= 1 Kgm 

L=J.Sm 
. 2 
g = 9. 8m /6 
Ba=0.01 Nt-m-6 



:to= o. 
e0• o Jr.a.d 

wo .. 0.3 Jr.a.d/.6 

:t6• 2 .6 

T(:t)= 7 N:t-m 

~t~ SOLUCION 

220 

TABLA 70.7 Va.:to-6 pa.Jr.a. el pJr.oblema. del ejemplo 10.2.4 

N= 1 O 7 

S= • 02 

X(1)= O. 

Y(1)=0.3 

T(1)= O. 

F = y 

G = 4.0 - 79.6*S1N(X) - 0.02*Y 

TABLA 10.2 Re..6u.lta.do.6 del pJr.oblema. del ejemplo 10.2.4 
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10.3 Soluci6n d~ Si6tema6 Homoglnto4 de. Ecuacion~~ Vi6e~~ncia

!~4 04dina4ia6 Lin~al~6:de P~ime~ O~den 

1 O-. 3 • 1 O b j ~to 
Obtene~ la 4oluci6n nwm~~ca de 6i6t~ma6 de ~cuacion~4 

d.l.n e.4~nci_a!~4 o~dinaJti.a6 d~ p~ime~ o~den, hamo g ~ne.o6 y lineal~-6 

poll. ~! mltodo de Valtia.ci6n d~- Pa~d:met~o-6. Lo-~' .6i.6 tema-6 d~l :tipo 
an~e.-6 mencionado ti~ne.n la .6iguie.nte con6igu4aci6n: / 

- -dX 1 
a11 a1 2 a1n x1 . . . 

dt 
i 

... 
dx· ~~ 

2 
x2 

' 

a21 a22 . . . a.2n 
dt 

= .. . . 
. . .• 

• • . 
dXn 

xn 1 

1 

an1 a.~2 a (70.9) . . . 1 nn -i 
1 dt r··/ ' ,, 

t ' 
.6uj~to a tu condicione-6 .iniciale.-6: 

. ' 
~~~;1Jc .. ,;.~: . - to , x

7
(t

0
) , x2 ( to) ' . . . ' xn ( t 0 l 

10.3.2 Mltodo 
E! 6i6~ema de ecuacione4 di6e4e.nciale4 de. la. e.xp~e.~~6n 

(70.9) .6e. pue.d~ 4e.p4e.4e.n:ta4 e.n la 6o~ma compacta: . 
X(t) = A X(t) 

X(t ) = ~ - o 
(10.10} 

.·:-~--' "-'· El..:tfl.~~~-~o, de..va~-:i,a_ci6n d~ pa~d:me.:t.Jto-6 e.4table.c~ que. la 4o
-'··ltiic.i6-~' d~L .6.t:b·t~-ma·--d~---;~_~,~~c:io:n.e::6 . . (10._-1_0) 'i~==· 

~--~.:.:. ·_ ;.3 ~;t0 f~;;;.:.:,~:~ ;~¡':;._;· C:.[;:l.·\.~;-~f ~: .. ;;:~.~·f1tf ·')~.#!~ ,::,~~i ._;. t.ir. ··;_L t;• ~:~:-:,, ~, ~..,:~, 

'';' ';,;~!:~~.,;:' '. "~:,', ;~:; .," •:"' '"'' ~~~~i;,~ ; ~~ 1 ~~~O l~ '¿:, • " .· ... :,:: . 
... ~'J. ·jo ;;~'.'!..t::r.~,'_~ ···.·. ···; ;,:,~·-= 

(10.11-) 

~) ;:.: .::-<-~ !"'J r~ ·,":"~e~- e::.:. ¡. /, ~; ~:·.'·:.; .1. r. r' '~ 
';",.) .~~ ~. ,; ' 'l,

4 

.1 
""' ~ '; . 
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donde a. la ma.-tJL..Lz e~(t-.to) .óe {e c.onoc.e c.omo ma.-t.t.iz de ;t,ta.n.6.i

c..<.6n IJ .6 e. de ó.irte. me.d.ia.n.te. la. .6 .ig u.ie.nte. /.6 eJt..ie. .in ó.in.i.ta.: 

7 ! ,Yl! (70.72) 

Pa.~a. un e..ó-tudlo de-ta.lla.do del o\.igen de la..ó e.xp~e.ó.iofle.ó 
' 

1 (10.11! IJ (10.12) .óe.lle.c.om.ie.nda.c.on.óulta.lt.la..ólleóeJt.enc..ia.-6 1, 3 . 
IJ 6 de. la. b.ibl.iogllaó~a. a.nexa.. 

La. ley de. e.voluc..i6n de. e..ó-ta.do-6 pa.lla. un .6.i.6-te.ma. lineal .óe 

puede. ~eplle6e.n-ta.~ g~~ólc.a.me.n-te c.omo: 

X(t) 

X(t,) / 
X(t7l _ . . r 

- -~ 
----~....,. ---

e.ó·de.c..i~, 4e. puede. pa4a.Jt del ·e.4ta.do X{-t 0 ! al e..ó-ta.do X(t~l d.iJte.~ 

tamen-te. o a. -t:Jta.vé.~~ d·e. X{-t 7J. La. .6o{uc..i6n de.l 4.i-6te.ma. (10.10) m~ 

dla.n-te c.ompttta.dolla. d.ig.ita.l -6 e ba4 a. en e4-ta. c.a.~a.c.-te.Jt.L~ Uc.a.; ra.~a. 

e.va.lualt la. -'te.ópue-6-ta. ~(t) de.4de. t 0 ha-6_-ta. -t
6 

4e dL~c.Jte.:U.zo.. el .. .i~

.teJtvalo de. .<.n-tegttac...i..6n e.n "n.+ 1" pun.-to4 .igua.e.me.n-te. e4 ;Ja.c..iado 4 1J 

.óe 'obtiene la. .6oluc...i..6n ha.c..<.e.ndo e.vo.t.uc.-i.ona.Jt e.i e-6-ta.do de.,~ de. t 0 
ha..ó.ta. -t 1, de. -t 1 a. :t2 1J a..ó.C .6uc.e.4-ivame.n.te.. A,1a.i~Uc.a.me.n.te. 4e ten 

d~á.: 

X(-t7l = e.~(t1-tol ~!tal 

X(.t
2

! _, e~!,.t2-.t7l~¡.t 7 J-



pe.Jr.o: 

A(.t - :t.· 1¡ = e.- 11 n-

1 
1 

J 
- A 6-.t = e-
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(10.13j 

(10.14} 

- A ~ .t 
poJr. lo que .óolo .óe evaluaJtt1 una ve.z la ma.ttu:z e- ya que e4 

R..a. m.i.óma ma.tJU.z paJta .todo4 lo4 -i.nteJtvalo4 pue.4.to que el ,e4pa-
- J 

c.iamien.to e~ c.ott4tan.te. 

Pa.Jr.a eva.luaJt e A 6 .t 4 e emp!ea la Jtela.c..i6n ( 1 O. 12) , do :1de 

la cantidad de .ttJtm-i.no4 empleado~ dependeJtc! de.l c.Jú.telt.io de. con 

ve.:tg en. c-ta. emp!ea.do ,- o .6 ea, dado un c.Jt-i.te.Jt-i.o E la .6 uma.tolt.ia. de 

tltmino.ó .óe. de.te.ndJtá cuando: 

1 

A 6 .t 
e'Ij{n) - paJta. :toda -i. j (10.75) 

Utta vez eva.luadc-:. e.~ 6 .t la .6oiuc.-<.6n 4 e obtiene. m-!..d:i.o.n.te 
' 

la.J:; Jr.ela.c...i.o n e.ó dada.ó e.n . ( 1 O • 1 3) . 

10.3.3 Ve4c.Jtipc.-i.6n del PJtogJtama 

a.)SubJtu.t..i.n~ Jteque.Jr.-i.da~: 

SUBROUTINE E>-PMA(VELT,M,A,EXPO), ob-t¿ene. ta. ma.tJL-i.z de 

:tJta.n.ó~c.-i.61 . CJv~.te/1..-i.o de. c.on,JeJtgenc.-i.a emplea.c·o: 

= o . 00 o 1 • 

SUBfOUTZNE GR.\FI{A,N,M), gJta.6-Lc.a la-6 .óoiuc..-i.otte,:.· de.'to-

( M !M va.,t-i.a.ble..ó depeltd-i.en.te4. Con.óuLtaJt el ·c.ap.Ctu.

.R. o 1. 
1 

SUBROUTINE Mlli. TMA (A, B, N, M·, L,.X), 'e6ec.tua. e.l p!toduc..:to en-

-:t-'t.e dc4 ma.t.t-i.ce4 c.on6c.tmabR..L..6. CaMul:ta.Jt el c:a.p.C.tu

lo 2. 
b1Ve4c't...i.pc.i6n d~ .t.a.4 va.Jt..i.able.4: 

Pa.Jta. ta. 4u.J)(.u.t-i.na. EXPMA: 

VELT 

~~ 

A ( 1, J) 

e4pa.c...i.a.mie.nto e.n.tJte io.ó va.R..oJte-6 de. la ve 

Jt..i.a.bte ..i.ttde.pe.nd-<.e.nte. ( t) 
c.a.ntida.d de e.c.ua.c.-i.o ne~ d-i. n e.Jte.nc_.¿ale./!l 

ma.tlt.iz de. c..oe.6-Lc..-<.e.n:tu c.oH~:ta.nt<.~.ó dc.t 

4-i.~te.ma. de. e.c..ua.~~one..ó 



E XPO ( I, J) 

·CMA ( I, J) 

B(I,J) 
X(I,J) 

EPS 

VI V 

CN 

TNEW 

matniz de tnan6i~iJn 

matniz: .i.de.n..Udad 

ma.t!tlz A elevada. a la ro.ten~..i.a "n" 

pnodu~.to mat~i~ia.l AB 
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~~i.tenlo de ~onvengen~la. pa.~a la ~c~le · 

6a.~.to~iat de "n" 

~on.tado~ que in~~emen.ta a VIl' 

e.6pa~iamle.n.to de. la va!tlable. inde.pe.fLdie~ 

.te e.te.vado a ta po.te.n~ia "n" 

Pa~a e.t p~ognama. p~in~ipal: 

M ~an..Udad de. e.~uac.lo 11e.6 di ó e.'tc.n~ia.te-!1 
PERIO magnitud del in.te~vaio de. in~eg~ac.i6n 

VELT e.~pa~iamlento en.tne lo~ valo~e6 de la 

va~iable independiente 

N 

A(I,J} 

X ( 1, 1) 

X ( 1, J) 

EXPO(I,J) 
X ( I, J) 

e) V.i.men.f.lion.e-6: 

c.an:üda.d de pu1tto~ Hw.e.~t.u.ee.~ e.n :~~:: •H. 

da~~ d..i.~:~e.tiza.da la Joluc...i.6n 

ma~.iz de ~Oe·6ic.len.te~ ~on-.'l.tan.te . .c, de.l 

.6i~tema de e.~ua~.loae-6 di6e~en~i•-:..le . .c, 

c.ondi~i6n in.i.~iae. de .ta va~ic..ble. ,(.¡de¡n~ 

di en :te. 
c.ondi~,i.one-6 ini~.iale.~ de ia-6 va.~iable-6 

X 1 , x2 , • , \
1 

paJL..t J > 1 

ma.t~iz de t~an4,i.c.if~ 

l'alo.'te,.c, de la va-"t.i~.LbZ.e i.ndepe;¡d.{.en.te u 
de la-6 va~iable-6 de.pe.ndleitte6 

La p~c pe~ ic.,i.ón VH\E NS ION del pitos ":.c. m a plt.ut~-i.pa.t 1t de 

.ta-6 .6ub~uüna..6 debená f.le·'t i)Iod.i.~i:..::c~ ~u.a.r,do: 

M > 5 IJ/0 ,'J > 101 

d) Foltma ~o~ pa:ta lc-6 dato~ de ent.'ta.da: 

SEC. TARJETAS For:u.IATO LVFCR..'.!AC;(\! ------------------
1 (I5,2F10.0) ,1.1, DE!...T, PERIC 

2 

r 

(8F10.0) A{I,Jl, le~ e.lementc.c, de 

la Pia..t..':.z: . .c,e dcut -'tC.·l~Z.6n 

PG'-'t t¡_¿,:; ¿én. E '!¡JtC.rt h~ ¿a . .'l 

taJtji:. ._.:;.! qLLe ,.e, ,:a.;: I!C.C..Z..'l a.

~.ia-6 



1 

\ 

-3 ( 8 f 1.0 • o) 
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·X(7,J), e! p4ime4 yato4 

co44eAponde a !a cond~

ción in:.ic~a! de ta¡ va4ia-
l -· ) . 

bte independ~en~e 

------------~---~---~----------
o~Jr..0-6 paqu.e.te.-6 de da.to-6 (opcional) 

. ' ¡-

·TARJETA EN BLANCO,¡at 6~

natiza4 ~oda !a ~n~o~ma--
1 

c.ión ' 
¡ 

e.)Viag4ama de b!oque-6: ' 

· .. , 

UaP<. ~ ~ubltU.

tillllEXPM4 

tva.lu:vt u 4olu 
ci6rt ~cL't4 torúi4 
l.a4 va ~. trt el. 
pwt.to .t. . 

Fig. 70.5 Vlag4ama de btoque4 del p4og~ama pt~nclpal 

1 



gentJUVt rm-
tlli.z went.i.
dad 

eva..iua-\ nuevo 
U:tmino de lJl 
6ellit 

ag•eq'L\ rtuevo 
tl!tmutoala. 
HILÜ 

11 

F,tg. 10.6 V,ta.g,'ta.;ut de. b.toque.-6 de. Úl ,~ubtr.u.:U.na 

EXPMA 
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6l Li-6 ta.do: 

e PRCGqA·•a F~RI RLSCLV(q ~ISTE~as DE ECUACIO~ES Olf[~[~CIAL[S HQ~OG~. 
e hEAS C 'ti~ ARIAS CE P~t•~'! rFIDE 1 
e SIGNtflcACC O[ LIS V'~laqL(~ [1PLEAOAS 
e H•CA~TlrAC CE E~CACI1~ES a¡rERE~CIALES 
e PEA!O•~AGh!TUO OEL I~T[qVALO CE !~TEGRACIQN 
e OELT•F~PACIA~lEsTO E•TQr VALORES DE LA VARIABLE lNO[PE~OI[NT[ 
e A•~ATRIZ 0[ CCEFICIE~TES CONSTA~TES DEL SISTEMA Dt ECUACIONES 
e XCt,~)•CO~OIClOhES l,lCtALES 
e X•SQLUCIQh[S CEL SlSTE~I 

DI~[NSION AC6•6l•EXP~Ce,el,XClOt•6) 
C LECTURA DE DATOS 

t REAC(5•10Q) ~•DELT•PtRIO 
lf(l') :1·2•3 

1 CALL [r¡T 
3 RN•PEIIIC/CtLT 

II•Ril + l 
HPl•ll+l 
DO 4 18 11" 

4 R[AQC5•~0C) (A(I•Jl•J•t,M) 
R[A0(5•<0C) (X(l•J)•J•ttMPt) 

e l~PRESICN O[ DATOS 
WRlT[(6d00) 
DO 5 l•t•~ 

' WRITEC6t4CO) (A(t,~J•J•t•~'J 
WRITEC ~·SCC) 
WRITEC~o40ül (XCI•Jl•J•t•IIPll 

e LLA~CO tE suPRUTI~A PI-& OBTE~~q LA "AT~lZ OE TRANS!elON 
CALL E~P~IC~ELT•~•AtElPOl 

e UBTE~Eq Ll SDLUCIO~ 
UD 9 1<"2•11 
00 7 ~·t•W 
XCI!,~+! l•G,Q 
DO 7 I•2•~Pl 

7 X(K,.+t)s•C~•J+ll + EX~QCJtl•tJ•XCK•lll) 
XCII,tl•JC~·t•ll • DELT 

9 CONTl!>'IE 
e l~PAI~I~ R[S~LTADOS 

IIA!TEC6•6C~l 
DO 10 t•l •N 

lO hRtTEt~,4~0) Cl(f•J>•J•t,~Ptl 
e LLAUIC1 CE S~BRUTI~- PIRA GAlrlCAA 

CALL G~artCX•~•~Pl) 
liD TQ 1 

e FOA~AT~5 ~( LECTUPl E JwPA[SIQ~ 
too rcnY&T cts.2rtc.o> 
'oo ro~~·r certc.o> 
100 FCR~lT Ct~l•~C/)•!5X•44~Ll ~lTqtz DE LOS CO[flCIENTES DEL SISTE~A 

ltS•II) 
400 FCR~IT Cl•tS• óCEl2•S•l~ll 
Sor FDRI'lT (4(/)olS)I29HLl$ CCNOICIONES INICIALES SwN•I•l8X•6HTJE~PC•t 

t0Xo4HXCtl•lii·4~XC2l•ttX•I~JC)¡,ItX•4HX(')•1lX•4HXCSl•/1) 
600 FOR~AT C4(/)•ISX•l4HLA SOLuCIO~ ES•I•l8Xt6HTlE~PO,IOX••~X(l)•liX•4 

lHXC2)•liX•4HXCll•llX•4Hx(•J•I1•,4HX(5)•//) 
tNO 

Fig. 10.7 ~..-i.-6:ta.do det pltogJta.ma. P"-Útc.-i¡::a.l 
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$UeRCUT!NE E~P~A!CELTowo4o[XP0) 

e ~lPHLTI•A PAqA ORTE~~R L4 ~~~~lZ ot TRANSICION (SbCIADA A UNA MA• 
e TRll C•J-OqACI 
e ~~~NTrlcACC CE LAS V'RIIUL[S [~PLEAOAS 
e OELT·~~~~IT~C C~ lCS T~CRE~E~TOS DE TIE~PO 
e ., • o ,, e ¡- ~ u L a ~ a 1 h il · 
e A•~ATRil C[ LA .UE S~ rrSEA LA ~ATRlZ DE TAANSICION 
e LPS•CPTTE4!2 DC CO~VE"r.~~C!I 
e C~I•~ATq¡z ICE~TIClO 

e lXPc•~ATRIZ C( TRl~SICIO~ 
e CN•CC~T•DC~ OE JT(~I~TC~ES 
e OIV•fACTORIAL DIVISO~ 
e U•~aTRIZ 1 ELE~ADA 1 Ll POTENCIA N 
e X•~aTR!l PRCCUCTO AB 
e T~f~•fS~ACIA~IE~TO OE TTE~PO ELEVACO A LA POTENCIA N 

OI~(,SICN AC6o6l•EXP~Ceo6loCMA(6o6l,BC6•6),X(~,6) 
[PS•CoCCCCI ' · 

e ~E~E~•R warRIZ lOENTtoao 
110 ) T•toW 
OC 2 J~¡,w 
¡r(¡.ro.Jl ao ro 1 
Cl>ll(f,J):~,J 

uC TC ~ 
1 C~A(IoJl•loO 
2 CC~HH''t 
) '-C"TH•Jr 

e oeTE~E~ LCS PRl~fRCS TER~INOS OE LA SERIE 
LC 4 l•tow 
LC ~ J•tow 
t~PCCI•Jl•CuA(Io~) • ~CI•Jl•DELT 

O ts(!,.l~J(!oJl 
h[~;•CEL T 
c~·2·C 
l.h•I.C 

e uOTE~rq LOS TER~INOS RESTANTES 
'.1 ~.IV•C l'I•Ch 

T N [ ~ • T •¡ ( W • C EL T 
C~LL ~IIL T~&(lo6ol'o~•·~•ll) 

00 6 1"1•~ 
LIO 6 J•l•~ 
UC!.~l•dloJl 

6 C~ACToJl•CxC!oJl•T\E~liOIY 
lfCC\olE•e,o> GO TO 1 
A~ A X • e '1 1 ( 1 • l l 
LiC 8 l•t • ~ 
110 7 J•l•" 
lrCA~Srcuac¡oJllolEo~AS(A~Alll) QO TC 7 
AIIAX•e••J ( 1 oJ) 

1 CC~T 1~ 1 !E 

e ce•, r ""'f 
e HE n sAo e e t.J r R ~~~e u 

lrCJ~S(JUAXl•LE•EPSl GC TO 11 
9 [;C 10 le¡,v 

LiG !C J•l•~ 
10 lXPC(l•Jl•[~POC!•Jl + CI'ACI•Jl 

lf(C~or.T•2Col GO TO ll 
t~·c~ + leC 
r.O TO '.1 

ll kETURN 
[NO 
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1 O. 3. 4 E j emp :'..o 

La Aephe~entac~án med~ante va~able~ de e~tado paAa el 
~i~tema mec4n~co de la 6~guAa 10,9 e~: 

. 
X¡ • S 1 
. 
x2 • s2 
• 
S¡ • K (X 

1l¡ 2 - X¡) 

. 
s2 a illl.. - BS K ( Xz - X ) 2 - 1 

Mz M¡- Mz 

K 6 (.t) 

.._...,0~_ .;;:;,.. ..... _/-· ---~0~_..::;/-., .~;.,~ ...... ~;>'-//. .... _ .--;/-/~. ____ __.;.x __ __.;x ____ ~~x-; -.'::--· .':"'~----;..:-_· ~ 

F~g. 10.9 S~~.tema. mecánico del ejemplo 10.3~4 

VeteAm~ne la Ae~pu~td ¿¡bAe del ~i~tema ~i: 
.\17 • 1 

\f2 = o • 1 

,( = 0.9 
B = 1. 5 

·'o = o. o 

tn "' 1 o. o 
x 1 (to) = o. 
:;; 1 ( to) = 1. 

x2(to) = 2. 

s 2 ( to) = 1.5 



Toda.-6 iah' un..i.da.de.~ e.-~tL'in dadcti.J en uni.da.dc~ de.t ~L'ltl2.mct 

MKS. Con.6ide.~e. ~omo ~aii.da.4 de.i .6i.J.Jte.m~ ia.J.J ve.to~i.dade.J.J ·U io6 
de.-6 pt a.za.mie.ntoJ.J. .:--

• SOLUCION 
.---' 

Z3Z 

TABLA 1 o. 3 Vato4 pa.~a e.i p!tobie.ma de.i e.je.mpio 10.3.4 

M= 4 

PERIO= 1 o. 
/ VELT= o. 1 

o 1 o o 
-1 o o 

A = o o o 1 

9 o -9-75 o 

~( 7, J) -= ~ o 2 1. sJ 
TABLA 10.4 ReJ.Juita.doJ.J de.i p~obicma. de.i e.je.mplo 10.3.4 

! . 

-~ 
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LA IIATA1l CE LC:S CCHI;U:NTE$ DEL SISTE:wA ES 

o. oSOOOU+Ol O o o. 
•.•1 OOOQE+OS o-.· •10000[+01 O• -
o. o. O o olOOOOE+OS 

.IIOOOOE+OI o. ·•90000[+01 •o15000E+02 
.___-

LAS CChCIClD~[S lhiCIALES ~QN 
TIEMPO Jl(l) XC2) XCJ) XUJ 

o. o. •10000[+01 o20000[+QI 

LA SDLUC!ON ES 
T!EICPO liUJ )1(2) XCJ) liCU 
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• ·, 
• 
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o9IOOOE+O 1 o28l80E+OI •3:384[•01 •261l2E•01 ol0122[ 1 00 
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' 
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/ o!OOC.lE•C2 .;11124[+01 ··75923[•01 o21'42<;¿+Q1 oii68SCE•Oi 
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• oo.,::;;;o•• 
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10.4 Solu.c..i.ón de. S-i..6.tt•ma..6 de. Ec.ua.c.-i.otte-6 lU6e.ILe.ttc.ia.!.e..6 Lúte.ate.-6 

No Homoglne.a..6 de. PIL-i.meiL O~tdett 

10.4.1 Obje..to 
Ob.tene.IL .e.a. Joluc.ión de. 

le~ no homoglne.a.-6, l-i.ne.a.le.-6, 

de. Va.~a.c.~6n de. Pa.IL~me.t!Lo-6. 

.6 .¿,~ .tema.-6 de e.c.tutc.-i.o ne-6 d-i. 6 e.]z.e.n c..(. a.

de. piL-i.me.IL o!Lde.n me.d-i.a.n.te. e.e.j método 

La. 1Lep!Le.6e.n.ta.ci6n en 6o!Lmc ma.tA-i.c.-i.al paiLa. e..6.te .t-i.p~ de 

o 

X(.t-) = A X(.t) + ~ Q(.t) 

X(.t0J = ~ 

l 

~ 

·1(10.16) 
i 
t 
! 

1\ 
' 
1 
l 

·donde. U(.t) lte.p!Le.6e.n.ta. .e.l ve.c..toJt de. en.t!La.da..6 ex.te.Jtna.-6 _.6J.. ~e. h.a--
b:ta. :,de. ~Jte.»L-6 61-.6-i.C.0-6 •. 

'Oc.b-i.do a. que c.uando .6e. mode.ta.n .6-i..ó.tema.-6 d-i.n~m-i.c.o,~ t-i.n.eale-6 
i 

la..6 .6a.Uda..6· no .6-i.emp!Le c.o!L!Le.6pcnden ct la.-6 va.;U:.a.ble.-6 e.mp_l(ea.da.-6 

e.'n la.-6 .. e.c.ua.c.ione.-6 d-i.óe.ILenc.-i.a.le.6, en 

ta. !Lep!Le..óen.ta.c.-i.ón c.omple..ta. mediante 
.6 .i..6 .tema.· ~t-i.ne.a.l, la. c.ua.l e.6 : 

• 
X(.t)c·A X(.t) + BU(tl 

~ (_.t 1 = ex ( .t l + v·u ( t 1 

e.6.te p!Log!La.ma .6e. c.on~ide.!La. 

'Jct!L-i.a.blu de e.6 .ta.do :de un 
¡ 
1 
¡ 
t 
j . 

i ¡ 
!(10.77) 

donde. Y(_.tl ·Jte.pJr:e.6e.nta. e.l ve.c..toiL de .6a.l-i.da..6 del .6.i.6.te.ma..· 

1 O • 4 • 2 Ml.to do 
El método de va.IL-i.a.c.-i.ón de pa.Jtdme.tJto-6 c.-!. .ta.b.tec.e q u.e~ .e. a.. J.J o

tución del .6-i..6.te.ma. de ec.ua.c..ione.}.¡ d-i.óe.Jte.nc..ia.l~ l.inea.le.6 (10. 171 

.ti. ene po!L .6 o.e.uc.-i.ón: 

X(t) al§_ !!_(a) da (10.18) 

't 

1 
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do "'d" 0 a. ma.:t" ;z ,A_(.t - :t.O) o + . d + . "6 ' '. "d 
, • .:. .(.. ''A. .... e.~ .(..a. ma.o\.JUz e o\.lta.rt~-<.c.-<. r:. ae.¡l-<.n-<. q. 

-

en la. 4e.c.c.i6n 10.3.2. 

Polt lo tanto la ~oluc.i6n total ~e.lt~ la 4uma. de. la. ~e6pue.~ 

ta. debida. a. la.~ c.o~tdic.ic ;u!.-~ inic.iale.-6 m~-6 la. lte.-6 pue.~ :ta de.bidtl 

a la.~ e.xc.itac.ione.-6 e.xte.Jtna.-6. Pa.!ta la pltime.Jta pa.!tte. de. la -6olu

c.i6n .6e di4c.uti6 .6u obttnc.i6n e.n la. .6e.c.c.i(n 10.3.2. 

Vado que. e.l p!time.Jt tl!tmino de. la ·.6oiuc.i6n .6e. e.va.l~a me.•

dia.nte. una e.voluc.i6n de. e.~ta.do-6 a. inc.Jte.me.nto-6 iguale..~ de. Ue.mpo, · 

1 la. 4 e.g un da p a.Jtte. de. la. .6 o luc.i6 n: 

\ t ~ ~ 1 t -/o 1 ~ !! 1 o 1 d o 

j:to , ( 1 o. 79) 

ta.mb.i ~n .6 <?. e.va.lu.atz.~ a inc.tz.e.me.nto-6 igu.a.le.-6 de tiempo. 

Pa.lta. poden e.valu.alt la exp.'te..~iSr. (·7 O. 79) me.•{i.a.nte.. -fu c.cr:qJu.

ta.d o-~ a -~ e. tt e q u.i e.ne. dL~ .:.-'Le. t.{. =a.n e.t v ¿ c..t otz. de e. .. L.tt:. a. da.-6 · ~ í .t;) , a--

ptz.o x.Cmando C.(lda. e.ntnada u. ( .t J median. te. pu.i.~ o~ · o ,'Lec.ta.-6 

c.omo .6 e. mu.e.-6 t.~-~a. a c.ontinu.ac.i6n: 

u.(tl 

i 1 M. l:!.t. l:!.t i • '• • 

' ' 
1 111!..-_: ~ ,L_ . 

.....l...- • . ---;?"' 

(al ~(b) 

u.(t} 

i 
i 
! 
! 
1 
1 

t:.:t: :t¡ M 
i l - 1 ¡ 

¡~'~ . .e_,· 
1 ' 

b} IZ.C C; ta.6 

-

En e.l p~~~ogtta.ma 4e. ap!toxima la üu.nc.i_ér. u.(;t} me.d.i.an.te. he.c.-

ta-6, la-6 e.c.u.ac.io a e.~~ ne.c.e.-6 ciJt.{a.,~ ~-v:.a ta. e.v.;.ú.:a.c {.6n dr.. ( 1 O. 79 J .6 e 

de_,~alttz.oil·liL a. c.on.U.~tuac..[6n. 

S e. a l a S wt c. .i. ó n u. ( .t l 11-w 6 .vw da e. n .t. a 6 .: 9 :.v:. a. 1 O . 1 1 : 
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u. ( .t) 

u.lcr) 

......, ... u.(.t) 

a 

i 

F.i.g. 10.11 Fu.n c.i.6n u.(.t) y ~u. apJtox..i.mac..i.6n mediante 

u.na Jtec..ta' en el in.teJtvalo .t0 a t 0 + .t 
. ' •' 

S~.,de~ea evalu.ctJt.la e.xplte~.i.6n (70.79) pelLo: 

\t J e. A (t - a ) B ~ ( a ) da 

t.o . 

10.11 ~e d b~ eJt.va 

u.( a) g 
u.l.to + 6t) . -

6 t 

qu~!..: 

u.!:tal 

-Aa e -

+ u(.to} 

:( 1 o • 2 o) 
' 

B ~(a }d cr :(70.27) 

110.22) 
¡ 

4 ub.6t.i.:tcqJendo ( 10. 22) en (10.21): 

~
l!..t 

A tJ.t. -A a e- e-
o 

8 ~ 1 .t o + ' t..t l 

t. t. 

(( 1 o. 2 3) 

/ 

'¡ 

l 
\ ! 

i 



' 

• 

/, / 

emp!c.a.ndo ta. ~ ig u.ie. rde. 1te.ia.c.i6rt: 

-Acr I A a A2 2 3 . 03 e. - = + a A + 
~~ ~ 3 ~ 

en to.~ t.~•w1ÚW.6 e.nttte. c.ottc.he.t.e..ó .óe. Ue.ga. a.: 

A e- + •• .- + An(t,t.)rt+2 
( n+ 2) ! · 

(70.24) 

(70.25) 

= I ( t,t_) + • • • + A n ( t, t.) ( n + JI + ••• ( 7 O • 2 ó ) 
(n+1)! 

Pa.tta. .ta. e.va.iu.a.c.i6n de. ia..ó .6Vtie..6 (70.25) y (70.26) ta., c.cw

lida.d de. -té:u;¡{no.6 a. e.mr.te.a.tt éie.pe.nde.ttc.í de. .ea. e.xa.c..tit.uci de.ó e.a.da. 

Se. óija. u.n c.t.(:te.Jtio de.. cor~vvr.ge.I!C.ia € :ta.t qu.e .~¡ ~ Jte.ptte,/~e.n:ta. 

a. ta. ma.-tttiz de. la. ~e.ttie. 1 10.25) y W ata. ma.t.ttiz de. ta. .óe.Jt.{.e 

t10.26), ~e c.u.mpia. qu.e: 

l z~~+ll -<.j 

l w~~+7) -<.j 

z ~ ~) 1 < t pa.tta. t. o da. -i.j 
-<-j 

- w~~) 1< € ., pa.tta. t.oda. -i.j 
-<.j 

(10.27) 

'Como ia./s .6eJtie.6 (70.25) y (70.26) .óo.to de.pe.nde.vt de..t e..ópa

c.-i.amie.n:to, .6e. :te.ndttán que. e.va.tu.att u.na. .óoia. ve.z. · 
En e.t ptogJta.ma. patta. ob:te.ne.tt .ta. tte.iac..tón (10.24) ha.y qu.e. 

eva.iu.a.~~ e.t ve.c.:tott de. e.n:t:z.a.da.-~ ~(t.) e.n ca.da. u110 de. io.ó pÚn:tc.s 
.. ( ..... 

en que. .6e Jubdivide. e.t int.e.Jtva..to de. ~nt.e.9tta.c.~on. 

En :t~Jtmino .6 g e.n e.:r.a.ie..ó e.i p!t,o c. e./~ o a .ó e.g u.iJt e..6 : 

G) e.va.tu.a.Jt la. ma.:tft_{.z :'e. :tJta.n.ó.i.c..{.6.1· e~( te. :ti 

0 
0 

2 6) 

ob:te.n~Jt .ta. Jte.6pu.e.~:ta. debida. a. ta.J 

ie..ó pa.Jta. :t . . (. 

Jte p .11. e.~ e.n-ta. e..t e..t e.rrl e.r: .tu : , . c:e. .(a. ¡;; a.-t -'t-i.:: ... c. o mp u. e~ ta :.:e ~~ , 
la. .ów¡¡a.:toJtia .de. "n" t'~/~LJ,1_t:Áo-~·. 

.. 
'i;. 

/ 



0 
0. 

"1 ·. ~:-,, ~· '. ¡) 
-

ev~lu~~ U(t) en t. y t.+
1 - /-<.. -<.. 

obtene4 l~ ~e~pue~ta deb~da 

' . ./ 
. 
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te~n~~ medi~nte l~ ~el~c~6n (10.23) l 

0. ha.ce~ -~=~+1 y ~eg~e.6a.~ aL pa~o G) h~t~ b~!Or)e.~ to

do el ~ntettv~lo de út·te.g~t~c~ón. 

10.4.3 Ve~c~Lpc~6n del P~og~~m~ 

a.) SubJtuün~ ~e:que~~d~: 
! 

SUBROUTINE EXPMA(VELT,M,A,EXPO), ob~e.ne. l~ m~t~z de 

t~~n~~c~ón. Con.6ult~lt ~ecclón 10.3.3. l 

SUBR0UT1NE !NTPE(VELT,M,A,SUMA), ob~e.ne l~ m~~~z de 

la. ~elt~e (70.26); e..6ta exp~e.6~6n .6e. emple~ pdA~ eva-
.. ' 'l -- ' 

lu~~ t~ ~e.6pue~ta deblda a t~-6 e.xc.~taclone-6 exte~n~ 

SUBROUTIUE !NTRE(_VELT,M,A,RECTA), ev~lu~ l~_e.xpllle.6ión 

': 'da.d~ po~ la .6e.~~e de. ea ecuaclón tJ0.25); e6~~ ¿x--
• • 1 

.... _~P 'te.6~6n .6 e u~ll.~~ pct~~ c~tc.ula.~ l~ ~e..6pue.~ t~ debld~ 
' 

~ la.-6 exc~t~C.~one-6 exte~na,~. 

SUBROUT!NE MULTMA(A,B,N,M,L,X), ob~ene el p~od~c.to m~-

t~c.la.l AB. Con~ult~~ el c~pltulo 2. , 
1 

SUBROUTI ·~E G :AF! (A,N,M), 9!Lct6~c~ l~ ~oluc.lone-6 ;del~ 
' : 

v~~~able-6 deperid~en:te-6 y de l~ ~e.~pue~t~~ d~l ,:;~.6- , 
1 

tem~. · Co n.6 ult~~ el c.~p.ltu.lo 1. .: 

SUBROUT!NE EXCITA(T,F), ev~tu.a. el ve'2.tOIL d-e en.tJtla.4~~ _-

~(t) en el ln.6t~nte t¡. 
b l Ve~cupc-<·.ón de !~.6 v~~¡a.ble-6: 

P~!La. la. .6ub1Luün~ !NTPE: 

J)ELT 

M 

A ( 1, J) 

EPS 

SUMA(I,J) 

CN 

V! V 
TNEW 

CMA ( 1, J l 

e.-6 p~c~~m-i.ento e.n.tiLe. lo-6 v~lo1Le..6 qe la. 
¡ 

VaJÚ~ble ú1.dependle.nte. -, 

ca.n~d~d de e-cu.a.c.lone.-6 d.i.ne.JLen.cútle-6 

m~t~lz de coe6lc~ente..6 c.on.6t~nte~ del 

.6l.6 tem~ de e.cu.aclo ne~ dl 6 e.~enc.l~le-6 
c.~te~lo de conve~genc.la 

mat!Llz Jt.e-6 u..tta.nte. de .e.v~.tu.~IL .t~ .6 e!Lle 

contadoJt. d¿ lte~~c.~cne.6 

6acto!Lla..t 'd-<.vl~ oiL 

lnc.ILemento de .t~ v~Jtla.ble lndependlente 

e.tev~do ~ t~ poterici~ "n" 

matJL.i.z ide;'l.tidctd 

/ 

• 



( 

B(I,J) matniz A elevad~ a la pote.nc.ia "vr." 
' ' 

X(I,J) ~atniz ne.4ultante. del pnoduc.to AB 

Pa~a ta ~ub~u~na 1NTRE: 
VELT 

M 

A(I,J) 

RECTA(I,J) 

CMA{I,J) 

B { 1, J) 

X{I,J) 

· EPS 

e.apaciamie.nto e.ntne. lo6 valone.4 de la 

vaniable. independiente. 

c.antidad de. e.cuac.ione4 di6e.~e.ncia.le..6 

matniz de. e o e 6ic.iente4 del ~ L6 tema de. 
~ ... ;-._, 

e.cuacione.~ di6e.ne.nciale.¿ . 
matniz ne.~ultante. de. e.valuan la ~e.nie. 

matniz identidad 
mat.'l.iz A elevada a la pote.ncia. "n" 
matniz ne.~ultante. del p~oducto AB 
cnite.nio de. conve.nge.rtc.i(~ 
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TNEW incne.me.nto de. ta vaniabie. inde.pe.ndle~t~ 
elevado u. ta. pote.nc.ia "v:" 

CN c.ontadon 
VZV 6ac.tonial divi~on 
Pana la ~ubnutina EXCITA: 

T valon del in~tante. de tiempo, en e.l c.ua.l 

4e de~ea e.valuan la expne.~i6n glt) 
F( 1, 1,) valon de.l pnime.n ne.rig.Zén de. la e.xpne..6i6n 

U(t1 en el in~ta.nte. t. - ·- ..(. 

F(2, 7) valon del ~e.gundo ne.ngl6n de-la e.xpne..6i6n 

U(t) en el in~tante t. - .{. 

vá.lon del te.nc.e.n ne.1tgt6.1. de. la e.xpJte.,~i6n F ( 3, 1 J 

U(t) en el in.6ta.nte. t. - . .{. 
F ( 4, 1) valon del c.uanto tte.nglón de /ld e.xpne.,~i6vr. 

U{t) en et in~tante. t. - . .{. 

F ( 5, 1) valon del quinto nengl6n de. la e.x~ne..6i6n 

U(t) en el in.6tante t. - .{. 

Pana el pnog~ama pninc.ipal: 

M cantidad de. e.c.uac.ione.~ di6e.ne.nc.ia.ie~ 

N 

~S 

NU 

PERIO 

c.antiáad de. 6ubútte.~'tvalo~ e.n que !le d.<.vi
de e.l inte~valo de i~tegnac.i6n 
cantidad de ,~al-i.d~.H áe..f. ,~¿~tema 

c.an:t.A~dad de e.nt.'l.ada.5 d.e.t ,~¿~.ce.ma 

..i.nte.nvctlo de. in.te.·gJt:tc.{.é,t 
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~ELT magnitud d~ lo4 4ubinte~valo4 de integ~a
c.idn 

~(I,J) 

B ( I, J) 

C(I,J) 

V ( I, J) 

X(7,1) 

X(7,J) 

X(I,J) 

Y~(I,J) 

SUMA (1, J) 

ma.tJL.i.z A d~l 4i.6te.ma de e c. ua c...( o n e.~ 
' 

ma~..iz 8 del 4.üte.ma de e.c.uac...ione.-6 
( 

mat!L.i.z e del 4..i.6te.ma de é. c. u a u o n e.l, 
! 

mat!L.i.z V del 4..i4te.ma .de ec.uac...io n e.~ 
c.ond.i.c...i6n lnic...ial de la va~..iable. ~nde.pe.n-

1 

diente. i ' l 
l 

c.ondic.ione4 ..in~c.iate.4 pa~a c.ada ura de. 
la4 va~iable4 depe.ncUente.4, J > 1 l 
4oluc.i6n del 4..i~te.ma de e.c.uac...ione.~ 

valoiL de. ta~ .6 aiida4 del 4 ill tema. ~ 

..in.te.g~al del tl~m..ino c.on.6tante. de.. la e.
c.ua.c.i6n de..; 't.a: ~ec.ta empleada pa~a ap~o :x.i-

maiL ta. .e.n.tlt.a.da: 
RECTA(I,J) integiLal del: tl~mino va~iabl~ de. la e.c.ua

c...idn de. la. ~~c.ta empleada paiLa aplt.ox..i
maJL la en:tJr.ada 

SHOM(I,J)· lloluc..i~n de.t .6..i4tema debida a lM.e.xc..i.-
.tac.io ne.4 ~xtelt.na4 

Y(,I,J) valoiL de ta en~ada en el inll tan.t~ t. 1 ¡ .(..-

PENV ( i, J) pendiente d~ t« Jr.e.c.ta empleada pa~a ap~o-
¡ 

x.imM la entJr.ada ¡ 
; 

RE ( I, J) vaJr.iable. de Jt.eemplazo 
F ( 1, J) vaJr...iable. de !Le emp tazo 

c.) V.i.me.n-6 io ne.ll: 
La p1Lopo4ic.'i..6n VIMENSZON del p~og~ama. p!Littc.ipat y de 
la4 .6ubiLutútM debe~ á mod t.ñic.a~-6 e cuando: 
N > 100 y/o M ~ 5 y/o NS )" 5 y/o NU > 5 

Si lle modi6ic.a la ixte.n.6..i6n de M, debe~dn mod~6ic.a~-

4e. lo4 a~gu.mento4 de la 4ub~u.Una EXCITA. 

d)Fo1Lmato4 pa~a. lo4 dato.6 de ent~a.da.: 

SEC.TARJETAS FORMATO ZNFORMACION 
1 ( 4 15 , F 1 O • O ) f, 1

, N, .'-1 S, N U, PE R I O 

2 (8F10.0) A(I,J), lo-6 elemento-:, de 
la. ma.tiL..iz .6e dan ~e.ngtón 

po~ ~e.nglón. Emplea.~ tan-



3 (8F10.0) 

4 (8F10.0) 

5 (8F10~0), 

6 (8F10.0) 

-
2 

,,.. 
-tL. 

.ta.6 .ta.tr..je'ta-6 c.omo -~e.a.n 11~' 

c. e.6 atr...ia.6 

B(I,J),-.¿gua! que ~a.~a !~ 

ma.ttr...iz A 

C(I,J), .igual que patr..a ta 
ma.ttr...iz A 

V(I,J), igual que patr..a la 
ma.ttr...iz A 

1' 

X ( 1, J l, e.l p!timetr.. vci.f..ott iz. 

be c.oJtJte.~ponde.tr.. ata c.onc'vt. 
c..i6n .in.ic..ial de la vatr..ia-
ble .independiente.. 

o.ttr..o~ paquete~ de. d~.to-6 (opc..ional) 
' . ------- ---------- ---- ---- -- ---

n 

e.)Viagtr..ama de. bloque.-6: 

TARJETA EN BLANCO, a..t ¿.¿;;~ 

l.izcttr.. toda la .¿n6or~.ma.c..¿é¡L 



/ 

.úu(aqa. 't 4 (. 
(4 m'ittiz O 
u nu.t4 -

\ 

ob ten2-11. (4 6 o l.. 
pll'ta (a. pMU. llO 
hcmo~. de e.ai · 
V(l.lt, r·~ e•ÍO, 

..----.J 

obtiZJt~' C.a. 4ol.. 
pllllll .ea pll'l.te. 
homog. de. w 
IIIVl. de. e.do • 

ob.t..n2-11. t.a. JtUpu.u ta totAl. pa 
Jl4 l.IJ.l VM. dC 
e&tAdo 

NO 

obten« lo. 4ot. 
puAil (44 4II.Udlu 
deL 4-ÚteM~. -

.ilrrp!Wrtilr.. u.-
4u.Uado4 de. 
11411.. de. e.do. 

tt.arnu 4 u.b'IIL
tuta GR>\FI 

.ilrrp.uin<: lt u.-
4u.Ua.d04 de. 
(44 4 ali daA 

Flg. 10.12 Vldg~dmd d~ bloqu~~ d~l p~og~dmd 

punclpdl 

1 

~ -
' 



\ ' 

gene·uv1. nLLt· 
vo U'!mÜto 
dt t-t 6U!.it 

ag ~CgtVt I'II.LtVO 
U/fr'li.ttoaút 
6UI.it 

-' 

F~g. 10. 13 V~ag~ama de bloque~ de la ~ub~ut~na 
INTPE 
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... .: ~ 
gwua1t. 1tue
\10 tlitmUtO 
dt la 6.:.-'t.ü. 

49U9<'111. PILIIZIIO 
.t.l./rlrliiloala 
4CM:t . 

Fig. 10.14 Via.gJta.ma. de bi1..1qu.e.6 de ..e..a. .6u.bJtu..Una. 

INTRE 
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6) Li...6.ta.do: 

e PU'Jf•"'·''¡, r:.'A ~l"Lil Ar ~t~H r••¡ pli¡AI!TC~":; L.JIIr~t(!l rr¡ lJ'!A CO~lPUT.\• 
e.-·. D·~"A r·r¡;rr·~ :¡WtA··rr: 'L 1 ~~·:."' :JL ~~rl!AtiCJil uc_ rA!u··c.Tno;; __ 
C S[I:'.:.HttA['I' n. Llj Oo'I•\''Lfl [ 'f'LLAlh~ 

.. e r•ac;,r·rt::-.•o .Jt rcL:.\C:la::(s ~.:tr(P!: .. ct~LES . 
_c ___ __t~s(;,r,TI.,,\iJ ¡¡!. "MTE::. C.'. <;y( SL !iU:!OI.VICE.~u..I!Rll.lLO...DLl111[C.RA• 

e uu•¡ 
e PIS=UI!Tlr'l.\1' f)[ 31L ri:'~S 

_c._ __ t!U=Cf'l!iO:.~ DC C:.'r!~AC,\1 

e _ PE"l'·=•·f1r,.¡'T'Iv ¡>~~ tr·rcr;•,.,LJ ;:r Ir¡T(GRAeiO•r 
C . OELT:"Ar,rr¡"Jn ~( L,~ S"Ut:,Tl"<'·L"~S 

_C, ___ A:",¡Trtz .A CfL Sl:i'L'',', n: r::•t,Cl':'·.E:l ___ _ 
e pc·· .. r,rz o .:·~L :;¡;•e•·;, ~·F: rc·•.:rD .fs 
e Ca"AT,;rz e ;¡(L SljTL"A 1•!': rc·rlC I'l.,Es 

__ e_. ___ O= '1\T~Il D :J[L SI.Tl''A D!:. F:C'Jt,Cl~.¡f:;¡ _________ • ______ ----------
-e---- X(l, IJ=CtJ'I~lCI'J'• l''H PL ;..~ LA VAiliAALE lll[IE.Pt:•r;>IE''H 

e __ ~(I,J):Cot;"'IU:-l'.ES l•r¡r.gu::; 
__ c.__ ___ )(::rr.OL\'Cln·¡ f'6i>A L•\~ "·\"l~uL.ES f'L EST~Ot:' 

e YY"VA1.1''1 or Lf,~ ~I.!_I:>;,o; 

e S·l'1' 1er:r:;ru<':¡Tt. ;f~lTC' A L.:.S rx~ IT ;.C'IOI¡r:¡ Eli'Tn~P~AS 
--'--E~'''): IATI'llZ ~E J'>;,··~!CIU'I- - ----- --
- e __ su·•A=rrtr~c;PA¡ re v ""'~TE: e J' sTA••rE: re. L.~ rc:rrAC:I('U or L4 RFCTA 
_ e __ F!(C:TA:t ¡T(r.R4L. C(~ TFF."I'IQ ·~~~TAI11.f ["( L~ F'C:IJAClOij O[ LA RFCTA 

_e __ -- Yall.\1 I)D 1'1( L.~ r:.TrAD.'. r•¡ '"L T',5TA,¡T( TCI-1) 
C r••rA( oJ., N. I.A ,_.,r.¡~:¡h r.¡ ~l TI,5JA,,TI: T( 1) 
e P[•r['lerr:r"lf'.¡TE :,; LA ~t:'CT.4 

__ C ____ ."F"I:rf.I'TtC·I•v _ílJ:: COLU~"•A;i C•E¡._ Arr~E:j,LO_r•ATf!~tiAL X 
___ C P(li'IATo¡z 1'( n!;:L"PL4Zu 

o(•i(r,:;Firr A e¡;,"> ~srl); o); e e~. fo ,~ 6 Ct.;"b)";Y ft 01, f>) ,E:YPO(h• f>) ,PFC'A (u• e. 
tl ,su:·o\fr· 1 t.o), 1 10 :Co,ól, Y(b,b),Pf:rl'l(6 1 to) ,PE(f>,6J,f'(ó,t>l, YY(IOI ,el 

li'!'"S _______________ ------- _______ _ 
r .. =" -_--C :- LEC TI''! A n¡; :>ATO:i 

____ t ~~~~¡r;:~~~) ~l_,:¡,_ll~,rru,Pf.RIO --------------- ______ _ 

2 CALL rvp 
] •l:" 1 :•'+1 

DO 11 r=¡,·r 
4 R(AC(l",ISO) (~(I,J),Jci,M) 

no ~ I = 1, •' -- - -- -
5 PE~·l!(I•>,I~~f ("Ci~.f);J:¡;;¡,j -------

IFCrt~.r·¡,~) r,,:¡ T•) 71 
oo t> ¡:¡,·;o; 

------------

---- "1» -RE:·~' 1", 1 :;n, cr. e 1 ;:n;Jsi ;o;·J 
DO 7 I: 1, r: S 

----------------- ---

---- '7 p[A('(Io,I'S"l (I'(I,Jl,Jcl,•¡•r) 
-~t- A(M•I l" 1 1 'l")- {r( 1 ;Jl ,J!-1; ,lf'lf' 

C lMf'Pf :l!ll'l nl DHrJS 
11RITF (!.1,200) 
1io · il i= 1 ,., · 

11 wRITE(!,t,Z'iO) (~(I,J),J:t;••) ------ --
----~WP.TTf(Ttt,liiOI DO q- ¡:,-,:, ------

' wnnr Clth2SO) cDCirJ),Jai,PIUI 
IFI"~ .f'l,Ol r.o Tl) YZ 
~>"liH C!·i,l';·ll 
DC ¡n l"I,"S 

-1Ll1P.~ H. (I,,, 2SC Ltt.C 1•..1.4-J;l,_~tl------------------
t'RtTf (Jo.,l.lna) 

00 11 r = 1, ··.> 
-- ll.loRlt[ [¡,¡,z~, J l CDU~.Jl+Jat.,U;D ______________ _ 

e 

.. e 

. e 

72 r¡r:¡IT[(J,r 0 •i'iJJ 
.tH!ITUt :,ZSvl CX(l,Jl,J:;t,'~f'1l ----------------------

-- IFL.~.EJ.Ol. SJ TQJ1 .. -----
1 Hl~t:.\" Sl LA ,.,\TRlZ O ES ~~:.JLA 

DO li' t=l 1 ":i 
ou 12 J=l.~.~~- __ ----------------
JFC~!I,:l.ED.l.~) GO TO 12 
JO=l 

... Gu T•.' 13--- ------- -----------------
12 CIJ'IT l:·"l 
7~ Jl'=·-' 

.CO'':.' [~ LA '',ATP.IZ ~( TRA:4SIClO:L ----------
13 rF.L.T:"f"IOirL'-'~rcr,J 

C~ll f.x:•·•:.C.'(L.To'' 1 6 1 (~f'l')) 

C''J!f.' ~" 1•: ',\ • 'TCT~ 
e AL 1. ; • ·.-e e: r L', .. , ·', ~ •r '1\ 1 
C>.LI. ¡··~:>( CJL. T ,",A,"t:r.r.q 



.e 

t 

.• QtlT('J!:I" LA :iC1L '(!Qrl iilTfiL l:'t LAS VAII!A!l¡,Es DE EsTAf'O 
nrt='+l 
NJ 11l r~z,•¡r¡ 

.•<"~li=dr.-1,1' + DtLT _. 
nflT(t L~ LA ;:i.'L''LJOU f'EP.I!\J. A (,\3 c.11~Rfni.s
ux(~·l,l) 

r~LL t~~IT~(T,r) .. 
C r,¡ L '"'l. T .. 1 ( ~ , r ,•• 1 "U 1 1 , Y) 
r•xc~,tJ 
CAIL r:•Ctp.(r,r) __ ... 
CALL Ti T"A(r> 1 F,'•IIIJ 1 1,n() 
[)'l 1'' '"1 ,·· 

14 ''C:•·tCI,,l:t:rcr~t>•YCI,l>llorLT 
C.\t,l. ··1 ~ T"qo;u '.\~v,r ,••.t,:l''0'') ----------- ----··----
(;11:.1, .,, !.T •.\(¡;<F.~T4,"E'!U,IIr11oloP.') ' 
"" 1 e: ! : 1 1 •• 

~~ S'1'"CI1 1 ):~ l""'lil1-t 1!((1,1) --- ------------·- --
n ~~l': r '::'LWI-'1 t•Cilt:l~ A LAS CO'IOltH•r;ES !IUCULES 
f,• J l , _. ": 1 , .. 

.. ·--· .. X{",J+1~=\J.J - --· ----- --- ----- ---------
lfl __ t __ __ 

ou 1~> t:z,··n 
.c~,J•t>=xc~.J+l) • ExPoCJ,I·1l•xc~-t.tl 
Cl1"t:''!:.." LA :iOL IC-tO'I. TOTAL.... -----
1("1.ltllcXCK,.J+1l + 31-!0II(Jol) 
cn·1TY !"C 

. ,., 
-·--·-- ¡e rr e·.~, n. v r e o ·ro) o ___ -----------------------

e CHJTt:r.Lr: F.L VALOi! ol: LAS $ALIOA~ PAI'IA_ J.l'lO_OS-L03 PUIITOS 1<4UE:~~R.LES 
Ir<rr.r 1,ol r.o ro 2o 

------ ll'l ~~ ~=¡,ru•¡----------

1'0 zo; Y=t•'':; 
2'5 yy(y,,¡) :o. 

----- r=~c~;ll _, .. __ 
CALL C~ctT~(T,r) 
CALL P1l•t.T•t4(1),r-, 11So!!ll 0 1,~ 

--- '()i) lt"'t:l,,l3-- ------ --
JI YT(~,¡):TYC~,¡I + A(l 1 1) 

no 1 a T = 1, '' 
¡o ~cr¡,¡>=xr~.t+IJ 

Co\1.1. ·~1 'l.. T: 1A (C, ~>E, r¡~, 11, 1 1 A) 
---- DO Z!l I=\, 113 ___ ------

~n YY(~,¡):YY(K,ll + A(l 1 1) 
Zl CIJIITI:;II¡: 

GO 11') H 
Zt> 1'10 2., l':t ,'IP1 

ou 27 r=t,·• 
__ 27. flE.Clr l):q-:, I •ll. _____ ~--- -----

CALL llltl T"I.(C ,qE,tl!:,~, l 1 A) 
C'O 2FI t=1 1 'lJ 

___ 28 yyrr.,u:vycK, :l t_,.n,a 
·-- i!CJ C011T J l1l.tE: 

-------------------- ---· 

e ItiPPI·lTr nrSIIl qnos COIIRF.SPO'lOIE'ITfS A LA~ yARJAr.LES Of f3TAOD 
__ lt. '•RITE.U 1,~'01 .. ----·-------------

00 ;!Z hl,"f'l 
22 ~·RtTf(lti,~";lj) ¡q¡,J¡,J•1 1 ' 1PI) 

CALL r.nfl~'l(X, ~1,11Pll _. .. _. -·-· ---- ------ _ ·--
If'(liS,r·¡,O) r.-· TO 1 
1•1PF.IP!t! ra·~''L TAOQS COP~ESPO'IOIE"'TES A LAS SALIDAS DFL SISTEMA 
!'l~nrc. ~~'J<;;,J ______ .. _ ·------
oo C!l ! =lo ''l't 

23 WRITE(! •,c:r-;o¡ di 1 l),(yyC¡,J),J•1,11SJ 

---··· l'O 2" J=t 1 t¡r>t ·--··---·-···· _ ------····-----
!'10 zr¡ J ~ 1, 'l:i 

211 X ( 1 1 J + 1 l : 'I'Y ( 1 , 1) 
p¡3:r¡~ • 1 . . ___ ... 
CALL cn,\q fX 1 '1~1,11'l) 
CO Tf' 1 

-'-aoo ~g~;::~7~r~;r\;~~·;P,A_ ~ . .J:•Pn_r_no·L. =- 1'50 r~•n''f.T !>lrtt',Ol 
2on Fo<>•:no.·•l,'j(l~, 15'(, '''·\T"IZ A•,IJ 

.. ·.·-- 2Sn FU•lr·t,TC/,l~'<,')f112.15,l'()) - -- ----- ·-

3011 FJnllaT('J(/l,t'",'''~T<>Il '1',11 
]'~11 f'J'''I~T('i(/,ol'.'t •·:nop ('o/) 

·-!100 ruv::iHt,(/) 1 1~'•' •.\TPI! '~ 1 ,/) .. ----- -----------

ii'JC ~'QniiAT('JC/l,l':.l', 1 1.A3 Cr-•¡'~ICtn·¡fS IfllC!ILES S"'l',l,tSX, 'TlE:''I'n',IOlC 
1 , 1 X ( 1 ) • 1 1 1 X 1 

1 <t.~) ' , 11 X, '~ ( ~) •, 1 1 X, • X ( J J t, 11 X 1 1 Y (" ) 1 1 I/) 
·-IJüfl'f'un~~~TC~r/),t'5•, 1 L~ SOI.IICI'l'l rAfiA LA~ <JA;>t~nt[~ fl ESTADn r:¡ 1 ,1,1il

p, 1 T T r.r' rO 1 
, 10 ~ , ' JI' ( 1 ) 1 

1 1 1 X, 1 ~ ( 2 l 1 1 11 X, 1 ~ ( 'l ' 1 11 JI' 1 'X r il) 1 
1 11 X, 1 ll ( ") 1 

1 
;•; ¡¡ 

'u. •j"' ''ÜP!1A H~ fi\; .15~, 'CL- VALOP- n[· LAS"s~Uoi< s' ts···, 1, 1''~· 1 fi[llrO 1. 1 o r, 1 r 
... i(1) 1 ,1i(,'Y(2)',1¡K,'Y_CJl'f11X 0 1 Y(II~',11X,''!'(5) 1 1 1} _ 

.::r10_ ·---·.. . .. _ .. ___________ . ----------- ------· 

F tg. 1 O. 15 Li.6tado del p!t.o gltama .L 'L...i..tLc..<..pa.t 



SliF"I'!I'l(I'I':IIE I'!T 0 EC:lF:LT,•·,A,'IIJ"~) 

e Sllt'I'~·Tr lA r'ii"'IA l";•LL'AI\ LA I'ITU.~AL. Df.L. TEil"l'IO c;OIISTIIIITL: DF LA 
__ ¡; __ _P(ry~ - - - -- -- -- - ----------------------

C Sir~!JTrTC~':'"l "l[ L·\S V~:lT~'1LF'5 [••rLLADA3 
e OE:LT=f_~r~CT.\"I'011TI) l 1'T"E LnS V~L'lHF:i DE LA VARIAI!LF HlOEPEIIOt[flTr. 

__ c; __ ~!C,'IrTIJIIO ilE C.tu.\Cl::JIIES OlfERE:IC:l}L!S ---------
e _ U"I\'PIZ /, DEt.. :iiJTl''-' ll[ f.C 1.'AClOi;ES 

_ e ____ su•·A="r.rotz oE1'JLTAr,rE C'E EV,o\LtJAI'f LA lNTEGPAL __________ _ 
__ c __ trs=r:¡nn::~I:J c!:.C:.;'i\'c,u:;E·,cu. _________ _ 

C c;·~:r'ATI!TZ :r·["Tit:A[' 
e c:•ccr•·;ql'!n" C( ¡r¡;r.:.r.In11E3 

_c_ __ olv:r¡~T!lr.Ii,L ::JlV15úP . . --··-----·--- -------------
.. C .. __ f',f:r:¡r,cn¡: 'L'rjn rE TIE"f'O ELFVADt' A LA PQTEIICIA Pi 

e fl:·•r.TI'lt.: A El (Vt.I'A f1 LA PQT[IICIA U 
_t __ X:"I\Tr.Il P.~3:JL."~'ITE nEL PRODUCTO .AII _____ -----------------

01"[' :JIO'I A(b 1 ó),C"A(ó,ó) 1 A(b,ó),X(t.,ó),SU''A(ó,ó) 
E P S: n, n •J 11 (i 1 

_e__ Gtr•t:r.AP. ''t.JlllZ lDEUUDAD----·----
[10 :l I=l,:l 
00 z J: 1 ':1 

_IF'(l,f.l'l,.l) GQ TCLL 
c·•-cr, 'l•?.a 
r.o Tfl 2 

.1 C'I,\(I,J)=l.l_ ------------------
2 cnrrTI 11'[ 
3 CO!ITI.J'IE: 

------------------

___e_ ___ O•JT[··r r> LC1'l DO, -~~-~_r~E¡¡nl_TEHP1lii_OS __ !'IE_LA __ ~E«JIE 
1'10 11 ! ::1 ''1 
!'lv Q J:¡ .~· 

____ S'l'_•,\ C I, J) :t:')o\ C I_t;) tO(_!.!__t_(A{I_,).t~E_I:_T_•j)!;_L_!_)/2,0 
Q ACI,~J=~CI,Jl ., .• _ 

f:,~¡r:nEL T •"'EL T 
C'I:J, O 
o 1 \'=2. o 

e oo•(r•[r LJ:'\ TEI'fMi;¡ns RrsTMIT(S oE LA sEf4rE 
5 or •::f'l J v.r·¡ 

___ ..:_ T'lf·•=~•·c.••~ELT -- ----------- -----------------
C AI.L II:Jl. TI!~ (A, B 1 '1 1

111 •1 1 X) 
DO b I2!,'1 

- ------------------------·----- --ou ó J=¡,·t 
B(I,J):XC I ,J1 

6 CHA(l,J):(X(I,J}•T~EH)IOIY 
---- "fl!'(t•.•i.,n! q,o, ll -- --- --------------
--- ¡3 A"I,\X:CI'I\(1 1 1) .- --
--- OOOI=Io'' 
---·-ro 1 J=1,., - -------- --------------

rrr.~n:;cc"HI,J> J•MSCA'IAX)) 7 1 7,111 
lQ ft·'\(Ct;••:((t 1 J) 

--- f-C•J'Ifiii''E --
8 CO'Irt'IIIC 

e vE~'Irirt,r? LA C"lr:vEIIGF:IICIA !'lE Lt. !tAlE 
-------tf'(Af1~(A"AX);.EPS) 11;1T~!J-- ------

0 0:¡ 1(1 t=l,'1 
1"0 111 J=1 ., 

--¡o -SJ'I.<fi;JJ~Sú'iir,[I,-j!--+-Crt.\(f;-J) -----
- rrccr••2o,o> 15,15

1
11 __ ----------- · ----

------ -- ----

-- ,~_c:,·c~'- ~ _1 ._o ________________ _ 
Gil TO 5 

· ll RETUR!I 
Ellll 
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s~JRPfl•JT xrrE t rJTN: r ~rL r, •r, A, REr.TA ¡ 
e SIJFllll'!Y'IA P:.PA (~ALIJAR L~ I:HEGRI.L 1>1:. lA ;:t,¡fl'i:: VAR!Aí'L,Z D!, ¡,1. ;::"' 

_c__cv~c:·J!J _nc l.b. __ r.;~cTt._ __ • __ ----------------
e sr .. ·¡¡rtc:t.:H' nc v.s ... ~c¡y;.'1LE3 P'PLE·'DAS 
e t'l _T,r~•'ftCl•\''I(.JT,¡ ('!T"E L'i:; Vb~ ',¡ES CE LA VAR1A8Lf IUnEPEPIDIEtiTE 

.. t ___ !~==C~.r T:Uo :lE- (C'!,\C:lO:rES -4llrEHE,JC:1~LES___ --------
t A= '.\T"\U: /. C'EL ;¡~.:¡TE"A 1)!: ECl'ACin¡,fS _ _ __ __ . 
e -· Pl':TI·:·•:,TI\IZ RF:S'jLTA'iTE DE. EVALU~H I.A SERIE_ ____ --------------

- c_ ____ c··r.=··,,rrt::: I"E'ITit'.'.!:.' __________________ _ 
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10.4.4 Ejemplo 

V (..t) 

\ 

/ 

L 
'+ 

+ 
R 1 (t) 

Flg. 10.19 Cl~c.ul..to e.l~c.t~lc.o del.p~oblema del ejem

plo 1 O. 4. 4 

4l 4e c.on-6-i..de~an como 6aUda.6 le 1J VR , .6u ~e.pJte..6erttac.lón me.--

cU.ctnte va~lable..6 ·de e.6tado e.6: 

diL 
o -1/ L 1L 1/ L o V(t~l --

dt 
= + 

dV 1/C -1/RC V o -1/C 1 (tJ e e 
dt 

1 1 -1/R IL o -1 V(t)l e 

zwj ~ 
\ + 

VR o V o o e 

Vete.Jtmlne. lo-6 va foil. e.f.. <;fe. 1 L, V , 1 ':! VR pa~a t~ e: c.ua.n e e 
do: 



-' - -4t 
. V ( t } ·= 5 e u._ 1 ( .t ) ( V ) 

Íl.t) ~ o.s~e~(3tlu._ 1 '(tl (Al 

R " 1 O O o h m-6 · 

e ,-0.1 F 

L = 1.0 H 

t.o'~' o. 
Vc.(t0 l. = 2 V 

I L ( t 0 ) ':: O. 3 A 

t
6 

111 10 .6 

'1#1 SOtUeZON 

i )~-~-~-,-_/ 
. '~ ,,, 

"' 
' ' \ 

.¡'~~.;;.:.> 

1 

TABLA 10.5 Va.:to.fl pa.Jt.a. el pJt.oblema. del ejemp.e.o 10.41.4 

M= 2 
. .:. .. N= 1 o o 

NS= 2 

NU= 2 

PER1(1 = 10 - o -] A = 
10 -o. 1 

8 = [: -1J 
e = e -O.OJ 

[ -J V = 
o 

X(7,J) =( O, 0.3, 2 

F(7,1) = s.•EXP(-4.*T) 

: 1 
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/ 

F(2,7l= 0.5"S1.'1(3.0~T) 

F(3, 7) .. o. 
F(4, 7)c O. 

'F ( S , 1 ) ., o • 

TABLA 10.6 Re6ul~~do6 del p~oblema.~el.ejemplo 10.~.4 
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3lJ8 Optinal;;ación 

'-

E¿dsie-rt inlichos problemas de optimización cuyo moclelo mate
mátiCo ei 'de:·tal naturaleza que se pueden re~olver con la técrúca de 
optihllzaciÓil .conocida con el nombre de programación lineal. Se 
han 1 clesa~rollado algoritmos y basados en ellos, programas de 
coaipubrtora digital p:ua b solución de estos problemas. 

"""b est~é:tui'á' d~ ios próblenms que pueden resolverse con esta 
técnica' es' siémpré la misma, de manera que contando con un 
bulri programa para la solución de éstos, pueden resolverse sin 
¡¡e[~¡d¡\d' de tener que escribir programas especiales para la solu
ciól\- de problemas· particulares. Los problemas de optimización que 
se pueden re<;olver c.on «·ta técnica de programación din[\mica por 
otr¡1 parte no tiene esta característica y con frecuencia es necesario 
dcshrro!lar prograrrúts particulares para obtener la solución de un 
prÓblema específico. 

En esta secci6n se empezará a ilustrar con ejemplos la formu
lación de modelos matemáticos que permiten aplicar la programa
dq'n lineal. A éon'tinuación, la ilustración geom¿trica de la solu
ció'n del problema de programación lineal, sirve para introducir 
el método simplex de solución de problema~. 

El primer cjen1plo ilustra un problema de transporte. Supóngase 
que una embotellador~ tiene dos plantas, una en Tlaxcala y otra 
e~ Tehuacán, con capacidad de 7 000 y 13 000 cajas de refrescos 
~ día, además tiene dos centros de consumo que son Puebla y 
qnz~~a, que pueden consumir hasta 12 000 y 8 000 cajas diarias 
respectivamente. El costo de envío de una caja de refrescos <.le los 
diferentes lugares de producción a los diferentes destinos está dado 
eh la taDia 6.5 .l. 

•Todos los prohlemas de prof,'1'3mación line... 
tienen el mismo modelo m_ate~4iico. 

•No existen modelos generales· para p1·oi.Jiow.L 
de programación dinámiCa.¡__ 

Ejemplo 6.5.1 

07000 
TlaKcala 

o 13000 

Tehuacán 

PLANTAS 

o~2000 
·ruebta · 

o 8000 

ó~_aba 

COriSUMO 

Tabla 6.5.1 Costns de transportt en el ejempl-o 
6.4.1. 

la'Z Tla.xcala Tehuacán 
1 2 

Puebla .. ·-
l O.B 1.00 

Ori2aba ,, -

¡ 2 u o 0.90 
L-



'· 
1 

Cl adminiStrador de la empr~a debe determinar cuántas cajas 
,kr.-w :-·nviarse de cada embotelladora a cada. ctntro de consumo, 
,¡,, !:'l~<¿n~ra que se satisfagan ias siguientes condidoncs: 

~;;ra plantear este problema t~ ti mo..rco ;le las ecuaoone::; 
;LU) y (6.1.2). 

e; necesario definir la siguiente v:uiable: X!J es el número de cajas 
enviadas de la embotelladora situada en la localidad i'sima (i = 1 
.:om:sponde a Tiaxcala e i = 2 a Tehuacán) al centro consumidor 
j'simo ( 1 I!S el índice de Puebla y 2 el de Orizaba). Con la intro
ducción -•~ esta variable el problema puede plantearse de la :;i
f(\Jienle (u, m a: 

Las caja, enviadas de la localidad l (Tlaxcala) al centro de 
consumo 1 (Puebla), que se ha acordado representar con 1!11 más 
b.s cajas enviadas de la localidad 1 al centro de consumo 2 ( Ori
uba), xn, no deben exceder la capacidad de la embotelladora 
de la localidad 1 que es di! 7 000 cajas, e.s decirp 

La figura 6.5.1 ilustra el planteamiento de esta ecuació~: 

li'rogg-amación, .lineal 309 
~ '•: .>, > J ~-, • 

l) Cada embotelladora no puede enriar más ca· 
jas que ei máximo que puede producir. 

2) Cada centro de consumo puede obtener tan
tas cajas como puede consumir. 

3) f.!eber. minimizarse los g.1s1os de transpone. 

M = M(:ot~, x1, ••• , x,.) { 6.1.1) 

e[= C¡(Xt, Xz, .•.• x,.) >o para i = 1,2, .•. p 

0 1 ::: C1(xu x", .• ..xn) <O para i = p + 1, ... r 

(1 = C¡(l~a• x~ •.• , ~~) =O para i = r + 1, ... n 

ThXti'IIO 
OJpacídad: 7000 

C;:ntro da 
consuma 

~ 

(6.1.2) 

{6 . .5.11 

Xu + Xt:! .:::; 7000 

Orizaba 

Fig. 6.5.1 Cajas enviadas dev.ie la embotel!acL,n. 
en 11axcala. 

• 
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');:;n:~ ~·: · _ • • 
En forma: similar puede establecerse la sigwente ecuactón que 

Iimi~e ¡;,;~~~duéción -total de la embotelladora de la 2da. locali
dad a i3 000 cajas, a saber: 

. l' ,. -2 . 
. r:,; . ...;, ~ .,_, .. ,,~u·~ L· . • 

La figura 6.5.2 ilustra el planteamiento de otras ecuactones. 

P~r otra parte,. se ha señalado que cada centro de consumo 
puede obtener tantas cajas como desea. 

AJ centro consu~idor 1, Puebla, le llegan xu cajas de 11a.xcala 
y x~1 cajas de Tchuacán tal como ilustra la fig. 6.5.3. Por lo 
tanto, como el consumo de Puebla es de 12 000 cajas: 

l ' " 
~inalmente como última restricción se tiene que las cajas qu;e 

recibe Orizaba, centro consumidor 2, deben ser iguales o mayor 
a 8 000 cajas. Se tiene por lo tanto; 

' :-~ 

l(ll + "llll < 13 ooó (6.5.2) 

Tlaxcala 

·~ . ·@ 
Onl~t•q-

TehuacAn . Orizaba 
Capacidad .. 13 000 . : ~-·, · 

_ .,. ,• ü~'ae:"' ~ ·. · 
Fig. 6.52 Cajas enviadas,_desde la embote-

lladora en Teh~~~,á~. 

x~1 + x21 ~ 12000 (6.5.3) 

TehuacAn 
' • , ,,1}""..~ ._:;, [>,,.. ,r 

Fig. 6.5.3 Cajas recibidas en Puebh. 



La fit.TUfa. 6:5.4 ilustra el significado de: esta ecuación. 

Para tenninar con el establecimiento del modelo matemático de 
~te problema es necesario estabtl!cer la función objetivo. 

El objetivo de análisis es minimizar. los costo~ de transporte que 
est?..n dados por: 

Debe ad~;;más imponerse la siguiente condición: 

ya que no tendrán sigruficado valores :negativos de envíos de cajas. 

En resumen puede decirse que el problema consiste en minim: · 

iFrtogf"amación lineal 311 

Tla~cah1 

Tohuacán Orizaba 
Co!l;amo = 8000 

Fig. 6.5.4 Cajas recibidas por Orizaba. 

M = 0,8 x1 ~ + 1 x111 + 1.3 x21 + 0.9 x32 

( 6.5.5) 

( 6.5.6) 

:!:ar .la {nnción objetivo. M = 0.8 x11 + l. x21 + 1.3 x12 + U.9 x22 ( 6.5.5) 

Todos los modelos matemáticos de problemas de programadón 
lineal tienen p~ecisamente esta forma. • 

Antes de continuar conviene recordar algunas definicion .s in
troducidas en la sección 6.1.2. 

*Un conjunto de valores de las variables que satisface todas las 
restricciones del problema se llama una solución factible del pro
blema de programación lineal. Empleando la definición anterior, 
puede decirse que la solución del problema consiste en encontrar 
una solución factible que sea óptima. En este caso del problema -· 
del transporte una solución factible que minimice la función ob
jetivo (6.5.5). 

Sujeto a las restricciones 

Xn + xu- < 7,000 
x 21 + x3:l ::;; 13,000 
Xu + Xa¡ > 12,000 
X¡tl + "~2 ~ B,O!JO 

(6.5.1) 
(6.5.2l 
(6.5.3} 
( G.5/r) 

(fi.5.GJ 

6 La solución factible satisface todas las resrric
cioncs. 
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~F~~~. i?X~bl~ma tiene cuatro variables que ~ay que deterT)'linar, 
x.u~. Xt·z, -~-1: y xza." Con objeto de visualizar geométricamente la 
solÜci~~ .~~:)~s problemas de programación lineal e introducir otro 
tiP,?\ ªt~E?.b.l.emas de optimización de este tipo, se incluye un se
gundo ejemplo: 

~s~Pó~t~~e que una compañía de transporte tiene Xt camione
taS~ de 2 tondadas y x~ camionetas de 4 tonelad~ y desea maxi
mi~ar. su capacidad de transporte. La fun.ción objetivo es 
y el prob,lema co'nsiste en maximizar dicha expresión. 

* Ad~rnáS la compañía tiene las siguientes restricciones: 

~Lá .·pri~cra_ -~- la siguiente: Las camionetas clúcas requieren 
1 ¡:tía de mantenimiento al mes,_ y las grandes 4 días y la compa
ñía sólo tiene diSPonibles 24 dí~ de mecáruco al mes: Matemá-
tiéamente esta res-tricción se expresa de la siguiente forma: • 

-;.. . 
-~La segundtl ~estricción en este problema se refiere a la dispo-

ni6üidad de andenes de carga. Ambos tipos de vehículo, requie
re~ de igual número de andenes de carga, y que la compañía sólo 
CU~nta con 9 andenes. Jtmpleando las variables Xl y X2 esta restric-
cicSn establece: · 

'• 

-&La última restricción se refiere al personal que se requiere para 
cárgarlas. Este personal está restringido a 21 personas. Las ca
nlionetas chicas requieren trt's personas para cargarlas y las ,grfO· 
des solamente una persona. Se tiene por lo tanto · 

~:~n~.sde Íuego que las variables x, y x2, número de cam~<J>119tils 
de_ 2 tOneladas y de 4 toneladas con que cuenta la compañí,a! ~e<>
pcl!.ctivamente, no pueden ser negativa.~, por lo ta!lto las 'última~ 
r~tricciones en este problema son: 

,:Desde luego existen otros muchos problemas donde puecie a¡..li
c~r.;e la programación lineal. Entre ellos pueden citar.;e proble
mjls de mezclado y planeación de la producción como el ejemplo 
6.5.4 de la sección 6.5.5. 

Después de estos ejemplos se procederá a planear en forr,¡;:. ;,¡r
n11al el problema de programación lineal y se estudiado las con
dl~iones que debe satisfacer tanto la función objetivo cn··,~o las rec;
tr1cciones. -

: " t -~ 1 _.. • 

... Variables del probléma x¡~' i;2~ ~2 1 y "n 

Ejemplo 6.5.2 

•x1 camionetas de 2 td. ~(ta'mionetas de 
4 ton. · 

<~Restricciones. 

11Mantenimicnto: 
24 días mecánico/mes. 

0 2da. Andenes de carga: 
9 andenes. 

<~ 3ra. Cargado: 
21 personas. 

•Ultima: 
no negatividad. 

'(6.5.7) 

(6.5.8) 

( 6.5.9) 

(6.5.111 
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6.5.2. Planteamiento formal 

*Si. se al1aliza la formulación de lo!i problemas de los dos ejem
pk!S inLroJucidos en la sección anter:or, pueden detectarse ciertas 
~-;.-.:.iab1~ que se llaman en forma genérica actividades. 

-:.'En el ejemplo 6.5.1 las actividade..') consisten en enviar qj,t)s 
de n:frcscos de la embotelladora al centro consumidor y se han rc
);)>t:;entado con los símbolos: 
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.. E.ravlc d,;. ::ajas de refresco. 

"'J• i, j = 1,2 

j : 
'/' 

~Operac1ón de camiones de carga "·En el ejemplo 6.5.2 estas actividades consisten en operar camio
nes de carga y se han empleado los símbolos X1 y x: para repre$en
~~r!as .. 

"'' x2 

qu!! se ~{-Nivel de actividad. 
/ \ 

''Cada actividad queda caracteria:~•da p-.:!t una variable 
d,~igna como nivel de actividad. ,/ 
r·Además se observ<l; que los problemus de íos eJemplos anteriorp 

narisfacen las siguientes condiciones: 

: . .;y¡ am.. las restricciones como la función objetivo son funciones 
lineales de los ni,·eles de actividad. Al ser lineales estas funci0nc'i 
san homvgéneas y aditivas. 

Una función 

es linéal ~i dados dos conjuntos: 

wy dus consLntes cualquiera K y K' se tiene: 

"L .. condición de linealidé!d ( 6.5.12) es equivalente a dos condi
ciones. En primer lugar una función lineal tiene un factor constant~ 
dé e-cala, es decir. 

*y en segut.Jo lugar es aditiva: 

-Un ejernplo servirá para ilustrar este importante concepto y 
señalar que funciones del t!po 

*rio son lineales. Es d·~cir, si en las funciones hay car~~~¡tiJos 
(el término a) no es posible aplicar directamente el concepto ele 
programación lineal. ' 

l. No negatividad de l01 niveles, es decir 

xt '?:: o, v, 

.,Funciones objetivo y restricciones son lineales 
-> homogéneas y aditivas. 

f(xl> ~ •••.• ~) 

41Conjuntos de variables 

"~• i = 1, 2, ... n y x'b i = l, 2, ... 

"Constantes K y· K' 

6.5.12) 

&Condición de linealidad _. factor comtmte de 
escala 

f(Kx1, K.xs, ••. , Kx0 ) = Kf(,~1, X:z, ••• , X,.) 
(6.5.13) 

°Condici6n de linealidad ... aditividad. 

o 6.5.14) 

f(x) = a + bx (6.5.15) 

Ofunci6n no lineal. 

Ejemplo 5.5.3. 
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Deúrniine si las siguientes funciones son lineales ¡ justifique 
ik iespd(;jta. 

~ cumpJe la condición ( 6.5.12) y la función es lineal. 
!~ función no es lineal. 

El probkma de programac10n lineal por 'lo tanto puede pian-
tear.;e de la siguiente forma. -

i,jHay que determinar él valor ~e los niveles de· actividad 
ia, xa, . . . ~,., que maximicen a la función objetivo: 

s'ujeto a las siguientes restricciones: 

*Los codicientes· C; de la función objetivo se conocen· con el 
x~ombre de coeficientes _de costo, y los coeficientes a;J de las ecua
'ciones de restricción se llaman coeficientes estructurales. 

Como se ilustra en el ejemplo 6.5.3 un problema de maxuru
~aci6n puede siempre convertirse en uno de mininúzación. 
'Como muestra el sistema de ecuaciones (6.5.16) las rcstiic
,1;iones pueden ser del tipo de desigualdad o igualdad. *Para 
]"a süluc_ión del problema de programación lineal conviene conver
Jir todas las desigualdades en igualdades introduciendo variables 
'de holgura, que de preferencia deben de ser positivas. La siguieu
ie desigualdad:· 

•) 

a) y = 3x1 + 2~; 
b) y = 3x + 5 

• _. _ ., ·; _ • Solución: 
a) Como a3x1 + b3x'¡ T¡ a2x~ ;+-bx.'~ 

= a{3x1 + 2x2 } + b(~;•¡: + 2x'~) 
~ . ' 

b) Como a3x + 5 + l)3~; ..¡; 5-:#- a (3x :+ 5) 

+ b(3x' + 5) 

•Encontrar lS, que m~iJú~&:: 
m = é1 x1 + c2 X2 + .. : :;: é·~ ~ ... 
y satisfaga: 

(6.5.6a 1 

ai1 x1 + a12 x2 + ... + a;,'; ~ ~1 i = 1, 2, ... p 

ot1 x1 +a11 x2 -¡- ... -l-a¡0 Y.~::::; b1 i = p + l, ... r 
' " 

a11 x1 + a12 x2 + ... + a10 x~ ?.; b1 i = r + l, ... m 

x, -~ O j = 1,2 ... n 

(6:5.16b). 

··<:; = coeficientes ele cÓ~~~ 

f• • 1 1 a11 = coe 1C1entcs estructura es. 

"Variables de holgura_,-;,, O ,para convertir 
desigualdades en iguaiclades. · 

Desigualdad ;. 
Sqt X¡ + &q: X~ + ,; .. : -+ -aqn Xn -S b'l 

·+ ' . 
.. f. ,.¡¡_¡.' 1\ 

Variable 'ué !holgurá 
,JJ> ~·J 

X0 +q.'-> '0 
. ,l. • .. < 

. 1 lg~~ ·puede convertirse en una igualdad introduciendo una variable '-'-"1 ;v' ('e" .. ·":-t .... 
!positiva Xn•q Barna da de holgura. En efecto: aq1 x1l + aq2 x~ + ... + •a~~ -~11 -r ~ . q ::: h, 

. *Si por otra parte se tiene en la ecuación de restricción la :dtki~ 
gualdad en sentido contrario. 

~Desigualdad ... . 
&,¡ 1 x1 + a,12 "~ + : >. -+ ~:i;¡~ ·x.. .> b4 

+ ·. 
Variable -d~ -k~iíit;ri. 

XzL•a f. ~o 
Igu:lid~Cl 
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"c.J .. :H ... 
A-l) rv-J--, 
' .. 

la introducción· de:· la variable de holgura positiva· Xn•g1 convierte 
b, ~es;ftry.!aJdad !!.n una igualdad, ya qt~e: 

.\d<;;'ná.'>~ los métodos de solución del problema de programación 
!W.:"" .J f:;.j;en que los niveles de actividad S·"!<ln positivos, es decir~ 
X! ~~ (J, 1

';. *Si un nivel de actividad no está sujeto a esta res
triv:icn se ie puede sustituir por la diferencia de dos niveles de 
~.cu ,,¡_d.:;~l positivos. Supongamos qut: el nivel X¡ no está restrin-

. gL'·~. s: :;e intwducen las variabLes 

ID·'" y JSJ-- relacionadas con la variable x,; mediante la siguiente di
fere~Kia. 

la 112riable o nivel de actividad original puede ser mayor~ igual o 
menor que cero, sin que las variabie:; %¡+ y,.;¡- tomen valores nega.~ 
tivos, El siguiente ejemplo ilustra tanto la intrvducción de variable 
de le }}_gura como el empleo de la relación { 6.5.17) y la trans!or~ 
maciún d:e un problema de minimización en uno de rnaximizaci6n. 

Convierta el .;iguiente problema de minimizaci6n en un pmble
ma de ,maximización, transforme todas las ecuaciones de restric
ci6n en igualdades mediante la introducción de variables de hol
gura y transforme todas las variables en no negativas: 

.se sabe que: 

Definiendo una nueva función cbjetivo. 

la función objetivo se convierte e:t: 

Para convertir las dos desigualdades de restricción en ~gualdad 
es necesario introducir dos nuevas variables Xs y X4 para realizar 
los siguientes cambios en las restricciones. 

*Finalmente la variable X:, no restringida debe sustitUirse por la 
:liferencia de dos variables no negativas 

Realizando esta sustitución, las ecuaciones o condiciones de res~ 
tricci6n tienen la siguiente forma: 

P:-ogii'amacwn lineal -315 

.así nh·el de actividad 
xt<ó>O 

P.j emplo 5.5.3 

min : m = ~x1 + 5~ 
3x1 + 2x2 > 6 

x1 - 6x2 < 4 

x1 ;;::: O; x2 sin restricción 

Solución: 

l6.5.1 i) 

Min. m:3x1 + 5X:¡ es equi\'alente a: 
Max. -m:-3x1- 5x2• 

0 Nueva función obje[ivo n: 

n 3-m 
¡ 

max: n = - Sx1 - 5x2 

" X¡ - 6x~ ~ 4 -+ X¡ ·- 6x3 + X~ = 4 

3x1 + 2x~ > 6 -+ 3x1 + 2x2 - x3 = 6 

<>x~ variable sin restricción 

3xL + 2x:~+ - i..x:-- x3 = 6 

x1 - 6"':¡+ -! 6JC2- + x 4 = 4 
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y b. función ohjetivo es: 

También es posible resolver un problema de mm1m1zacton re
cun;endo a su formulación dual que se estudia en la sección 6.5:5. 

* La estructura del problema de programación lineal se presta 
para el empleo de la notación matricial. Si se definen *la matriz 
de. cotficiemes estructurales 

y * los vectores de actividades: 

de ifcostos 

y *de restricciones 

. El problema de programación lineal queda planteado de la si
gwente forma: . 

Su jeto a las restricciones 

En la siguiente sección se ilustra gráficamente la forma de oh
tener la solución del problema de programación lineal. 

6.5.3 Solución gráfica 

En est~ sección ilustraremos gráficamente la solución del pr6b!'e
1
.' 

ma de programación lineal. Como es difícil representar gráfica
mente funciones de más de dos variables, se empleará el ejemplo 
6.!i.2 para realizar esta representación. 

El modelo matemático de este problema es el siguiente: 

max: n:-3x¡- 5Xs 

t1formulaci6n matricial 
9 Coefidentes estructurales 

[

au au . ·. a1a 
azt · • • 

A = L ....... , 
D Actividades 

»costos 

CJ i = ~2: (6.5.19) 

CD 

0 Restrkciones 

b] .B = b~ ( 6.5.20) 

, bD 

mb.: m = c;T,! (6.S.21} 

(6.5.22) 
( 6.5.23} 

(f ')7) 
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Su jeto a las restricciones 

L~1 restricciones de este prob!em~ establecen tma zona del ph· 
~Aú {~h, x2) donde deben encontrar-c.¡.;: ~~ sohxciom:s facüb!ts, tal 
como se señaló en la sección 6"!: ,2. Observe que la ecuación 
:;:;: · + 4xl = 24, corresponde a una r;;cta: que divide al plano en 
dos regiones. En la inferior se cumple ~. + 4l.:~ 5 24, por lo 
tanto! la sol}.lción factible debe estar "abajo" de dicha recta, La 
í:gura 6.5.5 ilustra la zona definida por esta restricción. 

Un razonamiento simi~"'--' lleva a concluir que la solución fac
tible también debe estar a la "izquierda" de las rectas X1 + x: = 9 

. y 3~, + x~ = 21 (fig. 6.5.6). 
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¡r. ¡- 4x2 = 24 

2 4 

(6.5.8) 
(6.5.9) 

(6.5-10) 

x, 

Fig. 6.5.5 Zona con restricción x1 + -lx3 S 24. 

x, + ~ = 9 

2 6 

X¡ --,---
8 

Fi15. 6.5.6 Zona con rcmiccion~ :.¡. + :-c3 < 9 1 
3x1 + X: S 21. 
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. Además, la condici6n ·xt > O y xa ~ O impone que debe estar 
en _el primer cuadrante. La reg-ión .del plano donde se cumplen 
todas las restricciones es por lo tanto pológono convexo OABCDO 
que apárcce en la figura 6.5. 7. 

Ej siguiente paso en la solución consiste en encontrar dentro de los 
puntos de dicho polígono, que son soluciones factibles todos ellos, 
aquel punto para el cual la función objetivo 6.5.7 2xt + 4x3 
es má!,ima. Nótese primero que cualquier recta dependiente -21 ~ 
cumple con la condición 2xt + 4x2. Además, entre mayor sea la 
distancia al origen de una recta dependiente -1;2, tanto mayor t>.S 

2x, + 4x: tal como se ilustta en la figura 6.5.8. 

Para obtener el valor máximo de la funcióJ: c•r,jetivo 2xt + -lxz 
es necesario desplazar una recta dependiente -214 de manera que 
su distancia al origen sea máxima, pero tenga por lo menos un 
punto dentro de la región OABCDO. En la figura 6.5.9 se 
ilustra este procedimiento de b(¡squeda del máximo. En el 
punto B de coordenadas ( 4, 5) el valor de la función objetivo 
2xt + 4xz es de 28 y se cumplen todas las restricciones. Por 1lo 
tanto Xt = 4, xz = 5 es la solución del problema de programa
ción lineal. Haciendo referencia a la fig. 6.5.9 obsérvese adem:ís 
que para dicho punto, tiene las características reswnidas en el 
cuadro de la tabla 6.5.1. 

6 A 

' · '\,X¡+ X:= 9 

' ' ' x, 

6 8 

Fig. 6.5.7 Zona de solucioll.U fadililee del ejem· 
rlo 6.5.2. 

X: 

x, 

Fig. 6.5.8 Funciones objetivo del' ejemplo 6.5.2. 

Problema 

Función objetivo. 

M = 2x1 + 4x2 (~) 
Restricciones. 

x1 + 4xa < 24 (~); j 
x1 + x2 ~ 9 (b) 

3x1 + x¡ ~ 21 (e) 
x1 2::: O (d) 
x2 2:: O (e) .. 



Es decir, el : ecurso mecánico "dcl que ~e cuenta con 24 días 
más, el de "andenes de carga" c.on el que so cuenta con 9, se em
plea plenamente si se usan 4 camionetas de dos toneladas y 5 de· 
4 toneladas. Mientras que de tercer recurso, del que se cu~nta 
con 21 unidades, sólo se usan 17. Sin embargo, ninguna otra com
binación de X1 y x~ permite obtener mayor volumen de carga sin 
violar las restricciones (6.5.8), (6.5.10). Antes de continuar, nó
tese que la regió~ definida por las restricciones ( 6.5.8- 6.5.10) 
es con\'exa, como muestra la figura 6.5.10, ya que. cualquier 
recta que une dos puntos cualquiera de Ja periferia de la zona 
se encuentra en la frontera o dentro de la región. 

En la sección 6.5.4 se empleará la representación gráfica de la 
solución de programación lineal para visualizar fácilmente diver
sos c_asos especiales de problemas de este tipo. 

*El método gráfico de soluci~n del problema de prógrá~ación' 
lineal está restringido a modelos con dos variables. PráctiCamente 
todos los problemas de interés para e1 analista· tienen más de dos 
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Fig. 6.5.9 Ilustración de la solución gráfica del pro· 
ulema de programación lineal. 

Tabla 6.5.1 Propiedades de punto óptimo B del 
ejemplo 6.5.2. 

Restricción 

x1 + 4x2 = 24 
x1 + x2 = 9 

3x1 + X: _ = 17 < 21 

:\ 

Holgura 

o 
o 
4 

Fig. 6.5.1 O Zona convexa de soluciones íacliulcs. 

'Método gráfico para problemas con dos \·a· 
riables. 

~'- ', 
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variables, por lo cual el método gráfico no se puede emplear en esrbs 
casos. ""Es necesario contar con métodos algebráicos que se puedan 
programar en una computr.dora digitai, con objeto de resolver 
Pf<?blefllas con un gran número de ·variables, como son la mayoría 
de !Os- que se encuentran en la práctica. El método simplex que se 
i!ltro'~uce en la siguiente sección tiene esta propiedad. Sin embar
go, es importante familiari:;::arse con la solución gráfica estudiada 
.en e.Sta sección, ya que ayuda a entender la naturaleza de la solu- , 
ci6n del problema . 

. Al ir desarrollando el método simplex de solución nnaütica, c::ln

tinuamente se hará referencia a la solución gráfica. Los autores 
consideran que de esta fonna el lector lo comprenderá con ma
yor facilidad. 

6.5.4 Solución analitka 

El método analítico más importante para la solución de este 
tipo de problemas es' el *método simplex, que introduciremoo; 
resclviendo el ejemplo 6.5.2. 

*La función objetivo de este ejemplo es: 
max: m=2xl + 4x~ 

*Sujeto a las restricciones 

*El primer paso en este método consiste en introducir variables 
de holgura X3 X4, xs para convertir las desigualdades de las ecua
ciones de restricción en igualdades, tal como se señaló en la sec
ción 6.5.2. 

*Debido ai signo de las desigualdades, las variables de hol¡;ura 
deben ser po~itivas, es decir: 

*El problema consiste en encontrar los valores u~. las variables 
x1 que maximicen a la función objetivo ( 6.5. 7). 

*Como el sistema ( 6.5.24) tiene 3 ecuaciones con 5 incógnita; 
pueden expresarse 3 de ellas cualesquiera en función de las dos res
tantes. 

*Como la variable X3 sólo aparece en la ler. ecuación, h x. en 
la 2da. y x~ en la Ser. ecuación, lo más conveniente es tomar 
X1 = O y X2 = O, obteniéndose de inmediato del sistema ( 6.5.2·i:' 
que x, = '24, x. = 9 y ~. = 21. Esta solució'n se conoce con el 

0 Métodos algebraicos para resolver siw~rnas con 

muchas vari:lbles. 
' p 

0 Método !.Ímplcx. 

*Función objetivo. 

max: m:2x1 + 4x2 

0 Restricciones. 

X¡ + 4x~ < 24 
X¡ + x2 ~ 9 

3x1 + X < 21 z o X~. X;: 2::: 

x1 + 4x2 + x3 = 24 
x1 + x2 + x, = 9 

3x1 + x2 + :<5 ::: 2i 

• Variables de holgura positivas. 

(6.5.7) 

(6.5,8) 
(6.5.9) 

(6.5.10\ 

( 6.5.2-l) 

( 4.5.3) 

'~~Encontrar xJ para maximizar 2x1 + h:!. 

6 Sistema de 3 ecuaciones con 5 i.ncógmtao. 

t• : 

•x1 + 4x1 + x., 
x1 + x2 + x4 

3x1 + xz + x~ 

Si x, = X: = o 
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nombre de una solución básica, y *las variables cuyo valor se h:1 
fijudo reciben el nombre de vaiiab!es base. Teniendo prrscntc b 
defiHkión de solución factible, se nota que el conjunto "xt = 0 .. 
X.. ::.:: O, XJ = 24, x. = 9 y X5 :=: 21 es una soluciór. factible aunque 
no ,?pthna, ya que en este caso la función objetivo vale m = O. 

R:;:.dtndo referencia a la figura 6.5.11 que muestr<l gráfica· 
:·;~,.~;;;: la región c;londc se cumplen las restricciones (6.5.8) a 
! 6 .. 5.10), se observa que la solución básica Xt = X:: = O y X3 = 24, 
.!l:1 :-::: 9 y xs = 21 corresponde ai origen Jel sistema. Nótese ademá.!, 
que d valor de las variables de holgura indica que no se est6 
empicando ningún recurso en L"SU: pun~o-

A 

x~ :.:c. 24, xt ::.: 9, Xs = 21 
. ·. ' 

·, ' 

0V:~ri;..blt:s cuyo v;;.lryr se fija (x1, x~ ::: U) 'e 
11<• ·n:;.n v:-.ri¡¡.:,¡ks base. 

0x~ : Xr ;::: 0, X 3 = 24-

x, ::=: 9, Xa = 21 son una solución facubic 
no 6ptima. 

Re'itricción Valor en O Ho!gura 

XL+ -1-x. < 24 xl . - + 4x: = o 2-l 
xl + X::~ 9 X¡ + x2 = o ~ 

3x1 + X:.< 21 .. , + x2 = o 21 

+ Xz = 21 

-xt 

*Para mcremcnta~ ei valor de la función objetivo se puede in- Q m t si 
crementar el .¡tlor de Xt o el de x~· o ambas. Se empieza por deter·· ""' 
minar en cuál ariable un incremeP.to unitario aumenta más la fun-
ción objetivo. La fig. 6.5.12 ilustra que una unidad de in~remento 
en X2 aumenta en 4 el valor de m y un incremento unitario er. Xt 

sólo aumenta a m en 2 unidades, por lo tanto conviene, para cn
c'ontrar el máximo lo más rápido posible aumentar el valor de 
xa, _manteniendo Xt .':"' O. 

~m 4 

'),. + .,. ·:-:;--¡-
-·'1 ... '.: - • ' ,.l .... == 1 

f c .. x, 

....... 1 
' ..... ........ 
2x, + 4x. =O 
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El max1mo valor de xz puede ser 6, ya que si es mayor de 
6, x., ~ O y se violaría la condición X1 ?; O, i = 1, 2, ... 5. Grá
ficamente, al ir moviendo la rect::t 2xt + 4xz que representa la 
función objetivo paralelamente a sí misma, a lo largo de la recta 
Xt = O, se llega al punto A, otra esquina del poligono ABCD 
que de{ine a la región d~ soluciones factibles. 

La figura 6.5.13 mu~tra este traslado de la función objetivo 
m = 2x~ + 4xz. 

Del sistema de ecuacwnes ( 6.5.25) para: 

ose tiene: 

.. 
"1 

..... , 1 
' ...... ...... 

2xt + 4x2 =iO 
Fig. 6.5.12 Incremento de 'la ·runci6n objetivo. 

Para x1 = O, de ( 6.5.24) ·se obtiene: 

.A 

Xs = 24 - 4x~ 
x, :: 9- x2 
x5 = 21 - X a 

A es la intersecd6n ·de 

x1 + 4x2 = ~ 24 ?1 x1 = O 

'En A x3 =·O 
x4 = 3 
x 5 = 1'5 

( 6.5.25) 

Fig. 6.5.13 Búsqueda del níáximo.de la función ob
jetivo a Jo largocae•Jaaecta ~~ = O. 

x1 : 0 .Y 1X.2 -= ',Q 

x6 = 3 
Xs = o 
xJ .. 1'5 



Como XJ c:ra ]a holgura de !a ccuac10n de restricción ( 6.5.8) 
~ deduce que en el punto *A el recurso limitado corres¡xmclient::: 
a. e.a ecuación de re:>.stricción se ha empleado en su totalidad. En 
eft:¡;~o tl punto A se encuentra sobre Ja recta de ecuación 

*En resumen, en el punto A d valor de todas las variabb: 
del problema son: 

-~tLas nuevas variables no básicas, es decir, las que son diferentes 
de cero son: 

El :Valor de la función objetivo es: 

-~tq!Je resuhJ. mayor que ei valor de esta función en el ler. punto 
explorado, el ,_,rigen, donde valía cero. 

*Cuando las variables básicas eran Xt y X2, o se<\ en el :.l'r paso 
de la solución del problema, también llamada 1 ra. iteración; el 
sistema de ecuaciones algebraicas que hubo que resolver eran: 

*En este sistema las variables no básicas X3, x. y xa aparc:cian en 
una ecuación cada una, y esto facilitó su evaluación. 

*Para proseguir con igual facilidad, se debe manipular alge
bráicamente a las ecuaciones ( 6.5.24) para que en cada una de 
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~1 + 4·x2 + x3 = 24 

!; A en b intersección de: 

X1 + 4xz .,. 24 

o. 

(6.5.8) 

"Valor de las variables en d punto A : 

Xt = 0 X = 0 _ . t X2 X~ = 6 x: = 3 
~ x~=l5 

1 x1+4x~4 
j X¡= 0 ---..._ 

1 
1 

--t---1 --!>oxl 

0 Variables no básicas =f= O. 

Xa• x, y Xs 

1 
¡ 
l 
1 

m = 2x1 + 1x2 ::: 24 

m =0 

( 6.5.26) 

~ ----------------------~Xr 

"Con x1 = x2 :: O (variables básicas) el si~
tema de ecuaciones era: 

x1 + 4x~ + x3 

x1 + x2 + 
3x1 + x2 + 

= 29 
+ X.a : 9 

+ x8 = 21 

fiL<!s variables x3, x4, x~ -=1= O 
{no básicas) aparecen una en cada 
ecuación. 

(6.5.2 ~ J 

0 Manipule las ecuaciones para que las variable~ 
no básicas (x2 , x,., x~) aparezcan en una sola 
ecuación. 
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ellas aparezca solamente una de las nuevas vari:thles no básicas 
X·!; x~. y xs de preferencia con coeficiente unitario. *De la ter. 
ecuación del sistema ( 6.5.24). 

se tiene al dividir entre 4 

*Esta ecuacton ya tiene una sola variable no básica xz con 
coeficiente unitario. *En la 2da. ecuación del sistema (6.5.24) 

*aparecen dos variables no básicas, X2 y x •. 

Como x:~ ya quedó en la ecuación anterior se debe dejar en esta xe. 

Restando de la ecuación 

la ecuación anterior · 

*se elimina la variable x~. En efecto se tiene: 

*Finalmente la última ecuación del sistema ( 6.5.24) 

*Contiene las variables no básicas X2 y xs. Hay que eliminar 
X2 para que sólo quede una. Restando a esta ecuación la ecua
ción *(6.5.26) se elimina en efecto x:. 

Realizando esta c.peración se obtiene: 

"El sistema de ecuaciones de restricción ha quedado de la for
ma deseada: 

*En este sistema de ecuaciones en cada una de ellas aparece 
solamente una de las \'aria~les no básicas. 

•ter. ecuación. 

x~ + xl + 4x:r = 2_4 

+4 ; 

1 l -¡ x 1 + -¡- x3 + X 2 :: 6 (6.5.2ti) 

11 'Lnica ,·.n.b. "~ 

"2da. ecuación 

x, + "~ + "• = 9 
0 v.o.b. x~ •y x~ 

( 1) x1 + X: r !(f : 9 

1 1 
(2) 4 X¡ + 4 XJ + X2 - 24 

•se elimina x~ 

3 
(l)-(2)-x1 

. 4 

"l:ttima rcuac!ón 

3x1 + x2 + X;; = 21 

•v.n.b. x~ y "~ 
elimine x~ 

"Nuev:~s ecuaciones de resrriccióu. 

3 . 1 
-¡- x, - -¡-

11 1 
- x1 -- x3 4 4 

= 3 

= 6 

(6.:.261 

( 6.5.27) 

= 15 

(6.5.:?8'· 

"En cada ecuación aparece una sola ,. n L 



'-'La función objetivo hay que expresarla en funciór1 de las va~ 
ri.ubles básicas, x1 y XJ, es decir, hay que eliminar ~...:~. En la etapa 
a:!W::rior, esta función estaba expresada en !u;>dón d;; ;:, y ;;~: 

dr.s_rjando de la ecuación ( 6.5.26). 

~despejando a ;!~ se tiene: 

::·sustituyendo a xz en la fundór1 t-bjetivo por este valor~ se tien<!; 

La función objetivo ha quedado expresada en función de las 
variables básicas X1 y xa y su valor para x1 = O y X:! = O es 
m= 24. 

A continuación hay que determinar qué pasa con la función 
objetivo si se aumenta X1 ó XJ. Para incrementar m, y seguir sa
tisfaciendo la condición de no negatividad de las variables debe 
mantenerse X3 = O, ya que dado el coeficiente negativo de X31 

si. X3_ aur;-,:·nta, m disminuye. Debe incrementarse a x1. *Del sis
tema de ecuaciones de restricción para X3 = O, las variables no 
básicas en f~nción de la variable base X2, quedan expresadas en 
la siguiente forma: 

'!!"Deben analizarse las ecuaciones ( 6.5.30) para detenninar cuál 
es el máximo valor de x1, para el cual todas las variables no bá
sicas X2, x, y X5 sean mayores o iguales ·a cero. Se tiene 

*Se ve que el máximo valor posible de la variable x1, sin que 
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' ~:Xpresar m en función de las v.b. 
(:¡¡:!• Xz) 

m = 2 x1 + 4 x2 

1 • 
- "1 +-:;- x3 + X2 = ~ (6.~.26) 
4. ... 

3 despejando a Xz 

1 1 
Xz = 6 -- - x1 - - x3 4 4 

<tSustituycndo ~'" ~o: 

(6.5.29) 

0m = f(v.b., X2 y X:¡) 

par::. x1 = x8 == O ..., m = 24 

0 m = x ... - x3 + 24 
Si x3 ,¡ m J.. 

0 Para x3 = O las ecuaciones de restricción son: 

X~: 
6 _xa 

.¡. 

S 
x6 = 3-- x1 4 

11 
15-- x. 

4 -

( 6.5.30) 

<>Máximo valor de x1 sin violar condiciones de 
no negatividad. 

x2 = 6-X¡ 
x 1 m4a = 24 . "~ == ~ 4 

3 
x4 = 3--x 4 1 X¡ ma. = .¡. X~::= 0 

n 60 
Xs = 15--x1 Xt mú =Ji X::::: 0 

4 

~Máximo valor de posible de x1 = 4 ..., x, = O 
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ningn'ti'a: de ]a_.:¡ variables x~, x, y xs se vuelvan negativas es 4, 
par~ !e~ Eual x·. = o. 

,· ("' . 

*Se iftfhliza este paso y se tiene que X3 = X4 = O. Estas variables 
se' toi!ii:R éomo base para el siguiente paso. 

.;rpári XJ = x~ 
b!'es es' x~ = 5 y 
de re..striccione.s. 

O; y x1 = 4 el valor del resto de las varia
xs = 4. Estos valores se obtienen del sistc.ma 

*El siguiente C~lnjunto de valores de las variables constituye . 
mÍa núeva solución factilJie. 

'~~ Arites de continuar resulta ilustrativo interpretar gráficamen
t~ este segundo paso de soiución. En este paso de solución se in
cn~rnénta el valor de la variable básica x. de O a 4 *manteniendo 
rt. la otra vari:l.bie básica X3 = O. Como xs es ·Ia variable de 
!;6lgura d~ L 1 er. ecuación de restricción X1 + 4 xz S 24 esta 
büsqu~da de un mayor valor en la función objetivo se realiza a lo 
largo de la frontera AB de la zona de soluciones factibles tal 
cÓmo se ilustra en la figura 6.5.14. 

*Para continuar debe volverse a manipular el sistema de ecua
don~ (6.5.25)- (6.5.28), para dejar en cada cwación una sola 
de .las variabks no básicas Xt, X1 y x~. Realizando operaciones 
illgebraica.s elc111enlales sobre ese sistema sinúlares a las dt:scritas 
previamente se obtiene: 

~Del sistema de restricciones: Si x3 = x4 ·= O y 
x1 = 4 --. J:"l :::: 5, x5 :::: 4 

*Nueva soluci6n factiblé. 

.. Interpretación gráf:ra de la ':!da: iteración. 
x1 t de O a 'Í 

0 v.b. x3 = O cst. 

x3 holgura de 
x1 + 4x2 ~ 24 

"• 

o 
Fig. 6.5.14 Búsqueda oca miximo·ile'Ja función ob

jetivo a lo largo:tie;·la'ieéta ÁB. :(2da. 
iteración). 

•F.n cada ecuación de ré~tricdó'i1 una sol:l \·.n.b. 



y volviendo a expresar la función objetivo en relacion a las nue
v~ variables base :xa y x~ se tiene: 

·>!}Como en el último paso X3 y X4 era.'1 nulas, la única forma de 
~ten.rrlas, satisfaciendo simultáneamente la condición de r:o nega~ 
civictad de b.s variables es incrementándolas~ pero esto dismi
n1ilri¡<_ el valor de m. Por lo tanto, la solución factible que a su 
':~:;.: ,'ClJ óptima es precisamente la soluciór. c1bte.nída en el paso an
t.:rl.c.a a saber: 

..:·Recuérdese el planteamiento ci:!1 problema: 

1.;J?.xirnizar la función objetivo. 

~;ujeto a las restricciones 

donde se recordará que la primera restricción ]a imponía la dispo
nibilidad de mecánicos, la segunda estaba relacionada con la exis
tencia de andenes y la tercera con la disponibilidad de cargadores. 

*Al operar 4 camioneta<; ch.i¡;as y 5 grandes, como indica la so
luci6n de problema ( Xt = 4, X3 = 5), la primer variable do:: 
holgura es nula (x3 = O), la St!gunda también es nula (x, = 0), 
y la tercera vale 4 (x5 = 4). Este conjunto de valores de la va
riable de holgura significa que ei primer recurso (mecánicos) se 
aproveche ··n su totalidad al igual que el segundo (:1..ndenes). 
Mientras que del. tercer recurso se emplea la cantidad dispo
nible menos la holgura, es decir , 

*Para resolver un problema de programación lineal empleando 
el método si m plex · es necesario realizar repetitivamente diversas 
operaciones, como se acaba de ilustrar. Es posible sistematizar el 
método solución expuesto empleando la notación matrici;;J, 

Se empieza por formar una tabla o matriz cuyas columnas me~ 
nos la última tienen por valor los coeficientes de las variables en 
las ecuaciones ele restricción y en la función objetivo. En c~ta 
última ecuación debe cambiarse el signo de los Cl?eficieutes. 
La última columna tiene por \'Uior los recursos disponibles y 
un cero en la última posición. Los elementos del último ren
glón de esta tabla, exceptuando el último, se llaman los mdica
df)res del problema. Como se señala a continuaciól~; si des
pués de realizar las operaciones que se indican postcriom1entc; 
todos los indicadores son positivos, la búsqueda del óptimo ha ter
minado. Con objeto de familiarizar al lector con el método se 
presentan las ecuaciones en forma explícita y en notación matri
cial, tal como aparecen a continuación: 
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2 4 
m = 23 - -- x - - x. 3 a 3 • 

"No puede t x3 y x 6 porque m ~ 

1-

(6.5.32) 

soluci6n faetible del P.aso anterio~ es óptima. 

:r1 = 4, x2 = 5, x1 = O, x, = O y x5 = 4 

( 6.5. 7) 

restricciones 

{ mecánícas) x1 +4x.2 + X:¡ = 24 ( 6.5.8) 

( ;mtlcr.cs} x1 + x'.! + x~ 
(cargadores) 3x1 + "2 + ;«;; 

= 20 
= 21 

(6.5.9) 
( 6.5.1 o) 

0 x1 = 4 ;:= operar 4 camionetas chicas x~ ::: 5 = 
operar 5 camionetas grandes x3 = O= se
emplean todos los mecánicos x. = O = se 
emplean todos los andenes x6 = 4 = se em·· 
plean 21 - 4 mecánicos. 

21 - x6 = .!l - 4 ~ 11 

0 :::iistematizaci6n del métod.:l empleando ma· 
trices. 



328 O plimi::ación 

Fom1Ulación explícita Formulación matricial 

] er. Etapa 

X1 + 4x2 + X a 24 
.. X1 + X2 + X4 9 
~X.1 + x2 + x~ 21 
2x~ + 4x~ m 

-::El p:·oblcma 6c m.ir:ia buscando una solución factible: 

En este cflso puede ser 

Posteriormente se ~eñala cómo puede sisternatiz;.use la búsqued:t 
el.:: la 1 er. soluciófi facrible. 

*En seguid::t debe seleccionarse la columna con el término 
más negativo en el último renglcSn o ~·ea el correspondiente a la 
función objetivo, con objeto de determin~.r el incremento de cuái 
va.:iable hace crecer más rápidamente a la función objeli•;o. En 
este primer paso la segunda columna, correspondiente a xz tiene 

esta propiedad, o sea más negativo el último renglón. *A conti
nuación se dividen Jos elementos correspondientes a la disponibi-

.lidad de recursos, es decir, los elementos de la última columna, 
exceptnando el último, entre los correspcmdientes elementos de la 
columna selcccion;>.da anteriormente, en este caso la segunda. El 
v~or de estos cor.ientes se anota en una última colur1na y se selec
ciona el renglón con el Yalor mcnr;r ele esta columna, en esre 
c~o el primero. En este ejemplo c~!us valores fueron 6, 9 y 21. 
Esre problema se inicializó con Xt = x~ = O. 

*Los incrementos en X2 resultan aumentar más la functón ob~ 
jeti,·o que los Je Xt. La columna adicional indica que el máximo 
vhlor que puede darse a :'\.2 es de 6, sin hace¡ negativa alguna de 
las variables x~, x, ó xs. 

*Se ha encontrado hasta el mom~nto que el p:nmer renglón tie
ne el elemento más pequeño en la última columna y ]~ segundd· 
columna el mis. negativo en el último rens-lón. La intersección 
de Dte renglón (el primero) y esta columna, (la segunda) definen 
el elemento llamado nivote, en .::ste caso 4. 

b 

2~ l 6 --~ 
9 . ( 6.:),32) 

i 21 ¡ 21 
+ 1 

1 o 1 
.) 

.,ler. solucié:~ factible:. x. = x2 == O (v. b.) 
X3 = 2+, X4 = Xs = 2\. (v. n. b.) 

x1 = Xz = O, x3 = 24, Y. 4 = 9 )" x5 =: '21. 

"'Busque columnas con ú!tirno elemento más 

negativo. 

[ ¡-: )_J_L 
-2 --4 o a o 

r 
*Divida última columna enta·e colu:nnas ~ei~c
cionada anteriormente. 

Q) ® (p.A2) 
r "] ·~ 1 ~ 

l 
l 9 !l 
1 21 21 

-4 

"x2 incrementa más r:5pidamente " lf• qu,~ x,. 

5~ 

6 máxirno valor de :'i~ 
que n•) vicb X¡ ;:::: O, .lf1 

ele::1cmo r• .:.; 
pequciio 

~ Q) Pi·.~¡e l 
1 1 ' 2! L- -:..4 ----·- ··- -·- ·- -J 
·demento 

9 



*Posterior.nente se divide el renglón del pivote, en este case ei 
f'l""il:-u:tc; entre el pivote como se ilustra a continuación~ 

":0iYisi6n del renglón del pivote entre el pivdt.c. 

Fonnulación explicita Formulación 

X1 

X1 + 4x~ + xs - 24 1 
1 + 1 

6 
1 

- X1 X2 +- X!l -• 4 4 "1: 

Uespués se emplea esta última ecuación para eliminar !a varia
ble xz de las ecuaciones resta:r.tes del sistema. Como en l.a 2da. y 
Ser. ecuación x~ tiene uno pm o.:.did;mte hasta re.stí'Ul" d rengl.ó:.1 
o sea la c:cuación del pivote de c:.1da una de esas ecuado~r.s: se 
tiene: 

X: 

't 
1 

matricial 

X3 

1 
1 
4 

Formulación explícita F'ox-mu!adón ··matricial 

2da. Ese. X1 + X2 + x, 

Ecs. del 
1 1 

Xt + X3 +- X3 
Pivote norm. 4 4 

Resta 
1 ..__- xn 

3 
Xl 

4 4 

3er. Ecs. 

Ecs. del. + + 1 Xl X2 - :<a 
Pivote norm. 4 · 4 

Resta 
11 

4 

1 
--- Xa 

4 

9 

6 

+ "' 3 

+ X5 - 21 

6 

+ X¡¡ - 15 

;!h 

1 

1 

4 

3 

4 

3 

1 

4 

n 
4 

Para eliminar a X2 de ·la función objetivo, es necesario multipH
car la ecu:::tóón del pivote por -4 y restada. de !a función objetivo, 
ya que --4 es el coeficiente de x~ ekl la función objetivo, t~ como 
se ilustra: 

1 

o 

1 

o 

o 

X;¡ 

o 
1 

4 

·1 
4 

o 
1 
4 

1 
4 

x. 

o 
o 

1 

o 

1 

o 

o 

o 

Formulación explicita Formulación matricial 

Función 
objetivo -x, 
Renglón del 
piv. norm. x (- 4) -Xt 

Resta 

-4x: --X:! 

+X3 

o 

=-24-

-. 24, 

-2 

Después de realizadas las funciones anteriores xz, "" y xs, las 
Yariablcs no básicas, quedan multiplicadas por 1, ta! como muestra 
el siguiente cuadro: 

-4 

-4 

o 

o 

-1 

1 

o 

o 
o 

X5 

o 
o 

o 

o 

o 

1 

o 

o 

o 
o 

24 

6 

9 

6 

3 

21 

6 

o 

·-24· 

24 
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Formulación explícita Formulación malriciaJ 

3 - =~ 
-4 

11 
- 1\:t 
4-

1 . 
--- Xs + x. 

4 

1 
-- -· Xs 

4 
+ X5 

XI X a X3 X. Xll r 1 1 i -, 
6 -· o o 1 6 1 

4 4 1 

/- 1 1 

3 (j)· o 1 o 3 --
4 

1 ,, 
1 11 1 

15 1 o e 1 15 

J 1 
-·· X1 + Xz + - x~ 
4 : 1 

1 4 4 

24 
--------------j---L -1 o 1 o o -~ 24 . + Xa 

* * . -' 
t 

En e.~te cuadro la columna con el elerr.ento m:is negativo es la 
lra. y e! cociente deJa primera columna entre la de las restriccioa 

60 
nes ~ 24, 4; -,o ::;ea. los elementos de la columna auxiliar situada 

11 

24 

4-

6Ci 

! l 

fuera de las llaves de la matriz. Como el elemenlo más pequeño 
es 1; el del segundo renglón, el pivote es el aumento de la 1 ra. co
lumna y del segundo tenglón y se va a emplear para eliminar x, 
de las ecuaciones restantes. Se empieza dividiendo el renglón del 
pivote entre el pivote, tal corno se ilustra, para 'Jbtener la *ecua
ción del pivote nom1aliza.da. (e.p.n) 

*Ecuación del pivote normalizada: e.p.n. 

Formulación explícita 
X1 

Ecs. del 3 1 
pivote - X1 - X:1 + '"• 4 4 

3 3 
:~ 

Ecs. del 4 
piv. norm. Xt -- Xa + -x" 

3 3 
=4 

Para eE~inar Xt de la primer ecuación es necesario restarle la 
ecuación del pivote muítplicada por Y! que es d coeficiente de 
X.\ en la 1 er. ecs. 

Formulación explícita 

ler. Ecs. 
1 1 

- Xt -1- X2 +- X3 
4 4 

E.p.n x { _!_) -1 
Xt 

' \ 4 4 

1 1 
-- X3 +- x~ 

12 3 

Resta o 1 1 
X:t + ...:... XJ-- X4 

3 3 

= 6 

== 5 

Xt 

1 

4 

1 

·1· 

o 

Para eliminar Xt de la 3er. ecuación hay que res~arle la del pi
vote normalizada multiplicada por 11

/ .. 

Formulación matricial 
X a Xa 

o 1 --- ·~--

4 

o 
3 

Formulación 
x~ X:! 

1 

4 

o 
12 

1 
1 -
3 

X. X9 

4 

3 

• • 1 matnc1<• .. 
X. 

o 

1 --
3 

3 

o 

o 

Xs 

o 

o 

o 

3 

6 

S 



Formulación e"plicita 
X.t 

3t>t, Ecs. 11 1 
+ 15 

11 
X1 -- Xs }{S -4 4 4 

"" 11 11 ll 
11 

11 
t,.¡:¡.n x- X1 -- XJ + -- x~ - -. 4 12 3 4 

itesta 2 11 + 4 o -X:!-- X¡ X~ 

3 3 

Y finalmente para eliminar x~ de \::. ftmci6n objetivo debe rt:stár .. 
scle la normalizada del pivo•e !i'r.uhipEc<nl;L por --1~ ·cod!cicntc 
de X1 en la función objetivo, tal como se mu~:stra: 

Formulación explicita 

Func. obj. 
X¡ 

-X¡ + X.:¡ - 2-l ---1 

E.p.n x (- 1) 1 4 
- ·l -] -Xt +-X;J--·X-t -

3 3 
\ 2 4. 

· Resta -- xa + -- x. - 28 o 
3 ~ 

..) 
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Fcrmulación matricial 
l'! X.1 X6 X:! 

o 1 .o L 15 ·¡-4 

o 1 11 11 o 11 -
12 3 

e 2 11 
1 4 

3 3 

Fom1ulaci6n matricial 
X a X,¡; :'i.e x. 

o 1 o o + 24 

o 1 4 o ' ':!.· 
3 3 

o 2 4 o 28 
3 3 

Una vez realizadas estas operaciones el cuadro queda como se muestra: 

3er. Etap1 

Formulación explícita 

Xl 

X2 + 1 1 
5 r - Xs-- X1 - o 

3 3 

1 4 
X1 +-xa--1~• - 4 

1 
l . 3 3 

2 11 
X4 + X:; 4 - ~ --- -- o 3 3 

2 4 28 - X3 +- x, - o ... 3 ~ 

*Antes de continuar es necesario revisar el signo de los eicrru:n
tos del último renglón, exceptuando el último o sea el de los indica
dores. Cuando todos son positivos se ha encontrado el óptimo. 

*El valor del óptimo está dado por el último elemento del úla 
timo renglón : · 

Formulación matricial 
'X2 "[g. X! li.tl 

• 1 1 o 5 J. - --
3 3 

1 

o 1 4 o 1 
4 -- 1 "' 3 .J 

1 

o 2" 11 1 4 
3 3 1 ~ 

T 4 --1-
O· O / ~óptimo -

3 3 
/ 

indicadores 
0 Reviste indicadort-.s, si todos 2: O se ha e.!'l· 

centrado el óptimo ?: úlúmo elemento de b 
taíJla. 

"Óptimo. 
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' 
Como en esta etapa ya todos los indicadores son pos1t1vos, la 

búsq.u··ua del óp~imo ha terminado. Ei valor ópLimo es 28. *Las 
variallks con coeficiente diferente de cero en el último renglón va
len c::.rc, en este caso X3 = x, = O. 

Del último sistema de ecuaciones: 

para 

se obtiene: 

*Es posible obtener el valor de los niveles de actividad en el 
punto óptimo a partir de la última tabla del método simplex. 

*La llamada última tabla del método simplex tiene indicado
res únicamente positivos. 

Para obtener los niveles óptimos de actividad de la última ta
bla basta numerar los rengim:'!e.s de acuerdo con la posición doade 
se encuentra una columna unitaria, es decir, una columna con 
un solo uno y el resto ceros. 

Para aclarar este p::t.So nos referimos a la fig. 6.5.15 donde 
aparece la tabla termin::1l del ejemplo. El ler. renglón tiene su ler. 
columna unitaria en la segunda posición, por eso, se le de~igna con 
2, y el 2do. renglón tiene la 1 er. colurrma unitaria en la primer 
posición. Se le designa con l. Se continúa hasta terminar con to
dos los renglones menos el último. En el punto óptimo ·las va
riables diferentes de cero tienen por índice el número con el que 
se han designado los renglones y su valor está dado en la úlrima 
columna. En este caso x2 = S, X1 = 4 y xs = 4. 

~tUl timo renglón 
2 4 o o o 28 
3 :J ,.,. f 

xl=x. =O 
1 

= 5 

1 2 11 
- 3 Xa - 3 X~ + Xs = 4 

*Obtendón de los niveles óptimo> de acth idad 
a partir de la última tabla simp!ex. 

*Indicadores de la última tabia: 

o o 2 

3 
o 

, indicadores ~ O 

Columnas unitarias 

1 1 
5 'l 2 o - ol 

3 3 1 

designación 
1 1 

1 4 1 

1 

1 

de los ren- 0--- - Q¡ .¡. 

gloocs 
3 3 1 

1 

5 2 11 ' 1 u o - - - 1\ 4 
3 3 

--------- ----t-----1 
2 4- ' . 

o o ol2s 1 

L 3 3 
1 j 

Fig. 6.5.l5 Tahla terminal del problema. 
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En la tabla 6.5.2 se resumen los diferentes pasos que se siguen 
.;,¿; la solución de un problema de programación lineal mediante 
el método simplex. En ·tas matrices de esta tabla la columna y el 
ren,gíón marcados con una flecha &~finen la posición del pivote 
y las columnas marcadas con un asterisco ( *) corresponden a las 
variables base, es decir, que se han tomado como nulas. 

ler. Etapa 
X1 +4x~ 
XL+ Xz 

Xl + X:! 

+2xl + 4xz 

Tabla 6.5.2 Solución del ejemplo 6.5.2 por ci método símplex 

Soluci,I?~ analítica del problema de programación lineal 

Formulación explicita 

+Xs 
+ x~ 

+XJ 
+ o 

Pwtiem:! 

Función objetivo: 

m 2x1 + 4x: (máx.) 

Restricciones 

X1 
X¡ 

3Xl 

+ 4xl ~ 24 (a) 

+ X~ 5 9 (b) 
+ X2 < 21 (e) 
X1 ~ o (d) 
X2 ~ o (e) 

Formulación matricial 

X1 lb X:J X• XG 

- 24 [ 1 @ 1 o o l 24 ] 
- 2i - ~ __ L_ __ g __ _1·~--- ~ + 2i -
- m -2 --4 1 O 

* * ' 
~' 

Variables pase 
X1 = X! = 0 .¡¡. 

Solución factible 
XJ = 2-1 X4 = 9 X3 = 21 

Incremento unitario en X1 --. Incremento en m = 2 

Incremento unitario en xz _.. ·~ncremento en m = 4 

X1 = 0 
Xa = 24 - 4xz = O 
X6 = 9- X3 = 0 
Xa = 21 - X: = 0 

Con x: = 6 -+ X:J = O 

X:l max 
6~ 

9 
21 

6 o{--

9 
21 
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. 1 
-Xt + Xa +- X3 
4 '·· 4 

3 J 
-X¡ -- xs + x. 
4 4 

11 1 --x, --Xa+ 
4 4 

XJ X8 

+)(r¡ 
+ 24 

Nueva;; variables base 
Xt = 0 Xa = Ü * 

_ 6 r 1 1 ~ o ó , 1 6 ·l 24 

: 1 . j ' 
- 3 (j) o -- 1 o 1 3 4.--

= 15 !1_~_-_: ·--~--~l~~J ~~ 
= m - 1 O 1 O O l + 24 

* * 
t 

Solución factible 
Xz = 6, X• ·= 3, Xs = 15 

Incremento unitario en X1 -+ Im .. rémento en m - 1 
Incremento unitario en >:.a -+ Decremento en m 

3er. Etap<1 

XJ ~ Ü 

l 
:"<JI= 6-- X1 

4 

3 
X.= 3-- X1 

4 

11 
x~ =15-- x1 

4 

. l 1 
"X2 + - Xs + - Xa 

3 3 

1 4 
Xl.-- X3 + ·- Xt 

3 3 

2 11 
- :x,.¡-- x. + x~ 
3 3 

2 4 
- - Xs + _:_ X.¡ + 28 

3 3 

X1 

XJ. max 

24 

60 
11 

Nuevas variables base 
:x.:s=x.=O 

- 5 í o 

- 41 

1 

o 
1 

J 

3 
1 

3 

4 

1 -, 
o ¡· 5 1 

o" i 41 
1 . 

:3 3 1 ., / 

o o .2 - .ll 1 i 4j' 
. 3 3 1 

- ·-- - -'7'- --.--- ---·- -- --:-,-. 1 

- 4 

::: m l_ O O + 2 + _! O 1 + 28j 
3 3 l, J 

Solución factible 
4, x~ 5 y X~ = 4 



""Antes de continuar es necesario indicar cómo se obtiene b 
!:m. solución factible en el problema d~ programación lineal. 

Recuérdese que el problema de programación lineal tiene n 
lnc6g'rlitas, los niveles de actividad y existen m ecuaciones de res
uicción. Si todas las ecuaciones de restricción son desigualdades 
~e lipo "menor o igual a cero" se introducen m variables de hol
g>Jra, y en el primer paso de solución, igualando a cero las varia
bies del problema (niveles de actividad) las variables de holgura 
toman determinados valores, que forman una ler. solución facti
ble, En este caso se encuentra el problema del ejemplo anterior. 
cuyas restricciones eran: 

En algunos casos algunas restncc10ne~; son mayores que cero 
o igualdades. *En este caso habrá menos de m variables de hol
gura y no se_ puede formar la ler. solución factible igualando los 
niveles de actividad a cero, como se ilustra a continuación. 

Sujeto a las siguientes restricciones: 

*La introducción de dos variables de holgura, ya que s6:.:> hay 
d.os desigualdades convierte a las ecuaciones de restricción en: 

Si se da a los niveles de actividad x1, J<.z, X3 el valor cero, como 
en el caso anterior, para inicializar el problema, se viola la segunda 
r~tricción, ya que· 

De manera que no es posible obtener en esta forma la lf.". so
lución factible para iniciar ]a solución del problema de progra-, 
mación lineal; si se presenta un problema de este tipo es necesa
rio incluir variables artificiales en el problema. Una por cada 
ecuación de restricción que sea una igua.\dad y una desigualdad 
del tipo "mayor o igual que cero". En el ejemplo es necesario 
introducir las variables artificiales xo y x.r ya que hay una igual
dad y una desigualdad del tipo "mayor o igual que cero" ent<c 
las restricciones. El sistema de ecuz!cwnes de restricción¡ después 
de introducir estas variables queda: -
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~obtc¡~cilm de la r·er. solución factible. 

x1 + 4x2 ~ 24 ..... :~., + 4x2 + x3 

X1 + Jr2 ~ 9-+ X~ + X~ + X.¡ 

:-1:.:1 + x2 ::::;2t~3x1 + x2 + x5 

Niveles de actividad Xu x2 
Variables de holgur:1 x,, x4 , x5 

ler. Soluci6n factible 
Niveles de actividad x1 = x2 = O 

- N 

= 9 

= 21 

Variables de holgura x3 = 24; x, = 9 y x5 ::: 2l 

~>Con ·restriccio~es 'de igualdau. 

X¡ + 2x3 + x3 ::::; 4 
2x1 + 4x2 + x3 = 8 
4x1 + 2x:l - x3 ~ 6 

° Con dos variables de holgura. 

x1 + 2x2 + x3 + x.., 
2Jt1 + 4x2 + x3 

4x1 + 2x1 + x~ - x~ 

<!Variables artificiales. 

X1 + 2X~ -:- X 3 + X 1 

2x1 + 4x2 + x3 + x8 

= 4 
= 8 
= 6 

4xl + :!~ - X:¡ _,.. X¡¡ + X; 

= ... 
= 8 
= 6 
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En este ca.c:o asignando a Jas variables estructurales y a una de 
las rk ho!gur:1 el valor cero, se pu"de obtener la primer solución 
Ea e ti¡ :!e:. 

1i l::ll\ eÍcctc con X1 = X2 = X:J = X5 = Ü, el restr.; de las vma
bles ;:..sume el valor de X4 = 4, XG = 8 y xr = 12 . 

.¡¡.Las· variables artificiales no deben aparecer en la solución fi
nal en· la función objetivo. Para asegm·arse de que esto no suceda, 
se deben incluir en !a función ol)jetivo con grandes coeficientes 

· r<ef;ati ,·os en problemas de maxirn ización. E:; tos Grandes coeficieJ? · 
tes negativos a<:eguran que las ''"riables artificiales deben ser nll
bs para ma:\imizar la función objcti\;o. 

Antes de terminar con esta sección para estudiar el problerr~a 
dual en· la siguiente, es necesario enunciar un importante .*teorern,a 
~~de programación lineal_ y explicar ¡.¡or qué este método es un 
método de gradiente. 

*Debido a este teorema la búsqueda del óptimo se realiza ~ 
lo largo de la frontera de la zona definida por las restricciones, 
como se ilustró en la solución gráfica y analítica del prohlcmz. del 
ejemplo 6.5.2. En la figura 6.5.9 referente a este problema, se 
recuerda que el método simple;: empez6 por calcular el valor de 
la función objeti\"0 en O, después en A y finalmente en B. No 
fue, sin embargo, necesario evaluarla en todos los vértices del po
lígono OABCD. Faltaron los puntos C y D. El método permite 
ir buscando valores siempre crecier:!es (en un problema de ma
~im.izaci!Sn) de la función objetivo en los vértices del políg0nQ. 
·li"E.~ta búsqueda se realiza ~iempre a lo largo de aquella ari~ta 

don(le el valur ele la función objetivo e rece (o dr.crece) con ma
yor rapidez. Por esta razón se trata de un método de g~adiente. 
E! método permite descubrir cuándo se ha encontrado d valor 
óptimo, sin necesidad de tener que evaluar en general la función 
objetivo en todos los vértices del polígono y tener finalmente 
.::¡ue .buscar el valor óptimo de 1a función objetivo entre estos va
lores. 

Un método· de fuerza bruta para encontrar el óptimo consisi
tiria en evaluar la función objetivo en todos los vértices y des
pués buscar el máximo ó mínimo de ésta entre todos t'.Stos valores 

<>n Ref. 10 cap. 6. 

DCcn x1 = x. = x3 ;..:: x~ = O 
X~ ·= +, ~ :::.::.• 8 y X~,= 12. ' 

"Introducir en problemas de maxunizaci6n IJ~ 
variahles artificiales con grar.des cue!icicntes 
negativos. 

«Teorema. 

P11ede demostrarse 0 *que en un problema dP 
programación lineal con las· restricciones defi
niendo una zona convexa, el punto óptimo (~a 
sea máximo o mínimo de la función objcli\·o) 
se encuemra siempre en .la frontera de la zon..1 
convexa definida por las restricciones. 

"Búsri'Jeda a lo largo de la frontera. 

"Búsqueda en dirección de· máxima va1 iación 
de la función objetivo. 



El método simplex no solamentt rcdccc .;;"! nómcro de vértice.-; 
donde hay que calcular la funcíóa objetivo, sino al ir de paso 
~n paso incrementando (o descrementando) ei valot de la fun
ción objetivo hace innecesaria la búsqueda final del Ó?timo. •~-E!1 

('~-.:Jblemas COn gran nÚmero de variables, el lr.O tener que explorar 
~odos los vértices y no tener que alma:.:enar para .una búsqucd::; 
fi.rtai del óptirno el valor de la.~ coordenadas de los ".!értices Y. de 
b. función objetivo, ahorra r.!ucho ii~mpo y requerimiento de 
rr.~rnoria al procesan;e digitalmente estos problemas. Desde luego 
qut; esta ventaja computacional tit>:ne como precio las restricciones 
que impone al modelo matemático d problema, las de linealidad 
en :;us ecuaciones y de convcxidnd y de ia zona de soluciones fac
tibles. Mortunadamente exi.c;ten ,,·,.ültiple.s prc..:;!ewas, de gran in
~erés para el analista de ~isten':.J, .~T[j le~ que p:.cde plantcn.rse 
UD modelo matemático con )<lS ll!:>tr¡<:do;-;c;; ar!icriores. 

o.5.5 Problema dual 

*Se indicó en la sección 6.5.2 que el problema de progrn.ma
tión lineal puede plantearse en form,:;¡ matricial de la siguiente 
manera: 

*Su jetCY a las restricciones 

donde :l el vector de níveles de actividad, !;, el de restricciones y f 

el de costos. La matri:i: .J tier<:: por elementos los coeficientes ~
tructur:c1n_, del problema. 

_La ilustr:::.ción del problema dual puede realizarse con el ejem
plo 6.5.2, sin embargo no se le empleará, con objeto de introdu
cir otro tipo de problema. 

*En ut• taller se cuenta con tr.::s máquinas A, B~ y C. Se e¡¡,,. 
plean para fabricar dos productos t y 2. La tabla 6.5.3 mucstm 
las horas de maquinado que requiere cada producto, las horas 
disponibles en cada tipo de máquina y la ganancia que se obtient! 
en la venta de cada producto. 

'-·Se ahnrn, tiempo se co01puta y memoria. 

°Formulaci6n matricial. 

~restricciones 

Ax < b --:;a· 
~-

Ejemplo 6.5.4. 

( 6.5.21) 

( 6.5.221 
( 6.5.23) 

"Las mñquinas A, B y fabrican los productos 
¡ y 2, 

Tabla 6.5.3 Datos para el ejemplo 6.5.4: 

Tipo de mdquina ProJucio Horas d1spomoll!t 

r--· 

J A 1. 2 200 
,_____~--· 

1 B 1 t 125 - J e t o 100 

Beneficio 2 3 1 
i 
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*Se trata _.je planear la producción de manera que se obtenga 
la máxima:::.ganancia posible. Plantee el modelo matemático para 
esre pwl;lema. 

Se<Ul Xl,. y xz las cantidades del producto 1 y 2 fabricados . 
.. --~~~y·J :: 

*Ei ohjetivo será por lo tanto maximizar la ganancia, es decir 

*Pan. producir x1 unidades del producto 1 y x~ del 2 se requie
ren ·las .-;iguientcs horas de la máquina A que están restringidas 
a 2GO: 

-r,En !arma similar las restricciones que provienen de la má
qmr.a h y e son: 

Dt:Sde luego que no tiene significado físico producir unidades 
negativas, por lo tant.o: 

*El planteamiento matriciai del problema es: 

*Sujeto a ldS restricciones: 

*A continuación se introduce el llamado problema du~ o dual 
simplemcnie, del problema de programación lineal 

· Si m es el número de restricciones y n el número de variables 
del probiema, para defiiúr el dual es necesario· introducir un vec
tor w de m componentes cuya interpretación se dará posterior
mente. El dual del problema de prograrnación lineal es otro pro
blema cuya formulación matrici:ll, comparada con la del wprno 
aparece en el sigui~nte cuadro: i 

•Plantación de la produc.ción para m~nma 
'ciórt de la ganancia. 

Solución 

"Cantid~d fabricada x1 y x2• 

*Maximizar la ganancia 

<tCarga de la máquina A 

x1 + 2x2 :::; 200 

a carga de las . máquinas B y C 

Xt + )(3 ~ 125 

X¡+ S 100 

mh: m= 

<>Restricciones 

"Problema dual. 

0 m restricciones 
n vari:1bles 
Introduzca vector ~ 

~ == ::¡ 
~mJ 

21J· T x1
] 

3 jt2 

20'ol 

125j 
100 



rrohlema original 
o primo 

wb: m :::: e T ~ 

sujeto a las re.~triccioncs: 

A continuación se ilustra el pianteart'Jento dei pro~lema dual. 

Plantee el problema dual del cjr.m~lo 6.5.4. 

Su i~ro a las restricciones: 

ri 
l! 

Pmb!em¡:, ~;d¡;,il.'n~ 
c. ¡;wim:J 

l'] 125l 
1 < 2001 
O x

2 
- oj 

'•] ~ o 
X:~ 

El teorema más importante de la programación lineal estable~ 
ce la siguiente relación entre d problema original o primo y e! 
problema dual: 

- La demostración de este teorema aparece en la mz.yoria de lo;:; 
textos de programación lineal ( rcf. 4), · 

•Una primer aplicación de este teorema se encuentra en la so
lución de problemas de minimización. 

Plf'ogramadón lineal 3.19 

:Prob!em::. dual 

~;ún : n = b. 'f }!! 

,ATw;>c_' 

"!>Q 

Ejemplo 6.5.5 

Sciuci6n: 

Problema dm'll 

mín: n 

[: 

2001 't = 125 
lOOj 

1 l W1 l 
OJ ::J 

w,] 
w., ;?; o 
W;¡ 

2:: 

1\ .. '0rem;:;: La funci0r. objetivo rn ce un pro· 
biema de maximizacién d<: programación lineal 
asume su valor máximo si y solamente si la fun· 
ción objetivo n del problema dual correspondien
te alcanza un mínimo y en este caso. 

máx: m :::: rain u. 

Además, si P y Q son sol11ciones factibles tales 
que en m(P) = n (Q), entonces las soluciones 
~ y Q son los óptimos del problema primo y 
dd problema dual re:;pectiv:~.mente. · 

0 Aplicación de1. teor~ma dual a problemas de 
mirumizaciótl. 
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i\ntes de· una interpretación económica al problema dual se 
resolverá el problema de producción dd ejemplo 6.5.4. Este ejem
plo. ¡¡ .. .-sólo, sirve como rep2so del mé!odo simplex sino muestra 
c6rno i.l .. tabla terminal de este problema permite resolver tanto el 
proK~ma original como el dual. 

-·}: 

Empleando el método simplex resuelva el problema de !Jroduc
Clén dd ejemplo 6.5.4. 

Ejemplo 6.5.6 

Solución: 

A continuación aparecen las diferentes tablas que re establecen 
hasta enccntrJ.r la solución con el pivote en cada ocasión ence
n ado en un círculo y las columnas de las variables base marcadas 
con un asterisco ( *) . 

niveles 
de actividad 

Tabla 6.5.3 Solución del ejemplo 6.5 ·' 

variables 
de holgura 

X¡ X2 X3 X4 xs t @11 1 O Oi200J 1 1 o 1 o 1 125 

-~--º~-º-- º-- 1_ .¡_!Qo_ 
2 -3 o o o· 1 o 
* * t 

r t 1 1 
100 l - - o o 1 

2 2 
1 

o 1 o 1 25 -
2 

1 

o o o 1 1 100 
--- ------r--

1 o ~ o o 1 300 
2 2 1 
.¡.:. .¡¡. 

t 
Variables con valor r xr 1 1 -1 o i 75] dado por la ~X! J Ü -1 2 0 1 50 

última columna lxr. -} g t -:--;.--~3~~ 
indicadores 

Siguiend~.; !::J.S reglas expuestas, previamente se puede obtener de 
inmediato la solución del problema de la última tabla. A saber: 

*El valor máximo de la función objetivo es precisamente 325J .,~,fáximo 325. 

100 <F= 

125 
Punto O 

00 

200 

50 <:?= 
Punto: A 

lOO 

Pumv B 

el valor de las variables es: X¡ = 50, ~2 = 75, x~ = x, = o y · ~ = so 

Con objeto de aclarar el método también se incluye la solución 
gráfica en la figura 6.5.16 



A continuación se señala *cómo se obtiene la :;olnd6n del pro~ 
blema dual de la tabla final del método simpiex dd problem<t 
original. 

A 

10 X~~ 0. 

--f<'-~~~t#~4Z ---t> Xt 

10 so 100 
Fig. 6.5.16 Solución gráfica del eJcmpio 6.5.7. 

La tabla 6.5.4 muestra la tabla final del método simplex del 
problema original y cómo se obtienen de ella resultados del pro
blema ori~;inal y del dual. 

Renglón 
con la X1 

i'sima 
columna 
nitaria 

T:abla 6.5.4 Tabla final del método simplex del problemas. 

niveles de acthidades variables de holgura 

~~ . 
xi X2 • • • ll'l 1 X:a•t Xu•:~ • • • Xu•m 1 ------- ___________ ·_ -+ _ ~~:~~lord~ 1 renglone..s . 

_ _ _ _ _ _ _ ! _______ .¡_O= 1 stmo mvel correspondientes,; 
' 1 de acth·idad a lar; rn restricciones 

----·--. __ J_ J 
qt -qz · · · qm Valor del máximo en el proble-
'----~--..----~ 0<- ma original o del mínimo 

valores del vector ~ ¡ 
en el dual 

en el problema du?~ l 

indicadores (lodos positivos) 

El sJguJente ejemplo ilustra el empleo de la tabla 6.5.4 para 
r~lver el problema original y su dual. Ejemplo 6.5.7 
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Obte.,e,a de la tabla final del método simplex la solución del 
problem(; original y del dual del ejemplo 6.5.4. 

A CL>1Hinuación aparece el planteamiento original del ·proble
ma y el del dual. 

Soluci6n: 

Problema original Problema dual 

200J T W¡l 
máx: m 

2]T Xl l 
3 X2J 

mín: a = 125 wzJ 
100 wa 

Sujeto a las restricciones 
,.. 

21 xJ 
1 1 

11 

ll ~J ~ 
~ 

••] ~ o 
X!! 

*En efecto el valor mínimo de la función objetivo en el pro
blema dual es: 

*A continuación se dará una interpretación económica a la so
lución del problema dual. Recuérdese el planteamie-nto del pro-
\.·lema original y del problema dual: · 

Problema original 

máx: m =t:.T g: 

sujeto a las restriciones 

200 
11 1 1 

o] 2 1 
125 

tOO 

W1 

2 
wn u • ¿; 

3 
Ws 

::l! ~ o 
w~J 

De la tabla 6.5.3 •se tiene: 

x2 ~,..O 1 1 1 -1 O : 75~ 
=~ -~~ -~-=:-~~-1J_~g 

o o 1 • 1 o 1 3,25 

mi - 325 
m6.s: 

50] 
ni· = 325 

"··· .. = ~] = 
75 mm· 

0 Valor m!nimo de ia (unción· obj~tivo en. el 
dual: 

2ool "( 1] 
n = 12~ 1 1 == 325 

IOOJ O 

"Interpretación económica del problema cual. 

Problema dual' 

'!' 

mín: n. = k !!! 



.;.Para el problema de asignación de trabajo a. las miquinas de 
all."l~ fábrica (ejemplo 6.5.4), el vector x. representa la cantid,,d 
d!e artículos producidos y el vector b represeata la disponibilidad 
de horas-máquina,* y ~ el costo de los articulas producidos. 

.¡¡Del teorema de la dualidad se tiene: 
------------------------------------

donde ~ T ~ es la cantidad a maxuruzar en el problema original 
y rt!presenta el beneficio total que se obtiene al producir X ar- -
·.kulos. 

aLa cantidad h T \1! es el producto de la disponibilidad de ho~ 
ras- máquina por un vector .... :. La forma de esta ecuaci6n hace 
pensar que \\.: representa el costo d~ operar las máqul::as por uni·, 
dad de tiempo. Para el ejemplo que se discute: 

Si w1, w2 w:~ son los costos de operación por hora de las má
quinas A, B, y C respectivamente, la suma anterior en efecto re
presenta el costo total de operación. *Estos costos de operación, o 
sea las componentes del vector .!!! reciben el nombre de precios 
sombra. 

Es necesa.-io ahora interpretar la otra ecuación del problema , 
dual: 

*Recuérdese que la componente a11 de la matriz A. representa 
el número de horas de la máquina i que se requiere para producir 
una unidad del producto j. *En el producto .d T!!!. el primer rcn
gl6n e.c · 

El término an W1 representa el costo en la má'quina 1 .para pro
ducir una unidad del producto 1, a21 wa el costo de la 'máquina 
2, para producir una unidad del producto l. *Por lo tanto el pro
ducto representa el costo total de producción de una. unidad de 
cada uno de los productos. Como -K·.c es el costo de venta de una 
unidad de cada uno de los productos, la desigualdad *1. T \'! ~ e;· 
puede interpretarse de la siguiente manera: El costo de produc
ción unitario -'\ T ''!: es por lo menos tan grande como el beneficio c. 
Es posible extender esta interpretación del problema dual, para 
!o cual es necesario introducir teoremas que están fuera de! alcan
ce de esta obra** 

lPvogramllción lineal ·:-H-3 

"~E: cantidad de .u-úculos producidos. 

0 b S dizponibilid.ad de máquinas. 

0 !& g costo de los artlculos. 

.o1•eorema de la dualidad • 

s_T.x: gT~ 

"f. T ¡ S benencio total. 

c;w: ::t costo de operación de las máquinas pur 
unidad (k LÍ.!mpo 

= 200w1 + 125w11 + 100w3 

~,'! S precios soml•ra. 

0 A = [a11,] a11 S horas de máquina para 
producir una unidad del producto j. 

•ter. renglón del A Tw, 

0 /\ T -r:: S costo total de producción por WJiJad 
de cada artículo. 

0 ~ S costo de los arúculos. 

lll,A_ T ~ > s. -+ Costo de producción unitario no 
debe ei'ceder beneficio. 



3,1-1 O ptimi::uci6n 

Como con frecuencia es más fir:il resolver el problema dual que 
el priu1o _o viceversa, resulta conveniente conocer ambos métodos. 

Cm: el siguiente comentario finalizará esta sección sobre pro~ 
gra,rru~dó:n .cl0eal. 

Si ea e! ejemplo 6.5.2 los datos fuesen diferente..s, de m<Jn~r~' 
-~_uc,rh~is1~11!a de ecuaciones del problema de programación lineal 
':m bie$1..".i§i_Q~_::-

*Ld. solución óptima hubiese ;;ido x1 -= 2, y X2 = 2.5 como éi 
iector PQdrá ch~c_a,r; fácíhnente (ver problema 6.8.11). La solu
ción de .e_?t~. propiema para ser relevante debe ser entera. Cuando 
cor,;o. ~r..r:-.~te. caso, la solución debe ser entera, puede rccurrirse 
si l~s \:.ªriabjes son suficientemente grande:; y el resultado no es 
seru¡ible- a:. errores_ .de aproximación a redondear el resultado a la 
cifr,a mi'i próxima, ó puede recurrirse a la prog¡amación entera. 
(re(. 3) 

Eu la sección 6.8 el lector puede .:acont.-ar divcr:;os problemas 
de programación lineal (problemas 6.8. 10-6.8.15) y en el apér.
d;ce A-17, encuentra un programa de computadora para resolver 
r::ste tipo de modelos. 

El problema del ejemplo 6.5.2 ha sido resuelto empleando el 
programa A.l 7. 

Los datos de este problema aparecen en la tabla 6.5.5 y los re
sultados en la 6.5.6. En esta tabia la-; variables que no apaJ·ccen 
tienen un valor nulo. 

m == xl + 2 x~ 
Jt1 -f- 4 X~ ~ 12 
X¡ + X~ < 4.5 

_3x1 + x~ ~ 10..5 

"'Solución óprima: 
x1 = 2, x2 = 2.5 

Tabla 6.5.5 Datos para d programa A.17 

EL ORDEN DE LA MATRIZ DE COEFiCIENTES ES 3 x 5 U\ 
MATRIZ DE COEFICIENTES DEL SISTEt·A~~ ES;· 

I.OOOOOE + 00 4.00000E+OO !.OOOOOE+OO 
I.OOOOOE+OO 1.00000 E+ 00 O. 
3.00000E + 00 I.OOOOOE +00 o. 

""'.'er capítulo 6 (rcf. 10} y capítulGs 3 y 4· (ref. 9) 

o. 
I.OOOCO E+ 00 
o. 

EL VECTOR 

o. 
o. 
I.OOOOOE +00 

DE CONSTANTES INDEPENDIENTb 

2.40000E:+ o 1 

9.00000E+CO 
2.1 OOOOE+O 1 

ES 
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' LOS COEFICIENTES DE LA FUNCION A OPTIMIZAR SON 

2.00000E+OO 4.00000E+OO o. o. o. 

Tab121 6.5.6 Result;¡do del programa .81..17. 

4HH~LOS VALORES QUE OPTiMIZAN LA FUNCION SON 
iNCOGNITA 

··x2--

XI 
xs 

VALOR 
--------S.OOOOOOOOE+oo __ _ 

4.00000000E+OO 
4.00000000E+OO 

EL VAt~~:;:R OPTlMO DE LA FUNCION ES 2.80000000E+ü·: 

5.6. PROGRAMACION DlNA.MliCA 

6.6.1 Características 

En ·la sección 6.1.1 se señaló que los métodos de optimización 
pueden clasificarse en métodos de gradiente y métodos de bús
ztueda. *En la sección 6.5 se. estudió el método de programación 
lineal que constituye un método de gradientc.-En la siguiente 
sección se establecen las bases de la programación dinámica, un 
método 'ae optimización de búsqueda. Este último método, 
todavía más que el de programación lineal requiere del uso 
de la computadora digital. *Como se trata de una técnica enu
merativa, los tiempos de cómputo para este método son en 
general gFmde5, así como los requerimientos de memoria. De
bido a ello el empleo de esta técnica es un cuanto limitado, a 
pesar d~ su extensivo número de ~plicaciones potenciales. 

*La programación dinámica es una técnica de optimización 
enumerativa aplicable a prvblemas con restricciones y funciones 
objetivo que pueden ser no lineales y regiones factibles no con
vexas. 

*Se aplica en forma natural a problemas que pueden descom
ponerse en etapas a lo largo del tiempo, pero también puede "m~ 
plearse en problemas no secuenciales o con estructura en serie. 

En el análisis de sistemas, la programación dinámica se usa en 
general en problemas de toma de decisiones, frecuentemente re
lacionados con la asignación de recursos. 

*Para resolver este tipo de problemas, se establece un modelo 
matemático cuyas principales componentes son: 

4 \íétodos de optinúzad6n de gr.¡diente y bús
queda. 

9 La programación dinámica es un método de 
búsqueda. 

•Requiere mucho tiempo de cómputo y me- . 
moria. 

"Puede aplicarse :1 problemas nn lineales y 
regiones no convex:A.'i. 

•El problcmn debe poder e.xpt'esarse en forma 
secuencial. 

"Modelo matemático. 

1 ). Un t:stado inicial ~ que da toda la informa
ción rclev;:,)te sobre el sistema antes de la 
toma de una dcci$ión. 
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Como d problema de decisiones se presenta er. aquellas situa
done:;, donde un problema tiene varias soluciones factibles o al~ 
ternativas, con objeto de poder seleccionar entre éstas, es necesa
rio asociar .:t todas las posibles soluciones una función de benefi
cb ,_, g;mancia, que mida la utilidad que se asccia a cada una 
de hs p .. "lsibles soluciones. 

Está función o relación de (ransformación puede ser una rela
ci6n matemática o puede estar dada en forma tabular. 

Para representar estas componentes del modelo de toma de de
cisiónes reo;; u Ita útil introducir un diagyama de bloque (figura 
6.6.1). 

Como la función de transformación T es univaluada, puede sus-
tituirse (6.6.2) en (6.6.1) para obtener: · 

,t& d12cir, la función de beneficio r sólo depende de los estados 
iniciales y las variables de decisión. 

Recordando que la función de transformación es univaluada 
puede obtenerse la transformación in\'er.>a T', a saber 

Sustituyendo este valor en ( 6.6.1) se llega a: 

o bien 

Un problem:'l. ae toma de decisiones con~iste en maxtm1zar o 
rn.inir:1izar la función de beneficio r, si la.r, v:::.riab!es independien-

""' 2). Un estado fin:tl, ¡, que da toda la iuiorrn:: 
ción relevan¡.: sobre el sistema después de 
liabersé to;n3do la decisión.· 

3). La ~-áriabl!! d.: decisiéJl 12 = ( d1 ,, d~ ... , d,.) 
que· puede manipularse para obt.ener detcr
rnin¡¡.do cambio del sistema de su estado ini· 

,.,., 
cial 3, a ~u estado final .1!'.· 

4). El beneficio r que es una función escalar 
que dr.pendr. del valor de ¡'os estados inicia
lrs, de las r!~cisioncs torr.adas,. y de los csta-
OO!i finalc~, es decir · 

...,., 
r = r (3, D, ~¡ 

5). Una tramformación T, univaluada que rela
ciona jns estados finales, con los estados ini
ciales, y las variables de dccisi6n. 

! = T (x, P.l (6.6.2) 

r 

Fig. 6.6.J Modelo de un problema. de toma de de· 
cis!6n. · 

r = r (x, Q, .I (~ D}r 

*Función de beneficio 

r = r' (& D) (6.6.3) 

K = T' (~, P-i 

r = r (T 0 (&., P.,);. Dii} 

r = r" (i, P.li 6.6:1) 

*Maxirrüzar o minimizar eh b<'nefido. 



!'; 

~~s o de decisión toman todos los posibles valores, ci::r.:trc. de la;; 
¡,¡;shicciones que fija el problema. 

Estos problemas de toma de dedsion.:s son, por lo tanto~ pro
t~lemas de optimización entre los que podm1os distinguir dos tipos: 

~el problema de optimización di! e;tado inicial x consiste en .:.;ne 

~---~-------¡;::·~ntrar -a-máXimo (o míillmo )del br.ndicio como función del 
~-.1t<tdo inicial, es decir: 

En el problema de estado final x 1 debe det.:-.,~winarsc d m:b.ia1o 
( •:. mínimo) del beneficio como f 1 11ción d::::l estado fh'd, ~s dedr.: 

C9"n objeto de facilitar la pr!:se:>taóón del materia! snbsecnen
:.c e • ilustrar la naturaleza ci,; esto3 problemas, convú~ne introdu, 
cif algunos símbolos: 

Usando estos símbolos el problema de valor· inicial puede si m~ 
bolizarse: 

·Pe·ogB"amac:ión dinámica .347 

0Ü;J~imizaci6n_dc_estado_inic:ia!_!, 

HJ>) = máx r' (& D) 
D. 

(6.6.5) 
<>Optimización d•! rstado final &. 

f(i0 := mál!. r" (i, º) 
Q 

(6.5.6) 

csimbolos emp'.c.:.clús t:ll programación din5-
m.k.;4 

v~riabfe de entrada 

====·-.:;a.- ! 
Vnri~blo de Jalidt 

~ D 
Voriabla de decisión 

l r 
Beneficio 

z Variabl' de estado de 
- entrada o salida con 
i ~n solo valor dado 

:r. Variable de estado de 
-entrada o salida con varios 

· i posibles valores dados 

Fig. 6.6.2 Símbolos en problema:J de programación 
dinámica. 

!(.~) = máx r (~, Ql 
1? 

fig. 6 6.3 Problema de valor inicial. 



y el de valor final 

/ 

':*Probl~~.:nas de optimización como los plante<Jdos en las figu
ra.'i ( o.fd) .Y ( 6.6.4) contienen muchas variables. La programa,. 
ción dinámir.a transforma un problema de esta naturaleza en una 
;;erie de probiemas más sencillos, que _:ontlenen pocas variables. 

Esta transformación es invariante en el número de soluciones 
factibles del problema y se conserva el valor de la función bene
ficio asociada a cada una de las posibles soluciones. 

-r.-La programación dinámica se basa en el principio de optima· 
lidad expuesto por R.D. Bellm;:¡.n: (re. f. 2). 

Un ejemplo adaptado de la ref. 8 servtra para aclarar este 
concepto, en que se basa la programación dinámica. 

*Supóngase que se desea asignar recursos a tres proyectos in
dustriiles! A, B y C con el objeto de maximizar las ganancias, 
•'~-sean RA, BB y Re ias cantidades que se asignan a los proyectos A, 
B y C respectivamente y sean -lC·Rr los recursos totales disponibles 
que son limitados. Debido a ello, la cant.idad que se asigna a cada 
p¡·oyecto, depende de la cantidad asignada a los dos restantes. La 
asignación a e no debe exceder Rr - RA - RB ""·Sin embargo, 
cualquiera que haya sido la asignación a los· proyectos A y B, 
la asignadón Re al proyecto C, ciebe ser óptima con respecto 
a todas las posibles cantidades residuales que pueden quedar para 
el proyecto· e, después de asignar fondos :1 los proyectos .-\.y B. 
-~:"La asignación de fondos a los proyectos B y C debe ser óptima 
con respecto a la cantidad residual que queda después de a<>ignar 
recursos n A, cualesquiera que haya sido esta asignación. 

La a~ignación óptima :.ti proyecto 13, ~e encuentra maximiz~mdo 
el beneficio, que oc1rre de la asignación al proyerro B, junto con el 

f(.~) ,_.., máx r 
D -,._""""' 

Fig. 6.6.4 Problema de valor final. 

;~Programación dinámica: .::::t:::"': 

Un problema con muchas~ varia _bies.-=:> 

Muchos problemas de pocas v~riabl;:s. 

~Principio de optimalidad de Bellman. 

"Una ~erie de decisiones óptim¡¡s (políticas {,pti
mas) tiene la propiedad, 9!! que cu<ilfl~ller:~ 
que sea el estado inicial y Ja decisión inicial, 
las decisiones restantes deben ser óptimas con 
respecto al estado que resulte de la primera 
decisión". 

~ ( 1 .. _~ 

;¡. Proyectos mdustriales A, J;J, C. 
' '~:~~·~. '.:' ". 

""RA, a. e recursos para cada proyecto 
Rr recursos totales disponibles. 
~RA + R0 + Re S R7 

.l. .-' .""" '•. ~ ' ... 

"La asignación a C debe ser óptima con respec
to a Rr - RA -- R11• 

"La asignación a B y e debe ser óptima COII 

respecto a RT - R,.. 



\:>eneficio óptimo del proyecto . e, como función de ~05 i'ondoo 
~!tie quedan de asignar recursos a B y :L La asignación éptirna 
3. A finalmente se encuentra para maximizar el beneficio ce A más 
d beneficio óptimo de B y C, como función de los fom~os que 
quedan después de asignar recur::cs a A. 

Obsérvese que se ha descompuesw el problema, en una secuen
cia de toma de decisiones, asignando recursos a un solo proyecto 
a !a vez. · 

En realidad la <1signación d'~ rec.ursos es simultánea, pero la 
descomposición de] problema, ,;r~ 1ma ;:¡sigiJáCÍÓn secuencia) G en 
serie de los recursos, permite ~.om::\r decisiones -..m<~. a k ve,'!,, 

El concepto de sistema secu~ndil o en serie es rWJ)' !mport~o 
l~ en este tipo de probkmas y S<: dtsCUÜ! C081 mayor dd.al!e en 
la ~iguiente sección. 

6.6.2 Estructuras serie 

*En una estructura en serie, como se señaló en la sección 1.3.4, 
la salida de un elemento está conectada a la en~rada del siguien
te,. sin haber realimentación, ésta, como se indicó en la sección 
1.3.5, implica que la salida de un sistema influye sobre su entrada. 
La. presencia de realimentación en un problema de programación 
dinámica puede resolverse sustituyendo la porción del sistema con 
realimentación por un subsistema equivalente no realimentado. Los 
ingenie1 u·; llaman a esta operación: sustituir el sistema realimenta
do por su función de transferencia.** 

*En un problema con estructura serie en el tiempo, que son los 
más frecuentes en el análisis de sistemas, las decisiones que se 
toman en un determinado in•;tante de tiempo, no alteran los 
eventos anteriores, sólo tienen influencia sobre los eventos pos-
teriores. -

En la constrllcción de una casa, el levantamiento de muros, es 
posterior a la construcción de los cimientos pero anterior a la colo
cación de ventanas y puertas. Si durante la construcción de los 
muros, se cambia la posición y tamaño de los huecos para las 
pu~rtas v las ventanas, este cambió, resultado de una decisión. 
n9..! afect~ a la etapa anterior, o sea la construcción de los cimien.'. 
t.?,s, pero sí influye sob;:-e la etapa posterior, la de colocación de,,. 
p~ertas y ventanas. 

"'PGerez Greiser V. y Murray-Lasso, M. A. Teona de Sistemas y Circuito~ 
· ~, C,ap. 8. 
Se~icios y Representaciones de lngenier!a, S. A. 
México, D. F., :1:972. 

-GSe asignan rccur5os a nn proyecto a la vez. 

Conexión ser1G 

•En una cstn1ctun serie la5 Jecisiones no afee· 
tan eventos anteriores. 
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Esquemáticamente un problema con estructura en ser~e, puede 
rep\"eseQÚJ.Í'se usando !os diagramas de bloque de la sección 1.3.4, 
de !.:i 'féinna mostrada en la figura 6.6.5. 

1 Ilt-l 

i = 2, 3, 

J::1• 1 = :!!; i = 2, 3, ... n 

-~ .. 

Fig. 6.6:5 Estructura en serie. 

A continuación se hace una presentación forma¡ del principio 
ti..-; tJpilu1:ilidad y ze deduce 12. fórmula recursiva para resolver 
este t}Po de prob1em~s. 

6.6.3 Principio de optimalidad 

~·se señaló en la sección anterior qt:c el objetivo de la descom~ 
posición del problema de optimización en una serie de proble~ 
mas secuenciales, es reducir el número de variables que se mani
pulan en cada etapa, trabajando, de preferencia, con una varia~ 
ble de estado y una variable de decisión. Por .esta razón en los, 
desarrollos subsecuentes se emplean los símbolos que corresponden 
a cantidades escalares, como por ejemplo x, y no ios correspon~ 
dientes a vectores como x, tampoco se seguirá empicando el trazo 
doble para representar las variables en los diagramas de bloque. 

A continuación aplicaremos el principio de optimalidad a un 
problema de valor inicial adapt4'.do de la ref. ( 1) 

La figura 6.6.6a muestra una platafom¡a que debe soportar una 
carga dad~ de wkg/m~. El objetivo del problema es diseñar una pla
ta!onna, las columnas de soporte y los cimientos necesarios para 
soportar el peso minimizando el costo de la obra. Para aplicar 
la técnica de la programación dinámica a este problema, conviene 
descomponerlo en una serie de problemas más fáciles de optimizar. 

0 Trabajar de preferencia con una variable de 
estado y Wla de decisión. 

' {,.,_ 

(a) 

Plataforma para soportar w Kg/m~ 
-~-;nur~ :-, 



1 

'. 

La solución de este problema. puede esquemat¡;mrsc como mucs
tm la fig. 6.6.6 b 

Catg:l 3 
-·~talorma 

l 
3 ..,... 

r: r1 

2 Car¡¡a 1 
Columnu Cimienlo 

. t 
1 ~ d d 

(b) 
Estrucll1l'l> :;i:t-ucncial para 1;-, .")!uci6n del pro!Jie· 

ma úc clis~1in de un" plat¡_;Jorma de carga 

Car¡;a 

Fig. ti.5.6 P.j"r.~plo de ñJtlk;:o~i/m riel métud,) de urogramación dinámica. 

Supóngase que se empie:r.a andizJJldo la.s cc,!U>Yln~~s¡ si se en
cuentra que la solución más económica son la.:; columna.~ de con
cr~to, e5ta solución implica mayor peso sobre los dmíentos que 
el producido por las columnas de hierro. Esta solución afecta el 
Le~efido (costo) de todas las etapa.~ subsecuentes (En este caso 
Jos' cimientos). Por lo tanto no puede empezarse analizando las 
columnas. 

:*Resulta evidente que la estrategia adecuada de solución con
siste en empezar analizando aquella parte del proyecto, que no in
fluye sobre los restantes, en este caso los cimientos. Al igual que 
en ' la asignación de recursos a tres proyectos industriales en la 
sección 6.6.1, posteriormente pueden agruparse las dos últimas 
etapas, columnas y cimiento!l, para suboptimizarse posteriormen
te, sin afet.tar a ninguna otra etapa. 

:Como se ve, el proceso de optimización se realiza en orden in
versa, primero se estudian los cimientus, después los cimientos en 
combinación con las columnas y finaimente todo el proyecto. Ccm· 
viene por lo tanto numerar ios pasos de solución en este ord<'.n, 
tal' como aparece en la fig. 6.6.6 o en general como se muestra 
en la figma 6.6. 7. n 

R ,._., .:?.: r 1 
i= 1 

X¡ 

GEmpiece por aquellas partes que no afectan 
otras etapas. 

X! ""' X!•1 i "" 2. 3. E 

Fig. 6.6. 7 Estructura secuencial de n pasos. 



*Recuérdese que el beneficio en un problema de valor inicial 
puede expresarse como función del estado inicial x_t y de la va
ri~'bli de decisiéln d, ( ecs. 6.6.4) 

~Si la función beneficio R para todo el problema, el! la suma 

de los beneficios de cada una de las etapas, se tiene: 

*recordando la estructura strie del problema que implica 

-:ry 1a relación entre la variable de entrada x1, la de salida Xt y la de 
Jecisi0n d, 

*s<:: obtiene para la primera etapa de la sene 
. . 

Por ser la entrada al primero X11 igual a la salida 'del segundo 
i2, se tiene : 

pero 

sustituyendo esta 1 elación en la anterior 

y como 

y 

se tiene al sustituir en ( 6.6.1 O) 

Siguiw.;lo con e;,;_ . sustitución se obtiene: 

?.Obsérvese que esta relación indica que el beneficio rt asociado 
a la etap:l 1 es función solamente de la variable de estado inicial 
y de todas las variables de decisión. Una conclusión- idéntica se 
puede obtener para todas las etapas subsecuentes, por lo tanto. 
el' beneficio total del proyecto es función exclusiva del estado ini-
ci'al y de todas las variables de decisión, es decir, ' 1 

*Ei problema de optimización consiste en encontrar los valores 
de ias variables de decisión d1, d2, ... dn que para un valor 
dado Xn del estado inicial maximicen o minimicen la función de 
beneficio R de todo el proyecto. 

0 Bcneficio de la etapa i'sima: 

~Para beneficios aqitivos: 

n 
R = ¿ T¡ (.li;· d¡) 

i=l 

~como la estructura es serie: 
' . 

X¡ = "t·l Í = 2,3, ••. , D 

*relación entrada - salida 

0 1ra. etapa 

r1 = r1 (x1, di), -. 
Xt : 5(:! 

rl = rs (x2, dt) 

( ti.6.7) 

IIJ.';.B) 

(6.6.9) 

(b.6.2) 

(6.6.10) 

0 El beneficio total depende pel estado inicial 
y de las variables de decis.ión.- · · 

(6.6.12) 

!)Encuentre dt> d~ •... , d0 

que optimice el beneficio tótal R, dado el es
tado inicial ~~· 



.A.nalícese ahora el problema em~zando con l<! _!r~. d.apa. 

Para esta etapa, sea ft cl máxim.:. (o mí:;·¡imo) de la función 
h~ndicio. 

_,,.. d I . "bl d 1 Jt " l f" • • '· r;"ata ca a va or pos1 e e ~"l• a !Unc1on Jenc !CíO tiene un 
1 ;;ibr óptimo, que se encuentra optimiz3.11do esta función con rcla
d6n a la variable de dcci.siór& d1~ es ded.r 

~si se considera a contim.:acif>~h la segunda r.:tílp::J su beneikio 
:~d·á: 

"y el óptimo será: 

.;z.El beneficio óptimo de la primera etapa ya ha sido caicul:ldo 
en ( 6.6.13) y P.or lo tanto se tiene como beneficio óptimo de la 
primera y segunda etapas combinad<..s) por el principio de optima
!idaq ... 

*N~tese que en esta segunda etapa ya solamente es necesario 
busca.f el óptimo con respecto a d:. 

*Ppr b conexión serie entre etapas se tiene 

y por la transformación que ejerce la segunda etapa: 

~ustituyendo en ( 6.6.1 ~) 

*El beneficio óptimo de la primera y segunda etapas combina
das ~por tanto: 

*Procediendo con este razonamiento se llega a la n;sima y úl
_tima etapa y se obtiene una relación similar p:ua el beneficio 

1
_ 

óptimo. 

-ll-Toda esta deducción puede por lo tanto resumirse en las si .. 
g;.:;;.;ntes ecuaciones de rec,:rstón para el problema de piog>ama-
,_<m dinámica: ... 

i 
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f1 {x1 } ;,:; max r1 {x1 , d 1 ) 

dl 

"Para la 2da. etapa •. 

ll's (xu d1 ) + Ir~ (x2, d2 ) 

6 Vclor ópthno 

máx { (r11 ,. •~d + r2 (x2, c!J} 
~:'..>da 

<>Dcueficio par:-. la lra. y 2cla . ..:tapas. 

( 6.6.13 i 

mi.'C. {r3 (d2,x2 ) + f1 (x1.)} (5.6.14) 
d2 

us6Io se busca el óptimo respecto a d2• 

°Conexi6n serie 

()Beneficio óptimo de la Ira. y 2da. etapas. 

"Para !a última etap3. 

f0 (X¡¡) = má.'< {rn(X0 , d0 ) + 
d!l 

fn-1 (T0 (x.,) d"))} 

°F6rmula dr rcr.ursi6t~. 

(6.6.'i5; 



!j!)4 O ptimhación 

El problema siguiente ilustra el empleo de L programación 
dinámicil. / 

-*Sui:.Óngase que se desea maximizar el beneficio que se obtiene 
J¡: tdl J;;·.:¡grama de desarrollo indu~trial. . 

*El proyecto prevé !a instalnción de un máximo de tres indus
tria..-; d=íerentes. Ei beneficio que se obtiene de c~1da industria de
pende del nivel de inversión en las mismas. *Sea x1 el nivel de 
invenión en la i'sima industria, y g1 (X¡) el beneficio que se ob
tiene de la misma, si el nivel de inversión en elb es d.: :<1. Además 
se cuenta con un capital máximo de ~ billones de pesos para el 
Programa. Debido a la naturaleza de cada proycc'to de inver
sión, los niveles de inversión sólo pueden ser mt'iltiplos enteros 
de 1 billón 1 de pesos. La figura 6.6.8 y la tabla 6.6.1 muestran 
d beneficio que se obtiene de cada proyecto de acuerdo con el 
nivel de inversión. 

gl<zl)i ga(x2) 

6-¡ / E 

4 

k 2 

1 !>Xl 

l 2 3 

r,(l<¡) ::::; m:h Ql(x,, d,) 
d¡ 

Q1(x1, d1) :-:: r1(x1, d1) 
1 

= • ( F-.6.16) 

Q1(x1, d1) ::: 1;1 (x;, d1) + Í¡-1 ('f.,(~¡, ~d 

i = 2, )3, ... n 

Ejemplo 6.6.1. 

<~Maximización del beneficio. 

0 T1es nnidadcs imlustriales. 

<~x 1 nivel de inversión en in~J~tdª i'sima y 
g1 (x1) su beneficio. 

4 

2 

2 3 
..,..;1'--i--+. . ., __ ,.., __ ,¡-_,~-,....__.,. X! 

1 i ~ 

Fig. 6.6.8 Fuociones de bcndicio _de_l _!:)~_mplo 6.6.1. 

o 
Tabla 6.6.1 Deneficio de lo~ proy_c_ct9_s _del ejemplo 

6.6.1. 

-¡ --- -~ 

~~nción~R Ind_u~.tri<,l _¡ 

benciic~~ ~-=r·~_?_ 

g, t o) - o o - j'' o 
g¡ { 1) 3 .g ., 

gl (2) 4 ;. ' .5 
' 

g, (5) ,__.¿~~-~~ 



Soiurí_;n. 

ll-Debido a la naturaleza del proyecto, la función objetivo n 
beneficio total que se obtiene de e~.te pro)'r.cto es c!e carácter adi~ 
tivo, es decir: 

-ti-Además, se tiene la restricción en !e:; fondos d(:; 

" 
·fl-Como el orden de asignación de recursos en este caso es irre

levante puede establecerse cualquier secuencia en la serie. Si. em
pleamos la del enunciado se ti-ene cl diagrama. ¿,~ b!oqlH! de k, 
figura 6.6.9 

JP::ogrramación rliruímica 3~5 

ilfunckb de Lcndido total aditiva. 

3 
R = '5' g1(di) 

'-1' 
i:::::i 

<lR,¡!Stricd6n de fond03 

3 > x, + "a + X3 

0 La. scrue.ucb de asignación es irrelevante. 

..:¡ ·=,--~-·---x------. 

R ,.,, i"t + r~ + rs 1 
r~ r2 

~í!t:lí15D ~-~¡ ~~~WISO recurso 

', 
Como variable de entrada a cada proycctú puede considerarse 

el recurso que queda por asignársele, después de asignados re
cursos a los anteriores, y como salida lo que queda por asignar, 
una vez asignados fondos al mismo. La entrada, al tercero es fijo 
e igual <J. 3. Si se toma la decisión de asignar dos billones de pe· 
sos a este proyecto, es decir, dl = 2, la salida del tercer bloque ~•:~ 
será 1, y el beneficio r~ de acuerdo con la tabla 6.6.1 serie de 
4 tal como lo ilustra la figura 6.6.10 

En este ejemplo, la transfom1ación tiene esta forma simple 
Xt = Xt - dt y las asignaciones de rect~rsos están someti~as a la 
limitación 
' 

Como la variable que entra a cada bloque es el recurso dispo
nible, se debe tener además que 
es decir, no se puede gastar en un proyecto más de los recursos 
disponibles. 

~ Tz 

~ig. 6.5.9 Dbgr.~ma de bloque del ejemplo 6.6. t. 

dJ = 2 

Fig. 6.6.10 EJ-~·plo de nsignurióa de ¡ecurso; al 
fl&n)'!!tlCI ~J. 

---1:>· 
o 
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.¡fLa, función de beneficio r,(x•, d;) en este caso solamente de
pende dC: la decisión que se tome, es decir: 

*!:.a. formula de recursión para la solución del problema es 

En este. craso la · transformación es: 

Sustituyendo en b relación ( 6.6.17) se obtiene 

*Re.:orrlando qu<; para _i = ! la funcil1n óptima de hen,·Fi
cio es: 

Gon la importante restricción señalada de que 

:Puede establecerse por lo tanto ía tabla 6.6.2 para el cálculo 
de la función de beneficio óptima del lcr. proyecto. · 

"función de beneficio 

°Fórmula de reC'ursi6Q. 

erara el l cr. proyectn. 

f1 (xu) = m~x ¡;¡(diY· 
d! 

Tabla 6.6.2 Asignación de recm ~os a la ct;:.pa l. 

Valor de Posibles valores Beneficio 
X1 de d1 g. (di) 

dt ~ Xt 

o o o 

1 
o o 
1 3 

o o 
2 1 3 

2 4 
. o o 

1 3 
3 2 4 

í 3 7 

*Para la segunda etapa la fónnula de rccursión establece: 

~ 

Este máximo también tiene que encontrar.;c: para todos los va-· 
lores posibles de x:. La tabla 6.6.3 ilustra cómo se obtiene esta 
serie de máximos para los diversos \'alares de x:~. *Nótese acle
miS que tanto en la tabla anterior como en ésta, se anotan los 
valores de las v:~riablcs de decisión que llevan al beneficio óp
timo. 

-~~· 

Beneficio Valor de 
d.* ópdmo 

fs (x1} que produc~ el óp. 

o o 

3 1 

--
-' 

4 2 
' 

--· 
: 
' " 

7 3-

----~ 

0 p:ua la 2da. etapa 

f:!(x2 } = má.x {g~(d2 ) + f1(x2,- d;} 
d2 

-. 

: 

; 

: 

"Anote el v:tlor de las variables de d ... dsi(,n 
"óptimas". 



-'' ':.-

finalmente para la ctap~. 3 re tiene - f1(:::i} = máx {~(d:¡) ··!- f2 (x3 ) - d3 } 

d:;¡ 

En la tabla 6.6.4 se resumen los valores de esta etapa. 

Valor de 

Xz 

o 

1 

"fabla 6 6.:1 Asign~cióu de z:.::::ursoa a j¡¡ etapa 2. 

o 

1 2 1 3 1 5 1 1 
2 4 o o o 4 

~------r-------+-------~-------;---------+------;--------r-------r-------·i--------
0 o 3 7 3 7 rl 
1 2 2 4 2 6 7 3 o 
2 4 1 3 1 7 . 1 2! 

f---- -

3 

'=-'.-:-. "=""'""_.._ __ 3_--'-_s o 1 _ o o 6 __ __,_ __ ___. ___ --1--_._j 

Valor de Posibles: 

Xa valores 

ded8 

da~ Xa 

~-· - -

o .o 
o 

-1--
1 

-- o 
2 1 

2 

o 
"3 1 

~ 

2 
3 . . 

'l!'abla 6.6.4 · Asigr:aci6n de recursos a la etapa' 3. 

B,n,t;do .1 o;!<rendaJ Bondido opj V''"" 
delaetapa l03 -d3 delasets.3nts. d1 G yd2-& 

1 
g8 (tl3 ) ¡ - Í 2 (ll3-d3) 1 que prod. 

(Tabla 5.6.3 )jf2 (x.,d3 ) 

-
d !1 

1 d2" . 
o o o o o 
o 1 .3 1 o 
3 o o . o . o 

1 

o 2 5 1 1 
3 1 3 1 ' o 
5 o o o o 

o 3 7 
y o 
3 2 

3 2 5 '1 1 
5 1 3 1 o 
6 o o o o 

Beneficio 

acumulado 

Q3(¡:;:¡, d¡) 

1 1 o 

1 

1 3 
3 

5 ---
6 
5 

7 

8 
8 
6 

Beneficio 

6ptiroo 

(¡ (~~j 

l 

dJU 

o o 

Valcres variables 

prod. el beneficio 

6ptimo 

1 
! 
1 
i 
1 

! 
1 

- -+------+------¡ 
d ~ 

2 
d.<} ! _, 1 

--+-----~~-----¡ 

o o ¡ 
--¡-

~ [_~-=---+-- -º---~~-1 3 

e 

8 

1 
' 
o 

----~~t 

1 o 
1---·--+-----' 

1 ± ! _-_l--+- ~~1 ,__! 
1 

. 
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; *~~0u.l_tima tabla 6.6A· permite concluir que el beneficio óp
tirno-,g.hle.•s!-! .obtiene dentro de los límites de los recu~os disponible., 
XJ: <, :S,,~t;s<'d.e 8. El beneficio de 8 se obtiene asignando recursos 
de 1las .dos ;maneras que muestra la figura 6.6.11. 

R=8 

R = 8 
fl 

3 

•Beneficio 6ptimo. 

2 
2 

1 

1 
2 

Fig. 6.6.11 Asignación 6ptiml\ de recursos. al proyecto del ejemplo 6.6.1 

Obsérvese que en este caso existen dos estrategias de asigna
ció,n de recursos que llevan al mismo beneficio de 8, dentro de la 
lin:titación X3 < 3 ó dt + d2 + da ~ 3. La tabla 6.6.5 resume 
los resultados de este problema. 

~Para aclarar la razón por la cu<!.l la programac10n dinán~ica 
es una técnica enumerativa y por la cual el principio de optimc:1lidad 
red_uce el número de alternativas entre las que har que buscar el 
má~mo, se procede a continuación a ilu.~trar la solución de este 
pro!;>Iema empleando árboles de decisiones, como los empleados 
en la sección 1.3.9. 

Empezando asignando recursos al proyecto 1, se tienen las alter-

Tabla 6.6.5 Estrategi:u óptimas 'de in\·ersión en el 
proyecto del ejemplo 6.6.1. 

' 

Proyecto 
A~ignación ele 

recursos- Beneficio 

3 
1 

3 

1 --- _ _...._' ., -2 
2 i 

o ... ~,. 

' 
o 

' 3 
' 

3 
5 -' 2 éo 

Beneficio tot:~r· ·- · -· 

. -
*El- principio de cptima!idad reduce el número 
de alter-nativas a explorar. 



r.ativ: .. ¡nostradas en ]a figura €.6.12. La cantidad ~Ji:ntro de los 
ID:odos indica el beneficio que se ha obtenido :.;iguicndo las asigna~ 
d;.mes de recursos asociadas a los segntemo:-: dt r.:cta del nodo en 
cuestión hasta el origen del diagrt.míl.. El símbolo g1( d¡) rcpre
;;e:nt:;;. el beneficio que se obtiene al a~ignar d1 recursos al pro· 
y~.::t~ 

La asignación de recursos al segundo pmyccto, depende de la 
que ya se a_~ignó al primero. Si por ejemplo al l er. proyecto se le 
asigna 1 unidild y se obtiene un beneficio de 3, al segundo pro
yecto solamente pueden asignársele O, 1 ó 2 unidades sin exced"rse 
de los recursos totales de 3. Los beneficios totales que se obtienen 
después de estas posibles asignaciones al segundo proyecto ~pare
cen en la figura 6.6. l 3 

Siguiendo con el método expuesto, se puede construir el árbol 
de asignación de recursos para todo el proyecto. Este árbol se 
muestra en la figura 6.6.14. 
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Asienac:i6n 
dll recur~os 

al 1 er proyecto 

Fig. 6.6.12 Arbol de r.:omLin:tciones vara la asíg
naci6n de 3 unid.ldr::. ai ler. proyecto 
del e.iemplu 6.•i.l. 

Fig. ti.~.; 3 Arbol con al¡.¡ur>::s po\ibles asignacir:
ncs dt> rccursol al 2uo. proyecta. 
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g~(O) =O -tb-;~,(0) ~ 0(0 
Arbol de tod;¡s • .u posibles combinaciones de 3 unidades de recursos a 3 proyectos. 

~ j _~;-u- .... 



. . ,. 
:::.··: ·' 

1;9te árbol muestra de imnediato las dos e:;L!'ategias óptimas que 
2~> •. ::::cen <:n la figura 6.6.15 

~ ," 

El árbo! de decisiones de la figura 6.5.14 enumera todas las 
pcsibles alternativas del proyecto, y ,cmwituy~ un método de fuer
za bruta. -:fA continuación se señala cómo la programación cliná
m!ca refina este método reduciendo el JlÚmero de alternativas 
entre las que se tiene que buscar el máximo. · 

*Recuérdese que el prrceso empieza en la primera etapa seña
lando que la función de beneficio es: 

*y para la segunda etapa se tiene: 

Esta fórmula indica que no es necesario buscar d óptimo be
n~ficio que se obtiene al a;¡ignar recursos a Jos proyecto:> ·1 y 2 
buscando entre todos los posibles valore:; ::le los b.::neficios c!e l.;.:; 
e~apas 1 y 2, sino solamente entre las posibles combinaciones d~ 
b~neficios de dos con beneficios óptimos de la primera etaoa, 

Finalmente para la última etapa se uenc: 

*Igualmente el beneficio óptir..1o no se busca entre las posiulr.5 
combinaciones de beneficios de la primera, segunda y tercera eta
pas, sino simplemente entre las combinaciones de beneficios de la 
úl4ma etapa y del óptimo de las dos anteriores. Esta rstratcgia 
de búsqueda, resultado del principio de optimalidad, reduce el 
nÚfero de alternativas entre las que hay que buscar d óptimo. 
Las figuras 6.6.16 a, b, e, ilustran cómo se eliminan alternativas 

\ 

de 'acuerdo con la descripción anterior. 

í1irr. GJ:U 5 A!igr,ad'~''· 6;1tima de recursos al pro
yecto .id t>j•;mplo 6.6.1. 

&La programad6n dinámica re1iuce · las alter
nativas entre !a~ qu~ se busca el óptilPo. 

°Funci6n de bcnc!ieio para la 1 ra. etapa: 

f 1 ( X 1 ) = mi.x g1 ( d¡) 
d:~. 

opara la 2dn. etapa 

f2(x~) = máx {(z2 (d~) -r f1\x2- d2)} 
d2 

"Se busca entre los beneficios rle una <!~::pa y 
el óptimo de 1.1 combin,or:ió:; de las amerio
rcs. 
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' Eliminado 

Fig. 6.6.16 a Asignación de una unidad de recurso 
en 2 etap..s. 

g¡( 1 1 = 3 

-~ 

gt(2) = 4 

\ ' / 
cl¡ + d2 ~ 2 \ ;l~ ,:_~-~0 

0--!, 
._. 1 '-

Fig. 6.6.1 G b Asignací6n de 2 unidades de recur
w en dos etapas. 



1- eliminación de estas altt:rnativas reduc~ la bílsqueda ·a Jos 
casos que muestra el árbol de la figura 6.6.17 coJ.! trazo gxueso. 

1 
=J 

. 

g~í2) = 4 

=4 .""e 

Fig. 6.6.í6 e Asign;¡dón de ~ uuldadcs de recur
so en 3 ctapt~;;.. 
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-~ 
-----o--o· 

Fig. 6.6.17 Reduccié- ·· ~1~ alternativas a explor.n. 



-'La figura 6.6.14 muestra qu~ e5te problema tiene 20 posibics 
dtemativas. Si se emplea una bú·;c¡ueda dírt'{:ta es necesario bus
car entre . <;Stas po~ibles alternntivas, para las cuales debe co
/:.~u::erse la combinación de decisione.'. que llc\'an a cada una de 
dlas, como ilustra la figun 6.6.18 para una de ellas. 

Prograrn<1ci6n dimlmic::.: 
S alternativas 

d"¡ =o 
'd"2 = 3 
d\ =o 

Fig. 6.6.18 Secuencia de decisiones que llevan a un beoeficio detennin<:.do. 

Como es:.);, problemas tienen en general muchas más alterna
tivas que las que se prr~scntan en este ejemplo y más etapas d.! 
decisión, el método cnumcmtim directo requería de una gran canti
dad de operaciones y de conservar en la memoria una gran cantidad 
de infonnación: toda!J bs posibles secuencia"> de la variable d!! 
decisión entre otros datos. La progr3mación dinámica, al redu
cir . el número de alternativas ectre las que hay que buscar el 
óptimo, disminuye los tiempos de computación y los requerimien
tos de memoria. A pesar de ello, uno de los factores que ha 
limita~o la aplicación de este método es precisamente el re.-tueri
miento de memoria que se necesita. En el capítulo. 11 de la ref; 1 
el lector puede cncomrar una presentación fonnal sobre el ¡_:;ro
blema de reducción del esfuerzo computacional entre la búsqueda 
directa y la programación dinámica. 

La solución de un problema de asignación de recursos con un 
número mayor de etapas que el del ejemplo 6.6.1 :puede en
contrarse empleando el programa A18 del apéndice A. Este pro
grama requiere de los siguientes datos: 

a} Número de indusrri2r. 
b} Monto de ~.,, inversión 
e) FUDciones de b~ef!cío de cada indLlStria. 
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El ri!SUitado de este programa aparece en la tabla 6.6.6. 

Antes de continuar debe hacerse notar que en cada etapa de la 
solucíóa es necc!'iario encontrar un máximo (o mínimo). Para 
encontrarlo, de acuerdo con el tipo de problema se aplica alguna 
de las técnicas expuestas en las secciones anteriores de este capÍ· 
tulo, o bien una búsqueda del úpo introducido en las secciones 
3.5.2 6 3.5.3. 

6.6.4 Redes d~ transporte 

Una aplicación importante de la programación dinámica es la 
determinación de rutas más largas o más cortas en redes de trans· 

Tabla 6.6.6 Resultado! del programa A18 partL 
el ejemplo 6.6.1. 

l.OS RESUlTf-DOS· OB1ENIDOS SON (LOS VALORES 0!: 
LA MATRIZ CORRESPONDEN A LAS INVERSIONES. NE· 

CESARlA:> A EFECTUA~ EN CADA .INDIJSTRIAl 

BENEFICIO INDUSTRIA 

~ 3 ----- -~-----------o o o o 
J¡ 1 o o 
3 o o 
6 o 
u 
8 o 2 

porte entre dos localidades. En esta sección se ilustra este problema. Ejemplo 6.6.2 

*La figura 6.6. l 9 ilustra las posibles mtas entre una localidad 0 Posibles rutas del litoral al interior. 

V y dos puertos de un litoral. Supóng~~e que bs poblaciones ínter· 
medias son de tres tipos, cercanas a b localidad, cercanas al lito· 
ral e intermedias, agrupadas como muestra la figura 6.6.19. 

Los números asociados a las carreteras indican su longitud. Se 
trata de obtener la ruta más corta entre la población V y el litoral. 

Poblaciones 
cercanas 

Póblaciones 
intermedias 

Poblaciones 
lejana:. 

• Poblaciones 
del litoral 

Fig, 6.6.19 Red de camino~ entre la localid:ld V y puertos de un' liH•r.d. 



~t'ara resolver todo problema• conviene introducir tina ncta
dón adecuada. Deslgnemcs con d1,¡,k con la ci~ci~;iÓh de ¡r d~; 
~~, ¡p;:>blación i del grupo km l ,. a la pob!ació~ j del grupo k. *Cada 
'1.:~..-i~.ble de estado de entrad::. Xk indica de qué población de la 
zona anterior viene la carre1:er::1, y la variable de salidá Xh indica 
l~.:;~~Jil qué población de la zona siguiente va In. carretera. 

· l;on ~ta nomenclaturé'. !>e puede empezar a resolver el pro
ble.J;i:!a. 

*Para la 1 ra. etapa, o sea ía nn:-o. •:ntre d litoral y las poblad 
dones lejanas se tieP..: como óptimo lle 1:! Í\mción objetim: 

La t ;la 6.6.7 n:oume los resultados para encontrar el óptímo. 
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Occisión 
di.J.k 

·arupo 
K 
1 

~ 1 

~' '"'Q 

0 Dd litoral a Ia!! V'blacioncs lej;mas 

f1 (x1 ) = min (r1{x1,·d1 }} 

da 

Tabla 6.6.7 Obtenci6n del beneficio óptimo ;;n la ira. etapa. 

- -- -

1 

1Poblaci6n Indices de la Longitud Población Optimo Dccisi6n 

~nterior 1 ra. decisión del siguiente í1 (x1 ) 6ptima 

camino r 1 x, . 
d¡ x, 

' 
Ha 1 1 1 6 1 6 l 1 1 --
II: 2 1 1 5 1 5 21 1 

2 2 1 7 2 -r ___ 3 2 1 H3 3 2 1 3 2· 1 3 ....... 
P_ara la comunicación entre la:; poblaciones lejanas y las inter~ 

médias, etapa 2, se tiene: 
~Entre poblacionc:> l<;.:jan.:Is e intermedias. 

. ' 
Estos valores se resumen en la tabia 6.6.8 

Tabla 6.6.8 Obtenci6n del beneficio 6ptimo en 2 etapas . . 
'. -~-

Población Indices de la Longitud 

1 
Optimo 

anterior 2da. decisión ra ~=ia f,(X¡)' r3 +f1 f:(~) 

X:¡ ¡·. 
1 

' d,o 
- -

1111 
1 t 2 8 1 t 1 9 

8 2 1 l 1 2 2 3 2 5 
1 

8 
.. 

l 2 2 2 .2 ') 5 :7 
lila '- 6 3 2 j 

2 3· 2 3 3 3 
1 

6 
--,. 

1 

1 
III3 

3 2 2 2 2 5 7 7 2 1 l 
3 3 2 s· 3 

1 
3-. 

1 
8 

----~--- -
_...~... _______ 

-·D~~~is-io~e-s ____ l 

óptimas Ji 
dlli) 

----l· -
1 2 2 -1 

1· ¡ 

-¡' 23 2 ~1 
3 2 2 

1 
........ ..,..,,_.-~.-.. .... .__ ... 
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il-Para la etapa 3 la fórmula para determinar el _beneficio es: , •Entre poblaciones intem1edias y, cercanas 
'-·.~. 7 • 

La pf¡squeda en este óptimo se resume en la tabla 6.6.9 
_:.),i2 ...... ¡ 

fl(x8) = min { r3(x3, d3} + f:(x3, dJ)} 
da . 

Tabla 6.6.9 Obtención del beneficio óptimo en 3 etapas. 

!Población -- 1 ndices de la Longitud 

1 ~'"';;' 3ra. decisión r¡ X:!= xa !2(:~tz) r3+fa 
l:t4, : 

IV! 
1 1 3 7 1 8 

c:IV:_ 1 2 3 5 2 6 

2 3 3 6 3 7 

*finalmente ptir~ eJ('gir las mtas entre la Ira. localidad y las 
oobladoil'i:s ·~crcanas se tiene: 
e. ;. • ' ~-- ~ ..:.- ~ 

Pa•a encontrar este mínimo se realizan los cálculos que apare
cen'·en ia tJ.bla 6.6;1 O 

15 
11 

13 

Optimo .Decisiones .óptiruas _____ _¡ 
valor 

f11 (x~) dlG ~n~ 
11 321 _·';32 '1 23 ,, 1 1 

13 211 3~2~ -233] 

0 Tramo final 

Tab!a 6.6.10 Obtención del beneficio óptimo en 4 etapas. 

¡i'pbladén lndices de la Longitud Valor 
¡lntenor 4a. decisión r" x3 :x<\ f3(x3) · r3 +f3 óptimo 

x4' f4 (x•) 

- 1 1 3 8 1 11 19 17 
X a 

l 2 3 8 2 13 21 21 
-

De esta última tabla se concluye que el camino de mínima lon
gitud entre los puestos del litoral y la población V tiene una 
longitud de 17 a lo largo de la ruta lH, 123, 232 y 321, mar
cada¡ con trazo grueso en la figura 6.6.18. 

El lector interesado en profundizar sobre este tema puede con
sultar las rcfs. l, 2, 5, 8 y 9. Los problemas 16 a 19 de la sección 
6.8 il,u5tran diferentes aplicaciones de este método. 

} 

6.7. RUfA CRITICA 
.~ 7J ·Introducción 

En las diferentes fases de un proyecto, desde la pl:meación del 
programa hasta el retiro es necesario ejecutar con una secuencia 
lógic:i y a tr:n·és del tiempo una serie de *actividades que pueden 
aJgunhs ejecutarse en paralelo, o sea simultáneamente, mient¡ras 
que citr:l.S tienen que realizarse en serie, es decir, no se puede ini
ciar una actividad antes de haber terminado la anterior. En: la 
b.se de construcción de un edif~cio, no puede iniciarse el mon
taje de la estructura si ésta es de acero, o su colado, si éste es de 

·, 

Decisiones 4ptim:u 
... 

d¡* ~rr· rlrn" dp/' 

321 232 123 11 ~ 
211 322 233 ~1231 

j 

"Actividades simultáneas <l en paralelo y acti1·i · 
dades secuencillcs ó serie. - .'.,·. 



wn.;:reto, sí no se han terminado los cimicr.tos. En ]?, fab:·ica
d6:~ de Un Coche, no se puede proceder a amt;).flO~ SÍ no· se cuen
<a ;t.~·:m la carrocería, el moror, etc. Estas actidd;.¡des se tienen que 
rtabia.r secuencialmente. Por otra parte h fabricación del motor 
y d ~>üquelado de las carrocerías puede: realizarse ~imultánea

''''"''';¡;, E~ta orden de ejecución de actividades en un proyecto 
:f~!d'! repre;;entarse mediante redes. E<>ra'i redes permitc-n dcter
·mhoar fundamentalmente: 

Existen dos métodos para controbr b '!j{:cutlt~n de proyectos: 

ii-Corpo los dos métodos son muy ::.imilares, por eso solamente se 
estudia el de la ruta crítica ( CPM). Si se conoce uno de ellos, pue
de coq1prender<'e fácilmente el otro. 

K continuación se describe cómo se establece la red de activi
da4~ ',de un proyecto, que sirve como bac;c a estos métodos. 

6.7.~ Red <le actividades 

~Esta red es una gráfica con nodos, representados mediante 
c~ulos, y unidos mediante segmentos dirigidos. Los nodos repre
seryta~ actividades y eventos, y los segmentos dirigidos la relación 
en~re ·los eventos y las actividades. 

:) : 

L~ relación entre eventos y actividades es la siguiente: 

~C~m objeto de tener redes con un solo nodo inicial y terminHl 
.:..: inc_luyen estas gráficas, dos nodos ficticios, que representan acd 
tivi~~des con cero tiempo de duración, que son el nodo inicial y 
el 'nddo tenninal. Estos dos nodos son los únicos de la gráfica 
que' ~lamente, o preceden a· toda otra acth-idad del proyecto 

1 1 
~ '• t. 

• ', f -
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a) ~ secuencia tempor.<l Jc la~ acLi>;dades. 

b) El tiempo de terminación de cada actividad 
1 de todo el proy~;:rto. 

;. ) Las actividade~ cri,icas, que si no se ejecu
tan dc:ltro· del ticm¡;r, ¡:,revisto, pucdcu rcu a
sar {ojc ::! !V<'yecro~ 

d) La asignación óptima rle recursos. 

<:.) Método de la ruta critica ( CPM). 
b) Evaluación de prugrama y técnica de r"

vi.~i6n (PERT). 

0 Ruta crítica (CPU). 

R,ed: 

nudos (ac-tividades) mudo:; e-:. o..:gmentos di
rigidos. (Secuencia temporal) 

l. Una activid:1d o cvemo puede realizarse tanto 
.en forma paralela con otra activid:1d como .:n 
forma secuencia!. 

2. Toda actividad o ew~nw, exct•ptu:mdo el pri
mero, est:l precedido pul" una o varias activi

.• : dades. 

3. Toda actividad o e.-emo, ,:xc:.:pru:.Jndo el úhi
. mo, precede á una o v¡1ri.u aqi;•idadcs. 

vNodos ficticios: Nodo inicial y nodo íinal. 
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o ~tán, precedidos por todas las actividades restantes de la grá
fica, t?l c~riio' muestra la figura 6. 7.1 

1 ~ ~-'!..1•c-:.L-

~.ara constmir. la gráfica de actividades es necesario listar és
tas,~indicando su relación con otras actividades y el tiempo que 
toma ejecutarlas tal como aparece en el ejemplo 6.7.1. 

\. 

Con este ejemplo se ilustra la constntcción de la gráfica de 
actirdades de un· proyecto. 

Qon objeto de familiarizar a los lectores en, el método de la ruta 
crít!'ca se ha escogido un ejemplo, que no requiere para su com
pref:isión de conocimientos en una especialidad. Tanto las activi
dades importantes del proyecto como su secuenciación .se han 
sele~cionado fundamentalmente para ilustrar aspectos importan
tes 'pel método, tratando, sin embargo, de ser lo más realista po
sible. 

.. 
El constructor señala que para la construcción de una peque

ña .casa es necesario realizar después de obtenidos los pennisos 
y licenci<lli de construcción necesarias, las siguieniés actividades 
que se enumeran en la tabla 6. 7 .l. Estas actividades han sido 
~1 -::'.;gnadas con letras. Se incluyen además en la tabla la duración 
~~n :semanas de cada actividad, tomando en cuenta las limitaciones 
¡¡aturales y del personal, su relación con otras acti"widades y cómo 
el dueño desea conocer los pagos que debe hacer cada seman'a al 
coristmctor, el costo de cada una de ellas. Si una actividad dura 
varias semanas, su monto se supone que se cubre semanalmente, 
por:

1 
partes no necesariamente iguales. 

Se dese.a establect!r un diagrama de actividades de esta obra. 

A continuación se señalan con detalle los pasos que se siguen 
para trazar el diagram~ ~~ actividades. 

Fig. 6.7.1 Red de activid:1dcs. 

Ejemplo 6.7.1. 

&luci6n: 



' 
Tabia 6.7.! Lista de ~\<.ti~jdndes Jd cje1 lplo fi.'i.[ 

. . . ~--~----

NOMBRE 1· DURt\·¡ COSTO OBSER.VAClOl':ES 

·---1 :JIQi\f 
Nivelar y rellenar el terreno ¡ 3 $ 40,000.00 1 ra. acúvidad. 

1 1 
1 ACTIVI- j 
1 
r DAD · 
1- 1 
i A 1 

1 -¡ B 
1 -~-----
J e 

1·-

-----¡ 2 $ 20,000.00 Se ejecuta dc~pués de A. 

-~ 4 -- $ 20,000.00- Puede ejecutarse simultáneamente 

--------~~-~~-~_.:_ _____ _ 
Bardear el tcrn:no 

Construir cirr.ientos 

D 
! 
i 

Levantamiento J~ muros y---¡----
colocado del techo , 6 $ 60,000.00 Se ejecuta despu6 de C. --------

E Colocación de tubt:ria-;y-----¡ -----------
alambrado de h; in..;r,"tJH.ión déct. 2 $ 15,000.00 Se ejecuta dc!lpués de D y B. 

,. 
1 

F Colocación de ~;;tz.;~-~i;·_----· -----··-e··--,---- $ ---f5:ooO:oo Se c:fenÍta-d:~;pués de D y By pue
de ejecut::1r!le simultáneamente con 

1 
·a 

•· -r· · · , ... '"l'!l'Q" .. r J , · r ··· t ·J J • E. 
-:--:,----::----~--.,..----'---- -~---·---------

Aplanado, enyesado y coloca- 1 

ción de mosaicos y muebles sa-

- nitarios. 2 $ 20,000.00 Se ejecuta dc::;pués de F y E 
:-~-=--

Pintura y detalJes en los acabados 4 $ 25,000.00 Se ejecuta .. d~~pués de G y de I. H 

1 
I 

1 J 

-----1-------1--~~~~~--1----~-----~--
Culocación de tierra en d jardin '> $ 20,000.00 Se ejecuta después de D. 
Colocación de plantas 2 l---,$-_,10,000.00 Se cjecutadcspués de H e l. 

*Se empieza trazando tantos nodos como actividades tiene el 0 I 
proyecto, además de dos nodos acücionales, el inicial y el final. Dibuje nodos 

*El primero conviene traz:do a la izquierda de la hoja y el 
segundo a la derecha. El resto conviene distribuirlo de acuerdo 
aproximadamente con su orden de ejecución. Por ejemplo la ac
, '\'idad A por ~er la primera debe aparecer después del nodo ini
, ·~, y la B de!:ipués de la A, o st:a a su derecha y como la activio 

0 Nodo inicial a la izqttierda y nodo terminal a 
la derecha. 

;q C puede realizarse simultáneamente con la A, conviene que 
· · ~ nodos que representan a la actividad A y C estén sobre una. 
1 ~ma vertical imaginaria, tai como lo muestra la figura 6.7.2. 

0' 

o 
Inicio 

o 
· Fin 

Fig. 6.?.2 Prm,- ~os nodos en el trazo de une red d~ actividades. 

Sigllicndo el criterio anterior se termina trazando todos los 
nodos,' tal como aparece en la figura 6. 7 .3, desde luego que las in-
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dica. ones qué se. han dado sobre la colocación de los nodos en 
la gráfica, sólo son recomendaciones que permiten trazar una 
gráfica: rttá~ clara. La relación temporal entre las actividades, se 
indica f8~· segmentos de flecha dirigidos, que a continuación 

' . . ~ .... ~ ('" l 

se anex<irán a la gráfica. 

0 

o 0 0 
inicio 

0 0 0 

i7ig. 6.7.3 Diagrama de 

*L~ ac;_¡vidades A y C pueden realizarse simultáneamente y 
son

1 
las primeras del proyecto. Esta característica se indica median

te las flechas de la figura 6. 7.4 que unen a estas dos activida
des con el nodo inicial. 

De acuerdo con la tabla, la actividad B requiere para iniciarse 
qúe se haya tern1inado b. actividad A. Esta secuenCia se indica en ., 
el diagrama, como mue5tra la figura 6.7.5. · . 

o 
G:) 0 

f¡n 

0 

0 
actividades con todos los nodos. 

II 

*Indique las relaciones temporales con segmen
tos dirigidos. 

Fig. 6. 7.4 Actividadcg inicia.lcs. 

Fig. 6. 7.5 La actividad B c.iripicza ·Jcs¡:.IUé~ de h-r· 
minada la ~cu\·jJ¡¡¿¡ ·Á. 



' En fonna similar se traza el reste de ios siguientes di1·igidos 
que aparecen en la fig·ura 6. 7 .6. Nl,:esc en esta fi!;ura cómo sr.: 
indica en un diagrama de actividades que varias de éstas (:C y f} 
n-·equicren para iniciarse que se hayan terminado otras ac.:ivi-· 
d~-:!.es ( B y D). Además, siendo J la •.Jlüma ac6"idad del pmyecto 
queda unida mediante un segmento dirigido al nodo terminal. III 

*'L:t la gráfica 6. 7.6 se muestra exclusivamente la reh-:iér, Asignad6n de valores a la red. 
t;,~r.r¡::nral entre las actividades. El siguiente paso es d método de 
h ruta crítica, consiste en asignar valores a la red. La siguiente 
:;e.cdón trata de este tema. 

Fig. 6. 7.6 Las actividades E y F requieren de la temu nación de l\ y D par:\ iniciarse. 

I:n la tabla 6. 7.1 aparece el tiempo de duración de cada ac
tividad. *En esta sección se éstudia cómo se relacion-a el tiempo 
de duraci,. , de cada actividad con la duración mínima de todo 
el proyecto, d· sde su inicio hasta su tenninación. Además, se en~ 
cuentran aqucilas actividades que determinan la duración mínima 
de' ~~do el proyecto y cuya iniciación no puede posponerse o cuyo 
tiempo de ejecución no puede atrasarse sin alargar la duración de 
tod~ la obra. *Este tipo de actividades determinan la llamada 
rutá crítica del proyecto. Otras actividades no críticas pueden pos- .. 
ponerse o alargarse sin afectar la duraeión del proyecto. El mé
todo que se expone a continuación permite determinar la holgura 
que se tiene en la iniciación o duración de e'itas actividades que 
se tierie en la iniciación o duración d,! estas actividades no críti ... 1s. 

~a duración de cada actividad aparece en el interior de- cada 
no~o, tal como lo muestra la figura 6. 7. 7 para algunos nodC's de b 
red' del ejemplo 6.7.1. En este· caso la duración se da en semanas. 

1 

Deterrnin:lción de la mta critica. 

~>Dcterminacifm del tiempo mínimo de dura
ción del pwyccto. 

+~La rut~ crític~ est;'i f0m•ada por .actividadc~ 
cuya iniciaciún no purdc posponcr.;e ni su du
racién :liargazs<! sin ::Hras;;r e! p10yecto. 
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~ . ~· y~.~~ l -" • 

~u na: .V.ez:dndicada la duración de todas las actividades en la 
red, .~1: ~pr_océde ·a recorrer hacia adelante del nodo inicial al final. 
Durante¡ ~iá. .fase se determinan los siguientes tiei:npos asociados 
al proyectó:: 

- ; -. ~-r-~-

:&:tGs :tiempos se colocu. en unos casilleros con una flecha. diri
gida.· ha.Cia adelan~e, como los mastrJdos en la figura 6. 7.8 que 
indican ·que fueron: calculados al recorrer el proyecto del nodo de 
iniciación al de finruización. 

Como el nodo inicial representa una actividad ficticia de cero 
duración y representa el inicio del proyecto, en los dos casilleros 
deb~ .aparecer un cero, tal como lo muestra la figura 6.7.9. 

Como las actividades A y C son las primeras del proyecto y 
puede~ ejecutarse simultáneamente, su tiempo más próximo de 
iniciación es O y su tiempo más próximo de terminación es O 
más". la .·duración de la actividad respectiva, tal como aparece en 
la ~gura 6. 7.9 en los casilleros de las U echas dirigidas hacia ade-
lante. · 

IV · .. :':.<.\"" 
eRecorrido de la red hacia .adelante. 

a) El tiempo mtir pró:cim~:~ Jéii1u'c'iación (EST) 
-de una actividad es ·lo mis pronto que pue
de iniciarse una actividad,¡ 

1
.' .. 

b) Ei tiempo más próximó·; 'a,e · termi,1ación 
(EFT) de una actividad' ~no· más'-temprano 
que puede terminarse. Es 1igu:~i ;ar1tienipo más 
próximo de iniciación (EST·)' inás la dura· 
ción (D) de la actividad. ·Es decir: 

EFT=EST+D 

Tiempo més 
próximo de 
iniciación 

EST 

Tiempo ín~i ; 
próximo· de· , / 

termiriació11 · 
EF.T . 

·(6.7.1) 

Fig. 6.7.8 Casilleros pa~a indicar tiempos más pró· 
ximos de iniciación y tenninación. 

r ~· ! 

:(frs .. 
'~ ~ 

inicio. 

Fig. 6.7.9 Detenninaci6n dé los".tieinpo' nfás pr6· 
ximoJ de iniciación y terminación. 



Como la<. ..lctividades B y D no requieren m~ que de la ter· 
r''dí;:~ión de A y C respec:tivam~ntc, su tkmpu más próximo de 
in\ciación es ·igual al más' próximo de terminación de la actividad 
que le precede, tal como muestra la fgu.ra 6. 7 .9 . 

. , 
:m cálculo de tiempos más pr6ximc!l para !as actividadts E y F 

~quie:re del siguiente razona."Tliento. Nótese que las actividades 
¡¡ocqweren para iniciarse, que se hílyan krminado antes mk. J~: 
W!Jl actividad. Es decir, tienen m?..s de una actividad que las pre
C>?.ctZ inmediatamente. A Ia activid.u1 E la ptec, .. den la B y la D . 
.En estos casos el tiempo más pn~·dmo de iniciación es ígucl :1! 
ti.~mpo más próximo de temÚm.l.dém máxi•1"!0 de li25 activid<!de5 qu.t 
l'Cíi preceden. Es decir: 

Aplicando este criterio a la actividad E se tienen los resultados 
mostrados en la figura 6. 7.1 O 

Procediendo en forma similar para el resto de los nodos o ac~ 
tividades se obtienen todos los tiempos más próximos de iniciación 
y t~rminación que aparecen en la figura 6. 7 .11. 

!Rufa crí:ica 375 

Ti~ilrfíJ IÍ:L~.~ IJrÓ~;r:- Je iniciación = Máxi
-. rru1> ~iem~lO más pr6xir•w de h~rmiuación de acti

v!cl.lt.k~ ;¡::<.'Cede::1tc:.J. 

[JI)- §IJP 

.. CD--
EFT :lo By !J 
5 y 10 ~ 
naáximo: lO 

Fig. 6.7.10 Cálculo cld tie~po más próximo de 
inidaci6n "n ::~ctivídade¡ r-recedidas por 
varias otr"->l, 



376 Optimi:5ación 

. ' 
Fig. 6. 7.11. Ténnin~s más próximos de iniciación y terminación del proyecto. 

*Una vez recorrida la red en sentido directo del nodo ini~ial 
al nodo terminal y determinados los tiempos más próximos de ini
ciació'n y terminación, es necesario recorrer la red en sentido in
verso,.. del nodo de terminación al nodo de iniciación. Durante ~te 
recorrido se detem1inan los siguientes tiempos. 

Estos tiempos se colocan en unos casilleros adyaccnc.s con una 
flecha. dirigida hacia atrás, que indica que fueron calculados al re
correr- el pro~;ertn desde el nodo terminal al nodo inicial, como 
muestra la flt>l.•·' t •. 7.12 

V 
•Recorrido de la red hacia atrás. 

a). El tiempo más lejano de terminación (LFT) 
es el tiempo lejano en el que puede terminar
se una actividad sin retrasar ninguna otra 
activid:1d. 

b). El tiempo más lejano ée iniciación (LST~ 
es el tiempo más lejano en el' que puede ini
ciarse una actividad sin atrasar ninguna otl a. 
Es igual al tiempo mús lejano. de. terminación 
de una actividad (LFT) menos: su duración; 
es decir: 

LST = LFT- D 

T1empo más 
lejano de 
imc1ación 

LST 

(6.7.2) 

term1nacifrn 

Tierr.po mas~ 
le¡ano de. 

LFT' ' 

Fig. 6.7.12 Casilleros para indicar, tiempo más le
jano de iniciación )' terminación. 



Empezando con recorrer la rec:i desde e! nodo terminal~ si el proo 
ytcto no debe sufiir retardo, entonces los tiempos má.:<~ próximos 
rde terminación y más lejano de terminación cid nodo terminal de~ 
~)t!T¡¡ ser iguales, tal como muestra la figura 6.7J3 Con la duración 
d<.~ ln actividad asociada a este nodo tcnninal ficticio es nula, los 
tiempos más lejanos de iniciación y terminaóón son iguales. 

Procediendo e11 el sentido inverso de recorrido se llega al nodo 
J. El tiempo más lejano de terminación de este nodo debe ser 20 
también, ya que de otra manera se atrasa el proyecto, y como la 
duración de la actividad es 2, el tiempo más lejano de iniciación 
es de 20-2 = 18, ~al como muestra la figura 6.7.14. 

RrtH!a ~ritica 377 · 

Fig. 6.7.13 Inici:1ci6n de los cálculos de tiempo 
más lejano de terminación e iniciación. 

1 •! -. 

Fig. 6.7.14 Cálculo .Jc tiempo m;!¡ iejanu de inicia-
Continuando con el recorrido se nota como muestra la figurá. · ción Y tcnninaci6n. 

6.7.15, que la actividad H precede sólo a la actividad J· 

Para que las actividades posteriores a H, en este caso sólo J no 
sufra atraso, ninguna de las actividades precedentes dchc termi-



378 Optirni21oción 

narsc después del tiempo más lejano de iniciación de J, por lo 
tanto el diagrama se continúa come muestra la figura 6.7.15. 

Para la actividad I se observa que precede a la H y la J. Para 
que ninguna de estas últimas sufra atraso, el tiempo máximo de 
temúnación de J, debe ser igual al mínimo tiempo más lejano 
de iniciación de las acth~dacles inmediatas, para el caso de la ac
tividad I, estos cálculos se muestran en la figura 6. 7 .16. 

En forma similar se continúa hasta obtener la gráfica completa 
de la red que aparece en la figura 6.7.17. 

·~ ~·]·~ 
J 
2 

..•. 4r';·~l.;;;l 
~ 

Fig. 6.7.15 Cálculo~ ::le liempo m~ lcj:.mo~ de j¡¡j. 

ciad6n y l.:rmiuaci6n. 

LST de 11 e I 
14 y 18 

mlnimo 14 

H e I: acti\·idade~ -
posteriores a J 

Fig. 6.7.16 Cálcui•J del tiempo más lejano de ter· 
minaci6n. 



~~ 
· Fig. 6.7.17 Gráfica co11 tcdo~ los tiempos de- iniciación y termiuac.i6u dd '*'roplo 6.7,1. 

VI 

*Una vez laminada esta gráfica, puede dctcnnina.rse la llama- GDeterminaci6u <k b ruta cdt.k:l. 
da rut~ crítica, formada por aquellas actividades cuyo tiempo de 
iniciación o duración no puede prolongarse sin afectar al proyec-
to. Estas actividades deben tener su tiempo más próximo de ini-
cia,ción igual al más lejano de iniciación. Es decir: EST == LST. 

_ En 1. figura 6. 7.17 se nota que las actividades ,con esta propic-
da,d Süll lél e, D, E. G, H, J que aparecen en la fig. 6.7.18 

Fig. 6.7.18 Ruta crítica del ej.~mplo 6.7.1. 

*Resulta de interés para el constructor dctenninar cuánto pue·· 
den atrasarse la iniciación de algunas activido:~des, desde luego )aB 

no situadas en la ruta crítica sin atrasar el proyecto. Este atraso 
recibe el nombre de holgura tqtal. (TF) 

0 Holgura total: 

máximo atraso posible en actividada :liD r\0· 
tardar tod-:. el proy•:cto. 



380 Opti~i:zsación 

E:..t~ iNe~·y;1l~ de tiempo e\ igual a la diferencia entre los tiem
pos núí~ lHar\os y próximos de iniciación de un proyecto, o entre 

' "-•" JJt ' 
los d~ terlli1na~ión, es decir: 

¡ ,)_. ,,,,., 

En la ~~P~~ 6. 7.2 aparecen las holguras totales de todas las acti
vidad~: ~éA~ ''!~ego que las actividades de la ruta crítica tienen 
una ~~~g11r~ f1qla. 

;.'/A .Asignación de recursos 

Al p~a~~~~ el Pf8plema del ejemplo 6.7.1 se mencionó que el 
daei1~·tie11e ~terés en determinar cuáles r-on los pagos que debe 
r~aliz1::- cada' semana. 

_~.~.s-;' 

~·Pilra determinar ~te calendario de pagos !>C procede a trazar un 
diagriuna de b~rras como el mostrado en la figura 6.7.19. En el 
eje de las abscisas aparecen las semanas, desde la iniciación del 
prore.cto. Las barra.S horizontales, representan las actividades del 
proyecto, y tienen una longitud igual a la duración de la actividad. 
Como d dueño no desea hacer erog:~cionc~ antes de lo necesario, 
no c9nvienc emp~zar ninguna actividad antes de su tiempo más 
lejan<;i de iniciación. Debido a esto se colocan las barra" horizon
talmente a partir del. tiempo más lejano de iniciación, como mues
tra 1~ figura 6.7.19 para la acti\idad A, cuyo tiempo más lejano 
de in~ciación es 5 y su duración es de 3 semanas. Además debe in
cluir~e en e1 diagrama información sobre los recursos que se nece
sitan."· para realizar la actividad. Suponiendo que el interés esté 
enfocado en los recursos económicos necesarios, en cada semana 
debe -aparecer la erogación que tiene que realizarse. Para la acti
vidac,!. 9, cuyo costo es de $ 40,000 y tiene una duración de 3 sema
nas, ~e estima que semanalmente se requieren $ 13,333. Esta infúr
mación aparece en el diagrama de la fig. 6.7.19. 

l. ' . 

Para la acti\'idad B, el tiempo más kj.dlO de iniciación es de 8, 
su cqsto es de $ 20,000 y su duración de 2 semanas. Se estima que 
la crpgación semanal e~ de $ 1 0,000.00, tal como aparece en la 
figl.!ra 6.7.20. 

Tf = I~ST - EST 

Tf = LFT- EIT 

VII 
*Trazo de ur, diagrama de ~~fES: 

(~.7.3) ' 

Tabla 6. 7.2 Holgura! totales del' proyecto del ejem-
plo 6.7.1. · - · 

Acth·i¿ad 1 Io~gura- ~9tal 

A 5 
B 5 

e o (-

' D o-~ ~ 

'F. O, +-

F 1 

G o-"' -
H O, +-

2 

J -o: +-

Q +-+-++ ls 1 ' \''·Ir·'· ... 
Sj:_m.~a. 

Fi~. 6.7.19 Diagrama de- barras·. con l:a 
actividad .A: ·· ,, "· · 



1 

' ' 

La a~¿vidad C, tiene un tiemp:> más !ejano de iniciación dr. O, 
una duración 4, y un costo tot;tl de S 20,000.00. l;;¡· erog:tci0,-l se
manal para esta actividad se e~ tima que sed de: $ 6·:000, S G;OUO, 
~ •hOOO y $ 4,000. Esta información tamhién esi.i contenida en la 
!lg. 6.7.20. 

¡ a.,...., 
o 

r ----,--.....---
4 8 10 

Semana 
fi~. (!.7.20 Día¡_',,~;;::.~ de barras de la acti1·idad 13. 

(\ 

*Debe hacerse notar que t:sh: tif<J d;:: &<.~grama p<H.:dt .;:-arih~iK:t il P•1<'G<'H i.J1dicarse diferentes nece~idades de re· 

información 110 sólo sobre recurso'; e.wnórmco:,, sino también de cur::os en d di;~;rr;un;. de barras. 

otr~ índole, como recursos hum¡mo~~, ;TJa.r¡uin:u·i~ _. ~te. Ln c.;mtiJ:d 
de recursos que se eiJlplea en c<Lda unidad de derupo dept·m!c <.Id 
tipo de actividad. En este ejemplo se estima que las actividadc.:; 
A y B requieren de igual cantidad de dinero, durante cada semana 
de ·SU duración, mientras que la acti\:idad C, requiere de recursos 
no uniformemente distribuidos. 

Siguiendo con la metodología expuesta, se termina de construir 
el diagrama. El diagrama completo de barrM aparece en la fig. 
6.7.21. ggggg~~~gá¿ggg~~~~ggg 

00000MM~OO~~OONNNN000 
~4.0~ 'tl"OM M:..) LU \O.,...'" O O Q i.¡) u;,; tA?·O O 1./1 

-NMN~~ NNN --~ 

-;¡; 
o .... 

r::::lj 
EJ 

Semar,~• 

Fi~. 6.7.2l Di:t':;ram:.: completo de ban:\S del 
proyc::co del e.iemplo 6.7.1. 
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Finalmente puede obtenerse de este diagrama el calendario de 
pagos semanales, simplemente sumando ·las cantidades que apare
CCl'"l en cada columr'a. Este diagrama muestra además qué activi_. 
dadcs deben ejecutarse cada semana. En la semana 10; se ejecutan 
las: acti-.·idades B y D, que requieren de ~ 10,000 y 5,000 respecG 
tivamente~ Por lo 'tanto esta semana se necesitan $ 15,000.00· del 
recurso· din~:ro, tal como muestra la fig. 6.7.2~. 

Desde luego que en proyectos de mayor envergadura que la cons~ 
trucción de una casa, es necesario recurrir a la computadora digital 
para encontrar tiempos más próximos y lejanos, holguras, ruta 
critica y distribución de recursos. En el apéndice A, el programa 
No. 19, permite calcular la ruta crítica de un proyecto. Los resul
tados de este programa. para el ejemplo 6.7.1 aparecen en las pá
ginas siguiente.. 

Como datos de este programa es necesario indicar el número 
. de actividades, incluyendo la.> a.:tividades ficticias de i~iciación y 
\t:rrninación, la duración de cada actí~·idad y la subordinación enD 
u~e actividades, en fonna de matriz tal corno aparece· en la· tabla 
6.7 .3. El elemento a;J de esta matriz tiene valor unitario si la 
actividad i requiere que !e hay<l ejecutado la actividad j . 

. Los resultados del programa A.l9 para. el eJemplo 6.7.1 aparecen 
en la tabla 6.7.4. · 

C'.l 
g 

•In -

[]a 
f-____,..-¡ --i· ~-~ 

10· Semana 
Fig. 6.7.22 Actividades y recwsos de la semana 10. 
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Tnlila l'i. 1.3 ~.btriz de ~t<b.)tdi•l'-'i',;,.J.a del ejemplo {;.7.1 par.1 el programa A 19. 

Mi\TRIZ DE S1JIJ; iHJlNAC!ON fJE i'\CT!VIDADES 
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Tabla 6.7.4 Resultados del programa A. 19. par!l el ejemplo 6. 7. t' 

LOS RESULTADOS OBTENIDOS SON 

ACTIVIDAD DURACION EST EFT LST LFT !H. ·rH 
-·------·-._... ..... _& .. ~ ......... - '~"' ......... ~.------· 

1 o o o o o o n R.C. 

2 3 o 3 5 . B o f.: . . .) 

3 2 3 5 8 10 5 .~ 

"" 
4 4 o 4 0: 4 o !) R.C. 

S ó 
~ 

R.C. 4 10 4 iG o v 
6 2 10 12 JO J2 o o R.C. 

7 1 JO IJ 11 12 1 

8 2 J2 14 12 . 114 t) o R. C. 

9 4 14 18 14 lB o o R.C. 

10 2 10 12 12 14 ... 2 ¿ 

11 2 18 20 18 20 o o R.C. 

12 o 20 20 20 20 o o R.C. 

. '. 
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3.4.1 Un ejemplo 

·Existen muchos problemas de maximlzaclón o minimización, 
cuyo modelo matemático se puede resolver con la técnica de 
optimización conocida con el nombre de programación lineal. 
como en general se requieren muchos pasos algebraicos para 
resolver un problema por este método, se han desarrollado al
goritmos y;- basados en ellos. programas de computadora digital 
para encontrar la solución óptima. 

·La estructura de los problemas que pueden resolverse con la 
técnica de programación lineal es siempre la misma; con un buen 
programa pueden resolverse todos los problemas de este tipo, 
sin necesidad de tener que escribir programas especiales para 
la solución de problemas particulares. ·Problemas de optimización 
que no pueden resolverse con el modelo de programación lineal, 
como los de programación dinámica, con frecuencia no tienen 
esta característica y es necesario desarrollar programas particu
lares para obtener la solución de problemas específicos. 

El método simplex que se estudia'rá en la subsección 3.4.6 c~ns
tituye la metodología matemática más conocida y empleada, para 
resolver problemas de programación lineal. Existen otros méto-

. dos. como el método gráfico (subsección 3.4.4). el método de 
prueba y error. el método vectorial el método de multiplicadores 
de Lagrange y programación dinámica, que se pueden consultar 
en la bibliografía. 

'Muchos problemas de optimización ya tienen un modelo lineal, 
v puede aplicarse directamente la técnica de programación lineal 
para encontrar el máximo o el mínimo del problema. 

'Otros modelos son no lineales. Si esta no linealidad es pequeña, 
puede aproximárseles por modelos lineales. Existen varias téc
nicas para ello, siendo la linealización y el cambio de variables 
dos de ellas. La mayoría de los textos de optimización o progra
mación matemática que se listan en la bibliografía, tratan este 
tópico. 

145 

3.4 PROGRAMACION LINEAL 

"La programación lineal es una técnica de 
optimización. 

"Todos los problemas de programación li
neal tienen el mismo modelo matemático. 

o No existen modelos generales para' proble
mas. de programación dinámica. 

"Muchos modelos ya son lineales. 

"Existen técnicas para aplicar métodos de 
optimización lineales a modelos 110 lineales. 
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"El primer ejemplo Ilustra un problema de producción, al cual es 
aplicable la técnica de programación lineal. Este ejemplo sirve 
para introducir varios conceptos de programación lineal, como: 

Un fabricante manufactura dos productos que tienen igual precio 
en el mercado. Cada producto requiere de una serie de operacio
nes de maquinado en 4 máquinas distintas. 

La tabla 3.4.1 muestra los tiempos de maqui nado. • Así por ejem
plo, para producir una unidad del producto 1 se requieren: 

Como existe un número determinado de máquinas de cada tipo, 
ei número de horas de máquina disponibles está limitado. La 
tabla 3.4.2 muestra esta limitación. 

El fabricante tiene que cubrir los gastos fijos de su empresa. por 
lo que tiene que vender al día por lo menos un total de 80 piezas, 
entre los productos 1 y 2. Establezca un modelo y determine 
cuántas piezas de cada artículo 1 y 2 debe vender al día paré! 
maximizar su ganancia. 

"Conceptos de program~dón liucal: 

función objetivo 
restricciones 
solución factible 
solución optima 

Ejemplo 3.4.1 

0 Para producir una unidad del producto 1: 

o horas de la máquina A 
1 hora de la máquina B 
2 horas de la máquina e 
3 horas de la máquina D 

MAQUINA 
A B e D 

'PRODUCfO 1 o 1 2 3 
PRODUCTO 2 2 2 1 o 

Tabla 3.4.1 Horas de maq,uinado por pieza 
del ejemplo 3.4.1. · 

·----
MA~UINA 

A 1 B 1 e 1 D 
180 1 210 1 240 l 330 

Tabla 3.4.2 Tiempos de máquma dzspom
bles para el ejemplo .1.4.1. 

___________________________________________________________________________________________________ ¡ __ 
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•para construir un modelo matemático que permita resolver este 
problema. hay que empezar definiendo variables. Sean 

oe acuerdo con la descripción del problema, es necesario maxi
mizar el número total de piezas producidas diariamente, es decir: 

·para introducir el método de solución de los problemas de pro
gramación lineal. conviene emplear un método gráfico. Por esta 
razón se representará gráficamente el modelo formr~l de este 

·problema. 

para trazar la recta que representa a la ecuación (3.4.1) se hace 
el siguiente razonamiento: Supongamos que X1 + x2 toma un 
valor z. 

cuando en esta recta 

V S~ 

Uniendo los puntos V y W de. la recta x1 + x2 = z. se obtiene el 
trazo de la recta (3.4.1) para el valor z. como muestra la figura 
3.4.1. 

Solución: 

•se empieza definiendo variables: 

x1 = número de piezas del artíc11lo 1 que se 
fabrican al día. 

x2 =número de piezas del artículo 2 e¡· re se 

fabrican al día. 

x1 + x2 = z(max) (3.4.1) 

•se presenta la solución gráfica del proble
ma. 

x1 + x2 = z. 

x1 =O, entonces x2 = z (punto V) 

x2 =O, entonces x1 = z (punto W). 

X¡ 

Fig. 3.4.1 Rep~esentacwn de x, + x, = -· 
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·A continuación se establecerán las relaciones matemáticas que 0 Rcstriccioncs clrl problema: 
expresan las condiciones restantes del problema. 

c,)nsideremos el empleo de la máquina A. Como se producen 
x~ pieZé!S del tipo 2 y cada una requiere 2 horas de maquinadc 
con el equipo A. en totéll esta máquina se emplea 2x:! horas. Para 
producir la píez& 1 no se emplea la máquina A, por la tabla 3.4.1. 
Por !o tanto e! número de horas 2x:: que se emplea la máquina A, 
debe ser menor o igual que el tiempo disponible de la máquina 
P.., que es dt: 180 horas, de acuerdo con la tabla 3.4.2. •Por lo tanto 0 Empleo de la máquina A: 
sE tiene 

P<ua encontrar la gráfica de esta relación se procede de la si
guiente forma. Como 

entonces 

"Primero se traza la recta correspondiente a la condición de 
igualdad, es decir a: 

Esta recta aparece en la figura 3.4.2. 

Dicha recta divide el plano en dos regiones. R1 y R!!; en la 
primera x:! > 90, y en la segunda x:! < 90. Por lo tanto la relación 
(3.4.2) representa a la región R2 , que se muestra ashurada en la 
figura. 

x2 ~ 90 (3.4.2) 

"Trace primero 

~ f//rltll/lll/111//111177 

1 · R, x, ,; 90 

Fig. 3.4.2 

X¡ 
---1> 

Representaci6n de x1 < 90. 
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•La máquina 8 se emplea 1 hora para producir una pieza número •Empleo de la m~(luin:t B:. 
1. y 2 horas para una pieza 2, por lo que 

representa el número de horas que se emplea la máquina 8 para 
producir los dos tipos de piezas. Esta suma tiene que ser me
nor que el número de horas disponibles para fa máquina 8, que 
es de 210, es decir 

x1 + 2x2 < 210 (1.4.3) 

Al igual que la ecuación (3.4.2), esta ecuación también representa 
una región del plano. •Para determinarla, se empieza encontran
do la recta que corresponde a la igualdad, a saber 

para dibujar esta recta considere que, si 

y que cuando 

Estos puntos aparecen en la figura 3.4.3, al igual que la recta que 
los une. La recta: 

•Trace la recta que corresponde a la igual
dad: 

x1 + 2x2 = 210 

x1 =O entonces x2 = 105 (punto V) 

x2 =O entonces x1 = 210 (punto W) 

'divide al plano en la regiones R1 y R2• Para determinar en qué 
región se cumple la desigualdad (3.4.3). se busca un punto cual
quiera en alguna de los dos regiones, por ejemplo el origen (0,0) 
en R:.!. Se sustituyen los valores de este punto en la relación •divide el plano en zonas R¡ Y R2. 
(3.4.3). y se determina el sentido de la desigualdad en la región R:.! 
Como O+ 2 X O= O< 210, en la región R:.! se cumple la desigual-
dad (3.4.3i. En la figura 3.4.3 aparece ashurada la región repre-
sentada por la desigualdad (3.4.3). . 

Fig. 3.4.3 Representación de x 1 + 2x 
< 210. 

:0.¡ 
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Para encontrar las ecuaciones correspondientes a las máquinas 
C y D se procede de igual manera, obteniéndose: 

o sea 

"Pc:r otra parte. el enunciado del problema indica que es indis
pensaule manter:1er un nivel mínimo de producción, a saber: 

?Finalmente deben incluirse !as condiciones de no-negatMdad 
de las variables x1 y x2 : 

Máquina C: 
2x1 + x2 < 240 
Máquina D: 
3x1 < 330 

X¡< 110 

0 Nivel mínimo de producción: 

°Condiciones de no-negatividad 

Fig. 3.4.4 Representación de las regiones definida~ 

por Úls ecuaciones (3.4.2) a (3.4.8). 

(3.4.4) 

(3.4.5) 

(3.4.6) 

(3.4.7) 
( 3.4.8) 



programación Lineal 151 

ya que no tiene sentido producir un número negativo de piezas. 

La representación gráfica de las ecuaciones (3.4.2) a (3.4.8) apa
rece en la figura 3.4.4. 

LaS ecuaciones: 

consideradas simultáneamente definen una región en el plano 
(x 1 , X:¿). Para encontrar esta región deben sobreponerse· las re
giones que define cada una de las ecuaciones {3.4.2) a (3.4.8), 
rnostradas en la figura 3.4.4, y encontrar la región que es común 
a todas ellas (su intersección). Esta región aparece en la figura 
3.4.5. 

x2 < 90 
x1 + 2x2 < 210 

2X¡ + X2 :$; 240 
X¡< 110 

X 1 + X2 > 80 
X¡> 0 
x2 > O 

e 

( 3.4.2) 
(3.4.3) 
( 3.4.4) 
(3.4..5) 
( 3.4".6) 
(3.4'.7) 
( 3.4'.8) 

0 Q(l20,)0) 

X¡ 

Fig. 3.4.5 Región definida por las ,., ltr.ic

ciones del ejemplo 3.4.1. 
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Las ecuaciones (3.4.1) a (3.4.8) constituyen el modelo formal del 
ejemplo 3.4.1. 

En la siguiente subsección se introducen algunas definiciones 
importantes. 

3.4.2 Definiciones 

•Las variables que Intervienen en un problema de programación 
línea! se conocen con el nombre genérico de actividades. y su va
lor numérico como nivel de actiltidad. 

"En e! problema 3.4.1 se tenían dos actividades, la producción 
de artículos 1 representada con la variable X¡. y !a producción de· 
artículos 2 con x2. 

·Er modelo matemático de un prohlema de programación lineal 
consta de dos partes: 

0 Variables = Actividades 
Valor de las variables = Ni\'el de actividad 

o Actividades x1, x2 =:::: 

producción de artículos l. y 2 

0 Partes de un modelo de programación ]¡. 

neal: 

a) Función objetivo 
b) Restricciones. 

•La función objetivo es la expresión matemática que se desea 0 La función objetivo se maximiza o mirú. 
optimizar, es decir según el problema minimizar o maximizar. miza. 
Con frecuencia, la función objetivo está dada por un costo o un 
beneficio, medido en unidades monetarias. En el ejemplo 3.4.1 la 
función objetivo es: 

que se desea maximizar. 

'En la mayoría de los problemas existen restricciones, represen
tadas por un grupo de ecuaciones. Debido a restricciones en la 
capacidad de producción, el industrial no puede producir un nú
mero arbitrario de piezas. Estas restricciones limitan el valor que 
pueden tomar las variables. 

" Para el ejemplo 3.4.1, la figura 3.4.5 muestra la región d~finida 
por las restricciones. Cualquier punto dentro de esta región re
presenta un posible nivel de producción que no viola ninguna 
restricción. Así por ejemplo en el punto P: 

se cumplen las restricciones: 

( 3.4.1) 

0 Las restricciones determinan posibles va
lores de las variables. 

P(60,60) 

x2 <~O (3.4.2) 

60 <90 
X¡ + 2x2 < 210 ( 3.4.3) 

60 + 2X60 = 180 < 210 
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por otra pa_rte, un punto fuera de la región como el 

viola una o varias de las restricciones. En este punto se violan 
las ecuaciones 

La ecuación (3.4.4) representa la restricción que impone la má
quina C. y la (3.4.5) la que impone la máquina D. Al violarse se 
están tratando de emplear dichas máquinas más horas de las 
disponibles. No es posible mantener el nivel de producción re
presentado por el punto O. 

·cualquier punto dentro de la región mostrada en la figura 3.4.5 
representa un nivel de actividad posible. es decir cumple con las 
restricciones: 

Cualquier punto que cumple con todas las restricciones se llama 
solución factible; el conjunto de soluciones factibles representa 
una zona o región de soluciones factibles. Esta región se ilustra 
en la figura 3.4.5 para el ejemplo 3.4.1. 

'El problema de optimización puede por lo tanto replantearse en 
los siguientes términos: 

3.4.3 Funciones lineales 

'Debe hacerse notar que en un problema de programación lineal, 
'f 

2x1 + x2 < 240 
2X60 + 60 = 180 < 240 
x, < 110 
60 :::::; 110 
x1 + x2 > 80 
60 + 60 = 120 > 80 
X¡ ~ 0 
60 >O 
x2 >O 
60 >O 

Q( 120,10) 

2x2 + x2 ~ 240 
2X120 + 10 = 250 > 240 
X¡< 110 

120 > 110 

(3.4.4) 

(3.4.5) 

( 3.4.13) 

13.4.7) 
,. 

( 3.4.8) 

(3.4.4) 

( 3.4.5) 

0 Las restricciones definen la zona de· solu
ciones factibles. 

x2< 90 (3.4.2) 
x1 + 2x2 < 210 ( 3.4.3) 

2x1 + x2 < 240 ( 3.4.4) 
XI< 110 ( 3.4.5) 

X¡+ x2?.: 80 (3.4.6) 
x, > o ( 3.4.7) 
x2> o (3.4.8) 

0 ReplaP.teamiento del problema de progra-
mación lineal: : 
Buscar entre las soluciones factibles la solu-
ción óptima. \!; 

"En programación lineal, la funci6n Ghjetivo 
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tanto la función objetivo como las restricciones deben ser li
neales. 

Una función lineal satisface dos condiciones: 

y, las restricciones son funciones lineales. 

a) Homogeneidad 
b) Aditividad 

a) Homogeneidad: 
Una función es homogénea si, al cambiar 
en cierta proporción todas las variables in. 
dependientes, e! valor de la función cambia 
en la misma proporción. En términos mate. 
máticos, se tiene: 

(3.4.9) 

b) Aditividad 
Una función es aditiva, si el valor de la fun. 
ción para la suma de dos conjuntos de va. 
rinbles independientes, es igual a la suma de 
las funciones para cada uno de los conjuntos 
de variables, es decir: 

F(x1 + x~. x2 + x;, ... X11 + x:,) = F (x¡, x~, ... , x.,) + F (xí,x2, ... , X:.) (3.4.10) 

En resumen, una función lineal satisface la siguiente relación: 

F (kx1 + k'xí, ... , kx., + k'x~) =k F(x1 , x2 , ••. , x.,) + k'F(xL x2 ... , x~) 

Los siguientes ejemplos se emplean para ilustrar el concepto de 
linealidad. 

Establezca si la.función 

es lineal. 

Es necesano determinar si la función F cumple con la relación 
(3.4.11). Como 

Ejemplo 3.4.2 

Solución: 

(3.4.11) 

F(kx1 + k'x~, kx2 + k'x2) = (kx1 + k'~n + 2(kx~ + k'xf) 

es iguala 



programac16n Lineal 155 

Ja función F(x 1, x2 ) es lineal. 

Determine si las funciones 

son lineales. 

En este caso 

Ejemplo 3.4.3 

F{x¡, x2 ) = 3 
ll 

C(x¡, x2 ) = x1 

H{x1,x2 ) =x1 x2 

Solución: 

H(kx1 + k'x;, kx2 + k'x2) = (kx1 + k'x;) (kx2 + k'x;) =1= kx1 x2 + k'x~ x~ = kH(x¡,x2) + k'-H(x~, xf) 

por lo que ninguna de las tres funciones es lineal. 

De los ejemplos anteriores puede concluirse lo siguiente: 

El concepto de linealidad es muy importante en el análisis de 
sistemas. por lo que es indispensable dominar 'este concepto. 
'Muchas de las técnicas analíticas que se emplean para resolver 
problemas, como la programación lineal, sólo son aplicables a pro
blemas- lineales, donde las funciones son lineáles. Debido 
a ello con frecuencia se recurre a procedimientos especiales. 
como linealización y cambios de variable, para lograr modelos 
lineales que se puedan resolver con técnicas de anál,isis lineal. 

En el ejemplo 3.4.1 la función objetivo 

es lineal, pues la función 

En una función lineal la relación entre las 
variables es aditiva, y no aparecen ni pro· 
duetos entre ellas, ni potencias diferentes de 
la primera. 

0 Muchas técnicas de solución son aplicables 
únicamente a modelos lineales. 
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es lineal: 

Además, los miembros izquierdos de las restricciones (3.4.2) a 
(3.4.8) son lineales. Por ejemplo en la restricción (3.4.3). 

!a función 

es lineal, como ya se observó en el ejemplo 3.4.2. 

El ejempio 3.4.1 es por lo tanto un problema lineal. A continuación 
se ilustra !a solución gráfica de dicho problema lineal de maxi
mización. 

3.4.4 Solución gráfica 

Al final de la subsección 3A.2 se señaló que encontrar la solución 
de un problema de programación lineal, consiste en buscar entre 
las soluciones factibles, aquella que optimice la función objetivo. 

La función objetivo por maximizar del ejemplo 3.4.1 es: 

Cualquier recta paralela a las mostradas en la figura 3.4.6 puede 
ser la función objetivo; su posición exacta depende del valor de z. 
Cuanto mayor sea z. tanto más alejada del origen está la recta. 

X1 + 2x2 < 210 

(3.4.1) 

r 

X¡ 

Fig. 3.4.6 Gráfica de la fu,•ción olJjetivo. 
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para determinar cual de las rectas anteriores está asociada al 
rnáximo valor de la función objetivo y todavía es una solución 
tactibiP., es necesario combinar la gráfica de la figura 3.4.6 con 
la de la figura 3.4.5 de soluciones factibles. En la figura 3.4.7 
aparece esta combiriación. 

150 

100 

Un nivel de producción correspondiente a un valor de la función 
objetivo z de 100, es factible, ya que cualquier punto (X¡, X2l so
bre el tramo PO es factible. *Para encontrar el máximo, debe 
trasladarse la recta de la función objetivo hasta que su distancia 
del origen sea máxima y todavía tenga por lo menos un punto 
dentro de la zona factible. *Esta situación se presenta en el pun
to D ·de la figura 3.4.7, con coordenadas 

En este punto óptimo se tienen las condiciones de empleo de 
recursos que muestra la tabla 3.4.3. Esta tabla contiene además 
la información de las dos anteriores. 

100 

Fig. 3.4.7 Región de soluciones factible~ 1J 
función obietivo. 

0 Para encontrar el máximo, aleje la función 
objetivo lo más posible del origen dentro de 
la zona de soluciones factibles. 
0 Üptimo: punto D 

X¡ =90 
x2= 60 
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El renglón de empleo de recursos muestra el número de horas 
que se, emplea cada máquina en el punto óptimo. •Por ejemplo, 
de acuerdo con la relación (3.4.3). la expresión 

representa el tiempo que se emplea la máquina B. La tabla indica 
que se dispone de 210 horas de este r~curso. por lo que esta má
quina está plenamente aprovechada (holgura = 0). • Asimismo. la 
máquina C se emplea todo el tiempo disponible. 

En el punto óptimo. la máquina A se emplea 120 de las 180 horas 
disponibles. por lo que tiene una holgura· de 60 horas no apro
vechadas. "La máquina D tampoco se aprovecha durante 60 
horas. 

1 
MAQUINA 

A B 

PRODUCTO 1 o 1 

PRODUCTO 2 2 2 

e 
2 

l 

0 Empleo de la máquina n 

x1 + 2x2 = 90 + 2 X 60 = 210 horas 

0 Las máquinas B y e se aprovechan plena. 
mente 

0 Las máquinas A y D no se emplean duran. 
te 60 horas. 

NIVEL DE 
PRODUCCION 

D OPTIMA 

3 90 

o 60 

EMPLEO DE 
2 )( 60 = 120 90 + 2 X 60 = 210 2 X 90 + 60 = 240 3 X 90 = 270 RECURSOS 

DISPONIBILIDAD 
180 210 240 330 DEL RECURSO 

HOLGURA 180- 120 = 60 !;lO- 210 =O 240- 240 =o 1330- 270 = 60 

El número de piezas producidas al nivel óptimo es 

En las siguientes secciones se volverá a tratar el concepto de 
holgura que se acaba de introducir, al estudiar la solución analí-

Tabla 3.4.3 Aprovechamiento de recwsos 
al nivel óptimo de producción. 

Z = X1 -+- X2 

=90+ 60 

z = 150 

1 

---tiea-del-problema-de-programaeión-lineat-. -------------------------------

Cuando se traslada la recta correspondiente la functon objetivo 
hasta el punto más alejado del origen que todavía tenga por lo 
menos un punto dentro de la región de soluciones factibles. pue
den ocurrir dos casos. "Primeramente. como en la figura 3.4.7, la gEl punto óptimo puede ser único. 
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solución óptima se encuentra en uno de los vértices del polígono 
que define la región de soluciones factibles: en este caso la so
rución óptima es únrca .. "En ~egundo lugar, puede ocurrir que la 
línea de la función objetivo coincida con uno de los lados del po
lígono: en este caso, todos los puntos de coincidencia constitu
yen soluciones factibles a la vez que óptimos, por lo que hay un 
número infinito de soluciones óptimas. 

Con el objeto de ilustrar geométricamente diversas interpreta
ciones económicas de un problema de programación lineal, y 
de estudiar posteriormente el problema dual, se introduce un 
ejemplo de dos variables y dos restricciones. 

Para p'roducir dos posibles modelos de automóviles, el "Torbe
llino" y el "Ciclón". se requiere ·de K miles de pesos en materia 
prima ·Y L miles de pesos en mano de obra, como muestra la 
tabla 3.4.4. Es decir, construir un Torbellino cuesta $40 000 en 
materiáles y $75 000 en mano de obra. La empresa dispone men-

.. 

Torbellino 
Ciclón 

Dispnníbilidad 

0 Puede haber infinidad de puntos óptimos. 

Ejemplo 3.4.4 

K L 
Materia Prima Mano de Obra Beneficio 

40 75 5 
55 30 4 

108 750 112 500 

Tabla 3.4.4 Datos del e¡emplo 3.4.4 en 
miles de ¡;esos. 



160 lntroduccl6n al Análisis de Slslomaa 

sualmente de $108 750 miles de pesos para pagar materia prima 
y de $112 500 miles de pesos para pagar mano de obra. Si el be
neficio de fabricar un automóvil Torbellino es de $5 000 y para 
un Ciclón es de $4 000, determine cuántos vehículos deben fa
bricarse al mes de cada tipo para maximizar la ganancia. 

Designando con: 

el modelo de programación lineal es: 

"En la figura 3.4.8 aparece la solución geométrica del problema. 
Deben producirse por lo tanto: 

Fig. 3.4.8 Solución geométrica del e¡em
plo 3.4.4 en el espacio de actividndes. 

X2 Ciclones 

2000 

1000 

Solución: 

x1 =número de Torbellinos fabricados 
mensualmente 

x2 = número de Ciclones fabricados 
mensualmente 

Restricciones: 
Materia prima: 
40x1 + 55x2 < 108 750 
Mano de Obra: 
75x. + 30x2 < 112 500 

Función objetivo: 
5x1 + 4x2 = z 

0 Solución: Deben producirse 
1 000 Torbellinos 
1 250 Ciclones 

1000 9.000 
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•La ganancia puede calcularse a partir de la función objetivo: 

•El espacio mostrajo en le. figura 3.4.8 se conoce con el nombre 
de espacio de actividades, ya que sus dos ejes coordenados es
tán asociados a las variables x1 y x:!. producción mensual (acti
vidad) de uno y otro modelo de coche. 

•El mismo problema puede resolverse: empleando otro enfoque. 
Se establece el llamado espacio de recursos donde los ejes 
representan los recursos, en este caso capital para materia prima 
y mano de obra respectivarnente. tal como muestra la figura 3.4.9. 

Producción 
de Ciclones 

Mano de 
Obra 

Producción de Torbellinos 

ESPACIO DE ACTIVIDADES 

Para analizar el problema empleando el espacio de recursos, 
debe hacerse el siguiente razonamiento. De acuerdo con la tabla 
3.4.4, producir un Torbellino requiere de $40 mil de materia 
prima y $75 mil de mano de obra. •Para producir 800 Torbellinos 
se consumen: 

de los recursos disponibles. _•va que la producción de un Tor
béllino deja una ganancia de $5 000, el beneficio de producir 
800 Torbellinos es de 

"El punto B de la figura 3.4.10 muestra el empleo de los recursos. 
materia prima y mano de obra para producir 800 Torbellinos 

•cananciu: 

1 ooo X $5 ooo + I 250 X $4 ooo 
= $10 millones de pesos 

. ¡, 
0 Espacio de actividades: los ejes ~on las di-
versas actividades. 

0 Espacio de rccur~os: los ejes son lus diver
sos recursos. 

Materia Prima 

ESPACIO DE RECURSOS 

Fig. 3.4.9 Posibles espacios para ~epresct;. 
tar el modelo de programación lineal. 

0 Recursos empleados en produdr 800 Tor
bellinos: 

$40 X 800 = $32 millones de materia 
prima 
$75 X 800 = $60 millones de mano de 
obra 

0 Beneficio de producir 800 Torbellinos: 

$5 X 800 = $4 millones 

0 Punto B: 
Producción: 800 Torbellinos 
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Entre paréntesis, (4). se muestra el beneficio correspondiente en 
millones de pesos. 

Debido a la relación lineal· entre producción y empleo de recur
sos. cualquier punto sobre la recta OB que va del origen al punto 
B. representa el empleo de recursos si se producen Torbellinos 
exclusivamente. El punto A. situado a media distancia sobre esta 
recta desde el origen. representa la producción d~ 400 Torbe
llinos. 

-·Para continuar con el análisis debe buscarse ahora un punto D. 
que represente -una producción exclusiva de Ciclones. y que 
deje el mismo beneficio que 800 Torbellinos. Debido a la relación 
de beneficios de $5 000 a $4 000 por unidad, se tiene que 1 000 
"Ciclones" producen el mismo beneficio que 800 "Torbellinos", 
pues 1 000 X $4 = $4 millones. 

·un nivel de producción de 1 000 Ciclones requiere del siguiente 
empleo de recursos: 

El punto D se ilustra en la figura 3.4.1 O. La recta OD representa 
la producción exclusiva de Ciclones. con el empleo de recursos 
correspondiente. 

Empleo de recursos: 
$32 millones en materia prima 
$60 millones en mano de obra 
Beneficio: $4 millones 

Sólo Torbellinos 
L 

60------ U(4) 

0 Beneficio 

1800 T 
1 

1· 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

32 K 

800 Torbellinos: $4 millones 

l 000 Ciclones: $4 millones 

0 Para producir 1 000 ciclones: 
$55 X 1 000 = $55 000 miles en materia 
prima 
$30 X 1 000 = $30 000 miles en mano de 
obra 

L 

Tl)' ______ _ 

l1 ooo e 
1 
1 
1 
1 
r K 

55 
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cualquier punto sobre la recta que une los puntos B y O, rerre
senta una producción combinada de Torbe!lipos y Ciclones que 
deian ur. beneficio constante de $4 millones. La recta AC, para
lela a la BD y a la mitad de distancia del origen, representa la 
mitad del beneficio, o sea $2 millones. En la figura 3.4.10 aparecen 
varias líneas de ganancia constante. 

Finalmente, hay que contestar la siguiente pregunta: 

•para ello, primero .se localiza .la .zona de recursos posibles (so
luciones factibles). Esta está limitada por las siguientes re.ctas: 

L 

¿Cómo puede determinarse la máxima ga
nancia empleando el espacio de recursos? 

0 Se establece la zona de posibles usos de 
recursos y la línea de máximo beneficio. 

\. ltecta de máxima 
\ ganancia 

K 

108.'75 
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OE (producción de Torbellinos exclusivamente). EF (límite de 
mano de obra disponible), FG (límite de materia prima disponible) 
y finalmente OG (producción de Ciclones exclusivamente). P'ara 
encontrar la línea de ganancia constante correspondiente a la 
solución óptima (máxima). es necesario trazar una recta de ga
nancia constante, paralela a la SC y lo más alejada posible del 
origen. que tenga por lo menos un punto dentro de la zona de 
soluciones factibles. Esta línea pasa por el punto F y correspon
de a una ganancia de 10 millones, ya que esta recta está a una 
distancia del origen de 2.5 veces la recta se. que corresponde 
J una ganancia de 4 millones. 

Las coordenadas del púnto F en términos de x1 y x2 se pueden 
determinar como sigue. Como sabemos que los recursos de ma
teria prima y mano de obra se emplean plenamente en dicho 
punto, se puede encontrar el punto de intersección como la so
lución de las dos ecuaciones (igualdades) 

mano de obra L 
(millones de pesos} 

100 

50 

40x1 + 55x2 = 108-750 
75x1 + 30x2 = 112 500 

materia prima K 

Fig. 3.4.10 Espacio de recursos del e¡('m- -f!::__,---,-..,.---r-....,----,:----,--r--,--.---::-:~=:.:...( m_ill_o_n_ts_d_e ....~P,_e_so_s+) 
plo 3.4.4 y solución. 0 50 100 108.750 
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La solución es 

que coincide con la obtenida anteriormente. 

El análisis ciel espacio de recursos también permite contestar 
las siguientes preguntas: 

Para contestar estas preguntas es necesario hacer el siguiente 
razonamiento: 

El método analítico que se estudia en la sección 3.4.7 muestra 
que el valor exacto der incremento del beneficio es de $0.513 
millones. 

x1 = 1000 
x2 = 1250 

¿Qué valor tiene disponer de una unidad 
más de mano de obra o una unidad más de 
materia prima? 

Si el capital K asignado a materia prima 
aumenta de $108.750 a $ll8 .. 750 millones, 
el óptimo cambia de F a H .::n la figura 
3.4.ll, y el beneficio de 10 a 10.5 millones. 
Es decir, un incremento en materia prima 
de ~K = lO millones incrementa el bene
ficio en ~Z = $.5 millones. 

"Si se va al banco a solicitar un financiamiento adicional para 0 Máximo interés al capital para financiar 
comprar más materia prima, podrá pagarse hasta: materia prima: 

de interés mensual. Esta cifra define el valor del recurso dado 
por el capital para materia prima. 

~z .513 --= --= 0.0513 = 5.13% (3.4.12) 
~K lO 

·un razonamiento similar, para el caso del capital para financiar 0 Máximo interés al capital para financiar 
el pago de mano de obra, se muestra en la figura 3.4.12. El valor mano de obra: 
de un financiamiento para pagar mano de obra adicional es de: 

que define el máximo interés mensual que se podrá pagar en 
un préstamo. 

~z .393 . · -- = -- = 0.0393 = 3.93% (3.4.13) 
~L lO 
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mano de obra L 
(millones de pesos) 

A.K = 10. 

o 1 o 118.750 

Materia prima K 
(millones de pesos) 

Fig. 3.4.11 Obtención gráfica del valor del recurso: capital para materia prima, del ejemplo :3.4.4. 

Mano de obra L 
(millones de ~sos) 

122.5 +-----'--------Jt-----~41.' 

112.54-------.---------,1--------4 

100 
A.L = 10 

Materio Prima K Fig. 3.4.12 Obtención gráfica del valor 
del recurso: capital para pago de mano de 
obra del ejemplo 3.4.4. 

( millone, de pesos) 
~~r-~~-~-r~r-~~-~~-+~~---
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Como el rendimiento de una Inversión de $10 millones en ma· 
teria prima incrementa el beneficio en $0.513 millones, e igual 
incremento de $10 millones en mano de obra produce sólo un In· 
cremento de $0.393 millones en el beneficio, conviene invertir 
capital adicional para financiar la adquisición de materia prima. 

En la sección 3.4.7, al estudiar la solución del problema dual, se 
resuelve este problema analíticamente. •sasta hacer notar que 
la programación lineal también permite resolver el problema del 
costo de los recursos, y no solo su. aprovechamiento óptimo. 

En la· siguiente subsección se introduce el concepto de con
vexidad, importante propiedad que debe tener la zona de solu
ciones factibles en un problema de programación lineal. 

3.4.5 Convexidad 

0 La programación lineal también permite 
determinar el costo de los recurso~. 

"Las zonas de soluciones factibles de los ejemplos 3.4.1 y 3.4.4 ozona convexa: 
de programación lineal, tienen la importante propiedad de ser 
convexas. Se define como zona convexa a una región que cum-
ple con la siguiente característica: 

F 

G 

Cualquier segmento de recta que una dos 
puntos sobre el perímetro de la región, debe 
encontrarse en el interior de la región o en 
su periferia. 

e 

X¡ . 

A 

Fig. 3.4.13 Zona convexa. 
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La zona de soluciones factibles del ejemplo 3.4.1. mostrada en 
la figura 3.4.5, es efectivamente convexa. En la figura 3.4.13 se 
muestran varias rectas que unen puntos del perímetro de la zona. 
La totalidad del segmento de recta que los une se encuentra 
siempre dentro de la región o en su perímetro. 

La figura 3.4.14 muestra diversas zonas que no son convexas, con 
posibles segmentos de recta fuera de la región. 

X¡ 

Desde el punto de vista de la programación lineal, la convexidad 
de la zona definida por las restricciones del modelo del proble
ma es importante, ya que bajo estas condiciones es válido el 
siguiente teorema: 

Este teorema permite buscar el óptimo de la función objetivo. 
mediante un método de búsqueda por gradiente, explorando el 
valor de la función objetivo únicamente en los vértices del polí
gono definido por las restricciones. A continuación se introducirá 
al lector a este método, conocido como método simplex. 

3.4.6 El método símplex 

En esta subsección se estudia el método simplex, que optimiza 
algebraicamente problemas de programación lineal. La persona 
que no desee estud!ar este desarrollo matemático. puede pasar 
directamente a la subsección 3.4.7, que trata del problema dual. 

X¡ 

Fig. 3.4.14 Zonas no convexas. 

En un problema de programación lineal 
con las restricciones definiendo una zona 
convexa, el punto óptimo se encuentra en 
la frontera de la región definida por las 
restricciones. 
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El método simplex lo desarrollaron en 1947 el Dr. G. B. Dantzig 
y sus asociados-para la Fuerza Aérea norteamericana. 

Por el teorema expuesto al final de la subsección anterior. se 
sabe que la solución óptima de un problema de programación li
neal se encuentra en algún punto de la periferia de la zona con
vexa ·de soluciones factibles. •El método simplex consiste en ir 
buscando el óptimo de vértice en vértice del polígono que deter
mina la zona de soluciones factibles, hasta encontrarlo. Como 
e! polígono tiene un número finito de vértices. se llegará a la so
lución óptima en un número finito de iteraciones. Se ilustrará este 
método resolviendo analíticamente el ejemplo 3.4.1. 

Recuérdese el planteamiento de dicho problema. •La función 
objetivo por optimizar (maximizar) es 

·sujeta a las restricciones: 

·como las técnicas de programación matemática se emplean con 
sistemas de ecuaciones lineales simultál'leas, es necesario trans
formar las desigualdades anteriores en igualdades. Esta transfor
mación se logra añadiendo y sustrayendo variables auxiliares 
al sistema de desigualdades. 

'Si se ·tiene una desigualdad del tipo "menor o igual que", se 
puede convertir en una igualdad añadiendo al lado izquierdo una 
variable no negativa, llamada variable de holgura. Así las res
tricciones (3.4.2) a (3.4.5) se transforman en 

al introducir una variable de holgura no negativa en cada 
ecuación. 

'Para convertir una desigualdad del tipo "mayor o igual que" en 

0 Se determina el valor de la funci.'•n en lus 
vértices del poligono que limita la ;>.una de 
solucion~ factibles. 

°Funci6n objetivo 

x1 + x2 = z (max) (3.4.1) 

0 Restricciones: 

x2< 90 (3.4.2) 
X¡+ 2x2 < 210 (3.4.3) 

2x1 + x2 < 240 ( 3.4.4) 
X¡< llO (3.4.5) 

X¡+ x2 > 80 (3.4.6) 
X¡> o (3.4.7) 
x2 > o (3.4.,8) 

o En programación lineal, las desigualdades 
se transforman en igualdades. 

o En las desigualdades del tipo "menor o 
igual que" se suman variables de holgura 
no negativas. 

x2 + x3 = 90 
x1 + 2x2 + x4 = 210 

2x1 + x2 + xa = 240 
x1 + x6 = 110 

0 En las desigualdedes del tipo ",.,ayor o 
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una igualdad, se resta del miembro izquierdo una variable de 
holgura no negativa. Así por ejemplo, la ecuación (3.4.6) se trans
forma en 

"L@S variables de hoiQura tienen la Interpretación económica de 
recursos no empleados. Por ejemplo para la máquina 8, un valor 
mayor que cero de la variable de holgura de la ecuación 
x. + 2x:: + x~ = 21 O correspondiente. nos indica que la máquina 
a no se emplea durante )(~ horas. 

Observemos que en la igualdad anterior si 

entonces 

Como las variables da holgura deban ser no negativas, es ne
cesario modificar la igualdad a 

donde aK es una variable no negativa (llamada artificial). Como 
esta variable se introduce simplemente con el propósito de tener 
una solución inicial 

sencilla, debemos asegurar su ausencia (o sea aH = O) de la so
lución óptima. Esto se logra introduciendo a la variable con Un 
gran coeficiente negativo (digamos - 1 000 para nuestro ejem
plo) en la función objetivo: 

"Resumiendo, en una restricción del tipo "igual a" o "mayor o 
igual que", debe sumarse una variable artificial no negativa. 

•Para que las variables artificiales no aparezcan en la solución 
final, deben introducirse en la función objetivo con un gran coefi
ciente negativo en problemas de maximización, y con un gran 
coeficiente positivo en problemas de minimización. 

Las ecuaciones de restricción de nuestro ejemplo convertidas 

igual que" se restan variables de holgura 
no negativas. 

"Las variables de holgura representan re. 
cursos no empleados. 

x7 =- 80 

"En igualdades y en desigualdades del tipo 
"mayor o igual que" debe sumarse una va· · 
ria ble artificial. 

"Las variables artificiales deben aparecer 
en la función objetivo con un 'gran coefi· 
ciente negativo en problema~ de maximiza· 
ción, y con un gran coeficieate positivo en 
problemas de minimización. 
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en Igualdades con la inclusión de variables de holgura, y con la 
variable artificial, aparecen a continuación junto con la función 
objetivo. 

x2 + x8 = ~Q 
x1 + 2x2 + x4 = 210 

2x1 + x2 + x11 = 246 
x1 + x8 = llO 
x1 + x2 - x7 + a8 ~U 
x1 + x2 - 1000a8 = z 

por· facilidad, emplearemos notación matricial para escribir este 
sistema de ecuaciones de restricción como: 

~ 
1 1 o o o 
2 o 1 o o 
1 o o 1 o 
o o o o 1 
1 o o o o 

y la función objetivo como: 

11 1 o o o o o -10001 

·un arreglo de números o variables en columna& y renglones se 
conoce con el nombre de matriz. Si una matriz tiene más de un 
renglór;1 y una columna, se la designa con letra romana ma
yúscula. Así en la ecuación (3.4.14) se tiene la matriz A dada por 

Cada número o variable de una matriz se identifica por el renglón 
y la columna a la que pertenece. Así por ejemplo, el elemento 

X¡ 

o 

~ 
x2 

] o X a 
210 

o x4 
240 (3.4.14) 

o XII llO 
-1 X e 

8 
XT 

a 

X¡ 

x2 

Xs 
x, z ( 3.4.15) 

XII 

xe 
XT 
as 

0 Un arreglo de números o variables en co-
lumnas y renglones es una matriz. · 

1 
2 
1 
o 
1 

1 
o 
o 
o 
o 

o o 
1 o 
o 1 
o o 
o' o 

o 
o 
o 
1 
o 

o 
o 
o 
o 
' -.l. 

~=A 
~· 
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pertenece al tercer renglón. y a la segunda columna. y se re
presenta con 

Los dos subíndices indican el número del renglón y de la colum
na. respectivamente. 

Una matriz de elementos a,J se puede representar en forma 
compacta como 

donde el índice i varía desde 1 hasta el número de renglones, y 
el j desde 1 hasta el número de columnas. 

·Existen matrices de una sola columna o de un solo renglón. 
también llamados vectores. 

Por ejemplo 

es un vector columna. Suelen usarse letras minúsculas para re
presentar vectores. 

·se dice que dos matrices A y 8 son iguales, si tienen igual hú
mero de columnas y renglones, y los elementos que ocupan po
siciones correspondientes en ambas son iguales. Es decir. 

---~a[a_ef'ltender las expresiones (3.4.14) y (3.4.15) es necesario 
definir las operaciones de adición o sustracción y multiplicación 
de matrices. No está definida la operación de división de ma-
trices. · 

•oos matrices se pueden sumar únicamente si tienen igual nú
mero de renglones y columnas. Sean 

o 1 
1 2 
2 G) 

primer subíndice = renglón 
segundo subíndice = columna 

' 
0 Un vector es una matriz de una sola co-
lumna o de un solo renglón 

91 . 210 
· 240 = matriz de una :;ola 

110 vector 
80 

columna o 

o A = [BJ.J] : B = [bu] A :::: B si: 

a1J = b11 para toda i, para toda j 

o Suma de matrices 
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y 

dos matrices con el mismo numero de renglones y de colum
nas. Su suma 

se obtiene sumando los términos que ocupan la misma posición, 
es decir 

donde . 

La notación 

indica que se trata de una matriz con: 

"Para multiplicar dos matrices. el número de columnas de la 
primera debe coincidir coil el número de renglones de la se
gunda; si no se cumple este requisito, las matrices no se pueden 
multiplicar. •Matrices que cumplen con la condición anterior se 
conocen con el nombre de contormables. Usando la notación 
anterior se tiene que las matrices: 

solo pueden multiplicarse si: 

'El producto de dos matrices conformables A y. B es una tercera 
matriz C. cuyos elementos están definidos por la fórmula 

La matriz producto C tiene n renglones y q columnas. 

'Se conoce con el nombre de transpuesto AT de una matriz. A, 
a la matriz que se obtiene intercambiando los renglones por las 
columnas. · 

e = [c;JJ 

n renglones 
m columnas 

• • • ~ :-... ~1 ~ .. • 

0 Multiplicación de matrices· 

•oeben ser conformables: el número de 
columnas de la primera matriz debe ser igual 
al número de renglones de la segunda. 

m,= P 

•e =A :s 

m 

c1J = -L a1k bk; 

k=l 
(3.4.16) 

•Los renglones de la matriz A son ig¡.•·•les a 
las columnas de la matriz transpuest.1 AT; 
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Es decir, si 

Antes de continuar, un ejemplo servirá para ilustrar los concep
tos anteriores. 

Sean las matrices 

Realice las siguientes operaciones: 

A + o = ~ : J + ~o : J 
A-B= ~ : J ~o : J p-1 

~-10 

A = [au] 
AT = [aJt1 

Ejemplo 3.4.5 

3 

1 

1 

1 

t -~ C= 6 -1 

-3 4 

A+D 
A-B 
A+C 
AB 
AC 
CA 
AT 

Solución: 

J 
J 

\ 

~+1 3+1 2+J 
2+ lO 1+1 -1-4 

3-1 2-1 J -
1-1 -1- (-4) 

~2 
4 J -
2 

l: 
2 

J o 

A+C La suma no puede realizarse por· 
que no tienen igual JoÚmero de 
columnas y renglones la, matrices. 
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A B El producto no puede realizarse por
que el número d,e cv1umnas de A no 
coincide con el número de renglones 
de B. 

AC= b : J ¡: 3 

CA= t 3 =~ [~ ~ 

1X(-2)+3X(-1}+2X4 J _ra ~ 
2X(-2) + lX(-1) + (-l}X4 - Ll7 -~ 

4X3+(-2}X1 4X2+(-2}X(-ln ~ 
6X3 + (-1)X1 6):<2 + (-1) X (-1)1 = ~ 
(-3)Xl+4X2 (-3)X2+4X(-1)j :> 

Debe observarse que. en un producto matricial, el orden de los 
factores sí altera el producto. El producto AC es diferente del 
CA; ni siquiera tienen el mismo número de renglones y columnas. 

Con este conocimiento introductorio· sobre operaciones con 
matrices, es posible llegar a las relaciones (3.4.14) y (3.4.15) a 
partir del sistema de ecuaciones original. 

Definiendo los vectores 

x= 

X¡ 

x2 

Xs 

x4 
X¡¡ 

Xs 

aR 

10 
17 

-5 

1 
1 
o 
o 

l 

e= () 

o 
o 

. -l 000 
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y empleando la matriz A definida anteriormente, las expresiones 
í3.4 .. 14) y (3.4.15) se pueden escribir compactamente como: 

(3.4.17) 
(3.4.18) 

• Además de las condiciones anteriores, debe incluirse la condi- oconclici6n de no negatividad 
ción de no negatividad de las variables, que expresadas matricial-
mente toma la forma: 

•Ei vector nulo o cero O de la ecuación anterior es un vector 
cuyas n componentes son nulas, es decir: 

' La desigualdad vectorial· · 

implica que 

Es decir. !as componentes del primer vector son iguales o ma
yores que las correspondientes com~1onentes del segundo. 

"La ecuación matricial (3.4.17) representa un sistema de m ecua
ciones en n incógnitas, donde m es el número de restricciones 
y n el número de variables, incluyendo de holg~ra y artificiales. 
En el ejemplo se tiene: 

y el sistema de 5 ecuaciones en 8 incógnitas es: 

X > 0 
0 Vector nulo o 

0= 

. y> X 

o 
o 

o 

para toda 

0 m restricciones n variables {incluyendo de 
holgura y artificiales) 

Ox1 + lx2 + lx3 + Ox4 + Ox5 + Ox6 + Ox; + Oa~ = 90 

Si se introduce la siguiente notación: 

lx1 + 2x2 + Ox3 + lx4 + Ox5 + Ox6 + Ox7 + Oa8 = 210 
2x1 + lx2 + Ox3 + Ox4 + lx5 + Ox6 + Ox7 + Qa 8 = 240 ' 
lx1 + Ox2 + Ox3 + Ox4 + Ox5 + lx6 + Ox7 + Oa8 = 110 
lx1 + lx2 + Ox3 + Ox~ + Ox5 + Ox6 +( -1 }x7 + la 11 -- 8G 

ek =vector 1111itario, cuya k-ñsima campo 
nente vale uno, y las demás valen cero 
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el sistema de ecuaciones (3.4.17) puede escribirse corno sigue: 

Nótese que en el sistema hay cinco vectores unitarios. e1, e:~. 
e.l• e~ y e.-.. es decir tantos como ecuaciones. Reagrupando las 
variables puerle escribirse el sistema anterior de la siguiente 
forma: 

De e::.te último sistema se obtiene de inmediato: 

Estas ecuaciones indican que los valores de las variables x.,. x~. 
x.-.. Xo y aH dependen de los valores de X1, x2 y x 7• 

Para emplear el método simplex para resolver el problema repre
sentado por las ecuaciones (3.4.17) y (3.4.18). debe empezarse 

x3 = - Ox1 - lx2 - Ox7 + 90 
x4 = - lx1 - 2x2 - Ox7 + 210 
x11 =- 2x1 -lx2 - Ox7 -1-240 
x6 = - 1x1 - Ox!!- Ox; + llO 
a8 =- lx1 - 1x2 - (~1)x7 + 80 

por determinar una solución factible. ·s¡ en el sistema de ecua- . •s¡ x1 = x2 = x7 =0 
cienes anteriores. que se equivalente al (3.4.17); igualamos 
x1• x2 y-x 7 a cero. se obtiene: 

Estos valores y 

constituyen una solución factible. 

x3 = 90 
x4 = 210 
x~, = 240 
x6 = l 10 
a8 = 80, 

X¡= u 
x2 = o 
x7 = o 
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Debe observarse que esta solución factible con x1 = x2 = O no 
se encuentra dentro de la reglón de soluciones factibles original 
de la figura 3.4.5. Esto se debe a la introducción de la variable 
artificial a~. 

A las variables x1. x2 y X¡ puede dárseles otro valor, pero al esco
ger un valor diferente del nulo para estas variables, puede resul
tar que alguna de las restantes sea negativa. SI, por ejemplo, se 
escoge 

entonces se tiene 

violándose ya uná condición de no negatividad de las variables. 

·oe la exposición anterior se puede concluir que, para ~acilitar 
el cálculo de una solución factible, basta identificar las columnas 
no unitarias y dar a las variables asociadas a éstas el valor nulo, 
obteniéndose de inmediato una posible solución factible. 

·En al método simplex de solución de problemas de programa-· 
ción lineal, conviene formar la llamada tabla simp/ex o tableau, 
que se muestra a continuación para el problema que se está 
trabajando. En ella se pueden realizar las operaciones anteriores. 

x8 = - 100 + 90 = - 10 

0 Para obtener una solución factible, basta 
igualar a cero las variables no identificadas 
con columnas unitarias. 

0 La tabla simplex o tableau se forma con 
los coeficientes de las ecuaciones de restric
ción y de la función objetivo. 

n l'Olumnas; n = número de variables 

x8 x4 x5 x6 

1 o o o 
m renglones o 1 o o 
m = número de restricciones o o 1 o 

x7 

o 
o 
o 

as 
o 
o 
o 

1 
1 
J 
1 
1 
1 
1 

bJ 
90 

210 
240 (3.4.19) 

1 o o o o 1 o o : 110 
1 1 o o o o -1 1 1 80 ' -------- __ ,_ --- _____ , ____ _ 

renglón de la función objetivo 1 1 O O O O O -1 0001 
(coeficientes de costos) 

En la tabla, ios primeros m renglones constan de los coeficien
tes de las ecuaciones de restricción (3.4.14). con los valores del 
lado derecho de las ecuaciones de restricción en una columna 
de restricciones. En el último renglón se ponen los coeficientes 
correspondientes de la función objetivo. llamados coeficientes 
de costos. 

oPara encontrar una solución factible. se analiza la parte de la 
tabla simplex correspondiente a los coeficientes de las ecuacio-

o Se identifican las columnas unitarias 
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nes de restricción, y se Identifican las columnas unitarias. •El 
k-és!mo renglón se ldentif!;;a con la variable correspondiente al 
vector unitario ~-ésimo ek. 

• 
0 Al renglón k-ésimo se nsocin la variable 
de ek. 

El primer renglón se identifica con Xn porque el vector unitario e1 

está localizado en la columna de la variable Xa. Las identifica
ciones se muestran en la tabla (3.4.20). 

renglón 
1 
2 
3 
4 
5 

variable 
X a 

x. 
Xn 

X a 

a a 

Identificación 
de renglones 

restricciones 
X1 X2 Xs x 4 X11 Xo X7 a 11 b¡ 
o 1 1 o o o o o 90 
1 2 o 1 o o o o 210 
2 1 o o 1 o o o 240 
1 o o o o 1 o o 110 
1 1 o o o o -1 1 80 i-To ooo- --o -=-1omri ____ _ .. 

(3.4.20) 

•oe la tabla (3.4.20). se Identifican las variables nulas de la so- •variables nulas de las columnas no umta-
lución factible como las variables correspondientes a las colum-. rías. 
nas no unitarias: 

•oe la misma tabla se leen los valores de las variables no nulas. 
t.a variable asociada al j-ésimo renglón es igual a restricción b¡: 

La exposición analítica realizada anteriormente justifica las reglas. 
dadas. 

"Las variables de valor no nulo recfben el nombre de variables 
de la base. Por razones de cómputo, conviene escoger aquellas 
asociadas a los vectores unitarios. corno se hace en el método 
simplex. Los renglones de la tabla quedan identificados enton-
ces con las variables de la base. · 

"Obsérvese que la función objetivo (3.4.15) está expresada en 
función de variables nulas y posiblemente artificiales: 

•valor de las variables no nulas de la base: 

x8 = 90 
x. = 210 
X:¡= 240 
x6 = llO 
as= 80 

•variables no nulas == 
Variables de la base== 
Variables asociadas a los vectores u;,¡tnrios 

0 La función objetivo está expresad:~ en fun
ción de las va dables nulas y artifit·1ales ·. 
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X¡+ X~ -1000:111 = Z 

0 Primera iteración "A la tabla (3.4.20) se le agrega una columna, al princ1p1o o al 
final, con los coeficientes con que aparecen en la función obje
tivo las variables de la base. ·como la función objetivo es x1+ x2 

-1 000 a~o, y las variables de la base son X;¡, x~. Xr.. Xo y a11. los 
valores de :a columna son: 

Dase: x3 , x4, X;;, x0, a¡¡ _ 
Función objetivo: x1 + x2 -1000 a 11 = z 
Coeficiente de la fun!:ión ubjetivo en la 
base: 
O, O, O, O, -1000 

•Los valores de esta columna reciben el nombre de beneficios 
unitarios" 

0 Estos coeficientes son beneficios unitarios. 

•La primera tabla completa del método simplex es: 0 Tabla simplex primera iteración: 

beneficio 1 : c1 e2 e8 e4 etl : restricciones 
lb 1 1 unitario 1 ase 1x 1 x~ x3 x 4 Xn x0 xí as 1 bJ 

O 1 x3 1 O 1 1 O O O O O 1 90 
1 1 1 

O 1 x4 11 2 O 1 O O O O 1 210 
O 1 1 

1 X:¡ 1 2 1 0 0 } 0 0 0 : 240 

-~ooo! :: 1 i ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ : 1~~-+-
- - - -- ,. - - - - -------- - ---- -- -- -- -- - l -- -Coeficientes de costos 1 cj :1 1 O O O O O -1000: 

(3.4.21) 

Evaluadores netos -1001 -1001 +1000 

t 
•Para los va!ores de la primera solución factible, la función obje
tivo vale: 

0 Para la primera solución factible, la fun
ción objetivo vale: 

Obsérvese que este valor es igual a la suma de los productos de 
los términos de la columna de beneficios unitarios, con la colum
na de restricciones de la tabla (3.4.21). es decir 

z = x1 + x2 - 1000 as 

= o + o - 1000 X 80 
z=- 80000 

C':l C':l 
.. S:: 
Q.) E 
E ::~ 
'§..8 

al 
al S:: 
E E 

:t:.E 
- o •;:l CJ 

o 
ü 
::l 

"tl e 
.c.. beneficio restricciones 

unitario bJ 
o 90 
o 210 
o 240 
O llO 

-1000 80 

ox 90=0 
o X 210= o 
O X 240 =O 
O X 110 =0 

-1000 X 80 = -80 ooo 
Suma: -80 000 
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Recordemos la Interpretación de las variables. La función obje
tivo por maximizar z era la ganancia en la producción de los 
artículos 1 y 2. "El resultado z =- 80 000 indica que se pierden 
$80 000 en dicha fabricación, por lo que no puede esperarse 
que este valor de z sea óptimo. 

Como 

y X¡ y x2 representan el nt:1mero de· artfcu!os 1 y 2 producidos. 
no se está fabricando nada. Además 

·Para interpretar estos valores, recordemos que la ecuación 
(3.4.2) 

representa la restricción que impone la disponibilidad de la má
quina A en el proceso productivo. Es decir, el número de horas 
2x2 que se emplea la máquina A no debe ser mayor de 180. Esta 
restricción se convirtió en una igualdad introduciendo la variable 
de holgura x3 , es decir 

o sea 

La máquina f. se emplea durante 

horas. y tiene una holgura de 

horas disponibles. La máquina A no está plenamente aprovecha
da; lo que es más. ¡ni siquiera se está empleando! 

Las variables de holgura restantes se pueden interpretar en 
forma análoga. 

Para continuar con el método simpiex, debe hacerse la siguiente 
pregunta: 

0 ¡Debe aumentar zl 

x3 = 90 
x, = 210 
x6 = 240 
x6 = 110 
a8·=: 80 

0 Restricci6n que ia:pone la máquina A 

(3.4.2) 

2x:.~ + 2x3 = 180 

2x5 = 180 
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·Antes de contestar esta pregunta, deben interpretarse los coe
ficientes de la tabla slmplex, correspondientes a las variables 
que no están en la base, es decir a las variables no asociadas 
a las co!umnas unitarias. De la tabla (3.4.21) se tiene que 

donde las columnas marcadas con un asterisco indican las va-
riables que no están en la base: 

Recuérdese ahora la formulación matemática de las restriccio-
nes en esta etapa. 

y la solución: 

En esta fase 

¿Sí una de las variables nulas aumenta en 
una unidad, en cuánto se modifica la fun. 
ción objetivo? 

0 I nterprctaci6n de los coeficientes de la ta. 
bla símplex. 

o o 

base X¡ x2 Xs x, XG Xe 

X~ o 1 1 o o 
X.¡, 1 2 o 1 o 
X:¡ 2 1 o o 1 
X e 1 o o o o 
as 1 1 o o o 

base X¡ x2 Xt 

xs o m o 
X~ 1 2 o 
x5 ~ 1 o 
x6 o o 
as 1 1 -1 

(!]x2 +x3 = 90 
X¡ + 2 X2 + X.¡ = 210 &x1 + X:¡ +X:¡ = 240 
X¡ + Xe = 110 
x1 + x2 - x1 + ay = 80 
x1 + x2 -1000a8 = z 

x3 = 90 
x,. = 210 
x5 = 240 
x0 = llO 
a 6 = 80 
X1 = X2 =X¡= 0 

o 
o 
o 
1 
o 

o 

x7 X a 
o o 
o o 
o o 
o o 

-1 1 

(3.4.22) 
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De la primera ecuación de restricción 

se observa que, si x2 aumenta en una un1dad, entonces x3 dis
minuye en el valor del coeficiente de x2, o sea 

Es decir, una unidad de x2 sustituye una (OJ) unidad de x3• 

El coeficiente 

•representa la razón de sustitución entre la variable x2 y la va
riable de la base asociada a ese renglón, es decir x3 : 

En forma similar. el coeficiente 

representa la razón de sustitución entre la variable x1 y la varia
ble de la base asociada a ese renglón, es decir x5 : 

"Si x1 aumenta en una unidad, X;¡ disminuye en dos unidades. En 
otras palabras. una unidad de x1 sustituye a dos unidades de x,;. 

Los demás coeficientes asociados a las columnas no unitarias 
menciónadas tienen una interpretación semejante. El coeficiente 
negativo 

indica que. •si x, aumenta en una unidad, entonces aR "disminu
ye" en (-1) X 1 = -1. es decir también aumenta. ~sto se puede 
observar claramente de la correspondiente ecuación de restric
ción: · 

si x2 7' en 1 
x8 ~ en [] x 1 = 1 

0 Raz6n de sustitución: 

' 1 base x1 x2 x7 

x3 O IIJ O 

•s¡ x1 71 en · 1 
x5 '¡¡ en & x 1 =2 

H~7 = -1 

~si x7 .1' en 1 
a8 '¡¡ en (-1) x 1 = -1, es deCir 

a8 71 1 

X¡ + X~ - X¡ + 3R = 80 
1 
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•Empleando la interpretación anterior, podemos ahora contestar 
a la pregunta planteada previamente: ¿en cuanto "mejora" la 
función objetivo, si alguna de las variables no base {de valor 
nulo). Incrementa su valor en una unidad? 

"Empecemos estudiando el efecto sobre la función objetivo, de 
un aumento en X 1• 

De los cálculos anteriores se sabe que el valor actual de la fun
ción objetivo es de -80 000. 

Ai aumentar X~o la función objetivo 

•que en este momento vale -80 000, se modifica debido a dos 
factores: 

El primer factor modifica a la función objetivo directamente, y 
el segundo indirectamente. 

Al aumentar X1 en una unidad, la función objetivo 

aumenta en 

además de posibles cambios indirectos debidos a modificaciones 
en las variables de la base. El (j) es precisamente el coeficiente 
que se encuentra en la tabla (3.4.21) en el renglón de coeficien
tes de costos, en la columna x1 • 

® 
Determinemos ahora los cambios en las variables de la base de-

~¿Cuánto cambia la función objetivo, si una 
variable nula aumenta su valor? 

o ¿Si X¡ l' en 1, en cuánto cambia la función 
' objetivo? 

primera ·última 
base columna columna producto 

X a o 90 o 
Xt o 210 o 
X¡¡ o 240 o 
x6 o 110 o 
as -1000 80 -80 000 

Suma -80 000 

"La función objetivo se modifica por 

a) el incremento en x1 

b) el cambio en las variables de la base 
producido por el amnento en x1 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 as bJ 
Q) 1 o o o o o -1000 
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bidos a un cambio en Xt. y la forma en !a que afectan a !a función 
objetive. 

•s¡ x, aumenta en una unidad, las variables de la base cambian 
de acuerdo con el valor de las relacicnes de sustitución de la 
tabla (3.4.21 ): 

Esta tabla indica que: 

El efecto indirecto sobre la función objetivo si x1 cambia en una 
unidad, se obtiene multiplicando los elementos correspondientes 
de la columna de beneficios unitarios y de la columna x1, y su
mando. A este efecto indirecto se resta el efecto directo, pues 
el primero disminuye mientras que el segundo se incrementa, al 
aumentar x1• 

0 lh:laciones de sustitución entre X¡ y las 
variables de la base: 

beneficio 
unitario base X¡ 

o X a o 
o x4 1 
o Xr¡ 2 (3.4.23) 
o X e 1 

-1000 as 1 

Si x1 71 en 1: xa ")¡¡ en O 
Xt ")¡¡ en 1 
Xr. ")¡¡ en 2 
X e ")¡¡ en 1 
as ")¡¡ en 1 

' beneficio 
unitario base x1 producto 

o Xs. o o X o 
o Xt 1 OXl 
o X:¡ 2 o X 2 
o Xe 1 ox1 

-1000 a8 . l :.__¡ 000 X 1 ---------------------
coeficientes de costos Q) 

OXO + OXl + OX2 + OXl- 1 OOOXl - Q) Xl = -1 OOJ 
~~------~v------------~ ~ 

beneficio indirecto beneficio evaluador 

Este efecto neto de -1001, o cambio en el beneficio o sea en la 
función objetivo, se muestra en el renglón de •evaluadores netos 
de la tabla (3.4.21). 

El efecto sobre la función objetivo de incrementos en las otras 

directo neto 

o Los evaluadores netos son los benefi.:ios. 
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dos variables X:.: y x7 que no estaban en la base, se estudia en 
forma análoga. 

Si x~ cambia de O a 1, el cambio en el beneficio o función objetivo 
es: 

• beneficio 
unitario 

o 
o 
o 
o 

base 
Xs 

x4 
X:¡ 

xe 

l 

x2 
1 
2 
1 
o 

-1000 a8 1 
coeficientes de costos ~ 1 -

evaluador neto/. -1001, 

OX1 + OX2 + OX1 + OXO- 1 OOOX1- 1X1 =·- 1001..J 

~------~---------~ ~ 
beneficio indirecto beneficio evaluador 

Es decir, el evaluador neto correspondiente a un cambio u'nitario 
en x:.: es de- 1001. 

Finalmente, para la última variable que no está en la base se 
tiene: 

directo neto 

beneficio 
·unitario 

o 
o 
o 
o 

-1000 

XT 

o 
o 
o 

coeficiente de costos /, O 
evaluador neto / 1 OOJ 

OXO + oxo + oxo + OXO + (-1000) X (-1) -lXO = 1000 
'-..,-/ '--vJ 

beneficio indirecto beneficio evaluador 

El evaluador neto correspondiente a la variable x, es + 1 000. 

•Los tres evaluadores· netos, correspondientes a las variables 
asociadas a columnas no unitarias (y por lo tanto de valores 
nulos). se muestran en el último renglón de la tabla simplex 
(3.4.21). 

·oe la presentación anterior se concluye que los evaluadores 
netos se calculan de la siguiente manera: 

directo neto 

"Solo hay evaluadores netos en las colum· 
nas 110 asociadas a vectores unitarios. 

"Cálculo del renglón de evalqadares netos. 
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Los evaluadores netos representan el negativo del incremento 
que se produce en la función objetivo. al incrementar una varia
ble nula en una unidad. Cuanto más negativo sea un evaluador 
neto, más se incrementa la función objetivo al aumentar de O a 1 
la variatl!e asociada. Por lo tanto: 

Los evaluadores netos también nos indican si la solución que se 
tiene ya es la óptima. 

"Para el problema que se está discutiendo, de la tabla (3.4.21) se 
observa que hay dos evaluadores netos negativos -1001 igua
les. y correspondientes a las variables x1 y x~. En este caso puede 
seleccionarse cualquiera de los dos. Emplearemos la primera, 
que se señala con una flecha en la tabla (3.4.21). 

"Hemos decidido aumentar de cero a la variable no base x1, pero 
¿hasta qué valor? Se verá que no se puede aumentar arbitraria
mente. pues se podría violar alguna de las condiciones de no ne
gatividad de las variables de la base. que disminuyen al aumen
tar x1 • 

• 

Se multiplican lr.s relaciones de suslitudón 
de la columna en estudio por les beneficios 
unitarios correspondientes, se suman, y se 
le resta el vaior Gel rengl6.1 dt· coefidcntes 
de costos correspondiente n b colmnna 
analizada. 

En problemas de maximización, para incre
mentar el valor de la función obfctivo lo 
más rápidamente posible, debe aumentarse 
de cero el valor de aquella variable en cuya 
columna aparezca el evaluador neto más 
negativo. 
En problemas de minimización, debe selec
cionarse la variable con el valor más positi
vo en el renglón de evaluadores netos. 

En problemas de maximización, si uno o 
más de los evaluadores netos es negativo, la 
solución no es óptima. Cuando todos los 
evaluadores netos son mayores o iguales a 
cero, la solución es óptima. 
En problemas de minimizal·ión, si uno o 
más de los evaluadores netos es positivo, la 
solución no es óptima. Cuando todos los eva
luadores netos son menores o iguales a cero, 
la solución es óptima. 

0 En problemas de maximización, man1ue 
con t la columna con el valor más negativo 
en el renglón de evaluadores netos. · 
En problemas de minimización, mnr~1uc 

con t la columna con el valor más positivo 
en el renglón de evaluadores netos. 

0 ¿Hasta cuánto puetle aumentarse x1, sin 
violar la condición de no negativirlad? 
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las ecuaciones de restricción de la tabla (3.4.21) son 

Como x!! y x7 seguirán siendo nulas, estas ecuaciones se trans
forman en 

De estas ecuaciones se observa que, al aumentar X1 , disminuyen 
las variables de la base X11, X4, xfi, x6 y as. 

El mínimo valor al que puede disminuir cada una de estas 
variables es cero, que nos da el máximo valor correspondiente 
al que puede aumentar x1 : 

·como todas las variables deben permanecer no negativas si
multáneamente, el mínimo de estos valores para x 1 nos da el má
ximo valor posible de X1 : 

Si. por ejemplo, hubiéramos escogido 

entonces la última ecuación 

nos hubiera dado 

viciándose la condición de no negatividad de una de las variables. 

Obsérvese que cuando 

Ox 1 -1- x2 + x3 = 90 
X1 + 2x2 + X 4 = 210 

2x1 + x2 + x11 = 240 
x1 + x6 = llO 
x1 + x2 - x7 + n8 = 80 · 

1 

Ox1 + x3 = 90 
x1 + x4 = 210 

2x1 + Xn = 240 
x1 + x0 = llO 

x1 + a8 = 80 

Ox1 = 90, x1 ~ oo· 
X¡= 210 

2x1 = 240, x1 = 120 
X]= llO 
x1 =80 

0 Valor máximo de xl 

a8 = 80 - 11 O = - 30 

X¡ =80 

( 3.4.24) 
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entonces 

•Esto indica que la variable aH no nula en la primera iteración deja 
la base, al mismo tiempo que entra x1• 

Las operaciones de las ecuaciones (3.4.24). se pueden realizar 
directamente en la tabla simplex (3.4.21 ). Para ello, basta colocar 
en una columna auxiliar los cocientes correspondientes de la co
lumna de restricciones b¡. entre la columna correspondiente a la 
variable que entra a la base, en este caso x1• ' 

el e2 ea e" 
xl x2 x3 x. x5 xs 
o 1 1 o o o 
1 2 o 1 o o 
2 1 o o 1 o 
1 o o o o 1 
1 1 o o o o 

Observe que los valores de esta columna auxiliar coinciden con 
los de las ecuaciones (3.4.24). 

•El renglón correspondiente al menor valor positivo de la colum
na auxiliar se identifica y marca con una flecha: 

•En un problema de maximización, la intersección de la columna 
con el valor más negativo (más positivo para minimización) en el 
renglón de evaluadores netos (marcado con t ). con el renglón 
de menor valor positivo en la columna auxiliar (marcado con ~) 
define el llamado pivote. 

La v~riable X1 sustituye a aH como variable base en la segunda 

a8 = O 

Primera iteración Segunda iteración 

e:~ 

x7 as 
o o 
o o 
o o 
o o 

-1 1 

X¡ 

X~ 

x7 

1 
restricciones 

bJ 
90 

210 
240 
110 

80 

-===:X¡ 

x7 

Columna auxiliar 
90/0-+ 00 

210/1 = 210 
240/2 = 120 
110/1 = llO 

80/1 = 80 

0 ldentifique el renglón del menor valor po
sitivo en la columna auxiliar con · 

0 Pivote: 

1 
1 

--é-- -----
1 

t 
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iteración, y en la primera Iteración a~ estaba asociada al vector 
unitario e:~. Por facilidad computacional, debe ahora manipularse 
el sistema (3.4.21) para que la primera columna, asociada a x1, se 
convierta en e¡¡. En resumen: 

En la tabla simplex debe cambiar 

Variable 
base 

Primera "iteración 

Vector unitario 
asociado 

Desde luego que al h::1cer estos cambios, no debe cambiar la so
. lución del sistema de ecuaciones que définen las restricciones 

del problema.· 
. 

Recuérdese que si se suma a una ecuación de un sistema de 
ecuaciones lineales, otra ecuación del sistema multiplicada por 
una constante, no cámbia la soluciÓn. 

Por ejemplo. sea el sistema 

cuya solución es: 

Si ahora a la primera ecuación se le suma la segunda ·multiplica
da por 3, se tiene el siguiente sistema: 

Este sistema 

es equivalente al anterior, ya que su solución también es: 

Segunda iteración 
X¡ 

( sustitu e a a8 en la base) 

X¡ X¡ 

0... o ... 
1... o ... 
2... a 0 .. . 
l. .. / o .. . 
l... l.·.· 

x1 + x2 = 10 
2x1 + x2 = 15 

x1 + ~ + 3(2x1 + x2 } = 10 + 3iX·l5 

2x1 + x2 = 15 

7x1 + 4x2 =55 
2x1 + x2 = 15 



Programación Lineal 191 

También se obtienen sistemas de ecuaciones equivalentes si una 
o varias ecuaciones se multiplican o dividen por una constante. 

En efecto, si se divide la primera ecuación entre 2 se tiene el 
sistema: 

cuya solución también es 

Las operaciones anteriores se conocen con el nombre de: 

Realizando operaciones elementales de renglón, puede transfor
marse el sistema (3.4.21) en uno equivalente cuya primera co
lumna sea precisamente e0 • 

·oebe empezarse por dividir el renglón del pivote entre el valor 
del pivote, para obtener un 1 en el pivote. En este ejemplo esta 
operación no tiene que realizarse, ya que el pivote vale 1. 

·El renglón del pivote, con un coeficiente unitario en la posición 
del pivote, se designará con el nombre de renglón de pivote nor
malizado (r.p.n.) En nuestro ejemplo es 

•La primera columna (correspondiente al pivote) se quiere cam
biar a e5 . 

Para ello debe restarse el renglón del pivote normalizado multi-

1 1 

2 x1 +2 x2 = 5 

2 x1 + x2 = 15 

x, =5 
x2 =5 

Operaciones elementales de:: renglón: 

) 

1) dividir o multiplicar una ecuación por 
una constante 

2) sumar o restar a una ecuación otr~ ecua
ción multiplicada o dividida por una 
constante. 

0 Divida el renglón del pivote entre el pi
vote. 

0 Si el coeficiente del pivote es uno, se dice. 
que el renglón está normalizado (r.p.n.) 

(!) 1 O O O O -1 1 80 r.p.n. 

o 

Xt xl 

~ ~ ~ 
Primera iteración Segunda tleración 
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' ' ' 

plicado por O del primer renglón, multiplicado por 1 del segundo 
renglón, por 2 del terce"'o y por 1 del cuarto: 

Realicemos estas operackmes. 

El pr!rr.er renglón no se modifica, pues el renglón de pivote nor
m31Jzado muitiplicado por O da cero, que restado al primer ren
g:ón no lo altera. Efectivamente. ya se tiene el O de e5 en el pri
mer ;;;lemento de la primera columna: 

De la tabla simplex (3.4.21) se obtienen los datos para modificar 
el segundo renglón: 

segundo renglon 
(r.p.n.) X 1 

Resta: nuevo sengudo renglón: 

Para los dos renglones de restricciones restantes se tiene: 

tercer renglón 
(r.p.n.) X 2 

Resta: nuevo tercer renglón 

cumto renglón 
(r.p.n.) X 1 

Resta: nuevo cuarto renglón: 

. ·con estos resuliados se empieza a formar la tabla simplex 
(3.4.25) para la segunda iteración. 

2 
2 

o 

1 
1 
o 

Multiplique el 
r.p.n. por 

o 
1 
2 
1 

X¡ x!l xa x4 
1 2 o 1 
1 1 o o 

·o 1 o 1 

1 o o 
2 o o 

-1 o o 

o o o 
1 o o 

-1 o o 

XII 

o 
o 
o 

1 
o 
1 

o 
o 
o 

Xa 
o 
o 
o 

o 
o 
o 

1 
o 
1 

y reste del renglón 

x7 
o 

-1 

l 

o 
-2 

2 

o 
-1 

l 

número 
1 
2 
3 
4 

Xs 

o 
J. 

-1 

o 
2 

-2 

o 
1 

-1 

bJ 
210 
80 

130 

240 
160 

80 

110 
80 
30 

0 Tabla simplex segunda iterc;.:ión: 
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beneficios base e5 C¡ e2 ea c. 
unitarios X¡ x2 X a x. X¡¡ X o X¡ as 

o X a o 1 1 o o o o o 
o x. o 1 o 1 o o 1 -1 
o X:; o -1 o o 1 o 2 -2 
o xo o -1 o o o 1 Q) -1 
1 X¡ 1 1 o o o o -1 ] 

coeficientes de costos c1 1 1 o o o o o -1000 
evaluadores netos o -1 1001 

t 

oEn la segunda columna de la tabla anterior se Identifican las 
variables de la nueva bas·e 

correspondientes a los vectores unitarios. La columna de restric
ciones b¡ nos da los valores de estas variables: 

Las variables que no están en la base, correspondientes a las 
columnas no unitarias, valen cero: 

Los coeficientes de la función objetivo 

en la nueva base son: 

que corresponden a la nueva columna de beneficios unitarios. 

•El valor de la función objetivo en esta iteración se obtiene de la 
suma de los productos correspondientes de la columna de bene
ficios unitarios con la columna de restricciones: 

restricciones columna 
b¡ auxiliar 

90 00 

130 130 
so 40 
30 30 <!--

80 --80 

0 Base segunda iteración: 
X3, X4, X¡¡, Xq, X¡ 

x3 = 90 
x. = 130 
X¡¡= 80 

x2 =0 
X¡ =0 ,· 
a8 =0 

O, O, O, O, 1 

(3.4.25) 

x0 = 30 
X¡ 80 

·ovalor de la función objetivo en la segunda 
iteración: 

1 ¡ 
beneficios restricciones producto 
unitarios b¡ 

o 90 o 
o 130 o 
o 80 o 
o 30 o-
1 80 80 

rna: 80 
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"Es decir, en la segunda Iteración la función objetivo, o sea el "Función objetivo segunda iternci6n: 
beneficio, vale 

z=BO 

Este valor de la función objetivo es mucho mayor que el valor de 

z = -80 000 

·~n la primera iteración, v por lo tanto es mejor. •Mejoró la función objetivo. 

Los evaluadores netos correspondientes a las variables x~. x7 v 
a~ que no están en 1;::¡ base son: 

beneficio 
unitario 

o 
o 
o 
o 
1 

x2 

1 
1 

-1 
-1 

1 -
coeficiente de costo/(D 
evaluador neto ~ o) 

OX1 + OX1 + OX(-1) + OX(-1) + 1X1 -1 = O 

beneficio indirecto 

y similarmente para Xr 

beneficio indirecto 

V aa 

OXO+OX(-1} + OX(-2) + OX(-1) + 1X1 

beneficio indirecto 

Estos evaluadores netos se muestran en el último renglon de la 
tabla {3.4.25). 

El evaluador neto más negativo de -1 corresponde a x,, por lo 
que ésta será la siguiente variable que pasará a la base. "La co- "Columna x7 : t 

'--.,--' '--y--) 
beneficio evaluador 

directo neto 

-0 
'----y--1 
beneficio 

directo 

( -1 000) 

'-v--' 
beneficio 

directo 

-1 
"--y-J 
evaluador 

neto 

1 001 
'----y--1 
evaluador 

neto 
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lumna correspondiente a x7 se señala con· t en la tabla (3.4.25). 

La columna auxiliar se forma dividiendo los valores correspon
dientes de la. columna de restricciones bJ entre la columna del 
pivote x7 , 

•El menor de estos valores positivos, 30, corresponde al cuarto 
renglón. que se marca con una flecha ~. El nuevo pivote es el 
elemento. 

que se muestra en la tabla (3.4.25). 

En-la tercera iteración, la variable x7 entra a la base, v la variable 
de la base correspondiente al cuarto renglón x6 , sale. ·como xa 
estaba asociada a e4 , la columna X; se tendrá que cambiar a e~ 
por operaciones elementales de renglón. 

El renglón del pivote normalizado es: 

9QjQ -) OIJ 

130/~ 130 
80/2 40 
30/1 30 
80/( -1) = -80 

°Cuarto renglón: ~ 

0 Tercera iteración: 

Segunda iteración Tercera iteración 

cuarto renglón: O -1 O O O 1 <D -1 30 r.p.n. 

Para mantener la columna de restricciones bJ positiva, las opera
ciones elementales de renglón que se deben realizar son: 

•La tabla simplex correspondiente a la tercera iternción es 1& si
guiente: 

Al renglón 
número 

2 
3 
5 

reste el r.p.n. 
multiplicado por 

1 
2 

-l 

0 Tabla simplex tercera iteración: 
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beneficios base erJ e¡ e2 ea e4 Columna 
uni!arios X¡ X:¡ x3 x4 x6 x6 X¡ nH b¡ auxiliar 

o X a o 1 1 o o o o o 90 90 
o x4 o 2 o 1 o -1 o o lOO 50 
o x5 o CD o o 1 -2 o o 20 20 ~ (3.4.26) 
o xr o --1 o o o 1 1 -1 30 -30 
1 xl 1 o o o o 1 o o 110 Cf.) 

eoeíicientes de costos C¡ 1 1 o o o o o -1000 
Evaluadores netos -1 1 1000 

1' 

•ta función obietivo para l"a tercera iteración vale: 

El pivote es 

por lo que x::! entra a la base y x5 sale. La columna x2 para la cuar
ta, iteración debe cambiar a e3 : 

"Realizando las operaciones elementales de renglón necesarias 
se llega a la tabla simplex para la cuarta iteración: 

beneficio base eñ ea e¡ e2 e4 
unitario X¡ x2 Xs x4 X:-. xa X¡ 

o Xs o o 1 o -1 2 o 
o X~ o o o 1 -2 ® o 
1 X~ o 1 o o 1 -2 o 
o X¡ o o o o 1 -1 1· 
1 X¡ 1 o o o o 1 o 

Coeficientes de costos C¡ 1 1 o o o o o 
Evaluadores netos 1 -1 

t 

•Función objetivo Tercera iteración: 

z = x1 + x2 - 1 000 a8 

llO +O- O 
z = 110 

x2 
fl 

-~ 
Tercera iteración Cuarta iteración 

•Tabla simplex cuarta iteración: 

b¡ columna 
auxiliar 

as 
o 70 35 
o 60 20 ~ 
o 20 -lO (3.4.27) 

-1 50 -50 
o 110 llO 

-1000 
1000 
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• Analizando la tabla (3.4.27) se observa que todavía hay valores 
negativos en el renglón de evaluadores netos. 

"La función objetivo, que en esta cuarta iteración vale 

todavía puede mejorar. 

El nuevo pivote es 

por lo que en la quinta iteración x6 debe estar a la base y X4 ya 
no debe estar. 

La columna Xo debe cambiar a e2 : 

En esta ocasión el renglón del pivote debe dividirse entre el valor 
del pivote para normalizarlo: 

segundo renglón: 

• Realizando las operaciones elementales de renglón se obtiene 
la tabla simplex para la quinta iteración: 

beneficio base er¡ e3 el e2 
unitario XI X:! X ;¡ X~ X¡-; X o 

o xa o o 1 -2/3 1/3 o 
o X o o o o 1/3 -2/3 1 

' 1 x2 o 1 o 2/3 -1/3 o 
o X¡ o o o 1/3 1/3 o 
1 XI 1 o o -1/3 2/3 o 

Coeficientes de costos cJ 1 lJ o o o 
Evaluadores netos 1/3 1/3 

"Puesto que todos los evaluadores netos de la tabla slmplex 

o 

o 

0 Todavía hay elementos negativos en el 
renglón de evaluadores netos. Todavía p~l.e
de mejorar la función objetivo. 

•Función objetivo cuarta iteración: 

z x1 + x2 - 1 000 a" 
110 + 20- o 

z 130 

a:¡o = ® +
t 

X o 

~· 
Cuarta iteración 

o o % -% 1 o 

Quinta iteración 

o 20 r.p.n .. 

•Tabla simplex quinta iteración: 

e4 
x7 as bl 
o o 30 
o o 20 (3.4.28) 
o o 60 
1 -1 70 
o o 90 

-1000 
1000 

°Función objetivo máximu 
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(3.4.28) para la quinta Iteración son positivos, la funciOn objetivo 
ya es máxima. ·su valor es da 

•Las variables de la base valen: 

•y las variables que no están en la base: 

Interpretemos estos resultados. 

La función objetivo 

que hemos maximizado al valor 

rep(esenta el número total de piezas producidas de los artículos 
1 y 2 (ver el enunciado del ejemplo 3.4.1 ). 

El número de artículos 1 que se producen en este momento es 

y el número de artículos 2 es 

La máquina A, que se emplea 2 horas para producir una pieza del 
artículo 2, está disponible únicamente 180 horas. La ecuación de 
restricción correspondiente 

se modificó a 

mediañte la introducción de la variable de holgura Xs. Como x2 = 

°Func:i6n objetivo:_ 

z = x1 + x2 - 1 000 n8 

= 90+ 60- o 
z= 150 

0 Variables de la base: 

x3 =30 
Xo = 20 
x2 = 60 
X¡= 70 
X¡= 90 

0 Variables no base: 

x4 =O 
X;¡=O 
a8 =O 

Z= 150 

2x2 < 180 
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60 y Xa = 30, la ecuación anterior multiplicada por dos 

nos indica que la máquina no se emplea durante 

horas. 

Para la máquina 8 la ecuación de restricción 

se modificó a 

Po,r lo t~nto, la máquina 8 no se emplea durante 

horas. Es decir, la máquina 8 está plenamente aprovechada. 

La ecuación de restricción 

para la máquina e se modificó a 

por lo que el tiempo que no se emplea dicha máquina es de 

horas. La máquina e también está plenamente aprovechada. 

La ecuación de restricción para la máquina O 

se alteró a 

por lo que la máquina O no se emplea durante 

horas. 

El nivel mínimo de producción dado por 

199 

2x2 + 2x3 = 180 

2x3 = tiO 

x11 =0 

3x1 < 330 
X¡< 110 

X¡+ X¡¡= 110 

3x6 = 3X20 = 60 
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efectivamente se cumple, pues 

V 

Los resultados anteriores. obtenidos matemáticamente emplean
do el método simplex, coinciden con los resultados gráficos del 
comienzo de la subsección 3.4.4, resumidos en la tabla 3.4.3. 

3.4.7 El problema dual 

"En la sección 3.4.4 se observó que el ejemplo 3.4.4 de programa
ción iineal. podía plantearse y resolverse empleando como varia
bles les niveles de actividad, o bien lqs niveles de recursos. •En 
esta subsección se mostrará que a cada problema de programa
ción lineal de maximización, está asociado un problema de pro
g~amación lineal de minimización, y viceversa. "El problema ori
ginal recibe el nombre de primo, y el asociado a él es su dual. 

•El problema dual es muy importante en programación lineal, 
principalmente por las siguientes razones: 

Antes de enunciar los principales teoremas de dualidad, se de- . 
finirá matemáticamente el dual de un problema de programación 
lineal. "Empleando notación matricial, la relación entre el pro
blema primo y el problema dual es la siguiente: 

Problema Primo 

x1 + x2 = 90 + 60 = 150 

150 > 80 

0 Un problema de programación lineal se 
puede resolver en el espacio de actividades 
o en el espacio de recursos. 
0 En prog1amaci6n lineal, a todo problema 
de maximización está asociado uno de mini
mizaci~n. y viceversa. 
0 El primer problema se llama primo, y el 
segundo es .su dual. 

0 lmportancia del problema dual. 

1) El problema dual tiene importantes in-
terpretaciones económicas. _ 
2) Ayuda a estudiar la teoría de progra
mación lineal y a establecer métodos efi
cientes para resolver el problema. 
3) En algunos casos, el uso del problema 
dual emplea menos capacidad de memoria 
en la computadora que el p1'oblema primo. 
·l) Si el problema primo tiene más estrit
ciones que variables, el problema dual ten· 
drá más variables que restdcciones. En este 
caso es más eficiente resolver el problema 
dual, pues requerirá menos iteraciones. 

o Relación matemática entre un problema 
primo y su dual: 

Problerua Dual 

Función objetivo: 

max: z = cTx (3.4.29) 
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Ax<b 
x>O 

•oebe observarse que si el problema primo es de maximizaclón 
de la función objetivo, su dual es de minimización de otra fun
ción objetivo. La matriz A del problema primo corresponde a la 
matriz transpuesta AT del problema dual. El vector b de restriccio
nes del problema primo aparece transpuesto en la función obje
tivo del dual, y viceversa. En ambos casos los vectores de niveles 
x y u que constituyen las incógnitas son no negativos. 

~ . 
Como muestran las relaciones (3.4.29) y (3.4.30). para establecer 
el problema dual es necesario introducir un nuevo vector de in
cógnitas u. Su dimensión puede rleducirse fácilmente de la re
lación (3.4.30). Si la dimensión de la matriz A es 

su transpuesto es de dimensión 

Para poder realizar el producto 

de la ecuación (3.4.30). es necesario que el vector u. sea de di
mensión 

Es decir., el número de componentes de u es igual al número de 
restricbiones. 

A continuación se establecerá el problema dual del ejemplo de 
programación lineal 3.4.4. Se dará una interpretación económica · 
a las componentes del vector u. Además se ilustrará la solución 
gráfica y analítica de un problema de minimización. 

Establezca el problema de programación lineal dual al del ejem
plo 3.4:4, y resuélvalo gráfica y analíticamente. 

De acúedo con las relaciones (3.4.29) y (3.4.30). la formulación 
matricial del problema primo y de su dual es: 

Restricciones: 

° Correspondencias: 
PRIMO 
maximización 

A 
restricciones b 
objetivo cT 
x>O 

A m u 

DUAL 
minimizacióu 

AT 
objetivo bT 
restricciones e 
u>O 

m = número de restricciones 
n = número de actividades. 

Ejemplo 3.4.6 

Solución: 
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PHOBLEMA-PHIMO PROBLE~IA DUAL 
Función objetivo: 

mn" LL.1J J = z m;n, ¡JOB 750 ll2 500~J = v (3.4.31) 

· Restricciones: 

< 108 75~ 

112 50~ bo 7~ uJ >J 
5 30 U2 4 

Para rt:solver gráficamente el problema dual, es necesario de
terminar, en el plano (u1 , u2 ). la zona de soluciones factibles defi
nida por las restricciones (3.4.32) del problema dual. Dicha re-· 
gión aparece hachurada en la figura 3.4.15. 

Para resolver el problema gráficamente, debe trasladarse una 
recta de la función objetivo 

paralelamente a sf misma. Como el problema es de minimización, 
la traslación debe hacerse hasta que la recta quede lo más cerca 
posible del origen, pero todavía con por lo menos un punto den
tro de la zona de soluciones factibles. 

Tracemos la recta de la función objetivo correspondiente, por 
ejemplo. a v = 20 000: 

Cuando u2 vale cero, esta recta intersecta al eje de las abscisas 
Ut en el punto 

Cuando u1 vale cero, la recta íntcrsecta al eje de las orden:?das 
u2 en 

Esta recta se muestra en la figura 3.4.15. Trasladando la recta 
hacia el origen, se obtiene gráficamente el punto en el cu::l la 
función objetivo es mínima. 

u~ > ~ 
uJ ~ 

20 000 = 108 750.,. + 112 500u
2 

20 000 
u1 = = 0.184 

108 750 

. 20 000 
u2 = = 0.178 

112 500 

(3.4.32) 



- .... 

Programación Lineal 203 

De la gráfica, las coordenadas del punto mínimo son, aproxima
damente, 

La función objetivo en este punto tiene un valor mínimo aproxi
mado de 

.2 

.1 

v = 108 750u1 + 112 500u2 

o 

•Para obtener la solución analítica del problema dual. que es de 
minimización. debe empezarse por establecer .la llamada forma 
normal del problema de programación lineal. Para pasar a la 
forma normal, las desigualdades de las restricciones deben con
vertirse en igualdades. 

•En nuestro ejemplo dual, por tener desigualdades del tipo "ma
yor o igual que", debe restarse una variable de holgura y sumar
se uria variable artificial a cada ecuación. 

U¡= .05 
U..¿= .04 

v =.108 750u1 + 112 500u2 

= 108 1sox.os + 112 soox .u4 
t) ~ 9937.5 

V= 20,000 

.1 .2 
Fig. 3.4.15 Solución gráfica del ejemplo 
3.4.6. 
°Forma normal del problema de progr~n,.,
ción lineal: las restricciones deben expresa: -e 
como igualdades. · 

0 En desi~aldades del tipo >, iutroduzca 
una variable de holgura con signo -, y una 
artificial con signo +· 
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Introduciendo las variables mencionadas en las restricciones 
(3.4.32). se obtiene: 

40u 1 + 75u2 

5.5u 1 30u1 

Estas igualdades y la función objetivo permiten establecer el 
primer arreglo simplex que aparece en la tabla 3.4.5. •obsérvese 
que, por tratarse de un problema de minimización. fas variables 
artificiales se suman a la función objetivo con un gran coeficiente 
positivo M. 

"Por tratarse de un problema de minimización, la columna del pi
vote será aquella con el evaluador neto más positivo. La búsque
da termina cuando ya no hay evaluadores netos positivos. 

!..a tabla 3.4.5 indica los pasos sucesivos en fa solución del pro
blema. E! último arreglo indica que la solución es 

con un mínimo de fa función objetivo 

beneficio 
unitario base UJ u!! S¡ 52 

M al 40 75 -1 o 
M a:! 55 30 o -1 

Coeficientes de costos cJ 108 750 112 500 o o 
Evaluad01 es netos -108 750 -112 500 -·M -M 

+9SM +105M 
t 

112 500 112 0.53 1 -0.013 o 
M a:! 39. o 0.4 -1 

Coeficientes de costos cJ · 108 750 112 500 o o 
Evaluadores netos -48 750 -1500 

+39M +0.4M -M 
t 

• Las· variables artificiales S• suman a la fun
ción objetivo eon un gran coeficiente posi
tivo M. 

•En problemas de minimización, la columna 
del pivote está definida por el mayor eva
luador neto positivo. La búsqueda termina 
cuando ya no hay evaluadores positivos. 

u1 = 0.0513 
u2 = 0.0393 

1f = 108 750u1 + 112 500u2 

= 108750 X 0.0513 + 112500 X 0.0393 
= 1000. 

el e2 restricciones columna 
a¡ a2 bj auxiliar 
1 o 5 0.067 +-
o 1 4 0.133 
M M 

0.013 o 0.067 0.125 
-0.4 1 2.000 0.0513 +-

M M 
+1500 
-0.4M 

112 500 o 1 -0.0192 +0.0137 +0.0192 -0.0137 0.0393 
108750 11¡ 

Coeficientes de costos cJ 
Ev.duadores netos 

1 
108 750 

o 
112 500 

0.0103• -0.0256 
o o 

-2 HlO -1242.75 

-0.0103 0.0256 O.O."í 1 :l 
M M 

--103U.H75 12·12.7.1 
-M -M 

Tabla 3.4.5 Solución ana/íiíca del ¡¡ro/Jle
ma dual del c¡emplo 3.4.4. 
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·obsérvese que fa solución del problema dual coincide con el 
valor de los recursos del ejemplo 3.4.4 (ver ecuaciones (3.4.12) y 
(3.4.13). •Además. el valor máximo de 10 000 (= 10 millones) de 
la función objetivo del problema primo, coincide con el mínimo 
del problema dual. Estos resultados son generales. 

A continuación propondremos una interpretación económica para 
las variables u1 y u~. que después verernos es correcta. 

Para producir un cambio AZ en la ganancia, el capital asignado a 
la compra de materia prima cambia en cierta cantidad Ak. Deslg-. 
nemes con u1 al cociente de estos cambios . 

Análogamente, para producir un cambio Az en la ganancia o be
neficio, el capital asignado al pago de mano de obra cambia en 
AL; el cociente se define como u2 

En otras palabras, u1 es el valor del capital que se asigna a una 
unidad de materia prima, y u~ es el valor del capital que se asiq
n~ a una unidad de mano de obra . 

. :>e fa tabla 3.4.4 

Torbellino 
Ciclón 

... 

Disponibilidad 

recordamos que, para producir un torbellino, se requiere de K = 
$40 miles en materia prima y L = $75 miles en mano de obra. El 
prodúcto 

•solución del problema clual = vulor de los 
recursos del problema primq 
•Máximo del problema primo= mínimo del 
problema dual 

AZ 
U¡=-

AK 

K 
Materia Prima 

40 
55 

108 750 

L Be~e¡iciol Mano de Obra 

75 5 
30 4 

112 500 

Tabla 3.4.4 Datos del e¡emplo 3.4.4 en 
miles de peso~. 

AZ Az 
K AK +L~ 

= 40u, + 75u:.! 

representa la ganancia, el beneficio que le produce al fabricante 
hacer' un Torbellino, en términos de las variables u, y u2 . De la 
tabla 3.4.4 vemos que el beneficio de producir un Torbellino es 
por lo menos de $5 mil, es decir 
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,1-

Esta ecuación no es más que la primera ecuación de restricción 
{3.4.32) del problema dual. 

En forma análoga se establece la ecuación 

para la producción de Ciclones. que es la segunda ecuación de 
restricción (3.4.32). 

Como se dispone de $108 750 miles para la compra de materia 
prima y de $112 500 miles para pagar mano de obra, 

representa el gasto total para producir Torbellinos y Ciclones. 

Para interpretar económicamente el problema dual, considere
mos el punto de vista de la agencia de coches que compra los 
Torbellinos y Ciclones producidos por la fábrica. 

108 750u 1 + 112 500u2 

*En la agencia de coches se quiere determinar el valor del ca- 0 Minimizar 
pital que se asigna a materia prima (uJ) y el valor del capital que 
se asigna a mano de obra (u2). para minimizar el costo total 

en la compra de los Torbellinos y de los Ciclones que produce la 
fábrica. Este costo está sujeto a dos restricciones· 

puesto que el fabricante gana por lo menos $5 mil en la produc
ción. de cada Torbellino y $4 mil en la fabricación de un Ciclón. 

De este planteamiento. se observa que la interpretación dada a 
las variables u1 y u2 fue correcta. 

Además. como ya se observó en el ejemplo 3.4.4, 

representa el máximo porcentaje sobre el capital que puede pa
gar el fabricantt: para financiar la producción de Torbellinos· y 
Ciclones. · 

3.4.8 Planeación de la producción 

En los ejemplos anteriores el número de variables ha sido pequt'-

108 750u1 + 112 500 u2 

40u1 + 75u2 > 5 
55 u1 + 30u2 > 4 

U¡= 0.0513 = 5.}3% 
11:! = 0.0393 = 3.93% 
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ño, lo cual permitió resolver los problem3s sin ayuda de una 
computadora. En la mayoría de los problemas reales, el número 
de variab:es es mucho mayor. A continuación se introduce un 
ejemplo representativo de una situación real, con un número ma
yor de variables. 

Un aserradero se establece provisionalmente en un local, del 
cual se tiene que cambiar al cabo de tres meses. Por ello, al Ini
ciar sus operaciones y a los tres meses no debe tener madera en 
bodega. La tabla 3.4.6 muestra la demanda mensual de productos 
aserrados durante los tres meses en cuestión. Se produce 1 m3 

de productos aserrados en 2 horas de traba¡o. Durante los dos 
últimos meses, la demanda excede a la cantidad de madera que 
puede producirse sin trabajar horas extras. Para surtir la deman
da, puede recurrirse a trabajar horas extras, o a producir un ex
ceso de madera durante los meses de baja demanda y almace
narla para venderla posteriormente. El costo de almacenamiento 
de un mes al siguiente es de $15 por 1 m3 de productos ase
rrados. 

La tabla 3.4.6 muestra la demanda mensual, los costos de pro
ducción en tiempo normal y en tiempo extra, y las horas de tra
bajo disponibles en tiempo normal y en tiempo extra. 

Demanda mensual (100 m3) 

Ejemplo 3.4.'1 

Costo de producción -en tiempo normal 
($/100 m'~) 

Costo de producción en tiempo extra 
($/100 mll) 

Horas de trabajo disponible~ en tiempo 
normal (horas/mes) 

Horas de trabajo disponibles en tiempo 
extra (horas/mes) 

1 

15 

$ 20 000 

$ 30 000 

3 200 

] 600 

M E S 

2 3 

~5 20 

$ 22 000 $ 2"2 000 
.. --

~ 33 000 $33 oco 

3 200 3 2.00 
-

1 600 l 600 

-·--
Tabla 3.4.6 Datos del efem¡Jlo 3.4.7. 

Obtenga un modelo matemático que permita encontrar el pro
grama mensual de producción que minimice los costos. 

Debe empezarse definiendo las variables del problema. Anali
zando la información, se observa que se necesitarán las siguien
tes variables: 

Solución: 
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A continuación es necesario definir las ecuaciones de restricción. 

'Durante el primer mes se tiene una producción en horas norma
les y horas extras de: 

•Parte de esta producción se destina a surtir la demanda, y parte 
se almacena: 

Arnb,as cantidades deben ser iguales: 

•En el segundo mes, los pr:oductos aserrados disponibles son los 
que se producen ese mes en horas normales y en horas extras, y 
los almacenados durante el primer mes: 

•Parta de esta madera surte· la demanda, y parte se almacena: 

Ambas cantidades deben ser iguales: 

"Finalmente, para el último mes se dispone de la madera produ
cida en el tercer mes en horas normales y en horas extras. ·y la 

x1 = produedón el primer mes en horas 
uolmales (100m3) 

x~ = producdún el seguudo mes en horas 
uorma les ( 100 m a) 

x3 = producción el !creer mes en homs 
normales ( 100 m=l) 

x4 = producción el primer mes en horas 
··dras (100 ma) 

x~ = producción el scgund'l 111es en horas 
extras ( 100 m=i) 

x6 =producción, el tercer mes en horas 
extras ( 100 ma) 

x7 = producción almaceuada al terminar 
el primer mes ( 100 ma) 

x8 = producción almacenada al terminar 
el segundo mes ( 100 m=l) 

"Primer mes: 

Disponibilidad: 
x1 + x4 

0 Destino: 

15 + x7 

x1 + x4 = 15 + x7 

0 Segundo mes: 

Disponibilidad: 

0 Destino: 

25 +x8 

X2 + X;¡ + X¡ = 25 + X,; 

0 Tercer mes: 
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almacenada durante el mes anterior: 

"Esta madera se destina exclusivamente a surtir la demanda: 

puesto que toda la madera de la que se dispone al final del tercer 
mes debe ser vendida para dejar vacía la bodega. Igualando am
bas cantidades se tiene: 

Las horas de trabajo disponibles también imponen restricciones. 

Como durante el primer mes hay una producción de x1 X 100 m3 , 

y para producir ·¡ m3 de madera asenada se requieren 2 horas de 
trabajo, durante el primer mes se trabajan 

" horas en tiempo normal. Durante este mes se dispone de 

horas de trabajo en tiempo- normal, por lo que 

Un razonamiento similar explica las siguientes cinco desigual
dades: 

Desde luego no tiene significado una producción negativa, por 
'·.J que 

Disponibilidad: 

0 Destino: 

20 

Xa + X6 + X¡¡ = 20 

XI>< 100 X 2 
= 200x1 

3 200 

200x1 < 3200 

200 x2 < 3 200 
200 x3 < 3 200 
200 X~< 1600 
200 X,¡ < 1 600 
200 x11 < 1 600 

_ x1 > O para toda i 

•Finalmente es necesario establecer la función objetivo, que es °Función objetivo: 
el costo total de producción que debe minimizarse. minimización de costos. 

"Los costos de producción en horas normales ¡:_;ara los tres me-· °Co5tos de producción en hora:> n••rmn!cs: 

ses es de: 
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•y en horas extras se tiene: 

·T,lmbién hay que incluir el costo del almacenamiento que tiene 
por valor: 

OF'or lo t¿mto la función objetivo, que es el costo total de produc
ción, tíene pór valor: 

Se observa qua existen tres restricciones de igualdad, en las· 
cu.:.les hay que introducir tres variables artificiales. En las seis 
restricciones de desigualdad del tipo "menor o igual que", hay 
que incluir seis variables de holgura para convertirlas en igual
dades. Finalmente, introducidas estas variables. el modelo de 
programación lineal completo es el siguiente: 

Restricciones: +x4 -x7 
+x5 +x7 -x8 

Xa +xo +xs 
X¡ 

Función objetivo: 

20 000 X¡ + ·22 000 X:! + 22 000 X:1 

0 horas extras: 

30 000 X4 +.33 000 X¡¡ + 33 000 Xo 

o Almacenamiento: 

1 500 x7 + 1 500 x8 

°Función objetivo 

z = 20 000 x1 + 22 000 x2 + 22 000 x3 + 
30 000 X4 + 33 000 X:¡ + 33 000 Xo + 
1 500 X 7 + 1 500 Xs 

+x12 
+x¡s 

+xl4 
+X¡:¡ 

+x1o 
+xn 

= 15 
= 25 
= 20 

16 
16 
16 
8 
8 
8 

20 000x1 + 22 000x2 + 22 000x3 + 30 000x4 + 33 000x5 + 33 000x0 + 1 500x7 + l 500xR = z 

Como puede observarse este modelo, que representa un proble
ma sencillo de planeación de la producción con un solo producto 
y un horizonte de solamente ·tres meses. ya incluye 17 variables. 
Resolver este modelo con papel, lápiz y calculadora ya resulta 
poco menos que imposible; es casi indispensable contar con un 
programa de computadora para resolverlo. Situaciones más com
plejas de producción. con un número mayor de productos y con 
horizontes de planeación más largos, llevan inmediatamente a 
modelos de varios cientos de variables. Estos modelos sólo pue
den resolverse empleando la computadora digital. 
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Entre las referencla~• oibliográficas el lector encontraré varias 
obras que Incluyen programas para computadora, para resolver 
modelos de programaéión lineaL Muchas computadoras incluyen 
paquetes de programación lineal en sus programotecas. 
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lmproved Programming 
Technologies-
An Overview 

This document is intended to briefly describe to the reader six 
recently fonnaÚzed techniques designed to improve the program 
development process:· structured programming, top-down 
program development, chief prograrnmer teams, development 
support libraries, HIPO tBierarchy plus lnput-Process-Output), and 
structured walk-throughs. These techniques are still evolving; 
initial use in a data processing activity should be subject to 
management review, to determine the fonn in which the techniques 
may best fit ü1to each environment. 



Introduction 

The bst decaúe has been charac~erized by significant 
improvemcnts in hardware speed and capacity, con
figuration flcxibilíty, and programming system capa
bility. Thcrc ha ve also bcen many improvements in 
the capabilities of pro~ramming hnguagcs, but, in 
general, improvcments in the tedmiqucs used in the 
program dcvelop!llcnl process have lagged behind 
those in orher areas. This period has also been char
acterizcd by the increasing complexity of application 
systems and by t!1eir importun~.;e to (he organiza
tion. And, in the samc pcriod, application develop
ment, maintcnance, and modification activiries have 
comprised an increasing portian of the data process
ing budget. Data processing management, therefore, 
has been searching for ways to improve the program 
develcpment process, with the objective of produc
ing application systems that meet the needs of their 
users, are more error-free, require less maintenance, 
are easier to modify, and are dcveloped on schedule 
with improved productivity. 

This document describes six evolving techniques 
which have been implemented in various ways in 

some program dcvelopment cffons within IBM anJ 
wbich may be of assistance in achieving management 
objectives. These techniques, sorne of which have 
elements that have been advocated or uscJ in the 
past, are structured programming, top-down pro
gram developmenr, c:hie"r programmer teams, devel-

, opment support libraries, Hl PO ( Hicrarchy plus 
lnput-Process-Output), and structured walk
throughs. Thc first four have frequently been used 
together in IBM's Federal Systcms Division. HIPO 

and ~tructured walk-throughs wen: developed sepa
rately and seem to logically complemcnt structured 
programming, top-down programming, chief pro
grammer teams, and dcvelopment support iibraries. 

These technjques can be uscd individually or to
gether. Since they are still evolving, their inilial use 
in a data processing activity should be sYbject to 
management review. to determine the form in which 
they may best fit into its environment. 
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Chapter 1: Strucrured Programrning 

Traditionally, each programmer has applied his own 
sct of rules to thc construction of the logic of his 
program. 1-ie starts with this logic structure and, as 
he encounters additional combinations of conditions 
to be mct. he adds them as aftcrthoughts rather than . ' -
revising the logic of the program. The resultant 
control code might loo k likc that shown in the left 
(Unstruc~urcd) column of Figure l. This code con
tains a largc number of GO TO statements and labels 
and its logic is not easy to follow. During subse
quent unit and integration tcsting, disintegration of 

labe1 m 

;1abe 1 q 

UNSTRUCTURED 

IF p GOTO 1abel q 
IF w GOTO label m 
L function 
GOTO label k 
M function 
GOTO labe1 k 
IF q GOTO 1abe1 t 
A function 
B function 
e function 

1abel r IF NOT r GOTO 1abel s 
D function 
GOTO 1abel r 

labe 1 s IF s GOTO 1abe1 f 
E function 

label V IF NOT v GOTO 1abe1 k 
J function 

1q.be 1 k K function 
END function 

lable f F function 
GOTO 1 ab e-:tl. v 

labe1 t' IF t GOTO 1abel a 
A function 
B function 
GOTO label w 

labe l a A function 
B function 
G function 

1abel u IF NOT u GOTO label w 
H function •. 

GOTO label u 
1abe1 w IF NOT t GOTO.labeL y 

I function 
label y IF NOT v GOTO .1abel k 

J function 
GOTO label k 

F1gure l. A comparison of stru.:IUred and unstructured coJc 

the programmer's original slTucture occurs as new 
constraints and conditions are imposed upon 
it-leading to more GO TO statements. more labels, 
and a final program whose original logic may be 
completely obscured. Reading, understanding, and 
testing such programs is difficult. T-hc degree of 
confidence in their quality or correctness tends to be 
low. In addition, such programs tend to be difficult 
to maintain and modify. 

STRUCTUIED 

G)IF p THEN 
A function 
B function 

@IF q THEN 
@IF t .THEN 

G function 
@DOWHILE u 

H function 
@ENDDO 

I function 
@(ELSE) 
@ENDIF 

@ELSE 
e function 

@DOWHILE r 
O function 

@ENDDO 
@IF s THEN 

F function 
@ELSE 

E function 
@ENDIF 

@ENDIF. . 
@IF v THEN 

J function 
@(ELSE) 
@ENDIF 

Q)ELSE 
@IF w THEN 

M function 
@ELSE 

L function 
@ENDIF 

G)ENDIF 
K function 
END function 



R~search by computer scientists and mathemati
cians indicates that an alternative method of pro
gramming known as structured programming can 
help solve these problcms. This techniquc involves 
coding programs using a limited number of control 
Jogic structures to form highly structurcd units of 
code that are more readable, and therdore more 
easily tested, maintained and modified. 

Structured Programming Theory 
Structured programming is based on a mathematical
ly proven structurc theorem1 which ~tates that any 
program can be written using only the three control 
logic structures illustrated in Figure 2: 

• Sequence of two or more operations 
(MOVE,ADD •... ) 

o Condition~l branch to one of two operations and 
return (the IF p THEN C ELSE 0 o( Figure 2) 

• Repetitien of an operation whilc a condition is 
true (the DO E WHILE q of Figure 2) 

Sequence of two operations 

1 FTH EN E LSE: Conditio11al branch to one of 
two operations and return 

e 

o 

DOWHI LE: Operation repeated while a condit1on is true 

E 

Figure 2. Thc three dementa! logic structurcs of structured 

programming 

Any program may be. dcveloped by tht! ~p'~~opri
ate iteration and nesting of these three basic struc
tures. Each of the threc structures has only onc 
entry and one exit. A program consisting solely of 
these structures is a proper program. a program with 
one entry and one exit. As illustrated in the struc
tured code (right column) of Figure 1, it always pro
ceeds from the beginning to thc cnd without arbi
trary branching. rn PL/1, for insrance, no GO TO 

statements are ncccssary. Proving thc logical cor
rectness of structurcd code is more feasible. Thc 
l~gic is easier to follow, permitting runctions to be 
isolated,, understood, and tcsted. 

The use of the three control logic structures in 
structurcd programming is analogous to the hard
ware design practice of forming complcx logic cir
cuits from ANO, OR. and NOT gatcs. This practice is 
based on a thcorcm. in Boolcan algcbra which statcs 
that arbitrarily complex logic functions can be ex
pressed in tenns of basic AND. OR. and NOT opera
tions. The use of three control logic structures in 
structured programming is similarly based on a solid 
theoretical foundation. 

Extensions to the three basic logic structures are 
pennitted as long as they retain the one-entry, onc
exit property. An example of such an cxtension is 
the DOUNTIL structure (Figure 3 ), which pro vides 
for the execution of the function F until a condit10n 
is true. 

DOUNTI L: Operation repeated until a condition is true 

Figure 3. Thc DOUNTIL structure 

Structured Programming Practices 
Certain practices are followed to suppon thc objcc· 
tive of producing readablc, undcrstandable struc
tured programs--programs in which the wrilers can 
have a high dcgree of confidcnci!. 

Indenting within contnl structurc blocks to rcflcct 
the logic of the program unit is one of thesc prac
tices, as shown in the examplc of structurcd codc in 
Figure 1. As illu!;lratcd by thc numbcr to the lcft of 
the statements, cach logil.: structure ncstcd within 
another is indentcd within it. All parts of a logic 
structure carry the same indentation level, and func
tions pcrformed within a logic structurc are indcnted 
wilhin that structure. This practice highlights thc 



logic of the unit for the writer and the reader and 
thus contributes to the goal of more readable pro
grams. 

Limiting a unit of source code to a specificd 
size--often one listcd page, or fifty lines, perrnits the 
programmer toread and understand an entire logical 
expression or function without refcrring 'to multiple 

pages or 1rclying on his memory. Should the com
plete logical expression require more than 50 lines of 
source code, the programmcr can segment the code 
through the use of such statements as 'lloiNCLUDE 

(in PL/1) or COPY {in COBOL) to specify the inclu
sion of another unit of code (see Figure 4). 

IF.p THEN t-test 
A function 
B function -~IF t THEN 

-IF q THEN 
INCLUDE 

ELSE 
t-test<:-

e function 
DOWHILE r 

' ' ' 

-
' ' 

--

' 

G functiGn 
DOWHI,LE u 

H function 
E NODO 
I function 

D function 
ENDDO 

' ELSE 
'-ENDIF 

CALL 
ENDIF 
IF v THF;N 

J function 
ELSE 
ENDIF 

ELSE 
IF w THEN 

M function 
ELSE 

L function 
ENDIF 

ENDIF 
K function 

Figure 4. Segmentation 

A graphic example of a program constructed of such 
units is shown in Figure 5. Alothe topare the job 
control and linkage editor st:ltemcnts that define the 
environ'?ent and majar functions of thc program. 
Subordinatc to thcm is the hierarchy, or calling se
quence, of the supporting units of code. Each unit 
spccifies the invocation of the units immediJ.tely 
subordinatc to it. Thus unit A would invoke units B 
and J, using COPY, CALL. PERFOR.l\1 or %1:-.'CLUDE 

statements; unit B would invoke e and F; unit e 
would invoke O and E; etc. The next technique to 
be described, top-down program development, as
sumes such a hicrarchical structure. 

1 Bohm, C., and Jacopini. G., "Fiow Diagrams. Turing 
Machines anu Languagcs wilh Only Two f'orm<~tlon 
Rules." Commumcaliaru aflhe A. CM 9, No. 3 (1\l..ly 

1966), 366-371. 



PROGRAMACION ESTRUCTURADA 

Cualquier problema] 
de programad Ón. 

1\eglas del T eorerna de la Estructuro 
( Programdción Estructurada ) 

1 .- Usa~ sol'amente las siguientes es
truc~uras lógicas (A) : 

Secuencia de una o más ope 
raciones. (SEQUENCE ) -

Bifurcación a una de dos ope
raciones :y regreso. ( IF THEN 
ELSE ) . 

Repetición de una ·operación 
mientras una condiCión sea -
verdadera. ( DO WHILE ) 

2.- Combinar las estructuras ( B ) : 

-sustituyendo una ·por otra 

Anidando una dentro de otra 

(A) : Representación gráfica de las estructuras en Fig. 1 • 20 
(B) : Ejer ) de combinación en Fig. l. 30 
(C) : Características de un programo propio en Fig. 1 .40 

TEOREMA DE LA ESTRUCTURA 

¡,.. r u., programo propio o 
correcto. ( Una entrada 
)'' una sal ida ) 

'- (C) 

,Fig. 1.10 



--------= =-..: == - - ---..:. ..:.....=.: ':' =--- -·-

SEQUENCJ: 

·~[==t-=-J 

,. 

IFTHENELSE 
V 

~:r..zr:_....,.-.-~ 
6 

DOWt-11 LE 

Fiq. 1.20 · 



a) ~- f] lD= 

b) -1 a ] -{ . b 

.. 

d) 

Fig. 1.30 



CARACTERISTICAS DE UN PROCRAMA PROPIO. 

UNA ENTRADA Y UNA SALIDA 

FACILIDAD DE LECTURA 

DE _ARRIBA HACIA ABAJO 

.. ~UNCA ROMPE SU SECUENCIA 

NO HAY BIFURCACIONES INCONDICIONALES 

FACIL DE ENTENDER 

SOLO CONTIENE ESTRUCTURAS LOGICAS 

FACILIDAD DE MANTENIMIENTO 

REGLAS ESTABLECIDAS 

1 

Fig. 1.40 



Di a grama estructurado. 
Fig. 1.220 

Diagrama de bloque. 
Fig. l. 230 

Diagrama de bloque. 
Fig. 1. 240 

E j • 1 • - T oto 1 izar e 1 número de estructuras de 
cada tipo mostradas en el diagrama. 

Ej. 2.- Convertir el diagrama en estructurado. · 

Ej. 3.- Conversión del diagrama en estructurado. 

EJERCICIOS DE PROG. 
ESTRUCTURADA. 

Total de fi guros de cada 
tipo encontradas. 
Solución en Fig. 1.320 

Di a grama estructurado. 
Solución en Fig. 1. 330 

Diagrama estructurado. 
Solución en Fig. 1 .340 

Fig. 1 . 50 
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TOTAL DE ESTRUCTURAS 

.SEQUENCE = 13 A A M 

JF THEN ELSE = 6 P, Q, S, T, V, W 

DO WHILE = 2 ~/ u. 

1. 320 . 
/ 
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METODOS NU1v1ER!COS Y APLICACIONES CON LA COMPUTADORA_DiGLTAL 
r'DEL 7 AL 29 :oE ABRIL DE 1978 r 

NOMBRE Y DIRECCION 

1. ALFONSO GUTBERTO ARAGON CARO 
Vicente Guerrero No. 338 Nte. 
Culiacán, Sin. 

2. JESUS A. BAROCIO JUAREZ 
Av. La Hacienda And. 8 Casa 6-1 
Vi 11 a Coa pa 
Néxico 22, D. F. 
Te 1 : 5 - 94 - 7 4 - 7 4 

3. LETIC!A O. BORJA ABURTO 
Hda. Postejé No. 24 
Floresta Coyoacán 
México 22, D. F. 

4. ING. HECTOR L. FONSECA LOPEZ 
Planta el Novillo No. 6 
Col. Electra 
Tlalnepantla, Edo. de México 
Tel: 3-97-42-81 

5. ING. RODOLFO GOMEZ VALLE 
Hacienda de la Purisima No. 64 
Atzcapotzalco 
Méx i e o 6 , O . F . 

6. ING. ALEJANDRO J. GONZALEZ SILVA 
Ave. Rafael Cravioto No. 55 
Huauchinango, Puebla 
Tel: 2-06-72 

7. JOSE LUIS GUILLEN UTRILLA 
U. Lomas de Plateros 

Edificio G-6 Depto. 43 
México 19, D. F. 
Te 1: 6-51-03-59 

EMPRESA Y DIRECCION 

UNI VERS 1 D.'\0 AUTGNOt-1A OE SI iJALOA 
ESCUELA DE lNGENIERIA 
Constitución y Andrade 
Culiacán, Sin. 

COMlSION DE AGUAS DEL VALLE DE 
MEX 1 CO 
Balderas No. 55-2o. Piso 
Méx i e o 1 , O. F. 
Te l: .5-85-50~66 Ext .- 600 

SECRETA~! A DE HACIENDA Y CREDI
TO PUBLICO 
Palacio Nacional Edificio 6-2o.~ 
Méx i e o 1 , D • F • 
Tel: 5-85-40-11 Ext. .3011 

COMISI ON FEDERAL DE ELECTRIC!DA[ 
Melchor Ocampo No. 463-3er.Piso 
Co 1. Cuauhtémoc 
México 5, D. F. 
Tel: 5-53-71-33 Ext.2420 

COMISION FEDERAL DE ELECTR!CI
DAD 
Melchor Ocan1 po No. 455-7o.Piso 
Col. Polanco 
Méx i e o 5, D. F. 
Te1: 5~53-71 ~33 Ext. 21Lt·9 

PETROLEOS MEXICANOS 
Sistema de Olecductos y 
Gasoductos del Depto. 
Campo Catalina 
Huauchinango, Pce. 
Tel: 2-00-98 

COMISION DE AGUAS DEL VALLE DE 
MEX1CO 
Balderas 55-2o. Piso 
Méx i e o 1 , D. F. 
Tel: 5-85-50-66 



METODOS NUMERICOS Y APLICACIONES CON LA COMPUTADORA DIGITAL 
i_I)EL 7 AL 29 DE ABR.IL DE 1918) 

NOMBRE Y DIRECCION 

8. J_ DE JESUS HERNANDEZ TORRES 
Venecia 64-6 
San Alvaro 
México 17, D. F. 
Tel: 3-99-23-59 

9. ENRIQUE P. HIMMELST!NE CASTRO 
~1a r de. 1 a C r i si S No. 12 

1 í' . u. 

Los Olivos 
Méx i e o 22 9 O. F. 
Te 1: 5-44-37-11 

FAUSTO A. JUAREZ RAMIREZ 
Vicente Berístain No. 10 lnt. 9 
Vista Alegre 
Méx i e o 8, D. F . 

11. AUDOMARO J. R.R. LASTRA L. 
1 ngres 134-407 
Col. Mixcoac 
Méx 1 e o 1 9, O. F. 
Te 1: 5-98-06-1 O 

12. GUADALUPE H. MARIN PACHECO 
Unidad 1 No. 1 26 
Col. Jardfn Balbuena 
México 9, D. F. 

13. ING. GERMAN MENDEZ MI LLARES 
Retorno 23 No. 35 

14. 

Co 1 . Avante 
Méx i e o 21 , D. F. 
Te!: 5-75-99-97 

ING. JOSE DE JESUS MORALES MARTINEZ 
Privada de Tezozomoc No. 19 
Manzana ''A'' 
las Trancas 
Mé x i e o 1 6 , D . F . 
Te 1: 5-61-96-46 

EMPRESA Y DIRECCION 

BUFETE INDUSTRIAL DISEÑOS Y 
PROYECTOS, S. A. 
Tolstoi No. 22 
Col. Anzures 
Méx i e o 5 , D . F . 
Tel: 5-33-15-00 

SECRETARIA DE ASENTAMIENTOS 
HUMANOS Y OBRAS PUBLICAS 
Av. Fernando 268-8o. Piso 
Co 1 • A 1 amos 
México 13, D. F. 
Te 1 : 5-90-89-74 

SECRETARIA DE ASENTAMIENTOS 
HUMANOS Y OBRAS PUBLICAS 
Av. Fernando No. 268-8o.Piso 
Co 1 . A 1 amos 
Méx i e o i 3 , D. F. 
Te 1: 5 .. 90-89-74 

SECRETARIA DE HACIENDA Y 
CREO 1 TO PUBLICO 
Palacio Nacional Edif. 6-2o.Piso 
Méx i e o 1 , O . F . 
Te 1: 5-85-40-11 

COMIS!ON DE AGUAS DEL VALLE DE 
MEXICO 
Balderas No. 55-3er. Piso 
Méx i e o 1 , D. F. 
Tel: 5-85-50-66 Ext. 309 

1 .P.N. ESIME CULHUACAN 
Av. Santa Ana No. 1000 
San Francisco Culhuacan 
Méx i e o 1 3 , D. F . 
Te1: 5-81-87-23 Ext. 21 

COMISION DE AGUAS DEL VALLE DE 
MEXICO 
Ba1deras No .. 55-2o. Piso 
Mé x i e o 1 , D • F . 
Tel: 5-85-50-66 Ext. 600 

.-
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METODOS NUMERICOS Y APLICACIONES CON U\ COivJPUTADORA DIGITAL 
T"Ct[/ AL 29 DE' ABR~.'=-_DE 1 ~]8 ) 

15. JUAN RAMON ROJO QCINTERO 
Sepulveda Na. 64 Nte. 
Cu J. i acán, Sin. 

16. MA. DE LOS ANGELES TOVAR ZAMBRANO 
Cda. de Tapicerra No. 6 
Méx i e o 2 , D. i-. 
Te 1 : 7 - 8 90 5 ~ 1 

EMPRESA Y DIRECCION 

UNIVERSIDAD AUTCNOMA UE 
SINALOA (ESCUELA DE. INGENIERIA 
CIVIL.) 
Constitución .Y Andrade 
Culiacán, Sin. 
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