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Resumen

En este trabajo se aborda el problema de generar trayectorias dindmicamente estables
para mantener el equilibrio dindmico de un robot bipedo durante la marcha.

Actualmente los robots bipedos cuentan con un elevado nimero de grados de libertad
para simular la marcha humana, por lo que generar trayectorias dindmicamente estables
considerando la dindmica de cada uno de sus eslabones resulta ser una tarea exhaustiva
que consume demasiados recursos computacionales. Por lo tanto, en este trabajo se em-
plea el modelo carro-mesa para representar de forma simplificada la dindmica del modelo
real del robot bipedo Scout, ya que es un modelo robusto que hasta el momento no ha
sido explorado en la Facultad de Ingenieria tanto como el modelo simplificado péndulo
invertido lineal. En cuanto a la estabilidad, se utiliza el criterio de estabilidad del ZM P
(Zero Moment Point) el cual ha sido empleado como criterio de estabilidad estdndar en
investigaciones sobre estabilidad durante la marcha bipeda.

Por otra parte, también se aborda el problema de emplear la menor carga computacio-
nal posible en la generaciéon de trayectorias dindmicamente estables sin perder exactitud,
por lo que se estudian e implementan los métodos de solucién para el modelo carro-mesa
que no hacen consideraciones que acarrean errores y que tampoco emplean calculos ma-
tematicos complejos que consumen demasiados recursos computacionales.

Como resultado de este trabajo se ofrece un panorama méas amplio a la hora de selec-
cionar uno de los dos principales modelos empleados para la representacién simplificada de
la dindmica real de un robot bipedo, modelo carro-mesa y modelo péndulo invertido lineal.
También se determinan los métodos mas eficientes para resolver el modelo carro-mesa y se
realizan las comparaciones correspondientes. En cuanto a la experimentacién con el banco
de pruebas, se realizan las pruebas necesarias para determinar la zona de mayor estabilidad
en la planta de los pies.

Por otra parte, se presenta una aplicacion mévil desarrollada en Android para enviar
los dngulos a los servomotores del banco de pruebas. Dichos dngulos son obtenidos median-
te cinemadtica inversa y determinan la configuracién que debe adoptar el mecanismo del
robot para seguir las trayectorias dindAmicamente estables, generadas a partir del modelo
simplificado carro-mesa y del criterio de estabilidad del ZM P.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Estado del Arte

Durante las ultimas décadas, el disefio y control de robots humanoides han sido algu-
nos de los principales temas de interés dentro del campo de la robdtica. Pero a pesar de
esto e independientemente de los problemas relacionados con la autonomia de los robots
humanoides, el problema de la locomocién bipeda representa un reto que esta atin lejos
de ser resuelto. Si bien es cierto que han sido desarrollados algunos prototipos de robots
humanoides demasiado sofisticados, entre los cuales los més destacados son ASIMO y Qrio
desarrollados por las compaiiias Honda y Sony respectivamente, el desempeno de la mayoria
de los prototipos desarrollados esta ain lejos de igualar la eficiencia y las caracteristicas
de la locomocién humana.

La ventaja de los robots humanoides frente a robots méviles que utilizan otro tipo
de traccién para su desplazamiento, comunmente llantas, es que su desplazamiento no se
limita a terrenos planos y continuos, lo que aumenta el niimero de tareas que pueden ser
desarrolladas por éste tipo de robots en diferentes entornos. Méas aun, dentro de los robots
que utilizan piernas para su desplazamiento, éstos son los 1inicos que por su naturaleza
antropomorfica pueden adaptarse e integrarse con mayor facilidad a un ambiente disenado
para humanos.

Existen dos enfoques diferentes para llevar a cabo la planificacién de la locomocién
un robot bipedo: el enfoque biolégico y el enfoque técnico. Con el enfoque biolégico se
pretende adoptar conceptos de control encontrados en la naturaleza de la marcha humana
con el propdsito de simularla fielmente. Con este enfoque las herramientas utilizadas en
ingenieria no son demasiado relevantes, mas bien se busca en la naturaleza la respuesta
al problema planteado para que la solucién se adapte de forma més natural al fenémeno
estudiado, seleccionando nuevos materiales y sistemas de actuacion.

Por otro lado, con el enfoque técnico los métodos de planificacién se pueden clasificar
en dos categorias. El primer tipo de método utiliza informacién de los pardametros de la es-
tructura del mecanismo para obtener un modelado cinemdtico y dindmico de éste, ademas
se utiliza la velocidad y aceleracién de los dangulos que se forman entre los eslabones del
mecanismo, asi como la medicién de las fuerzas de interaccion entre el pie y el piso. Pero
este método implica una carga computacional excesiva, puesto que el procesamiento de la
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informacién resulta demasiado extenso, por lo que han sido propuestos algunos modelos
simplificados para representar de forma simplificada el mecanismo del robot bipedo, asi co-
mo criterios de estabilidad que aseguran la estabilidad dindmica del mecanismo durante la
locomocién bipeda.

Por otra parte, el segundo tipo de método utiliza modelos mateméticos y técnicas de
inteligencia artificial tales como aprendizaje automéatico [1], control fuzzy [2], redes neuro-
nales artificiales [3] y algoritmos genéticos [4]. Las ventajas principales del segundo tipo de
método con respecto al primero son que no se requiere conocer perfectamente la estructura
mecanica del robot y que se toma ventaja de las capacidades de aprender, lo que ayuda a
dotar a los robots de mayor autonomia.

Los principales puntos de estudio, en la primera categoria del enfoque técnico, para
asegurar la marcha dinamicamente estable son:

1. Criterios de estabilidad para la marcha bipeda.
2. Planeacion de trayectorias dindmicamente estables.
3. Control dindmico de la marcha bipeda.

Los criterios de estabilidad son criterios utilizados para llevar a cabo una marcha estable
manteniendo el equilibrio del mecanismo durante el ciclo de marcha. Actualmente existen
diferentes criterios de estabilidad como el criterio Foot Rotation Indicator [5] y el criterio
Ground Projection of the Center of Mass [6], pero el criterio de estabilidad estdndar y mds
ampliamente utilizado en investigaciones sobre robdtica bipeda es el criterio del ZM P por
sus siglas en inglés Zero Moment Point [7], en el capitulo 2 se explicard a detalle en que
consiste éste ultimo.

Para la planeacién de trayectorias dindmicamente estables existen diferentes métodos:

e Planificacién mediante generacién de trayectorias en el espacio cartesiano
o articular. En el espacio cartesiano se toman en consideracion la posicion y orien-
tacion de los efectores finales, mientras que en el espacio articular se toman en consi-
deracién la posicion, velocidad y aceleracién de las articulaciones. Aunque la accién
de control se lleva a cabo en el espacio articular, es méas conveniente realizar la pla-
nificacion en el espacio cartesiano puesto que se describe de forma mas natural el
movimiento del mecanismo y sus efectores finales, ademas de que en el espacio car-
tesiano se pueden ubicar con mayor facilidad determinados puntos que pueden ser
considerados restricciones. Para generar las trayectorias se definen posiciones de la
cadera y del tobillo, después se procede a obtener las trayectorias entre estos puntos
mediante interpolacién polinémica. Para cada posicién de la cadera y del tobillo se
obtiene, por geometria, la posicién correspondiente de la rodilla.

e Planificaciéon mediante consecucién de metas. Consiste en generar posturas
que definen estados o metas, las cuales son adoptadas por el mecanismo de manera
jerarquica para definir la caminata. Para determinar los valores articulares del meca-
nismo entre dos estados se utiliza interpolacion lineal entre las posiciones angulares
referidas a las posturas de cada uno de los estados. Mientras se defina un mayor
numero de posturas la caminata serd més continua.
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e Planificacién con base en el criterio de estabilidad del ZMP. Consiste en
determinar las trayectorias de los pies de acuerdo a los pardmetros de la marcha
delimitados por la estructura mecanica, y con base en el criterio de estabilidad del
ZMP y en un modelo dindmico simplificado, determinar la trayectoria del centro de
masa. Una vez que se generan las trayectorias de los efectores finales se procede a
obtener por medio de cinematica inversa los angulos de los eslabones que determinan
la configuracién que debe adoptar el mecanismo conforme van evolucionando las
trayectorias para generar el ciclo de marcha.

En cuanto a los modelos empleados para la planeacion y control de trayectorias dindmi-
camente estables, han sido propuestos diferentes modelos simplificados como el Modelo de
Fuerzas Virtuales propuesto por Jerry Pratt y sus companeros de trabajo [8], el cual con-
siste en el control intuitivo de la marcha bipeda tomando en consideracién la fuerza de
reaccion de la superficie de contacto y controlando el par en las articulaciones del robot.

Existen otros modelos empleados para la generacion de la marcha bipeda como el Mo-
delo de Masa Distribuida [9], en el que se considera la inercia y la masa total o parcial
del mecanismo del robot. La ventaja de este modelo es que al considerar gran parte del
mecanismo se obtiene una buena precisién, aunque la generacién de trayectorias no puede
llevarse a cabo en tiempo real puesto que los recursos computacionales consumidos son de-
masiado elevados. Los modelos de masa distribuida Two Masses Inverted Pendulum Mode
(TMIPM) y Multiple Masses Inverted Pendulum Mode (MMIPM) propuestos por A. Al-
bert [10], modelan la dindmica del robot mediante péndulos invertidos, caracterizando a la
pierna oscilante con una o multiples masas respectivamente y al torso del robot con una
sola masa que representa la masa del mecanismo restante. Aunque los recursos computacio-
nales empleados para resolver los sistemas de ecuaciones que modelan el comportamiento
de estos modelos son menores con respecto al modelo de masa distribuida, la generacién
de trayectorias no puede llevarse a cabo en tiempo real.

Los modelos de masa concentrada Carro-Mesa [11] y 3D Linear Inverted Pendulum
Mode [12], [13], también conocido este ultimo como modelo péndulo invertido, son mode-
los que permiten la generacién de trayectorias dindmicamente estables en tiempo real y
que modelan dnicamente la dindmica del centro de masa (COM), el cual es considerado
siempre a nivel de la cintura del robot, tal y como se muestra en la figura 1.1.

— |

nTp::q

=
e

Figura 1.1: Centro de masa del mecanismo. Imagen tomada de [14]
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El modelo péndulo invertido [12] consta de una masa fija a una pierna telescépica que
rota en torno al ZM P [7]. El movimiento de la masa es restringido a un plano horizontal
a una altura constante Zh. Por otro lado, el modelo carro-mesa modela la dindmica del
robot con un carrito (COM) que se desplaza sobre una superficie representada por medio
de una mesa, cuya altura no tiene que ser necesariamente constante [15]. En [14] se propone
el modelo Rolling Sphere el cual consta de una esfera que se desplaza girando sobre una
superficie a nivel constante, dicho modelo corresponde al modelo carro-mesa, sélo que la
masa que se desplaza es considerada como una esfera en vez de un carrito.

1.2. Motivacion

En la actualidad los robots humanoides son disenados para simular el cuerpo humano
y sus funciones por lo que su estudio es una herramienta que ayuda a comprender mejor
los mecanismos de locomocién humana, lo que resulta ser de gran utilidad para el desa-
rrollo de proétesis mas sofisticadas para el miembro inferior, por ejemplo. Por otra parte,
los robots humanoides estdn también siendo disenados con el propdsito de desarrollar ta-
reas humanas como atencién a individuos que por su situaciéon requieren mayor atencion,
asi como desarrollo de tareas humanas en ambientes peligrosos. Pero debido al elevado
namero de grados de libertad con los que cuentan las piernas de los robots bipedos para
simular la caminata humana, la dificultad que implica mantener el equilibrio de un robot
bipedo durante el ciclo de marcha es muy elevada, por lo que considerar la dinamica del
modelo completo de un robot bipedo para generar trayectorias dindmicamente estables
resulta ser una tarea exhaustiva que consume demasiados recursos computaciones y que
hace imposible la generacion de patrones de caminata en tiempo real.

Por otro lado, los modelos simplificados que distribuyen la masa del mecanismo de un
robot bipedo en puntos estratégicos, con el proposito de obtener un modelo simplificado de
éste y de facilitar la generacién trayectorias dindmicamente estables, han adquirido gran
relevancia debido a su desempeno mostrado.

De los dos modelos simplificados de masa concentrada que han sido propuestos, el mo-
delo péndulo invertido [12], [13] es el que hasta el momento se ha explorado més en la
Facultad de Ingenieria para el andlisis del equilibrio dindmico durante la marcha bipeda:
[16], [17]. Por este motivo es importante estudiar, entender y aplicar no solo el modelo
péndulo invertido, sino también el modelo carro-mesa con el propdsito de ampliar las op-
ciones en investigaciones futuras que puedan llevarse a cabo en la Facultad de Ingenieria.
Por otro lado, los métodos empleados para resolver el modelo simplificado de masa con-
centrada carro-mesa [11] son contados y en ocasiones inexactos debido a consideraciones
que se tienen que hacer para su solucién.

1.3. Planteamiento del Problema

En la figura 1.2 se muestra la simplificacién del modelo de un robot bipedo utilizando
el modelo carro-mesa, donde M representa la masa total del modelo real, Z; la altura del
centro de gravedad, g la aceleracién de la gravedad, & la aceleraciéon del centro de masa y
P,y €l punto de equilibro donde los momentos angulares debidos al peso y a la aceleracién
del carro (centro de masa) se compensan uno con otro, es decir se anulan. Puesto que el pie
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de la mesa es demasiado angosto como para permitir que ésta se mantenga en equilibrio
cuando el carro se encuentra en un extremo de la mesa, se tiene que calcular la aceleracién
apropiada del carro sobre la mesa de forma que ésta se mantenga derecha y en equilibrio,
al mismo tiempo que el punto de equilibrio P.;,, se encuentre dentro del area de soporte
(pie de la mesa).

Figura 1.2: Modelo simplificado carro-mesa. Imagen tomada de [18§]

1.4. Objetivo General

El objetivo general de esta tesis es mantener el equilibrio dindmico de un robot bipedo
durante la locomocién, generando trayectorias dindmicamente estables a partir del criterio
de estabilidad del punto de momento cero (ZMP) y del anédlisis de la representacién
simplificada de un robot bipedo mediante el modelo carro-mesa. Puesto que se pretende
que en un futuro se pueda llevar a cabo la marcha dindmicamente estable en tiempo real,
en este trabajo también se pretende que el computo empleado para la generacién de las
trayectorias dinamicamente estables sea el minimo posible.

1.5. Objetivos Particulares

Los objetivos particulares de este trabajo son los siguientes:

e Implementar al menos dos de las soluciones que han sido propuestas para el modelo
carro-mesa.

e Comparar y determinar la solucién mas eficiente para el modelo carro-mesa.
e Verificar experimentalmente los resultados obtenidos en simulacion.

e Desarrollar una interfaz de usuario, para controlar al banco de pruebas, que sea
amigable con el usuario y que pueda comunicarse inalambricamente con el banco de
pruebas.
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1.6. Trabajo Previo

Esta tesis forma parte de un proyecto llevado a cabo en la Facultad de Ingenieria confor-
mado por investigadores, alumnos de posgrado y de licenciatura que han hecho aportaciones
diferentes para que éste tenga los alcances que hasta el momento se han logrado.

Previo a este trabajo se desarrollaron los modelos de cinemética y dindmica espacial
para el robot bipedo de 12 GDL internos Scout®) [19]. Para deducir la cinemética inversa se
considerd cada una de las piernas del robot como manipuladores. También, se desarrollé un
programa en Mathematica® para el cdlculo de la cinemaética inversa y la simulacién del
ciclo de marcha del robot, utilizando un diagrama simplificado unifilar.

En [16] se llevé a cabo la planificacién del ciclo de marcha y se optimizé mediante un
algoritmo genético que, con base en el criterio de estabilidad del ZM P y en el modelo
péndulo invertido, encuentra la trayectoria éptima de la cadera, con lo que se aumenta la
posibilidad de encontrar una trayectoria para la cadera que asegure la estabilidad dinami-
ca. También se realizé una interfaz grafica de usuario que permite implementar ciclos de
marcha tanto en el prototipo fisico como en un prototipo virtual.

En [20] se instrumenté el banco de pruebas mediante sensores de posicién, presion e
inercia. Los sensores de posicién sirvieron para obtener informaciéon del angulo generado
en cada una de las juntas del banco de pruebas y analizar el comportamiento real de éste.
Por otra parte, los sensores de presién ayudaron a calcular el ZM P de forma experimental,
mientras que el sensor inercial se utilizé para calcular los grados de inclinacién del banco
de pruebas, unicamente en la posicién inicial, modificando la inclinacién de la base del
banco de pruebas.

1.7. Metodologia

La metodologia para alcanzar los objetivos se presenta a continuacién:

1. Estudiar y analizar el modelo simplificado carro-mesa y su relacién con el criterio de
estabilidad del ZMP (Zero Moment Point).

2. Estudiar a detalle los diferentes métodos para la solucién del modelo carro-mesa y
seleccionar los mas exactos.

3. Simular en Mathematica los métodos seleccionados.

4. Realizar las comparaciones correspondientes a través del costo computacional em-
pleado en cada método.

5. Incluir las simulaciones realizadas en el programa de Mathematica®) que resuelve la
cinemdtica inversa [19].

6. Poner en marcha el banco de pruebas e implementar una comunicacién inaldmbrica
via bluetooth.
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1.8. Estructura de la Tesis

Este trabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera:

En el capitulo 2 se presenta una introduccién al tema de la locomocién humana, se de-
fine la marcha y se describen sus periodos, asi como el sistema de referencia que se utiliza
para la descripcion del ciclo de marcha. También se incluye la explicacién de algunos temas
y definiciones empleadas en este trabajo.

El capitulo 3 describe la arquitectura del banco de pruebas con el propésito de que
el lector comprenda la nomenclatura que se empleard en las simulaciones, asi como el
porqué de los pardmetros que se seleccionaran para la planificacién de la marcha bipeda.
También se presentan los problemas que se tuvieron para poner en marcha el banco de
pruebas y como se resolvieron.

En el capitulo 4 se realiza la planificacién de la marcha bipeda con base en el criterio
de estabilidad del ZM P y en los parametros delimitados por la estructura del mecanismo.
Se emplean splines de segundo grado para generar las trayectorias de los pies y se imple-
mentan las soluciones, del modelo carro-mesa, seleccionadas para generar las trayectorias
de la cadera. Por ultimo se muestran los resultados obtenidos en simulacién y se realizan
las comparaciones correspondientes.

En el capitulo 5 se presenta la interfaz de usuario desarrollada, las simulaciones y
los experimentos realizados con el prototipo fisico y la comparacion entre los resultados
obtenidos con el modelo simplificado carro-mesa y los obtenidos considerando la dindmica
total del robot. Finalmente, en el capitulo 6, se presentan las conclusiones y se propone el
trabajo a futuro.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Locomocion Humana

2.1.1. Definicion

La locomocién humana es un modo de marcha bipeda y una de las actividades més im-
portantes realizadas por los seres humanos. La marcha bipeda es llevada a cabo mediante
la alternacion de los miembros inferiores para producir un desplazamiento. De acuerdo con
[21] la marcha bipeda se describe formalmente como:

Serie de movimientos alternantes y ritmicos de las extremidades y del tronco,
que determinan un desplazamiento hacia delante del centro de gravedad con un
minimo gasto de energia.

Por otra parte, la marcha bipeda también puede ser descrita como:

Sucesién de impulsos y frenados, en los que el impulso se sittia a nivel del miem-
bro inferior posterior y el frenado en el anterior [22].

Para proporcionar una mejor descripcion de la locomociéon humana es necesario dividirla
en periodos y emplear un sistema de referencia para la inspeccién visual de cada regién
anatémica.

2.1.2. Sistema de referencia

Para describir la marcha humana es necesario emplear un sistema de referencia espa-
cial que describa el desplazamiento del cuerpo humano con respecto al piso, por lo que
comunmente se emplea el sistema de referencia mostrado en la figura 2.1. Este sistema de
referencia consta de tres planos perpendiculares entre si, dos verticales y uno horizontal,
los cuales dividen al cuerpo humano. El plano transversal, conformado por los ejes XY, se
encuentra ubicado a nivel de la cintura y divide al cuerpo humano en la parte superior e
inferior. El plano sagital divide al cuerpo humano en la parte lateral izquierda y derecha,
ejes Y Z. Mientras que el plano coronal, o frontal, estd conformado por los ejes X Z y divide
al cuerpo humano en la parte posterior y anterior.
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Figura 2.1: Sistema de referencia para describir la marcha bipeda [23].

2.1.3. El Ciclo de Marcha

El ciclo de marcha es el conjunto de acciones sucesivas, alternas y uniformes que co-
mienza cuando un talén hace contacto con el piso y termina cuando el mismo talén hace
contacto nuevamente con el piso [22]. En en la figura 2.2 se muestra la secuencia del ciclo
de marcha en el plano sagital.

Figura 2.2: El ciclo de la marcha bipeda [24].
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Periodos

Segun [24] y [25] el Instituto de Biomecdnica de Valencia ha identificado durante el
ciclo de marcha, a una velocidad normal de 100 a 115 pasos por minuto, dos periodos:

e Periodo de soporte: Se refiere al periodo en el que el pie se encuentra en contacto
con el piso, comienza con el contacto inicial de talén sobre el suelo y termina con el
despegue del antepié. Este periodo representa el 60 % del ciclo de marcha.

e Periodo de balanceo: Comienza con el despegue del antepié y termina con el
contacto del talén sobre el piso. El pie pierde contacto con el piso para mantenerse
en el aire mientras avanza hacia adelante. Este periodo representa el 40 % del ciclo
de marcha.

En en la figura 2.3 se muestran los peridos del cliclo de marcha.

Duracion del ciclo tiempo

-} S -

ox 60% 100%

- - ] -

Duracién de soporte Duracion de balance

Dds Dds

i R

20 % 20 %
Pie derecho TT| TP T
Pie izquierdo TP TL |TP

25% 75%

Figura 2.3: Periodos del ciclo de la marcha [21]. Dds.- Duracién de doble soporte, TT.-
Toque de talén, TP.-Toque de punta.

De acuerdo con la figura 2.3, el periodo de soporte se divide en:

e Periodo de Soporte Simple(PSS): El Periodo de Soporte Simple de un pie ocurre
durante el periodo de balanceo del otro pie, considerando que los periodos de cada
pie se producen simultaneamente.

e Periodo de Soporte Doble(PSD): Se produce cuando ambos pies estdn en con-
tacto con el suelo y ocurre en dos ocasiones durante el ciclo de marcha: al inicio y al
final del periodo de soporte. Este periodo corresponde a una tercera parte del Periodo
de Soporte Simple.

2.2. Estabilidad

La estabilidad es una caracteristica de un cuerpo en equilibrio que sirve para determi-
nar si éste puede mantenerse en equilibrio, estatico o dindmico, ante perturbaciones. Si el
sistema puede mantenerse en equilibrio ante perturbaciones se dice que el sistema es esta-
ble, por el contrario, si el sistema no puede mantenerse en equilibrio se dice que el sistema
es inestable. Cabe destacar que equilibrio y estabilidad son dos conceptos totalmente dis-
tintos puesto que el equilibrio depende de la estabilidad. Para poder profundizar en estos
conceptos, equilibrio y estabilidad, es necesario revisar algunos términos a continuacion.
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2.2.1. Poligono de Soporte

Como se estudiard méas adelante, el poligono de soporte sirve como base de sustento
para mantener el equilibrio estatico y dinamico ya que cuando un individuo se encuentra
erguido la proyeccion del centro de gravedad sobre el suelo (linea de gravedad) cae dentro
de la base de sustento y cuanto mayor sea ésta, mayor serd la fuerza necesaria para mover
la linea de gravedad fuera de dicha base [26].

De acuerdo con [27] el poligono de soporte es la superficie poligonal delimitada por los
méargenes externos del apoyo, de uno o ambos pies, en contacto con el suelo. Cuando el
robot se encuentra en el periodo de balanceo o de soporte simple, el poligono de soporte
se define por la silueta del pie en contacto con el suelo. Cuando el robot se encuentra en el
periodo de soporte doble (ambos pies en el suelo), el poligono de soporte se define por la
figura formada por los mérgenes de ambos pies. En la figura 2.4, el drea delimitada por la
linea azul representa al poligono de soporte doble.

Figura 2.4: Poligono de soporte doble del robot bipedo Scout.

2.2.2. Equilibrio

Existen diferentes tipos de equilibrio: mecénico, termodindmico, quimico, econémico,
emocional, etc. En el ambito del movimiento del cuerpo humano, el equilibrio se refiere
a aspectos relacionados con el mantenimiento de la postura. Tomando en cuenta estos
aspectos, en [28] se define de forma general al equilibrio como:

La capacidad de asumir y sostener cualquier posicién del cuerpo contra la ley
de gravedad.

Por otra parte, desde el punto de vista de la Biomecénica, en [29] se define al equilibrio
como:

Un término genérico que describe la dinamica de la postura corporal para pre-
venir las caidas, relacionado con las fuerzas que actian sobre el cuerpo y las
caracteristicas inerciales de los segmentos corporales.

De estas definiciones se puede concluir que el equilibrio o balanceo corporal es la capaci-
dad de adoptar y mantener determinadas posturas, incluso en presencia de perturbaciones
como la gravedad, con el propdsito de llevar a cabo una determinada tarea sin que ésta se
vea afectada por efectos de perturbaciones.
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Los factores que intervienen en el equilibrio, sin considerar perturbaciones, son: la
fuerza de gravedad, fuerzas inerciales, el centro de gravedad y el poligono de soporte. De
esta forma se distinguen dos tipos de equilibrio: equilibrio estatico y equilibrio dinamico.

Equilibrio estatico

El equilibrio estatico se refiere al control de la postura sin desplazamiento, es decir la
capacidad de mantener una posicién estatica frente a la accién de la fuerza de gravedad. En
este caso, para evitar el desequilibrio es necesario que el Centro de Gravedad, punto en el
que actua la fuerza resultante de todas las fuerzas de gravedad que actian sobre el cuerpo
(COG), mantenga su proyeccion sobre el suelo dentro del poligono de soporte. Si en algin
momento la proyeccién del COG sobre el suelo llegase a salir del poligono de soporte (PS),
el cuerpo entraria en desequilibrio puesto que se generarian momentos angulares debidos
a la energia potencial producida por la altura del centro de gravedad con respecto al suelo
[26]. Por lo tanto, mientras més centrado se encuentre la proyeccién del COG dentro del
PS, mas estable sera el cuerpo puesto que la distancia a cualquier punto de desequilibrio
sera mayor.

Equilibrio dinamico

Por otra parte el equilibrio dindmico se refiere a la adopciéon de la postura adecuada,
con forme se desplaza el cuerpo, para contrarrestar no sélo la acciéon de la gravedad como
en el caso estatico, sino también la de fuerzas inerciales.

Aunque los fundamentos del equilibrio dindmico son los mismos que los del estatico,
las condiciones de equilibrio cambian. Por ejemplo, la accién de correr puede ser considera,
desde el punto de vista de equilibrio estatico, como una actividad en continuo desequilibrio
puesto que el COG se sitia sobre el poligono de soporte durante periodos muy cortos de
tiempo, es decir que la mayor parte del tiempo el COG se sitia fuera del PS. Otro ejemplo
es la accion de caminar, ya que cuando comienza el desplazamiento la proyeccion del COG
sobre el suelo sale del PS y el cuerpo entra en desequilibrio, por lo que la pierna oscilante
debe desplazarse de tal forma que se defina un nuevo PS y se recuperé el equilibrio. Por lo
tanto, se dice que la accién de caminar y correr son una sucesién de caidas controladas [27].

Cuando el cuerpo adopta movimiento aparecen aceleraciones, cambios de sentido, de
direccion, etc. Por lo que ahora no sélo influye la fuerza de gravedad en el equilibrio, sino
también las fuerzas inerciales. Por lo tanto, ahora la fuerza resultante que se debe mantener
dentro del poligono soporte es la suma de la resultante de la fuerza de gravedad con la
resultante de las fuerzas inerciales.

2.2.3. Zero Moment Point (ZMP)

En las figuras 2.5(a) y 2.5(b) la letra A representa al punto donde el efecto de todas las
fuerzas interactuando con el mecanismo puede ser reemplazado por el de una sola fuerza,
la cual sirve como un indicador del comportamiento del mecanismo completo. La parte del
mecanismo que se encuentra arriba del tobillo se omite, puesto que la fuerza F 4 representa
la fuerza cuyo efecto reemplaza el efecto de todas las fuerzas interactuando sobre el mecanis-
mo y M4 el momento angular producido por ésta, [7]. El peso del pie se ubica en su centro
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gravedad, punto G, y la fuerza de reaccién R, del piso sobre la planta del pie, en el punto P.

La reaccién total del piso sobre la planta del pie consta de tres componentes de la
fuerza de reaccion R(R., Ry, R.) y de tres componentes del momento M(M,, M,, M.),
donde las componentes de la fuerza R que actiian en el plano horizontal representan la
fuerza de friccién, que actia en el punto de contacto del pie con el piso y que compensa la
componentes horizontales de la fuerza F4. A su vez, el momento de reaccién vertical M,
producido por las fuerzas de reaccién, compensa la componente vertical M 4, del momento
producido por la fuerza F 4, figura 2.5(c), mientras que la componente R, que representa
la componente vertical de la reaccion del piso, compensa las fuerzas verticales debidas
a F 4 y al peso. Ahora, falta considerar el equilibrio de las componentes horizontales del
momento debido a la carga del pie, pero ya que la direccién de la fuerza de reaccién inducida
por la accién del pie es siempre hacia arriba, las componentes horizontales de todos los
momentos activos pueden ser compensados tnicamente cambiando de posicion la fuerza de
reaccién dentro del poligono de soporte delimitado por la silueta del pie. Por lo tanto, para
balancear la carga adicional, las componentes horizontales del momento M 4 provocaran
que se cambie a la posicion correcta la fuerza de reaccién. Lo anterior se ilustra en la figura
2.5(d) para el plano sagital, donde el momento M 4, se balancea recorriendo el punto en
donde actua la fuerza de reacciéon R, una distancia y.

g
P'uh
\ CL ] Y
a’r’.’fﬁ'ﬁ'.’.”'!r’f.ﬁ-’f.ﬂ’f.’!fﬁa’f.’ "
H.E
(d)

Ve

Figura 2.5: Representacion de las fuerzas actuando sobre la suela del mecanismo [7].
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En resumen, el aumento del momento angular producido en el tobillo del pie se equili-
brard cambiando de posicién la fuerza de reaccién dentro del poligono de soporte, con el
objetivo de que no existan componentes horizontales y que el mecanismo no se vuelque.
En caso de que el poligono de soporte no sea lo suficientemente amplio como para albergar
la posicién adecuada de la fuerza de reaccion, la fuerza de reaccién actuara en el borde
del pie y la parte de la componente horizontal del momento que no pueda ser compensada
causard que el mecanismo rote con respecto al borde del pie, lo que podria resultar en el
desequilibrio del mecanismo. Por lo tanto, la condicién necesaria para que el mecanismo
esté en equilibrio dindmico, en el punto P dentro del poligono de soporte donde actia la
fuerza de reaccién, es que:

Mx =0

My=20
Al final se reduce el efecto de la fuerza de reaccién del piso, debida al reposo del pie

del robot sobre éste, a una fuerza R y a un momento de componente vertical M., el punto
P en el que la fuerza de reaccién actia es conocido como Zero Moment Point (ZMP) [7].

Considerando el ZM P como el centro de presion de la fuerza de reaccién del piso sobre
la planta del pie se puede realizar un andlisis mds amplio [30]. Primero se considera la
reaccién del piso a detalle como se muestra en la figura 2.6. Tomando en cuenta que la

Figura 2.6: Reaccién del piso en tres dimensiones [30].

fuerza de reaccién actia en un determinado nimero de puntos de contacto, del piso sobre
la planta del pie, p;(i = 1,...,N) y que cada vector de fuerza tiene la siguiente forma:

fi = fiw, fiys fi] ",

donde fiz, fiy v fi- son las componentes de la fuerza de reaccién del piso en las direcciones
x, Yy z respectivamente. E1 ZM P se puede calcular como:

_ Yoy Difiz 91
p 2?21 fZZ Y < ° )

lo que se puede escribir como:

n
p=>_ aipi, (2.2)
=1
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donde,
0 - fiz
(2 fz 9
n
i=1
Puesto que f;, > 0 parat=1,..., N se determina que:

a; >0 para i=1,...,N,
(2.3)
2imi i =1.

Si se considera que la reaccion de suelo sobre la planta del pie es unilateral, los puntos que
satisfacen las ecuaciones (2.2) y (2.3) definen el poligono de soporte. Es decir, se asegura
que el ZM P nunca salga del poligono de soporte debido a la restriccién unilateral de la
fuerza de reaccion.

El momento angular resultante en el ZM P puede ser calculado como:

n

=Y (pi—p) x fi, (24)

=1

el cual puede ser definido en términos de vectores componentes como:

n n

Tx = Z(piy _py>fiz - Z(pzz - pz)fiya
i=1 i=1
n n

Ty = Z(piz _pz)fix - Z(plft _pz)fiZa
i=1 i=1

n n

Ty = Z(pm - px)fiy - Z(piy - py)fi:z:»

i=1 i=1

donde pj., piy ¥ pi- son las componentes del vector de posicion p; y pz, py ¥ p- las compo-
nentes del ZM P.

De acuerdo con la definicién de ZM P, ecuacién (2.1), y considerando que cuando el
piso es horizontal p;, = p,, se obtiene que:

Por otra parte se debe considerar que la fuerza de friccién crea un momento vertical
diferente de cero, por lo que:

7, #0
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2.2.4. Fictitious Zero Moment Point (FZMP)

El ZMP también sirve como indicador de la estabilidad: si el ZMP se encuentra dentro
del poligono de soporte y centrado, el mecanismo estard equilibrado y serd estable. Si
el ZMP se encuentra en el contorno o fuera del poligono de soporte, el robot perdera el
balance y serd muy dificil recobrar el equilibrio (inestabilidad). Por ejemplo, en la figura
2.7(a) se ilustra el segundo caso quedando el ZMP calculado fuera del poligono de soporte.
En este caso para mantener el equilibrio (M, = 0 y M, = 0) serfa necesario ampliar el
poligono de soporte a través de un pie més grande, lo que es practicamente imposible, por
lo que el punto calculado es llamado FZMP (FictitiousZeroMomentPoint). Si el ZMP
calculado estéd fuera del poligono de soporte (PS), en el caso del FZMP, significa que la
fuerza de reaccién del suelo se ubica en el borde del PS en un punto P y que el mecanismo
comenzara a rotar con respecto a éste, con una magnitud proporcional a la distancia entre
el punto P y el FZMP, debido a los momentos que no fueron compensados (figura 2.7(b)).

Figura 2.7: FictitiousZeroMomentPoint (FZMP) [7].

2.3. Control ()ptimo

En el capitulo 4 se describe una solucién para el modelo carro-mesa que emplea con-
trol 6ptimo e informacién futura de la trayectoria de referencia, por lo que es importante
describir algunos principios de control éptimo.

El control 6ptimo es una técnica utilizada en teoria de control para resolver proble-
mas de optimizacién en sistemas dindmicos (sistemas fisicos cuyo estado evoluciona en el
tiempo). Se entiende por optimizacién realizar un trabajo de la mejor forma posible. Un
problema de control 6ptimo se puede identificar al momento de poner en 6rbita un satélite,
para lo cual se deben emplear los controladores adecuados (dngulo de lanzamiento y velo-
cidad de emisién de combustible en el escape) que hagan que el satélite llegue a su destino
empleando el minimo combustible en el menor tiempo posible.

La estrategia de control éptimo dependera de que se defina como “la mejor forma po-
sible”, por ejemplo, un sistema simple e impreciso pero no costoso y facil de implementar,
con un desempeno adecuado, puede ser considerado éptimo. En contraste, un sistema muy
preciso podria ser considerado no éptimo por ser demasiado costoso o porque su imple-
mentacién no es sencilla.
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Para plantear un problema de control éptimo se requiere:

e Definir el modelo matemaético del sistema controlado.

e Definir la tarea a realizar.

e Especificar el criterio de optimizacién y definir la funcién de costo.

Considerando un sistema dindamico, en forma de variables de estado y en tiempo dis-
creto, definido por:
x(k+1) = Az(k) + Bu(k), (2.5)

p(z) = Cu(k), (2.6)

el problema de control que se desea resolver es operar o manejar el sistema dindmico
descrito por las ecuaciones (2.5) y (2.6) con el minimo costo, por lo que los pardmetros del
controlador que gobierna un proceso o una maquina deben ser encontrados mediante un
algoritmo matemético que minimice la funcién de costo J.

2.3.1. Funcion de Costo J

La funcién de costo J es una funcién empleada para medir la calidad del desempeno
del sistema y es definida como la suma de la desviacién del valor deseado de las mediciones
de los parametros que se desean controlar. Por lo que con el algoritmo matematico que
minimiza la funcién de costo se encuentran los parametros del controlador que minimiza
las desviaciones no deseadas.

Un criterio de desempeno comun es el del tiempo minimo, en el cual se desea que el
controlador u(t) produzca la trayectoria més rapida para obtener un estado final deseado.
Para este caso, la funcién de costo que se desea minimizar se puede definir como:

J=T.

Otro criterio de desempeno comtn es el error entre el valor deseado y valor obtenido en
un estado final (error en estado estacionario) en un determinado tiempo T. En este caso
la funcion de costo que se desea minimizar se puede definir como:

J = [lz(D)]P*.

Un criterio de desempeno aun més, podria ser minimizar el area bajo la curva producida
por la trayectoria de la transicién de un estado inicial a un estado final, de esta forma se
seleccionarian los controladores que producen transiciones eficientes. Para este caso.

T
= T 2.
‘]‘/0 2(0)]

El criterio cuadratico es un criterio que incluye la accién de control para mantener
limitada la energia empleada por la misma accién, al mismo tiempo que se controla el
error. En este caso la funcién de costo empleada se define como:

J = {a} Qui + uf Ruy}. (2.7)
k=1
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En este caso el problema de control a resolver es: encontrar la secuencia 6ptima de con-
trolador u; que minimice la funcién de costo, también llamada indice de desempeiio, J.
Cabe destacar que Q y R son matrices simétricas positivas de peso, que determinan la
importancia relativa entre el error (primer término de la funcién) y el coste de la energia
empleada por el controlador (segundo término de la funcién). Si la prioridad es minimizar
el error se tendra que asignar un peso mayor a la matriz Q con respecto al de la matriz R
y viceversa [31].

De acuerdo con [32] la secuencia 6ptima de control que minimiza el indice de desempetio
J es definida como:
U = —ka, (28)

donde:
K =(R+BTPB)"'BTPA (2.9)

y P la tinica solucién definida positiva de la ecuacion de Riccati:
P=Q+ AT (P-PB(R+BTPB)"'BTP)A

El conjunto de ecuaciones (2.8) y (2.9) representa el controlador lineal cuadratico para
el sistema discreto representado por las ecuaciones (2.5) y (2.6). En MATLAB Ky P
pueden ser calculadas empleando la siguiente funcion:

[K,P]=1qr(A,B,Q, R).
Por otro lado, en Mathematica K y P se pueden calcualar a partir de la funcién:

DiscreteRiccatiSolve[{A, B}, {Q, R}].

En ambos casos A y B son las matrices correspondientes a la ecuacién de estados, ecuacion
(2.5), Q@ y R las matrices de peso que determinan la importancia relativa entre el error y
el coste de la energia empleada por el controlador.



Capitulo 3

Descripcion del robot bipedo Scout

3.1. Caracteristicas

El Robot Lynx Scout (figura 3.1) es un robot bipedo de 12 grados de libertad (6 grados
de libertad en cada una de sus piernas) que puede caminar hacia adelante o hacia atrés,
girar hacia la izquierda o derecha con velocidad variable. Su estructura estd formada de
aluminio, tiene una altura de 23[cm], un peso de 0,9[Kg] y cuenta con un servomotor
programable (rango de operacién, velocidad, precisién y sentido de giro) por cada grado
de libertad.

Figura 3.1: Robot Bipedo Scout de Lynx

20
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3.2. Arquitectura

El Robot bipedo Scout consta de un eslabén central (considerado el torso) que une sus
dos piernas conformadas por 6 eslabones (en total 13 eslabones considerando el torso y las
dos piernas) que se unen mediante juntas rotacionales actuadas por servomotores.

De acuerdo con el modelo simplificado de la figura 3.2, utilizado para obtener el modelo
cinemdtico y dindmico del robot en [19], la nomenclatura empleada es la siguiente: Partien-
do del eslabén del torso, el cual se identifica con la letra B, a cada eslabén de las piernas
se le identifica con la etiqueta ni, donde 1 < n < 6 sirve para identificar los eslabones de
arriba (comienza con 1) hacia abajo (termina con 6). Por otra parte ¢ sirve para identificar
la pierna, se le asigna 1 para la pierna izquierda y 2 para la pierna derecha. Las juntas
rotacionales se identifican por medio de la etiqueta 6,,; , donde ni corresponde al segundo
eslabdén de la junta rotacional n, comenzando de arriba hacia abajo.

T B B

Figura 3.2: Modelo simplificado del robot bipedo Scout [19]
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3.3. Interfaz grafica

La interfaz grafica de usuario para la manipulaciéon del robot mediante la computado-
ra, figura 3.3, fue programada en LabVIEW como parte del trabajo realizado en [16] y
publicado en [33]. El propésito de la interfaz gréfica es facilitar la manipulacién del robot
y prevenir, una vez que se obtienen los dngulos por medio de la cinematica inversa, que
ningun eslabén de las 12 juntas choquen ya que la cinemdtica inversa es obtenida por
medio del diagrama unifilar mostrado en la figura 3.2. Por este motivo, el contar con una
interfaz grafica resulta demasiado importante ya que ayuda a simular el comportamiento
ideal del robot considerando las dimensiones fisicas y reales de los eslabones del robot. La
interfaz grafica también brinda la posibilidad de manipular manualmente los 12 dngulos
correspondientes a las 12 grados de libertad del robot Scout, con lo que se puede identificar
el sistema de referencia con base en el cual trabaja la simulacién ya que la simulacién no
funciona con el mismo sistema de referencia del modelo fisico puesto que el sistema de
referencia del modelo fisico depende de la caracterizacién de los servomotores.

Se:uencial Tiempo real| Simulacién |

! ' ! | ' ! | | ' Lo
99 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 8090

! ' ! | ' ! | | ' "
99 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 8090

! ' ! | ' ! | | ' "
99 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 8090

' ' ' | ' | | | ' Lo
99 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 8090

' ' ' | ' | | | ' Lo
99 -8 -60 -40 -20 0 20 40 60 8090

Cambiar Jerarquia

Figura 3.3: Simulacién del ciclo de marcha mediante la interfaz grafica en LabVIEW
[16, 33].

3.4. Puesta en marcha del robot bipedo Scout

Puesto que el banco de pruebas no habia sido utilizado durante un periodo de tiempo
antes de comenzar este proyecto, fue necesario ponerlo en marcha. La principal dificul-
tad radica en que el programador de los servomotores del banco de pruebas y los mismos
servomotores (HITECHS — 5475HB) se encuentran descontinuados, por lo que no se
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puede programar el sentido de giro, la velocidad, el rango de operacién, la precision y las
posiciones inicial, central y final. Por otra parte, con el programador también se pueden
conocer los valores de los parametros que son programables, lo cual es una gran venta-
ja, pero puesto que no se contaba con un programador funcional esto representé un gran
problema ya que al momento de controlar los servomotores ninguna posicién coincidia con
la deseada y tampoco avanzaban los grados correspondientes entre dos angulos deseados,
principalmente porque no se conocian el rango y la frecuencia de trabajo a la que debian
ser programados.

Por lo tanto se caracterizé por separado cada servomotor para poder determinar el
sentido de giro, el rango de trabajo y establecer la posicién inicial de cada uno de acuerdo
al programa en Matemathica® que resuelve la cinemética inversa [19]. Para lograr este
proposito se realizé un programa en LabVIEW®) (figura 3.4) por medio del cual se con-
trol6 en tiempo real la posicién deseada de los servomotores empleando una comunicacién
serial con la rajeta de desarrollo Arduino Mega.

ANGULO DESEADO

baud rate

Figura 3.4: Interfaz grafica para controlar en tiempo real un servomotor.

Para la caracterizacién también se utilizé la libreria del software de Arduino que sirve
para controlar servomotores (SoftwareServo.h), en especifico se emplearon las funciones
setMinimumPulse y setMaximumPulse que permiten establecer la duracién de los pulsos
minimo y maximo correspondientemente, es decir el rango de trabajo del servomotor a
controlar. De acuerdo con la documentacién de esta librerfa [34] el pulso minimo estable-
cido por la funcién setMinimumPulse corresponde a la posicién de 0° y el pulso méaximo
establecido por la funciéon setMaximumPulse corresponde a la posicién de 180°, existiendo
una relacién lineal entre la posicién y la duracién del pulso (figura 3.5).
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Figura 3.5: Relacién lineal entre posicién y pulso.

El procedimiento para caracterizar cada servomotor fue el siguiente:

1. Se establecié un pulso de 900 [ms] para 0° y uno de 2100 [ms] para 180° (rango de
trabajo establecido por el fabricante).

2. Por medio del programa en LabV I EW ®) se manipulé la posicién del servomotor para
encontrar la posicién de 0° (podria haber sido también 90° 6 180°). Se registré la
posicién real del servomotor en la que se alineé con 0° o con la posicién elegida. A
esta posicién se le nombré angl.

3. A continuacion se ajustd la flecha de un transportador especial para servomotores
HITEC (figura 3.6) para que coincidiera con la posicién del servomotor definida en
el paso anterior y se colocd sobre su eje.

Figura 3.6: Transportador especial para servomotores HITEC.
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4. Se manipulé nuevamente la posicién del eje del servomotor para que la flecha del
transportador recorriera 90°. Cuando la flecha del transportador recorrié los 90° se re-
gistré nuevamente la posicién real del servomotor. A esta posicién se le nombré ang?2.

5. Para determinar la posicién real del servomotor en 180° se sumé a ang2 la misma
cantidad de grados en los que el eje del servomotor recorrié 90° sobre el transportador,
considerando que existe una relacién lineal. Cabe mencionar que los rangos de algunos
servomotores no llegan a 0° y 180°, en este caso se seleccioné como posicion inicial 90°
y se midié el rango en el que la flecha del transportador recorrié 10° para asi poder
determinar las posiciones reales del servomotor en las que llegarfa a 0° y 180°, aunque
realmente esto no fuera posible.

6. Se determind la siguiente férmula para poder definir los pulsos que corresponden a
las posiciones reales de cada servomotor en 0° y 180°:

PULSOmaa:imo - PULSOmzmmo
PULSO = PULSOinimo + ang:v( 180 ) (3.1)

considerando la siguiente relacion:

0° — 900[ms]
90° — 1500[ms]
180° — 2100[ms]

y con base en la ecuacién (3.1) se obtiene:

(3.2)

2100 —
PULSO = 900 + angx(M)

180

donde el valor de angz corresponde al angulo del que se quiere determinar el pulso
correspondiente. En este caso se desean los pulsos correspondientes de los angulos
medidos en los puntos 2 y 4.

7. Una vez que se determinaron los pulsos mencionados, se emplearon para definir el
pulso minimo y maximo entre los que deberia trabajar cada servomotor, obedeciendo
la relacion lineal entre pulso y posicién mencionada anteriormente, con lo que se
logré caracterizar cada servomotor, saber el sentido de giro y establecer la posicion
inicial de cada uno para que el robot bipedo adoptara la posicién inicial con base en
la cual se calculan los dngulos en el programa que resuelve la cinematica inversa [19].



Capitulo 4

Planificacion de la Marcha Bipeda

4.1. Planificacion con base en el criterio de estabilidad del
ZMP

Puesto que la planeacion de la marcha bipeda mediante generacién de trayectorias en
el espacio cartesiano, asi como la planeacién mediante consecucion de metas, no consideran
ningun criterio de estabilidad para llevar a cabo la marcha dindmicamente estable, seccién
1.1, en este trabajo se decidi6 llevar a cabo la planificacién de la marcha bipeda con base en
el criterio de estabilidad del ZM P. Considerando el criterio del ZM P, la marcha bipeda
puede llevarse a cabo de dos formas diferentes: estaticamente y dindmicamente estable.

4.1.1. Marcha estaticamente estable

En la marcha estaticamente estable la proyeccién del centro de gravedad sobre el suelo
se mantiene siempre en el centro del poligono de soporte, por lo que es necesario mover
el COG de robot sobre el siguiente pie de soporte antes de que el pie oscilante despeje
del suelo. En este tipo de marcha se garantiza la estabilidad pero se limita la longitud del
paso y la velocidad, ademas de que el movimiento del COG en el plano frontal aumenta
demasiado puesto que oscila de derecha a izquierda, o viceversa, conforme se intercala el pie
de soporte. Puesto que la marcha estaticamente estable se realiza a velocidades demasiado
lentas, la inercia del mecanismo no influye en el equilibrio, por lo que se desprecia la
dindmica del mecanismo y solamente se toman en cuenta los efectos de la gravedad.

4.1.2. Marcha dinamicamente estable

En contraste con la marcha estaticamente estable, en la marcha dinamicamente estable
no se limita la proyeccion del COG a permanecer dentro del poligono de soporte, solamente
el ZM P debe permanecer dentro del poligono de soporte, lo que incrementa la velocidad
de la marcha puesto que la longitud de paso es mayor, el periodo de soporte doble me-
nor y la oscilacién del COG en el plano frontal no es tan pronunciada como en el caso
de la marcha estaticamente estable, lo que ahorra tiempo. En la figura 4.1 se muestra la
diferencia entre la marcha estaticamente estable y la marcha dindmicamente estable por
medio de la comparacion de la proyeccién del COG durante el periodo de soporte simple.
En la marcha dindmicamente estable el movimiento del pie oscilante, en tiempo y forma,
ayuda a reducir los efectos de la inercia y a no perder el equilibrio. Pero los efectos de la
inercia también ayudan a controlar el equilibrio, por lo que la aceleracién del COG debe

26
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ser controlada de forma que el ZM P no salga del poligono de soporte.

MARCHA ESTATICAMENTE ESTABLE MARCHA DINAMICAMENTE ESTABLE
COoM coM
Ca) LA
_PDS _FDS

I
!
I
Y

Figura 4.1: Mientras que en la marcha estaticamente estable la proyeccion del COG debe
permanecer dentro del poligono de soporte, la marcha dindmicamente estable permite
temporalmente la inestabilidad.

La arquitectura del sistema para generar trayectorias dindmicamente estables conside-
rando la marcha dindmicamente estable, figura 4.2, se define de la siguiente manera:

1. Considerando la estructura fisica del robot y la longitud de paso, se determina la
trayectoria de cada uno de los pies mediante interpolacién segmentaria cuadratica.

2. De acuerdo con el poligono de soporte, definido por la trayectoria de los dos pies, se
determina la trayectoria del ZM P.

3. Con base en el modelo dindmico del robot bipedo (en este caso se usa la dindmica
del modelo carro-mesa) y en la trayectoria del ZM P, definida en el punto anterior,
se determina la trayectoria de centro de gravedad del robot.

4. Definidas las trayectorias del centro de gravedad y de los pies, se calculan por medio
de cinemética inversa los dngulos que deben adoptar las juntas rotacionales (servo-
motores) del robot para que los efectores finales (pies y centro de gravedad) sigan las
trayectorias deseadas.

5. Por dltimo, se ajustan los dngulos calculados en el paso anterior a los dngulos co-
rrespondientes de cada servomotor del robot y son enviados secuencialmente para
generar el ciclo de marcha dindmicamente estable.

MODELO COG , ANGULOS
ZMP ———=— SIMPLIFICADO s CINEMATICA - ROBOT
CARRO-MESA INVERSA

POSICION DE LOS
PIES

Figura 4.2: Arquitectura de la planeacion de trayectorias dindmicamente estables.
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Puesto que en la marcha dinamicamente estable no se restringe la proyeccion del centro
de gravedad a permanecer siempre dentro del poligono de soporte, lo que ofrece mayor
movilidad, velocidad y movimientos més reales, en este trabajo no se considera la marcha
estdticamente estable para mantener el equilibrio dindmico durante la marcha bipeda.

4.2. Modelos de masa concentrada

Como ya se ha mencionado anteriormente, considerar la dindmica del modelo real de un
robot bipedo para la planificacién de la marcha bipeda implica un alto costo computacional
debido al elevado nimero de grados de libertad que son necesarios para simular la marcha
bipeda. Por lo tanto, utilizar el modelo real de un robot bipedo para generar trayectorias
dindmicamente estables resulta una tarea demasiado compleja que consume demasiados
recursos computacionales, los cuales son necesarios para procesar informacion y generar
patrones de caminata dindmicamente estables en tiempo real. Para simplificar lo méximo
posible la dindmica de un robot bipedo se han propuesto los modelos péndulo invertido y
carro-mesa, los cuales comparten el mismo principio ya que concentran toda la masa del
robot en un solo punto a nivel de la cadera del robot, el cual es considerado como el centro
de gravedad del robot completo.

4.2.1. Modelo pendulo invertido lineal

De acuerdo con [12, 13], cuando un robot bipedo se encuentra en periodo de soporte
simple, su dinamica puede ser aproximada empleando el modelo de un péndulo invertido
que conecta el pie de soporte y el centro de gravedad del robot por medio de una pierna
con masa despreciable, figura 4.3. Donde 0, representa el angulo entre el plano XZ y el
péndulo, 6, el dngulo entre el plano Y Z y el péndulo, m la masa de total del robot, Z la
altura del centro de gravedad del robot y r la distancia entre el centro de gravedad y el
origen (pie de soporte).
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Figura 4.3: Modelo simplificado pendulo invertido. Tomada de [12]
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De acuerdo [12], si se consideran (f,7,,7,) como la fuerza y los momentos angulares
que se relacionan respectivamente con las variables de estado (r,0,,0,), las ecuaciones de
movimiento del péndulo invertido se definen como:

. D
m(=zjj +yZ) = Z 7 —mgy, (4.1)
m(—z& + x%) = =71, — mgx, (4.2)
Cp

donde:

Cy = cosb,,Cp = cos by, D = /C2 + C2 — 1.

Partiendo de las ecuaciones (4.1) y (4.2), considerando que el robot camina sobre un
terreno plano y que su centro de gravedad se mantiene a una altura constante z., es decir
que Z = 0, se obtiene respectivamente que:

. g D

_ 9, 4.3
y Ze y mz.C, ™ (4.3)
B g D

=Tz — ) 4.4
v zcx mz.C)p ™ (44)

De acuerdo con las ecuaciones (4.3) y (4.4), las entradas del sistema se vuelven entradas
no lineales, puesto que 7, y 7, estdn siendo multiplicadas por un cociente que depende de
cos 0, y cos 0, por lo tanto la dindmica del sistema también es no lineal.

Para poder generar las trayectorias del centro de gravedad, con este modelo y empleando
indirectamente el criterio de estabilidad del ZM P, se considera que 7. = 7, = 0 y que el
origen del péndulo se encuentra dentro del poligono de soporte, por lo que la dindmica del
sistema se vuelve lineal:

(4.5)

De esta forma la generacion de trayectorias consiste en establecer la posicién del ZM P
en los periodos de soporte simple, la cual representa la posicién del origen del péndulo
invertido a partir de la cual se determina la posicién inicial de la masa de éste para re-
solver el sistema de ecuaciones (4.5), el cual describe el movimiento del masa del péndulo
invertido en el espacio inicamente durante el periodo de soporte simple. Cabe mencionar
que la condicién inicial necesaria para resolver sistema de ecuaciones (4.5) es la posicién
inicial del centro de gravedad del robot (posicién inicial de la masa del péndulo).

En la figura 4.4 se muestra un ejemplo de la generacién de la trayectoria del centro
de gravedad de un robot bipedo empleando el modelo péndulo invertido lineal. Las curvas
hiperbdlicas rojas y azules representan la trayectoria del centro de gravedad en los periodos
de soporte simple, los puntos rojos la posiciéon del ZM P ubicado en la planta del pie de
soporte simple y las lineas rojas discontinuas el sistema de referencia local (ejes x y y) con
respecto al cual se generan los movimientos del péndulo.
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Figura 4.4: Trayectoria del centro de gravedad de un robot bipedo generada a partir del
modelo péndulo invertido lineal [12].

4.2.2. Modelo carro-mesa

El modelo carro-mesa [11] es representado por medio de un carro o esfera que se desplaza
sobre la superficie horizontal de una mesa, figura 4.5. La masa del carro representa la masa
total del robot y su posicién representa la posicion del centro de gravedad del robot. Es
importante destacar que el pie de la mesa representa tanto al poligono de soporte simple
como al poligono de soporte doble, dependiendo en qué periodo se encuentre el ciclo de
marcha. Por lo tanto, cuando el robot se encuentra en el periodo de soporte simple la base
la mesa coincide con la planta del pie de soporte del robot.

. M —»
O O
ZF:
Tap=0
0 =

X

Figura 4.5: Analisis del modelo simplificado carro-mesa [35].

Para comprender el modelo carro-mesa y determinar su relacién con el ZM P se parte
del esquema mostrado en la figura 4.5, en el cual se muestra el instante en que el sistema
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estd a punto de perder el equilibrio en el plano frontal o sagital (dependiendo de la orienta-
ci6én del robot). Donde M representa la masa total del modelo real, zh la altura constante
del centro de gravedad, Z la aceleracién del carro sobre la mesa, = la posiciéon horizontal del
centro de gravedad con respecto al origen y p la distancia del origen al punto de referencia
con respecto al cual se quiere mantener el equilibrio empleando el criterio de estabilidad
del ZM P, es decir que no deben existir momentos angulares con respecto al punto p.,
el cual debe estar localizado dentro del poligono de soporte.

De acuerdo con el esquema de la figura 4.5, la posicién y el peso del carro sobre la mesa
producen un momento angular con respecto al punto p, por lo que el carro debe acelerar
en la direccién correcta y con la aceleracién adecuada para producir un momento angular
que compense al primero, por lo tanto la sumatoria de momentos debe ser igual a cero:

— Mg(x —p)+ Miz=0, (4.6)

donde el primer término de la ecuacién (4.6) representa al momento angular debido al peso
y a la posicién del carro sobre la mesa, el segundo término representa al momento angular
producido por la aceleracion del carro sobre la mesa que ejerce la compensacion adecuada.

Puesto que la aceleracién del centro de gravedad es la variable del sistema que lo
mantiene en equilibrio, el punto p.,,, con respecto al cual se mantiene el equilibrio (ZM P)
puede ser calculado a partir de ésta como:

Pemp = T — gl' (47)

Para poder analizar el modelo carro-mesa, tanto en el plano frontal como en el sagital,
es necesario desacoplar el sistema de la figura 4.6 como se ilustra en la figura 4.7.

COGlc,c,c)
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Figura 4.6: Representacién del modelo simplificado rolling sphere (carro-mesa) en el espacio
[14].
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Figura 4.7: Representacién del modelo simplificado rolling sphere (carro-mesa), a partir de
la figura 4.6, en los planos frontal y sagital respectivamente [36].

Aplicando el andlisis de balance de momentos al modelo rolling sphere, en el plano
frontal, se obtiene que:
—mg(cy — py) + méyc, =0, (4.8)

Py = Cy — —Cy, (4.9)

considerando ¢, =y y ¢, = z, la ecuacién (4.9) se puede reescribir como:
Z ..
py=y— i (4.10)
g
En el caso del plano sagital se tiene que:
- mg(cx - px) + mdézc, =0, (4'11)

Pp = Cp — —Co, (4.12)

Pr =T — —Z. (4.13)

El sistema de ecuaciones conformado por las ecuaciones (4.10) y (4.13) representa al
modelo carro-mesa con altura constante:

Px =T — 355
(4.14)
Py =y — 2y

A partir del sistema de ecuaciones (4.14) se destacan dos puntos importantes:

1. Cuando la aceleracion del COM es cero (& = 0), la proyeccién del COM corresponde
al ZM P resultante.

2. En el sistema de ecuaciones (4.14), el ZM P (p,, = ZM P) resultante no se limita
a permanecer dentro del poligono de soporte, por lo que se puede obtener cualquier
valor de p fuera de éste.
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Por lo tanto, cuando la aceleracion del carro es demasiado grande el ZM P resultante
puede salir del poligono de soporte como se muestra en la figura 4.8(a), lo que se debe a
que el sistema de ecuaciones (4.14) no considera la restriccién unilateral, subseccién 2.2.3,
la cual establece que la reacciéon del piso debida al apoyo del pie sobre éste tiene solo una
direccién.

a) b) j )

= -

Figura 4.8: Fictitious Zero Moment Point en el modelo carro-mesa [30].

De acuerdo con [30], si se considera la restriccién unilateral de f;, > 0 se obtiene el caso
(b) de la figura 4.8. En este caso la mesa comenzara a rotar con respecto al punto p ya que
en el caso (a) (FictitiousZeroMomentPoint, subseccién 2.2.4) no es posible mantenerlo
dentro del poligono de soporte, por lo tanto, al ya no mantenerse constante la altura del
centro de gravedad, el ZM P resultante en x se puede calcular como:

V4
g+ z

Do =T — Z. (4.15)
Esta ecuacién determina el limite del ZM P resultante en los extremos del poligono de
soporte y ya que la altura deja de ser constante, se da pie al modelo carro-mesa paramétrica.

Modelo carro-mesa paramétrica

En [15] se presenta el modelo carro-mesa paramétrica, figura 4.9, en el cual el carro
se desplaza sobre una superficie paramétrica de arriba abajo y viceversa. Si se propone
la superficie adecuada, se pueden generar patrones para que el robot pueda subir y bajar
escaleras, o caminar simplemente sobre un terreno plano. Otra ventaja de este modelo es
que la altura del centro de gravedad también se puede variar para ampliar o reducir, de la
forma maés conveniente, la longitud de paso, incluso se puede reducir el impacto del suelo
sobre la planta del pie del robot para evitar impactos que hagan que el robot pierda el
equilibrio.

Realizando el anélisis de equilibrio de momentos para los ejes coordenados = y y de la
figura 4.9, las ecuaciones del punto de equilibrio o ZM P se definen como:

2 s
Tamp = T — 75T,

(4.16)

Yozmp =Y — gj_zy
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Figura 4.9: Modelo simplificado carro-mesa paramétrica [15].

Propuestos los pardametros « y v en funcién del tiempo, las coordenadas del carro sobre
la mesa paramétrica se definen por el siguiente sistema de ecuaciones:

z = fa(u(t), v(t)),
y = fy(u(t), v(t)), (4.17)
z = f=(u(t), v(t)).

Por lo tanto, si se sustituye el sistema de ecuaciones (4.17) en el sistema de ecuaciones
(4.16) se obtiene:

T — f _ fz(fmuu+fzvv+fzuuu2+2fzuvuv+fzvvv2)
zmp x qu/U“i’fzv'ij+fzuua2+2fzu'a’l.}+fzuu’[12+g ’

(4.18)

— f _ fz(fyuu+fyvv+fyuuu2+2fyuvuv+fyvvvz)
Yzmp = Jy = TF ik oot t FountZH 2 ottt foon 024G

La desventaja de este modelo, de acuerdo al sistema de ecuaciones (4.18), es que al
existir derivadas parciales el computo empleado para la solucién del modelo carro-mesa
paramétrica es mas exhaustivo que en el caso del modelo carro-mesa simple.

4.2.3. Comparaciéon

Como se aprecia en la figura 4.4, la principal desventaja del modelo péndulo invertido
lineal es que la trayectoria generada para el centro de gravedad no es continua, puesto que
este modelo sélo sirve para representar al robot bipedo en el periodo de soporte simple, por
lo tanto si se quiere generar una trayectoria continua se debe interpolar entre los segmen-
tos de trayectoria del COM en los periodos de soporte simple, lo que produce inexactitud.
Otra desventaja del modelo péndulo invertido lineal es que no existe una relacién directa
con el ZM P puesto que es dificil considerar la no linealidad del sistema, en la generacion
de trayectorias, cuando los momentos angulares son diferentes de cero. La tnica mane-
ra de establecer una relacién con el ZM P es representativa puesto que sélo se considera
que los momentos angulares debidos a la gravedad son nulos cuando el origen del péndulo
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se encuentra en el ZM P deseado. Al no considerar los momentos angulares también se
estd despreciando la dindmica del sistema.

Por otra parte, con el modelo carro-mesa si se pueden generar trayectorias continuas
para el centro de gravedad, en la figura 4.10 se muestra un ejemplo de la trayectoria del
centro gravedad de un robot bipedo generada a partir del modelo carro-mesa paramétrica.
Ademids de que con este modelo se establece una relacién directa del sistema con el ZM P,
puesto que el sistema de ecuaciones que representa al modelo carro-mesa se define a partir
de la compensacién de los momentos angulares en el ZM P. Al contrario del modelo péndulo
invertido lineal, el modelo carro-mesa si considera la dindmica del sistema y la altura del
centro de gravedad no tiene que mantenerse constante, lo que amplia las posibilidades de
generar trayectorias dindmicamente estables.

Zimi

Wi o H[im]

Figura 4.10: Superficie paramétrica y trayectoria del centro de gravedad de un robot bipedo
generada a partir del modelo simplificado carro-mesa paramétrica [15].

Es importante destacar que han sido propuestas al menos 3 versiones diferentes del
modelo péndulo invertido que tienen la finalidad de brindar mayor robustez al sistema y
asi evitar las restricciones del modelo péndulo invertido lineal, a cambio de una solucién mas
compleja. El modelo péndulo invertido con punto de soporte virtual [37] asi como el modelo
con 2 tipos de péndulo invertido [38] y el modelo péndulo invertido mévil [39] son algunas
de estas versiones. El mas importante de estos modelos es el modelo péndulo invertido
movil, figura 4.11, ya que también considera la dindmica del sistema e incluso permite
generar trayectorias cuando el robot camina sobre terrenos discontinuos, para lo cual seria
necesario contar con sensores que detecten las irregularidades de la superficie o conocerlas
previamente y generar las trayectorias de los pies de acuerdo con éstas. El problema que
existe con estos modelos es que no se encuentran lo suficientemente documentados como
en el caso de los modelos péndulo invertido lineal y carro-mesa.

En [40] se propone solucionar el modelo péndulo invertido mévil por medio de control
6ptimo para generar la trayectoria del COM que optimiza el cambio del ZM P con res-
pecto al tiempo. Sin embargo se desea obtener la trayectoria del COM que garantice la
estabilidad dindmica del robot, en lugar de optimizar la velocidad del ZM P, lo cual se
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inverted pendulum biped legged system

Figura 4.11: El modelo simplificado péndulo invertido mévil permite generar trayectorias
incluso sobre terrenos irregulares a través de un plano virtual horizontal [39].

logra optimizando el jerk del COM aplicando control 6ptimo al modelo carro-mesa como
se verd en la siguiente seccién. Por lo tanto se puede afirmar que el modelo carro-mesa es un
modelo robusto que se adapta mejor a la necesidad de generar trayectorias dindmicamente
estables para el centro de gravedad, en comparacién con el modelo péndulo invertido lineal
o péndulo invertido mévil.

4.3. Meétodos de solucion para el modelo carro-mesa

Como se mencioné anteriormente, en la motivacién, se han propuesto muy pocas so-
luciones para el modelo carro-mesa, de las cuales algunas son soluciones aproximadas y
algunas otras consumen demasiados recursos computacionales. Por ejemplo, en [14] se apli-
ca la transformada de Laplace, la transformada inversa de Laplace y las series de Fourier
para obtener la trayectoria del COG, ademads de que el ZM P de referencia (figura 4.12) se
restringe ya que debe ser representado como una funciéon impulso unitario periddica, tanto
en x como en y, eliminando asi una amplia gama de posibles trayectorias a ser ejecutadas
por el robot.

En [41] se aplica la convolucién discreta al modelo carro-mesa, en este caso la salida
del sistema es el COG, el cual es considerado como la respuesta al impulso unitario. Por
lo tanto nuevamente se restringe la trayectoria del ZM P al ser representada como una
funcién escalén unitario periddica, tanto en x como en ¥, eliminado asi el periodo de so-
porte doble y provocando que el centro de gravedad tenga movimientos més bruscos, por
lo que el robot estard mas propenso a caer en cada intercambio de pie de soporte simple.
Puesto que el intercambio de pie de soporte simple ocurre instantaneamente, al eliminar
la migracién del ZM P de un pie a otro y hacerlo de forma instantanea, la proyeccién del
centro de gravedad se mantiene siempre dentro del poligono de soporte simple antes de
migrar al poligono de soporte simple del siguiente pie de soporte, lo que se asemeja mas a
la marcha estaticamente estable y a sus deficiencias.

Por lo tanto ninguno de estos métodos es considerado 6ptimo para la generacion de
trayectorias dindmicamente estables. A continuacién se presentan dos métodos que no
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restringen la representacion del ZMP como una funciéon impulso unitario periddica y que
ademads no involucran operaciones matemaéticas complejas en la solucién del modelo carro-
mesa.

p( I""
e .

3B I“-
2B -

T, lo1, lat, lat, s, t[time]

\‘TU JETD TTD J«ﬂ'0 \‘STO 1 [time]
-— -—— -——

3 == Dotted : Single Supporting Phase
— Solid : Double Supporting Phase

Figura 4.12: Trayectoria del ZMP representada como una funcién impulso unitario periédi-
ca [14].

4.3.1. Solucion por discretizacién de la aceleracién

En [18] y [42] se propone un método relativamente sencillo que consiste en discretizar la
aceleracién para trabajar con una expresion algebraica en lugar de trabajar con una dife-
rencial. Para determinar la aceleracién en el tiempo discreto ¢, con un tiempo de muestreo
At, es necesario calcular la derivada de la primera derivada de la posicién. Para calcular la
segunda derivada, en el tiempo discreto ¢, se calcula la primera derivada en el punto poste-
rior 7 + % y en el punto anterior ¢ — %, la diferencia entre ambas dividida entre el intervalo
de tiempo discreto que hay entre ambas, en este caso At, serd la segunda derivada de la
posicién:

dr . 1 z(i+1) —z(i)

alt) =" A
r, 1 z(1) —x(z—1
do 1) o) =a(i=1)
dt 2 At ’
d2 z(i+1)—2()  z(@)—z(i—1)
71.(2) — At At
dt? At

(i —1) = 2z(i) + (i + 1)
At?
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Por lo tanto, la aceleracién discretizada en = y en y se define respectivamente como:

X1 — 2%+ Tig

i = , 4.1
T A (4.19)
v Y1 = 2y H Y
P = 4.2

Si se sustituyen respectivamente las ecuaciones (4.19) y (4.20) en las ecuaciones (4.13)
y (4.10), se obtiene que:

z (961‘71 — 2x; + xi+1)

Diz = T — 5 A2
N e 2y; + Yir1
Py =%~y Ar? ’
lo que se puede reescribir como:
Piz = Q;Ti—1 + bjwi + ;w11 (4.21)
Piy = @iYi-1 + biyi + CiYiv1. (4.22)
con
1<i<N

donde p;; y piy son las componentes del ZM P tanto en x como en y en el tiempo discreto
7, N el numero méximo de elementos discretos y a;, b; y ¢; constantes definidas como:

z
W=
‘ gAt?
2z
bj=——+1
L gAt2 +
z
=
! gAt?

Es importante destacar que el robot parte del reposo, por lo que g = 1, Yo = y1 v
por lo tanto cuando i = 1,

iz = (a1 + b1)z1 + c1x9,
p1y = (a1 + b1)y1 + c1y2,

de igual forma zx4+1 = 2N ¥y yn+1 = yn por lo tanto cuando ¢ = N,
PNz = anTy—1 + (by + cn)z N,

PNy = anyn—1 + (bv +en)yn-

De esta forma se logra representar al sistema de ecuaciones diferenciales que define al
modelo carro-mesa, como un sistema de ecuaciones algebraico. Para resolverlo se comienza
por representar a p;; de forma matricial como:

pe = Az, (4.23)

donde los elementos de p, representan la serie de puntos discretos que conforman la trayec-
toria del ZM P establecida, los elementos de x son los puntos o elementos que conforman
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la trayectoria del COG que se quiere obtener a partir del ZM P de referencia y A es una
matriz conformada por los coeficientes que definen a piz, esto es:

_ - - - [ bi ¢4 O
” - 1+01 ¢
p2 {1}2 aQ b2 CQ
pe=| i | e= |t |y A=
_ TN —
PN-1 N-1 an—1 by-1  cn—1
| PN [ TN I 0 an by +en|

La soluciéon del COG en el plano sagital puede ser obtenida facilmente multiplicando
ambos lados de la ecuacién (4.23) por la inversa de la matriz A:

T = A_lpx

Puesto que los coeficientes a;, b; y ¢; son los mismos tanto para p;; como para p;,, la matriz
de coeficientes A también es la misma para ambos casos, por lo que la solucién del COG
en plano frontal puede ser obtenida de forma andloga como:

Yy = A_lpy

4.3.2. Solucién por seguimiento de trayectorias

Puesto que en el sistema de ecuaciones (4.14), el cual define al modelo carro-mesa tanto
en x como en y, la salida es el ZM P, en [11] se propone controlar el ZM P a partir del
movimiento del carro sobre la mesa para que siga una trayectoria de referencia. Por lo
tanto, la solucién por seguimiento de trayectorias puede ser considerada como el problema
inverso de la planeacién de trayectorias, es decir se genera la trayectoria del ZM P a partir
del movimiento del carro sobre la mesa (COG) en vez de generar la trayectoria del COG
a partir de ZM P deseado.

Como se vio en la seccion 4.2.2, en el analisis del modelo carro-mesa, la aceleracién del
carro sobre la mesa es la variable del sistema que define el punto de equilibrio (ZMP) en
el que el momento angular debido al peso es compensado para mantener el equilibrio. Por
lo tanto, considerando la variacién de la aceleracién del carro con respecto al tiempo como
la entrada de la ecuacién (4.13), la cual define al modelo carro-mesa en el plano sagital, se
puede trasladar ésta a un sistema dindmico como:

x 0 1 0| |x 0
4@l =10 0 1| [&]|+ |0] us
i 00 0] |& 1]
(4.24)
E
px:[10—§}5g
B4

Para el plano frontal se define u,, y se obtiene el sistema dindmico de la misma forma.
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Definido el sistema dinamico, se puede generar la trayectoria del COG de forma que el
Z M P resultante siga la trayectoria de referencia. Puesto que el sistema dindmico para z
es el mismo que para ¥, solo cambia la variable, se emplean los términos sistema dinamico,
COG y ZM P indistintamente.

El ZM P resultante puede ser generado a partir de un sistema de control predictivo
que utiliza informacion futura de la trayectoria de referencia o demanda solicitada.

Control Predictivo

Los requerimientos que debe satisfacer el controlador, mediante el cual se controlara al
Z M P resultante, son:

e Que en estado estacionario, el ZM P resultante siga al ZM P de referencia o demanda
solicitada.

e (QQue muestre una respuesta transitoria aceptable.

De acuerdo con [43], para lograr satisfacer estos requerimientos es necesario representar el
sistema dindmico (4.24) como un sistema dindmico discreto de la siguiente forma:

z(k+1) = Az(k) + Bu(k) (4.25)

donde:

T2

1 T &
A=1|0 1 T],
0 0 1]
73]

6

T2
B 1,

T

_ _Zz
C_[l 0 g]

Ahora se define pg(k) como la salida deseada, o demanda solicitada, para la cual se
asume que existe un valor py tal que:

lim py(k) = pa-

k—o0

Lo que quiere decir que la demanda solicitada es variable con respecto al tiempo, pero
que tiende a un valor estable. También se considera que en cualquier tiempo discreto k, se



CAPITULO 4. PLANIFICACION DE LA MARCHA BIPEDA 41

cuenta con Ny, valores futuros de la demanda solicitada, o ZM P de referencia en nuestro
caso. Para valores deseados después de la ventana de valores futuros con la que se cuenta
a partir de tiempo actual k, es decir para valores a partir de k + Ny, se considera que su
valor es igual al ultimo valor de la ventana de valores futuros, es decir:

pa(k+14) =pa(k+ Nr), i=Np+1,...

Puesto que se desea una respuesta transitoria aceptable y que el error en el estado
estacionario sea nulo, se debe introducir la acciéon integradora para reducir el error de
seguimiento e(k) = p(k) — pa(k), y obtener el controlador adecuado mediante control
6ptimo. De acuerdo con [43], si se introduce el vector de variables de estado incremental
en el indice de desempeno J, se podra regular la respuesta transitoria de las variables de
estado. Por otra parte, la accion integradora del controlador es llevada a cabo introduciendo
también como término el vector de control incremental. El vector de control incremental
es definido como: Au(k) = u(k) —u(k — 1) y el vector de variables de estado incremental
como: Az(k) = x(k) — z(k — 1). Por lo tanto, se desea obtener el controlador éptimo (k)
que minimiza la funcién de costo

J= Z [eT(1)Qee(i) + AzxT (1) Q. Az (i) + Aul (i) RAu(i)] (4.26)
i—k

)

con la cual se mide el desempeno del sistema para asegurar que el ZM P generado siga la
trayectoria de referencia sin una velocidad de cambio excesiva tanto del controlador como
del vector de estados.

El sistema dindmico incremental es definido, a partir del sistema (4.25), como:

Ax(i+1) = AAz(i) + BAu(i),
Ap(i) = CAxz(i). i=kk+1,...

Puesto que el error de seguimiento es definido como e(k) = p(k) — pa(k), el error de
seguimiento incremental puede ser definido como:

Ae(i) = Ap(i) — Apg(i), i=kk+1,...
donde Apy(i) = pq(i) — pa(i — 1). Por lo tanto,
e(i+ 1) =e(i) + Ae(i),
e(i+1) =e(i) + CAAz(i) + CBAu(i) — Apg(i +1). i=kk+1,...
Combinando Az(i + 1) y e(i + 1) se obtiene el siguiente sistema:
e(i+1)] 1 CA]T e(d) CcB] . . [-1 .
[Aw(i—i— 1)] = [0 A] [Am(z) t| B Au(i) + 0 Apg(i +1) (4.27)

donde i =k, k+1,...
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Los Np, valores futuros del ZM P de referencia, a partir del tiempo de referencia actual
k, pueden ser ordenados por medio de un vector de valores deseados como:

Apa(k +1)
Apd(k + 2)
zq(k) = :
Apa(k + Nr)
Por lo que:
zq(i+ 1) = Agwa(i), (4.28)
dondet=k,k+1, ..., ) _
010 0
0 01 0
Ay =
1
_0 0_

A continuacién se define el vector de estados incremental como:
e(i)
z(i) = | Ax(7)
z4(%)
De las ecuaciones (4.27) y (4.28) se obtiene el siguiente sistema:
1 CA -1 CB
z(i+1)= |0 A 0||lz@)+ || B ||Au(i), i=kk+1,...
0 Ay 0
Del cual se obtienen las siguientes matrices:

. CAl -
-2 -

o O O

Empleando el vector de estados incremental, el indice de desempeno (4.26) se define
COmo:

o Q. 0 0
J=> {xT(z’) 0 Q. 0 x(i)—i—AuT(i)RAu(i)} (4.29)
i=k 0 0 0

Por lo tanto el controlador 6ptimo es obtenido resolviendo el algoritmo matematico que
minimiza el indice de desempeno (4.29). En [43] se resuelve el algoritmo matemédtico que
minimiza el indice de desempeno (4.29) empleando la ecuacién de Riccati a partir de [32],
y se define el controlador éptimo como:

Termino integrativo Ganancia predictiva

——t—

R. de estados Ny

k ~
u(k) = =Gy e(i) — Gua(k) —> Gq(l)pa(k+1) (4.30)
=0

=1
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donde p(k) = pg(k) = 0,z(k) = 0 para k =0,—1,...,
G;=[R+BTPB|"'BTPI
G, =|R+ BTPB|"'BTPF
Gyg(l)=[R+BTPB|'BTX(1-1), 1=2,...,N; Gq(1)=—G
X()=ATX(1-1), 1=2,...,N;; X(1)=-AL'PI

A.=A-B[R+B"PB|"'B"PA
y P es la solucién de la ecuacion algebraica de Riccati:
P— ATPA— ATPBIR+ BTPB \BTPA+0
De acuerdo con la ecuacién (4.30), este controlador depende de tres términos: de la accién
integral del error entre el ZMP resultante y el deseado (error de seguimiento), de la re-

troalimentacién de estados y de la ponderacién (ganancia predictiva) de un N nimero de
valores futuros, del ZM P deseado, que se emplearan en el controlador.

4.3.3. Simulaciones

Para generar la trayectoria del ZM P deseado, implementar los algoritmos de solucién
por discretizacion de la aceleraciéon y de soluciéon por control predictivo, obtener la tra-
yectoria del centro de gravedad por medio de estos y generar las trayectorias de la planta
de cada pie se utilizé el software de Mathematica®. Por cada método de solucién se ge-
neré un programa diferente, los cuales se encuentran documentados en los apéndices A y
B, respectivamente.

Los programas generados en M athematica®) se encuentran divididos en secciones, pa-
ra una mayor organizacion, las cuales son diferentes para cada método de solucion. En
la primera seccién de cada uno, llamada Datos, se ingresan los parametros deseados para
definir el ciclo de marcha, el sistema del modelo carro-mesa y la trayectoria del ZM P
deseado. Se ingresan parametros como la aceleracién de la gravedad, la altura del COG,
la longitud y altura del paso, el tiempo de discretizacién y la distancia sobre el eje x del
origen al punto dentro de la planta de los pies del robot donde se desea que se encuentre
el ZM P en los periodos de soporte simple.

Cabe destacar que una vez que se ingresan estos pardametros, la trayectoria discreta
del ZM P se define autométicamente (en la segunda seccién de cada programa) para que
el robot camine 5 pasos hacia adelante. La trayectoria de los pies también se define au-
tomaticamente, mediante interpolacién segmentaria cuadratica, considerando unicamente
la altura del paso, la longitud de paso y el nimero de pasos programado. Por otra parte, la
duracién de los periodos del ciclo de marcha depende del tiempo elegido para la discretiza-
cién del sistema, manteniendo siempre la misma razén de proporcionalidad entre ambos.
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En el caso del programa para la solucion por discretizacién de la aceleracion, en la terce-
ra seccién se define, de forma automatica, la matriz cuadrada de coeficientes los cuales son
calculados en la primera secciéon con base en los parametros ingresados. La dimensién de la
matriz cuadrada es definida con base en el nimero de elementos empleados para generar
la trayectoria discreta del ZM P, los cuales dependen del niimero de pasos, del tiempo de
discretizacién y de los periodos del ciclo de marcha. Se dice que la matriz cuadrada de
coeficientes se define de forma automatica porque el programa estd disenado para generar
el ZM P, la trayectoria del COG y la trayectoria de los pies para que el robot ejecute 5
pasos, pero si no se desean calcular las trayectorias completas se puede calcular sélo lo
correspondiente a los pasos deseados, por lo que la matriz de coeficientes debe reajustarse
automaticamente al nimero de elementos que se desean calcular.

En la cuarta seccién del programa para la solucién por discretizacién de la aceleracién
se procede a calcular, mediante la funcién Inverse[A], la inversa de la matriz de coefi-
cientes A calculada en la seccién 3. Posteriormente, en esta misma seccién, se programa el
algoritmo de multiplicacién de matrices mediante el cual se definen los elementos discretos
de la trayectoria del COG.

En el caso del programa para la solucién por seguimiento de trayectorias, en la pri-
mera seccion se definen también las matrices Ac, Be, C'c y Dc correspondientes al sistema
dindmico continuo del modelo carro-mesa, ecuacion (4.24).

Por otra parte, en la tercera seccién se lleva a cabo la discretizacion del sistema, em-
pleando las matrices del sistema dindmico continuo (Ac, Be, Ccy Dc ), el cual es definido en
mathematica mediante la funcién StateSpaceModel|a,b,c,d], donde a = Ac, b= Be, ¢ =
Ccy d = Dc. Para llevar a cabo la discretizaciéon del sistema continuo se emplea la fun-
ciéon ToDiscreteTimeModel[sys, ], donde sys es el sistema dindmico continuo definido
mediante la funcién StateSpaceModel|a, b, c,d] y T el tiempo de muestreo, en este caso se
empled el tiempo de muestro propuesto en [11] y en [40]. Una vez que se ha definido el
sistema dinamico discreto y las matrices ad, bd, cd y dd que lo constituyen, se procede a
definir las matrices A y B necesarias para resolver la ecuacién de Riccati.

En la cuarta seccién del programa para la soluciéon por seguimiento de trayectorias se
resuelve la ecuacién de Riccati mediante las matrices de peso @), R y las matrices Ay B
calculadas en la seccién anterior; para los valores de () y R se parte de los prupuestos en
[11]:

Q. 0 0 1 00
Q=10 @, 0[=1]0 0 0],

0O 0 0 00O
R:[1x10_6]

Mediante la funcién DiscreteRiccatiSolve[{aR,bR},{Q, R}] se resuelve la ecuacién de
Riccati, donde aR = A y bR = B. Una vez que se ha obtenido la solucién de la ecuacién de
Riccati, se procede a determinar las constantes del controlador Gy, G, y la ganancia pre-
dictiva G4, programando en Mathematica®) las ecuaciones que definen a cada una. En la
quinta seccion se obtiene el controlador con base en las constantes obtenidas anteriormente,
en la ganancia predictiva y en la programacién de algoritmo que realiza las operaciones
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necesarias para calcular los tres términos del controlador. Las dos ultimas secciones, de
los dos programas, sirven para determinar la trayectoria de los pies, en y y z, por medio
de interpolacion segmentaria cuadratica. Para el caso del avance en y, los datos necesarios
para la interpolacién son obtenidos de la longitud de paso deseada, para el caso de z es
necesario ingresar en la primera seccién la altura de paso maxima.

Con el propédsito de simular los métodos de solucién del modelo carro-mesa y de esta-
blecer un punto de partida para la experimentacién con el prototipo fisico, considerando
la estructura fisica del robot, se seleccionaron los siguientes parametros:

Parametro Valor
Longitud de paso 7 [cm]
Altura del centro de gravedad | 23.5 [cm)]
Amplitud de paso 4.454 [cm)]
Periodo de soporte simple 87.5%
Periodo de soporte doble 12.5%
Tiempo de muestreo 5 [ms]

Donde la altura del centro de gravedad elegida, es la altura con base en la cual se desa-
rrollaron los modelos de cinematica y dindmica espacial para el robot en [19], la amplitud
de paso elegida es la distancia correspondiente para que en el periodo de soporte simple el
Z M P se encuentre en el punto de contacto de la planta del pie con el ultimo eslabén de la
pierna correspondiente, ver figura 3.2, y el tiempo de muestreo elegido es el propuesto en
[11, 40]. El periodo de soporte doble elegido es del 12.5% del periodo total de un solo pie
(periodo de soporte doble + periodo de soporte simple) cuando, de acuerdo con los preli-
minares, éste deberfa ser aproximadamente del 25 %. La razén, como ya se menciond, es
comenzar a experimentar y ver si realmente afecta a la marcha dindmicamente estable un
periodo de soporte simple corto, ya que cuando la velocidad del ciclo de marcha aumenta
el periodo de soporte doble decrece, tanto que cuando el ser humano corre el periodo de
soporte doble desaparece.

En las figuras 4.13, 4.14 y 4.15 se muestran los resultados de la soluciéon por discreti-
zacién de la aceleracién. La trayectoria azul de cada imagen representa la trayectoria del
Z M P deseado, mientras que la trayectoria roja representa la posiciéon del COG correspon-
diente al ZM P deseado.

En cuanto a la solucién por seguimiento de trayectorias, se consideré una ventana de
valores futuros del ZM P deseado de 270 elementos ya que el peso, determinado por la
ganancia predictiva, del elemento 270 tiene un valor aproximado a cero y no influye en el
controlador al igual que los elementos siguientes. En la figura 4.16 se muestra la grafica de
la ganancia predictiva y para mostrar el efecto de ésta sobre el controlador, en la figura
4.17 se muestra el ZM P deseado en x (color azul) y el generado mediante seguimiento de
trayectorias (color rojo) considerando el peso de 120 elementos futuros del ZM P deseado
para calcular el termino predictivo del controlador. En las figuras 4.18 y 4.19 se muestran
el ZM P deseado en z (color azul) y el generado (color rojo) empleando el peso de 270 y
420 elementos futuros del ZM P deseado, respectivamente.
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Figura 4.13: Trayectoria del centro de gravedad (roja) correspondiente al ZM P (azul)
deseado en y, obtenida mediante la solucién por discretizacién de la aceleracion.
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Figura 4.14: Trayectoria del centro de gravedad (roja) correspondiente al ZM P (azul)
deseado en x, obtenida mediante la solucion por discretizacién de la aceleracién.
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Figura 4.15: Trayectoria vista desde el plano transversal, del centro de gravedad (roja)
correspondiente al ZM P (azul) deseado, obtenida mediante la solucién por discretizacién

de la aceleracion.
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Figura 4.16: La ganancia predictiva determina el peso de los valores futuros del ZMP
deseado en el controlador. Una ganancia predictiva cercana a cero producird un efecto nulo
sobre el controlador.
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Figura 4.17: Trayectoria del ZM P (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias, con la ponderacién de 120 elementos futuros del ZM P deseado en z (azul).
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Figura 4.18: Trayectoria del ZM P (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias, con la ponderacion de 270 elementos futuros del ZM P deseado en z (azul).
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Figura 4.19: Trayectoria del ZM P (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias, con la ponderacién de 420 elementos futuros del ZM P deseado en = (azul).

Como se puede apreciar en la figura 4.17, la discrepancia entre el ZM P deseado y
el generado es mayor cuando no se emplea una ventana de valores futuros del ZM P lo
suficientemente extensa. Por otra parte, cuando se emplean 270 elementos futuros del ZM P
deseado (figura 4.18) se obtiene una buena aproximacién del ZM P generado, ademés de
que la ganancia predictiva para el elemento 270 es aproximadamente cero, por lo que
emplear mas de 270 elementos futuros, de la demanda solicitada, para calcular el termino
predictivo del controlador resulta redundante ya que el ZM P generado con 420 elementos
es demasiado similar al generado con 270 elementos, tal y como se muestra en la figura
4.19. Para los pesos propuestos en [11], se obtuvieron en promedio los siguientes errores
relativos entre el ZM P deseado y el generado:

ey = 0,441 %,
e, = 0,164 %,

por lo que se considera que, en cuanto a exactitud, esta solucién ofrece una aproximacién
bastante aceptable. Empleando una ventana de 420 elementos futuros del ZMP deseado,
con su respectiva ganancia predictiva, se obtuvieron en promedio los siguientes errores
relativos:

er = 0,438 %,
e, = 0,154%,

con lo que se demuestra que la aproximacion que se obtiene con una ventana predictiva
de 270 valores es practicamente igual a la aproximaciéon que se obtiene empleando 420 ele-
mentos, por lo que no vale la pena emplear méas de 270 valores futuros del ZM P deseado,
ni calcular su respectiva ganancia.

En las figuras 4.20 y 4.21 se muestran las trayectorias del ZM P generado (azul) y las del
centro de gravedad (rojo) calculado a partir de control por seguimiento de trayectorias para
que el ZM P generado siga el ZM P de referencia en x y en y respectivamente, empleando
una ventana de valores futuros de 270 elementos con su respectiva ganancia.
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Figura 4.20: Trayectoria del COG (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias para controlar el ZM P de salida en x(azul).
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Figura 4.21: Trayectoria del COG (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias para controlar el ZM P de salida en y(azul).

En cuanto a las trayectorias del avance de cada pie, generadas mediante interpolacién
segmentaria cuadrética, en las figuras 4.22 y 4.23 se muestra el avance de cada uno en Z,
mientras que en la figura 4.24 se muestra la trayectoria de cada uno en Y .
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Figura 4.22: Trayectorias del pie derecho en Z.
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Figura 4.23: Trayectorias del pie izquierdo en Z.
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Figura 4.24: Trayectorias del avance de cada pie en Y. Trayectoria roja para el pie derecho
y azul para el pie izquierdo.

Ajuste de parametros

Actualmente el termino jerk se define como el cambio de la aceleracién de un cuerpo
con respecto al tiempo, es decir jerk = 7. Puesto que la aceleracién de un cuerpo produce
una fuerza F' = ma, el jerk se puede interpretar como la variacién con respecto al tiempo
de la fuerza aplicada a un cuerpo. Ahora bien, la aceleracién del centro de gravedad juega
un papel muy importante en el equilibrio dindmico del mecanismo cuando se emplea el
modelo carro-mesa, por lo que no es conveniente tener variaciones demasiado pronuncia-
das en la aceleracién del centro de gravedad, lo cual se puede lograr optimizando el jerk.
En el caso del modelo carro-mesa, el jerk se puede optimizar aplicando control éptimo ya
que u(k) = 7.

Puesto que se desea optimizar el jerk del centro de gravedad y que también la trayectoria
del ZM P generada mediante el controlador se aproxime lo maximo posible a la trayectoria
de referencia, lo primero que se hizo fue verificar como influyen los pesos del error de
seguimiento y del controlador en el indice de desempeno J. Por lo tanto, se procedié a dar
un mayor peso al controlador, con respecto a los valores propuestos en [11] y empleados
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en la simulacién inicial, definiendo asi:

Q. 0 0 100
Q=10 Q. 0 =10 0 0],
0 0 0 000
R=[1x107%],

para cuyos valores se obtuvieron en promedio los siguientes errores relativos del ZM P
generado con respecto al ZM P deseado:

s = 6,398 %
ey = 3,429 %

Es congruente que el error, tanto en & como en y, aumentard con respecto a los calculados
anteriormente, ya que al incrementar la prioridad del controlador de cierta forma se le
estd quitando prioridad al error de seguimiento, por lo tanto se definieron los siguientes
pesos:

o O O

1 0
Q=10 0],
0 0
R=[1x10"%]
obteniendo en promedio los siguientes errores relativos:

e; =0,12%
ey = 0,03%
Con estos pesos se obtuvo una aproximacién bastante aceptable, sin embargo la prioridad

del controlador con respecto a la del error de seguimiento es muy baja, por lo tanto se
eligieron de forma definitiva los siguientes pesos:

1 0 0
o=10 0 o,
0 0O
R=[1x1077]

ya que la prioridad del controlador es mas alta y también se obtiene una buena aproxima-
cién (error promedio de seguimiento aceptable):

er; =1,110%
ey = 0,487 %

Una vez que se verificé el funcionamiento de los programas de los métodos para la
solucion del modelo carro-mesa, se procedié a verificar que ninguna variable coincidiera
con el nombre de alguna variable definida en el programa que resuelve la cinematica inver-
sa [19], también elaborado en Mathematica, con el propdsito de insertar las secciones de
cualquiera de los programas que resuelven el modelo carro-mesa en éste, y de tener todo
en un solo programa sin la necesidad de importar datos como se venia haciendo. Es por
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este motivo que el nombre de algunas variables empleadas en los programas que resuelven
el modelo carro-mesa no coincide con el nombre empleado en la teoria de la solucién de
cada método, por ejemplo, el caso de las constantes del controlador predictivo.

También se realizaron modificaciones al programa original que resuelve la cinematica
inversa, ya que en éste se considera que la posicién inicial (altura y posicién del COG) a
partir de la cual se resuelve la cinematica inversa es constante, pero ya que en los programas
realizados para resolver el modelo carro-mesa se puede modificar la altura y la posicion
inicial del COG con respecto al centro de la planta de los pies, se tuvo que modificar esta
parte. Por otra parte, también se modificaron las variables empleadas en la solucién de la
cinematica inversa, ya que la trayectoria del centro de gravedad se encontraba restringida
para que sélo se desplazara sobre el plano sagital (a lo largo del eje y) y para que en el
plano frontal se mantuviera constante y centrada (z = 0), pero de acuerdo con el capitulo
anterior, la soluciéon del COG con el modelo carro-mesa tiene componentes tanto en x como
en y.

4.3.4. Comparaciéon

Para realizar la comparacion entre los dos métodos empleados para la solucién del mo-
delo carro-mesa, se consider6 la precisién de cada método y el computo empleado en la
resolucién de estos. Puesto que ambos métodos fueron programados en mathematica, se
empled la funcién Absoluteliming para medir el tiempo empleado por la computadora en
evaluar cada método. Cabe mencionar que no siempre se obtiene el mismo resultado, en
cuanto al tiempo, puesto que la computadora siempre se encuentra empleando diferentes
recursos computacionales en diferentes procesos; por lo que el resultado depende del pro-
cesador de la computadora y de sus operaciones.

En el caso de la solucién por seguimiento de trayectorias para definir el sistema con-
tinuo, discretizarlo, definir las matrices necesarias para resolver la ecuaciéon de Riccati,
calcular las constantes de controlador, la ganancia predictiva de 270 elementos y obtener
mediante el controlador el COG correspondiente a 1080 puntos discretos de la trayectoria
deseada del ZM P, se emplearon en promedio 1,4755[s]. Aunque cabe mencionar que no
es necesario realizar todo el proceso del cdlculo de las constantes del controlador y de la
ganancia predictiva cada que se obtiene la trayectoria del COG, es decir que una vez que
se conocen estas se puede modificar la trayectoria de referencia del ZM P y calcular, con
la misma ganancia predictiva y con las mismas constantes, la trayectoria correspondiente
del COG, con lo que se ahorran recursos computacionales.

En el caso de la solucién por discretizaciéon de la aceleracion, para la misma trayectoria
deseada del ZM P, discretizada con 1080 puntos, se emplearon en la generacién de la ma-
triz de coeficientes, en el calculo de la matriz inversa y en el algoritmo de la multiplicaciéon
de matrices mediante el cual se obtiene el COG correspondiente: 4,3439(s] en promedio. Es
decir que con esta solucién se emplean exactamente 2.944 veces el cémputo que se emplea
en la solucién por seguimiento de trayectorias, pero es importante recordar que esta tltima
es una aproximacién en comparacién con la soluciéon por discretizacién de aceleracion, la
cual es una solucién exacta.
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FEn la figura 4.25 se muestra la carga computacional empleada para resolver el modelo
carro-mesa tanto para el método de solucién por discretizacién de la aceleracién (trayectoria
azul) como para el método de solucién por seguimiento de trayectorias (trayectoria roja).
En el eje de las abscisas se muestra el nimero de elementos discretos, mientras que en el eje
de las ordenadas el computo estimado para resolver el modelo carro-mesa para el namero
de elementos discretos correspondiente.
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Figura 4.25: Carga computacional empleada para resolver el modelo carro-mesa, trayectoria
roja para el método de solucién por seguimiento de trayectorias, y azul para el método de
solucién por discretizacién de la aceleracion.

Empleando una computadora con diferentes caracteristicas y la misma trayectoria
deseada del ZM P discretizada con 1080 elementos, se obtuvo que para la solucién por
seguimiento de trayectorias se emplean en promedio 1,853[s|, y que con la solucién por
discretizacién de la aceleracion 5,4547[s|, obteniendo asi que este tltimo método de solu-
cion emplea exactamente 2.9437 veces el computo empleado en la solucién por seguimiento
de trayectorias. Con esto se resalta que aunque la carga computacional para resolver cada
método difiere de un equipo a otro, la razén de proporcionalidad entre computo empleado
se mantiene aproximadamente constante.

Otro factor que hay que tomar en consideracion es la complejidad de cada método, ya
que la solucion por discretizacién de la aceleracion es una solucién relativamente sencilla
que termina siendo una expresién algebraica, en contraste con la solucién por seguimien-
to de trayectorias, la cual involucra conceptos de control éptimo y de control predictivo,
inclusive se tiene que discretizar el sistema dinamico y resolver la ecuacién de Riccati, lo
que representa un gran problema ya que no todos los programas tienen programada la
funcién para resolverla, ademads se tienen que proporcionar, en el indice de desempeinio J,
los factores de peso del error y de la energia empleada por el controlador para asi poder
comparar los resultados obtenidos con los deseados y seleccionar los pesos adecuados, ya
que en la mayoria de los casos no existe o no se ha establecido un criterio para su seleccién.

Por otra parte, es importante resaltar que una vez seleccionada la longitud adecuada de
la ventana de valores futuros del ZM P deseado a emplear en el controlador, la exactitud de
la solucién por seguimiento de trayectorias depende de los pesos seleccionados para definir
el indice de desempeno J.
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4.3.5. Resultados

Cabe destacar que en [11] se propone la solucién por seguimiento de trayectorias uti-
lizando control predictivo, pero sélo se presenta la ecuacién del indice de desempenio y la
ecuacion del controlador, ecuacién 4.12, sin definir lo que significa el indice de desempeno
empleado o de donde salié, ni a que son igual Gj, G, y Gg, lo que no sirve de algo si
se desea emplear esta solucién. Los fundamentos para desarrollar un controlador éptimo
para un sistema discreto sujeto a una demanda predictiva se presentan en [43], con base
en el cual se definieron las matrices I , fl, B y F para el sistema dindmico del modelo
carro-mesa considerando una entrada y una salida, ya que en [43] se considera un siste-
ma de multiples entradas y multiples salidas. De esta forma fue posible comprender en
qué consiste el controlador, lo que significa cada término y definir G, G, y G4 para poder
calcular el controlador éptimo. Ademéds se comprendié el efecto de la ganancia predictiva
sobre el controlador con el propésito de determinar la longitud adecuada de la ventana de
valores futuros del ZM P a emplear, para asi evitar realizar operaciones de sobra calcu-
lando ganancias innecesarias, multiplicindolas por su respectivo ZM P deseado, y también
para evitar emplear pocos valores y no lograr obtener una buena aproximacién del ZM P
generado.

Por otra parte, se generaron dos programas debidamente documentados (apéndices A
y B) con los cuales sélo es necesario especificar los pardmetros mediante los cuales los pro-
gramas generaran trayectorias dindmicamente estables, con base en el modelo simplificado
carro-mesa, para cualquier robot bipedo; sélo es necesario que se definan, en la primera
seccion de cada programa, la longitud y amplitud de paso adecuadas para que la trayec-
toria deseada del ZM P, generada por el programa, se mantenga dentro del poligono de
soporte el cual es definido por los pardmetros fisicos de los pies de cada robot. Aunque la
trayectoria (5 pasos hacia adelante) y la relacién entre los periodos de soporte doble y de
soporte simple se mantienen restringidas por los programas.

Por lo tanto, entendiendo en qué consiste cada programa, se pueden generar trayectorias
dindmicamente estables por medio del modelo carro-mesa para cualquier robot bipedo sin
la necesidad de involucrarse a fondo con la base tedrica de este modelo simplificado y
tampoco con la de los métodos de solucion. También se hace la comparacion de las ventajas
y desventajas de los dos métodos de solucion empleados en este trabajo, para asi contar
con un criterio mas amplio a la hora de seleccionar que método emplear.



Capitulo 5

Simulacién y experimentaciéon con
el robot Scout

5.1. Simulacién del ciclo de marcha

Las trayectorias generadas para los efectores finales, pies y COG, sirvieron como re-
ferencia para proceder a resolver la cinematica inversa y puesto que en Mathematica se
muestra algin error cuando se detecta alguna singularidad al momento de resolver la ci-
nematica inversa, esto se emple6 como una delimitante para seleccionar los parametros del
ciclo de marcha adecuados.

Para evitar singularidades se encontrd, a prueba y a error, la siguiente relacién entre
la altura del COG y la longitud de paso (LP):

17[em] < altura < 19[em] — 5[em]| < LP < 9[em]
19[em] < altura < 21[em] — 5[em| < LP < 8[cm]
21[em] < altura < 23,5[cm| — LP = 5[cm)|

Para la altura del paso se emplearon indistintamente 3[cm| y 5[cm], sin tener mayor pro-
blema en cuanto a singularidades.

Una vez que se obtuvieron las secuencias de los 12 dngulos, mediante la solucién de
la cinematica inversa de cada una de las posiciones que debe adoptar el mecanismo del
robot bipedo para seguir las trayectorias de sus efectores finales, y que se verific6 que no
existieran singularidades se procedié a verificar que los eslabones del modelo real no cho-
caran entre ellos mediante la simulacién del modelo virtual en LabV I EW, para finalmente
acoplar los angulos obtenidos de la cinematica inversa con los d&ngulos de los servomotores
correspondientes en el modelo real, para lo cual fue necesario exportarlos y modificarlos
mediante Excel. También se verifico en Excel que los angulos ajustados al modelo real no
fueran negativos o mayores a 180°.

En la figura 5.1 se muestran algunos resultados obtenidos, mediante la simulacién en
Mathematica del avance del robot, una vez que se resolvié la cinematica inversa.

55
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Figura 5.1: Simulacion del ciclo de marcha con Mathematica.

5.2. Simulacion del ZMP considerando la dinamica total del
robot

De acuerdo con [30] para obtener la trayectoria del ZM P que se genera a partir de la
locomocién de un robot bipedo, considerando que el robot esté conformado por IV eslabones
rigidos y tridimensionales en lugar del modelo simplificado carro-mesa, es necesario calcular
no solamente la posicién de los efectores finales (pies y centro de la cadera), sino también
la velocidad y aceleracion. También se debe calcular la velocidad y aceleracién angular
de cada articulacién, asi como el centro de masa total del robot, considerando la masa y
posicién del COM de cada eslabén (figura 5.2) de la siguiente manera:

N
M= my,
j=1
N
c= ijcj/M,
j=1

donde m; y ¢; son la masa y el COM del eslabon j, respectivamente.
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Figura 5.2: Célculo del ZM P a partir del modelo tridimensional del robot [30].
El momento lineal total estd dado por:
N
P =Y mjc (5.1)
j=1
Por lo tanto, el momento angular total L con respecto al origen se define como:
N
L= "lej x (méj) + R R] wy], (5.2)
j=1

donde R;, I; y w; son la matriz de rotacién de 3 x 3, el tensor de inercia y la velocidad
angular del eslabdn j, respectivamente. I2;1 jR]T da como resultado el tensor de inercia con
respecto al sistema de referencia global.

De acuerdo con [30], el ZM P real se puede calcular a partir de (5.1) y (5.2), conside-
rando que:

P = [Pa:vaaPz]T7
L= [Lx’Ly7LZ]T’
Cc= [xvva]Ta

CcOomao:

B ng+szx—Ly
B Mg+ P,
_ Mgy+p.Py— L,
B Mg+ P,

(5.3)

T

y (5.4)

donde p, es la altura del piso con respecto al marco de referencia.

Cuando el robot permanece en estado estacionario, el ZM P resultante coincide con la
proyeccién del COM sobre el piso. Para definir P y L es necesario contar con la posicion,
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velocidad y aceleracion del COM de cada eslabdn, para lo cual es necesario contar con los
vectores de posicién del centro de masa de cada eslabén y con la solucion de la velocidad
y aceleracion de cada articulacién para asi poder determinar la velocidad y aceleracion del
COM de cada eslabén a partir de la primera y segunda derivada de estos vectores. En
el caso del COM del eslabén de la cadera se tomaron los resultados de la solucién por
seguimiento de trayectorias, ya que las variables de estado son z, ¢ y & del COM ideal, el
cual coincide con el COM del eslabon de la cadera.

En las figuras 5.3, 5.4 y 5.5 se muestra en color azul el ZM P real calculado a partir de
las ecuaciones (5.3) y (5.4) y considerando la posicién, velocidad y aceleracién del COM
ideal del robot, las cuales se generan a partir del ZM P de referencia (de color rojo en las
figuras 5.3, 5.4 y 5.5) y del modelo simplificado carro-mesa.

010
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IMPX[m]

Figura 5.3: ZM P resultante en z (azul) considerando la dindmica total del robot y los
resultados de su COM ideal, obtenidos del ZM P propuesto (rojo) y el modelo carro-mesa.
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Figura 5.4: ZM P resultante en y (azul) considerando la dindmica total del robot y los
resultados de su COM ideal, obtenidos del ZM P propuesto (rojo) y el modelo carro-mesa.
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Figura 5.5: ZM P resultante en z y en y (azul) considerando la dindmica total del robot y
los resultados de su COM ideal, obtenidos del ZM P propuesto (rojo) y el modelo carro-
mesa.

En estas figuras (5.3, 5.4 y 5.5) se aprecia una gran diferencia entre el ZM P correspon-
diente al modelo carro-mesa y el ZM P calculado a partir de la dindmica total del robot,
lo que se debe en parte a la diferencia entre la dindmica total del robot y la dindmica
del modelo carro-mesa. Sin embargo el ZM P calculado a partir de la dindmica total del
robot se mantiene dentro del poligono de soporte delimitado por la planta de los pies, por
ejemplo, en la figura 5.3 las 2 lineas discontinuas rojas representan los limites interiores
del poligono de soporte simple de cada pie, mientras que las 2 lineas discontinuas azules
representan los limites exteriores y se aprecia que el ZM P calculado a partir de la dindmica
total (trayectoria continua azul) nunca se encuentra fuera de estos limites en los periodos
de soporte simple.

Para reducir el error entre el ZM P calculado a partir de la dinamica total del robot
y el ZM P correspondiente al modelo carro-mesa, se calcula la diferencia entre ambos y
se aplica como compensacion en el término integrativo y en la ponderaciéon del N nimero
de valores futuros del ZM P deseado que se empleara en el controlador de la solucién por
seguimiento de trayectorias. En las figuras 5.6, 5.7 y 5.8 se aprecian los resultados corres-
pondientes a la compensacién calculada para el ZM P de las figuras 5.3, 5.4 y 5.5.

Los resultados de estas figuras muestran claramente que existe una mejor aproximacién
del ZM P calculado a partir de la dindmica total del robot al ZM P correspondiente al
modelo carro-mesa, aunque al calcular la dindamica total del robot para determinar la com-
pensacién adecuada se consumen demasiados recursos computacionales, y lo que se ahorra
en tiempo con el modelo carro-mesa ya no es significativo. Por lo tanto, una vez calculada
la compensacién adecuada, se puede guardar ésta en memoria y aplicar a otras trayectorias
que tengan periodos de soporte iguales, evitando asi la necesidad de calcular nuevamente
la dindmica total del robot para determinar la composicién adecuada. De esta manera se
puede obtener una buena aproximacién a la dindmica total del robot y generar trayectorias
dindmicamente estables a partir del modelo simplificado carro-mesa, empleando recursos
computacionales realmente minimos comparados con los que se emplearian si se utilizara
el modelo multicuerpo.
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Figura 5.6: ZM P resultante en x (azul) considerando la dindmica total del robot y los
resultados de su COM ideal, obtenidos del modelo carro-mesa y la compensacién del
ZMP de la figura 5.3.
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Figura 5.7: ZM P resultante en y (azul) considerando la dindmica total del robot y los
resultados de su COM ideal, obtenidos del modelo carro-mesa y la compensacion del

ZMP de la figura 5.4.
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Figura 5.8: ZM P resultante en z y en y (azul) considerando la dindmica total del robot y
los resultados de su COM ideal, obtenidos del modelo carro-mesa y la compensacion del

ZMP de la figura 5.5.
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En la figura 5.9 se aprecia el resultado de aplicar la compensacion calculada para la
trayectoria del ZM P de la figura 5.5 a una trayectoria de ZM P con una amplitud de paso
menor. Lo importante aqui es destacar que se obtuvo una buena aproximacion, del ZM P
real al correspondiente al modelo carro-mesa, sin la necesidad de calcular la compensacién
correspondiente, en la figura 5.10 se muestra el resultado sin la compensacién.
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Figura 5.9: ZM P resultante (trayectoria azul) del célculo de la dindmica total del robot,
que se hace a partir del COM obtenido del modelo carro-mesa considerando la compensa-
cién del ZM P de la figura 5.5.
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Figura 5.10: ZM P resultante (trayectoria azul) del calculo de la dindmica total del robot,
que se hace a partir del COM obtenido del modelo carro-mesa sin considerar compensacion
aluna del ZM P.

En resumen, para poder calcular el ZM P total en x y en y es necesario que se calcule
la primera derivada del momento lineal total y del momento angular total, para lo cual
es necesario calcular, para cada una de las configuraciones del mecanismo del robot que
definen el ciclo de marcha, los vectores de posicién del centro de gravedad de cada eslabdn,
el centro de gravedad del robot y la primera y segunda derivada de los vectores de posicién
del centro de gravedad de cada eslabdn a partir de los modelos de cinematica y dindmica
espacial desarrollados en [19]. Para calcular el ZM P real de la figura 5.5 se emplearon
aproximadamente 15 minutos, sin tomar en cuenta que para hacer los cdlculos anteriores
es necesario contar con la soluciéon de la posicién, velocidad y aceleracién, para lo que se
empled en promedio 1, 2 y 10 minutos respectivamente.
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Para generar el ZM P a partir del modelo carro-mesa y de la matriz de coeficientes
empleada en la solucién por discretizacion de la aceleracion, subseccion 4.3.1, pero reali-
zando ahora el proceso inverso, es decir calculando el ZM P a partir de la trayectoria del
COM del robot utilizando la ecuacién (5.5), se emplearon en promedio 1 minuto con 20
segundos, por lo que es importante emplear un modelo simplificado ya que el modelo de la
dindamica total consume demasiados recursos computacionales.

pp = Az, (5.5)
donde:
- . (a1 + b 0 ]
. - ar+01 ¢
Do T as by c2
Pz = » L= y A=
PN-1 TN-1 an—1 by-1 ecn—1
| PN | TN | I 0 an by +en|

5.3. Interfaz Grafica de Usuario y Aplicacion Movil

En cuanto a la simulacién con LabVIEW, en un principio se tuvieron algunos pro-
blemas ya que la interfaz grafica emplea su propio sistema de referencia para generar los
movimientos de los eslabones del modelo virtual, de lo cual no se tenia informacién y por
tal motivo se obtuvieron incongruencias en las primeras simulaciones realizadas. También
se detectdé que el archivo que se carga en la interfaz grafica, con la secuencia de los dangulos
de los 12 servomotores debidamente ordenados en 12 columnas, debia contener 2 columnas
mas (en total 14 columnas) de las cuales no se conocia el propdsito.

Para poder solucionar este problema se comenzé por manipular el modelo virtual ma-
nualmente, es decir sin simular el ciclo de marcha a partir de los angulos obtenidos mediante
cinemaética inversa. Lo que se hizo fue encontrar en el modelo virtual los &ngulos de cada ser-
vomotor que corresponden a la posicién inicial a partir de la cual se resuelve la cinematica
inversa, asi como los sentidos de giro de cada servomotor. La figura 3.2 muestra el sistema
de referencia y la posicién inicial mediante la cual se resuelve la cinematica inversa, cabe
destacar que un angulo de cero obtenido mediante cinemética inversa para las 12 juntas
rotacionales del robot corresponde a ésta posicién. A continuacién se ajustaron los dngulos
obtenidos mediante cinematica inversa a los angulos del sistema de referencia del modelo
virtual tomando en consideracién que algunas juntas rotacionales del modelo virtual no
giran en el mismo sentido que las juntas del sistema de referencia mostrado en la figura 3.2.

Posteriormente se determind el propdsito de las dos columnas extras que deben ser
incluidas en el archivo de los angulos que definen el ciclo de marcha. Para esto se inspec-
cioné el cédigo en el diagrama de bloques de LabVIEW, lo cual no fue sencillo ya que el
programa principal emplea 25 programas (SubVI’s) para su funcionamiento. De esta forma
y prestando atencién a que se construyeron dos arboles jerarquicos para indicar quien es el
pie de apoyo en la simulacién del bipedo [33], se dedujo que la primera columna extra sirve
para indicar quien es el pie de soporte simple para asi mantenerlo fijo a la referencia (piso)
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mientras que la otra pierna adopta los dngulos de forma libre. En cuanto a la segunda co-
lumna, se detect6é que su propdsito es indicar si se desea repetir la simulacién, en qué punto
repetirla, hasta qué punto o posicidn regresar cuando se repite y cuando debe parar. Du-
rante éste proceso también se detectd que se suman o restan algunas constantes a cada uno
de los angulos que son extraidos del archivo, las cuales corresponden al ajuste entre los
angulos obtenidos de la cinemética inversa y la caracterizacién de los servomotores anterior.

Por lo tanto, una vez que se ajustaron los angulos obtenidos de la cinematica inversa al
sistema de referencia del prototipo virtual, se procedié a sumar y a restar (sumar en caso
de resta y restar en caso de suma) las constantes que se suman y restan en la simulacién.
Como resultado se logré simular el ciclo de marcha en el prototipo virtual y verificar que
ninguin eslabén chocara con otro, también se realizé una plantilla en Excel para ingresar los
angulos obtenidos de la cinemética inversa y obtener los angulos ajustados a la simulacién.

Cabe mencionar que el procedimiento anterior llevo mucho tiempo y como no se sabia
si la parte de la simulacién afectaba a la parte del envié de los datos o si se lograria hacer
funcionar a la interfaz grafica, se opt6 por explorar otras alternativas al mismo tiempo que
se trabajaba con la puesta en marcha del robot bipedo, con la interfaz gréifica y con la
generacion de las trayectorias dindmicamente estables mediante el modelo carro-mesa.

Aplicacién Mévil

Como alternativa a la interfaz grafica en LabVIEW se decidi6 emplear una solucién
novedosa e intuitiva que sélo enviard los datos al banco de pruebas, por lo que se desa-
rrollé una aplicacién movil y se emplearon algunas de las herramientas que ofrecen los
dispositivos moviles, como los sensores. Para enviar los dngulos, adecuados a los servomo-
tores del modelo fisico, la aplicacién médvil ingresa a los dngulos guardados en un archivo
de texto, ubicado en la memoria interna del celular o en una memoria externa SD, para
leerlos y enviarlos via BlueT ooth a la placa de desarrollo Arduino Mega.

Por otra parte, se traté de que al menos la comunicacién con el robot fuera inalambri-
ca, lo cual se logré empleando un moédulo BlueT ooth e instalando la placa de desarrollo
Arduino Mega sobre el robot. Como resultado se logré que ahora el robot sélo ocupe
el cable de la alimentacién para los servomotores, eliminando asi el cable de la comuni-
cacion serial entre la computadora y la placa Arduino Mega, y el cable entre la placa
Arduino Mega y los 12 servomotores.

Por lo tanto, ahora que la comunicacién es inalambrica, es méas facil manipular el banco
de pruebas ya que el robot se tiene que desplazar y en ocasiones se ve limitado el espacio
de trabajo empleando cables, mientras menos cables mejor, ademés de que la aplicacién
movil proporciona una mayor movilidad a quien estd manipulando el robot.

En la figura 5.11 se muestra un esquematico de la aplicacién movil desarrollada en
Android, la cual cuenta con dos actividades que se muestran en esta figura (a cada actividad
le corresponde una pantalla en primer plano). La actividad inicial (izquierda) interactia
con el usuario mostrando un mensaje donde se debe ingresar el nimero de la trayectoria
a ser ejecutada por el robot, se toma en cuenta la posibilidad de que el usuario no use
de forma correcta la aplicacion, para lo cual se muestran mensajes guia y se restringe el
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ingreso de datos, por ejemplo, no permitiendo que el usuario ingrese caracteres donde se

deben ingresar nimeros.
k4 L
Bipedo 1 ' _ Bipedo 1
Servo Angulo: 1gr

R Ejecutar marcha
Delay(ms)

Dictar angulo Enviar

" Servo Test
Iteracion:

Disable

ANGT11 ANG12

ANG22
ANG31 a\\[exy
ANG41 ANG42
ANG51 ANG52

ANG61 ANG62

Instrucciones por Voz

Figura 5.11: Aplicacién mévil desarrollada en Android para controlar el banco de pruebas.

Mediante la aplicacién también se ingresa, en milisegundos, el tiempo deseado para el
retardo en el envio de los angulos, ademés de que se cuenta con indicadores que muestran
en todo momento el nimero de la solucion a la que corresponde la postura actual del robot,
asi como sus respectivos angulos divididos en dos columnas, una por cada pierna, siguiendo
la nomenclatura descrita en la seccién 3.2.

Por otra parte, también se cuenta con un Switch (barra deslizante) mediante el cual
se activa y desactiva el robot, de esta forma es posible desactivar el robot durante el ciclo
de marcha, verificar los dngulos correspondientes a una determinada posicién del ciclo de
marcha y reanudar el ciclo de marcha activindolo nuevamente. Mediante el botén etique-
tado como Servo Test se ingresa a la siguiente actividad (pantalla de la derecha, figura
5.11) la cual tiene la misma funcién que el programa desarrollado en Lab VIEW para poner
en marcha el robot, secciéon 3.4. La finalidad es que se pueda probar el funcionamiento de
los servomotores y verificar su rango de funcionamiento, por separado, cuando se detecte
alguna falla. En este caso se puede ingresar el angulo deseado y presionar el botén con la
etiqueta Enviar o se puede presionar el botén etiquetado como Dictar dngulo e ingresar
el angulo mediante voz para que una vez que la aplicacién reconozca el angulo dictado, lo
envie al microcontrolador.

En cuanto a los sensores, se emplearon el acelerémetro y el sensor de proximidad sélo
para activar y desactivar el avance del robot con el propdsito de mostrar la integracién
de algunas herramientas que ofrecen los dispositivos moéviles para que en el futuro sean
consideradas a lo hora de hacer mejoras al proyecto. Para obtener las lecturas del ace-
lerémetro se empled un filtro paso bajo propuesto en la pdgina de Android, la cual contiene
la documentacién acerca de los sensores [44]. El sistema de referencia de los sensores de
posicién en los dispositivos moéviles Android se muestra en la figura 5.12.
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Figura 5.12: Sistema de referencia de los sensores de posicion en los dispositivos méviles
Android [45].

Como el acelerémetro detecta la aceleracion de la gravedad, el filtro paso bajos empleado
consiste en aislar ésta para poder detectar sus componentes en x, y y z. Para integrar esto
a la aplicacién con la que se controla el banco de pruebas se restringié la componente de
la aceleracién sobre el eje y a permanecer menor o igual a 0 [m/s?], de acuerdo con el
sistema de referencia mostrado en la figura 5.12, para que el robot pudiera avanzar. Para
la posicion del celular mostrada en la figura 5.12, la aceleraciéon en © =0, en y = 9,8 y en
z =0 [m/s?.

5.4. Pruebas y Resultados

Las pruebas con la aplicacién mévil consistieron principalmente en corroborar los re-
sultados obtenidos con la interfaz grafica en LabVIEW . La ventaja de la aplicacion moévil
fue el control sobre el retardo en el envio de los datos al prototipo fisico, ya que con la
interfaz en LabVIEW no se tenia control total sobre éste. En la figura 5.13 se muestra la
trayectoria inicial, con referencia a la planta de los pies del robot Scout, del ZM P con base
en el cual se generd la primera trayectoria del COM en el capitulo anterior, subseccion
4.3.3. Los puntos amarillos representan al ZM P en los periodos de soporte simple y al
ZMP final, el punto verde representa el ZM P inicial asi como el origen del sistema de
referencia, tanto en & como en y y en z, con base en el cual se resuelve la cinematica inversa
en [19]. La linea verde representa el ZM P en los periodos de soporte doble.
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Figura 5.13: Referencia inicial del ZM P deseado, medidas en milimetros.
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Como la trayectoria del centro de gravedad que se genera, ya sea por discretizacion
de la aceleraciéon o por control predictivo, se mantiene muy préxima a la trayectoria del
ZMP deseado (ver figura 4.15), la posicién de éste iltimo con respecto a la planta del
pie influye demasiado en el equilibrio dindamico. Por lo que durante las pruebas realizadas
con la primera trayectoria del ZM P deseado el robot no alzé lo suficiente las plantas de
los pies en los periodos de soporte simple, los arrastraba y también mostraba una ligera
tendencia a volcarse hacia atras, mas no lo hizo. Por lo tanto, se modificaron los parametros
iniciales que definen el ZM P en los programas de los apéndices A y B, para que el ZM P
se mantuviera centrado en la planta de cada pie, con respecto al eje x, en los periodos de
soporte simple y para que en el eje y avanzara conforme a la posiciéon erguida inicial con
base en la cual se resuelve la cinematica inversa, figura 5.14.
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Figura 5.14: Referencia del ZM P deseado con respecto a la posicién erguida con base en
la cual se resuelve la cinematica inversa, ver figura 3.2. Medidas en milimetros.

Con el ZM P de referencia de la figura 5.14 se obtuvo un mejor movimiento de los pies,
sin embargo la posicién del ZM P con respecto a la planta de los pies hizo que el robot
definitivamente perdiera el equilibrio y se volcara hacia enfrente durante las pruebas. Por
lo tanto, se realizaron pruebas con diferentes posiciones relativas del ZM P con respecto
a la planta de los pies para definir la zona de mayor seguridad en la cual el robot no se
vuelque hacia los extremos durante el ciclo de marcha y arrastre lo menos posible los pies
durante los periodos de soporte simple, figura 5.15.

Figura 5.15: Area de mayor estabilidad (amarilla) donde debe mantenerse el ZM P para
que el robot no se vuelque, medidas en milimetros.
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En los programas de los apéndices A y B, que resuelven el modelo carro-mesa, con
la variable of f se modifica la posicién relativa del ZM P en y y con la variable amp se
modifica la posicién relativa del ZM P en x, las dos con respecto al origen, para que con
los valores adecuados de of f y amp se pueda mantener la trayectoria del ZM P deseado
dentro del area de mayor estabilidad de cada pie.

Modificacion de los periodos de soporte

Por otra parte, se detectd que el periodo de soporte doble propuesto era demasiado
corto ya que el robot realizaba el intercambio de pie de soporte simple demasiado rapido,
provocando asi que el robot no pudiera estabilizar bien la planta del siguiente pie de so-
porte simple al finalizar el periodo de soporte doble, por lo que no se podia desarrollar el
ciclo de marcha como se habia planificado. Por lo tanto, se realizaron las modificaciones
correspondientes para que el periodo de soporte doble fuera del 22.22% y el periodo de
soporte simple del 77.78 %. Estos porcentajes resultaron porque para los periodos del ciclo
de marcha anterior se emplearon 140 puntos discretos para definir el periodo de soporte
simple y 20 para definir el de soporte doble, por lo que sélo se duplicaron los puntos del
periodo de soporte doble para definir uno mas extenso, resultando asi los porcentajes de
22.22 % para el periodo de soporte doble y 77.78 % para el periodo soporte simple.

También se realizaron las modificaciones correspondientes para definir un ciclo de mar-
cha de ya no sélo 5 pasos, sino ahora de 10 pasos hacia delante. En las figuras 5.16 y 5.17
se muestran los resultados obtenidos mediante seguimiento de trayectorias, la trayectoria
azul representa al ZM P resultante y la trayectoria roja al COM generado.
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Figura 5.16: Trayectoria del COG (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias para controlar el ZM P de salida en x(azul).
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Figura 5.17: Trayectoria del COG (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias para controlar el ZM P de salida en y(azul).

Los resultados de las figuras 5.16 y 5.17 se obtuvieron considerando la ganancia pre-
dictiva de 270 elementos de la ventana de valores futuros de la demanda solicitada y los
pesos definitivos obtenidos en la seccién 4.3.3:
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Con estos periodos se logré que el robot siguiera con mayor fidelidad las trayectorias pro-
puestas, al poder estabilizar correctamente la planta del siguiente pie de soporte simple al
final de cada periodo de soporte doble. En cuanto al computo empleado para solucionar
cada método, para la solucién por seguimiento de trayectorias se emplearon 2.657 [s] y para
la solucién por discretizacién de la aceleracion 12.195 [s]. Es decir que para la solucién por
discretizacion de la aceleracién en esta ocasién se emplearon 4.5 veces el computo empleado
en la solucién por seguimiento de trayectorias.

En las figuras 5.18 y 5.19 se muestran fragmentos de la implementacién del ciclo de
marcha dindmicamente estable con el prototipo fisico, considerando diferentes perspecti-

vas. Estas imdagenes fueron extraidas de videos que se gravaron durante la experimentacion,
algunos de los cuales se pueden encontrar en los siguientes enlaces:

e http://youtu.be/E_0dQhEmjXk

e http://youtu.be/HtLGCBT1DHo


http://youtu.be/E_0dQhEmjXk
http://youtu.be/HtLGCBT1DHo
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Figura 5.19: Implementacion del ciclo de marcha con el prototipo fisico. Perspectiva lateral.

Por otra parte, se tuvieron algunos problemas durante la implementacién del ciclo de
marcha ya que los engranes de un servomotor se barrieron en dos ocasiones. Para solucionar
esto, la primera vez se intercambiaron engranes con otro servomotor que ya no servia, la
segunda vez como ya no se contaba con otro engrane de repuesto se tuvo que ubicar el
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rango de angulos en el que trabaja ese servomotor e insertar el engrane barrido de tal forma
que la parte barrida no hiciera contacto con el siguiente engrane para el rango de trabajo
de ese servomotor. En la figura 5.20 se aprecian los servomotores y su arreglo de engranes.

Figura 5.20: Arreglo de engranes de los servomotores.



Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo a Futuro

6.1. Conclusiones

FEn este trabajo se lograron simular e implementar trayectorias dindmicamente estables
a partir de un modelo simplificado, de la dindmica real de un robot bipedo, que hasta el
momento no ha sido estudiado en la Facultad de Ingenieria de la UNAM tanto como el
modelo simplificado péndulo invertido lineal. Mediante las comparaciones correspondien-
tes con el modelo péndulo invertido lineal, se determino que el modelo carro-mesa es un
modelo méas robusto que se adapta mejor a la necesidad de generar trayectorias dindmica-
mente estables, ya que se pueden generar dichas trayectorias de forma continua y a la vez
optimizar el jerk, parte fundamental para el equilibrio dindmico.

Por otra parte, se lograron determinar y simular los métodos mas eficientes para la
solucion del modelo carro-mesa que no hacen consideraciones que acarrean errores, y que
tampoco involucran procesos u operaciones matematicas complejas que consumen dema-
siados recursos computacionales. En cuanto a las simulaciones, se obtuvo que la solucién
por seguimiento de trayectorias es una solucion maés eficiente que la solucién por discreti-
zacién de la aceleracién ya que se puede obtener una buena aproximacién empleando una
carga computacional mucho menor, proporcionando los parametros adecuados que definen
el indice de desempetio J y estableciendo la longitud necesaria para la ventana de valores
futuros de la demanda solicitada.

Con la simulacién del ZM P, calculado a partir de la dinamica total del banco de prue-
bas, se corroboré que lo que se gana en tiempo con un modelo simplificado se pierde en
exactitud, pero que al menos se obtiene una aproximacion que se mantiene dentro de los
limites del poligono de soporte, lo cual es un indicador de estabilidad, ademas se logré cal-
cular una compensacién a partir del error para obtener una mejor aproximacién. Por otra
parte, se pudo obtener experimentalmente el drea de mayor estabilidad para el robot bipe-
do Scout empleando el modelo carro-mesa, corroborando asi la diferencia entre la teoria y
la experimentacién, ya que la marcha bipeda no fue estable para todas las posiciones del
Z M P propuestas dentro del poligono de soporte.

En cuanto a la aplicacién mévil desarrollada en este trabajo, es claro que cada disposi-

tivo o herramienta tiene un propdsito, asi como sus ventajas y desventajas, por lo que no
en muchos casos una herramienta sustituird a otra completamente. Pero es muy importan-
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te buscar integrar nuevas herramientas que, aunque son disenadas para otros fines, bien
las podemos tomar y adaptar a nuestras necesidades para mantenerse a la vanguardia y
desarrollar soluciones mas novedosas. Por ejemplo, en este trabajo se realizo con un dis-
positivo mévil la misma tarea que se venia realizando con una computadora, a excepcion
de la simulacién, e inclusive se emplearon algunas herramientas con las que no cuentan las
computadoras.

En cuanto a la integracién de la aplicacién de reconocimiento de voz para controlar
un servomotor, se considera que esto es s6lo una demostracion de lo que se puede llegar a
hacer con una herramienta como ésta, por ejemplo, esto se podria utilizar para controlar
una prétesis inteligente con un dispositivo mévil, en especial de miembro superior ya que
en ocasiones es dificil poder manipularlas. Por otra parte, el empleo del acelerémetro y del
sensor de proximidad demuestra que se puede sacar provecho de los dispositivos moviles
para emplearlos en la robédtica, por ejemplo, algunos dispositivos moviles que cuentan con
los sensores que integran una IMU (giroscopio, magnetémetro y acelerémetro) pueden ser
empleados para ayudar a controlar un cuadricoptero proporcionando los sensores y ayu-
dando a los microcontroladores con el procesamiento de la informaciéon necesaria para el
controlador.

Personalmente lo que a mi dejo este trabajo es la satisfaccion de haber retomado y
dado continuidad a un proyecto, especialmente porque habia una cierta discontinuidad en
el mismo, para asi poder hacer nuevas aportaciones que servirdn como punto de partida
para nuevos companeros que como en mi caso no tendran que partir de cero y lidiar con
los problemas a los cuales yo me enfrente al retomar este proyecto. Por otra parte, para
mi fue un logro haber escrito un libro de al menos dos de los mas importantes que espero
escribir en la vida.

6.2. Trabajo a futuro

Como este trabajo traté basicamente acerca de la generacion de trayectorias dindmica-
mente estables empleando la menor carga computacional posible, el paso siguiente podria
ser tratar de generar dichas trayectorias en tiempo real, para lo cual seria necesario evaluar
cambiar la tarjeta de desarrollo Arduino Mega por un microcontrolador o dispositivo con
mayor capacidad y rapidez como la tarjeta-computadora Raspberry Pi, aunque con este
dispositivo no se pueden realizar lecturas analdgicas y los pines de salida y de entrada son
limitados. Por otra parte ya se cuenta con una comunicacion inalambrica, por lo que se
podria desarrollar una interfaz en algin lenguaje de programacion como Java o C' # que
se comunique directamente y en tiempo real con Matlab o Mathematica para resolver la
cinematica inversa.

En cuanto al prototipo fisico se detecté que la velocidad y la precisién de los servomo-
tores no son las que se especifican por el fabricante, lo que se debe a que estos servomotores
en algin momento fueron programados para tener un menor desempeno y aumentar asi su
tiempo de vida, sin embargo esto afecta al desempenio del robot, por lo que se propone
encontrar la forma de programarlos, cambiar de servomotores (lo cual es més caro) o im-
plementar un controlador de posicién propio, utilizando los servomotores como motores de
corriente directa.
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Solucidén del modelo carro - mesa mediante discretizacion de la

aceleracion

Datos

of f =0.0385; (xoff-set necesario para el ZMP en Y para que
el bipedo avance de acuerdo a | a posicio6n erguida: 0.0385 netros
si querenps que el COM pernanezca en la junta de |a plana de cada pi e,
el off-set debe ser cero x)
g=9.81; (% aceleraci6on de |la gravedad =)
zh = 0.235; (% altura del centro de nmasa =)
dT = 0.005; (% tienpo de nuestreo: 5 [nNB] =*)

(xParametros para definir automati canente el ZMP para 5 pasos x)

I p=0.07; (» longitud de paso en netros =)

hp = 0. 03; (» altura del pie en netros =)

anp = 0. 05424; (» 5. 424 cmes |la distancia horizontal en netros,

sobre el eje x, del centro del robot al centro de una planta del robot =)
no = 1080; (* nunero de puntos para | a soluci6n de 5 pasos 1080 =)

(» Matrizes del sistema continuo que representa al nodel o carro-nesa =)
ac = {{0, 1, 0}, {0, O, 1}, {0, O, O}};

cc={{1, 0, -zh/g}};
dc = {{0}};

(» Constantes que representan al nobdelo carro - nesa discretizado,
definidas en | a subseccion 4.3.1 )

zh
ad = - ;
g*dT?
2 xzh
bd =1+ ;
g*dT?
zh
cd = - ;
g*dT2

(xParanetros de posicion y tienpo para | a interpolaci6n nediate splinesx)

(*PARA LA ALTURURA Y AVANCE DEL Pl Ex)

t0 =160; z0 =0; y0 = 0;
t1l=195 Z1=0.6667x+hp; Y1=0.25%Ip;

t3 =265; z3=0.6667xhp; y3=0.751p;
t4 =300; z4=0; ya4 =1 p;
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Generacion arbitraria de la trayectoriadel ZMP en Xy Y (Lpx=750mm y

Wp=100mm)

(» Periodo de soporte sinple ss=140xdT=0. 7,
peri odo de soporte dobl e=20%xdT=0.1, periodo total =0.8 =*)

For [k =1, k <1500, k +=1,

(xTrayectoria del ZWMP en Yx)
1f [k >1&%k <300, ZnpY[k] =0 +off];

I'f [k = 300 &&k < 320, ZnpY[K]
If [k = 320 &&k < 460, ZnpY[k]
If [k 2460 &k < 480, ZnpY[k]
If [k 2480&&k < 620, ZmpY[k]
If [k = 620 &&k < 640, ZnpY[K]
If [k = 640 &&k < 780, ZnpY[k]
If [k 2780 &&k < 800, ZnpY[k]

If [k 2800&&k < 1500, ZmpY[k]

(xTrayectoria del ZMP en Xx)

If [k 2 18&&k < 140, ZnpX[k] = 0];

If [k > 140 &&k < 160, ZnpX[k]
If [k = 160 &&k < 300, ZnpX[K]
If [k = 300 &k < 320, ZnpX[k]
If [k 2 320 &k < 460, ZnpX[k]
If [k > 460 &&k < 480, ZnpX[k]
I'f [k 2 480 &&k < 620, ZnpX[K]
If [k = 620 &&k < 640, ZnpX[k]
If [k 2 640 &k < 780, ZnpX[k]
If [k 2780&&k < 800, ZmpX[k]
I'f [k = 800 &&k < 940, ZnpX[K]

(kK*xlp/20) + (-300 %1 p/20) +0ff7];

I p+offl;
(k*lp/20) + (Ip- (460 %1 p/20)) +of f1;
2xlp+off];
(Kxlp/20) + (2%x1p-(620%1p/20)) +0ff1;
3xlp+off];
(k*lp/20) + (3*x1p-(780=x1p/20)) +o0f f];
=4x|lp+off];

k% (amp /20) + (-140 xanp 7/ 20) 1;

anmp];

-k % (2+xanp/20) + (amp + (300 *x 2 xanp / 20)) 1;
-anp];

K (2xanp/20) + (-anmp - (460 x 2 xanp / 20)) 1;
anmp];

-k % (2+xanp/20) + (amp + (620 x 2 xanp / 20)) 1;
-anp];

K (2xanp/20) + (-amp - (780 *2 xanp / 20))1;
anmp];

I'f [k > 940 &&k < 1500, ZnpX[k] = 07;

1; (G erra For )

(» Graficacion de la trayectoria en X x)
Tabl al = Tabl e[ {i, ZmpX[i 1}, {i, 1, 1100, 1}7;

Fi g1 = Li st Pl ot [Tabl a1,

| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {15, FontFamly - "Arial"},
Joi ned » True, PlotStyl e » {Thi ckness[0.002], RGBCol or [0, 0, 171},
Frame - True, FraneLabel - {"dT", "ZmpX"},

1.

GidLi nes » Automatic, PlotRange » All

(» Graficacion de la trayectoria en Y )
Tabl a2 = Tabl e[ {i, ZnpY[i 1}, {i, 1, 1100, 1}7;

Fi g2 = Li st Pl ot [Tabl a2,

I mgeSi ze » 300, BaseStyle -» {15, FontFam |y -» "Arial"},
Joi ned » True, PlotStyl e -» {Thickness[0.002], RGBCol or [0, O, 171},
Frane » True, FraneLabel - {"dT", "ZmpY"},



GidLi nes » Automatic, Pl otRange » All
1
(» Graficacion de la trayectoria en Xy Yx)
Tabl a3 = Tabl e[ {ZnpY[i 1, ZmpX[i ]}, {i, 1, 1100, 1}1];
Fi g3 = Li st Pl ot [Tabl a3,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {15, FontFamly - "Arial"},
Joi ned » True, PlotStyl e » {Thi ckness[0.001], RGBCol or [0, 0, 11},
Frame - True, FraneLabel - {"ZnpY", "ZnmpX"},
GidLi nes » Aut omatic, Pl otRange » All
1
Show[Fi g1]
Show[Fi g2]
Show[Fi g3]
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Generacion de la matriz de coeficientes

Absol ut eTi m ng[
A = Constant Array [0, {no, no}l;
(» valores iniciales )
A[[1, 1]1] = ad + bd;
A[[1, 2]] = cd;
(» valores finales )
A[[no, no-1]] = ad;
A[[no, no]] = bd +cd;
For[k =2, ksno-1, k +=1,
Al[k, k-17]1 = ad;
AL[k, K11 = bd;
AlLk, k+1]1]1 = cd;

1; (xCierra For x)

Solucién del COM, en Xy Y, mediante la matriz inversa de coeficientes

Absol uteTi m ng[
Ainv = I nverse[A]; (* generacion de la matriz inversa =)
For[j =1, j <no, | ++,

(* Soluci6n del COM nediante la matriz inversa en X =)
conx = {Table[Ainv[[j, i]1], {i, 1, no}]. Transpose[{Tabl e[ZmpX[i ], {i, 1, no}1}1};
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conX[j ] = conx[[1, 111;

(* Soluci én del COM nediante la matriz inversa en y =)

cony = {Table[Ainv[[j, i1], {i, 1, no}]. Transpose[{Tabl e[ZnpY[i], {i, 1, no}]1}1};
con¥[j ] =cony[[l, 11];

1; (*cierre For x)

(» Gaficacion de la trayectoria del COMen X =)

Tabl a4 = Table[{i, conX[i ]}, {i, 1, no, 1}1;

Fi g4 = Li st Pl ot [Tabl a4,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {12, FontFamly - "Arial"},
Joi ned -» True, PlotStyle - {Thickness[0.002], RGBCol or [1, O, 01}, Frane - True,
FranelLabel -» {"dT", "COG X"}, Label Style - Directive[Blue, Bl ack],

GidLi nes - Autonmatic, Pl ot Range » All

1.

(» Graficacion de la trayectoria del COMen Y x)

Tabl a5 = Tabl e[{i, con¥[i ]}, {i, 1, no, 1}1;

Fi g5 = Li st Pl ot [Tabl a5,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {12, FontFamly - "Arial"},
Joi ned » True, PlotStyl e » {Thi ckness[0.002], RGBCol or [1, 0, 0]}, Frame - True,
FrameLabel -» {"dT", "COG Y"}, Label Style » Directive[Blue, Bl ack],

GidLi nes » Automatic, Pl otRange » All

1.

(» Graficacion de la trayectoria del COMen Xy Yx)
Tabl a6 = Tabl e[{comY[i ], conX[i ]}, {i, 1, no, 1}1;
Fi g6 = Li st Pl ot [Tabl a6,
I mageSi ze » 300, BaseStyle -» {12, FontFam |y -» "Arial"},
Joi ned » True, PlotStyl e -» {Thickness[0.002], RGBCol or [1, O, 0]}, Frane - True,
FrameLabel -» {"COG Y", "COG X'}, Label Style » Directive[Bl ue, Bl ack],
GridLi nes - Automatic, Pl ot Range » All

I;

Show[Fi g4, Figl]
Show[Fi g5, Fig2]
Show[Fi g6, Fi g3]

Export ["i znpx. png", Show[Fi g4, Figl]]
Export ["i znpy. png", Show[Fi g5, Fig2]]
Export ["i znpxy. png", Show[Fi g6, Fig3]1]

Calculo de los splines para la trayectoria de los 2 pies en z

C ear [al, bl, cl1, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4j];
a = NSol ve [

{



al* (t0)2+bl*t0+cl == z0,
al+ (t1)2+blxtl+cl =21,

a2 x (t1)2+b2xtl+c2 =271,
a2 x (t2)2+b2xt2+c2 = 72,

a3+ (t2)2+b3 %t2+c3 = 22,
a3+ (t3)2+b3 *xt3+c3 =123,

ad x (t3)2+bd xt3+c4 =23,
ad x (t4)2+bd xt4 +ch == 24,

2xalxtl+bl==2%xa2x*t1l+b2,
2%xa2%xt2+b2 ==2%xa3xt2+Db3,
2%xa3%xt3+b3 ==2%adxt3+ b4,

al ==

b

{al, b1, cl, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4}

|E
all=al/. a[[1l]];
bll =bl /. a[[l]l;
cll=cl/. a[[1]];
a22 =a2 /. a[[1]];
b22 =b2 /. a[[1]];
c22=c2/. a[[1]1];
a33 =a3 /. a[[1]];
b33 =b3 /. a[[1]];
c33=c3 /. a[[1]1];
ad4 = a4 /. a[[1l]];
b44 =b4 /. a[[1]];
c44 =c4 /. a[[1]1];

For [k =0, k <1500, k +=1,

If [k > 0&&k < 160, pzd[k] = 0];

If [k = 160 &k < 190, pzd [k]
If [k 2 190 &&k < 220, pzd [K]
I'f [k 2 220 &k < 270, pzd[k]
If [k 2 270 &&k < 300, pzd [K]

all »k®+bll xk +cll];
a22 » k% + b22 x k +c22];
a33*k2+b33*k+033];
a44 » k% + b44 x k + c44];

I f [k 2300 &&k < 480, pzd[k] = 01;

I f [k 2480 &&k < 620, pzd[k] = pzd[k -32011;
I f [k 2620 &k < 800, pzd[k] = 01;

I f [k > 800 &%k < 940, pzd[k] = pzd[k - 640]7];
I f [k 2940 &k < 1500, pzd[k] = 0];

I f [k 208&&k < 320, pzi [k] =07;
I'f [k 2 320 &k < 350, pzi [k] = all« (k -160)? + b1l % (k - 160) +c11];



I'f [k = 350 &&k < 380, pzi [k]
If [k = 380 &k < 430, pzi [K]

a22 » (k - 160)? + b22 » (k - 160) +c22];
a33  (k - 160)2 + b33 » (k - 160) +C33];
I f [k > 430 && k < 460, pzi [k] = a44 » (k - 160)2 + b44 « (k - 160) +c44];
I f [k > 460 &k < 640, pzi [k] = 0];
I f [k 2640 &k < 780, pzi [k] = pzi [k -320]11;
If [k > 780 &k < 1500, pzi [k] = 07;
]
(» Graficaci6n de la trayectoria del pie %)
Tabl azd = Tabl e[{i, pzd[i1}, {i, 0, 1500, 1}1;
Fi gzd = Li st Pl ot [Tabl azd,
| mageSi ze » 300, BaseStyle -» {15, FontFam |y » "Arial"}, Joined - True, PlotStyle »
{Thi ckness[0.01], R&Col or [0, O, 1]}, Frane -» True, FrameLabel -» {"T", "zd"},
GidLi nes » Automatic, Pl otRange » All
1
(» Graficacion de la trayectoria del pie x)
Tabl azi = Table[{i, pzi [i 1}, {i, O, 1500, 1}7;
Fi gzi = Li stPl ot [Tabl azi,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {15, FontFamly - "Arial"}, Joined » True, PlotStyle -
{Thi ckness[0. 01], RGBCol or [1, O, 0]}, Frane -» True, FraneLabel - {"T", "zi"},
GidLi nes - Autonmatic, Pl ot Range » All
1
Show[Fi gzi, Figzd]
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Calculo de los splines para la trayectoriade los 2 pies en 'y

Cl ear [al, bl, cl1, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4];
b = NSol ve [

al* (t0)2+bl*t0+cl =y0,

alx (t1)2+blxtl+cl == Y1,

a2+ (t1)2+b2%t1+c2 = VY1,
a2+ (t2)2+b2%t2+c2 = Y2,

a3# (12)2+b3 #t2+c3 = Y2,
a3# (13)2+b3 #t3+c3 = y3,

adx (t3)2+b4 xt3+ch =y3,
ad x (t4)%2 +bd xt4 +ch = y4,

2xalxtl+bl==2%xa2xt1l+b2,
2%xa2%t2+b2==2%xa3xt2+b3,
2xa3*xt3+b3 =22%xad4xt3+Db4,

al ==

},

{al, bl, cl, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4}

|E

axl=al/. b[[ii;



bx1=bl/. b[[1]];
cxl=cl/. b[[1]];
ax2=a2/. b[[1]];
bx2 =b2 /. b[[1]1];
cx2=c2/. b[[1]11;
ax3=a3 /. b[r1i;
bx3 =b3 /. b[[1]];
cx3=c3 /. b[[11];
ax4 =a4 /. b[[1]1];
bx4 =b4 /. b[[1]1];
cx4=c4 /. b[[1]1];

For [k = 0, k <1500, k += 1,
If[k 20&&k <160, pyd[k] = 0];

| f [k > 160 &k < 190, pyd[k] = axl*k2+bx1*k+cxl];
I'f [k = 190 &&k < 220, pyd[k] = ax2 « k? + bx2 « k + cx2];
I'f [k 2 220 &&k < 270, pyd[k] = ax3 « k? + bx3 « k + cx3];
I'f [k 2270 &&k < 300, pyd[k] = ax4 « k? + bx4 « k + cx4];

If [k = 300&&k < 480, pyd[k] =1p];

If [k 2480 &&k < 620, pyd[k] = 2 » pyd[k -320] + | p];
I f [k >620&&k <800, pyd[k] =3 =«Ip];

If [k 2800&&k <940, pyd[k] = pyd[k -640] +3 %I p];
If [k 2940 & &k < 1500, pyd[k] =4 %1 p];

If [k =08&&k <320, pyi [k] =01;

If [k 2320 &&k < 460, pyi [K] =2 »pyd[k -16011;

1f [k =460 &&k < 640, pyi [k] =2 =*1p];

If [k 2640 &&k < 780, pyi [k] = pyi [k -320] +2 %1 p];
If [k 2780&&k <1500, pyi [K] =4 =1p];

l:

Tabl ayd = Tabl e[{i, pyd[i1}, {i, 0, 1500, 1}1;
Fi gyd = Li st Pl ot [Tabl ayd,
| mgeSi ze -» 300, BaseStyle -» {15, FontFam |y - "Arial"}, Joined » True, PlotStyle »
{Thi ckness[0.01], R&Col or [0, O, 1]}, Frane -» True, FranmeLabel - {"T", "xd"},
GridLi nes - Automatic, Pl ot Range » All
1
Tabl ayi = Table[{i, pyi [i 1}, {i, 0, 1500, 1}7;
Fi gyi = ListPlot [Tabl ayi,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {15, FontFamly - "Arial"}, Joined » True, PlotStyle -
{Thi ckness[0.01], RGBCol or [1, O, 0]}, Frane -» True, FraneLabel - {"T", "xi"},
GidLi nes - Autonmatic, Pl ot Range » All
1
Show[Fi gyi, Figyd]
Showl[Fi gyi ]
Show[Fi gyd]



Apéndice B

Programa para la solucion por
seguimiento de trayectorias
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Generacion de trayectorias con el modelo carro - mesay

control predictivo

Datos

n1= of f = 0.04; («+ off -set necesario en el ZMPy para que
el bipedo avance de acuerdo a | a posicioOn erguida: 0.0385 netros
si querenps que el COM pernanezca en la junta de |a plana de cada pi e,
el off-set debe ser cero x)

np = 270; (* numero de val ores conoci dos del ZMP de
referencia para definir la ventana del control predictivo x)
no = 1080; (* nanero de puntos requeridos para |la

generaci 6n de la trayectoria de |la cadera x)

g =9.81; (» acel eraci 6n de | a gravedad =x)

zh = 0. 235; (» altura del centro de masa x)

dT =0.005; (= tienpo de nuestreo en segundos =x)

(xParanetros para definir automaticamente el ZMPx)

Ip=0.07; (* longitud de paso en netros x)

hp = 0. 03; (» altura del pie en nmetros =)

anp = 0. 05424; (%5.424 centinetros,

di stanci a horizontal del centro del robot al centro de una planta del robot x)

(» Matrizes del sistema continuo que definen al nodel o carro-
mesa en vari abl es de estado =)

ac = {{0, 1, 0}, {0, O, 13}, {O, O, 03}};

bc = ({0}, {0}, {1}};

cc={{1, 0, -zh/9}};

dc = {{0}};

(» Parametros para resolver |a ecuaci 6n de Riccati =)
Q= {{1, 0, 0, 0}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}};
R = {{0.00001}};

(*PARA LA ALTURURA Y AVANCE DEL PI Ex)

t0 =160; z0 =0; YO0 = O;
t1=195; Z1 =0.6667«%hp; Y1=0.25=%Ip;

t3 =265, z3=0.6667xhp; y3=0.751p;
t4 =300; z4=0; y4 =1p;
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Generacion arbitraria de la trayectoriadel ZMP en Xy Y (Lpx=750mm y

Wp=100mm)

(» Periodo de soporte sinple ss=140xdT=0. 7,
peri odo de soporte dobl e=20%xdT=0.1, periodo total =0.8 =*)

For [k =1, k <1500, k +=1,

(» Trayectoria del ZMP en Y %)
If[k >21&&k <300, ZnpY[k] =0 +o0ff1;

I'f [k = 300 &&k < 320, ZnpY[K]
If [k = 320 &&k < 460, ZnpY[k]
If [k 2460 &k < 480, ZnpY[k]
If [k 2480&&k < 620, ZmpY[k]
If [k = 620 &&k < 640, ZnpY[K]
If [k = 640 &&k < 780, ZnpY[k]
If [k 2780 &&k < 800, ZnpY[k]

If [k 2800&&k < 1500, ZmpY[k]

(xTrayectoria del ZMP en Yx)

If [k 2 18&&k < 140, ZnpX[k] = 0];

If [k > 140 &&k < 160, ZnpX[k]
If [k = 160 &&k < 300, ZnpX[K]
If [k = 300 &k < 320, ZnpX[k]
If [k 2 320 &k < 460, ZnpX[k]
If [k > 460 &&k < 480, ZnpX[k]
I'f [k 2 480 &&k < 620, ZnpX[K]
If [k = 620 &&k < 640, ZnpX[k]
If [k 2 640 &k < 780, ZnpX[k]
If [k 2780&&k < 800, ZmpX[k]
I'f [k = 800 &&k < 940, ZnpX[K]

(kK*xlp/20) + (-300 %1 p/20) +0ff7];

I p+offl;
(k*lp/20) + (Ip- (460 %1 p/20)) +of f1;
2xlp+off];
(Kxlp/20) + (2%x1p-(620%1p/20)) +0ff1;
3xlp+off];
(k*lp/20) + (3*x1p-(780=x1p/20)) +o0f f];
=4x|lp+off];

k% (amp /20) + (-140 xanp 7/ 20) 1;

anmp];

-k % (2+xanp/20) + (amp + (300 *x 2 xanp / 20)) 1;
-anp];

K (2xanp/20) + (-anmp - (460 x 2 xanp / 20)) 1;
anmp];

-k % (2+xanp/20) + (amp + (620 x 2 xanp / 20)) 1;
-anp];

K (2xanp/20) + (-amp - (780 *2 xanp / 20))1;
anmp];

I'f [k > 940 &&k < 1500, ZnpX[k] = 07;

1; (G erra For )

(» Graficacion de la trayectoria en Y x)
Tabl al = Tabl e[ {i, ZmpY[i 1}, {i, 1, 1500, 1}7;

Fi g1 = Li st Pl ot [Tabl a1,

| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {15, FontFamly - "Arial"},
Joi ned » True, PlotStyl e » {Thi ckness[0.001], RGBCol or [0, 0, 171},
Frame - True, FraneLabel - {"dT", "ZmpY"},

1.

GidLi nes » Automatic, PlotRange » All

(» Graficaci6n de la trayectoria en X %)
Tabl a2 = Tabl e[ {i, ZmpX[i 1}, {i, 1, no, 1}1;

Fi g2 = Li st Pl ot [Tabl a2,

I mgeSi ze » 300, BaseStyle -» {15, FontFam |y -» "Arial"},
Joi ned » True, PlotStyl e -» {Thickness[0.001], RGBCol or [0, O, 17},
Frane » True, FraneLabel - {"dT", "ZmpX"},



GidLi nes » Automatic, Pl otRange » All
1
(» Graficacion de la trayectoria en Xy Yx)
Tabl a3 = Tabl e[ {ZnpY[i 1, ZmpX[i 1}, {i, 1, no, 1}1;
Fi g3 = Li st Pl ot [Tabl a3,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle - {15, FontFamly - "Arial"},
Joi ned » True, PlotStyl e » {Thi ckness[0.001], RGBCol or [0, 0, 11},
Frame - True, FraneLabel - {"ZnpY", "ZnmpX"},
GidLi nes » Aut omatic, Pl otRange » All

1.

Show[Fi g1]
Show[Fi g2]
Show[Fi g3]
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Discretizacion del sistema continuo
nizti= Absol ut eTi i ng [

dS = St at eSpaceModel [{ac, bc, cc, dc}]; (% definicion del sistema dinamico continuo x)
d = ToDi scret eTi neModel [dS, 0.005, z, Met hod -» " Forwar dRect angul ar Rul e" 1;

(*» discretizaci 6n del sistema dinanmco continuo =)
{ad, bd, cd, dd} = Nornal [d];

(* generaci 6n de las matrices para resolver |a ecuaci 6n de Riccati =)

aP = cd. ad;

aR={{1, aP[[1, 111, aP[[1, 2]], aP[[1, 3]1},
{0, ad[I[1, 111, ad[[1, 2]], ad[[1, 3]1}, {O, ad[[2, 1]], ad[[2, 2]]1, ad[[2, 311},
{0, ad[[3, 111, ad[[3, 2]], ad[[3, 311}}; (* aR = A *)

bP = cd. bd;
bR = {{bP[[1, 111}, {bd[[1, 111}, {bd[[2, 111}, {bd[[3, 1]11}}; (* bR = B *)

]

(»ad//Matri xForm
bd//Matri xForm
cd//Matri xForm
dd//Matri xFor mx)

aR // Matri xForm
bR // Matri xForm



88

Solucién de la ecuacion de Riccati y calculos de k y fi
niz41= Absol ut eTi ming [

P = Di screteRiccati Sol ve[{aR, bR}, {Q R}I;
(» P es la solucion de |a ecuaci 6n de Riccati =)

(» Calculo de | as constantes que definen el control ador predictivo =)

k = I nverse[R+ Transpose[bR]. P. bR]. Transpose [bR]. P;

ke = k. {{1}, {0}, {0}, {0}}; (* ke = G =)

kx = k. {{aP[[1, 111, aP[[1, 211, aP[[1, 311},
{ad[[1, 1]], ad[[1, 2]], ad[[1, 3]1}, {ad[[2, 1]]1, ad[[2, 2]], ad[[2, 3]1},
{ad[[3, 111, ad[[3, 2]1, ad[I[3, 3]1}}; (* kx = G %)

(» Calculo de | a ganancia predictiva para cada valor futuro del ZMP de referencia =)

acR=aR- (bR (I nverse[R+ ((Transpose[bR]).P.bR)]1)). (Transpose[bR]). P. aR;
(» acR = Acx)

XxR[1] = - (Transpose[acR]). P. {{1}, {0}, {0}, {0}}; (* xR[1] = X(1) =)
fi[l] =-ke[[1, 111, (% fi[1l] = Gi(1) = -G =)

For[i =2, i snp, i ++,
XR[i ] = (Transpose[acR]). xR[i -17;
(xvec=- (I nverse[R+ ((Transpose[bR]). P. bR)1). (Transpose[bR]).
(Mat ri xPower [Transpose[acR], i -11).P. {{1}, {0}, {0}, {0}}; %)
vec = (Inverse[R+ ((Transpose[bR]).P.bR)]1). (Transpose[bR]). xR[i -17;
fi[i]l=vec[[l, 11]; (» fi[i]l = Gu(i) *)

1;

(xCi erra For )
P // MatrixForm
k.aR // Matri xForm
ke // Matri xForm

kx // Matri xForm
fi [np] (» para verificar hasta que val or calcular |a ganancia predictiva x)

Solucion del COM, en Xy Y, mediante la entrada del controlador

(* condi ciones iniciales =)

Absol ut eTi m ng[
(» condiciones iniciales del COM x)
x0 = {{0}, {0}, {0}};
y0 = {{off}, {0} {O}};



Xi = x0;

yi =yo0;

(» variables para nedir el error de seguimento tanto en x conb en y =)
ex = {{0}};

ey = {{0}};

conX = Constant Array [0, {no, 2}];
(* Generaci 6n de una Matriz de no x 2 elenentos = "0" para al macenar el COM en X x)
con¥ = Constant Array [0, {no, 2}];

(» Generaci 6n de una Matriz de no x 2 el enentos "0" para al macenar el COMen Y %)

For[j =1, j £no, | ++,

px =cd.xi; (* znp de salida en x =)

ex = ex + (pX - {{ZmpX[j 1}}); (% error en x entre el znp generado y el deseado x)

ui X =

-kx.xi -ke.ex - {Table[fi [i], {i, 1, np}]. Transpose[{Tabl e[ZmpX[j +i 1, {i, 1, np}1}1};
(» control ador en x =)

py =cd.yi; (* znp de salida en y x)
ey =ey + (py - {{ZmpY[j 1}}); (= error eny entre el znp generado y el deseado =x)
uiy =

-kx.yi -ke.ey - {Table[fi [i], {i, 1, np}]. Transpose[{Tabl e[ZmpY[j +i ], {i, 1, np}1}1};
(» controlador en y =)

comX[[j, 111 =j;

conX[[j, 211 =xi [[1, 1]]; (= Trayectoria resultante del COG en x =)

zmpXR[j 1 = px[[1, 111; (» ZMP generado, nediante el control ador, en X =)
comV[[j, 111 =j;

conY[[j, 211 =yi [[1, 1]]; (% Trayectoria resultante del COG en y =)

znmpYR[j 1 =py[I[1, 111; (» ZMP generado, nediante el controlador, eny =)

(*» calcul o del siguiente estado )

xi =ad. xi +bd. uix;
yi =ad.yi +bd.uiy;
1; (xCcierre For x)

(» Graficaci 6n de |la ganancia preventiva (fi) =)
previewGin =Table[{i, fi[il}, {i, 1, np, 1}1;
Fi gPG = Li st Pl ot [previ ewGi n,
I mageSi ze » 300, BaseStyle -» {12, FontFam |y -» "Arial"},
Joi ned » True, PlotStyl e -» {Thickness[0.004], RGBCol or [1, O, 0]},
Frame - True, FraneLabel - {"dT", "Ganancia predictiva"},
GridLi nes - Automati c, Pl ot Range » All

I;
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line=Table[{i, 0}, {i, 1, np, 1}1;
FigL = ListPl ot [line,
I mageSi ze » 300, BaseStyle -» {12, FontFam |y -» "Arial"}, Joined - True,
Pl ot Styl e » {Thi ckness[0. 00001], RGBCol or [0, O, 0]}, Frane - True,
GidLi nes » Aut omatic, Pl otRange » All

1.

(» Graficaci6n de la trayectoria del COMen X )
Tabl a4 = Tabl e[ {conX[[i, 111, conX[[i, 211}, {i, 1, no, 1}1;
Fi g4 = Li st Pl ot [Tabl a4,
I mageSi ze » 300, BaseStyle -» {12, FontFam |y -» "Arial "},
Joi ned » True, PlotStyl e -» {Thickness[0.002], RGBCol or [1, O, 0]},
Frame - True, FraneLabel - {"dT", "COG X, ZMP X'},
GridLi nes - Automatic, Pl ot Range » All
1
(» Graficaci6n de la trayectoria del COMen Y %)
Tabl a5 = Tabl e[ {con¥[[i, 111, comY[[i, 211}, {i, 1, no, 1}1;
Fi g5 = Li st Pl ot [Tabl a5,
I mgeSi ze » 300, BaseStyle -» {12, FontFam |y » "Arial"},
Joi ned » True, PlotStyl e - {Thickness[0.002], RGBCol or [1, O, 0]},
Frame - True, FraneLabel - {"dT", "COG Y, ZMP Y"},
GridLi nes - Automatic, Pl ot Range » All

I;

(» Gaficacion de la trayectoria del COMen Xy Yx)
Tabl a6 = Tabl e[{comY[[i, 2]], comX[[i, 211}, {i, 1, no, 1}];
Fi g6 = Li st Pl ot [Tabl a6,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {12, FontFam ly - "Arial"},
Joi ned - True, PlotStyl e -» {Thickness[0.002], RGBCol or [1, O, 01},
Frame -» True, FranelLabel -» {"COG Y", "COG X"},
G idLi nes » Automati c, Pl ot Range » All

I

(» Gaficacion de la trayectoria del ZMP resultante en X )
Tabl a4l = Tabl e[{i, znpXR[i 1}, {i, 1, no, 1}1;
Fi g41 = Li st Pl ot [Tabl a41,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {12, FontFamly - "Arial"},
Joi ned - True, PlotStyle - {Thi ckness[0.002], R@Col or [0, 0, 11},
Franme - True, FranelLabel - {"dT", "znmpX"},
GidLi nes - Autonmatic, Pl ot Range » All
1
(» Gaficacion de la trayectoria del ZMP resultante en Y %)
Tabl a51 = Tabl e[{i, znpYR[i 1}, {i, 1, no, 1}1;
Fi g51 = Li st Pl ot [Tabl a51,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle - {12, FontFamly - "Arial"},
Joi ned » True, PlotStyle - {Thi ckness[0.002], R@Col or [0, 0, 11},
Franme - True, FranmeLabel - {"dT", "ZMP DESEADO y ZMP REAL"},
GidLi nes - Autonmatic, Pl otRange » All
1
(» Gaficacion de la trayectoria del ZMP resultante en Xy Yx)
Tabl a6l = Tabl e[ {znpYR[i 1, zmpXR[i 1}, {i, 1, no, 1}1;



Fi g61 = Li st Pl ot [Tabl a61,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {12, FontFamly - "Arial"},
Joi ned » True, PlotStyl e » {Thi ckness[0.001], RGBCol or [0, 0, 11},
Franme - True, FranelLabel - {"zZMPY", "ZMPX"},

GidLi nes » Automatic, Pl otRange » All

1

Show[Fi gPG, Fi gL]

Show[Fi g4, Fi g41]

Show[Fi g5, Fi g51]

Show[Fi g6, Fi g61]

Show[Fi g51, Figl]

Export ["gai n. png", Show[Fi gPG FigL]]
Export [" pcznpx. png", Show[Fi g4, Fig41l]]
Export [" pcznpy. png", Show[Fi g5, Fig51]]
Export ["gai n420y. png", Show[Fi g51, Figl]]
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Calculo de los splines para la trayectoria de los 2 pies en z

neel= Cl ear [al, bl, c1, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4];
a = NSol ve [
alx (t0)2+blxt0+cl == z0,
alx (t1)2+blxtl+cl == Z1,

a2+ (t1)2+b2xt1+c2 =21,
a2+ (t12)2+b2%t2+c2 = 22,

a3+ (t2)2+b3%t2+c3 == 22,
a3+ (t3)2+b3%xt3+c3 =23,

adx (t3)2+bd xt3+c4 =23,
ad x (t4)2+bd xt4 +c4 == 24,

2xalxtl+bl==2%xa2xt1l+b2,
2%xa2%xt2+b2==2%xa3xt2+b3,
2xa3*xt3+b3 =22%xa4xt3+Db4,

al ==

{al, bl, cl, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4}
all=al/. a[[l]];
b1l =bl /. a[[1]];

cll=cl/. a[[1]];
a22 =a2 /. a[[1]];
b22 =b2 /. a[[1]];



c22=c2/. a[[1]1];
a33 =a3 /. a[[1l]];
b33 =b3 /. a[[1]];
c33=c3 /. a[[1]];
ad44 = a4 /. a[[1]];
b44 =b4 /. a[[1]];
c44 =c4 /. a[[1]1];

For [k=0, k <1500, k +=1,
I f [k 20&&k <160, pzd[k] = 0];

If [k = 160 &k < 190, pzd (k]
If [k = 190 &&k < 220, pzd[k]
If [k = 220 8&k < 270, pzd[k]
If [k 2 270 &k < 300, pzd (k]

all+k?+bll xk +cl1];
a22*k2+b22*k+c22];
a33 » k? + b33 x k +¢33];
a44 » k% + b44 x k + c44];

\2
n

I f [k > 300 &k < 480, pzd[k] = 0];

I f [k 2480 &&k < 620, pzd[k] = pzd[k -320]11;
I f [k > 620 &k < 800, pzd[k] = 0];

I f [k > 800&&k <940, pzd[k] = pzd[k -64011;
I f [k 2940 &k < 1500, pzd[k] =0];

I f [k 208&&k < 320, pzi [k] =07;
I'f [k 2 320 &&k < 350, pzi [k] =allx (k-160)%+bll (k -160) +cl1];
I f [k > 350 && k < 380, pzi [k] = a22 » (k -160)2 + b22 % (k - 160) +c22];
I'f [k = 380 &&k < 430, pzi [k] =a33 % (k - 160)% + b33 % (k - 160) +c33];
I f [k > 430 && k < 460, pzi [k] = ad4 » (k - 160)2 + b44 + (k - 160) +c44];
I f [k > 460 &k < 640, pzi [k] =01;
I f [k > 640 &k < 780, pzi [k] = pzi [k -320]71;
I f [k 2780 &&k <1500, pzi [k] = 0]1;
]
(» Graficacion de la trayectoria del pie x)
Tabl azd = Tabl e[{i, pzd[i]}, {i, 0, 1500, 1}1;
Fi gzd = Li st Pl ot [Tabl azd,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {15, FontFamly - "Arial"}, Joined » True, PlotStyle -
{Thi ckness [0.01], RGBCol or [0, O, 1]}, Frane -» True, FrameLabel -» {"T", "zd"},
GidLi nes - Autonmatic, Pl ot Range » All
1
(» Gaficacion de la trayectoria del pie =)
Tabl azi = Table[{i, pzi [i]}, {i, 0, 1500, 13}1;
Fi gzi = Li stPl ot [Tabl azi,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {15, FontFamly - "Arial"}, Joined » True, PlotStyle -
{Thi ckness[0.01], R@&Col or [1, 0, 0]}, Frane -» True, FraneLabel -» {"T", "zi"},
G idLi nes » Automatic, Pl ot Range » All
1
Show[Fi gzi, Figzd]
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Célculo de los splines para la trayectoriade los 2 pies en 'y

G ear [al, bl, cl1, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4];
b = NSol ve[

{

al+ (t0)2+bl+t0+cl = YO,
al+ (t1)2+bl*tl+cl = VY1,

a2 % (t1)2+b2%t1+c2 = VY1,
a2 % (12)2+b2%t2+c2 == Y2,

a3 (12)2+b3xt2+c3 = Y2,
a3 % (t3)2+b3 xt3+c3 ==y3,

ad x (t3)2+bd xt3+cd =y3,
adx (t4)2+bd xt4+ch =y4,

2xalxtl+bl=2%a2xtl+b2,
2%xa2%xt2+b2==2%xa3*t2+b3,
2xa3*xt3+b3 ==2%xa4xt3+Db4,

al ==

1,

{al, bl, cl, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4}

|E
axl=al/. b[[1]];
bx1=bl/. b[[1]];
cxl=cl/. b[[1]];
ax2=a2 /. b[[1]];
bx2 =b2 /. b[[1]];
cx2=c2/. b[[1]1];
ax3=a3 /. b[[1]1];
bx3 =b3 /. b[[1]];
cx3=c3 /. b[[1]1];
ax4 =a4 /. b[[1]1];
bx4 =b4 /. b[[1]1];
cx4=c4 /. b[[1]];

For [k=0, k <1500, k +=1,
If [k 20&&k <160, pyd[k] = 0];

I'f [k > 160 &&k < 190, pyd[k] = axl +k? + bx1«k +cx1];
I'f [k > 190 &k < 220, pyd[k] = ax2 « k? + bx2 « k + cx2];
I'f [k 2 220 &&k < 270, pyd[k] = ax3 « k? + bx3 « k + cx3];
I'f [k 2270 &k < 300, pyd[k] = ax4 # k? + bx4 « k + cx4];

I'f [k > 300 &&k < 480, pyd[k] =1p];



If [k 2480 &&k < 620, pyd[k] = 2 = pyd[k -320] + | p];
If [k 2620 &&k < 800, pyd[k] =3 =1p];
If [k > 800 & &k < 940, pyd[k] = pyd[k -640] +3 %1 p];
If [k 2940 &k < 1500, pyd[k] =4 %1 p];

If [k >20&&k <320, pyi [k] =07];

If [k 2320 &&k < 460, pyi [k] =2 »pyd[k -16017;

If [k 2460 &&k < 640, pyi [K] =2 =*1p];

If [k 2640 &&k < 780, pyi [k] = pyi [k -320] +2 %1 p];
If [k 2780&&k <1500, pyi [K] =4 =1p];

|E

Tabl ayd = Tabl e[{i, pyd[i 1}, {i, 1, 1500, 1}1;
Fi gyd = Li st Pl ot [Tabl ayd,
| mageSi ze -» 300, BaseStyle -» {15, FontFamly - "Arial"}, Joined » True, PlotStyle -
{Thi ckness[0.01], R@&Col or [0, O, 1]}, Frane -» True, FranmeLabel - {"T", "xd"},
G idLi nes » Automatic, Pl ot Range » All
1
Tabl ayi = Table[{i, pyi [i 1}, {i, 1, 1500, 1}7;
Fi gyi = ListPl ot [Tabl ayi,
| mageSi ze » 300, BaseStyle -» {15, FontFam |y -» "Arial"}, Joined - True, PlotStyle »
{Thi ckness[0.01], RGCol or [1, O, 0]}, Frane -» True, FraneLabel - {"T", "xi"},
GidLi nes » Automatic, Pl otRange » All
1
Show[Fi gyi, Figyd]
Show[Fi gyi ]
Show[Fi gyd]
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