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241 Teorema de Bayes !

Se dice que un grupo de eventos es colectiyamente exhaustivo s la
unicn de todos elios es el €spacio de eventos correspondiente,

De la ec 2 4, que define las probabilidades condicionales, se puede ob- '
tener un resultado importante En un grupo de evenlos colectivamente exhaustivos y

mutuamente exclusivos, B, Bz- . B,, 51 4 es un evento cualquiera definido en el
mismo espacio (fig 8), entonces, aplicando e] axioma 3, resulta

ia
PlAI=PIANB ) +PANB,| + +PlANB,) = :E: PIA N B,
Ya que los eventos A N B, son mutuamente exclusivos

Tomando en cuenta que P[AN B;] =P (B] P [A | B;], se obtiene
finalmente la ecuacién

{=n
P4) = :3:1 P[B) P[A | B;]




A /Espocm de aventgs

o |

8, /
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Fig 8 Eventos colectivamente exhaustivos

con la cual se define el llamado teorema de la probabiidad total

Considerando que £ [B’ NA]= P[AN B, se tiene que

P(B,NA) P[AﬂB’,]
PlA) PA]

de dondé

P(B)PIA|8)] 29

P[B}"A]: o n
I PB)PIAIB]

Este resultado se conoce como teorema de Baves A las probabilidades
P [(B,] que se asignan a los evenlos B, antes de observar el evento A, se les denomina

& priori o previas, a las probabilidades P [8/14] que se obtienen después de observar el evento
A, se les llama a posterion o posteriores
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Ejemplo

capacad de carga de disefio

Existe un edificto de concreto reforzado para el cual se investiga su

Un ingeniero, con base en su experiencia personal, decide

que la remstencia nominal, f. ,del concreto pudo ser de 150 kg/em?, 200 kg/em?® o
250 kg/cm?, con las siguientes probabildades previas

Resistencia nominal, en kgfcm? Probabilidad
150 03
200 06
250 01

Para predecir la resistencia nominal real, es necesario realizar un experimento que consiste
en extraer corazones (muestras) del concreto de la estructura y probarlos a compresion
simple. El ingeniero decide que la resistencia, S, de un solo corazdn dard una prediccién
confiable, y define resistencias intermedias de 175 y 225 kg/cm? para tomar en cuenta
que las obtensdas de los corazones serian mayores que las que se hubieran logrado en
una prueba a los 28 dias de edad del concreto De acuerdo con esto, el ingeniero asigna

las signientes probabilidades condicionales a cada

Z,, deimpiinacias facla /. reéss$ fencia normina

SRS IR ke btdt=ossonitnde, €V E

L1

Resistencia del corazon, S, en

Pla
r&iA

2
kg/em () = 150 | £y = 200 | (£"Dy = 250
Evento 2, {S < 175} 07 02 0
Evento Z, {175 < 5 < 225} 03 06 03
Evento Z, {5 > 225} 0 02 07

SupOngase que se saca un corazdn y que su resistencia resuita ser de 164 kgfcm?, es decir,

que ocurre ¢l evento Z )

entonces

Las probabilidades a posteriort de las resistencias nominales son,

(07) (03) 021

P[1501Z,)= -
(07)(03)+ (02 (06) +(0)(01) 033

= 0635



TN e

(o

MDA o
0.2) (0.6
P[200 | Z,] = ¢ 0)3(3 ) = 0365
ONCRY
P[250IZI]= -(-—0—33"— =0

i

Es decir, este resultado ehimina la posibihdad de que f, = 250 kgfcm?

Sup6ngase ahora que en vez de un solo corazdn, el ingeniero hubiese
decidido obtener dos, situados en diferentes niveles de la estruciard, y que al probarlos
en uno ocurné Z, y en el otro Z, La probabilidad de que ocurran ambos evenlos,
(Z,,2;) st f; es realmente 150, 200 o 250 kg/cm?, serd ¢l producio de dos probabili-
dades condicionales, puesto que Z; y Z, son independientes

PKZ,, Z,) | 150} = P[Z, | 150} P[Z, |\ 150) = (0G7) (03) = 02I

PI(Z,, Z;) | 200] = P[Z, | 200] P[Z, | 200)

(0.2) (06) = 012

PI(Zy. Z;) | 250] = P[Z, | 250] P[Z, | 250)

(0.0) (03) =00

Las probabilidades a postenon son, entonces

(03) (0.21)
0.3) (0.21) + (0.6) (0.12) + (0.1) (0.0)

PI150 | (Z,, Z,)) =

. 0063 0063
0.063 + 0072 + 00 _ o135 _ ¥
(0.6) (0.12) 0072
P(200 | (Z,. Z.,)] = = -
[ . 2 0135 0 135 053

(0.1) (0.0)
P[250 1 (2,, Z;)) = —T5 " 0

Los mismos resultados se habrian obtendo s e ingeniero, despues de extraer el primer
corazén y de calcular las probabilidades posteriores correspondientes, hubiera decidido s
car el segundo y recalcular dichas probabilidades con base en las obtenidas para el pnimero,




es decir, las probabilidades previas cn ¢l scgundo calculo serian 0 635, 0 365 y 0 para 150,

200 y 250 kg/cm?, respectivamente  En tal caso, las probabihidades posteriores, dado que
ocumé Z,, son

(0.3) (0.635)

PUIS0 1 230 = (53770635) + (0365) (06) + QD) O
) 019 _ 01 o4
0la + 022 + 00 041
022
0
PI250 1 2)) = =7 = 0

que son tguaies a las anteriores

De aqui se concluye que las probabilidades se pueden actualizar con-
forme se va obtemiendo nueva informacion experimental

25 Vanables aleatorias

Una variable aleatonia es una variab'e tal que no puede predecirse

con certidumbre el valor que asunura antes de realizar un experimento  Por ejemplo, los
valores de la tercera columna de la tabla 2 corresponden a resultados experimentales aso-
ciados a la resistencia ultima de las vigas, en este caso, la variable aleatoria es precisamente
la resistencia Glima, ya que antes de romper una viga no se puede precisar cual sera su
resistencia A fin de evitar confusion, se empleard una letra mayiiscula para denotar una
variable aleatoria, y la minuscula correspondiente para los valores que puede asumir

Cuando el numcro de valores que una vanable aleatoria puede tomar
estd restningudo a un numero fimlo o nfinito, pero numerable, dicha variable se llama

discreta 0 discontinig  1'n coso contrane so o dusigna variable continua,

El comportamiento de una vanable aleatona se describe mediante su
ley de probabilidades, la cual a su vez puede definirse de diferentes formas La manera mds

coman de hacerlo es mediante su distribucién o densidad de probabilidades
L
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mmnm——
Si la vanable aleatoria X es discreta y puede asumir los valores x;, su
densidad de probabilidades serd el conjunto de las probabilhidades

€

Px (x) = PIX = x;]

(2 10)

la cual s¢ lee “probabiidad de que X = x,”

La distnibucion de probabudades acumuladas o fyncidn de distri-

bucidén, que es otra forma de especificar la ley de probabilidades de una vanable aleato-
ria, es el comunto de las sumas parciales de P, [x,] para todos los valores de X menores
que x; Esta distnbucibn permite conocer la probabilidad de que la vanable aleatora

tome valores menores o iguales que un numero dado x, , es decir

21D

g Fy(Xm) = P[X < xp] = ;z'l" Pyix] ‘

é;'em/o/a =
Sea X la vanable aleatona discreta *“‘numero total de carros que se detienen en una esquina
debido a la luz roja de un semédforo” Si las probabilidades asociadas a cada evento son

01 &1 x =9
02 s x =1
03 s x = 2
Py (x) =+ 02 s x 3
01 s x = 4
0l s1 x =35
L_0 st x » 6

la distnbucin de probabilidades acumuladas correspondiente serd

r~

0 st x <O

01 s0<x <]

01 +02=103 sl<x<?2
Fy(x) =403 +03 =06 s2<x<3

x
06 + 02=208 s13<x<4
08 + 0.1 = 09 14 x<35
09 +01 =10 i 5< x

Las grificas de estas distribuciones se presentan en la fig 9
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Fig 9 Ley de probabilidades del ejemplo del trifico

b) Puncién de distribucién
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Para que una densidad de probabilidades satisfaga los tres axiomas de
la teoria de probabilidades, se deben cumplir los siguientes requisitos

8) 0< Py(x) <1 para toda x, ]

b) z P, (x;}= 1, donde n es el numero total de valores que puede asumir X t (212)
i=1

c) Plxm <X<xrl = :z:; Px (x,)

En el caso de una vanable aleatoria continua, X, la probabilidad de
que esta tome un valor comprendido entre x y x + dx estd dada por fy(x) dx, donde
fyx&) es la densidad de_probabihidades Por tanto, la probabixdad de que X
asuma valores comprendsdos en el intervalo x; < X < x, es

(2 13)

Graficamente, esta probabihdad es igual al 4drea bajo la curva de
fx (x) comprendida entre x, y x, como se muestra en la figl0a para la variable Y,

Puesto que Fx x)=PX<x)=P(— =< X< x), yenvirtud de la
ec 2.13,se tiene que

(214)

LRt

donde u es solo una vanable muda de uﬁegrac:én El valor de esta integral es igual al

drea bajo la curva de fy (x) a la 1zquierda de x De la ec 2.14 se concluye que

de {x) d x
dx | dx U;{x (“)d”] = fy ®) (2.15)

Las propiedades generales de Fy (x) son:

Y



0<F, {(x) < 1

F,\'(-"")=O

Fx(”)

Fyx + &> F,x), e >0

1 (2 16)

Fy(x;) = Fp(x)) = Plx; € X € x,]

Para satisfacer los axiomas de la teoria de probabilidades se necesita

que

Sy (x) > 0 para toda x
217)

-

= |

e

.Lf_: fyGydx

Por ejemplo, s1 la deysidad de probabibdades de una variable aleatoria continua es de
forma triangular (fig Hja) y estd dada por

(r - 35)/60 s1 35 € y € 41
£ ) =2 (55 —p)140 141 < y €55

0 sty< 35o0oy>55

entonces el célculo de la distribucidn de probabilidades acumuladas se efectia aplicando la
ec 2.14 a los diversos intervalos de Y en donde cambia la ecuacién de f, (), de la maners

siguiente

Si y < 35
Fy() =0

yaque f,(y)=0sy < 35

Si 35 € y < 4]

y Py
F, ()= P[Y<y] ='/:me ()du = = ‘/;5 (u~35)du = (y—35)* /120
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S141< y <55
Fy(;)= (41 - 35)*/120+ 1_4!46 : (55 —u)du=3/10+ [55(y—41) - ;—(y’ —41%))/140
S1 y > 55
Fy) = 1
La fig 10b representa la grifica de esta funcién de distribucion
‘ fyly) ‘
0.10 P[J’ZS r< ’3]
Alrss]
0.05

TT T T T T T T

0 _ _111|_L_1_L41111__Y
30 35 ), 40 a5 ¥, Y3 50 55 60
a) Densidad de probabiidades
A Aty
1.0 -
s
0.5 |-
-
o—llLll 11]1_1_1111111111111_11J_:I-y
30 35 40 45 50 5% 60

b) Funcién de distribucion

Fig 10. Ley de probabilidades de una varable aleatoria continua

S1 se quiere calcular la probabihidad de obtener un valor de la vaniable
comprendido en el intervalo de Yy ay,,donde y, > 4l y y, € 55, entonces

35 0’3 — ¥} - l/z(y; _y;)
140

14
P[J’2<Y<y3]=T40—fy (55 —»)dy=
)
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Ejemplo

Un ingemero esta interesado en disefiar una torre que resista las cargas
debidas al viento. De una sene de observaciones de la mdxima velocidad anual de] viento
cerca del sitio de interés, se encuentra que el histograma puede ajustarse, desde un punto
de vista estadfstico, mediante una distribucion de probabilidades exponencial de {a forma

Iy x)= Ke™ | x>0

donde X es ia mdxima velocidad del viento, A es una constante y X es otra consiante tal
que obliga & que f (x) satisfaga la ec 2 17. Por tanto

o o K
f Ke** dx = [er] = — = |
0 Y

de donde

por tanto P
JDI'J Frrbvcion
f(X) = xe™ x50

e)\'ﬂon SN Cr G
k—— -3

La funcibn de distribucion serd

X x x
Fx) =f0 fx w)du =_/; AN du=[—eM] = 1 —e™, x>0

El valor de A se puede tomar, por ejemplo, de manera que Fy (x) sc ajuste para que coincida

con un valor empinico. Asi, s1 la frecuencia relativa del evento 4 = {X < 70 km/h} cs
0.9, entonces

PIOCSX<<T70]=09
de donde

09 = 1 ~ 702



porlocual A = 0033, Enla fig I! se presentan las grdficas de fr(x)y Fy (x).

‘ fx{l’)
0.2
oul- Area: P[35 < X<70]
- [-Areo =P[I4O SX]
) o drrrrr e - ¥
0O 3% 70 140 210 280 350

*  Mdxima velocidad anual del viento,en kmJ/hr
a) Densidad de probabilidades de X

1 ] ] ] o~ X
140 210 280 350

Mdxima velocidad anual del vienlo,en kmJ/hr
b) Funcién de distribucién de X

Fig 11 Ley de probabihdades correspondiente al ejemplo de la mdxima
velocidad anual del viento

El complemento de F v (x) se utiliza cuando las decisiones se toman
con base en probabilidades de que se exceda un valor dado de la vanable.

La funci6n de distribucién complementana se define como

Gy(x)=P[X>x)= | — Fy (x) (2.18)




As{, para el gemplo anterior, se tiene

2.6 Esperanzas
En el capitulo anterior se indicd como calcular ¢l promedio aritmético
y la vaniancia de una muestra Estos parémetros constituyen, respectivamente, la media y

la variancia de una variable aleatoria, los cuales se definen a continuacidn

La media, m,, o esperanza, £ [X}, de una variable aleatoria discreta
e ] R —

X, e

my = E [X] = ’3:": x, Py (x,) 2 19)

donde N es ¢l total de valores que X puede asumir

Para el caso de una variable aleatoria continua, X , la media es
————

-

[ ]

my = EX= [ xfy(x)ds (2.20)

Recuérdese que el promedio aritmético de una muestra esta dado por

- | 1an
x=— I x
n i=]

Si al realzar un experimento se encuentran n, valores de X, la ecuaci6n antenor puede es-
cnibirse
rR S
- —_— =
b Z R A X (2.21)

donde f; es la frecuencia reiativa de X; obscrvada en la muestra, y N es ¢l numicro de
valores x; distintos  Es evidente ¢l gran parecido en la forma de las ecs 2 19 y22i,la
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diferencia estriba en que f, se valua a partr de una muestra de la vanable aleatonia X, ¥y
P y(x) es la distribucion de probabiiidades que la define  Cuando el total de observaciones
es grande, x tendra un valor cerc'no a My, Ya que se puede demostrar que conforme a
aumcnla.j} ticnde a la probabihidad de que ocuira ¢l valor x;. En general,x s¢ toma como
una estimacion de my.

Ejemplo

S: la densidad de probabiidades de la variable aleatoria X correspgn
diente a los errores en una mvelacion es la de la segunda columna de la siguiente tabla, la
media de dicha vanable resulta ser 4 167 micras Los cdlculos correspondientes se localizan
en la tercera columna

x,, €N micras P, (x) x, £, (x)), en micras
0 6/60 0
1 000 2/60 2 000/60
2000 4/60 8 000/60
3000 8/60 24 000/60
4 000 13/60 52 000/60
5 000 12/60 60 000/60
6 000 7/60 42 000/60
7 000 4/60 28 000/60
8 600 2/60 16 000/60
9 000 2/60 18 000/60
TOTAL my=250000/60 = 4 167 mucras

Una medida muy comin de la dispersion de los valores que puede
asumir una vanable aleatona es la variancia, la cual se denota como .S"x o Var (X], definién~
S ——

dose para una vanable aleatoria discreta, como ——
—#‘ 1
-N
§% = Var[X}= : T G ~myl Py (x) (2.22)

¥ para una continua

e~y

S} = Var [)(’]='/‘m(x—m‘\,)2 fy (xydx (2 23)




Se puede realizar un razonamiento parecido al del caso de la esperanzu
de X para mostrar la semejanza de lasecs 2 22 y 2 23

Por definicién, la desviacién estdndar, SI— de la variable aleatoria X,
es igual a 1a raiz cuadrada de la vanancia, y el coeficiente de variacion es

\ vy = lem;-\ (2 24)

-
En la siguiente tabla se calcula la vanancia de la vanable aleatonia,
cuya densidad de probabihdades se presento en el ejemplo antenor

X, — My, (x; —mx)alox(x;);
en micras Py &) en micras’
—4 167 6/60 1740 000
-3 167 2/60 333 000
-2 167 4/60 313 000
-1 167 8/60 181 000
- 167 13/60 6 000
833 12/60 139 000
1833 7160 390 000
2833 4/60 531000
3833 2/60 487 000
4 833 2{60 687 000
TOTAL 4798 000 micras® = Sy

La desviaci6n estandar y el coeficiente de vanacién son, respectivamente

2200
Sx = /4798 000 = 2200 micras, y vy = Sy/my = YT = (528

La esperanza de una funcién g (X), de la vanable aieatona continua, X,

es, por defimcién

—

Elg(XN]= g(x)f, (x)dx (2.25)
o0 X

O para una vanable ajeatoria discreta

=N
\ Efg(X])= :_El 8(x) Py (x;) (2 26)

-r




En particular, s g (X) = X, se tiene

i co

ElX] = fuxfx (x) dx

que es la esperanza o media de X

S1 g(X) = (X — m,), entonces

E[(X~mxj’]=f (x —my ) fy(x)dx

que es la varianciade X

La esperanza de g (X) = x? es

oo

ECl = [ % fy 00 dx (2.27)

-— O

y se denomina walor medio cuadratico

Se puede demostrar que la esperanza, la vanancia y el valor medio
cuadratico no son independientes, y que conociendo dos de etlos es factible calcular el
tercero La relacidn entre estos parametros es

l S = E1X] - (E[Xl)’\ (2 28)

-

La media y la vanancia juegan el mismo papel para las distribuciones
de probabihdades que el centroide y el momento de inercia para las distribuciones de masa.
Al respecto, considérese una barra de masa unitaria, con densidad de masa vanable {masa
por unidad de longitud) p (x), dentica a una densidad de probabiidades fy(x) La
distancia, x, , del origen al centroide de la barra se calcula mediante una ccuacion simiar
a2 la 220. El momento de nercia respecto al centroide, se obtiene usando una ecuacidn
semejante a la 2 28 para el caiculo de la vanancia de X

Entre las propredades de la esperanza de g{X) sc cuentan las siguicnices

1

1~ S1 g(X) = constante = ¢

E[c]=cf fx(x)dx=c

Var[c] = 0




2, S1g(X)=cx

E [cx] =f xfy Q)dx=cE[X]

Var [¢X] = ¢® Var[X]

3 SigX)=a+ bx

E[a+'bx]=af“:fx (x)dx+bf_:xfx (x)dx = a + bE [X]
Var {a + ox] = b* Var (X]
4. Sig(X) =g (X) + g, (X
E (g,(X) + &,(X)] = _/':51 () f (x)dx + f_:g,(x)f,m dx
= E(g,(0)+ E[g,(XN)]

S E(X+7Y)=E(X1+E[Y]

Var[X + Y])= Var[X]+ Var[Y}, s1 Xy Y son estadisicamente indepen-
dientes.
2.7 Dustribuciones particulares

2.7.1 Distribyadn binomial o de Bernoulh

La distribucién binomial es una de las mds (tiles para vanables alea-
torias discretas, y corresponde a un expenmento en el que solo hay dos resultados posibles.

Sea p la probabilidad de ocurrencia (éxito) de un evento,yg=1-pla
de que este no ocurra (fracaso) en una realizacién de un expennmento. Si X es una variable
aleatoria que corresponde al nimero de éxitos en n intentos independientes, se puede
demostrar que X tiene distribucidn binomual, es decir, que su densidad de probabilidades es

fe @=(")pF @™ x= 01,2, n (2 29)

X
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donde( )denota el nimcro de combinaciones de 7 elementos tomados de x en x,
y se calcula con la expresitn

( § )= " (2.30)

x x' (n - x)!

Se puede demostrar que la esperanza y la variancia para esta distnbu-
cidn son

Elx)= Z"’(‘:)P' rgm = np

Gpy D) | mins o el 3 cmemgf (P8

Ejemplo

St se lanza al aire seis veces unaz moneda homogenea,

a) ,Cuil es la probabilidad de obtener dos “caras’'?
b) ,Cuél es la probabililad de obtener por o menos cuatro “‘caras” (X > 4)?

a) Puesto que la moneda es homogénea se ienep= 1/2yg=1-1/2= 1/2,dondep es
la probabilidad de observar *‘cara” en un lanzamiento Por tanto

15
.——
2, o (12 = —

6
Pix=21= £ @=(; ) a2y a2+ =

E[X] =np = 6(/2) =
Var[X] = npq = 6 (1/2) (1/2) = 3]2

b) Para que se cumpla X > 4 en seis lanzamientos, se necesita que se observen 4, 5 0 6
caras. Puesto que estos tres eventos son mutuamente exclusivos, se aene

PIX>4)=1f, )+ [ (5)+ [ (6)

Calculando los tres sumandos como en la pregunta antenor, resulta

PIX> 4)m= 23T (112)‘(112)“+ (12 (172> +

st 6' 0!

)
U/2F (/D*=—+

+6+l_ll
64 64 32
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2,72 Distribucién de Poisson
1. e

B
Una distribucidn de probabilidades para una variable aleatona discreta,
X,de la forma
A* et
fx(x)=——-'—, x=01,2, . l (2.32)
x

se liama distribucign de Poisson, en la ec 2 32, X es una constante  Se puede demostrar

que la media y la variancia para esta distnbucion quedan dadas por

Eix] =2
(2 33)

Var(X] = A

Ejemplo

S1 la probabilidad de que falle una varilla de acero al aplicarle una dc t‘cm_:_
nadq fuerza de tension es de 0.001, ,cual es la probabilidad de que de 2 000 varillas probadas .

fallen a) tres, b) mds de dos, si se supone que la gassstenesy de las varillas tiene una dister
bucion de Poisson con A =2000%0-00122 ? m

A e
a) PIX = 3] = T
28 ¢t
Plx=3]=—-—3'—-=018

b) PIX > 2]-=l—P[X<2]=l-Fx(2)=l—{P[_¥=0]+

0 572 | ] 2 2
+P[X=l]+P[X=2]}=l—2 € _re T«

0! 1 21
=] ! 2 2 = 1 > 0323
e’ e & &

Es posible demostrar que ia distribuciéon de Poisson puede emplearse
como una aproximacién de la de Bernouili cuando n es grande y p pequeiia, pero de tal

manera que npq >> 1, tomando A = np Al respecto, si n = 20 y p = 0.05, entonces
npq vale 0.95, y aun cuando no cumple con la Gliima condicion, el error que se tiene al
usar dicha aproximacién es menor de 3 por ciento para valores de X menores de 3, aun
cuando npq es cast uno, para X = 4y X = 5 los errores respectivos son 15 y 41 por
ciento
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2.7.3 Distribucidn uniforme

Se dice que una variable aleatoria continua, X, tiene distribucion
uniforme entre X = ay X = b (b > a) 1

fy(x) = constante = -— (2 34)

lo que significa que la probabilidad de obtener un valor entre x y x + dx es la misma
para cualquer x comprendida entre a y b. La grifica de dicha distribucion se presenta
en la fig 12.

fx(x}A

7

a __ldxl__ b

=X

Fig 12, Distribucidn uniforme de una variable aleatoria ccntinua

La esperanza y la variancia de la distribucién uniforme se calculan de
la siguiente manera

b l x?2 b b -4
E = d = A——— T ee—re—— 3R
(X J:xb_a x [ub_a)]‘ Tt etar @3

T




A
5 =2 :

b=t

b
(3 / :
Yor[x)= f(x"' LX) -Z:-;—Jx R S
a a

](E[] J / 2%5[:] ofx

1 b
e P L

a _ b — a)
30 -a Smem—

2.74 Distribucion normal

Una de las distribuciones de variables aleatonias continuas mas iutil es
la distribucién normal o de Gauss, definida por la ecuacion

1
1a@ = € T @

donde u = £ [X]y oy = +/Var [X]’

e ———

51 se hace la transformacion

! Z=(X-wloy Y (2 38)
'R

entonces la ec 2.37 s¢ reduce 2 la llamada forma estandar, cuya ecuacién es

——

fz) =

e-z’/Z (2.39)
vVan i

En este caso, Z tiene distribucién normal con media igual a cero ¥y vanancia igual a |




r:‘? 3
P
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Existen tablas para calcular las probabilidades de una vaniable asociada

a una dustribuclén normal estindar, semejantes a la tabla 5 En fa fig 13 se mucustra la
forma.de campana de esta distnibucion, observindose la simetria respectoaZ= E[Z] = 0.

‘fzf!/

Arsa=68.27 %

Area=12 59 %
Area=2.14 %

)

-3 -2 -1 0 1 2 3
Lo Area=95.45 % |
L Area=99.73 % ']

Fig 13. Distribucion normal de una varwable aleatorua continua

. 4
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Ejemplo
Al probarse a compresibn simple treinta cilindros de concreto, se
obtuvieron resultados con un promedio antmético de 240 kg/cm? y una desviacidn es-

tindar de 30 kg/cm?

a) ,Cudl es ia probabilidad de que otro ciindro tomado al azar resista menos
de 240 kg/fcm??

b) (Cudl es la probabilidad de que resista méds de 330 kg/cm??

¢} Cudl es la probabilidad de que su resistencia esté en ¢l intervalo de 210 a
240 kg/cm??

Supéngase que la distribucion de probabilidades es normai.

a) Para emplear las tablas de distribucibn normal es necesanio estandanzar la
variable X mediante la transformacién indicada en la ec 2,38,




TABLA 5. AREAS BAJC LA CURVA NORMAL
ESTANDAR ENTRE 0 Y z

H 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9
00 0000 0040 | 0080 0120 | 0160 0199 0239 0279 0319} 0359
01 0398 0438 | 0478 0517 | 0557 0596 0636 0675 0714 | 0754
02 0793 0832 | 0871 0910 | 0948 0987 1026 1064 1103 ] 114]
03 1179 1217 | 1255 1293 | 1331 1368 1406 1443 148Q 1517
04 1554 1591 | 1628 1664 | 1700 1736 1772 1808 1844 1879
05 1915 1950 | 1985 2019 | 2054 2088 2123 2157 2190 2224
06 2258 2291 | 2324 2357 | 2389 24232 2454 2486 25181 2549
07 2580 2612 | 2642 26731 2704 2734 2764 2794 2823 2852

| 08 288% 2910 | 2939 2967 | 2996 3023 3051 3078 3t106] 3133
09 3159 3189 | 3212 3238 | 3264 3289 3315 3340 3365 .3389
10 3413 3438 | 3461 3485 | 3508 3531 3554 3577 3599 3621
11 3643 ) 3665 3686 3708 | 3729 3749 377 3790 3810} 3830
1.2 3849 3869 | 3888 3907 | 3925 3944 3962 3980 39977 4015
I3 4032 4049 | 4066 4082 | 4099 4115 4131 4147 41621} 4177
14 4192 4207 | 4222 4236 | 4251 4265 4279 4292 4306 | 4319
LS 4332 4345 | 4357 4370 | 4382 4394 4406 4418 4429 | 4441
16 4452 4463 | 4474 4484 | 4495 4505 4515 4525 4535 | 4545
17 4554 4564 1 4573 4582 | 4591 4599 4608 4616 4625} 46.33
18 4641 4649 | 4656 4664 | 4671 4678 4686 4693 4699 ) 4706
19 | 4713 4719 | 4726 4732 | 4738 4744 4750 4756 4761 | 4767
2.0 4772 4778 | 4783 4788 | 4793 4798 4803 4808 4812 | 4817
21 4821 4826 | 4830 4834 | 4838 4842 4846 4850 4854 | 4857
22 4861 4864 | 4868 4871 | 4875 4878 4881 4884 .4887 | 4890
23 4893 4896 | 4898 4901 | 4904 4906 4909 4911 4913 | 4916
24 4918 4920 | 4922 4925 | 4927 4929 4931 4932 4934 | 4936
25 4938 4940 | 4941 4943 | 4945 4946 4948 4949 4951 } 4952
26 4953 4955 | 4956 4957 | 4959 4960 4961 4962 4963 | 4964
27 | 4965 4966 | 4967 4368 | 4969 4970 4971 4972 4973 | 4974
28 4974 4975 14976 4977 14977 4978 4979 4979 4980 | 4981
29 4981 4982 14982 4983 | 4984 4984 4985 4985 4986 | 4986
30 f.4987 4987 | 4987 4988 | 4988 4989 4989 4989 4990 | 4990
3.1} 4990 4991 [ 4991 4991 | 4992 4992 4992 4992 4993 | 4993
32 4993 4993 | 4994 4994 | 4994 4994 4994 4995 4995 1.4995
33 4995 4995 14995 4996 | 4996 4996 4996 4996 4996 | 4997
34 4997 4997 | 4997 4997 | 4997 4997 4997 4997 .4997 | 4998
35 | 4998 4998 | 4998 4998 | 4998 4998 4998 | 4998 4998 | 4998
36 14998 4998 | 4999 4999 | 4999 4999 4999 4999 4999 | 4999
37 4999 4999 | 4999 4999 | 4999 4999 4999 4999 4999 | 4999
38 4999 4999 | 4999 4999 | 4999 4999 4999 4999 4999 | 4999
39 | 5000 5000 | 5000 5000 | 5000 5000 5000 5000 5000 | 5000
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Si1 el promedio aritmético sc toma como estimacién de u y la desviacion estdndar como

estimacidn de oy, para X = 240 se tiene

ol

240 - 240
30

I =

=0

Recurnendo a la tabla § se obtiene

PlX € 240] = PIZ<0]=05

o sea la probabiidad que corresponde al drea sombreada de la fig 14,

szfZ)

2

Fig 14. Distribucién normal correspondiente al inciso a del ejemplo

i 4

b) El valor estandanzado de la vanable es

, o 330 — 240 -3
30 -

por lo que
PIX > 330] = P(Z5> 3)= i-0.9987 = 00013

que es ¢l drea sombreada de la fig 15.

—3.0— o

Fig 15. Distribucidn normal correspondiente al inciso b del ejempio




¢) Los valores estandarizados de Ja variable son {fig 16)

210 = 240 _

"'1 =-—-_36-_—__1
240 = 240

z, = % =0

por lo que

Pi210 K X < 240|= Plm 1 < Z2<0)= 03413

Pz(!)

. - 7
1|:| (2:0

Fig 16 Distribucion normal correspondiente al inciso ¢ del ejemplo

Sean X, X,, , X, , vanables aleatorias con densidades de probabi-
hdades arbitrarias cuya suma se denotard como W, es decir

W=X1+X2+ +Xk

Es posible demostras el teorema denominado teorema del limite central,

cuyo enunciado indica que conforme aumenta el nimero de variables involucradas e;-lil
suma antenor {al aumentar K), la densidad de probabilidades de W tiende a ser la distribu-
c16n normal Ademds se puede demostrar que s1 X;, X, , X, tienen distnibucién
normal, entonces, rigurosamente, W también la tiene, independientemente del nimero de
variabies que aparezcan en [a suma

A partir del teorema del limite central se demuestra que ia distribu-
ci6n de Bernoulli se puede aproximar mediante la normal cuando el nimero de repett
ciones del experimento es grande (30 0 mas), con lo cual se logra un ahorro considerable
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de labor numérica en la solucién de algunos problemas Para mejorar esta aproxinmacion,
convicne efectuar una correccion por continwdad, la cual se justifica por usar una distri-
bucion continua en vez dc una discreta, sumando o restando, segun sea ¢l caso, 0 5 al vaior
de X que se use Por ejemplo, s1 sc desea cuantificar la probabilidad de que de 2 000 ensa-
yes s¢ logren de 3 a 6 éxitos, los himites reales que se deben usar al aplicar la distribucion
continua son 25y 65 ’

Ejemplo
St la probabilidad de que falle una varilla de acero al aplicarle cierta
carga es de 0 001, determinar la probabthlidad de que en 2 000 varilas probadas fallen mds

de dos

Usando la distribucion de Bernoull se obtiene

PIX>2=1-P{X<2]=1- {P[X=0]+P[X= 1}+P[X=2]}=

2 000 0 2000 2 000! 1 1999
= (e — + ——r (0 001) (0999 +
20000 O (001> (0999) 1969t 11 ¢ y )
2 000!

~asar - © 001)’ (0999)' " } = 03255

Los calculos necesarios para obicner la solucion son bastante mas tcdiosos que los que
deben efectuarse aprovechando que el numero de repeticiones del expenimento es grande,
a fin de utibzar la distnbucion normal En estas circunstancias, la probabihdad de que
X < 2 en el caso discreto, equivale a la de que X € 25 en el continuo, asi

u=mnp=2000x 0001 = 2

oy = Vapg = /2000 x 0001 x 0999" = 141

25 -2
141

. P[X<125]= F[Z< ]=P[Z<0355]= 0 6387

de donde

P[X>2)=1-P[X<25]=1~06387= 03613
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{a) (4v &)

no 29 (AUBY=A'NDB

and B’, and it can be scen that it is 1dentical with the shaded region of
Figure 2 9(a)

1.

3.

5.

EXERCISES

A tire monufncturer wishes to test four different tread desmigns on three
dufferent kinds of road surfaces and st five different speeds How many
different test runs are required?

. An experimenier has four different protective coatings to apply to both

sudes of a shect of stcel In how many mays can he coat both mdes of the
sheet of steel if

{a) both =ides must be coated with the same matenal,
{b) the two mides can but nced not be coated with the sarme material,
{c) both mdes cannot be coated with the same material

An experiment consists of rolling & die and then fipping a coin if and only if
the dic came up 1, 3, or 5 Draw a tree dingram and count the number of
posaible outcomes

Construct a tree diagram to determune the number of ways that a coin can bo
flipped four times in succesmon such hit throughout the serics of flips the
pumber of heads 18 always greater than or equal to the number of tails

By eoumerating all possible outcomes, verify the stitement on page 8 that
there are 21 distinct outcomes if we are intcrested only 1n knowing how many
of the five teles mion sets fit each of the three descrniptions

In each of the folloning ¢xperiments decide whether it would be appropriate
to usc a sample spuce which 18 finite, couatably infinite, or continuous

(8) Onc of tw~lve vice-presidents 1s to b chosen presdent of a company
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(b} An expermcnt 13 condited to me
wure the cociuent s
certun refractory ks el expansin of
{c} Mewwurements of ridithon trasity are mde with 4 Gryger counter
- (]
(d) A policeman me e the 1leohn content of a driver's blnod
(¢) Awuns Beppcd untd the firet head appears

(B A tenflic survey 13 made to catimat,
e the numler of
with defective headlighits 7 01 care 1m the county
L ~

Ar;ong six appheants for & job Mr Androws 18 married, does not pluy goll,
;n 13 not 8 home owner, \Mr 1B uley 13 singste, does not play golf and?s :;
ome owner, Mr Clark s married, plays golf, and s s home nw oer, \'Ir Dodrls
1s single, plays golf, and 1s not a home owner, M1 Edwnards s married does
no}:. play golf, and 13 2 home ow ner, and Mr Fox 13 single, play s golf a'nd 18
:h orr':Je owner One of these applicants 15 to 3ct the job and the ey e‘nt that
-Ine Job1s given to 1 golf player, for example, 13 denoted {Clark, Dodds, Fox}
dicate i a similar manner sets denoting the events that ’ , !
(») the position 13 given to a home owner,
(b) the position 13 given to a married golf player,
(¢) the position 18 gnen to an unmarried person who 18 oot a home onner
(d) the position s gnven to 2 man nhoseither marricd ora single golf player

Referring to Exercise 7, ndicate

(8) the complement of the set Ewen i part (a},
(b) the union of the sets of parts (a) and (b),

(c) the mntersection of the sets of parts (a) and (d),
{d) the interscction of the scts of parts (b) and (c).

A manufacturer buys parts from four different vendors numbered 1, 2, 3,
and 4 Referring to orders placed on two successie days, (1, 4) denot'c th

event that on the first day the order nas gnen toendar 1' an:;l on the sclo ;
d1y it nas given to vendor 4 Letting 4 represent the eyent that \cndc l'll
gels at Ig:j.rit one of these two orders, B the event that the same vendo 01"

both ord€rs, and C the event thut vendors 1 and 3 do t‘ t cith order,
hst the eleinents of o ek either orde,

(8) the entire sample space, (e)_ A’

® 4, . ®BuUC
{c) B, ® ANB,
(d) C, h) Anc.

Use Venn dingrans to verify that
(@} (ANBY=aUB,
M AUUNB) =4,

. -

14 rROBANILITY cuar 2

@ INBUITNRY = 4,
B tuB=(tnMmunasMUEnBs,
(M AUBNCO ={LUBN{AUC)

2.3 Probability

In this scction we shall define probability using the
concept of a sel Junelton, an addilwe sel funclion to be exact. Since the
reader 18 probably most farmhar with funetions for which the clements of
the domun and the range are numbers, let us first consider a very simple
example where the elements of the domain are scts while the elements of
the range are real numbers In olher words, we shall study a function, a
correspondence, which nssigns real numbers to the subscts of a given set
(1o the subsets of a sample space iIf we are concerned with the outcomes of
a gnen experiment) The set function which we shall consider 18 the one
whtch assigns to each subsct A of a given finite sct the number of elements
i A, wntten N(A) Suppose, then, that a company has 50 employees who
are classified according to thewr mantal status (married M and not mar-
ricd AI") and according to whether they are college graduatcs or not
(& or G"). The distribution of these 50 employees among the vanous cate-
goriea 18 a8 shown in the Venn diagram of Figure 2 10 and, umng this

N ¢

i5

Fia 210 Distnbution of elements in §

diagram, we can now determune the value N(4) for any one of the 16 sub-
sets (calegonies) mto which the employces can be clssificd (In Excrcise 1
on page 22 the reader will be asked to venfy tht there are, wideed, 16 sub-
scts including the sct S of all 50 employecs aad the vin sy -l F) The
numbers 1 1gure 2 10 are the number of maiiwd employ ces who are not
college graduates, the number of marrted empluyces who are college
graduates, the number of unmarricd ecmployees who are ccﬁc graduates,

L W
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It 1s mstructive to note that if we had made the mistake of using the
epeainl law of addition 1n tlus example, we would have gotten the absurd
result that the desired probability equals 1.400,

EXERCISES

1 Last the 16 subsets into nhich the 50 employ ces of the example on page 14
can be classified,
2 Referning to Figure 2 10, find
(a) NMUG),
LY NM UG,
(©) N[ N
3 Among 100 engimeenng students 15 are studying to be chemical engineers,

60 are undergraduates, and 5 are undergraduates studying to be chemeal
engincers. How many of these students

() are not stud)ing to be chemical engineers,
) are not undergraduates, .
{c) are studying to be chemical engineers, are undergradustes, or both,
{d) are undergraduates not studying to be chemica] engineers,
(¢) are nonundergraduates studying to be chemical engineers,
(N are nonundergraduates not studying to be chemieal engineers.
4 A deoler’s stock of 75 cars includes cars with poner steening (A), compacts

(B), and cars »ith automatic transmissions (C). Using the information given
i Figure 212, find

@) N(4), . (D NANBNO),
(b) N(B), (& N(4U B),

(c) N(O), (b) N(BUO),

{d) N(A N B), () NA'U BV,
(e) N(ANC), O NMBN(AUO)].

5 An experiment has exzetly four distinet outcomes A, B, C, and D Check
whether the following ssugnments of probabihties are permissible?

{a) P(4) = 036, P(B) = 018, P(C) = 02], P(D) = 025,
{L) P(4) = 020, P(B) = 035, P(C) = 018, P(D) = 015,
{¢) P(A) =042, P(B) = 017, P(C) = 008, P(D) = 049,
(d) P{A) = 17/80, P(B) = 11/40, P(C) = 1/2, P(D) = 1/80.
§ Refernng to the sample space lustrated 1o Figure 2 5, denote by (4, 7) the

outcome that there are 1 defective components 1o the first subassembly and
J delective components in the second subassembly (2 = 0,1,2,3,4,7 = 0,1,

¢EC 24 BOME EL] MENTARY 'n!onz\ls 23

2,3) Assuming that the prohalnlity of outcome (0, 0) 15 1/2 and the proba-
bilities of the remaming outcomes are imversely proportional to 1 + 3, the
tota]l number of defective components m the whole asstnbly, find the
probabubity of each outcome 1n the sample space.

Referring to the resulis of Excreie 6, find the folloning prolabilities: .

{a) the first subassembly has at most one defective component,

(b) the sccond subassembly has at least two defectn e componenta,

(c) the entire assembly has'at most one defective component,

(d) the sccond subassembly has more defectine components than the first
subassembly.

In the example on page 181t was assumed that each of the 50 employees had
the same chance of being clected to a labor-management commuttee, If,
mstead, a college graduate has twice the probability of bemg clected as a
non-college graduate, find (a) P(M), (b) P(G), (¢) PIM N G), and (d)
PMUG).

. Referring to the table on page 18, find

(=) P(Py), (d) P(PsN A,
®) PPy, () P(P2U 4y),
(c) P(As), M PP A,

s

16 212 Exercue 4

10 What 1 the probabshity of rolling {a) 7 (b) 11, {c) 7or 11, (d) 20r30r13,

%ith 8 pur of Lalanced dice?

11 What 1s the probalibty of drawing (a) a Llack queen, (b) a red card, (¢) 8,

6, or 7, (d) a Llack ace or a red hing, from a well-shufied standard deck of 52
playing cards?

“
r

-y
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I'hUBABILITY Citar 2

A Jottery sells tichets numbered from 1 to 10,000 What is the probabihty
that the number drawn 1s divisible by 20¢

Refernng to Exercise 4, suppose that one of the cirs on the deaicr’s lot was

:I;:; 1ged 10 a windstorm  Assuning cqua) probabilitys, find the probabiity

(a) the damaged ear is a compact

(b) the Jamaged car has pouer steering

(¢} the damaged car 18 3 compact without automatic transmission

(d) the damaged carianot a compact but has an automatic transmission and

powner steering

{lif : and B are mutually exclusive cvents, P(4) = 020, and P(B) = 0.55,
n

(a) P(A7, {c) P(AN B),

(b) P(A L) B), (d) P(A’' N B).

Given P(A) = 030, P(B) = 078, and P{4 N B) = 0186, find !
(2) P(AU B), © P(4'UBY,
(b) P(A N BY), (d) P(A' N B).
The probabiity that at least one of three events A, B, and € will occur is
grnen by
P(AUBUC) = P(4) + P(B) +PC) -PANB -PUANDO

. -PBNCO}+PANBNO
Verdfy this formula with the probabilities shown 1 Figure 213,

2| (o e
NRVAVAY

! )]
[

)
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fFc 2.5 CONDITIONAL PROBAMILITY 2§

17 In controlbng the quality of mase-producrd glass biricks, the probability that
m mspector will gt one which s cracked 15 0 0025, the probdality that he
will gt one with ur bubbles 18 0 0020, the prohainiity that he will get one
with discolormtion 1s 0 6020, the probalulity 1hat he will get one which has
an air bubble and » crached 1s 00006, the probability thit he will get one
which s crached and discolored 15 0 0005, the probalnbity that he will get one
% huch has air bubibles and 1s discolored 1a 0 0004, and the probabilily that he
will get a glass brick with all three of these imperfections is 0 0001 What is
the probalnhity that he will get a glass brick with at least one of these im-
perfectiona?

18 Show that (a) P(4) 2 P(ANB), snd (b) P(4) < P(AU B) [Hint:
Refer to parts (c) and (d) of Excruse 10 on page 14.]

19 Guven that A, B, and C are mutually exclusne events, explain why each of
the folloning 18 not a permistible assignment of probabilities: )

(s) P(4) = 04, P(B) = 04, PLAUC) =03, -
(b) P(4) = 07, P(B) = 01, P(BN C) = 03,
(c) P(4) = 06, P(ANB) =08 °

2.5 Conditional Probability

As we haie defined probability, 1t is meaningful to ask
for the probability of an event only if we refer to a ginen sample space 8.
To ask for the prohahlity that an enginecr has a salary of 810,000 or more
1= meaningless unless we specifly whether we are referring to the entire
Umted States, a particular industry, a given plant, etc, and unless we
specify how the selection 15 to be made. Thus, when we use the symbol
P(A) for the probabibty of A, we really mean the probability of A given
some sample space S Since the choice of S 18 by no means always evident,
and since there are problems m which we are interested m the probabilities
of A with respect to more sample spaces than one, the notation P(4 | S)
15 used to make 1t clear that we are referning to the particular sample
space S. We read P(A | S) as “the condilional probalnlity of A relative
to 8" and every probability 1s, thus, a conditional probabibty Of course,
we use the smplficd notation P(A) whenever the choice of S 15 clearly
understood.

To iMlustrate some of the 1deas connecied with conditional probabilities,
let us again consider the set of 50 persons among whom some are marmed
and some are college graduates as shown n Figure 210 Assuming equal
probabilities, we saw on page 19 that the probability that a college graduate
15 cleeted to the labor-management commttce 18 ’(G) = 3/10, let us now
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‘ Cariiulo 4

Probabilidad condicional
e independencia

PROBABILIDAD CONDICIONAL

Sea £ un ¢vento arbitrario de un espacio muestral S con P{E)> 0 La probabilidad de yueun even-
10 A suceda una vez que £ haya sucedido 0. en otras palabras, la probabilidad condicional de A dado
E, escrito P(A | £), se define como sigue

Pa1m) = BEED |
P(E) E J‘Zﬂ .
Como se aprecia en el diagrama de Venn expuesto, P(A | E) !
en cierto sentido mide ia probabilidad relativa de 4 con re- s

lacifn al espacio reducido £

En particular, 51 S es un espacio finito equiprobabie y |4 | denota el nimero de clementos de un

evento A, entonces
P(AnE).-.-If-QE—'I-, P(E):IE! y asi p(AIE):m:]ﬁn_m
S| |Sl; P(E) |E

Esto es,
Teorema 4.1: Sca S un espacio finilo equiprobable con eventos 4 y £ Entonces

— nimero deelementosde A N E
P(A|E) = numero de elementos de £

niimero de maneras en qye A v £ pueden suceder
numero de maneras en que £ pucde suceder

PA|E) =

Ejemplo 4.1. Sca ¢l caso de Janzar un par de dados corricnics Si la suma es 6, hallar la probatihidad de que uno de ios
dados sca 2 En oiras pulabras. s

E = {sumaes6} = {(1,8), (2, 4),(3,3), (4,2), (5,1)}
4 A = {un ] aparecs pér lo menos en un dado)

hallar P{A | E)
Ahora E consta de cinco clementos y dos de ellos, (2, 4)y {4, 2), pertenecena 4 A N E= (2. 4
{4, 2)! Entonces P(A| £) = %

Por otra parte, puesto que A4 consta de nueve elementos,
A = {(2,1), (2,2), (2,3), (2 4), (2,5), (2,6), (1,2), (3,8), (4,2), (5, 2), (6,2)}

¥ S consia de 36 elementos, P(4) = :H

Ejemple 41t Un homhre visita o un matrimonio que uene dos hios  Uno de los hyyos, un mida, entra en la sala Hallar
I probabibdad p de yue <l 0110 sea Lumbien nino w1, (1) ¢ sube que al ulro o (v higa) es menoz, (1) no se
sabe nada del otro hyo

&l espacio muesiral para ¢l sexo de los dos hijos es S = | bb bg gb. gy} con probabslidad § para
cada muestra (Aqui la serie de Lada punto corresponde & la sene de nacimmntos )

() El evpacio muestral reducido consta de dos elementos, | b bzl oseap = §
(n) Bl espacro muestral reducido consta ds tres elementos, i b, bg gbl,osmap = §

24
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TEOREMA DE LA MULTIPLICACION PARA PROBABII IDAD CONDICIONAL

St multiplicamos ¢n cruz la ccuuciédn anterior que define la probubihdad condicional y usumos el
hecho deque A N £ = £ N A, obtenemos la siguienie formula util

Teorema 4.2: P(EN A) = PIE) P(A| £)
Este teorema puede extenderse por induccidn matemética como sigue’

Corolario 43. Para los eventos 4,, 4s, .. , 4.,
P(A;nA.n nA.)
= P(A]) P(At | A[) P(A;i A],nA!) o ‘P(A. | A;ﬂA:ﬂ P nAn—l)

Ahora apiicamos ¢l teorema anterior que es llamado. apropiadamente. ¢l teorema de la muln-
plicacion

Ejemplo 43. Una lote de i2 articulos Liene 4 defectuosos Se toman al azar tres articulos del lote uno tras oiro Hallar
la probabilidad p de que 1odox los tres estén buenos

La probabilidad de que i primer articulo no sea defeciuoso s L puesto que 8 entre los 12 no san
defectuosos Si el primero no es defectuoso entonces la probabihidad %c que el préximo articulo no sea
defectuoso es 55 puesto que solamente 7 de los 11 sobrantes no son defectuosos Si los dos primeres w-
ticulos no son d:l‘:cluosos. ¢ntonces la probabilidad de que el Glimo ro sex defectuose & '1'5 puesto que
solamente 6 entre los 10 que quedan no son defectuosos Asl por el teorema de la muluplicacidn,

=8.1.8 _14
P=12'11°1c " 55

PROCESOS ESTOCASTICOS FINITOS Y DIAGRAMAS DE ARBOL

Una sucestén (finita) de experimentos en los cuales cada experimento tigne un ndmero finito de re-
sultados con probabilidades dadas sc llama un proceso esiocastico {fimito) Una manera conveniente de
describir tal proceso v calcular la probabibidad de un cvento se obuene por ¢l diagrama de arbol como
se ilustra en la figura sigutente, ¢l teorema de la muluplicacion de la seccidn anterior se usa para calcu-
lar la probabilidad de que el resuitado representado por una trayectoria determinada del Arbol suceda.
suceda

Ejemplo 4.4 Tomecmos las tres cajas sigwentes .
Caja [ conucne 10 ifmparas de ias cuales 4 son defeciuosas
Cajya Il contiene 6 con | defectuosa
Caja [l conticne 8 con 3 defectuosas

Escogemos al azar una caja y fuego sacamos al azar una ldmpara (Cudl es la probatilidad p de que la
ldmpara sca defectuasa?

Aqul reahizamos una scric de dos expenmentos
(1) escoger una de fas tres cajas,
, (1} escoger una lampara gue sea o defectuosa (D) o mu defectuosa ()
El diagrama de érbol siguienic describe el proceso y da la probabihdad de cuda rama del drbol

¥ 1 L —D
i N
3 —D

L]
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La probabihdad de que una rdyectona determ nada Jdel «rbol suceda es scgun el teorema de 4 miuly
phecacion, ¢l producto de las probabilidades de cada rama de la trayectoria, 0 sea que la probabilidad do

escoges Ia caja 1 y luego una 1impara delicluosq es g-i = ili'

Ahora como hay tre< trayectorias mutuamente exclusivas que conducun a una ldmpara defectuosa,
Ia suma de las probubibdades de estas trayuctorias es la probabihidad buscada

= 1,2 _ 11,13 113
P=3'5%3°6%v3's ™ 30

Ejemplo 4.8 Sc lanza una moneda cargada de modo que P{C) = * y P(S) = } S Male cara, e cscoge al azor un
numero de | 1 9, si saie sello, s¢ escoge al azar un numcro de | a 3 Hallar la probabilidad p de que se
' €3COJA VR NUMEro par

El diagrama de drbol con las probabilidades respectivas es.

Obsérvese que la probabilidad de escoger un numero parde 1 s 9es § puesto que hay 4 pares entre
los 9 numeros, mientras que ia probabilidad de cscogerun parde la S e i puesto que hay 2 numeros
pares entre los 5 Dos de las trayectorias conducen a un nimero par CP y SP Aal

13s

p = P(E) = +%-

@jro
Ol

PARTICIONES Y TEOREVA DE BAYES

Supongamos que los eventos 4., 42, , Ax forman
una particién de un espacio muestral 5, esto ¢s. que los cven-
tos A, son mutuamente exclusivos y su union es § Ahora
sea 8 otro evento Emonces

B =SNB = (AiUA:U- -UA)NB
= (AINB)U(A:NB)U  U(4.NB)

donde las A4, N B son eventos muluamente exclusivos En & sombresdo
consecuencia

P(B) = P{AiNB) + P(AsNB) + .-+ 4 P(A.NB)
Luego por el teorema de la multiplicacion,

P(B) = P(A)P(B|4\) + P(A)) P(B}As) + -+ + P(A) P(B|An) (1)
Por otra parte, para cualquier 4, la probabilidad condicional de A, dado B se define por
= PAnBE)
P(A(|B) = PE)

En esta ecuacion usamos (/) para remplazar P(B8) y usamos P(A, N B) = P{A;) P(B|A,) para rem-
plazar P{4; N B), obiuniendo asi el \

Teorema de Bayes 4.4 Supongase que 41, A:. ., A« esuna particion de 'y que 8 es cualquier even-
to Entlonces para cualquier 1,
P(A|B) = P{AYP(B|A)
.. PA)P(B|A) + P(Ay) P(B|As) + - - + P(AJ) P(B| A)
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Ejempla 46 Tres mayuinas A 8y € producen respecuvamente 50% 30% y X% del numern total de articulos de wna
fabrica Los porcentajes de desperfeclos de produccion de estas maquinas son 3%, 4% y 5% St se selec-
‘wiond al azar un arbicu’e haller 1a probamhidad du gue ol sfliculo sea defectuoso

Sca Y ¢l cvento de que un aruculo es defectuoso Entonces segn (/) vislo atrds, gm

D
A

P(X) = PAPX|A) + PBYPIX|B) 0.0 N
+ P(C}PIX| O ’ o D

= (0 50)(003) + (03050 0%) + (0 20)(0 0% = B<
= 0,037 N
L ] 0 D

Obh-4rvese gque tambien podemos considerar este problema como C<
un Proceso cHivvastico que 'ine el diagranis de arbol adpunto N

Ejemple 47 Convderene la fabrica del ejemplo antenior Supongase que s seic.ciona un ariiculo al azar y resulla sbr
difectuoso  Halla- la probabihdad de gue = aruculu fue producide por Ja magquina 4 esto ¢8 hallar
P4l X)

Por el tcorema de Bayes,

) _ P(4) P(X | 4)
PAIX) = prop®TA) + P8 PX|B) + BOFXIO
(0 50)(0 03) _ 15

= {0,50)(0 03) + (0 30X0.09) + (0,20)(0.05) 87

En otras palabras. dividimos la probamlidad de fa trayectonia pedida por la probabilidad del especio
mucsiral reducido, o sea agueilas trayectonas que conducen a un articulo defectuoso

INDEPENDENCIA

Se dice que un evento B es wndependiente de un evenio A si la probabilidad de que B suceda no
esta influenciada porque 4 haya o no sucedido En otras palabras, s1 la probabilidad de 8 iguala la
probabilidad condicional de B dado 4 P(B) = P(B|A) Ahora susuituyendo P(B) por P(B]A) en
¢l teorema de la muluplicacion P(4 N 8) = P(A) P(8|A). obtenemos

P(ANB) = P(A)P(B)
Usamos la ecuacidn anterior como nuestra definicon formai de independencia

Definicion: 4 y 8 son eventos independientes st P(A N B) = P(A) P(B). de otro modo son depen-
dientes

Ejemplo 48 Léncese una moneda corniente tres veces obtenemes ¢l espacio cquiprobable

8 = {HHH, HHT, HTH, HTT, THH, TET, TTH, TTT}
Consideremos los eventos

A = | primeros lanzamicnlos son caras 8 = | scgundos lanzamenios son caras |

C = | exaclamente s¢ lanzan dos caras seguidas |
Claramente A y 8 son cventos independientes este hecho se venifica en seguida Por otra parte, la rela-
adn entre A y Co 8y C no ¢s obvia Inmisuimos en que 4 y C son independientes pero que 8y Cson
dependientes Tenemos

P(A) = P(HHH, HHT, HTH, HTT)) = _;. = %
P(8) = P({HHH, HHT, THH, THT)) = % = %
P(C) = P({HHT, THH}) = % = %

Entonces :

P{(BNC) = P{{HHT, THH)) = %
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En consecuencia

P(AYP(B) = -;--% = -1- = P{(ANB), Y usl Ay 8 son indcpendicntes,
PAYP(C) = %'% = % = P(ANC), yasi Ay 8 son independientes,
PP = %% = % ¥ P(BNC), ¥ 451 8 y C son dependientes

Frecuentumente, postularemos que dos eventos son indepundientes, o que sery claro por la natura-
leza del experimento que dos eventos son independientes

Eiemplo 49 La probunilidad deque Adeenciblancoes § ylade Bes § Si Ay Bdusparan, cudl es s probabihidad
de que se pegue al blanco?

L}

Sabemos que PiA) = } v P(8) = | ¥ buscamos P(4 v 5) Ademas ia probaildad de goe
1 0 8 den ¢n el blancd no depende €e g ef otro de 510 €3 ol v enlo dc yue A dé en ¢l blunco cs iade-
pendrente del evento de que Bde en e blanco P(A N B) m PA) P(B) As

P(AuB) = P(A) —~ PiB) — PlAnB) = P(A) + P(B) — P(A)P(B)
1,2_1,2 _ 1
45 4% " %0
Tres eventos A By C son independientes si ’

(1) P(ANB) = P(A)P(B), P(ANC) = P(A)P(C) y P(BNC) = P(B)P(C)
eslo ¢s, 51 los eventos son independientes dos a dos. y
(n) PLANBNC) = P(A)P{B) P(C).

El préoximo ejemplo muestra que la condicidn (1) no se desprende de ia condicién (1), en otras pa-
labras, tres evenlos pueden ser dos a dos independientes pero no independientes entre sf

Ejemplo 4.0 Sca ¢l caso de lanzar un par de monedas correntes. aqul S= ! HH, HT TH, TT! es un espacio
equiprabable Consideremos los eventos

A = lcaras en la pnimera moneda i = {EH, BT}
B = lcaras en |n segunda moneda = {HH, TH)
C = lcaras cn una moneda exactaments! = {HT, TH)

Entonces PA)=PBY=P(O)=3=% y
P(AnB) = P((HH)) = %. P(ANC) = P{BT)) = %. P(BNC) = ({TH}) =41
Asj la condicién (1) sc sansface o sen los evenios son mdependientes dos a dos- Sin embargo,
ANBNC = Pyan
PANBNC) = P(P) = 0 » P{A) P(B)PIC}
En otras palabras, la condicidn (11) no se satisface y por tanto los tres evenios no son independienics

PRUEBAS REPETIDAS O INDEPENDIENTES

Hemos discutido previamente espacios de probabilidad que estaban relacionados con un experi-
mento repetido un numero finilo de veces, tal como ¢l lanzamiento de una moneda tres veces Este con-
cepto de repeticion su lormahza como sigue

Definicion:  Sea S un cspacio finto de probabihdad Por n pruebas repetidas o independientes, sig-
mificamos el espacio de probabilidad 7 que consta de #-upias o elementos de S con ia
probabihdad de una n-upla defimda como ¢l producto de las probabilidades de sus com-
ponentes

P{(8:, 81, . . , 8)) = P(8:) P(82) --P(sa)
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Ejemplo 4.11 Tres caballos a. b y ¢ corren juntos sus probabilidudes de ganar son respecuvamente §. §y § En
otrus palabrus 3 = la & cleon Pu) = 4, Plb) = § y Plc) = § Si lus cabailos corren dus veces
enlonces o espacio muesiral de las dos pruchas repetidas e

T = ({aa, ab, ae, ba, bb, be, ca, cb, ce)

Por conveniencin en li nolacion escribimos ac en lugar de 14 parega ordenada (a. ¢) La probabihdad
de cuda punio de T s

Pea) = P)Pla) = 3:3 =} Pw) =% Plea) = 5
Pb) = PPty = 3-1 =3 Pomy =} Pty =L
P = PPl = §o1 =L poy =Ll Pes = &

Asi la probatnlidad de gue ¢ canz Ja primera carrer'a ¥ de que @ gane la segunda es P(ca) = 11,
)

Desde otro punto de vista un proceso de prue-

bas repetidas es un proceso estocdstico, cuyo diagra- s
ma de arbol ticne las sigmentes propiedades s »
(1) cada ramal tiene los mismos resuitados, (i) Ia
probabilidad es la misma en cada rama que conduce ¢
a un mismo fnal Por egjemplo, el diagrama de ar- 3 s
bol del proceso de pruebas repetidas del experimento % 3 i '
anterior es tal como se muestra en la figura adjunta

Observese que cada ramal tiene los resultados 1 *
a. by ¢, y cada rama que conduce al resuliado a .
tiene probabilidad 3. las que conducen a & tienen 4 ¥
probabilidad § y cada una de¢ las que conducen a ¢ ¢ 5
tienen probabilidad % 3 R

1

Problemas resueltos

PROBABILIDAD CONDICIONAL EN ESPACIOS FINITOS EQUIPROBABLES

4.1, Selanza un par de dados corrien.es Hallar ia probabilidad p de que 1a suma de sus numeros sea
10 0o mayor si, () aparece un 5 en el pnmer dado, (n) aparecec un 5 en uno de los dados por o
menos

() Siaparece un 5 en ¢l pnmer dado. entonces ¢l espavio mucviral reducido e
A = {(5,1), (5,2), (8,3), (&,4), (5,5), (5,6))

La suma cs 10 o0 mayor en dos Je los scis resultados (3, 3), (5 6) Porlotaniop = -:— - "i

() Siaporece un 5 por lo menos en un dado, entonces el espacio muestral reducido tiene once elementos
B = {(8,1), (5,2), (5,3), (5, 4), (&, 6), (5,8), (1,5), (2, ), (3, B), (4, B), (6, 8)}

La suma es 10 o mayor en tres de los once resultados (3 5) (5, 6). (6, 5) Porlotanto p = I’—.

e s .
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4.5,

4.6.

PROBABILIDAD CONDICIONAL E INDEPENDENCIA [CAP 4

Se lanzan tres monedas corrientes Hallar 1a probabilidad p de que sean todas caras si, (i) la pri-
mera de las monedas s cara, (1) una de las monedas es cara

El z<pauio muesiral tiene ocho clementos § = | HAH, HHT HTH, HTT, THH, THT. TTH, TTT !
(i} S la pnmera moneds es cara, e espacio muestral reducido €3 4 = | HHH HHT, HTH, HTT| Pueato que las
monedas son todas caras en ) ded casos p = 3

)  Siunade las monedas e3 cara ¢l espacio muestral reducido es 8 = | HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH |
Puesto que las monedas son todas caras en ! de Tcasos p = 4

Sc lanza un par de dados corrientes Si los dos numeros que aparecen son diferentes, hallar la pro-
batlidad p de que, (1) la suma sea seis, (1) aparezca un as, (i) la suma sea menor o 1gual a 4

De las 3o maneras que se puede lanzar ¢ par de dados 6 contienen numecros rependos (1, 1), (2, 2), . (6. 6) Asl

el espucio mucestral reducido constara de 36 — 6 = 30 el2mentos

() Lasuma o6 puede succd;.r de d mancras (1 3), (2 4). (4, 2) (5. 1) (Noinciwmos (3, )} puesto que los numeros son
1guales } Entonces p = = .0 %

()  Un as puede aparccer de 10 maneras (1. 2),(i,3), . {(L&YR, 1) (3 1), .(51) Entonces p = E - i

(i} La suma menor o 1gusl & 4 puede suceder de 4 maneras (3, . (1. 3), (2. 1).(1. 2) Asip -ﬁ- 1’3

Se escogen al azar dos digitos desde | hasta 9 Si la suma es par, hallar la probabilidad p de que
ambos numeros sean impares

La suma ¢s par s1 ios numeros son 1mpares o st son parcs Hay 4 pares (2, 4, 6, B), por tanto hay (:) = & maneras de
escoger dos numeros pares hay 5 umpares {i. 3, § 7, 9), o sea que hay (:) = 10 maneras de escoger dos numeros 1m-

pares Asl hay 6 + 10 = 16 maneras de escoger dos nimeros tales que su suma sea par; puesto qus 10 do cstas maneras
suceden cuando los dos numeros son (mpares, p = 13 = §

A un hombre se reparten 4 espadas de una baraja corriente de 52 cartas Si se le dan tres cartas
mas, hallar la probabiiidad p de que por lo menos una de las cartas adicionales'sea tambien cs-
pada

Pucsto que recsbid 4 espadas, quedan 52 —4 = 48 cartas de las cuales 13 —4 = 9 son espadas Hay (‘;) -
17 296 maneras en las que puede recibir tres cartas mis Puesto que hay 48 — 9 = 3% cartas que no son capadas hay
( ) = 9139 rnlncfas en quc puede recibir tres cartas que no son espadas Asi la probabihidad g de que no reciba cspa-

dauq-m por lo tanlo p= | —q = "_;"’.

Se reparien 13 cartas de una baraja cornente de 52 cartas a cualro personas que denominamos
Norte, Sur, Esie y QOeste
(1) Si1 S no tience ases, hallar s probabiiidad p de que su compafiero N tenga exactamente dos ascs.

(1) S Ny Sjuntos tienen nueve corazoﬂcs hallar {a probabilidad p de que Ey O tengan cada uno
dos corazones.

u) Hay39 unas contando los 4 ases reparudas entre N Ey O Hay ( ) maneras de que N reciba 13 de fas J9 car-
tas Hay (,) maneras de que pueda recibar 2 ge los cuatro ases, ¥ G ) maaeras de que pueda rcable |l cartas de
lag 39 — 4 = 35 cartas que no son ases Asf

4, .M
(PG _ 8-12-13-25-26 _ 650
(:f, T 36+37-38-39 2108

|
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(ny Hay 26 cartas incluyendo 4 corazones reparuidos entre b 1 O Hav (“) mancra de que por gempiv, E pucda
:-_;?r reubir 1) canas (Necesitamus swlamente anahzar las 13 gartas de £ puestn yue Q dube tencr ¢f resto ) Hay (5 .)
maneras pars que E pucda recibir 2 corasones de losd y ( |} maneras para Gue =l nusmo pueda recibir 1 nO-COru-

zones de 26 — 4 = 22 no-curazones Asi

- QG _ §-12 13-12-13 _ 234

@ T Tmnemem T

TEQOREMA DE LA MULTIPLICACION

4.7. Una clasc uene 12 miios y 4 nifias Si se escogen tres estudiantes de la clase al azar, (cudi es la pro-
babilidad p de que sean todos nifios? .

La probabilidad de que el primer estudiante escogido sea un mido es 12 /16 pucsto que hay 12 miflos entre Jos 16 extu-
diaates Sicl primero es un mino entonces lu prunabihded de que ¢ sexundo sea mifio es 11/15 puesto que hay 11 nados entre
los 15 restantes Finalmunte slos primeros dos vwoug,2os yan mdos entonces };l probabiidad de que el tercero sea mao es
iN/14 puesto que quedan |0 ninos entre 14 Adel por cl teorema dg [a mulhiplicacien, 1o probubilidad de que 10dos tres
sean mihos es

12 11, 11

O1ro méiodo Hay (“) 5'%0 maneras de escoger J estudiantes entre 16, y ( } = 220 maneras de escoger
3 milgs entre 12, por lo tanto p = ion ;_:.
Un tercer método 51 los es'udianies se escogen uno despues del otro entonces hay 16+ 15+ 1;6l mancras de esco-

gor tres estuchantes, ¥ 12+ 11 * 10 mancras de escoger tres nifios, por consiguients P = 151 7¢ =

4.8. A un jugador le reparten 5 cartas una tras otra de una baraja corriente de 52 cartas (Cudl es la
probabilidad p de que todas sean espadas”

La probabilidad que Ia primera carta sea espada es 13/52, la segunda sea espada es 12/51 la tercera 11/50, la
cuarta 10/49, y la uluma 9/48 (Suponcmos en cada caso que las cartas anteriores (ucron cspadas ) Asi

_ 1 12 u 109 EY
rER 'R 67

4.9. Una urna contiene 7 bolas rojas ¥ 3 bolas blancas Se sacan 3 bolas de la urna una tras otra Ha-
llar 1a probabihidad p de que ias dos primeras sean rojas y la tercera blanca

La probabuidad de que |a primera bola sea roja ¢ 7/10 puesto que hay 7 rojas entre las 10 bolas Si la prumera bola
€3 roja, entonces la probabilidad de que 1a scgunda bola sea roja es 6/9 pucsto que yuedan 6 rojas catre las 9 bolas restan-
tes Silas dos prumeras son rojas, entonces la probabilidad de que la tercera sea blanca €3 3 /8 puesto que quedan 3 blancas
entre las 8 bolas restantes en la urna Entonces por el teorema de fa muluphcacién,

I
10

b
]
I-ll_q
o
-
woim
-
x)es

4.10. Los estudiantes de una clase se escogen al azar uno Lras otro, para presentar un examen Hallar la
probabilidad p de que nifos y nifias queden alternados si (1) la clase consta de 4 miflos y 3 miuas,
{n} la clasc consta de 3 miaos y 3 nifias

{n Stlos mdos y Jas miftas se aliernan cl primer estudiante examirado ucbe ser mio La probabshidad de que of scgundo
s€a nifia ¢§ 3 /6 puesto que hay 3 mias encre los 6 restantes Conunuando en esia forma, oblencmos que la probaby-
hidad de quc el tercero sca mino oy 3/5 que ¢l cuarto sea mia es.2/4 que el quinio sca mio es 2/J, que ¢l sexo 23
nitaes 1/2, yque el ultimo scamnaes 1 /1 Ass

JEYPS
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() Hay dos casos mutvamente gxclusivas el prinier estudiante es un niho y el phimero ¢s una nifa M <l promer estu
diante es un mda eatonces por ¢l tcorema de la muluphicacion la probabilidad p o de que los extmbiantes se alicrnin
[ 1

_3.,3,2,2,1,1 _1

M =8'8'3'3'2°1T7 20

S ol prinier wstudiunte ¢ una alfu, entonces par el tearuns de la muhiphcacidn la probubilidad p de que los
esiudiuntey se dlicraen ex

FYROBLEMVIAS VARIGS SOBRE PRUSASILIDAD CONDICIONAL
4.11. En crrta facultad 257 de los estudiantes peraieron matematicas '>7 perdseron quimica y 10%
perdicron las dos Se selecciona un estuciante al azar
{1) Si perdio quimica, (cull es la probalivad de que perdio matematicas®
(1) Si perdio matematicas, (cual ¢s la probablidad de que perdié quimica?
() ,Cual es la probabihdad de que perdié mateméticas o guimica?

Sea M = | estudianies que perdieron matematicas | y € = ! estudiantes que perdicron quimica !, entonces
P}y =025 P(Cy = 015 PHNC) = 010

T () La probabihdad de que <l estudianie perdiera matematicas, dado que haya perdido quimiea es
A
PM|C) = PMnO) olo 2

il

——

P{C) 045 = 3
() La probabilidad de que el estudiante perdicra quimica dado que hays perdido matemilicas ¢

_ P(CnM) _Olo _ 2
PCIA) = =BG =35 = &

() PMUC) = PN+ PICO)— PIMNC) =025+0,15—010 =0 = :—a

4.12. Sean los eventos A y Beon P(A)=¢, P(B)=} y P(ANB)=1}. Hallarl.
(1) P(A|B), (n) P(B|A), (in) P(AUB), (1v) P(A°|Be), (v} P(B*|A®).
W pam =2gem _t o1 W Pela) = 2008 = 2
z
12

(i) P{AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = +%—% =

e

(iv) Pnimerc calculamos P(Bc) y P(AcNB<) PB) = 1—=P(B) = 1 - 3 = § Porlaley de De Mor-
gan (AUB)c = AcnB*%, porlotanto P(A*NB¢) = P({AUB)K) =1~ PAuB) = ] “a=%

PidcnBy _ fh'_ B

An Plac1BY = —pE =31 7%

*

() PA9)=1-P(A) =1~} =4 Lucgo P(Be|Aq = DEOAD _ 17

= L]

P(A%) 36

4.1), Seanloseventos Ay Beon PlA)=§, P(B)=§ y P(AUB) =1 Hallar P(A|B) y P(B|A)
Primero caiculemos A{A N B) usando la (drmula P(AUB) = P(A) + P(B) = P(ANB).

~P{AnB) o P(ANB) =%

jcn

3 _ 3
i

Ass P(AIB)=-——E=% y pelay=23081_2_2
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Hullar £(8] 1) w1, (1) A esunsubconjunto de 8 (1) A v 2 son mutuamente exclusivos
() 51 1 es un subconjunio de B entonces siempre que 4 suceda 8 dubesucder por lo tante PiF]4) = | A s tur-
no s s un sublonzunta g Hentoneces A N J w4 evruaces
' _ Bdrd) _ Py _
P(B:A) = vy Euady
@B @
1
(v (11}
(W) Si Ay 8son mutuamente encluy vas & 925 dsver o wror. S wempre aue 4 suceda 8 no puede suceder mor 12
lanmo P(BlA) = 0 Alternudamunte <1 A v B 500 "o'tainciie €xclLanos eatonss 4 N 4 = D por o lante
P(AnE) P(D) 0
BI14) = "Fa)y = Pa) = By = °
Tres maquinas 4 By C producen respectivamente 60%, 30% y 10% del numero total de artfcu-

los de una [abrica Los porcentajes de desperfectos de produccion de estas maquinas son respecti-
vamente 2%, 3¢ y 4% Seleccionado un articulo al azar resulto defectucso Hallar la probabils-
dad de que el articulo hubiera sido producido por 1a maquina C

Sea X = }articulos defectuosos! Buscamos P(C] YD) probabilidad de que un articulo sea producide por la ma-
quina C dado que el articulo sea defectuoso Por ef teorema de Bayes,

- P(O) PLYIC) o

PCIXD = FyFiXiar = PEI PR 1B) + PIOFXIO)
{01030 04) _ 4
(0 60)0.02) + (N3N0 0} + (0 10)004) 25

En cierta facultad, 4% de los hombres y 1% de las mujeres ticnen més de 6 pies de estatura. Ade-
mas, 60% de los estudiantes son mujeres Ahora bien si s¢ seleccrona al azar un estudiante y es
mis alto que & pies, ,cudl es la probabilidad que el estudiante sea mujer?

Sa A =~ [awdiantes de més de 6 pres | Huscamos P{W|A). probabhidad de que ol cxtudisnle sea wan mujer
dado que ¢l estudianic es de mis de 6 pies Por el teorema de Bajes,

PWiA) = P(W) P(A | W) _ (0 60)(0 O1) - 8

P(W)P(A{W) + PAYPA M) ™ (0,606001) + (0 40)(0.04) i1

Sea £ un evento para el cual P(£) > 0 Comprobar que la funcion de probabilidad condicional
P{*| E) satisfacc los aviomas de un espacio de probabilidad, esto es,

[P.] Para un evento 4, 0 =P(A}E)=1

[P2] Paracleventocierto S P(S{E) = |

[Ps] Si Ay Bson muluamente exclusivos, entonces P(AUB | E) = P(A|E) + P(B|&).
[Pd S A4, A €s una sucesitn de cventos muluamente exclusivos, enlonces

P(AiUAU - + |E) = P(AJ|E) + P(AL{E) + - -+

() Tenemos ANE CE, por lo tanioc P(ANE) = P(E). An P(A]E):f(:—(g)zlil Yy & M Begatpvo
tambien Estoes 0 £ PA]E) =1 yauu [P,] cumple
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. ()

Gup S 1y 3300 BeMes FodpTun e ewil OS ity O son A NE y BN E Ademds{AUBINE =
(ANEYW{BNE). Axn

P{lAull)nE) = PANEYU(BNEY) = PANEY + P(BnE)

PIS~5Y _ P

Tenemos S NE = £ por consiguieate P(S| &) = “FE) -f,-(-E—)”—' 1 As [Te] sausfawe

¥ por ende
_ PUAUBYNE) _ PANE)+ P(BRE)
PlAUB|E) = P(E) = PE) ;
PAnE) , P(BnEY _
FE-* —hE = PALIB + PBIE)
O sea que [P;] sausface
(v Strhilarmiente st 4y 4 300 mutuamenic 23 usivos Lambien lo son 4\ NE, A4NE,.... Asi
Plaudu YNEY = P4 ~&)vidanEly y = PANE)+PiAnE) + -
N P tanto 7
Pl{AUA,u INg - PlAREY+ P4+ D) =
P(A,u:‘l,u | &) PE) = - FE)
P(ANE}) P(AnE) _ _

Esto s [P,] sausface

PROCESOS ESTOCASTICOS FINITOS

4.18. Una caja contiene tres monedas una moneda es corriente, una moneda tiene dos cargs y una mo-

. neda esla vargada de modo que la prebabilioud de obiener cara sea § Se selecciona una moneda
al azar y se lanza Hallar la probabilidad p de que salga cara

Construimos ¢l diagrama de Grboi como se muestra en la figura (o) sigurenie Observese que 1 s refiere & la mone-

da corrienle [f a | de doble cara y 111 a la moneda cargada Ahora las caras aparecen a lo [acgo de tres de las irayecto-
rias, paor o tanto

11,1,,,.1,1 _ 1
P=33z% 3 1*3's < 18
i
3 _—~H A<R
1<
1 ;T w
i II 1 - 1 R

g

3
c<w

{a) (b}

]

4.19. Se nos dan tres urnas como sigue

Una urna A4 contiene 3 bolas rojas y 5 blancas
Una urna 8 contiene 2 bolas rojas y | blanca
Una urna C contiene 2 bolas rojas y 3 blancas

Se selecciona und urna al azar y se saca una bola de Ia urna Si la bola es roja. (cuii es la proba-
bilidad de que proceda de la urna 47

Se construye cl diagrama de arbol como se muestra en la figura () amenor

. Buscamos a probabiidad de que se sclewcione A dudo que la bola es roja, esta es, P{A{R) Con ol fin de hailar
P{A[R), es nccesano cahwlar pnmere PL4 N R) y P(R)

La probabilidad de gue sc scleccione 4 y s¢ saque una bola roja € %-‘:- = %, oo o P(ANR) = *. Puesto
que hay tres truyectorias que conducen a bola roja P{R) = %o%-ﬁ-i—-%-ﬁ-%- i = -:T-T:_ Entonces
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PALIR) = =pi™ =T = 173
360
Allcrradamente por el teorema de Biyes
PAYPIR AN
AR =
PAIR) = poPRiAT = PB PR B T 2O PELC)
i-4 - 1B

R

4.20. La caja A contiene nueve cartas numeradas de 1 a 9, y la caja 8 contiene cinco cartas numeradas
de 1 2 5 Se escoge una caja ai azar y se saca una carta Si el numero es par, hallar la probabihi-
dad de que 1a carta proceda de lacaja A4

El dhazrama de §rbol de' rroceg s ruestra on la figura (e) siguiente 7

Busamos Pr4|E)} probabu dad de que se azlevcione 4 dudo que ¢f numero o par La probabilidad de que

s¢ €s50o;d 13 cajd A v un AuTmere par e il rosloes P{ANE} =% Pucsto que hay dos iravectorias que con-

=13
=g Al

LT NP

ducen 8 un numero par P(E) =¢§5+3-

PlANE) _

P4 = To0 = 10

Elaleiw
°

{a} »

4.21. Una urna contiene 3 bolas rojas y 7 blancas Se saca una bola de ia urna y se remplaza por una
del otro color Se saca de la urna una segunda bola

(1) Hallar la probabihdad p de que la segunda bola sea roja
(n) Siambas bolas son del mismo color, ,cudl ¢s la probabihdad p de que las dos sean blancas?

Construimos ¢l diagrama de drbol como se indica en ls figura {(8) antenior
()  Dos trayectoras del diagrama de drbol conducen a bolaroja p = ,35 . ,-'a-I- ;" . r‘.’ = -_‘%
() La probabilidad de que ambas bolay fueran blancas es rro-- ;’5 = :—}; La probabslidad de que ambas bolas fuc.
-;--A.‘.J-ol =a_ Por lo

ran del mismo color esto es [a probabilidad del espacio muestral reducdo, &3 Lot + K06

tanto la probabilidad condicional p = %/;—: = %,

4.22, Se nos dan dos urnas como sigue

La urna A contiene 3 bolas rojas y 2 blancas
La urna B contiene 2 boias rojas y 5 blancas

Se selecciona al azar una urna, se saca una bola y se coloca ¢n la otra urna, luego se saca una bo-
ia de la segunda urna Hallar la probabilidad p de que las dos bolas sacadas sean del mismo color.

Construimos ¢l sigwientc diagrama de drbol
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E. )
a

o
=
n—/\m d-l-/\-?-' ,-/\-u
HA W

¥ W

-t
-

-
b=

-~
]
%\w
¥ W

Y nase que siog seleco onelauna v ae vaca una bola o2 ¥ se wolova enla urnz 8 estances {J urna & tiene ) bo-
las ro,av y 35 2mcas
Pucyto que hay cuatty orayen *rias que conducen a dus bolas del muro celor

= l.§.§+l.2.§+l.%.g+l.%.

258 728 4712 372

i o0
2 T 1880

INDEPENDENCIA

4.23. Sea A = al evento de oue una famiha tenga ninos de ambos sexos y sea 8 = al evento de que
una famiha tenga a 1o sumo un mio (1) Comprobar que 4 v 8 son eventos independientes 51 una
familia ticae tres hujos (u) Comprobar que 4 v 8 son eventos dependientes s1 una famubia tiene

dos hijes
(1) Teiemos el espacio equiprobable S = (bbb, bbg, bgd, bgg, gbb, gbg, ggb, 978}, Aqui
A = (bdg, bgb, bgg, gbb, gbg. ggb} vy msi PlA) = g = i’-
B = {bpg, obo, gob, 0gyg} ¥y asi PB) = % = %
ANB = (bgs, sbg, god} y ah PANnB) = %—

Pugsto que PAY BBV = 4+ 4 = 8 = A4 NB) Av B sonmdependientes

(1} Tenemos el espaao equiprobable § = i 4b by gb gxl Aqul

A = {bg, gb} y usl P(4) = %
B = {by,gb, g9} yad P(B) = %
ANB = {bg, gb} yasi  PANB) = %

Puesio que P{AY P(BY 7 P(4A N8} Av B sun dependientes

4.24. Probar s1 4 y B son eventos independientes, cntonces A* y 8° son eventos independicntes

P(AenBe) = P({AUB)) = 1— P(AUB) = 1 — P(A) — P(B) + PAND)
= 1- P(A) ~ P(B) + P(A)P(B) = (1 — P{A)][1 — P(B)] = P(A%) P(B¢)

4.25. La probahilidad do que un hombre vivira 10 2108 mas ¢s 1, y la probabilidad de que su esposa
vivira 10 afos mas ¢s 4 Hallar la probabihidad de que, (1) ambos esten vivos dentro de 10 afios
(1) al menos uro estara vivo a tos 10 ados, (1) minguno estara vive a los 10 afios, (v) solamenie
fa esposa estara viva a los 10 afios

Sea A = al evenlo de que el hombre viva a los 10 aios. y 8 =al ev:'cnto dc que su &posa esld viva 3 los 10 afos
enlonces AA) = Ly PIB) = |

()  Buscamos P{d4 N 8) Puesto que A y 8 son indipendienies P(4 N 8) = P(A4) P(B) = i'i = ﬁ».
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(n)  Buscumws P(AUB) P(AUB) = P(A)+ PB)— P(AnB) = L+ 3 — g = &

() Busamos P(ASNB9) hora PA) =1 - Pld)=1—-1=1) P(BY)=1—P(B) = 1—} = §, Ademas
pucsty wue A€ v € wnadependintes. PIATN B = P(AS}P(BS) = 3 = &

Allernadamente  pucslv yue
(AuB) = AenBe, P(AtnBe) = PUAUB)) =1 -PlAUBI=1—{ = ﬁ

i) Buscamon PLISM B) Puoslo que P(Af) = 1 —P{A) = 2 ) A%y B sonndepadientes {ver problema 4 36)
P(AtnB) = P{A) P(B) = }

4.26. La caja A contiene 8 artsculos de los cuales 3 son defectuosos y la caja B contiene $ articulos de

4.27.

los cuales 2 son defectuosos Se saca al azar un articulo de cada caja
(1) ,Cual es la pror bdidad p de cue ambos articulos sean dofictuosos?
{11} (Cual e~ la probabihdad o de aue un articulo sea defectuoso v otro no?
(i) St up arvcule es getzclune v otro no ot es la prohamboad p de que el articuio aelectuo-
<0 provzda de la caja A
3

) La prubabnhd:d 51; escoger un articulo no defectuoso de A es %y de B s § Pucsto que 103 eventos son indepen-
dicates p =33 =-:-

(W)  Método 1 La probabilidad de escoger dos articulos defectuosos es %'-’.'- = ':‘5. De (1) la probabehdad de que am-

3 =31-2_s3_10
ba« sean no defeciuosos e § Porlotante p=1—-§F—5 =3

Metodo 2 La probabihdad pi de escoger un articulo defectuoto de 4 y uno no defectuo<o de 8 es i-% ==

7

T

La probabilidad p de excoger un articulo no defectuose de A + uno delectuoso de B e i-i = i, Por lo tanto
— — 1_ 18

PEp+m=gt+i=h

{m) Consideremos les eventos X = | articulos defectuocos de A1 y Y = fun articulo e defectuoso y otro no ! Bus-

camas PX|Y) Por(n) PXNLI)=pi = % y P(Y1 = :—: Por conmgwente

)

P(XnY) I
p=PX|YN = S5 =% = 32
P(Y) o 19

Las probabilidades de que tres hombres peguen en ol blanco son, respectivamente 3, 1 y 2.
Cada uno divpara una vez al blanco (1) Hallar la probacilidad p de que exactamente uno de
ellos pegue ¢n ¢l blanco () Si solamente uno pega en ¢l blanco, ,cudl es la probabilidad de que
sca el primer hombre?

Consideremos los eventos A = | ¢l pnmer hombre pega en ol blanco | 8 = | ¢l segundo hombre pega en & blanco |

y € = lel tercer hombee pega en el blanco! entonces P{A) =3, P(B) = 3 y P(C) = §. Los tres eventos
o0 independientes y P{A) = §, P(Bs)=§, P(C)= ¢

{1} Sea £ =l exactamentc un hombrc puga en ¢l blanco! Entonces
E = (AnBcnCHU (AcNnBnCY U {AenB*nC)

En otras palabras si solamente uno pego en el blanco entonces fue o unicamente el primer hombre, ANnBeNCe,
o unicamente et scgundo hombre A¢NBNCS o unicamenic el iereer hombre Aen Ben G, Como los tres even-
tos son mutuamenle exclusnos obtenemos (usando <l probiema 4 62)

p = PEY = PANBNCY) + PiAenBNnC¢) + P(AcnB<nC)
P(A) P(B<) P(C®) + P(Ac) P(B) P(C¢) + P{Ac) P(B°) P(C).

- 3,3,2_512 6§31 _ 1.5 _ & 31
= §'3'3tEiv3tEiis Tutntu t R

1) Buscamos P(A|E) la probabililad de que el primer hombry pegue en el blunco dado que solumente un hombre
pega en el tlunco Ahora ANE = ANBNCE o el cvento un que solamenie ¢l primer hombre pega en ¢l

blanco
Por 0 P{ANE)} = P(ANBnCe) = ll:' y P(D)= ?:1, 0 sci
X
_BANE) _E_ 6
PAIE) = =55y = I = 31
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PRUEBAS INDEPENDIENTES

4 28.

4.29.

4.30.

Cierto Lipo de provecul da en ¢l blanco con probabihidud 0,3 ,Cuantos proyectiles deberan ser
disparados para que hayy ol menos un 807 de probabilidad de pegar en el blanco?

La probabilidad de yue un provecul falle su blunco €s 07 pur 1o 1anto s probabilidad de que # prayectilus fullen
el bianco ¢ (U N A buscamos el menor a4 o el yue

| ={0N">03 o wquiraientemente {0,T)"< 02

Calculamos (U1 =07, (072 = 049 (0T = 0343 (0 )4 = 0,2401, (0 N)? w 0,16307 Asl por lo menos § pro-
yecules deben ser disparados

Cierto cauipo de balompie gana (W), con probabilidad 0 6 perde (L), con probabilidad 0,3
y oMpata (T, on probze ndad 01 EL equipo Juega tres encuentros durante el fin de semana
(1) Determinar los elemunios del evenio A en que el equipo cana por lo menos dos y no pierce,
y hatlar P{4) (u) Determinac los elemenios del evento 3 en que el equizo gana, prerde y em-
patz, y hallar P(8)

(1) A consla de Lodas las ternay con al menos dos W (juegas ganados) y ningin L (juego perdido). Asl
I

A = (WWW WWT, WTW, TWW)}

P(WWW) + P(WWT) + P(WTW) + P(TWW)

{0,63(0 60 6} -+ (0 6}0.61(0 1Y + (0.6X0,1)0.6) 4 10,1 H0.610.6)
= 0216 -0036+ 001640036 =032

Ademis P{A)

(1) Aqui 8 = | WLT WTL LWT LTW TWL. TLW/! Puesio que cada clemento dc 5 tieas probaiilidad (0.6)
(0,550 }) = D013 P(B) = 6(0013) = 0103

Sea S un espacio fimto de probabilidad y sea T el espacio de probabilidad de a pruebas indepen-
dientes de § Comprobar que T esta bien defimdo, esto es, mostrar, (1) la probabilidad de que
cada elemento de T es no-negativo, y (i) Ia suma de las probabilidades es 1.

St §=lai. ,arl entonces T puede representarse por '

T = (“‘l “In 1. "‘I=1l' ..f}

1
Puesio que P{a;) =0, tenemos
P(“il a) = P(ﬂ{l) <*Plag) ™ 0

Para un ciemento lipico @, ey de T lo cual prueba {2)

Probamos (1) por induccidn en n Eslo s cierto obviamente pars # = | Por lo tanto considersmas » > | y

sceptamos que (i) ha sxdo probado paran — | Entonces
; - = S .. = ; <
™ ;(‘-1 P(d"l a.l) = 1 %_-; P(a'l) P(al'} 0 .E_I - Play) P“'l-l) ;." Play)
=, -?1:-.-' Pla,)-* Play _)) . JE...' Pleym, ) = 1

por la hipdless inducuva lo cual prucba (u) para »






aec. 3.2 THE BINOMIAL Diifupurioy 43

. | 4B PROMABIL™Y LTaTAIZUTIONS . cxar 3 ‘T
4. Given that 7(2) = E(1/3)" - @A manufacturer claims that at most 10 per cent of his product s defective.
1 To test this claim, 18 unuts are inspected and his claim 11 accepted f among
1 & probability distnbution for & random variable f:fa;l:“;ﬁr:gp::dr:; ﬂ these 18 units at most 2 are dufectine Find the probability that the manu-
z=01,2 ,find & and also find an expression facturer’s clam will Le aceepted of the actual probability that a umt 18
cumulative probabilities F(z) defective 18
5. Prove parts (a) and (b) of Theorem 3 1 on page 41 (a) 003, (e) 015,
6. Prove parts (c) and (d) of Theorem 3 1 on page 41 (b) 010, (d) 020
. Prove that
7 r4tnp _ _pin—z} 3.3 The Hypergeometric Distribution
¥z:n, p) (1=-piz+ 1 ;
forz=0,1,2 a~-1 Suppose a sample of n units 1s to be drawn from a lot
o rhemon leulate the probabilities of the containing N units, of which a are defective The sample 1= to be drawn in
8. Use the recurson formula of E"“‘“": 'ofoc "30 and d’;a.w its hustogram. such a way that at each successive drawing whatever units are left i the
beoomusl dustribution :—ef“h n -:; .:.n .u: I ) lot have the same chance of being included in the sample Thus, for the
Venfy your results by refernng ’ first drawing the probability of obtamning a defective unit 1s a/N, but for
9. Uming Table I find / the second drawing 1t remawns a/N only of the first unu draun 15 replaced.
X ] . -
(a) B(S,15,0.40), @ b(:' 12,0.70) Otherwise, this probability 18 f;-__—ll or l-v—-?_—l depending on whether or not
(b) 5(8; 15, 0 40), () ,E. b(k; 20, 0 10, a defective unit was obtained in the first drawing A ssumption 4 underlying
(] 0.50 the binomiul disiribution 1s, therefore, met only 1f the sample 18 drawn unth
(¢) B(8,12,0.70), 0 .,_‘:'b(k.ﬂ. )- replacement In practice, this is seldom the case, and we shall, thus, have
to derive & new probability distribution, called the Aypergeometric distridbu-
10. Using Table I find tion, which apphes to this kind of situation.
(® B(8,18,0.45), (@ b9, 10,0%0),

To solve this problem of “sampling without replacement,” let us refer

10 to the result obtawned on page 40, namely, that a subset of x objects can
—=> (O 58,18,043), () Z 010,030, be selected from a set of n objects in

4
!
(c) B(9,10, 090, n .E' bk, 8, 0 40). (n) n

)} " zln — D)t

ways. We proved thisin connection with the problem of the distribution of
T successes among n tnials, that 1s, chioosing subsets on which the z successes

y i i h of a certain turnpike will
. The probability that a car driving the entire lengt :
. hsvepl blowout 18 0 03 Find the probability that among 17 cars traveling

1ke

:h; lengthuyof l’-h"::rbze a blowout, are to occur We referred to (:) as a binomial coefficient, and 1t is also
s) exactly one w
(b) at most 3 will hare a blowout, called the “number of combinations of n objects tahen z at a tume.”

e will have a blonout. Returning now to the problem of finding the probability of getting
{c) 2 or mor ver z defectives 1n a sample of # units taken without replacement, note first

-—?@Thc probabnfity that a certan kiid of vacuum tube will survive 8

thermal shuch tost 15 083 Find the probability that aroog 20 such tubes 1 that the sample space for this experument has (:':) sossble outcomes,

(3) exactly 17 will survne, namely, the number of ways in which a subset of n objects can be selected
(b) at least 15 will «urv ve, from among a set of N objects Turthermore, the z defectives can be
{c) at least 3 will put sunve telected from the a defectives in (:) ways, the n — z nondefective umits 1n

the sample can be selected from the N — a nondefectiv e units in the lot
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9 Cung Table I, find
(a) F(9,18), (c) :Ea’f(k. 8.5).

(b) 709,15},

10 It nas pointed out on page 49 that values of the binomial distribution ear
. somctimes be approvmnted with corresponding values of the Pozon distri-
bution. Verify this statement by comparing b(4, 50, 0 10) with f(4, 5). )

__3 @In the inspection of tin plate produced by a continuous electrolytic process, ,
the probabiity of spotting an imperfection in a very small interval of tinme
At is (0.2) At, time being measurcd in munutes. What are the probabilities
of spotting, respectively, 0, 1, and 2 imperfections 1n 3 ounutes?

-3 @The number of weekly breakdowns of o computer 1s & random vanable having
a Pouson distrnibution with A = 0 4. What 18 the probabdity that the com-
puter will operate without s breakdown for two consecutive weeka?

—_ @The number of gamma rays emitted per sccond by a cecton radioactive
substance s & random variable having the Poisson distribution with A = 56
If & recording wstrument becomes inoperative whea there are more than 12
rays per second, what 15 the probability that thus instrument becomes in-
operative during any given second? -

-9 The number of hurnicanes reaching the East Coast of the United States per
year is & random vanable having the Poison distribution with A = 19
Find the probabilities that 1n a given year the number of hurricancs reaching
the East Coast of the Umted Statcs 15 (n) zero, (L) exactly 3, {c) 2 or more

3.5 The Mean and Variancs of a Probability Distribution

¥

In Section 3.2 we mntroduced one important character-
istic of & probability distnbution (or the corresponding histogram), namely,
that of the symmetry or skewness of a distnbution Twon other important
charactenstics are llustrated in Figure 3 7, which show the histograms of
two binomual distnbutions, one with the parameters n = 4 and p = 1/2
(unshaded) and the other with the parameters n = 16 and p = 1/2
(shaded) Essentially, these two distributions differ in two respects The
first distribution 1s “centered’ about r = 2 winle the second 1s “'centered”
about z = 8, and we thus say that the two distubutions differ 1o ther
localion Another distinction between the two di~tributions 18 that the
lustogram of the sccond 13 more “spread out,” the probalnlities represented
by the rectangles are more “dispersed,” and we say that the two distn-
butions differ in varation In this section we shall introduce two of the
foremost measurcs desenbing the location and the vanation of a probabiliy
distribution; they are calied the mean and the rarance.

-
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(-3 BN -

10

13
b1 ]

13
18
17
18

01216
o397
o "6P
LR P 1]

0.95G8

R )
0996
0 90
0.9709

1 0000
1 0000
1 DOOO
1 0000
1 0000

1.0200
10000
1 0000

o7

:

0.1
0.0402
€ 2001
04134

03042
onis
070
0.9000
0 wie

0.9904
0 9900
1 0000
1 0000
1 0000

1 DOOYD
1.0000
1 0000
1 0000

0 M2
oma
o owa

04148

0812
0.7838
0.50g2
0.9301
0 8561

0 9061
0.0091
09098
1 0000
1 0000

1 0000
1 0000
1 0000
1 0000

0 0N08
Q0074

Q1071
0.2375

04104
0 6080
o
08807
0 9520

0.0829
0 949
0 o987

1 0000

1.0000
} 0000
1 0000
1 000

0 onn2
0 001
on
0044
011x2

024
04188
0.0010
07024
05782

1 0000
1.0000
1 0600
1 0000

0 0000
0 0003
0.0008
0.0049
0.019

0.0553
0.1299

E}E ]
0.5014

0.7507

09788
0.9038

0O cons
o oY
1.0000
1.0000

0.4119

07488
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e wet 4 o
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STATISTICAL TABLES X33
Table (]
POISSON DISTRIBUTION FUNCTION®
Fz,\) = £ ok
(z; )-*-. kl
0 1 2 3 4 5 ] 7 ] 9

X
002 0 980 | 1.000
o004 0 961 ] 0.999 { 1.000
006 0942 | 0908 | 1.000
008 0923 0907|1000
010 0905 | 0985 11.000 .
015 0.861 (0900 | 0999 | 1000
020 0819 [ 0082 | 0.990 | 1.000
025 0779|0974 | 0998 | 1 000 1
0.30 0741 [ 0963 [0 pos | 1 000
035 070510951 |0904 | 1000
040 0670 { 0938 {0002 | 0.999 | 1.000
045 0638|0925 | 0989 {0999 ! 1.000
¢ 50 0607 |0910{008308 |0968 [ 1000
055 0577 (0894 | 0082 | 0008 | 1 000
60 0549 (0878 {0977 | 0997 | 1,000 1
085 0522|0881 |0972 0996 | 0059 [ 1000
070 0497 [0844 {0080 | 0 894 { 0990 11,000
078 0472 10827 | 0659 {0993 | 0999 | 1.000
080 0449 (0800 ;0953 | 0991 0099 | 1000
0.85 0427|0791 |0045 (0989|0998 |1000
090 0407 (077210937 10987 | 0008 |1 000
085 0387|0754 |0929 (0984 {0097 | 1000
100 0308 (0736092070931 0908|0000 | 1000
11 03230699 !0900 [ 0974 |0 U5 | 0900 [ ) 000
12 030110603 (0870 (0906 {0992 {0098 |1 000
13 0273 ] 0627 | 0857 10 U57 {00559 0908 | 1 000
14 0247 10.502 10.833 |0 046 [ 0950 ; 0 9u7 { 0999 | 1 000
15 022310558 [0S0 {0934 |00S) |0993 (0899|1000
16 0202|0525 |0783 |092) |0u7e |09 {0909 | 1000
17 018310493 {0757 {nwg? [0 070 (0992 (0998 (1000
18 010510463 10731 (0591 (0064 0000 107 109091000
19 l!.)150 0434 {0704 |0OB75109050 {0987 0497 | 0090 {1000
20 lo:ss 0400 |0L77 | 0857 {0047 | 0983 0995|0099 | 1 000

* Riprinied by hind pormisaon from E. C Molma, Powsson’s Exponcnial Bwnowaal
Limyt, D \an Nostrand Compauy, Ine, Prinecion, N J, 1947,
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Table I} : Table I
roIsEZoN DISTRIEDNTION FUNCTION (Continued) s POIESON DISTRIBUTION FUNCTION (Conliinued)
}
z| 0 1 2 3 4 5 ¢ 7 s ’ i £ 0 1 2 3 4 3 6 7 s 9
by LI5Y . A
< 4
22 0 1103850023 {0819 (09028 | 0675|0093 [0 008 | 1.000 N 6.2 000200150054 {0134 [ 0259 {0414 | 0574 [ 0.716 | 0828 | 0.903
24 v091 {0308 (0570 {0779 (0904 (0064 | 0088 | 0007 | 0909 {1000 . 64 0002|0012 {0046 | 0110 | 0 235 | 0.384 | 0.542 | 0 687 | 0.808 | 0.886
26 0074 {0267 |0518 (0736 [0677 | 0951 {0983 {0905 {0909 {1.000 , LY ] 0001 | 0010 | 0040 {0105 [ 0.213 | 0.355 | 0.511 | 0 658 | 0.780 | 0.800
28 0063 | 0231 {0460 {0002 {0548 [ 0835 (0976 | 0902 | 0.008 | 0.990 \ 0.8 0001 | 0009 0.034 |0003 | 0192 | 0.327 {0480 |0 628 |0 755 | 0.850
30 0050 (0199 {0423 loe47 {0815 (0018 {0066 | 0988 |0 pos | 0990 70 0001 | 0007 | 0030 0.082 | 0173 | 0.301 |0 450 | 0599 [ 0720 | 0.8%0
32 0041 10171 |0.380 {0603 {0 781 | 0.805 {0 055 | 0983 | 0 094 | 0.058 1 73 0001 (0006 |0.025 |0 0720168 | 0276 { 0420 | 0.580 | 0.708 | ag10
34 0033 }0147 10340 | 0558 | 0744 [ 0871 {0943 10 977 {0992 | 0.907 p 74 0001 0005 | 0022|0083 | 0140 | 0253 | 0392 | 0 530 | 0.676 | 0.788
2, 0027 ,0126 | 0303 (0515|0706 | 0844 {0927 [ 0060 [ 0.088 | 0.908 i 78 0001 (0004 |0019 |0 055 [ 0125 | 0.231 [ 0.305 | 0.510 | 0 648 | 0.788
o 00220107 | 0209 (0473|0068 | 0816 | 0909 | 0960 | 0084 | 0.904 : 78 0000 (0004 [ 0016 | 0043 | 0.132 | 0.210 | 0.338 | 0.481 | 0.620 { 0.741
) 0018|0092 | 0238 {0433 |0620 | 0785 {0.889 | 0949 | 0.979 | 0.983 ' '
3 8.0 0000 |0003 [0014 |0042 [0.000 | 0101 | 0313 | 0453 | 0.583 { 0.1
42 0015 {0078 |0210 (0385|0500 |0753 |0867 09038 [0972 | 0.980 : 88 0000 | 0002|0000 0030 {0074 | 0150 |0 258 | 0.388 | 0.523 | 0.888
44 0012|0066 |0185 (0358 {0551 |0720 ]0844 |0.921 | 0064 | 0.088 i 9.0 0000 [ 0001 | 0006 | 0021 | 0038 | 0.116 | 0 207 [ 0334 | 0 458 | 0.387
46 0010|0058 | 0163 {0326 | 0513|0888 |0818 | 0905 |0.955 | 0.980 . ] ] 0000 0001 /0004 | 0015|0040 | 0089 | 0165 | 0.260 | 0.392 { 0,522
48 0005 [0048 10143 {0204 (0476 | 0851 (0791 0887 | 0.944 | 0.975 : 100 0000 (0000|0002 |0010 [ 0020 | 0087 [ 0130 | 0230 | 0.838 | 0.a88
50 0007 | 0040 | 0125 | 0265 | 0440 | 0 616 | 0 762 | 0.867 { 0 933 { 0.988 l
10 10 | 12 18 | 14§16 16|17 ]| 18] 19
52 0006 (0034 | 0109 | 0238 [ 0406 (0581 (0732 |0.848 [0 918 [0.000 ‘
S4 0005 | 0020 | 0098 | 0213 (0373 | 0546 (0702 | 0 822 [0.903 | 0.951 62 0949 0975 | 0089 | 0 995 { 0.908 | 0 999 | 1.000 1
56 0004 0024 |0082 10191 |0342 | 0512|0670 | 0.797 [one | 0.062 6.4 0039 [0900 (0986 [0 004 0997 |0.999 | 1.000
58 0003 (0021 0072 | 0170 {0313 {0478 | 0638 | 0.7 [0.867 | 0.920 1 6.6 0027 1 0.063 [ 0082 {0 992 | 0 997 [ 0.999 | 0 999 | 1.000 1
50 0.002 {0017 (0062 | 0151 |0 265 | 0 446 | 0.606 | 0.744 | 0.847 | 0.916 3 68 0015 (0055|0978 {0900 {0998 | 0998 | 0909 | 1 000
T EE R ETNETEET i 7.0 0901 |0.947 [0973 | 0 987 | 0 904 | 0.008 | 0 900 | 1.000 _
28 1.000 73 0887 |0937 {0967 (0084 {09093 | 0997 | 0 000 | 0.000 | 1.000
30 1000 74 0871|0926 | 0081 |0980 | 0991|0098 | 0998 {0090 | 1.000
a2 1000 . 76 0.834 (0915 | 0954 | 0976 | 0.980 | 0995 | 0.998 | 0 999 { 1.000
34 0 999 | 1.000 78 0.835 {0002 0945 (0071 {0985 | 0993 {0907 | 0990 | LoOD
36 0909 | 1000
3B 0908 { 0.900 | 1.000 80 0818|0888 10936 {0066 | 0083 [C 092 {0096 {0008 | 0999 | 1000
40 0997 | 0999 | 1 000 8.5 0763 (0849|0009 {0040 (0973 (0988 10993 10097 |0 000 |0 000
{ 90 0708 | 0.803 |0.876 0928 (0959 |0 978,10 930 [0 005 [0 998 | 0 990
42 %”99& 0989 | 1000 03 0645|0752 0836|0898 |0040 (0987 | 0952|0001 {0008 | 0008
i4 94 [ 0908 {0990 | 1000 ! 100 0.583 (0607 (0792 {0864 |0917 |0 951 |0973 {0980 {0993 {0907
48 0892 | 0097 {0008 | 1 000 i
48 000 | 0906 £0999 | 1000 20 |21l a3
50 0956 | 0995 [ 0998 {0999 | 1000
85 1 000
52 0982 | 0993 | 0997 {0999 | 1.000 80 1.000 .
5.4 0977 | 0990 | 0990 | 0999 | 1.000 8.5 0999 |1 000
5e 097210988 109095 10998 | 0090 | 1 000 : 100 0008 | 0999 |1 000
58 0805 0084 |0U03 | 0 Y97 109V | 1000
60 00857 {0650 | 0991 099G {0009 | 0999 {1000 .
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* Tabield

rolesoX picrriBLTion. Feserioy (Confinued)

1] 1 2 3 4 5 é 7 [ ] )
A
105 0000 0000|0002 {0007 {0021 {0050 {0102 0179 | 0270 | 0397
110 uC 100000001 0005|0015 | 0038|0070 (01430232034
115 >0 0000 '0001 {0003 0011 [0028,0060 (01140191 (0288
120 £000 0000 ' 0001|0002 }0008 | 00200046 {0090 | 0155 |0 242
125 0000 | 0000 | 0000 | 0002 { 0005 | 0035 [0035 [0070 0125 [0 200
130 0000|0000 ;0000|0001 {0004 | 0011 [0026 | 0054 | 0100 {0168
125 000010000 | 0000|0001 |0003 |000s |on1g ool (0079 [0135
Ia b 60000000 0000|0000 |0002]{000s (0014 0032 (0062|0100
145 0000 '0000 0000|0000 10001 [000s 0010|0024 {0048 | 0088
150 01000 {0000 {0000 {0000 | 0007 | 0003 |0 008 | 0 018 |0 037 | 0070
|10|11 12 013 bl s s 17187 19
105 o591 '0cas ! 074210825 10888 {0932 0960 0978 | 0988 |0 994
110 0460 ;0579 /0650 | 0781 {0854 | 0907 | 0944 | 0.968 | 0982 | 0991
113 010200520 0633]0733 0815|0878 |0924 | 0054 | 0974 | 0988
170 0347|0462 057610682 {0772 |0OR44 {0599 10037 (0963 [0 079
125 0297 ' 0406 ;0519 | 0625|0725 | 0506 | 0869 | 0916 | 0948 | 0.960
110 0252 . 0353 | 0463 | 0573 (0675 | 0764 | 0835 [ 0890 | 0930 09857
145 0211 1030y |0s09 {0518 {023 lons {0798 | 0861 | 0908 {0942
140 017610260 |0358 | 0461 {0570 {0669 {0756 [0827 (0883 {0928
145 0145 '0220 {0311 {0413 L0518 {0619 0711 {0790 | 0853 | 0001
150 0113110135 0268 {0363 | 0466|0568 [066s {0749 | 0819 | 0875
20 |21 ) 2| 23|24 ]2 |20| 273882
105 0997 {6999 | 0999 {1000
110 0995 ! 0008 | 0999 | 1000
Ns 0992 | 0906 {0998 [ 0999 {1000
120 0058 | 0994 |0997 | 0999 | 0980 | 1000
12§ 0983 {0991 [0295 {0098 'ana9 {0999 1000
130 0975 | 095G | 0992 099(3'0"'98 0999 11 000
135 0965 | 0980 | 0989 (0994 097 0695 (0909 1000
140 0'.13'1;0971,0983|09‘J1;OU‘J5'0997 OEFJ‘.']{OQQO 1 000
145 0936 ' 00LH ' 0YTe | 0 YSG cmuz'ogoo 0998 09099 . 0999 | 1000
120 0997]0993 0999 {1000

10917 10947 loum

0 Y51 i0989|0994

1 WPy X LY

- ate e m Pk S sliwde e # W W W

sumnc’ TALLES 397

L RLL)]

O'J')biﬂ'l'l‘.'l

—_ Table I} *
FOISEON DISTRIBUTION FLNcTiOR (Condinued)
\ 4 5 ] 7 3 ) 1] 11 2113
16 0000 (000 (0004 (0010 (0022|0043 10077 {0127 (01203 |0 275
17 0000|0001 0002100050013 (0026 ;0049 | 0085 (0135 |0.201
18 0000 {0000 {0002 10003 {0007 {0015 0030 ;00550092 ;0143
18 00000000 (0001 {00G2]0004 (0009 0018 ;0035 |006) |0098
20 0000 {0000 | 0000 {0001 0002)0005)0011 10021 [ (030 | 0088
21 0000 {0000 [0000 | 0000 {0001 0003 (000G 0013 10025 | 0043
22 000010000 (000000000001 0002|0004 0008|0015 ]0028
P4l Q000 { G000 {0000 [ 0000 {0000 |0 001 | 0002|0004 [ 0.008 [0.017
24 00000000 [O000 [O000 Q000 [OOD0 {0001 {0003 {0005 | 0.011
25 0000 ;0000|0000 (0000|0000 (0000|0001 |0001 | 0003 | 0.008
14 15 18 17 18 19 20 2N 22 z
18 0368 |04G67 0566 [0659 1074210812 0868 {0911 10942 |0.063
17 0281|0371 10468 |0564 | 0655 {0736 0805 0861 0805 0837
18 0208 {0287 (0375 {0469 |0562 ;0651 {0731 079908550899
18 0150 /0215|0292 |0378 |04G0 0561 {0647 (0725|0793 | 0.849
2 0105|0157 1022110207 10481 10470 | 0559 [0Gi4 |0721 [0.787
21 007210111 |0163 [ 0227 | 0302 {0384 |047]1 {0558 (0G40 |OT26
22 0048 1007770117 | 016902320300 |0387 (0472|0556 | 0837
z 0031 {0052 |0082 10123 | 0175|0238 {0310 |0.389 |0 472 | 0.555
24 0020|0034 {0056 |0C087 |0128 [0 180 |0 243 {0314 | 0.392 |0 473
25 0.012 0022|0038 |00GD | 0092 |0 134 |0185 [0 247 |0 318 [0.384
i 25 20 7 28 2 30 3 a2 33
18 0978|0987 10993 (0996 | 0998 ;0999 ;0999 11.000 L
17 0959|0975 |0985 {0001 | 0995 (0907 0999 | 0099 [ 1000
18 093210955]0972 10983 10990 | 0904 | 0997 |0 908 | 0909 | 1.000
19 0803|0927 | 0951 (0069 | 0980 | 0988 (0093 | 0099 (0068 | 0.999
20 0843108810022 054810960 | 0878 | 0987 (0002 | 0995|0997
21 0782|0838 (05853 109017 [0844 (0063 | 0976 {0085 (099} {0904
22 07120777 0832 {0877 (0013 | 09040 | 0959 (0973 | 0 983 | 0.080
23 0635|0708 (0772|0827 [ 0873 (0008 | 0036 |0 A5G {0071 | 0961
P 0554 10632 |0704 [0768 {1823 [GBG8 [0DD04 | 0932|0953 [0969
25 047310553 {0G29 |0700 (0763 {0815 | 0803 {0900 | D929 | 0.950
34 35 30 37 38 39 40 41 42 43
19 0609 11000
20 0999 10999 | 1000
21 090710998 ;099010909 | 1000
22 0504 {0796 [0098 [ 0999 10909 | 1000
z 0958 0903 |00 |09V | 099 | 0990 | 1 000
M 09579 (0087 {02 [Ous [Dw7 [0 ws | 0799 | 0199 | 1000
25 DO (HYTB T OUND R R 7 099 | 1000

-

{
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and 1t i~ of interest to nofe thal although only $ per éont of the reports
handle | by seiretiry No 1 are misfiled, over 11 por cent of all nusfiled

report s are her responsbility

EXERCISES

1. Refurrng to Yigure 210, find P(M | @) and P(A! | G7), assume that origt-
nally cach of the 50 employces had the same probabiity of being elected

2 1f m the cxample on page 27 1t 1 nlw given that P(L) = 060, find the
probalality that a shipment was Inic arriving in Chieago, given that it
armived on time in J.os Angrics

3 Referrmg to Baerose 18 on page 24 and Figure 2 312, find the foliowing proba-
bilitwis
(8) the dymaged enr s a compact, given that it has power sicering,

(1) the damaged ear ha automatie trunsmisaion, Krven that it 18 a compact,

(c) the dumnge d cnr hins power ateering or an automatic trnnsmission, given
that 1t w A conipact,

(d) the damagrd car is & compact with nutomatic transmission, given that
it docs not have power stecring,

() the dunnged ear 1 not & compaet, goven that it hue power stoering and
an antomatic truvanssion, .

() the damaged car i not a compart, given that, it has power steering, an
automatic tranmnisuon, or both

4. Referring to the probabilities of Figure 2 13, find
(a) PM(A[B), (¢} P(A|BUO),
) P(BIC), (O P(AIBNO),
() P(ANB|C), ® ANBNCI|BNO),
W rnucldd, W PANBNCIBUC).

5 Using (he results of Excreise 8 on page 22, fird

(a) the probubility that the wholo asw mbly has lwo defective components,
given that the fimt sulasembly bw o difer tive compow nt,

(L) Hie prolalubity that the firt sulaeembly has at leaxt two defective
componunis, given that the whole asembly has three defective com-
poucnts,

(¢) the probalahity that the whole aswmbly b at jeast three defective
compeme nly, given that the first sulmssanbly s more de foctive com-
poncits than the serond mbassembly

1 he probaintily that a constriction jub will be finshed on tunc 14 17/20, the
probadnlity th it the re will be no strikes 18 3/4, and the probalnhty that the

THE RUYY ﬂnua 1

ennstnertion job will he finshed on tine, given that there will he no strikes,
I 14/15. Fimd

{a} the prolalubity that the construction job will be finsdedd on tune and
there will be no strikrs, .

(b) the probelility that there will have been no strihes, given that the
construction job witl he fimsled on time

@\n uen eonntuns 40 wlite marbles and 10 biack marbles I two marhles are
drawn at random (with cqual probabilitics), find the probability that they
are both wlhite f

(a) tho first marbic s replaced before the second 1s drawn,
{b) the first murblc 13 not replaced hefore the seennd is drawn

o 26

8. What s the prohalubty of drawing threr aces in succeswon from a wnell-
shuflied standard deck of 52 playmg eards, if cards are not put beck .ato the
deck immedintely after they L been drawn?

€ Bupposo the prohabihity that the Los Anpgeles Dodgers will win the National
Lengue pennant 1a 025 and the probalubty that the San Franaseo Gnts
will win it 18 0 20 Furlx nioore, the probability that the National Teague
toam will wm the World Serws 15 0 45, 0.55, or 033, depending on whethier
the Loe Angeles Dodgers, Lie San Franciseo Ginnts, or some other team wins
the Natiousl League penmant What s the pmbabihity that a Nation !
League teanmy will wia the W ortd Scries?

10. Reforring to Excreise 2 above, find tho probaiulity that such an order will
arnve on tme in Los Angeles, given thit at arrnved on bine in Chieago
{HinL: Uso the rule of climnation ] '

11, Referring to the itlustration on page 29, Gind P(B, | 4) and P(B:| A).

12 Given that & Nttonal Leugue team wins the World Scries, use the proba-
bihitees of Excriise § above to find the probalility that the Los Angeles
Dudgers won the Nationn) League pennant

The probabihity that an mrplane accndent which s due to structueal faslure
Is dingnoscd correctly 13 085 and the prolabitity that an airplane acudent
which 18 mot due to structural MNulure 1s divgnased incorreetly as bemg duc to
stractural fadure 035 If 30 por cont of all mrplane acadents are stue to
structural Mnilurcs, find the probalulity that an arplane aceident 13 due to
structural faifure, given that it has been v vnosed as bemng dur to structurel
fadure.

14 A raco driver uses a Corvette in 50 per cont of the races he enters, a Jaguar
in 30 per cent of the rmees amd an Alfa Remnco 1in 20 per cent of the races
Of 25 races he b s entered with the Corvetl he tus won 5, of 15 races he has
entered with the Jaguar he b w won 4, and of 10 rices he hos onbeored with the
Alfa Rlomco ho has won 4 Usmg these fipures to eslimate the respective
probabilitics, what s the probability that Hhus &vee drenver wall wan i the race
for whuh he g entered at Le Afans’
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FUNDAMENTAL CONCEPTS OF PROBABILITY 129

@ PAUB)=070, MA)=030, and NB)=040
(o) PA U B)=090, PA|B)=080, and MB)=030
() Two dice are tossed,
{) A= frst die comes up “4.” B = second die comes up “6.”
(i) A =sum on dice is 4, B = sum on dice is 6.
() A com is flipped twice,
(i) A= heed occurs on first fip, B = tal occurs on first fip
() A = head occurs on first Bip, B = tai! occurs on second flip
{ll) A = head occurs on first fip, B=head occurs on second fiip
(h) A coin s flipped five imes,
(i} A = the outcome hhthtt, B = the outcome hthht.
(if) A = the occurrence of three heads and two tails
B = the occurrence of one head and four tails
{iif) A = the occurrence of four heads on the first four flips
B = the occurrence of a head on the &fth flip.
{) Two objects are andomls selected without replacement from s group
of 10 objects {four green and six yellow),
(1) A = a green object is selected Hrst
B = a yellow object 1s selected second.
(if) same—but with replacement.

Given that A, B, and C are mutually exclusive events, P(A) - 0.62, P(B) =
0.20, and P(C) = 0 15, fnd.

(a) PA N B) () KA|C)

© PFAUCQ) d PFAUBUCQ)
(e) AN BNC) () KA’ NB NCY)
@ P’ VB (h) KA N B)

(It sometimes helps to draw the appropriate Venn diagram, filling in the
probabihities associated with each region.) '

Given that A, B, and € are independent events, P(A) = 0 80, P(B) =0 50, and

P(C) = 0.90, find. ‘
(a) PA N B) b) P(BIC)

{c) PAV ) (d KA’ N B}

(e} P(B'NC) H KAVBUCQ)

(® PANBNC) (h) P(AV B)

Why are events A and B, defined on page 127, neither mutually exclusive
nor independent?

8.8 Bayes’ Theorem

In

this sechion we shall extend our know ledge of conditional probability

by considenng a particular ty pe of situation 1n which the occurrence of a
certain event (E) depends upon the occurrence of one of A mutually

exclusive events (F,, F,,

. . F.) For example, the probability that the

local tax mite will increase within the next year may depend upon which

of three
waqlem;.
1

oral candidates 1s elected this year The event that a new

»

hine wall need repar withm the first two years of use de- .

™m

C

6.9

PROBABILITY

Exercises

Let (X, Y. Z} ho a partition of sample space § and W be a subset of § We
shall assume thut P(X) =0 20, P(Y) = 0 50, P(A1'1X) = 0 30, P(W]Y) = 0.60, und
W) = 0.80. Fhid-

(0 M2) (b) W) (c} PX|W) o=

@ W (o} PZ|W) >

In n coileye fratermity 20 percent of the membership are seniors’, 23 percent
arc juniors, 30 percent are sophomores and 23 percent are freshmea None
of the semtors are math mayyors However, 10 percent of the juniors, Sic per-
cent of the sophomares, and erght percent of the freshmen are math majors
If 2 person were selected rundomly from the total membership of this
fratemuty,

() what is the probability that he would be a math major?

(b) what is the probability that he would be a sophomare, given that he 15

a math major?

Container A holds five pennies and three nickels, B holds two penmies and

four nickels, and C holds three pennies and three nickels. The task is to

choose one of the contminers and then randomly select a coin from it, The

container is chosen by the following method toss a die—if a one appears,

choose A, if a two or three appears, choose B, and if a four, five, or sixappears,

choose C.

{») What is the probability that the coin we select will be a nickel®

(b) If someone else performed this expenment and told you, after he was
done, that he selected a nickel. what 1s the probability that he selected
s nickel from contuner B? .

An old machine produces three defective parts 1n every 100 parts produced.
A newer machine produces only one defective part in every 1000 parts
produced. Furthermore, the new machine yields three imes the output of
the old machine During a quality control check, a part 1s selected from the
joint output of the two machines and found to be defective What is the
probability that the defective part was produced by the old machine?

The probability that John's office door is locked is 0 80. The kev to the office
ts one of four identicul-looking keys in John's pocket. If he selects a key at
random to try in the door, what 1s the probability that he can-open the door
{L.e., that either the key works, or the door was already unloched)?

»
R3]

Genaral Application of Classical Probability Theory =

In this chapter we have been developing from the classical approach a
theory of probabiity. It 1s 1mportant to remember one siznificant

Iim
sar

itation of the classical approach, namely, that st assuraes that the
iple space mvotved 1s a et of equally Likely outcomes. Unlesy this

condition 1s satisfed, our two basie defintthons (Definitions 6 10 and 6 12)

bas

cannot be used to find probalnlities The theorems w'lncl“st.nl)e the

ed on the

1ic laws govermng probabnlits (Theorems 6 1-6.10) are



Se puede demostrar que la relacién entre el coeficiente de correlacidn,
ia variancis total y la variancia explicada es

S~
P e e (121)
xy s;

El coeficiente de correlacién también se puede calcular despejando
Txy de la ec ]1.18, lo cual conduce a

S!
ke (122)

Ejemplo

Calcular el coeficiente de correlacidn para los datos de las cargas vivas
de los ejemplos antenores a1 se sabe que S; = 28 561 kg* y que la ecuacion de la recta
de regresidn es y = 0.22 x + 307.3 (s¢ consideran los datos bésicos),

Como la variancia explicada es

. G-
fe]

Sy = = 869 kg’

2
Sy 869
y
oy =/ ﬁ = /3®3er 0.175

Obsérvese que anteriormente se obtuvo un valor de 0.18 pana 7y + €l valor 0.175 de este
ejemplo se debid & la falta de exactitud en el cdiculo nusérico.

entonces

Tomando en cuenta que el valor de la vanancia de la prediccién que
s¢ obtuvo para este ejemplo fue S;h = 27 635 kg?, meduante la ec 1.22 se obtienc

ro= f) - 2163 /00324 = 0.8
xy 28 561 ¥ = W







vy
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"S1 a la diferencia y, — y se le llama desviacion total de ¥; con respecto
sl promedic antmético, y, la ecuacion

Y - F=06; =P+ i - W)

indica que la desviaci6n total es igual a la desviacibn explicada mds y, — 3;, Las desvia-
ciones y, - ;‘ ocurren al azar, es decir, en forma inexplicable, de ahi que se les conozca
con el nombre de desviaciones inexplicadas (no explicadas)

Como consecuencia de la ecuacién anterior, se puede demostrar que

‘- — ‘I‘ I~ — L] )
¥ o, - P "G, - -y
=1 - f=} + i=]

n n ] n

El miembro 1zquierdo de esta ecuacidn corresponde a la vanancia, S;, de los datos de y
El segundo término del miembro derecho es precisamente la vanancia de la prediccion,
S}l 5> conocida también como wariancia inexplicada. El pnmer térm:no del mismo miembro
s¢ denomina veriancia explicada, y se representa con el simbolo S;- En consecuencia, se

puede escribir

$3 = s} + 83 (} 20)

y Ix

Regresando al ejemplo de las cargas vivas observadas sobre los pisos
de un edificio, la variancia explicada vale

k |
Sy = S - 82, = 28561 — 27635 = 926 kg’

cuando se consderan los datos biéscos, o

.9; = 28561 — 27439 = | 122 kg’

cuando se consideran agrupados en celdas.

T






Ejemplo

Calcular el error estdndar de la estimacién para los datos mencionados
en los eiemplos 1 y 2 antenores, si la ecuacion de la recta de regresion se calculd

1 A partir de los datos bdsicos
2. A partir de los datos agrupados en celdas.

I. Parael pnmercaso, S, = 28 561 kg’ y r:y = 0 0324. Entonces

Si, = S1(1 —r})= 28561 (1 — 00324) = 27 635 kg’

’ S, =S = J27635 = 1662 kg

2. En ¢l segundo caso, como S5 = 17956 kg* y m® = 0.0625, resulta

S%, = S} —m? 52 = 28 561 — 0.0625 (17 956) = 27 439 kg*

ydelaec 1.19

S, = VSl = 27439 = 1656 ke

Se aprecia que para los mismos datos el error de la esttmacién varia ligeramente, esto se
debe a que para las ecuaciones de las rectas de regresion encontradas antenormente, en un
caso se usaron los datos bisicos y en otro Ids agrupados en celdas

Ya se dyo que la diferencia y; — }', representa Ia desviacién de una
ordoenada observada respecto a su ordenada predicha mediante la recta de regresidn. Existe
otro tipo de desviacion: la de las ordenadas predichas mediante la recta de regresidn,
¥, respecto al promedio antmético, 7, de las ordenadas observadas, y,. Esta desviacion,
indicada como ¥, — ¥, se llama desviacién explicada, ya que la ecuacién

—~

y[ - :V-‘ m(x,—.ﬂ

la cual se puede demostrar algebraxcamente, indica que las desviaciones de 37, respectoa
¥ s¢ explican exclusivamente por la desviacién de X, respecto a X,
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15.3 Variancia de la estimacidn

Como Yya sc indico, et término y, — ;, representa la diferencia cntre (l
valor observado de la vanable y y el valor predicho (la ordenada dc la recta de regresion)
correspondiente a x; Dicho termino se llama error de prediccion o de estimacion. 1’or
ejemplo, s1 para x, = 50 se observa que y; = 65, v 1a ecuacion de la recta de regresion es
y=07x+ 219, el valor predicho resulta ;3 =07 x50+219= 569,y el error de
prediccidn correspondiente es 65 — 56 9 = 8 1.

La variancia de la prediccion o de la estimacion, S _,’.l,. que es una esty-
macién global del error de prediccién para todos los puntos observados, se calcula por me-
diode la férmula

{mp -~
3
50 - y,)

Shix = ~ (1.16)

Ademds, se puede demostrar que S;h se relaciona con la pendiente de la recta de regresion
mediante la ecuacién

- 3 3 2
;h = Sy -m S5 aimn
Sy
Recordando que la relacion entre m y r xy ESM =Ty 5 la varancia de ja estimacton se
puede expresar como *

= S U-7A) (118,

Puesto que la ecuaciéon y = mx + b se obtiene mediante el método de
i= ~
minimos cuadrados, es decir, s E: (v, = »,7 tiene el minimo valor posible, y como la va-
'-
riancia de la prediccidn se calcula conla ec 1.16, las predicciones basadas en la recta de mi-

mmos cuadrados son tales que la variancia de 1a prediccién es mimma.

Igual que la deswiacién estindar de una muestra se define como la raiz
cunlrada de la vanancia, el error estandar de la estimacién (o de ia prediccién), S, , se de
fine como ia raiz cuadrada de la vanancia de la estimacion, es decir

S x= VS (119)






Section 17.5] Confidence Intervals for Regression Coefficient 299

Table 1752 Deformation x (in Millimeters) and
Brinell Hardness ¥ (in kilograms/mulimeter?) of a
Certain Type of Steel (Type 556-5) (K Schimz,
Industr Orgamsaton, 26, 1957, 107)

Deformation Brinell Hardness
z; on milimeters) | ¥, (a kuograms/millimeter®)

6 68

9 67
11 65

13 53
22 44
26 40
28 37
k) } 34
3s 32

Table 17 52 was taken The corresponding graphical representation (Fig 17 5 1) shows
that we may regard the regression curve corresponding to ihe regression of the Bnnell
hardness Y on the deformation x as a straight line (A corresponding test for lineanty will
be discussed later ) \nittumpyms thxtoas asansaniupeesranirhutowttpiannosfbebiamd 4,
Besmidhebpasery ol ymt e vwmepameivsprossduremda biewdtSeivfondalacnuung.s
it camsaniscxaisfonthereprormenautliclentfu

From the given data we obtan
=103 and Yy, =440
Since a = 9, it follows that

i
:l—?-m:l] and ﬂ-:;-o-4.l9

Furthermore,

Dz =468, Txy=T101, Jyt=2.292

Y:MX‘*b y






Height 1ninches

CORRELATION

X con base en’y

72

-

/1

71
70

A

69

68

67

66

65

64

63

62>

61

€0

59

58

|

57
85 95 105 15

125 135 145 155 165 175 185 195 205

Weight m pounds

. Table 17.2.1 Regression of the Iron Content ¥ (Per-
cent) of Iron Ore on the Density x (Grams/centi=
meter®) (H Bottke, Bergbauwiss , 10, 1963, 377)

Sampie Values Auxilary Values
* Yy z} %Yy
28 27 7184 756
29 23 B 4] 667
30 30 900 900
3l 28 9 61 8638
j2 30 10 24 96 0
32 32 1024 102 4
i2 k. 10 24 108 8
33 Kk ji0 89 1089
34 » L1 56 102.0
Sum 281 267 38031 837.2
snd fram this the regresnon coefficrent
04458
- — 1
003694 120

Mengs the regression linc has the representation (cf Fig 17 2.1)

¥y—2967T=120%7x — 3 12)

.m ey also be wnitten

vy 120z —-799

t°E
y |
m-—
25—
— ®
ml—.
[ A Y PO I I O A
28 10 [Y
b R

Fig. 17.2.1. Sampic values and regression hine w Ex. )
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muestra en la tabla 4

Puesto que en este caso los datos se encuentran agrupados en ccklas, la
pendiente, m, de la recta de regresion se debe caicular con la formula

tuk
/= [, & -X) 0, -y

m= S: (1.15)

Las marcas de clase para los intervalos tratados son 50 5, 150.5, etc

La suma (desde la celda | hasta la 60) de los productos de las frecuen-
c1as por las desviaciones respecto a los promedios X y y resulta

ek _ _
(1/n) lzl Sy &;=X) 0 —7)= 4 507 kg?
Como §, = 134 kg, entonces §3 = 17956 kg*, siendo la pendiente

4507 kg?
M T ose kg - 02

El paso siguicnte es calcular ¢l valor de la orderada al ongen, b

b=y —mx = 3683 — 025 (277.6) = 298.9

Finalmente, la recta de regresion pedida resulta

Y =025 x + 2989

cuya grafica aparece enla fig 6

Obsérvese que cxiste una diferencia entre los valores de los paramctros b y m de las rectas
de regresion caleulados para los mismos datos en los dos cjemplos anteniores. Esto se debe
a que en ¢l primer casc el tratamiento se efectud en forma directa con los datos basicos,
haciendo uso de las desviaciones (diferencias) de cada uno respecto al promedio antmético
de los mismos, y en el segundo a que las desviaciones correspondieron a las marcas de
clase de las celdas en las nn» se agruparon los datos.
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Ejemplos

1. Obtener la ecuacién de la recta de regresion de y con base en x para los datos mencio-
nados en el problema 2 de 1 5 1, referente a las cargas vivas observadas en los pisos de un
edificio, teniendo en cuenta que los valores calculados a partir de los datos bdstcos fueron
xX=277.6kg, y=3683%g, S, = 134 kg, S, =169 kg,y ry, =018

Aplicando las ecs 1 i1 y 1.12, la pendiente y la ordenada al ongen

resuitan
S
y 169
m=r, — = (0D18) a—=—m = 022
xy Sy 134
b=y —mx = 3683 - 0.22(2776) = 3073

Entonces, de acuerdo con la ec 110, la ecuacidon de la recta de regresidn pedida es

Yy =022 x + 307.3

cuya grifica se presenta en la fig 6.

7=0.22x+307.3
730.25x+298 9

Fig 6 Rectas de regresion para cargas vivas

2. Obtener la ecuacion de la recta de regresion de y con base en x para los datos del
gemplo antenor & la distribucion conjunta de frecuencias de los mismos es la que se






16

El método de minimos cuadrados se basa en suponer que la mejor recta
de regresion es aquella para .a cual la suma de los cuadrados de las desviaciones de todos los

imn

puntos con respecto a ia misma, '8! o, — %), es minima

Se puede demostrar que para datos no agrupados en celdas, la pendiente,
m, y la ordenada al origen, b, de la recta de regresién, segiin ¢l método de minimos cuadra-
dos, se calculan con las ecuaciones

(1/n) :E: (x; - %) (y, - 7)

m= 5 (1.11)

b=y - mx (1.12)

En estas férmulas, x y ¥ denotan los promedios antméticos de los datos de x y y, respecti-
vamente, y n es el total de parejas de puntos.

Para el caso en el que los datos se encuentren agrupados en cekias,
la pendiente de la recta de regresion se calcula mediante la férmula

Q/n) :z']‘ fiey (51 = %y = 7)
m = = (1.13)

X

donde &k es ¢l nimero de celdas definidas por las intersecciones de los intervalos de clase
de x y », x; ¥ y, son las marcas de clase de dichos intervaios, y fi;, ¢s la frecuenciadela
14sima celda

Es posible relacionar el coeficiente de correlacién con la pendiente
de la recta de regresidn s1 se toma ¢en cuenta que S = S5, S, , y que 31 se divide y multiplica
un miembro de una ecuacidn por un mismo nimero (en este caso SJ,), la ecuacion no se

altera. Entonces

am T @ - e-»n  mE -0 0-»

4
"= s - 5, 5 5 "
inn - -
{m) 2 ,-X) &, -7 & Ry
iwl y y
- r (1.14)

5. S, 5. ® T,
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2. Calcule ¢l coctiviente de correlacion para los datos de las cargas vivas de los pisos 1y 9
que se presenian en ld tabla | Considere que las 1, corresponden a los datos el
primer piso, y las 1, a los del noveno

1.5.2 Regresidn lineal

En muchas ocasiones, los puntos registrados en una grafica de correla-
ciOn tienden a situarse a lo largo de una linea recta llamada recta de regresidn, de ecuacion
general

1 =mx +b (i1,

donde /i es la pendiente y b la ordenada al origen

En la ecuacion anterior, la variable x sirve de base para encontrar ei va-
lor de v, es decir, es la vanable independiente  Sin embargo, es posible describir a ia varia-
ble x en términos de ), siendo esta ultima la vaniable independiente Para este tltimo caso,
la ecuac16n de la recta de regresion toma la forma

x=m'y + b

En cualquiera de los dos casos anteriores, la vaniable cuyo valor se desea encontrar sc
llama variable dependiente

El metodo que se presenta en seguixda para calcular la ecuacion de la
recta de regresion es el llamado mdtodo de minimos cuadrados, el cual se establece aqui
solo para el caso de regresion de y con base en x. En el caso de regresidn de x con base en v,
el tratamiento es similar, intercambiando las letras x y ¥y En este método se emplea la
desviacii: respecto a la recta de regresion, y, — y,, dondey, es el valor obtenido de la ecua-
C¥on de Iy recta de regresion para x = x,, esdecir, 3?, = mx, + b, tal como se puede apreciar
enlaﬁgS}: Asi,parax,=2,m=3yb=l,setiencV, =3(2)+1=7

4

T
-y

’

Y=mxt+b







237 5i cometié algdin error currij.n su respuesta sn la hoja de trabajo
8.12 y luego calicule ﬂy mediante el método corto.

T L) | | T T T L
| x | 70-78 | 75-81 | s2-87 | 8e-93 | sa-s9 ﬁf [ye Jrve | vi? g yeR T fu XY
- - —t
i_at-s0 _{ | ' 2|1 {-2 1 w2 | =2 a -2
| sv80_1 ] ] o{a2{o ~2ztal a ‘a1 a4 9. -4
. 6%70 ) oj2zfo o|a|ojols of oprjogn | o ' o ... 0
! 21e80_J-2l2fafafala oqalo| {7 (7 2d2falm 1+ 9w o 4 17 4 _
. 8180 -2labe fof1]0 35423110{ . 20 a . a 5
' 91-100 2b1d-ajape [o]1{o0 . -
, - : al1| a 7 3.2 5 & 18
. ._‘(u 4 he 10 12 7 s 52 128 =14
] ' 1
S M o 0 1 2 ' .
f rx -8 | 0 17 14 n ;
N i
Ima a 1 0 1 a :
¢ 2" ! ﬁi ! -
| ;
xe
i.__'x...- | 16 12 0 17 s |7n ; .
. !
2y XY -1§ -0 0 1a 8 -14 l 5 i
X' @ 0.22; V' = 1.04; S, = 1.19; 5 , = 1.22
L x y'
| =14 - 1.04 X 0.22
[
Ef X'Y' = 14: - 0 - —U.28 - Q. w035
ix ! Fxr 1.19 x 1422 1445 2
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235 Observe la tabla 8.3 correspondiente a las calificaciones abtenidas

7/—"””/0 G 72703

por 50 alumnos en un axamen de Estadistica y a los tiempos que emples

ron pera rasolverlo.
Los datos se presentan por parejas siguiendo un orden decrecients.
Obtenga,en la hoja de trabajo 8.12, la distribucién conjunta ods fra

cuenclas.

—= Catifrcac/on

X | 9075 | 76-81 |82-87 | 8883 |94-99
41=950 1

| 51-60 2 2

' 8170 2 3 5 Y

| 74-80 2 3_ 3 Vi 2

—£1=90 1 3 2
|_91=100 2 1 4

T —






P ——
'

63 -

== o 0,7 (-0.27
P - 007“} 30 ( ) - 0.74
Xy 161 % 1471

—— ———— i T —— e e e i

233 Complete los encabezados de las siguientes columnas, las cuales se
usan en la tabulacién del método corto para calcular al cosficiente

de correlacibn.
A~

A

' 3
r v | ey | w? | ey It xwye
y y y ixy

|
T S

234 Complete los encabezados para los siguientes renglones, los cuales
se utilizan en el método corto para calcular fi .
4

S

&'I







TAGSLA 8.3

!
Cahflcnczénh Tiemoa, Y, an Callflcaclén,! Tiempo, Y, anF
A min. A ; M1 :
97 77 87 | a3 |
97 85 8?7 55 ;
g5 80 a7 79 |
95 52 86 63 !
94 62 _ 85 62 .
84 86 83 72 !
94 80 82 &8 ;
93 79 82 65
g3 92 82 L7
93 88 81 " 70 !
92 74 g0 &5 |
s2 . 43 80 ! 84 ;
L 92 61 79 i 82 l
92 T 79 ! 93 i
91 ' 79 79 | 76 '
: g0 | e2 78 P7 '
w0 Y 7 1 e
S0 : 80 77 | 74 ;
S0 : 76 77, [ 98
90 [ %20 76 g2 !
89 l 67 76 ; 82 '
! 88 l 69 74 l sa '
: aa [ e 72 i 78 |
l 83 ! 82 79 ' 93
13 87 Y 70 f B

- —— e e _
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conclusion cualitativa a que puedc legarse al observar la grafica de correlacion de la fig 4,
ya que 1os puntos se localizan ¢n una franya casi vertical

5000
Ry .
§ 4500 " p
E L ]

;f, 4000 .
&
\n]
3 3500
[ [ ]
[~
: 3000 .
3 -t
> 2500 .
8
2000 ——

3000 4000 5000
Cargo de folla,en kg

Fig 4 Grafica de correlacion de los datos en las vigas

Como ejercicio, es conveniente gue el lector resuelva los siguientes

problemas

| Diez vigas de madera de 2 m de largo se probaron con una carga concentrada en el

centro del claro Los resultados fueron

Espécimen Deflexidén maxima al centro Carga de falia,
del claro, en cm en kg
] 0330 950
2 0330 1050
3 0335 750
4 0313 900
5 0343 700
6 0426 650
7 0340 950
8 0 406 850
9 0380 650
10 0393 900

Calcule el promedio y la variancia, y elabore histogramas y curvas de distribucion de
frecuencias acumuladas para cada grupo de datos
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n (xi—f) 0’;—;)

1 S, S,

2
'Sxy !

Py - .1 (19)
Yos S, no

T
Se puede demostrar que para Py € cumple la desigualdad

—l<ﬁ,y<l

Si en la grafica de correlacion los puntos tienden a agruparse en una
franja que asciende de 1zquierda a derecha (fig 3a), entonces 2, > 0, pero s1 por lo contrario,
asciende de derecha a 1zquierda, entonces ﬁy < 0 (fig 3b) 81 la fran)a es honizontal o
vertical, entonces fxy =0

. .o....'.o. .::: .
* e e . .o.'.-.
.......'...: L] .::::.C.

o.'.o...o.o s s 0 e
0.10.0.'.00 ".o ':.
e olaat i .‘::'._. —
o e x LIS §

{a) (b) «

Fig 3 Agrupamiento de puntos en la grifica de correlacion

Si Py = t |, se dice que los parimetros estin perfectamente correla-
clonados, en cambio s fxy = 0, se dice que no estdn correlacionados

Para los datos de las vigas del ejemplo que se ha venido empleando se
tiene X = 44907 kg, 7 = 3321 3 kg, §, = 199.1 kg y Sy = 797.3 kg, por lo cual

83, = (/) ‘3:’; (x, — 4490.7) (, — 3321 3) = — 5054 22 kg’

o s0s422 o
Py = " GoDTTDH

El valor pequefio de gy indica que las cargas de agnetamento, x, y las de falla, y, caa
no estin correlacionadas, o que son pricticamente independientes Esto concuerda con la
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S0 S AMEDIDAS DE CorPELACIOA

ol b ot (
iy b S X .4 Y
CSHE vaariancia =S =zédet ” % -9)

VNIVERADADNACION AL X‘/ ~
ABeia Y* ’ |
- 5 - /)ramed/'o ar/'/mc’-//co
e e Yos daVos de Y.
; - X X =P"0m ecl/o ar-i?’rm(i
" bco e los datss
de X.
Ge,f;'cienfe de correlacion=f. = Sxy
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Table 13-2

CORRELATION TABLE FOR THE WEIGHTS AND HeiGhts of 285 Boston UNIVERSITY WOMEN STUDENTS (Oryginal dara)
Weights in Pounds

ST | 8 | 9 | 105 | nis | 435 | 135 | a5 | 165 | 165 | 475 | 185 | 195 | 208 !
——— )
58 1
59 1 4 2 ]
0 3| 8| 1 1 5
8i 1) 3| 2| 4| 5| 3 ;
gl 63 3| 7| 8| 1 3|2 |
_‘g X 7| 2| 13 | e [ a| 1 ] :
64 8| B4 14 | 10| 6| 3 1
g [ 1| 10| 15 | u | 4 1
z| e i 3| 9| 10| & | 5| 2 i
g 67 2| 4| 8| 5| 3 1 1
68 1 3| 2| 3| 1 1
69 A |1 1 1 ‘
0 1
T 1 1
72

g 13-6 Solid histogram for the Correlaton Table 13-2, of heights
and weights of 285 Boston University women students.

1 -

a0, — P

J(xy) = 0 :p')[(.:,h)._"(s:_:")(!:.'?) M (!‘E':").] (13.29)

Fig 13-7 A normal frequency surlace






REGRESSION ANDO CORRELATION Al

we assume that the relationship s linear and we proceed to find the
cquation of a spearfic strazht line wiich “best fits” the data. This best-
ftting hine 1s called the regression line.®

Table 51 Verbal Aplitude Scores (x)
and Mathamatics Achieve-
ment Scores (y) for a
Sample of 15 indviduals

X i
i BO 60
2 75 62
3 95 78
4 S0 40
5 65 58
6 55 65
7 58 52
8 87 72
9 76 70
10 40 S0 .
il 68 78
12 B 40
13 55 48
14 74 80
15 98 a8
y
100 - ,
7’
»
”
80 «® 7
« L J
Matlhematics ® ”
achievement 60 — /./ ®e
scores ° //.'U
”
40 - o ®
P ’
20 - // \ yuax+¥b
. ¥ T T T x
20 40 60 80 100
Verbal aputude scores

Figure 834 Scatterpiot verbal aptitude (x) va mathemalics achievement (y}

*The term “regression” is somewhat of a misnomer See Walker and Lev (1960, page 210)
for an explanation of the ongin of the lenn
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TABLA 4. DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS DE LAS CARGAS EN LOSPISOS 1y 9

> Cargas en e/ Y2 piso, en tor

05
a
100.5

1005
a
200 5

2005
a
3005

3005
a

400 5

400.5
a
5005

3005
a

6005

600.5
a
700 5

700.5
a
BOOS

800.5
a
900.5

900 5
1

1000 5

05

1005

100 5

2005

X 1

X (D

X ()

XX (2)

2005

X (1)

XXXX (4)

X M

X (1)

3005

400 5

X

XXXX (4)

X (1)

400 5

500,5

XX (2)

500.5

X (1N

XX (2)
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TABLA 2. PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO

Numero de Carga de agrieta- | Carga de falla,
la viga miento, en kg en kg
| 4700 4 700
2, 3 840 4220
3 3270 4 360
4 2310 4 680
5 2950 4270
6 4810 4810
7 2720 4 590
8 2720 4 490
9 4310 4310
10 2950 4630
11 4220 4220
12 2720 4 340
13 2720 4 340
14 2630 4770
15 2950 4 630

TABLA 3. DATOS ORDENADOS DE CARGAS DE FALLA EN VIGAS DE
CONCRETO REFORZADO

Carga de agrietamiento, en Carga de falla,
kg en kg
2310 4220
2630 4220
2720 4270
2720 4310
2720 4 340
2720 4 340
2 950 4 360
2 950 4490
2950 4590
3270 4 630
3840 4630
4220 4 680
4310 4700
4700 4770
4 810 4810
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TABLA 1. CARGAS VIVAS OBSERVADAS EN UN EDIFICIO, en kg/m’

l !

Y P L S O S
Crupa Sétano lo 20 3o 40 v  So 60 70 8o %o
A ] 38 177 296 312 313 386 432 185 355
B 352 354 314 106 83 237 82 517 279 370
C 1102 207 292 203 195 271 328 599 221 307
D 269 273 428 289 308 287 331 44i 211 270
E 179 127 442 112 212 254 499 350 20 182
F 632 324 677 620 444 229 964 738 768 962
G 657 358 395 760 391 307 736 499 31 222
H 591 519 461 682 745 343 546 850 417 40§
i 873 147 215 767 514 425 245 967 423 315
J 384 181 345 405 877 880 296 1037 353 420
K 461 118 426 393 365 353 640 567 262 484
L 196 114 41 208 212 134 311 90 79 287
M 450 243 248 573 606 646 514 783 140 228
N 486 522 273 668 539 603 451 7186 222 470
0 432 236 304 348 650 450 545 332 259 194
P 455 269 394 701 597 899 732 281 33 260
Q 469 268 307 1115 680 289 547 248 774 679
R i043 321 441 969 476 757 798 758 1121 366
S 672 305 764 752 656 398 949 757 436 358
T 390 335 418 691 492 518 640 769 392 317
U 386 577 617 165 608 385 713 490 478 368
\' 121 271 662 275 327 352 515 483 497 284
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CAPITULO 6 . t
Por Octavio A. Rascbn Ch. *

LLSMONTOS DE LA TEORIA ESTADISTICA DE DECISIONES

6.1 Intrnoduccdibn

Una de las ramas de la estadistica es la 4nferencia esfadistica;
en ella se utiliza Gnicamente la informacién que proporciona )
una muestra de la pob@acxén bajo estudio para inferir algunas
de sus caracteristicas, tales como la media, la variancia, etc.
En el proceso de inferir alguno de estos pardametros suele rea-
lizarse una paueba de hipbtesdis, en la cual se toma La dectsibn
de adoptar una accibfn: aceptar o rechazar la hipbtesis nula
con ua cierto navel de confl;;za. Por ejemplo, después de pro=-
bar ,una muestra de un material manufacturado, tal como el acero
de refuerzo para concretp, podemos inferir el porcentaje de
elementos que no cumplen con la especificacién bajo prueba; sin
cmbaggo,llo gque mds interesa es contar con un criterio o iaegla

de deci{sidn para aceptar o rechazar,con base en una muestra,

un lote de dicho producto.

] I 4
Situaciones como esta, y aln mis generales, tiene que afrontar
4 MeNnudo un econcmista O un ingeniero en su practica profesio-

nal; ejemplos de ellas son:

1) Seleccionar las damensiones de un vertedor de demasias
de una presa, tomando en cuenta que el flujo futuro
maximo no s@ gonoce con certeza.

ii) Decidir a qué planta premezcladora de concreto nacer

un pedido para construir la carpeta de una carretera,

% Jefe de la Divisién de Estudios Superiores de la Facultad,
de Ingenieria, UNAM.



1

tomando en cuenta las diferencias en precio Yy contrxol
de calidad que se tieneien cada una.

1i1) Decidir qué cantidad de cierto producto elaboradGo hay
gue tener en inventario, sl tanto la demanda como la
produccién son aleatorias.

lv) Decidir la trayectoria de una carretera, tomando en
consideracibn que no se conoce con certeza el poten-
cial econdmico de los sitios gue cruzard, Y que su
longitud y las distancias a los bancos de materiales

seradn diferentes en cada caso.

Un factor importante que debe considerarse al tomar una decasidn
es la evaluacién, en pna escala cuantitativa, de las condecuen-
t4<aé que se tendrian al adoptar las diversas acciones. Puesto
que los responsables de tomar una decisifn estdn generalmente
interesados en los costos y beneficios (no necesariamente en
escala monaetaraia), el criterio de decis&én deberd basarse en

t ]
el costo o beneficio esperado para cada accibn.

1 L]
-

En general, la persona que va a tomar una decisidn deberd con=-
siderar los factores econfmicos, las diversas técnicas exis-
tentes para resolver el problema.las necesidades humanas, 50~
ciales o cientificas, etc., para seleccionar la accidn que
optimice la esperanza del beneficio (o utilidad) derivado de

la obra.

Resumniendo, los factores que se deben considerar durante el
proceso de tomar una decisifdn son (ref 1):

i) Un objetr 0. Sin un objetivo no hay nada acerca de qué




decidir. Los Objctaivos varlan ampliamenie et
situacifn a otra, y puedcn scr tales como: <CoOsto
inicial, de operacidn o de mantenimientq, confiabi-
I adad dé un sistema, utiladad anuai, eté.
11) Jdveados cursos de aceibn, Siempre debe de haber
mids de una manera de lograr el objetivo, puesto que
s1 s6lo nay una no hay necesidad de escoger o de
decedin por una de ellas. Las diversas acciones
pueden tener diferentes costos ¢ beneficios y dife-
rentes probabilidades de tener éXLtO} el proceso de
formular una lista de las daiversas acciones o alter-
nativas es un proéeso de inventava gQue debe desarro-
llar la persona que toma la decisidn, con base en su
é#??rienc1a o0 intuicibén. En ocasignes una de las
acciones posibles es "posponer la decisidn hasta tener
.

mayoxr informacibén acerca del problema" lo cual, evi-
dentemente, no puede prolongarse en; forma indefinida.

11i) Factonres relevantes. Los factores ‘relevantes que

Pueden intervenir en un proceso de decisién pueden

ser iguales o diferentes para las diversas acciones,

Ao T .
aumano. Dentro de los factores econmicos se cuentan:

Yy pueden ser de caréicter econdmigp,ftqpnq$§g£gg Y

disponibilidad de materiales, fainanciamiento, insta=-

laciones, organizacibn administrativa, equipo, etc.

Como factores tecnoligicos podemos considerar aquellos

—————— wr —— = —_— .

directamente relacicnados con el andlasis y diseho

de un 8stoma, tales como resistencia de los materiales,

efectos din&micos FErmimcac  MasnRAEs Am- -~ - --———



blemas de fatiga, corrosifn o flujo pidstico de los
materiales, disponibilidad de combustible © corricente
eléctrica, etc. Los facvores 'numanos no s6lo se rela-
cionan con la pr&ctica polftica o social para disefar
un sistema, sino tambié&n con la ética y moral del que
decide, tales como prestigio profesional, preferencias

y prejuicios personales, confort o bienestar familiar,

etc.

6.2 EZ modelo de dedisildn

Para formular el modelo de decisibn (ref, 2) tenemos que definar

todos los elementos gue intervendrdn en &l. Es necesario saber

que las consecuencias de adoptar una accibn dependen de un
factor que no cdnocemos con certeza Yy gue llamaremos eslade de
{& natuxraleza. Por ejemplo, al disenar un edificio no conoce-
mos exactamente cudl serd el asentamiento total del mismo, de
acuerdo con los dlyersos tipos de cimentacibén que se utilicen;
tampoco conocemos con certeza el volumen méxlmg de agua que
escurriri hacia una presa que forma parte de un sistema de riego
y de cgntrol de avenidas durante un periodo dado, etc. La ma-
nera de reconocer gue no se sabe cudl eg el verdadero estado

de la naturaleza 'consiste en asignarle a cada uno una proba-

bitidad de que ocurra.

El proceso de tomar una decisibn consiste en escoger una accddn

1
o alternativa, a, de entre las diversas'lacciones posibles a,
i

Qoy vos, & que constituyen el eépacdi{o de accelones, A (el espa~-

nl

cio de acciones es el conjunto de las diversas acciones, es decir,



A= | a , @}, vajo la consideracibn de gue no se saoe

H

dl, 20 ,
con certeza (s6lo probabilisticamente), cuil de los posibles

estados de la naturaleza © 92,..., 8 , es el verdadero (el

1’ oTm
conjunto @ = {8,, 6,,..., 8 ] se demomina espacic de estados
de La naturaleza). Una vez que se ha seleccionado y realizado

una accidn, con el transcurso del t&empo la persona que towmo
la decisi6n podrd darse cuentalde cﬁél es el verdadero estado
de la naturaleza, con lo cual ootendré una utilidad ula,8]);
en otras palabras, uf{a,d) es la utilidad que se obtiene al

escoger la accibn a cuando el veadadero estado de la naturaleza

‘es 8.

Este modelo de decisiones se muestra gradficamente en la fig.

6.1, med;anée el llamado drbof de dgcid&aneé.

AQUI ENTRA FIG 6.1 "

Otra manera de representar graficamente el proceso de cdecisio-
nes se muestra en la fig 6.2; én el%a, aparece en praimer término
el objetivo que se persigue al tomar la decisibn acerca del sis-
tema bajo estudio; en segundo lugay, se tiene la informacién -
acerca del sistema, que incluye la lista de 15§ acciones posi-

bles, la lista de los estados de larnaturaleza Y sus probanili-

dades correspondientes, Yy la lista de los factores relevantes,

en tercer lugar,aparece el criterio de decisién gue se utilice
I

Y. finalmente, la accibn Sptima © mis conveniente.

Una manera usual de presentar las utilidades gue corresponden
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a cada comblaacidn acciln-estado de la naturaleza consiste en
una tabla como 1a 6.1; por ejemplo, en el rengldn de a, y la

columna da em e tiene la utilidad u(az, Bm).

Tabla 6.1. Taola de uiifidades

| ACCIONES | UTILIDADES
a, ! “‘ai'el) I u(a‘,ez) cen u(a&,em)
f t 44{
[] 1 |
| |
ay u{a.,el] u(al,le ces N u(al.Bnﬂ ;
a, u(az,el) u(az,ezl vee u(az,en) I
4 [}
a, u(an,el) u(anfezii e ula ,Bm)

La’' formulacibén Ge los problemas de decisién se i1lustrard median-

te los siguientes ejemplos.

Ejemplo 6.1. Prueba estadisteca de h«pliesis. Al realizar una

i
prueba de hipbtesis sbélo hay dos acciones:

a, acepiar la hipbtesais

r
'

'az : rechazar la hip6tesis

Ll espacio de acciones es, por 1.0 tanto, A = {al, az}. Supongamos
que los estados de la naturaleza son % Y ei, Gue corresponden,

por ejemplo, a los“vRlores posinies de la media o de la varian=

Cia de una variaoie z.eatoria, el espacio de estados de la

n

1t

naturaleza es, entonces, ={90, 6

|
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Se irata de probar la hipbtesis HO: 6=29 contra la alterna-

tiva le e=-el. La tabla de utilidades :;rrespondiente es
a, ;{ai, 84) u(a&, 8.} |
i a, Ul U2 '
“ Us Y

donge U, = u(az, 8y) ¥y U, = u{al, 6,), son utilidades con valo=-
Yes negativos, ya gue corresponden, a una péiadida ocasionada
por cometer el error tipo I, de rechazar Ho(tomar a2) siendo

verdadera (6=0,), y a cometer el error tipo II. de aceotar

Ho (tomar a,) siéndo falsa (6 =8,), respectivamente. (En

. alqunos textos, como la ref 3. se utiliza la duncdidn de pérndida

L (ai. ej} en vez de la funcidn de utéli#ad, pero ambos cri-
terios son equivalentes puesto que una pérdida equivale a una
utilidad negativa, y viceversa). Las utilidades ul = u(al,eo)

Y U4 = u{az,el\ son positivas (hay ganancia), puesto que corr?s-

ponden a tomar las acciones correctas. El drbol de decisién

para este problema es el mostrado en la fig 6.3.

!

ENTRA FIG 6.3

. ' |
Ejemplo 6.2. Conétruccsln de &a canpeta de una carreiera.
|

Un contratista construird la carpeta de Mna carretera en tramos

de 50 m; el gobiernc aceptar8 o rechazard cada tramo de acuerdo
. con una prueba de control de calidad. L1 contratista ticne la

opcibn de pedir el concreto a una de dos plantas premezclado-

ras; la planta A cobra 140 pesos/m3 y la 8 1g0 pesos/m3, pero



"5 “'

el control de calidad que se lleva en la planta § es mejor,

lo cual hace mds probable que un tramo dado pase favorablemente
la prueba de aceptacidn. Tomando en cuenta que en cada tramo
se usan 100 m3 de concreto y que la probabilidad de que el pro-
veniente de la planta A no pase la pruqba de control es 0.10,

Y la de 8 es (.05, el constructor deber§ decaidirse por cudl
planté usar. El arbol de decisiones de este problema es el

hy

mostrado en la fig 6.4, donde P(el) Y ﬁ192) son las probabili-

1 4
\

{ ENTRA FIG 6.4

dades de que ocurran Bl Y 62, respectavamente. La utilidad

Ul = u[al,

y que la carpeta pase la prueba de control de calidad; en este
L

91) es la que corresponde a utilizar la planta A

caso la utilidad (negativa} es el costo del concreto ($14,000.00)
mis 1? colocacibn (supongamos $100,000:00), por lo cual u, =
-1i4,900.00. dz = u{al, 92) es lalqueucorrespOnde a usar la
‘planta’A y que la carpeta no pase 1la pfrueba de calidad; en

este caso el constructor deberd demoleﬁ Yy reconstruir el tramo

con 10s siguientes costos: :

Pérdida de preStigio $ 5,000.00

1

|1
Mano de obra de demolicidn 15,000.00

Carpeta demolida ! !
7 Concreto { 14,000.00
\‘ Mano dc obra de colocacidn 100,000.00

- !
'\ Mano de ogra | 100,000.00

Reconstruccadn . ;
\\f acreto ; 14,000.00

|1
TO0TAL $§ 248,000.00



De manera similar se obtienen u3 Y Uh' cuyos valores resultan

ser Uy = - $116,000.00 y U, = ~ $252,000.00.
!
Sx"la decisién se tomara sin considerar las probabxlidades

de aceptar la carpeta, el constructor se decidiria por la

1
]

planta A, ya que la pérdica {ut:ilidad ncgativu} oerlia menur.
S. se toma en cuenta este hecho, y adoptamos como chacteno de
decssibn el escoger la planta gue canduzca a una esperaanza de

pérdida menor se tendrd (recuerde que la esperanza de la varia=
- m

ble aleatoria X, *E[X], es E[XJn I 'P["L]xz, donde 1as X, son
los valores que puede asumir X, Yy P[Xi]sgn lag probabiladades
correspondientes): |

Para la planta A:
E:U]='0.90 x (-114,000)}+0,10 x{-248,000) = -$127,400.

Para la planta B:

. E u]= 0.95 x (-116,000)+0.05 x{-252,000) = -$122,800.

Comparando ambas cifras se concluye que:la decis16n de comprar

el concreto de la planta B conduce a una;pérdxda esperada menor

gue la de la planta A, es decir, se;escdge la planta B aungue
1 .
el precio unitario del concreto sea mayo&.

1

b

Ejemplo 6.3. Un ingeniero andustrial debe decidir sobre la

conveniencla de instalar un sistema de aire acondicionado en
|
i

una planta industrial. Con base en los,reportes diarios del

I

servicio meteorol6gico se ha estimado gle los estados de la
i
|

naturgleza posipbles se puaden reducir aj

- 8,3 el 80% de los dias son muy calientes y el 20%

4
son calientes



9,5 el 50% de Jos dias son muy calientes, el 30% son
calientes y ci 20% son tinios
33: el 20% de los dias son muy calientes, el 30% son

caiientes y el 50% son tibads

Las acciones posibles son:
al: instalar el aire acondicionado

a O lnstalar el aire acondicionado

2:
Se estima que las utilidades gue corresponden a cada combina-

c16n accibn-estado de la naturalega son:

u(al, 32) = =530,000 , u(az, 92)J= -$ 40,000
u{al; 83) = -$30;000 ’ u:aZ‘ 63)‘= -s 10,000

Observe que los $30,000 que se pierdegn al instalar el aire acon-
dicionado (accidn al) corresponden al gosto inicial y de man-
tenimiento del sistema; los $100,000 gque se pierden con la ac-
cién a, cuando la mayoria‘de los dias 'son muy calientes corres-

| { ;
ponden al costd de los danos que las altas temperaturas ambien=

n It

tales puedan ocasionar al producto elaborado o0 a la materaia
prima; un conentario semejante a este iltimo se aplica a las

cifras de =$40,000 y -$10,000.00.

La tabla de utilicdades que correspondé a este problema es:

| !
a, u(a&,el) : u(aﬁ,az) u{a£,63)

J
t

a -30,000 -30,000 -30,000

] ! i} l.

I
ta, -10G,000 | -40,000 -10,000C

! v L

L}




Estados,aﬁUt;lldades, u(aé,ejl

1
i
1
I
!
} |
1
;
I
|
H
}

Acciliones, ai

U(a-l,e])

, nnem)

Fig ©.1 Arbol de decisiones
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Fig 6.3 Arbol de decisiones del ejemplo &.)



Fig

6.4 Arbdol

U}H -5$114,000

U.= -$248,000

U.= =$116,000

U4- -$252,000

de decisiones del ejerhplo 6.2

N




- $ 30 000

-$ 30 000

- $§ 30 000

Fig 6.5 Arbol de decisiones del ejemplo 6.3






/ﬁqfa/f'/@/:)Eyuﬁcfﬁw

e

Una urna contiene m bolas blancas y n negras. Se sacan
k bolas de la urna y se dejan a un lado, sin observar

su color. Se toma otra bola de la urna, ¢cudl es la pxo
babilidad de que esta {iltima sea blanca?

Calcular la probabilidad de obtener un total de 4 puntos
al tirar tres dados.

Resolver el problema 2.9 del Papoulis.

S1 se tiran 6 bolas en 3 canastas, de manera que cada bo
la tenga la misma probabilidad de caer en cualguier ca -
nasta, ¢cudl es la probabilidad de gue todas las canas -
tas estén ocupadas?

Una urna, A, gontiene dos bolas blancas y dos negras.
Otra urna, B, tres bolas blancas y dos negras., Pasamos
una bola de la urna A a la B. Se saca una bola de la
urna B y resulta que es blanca. ¢cudl es la probabilidad
de que la bola gque pasamos haya sido blanca?

Un juguete se arma con tres partes. La probabilidad de
gue cada parte sea defectuosa es 0.;;calcular la probab:
lidad de que el juguete esté defectuoso.

Tres jugadores (a, b y c) toman sus turnos en un juego
de acuerdo con las siguientes reglas:

Al 1nicio, a y b juegan, mientras c espera. El perdedor
es remplazado por c. El segundo juego es entre c y el
ganador, mientras el perdedor del primer juego espera.
El juego continfia asi hasta que uno de los jugadores ga
ne dos veces consecutivas, resultando por ello el gana-
dor del juego.

a) Describir el espacio de muestras.

b) En el espacio anterior, asighe a cada punto, © even
to elemental, gque contenga k letras, la probabilidad
172k, Por ejemplo: aa y bb tendrdn probabilidad 1/4
cada uno. Demnuestre gue la suma de las probabilida-
des asigrnadas es 1gual a uno.

¢) Demuestre gue P{a gane)=P(b gane)=%4

y Plc gane)=%
El espacio S tiene cinco elementos, S={a, b, ¢, 4, e}
Encuentre el mi{nimo campo de Borel generado por (a,b) y

{c).
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CARTAS DE CONTROL

PO"'. I\Ur u',\r‘\\\\\'-\m?nl i’\,*
INTRODUCCION

Aunque existe la tcndencia generalizada a pensar que el Control de

Calidad es de desarrollo reciente, realmente no existe nada nuevo
en la 1dea bésica de elaborar un producto caracterizado por un al-

to grado de uniformidad.

Durante siglos, hébiles artesanos han procurado claborar productos
que se distingan por su superior calidad, y una vez que han lograde
obtener un cierto estindar de calidad 6ptimo, eliminar dentro de 1«
posible la variacibn entre productos que nominalmente deben resultar

1guales.

La idea de que 1la Estadistica puede resultar un instrumento muy @it:l
para asegurar un estindar adecuado de calidad para los productos ma-
nufacturados se remonta no mas alld del advenimiento de la produr-
c16n masiva/y el uso extendido de los métodos estadisticos para re-

| :
solver problemas de control de calidad es aGn mis reciente.
|

Muchos problemas que aparecen durante la elaboracibn de un produc:r
son susceptibles de ser atacados empleando tratamientos estadi-tir ,
por lo que al hablar de Control de Calidad Estadistico, nos estare-
mos refiriendo esencialmente a las tres té&cnicas especiales, juc
discutirén %n ef resto del ®utsp ¢ Uso de las Cartas de Control,

" '
rauestreo de aceptacifn y establecimiento de limites de tolerancia.

1
Conviene mencionar que la palabra calidad, al ser empleada de aqui
!
en adelante, se referiri a alguna piropiedad medible o contable dec
algGn producto, tal como el didmetro de un balin de acero, la rec-

sistencia de una viga de concreto, el nlmero de defectos en una

L4 ‘?TO}CSDT -.S\A\’ls\’\ﬂuﬁof 'D\ulg.rj.& de Es\‘\-’alcs S\J—‘uqyfzg a Tv\s'h'\v\'o de T



pireza de tela, la eficiencia de cierta droga, etc.
IDEAS SOBRE CARTAS DE CONTROL

A muchos 1ndividuos les puede sorprender el hecho de que dos articu
los aparentemente 1dénticos elaborados bajo condicrones cuidadosa-
mente controladas, de las mismas materias '‘primas, y por una misma
miquina con diferencia de pocos seguqdos, puedan, sin embargo, dife

rir en muchos aspectos.

En efecto, cualquier proceso de manufactura, atin siendo muy bueno,
se encuentra caracterizado por una cierta cantidad de variacibn que

es de naturaleza aleatoria, y que no puede ser eliminada en forma

]

completa.
)

Cuando 1la vquabllldad presente en un proceso de produccibn se li-

mita a variacidn aleatoria se dice que el proceso se encuentra en

un estado de control estadistico.

]
1

Tal estado se puede alcanzar cuando se eliminan aquellos problemas

causados por otro tipo de variacibn, llamada variacibn sistemitica,

que es de naturalea més bien deterministica, y que se puede acha-
car, por ejemplo, a operadores mal entrengdos, materias primas de

. [
baja calidad, mlquinas en mal estado, etc.
1
Ya que lcs procesos de manufactura se encytentran rara vez libres
1 [
de estos problemas, conviene contar «con algGn método sistemdtico

para detectar desviaciones serias de un estado de control estadis-

tico cuando ocurren, o inclusive antes de que ocurran tales des-
( . . t
viaciones.




Ese método sistemitico de deteccidén se puede tener mediante el em-

pleo de las llamadas Cartas de Control.

3

TIPOS DE CARTAS DE CONTROL

En 1o que sigue distinguiremos entre las cartas de control para me-

diciones o far1a31es (X, R, 0 ) y las cartas de control para atri-

butos, (p, c) de?end1endo de que las observaciones que estemos ana-

lizando sean mediciones o datos contados o calcuiados, respectiva-

mente.

Un ejemplo del pfimer caso serfa, la longitud de las varillas de
acero de una muestra. Como ejemplo del segundo caso tendriamos el

niimero de fgcos defectuosos en una muestra de tamafio dado.

i

CONFIGURACION DE LAS CARTAS DE CONTROL ,

En cualquiera de los casos mencionados, una carta de control con-
|

siste de una linea central, correspondiente a la calidad promedio

a la que el proceso debe funcionar, y dos lineas que corresponden

al Limite Superior de Control (LSC) y al Limite Inferior de Control

(LIC), respectivamente.

Estos limites se escogen en forma tal que los valores que se encuen
tren dentro de ellos se puedan atr1bu1r al azar, en tanto que los
valores que caigdn fuera de ellos se puedan considerar como indice-

ciones de falta de control.

1 i )
No obstante la 1dea anterior, conviene meéncionar que en la figura

|
1 que se presenta a continuacidn se pueden considerar otras posi-
bles situaciones de '"falta de control' que ameritan investigarse:

1. Cuando dos de tres puntos sucesivos caen en la zona A,



o mis alla.

2. Cuando cuatro de cinco puntos sucesivos’ cdaen en la z0
na B o mis allj.
3. Cuando ocho puntos sucesivos caen en la zona C o més

alls.

Debe hacerse notar que las pruebas arriba mencionadas se aplican a

ambas mitades de la carta de control, pero se aplican separadamen-

te para cada mitad, y nunca a las dos mitades en combinacidn.

EXPLICACION DEL, EMPLEO DE LAS CARTAS DE CONTROL

St se grafican en una carta los resultados obtenidos a partir de
muestras tomadas perifdicamente a intervalos frecuentes, es posi-

ble checar por hedio de la carta si el proceso se encuentra bajo
control o s1 se'encuentra presente en el proceso la variacibn sis .
temfitica del tipo descrito anteriormente.

1 '

Cuando un punto muestra cae fuera de los limites de control sc
' i '

trata de encontrar el problema quc caus§ tal evento dentio del

proceso, Pero Fﬁn si los puntos caen dentro de los limites nen-

cionados, alguna tendencia, o cierto patrén de los mismos puedc
h ] ~ ‘

indicar que se debe llevar a cabo alguna accifn para prevenir y
! |

evitar algGn problema serio.

La habilidad para '"leer" las cartas de tontrol y para determinar
a partir de ellas cufll accibn correctiva debe llevarse a cabo,
se obtiene a partir de la experiencia y del juicio altamente de-

L
sarrollado. i ¥ '




L ¥x]

Un practicante del control estadistico de la calidad debe no tan
solo comprender los fundamentos estadfisticos de la materia, sino
también encontrarse i1dentificado plenamente con los procesos que

desea controlar.

CARTAS DE CONTROL PARA MEDICIONES (VARIABLES)

Cuando se requiere establecer control estadistico de la calidad
de algGn producto en términos de mediciones o variables, es cos-
tumbre ejercitar tal control sobre la calidad promedio del proce-

so, al iguai que'sobre su variabilidad.

La primera meta se logra al graficar los“promedlos (mediqs) de
muestras extraidas peribdicamente en la llamada carta de control
para medias, o simplemente,’ cafta x. La variabilidad se puede
controlar de igual forma s1 se grafican Ios rangos o las desvia-

ciones estindar de las muestras en 1las llamadas Cartas R o cartas

g, respectivamente, dependiendo de cufil estadistica se emplee pa-
' . ! )
ra estimar la desviacibn estindar de la poblacibn.

Si se conocen u y o de la poblaciény y es razonable suponer las

mediciones obtenidas como muestras éxtrafdas de una poblacién

normal, podrenos‘asegurar, con P = ¥ - a''que la media de una

i I
muestra aleatoria de tamafio p se encontrari entre

a a
-2 y u +. g, ——
c c
. o P es e T
I 1]
Bo- 2. 05 y u+ :c o

Los dos limites anteriores (: z. oi') pr@porc1onan entonces 11-

mites inferiores y superiores de control y, bajo las suposiciones
|
i

A -



6.

anteriores, permiten al practicante del control de C?I%dad de -
1w
terminar si se debe o no llevar a cabo algln ajuste en el pro-

ceso.,

Conviene establecer en este momento que realmente al emplear una
carta de control io que estamos haciendo es probar las hipbtesis
nulas de que a un cierto nivel de Cow}iawza 1 - a los valo-
res de las estadisticas obtenidas de las muestras sean 1guales

al parémetro correspondiente de la poblacifén (calidad promedio),

es decir, estdMos realizando prueba”de hip6tesis en 14" cualse
H : 8 = S
Hy : o £ 85 (Dos colas)

Abundando m&s en el asunto, estaremas probando las hipftesis se-

cuenciales de que con cierta probabilidad ¥ - a 1la calidad de

las muestras ses igual a la calidad promedio del proceso, tal co-
{
mo se puede ver en la figura (4).

L] H "
S1 se consideran problemas prﬁctlcos)los valores de v y g del
i |
proceso se desconocen}y es entonces conveniente estimar sus valo

res a partir de muestras tomadas mientras el proceso se encuen-
tre "bajo control”. En la prictica.pues, es dificil llegar a es

tablecer lipite&de control del tipoﬂg—_:c —j&: al desconocerse

By o, indébend1entenente de que en nuch;s'Lasos es demasiado

arriesgadolconsiderar a las medlciohes c;mo muestras aleatoraias
. .

extraidas de poﬁlaciﬁn normal. |

En lugar de lo anterior, en el control de calidad industrial se
emplean comfinmente los limites de épntrql de "tres decviaciownes

estfindar'" ¢ de deres sigmas", que se obtienen al sustituir a z,

} i ( "




por un 3.
Asi pues, con los 1limites de control

g
— +
S+ 3 Vor 6 S5 T30,

se puede estar 99.63% seguro de que el proceso no serd declarado

"fuera de control" cuando de hecho se encuentra "bajo control".

En otras palabras, estos 1imites de control permiten considerar

que la probabilidad mixima de rechazar la hipbtesis
Ho : 8 = §

cuando deberfa de ser aceptada (probabilidad de cometer un error

de tipo I) es de o0.13%.

Carta Xx.

1

a) Caso en que se conocen p y o©

Lfnea central i

) [+)
Limites de control pt 3——

| /—,'_ |
o

p+t Ac , siendo A = S
1)

Notac16n3

}

Medi1a de la poblacibn = u = x?

Desviacibn estfndar = o = ¢?
donde A viene dado en la tabla de la figura II.

J
Ejemplo: Sea el proceso de elaboracibn de varillas de acero

- para las cuales se sabe que el difmetro medio de
|

las mismas es de 2.5 cm, con una desviacifn esténdar



de 0.01 cm., Se desea efectuar control del difime-

tro de las mismas, para lo cual se extraén perif-
dicamente muestras de cinco varillas. Establecer
la i1fnea central y los limites de control para una

carta X.
Soluci6n. Swndo/aa-= 2.5 cm,T= 0,01 yn =5 se tiene que

Linea central = p=2.5

Limitesde control -,

] 3(0.01)
2.5¢ 3 — = 2.5+ ————— = 2.5% 0.0134 3 2.5134, 2.4866
"y a3

o)de figura II

2.5¢ Ao = 2.5t 1.342(o0.01) = 2.5+ 0.0134259 2.51342, 2.48658

1
b) Caso en que se desconocen pu y o

t ]

Para este caso, que es el mf&s comGn, es necesaric estimar, como
se dijo ante¥1ormente, tales parimetros con base en muestras pre
liminares. Para el caso, normalmente se acostumbrea, emplear un
minimo de 20 o 25 muestras de 465 el?mentgs obtenidos consecuti-

vamente cuando el proceso estf '"bajo control.

1
’

Sin embargo, como veremos mis adelante, se pueden emplear proce-
| { -

dimientos estadisticos' mis formales para determinar el nfimero de

muestras y de elementos en las mismas méds adecuado para las car-

tas in i
' } 1

Asf pues, si' se utilizan x muestras preliminares, cada una de ta

mafio n, podemos estimar con adecuada precisifn el valor de yume- .

diante



siendo X un estimador insesgado y consistente de u  donde x, de-

nota el promedio aritmético de la 1ésima muestra y X es la me-

dia de las mediqs de las muestras.

El valor de ¢ de la poblacibn puede ser estimado a partir de las
desviaciones estindar o de los rangos de las muestras. S1 el
tamafio de las mismas es pequefio,usualmente el rango proporciona
un estimador eficiente de o, ademds de que el proceso de cilculo
del mismo es bastante mis simple que el de la desviacibn esténdar

para las muestras.

Sin embargo, conviene, cuando se requiere bastante precisidn en
el cllculo de los limites de control, estimar a ¢ mediante las

desviaciones estindar de las muestras.

Tal es el caso por ejemplo de muestras de productos que son ca-
ros y que deben destruirse al momento de tomar las mediciones.

i i
b.1) Estimando a ¢ mediante los rangos de las muestras

Hay que obtener primero el valor R que es el rango prome-

. " N
dio de los rangos de las « muestras, es decir,
}

) R = L
K

£ R
- i

i

Puesto que la estadfstica R es un estimador sesgado de o,
es 1ndispehsable afectar el valor obtenido en forma tal
de convertirlo en un estimador insesgado de o, para lo

cual se hace
1 i

Estimador insesgado de o =
T ) 2
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ELEMENTARY SAMPLING THEORY

[CHAP, 8

Table 'l.l

Standard Errors for Some Sampling Distributions ~

Standard Error -

S e . Special Remarks .

This is true for large or small samples. The

- . a 4 % samphing distribution of mesns is very npearly
h -  Means . oy = _\/ﬁ ™ +_I'| normal for N & 30 even when the populaticn is
i . IR 1= o2 .l nonemormal- ~ T ..o L.l . gl * -
) _“ i " ' pg = g, the population mean in all cases.
- - The remarks made for means apply here as
Proportions P—— P(_l_p) = pe well, - -
d N N
#r=p 10 all cases.
. For N = 100, the sampling distribution o; s 18
o very nearly normal
(1) e, = m o, is given by (1) only f the population is nor-
Standard Deviations mal (or approximately normal) If the population
5 15 non-normal, (£) can be used
(2) _ L Note that (2) reduces to (I} when p, =" snd
e, = ————— — a4 M .
\ i 4NF; £e = 3¢*, which is true for normal populations.
. For N2100, g, =¢ very nearly.
) For N< 30, the sampling distnibution of the
v = 1 2533 median is very nearly normal_ The given result
v N " Medians md' = g~ | X = 229999 | %olds only if the population is normal (or approx-
2N , - VN . mately normal) L \
; I Fmee = I o
) .\ ¢ ) ‘ The remarks made for medians apply here as
. well, .
. - F'“thnfﬂnlr‘ ,‘; = Ca. = % Pay and g, are very nearly egual to the first
’ Quartiles T ! s VN and third quartiles of the population,
s . . R Note that %oy = Tmet.
I LT 17094¢ ; - R .
L ~ = = ————mm—Y} - - . .
Up. ‘_D. -‘fN . < PR s -
. . - ,l -t ?_'_ _ 142880 _° |. The remarks made for medians apply here as
- %0, "my T /N | et -
Deciles - .0 - SN Bps Hpy - -~ 8T Very nearly equal to the firat,
1= o = w . second, . . deciles of the population i
“oy . Dy VN ) Note that Opy = O Ta i} - "
) ) 126800 . ;.
"D‘ = Fp. - \/ﬁ . - e T J
. . - ) The remarks made for medians apply here as
Semi-interquartile 0. = LBG'?& o . well. -
Ranges ) Q ~IN L - Po 18 very nearly equal to the population semn-
- - interquartile range. - -
_ 2 The remarks made for standard deviation ap-
) (1) Tp = 'ﬁ' - ply here as well Note that (2) yields (1) mn case
Variances - the population 1s normal
(2) P s pa = (N —1)/N, which 18 very nearly ¢* for
- N large N.
. Here v=o/u 15 the population coefficient of
Coefficients of v
= t
Variation o, \/Z_N V1+2v* | .| vanation The given result holds for normal (or

nearly normal) populations and N & 100
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. LIC,

DIRECTORIO DE ASISTENTES AL CURSO DE PROBABILIDAD Y E STADISTICA,

FUNDAMENTOS Y APLICACIONES ( DEL 17 DE FEBRERO AL 25 DF_MARZO DE

1976 )
NOMBRE Y DIRECCION

. GUSTAVO H. AGUILAR RUIBAL

Cholula No. 109-1
Col. Condesa
México 11, D. F.

Tel- 5-15- Z06-18

ING, HECTOR ARMAND
Cerro Compostela No. 12
Campestre Churubusco
Méxlico 21, D. F.

Tel: 5-49-10-38

ING. PEDRO C. CABRERA CAVAZOS
Las Noche Buenas No. 52

Las Margaritas

£do. de México

Tel- 3-97-8L-54

ING. ARMANDO CALDERON CAULLIERS
Corlota No, 132-6

Col. Guadalupe Tepeyac

México 14, D, F,

Tel 5-37-78-u41

ALBERTO CARRENO ZEPEDA
Donceles 90-502
México 1, D. F.
Tel: 5-12-85-72

LIC. ANTONIOQO CARRILLO ARRONTE
Av. Contreras No. LO}

San Jerénimo

México 20, D. F.

Tel: 5-95-35-4L9

MARYO A, COELLO LEMARROY
Ret. 11 de Ignaclo Zaragoza
U-4 Depto. 1008

JardIn Balbuena

México 9, D, F.

Tel: 7-62-74-49

EMPRESA Y DIRECCION

Av. Marina Naclonal No.

SERVICIOS | NDUSTRIALES PENOLES,S.C.

Paseo de la Reforma 383
Col., Cuauhtémoc
México 5, D, F.
Tel: 5-25-92-20

PETROLEOQS MEXICANOS

329
Col. Anshuac

México 13, D. F.

Tel: 5-31-63-20

SECRETARIA DEL PATRIMONIO NACIONAL

I nsurgentes Sur No. 552-1o0.Plso
Col. Roma Sur

Méxlco 7

Tel: 5-6b- 97 23

SECRETARIA DEL PATRIMON{Q NACIONAL

Insurgentes Sur No. 552

Col. Roma Sur

Méxlco 7, D, F, '
Tel: 5-64-97-23

i
PRODUCTOS FORESTALES MEXICANOS
Av. Hidalgo No, 5-8o. Piso
México 1, D, F,
Tel; 5-12-17-16

JOHNSON & JOHNSON DE MEXICO, S.
Av. Ermita lztapalapa No. 557
Col. Esmeralda

México 13, D. F.

Tel: 5-82-07-11

DEPARTAMENTO DELDISTRITO FEDERAL
Presidente Carranza No. 51
Coyoacén
México 21, D. F.
Tel: 5-54-60-75



10.

11,

12.

13.

DIRECTORIO DE ASISTENTES AL CURSO DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA,

FUNDAMENTGS Y APLICACIONES { DEL 17 DE FEBRERO AL 25 DE MARZD DE

1976 )
NOMBRE Y DIRECCION

ING. SALVADOR DIAZ DIAZ
tuls Kuhne No. 32

Col. Las Agullas

México 20, D. F.

Tel: 5-93-14-93

. RAUL DURAND ARfAS

Oriente 63 No. 243
Col. Villa de Cortés
México 13, D. F.
Tel: 5-79-12-45

ING, JOSE J. ENRIQUEZ FELIX
San Juan de Letran 466-1403
Nonoalco

México 3, D. F.

Tel: 5-97-12-66

SR. ALFREDO ESCALANTE MUNGUIA

Andrinos No. 46
Manz. 114

VYalle de las Flores
Edo. de México

Tel: L-07-34

ARMANDO FRIAS VALDEZ
Al fonso Reyes 123-9
Col. Condesa

México 11, D. F.
Tel: 5-16-84-87

SR. GREGORIO FUENTES JUAREZ
Av. Judrez y Plaza Asunclién
Xochimlico, D. F.

Tel: 6-76-05-64

EMPRESA Y DIRECCION

INGENIEROS Y ARQUITECTOS, S. A.
Minerfa No. 145

Edificio "A" ler. Plso

Col. Escandén

México 18, D. F.

Tel: 5-36-49-58

DIRECCION GENERAL DE PLANEACION
EDUCATI VA-SUBDIRECCION DE EVALUA-
CION

Av. Instituto Polltécnico Nacio -
nal No. 3600

lacatenco

México 14, D, F.

Tel: 5-86-82-77 Ext. 142

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE MEXICO
Marina Nacional No. 162

México, D. F. “'
Tel: 5-27-03-16

$.C.T.-D.G.T. CIDET
Nifio Perdido y Cumbres de Acultzin

go
Col. Narvarte
México, D. F.
Tel: 5-30-15-06

SECRETAR{A DE MARINA
Insurgentes Sur No. 345
Col. Roma Sur

Méxlco 7, D. F.

Tel: 5-6h-54-27

|.P.N. ESIA EDIF. &L
Zacatenco

Méxlco 14, D. F,
Tel: 5-86-28-05



15,

16.

17.

18,

19.

£ ASISTENIES AL CURSO DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Y APLICACIONL, { DEL 17 DE FEBRERO AL 23 DE MARIO DE

Y DIRECCION

. BERTO GALLEGOS MENESES
Sta. Ma. La Redonda 209-6
Col. Peralvillo
México 2, D. F.

Tel: 5-26-70-62

RAMON GAMEZ ARISTA
Nonoalco 81-4 Depto. 319
Unidad Nonoalco

México 3, D. F,

Tel. 5-83-62-54

LIC. ROBERTO M. GARCIA ESCOTO
Newton 105-13

Col. Polanco

México 5, D. F.

Tel. 5-31-70-98

ING. ARTURC GARCIA GALINDO
Ramén Prida No. 30

Col. Jardin Balbuena
México 9, D. F.

Tel: §5-52-11-93

JOAS GOMEZ GARCIA
Alvaro Obregén No. 40-2
Col., Roma

Méxlico 7, D. F.

Tel: 5-8L4-85-40

ING. IGNACIO GONZALEZ GOMEZ
Turquesa No. 71

Col. Estrella

México 15, D. F.

Tel: 5-17-B9-43

EMPRESA Y DIRECCION

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD
Rédano No. 14

Col. Cuauhtémoc

México 5, D. F.

Tel: 6~33-71-33

CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO,
S. A,

Melchor Ocampo No. 17t

Col. An&huac

Méxlco, D, F.

Tel: 5-73-66-68

COMISION FEDERAL [E ELECTRIC| DAD
Rédano No. 14

Col. Cuauhtémoc

Méxlco, D, F,.

Tel: §5-53-71-33

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD
Paseo de la Reforma No., 107-40.P.
Col. San Rafael

México, D. F,.

Tel: 5-91-09-93

INSTITUTO MEX|ICANO PARA LA |NFAN-
CIA Y LA FAMILIA

Emitlano Zapata No. 340

Col. Portales

México 13, D. F.

Tel: 5-75-37-11

glA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO, S,
Melchor Ocampo No. 171

Col. Andhuac

México 17, D, F.

Tel: 5-92-04-13



20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

NOMBRE Y DIRECC!ON

ANTHAR GERMAN LOPEZ TIRADO
Isla Cedros No. 13

Col. Prado Vallejo

México 14, D, F.

Tel 65- 67 ~32-52

MARI A DE LA CRUZ MALDONADO PEREZ

S dc febrero No. 1100
Col. Américas Unidas
México 13, D. F.

Tel 5-32-18-32

JUAN J. MARTINEZ DE LA BARREDA
Retorno 506 No.

Unidad Modelo

México 13, D. F.

Tel. 5-82-40-73

GUI LLERMO AMANDO MARTINEZ OMARA
Rio Tigris No. 118

Co!). Cuauhtémoc

México 5, D. F.

Tel; 5'11'68'80

I N.G. EDUARDO RAMIREZ S.
Cruz Azul No. 161

Cotl. Industrial

México t4, D. F.

ING. NORBERTO REYNOSA RAMIREZ
Calle 4 No, 82

Col. Espartaco

México 22, D. F.

Tel: 5-44-54-20

ING. JESUS RIOQS ALVARADO
Av. Rlo de Churubusco 363-A
Unidad Modelo

Méxlco 13, D. F,

Tel: 5-82-90-87

EMPRESA Y DIRECCI

SECRETARIA DEL TRABAJ
SOCIAL, INSTITUTO NACIONAL DE
DI 0S DEL TRABAJO
Dr. Vertiz No. 96
México 7, D. F. :

COMI SION FEDERAL DE ELECTRICIDAD
Paseo de la Reforma No. 7-50

Méxlico, D. F.
Tel: 5'35'27'3@

CONDUMEX , S. A,
Poniente 140 No. 720

Col. Industrial Vallejo
México 16, D. F,

Tel: 5-67-8B-33 Ext. 552

FACULTAD DE INGENIERIA, UNAM
Ciudad Universitaria
México 20, D. F.

CONSULTOR EN CFLULOSA Y PAPEL

<

SECRETARIA DE COMUNICACIONES
TRANSPORTES

Cumbres de Acultzingo y Nlfio
Perdi do

México 12, D. F. 1
Tel: 5-19-02-73



29.

30.

3.

32.

R10 DE ASISTENTES AL CURSO DE PROBABI LIDAD Y ESTADISTICA

NTOS Y APLICACIONES ( DEL '] DE FEBRERO AL 23 DE MARZO DE

MBRE Y DIRECCION

OSE ROBLES TAMAY(
anil1la No. U5
ardines de Coyoacédn
México 22, D. F.

Tel: 5-52-07-60

ING. SERGIO RAMON ROMERO

- Tecualiapan 36-X-7

Coyoacan
Méxlico 21, D, F.
Tel 5-54-35-69

ING. CARLOS TERCERO BONIFAZ
Chiclayo No. 874

Col. Lindavista

México 14, D. F.

Tel: 5-86-84-26

ING. FERNANDO TREVIRO S0J0O
Arcos de Alba

Pirules Oriente No. 37
Cuautitlan tzcalll

ARMANDO VALENZUELA NOVELO
Benito Jusrez No. 101
Fraccionamiento Los Robles
Col., Espartaca

México 22, D. F.

Tel: 5-39-62-30

L1C. S1LVIA VAZQUEZ R.
Prol. Ayuntamiento No. 136
Col. Romero de Terreros
México 21, D. F.

Tel: 5-54-00-51

EMPRESA Y DIRECCION

SECRETARIA DE OBRAS PUBLI CAS
Xols 1755-Lo. Pliso

Col. Narvarte

México 13, D. F.

Tel: 5-19-80-46

COMI SI ON FEDERAL DE ELECTRICIDAD
R6dano No. 14

Col, Cuauhtémoc

Méxtco 6, D. F.

Tel: 5-53-71-33 Ext. 2053

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD
Rédano No. 14-60. Plso

Col. Cuauhtémoc

México 12, D. F.

Tel: 5-53-71-33 Ext. 2665

DIRECCION GENERAL DE PLANEACION
EDUCATI VA

Argentina No. 28-1er. Piso
México, D. F,

Tel: 5-12-15-27

COMI SION FEDERAL DE ELECTRICIDAD
RTo R&édano No. 14-60. Piso

Col. Cuauhtémoc

Méxlco, D, F.

Tel: 5-53-71-33

BANCO DE MEXICO, S. A,

Condesa No. 6-60. Piso

Méxlco 1, D. F. ‘*
Tel: 5-85-42-99 Ext. 181



33.

34,

DIRECTORIO DE ASISTENTES AL CURSO DE PROBABILIDAD Y ESTA

UNDAMENTOS [T CACTONES BRERD AL_23 Dt
1976 )

NOMBRE Y DIRECCION

ING., ALFONSO VI LLEGAS JASSO
Ret. 2 No. 9

Fray Servando T. M.

Col. JardIn Balbuena

Méx i co 9, D. F.

Tel 5-52-92-6|

BENITO ZYCHLINSKA ZYCHLINSKA
Jojutla No. 65

Col. Condesa

México t1, D, F.

Tel: 5-53- Zok- 98

EMPRESA Y DIRECCIO

SECRETARIA DE RECURS
cosS

Viena No. 20-20. Piso
Col. Judrez

México 2, D. F.

Tel: 5-92-35.68

LABORATORI OS LIOMONT, S. A.
José Ma. 0lloqut No. 28
Col. del Vvalle

México 12, D. F,

Tel: 5-34-60-85









