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Nomenclatura

A Campo tensorial
a Lado de un cubo [m]
b Fuerza de cuerpo por unidad de masa {kﬁ}
g
c1,C2 Constantes de integraciéon
Cp Capacidad térmica especifica a presion constante {kg%c] o} [kgiK}

@

Elementos debidos a la aproximacion tipo A

eg Razoén de generaciéon de calor por unidad de volumen [%]
f Funcién conocida de las variables independientes

H Razon de generacion de calor [W]

h Razoén de generaciéon de calor por unidad de masa [kwg}
hp(§)  Modos de expansion locales para una expansion nodal en la aproximacion tipo p
K Energia cinética [J]

k Conductividad térmica [mVOVC] 0 [%}

N Numero de funciones de expansion

N Numero de elementos e

NP Orden polinomial

n Vector unitario normal a la superficie S

Q Razon de transferencia de calor [W]

q Flujo de calor [%}

R Radio de una esfera [m]

R(x) Funcion residual

r Coordenada radial

r* Coordenada radial adimensional

S Superficie [m?]

s Fuerza de superficie por unidad de area [%]
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2

T Temperatura [°C] o [K] ! Difusividad térmica {m—}

S

T* Temperatura adimensional n Relacion de radios

t Tiempo [s] 0 Coordenada polar

t* Tiempo adimensional &1, &9, &3 Coordenadas locales

U Energia interna [J] p Densidad [%]

u Campo tensorial o Tensor de esfuerzos

U Energia interna especifica [ﬁ—g} 10) Coordenada azimutal

u(t) Coeficientes desconocidos 0 Funcién escalar

u(x,t) Solucion exacta b, (x) Funciones de expansion
u®(x, ) Solucién aproximada D, (x) Modos de expansion globales
Vv Volumen |[m?] @, (&) Modos de expansion locales
v Velocidad [%] x© Transformacion de coordenadas
v; (%) Funciones de ponderaciéon Q Dominio de solucién

Vana Valor analitico Qe Dominio elemental

Vnum Valor numérico Qg Dominio estandar

1, x2, r3 Coordenadas globales

A Incremento v Vector nabla o gradiente
Dgt Derivada material L Operador diferencial

En la figura (1.2) Diagrama esquemético del modelo analizado por Jain (2010) considerar

h Coeficiente de conveccion [ﬁ] 0 [m\;VK] a  Difusividad térmica [%2}
1 i-esima capa i = 1,2,3 6  Coordenada azimutal

k Conductividad térmica [mVXC] o) [%]

T Coordenada radial

s Magnitud de la fuente de calor volumétrica [%]

T Temperatura [°C] o [K]

t Tiempo [s]
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se realiza la simulacién numérica de la transferencia de calor por conduccion en el
interior de esferas concéntricas. Se obtiene la solucién de la ecuacién de conduccién de calor aplicando
el Método de los Elementos Espectrales (SEM), ademas se trabaja la geometria esférica en coordenadas
cartesianas mediante el algoritmo de la Esfera Cubada (Cubed Sphere), con el fin de evitar el conocido

“problema del polo” comun al trabajar en coordenadas esféricas.

El desarrollo de métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales parciales en geometrias esféricas
tiene mucha importancia para el campo de la meteorologia, dinamica de la atmosfera y en aplicaciones

dentro de la ingenieria nuclear.

Por ejemplo, el reactor nuclear modular de lecho de esferas (pebble bed modular reactor o PBMR)[14] del
tipo de reactores de muy alta temperatura (VHTR) utiliza esferas del tamano de pelotas de tenis que a
su vez contienen miles de particulas esféricas de combustible llamadas particulas TRISO, adicionalmente,
el reactor nuclear de atomos por la paz (AFPR) del tipo de reactores de agua ligera (LWRs) utilizan un

concepto modificado de TRISO |21, 11].

En estos reactores se utiliza la idea de combustible esférico de la siguiente manera: la unidad més pequena
del ntucleo son las particulas TRISO o TRISO modificado, las cuales son empaquetadas en una cobertura
esférica de grafito o circonio (figura 1.1a), segin sea el caso, a su vez éstas esferas llamadas “pebbles”
son empacadas en las varillas de combustible (figuras 1.1b y 1.1¢) que pueden introducirse y sacarse
del reactor mediante ensambles. Finalmente el ntcleo del reactor estd compuesto de varios conjuntos de
varillas (figura 1.1d), algunas son de control y algunas tienen diferente calidad de combustible en ellas,

en otras el enriquecimiento varia de la parte superior de la varilla a la parte inferior de la misma.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Diarnetra G0mm

(a) Esferas de combustible o pebbles (b) Esfera en cabina individual (c) Varilla de combustible

(d) Conjuntos de varillas en el ntcleo del

reactor

Figura 1.1: Organizacion de un nucleo de reactor con combustible esférico.

Ya que la conductividad térmica del combustible es un parametro clave en la seguridad y rendimiento
de este tipo de reactores, se han desarrollado cédigos de modelado para el calculo de la temperatura del
combustible durante la irradiacién. En los c6digos computacionales se toma en cuenta la no uniformidad
de la generacion de calor debido al consumo del combustible y la consecuente formaciéon de productos de

fision [18].

Ademés, con esos codigos numéricos se puede realizar una estimacion de los principales fenomenos que
ocurren en una varilla de combustible nuclear a lo largo de su vida, fendmenos como la expansion térmica,
deformaciones elésticas y plasticas, la fluencia, la interaccién mecénica entre pebble y el revestimiento y

la liberacion de gases de fision.

Aunque estos codigos toman en cuenta varias configuraciones para las varillas de combustible (circulares,
hexagonales), un modelado especifico del comportamiento térmico de cada particula TRISO juega un

papel muy importante hacia una mayor eficiencia del combustible.
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En este sentido la transferencia de calor involucrada en una geometria tal como es el espacio interior
entre dos esferas concéntricas o anulo esférico, no ha sido extensamente estudiada. Carslaw [9] reporta un
ndimero importante de problemas en una dimension (direccion radial) sobre la esfera hueca considerando
condiciones de frontera homogéneas dependientes y no dependientes del tiempo, condiciones iniciales
uniformes y términos de generaciéon de calor uniformes en el espacio asi como constantes y no constantes

en el tiempo.

Se ha utilizado una amplia variedad de métodos matemaéticos para resolver analiticamente la conduccién
de calor en coordenadas esféricas, por ejemplo Astafieva [5] obtuvo una solucién en series para una
particula de aerosol solida de tres capas calentada por radiacion laser. Xiaoshu [33] present6 una solucion,
aplicable solamente a la esfera completa, utilizando una combinaciéon de los métodos de Separacion de
Variables y la Transformada de Laplace. Pourmohamadian [22] reporté la conduccion de calor en esferas,
con dimensiones en micrémetros o nanémetros, de dos capas de distinta fase sin generacion interna de
calor utilizando Anélisis de Fourier. Ozisik [19] abord6 el problema con los métodos de Separacion de

Variables y las Funciones de Legendre.

Surkov [30] resolvié el problema de conduccion de calor en estado transitorio, unidimensional, en esferas
huecas con frontera interior en movimiento utilizando el método de Transformada Finita Integral. El
caso bidimensional y condiciones de frontera periddicas aplicando el Teorema de Duhamel fue reportado
por Abdous [1]. Cuando el material del que esta hecho el anulo esférico es un material aislante cuya

conductividad térmica depende de la temperatura se puede utilizar la Transformacion de Kirchhoff [2].

Singh [27] presentdé una solucion anélitica al problema de la conducciéon de calor en estado transitorio y
multidimensional en coordenadas polares con miltiples capas en la direccion radial. Jain [12] reportd
la conduccién de calor asimétrica en anulos multicapas. En el aio 2010 [13] Prashant propuso una
solucién analitica en series para el problema de conduccion de calor en coordenadas esféricas, multicapas
con condiciones de frontera dependientes del tiempo con fuente de calor volumétrica, espacialmente no

uniforme pero independiente del tiempo.
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A continuacion se muestra el modelo analizado por Jain el ano 2010. Este modelo trata de un hemisferio

que se encuentra inicialmente a una temperatura uniforme igual a cero, ver figura 1.2.

Para un tiempo ¢ > 0 la base y la superficie esférica interna del hemisferio permanecen a una temperatura
uniforme y constante (cero), al tiempo que una fuente de calor uniformemente distribuida genera calor
en la segunda capa, ésta fuente es encendida en el tiempo ¢ = 0. Entonces sucede una transferencia de

calor por conveccién hacia el ambiente, a temperatura cero.

L (1. 0.1) T (1, 0.) =0

ks

alr

%

ry

|
-
T L (r8=7/2.)=0

Figura 1.2: Diagrama esquemético del modelo analizado por Jain (2010).

En la figura 1.3 se muestra el resultado de la solucién analitica del problema de conduccion de calor
analizado por Jain (2010). Debido a las condiciones del problema se tiene un caso bidimensional (en
las direcciones radial y azimutal) de transferencia de calor por conduccion, por lo que el campo de

temperatura resultante presenta simetria en la direccién polar.
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Figura 1.3: Isotermas de la region hemisférica de tres capas para distintos instantes de tiempo. Contornos

bidimensionales para un plano meridional del hemisferio. Tomada de Jain (2010)[13].

Si se acepta que un conjunto de esferas concéntricas puede considerarse como un modelo simplificado
de la estructura de la Tierra, idealmente esférica, encontramos que la soluciéon de la conduccion de calor

en anulos esféricos multicapas tiene utilidad en el campo de estudio de la fisica terrestre.

En analisis de patrones de flujo convectivo dentro de cavidades esféricas [3, 10, 6] se reportan caracteristicas
del flujo relacionadas con la razén de radios r; /r., donde r; es el radio de la esfera interna y r. es el radio
de la esfera externa. Una relacion de radios donde r;/r. = 0,35 es util si el flujo esta representando el

nicleo externo de hierro fundido del modelo simplificado de la estructura de la Tierra [32, 24, 7, 8, 17].
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Aunque las soluciones exactas proveen una mejor percepcion dentro de la fisica gobernante del
problema, su no disponibilidad o alta complejidad matemética hacen que en la practica las soluciones
numéricas sean preferidas. Sin embargo las soluciones analiticas tienen una importante aplicacién en la
validacion y comparaciéon de los algoritmos numéricos ya sea para determinar su grado de precision o

para mejorar la eficiencia computacional de estos c6digos que se basan en técnicas numeéricas.

Por tales razones el objetivo de este trabajo es validar el Método de los Elementos Espectrales aunado a
la Esfera Cubada como un algoritmo numeérico 1til para la solucién de la ecuacion de conduccion de calor
en anulos esféricos multicapas mediante la comparacion de los resultados obtenidos contra soluciones

analiticas, simulaciones numéricas o datos experimentales reportados en la literatura.

En el segundo capitulo se presentan dos modelos de fenémenos fisicos (elementos de combustible nuclear y
la estructura de la Tierra en capas esféricas) que pueden ser analizados mediante el empleo del algoritmo

numérico desarrollado en este trabajo de tesis.

En el tercer capitulo se presenta el planteamiento matematico del problema de conducciéon de calor

en anulos esféricos multicapas, con generaciéon volumétrica de calor no homogénea.

En el cuarto capitulo se describe brevemente el Método de los Elementos Espectrales usado para resolver
la ecuacion general de difusion de calor y se muestra el empleo de la Esfera Cubada para generar la
malla computacional con geometria esférica del anulo multicapa en coordenadas cartesianas, al cual se le

realizara el analisis térmico.

En el quinto capitulo se presentan los resultados del método numérico para la difusion de calor en el
anulo esférico multicapa para distintas situaciones, donde varian las condiciones de frontera y el término
fuente cambia de homoégeneo a no homogeneo. Se realiza la comparacién de los resultados numeéricos
y analiticos para un caso de difusién de calor unidimensional. Finalmente, se estudian algunos casos
tridimensionales de conduccién de calor para los cuales no existe solucién analitica, y se presenta la
animacién y visualizacion del campo de temperaturas en forma grafica con el empleo del paquete de

visualizacién AVIZO. !

1 Avizo 5.1.0 (c) 1999-2008 Mercury Computer System, Inc.
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Capitulo 2

Modelo Fisico

En este capitulo se describen los dos fenémenos fisicos que se analizan en el presente trabajo. Primero
trataremos el comportamiento térmico de las particulas de elementos de combustible nuclear TRISO y

TRISO modificado. Posteriormente se describiran las interacciones térmicas de las capas de la Tierra.

En el caso TRISO original cada particula esférica de combustible (dioxido de uranio, UOs) esté cubierta
de una serie de capas concéntricas de carbono pirolitico poroso, carbono pirolitico isotréopico y carburo
de silicio, y una gran cantidad de éstas estd embebida en una matriz de carbono contenida en una esfera

hueca de grafito pirolitico de 60mm de didmetro y 5mm de espesor, ver figura 2.1.1

El diéxido de uranio sufre un proceso de fision? (ademés de otros procesos como envejecimiento y
formacion de productos de fision) que libera energia, entonces, se presenta un flujo de calor que emana
de este nucleo y se conduce a través de cada una de las capas de cobertura llegando hasta la matriz de
carbono. Se puede considerar que la energia generada por el ntcleo de didéxido de uranio, provoca que la
superficie interna de la primera capa de cobertura (buffer de carbono pirolitico poroso) se encuentre a

una temperatura constante y uniforme.

También se puede considerar que la matriz de carbono que contiene las particulas cubiertas se encuentra
a una temperatura constante y uniforme, por lo tanto la superficie exterior de la tultima capa de cobertura

(carbono pirolitico isotrépico exterior) se encuentra a la misma temperatura constante y uniforme.

ITomada de: http://www.megagraphite.com /products/byapplication/nuclearr Traduccién de Antonio Sanchez
2Fision es la division del niicleo de algunos atomos pesados, como uranio y plutonio, en dos partes, cada una de las

cuales constituye un nuevo nucleo; va acompanada por la emisiéon de una gran cantidad de radioactividad y calor.

7



Capa de grafito Smm
Particul as recubiertas embebidas

en una matriz de grafite
Revestimienta TRISO
Carbane pirslibco izobopico & wnar
Cobartura da carburs du ailicia
iCarbone pirslibcs izobopica inksnar

Bufsr da carbons pislhibcs porsas

Media seccion

Cilarm &kro 6.52 mm
Particula cubierta

Ciamabs 0.5 mm
Dioxido de uranio

Cormbustible

Figura 2.1: Particulas cubiertas de los elementos de combustible “pebbles” utilizados en reactores

modulares de lecho de esferas PBMR.

Ntcleo de UO,(100-500 um dia)
Cobertura de Zr(25-50 pm e)

Matriz de Zr- 0 ZrH,(10-15 mm dia)

Cobertura externa de Zr(150-300 um e)

P

Refrigerante HZO

Figura 2.2: Pebbles de combustible del tipo TRISO modificado.

En el caso de las particulas tipo TRISO modificado se eliminan, para los niicleos de combustible, las
coberturas de grafito y ceramica y se incorpora una tunica cobertura de circonio. Mezclando varias de
éstas particulas cubiertas con una apropiada cantidad de polvo de zirconio y comprimiendo en caliente
se forma un ladrillo ceramico esférico de 10 — 15mm de diametro, éste ladrillo lleva una cobertura de

circonio de 150 — 300um de espesor, la cual ofrece proteccién a la corrosion, ver figura 2.2 3.

3Tomada de PNNL, 2007 Traduccién de Antonio Sanchez



El comportamiento térmico de esta particula cubierta es similar al de la TRISO original, existe
generacion de energia en un nicleo esférico que ocasiona que un flujo de calor se transporte a través de
una sola capa de cobertura hasta llegar a una matriz de ceramica. Se considera que las superficies interna
y externa de la capa de cobertura anular se encuentran a una temperatura constante y uniforme, dandose
por entendido que la temperatura de la superficie interior es mayor que la temperatura de la superficie

exterior.

Por estudios de la geofisica [28] sabemos que la estructura interior de la Tierra es un conjunto de
capas, compuesta de un ntcleo sélido interno de metales pesados a muy alta temperatura, un ntcleo
externo constituido fundamentalmente de hierro fundido, un manto inferior y un manto superior de rocas
de silicatos, una corteza compuesta por rocas maficas (silicatos de hierro y magnesio) y la misma corteza
oceénica, ver figura 2.3%. Por otro lado, la Federacién Aeronautica Internacional® acepta que el limite
entre atmosfera y espacio exterior es aproximadamente 100 km sobre el nivel del mar, ésta linea imaginaria

se conoce con el nombre de “Linea de Karman”.

2885 km

2270 km

1216 km

6371 km

Figura 2.3: Vista esquematica del interior de la Tierra. 1.Corteza continental- 2.Corteza oceéanica -

3.Manto superior - 4. Manto inferior - 5.Ntcleo externo - 6.Ntucleo interno.

4Tomada de: http://en.wikipedia.org/wiki/Structure of the Earth
5La Federacion Aeronautica Internacional es un organismo que se dedica a la elaboracién de normas y el mantenimiento

de registros para la aeronautica y la astronautica. Portal web http://www.fai.org/
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Las capas de la Tierra siempre han estado en movimiento convectivo debido al proceso de transferencia
de calor desde el niicleo a alta temperatura hacia la superficie, con la probable excepciéon del nicleo
interior. Como consecuencias de la conveccion se tienen los terremotos, la tectonica de placas y el campo

geomagnético.

En un primer intento por entender la fisica terrestre se puede tomar en cuenta una escala de tiempo
humana, considerar que todas las capas de la Tierra se encuentran estaticas, que el nicleo interno a
alta temperatura ocasiona que la superficie interior de la capa del nicleo externo se encuentre a una
temperatura uniforme dada, que dentro de la capa del nucleo externo, debido a la forma del patréon
convectivo se tiene una generacion de calor no uniforme, y que en las demas capas de la Tierra (manto
inferior, manto superior, corteza y atmosfera) solo ocurre una transferencia de calor por conduccion hacia

la capa exterior de la atmosfera.

Ya que el comportamiento térmico de ambos fenémenos fisicos descrito con anterioridad puede ser
analizados mediante una representacion en esferas concéntricas multicapas con generacién de calor no
uniforme, segtun sea el caso, entonces se puede utilizar el Método de los Elementos Espectrales combinado

con la Esfera Cubada presentado en este trabajo.

10



Capitulo 3

Modelo Matematico

A continuacion se presenta el planteamiento matemaético del problema de conduccién de calor con

término fuente.

3.1. Principio de balance energia

Este principio establece que la tasa de cambio de la energia total del material de un cuerpo es igual a
la suma de la tasa del total de trabajo hecho por las fuerzas externas y la tasa de cantidad de calor neta

contenida en el volumen.

Si consideramos que la energia total de un cuerpo es la suma de la energia cinética K = % fv p(v-v)dV
y la energia interna U = fV ptdV donde @ es conocida como la energia interna por unidad de masa o
energia interna especifica, el total de la tasa de trabajo hecho por las fuerzas externas externas P es igual
a la suma de las fuerzas de cuerpo actuando f(cuerpoy = fv pb-vdV donde b es la fuerza de cuerpo por
unidad de masa, y las fuerzas actuando sobre la superficie orientada del cuerpo f(super ficiey = /. g8 vdS,
donde s es la fuerza de superficie por unidad de area o vector de esfuerzo y, por ultimo, que la cantidad
de calor neta contenida en el volumen depende de dos cantidades, la cantidad de calor generada dentro
del volumen por unidad de tiempo H = fv phdV donde h es la fuente de calor con unidades [%], y la
cantidad de calor que atraviesa la superficie del cuerpo por unidad de tiempo @ = |, 59 -ndS donde n es
el vector unitario exterior normal a la superficie, podemos escribir el principio de conservacion de energia

£ (K +U) =P+ (H- Q) como una ecuacion:
D /1 N
(/p(v-v)dV+/pudV)z/pb~vdV+/s-vdS+(/ pth—/q~ndS) (3.1)
Dt \2 Jy v v s v s

11



3.1. PRINCIPIO DE BALANCE ENERGIA

Ajustando el lado izquierdo de esta ecuacién como DQt Jyr [% (v-v)+ 12] dV identificamos el término

%(v V) 4+ 4 = ¢ como un escalar arbitrario, entonces podemos utilizar la formula de transporte

/¢dv / <¢’+¢v v) av (3.2)

y se puede demostrar que este lado de la ecuaciéon se escribe como

D 1 R Dv  Du
Di Vp(2(v-v)+u) dV—/Vp<v Dt+Dt> dv

Para el lado derecho de la ecuacién 3.1, en las fuerzas de superficie utilizamos la relaciéon que conecta el

vector de esfuerzos con el tensor de esfuerzos y que es conocida como la hipotesis de Cauchy s = o T - n,

T

entonces f(super ficiey = fs s-vdS = fS -vdS, y usamos (o1 -n)-v =n-(c-v) para acomodar

el término dentro de la integral de superficie y tenerlo de la forma del teorema de la divergencia

/( n) dS = /(V~u)dV (3.3)

1%
/s vdS = / -vdS = /V (o0-v)dV

usando la propiedad de un campo tensorial V- (A -u) =u-V-AT + AT .Vu

/s-vdS:/(v-V-UT—i—UT-Vu)dV
s 1%

Se puede aplicar el teorema de la divergencia 3.3 directamente a la integral del calor que atraviesa la

/qondS:/V-qu
S v

Ahora la ecuacion 3.1 estd completamente en términos de un volumen arbitrario V

Dv D
/p(v V+“> dv/pb-vdv+/(v.voT+aT.vV)dv+(/ phdv/quv)
v Dt~ Dt v v v v

D Dii
/v-p—vdv+ p—“dvz/v-pde—/v-v-aTdV+/aT-o—vdV
v Dt v Dt v v v

+/pth—/v-qu
14 |4

Da Dv T
/V[th—kv (th—pb V.o >—a ~Vv+V-q—ph} dv =0

aqui estd presente la ecuaciéon de movimiento de Cauchy

superficie del cuerpo

D
p—: =pb+V.oT (3.4)

D

entonces la ecuacion se reduce a

Dil
/[Dt_a -Vv+V-q—ph| dV =0
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3.2. ECUACION GENERAL DE CONDUCCION DE CALOR

por el teorema de localizacion
Di
pﬁ—UToVV+V~q—ph:O

usando la simetria del tensor de esfuerzos o llegamos a la ecuaciéon de la energia
Du

pEZU'VV—V-q-i-ph

g
p(c;;Jrv-Vﬁ)(erV'quph (3.5)

3.2. Ecuacién general de conduccién de calor

En la ecuaciéon 3.5, si & ~ ¢,T" donde c, es el calor especifico a presién constante, ademés p = cte
y despreciamos tanto el término de trabajo mecanico [0 - (Vv)] asi como el término advectivo (v - Vi),
puesto que estamos interesados en el anélisis térmico y las caracteristicas del problema (no hay fuerza de

gravedad ni velocidad de rotacion o traslacion) permiten omitir el analisis dindmico, entonces
dc, T

pZp

ot

=ph—V-q

reconocemos ph = e, como la razén constante de generaciéon de calor por unidad de volumen [%]

Si consideramos que la tasa de conduccién de calor en una direccidén es proporcional al gradiente de

temperatura en esa misma direcciéon, es decir, usamos la Ley de Fourier de conduccién de calor
OcpT

P =V -kEVT + ¢4
como p = cte, k =ctey ¢, = cte

oT
Pep oy = EV -VT + ¢,

donde k es la conductividad del medio con unidades [mVL’C] 0 [ W ]

m K
10T e
T —_VvV.-VI+24
o Ot V-V +k

PT T 0°T e, 10T

022 "o T2 ThE T oo

. .. L . . . . 2
donde « es la difusividad térmica del medio definida como o = —plj con unidades {’%}
" P
Esta es la ecuacion general de conduccion de calor, con término fuente, en coordenadas cartesianas.
También se puede obtener a partir de un balance de energia sobre un elemento de volumen en coordenadas
cartesianas de forma semejante a como se obtiene la ecuacion general de conduccion de calor en coordenadas

esféricas en el Apéndice A. Se pueden obtener una de la otra usando las ecuaciones de transformaciéon de

coordenadas cartesianas a coordendas esféricas.
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Capitulo 4

Algoritmo Numeérico

En este trabajo de tesis se ha seguido una serie de pasos indicados por el uso del método numérico
de los Elementos Espectrales para resolver la ecuaciéon general de conducciéon de calor en coordenadas

cartesianas en una geometria esférica anular multicapa empleando la Esfera Cubada.

En este capitulo se describe brevemente el Método de los Elementos Espectrales y se muestra el empleo

de la Esfera Cubada para generar la malla computacional.

Se eligié utilizar éste método numérico aunado a la esfera cubada puesto que el problema de conduccién
de calor en esta geometria no tiene solucion analitica salvo en algunas situaciones simplificadas y en el

mejor de los casos es muy dificil de obtener.

4.1. Meétodo de los elementos espectrales

Se considera que el método de Galerkin (también conocido como el método Bubnov-Galerkin) es un
caso particular del método de los residuos pesados en el que la solucion de la ecuaciéon diferencial parcial
es aproximada por una expansion en serie truncada cuyas funciones base son funciones de expansion (o de
ensayo). Cuando se sustituye ésta solucion aproximada en la ecuacion diferencial se obtiene una funcion
residual distinta de cero la cual puede ser minimizada mediante el empleo de funciones de ponderacion (o
de prueba). La relacion entre las funciones de ensayo y las funciones de ponderaciéon y la naturaleza de
éstas dltimas es lo que da origen a los diferentes métodos de discretizacion espectral [31]. En el método

de Galerkin las funciones de ponderacion son idénticas a las funciones de ensayo.
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4.1. METODO DE LOS ELEMENTOS ESPECTRALES

Al utilizar una expansion en serie truncada para aproximar numéricamente una solucién exacta,

generalmente, no se llegara a obtener una funcion residual R (x) igual a cero, esto es:
L(u)+f=R(u)#0 (4.1)

N

La solucién aproximada u® (x,t) = ug (x,t) + Z 4 (1) ®@;(x) =~ u(x,t) se ajusta mejor a la solucion exacta
i=1

u(x,t) conforme N — oo. ug(x,t) se selecciona para satisfacer las condiciones iniciales y de frontera. Al

incrementar los términos de la expansion la funcion residual tiende a cero.

Las funciones base ® (x) utilizadas en este trabajo de tesis son los polinomios Gauss-Lobatto-Legendre

GLL,(x) que son ortogonales con respecto al producto interno en el intervalo —1 < z < 1.

Es posible determinar los coeficientes desconocidos ;(t) estableciendo la restricciéon de que el producto
interno de la funcién residual con un conjunto de funciones de ponderacion v; (x) sea igual a cero.
(v; (x), R(x)) :/ v;(x)R(x)d2=0 j=1,.,N (4.2)
Q
Este tipo de restriccion sobre la funcién residual permite reducir la ecuacion 4.1 a un sistema de ecuaciones

difernciales ordinarias cuando u = u(x,t) y a un sistema de ecuaciones algebraicas cuando u = u(x).

En el método de Galerkin se tiene que v; = ®; por lo que la restriccion se escribe como:

(0 (%), R (%)) = (& (%), R (x)) = / 6 (X)R(x)d2=0 j=1..N (4.3)

En el método de Galerkin, siendo uno de los métodos de elementos espectrales/hp [15], se emplean
caracteristicas de los métodos de elementos finitos y las técnicas espectrales por lo que el dominio de
solucion Q es dividido en N,; subdominios Q¢ (o elementos) que no se superponen y cuya union es el
mismo dominio de solucién. En cada elemento se utiliza una expansiéon polinomial, esto es, la solucién

exacta se aproxima por un numero finito de funciones locales.
Esta es la aproximacién tipo h del método de Galerkin, donde el pardmetro h es el tamano caracteristico

de un elemento, y tal descomposicion elemental constituye la base para la aproximacién tipo p en la cual

se mantiene fija la malla y se varia el orden polinomial.
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4.1. METODO DE LOS ELEMENTOS ESPECTRALES

Si empleamos un dominio estandar {5 para un conjunto de coordenadas locales &1, &2, €3 donde
—1 < £1,£,& < 1 en cada elemento, podemos representar los modos de expansion globales ®;(x) en
términos de modos de expansion locales elementales ¢,(§;) mapeando el elemento estandar en cada
dominio elemental usando la transformacion z; = x¢(&;) que expresa las coordenadas globales x1, x2 x3
en términos de las coordenadas locales para cada elemento e. Por lo tanto, también podemos representar

la solucién aproximada en términos de estos modos de expansién locales elementales:

N—-1 N, NP
wl(x) =) Bi(x)i =D > L&) (4.4)
=0 e=1p=0

donde son requeridas algunas resctricciones extras para equiparar el nimero de coeficientes locales

desconocidos y el nimero de coeficientes globales desconocidos.

Si usamos una expansén de Lagrange a través de los ceros de polinomios [20]! Gauss-Lobatto-Legendre

tenemos una expresion para los modos de expansion locales de la forma:

__(E=DE+DLpE
6 ) = B LG - &) o

Retomando la restriccion sobre la funcion residual, vemos que es necesario llevar a cabo una integracion

en cada dominio elemental Q¢ de la forma:

1 Q-1
[ w@de~ 3 wiate) (146)
-1 i=0

donde w; son los pesos y &; representa la abscisa de (Q diferentes puntos en el intervalo —1 < & < 1.

Para llevar a cabo esta integracion numérica se emplea la Cuadratura Gaussiana en la cual se representa
al integrando u(€) como polinomios de Legendre usando el total de los puntos &;, y los pesos w; estan en

términos de integrales de polinomios de Legendre, esto es w; = f_ll h;(€) d¢.

La cuadratura gaussiana emplada es aquella que incluye ambos extremos del intervalo (£ = +1) vy,

por lo tanto, las abscisas y los pesos estan definidos como:

-1 =0
&=19 & 0 i=1,..,Q—2 (4.7)
1 i=Q—1
0,0 _ 2 .
wy = 1=0,..,Q0 -1 (4.8)

QQ — D[Lg-1(&)?
donde Lg (&) es el polinomio de Legendre Lg(§) = Pg,o &).

1En la primera versién del método de los elementos espectrales los polinomios fueron del tipo Chebyshev [15].
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4.2. LA ESFERA-CUBADA

4.2. La Esfera-Cubada

La esfera cubada (Cubed Sphere) [25] es una proyeccion gnomonica, o proyeccion central, de un

poliedro regular de seis caras cuadradas congruentes circunscrita por la superficie de una esfera cuya

interseccion sucede en los ocho vértices del cubo, propuesta originalmente por Sadourny en 1972 [26],

mejorada por Stairus en 1977 [29] al utilizar una variacion del método de malla compuesta para acoplar

los seis sistemas de coordenadas obtenidos por la aplicaciéon de la proyeccion gnomoénica del cubo.

Existe una pequena variedad de proyecciones de la esfera cubada y modificaciones a la malla o, incluso

atn, mallas generadas numéricamente [23] ver figura 4.1 2. En este trabajo utilizamos una proyeccion

gnomonica equidistante que produce una malla cuasi-uniforme, altamente no-ortogonal y no conforme,

esto es, esta presente una fuerte discontinuidad aguda a través de los bordes de las caras del cubo, ver

figura 4.2.

a) Conforme

c) Gnomonica

Figura 4.1: Cuatro mallas basadas en la

S

S
Vi .\‘.‘,:: 5
e

SR
s
s
ananRR
SRR
R
IR
R
S S e TR
e
S

R

R
TR
R e

‘3{.:::\\\\\“;\\\“@@

T
o :“:t‘t\i‘:\\‘tn\::\‘:-t‘:\‘:o':
By
ST AR AT

ANt

o st

i

i
oy

S
e ey
Sserasates

s S
e e
G SRR
bs A A P LA AR
A o R A e S
R T BRI, N
s s S S
; R S T
sttt ittt
ettty
sh it
\‘“‘\“‘\ i
Cloiin

7
L

i bihro bt oyitosts

L1y ooy o Ly Eoreg

a,,':.,'t i

d) Resorte

esfera cubada, cada lado del cubo proyectado se divide en

44 celdas: (a) mapeo conforme, (b) malla gnomonica generada por un solucionador eliptico, (¢) mapeo

gnomonico equiangular y (d) malla gnoménica producida con la técnica del resorte dindmico.

2Tomada de Putman, 2007 Traduccién de Antonio Sanchez
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4.3. REGION ANULAR ESFERICA DE TRABAJO

B Y
e e

a) Equidistante

Figura 4.2: Mallas gnomomicas de la esfera cubada, cada lado del cubo proyectado se divide en 14 celdas:
(a) proyeccién equidistante y (b) proyeccion equiangular. Note que el mapeo equidistante conduce a una

abrupta trancisién a través de los bordes de las caras del cubo.

4.3. Region anular esférica de trabajo

A continuacion se muestra el empleo de la Esfera Cubada para manipular la geometria esférica del

anulo multicapa en coordenadas cartesianas.

La FEsfera Cubada proyecta las caras de un cubo en una superficie esférica, y cada cara del cubo mantiene
un posicion relativa a la esfera, ver figura 4.3, donde se tiene la relacion a = R/ /3 para las magnitudes

del cubo y la esfera, a es el lado del cubo y R es el radio de la esfera.

VI

Figura 4.3: Posicion relativa de los lados del cubo con la esfera.

Para cada cara del cubo proyectado corresponde una ecuacién de transformaciéon gnomoénica, segin
la eleccion del sistema coordenado cartesiano absoluto (X, Y, Z) normal a las caras del cubo con origen
en el centro de la esfera y el sistema coordenado cartesiano local (z,y) centrado sobre las superficies de

las caras de cada lado del cubo, ver figura 4.43.

3Tomada de Nair, 2005 [16].
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4.3. REGION ANULAR ESFERICA DE TRABAJO

/
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Coral

(a,a,a)
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et S

Punto P en la esfera

o

/ * ‘e
,G/( --'1 T

(a) Sistemas coordenados cartesianos absoluto y (b) Proyecciéon completa del lado I del cubo

local en la cara I del cubo.
Figura 4.4: Proyeccion del lado I del cubo sobre la esfera.

dividido en 32 celdas.

Utilizando las ecuaciones de transformacion gnomoénica para cada cara del cubo proyectado podemos

manipular la geometria anular esférica multicapa tanto en coordenadas cartesianas como en coordenadas

esféricas.

Cara | Transformaciones bésicas Cubo-esfera Esfera-cubo
I v = atan) (X.Y.2)=Eawry) | (ey)=a(}.Z)
y = atanfsecA
II T = —acot\ (X,Y,Z) = %(—x,a,y) (z,y) = a(%, %)
y = atanfcscA
III x = atan (X,Y,2) = E&(—a,—2,y) | (z,y)=a(%,5E)
y = atanfcsc
v T = —acot (X,Y,7) = %(m, —a,y) | (z,y) = a(%7 —?Z)
y = —atanfcscA
A% T = asencotl (X,Y,7) = %(—y,gg7 a) (z,y) = a(%, %)
y = —acosAcott
VI T = —asencotl (X,Y,Z) = %(y,% —a) (2,y) = a(%, %)
y = —acosAcotd

19



4.3. REGION ANULAR ESFERICA DE TRABAJO

Para formar una region esférica anular basta con aplicar la Esfera Cubada a dos cubos de distinta
magnitud, ver figura 4.5. Cada espacio anular formado de esta manera se llamara “Macroelemento” y el

espacio anular completo formado por los seis lados de los cubos proyectados se llamara “Espacio Anular”.

Figura 4.5: Cara I de dos cubos de distinta magnitud proyectados sobre dos superficies esféricas, cada

lado dividido en 20 celdas.

Para generar una malla en este espacio anular se puede realizar una serie de proyecciones de cubos

con magnitud entre los dos cubos que forman el espacio anular, ver figura 4.6.

(a) Vista exterior. (b) Vista lateral.

Figura 4.6: Distintas vistas de la malla de un macroelemento.
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4.3. REGION ANULAR ESFERICA DE TRABAJO

Para nuestro analisis de conduccién de calor trabajaremos con una malla anular esférica de cinco capas,
cada capa esté formado por seis macroelementos por lo que tendremos un total de de 30 macroelementos

que forman cinco espacios anulares generados de la proyeccion de seis cubos.

Considerando que esta malla sirve de base para la colocacién de los puntos del polinomio Gauss-Lobatto-
Legendre (GLL), se ha escogido una malla donde cada macroelemento se ha generado mapeando siete
cubos hacia siete esferas concéntricas y dividiendo cinco veces cada lado del cubo para tener un total de

343 puntos por macroelemento, ver figura 4.7.

(a) Superificies de cada anulo en marco de alambre, (b) Malla en superficie y colo sélido.

malla interior en puntos.

Figura 4.7: Distintas representaciones graficas de la region anular multicapas de trabajo, se han omitido
los macroelementos de los casquetes, observe que la malla esférica tiene reminiscencia del cubo que le dio

origen.

Las seis esferas con que se han formado los espacio anulares guardan la siguiente relaciéon de radios:

L= 03488 | I =0,2129 | 2L =0,1908 | I =0,1889 | 2 = 0,1860

73 T6

Asignando un valor, por ejemplo, para el radio r4 = 1 se puede obtener la magnitud de los radios de
las esferas interiores, y también se pueden obtener los lados de los correspondientes cubos proyectados

empleando la relacion a = R/ V3.

Los puntos del polinomio Gauss-Lobatto-Legendre pueden visualizarse en el dominio fisico con ayuda
del algoritmo de la esfera cubada, ver figura 4.8, sin embargo es en el dominio estandar ¢ donde se

sealiza la expansiéon y se calcula la temperatura.
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4.3. REGION ANULAR ESFERICA DE TRABAJO

T
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(c) Vista exterior NP=9.

(e) Vista exterior NP=11. (f) Vista lateral NP=11.

Figura 4.8: Macroelemento I del primer espacio anular, para distintos grados (NP) del polinomio Gauss-
Lobatto-Legendre. Observe la distribucion de puntos caracteristica de este polinomio, hay una tendencia

de agrupar los puntos en los extremos conforme aumenta el grado del mismo.
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Capitulo 5

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos del Método de los Elementos Espectrales
empleado para analizar la difusion de calor en un anulo esférico multicapa para distintas situaciones,
donde varian las condiciones de frontera y el término fuente cambia de homdgeneo a no homogeneo.Los

casos que se estudiaron en este trabajo de tesis son:

a) Conduccion de calor debido a diferencia de temperatura.

b) Conduccion de calor debido a término fuente homoégeneo y diferencia de temperatura.

¢) Conduccion de calor debido sélo a un término fuente homogeneo.

d) Conduccion de calor debido sélo a un término fuente no homoégeneo, caso unidimendional.

e) Conduccion de calor debido sdlo a tértminos fuente no homogeneos, caso tridimensional.

Deseamos encontrar el campo de temperaturas en dnulos esféricos multicapas. En general la temperatura
T esta en funcion de las tres direcciones (radial, polar y azimutal) y del tiempo T = T'(r,0, ¢,t). En
nuestro analisis existe transferencia de calor en las direcciones radial, polar y azimutal, no hay efectos
multidimensionales debido a condiciones iniciales o de frontera, no hay heterogeneidad del material en
ninguna direccion y la fuente de calor es espacialmente uniforme (en cada macroelemento) e independiente
del tiempo. Se considera que la conductividad térmica del material no depende de la temperatura del

mismo, esto es, la conductividad térmica es constante, k = cte.
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5.1. A) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO A DIFERENCIA DE TEMPERATURA.

Asi pues, tenemos:

Ecuacion gobernante

ig ﬂaj _5_#2 al +$g Singi)a—T _’_679_3571“ (5.1)
r2 or or r2sin® ¢ 06 \ 96 r2sin ¢ O¢ ¢ E oot '
Condiciones de frontera
Superficie interna de la primera capa
T(r1) = T(rint) = cte (5.2)
Superficie externa de la tltima capa
T(rg) = T(rest) = cte (5.3)
Condicién inicial (r; <r < rg)
T(r,t =0) =0 (5.4)

Las ecuaciones 5.1 - 5.4 describen un problema tridimensional, dependiente del tiempo, con condiciones

de frontera del primer tipo (Dirichlet), que no tiene solucion analitica.

5.1. a) Conduccion de calor debido a diferencia de temperatura.

La descripcion concreta de este caso es: para el tiempo ¢t < 0 todo el sistema se encuentra a una
temperatura Ty = 0. En un tiempo t = 0 la superficie interior del Espacio Anular 1 adquiere una
temperatura uniforme 7'(r1) = T;,¢ v la superficie exterior del Espacio Anular 5 adquiere una temperatura
uniforme T'(rg) = Teye. Se impone que Ty > Teyt. Para un tiempo ¢ > 0 las condiciones de frontera se
mantienen y sucede transferencia de calor en el sistema, pasando por un estado transitorio hasta un estado
estacionario en el que el campo de temperatura deja de cambiar con el tiempo. Dadas estas condiciones

se tiene transferencia de calor s6lo en la direcciéon radial. La ecuacion diferencial particular del caso es:

10 (,0T(r)\ 10T
a( 3 )_aat (5:5)

Para este caso de transferencia de calor unidimensional en una regiéon anular esférica se cuenta con la

solucion analitica del campo de temperaturas en el estado transitorio y estado estacionario. Soluciones

analiticas que se utilizan para validar el algoritmo numeérico empleado.
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5.1. A) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO A DIFERENCIA DE TEMPERATURA.

Para obtener solucién analitica del estado estacionario se resuelve la ecuacion diferencial lineal homoénea

d <r2 dT(T)) =0 (5.6)

dr dr

que puede resolverse mediante el método de separaciéon de variables.

Integrando una vez

dT (r)
2 —
" dr “
separando variables e integrando una vez més
dI'(r) _a
dr 72
C1
T(r)= - +c (5.7)

que es la solucién explicita, para encontrar la solucién particular usamos las condiciones de frontera

en r=11="ri 1T =T

en r=1¢="Tegt 1 = Toyt

que utilizamos en la ecuaciéon 5.7 y obtenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas

C1

Tint = — + e
Tint
C1

Tewt - - + c2
Text

que se resuelve para obtener las constantes de integracién

o = TintTetx (Text - Tint) (58)

Text — Tint

ewTez - znTzn
CQZrt t — Tintlint (5.9)

Text — Tint

usamos (5,8) y (5,9) en (5,7) para llegar finalmente a la solucién particular

TintText (Tznt - Tewt) Tethea:t - TintTint

T(Temt - Tim‘,) Text — Tint

T(r) =

ecuacion que también se puede escribir como

1 Tez - /1—”L’I’L Tez - T‘zn
T(r) = =T+ Tewr = ~ 5 (5.10)
Text Tint Text
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5.1. A) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO A DIFERENCIA DE TEMPERATURA.

La solucion analitica de la parte transitoria de la ecuacion (5.5) la tomamos de (Carslaw, 1959)

rzntﬂnt + (Tea:tTezt - rintTint) (T - rint)

T(r,t) =
r 7 (Pewt = Tint)
o0
extdext T — Tintdint U — Tint ——an Tt
2 Text LegtCOSNT — Tint T, nw(r—r 22t
+ — E sen e (rext—Tint)
et n Text — Tint
nw (r — ripg) ——en?x?t . fTeet = nw (1 = rint)
I Z en—— ) T et —rine)? ' f(r')sen——————=dr
r (Tezt — Tint) Text — Tint i Text — Tint

donde f(r) es la temperatura incial de todos los espacios anulares que en nuestro caso es igual a cero por

lo que el dltimo término se anula quedando la ecuaciéon como

Tznthnt + (TextTezt - TintTint) (T - Tint)

T(r,t) =
r 7 (Text — Tint)
S 2 2
2 ’rea:tTewtcosnﬂ- - rintTint sen nm (7" - Tint) 67% (5 11)
c 2 : ewx in .
rmw n—1 n Text — Tint

Las ecuaciones (5.10) y (5.11) son dimensionales con unidades en Kelvin [k] y se grafican éstas mismas

soluciones pero de forma adimensional considerando los parametros:

Temperatura adimensional

T - Text

TF= et
T’int - Tezt

Radio adimensional

7'* _ T —Tint

Text — Tint

Tiempo adimensional

Relacion de radios

lint (5.12)

Text

77:

Las ecuaciones (5.5) y (5.10) se escriben, respectivamente (ver Apéndice B)

10 (LT ) OT ()
r* Or* ((T ) Oor* ) T o (5.13)
() = A (5.14)



5.1. A) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO A DIFERENCIA DE TEMPERATURA.

Para analizar la precision de la soluciéon numeérica utilizamos el porcentaje de error definido como:

v —
Y%error = —| num ana |x100

|Uana

donde vy = valor numeérico vy vane = valor analitico

Se comparé la solucién obtenida por el método numeérico al utilizar distintos grados del polinomio GLL
(NP=5, 7, 9 y 11) contra la solucion analitica en estado transitorio para distintos instantes de tiempo

(t* =0.04, 0.06, 0.12 y 0.36), ver figura 5.1.

En el cuadro 5.1 se presenta el porcentaje de error en el radio r3, esto es, en la interfase del primer
y segundo espacio anulares. Utilizamos este radio ya que considerando la distribuciéon de los puntos
GLL para distintos grados del polinomio y para todos los macroelementos del dominio de solucién, donde

siempre se dispone de datos de temperatura calculada es en los radios de interfase de los espacios anulares.

Para los resultados numéricos se considera que el estado estacionario sucede cuando el valor de la
temperatura ha dejado de cambiar y se mantiene por un lapso de tiempo de At* = 0,02 por lo tanto se

considera que se ha alcanzado el estado estacionario en el tiempo t* = 0,36.

Solucién analitica transitoria | Solucion analitica estacionaria
r 0.04 | 0.06 | 0.12 0.36 0.36
NP
5 1.05 | 0.87 | 0.59 0.04 0.46
7 1.41 | 141 | 1.23 1.78 2.27
9 0.50 | 0.50 | 0.45 0.73 1.24
11 1.73 | 1.73 | 1.39 1.70 2.19

Cuadro 5.1: Error de la solucion numeérica con respecto a las soluciones anéliticas en estado transitorio y

estado estacionario, considerando varios ordenes polinomiales y distintos instantes de tiempo.

Se utiliza, también, la disponibilidad de la solucién analitica en estado estacionario, ver figura 5.2,
para seleccionar el grado (NP) del polinomio Gauss-Lobatto-Legendre a utilizar en los demas anélisis en

base a la precisiéon de los resultados numéricos obtenidos contra los resultados analiticos.
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5.1. A) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO A DIFERENCIA DE TEMPERATURA.
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Figura 5.1: Comparacién de la solucién numérica contra la solucién analitica en estado transitorio.

Graficas de temperatura adimensional vs radio adimensional (T vs r*) para distintos instantes de tiempo

adimensional t*. Grado de polinomio NP=5. %error para r* = 0,42.
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5.1. A) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO A DIFERENCIA DE TEMPERATURA.

1.0 T 1.0 T
t*=0.36 t*=0.36
— Solucion Analitica — Solucion Analitica
O Solucion Numerica O Solucion Numerica
X 7.5+ i %95t :

@, @ L i !
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@@ . 7. L
B.00 g.50 1.90 @.ou g.50 1.00
r* r*
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Figura 5.2: Comparacion de la solucion numérica contra la soluciéon analitica en estado estacionario.
Graficas de temperatura adimensional vs radio adimensional (T vs r*) para distintos grados de polinomio.

Tiempo adimensional t* = 0,36. %error para r* = 0,42.
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5.1. A) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO A DIFERENCIA DE TEMPERATURA.

Cabe mencionar al tiempo de cémputo del empleo del método numérico como parametro de eficiencia
del mismo. Observamos en la figura 5.2 que al emplear un orden de 5 para el polinomio GLL obtenemos
la mejor exactitud con respecto a la solucién anélitica, entonces, si tomamos el tiempo de computo del
método numérico con NP=5 como base y lo comparamos contra el tiempo de computo pero usando
distintos grados del polinomio (4,5,6,7,8,9,10,11,12), ver figura 5.3, encontramos que el tiempo de

computo aumenta de forma exponencial conforme aumenta el orden del polinomio GLL.

20.0 |

15, 0=

putoc
=

de com
]
]
L]
|

Tiempo
b4

@ @ 1 | | 1 | | |

4.9 .00 12,00
NP

Figura 5.3: Orden del polinomio (NP) del método numérico vs Tiempo de computo. Se ha tomado al

tiempo de computo cuando NP=5 como base.

Considerando los resultados anteriores se decide que es tutil y suficiente utilizar un orden de 5 (NP = 5)

para el polinomio GLL en los siguientes casos analizados.
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5.2. B) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO TERMINO FUENTE HOMOGENEO Y
DIFERENCIA DE TEMPERATURA.

5.2. b) Conducciéon de calor debido término fuente homogeneo y
diferencia de temperatura.

La descripcion de este caso: para el tiempo ¢ < 0 todo el sistema se encuentra a una temperatura
Ty = 0. En un tiempo ¢t = 0 se activa un término fuente homogeneo en todo el sistema, la supericie interior
del Espacio Anular 1 adquiere una temperatura uniforme T'(r1) = T;,¢ v la superficie exterior del Espacio
Anular 5 adquiere una temperatura uniforme T'(rg) = Tepe. Se impone que Tjpp > Tzt Para un tiempo
t > 0 las condiciones de frontera se mantienen y la magnitud del término fuente permanece constante en

el tiempo. Bajo éstas condiciones sucede transferencia de calor unidimensional en la direccion radial.

19 (rz aT(T)) ¢ _ 10T (5.15)

r2 Or or k' «adt

Se puede obtener la soluciéon analitica de la parte estacionaria de este caso de transferencia de calor

unidimensional con término fuente homoégeneo en una regiéon anular esférica resolviendo la siguiente

s (rsz(r))+eg_0

ecuacion diferencial

r2dr dr
puesto que la tasa de generacion de calor es espacialmente uniforme e independiente del tiempo ésta es
una ecuacion diferencial homogénea que se puede resolver de forma similar a la ecuacion diferencial del

caso a) con el método de variables separables, se obtiene la solucion explicita

aplicamos la condiciones de frontera

en 1T=11="ing 1T =T

en =1 ="Text 1 = Topt

para obtener las constantes de integracion que utilizamos en la solucion explicita para llegar a la solucion

particular

e (r = Tint) Tewt e
T(T) = nvzt + 671‘9{ (’riznt - 72) + ﬁ (Text - Tint) + é (Tgwt - Ti27zt):| (516)
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5.2. B) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO TERMINO FUENTE HOMOGENEO Y
DIFERENCIA DE TEMPERATURA.

De forma similar al caso anterior, las ecuaciones (5.14) y (5.15) son dimensionales con unidades
en Kelvin, pero la solucién analitica (5.15) se grafica de forma adimensional considerando los mismos
parametros adimensionales de radio y tiempo, sin embargo, el parametro de temperatura adimensional
considera la presencia de una fuente de calor [4], esto es:

Temperatura adimensional
T — T— Te:vt
- 2

CoTeat

Empleando dichos parametros adimensionales en las ecuaciones dimensionales (5.15) y (5.16) podemos

escribirlas como (ver Apéndice B)

1 0 %1 N2 oT* _oT*
Gt ot A=) <(’7+’" (=) a<n+r*<1—n>>>+6‘ o 1
e e =) e AT (L)
T _T177+7’*(1—77) m+r1-m)"+ Ty ) (5.18)
1.0 .
t*=0.36

— Solucion Analitica

O  Solucion Numerica

¥ Sol. Num. t*=0.04
+ Sol. Num. t*=0.06
* Sol. Num, t*=0.,12

.0 :
7. a0 AaY 1.0

r*

Figura 5.4: Desarrollo transitorio de la temperatura en distintos instantes de tiempo t* y comparacién

de la solucién numeérica contra la solucion analitica en estado estacionario, %error(r* = 0,42)=0.75.
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5.3. C) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO SOLO A TERMINO FUENTE
HOMOGENEO.

5.3. c¢) Conduccion de calor debido sélo a término fuente
homégeneo.

Este caso es similar al anterior sélo que las temperaturas adquiridas por la superficie interior del
Espacio Anular 1 y la superficie exterior del Espacio Anular 5 son iguales y de valor cero, es decir,
Tint = T.pt = 0. Estas condiciones de frontera se mantienen en todo el tiempo ¢ > 0. Las demés

caracteristicas del caso b) se mantienen.

El campo de temperaturas en la parte estacionaria se describe analiticamente por la ecuaciéon (5,15)
de forma dimensional o por la exuaciéon 5.18 de forma adimensional, aunque se tiene que 77 = 0 por lo

que
s Pt (1_773)

Tﬁ:_m+rq1_m)+-n+rwlim (5.19)

t*=0.36
— Solucion Analitica

O Solucion Numerica

Sol. Num. t*=0.04
S0l. Num. t*=0.06
Sol. Num. t*=0.12

P o

.o .

N . He 1.0

r*

Figura 5.5: Desarrollo transitorio de la temperatura en distintos instantes de tiempo t* y comparacion

de la solucién numeérica contra la solucion anélitica en estado estacionario, %error(r* = 0,42)=0.97.
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5.3. C) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO SOLO A TERMINO FUENTE
HOMOGENEO.

Como se menciono en el capitulo 1, la alta complejidad matemética para obtener una solucion anéalitica
o incluso aun la imposibilidad de consegirla provoca que, en la practica, las soluciones numéricas sean

preferidas.

En los casos a), b) y ¢) presentados anteriormente se disponia de soluciones analiticas que fueron usadas
para evaluar la soluciéon numérica arrojada por el método de los elementos espectrales y se concluyé que la
precision del método era satisfactoria para el grado de discretizacion de la malla y el orden del polinomio

GLL utilizados.

A continuacion se presenta un caso d) con 2 variantes y un caso e) con 4 variantes de los cuales no
se dispone de solucién anélitica pero se muestran para hacer evidente la utilidad del método numérico
empleado, esto es, se resuelven casos de transferencia de calor por conduccion en una region anular
esférica multicapa con términos fuente no homogeneos y constantes en el tiempo, que puede representar
el fenémeno de intéres en un elemento de combustible nuclear esférico (Pebble), o bien servir como parte
de un anélisis térmico de la transferencia de calor del nicleo interno de la Tierra hacia la atmosfera

pasando por el manto y la corteza terrestre considerando la variaciéon espacial de sus propiedades.

El realizar un analisis de conduccién de calor considerando términos fuente no homobgeneos es una

caracteristica particular de este trabajo de tesis.

En los siguientes casos se muestra la conduccion de calor en la region anular multicapa considerando
variaciones en la colocaciéon de los términos fuente. Debe notarse que los términos fuente no son no-
homoégeneos de forma puntual sino que son homogeneos en cada macroelemento y pueden ser diferentes
en cada macroelemento o pueden no existir en algunos macroelementos en cada simulaciéon. En otras
palabras, los términos fuentes no son homogeneos en todo el dominio de solucién pero si lo son en cada

dominio elemental 2°.
En el caso d) se considera un sistema con términos fuentes no homogeneos que llevan a una conduccion

de calor unidimensional en la direcciéon radial, y el caso e) presenta un sistema con términos fuente no

homogeneos que llevan a una conduccién de calor tridimensional.
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5.4. D) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO SOLO A TERMINO FUENTE NO HOMOGENEO,
CASO UNIDIMENSIONAL.

5.4. d) Conducciéon de calor debido s6lo a término fuente no
homégeneo, caso unidimensional.

En este caso para el tiempo ¢t < 0 todo el sistema se encuentra a una temperatura 7y = 0. En un
tiempo t = 0 se activa un término fuente homoégeneo en el Espacio Anular 1, las temperaturas adquiridas
por la superficie interior del Espacio Anular 1 y la superficie exterior del Espacio Anular 5 son iguales y
de valor cero, es decir, T;,; = Teyt = 0. Para un tiempo ¢t > 0 las condiciones de frontera se mantienen
y la magnitud del término fuente permanece constante en el tiempo. Este caso también se trata de

transferencia de calor unidimensional en la direccion radial.

t*=0.36
Solucidén Numérica
Sol. NMum. t*=0.04

Sol. Num. t*=0.06
Sol. NMum. t*=0.12

X +% O

;0
*+ X0
#+ KO

*O

= K+ X0

M = ¥t XO

rlx

@, s 1.0
r*

Figura 5.6: Desarrollo de la temperatura en la direccién radial, se ha indicado el radio 75 que junto con el
radio 7] delimitan el Espacio Anular 1 donde se ha activado el término fuente. No se cuenta con solucién

analitica para comparar contra la soluciéon numérica.
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5.4. D) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO SOLO A TERMINO FUENTE NO HOMOGENEO,
CASO UNIDIMENSIONAL.
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Figura 5.7: Desarrollo de la temperatura en la direccién radial, se han indicado los radios r3 y r35 que

P
1

4%

delimitan el Espacio Anular 2 donde se ha activado el término fuente. No se cuenta con solucion analitica

para comparar contra la solucién numeérica.

La figura 5.7 corresponde a una ligera modificaciéon del caso, a saber, en lugar de activar el término
fuente en el Espacio Anular 1 se activa en el Espacio Anular 2 delimitado por los radios 3 y r3 indicados.

Todas las deméas condiciones se mantienen.

En la figura 5.8 se muestran los isocontornos bidimensionales de temperatura de los casos a), b) ¢) y
la segunda variante del caso d) en estado estacionario donde se apuede apreciar el efecto de activar un
término fuente en todo el sistema, o bien, en algunos espacios anulares particulares en combinacion con

distintas condiciones de frontera.
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5.4. D) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO SOLO A TERMINO FUENTE NO HOMOGENEO,
CASO UNIDIMENSIONAL.

(a) Caso a. Diferencia de temperatura Tint > Texzt.  (b) Caso b. Término fuente en todo el sistema y Tjn: >

Tezt-

(¢) Caso c. Término fuente en todo el sistema y (d) Segunda variante del caso d. Término fuente en el
Tint = Text = 0. segundo espacio anular y Ty, = Teqt = 0.
Figura 5.8: Distintas combinaciones de aplicar términos fuente y diferencia de temperatura.

Las circunferencias punteadas indican el limite de cada espacio anular.

En la figura 5.8: (a,b) y (c,d) tienen las mismas condiciones de frontera. En (a,b) se tiene o no un
término fuente en todo el sistema. En (c,d) se activa un término fuente en todo el sistema o en una parte

de éste.

La segunda variante del caso d) corresponde a una forma similar al modelo analizado por Jain (2010)
(capitulo 1) solo que aqui el sistema anular esférico cuenta con 5 capas y las condiciones de frontera en

las superficies interior r; y exterior rg son del primer tipo, ver figura (5.9).
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5.4. D) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO SOLO A TERMINO FUENTE NO HOMOGENEO,
CASO UNIDIMENSIONAL.

(a) t* = 0,02 (b) t* = 0,04

(c) t* = 0,06 (d) t* =0,1

(e) t* = 0,18 () t* = 0,36

Figura 5.9: Desarrollo transitorio de la segunda variante del caso d). Tinte = Tepe = 0.
Las circunferencias punteadas indican el limite de cada espacio anular.
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5.5. E) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO SOLO A TERMINOS FUENTE NO HOMOGENEOS,
CASO TRIDIMENSIONAL.

5.5. e) Conduccion de calor debido s6lo a términos fuente no
homaégeneos, caso tridimensional.

En este caso se tiene: para el tiempo ¢ < 0 todo el sistema se encuentra a una temperatura 7y = 0.
En un tiempo t = 0 se activan términos fuentes en los macroelementos (1), (1 y 2), (1,2y3)y (1y 3)
del Espacio Anular 2, cada uno corresponde a una variante del caso. Las temperaturas adquiridas por
la superficie interior del Espacio Anular 1 y la superficie exterior del Espacio Anular 5 son iguales y de
valor cero, es decir, T = Teyt = 0. Para un tiempo ¢ > 0 las condiciones de frontera se mantienen y las

magnitudes de los términos fuente permanecen constantes en el tiempo y de igual magnitud.

En la primer variante se tiene s6lo un término fuente en la segunda capa, en la segunda variante se

activa otro término fuente contiguo al del variante anterior.

(a) Variante uno: Término fuente activado en el (b) Variante dos: Términos fuente activados en los

macroelemento 1. macroelementos 1 y 2.

Figura 5.10: Se presentan los isocontornos de temperatura en los dos espacios anulares in-
teriores. Figuras cuando se ha alcanzado el estado estacionario. T(ri,:) = T(rest) = 0.

Las circunferencias punteadas indican el limite de cada espacio anular.
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5.5. E) CONDUCCION DE CALOR DEBIDO SOLO A TERMINOS FUENTE NO HOMOGENEOS,
CASO TRIDIMENSIONAL.

En la tercer variante se activa otro término fuente contiguo a los dos términos del caso anterior y en
la cuarta variante se activan dos términos fuente en posicion opuesta dentro de la segunda capa, esto es,

estan en "polos opuestos".

(a) Variante tres: Términos fuente activados en los (b) Variante cuatro: Términos fuente activados en los

macroelementos 1, 2 y 3. macroelementos 1 y 3.

Figura 5.11: Se presentan los isocontornos de temperatura en los dos espacios anulares in-
teriores. Figuras cuando se ha alcanzado el estado estacionario. T(ri,) = T(res:) = 0.

Las circunferencias punteadas indican el limite de cada espacio anular.

Las variantes dos y tres muestran el comportamiento esperado, esto es, al agregar un término fuente
contiguo a otro(s) el campo de temperatura se extiende en la region donde se activo el nuevo término
fuente. La influencia del nuevo término fuente también se ve reflejada en el incremento de la magnitud de

la temperatura méaxima alcanzada, teniendo presente que los términos fuente tienen la misma magnitud.

En la variente cuatro podemos ver una perfecta simetria que indica que el método numeérico esta

trabajando bien con términos fuente independientemente de su posicion en el sistema.

No se encuentran anomalias en las simulaciones, anomalias como incrementos de temperatura donde
no deberian de existir, es decir, donde no existe término fuente o debido a condiciones de frontera o atin

debido a heterogeneidad del material.

En base a los resultados mostrados en las figuras 5.10 y 5.11 podemos decir que el método de los elementos
espectrales empleado funciona bien cuando se quiere estudiar el efecto de términos fuente en distintos

elementos del sistema anular esférico.
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Capitulo 6

Conclusiones

El empleo del método de los elementos espectrales aunado a la esfera cubada es tutil para resolver
la ecuaciéon general de conducciéon de calor en coordenadas cartesianas en geometrias esféricas anulares
multicapas donde la presencia de términos fuente homogeneos o no homogeneos conducen a situaciones de
conduccion de calor unidimensional, bidimensional o tridimensional para los cuales puede o no contarse

con soluciones anéliticas.
En cuanto al método de los elementos espectrales, es suficiente utilizar un grado de polinomio de 5

(NP = 5) para obtener una precision de la soluciéon numérica lo suficientemente cercana a la solucion

exacta, considerando el grado de discretizacion empleado.
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Capitulo 7

Trabajo a futuro

Aunque la discretizacion del dominio utilizada en este trabajo es suficiente para realizar el analisis
de la conduccion de calor en geometrias esféricas anulares multicapas no es 1til si se desea realizar un
analisis dindmico de fluidos, esto es, si algin anulo que forma parte de la geometria esta representando
un fluido este grado de aproximacion tipo h no permite determinar caracteristicas del fluido como son

velocidad y presion.

Ademss, las funciones de aproximacion utilizadas, que son los polinomios Gauss-Lobatto-Legendre, tienen
la inconveniencia de que agrupan los puntos en los extremos de los dominios elementales, provocando que
no exista suficiente informacién al centro de los elmentos que permitan una continuidad en el calculo las

de propiedades del fluido.

Por los que, a modo de trabajo a futuro, queda resolver tales problemas realizando por ejemplo una
discretizacion méas exhustiva de la malla, esto es, disminuir el tamano caracteristico h de los elementos
que implica que aumente el nimero de los mismos, o bien cambiar las funciones de ensayo por alguna
otra (puede ser otro conjunto de polinomios ortogonales de la familia de polinomios de Jacobi) que
no presente la caracteristica mencionada de los polinomios Gauss-Lobatto-Legendre, aunque se estaria

perdiendo ventaja en los que respecta a la integraciéon numérica.
Con el fin de mejorar el anélisis de conduccion de calor en un elemento de combustible nuclear esférico

se propone considerar que los términos fuentes varien en el tiempo (de forma decreciente en magnitud)

pues con ello se estaria representado el fenémeno de consumo o agotamiento del combustible nuclear.
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Apéndice A

Ecuacion general de conduccion de

calor en coordenadas esféricas

Para desarrollar la ecuacion de difusion de calor en coordenadas esféricas (r > 0; 0 < 0 < m; 0 < ¢ < 27)
consideraremos un elemento de volumen esférico y realicemos un balance de energia tomando en cuenta,
para cada direccién, la cantidad de calor que atraviesa la superficie entrando y saliendo del elemento, la

razon de generacion de calor en el elemento y la razén de cambio del contenido de energia del elemento.

Figura A.1: Elemento de volumen esférico con las direcciones, magnitudes y angulos involucrados en
el analisis. El area de las caras del elemento y su volumen: A4, = 72 sin ¢ A ¢ A6, Ag = rA ¢ A,

Ag = rsin pArAf, AV = r?sin pArAGAp

. E - F
Qr+ Qo+ Qs — Qriar — Qorno — Qprag + egr’ sin pATAIAP = % (A.1)
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considerando que 5% = = y que Am = pAV, acomodamos y dividimos ambos

AFE Eiint—FE; Amey(Tiiat)
At At At

lados de la ecuacion entre AV

_ Qr+Ar—Q., 1 _ Qo+ne—Qo 1 _ Qprne—Qs 1 +e
Ar 72 sin pAOAP A0 72 sin pArAd Agp r2 sin pArAf 9 (A 2)
PCp(Tt+At—Tt) ’
At

Antes de continuar debemos de conocer las expresiones para la cantidad de calor que atraviesa la
superficie del cuerpo por unidad de tiempo para cada direccion del sistema coordenado esférico, utilizado

la Ley de Fourier de conduccién de calor

direcciéon radial Q, = —kr?sin d)AQA(ﬁ%%
direccion angulo polar Qo = — kﬁ£i¢%
direccion angulo azimutal | Qg = —ksin ¢ATA9%

Ahora usamos la definicién de derivada y estas expresiones en la ec. A.2

lim QT+A7‘ - Q’l“ 1 o 2 1 . _ig Qal
Ar—0 Ar r2sin pAOAG O @ r2sin pAOAG 12 0r (kr or (A-3)
lim  Qpyne — Qo 1 B EQ 1 _ 1L o ror (AA)
A0  AG  r2singArAd 00 'r2singArAd  rZsin2¢0f \ 0f '
lim Q¢+A¢ — Q¢ 1 o ﬁ 1 _ 1 2 . 8£
Aoo0 Ao ZsmobAl - 9620 TsmenAl - rZsmngde 95 (A-5)
lim Tt+At - Tt o oT (A6)

At—0 At T ot

con estos resultados la ecuacién queda como

10 (, ,0T 1 9 (0T 1 9 (, . T T
o (’“ 37") T 2snZ 500 (%e) t Tsns 90 (k S‘“%) Teo=rag (AT

si la conductividad térmica k = cte y la difusividad térmica o = p%
P

2ar \" or r2sin® ¢ 060 \ 90 r2sin ¢ O¢ ° 0¢ E a0t '

Esta es la ecuacion general de conduccion de calor, con término fuente, en el sistema coordenado

esférico.
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Apéndice B

Adimensionalizacion

Para obtener la solucién analitica (5.10) de forma adimensional se puede proceder de dos formas, una
forma es adimensionalizar la misma solucion analitica (5.10) y la otra es adimensionalizar la ecuacion
diferencial (5.5), realizar las consideraciones pertinentes (estado estacionario) y resolverla en esta forma

hasta obtener la solucién andlitica adimensional.

Consideremos los parametros:

Temperatura adimensional

T* _ T - Te:z:t
T’int - Tea:t
Radio adimensional
T* _ T — Tint
Text — Tint
Tiempo adimensional
1
rgmt
Relaciéon de radios
Tint
Text

Seran utiles las variables dimensionales despejadas en funcién de los pardmetros adimensionales

T=T" (Tznt - Temt) + Temt (Bl)
T =1"(Fegt — Tint) — Tint (B.2)
t* 2
p= o leat (B.3)
[0
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Adimensionalizando la solucién analitica dimensional (5.10)

1Ty — T Text — T
T(r)= -+ Tt = ~m 1 (B.4)
Tewt Tint Tewt
1 1 1
T:<Tewt_Tint) ;< R ) T Tint
Text Tint Tewt
Text (_rint + T)
T=Text — Tint) —————= +1T;
( ext znt) N (—Tint + Tewt) + wnt
aqui empleamos (B.1) y despejamos la temperatura adimensional T*
" Text (—Tint + 7T
T (T’znt - Tea:t) + Tewt = (Tewt - Ent) W + Tint (BB)
T* _ (_Temt + 'I’) Tint
r (_Tint + Tewt)
utilizamos (B.2) para que (B.5) quede en términos del radio adimensional r*
™ — Tint (1 —1%)
Tint + r* (re:ct - Tint)
entonces, utilizamos la relacion de radios 1 de la forma
™ Tint (1 — 1)
Tint + r* (Tmt;;"mtn)
1 _ *
e =1 (B.6)

St (1-n)
(B.6) es la solucion anélitica adimensional. Resultado que se puede comprobar resolviendo la ecuacion

diferencial (5.5) de forma adimensional

1 0 [ ,0T(r) 10T
— = = - B.
r2 or (T or a ot (B-7)
Utilizamos la relacién de radios en (B.2)
r=m+r"(1-n))res (B.8)

(B.8) junto con (B.1) y (B.3) en (B.7)

1 0
((77 +r* (1 - 77)) 're:rt)Q 8((77 +r* (1 - 77)) Text)

(017 1y 20 Tt Tet) & To)

0 ((77 +r* (1 - 77)) Tegct)
O (T* (Ting — Tewt) + Towt)

()

* 01 o2
s (0 a-n? 5,

1
o«

1 0
(n+re(1—m)?dm+r(1-n

oT* ) _oT*
n+r*(1—-mn)) ot
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Para obtener la solucién anélitica adimensional de la parte estacionaria se resuelve la siguiente ecuacién
diferencial con el método de variables separables

1 )
(n+r*(1—n)>0n+r(1-n)

or* -
<n+wu—n»>0

(4 a-m?;

se obtiene la solucién explicita
C1

T"=————— + ¢
n+r*(l—mn)
aplicando las condiciones de frontera adimensionales
en r=r=r},=0 T=T,, =1

en r=rg=riy,=1 T=T,,=0
obtenemos las dos constantes de integracion

Co = ——
L=
C1 = C2

que utilizamos en la solucion explicita para llegar a la solucion particular adimensional

o o) (B.9)
n+r(1=mn)
como (B.9)=(B.6) se comprueba que se llega al mismo resultado adimensionalizando la solucion analitica

dimensional que resolviendo la ecuacion diferencial adimensional aplicando, en ambos casos, los mismos

pardmetros adimensionales.

Cuando un término fuente estd presente en el sistema éste debe ser considerado en la definicién del

parametro de la temperatura adimensional

_ T— Tezt _ (T - Temt) 6k

T = (B.10)
egggmt €gT‘gIt
la variable dimensional de temperatura en funcion de la temperatura adimensional
egr2 T
T= % + Tt (B.11)

podemos emplear (B.10), (B.2), (B.3) y la relacion de radios n para comprobar que se llega a la misma
solucion si se adimensionaliza la solucion dimensional (5.16) que si se resuelve la ecuacion diferencial

(5.15) de forma adimensional.
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Adimensionalizando la solucion analitica (5.16)

e (r = Tint) Teat e
T(T) = nvzt + 671‘9{ (’riZnt - 72) + ﬁ {(Text - Tint) + 672 (Tgwt - Ti27zt):| (BIQ)

si utilizamos (B.8) en (B.12) y esto a su vez en (B.10)

6k Tzn _Te;E 6k e *
= b Tone ~ Tewt) (12,02 — (e (1 - m)*02,,)

T*
€qT ot eqreq 6k \
6k [77 + r (1 — 77) Text — Tewtn] Text |: € 2 2 2
Tewt — Tint) + = Text — Tex :|
egrent (Text = Teatn) (N + 7% (1= 1)) Tear (Tear 2 6k ( ! & )
6k Tzn _Tea: 1—r* 3+r* 1-— 3
€gText n+r (1_77) n+r (1_77)
donde reconocemos el término %_tm) = T; . como un término constante que ya es adimensional,
asi ( )
* * T](l*’f‘*) * 2 7734'7"* 1_773
=T, —————-+r(1-)+ — (B.13)
mt?’]—‘r?‘*(l—n) 77+T*(1—’I7)

Ahora resolvemos la ecuacion diferencial (5.15) en forma adimensional

10 (,0T(r)\ e, 10T

742(%(287(")>+ka8t (B.14)
(B.8), (B.10) y (B.3) en (B.14)
1 a . 9 8 (% + Text) @g
Gt A=) 8 A= ran O O e T e | V%
10 ()
© o)
1 0 ((n +77 (1—n))? a0 +2*T51 — n))) +6= %f: (B.15)

(m+r(1—=n)?>0Mm+r(1-n)
Obtenemos la solucién adimensional de la parte estacionaria resolviendo la siguiente ecuacion diferencial

con el método de variables separables

1 0 2 oT* >
+r* (1 - +6=0 B.16
EETe o ] CRR O e ey (B.16)
llegamos a la solucién explicita
“ +o (B.17)

* r* _ 2“9
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aplicamos las condiciones de frontera adimensionales

6k (Tint - Temt)

2
egrezt

en r=r=r;,=0 T=T,, =

en r=rg=ri,=1 T=T;,=0

para obtener las dos constantes de integraciéon

egeptl — (Tint — Tewt) 6kn — egre,n’®
egene (1 =)

egrga:t — (Tint — Tear) 6kn — egffzms
egreg (1—1)

c1T =

Cy =

que utilizamos en la solucion explicita para llegar a la solucion particular adimensional

T* T 7’(1771)

o o A (L7
" (=)

6k"(Tint - emt)

€gText

donde se utiliz6 que T}, =

Como (B.13)=(B.18) hemos comprobado que cuando estd presente un término fuente en el sistema se
llega al mismo resultado adimensionalizando la solucién analitica dimensional que resolviendo la ecuacién

diferencial adimensional.
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