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Métodos Numéricos y Aplicaciones con la Computadora Digital (del 23 de septiembre al 15 de octub:·e, 1977). 
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Sept. 23 17 a 21 h 1 Repaso de Fortrán lng. · Heriberto 01gufn Romo 
' . 
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14 a 17 h II A1gebra Matricial lng. José Horacio Sandova1 Rodríguez 
1 . 

" 30 17 a 21 h Algebra Matricial M. en C. ~erónica Czitrom 
r-....-

Oct. ¡o 9 a 13 h Ill Sistemas de Ecuaciones Lineales · M. en C. Marcial Portilla Robertson 
·~-

'.. 13 a 14 h Cómida 
--

14 a 17 h Sistemas de Ecuaciones Lineales En Ciudad Universitaria 

oct. 7 17 a 19 h IV Raíces de Funciones Trascedenta1es y 
Polinomios M. en C. Verónica Czitrom 

19 a 21 h V Interpolación M. en C. Verónica Czitrom 

Oct. 8 9 a 13 h , VI Integración y Diferenciación Numérica M. en C. Verónica Czitrom 
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Oct. 15 . 9 a 13 h ·Optimización Dr. Víctor Gerez Greiser 

· 13 a 14 h Comida 
< ~ • ~- .... -.:- ' ........ . -.. : ·14-.a rt .h . O?timización ¿ 
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FORTRAN 

INTRODUCCION.- Desde el inicio de las computadoras digi

tales, uno de los campos de más aplicaci6n de estos dispos! 

tivos ha sido el científico, donde existen necesidades de -

clilculos y operaciones muy complicadas o largas, siendo la 

computadora un auxiliar poderoso en la soluci6n de eGtos -

problemas. 

Inicialmente, la programaci6n de las computadoras 

se hac!a a nivel de lenguaje de máquina, ésto es, instruccio 

nes numéricas que obligan a la máquina a ejecutar una opera

ci6n sencilla (sumar, restar, etc.). Esta manera de progra

mar a la computadora exigía al usuario un .profundo conocimie~ 

to de las características del equipo usado, tanto de hardware 

como de operaci6n. 

Por'la dificultad que entrañaba el usar una comput~ 

dora para un uso científico, se pens6 en simplificar la pro-

grama'ci6n mediante un lenguaje más parecido al lenguaje mate

mlitico, por lo tanto más sencillo de aprender, y que pudiera 

ser compatible con distintas marcas de computadoras. ·Uno de 

los primeros lenguajes de alto nivel (o sea que para ser eje

cutados tienen que ser traducidos mediante un compilador) fue 

el Fortran (F6rmula Translation) que es un lenguaje para uso 

eminentemente científico, con instrucciones muy fáciles de e~ 

tender y con compiladores en casi todas las computadoras del 

mercado. 

Estas notas estarán orientadas a él "c6mo resolver 

el problema utilizando la computadora". Pues durante el res

to del curso la computadora será una herramienta para el dise 



ño de mecanismos. 

' , La estructura del problema tiene 4 pasos a seguir, 

los cuales son: 

1.- La formulaci6n precisa del problema 

2.- Modelo matemático 

3.- Análisis matemático 

4.- Soluci6n del problema con computadora 

"~ . ;: 

Resulta importante poder pasar del fen6meno f!sico 

al -modelo matemático, esta relaci6n se muestra en la siguie,!! 

te figura: 

FENOMEMO FISICO -1 IDEALIZACION DEL MODELO MATEMATICO 
PROBLEMA 

Veamos como sucede ~sto en'la soluci6n de un probl~ 

ma cient!fico. Por ejemplo veamos el caso de la Ley de Movi

miento de Newton, la cual dice que la fuerza es igual a la ma 

sa por la aceleraci6n: 

f = ma 

Supongamos que esta relaci6n es exacta, sin tomar -

en cuenta la teor!a de la relatividad. 

Este t!pico problema se estudi6 en un curso elemen--

tal de Ftsica conocido como 

100 m. 

r-
' 1 

el problema de la piedra que cae~ 

LA TORRE 

DE PISA 



Queremos pr~guntarnos cuánto tarda la piedra 

en caer. 

Si analizamos la situación vemos que la dis

tancia d que viaja en un tiempo t con aceleración cons 

tante es: 

d = a t2 

2 

si a 9.8 m/seg. 
2 

= 

1/2 
t = 9.8 X (lOO) 

2 

Bien ahora preguntémonos qué tan realista fue 

nuestra respuesta. Notemos que ~ consideramos efectos 

tales como: 

1.- La variación de la direcci6n de la gravedad 

2.- Variación de la gravedad dependiente de la -

altura sobre el nivel del mar. 

3.- Resistencia del aire (sobre la piedra) 

a) Forma de la piedra 

b) Velocidad de la piedra 

e) Densidad del aire (varia con la altitud 

y la temperatura) • 

d) Densidad de la piedra. 

4.- Atracción gravitacional entre sol y luna 

S.- Vientos y corrientes de aire,. etc. · 

Es posible incluir todos estos factores en nues

tro modelo matemático, analizar estas ecuaciones y mejorar 



el tiempo de caída real (pregunta original) • Creo yo 
1 

que hemos llevado el problema a un extremo, como.conclu 
'¡ ~' - ' -

si6n podemos decir que el modelo debe ser lo suficiente 

mente exacto para obtener de este resultados 6tiles, 

sin caer en el extremo anteriot, donde el precio que 

hay que pagar en el análisis matemático y esfuerzos de 

computaci6n, tal vez no sea lo. que queremos. 

Una vez que se ha hecho el diseño matemático -
' 

del modelo del problema, es necesario determinar un "al 

goritmo" para resolverlo, ésto es, una serie finita de 
1 

pasos que nos lleve a la soluci6n del problema • 
• 1 

Para el problema anterior,• el algoritmo serfa -

el siguiente: '1 

1.- Leer el valor de la altura (d) 

2.-
1 2' 

Hacer a= 9.8 m/seg. 

3.- Hacer t = 9.8 xld 1/2 

2 1 

4.- Escribir el valor de t como respuesta. 

Una de las t~cnicas más populares para descri-
¡1 't 

bir algoritmos es por medio .de diagramas de flujo, los -
'1 .: :1 

cuale~ se explicarán a continuaci6n. 

1 ' 

DIAGRAMAS DE FLUJO . 

Los diagramas de flujo son representaciones grá 

,, 

J l 



ficas de los programas. Cada decisión y operaci6n a 

desarrollar ser~ colocada en una caja, la forma de la 

caja nos indicará el tipo de instrucci6n a desarrollar. 

Se utilizarán flechas para interconectar estas cajas, 

las flechas nos indicar&n la secuencia de las operacio

nes, usualmente debemos empezar por la parte superior y 

bajar siguiendo las flechas (top down). 

El análisis del problema se facilita utilizan 

do diagramas de flujo, pues no son ambiguos y tienen una 

estructura similar a la del problema. Desafortunadamen

te, no existe hoy en d!a una convenci6n estandard para -

estas representaciones, a lo largo de estas notas se usa 

rá la notaci6n IBM, que resulta ser la más general aunque 

no es universal. 

Las siguientes reglas serán usadas.· 

1.- Cada proposici6n ser~ colocada en una caja. 

(Es válido colocar varias proposiciones en 

la misma caja) • 

2.- La secuencia de las operaciones se indica 

con segmentos de l!nea dirig~dos (flechas) 

entre las cajas. 

3.- Se utilizan diflerentes tipos de cajas se

gdn sea la proposición. 
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DESCRIPCION DE LOS SIMBOLOS 

Indica inicio del programa o de 

un subprograma. 

Operaci6n a ejecutar por ejemplo 

de la figura 1. 

Indica que se debe de hacer la -

operaci6n: 

B2 - 4 AC y su valor asignar 

lo a DISC. 

Proposici6n IF ( # pag 7 ) comp~ 

raci6n, compara lo que estA den-

tro de la caja dependiendo de -

esta comparaci6n se podr&n seguir 

3 caminos. La comparaci6n se in-

dica con: si queremos comparar I 

con N, lo indicaremos (dentro de 

la caja) por I : N. 

Indica que hay que leer tarjetas 

perforadas con datos o proposicio-

nes. 
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Indica que queremos imprimir en 

la impresora algan mensaje o re

sultado. 

Este s!mbolo es un conector 

Paquete de tarjetas (usualmente 

un programa) • 

Operaci6n DO ( la cual se expli

cara en la siguiente secci6n. 

Fin o alto del programa. 

Cinta magn~tica o cinta de papel 

perforado. 



Primer problema de clase. 

Este problema trata de determinar la precipita

ci6n pluvial total y su promedio en el Distrito Federal du 

rante un lapso, digamos un año. 

Los datos con los que se cuenta son las lecturas 

diarias efectuadas en milímetros, (notemos que no es posi

ble tener n6meros negativos) o sea la cantidad de lluvia. 

Procederemos a resolver el problema de la siguie~ 

te forma, (utilizando primero un diagrama de flujo). 

A= cantidad de lluvia (agua) 

S= Suma 

N= # de períodos leídos 

PROM 

Lté J 

A ! 

E~ . ..---~----' 
A:O 

·~~-~ 
S=S +A 1 

J 

r- --------. 
iN= AH l ----1 



A continuaci6n procederemos a explicar el dia

grama de flujo. 

La primera caja de inicio nos indica el cornien 

zo de naestro programa. La siguiente caja asigna el va

lor cero a las variables A y N donde A es el valor (can

tidad de lluvia) leído, y N va a ser el número de lectu 

ras tornadas. A continuación procedernos a leer el primer 

dato, notemos que no es posible tener, valor negativo de 

lluvia, por lo que vali~ndonos de esta propiedad en la -

siguiente caja preguntamos si el valor leído es negativo, 

si es negativo calcularnos el promedio de lluvia en el Dis 

trito Federal, e imprimirnos la suma y el promedio, para -

poder hacer esta operaci6n en la Gltirna tarjeta de datos 

se pondrá un nGrnero negativo. Si el valor leído no es- ce 

ro, se procede a s~ar, lo cual s efectda haciendo la -

asignaci6n de la suma del valor anterior de suma más el·

v~lor leído, cosa similar ocurr~ en el "contador" del nd 

mero de datos leídos. Notemos que este ciclo se repite -

hasta que leamos un ndmero negativo, al suceder ésto, el 

programa imprime el resultado y termina. 
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CODIFICACION FORTRAN DEL PROGRAMA ., . 

XXX TARJETAS DE CONTROL 

e INICIO DE LAS VARIABLES 

SUMA = O 

N = O 

1 READ ( 2, 2) A 

2 FORMAT (15) 

IF (A) 3, 3, 4 

4 SUMA = SUMA + A 

N= N+ 1 

GO TO 1 

3 PROM = SUMA/N 

WRITE ( 3,5 ) PROM, SUMA 

S FORMAT ( 10X, F10.4, 5X, I5 ) 

CAIJI. EXIT 

END. 

¡ 

\ 
) 

1 
1 

) 
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DESCRIPCION. 

Como todo lenguaje (ya sea de programación o 

natural) el Fortran tiene un alfabeto, ~sto es, una serie 

de s!mbolos que sirven para formar expresiones e instruc

ciones. El alfabeto de Fortran para B - 6500 consta de: 

Letras: A, B, C. D, . . . , X, Y, Z. 

Dígitos: o, 1, 2, 3, o • • , 9 o 

CARACTERES ESPECIALES. 

+ MAS 

• 
1 

= 

, 
( 

) 

)6 

n 

** 

MENOS 

ASTERISCO ( MULTIPLICA ) 

DIAGONAL (SLASH) DIVIDE 

ASIGNA (NO CONFUNDIR CON IGUALDAD) 

COMA ( USADA COMO SEPARADOR ) 

ABRE PARENTESIS 

CIERRA PARENTESIS 

ESPACIO EN BLANCO 

COMILLAS (UTILIZADA EN FORMATOS) · 

DOS ASTERISCOS ( ELEVA AL CUADRADO ) 



Todo programa en Fortran contiene instrucciones de 

los s iguientes tipos: 

a ) Asignaci6n 

b ) Control 

e) Entrada/Salida 

d) Informaci6n para el compilador 

e) Funcion~s y subprogramas 

La forma de codificar (escribir) un programa en For 

tran es la siguiente. 

Cada tarjeta contiene 80 columnas que deben distri-

buirse de la siguiente manera: 

COLUMNAS uso 

1 5 Nómero de proposici6n (etiqueta) 

6 Continuación 

7 - 72 Proposici6n 

73 80 Identificaci6n o nómero de secuencia 

Un programa completo . en Fortran se vería codifica-

do como sigue: {PROGRAMA MOSTRADO EN DIAGRAMA 'DE FLUJO AN 

TERIORMENTE) • 

S 6 1 72 

10 

20 

25 1 

30 

40 
45 
50 

RE AD 10 , A, B , C 
FORMAT ( 3 FlO.O ) 
IF (A( 20, 50, 20 
DISC = B **2 - 4*A*C 
IF (DISC) 40, 25, 25 
DISC = SORT (DISC) 
Xl = (-B + DISC) / (2*A) 
X2 = (-B - DISC) / (2*A) 
PRINT 30, Xl, X2 
FORMAT (lH, 2 F10. 3 ) 
GO TO 50 
PRINT 45 
FORMAT ("DISCRIMINANTE NEGATIVO") 
CALL EXIT 
END 

73 80 
¡ 
' 
1 
1 

1 
1 

1 



CONSTANTES. 

Una constante en Fortran puede ser de 2 tipos: 

a) Entera ( Integer ) 

b) Real ( Real ) 

a) Una constante entera es cualquier número -

sin punto decimal. Ejemplo: 

O, 91, - 173, + 327 

si un entero se escribe sin signo, se supone P2 

sitivo. Los valores que pueden tomar las con~ 

tantes en IBM-1130 son los comprendidos en el 

rango: 

- 32767 a 

e- c2 15 
- 1 > a 

32767 

215 - 1 ) 

No se permite introducir comas en una constan-

te entera. Ejemplo de constantes enteras ilega-

les: 

3.2-

27. 

31459036 

5,496 

tiene punto decimal 

demasiado grande 

contiene tma coma 

b) Una constante real es cualquier número con -

punto decimal. Ejemplo: 

o. 
91.3 

-145.8 

5.E3 

--------, 

1 

! 



S.O X 10 3 

-s. x 10 3 

4.1 X 10° 

Que escribiremos como: 

S. E03 

-S. EO 3 

4. EOO 

La maginitud ~e.una constante real no debe ser ma

yor que 2127 6 menor qu~ 2- 128 

VARIABLES. Una variable en Fortran es la representaci6n si~ 

b6lica de una cantidad que puede tomar diferentes valores. 

Por ejemplo, en la. instrucci6n 

A = S .O + B 

A y B son variables, el.valor de B está determinado 

por alguna instrucci6n previa y puede cambiar. El valor de A 

está variando para cada nuevo valor,de B. 

NOMBRES DE VARIABLES.- Un nombre de una variable consiste -

en una cadena de 1 a 5 caracteres alfanuméricos, excluyendo ca 

racteres especiales, y siendo el primero una letra. 

Ejemplo: de nombres de variables permisibles. 
' 

DET 

AB1 

I 

LL4E 

Ejemplo: de nombres de variab¡as ilegales: 
1LL4 Empieza con caracter no alfabetico 
ABCDEFGHIJ Demasiado grande 
A-B Caracter ilegal 
A/B Caracter ilegal 



El tipo de cantidad (real o entera) que representa se 

puede especificar de dos maneras: explícita e implícitamente. 

La forma implícita de especificar una variable es como 

sigue: 

a) si la primera letra del nombre de la variable es: I, 

J, K, L, M, N, la variable se considera como una va-

riable entera. 

b) Si la primera letra del nombre de la variable NO es: 

I, J, K, L, M, N, la variable se considera como una 

variable real. 

La forma explícita de especificar una variable es usando 

una Declaraci6n de tipo, la cual hace que el compilador ignore la 

especificaci6n implícita, por ejemplo: si pór medio de una decla 

raci6n de tipo, designamos a la variable ITEM como de tipo real, 

será manejada por el compilador como una variable real, sin impo~ 

tar que su primera letra sea una I. 

- EXPRESIONES ARITMETICAS 

Una expresi6n aritm~tica (e.a.) es una sucesi6n de cons

tantes, variables y s!mbolos de operaciones aritméticas que s:i--

guen las reglas que a continuación se darán. 

Los siguientes son los símbolos de operaci6n, aritm~tica: 



Símbolo u operador: Significado: 

+ SUMA 

RESTA 

* MULTIPLICACION 

1 DIVISION 

** EXPONENCIACION __ 

Ejemplo: 

Expresi6n algebra!ca Equivalente en Fortran 

a + b A+ B 

a - b A B 

ab A * B 

a 
A/B 

A**B 

REGLAS. 

1.- Dos_ operadores no deben estar juntos. Deben estar 

separados por cantidades o par,ntesis en la expresi6n 

por ejemplo: A+- B es inv&lida, mientras que -B + 

A 6 A + (-B) son v'lidas. 

2.- No se pueden omitir operadores, por ejemplo: 

3A NO significa 3*A. 

'" 
' 

• 1 



MODOS COMPUTACIONALES. 

Los cálculos· aritm~ticos son hechos en d~s formas: 

entera y real, dependiendo del tipo de las cantidades envuel-

tas en el cálculo. Las constantes o variables que forman una 

expresión aritm~tica no necesitan ser del mismo tipo. 

El modo de la expresión es entero, real o mixto, de 

pendiendo de si las constantes son enteras, reales o estan 

mezcladas. 

Por ejemplo: 

EXPRESION TIPO DE CANTIDAD 

3 Constante entera 

I + J . 1 Variables. enteras 

3. O .Constante real , 1 

A Variable real · 

S*JOB +. ITEM 1"· :Variables· enteras,, 
Consta.nte entera 

A**B Variables reales 
,. 

A+ B/ITEM Variables reales 
' . ' 

MODO DE LA EXPRESION 

entera 

entero'· 

·real 

1real~· 

entera 

real 

mixto (el resulta
do se guarda como 
real) • 

Se pueden usar paréntesis en las expresiones aritm~

ticas·como en algebra, para especificar el orden en el cual se 
1 1 1 • '1' '1 ,¡ 1 1 ' 1 1 1 • 1 

van a efectuar las·>Operaciones aritméticas que forman la expr.!:_ 

si6n. 1 ' '1 l 



PROPOSICION DE ASIGNACION 

La forma general de esta proposici6n es: 

(variable) = (expresi6n aritm~tica) 

Ejemplo: 

A = ~ 
AB2 = A* ( B ** 2 ) 

DISCR = B *• 2 - 4* A* C 

El objeto de esta instrucci6n es el de asignar a la 

(variable) el valor de la (expresi6n,aritm~tica), borrando el va-

lor anterior de dicha variable. 

PROPOSICIONES DE ENTRADA/SALIDA 

Las proposiciones de entrada/salida permiten al progr~ 

mador introducir (obtener) datos al.(del) programa. 

La forma general de dichas instrucciones es: 

READ ( 2 , nf ) ( lista de variables ) 

WRITE ( 3 , nf ) ( lista de variables 

n1 Es el nGmero de la unidad {f!sica) de lectura de datos: 

Lectora de tarjetas perforadas, lectora d~ cinta perfo

rada, cinta maqn~tica, etc. En IBM-1130 este número es 

el 2 para lectora de tarjetas. 

Es el ndmero de una proposici6n de formato. Para que -· 

el prQgrama pueda leer datos, debe tener conocimiento -

de la forma en que se le van a presentar. Esto se hace 

mediante la prop~sici6n FORMAT~ 
1 



LA FORMA GENERAL DE ESTA POSICION ES 

FORMAT (lista de especificaciones) 

La lista de Especificaciones le indica al compilador 

en qu~ forma están perforados los datos. B~sicamente hay dos 

tipos de especificaciones 

I entera 

F Flotante ( cant. reales ) 

E Exponencial 

El formato I tiene la forma 

Iw donde w es el ancho del campo 

Este formato se utiliza para leer (o escribir) valores 

de variables enteros, con un anch9 máximo de w d!gitos. 

Por ejemplo, si queremos leer un valor de la variable L 

de tarjeta, tendremos que escribir: 

READ ( 2 , 10 ) l!. 

10 FORMAT (I4) 

Las dos proposiciones anteriores hacen que la computa

dora lea un valor entero de .a lo más 4 d!gitos, y lo asigne a la 

variable L. 

Para leer ( o escribir ) valores que co~responden a 

cantidades reales, se usa el formato F el cual tiene la forma g~ 

neral Fw.d, donde w es el número máximo de d!gitos y d es el nú

mero de d!gitos decimales. (d puede ser O ) • 

Por ejemplo, para leer el valor de la variable R podemos usar: 



READ (2,3) R 

3 FORMAT (F10.3) 

Esto le indica al compilador que va a leer,un'valor 

real de 9 digitos, d~ los cuales 3 son decimales. 

Para la impresi6n de resultados, el número asignado a 

la impresora en línea en IBM-1130 es 3. 

Existe un formato que permite mejorar la irnpresi6n de 

resultados, este es el fornato X, el cual hace que la irnpre 

sora (y en algunos casos la.lectora) se "salte" tantos es 

pacios corno lo indique la especificaci6n, por ejemplo, la 

especificaci6n 4x hará que el programa, en irnpresi6n, deje 

4 espacios en blanco, libres. 

A continuaci6n veremos las conversiones en entrada-salí 

da, de distintos valores bajo diferentes·especificacioneso 

(~ significa espacio en blanco) 

ENTRADA 

Campo de Entrada Especificaci6n Valor Interno 

567 

- 329 

27 

27 

234 

SALIDA 

Valor Interno 

+ 23 

I3 

I6 

I7 

I5 

I7 

Especificaci6n 

· I4 

+ 567 

- 329 

-,27 

+ 27000 

234 

Campo de Salida 

+ 23 



Valor Interno 

- 79 

+ 30145 

- 30145 

+ 978 

o 

ENTRADA 

Campo de Entrada 

SALIDA 

36725931 

3.672593 

- 367259. 

367259 

Valor Interno 

+ 36.7929 

+ 36.7934 

- 0.0316 

+ 579.645 

+ 579.645 

-579.645 

Especificaci6n Campo de Salida 

I 4 - 79 

I S 30145 

I 5 ***** 
I 1 * 
I 3 o 

Especificaci6n Valor Interno 

F8.4 + 3672.5931 

F8.4 + 3.672593 

F8.4 - 367259 

F6.6 + 0.367259 

Especificaci6n 

F7.3 

F9.3 

F6.3 

F4.2 

F6.2 

F6.2 

Campo de Salida 

36.763 

36.793 

- 0.032 

*** 
579.65 

***** 



En algunos de los casos, es necesario imprimir títulos 

o encapezados de tal manera de que los resul tados_.,del pro-

grama sean m~s legibles y comprensibles. Para este tipo de 

problemas es común poner el texto a ser impreso entre comí-

las, dentro del formato que le corresponda. 

Por ejemplo, si querernos imprimir los valores de tres 

variables A, B, e, an una forma legible, podríamos usar el 

siguiente formato: 

WRITE ( 3, 10 ) A, B, C, 

10 F,ORMAT ('A=', Fl0.4~ B = , Fl0.4,'C = 'F10.4) 

Lo cual provoca que la máquina imprima lo siguiente: 

( suponiendo que A= 5.6, B =- 4.85, C = 1.492) 

A= 5.6000 B = - 4.8500 e = l. 4920 

Es importante hacer notar que la primera posici6n de 

impresi6n ( i-e la columna 1) sirve para el control del e~ 

rro de impresi6n, por lo que es necesario tener presente 

este hecho siempre que se vaya a imprimir. 

El control de carro posible se reduce a las siguien-

tes: 

PRIMERA COLUMNA 

~ Espaciamiento sencillo antes de imprimir 

O Espaciami~nto doble antes de imprimir 

1 Salto a otra página 'antes de imprimir 

+ Sobre - escritura antes de imprimir 

Proposiciones de Control 

Normalmente, las instrucciones de un programa en Fortran 



se van ejecutando en forma -secuencial, por lo que es ,nece

sario alterar (en algunos problemas) esta forma d~ejecu-

ci6n. 

Las instrucciones -que alteran el flujo de las instruc 

ciones en un programa son las instrucciones de control .que 

~on: 

1Proposici6n GO TO 

GO TO 

I-F .Aritm~tico 

IF Lógico 

STOP 

CONTIN-UE 

Es.ta prqposici6n '.es llamada de ·transferencia 'incondi

·ci·onal y su foJ::ma general es: 

-GO TO n donde n es .un .número 

de proposición 

El efecto ·de esta· proposición -es el -de transferir el

flujo de las instr.ucci:ones a aquella que .tiene .el númer_o de 

proposición n. Esto .se puede visuali·zar ·como un "salto" en 

el orden de ejecución del 1progr.ama. 

Por ejempio: 

En el .segmento de ·programa s'iguiente, el orden de 

.ejecución .es: 1, 2, 3 ,.5.,'6 , 2 , ·3_, S .,·6 , 7 

1 A = o 4 e =A * B 

2 B = A + 3 S WRITE (3,,8), A,B,C 

3 GO TO S ·6 GO TO 2 

7 END 



Proposici6n IF 

.. :: ~. \\. ' 

Generalmente, en el transcurso de un programa,· es ne-

cesario hacer "preguntas" sobre algunos valores de las va-

riables del programa, y tomar "decisiones" segiln el resul 

tado de la pregunta. 

Esta "toma de decisiones se efect6a por medio de la -

proposici6n IF, la cual tiene las versiones i~rmadas Arit-

m~tica L6gica. 

El IF Aritm~tico tiene la forma 

IF ( exp. aritm~tica ) n1 , n2 , n3 

Donde n
1

, n 2 y n 3 son 3 etiquetas 6 números de propo

sici6n. 

El funcionamiento d,e este IF es el siguiente: 

1.- Evalda la expresi6n aritm~tica 

2.- Compara el resultado con cero y toma cualquiera 

de las siguientes acciones: 

a) Si el resultado es O, transfiere el control 

a la proposici6n con el ntlmero n 1 
b) Si el resultado es = o, transfiere el control 

a la proposici6n con el ntlmero n 2 

e) Si el resultado es O, transfiere el control 

a la proposici6n con el n6mero n 3 
Como ejemplo, veamos un programa que calcula la funci6n 

SIGNUM (x) , ( (x) ) definida como: 



(f (x) = 

Hagamos primero un diagrama de Flujo: 

sigue: 

1 

2 

3 

4 

S 

6 

. 
i 

1 

LEE X 

--, 
l 

X, S 1 
1 

' 

La codificaci6n en Fortran IB-1130 queda corno 

READ ( 2,2 ) X 

FORMAT ( F10.0 ) 

IF (X) 4,6, 8 

S = - 1 

GO TO 9 

S = O 



7 GO '1'0 9 

8 S = 1 

9 WRITE (3,.10) X,S 

10 FORMAT (Fl0.6, 3) 

END 

El IF 16gico tiene la forma 

IF (expresión lógica) proposición ejectttable 

Una expresión lógica es una expresión que puede ser 

cierta o falsa, como es el caso de las comparaciones: 

¿ Es A B ? 

¿ Es sen x + y log. z ? 

Este tipo de expresionaes son llamadas expresiones de 

relación y consisten de dos expresiones aritm~ticas (rea--

les o enteras) separadas por un operador de relación. Los 

operadores de relaci6n son las 6 comparaciones mate~áticas: 

= # = = que en Fortran quedan expresadas como se mues--

tra en la tabla: 

OPERADOR DE RELACION NOMBRE EN FORTRAN 

= .EQ. 

.NE • 

.LT • 

= • LE. 

.GT • 

= • GE. 

') 

( 
1 

1 



Además de estos operadores, se usan tres operado

res lógicos para·construir expresiones más elaboradas. 

Estos operadores son llamados disyunci6n, conjunci6n y 

negación; sus nombres en Fortran son .OR., .AND., NOT. 

Respectivamente. Su funcionamiento es el siguiente: 

Si X y Y son expresiones lógicas, entonces X.OR. Y 

es cierta. a menos que X o Y sean awbas falsas. 

X. AND. Y es falsa, a menos que X y Y sean ambas 

ciertas. 

NOT.X es falsa si X es cierta y viceversa 

Veamos el siguiente ejemplo comparativo del uso del 

IF Lógico y del IF aritmético. 

Supongamos que querernos hacer R = R1 solamente si 

S = 3 y T = 4, hay 3 maneras de hacer esto: 

IF ARITMETICO IF LOGICO 

IF ( S - 3 ) 1, 2, 1 a) b) 

2 IF (T-4) 1,3,1 IF(S.NE.3) GO TO 1 

IF (T.EQ.4) R = Rl 

1 - - - -

IF(S.EQ.3.AND. 

T. EQ • 4) R= R1 

Vemos que usando el IF aritmético necesi"l:~arnos 3 eti

quetas. En el IF Lógico, el funcionamiento es el siguien-

te: 

a) Se evalGa (n) la (s) expresión (es) aritmética (s) 

involucrada (s) en la expresi6n lógica. 



b) Se va evaluando el valor lógico (cierto o falso) 

de la expresión lógica, siguiendo un orden de -

prioridad de operadores 16gicos. El.orden es el 

siguiente: La más alta prioridad es dada. NOT. 

Después se evalúa .ANO. 

y finalmente .o~. 

e) Una vez que se ha evaluado la expresión lógica en 

tre los paréntesis del IF, se observa su valor y 

ocurre una de dos situaciones: 

Si la expresión lógica es cierta, se procede a -

ejecutar la proposición a la derecha del If; 

Si la expresión lógica es falsa, se ignora dicha propo

sición y se cont!nua con la secuencia normal del programa. 

ARREGLOS.- Generalmente, en los problemas científicos, es 

necesario usar vectores, matrices o estructuras con más di 

~ mensiones. 

Debido a que todas las variables usadas en el programa 

ocupan un lugar en la memoria de la computadora, los proble-

mas deben ser "declarados" (esto es, se le ?ebe ciar informa 

ci6n al compilador) a fin de que se les asignen localidades 

en la Memoria. La manera de declarar un arreglo en Fortran 

es por medio de la proposición "dimension" y es como sigue: 

DIMENSION A (n 1 , n~), B (n 3), C(n4 , n5 , n 6 ) 

Donde At B, e son los n.ombres de los arreglos y n 1 , n2 , 

••• n
6 

son las dimensiones máximas de dichos arreglos. 



Por Ejemplo: 

Dimension NOM (10,10) 

Hará que el compilador reserve 100 localidades para 

una matriz llamada NOM con 10 renglones y 10 columnas. 

Para referirse a algfin elemento de un arreglo, basta 

con poner el nombre del arreglo, seguido por el índice 

(o los índices) encerrado entre par~ntesis por ejemplo, -

si queremos sumar los dos primeros elementos del arreglo A 

y guardar el resultado en el tercero, lo haríamos por me

dio de la siguiente proposici6n. 

A(3)=A(l)+A(2) 

En general, los índices de un arreglo son variables -

enteras, que van cambiando de valores en el transcurso del 

programa. Como ejemplo, veamos un programa que lee un vec-

tor llamado valor, de a lo más 100 elementos; y calcula la 

suma de sus elementos. 

EL DIAGRAMA DE FLUJO DEL PROGRAMA ES: 

(l:vr~~o ~ 
( Lé~ 1 

---~---~ 

.I.:J:-41 

~:;),i ~·, t.l 
SVNA=-o 

I~i 
• 1 



La codificaci6n del programa en Fortran quedar!a domo 

sigue: 

567 
,__ ____ --:---:---------------------·-------..-.-· .. ··~-·,_..,4 ~, 

e 

e 

e 

e 

t' 

1 

1 

2 

3 

SE DECLARA EL ARREGUll 

DIMENSION VALOR (100) 

SE LEE EL NUMERO REAL DE ELEMENTOS A PROCESAR 

READ (2,1) N 

F9JRMAT ( 13) 

LA SIGUIENTE PROPOSICION LEE LOS ELEMENTOS OEL 

ARREGLO MEDIANTE UNA PROPOSICION DE ITERACION 

QUE SE EXPLICARA CON MAS DE~ALLE 

READ (2,2) ( VALOR (I) 1 % .. 1¡N ) 

FORMAT ( SF 10.0 ) 

DE AQUI EN ADELANTE SON LOS CALCULOS 

SUMA= o.o 
I = 1 

SUMA = SUMA + VALOR (I) 

IF (I.EQ.N) GO TO 4 

I = I + 1 

GO TO 3 

WRITE ( 3,·5) SUMA. 

5· ' FORMAT G 18, 'SUMA= ' 1 F12.-4 ) 

CALL BXIT 

END • 1 

...,_ ____ ..;.....¡,_~------------------------J 



En e¡ programa usamos una proposición de la forma 

( VALOR (I), I = 1, N ) 

La cual es usada con mucha frecuencia para lectura 

e impresión da arreglos ( de cualquier dimensi6n ) y su -

funcionamiento es equivalente a escribir. 

(VALOR (1), VALOR (2), VALOR (3), ••• , VALOR (N) 

Este tipo de proposiciones de iteracci6n son las que 

quizá dan más poder al lenguaje~ ya que es posible reali

zar grandes cantidades de cálculos mediante pocas proposi 

cienes. 

Una de las proposiciones de interaci6n más usadas por 

los programadores en Fortran en la proposici6n DO. 

P ROPO SI CION DO • 

La proposici6n de control DO nos permite efectuar una 

serie de iteraciones con una sola proposición, por ejemplo: 

si queremos inicializar un arreglo 4 de N elementos a ceros, 

se puede hacer usando If's o usando una proposición Do. Vea 

mos las dos formas: 

Con If's 

I = 1 

1 ·A(I) = O 

I = I + 1 

Con Do 

Do 1 I = 1,N 

1 A (I) = O 

La forma general de la proposici6n Do es: 

Do etiqueta variable eritera = valor inicial, valor 

final, incremento 



La etiqueta que aparece en la prop~sici6n DO le indi

ca a la máquina hasta donde llegar el alcance del DO, esto 

es, define los límites dentro de los cuales se efectuará -

la i teraci6n. 

La variable que servirá como un "contador" para el -DO 

su valor inicial está dado en la proposici6n y se ir~ incre 

mentando cada vez q~~ llegue al final del DO, comparando 

su valor con el valor final especificado. En el caso de -

que sea mayor o igual, el ciclo termina y se ejecuta la pr~ 

posici6n siguiente del bloque definido por el OO. 

La altima proposición en el bloque de un DO no puede -

ser Go To, If Return o Do. En el caso en que sea necesario 

usar algunas veces estas proposiciones, se recurre a una pr~ 

posición "muda" que es el eontinue cuya anica funci6n es la 

de definir a una etiqueta. 

Se puede dar el caso de tener varios bloques de DO's --

"anidados", esto es, uno dentro sel otro, siempre y cuando ~ 

cada uno está completamente abarcado por el m~s largo • 

. Para ejemplificar lo que se ha dicho, veamos un segmento 

de programa que multiplica dos matrices A, B cada una de NxN 

y guarda el producto en la matriz e de N x N. 

· Recordemos que si e = A*B 

n 

e ij = 

k = 1 



El programa quedaría como: 

DO 1 I = 1, N 

DO 1 J = 1, N 

e (I,J) = o 
DO 2 K = 1, N 

2 C ( I, J) = C ( I, J) . + A ( I, K) * B (K, J) 

1 CONTINUE 

SUBRUTINAS Y FUNCIONES 

Muy frecuentemente sucede que una Sección de programa, 

o secuencia de instrucciones es frecuentemente usada. Si 

tal caso sucede tal sección del programa es usualmente 

identificada como una rutina sepa~ada llamada SUBROUTINE en 

Fortran ( PROCEDURE ALGOL ) • 

CUando una subrutina es definida, se le dá un nombre -

de identificación, y sus argumentos son identificados, estos 

argumentos son sus variables. A continuación estudiaremos -

la naturaleza, uso-y objeto de las subrutinas. 

Cada subrutina debe de empezar con la proposici6n subru 

tina, su nombre, y una lista de argumentos y terminar con -

las PROPOSICIONES RETURN Y END. 

SUDROUTINE SUMPRO ( A, B, SUM, PRO ) • 

REAL A (20), B (20), SUM (20), PRO (20). 

1 SUM (1) = A {I) ~ B (I) 

PROD (I) = A(I) * B (I) 

1 = I + 1 



IF (I - 20) 1, 1, 2 

2 RETURN 

END 

La manera como se transfiere el control se ilustra 

en la siguiente figura. El control se transfiere a la sub-

rutina cada vez que es llamada. El control se transfiere 

al programa principal ( ~ otra subrutina ) cuando encuentra 

la proposici6n RETURN. La siguiente proposici6n a ejecutar 

es la siguiente A la llamada. 

I 

--·----1----
LLAMADA A 

SUBROUTINE 

--~--

DA A 
SUBROUTINE 

UTINE 

~II 
RETURN 

LLAMADA A 

1 SOB ROUTINE 
,. ·-· J 

\~---....r 



La estructura de la subrutina es la siguiente: 

# Tarjetas de control 

Real a ( 1000) 

Call error 

.. 
End. 

Subroutine error 

(\>JRITE) (6, 1) 

1 Forma t ("un error del· tipo a ocurri6") 

Return 

End 

Cuando una subrutina es usada, algunos de los argumen

tos ( argumentos en la subrutina de referencia ) pueden ser 

expresiones, veamos a trav~s de un ejemplo como son estos 

tratados. 

Programa 

Principal 

Call suma ( A * A, B ) 

End 



Cuando ejecuta la preposici6n call suma (A * B, B) , 

1.1 CXL'' (~si6n 1\ * l\, es valuada y su valor es asignado a una 

variable temporal no accesible al programador llamémosle t. 

El segundo argumento es simplemente una variable, su nom--

bre es pasado a la subrutina suma. O sea que call suma ( A* 

A, B ) es equivalente A; 

t = A * A 

A esta manera de tratar argumentos se le conoce como 

"Llamélda por valor; 

En general, una subrutina admite determinados valores de 

entrada y "regresa" ~1 programa principal otros valores, por 

ejemplo, en la subrutina SUMPRO (A, B, SUM, PRO) los valo--

res de entrada son A, B; y los valores de regreso son SUM y 

PRO. 

Existe otro tipo de subfutinas que regresan un solo va

lor, por lo que son llamadas \funciones. En este tipo de sub 

rutinas todos los argumentos ~epresentan valores de entrada y 
'¡ 

el valor de salida queda asoci~do al nombre de la subrutina. 

Veamos un ejemplo: 
í 

queremo~ una subrutina que admita 

tres valores A, B, e y calcule ·~ 2 + B2 + e 2 si A y B son po-
' 

sitivos o - e 
A-::-+.,---:B=-

si A 6 B son 1'\~gativos, se procede a decla 
. 

rar la subrutina: 



FUNCION F ( A, B, e 

IF (A, GE. o. OR. B. GE. O) GO TO 2 

F = - (C/ ( A + B ) ) . 
RETURN 

2 F + SORT ( A * * 2 + B ** 2 + e ** 2 > 

RETURN 

END 

METODO DE NEWTON 

Este método sea tal vez el método más popular para en

contrar los ceros ( raíces ) de una funci6n de una variable 

f (X). Es decir se encuentra una X tal que f (X) = O. 

El método de Newton es un método iterativo que produce 

una secuencia de aproximaci6n a la raíz, siempre y cuando: 

a) f (X) sea continua y diferenciable en la vecindad 

de la raíz, y que las,segundas derivadas de f (X) 

no lleguen a ser excesivamente grandes. 

b) Se puede dar un intento inicial del valor de la -

raíz "bueno". 

Para funciones de variables reales, el método de Newton 

tiene una interpretaci6n geométrica simple somo se ilustra 

en la siguiente figura: 



Suponga que queremos encontrar una rdÍZ de la función 

f (x) , es jccir el punto donde f (x) corta el eje x. Supo~ 

ga:-nos c¡ue la curva tiene la forma de la figura anterior, sj. 

nuestro prlmer inten~o es x 1 , x 2 será una mejor aproxima-

ci6n de la raíz la cual se obtiene encontrando la intersec-

ci6n de la tangente Cx1 , f Cx
1

) ) en el eje x. Este pr.oceso 

se repite varias veces, cada vez utilizando la x 2 calculada 

de la x1 anterior; hasta encontrar la raíz con la aproxima

ci6n deseada. 

Refiriéndose nuevamente a la figura anterior deje que 

f 1 (x) sea la derivada de f (x) valuada en el punto x
1

, por 

consideraciones geométricas. 

= 1 

Y la nueva aproximaci6n ae la rafz 

2 

Ejemplo: 

Método para calcular la raíz cuadrada. 

Si la ecuaci6n x 2 = A, la ecuaci6n a resolver será: 

f (x) = A - X 
2 = o 

f
1 

(x) = - 2x 

De la f6rmula 2 

'· i 
\ 
' 

- A ------x12 ESCRIBIENDO: x 2 = 1 

- 2 X 1 
2 



1 

·' 

METODO DE NEWTON 

e PROGRAMA ENCONTRAR LOS CEROS DE UNA FUNCION 

e 

e 

e AQUI SE DEFINEN LA FUNCION Y SU DERIVADA 

e 

F (X) = 

DF (X) = 

e LEE EL VALOR INICIAL DE LA SOLUCION Y LA TOLERANCIA 

DE ERROR 

READ \5, 1 ) XVIEJA, EPS 

1 FORHAT · ( 2 FlO .O) 

e COHIENZAN LAS ITERACIONES 

2 XNUEVA = XVIEJA - F (XVIEJA) / DF (XVIEJA) 
1 ' 

DI F = ABS ( XVIEJA - XNUEVA) 

IF ( DIF. LT. EPS ) GO TO 3 

XVIEJA = XNUEVA 
1 1 : 

GO TO ¿ 

3 WRITE (6, 4) XNUEVA, DIF 

4 FORMAT ( "X=" , Fl2.4, 5 X, "ERROR=", E14.10) 

END 
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1.·· 'Introducci6n al lenguaje F~RTRAN 

El lengucje F,0RTMN 9 cuyo nombre corresponde' a las primeras 

letras de las palabras .ingle~as. FORmula. (fórmula) y .·mANslat·ion 

(traducci6n), es un lenguaje de programación orientado a proble-
vt\O.~ ~v.,ó.ti.u~ 

.m~s1' se emplea en casi todas las computadoras del mundo. Oebjcio 

a :su parecido con el lenguaje aritmético común, el Ff'RTR.I\N si1npli~ 

fica la preparaci~n de problemas que pueden resolverse mediante 

una computadora. los datos e instrucciones se pueden organizar 

mediante una secuencia de enunciados fortran; estos constituyen 
1 

el l1 amado Programa Fuente. 

Todas las computadoras que "entienden" el lenguaje F0RTMN, 

tienen lo que se lla_ma un Compilad?r. Fortran" llama~o también tra

ductor o int~rpr~t~ •. el cual analiza los enunciados fortran y los 

traduce a ·un Progr&ma Objeto" el cual queda en lenguaje de M&qui-

·na. 

Un programa escrito en lenguaje 'f9JRTRAN se puede procesar· 
vi 

en.CU\llquier má~uina .que t~nga un Compilad~r'FQrtran. rsto nos in-

dica que el lengu~je. es fndependiente par.a .. cada.. máquiníi; o seu que 
' • ' l 

el compilado~ ~e debe preparar en cada caso teniendo en cuenta la 

' ' máquina que h¡¡ q~· us,~rse en particular; puesto que 1as máquina!: 

difieren. en su ,oi~an.i4:aci 6n interna. s~ ,ha desarroll ~dp un. núme

ro de 11,~ip~~c,tos .. · _del Len9uaje F0RTRAN, c·ada ,uno de lo¡; cu?dl~s e!; 

apropiado .para una clase ~e máqu·inas. las diferencias rntv-e 'los 

•• 4 
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varios dialectos· son m:f·nimas y se ajustan el uno al otro facilmen-

te. 

l. 1 El a 1 fat>etc · · 

El a.lfap~~q.,~!li~TfU\~;~sta consUtuido dt:· caracter.es que son 

sfmbólos f~mili~~s de e~critura.y de teclados de máquinas de es

cribir, asi como .de djsposit'fi.vos especiales .de perrforac:l6n;. dichos 

caracteres son: 
1 

Alfabéticos: :,1\ ~,.e .D~E f (2,H 

I, ~·:K •• ~ .M N 

* 0 .P Q R.S,T U V W X Y Z 
1 ,, ' 

' o 

Numéricos: ,O ~ Z ~ ,~.~ 6 7 .. 8 9 

Sí mbo 1 os : . +· -- * 1 .;: • 11 ( ) ' @) . 

De este al fab~,to, 1 .~~~~,c~B.ls~r;!J.Yera todos ~~estr.9s s f~bolos e· ~xpres1o

nes y enu~.cf~(!os que se utilizan en,e1 .lenguaje. feJRTRAN • 

.t..- Números 

. ' 

los númerosr pueden representarse en d~feren~~s f~r~as, las 
. ' 

cua 1 es s~ as'emejaQ a }os s fmbolos de 1 a. ari,t~~ica ge~eral; pero 

debido a la estructura inte~na de las computadoras se establecen . . .. 

las convenciones ~e.: PuntQ: ~ijo. y Punto Flo~ante. q~e ?rop~rcionan 
- ~ • t 

facilidades pa'rif su manejo ~n F0RTRAN. Los símbolos d~ punto fijo 
• 

' 
1 ' ' 

<¡lr La letra o. 1i$ e~p,r;es.a,ry~s como e para diferenci~r.la. d~1 N° cero. 

o .5 
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:se :us-arán solamente con números enteros y los cálculos asociados 

!S-e ;denominarán aritmética de 1os enteros o modo entero; mientras , 
.:que ,la aritmstica de los números reales se har~ en la forma de puíl-

-.~o 1flotante y se ·llamará aritmética de los reales o modo real. Oe

~bldo :a .que también es necesario distinguir las ·constantes (núme-
' 

·:ros ·que ··no -cam~ian durante toda la ejecuci6n de ~m progra111a) de 

·~las ~var:i:aoles (números que pueden cambiar.)» surgen cuatro ·clases 

--de ::sfmbo'l:os para 'los número~. 

r2 .:1 rcons tan tes enteras. 

~D~peni:J'iendo dél ti'po de computadora se podrán representar 

:po·r ·-un .clerto ·~úmero de .dígitos p así pa, .. a IBM-1130 ·se re-presentan 
1 

•• í 

mediante :cinco .d~gitos sin el punto decimal. Si e.l entero ,es :rtega-

~~vo, los dfgi~os ~eberán ser precedidos del signo menos; si ~1 
" 

:en.tero'··es -positivo el signo es opciomil. 

:E·jem. Símbolos para constantes enteras -pueden ser ~ntre 

otras: 

1976 +1 o +19-76 -1976 

'Símbolos que no se aceptan para constante~ -~rteras.: 

!74834.82 (más de ci neo dfgi-tos) 
' 

11976 .•.. (el plmto decimal r.o,se permite~) 

,t~2 Constantes reales 

Dependiendo del tipo de cnmputadora, las constantes rea~·es . 
·se podrán re!'resentar por varios dfgitos, ~~ro en el ca~o l.ie la 
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::i~l-1130 sólo ~e admiten siete dígitos EQ!!. punto decimal pudiendo

se coloc~~ al principio de los digitos, al final o entre dos ~fgi• 

tos cuale~quiera. Cuando ap~rece u~ runt? en una constant~ su tra

tr.mi2uto '5erá de punto flotante. $1 'li! constante real es precedí-

da de un signo menos» se indicará que es negativao si e~ positiva 

el sigr:o es opcional. 
1 

Ejen. Si'mbo1os para constan tes reales 
o 

pueden.ser entre o-

.tras: 

)976. -.00001976 +12t345 . -12.345 

·- .007 .007 5.348 0.3 

~ímbolos que no se aceptan para cons1:~1ltes re~l~s: 

12345678~;32 (más de siete dígitos .significati= 

vos) 
'o 

~3A3, · , (falta el puntq d~ci.mal) 

:~_rJ repre.sr;ntar las .con~tant~s reales existe también la llamada 

forfíla exponenci,~H ¡e~~a; 11,a, .podemos ,represe{'l.t~~ ,m,edi0¡¡;1.te 1.4"" .letra 
• • • 1 11 o 

E y una ·constar¡t~ .~nt~r..~ de uno o dos dígiJeosfl positiva o negativa. 

Esta constan'te .enter.a es un e~ponente del número diez9 el signo 
' • 1 1 1 1 1 • • ' 

m~nos es para los exponen.tes. negativos y para lo~ positiv~s, el 

signo es opcio~~~l r· ·.~.n. ¡;:-f('.RT~~ o 1 a presenc1 a del ~P~ru:~ntQ ~et;cre que 
• ,, 1 • .. 

1 1 1 • 

el uso del pu~~o d~cimaJ sea pp~iQnal. 
• ¡ ' ':. • • ·' •• • 1 .. .. 

Ejcm. Forma exponencial Forma no exponencial 

1.328E2 

. 1. 32~E02. 

132.8 

132.8 

41 
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1. 328EOO 

-~.724E-03 

+7.61E3 

· -6432E-3 

2·.3 Variables enterM 

1)2.8 

-.004724. 

7610. 

-6.432 

.7 •• 

Estas se representan por combinaciones de una a cinco letrds 

y dlgitos -(IB~t-1130)'.-'no se permiten otros caracteres y el prim • .:r 

caracter deberi ser-una de las letras lo J, K, L, H 6 N. El pri-

' . mer caracter de una ~arfa~le es el que Indica si es entera o reur. 

Durante la ejecuci6n de u~ p~ogramap las variables enteras deberin 

restringirse a valores enteros. 

Ejem. 
1 

Símbolos para varlables enteras pueden ser, entre 

otros: 

NUJWr .• KILO Nl N2 HlO KOUT 

ll~l~. ~.cuw MARV ~ONT1 L 1976 · 

1ST1f!bolos. no_aceptables para var.tab,le.s. en,ter .. :t: 

tUENT 

.. _. tJ ó ~J) • 

~QNTAPO~ 

~~. 34. 

(~em<.osiados caractere$)· '. ' 

(;;;ólo se aceptan letras ~ -nú~ros) 

2.~ Variables reales 

F~tas se representan r;.or combinacioneS' de una a cincf'.Jet.-<.~s. 

y dfgttos (IBH-1130) 0 no se permiten otros caracteres y el primer 

.. o 
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a .. 

••í.er tiene que ser'~nece.::i!ri.amente Uría letra diferente a 1, J, 

·' ', ll ó No Durante la cJecLlclón de un programa drchas vadables 

~L ~~b~n rc~~ringir a valnrc~ reaies. 

f_¡:.-n. S!rnholos p~ra v:;rlables reales pueden ser~ entro otros: 

CUENT A1 A2 

1
/\LF,f\ VIELA X1 PROD SUMA 

Símbol.os t"'lo aceptables par~· ~arlables reales: 

A3.8 

CORRIEN 

'3 ~ASO 

HUMCT. 

íeJ punto no es letra· o número) 

(demasiados caracteres) 

(el primer caracter debe ser una letr~) 
• ,. ., • •• ' 1 •• 

\ 

' 
L<~s tlt)eraciones .sri::-m~ticas ·y los símbolos que se uti·l:izan 

:: J em. Algebra F~RT~N · 

f'\d ic ión + ~ ... b A+ q . 

a -' b' A q 
S b A* B 

1 
a 
b ... A 1 

~ . 
f • • .,. • 

Expono::.n,; a se a on ,1<#. a2 - '_'A.'* '1 
al ' A**'1 

•• 9 
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expresiones aritméticas en lenguaje F~RTRAtJ y nos daremos cuel1tiJ 

que son muy similares a las e~pr~srones arltmétlc~s del ~1gebra 

c:ondín. 

E>tpres iones FUif\T~AN 

(A+B) /2. 

2*K-J+N 2k-j+n 

C+B-3.*A c+b-3a 

4.1 Reglas para las e~pre~iones aritméticas 
' ' ' 

Las reglas a las que debemos sujetar las expresion~s aritmi-

:icas son· necesarias debido a la estructura de la!.i computadoras y 

..,1 observarlas·tendrem,os un ~horro· en el tiefflpU d.e ejecu-:.iqn de un 

¡~rograma .. 

Reola ' Si .nos fijamos en ias expresiones F(liRTRAH anteriores 

nos damos cu~nta que: lada~ las. constantes y variabl~s 

en u~a expresión deben estar .pn el mismo ·modQ, esto 
1 

es, todas deben !;er en té ras o todas deben serr rca'l es .• 

(Como:toda regla existe su excepción que menqlonare:

mos má~ adelan\e}. 

Es necesario c.on~ult.:;.r los manuales de cada .rn5quin;1, 

ya que. como, heme~ mene ion;!do anteriormente dftpender~ 

esta r ... ~:-2 del' tipo de computadora. P.or lo Jilr.Ont.J 

la considlt!rart:mo~ co:n~J se ha iWldicado. 
' 

, •• ·r n 
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¿¡; ·?11 t;,l!iC• t,Íd:¡ su :r .. ~zc~an los lllf.)dos y es la excep-, 

e¡ .:in él 1,:¡ Q;:r\ 1.-; 1 . p [;;m sa!oemos que esta exponen e i a-

:~.•.;¡r.o) 1. mh•H:.-·,,;.. t¡ur~ ias potencias no enteras impl i-

•:¡jr~ c~tC:u~os :11$.::.: sofisticados. Nos damos cuenta que 

~1 .. -;.f\, no t',.. f.ont&~ de e)tpcnenciación pennitfda (en 
' 

alounas M§~~~nas si se p~rmite). 

0~her~ tehe~se eri cu~nta que 1as operaciones se eje-

cui.ar"cJI1 C\1:·•1. las siguientes prioddades: 
'• 

1) La~ opefaciones indicndas de~tro de los par~n~ 

2) 

3) 

;. ! "' 

tesfs •nJs inter:noc; ~e ejecutan en primer lugar. 

Hu 1 ti p l kaG i ón ~· di v t si ón. 
1 • ' 

l¡) Aditi6r• y !:it!Str·acdÓr1. 

Fntre ln!=: opc~aciones de 'igual prioddi;i~p el prden 
l. 

:e ejecuclón ~S· de izquierda~ derechao 

¡;~..,o..·a-~.:;c se calcular& t;n el siguict¡te orden: 

~· 
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SI Au5•t Ow8., CN2. Y 0~1.6 

Entonces (A+B)/C se calcule en el s!guien• 

te orden: 

5.+8 .... 13. 

Hlentras que A+B/C se calcu'il en el sJyu~~m· 

te orden: 

Ahora s( desc<~mos calcular (A+C)**2 condu-

cf¡-á a: 

5.+2.c:]. 

Hientras que A+C**2 conducirá a. 

5.+4.t::9 

Ahor·a si: (A*B)/(Ct.0).,~0./3.2=12.5 

Entonces: A*B/C*0=40./C*0=20.*D~32. 

Finalmente si tenemo'i paréntesrs dentro de 
1 

otros parént~sis se'tlene: 

(A* ( B+C)) **2:.: {A*l O .~'b~t2=50 ·**2o:2SOO. 

B+C tiene la m5s alta prforfdad por encon-

trarse en el parentesfs más interno. 

(A*B+C)**2a(40,+2)**2~42.~*2=176q. 

A*(B+C)**2~A*10.**2aA*100.c500. 

¡? 

•• 12 
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. eqla l¡ __.._ rJo deb~remo·!O coioCii!" 11r: !:Ígno de operación antes 
# 

f\e ur, ":Jigno m.:is o mr~nos, P.sto esp no deberemos po-

~er dos signos d~ npcrac!0n juntos. 

Ejem. -- M-+N ·- A/-e 

[~¡_··~ •.:..-.~,;j•s!on:::~ deberán sustituirse por: 

!+ ( -J) M- (+N) · A/ (-8) 

~.2 r·t;nc.iones p'"edefinid.-...; en l-:.!nguaje F0RTRAN 

Esta~ fu~c!one~ pre~~;inidas quL proporciona el lenguaje 

FGf\TRA~\ son de tipo ele biblioteca. Para utilizarlas usaremos el 

nor:1bre de la función seguido ée un argumentn que debe'rá estar en-

:t·e pé:réntesis. Dichos .arg¡_;rr,ento·; pueden ser variables simples ó 

cor 5ubindices, constantes, expresiones aritmiticas u otras fun-

cio~es predefinidas en HZRTR/\<J. 

Pgra IBM - 1130 tenemos: 

NUH. D~ TI PO DE TIPO DE 
FUNCJON EJECUTADA ARC.UMENTOS _?.RGLtt-í::NTO (S) FUNCION 

S! t·¡ Seno t rf gonomé t rl co 
(argumento en rad ra~ '111 
nes) 1 1"\ea 1 Real 

LJS Coseno trigonométr1co 
(argumento en rad t a~ 

.nes) Hcal Real 

P.LOG Logaritmv ~~turaJ - Real ·Redl 

EXP Argumento de potenC¡d 
de 1 número e~ 1 Real Real 

-:-,QRT Raíz cuadrada 1 Real ¡, Real 
; 

,\\TAN Arco tangente . Re<.t 1 ·· Real 

·Ja ~ 1\..U,,,q ~ e 
~ •• 13 
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ABS \fa 1 or absoluto 1 Real rv:!i.. 1 

1/..BS Valor absoluto Entero t: '' t :;. r D 

FLOAi Convertir argumento de 
entero a real 1 Entero fí~-li 

IFIX Convertir argumento de 
·real a entero 1 ~l!al f.nt-::r·o 

SIGN Transferenci:J de sig-
fiO (Arg. 1 recibe !.ig-
no de Arg. :d 2 Real Rci:ll 

ISIGN Transferencia de sig-
no (Arg. ¡ recibe sig-
no de Arg. 2) 2 Entero. Eratcru 

TANH Tangent~ Hiperbólica 1 Real Real 

':::jem. SQRT (B**2-4.*'•·*A*C) indica que a lo qac se enc:ucn-

tra entre par~ntesis se le sacar~ la r~i: c~adradA. 

s'JN (BETA) indica que se obtendrá el seno trigono-

~T~étrlco de el vaJorr de la variab~e BETA. 

5.- Enunciados 

Los enunciados son la~ un!dades baslcas con las c4aí~3 se 
.,-1 

construyen los prograrr.as F~!'lTRAW. Podemos clasificarlos de: ¡,cu···r·· 

do a su función en gruAos cQmo: 

L-' Adtm~ticos d~ asfgnaclón 

2.- De contro 1 

3.- De entrada y salfda 

4.- 0\! es pecf f f cae; i ón 

5.1 Los enunciados arltmiticos de asigndci6n 

Se forman con lai, expresiones presentadas ar.tcriornwnt~ ·.¡ 
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r.~·'i indJcan los cáiculos particubrer: 'lUC deben hacerse. Sú for~ 

... 1 • ,,. 'J : 

'!adab1e"" Expresfón arit.rnét'ic:a 

EJ sign[Fi=ado del ~i~no e ~s el de asignación, esto es; 

c,ur.! d~berti c.:llcula;·se e1 Vdíor de ¡;:¡ t~'<pre::;i6n a la derecha del 

s:ry~o • y ~u valor se asi~nari a 1d Vdriab1e que se encuentre a 

l;i ;,c:uit"!rd;; del sigret:;J~ Ja cual tiene una localEdad en la memo

r~d d~ !a comp~tadora. 

c.Jt'm. Si 'A=5 09 8=8. 8 C-=2.- y 0=1.6 

X=(A+B)/C se 1e asignará a la X e1 valor 6.S 

AlO~(A+B)**2 se Je asignará a ALO el valor 169. 

RAi=SQRT(B*C) se ie asignará a RAI el valor 4. 

,\lgo d6ferente al algeLra normal es ef enunciado 

A~A+3. el curll no debe alarmarnos ya que indic~ que 

a )~ ~ocalidad de memorfd con e1 nombre A se lQ asig

nará. e1 nuevo valor A+3. e::~to es: 

So A~5. y A~A+3. entone~~= 

A=5.+3. 'AcxB. :o sea que la variable A se le asig

na él valor de e. ~ eJ valor anterior que fu' s. ~e 

pi e rde. 

5.2 Los enunciados ·de control 

Debido a que )Qs.enuncfados de u0 programa FSRTRAN se e)e• 

cut2n en el orden que aparecen y que en ~uchns ocasiones querpmos 

transferir la ejecuc~6n a otrcs enuncfados sf se satisface una 
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" .erta condición, F~RTRAN nos penu¡te numerar .dichos _el')_un~_¡_j~_dos. 

-·' número de en,unci ado debe¡ ser una .cons.tante enterG .de .Uíi'lP a e in .. 

co caracteres.sln el sf!JnO más o menos; el número se co:lc:~i;\ ~ la 

i.zqu i efda de 1 enuncl i~do .• 

Ej e.m. 3 CONT.,. CONT+l. 

2lf AAll Z .,. SQRT {A**2+B**2) 

S.2o 1 
1 

El enur1ciado G0 Hi 

Es.te toma 1 a forma t~ T~ N .en d.onde .:N -_e$ .un ~n(i~_r.9 

·de enuncia do. 

E·l Gpj T~ produce un sa.lto i ncond i-c i ona:1 ; J1S!T ,~_Q T;~ 

3 •env i a 1 a ·.ej ecudón a 1 en une i a do número ·3 ,que pue~i_e -ser 

:ta instrucc;i·ón de conteo del ejemplo .an::teri~r .• ~G~ :T_0 .'~4 ~P~~ 

sa e 1 cont.ro 1 ~ 1 enunciado 21t qye puede se.r. e-1 ,peJ -_eJ~mPJ:9 

.anterior. 

:Ejem. Supongamos que unos de lo~ enuncia~os de ·UO~Pt~9~P~ 

rna son: 

1 , ... 1 

'1 S!JH 1J1 .O 

1 1 SI,JH _.., 1 SUM*f 

.1 ,w ;1+,1 

·Esto nos -re~esent~ .. la-~ul!l_a._ale 

1 os números en.ter:os t d~s.c!~ Ju~_gp 

as n.ece~ar:.l~ .-p_or)erle.p.~·r:o.s .~n~U!lC:i9-• 

d_o5 ,pero ~-;>or ;~1 ,_ITIOil)C!1tO ,r\OS .. ~.cJ~r:jl 

lo -ind ic.ado. 

-5.2 .• 2 'El en_unciado 1 F 

.Oeb i d.o .a .que 1 a.s .comp_utadora_s -es_t-an di sc~a 1.)••.s .fJ ::..~.il--

5.! de clr.cultos -lógicos y el pansc¡miento del ser tmm~r~o,ctsb_e 
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ser de este tipo, nos c:o:,cret.n·e¡,1Q.; el lF lógico, además de. que 

~ 1_ a 1 umno ya t i ene el cr.;cn tos de .a 1 ~unos operadores de re 1 ac 1 ón 

c:o.nc OR, ANO ~· · NOT. 

El lf l6glco e~ de la forma: 

iF {L) 5 

l== ex;::¡n··s 1 ón 'L)g ka que pu~cle tener dos va lores: Verdadero 

o Falso. 

s~ cua1quiPr enunciado F~RTaAN diferente de: un o~. un enun-

ciado de especificacion o de otro iF lógico. 

Si Les falso (.FALSE.) entonces se ignora S y la computa-

ción continúa al sir.uit.nte enunciado. SiL es verdadero (.TRUF.) 

el enunciado S se c!0cuta en seguida. 

Resulta interesantQ nac~r notar que sl Les relativa~entc 

CC'mpl i~adaD éste I.F pu~de ser el equivalente de varios !F 9ritmE-

tlcos. 

Para formar las expresiones iógWcas (L) ut!]i~aremos los 

operñdorcs de compa~ació~ y los de .rP1~ciógp 

O~eradores de compara~ión: 

S ímbo1o Símbolo Si gn Jffcado 
Matcm5ticc Si gn _r,!_! sado FgíRTRAN 1 , .. 

flC,l¡C$ ·-
< Menor que .l T. less d:r!n 

> Mayor. qt1e -GT. Gre.ate .. thar~ .. l . 

< , l-1enqr o igual - JlEo lcss oí equal 

> ~~ayor o lg1.2cd d .GE. Greater ü( ei¡u2il 
' 
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Igual a 

Diferente 3 

6 No iguai ;.¡ 

.EQ. Equal 

.NE. Not e~ual 

Ope·r~dores de relación: 

u Unión .OR. ó ("o Inclusi-ve}~ 

n· ·1 ntersecci ón .-ANO. y ("a·l ~ J ~ lllO' 't femp,o; 

Cor.s~ 1 emen.to .NOT. r.o 

Para valuar un~. ~~pres.ión lógica se hará con las sigui«:n· 

.. es pri.orf dades: 

l.- Expres ion~-~ E:Pt.r:~ p;aréntes ls . , . 
~.- Operadores aritméticos 

3 •. -· Operaclore!' de comparación (.LT., .GT.D .tE., .GE., 

EQ. y .NE.) 

4.- .NOT~ 

5.- .ANO. 

'6.- .OR. 

En caso de igual jerarq~1a la avaluact6n ser¡ de ezqul•r-

da a derecha. 

Ejem. (1) xas. yerO .• S 
. 

IF (X,GT~3 •. AND. ~ .tE.2.) 

Si gri t f i ca que s l X> l. y (a 1 mi·smo tiempo) y~2. 

::;e asignará a Z el val'or que se obtenga al' cah· 

(2) · IF (A.LE.X./\I.iO.[l'.liL V .OR.C.GT.Z). G~ T&S l2 

Significa que si ~X y (al mismo tiempo) B>V e~ 

••. rp, 
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verdad~ro 6 C>Z ss v~rdadero 6 ambosp entonces' 

se transfl~r~ el contrci al enunciado 12. 

(3) ¡ :.: 1 

iSIJI>i .: O Esto nos indica 

IStiM e: ISUI-1+1 que s61o sumare-

¡ !!.'¡ ¡ +1 mos los números 

! F ( i .LE. íOCt} G~ Tí) l ere teros del 1 a 1 100 

STúP 

5.2.3 El enunciacio D~ 

00 K "" l, 1'1, N 

D¡j K "" l, M 

La segunda fur~a s61o se aplica ~uando N~1P Jo 

que es bastante frecu~nte. 

~ representa un nGmero de enunciado 

reprúsenta una variable entera 

LP Mp:N son varlab1~s enteras d constantes sin 

5igno. 

El D8 produce la. ejecuci6n repetida de todos le~ 

enunciados que 1e s~guen, hasta el enunciado número K. 

La pr!mera vez que se ejecutan estos e~unciados la var;p-

bie 1 es lgu9l a. l, en cada peso subsiguient.:; se i r;cr~~-

menta en la can.t~dad N, hasta h;Jcersf:: mayor 6 igu.:l! t?. r1 

en e) pa~o final; en ~ste_morr.-ento se termina el 11amado 

•• 19 
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l:azo 00· y. el control pasa al enunciado que 'es-tá' a·. conti-

nuaC'ió,, del enunciado K. Asíp Le~ el valor i'niciat d1!. 

l'c varíai.J;)e y M su valor final. 1 se llama el índice 

del enunci1ado O~ y su. valor corriente se puede usar en. 

cá:l:cu.los dur.ante r" ejecución. del lélZO. Todos los- e::tun-

ci·ados que. le siguetr. al D~ hasta el número 1{ l:ncl:usJ.v4: 

cons-t-i'tuy,an ef rango de: 1 Dk3. También es pos i b·l'e que· 1 a 

va:d:ab.le· 1 ;no} se encuentre· en ningur.o de los. enunc.i'ados: 

di!,l; r-ango de·l' O~ y esto· nos i nd f ca que se r~a nce. ra, cJa~-

cuc:rón<de· todos los enunci<1dos del rango del' oa t1 cnt¡:c: 

N~ veces (li' parit~ entera de estez.cociente M/N) .• : Deberc.-

mos. tomar en cuenta que: el índice 1 se incrementa. secuen~ 

ci~J! ~ autom~ticamente durante '• ejecuci~n· del lazo y 

que: se. puede·. en ~st;os rnomentos, tratar ~omo cua·lqul'er.· 

va·r:iiable enterp; e.l .fndfce. 1 queda i.ndeflnldo después ce. 

terminado, ~l-laJ:o .. del .D" y· pu,ede u~l·lizars.e· par.a cual''t!Li:"e;-

uso, genera~~ r._l e~unC?iado- K no del>e ~e·r ~a.m- enunciado d·e

especiflcadón n·f una transft!renda de, contrqt es.to1 lnclu.-· 

y e. cosas como, G0: nr, .. 1 F y 00·, así como~ FORHAT., OID- Y,· <J 1 ·•· 

gunos o.tr;~s. Debem~s .. con!¡> f derar que no se puede. dcsdq: n i:n

gún p1,m.t.o· de:l: .program&:.l Jegar a un enunciado· dentro¡ 1~1l 

rango de• un 00. Y. que la. entra~~ a. un- 00 d~~er~ hac~,s~ 

.J, través· del' enuncf~do C~ •. Y por últhno ~s muy fre;cuqnte· 

que un~ OBJ~ esté: complt~tnmcnl<! de11tro de otro. 



t1u~trando graficam~nt~ t~nemos: 

Cortect.o Incorrecto __ ...._ ....... ...--

""' D0 D!O. D~ ~kl -

or; ))(U 00 00 
' 

¡lil] [ji) 

[jem. lit r 1 ¡ 4:.Jremo5 un [lf5 l~dri'l !.u:nar los números enteros 

del 1 ~~ 100~ ~j~mpio que ya hemos visto anterior-

mente. 

ISUN ea O Nos d~mos cuenta que el D0 tie-

C0 1 l ""· i p 1 CJO ne la misma función que un IFp 

1 1 S LIM "" ! S Ut# 1 un G~ Tm y un con~ador; como po-
. 

STOP drá observarse con el eje.nrlp an-

ter ior o 

j.2.4 ET enunciado ST~P 

Este apa.rece simplemente, como ST~P y es el que 

nos lndrca que ha termlnado'la ejecuci6n y·en eJ .caso de 
J' 

IBM- 1130 ia computadora.se detiene y el operador tendri 

ouP hacer que c.ontinúe trabajanJo. Debido a ello se reco-

mienda que se uti]oce el enunc(ado CALl EXITD•e1 cual pa-

sa ei control a Ui'l progr~"'~ r•)l")n itor que hace que la com-

putadora continúe ejecutando los otros programa~ que si-

guen a continuación. 

Tanto el ST0P como ci CAll E>UT podrán aparecer 

después de 'ualqu!~r enunciado. 
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~5 . .)3 Los cnunc 1 a dos de entrada y sa 1 (da 

Estos, como su nombre lo Indica, s·irven para int·roducl·r 

:Y ·ss·acar información de la computadora. 

s. ).1 El enunciado READ 

.Este enunci.ado l.if;n(' 1~ form<a HEAO (1 D t:) LISTA 

.t y ·N ·son enteros !>Ín '-;iqno y LISTA representa una Usca 

-.de .nombres de v.ari<lblcs p.H·.:s lns cuales se leer'án valore~. 

~1 ;:designa el 'tipo dc.pl'!rlfér.ico de cntrt:~da que:se.ut'ilice 

,Jtector.a .. tle .tarjetas u consola, etc.). U es ~1 n·úmerro de 

~un .enunciado F~RHJ.\l asociado al REAO. 

5.3.2 

El c:nunciado REAO (Z, 101) J 0 B, .H 

Producirá la lectura de tres números: .un :entero ·.y 
. 

dos reales y se almacenarán en las locülid~des de 

1 a memoria de 1 a computadora tles i gnadas con 1 's 

variables JD O,Y H en su orden. Las comas que ·se• 

.paran ~stos nombres de v~rfablcs en el R~AO s~n 

·í~dispensabics 9 2 es ia ·unida:.d de entrada y 1.~1 

'-'" f0RHAT. 

El enurlc 1 a do \.JH 1 TF. 

Este tiene la forma,WRITE {I,·N) LISTA 1 y:N fOn 

ontorc' s·ln s.lgno y I.ISTA. rt."presenta una ~lista ·de '/arta-

bles para las cuales ·se lmprlrnen valoresa 1 ·desi_gna e' 
tipo de periférico d~ sal id<l que se utilice ¡(lmpresor.p .• 

cinta, etc.). t~ e! el ·flÚillE::I"O de uru enunciado FSRHAT a~cr 
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Ejem. t1 enL~Ci~do W~!Tf (3. 108) L, xp V 

Pror!u.::irá qu.~ s·_'!' :me·· irr.an los valores de las va

dable~ i..p X y y l¡1:-; 5<! 1-!í\Cuentren en las oocal i-

-::--r,r¡·cificarlu ;:or .-1 r.:nun.:iado número 108 y por 

la unidarl C:;! o;al i~.j número 3¡ las comas que seoa

ran éstos l101brt·~ .:.! variables en el \JRITE son 

indisp~nsdbles. 

~·~ Los enunciado~ ~e especifi~aci6n 

E!.te tipo de enunciados no inician por~¡ mismos ;o~ cál

culos. no producen tr3nsfercncia de control ni estimulan el flu

jo de informaci6n. ;-¡er·; pro·te-::n <Ji compilador F0RTRAN de los 

det~lles esenciales para la trJrlucci6n del programa fuente en 

F0RTRAN al programa ob;~tn en 1~nguaje d~ m§quina 6 para ~a con

versión de datos a la entrada o la salida. 

Si qw;remos introducir oatc·:; a la COI'fi#Utadora le- ¡JO¿ernvs 

.. ¡-¡cer median~e un enunci<n:lo c1ue e~ae dentro del ¡.>rogn.r.,a. c,')rr,o 

A= 3.1416. ésto es lo que pod1famos llamar inicial izar ~na va

riable; y el proqrarna se r.;on,-iiL;d.J cada vez que quis•f~r~~rnú~ 

que las compilaciones ~on llb;,.•r:05·1S. Pare. cvit.Jr estos~ w!;&J 

el enuncrado READ '! los v,~!orC::s 'Jl\~! ~e le den a A podr·.Srl estar 

en tarjetas de datosp los ~u~l~s son independientes Jel progra-

•• 23 
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-!lila ffouen te • 

·5 .4 •• E·l en une 1 ado ·F0RMAT 

Es te ti ene 1 a forma: .H F0RMAT { 1 , , ••• ) ~n 

·la cual·N-es-el-número del--enunciado F0RttAT-y- correspon-

'de a~l .N de '1 os en une i ados· READ y WR 1 TE. Los es par; i os en-

t(r.e <las comas -están disponibles para las especificacrooes 

:de··¡ ;t i·po ·que se descrf ben más ade 1 ante, si en do e 1 .número 

·.de •es-pac'ios uno o más, .:ie ac:uerdo a .las necesi·dade~ .~·1 

pr<Qg·r:amador. 

La especificac16n 1 ~lw 

~quf 1 indica un valor entero y W es 

~n entero que indica el nGmero de col~mnas o ~n-

cho de· campo, que ocupa ese valor en la tarjeta 

de 'entrada o en el papel de .impres'ión. El númer.c 

w deber~ inclufr un lugar para ~1 signo de ese 

·vá·l or, s i en do + o pe i ona 1 •· 

Ejem. Va1or de los datos 

·de entrada o sal fda: H30 ·+16'20 --370 .O Jllf 

Es pec i f.l caclón: 14 IS ,f4 J1 

!:i.-lt.-1.2 ··La especlfoi'cación F·:'F.w.d 

Aqur F indh:a·un valor ·real., ·w ind-iqa 
' . 

el número de columnas que ocupará e'l 'va'lor .en .l.a 

tarjeta de entrad~ o en .el .papel ·de Jmpresion; d 

1 nd:l ca e 1 número de d f ras qué . se encor .. t ra ran des·-



pués del punto dt•c:t~a.:l l. w deberá lncluir un lugar 

para el signo y ótro para el punto decimal. 

Ejem. Valor de los datos de 

entrada 5 salida: 32".787 ~.oo¡- ~130: +3.70 

Esped f l.:ad ón: F5.3 FS.O F5.2 

5.4.1.3 .la especfficact6n E:Ew.d 

Aquf E indica u, valor real en forma 

e.xpom:mc ~a i y w é nd i ca la an.chura de campo para 

~s~ valor y debe d~ inclu~r el signop si Jo hay 0 

e1 punto decimal r el lugar para la letra E, un 

lugar para el siryno del exponente, si es negati-

voD y dos lugares para el exponente; d indica el 
\ ' 

número de ·dJgftos .l la derecha del punto decimal. 

Eje" Valor de los datos 

de entrada o sal E da:· .1403EO'o -. 7E=02 .1442E+04 

·¡ Espec o f icac i6n:' E8.4_•·,. · "E7.1 ~· E9ol.l 

Es con ven 1 ente que ..-;;auando deseamos ~sacG.r 
.. 

:nfor.· . .iHtión de la compu.tadorao tomemos-en cuenta 

para el ilncho del campo lo siguiente:· 
·' 

·no .se imprime. 

2.~. El punto decimal para.las cspecificacfo~ 

nes F. y E. 
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del punto decimal, puesto que muchas . . 
m~quinas imprfmir~n alli un cero si~-

tro dígito no ocurre. 

4.- Suficientes lugares para todos los dí-

gitos significativos deseados, debido 

a que para los dígitos que no s~ les 

deja espacio se truncan o redondean. 

S.- Cuatro lugares para el exponente de la 

especificación E. 

6.- .El primer lugar se Deja en blanco para· 

el control de carro0 

5.4.2 El enunciado END 

Este se lee simplemente ENDe informa al compila

dor que el programa fuente ha te~~Jnado y debe ser el GJ
J 

timo enunciado de cualquier programa~~RTRAN. 

6.- Arreglos 

Frecuentemente ~ratamos con un ·grupo ·de variables que f~~-· 

man 6 pertenecen .a·una clase .ó colección·., Cuando ·las variables 

forman un conjunto ordenaqo, ~ueden relacionarse unas con otras 

por la notac16n de subíndices; entonces des1gnamos esa cole~~f6r. 

como arreglo y las variable~ que pertenecen a ésta serie son 

los elementos del arreglo. A veces se emplea como sinómimo de 



n~ntos de la rnatrfz. 

6.. i Variables con suoíndóces 

Un -conjunto de.n~mero•-que pueda arreglarse-en un. re. glcin 

ó columna se considera como vn arr-eglo lineal 6 unidhmensional. 

y ésta sede puede ~lamarse vector-.' Identificamos 'ios eleiTr'~ntoo; 

de un vector rrenglón é cohmma por un só~o subf~r~dke. 

Ejem. La columna de GiÚrr.c.!ros del vector llamado A~ c.o¡¡-

~iste de los e~ementos A9 hasta An inclusive ':' 

se represent~ como sigue:. 

Notación asoctumb~ada. 

Ai 

A~ 
1 
1 
o 
Ai 

.., { 1) 

A (2) 

A· (3~ 
. ! 

1 , 
A { 1} 

A (NJ 

Cada une;¡ d._. ·estas A ( 1 ) p en donde 9 va rr fa . de 1 i: ·• 

·soo e] nombre de una varrñabh~ 0 el conjunto d::: ·¡;o· 

·das ellas es lo que 11amamos arreg1o'o 

Si se usan dos subfndic.es para !dent~ficar los eJen~ntos_ 

de un arreglo se considera éste como un arreglo bidbensi.:>¡icio 

Los cuadros de un tablero-de ajedreZp pueden corasiderarrse ~X .. Ii(.O 

•• ?../ 



2.7 .... 

dros con la variable CTAJ tendremos 64 variables; pe~o como el 

tablero tiene 8 renglones y 8 columnas, podemos referirnos al 

cyadro que s~ encuentra en el renglón 3 y la columna 5 con la 

variable CTAJ-{3,5). 

O~pendiendo del tipo de computadora será el número de sub· 

fn~ices que podremos asignarle a un arreglo; en IDH- 1130 sñlo 

se admiten arreglos con un mt;xirno de tres subrndices. 

Las variables que se utilicen para designar arreglos de-

berán· observar. las reglas que se dieron anteriormente al hablar 

de variables enteras y reales cons(derando que para los cinco 

caracteres alfanuméricos son independlentes de los ínéHces que· 

se encuentran entre paréntesis. 

6.1.1 Reglas para los subíndices. 

Regla 1 Un subíndice debe ser un entero, puede ser 

constante, variable 6 una de las expresipnes 
. 

aritméticas sig~ientes: 

A* V+ b A* V- b 

en donde v es una variable entera y a y ~son 

constantes enteras srn signo. 

Ejem. Algu~os subíndices pueden ser: 

1 10*KONT 2*1 J 

2*1-.4 2*1+3 

No se pueJen usar como subtndice: 

1+1 -¡ 2-lO*COhT -1932 -KilO 

•• 28 ' 
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/ ' ·~ ' -

Un subrn~~ice ~ó1o debe tomar valores positi~·os. _Reg 1 a 2 

Rec¡la 3 J,l subíudice <!.n sí nc debe !>er una variable coi• 
~---

subfndices. AsT X(l (2)) no es permitido. 

Reol a 4 Un simbolo ~ue representa pn arreglo; una va-

rrable con subfnd¡c~, ~a debe usarse sin ~uu-

íncic~~ para repre5entar otra variab!e diferen-

te en el m¡smo programa. Esto es A(l) y A no 

deben referirse a variables diferentes. ComJ 

si~mpre h~y una excepci6R que por anora no 

toca rt:mos. 

Ejen •• Los símbolos para variables reales con 

subfndices podrían incluir: 

( ( 1 ) B (! NT) e { I,J' 

Para variables enteras con subíndice~ 

podemos tener: 

a(J) 

h.2 El enunciado DIHENSI0N 

Siempre que en un programa utll icemos variables con s~¡b-

indices deberemos poner como prdmer enunciado el DIMENSií5N~ .;i 

e11al indica al compilador qllé tanto espacio de memoria 5<?. d<-.1:-e 

t'Pc;ervar para J.as variables con subíndices. Su furi'.•3 es: 

DIM~~SI0N Up v~ w, ••. 

,.; cuales va seguida por el máximo número de elu.1CiHOs c::-t ~·l 
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' 

.arr.c9lo correspono.ente. Deberán observarse las siguientes reglas: 

. Rcg.la 2 

,!egla 3 

CElda vari.nble con subindfces se debe mencionilr en 

un enunciado DlHENSI0N antes de su primer uso en 

el- -programa. 

Los símbolos representados anteriormente por u, v, 

w, ••• deben tener la forma: 

nombre de variable (máximo número de ele· 

mentos) 

el número entre paréntesis debe ser una constante 

entera sin signo. 

Ejem. 

·.Esto indica que e 1 comp i 1 ador reservará 20 1 oca-
. 

1 idades para el arreglo A,· sus veinte variabl~s ~e-

rán A(l), A(2), ••• , A(20) al mismo tiempo se reser· 

varán ·32 (4x8) localidades para las variables 8(1. t) 1 

8(1~2). 8(1,3), •••• 8(1~8), 8(2,1), 8(2,2), ••• o 

8(2,8), 8(3,1), 8(3,2), ...... ,·· 8(3,8), B(lt,l}. B(!¡,z) 

••• , 8(4,8) y por último se reservarán 60 (5~3~4) 

localidades para las variables Clel .arreglo C(\R, .con 

tres subíndices caua una. 

El arreglo que se use en particular, dentro pel pro• 

grama podrá tc:-~er menos eleme11~os que los especifi-

cados en h magnitud del enunciado DI~ENSION, .pere 

no más. 
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La varíDbie ta~ como aparee--: en el enunciddo ~11'\EU

S!fl¡..¡ düt.>e tener exactamente el mismo número de sub

rnrJices .. 1ue en cualquier otra parte dei pr.:>grama . 

• o j 1 
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7 - :S!I:IBP:RO.GRAMAS. 

llos .subprogramas~· tamb[in llamados ~ubrut[nas~ son programas que-pueden 

:se•r_:¡pue.!»1tos en uso ·por otros programas .cuando·sea necesario. 

-il:as ')funciones de b_ibl loteca ó funciones del si·stema constituyen una va -

;r•it-e·aa·d ·<Cié :s ubp rog ramas • 

. 1 ~-1- :f<UN.CWONES 

.iGuan.do el ·valor -de ur.a ,varLaLJe depende de una ó más variables ó -con-Sitan

Jt'e.s ·:Y raoeniás-~de una ·se-ri:e de cálculos9 y dicha vari ab1e .ha -de calcularse nepe .. 

. ,,t:ird<m-.en!te ~y ~en "diferentes puntos de un programa, es posible 'de;finir1a .. cOiiiO"'~ 

-un·a lFiun·clhón .• ,·.En ot-ras palilbras 0 Ad~más de las .funciones ·con que cuenta :).;aUbii ·

bN-o.teca rdeL.,sJstema, .el •usuario puede escribir sus ·propias funciones.;parr.a •::;.uso 

.e~pec ífi:éo rde :su progr-ama. 

Tomemos ;un .fi];emp:Jo .pa·ra .visual izar lo anterior: 

.S upon·gamos :g.t1t :para -un p·rog rama en espec.i a 1 , en e 1 cua 1 t r.ábaJamos ·con _gr.ados 

en lugar de·,r;adianes, .desea:;x¡s calcular continuamente SEN~ :(X)., s"i:n ·e·1 .uso-

·de~·func'iones .:'.S·ería necesa.rio transformar el argumento deseado ·üe ,g·r:ados .a :r-a

cfi-ane.s y des.púés llamar a la función 'del sistema SJ·N ('X). A co:1ti·nuac'ión -.pre

sentamos .una ·f.unción que calculará SENO (X), (X en grados) • 

FUNCJJON SEN0 (X ) 

X a X~ 30 14 15 92/JBO. 
S ENe e ·s·t N (x) 

RETURN 

END 

que es Llamada cJesd_~e·i prog·rama cotTo: 

GRAO= SEN~ (CRAD0S) 

>En base a éste -ejemplo podemos generaLi.zar: el uso de .)a prOJlOS-ic·i"ón 

!FWtCT 1 ON • 

;a) .Oeb.! ser codificada en forma independiente del programa 

·que 1 a usará, es de e ir, nv U:.! be ,¡1parecer 80dentro" .de 1 progr:am~i • 

. !b) .Oebe.empezar con )a palaiHa i='UNCTI0N 
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e) A conti~uaci¿n 5e ~sc~ibe el nombre co~ Que ser~ llamada. 

d) Dcspcés, el;tre parént.:!sís y separudos por comasp aparec.i!n lv~ argu-
' 

;nen tes. 

}.1.1 EJEMPLOS.-

100 

ENO 

FUNCTIO/l R.\IZ 1 (A,B~C ) 

RAIZ1= (·C ~ SQRl (B ~k2- 4. *A* C )) / ( 2p* A) 

RETUR.N 

FU:-JCTt e•N RAIZ2 A. B. e ) 

~AiZ::' ~ { -B - SQRT (B1n'<2.4.* A* e )) / (2.* A ) 

END 

RE 1\D ( 2 , 1 Qfl) 1\ • B. C 

fORMAT ( 3F10.5) 

Xl = R.I\IZ1 (A.B.C) 

X2 = RA!Z2 (A,B,C) 

WRITE (3.200) A.~.C9 X1$X2 

20~ FORMAT ( 5 ~ ~F10 0 5') 
CALL EXIT 

END 

Este ejemplo es solamente para mostrar el . .}JISO de la propo~ici6·• 

FUI':CTH~N y no contempla algt!nas situaciones como rai'o!s c,pn.tJiCjli~, 

7.:. SUBRUT 1 NAS 

Como es fácil notar~ la pv-oposici6n .FUNCTI0N nos 11 regresa" un sólo 'hl ~· 

lor y lo hace a ~r.avés de su nombre. En muchos casos es c:c-1ver.i;~:n{• ó ~ 

necesario que se nos regrese más de un valor, para é:aos caso~ e'';;.;:..-vs ¡,-¡ 

proposición o enunciado: 

Si.IOR0UTINE. ".,..,,..,.==-
lina subrutinu es un Subprograma qut:. puede "recibir" cualqu;.._: uÚII~t;i•J 

de parámetros ( desde'cero hasta un número determi11ado par el ripr' de. co;~·· 

pilador) y puede 18 regresar11 diferent~s valores calculados. 

, / 
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~camos algunos ejemplos:· 

~supongamos que a 1 imprimir resultados de un cierto programa teneffiC.I.:. "1"''" -

escr·i,bl r algún título usMdo l.os primeros .renglones de la hoja. En tal caso po

demos ha~er uso de una subrutina como sigue: 

SUBR0UTINE ENCA 

WRI TE {3 D200) 

200 · F0RMAT--(/, 1 X,- 1 REPORTE SEMANAL 1 , / 1 

RETURN 

END 

Como vemos no hemos pasado ningún pará~tro ó valor a la subrutina. Ptira 

que:se ejecute ésta se debe hacer uso de la proposición CALL, de la siguierae fcr 
.-na: 

CALL ENCA 

dentro d~l programa y en el lugar donde deseeroos que ocurra la impresión. 

Dis(:utamos ahora un ejemplo muy s1mple para ejemplificar éf uso de p·arái-mú·nn. 

Hagarros una subrut in·a que "reciba" como entrada dos números, los sume y el res·ul -

tado· lo "regrese" en otra variable. Sean A y B los numerosa sumar, y C la· va:tta· 

ble en •.donde se pondrá el resultado. 

SUSROUTI-NE SUMA {A,B,C ) 

C ... A+ B 

RETURN 

END 

:Es importante detenerse a ver el signific.ado de los parárretros· pa·ra l's:.s!·sdl/-

rut ¡;nas: 

'La subrutina anterior SUMA puede ser llamada de diversas forma~: 

CALL · SUMA (AA,BB, C1..J' 

'CALL SUHA (lt, 7, X } 
\ 

.P. te. 



(11 uda.s o do r m¡ du,.,s Y $01 o ti ~ner: :>en t ¡do _den t e2. de i -~ s u;.u u t in~. Veamos 1 o -

nn ter i o r: 

Sup6ngáse el siguiente programa. 

:;;o 

X 1= 3. 

X2== l,. 

CJ\LL 1;. 
1 ,.~.A ( V 1 "2 "3) 
\.. 1\ ' ¡, ~ " 

SUM"" X3 

WR! TE {3.:-:oo) X1 ~XZ 3 X3, SUM 

F0H .. '1.J.T(it !=\0.5} 

U,LL EX! T 

UHJ 

S~ propone como ejercicio .:d lector que haga Jas veces de la rn{¡qu~·\& y r.s -

. .:ribu lo que t.!std imprimirla. 

La m¿quina imprimfr5 . 

3.0 l¡.Q ].O 7.0 

p-o-soY 
Una de las facili.:lades m~s uti!e!í. ten ·.~ubrutinas es .Ja de~rreglos corno 

padimetros, ej~ 

SUBR0UTINE HAA!H (An MAX') 

DI t\ENS ION A ( 10} 

RETURN 

END 

Supóngase que ésta 5Ubrutina encuentra ~1 elemento dcJ arregl;, A \10) con 

llkl')f(,r valor y lo regresa a través de la v;:H·i:Jble MAX. Es ;mpnrt<•n•.~ nr¡·.,r ' 4uc 
o 

si flasamos como par.1rnetro uno ó más .arreglos hav que dimcnslon.J; lu." ~:._~~:..._:~.:.. 

den' .-o de la subrutina, lo cual se puede hacer de ·031 m1;nos de·~. fc.;nnz.s· ¡} 

po; .endo la dimensión que aparece en el programa que 
( 

Z) Poniéndole dimensaón J (Yv.a~) 

E.j emp lo: 

•. l5 

~' ' 

-' 



. - "-- ·- .. _ - -
---"-'<- _ .. _ --
-~ ~·-··---

~- ·~--- ... _ -
· CA'L~L ::~:ROEN (A) 

;CALLi:KAXlH (Bl 

.. C'ALL ··MAX l·M (A} 
.. _ ---~- ·- - --- ~·- L- <:"- -•mEa·--..-- ~-- ·- ~- -··-
-~-··-...-- .... --

'CALL -~E .X l T 

·EIND 

~C·aso 1: 

'SUBRiJUTI,NE SROEN (X) 

:o I·ME-NS toN X {J,Q) 

RETURN 

.taso ·2: 

SI:.IBR"UTINE HAXIH lf~. 

·DlMENS 101'11 

·- ·-- --- --- .. ._ 

-~RETUfW 

E liD 

(l,} 

3S •• 



7.2.1 COMHO:~. 

Cr)'J~) e:s posible visual iza¡ en ios p~rrdfos anteriores. las variahlcs 

'·J~c~rlas en' la .. c.ubrutinas 9 o mej0r dicho. rkncro ~k. l:i!. subrutinasD son tora: -

r.".:.n~·e ir-O~?e'1dientt::S !l ln:. vadablcs usad.:~<:. en el progrnma principal. Ht~cha•; -

v~'ces es convenienu~ c¡ur:' tanto las subrutinas como el programa que lac; 1 L;•'"· 

v:-;nacn vari.:;l.>les .-r· r~~HíUi'J. Par<:'l !ogr;:;r--é·,to-<!.;dste l.1 decl.uraciór: 

COI·!~\ON 

L<'l tc.~rm-.1 qeneral de é:;t.:J pr·oposíción 

~OMMON lista de varidbles 

e ,. 
;;) . 

donde ',; · .. t <: r~t! \.diiables' 1 es un conjunto de variables y/o arre::~ Jos s.ep .... raw> 

por cO~n<lS -d las cuales quereros adjudicarles la·propiedad anterior, es -l:.:lí. 

sean comunes i'l .varios subprogramas. 

Ej. 

COMMON 

Esta declaración debe -aparecer .ul principio de cualquier progr••ma o -~ ... o·· 
~ 

rutini:l en que se desee usar. Veamos un ejemplo: 

~ ~UMA DE 00$ NUMEROS 

CCV:'IC·n A, B~ :: 

. A., 3 

8-= 1 

z "' e 
~~ITE (3D200) A0 B9 C0 2 

JJJ,_) F0iUV\T{ l.¡ F10.5 ) 

CALL EX!T 

EtW 
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SUDROlffl NE~ SUMA 

COMHONI ~.. 8, C 

C 1111u A,+ B~ 

REJU:RNi 

ENO 

Este! programa debe Imprimir : 

)· •. Oí 10.0 

., 

10· •. 0 

Un<~- prop.i:edad importanttt del COHHON es que & 1 un arreglo es. esp~ci.fi,c_it@¡ 

e~ tOMHON:que· dá· automáticamente diinenslonado, es deelr, no hay que e$P,~cl;~l:"' 

car· di'cho arreg;J'o, a través· de 1a declaración DIHENSION' • 

En las siguientes págl·nas. se muestran velntfún programas, que incluyen GUS1 "!o 
-,' 

d i·agramas de- fl-ujo, codi.fi cae iones, datos y- resultados¡ e r obj,eto es _que e-1J. '!" 

lec:tor pueda complementar la parte teórica con_ la práctica, ·amén. d~ que de.b_s; 
rá hacer los propios y procesarlos en una .co:mPutadora e su a.lcance. 



REFERENCIAS B!SliOCRAFiCAS 

1.~ J"K' Hughes 

2.- O.D. HcCracken 

J.~ L ! • O rgan i e k 

~ ~ Francis Scheid 

5o. 11'1.Schick y Ch. J. 
Meril!p Jr. 

, 
R. E. Smith O. E. ,0~ y 
Johnson 

Programación del Si.stema &BM~1130 
Llmusa-Wiley~1969 

:Fortran IIJ 

limusa-WiJey-1964 
' 

: fort ran 1 V 
Fondo Educativo lnteramerrcano, S. A. · 
1966 

:Introducción a la Ciencia de 
las Computadoras. 
Serie de Compendios Schaum. 
McGraw-Hil 1-1970 

:Fortran para Ingeniería. 
McGraw~H i 11 ~ 1972 
; 

' ; ~ ' 

: Fort rali'i ~ Texto Programado. 
Limusa Wl ley •u 1971 
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·~CONVERSION Df: GRADO~ Cl:i"H!GRADO~ A 
.:iRADOS FARf.NHEIT". ' 

~--~ 
( INICIO \ 

'---,----') 
1 
1 
' 

1 
1 
1 \ ., 

·--~-.L---·~ 

' 1 l e u-,J == 31.45 ¡ __ .._. --.-- .. ---..--.._,... 
1 

1 

f--· --,--~7 ---

r F. hR Et~·-=C fN '~< 9./5 .+32. 
l...-..-. 

l:r.EN 
L.---

1 

1 

\.¡} 
.,.......... ... ' 

( F 11'~ "'\, 
¡ 

-~-·~-_./ 

..... 



'/ ,J'Ifl -; 
11 f(ll( 

~l i ST SOIJR(t -PRO(;PI.i-1 
Ol)f\1¡ :~OIW !:·~!f..GEi-<S 

~IüCS:C~h~,~.32 PHI~T~R) 

C 0 ;w E ¡.,: S l O N Li E Ci: ~ ~ D O S C: .: f-l T! í.;¡, h t. íi ,_, .:: ,.., 

GR ADL)S F AREI·JHC: l i 
1 o 0 f (J ~~ti 1\ T ( F 1 J ., 4 ) 

IMP=J 
CEN-:37.,45 
fAREN;C~N~9~/56•32o 

>·li1l TE, IrW, l 00 ~ FAREN 
,; /,LL E X 1 f 
END 

11 XEQ-

RESuLTA.DOS 

: H C> G o l 



"CONVERSION DE GRJ..UO~ rJ"'-t~fhlH3T ), GRADOS 
CE l'il l (;<~{A~) 0 S" 

1 
l 

1 



11 J( 

/1 ;;: üR 
{} L I S T S t · _: .-< d P H' O~_; k . 11.; 
-oQNE WOí·¡i ;t_·,;:GERS 

~ 1 OC S : C/l. l < i l ~ l l 3 :: 11 H i ,n E Fl t 
Cc=----- ... ,.,.-----u O S--=--,.,·-:.,.'",."'"·---

C~lt·¡V(:~Sl ON dt: uHM>G~) r· ~r<UJHLI 1 A 
..., ~u\ o 0 o:: e e r-11 Ií:d-.! 11 no:: 

lOO FOP~''\T(rl0o4l 
10: FOt~~\Al 1Fl0e-4v2?.1• {-i~AD()S FAREtJH[lT SOt-i <.~fl0o~~20H GHAD05 CENTlGi:A~'-¡ 

l S,. l 
¡_Lf ;:-? 
I 1-11 •:: J 

l f 1 F j,: i , , ' ~ Q Q ;' 2 ,) ~ ;~ 1 f¡ 
21 o e r •,' t = , ~- ;., ~> .. _, 2 ., ; · ~" / :) , 

\.J i' : 7 L { l ~'-• r:> .- ~ ' i } r 1
'. R · r: [N :: l 

u O 1 (} r": J ~\ 

2 2 n e .\ L ~.. r :.. ~ r 

/1 ;([(J 

!C'hOOOO 
12· 

KESl.~!.., .i\DOS 

PROG ~ 2 



"CONVE;?.SIO~~ HHI..:t G:\;\fJ(.JS f.~.Rti'-1Htil Y GRADOS 
C U,l·l ¡ G!~Ai1ü S 11 

" 
'·' (.:.. - r 



11 ,j ,IP : 

1/ t~Jfi 

'''" 1 ·~ 1 Sfl't,~:=::. í>RCfii-:AH 
"1;1'\ · •.• ,, • 1 iJlf I.J[':S 

e-- ..... ______ . ·--; ~.., f. .:!- 1;'1 ..................... _ ..... ...., 

1 -8 O F ~-..- ~ t.,'f C : t1 \ 1 
: ,- 1 F 1J .~ ;..¡ :, ; 1 1 1 ~ F 1 !:! " 3 ) 
10?. FCii~l;\TCF~G .. ;~ .. lS•~ fiiRfN~!EIT .:-::.0N ?Fl\.3d3H CENTIGRADOS,) 
JJ~ f0RMAT<Flf.2,l7H CfNTJGRADOS SON ,F9m3~llH FARENHEIT~> 

Lf:E=2 
1 ~'•P.-:3 

w ¡~ r T ¡~ , ! ~-~ F , 1 n o & 

~ O O h L ,\ 11 1 L C r.- , l 1; l ,, E!'-! D = ? ... !'1 1 I N O I o G ~~A O 

e i·'.,'I rsl,:-f.,f_1'4Tf: Ot. ·¡ o;,¡o EN GHf1DOS. FARfNHEITo 

e ~f CON\ttrll ~ CtN11GRAOOSa 

11 
l 
o 
1 
2 
1 
1 
/~ 

C t.~.¡ T ! ::: ~ \; ~~;;O"" 3:2 o l • S • /'J .. 
~~¡TE(!~~clO?lSHAD~CENTJ 

2 Hl e ('1! ' • ~-j ~.E-

i20 

·.:_ ._:.:-, 10 r.·~ EN GHHDO CEN!lGRADOo 

~· L ~ d N v T L w; C. A F :~ ~~ E N K E ! í u 

•- .... í1f= I'J=GfUlD<- 9 .,·;51;·'- 32.., 
·: • · 1 ~ E ( ! 1 'P, ~ O::) til-H\0, f' ARE N 
,_;·, TO 200 

CALL ¿ ;, J l 
!::~m 

XEO 
l'=O!JO 

11 .. 48 
o. 

32u00 
-16.,-

l8o 

RESULTADOS 

PROG - 3 



--¡--------·--
1 

i 
_____ "'L._--· .. ·-· 

G !l.AD, RAD 
1 
1 

t#' __ ... J 

.......... . .•. .,...-....... __ ~--; 
1 

/.__:[::') 

--¡ 
1 
1 ,, ' 

/' -·· .. -·-
f 
' t ¡;- ~ 
\._ .............. ~ -··· ·~~ ·-. 



11 ro;.~ 

~;_~:.:-1 SülJPCf. r";,,,,,,•l 
-..t ü : J E W () R O i t,l l r~ G t : ; ~. 
,:;. ¡ 1J C S ( C MW ~ l 1 . \ (. •·" : ~ ~,! í E f< ) 

e 
1 n 1 

. ., r . ... 
1 e' 

1 o:-

200 
210 

FOf:io-1/\T ,FesJ¡ 
F0Rt-4t'1ir·~~::.~1?ii !-¡ .. f;.)~ SOrJ ?F&~···lOt-·(ll.'~.DlANESo' 
:=-o K 1-1 A ·r : ¡ .1 1 ~ 1 ~: , .. ~ r: H v ! N o:::'- . :-- r- ;:-; 1.J r.; !'. r-~ .:d 
l.fE=2 
IMP.::J 
R~~D<LEE,lo:~ENO~Z30}GRAO 
If1GH~D.Li,3~0,ci0 ~O 220 

e EL o:~TO C~ IGUf,!. O 5C'-:IREPASA UtS 3t>O· GRAOOS·(sE· AJUS-:~ .. 
GHA(¡:::Gl:::,\1' <: -~0" 
GO T O 21 ;, 

220 c:~.·;;:~uc 

C SE li~AI-llüil· ~1\.·í.'é. -91kil Y -lf.iO GRAnOS., 
IF (i;. A{),(,~~·: .. > .. i (;Rfll:):::~ ¡;;HAIJ~~MOa l 
:~ .. ;;::. ¡·.r~Aili: .,_ .. ' '· 1 •;..t~2 :,¡ 1 o.o ,. 
v• 1: l T C ' I :--. ;.; .r: ._.. ~ l i1 P t• f.i 11 :u. O 
GO ro zoo 

2 J 1) ·.1 ."? 1 ·, [ ( l ;., ¡-; • I · · ::. , 

C1~ 1...l EX .A T 
t.l\lD 

// XEQ 
90(l0ú 

-9Go 
3600o 
-3AOo 
o .. o 

18~~ .. 27 
132.4 

-7'-1~9 
/~ 

\ . 

RE~,lJLTADOS 

PRO G, -. 4 



~-...., 
(' ! 
~ ' ; ' 1 ,1• ' 1 : 
1 
1 
1 

NUM 
caes IMPAR ea 

1 _, 
) 

¡ 

f 

1 

/ 



// ~()[1 

// F0R 
~ :_ l S T S,ili;._ ,~ :~; .. :,Jr;&~l~·~ 

-~> 0 N!.... W 0. ~. • : 1-! T l k>l ~· 
- " 1 o e s e e A 1 n; . 1 ' ._, .2 r ..< : í .• ·,- f t-n 
e--------------{: 1 1"-3 (~ ~~ ·- ~ ...... - .... u.lo 

e 

... ... 

:Jr TfRI·i tN:.CIL'r-4 DE. ~ ¡:q¡~;1s·; !='.i•í•~s 

L J MPMH~~· 
;:- O ¡; ~: A T f 1 3 ) 

: ,¡ 1 F O l u--1 :. T í 1 4 ~ d •·: E 5 P 1.11-: " ~ 

t02 FI!I·U·1/,T(l4olOH t':~ 2-·•PMto) 
u.:;::=?. 
1 1P::3 
Ha: .~D: LEE~ 1 í', e i r-•1.~11 .•• 
NTi\f?J I ~rqi:,~, tilO,. DE TAHJET/~~ CON IJPTl1 :1> .. 

0 O ?. o?· : ::.. ~ " ": !' :~ F J 
H é. •"~ ¡, 1 L tT · , G O i N U t.! 
J r. r; = ! -- ' ) , · >• ¡., ut~ 
1f í i ¡·l() ~ L ~ • n di O TU ? MI 

:-. r-.ur-. qo ;:::s : .'\;.. 
, ,,-e f¡,~,. 'n1) ·\fU~ 

¿e o ~ ~~ Wí ~ r,, ; E 
e C l !\¡ Ld·-! E ;-¡ v E 5 ~ ·'~ ¡:. ~i. ::¡ • 

~RITEliMP,l02l~~M 
() 1 C01r; I NUE 

202 CONTP•l E 
CALL EXlT 
END 

/1 Xf.Q 
(¡()~ 

1 ' 
1 

14 
29) 

8 

R!::SULTAOOS 

----------

Pf<OG -.S 



1 
1 , 
A 

1 

!_ 

- e 

t"E'lE!l:Mif'II\CION OE MULTiPLOS OE UN NUMERO .. 

' NO MU~T.' 

4 .,. ' 

r-

taASE 

~-·-·--

F!~"' DE '') 
DATOS/ 

~ 
F 

N TA~.J 

NUM 

L.···-¡--- J 
-------

1 (>tV~ NU M/iSAS E l 
RNUM= NUM 

f:DIV= RN UM/tBASE 

T 

1~ 

1 
J.fl¡ 



/ ,)IJ,: t 
11 1 1 ~i< 

"L: S¡· SUliJ 
CC)j~;_:: ':l{)j(¡; ' ' ' '1 1 '• ' .. '=~ ,' 
¡¡. 1 o e s < e :\ 1 • ¡ 1 , 1 1 ·: . · ~ • •. ·~ !· 1 r ::: ~~ , 
(:c..------- .. -.....,_..__~~~: ~. ~ e": ..... c ..... oe~Ct!)"'O'Cdot. 

C Dt.,r~·~l·lJI'.;¡\Ci0:J C1: ,"iUi .. ."fiDlO::a 
í !!;-~ ll , NUf-:t.r1C 

~ U ll F (¡ ~ •' :-1 :, T ( I 3 1 

lOl FD,\.' '•T (JI,t;lNUr-.C~W-I·HJLTiPLO D'::··.¡ .. ."• ,u;,,'! f.~L:J DE~ 
1 O? t·· () r , • i ( 2 X w 1 3 ~ ·; .~. ~ l ~ 1 

l3j ¡CHMAT(2X~IJ~2i~913l 
LEE::¿ 
J MI-'=.) 

w R I T [ ( I t-í P 7 1 O 1 } 
?-o REAO<LEEoiOC~[NO=~-O)Ibt~E 

r~ E A O : :.... t.: E i 1 O ti l t n A R .J 
r)O c:i:l i=l vNf.~í~.J 

K t: '1 fl ( L E E 9 < '~ G ) 1-; G M 
.JII:•'-:.f'iU/W11 1-'!·::~C 

' : ' ';: '-: 1. i.'l·: 
• ~ 1 I \' :~ H ,.~ ¡_, 1·1 / ; 11 /. ~ [ 
tf' ,:{(;1'/.EO. [,11VHW TO 210 

:u¡_·, ~ PLG n::.: ¡BASE,, 
,u:¡ ! TE i I i.! · ~ : :: ·.-: : i .: l, fil '/¡ 1 .1 4 S E 
í.\i iO 22,1 

21c :í):.r:i.Jut: 
~;u;· SI;;::; ¡.;iJLL~:··Lo DE l~ASEe 

w f-: I ·r E { I , i P a 1 G 2 1 l HJ i"l o 1 8 A S E 

, ., v '-"LL t::Xll 
END 

/1 XEQ 
002 
005 

17 
001 
~~ 

291 
. 8 

003 
o o:· 

11 

Í{ f. .i u L T ·A ') n ~~ 

---N U i' ~ .R-O~MliL-L~ LO -D [""N.O_¿~ UL~J ~L:.Lllf _______ : 
i 2 i 

--lt¡ 2 -=·--·-------·'"·"~--! . 2 9 1 .2 : 

-----. ~ -. ~ _j 
' 1 ¡ 3 ; 

9 ~ ¡ 
--"---------------~~---...--¡ 



fiN 

"' NUMEROS PRIMOS " 

INICIO 

"PRIMO 11 

NUM 

NUM 
~--r..~ IN D= ("" 1) 

F 

'NO PRIMO ~ ¡,.._.....- - o{. 

NUM 

o tJ • 



' ' . ~ • J",: \ .... 

" .... -=... .. 

r-' "\ : -~ 
1 ' 

'· ..•. ../ 

-.. ~. -- 7 • ; ~ 1 • ; í 



• 1 1 dl)l.\ 

1/ FOH 
~L l S T SuL~HCE: P:WGRAM 
Q0NE WU~U IN:~~E~S 

-..¡OC S:t·CAI~O·d -132 PR I NT[R) 
; ... -----.. , ..... ----S 1 t: T E.-caoa...,~--

f. Nl!JME R-.1.$ PH 1 HO~ 
1 O O F OH :-1Air .! I .3 ) 
lO.l 'f~Rti.A;J UYHlPHlMOS ... NO PIHI"iU~) 
lO~ ,f íJ,HM:A:iT ~{ 2 X t 13) 
, O 3 r URi-1:1\,;·.u L,X e 1 J.) 

.L ¿ E.::;,¿ .. 
'l·f-l·t.J.::J 
w H.r 1 ::: a 1 !-1t> , 1 o 1 > 

200 c<~H0'~Lr~E,lOOtlN0::290•)NuM 
J F .v:,nu-t • '..i T • 3 ) G O l O 2 l O 

C íNU"' t.S ~u.:.r·H:IH O J(,UAL A J(TODO NUt1E.kú NATUHAL Hf.NilH O luL11l. k .:. , 

.be : v :~·~·w 

21 O ··\:vi:JiT i rwC 
e .J'4lJM .[~ HJf~Qt( •JUE J .. 

e 

e 

e 
e 

e 

~ 

220 

230 

240 

250 

26ü 
270 
2b0 

1 ND:; (- n oo·NUt1 
.. If¡¡~.L).LT.O)uU TO 220 

>NUi~ t::·~ PM~'(TOU~) NUMEHO ~AR MA~O~ UUE 3 NO E~ I'Hlt·~U, .. l. 
~K.i. Tt. ( lM~o l03P..tUM 
GU 1C 270 

,C U :-o r.I N ü.t: 
tJu:-1 ·E.S H1PA~ (SE lNie lA PROCESO OE P~IMO O, h:U-PIUI'hl>, 

1 M ·-' X::; N Uf-1 /2 
t:uJ 
IF<I.GT.IMAX)60 10 240 

.•L Uu1lt.Nt:N LAS DIVISIONES_.(NTER.G. Y HfAL DE I'.U:~/! 
tvN 1 OE 3 hASTA NUM/2.' 
lO!V;:NUr1/l 
1<.: ¡lJM=NUM 

i-\v r V=RNUM/.1 
Ir UWIVoEQ.lDIV) 1:::':1999 
1=9~99 INDICA QUE NUM ES PRJHOo 
1=Ivl 
GO Tv 230 

.. >JN í 1 N U t.: 
!F<IQLT.~~~~)GO TO 25· 

NUM NO ES PRlMOo 
WHlTEClMP,luJJNU~ 

GO 10 ZóO 
cor..T ,irJuE 

NU>-i ES PIHHu. 
wHI1ECIMRolU2>~UM 

C.-NT INilf 
CON T! ;-~L'C 

CONTlNLil 
bil TO ¿QO 

2~0 C~Li.. EXli 
t.t~[J 

1 .lÚ:í.l 
l 
¿ 

3 
4 

~ 

h 

7 
PRuG - 7 



'-¡1 

(• 

i ¿ 

• :> . ·-
l.) 
1~ 

17 
, . . : .. 

;,9 
.. • 

f' 
""ESULTADOS 

-- ------.----- ------

--pHI!!O-s-~~-!í-'Z'S ____ _ 
. r 

----~--------------~--

.,. 
----·-'--------;:------

<: 

-~----·----1 e-------
11 

12 
!~---------~ ------------
l7 

ts 
----~ 1}-------

2! 
-------------------~~ 



·. 

1 

1 

l 
NM2= NM1 

1 NM.l= NUEVO 
1 

NUEVO 



11 •' 
• 1 ·"\ 
~·;_~S·, ~~CUfh.:..: r11frJ(,~iAM 

·~li\l i ,':\() Jt,•Tt:Gt.-~5 

~JOCS(~.·\,.;¡O,l}J¿ PR!N";~¡<) 

::- --------- ..... ~o f: ~1 , ........... - ...... , .. -..-~-;:-

e ::, ~: It~ DE. F ll:! r"; rLC. ~ ·:: í. 
l e e -~>::e d,. T e 1 J ) 
"ül (ORMAT(14~3X9l5! 

Ltf=2 
! ;'1¡.):: 3 
Rr~O(LEEt!Oü)NYEaM 

C ~~ ERM RfPR¿S(··1T r., EL í-jeJ!-fERO 0.-_.>f::AOO DE 'fERHtNOS 
t.;.~ J:: l 
t-,¡ .. ~2= ~ 

.,.¡~ l T:_ ( H'iP ~ l ~~ l ~ Nit1l; '·H·ll 
DJ /;;o ¡;:2~; .. ru .. 1 

~~:.:1:\íO=.,:Nl ~N•1?. 

.'lt-~ ~ ::r-JM j 

f'1 ••• : ::.:: "' 'v ~ 11 o 
s~ l~PRIMf Lt ~US!CiON 

L.' 11 ; TE ( l H P 9 ¡ o 1 ) J , r.;u.:: v o 
~' "~ CO'·n ~ ~~UE 

:A~:_ (J.;XT 
¡.- , • .¡¡; 

/1 x;-,--. 
·r~ l 5 
/'-

RESIJ.TADOS 

...-.. -~----· 

-1-- --¡ 
'2 l ----..J. 2----

i+ ... j 
5 5 

----~.----1 ~ --·--

-
1 
' 

____ ú~-----2 ~ --------· 
• .. ? -:. !· 'o ~·.-

-----,1-~---- ----~·--· 1, 1: ,, . ~ .. , ·. 
---F~- ~ .. 

15 .. óiu 

1. · ........ · : .. :.} ~'"' 



01 r.: ,·ACTO RIA L r¡ 

INICIO 

1'-l UM 

r-----T 1 _ _ ' ---- ·- -, 

...--~~ IFAC : ¡~~-----! 

IF AC ;:: 1 

--.,----·--··...) 
1 

1 -----...... 
.J 



1 ' 

.... 
·~ 

• \ 1 

' .. : 

. ,, .... 
L. J:. 

' 
\ 

~t.·\.:.:- ,,· .c~\'·'A~"! 

~ (. í. • • r·~ ¡ /, L 

.. ~.' . .:.";(?.!U 
1. ·-· :-: 1·. A T ( 12 i 
. Jr\.,'\T(l3,)XolS, 
..:~: lfEN !..AS UNJt¡Aí)f:S LOGIC¡I)..S D.¿ L~_CIL'~A E HPRESlüi'.Í\ 
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2.1 . 1 D'EFI N! C!ONES 

DEf¡ ~-~: C! o:-.: 2 .1 Una :'"la tri~ m X n, C'S t.:~ cm:.glo rcdcng;.;lor de :iÚr:1(;!iC~ real es 1 

llcm:-~d~s les elcrr.:-.-.~.)~ de:~ r.'ctriz, los ct.:nl:;s e~té:n crres:.::~os en rn r::r.glbrd '/ :'1 •. 
colur.na~. en 1 a SÍ01.1Íf.'r'ltc forma: 

1 . 

l 
(1 • 

. r.·t 

NOT /.S: 

l 
o. 1 tn 

0
2n 

i) Lino rep• e:-entoci6n s:mf); ¡;,¡..::•-:c:o G·.JÍ cm:~)-~ wnterior es fl¡ U 1 • :l. 

El sirnb.:>!o-:::-
1 

rco:-:r.;;s.;;;to r:1l eiemento .:;~Je c:.tó e.-, el i-és;-r.o rer.-:l-5r..·.t c.1la-
1 1 1 ...... 1 

j-é:;iP:.o c.::>lu··.,.~a c:el crt-:.glo. 

¡;) Le-~ r.:L·-rJc~s <::- rc¡:;r.:sznt~rén por 1 ~r;::.s n:c;~IÚ5::L:!cs grvcs0:, ~r.knc ::.: ~: -'"' .=.: 
'Ji•C rno~aiz n1 :< __ n, ~_ism¡,·¡:::_o c;u9 t· ~= [~¡~J:-,,n~- __ 

'''\ 111. 

:·1) 
v) 

ti ~-l '=' 1"1 

e es 2 

i) 

e· ...,•: r.1 = n, 
~¡ /' .-.~ r~, v 1, r-·~:.-,,r- ........ '!!\ rli--. .. ,~·- ;\ -:'l.~ t n- 'r ....... :-.-.,.l,,.,~r...., 

- ' 'V ' ; 'C ' ', •.- \.
1 

,..... • • - -l . './ ', 1 ' \. - • 

e:· -1 J\ es 1 x n, e:-Jrcr.:-:es se d:.:.J c;uc . ..:.. es ~ra í:-:-rri:;: rtn;jlón. 

A== 

. , . 
1 _, 

~~ 
l~ 

12 

4 

-i 
') -

'2 

-~l ... 2-= [l o r ~ l .j / 

·' 1J 
(o: 

r-¡2 
L1 

'·' ~ , ' . 
S Í '.:~ U i en t ~S C :~ r "': ·: t .¿, r i' S 1 i t: C1 ': ! /> 

( r.:.:; ........ , .,, r.1c_: "á i ;_ .:• .. ·: .. (; r ·::'::>::)' ( - l. ~-. ,· .. ~-.1. - ,...,) 
t.;;) 1 .l .. - 1 1 - 1 - .... ""'. -~ 1 1 •l.i 

'. 
r\1 • -· le·· 

1 •• 

'-

-, 
···~in ; 

J 

"l 
~ 1 
I..J 

r· 
'- -

,.. .. 
l 
, 
l 

1 "! 

1 
- i 

~·· 1 L. _, 
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ii) Sea A= re¡~ una motriz m X n. Lo ¡-~simc .:,;:;.lumna de A, se indico-
l !J r6 pcr A • ,·e .,, . 

A .. = 
1 

i) el primer renglón de A 
i i) el ter ce~ rcn~lón de A 
iii) la p•ir'e1u columna de A 
iv) lt.. -:uart~ columna de A 

So!ucion 

i) Al. = o o 1 o 
ii) }~. = D 1 o o 
i i i) 

=m A· 1 

,, 

.-
- ·J 

il 
u 

iv) rl A. 4= 1 1 

Oj 

NOTA: o~ lo c!..Jinición e~:-.tericr sa obsuva une: condici5n pa•a c¡ue cbs r..:::tricé~ -
$éan i;ucles es c¡v~ a:-r.!:cs k~~~~c;n C:i rnisl':'1o número de rer.gE.one.> y el rr.i.:¡.-o nú::1ero d . .: 
co! ur,:nos 

EJU/,rLO. En lcJs si0uient€S rr.o~rices 

A= [ ~ ~] ol 
lj 

A = B o:::. ;.;u e e .. =· ¡,.. V" i -= 1 , !. ; i = 1 , 2 ~ 
" ~ 11 

e= l1 
2 ~] 

A .,j_ e · "" · - "') l. 1 ¡. r po ~.:;u e pe ~a 1 =-' .: y 1 - 1.. ~ e • 1 o:.: ;1 e e¡ u e e:~ : = eL 2 = 
0 

· .. 
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DEFI NICION 2.3. 
solo si 

Les motrices ·A = ro~ J c•umn y s = rbJ L •Ü mn son igual es si y 

A· = B· 1 • 1 • 
v.i=1,2, ... ,m 

DEFINICION 
y solo si 

2.4. los. m o tri ces A= ra.J L 1~mn y B ~ rb •• l son ieual es si L •umn 

A .• = B. v-
I j ¡=1 1 2, ... 1 n 

TEOREMA 2 .4. las definiciones 2.2 1 2.3 ·y2.4 sone.quivolentes1 ie. 

DEFI NICION 
DEFI NICION 
DEFI NICION 

2 .2 <.::> 
2.2 <::> 
? .3 <::> 

DEFI NICION 
DEFI NICION 
DEFINICION 

2 .3 
?.4 
?.4 

DHv\OSTi<ACION. La demostración es simple, solo considere la definición de.
igualdcd de r"atric.;s (cualquiera de ellas) y lo r.oración l. Los de~olles se pid.en 
en lo tarea número 1. • 

DEF,INICION'2.5. L~sumadedosmotri::). A=(OiUmn y B=[bi]mn
1

indiccdo 
por A+ 6, es uno matnz C = rc.J d~t rn1da por 

L '11· · 
e¡¡ = O¡¡ + b¡ j V i = 1., 21 ••• , m 1 j = 11 2, •.. 1 n 

NOTA. 

i) La definición cmterior expres'?do ~.1 olros términos es 

C= rc.~=ra .. +b.:-1 g A+B 
L'L l'l '!J 

~ \ ,-, 1 ' t: • • • ., " ro r '• • "" • 1 '. • ,. 11/ , ve O (¡.¿:,JI¡Jt:JOn L. ,..J1 S~ 0..1S€J"VO q~:JC Ur10 COIIOICIC.Jn neCE:SCHIO poto O 0'...li1...1Uil 

de motrices es que ombc5 te:1$on igual núrr.ero c.!e renglones y de colurr.nas. 

EJEMPLO. Pera lc1i sigui en~es matrices 

A= 

se ti t:-ne que 

2 
o 

.A.+B= íl+l 

Lo+7 

B = 

2+4 

0+8 

4 
8 

3 + sl r_72 
1 .' 9 J = 1 

6 
8 

e= [6 

1~] 

3 
o 

A+C 
B+C 

no se define porque tien.:;n distinto núr11¡;ro de colur..n{,s 
no se define por la r:-.i:;rn:J r::1zón 

TEQKEt.\.:\ '2 .ó. (F?-OhED!.DfS CE L~ ,\C:lCION DE MATP.ICES) 

i) A-l B = 5 +A ( la o:ii ci6n es CN.r"'utctiva) 
ii) (1 ... + ~) '- C :·A+ (E"() ~L..J c~i ~ic..-. ¿.) csc.cic:r:vc,). 

DU.'.OSTR/,CICN. 

i) A r G Q. h .. l 
'i' 

5 
o ~] 
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Por otro ledo, conocemos de lo teorio de lo~ números reales que lo adicicn 
de los reales ~s conmutativ~, ie •. a •• + b .• = b •. +a .. ' por lo tanto 

IJ 11 IJ q' . . 1 

A+B g [a .. +b .. ] =->A+B=[b¡¡+o¡;l g B+A o 
• 1 • 1 => A .:.. B ::: B + A !J 

"") JI 

= [o¡¡ + 

=[(o¡¡ + 

b .• ] 
q 

b·. ) q 

+ [c .. J 
'1 

+ c .. J 
11 

Pero tcfT'bién conoceno" de teoria de lo; n.úrreros que en lo· número' reales 
la adicién es asociativa, 1e., 

(a·1 •1 
+ b .. ) + e·. = a .. + (b .. + c .. ) · 

q· '1 q lf q 

Por lo tanto, 

(A+B) + C= [a¡
1
• + (b .• +c .. )] 

11 q 

= [a¡¡]+[ bi j + ci¡] 

= A+ (B+C) o 

DpFINlCION 2 .7. Seo A =[a¡¡] une mc1triz m x n y sea k un nÚfT'~IO real. 
l9 multiplicación de una rr.•Jtriz A por un número real k, indicado por k;~, e~ 

UI)O matriz m x n de fin ida por 
-~ ---~--------~-----~·--------- -~- ---------- -- ---------~---

kA== [ka¡¡] 

:NOTA: A los ndrreros ree1les ton~b¡¿.., se les llama escalares, por lo qL•o e la 
rryultipl iccción de- un í€:01 por L'na rrctriz tor.-bi~r. se le llon·a rr-ul tipl icc..::ión -
e.scclor. 

EJfMCLO. Si k= - 4 )'A= [-; ; J entonces 

kA= -12] 
-e 

TEO:<~r.' .. !l. 2.8 (HOPIE['t ... C'!::S D:L Pi<CDUCTO-DE U~ R:.t-L PO~ Ui'JJ, -
0Aff\!Z) 

i) 
i i) 
i.i i) 

iv) 

1 A = ,.., 
t (.~\+S) -:: l-A - kB 
(k l -f J. '> A 00 Ir< !,_ T k A ~ .. , ,.., , ,--. ·,,... 
(kl !<2) -f\ = kl (k2 A) '" 

.. ' 
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DE"MOSTRACION. Es triviql, solo aplique la definición 2 .~propiedades 
de: núrT'eros reales y definiciones o propiedades de motrifeS presentadas an
teriormente. Intente hacerlo. 

DEFINICION 2.9. Sea A= [a¡·l m x n y sea B ='[bi~· n_x p. la-
multiplicación de A por B, inciiccb por AS, es una rrotriz de elementos. e¡¡ 

definida por ,.o_ 

e¡¡ = f~l a¡k bkj 

NOTA. Una marriz A y 8 se pueden multiplicar si y solo si el núrT'ero de
columnas-de A es igual al núme~o de renglones de B. 

EJEMPLO 
1 

entonces l1 X?+ 2x3 
A B = 3X7 + 4X3 

5X 7 + 6X3 

EJEN.PLO. 

B = [3 

[3 4 

4 

~] 

1X4 + 2Xll 
3X-1 +- 4X i =-
5X4 + ¿>, 1 j 

4 5] 

s] = 

\13 
1 33 
L53 

3 
6 
o 
3 

4 1 
8 2 
o ü 
4 1 

s] ,....1] 
~ = 3+8+5 =16 

.... 

Este t.jeli'pl.21 rrucstra que la multi;:licc-:.i5n de do:: p·a~rices no ~s conmulc:iv.:r, 
ie. AB-~ Bt\. . 



lQ Si X = Í xl x2 
L 

? ., Si X = [xl 

3 o Sea ·~,1:: ¡-1 
tot10s u:1::>s. 

i) Si :r.: 

+ 
ii) n = u,_\" 

x2 

.. " .. 

.. " .. 

X l ,,. y = 

r~~l 
Ylj.J 

kJ 
xn] ~ 

k=l 

n 
2=::~ky k = xy 
k=l 

t 
XX 

. t 
donde x = 

un vector de n coBponentes, los cunlee 

t xu d::>nde ut 

= rt1 
ll 1 
~-_¡ 

.'{ . 
nJ 

~on 

D1-~:i)~"'D'f'IQ-,· "l;"s e:.; ........ lr.. c-61 ..... t1r.c de.&ol·,....:c.;/n de .,.,.,..";, .. c+o ·a"··· _·:• __ ,_t:"·J·c(~~ .. 
1 -'··· t....~--• .. ,_,.,_ •" ~ ,-.,...~r.. .... -:-1 

... \.,;"a..: '..l. V.. """.!. .. u .&.v.. •~-~-~: ~· ~..; -.L _.-

pPr?. ":"~r:>~Jr r qt:s el l~ao J.ZC}U:!.Crí:J.') ce c2d.:::. J..~l3l:.::?.(l c...é.:!.:?. es i :;t-:.:J. :·.i. 
lt:~·io ~-':-!'L'C~'l ~C' 18 r'5 ~:':9 • 

n::::J:::~:J~ID:; 2.ll Si .;\ es r::.xn, .B eo nx:> 7 eEt·J!"lCC8 el ~)_r.).:l!lC~.::> :ie A TlJ::' 
D, i~Jlca~::> por_A~, es w~3 u~tr!~ dg ole~~ntos cij fiefini~~~ p)r 

c .. = :.\. B . J.J J_, oJ 

!1~ -·o.:; :-..~.1..:~ C ::.~ ... :. :i8 'be~~ .s dc::o S t:r'.:.1~' c;_~..=.-3: Lc1' ini ci 011 2. 9 ~-~.> ::.: _: .;_ ~j e~ ._; ¿~ 
2~11. 

P~.:.)s"tr2ci:)~ de la i~~li.C"":iÓ'l ( =-~">): 
('• .~ ,...., ~, . 
• .. •J r\D = C .• --~ C .. = ) 2 .. ,_::;, . 

). J l J ¿...¡ .!. •·• :. J 

~c .. 
:i.J 

.1r=-l 

= 13 ., 
L 1-

• o • 
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-~ --
Demostr~c~ón de 18 -
la de~ostr~ci6~ a~~
t~nces cucda de~os:: 
.ción 2.,9 o 

PROPOSICION 2ol3. 

i) (AB) .. A. ...... 
= .e 

~J ~e • 

7 

ciJ' = A. B j ' J.. o 
por la notacion 1 

.Jefinictón 2.11 

.L ( ) ; 1 . "d }.icé~ci:.~n <=== o C')=:> las J.rr:-p ict?cJ.ono:; e 
)r ( >·) ::;;:,:1. rcversi bles eri ce-da uas:1, e::'l
J que la implicacion 2.11 impli~a la defi~i-

ii) (A3)i. -= .-\1. B 

iii) (.AB) 
e j = A3 

o j 
'' 

iv) ·( \ ~ ..... ) = ~ "',...-. 
' .l ..... ~..~ i j .. i .. -JJ 

1 . 

n-:;o:-·"3'·1
• ... ;,cTO~i r:·, .; ) :~e resu.lta'do e~ ~r"" . .L- o un r""ntcAblcc_;_rnJ.' ~-----"' c.::: ;.J~J.J.V -•L • - " ._,~ _ " . _ ~ - -~ ,._._, "' _, ~ _ 

1~ 4cf~~ic!Ó:1. 2ell. 

'iB = [e 1 j] - ~ L. 
. "> ( _._ 

Dm.:OST.l\CIOI': D:: ii). 

\. 
y 

:_ j = ci j 

.:.j = Ai B i o 
• o ... 

2::>strs~ecos primero 

(A3) .. 
l.J 

-- (.; ;¡) . j 
:J._ 

d::>s :.:·csul t~dos · 

para luc:3o e :>-nc: lu:-:....... :· el lo. do i ~c1uier:.o de ( ") es j_[V_!)l r.l :!.Gdv 

i~q~ie~.:!.J de ( ~ *), ~- :·r últi!i1o w.:Jstr·c-.r quo lv.:: elcelcntos dt.l :re.r..-

glón (AB). oon {ié) J ')l""Z1?. (T.) y que los eler..:..:.:ntJs cl~1-ren.r·l~~l 
' ' J ... 

,\ ~ B non de le fo~.:::: 
J. • 

- ·') .,. ~ ,....!._, ., . .,_,....,'h,.,I• Ct" ... J ;j '---' !-'.._ ...., oJ -· _ lv 

DeGv~tr~0i6n de (~); 

, (A. "3 )1 . -
J.. J 'j 

por 1~ ~srto i) 3o 

=:::> ( J¡ -· !3 ) 1 ..: -
:l.c -J 

' 1._~ r . _1 
J. • • ~ 

J.\ • 
lo 

,..-, r:)''l -· "') A 
c~..L • \ . ..r •• e 1"" .. ~ 

J. o 
es el r.:i::·.1:o 1 

JI • • 
~ .. 

===> ( -~ . 3 ) 1 . = t :\.r ) .: : 
lo J ...... ~· 

, J.-. -r 1 ~· "··· ~ • ~ r· .; ) ,.. -=> "' ~ t ..-. p r ,'J _L •• -~ • J. e -:_ . .)' _· • .. L""''- .... ._ • .:J·~·· ..... ., ...... \,.1\,;;:· -.,;.- ... "\ - -~ 



, . 
8 

Demostr~ci6n de(**): 

( AB). es el i-~simo ren~ld~ de AB~ lo cuel imPlica oue (A~). es 
~. - - lo 

una mstriz ~e un solo re~glón. Ent~~ces el pr~mer rer~~lón de (AB)i. 
es la misma c?triz (:~)i~~ expresando esta concluniún simtolica
~~nte se tiene quo 

( ( AB) . ) l = ( AB ) . 
~. . ~ .. 

Por lo tanto, ei tomo::.n.os la j-~sit:'3 colu.~n3 de ( C\B) i. >1 • , equ.i~ 

vale a. toc:::.r· la j-é~i:w. columna de {AB) 19 , sil!lbOlicsr.:J.ente 

( ( ;~.3) i o ) 1 j ::: ( A3 ) i j 0 

Una vc7. dcr:::::>stl"'::!.:!éls 

( * ) y ( * *) ::~ 

(~) v (**)se tiene que 
(A. EJ

1
. = ( (AB)

1 
) .. 

~o J • 'lJ 
(**-.e ) 

Falta E>hora de~:)strsr que los el8::r:ntos del ren.glén (;.3). Eon •. c.i.o ~.El 
J.,. 

forna (Ai.D)1 j , y q_ue los ele!!tentos del ren~lón Ai.B son de la io;> 

na ( (:.3). )1 .. y ~J-:r·.(.-***) con~lvir que (Au). = J\. B : 
lo J ~. lo 

(~\B)j. = [ (.-\D) .!.l _ .:·{AH)12 o .... (.~B)in] 
= [ (.(.\B)i. )11 ( (!~B)i. )12 • •" ( (X?)i .. )ln] 

= [ ( A i .. B) 11 ( 1\ i • B ) 12 " • • ( ·\: o B ) b J 
=A. B o 

'1· 

1:1or ( * .... J -. 
( *** ) 

por ..S.o.fi:lic:. .b 
do .. \. B 

D::r.:p:.;:2 . .-a0IQ¡¡ DS iii )'e Es simil~ir a la anterio:c·~ In-::~r.tela. 

D~~:C3i'~:·~cro;¡ DL i v)., 

i) 
' 

?-i) 
ifi~ 

( : 1"', \ -~ ... .._,v~ •• -
~J 

((AB)C) .. 
l.J 

= A . .BC . o 
1. • J 

A(B + C) = JB + ' .. 
.~ l• 

e~ + B)J . .., 
+ B:.; -. ·"'1 .... 

1 ( -:· ... ) 
.:.1 "-·~ - (.-) ~ 

1-~D ~ 

~~:y-"!. e j_) d..: cst~ in·-:; .. < . . , r ~ :. ~. ~~ J. o~ • 

":')T. 1 • -·J ,¿ ..... 
T • ..,~ .... ;:.·)' 
•• •J~U 
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i) Deoer:.:>o dG::10st::::·8r que el elcr:1ento (i,j) de A(B+C) en igu.al al c:.e 

mento (i,j) de AB+AC, para todo p~r (i,j)~ 

{ A(B+C)~ .. = ¿a1k(B+C),. definicf.ón de proiucto de ;:.a-· 
· J J.J • AJ trices 

k 

= L 8 ik(bkj + 0 kj) 
k 

= 

defirQci6n de edic~ón de ·=~
matrices 

proniedad distributivq de 13 
n:n.tltiuljccci6n con ::-~slJE:·C'tJ 
a lo ~Jici6n en lJJ ~~~2ros 
reales 

= ( AB) . . + C-'\C) ' . V ( i' j ) 
l.J l.J 

= ( .,YD + AC ) • • 8 
. :lJ 

ii) Es simil~r 2 ~nrte i). 

i:ii) { .~ ( r~)} .· . = 
'/ . J. J 

Cefi :d.ci ~ l! c1e 
r..u 1 t t ~,l_i_ e;.¡:.- i Gn Ci€· r~~"· ·c::.'j_ O(. s 

• c~c:f'i rá e i. Óf! e' e· 
= rru.l tj plic:)c~_é,n d~ ro:· tricE·f: 

= " ~ a. 1 bk e . L..J _¿_ L-: ~r r J 8~0Ci2tiviC~d de 1~ :ulti
plj e::- ción n::. los 1:~~r:'er<:>s 
re-:.Jf'n 

( -: ! 
- ' 

k r 
Por o-ero J.gd.:;,. 

{C~:J)c} .. = ~ (An). e . 
·. 1. J L.d 1 r r J 

= '""' ('\'a., b, Li L, ] _.: -=~:--
r l<. 

clcfi.r:ición de 
.... ,,1.1--j .,.,¡ ~ r• .. • .1., 
uv.. I_._!_J.L...!..- (~-•V•~ 

;-,l·:.c: ci 6n en lo~: 
r·c.:J.c: .. 

J.: r:. 1J1ti-· 
' !l'-- ~ ~ !"'~~~ 

Por ) a t8nt.J, C'C':':);...¡r8n·~.O }_o~ l.: (i}: ·:tcr·cc:!OS (1e (1) ~· e;., ~·:: 

c.:·~-!:~H. f't.:·::- r:t;c· (.\~:)e~:.(::: . .:) .. o 
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DErlNICJON 2 .15. Lo motriz ider.tidad n x n, indicado por In, es uno motriz cua
drado cuyos elerr.e;-,tos sche la diagonal principc! son fados -f ;¡ los elementos fuera de 
la diagonal principal son todos cero; ie. 

=~ 
o o o 
1 o o 

1 n n renglones 
o o . 1 o 

Lo o o . o 1 -
n -columnns 

NOTA: La matriz identidad in, también se puede definir en rhminos oe la de;!ro de
Kronccker, la cuol se define o continuoci6n. Lo delta de Kronecker, indicado por c .• , 

o r• •· ¡ 1 se oéftl1e por 

ó •• 
lf = si i = i 

\o si i =f= i 

La motriz identidac!.ln 1 se define en términos d!: o .. 
11' por 

óll ó,~ . ó l . . ... • tn o 

[o .. J n x n 
ó¡, Ó tz 

ó J In= = 
•. ó~~ o 

11 

ó~, 
. 

ó~~ o o 

o 

o 

TEOí~EMA 2.16. Sea A= (c¡.)m xn· Si 
m x m re:.pectiva'llente, entonces 1 

In y lm :Cin matrices identidad n x .. >' 

i) In A= A 
ii) A lm ~t ... 

DEMO~.¡r:;,CION: 

_ i) Si In A= [ C¡¡] > C¡¡ = 
n 

L ó ik ·a,. 
"1 

p~r cJ¿;finic.i6n de multi¡:,l_~_ 
coción de matrices. 

k~ 1 

+ ó. . e ..... ó e _._ 
1r •-1 i -1, i ' i j i i . 

Ó (1 + + r o 
i 1 i + 1 i + 1 1 j ·· • • 0 in ni 

e ij = cij 

1 A=Íc l~[ ]= n L ··J a . 11 i j 
==> A 

ii) Es s!milcr. 

~ l 0nk.•'1Ct!S 

...., 1 
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lg ! n D ! J ~ l! !J = A 

[! ! ] [~ ~ J = [ i ! ] ; A 

DEFINICION 2.17. Sea A =[a .. J . La transpuesta de A, indicada por At, es 
. q mn 

una motriz de elementos b •. definida por 
'1 

b¡¡ = a ji V. i = 1 , 2 , . o • • , m , j -= 1 , 2 , o • • , n • 

i e, si 

a 11 al2'''''oln 

A= 0 21 0
22 

á 
2n 

o ml a 
m2 · • • • a 

mn..J 

entonces la t¡ampuesta de A, se define por 

·_ • • • am 1 l 
0 m2 

a J 
mn 

. . 
NOTA: Dacl.J uno motriz A, la transpuestc1 de A, s.;; obtiene iniercambiando lo .. renglonf.:S 
de A para que !l<.?guen o s~r les columnas de At, ie. 

La p~irnera columna de Ates el primer r-=ngl6n de A 

La sesunda columr.~, de Ates el s:-sunclo renalvn de/>.., ütc. 

EJE¡\WLOS. Si 

A~ [~ 2 3 ~] B =~ 1] 
r l -

6 7 2 3 e = , 1 
1 • 

io 11 1 9 11 12 
\ 1 

entonces 
1: ' 

l ~~ 
5 9 

m 
rl 1 J At= 6 lO 2/:. i cr= 

7 ~; 
L w 

L·! 8 
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PROPOSI CION 2.18 

i) (A¡ .)t = (.At) • 
• 1 

•••• ) (A )t ( L ) ·¡ = A' ¡· 

CEMOSTRAC!ON 

i) Debemos demo_strar que el iodo h:.qui~rdo de lo igualdad i), ( L 1 1 ), es igual al 

ledo derecho de i o igualdad i), LDI, 

L 1 1 = (A¡ . ) t = [a¡ l t O, 
a ..... 

a. J = '1 
'2 rn 

0¡2 

a. rn 

LDI = (Ñ ) .• ~ 011 0 12 ..• al¡ ••. aln \ 

1 021 022 ... o2j ... o2n 
1 
1 

l 
0¡1 0¡2 o .. a. 

'1 1n 

a ... o m2 mj 

o • • • O¡ l . . . om~\ 
e:: 21 

012 022 ... a¡2 a m2 

olj o .'") .. o mj 2j q 

o. 0
2n 

o. o 1:1 1n mn 1/ 
-¡· ,1 

Por lo tar.rc, L 1 1 = (A. ) t =-= (At) · = L D 1 Cl 1 • • 1 , 

EJEtv'.PLO. Si /. = -2 
5 
8 

= 

1 a. 
) ,,-, 

primer ren~:0n de lo trcns~uesto de A y lo tercero c.o~u;.-,no ,;e At. 

SOLUCIOi-.J 

(At) 
l. 

por P~CPOS!ClOh! 2.18 i i) 
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= ( f-¡1) l ~J - ( - 1 4 7) 

(At) '3 . = (A )t 
3. por PROPOSICION /.18 i} 

= ( 7 8 9 = 

TEORU,\A 2.19 {PROPIEDADES DE LA MATRIZ TRANSPUESTA) 

i) 

ii) 

iii) 

iv) 

(At ) t ==A 

(.A + B)t == At + Bt 
1 

(kA)t = KAt 

(A3)t = st ;:.:· 

DEMOSTR/..,CI O N~ 

i) r- l t 
S ""a B ::o b· · · =A y sea 

.... - 1 '-' 

Demostrcció,,: 

e = s t =-=> c.. d b 
lj •• 

ji-

Por otro 1 ccb 1 

d 
8 = At ==> b .. a .. q p 

;> b.. = a .. 
fl 11 

(/)en (l)=-.>c¡·1 = b =a •• 
ji lj 

e = í c .• l = st~ (/\~'; debemo~ ¿.=mostrar ~~ .. 18 e·- /' . . ·- 1! _, 1 1 

( 1 ) por d cfi n i_cj 6n_ de 'trcmr:L. c..:;i p 

{?) 
por definició:l de transp•Jesta 

=-..:...>c •. = a .. 
11 1! ~L. i = 1 1 2 1 • • • 1 rn 1 j == 1

1 
2 

1 
• • • 

1 
n · 

--->e= A 
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2. 2 PART!CION DE .t-IA TRICES Y O!!.SRACIC :_S CON HATRICES 

PARTICION.l~DAS. 

DEFINICION. 2.2.1 Sea A mxn. Se dice ~ue la matriz A 

es una matriz particionada de acuerdo a un criterio dado, 

si la matriz ha sido dividida por rayas ?erticales y ho-

rizontales oe acuerdo a dicho criterio. Si 8 es una nota 

ci6n para indicar el criterio con el cu~l la rn~triz A ha 

sido diviGida, entonces la matriz part!cionada A (o la -

partició:; d.:: A según 

EJErlPLO Sea 

2 

A = 

B 

1 

2' 

2 

se indicará F-. 
í3 

Si el criterio B p.:=.ra particionar A cc.-1siste e:1 clivic.ir 

A por una raya verticz:.l entre la prilr.era y segunda co-

lurnna y por una rayc:-t horizontal entre e2.. segundo y e] ter 

cer rengll:.r:, enlences: 

A = 
1) 

Otras particicm:2s c~e A gene"rudct::.; por o.cros criteriús c:e 

partición podr!5n ser: 

rl~ --~--~ :] ; 
l 4 2 1 

1 

Ar: = 
L 

1 

2 l 3 
~ - -----f.--

1 3 2 1 

2 i l 
1 
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DEFINICION. 2.2.2 _A las matrices que se generan por lD -

pa~tici6n de una matriz con un criterio B dado se les lla 

ma subrr.atrices de A generadas por lu. particién de A sesún 

<-!l criterio B 

DEFINICION. 2. 2. 3 Sea A una matriz y 3 una partición so 

bre· A • Las subrr.atrices de A generadas por la partición 
' 

B , se llaman les elementos de AB· 

NOTA. Una matriz particionada A8 se puede repr2sentar 2 -

travfs de sus ele~entos (ie. sus submatrices). 
' 

l·~,; ~~1PT..JC': Si 

rl 5 C) 

r! 5 
., 

9 1 

1 ~ 
G 1.0 6 10 

A = y A = 7 11 B 7 11 
1 -

1 

l 4 
_.. -- - ---

1 

8 12 L4 1 • 8 12 : 

er"'-onc2s la~ subn3.trices de A generadas por 8 son: ' 

11 [ 1]12 rs 
l~l = 1 6 

21 
[ttJ 

22 
A = 2 • A A..,= AB = [8 l¿] 

B 1 5 

L7 
o 

3 11 

y A·8 FUede ser representada 

e~ la siguiente fon:~a.: 

1 5 

l~l 2 6 
A = 8 3 7 11 _ _J. __ 

·-- 1 
11 
-l 1 8 l2J 

o:-::rr:rcrcJ. 2.2.-1 Si r 

ír} 

'¡~ ' =- •' 
l F: 

........ . en Ler;;nnos de las submatrices 

r A~ 1 '121 h~ 
o 

= 
1 L A~ 1 ,22 

~"•n .. ~ o 

. , 
?~·- !."1.:.lCJ c:--,.:.Ga 1 
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DEFHl'ICION. 2. 2. 5 Sea P. mxn y B mxn. Sea B el rni ~,mo 

criterio de partic . .i6n pa.ra A y S:~ , ie. 

rAll 
12 lq r 11 12 lq 

As· . -~ , Be BB Bs' 
1 B 

o 
1 

A = 22 2q . B= 1 21 22 2q 
B IA21 

"" ~ 
A BB B . BB 

'; 
.. 8 S 

1 :B 

l Pl 
P2 Pq Pl P2 Pq 

AB A .. As Bg Bs BBJ B 

La adición de las matrices pa rticionadas; A y BB ·se 
8 ! 

define por 

il 11 12 12 lq la 
+B AB +Bs As + fi B BB 

A + BB 21 21 22 22 2q . 2q 
B 

AB +B., An + BB .A + BG :::0 o B 

tPl P2 P2 P2 Pq Pq 

+ B A + B . ' A + B 
e B B l3 

. 
B B J 

EJE: .:.P LO Si 

r • ] -;l '2 1, 4 o¡- ¡~- o ] 

A~ ·-
o - -0- 1- 1 - -2 I3 ,., = 4 2 1 2 

o 1 ' o 
Lo o ¡ 1. 1 _ . o 1 o o 1 

.J 

ente:--~ :.."'c.· s 
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r~ 1] [o ol r o] r1 oll + L 4 + J L J 
A + :B = 

B :B 

~] [4 ~] [~ ~] [~ 
]. 1 

t[~ + _o + oJ 
_, 

[2 1] [s o] 2 1 1 5 o l -- ---r------

~] 13 31 --
·1' ~4 4 2 1 3 3J /' lj o o 1 : 1 1 J-

TEORE:·L~ .2 .• 2. 6 (PROPIED~DES DE LA ADICION DE ~~TRICSS -

?.;;RTICIONADAS) . 

i) 'P-. + B = (A + B) 
B B B 

:ii) A + BB = BB + i1 B B 

iii) (BB 
-

AB + + e B) ::::: (As + AB + Bs + CG 

DEFINICIOL'1. 2. 2. 7 Sea A .mxn y B nxt. Sean B y D 

particiones aplicadas a A-
Y- B respectivamente, ie. 

í 11 12 lq r 11 12 lsl ~ As J',.B B . Bv Bv V 
A == 21 22 2q Bo 21 22 2s h ·-.. l P. 

A A B B 

:~sj ·B " B .v V o 

~pl p2 :)q ~~ rl r2 
!-. ¡.._ B 1\ 

1 V V S S B L 

Si q - l- y si cada prodt.:cto 

estt; 
" t· . . ., 

\ 
... - o -

(_.¡ l~ 1 j_ ~ :. l c. o 1 

k]' 
Bn ( i == 1 , . . . , P ; j = 
2 :'·,tone es e 1 pro el u e :.::0 .~,, 

1, · .. • , S )~ ::::: J 1 •• " 1 <'l 
se e>.·~ .:.. · .. :~ 
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¡ 

¡ 
cuyo elemento (is j) es 

q_ 

¿; ik k' 
A B J (i = 1, ••. , p; j~l, ... ,s) 

k = 1 

ie 

r 11 r2 lq 

r 
ll 12 ls 

.2\8 A .~ BD BD Bo B ... [5 ... 
1 1 

,, 
B = 21 22 2a 21 --22 2s h 

B D AB P.B ... 
... BD B Bv "E V ... 

'1 
p1 p2 pq rl r?.. B:sJ A A A j B B 
S S ... B V V .. -· 

11 12 lo r2 
(AB BV + .•• +.A- B) 

11 
'A . B 

ls+ . lq 
B 

••• -r,.. 
v ho 

= 

21 llL · lq rl 
(A B B O ·, ••• + l\.B BD) 

21 12 2a 
(l~ ., B + · • · + f\ o V • B 

ls .~ 2cr 
B + .... -...... _.. 

D ·s 

11 pq + ••• + 
B A 

D B 
( i\.., 

o 

pl ls pq 
B .: .J. 7' V .•••... O 

' ..., .. 
- ' ..... ' ¡ 

• 1 

"to- :- ' 

• 1 

1 
1 

1 
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EJ'EHPLO.Si 

1 -

r~ ~1 
11 12 1 2 =~ : 4 

IB~~l As AB 1 

A = 1 

B = 56 7'8;B= = 

-~ -- ·; -- ;·¡··; J V lB V .J 21 22 
ll 1 AB AB . ;---~] 2 2 1 : 3 

entonces 

1 

~] [2 11 r1 12 21 . [1 2 

[i l r4J lll -... 
As t:l + 

AB B 1· 3 6 'JD V IL 1 LB A B ::. 

8 V =-

-. r 2] 11 22· 21 1 
h.s DD 

+ A B r1 1 :J 11 ~JCJ. 
[2 lj B V 

t2 2 

l~ 

32 24 

14 10 í6 6]-TH 
~6 16 ,_16 [

14 

32 

= 

G , 5 

lll 8 J 
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EJEHPLO 

1 o o o 1 o o r 1 o o o 

1 o 1 1 o o ¡-0- -o- ¡ -; ~ 
--J--- )---1 ---~---1------------

= 

jo 
= 1 1 o 

1 L 

0 J o 1 1 o o 
----;-----,----
0 0¡ 00 ¡S O 

o o 1 o 6 

:] [ ~ :] 

.J 

o 

o l 
o 1 

J 

o 

0 o 1 o· 3 
____ L __ _ 

o o 1 o o 

L o 

1 

1 

o 1 
1 

o 

o o 

o o 1 o 3 
1 

- - - - -'- - - - -
1 

o 1 o o 

o o o 1 
J 



2.4 1 NVERSA DE UNA MATRIZ. 

DEFINICIONES Y PROPIEDADES. 
DF.FI NI Cl ON 2 .4. 1 Sea A una matriz cuadrada n x n. Si exhte una matriz B n x n 
tal que 

y 
A B = 1 nn 

B A= 1 nn 

entonces Bes llamada la inversa de A. A la matriz B se le indicar6 por A-1
¡ ie, la in

versa de A, indicada por A-l, es una motriz tal que 

AA-1 =A-lA =1 , r.n 

NOTA. Si para una motriz A no es posible encontrar una matriz A-1 que satisfaga la de
finición anterior, entonces se dice ql!e A no tiene inversa o que su inversa no existe. 

TEORH.·\A 2...1-.2 (PRCi-IEDt.DES-DE LA MATRIZ 11'-!VERSA). Sean Ay B matrices n x n 

y s.ean A- 1 y a-1 sus rcsp~ctivm inversc:;;. Se afirma que : 

i) (AB)-1=8-1 A-l 

ii) (A-1)-1 =A . 

iii} (Af)-1 =(A -l)t 

DEMOSTR/,CI ON DE i). Paro q1.12 s-1 A-1 sea la inversa de AB, debe scHsfoccr que 

(B-1 A-1) (AB) = lnn 
• y 

(AB) (s-1 A- 1) = lnn 

los dcmo~1rccioncs de estos de~ cond:ciones -se prE:S<::n~a-en le.;; siouie:1tes demonc!os. 

DEMANDA 1. (B-1 A- 1) (,lió)= lnn 

DEMOS~ RACI O 1-1 
(B-1 ¡.._-1) (,LG) = (s-1 A-l A) 8 por asociatividod en la multiplicacion de matric~s. 

= s-1 (A-l f.) B pcr c~ocicri•!lclat:l de en la multiplicC'CÍÓ.'l d~ rr.r,;~ic·-~. 

= B- 1 1 B nn 
B-1 ., 

= b = lnn o 

DE/v\AND/ 2. (A8) (s-1 A) = lt'1n 

Dtlv\OST~t-CION. Es similar, a la a;;terior, ie. 

(AD) (8-lA-1) = V,~~-1) ¡,-1,... A (Ba-1) : ... -l==.t\lnn t .. -1 

= AA-1 = 1 nn O 

Dc~.'\OSH<,-.1(1 ON DE '1'1) D ' ' rc:.;t.:!mo~ c·2r.~c trc:r cui" 

¡\ -· 1 ( ~ - 1 ) •. 1 = 1 ,...., nn 
y (A -1) -1 -1 = A ln;l 

Lo cl::::r•·o:.~ c..:i6n es lreviül, )'O cue co:.cc.~rr,_·~ GUc! a.Jru cucl ... ;ui~~ r:"Grriz B CO'l in·:c·s.:!, ~: 
• ' 1 ' 1 

deGe s.~;¡~;-oc~r que 



Por lo tanto, si hocemos B =A -1, 

(A-i) (A-lt1 = (A-1)-1 (A-1) = lnn o 

DEMOSTR.ACI ON DE iii). 

AA-1 =A-lA= lnn ...,. (AA- 1)t = (A~i A)t =In~., 
-+ (A-l)t At=At(A-1)t=lnn Teoremo2.19 iv) "(p6g.l3). 

Por lo tonto lo inverso'dP. Ates B poi definición de inversa. Pero B = (A- 1) entonce> 

ia inversa ce Ates (A-1)t, ie (At)-1 = (,A-l)t o. 

TEOREMA 2 .4 .3 (1 NVERSA DE UNA MATRIZ 2 X2). 
r , 
: ¡ 

A= 
012

]. entonces 
0 22 

donde IAI = o11 o
22 

-a12 a¿ 1 . 
DEMOSTR.t-(1 ON. Suponga que 

_B=l.-...---t--:] --
es la i11versa c!e A, entonces AB = 1, 6 sea 

[O]] 
b21 

0]2] 
b:?2 [: :] = [: ~] 

rll" + 012Y 01 JX + OJ2Zl 
c¡l .,, 0 22Y 0? ,1 X + O;nzj 

011 w + 012 y 

021 V.' + G22}' 

011 X + cl2z 

02]X + c.::r¿z 

Resolvien.Jo en los vc-r;oSics \'1 1 X, y z , se ti e i' e e¡ u e 

[~ ~l = 
_, 

= 1 

= o 
-· o 
= 

·. 



[w :] 
02? - 0 12 

-c12021l 
B = ! y = 022 011 -al:¿ 021 0 22 °11 

- 021 011 

'12 °11 -a12 a21 '12 oll -al2 a11 

B= ro22 -al] ~022 -o12] 
~2 °11 -a12 °21 

= 1 o 
IAI 

[ 0 21 en -~1 . 0 11 

EJE-MPLO. Si 

:] r 3 -4l r~ ... Q 
,_ 

r {\ :;., 5 
A -1== A=. er.tcnces 1 1 4-".t : 2 -s. L·-2 lj .. ,.. 

TEOREf\M\ 2 .4.4 (l NVERSION DE MATRICES PO!< P.ART:CIONES). Si A es una 

marriz n x n, pcrticionado cie ccuerdo al sigui~n~t. critE:rio 

'al, P + 1 ··· 0 1n 
1 : 
1 ~ 

1 

1.ap, p+l ..• apo 

l 

-·---------
1 

o ·- a . e ..1. +. á....+ P, 1 1 • • • o•'::> 1 P · 1 P 1 • • · t-' 1 ' n • J 1 i, 1 
• - ... ' 1 

a n, n 

doncb JJ. == (M-R N-l Lf 1 

· ,\ :. - N- 1 L JJ. 

P = - JI. P. N-1 . 

11= 

ou.·.osrr;~c' C:---.J 

W. es p x p • 
L es q x p 
R es p x q 
N C'S q X q 
p+q=n 

es p x p 

es q x p 

es p x q 

GS C] X q 

SL';':l"':~ c,.1c !':' in· .. ~r~c de A :,s u.;[c;~~~~"!:. :::..iti~::)r.,;~:-.1 ¿e lo fc-rmo 

A == 

.\ V J 
.\ )' )/ 

J.!. f'S p X O 

.\ e~ e¡ >: p 
¡l o p ), e; 

. e S Cj X q 

-~ i \ 
) \ 

\ 

- . ..1. l S' j· 



Por definición de ir.verso, ~e tiene que 

-1 A A = L, .... 
1111• 

Est-o igualdad expresado en forma porticionoda presento lo siguiente formo 

R l r~ 
Nj LX 

Realizando el producto de les rratric~s particionacias del lac.lo izquierdo de lo igual
dad anterior sa tiene que 

[M" R ;t._ J [ 1 ~ + MP+Rv 1 ¡O = pp p X G 
L J.L + N ;\. L P +Nv ----t---

Oq X p 1 1 qq J 
MJJ. + R ;-... = 1op 

L ¡;. + N>-. =Oqp 

lv'l p + R ~· =Ooq 

L P + N V= lqG 

(2 .4. 2) ·--+- >-. = - N-l L ~ o 

(2 .4.5) en (2 .·L 1) -~- 1':\JJ. + R (-N-l L ~) = I~P 
_,. (M-R N-1 L) J.' ::. 1 

DP 

-+- J.t = (M-RN- 1L)-1 1 
. pp 

-+- J.t = (M-Rt-J-1 L)-1 D 

(2 .4. ~) -+- V ·== N-1 - N-1 L p o 

(2 .4.7) en (2 .4.3) -·M P + R [N-1 - N-1 L P] = Opq 

-+- [!l- R i'J-1 L] P = - R N-1 
- -+- P =- [M-RN-1 L] - 1 P.N-1 

-+- P=-J.J.RN-1 Ci 

EJU/.PLO. Si .... 

~] l. 

A= 
., ') 

·- "' 
3 4 

SOl..UCl ON. u~:. pc.•iclc ;:-c.rtic; . .sn de r\ es 

[

1_ -~ _2- - 3l 
A := 2 , 3 !.J 

3 ! .{ 6 

=- l''-\ RJ 
1 L N 
L -

Por lo ~'Jn~o, 

(2 .4. 1) 

(2. 4 .2) 

(2 .4 .3) 

(2 .4..1) 

(2 .4 .5). 

(2 .4 .6) 

(2. 4. 7) 



.. 
~ 

. r 

:] J.!. 

A-1 = l ~ 
N=[~ :] -1 ~r6 _ 4] -~3 -2 J _. N = 

2 L-4 3 - -2 3/2 

Yo que N-l existe entonce~ la partición e lt::gida es apr~-pioda y podemos aplicar el 
método por particiono de acuerdo o_l teorema anterior. 

,¡;. = (M-R N-1 L)-1 = (1- [2 3] [ 3 2] [2] )-1 
. -2 ;/2 3 

JI. = (1 1/2] [~] )-1 = (1 - 3/2)-1 = (- 1/2)-1 

J.L =- 2 

:_2 ~_o- ~l 
o 1 3 -2 

1 : -2 1 J 
= 

-2 
o 

Q: 

l 

-2 

Otrc1 posiblra solución es eligiendo la siguie11te partición 

A= fL _;_ ~ ~ = ['LM R l t3 4 ; óJ. NJ 

N = 6 _. N-1 · = 1/ó 

Y N -1 . t : d ' 1 • • • a e;·-·~ ex1s e, en.onces e oo::uerco cq teorema Ci'f(-;"lvr se rtene 

J.L (M-P.N-1 L)-1 = ( G 
~] r~ J (i/ó) 

r 4] )-1 = L)· --
L·} 

[1:1 r1 l~ ol J.L = 

1:3 
= 

31 
_l 

-1 l u =- 2 [~ ·~ J í--2 o-1 [1 
, 

X = -N = -:1 
6 Lo 3_] J 

'¡ 
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2. ALGEBRA MATRICIAL 

2. 1 lnt~cduc.c.i6n 

Una. ma.tJt.iz ~~ un a.Jtlteg.to ltec.ta.n.gu.e.a.Jt de. ei.emen..to.6 d.CJ .t~'-i..

buidC'.ó en "m'' Jtengi.one~ y "a" c.o.i.umna~, ~,¿ a. .ta. ma.tltiz .iC. le. d.e.

no.ta. pó~ la. .i.etlta. A, en.ton.c.e-6 a.l elemen.to del ".i.-é.6.<.mo" Jte!1gt6ir 

y de e.a "j-l.6ima" c.olumn.a. .6e. le. lte.plte.~enta.Jt4 po~ e.l .6lmboea a ..• 
~j 

GeneJta.i.mente. una ma.tltiz .6e ltep~e4en.ta. me.d.i.a.nte. palténte.4.i..6 c.u~-

d!tado4 c.omo .6e mue4tJta. a. c.onünua.c..<.6n.: 

..... 

. . . . . 

,\ = ( 2 • 1 J 

a. 1 a 2 m .n • • • • • a. 
m~ 

) ~ . d . d d" Le,¿ e.temen.to4 que. componen una. ma.tJt.<.z pue z.n .6 elt ~ .{.v.¿.t-

.60J t.i.!Ju~: núme.Jto-6 .1r.eale4, núm~ . ..'t.0-.6 c.ompR..ejo~, 6unc.ion.e.4 en el.. 

d:Jm.i.n.i.o del tiempo, etc. .. 
A.e. ~ e.Jt una. matlt..i.z: un aJtltegR..o oJtden,tdo de. ete.me.n.to~, pe.>t.

~.i..te que al apR..ic.aJt c..i.e.Jtta metodoR..ogla a dic.ho a.IZ.Jte.glo .6e obtefi

ga una 4 e~ie de Jte4ultado4 que Jtl!.óponden a .ta.-6 .i.rLteJtltogan.te-.6 pe:.':.. 

R..M que .6e o1t.i.g.i..n.6 e.R.. aJtlte.gR..o; en.t-te a.lguno4 de R..o~ pltoc.e.6o!i u~ 

R..o-6 que 4e uue..i..za.tt a.Jtlte.glo-6 ma..t.'l.ic..i.aR..e.~ Je .t.i.ene.: jeJta.l/.qu.i..z.c..-

c..i.ón de ac.üv.i..dade-!1, almac.e.nam-{en.to de da.to-6, .i.nven..taJt.i.o-6, Jte.

plte-6 eH.tac..<.ón de. 6-i.J.te..r~a-6 d.i..nátn.i.co-6, 4.i.~.tema4 de. ec.ua.c..i.o11Z.~, e....tc. •• 

E:U:..ó.ten c.i.e.Jtta.-6 d.i.4.tJz.ibuc..i..one.4 .tlp.i..c.a..~ de. R..o-6 eR..e.tne.nto4 é.e. 

una ma.tiL.i..z IJ de. a.c.ue.Jtdo a. e..t.ta.-6 ~e. c.la.~.i..&.i..c.a. a la-6 ma.tlt.(~e.-6 en 

dJ..ée.ten.te-~ tipo-6, e.ntltc. lo-6 qur 4e. tienen: ~ 

Ma..tlt..i.z Cua.d~ada 

EJ una ttla.th...~:z e.n. la. que e.e. nt1me.Jto de. lf..e.nglone.-6 e~ .i.gua.e. 

a.e. nGmcJto de. c.o.e.wnnctJ, e.4 de.c..i..Jt, m=n. Po:r. e.je.mpR..o: 

A = [: :] 
( 2 o z )· 
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M a. .t.Jt.i. z N u..t a. 
1 

E~ u.•tct nra:(:-'l.-<.z ri:e. oJc..de.n c.Lta..f.qu..i.e.Jta, en .e.a. que. t.odo-6 .to-6 e.-
.le.me.n.:to~ .Jan Húto.6; polt e.je.mp.f.o: 

Se. aco-6-tumblta. de.no.:ta.IL.f.ct polt e.t .6lmbo.to ~· 

Ma.:tiL.i.z Ident.i.da.d 

( 2 •. 3}. 

E .6 un a. ma.tJt.i. z c. u a. d-'l.a. da. en .f. a. c. u. a. .e. .e. o -6 e .f.en1e nt o .ó d ~ .e. e, d.i. (l

gona.i. p!Unc.i.pa.f. .óon u.n.i..:ta.Jc...i.o-6 y e..f. Jc..e.6.to .6on nu..lo~, e-6 d~c..i./:: 

, .¿ 1 J 
.{. :: j 

S.::. ~u.e.~c d{'.ll•J.ta.-tta. C.OIIIO r donde. "n" -i.nd.i.ca.. e..e. oJtden ele -e:· i'l:t:-ú.:. 

p.f.o: 

("¡ e .. .6 e .e.. e 
.(..j 

---11. 

c.onoc.e. C. Olí! O 

I
3 

= ~ I ~ 
Matlt.i. z V-La. g o 11 a .e. 

de..e:ta. de. K~tonec.hv: .. 

• 1 ,., 4) 1 ... 

E-6 u.na. ma.:tiLi.z c.uadtr.a.da. e.n .e.a. qu.e. to.ó e.l'.et11erltu~ qu.l' nu pe.tz.

te.necen a. la d.i.a.gona..f. p!t..i.nc..i.pa..e. ~on nu.to-6, e..ó de.c-<.Jc..: 

a. . . = O ~ .i. .i. 1 J ( 2 • S·} 
-<.j 

Un e.je.n1p.f.o de e.-6.te. tipo de. ma.t-'l..i.z ó e~c..la.: 

A = ~ 1~ ,e:J ( 2. 6} 

~fa.:tJt...i. z T tr.a.n-6 pu. o .ta. 
E6 una. ma.tJc....i.z. C.tLadJc..a.da. qu.e. .6 e. obtieHe. a. pa.tr..t.i.Jc.. de. ttna. ll!tl-

tiL.<.z dada A út te.Jc..c.~w:b-i.ando Jc..e.nglone..6 c.an c.c•tcLH1Hct.6. Se .e..e. denota. 

cott e.e. .6 .[.nrbo.e.o A T y .6 e. c.u.mp.te. q u. e: 

a.~.=a... (2.1) 
.(..j J.<.. 

( 2 
, , • 

• ~ 1 



o e.qu..i.va.le.H.tc.me.n.te: 

b .. = b .. 
-<..j j-<.. 

( 2 • 9 } 

En.tJt.e lcw ma.,t~¡,-ic.e-6 .6e de.6..i.n.en do.6 opelt.a.c.-i.one.6 bá..6-i.c.a.6: 

-.6Lwra. o Jt.e.6:ta. de ma.tJU.c.e.6, 

-mu.l:t-i.pl-ic.ac.).6n ma.:tJt.-i.c..i.al. 

2.2 Suma. Ma.:tnic.ia.t 

2.2.1 Objeto 

Ob.tene)t .ea. .& uma de do.& ma.VU:.c.e.& de. ).gua..t. otr..den, o .6 e. a: 

C = A + B (2.10) 

2. 2. 2 ,\!{:todo 

Pa.~ta pode.tr.. eóe.c.tua![ .ta .5Llllia. éP. do.6 ma.t!t-ic.e.6 (A+B) ~e te.

qu.i..e.![e. ~u e. ~ ~a.II C.OHflOitmab ee..6 palt .. t .fa. .6 uma, lo c.ua.l -i.mpl-i.c.a que. 

e.l o![de.n de la.6 do.6 ma.t![).c.e..6 e.J ).gua.l. En o:ttr..a..6 pa.la.b![a.6: 

.&).. A e..6 de. O![de.n (mx.n) 

y B e.6 de. O![de.n (1Lx..6j 

la. .&uma C=A+B - -- e.6 p 0.6 -i.bl e. 6olo .&).. m=lt y n=.6. 

Lo.& e.le.mento-6 de. !a ma.tJU.z .6uma. e.&t~n da.do.6 potr.. la 6-i.gui¿~ 

te. .tz.elac.-i.6n: 

c. .. =a .. +b .. 
-<.j -<.j -<.j 

( 2 • 11 J 

El Jt.e.6.ta.Jt. do-!! matJtic.e.& equ..i.va.te. a. c.a.mb).a.tr.. e..t .&).gno de. :to
do.& lo.6 e.leme.n.to.6 de. una de e..tla.6 y e.óe.c.tua.Jt. la .6Ltma, e.ó.to e.J: 

W = X - Y = X '· ( - ~) (2.12) 

2.2.3 Ve..&c.n-i.pc.).6n de.l PJt.ogJta.ma. 

a) Subtr..uüna..6 ![e.que.n).da.-6: 

SUBP.OUTINE SU.'.fAT(A, B, C,N, ,«.!), e.,!lta. .6ttbJz.utina e.¡)e.c..tua ta. 

óuma ma.tn-ic.-i.a.l, el p![og![ama pJt-i.nc.).pa.l le.e e. -i.mpn-i.me. 

IL e..6 LLl.t a dO .6 • 

b)Ve.óc.Jt.-i.pc.-i.ón de. la.6 va.Jt.).a.ble.J: 

,, ' 

,~:~~¡:" 



·palla la .6u.bJt.u.ü.n.a SUMAT: · 

N 

M 

A(1,J) 

B(I,Jl 

e 11, J J 

c.an.ü.dad de Jt.en.gi.o n.e~ de c.ada ·u::J:ct d~e la~ 

ma.tJt.¿c.e.6 que .6e de4ea Ju.maJt.. 

c.a.nüdad de c.olumn.a.6 de c.a.da u.na d:e. .ta..~ 

ma.tJt¿c. eJ q u. e. .6 e d e.6 ea. 4 u.ma.Jt.. 

ma.t~z .6 u.ma.n.do de. oJt.den N x.M 

ma..tlt.t.z .6 ttma.n.do de oJtden. Nx.M 

matiZ.¿ z .6 u.ma. 

P.a.Jt.a. el pl!.ogJta.ma plt.inc.¿pal: 

!N c.a.nüda.d de Jte.nglone-6 de la..6 ma.tuc.e-6 

-M c.a.nüda.d de c.o.tumnM de la..6 ma..tu:c.·e.6 

A~(,!,J) ma.t~z Ju.ma.n.do de. oJtden NxM 

B'(l,J) ma..tJt¿z Ju.ma.ndo de. oJtde.n. NxM 

e! 1, Jl 

·C.) Vi.P1e•:.6¿one.6: 

La. ,pJtopo.6.ic.¿6s~ VI.'.lENSicm debeJtcí 4e'L mod¿6¿~a~l~.t .t{[n.:to 

toen e! pl!.ogJta.ma plt-i.l~c..ipa.l c.omo en la. .6u.bJtu..t.<.Ha C.tta:n

do·: 

N > 1 O _ 1J / o - . Al ~ -1 O 

d) F o ILma. to.6 paiLa. lo .6 

SEC.TARJETAS 

da.to-6 de e.ntJta.da.: 

1 . 

2 

3 

. 

FORMATO INFORMAeiON 
(215) N,M 

( 8F10 .O) 

(8F10.0) 

A(I,J),.6e. da.n lo.6 elem~u~:~ 

de !a. ma..tlt.iz lte~geón p~lt 

Jten.gl·ún.. Emp!ea.Jt tanta.J :te.:::_ 
jeta..6 c.omo .6e Jte.qu.ie.Jta. 

B(1,J), .igual que pa.Jta. ta. 

ma.tlt¿z A . 

---------------------------------
otlto.6 paquete.J de da..to-6 (opc.¿ona.l) 

n. 

e)Via.gJt.a.ma de. b.toque.6 

TARJETA EN BLANCO, at 1 • 
;) ,( -

n.a.i.i Z a.Jt .tOda. {a. -ti'!¿(' lll)lcl .. 

c..¿6n.. 



Fig. 2.1 Viag~ama de bloque4 pa~a el p~og~ama 
p~inc.ipal 
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h4ee.Ju 
C(l,J)aA(I.Jl + 
8(1,1) paAa toda 

J 

F.i..g. 2. 2 VútgJtama de.. b.toque.-~ paJta. .ta -5 ubJtu t-lna 

SUMAT· 

· 2 S 



6) L.i..tdado: 

t· P~n~QA''•~ F'A¡;A ErfCTU!.R LA Su".:. ¡;C IIOS ''<lTRieE:s , 
C._ H. ;J!G'•lF"l\A'hl D!: t.;.:; V~Rl',JLé..S E••~"I..~:,JAS.f'S -··· -----------
e '"'lct.••rruaD ~-!: Df''GL~"ES rE LAS ~~~~P!CLS 
e II"CA'JT!;¡A¡:; ;>E CCLu' 111&S oE LAS ' 11.T¡;1Cf:3 
e- lo Y '!:••:,Tilli:E~ CliC ~EHA/l SUIIADAS.-----
C e::"A'RIZ SIJIIA 

e 
--C. 

o ¡•·r' ~ro'' A p iJ, 1 o, , a o o, t o , 1 e e 1 o. 1 o) 
LECTl'IH r1E t>ATO:l 

ll(~!)(S, ¡ng) 
Jf"(¡¡) ?,?, l 

2 Ct.t.L lYIT 
'S 00 q 1=1,11 
4 Af.A!)C'j, ISiJ) 

.,,,, --------------------

--- ---------

!:los 1'"1,'1 ---- ·s llEIIC·CS, !'50) CDCJ,J),Jo:l,~l) 
e 
e--· e 

I:1Pi'f3JU'I Of: DATOS 

Wl!Uf (6, ?00) 
- -. - -- - --~ 

---·-- ., 0 0 b I"'l '1 
ARTTf(b,l5~) (4(l,J),Jsl;N;-----
WiliTr <t., Hlll 

·-.- -., O¡¡ 7 ¡: 1, '1 
,,;n TE !b,25<') (ll(l ,J ),Jai ;N) ______ -

e 
e 
e 
e 
e 
e 

- e 
e 
e 

e 

LLA•rt.on nE 5'19DUT I'IA PARA EF'E~TUA_A .b~_SU~A. 

CALL 51t11Af(A,B,C,n,IO 

JrtPRESfUII OE RESUL TAllOS 

WRITF (1>, 150) 
1:1 0 e 1"1•" 

3 "RlTf (h, 2~0) 
c:o ro 1 

(C(l,J)IJoiiN) 

FOPrt.HOS DE' lECTURA E IIIPRESJUII 

1011 F'QIIII!f(2l':i) 
150 F(j 0 11T(7F'IO.O) 
ZO~ FQ:>t:A T C 1111, S C ll 1 1 í>l(' 1 LAS Mil T~ ICE~ _!_g_l!_ SU~A~_SON_I.! l_!~J.r ~ OXr 1l4A_T_R lz._ 

1 A 1 1 /) 

250 ll'C""AT(I,.3X, 10CEI0,3,2V)) 
loo r¡,rr::q(3Cil.t01,'111HPll' "'•1) 
JSO Fc;r>·'AJ(c.C/l 1 !1)( 1 

1 'iAT~IZ sU' 1A' ,if- ·-- ·--------· 
rr.n 

F~g. 2.3 L~~tado del p~og~ama p~~nc~pal 

sur.r¡rl''l'JE 5''"4TC.\,B,c,rt,:,l 
S·J!J,,•rr·.~ 0 .\QA Sil '~R ''ATn[CE3 , _ t __ 
~~~··TfiC~Dfl "1( L~S YAf!t,;nL!:S ("''L(I\045 ____________ _ 

e 
e 

- e_--

A Y I':"~Tr!C€S ,¡•Jt: :,r "E.SEA S.;"Aq 
"=~~'•Tlí,A¡¡ .:>': "U•C.Lú'E.S nE LA3 114f!:lCE:9 
••:Ct.' TIL,~D uE COLV"fl,\3 DE LAS "AT..:ICES_ --·----------
IH"E.•·.:.!;>'I A (1~, 10),8(10, llll 1 C(IIlr10J 
O o 1 I Q 1,11 
DO 1 J a 1 , 11 - -- -
C(l 1 J)2A(IIJ) + A(IIJ) 
D[ TUI!III 

_[110._ ·----

F.<.g. Z. 4 L.<..~ .tado de. .ea. ~ ttbt:.u.t.<.na S W.~AT 

29 



2.2.4 Ejenrp.e.o 

En una ~e.nda de a~~culo~ eléc~~co~ ~e venden ~e~~~ten

c.tLW eléc:t.Juca6 de. 714, 712 tJ 7 Wa:t:t de. pc•te.nc~a en .6 e~6 d.i.6 e.-
Jr.e:n.te-6 val o~e.~ ~e.~~~ :t~v o .6 • 

S~ la..6 ex~~:te.nc..C:.M un v~e.~ne.J po~ la .ta~de. .6an: 

7/4 1/2 

100 n 200 380 2 7 5 

150 n 400 250 275 

7 • o K 500 175 325 

1.5 K Loo 225 1 5o 1 

1 o. o K 600 380 180 

1 5 . o K 550 250 220 

tJ e.e -!áb ad o je ~e. e tb e U.ll a ~e.me.6a con .la~ ~..C:.gu~~:.n;te5 C.Cl)~(t.C ~,-' .. 11 f.:, -

Uca.j: 

1/4 1/Z 
100 n e o 

90 50 

150 n 90 100 55 

7 • o K 7'5 ~ 90 60 

1. 5 K 65 95 55 
1 o. o K. 80 100 60J 
15.0 K 75 11 o 60 

Ve.teJtm~ne ta.-6 Jte5LLt:enc~CL6 que :te.ndJtá en -l.rtVC.!l:tCUL LO e. .e 

e-6 .ta.b .e e c~nr~ en .t. o el .eune.-6 polt ta 111a.ña.na da. do que n~ el sdbadv 

n..C:. e..e dom~ngo ftu.bo ve.n.ta-6. 

" SOLUCTON 

TABLA 2.1 Vato-6 pa.Jta e.l pJtoble.n:ct de..t ejemplo 2.2.4 

N=6 

M=3 

roo 380 27n 400 250 2 7 5 
500 1 .., r 3 z 5 1 1 J 

A = g a o •7 ? r 1 S O 1 
~ ~ :J 

J S J i u~~ 
350 
250 2201 

...J 
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"""i 

w 
90 50 

90 100 55 

'B 
75 90 60 

= 

us 95 55 
o 100 60 

75 11 o 60 

TABLA 2.2 Re~ul~ado~ del p~oblema del ejemplo 2.2.4 

IIATRU A 

,2ooE+113 ,JqoE+Ol ,275(+113 

,QOOE+Ol • .i!~Of'tl'll ,Z75E+tll 

--- 0 500(tlll ,l75E tOl .lZSEtlll - --
' o eOOE t O 3 ,225Etfll ,l'iOEtOl 

ooOOt tU ,l~O!tOJ ~ JIII)EtiiJ 

---4 .sso~tQJ .zsottoJ ___ .Z20E+O!. _ 

IMTRil 9 

,'lOOE+112 ;¡ocr•ol ..• S"ioE+nz -
,7'50(+112 0 'lO~E+OZ :~>oor+nz 

--- ,650[+02 ;qo;oruz- - ;s'ioE+DZ 

___ ,eocr+Oi! .. 1 1 OOE+Ol -- ;bOOF:+IIZ 

;750(+02 :IIOE+Ol ;bOO(tOl 

----- ·~·-- ----

~IATR IZ SU"l4 

__ ;zeor•o:s -· ,117ú~+Ol ,325(+03 

;Bor ,ol 

;s7Sf't03 - - ;.i!bSftOl -- ·;J~SCtOl 

__;a~>SEtOJ ___ ,Ji?cE+IIl ____ ;zosr.oJ __ 

~oBOEtOl ;Q~OEtOl ;zaoEtD3 

--~62'3E:+Ol-- ·;li>OE+Ol -- ~2i10Et0l ----

37 
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' 1 

2. 3. 7 Objete 

Va.dCL6 do.6 matJt-i.c.e.-6 A LJ ª-' obte.ne.Jt e..e. pJtodu.c.to matlt-i.c.-t.a.e. 

C de la. ÓOJtma: 

C=AxB (2.13) 

2.5.2 Método 

Pa.Jta._ e.6e.c..tu.a.Jt e..e. pJtodu.c.to e.ntJte. do<:: ma.tJt-i.c.e.-6 ( Ax~) .6 e Jte.-

q u.-i. e !te q u. e lCL6 ma.tJt-i. c. e-6 .6 e an. c. o n. ó o Jtmab .e. e..6 pa~ta.' la. mul.U.p .t-i. c. a.c.-<. ó n, 

lo que e.q u.,¿ va le. a. q u. e el 11 úm e.Jt o de c. o.tu.m n.a.-6 de .e.a. ma.:tJU. z pJtemu...e.- ! 

.t.i..pL¿c.adoJta (~} .6e.a -i.gu.a.l al n.úme.Jto de. Jte.n.glon.e.-6 de. .e.a. po.6tmu..t

tiplic.ad(IJta. (_!i), e.6 de.c..i.Jt: 

~,¿ A e~· de. o.'tde.n. (nrxn) 

Lj B €_,!, de. () 1Lde.n. ( Jt X-5) 

el pJtodu.c.to tt:a.ttt-i.c.1al AB -6e.Jtá po.6ible. /~o.e.o .6-i n.=IL y e..t 0 1Lcle.n de. 

la ma.tJU.z p!todu.c.to .6 e.Jta. (mx-6). 

S.i. .e. a m a.trJ.: f_ 1t e.p!t e-6 e.n..ta la. m a. tJt-i. z Jt e.-6 u..t.ta.rt:t e de .e.. p :r. o d t..: c.·· 

to ma.t.t-i.c.-i.al AB, en.ton.c.e.-6 e.L e..f.e.me.1t.to c. .. e.:~;.:tá. dado poJt: 
-<-j n. 

C..¿j =2: a-t.l 6.tj' 
l= 1 

-i.=1, ••• ,m 
j=1, •.. ,.6 

(2. 14) 

E .6 .i.tnp o Jt:ta nt e lt a c. e.Jt 11 o ta.Jt q LL e e .e. p!t o d t..L c. t o ma.:t/t..L c.úL e. rt o e..6 

c.onmu..ta..Uvo, e..6to e.-6: 

2.3.3 Ve..6c.!Upc..<.ótL de.l PJtoglta.tHa.· 

al S u.b -tu tina-~ h e.q u e. 't-i. dcu : 

SUBROUTINE .1.!ULT.'.IA(A,B,.V,.~l,L,X), e.~.ta. .:SubJtu.Una. e6e.c_tua 
e.l p!todu.c..to ma.tJt-i.c.-i.a.t ,\x..s"'. E-t p-'t.O:J ta.nra fH.i.nc..[pae. -6 e 

e.mple.a. pa.'l.L1 la. .te.c.tLt'!.a de. da..to.~ e. -i.nrp-te.6-i.ón de .'".e.~ue.

ta.do-6. 

b)Ve..6c.!t-i.pc.-i.6n de. laJ va.~-i.abe.e~: 

P a.Jta la J u b .tu .t{ H ct .\fU L HIA : 

A¡ r, Jl 



8(1,1) 

X(1,J) 
ma.Vt.,i z po .6 .tmu.lt-[p.Uc.a.d o Jta. de alta eH ,\f x. L 

matJt,iz p!toduc.~o de oJtden Nx.L 

~ .. 
JJ 

Pa.Jta. el p!tog~a.ma. pJt,inc.,ipa.l: 

A(1,JJ 
8 ( 1, J) 

X ( 1, J) 

c.) V,ime.tt.6.ione.6: 

ma.tJr.,iz pJtemuJU:. . .tp.U.c..a.dolta. de oJtden N'x.M 

ma.t!t,iz po.6t.mu.l.üpl,ic.a.doJta. de oJtdeH. A!x.L 

ma..tJúz ptLoduc..to de o~t.de.n Nx.L 

La. p!t.opo.6.lc..ión V1MENS10N debeJtá. .6e.tL mod.l6.lc.a.da .ta.n.to 
en el p!t.oglta.ma. plt-i..nc.,ipa.l como en la. .6u.bJtu..t-i.na. c.u.a.nda: 

N > 10. y/o M > 10 y/o L > 10 

d)FdJtma..to-6 pa.~a. lo.6 

SEC.TARjETAS 

da.to.6 de en.tJta.da.: 

1 

2 

3 

FORMATO IN FO I<MACT Of.J 

{315) .V,M,L 

(8FTO.O) A(1,J), lo.6 eleme~tc.6 de 
la. tHa.t.Jt.i.z .6 e· dttrt n.e.Hg.(,-:-~t 

polt Jtengl6n.EmpleaJt la ca.~ 

.t,ida.d de ta.Jtjeta.~ qu.e .tJea 

n e c.e-6 a.Jt la. • 

B(I,J), ,igu.a.l qae en el ca 
-~o a.n.teJt.<.oJt. 

o.tJto.6 pa.qu.ete-6 de dato.6(opc..lonal) 

n 

e)V,ia.gltam~ de bloqu.e.6: 

TARJE-TA EN BLANCO, a.l 6,¿
na.!.<.za.Jt toda. la. .<.ní)aJttr.a.

c.-i.ón 



-:J uclyvv.(1id 

1H(11i11601id "J'o LJ1¡t>c/ ~~-a11bo"dq op vtH1J1.'6-v!a s · z · 6!:1 

/Jf 



hac.e..t: X(I(,JI• 
X(K,JI • A(K,l)c 

'B 1 I, JI 

Fig. 2.6 Viagnama de bloque~ pana la ~ubnutina 

MULTMA 

35 



6} Li.¿¡ :ta.do: 
C ~RC~RIMl PAql EFECTUI~ P~C"UCTJS ~ATHICIALES 
C Sl'.r.lriPCC riE LIS VAqlllLFS [MPLEAOAS 
C A"•ITRil PR~"~LTIPLI~ACC~J DE ~qQ(N (NX~l 
C b••ATRil PCST~LLTIPLICaQ~Ai DE GAO[N (HXL) 
C X••AT~I2 ~-CO~CTO :r ORO(~ IN1L) 

~IW(\SICN AC¡Q,¡Q),B(IC•IOI•XCIO•lO) 
1R•5 
1~·6 

~ L[CTLPJ CE CITC$ 
h(IC(I 0 •1Cl ~~~•L 
1 r e ·• 1 ' , 2 • J 

2 CILL rrrr 
l .. e 4 r•Ph 
4 RP:II 0 .tll (A(I,Jl•l•l•~l 

1.10 5 ,.,,. 
5 REI"II"•I!l CECI•Jl•J•I•Ll 

C I•Pors!C~ CE CATOS 
t.RIT!C 1•112) 
liO ~ l"l•~ 

6 ~P17rCio>lll CAII•J>•J•t•~l 
~FITECI•IIQ) 
(,( 7 ,.,,. 

7 oqlHII•dll Ca([••l•J•i•Ll 
•nTEcr.,¡s> 

e LLJuJ:1 ~[ sue~~y¡,, P•qA EfECTUAR PRODUCTO UATAICJAL 
CJLL ·~LT•Ail•e•N•••L•x> 

e l~PF(SIC~ CE R(~~lTA10S 

.. e ~ r • 1 •' 
8 •"ITECI·dll OIJ,~l•J•l•Ll 

"C T r. 1 
C FCR•ATn~ ~~ LECTVRA ( t~PR(51Q~ 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

tll fL~··n e ll5l 
11 I(Owarcert"oCl 
12 FC••,TC4Cil•~~~·~~T~Il •',ll 
1) fU•JT(¡,¡x,ICIEIO, J•ll l l 
14 rc~vJt(a(t),~x.·~-'"'1 q'•l> 
15 rcP•ATCG(t¡,~x,'~ATR!Z ~~ooucra•,t) 

l~C 

F).g. 2. 7 L)..6.tado de.l p!Log!Lam(t piLÚ't_c.).pa_l 

SceRCUTI~E •ULT~A(A•1•~•M•L•X) 

SL~IILTh~ PA~A •UL T ! 0 L IClq OC~. 'U TRICES 
LL SI~'" !C.ICC ~f L4S VaRIABL(S f~PLI:AOAS !:S 
A""AT~Il Pn~·~LTIPLICACORI Of O~OEH (H•M) 
u••&l~ll °CST•LL11PL[Co?O~A 0( ORDEN (~•Ll 
x••iT•Il •RCO~CJO 

wl"E'SI~~ ACIO,IO),BCIO•IO)•XCIO•IO) 
uC 1 J•l•L 
oc 1 ,.,.~ 
xcK,~>·c.c 

¡,o 1 '"''~ 
xc~,Jl•xc~,J) • ACM•I>•aCJ,J) 
HCT~AN 
[~0 

F i. g. 2. 8 Li.¿¡ .tado de. e. a -.'l u. b 'l. u. .ti. na ,\1 U L HIA 
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2.3.4 Ejemplo 

Cua.tJLo componente~ de. un a.u:tomáv.i.t JLequ.i.eJLen c.omo ma.tvua. 

pJL.<.rna de hule, a.tu.m.<..n.<..o lJ ac.vr.o. LM un.ida.de-6 que .6e Jt.equ.-tc..tt~n 

de c.a.da ma.teJL.i.al pa.Jt.a. 6oJLma.JL una. un.<..dad de c.ada componente del · 

autom6v.i.l .6e pJLopoJLc..i.ona.n a. c.on:Unua.c..i.ón: 

hui. e a.tum.in.io a.c. elLo 

c.omp. 1 1 8 5 3 

c.omp. 2 3 4 5 

c.omp. 3 20 IJ 4 

L -
c.omp. 4. 1 8 10 

.6.i. i.o-6 c.o-6-to-6 un.i.ta.Jt..i.o-6 de c.a.da. ma.te.tt.i.ai. .6on: 

$ 

ht<le [2 5. 00] 
a.lu.m.i.n.i.o 3 O. O O 

a.c.e11.o 40.00 

VeteJLm.i.tte ei. c.o~to total de c.ada c.ompo~ente debido a. la 

ma.te.JU.a. piL.i.ma. de que e-6:tá. c.ompue-6to. 

*SOLUCION 

TABLA 2.3 Vato-6 paiLa. el pJLoblema. de.i. ejemplo 2.3.4 
N=4 

M= 3 

L= 1 

8 
5. n 

A = 1 3 4 5 

20 ~ 4 1 

1 8 10j -

B 

= Dn 

. ·. 
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TABLA 2.4 Re~ul~ado4 del pkoblema del ejemplo 2.3.4 

HATRIZ A_ 

oSOOE+OI o500E+01 

olOOE+ot o400E+Ot 

o200E+02 •200(+01 

oiOOE+QI oSOOE+Qt 

NATAIZ B 

o250E+o2 

olOOE•02 

.~OOE+o2 

MATRIZ PRCOUCTD 

o470f •o J 

ol95(+0l 

o720E•Ol 

o665(+Q) 

olOOE•Ot 

.socr•ot. 

oQOOE+Ot 

oi0CE+02 
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2 o 4 In ve.JW ..i.6r. de. Ma . .t>'l...i.c.e.,~ 

2o4o1 Objeto 

Vada una mat~iz c.uad~ada A obtene~ 4U ma:t~iz inve~~a A- 1. 

2o4o2 M~.todo 

La ma.t~.{.z lnveli.6a de una ma:tuz c.uad:r..ada A e-6 o:t~a ma:t~.i.z 
-1 c.uad.'r.a.da que .6 C?. ~ep~e-6 en:ta po~ ~ y que c.wnp.f.e .e.a .6-i.gu..i.en:te p1t9_ 

piedad .6-i. ta mat~t..i.z ~ e-6 de o~den (n x n): 

A A-l= I "'A-l A (2o75) 
-t1 

-1 A 
, 

= A' 

1 ~ 1 
(2.76) 

1 

do11de .f' .H. c.onoc.e c.omo .e.a ma .. tl!.,(,z adjunta de. .e.a ma:t~iz A ~~ 1 ~ 
Jt e P·'L 1!. ~ e. IL ta e. .t. de. :te.~ m.i. nante de .e. a. ma..tlti z A. 

Ve .f.ct e.c.ua.c...i.6n(2.16) .6e ..i.nóie~e que. pa.:r..a que. e.x.¡.6.ta .e.a .¿n-

- veJt.6a de. una ma:tlt..i.z .6e Jtequie~e que J ~ !1 O a e-6 dec.iiL, que la ma

:t~..i.z .6ea no 6-i.ngu.f.alt. 

P a~a .e. a o b .:ten c.i 6 n n unré 'Lic. a de út ma.ttt.i.. :: ..i.n v e.~-6 a e.-6 n e c. e.6 a.

Jtio ac.ud..i.tt al método de. Gau6.6-Jol!.dan mod..i.6icadoo E.6:to .6e hac.e. de. 

bid o a que. pa:r..a ob.tP;.ne.~ A- 1 en una c.ompu:tado tr..a d.i..g.i..:ta.e. me.clian.te. 

.f.a e.c.uac...i.6n ( 2 o 16) .6 e Jr..equie~e. una g~an c.ant.-i.dad de. ope.~ac..<.one.-6 

r¡ c.an,~e.c.ue.n:te.me.n:te. de. Ue.mpo o Pa.1ta ob:te.ne.~ .la. ..tnveiL.6a de. una ma

:ttr.i..z (10x.10) .6e Yequ..te-'ten má-6 de 340. m.<..t..tone..~ de. ope.~ac..i.one.-6 c.on 

e.e. mltodo d.<.~e.c.:too 

E.f. método de. Gau6.6-Jo~tdan e-6 un m~:todo de. e.l..i.mlnac.i6n 6l.6-

:te.nuttic.a mediante. el c.ua.f. .6e. .t!Ltt"~lÍOtr..nra .l.a 11'1.1-0r...<.z olt.i.g.(¡r,J(. ~en 

una ma:t:r..lz .i.de.n:tidad I r¡ a.l nr.i.6HIU tiempo e.~ ~a úLtima .6 e .[IWH-6-
---1'1 

6o~ma e.n .f.a ma.:tr..iz .<.nve.~.&a A- 1 e.-6 de.c..i.Jr.., p.r.tt.U.e.ndo de.t a..Jt.'l.e.glo: 

( 2 o 17) 

lj apU.c..utdo algwta...-~ de e.a~ ~l9uÜ!.n:te.~ .t~~.-1:U6o·'U1UC..i.Of~.:~ :r.l a:Ut.egto (2 o 17): 

-in.tc.tc..lrnb.i.o de Jte.ngtcne.~, 

-mut~.i.pt..i.c.ac.l6n de :..:.n tr.e~tg.l6n poi!. un e.-~c.ala.t \ # O, 

-.6wn~t d2. e.qu..i.mú.f..ti.pto6 de. un Jte.;-tglún ~1 a.ttr..c :-_e¡:g.t6Ho 

.6e. .f.f.e.g,t al. ~,{,gu...ten:t.e a.tr..~e.ge.o: 



. . . 

40 

[
1 : A-l] 
-n'-n 

(2.78) 

E .e. mé.t o do pa.Jt.:te de .e. a. ~ u.p o~-<. c.-<. 6 n de q u. e A e~ u. na. ma..tn.i z 

no ~-lngu..i.a.'t., .e.o c.ua.e. .<.mpUc.a que. .6u.J.. c.otu.mna,~ ~on vec..:to.te.!J L<..
nealmente -lndepend-len.:te-6, e.n ca.J..o de no J..en.e.a el método .e.o pue

de de.tec..tan; e.n d-lc.ha 6-l.tu.ac.-<.6n 6e pll.e6enta que .todo~ lo~ e.le
men.to6 de un ll.engt6n de la ma.:t.Jtiz A o de J..u-6 ma..tll.-lc.eJ.. .t't.anJ..6oJt

mada.a, J..on nulo~. 

A 6ln de mlnlm-lza.Jt lo4 ell.ll.Dil.e~ de ~tedondeo, .e.a ellmlna-

c.lón .de e.i:ernen.to4 ~e e6ec..tua. p-i.vo.:teando J..oblr.e lo~ ma.ynJr.eJ.. e.te.
meJil.to~ qtt·e qtte.dan en la. ma.:t.Jtlz ~ o en la.6 ma.t4-lc.e.6 ob.tenlda.J.. a. 

pa.Jt:t.¿n de. eJ..ta úl.t-lma. po'l. .:t.Jtan~óuJr.mac.-lón; debe .tenell.J..e c.u.<.dc..da 

de no emplean c.omo p.<.vote.6 e.eementoJ.. de. ll.engtone.6 que ya hayan 

6ldo u.titi:a.doJ.. c.omo p.<.vo.te.~. 

2.4.3 Ve6c.ll..ipc.-lón del Pnogll.ama. 

a) SubJtu.:túta-6 nequ.eJr...ida-6: 

SUBROUTI NE MATI ,\IV (A, N ~·':PS, VET), obtiene la ma.tll..tz .i.nve. '!.

-~a de .e. a ma.tll..i z ~. El plr. o g Jc.ama pll.ln c..i.p-al J.. e e. m p.tea 

paiLa la tec.iuJta de da.toJ.. e .tmp!teJ.t6n de ll.e~ul.ta.do~. 

b)Ve.J..c.Jt.tpc.-l6n de. laJ va~r..<.a.ble-6: 

P alta la .6 ubJw.Una .~lA TI N V: 

A 1 I, J) 

N 

EPS 

VET 

C(I,J) 

MVR(T) t:f 
AIVC ( I) 

ma.tJt..iz de. la. que J.. e bt~Ac.ancí la J..nven4a, 

duJtan.te. el pltoc.eJ..o -~e c.oav-<.en.te en ú1 -ma

.tJr.l z -<. n v e Jt,~ a. • 

oll.de.n de la ma..tJtlz A 
c.ll..i.te.Jt-lo p~t!ta de..teJtmina.Jt .6l el d'~ ce.Jtm.i.-. 
nante. de. .ta. nra. .t-u:. z e-~ ntdo 

paháme..tto que. .ind.<.c.a. .6-l e.Z de..teJttni.nan.te. 

de la. mat~t.<.z e.J ~u.lo 

ma.tJt.iz iden.ti.dad que. -~e emptr..a /)Ll·'t.Lt oú:t.e

ne.Jt la ma~~iz inve~.6a 

c. o n.ta d u -'t. e ) q Lt e. .i. n d-<. c. a;.-¡ c. u á l eJ.. 1!. e 11 g {u n e ) 

lJ c. u á le-~ e e ¿ tu!r ¡ w ~ de .t. a nrcctll..i z A '}CI. 6 tte:.

!ton ePrpC.e.c_do6 c.otrro p.i..vo.te..~ 
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mayo-'!. e.te.me.n.to de. la. ma;th..,iz A o de ,~ uJ 

-í>'!.a.n.5 6Mtma.c.,ione.6 qtte. .cYe e.mp.te.a c.on1o e.te.
me.n.to p-i.vo.te. 
vah..,iab.e.e de. toc.a.t,izac.,ión te.mpoh..~l 

Pah..a e.t ph..agltctmo.. ph..,inc.,ipa.-l.: 

A(I,J) ma..th..,iz de. la. qu(!. .6e bu.6c.a. la. ,inve.JtJa., du:.. 

N 

EPS 

VET 

Jtan.te el pltoc.e.Jo 6e c.onvleh...te e.n la. 

m a .tJtl z: in v e Jt.~ a 

o~de.n de. la. matltlz A 

ocJ . .tr>.Jtio pa.Jta de.te.ltm<.naJt él,¿ el de..t .¿~tmútan 

te de la. motJtiz A e~ nulo. 

va.Jtiab.le. que. i..nd-lc.a. ~,¿ ee. de.te.Jtmithtn.te cte. 

A e-6 o no nulo 

c.)V.tme.n.6ione..6: 

La. p!topo-6.i.c..{.,6JL VL\IE,VSI-0:\J del ¡:M.Ogltamcl pl¡.{.nc.(p,tl_ !/d.¿ 

la .6 u.b Jtu tina de b eJtá -6 e. 1t m o dl & .<. c.ad a c. ULln do : 

N > 10 

d)FoJtma..to-6 paJta. loél da..to-6 de en~ta.da: 

SEC.TARJETAS FORMATO INFORMACION 
7 ( I 5) N 

2 I8F10.0) AII,J), Je p!topu!t('_.(o

na.n lo-6 e.f.emen.tco-6 de 

la ma.tJtlz h..e.ngt6n polt 

h..engtón.Empte.a~ ta.n.ta-6 

.tah..je..ta.J c.omo Je h..e.qui..~ 

h..a.n. 

o.th..o-6 paque..te.-6 de. da..to., (opc.iona.t) . 

e.)D.t.agJtama. de bloque.-6: 

TARJETA EN BLANCOR al 

ó.<.nal.(zah.. toda la. út6o~ 
mac..t.6n.. 

-·, 
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Uam<L\ Aub~u • 

tvt.l ~IUT N~ j 
t 

NO 

Fig. 2. 9 ViagJta.nla. de. bla({ue.,~ de..t p1togttan1a p!t.(Hc.ipal 
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6) Li.¿¡ .ta.do: 

- ~ - --
P~¡nG~'>t 11 h P.,flA T'IVE:IlTln ''~TRICE~ Puo> F.L 'lf.TOOCI OE CAU11:l•JORI'\Arl 
sz·~ .rrtct.on r:-r; L~~ •m:uou::¡ C"I'L'-A!JA:l .. _________ -------

- (__ rr=orDE." DE Lol "ATH!Z A _ _ ----·· • __ --·"· 
- e A="J\Tr!! (lf LA CluE: :;E f'ltJSCA SU IlrVFRSA __ _ _, __ 

e: 
U:::criTER!J ¡:>,'.!:\ Q[T(I~!IllrAC{ :;¡ E.dStJ.:_lL!IO Lü.lll't'[f¡~U DE LA llATRi Z 
C'Ef:oP¡.r>AI'ETi!l! OUE: ItlDICA SI flllST( O 111') LA JrrvrRSA DE LA 14ATRlZ 

------ ----- ------------------
----- Ol' 1[r::no:t A(l OolO),CC1D.10 ~ - ------------------------

In=S 
____ ¡.,:Lo - ------------------ ----------------------

EP~:O,Ij"·O)(ll 

t • L(CT 1 "~ í'E. CATOS 
------1-P(!C'C ~q,¡q) •L-.- ------------------------------

. z 
-·- _] 

11 

e 

Jf(.¡) 2,:!,:S 
CtLL E.qT 
oc '1 :=1.11 - ----- __ _,_ - ----.---
ll[f,pqr>,?t.) (A(l,J) 1 J~I,II) r· "<r .:;r~ •. , ElE o~ ros 
nr IH (lo· 1 i:IJ .. _____ •. _____ --------
D:.. 5 I: 1, ¡, 

. 5 o1~'!Tf(¡ :,z2) (f(t,J),J:J,II) 
-e ____ LL!''I In "C ;J110°UTI"A p,\ll~ OOT(rl~R_I,~ .!"!T~lz. liiVE.RSA 

C/.LL 'o\TIII'(A,·I,e:ys,ClCr} 
I' (('~ T ,GT ,11"')) \.1 TG 7 
¡,1 1 T ( í 1 .¡, ~ 3) 
Co T'l 1 
.• rn 11 ( 1 '• Z'IJ 
['J 11 ¡:¡,·, -- . - ---- ---------

8 •<~1 T <! I ··, 2 n (A (! 1 J), J: 1,11) 
G,l TI" 1 

• 1 

- e F~ 0 "~Tns rE t,.(cTIIF'A E: II~Prl_ESIO'I _____________________ _ 
¡<1 FC'' fTC 15) 
zo_ ~o"'"~rte.r¡o,o> 

__ Zl F(•"'IIT(!I(/) 1 <;~,"'·1T<l!Z A't(/l 
z;> rur•·•.H(/,Zx,t0((J0,3.!dl 
23 FJo'I~T(.rCII,'iX, 1 •10 [XJSTE LA IIAT'liZ tlrVCRS4'> 

--- ~~~ FJP.'IA! ( ~J f) 1 S X, 'IiiYEP ~ 1 Q; __ l.A.~IA Trl_I_Z __ A_~)- _ ---
floO 

., • • r 1 1 1 .· 
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e 
e ~LRR~Tl~A F~PA CPii~~R lA I~Vfl~A :E .~, vaTRil 
e LL src· trror.c "' ~H ~~~~~~Lh EHPu:•o~s t:s 
e A"NJTRYl J L: ~.r ¡r ·~se•~• s~ !~Y~~SA v J~r ovAA~TE EL pqocrso 
e SE c~•vi~.T[ :~ L• •ar~l1 I,;C~SA 
e h•C~~f~ CE L~ •.TR!l 
e LPS•C•:·~•L' FA,• :ETE~"l\A~ S! (L ~¿Hq"(~IAIOT( CE L.A 11,4JRil (S 
e ~~:Le 
e ~[T•YALfq ;J<CL~TC DEL ~[Tfq~l1A~T( ~l LA NATliZ 
C t•~ArP!l lL,Ul.•C .,~ 5¿ li!Ll '4 P•ilJ rQTt\(:; LA IO~TRIZ ('I'J(RSA 
e PeA EL ·~rece ~E ~,css·.c•CJ• ·u~zrrc•~J 
e N V R Y •· ~ C • C' T ~ "C:;: S C L ( h C 1 C • 1 C ~" L ¿ 5 R C:l ü tlll E S Y C C L. U~ 116 S Y A 
C J~ERP~ LTILIZACCS CC•O Pl~OT[S 

e 

e 
e ~6Y(NCIC~ CE L¡ ~,¡fq(l IDE~TIOl' Y ,¡CTUALIZACI~~ DE VALORES PARA 
C INICIA~ EL pqcc~sc 

e 

e 

ce 1 r•l•~> 
K'IA(t)o; 

I.VCCI l••: 
oc 4 ¡.,.~ 

úO J J•l•~ 
trcr.r~.J> ce 1c 2 
CCLJlac,c 
GO re l 

2 ccr,_la¡,c 
3 CCNTI~!'E 
4 CCNTI~Jt 

C OSTENCIC~ Ct LA ~ATRil !~VERSA 
e 

co 12 '<•l•h 
1\AIOAlDQ,C 
LCBQ 
LR•C 
co e r•t·~ 
lfC~VRC[l,( •• ll GC T1 e 
oc 5 ~·t•• 
¡;c~vcc.>..::.~> GC Tl 5 
IFCAPSC~~-~Al•GEoASSC~CI•Jlll GO TO 5 
fiAI'AX•ACI •J l 
LR•! 
LC•J 

S CC~Tfhll( 

6 cc/j rr~·J• 
OETaAPSCRI~Hl 
!FCO(ToL(,;:osl uO Y~ IQ 
IFCLR•fCoLCl GC TQ a 
co 7 1•1•' 
f(~p•HLP•Il 
A(LR• l ):A CLC• ¡ l 
A(LCI[ ):T[ ? 

TE•P•CCLR•I l 
CCLQ•I l:CCLC•Il 

7 CCLC• 1 >•TE·~ 
8 oc 9 l•t•• 
A(LC•ll:!(LC•IltQ~u~~ 

9 CCLColl•CCLC•I•/RA•~~ 
c. o 11 l• l '·. 
rrc¡.r'.LCl ~e ro 11 
iE~P•~C!•LCl 
UC 1C J•1•:. 
ACI~.>~~ci~ .. ) Q Ti''•PoJCLC- .. ) 

10 CCl,.l•cCI •• l • T[•P•CCL~·~l 
11 CeHI~·J;: 

NV~CLCl•LC 
H,C:LCloL: 

12 cc~rrr. .r 
~e 1 1 r• t.· 
¡¡e 1 l -' • 1 • , 

11 AC! •• >•ccr •• > 
14 nEfuq\ 

L.,c 

F . 2 12 L . .t do de. .te:. ~.>u.bJw .. U.•~a MATIMV .(. g • • ..(, 6 a. 
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2. 4. 4 rE:J<e.mpR.o 

:O:b::.te.n eJL R. a. -in v e./t.6 a. de R. a. m a. .tJL-i. z : 

1 o 2 3 - 1 

1 -'lO - 1 3 
A = 1 1 - 1 o 2 

2 -1 - 1 30 

* s:O LUC 1 ON 

TABLA 2.5 Va.to~ pa.JLa. e..t p!tobR.e.ma. de.R. ejemp.eo :'~.4.4 

N=4 

Go 'l .. 

-~ :; 

u 
-20 - 1 

A = 1 - 1 o 
- 1 - 1 3c:J 

TABLA 2.6 Re.-~uR..tado.6 de.R. pi!.C'ble.ma de.R. e.je.mpla Z.-L4 

-- .. ,IOOE•Oi!- ,Z:'Jf:tol. ,lOO(tQL_ •• ¡~¡,EtOl_-_-

,100[•~1 - ,I,OEtOI •,100(+02 ,2~oE+Ol ... --

•i!COE•CI a,!CCEt01 •,IOOE+OL _ 
4
:l0J(t0Z __ _ 

• Qbt ~ •: t • 11 -~. ~ 1 ,?17E••JI 

.l~7l·.J2 ·.J,u~·na ,c;'llE·,z 

,37t.f:·.é! •,.d7E•QZ •,'~77(•y¡ 

•,b?ol··? •,.?':ilr•Q,~ .... ~;(•Qé! 
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3. SOLUCZON VE SISTEMAS VE ECUACIONES liNEALES 

3.7. Int.~¡_adu.cU.ón 

. PoiL 4.l4 t.ema4 de ec:u.ac.lo ~re~ Uneate4 4 e entiende u.n- gtwp o 

de e. cu.ac.lc ne4 q u. e p!r.e4 ent.a n .e. a. 4-lg u..le nt.~ e4 t.ILu.ct.I.Llr.a.: 

a11 X.¡ + a.12x.2 + + a 1 x. = b 1 n n 

a.21x.1 + a.2 2 x.2 + + a X. = bz . Zn. n 
-. 

( 3. 7 ) . 

a.m1x.1 + a. m2x2 + ... + a. mn"'n = b -m 

dc·nde a . . .J b. 4 on con,~t.a.nte4 1J ta.6 ,{,ncógn.l,.ta-6 de. .e. ~,¿¿,teme;. ,!, lnt . 
. {.j ..{. 

io6 va.to'le.·~ )( .. 1 donde 1~,{,0::n . 
.(. 

V-icho¿ 4.l4tema..6 ~e pueden ~ep~e4entaiL en. .e.a óo~ma: 

A X = B 
-

( 3. 2 ) 

-donde- A 4e ·-conoce como -:e.a 'ma.Vl..tz-- de coi-6,¿c;(ente.6 de e. .6-i-6-tema.,-

8 como vee~o~ de tl~m.lno4 ,{,ndepend.len.te-6 y X como ve.cto~ de .in 

cógn.l.ta4. 
S.l e.e. vec.to~ de .tl~m.lno,!l útdepen.d,{,en..te-6 e4 d.l6e~en.te de, 

ce~o 4e hab.e.a· de 4.l4.tema4 de ecua.c,{,on·e-.6 no homogénea..:. y en c.a-

40 c:on.t~a~io de .6.l4t.ema.6 homodlneo6. 
' -

An..te4 de p~oc:ede4 a ne.óoiven un .6-l.ó.tema. de ecuac-ione-6 e..6 

nece4a.n,{,o dete~rn-ina~ 6-i-d.lcho .6,{,.6tema .t-iene ~oluc:,{,ón y en c.a.óo 

de t.ene~.e.a, ~u~nta.6 po.6,{,~le.6 6oluc.-icne~ t,{,ene. En. ba6e a .e.o -
a.nte~,{,on 4e .t,{,ene la .6-igu,{,en.te cla6-i6.lcac..lón; 

' ( c.ompatible { de.te.ttm.inado 
n.o homogéneo ~ ,(n.dete~m,{.~tado 

J ,¿neo mp a..t.l bl e 
S.l.ó.tema de ~ 
ec.u.a.c.lone.6 
.e..¿n e al e.-6 

homo~éaeo ~ ccmpa.;U.ble 
\ 

det.enm.üta.do 
(Sot • .t~.{.v.{.al) 

/ 

48 
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S..Utema. c.ompa..:Ubl.e- e.6 a.qu.él. que .ó,C ;U_e_-vte .6ol.u.c..i.6n y pa.Jta. 
que e.ó to .6 e c.u.mp.ta._ .6 e- Jteq u..l.eJte: 

S·~~~~~~~- i- : __ 
¿f~j~go'-rA J . IL<tngo [A¡ s J • . · 13. 3) 

donde a. la. ma.tJt.i.z [A i 8 J .6 e le c.onoc.e c.omo 't.a. ma.Vt.-i.z a.mpl..i.a.da. 
del .6.i..&tema.. 

Si.&tema. .i.nc.ompa.;Ubl.e e.& aquél. que no tiene .&ol.uc..i.6n y .6e 
c.umpl.e que: 

( 3. 4) 

Si.&tema. deteJtm.i.na.do e.6 un .6.i..6tema. c.ompa.t.i.bl.e que pJte.6en
ta. .&ol.uc.i6n ún.i.c.a. y .6e veJt.i.n.i.c.a. que: 

Jta.ngo [A] = númeJto de .i.nc.ógn.i.ta..& ( 3. 5 ) 

Cuando .6e pJte.ó~nta. e.6ta. .6.i.tua.c..i.6n en .6.i..&tema..6 homogéneo.6 
.&e ha.b¿a. de .6ol.uc..i.6n tJtivia.l., ya. que X= O. 

1 

Un-.ói.&tema. c.ompa.tibl.e que pJte.óenta. in6.i.n.i.da.d de .&ol.u.c.io-
ne.& .6e c.anoc.e c.omo .6i.6tema. .i.ndeteJtm.i.na.do y .6e c.a.Jta.c.teJL.i.za. poJt: 

Jta.ngo [A]< númeJt,o de inc.6gni,tu (3.6) 
Pa.Jta. la. .6ol.uc.i6n de .6.i..6tema..6 de ec.ua.c4one.6 l..i.nea.l.e.ó ex.i..6 

ten diveJt.6o.6 método.ó de l.o.6 c.ual.e.ó .óolo .óe tJta.ta.Jtán: Método de 
G~u.6.6~JoJtda.n modi6.i.c.a.do y el. Método de' Ga.u-&.6-Seidel. 

3.2 Método de Ga.U.6.6-JoJtda.n modi6ic.a.do. 
-3. 2. 1 Objeto 

ObteneJt. l. a. .6 o lu.c..i.ó n de .6 i.ó tema..6 de ·ec.u.~c..i.o n e.6 l.i.nea.l.e.ó 
de la 6oJtma.: 

A X = 8 ( 3. 7) 

3.2.2 Método 
Vado el. .6i.6tema. de ec.u.a.c.ione.ó: 

A X = B ( 3. 8 j 

Jta.;tga [ ~] e.6 la. c.a.n.:Uda.d de. vec.toJte.6 l.b:2.a..tmentc. indepen
dic.nte.6 del. c.onjun.to de vec..toJte6 c.o.tumna. q :.e ¿o:una.n la ma--
.ttr.<.z A. 



et vecto~ de tl~mino~ independiente~, e~ deci~, con la matAiz 
~mpti~d~ del ~i~tem~: 

[A¡ sJ 
A dicha ma~iz ~e le aplican una 

ne~ que conducen a obtener.. otr..a matr..iz 

[!n!CJ 

( 3. 9) 

~er..ie de ~a~áo~macio
ampliada equivalente: 

(3.70) 

donde C ~ep~e~ent~ la ~oluci6n de cada una de la~ incógnita~ 
del ~i~tema. 

El p~oce~o equivale a pr..emul~pticar.. la ecuación (3.9) -
- 1 -

por.. A , e~ deci~, el método de la mat~iz inve46a, ~oto que e~ 
te mltodo con'4i.6te en una eUminación. ~i.~temá~ca de vato~e.-6. 

50 

La t~an~ á o Jt.mación de la m~tJt.i.z ( 3. 9) en la mat4iz ( 3. 1 O) 

~e e6ectaa ba~ándo~e en tJt.e~ ope.Jt.acion.e~ que no atter..an el Jl~ 
tema de ecuacione~ ~ino que pJt.opoJt.cionan ~i~tema~-d~ ecuacione..6 

equivalente~, ella~ ~on: 

- inter..cambio de do~ r..englone~, lo cual equivale a. inter.. 
cambiar.. do~ e~uacione4~ 

- mul~pUcación de un r..engtón poJt. un e~cata~ diáer..ente 
de cer..o, lo cual equivale a mut~pUcar.. ambo~ miembr..o~ 

de una ecuación por.. la mi~ma con~tante. 
- ~uma de equimúl~pto~ de un r..engtón a o~o r..engtón, e~ 

decir.., mul~pticar.. una ecuación. por.. una con.~tante ·,K" 
y ~umar..ta a o.tJt.a ecuación.. 

P~r..d aplicar.. l~ oper..acion.e~ an.ter..ior..e~ ~e pr..ocede en la 

~igu..i.en.te 6or..ma: 

(!)seleccionar.. un }teng.tón pivote y un. elemento pivote de~ 
tr..o de dicho r..engtón. 

(!)NoJt.ma.e.izar.. e!. elemento pivote,e~ deci~, conveJt.~Jt..to en 
unita!ti o . 

Q CancetaJt. elemento~ q u. e .6 e .en.cuen..tJt.en en la columna. a.Jt.,. .... i. 
ba 1J /o abajo del etem-en..to pivote. media.n.te la. .6u.ma. d:e. 

eq u.ltnatüplo.6. 

(VRegJt.e.6a.Jt. a.t pa..6o (!) y a.-~.r ,~u_ce-6-ivat~le.nte. ha.6.ta. que ~e -
.tr..a.n~ 6oJt.ma la. ma..tJtiz de coe,)-ic-iente..6 A en u.n.a ma..tJt.-i.z --

/ 
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.i.de.nti.da.d 1..n. 

Ve.b.i.do a. que du~a.n~e el p4oce~o ~e p4e~en~a.n e44o4e~ po4 
~e.donde.o, la. 6o4ma. 6pZima. de e~coge4 lo~ e.lemen~o~ pivote e~ -
~e.lecc.i.ona.ndo el ma.yo4-elemen~o que quede en la. ma.t4.l.z A o en 
~U6 t4a.n~6o4ma.c.i.one~. Ha.y que tene4 p4e~ente quilo~ elemen~o~ de 
un 4e.ngl6n que ya. 6ue ~elecc.i.ona.do como Llnea. p.i.vo~e no ~e. pue 
de.n u~a.4 como pivote~, a.ún cuando-el ma.yo4 e.le.men~o quede col~ 

ca.do en dicho 4e.ngl6n. 
1 

Al ~e.lecc.i.ona.4 lo~ p.i.vo~e6 en la. 6o4ma ante~ mencionada 
e.t e4404 ~e 4educe a.i m1n.i.mo y,deb.i.do a. que puede queda4 una.
ma.tA.i.z no .i.den~da.d a.l tl4m.i.no de la.~ .i.te4a.c.i.one~, e6 ne.ce~44.i.o 

e6e.c~ua.4 un .i.nte4camb.i.o de l1nea6 ha~~a. obtene4 In· 
Ca.be menc.i.ona.4 que el p4e~en~e método e6 un mé~odo d.i.~ec

to de !loiuc.i.6n que no 4equ..i.e4e que -6e dete4m.i.ne con a..n~e.uo4.l.dad 
1 ;.. -

~.¿ et 6.i.~ tema e6 compatible y de~eJtm.i.na..do, el mé.to do dulta.rL:l:e et 
- '· 

p~oce~o p!topo4c.i.cna. dicha. .i.nóo4ma.c.i.6n. 
S.i. et 6.i.~~ema.. ell compatible y dete4m.i.na.do, el p4oced~m.i.en 

' - ' 

to de~c~~o ~e puede lleva.4 a. ~abo ~¿n con~a.ti.empo~ ha.~~a. lle-

9~ a. [1 n ¡e] . 
S.i. et ~.i.~te.ma. e~ compa.ti.ble pe4o .i.ndete4m.i.na.do, la. ma.t4.i.z 

a.mpt.i.a.da. a.dqu.i.4.i.~á ta. con6.i.gu4aci6n: 

[ 

1 J 1 O. 2 1 1 
1 o 1 2 1 2 _________ J ___ _ 

_ o ___ o __ _ o ___ ! __ o __ 
(3.11) 

e~ dec.i.~, un 4engl6n ~e4~ nulo; en e-6ta.. ~i~ua.c.i.6n ~e ob~ienen -
t~ ecua.c.i.one~.i.ndepend.i.en~e~ que ~e~ta.n en el ~.i.~tema. y·~e a.pti 

c.a. ta. me~odolo g1a. c.o44e~ po ncUente a ~.<.~te mM .i.nde~e4mina.do6. 

S.i. et 6.i.6tema. e~ .i.ncompa.tibie, óe p4e~en~a.lt~ lo ~.i.guiente: 

1 1 2 1 1 

-~--~--3 ___ L_~----- (3.72) 

o o o. 1 A.t o 
- - - - - - - - - 1- - • - - - - -

o ~e.'!., . O = A f: o':" io 'cual e,~ una c.~ntlta.d.i.c.c.i6n. 

3.2.3 Ve~clt.i.pci6n dei P~toglta.ma 
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a.) Su.b1Lu.t.i..na..6 -ILeq u.eiL..i.da..6: 
SUBRO.UTINE GAUTOR (A, B, N, EPS, VET), e.6:ta. .6ub1Lu.t.i..na. 

o bU. en e la. .6 e lu.c...i. ón del .6 ..i..6 :tema. de ec.u.a.c...i.o ne-6 p o IL -
1 

. el m€.:todo, ct_e Ga.u.6.6 -Jo!Lda.n mod.i.llc.a.do, el p!Log!La.ma. -
p!Linc...i.pa.l .Aoto .6..i.ILve pa.!La. en:t~a.da. y .6a.t..i.da. de da.:to.6. 

b)Ve.6c.!Lipc...i.6n de la..6 va.IL..i.a.ble.6: 
Pa.ILa. la. .6ub1Lu:t..i.na. GAUTOR: 
A ( 1, J) 

8(1) 

N 

RAMA X 

MVR(T} y 
-- MVC ( 1} 

EPS 

VET 

LR y LC 

TEMP 

ma.:tiL..i.z de c.oe6..i.c..i..en:te.6 del .6..i..6:tem~ de -

ec.ua.c..i.o ne.6. 

vec.:toiL de :t€1Lm..i.no.6 ..i.ndepend..i.en:te-6 dei -

.6..i..6:tema. de e.c.L+a.c.ione.6, du!La.n:te. el p-'toc.~ 

.6o .6e. :t1La.n.66o1Lma. e.n la. .6oluc.i6n. 
o!Lde.n del .6-i..6:te.ma. de. ec.ua.c.ione.-6. 

" 
ma.yoiL e.ieme.n.to de la. ma.:tiL..i.'z A que. .62. 

e.mple.a c.omo pivote.. 

c.on:ta.do1Le..6 que indic.a.n qu€ 1Le.ngi6n y c.~ 

iumna..6 ya. 6ue1Lon e.mplea.do.6. 
c.IL..i.:teiLio pa.Jta. de:te.ILmina.Jr. .6-i. e.l de.:te.Jtmi-

' i na.n:te de. la. ma.:tiLi z A e.6 nu.io • -
pa.!Lá.me.:t!Lo que ..i.ndic.a. .6-i. e.l de:teiLminan:te 
de A e.-6 nulo • 

/ ' 

lndic.a.do!Le.6 de.l 1Le.ngl6~ y c.ol~na. que. -
.6 e u-tili za.n • 
va.IL-i.a.bie. de loc.a.iiza.c...i.ón :te.mpo!La.i. 

Pa.!La. e.i p!Log!La.ma. p!L..i.nc.ipa..t: 

A(1,J} ma.:t!Liz de. c.oe6..i.c.ien:te.6 del .6-i..6:tema. de. -
ec.ua.c.io n e.6 • 

8 ( 1) vec.:toiL de :té.ILmino.6 independ-i.en:te-6. 
-

N o!Lden dei .6-i..6:tema. de ec.ua.c.ione-6. -
EPS c.ILi:teiLi pa.Jta. de:te.ILmina.Jz. .6-i. el de:te.Jr.mi-

na.n:te de A e.6 nu.lo. 
VET pa.!Láme.t!Lo qu.e ..i.ndic.a. .6-i. el de:telt.mina.n:te 

de A e.6 nulo. 
c.) Vime.n.6 io ne.-6: 

La. p1Lopo.6ic.i6n VIMENSION del pnog!La.ma. pninc.ipa.l y -

de la .6ub~u.tina. .6e de.be~tan-modi6lca.IL e.n el c.a..6o ~e 
q u. e: N > 10 

\ 

/ 
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d)Foromazo~ pa~a Co~ 

SEC. TARJETAS 

1 

2 

3 

da:to~ de. 
FORMATO 
( 151 

(8F70.0) 

(8F70.0) 

entJr..a.da.: 
1NFORMAC10N 
N 
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A ( 1, J) , ~e da.n lo~ e.lemen 
zo~ de A·Jteng.t6n poiL Jten
g.t6n, emp.tea.ndo zanta.~ -
ta.l[.j eta.~ c.omo ~ ea.n nec.e~ a. 
Jti~ paiLa c.a.da Jtengl6n. 
8(1), e.t vec.toJt de t~Jtm~
no~ ~ndepen~ente~ ~e da 
en una. ta.Jtje.ta. o má~ ~e-
gún la. c.an~dad de e.leme.n 
to~. 

otiLo~ pa.quete~ de da.-to~ (opc.~ona..tj · 

n 

e)V~a.gJta.ma. de bloque~: 

TARJETA EN BLANCO, a.l 6~ 

na.tiza.Jt toda. la ~n6oJtma.
c.i.6n. 



/ 

1. 

GA.ignM 114-
(DJt. a EPS 

f 

/ 

•: 
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114c.t,.\: 
WRili•O 
NVCUI•O 

.üldttgct"r. q u! 'I.CJ!
g~ni!-J rt.:' han ~{ 
do ~eado1> 
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\ 
1 

Fig. 3.2 Viag~ama de bloque~ de la ~ub~u~na GAUTOR. 
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1 

l__ 

6JL.i¿¡ta.do: 

e ~Acaqa~a PA~I A~SOLW~A SISTE~AS DE ECUACIONES LINEALES POR EL METO 
e UC CE ~:Y~S·JCRLIN 
e ~~~~I'ICACQ CE L-S V\q!ABLES E~PLEAOAS 
e ~·CHOE~ CEL SISTE~I 1~ ECUACir~ES 
e A•vaTRTl DE CCErJCIE~TES DEL SISTEMA DE ECUACIOuES 
e U•YECTn• OE T(R~INCS l'~EPENOIE1TES, SE CQ~VIERTE EN LA SOLUCION 
e 'RJTERir, Paqa D~TE~MINAR St EL DETERMINANTE DE A ES OIFERE~TE DE O 
e DET•VARIA8L~ GUE INDICA St EL SISTEMA TIENE O NO SOLUCIDN 

e 

e 

e 

e 

•ytME~SJON ACIQ,¡Q),B(IOJ 
111•5 

.111•6 
l:PS•O•Cl.OO.ll 
LECT~~~ DE CITOS 
H"DCI"o2C) li 
lFCtll 2•2•l 

2 CALL E(!T 
1 ¡¡o q r•to~ 
Q READ(I~o21J CACt•J),Jat,~) 

H[AC(to,2t) CBCt>•l•l•Nl 
l~P~ESI:~ C( DATOS 
NRlTrCI•t22) 
L.O 5 t•l•~ 

5 ~RITE<l••23> CaCI•J)oJ•t•~J,9(¡) 
LLA~!C~ CE SUBR~TI;A PaqA RESOLVER EL SJSTE~A DE ECUACIONES 
'ALL G1l TCR(A•B•N•~PS•CETJ 
lrCcET•lE•EPSJ GO TO 7 
I~Pr,<stc~ CE qESUlTA?O! 
nRITECI"'24) 
DO 6 PI•~ 

6 hRITE<I••2S> IIB(J) 
"C TC 1 

7 ~IIITEC!;.•26) 
~oC TC 1 
rcP~aTn~ OE LECTURA E twPRESIO~ 

20 r':II111-T(t5) - -
21 roqvarcerrc.o> 
22 fOR!•ITC~(/),5~• 1 fL SIST~~~ DE ECUACIONES ES 1 1/) 
21 rcP~&TCit2X•ICCE10ol•IXJ) 

' 
'' 

24 rcq~ATC4(/),~X,'LA S~L~ClON DEL SISTEMA DE ~UACICNES ES'•//,5X1 11 
l 1 o5)11 1 XCIJ 0 ,1) ' · 

25 fQAWIT(/I~Xol2•4li1EI2o,) 
26 fCAwiTC4C1),5Xo 1 EL SISTEMA DE ECUACIONES NO TIENE SOLUCION') 

END 

F.ig. 3.3 L.i~ta.do del p~og~a.ma. p~.ine.ipa.l 
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e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

SU~P~UTJh[ GAUTC~CAoqo~oEPSoO[T) 

SL9quTl'A PAQA ~rs;L~CA U~ SISTEYA DE ECUAClOHES POR EL ~[TODO DE 
&Auss·Jc~~•~ ~Cijlrtc~nc , 
lL SIG~IrltAOC ~[ LAS vaqtABLES E~PL[AOAS ES 
A•~aTRT7 CE CCEriCIE1T[S DEL SISTE~A ~E ECUACIO~ES , 
B•vtt:T•Jq CE T[¡;r-~JI\CS t~nEPE~DIENTES QUE OURAHTE El PROCESO SE 

TpANSrQAPA E~ LA S1LUCIO~ DEL SISTEMA DE ECUACIONES 
U•DRCE~ DEL SlSTE~A 1E ECUAClO~ES 
HA~A1•~1YCR ELEMENTO O[ LA ~ATliZ A QUE SE USA COMO PIVOTE 
MVR Y ·•vC•CC~TACORES QU[ INOIC'N OU[ RENGLON Y QUE COLU~NA YA ruE• 

AOIC UTIL 1Z IDCS 
EPS•CPTTEAIO PARA CETEA~I~AP SI EL DETERMINANTE DE LA ~ATRil A ES 

NULO 
DET•VALCR AeSOL~TO DEL DETERMINANTE DE LA MATRIZ A 

OIMEICSION ACID•lO),BClO>•NVR(lO)•HVC(lO) 

C ACTUALIZACION DE VAL~AES PARA INICIAR E~ PROCESo 
e 

e 

oc 1 l 11 11h 
MVR(I)&Q 

1 MVC Cl )DC 

e SOLUCI~~ DEL SISTEMA O! EOUACIONES 
e 

UC 9 IC•t•ll 
RAOIH•O,O 
LC•'J 
LR•O 
oc l r•l•' 
lf(~VR(J),(Qoll GO T~ 
tiC 2 Ja¡,, 
lF(vVC(J)o(;oJ) CO T, 2 
lrca~SCAA~A-)oQEoAJSCACI•J))) QO TO 2 
IIA"A••&CioJ) 
LR•t 
LC•J 

2 CCr.TIN Jí 
J (;011oTfl:d( 

II[TaiQ~(IU:•u) 

lrCCET•lE•EPS) GO TO 10 
IFCLRoF.oLCl GO TQ 5 
DO 4 1:1 • '1 
f[wP•ACl'l• 1) 
ACL~ollaACLC•l) 

4 A<lCor>•TEt•P 
Tt"P•PCtlll 
U(lol)DQ(LCl 

U(LChHI'P 
' IJC 6 J •1 • ~ 
6 ACLC•JlaACLC•I)/AAVA~ 

b(LCl•q(LCl/RA~AJ 

lit a r=l·~ 
lFC!oF~olCl GO TO e 
l[wr••Cf •LC l 
b(ll•B(J) • TE~P*B(LC) 
DC 7 J•l•" 

1 AC!,wl•&(J,J) • T[~P•ACLC•J) 

8 CCNTINIIE 
H~RCLC hLC 
HVCCLC hLC 

9 <;C~TINU[ 
10 METUAN 

Eh O 

F~g. 3.4 L~~tado de ta ~ub~u~na GAUTOR 
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1 

3.2.4 Ejemplo j 
1 

- 1 
~~- -~- -~ ~~Empleando -ltU ".teye.6~-de--K.<.Jtc.hho6 f~ (ve.Jtl Jie-6e:-Ji.enc.¡a.- 2-)~ 4 e 

1 -

ob~uv.i.eJton la-6 4.i.gu.<.en~e4 ec.uac..i.one4 l.i.nea?e~ paiLa el c..i.Jtc.u.<.to 

mo4~ado en la 6.i.guJta 3.5: 

.¿8 - .¿4 - IA = o 

.¿4 + .i.s- + IA - .i.¡ .¿3 = o 

.i.¡ - .¿2 - IB = o 

.¿2 + I -+ 
B .¿3 + .¿6 - .¿1 = o 

Ic. - .¿8 - .¿5 - .¿6 - i.: = o 9 
R1.i.1 + R2.i.2 R3.i.3 = o 
R4.i.4 RS.i.5 + Rg.i.g = o 
R5.i.S + R 3.¿ 3 - R6.i.6 = o 
R6.i.6 + R].i.¡ - R9.i.9 = o 

F.i.g. 3.5 Ci..Jtc.uLto del ejemplo 3.2.4 

-·· 
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Si e! vato~ de ta~ óuente~ e~ IA = 2A, z8 = 6A, Ic = 4A 

y et de !~ ~e~i~tenc.i~4: 

RJ = R2 = 2 o -

R4 = Rg = 3 o 

R5 = R6 = 5 o 

R7 = R9 = 4 o 

R3 = 6 o 

Obtenga t~ . c.ovr...(ente4 de Jtama -..{. l' ..¿2' ..¿ 3' ..¿4' ..¿5' i6' -
i7, ig, ..{.9. 

~ SOLUCZON 

' 
JABLA 3. 7 V ato~ paJta e! pltobtema del ejemplo 3. 2. 4 

N = 9 

o o o - 7 o o o 7 o 
- 7 o - 7 7 7- o o o o 

1 -1 o o o o o o o 
A = o 1 7 o o 1 - 7 o o 

o o o o 1 1 o 7 1 

2 2 -6 o o o o o o 
o o o 3 -5 o o 3 o 
o o 6 o 5 -S o o o 
o o o o o 5 4 o -4 

2 

-2 
6 

-6 

B = 4 

o 
o 
o 
o 

' . 

., 
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TABLA 3.2 Re~ult~do~ del p~oblem~ del ejemplo 3.2.4 

EL 11STE"A DE ECI:ACIONES [S 

o. Co c. •.tOOE+Cl 

•otoOE+ot Co •otOCE+Ct elOOE+Ol 

olOOE+Ol •olO.J[+Ql c. o. 
o. otOOE+Ol olOC[+Ot o. 
a. C. o Co o. 

1 
o200[+0l o2;cE+Ot •o600[+01 Oo1 

O o Co o. olOOE+Ol 

o. e;. • 6DCE+Ol c. 
o. O• Co o. 

LA SOLCCJCh :EL ~lSTEMA eE ECUACflNES ES 

ICl) 

eU16tE•Ol 

2 "• l62l9E+Ol 

•eal596E•OO 

"•50l59E•OO 

5 o52!7JE•OO 

6 -•24 .. 48E"Ol , ot9841!: 0 0l 

9 •t•u~r·o& 

9 o70t5lE 0 01 

O o O• o. •100[+01 c. 
olOOt+OI O• o. O o o. 

o. O• O• o. a. 
o. otOOE+Ot ··100[+01 o. o. 

o100E+o1 elOOE•Ot O o •IOOE+Ot olOOE+Cl 

o. O• O o O o O o 

•oSOOE•Ol O o o. olOOE+Ol c. 
o5COE•01 ··50-0[+01 o. o. o. 

-o. o500E•01 o400[+01 o. •o400E+Ql 

60 

o20CE+O& 

•o20CE•:It 

o600E•Ot 

•o60CE•Ot 

o40CE•Ol 

Co 

C:o 

c. 
c. 



3.3 Mézodo de G~u~~-Seidel 

3-. 3. 1 Objezo 
Obzene4 l~ ~olu~ón de ~i~zem~~ de ecu~cione~ line~le~ 
1 

con l~ con6igu~~ci6n: 

~1 7 X.¡ + ~ 12 x.2 + 

a.2 7 X.¡ + ~2 2 x.2 + 

+ ~ 1 n x.n = b 1 

+ ~2nxn = b2 

= b n 

emple~ndo el método de G~~~ -S eide.e.. 

3.3.2 Método 

(3.73) 

El mézo do de G~u~~ -Sei.del e~ u.n método de .Upo i.tetta.-Uvo 
que ~i~ve p~~~ l~ ~oluci.ón de ~i~tem~~ de ecu~ci.one~ ii.neale~ 

del :ti.po: 

A X = B (3.14) 

cua.n~o lo~ v~lo~e~ nu.mé~co~ de lo~ elemento~ de l~ di.~gon~l -
p~ncip~l ~on m~yo~e~ que lo~ demá~ de ~u co4~e~pondiente ~en
glón. 

61 . 

P~4~ ~egu~~~ l~ conve~genci.~ del método ~e ~equi.e~e que: 
~) lo~ elemento6 no nulo~ de l~ m~~z de coe6ici.ente~ (A) 

~e ~cumulen en l~ di.~gon~l ptti.nci.p~l. 

b) lo~ elemento~ de l~ di~gon~l p~i.nci.p~l de l~ m~t~i.z de 
e o e 6i.c.i.ente~ (A) ~ e~n m~yotte~.>· en va..to~ ~b~ a luto que l~ 
~um~to~~ de lo~ v~lotte~ ab~.>oiuto~ de lo~.> elemento~.> 

~e~t~nte~ del ~eng!6n c.ott~e~.>pondiente, e~ dec.i.~: 

j = 1 

j 1 i. 

i. = 1, 2, ••• , n 

( 3. 1 5) 

P~tta aplic.a~ el ~étodo ~.>e pttoc.ede a de~~ejatt una inc.6gni. 

• 

• 



• 

( 3. 16) 

_a. x(k+1)_ a.. x(k)_ 
21 1 23 3 2n. n. - a. X J 

(3.77) 

~h.+7) 1. E -.a. x(k+1)_ 
x =-- n. n1 1 n. a. ' ' nn 

. J (k+ 7) - a. X n.,n-1 n-1 

donde x~k+l) indica. el· va.lo~ de la. "i-l~ima." inc6gnita. en la.
.(.. 

ite~a.ci6n "k + 1" 

Pa.~a. a.~~a.n.ca.~ el mitodo ~e e~ta.blece una. ~olucl6n inl--

cla.l. ~: 

(3.18) 
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cii.c.hoh va.loJte.h he. hu..6.ti..tu.ye.n en el la.do de.Jte.c.ho de la e.c.ua.c.-i.6n 
(3.77) pa.Jta. obte.ne.Jr. ta /)~gu~e.nte. holuc.-i.6n a.p~toxima.da.: 

= (3. 79) 

y eth~ huc.e.h-i.va.me.nte. h(t[)ta. que. 

1 
X + 1' - X 1 < E 
..!!.. ..!!.. ·- (3.20) 

,63 

Pa.Jr.a po delt emp.tea.Jr. e-6 .te m~.to do eJ.. nec.eh aJt~c ve!U. 6-i.c.a.Jt c. en 

a.n.te.Jr.~o Jt.{.da.d que. el .6 ~.6 te.ma. .6 ea. c. o mpa..Uble. y de.tvr.m-i.na..do; a.de.má.-6 
de. que. cumpla. c.on la.-6 c.ond-i.c.~one.-6 de. c.onve.Jr.ge.nc.-i.a. del método. -
A6oJttuna.da.me.ltte. la. ma.yo~a de. !o-6 pJr.ob.te.ma.-6 de. tipo -i.nge.n~e.túl . -

. 
C~e.Jt~Oh h~.óte.ma.-6 que. a. plt~me.Jr.a. v-i..6ta. no cumplen lo-6 Jte.q~-

, 
h~to-6 de.l método pueden lle.na.Jt loh Jte.qu~-6-i.toh med-iante. un .6~m--
ple. ~nte.Jr.c.amb~o en la. po.6-i.c.~6n de la.-6 ec.ua.c.-i.one.-6. 

3. 3. 3 V eh c.túpc..t6n del pito g~ta.ma. 

a.)SubJr.uüna.h Jr.e.que.Jr.~da.-6: 
' 

N~nguna.. 

b)Ve..6c.Jt-i.pc.~6n de. la.-6 va.Jr.~a.b!e.-6. 

A(1,J) 

B ( 1) 

N 

X( 1) 

Y ( r l 

XN ( 1) 

ma.~-i.z de. c.oe6~c.~en.te..6 del .6-i..6.tema. 

ve.c.toJt 'de .téJtm~no-6 útde.pe.nd-i.e.nte.-6 

o~tde.n de.! .6~.6te.ma. de e.c.úa.c.~one.-6 

va.loJt -i.n~c.-i.a.l de. la.ó ,{,nc.6gn-i.ta..6 del .6-i.-6 

tema. y va.Jr.,{,a.ble. de. lo c.a.l-i.za.c.-i.6n .tet11po--

Jta.l 
valoJt de. la..~ -tnc.6g nLta..! en la. -i..t e..':.a. ~,¿ 6 ·~ 
"n" 

va.loJt de. la. él útc6 gnita..6 en la. -i.te.Jto.c.i6 n 

"n + 1" 

• 

.,. 
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m~ximo núme~o de ¡te~ac¡qne~ a eóectua~ 
cute~¡ó de conve~g~enc¡a 
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.6 uma.do~ 

/ 

SUM 
1 -

La. p~opo.6¡c¡6n VIMENSION debe~~ mod¡ó¡ca.~e cuando 
.6 e p~e~ ente e.t ca.~ o de que N > 2 O. 

d)Fo~ma.to~ pa.~a Lo~ da.to~ de ent~ada.: 

SEC.TARJETAS FORMATO INFORMACION 
1 (215,F.10.0lN, M, E 
2 (10F8.0) A(I,J), lo.6 elemento~ de 

/ 

ta. ma..t4iz A ~e da.n ~~n-- / 
gl6n po~ ~englqn emplean 

3 (10F8.0) 

4 (10F8.0) 

e)V¡a.g~a.ma. de bloque~: 

do la. can~da.d de ta~je--

ta.6 nece.6a~a pa.~~-cada 

~engl6n. ·_ 
B(!) el vecto~ de tl~m¡

no-6 ¡ndepend¡ente.6 ~e da 
en~una ta~jeta o md~ ~e
gún el o~den del ~¡.6tema. 
X(!), la. ~otuc¡6n pa.~a.
a.~~a.nca~ el mltodo ~e da 
en una ta~jeta. o ·md.6 .6e• 

-
gún ~ea e.t tamaño de N. 

TARJETA EN BLANCO,a.L 6¡na. 

l¡za.~ toda. la. ¡n6c~maQ¡6n. 

' 

1 1 
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VIIJ•X(IJ 

obte.ne.-t l.o6 
IIUevaA va.to 

XN( l) 

F~g. 3.6 V~ag~ama de bloque~ pa~a ei p~og~ama 
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P~Cc~•u• PAlt RESCLV(~ SlSTE~AS O( ECUACIONES POR EL METDOO OE 
CiAt;SS• .. [ ICtL --- -·- --- -- ----. 
~~~~IFIC)CC nE LAS V'Ata9L[S E~DL(AOAS , 
A·~~TA!l C( CCEFICIE~T[\ DEL SISTEMA DE ECUACIONES 
ti~VECTOG CE TEA~thCS I~OEPENOIE,TES 
X•Valcq' I~ICIAL DE l' SOLUCION DEL SISTEMA 
lh•SCLlltlth CEL SISTEMa DE ECUACIONES EN LA SlOUlENTE lTERAClON 
H•ORCE~ D(L SlSTf~A 

Y•VALOQ DE LA S~LUCI~N OEL SISTEMA OE ECUACIONES EN LA ITERAClON 
a~TEAIQ11 

M•~&1luc NU~EAO DE ITERACIONES 
t•CAITE~lD O~ CONVERGEhClA 

Ol~E~SICN At20•20)•8C20)•XC20)•YC20)•XNC20) 
LECT~RA CE CATOS 
MEAct~·~o~> N•M•E 
lF<Nl 2.2•3 
tALL EttT 
1)0 4 t•t·~ f 
REIC(5•JC~l (A(l•.lh JOttiO 
HEAC(5oJ0•> (8(lltla\oNl 
REA~(5•~CQ) (X(ll•I•l•N) 
l~PRESIC~ OE DATOS 
WRIT[(6o4Cil) 
00 S 1•1•" 
WRIT((6o5CC) (A(IoJ)oJa\INl•Btl) 
MRITEC~o6C0) (ltll•I•ItN) 
SE !~DAGA SI EL SlSTE~a CU~PLE L~ CONDlClOM SurtClENTE DE CONVER• 
C.E~CtA 

IJC 7 l"l•N 
oc 6 J"l•~ 
lf(Aq5(J(l,J)) • ASS(A(toJ))) 5•~•6 
CC'ITI~U[ 
CC"l tNU[ 
~ao re 9 
nrtlTEC&.7GOl I•.l•1•1 
(,(! TC l 
uBTE~CIC~ OEL V~LCR OE LAS lNCOGNITAS 
tiCCt.•l 
IJ(! 10 ]D\IN 
x•. e n•x ct > 
T(Ipt(¡) 

I.IC 14 K•I•N 
~U"•Oo 
I.C 13 tal •h 
lfCK•Il 12•1l•l2 
~Lw•~~y + A(Koll•X~(I) 
tC\Tt~llE 
X~(K)a(~(K)•SU~l/A(KtK) 
tCt;THHIE 
1.10 1~ l•l•N 
SE VERlflCA Sl TA CO~V[RGJC EL ~ETODO 
lf(A85tXNCJ)•T(l))•E) 1~•16•16 
CCNTlNU[ 
l~Pq(StrN CE ~E$ULT,10! 

~~lTE<~·e-.J Cl~Cll•I 0 1o~l 
"RlTE(6,q~;¡ ~~-~ 
GO TC l 

16 NCC,•NCC~ • 1 
lf(NCC~··l 18•17•11 

t? WRITEC~o9.;J Cx~Cll•l"l•~l 
W~H[(~,>~:l hC~" 
C.O TO 1 

18 o:: 1~ 1•1• .. 
19 'I'Ctl•t•.::: 

GO .TC 11 
C FCRvaTrs ::: LEC7~ Rl E \•PR(SIC·I 

200 FCR~IT C2!~·FI:.ol 
lOO fCquAT c¡,;~.~l 
•oo rc•~•rc:~l·~<'l·l~•··~ar~tz aw~LIACA'l 
~oo rc~~~T <t•151•t;c;~.,.~.,, 
600 FCR~aT<>CI)ol~J•'P~l•Eqa apqox¡•aCIJh CE LA SOLUClON'ol/lotOX•!OCf 

16.2.~11) ' 
?QO FC~~ATC4(1),\~1o 'EL •ET~~ PUE~E NC CO~V[~3ER aACO ~U('o//o!SX•'AC 

2',12•'•'.t!2•'l t:S •A"'Ci~ ~: l('~¡z,•,•~¡2.-')') 
1!00 FCR.,&TC.:Cil•l~lo'LI ~o:'~~C _::, ~i:L Sio7E!IA ES'o//o5~oHEI<•S•20) 
9QO FCR~AT(.(IJ,l~~.'\: lE L~ 'A 1 ,A ~ ••• c:~~'o/ll,l5l•'~a ~LTI~A APR 

lOlt~ACtc~ ~\CC'Tq&:~ rlE' tl!o5••Qt¿,z,~•2Xll ' 
950 rCRMATC•C'l•I~X•'ITE<ACtS ES Q~~LlZAc•s• '•I4l 

END 

Fig. !.7 Li~ta.do del p~og~ama 
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3.3.4 Ejemplo 

- P4Jta. el c..i1tc.u.ito ell.e:tlt.ic.o de. la. 6.ig. 3
1

• 8 .6 e .6 a.b e que. 
z

1 
.. JA e.z 2 = 2A, R7 = R2 = R3 =.R4 = R5 = R6 = 1.rJ.. • 

I -
1 

'R. 
4 

F.ig. 3.8 Ciltc.uito e.!éc.tltic.o de.! pltoble.ma. de.! ejemplo 

3.3.4 

Se de.6e.a obtenelt e! voltaje de lo.6 nodo.6 v1, v2 y v3• 

Apl.ic.a.ndo anál.i.6i.6 noda.l al c.iltc.uito .6e obtiene: 

3V 1 - V - V = 2 - 3 

-V 1 + 3V 2 - V3= O 

-V 1 - V2 + 3V 3= 2 

{17 

altlte.g lo que e.6 utt .6 i.6 tema de ec.uac.io n e.6 tin e. a .te,~ c. o n :toda-~ la.-6 

c.a~ac.:telt~.6:tic.a.6 pltopia.6 palta. aptic.alt et ml.todo de. Ga.u.6.6-Seidel. 
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• SOLUCZON 

1 1 

o 
- V¡- __ o ._s __ -- --- ~--

vo = O. S 
2 

vo 
3 0.5 

TABLA 3.3 Va.to~ de! ,pJtob-f.ema. de'.t ejemplo 3.'3.4 

N = 3 

M = 50 
1 

EPS = 0.0001 

- 1 

3 
A = [: 

- 1 

8 = [i] 
X= [:: ~ 

o.; J 

-7J - 7 

3 

.68-

---- - - --....- --=--~-~ 

/ 

TABLA- 3. 4 Re~.u.i.ta.do-6 . de! pJtob-f.ema. del ejemplo 3. 3. 4 

l.~oc loOOO 

loOOO OoOOO 

•a.ooo loOOO 2·000 

PAJM[AA APRO(JwACIQN OE LA SOLUCION 

o.,o O oSO 

'' 
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ol0000[+01 o75000!:+CO •Usoottc a 
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333 Solution• or l'vi¡,I<JinU~J r~ .,¡.'. _ ..... 

b. j the highest common factor of thesc polynomiBt•. 
c. t-s'ld the roots. 

14. By dlred substi!Íition show that y= ce•• is a solution or the J¡:krcr;I..,.J 
~uauon 

if a is a root of the polynomial equation 

oX
4 + 3a 3 -h 2 + 3oc+ 1 =0 

lf a., a 1 , a,, and «• are the four roots oC thís equation, show tha! 

o 

also satisties the dilferential equation for any valucs of r., c3 , c3o and c,.. 

15. Show that for t sufficicntly lárgc and cx., crz, a,, ami oc,. al! real, the value of y 
will be detcrmincd by thc largest positive 01 1 • 

16. Show that if y= ce"', then y is less than or equal toe in absolute value for alt 
t > Ó., if thc real part of oc is zero or negalive. 

J7. In a mcchanica1 system of springs and masses, the motion or any part aner a 
sud den impulse accclcration is govcmed by a ditrerential ~uation or the ronn 

d"y d•-•y dy 
01 dt,; + 01 dr•-• + · .. + 0 " dt + ao+•Y = 0 

, 
The system will be stable, that is, will not tend to shake itself apart, ir none or 
the l>olut10ns y = ce•• grow vcry large as t increases. Show lhat the system will 
be stablc ir all thc roots of thc polynomial cquation 

a,a.•+azoc•-• + ···+a.cr+a-+, =0 

havc zero or negative real parts. 

18. In an electrical circuit of resislors, capacitors, and inductances, the curren! 
. at any poin~ after a sudden initial impulse current is governed by a dilferential 
cquation of the form 

d"i d·-•;. di 
a, dt• +a¡ dt•-• + ... +a. di +a-+, =0 

The system will be stable, that is, will not tend to develop very large local 
currents and bu m out components if none of the solutions of the form 1 = ce•• 
grow very large as t increases. Show that the system will be stable if all the 
roots of the polynomial equatton 

a,ot" +O¡ cx•-l + · • · + UaOI + Oa+ 1 = 0 

have zero or negative real parts. 

\ 

• ... 
~ 

e 
(j• :: 
(j 

{J • 

1~ 

) 1') '. o(.~,.., o·; 1) o u e ' e,.., <::· .... -:<} q} e • e¡ 
0 o t; E>~·)~ 0 ce oc 

,!) t) ·~ 
.. .... $'3~ ~e (.)0 . ., ... 

ro: a 1 
,.. ....... ~. ·~" ') o- \I~· ~ ~)) (; () v .. J 
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Simultaneous· Linear 
Equations and Matrice.s 

10.1 INTRODUCTION 

In th1s chapter we turn to a problem of finding the values of unknowns, 
x 1, x 2 , etc., which satisfy systems of equations of type 

allxl + a12X2 + O¡JXJ + · · · + alax. = b1 

a21X1 + OuX2 + 023-"3 + · · · + a2,x, = b2 

a31 X 1 + a 32 x 2 + allx3 + · · · + a 3,x, = b3 (10-1) 

Whcn the núrnbcr of cquations is equal to the number of unknowns,- there 
will ordinanly be a unique solution; that is, one set of values of x

1
, x

2
, .. ..-:\ ' 

... , x, which satisly all of the equations. At least such is the concept in the 
world of exact numbrr~ and exact arithmetic. When the cocffictcnts are 

• - • 1 
a!Jproximate numhcrs, the conccpt of a solutton becomes less clear, as the 
following examplc t.!cmonstrates. 

Examplc l. Find the solution of 

l.Ox- 2.0y = 1.0 
. Sx - 4. O y = l. O 
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1 
,_ ' ,, 

• , Fi8_\t~_lQ. t rep(c~~nts the, lQiutio.n, laking- tnh~ .._~ ~ount thr. • ~ 1, • ... ,,,
1
r 

natv<e: ~~,th.e: coe.tnc•cnts. E.ac~ cquatiQn t$ tcpu:wtit(\1 iivt ~) i 1 ::e t-.1 ·, ., • 

~a.nd WHI'u~ our knowleds.e.. of the a~urae, of lhe:ubuvc numbcr•,.an) , •l..~t 
m the. b:wd: 1s, as. aeceptabte as any other ,. For exampk. in Che fiut ~'lu u,. n. 
'«hc:8! .x: '""0>~. y (an b~ a.s. s.mall as - t .OS#l ~.$ :;::¡; - .S4 or u\ l.aq .. ~ aa 
- .~$#71. 05 ~.- .~ Thus. 11.1 Ji~~ the band for the first cquation W\er" 
the: r-tg,lon fc0ro JP = - .SA to JI= - .46. The two bands intcr~t not in a 
Ulilt~u.e ¡;wiut hut ¡r;r¡ a reg,ioo. and any poinlin thi$ regiop mlght be ae«pttd 
as a s.olutroo. The.. nominaf sotution. for the above system of equations, 
ohcained h)í' a.ccepling the coeflicients as cxact. is x = 2/l. y = -1/6. or 
appuoMmatrd)' x = .6-ü. y= - .11. However, the points x = .86_ y=- - .12 

.S 

-1 

2.o~.:: "'f.o 
- #.o ;:a f.o . 

.. ,' 

anó x = .S, y= - .21 are also wíthín the acceptahle region. lt is somewhat 
dísconmúng to note that ÍIJ thís rather straíghtforward case, wíth th~ co
efficients known to lO% or better, the solutíon ís uncertaín by 30% or more. 
la (afl be seen that íf tfte equations represent fines that are nearly parallel, 
the regíon of overlap of the two bands representíng the equatíons can be 
quite extended, as ínustrated ín Figure 10.2(a). In this case, even íf the 
c:ricimts were exact, a sman rhange in one of them can make a sízable 
dHferma in tbe l()futíc;n, as íllumated ín Figure 10-l(b) and (e). Equatíons 
havíng thí~ property are termed ífl·condítíoned. An accurate solutíon can be 
found o'nfy by per(armíng the compufatíon wíth great care, sínce tven small 

~ ~?'"""líh?'"'lrJ,\?.'IM=< ...---7P.{J$!lJW ~~I'J!.,~I'r<M''ftl'~1j-''f''~~f~ 
lor_ - ,# ~ 

.. 

' 

-! 
¡ 

1 
. 1 

¡ 
1 

1 ' 
, 
\ 

,. ~..:~·~ '! < ""'" m.ty infiuence the answer greatly. Further, in practical.&' 

1,.-, :-.r.\, tl.c .t'l'"cr ihelf mu~t be viewed with s,ome.circu~~ction, since 
,::1, ,~l.crcnt an;u:~:uracies in the values of the coefficients may cause large 
,>,.w¡tt\ in thc an!.wers. 

1 hC' abuve u<tmplc concerned itself with two equations and two unknowns, 
.. but analosous situations exist for higher numbers ofequationa and unknowns. 

In this chapter, thrce general methods of solving a set of simultaneous linear 
equations are discussed: dircct methods, in whjch the solutjon is foynd b,y a 
finite numbcr of algcbr:Uc manipulation~ of thc wefficients; iterative Jlill}l.~~
Wñlcb pro<luce a set of ~~cessi"Ye.appwirpªt~~-s to ~J¡e ~lutioJ!~w_hich hope: 
füUfbeéome very close to the solution but never actually reach it; and matrix 

(a) 

\ 

(b) 

Figure 10-l 

(e) 

~~J!.l.lletb~s. "!~e~ are quit~ similar to the direct mcthods in numerical 
content but which providc conceptually more elegant bases for such methods. 
AS was indicated.in Chapter 5, no one of these methods is always best. The 1 
direct methods and matri:x methods can have accuracy problems for some 
values of the coefficients and constant terms. The iterative methods can fail 
to converge lo a solutiQJl. An attempt will be made to indjcate the conditions 
under which the various methods can be expected to give satisfactory results. 

10.2 THE ELIMINATION METHOD 

The elimination method consists o( multiplying various of thc equations by 
appropriate constants and adding to other equations so as to obtain zero 
coefficients in sorne Jocations and eventually obtain equations that can be 
solved directly'. The particular form of the etimination we shall use is that 
known as the Gauss-Jordan method. In this method, an appropriate multiple 

· of the first eqÜation is addcd to each of the other equations so that the result- --· 
íng n- 1 equations have zero coefficients for the x1 term. (lfthe fust equati~n 

AL~ ..... -··- .. -· -~------"'9:"'-----al!"'~~ -, .-' ~ 1 'l 
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does n \c .t tcrm lnvolvmg x,, we mu»l fit)l Jnlcl~h.Jnf" 1 .. ~,, 1 · "" 

to obta1u onc w1th an x 1 tcrm as thc lirst equa11on.) 1 hen .tt1 11 ... ~ ;~ _ 
1 • • ·'--

mul!iple ofthc ncxt equ:~tion ic; addcd to all equat•on' to cllllltna•,· .~., •. , ·-
from all but one equat10n. The proccss !S continucd unt1l cad~ r.¡~ .. -•. ,11 

contams only one unknown, and the equations are sotved. Al e-.tch ~ter. lhc 

coclfrucnt bclng used lo ellminate other coefficients is calkd the f'l\ oll,\1 

coellicacnt 
To dcmonstratc how a machine prográm can be organ~ed to perform th11 

proccss, wc <.hall con:.truct sorne diagrams. Equation ( 10-1) wlll be represcntcd 
llllcrnally 10 a computcr only by the stored valuc of the coeffictcnt:, a,, 
through o..;. and b1 through bft, pcrhaps as subscnpted variables A(l,J) and 
B(J). S1ncc the plus stgns, x's, and equals signs will not pe storcd in the 
computcr anyway, Jet us omtt them and write down only the constants and 
cocnic•ents, armnged as in the equations but omitting the x's and algebra1C 
symbols, thus·:·. 

011 a u a u a¡, b, 

021 a22 oll ah bl 
al, a32 a33 a 3ft b3 (10-2) 

aft, a.2 a.J ... a.4 b" 

remembcring that we will mentally supply the x's and symbols where needed. 
To make the notation appear more uniform, Jet us rename b1, b2, ... , 

b, as a,.+ 1, Ozn+ 1, ••• , anft+ 1. Then the array can be written1 

a" al2 oll 

az, a21 a23 

031 a32 a33 

a,, a"'+ 1 

Ozn Ola+ 1 

OJn a3n+ 1 (10-3) 

As a first step in the elimination process we can divide the first equation 
by o11 to make the·coefficient of x 1 become 1, a~d obtain the equations 
reprcsented by 

1 
a u a,J a"' Otn+l 

a" a" a" a" 
021 a u 023' Oz, Oza+ 1 

1 
als 031 all OJn OJn+ l 

-. 

a ... a,.z Oa3 a na Dnn+l 

"'' ltl :¡ - The Ehnunation Mcthod _, .. _, 

~'·''A .,., c.•n cltmmate the x1 tcrm from cach of the oth~r equatiol'lc; bt.!!ll!lú· 
Í:~':!,!f.t_!2:__!lr~t eg:'3tion bJ 0 21 a~l. SUbtÍ':tCIÍng from the WJl1 ~d t t 

1 uLir.'-"'n~: from thc t!md, etc, g1vmg _ ___ , _ _... 

o,. _, 

( a•~) \ (atn+l) a"" - aft, - a...,+ • -a., -a--
a11 11 • 

" 

At th1s point, we have elimtnatcd the x1 term from all but the first equation~ 
using a1 1 

as "the pivotal cocfficient. Note that in the computer, the new 
cocfiicicnts may as well be stored in thc locations which held the old ones; 
that ts, a

12
fa

11 
simply rcplaces a12 , etc. lf this is done, the above array 

beco mes 

1 0¡2 O¡J a,. O¡n+l 

o a22 a2J Ozft Ozn+ 1 

o a32 an aJ• OJa+ 1 

o a.z a.J a •• aftn+l 

and the process which gives this array from the original one can bi described. 
by 

alifa11 _.al) 

a11 - a11a1J-+ O¡¡ 

/ 

for j = 2, ... , n + 1 

for i = 2, ... , n 
j = 2, ... , n + 1 

Note that these steps will not actually put a,, = 1 and o11 =O for i > 1, 
that is, will not set the first column to one and zeros. Since we know they 
should be there, we can simply remember the fact, and not force the computer 
to take thc extra steps to actually put them there. 

Now we need to eltminate x 2 from equations 3 through n and from cquation 
1 by an aoalogous {'rocess. The steps are described by 

a21{a22 -+ a21 

o11 - a,1 a21 -+ a11 

for j = 3, ... , n + 1 

for f= 3, ... , 11, and i = 1 
j = 3, ... , n + 1 



. ·/ 

'"" i 

,_ 

' .~ -

and produce an arrav of the form 

1 O au a1,. a1.,. 1 

O 1 au Oz,. a 2,.. 1 

O O On al• ola+l 

O O aa:s • • • a,.. o,.;, u 

lf the process is continued, we eventua11y obtain the arr~) · 
o o 

O J O. 

o o ) 

() Ql•+J 

0 O.za+t 

o Ql•+t 

o o o . . . 1 a.....J 

l<'h 10 

(l0-4) 

and so X1 =a1.,. 1, x 2 =al,;+t• etc. The process can be summarized in flow 
__ chart form as in Figure 10-3. A remote-terminal routine which would perform 

the process for systems up to JO by 10 can be written as foJiows: 

1 DIMENSJON A(IO,II) 
2 1 PRINT, .. NUMBER OF EQUATIO~S" 
3 INPUT, N t\, s\S\ • 
4 NN=N+ 1 ;"V "¡ ,?1)-
5 PRINT, .. A(I,I),A(I,2),,A(I,N),B(I),A(2,1),ETC" ltlí 
6 · INPUT, ((A(J,J),J = I,NN),I = I,N) 
7 DO 3 K=I,N 
8 KK=K+I 
9 _DO 3 J=KK,NN 

10 A(~,J)=A(K,J)/A(K,K) 
11 DO 3 1= l,N 
12 IF(K- 1)2,3,2 
13 2 A(I,J)=A(I,J)-A(I,K)•A(K,J) 
14 3 CONTINUE 
15 PR 1 NT, "SOLUTION ",(A(I,NN),I = l,N) 
16 GO TO 1 
17 END 

E:xample l. Show all inputs and machine responses for running the above program 
to solve tbe set of equations 

~. -,-~ 

2xa + Jxa + Sx, =S 
Jxa +4xa + 1x1 =6 
X a+ Jx2 + :zx, =S 

. .::::::]\f{MOOl{ft!~1J,i@~@''$ffiiUí!ilm\.o:;;N_IIJ!ilbj~ 
'• 

!tot\:. 10.2) The Ehmination Method 

The inputs and responses would appear as foUowu: 

RUN 
•N 

? 3 
A(l,I),A(l,l),..A(I,N),B(l),A(2,1),ETC 

? 2,3,5,5,3,4,7,6,1,3,2,5 
SOLUTION -3.000000 2.000000 

ENTER 

-Q) k= 1, n 

-.Q) 1 =k+ 1, n • 1 

a~1 = aA/au 

->Q) t = 1, n ti 1 kl 

a,1 = a11 + a1AaA/ 

Figure 10-3: Flow chart for Gauss-Jorclan method 

34S 

1.000000 

The program given above will run into trouble i( any of the coefficien_ts 1 
A(K,K) are zero, sincc it,will attempt to divide by zero. One way to avOJd 
this problem is to rearrange thc equations any time a zero element on the 
diagonal JS encountered. _ 

Anothcr way, not much more difficult to execute, is to rea~range the ·¡ 
equations at each step ~o that thc piyota~ cocffici_cnt at c~h step IS not only 
nonzero but is actually the largcst cocffiC!ent. Ih1s approach not ~nly av01d,s 
division by zero but also tends to enhance accuracy by mJ~JmJzmg round
oH error. It has the disadvantagc that thc: rearrangement wdl cause the un
knowns to be scrambled at the end of the process. Suppose, for example, 
that initially the largest cocfficient is a32 • Then we would like to arrange the 
equations as 

a32 x2 + a31x1 + o33 x3 + · · · + a3,.x,. = b3 

a22 x2 + a21x1 + .a23 x3 + · · · + a2.x. = bz 

a12 x2 + a11 x1 + a13 x3 + · · · + a1.x, = b1 

a42 x2 + a41x1 + a43 x3 + · · · + a411 x. = b4 

a,.2 x 2 + a111 x1 +, a,.3 x3 + · · · + a,.,.x. =b. · 

In terms ot the original set of equations, (10-l), we have interchanged the 
first and third equations and have also interchanged the positions of x! and 
x2 in all equations. In terms of the array of coefficients (10-3) we have mter-.• 
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changetl the first and third rows and the first and second column'l. lf we 
contir thc process to the cnd with no further rearrangement, the final 
value in ah+ 1 when we reach the stage represented·by (10-4) is not x 1 but 
x2 • Thus whcn we intcrchangc rows or columns to obtain a large pivota! 
cociiKICnt, we must abo kecp track of which unknown is represcntcd by a 
parucular column. Th1s can lx! done by storing an identification number, ID, 
for eJch column whach fifd1cates the number of the unknown reprcst:nled 

_by that column. For examplc, in the rearrangement shown above, the infor
matJOn that the variable x2 was now in the first coturno ":Ould be indicated 
by sctting ID( 1) = 2. 

A separare subrout1ne can be writrcn to handlt: the exchange of rows and 
columns lo make lhc largesl clement appear nt location A(K,K). The sub
roulJ nc gavcn below would suflice for tlus purpo~e. 

SUBROUTINE EXCH(A,N,NN,K,ID) 
DI M ENSION A(20,21-),ID(20) 
NROW==K 
NCOL=K 
B = ABS(A(K,K)) 
D9 2 l=l,N 
DO 2 1= l,NN 
IF(A HS(A(J ,J)- B))2,2,21 

21 NROW=I 
NCOL=J 
B=AilS(A(l,J)) 

2 CONTINUE 
IF(NROW- K)3,3,31 

31 DO 32 J=K,NN 
C=A(NROW,J) 
A(NROW,J)=A(K,J) 

32 A(K,J)=C 
3 CONTINUE 

J f.( N COL- K)4,4,4I 
41 DO 42 l=l,N 

C=A(I,NCOL) 
A(l,NCOL) = A(I,K) 

42 A(l,K)=C 
I=ID(NCOL) 
ID(NCOL)=ID(K) 
ID(K)=I 

4 CONTINUE 
RETURN 
END 

Scc. 10.2) The Elimination Method 347 

In th1s subroutmc, the statemcnls up to number 21ocate the eJ 'lt tíaving 
the largest absolute value and 1dentify its locatíon as NRO\\. .OL. The• 
strtlements from 2 to 3 Jntcrchange rows K and NROW if thcy are not lhe 
sarnc •"ow Thc statements from 3 lo 4 interchange columns K and NCOL 
1r thcy are not the same column, and also interchange the ID numbers to ~ 
record thi~ fact Using this s11broutinc, onc lo ~olve the scl of linear cquations 
..:an be writtcn a~ follows: 

SUBROUTINE FL IM(AA,N,BB,X) 
DI M E ~'iiON AA(20,20),BB(20J,A(20,21 ),X(20),10(20) 
NN=N+I 
DO lOO 1 = I,N 
A(l,NN)= 1313(1) 
ID(l) = l 
DO 100 J= I,N 

100 A(I,J)=AA(I,J) 
K=l 

1 CAÍL EXCH(A,N,NN,K,ID) 
2 IF(A(K,K))3,999,3 -
3 KK=K+I 

DO 4 l=KK,NN 
A(K,J) = A(K,J)/A(K,K) 
DO 4 l=l,N 
1 F(K- 1)41 ,4,41 

41 A(I,J)=A(I,J)-A(I,K)•A(K,J) 
4 CONTINUE 

K=KK 
JF(K- N)l,2,5 

5 DO 10 1 = l,N 
DO 10 J=I,N-
1 F(ID( J)- 1)10,6,10 

6 X(I)=A(J,NN) 
_ 10 CONTINUE 

RETURN 
999 PRINT 1000 

RETURN 
1000 FORMAT(I9H NO UNIQUE SOLUTION) 

END 

/ 

In this subroutinc, the input coefficients are identified as AA(I,J) and. t.he 
__ input constaLJis as Bll(~). The statements up lo 100 reidentify ~hese quaniJ.ttes 

as A(J,J), so th~ original values will not be deslroyed by t.he subro~tme. 
Stalement f ca lis subroutine EXCH to m a k e the largest coeffic1ent the p1votal 

cw, as 
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/ coefficicnl. 1( tbe la¡gest coeffioient is zero, the message "r-:0 ll~IIJI f 
' SOLUT!ON .. as pri!lllled arnd anexitis taken Oth~rWISC, stalcmcnh 3 lhr-, JG~ 

4 soh·e lhc cquations as in the remole-terminal program givcn earhcr. ~t.slc· 
mcnts S through 10 use 1he jdentification numbers lo unscramblc thc 
unJ..nowns and rc:wrn them in proper order. 

10.3 GAUSS-SEIOEL METHOD .• 

Another and quite diffe,rent metbod of solving a system of linear equations 
is the so-ctlled Gau~s-Seidcl method, in which equations (10-1) are rewritten 
in the follov.ing form: 

a 11x1 = b1 - a 11 x2 - a13 x 3 

a.ux1 = 61 - a21x 1 - a23 x 3 

(10-5) 

In wc>rds, in each ofthe equations all but one unknown is taken to the right
hand side of the equation. We then guess a set of values for x 2 , x3 , .•• , xn 
and substitute these in the right-hand -side of the first equation and solve for 
x1• Then we substitute this value and the original values of x3 , .•. , xn in the 
right-hand sidc of the second equation and solve for x 2 • We discard the old 

\ 

value of x 2 and kecp this as a better one. \Ve then subst1tute in the right
hand s1de of thc third equatlon and obtain a new value for x3 . After we 

1 have proceedcd through all the equations 1n this fashiori, we have a new set 
--lj of values x1, x 2 , ••• ,-x,. (We must first arrange the ~quations so that none 

' of thc u11 = 0.) We then start again with the first equation and find a new 
x 1, thcn a n\!w x 2 , etc. Ea~h time through this proccss g•vcs us a new, and, 
wc hope, ~llcr sd of v.tlucs for x 1, x 2 , ••• , xn. Whcn the new values ob
tamcd agn:c with the previous set to within the accuracy we desire, we have 
the solution. This is an iteration process sim1lar in nature to those discussed 

\ in Chapter 8. lt is not ábsolutely certatn that this process will converge, 
'. that is, that the differences between succecding sets of values will get smaller 
\/ and smaller. We shall d1scuss the convergence problem more fully a little 
¡ later. 1t is not certain, e1ther, how many multiplications will be required to 
' obtam thc solution to a dcsired accuracy. Each trip through the set of 

equat1ons, or iteration, requ1res 112 multiplications. lf (l/3)n iterations 
happen to be requircd, then the method wtll takc about as long as the elimi

, nation method. lt may take more or less time, dcpc-nding entirely on the speed 
of c0nvergcnce and accuracy rcquired. 

... · .......... , ..... 
,.,..,~ .... -.. -· .... ·----.,., ..... -,. --.. -.......... ~------. ~ n¡•r .. ~t ii ~· .,... ·• • • 

t' •• ' 

o' 
1 

S«. 10.3) Gauss-Seidel Method 

f.umple l. Solve the system 

by lhe Gaus~·Seidel metholl. 

We write the equations as 

x, -lx, = 1 
x,+4x,.,4 

x 1 = 1 + 2x2 , 

x2 = 1- xaf4 

Let us take as starting values x1 = x 2 =O. 
l'utting Xz =O in equation {10-6), we obtain 

x. = 1 

Putting x1 = 1 in equation (10-7), we obtain 

x 2 = 3/4 

At the end of the first iteration, thcn, we ha ve , 

x. = 1, x2 = 3/4 

Putting x2 = 3/4 in equation (10-6), we have 

x1 = 5/2 

Putting x1 = 5/2 in equation (10-1), we have 

X2 = 3/8 

At the end of the second iteration, then, we have. 

x2 = 3/8 

349 

(10-6) 

(10-7) 

We can continue this proccss. The results for the first several steps, starting 
from the beginning, are 

x, X a 

o O' 
1 .15 
2.5 .315 
l. 15 .5625 
2.125 .46815 
1.9375 .515625 
2.03125 .4921875 
1.984375 .51390625 

' '·- . :-"'-· ... -~-.-....-- _,_,,...,i_.,. __ ·-·-•.,,.. ____ ,.,.w_.,,._ ... _~ ... ' ; w..-
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lt is ~ vcrrfied frorn thc cquatton that the correct solution 1 ~ .t, .. :. 

X.z e:: 1/2. Thts solutaon as slowly converging toward those values. 

ElUlmple 2. Solve the sy~tcm 

by thc Gauss-Sc1dcl method. 

Xa +4xJ =4 
-x¡-- 2xJ = 1 

~ . 

Thts ís the sarnc problern as Examph: l, with the equations reversed. We 
wnte the equations as 

x, = 4- 4x2 

x2 = - l/2 + xtf2 

Then the successive interations give the followmg values: 

.X a Xl 

o o 
4 1.5 

"' 
-~ -2 -J 

8 3.5 
-JO -5.5 

26 12.5 
-46 -23.5 

It is clear that the process is diverging, and the solution will_not be obtaincd. 

\. Example J. Apply the Gauss-Seidel method to Example 1, Section 10.2. 

Thc equatioñs are 

We write them as 

..--u;p~ul 15 

2x 1 + 3x 2 + 5x 3 = 5 

3x1 + 4x2 + 7x3 = 6 

x 1 + 3x2 + 2x3 = 5 

2x1 = 5 - 3x1 - Sx3 

4x2 = 6- 3x1,- 7x3 

2x3 = 5- x 1 - 3x2 

... 
14 

.. i ,, 
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~ ... u·))J\"e itcratJOn) gi\'C {to four decim.tl places) 

x. ,'1(¡ x, 

o o o 
2.5 -.375 1.8125 

-1.4688 .5703 2.3789 
-4.3027 .5640 3.8054 
-7.8595 .7352 5.3270 

-11 9203 1.1180 6.7831 

In Section 10.2 we found that the solullon to this system was 

x, = -3, X.z = 2, 

Our iteration scheme i!> not converging toward those values. 

10.31 Convergen ce of t_he Gauss-Seidel Method 

Sorne insight intt' thc conv.:rgcnce problem can be obtained by following 
Examples 1 and 2. ~cction 10.3, in graphical form. Figure 10-4 illustrates 
the scheme follow~d 111 Exampk 1 Start111g at the point P0 , we change X 1 

(that is, move honzontally) to arnv~.: on the ltne x 1 - 2x2 = 1, and then 
change x 2 (that ~~. movc vcrt1.:ally) to arm·c on the fine x 1 + 4x2 = 4, 
bringmg us to the polllt P1 Tlm ~~ thc pomt· gi,en by the first iterat!On. 
On the second iteration wc rnovc honzont .. llly, then vertically to arrive at P 2 • 

On thc th1rd wc move horizontally, then vcrtically to arrive at P 3 , etc. 1t is 
clcar from thc figure that thiS prOCCSS Í!t brmging US closcr ano cJoser lo the 
true point of interscction. 

1¡ 

Figure 10-4 

.. 

-¡ 
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1.52 Simuhoneous Line.u [qu.•••~·n' Dn.J !1.1 1 
' • 6 '"'" :~ '· '•&! 
Figure 10-5 illustrales the ~cheme followed m F'tamnTe 2 T'-

1
. . ,. · nc ll:r< ,. • 1 1 •1! 

mes are lll\'Olved, but th1s time we always movc hor1'zo 1 11 · · 
h . 11 ... ) '" 1( ... ~ 

t e lme x, + 4x.a = 4 and vertJcally to reach lhe line x - 2x 1 .......___ 
,. f> p 1 .a "" • • ·~ ('o.tanl• 
ro. •• 2 , ••• are the results of the successive itc:rations in this case. ' 

Figure 10-5 

- 1t ap¡}ears that graphically the Gauss-Seidel method for two equations in 
two unknown consists of following the above boxlike paltem about the point 
of intersection of the two lines: Jf this pattem is followed in the correct 

_ direcrion lhe inrerscction will be approached, but if it is followed in the 
wrong dircction the process will diverge from the intersection. This is the 
case if the slopcs of the lines ha ve opposite signs. lf the sign:. of the slopes 
are the same, lhe siluation is a liule different, as depicted in Figure 10-6. 
The sequen~ of poinis P 0 , P 1, P 2 is part of a convergent process, in which we 
proceed honzontally lo fine (b), then vcrtically to line (a). The points P

0
, 

2:1 (b) 

/ 

Figure 10-6 

1 
-1 

G.Jus~-Seidel Method 3.53 

,., ·. r l. :tri! part of a divergcnt process, in which we proceed horizon~lly to 
hnc (.t) thl!n vertlcally to hnc (b). 

m Jhdicared by the above figures, the situation regarding convergence for 
thc: Gauss-Seidcl method for two equations in two unknowns is as follows: 
The proccss w1ll converge for the equations arranged in one order and 
d•wrgc for the equntions arranged in the opposite order. The only exception, 
occurs whcn the equations represcnt perpendicular lines, in which case the 
procc~s will not wnvcrge for either arrangement. lt is interesting to note that, 
c:ontrary to our experiencc with iteration methods in the preceding chapters, 
the convcrgence or nonconvergence for these linear equations does nol 
dcpcnd on choice of initial estímate. 

For larg('r systems of equat10ns the situation becomes much more complex. 1 
The neccs!>ary and sufficient conditions for convergence are known but are- f· 
not c:aslly exprcsscd in a vcry usable form. S~mctimes a rearrangement of; 
the equations will produce convergence; but this is not at all guaranteéd.·· 
The lil..clihood of convergcn¡;e is usually increased if the e uations are ~ 
arr:ll1)!.·d !>~• that thc coc tCIC'nts a11 , a22 , a33 , ... , u,. which a on t e 
e t-hJnJ :.id e in the system- as wn ten m ectlon 1 . are the Jargest coeffi.-

Ci'ents_ in ab~olutc value, In fact, convergcnce is assured in this case if in e~: 
equat10n thc ab,olutc value of the coe'fficient a11 is Jarger than the sum of th~ 
absolute valuc'> of thc ren1.1ining cocfficients. This condition -is-not often • 
met. In fact, as in Examplc 3. Scction 10.3, jLis often impossible even t~
write all the equations wnh l.1rgest tcrm.; on thc left-hand sidc. -~ 

10.32 Flow Chart and Program for the Gauss-Seidel 
Method ' ·." 

The flow chart in F1gure 10-7 describes the Gauss-Seidel method. This 
flow chart uses the equatio·ns arranged just-as, they are, with no attempt t'o ·.
rearrange the cquations to increase the likelihood of convergence. lf dcsired; .. 
it could be preceded by another section of flow chart which would rearrani."'e · 
the equations in attempt to enhance the Jikelihood of convergence. In ordi·:.· 
to cu~ ~own ~n the number of·~ivisions requir~d, each of the equati~ns~-
first diVIdcd through by thc cocfficrcnt a¡¡, so that m the set of new coelf.c•entSiF·'·· 
c11 , the c11's aré all one. This flow chart computes at each iteration a quantit~> 

,.. .. 
~:\:'-

::~· " E = L lx~•w - x~ldl 

·~· O r ,-•! ~-:_ 

and when this qu~tity becomes smaller than the given number d, the iteratib\i~~ 
stops. Note that, in the way the expression for P is written, P is precisély.¡· 
........ - ...ohl 1 ·., ,.;;..~": 
A¡ A¡ , · '"':!"•., 

'' r ... ,, ' 

···:#· 
. ~~-; a-..-:..:;;y. 

:;;t'-. , .. ;~~-... 
· ..... _ ,..... ..... == ¡V p:wacwto....,.,.,__,..,....,.,eaii!IAI ___ c;-lllze•=--w;"''""' ___ ..,. 
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Thc FORTRA~ subwuunc b~IP .. , •. ~es !he G,,,,~s-~cnld :·.:ti.- .! . : 

an N by N syslcm of linear cquatllm~. follow1ng thc llow ~:-,.: 11 \¡ .:·--. 11 
a rca~rang::mcnt of thc cquat10ns ~·.:-r.: dc~ircd, 1t could ~ a-:1 ,-b,rli·;h~J hj 
-u~.ng a subroutmc for th.lt ¡->ur¡}()SC jv!>l prior to 11\lllg t!ú: on.: gl\cn :x!v ..... 

SUDROUTl-:-.:E GAliSlDlA,N,B,X,ERR) 
DI M El'\SIOS A(2íJ,20), li(20¡,C(10,21),X(20) 
K=O 
i'-IN=N+l 
DO 11 1= 1,N 
1 F(A(I,l)) 12,6,12 

12 X(l)= l. 
C(I)\N)= Bli)/AO,l) 
DO 11 J=1,N 

11 C(I,J)=A(I,J)/A(I,l) 
l CONTI!\:UE 

E== O. 
DO 3 1== 1,N 
P=C(I,NNI 
D02J=1,N 
P = P-- C([,J).;.X(J) 

2 CONlíNUE 
X(I) == X(l) + P 
E== E+ ABSf(.P) 

3 CONTJNUE 
IF(E- ERR)4,4,5 

4 RETURN 
5 K=K+I 

If( 100- K)6, 1,1 
6 PR1NT 1000 

RETURN _ 
1000 FORMAT~251-I GAUSID DOES NOT CONVERGE) 

END 

EXERCISE 26 

J. Following tl;c remole-terminal prog:-am of Scctwn 10.2, solve the following 
systcms of equat1ons, . 

a. x -y = 2 b. ·'" + 2y = 7 
X -y = 4 4x -1 y = 5 

c. 2x+3y-tz=2 
x+ :!y- 4z = 3 
4x -2y+ z = -2 

d. X f- y+;: =4 
Jx- y- z '= 1 
x+ 2y- z ~'S 

\e~. :11 4) 

e;, 1 t h 

·':0 ¡ ~ 1, n ..- 1 
r .. ~ u.,!a ... 

arrangemcnt 

E=ll 

-{¡) •=l,ro 

i' =c, •. 1 

--Q) 1~ l,n 

. z . ..a .... t r 
F:~f;. J·: 

~--..-..J 

• o 

f.:>r k> 1 

b. Show that ~o u~ subroutine Wlil corrc.:tiy ;;n angc the equ:::t•;ns 

x, + 8.\z + xl = 10 
·x,+~ 2 +1xl=9 
9~ 1 -tx,+\')=11 

10.4 MATRICES 

-.' _., 



,·. 

'-~ . ' 

,. 

356 ¡e 1: H• 

formallsm of writing down the' unknowns x,, x 2 , etc., whcn wc writc thc 
cquations longhand, merciy serves to ident1fy th.:: propcr location~ of thc 
cocllic•cnts and constants. In othcr words, thc solut10n of thc ~ystcm of 
cquations 

O¡¡X¡ + 0¡2X2 + · · · + a1nxn = b 1 

Dz¡X 1 + Oz2X2 + · • · + a2nXn = hz 

1s determincd completely by thc arra y of cocfficicnts 

a,") ... a 
lft 

• • • Dnn 

and the arra y of constants 

lf wc are givcn any two such arrays, we can write the ~ct of cquations 
thcy represcnt. lf we were lo change the m:mcncal valuc of any nurr,ber 
in onc of these arrays, a diffcrent sct of equat1ons would be repre!>cnted. 
Furthcr, if we wcre to interchange the pos1tion of any two of thc numbcrs, a 
still different set of equations. would be represcnted. All th1s suggests that ít 
may be uscf~1l to consider thcse arrays of numbcrs as scparate entities, 
establlsh rules for manipulating thcrn, and pcrhaps free oursdvcs somewhat 
of the repetitious writing of thc basically noncsscntwl symbols x 1 +, x2 +, 
x3 + , etc. Considerat10ns such as thc'>c have led to the definition of a. 
matnx as an array of numbers, and to the dcvelopmcnt of an "algebra" of 
matrices, a set. of rules for combíníng matrices to form other matrices. Once 
devcloped, matrix algebra has come to have far-reaching applications~om
pletcly apart from systems of !mear equations. 

10.5 DEFINITIONS ANO ELEMENTARY OPERATIONS 
1 

A matrix is a rectangular array of quantitics or numbers, such as 

a11 au a13 

a2 l a22 a23 

a 31 a31 a33 

¡ 
i' 
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In ordcr to distingu1sh a matrix from a determinan!, which also. fll'lj:Jcr.tly,, 
looks l1kc ::n anay of numhers, ltiS customary to endose a mntr1x ;11 hr;;ck~ts, 

oc iargc parenthesc~. or double b.lfS, as 

or 

A dctcrminant is usually written betwcen single bars, as 

0¡2 0¡3 

a22 a23 
a32 a33 

ull :¡ 
a2: \ 
OJJ ¡¡ 

-This d!!tcrminant only looks like an arrJy. Rcaay thc s:rmbol only !ltanc1s. for 
a single quanlity. whtch is obtained by multiplying nnd addnig the indJvidual 
a,¡'s tn the manner descnbcd m Section 10.54. The matrix, on the other. 
hand,. has no single numerical value but JS 1nstead the en tire arra y. We shall 
be using a smgle letter or symbol to stand for a matrix, s'uch as 

e a,2 ... 

"'") A == f2' a22 ... a2• 
1 

a m! am2 
... a,"Jn 

. When we do this, it is importan! to remember that A is not a number, and $0 · 

does not act hke a m,;mber; that is, 11 does not obey the ordinary l:lws of 
algebra 

OccasJOnally, we wlll be interestcd in the Vóllue of a determinan! m.1dc up 
of exactly the same elements as sorne squarc matrix A. When we do we shall 
rcfer to 1t as the qeterminant of the matrix A. 

A matrix of m rows and n columns is an m by n matrix. If m == n, the 
matrix is a square matrix of ordcr m. 

The su m of the diagonal elcments of a square matrix is called the "trace·: 
of the matrlx, tr A = a11 + a22 + · · · + a,.,.. · ... 

If a matrix consists of a single column it is callcd a column matrix, or. 
sometimcs a column vector. 

If the elcments in the mam d1agonal of a square matrix are oncs, and . 
al! the other elements are zcros, the matrix is c~llcd a unit matrix, or idcntity 
matrix. Thus 

,< 

'•. 

' .. 
' 
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1~ .1 unJt m.ttnx of ordcr 3. L :JJt ntatnc..:~ of any o; dcr ar.: u~ualiy J..:noted 
by thc )ymbol/. 

lf all th~ elemcnls are Lcro, the matrix i<> calkd a ;ero matrix 
Two matnces A ant! B are ~atd ¡o be Cl¡~tal tf 
(1) They have the same numbcr of rOWl>. 
(2) Thcy havc the samc numhcr of columns 
(3) Each pair of corrcsponding clcm~nts an: cqual. 

10.51 Addition and Subtraction of Matrices 

The opcrations of adJit10n and subtraction are dcfined for two matrices 
A and B 1f: 

(1) Thcy have the same number of rows. 
(2) They have the samc numbcr of columns. 
Thc !.um of two m.1triccs is thc matrix obtatnc<..! by adding co:rcsponding 

pairs of elcments. Thus, ¡f 

and 

then 

The difference A - Bis thc matnx obtaincd by subtracting the elements of B 
from thc correspond1ng elcments of A. 

Example l. Find A + B and A - B, whcre 

. ' = (3 o -2) 
A · 1 3 1 ' 

SOLUTION: 

A-B=G 
-1 

o 

DclinítJO:·.~ and Elcn·,cnt:.ry Operahon~ 35~ 

l:>..1mph: 2 f:;:d A ¡ fl and A -- /J, wl;cre 

A-= e o -2) ' 
3 2 ' (2 -1) 

B= 1 3 \ 
' 2 -2 

~tnce therc are not thc same numbcr of row!. or columns m A an,l B. thc:r 
canr.0t he add..:d or subtractcd Th.: symbols A + B and A - B ¡¡re n . ..: .• ~o!•·:b· 
les~ m th1s case. 

E>.am¡¡lc 3. Gtven two matr¡ces A anJ 8, cach wHh Ncolumns and /H rov.s, \\f::e 
FOR fRA:-.1 st.llcmcnt~ whtch would form thc sum, C =A + B. 

Thc m.ltm, A c,ln he rcpre,..:r.tcJ by a Single subscr1ptcd \an.tb:.:- A(I,J). 
wher.: 1 runs from 1 to t\1 and J runs from 1 toN. Thc sam..: ~~ truc fcr IJ ar.d 
C. Then the rcqu1rcd fORTRAN statcments are 

DO 20 l = 1 ~vi, 
DO 2ü'J=l,N 

20 C(l,J)=A(I,J)+B(i,J) 

A total of N x M addit10ns are requtrcJ to obta:n C. 
As a d1rect c;..tenswn of add1t10n, it would be natural to be abl·.! tu s;:y 

A+ A= 2A 

Thts leads to the defmition of mult:pltcation of a matnx by a constant .lS 

follows: A constant times a matrix !S the matrix obtained"by multJply,ng al/ 
elements of the originar matrix by the constant 

10.52 Multiplication of Matl ices 
o 

At first acquamtance, the operation of multipltcatiOn of two matrices s.:ems 
to be defmed m a most peculiar way There are very good rea~ons for choo~mg 
to call this st:cm¡ngly awkw::uJ process "mult1phcat:on," and th~sc \\1:1 
appear short!y. 

The product AB of two matlices, A and B, is dcfined only 1f the num':>cr of 
columns in A is cqualto thc number of ruws in B. In all othcr case~ the pro
duct is undefined. lf thc numbcr of columns in A is cqu::tl to thc number of 
rows 10 B, thcn A anJ B are said to be" confot mablc ''in thc ordcr AB. 

Thc product AIJ or two conformab!e m~trtccs IS itself a matrn., \\bv~C 
clemcnts are found according to thc following rule: The elcment ir. the ith 
row and the jth column of the product is thc su m of the products by patrs 
of thc.clcments of thc ith row of A andjth column of B. 
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find AB. 

Since A has 2 columns and B hall 2 rows, A and B ~re conformable in the 
ordcr AB, so the product is indced deftned. To find the element in the first 
row, first colu'mn ofthe product matrix, we take the fir\C row of A, which is 

and the first column of B, which IS 

3 
2 

and form the sum of the products_by pairs: 

lx3+2x2=7 

Hence 7 is the element in the first row, first column of the product. 
In like manner, the element in the first rów and second column of the 

product is obtained from combining the first row of A with the second column 
of B, thus: 

\ 

J X ( -2) + 2 X 1 = 0 

and for the second row, first column, 

3 X 3 + ( -1) X 2 = 7 

and the sccond row, second column, 

J X (-2) + (- 1) X 1 = - 7 

Hénce the product is 

(1 2) (3 -2) (7 o) 
3 -) 2 1 = 7 -7 

Example l. lf 

!s=c,; 10 S) Definitions ami Elementary Operations 
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Soncc A has 3 colu~ns and B has 3 row~, they are conforma!~~~!~ t~~:~~~ 
AB We can expedite the process _of findmg the product b~ d n ~ colum~ 
matnccs sidc by Slde, and then gomg across a row of A an ow , 
of B forming products by pa~rs, thus: 

J ) ) ) ( J) ( 1 X J + 3 X 2 + 1 X 3) ( 10) 
( _ 2 1 · -1 ; = -2 X J + 1 X 2- 1 X 3 "" -3 

Examplc 3. For lhe matrices A and B of Example 2, find BA. 

· 2 th are not conformable in the. Smcc B has 1 ~.:olumn ar.d A has rows, ey ~-. ·i:· 
ordcr BA. Thc product BA is not defined! · ---

Examplc 4.. 1 r 

O u •.. ) e ("" QJI O u 0:,. B= ~ll A= : . . ' . 
o.,J a ... b., o.,, 

and 

AB=C 

bu '") b21 bu 

bd b.a 

., > .. 
;..; ·=-~/ 

. -~.;;":, 
.,;¡1' 

.\...> 

.• ' 

~). _,., 
·1-
~,~~·-<-

_write a formula for finding e u • .the element in the ith row andjth cplumn of C. ;¿~ . 
The ith row of A is 

a11 a12 • • • 0 111 

and the jth column of B IS 

and the sum of the products by pairs gives 

el}= a11 b11 + a12 b21 + · · · + 0¡11 b,.J 

or, in more abbreviated form, 

11 

c11 = L a1• b•1 
""'1 
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Examplc 5. G1ven matn\ A w1th M rm\s and N columns and m.1trix 8 w¡th N 
row!> and L columns, wnte a ~el of FORTRAN statcmenls wlm.h will form the 
product e= .18. 

A s.u1table sct of s\al~m~nts IS 

DO 10 1= l,M 
DO 10 J=l,L 
C(I,J)=O. 
DO 10 K= l,N 

10 C(l,J)=C(I,J)+A(I,K)•B(K,J) 

We note that statemcnt 10 is in three DO loops, and wdl be performed 
N x M x L times, or N x M x L mulnpllcatlons are. reqUlrcd to find the 
product matrix C. 

Example 6. lf 

writc t~c product Ax. 

SOLUTION! 

Note that this product Axis actually a column vector, having threc elcments. 

Example 7. Write the systcm of linear equat1ons 

in matrix form. 

DaaXa + DuX¡ + Da3X3 = ba 

DZJXa + DnXz + DnX3 = bz 

D31X1 + DnXz,+ aJJXJ = bl 

From Example 6, if we define 

then the left-hand sidcs o~ the cquatiqns above are just the thrce elemcnts 

1 

··-----..--~-- ·- . .... -.--- _,, ....... .,.~ ...... 

~c. ;o.s) Dcfmitions and Elcmcntary O¡x:rations 

of thc column YI!Clor Ax. Now lct us ddinc the column vc .. tur 

\ 

We recali that two matrices :m: cqual1f ar.d only if every pa1r of corrc!,;>O:-:d
íng elements are eqt.al. Thus, the statement 

Ax:.: b 

is a matr;x cquation Thc cxprcssions on each sidc of thc cqual!> sigo ~re 
matrices. Thc cquation mcans that ~ ' 

(/) Thc flr~t,ckmcnt of Ax, that 1s a 11 x 1 + a12 x 2 + a13 x 3 • is cqual lo h1 . 

(2)- The sccond clement of Ax, that is, a11x 1 + a22 X;¡, + a23 x 3 , is equal 
to b2 • 

(3) The third elcmcnt of Ax, that is, a 31 x 1 +aH x 2 + a33 x3, is cqt.ai 
to b3 • 

Hence the matrix equatíon 

Ax = b 

s:1ys cxactlv thc same thing as thc systcm of linear equation.; abr,vc ~ ----~

We scc from Examplcs 6 and 7 that any ;)ystcm of hnc .. r c.::¡uat;on~. v.¡~J. 

any m:mbcr of unknownc;, can be represented by a matrix cqua!10n 

Ax=b 1, 

where A is a matrix and x and b are column vectors of the corrcct orJcr'. 
This simple exprcssion is one of the severa! happy result~ of thc secm;ngly odJ 
definition of mul:iplication. 

1 0.53 Laws of Matrix Algebra 

We have defined three operations with matnccs and have g1vcn thcm the 
1 

namcs "additiou," "subtraction," and "multiplication "-namcs "'e use in 
the ordinary algl:bra of numbcrs Actually this is a little dangcrous, sincc -
it ~uggcsts that thc~e ncw matrix opcrat10ns Wlll o bey the same rules as thc ·'
ordinary ~rithmetic operations, and we really ha ve no right to expcct that thcy· 
will do so. 

Thc fundamcntallaws of ordinary algcbra are. thc following: 

(/). Add1tion is commutafive. a+ b = b +a; that is, if we add b toa, ora to b, 
we wlll gct thc same rcsult 
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(1). Addllron is ossodallve. (a+ b) +e= a+ (b -! t'); that is, if we ad.J a " h -
and rhen add "lo this ~u m, we gel the ~me resull as rf we add b ande tir~t. and rloe~ 
add a lo the ~um. 

(J). Muhiplication rs dlsmbmive with I'CSJ'"I lo addition. a(b + c) = ob +oc; 
thatrs, if"e add b lo e and rhen multrply by o, we getlhe same resull ~s ifwe multiply 
o by b, multrply a by"· and thcn add the result. 

(4). Multrplrcalion is commulalive. ob = ba; that is, lf we multiply ll by b or 
b by o, we gel lhe samc resull. 

(5). Multrplrcatronrs associutive. (ab)c = a(bc); that is, ifwe.take lhe producl ab 
and mulllply by e we gel lhe same answcr as if we take the product be and mulllply 
by D. 

Whcn thcse laws for the algebra of numbers are investigated for matrices, 
it is found that they all hold except law 4, the commutative law for multi
plication. As was seen in Examplcs 2 and 3, Section 10.52, it is possible 
to ha ve two matrices whose producl AB could be found but whose product 
BA was not evcn defined. 

In summary, thcn, we can say that, in expressions involving sums, differ
ences, and products of matrices,- we ca!}-use. the same laws for coínbining 
these operations ·-as- for ordinary numbers except that the order of any two 
matrice~ in a product cannot be reversed. In a matrix equation, wc may add 
the same matrix to both sides or subtract the same matrix from ·both sides 

' 1 
without changing the equ~lity. We also may multip/y both sides by the same 
matrix, provided that: 

(/) The matrix is conformable with those by which it is to be multiplied. 
(2) Thé order of muÍtiplication is made the same on both sides of the 

equation. 

Examplc l. If A, B, and C are square matrices of order n, and if 

A+B=C 

solve for A. 

Subtracting B from both sides, we have 

A=C-P 

Example 2. lf A, B, e, and D are square matrice.<' of order n, and if A = B + e, 
find AD and DA. 

Multiplying the equation 

A=B+C 

on the right by D, we have 

•Di 

1 
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AD=(B+C)D=BD+CD 

MLtltiplying the above equation on the left by D, wc havo 

f?A = D(B + C) = DB + OC 

10.54 Oeterminants 
. ' 

The determinant of a square matrix A is defined to be the number obtained in 
the following manner: From the elements of A, we form all possible products 
containing exactly one elemcr1t from each row and column in A. To each such 
term we assign a plus or minus sign in accordance with a rule to be st~ted 
shortly. The sum of these terms is the value of the determinant. The sign t9 

. be assigned to a term is determined by the fpllowing procedure. The factor& 
in the term are arranged in order accordjng to the row from which each factor 
was eh osen: · 

We then rc.arrange these factors so that they are in order according to the 
column from which each was eh osen, that is, so>that the subscripts k 1• k2, ·. ·, 
k" are in the1r natl'ral ordcr, and count the number of interchanges required 
todo this. \Ve a~sign thc ter m a plus sign if thc number of intcrchanges was ·' 
even and a mÍI)US sign ¡f rt was odd. For a 2 by 2 dcterminant, then, ____ _ 

For a 3 by 3 system, 

o u 
o 21 o 22 a 23 = o 11 a 22 o 33 - a 11a 23 all- aua21a33 

+ o 12·o23 o 31 + a13 a21a 32 - a 13 a22031 

1 

It is clcar that, by utilizing thc programming methods of the earlier chapters, . 
we can cause a computer to perform such calcu1ations and provide the solu- ,:
tion to a system of equations. It is not so obvious, but it can be shown that · 
such a procedure is quite inefficicnt in machine time, particularly for systems 
involving a vcry large number of unknowns. According to the rule just lf 
stated for 'cvaluating a dcterminant, an 11 by 11 determinant is the sum of 11! 
terms, each of which is the product of n numbers. lf we were to calculate 
the value of a determinan! by thc most dircct method, then, about n x ~1 , 
multiplications would be requircd. For even a 10 by 10 determinant, several • 

~¡¡,..,......__ ---
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, ~~ mlll10n 1~ultipl.'c~tio~s w,)uld be rcqturcd, and 1or :.1 20 by 20 dc.tcrmma1it, 
over 10 multtp!Jcattons woulJ be necdcd. Thts would require over 100,000 
ycars cvcn on tbc fa-;tcst computcrs 

(f 

, Therc is ano: he¡ mcthod uf cva!uat10n of a dc~Lrr.unar.t that i!. vcry much 
fas ter than the brutc-force appt ~)ach lf all clemcnt~ on onc row of a de ter· 
rr.inant are cha:-~ged by addt~g or subtractir.g a con~tant multtpk of the 
corrcspond;ng elcmcnts of anotha row, the value of thc detaminant is 
unchangcd. By repcatcd appltcation of this rule, we can reduce a detcrminant 
to a "trian~ u lar" form, in whtch ali clcments bclow the main diagonal are 
zcro. For example, 

b11 b12 b13 b1• 

O h22 b23 b2• 

o o b33 bJ. 
O O O , b44 b4n 

t. 
1 o ~ o b •• l 

he value of a detcrminant whcn writtcn in tlus form turns out to be just 
he product of the dtagonal elt::ments, b 11 h22 b33 • • • h .. , since a!l other tcrms 

forrneJ in accordancc wtth the delin1tion of a dcterminant's value contain at 
least onc factor whose value is zero. Hence, aftcr a determ:nant is wntten 
in triangular form, ooly n - l multiplications are required to fiad its value. 

The process is quite stmilar·to that uscd in Scction 10.2 to solvc a system 
of linear equations by the elimination method. We start out with the array 

au 012 O¡J o1n 

021 a22 a23 02n 

031 a32 033 aJn 

and perform the operations 

- for i and j = k + 1, k + 2, ... , n 

k= 1, ... , n 

¡ 

·1 
¡ 

' 

!J.:c 105] 

El'iTER 

D~l 

k-1 

Dctimt10ns anJ I:!cmcntary Opcrauon.s 

D"'auD 

--@J=k+l,n 

Figure 10-8: Evaluation of a dcterminant 
1 

providcd this scrvicc for the elimination mcthod, and w!th mir,or n.oCt· 
ficattOn!. it can be madc to work 111 th~: prcscnt cJsc. Thc m:11,\ d:ITc~ciicc ¡;; 

that interc_kngtng rows or columns tn a dctcrminant chanr-cs thc s,~n of thc 
detcrminant Wc can corrcct for tlm by changmg st:.tcmc::t 32 to rc;c 

32 A(K,J)= -C 

and statement 42 to read 

42 A(I,K)= -C 

Wc also nccd thc dimension slatement to rcad A(20,20) mstcad of t\(~0,21). 
Wc do oot necd th.! quantity ID as output, so wc can clim;no.te thc tl,rcc 
statements followmg statement 42 and change thc first·str.temcnt tv rcad 

SUBROUTlNE EXCH2(A,N,NN,K) 

Wc chlinged the oame as well, to ensure that the old routinc of Section 10.2 
is not'used by mistake. 

Another step which is uscful to avoid undctectcd accuracy lvss is in 
connection with the computation 

lf thc result of this subtraction is supposed to be uro, then this subtraction 
wt\1 be subject to the trouble mcntioned many times carlicr 1n thl.! k.,t, lco~s 

/ 
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of :!tcur:J.cy causcd by miroductaon of k:~d.ng 1cros. Thc mtU;od of pro
tect:0n ;!gainst th!s lrouble is thc 1>:-.mc onc u~cd in divis.or: of polynomiab 
in Sccl•on 9 43. Wc chc..:k thc re!>u!t ui thc :.ubtr.Lcllon, and af :he daflcrcnce 
is much smallcr than the numbcrs bcmg subtractcd, wc sct thc d11Íercnce cqual 
to zero. The opcration can be describcd· by a section of flow chart (as in 
Fagure 10-9) in which a,J as scl cqual to zcro if more than four sagnificant 
figures havc been lost in the subtraclion. 

The FORTRAN subrouline bclow evaluatcs thc Nth-ordcr determinan! 

A(l, 1) A(l, 2) 

A(2, 1) A(2, 2) 

A(l, N) 

A(2, N) 

A(N, 1) A(N, 2) .. · A(N, N) 

for·values of N to ·20.- In the first statement, the- determmant is given the 
' name AA, and the statements up to lOO redefine the clemcnts so that the 

original determinant will not be destroy.:d during the calculation. State-

Figure 10-9 

ment l. calls EXCH2 to interchange rows and columns !f necessary to 
move the largést element to location A{K,K). Statemcnts 3 ·through 4 · 
perform the actual calculation required in the main part of the flow char.t, 

Figur~ 10-8. 

SUBROUTINE DETER~(AA,N,D) 
DIMENSION AA(20,20),A(20,20) 
DO 100 l=l,N 
DO 100 J=l,N 

100 A(I,J)=AA(I,J) 
D=l. 
K=l 

1 CALL EXCH2(A,N,N,K) 
D=A(K,K)•D 
IF(A(K,K))3,10,3 

3 KK=K+l 
DO 4 ·J=KK,N 
A(K,J) = A{K,J)/ A{K,K) 

~c. 10.5] Dcfm¡twns and Elcmcntary Operat10ns 

DO 4 J=KK,N 
W =j\(I,K)•A(K,J) 
A(l,J) = A(I,J)- W 
IF(AHS(A(I,J))- .000l•ABS(W))42,4,4 

42 A(I,J)=O. 
4 CONTINUE 

K=KK 
IF(K-N)l,9,10 

9 D=A(N,N)•D 
10 RETURN 

END 

10.55 Matrix lnversion 
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..... _-

. .:· 

·we have given dcfinitions and rules for thc addition, subtraction, and .-· -. 
mulliplication of mata ices which parallcl to sorne extcnt the rules of ordmar}<:""f·: 
algcbra. As yct wc h,ave not mcntwncd davision, for thc vcry good reason ·::
that division. as such 1s not dcfincd for matrices. Thcrc is anothcr opcratio:t 
which serves a somcwhat analogous purposc, howcvcr. That opcration ;s 
the "invcrsaon" of a matnx. 

In ordinary algcbra, bia stands for thc number wh1ch, whcn mult1p:;:::d 
by a, givcs b. Thus, 1f ax = b, wc can say that x = b/a. lns!cad of !r~a!lns ·-~·-
div1s1on in this manncr, wc cou!d Jcflnc an "anvcr::.c" of a numn~.:r a:; follo\.:;: . · 
For any numbcr a, the in verse, a- 1, is that numbcr wh1ch, wh.::n mu!:ip:~cd ,. ;· 
by a gives l. Every nonzcro numbcr has a umquc inverse; for exam!)le;· •-::
the inverse of 2 JS • 5, and . 5 JS the only in verse of 2. Then if we ha ve ax = b,':j1_ 

we do not even have to have a proccss of division in order to find x, for.~~
we can multJply both sades of thc cquation by a- 1, giving , ~-~.· 

a- 1ax=a- 1b or x=a- 1b :·~:; 
'it":'-~ 
-¡:~_, 

For square matrices, we define the inverse in a manner analogous to •hat · .. 
abo ve. For a sq u are matrix A of order n, thc in verse matrix, A - 1 is tha_t l". 
matrix which when multiplied by A gives thc idcntity matrix of ordcr n;.~.~ 

' ,.~,:.·· that is, . ·. :l->.. .. 
~:r.:- ~·· 

AA - 1 = 1 

Example 1. Show that the invcrse of 

( 2 -1) 
-1 1 

.e' ,., ::. ( .' , \ 
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is 

\Ve form thc product 

( 2 - 1) { 1 1) '-· ( 1 0) 
-1 1 \1 2 o 1 

Smce the product is the idcmity matrix, thc sccond matrix is mdccd the 
invcrsc of the1first. 

It can be' sh~'~n that any squarc matrix A has a unique inverse if and 
only if 1ts dcÍcrminant is d1ffcrent from zcro. lt can also be shown that A 
commutes_wllh Jts in~ersc; that is, 

AA- 1 =A- 1A=l 
./ 

Thc inverse is not defined for nonsquare matrices. 
A formula for the in verse of a matrix A can be found as follows. Considcr 

the set of linear equations 

Yz = az¡X¡ + Gzz Xz + · · · + az.x. 

(10-8) 

1 
connccting one set of variables x 1, x 2 , ••• , x. with anothcr set y 1, Y:z, .•. , y •. 
In matrix form wc can write th1s sct of equation~ as 

y=Ax 
where 

(~1) . (;·) y= .. 2 X= .2 
: , : 

Yn Xn 

lf we multiply this set of equations by A -t, we obtain 

or 

p-·--·T·---··· • ·-

!ice 10 5) Dcfinitions and Elcmcntary Opcrations 311 

A- 1y=lx=x 

Hcncc thc elcmcnts of A-l are just thc coefficicnts of thc y's if wc sol ve thc 
sct of cqual101lS (10-8) for tr.c x's 1n terms of the y'5. , .· ::/._ 

A ratiu:r c!T•c•cnt w;:,y of so!vmg for thc x's sn tc~m:; of thc y\ IS to procecd . 
as in thc ehminat;on mcthod, Sect•on 10.2. lnstcad of thc n by n + 1 array of , 
comtants shown at (10-3) we start with the 11 by 2n array oftl.l! form 

all a,z a u a ~o o o o 
-, 

o o o "' all a :u an az. , .. 
aH OJz OJ3 al" o o o ( 1.0"9), ;__· ;~ 

QRl a.z a.3 ... a M o o o ... 

Thcn we proc.!ed exactly as in Scct10n 10 2, and end up with a-n array of tl;c:··_·_:-_, 
forrn - · 

o o o a,.+' a •• + z a ••• l 
... 1 

(./ 1 2n 

o o o a¡,,+ x az.+ 2 Cz. •l a21n 

o o o aJn+ 1 aJn+ 2 (./3•. l al2n 

o o o . . . 
a •• +' a •• + z a••+ J 

... a.z. 

The solution, instcad -of bcing the Single column a1.+ 1 Ir• a •• , 1, 1s thc 
ent1rc right-hand sidc of thc abovc array. If we havc intcrch:.lllgcd any fU\\ S 

in the proccss, the unscrambling is just as ind1cated in st:broutinc ELI~i', 
exc-::pt i:1 the prcsent c.tsc whole rows must be unscramblcd Thc subroutmc 
can be writtcn Jmrncd¡ately asan almost d1rect paraphrase of SL UROUTI i':E 
ELIM 

SUBROUTINE MATlNV(AA,N,AINV) 
DI M E.NSION AA{20,20),AINV(20,20),A(20,40),1 0(20) 
NN=N+l 
N2=2•N 
DO lOO 1= l,N 
ID(I)= l 
DO lOO J=I,N 

100 A(I,J)=-AA(I,J) 
DO 200 l= l,N 
DO 200 J=NN,N2 
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200 A(I,J)=O. 
. DO 300 1 = 1, N 

300 A(f,N + 1) =l. · 
K=l 

1 CALL EXCH3(A,N,N2,K,ID) _... 
2 1F(A(K,K))3,999,3 
3KK=K+I 

DO 4 J=KK,N2 
A(K,J) = A(K,J)/A(K,K) 
DO 4 1=1,N 
IF(K-1)41,4,41 

41 W=A(I,K)•A(K,J) 
A(I,J)=A(l,J)- W 
IF(ADS(A(I,J))- .OOOI•ABS(W)).t2,4,4 

42 A(I,J)=O. 
4 CONTINUE 

K=KK 
IF(K- N)l,2,S 

S DO JO J=I,N 
DO 10 J=1,N 
IF(I D(Í)- 1)10,8,10 

8 DO 10 K=l,N 
AINV(I,K)=A(J,N+K) 

10 CONTI!'IUE 
RETURN 

999 PRINT '1000 
RETURN 

. 
c~~M~ e. 
ü,.G\~~· X 

1000 FORMAT(19H MATRIX IS SINGULAR) 
END 

' 

[Ch. 10 

In this subroutine the statelnents through 300 move the quantities to working 
storage to form the array dcpicted by (10-9). Statcmcnt 1 calls a version of 
SUBROUTINE EXCH given in Scction 10.2. lt is cailed EXCH3, to,indicate 
that it must be a modified version of that subroutine with dimension state~ 
ment changed to read 

DIMENSION A(20,40) 

Statements down to statement 4 parallel SUBROUTINE ELIM, except that · 
the accuracy flag shown in Figure 10-9 has been inserted at statement 42. 
In the loops terminating on statement JO, instcad of sctting individual valucs 
ofthe X{l)'s, the subroutine sets entirc rows ofthe invcrse matrix AINV(I,K). 

Once an inverse matrix has been obtained, an improved accuracy vcrsion 
~ obtained .in a relatively straightforward manner. Let A be the matrix 
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to l;w.: tn\.:rlcd, and lct D 1 be thc approximatc inverfle produa;d by· :he abovc 
ro.~tinc. lhcn, becaust.: of inaccuracics, 

AD1 ::F-1. 

but in~tcad 

whcrc F1 is a matrix which, if D1 was a reasonably good estímate, ha~ ~m~ll";·,1 
t.:lcr.1cnts. lf all the elemcnts of F1 are lcss than one in absolute value, thcn ·;: -
thc nJ,{!fÍ.'t D 2 defined by ·' · 

· is an·•:~1provcd c~tim;1t..: of A " 1
• lf the· error matnx F2 = 1- A [J2 st•ll h:1s 

elcmcnts \~hich are too largc, thcn the matrix D3 défincd by D 1 = D2(l + F2) 

is a sttll bctter c!.tim.ttc. and ~o on. Thus rcpctitton of a pro~css imolvtn;,; ·• 
sorne matrix multipltcatr,Jrh c.tn be u~cd to rmprO\C thc accuracy of thc 
inve¡se to the cxtcnt dcmcd. withm thc lrmrts imposcd by the u~ual problcms 
of approximate arithmctic on computcr~ 

EXERCISE 27 

l. Givcn th.-: following matrices 

A~( ~· 
-2 

-:). B-e - 2 -1) 3 • e~ U) 
»~( ~ 1 

i)· E=G)· F=(~ -1 ;) -1 
--3 2 -3 

_, 
' 

evaluatc the following cxpressions, or, if thc cxprcss10n is mc.:iningless; so state. 
a. AB b. DC c. BE 
d. BA e. ABE f. DA+A 
g. FA+B h. FC+BE i. FDABE 

. ~::: .... 

-·~ 
'·' - "r?'-' 

j. AF+D 

2. Using thc method of Section 10.55, invcn thc following matrices. 

a. (! i) b. G -¡) 
,_:~t-. 
:0}', 

u 3 J d. G 
o 

n c. -1 3 
1 4 

.. -,, 
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3. Find A -•, thcn ~oh e Ax = b by multaplymg both sidcs by A -•, if 

a. A= (i ~). 

b. A=(-~ _; -:). 
3 -1 2 

4. Writc a FORTRAN sybroulmc l:-.lVII\1J> that wall t.1kc thc tnal inver~c ob
taincd from MATJNV and use thc mcthod ck!>~·ribcd at thc cnd of Section JO.SS 
to improvc the in verse until aH the elemento; of thc ea ror matrix F. are Jess than 

- . 001 in absolutc value. 

1 
1Ó.6 OVERDETERMINED ANO. UNDERDETERMINED 

, 1.,SYSTEMS OF LINEAR EQUATIONS 
~: ' "< \·-

In severa! of the -·preccding scctions, mcthods wcrc discussed for solving 
systems of linear equa'tions. In all these discussions it was assumcd that thcre 
was a uniquc solution and tha.t thcre were just as many cquations as un
knowns. Further, it was ta.;1tly assumcd that thc cquations werc nonhomo
geneous, that 1s, not all the constant tc.-ms wcre zero, and also that the 
determinan! of the coefficicnts was not zero With the~c condJtions satisfied 
there is a unique solutíon.~ In many ímportant cases, howcvcr, thcse condi
tions are not all satisficd-yet there may still be a unique solution, or there 
may be no solution or an infinitc number of solut10ns. In this scction we 
will discuss a method for finding which situation prcvails and for completely 
describing the solutions when ther~ is an infiníte numbcr of them. 

10.61 Rank of a Matrix 

As a too! for furthcr study of systems of equations we will need the concept 
of rank: of a matrix. · 

Definition. The rank of a matrix is the- order of the highest-ordcr nonvanishing 
determinant within the matrix. 

By 'a "determinan! within the matrix" we mean any determinan! that ca~ 
be made by crossing out rows or columns in the matrix. 

Example l. Find the rank of the matriK 

(-1 1 '2)' 
-3 3 1 

Se.: 10.6] Overdetcrmmcd and Undcrdctcrmined Sy!>tcm!> 3 iS" 

Thc J;ug..:st-ordcr determinan!, wc can construct is •.ccoad ordcr, _s0 thc 
rank 15 2 or J¡;s:;. To scc 1f ít il' 2, wc-must check al: scrond-orJc_r dct¡;ramn .• nts._ 
Jf wc cross out the third column, wc can constr~ct thc dctcrm.n:.nt 

1

-1 11 
-3 3 

-, ', 

wh1ch has the value zero. S.ncc this one vanishcs, wc must ch(.-:k o:hcr :"' • 
sccond-ordcr detcrminants. Cro!>sing out the sccond column in thc matn;r;, 
W\! obtain the dcterrninant · · ,:'·~·~\ 

' ~ ~- ,¡' .. 

1
-1 21 

-- ¡f':;_. 
:-:"},_ 

-3 1 
' .. ·~.J ~1 

which h:ts thc valuc 5. Since thcrc is a nonvanishing second·order dctcrmi- .~ .: ;
nant, thc r .1nk is 2. n::~ ~~: ~1¡ 

Examplc l. Find thc rank of thc matrix 

. (-: _; -~) 
2 4 6 

The largcst-order determinan! v.c can cg_n:.truct is third orda, so thc ran k 
is 3 or less. The only third-order dclcrmmant is 

1 2 
-1 -2 

2 4 

3 
-3 =0 

6 

so the ran!< is not 3. If we cross out the third row and third column, we 

have the determinan! 

1- ~ 21 =o -2 

Similarly, if w~ check all othcr sccond-order detcrminants, wc find that 
they all vanish. 

Hence the rank is less than 2. Jf we cross out thc sccond and third rows, 
and the sccond and third columns, we can form the dcterm1nant 111 = l. 
Since thc h•ghest-order nonva'nishíng dctcrminanl 1s first ordcr, thc rapk of 
the matrix is l. · 

It ¡~: seen from the above examplcs that finding thc rank of a matri;., 1s a 
straightforward process. For matrices of higher ordcr, ho,wcver, thc r~oc~·,, 

- : ._[ 
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as just dcmonstratcd is extreme! y laburious, sometí me:. iavolving the cvalua
tion of many detcrminants. Fortunatcly, howevcr, a less Jaborious method 
is available, bJ.'>cd on}he followins i.hcor..:m: 

Theorem l. The rank of a matrix is un~hanged if any m u/tiple of the elemems 
of one row (or rolunUis} is aJJed to tl:c corresponding e/ements of another ro~J 
(or co/umn). ' 

_ _....;-.:-·-· 

This thcorcm m..:ans that \h: ca.i¡ pro::ced~ just as in evaluating a determi
nant, to comb;ne rows or columns-to ootain zeros where we choose. 

Examplc 3. Find the rank of 

. (4~ -! =~ -;) 
_J -4 6 

Using Theorem 1, we may procecd as foJiows: 

e-· -1 -2) f -1 -1 - 2) (twice first 
rank 2 1 -2 ; = rank ~ 3 o 6 row subtract.:d 

4 3 -4 3 -4 6 from scco:1d) 

- rank(~ 
-1 -1 -2) (fo"rtimC" first 

3 o 6 row subtracted 
·O 7 o 14 from third 

~mnk(~ 
-1 -1 -2) (7/3 time.,<Cbnd 

3 o 6 row subtracted 
o o O from_ third) 

1t is obvious in this last matrix all third-order determinants are zero, but 
at least one sccond-order determinant, 

'~ -; 1 

is not zero. Hence the rznk of the original matrix is 2. 
Note that in the above examplc, wc have not said the matrices obtained 

at each step are cqual, but only that thc ranks are equal. Each step has 
created a new matrix, one dilfering from the preceding in many rcspects, 
but having the rank in common. 

It is seen that the rnethod of detcrmming rank as demonstrated in Example 3 
is closely akín to the method of evaluation of a determinant given in Section 

' 
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10.54. Mmor modilications to the program given thcre w1ll g1vc a progra1 
,-..,, finding thc rank of a matrix with no more dfort than th:lt involvc.d l 

C:\:l!~ating thc larg..:st dctcrmmant in thc m:11rix. 
The FORTRA.\1 subroutinc below finds the rank, K, of a matrix havmg. 

roM. and M columns, whcre ncithcr N nor M exce.:d 20. -

SUBROUTINE MARANK(AA,N,M,K) 
DIMENSION AA(20,20),A(20,20) 

-... DOlOOl=l,N 
DO 100 J=l,M 

100 A(I,J)=AA(I,J) 

K=l ' 
1 CALL EXCH2(A,N,M,K) 

II"(A(K,K))2,10,2 
2 Ir( K -.!\)3.1 1,11 
3 lf(K- M;-iO,ll,ll 

40 KK=K+ 1 
DO 4 J=KK,M 
A(K,J)= A(K,J)/A{K,K) 
DO 4 I=KK,N 
W ·= :\(1 ,K)•:\(K.J) 
A(:,J)=A(I,J)-W 
I F(ABS(A(I,J))- .OOOI•ABS(W))42,4,4 

42 A(I,J)=O. 
4 CONTINUE 

K=KK 
GO TO 1 

10 K=K-1 
ll RETURN 

END 

10.62 Consistent and lnconsistent Equations 

A set of linear equations 

a11x1 + · · · + a1mx, = b1 

a21 x1 -r · · · + a2,x, = b2 

:; ,Jid to be consistent if thcre cxi5ts at least one solution and incomi~t::; 

/ 
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if thcre is no solution. \Ve are now in a position to givc a critcrion for dcter
mining whether a sct of equations is consistent or incons,stent. We will 
refer to the matrix 

as the coefficient matri~, and to thc matrix 

(

au au 
a 21 O;u 

ad an2 

as the augmented matrix. Then the following thcorcm appltes: 

Tbeorem 2. A set of linear equations is consisten/ if and only if the coefficient 
matrix and augmented matrix have the same rank. 

Exam111e l. Determine if the following eqvations are consisten!: 

The coefficient matrix is 

which has rank l. 
The augmented matrix is 

which has rank 2. 

x+ 3y=4 
2x+6y=2 

Hence the system is inconsistent. 

Example 1. Determine if the following equaltons are consistcnt: 

x+2y=3 
2x-y=2 
3x+y=5 

-.~~.,..Jil1.fl'·--·-·-·--
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1 he ... ocffic:ent matrix is 

G -n 
which has rank 2. 

Thc augmented matrix is 

(~ 
wh1ch has rank 2. 

Hc11cc the eq.Jations are consistcnt, and therc is a solution, de'>pitc thc 
fact th:lt thcre are more cquations than unknowns! Upon closcr scrutiny, 
it wi\1 be observcd that tlie third cquation is mcrely the sum of thc first two. 

The last example illustrates an importan! prinóple, th::t ccns;stc.¡cy or 
inconsi~tcncy cannot be asccrtaincd mercly from :he numb..:rs of cquat¡,,ns 
and unknowns. A ~ystcrn Wilh more cquat10ns than unk;10wns can be 
con~istcnt, and a systcm with more unknowns th.tn cq~.:aue¡;s e~;-¡ be trKor.
si>.tcnt. Thc subroutlnc for findmg ran~. given in Sc..:tion 10 62 i~ thc tooi 
necded to investigate consistency m the larbcr systems. · 

10.63 Linear lndependence of Vectors 

Consistcnt systems of linear equations may have infinitcly many solutions. 
It is possible, however, to investigate these solutions s:rsterr.atically and to 
characterize thcm complctely. To do so we need first the concept of lmc.tr 
depcndence and independence. Considcr the sct of column vectors 

(
uu) (u12) -u21 u22 

U¡ = : , _u2 = : , . · ·, 
Un l \___ Unl 

lf c1, c2 •••• , e, are any constants, the expression 

i~ c:~l!cd a "linear combination" of thc vector~ u1 , •• • , u,. lf tlwrc" ~omc 
·!>l:t of ~.onq ... n¡.., c1, ••• , e,, not allzcru, ~ud1 th.t! 

\ 
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e,u, + clu2 + · · · + e,u, =O 

then the vectors are said to be "lincarly dcpl:n.knt." Jf, oo the othcr hand, 
every !mear c;;ombrnation of the vectors u,, ... , u, is nonzero exccpt for the 
case e, = c1 = ···=e,= O, thcn the vcctors are said to be "linearly indc-
ycr.dcnt." ' 

Example t. Are, the vectors 

(n . and 

linear) y indepeodent? 

The sum 

is zero only if both e1 and c2 are zero. Hcnce they are linearly independcnt. 

Eumplc 2. Are thc vectors 

lincarly indcpcndent? 

The sum 

and fl) ,~ 

is zero if c1 = 1, c2 = 1, e3 = -l. Hence the vectors are not linearly inde
pendent. 

1 0.64 Complete Solution of Systems of Linear Equations 

The following theorem gives a complete picture of the situation regardmg 
solutions for systcms of linear equations. 

Theorem 3. Let A.r = b be a consistent system having m unknowns, and let 
the rank of A be r. Then: 

( 1) 1/ r-= m, thcrc iJ a un/que solution rector x 
(2) /f r < m, tir.:n tlu:rc rs at lea:,/c)llc solution r .. ·uor .l". In ,:,ldtfllill, nr - r 

lm<'llfl)' uuf.opcndcnt vcctors u1, 11l, ••• , um-r can be fmmJ llh:dr are .1nlutions 
to thc sct (JI homovrneou.r · et¡uation.v Ax =O. Tire rector x p/11~ G/11' lmc'.'lr 

combtt,alion of theJ.: 11 also a .ro/utron of thc git·cn er¡11ation, anJ ¡}¡,•re c1rc .'lol 

otirc·r .lo/uiÍ0/1\. /f h 7..~ O, the vector x can be token a~ x =O. 

· I!.:rcaf:cr wc will rcfcr to the vcclor .r dc~cribcd m this thcorem as l!,l' 

parlrcu/ar solulion. , ' 
A mcthod of obtain;ng all thc~c :,olutions in a systcm~tic fashion is illus

tratcd by tl:c exampk bclow. 

Examplc l. Sohc thc system 

(7---~ 3 3 
2 -2 

-l 1) 2--1 
-3 2 

4 -2 

We will procced as m thc climinat1on mcthod as illu·mated in Scction lt1 2. 
Divid;ng :he first eqL~tion by 4 anél u<;mg 11 to el1minatc x, from thc u:mainwg 
equations, 

.5 
-1.5 

1.5 
-3 

-.25 
2.25 

-2.25 
4.5 

Rearranging to makc the largest elcmcnt to be in thc propcr position, 

(~ 
-.25 
4.5 

-2.25 
2.25 

.5 
-3 -2.5 .25) 

1.5, - 1.25 
-1.5 -1.25 

Dividing the sccond equation by 4. S and using it to ehmmatc x 3 from thc 
other equations, , 

(~ 
o 1/3 1/9) C) ( 13~9) 1 -2/3 T X3 _ -2,9 
o o x

2 
- O 

o o x, o 

At this point we see that the rank of A is 2 and that the ' -m now ~as 
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two equations 1!" thc systcm haJ b.:.:n incons,~tcnl, :ilcrc woulc! be mo;c 
than two nonzero clcmcnts rcmaming on thc nght-hand side of thc cquatJon 
at this point. ' 

Smcc thcrc are four unknowns and thc ranJ.. of A is 2, Thcolcm 2 tclls L'S 

that thc compl·~tc ~olutJon 1s madc up of a p<~rllcular solution and any Jin.::ar 
combmation of two Iincarly indcpcnJent solution..vectors. 

Wc can find thc p.uticular solutJon by bcttmg x 2 = x4 =O. Then thc 
systcm bccomes 

X¡= 13/9 
X3 = -2/9 

Hcnce thc particular solution is 

(~:) = ( ~3/9) 
x3 -2/9 
x4 O 

To find two Jinearly indcpcndcnt solutior. vectors, we take the homogcneous 
equation 

(

1 o 
o 1 
o o 
o o 

------- . 

1/3 
-2/3 

o 
o 

1/9) -5/9 
o 
o 

a_nd choose arbitrary values for x 2 and x4 • 

:.._ Taking x2 = 1, x4 =O, we have 

which has the solution 

X¡+ 1/3 = 0 
x3 - 2/3 = 0 

X¡= -1/3, 

so one of thé Jinearly independent vectors is 

1 

' ( -1/3) 
U¡= i/3 

Ovcrdetcrmincd and UndcnktcrmincJ Sy.~>trms 

l.:i.11~g Xz =O, x4 = 1, wc have 

which has the solution 

X¡+ 1/9 = 0 
x3 - 5/9 = 0 

x1 =-lf9, x 3 = 5/9 

and so the other solution 1s 

and the general solut1on i:. 
' 1 

( 
13/9) r-1/3) (-1/9'). 

x~ + ce,\ ~3 +e, ~/9 

where e and c2 are arbitrary con~tants. · ' 
For ~onvcnicncc in organizing a computa ~olut1on, we nvt<: tr.lt tb:,,c 

vcctors (apart from a constant mult1plc of -1 in sorne cases).~::~ be ob:<>11,ed 
from thc Iast set of cquations by thc following somcwhat artlt!c.~l stcps: , 

(1) Add -l's down the last two columns ofthe diagon::.l oftn;: cocffi;::;:::t 
matrix so that it be~omes _ _..--

(~ 
o 1/3 
1 -2/3 
o -1 
o o 

1/9) 
-~9 

-1 

(2) Rearrarlgc thcse tast two columns and the column of co:1stanls as if 

they wcre ordcred just as the x's are: 

amt nd:dcd to be corrcctly ordcrcd. They bcéomc 
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1/3 
-1 

-~/3 

1/9 
o 

-5/9 
-1 

-
1~/9) 

-2,'<) 
o 

[Ch. 10 

The column of con~tar.:s ha~ bccomc thc particular sobtion ~nd thc othcr 
two columns two lmearly inJ~:pendent vectors that can be uscd to f~nn the 
complete solu:ion. ' 

Thc mcthod Jll'>t dcmon,tratcd i<. a general Qne, and can be UM.'d for com
putcr ~olution of largcr systems. !'t rcquires ~nly a fcw modifications and 
cxh:nsions of thc climinatwn mcthod givcn 111 Sc<..llon 10.2. 

The FORTRAN ~ubroutinc givcn bdow solves a ~ystcm of N equa11~>ns in 
¡\l unknowns, whcre N and M are both 20 or less. lnputs arl! AA, the 
coefficicnt matrix; BB, the l:Onstant vector: and NI und A/, the dimensions of 
the system. Outputs áre: 1X, a particular wlution vector, K, the number of 
linearl~ indepe_ndcnt so!ution ve~tors for the homogcneous system, and U, a 
set of hnearly mdependent solutton vcctors. 

1 

SUBROUTINE LINEQ(AA,NI,M,BB,X,K,U) 
DI M ENSION AA(20,20),B B(20),A(20,21 ),X(20),I D(20), U(20,20) 
N=NI . 
MM=M+l 
DO 100 I= I,N 
A(I,MM) = BB(I) 
DO 100 J=I,M 

100 A(I,J)=AA(I,J) 
K=l 
IF(N..:.. M)200,1,1 

200 NP=N+I 
N=M 
DO 300 I=NP,M 
DO 300 J=l,MM 

300 A{í,J)=O. 
K=l 

1 CALL EXCH(A,M,MM,K,ID) 
IF(A(K,K))2,5,2 

2KK=K+l 
DO 3 J=KK,MM 
A(K,J) =A(K,J)/A(K,K) 
D031=l,N 
IF(K- 1)31,3,31 

31 W =A(I,K}•A(K,J) 
A(J,J) =A(f,J)- W 
IF(ABS(A(I,J))- .000l•ABS(W))32,3,3 

:. 
t 

32 A{I,J) =O. 
3 CONTINUE 

K=KK 
IF(K-M)l,2,7 

5 DO 6 J=K,.M 
A(J,J)=-1. 
DO 7 l=K,N 
IF(A(T,MM))999,7,999 

7 _COJ'\TIJ'.. UE 
DO 10 I=l,M 
D~ JO J= I,M 
IF(W{J)- 1)10,8,10 

8 X(I)=A(J,MM) 
lf(K -MM)9,10,10 

9-KM=K-1 
- DO IO.IP=K,M 

U(I,IP- KM)=_A(J,IP) 
lO CO:--TJNUE 

K= M-K 
RETl.JR!'-: 

999 PRI~1 1000 
RETURN 

1000 FORMAT(27H EQUATIONS ARE INCONSISTEi'o'T) 
END 

10.7 EIGENVALUES ANO EIGENVECTORS 

Ax=Áx 

That is, find a vector x such that Ax is si 
ítself. We can rev..n e 1s equat10n as - Ax- .Ax =0 

or 

(A -ll)x =O 
II!IIS!Sbl<li&W" 91 •t Mlfl!· 3 

-385 ' 

(10-10) 

In this form, the cquation appears as a sct ofhorriogcncous, linear cquations 
' ~ 
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det(.4 - U) =.o (10-11) 

If. this determinant is zero, thcn by Theorcm 3 of Scct:on 10.64 thcre are 
one or more lincarly independcnt solution 'l'ectors that can be uscd to d.!scribe 
thc complete solution. ·:-hus we are interested in thc values of;. for which 

all-;. all O¡,. 

a2l Ozz --A. Ozn =0 

a.l anl a""- A 

In Section 10.54 it was statcd that the value of a determinant could be 
obtaincd by forming al! possible tcrms cont:uning as factors exactly one 
elcment from each row and each column. lf we were to attcm,pt todo th1s with 
thc dcterminant above, wc would fmJ that the vanous tcrms- would contain 
diffcrcnt powers of A. If we were to collcct the tcrms having like powers, 
we would obtain an expression of the form 

(10-12) 

where the constants p 1, p 2 , ••• , p. are numbers resulting from sorne very 
complicated manipulations of the numbcrs a,

1 
in the determinan t. 

From Chapter 9, there are exactly n valucs of A. (not necessarily distinct) 
which will make (10-12) be equal to zero. These values are called the "eigen
values" (or "characteristic roots," or "latcnt roots," or "proper vaiues ") 
of the matrix A. For any eigenvalue A,, the vector x which satisfies equation 
(10-10) is called the "eigenvector" (or "characteristic vector," or "Iatent 
vcétor,:' or "proper vector") corresponding to A.1 • Thc polynomial (J0-12) is 
called the "characteristic polynomia1" of thc matrix A, and ttle equation 

~10-13) 

is called the "characteristic equation." 

Example 1. Find the eigenvalues and cigenvectors for the matrix 

r-lllt'D' ____ _ 

--~. 10.7) Eigcnvalucs and Eigenvectors 38'J 

To íind the eigcnvalues, we sct 

Expanding, wc obtain the characteristic equation 

(1 - ).)(2- A.)- 6 = A.2 
- 3.A.- 4 =o 

This facto1s into 

(A.- 4){). + 1) =o 

so.the-eigcnvalues are 

Az = -1 

To find the. eigcnvector correspondi~g to X¡, we sct 

( 
1 - A. 1 3 ) (x ~) = O 

2 2- .A. 1 x 2 

or 

·( -~ _;)(;:).=o 
· Since there are two unknowns and thc CO)!fficient matrix has rank 1, Thcoremr ,., 
3 of ScctiOn 10.63 tells us that thcse cquations ha ve one lincarly mdcpcndcnt- -~, 
vector solution U1, and that all other solutions are multiplcs of this onc. _ 
We sec by inspection that the vector ', 

(!) 
is a solution, an4 hcncc is an eigenvector corresponding to ;.1· AII other --, 

solutions are of thc form · 

~~--
't .. -: .. · 

~- ~-
~\'~ 

whcre c
1 

is an arbitrary constant. Hcncc the eigcnvector is rcally determincd 
only up loan arbitrary constant multiple. 

To find the cigcnvcdor corrcspond1ng to ).J, wc ~et 



-~ • 

'.~ 

-~-----~----~. -

388 Simullañcou~ L1o.c.1~ Eq<~..::iom ;.nd Malrices (Ch. iO 

( 1-A.z' 3 )(x•)=o 
, 2 2- A. 2 Xz 

or 

Again there is one lincarly indcpcndent solution vector. We sec by,in
spection that 

is a solution. AU solutions are of_the form 

where c2 is an arbitrary constant. 
Hence the eigC'nvalues are 

4, . -1 

and the corresponding eigenvectors are 

and 

(We ordinarily ignore the arbitrary constant multip!e when writing an eigen
vector.) 

Example 2. Find the eigenvalues and eigenvectors for the matrix 

u -~ _;) 
To determine the eigenvalues, we set 

1
3 ~). 

-1 

2 
4-A. 
-2 

4 . 

4 1=0 -2-). 

-

: . 

S.:.:. 1 O. 7 J Ei¡;.:nvalucs and f¡¡;cnvc-;lors 

Expanding, we obtain thc characterístic equation 

389 

-)..) + 5A.2 
- 8). + 4 = o 

which has the roots 

To find thc eigenvector corresponding to ;.., wc set 

or 

2 
4- ) .• 
-2 

4) '(x•) 4 Xz =0 
-2-A. 1 X3 

... 
-1 

.} , .. 
. . h 1-.. 2 so this s•·stcm has onc lmcarly indcpcl)-... ~ The coeffic•enl rnatnx as ran • J • 64 fi j 

dent vector solutiOn. If we sol ve by thc mcthod of SccliC!"I 10. • wc •!! ·~ 
• ' 1 that the eigcnvector JS ~ 

(_¡) 
To find thc eigenvcctor corrcspor.dmg to ;.2' ~e sct , 

or 

4 )-(X¡) 4 \"2 =o 
-2-.{2 X3 ' l:'--' 

• 1 ' ,~ 

;.•fi_!o 
·.r-~: .. ; 
-¡\"fl 

1.-..,-.,"' ... 

)( ) ' 

( 

1 2 4 X¡ .¿i~. 
1 2 4 x 2 = O } --~· 

- 1 -2 -4 X l -:l-
l . -fti-

Thc cocfficicnt matrix has rank 1, so this systcm ha~ tw~¿i¡;arl_y ~~~~~-' 
dcnt vector solutions. Solving by the method of Sectaon : ' v.e • ~.;:. --

• • ,¡ """'( 1inc~rly independcnt cJgcnvccto~s, · )~ 

, r i.!J 
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and 

The root ?.;¡' bcing the sa~e as ;.2 has the sam . 
have a single root, 1, with its eigenvec,tor e eJgenvcctors. Hence we 

(J 
anda double root, 2, wíth two eigenvectors: 

and 

Example 3. Find the eige •. values and eigcnvectors for the matrix 

u -!~ _!) 
We set 

/ -~ -8 

1 
-.J. 

-12 

and obtain the characteristic equation 

o 
1 =O 

-6-..t 

-).
3

- 6..t2
- 12).- 8 =o 

which has the roots 

..1.1 = -2, 

To find the eigcnvectors, we sct 

( 

2 1 
o 2 

-8 -12 

, Since t~e coefficicnt matrix has rank. 2, thcre is only one Jinearl ind 
p~ndent e1genvcctor. It turns out to be y e-

·,- S«:. 1 o. 7] E•gcnvalues and Eigenvectors 391. 

Smce all roots are the samc, wc can obtain no more eigcnvcctors. llence 
in this case we ha ve a triple eigcnvalue, -2, and only one cigenvcctor (wh1ch 
might be considered an eigenvector of multiplicity 3): 

Thc above c\amplcs havc llll1~tratcd all the possibihtics conc..:rning re::~! 

eigenvalues and the1r corrcspondmg cigcnvcctors. The~ po-.sibilitics can be 
summarized in the following thcorem. 

. 
Theorem 4. An nt/1-order square matrix lws n eigenl'alucs. lf the:,c are 
discrete, there is onc e1genrector c·orrcspomling to each eigenra!uc. ~( an cigl!n
value is of multiplicity r, it may hare from one to r lmecr/y inJcpcndent eigcn~ 
vectors associated with it. 

10.71 Program for Largest Eigenvalue and Eigar.vector 

Y1 =Ay¡ 

Yz =Ay¡ 

Yn = AYn-t 

.. 
(10.14) 

The vectors y, d.:ftncd in this manner can lcad to thc valuc of ). 1 and to x1, 

thc eigcnvalue corrcsponding to A. 1 • The mcthod of obtaining the eigcmalue 
and cigénvcctor will be illustratcd without proof.* In order to proviJe thc 
illustration, h:t us first write a remote-tcrm•nal progr:-.m to pcrform the 
computation:; indicatcd by exprcsslon (10-14). A suJtablc prógram is -

• !).~c. fur CJ<<1111plc, J. ('i Hcrriol, M•·flwds of Matht>mattral Anal)·<is arrJ Cun.fulilt on, 
J..t.ra '.\'¡k:; ,1< ~ons, lnt:., :-;éw Y·•rk, 19o3 
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1 DIML!\ISJ0:-.1 A(iO,JO),Y(Iv),YN(lO) 
2 PRH\'T, "INPUT N, TEN OR LESS" 
3 JNPUT, N 
4 PRINT, "INPUT A(I,!)A(l,2)..,A(N,N)" 
S INPUT, ((A(I,J),J = l,N),I = l,i'\) 
6 PRINT, "ll"PUT Y(I),Y(2),,Y(N)" 
7 INPliT, (Y(l),l = 1,N) 
8 1 DO 2 l=l,N 
9 YN(l)=O· 

10 DO 2 1=1,1':' 
11 2 YN(I)=YN(I)+A{I,J)•Y(J) 
12 PRINT, (YI'\(I),I=l,N) 
13 INPUT, Q 
14 D031=l,N 
15 3 ~ Y(J) =; YN(I) 

-16 -. GO TO 1 
. 17 END 

1~ this program, the statements at lincs 2 through 7 allow the user to input 
an initial matrix A and vector y of order up to 1 O. The statements at lines 8 
through 12 compute and print the vector y 1 =Ay. At Iine 13, thc user ís 
81lOWCd lO S¡lCCÍfy Whether a:10ther Stcp Of the prOC::SS IS required. lf the 
typed entry iS thc lettcr S, thc program will terminate. If the entry is any 
number whatsoevcr, the program will cause y 1 to replace y, and will repeat 
Jines 8 through 12, thcreby computíng and print1ng y 2 = Ay1 , and so on. 

Example l. Write all uscr inputs and machine responses for running the above 
program with the matrix ' 

and the vector 

continuing unti1 vectors through y8 ha ve been generated. 

The mputs and responses are 

RUN 
INPUT N, TEN OR LESS 

? 2 
INPUT A(l,l),A(l,2),,A(N,N) 

? 1,3,2,2. • 
INPUT Y(l),Y(2),Y(N) 

? 1,0 
1.000030 2.000000 

70 
7.000000 6.000000 

': 

' 

"\ --
~"' ' 
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-? o 
25.00000 26.00000 

? o 
103.0000 102.0000 

? o 
f, .-

-·~~;.~ 
'-"' '. -,_; 

409.0000 4Io.oaco 
1 o 

1639.000 1638.000 
? o 

) 6553.000 6554.000 
1 o 

.2621SOOES .2621400ES 
? S 
STOP 't;. 

·+-:- ' 

: Thc above progranrwas ~Kam~lc l, Scction 10.~, wbich ~ad a'Jargcst e•g~-~.,
valuc of 4 and•correspondmg cagcnvcctor of e). Look1ng at the vect~-:-
printed out above, we sce that the vect0fl> generatcd were '?';· 

' ·> ... ~-. ... \,~ 
/~ J -

G)· (~)· (;~)· C~D· (:~~). G~~~). (~~~~). (;¿;!~) ~;t:'~~ 
• .,:;....:!· 

"'1l/-. 
and that after the fir::.t fcw stcps the componcnts are always vcry nearly cqu~~; 
that is, thc vcctors thcmse1ves are very ncar1y sample multiplcs of thc vccto~~; 

(
1). Since eige~vectors are determined only up toa constan~ 1 mul!aple, -~~~:~ 1 ~~ 

can say that the vector Yn of (10-14) is actualiy approaching the cigcnv.::cto~~~~· 
x. Now sincc .~:.t-.' .. ,.~> 

J
'l•' 

,_. IA,s 

.... ·'!--1.-. Ax = A.x 
' - ~ ·~;;¡ }: 

then if Y. is x, then 'y•+ 1 will be A.r. We note without surprisc, th·~n. that i1t._ 
each of thc vcctors computed in the above example, the components a, .. ~:. 

-very nearly four times those of the preceding vector. ; ~ .; 
It appears, thcn, that the above proeram can be used almo~t d1rc~t~ ~ -~ 

to, find the Iargest cigenvalue and corresponding ~igcnvector. Sorne improv'- ._ ·.:· 
ment can be made by replacing thc statement at hnc 15 by ~~ _ 

IS 3 Y(I)~YN(I)/YN(I) ... ~( 
This will serve to kecp the components from growing at each stage, a~~¡:
furthcr wall cause the first cornponcnt to approach the actual value of th: ~J 
eigcnvalue. lf this had bcen done for Examp1e l, thc printouts would hav~ ~< 
bcen • ·_..__: 

- -W 
¡~.- e'•, 
~~ : , 
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1.000000 2.000000 
? o 

7.000000 6.000000 
'/o . 

3.571429 3.714286 
? o 

4.120000 4.080L~O 

? o 
3.970874 3.980583 

? o 
4.007335 4.004890 

? o 
3.998109 3.998596 

? o 
4:000458 4.000305 

'! S 
STOP 

(C. •. • J 

Feo m these results, the e1genva!ue 4 and the eigenvector e) are apparent. 

10.72 Complex Eige!lva:ues 

From Chapter 9 it is known that th..:: characteristic equ<ltion may have 
complex roots, occuring lll conjug.;tc pairs. 1 n this' case, the eigenvectors 
are also complex, and the equation' 

(A- .U)x =O 

instead of being n equations in n unknowns, is really 2n equations in 2n 
unknowns, for both the real and imag:nary part of x must satJsfy the equation. 
Let 

be a complex eigenvalue, and Jet the eigenvector be 

(
X¡+ Y1~) 
x2 -r Y2' 

X= • 

Xn + Yi 

Ifwe substitute these in the abovc cquation and scparate real and imaginary 
parts, the result can be wriLten in th~: t\wn 

: ,, 1 ' .. ~ • ---

" 
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al}. O¡n p o o 

\("' 
•"'11- ~ 

022- oc O;¡,. o fJ o ,\ 2 
<1¡¡ 

anl a~.- ce o o ,'l 1 ;. =0 
O~¡ 

-fl o o a11 - ce 012 a¡,. \'' o -P o 021 o22 - ce .,. J y, 
1 • 

o o -P a.¡ anl Onn - ~ \J'n 

Thcse are 2a real equations in 2n real unknowns which can be solv~d for 
the x 's and y 's. Thc eigenvector corrcsponding to the c9mplex conJ.Jgate 
of;. ¡~ the com~lex conjugate of thc eigenvecto~ for )., so ttic process nccd5 ~o 
be done or.ly once for each pair of complc"' roots. 

Example 1. fmd the eigenvalucs and eigenvcctors of 

We sct 

l
-1-A. -5 1=0 
. 1 J·- ). 

and obtain the characteristic equation: 

which has roots: 
o 

_ ..t1 = J + i, 

To find the eigenvector corresponding to A. 1 , using the mcthod describ\:d 

above, we write . , 

-2 -S ·~\ 
X¡ 

2 o Xz 

-:) 
=0 

-1 o -2 y, 

o -1 Y2 



~ 
'• 

.. 
'·' 
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Applying the method of Scction 13.34, this reduces to 

O -.2 .4' x 1 

o· .4 .2'- h 
=0 

o o. o o YJ 

o o o o X¡ 

This has two linear~y independent solution vectors 

X¡\ o 

x,) .2 -.4 
·= ·- :and 

Y1 , 1 o 

2 -.4 -.2 

Thcse vcctors of themselves are not of interest to us, except to use the 
, numbers in them to construct the complex of vectors 

(
X¡ + Y1i) ( i ) 

X:z+Y1Í = .2- .4i 
and 

(
x 1 +y1i) ( 1 ) 

, X;z + y 1 i -~ -.4- .2i 

Thesc two vectors are not Jinearly andependent at aii, for if we multiply 
the second by i, we obtain the first. Hence. we have really obtained oniy 
one eigenvector .corresponding to the eigenvalue 1 + i, and that is 

·ne eigenvector corresponding to 1 ·- i is the conjugate of this: 

10.73 Determination of All Eigenvalues and Eigenvectors 
- ·¡ 

The method dcscribed in Section 10.71 will provide the largest ei¡envalue 
and corresponding eigenvector. Frequently it is nccessary to f\nd all cigcn· 

.. -. 
bgcr.val.;;s and Eí¡;cm cdor~ 3'17 • -,. 

~•d•IC!> :~nd cigcnvcctors. From thc discu~'iions of Scction 10.7, 1t as c!car 
th.xt this can be dcnc by accompli~hing thc following thrcc stcp!>; 

(1) Fllld thc charactcmtic polynon¡¡aJ. 
(2) Solve the charactcristic equation for its roots. 
(1} Sol ve seis of linear equatiom for the eiecnJectors. 
Chaptcr 9 gavc n1~thods for solving polynomial cquations, s9 wc ;dr~:.tdy 

havc computer mcthods for step (2). Section 10.64 gave a computa mdhod ~' 
for solv1ng systems of !mear equ::t1om which is &:ltisf3ctory for !.le¡> (3 ). 

Hencc thc on:y ih:ng really required li a computer mcthot~ f0~ gcncrallll[; · 
the characteristic polynomial. In the examplcs above, wc ha ve uscd very small ' 
matrice~ and found the characteristic. polynom1al by brutc-force expan!>ion ", 
of thc dctcrminllnt, but thís proccsli ía mcllictcot for luraCl·Ordor molrícc• .... 
A more cfficient method is thc Leverricr-Faddcev mcthod, which proceeds ,..._ · 
as follows: 

_ Let A 1·= A 
Let A2 = A(A1 - p 1 /), 

Let A3 = A(A1 - p21), 

.and p 1.= tr A 
and p2 = (1/2) tr Al 
and p 3 = (1/3) tr A3 

and. p. = (1/n) tr A. 
'•:; 

The numbers p1, Pi, ... , Pn are the rcq uircd cocffacicnts in the charactcristic ;.~: 
equation 

,. , .. .;t ,.,-z O 
"- - P111. - P2 11. - ••• - Pn = 

In addition, as a_bonus side product of thi~ process, it can be shown that i.·:~. 
the inverse of A is given by ~f 

.A-'= (1/p.)(A.-¡- P .. -tl), 

and also,. as a sometimes hclpful check, 

A~ -p.,l= Q-

Eumple t. Find ~he charactcristic equation of 

( 

1 3 
-2 1 

1 -2 

1 

-. J 
Jt:~ .. 

(JO~JS) :~ ·, 
··~·. 

--e 
.::.~": 



liil""----

--Ó Simui\ai:cou·> Lmcar &¡¡;;uwns and M:!lr;ccs [(.h, HJ 

( 
1 3 2) 

A 1 = -2 1 1 , 
) -2 -1 

p, = 1 + 1- 1 = 1 

3 2\( o 1) -2 
-l ) 

1) ( 4 o 1 = -1 
-2 -2 3 

3 -1 
-8 

5 -2 

P2 = (1/2)( -4-8 + 2) =· -5 

A;s"" (-211 : ~) (-; :! -~) ... (~ ~ 040) 
-2 -1 3 5 7 o o 

. Pl = (1/3)(4 + 4 + 4) = 4 

As a check, wc see t~~t-::-

Hence the characterist1c cquation 1s 

.A.l - A. 2 + S A. - 4 = O 

The flow chart, Figure 10-10, describes this process for an nth-order 
matrix. According to cquation (10-16), the matrix A. is simply the idcntity , 
matrix multiphcd by p., &o only thc first clemcnt of A need be calculatcd ~ 
to give Pn. The value of P. is, in fact, the determin:an of A, so that if p. is zero, -~ 
the matrix is singulé.r. If p. is not zero, the inv.::rse of A is casily .calculated ¡ 
from equatwn ( 10-15), and lhe flow chart includcs this calculation. The ¡ 
elements of A -I are thc last valucs obtained for fu. ' 

The FORTRAN subroutine given below will generate coefficients in accord
ance with the flow chart, for matrices up tv arder 20. However, in order that 
the subscripts will match the notation in the subroutines of Chapter 9, the 
characteristic equation is written as 

Q(l)..tN + Q(2)..tN-l + · · · +·Q(N + 1) = 0 

The relationship betwecn the P~t of the flow chart and the Q(K) of thc 
subroutine is given by -

Q(l)=l, Q(K+l}= -p" for k=l, ... , n 

: ...:<.. liJ 71 Elgcnv ... lucs :!lid EI;;cnvcctor~ 

k=l 
-CD , .. ¡, n 

P•=P•+f~, 
-Q) jal,n 

¡.,~a.¡ 

y es 
p.= o 
,-G) i=l,ll 

no p.=p.+a,¡fJ, 

1•• • ¡,./le 

-·CD i-1. 11 

¡,..-f .. -p. 

-0 ;~J." -{j) im J, ;1 

~ i~l,fl 

-@ ¡ .. ¡,n. 

-G) i-1, n ,,, =o fv-f,;fp. 

--<D •-1, n 

B-0 
Figure 10-10: Gcncration of charactcrhtic polynomial 

As in the fiow chJrt, thc sub~cnptcd \anablc F(f,J) is thc 1nvcrsc mat;ix 
ur.lcss or ;'\ + ]¡ h.lppcn:, lo he zcro. 

SUBROLTINE CH:~REQ(A,N,Q,F) 
DIMENS10N A(20,20),F(20,20),Q(2l),C(20) 
Q(1) =l. 
K=l 
DO 11 l=l,N 
DO 11 J=1,N 

11 F(r,J)=A(I,J) 
-1 CONTINUE 

Q(K+ 1)=0. 
DO 2 1= l,N 

Q(K + 1)=Q(K+ 1)+ F(l,l) 
2 CONTINUE 

FK.=K 
Q(K+ 1)= -Q(K+ 1)/FK 
DO 3 I=l,N 
F(I,l) = F(I,I) + Q(K + 1) 

3 CONTINUE 
IF(K¡- N+ 1)71,41,71 

71 DO 7 J=l,N / 
DO 6 1=1;N 
ql)=F(I,J) 



'' ' 

40Q 

6 CONTI:--IUE1 
DO 7 f= J,N 
1-'(I,J)--0. 
DO 7 JS=l,N 

SJJ7hJ!tar.eo;.¡s Linear Equalio;¡s ::md M:1trices 

F(I,J) = F(f ,J) + A(I,IS)9C(IS) 
7 CONTINUE 

K=K+I 
GO TO 1 

41 Q(N+ 1)=0. 
DO 4 J=l,N 
Q(N + I)=Q(N + 1)-A(J,J)•F{J,l) 

4 CONTJNUE 
IF(Q(N + 1))51,5,51 

51 DO 52 1 = l,N 
DO 52 J=l,N 

52 F(I,J)= -F(l,J)/Q(N+ 1) 
5 RETURN 

END 

[Ch. 10 

With th.: abovc subroUiinc :Jnd ~ubroutines of Chaplcr 9 and Section 10.6, 
cigem.llucs and c¡ge:wcctors c.m l?c found l n a systcrn;:! te way. There are 
also mcthods v.h1ch, under sorr.c con•IIticn.;, can be; used ,lo fi1~d all eigen

value~ dJrcctly from the matrix itself, without gcneratmg thc characteristic 
equation first. Thcsc mcthods are a·;ai!abic 111 thc lílu.:tlure and v.~!l not be 

reported here. 

EXERCISE 23 

l. Dctcrmme thc rank of the following matnccs 

a. e n e 2 3 4 ~) b. 2 3 4 

(-~ 
2 

-~) (2 
1 3 

-1) ·-· 
1 

d. \~ -2 -2 
-1 3 3 7 

c. 

.,..-
2. Determine whcther thc followm:; ~:r~t~:m~ ¡a,; consistwt or inconsJs!cnt. 

a. X + 2y -1- Z = 4 b. X + 2y = 6 
-2x-4y-2z=3 x+3J'=-8 

C. X -1- 3_y = 7 d. X + 2y = 8 
2x -y = 4 3x --y = 2 
4x + Sy = 18 2x + y =-- (l 

3. Solvc compictcly thc follc-wmg sys11-1ns oí CCJti.t~k~H~. 

a. x+ 2y=0 
-2.\ -· 4y =0 

b. X-{ y- Z ~- 2 
>:--y-i ¿=3 

\ 

r 
1 

s.: .. )0.7) 

c. x+ 3y-z=4-
2x-y+2z=3 
3x + 2y+ z = 7 

d. x+ 2y+z= 1 
2x -y·!- z =2 
3x -y-1· 4z =3 

• 4. Find all eigcnvalucs and eigcnvcctors for thc following mÚrice~. 

a. (~ ~) b. (-~ ---!) c. ( -~ _;) 
r 

d. (~ ~ :) 
o o 2 

(-i 1 J e. o 
-1 -1 

S. Fmd thc numbcr of multiplications rcquired to ñ1td t!1c rank of ,, 1 tl by 15 m.:trix 
t.~ing SuDROUTINE MARANK ofScctwn 10 6l,afthc rank turn; ou¡ ¡,,be 8. 

6. Writc a program that wall input a systcm of linear cqu::tion~ I•P to 20 hy :!O, 
cali ~l.brou:Jnc LINEQ of Scct10n JO.c:A to obtam all sol u: 11J:1~ • .lr ti p: mt 
thc !CSult. 

7. Write a program that wi!l input a squarc mo~trix up to 19 hy 1?, t.lll subrout1:-1c 
CHAREQ of Sccuon 10.73 to obt:lin the d,aractcnstac cc¡u.ltlon, callthc- ap
propnate subroutine from Chaptcr 9 to find thc larzcst re.ll root, cal! ~ul:>
routine LINEQ of Scct10n 10.64 to find thc corrcsponJ:r:g ci¡;cnvcr.:tor, anú 
print the result. 

\ 

o 

'/ 
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,-~~~~{ prut.km, u( thc tlunl du&Jih:r urc d&arucl• ,,, .. .¡ lly r-:h ,.r r : .••• :. 

:taoeoUt; urJiu:.ry JitTI·n·utiult·r¡u:ctiuu!l \\Íih ¡Jn·,a&bc:d ,~,¡jtial ~·vrHI&!&•••·~. 
'ihc ptíJIJh-:m- uf tl&c Íllllrth IIJ&d fdth ducplel'lf ore dJnractcriz~J by .. rdi. 
!uary or pnrtutl c.JifTcn .. ·Hiial c:t¡uutiou!f with cloi.t•d bvrmdary <'utHiition:;, 
jund the pru!.lem.-, of tlw HÍ\ tJ• dwptcr are chnrnctcrizcrl by purtinl 
fJ!fTcrcntial l'quatwns with opcn uoundary condilionl:l. Thit~ survcy of 
numérical procccJurcs thus tuuounts lo n cntnloguo of prnctical mcthod~:~ 

· for thc ::.uluti:on of algciJruic, ordinary diffcrential, and po.rtio.l differcntinl 
cquntions. In Cl,aps. l, 3, 4, and G both linear and norllincar problcml:l 
are considercd. Thc discussion of cigcnvalue problcms in Chaps. 2 und 5 
is limitcd to lincnr systems. 

AJI six chaptcrs huvc thc samc structurc. At the ~w7ting of........each 
~aJ!t~!._!ICY~!'.f1Lrcpre~ot.nliv_c prohlc_m~_~re prcs~~d. These serve to 
idcntify thc class of problcms undrr consideration. The proccss of for
mulnting a mathcmatical moJel is illustratcd for cach of these problcms. 

flcforc lcaving tbC:iC formula.tionsJ.hey_arc..ea!:h_cast into dimensionlesa 
fm·m. 1'hi~-¡; nn cxtremely uscful organizational tooP of the analyst. 
1n:·~onnection with numerical calculations it removes all unneccssary 
symbols, lcaving·the basic problem in its simplest form. 

Thcn, bcfore surveying numcrical procedures applicable to this elass 
of problcrn::~, a bricf résumé of the elassical mathematical thcory is 
givcn. A complete mathcmatical development has not been attempted 
but an effort has bccn madc to describe clearly the properties of the well
bchaved or regular sy::.tcm. Thc possibilitics of h·rcgular behavior are 
hintcd at hy mcans of simple countercxamplcs. Enough theory is pre
scnted to providc a background for the explnnation of thc success (andl 
limitations) of thc numcricul proccdures which follow. 

Aftcr thc:;c preliminarics thc actual survey of numerical proccdures 
bcgins. Jllust.-utive cxumplcs are drawn from thc problcms formulatcd 
at the bcginning of the chaptcr. - At the end of each section therc is a 
set of cxercises for the reader. A few of thesc are of the nature of drill 
problema but thc majority rcprcsent intcresting extensions or alternative 
developmcuts of the tcxt material. Answcrs or hints for thc solution 
are givcn in most cases. 

1 

The numcrical proccdurcs described herc are ~hose which in the judg
mcnt of the author are of most potential intercst to the enginecr!ng 
analyst. Mcthods for both hand and machine computation are givcn. 

· Throughout the tcxt there are rcferences to books and papcrs having 
tJircet bcaring on the mnttcr at hand. For the rcader's convenience a 
numbcr of sdcctc1l general refcrenccs are g1·ouped togcther in the Bibliog~ 
rnphy nt the cnd of the book. 

' Scc, for examplo, U. 1.. Ltm"hnllr, "DimcnHional Anlllysis and 1'hoory of Modele," 
John \\'ill'y & Sons, lnc., New York, 1flól. ' 

• l.lJ., .._'{J.~t~._\"'~'"'1. .,,,.'t .. '"'••o! ..14'110a•·~t.~.~,II~¡,,~~~,,I,.."-"G~I'I,.,~~~-,..;',., 
"••'' ',)..,.. ..,( 4 f '' _., •t ... _,H ..... ,,¡~, '\:-•• •• • , ,_./~,k,:.tt•f¡••, ,, •• 1 "t 1J""6~,.. 
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EQUILllHUt:~t l,ltOBLE!\1S IN SYSTEMS 

WITH A FINITE NUMBER OF DEGREES OF FREEDOM 

Thc state of a physieal H)'l>tem c•a11 oftru lw c.lt~Hcrihcd with nc\equate 
precision by giving the magnitucleH of a finitc number of ~:~tate vu.riuhics. 
This ehapter dcals with uumcrical proccdures for dctcrmini~g stcudy 
statcs of such systcms. The chnptcr u<'gins with u prcliminary c:.nmi
nation of severa! particular problems. Thc general problcm of this typc 
'is thcn formulat.cd mathcmatically as a sct of simultancous algcl,raic 
cquations. :nwre is a r<'view of thc chv;sicul •·csults from thc tlwory of 
such systcms, including a discussion of .. the relationship of extremum 
principies to equilibrium problems. Numeriral p1·orcdurcs, bot.h cxact. 
und approximatc, are thcn dcseribcd and illu::.trat.cd by applying thcm tu 
the particular problems set up at. thc beginning of the d111pter. 

1-1. Particular Examples 

We begin with an assortmcnt of examplcs of how mathematical formu
lations are set up for particular physical prohlems. Thc cxamplcs an· 
taken from a variety of ficlds and, in general, ha ve bccn choscn for t h<·tr 
simplicity despite the fact that thc really significant contributiuns of 
numerical proccdurcs occur in problcms of extended complcxity. 
_ lt is genera~~_!~~~g~lizcd _ t}1~~_!~~~o~~~--d!~~u!~ ~t~p in the wh0lc 
procesa of enginccring analysis is that in which a mathcmatícal ""ffic)ucf is 
Sü0s1itutecHot: a -real phy;ical-systcñ1. ---¡t is .he~e tli.at-]ú<íg;ñcñt: expcri
cnce, and ingct~Üity-ofti1c-Iiígllcst"oi;ucr are rcquircd of thc analy;t. It is 
here that the really gross approximations and simplifications are madc. 
l_p._ t!~i~_~x__t_ t~~ b~1sjc _ ~t~-u~-t~t~c_ Q{_ t~«?_.Y~~j~t_!_s_ ~1·x~ical problem types 
and the corresponding mathcmntical models is emphasized-.- -·-- ·-- --
T.tíe-gei1eral equillbrfúiñ -próbiérñ -fn~'ilümpe(f:j}ararñetcr system b~ 
the following structüré: The given-systéni- is inadé up by-iríterconneciii!g 

~~~~~~Gcr ·oc sit~1pl~--~l~mc!lt8. Thc -~quilibri~~- ?r-·~i~_a_?Y.~s(áte"~~q~}~: 
m=~~: r_o~· c~c:h mdtyt~l'\!n1.~1~ .. 11\~nt.P.t:<tlP1Q\Y.n. As CX~J!lP!~~-~v~Jtnv~the 
:o~!E'·~·H~f 1:nin lnw _fm· el as tic elemcnt.s, .Ohrn's !~w fot e_lf'cj,rjcnl .. resistances, 
~~~:.Jl!~~'.:.2.:~~-~v_r~lntion fo1· hydraulic resistances. In addTtion· to 
1-l\l j¡.;fying the equilibritl¡;;-reqttfremeiitá "''ft'het;i'(ir;i(iüai-elements it is' - --· --- ·- ----·- -- - ·-·- ·r 

........ 

,, 
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~l_so neceasa.ry to satisfy cert.nin int.erconneclion reguirementA. Thus in 
cla.stic ~slems we must h~~-_gcomotric fit an.il..!ll\~Lfgrcca at a.ll 
joints; in electric networks we must satisfy both of KirchhofT'slaws¡ and 
in hydra.ulic nctworks wc must have conservation of flow and unigucn.!)ss 

1 o{_ pr~~ll'C at evcr:y_j_!llcrconncction. _ _1.'h~OYSI::aJl equiJibrium problcm 
thcn consista in finding the statc of a system which simultaneouslxsatis
fi~JJ~e cguilihrium r~uircmcnts of the individual elements together with 
the intcrconncction requircmcnts. 
To-serve as/concrete illustrations of· this general statement and to 
proVIdeTllustrativc cxamples Íor thc numerical procedures which follow, 
we here consider the following five particular equilibrium problema: 

1-1. Ela.stic spring system. 
1-2. D-e network. 
1-3. A-e network. 
1-4. Continuous bea.m. 
1-5. Hydraulic network. 
In cach case the problem is ca.st into nondimensional form, with par

ticular data assumed, in prepa.ration for numerica.l solution. In most 
cases complemcntary forms of the problem are considerad. Tbe first 
four problems are linear, whi~~ _!.ilefifth representa an example of a. eracti
ca.lly important nonlinear prot>Rím. 

Problem 1-1. Elastic Spring System. In Fig. 1-1 a. system of four 

F1o. 1-1. Elo.stic system of interconnected springs subjected to loads P. ·and P,. 

linear springs is shown. Assumc that when P1 and P2 are zero then U¡ 
a.nd 1L2 are both zero a.nd that all s.Illi~~in th!LÍUHI.tll.l:t\.lno.eitJ..wul.. 
Th~robicm here is t()_jlnd tl!_~_<!!spl~.f&.ffi!LIJÍ1U'L~lld_y_,_g.p.Ji the forces 
i."!l_~nd J. in the four springs when the loads P1 and Pa are applied. 
The fundamental requirements are: 

L Spring force = k(spring elongation) for cach spring. _ 
2. Forccs should balance on cach movable cart. 
3. Sp~~g clongations should be compatible with the displa.cements of 

thc rnrt.s. = 
A st:mdnrd mcthod of solution is'to choose unknown variables in such 

SECTlOS 1-1 3 

a way tha.t requirelllcnt 3 a.bove is a.ulomutically so.tiKficll.' In our proh
lem this 18 done by taking u 1 and u 2 a.s unknowu~ and cxj}rCii6illgilic 
spring elonga.tions in terma of thcm.(e.g., clongation of spring 4 is u 2 - u 1). 

N:':~t~~e spri~tt!~~~~Qressed in t<'rms of u 1 and ug by introd~cing 
the spring· constantH. J<"i~l?-l!Y.L~vriting thc force-balance conditionH for 
éiCllca.rt ¡pves us the !ollowing cquatwns for u 1 and u 1 : 

k¡1.l¡ - ka(u2 - U¡) - k4(1t2 - tt 1) = P 1 

k,u, + k,(u, - u 1) + k4(u2 - u 1) = ?--; (l-1) 

A complete solution of our problem would require the solution of thcse 
simulta.neous equations. We stop a.t this point, however, since we o.re 
here concerned only with the formulation of the problem. Summa.rizing, 
we limited ourselves to geometrically compatible states as soon as we 
took U¡ a.nd u2 as unknowns; requiring that force balance should also 

.-: hold gave us (1-1). 
A complementary method of·solution for the samc problem is to choose 

unknown variables in such a way that resJUÍrement 2 a.hove js automati
cally satisfied. This may be done by taking the spring forces 1z q.nd b 
~~~known a.nd expressing the other spring forces 1 b and!.. in terma of 
them by mea.ns of the force-balance conditions. 

f• = Pz - f2 -fa 
f, =P.+ fa+ f• = P, + Pz- h (1-2) 

Next the spring_~<_>~gations are expressed in terms oí b and fa bt intro
ducing the spring constante. Finally ~2btain thc following eguations 
fos_h ai@h_Ey_!_~q':linng_that t_!le spring elongations be compatible with 
unique displacements of the carta: 

(1-3). 

_, .. 
i~; 

.~~.: 

The second of these expresses the fact that t.he elongations of springs 3 
a.nd 4 should be the same. The first exprcs~;es thc fact that tbc clon
gation of ~ing 2,must be the same aLth.uum of the elongations oí 
springs 1 and 4. Again a complete solniion would rcquirc the sinmltru.lr.
ous solution of (1-3). but wc stop at this ooint. Reiterating our logic, 
we Jimitcd ourselvcs to self-balancing a tates when we .took &. and (.as · ~.r 
~~<?;!ns and used (1-2) for, Lhe other forccs. Among these self-bo.l: 
a.ncing states the true Htate is ~::~electetl by (1-3), whi<;h rc¡;mircs thaL t.h~ 
sp~~~g-~l~n~~tions should be compatible with tho given interconnectionR 
of the systcm. · 

/ 
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For future use we now specialize tbe abovc problcm f.o the cuc where 

kl = 3k 
/ k2 = 2k 

ka ""' k 
k.= k 

PI ... p 
P1 • 2P 

'3ubstituting these values in (1-1) and (1-3), we obtain 

5ku1 - 2ku2 = P 
-2ku1 + 4ku, = 2P 

_ as the equations for the displacements and 

T_J 2_+_/a == 3P · 
/2 + 2fa = 2P 

(1-4) 

(1-5) 

(1-6) 

'--_--: 88 the complementary eguations for the forces. - These formulations can 
be simplified even further by introducing dimensionless variables. lf we 
define the nondimensional displacements 

(1-7} 

1 

the displacement equations (1-5) can be written in the íollowing form: 
1 

5:z:L..::...7_!t = 1 . (1-8) 
-2:z:l + 4:z:2 = 2 

Similarly, in terma of the nondimensional forces 

fa 
Ys = p (1-9) 

tbe force equations (1-6) become 

!J-Y1 + Y2 = 3 
Yt + 2ys = 2 , 

- 1 

(1"10) 

Problem 1-2. D-C Network. We consider the problem oí determin-
ing the voltages and currents in the network shown; in Fig. 1-2. The 
resisto.nccs and battcry emfs are given in the figure in· terma of R and E. 
The equilibrium or steady-state conditions are Ohm'~ la.w for each in~i
.vidual resistor plus the interconnection requirements~ whi~h are the two 
laws of Kirchhoff. 1 We can obtain complementary (ormulations·of the 
problem in the following manner: If we represent the state of the sys-

'Seo, for example, C. L. Dawea, "Electrical Engioeering," 3~ ed., vol. 1, McGraw-
llill T\ook CompP"''· Inc., New York, 1937, p. 72. 1 

1 

' 
1 

. . 

1 .. 

BECTION 1-1 5 

tem by o. set of independent currcnts sucb that KirchhoiT'11 firHt. law is 
automatically satisfied, we then obtain equations for dot.ermining these 
currcntB by requiring that thc second law be satislied. Allernativcly ié 
the state of the system is representad 
by a set of independent voltages 
such that Kirchhoff's second law i1:1 
automatically satisficd, cquations can 
tben be obtained for determining 
these voltages by rcquiring the satis
faction of the first law. 

In accordance with the first proce- R 
Jure the state of the system is repre
sentad by tbe three loop currents I 1, 

I s, and I •· The net current ftow 

4R 

-2E 

R 

511 

R 

G 

into any junction is always zero for Fra. 1-2. Nctwork of rcsistors and 
batterics. · any values.of-I1, 1,, and la. Ohm's 

' ' 

law together with the requirement that the net voltage drop in &J,lY closed " 
loop should vanish yields the following equations: ~11 e-4 

2E- Rl1 - 4R(II- 11) .., O 
-Rls- SR(l2- la) - 4R{ls- / 1) co O 

-Rla- 5R(/a- /s) -E=- O 
(1-11} 

When the currents which satisfy (1-11) are found, any dcsircd network 
emf is ea.sily obtained by an elementary application oí Ohm's la.w. 

Following the second procedure, the state of the syste~ can be repre
sented by the potentials e1 andes of tbe nodes A and B witb respect to G. 
Tbis ensures that the voltage drop a.round any closed loop vanishcs. The 
requirement that there should be no net current flow into the nodes A 
and B resulta in the following equations: 

2E- e1 _ !!.. + ts -·e1 =-
0 R 4R ll 

E - es _ .!3_ + e1 - es 
0 R 5/l N = 

(1-12) 

When the voltages e1 and es wbich satisfy (1-12) have been found, nny ·~~~-;,., 
desired network current may be obtaincd by a simple application of ~ ;. 
Ohm's law. - ,. - · 
·- The complete solution can thus be obtained by solving eithér (1-11) ·1~ '
or (1-12).' Note that herc the number of degrees of freedom is not the .~;,~ 
same for the two ana.lyses. Before lcaving this problem, we cast the :~.: 
equations into nondimcnsional form. Dimensionless currents and volt- -- ::• 
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~~~ are dcfincd as fóllows: 

r. 
x, = E/R 

la 
-:ta- E/R 

(1-13) 

l'he current equations (1-11) then become 

5x,- 4xs = 2 
-4z1 + lOzs- 5xa =O (1-14) 

- 5zs + 6xa = - 1 

while the voltage equa.tions (1-12) take the following forro: , 

--~ 2.25yl - Y2 = 2 (1-15) 
-y1 + 2.20ys = 1 

--·:- t't te-e mplementary dimensionless These last two seta of ecfua.tlOns cons l u o 
formulations of Prob. 1-~. 

k The equilibrium problem bere is to determine tbe 
Problem 1-8. A-C Networ . t k of 

ateady-st.ate currents in the .ne wor 

(1+3iiR F. 1-3 The iropedances of the branches at lg. . o d' 
the frequency of the volt.age aource ar~ m .1-

cated in the usual' complex notat10n. m 

te / f R Complement.ary formula.t10ns 
rms o · . ed · th 

of this problem can be obt.am m e 
sa.me manner as in Prob. 1-2. We con
sider here only the equations for the 

ts lf We take ¡ 1 and ]1 as the 
d curren . . 

Fm. 1-3. Network of impe ances state- variables, Kircbhoff's first law 18 

connected . to altemating-voltage automatically satisfied and the second law 
source. yields the following equations: 

E- (3- 4i)RI1 - (2- 2i)R(l,- la) ""'O (1-16) 
-(2 _ 2i)R(I,- ¡ 1) - (1 + 3i)Rla ""O ~' 

A nondimensional formulation is obtained by introducing the dim~nsionless_variables 
, la • 1, (1-17) 

la"'"E!R l,""E!R 

into (1-16) as fo\lows: 
(5 _ 6i)I; - (2 - 2i)l~ = 1 

-(2- 2l)l; + (3 + i)I; ""O 
(1-18) 

. . , , · ted to be complex. Although procedures exist f~r 
The quant1t1es la and I, are expec. h (l 18) it iB sometimes useful to trana-
thc direct solution ~f aeta of equattonB suc as - • _ ._ 

"A Óourse in Electrica\ Engineering," 4th ed., 
1 Scc, for example, C. L. Da~es, N y k 1947 p. 70. The aymbol i 

vol. 11, McGraw-Hul Book .eom~y, Ino., 8\'1 or ' • 
8tands for the imaginary umt V -1· 

l. 

1 
1 

b 

8JeCTION 1-1 

form the complex equations into thcir real cquivnlenl.a. To illuslrate thu 
tho preaent exa.mplo, 'Qe define tho real quantitiea za, ..• , 2:4 ae followe: 

r; ... .r. + iz. 
/~ ... ;;r, + l%t 

i 

!1111 for 

(1-HI) 

When these are substituted in (1-18), each cquation can be separated into two: one 
obtamcd from the real t.erms and one from the imaginary tcrms. We thus ohtain the 
following four real equation11, which are equivalent to the two complcx cqual10n11 of 
(1-18): 

5.r 1 + 6.rs - 2.rs - 2.r4 .,. 1 
Gx1 - ó.rt - 2.r, + 2.rc .. O 

-2.r, - 2.ra + 3.ra - :te ... O 
-2.r¡ + 2zt - Zt - 3.rc .. O 

(1-20) 

Problem 1-4. Continuous Beam. In Fig. 1-4 a uniform elastic beam 
is shown. It is simply supported at A, B, and C and clamped at D. 
Equilibrium problema for such aystems consist in determining the bend-

El D~ 

----~---0 ----~----------24 
Fw. 1-4. Contmuous bcam frecly supported at A, B, and C, clamped at. D, and sub
jected to externa\ momcnt M applied atA. 

ing moments and deflcctions rcsulting from assigned loada. \Ve conside_r 
the particular problem of Fig. 1-4, where th~ad j~ the ~j_!!gLe_!11_2.men t N 5

1
,:,v 

apptied at A. The flexura\ stiffness ofthe beam is E/1 and the span t ¡. 

lengths are given in terms of a. //) /. 
This system may be treated as a lumped parameter system by con- VV-' 

sidering each span as a single element. The total eguilibrium problem ~ jr.....,). 
t~e~ involves satisfying the elastic reguirements within each SQ..!!!h (1 1 
together with the interconnection reguir.'illl€1nts aLtilll_J9.ints .. These /C..~.t¡;; 

interc~~I;l~~j~n r~q;j}~!llex}.~~ar~that_jU:ljaJ:ºJJL'WAn!Litl!Quld...he.x.~ ~ 
same inclination and the same bending moment at their common junc- ' 
tion. The internal elastic requirements for a single span are one sti!S~ 
more complicated than the correspondin&_single-element relations in the 
foregoing exam~les. Here _!'lac_h_~J?!..!!js its_!l!f a _two-d~gree-of-freedopt_ 
s~tem de.!?_~!ib~_Q.J?y two_geometric quantities (~he incliq~~i9ns~_Lt.he , 
ende) and by two force quantities (the bending moments at· the ends). 
Th~ -rera'tT~ñs _b~t-~n t~~_!lic4....!~P.L~~nL the-el~~ti~-~~ments~ 
a~ho~. in_~&:-. ..!.;5. Clo~~'!i~~- angles __ ~ave __ ~~-e!l .. ~.!!!~~P~ltive. 
Bending momen~~hicl!_~~nd t~tn~_!ich the bo.ttQ,rrlj'i.Q~u~:gd CQJ~mrsss 
the top fibers have been éalled positive. A formulation of the equilibrium 

- - --~-·-·-------··--..---- . . ~-·----.-
1 Bee, for example, J,, C. Maugh,. "Btatically Indeterminate Btruct.ures," John 

Wiley & Son11, Inc., Ncw York, 1946, p. 49. 
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~blcm mn.y be obtaincd _I?,Y usmg either inclinations or bcnding moments 
to I'CI2_rcscnL thc statc of thc syRLCI!h Thus n. sct of indepcndcnt, o.ngles 

' which bS:tisfy the compat.ibihtv~~ire~ents_EljghJ!.be Chose~ With the 
nid of t.he elasqc relationa bcnding moments could then be expressed in 
~"illl of thcae ansles, and finally, hy writing the conditions for moment 

' 

L 1 

~-~M)s 
~ .~ 

F10. 1-5. ElllBtic relat10nships for a span whose ends are reetrained fr~m translation 
and which is subjected to end moments. : 

1 

1 

balance, a sct ~.!._~q~a0_o!ls _f~r.-dc_~ermining the angles would be obtained. 
Alternativel a set ohndc endent· bending- moments which satisfy the 
reguirements of moment balance could be use to represent t e sta e of 
the system. The compatibility requirements together with the elastic 

e relations would then furnish cguations for determinimi these moments. 
;Adopting the former procedure, the state of the system of FifS. 1-4 can 

2EI (28¡ + 92) 2EI (29z+9;¡) El (2'931 
a o o , 

A(~9)n n(~)c e(~ D 

- ~ ~ ~ 1 

-7~~~~ -~~~~ 1 

F10. 1-6. H.cprcscntation of thc bcam of F1g. 1-4 in term;s of the, displacements 81, 81, 

and 8a. -- · i · 
1 

be representad by the clockwise inclinations of the heam at A, B 1 and C. 
These angles are denoted by 8,, Bz, and Ba, respectively. Making use of 
the elastic relations of Fig. 1-5, the terminal bending, moments in each 
span are as indicated in Fig. 1-6. 
-áOvéf"~iñ-geqÜa~for the angles are now 9.lnained by writing the 

conditwns for iñóñl'!Mt-ba1a.n~e-at"tlie át!PpOrtá A, B, '1-nd C . 
._ --· -

2EI ¡ 

M==- (28, + 8,)• a , 
1 

2El 2El - ' - a (28s +. 8,) ... a (28s + 8a) (1-21) 

2EI · El 
- - (28a + 8s) = - (28a) 

fl · a 

These mo.y be cast into .nondimensional forro by introducing the follow
ing dimensionless inclinations: 

x. "" Ma/2EI x,"" Ma/2EI (1-22) 

We thus obtain the following formulati~n of the equilihriu.m problem: 

2x 1 + x2 =+1 
X¡ + 4x, + X¡ "" 0 

Xt + 3X¡ = 0 
(1-23) 

A complementar! formuJation may be o~tained in ~rms oUh.e..bcóding 
mornénts-ll:{~;M;;;¿¡Ma at B, C, and D, rcspectivclY..a.JJI_~.m of 
Fig. 1-4. It is left as an exercise for the reader to show thaL in terma of 
the dimensionless moments 

the governing equations are as follows: 

M a 
Y•= M 

4y,+ Yt ""-1 
Y• + 6y2 + 2ya = O 

2y, + 4ya =O 

(1-24) 

(1-25) 

' Problem 1-5. Hydraulic Network. We consider. thc problcm of 
dctermining the steady flow of an incomprcssible fluid in a network of 
branched pipes undcr thc assumption tbat the pressme drop in o single 

Fxo. 1-7. Schematic diagral;Il of hydraulio network passing a total tlow Q .. 

. br~~h is _proportional to tho· aguare of the ratc of flow through tbA!, 
braneh. Figure 1-7 s~ows the plan of a particular pipe network. The 
total rate of flow, in at A and out at F, ia Q. For a single branch the · 
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~ prcssurc drop in the d1rection of flow is_g!ven' by the íollgwing rcs,itttá.nce 

~ 
(1-26) 

w_t¡~~--q)~ ra.te of flow through Lhc bmnch and R is a res~stan~e coefficicnt. 
Thc resistance cocfficicnt of each branch in Fig. 1-7 1s g1ven m terms oí b. 

The equilibrium pr~blc~ consist_~_ in_~_c_t_l}rminj))_gJh~_.Qressure and flow 
distribution in the steady state. __ To ma,kc __ ~~roblem definite, we 
assume th;:-LQ·¡; gi~~n-~nd that the pressure at F is zero. The governing 
re~ements are that the pressure at ea.ch junction should be single
v~lucd, that the rate of flow into any junction should equal the :ate oí 
flow out of that junction, and tha.t in each separa.te branch the resAstance 
Jaw (1-26) should be satisfied. A formulation of the problem can be 
madc in terms of eithcr junction pr.~I;!!~Or branc_h flo~~c.<>. Thus 
th"EistateoCüies-istéíñ-can-bé-~eoréscnted by p, a.nd p2. the pressures at 
A and B, respectively. In terms of these the flow rat.es in the individual 

· bra.nches are given by (1-26). 

/ (1-27) 

The requirement of continuity of flow a.t the junctions A and B provides 
the following governing equations: 

Q = (p'; P2y +(~~y 

(Pl; P2y = (:iY +(~~y (1-28) 

A nondit~cnsional formulation may be obtained by introducing dimen
sionless-p-rcsSüres 

(1-29) 

1 See, for example, H. W. Kmg, c."-0. Wisler, and J. G. Woodburn, "Hydraulics," 
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1948, 5th ed., p. 220. Strictly speakingweshould 
cons1der Ap and q as d1rected qu_!Ultities and write f:J.p = [sigo (q>l-ª~2• If .we ~se 

' (I-2G), it is incumhent-on us to check that alL pressure drope aro actu~ly m the d1rect10n 
o{ fiow in any proposcd solution. 

BECTlON 1·1 

In ~of tbooe (1-28) may be ca.at into the followin¡ form': 

0.4472x 11 + 0.707l(x 1 - x2)1 = 1 
0.707l(x 1 - xa)6 ..... 1.2845x2t ""O 

11 

(1-30) 

A comp~-~~tarl.!_ormulation may be obtained in terma of lmmch fiow 
ratea. Continuit~-~!.Ds>~Y_'Y!Il be ~served in Fig. 1-7 if thc Oow rnlcs 
q1 a.nd q2 in the branches /1B and BCF, respectivcly, are indepcnd.ent 
prov1déd-tné-flo-wr&ieálñ-ihcreffiaTñrn"g"brB.ñcrié8are-t8.keñ&Síol1ó\vs: 

qBDP = ql- qs 
q/LBP = Q- q¡ 

(1-31) 

Wi~J:.~~id of (1-26L thc requirement oí single-valucd preBBures at A 
a.nd B lcads to the following governing equations: 

2bq¡ 2 + 2b(q¡ - qz)2 = 5b(Q - q1) 2 

3bqz1 = 2b(q¡ - qa)l 

lntroducing the dimensionless flow ratea 

q¡ q, 
y,=- Y2-
--. - Q:.__ __ -......;:Q;._, 

we obtain a nondimensiona.l formulation as follows: 

lOy¡ - y, 2 - 4y,y2 + 2yz1 = 5 
+2YI2 

- 4y¡y2 - Yz2 = O 

EXERCISES 

(1-32) 

(1-33) 

(1-34) 

1-1. The lengths and croBB-sectional arcas of the bars of a plane pinned truss are 
indicated in F1g. 1-8. The bars are joined by frictionless pina, and each one satisfies 
Hooke's law, f /A "" E6/L, where f is the tensile force and ,; is the elongation. , The 

r 
3a 

t 
3a 

j_ 

F10. 1-8. Rxerciae 1-1. 

T-
3a 

L1•5a 
- L2•Sa 

L3•3a 

- L4m3a 
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CHAPTER 2 

EIGENV ALUE PROBLEMS FOR._.SXSTEMS , 

WITH A FINITE NUMBER OF DEGREES OF FREEDOM 

Equilibrium problems involve the determination of system configu
rations under reS('ribcd loadin condit.ions. An cigcnvalue problem may 
a so involve the determination of sybtem configurat ions, bnt of greater 
1mportance is the det.ermination of the cnheal loáOin conditions under 
w e t ese con gurat10ns are po¡,s¡ e. parameter which describes 
such a cntlcal condJtJOn is ralled an eigcnyalue. As examples we have 
the natural frcquencies in oscillating systems and the buckling loa.ds in 
ela.st1c-stab1hty problema. 

\Ve cons1aer oñly line'"ar eigenvalue problems. Matrix notation is used 
because it facilitates the theoretical discussion and because it provides a 
useful system for laying out the actual compu'tations. • The necessary 
rules are briefly reviewed in Sec. 2-2. ' 

2-1. Particular Examples 

Two examplcs are used to illustrate the formulation of eigenvalue prob- · 
lems from physical systems: ' 

2-1. Three-mass vibrating system. 
2-2. Buckling of a structure. 
In both cases the formulations are left in ordinary algebraic forro. 

Matrix formulations will be given in Sec. 2-2. 

FIG. 2-1. V1bra.tional syst.em with three degrees of freedom. 

Problem 2-1. Three-mass Vibrating System. The system is shown 
in Fig. 2-1. The displacements of the three masses from the unstrained 
configuration are mcasured by U¡, 112. apd .u 3. The equation¡;¡ of motion 
may be written by imaginingthe system disturbed from equilibrium and 
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applying Newton's second law to each mass. Neglccting friction, we 
ootain 

- 2/c(uz - U¡) ± /c(u3 - uz) 

For a natural vibrntion we would have 

1 

1 

u1 = z 1 sin (wt + <(J) 
_!L2 = X2 sin (wl ± tp) 
Ua = Za sin (wl ± tp) 

(2-1) 

(2-2) 

where Xt, x2, and xa represent the amplitudes of vibrat.ion, w ia the natural 
frequency, and <Pis a phase angle. If we sub&Litute (2-2) into (2-1) and set 

~ (2~) 
we find tlie following ~quations as the conditions for determining the 
amplitudes and frec¡uency: : 

5Xt - 2x2 ) = >..(xt) 
-2xt ± 3x2 - xa = >..(2x2) (2-4) 

/ .,.. X2 ± Xa = >..(3xa) 

)~_~e_para.meter >.. is a dimensionless measure of the frequency.- An eigen
;~altie is a ·value of >.. for which there are nonzero amplitudes wlúch satisfy 
'(2-4) .. /: configuration of amplitudes which meets these reguirements is 
called a natural mode. Th~ corresponding freguency is called a natural 
frequency. , A complete solution would involve finding all the natural fre
r¡uencies and their associated natural modes. In technical problema it 
may not be of inte~,est to obtain the complete solution. Sometimes only 
the lowest natural'jrequency is desired; sometimes just the lowest fre
quency:·and · the córresponding mode or just the two lowest frequencies 
are désired. · -

Problem 2.:2. Buckling of a Structure. A system of rigid wcightless 
links hinged together and supported by springs is shown in Fig. 2-2a. 
In this posit10n all three lmks are exactly vertical, and there is no force 

~in any ol' thc springs. We considcr the stability of this system when 
su~jectcd io a' vertical load P applied at B. For small loada the three 

. links will remain vertical, moving down as a unit against the springs k 1• 

For large loada the links will buckle; that is. B and C will undergo trans
versa displncements as sho\vn in Fig. 2-2b. Our problem is io determine 

'1, 

• 

- f ', B&CTION 2-1 03 
'G.~ility..JimitJfor the vertical position. We want to know the val~e 

oí for which an equilibrium position with transversc displacemcpt.§ firnt 
becomes possible. 

To obto.in a g~an tj f:.a.~!Y~. an~!y~Í!Id\.:e __ ~-~!!!11~ t~~L~l!.~~-~ir~~ _criticnl 
buckling load is holding thc system in equilibrium and find the cgui-

t e¡ 

D 

k¡Y2 

(a) (b) 

Fxo. 2-2. Buckling or a system or sprmg-supported rigid links. 1 

librium conditions by applying the p'rinciplc of mínimum potential energy. , . 
A geometrically compatible state can be reprcsented by arbitra.ry (small) 
values of y¡, X¡, and x, if we take y, as 

1 

X12 (x1 - x2) 2 x,2 
Y2 = Yt--- --

----------~2L~--·~2L 2L 
(2-5) 

The usual small-angl~app~oxil}latiop.s, '1 - coa 8 ""' .}02 and sin 8 ""' 8, 
have been made here. l3y o.dding thc strain cnergy of the springs ~ tbe 

'1 
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,-
, G1 

~ potential energy oí tbe load P we have the total potential 'energy 
1 

~.¡. ""~'••Y•' + -}kx¡' + ik(x¡ + x2)2 + jk.r22 + j-k 1y2
2 

--' P(y1 - ~~)_ 
~· 1 (2-6) 

1 

·' ':hcre !12 ÍH unclcr~t?od to takc ,thc valuc (2-5). The ~qui11bnum equa.
tlons are tbe cond1t10ns for statwnary potential encrgy:. 

éJ<f> ._. a = k¡y¡ + kiyz - p = o 
y¡ 1 

04> k k( ( X¡ X¡ - x2) : Px 
éJx¡ = X¡ + X¡ + x,) + k1Y2 - L - L -'¡- L = O (2-7) 

é)ip k( ) (X¡ - X2 Xz) l -a = x. + x2 + kx2 + k1Y2 L -- l- = o 
Xz . J 1 

One solu~ion of this system is x1 = X2 = O and 

(2-8) 

which is obtained from (2-5) and the first of (2-7). 
equilibrium position. 

Th1~ is the unbuckled 

If X¡ and X2 do not vanish, we obtain 

p 1 ¡ 
Y1 = zk

1 
+ 4D (x.2 + (x. - xz)l + x2

2
) 
1 

p 1 ' 
Yz = -- - - [x12 + (x1 - x2) 2 + x22) 2k1 4L 1 

(2-9) 

by solvwg (2-5) nnd the first of (2-7). ~~ ~t insert the second of 
(2-9) into the last two relatwm; of (2-7) to get a pair of simultaneous 
equations in x1 and x2. These eguations contain linear and cubic terma. 
Sincc we are interestcd in the first appearancc of buckling, we need con
sidcr only such sma\1 valucs of X¡ and xz that the cubic terma may be 
·nc~l_cctcd in comJ?al:i.son with thc linear terma. ·The linearized eguations 
for x1 and x2 thcn appcar as follows: 1 

1 

. -k k( ) p Px¡: 
X¡ + X¡ + X2 + U ( -2X¡ + .ts) + 0 ""' 0 

p - ~ (2-10) 
k(x¡ + Xz) + kxz + 2L (x1 - 2x2>: == ~ 

' 
~y_introducing thc dimensiw)less ¡wramcter 

(2-Ü) 

~EC'l'!VN 2-1 (}/j 

·we pbtp.in 
- Xz = "--~~~) 

-x1 + 2x2 = X( x, + 2.r,) 
(2-12) 

as our formulation of the cig;cnvalue prohlem. 
An eigenualue is a valuc of 11 for which thc P-quationt; pcrm1t nonyuni&Jl

ing disj>fii:ce¡~en~Such a configyration of dmplacementa js callcrl a 

buckling mode. 
A complete solution of an Clgcnvalue problcm inyplyca findjpg al! possi- . ~ 

ble eigenvalues with their a.ssociatcd modcs. In technical buckling prob- ~ 
lcms a complete solution is not of intcrcst. Very often the magnitudc o{ P 
the smallcst buckling load is all that is rcouircd. Somctimcs the corrc
sponding buckling mode is oí intcrcst in ordcr to nssist in thc desi¡rp gf 

stiffening reinforcemcnt. 
Thc prescnt system has the intercstwg fcaturc that if the load P is 

reverscd (i.e., a.pplied vertically upward) therc is still thc possibility gf 
buckling. In such cases both the smallest positive and smallest ncgatiyc 
buckling loads are of practica! interest. 

EXERCISES 

2-1. Show that thc eigcnvalue problcm for detcrmining the natural frequencies 
and modcs of tors10nal vibrat10n of the systcm of Fig. 2-3 may be for'!'lulated as 
followa: 

X¡- Xt 

-x, + 2x, - xa \. 
1 

- x1 +2xa- ~ 
- Xa + jx, - iz, - ll:r, / 

- jx, + i:ra = 4ll:r, 

where ll "" fiJ•J /k and k is the torsional stiffnesa of a shaft and J lB the moment of 

4J 

\ 

FIO. ~3. Exercise 2-1. 

· - in. of a. disk. The systein is so supported on frictionless bearings that it is free to 
te without any bcnding of thc_ehafts. 
2. At resonance lct the currcnts in Fig. 2-4 be 

- 11 "" :r1 sin (wt + .p) 
\ la = :r, sin (fiJt + .p) 
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4. RAICES VE FUNCIONES TRASCENDENTES Y POLINOMIOS 

4. 7 Itt.tlto duc.c..i.ón 
Todo modei~ matem~t.i.c.o de un ~.<.~tema 6l~.i.c.o .i.nvoluc.~a el 

planteam.i.ento de 6unc..i.one~, ya ~ean va~.i.a~ o una ~ola. 

Ex.i.~ten doh t.i.po~ b~~.i.c.oh de ec.uac..i.oneh o óunc..i.oneh: 
tJLah c.endenteh ( e-x - h en3 x = o) 

pol..i.nom.i.aleh ( x4 - 3X3 
+ 1 O x2 

+ 1 = O) 
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Un p~obl.ema 6~ecuente eh la obtenc..i.ón de la~ JLalc.e~ de -

d.i.c.hah óunc..i.one~ o d.i.c.ho de ot~a mane~a lo~ valo~e~ de la va~.i.a 

ble .i.ndepe1td.i.ente que .6a.ti..66ac.en la ec..uo.c..i.ón. O.t~o p~oblemct cu.ual -
e~ et dete~mútalt la -i.nte~~e.c.c..i.ón de doh óu.nc.-i.one~ qu.e Jteplte.hen

tan c. o nc.epto~· d-i.-6 iln.to.6 (V giL.:· c. oh to-6 e -tnglte~ o~) , e-6 .to úi.ü.mo 

equ.i.vale a. enc.onúalt la. .6oluc.i6n de una .6ola 6unc..i.ón óo~mada -
po!L la ~e~ta. de la.6 do4 a1Ligin~le.6. · 

EU.~ten dive~-60.6 mé.:tudo-6 paiLa ta. ~oluc.iór~. de. talé-6 ec.tta-

c.ione~ y tend~lin c.aJtac.teJtlhtic.a.-6 pa.Jtt-i.c.uta.~e-6 depend-i.endo del -
Upo de 6unc..i.ón, t~Mc.endente o poUnom-i.al, que ~e avoquen a 
~e.6olve~. 

PaJLa La .6olu.c..i.6n de óu.nc.-i.one-6 t~aheendente.6 algu.no.6 de -
lo-6 ml.todo-6 d.i..6ponible.6 .tJon: apltox.i.mac..i.one-6 .6u.ce.6.i.va..6, pa.ltt-i.c.-i.6n 
de .i.nte~valo~, Newton-Ra.ph.6on, New.ton de .6egu.nda a~den, Van --
M.i.h e~, etc. 

PaJLa. la .6olu.c..i.6n de fiu.nc.ione-6 pol.i.nom-i.ale-6: 

Newton-Ra.ph~on, New.ton de .6egu.ndo a~den, L.i.n-Ba.i.Jthtow, GJta.e66e. 

Ve lo-6 m~todo-6 an.t.e~-i.olte-6 ~oto .6e ii'La..ta~á et de New.ton--~ 
Ra.ph.6on pa.Jta. 6u.nc.-i.one.6 úa.6c.endente~ y el de Lin-Ba-i.Jtótvw p1...ta. 

1 

6u.nc.i.one4 a.lgeblta.ic.a4. 

4.2.1 Objeto 

Obtene.IL la. solución de 6u.nc.-i.one4 del tipo: 

IJ = 6, ( x) = e ( 4 • 1 ) 

po.'t el m~.todo de New:ton. Ra.ph!.on. 



---- --
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4.2.2 Mé.todo 

Vada la. c.Uilva. c.oi[..I[.Upondlen.te a. IJ=n 1 xl =O .6é JtequieJLe un punto .úúc!A..al. 
de a.Jt~a.nque (x0, y0J, a. pa.JttiJt de d~c.ho pun~o .6e ~Jta.za. una. Jtec.

~a. .ta.ngen~e a. ·la. c.ultva. 1J la. ~n.:teJt-6 ec.c.~ón de la. Jtec.~a. c.on el eje 

"x" da.Jtó. la. nueva. .6oluc.~ón a.pJtouma.da. lx 1, y 1); el mé~odo .6e -

Jtep~.te .6uc.e.6~va.men~e ha..6~a. ,que: 

J "n + 1 - "n 1 < C 
6 1 Yn 1 < 8 

donde e IJ 8.6on a.Jtb-i.~Jta.Jt-i.a.men~e pequeña.¿¡. 

Ana.l~~c.a.mente .6e tendJt~: 

Y=n { x) 

Yo ------------------------

IJ1 ----------------------

-~---

n 1 "o) o 
d~(x) tg9= 

-
= 

/ )( 

"o - "1 )( = "o 
-

pOJt lo que: 

' "o - x7) 
d 6 (X) = 4 ("o l Tx 

X. = "o 
de dortde 

. . . 
xn+1 _ = x.il. 

.._ .. , 
·' 

( 4 • 2) 

X 

---------

( 4 • 3) 

( 4. 4) 

( 4. 5) 

__ ___.,_ _____ _ 



pa~a ga~antiza~ ta conv~~gencia de! método ~e ~eq~~~e: 
- x0 e~tl c~~cano a ta ~a~z 
- 6' (x0 ) no d~be ~~~·muy p~6xima a c~~o 

6"(x0 ) no debe~~~ ~~c~~ivament~ g~ande 
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El método ~oto pe~~ite detecta~ la~ ~a1c.e~ ~ea!e~ de ta -
6unei6n y l~ta última deb~ ~e~ continua y di6e~enciabte en una 

1 

v~cinda.d de x. 

4.2.3 Ve~c~pei6n del p~og~ama 
a)Sub~utina~ ~eque~da4: 

Ninguna. 
b)Ve~c~pción de la4 va~able~: 

G(X) 

. VERG (X) 

EPS 
N 

L 

XV 

XN 
c.)Vimen~ione~: 

6unci6n de ta cual·~e de~ean obtene~ ~u~ 
~a-lce~ 

de4ivada de la 6unción G 
c~te~io de conve4gencia 
mdximo núme4o de i.te4ac.ione~ a e6ec.tuaJt 
c.ontado4 de ¡te4ac.¡one~ 
valo4 v¡ejo de ta ap4oximac.i6n de ta -
~a.lz 

nueva ap4oximac.ión de la 4a.lz 

No utiliza pJtopo~ic.i6n VIMENSION 
d)Fo~mato~ pa4a lo~ dato~ de ent~ada: 

SEC.TARJETAS FORMATO INFORMACION 
- 1 (I5,2F10.0)N,EPS,XV 

o~o~ paquete~ de dato~(opc.ionat) 

n TARJETA EN BLANCO, c.uando 
no ~e den nuevM c.oncUc.io 
ne~ de a44anque. 
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1 

F~g. 4.1 V~ag~ama de ~laque~ pa~a et p~og~ama 

,¡ 
1 



6) L.i.~ ta.do : 

C PRO::,.,r,··~ I'ARA r:ALCIILAR LAS RAICE~ DE UPIA ECUACICN POR !L MFTOOO r!E 
- t---.JilllT"'I·IlArusoPI ________ ---------- ______ _ 
·e __ Sit;'llfiCADIJ i"E L~S V-\RJA'lLES 1 . __ ---------- ____ _ 

e --G~ f'U~ICl"~'l DE LA CllAL SE OBTEIIDRAtl LA3 RAlCESe 
--e--- OERG= OCPl'lt.'lA OC G, ____ ----- ·----- --------

e El'~: CPI,TEPI:l "'1: C:l'<VErcr·.ctA 0 e ,. ITE"t.cto:,rs ,.. E'"lr:THAP, 
-C. ---V .CDIITAnOR nt: lTC'7AClCil(S, __ ------------ --------· __ . _ 
_e_ XV• VALOP VIEJO t'E LA e>f,tz , ORl'ii'fALt1EII!t tLEL.. VALOR DE 4RIIA'1Ql1E 
_e X'l• ''llEVA Al'qO~l".\CINI DI: LA RAIZ. __ _ 

·e JU'ICIO'I G Y..SU OERI'IADA_ ------ --------------- ----- . __ 

---- G(X]t:;t•:(377,•(. • l.88tllb) - __ ----------------------
DEIIG(xl=H7,•COSCl17.•x • l."'B!IIb) ---------------

-- C-- LECTUil~ "E DATOS . . 
.. -1 RE~:l(S,znoJ '1 1 EI'S 1 XV ______ --·-. ----

2 
-t-_3 

JF('Il.::!,z, 1 
C.\LL [X[T 
¡an~t•:t~ DATOS --------------------
¡·rRITE (b,Z2C) ;¡,(PSoXY \ 
[IQ ~ ¡:¡,;¡ 

--- XIIII)(V•t:(XV)/I'lEqG(XV] -------
JF<IIP~~XV•lCIU ,LT ,EPS] GO TO '5 
xvaxr 

____ !!. co•·TI''"~ _ _ _ _ _ _______ ------------
xv•~;cxvl 
~lllTE(b 1 2bO) ¡,xp¡,XV 
r.o TP 1 

----5 xvaccxv> 
~niT[(b,?a~) 1,x",xv 
C'l rr 1 

_.e_~.,- ror.·,ATo::. PE LtCT''R~ E ¡rtPf\E3Jou "---- ------------- -- -- · · ----- · 
____ lOO ruA••,\T(!c;,7.I"IO.Ol , 
__ ili!O FCP't,q(I"I,~CIJ!IOX,' "~XI"O ·¡UIIE"O t'IE ITEDAClr.t,I":J: 1 rio;,HI),lll)( 

1•' CDITU'Itl N. C"~'I'/EPt;r•lr14 a r,¡pElo;.II,J(¡),IOX, 1 VAl."R 1' lClAL 
ZDE l.~ I>~TZ a ',IP(t5,8l 

__ liiO ror·•.•rC¡~(I),¡nx,• lTEr>,\C¡Q!¡E:¡ (F'f.r:TIJ•'"'As D ',rS,:H/l 1 \Oll'r. lA f!AI 
---- Jl 'l'lT('II"II ;r tr11'EI~ 1 11 1 Htlrf0Yr• VALU" n( Lh F(;•,r;:ro•·, o,¡rr¡r•,'-) - -'~11 ,Qiltt~T(IO(I)d~Xr' EL I•[TVDU .,, tu'iVCflt;t: 1 ,:HII,IO)t, 1 'lu••(.DQ or !T 

IFRAUor:Cs rrECTl1AOAs_a __ ~,¡'5,HI),¡ 11 Xr!ULTI"A A"'ROXJIIACTQ" I'IE Lll_ PA 
ZtZ ;r t,1Ptl5.8,l(¡J,SOX,, VALO~ OE LA FUtiCION • trlPElS,A) 
[N[I 

Fig. 4.2 Li~ta.do dei p~og~a.ma. 

\ 
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4.2.4 Ejemp.to 

Pa.ILa. el ~.i.~.tema. .tJú6d.6.i.co ba.la.nC.ea.do mo~.tJta.do: 

,¿1 

:):1 

,¿ =O 
yt 

:;> 

z 

Ve.teiLm.i.ne un .i.n~.ta.nte de t.i.empo paiLa. el eua.~ .i.2 (t) = O 

~,¿ Z = 5.6 + j1.8 y va.(.t) = 141.4~en (377t + 30°). Con~.i.de 

IL~IL ~ecuenc.i.a. de 6~e a.bc. 
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PoiL lo~ dato~ ~e tiene: vb(t)=141.4.6en (377t- 90°) 

y del d.i.a.gJLa.ma. un.i.ó.i.la.JL: 

.i.2 {t) = 24~en (377t- 107.8°) A 

poiL .e.o que .6e ,J:.equ.i.eJte un va.loJt de '':t"':t.ctt que .6en(377t + 107.8u)=O 

TABLA 4.1 Va.to~ del p~cbtema del ejemplo 3.2.4 
N'= 500 

EPS = 0.0000001 

XV= 2.5 

G{X) = .6en (377X- 107.8°) 
VERG(X) = 377c.o.6 (377X- 107.8°) 
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TABLA 4.2 Re~uttado~ det p~obtema det ejemplo 3.2.4 
1' 

-------- ----------------
-
CRITERIO D! CO~~ERCt~CIA a l.OOOQQ~O~[·O~ 

' 

------ -----------
ITtRACIO"IES EFECTU•DA3 a ~ 

J 



/ 
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4.3. 1 Objeto 

Re~otve~ ecuac~one~ del ~po: 

P(X) ·= anxn + an_
1
xn-l + ••• + a

1
x + a

0 
=O ( 4 • 6) 

med~an.te et ml.todo de Lin-B~~.tow. 

4.3.2 Ml.todo 

El ml.todo de L~n-Ba~~~.tow pe~m~.te ob.tene~ la~ ~o.{ee~ ~ea 

tu y eompleja.6 de un pol~nom~o de glJ.ado "n~' med~an:te .6 u ó a.e.t·o 

Jr..i.zac~ón en pol~nom.<..o~ de .6 egundo g~a.d'o, da. do que el .teo~ema. --
6undan1en:ta..e. del atgeb-'t.a. a.ó~~ma que todo pol~nom~'o ~e pue,de óae 
.tolti.za~ med..i.an.te b~nom~o-6 del tipo (X - a) donde a e.6 una ~a.LZ: 

- ' 
de P (X) , e~' de e~~: 

P(X) = Q.(X) (X -,a) ( 4. 7j 

P._a~a .todo pol.<.no~o de g~a.do "n" .6e cumple qu.e: 

a) tiene "n" ~a.tce.6 ya .6 ea. ~ea.! e~ o eomplej a.6, ún~ca~ o 

~epetidM 

b) ta.t> ~a~ee-6 compleja.6 .6-<..emp~e a.pa~eeen en pa~e-6 eonJu

gado.6 

e) .e.a ~egla de to~ .6-<..gno.t> de Ve~ea~.te.6 e~ apl~ea.ble a..e. -

pot~nom.<..o 

A con~nua.~6n. .6e eóee.túa. u.na. b~eve de.t>c~pe.<..6n del mé.to 

do. 

Vado el pol.<..n.om.<..o: 
p ( X) = Xn + A 1 Xn- 1 + • • • + A n = O 

.6 e de.6 compone en la ¿¡.{.gu.~en.te 6o~a.: 

p (X) = ¡)(2 + pX + q) Q. (X) + RX + S 

donde: 
Q( X) n-2 + B xn-3 + 8n-3X + 8 n-2 = X ... + 

1 
Po~ un .teo~ema. del Algeb~a., el óa.e.to~ 

.6 eltá. ~a..,{.z de p (X) .6olo .t>.<.. R = o = S, .e. a. ú .e. .ti.. m a. 
ob je ·u_, .. a a cumpUIL. 

Ag~upa.ndo tl~m.<..no.6 en (4.9) e igu.a.la.ndo 

potencia. v1 (4.9) IJ (4. 8) .6e tiene: 

( 4. 8) 

( 4. 91 

( 4. 1 o) 

( x2 + px + q) -
.<..gua.lda.d eJ.> e .e. 



A k = Bk. + pBk.-1 + qBk.-2 k. = 1 , n-2 1 ... , ( 4. 77) 

A = R + P8n-2 + qBn-3 n-1 '- - (4.72) 

An = S + qBn-2 (4.73) 

Bo = 7 

8_ 1= O 

de.l.u e.c.u.a.c.i.one-6 (4.'72ly (4.í3).6e. tiene.: 

R = An-1 - P8n-2 - qBn-3 = 8n-1 (4. 74) 

S = A - qB = B + pB 1 n n-2 n n- (4.75) 

de .t.a..6 ec.u.a.c.i.one-6 (4.77) .6e obtiene B. en óu.nc.i.ón de. p 1J q polt. 
..(.. 

lo qu.e: 

R = 67 (p,q) = O 

S = 62 (p,q) = O 

{4.16) 

{4.11} 
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.t.o c.u.a.l e..6 u.n .6i..6tema. de. ec.u.ac.i.one.6 no li.neale.6 que .6e Jt.e.6u.elve 

polt. el ml.todo de Newton Ra.ph.6on palt.a ~P y bq dando valo,lt.e-6 

i.ni.c.ia.le.-6 de- p y q: 

pk.+ 7 = P~¿ + ~ p 

qk.+7 = qk. + ~q 

(4.18) 

(4.19) 
1 

Va.do un c.Jti.teJt.i.o de c.onve:Jt.genc.i.a E, la .6oluc..i6n de (4.16) 

y (4.77) .6e tend~~ c.~ando: 

pk.+ 1 - P~¿ < € 
qk.+1 - qk. <e ' 

(4.20) 

(4.27) 

Al apli.c.a.Jt. el método de Newton-Raph.6on a 4.16 y.4. 17 .6e -· 

te.ndJr.á: a B a B 
n-1 n-1 8 

n-1 
+ t:. p + t:. q = o a p a q 

a B11 + 8 
n-1)t:.p 

a B 
8 + 1-rp- + __ n t:. 

q = o n a q 

de la. ec.uac..i6n (4.11) 

ask. =- Bk._ 1 - P 

a P 
cB¡.¿_ 1 - q ask._ 2 

a ;o a p 

(4.22) 
/• 

(4. 23) 

14. 2 4) 

.1 
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- as - Sk.-2 - p 3 8~¿_ 7 - q a Bh._ 2 k.--a a q aq a q (4.25) 

as_ 7 as - 7 ~so as0 :a a -a-= o 
aP aq ap aq (4 .26) 

de. 4.9 el pol-i.nom~o Q(X) pu.ede 6ttc.toJt-i.zttMe tt .6LL vez: 

\ Q(X) = (X2 + pX + q) (Xn-4 + e¡xn-5 + ••• + en-5X + en-4)+ 

R* y + s~ (4.271 

de.44JtJtotlttndo el m-i..6mo pltoc.e.6o .6e llegtt tt: 

e k. = s k. ~ pe h._ 7 - q e k __ 2 
1 

e -7 = o 
e = 1 o : 

~ompttltttndc 4.28 c.on 4.24: 

a sh. 
-rp-= cfi- 1 

a sk. - ch._ 2 -aq = 

'.6u.6Li.tuye.ndo 4.29. y 4.30 en 4.22 y 4.23: 

+ e 3 t:. q n- = B 1 n-

- (aBn + 8n-1) t:.p + en-2 t,q = 6n 

'TP 
httc.-lendo - (a Bn + Bn-J) = en_ 7 = en_ 1 - Bn_ 1 

-rp 

'(4.28) 

(4.29} 

(4:30) 

r 4. 3 1 

(4.32) 

(4.33) 

.6e obtiene ltt expltell-<.6n. del .6-<..ótemtt de ec.uttc.-<.one-6 no .t-<.nea.l: 

= B n 

Lo-6 pa.6o6 tt 6egu-<.Jt en la. c.omputa.do~~ 6on: 

1 

r 4. 34 r 

(4.35) 
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Evaiu.a.lt B k, k = 1, ... , n 
Evaiu.a.lt ck.t .f¿ = 1 ' ... , n- 1 
Eva.tu.a.Jt e = e - B n-1 n-1 n-1 
Re~otvelt e~ ~~~tema de e~u.aclone.~ (4.34) y (4.35) 
Obte•telt lip tJ liq polt l'telta.ciotte.-6 hatda que 1 lip l(é 
Y lliql<t 

0 

0 

Obt~nelt lo4 valoJte~ de p tJ q mediante: 

pk = Ptz.-1 .,. lip 

qk = qk.-1 .,. liq 

Con .e.o~ vaiolte-6 obtenldo~ de. p y q lte.6olve.lt e.t 6actolt 
c.u.adJLá.Uco 

x2 .,. pX .,. q 

(V· Ob te.ne.lt el paUnom<.o .tr.e.du.cl.do y lteg"~e~ aJt a (D ha..ó ta 
obtenelt toda~ .e.a~ 1talce.4. 

S~ toJ vatoJte4 iniciale.J de p y q .óon c.e.Jtcano.ó a. lo~ va
toJte4 veltdadeJto6 el mltodo 4lempJte c.onveJtge. 

Si.. lo~ valoJte.~ .(.ttlc...la.le4 ~on a.leatotúo~ pu.ede no habe.Jt
conveJtge•tcia. poll. lo que .6 e lteq u.lelte da.1t u.n máximo númeJw de 
~J:.elta.ci..one~. 

4.3.3 Ve~ctúpci6n d~t P1tog1ta.ma. 
a.) Su.bltu.Una..6 lte.qu.elti..da.~: 

SUBROUTINE RIROO, e~ta. ~u.bltu.~na. ob~e.ne la~ Jtalce.~ -
de.t -po.tútomlo y en ca.~ o de no e u~ tilt conv e-'t9 enc.t.a 
.t.mptúme ia6 ún,¿ca.~ !tale e~ en e o n.tJta.da-~ • El p-'to g n.a.ma. 
plti..nclpa.l lee lo.6 coe6i..ci..ente~ del poli..nom.t.o e i..m-
ptúme -'te.~ u.lta.do~ . 

b)Ve~clti..pc,¿ón de la.~ valtia.ble.~: 

Pa1ta la. ~u.bJtu..:ti..na. RIROO: 
A(Il e o e 6 .¿ ci.. e.11. t e.6 de.l pC'li..nom.t.o 
NC gltado del poli..nomi..o 
EPS clt.i..:t..eJti..o de e o n v e.-tg en c{.a pa.!ta. tir) lj t:.q . 
LMAX m(Íxi..mo ntÍPle.Jto de. i..-te.~t~c.i..o ne6 
PZERO va. lo •'!. .i_ 11. .¿ c.i.. al de p 

•1 

-1 

-1 

' j 
j j 

···-·· j 
- j 

1 

1 

j 

j 

j 

j 

j 



Q.ZERO 
RTREA(I) 
RTIMA(I) 
NUM 

' 

L 

vato~ in~ciat de q 
pa.~te ~eat de ta~ ~a~ce~ 

pa~te ima.g-i.na~a de ta..6 Jta.~ce~ 

pa.~dm'e.t~o q_u.e incü.ca. ~i ~e encon.tJtaJton 
/ 

o no .toda.~ ta.~ Jta.~ce~ 

con.ta.daJt de i.teJta.cione~ 

' .. 
8 i 

J 

M 

B(I) 
C(I) 
VELP 
VELQ. 
p 

con.ta.do~ de ~a~ce~ encon.tJta.da.~ 

dec~ementa.doJt det g~a.do det pot~nomio 

coe6iéien.te~ det polinomio de gJta.do NC-2 
coe6ic~en.te~ det pot~nom~o de gJta.do NC-4 

Q. 
RAVTR 

p 
' q 

ll p 

ll q 

.• "'· 

PM.a. et p~ogJta.ma p!t,(,ncipa.t: 

A(I) coe6-i.c-i.en.te~ det potinom-i.o 
NC g~a.do det potúz.om-io 
EPS c~.te~o de conveJtgenc~a. 

LMAX 
PZERO 
QZERO' 
RTREA(Z) 
RTIMA(I) 
NUM 

CEREQ 

e) Vimen~ione~: 

\ 

máx-imo númeJto de -i.teJtac-ione~ 

vato~ -inicia.t de p 
va.toJt -inicia.t de q 

pa.Jt.te Jtea.t de ta.~ Jta.~ce~ 

pa.Jt.te -imagúta.~a. de ta~ Jta.~ce~ 

pa.Jtá.me.ttc.o qu.e -i.nd-ica. ~,¿ ~e encon:t.Jta.Jton 
o no :toda.~ ta.~ Jta.~ce~ 

cJt-i:t.eJtio pa.Jta. de:t.eJtm.ina.Jt cu.á.ndo u.na. --
Jta.1. z e~ nu.ta. 

La. p1topo~ic-i6n COMMvN del pltog_Jta.ma. p~nc-ipa.t LJ .ta. -
~ u.bJtu.üna., M-i c.omo ta. plto po~-ic.-i61z. VI ME NS ION de ta. 

~u.bJtu.üna. debeJtán mocU6-ica.Jt~e ~,¿ NC > 20 

d)FoJtma.:t.o~ pa.Jta. to~ dato~ de en:t.Jta.da.: 
SEC.TARJETAS FORMATO TNFORMACION 

1 (I2) NC 
2 (8F10.0j A; et eoeó-icien.te del -

:t.éJtmino qu.e da. et gJta.do 

' \ 
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del poi-i.nom.<.o debe. -6 e.Jt -
un.<.~aJt.<.o y no -6e pJtop~Jt~ 

c.<.ona como da~o, lo-6 --
o~Jto-6 coe.ó.<.c-<.e.nte-6 -6e._dan 

a p~aJttiJt de.l e o e. 6-<.c-<.ente. 
del t(Jtm.<.no de. g~ado NC-1 

otJto-6 paqu.e.te-6 de. dato-6 { opc.<.o nal ¡-
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b .e. a q u.. c.,:, de.<.. 
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4.3.4 Ejemplo 

Pa.Jta. un , .6 -l.6 :tema. 

c.l6n de :tJta.n.66eJtenc-la. 
n-lo de la. 6Jtecuenc.i.a.) 

l.-lnea.l e invaJt.i.abl.e con el ~empo la 6u~ 

H(S) (Jtel.aci6n en:tJtada-.6al.i.da en el. dom-l
e.6 tá. da. da p o Jt : 

s 3 + 6s 2 

H(S) = SS + 8S4 
+ 3S + 1 

\ 

• 

Se .6a.be que la.-6 Jtalce.6 de! po!inom.lo del denom-lnadoJt (p~ 

, ,lo.6 del .6i.6tema) JtepJte.6entan la.6 6Jtecuencid.6 natuJtale.6 del .6i.6 
tema.. VeteJtm.i.ne üdta.-6 6JtecU.encia.6 natuJtale.6. 

* SOLUCION 

TABLA 4.3 Va.to.6 paJta el p~oblema del ejempto- 4.3.4~ 
~- : .:.~ ; ' :-

NC = 5 _, 

P(X) = x5 + 8X4 + 6X3 + 3X2 + 2X + 2 

TABLA 4.4 Re.6ultadoQ pa~a. el p~oblema 4.3.4 emplean
do el pJtog~a.ma. de computadoJta. 

--------------- -

-----------

LOS CtJFrttiEfiTES DrL ri'JLtiiO!.lO Stlll 

----------------------- ------------------------------
_ l,OO _ ,8UOE+Ol ,200[+01 ,2001:+01 

------- ----

- - - - - - - - - ·- . 
____ LAS_P.;ICFS CEL 1'0\.trl"~!iiO S'JIL 

--- -- -----
__ .l__':'J\nTc r>!:~L. ------- _..fADTr l11AGlli~R!A __ _ 

__ !_ ____ .Z~lo;JEtO~ ---- .~071'lEtOO ____ _ 

5 •, 722ZZE+Jl o, 

~ S = a + jw 

~. 
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H>dTERPOLA TBO!NJ 

3.1 INTRODUCTION 

I nt•·rpolation Ji es a t. the heart of clasf-lira.l numerical analysis. Thcrr a•·e
two ma1n té'llsons fnr tlus. Thc first JR that in hand romputation thpr,~ is 
rr.nlinual nrctl to louk 11p thc valuc of a functiun in a tablc. In ordrr t.o 
find thc valuc of th~ funct.1on at nont.abulatcd argumcnt.s, it. is nr<·r<.sary 
to iul crpolr.tc. :'llorcovrr, thc highly accunüc t nui<~S at srnall in<"l'~"lllC:Jts 
of t.hc argnment. thnt we !:tkc for grantcd tcday a1c mostly of cfl¡,lpara
t-ivcly rccr•nf ori~in. Thcrcforc, classicnl numcrical annlysts devrlnpcd an 
Pxtn·mcly sophidtÍ•'Iltc\1 groiiJ.I of intcrpolat.ion methods. Today t.he nl'ed 
to mtcrpolate ariscs rompn.ratively seldom; for example, on digital 
compuiC'n; we almos! alwrys r;·~ncmtc direct.ly thr value of a function 
ro.f.h<·r t han intc1 p<!lai.e tn a tablc of val u es (scc Chap. 7). Ami when t he 
nc~d to intt>rpolatc i11 a table docs m·ise, thc small increments in the argu
n,rnts in n!OsL taLle!> 1ncan thnt qt:ite simple tccl111iques (-e.g .. linear or 
quad mt i1• intcrp-:>lntton) will usunJiy su ffice. Tima, whil~ evcry ntlll1"fi':Rl 
analyst. mut~t know how to infrrpolak, he will sdclom, if ever, have uae 
fol' the more sopl1isticPLcd intcr¡JO:ntion tcr.hniques. 

Why tl1cr: conuncncc thc m,lin bPtly of this book wit.h a chaph~r on 
inkrpolntion? The answcr to thí11 qucsf,ion is providcd hy thc second of 
tJ,c .·easons mcntioncd nt tite hcgmning of this scction. This is that 
intcrpollltion formulas are t.he st.arting points in thc dcrivo.tions of many 
methods in other a.rE>as of numcrical analysis. Almost all the cl8.88ica.l 
mcthods of nume~ical differentia.tion, numerico.l quadra.turc, and numcrical 

'integration are dircctly derivable from interpolation formulM. While 

40' 

1 11 1, 111111 ·1 wnl ILn:d~·::¡:i oltu·s 11u1. u·l.v "'' lll'a\11,\' ••n '"''''l"'l:l'"'" 
11UIC 1' •- , 

f
0111

, 11 hs ¡11 tlw:.:•• un·;,.;, tlu·•r Ílllpc\rlatll't' :uHIII'-I"fllllll·"' ar" t.ldl r.r• ··~. a•., 
w• H¡ 1 ,~11 tW" lll Ch:•p'>. ·1 aud -, TIÍ1t~ tlwu ,.., :uuph ¡ro!.ll"rll•rr• f•rr 

1
•··•

1
· 

j 11g iut<>rpolñ.tion o.t Lhl' oulsd of tlus houk. . 
B•·•·all"~' \'/t' an• "~PPt'tally iul•·n·<;tPd iu di~1t:tl •·o:llp'lt, r applwat 111!1~. 

our :q.pro:v·l1 lo iul•·rpolat.ion will <ltfTl'l ~ul,· .. !antwily fr<•l.t_' l,,,, '" 1"''"' 
t.cxlt>. In pnrt,ir.ular, \\l\ 11hnll r~ut. canphasií'.c iut..-·r¡,.Jhül<lll fon•lula, 
bnsed 011 tlifff'rPn•·1~ tc·dmirtu~·s siurr· th"<;" ar•· scldom us1~d nn ¡·o•np•1

1
': ~ · 

Ncvl'ft.!.<'lt•!;s, we l<lhall not. i~norc finill' •l1fTerrrH"<'S lwraus<' of llt•tr ~r··at 
IISI'ÍIJIIICl'S in llfmtJ I'OillpU( (l.IIUil tLII<i, P\'i!ll 011 ¡)Jgll a) I'OIIIJHI 1 f!f!-., fo1 

{:ertain appli•·nlionl! (s•·P Her!>. 4.:1 nnd 4.t;.-l). 
Suppose wr havP a. fuuc:t ion j(J-) whi•·h is J.:nown (p~·rhap~ :don¡~ 11 ~~ h 

ccrLain of itR dl'rivatives) al a sct. of points. Th·~sc po1!1ls wall ht·n•:,ft,.r 
br c·all"d lhe fnlndar poinl!l hPI'I\11!-If' int!'rpolation ,.o oft<'ll takP<. pla.f''' ~r. r. 
table of fund 1011al ,·a.hw<; Tlw ohj .. ¡·t. of iut •·r¡wla l :on ll> 1 o r l/tlnr./r ' ·' ' .. , .. , 

of tlw funclinn n,l. noutahulur ¡u•1nts and --at ka'>l.--·lo lllluwl lhl' l'll'lll 

lwlwecn tlw csllntnlnl nnri 1 1'\H' vnhll": Out ,\pproal'h "i!l h·· lo ap)JIOXI-

•tc ¡(~) hv a fundion y(.r) whil'l•, ni 1111' tabular poiuts, hnH tlw H:llll<' 
lt1h ,,, J - ) ... ,, 

vnlucs O$ f(:r) (and ¡wrhap!<! t.lw giv.·n dt·rivn.l iv•· valw·:•· 1! auy . l.ru_~ 
in thr Janguagc of thc previous chapll':, '"" slrall hr H~IIIJ! rxnd approx:
mntion~. In thi!> rh&pt.<"r WP Rhall <'Oll"idcr only the ¡·a~P \\ ¡.,.,,. ::( r) 1". !l. 
polynomial. In t.hc las!. sei·l1oll of Ci •. p íi wt· ,;lmll c·on~;d•·1 tlw 1': -." 111 

which ¡¡(.T) is u. linr:u <'Olllhination nf trigononwl r11· f\IIJI'I '"":' 
rn' S••P. 2.2-1 t.hP fnrm of fhl' :l;f'IIPI":J.IJiliPrpalatioil opf'lalor wa'< ~1\'('11 

0.8 

n ,.. 

TM(x)) = f(x) + L L A,1(x)f<•)(n,,) 
J=l 1=0 

(:~ 1-1) 

Exccpt in Sre. 3.8 wf' sltall be rOJH'Prrted only with thr !':t"l' m = O. t 11
:1: l'l, 

we shallos<' only t.h<' funl'!ional valucs of f(J·). \VIJ<'n 11i = ~ w<- ~~ p'a•·r 
A

01
(x) by -l

1
(f) in ordcr to eonform t.o standard notatum. fhus 1 ~ l~l) 

be comes 

n 

L[J(x)] = f(x) - L l1(x)f(al) 
J=l 

(:s.l-2) 

Our object is to determine t.hc l1(.r) Ro t.hat 

j = 1, ... , n 

indcpendent of t.hc function J(x). 
pointR 

L(/(x)] = E(x) 

In general, however, for nontn.hular 

(~.1-4) 
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" 
/(-J.·) ¿ 1/.r).f(,,,) + F(r) -= 1J(r) + l~(x) 0.1-!í) 

p.(r.) 
l,(x) = (.r ~ ;LJJJ: ((~) (.: :!-11 

) = 1 

wltcrc y(x) is our apprm:imo.f.ion to f(:z), o.ncl E(x) is thc error in thc 
~pp10xirna~.:on¡ Iu tllf' ·noLn.tion of the prcvio•.JP. chnpt.er, thc opcrntor 
Lf.f(c)J is ohtaincd hy rcp!o.cingf(x) in (3.1-2) by its approximation 

" 
y(x) -= ¿ l,(:r)f(a,) 

1 1 
(3 1-6) 

In h!rms of y(x) and E(x) thé rcquiremcnt (3.1-:l} beconlC'R 

B(a,) = f(a,) - y(a,) = O j = 1, ... , n (3.1-7) 

Clur lwo aim~) t.hcn are t.o determine the l,(x) so that (3.1-7) is satistied 
and to find a r<'present.ntion for E(x) which will eno.ble us to estímate or 
at lcast hound t.he error for values of :z ~ a,, j = 1, ... , n. · 

3.2 LAGRANGIAN INTERPOLATJON 

In thi'l sed ion wc !'On«idcr t.he Pase whcre t.hc>re are no restrictiono:; on lhc 
spacing of t.hf' tabular points. In Sec. :t3 wc shall then considPr t.he 
ro.sc of cqually spae"d uhscissas Even in thc general Rituation we r.onsidcr 
hr~rP, howcver, thc defcrmination of !.he polynomials llx) is strnight
forward. Since we wish thc error at thc tabular points to he zero indép~n-
dent of f(:r), it follows using (3.1-5) that · 

j, k= 1, ... , n (3.2-1) 

wlu're o,~ is t. he K ronccker delta. t Sin re l,(x) is to be a polynomial, t.his 
rcqUJres Lh::J.i. it have a factor 

and since l,(a,) = 1 we may write 

1,(1;) = _0:_::-~·-~_(x -=-~::.'l_(x - aJ+t) · · · (x -a.) 
(a, - at) ... (a, - a,_¡)(a, - a,+J) ... (aJ - a.) (il.2-3) 

Note ~~at there are ot~er possihle P?lynomial reprcsrnf.ntions of l¡(x), bnt 
(3.2-3, 1s thc only poss1ble polynormal of dcgrec n - 1 ami no polynomial 
of lesser degree is possible (why?). It. is notationally convcnient to write 

to,t = O un lees j = k, in which case &,b .. t. 

wherc .. 
p"(x) 11 (x - a,) 

i•l 

To find an c>xprcssion for E(x), we con~i!ler the furH"Iion 

F(z) = f(z) - y(z) - (f(x) - y(r.)Jip.(z)/p .. (x)) (:Ct-rl) 

with y(x) .as in (:U-6). Thl' fnnd.JOII F(z) n.~ a funclinn nf z ha~ " + i 
zeros at the points a 1, ••• , a .. and x (asRumc for now that. x i11 (:{.2-f.) J'l 
not onc of thc tabular pointsJ. 'l'lH•rcforc, by applying Hollc'R 1 hC'or~Ju 
n tinu~s 

FC•l(z) = fC"'(z) - yC"'(z) - lf(x) - y(x)Jinlfp,(x)J (:1.2-7) 

has at )past one zero in thc interval spanm•d hy a" ... , a. li.JI(l .r. Call
ing this zcro z = ~ and noting that yC•l(z) = O since l1(z) is a polynonrial 
oC dcgrce n - 1, we have 

O = F!•>W = f!"'W - [J{x) - y(x)Jinljp.(r)J 

from \\"hich, using (:l 1-.'i), it. follows t.hat. 

E(x) = ·[p"(.~)/n!Jf!•>U) 

whPre t which is an unknown fundion of .r,, lics in t.hc interval spa.mwcl 
by_a 1, _._._._, a. and x. Alt.hough x in (:t2-6) wo.s rest.riet cd to llC' a non

tabular point, /~(:r), as givcn by(:~ 2-fl), holdR for hoth tn.hular,and rron

tabulnr point.s (why?). 
Equation (3.1-.'i) with tlw l,(r) J?;ivcn hy (:J.2-4) a.nJ /~'(:r) hy (:~ 2-!1) ¡,.; 

callcd the Lagrangian intcrpolalion formula. WhPn n = 2, y(:r) is t.hc 
familiar formula for lirH'ar int.crpolation [d. (2.2-•t)J 

y(x) = x - a2 f(a,) + -~-=-~~ f(a2) 
a1 - ,a2 a2 - !11 

(:U-10) 

The polynomrals l,(x) are eallc!l /,ayrangian inlerpolc~lion ¡u./ynomwls 
Our dcriva.tion of t.hc La.grangian formula has bcen equivalcnt lo finJinl!; 
that polynomial of degrcc n - 1 whi•·h paso;ps LhrouKh t.hc points [a,J(a,)!, 
j = 1, ... , n 141. Thercforc, as wc would cxpcct, (:3.2-9) in~H·alP::! 
that this formula is exact [i.e., E(x) = O for all x) for polynommls of 
degrce n -:- 1 or Jess. In general, an interp(jlation formula which rs 

~ -
c:;:;;ru:x:~ .... ...tf.,.~t""·-... ~~~--::J:;í);:¡í\Ji;;<H'¡;;:iAkAPS;J4\:i.+~il~~"'"-""'<"'""'"'""'""""......,s~""~""="""'==""""..:;...;::."""""""""''"'o ... _..,...,,..,,.,.,.,,.. ... .,.,._-~ 
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r·xad f,,,. pr,Jyr 1• 1uuaiK of d··~~rP,. r u; ~aid f.o hu ve 1111 nrr/a of (l(:r11rory r orlo 

., • '1 1 . , ,, , ,, . '· ¡ .,. ,t.,,,, f, ,, ,,, ., l ' ' .. ', ;, '1 lJ' [f}~ .,, a.rt). 
1 lo • J •' •' /1 ol 1 • 1 1 ' ' 

·¡, 1 "!'lr•:•f•· j( , 1 ¡11 11 11 ,, 1,tal,r¡JrLr ¡1:•1111., Wf' ,.,,.,, ly '''''"fitll.f: y(x} w; g¡Vt'll 

by (:!.1-t>l u!'mg (3 2-1) aud (:l 2-.í) tn ('<Jtnpulr t.h<' polynomials IJ(x). If 
\\:,~ rnn Pl'timat-r or bourul thc nth dcrrvativc uf f(x), t.lu~n the error can 

be <'Stimat<'d or boundcd using (:J.2-9). 

E.rample 3 1 

1: 40 
In :r: - .!HG'!!ll 

l.,et fl:r) = In z Givcn thc table of values 

50 
- fi!l:ll47 

70 
- 356675 

80 . 

- 223144 

!'Siimntl' lh!' vnluc of In 60 -
\\'ith a, ~ 40, a, =.50, 111 = .70, anda, =.RO, we calculat.e from (3.2-4) 

1,, tltlt - -1 H / 1{ foO) - 2~ 

/,¡ till\ - '·· 1.( 1\fll - - 1 ,, 

""'' (, ""' ¡,1. 1 11\ "'' ~··• 1 ht• RI'Jir'"dmnt ion 

Tho 1 nto• 'a hu· ,. In lill ~ - 5101\:.!ü From {3.2-9) we gct 

p,(.f.O) ( -6) -.0004 l. 
F.(.liO) = --¡¡--- ~~~ = --

4 
--~ (' 

10' 1 JO' 
In thc intcrval ( 4, R), :W!fó < (' < 

256 
so that 

~:Ío•rr. < !E{ 50)1 < Hss 

ami indcP<i the difTcrl'nc<' hctwct•n thc npproximate and true valucs lies within this 
error. 

3.3 INTERPOLATION AT EQUAL INTERVALS 

In Pwl>t apphration" of intrrpoln.tion, thc tabular points are equally 
spal'C'd. For t hi~ reason it is wort.hwhile to consider the simplifications 
of thc Lagmngmn formula th:tt. ran be made in this case. 

3.3-1 lagrangian interpolation at equal intervals 

Lct th(' cqual spacing be h bO that 

'{:J· -~-1) 
• !, • 

j = 1, ... , n- 1 

For rcabon'3 of symmetry and computational convcnÍE'nce, it is common t.o 
ta k e n odd a.nd Jet 

x =a,+ hm (3.3-2) 

whcrc r = (n + 1)/2. Thus m = O corresponda to thc center of t.he 

1 

11.1:. , J 'JII 

Tahlc 3 1 Valuc~ of thc Lagrungian ínlerpofofion poltnomiuls for 
11 = .-, (r = 111 + hm) 
--...:.----,..-----.-----.,..------::-----:------

·------1--'-.{_"·~1--~~~-~-1---~-~ 111 ls( m) lim) 
-

' o 04'11"' 1 .,., ... , ! (j 

2 .1.';.,'>1 -.Oi7ti -:! 
4 . :V~I - c¡;~:Joi - 4 
6 j<j2f J - 11-llfr - lo 

IHI!II) 

- IO.'iG 

- 15:!6 
t-l[i6 

1 110110 

!J.-.tl·l 
RIIG4 
!il-\21 -

R M!(.-1 

1 
- 11:111o 

1 
-- !--. 

1 () 110110 llfttlfl - 1 11 
- OS% 

0000 
.:m2-1 
.OHOII 1 

1 2 1 ;tlj 1 ~ 1 117114 - 1 :¿ J():ll - :.!SI U 1 

1 4 14ll l 1'1111 ;-1 ·1 
1 c, :.::m1 '"r!'o.l '17 11 -- 1 ¡¡ ' 

f!HH - ·1'<'11i 1 

- -... lli 

1 k - li.!.lfi P\.!·1 -- ·1'.!!,1, li:!•\1 .li::li-l -1 ·"' 
'l 11 0111111 1111110 (IIIIJII l~tltfl 1 INiflll -:• !l 

---- -[J;;;¡·-.. -1.(,'7)-- --¡,(,;-;¡- --(¡;;;,--- -,-,,;;;¡-- ---;;;--

inlcrval :;;pannr:d by t.hc tabular poinfs. U:<in~ (:l.:J-2). p.(:r) all(l f,(.r) 
can be cxprc·ssnl as funct.ions of m. In partit·ular, from (:l.2-:t) it follmH. 
that. l,(m) is irH.IcpPndcnt of h and c·an thus be t.aloulatcd 3l- a funetion of 
m. Usmp; (:ta-2) t. he Lagrangian inlerpolalion fonnula lwronres, 11 111 .• ng 
f(a, + hm) as f(m), 

" 
f(m) = 2: l,(m)f(aJ + fh•p.(m)/n!) f(•)W 

J ~ 1 

whcre 

(m - r + 1 )(m - r + 2) m(m + J) 
{m + r - 1) o :{-·n 

1'ahiC' :t 1 is a shor1 f ahuln.t.ion of thC' l.:1grane;i:w i11t' 1 pol:.tton 
polynomtals f,(m) for n = .'i. Clcarly, whcn m_ ami n nr!' l-llt'h t ha 1 1 he 
l1 (m) a1P t.abubtcd, thc use of (::!3-3) is quilt> strai~htforwanl on n. dro~k 
calculator. On a di~ital romput.cr, it. will sdJom be ronvPni•·nt tn storc 
SUC'h a tablc but rathC'r will, br casiC'r to grncratc thc valucs uf f,(m) m111g 

(3.2-4). 

Rraml'l~ 3.2 ITsmg thc samc •lntn a.~ in Exr.mp)l' :l.l plu~ thl' trul' value .,r 
In .60, c~l tml\ll' tlw valur: of.ln .54. 

W" hnvl' h = .1, untng Tn.h!l' :1.1 with m = - .6, Wl' p:Pt fmm (:l.:l-:1) 

In . .'i4"" -.0416lr: .40 + .5S:.!4ln .50+ .58:.!4ln.60- .1456ln .ill + .0224Jn SO 
= - 61GI•I3 

whcreaB the true vnluc is -.616186. 

When thc values of l,(m) are not tabulated, then, for hnnd co111put.a-
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liou, tlthl .. ad nf (:1 :1-:l) tltll prl'fnal·h~ lo ll>'l' l.ltt• linik-di!Tt·n·ttt'f• 111krp11la
tion f••tnlltla~ whi··h "'' ~lmll dis('u<:s in H.,,. -:1.·1. 11<-forc~ procerdlltJ!. l.o 

"'"''"'" ¡,,,¡,. d•fT• tr'tH c·s, IHJII'I'I'Cr, "'- l'tllpltn:,t;.:f' t.lt~ülhcre t.~ une anrf •ínl¡, 
onr 1JIJfy,.mmal of dcr¡rcc ,11 -- 1 lhallah;:; on thc t•u/ucx of f(x) at lhe n tauular 

pmnh t 1\ !ty?). In whnt follows, wr slrall write intcrpolation formulas in n 
r ,, 111 '>!':y diiTcrrnt from (:1.1-!'i) or (:3.:~-·n. lluL a.o.; long as thc~ formulas 
llli'Olvc·polynon¡¡als passiug Lhrough thc sa111c n tabular point.s, thcy wdl 
be idcntical t.o the Lagrar!gian intcrpolat.ion formula. 

3.3-2 Finite differences 

In tcxlhooks on r.lassical numerical analysis, the calrulus of finitc diiTer
cru:cs and thc intcrpolat.ion, diffcrentiat.ion, and int.cgration formulas 
ba:_;ccl on it wcrc alway3 of central irnportanee. This is h<'causc, for work 
on drsk r·akulalors, linrtc UlffPrCIH'es nrc u. wondcrfully convenicnt. tnol 
Asid•J frorn thcir auvant.ages for hand cornputation, t.here are certam 
sperial applicat.ions for which finite diiTercnces are invalunble (sce Scc. 
3.3-2-:3). Also th<'y are used extensively-alt.hough gcncrally in a quitl' 
!limpie form-in Lhe numerical solution of partía! differcntial equations 
and boundary-value problema of ordinary differential equations on digi~ 
Ul.l-computrrs (see Scc. 4.3). 

3.3-2-1 Definitions 

As iu Sce. 3.:J-J Jet the intcrval betwecn successive 'tabular points be h. 
Thcn wc define: 

l. The kt.h fnrward dtfference of f(x) as 

!J,kf(x) = flk-lj(x + h) - f:1k-IJ(x) k = 1, 2, 
ll0/(x) = f(x) 

Thus, for cxamplc, 

(3.3-S) 

ll 1f(x) = llf(x) = f(x + h) - f(x) (3.3-6) 
ll 2/(x) = llf(x + h) - Af(x) = f(x + 2h) - 2f(x + h) + f(x) 

(3.3-7) 

In fact, it should be clcar from this dcfinition that any order 
diiTerenre can be written as a linear eombination of functional 
values as in (3.3-6) and (3.3-7). The general form of this linear 
combination, whosc drrivation wc leave toa problem 181. is 

f:1ij(x) = f (- J)H (i)f(x + kh) /:o . k 
(3.3-8) 

where the binomial cocfticient (k) = k!(/~ k)¡' 

' 

• 
' 
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V1j(x) ,,_., V'· 1/(x) - V1 - 1/(x- h) k 1, 2, .. 
~of(;:) = f( r) 

3. Tite kLh central díffercnr.e as 

f8(x) = ti-'f(:r + %h) -·¿•-'f(x - Hh) 
k= 1, 2, ... 

&0/(x) = f(x) 

Not.c that if x is a tabular pu111t ÚJCn only even central dtiTetc'rH'\':• 
involvc tabular points (why?). 

1 

A propcrty .of diiTC'rCIH'!'S thnt wc f;hall havf~ •N; for la t f'f Í'> that 1 he 
first diffcrcnce of a polynonual of dcgn!c ni~ a polynomial of dcgr ce n - 1 
191. ThcrrforC', the nth diffcrrnrc of f!.Tmlynnmial 11J dryrrP ni:~ a ronstcml, 
und the (n + I)sl ¡/¡jJr¡rnre is idrnlical/1¡ zcro. The prop<'rfu" of 111111.1' 

differcnees and thc formulas baseu upon thcm may be d<'rivt!d by opera
tional calculus using thc diiTrrcncc opPrat.ors 1:1, V, and {); wc le u. ve o. ron
sideration of this app10u.ch to a prohlmn 110 ¡. 

3.3-2-2 T,he lozenge diagram 

In the rcmaindcr of t.his sc<'Líon, Wt~ shn.ll dPnote !J.'f(a.) hy ¡'j,~f( wrl h a 
corrcsponding notation for bn.ckw:trd an,I 1:cntral difTcrPilf'<'~ Furl her
more, we shall changc our prcvious notation slight.ly ano ll't t lu~ 1 ahul.<r 
points have i>Oth positivc u.nd nl'gativc suhscripts. Wlwn wc ralculatc 
diiTercnces, it is convcnient tv :;{'L- up a diffcrence tabk a.'! in Fig. 3.1 in 

a_, ¡_, l!l.'f-· l!i.'f_, 
l!i.j_, /!¡,.,_, 

l!l.'f -· a_. 1-· l!l.'f-· l!i.'J -· 
l!i.f-· l!i.IJ_, l!l.'f-· o_, ¡_, 1!1.'/-a l!i.'f_, 
l!i.f_, 1!1.•¡_, t:J.'f,, a_, /-t t:J.'f-· l!l.'f-· 
l!i.f_, A1/-t t:J.'f-· 

Clo lo A"/-t A'f_, 
A/o A'f_, l!l.'f-· 

lit ¡, 1!1.'/o l!i.'f_, 
1!1./t A1/o 6'/-t 

a, ¡, tl'f, t:J.'fo 
1!1./a A'/t t:J.'/o 

Cla ¡, l!l.'f• A'f, 
1!1./1 A'/. A'f, 

Cl, ¡, 1!1.'/1 lt.'f, 

Fig. 3.1 Forword difference table. 
.. ·: 1_ ~-' (_~. ·~ ;:r: ¡\ ' - ..... ~ 1 

¡ '· J ' .. 
' ' l- 1 ''. 

e.'- r ¡. ; ' '( -' 

"~q."{oQ}c,c~--:,YP9~~!".~ii~~~$L~~bs;~~t;JS:I('i!!;G--..,t~.,-,;o;;:¡;l'J'i"QSL,..;;:;c..- ... o :!P l:'-·~-~~~,........,.,..,,....., ..... .,=,=,o"o~=.t""',""4=v::e:J""""""'Q!<'J"'. "'PI""""""""'-="""'=""•"':C""I?=4i="'""""·"""'~·;:::oo""=;.-::;.;¡IG=f"'l=i'__,'...yn~~ 
1 
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'1\)u('h Pal'h f'nlry aftc:r tlw Heconrl 1'olu111n IH thc d1ffcrcnl'e of tlw two 
immc:l!atdy to ítH l..fl Tht· Ubf! of forward dlfff'n·netl-! in t.hr tn.bk is. 
arh!IJary; b:ll·h11ard ddTI'II'IItTS I'OU)d JIISI.Il.'i C:I.SIIy hllVI' bc•en U'lf'cl (IJ11l 
not rcnt wl dlfTereJH'CS-why?). 

l:'mm¡¡/r :¡ ·¡ UHing thc data ol El\amplc ;¡ 2 w1Lio 011c pomt ,,ddro ,,, t·ither 
cnd, ronoputr thc 011Tcrrnrr tnhlc-

Thc rcsult 1s 

X In r 11 6' ~· 6' 4' 4' 

.30 - 1 . :w:mn 
2fl76!l2 

40 .91G2o)l 004538 
.223144 023715 

.50 .693147 040H23 - .OIHI02 
.1!!2321 .OI:lli5:1 IJ05!1S!l 

6t) 51flX26 - 02ill70 -- 0051113 - .0035J4 
.154151 007550 002425 

70 - .3!ifJ075 020620 00267R 
1335;}í .004S72 

.RO - .~:!:il44 01574R 
117783 

.!10 . 1().5301 

If lo Fi~. 1.1 wc add 1:onnccl ing )mes and hmomial <:ocflici<'ntst as ÍJ~ 
Ftg;_ ~.:!, WP ¡·un use this modificd dtfTctrrwc tahh~ l'alh~d a lnzrngc or 
Frascr diaoram lo J!:PI11'10.Ic most. of l.lw intere~t.ing finitP-difTNPIII't' intf'r
polatiOn formula<;. To gPnl'ratc such an intcrpolat10n formula, \\C pro
cccd a..c; folloll's. 

1. titart at. an cntry in tite fm;t. (funet.ional valuc) colnmn aiHi proeecd 
u long any path 111 t.hc lolcngp diagrn.m (i.c., if a segmcnt terminales 
on a difTcren('C, tlH' path may be eonlinucd along any of thc othcr 
thrcc pat hs lcadtng front thP diiTCrl'ncc). End t.hc path at any 

· d11TerPtu:c. , 
2. Thcn construct. t.hr formula by 

(i) wrtting down t.hc functional valuc at which thc path st.artcd. 
and thcu 

(iia) for cvcry lcft lo ri;¡;ht scgnwnt. in t.hc path add a tcrm C<'n

!>isting of thc diffcrcncc on which tbc scgmcnt, terminates 
mult.iplicd by t.hc binomial coefficiPnt dircetly bclo_w t.his 
diiTPrcncP, if t.he slopt~ of the srgmrnt. is posilivP., and direct.Jy 
above, if the slopc of thc scgmcnt is ncgativc, and 

t(m +k). =(m+ k)(!l_t_:±-_~-=-1)_-~ +k _::__n + 1) .. (m+ k). In 
ni n 

thiA section we lct m be such that .& ra a0 + hm [cf. (3.3-2)[. 

... 

(iib) 

4? ,_ 

for evcry riv;ht to lcrt. Gf'gnwnt. sul.trad a l~rm •·nw•i¡,t Ítlf! of 
t,hf' ddlf',:;',H'I' at. wbích lhr, st:gnrt~rÍt nri']inolr.• m1JII1pl1"d f,y ' 
'till' btnon•inl ¡;{l(•llil'icnt. dtn~ctly (Jri'IIIJ tl11s thn··wn•·c·, tf 11.·· 
Rlopc of t.ltc ~grncnt i11 pll!!ÍI.ivc (i.c., if tlw "l'f!llll'llt 1!"'., 
dC..II'Il\1 alll and !,<, Llw h·ft.), and clifl'd ly '''':"'', if •lw 1-l"l"' Í'

negati v•'· 

Thc'le rulPs imply that, if at a given difTerence we •:haltJ!:" dtrPdÍon 
from right. to lcft to left to right., t.his diiTcrence docs not apJ>f•ar iu th,. 
int.erpolation formula. Asan example of the oppor.it.c sit.uatíon: thc po.tli 

"(m), 

/
llfo 
(m- l)t 

gives rís<' to the terma 

(m - 1)¡ ll/o - (m) 1 ll/p 

For examplc, starting al. Jo, prorccding along !mes sloping downward 
to tbe right a.nd terminati,ng with the nt.h diiTen.>nce, wc gct, writ.ing 
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y(a 0 + hm) fL.., y(m), 

v(m) =lo+ (m), tdo +(m)~ !J.2fu 

+ · · · + (m)" !J."fo ¿ (m), ó'fo (:l :j-H) 
J-0 

This fom.ula is rallrcl .Vt'u•trm'~ fonwrrl fm mula aud will he diso::u·,s('rl in 
more d(•(~!ÍIJn Scc. :J •1 

The value of the proccdure out.lincd above is cont,ain<'d in tlu~ Hlatc
nwnt that any formula di'JÍV('(l by this prrwPdure whir·h lcrminalr ~ with 
an 11th ddir·rr·nc:1' i~ f!lyrlmltrolly cqllil'lllrnt lo :Ín r:r¡ual·lllll'rval J.a~r:u1~1a11 
formula whir·h IIH'!'! t h(' t:.bulur p;';int:-. in volved in th·~ tl'rnlinating dJITc·r
<'P.I'I'. [For t>xamplr·, tiJ(' nlh ddl<'n·n[.e in (:l.1·11) involvcs the point.s ~ 
ct0 , ••• , a.: l'f'<' (:~.:l-8) J Thc proof of 1 his asscrtion n·quin·s t.hnt wo 
~;how that 

J. At ll'll':il Olll' fonnula hn'- tllls p.ro¡wrty. rn Se~.;{ ·1 \\'(' shall prOV(' 
thal r\ewton'~ forward for111ula haH Lh<' d<'Rirml property. 

2. All forruulns whi•·h krminatc with thl:' sanw dilferpnr·e no maf.ler 
hy what palh tlwy rcal'h that. JiiTerenr·e are al~cbraically cquiva
lent. Wc l<'ave the pmof of this lo a problcm lll}. 

3.3-2-3 Error propagolion in difference rabies. Tab/e checl<ing 

Suppo~P one of lhe 1'111 riC's m thc Recond column of F'rg. a.l is in error by E. 

\\'e ask the qucstion: Ilow will t.his error propaga te through thc diiTcrence 
t.ablc? To anS\\I'r t.his qucstion, it 1s sufficicnt to consid~r thl' au;x;!Jary 
table shown in Fig. 3.3 in which all funct.ional values are zero execpt for a 
value of E corresponding to that funct.ional value in error (why 1s this 

1 11 11' 11' 11• 11' 

o o o 
o o 

o o f 

o -5· 
o -4· 

-3· lOe 
-2. 6e 

-e a. -JO. 
o -4· 

o -· 5e 
o o 

o o -· o o o . . . . . . 
Fig. 3.3 Error propagation in difference IQbles. 

IIIHPI 01 'TIC. PO )1 

¡¡¡¡Jij¡·¡o•Jit'!j :'\ole 1 hr: loiiiOIIIi:I)-I'OI'IIii'ÍI'III palkrll Ílll'llt'l. o•ol1111111 '-Ti oh 

f'I'J'Or-pr••p:r~-::tfi••ll paf l1•r1r ¡, tire• !Ja..,Ji" of tlw IIJdl.orl l11lw .),.~,.,,¡ .. d ¡,,.¡,,,., 
(flf ll'>li•J.'. ddÍI'II'III'I '; (IJ C l111 k fl11• 1 IJIIf'l'lfl<:,, ()f (•Jiilll"' JIJ_o t.•J¡J< 

Wlwn a ta),Jp uf a IIJallll'lll:tti•·al fuJH'IIúll i~ ''IIIIIJ••h·d, 1:, 1:-. d .. :, ly 
VI'TV Ílllf'OI(HJII lh:tt 1'\'I'IY l'lllry Jw I'OI'TI'el (Í.e., l11' •·n~:1···dy I'IJIJ',IJ• ri; 
Tlr;~ ralional<' bchnul tl11• 111elhod Wl' arl' ulu1111 11, pn•o,·nl '"· 111..,1; 1:,,, 

tubulatcd Juathl'lil:lt i<·al functions an• IO!·a.Jiy ;;m•,olh ancl, Kl •.<>ud, 1 ha.l 
gencrully some quitl' low ordcr diiT<•rcw·e will he n• arly ZNO. The latt•·r 
is cquivaJ,·nt lo f'ayin~ that. tlw r·o•·fli•·ÍI•JJI.!'!nf tlu• Taylor--.•·rir·:- "'P·'" ,¡.,;. 
of t.he furwl icJII a11· all ~11Jall PXI'c'pl. fur t.lu• fir~L f•~w (why?). \\'p proc·, .... ¡ 
ns followR: 

l. J)ifTt·rt'll'''' 11w lablr-. lf, 111 :H•,Y ~<!:~¡~·· of ll11• d•fT•·11 ,,.;,,¡:, f•ll" 

group of \'alues tlil>lrupt.R n ¡;runot.h pnttr•rn (••.g, IIIOIIIlfonir•;l_y), 
thrR proloably indir·:tl1•-; :\lll'rJor Conlinlll' dJITr·rc·nl·iu~ ~~ni 11 '-tH'h 
a p:Ltll'rll ap¡wars o1· all l!JfT¡or.•nc"s nro: rwarly z•·¡o (H •· .,.,,:,JI.:-< 
hdow on rou11doiT). ' · 

2. Jf a diRJU pi ing pat t crn i'i fnund anJ t 111' dt~viat.ion f ro11r ~n .ool h '"',,f! ._. 
follows t.he binomial-l:ol:'fill'i<·JII. palt.r:rn of F1g. :~ :J, tlll'll a ..,,n~IP 

error has becn dct.cel<'d and is I':L!'ily rorr<'ctcd. 
~- If t.he pattcrn is not binouJial, Uwn it. may be that h\0 c•r 11ror•• 

Nrors nrc JH'I'!'Cnt and tlll' pal tr·r·n~ havP OVPrlappc·d 1 a thi· l':l~,. 

somc ingcnuit.y is requin·d Lo untangk tlw pattC'ms; ,:-~··· ¡ 121 

It is important to note that roundofT crmr>' propa~.:at in~ 1 hro11~h a 
table can also disrupt a difTer('JH'C pal lr·rn. The worst c·:L'-e of suo·h 
propagation is shown in Fig. 3 4. 1 fl'rc e ÍH t. he magnit.ude of llrl' u:axi IIHIIII 

1 11 11' 11' 11• 11' 

-4· 16· 
-2· s. 

' 
-3:.!. 

-e 4e -u;. 
2. -Se '32. 

-4· 16. 
-2· 8e 

1

-32f -· 4• -16• 
2e -Se 32· 

-4· 16e 
-2e Se -~2. -· 4• -16< 

2. -Se 32· 
• -4e 16· / . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..... 

Fig. ~.4 Propagation of roundoff error. 

( 
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round<•fT error in 1 llf' furll'l romd \'lliW'.~. Thf'n in tiÍe nt.h difTPrt'n<"~. thr 
wor:-t po~'>Jhl~ error í~ '.!"< l11 ,.hr···k¡n¡¡; tahiP~ hy dífTcrl'rwlng, 1l rs 
unportant. t hcrf'fon•, to d1st lllJ!;IIISh hdl\'t't'll írr~gulantícs in tlw dlflf~r
ence pal trrn dur to f'rrorll and t host• due to roundoff 1131. 

F.rc.mp/" :¡ 1 Fmtl t h·~ Nror m tho• chfTcrcnl't' tahlc 

:e J(:c) <lj(r) tJ.'f(r) tJ.'f(r) 

3 
2 4 :.! 

5 o 
3 !) 2 

7 -1 
4 16 

R 3 
5 24 4 

12 1 
-3 

6 36 
13 

7 49 2 
15 o 

R 64 2 
17 

!1 81 

A drsruptmp; paltr:rn is notiecahlc in the l:ll'rond difTerence ami thc hmorn~al 
pnft!'m ~t:wcb out. clearly in t.he thml thfTPn·nrc. Thus therc ts an error • = -1 in 
t.he !'nt ry for r = 5 whil'h shouhl, of roursc, he 2/i sin ce j(:r) = x' for all the other 
l'ntrieR 

3.4 FINITE-DIFFERENCE INTERPOLATION FORMULAS 

\Ve, prove fin:;t. t.hat Eq (:~.:{-ll ), Ncwton's forward formula, is algcbrai
r·ally eqUJvalcnt t.o t. he Lagrang1an interpola! ion formula at equal intcrvals 
for the n + 1 points ao, ... , a.. Sincc (m)" is a polynomial of degree 
n in m, 1t is suffirient to provC' that y(i) in (3.;{-1 I) cqualsf,, i = O, ... , n 
for tlwn y( m) would be thc umquc polynomial of dcgree n passing through 
Lhe n + 1 points f,. Using (:J.a-8) in (3.3-11), wc get 

" " 1 

y(i) = ¿· (i),-1'/o = 2: 2: ( -1)'-"(i)1 (~)f¡, 
1-0 1-0k=O 

= ! i ( -1)'-•(i), (fc)¡k i =O, ... , n (:J.4-l) 
k-OJ-k 

• 

INIH!7C1ll• TI ON Sl ~ 

Tlw eo• fljc¡~nl. off, in 1/(t) is thcn ¡.t;I\'Cil by 

f (--1)• ·~¡),(~.) 
J , ... r 

(:~ 1-!.) 

For, > i tl11s r·•II'ÍIÍI'H'nt Jf> l<·ro siiH:I! (t) 1 =O if i < j. \\ iwr, 1 -- 1, 1 !11! 

only HOIIZero ten11 111 (:L 1-2) i..; that for j = ~ and l'qll.dh 1 Wlwn 

r < i, (3 4-2) may he wntten 

which, hy su.tahlc nmnipulatJoll IJ.')I, can h1! t.hown In vanbh Thu·,, 
the ri~ht.-ho.ntl sidc of (:U-1) is just J., whid1 cn~nplf'tf's thc prnof. 

lf¡.,mg the lozPn~e diaJ.(r:llll, ''" may ~f'nPraf,_· tiH• following inl.t•rpnla
tJOn fOIIIIUi,L<.,' 

1 Ncwton'.~ lmrhNml formula. Rto.rling nt /o ami pror·¡•f'ding alollg 
lillf'S ¡o,(oping upwanl 11.11(1 lo l.hC' riJ.(llf, W<· gPI. 

y(m) =!o+ m .1f_, + (m + 1 l2 tl2f-2 
+···+~m+ n- l)ntl"f-n (~.1-1) 

\\hieh is rquivaiPnt lo a Lag1an~ian fon.tub U"ing tlw poirll~ a,., 
a_,, ... , a._" This fOJJ1111ia rs, in fad. lllore eOJI\'f'llll'llliy 

expressed 111 lerms of l.:u·kllard difTI'JCJH"e!-> !Hq. 
2 Gauss'sforu•ardfnrntldrr llo•Jp 1\l' pnwl't>d 111 n. zi~l.~tg, doll'llll~lrd 

and t.o thc IIJ,!;hl, tlwn 11JIII:trd and lo t.lw right, llwn dow1111:lld 
and to tiiP nghl, t'11· ,Tiw n•liull 1s 

y(m) =Jo + m tl.f., + (111)2 tl 2j_, 
+(m + 1), a3f-t +(m+ 1) • .14f_: + ('ll-.í) 

lf IPrrninal.Pd 1\ilh a dlfTPn'IH'P of ord"r :!r, (:1.1-.í) j¡., <'f(lll\':tll'lll to 
a LaJ,?;rung;ian formula lJ<;Íng t,hp poinls a0 , a±'• . , f! 1 ,, hui. Jf 
t C'rmural.ed wi t.h 1 lw di ITPr t'IH'C of ord1·r '!r + 1, t "" po111 t. ,, , 11 

must he addC'd to 1 he abo ve. 
3. Gmt.~s's backward formula. IfC're wc procf'ed as in Gau¡;.«'s fon\ arri 

formula <'Xcept t ha t. thC' first. st.cp is upwanl und lo 1 he ri¡:;h t .. 
The formula is 

y(m) =Jo+ m Aj_ 1 + (m+ 1) 2 fl2j_ 1 

1 
+ (m + Oa tl3/-2 + (m+ 2)• .14f-: 

Both Gaussian formulas ar~ <'Onvcniently Pxpre:-sed in f.et 111s of 
central differcnccs l16j. 

Beca use of thc result si n.t.cd in See. 3.3-2-2, cach of t hC'::;c formulab is 
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ulr••·lrrawally •·•pll\alr·rd Ir• 1111' l.rq~lltllrr:ur f1111111da 1\'lrwl. ''" •r llw '!11111' 

talnllnr IHllldH. The <'fllll""~ 111 tlw:.l' frirr~ruftt~ arr· J'l\<'11 lhr·r··furc· bv 
(a.2-!l). In thC' ncxt. :.wdr•111 WC' shall indH.:alr~ why ~~ ío.; u~dul to lw ;Lhl.c 
to cxprcss thr S'\rTJC inl.l·rpolatJOrl forn1ula 111 u IIUIJd>er of chff .. H·ut fo1 111M. 

If wc take thc mcun of Gnuf.....,'s forw:ml and batkwanl formulaR us 
given by (3.4-5) and (:J 4-G), wc J!;Ct Sttrling's intcrpola!ion formula 

y(m) =Jo+ (m/2)(6/o + t.J_,) + h[(m) 2 6 2f_ 1 + (m + lh 6 2f_ 2J 

+ .. ' (3 4-7) 

Tcrminnted with a dlfT<"renC'e of ordC'r 2r, th1s formula iR also ~''1111\'alent 
to a Lugrangian formula f>Ínce both C:aussio.u fonnuln...'i use thc por:1t :1 a 0, 

a:~;~, ... , a,~:;r, but, if tcrrninated with an odd difTcrcn('c (Ray, 2r + 1), 
tl1is is no longer trae bei'I\USC' orH~ Gaussian formula USC'H t. he ahovP pP! nt ~ 
plus a,.+t and the othcr uses a_,_1• In thc lattcr case Stirlin~'R formula 
uses '2r + 3 points but ha.R an nccumcy of only order 2r + l. St.irlrilJ!,'S 
formula can he conveniC'nt.l,v cxp1 r~scd in tcrmR of central driTercnccR 11 (j j. 

Bessel's interpolation formula is the mean of t.he Gaussian forward 
formula given by (3.4-5) anda Gaussian backward-formula launchC'd uot 
from fo hut from /.. lt has thc form 

y(m) = 72Uo + /.) + (m - H) 6/o + ~2(mh(6 2/o + 6~/1 ) + : · · 
(3.4-8) 

:t\ote thot, whC'n (3.4-6) is modificd to considPr launehing fromf,, m rnust 
be rcplaccd by m - 1 bO that th(' origin of mis strll at a0. Analogo11sly to 
the case with Stirling's formula, Rf·ssel's formula terminated with an odd 
diffcrencc is cquivalcnt to !1 Lagmngian formula but tcrminated wrth an 
evcn drffercncc it is not (\\<hy?). Bcsscl's formula is also convemenLly 
written using central difTcrcnecs 1161. 

Sorne other interpohtion formulas which can be obtained by manipu
J¡;,ting t.he ones derivrd in th!s scction are con~idercd in a problem 1171. 

3.5 THE USE OF INTERPOLATION FORMULAS 

With the exc~·ption of Stirhng's formula tcrminated with an od(~ difT..,r
ence and Bcssd's formula terrr.inated w1th an even cirfTcrencc, all the 
intcrpolat!on formulas we havc dC'rived are algl'braienlly equivaiC'nt ovcr 
thr samc Ret of tubular points. For C'qually spacf)d clnla, the case with 
which difTerence table~> Cl\1'1 be gcnerntcd makcs the finitc-difTereucc 
mterp(Jiation formulas more convcnir!nt than the La.grnn~ian formula for 
hand romputation. To gct some insight into which of thc fir.ite-difTerence 
formulas to use in a givcn application (why does it matter if they are all 
equivalent?), Jet us con.sider interpolation in a table of values. 

o 

\ 

o.,,. of ll1•' ~rr·at. :111v:ull '"''" 11f llw lrrnl•·-doiT; r· .,,. • '"'' 1 p·.; ,,,., • 
(flf'lll\ll:l~o~ :~ 1111' c·a,.;c• wil h whi,·l• uddt·d lro1 11111 uf 11•·~ frm,.,JI:¡ w:•y I,P 11 ,,.,f 
nll'r< ly hy r alr-ulaliiiJ~ l11J,;III'r rlifYI'f<'fll'•';- 111 llw laLJ ... of h¡.: .: 1 l ·Jr 

¡•xal•rpiP, if wr• :uld the vahll' of In r at LO Ir,""' tahl<· uf J·;,nr;Jpl•· :: '1, \lf! 

may r·aleulaLC' a ncw ro~v of difTcn·•u·c¡¡ anrl l.lwrí'hy ~el a dHfr·n•!l•·•· ,,f 
ordr·r 7 111 tire table. CtiiiiiiiOIIly, \\t' clo 1101. kr.ul\ a ¡uiun J,.,. '":'"Y 
term'l in a ~IY!'n intPI poi al ion formula will lu• ~ullit·i•·nt lo :wl,;•·. ,. llr(! 
ac~urncy we dcRirc. ThrordorP-, we Jl;Ctwrally ndd l<'rulH lo thc fon.mla hy 
conrpuli11g hiJ,;her diiTI'rf'IH'I'R unlil !he 1:ont Jiho1lion of 1 1,,~ add•·d H·r"'' ;., 
so Hrnall tlral thc 1111111Lr·r of dr·r·Í111:1l piar·('<; of tflii'I'Cf,llo u.~ ha, .,t~ti•dll•'•l. 
(If hy use of (:t2-!l) Wl! r,o.n hound t. he Prror all wcll and gnod; nft' 1:, how
evcr, i!. will he rli!lir·ufl. 1.11 PRii·,:aiP, 111111'l1 Jrc;o:; hourul, tlll' d··ri·;:tlrH' t•·r :11 

in(:~ 2-9) 1 JI i• dt•,-<¡rahll' tiH·•t lo u-.c lha( rHII'I'!Jol:ltloll fo1r ... da \.lo~•·l¡ 
givcs thP bcst r<'Rults at evPry stagP of Llll' I'OIIrputntiorr. 

Considf'r l }¡p prnhlf'flt of r·~llln:\IIIIJ:.( In ,(; -, t1-<Í ng llrP da t :t í 11 llr" rl !Tt r
enec (ah le of Jo:xaruple ;¡_:~. Suppo'-t: tlr:ü a p1101 1 \\'1' do rrol kilO\\ "'•W 
many difTercuccs will he requin•d t.o ohtain thC' fll'l'tll'a''Y wc rwC'd t lf :di 
thc dnt a in t he t able \\ i 11 hP "'flll i n·rl t o :lt l• Íl've tlw dt·~i red at·r·•n ::wy, 1 ht·rt 
it. mak<'R no apprer·iahl<: drfT<'I<'JII'I' whi..tr fillil<'-dilTel·í'llf'l' l11l<·rpolatinn 
formula we use bceausc all will lw ai¡,;Phr ai•·ally equivalen l. But· ;r it l'l 

po'3siblc t.hat a suffiei<'nl ly at'<'Ur:\l r result can be ohl ained ""illg f•·1. ··r 
than f'ix difTct·cnero;,, WP f<hould l'hoosP our rllll'l polat ion formula 1·, ;! h '-"Jnr 

carc., 
Ld liS C'Omparc tlw use of N!'\\ ton's l,m<'b\ard formula nnd C:t11'-,·,., 

fon\atd formula. If we 11111.)' ll<'<:d lo~~~~· all tlw dala 111lhe talol•', tl.•·n 
thc Ncwtonian fon;nrla mus!. u~<' .ro ,.., .!l (1.1:., m = -2 . .í) anrl 1 ¡.,. 
Gaussian fon1111la mus!. 11:-<<' Tu ~ .li (m = .. -,). But wilile tiH·sc h'o 
for11111las wdl b<• al¡.!;r•IIJ:tllallv <'qllival<·nt if lt·rms tfllnlll!,h '"" Sl\ih 
difTPr<'fl('(' !U'P IISPcl, for O,III:JIJ(•I' IIIIIIIIH'IS of h'l'lll~, tlwy wiiJnof lw I'IJIIi\·a
IC'lll I:!Oj. Tlwrdol!', whil'11 ~->hoHid 1\'C' I'IIIHI'-<'? 

This qtH•st 1011 ic; nroc.L 1':\~.rl.) :Lll'-\\l'i!'rl hy t'llfi"Jrl<·l i ng IIH· "' ror 1 ,. r 11: 

(:3.2-!J). ThC' only tcnn in t lw error l !m t. \\'C r·a 11 r•onl1 o! IR lfll' ¡•,( r l 1 <•1 111. 

To min1mizc thc magnilutle of Pn(.r), \\e ~->hould 'l11>o~e t.lw tahuhi1 pornts 
so tlmt thr- value of x at whir:h wc \\ish lo rntcrpolalc is ao; rw:tr a-.. po-..,¡l,Jc 
to thc ecnter of the intcrval spanncd by thc tabular po111ts (why?•). 
Thcrcforc, t. he answcr lo our qucstion is that the Gaussia.11 fm111ub is f o 
be prcfPrrC'd in t.hc ahovP examplc lH'r:J.U~<', wlwn thc lllllnlwr of dt!TPI t·¡~r PS 
uscd ÍR small, it more nearly sat.isfi<"s thc condition ahovc t.h:1.n tlw :1\ew
tonian forntula. 

From the f~bove it follows tha.t Kc\~ton's baC'kwanl forn.IUla ha<> ils 
chief valuc whPn wc wish to interpola te ncar thc end of a tahlP, for iu t his 

t For such a simple function as thia, we eould, of course, cstimate tbe error uswg 
(3.2-!l). 

{ 
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•·a~!' 1 lwn· •1 ,,uld raol ),.. a ..,ulfi<·ÍPr.t. numlwr of dtOt-r<'llt'l'"; avail;¡hll' ~ 11 r 1.hc• 
(,:lll"'l:lll f<JI'IIlfla "'''' ¡•-.;:11ttp1t•, '') l''fllltal•· In ~~. I·'•IIJ.; lh·· o! d:t nf 
1·.\.tralp!l' ;¡ :J, •f IH' w.,·d I;:HI"'>'H fnn1:11d fn11t11d:l 111111 ·'" - 1.( 1)1, 11 1\1' 
nmld n•d.1· ••se 1 lw term:-~ through 1 !11• :;c·t·ond ddTPnm•·f' 1:! 1 1. ~lll•ilarlv 

l\c11 ton'" fo1 11ard fonnul:t 1'> •·hirfl_v v:tlualdt· ''":ll ''"'''''J!:IIIITÍII!.!; of ·: 1:d.1:.' 
But., whc·11 thcn· ar•: n ~ul,~lanli:tl uur.1ht·• of labul:u pollo!'- :n:td:,f,J,. on 
crthe1 s1de of lhc intcrpolallon po111t, a ( :aussran fonllula j¡, rnorc d!'~:irahlc 
than,,·il hcr Newt.onian fonnula l 11 parlll'ular, Strrlin(l,'s forrnula (whwh 
IS ju!-.L t lll' :n crage of t.wo ( ;ati<>Sr:Lil forrnulas) ter111iu::l.tPd 1\'11 1t a 11 f'Vl'n 
dJfTNCill'e (~o t lrat. 11. iH erpuvaleHt to u La~~;rangmn formula) is ""'·fui 11 hl'll 

m can he dJOsf'n near zcro; simllnrly, Bes~>ci'R formulnlf'rminn.l<•d wil han 
orlo ddT rré'lli'P is uscfu 1 11 hr:n IY/ JS nc:u !·:.!. Thc j uo;t Jfil'al iou for t J,p);r 
condusions is eonsidercd in 1211. 
1 f•.'ramp/r, :l !i ()~o. N•·wtoJ•\ lonrk\\artl l0111111ln w1lh x 0 = fl and Cu•¡M~·~~ 

fnn\ ard f~orlllll 1 h wrt.h X o = .6 '" '""' un C"' llnatc or In ¡¡;, 
V:-.w¡:, (;¡ 4- t), (:! 4-5), anJ thc data of ExampiP :1 3, we m ay conRtruct thc followmg 

tnhlc 

Nurnhr>r of Ncwton's ba .. kward Gnuss'R forward 
rll1Tc1 <'nt'P~ ••~col fmmula(m = -2 !i) formuln (m = S) 

() 105:361 :.wx:.w 
1 :~<¡!)<; 19 4:31751 
2 42~l34G 4311229 
3 431)~6\) 430701 
1 43071)2 430R21 
5 1307\ll 430792 
6 430774 4:30775 

Thc true valuc •~ In 65 "' -- ol:llliS:l As \\C "'pcd, 11 hcn thc numher oi dJffPrcllrPs iR 
smnll, ~he Gaus&inn formula 1~ more accurulc than thc Ncwtonmn formula, olthough 
both giVC the SlliiiC value, CXI'Cpf. for IOlllldofT, Will'n all SJX t_)¡ffl'f('OC<'R Hrl' ll~t~rl. 

(Why ¡., lhc 1'\cwtonrnn form11b more accuratc whcn four difTl'f('lll't'f. aro! u~r·d?) 

UHr><; t;! 2-9) wc may vcnfy thslt thc error at evcry slagc 1s w¡tJun CApcctcd hound8 
1201. 

ThP reatlcr may wdl think that. any dr!iired dq¡;rf'e of aPeurar'y coulrl 
be at:hievcd mcrl'ly hy inercasing t.he numher of terms usPd in arlv intPr
polation formula (finite drfTerenrc or Lag;rangian). t In fact., intf'r¡~lnlron 
serrrs formed hy letting the numbcr of tabular points go to infmity a1·e 
generally only asympt.otically convcrgPnL; that is, as wc add more pointR 

t We ignore here thc fart that the growth of roundofT error wit.h high"r d.ifTerenrt>R 
hnut.a the accuracy attainablc wtth finite-<hfference mterpolat10n formulas. 

... 

l;:r. 

tlw r·rror f, r"'t d••en·r!st·H nrulliHm r~t. J'(llll() po111 f. Hl.nrt e; f.o ÍJI(!I'<'W"' a rtol :~· "~1 

11
r1l.mlll•oJIII.d t ()ll"f'':l."""fortl•l~•·vc·nfll:ddivf'rgr:nr•~'>flll\' rp<~"•':"n 

scrws 1t:. eonrwct~:d \\llh'tlw far:t t.hal. tlr•: nth dl'rtvali\c d :.11 L~• ····o~· 
cn1Ír" funrt.ions (fuuctionR with '"' Ringulnritirs in thc rnrnpl••'( pl:1111.:) 
C\f:lllliJIIy ¡.!;10\IS \\lli10Ull1f1UIIrl :L'• n ÍI1Nl':l'i1'3,(sr:c SN·. ·1 11) 1·:\' 11 r .. , 
cntllc funet.rotw, ho,,·,·vl'r, t!.() rntcrpubt.ion Sl'fÍI'fl 111ay f:11l 1'1 '.,,,-,·u~r 
1221 We note that, in practiee, .the desircd degrec of aceurar:y 1.··· 
interpola! ion can nlmost. always be achicvcd That is, thc ..L~ymplot 1c 

conver~ence is generally VPry ~ood indeed. 

3.6 ITERATED INTERPOLATION 

An im¡wrt:mt ndvnnln.~1· n( finilí·-rl•rí•·t'l'll•:~< iul,•t·pol•tilllfl (olllllll:t>: ''"' r 
t.he La¡;r:l.llp.Í:tn forr1111la would -<"!'111 to l•c t.hl' prop•'ll.y of tl.e f,,.'"' r llcal 
enahle:-. a l.()rm t.o he· nddcd l.o th!'Jil lll''rt'I.V hy ndcling oll<' tah•Jlar ]1'11111 

nnri r.omputing; an acldrt.ional row of d1fT•~n:nct'S A~ 1\'1: ''''lll<•m.f ral Poi in 
Exn.mplf' 3 .í, t.h1s Pllahlr·-; us tn gr:IIN:ltP a st:qur:IH'C of 111ln pr•lnnl~ •·:v h 
one involvmg one more tabular po111t tha.n t.he prl'vious Olll' Tlwrdun, 

-the convcrgcncc of th!' intf'rpoht.inll pror.edure ean he tcskd ea..,.!Jy. But 
suppo~t:, c;i"ven thc L:q.!;rar,~ian inl•·rpolat10n formula usÍIIJ?: 11 poin.'"• wf' 
wrsh to add ouc point. lo g;el h1ghrr a•·t·urary. A look at. (:l2-l) Jlldlf'alf•::: 
that, cvcn if wc have savcd thP values of p:(n,),j = 1, .... 11. .-:v·h 
l
1
(x), J = l, ... , n rrr¡u10rs so~w rerakulation, and wc 11111"1 al-;o •·:.leu

late ln+
1
(x). Our purpose iu thts Rcction is to show how lhis S!'l'llll'-·~ dl'i

advantage of the Lagrangian formula. rA.n be ov;rconw. \\'1• shall ~~o thts 
by using itcralrd intcrpr¡falwn in wlneh a :;N¡ucncc of intPrpolanl'> 1n thr: 
Lagrangian contcxt is gencmtcd wit.hnut. thc necd for suhstantial rl'cnlcu
lation of cr)('fficiPnts whrn going from n lo n + 1 poi11t". 

Dl'note by Yn,,.. ·"•(x) t hP Lag;rnug;•all intPr¡)ol:tl Í•lll form11\a whwh 
uses thc points a"" . . , a"• whwh wc do not rcquire t.o b" f'qunlly 
spaceJ. Then in particular we may writc 

(
x) _ 1 1 Y1.2 .... ,n-J(.x) 

Y1,2, •.. ,n - _ X an an-1 Y1.2 .•.. ,n-t.n( ) 
an-1 - T 1 
a,.- x 

This cquation can be verified by noÜng that. t.he rrght.-hand siJP, whirh is a 
polynominl of Jpgret· n - 1, lukes on LltP valnc~-> f(a,) al tlll' pointo; 'h, 
i = 1, .. , 11 EqnntJoll (:l li-1) t hen indit:ates how a Lngraug;.an for
mula of orJer n <'all he ¡l;l'lll'l'al r·d frout lower-ordrr fonuulas. By usl' of 
the following tablc, we ntay g;erwmlizf' t.lw rcsult of (:Ui-1) to aehicvP our 

t The rhtBBIC CAtllll)llc of thiR l){'havm1 iR tlw very wcll-hehavcd funrtion /(Tl 

1/(1 + x') 'wh1ch is considered hy Stelfenscn (1950, pp 35-38) 
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objcct [ not<' lhat y,(.r) = j(a,)]: 

a 1 a 1 - :r y 1(.r) 
a2 rz~ - x y¡(:r) y 1 2(x) 
aa a~ - x Ya(:r) YJ.a(x) Yr,2.a(x) (3 {l-2) 

Ys.u ,n(X) 

Thc entnes in each colurnn of the table can be gcneratcd from the en tries 
in the previous colurnn by analogy wit.h (3.6-1). For cxample 

( ) _ 1 ¡ Yu(x) 
Y1.2.n X - ---

Un - a2 YLn(x) 

Thc entrir:; on t.he diagon:tl in (3.fr2) are just. what wc wcre seckwg. 
ThP.y form a sequence of Lagrangran intcrpolants each of which iru:or
porates onc more tabular point. than lhc prcvious one. Further, since 
<'ll.<'h ent.ry in (:3 ü-2) is !'alculated usin~ a formula nnn.l·1gouc; to ('3.fr-l), 

the proress is easily mechnni1.ed. Iterated interpolation is, thus, wcll 
suiteJ to digital-comput.cr o.pplication nnd, for points not equally spaccd, 
is also convcnicnt for hand computation. 

Exam¡,fc 3 6 Use iterated iuterpolation to calculate In .54 using the data of 
Examplc 3 :l. 

Corrcsroucling to the tnblc (3 G-2), we ¡r;ct 

11, a.- x y,(x) 
40 -.14 9162!)1 
liO 04 6!13147 - .603R89 
60 00 510S::!6 632l66 - 615320 
iO 16 35G&i5 - 6ii:;l37 -.614139 - 616029 
80- .26 223114 - 673lifl0 - .61311)6 - 615957 -.616144 -

We are not bound to usr thP nat:~ml orclcr or the pointa as abcve Consider instead 
iterated interpolatwn u~ing thc ordcring below 

a, a,- x y,(x) 
50 04 6!l314i 

.60 06 510826 -.620219 

.40 14 916291 603889 - 615320 

.70 16 3!iGC.75 - 62f,SS3 - 616839 - 616029 
80 26 -.223144 - 630480 -.617141 - 615957 - 616144 

Tbe diiTcrcncc in the two final vn.lucs from thc rcsult of Exampl<' 3.2 is thc rl'sult-of 
roundoiT sin ce tht" Rtune fivc pomt.s \\ere uscd 111 n.ll cornpulntl•111~- Note, however, 
that thc first mterpolnnt ( -.fJ202l!J) in thc second c¡dculntion i~ Ruhsthnl•ally more 
nccurnlc than that m the firRt r•alcuht1on (- 60a8Sfo), This occurs hl'rnuse in the 
scconJ computntion wc anan¡;Lcl thc datn so thnt thc mn¡!;mlurlt'R in t.hc (a, - x) 
column would be incrca¡,mg. In thi~ way thc valuc of p.(x) m the error t('rm is 
minimized at cvcry stage (eL the discussion of Sec. 3 5). Thcrpforc, sf wc ordcr the 
tabular pointa so tbat the magmtudes in the a, - z column are mcreasing, th!'n cach 
interpolnnt tends to be the best ¡:.ossJble ["tends" bcenusc thc value of the' dl'nvative 
in the error may be greater wheb p.(z) is smaller). In this way thc convergence or the 

\ 
\ 

u • r raro LA no ~4 S9 

' 
11

,1. q lt1 1 ~tl! ( 1'4 Jlldj••d f,\. l)¡t tllifCfl'll"f' 111 (\\U •-IJ'tr~l:t• llfl•q•••l r,t • ttr },-. (},,. 
,11 11,da· t~ 1un c,l a <t·rl'llll unrul.,·r nf tlc•r11ual pl:u·•""') "1lll~rul tu h• ,,., ... t t:•p¡~) In 

tl.i. ''"''"JII•· urrly llrt• lirHl inl,.rpolant ¡,. iuopr<wt·rl I.('I'RUHI' cmly llot• t:.t.ut~r r~·ínt r.l 

·1'1 1-1 uul of tl•f' ~,, .... 1 P~''-''•11,1f• ,,rdt•r 

3.7 INVERSE INTERPOLATION 

111 Chap R wc shall 111' I'OIIr'l'rlll'd wit h t lw ~olr¡l ion of tlw ~··w·t al •••ur

lint'ar cquat.ion J(.c) = O. ·Onc of our hnsic t.ools in t he Kerlut 11111 of ~ l•is 
equaf ion \\ ill be ÍIIV<'l'SC intPrpolat.ion, whidt wc ~hall 11ow •·•m'-td•·r 
brir-fly. Tbl' sol u t 1011 of J(.r) = O is ont' ex a 111 pie of 1 h<· c·orltlll"ll 11~11•1• 'f" a 1 
proulcrn of fludmg the ?.('ro of a funrlion. Anotlwr c~asc wllf'rc tln~ nc·t·uul 
is in llw n11111rri•·al iulrJ:!ralion of nn ordinary diiTt•n•IJiial ('c¡llalron ('...c•e 

Cltap . .'i) wl11'll we would lrkl' lo lwow that \'alue of tlw irHI•·¡w11d•·•· 1 

van:Lhle for \\ hieh t he drpt•udcnt vn.riahle (i.<•., t lw 11ohrt 1011 of t lw dr!T•·•·
erd ia!Pq unt.io11) Í'-~1.1'1'0. J nVNS<' in 1 Prpolnt ion providt•s 11!1 wit h a ~~ r a i;:h t

forwanl aud powPrful way lo ((11(1 sllf'h Z('I'O!I of fundinr,._, t 
Lct thc function whose r.cro (or ?.Pros) WP wish lo find \)('Y = j(1·) and 

supposc it. is tnbulatPd o.t a srrit•s of points (\\hid1 neC'd not rwe<·~'-:.Jily 
be equally spaecd) so t.hat. we havc 

x: X¡ 

11 = j(r) · f(x.) f(x .. ) 
(:l.7-1) 

Now Iet. us :-;uppose t.hat, on t. he 1111 ('1'\•al [x,,x .. l,J(x) -;al¡._¡¡"" t lw " 0 '" lrl ¡ .. 11 ~ 
of the iuvcrsr-funrtion theorem fu~' in parli!'ular that.j'(.r) ""o¡"" that 
we mn.y writc :r = y(1¡) \~here gis l.lw fliiH'floll in\·,.r~r to f. Tlu..-l'illl•. 
finding tiw vahtc of y(O) is equivaknt f.o lincling a 7.1'1'11 of f(r) To 

('Ftimatc g(O) we first write the tahlc (:Li-1) as 

y· j(:r 1) j(.r~) J(:r .. ) (:1. 7 -2) 
X = g(y)' X¡ Jz J"n 

Now iu tlw ('OIIIr·xt. of rnf('J'pol:llion 1!'1. J(.r,), ... , f(.r,.) !11· tl.r· tal.nlar 

poinls of the indPp<:IHknt var1ahl<: !J (not. l'qually ~p:wr·d i11 ~PIII'I',tl) and 
Iet. x 1, ... , :r,. ))(' t.he funl'l,ional valu<'S al tlwse poinls Tlll'll, 1f \\C 

use a Lagrangian int.rrpolation forrnula f.o apprm..inmtr !J(IJ) hy a poly
nomial and tlwn intrrpolatc at tire point y = O, \\C gct the d<•:-rrl'J 

approximat.ion to a = g(O). 

E.rample 3 7 

x: 
f(x). 70010 

G1vcn t he cinta 

2 
401GO 

3 
!OSI O 

4 5 
- 17440 43750 

finrl an approx1mntc value of the Z('ro of f(x) bctwl'cn .3 anr.l .4. 

t Wc note in pnS&ing that cvcn thc Ncwton-Baphson ml'thod for thc snlution of 
f(x) = O co.n be conaidcrcd to be o.n npplication of mverse intcrpolat1on; scc Chnp. 8. 
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'/'" q •1 '' "·'' J, "di 1 ol' 1" u·.1• il1'"" 1 d 11d 1 IJH>h 1 '"" W1• 1 111 ·r. fur.· lirHI 11 rr1111¡:1· llu• 
oJ;dll 111 1H.JI'f 11f 111 1 II'MIÍIIIJ. lllllf!IIÍIIIIJc• of j( r) (f'f I•:~IIIII!Jlf' ;¡ (1) 111111 tlu•n 111!1' lJ,c fc•di
UIIJU"' of ''H' pn'\)0\Jo..l ~'1'1 t111H lo U,f'ln•r:tlt• tlw fnfJI(~ 

!(7,) f(r.)- n .rl 

. JOS JO lOS lO 3 
- 17·1•i0 - 17·J.10 4 3.lR27 

40J(i0 4(JJ(jl) 2 3:1fiX:l :l:l78.1 
-.43750 - 4375H 5 .3:!!163 3:1737 33761 

. 70010 7001() 1 33652 .33792 33771 .33765 

Thl' dn!r. fnr f(7) nr(' in rnr·t valurK of thc funrtion x• - 3x + 1, whrch luiH a Z('ro 
337úi rorrcctly rounrlcd to fivc plnl'('B. 

Exprcs~cd in temu~ of g(y) thf' error in invt'rse Lngrangian in!.f·rpola-
tion is . 

No,w rlen\'ai.in·s of g r:m !.e· c~xprc<:scd 111 t.crrns off, nud nlt.hough t.hi" Jl•ln
f ion ¡, 1 .ot si 111plc• (seP 111. Chn.p. 8), ihcre is a powcr of J' (:r) in tlw Jc•uomi
nator of Pach dcrivalivc of !J(1¡); e.g., 

g'(y) = 1/f'{x) g"(y) = -j"(:r)/lf'(x)p 

Tl)('rf'fon·, alt hmlJ?,h Wf' can rarry ihrough t.he process of in verse intcrpola
t.i·'"lll e Vl'll if f'(r) vanisiH•s in [x.,:r,J. we \\Ould expect the accuracy to be 
v1·ry poor 111 lhts c·ase. \VIwn f'(x) vanisht's rwar t.he zero wc ra.n, how
evcr, ofteu fino the Zi!ro hy a11 itf'ral.ivc proce:>s involving linear invl!rt.c 
inf.Npoln!.iou 1:10;. 

3.8 HERMITE INTERPOLATION 

In this scetion wc eousidcr t.he case m = 1 in (3.1-1). In particular, we 
supposc that thc first. tf<.rivativc as well as Lhe funcLion is known ai r of 
th(. n tabular pointR. In plac!c of (3.1-.'l} we have then 

n r 

f(x) = L h,(x)J(a,) + L h,(x)f'(a,) + E(x) = y(x) :+ E(:r) 
J = 1 J = 1 

(3.8-l) 
whcre now tlj(' approximation y(x) is given by 

n r 

y(x) = L h,(x)f(a,) + L h,(x)f'(a,) 
)=1 j=l 

(3 8-2) 

and lt,(.r) and h,(x) are both polynominls. Again using the l'ritcrion of 
exaci approximation, we require that the error term E(x) be such t.hat 

E(aJ = O 
E'(a1) = O 

\ 

i = 1, , n 
i = 1, ... 'r 

(3.8-3) 

1 ! ,-

.. 

lfH! 1.! 

lu 'u"'d"l'.\' \\tlh 1·:,, (:::.! 1) iu l}w L:L~I':tll)!.l:lll t':ll'f', l.fu_. l1 ad· '" lil•:. 

lullo\, 1111~ r .,,,¡,¡ 1<111!' ll1a!. '"""" hr ~atr:-.lwrlloy l.lw h,(.r.) :uod 1;; ,-, 

h,(tl¡) ~ O¡A 

,;,(rtk) = () 
h;(uL} = O 
ii;(n,) = ó,. 

j, k= 1, . . , n 
j ="' 1, .. , 1·; /; = 1, ... , n 
J "'" 1 . , 11 ; 1.- -o 1 , . . . , r 

j, l. = 1' . ' !' 
' 

SitH'C' thrrP nrC' n + r corHlitions lo satit>fy in (:~.8-3), WP cxp1·r·l. thal ¡¡( r) 
will haw lo be a polynomial of dcgt re n + r - 1 [i e•., we ~hall :tfJ(JI'fi\IJ":d e 
f(x) by a polynonual of degrc!e n + r - 1 passiug tluuu~h /(,z,),} =-· 1, 
... , n and havin~ clerivnt•vcsf'(a,),j = 1, ... , rl In dPri\·ing thl! 

h,(x) and ii,(:r), we ~t.all U!>c thc nola.t ion 

p.(:r:) 
p,(l.) 

l,.(:r) 

l,,(x) 

= (x-a,) · 
(x- a1) • 

71.,(.r) 
= rx-.:::. 'a;}¡¡:;{ a,) 

p,(x) 
= (x -= -a;)l,; ( n~) 

(x - a.) 
(x-a,) 

j = 1, 

j = 1, 

.. 'n 

'r 

To saiisfy Lhe c·ondil.ions on h,(.r:), wc seL 

1 ( ) 
_ { t,(:r)l,.(r:)l¡r(x) 

1, ¡; -
1,. f.T )[ p, (.r) 1 71,( a,) 1 

j. l. .... r 
j=r+l,. ,11 

(:~ ~-!i) 

whcn• t,(.r} is a llltc·ar polynotuial so lhat. h,(:r) j¡;; of de~rr,. n + 1 - l .\'> 

given by(:~ 8-!i}, h,(;") t':tl ,..,fjp"all thr l'ondiLIOII'i of (:~.8-4) I'Xr:Ppl h,(a.) == 1, 
j = 1, . . , r ancl h;(aJ = O, J = 1, .. , r. To satisfy tlwst: \\'1' ntu'>L 

ha ve 

t,(a,) = 1 
t;(a,) + t;,.(n,) + /;,(aJ = O 

Similarly, if we sct 

j 'F ] ' 
j = ] ' 

IÍ,(:r) = s1(l)l,,(r)l,.(x) j = 1, ... , r 

with s,(x) a linear polynomial we must havf' 

s,(a,) = O j = 1, ... , r 
s;(aJ = 1 J = 1, . . , r 

'r 
,r 

(:~ R-8) 

in order Lo satisfy (3.8-4). Lirwar funciions satisfying (3.8-7) nnd 0.8-9) 
are easily found to be 1311 

t,(:c) = 1 - (x - a,)[l;.(a,) + z;.(a,)] s,(x) =x-a, (:3.8-1 O) 

This completC's the dctermination of h.'(x) and ii,(x) . 
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To firrrl H(J:) v.P pr(we~d 111 a ruanrwr f'llllÍiar lo Í:hl) Lagran~iau ca."!' 
Lcl 

F(z' -- f(z) - r¡(z) -- [f(.r) - y(.c)] Jl,.(z)p,(z)_ 
' . . p.V)¡J,(r) 

('' ~-11) 

\\Íth J: 111)1 onc of the falntlar points ThiH function has n + r + 1 ;;wros 

(double ZPros al, a1, ••• , a,, ~;ingle zc>ros af. llr+l, •.. , a" and x) ~<o that 
by a gencmlization of Rolle' a Lhcorcm 1 ;~{j 1, there exists a. ~ m Lh<' inlcrval 
spanned by a¡, • . . , an and x such that 

(n + r)! 0 = pcn+-l(~) = p•+•l(~) - (f(x) - y(x)J ---
. Pn(x}p,(x) 

Thus 

E(x) = Pn~:r)p.~~~ f'•+•>W 
(n + r)! 

(:~.8-12) 

(3.8-13) 

ThiR t<'lution al!'o is correct 1f x is onc of tliC tabular points (why?). 
Thc intcrpolation formula (3 8-1) thcn bccomes 

f(x) = ! h1(x)f(a1) + Í ii1(x)f'(a1) + P(~x:~w ¡<n+•>w (3.8-14) 
j-J ¡~1 

with 

¡ 11 - (x- a,)[t; .. (a1) + z;.(a1 )JICn(~)l~,(x) 
J = 1, . 

, l,.(x)[p,(r)jp,(a,)] j = r + 1, ... , n 
h/x) 

ÍÍ1(x) = (x - a,)l,,(:r)l1,.(:r) j = 1, ... , r 

and is called ;the modified 11 crmite interpolation formula. 
the formula i1:1 

with 

h1(x) = [1 - 2(x- a1)l;(a1)]t;(:r) 
h1(x) = (x - a1)l;(x) 

j = 1, ... , n 

, _r (3.8-1!í) 

(3.8-16) 

When r = n 

(3,8-17) 

(3.8-18) 

whcrc wc hav<' rcplaecd l,.(x) by l1 (x). Equ:üion (3.8 17) is thc !lenmle 
inlerpolation formula, sometimes also called ,thc formula fm· oRculatory 
intcrpolat ion. 

Bot.h the Hermite and modificd Hcrmite formulas can he f1<>dul 
interpolation formulas. They a.lso serve as UReful theorctical tool8 in 
other areas-1:>f nume'rical analysis, BB we shall sec in Cha?s. 1, 5, and 8. 
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Givcn thc t~tblc b<'luw of t!.c nntumllogaritt.n, M••l 11' •l•_n·tall\'<' 

40 
60 
70 

.80 

In x 

- g¡f,:!IJI 

- m:) 1 .; 7 
- ~!ifiG7!i 

- 221144 

l/:r 

'1fi0 
200 
1 43 
1 2.'i 

estímate the value of In .60 using the Rermite interpolat.ÍOD formula. 
From (3.8-18) we get 

h,(60) = ~~~ 4 /i,(.60) "'H~o 
h,(.GO) ... %1 li,(.60) .. ~~~ 
h,(60) = %7 /i,(IIO) • -%a 
h,( fifl) ~ 1 ~~ 1 /i,( flO) ~ -- H RO 

and from (3.8-17) 

In .60""' -.510824 

whercM the true value is -.510826. Using (3 8-13) lhP- error ia bounded by 

-1 1 ()() 
-.000031 .. :J2ffig < E(.60) < - 211"" -.0000 l 

so that the excellcnt ngreemcnt betwt>cn the intcrpolated and trut> valu('(l ia to be 
expected. 

3.9 GENERAL POL YNOMIAL INTERPOLATJON. 
THE DETERMJNANT APPROACH 

In the Lagrangian interpoln.tion formula, y(x) WBB rw¡uircd to hP s. 
polynomial of degree lcss than n wit.h thl' prop('rt.y t.hat y(a,) = f(a,), 
i = 1, ... , n. This can be cxprc>hS('d by writing ' 

(:l 0-1) 

and 

f(a,) = Co + c,a, + · · · + r._,a:-• i = 1, ... , n (0 n-2) 

In' (3.9-2) wc ha ve a sy¡,tc>m of n ('quat.ions for t.hp n r,'f!. Tf Wf' solvf' 
this system for cache, using Cramcr's rule and subst.itutc the rrsult int.o 
(3.9-1), we may write (3.9-1) in the determina.nta.l form (331 

1 
1 

f(an) 1· a" a:-l 
=0 (a.!l-3) 

The correctness of (3.9-3) is easily verified by noting that y(x) is certainly 
a polynomial of degree n - 1 which vanishes at the points a., i = 1, ... , 
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11. 1" a 1>11nrhr fashion 1 :n l. wt· 1nay show that thc cquat.ion for y('c) in 
f.he rllodilu•d IIerrnitc intNpolat.ion formula may lw writtcu 

y( r) 1 X z2 x"+r-1 
f(a,) 1 a1 an+r-1 

1 .. 
f(n.) 1 tl,. a:t-r--J =0 (:! 9-4) 
f'(a.) o 1 2a. (n + r- I)a~+r-2 

f'(a,) o 2a, ·(~ ~·T.~ ~)~;+;-~ 1 

Now kt us 1:onsidcr the general problcm of dcrivirrg an intl'rpolatlon 
fom~ui~ usmg thc opcrator. (:U-1) with thc propcrt.y that at thc tai.Julnr 
point a, thc approximation y(x) o.nd it.s first r1 derivatives o.grec with j(x) 
and its first r, dcrivat.ives. Thc cl!ltcthlilltUII.al nft41HIIm ftlr Y(.f) li> tlltln 
taa¡ 

y(x) 
f(a,) 

.f(a.) 

1 X 
1 a, 

o 

1 a. 

o 

(rJ)! 

(r.)! 

~ 

=O 

fJ' -,--.:__·-o-- aB--•• 
(fJ - r,)! ' 

1 
1 

fJ 1 1 8-r.,. 
(if-r.)!a" 1 

(3.9-5) 

whNc {3 = n - l + L r,. lt is easy to see that (3.9-3) and (3.9-4) are 
•=1 

spceial 1·ascs of (:J.9-.i). Howcvcr, bcfore wc can as<;crt that (3.9-.'i) 
define~ a valid interpolat.ion polynomial y(.r), wr must show not only t.hat 
y(x) and its del'ivativrs have thc drsirc·d valucs at thc tabular points lmt 
nlso that the 1111110r of y in (:U)-ii) dors not vanish idcntieally, for in this 
case t.hrre would be 110 formula In the case of (3 9-3) and (3.9-4) our 
derivalions of t h<' Lagrangian amlllermite formulas are assurance of t.his. 
Thus it should be no su1 prr-.c lhat, in the general case (~.9-5), it, r:an be 
provrd that, independcnt of thc tabular points, the minor of y docs not 
vand1 idcntirally; we lcave t.he proof toa problcm l:3.'íl. 

Thc intcrpolat.ion polynomials [i.c., the cocffirients of ¡c•,>(a,)) for 
this general rase may be derivcd by tcehniqucs similar to those used in the 
Lagrangian nnd Hermitc cuses, hut of particular intercst to us herc- is t.he 
form of the error terrn since we shall havc use for this in Scc._8.5-l. As we 

""',:,¡ ··~p····l 1 (.: fl-:-•) i:; I:Xul'l. for polyn''"'ials ,,f dc~n·f' ff nr l~·;r.i. 
f•.r~", '' . .V a11:tlo~\" \\llh (:{ 2-~l} arad (:i S-l:i) tJ,,. t·rro; 1"" gÍ\'t'll !-~, :·;,.: 

. j<fltll(n n , 11 
!~(e)=----- --11 (x- a1 ) 1 

(¡j -1- 1)! ' 
Jn 1 

C\ ~1-li) 

When all t.hc r1 are cqunl, l~q. (:U)-:"'>) is 1:alled ihe formula for I•YJit'r
O!.culatorv inlPTpobt 1011 

FcH' t.he ~11!1 IIIOr<' J!:llll'lal ¡·a~c· 111 1\hid1 llwrP may lw l!;llpc :11 lhP 
S()ljiiCII<'<' of d"nvativt•,-; p11·s,·rihcd at. a po111f (!:.~ .• the fwwt'"" :111d lli
Rcl·ond dPrivativP hui no! it.o.; lirst. dc·rivaiiV<' 111ay he sp•••·il!l'd al a point), 
a dc·fprruinanlal c•qua11011 llll:tlogous lo {:1 fl-."•) III'LY f>tilll·•· wrarl•·r; dow:1 
1:!71

1 
hui. it. 1111L:V 110\1' IH• t 1'111' 1lml f¡q· ..,111111' r·lurir,Pfl o( t.nl.uhr point~< rl;p 

wlnor or JJ vlllll"lwJ:~IdnnHmlly 1:\71 

3.10 OTHER METHODS OF INTERPOLATION. ·EXTRAPOLATION 

In intcr~olation, as in ni\ branr.h<'s of 11111111'riml analy~J~', t.lwr~ will t.c 
special cases in which methods superior to t.l1c J!;<'neral 0111'~ 'lrnvP•Im 1 h1s 
chapter ean he dNivcd a11d uscJ without an unrrasonahlc t'Xpt!uditurl' nf 
efTorl. 011e 1''\a.lllpll' nf thi~ io: lhl' rnsl' of p~'rindi•: fundinno: 111 \\hwh 
naet.hods ba.srd 011 Fouril'r-sf!ril's appro-:imatiO!If> lll:t,V 111' Pfi'Íf'r.d·l·· lo 1 hr 
poly•IOJ!Iial appro:'l.llll:.tliou'> of t.his l'hapt,er; for '""~'" ,,;, tl11-'. ,,.,. S•·r 
fi S-1 In faet., wlrt•nrvf!f tlw flllll'llllll l.11lu: inl•'lpolal• di~ kJ,.,,nrlP h:,\ 1: 

a Rpreial functional eh:uartrr, a11 nppro-:illi:JIIIlll ha.._,.,¡ un 1111" :-"o\\11 
fllll('f ron al charactcr 111:.ty he dl'i-lrahll' 1 :~H-1. Oi ro11r:-1', '"' a dr:..:rl:\1 
ro1npuf1'r, if \\1' usl' fuii;'Lions nllwr t.harr polyuornialo:, tlr•''-P furll' 1 iui.'S 
thc111sd V(''l nluo:t hP ¡•valuat "" u:-.i IIJ!: pol,v llllllll:ll or rat ion al :lpprox i a na t 1011" 

Although \\r arP n·'-fri!'li11g olll~l'hl'~ i11 this ltook lo fu111'1ion~ of a. 
si11¡.o;l1• varr~d>l1•, 111l.t•1 p11l:rt 1011 of flllll'f.ioll'- of t \111 111' 1110n' \:u i:d·l<:- '''111 
ofll'll lll•l'ff¡•l'f,pd lty a ~l'ljlll'llt'l' of 11111'1 p•,l.LIIIlll'~ 11'-illg t.lw for1111dao.; of l.l11-; 

ehapt,·r ¡:m¡ 
This l'hapt.er is r11tit.led Irllnpolatmll, but it. has hf'l!ll ¡•qunlh ahnut 

C:\ trapo !al io11 As t h('ir ddi11 i tio11 i 11 Rcl'. 2 2-1 makPs dPar, i :1 t.1•r pola t 1~>11 
and ext.rapolal io11 are t \I'O as¡w1:t.R of t.hf' samc f ypr nf prol'<'llurP < lf t h" 
two

1 
intrrpolation is mueh more I'OIIllllOII t.han <'"<1 rapolaLin11 Th1· 

renson for t.his is straightforwanl and pradi('al \Ve nrgu<'d i11 Rl'l' :~ ;, 
that. p,,(.r) is llllllimi;r.ed wlac·l• x ~~as nt•arly a!. po,:'-1hle 111 f he t•r:nlt'r of 1 he 
intpn·al ~panncd by t.hc t.ahular po111Ls. ConvNSI'ly, a~ r mo\'t•:-. uui,t.lc 
thc intPrval spanned by the t.ahular points-as is t.he easc 111 cxlmpolatiOII 
--t.he fart.ors x-a, in p.(x) grow, and thcrC'forc, t.hP error tcnds f.o J!;rOw 
also. Thus extrapolation i'l inherl'nt.ly a more inarcuratc proress t l,nw 
intcrpolation and must Lhereforc always be used wiih exlrcme caution. 
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\\·¡,, '' •· ,t zapol.tii<JII 11111~1 ¡,.. U''"d 111 hOillf' fonn -!«'1', fot <':.01\lltpl•·~ ( :hliJI. ;; 
-- f.lwn !.111: valt11· of x r:;houlrl he rc!llrídcd to be fUIIIClLf tlH priHBíh!t• to Ll11• 

intcn·::ll o;panncd hy lh•: talr11lar poinlfl 

BIBLIOGRAPHIC NOTES 

3.1-3.5 'fhc topics <'<rvercd in thCI<r. Rf'l'lums \\ ill be found in virlually any 
!rxthook on ntmaC'rwal:.tmlysts In parlif'ulnr, rx•·,.Jirnt diW'II"''on• of mii'Jpol~t1on 
may hf' frrli'HI 111 lltldcl•ta!ld ( 1'1-,fi), ::.,pal (l'l~•'i), ;tll•l 1\.JIIl/llt:lllll ( IW,~t) l'lll' 
oru:nlalhJI! '" lhesc hnoJ.., :•b "' H ·'" 111 1no,1 oth• r IJUnlcrwal a11al~"" '"''~ 1" ll•lll'h 
more to"ard dtffcrencc and rltvlllnl-dtiTu•·nce tcchtuqucs l~'il thnn m lhih l,ook An 
cx~<'llr-llt thoup;h sorne\\ h·1t "'"' • rdcr!'nrc lo rla's1ral mtcrpolaiJOII l<'dHIIq\lrs is 
StciT<;nsrn ( 1950) llartrr•P ( 1!1!',<;) lltHI \\'httlakl'r nnd Holtlll<nll ( 1!14S¡ <:ontnm a 
numhrr of prarticnl hint~ for ,¡rl'dnl Mtluntious 

Thc corni,·~o·llts nf hof lo lhf' L:q¡;rn ngia11 and fimtc-d.fTPTC'nrc Jlllrrpolnt ton iormalas 
ha"c ¡,,.,.,. ''''''"''"''IJ tal.JJI:.'I'd 1\ ),¡!JliiJ~rnphj of tl11'''' laitlr·-< nr:1y he fo¡¡n.l 111 
Flctch,·r, :\l11IN, and Ho~e11h!'.11l ( I!JG'l) 

The error lerm m lhC' La¡.:mngian formula 11'1 di~eusscd in n morr gcnerul conle't 
irr

1 
:\ltlnc ( I'W'J) The dcnvat,Jon nf the error tcrm u•cd hrre m:.y nlm ltl' r, \I!Hl m 

S<'arhorough ( lfJG2). For ullodtl'r approaeh, S<'C lhldcbran<l (IH.'itl) or 1\up~l ( l'!!',.'>) 

Our tk,eu~~wn of t.ll!' loz<·nge d111¡r,mm follo\'" clnsl'ly that o[ H~mm111p; ( 1\Hi:J); 
sec nl.~o J{opnl ( 1 ()'j!i) A thornugh dt~C\Ibsion of tht• U SI' of rhtTerencrs in df'lo·,·t mg 
c11or~ in tnhlcs IR gtven by l\h!IPr (I!J!;U) The usr of dtflN•·nr·e m!'lhoris 111 1h11 ,.on
sl rul'! '"" of math<'ma! Jea! lah)('~ Í9 cnnRid!'rl'd hy rox ( 11!.)71>), ~<'e al~n Fn' ( J<Jfi/:i). 

Thc o¡wralton~l !C'chni'JIIC'S mtroduced 111 Pruh 11r are furlhcr con~HINed 111 thc 
prob!C'Jn~ tlfler th,· nl'ü chnpiPr. A lhorough d1"'U%1on of thc~c lr<'hnoquf'' mn) he 
found m 11 .I.Jcl,r.tnd ( I!J5G). 

3.6 Tllf' ha<,c rcfl'r!'llre~ on itcratcd mlNpolation are the pnpl'r~ hy ,\Jikcn 
(I!JJ2) 111111 NC'vill,, ( lfJ34) 

3.7 Invrrsc inl.!'rpolation \\ ¡Jl be cons1dcrcd in m u eh grl'atcr d!'tmlm Ch/1p. 8; 
fm :ab]f's of eo•,fl¡cJcnt~ for particulnr cases of mvl'r'>c mtC'rpolatlon u<ing d1ffcrences 
see Snl1.er (1!14:!, 19-11, J!J4!i). 

3.8-3.10 HcrmJte mterpolnt10n is discus~cd in ma11y tcx\q ]e g, 1-hldchmncl 
(J!l56), 1\opr.l (I!J5!i)]. Thc !'nnvcrgenrc of interpolatton senes ]22lts considercd by 
Erdos aml Turnu ( 1!!37). A dctntlrd dJscu~ston of mtcrpolallon m severa! varinhle.a 
is gtven by StciTcr.srn (1950); hCC also rearson ( 1920). 
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PROBLEMS 

Secflon 3 2 

J. (r¡) .-\'-U!Illlll( lhat. tlll' d..rl\all\'<•< ni J'• 1'1111 lrr• r'll~·ulat<·d, rli'<'ll'~ tlae rrl:.ll\c 
n<·cumr·y nf an lllll·rpolattnll formula ha-.•·d "" ll11· "l"'rnlor do·rt\'1'<1 ¡,.!'rolo lli, Chap 
2 w1th .V = rt 111111 :111 11-pn111l. l.n¡~r:tn~t:rll IJIIPrpnl:IIIOII fortuul:o 

(IJ) U~e llu~ mt<·r pol:-~tt<lll formula" rlh ro = 4 llllll .r, --- .!'oll In :-~pprn,ino:rt•·ln ¡;() 
Compare thl~ r<'~lllt Wllh thlll of Exnmph· a 1 Why IS In .r 0111' of llu• f<·W funr'(IOII!! 
for whll'h mlcrpolntwn usinp; n trunl'utrd Tnylllr ~ertr~ JH pr:u:tiral? 

2. (a) lf n is the ordcr of a I.ngrangmn mtcrpolatJOn formula, ~how thnt 
\ 

n 

¿ a~l,(r) = zt 
J=l 

k= O, ... , n- 1 

where the a, nre the tabular points. 
(b) For n = 3 and equally spne<'d tnbulnr pointR, compute 

mnx ll,(x)l 
(a,,a,J 

for j = 1, 2, 3. Use Tnble 3.1 to estímate the bounds on l,{x) for n = 5. Use tl¡f'sc 
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rl'<ull« I•J rnak<' aro rnfcrcn•·•, un lhc rmporlarll'c oC rou11du1T error rn rnlcrpollillon UEIIIg 

l'qunlly ~p:rrc<l data. 

Seclron 3 3 

:J. (al U•rng C•]unlly MJ"·'"'''' dala ond :, thrre-po1111. l.nl(rnngmn formttla finrl a 
ho111orl on h~f'"(r 1 whrrh, ron llo<' lllll'r.al '1"11111<'<1 loy lhc thrrr pmnts, n~;11 ,r; a 
t.nrncat¡n11 Prf'J' (•f ¡,.,~ l!rarr ill < \1 lr•·ro· d '' a11 rnlq.(r·r 

( ¡,) ~llnrl.trl) , fmd ·• 1 "''""' • ·•: '· ·j' \r) "lrrn "''"i a fh·c-¡uunt Lngrnnginn fpr~~ouln 
(e~ Use thc:,e JC:.UIIR '" 'hiHIIIIIr• lhe IIIIIXIIIIUJII \'alur 111 "· for bolh thl' lhn·c- ~nd 

fi\'C·p_omt r·o.srs, lhr.t cal' 111' u·,rd tu inlrrpololc (1) RÍn :r 011 (-..-,,.¡, (it) e' 111, (-4,4(, 
(111) ~~~~ IOOx on 1-.-,.-!, 1\llh a lrunrat1on error uf l<·s.~ than 10· ••. 

L ( 1~) ~ho" lhat. y(r) 111 the Ln¡.:rangran mtrrpolo.tron formula 111 the uniquc 
polynornml uf dc·grec n - 1 paR.~ing throuj!;h thc pollllll (a,,J(a,)l. 

(b) l!s1· the Lngrart!l:l:lll tntrrpolnteon f1Jrmulo. lo find tire ruhi<' pn~bllli( thruugh 
thc poml' 1 -.1,- f ), tll,:.!j, (.!,--:!),(C., lO). -

5. (u) Uo the cornpululurn oC Exarnplrs 3.1 nnd a 2 \\tlh ,thc same tabular pninl.t! 
wh"ll f(:r) = Hlll -· 

(/1) JI<:!IH!ILI part 11 11'1111( t:en -¡ ;r 

•(o. Cou,Jdr•r lhc foll0\11ng tnbll' for thc ll!'sscl funrttiJns J.(x), p =O, 1, 2, :1, 4, 5 
f!orrcr.tly round~d tu fuur rlccrmnl plai'~'S 

X .! u(:r) 11 r\L) .í,l r) J,(x) J,(x) .l,(r) 

--- ------
?. o :!:!:t•¡ .fi767 :_¡.~;~¡¡ 12.<;!1 11340 0070 
:! 1 i ,(j(J fiO.'l.l :1710 14.;:¡ ()<J()fj OI)<,S 

:l 2 

1 

1104 .5.jGO 3!l:jl 1623 0470 010!1 
2 3 O.J5fi s:m!l 4139 ISOO 0556 01:!4 
2 4 002!i 5211:! 4310 1!).'-(1 fl64!J 0102 
:! .5 - 0·11-.4 4'171 4461 2106 07:38 01'15 
2 (J - O!IG8 4711S 4590 .2353 0870 oz:¡z 
2 i - 1424 4416 46!1(J .2540 0!150 0:.!74 
2 /) 

1 

- IRfiO 40'1i 4777 .2727 1067 0321 
2 !l - 224:1 .37fi4 4832 2911 1190 0373 
3 u - 2601 33!)1 48í.il 3091 .1320 .0430 

(q) Sup~o.,e you wishrol to mtcrpolatc to find vulucs of J 0(:r) nt :r = 2 05 + lj 
i = O, • , !1 Use l.hc rrlal10n · ' 

.r;(-r) = -Jp+l(7) + (p/:r).J,.(:r) 

t? find a houncl onl.hr trunml1on error in thr worst case using (i) linear interpolation; 
(1~) n La!lrang111n thrcc-point formula. Whrch of thcse methods would you use if you 
w1shed lo Y"arunle~ n total error in the rl'sult for every j of less than 5 X ¡o-• in 
m11gntlude'l · 

<'•) Carry out 1 he mtcrpolnt10n u·;ing this mcthod. 
(e) Hr:prnt p?r!.~ a nn<ll, lo fincl vrLlu••s uf .ldx) al. x = 2 05 + .IJ,j = 1, . , 9 
('l) llow many r·orrr·cll) roundcd der.rmnl pilll'l'H for Jo(x) would havc lo ho' g1v :11 

1n ordr:r thnt lhe u-;e uf u fiv~.:-pomt J.agrang1o.n formula would gn·r si¡r;mfil'nntly higher 
nrtura.cy lhnn thc threc-po.nt formula? 

7 · Use thc dato. of Prch. 6 nnd o. t hrl'e-pomt Lagmngian formulo. to approxinrate 
(a) !,.(2.07), (b) Jp(2.405), (e) Jp{:! 64), (d) Jp(2.!ll), with p =O, 1, 2. 

_, ...... 
1,.- j 

1' l f 
-~ '¡ 

, -.., _ ... 

. ' ··' 

INifi!P ON 

'11. flo·dvr· C:l .! K). 
•1 :--.l .. m· tlo:tt 1111' firsl <h!Tcrc·nr'<' (fun111r1l. lrarkwarrl, or I'I'Jilrnllol :r ;••h ""''!Í:tl 

11
1 .f··~;•• ,. r1 •~ a l">lyuollll:ll•,f clc·gro•c• n - 1 Tlw-< cl•·•lw·r• llral tlw nlh olrlf• r• '" •· '" ,, 

l"'lynoool:ll of rle¡~;n·c: n Íll a o·uul!lnnt nrul thc• (11 + 1 J~l. JK zr:ro. 
111. l>iffer<'nc:•• opcrnlur11 ll1•1inc thr Hlufltn!l "l"'rntor f; lo 1-r. JoiJI•h tloal /·,'_(; r, 7 

f(.r: + hl !1,111¡: :lol'<tlllcltlol'rkfillllloii'<Of ~. t',aud &c·~talolu·lr tla:f•·l:l•I'•ÍI•~ eol1 ;,r,• .. • 
(e¡}~ = F:- 1; 11•) V = 1 - ¡;-•, (r) 6 ~ B'·~ -- ¡.;-\>, 'l'lll'n llhl! lh<!M' rc·l.r!J<JII' to 

derive rcllitions hctwccn A o.ncl V anc.l Lctwccn A nnd 4. 
•u. (a) Usiug the rules oC Scc. 3.3-2-2, show that any cl011cd path of tire form 

rcsult-11 in no ronlríhution to any inl1•rpolation formula. 
(b) Thus deduce that thc pn~h from ~·-IJ, to tJ.•ft-• to !J.' ''!•-• rr•ulls m thc ~nme 

contril.ulio11 n~ the path from A•-•J, lo ll'/• In 6 111/•-• ~iuul.erlv, ~~""' llo:ellhr p rlh 
from ,v 'f• lo ~·f•-• lo !!J.>+rf,_, to tl 1/. a11•l lh<' path from /l1' 1/t In .l'f• rc·-ult 111 tire ' 
snme conlrrhuli1.1n From tht•st: re:-.ull-., clrrluee lhat any c/o~i'd 1111/h rontnhull!~, 

nothinp:. 
(e) ~how also t.hat thc path from /,., to !)./, lo / 1 l'llnlrrhutr·• "'!tlun¡: 
(d) ll~c the rcsults of parla a, b, nnd e lo 1kclucc 1 hnl all forn11ola~ "lucir t• ruorll'll<' 

on a given díficrl'nrc and fllarl. uny"hcrc iu the funrlll•nal-\aluc rnhunrr :rn• ~lv:· io~ar-
cally 1'1(\11\'Rirnt. 

12. (u) Suppo.,c n tahlc cn11tams t\\n l'rror'- 111 sur•·•·'-~"'" rnln< · ~~'''" loor" Jho_· 
diffrrencc pattrrus wrll ovcrlap 111 lht• ~"''o111l d11Trrc•11r<' ano! rlr·-•·nlu• !riJ\\ ~ c•u •' l'11i<l 
dctermml' t he ma¡:111tud<' of t•ach rrror. 1 )o llw ~ano<' fur 1 hc• tiHr•! oi11Tc•n '''" ( ol'll
eruhzc lo ~lww how yo u "oul<l u11rnvd nn:v l.\1 o ovNhp¡unv; ••rr"r pal tnr.-. 

(Ir) Thc folluwinp: l:ohulalron 111:1y c·onlrllll onl' or more• """flrlllh. By <hiTNCIICHe¡r; 
the tnhulut 1011, c·orr<'l'l t 111 ~,. Jlll~llllllf~ 1 )r•Hrrthe thc• way )'1111 •Ir· tri'! 1 hr• llri,..prrr.h' 

20111 10'1 lfo.l-17~:! l~f.i·l'l2 

l!ll'lll."rll l!iS~ 101 121'rHI 

IS~I(,foR:I lfi:l!J.•m! ll(i2fi·l!; 

ISH:lOS' 117711:J IIIOIGI 

17!JJIJ;¡n 14:!4!J!J!I 1057!i58 

17:l!J.i:l:! 137:!548 IOIJSI46 

1687132 1320088 

(Ref : Kopnl ( 1!1.~.5), p. 86.1 
(e) Fmd nnd corrcrt thc llllRpnntR in t.he tuhulnlt1.1n oC .l,(r) in Proh 6 

0 13. Rupposc a I!Íngle <'nlry in n tahlr i~ 111 t•rror Ir y a u nmnunt • 111 t IH' ),.,.,¡ 
sigmficnnt digrt nnd lct all the olhcr cnlncs 111 lht' tahlt• he~ m <!rrnr hy tlrt~ uwxun1111,1 
roundofT error of ! ~ in thc le11st sigmfieJtnt drg11., nllcrnntc•ly pluR ami m in u~ Tl:,·r<'
fore, in the po8ition of thc leo.st sigllifil'nnt clig1t, the t•rror po.ttern would Jook hkc 

-H, ~~. -H, ~~. •· H. -H, ~~ · · · · 
(a) In tcrms or ., finr.l thc error in the difierence oC ordcr 21r, k "" 1, ... , 6 on 

' the hnc with the • entry. 

'44. 

' 1 
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(b) lly r·onHidcrlllg thr eMe whcrc , ~ -•.¿ find f •J1e Jnrg~t e · 
{ • ' ' ~. mur • • •• • o rror In o 
unctwnl\l vnlue wh1ch cnnnot be díRtingulahcd from l'oundolf in thc dif}'crcnc~: or 

onlr·r 2k, k = 1, ... , 6 

(e) llcnvl' n fornuJia frn '"'•• 111 terrnH of k. 
(Hef l'.hll<'r (I!J.'iO) 1 

•H. (a) Givcn n toblc of valuea at on intcrvol h, di~Wuss how you would gl'nl•rate 
~ ncw lal;lc ("Huhtabulatc") at nn intcrval ph. (O < p < 1) by u11ing an apprupriatc 
mtcrpolat10n formula. 

(b~ Show tha~ as n - .. "": the lcft-hand side of (3.3-11) approachesf(oo + Arn) if 
the senes on thc nght-hand s1de converges (P:cc Prob. 22). 

(e) Lct lhr forward-difTcrcncc opl'rator with rcRpcct ~ the intcrval pA be r e-
scntcd by A,. Using (3.3·8) allrl lhc rcRult of port b, ahow that epr 

(d) Use thc rcl:!ult.~ of Prob. JO lo ahow that in op.•ralional form 

tJ.ffo .. (( 1 + fl)P - 11'/0 

U He thiR t? cnkulatc 4(, i = 1, 2, 3, 4 in tcrms of A' and p, rctRining terma through tJ.•. 
. (e) tJ~e t_hc rcHults of pnrt e to subtabulate the data of Prob. 6 for Jo(x) with 

(l) P = H; (u) P = ±%. Compare thc resulta for p = ~~ with thoae of Prob. 6. 
How could you overcome the problema that arise near the end of the tabulation? 

Section 3 4 

15. (a) Derive tl•e identities 

(ii) (~) (;) = (~ ~- ~) (;} 
. ; 

(b) Use lhese r~ults to t<how thRt l ( -1)•-r C) {:) vanishes and thua deduce 
J~r 

that the right-hand si de of (3.4-1) is ¡,. 
16. {a) Use lhe rPsults of Prob. 10 lo expreHs Newton's backward formula in 

terrns of backward d1fferences at a 0• • • 

. (b) Sirmlarly, expreSI! Gauss'a forwarrl and backward formulas in terms of central 
tlrffcrences at a 0• 

(~) Using,th~ notation JJa• .. +•fo = H(6'"'+'J~ + 6Z"'+'f-li) express St1rling'a and 
Hesscl s formulas m terma of central differcnces. · · ·. 

17. (o) Show ~h~t in any finite-difference interpolation formula a dift'erened.I6J 
nny ordr:r cRn be chmrnated by usmg the relation &"'/~+' ·- &'"/k = &"'+ 'b ora similar 
relnt10n for forward and ba<'kward d•fTcrences. · ~ ' .. 

(b) Us~ this result_and the result of Prob. 16b to climinate tire odd differenecs . 
from Gauss a forward formula and thua derive EvereU's interpolalton formulo. · . 

1/(m) = (1 - rn)/o +m¡, - m(m - l)(m - 2) att .; ''·" 
. 31 10 

+(m+ l)(~)(m- 1) a'f, + 

ltfTfRPOtl\ TI ON 71 

( Jt. 11 111 n 11 uln u1 u¡ .. cful m iulerp<JlaliiiJr: lh lnl.lr¡¡ whirlr prnvirl<· nuxillury tul,!··~ of rr•" 

n·nt rnl •lrO..renccK.) 
(r) SrnriltLrlv, dírninnl4! thc evcn difTer••n<'Pfl in r.ouFrÚ; forwnrd formula lo ~·:t 

,<.,(rJf•11•ru'.v wl~rpolalwr¡ Jormuln 

[Rcf. · Hildcbrnnd (1956), pp. 10:1-10.5, or l{rrpstl { 111!;.5), pp. 'j()-54.1 
"18. Throwba<'k. (a) Us<' lhP. fCHIIIl or l'roh )(ir lo show lhnt. 11-f"> r:tlio of tlw 

COCffiCI!'nt /l, r.f lhl' fourt.Jr <'PIIlflll rJifTPr<'llrC in B<''-~!'l'R fornrula l<r lh"' I'OC'Iill'll'lll /1: uf 
the rwroud <htTrrr•rrr.l' iH (m + 1 )(m- 2)/J:l ruultlmt forO ;;; m ;S 1 thiH rnlro vnrr<'H 
bl'tWI'('ll - H L\lld - h 6 

( ¡,) 11• r·ru•··" ""'' r'll 1n \'1111"~ vt·n l•t•l•· "" tl11· '"' <·1 v11l, r flll ·1•1<-r ro ¡.11"'"'1~ lf, I•Y 
c/J1• Hhuw tlml. JJ, -· di1 ILII rl [uur·trulr uf "' )¡IIH •• IIIIIXIIIIIIIII 1111l: pr r.rknt uf r n.it! 
two minimn dcpcndPnt on e on (O, IJ. Finrl thr two vnluPir of f wlrich ~r¡t¡nli7P tl11~ 
mínimum anrl mnxirnum vuluc~ of /l, - r/1 2 on lhtK mtrrval ~hn" thal <IIIC of lhr .,,.. 

vrr.luc~ ._, is vrry n<'nrly cr¡unl to thc avcrngc vnlu" of JJ,¡IJ, over (U, I.J. 
(e) Thus rcwrite llcs~ri'R formula aR y( m) = H<fo + /r) + (m ·- ! ~)a/\¡ ~ 

B,(~'fo + a•¡, + ,·,(6'/o + 8'/r)J Tlll'l prorNiur~ Íll cnllcrl tl.rowbnrk, thnl-IH, Wl' ""''C 

"thruwn hack" tire efTcct of the fourlh difTPTcJwe onlo tb<:! !>Cconrl thllt·rr·r~r·c (HPf . 
Kopal ( 1955), pp. 54-56.1 

19. (a) Di!!play thc P.rror terma for the Newtoninn and Gau,.smn inlcrpolation 
formula~ termino.tP.d with thc dillcrencc of order k in tcrml! of Ir ~tnrl m. 

(b) u~c the~e to derive t.he error ~TIIll! for Stirling'a and Dl"oHci'H formulaR tcrnll· 
nated with an odd or evcn dJITcrcnce 

Secfion 3 5 

20. (a) V\'hat abRCÍ'<~!l~ nre involn•d in lhP rnl•ulal10n uf Pnrh ('lllry in tlw t:.hlc 
in Example 3 5 for both thl' (;n'I'Rran nnd "'"" l11111nn foruJIJI11!,7 

(b) Vcrify thnt thc adunl r•rror ueurg "'" rlrll<'n """~ i" con~<isl!'nl w1th that cnl
culatcd using t.lw rr,ult of l'rolr !'la 

21. (a) llow mnny tcrruHlll t:nu~~·R for\\ard formulo. can be userl1f x0 i~ (1) tire 
next to la<rt cnlry in n tahlc, (•i) thc fourth cntry? 

(b) U11e (~ -1-7) nnd (:J.4-!l) to show thnl, whcn m ÍR nenr zero, Stirhnp;'l' forrnuln •~ 
a dcsirahlc onc to use and thnt, when m •~ lll'ar onc-h~lf, Bcss!'l's formula i• dP~irah!r.· 

•22. (a) lf h is fixcd, Rhow that in the hmit RS n--> oo Newton's forward formula, 
if it converges, becomes with ao = O • 

.. 
'\' A•/o 

f(x) =lo + ~ jlh• x(x - h) · 
j•l 

• [:z: - (j - l)h) 

(b) For f(x) = e•• and ao =O, show that !J.'/o ~ (e••- 1)'. 
(e) By using thc rcsult of part b in pnrt a, show that the ratio of the k + 1 nnd 1.· 

terma of the acrres ia givcn by 
1
, 

e•• -- 1 
h(k + l) (x - kh) 

(d) By considering this ratio as k -o oo, deduce that the series in parta converges 
il e•• < 2 and diverges if e•• > 2 unless x is a positiva integral multiple of h., in which 
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•" ·• '' • ··11.' 'JI' · 1,\ '''"" ddlp •di ,, .ulr p, tJmt ftlf, •' 
''"1.1· tf r ;- - h 1 

(, i flt 11"' .f,,ftllt ll,·,t '·• \\(tllt·..., fun\nrd follll\ll.t lh llll U'i\'111
1
dot1• ht'rlf'll ror ,.,. 

" 111'n r"• > ~ Coul f:l.'l 1101 • 1\ ti h 1 lu• 1'1111\'('rji;PIWP. oi tlo!' T:.o_1lor ·'UII'~ fnr e" for al! 
ar Iu pr.to'l" e," loy "'"'''" \\'1' I!XJ•I't:t l\!'11 lon's formuln tn he Myrnplolic t!vc 11 "hen 
e•' < 21 [He!. llrldcbrand ( l!l!'w), pp 1 J.l--llli 1 

''1 .. 1 1 . - · ·'"."''"~'' .•vu t:\\(' a la >h· of ~~~· x :tl un mt,.rntl h "" 1 llow r•t:tlly tabiJinr 
,x•mt·. •·.ou11l hn1'e to_hr u,,.,¡ 111 1ntt·rpolalmg m th•~ tahl<' lo a&~ure a truncnllt/11 <'rror 
o! le~s than (a) w-•, (b¡ w-•; (e) JI)-•; indepcndcnt of a 0 and m7 

24. Use th<· data of l'roh. 6 and a linite-di!Tercnre inlerpolat.ion forrnula to 
~pproxm111te (•d Jr(2 Oi), (lo) ./,('.!.10j), (r) J,(2 64), (d) J.(2.!Jl), wttlr p = 11, 1, :.l. 
'" <'a•·h ··a'!l rnot1vall' your ch01ce of a pariii'UiiLr mtcrpolahon formula and rompare 
thP. re¡;uJt,; "ith tho•e of l'roh 7 

"25. l>1v1ded <hiTerl)n('es Th!' d1vided d11Teren~e of order k > 1 of f(:c) is dclined 
o y 

J[a., ... ,a,J =- !:-'[_a:.:••..-:...· ---''--!:'a~t:!-1_- /la o, ••• ,a,_,J 
a¡- at 

wrth f[a:) = j(a,). 
(a) Prove that 

A; 

)I'Jo, •.. 
1
fltl = 'i' f(a,) 

¿ (a,- a,) · · · (a,- a,_,j(a,- a, .. ,) ... (a,-~) 
,~¡ 

and thus dcdu~!' lhat lhc order o! the arguments in a divided d11Terence is imrr111te~al 
(b) Use lhc clatn o! Exampl<• 3 1 to genera te a divrd!'d-diiTerence table analogous t~ 

the d11Ter!'nre tP..ble of F1g 3 1. 
(e) Rhow thnt 

fía o, • • ,at-o,.rl = /[ao, ... . a.[ + (x - a.}/[a 1, ••• ,at,xl 

and IIRe t hl3 rcsult to dcn,·r thc formula 

f(x) = /[a,J + (x - a,)j(a,,a2] + (x -a, )(x - a 2)/[a 1,a2,a1J _ 
+ · · · + (r - a•}(x -a:} · · · (x - a._1)/[a 1, ••• ,a.]+ E(x) 

E'(r) = p.(.T)j[a,, ,a.,xl 

Thrs formula ÍR raii!'J Newtnn's dwrded-dtfference mlerpolalwn fonnnla 
(d) l><'durc f~orn part e that (x - at)/[a 1, •• ,a.,x) ...... O as x ...... 0 ,, k = ~1, 

.• n. 

(e) Use ~h•s result to show that this formula must be algebraically equivalent to 
thc Lap.;mng•an lr.terpolati<Jn formula whkh, uses the tabular points a 1, ••• , a •. 
-Thu~ <h•duce that 

1 f[a,, ... ,a.,xl = ;¡ J<•l( ~) \ 

wherc ~ is in the interval spanned hy a 1, ••• , a, and x. 
(/) Use. thc r~sults of parfs e ande to show that when a, ...... a, i = 1, •.• , n the 

Newlon diVIded,-drffcr!'nce formula oud, therefore, the LaJZrangian formula are both 
~qUival<mt toa faylor senes Wllh rernainder. 

IU1i' 1 1 

(q) '""' No·\~UIII
0

ll <llvld•··l-·1•11· •• ""' r .. ruoub nllll u ••. tnlolo uf ¡utrl ¡, '" "l'l''""' 
mn(oo J,. 1:0 Cot"P"'" ''"' rt•t·lllt. wilh Jo:x•1111pl<· :1.1. 

(/¡) \VJ,..n lloP lniHJiar pmnt.K nr,. <>r¡ur.lly op:.otrtl, ,J.,,w tl.at 

and thus Uñ!' purt e t~ dPrívc 1\:cwtun's forward formu:a. 

Secfíon 3.6 

26. (a) Show that thc tahle of (3.6-2} rara be replaced by thc ~ymm<'tri('nl 
arrangcment 

a, a, - x y,(x) 

a. a. - x y.(.r) 

yu(x) 
1/u(:r) 

Y•-•·•(x) 

Ym(:r) 

11•·•· .• (x) 

Y•-•·•-•·•(:r) 

What would the additional !'ntries to the tahll' be ir the point.a.. ... wcre usPd? 
(b} Use thl' tcchnique of parta to rlo th<' romputation of Exampl<~ 3 6. [IlPf 

Nevillc ( 1934 ).1 . 
27. Use 1terated intrrpol11tion todo lhe calculationq of parla a and lo of Proh 7 

Compnrr the rc•mlts w1th tito~<' o! Proh~ 7 nnd 24 · 
1 

28. lnterpolat1on uPar a SIIII(Uianty Ruppose you are givl'n a tabulat10n o! ~one, 
cosine, and tangent as !ollows. 

X sin x COfi I t.anx 

,r;r.r. ~1'1'1'1~-;fj OIH7'lfi'l 2t1S •I'II:.!R 
;,n¡ 'I'I'I'J'l~X 1'11.17'Hi:l 2fi:l 411 '.'', 

51iH ~l'l!l' J' lli 1 OO~i~Hi:¡ :¡;,¡ lillll(i 

51i'l !l'l!l'l'l.'H 0017!Jii.\ r,;,(i 6'lO'lR 

570 !l'l~J 1 l!l\l7 00117%:1 1255 7655\l 

Using th<'se data and any interpolation formula, calculat~ tan ( l.ñ6!l5) hy (a) u~mg !he 
tan x tabulation directly; (b) calculatin¡¡; sin ( 1.5695) and cos ( 1 5G!l5) Thsru's lhc 
reasor.s for the varying crrors m the two resulta. IRcf : Kopal (1955), p 811 

Section 3.7 

29. Use the data o! Proh. 6 and inver~c interpolation to approximatc th~ zcm of 
Jo(¡:) betwecn 2 and 3 (cf. Prob 7b). . 

30. lnverse .mtl'rpolation. near a singularity. Suppose wc wi~hed lo cnknl!lt" 
that value of x for whi<::h sin x = .9!)99950 using the data of Prob. 28 Why will thl' 
procedurc of Sec.-3. 7 not work here7 To sol ve this problem, do the following · 
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1 

Ir¡ 1 l~ht:rrn ·''' 1111lral "l'f'""rrrrnltnn :t lo-.; by lrrrcur inw:rnc int<'rpolation IJ!'l\\1'<'11 

r. = t ~,,~:- :u"l r: = 1 ;,os 
1 

• ••• 

( i. · l'" d""' t inl<'rpolnt ion, con\ puto ain f. 
! • · r. ;- < !l'lO:'.''I!ill, r< pl.1rr· J'r by 1 nnd r!'pl'nl tluR pnwcdure OlhcrwÍI!r, 

:· ;., ,., ·: lov j, Con11111w rrtrlrltlll' prorr''" ronvcr~,-~· What condítion IIIIIKl I!ÍII r 
~alr• ly on j.r,x,j m ordl'r for thc ptoccs" to converge? 

Sec•ion 3 8 
•¡ 

31. llcnv ... E•¡R (3 8-10) 

32. Use the data of Prob. 6 and llcrmite intcrpolation to do the eomputation of 
p.uls a 811'1 ,, or Proh. 7 for 7' =o. Compare \1 tlh llll· Jncvinus rcRults. Cnn !he use 
of thr llr•nrr rte ml~rpulnt I<Jrr fnnrruln be RÍrnplolil'd for t•qu:d)y,sparccl dnla iu o. fnshion 
nnnlog01n liJ tlral for tire l.:r¡;r:urginn formula 111 St•c. 3 3-17 1 , 

Scclion 3o9 

3:\. (a) \'cnfy tl.nt, whcn ErJR. (:1 !l-:1) nnd (3 9-4) nrl' solvcd for y(x), thc resulte 
are, rc~r•orli•·cly, the Lngrnngmn ami llcrmite interpola! ion fonnulaso 

(b) ~rrn•'arly, Ahow lhnt y(:r) gÍVl'n hy (3.9-5) 1s HUl'lr that y(z) and it.~ first r, 
dnn·¡:t.vce agrrc witlr f(x) al a., 1 = 1, o . , n. 

:14. (a) Show that thc vnlue of thc Vandermonde detcrminant 

A(a¡, ... ,a.) = 

a" ... a"-• . 
ronlrtirr~ rtll fP.dors of the form (a, -a,), i ;><! j. 

(h) By siro" ing flrat there are n(n - 1)/2 such fartors and that the determinan tia 
a pol)·ncrnial of thoH drgree in the var1ahles a,, .. o , a., deduce that 

n 

A fl (a, -e,) 
J>•=l 

0
3!>. (11) tfsl' lh(' TCRUJt of the preVIOUR probJem to derive thc form of {,{z) directJy 

frorn (3 !1-:n !Jcrluce that. the nrmor of y(x) in (3.9-3) docs not. vanish if the tabular 
poin'~ ;,rp ".i••l•nrt 

(b) Show dtrl'l'lly that the minor of ¡¡(x) in (3 9-4) docR not vanish if the tabular 
potnli ar<' drstirll'lo 

(e) Gencralrzr thts result to show thnt thc minor of y(x) in (3 9-5) docs not vanish 
if thc tr.buler pornts are dtstmct. 

36. (a) Let /(z) ha ve zcros z., i = 1, .. o , n oC multiplicity v;, i = 1, ... , n 
n 

in an intcrval (a,b). Let v = ¿ v,. Prove that J<1>(x) has at least v -k zeros in 
•-1 

( a,l1). 

(b) URe lh!s rcsult Knd a techniqu" similar to that used to derive the Lngrangian 
nnd Herruttf' intupolr.t.ion formula crrors to dl'rtvc (3.!1-6). 

37. (a} Wntt thc deterndnantal fonn for an mtcrpolation polynomial y(z) which 
at thc n tabuhr poíuts is to ha ve the Bame value and samc second derivativo as the 
function f(z) (but not necessarily the same first derivativo). 

INTfRPmArtOtJ 7$ 

(h) Sfrow thut for n - 3 andar "" -1, n, ""11, o, .,: 1, thc u~ín"r uf ~ '" 11 '", 
dcturmi::o.nl vnni~:~l:eo identicolly. ThWI deduce. that ti•.CW. Í8 no r¡uiutic poi y nrurHnl 
salisfymp: tlrr dt•11irrcJ ,.ondrtiom•. (llrL· llnmrnmg ( lllú2), p. 114 1 

Soction 3. 1 O 

38. Suppo11c it Úl dr-«iroo lo Blll'roximnte /Cz) in thc form 

.. 
\"' /(z) "" k 
i•l 

(a) 1f the apprmtimatton is to he l'Xact nt tlrl' n cqually sparcd points, O, 1, 
n _ 1, wnte down the n cquattons for thc c.'R (n'llUIIIing thc u.'s are knm~ n ). 

(b) Given the data 

x· O 1 2 
/(:r). 2 4100 2 0851 2 l!l."rS 

use thc rl'sultR of pRrt a to linrl thc cocflidcnts of an exjmncnt•al Rppmxnnn!ton "'''·'-' 
-o = -1 a = -2. jltc'f llrldo·hrnrrol ( I!J!',t;¡, P :¡,.;o 1 

aa • "' ' ' o ¡..; • • - gtV<'II n furr• '"'" 39. Interpolntion of funet1ons of '"o vnrr:d,Jr•H. • uppu~t· u en'~ ' 
or two variables /(:r,y) tahulatcd Utt points (o.,hJ), ¡ = 1, ••• , n, J "" 1, ... , '~1 • 

(a) Ir we wish to apprm.unate /(:r,IJ) at n nont.nbular point, sho":' lhnt wc I'!Hl do 
this by first Íllll'rpolnting to find f(x,h 1 ) for ~ ~CI¡UI'IIt!C of Values O( J and ( hCII, U~rng 
these values to interpolatc to find /(:r,y) or VICfl ver8a. ' 

(b) Given tire table of valuf'.ll of the I'Jiiptic integral 

E(:r,y) = fo 11 
(1 -sin' z sin' t)H dt 

~ so• 54° ,'j<¡o G2° 

50° o 8134 o ¡;ow o 7'lSS 1) 7!120 

52° () S-114 O S.l:l:! (l S:.'!il () H174 
M o O Sfi'tll o 1-i!i'l~ 1) sr.os o 8·122 
!jfio tl S'Jtj:.! O 1-iX.'i!l () l-i75!l o 8Gfi3 

find 811 approximat.ion to E(55.4°,53.1") by (i) intllrpolating hnri1.r~ntnlly to finrl 
E( '-'-4" )fort¡ =50" 52° 54" 56°andthcninterpolntingvcrllr.nlly·(u)ml1'rpolattng 

¡¡¡¡ ·" . , , , . 11 ( '2° r.l "'1 vert¡cally and then horizontally lf thl' dcsircd_poin_t ltc~ on a dmgona e g • ,¡ ,¡¡ , .' • 
how could the interpolation procedure be s¡mphfied7 [Rcfo: Il!ldcbrand ( l9¡¡ti), 
p. 125.) 

/ 

.. 



chap«er 4 

NUfVU!ERBCAL DBFFERENTBATIONv 
NUMERHCAL QUADRATURE, 
AND SUMMATION 

4.1 NUMERICAL DIFFERENTIATION FORMULAS 

The form of the generalnumerical differeutiation operator is 

"' n 

L[f(x)] = pt>(x) + L L A,,(x)JC•>(a.,) 
•-o,-1 

~.~ 

'• < 

(4.1-1) 

whcrc at lca¡;t one Ao,(:r) ;é o. In this s~ction wc shall rP-atrict oursclvcs 
to thc ca~c m = O sincc this is by far thc most important case in practice. 
Implicit in this and thr following scctions on numerical diffcrentiation is 
Lhc ·exislcncc and, ~vherc ncrrssary, .:o11tinuit.y' of as many derivatives of 
f(x) as wc rw¡uirc. 

Our basic approach in deriving numcrical differentiation formulas will 
be to diffcrcntiate thc intcrpolation formulas of the previotis chaptcr. lf 
we diffcrenti~tc the Lagrangian interpolation formula (3.1-5) k times, we 
get 

J<k>(x) = ~ llk>(x)f(a) +-~[p.(:!] ¡<n>(é)] = yc•>(x) + !!._ [E(:z:)] k 1 1 dxk n! dx" 
J-1 

(4.1-2) 
In .particular, for k = 1 we ha ve 

f'(x) = I L;(x)f(a1) + d: [ P:~~) fC">W] 
J-1 ' 

(4.1-3) 

76 

JI • 

wlww 1 h·· dt·rívntivl' of /1(.r) í11 t·a.<:ily !'akubt.-rluo;;!ng (:t.2--1). J )••INIIJIIJ:l

l.io11 of r.,'hl: t'r!'Or ll'rlll in (1.1-2) or ('t 1-:~) preS<·nls a pmlrl• 111 lwc·.~lll.t: € i~ 
nn unlwown function of x (:.ce Hec. :3.2). Nenrtlacles . .;, wt· ~:a u pr ove t he 
following 

Theorem 4.1 Lct Pn(.r)J<•>(E)/n! be thc error tcrm in tlw Lal!mn-
gia.n intcrpolation formula wilh E in the intcrvalspnnncd by aa, 
a,. and x. Thcn, if f<" 11>(x) is continuous, 

_! .!!.._ JC"l(E) = 1 . J'•+ 11('1) 
n!dx (n + 1)1 

(4.1-1) 

whcre f/ is nlso in the intcrvnl spanned by a, 

Proof If we tak(' thc Lagrangian intcrpolation formula (3 1-.'i) 
with x ;é a11 j = 1, ... , n, divrdc both srdcs hy p.(x), and diiTer•JJtti.at e, 

. we get, using (3.2-4), 

Now considcr (3.1-5) with n replaccd by n + l. We have 

j~n+l 
j=n+l 

(·U-!;) 

(4.1-G) 

Dividing (3.1-5) by Pn+ 1(x}, rcarranging tf'rms, nnd URÍng {-l.l-G), wc n~ay 
writc 

where.,. is jn the intcrvalspanned by aa, ... , a,.+l and x. 
limit of both sides of (4.1-7) as a.+l-+ x. We get 

(4.1-7) 

Now takc the 

(4 1-R) 

where '1 is in the interval spanned by a~, ... , a,. and :z:. Comparing , 
(4.1-5) and (4.1-8), the theorem is proved when z ~ a,. But using the 
continujty of the derivatives, (4.1-4) must be true for e.ny x. 
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Hy an I'Xl<'IISIOII of t hiK a~umcnt., we·may provc Lhn.t. (11 

1 rl• i' 
- ---f<•J(~) = --- ·P"'•)fr¡,) 
''·'dc1 

• (n+J)' 

wilh r¡, in l.he-intcrvul !-.p:Lilll('(] hy a1, , a. a.nd,z. Using tlw rc•Rult 
of tlm tlwor~m and I..t:ibni7.'R rule, we 111ay writ.e thc error tcrm in (-l.l-2) 
as 

dk [ ( ) ] 21< kl J<•H-il(r¡ ) -~- '!!'!.~~ fC"'W = -~ p~•,(x) ---__ 1 ::!._ 
dxk 11! '' (n+k-t)! 

.~o 

(4.1-10) 

and, in partieular, for (4.1-:l) 

_t!_ [7?~:'-l ¡c•)wJ =~ - p_'!_~rl__ p••l>(ql) + 'I!:".J!-,1 ¡<•I)(J1o) 
dx n! (n+l)! n. 

{4.1-11) 

Frotn ('1 1-ll) \H' not f' t hut, if we are cl'II.Ímó.tlllg tlw df·rivulive ut a 
tubula1 point, t.ben t.hf! fiJ'hL t.enn on thc right-hand sidc is Zl:ro. This 
mPans in Pff<'<'t that thc dcrivalive al a tabular poinl can be calculai!'d úy 
cf¡jTrrrn!wling thc {,agro.nouw formula wh1le considcring ~ lo be a cnn.~lanl. 
By 11!--Ítl¡.; a tPehnique f>inular to that usccl to derive the error in thc 
Ln~raugian formulp. in St:t:. :t2, wc may also show that, if x is outside or 
at. an Prlcl poiut. of the intPrval l'lpanncd by a., ... , an, t.hcn thc rrror 
m:ty agalll he \\l'Ítlt•n by drupptll)!; t.he lilot t.crm on thc right-ho.nd o;idc of 
(4 1-ll) 111 (n.nd, in gPncrul, chanp;ing r¡ 0 to some other vo.lue in Lhc 
Ílllen·nl spanned by a1, ... , an and x). , 

When t he tabular points are equally spaced, y<k> (x) in (4.1-2) beco mes 

y1'"(r) = ~ i t;•>(m)f(aJ) x = ao + hm (4.1-12) 
1=1 

wh~'re thc differcntiation of l,(m) is wit.h rcspect to m, and we have U'!ed 
the fact that 

dy dy dm 1 dy 
dx = drn dx- = h dm 

• (4.1-13) 

In a. similar fashion wc may differentia.te the interpola.tion formul~ 
expressed in 'difTercn:e form. For example, if we differentia.te Newto'n's 
forward formula {3.3-11), wc gct 

NUMERICAL OJrFERENTIATION, NIJMERICAl OUADQATU!lf, AfiO ~U'Mio!.TION 

~1111i lar <·q uatlons can e)Parly b1: wríl t <'11 dowr• for 1 1.0 111 lw1 :1111: • · 

difTcm:IWf! intc:rpnlnt ion formula~ 121. For thc partir,nlar c:ase m "'~ O, 1\ •• 

nwy writ·· (4.1-11) al-

,¡• k! f s;kJ 
1 ¡y( no) = J1t ¿ -. 1- ll'fo 

t .r 1 ~k .1· 

Thc St1 
ll.T(' <·a.llrd ·~lirling numbers of the fir.~t kintl. Somc of 1 he ir pl op

ertii.'B fLTI') COIIRid<•rr•d i ll I·IJ. 
~Ion: ~<'IH'r:tl numcriral difTPrf•niJ'IIÍon furrnula.o; c-an be fo111ul l·y· 

diO'cr<>nt.w.liHg l111: gf:tlf'ral iutPrpolatiol• formula (:t9-:i), lmt a.o.; \\C ilav·~ _ 
mcntionPd, it i:-; !-<Pidom u~dul lo h:tvP 1111111Prin1.l •lifT••I'f'tJIÍ:~.tioll forn.t.:.~, . 
whif'h dPpr,ud 1111 d•'J'Í\:~f.J\1"- of tl1•: f•JII•I¡o¡, · ' 

4.2 COMPUTING DERIVATIVES NUMERICALL Y ' . 

Rupcrfic·ially, Lhct<' would Ref'm tu he: no 111nn: dilfif•lllt.y ({J <"IJ111plll it:¡..: 
detivutiv<'s using !.he fonuula<> of t.hc Jlll'viou-. ~~~l'tion t.J.an tlH·r,. wa-. in 
using 1 he int.erpolation for111ulas of 1 hr previou'4 ehapfc•r. · B•1 t ;\ ,.J¡¡,,., 
look indieates t.hat roundofT error, whil1! nflf•n not !-<i~nilil'ant in ""ÍIIJ.!; 

interpolat.ion formulas, is not only si~nificant hut ran he' c!i~a ..... ll'f•ll'; :11 

nunH:ri<'al dtfTcrentiat.iou In this sc·f'l.ion \\<' Rhall l'Oll~ldc'l' nun1•·ri• :d 
diiTcrentin.tlon u~in¡; tlu~ La¡¡;rangian interpolalion for111ula for ,.,,,1·<1:} 
spaccd dat.n, but t.h1s dlf'i!'ll~siou may C"asily be PXIC'IIfl<•d fo ftnifc-dlfT,•r"ll• ,. 
diiTcrent.iation formulas. 

The roundoiT m ror R(.r) ÍtH'urr<'cl 111 using t.hC' Lngrauginn llll••rpol.~
tion fonnula (:~ ~-:l) c:an 1)(' houndPd hy 

n 

IR(r)l ~ (!í X JO ·•-l) L ll,(m)l (4.2-l) 
1 ·1 

if 1 hl' fu nd ional valw·s m t· nll c·on <·•·t ly rouiHlt·d t o r df'<'llna l pLt•'""'· 
1\loH·ovcr·, as Tnhlc :t l irulll'al.<·s, t.lu) values of l,(m) tii'Vf'r ~Pt. IIIUI'il 
largcr than 1 for rcn~onably small n. Thus for such \'ah1C'S of n IIJ(' 
rounJofT error will afTr:eL only t.he l:u;t signiliea.nt digit (i e., thc rth 
decimal). Contrast thif<, howevcr, with Eq. (4.1-12). Comput.ing wit.h 
this formula, thc roundofr' error R4(x) can only. be boundf.'d by ' 

')X IO-r-1 f 
IRk(x)l ~ '---/tk- ¿, IW)(m)l 

1-1 

Clearly, if h is small, the roundoff can he vcry largc. Now for cr¡unlly 
spaced points, each term of thc truncation error conta.ins a powet· of h, as 
can be seen using Eqs. (4.1-10) and (4.1-13). Thus, wherco.s in interpola-

f, ...... 



11'111 llllllfld11111 1'11111 1•< l""l'"lltlll>llll., a 1"'1\'1'1 ni¡, ILIIIIIo&lfi.¡,,JI,·IIIII 

tfu, · ""' ,¡, ,,.,,¡ 1111 h, 111 lllllllc'll•':rl dtl[c ll'llll'lltc•ll, Ir IIIII':LIIoll 1'11111 t' J'l'll

l''l:ll'>ll,tl :uul r<HIIId'lll•·rr:ll h 111\'c·r.-d) propolllouallo a po•lt'l ,,r ¡, -\ 

:-,nc:~ll vahw fJf h 11!1'11 l':l\1'1'-; a lar~~~ magn1fir:alion of tlll' roumloiT error 
i 1·1, .... ,,, "' 1 !w fn lti'Í ''"'a 1 1 a hJ<'", t and a lar 1!:'' \'a hJI' r·at¡<-r•<; a lar~" t I'IIIH'U

í "''' ""'' '1 h-- !->111-(t;•·-1- tlw prr,J,J,.I,, ll'f' "'''' e oll'-lrl•·r of fmd111~ 1 hP 
•Jpl 'l11al valrH" of h 11 lll'n IIUIIlt"rÍI·ally l.hfTcri'nlmllllg al equal intl'n·als. 

In parllr:ular, IPI u!' <'Onsidt'r this qups:1on wht'n thc first denvati\'P at 
li tubular point 1s d,':;in·d Tlwn tht' fir,..t tPrru on tlw ri~hl-hand s1dP of 
(4.1-11) is zero, ancl wc have for thc truncation t'rror 

g,(x) = Iv:(.r)/n']f<">('lo) 

Now, using (3.3-4) and (·U-la), we may writc 

7<(x) = hn-lp:(m) 

so lhat 

fo: 1(:r) = /¡n-l[p:(m)/ni)J<•l('lo) = hn-lc¡(:r) 

(4.2-4) 

(4.2-!i) 

v. hcrP r 1(:r) does not dPpend on h. 
ro••ndoff r·rror 

Sirmlarly, we may wrrte for t.hc 

J( 1(:r) = (1 /h)r¡{:r) 

\\ l1ere r 1(r) abr. don!:i noL depcnd on h. A c:onv<'lllelll 1\li.Y to d<'fine lhP 
npt i '' ni l'allH· (Jf h (s<'e !t3 l for anot.Jwr) is to choose that v~lue whH:h makes 
t h~ ÍJOI!uds on 1 he magni tu de~ of /~' 1 (x) and R 1{-r) equn.l This \\'111 lead to 
an acl'lll ale opt.i1mim only whcn Lhc two hounds are equally good. ~-;vcr
t.hdess, thic; approneh is dcfcnsiblc sincc we are rcally only looking for a 
reasonable value of h. 

Wc havc 

e1(xj ~ [p:(m)/n'flll. 

wh~re 111 n is such t.hat 

(4.2-7) 

IJC•>WI ~ M n (rL2-8) 

fol' ~in th1• int.erval spanned by t.hc tabular point.s and x. Similn.rly 

n 

l1 ,(x)! ~ E L lt;(m)l (4.2-9) 
1~1 

wlwre E 1s thc magniludc of thc maximum roundofT error in each value of 

t DccauMc the factor 1 !h• causes a magníficat. ion of the roundoiT error or, in 
engmecring parlancc, thc "no.sc>" in thc funrtional valucs, numeriral diffcrentiA.tion 
JS oftcn callcd a noise-magnification procesa 

NIIMI Dlf Al (IIIJI PIIIIIIIJII>II IIIIMIPH 1\1 OIIAI>PIIIIIUr 11111• '.11/' '1"11 a 1 , 

~ j(u,) lf1 X 111 ' 1 111 ( 1.:.!-:!)l. \l,tlll~ ( 1.:?-7) 1\11.1 {1.:!-!1) l.•• ,.,,,.,,.., llw,... 
hnurul,¡ 1111 tlu· rouudufT arrd 1 l'lllll':d 11111 1·rrorli, wt~ w·L 

'(m) E '!, h~-• !!E-. __ M = - ~ ll'(m)l 
n! Q h L ' (.J.:L-111) 

J = 1 

so t.hat. the optimal valuc of h is givcn by 

(4.2 JI) 

This, 'of course, deterlniiH'R a dJfTcrent. hopL for eaeh m, wh1ch is dl'a1ly 
inconvenient. Sincc commonly we are most int.crcstcd in !.111' derivall'/(~ 
at the central point of an odd nuntlwr of tabular poinl!'l, wc ¡;ct 

m= (n + 1)/2 

in (4.2-11). llut thcn it is convcnicnt to rcnumbcr thc tabular poin:s n..c; 
a<-•+llt2, • . , ao, ... , a 1n-ll/2· Doing this, (4.2-11) bcconws 

(4.Z-l:!) 

Using the definit.ion of f,(m) and (:3.3-·!),wc may show thn.t ffi~ 

(n -1)/2 

l 
¡- -(n-1)/2 

(n-1)/2 

l 
J ~ 1 

1 

!'P?:(íH] ( l-2-13) 

so t.hnt 
(n -ll/2 

r
:!•n' \' 1 ]''" 
.H~ L. 11~~(./)l.j 

J ~ 1 

(·L2-I t) 

E.mnrp/e 4 1 Wrth n = 3, find h •• , nnd cxpressions for thc dcrivativc~ nt thr 
tabular pomt~. 

Frorn (4 2-14) 

[ 
12< 1 ] ~~ [ 6. ] li 

h ••• = M~ ¡p;{'!)j "" ir~ (4 2-I.)J 
1 

Thcn, using (4 1-12) with thc> tabular pointa rcnumbcrcd, k .,. 1, and the error !crn; 
givcn by (4 1-11 l, we g('t_ ' 

/~ 1 = ( l/2h)( -3]_, + 4fo -·/a) + (hl/3)f"'('l-t) 
f~.= ( l/2h)( -/-1 + /.) - {hl/6)f'"(r¡0) 
¡; = (I/2h)(J_,- 4/o + 3f,) + (h'/3)/'"(,,\ 

(4 2-16) 
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lf tl\1' hu,,¡,, h,,.,, tlu•11 tl,•·lounrntion rrr<Jr.info ÍR boumlcd l>y 

( .Q!_)J) ''~· ~ ··~ (~~·)\\ 
lf ¡ (¡ ' ' ü 

nn<l t he r"undo(T rrror ·~ houn1l<'<l hy 

.· ( ~!) \~ = .·~ ( ~~) ~~ 

Thus the tolal error 7'3 is buch that 

~itmlar hound~ l'ould be clcr1vcrl for thc crror11 in /~ 1 and 1:. The rll.l!c n = IJ ili con
RulerPtl m IH 1 

In prad Íl:<', wc sho.ll gcncrally hnvc cmpirical data of nn unknown 
fuwf ion and 1-IHill want 1 o <'SI i 111n f.c Lite dcri va ti vo at onc of thc tabular 
p0111t S 1 t. will t hcn lw 111:1'( SHary l. o C'St.imat(' M n t.o gct. ho(ll• Not.c, ltow
cvcr, thaL thc valuc of h wc r:an use is restricted by thc tabular dat.a wc 
are given. Thc following cxamplc indi~ates how onc might calct;l~te' thc 
rlen val ivc of a t.abulatcd funl'f.ion. 

F:m·nple 4 2 Given 11 three-placc tnhlc of va)U('t< of In X atan interval or .01, 
find thc <trrivntiVt' or In X at X = .5 uqing (4.2-16). ' 

Until "e J.nvc choscn h, wc rlo not know thc range OV<'r which to estímate }.f,. 
But ~upposr 11'<' t·~tunnle Jlf 3 to he 15 m thn range of mtrrcst (rs this reasonahlc?). 
Smcc • = 5 X 10-• in a thrcc-place tnblc; we havc from 1.4.2-15) 

(
lit )l~ h.,, = ¡,¡; "" 5 85 x w-• 

A prnetii'RI vahw of h to choosc is thcrcfore .05. Thus \1 e use the data 

x In x 
.4!\ -.7!liJ 
5.') - li98 

anrl {·l 2-lfi) to culculatc 

, 1 
fo "' - (.7!19 - .598) = 2 01 

.1 

whcrcas thc truc valuc is, of course, 2. The error bound (which is only approximate 
sincn we did not use hopl) is 

17',1 ~ 2 X (5 X JO-•)~\%)!'• "" 1.7 X I0- 2 

Whcn f'mpirical data. are bcing differcntiatcd cvcn thrcc-place 
nectua<"y may not be available. Thus thc 1/2h factor in (4.2-16) may 
cause serious rouudoiT. If thc magnitudc of tlw derivativo in the trunca
tion error is such that h eannot be incrcascd without. making the trunca
tion crrqr unduly largc, thcn dctermining the dcrivative with a reasom\ble 

, 

NUM(IIICAL DlrrLPENJIAIION, NUr~ri!ICAl QIJAOQAJURC, AND WMMIIJION SJ 

J• gn••· of ILI'I:IIra•:y lll:.ty he ''"P''"'Ii .fl'. \\'lwn ltí~IH'r d•·tt valt \'1'·, f loa 11 

thc firBt. are d<'sircd, Lhc J /k fador lu:conwR 11 1/ /¡k fn.d.l)r, wlwre k ¡,. 1 lt•· 
onJ,.r of tltP d··rivntív<·, aud flw rout .. loff 1"'"'''''''' J,,.,., .. ,,.-. ju•.l f f1.LI llnt•_·lo 
worse. 

Thc <•n.l<·ulat.ion of d(•riviLiin•s 111JIIH·ri<·111ly ÍM llwnn h:uwnl•llt:> OJif'i':t

tion, f'SpPr·íally whPn cl!':tlir~g \\Íflt low IU'I'tlr:w,v t'tllpiti•·nl dat:l \,,,J 
eVI'II for high aeo:uraey data, dPrÍ\'atÍVI'Il ht~IH!r fftan t.JH• 111~1. :LI't' JtJ,,.Jy 
to have sizahlc errors. A bcl.lcr approach to numcrical dtiTcrPnt.ial.ton 
than t.hR.t con'lidcrro hPrf' may hl' t(, fir!'t. ":mwoth" tlu• 1lala a11d thPn tn 
diiTcreutiat.c (ef. Claap. r,, CHpl'cially Ht•c. r •. i). 

4.3 APPROXIMATING DERIVATIVES WITH DIFFERENCES 

Thc formulas of Rcr:. 4.1 euablc u<: Lo t•xpro·~l-1 t.lw dr•rtvnli\.'r'~'> n'f n furwl1oll 
in tcr111" of vnhJPS of t.IH' furwt.ion 111· diiTt:r«·n•:t•s of tlu• fu11<'1ion. Oit<' 

obvious 11pplir·at.ion of th1s Í;, 111 lhP ntlllli'I'Í•·al solutton ni tl!!lo·rt'nt,al 
equations. Comudcr Lhc first-ordcr ordinary dtiTcr<•JJLial cquat,io11 

dz/dx = F(x,z) z(xo) = Zo (·1 :l-l) 

Using (4.1-14) with k = 1, n =.1, a0 = x0, and m = O, we ma.y nppro\1-
mate dz/dx at x0 as / 

dz t 1 z1 - zo 
dx i,. = h t.zo = --h--

lnscrting (4.3-2) in (4.3-J), we get 

z(x1) = z(xo) + hF(xn,zu) 

( 1 '{-¿) 

< 1 ::-:n 
which J!ÍVC'R trs nn approx1nmfiou lo tlu• ~11hrtion of (-1.:1-1) :11 r 1 H:H'II'J.!: 

thi'! npp10virnnl11111 aL .r 1, \\'t' l'ollld tlu·u appro\rrnall' tlz 'd.r at, r 1 w-in~ 
(l.1 ::!) nnol tlu•n trst• ( 1 :1-:1) lo J-!:1'1. an appt11\ÍIII'ilin11 to flw solutt1111 af. .r., 
C'f<•. By II''ÍIIg llton• ft·llll'<of (t 1-11), \\'1' •·ould ol<·tt\1'1111111' <;oplti~lto':t!l'd 
1111'1 ltod'< 1 han ( 1.::-:l). Th" "~" of ( 1.1-11) wo11ld t•nahl•• "" t o di'! i \'1' t hf' 
<'rrors inll!'rPuf, in Slll'h 1111'1 hool'l. W<· slt:tll not r'lllr~itlo·r t lti.~ rnat t,.r 
furlhC'r hC'tc IH'cause in <'h:~p .i \\e ~hall approaC'h thc prnhl"'" of. tite·" 
numcrical soluLion of llllt.ia.l valuc prohlcmH of onlinary dillercnt tal 
equaLions by a more gcnl'ral tcchniquc which subsunws all Uw tllcf hod . ., 
derivable using difr eren ce t.echniqucs. 

Whcn dcaling wit.h partral diiTcrcntial cqun.l.ions, f howevPr, n·plac•t ng 
derivatives by diffcrcnces lies at th<' hcart of most mcthocls for l'lolvinll; 
such cquations. Con;;idcr, for example, Pois.<:on's equation ' 

iJ 2u/iJx 2 + iJ 2u/iJy2 = g(x,y)' ( 4.3-4) 

t And with boundary value problcrns of ordinary ditTcrentiaJ cquations. 

1 ' 

~D'•o'O;l>of,_.,c;¡ """"*"'='" ""'"''"'"'~~,.:;;u;:¡g;;;c;:¡;:;:s;¡¡¡;;;.......,..,_;¿;;:n:;:::;:::¡;;;;;;;~;;:>=-_......,._ptP;'i'~'"i!""'~"-~;;¡!!l;!liii;~~;¡¡"''*"'"E</ji&4~Ji""'!!'W"-~. ••·• •• "'"'""'4'"" =o-"' - . 

\ 
\ 
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willr apprup1i:tll' hourulary ''"r.ddllrll~ (wludr Wl' Hhnll/not Htatc) 011 Lhc 
honndn1.v U in F1g 1 l. Nm1 u:-.ing (-U-H) witlt k = n = 2 w~ grt an 
apprm •. matron to lhc H·r·o1ul riL"ri \'a ti ve of f(x) as 

f (n~ + hm) "" -- - 6 2/o :=- --- -·---
" l d2 (m) !o - 2f, + !z 

h7 dm 1 :.t h2 
(U-5) 

Thts cquation may also lw uscd Lo approximate second partial derivo.tives 
of fundions of st·vr:ra.l vn.riahl,·s hy holding all but one of the var;ables 
conslant To do this for Eq. (4.3-4), Jet us superimpose a sc¡uare mesh 
on the rrgion of Fig. 4.1. Then using (4.3-5)' along the line y = Y• with 
ao = x,, Wl' "trave 

(4.3-6) 

Sil11ila.rly, along x = x, with ao = Y1 

a~~ 1 = u(x,,yc) - 2n(x,,y.) + u(x,,y2) 
iJy2 z-z, j¡,2. 

Jl•lft -

(4.3-7) 

Thcrcfore, at the point (x1.y1), we may approxima.te the partía! differential' 

;¡ 
1 

y vvr-r-- r--.r\. 
/ v '\ 

r\. 

/ " y :----B 

f 
1 

(J:,,y,) 

h 

t V 
1\.. - h f+- V 
\ ../ 

V -
• J:o ~, J:l! 

Fig. 4.1 Regi~n in which solutlon of (4.3-4) ls doaired. 
'Q 

l'llfM Ul< Al ll!f 11 PI tllll\ 11<111, tiiiMI •lfAI OII110C t, fU PI. AIIO ~~ 

I'C¡uat imr {1.:J-1) hy, Llre nquatiou 

~(::~'!1!.-!~_j~--~-:_t._!td + u(.rr.Yu) -~__!l_(x,!_¡¡ti__::-_4~~s~~·!l.•! = g(.r,,,
1

J) . -- ·-- ¡,;¡ --

' 1!.) 

( 1 ;¡ Rj 

Usin¡r ('Ll-10) thc rorror m tlr1s approximation may tw dr-ri\'"<1 :\1r 
equaL1011 annlogous Lo (4.:!-8) may Le writt.cn for evcry point int.f'rior lo B 
~y properly using the houndary rond¡tions for points near B (for 1!\allrplro, 
sce Chap. 1-'í of llaJ:..to11 and Wllf (l!lGO)). This lr•ads Lo a :-.ystern of l11u·ar 
equatious for Lhe unhnowns u(r,,1¡1 ) whic·h r•nn l1c solv1·cl !•Y nr11· oí 1 ht! 
mefJ1od:; of Chap. !J to g~"t nu npproxlllHl t ·~sol u tion lo ( 1 :{-1). 'J'N h ni• lli''':i 
ycry sundar to th1s an• 1.1 ... hat--1s of 111:1.11.)' of thc JIICI !rod.~ f•1r t l11~ IHIIrto~J Jl'al 
solut1on of part 1n.l diiTt:rent ¡al l''lllatious. A cletarlPd disc:IJ"ilJOII of thc 
nu1'm·ric:al solut.io11 of part.ial diiTNPnf.ial ¡•qua! ÍOII'> is heyond t.lw !wo¡u~ of 
this b11ok, hu t. an undr·r:,f.aralin¡~ of tlw b:~sir· uka lllvoh r·d in :t¡•J'I'l' llll:d

ing denvatives hy d1lTt'll'IH!t!:l plus a st.udy of Chap. !l wrll g1vr: t.lll' rca.d·:r 
the ncePssary ba<:kgrounJ for t.hc st.ucly of thi:; subj1~d 

Onc hrrthcr applicat.ion of approx1mn.lin~ dt>nvat.i ves hy dJITPrenee~-o 
is in the cstimntion of error terms. Co11srdcr usi11g (4.1-ll) wrth n .;; k lo 
approximate thc kth dcrivative of a funct1onj(x) ata point ao + hm. \Ve 
ha ve 

Now this is cert:.i;lly a vcry rough esf.mraLc in ~Prrcrnl, parti.·uhrly if /~ 1s 
not small, but if the dcrivat.ivcs of ordPr p:rc·afl'r th:111 k (and, t.lwrdc.l", 
also the difTcr('nf'CS of order greater 1 han k) un: wclllwlravt·d, IIH"rr (·1 .l-~\) 
m ay give an lli'<'''Pf ablc n.pprm.i 111af iou ~IIII'P 1 lrp difli•;ull y i 11 P~-ot.i nraf.lllf{ 
many of llrP .-r!·or ft'f'IIIS \\('han· tkrivl'll aln·ady nwlo..lrall JNivc lalcr liPs 
in thP drlli•·ulty 111 ,.~lir11:tfrr•~ ~-oo1111' rkrivaliv•· of f(.r), Eq. (4.:l-'l) Pan, 1f 
ll~l'd judlt'ÍIIllo.,Jy, Pll:thJ¡• l'-,1 IIII:L(<'S of PriOr fl'fllll-1 l.o IJL• nmde whcn f.hn 
dPrivat.ivPs of f(.r:) are pot. rc·a'iorwbly c·alrulahll• IHI. 

4.4 NUMERICAL QUADRATURE-THE GENERAL PROBLEM 

The form of the general numerical quadrature operator is 
n m 

L(f(x)] = f(b) - f(a) + ¿ ¿ A,,j<•>(a.,) 
1•1 i•l 

(4.4-1) 

lf we substitute /~ .. g(x) dx for f(x) in (4.4-1), we get 

n m 

L[f(x)J = L [J : .. g(x) dx J = f" g(x) dx + l l A,ig<•-ll(a,
1

) 

j-1 •-1 

(4.4-2) 1 
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li:trl th<· c¡undrat 11 re eq un !ron tlwn hl'<:omcst 

n "' 

jn'· g(.r.) d.r + l L A,,g'·- 11 (n,,) = ¡~· 
1" 1 o~l 

Sr~!t;ng H ~;O in (4.1-:J) nnd t-olvin¡!; for /a6 
g(r) dx the;, givcs us n.n 

!lpproxim:LtiOII to thc dcfinitc inf.egral Of g(.c) fiS a. linear COillbinatÍOil Of 
vnlu•:s of g(r) unrl its dcriva.tins. 'fh,. numcric:r•l qun1lrnt.ure probl1!m is 
to 'iperrfy thc A .,'s und a,,'s bO that this n.pprnli.Í rnn lron hü.S <lf';.Írablc 
pmp•·rt.io" (i.f'., a'·hicv('s t-Oillf' dl'sirc!d nr.•·unll'y). 

Ü11t:c again our approiLI'h will he t.hat of {'X:td polynominl approxima
tinn Tl,al !s, \\'!' shall ai.!PmpL to d¡oo,;e tl.1: !1 ,,'f'. u.nd a,,'R 80 that. g in 
(4 ·1-:~ • u• ~ero whr!n g(.t.) '" a polynon1ial of snH11·icnlly low dcgrcc. \Ve 
~;holl u¡;Jw m;ll ict oursclves mninly to thc ca..'lc m = 1; thnL itl, we ahnll try 
f.o "' p1 ( :-, t. he in te ~ral as a li IIC.'l.r !'OJllbinatJon of funcLional val u es nlone 
ns m lbnl', for exnmplc, in t he trapezoidal rule. This is by far thc most 
impl)rtnnt c:1se both thcoret.ically and practicnÜy: With thc res! ridion 
m = 1, wé: may rC'wrilc (4.4-3) afler some obvious changcs in notat.ion as 

n 

jab f(x) dx = ¿l!,f(a,) + E (4.4-4) 
)~1 

, One <'quat ion of thP. form (4 4-1) ean clcarly h<' deriwd by integr:ümg 
t.hc LILJ:.r=••'i!:Íltll int.crpolat.ion formula (:3.1-.')). \VJI.hout considcring t.he 
dcl:1ils of thi~ ••ow, wc can Hcvprthclcss sce t.hnt, sine<' tire Lagrn.ug1an 
forruub IS Pxad for polynomials of dcgrec n - 1 or lf'ss, t.hen so will thc 
formnla rPsull.iug frOJH iLs inlegrntion. This suggest.s the qucslion: 
W1th no a priori rf'st.rietion!:! on the "abscissas" a1 (suc:h as thaL thcy be 
<'qnally ¡.,pnced) and Lhc "weighls" H" what is t.he highest-dcgree poly
nomh! for whi('h E in 0.4-4) can be made zero·~ We call t.hc dcgrcc of 
t.his polynomral thc ordf'r "J accuracy of thc formula. Sinec we have 2n 
conf>tants at ou:- disposn.l-n a/s and n ll,'s-wc suspect that the answer 
is a polynominl of drgrcC' 2n - l. In the next scction, we shall show that 

'this is indced the ease. 
\Ve shall not. explicitly consider the prolblem of evalua.ting the 

indefinitC' integral 

y(x) = ~~ j(t) dt '(4.4:...5) 

m t.his ('hapter. This problem is cquivalcnt to solvin~ thc diffcrcntial 

t Hcre and in the rernaindcr of this chapter, we ~1.nll gl'nerally dt"note the error 
by E inste11d of E(:r.) because the variable :r. will not appenr explicitly in the error tenn 
ns it has-previouHiy. 

PI•JI~[~ICAL OIFFERENfiAfiON, NUMERICAl OUAORATURE, ANO SUMMII.TION 

dlj 
-··=f(r) 
th 

y(J:n) = O 

llJul ru; ~11c:h can be llQ)ved hy t.lw l.t'r·hni•¡uf'S of Chap. !í. 1 "~' :•11y 
sp<••:ific val11e of x thc nll'tl.uds uf thiH ehapLcr cnu, of coul~". '" 11 , . .¡ 
to evulual<' y(x). 

4.5 GAUSSIAN QUADRATURE 

For now Iet. us as:mn1c fhaL a nnJ /1 in O ·1-·0 nrc ftnii.P. Tlwn, if ( 1 ·1-1} 
is to h1~ l'X:wt fo1 polynomi.LI-, of rlco¡_::r!'P 2n -- 1 or J,·t-~. W<' <':lll ~··1 :, : ,., "f 

2n (•quations fo• rlH· '2n IJJd,,,o,,.,, r·on:-.1<~11 1 ·; by r.ulr,IILIÍIÍJit; ¡~_, 1 < , 

k= O, 1, ... , 2n - J int.o (4.4-1) and Rl't.f.ing r: = O. We gf'l. -

k =O, ... , 2n- 1 ' ( 1 i .¡) 

whcrc 

( 4Ji-:!) 

Thf'se nonlim·ar equationR, if \\e can sol ve tlwn. and if t !:" solul ion i~ 1 t•.'ll, 
will givc us tlw ahsr·J;.f'n.s and WPighls wc d·~silf•. Tltl" nlg··hrni,· :lJlP'"'"''' 
to our prohlc111 ÍR con~iden:d f111lher in 1101, lml \\'<' aha11don it lu•JI' ,,·, 
favor of an nnalytw approar·h whit·h (1-) will IPllll'i \dtltorJI wltJally l':d
culating t.hc wcights aJHI ah>wisR:l.f.o \\ lwllu'l' or nol tlu•\' nn· r•·:d, U) "·di 
enable us to dctcnnÍJII' H wiH'II j(J) is not a polynon.ial of ~lq.~l "'' '211 -:- 1 
or lcRs; (:1) \\ ill l'nahle liSto "lrow t hal llw nlo:-.'l"l-o:t;. nn· in nr:LIIV t':l""" llw 
zcroR of 11<'11-known polynonn:ll~ ,\o.; \1'1' "'hall "'''~', OIIPI' 1 Íu• ab~<'l"!"ao.; an· 
kru11111, 1111' ll<·i~ltlo; :1n· <':L'ilr •·:th·rd:tl.lt•. . -

'l'llf' si :ulr1r~ (1111111 of 0111 1111:r ly lw:d :tppro:wh ¡.,. ll11' IIPron. IP i;il <'1 pola
tiou fon1111la (:{ 8-17) 

f(x) = i h,(:r)/(n,) + i Ji,(.r:)f'(n,) + fá~0~J<2•l(E) (-1 .i-:q 
1~1 ¡-1 

which is exact for polynomials of dcgree 2n - 1 or lcsiJ. Int.l'¡;rat 1ng; 
(4.5-3) b<'twccn a and b, wc gct 

n n 

/
0

11 
f(x) dx = l H,f(a1) + l fld'(a1) +E (-l . .'i-'1) 

jal 1NJ 
where 

H¡ = la 11 
h¡(x) dx D1 = la 11 

ii1(x) dx ( 4.5-5) 
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8. INTEGRACION NUMER1CA 
1 

·8. 1 In:tJr.oduc.c..i.6n 
El e.nc.on.tlta.Jt la. .i.nte.gJta.l de. un-a. c.uJtva. y=F(X) ?qu-i.va.le. a. -

·e•tc.onbu:tJt el t!JLea. ba.j o d..i.::..ha. c.uJtva.. AnaLl:t..i.c.a.men.te la. ..i.n.tegJta.l 
de una. 6unc..i.6n un.i.d.i.men.&..i.ona.l (F(X)) e.&.tá da.da. polL .e.a. expJte.&.i.ón: 

g(X) = (a. F(X)dX (8.·1) 
Jb ' 

A menudo en pito b.tema..6 de tipo .i.ng en.i.eJL..i.l .i.a..6 6 une..<. o ne.6 e~ 

t~n da.da..6 en óoJtma. :ta.bu.ta.i'o gJt~ó.i.c.a., polL ejemplo: va.lq~e-6 ex

pe.JL.i.men.ta.le.6~ en o.tJLa..6 oc.a..6-i.one.6 e.6 .6uma.men:te. d¡ótc..i.l el -i.nte
gJL~ una. e.xpJLe.&.i.ón a.na.Ll.t.i.c.a.men.te deb.i.do a. .6u c.omplej.i.d~d o pue -

de no ex-i..6:t.i.Jt la. .i.n:tegJta.l exa.c.:ta. de. d.i.c.ha. nunc..i.ón. En :todo.6 lc.6 
é.a..6 o.& ante..& e.nunc.-i.a.do.6 l. o má.6 apiLo piado o la. ún.<.c.a. v.la. de .6 o t.u

c.i.6n e.& un m~:todo num€-Jt.i.c.o. 
La. ln:te.gJLa.c.lón numlJt.i.c.a. c.on.6-i..6:te. en enc.on:tlla.Jt la. me.jo~ a.

pJLoxima.c.-i.6n po.6-i.ble del ~Jte.a. que .&e enc.ue.ntJta. debajo de la. 6un
c..i.6n a. pa.JL.t-i.IL de .6u.6 va.loJte-6 d-i..6c.Jte.:to.6. 

Pa.Jta. :ta.l eóec.:to .6e c.on.6.i.deJta.Jtdn tJte.6 ml:todo.6: 
\ 

- T JLa.pe. z olda.l, 

-Slmp.6on de 1/3,. 
-S.i..mp.6 o n· de. 31 8. 

La. d.i.6eJtenc..i.a. en:tJte d.i.c.ho.6 mé:todo.6 e.&~-i.ba. en la. c.a.n:t.i.da.d 
de punto.6 que e.mple.a.n pa.Jta. a.pJtox.i.ma.JL el á.Jtea. de. la. óunc.-i.ón y e..t 

e.JLJLOJL pJt.oduc..i.do a.l eva.lua.Jt el. á.Jte.a.. El pJt.agJtama. que .6e d.i..6c.ute. 

a. c.on.:U.nua.c.-i.ón emplea. .io.6 .tJte..6 ml:todo.6 en 6oJtma. .tal que tJta.:ta. -
de m.i.n-i.m.i.za.Jt el~. e.JtJtoJL en la eva.lua.c.-i.ón del á..-'te.ct me.d-i.a.n:te. una. a.

dec.ua.da. e.lec.c..i.ón de lo.6 m€.:todo.6 a. e.mple.a.Jt. 

8.2 Ml:todo.6: TJLa.pe.zo-i.da.l, S-i.rnp.&on de. 1/3 y S..i.mpJon de 3/8 

8. 2. 1 Obje.:to 
Enc.ont-'ta.JL la. .i.n:tegJta.l de. una. c.ultva. y =- F (X) dada. e.11 6oJtma. 

d.i..&c.Jte..ta me.d.i.an.te. lo-6 método.& de. S-i.mp.6on 1/3~ S-i.m¡non 3/8 o T!ta-
, 

pe.zo.<.da.t. Lo-6 ml:todo-6 o ml:todo a emple.aJt e..6ta~án en 6u11ci6n de 
la. c.a.n:t..i.do.d de. punto.& en que e.6 .t€. di.& c.Jte.ti zo:.c:Lt t~. S unc.-t6 •t. 

/ 

' . 1 

1 
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B.2.2 M~todo 

· a.) _M~.todo Tlta.pezo.i.dai. 

-Va.do que la. .i.n.tegJta.l de una. 6unc..i.ón e~ el dJtea. -deba.jo de 
1 

la c.ultva., e~.te mi.t~do lo que ha.c.e e~ d.i.v.i.d.i.Jt el .i.n.teJtva.lo de .i.n
-- .teglt~c..i.ón en "n+1" pun.to-6 equid.i.~:ta.n.te~, fJ a.pltox.i.ma. la. c.uJtva. aJti..-

' / 

. -
g.i.na.l polt una. ~eJt.i.e de ltec..ta.~ en c.a.da. uno de lo~ "n" .6ub.i.n.teJtva.-

-_ lo.6; 6i..na.lmen.te, ~e enc.uen.tlta. el ciJtea. de c.a.da. .tlta.pezoi..de fJ la. .6 u
rna. de d.i.c.h~ álte~ da. la. i..n.tegJta.l en la. .to.ta.l.i.da.d del .i.nt~Jtva.lo. 

\ 

1 

t. X 

1 
¡ 

A3 

: t.X 
cl!!:od!---!!f>r.> ..,.EI!:---i>~ 1 ....-4(~---la.~ -

. . . 

F.i.g. 8.1 Replte.6ent~c..i.6n g~tá6.i.c.a. del ml.todo Tlta.pe

zo.i.da.l 

Num~lt.i.c.a.mente ~e tendJtá: 

): F(X) dx A. 
.(. 

A7 =t.X (Y¡+ Y2) -z-
A 2- = t.2_- ( y 2 + y 3 ) 

2 

An = t. X (y 11 + y n + 7 ) z 

( 8 • 2) 

( 8 • 3) 

* g a.pltox.i.ma.da.men:te 

/ 
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-
poll l. o .ta.n-to: 

s: F(X)dX 1 t:.X (Y
1 

+2Y2 + • . • +2Y +y 1) 
---r n n+ ( 8 • 4) 

J: F (X) dX g ll X (Y 
1 + Y + 7- + 2 ~ lle.tJ-to ollde 

---r n na.dM 
( 8 • 5) 

Pa.lla. a.pLlca.~ e~-te ml-todo ~e ~eq~e~e que el ~ncllemen-to 
AX .6ea. l.o má-6 pequeño pd.6ible pa.ka. lledue~ll el elllloll a.l m~n~

mo. Se puede demo~.tlla.ll que el elllloll plloduc~do e~ del ollden_ de 
( AX) 2 • 

b)Ml.todo de S~mp~on de 1/3 

E.tJ.te. ml..todo a.pJtox~ma. Vt.e~f punto~ ~uce~~vo~ de la. nunc~6n 
med~a.n-te una. pa.Jtábola. de 4egundo g~a.do y eva.lua. el á~ea. deba.jo 
de. d~cha. cuJtva.. El pJto c.e~m~en-to -~e Jtep~-te pa.Jta. t.odo-6 lo-6 ·Y,u.n
.to-6 del ~n-te.Jtva.lo (~gua.l~ent.e e.ópa.c~a.do~), de -t:Jte-6 en -t:Jte6,, y 

al. 6.ina.l .6 e obtiene la. .6 urna. de -to da.-6 la.-6 áJteM. 

, ........ - - .,. . 

1 

. . . 

a.= X¡ 

y . 

, , , , 

' oOI!ia 

X. 
..(. 

-t:.X 

t::.X 
)lo 

A. 
..(. 

"" 
x~+1 
o 

t:.X 

' 
n ' ,. ' , 'n'x¡ 

\ 

. . . 
,.. 
x~+2 
t:.X 

F~g. 8~2 RepJte4ent.a.c~6n g~tá6~ca. del ml.-todo de 
S~mp.6on de 1/3 

Nwnl.ll~c.a.me.nt.e. ~e tendJtá.: 
f(X) 3 6(X) 
n(X) = a.X2 

+ bX + e 

( 8 • 6) 

( 8. 7) 

\ 

X 

/ 



A,. = 
..(. 

+ 2e t::.X 

i40 

( 8 • 8) 

( 8. 9) 

(8. 10) 

Pa~a ob~ene~ a,b, y e, ~e ob~ga a que la eu~va (8.7} pa-
6e po~ lo~ punto~ mue~~~ale~, po~ lo ~an~o: 

Y. =a t::.X 2 - b !::.X+ e 
..(. 

Y.i.+1= e 

Y.i.+ 2= a t::.X2 + b !::.X + ~ 

~e~olv.i.endo el ~.i.~~ema de ecuacione~ ~e ~ene: 

a= 
Y¡ + 2Y.i.+l + Y.i.+ 2 

2 1::. x2 

b= 

e= Y.i.+7-

6ubJ~~uyendo (8. 72) en (8.10): 

A.= ~(Y¡+ 4Y.i.+7 + y.i.+2) 
..(. 3 

~a~a todo el .i.n~e~valo de .i.n~eg~ac.i.6n ~e ~end~'= 

como: 

A¡ _ ___!ji (Y1 + 4Y2 + Y3) 

3 

A 
!::.X (Y 

1
- + 4Y + Y 

1
) 

n/2•--3-- n- n n+ 

{8.77) 

(8.12) 

'{8.73) 

{8.74) 



JI e. .t.i e. n e. : 

n 

& 6 X {Y 7 + Y n + 1 + 2 ¿ o Jr.d . ..<..mpa.Jr.e.¿¡ 
-r 

+ 

-i.=3 

n 

+ 4~ OILde.na.da.¿¡ pa.ILe.~) 
-i.= 2 

141 

{8.75) 

(8.76) 

Pa.Jr.a. po·de.Jr. emple.a.IL eL método ¿¡e ILeq u-i.e.Jr.e que la. c.a.ntida.d 
de. P-Unto¿¡ mue~t~r.a.le¿¡ {n+7) ~ea. non; en c.a.¿¡o c.ontiLa.IL-i.o ~e emplea. 

una. c.a.rz.Ud~d non de punto~ mue~ t~r.ctle-6 y el Jr.e~ to del .út.te~r.va.lo 

J~e -i.ntegiLa. poiL el método Tll.apezo~~a.l. Se. puede demo~tiLa.IL que el 
e.ILILOIL piLo duc..<.do e¿¡ del. oiLde.n de ( 6 X) 4• 

c.)MUodo de S-i.mp6on de 3/8 
En e.¿¡te c.a.¿¡o ¿¡e, .<.nte.Jr.c.on~c.ta.n c.ua.~o punto~ c.on¿¡ec.utivo~ 

del. ~nteJr.va.lo de -i.nte.g~r.a.c.-i.6n med.<.a.nte un polinomio de teJr.c.eiL 
g1r.a.do y ¿¡e eva.lua. el á~r.ea. b"a.j o 4-i.c.ho poUnom-i.o en el .6 ub..{.nteiL

va.i.o. La. ~ntegiLa.l en to.do el ..{.ntell.va.lo e.6.ta.ILlÍ da.da. poiL la. .6uma. 
de. toda.~ la¿¡ 4Jr.ea.~ e.nc.ont1La.da.6. 

_ .. 

. . . 

o 

6X 6X 6X 
< > < )J>-1<~1 

X. 
..(.. x.+1 x. 2 .{, ..(.. + X. 3 -<.+ 

F (X) 

--- 6(x) 

. . . 

F~g. 8.3 Rep1Le.6enta.c...{.6n giL~S.<.c.a del método de 
S..{.mp.6on de 3/8 

X 

\ 



142 

'--
Veta 6igu~a 8.3 6e z¡ene: 

F ( X) & 6 ( X) , Xi ~ X ~ Xi + 3 (8.77) 

6(Xl = ax3 + bX2 + eX; d (8.78) 

~
xi+3 )xi+3 

F(X)dX g 6(X)dX' =A. 
X. X. ~ 

(8.19) 

..(. ..(. 

(8.20) 

pe.Jto: 

xi+ 3 - xi = 3 a x 

-, 

empte_ándo ta e.x.p~e.6i6n ( 8. 2 7) al e.vatuaJc. la ex.p~e~i6n ( 8-~ io J 
.6e ob.U.e.ne: 

A • = a ( 3 a X) 4 + b { 3 a X 1 .3 + c. { 3 a X) 2 + 
..(. -4- -3- !" ' 

+ d( 3 6X) (8.22) 

Ve. ta e.euac.i6n (8.181 ~e obtie.ne.n a, b, e, y d at plan
tea~ un ~i~te.ma de ecuacione.~ como en e.t método ante~ de.~c.Jc.ito 

y to~ vatoJte~ obtenido~ ~e 6.ub~tituye.n en ta e.c.uac.i6n ( 8. 2 2) 

palta obtene~: 

~
xi+3 

A. = 6 (X) dX = 
..(. 

~(Y¡~ 3Y¡+¡ + 3Yi+ 2 + 
8 x. 

..(. 

Et áJtea e.n todo e.t inte.~vato e.~ta~d dada po~: 

\xn+ 1=b 

j X =a F (X) dX g ¿ A¡ 

1 ¡ 

(8.23) 

{ 8 • 2 4 1 
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4ubl.tit:.u.yend o (~8. 2 3) en ( 8. 2 4) : 

n 

F { ~) dX g 3 t.XT Y 1. + Y n + 1 
8 

+ 2 ¿ o lld. de o llden ( ( mú.t:U.p.to 

.i.=4 
n 

de t:.lle4 ) + 7) + 3 ~ lle-6 .t. o de olld. ) _ ( 8. 2 5) 
.(.=2 

Pa.Jta. u.:U.l.i.za.Jr.. el método 4e Jr.equ.i.elle que "n" 4ea. múltiplo 
de .tlte4, ex..i.-6Uendo "n+1" va..tolle-6 mue-6t:.lla.!e-6. En c.a.-6o c.ont:.lla.Jr..i.o 
4e pltoc.ede igua.l que en el mlt:.odo a.nt:.ell.i.oll. E.t elllloll que p1Lodu

c.e·e.4t:.e mlt:.odo e-6 del ollden de ( AX) 4 • 

En t:.lllm.i.no-6 genella.le-6, c.ua.ndo 4e de-6ee int:.eglla.IL una. nun-

d6n c.on la. rna.yoll ex.a.c.Ut:.ud po-6-i.b.te 4e debelr.á.n ut:..i..t.i.za.IL .to-6 ml

t:.odo4 a.nte4 de-6c.IL.i.t:.o4 c.on .e.a. -6-i.gu.i.ent:.e jella.~tqu.1a.: 
• '• • ¡' 

l. Simp4on-de 3/8 
2. S.i.mp4on.de 1/3 
3. · Tlta.pezo.i.da..t 

8.2.3 Ve4c.IL.i.pc..i.6n de.e. Plloglla.ma. 
a.) s ubJtutin M Jteq ue.Jr..i.da.-6 : 

SUBROUT1NE R1EMAN(N,H,Y,S1NTEG), ob~ene e.e. állea. ba.jo 
la. c.uJtva. e.mptea.ndo lo4 ml.t.odo-6 TJta.pezo.i.da..e., S.i.mp-6 on 

de 3/8 y S.i.mp4on de 7/3. E.t pllogJta.ma. pll.i.nc..i.pa.l 4e 
emp.tea. pa.Jr.a. !a. lec..tuJta. de da.t:.o4 e .i.mplte-6-i.ón de Jte~

.6 u.lt:.a.d o 4 • 

b)Ve4c.IL.i.pc.i6n de ta.-6 va.Jtia.ble4: 
P a.Jr.a. .e. a. -6 ub 1tu.Una. R 1 E MAN: 
N 

H 

Y(1) 

S1NTEG 
L ( 1) 

c.a.n:U.da.d de punt:.o4 en que -6 e di..4 c.-'tetiza. 
la. 6u.nc..i.6n 
e4pa.c..i.a.m.i.en.to en.tlle Z~4 a.b-6c..i.4a..6 de lo4 
pu.n.to4 mu.e4.t.Jta.le4 
va..tolle4 d.i.4c.Jtetiza.do.6 de la. 6unc.,{,ón que 
4e de4ea. in.teglta.IL 
va..tolt de la. in.tegJta.l 

1 

va.-U:.a.bte q Lte ,{,ndic.a. C.UL'Íle-6 pun.to4 mue-~-

.t.lta.le-6 ya. ha.n .6-i.do c.cn~ideJta.do-6 pa.~r.a. e
va..e.ua.lt .e.~ in.teg~r.a..e. 

1 

1-



AREA7 

AREA2 

AREA3 

M 

SUMPAR 

SUMRES 

SUMTRE 

/ 

f44 

~nteg~~l obten¡d~ po~ el mltodo T~~pe-

zo.i.d~ ' 
~nteg~al obten~da po~ e! mltodo de S.i.mp
~on de. 1/3 _ 
.i.nteg~al obten~da po~ el mltodo de S~mp
~on de 3/8 -
v~~able emple~da p~~~ dete~~na~ el ~
po de ¡nteg~a~ón a u~a~ 
~um~to~a de l~ o~den~d~~ de ~ndiee pa4 

1 

~umato~.i.a del ~e4to de l~ o~denada4 
4umato~.i.a de !~4 o~denada4 con ~nd.i.ee' 
múltiplo de t~e~ + uno 

Pa~a el p~og~~ma p~.i.ne.i.pal: 

N eant¡dad de.punto4 en que 4e d.i.4e~et.i.za 

H 

y ( 1) 

SZNTEG 
e) V..tmen.6~one.6: 

la '6 unC..i.ón · · 
eipae.i.am-ie.'n . .to en~e la4 ab.6e.i.4 M de lo-ó 

,---

punto~ mue~~ale~ 

v~!o~e~ di~e~et.i.zado4 de la 6une.i.6n que 
4e de.6ea -integ~a~ 
v~o~ de la .i.nteg~al 

L~ p~opo.6.i.e.i.ón VI MENSION del p~og~~ma plúne.i.pal y de 
la .6ub~ut.i.na debe~~ ~e~ mod.i.6.i.eada eu~ndo: 

N > 100 

d)Fo~ato.6 p~a lo.6 
SEC.TARJETAS 

1 

2 

da~o-6 de ent~ada: 

FORMATO INFORMACZON 
(15,F10.0) N, H 

(8F10.0) Y(I), emplea~ -tanta-6 .ta~

jeta-6 como .6e ~equ.i.e~an 

ot~o-6 paquete~ de da.to~ (ope.i.onat) 

-------~~-----------------
n TARJETA EN B~ANCO,~t 6-i.

nal.i.za~ toda ta .i.náo~ma
e.i.ón 



.. 

F~g. 8.4 V~ag~ama de bloque~ pa~a el p~og~ama 
p!C.-i.nc~pal , 



/ 

4ublw.tilla 
RlfMAH 

. AREAI•O. 
ARfA2•0. 
AREA3•0. 

SHITEG• ARfAJ + 
AREA 2 + AAEAJ 

) 

emplM!l 6o'llll, 
>-....::;ill! Simp40II 1/J 

CAREAZI 

Fig. 8.5 Viag~ama de bloque~ pa~a !a ~uq~u~na 

RIEMAN 
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6} Li.~ .ta.do: 

.C lllfr.Grr. '.\ rA'l4 QllTE'I(Il LA I'iTrCnAL N. urrA F'PilCIOtl OlSCRE'TtZAOA F.M• 
__ e PLE/.' O~ LO:i ' 1E TODOS CE SI!I":;;OrJ OE 1/lo .SHir'SCILl/8-l'--lBAt'EZOlDAL .• _:_ 
. e SIC:;IrJCI!J'l DE LAS VARIADt.:ES E"PLt::AiiAS _ --------. 

e P!~CM,TIOAO ()( DU'IT'IS E'l OuE SE OISCRETIZA LA f'UUClDN _____ ------
-~--- 'Y:Vt.l,~'IES CIISCRtTIZAnQS. nt 1.._,_-F'uii,ION 

e H:s~!;~'.\C I A•IIE'ITfl E•ITRf ABSC 1 SAS 
e S~ITE_G~I'IT:G_~A~~ LA FUPICION E:• L1IInE"_V_A_L_o_o_A_DD _______ _ 

-Dl''['ISIO't V(IOI) 
--C-- J.[tTl•rA ':lE ;)AYOS------

1 A(Afl{5ol0~) N1 H 
IF't:ll 2,2,3 

-----2 CAtL ECIT .. --- .. --
-. __ ] I'!EAIJ('j,¡c;o) (Y(l],I:st,rl) _ 

C . 1 '1°PE:; IJ'I 1)[ 0 \TOS 
_______ "'RITf(l2,2'lO) !I,H _________ _ 

wRITF C!>, '":>Q) 
00 q 1•1,11 

____ q .• miTt(b,lDOl t. HU. __ __ . ---------
---L-.. LLA'lf.(lfl I'E 3'JII~ 1JTI"A PARA _liiTEGRIIR. ______ _ 

CALL f'IE''t.'l('l,•t,v,st•'ltGL. __ ---·--------· 
_ _t, ... .. l'l"r.f:; I :J'I "E RESliL TA(los •... --- ---·----- · 

"''HTfl",35~) STIITtr. · 
CIJ T" 1 

_C.. r:Or>•JA ~:; Cl; l.[CT 11FlA _E .t:tPRESlQ'~ ... __ -------
-- lO~ "U"':AT C I'i,r:¡n.'l) 

" .~ .... ': 
1 -

__ ISO ~"OP""~T(ll"ll'l.)) 
20'1 I'Q 0 ;•AT(I•t¡,bcn,tot,•_CA'iTIOAO llt;__P''IlTOS r~UE_STRAL!3u t 1 I5,3t0 1 IOI, 

l'E<;I'~CU'•IF'ITO CUTRE: AnSCISAS• ', ¡PEIS,8) 
iSO "O'l"AT(bCI),JOX,'LnS VALflPF:S DtSCRETIZADns D( LA f'uuCIOII ;,Nt,ll, 

__ ¡ 11)(, 'l', 15llt •y ti) 1 r/l -------------- ---------------
300 fO"'lAT(/,8X,I5,7X,IPElS,8) • 

~~ ]Sil foR' 1AT(bC/),IOX,'EL VALOR I'IE LA IuTEGRAL EN [L lNT[RYAI.O Es• 1 ,&Pt 
___ _¡15,11,-

END 

F~g. 8.6 Ll~ta.do del p~og~a.ma. p~lnclpa.L 
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1 

su<~rruT ¡r1t: rlTE''·''' e 'I,H, v, s 1 •1rrr. > 
e SU!llli'Tl'IA F'4~h [F'f.CTUAP lioT[r.RACtr¡ll NU"tllltA PI'JR EL M[TODO TRA~'t• 

--C---- ZOlD~L, Sl''P~O'I I'E l/l 1 Sl''P~Qtl Ot lll) ---·------'- ___ ... __ _ 
e s¡r.·qryoon "E Lf.S VM1 tt,I1Lr:> [.' 1F'LL1.0A:l-
e tl:t~t'TIOAD Of' ~'J'~T"::i (11 OUF ~C OlSCRF:T!ZA LA riiNClOU-POR ltiTEGIIAit 

- C--· H•E:lF'AtlAIIlf:~ITO EIITRE LA3 AD~CI:A::; UE LOS .PUNTOS J.1UtSTPALtS ·- ---
.e _ YIIII~LOPES DlSCRET lll\003 DE LA FUtltlOII ·- . --- - - --- -- ·-·. _-

- e - - SlPJH G:l'ITECI'I-11. t'E t.A FIJIICIUII, 
-C ___ AP.(Al:l'lf(GilAL F'OR LL ~·tTU'lO TllAF'f,70lDAL -------- ---------

e A¡)f,\?:T'!Ttr.:?AL I'OR EL "ETI'.JrO or 3I' I'SO'l 1)( 11]' 
e 4rr\3=t·;T(r.RAL pr~ EL I'(TO'lO DE SI'If'~O'I 1"'[ 3/8 

-t- ~•CC' T hD('R üE PUlo TOS IIULSTrtALI:S. YA UULllADOS_ PARJLEVALUAR LA. 111• -
__ t __ _ Ttr.rr.L 
_ C • _ SU"P~fl=S~I'I"TORJA DE OPOE'IA'I !lE l'lOlCE PAII _ _ _ 
_t ___ SU''l"(::i!J"ATO!'II.\.DE (lRI)[tiAflAS CQII IIIDICE._IIUL.Tlel.fl..!l.t...LLUIIO ____ _ 

e Sli"I!E5":J•J'If<iORIA QF'L RESTO oE ORD(PIAOAS 
Ol"i:'':iTIJtl V(lQ!),\.(11)1) 

..:._ ___ AREAI=o.o _. __ --------- -------------
____ ARI:A?=o,n _ ____ __ ------------ _______ __ 
____ _ AR[.\3:o,o _ 
_e __ ¡,¡I'Ar.t•" LA .car¡TJ[l'l' OE . .PUliTOS.!1U.EST.R~t3..filtA 8EU:CCIO,.AA tL H'-Tfl• 

e DO Df T::T(r,rAtTIJ 11 
rFr•&,Lil,l) c;n ro •' ~ 

_____ IF'W.('1,2) GO _TO 1 --------·----------
--. ____ ... ~(1&•1)12 -- ----- - ---·--
_______ JF'(Z•'I,('l,(:¡-J)J GO TO 2 .. _____ _ 
____ f'4D(IJ•1J/J --- .. - ------

Jf'(l••• • (tt•l )) l],CI, 13 
e ¡~hcr,r-,qor: PQ~ EL r~rrOOO TRAf'rZOtDAL 

___ .J. AH[,\2: Ctt• (Y ( 1 l •H2lll/2,0 .. --
-----. GO TO 17 _ .. e _ I'ITtr.í'ACtO'I "CII EL f1Ey000 .. t!E 3I'1PSOrj OE liS __ .z .. su·•r.I;J:o.o __________ . ·-.-- ____ _ 

IF(II 0 [0,l) Gl) TQ q 
Du 3 I=l.~¡-~,2 

_· __ l S•J'INC::~fi'II"AI? + Y(l) -------------------
-- _ q su·•rir:;:oo,o· 

DO 5 1"2,:1•1,2 

- __ ._. ___ -_ _;;_ 

__ 5 SU"'lFS::i!J''I?ES • Y(Y) 
"''rr.~=c·t•CYO) • vcro • i;o•su·ifiAR-+"4~a•s~~Ruuir.o·-----------· 
Go rn 1 7 , 

-'- __ _r·¡TLr.rAc to~'- PO~ _El._ '1tl.!2l>!L o~_H!1~sn_r¡_Q~.:_~._te=-----
-- 6. Sl'"TI?f:'"?,O ____ ----------- --·---------

00 7 ¡: 1 '11 - - --- - . 
1 L(t):o 

----Z 1Ffr¡,(!)
0

11) GO TO 111 
Do o t=:a,u•l,3 
sur•TI'IE:SII'ITRE_±_ Y(J). _____ _ 

---¡ L(l)a¡ 
___ SU"PP: 5=0, O 

------00 q Ie:?,tl•i 
lF(l,EO,L(l)) GO Tll-~ 
Sll"I"E:;:;JII'11'1ES • Y(IJ 

• CQ',fl'I'.IC 
··r.orn12 

lO S1J""C:i=O,I) 

-·-u ~3 .. ~::.!~~.'~~~~ • vci) · ----- ---------- ---- ---

e 
12 allra3=Cl,o•~o(Y(1) t YCII) t 2,0•5U~'TPE t l,O•Stlf4A[S))/8,0 

ca ro 11 
JIIT(r.PaCtO'I CO"Dttl.\111'0 LOS :tETOOOS O! S¡t>PS='I nE lll Y DE l/11 

1] Nr•=ll•3 
----SU"F'M'!:~,O ·--------

JF(:J'I,( l,J) ~r, TO tS 
1"0 1Q J='•'•'l•2,2 

--ill SU''PAf!=:iti:II"AR • Y(T)_____ -------. _ 
· _. &5 SUI'I'(Ss:,O --------- .. __ . __ _ 

00 lb J=~,r .. ¡-1 ,2 __ . _________ .. _____ _ 
--111 Su"r.t-"=:>·J'IRES + 'I'(IL-- . -- - --------------- __ 

APfAi':(H•('I'(I) + Y('Ht) + 2,0•SIIIII>AR + Q.OoSU"R(31)13.0 
Af![l,,:(l,O•fl•(v(rJ•3l + y(;¡) + 3.0o(Y(II•2) + f(ti•01J)/1' 0 0 

...,e___.SU'':.I'l.T00AS-LA3 AREA3--PARC.ULE;·~-------------
- U SlrJTECiUR(A¡ t ARtAZ + AREAl -----------
__ RtTURII.. ' 

Fi.g. 8.7 Li.~.>:ta.do de .ta.~.>u.bJtu.Una. RIEMAN 
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8.2~4 Ejemplo 

El po.tenc.¿a.e. deb.¿do a u.na den..6.¿dad de ca~ga homogénea en 1 

un~ ~eg.¿6n e~~4 dado po~: 
n 

' )- ~ 
V= --L 

4ne .¿= 1 R. 
~ 

€ : peJtm-i.Uv.¿dad del 
me~o 

f-: den..6 .¿dad volu.mé
.t~ca ,de caJLga 

~V:~fieJLenc.¿al de 
volumen 

R.:~~.tan~a de la 
~ c~ga al pu.nto 

con~.¿deJLado 

s.¿ ~e Uene u.na va~lla laJLga con d.¿~;t~bu.~6n ~u.peJLn.¿-
clal de 'ca~ga ~L coulomb~/m como ~e mu.e~.t~a: 

L 

~ ('R P - . 

(- - - - ----.::: = :-_..-~ - -- - - --- -- -- i) 
X 

X' 

la con~~bu.c.¿6n de po.tenc.¿al en el pu.n-to X' deb.¿do a ~X ~eJLá: 

V= ~L ~X 

4Tif. ~ (X'-Xl 
2 z• 

+ a 

el po.tenc.¿al .to-tal deb.¿do a toda la ca~ga e~: 

dX 

~(X'-X) 2 z' 
+ a .. -

Ve.teJLm.¿ne nu.méJL.¿camente el valoJL del potenc.¿al paJLa X'=L 
f 

~.¿~e ~abe qu.e: 
L= 1 O m 

a.= 0;01 m 

g L = 1 O- 9 co u.l/m 

€.= 8.854x.10.:¡z F/m 

' 1 



'\ 

l 
l 

F~t.a~c..i.o na.JL e.e. .i.n-.:teJLva..e.o de útteg!ta.c..i.6n en 2 O pa.JL.:te.&. _ ! 

1 

*SOLUCION 
¡ 
¡ 
l ' 1 
¡ 

p!tob.tema. de.e. 
i TABLA 8. 7 Va. .:too& pa.!ta. e .e. ejemplO. 8.2.4 
1 

N= 2 7 1 

1 H=0.5 ¡ 
' 

I X ( I) y ( I) 

7 o.o 1.798 
2 0.5 7. 9 9 7 1 

3 1 • o 2.247 ! 4 7.5 2.568 1' 
5 2.0 2.996 i 

!· 
6 2. 5 3.595 

¡ 
1 
1 

7 3.0 4.493 i 
8 3.5 5.997 
9 4.0 8.987 

1 o - 4.5 7 7. 9 72 
11 5.0 -898.774 
12 5.5 17. 9 72 
1 3 6.0 8.987 
14 6.5 5. 9 97 
15 7.0 4.493 
16 7.5 3.595 
17 8.0 2. 9-9 6 
18 8.5 2.568 
79 9. 01 2.247 
2o ' 9. 5 1. 99 7 
2 7 1 o. o 7.798 

TABLA 8.2 Re.6ul.:ta.do.& de.e. p!toblema. del ejemplb 8.2.4 

1 

1 
1 

1 
¡ 

' J 

1 
J • 
l 
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' . 
9. SOLUCION OE EC4AC10NES VIFERENCIALES ORVINARIAS 

9 : 1 1 nbto dtt c. c..i. c5 n 

Lo. t)ai!.Mu.la.c...tc5n y e.t plo.n:te.a.m.i.c.nt-o ma.tem<f Uc.o de.; ur.c:. g!t.a.n 

c.o.n.Udq.d d.e. p!t.oble.ma..6 .i.nge.n.i.e.Jt..i.le.6, e..6pe.c..i.a.lme.n:te. de. 4.<..6.tema..6 

d.i.n.~m.i.c. o .6 , c. o n.du.c. e a. la. o b :tenc.i. 6 n de e c.u.a.c..i.o ne-j di. 6 vr.e.nc..i.a.f. e.6 

que. pue.de.n .6 e.Jt. de. .Upo oJtdúta.Jt...to o pa.Jtc...ta.f.. ; 
l 

Ec.uac..i.one..6 d.i.6eJte.nc..i.a.le..6 oJtd.i.na.Jt.i.a..6 .6an a.qu.e.f.f.a.~ en f.a.-6 
1 

que. la. va.Jt.i.o.b..te. de.pe.nd.i.en:te .6 o f.o e..6 6unc..i.6n de. u.tta. va.-i.i.a.bf.e -<.it-

de.pe.n.d.i.en:te, po!t ejemplo: 

tJ = 6 ( x) 1· 
z = g(.:t) 

( 9. 1 ) 

En tfl u. c. ha..6 o c. cw .lo n c.~ f. a. ~o l {t c.-i. 6 ;t e. xa. c..ta. de .la..~ e~ u.(.\. 1.2..[ a n ~>~ 

d.i.6e.tte.n.c..i.a.f.e~ no e.:ú.6.te., o e..6 m~t!f c.arr1pl.i.c.a.do el ob:tene!t.f..a., de 

o.h.l. la. ne.c.e..6J..da.d de. c.cnta.Jt c.on rn~:todo.6 de tipo nu.mé!t.i.c.o qu.e. o-
' nJte.z.c.a.n un c.a.m.i.no a.l:te.Jtna.tivo de .6 of.uc..i.6n. 

Pa.Jto. una. ec.u.a.c..i.6n d..t6 e.~r.e.·,Lc..i.a.i oJtd.i.na.Jt..i.a. .6 e det).i.nerz. f..o.6 
1 

.6.i.gu.i.en.:te.6 c.onc.ep:to.6: o~tden y gJta.do. 

El oJtden e.6:t.<f da.do po!t. la. ma.yo!t. deJt..i.va.da. de f.a. ~a.Jt..i.a.bte 

de.pen.d.i.en:te que .6e p!t.e.6e.n.:te en la. ec.u.a.c.J..6n dJ..6eJtenc..i.a.4; el gJt.a-
' do e..6 la. m~yo!t. po:te.nc...ta. a. f.a. c.u.a.l e.6:t~ ef.eva.da. la. va.~a.ble de.- -
í 

pe.nd.i.en.:te u alguna. de .6u..6 de!t..i.va.~a..6 en la. e.c.ua.c.J..6n di6e~tenc..i.a.!. 

La. 6oJtma. mM gene.Jta..t de· una. ec.u.a..c.J..ón dJ..t)e!tenc..i.a.f. o!t.dina.-

·Jt.i.a. de. oJtden "n" ~.6: l 

11 ( n) = 1 ( X, r r r 
:'1 o !f, y , tj , • 1 

tj ( YL - 1 } ) *· ( 9 • z } 

Ot.Jta. c.la..6J..6J..c.a.c..i.ón J..mpo!t..ta.n.te de la..6 e.c.u.a.c.J..one.~ d-é.6e.Jt.e.nc.-é.~ 
..e.e·.6 oJt.d.i.n.a.li.J..M e.6 en ba..6e a. .e.a. Unea.lJ..da.d de .t.u m.i..t.mM. Una. e.

c.ua.c.J..6n d.i.6e.Jt.e.nc..i.a.l ol!.d.i.na.lí .. Út e.6 Unea.l ,5,¿ f..a. ec.ua.c.J..6n· d.t.&e..ten

c..i.a..f.. .6 e pu.e.de. e:q:J/teÁ a.l!. c.on1o u. na c.otnbúta.c.J..ún Unea..t de la. va.Jt.ia.

ble depe.ndJ..en.te y de .tód:t6 .6 u.~ de.JtJ..va.da..6 . 
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Pa~a ~ue la 6o[uci6n de una ecuaci6n d~Se~encial o~dé.na

ll.ia ~ea única ~e ~eqttielte e.-6peci6icd~ .tanta.-6 c.ondicione.~ l~tlc.ia 
' 1 '-

- le-6 o va.to~e-6 en la 6-'lonte~a como el o~den de .e.a ecuac~i6n di6e-

~encial. Ve ac.ue~do con lo an:te~io~ 6e clMi6ican lo-6 p~ob.t.emct-6 

ing enie~ile.6 que involuc~a•t ec.ua.cio ne-6 di ó e~enc.tale.6 o~din,tJt.i.a.6 

en do-6 tlpo.6: plloblemM con va.lo~e-6 iniciale-6' y plloble.ma-6 con 

valolle-6 en la 6~ontella. 

Un plloblema de valolle.6 útlc.la..te-6 6e c.aJtac.teJt-i.za pollqu.e to
da la in6oJtmaci6n c.oncellnien.te a.l pltoblema .6e· e.6pec.i6ic.a. e.n un 

.6olo punto. Un p~oblema c.on va.loke.-6 en la ó~onte.~a e.6 aqu.él pa

lla el c.ual toda la inóollmaci6n .6e e.6pec.ióica en do-6 o má-6 pu.n

to.6 dió e.~ente.-6. 

E.6te c.apitulo .6e ett6oca a obte.ne.ll·la 6olu.c.i6n de e.c.u.acin

ne-6 cl-i.6e~ettciale.6 o~dinaJtia-6 de. p~lme~ oJtden me.dla.nte d.é.ve'l...ó cu.) 

m€to do .6 -numé~ic.o .6. No ~e Ltatan e.c.uac.:i.o tte-6 de 'fllct':fO.It o:¡ de.:-, d:tdo 

que c.ua.lqule~ e.c.uac.i6n d..t.neltenc..ta...e. de ollde.n "n" '~.e. pu.C'.d.z. ri.¿!J--
, 

c.omponell en u.n .6i.6tema de. "n" e.cu.aclo,te.-6 di6e~e.nc-~~ale) de p.lt-i.-

meJt o1tde.n c. o m o .6 e ve~á en el c.apl.tulo 1 O. Pa~a. p~o blemcw· c. o n 

valo~e-6 en la ó~onte.Jta .6olo .6e me.nc.lona el m_étodo de ~i6e.~en

cia.6 t úí..t.ta.~ • 

9.2 Soluc..t.6n Ge.ne.~al de. u.na Ec.u.ac...t.6n Vi6e.lle.ncial O~d..t.na~..t.a, 

Lineal y Homogénea 

9.2.7 Objeto 

Obtene~ la .6oluc.i6n ge.ne~al de u.na e.c.u.ac.i6n dióe~e.nc...t.a.l 

tinea..e. olld.i.na.Jtla del .6iguie.n.te. tipo: 

11
(tt) + -(n-7) 

':J an-1y .,.. . ' . . + a y' + a y= O 1 o ( 9. 3 J 

y = y ( .t) 

9 • 2 • 2 Método 

La .6olu.c.i6n de u.na. ec.u.ac.i6n d~6e~en~iai oltdina~ia, lineal 

U homoglne.a e.6.t~ en 6u.nc.i6n dt la.-6 ~a.lceJ 

.te,U.~;t.[co C:e. dicha. ec.u.ac..[6n, e.t c.u.a.l e-6: 

..-!.e¿ p .:.t.ü:.om.ca- c. .. vtc:.c.-
1 

+ ••• + ao = o ( 9. 4) 

' 



-
· LaA JLa.lc.e~ de d.i.c.ho polútom.i.o_ pu.eden 

.6-igu..ien.te.-6 tipo~: 

4) Jta.lc.e.-6 Jtea..t.e~ dióeJLen..t·e.~~ 

b) JLa.lc.e.4 !Le.a..t.e.4 JLepe..t.i.da-6, 

c.) Jta.lc.e.-6 c.omple.ja~ d.i.óe.JL~n.te~, 

d) Jta.lc.e-6 c.ompleja~ !Lepe.tida~. 

' 
engloba!L.6 e. ie.n .to~ 

! 
1 
¡ 

' 7 SS 

'¡ 

La .6olu.c..i.6n. c.oJLJLe.-6pond,¿en..te. a c.ada u.n.o de. e~.to-6 c.u.a.tJL~ .t-ipo~ ·de· 

Jtc:t.lc.e.-6 -6 e. mene..<. o tta a c. o n.t.i.nu.ac..i. 6n. 1 

Rc:tlc.e-6 Re~.e.e.~ V.i.óeJLe.n~e~ j 
En e-6 .te c. M o ~ .i. ex.i-6 .te.n "m" !La.l c. e.~ !Leale-6 d..i. 6 e!L~n.te-6 S 7 , -

s2 , ••• ,Sm ; ta ~otu.c.ic5n geneJLal c.o!Vte~pondien.te e-6j: 
1 
l 

. . . ¡ {9.S) 
l 
¡ 
¡; r- • ' : .. • ~ • 

Si e.x.i.~.te u.na ILa..lz S,¿ !Lepe.t.i.da "m" vec.e~, la ~o~u.~i~n,ge
ne.!La.l paiLa dic.ha !La.lz e.~: 

IJ = ( B 7 + B 2.t+ • • • + Bm.tm- 7) 

Rc:t.lc.e.~ Compleja~ Vióe.JLe.n.te~ 

S . .t 
e. .(. ( 9 • 6) 

La~ JLa..lc.e.~ c.omple.ja-6 -6.ie.mp!Le. apa.!Lec.en poJL pa!Le-6 :c.onju.ga.

do-6, e-6 dec..iJL, -6-i.: a. + jw e.~ JLa.lz de la ec.u.a.c.i6n c.aJLa.c.t:,eJL.t~.t.ic.a_ 

.también debe -6e.JLlo a ~ jw y la. c.on.tJL.ibu.c.i.6n de cada. p«~ c.onju.-
gado .a la 4olu.c.i6n ge.ne.Jt.al ~e.JLI!: _ j 

1J • e.4 .t( s
7
c.o4(w.t) + B

2
4e.n(w.t) 

Rc:t.lce.~ Compleja.-6 Re.pe.t.i.d~ 

( 9. 7) 

Si e.l pa.JL c.onju.gado de JLa.lce.-6 compleja~ a ! jw apa.JLec.e 
JLe.pe.üdo "m" vec.e-6, -6u. c.ont1Libu.c..i6n a. .ea 4olu.c.i.6n gine.(lal de la 

1 

e c. u. a ci 6 n d,¿ ó e.JL e. n c.i. a .e e.4 : ' 

y = e. c:tt ( ( B 7 + B 2 :t + • • • 

PaiLa .ea. ob.te.ltC..ión de. la. .60lu.c.-<.ón ge.ne.JLa.t nte.cUan.te. (.Uta 
p'u..tadoJt.a d,¿g.i.ta..e. .to-6 pMo.-6 a .-6cgu.iiL -6·on: 

com .. 

1' 

1 
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Le e !t. c. o e 6.{.c..{.en.t:e..6 de .e.a. e c. u a. c..{.5 n d.{. 6 e,ten c..{. a. l. no -'w1a.

Uza.do.6 c.on Jt.e.ópec..to a.t c.oe6.{.c..{.en.te de.t-.tltr..m.{.no qu.e 

da el o~de.n de ta. ecu.a.c.{.6n d.{.6eJt.enc.ia..e. 
Ob.:ten.eJt. la.-6 Jt.a.ice.6 de.t pot.{.n.om.{.o c.a.Jta.c.:teJt. ... (,.).t.{.c.o me"' 

cUa.n..te. el m€..todo de Lút_- Ba.Dt..6 .tow 

- Con..:ta.Jt. ta.-6 Jt.a..Cce.6 Jt.e.pe..t2da..6 de c.a.da. .t.{.po 
Va.Jt. ta. c.on..t:Jt..{.bu.ci6n de. c.ada. Jt.a.lz ~ ta. .6olu.c..{.6n. ge.ne
Jt.a.l de a.c.u.eJt.do a. .6u. tipo y c.a.n..:tida.d de vec.e..6 que a.-

, pa.Jt.ec.e Jt.epe.:tida.. 

9 ~ 2. 3 ~ Ve.6 c.Jt.ipc.i6n. del P-'Lo glt.a.ma. 

a.)Su.bJt.u..:tina..6 Jt.equ.eJt.ida..6: 
SUBROUT1NE R1ROO, obtiene la..6 Jt.a.-t:c.e.6 del polinom-<..o c.a.

Jt.a.c..:te!t.l.6.:tic.o med.{.a.n..:te el ml.todo de Lút-:Ba..{.Jt.~.:tcw. Con
,.6 u.l.ta.Jt. el c.a.p..C.tu.lo 4 • 

b)Ve..6c.Jt.ipc..{.6n de ia..6 va.Jt..{.abte.6: 
Pa.Jt.a. el plt.ogJt.a.ma. plt..{.nc..{.pa.l: 
CTE_( 1) 

X ( 1) 

NC 
A ( 1) 

LMAX 

RZERO 
SZERO 

EPS 

CEREQ. 
,'JUM 

NIM(I) 
NCON 
L 

y 

c. o n. .6 .:t a. n t e..6 a.Jt. b .{. .t:Jt. a.Jt.i a..6 de la. .6 o t u. c..{. 6 n 

gen.eJt.a.l 
c.a.Jt.a.c..:te.~ al6a.numéJt..{.c.o .{.gu.a.l a. X,¿ , don

de X e.6 lc;t va.Jt..{.a.ble .{.ndepeitcf.i.e¡¡ te. 
oJt.den de la. ec.u.a.c..{.6n d.{.6e.Jt.enc..{.~t 

c.oe6.{.c..{.en.te.6 de la. ec.ua.c..{.6n d.{.6e.Jt.e.nc..{.at 
mix.{.mo namelt.o de. .{..tetr..a.c..{.one.6 a. e.6e.c..tualt. 
pa.Jt.a. enc.on.tJt.atr.. l~ Jt.a1c.e..6 de. ta e.c.~a.c..{.6n 

c.a.Jt.a.c..:te.Jt.1.6t.{.c.a. au.x.{.t.{.~Jt. 

va.loJt.e.6 de a.Jt.Jt.a.nqu.e pa.~t.a. la. ba.6qu.e.d~ de. 
l a..6 lt. a. ,e c. e..6 
c.u.teJt.-i.o de c.onveJt.genc..{.a. pa.J:..a. et n1é.todo 
de L.{.n- Ba..{.Jt.,~ t ow 

c.!U..:te.Jt.J.o pa.Jt.a. -'Le.dondea.m.{.e.t~to de Jt.cúc.e.,~ 

va.Jt..{.a.bte que. útd-i.c.a. .6-<.. .6 e e.nc.ontJt.a..ton to

da..6 lcw Jt.a.1c.e..6 
J.den.U6.{.c.a.do,'L de. Jta..Cc.e.~ c.omplej a..6 

c.on.ta.doJt de. lt.lt.Cc.e-~ tr..e.pe..t.i.dM 
c.on.ta.do-'1. de Jtct.Cc.e.-6 tr..e~~e..U.dc:.6 de wt .6 oto
tipo 
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LEPER(1) 

RARE (1 )' 

RAIM(1} 
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'\ 

cont«do~ que ¡den~~¡ci « l~ ~«~ce~ ¡
_guale4 de u~ 40lo ;t¡po 
pa~te ~eal de. ~a~ce4 ~eo~den«d~ 
pa~te ¡m«g¡na~a de ~a~ce~ ~eo~denada4 

RTREA(1} - pa~te ~eal de 4a~ce4 4¡n ~eo4dina~ 
RT1MA(1) pa4te ¡magin~ia de 4«~ce~ ~in;~eo4dena~ 

e) 'Dimen.6ione4: /! 

_LM p4opo¿¡icione¿¡ 'D1MENSION, COMMON y VATA .debvr.án 
modi6¡ca4¿¡e en el ca4o de que el o4den de ~a ecuac¡ón 
di~e4enc¡at ~ea mayo4 que 20. 

d)Fo4mato4 pa4a lo4 dato4 de ent4ada: 
SEC.TARJETAS FORMATO INFORMACION 

1 (12} NC 
2 ( 8 F 1 O • O } A ( 1 ) , el coe~¡c.ien.te del 

. (' 
' ' ,, .... 

. / 

tl4m~no ~ue da el o~den 
de la ec¡ulci.ón de:b e.. .6 el!. 
unita4~o y no ¿¡e pl!.opol!.-
cion.a. ___________________ , ________ _ 
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9. 2. 4 , Eje.mptp 

La. ec.ua.c_.(ón cU.6~Jt.e.nc..ia.l que C.a.Jt.a.c..te.Jti.z:a. c.t c.ompqJt..ta.m.ien-
~ ' to de un 4.(~te.ma. d.in~m.(c.o ~.in e.xc..i.ta.c..(one.~ e.x.teJt.na.~ e~: 

dB - d7 d6 4s:_tj_ + d4 d3 · 
-~ + 11 ~ + 6 8 g + 3 2 o --:--3" 979 ~ + 2 3 2 9 7:1- + 
d.t d.t d.t d.t d.t d.t : 

d2 . ,¡ 

+ 4032 ~ + 3060 ~ = o 
d.t d.t 

"SOLUCION 

TABLA 9.7 Vato6.pa.Jta. el p44blema. del ejemplo 9.2.4 

NC= 8 .. 

K A(K) 
1 11. 
2 68. 

3 320. 

4 979. 

S 2329.· 

6 4032. 

7 3060. 

8 o. ' 
¡ 

' 
TABLA 9.2 R e6 u.l .ta. do ~ del pJtoblema. dl!.l ejem~lo 9.2.4 

. / 
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' 9.3 Método de Eule~ y Eute~ Mejo~~do 

' 
9.3.7 Objeto 1 

" \ 

Obten e~ t~ .6 o iuc.i.ón de ec.u~c.l.o ne.6 d..i.6 e~enc..i.~ié.-6 ·o ~d.i.n~Jt-i.~.6 
! 

de p~.t.me~ o~den dei t.i.po: 

IJ 1 = 6(t,y) 

y(tol = Yo 

( 9. 9) 

po~ ei mé.todo de Euie~ 1J Euie~ mejo~~do. Se puede p!Lop:o~c..i.ona.IL 

.e~ .6oiuc..i.ón ex~c.ta. de i~ ec.tt~c..i.ón d.i.6e~tenc..i.~i pa.IL~ v.i..6;ua..t..t.za.IL 

.e~ ex~c.t..t..tud dei método. 

· 9.3.2 Método 
EuieiL 

1 ' ' / e • 

Ei enc.on.tlt~IL la. .6oluc...t.6n de .t~ exp1Le.6..i.ón (9.9) iqa..t.va.le a. 
' 

dete~m..t.n~~ ei áiLea. b~jo ia. c.a~va. n(.t,y); pa.lta. .ta.l p!Lopó~ito .6e 
'' 

mue.6.t1Le~ .ta. 6anc...i.ón a. e.6p~c..i.o.6 eqa..t.di~ta.nte.6 a. 6..t.n de :eva.taa.IL 
ei álte~, c.omo .6e mae.6t1La. en ia. .6..i.gu..t.ente 6..t.galta.: '· 

1 
1 

1 
A7 1 A2 

1 
1 
1 
1 

t:.t 't:.t 
1 1 

~~~· 
----~--~--~------------------------------~ t to t1 tz 

Fig. 9.3 Mae~tiLeo de .ta. c.a1tva. n(t,y) 

Se .6a.be qae: 
IJ 1 ::; dy 

d.t 
(9 • 1 o l 
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\ . 

poJr.. R..o .ta.n.to: 

dy = y'dt 

ptU. a.n do a. v a.l oJr..e.-6 .üt c.Jr..e.m e.n.ta.l e.-6 : 

fly = y' fl.t 
' 

donde. y' fl.t Jr..e.pJr..e..6e.P.ta. e.l áJr..e.a. A., poJr.. lo qu.e.: 
.(. 

Re.a.c.umoda.ndo: 

Y,¿+1 =y,+y' 
.(. 

.(. 

(9.f2) 

(9.13) 

(9.14) 

la. e.xpJr..e..6-l6n (9. 74} Jr..e.pJr..e..6e.n..ta. la n6Jr..mula. de. Eule.Jr.. y pa.Jr..a. a.-

JUz..a.n.c.a.Jr.. e._l m€.todo .6 e. Jr..e.qu.i.e.Jr..e.n la~ c.ond-lc.-lo ne..6 -ln-i..c.-la.le.-6 e.n 

.t = .t , e.-6 de.c.-<.Jr.., y(t
0

}. ' o 
E.6.te. m€.todo · e..6 e.l má.~ .6 e.n.c. ,._llo de. :todo-~ p:?..tz..o tie.Yz.e. el 

-lnc.onve.n-le.n.te. de. .6 e._Jr.. e.l má-6 -lnexa.c..to da.do que. e..t e.tz..tz..oJr.. que. pJr..o

du.c.e. e...s ·de.l otz..de.n de. ( fl.t) 2• Pa.tz..a. .te.ne.~_Jr..e..6ul.ta.do.6 a.c.e.pta.ble.-6 

.6 e. Jr..e.q u.-le.tz..e. que. flt .6 e. a. p e.q ue.ñ o. 

·Eu.te.Jr.. Mod-ló-lc.ado 

El pJr..oc.e..6o e.-6 bá-6-lc.a.me.n.te igu.a.l que. el a.n~e.tz..-lotz.. .6olo que. 

e.n _ e..6.te. c.M o pa.Jr..a. ccr_da. y,¿ .6 e. e.ó e.c.tua. una. .6 Vt..i,_e. de. -l.te.tz..a.c-'~0 ne..6 

a. 6-ln de. ob.te.ne.Jr.. .6u va.loJr.. má.6 exa.c..to po.6~ble., c.on lo a.nte.tz..-lotz.. 
1 .6e. logtz..a. que. e.l e.tz..tz..cJr.. a.c.~muR..a.do d~.6m-lnuya.. 

El p1.ac.e..6o .6e de..6c.l,_~be. a. c.ontinua.c..i6n. 
1 
/• 

Va.da. la. e.c.ua.ct6n 4-i&e.he.nc.la.l: 

. ~ = nl-t,yl 
Jr..e.pJr..e..6e.nta.da. e.n la. &-lgutz..a. 9.4: 

6t. ' 6t 1 
-q;¡;.:---- =a.-. ~-- 1 

--~------~·~-----~~----------------------------~~ t 1 
t 1 .t2 

FCg. 9.4 R~ptz..e..6e.nta.c.i6n. g~d6ica. de y'=61t,y} 

(9.75) 



Se 4abe po~ el m~todo de Eule~ que: 

( 9. 16) 

polt lo ta.nto: 

(9.77) 

y: 

(9.18) 

dado que ~e conoce Y¡' y y0' e~ po~~ble apl~ca1 el mé~odo ~ap~ 
l 

zo~dal de ~nteg1tac~6n con lo que: 

y 1 y') 
YJcoJt~eg~da= Yo + ( 1 ; O b. t ( 9. 19) 

el valolt de. y' .6e co~~ge ..e.a canüdo.d de ve.ce6 qu.e .6e~ nc.ce.ia
~a empleando la~ ecuacione~ ( 9. 18) lJ ( 9.19) ha.6-.ta lfu.i ·do-~ -~_a

lo~e~ ~ uce~~vo.6 co~~eg.ido~ d~6ienan meno.6 que un c.~¿::. e~ o de -
conveJtgenc~a e . 

y a.61. 

En té~mino.6 gene~ale.6 ~ená: 

y. + 1 = y. + y' 1 
~ ~ ~ 

b.t 

,
1 

, ( e o~~ • 1 ) 
:;¡~+1 = 

( CO!t~. 2) 
lj~+1 = 

.6 uc.e.6~va.nente 

6 ( .t ~ c. o~~ . 1 ) 
-<.+1 

Y,¿+ ( lj '. + 
' .{. 

2 
hM:ta que: 

y'. (e o lt~. 2 ) ) 
.{. + 1 

1 
,!c.ott.j) _ ,,~c.oJLJt.j-1) 1 < C' 
~.t+7 ';1.<..+1 e 

( 9. 2 o) 

( 9. 2 1) 

( 9. 2 2) 
... 

( 9 o 2 3) 

t:. t ( 9. 2 4) 

( 9. 2 5) 



-----~_:___----------=--------------------1-66-'-----

1 ' 

pa.lr.a. cada. y.+ 1 . .{. -

9.3.3 Ve6clr.ipci6n dei P~r.oglr.~ma 

' a.)Su.blr.u.tina6 lr.equ.e!r.ida.6: 

-, 

...._ 

SUBROUTZNE FUNCT (C, V, F, G), en e6~a. ~u.b!r.u~lna 6e.p!r.o 

po1r.ciona. la ecu.a.c-ión d-lne.lr.encia.f. y 6u 6olu..ci6n exac
ta. en el ca6o de qu..e 6e de6een compa~alr. ~e6uf.tado6. 

SUBROUTZNE GRAFI (A, N, ~!), glr.áóica lo6 !r.e6u..f.tado6 de. -
la ecuaci6n dl6elr.e.nc.iat dado6 polr. e.l método de Eu..f.e.~, 

Eule.!r. mejo~ado 1J f.a 6clución exacta e.n ca6o de. habe~ 

6e p!r.opolr.cionado. Con~u.ltalr. capitulo 1. 

b)Ve6clr.ipci6n de. la6 valr.iatle6: 
Palr.a. la. 6ub!r.utlna FUNCT: 
e valo!r. de ~ 

-\... 
-{. 

V valo!r. de ll. 
J.{. 

cuando J e. e.vaf.ua lf_¿+] 

G ó ( t, y) 
F explr.e.6i6 n c.o1r.~e6 po ndie.nte. a la 6olu.c-<-ó•t 

exacta 
Pa.1r.a e.l plr.oglr.ama p~lncipal: 

N cantidad de punto6 en que 6e 6uod-<.vide 

S 

X ( 7) 

y ( 7) 

x ( r J 

y ( 1) 

Z ( I) 

W ( I) 

F 

G 

KEXAC 

V 

o 

el inte.~r.valo de inte[:~aci6n 
e6 paciamie nto en tite pu.n.to6 mue6 tlr.af.e.6 -
( t:. t) 

tiempo in.~c-<.al (t 0 J 

condición. inicial (y (t
0

1 J 

a. b6 cú a6 
6oluci6n obtenida po~ Eule~ 
6oluci6n. obtenida po~ Eule~ Mejonado 

6 o lución. exacta 
valo!r. de ta ~olución. exacta en. el punto 
t . 

.{. 

valo!r. dt la de.~ivada en. el punto(t., y.) 
-{. -{. 

va.~iable que indica 6l 6e pnopo~c.lona o 

no la 6oluclón. e.xac~a 

va~labie de ~eemplazo 
va~lable de ~r.ee.mpla:o 

,--
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EPS c.Jr..i..telt..io de· c.onveJt.genc..ia. pa.Jt.a. ~.e. método 
' de· EuteJt. MejoJt.a.do , 
i 

A(I, J) a.Jt.Aegto ma.tlt...ic..ia.t pa.lt.a. 6oJt.ma.Jt. ta. gJt.46..t-
c.a. 

e) V-i.men~-i.one~: 
' 

·La. plt.opo~-i.c...ión 

cumple que.: 
V1MENS10N debe.Jt.á mod-i.6-i.ca.Jt.6t ~_¿ ~e -

¡ 
! 

N > 100 

d)FoJt.ma..to~ pa.Jt.a. lo~ da..to~ de. en.t.Jt.a.da.: 
SEC.TARJETAS FORMATO INFORMACION 

1 (15,3F10.0)N, S, X(7), Y(1) 

2 (17) KEXAC, puede a.dqu..ilt.-i.~ !o~ 

~ -<.. g u-<. e. n .t. e.6 v a.! o 1t. e.6 : 
1 ~..¿ no ~e. da. ~oiuc..i6n 

exacta. 1 

' 
O cuando .6e da .60luc..i6n 

e.xa.c.t.a. 

o tlt.o-6 pa.q ue.t e~ d ~- da..to-6 {o p c..io n_a.l) 

e.)V..ia.glt.a.ma. de bl.oque-6: 

TARJETA EN BLANCO, a.l 6{ 
na. U z cVt .toda l.a. ~n 6 o Ilma.-- _ 
c..ión. 



--------------------------=----------7-M;:----

(lbtenet Ctt aot. 
poli. et '"lt"do de 
fu.i.Vt y Eu.i.Vt '"~ 
jo!Ul.do 

obú.nVt lu. aot. 
poli. et método de 
ful.Vt y Eu.t.e1r. ~ 
jo!Ul.do -

gene.'Ul.t ~~eglo 
ll'\l.tlu c.<.a.t ¡:o.IUl 
g1Ul.6<.ea.t .,uut.
taáoa 

F~g. 9.5 V~agnama de bloque~ del pnognama pn~nQ~pat 
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Fig. 9.7 Ll~tado de la ~ub~utlna FUNCT 
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9.3.~ Ejemplo 
La. v a.IL.i.a. c..i. ó n de la. a.Ltu.lla. del /j ,i;/j .tema. . - ' 

171 

h.i.dlláu.l.<.c.o de la. -
! 

F.i.g. (9.8) /je enc.u.en.tlla. c.a.lla.c..tell.i.za.da. poll la. ~.i.gu..i.en.te ec.u.a.---

1 
c..i.ón d.i.6ellenc..i.a.l: 

La. 

1 

h 

'· 

1 

A. 

' 1 

pello¡ e/j pec..l6.i.c.o 

r =o.~~ 
Khw ' q = 

F.i.g. 9.8 S.i..6.tema. h.i.dlláu.l.i.c.o del p!Loblema. det;eje.mplo 
9.3.4 

~olu.c.-i.ón a.na..U:.t-i.c.a. de d.i.c.h a. ec.u.a.c.-i.6n d-i.ne.Jte.n.~-<.a.e. 'e-6: 

A h2 

h(.t) o , 
ho h ( .t) = 

2Kh~.t 
= 

+ A. .t. = .to 

Vet.ellm-i.n.e ta. a.ltuAa. h(.t) polt el método de Eu.leJt y Eu.te.Jt 
MejoJta.do, c.ompalle 4u.-6 Jte4u.lt.ado~ c.on la. 4oluc..i6n exac.~a. Con-6-i 
déJtell e lo /j.igu.-i.en.te: ' 

ho = 2 m 

A. 2 = m 
K· = o • 7 1/S 

.to = o. Seg 

ó.t. = o. 5 Seg 

;t6-ina.l = 45 .6 eg 



' 
----~-------------------------------------------------------------:H~~.~~---

0 SOLUCZON 

TABLA 9 • 3 Va.:to-6 del pltoblema. del ejemplo 9. 3. 4 

" N = 90 
S = 0.5 
X ( 7) = o. 
y ( 1) = 2 • 

KEXAC = o 
( -

(4./(0.8*C F(C) = SQRT + 1. l ) 
G(C, V) = - 0.1*V*"3 + o. *e 

TABLA 9.4 Re-6 u.l:ta.do.& del pltoblema. del ejemplo 9. 3. 4 

\ 
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' 

9.4 Mltoda de Runge-Kutta 

9. 4 • 1 O,b j e.to 
Obt~ne~ !a ~o!u~~6n de. una e~ua~ión dióe~en~ia!ide p~~e~ 

o~de.n de.! tipo: 
y'=ó(t,y) (9.26) 

J>uje.ta a la~ ~~ndi~.i.one..& inic.ia!e..6 1J (t
0

) = g
0 

, po~ e! ¡método- -
de. Runde-Kutta ~on La op~i6n de ~ompa~a~ La .6olu~l6n ~umé.~.<.c.a 

1 

c.on ta. .6oluci..6n e.xa.c.ta.. ~ 

9.4.2 Mé.:todo 
EL método de Runge-Kutta e.mple.c:. La. 66~mula. de ~e.c.:.t-'t~enc.la: 

1 

~' (9.27) 

pa~a e~a.e.JdJr.. ! a.6 va!oJr..e.-6 .6 uc.e.6 .i.vo .6 de La vatúab!e depe.nd~e n:te. 
1 -

de La e~u..ac..i.6n (9.26). Lo.6 pa~lfme:t~o.6 K . .6e dete~mútan en la 
j 

~>ig~e.nte 6o~ma: 

K¡ = ~:t)6(t., y.) 
,(. ,(. 

K2 = ~t)6(:t . .,. p1 ~ti IJ· + q11K1) ,(. ,(. 

.K3 = ~t) 6 (t. .,. P2 ~:t 1 lj . .,. 
q21K1 + q22K2) ,(. ,(. 

~:t)ó(t. + p 1 ~t~ y .. + q 1 1K1 + q"'-1 2K2.,. -<. n- -<. n - 1 :• , 

. -. + q K ) n-1-1 n-1 n-1 (9.28) 

Lo.6 va!o~e.6 de A, p 1J q .6e obtienen a.l igua!aJr.. La ec.ua
~.i.6n (9.27) ~on c..i.eJr..:to núme.~o de. :té.Jr..mina-6 del de.6a~~ollo po!r.. 

~>e~ie de. Tay!oJr.. de La va.Jr..iable. y. 
Ve.pendie.nda del valoJr.. de. "n" en La. ec.uaci6n (9.27) .6e ha

bla de.L mé.:todo de. Runge-Ku:t:ta de.- oJt:den "n". El oJr..den del e_,'tlt..OJr.. 
d ·d · o é. n+1 p!r..o uc.~ o po!r.. e~ m todo e..6 ( ~:tl donde ~:t eJ el e.6p~c.ia--

miento ent~e. Lo.6 uala~e.6 de La vaJr..iable. independiente.. 
1 

El de.6aJr..Jr..allo mediante .6e.Jr..ie de. Ta~loJr.. paJr..a La vaJr..iab1e. 
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1 

o 

Y.i.+l dado qu.e .6e c.o~oc.e /el_ vatolt Y.¿ e.6: 

A.t)u'. + • 
' :1.(. +( (9.29) 

n·! 

Palta el piLogJLama ·.6 e únplealton 661tmu.la..6 de Ru.nge-K~:t:ta de 
c.ualt.to oJLden, la.-6 c.uale-6 .6on: 

A .t)ó(:t., y.) 
.(.. .(.. 

'-... K ·A .t)n(.t¡ +A t, tj. +_ 1 
- ~ -<. 2 

A.t)ó(:t. + 6;t .{. -z- lj . + 
.(.. . ' ' 

: ( 9. 30) 
' 

Geom~tltic.amen.te lo-6-,-valo~e.-6 K1, K
2

, K
3 

y K
4 

ltep~te.6en.:tan 
la..ó pend-i.en.te-6 ( delr..-i.vada-6 de la c.u.ILva) en d-i. 6 e1Len.te.6 p*n:tc .6 

del -i.nteJLvato lt,¿, :t-i+~). 

9.4.3 Ve.6c.IL-i.pc.-i.6n del PJLogJLama,~ 

a) S ubJLu..t-i.n a..6 IL c.q u.e'lti da.-6 : 
1 

l 

SUBROUTINE FUNCT(C,V,F,G), ert e.6:ta .6Ubltu.Un.a .:::\?. pl!.opoll:-

c.-i.ona la ec.u.ac.-i.6n. d-i.~eJLenc.-i.al y .6u. .6olu.c.-i.6~ exac.:ta 
en c.a.6o de c.on.oc.e.JL.6e. 

-
SUBROUTINE GRAFI(A,N,M), g1La6-i.c.a la .6olu.c.i5rt cb.ten.ida 

de la ec.uac.-i.ón d-i.6eJLenc.ial polt el m~:todo de. Ru.nge

Ku.t:ta y el exac.:to en c.a.6o de 
' 

b) Ve.6 c.ltipc.ión d. e la-6 va.Jtútble-6: 
habelt.6e pl!.opo~tc.ionado. 

Pal!.a la -6 ubJtu.tina F WJCT: 

e valo~ de :t . 
.{. 

V valolt de y . 
.{. 

n(:t,y¡ G 

F .6olu.c.i6n exac.:ta de la ec.u.a~ión ii6e~en
c.-i.al 
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Pa~a el p~og~ama p~ncipal: 

N c.anUdad de. pu.nto~ en qu.e. ~e -6u.bd.i.vide. 

.S 

X ( 1) 

y ( 1) 

KEXAC 

RUNGE(!) 

Y(1) 
F 

G 

e 
V 

RUK ( 1) 

A ( 1, J) 

' e.l inte.~valo 
, 

e.~paclamlcnto e.nt~e. la~ ab~cl~a~ 

valot lnlclal de. la va~lable. l~de.pe~dle.n-
.te. 

va.lo~ útlcla.l de. la va~lab.i..e. depe.n.dle.nte. 
va~lable qu.e ~n6o~ma ~l ~e da o no la 40-

lu.c.l6n exacta 
valo~e.4 de la ~olu.clón obte.nldo4 po~ el 
mltodo de. Ru.nge-Ku.tta 
valo~e.~ de la 4olu.c.lón ~xac.ta 

' 
4olu.c.lón -exacta. de. la ecu.ac.lón -dl6'e.rte.n

! 

c.lal 
e.c.u.ac.lón 
va~able. 

va~lable. 

valo~ de 
ml'.todo 

dl6e.~e.nc.lal 
1 

de ~e.e.mplazo 

de ~e.e.mplazo 

lo4 pa~d:me~o~ K. qu.e. emplea e.l 
j 

a~~e.glo ma~lc.lal pa~a ~aza~ la g~á6lca 
e) Vlme.n4lone.~: 

La p~opo4lc.l6n V1MENS10N 4e debe~~ modl6lca~ c.u.ando 
~e p~e~ ente el ca4 o de. qu.e.: 

N ) 100 

d)Fo~mato4 pa~a lo~ 

SEC.TARJETAS 
1 

2 

dato-6 de. e.nt~ada: 

FORMATO 1NFO~MAC10N 

( I 5 , 3 F 1 O • O ) .N, S, X ( 1 ) , Y ( 1 ) , 
' 

(17) KEXAC, pu.e.de. adqul~~ do4 
valo~e.4: 

1 cuando no ~e da -~al. e.-
xac.ta 

o c.u.ando 4e. el; a ~o.tu.clón 
exacta 

ot~o~ paqu.e.te.4 de. dato~ (opcional) 

TARJETA E~ BLANCO, a.t 6i--
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/ 

obtenu la 4ol. 
num~u.c.o. po\ el 
ml.tcdo de Rwtge-

Ku.tta 

obten« ~ol. 
~ po~ el mlto 
do de IWnge-Ku.-= 
.ttA 

~o11ml!\ a neglo 
rna..t/Uc.tal pa.\a 
911«6-ica.\ \ 
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6) LUd.a.do : 

C PPCG~&ua F•RA RESCLV[R ECUaCIO~ES DIFERENCIALES POR EL ~ETOOO O~ 
C RL~:~·~LTTa 
C Sl'.·,lrtCACC 0[ LAS V-RIA!ll[S ( 4PLEAOAS 
C ~·CA~Ttr•o :E P~NTCS E~ 1UE SE SUBDIVIDE EL 1NTEAVAL0 
C S•rsP•CtAul(~TO ENTRE ISSCISAS 
C X(I)•VlLCq I~IClAL DE LA VARIA9LE INCEPENOIENTE 
C YCI)•VALOq I~ICIAL OE Ll VIRIA9LE O~PE~OTENTE 
C ~ExaC•PaPA~ETPC OUE INrOq~¡ SI SE DA O ~O LA SOLUCION EXACTA 
C H~~cE•VJLC~ES CE LA ~OLUCTa~ PQq EL ~ETOOQ DE AUNGE•KUTTA 
C Y•VALCqES CE LA SCLUCIC~ EXACta 
C F•!CLUCIC~ EXACTA OE LA ECUACIO~ DIFERENCIAL 
C ·G-[CUACIC~ CIFERENCI'L 
C C Y C•vARIAeLES DE REEWPLAZO 
C R~~•VALCR Ot LAS CONSTI~TES K DE LA roR~ULA DE RUNOE•KUTTA 

~JW[~SICN X(10t),y(l0I),RUNOEClOl),R~K(5),A(10116) 
IIRITEC~,IOOJ 

C LECTLRA CE CATOS 
kE•OCS•ISO) hi$1X(I)IY(t) 
JF(N) 2o2•l 

2 CALL PIT 
C lhFQAulciCN SCBHE 51 SE DA SOLUCION EXACTA 

P[AQ(5•iC~) K[IAC 
IFC~fr&cl 51•5•51 

C ueTE~Cirh CE LA SCLU~ION CUANDO NO SE OA SOLUCION EXACTa 
51 ~~NGr.Cil•Y(I) 

(¡Q 4 1•2,~ 
x<n•xtt•n • s 
C•XCI•Il 
LI•RU,G((I•tl 
CALL Filt. CTCC •D•r 1Gl 
RUIICI)•G 
C•XCI•ll • Oo5•S 
D=~~~GECI•tl t C•S•S•AUK(l) 
CnL rnr.CTCC•D•f•Gl 
R~~C2l~c 

U•RU\GFCI•Il + Qo5t$tRUK(2) 
(;,lLL ft¡r,CTCC•D•r,Gl 
R!;~(]l•G 

CHCI•1l • 5 
g•qu,Go(l•tl t S•AUKCll 
CALL rti\CHC•D,f•Gl 
RI.~C4l•~ 

IHI"•GECI l•AU14GE(I•tl t 'cs•<AUK(l) + :ZoO•RUI((2) + 2oO•RUICCJ) + RUKC4 
l))l/~,1.) 

• C t¡ '· TI ~ •J E 
GO TC 7 

C uBTE\CirN CE LA SOLUCION CU.NOQ SI SE DA SOLUCION EXACTA 
5 Rli'·H<t>•T<P 

oc 6 1°<•' 
x< ll•x< t•t> • s 
C•XCI•Il 
t¡a<o:\CFC I•l) 
'"LL r~'crcc,c.r,Gl 
RLI!Cll•G 
C•HI•ll + ~·S•s 
O•Pu\C((I•I) • OoS•S•RUK(I) 
CALL rw.CTCC•O•F•G> 
RLI!C2l•c 
D•~UhG~CI•I) t Oo5•S•AUK(2) 
'-'LL Fli~CTCCID•r•G> 
RU•Ol•c 
c•xcr•n + s 
D•~UNGECI•t) + S•RUK(l) 

779 
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CALL riJr,CTCC•D•F"•Gl 
RUK(4l•~ 

kU~~ECil•RU~GECI•t) • CS•CPUK(l) + 2oOtRUK(2) + 2oO•RUKt)) + RUKC~ 
IJ))/6o0 
C•lfCJ) 
CALL ru,crcc.c.r.a> 

6 Y(f)l•r 
I~PntSIC~ OEL ESPACT~~IENTO USAOO 

7 hRITEC6,2SJl S -
Jf(K[X~C) 121•12•121 
l~PRESTrN QE LOS RES~LTIOO! SIN SOLUCION EXACTA 

111 HRIT[(613C:J 
110 8 J•l•ll 

S HAJTEC~,J~Ol X(Jl•RU,OECll 
GENERA~ ~ITRIZ PARA Q~AF"lCAR RESULTADOS SIN SDLUCION EX~CTA 
H•2 
DO ti J•l•ll 
A(t,ll•~Cil 

il ACJ,2l•GU~GECtl 
GO TO 17 
l~PRES!rll CE LOS ~ESULT400S CO~ SOLUCION EXACTA 

i2 WRIT[C6,400l 
OC ll t•l•H , 

l) WR!TE(6,45Jl •Cll•RU~OECJ),y(f) 
GEII[RICIC~ ~E LA ~~T~IZ PIRA O~AF"lCAR LOS RESUlT-OOS 
H•J 
DO 1~ 1•1·~~ 
A(!, l)•w( 1) 

A( 1•2 l•~L~GIII) 
.6 A(t,]hY(Il 

LLA~ACn DE ~e~uTINA Pl~l QRAF"JCAP,. 
•7 CALL GRAF"I( ·~·~> 

GC TC 1 
rCR~ATnS QE LECTU~I ~ t~P~ESir~ 

:' 

1!'0 F"ORt1AT ct"'t lCC/ld 1~• 'S'JL¡,Cif"~ DE UNA ECUACION DlrEPENCIAL POq LO 
lS ~rrcnrs C •,,;~7t,•q~~~E·KUTT4 Y EXACTOCOPCION4L), COh L•s OR~rl 
2CAS COqr.fSP ~GIENTE~'l 

tro roR,.,AT e rs. rtc.o> 
21•0 fCIIIIAT Clll 
2•.0 F"CP!'AT C\1'1 II•I'5X•'f:l ESP~CT1~IENTO USADO fUE •,r1Jo5J 
JCO fOP~AT (/// l5X,'X'•29~o'RVNG[•~UTTA 1 ,/) 
)~0 F"OR,.,IT (/•1 ••F10•5•20X,(I5o8) . 
·~0 rCR~IT (/// ISX•'X'•t6x,'RuNGE•KUTTA 1 ,16~t 1 [XACT-'ol) 
·~0 F"OR~AT Cl•l4••rt~o5•10Yo2([15o8ti0X)) 

E~O l . 

F.lg. 9.to L.lllta.do de! pJtogJta.ma. pJúnc . .lpa..f.. 
• \ 

l 
SU!RDUTl~EfU~ClCC•O•F"•Ol 
F •OoCCO 3StClOo•~I~Cl8Ce•Cl • l8Ce•COSCJ80a•Cl • l8~••[XPC•l0e 

l•C>J . 
G • ll!o SI~CJSQ,tC) a 10•*0 
HETUAit . 
END 

F.lg. 9.fí L-t.6"ta.do de ta. .6u.bJtu.tina. FU~CT 

' 
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9.4.4 Ejempto 
' i 

1 
1' 

p,vr.a. _e.e. c.llr.cu...i.t.o etl.ct.Jt..i..co qu.e .6e mu.e.6t.,'ta. 4 cok{-incta.,~.i1•t: 

----===;-¡ ..¿ ( .:t) 

t.= O 

Men(wt.) R 

L 

, .e.a. ecu.a.c..i.6n, d..i.óeJr.ettc..i.a.t qu.e c.a.Jta.c.teJt..i.za. el compoJr.t.a.m..i.en.:to de .i..l 

c.oJr.Jr..i.ent.e pa.Jr.a. t. ~ O e4 : . 

d.i 

dt. 

. R .i 

L 

. 
La. ~o.e.u.c.ión a.na.Ut..ica. de la. ec.u.a.c.ión d..i.óeJr.enua..e. e-6: 

Obt.enga. la. .6otu.c.ión nu.méJr..ica. de".e.a. ecu.a.c.iótt d.i6eJr.enc.ia.l 

y c.omp~e !o4 Jte4u.!t.a.do4 con .e.a. 4otu.c.i6tt a.na.Ut.ica. pa.Jr.a. lo-6 .6.i

gu..ient.e.6 va.toJr.?-6: 
A= 775 V 

L= 1 H 

R= '10ft 

W= 380 Jta.d/.6 
.i = O A o 
t.=0-6 o 
t.6= 1 .6 

t:J.t.= • o 1 ~ 
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', 0 SOLUCION 
' . . :,.. ... -

- ' 1 

TABLA 9.5 v~to4 p~n~ el pnoblem~ d~t ej~mpto_A.4.4 
N=100 
S=0.01 
X( 1) =o. 
Y(1)=0. 
gEXAC=O 

1 
j 

f(C)=0.0007935*(70.•S1N(380.•e) - 3BO.* 
' ' • e os ( 3 8 O. 111 e) + 3 8 O.* E XP (-7 O.* e) ) 
1 

G(C,V)=775.*S1N(38p.*e) - 10.*0 1 

TABLA 9.6 Re~utt~do~ d~i ·p~obtem~ del ej~mplo: 9.4.4 

/ 

··-
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CL UI'ACll•tr.~TO YSAOO ryE ,..0101)0 

/ 

• IIUIIGI:•KUTh cucu 

o.oocoo o. •• 
OiUO~O o!721560lE+.;I) •SOU8l03E+Oo 

Oo010~0 ol'iiU 4662E+CO ol7178995E+OO 

OoOlOOO ol UUU5E+Col otUl47UE•Ol 

Oo04CCO •!25!5474[+.;0 o44943909[+0Q 

o.osoco •o t2905!7lE •lOO '"oll40H64E+Oo 

o.oeooo oU7'SU59E+CQ •367&9741[+00 
/ 

o .orooo oll7l5049E+CO ot26Ul94[+00 

a .oaooo •o29513U5E•C1 ··30114185[•01 

Oo090il0 •45695 74 7E+Il0 o4078ll43[+00 

OoiGOOO •oi98037BBE+OO ··17470498[+00 

OollOOO o3045l534E+CO o266911 lOOE+O O 

O• 12000 •121853~ 1E•CO •ll281390E+Oo 

OollOilO •oi3033234E+OO •oll933B97E+Oo 

o.uooo o416l514lE+CO o37I07606[+00 

o.l~ooo ••22787807[+1)0 ··20059544[+00 

OoUOOO •2l597789(+CO ol87'92052[+0Q 

"' Ooi7000 oi321861!5E+;O ot21917l5[+0Q 

Ool~OO •ozOZ5244olE+Cil ··18303566[+00 

Ool9000 oU9571542E+OO olU59517E+Oo 

o.aoooo •o23154JOJE•oo ··20326091[+00 

Oo210il0 •t415S762E•co ·12152925[+00 

Oo22000 ;15675009[+00 •IU63945[+oa 

Oo23000 •.ase56Je6t•oo ··22874903[+00 .).,_ 

Oo24COO o]6809957[+QQ oU68lii9"E+OQ 

Oo25000 •o21722354(+QO ··18999646[+00 
/ 

• .. 
o " • o 

Oo86QOO '"•ll71!9521E•Óo •o]C005l6CE+On 

Oo87COC •2496 J596E •C O o21897656E+OO 

Ooll8000 •o568CH02E:•C 1 •o.uOl6549[•0t 

Ooi!900C •ot5958288(•Cil •ot459l809E:•oo 

Oo9GOOO •JCU2578E•wll e21699727'E:+O~ 

o .91QQC •o l2975336E+Ca •o2921Q004E:+O~ 

Oo92QOO •2t2l6671E•CO ol8527035E+01 

Oo93QOO ··606!~54)(•02 •oU62~l94E•OJ 

Oe94CQO •o 2026H63E •llO "•lU84B41E•OO '. 

0•95000 •!2675628(+~0 •2917621 ~E •OO 

OoUCOO "•llU~l51E•cu •o2Fi'6194~E•O' 

Oo97CCO o & 70]QH5E •~o •IH4e12o~·oo 

o.tecco oH817~l&E·~l o4437Q'S92::•,o 1 

o.uo;o "•24114H6E+Cíl ··nHt!'S'I~·o~ 



l ~ t ... . .. . . . ~ . - ' 
'-• :.·'· ... -, : •• ~" .... -~1 • •. -~t'" .. '• .&.~ t• .. l ~. 7 

.. 
1
'Jl ... 

••·-•••••• ••••••••~-••••·-•••• ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••·•••••••••••••••••~••••o•••o•o . 
e~------------------~----~----~~--~ .. 

:.::;.\..-~1 o 
~ .. :'~.:L•(2 ° 
~.:::r..•C2 o 
t.::-:L•C2 o 
~.:::t.-C.::2 o 
~.:::C•C2 o 
!-~~;:.•\:2 o 
!.:::c·ci • 
.;.-::::.•C2 • 
:. :::~·c1 • 
: .. ::~·c 1 o 
:.:::::•Cl • 
l•:::.·ct • 
:. ·=·-~·01 • 
:•'!::E.•Ct 0 

~~~~:.::.•ct o 
· ... o:E.•ot • 
.• e~:~·c1 o 
~.;c:¿•ct • 
¡.:::r::•ct o 
4:•!::t:•ct • 
,.;::.:~·ct o 
2·~-::t:.•Ct o 
~.c::~·Ct o 
~~~c:~·Ct o 
i•~:::.•Ct o 
c.7::~·ot • 
1•!::-~•Ct o 
¿,;:<~·Cl o 
:.:c:[•Ct • 
!•!'=::·ct o 
!•2~:~·ct o 
:.3:::;:.•c1 o 
;.G::E•01 o 
; • :.e . :. • o 1 o ¡¡;; 

2C 
~ 1: 

~.~::E•Ct oc::::j:::~~::::::::~f:::~:::::l~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~;.::, ~ ... ~ t•ot o > 
:!•~·::.:•ct oC 
~.~: :t:•ct o '· 
•• :: .::.•01 o t: 2 
&•t::t:•01 ol 

,,¿::L•o1 •c::::~::::i:::::::::::~::::::::::~:::::::::j:::::: 
ao3C:~·C1 ~:::t::::::::::~:z::::t I•AO:L•Cl e .. 

&oSCJ(•C1 ··=:::l:::::i::::::;;;;;~~~~~¡:~~~~~~~~l:~!!!!!!~~~~!;;::::::::J:::O 
••6o:::•c1 • 
4e10~(•01 • 
&o~C:E•Ct • 
&o90:t:•C1 • 
~.ca:E•Cl • 
!•l~:e:•ot • 
~·2é:~-~1 • 
~.J::~·Cl • 
!oAJ~("Cl • 
~·~P:E•Ct • 
':•6:c~·ct • 
';t7":C(·~t· • 
~e!::E•Cl * 
~ .. ;~:E.·ct • 
!•C~:L•C! • 
!•t::t.•C1 .... 0 

:.2c:t:•ct o 
eoJC"L•Ct • 
!e4C:t•:,1 • 
~.:c~L-01 • 
!e!:':E.-~1 • 
t:•"C:L•OJ • 
~-~c:E.·c¡ o 
!•.;o:E.•CJ • 
... :c:t:•ot o 
"•t::L•Cl • 
,.,~::E•Ct * 
•.]~;(•Q¡ • 

. : '•~· 

-. 

'·•c:~·ct • 

. ..... , ·-

'•5C:E•Ct 'c::==;:==~=:::::::~========~======~========~==::~~~::::J:~J 7 ·~::l•C1 • 
'·7C:!:•C1 • 
7,!0':E•Ct • 

~.;cct.•C1 \==:o~::::j=:::::::::¡~;;~~~iE~~~~~~~~~~~~~~~;¡~~~:) !.:~:t.•Ct • 
eot::E.•Cl 
!•2::L•C¡ 1t 

!•3'=:t•ct • 

~·~~:~·Cl • !••~:L•C1 ~::::~::::~::::::::::~::::~~~~~~====~~========~==========~~==~~ 

. 
.=l 

• 
• 

• 
• 

• 
• 

o 

L::::::21 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

" o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
11 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
e· 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
• o 
Q 

o 
• o 

o 
o 
o' 
G 
o 
o 
o 
o 
o 
a 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
e 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
e 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

t2'" 

u o 

12° 

12" 

tao 

~.~::t.•c1 
!••::t•Q¡ • 
'!·~~:t-:.C~l • (f 

!•~::t•Ct ··~::::::::!;:;;;¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡:¡¡¡¡:¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡:¡::::~¡::::::::::::,,. ______ _! __________ _! ________ __ 

• 
;.:~:[•C1 • 
;.:~;L•C: , 
;,2:·l"Cl • ) 
~.J::~·C1 ° ·~ 
;,,:.t.o:¡ • e 
:,«::~·e: • 2. > 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

;,~ .. ·--~1 .. ( 
----------;:,.. "-:--:-t.-·~-:-• :J 

~ .. !-::L.•':,¡ • • u • • 

o 
o-·Uo 
o 

•.• ;:~L.·q. . ..... ( 
------~---·--·--·--·······························-······················-···-
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9. 5 Método de M.U.ne 

-

9.5.7 Obj~to 
Obtenelt. la. .6 olu.c..lón de u. na.- ec.u.a.c..i.ón d.i. 6 e -'tenc..i.a.! ~ de plt.i.me.Jt. 

oJtde.11. del tipo: 
y' = 6(t, y) (9.37) 

4 u. j e.;ta. a. e.a.4 c. o nd.i.c..i.o n e4 .i.n.i. c..i.a.l e-6 y ( ;t 
0

) = y 
0

, me.d.i.a.n te. el m é- · 

todo de. M¿lne; c.on-la. opc..i.ón de c.ompalt.a.Jt. lo.6 Jt.e..6u.l.ta.do.6 nu.méJt..i.
c.o.6 ~on lo-6 Jt.e..6u.lta.do.6 a.na.l~t.i.~o-6. 

, 9. S. 2 Mlto do 
' 

El ml.todo de M.i.lne. .6 u.b d.i.v.i.de ~a.da. .6 ttb.i.ntz.JLva.lo de útteg!La.-
' ción en c~nc.o pu.nto-6 .igualmente e..6pa.c.i.ado.6 y a.p!Lox.i.ma.-la. cu.!Lva. 

(ecu.ac.i.ón d.lóeJt.enc.i.a.l) med.i.a.nte u.n.a. pa.!Lá.bola. de .6egvn~o gJta.da 
' " 

qu.e pa..6 a. polt t.Jte.6 de e.6 o-6 pu.nta.6 mu;e.~ .tJta.le-6 y c.l á.!Le.a.' en c.a.:ta·-

.6 u.b.i.nte.JLva.lo .6 e a. pito uma. pa!L e.l á.JLe.a. debajo de la paJtá.b oLa. .. - --El' 
4Jt.e.a. tota.t e.6 .i.gu.a.~a. la. .6u.ma. de la.¿¡ á.Jtea..6 de ca.d~ .6u.b.i.nt.ehva.-

l 

lo. G~tá6.i.ca.me.nte. .6e te.ndJt.á.: 
1 

"' y' 

1 

1 
1 

/ 

t.t. ! t..t 1 t..t 
1' ..... !""~~~'=---~ 

1 

">1, 

.t. 3 .t. 2 .(..- .(.- .t. 1 .(..-

-2t..t o 

y' . 
.(.. 

Yl+1 
1 ' ' ,,__ ___ ,_. lj ' ( .t) 

t..t 1 
>i ......_¡ 

·' ! 

.t . .t.i.+1 .(.. 

Zt.t 

F.lg. 9.12 Rep!te.~e.n.tac.i6~ g~á.S.lca del mu.e.6t~ec pa~a. 

el método de Milne 

1 
1 

.t 

\, 

'í 

1 

1 



1' 

-! 

:__ _______________________ ~ _____ _:::::_ ____ ]_&6 ____ _ 

' r • 

'PoiL lo .ta.nto: 
1 

y' (.t) g g(t) 

~
.t .i+ 1 

A. = g(.t)d.t 
.(. ' 

' t. 3 .(.-

~ub~.t.i.tuy~ndo (9.34) en (9.33): 

~
ti+ 1 
' 2 

A. .= (4t + 
.(. . 

- .t. 3 .(.-

b.t + c.)dt' 

'(9.32) 

t 9 • 34) 

(9.35) 

-· ."': •• ,~, 1 

~a.,e:~e~q,o:·.,-_~- ~.igu.<.~n.t~ c.a.mb.<.o ~n. to~ Um.<..t~~ de .in..tegJta.c.-i.4n.: 

'·· 

\ 

" •·. t-<. + 7 = 2 1:. .t 

t. 3 =-2 1:. .t -<.-

~·e. obü~ne.: 

A.¿ = 1 ~ a(·t:. .t) 
3 

+ 4c.( t:. .tl 

( 1 
' 1 

(;9.36} 

! 

1 
1 (;9. 3 7) 

paiLa ~vaR..ua.IL a, b y c.~~ obl.iga a qu~ la. c.uJtva. (9.34} pa.~e poJt 

lo~- pun.to-6 y~_ 2 , Yl_ 1 , y~ ¡ a.l ~6ec..tua.IL lo a.n.:teJtioJt .6e. ¡ob.t-<.e.-

ne.: 

a. = IJ '. - 2 tJ '. 1 + 11 '. 1) .(. :;¡.(._ ::¡.{.-, 

c. = y' . .(.- 1 

.6ub.6U.tuqen.do (9.38) ~n. (9.31) 

A = 4 ( 1:. t ) ( 2 y '. - y '. 1 + 2 y '. 2 . -3- .(. .{.- .(.-
/ .(. 

=y. 3 +A . 
.(.- .(. 

¡'.' 

(i9 • 3 9 ) 

' 
(i9 • .:i o) 

l 

\ 

/ 

1 l 

1 ' 
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Y . 1 .. y. 3 + 4 ( 6.t) (2y'. -·y'. 7 + 2y'." 1 
~+ ~- 3 ~ ~- ~-L 

( 9 • 4 1) 

·La. e.c.ua.c..i6n (9.47) da. la. pJt.ime.Jta. a.p1Loumctc..i6n di: la. .6olu

c..i6n poJt e.l método de. M-i.lne.. El va.loiL ob.te.n.ido .re me.j olLa. e.mple.a.n 

do un pJtoc.e.d.im-i.e.n.to .6-i.m-i.la.IL a..e. del. m~.todo, de. Eul.e.IL me.j.oiL(ldo¡ e.n 

e.4te. c.a.4o .6e. e.mple.a. la. 66Jtmula. de. S.imp6on de. 1/3 paiLa. ¡e.6e.c..tua.IL 

la. c.oiLJte.c.c..i6n u.t.il.-i.za.ndo l.o-6 pun.to6 c.oiLJte..6pond-i.e.n.te.& a. .t. 1, .t., 
-<..- ~ 

t..¿+· 1• El p1Loc.e..6o 4e. ILe.p-i..te. pa.ILa. c.a.da. Y.¿ ha..6.ta. que. do.6 c.oJtiLe.c.c.-i.o-

ne.6 6 uc.e..6.i.Vd6 de la. va.IL-i.a.ble. de.pe.nd-i.e.n.te. .6 e.a.n ctpiLO x.ima.lda.me.n.te. .i.-
j 

gua.le.-6¡ en .t~ILm.ino4 numéiL.ico-6 .6e. .te.ndJta: ~ 

Y
(p!Lon.) = 

.(.+7 

, (p!Lon..) 
Y.¿+1, = 

y . 3 + 4 ( 6 :t.) ( 2 y '. - y '. 1 + 2 y '. 2 1 
~- J ~ ~- -<..-

' 

6(:t..i+1 
y~pJt1 on.)) ~+ 

·'-' 

( "O "IL. 1) (piLC'It ) 
'- 'l. : y + A .t { JI 1 + 4 !/ '• + 1 o ) Y.¿+T .i-1 T :::~_¿_¡ ::;¡~ Y.¿+1 

a.4l 4uc.e.4.i.va.me.n..te. ha..6:t.a. que.: 

( c. o JtJt • J - 1 J < e 
Y.¿+J e 

! 9. 42) 

( 9. 43) 

( 9. 44) 

( 9. 4 5) 

( 9. 4 6) 

El e.ILILOJt p!Loduc-i.do poli. e.l m~.todo e.-6 de.l_oltde._n. de.· (l::..t) 5, 

.igua.l que. e.l pJtoduc.ido poJt e.l método de. Run.ge.-Ku.t.ta. pe.no con la 

ve.n.ta.ja. de. .6e.IL mucho ma-6 Jtap.t.do. Su de..6ve.n:t.a.jct como .6~ puede a.

pJte.c..ia.IL en la. Jte.la.c-i.6n (9.42) e.-6 que. pa.Jta. a.Jt!La.nca.Jt Jte.q~-i.e.Jte. que. 

-~e. c.onozcc;.n lo-6 va.loJte.-6 Yo , Yt , Y2 , y_3·. E.6:t.o.6 va.lo1Le..6 -6e. 

puede,¡: ob~e.ne.IL me.d-<.a.n:te. e.xpa.n.-óione.-6 de. la. .6e.Jt.ie. de. Ta.yloJt o e.m

pl.e.a.ndo e.i método de. Runge.-Ku.t.ta. pa.!La. e.l a.ILILa.n.que., e..6.to Ji.t.i.mo 

e.-6 lo ma-6 U.6Ucti IJ .6e.Jta e.l mé:to~O e.mpie.a.do e.n. el ~ILogJta.ma.. 

9.5.3 Ve..6ciL-ipc.i6n de.! PILogJta.ma. 

a.) ScLbJtu:t.i.na-6 lte.q ue..Jt.i.da-6: 

SUBROUTINE FW.JCT(C, V, F, G), e.n e..6.ta. .6ubJtu.t.in.a. .6e. 1-''tcpoJt-
1 

/ 
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1 

cion.a.n la. ec.u.a.c-<..6n. cU.óelien.c..ia.l. y .6u. .6olu.ci-6n ~xa.c.ta. 

en. ca.óo de con.oce~.6e. 

SUBROUTINE GRAFI(A,N,M), g~a.6ic.a. la. ~oluci6n. obtenida. de 
la. ·ec.u.a.ción di6e~en.cia.l poli. el ml.todo de M.<..tn.~ y la. -

. ' 

.6 olu.ci6 n. e ;._a.c.ta. en. Ca.-6 o de ha.beti e p~o polLcio n.4d o. 

b) Ve.6 c.ll.ipc.i 6n. de. la.-6 va.Jr.ia.b.te-6: 
Pa.~a. la. .6ubJLu..tin.a. FUNCT: 
e 
f} 

G 

F 

Pa~a. 

N 

S 

X ( 1) 

y ( J) 

x ( r 1 
Y(I) 

el 

RI LNE (I) 
RL'K(I) 
PRE(I) 
VI F_( I ) . 

CORR (!) 
KEXAC 

e 
f} 

G1 

A¡ r, J) 

va.lOIL de .t . 
.(. 

va.lo~ de y . 
.(. 

e.6 la. ec.u.a.c.i6n. di Ó f.IL et'L Ci a.l ó(.t,y)l 

.60lución. exa.c..ta..de la. ec.u.a.c.ión. diáe~en-
i 

cia.l l 

p~ogJLa.ma. pltin.c.ipa.l: ¡ 

; 
c.a.n..tida.d de pu.n:to-6 en qu.e óe. .6 u. b d.{. í.J-;{. d-e e.i 

in..teJtva.io t. a :tal de .in.tegJta.c..:;¿ón - r 
l 

e.6pa.c.ia.mie.n.to ~ en..t~e io.6 va.ioJte-6 d~ .ta. · vtt-, ~ 
1 

Jr.ia.bie independiente 1 

i 

va.loJt in.i.c.ia.i de l4 va.Jtia.bie útdepencU.en-
' .te ¡ 
1 

pa.~~me.tJto~ del ml:todo de 

P~onó.6.t.i.c o de. 11 ":Ji 
va.lo~ de y'.

-<-
c.o~Jtecci6't de rj. 

.{. 

va.~ia.bie. ..[ue -<..~tdic.a. .6i 
lu.ci6n exa.c..ta. 
va.Jr.ia.ble de Jr.ee.mpca.zo 

va.Jtia.bie de Jr.eempla.zo 
~ 

va.~ia.bie de ~ee.mpta.zo 

va.Jr.ia.ble. de Jr.ee.mpla.zv 

' .6e da. o no¡ia .6o
t 
! 

a.~Jr.eglo ma..tJL.i.c..i.a.l paJta. implLim.i.JL la. gJLá

óic.a. 



c.)V.(me.n.6.(one..6: 

La. p1Lopo.6.(c..(6n 

N::> TOO 
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VIMENSION de.be.Jr.d .6e.JL mod.(á.(~a.da.' c..u.a.ndo: 
{ 

d)FoJr.ma.to-6 pa.Jr.a. lo-6 da.to-6 de. e.ntJLada.: 
SEC.TARJETAS FORMATO ZNFORMAC10N 

1 (I5,3F70.0) N,S,X(7),Y(7) 

2 (17) KEXAC, pu.e.de. a.dqu.i~.(JL a.l
guno de. lo.6 do.6 ,va.loJLe.-6 
.6 .( g u.(e.nte.-6 : 
1 c.uando no .6e. da .6ol. 

e.xa.c.ta. 
O cuando 4e. da.'la. .6ol. 

e.xa.c..ta 

otJr.o-6 paqu.e.te.4, de. dato-6 (opc..ion.alJ 

n TARJETA EN BLANCO, al 6.(: 
nal.(za.JL toda la.,.(náoJLma.
c...(ón. 



'! 

-,-

) 

obte.nc'L va.lC' 'LU 
de a.'t..'la•tque ~.._ 
el nl.tDdo de Run 
ge· KlLtta. -

ob.terte-t va.l.ow 
de a..'II!Mque pOit 
et mltodD de Run 
ge-Ku.tt.a. -

ob.tenM lA 6ot. 
po.\ el rnl.todo 
de ~li.ltte 

ge.ne~La. t aMe
g (.o rna..ttic.útt 

lta~WVt 

; 
i 

Fig. 9.73 Viag~ama de bloque~ p~a el p~og~ama 

p~ineipal 

¡:· 



6}L.i..t:.t.a.do: 

C Pr¡,..r.F'/1'',\ f"Af'A r>['IOLVF'R CCuACTJI!('\ ntF'E.PE,CtALE'\ PO~ r:L tiETOOII I'IE 
e· ''tL:.r. - - -· - - -- -1 -
e SIG'.trtCAO'l O~ LA3 VAiliAnLtS EI'I'LE"Ll.AS _ _ _ - ___ --
e r.:r;t,"T!ll!.Q DE PU'IT'lS ¡:r¡ 'lUE SE SU,¡t'lVlt'E EL IUTERVALO !.11: l~TECRA• e tlOU _ _ _______ ----
C S:F' :,o:.c l Mlit•rTn r;::¡TPF. LOS VAL or>CS llt LA VAP 1 AQLE I"OErttiOIEUT[ 
e W(l ):V.\Lnn l"HlAL CF' 1 A ',.\RTAnLE_ ti N.f"E'tOtt:r:TE 

- -'----Y(I):VALilA l'tltlAL Ot 1 A VARtAIJLE C'f.f":;';IIOIE!.IH ----
C __ l(:Vt.L01'(3 r.E LA \'A,..lAIJL( I'JOFrE IO¡[:ITE _- _ ----- __ ! __ _ 
e 'I':\',\LO"i:5 rt: LA SJLUC I C'ol ron t:L ''(TOCIO A''ALl T ICO _ _ _ __ ·--

--e _ -- PILI.~=S•JLUCIO;¡ O~TEI!IO~ r.::ll EL ::~TtlDO DE :ULI E------ --------
C PlJ"'":>~o,;·•crnn') QF'L ''rl"(lO 1')[ R'J ¡Gt,•f':IITTA 
C P~r, CtF '1' COUP:(CO~fCTOn(S O[L ~(TO~O Dr ~ILN[ 

-C KLx:.tcvt,RlAllL( DU( lllD!Cfl. 'H !iL.OA. O _IIQ_LA_SOL..,!X~T.._A __ _ 
C: C, O• Gl Y G2=VAIIIABLES DE RE['IPLAZO .... L ---
e EP~:CRITERIO OE CO~VrRGE~CIA 

e 

e 

e 

----- -----------------
!'l"E''~ to·¡ 't ( 1 o o), Y (lOO), PRE ( 100) rOIF' (lOO) ,CO_IIR(lOO), RUI( (G)rRH,"EU 

lOO),AIIJl,&) .... ---------- ------
tii!ITf (b, lOO) - ---------- --
LECTttrfl "E DATOS 

__ !:f"SIIU 1 'l'lt __ _ _ -------------
1 r¡[~c,(:J.t50) ~~.~,lt(t),'t'(l) 

IF'(I¡I 2,,,3 
l C\IL. E~IT 

r·rr:u~"'CTO'J 'lOn['E: SI ~r ÓA snL.IICIÜN- E'xA-tTA 
] 'l!L:¡r(¡):Y(l) 
P~AUC~.~no¡ ~E~AC 

·r--iFC~J-x~r.::> 7&,7,71 ----------- ·--- -----
0\JTE' ct·.~·· "C L-\ SOLIJCll"rl tUA'IOO I/Q SE !lA SOL.,!:XACU 

... \ 

7l r u •1 1 = ¿:, 1 _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ __ __ _ _ _ __ _ :-e Ai>"'''C~r L~ q0LUCltl~l r:FDIAIITE EL. NETOOO DE IWIIGE•KUTTA 'l 1 ; t, \ 

- xtn:~(I·tl • s 
c="<tr·t> 
(':f'Il'i"0-1> - - --------------- --------'------
c.:.LL rt":,.rrc,o.r .G> 

----- R:tW(!)=G_ --- ' ---------------

-- - -g~~~~i.~t!,~·~·~.s•s•nuKCl) -------- ------------
-~~-~- CALL. Fl'',CyCC,O,f ,G) ____ --~:-~-==- ---------------------

I!J~C'l:G 

t>=~'IL:.r:ct-1) + 0,5•S•RIIK(2) 
.. _____ C~LL Q•• r:rq;,¡;¡,f ,Gl __________ ----------------~ 

I'•W(3):C 
-- -- C:Y ( I•l) + 5--- ----------- -------. ----=----:-~=--------------

():rHr:F(I•I) + S*R'IKCl) 1 
------ -CALL F'ttr¡rrrc,r.f,F,Gl- -----------------

11• '~ ( 11) 2{j 

_ ---- P ll :,f ( I) :l"tl;PI[_(J~jl__!_j~• (_RlJ!<_ll )_L~v~!_R_Y~2L!__~ O•PUit (l)_ +_~_!1~.(_4_ 
1)))11•.11 ----- ---- - -- - ----- - -------------

a e )''T!I.'tC , 
_e __ e J' TI'•II; 0 L.A_S~I.LICI9~_C_O!I_~ _flty_O_DQ___Qt_ !ltL!!t_~=-_:__=.=_- --:-~

(' J t. I :e;, r: 
Xt! l=x!I•ll+S 
c=~<t•tl 
Oo:PtL:,[(J•I) 
Co\1.1. FIII,CTCC,O,f',G) 
Cl=G __ _ 
c:r(T-¡:1) 
ro:r ll:.f CI•?) 

--------------

CliLL. f~'•CHC,O,F oGl ------- _ ----------------- ---- -----
G¿~G 

c=rn•Jl - -- --
----- 0= 0 IL:,E(I•ll -----------------

CALL F11 ':CTCC,O,F' ,G) 
---------

~'rtr<ll=rtL''E<l•lll • C4,o•s•CC!,o.Ga .. GZ • z,o•Cl)¡l,o 
_(;ll({l)_:_ ______________ -·--------

ODPPE(l) _. 

797 



1' 

L g~~~~~~~crcc,o,F,c> _ -~ _ _ _ _____________________ _ 

1
' c:Jrr(I)=r:'IL'IE:Ct•2) + (~h(G2 + ti,OoCl + Dlf(l)))/3,n 

ro 5 J•q,an 
---- Ff!UE•CO:'R(t)_ _ -----------------~------- -------

¡1 ___ t.\LL ru'ICT<C,P"'L:E,r,G) 
-- --· Dif(t):G 

t-- corP.Cil="ILIIECt•2) t __ (S•CC2 + a,o~tCl.+.DIF.U)))/3,0 
IFCA~~CA~S(PnuEl•ARSCCnRR(J)))•(PS) ~,6,5 

'J C\l"TT' 11( 

--lL.PILIICCilatt:miHll _ ------ _ -- --· 
1- -- GU T" 30 
:. C. . (I~TE''CIO'I r'E LA SOLUCINI CUAIIOO S¡ $[ "A S!II.UC!ON !XaCYa 
~---1-~0 8 t::,q --------------.------- -
¡ C ARPAI1tAP LA SOLUCII)i. POR EL METODQ O[ AUIJGf:•KUYTl 

X(I)•Cfl•ll + S 
____ CIIl((I•I) ____ _ 

----· o:ntLI.tCI.I) --·----
----- CALL f'"·CTCC,i>,f,G) 

.. 
¡._ ___ PIIII'(I):r. __ ---------------

CIIX(f•l) + a,s•s 
D•~'lLII[ CJ•I) + O,'S•S•RUK(i) 

----CAl L "''"f:'TCC,D,f ,Gl _____ --------· ____ _ 
..___ ·.fi'J~(oi!):rG -- ·---- ---------
: _____ o~~'~ILII[(I•I) • o.5•S•flUKC2' . ' 
--- CI·LL Fp•.r:TCC,t),r ,Gl _ _. ____________ ----------- __ _ 

AU"'(3):C. 
t:Y(I•l) t :1 
D='lllf,E:(I•O _+ S*RltKCJ) _ ----- . ____ ---·--- _______ _ 

792 

_____ CA'.L ru::crrc,o,r,c;¡ ______ _ 
_ _ , _.RL'· (_ll)_:r, _____________ -,-______ ·_. _-_ -:.:..___ ____________ _______________ _ _ _______________ _ 

;~-.::..::.__A lLI¡F:C IJ.~flh."t C l•l ) _ _!_j S!JIIuK 0Lt__i!._0~'1:;K_ ( Z)_~ _2_.~-~AU~OL + _RtrKf~---- ¡ ----
l))J/fl,O 
c~ttn 

----- C;· 1-L f'•t::t;TCCrPtf',Gl ______________ . ___ ·- .. ---------------

-j-_ -~ ~~·',~i~IIAP. LA SOL"ClOtÍ POR [1, I1ETOon· OE1 1ll.-,-lf. - --------··. --

___ [IU lO -f,•'i,'J . ___ -·--- _ .. -------~---- -------
JI(I)•Xfl•l) + S 
caxti•ll 

_____ oa~¡Lr:r e r•l) -----·-. 
CALL fll,¡rT(C 1 [1,í 1 G) 
CIDG 
CIIII(T•;)) 
oar IL llf' 0•2) 
CIILL f "'ICTCC,D,r ,c;J 
CZ=(i 
CDX(J•:U 
l)lllllLr:f'(J•]) 

---CALL rur.cuc,o,F ,,,_____________ ------------.------,-----
/ pqf"(t)crJL'IE(l•LI) • C4,0*S*(2,0 .. G¡ •GZ + i!,O•CJ)/3;0 
. cucn 

----v·.:.....oa"~[ en ---------- ----- ------------- ---
- ___ CAt.L rur,crcc,o,r.c;l _, __ . . . . ___________ . ___ -

:!.-DI (I):G _________ _ 
--- CL, lltl):I'IL'IE(t•2) • t9e(Gl.o_a,oll1G1 + Olf.Cl)l)ll..O--- -----

. y e 1 l =r 
00 q J:t,IO 

_ --- Pr.lltc:CO!!I"( t) ----- -----· ---- ------ - ----
__ Ct.LL f"U',CT(C,PFIUE,f',G) ___ ----- __ 
__ . e r" ct l:. e _ _ 

____ CQ 0 P.(Il=-IL'IE(I•2l t .(S•(GZ_ + ll,rytGl +.0If(1J)lJ.l.L--------
IfCAPS(A•~cPQUE)•AASCCORII(l)))•tPsl to,tn,q 

'? CUIIT tri UE 
_ __¡,o .. R.¡LIIt lt l ":ORR ( 1 L----------



--C f"I>Pl''l" [SPlCIA''l[l;TO USADO 
-301'l~lTE(b,2!iC.l3 _ _ _t ___ _ 

- --·-. lf' (rtX.ftC) l'c.l,lCI.lfll ______ ------ - o 

e c;(:l[r~r¡.,;¡ OE LA 11AT!Jll PARA CAA,ICAR PE!IULTAOOS StN SOI.UCJON rxac 
. e Th 1: l''í'Pf:SIO'I DE LOS u¡s:tOS 1 

~-----1·1. .:!=2 . - -. . __ .:_________ .~ 

•1RIT!:(b,lou) ____ ----- ---------
- - !:J :> 1 ' y 111 1 •: 

_____ U ~,~>ITf(!:>,3S'>) :<.U),!l..L.UE.tlL _______ _ 
oo 1'5 t=l,•r 
~(I,I)cX(l) 

l· ~-
~~ 
1 __ u_ ,c!,n=r Il.''f;cl) _______________ _ 
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· 9. S .4 Eje.mpto 

La. e~c.u·a.c.~6n qu.e· ca.JLa.cteJt-i.z.t el· voLtci.je del. c.a.pa.c.·-ttqJL dei 

4l4te.ma. e.ll.c.tJL.i.C:o mo .&tJta.-do en la. 6-igu.Jta. 9. 16 e:6: 

dVc. + 10Vc. 10V(t) 

dt 

R=O. 1n 

+ 
t=O + 

-2t 
V[t) =e ~7 ( t R=20n 

+. 
C=1F 

qu.e. 

c.on 

lo.& 

- -- ------ - ---- ----- --~-----~--·---- ----------------

----------------~-------------J 

Fig-.' 9. 16 S-t.&tema. el~c.tJt..i.'co del p!toblema. del ejem

plo 9 • 5 • 4 

Obtenga. la.·.&olu.c.ión nu.m~Jt-tc.a. 

c.a.Jt.a.c.teJLiz a. e Ve. ( t) ,,_pa.!ta. t ~-: O 

la. .&olu.c.ián exa.c.ta., emplea.Jt. el 
4-i.gtúente.& va.loiLe-6: 

Ve(t
0

) = 0.2V 

t = o. o 
t6 = 2 4 

At = • 02 

de la. ec.u.a.c.ián di6e~ene-ta.e. 

y c.ompa.11..e .6u..6 Jte~Ju.itado.& 
l 
! 

mltodo de Milne. Con.6~de~e 
1 

!,..- ! 

1!1 SO'LUC10N 
.. , 

¡, 

Vc.(t}=(Vc.(.t l- 10\e-lO.t_+ 10e- 2t 
o 8 8 
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TABLA 9.7 V~to~ del p~ob!em~ del ejemplo 9:5.4 

N=100 -· 
S= O .o 2 

X(l)=O.O 

Y(7)=0.2 
K.EXAC=O 

F(C)=-7.05*EXP{-70.*C) + 7.25$EXP{-2.*C) 
G ( C, V) = 1 O • *E XP ( - 2 • * C ) - 7 O • *V 

·195 

TABLA 9.8 Re~ult~do~ de! p~ob!em~ de! ejemplo 9.5.4 
i . 
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9 • 6 Ml:to do de. p.<. 6 elr.enc..i.(U- F .i.n.i.:ta.ll 

9 • 6 • 1 Objeto 
Obtenelr. la. ~oluc..i.ón de una. ec.ua.c.~ón d.i.5elr.enc..i.a.l olr.d.i.na.Jr..i.a. 

de llegundo o1r.den c.on va.lolr.e4 en ia. óJr.onteJr.a. polr. el ml:tod~ de d~ 
áelr.enc..i.a.~ 6.i.n.i.ta.~. 

Vado que el pla.ntea.m.i.ento p~a. la. ~oluc..i.ón de la. e~uac..i.ón 

d.i.6elr.enc..i.a.l depende de loll punto~ donde. ~e e.~pec..i.ó.i.c.a.n· lb~ -va.i~ 

lr.e~ en la ·n~ontelr.a., lle c.on~.i.de1r.a.~á una ec.uac..i.ón d.i.6e~r.enc..i.a.i·c.an 
' 

_ .___¿__. ________ Jia_l_Qir.e·~~H. .: ia 6Jr.onte~r.a en el punto út-i.c.:Lal t:f en e.:t punto: 6-.i.n-a..i 
:del .i~te.Jr.yd~~--~~--~¡--~;¡~¿. -~e -d~~-e~ -la -.6 aiU.c.l6n.--- ------- ~- -------

o 

9.6.2 Ml.todo 
LÓ4 p1r.oblema..6 c.on va.tolr.ell en la 61tonte1r.a. .i.nvoluc.~r.a.n dol! 

o mdll c.ond.i.c..i.onell del 4-illtema. e~pec..i.6.i.c.a.da.4 en puntal! d.i.óe~r.en

te~, polr. ~o que lall ec.~a.c..i.onell d¿óeJr.e.nc..i.a.lea que ca.~r.ac.te.i.<.zan 
i 

a. d.i.c.ho 6 .6.i.6tem.a..6 ~ e1r.án de o1r.den ma.yo~r. o .igual a. doll. Palla. e.a. 
¡ 

.60luc..i.ón de tale6 p!r.oblema.ll eu~ten do.6 mltodoll: el de e~aa.yo 

y elr.lr.olr. y el de d.i.6eJr.e.nc..i.a.4 6.i.n.i..ta.a. 
La. 6 ol:tc..i.6n de una. ec.ua.c.:ión d.i. 6 e1r.enc..i.a.l polr. el mé..to do 

de d.i.6 elr.enuJ.6 6.i.n.itM 1r.educ.e lct .i.n:t¿gJta.c..i.ón de la. ·ec.ua.c.-?6n. 
d.i.6eJtenc..i.a.l a la. ~oluc..i.6n de un 6.i.~tema de ecuac..ionea l.i.hea

¡ 
lea. La._~oluc.i.ón de.l 6.i.6tema de ec.ua.c.i.one4 l.inea.le6 Jtep1te.6en-
ta la; lloluc..i.6n 'de la. ec.ua.c..i.6n d.i.6eJtenc..i.a.l. 

,, 

¡-
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· En ingenie4la lo~ p4oblemaa m~~ 64ecuente6 que involu

e~an valo4e6 en la 64ante4a aon: pandeo y ca4ga, conducc¿6n de 
ealo~, ~adiac.i6n de c.alo4, de6Lexi6n de. memb4an~. En té4minoa 

gene~ale6 6e tend4cí que diaeñ.a.4 un ;o~og4ama pa4h c.~da'plloblem::._. 

dado que La6 c.ondicionea de 6~onte4a no e6ta4~n e6peci6ica.da.6 
pa4a Lo6 mi6ma6 punto6. 

EL p4oce6o que 6e 6igue pa4a aplic.a4 el método de di6e~en
c.ia..6 6inita6 ea: 

Q) Vividi4 el inte4valo de integ4ac.i6n en "n" 6 ubútt.e.t- " 
valo6 de igual Longitud. A c.ada uno de lo~·punto~ 
que limita una pa4tlc.i6n 6e Le denomina p-<..vote. 

G) Sub~tltui4 en La ecuación di6ell·enc.ia.l y ,en la.-6 cor;

d.tcione-6 de 64on.te4a ,La~ de4ivada6 ·de la va.4iable 

dependiente po4 .6u.6 ~~p4e.6ione.6 c.o44e.6pondiente.6 de 

tipo numé~ico, p4oc~~a~~c que toda-6 la~ 664mula~ dz 

de4ivaci6n n.umé4ica. den e...é. mi.6mo ..Upo de ell4ot·~. Pa..ta 
' 'e 

6óllmula..6 de de~ivación numé4ica c.on.6ultall La-6 4eóe-
llencia..6 3 y ··7 de la bibUo g~ta6-Ca c.it.ada.. 

0 Aplica4 la ap4oumetci6n di~c4etlz.ada de la e.cuació,t 

dl6e.lle.ncial a cada. uno de lo-6 pivote~, ~ola 6e. apl.<.a 

ca en la.-6 64ont.e.4a~ cuando no .6e. c.onoc.e. .6U .6oluc.<.ón. 
\ 

AL encont4a4.6 e ce4ca. de la6 64on.te4a.6 puede .6 uc.e.de.Jt 

que la-6 664mula..6 de de.4-i.\Jac.<.6n nu.mé4-i.ca. 4e.qu-i.e.4a.n 

punto-6 loca.liza.do-6 fiue4a. del -<..nt.e4valo de int.e.g4a.-

c.i6n, e.6te p4oblema. .6 e elimina. empleando la.-6 e o nd.<.

c.ione.6 ~e 64onte4a.. 

0 Al a.pl.<.ca.4 la. ecua.c.<.ón d-i.6v~'encla..e. a. todo-6 lo-~ p.<.vo

te.6 .6e o4igina. un .6i.6tema. de ecuac.ione-6 line.a.le.-6 cu
ya. .6olu.c.lóYL .6e4cí la. .6oluc..<.ón dL6c.lletlza.da. de. la. e.-
cuac.<.6n. di6 e~encút.f. 

Pa4a. e.l c. M o a t4ata4 .6 e co n.6ide.4a.ttá el ~.<.g u..<. ente ~.üte.rr.a.: 
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FLg. 9.11 Rep4e4entacl6n g4~6lca del p4oblem~ a 4e-
' 

.6olve4 po4 el mé.todo de dL6VtencLa.41 6,in,i.-
j .ta.-6. 
! 
\ 

La. ecua.c,ión que ca4acte4,i-za el compo4ta.m,iento de ta.- elá.J.J
. i~ 

' 

_ _ .U_~a. __ d!!- una.· v,iga e4: . , ·· t 
-~~\:.··. ----- --,-------- --- ------------------ ---------- ------ ---r-~---·_- ---------------

d2 = - Mx 1 
~ ¡!(9.41) 
dX lxE 

\ 
1 

pa.~a. nue.6t4o ca.4o E e rx pe4manec.en c.on4tan.te4 en .toda. ta. ex--¡ 
· ten,t,,ión de la. v,iga.. 

La. 6ó4mula.. de d?..~va.c,ión r~umé4lca c.o41Le4pond,ien.te 

gu.Yz.da. ·de4.i.va.da con e~:to4 ( 6X) 
2 e6: 

= 1 
--2 ( IJ. 1- 21J· + IJ;+1 l 

6 X) -<.- ..(. .... 

1 
1 

!a. La 4e-
' 
í 
¡ 
l, 

l 
l 
¡(9.48) 

Al emplea4 la ec.u.a.c.,ión (9.48) p~~a. dl-~c4e.uza~ la. ;ecua.--
, 

c.Lón ( 9. 4 7) ~e obtiene: 1 

1 (tj,{.-1 - 21J:¿ + tf,¿+¡l = 
b. X) 2 , 

( Mxl . 
..(. 

E Ix 

;(9.49) 

Su.bd,¿vld,iendo el ,inte4val( de ,integ4ac,i6n (cla4o de la. 

v,i.ga.) e.n "n" pa.4.teJ.J ,igu.a.leJ.J 4 e Uene: 
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/' 1 
1 1 o 1 1 1 ·~:~·~~ 1 8 '1 / 

· D • 1 1 1 1 ' 1 '. '1 

X¡ x2 x3 x4 X. X X X \.+1 ..(. n-2 n-1 n 

Fig. 9.18 Rep~e~ent~~ión g~~ni~a de t~ p~~ti~ión 
de.t ~t~~o. 

'-, 

P~~~ tod~ vig~ t~b~emente ~po y~d~ t~~ ~o nd~~io ne.~ de 6-to n- 1 

.te.~~ 4on: 

(,q~so.) 

Et momento nlexion~nte. ~pU~~do ~ i~ vig~ en e~.tu.d~o pa.Jta. 
~ad~. vato~ de. X., ~on~~de.ll.~ndo et oJtigen de t~4 ~b~~i4~ en ~t 

..(. 

ex.t:Jte.mo izqu.~eJtdo, e.4: 

PX. qLX. 2 + - qX. X. L. L ..(. ..(. ..(. 
1 ..c.- r 

Mx. = 2 {9.57) 
..(. 

2 PL + qLX. - PX. - qX. X.> L ..(. ..(. ..(. 
1 

2 
..(. f 

Ap.t~~a.ndo iM e~ua.~~one-6 { 9. 49), { 9. 50) u ( 9. S 1) a. to-6 

punta4 x2, X3, ..•. , Xn-l 4e obtiene et .6igu~en-te .6~~-te.ma. de -
e~ua.~~one.~: 

-2 Lj 2 + !13 + . o + o + . • • • . + o + o = Mx 2_l 
El . 

IJ2 - 2 y 3 + !!4 + o + + o + o = Mx 3 

EI 
( 9. 52) 

o + o + o + o + • • • • • + y 2 -n- 2 - Mx • 
tj 7 il-1 n- =--

El 

' 1 
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Se ~e6uelve el 6i6~ema de e.cuacionel.l (9.52) mediante al

guno de lo6 m~~odo6 ~uml~ico6 conocido6 y lo6 valo~e6 y 1 , y 2 , 

••• , y 6on la 6oluci6n de la e~uacl6n di6e~encial (9.47)y po~ 
n . 

lo ~a.n~o la.6 o~de.nada6 de la. c.u:Jz.va de. la. elá-6 .:U ca.. 
Al p~og~a.ma. 6olo 6e te a.iimen~a.n lo6 va.lo~e6 de P, q, E 

e Ix, in~e~na.mente. l.le pla.n~e.a. e.l 6i6~e.ma. de ecua.cione.6 ~ 6e 
obtiene. la. 1.1oluci6n del mi6mo. 

9.6.3 Ve.6c~ipci6n del P~og~a.ma. 

a.)S~b~u.:Una6 ~eque~ida.6: 

. REAL FUNCTZON FMOM (P, Q, AL, X), ob.:Ue.ne e.l mome.n~o-
6le.xiona.n~e. pa.~a. cada. uno de. lo6 pun~o6 X. de.l cta.

.{. ' 

~o. 

SUSROUTZNE GAUTOR (A, B, N, EPS, VET), ob.:Uene la. .6o~u 

: ci6n del 6i6tema. de. ecua.ciane6 line.a.lt~. Conl.lulta~, 

.. ----_-- · ·'-- -:-~.---·: C.ap:CtU.lo ·3·:---------,------
- __________ ____!__ ___ ,_ -----~ -----------------

1 

SUBROUTPJE GRAFI (A, N,_ M), obtiene. la. g~á6ic.a. de. la. -
cu~va. de. la. elá6.:Uc.a.. Con6ul~a.~ ca.p~~ulo 1. 

b)Ve.6c~ipc~ón. de. la.6 va.~iable.6. 

P~a. la. 6unci6n FMOM: 
p 

Q 

AL 
X 

AL I2 

FMOM 

va.lo~ de. la. c.a.tga. conc.e.n~~a.da. 

va.lo~ de. la. ca.tga. un.ióo~me.me.nte. di.tJtJúbui 
da. 
longi~u~ del c:a.~o 

puYi~Q del c.la.~:J en e..t rc.ua.l .6 e del.l ea. e\.'Q.
lua.~ el momentJ 6le.x.i.ona.nA:e 
magnitud de. la. mitad del c.la~o (AL/2) 
va.lo~ de.! mome1~.to 6lexio nan.te. pa.~a el 
pun~o X. · 

.(.. 

Pa.~a. e.l p~og~a.ma. p~incipal: 

N cantidad de pa.~.te.-6 en que .tJe 6ubdivide -

AL 
p 

Q 

.¡. 
e.l in.teJt1.:a.lo de. in:te.g1z.a.c-i.6n 
longitud del c.la.~o 

. ca.~ga. co1:c.en.t~a.da.· a. e.a mi.ta.d. de t. cC.a~co 

ca.~ga. u•ú. 6o~Ytleme.nte. ci..i..-6 .t~ibuida. en :todo 
el cla.,to 

'i 
1 

¡ 



Xl, 

E 

A(1, J) 

8(1, 7) 

C(I, J)-

X 

VELT 
XCUA 

VET 

EPS 

c.) V.{.men6.{.one6: 

/ 
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/ 

momento de ine~cia con ~e6pecto' al eje X 

m6dulo de el(t6 .t.i.cidad 
·· mat~z de co~6iciente6 del 6i6tema de 

ec.uac.io ne6 
.vecto~ de tl~mino4 independiente6 del 
.6.i.6tema de ecuac.-<.one-6, .6e .tl!.an660Jtma en 
la. 6 o lución 
a~~eglo ma.tl!.ic.ial c.on la6 ab6c.~6a6 y o~

denada6 pa~a g~a6~c.a~ la c.u~va de la · 
elá6t~ca 

va.lo~ de la6 ab6.c.i6 M . ( va,¡_~able .{.n.depen
d.{. ente) 
e6pac.~amiento ent~e a.b6c..{.6M 
e6pac.~am~ento elevado al c.uad~ado 

.' va~~able que -<.nd.{.c.a 4,¿ el 6.{.6.tema de.. 
ec.uac..{.one-6 t.{.ene 6oluc.{.6n 
c~.{.te~,{.o pa~a dete~m~na~ 4,¿ ex~6te/6olu
c~ón del 6.{.-tdema de e.c.uac.{.one-6 

La. p~opo6.{.c.{.6n V1MENS10N y el valo~ de N 6e debe~~n 
mod.{.fi~ca~ cuando .6e de.6ee pa~t.{.~ el cla~o qe la y,{.

g a ·e.n . má6 de. 1 5 pa~te6 . 
d)Fo~ma.to6 pa~a lo6 

SEC.TARJETAS 
1 

dato6 de ent~ada: 
FORMATO ZNFORMACION 
(5F75.0) AL, P, Q., XI, E 

-------------------------~-----------
ot~o6 paquete6 de dato6 (opc.~onal) 

--------------------------~----------

TARJETA EN BLANCO, a{ 6{
nal.{.za~ toda la ~n6o~ma-
c.~6Y!.. 

/ 



VtC t'r t'UlJL U· 
pac,i.- . .,iento 
ck ac ,e,'l.do a 

~ 

cbú.IIVI c.i vectoll ae--u-:r- llc-~-.nde- ---- --
~er.dier ·e~ eM---

pleand..' H~M 

ob tv1t-t ta. .~z 
de coe6. del a~
tema de e c:t.U\C.U)

nu 

~'t.ÜI\Ut 
ai6Uma de 
ew.zc.ionu 

obteneJ! a.'lll.e
gf.o ma.t 'l.ic.úLl. 
pa1t4 91t46 WUt 

UP.rralt6ub'UL 
.túta. -:RAF I-

F-i.g. 9·. 1 9 V-i.a.gJtama. de b.to q ue-6 pa.lta. e! pito glta.ma. 

pltútc-i.pa..t 

-:--~----- -----------

/ 



IU.C:gi!M. ua!o.'t 
eoJVLup. 4 
Ft.r3U 

NO 

/ 

IU~ 911M. ua.to.\ 
COl!.'LUp. 4 
fl-t)M 1 

/ 1 

Flg. 9. 20 Vlag~ama de bloque4 pa~a la 6uncl6n FMOM 

2 05 



--------~------~------~--------------~------------~------------~tQ6. ________ __ 

6 J L<.4 .t. a do : 

C PROGq•~~ P~~· (~CQ~TqAR LA Cu•¡' DE LA ELASTICA ~E UNA VIG& LlqRt• 
e II['ITE APCHCA• cr~: C~qca CC~Cf iTRAOA A LA MitAD JEL CLARO 'f CQr¡ 
C CAROA U~trc1~EVENTE 1[Paqf!OA• EWPL[ANOO EL ~(TQDO DE DifERENCIAS 
C f'!NtTAh 
e $lGNifiCACC CE LAS Y4Rta9LES EAPLEAOAS 
e NDCA~TloAC CE S~P!~TEAV&LCS EN ~UE SE DIVIDE EL CLARO 
C AL•LCN~IT~C CEL CL~A1 ] 
e pavaLO~ DE LA C~FGA CO~CENTRAOl ' 
e \I•VALC'l CE LA C~FG~ 'J'itriJR~EIAE ¡TE DISTRIBUIDA, 
e Xl•MC~r~TC CE l~ERCl' CE LA YIQA i 
e E•~OOULO DE EUSTICI'lAO ' 
e DELT•~ACNITUO C~ L~S S~RINTERVlLDS 

:e X•VALOR CE LAS APSCI~AS 
e a•~ATRTZ CE CCtriCIE1TES OFL SISTE~A DE ECUACIONES 
e ~•VECTO~ ~E TER~INCS I~OEPENOI[ ITES DEL SISTEMA DE [CU4CTQq[S 
e C•ARREr.LO ~ATRtClAL •AAA GR&fiCAR LA CURVA OE LA ELASTICA 
e EPS•CRITEq¡c PARA DETEANl~AR SI EL SISTEMA OE ECUACICNES TIENE SO• 
e LUCICN 
e UET•vaatA 0 LE QUE INDICa SI EL SISTEMA DE ECUACIONES TIENE O NO So• 
e L~CirN 

e 
DI~[NSICN BCI6)•A(l6•l6)•AINY(t6•l6)•CC10l•l6) 
LECTURA CE CATOS 

l HEAOC5•100l AL•P•O••I•E 

' -

{. 

-----~- --~--------------1f-CALL4•2ol_ ______ ----~ ~ _____ _ 
2 tALL E'(IT 

-., ----- \-:-------:r._;::-------,--- ------- --~-- ----- --- ----

--

e 

e ... 
e-· 

l N•IS 
NPI•N • l 
NMtar; •t 
DEL T•AllrLOATC~) 
I~PRESicN O~ CATOS 
WRITEC6•l5Cl P 
WRITEC6•2CC) C 
WAITE'C'1•21~l E 
HRITEC~.220l XI 
roA~AR EL SISTEMA CE ECUACIONES POR EL METODO Ot DtrtRENCIAS rtNt• 
TAS 
DC l~ l•hN"I 
II(I)DC•~ 

UD l'S J•lot.lll 
U AC[,,j)•CoC 

X• DEL T 
XCUA"0[L T .. 2 
liD 4 I•I•~IJI 
UCil•Cr~c~cP,Q,AL•XJ••cuA>ICE•XIJ 

4 xax • ncLT 
uo 7 1 8 1•~1·1 
A(l,l)••2o0 
Irct•t > 41,6••1 

41 lf(¡•N~I) 42•5•42 
U ACl,t•l>•loO 

ACI 1 Itll•lo0 
GO TO 7 

5 acr,¡ol)•loO 

). 

,, 
1 

' 

i. 
¡ 

' 



- ' 

1 

í 

/ 

1..0 TO 
6 A(J,J•Il:ti.C 
7 'C~TI~Uf 1 e l~PRI~t~ El SISTE~A nE ECUACIONE~ 
WRIT[C~,2~Cl 

lf¡;ITEC6,S~Ol 

oc e ,J•s ·~"1 
8 WRITEC6,J:~l CACJ•JltJ•t•N~l) 
·~RIHCt.S.J~l 

oc ~· 1•1•1."1 
ea w¡;¡rrc6,4~~, BCil 

lFS•C••JlC,;)I 
e lLl"lC~ CE SUBRUTihA PI~A RESOLVER EL SISTE~A DE ECUACIONES 

tALL GIL TCR(I,B•N~l•EPStOETl 
lF'CCET•LEoEPS) GO TO 12 

e FCPPAR ARREGLO ~ATRICIAL PARA QRArlCAR L4 CURVA DE LA ELASTlCA 
cct,t>•c.c 
CC 1,2 l"l•O 
x•on T 
uc 9 1•2•h 
t(J,I)•~ . 
ce 1.2>:e e l•ll 

9 X•X t OELT 
ti~Pl•ll•~ 
t(•¡at.?)I:C.J 

C I~Ppfwt~ CRCENACAS DE LA CURVA DE LA ELASTlCA 
hfiJHC6.l~Cl 
I.C IC 1•1•1.'1 

.10 ~R1Tf(~,4";l CCI•l>•C<T•2l 
C LLl"tC1 CE SUERUTI~A PARA GPAF'JCAR RESULTADOS 

tALL C~AF'ICC•NP1•2l 
C.C TC 1 

12 hRITEC6,45~l 
1..0 TC 1 

C F'CQ •U~~ Cf L!:C,,RA ( fo 0 q[~IO~ 
lOO FCq~aT C5F'¡j,Q) 
150 FCauiT Cl~l·~(ll•lC<•'•L VALCR DE LA CARGA CC~CE1TRAOA APLICACA ~ 

lMITAC ~EL CLIRC ES'•2X•fll,4l 
200 FCR••lT (4C/l•\C~•'La Caq~¡ UNIF'O~"E~E~TE DISTR[HJIOA EN TODA lA VI 

\(,A ES'•iX•(lt.n 
2t0 FC~"lT (QC/lolOx•'EL V6LOR OEL ·•GOIJLC OE ELASTtc:DAO ES'•2X,E11o4) 
220 FC?~lT (4C/l•1C~•'EL VALOR DEL iO~ENTO DE I~ERCI' E5 1 •2X•E11o4l 
250 rCP•<~T (4(/lolCX•'<:L SI<TE~A !lE ECUACIO~ES CBTEN[OQ AL APLICAR EL 

11 L te e e e E e 1 rE~"~ e IA s r r·n r • s Es •, 11 > 
lOO rc~~IT (/•23CF4,1•1Xl•r4o\l 
350 FCRulT C4C/l•1CX•'L• SCLUCrO~ P•RA LA CURVA DE LA ELASTICA [5 1 ,//, 

llOX,'CISTAI.CI) AL CRIG[o; Cll'•l2X•'OROE~AQ4 DE LA CURVA (y)l,l) 
tOO F'CR~lT (/•15X•2CEI5o,,20Xll 
450 F'OR~&T Cl(/l•2JA•'~O EXISTE LA INVE~SA DE LA MATRIZ DE COErtCltNT[ 1 

1!. Cl[L SJST(ua 1
) 

~00 rcR~AT (//,JQX,'VECT~R DE CONSTANTES INDEPENDIENTES''/) 
550 rCR~&T (//,IOX•'~ATRIZ OE COEF'lCIENTES 1 t/) 

HD 

Fig. 9.21 Li~tado del pnognama pnincipal 

REAL rti'CTICN F'IIOI'(P,Q,AL•X) 
ALI2aal/2o0 
IF't••Ati2l 1•1•2 

2 F~O~•(PoAL + O•AL•X • P•X • O•X•X)/2o0 
kETUR~ 
r~a .. •CP•~ + G•AL•X • 0•1•1)/~•0 
RETU~N 
LliD 

Fig. 9.2 2 Li4tado de la 6unci6n FMOM 

20í 
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9. 6. 4 E j e.mpio 
Ve.te.Jt.m.i.na.Jt ta. c.u.Jt.va. de. la. e.lá.6tic.a. pa.lt.a. u.na. v.i.ga. 

ó.i.l H180 c.on la.4 ~.i.gu.ie.nte.~ c.a.Jt.octe.~~tica.~: 

e( e . p fl.IL ;_ 

i 

,_ SOLUCZON 

p = 
~ L = 

Q = 
E = 
I = 

pe.¿¡ o 

2 000 Kg 
4. m 

4 000 Kg/m 

2. 1 X 106' Kg/c.m2 

3830 c.m4 

plt.op.i.o = 52 Kg/m 

1 

¡ 
1 

\' 
1 

l 

TABLA 9.9 Va.to~ pa.Jt.a. e.l pl!.oble.ma. del e._je.mplo 9\.6.4 

__-_ ~-.--~---- ~~ -- -~ ___ AL_!= _iL O~~ _____ ~--'--~ _ ~------

p = 2000. 

~~ ; ,•' ~ 

j--;-- --¡-------------

Q. = 4056. 

XI = 1 O. O O O O 3 8 3 O 
l ' ' 

E = 21000000000. 

TABLA 9. 70 Re.~u.tta.do~ pa.Jt:a. e.l plt.oble.ma. de.t e.j~mpio 
1 

9.6.4. 
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EL V•LOR O[ LA CAqQA C8~CENT~A0l APLICADA l ~!TAO QEL CLARO ES •2COCE•oa 

LA CaRGA UNIFORME~ENTE DISTqi8UIDA [N TODA Ll VIGA ES o00,6[001 

EL VALOR DEL ~ODULO OE ELASTICIDAD ES •2lODEOtl 

~ 

o 
EL VALOR DEL ~O~E~TO DE INERCIA ES ol8lOE•Oe 

EL SISTEMA DE ECU-CIONES 09TENIDO AL APLICAR EL-~ETOCO et DifERENCIAS FINITAS 

~ATRIZ DE COErtCIENTES 

2·0 loO o.o a.o o.o OoO o.o o.o o.o 0•0 Q,\) OoO OoO o.o 

loO •2.0 loO Ooo o.o O o O OoO o.o o.o OoO o.o OoO o.o OoO 

o.o lolt •2o0 loO o.o o,o OoO o.o o.o OeJ o.o o.o o.o c.o 

o.o c.o ¡,o •2,0 t.o OoO O o O o.o o.o o.o o,o o.o o.o CoO 

o,o OoO ~.o loO •2,0 loO OoO Oo'J o.o OoO o.o o.o o.o O o O 

o.o o.o o.o o.o loO •2oO loO o,o o.o OoO o.o O oC o.o o.o 

o.o OoO o.o o.o o.o t.o •2•0 loO o.c OoO o.o o.o o.o o.o 

o.o OoO O oC o.o o.o o.o loO -~.o loO OoO Do O Do O \loO o.o 

OoO OoO o.o Goo o.o o.o ·a .o loO •2o0 loO o.o o.o O oC 0•0 

OoO o.o O o O OoD o.o OoO OoO OoO · loO •2o0 loO OoO OoO 0·0 

o.o O o O OoO a,o o.o o.o OoO o.o o.o 1•0 •2.0 loO O oC O o O 

o.o OoO OoO OoO o.o a.o OoQ o.o OoO OoO loO •2,0 loO OoO 

OoO 0•0 0•0 OoO 0•0 OoO O o O 0•0 OoO QoQ o.o loO 0 2•0 loO 

OoO o.o OoO OoO o.o OoO Do O 0~0 o.o O o O o.o OoO loO •210 

VECTLi DE COhST~NTES lNOEPENOIENTES 

o2020829H•0] 

,J7e6é51<E•O] 

o5297Q6J9[•0] 

.655J~6avE•Ol 

o7~5H6HE•Ol 

oe2998~C5E•Ol 

oe79;onH•Ol 

o879C~?HE•O) 

o!299e~CSE•C) 

o7554C6HE•0] 

o6<;5JHea•Ol 

oSH7,4~lH•Ol 

ol7B~6512E•Ol 

o202C~H~E·Ol 



----------------------------------------------------------------------------------21-0 
LA SO~UCIC~ PARA LA CURVA DE LA CLASTICA ES 

DISTANCIA AL CRIOEN 

O• 

o2UUU7E+OC 

.snuuu:•oa 

.aocaoooor•co 
oi0U6U7t•D1 

oll33Hllt+Ol 

oUOOOOOCE+01 

ole666667Et0t 

o21llllllE+Cl 

o26666667E+Ot 

o29Jl~]J][+Ot 

\ ol2COOOOOE+Cl 

o l466666 7[+0 1 

oJ73JlUJEtCt 

oiiOOOOOOOE+Ot 

cu ORDENADA ot LA CURVA 

o. 
•o42l02756E•02 

··82584682[•0;? 

•oll907996[•0t 

•ol5027777t•o l 

•ol74922llE•Ot 

··19201279[•01., 

•o20080]42[•01 

•o20080H2t•Ot 

•.to2D1279t•os 

•ol74922)l[•()l 

··15027777[•01 

•oll907996E•Ot 

0 o8258U32(•02 

•o42J027-H•02 

a. 

(Y) 

••o•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••o•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
• • • • O:J•J:::•t 

• . . ! o .. • • ODtlttO:•t 

--. ' . o . 
o o • ) • r.·. o • C~o'JH••E 

, /o • 
- '-·' . • 

.<¡• • OOolOCZ•E 
.,.::?,; \ ~ o 
f' ' o • 

• • \ • 
• .. 03o'lH6•Z 

• • • .. 
'-,~~~.>..:·.' • o • • 

--o- o 00o']¿9i•Z 

• • " • • 
• • OOoJ:~tot 
• . ' i 
• • 
o • 00o1HPZ 
o • 
o • 
o ~0+3Hi'l 

• • • 
• • • 00•1::•·• 

• • .. 
o • • 
• • COoJ[((•t 

• .. , t • 
o o • 00o]t9:•t 
o· • 
o • 
11 • lOo)::~• a 
o • 
11 .. 
• o lOoJltt •(i 
o • 
o • 
• o t:l-1,>~·~ 

• " o 

• •e 
o o 

o " Oc••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••O 
·o t~-J~~J·~.ro.,9tC•t.¡u.1t~O·~-t~-J~c~•;.~u-3\•lO'\•~¡.J~:~·&-~~-Joo••t.l~-~~ov•l·Z~-,¿~~·t.,·.]¡O:••. 
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10. SOLUCION VE SISTEMAS VE ECUACIONES 'D-IFERENCIA-LES ORV1/IJAR1AS 

VE PRIMER ORVEN 

dX 
_.!!. = 6 (X¡ , X., 1 • • • 1 X., 1 .t) 
d.t Yl - ' ,. 

¡ . 
{70.7) 
l 

1 
~ 

Vependiendc de la~ ca4ac.te~~~.tlca~ de la~ nunc.~one~ 6 ., 
¡ j 

·'e.t .6.l~.tema puede ~e4 e.~neat o no lútea.e.. ¡ 
Cua.tqu~e4 e.c.uac ::6n di6e4erz.c.~a..e. de oltden "n" ~e pu.e~e <>.x.-

p4e~a4 c.omo un ~J~.temt· de ''n" ec.uac.~one.~ cU6e.Jtenc.~éale~ ah.d~aa.

lr...la.~ de pti1: e.4. o:.den 1e~a.n.te un c.a.mb~o de vcuz.~a.b.te~ c.ornb .6 2. -
1 

.i.nd.lc.a a. c.o~..t~nuc;c.~ón. l 
1 

Sea una. ect: a.c.~ó,: d~6e4enc...C:c . .e. oJtd~na.Jt..i.a de Oltden '1 ;t',': 

X(n) = g{X, X', X", . ·' X ( n- 1 ) , .t J ., 
1 

(70.2} 

e6e.c..tua.ndo e .e. ~~gu~e.n.te c.a.mb~o de. va.4~a.b.te.~: 

X¡ = X 

x2 = dX 1 = X' 

d.t 

X dX 
n-1 xfn-1 J = = 

YL ) d.t 

0 )((n) 
:; d 11 X 

(10.3) 

d.tn 



,2 7 3 

4e obtiene: 

,, 

dX 
n = 

{ 1 o. 4] 

dt 

El a.Jr.lz.e.glo {10.4) Jr.epJr.e~e.nta. un ~.i~.tema. de "n" ec.ua.c.-iol'te..!l 

cU. 6 elLe nc..ia.l e.~ o Jr.d-ina.Jr..ia.-6 de ptt-i.n,e!r.. o ttd en. 
En el ptte4ente c.a.pl.tulo ~e .t~r.ata.Jr.~n an-tc.a.mente do6 mltodo6 

de ~oluc.¿6n: el de Runge-Ku.tta. pa.Jr.a. ~-<.~tema.~ no l-inea.le6 y el de. 

Va.Jr...i.a.c..i6n de. Pa.Jr.cfme.tJr.o6 pa.Jr.a. 6.i6tema6 l-i.nea.le6. 

10.2 Mltodo de Runge-Kutta. 

10.2.1 Objeto 
ObteneJr. la. 6oluc..i6~ de un ~.i6tema. de do6 ec.ua.c.-i.onE6 d-i.6e.

Jr.enc..ia.le6 oJr.dl.na.Jr.-ia.6 de piL-i.nreJr. oJr.de..n, l-i.nea.le.6 o no, me.d-i.a.nte 
e.e. mltodo de Runge.-Kutta; e4 dec.-i.Jr., Jr.e~olveiL el 4-i.~.tema de. ecua.~ 

c.ione~ d.ióeJr.enc..ia.le.6: 

dX = 6{t, X, Y) 
dt 

dY 
dt 

10.2.2 Mé.todo 

= g { t, X, Y 1 

El mltodo de Runge.-Kutta. a. emplea.tt e!l ¿.f.. m-i.~mo que. pa!r..a. 
una ec.ua.c.-i.6n d-tóen.e,Ic.-ta..e. ottdúta..'t{.a. de. ptt¿,¡¡c_Jr.· o.'tdeH; .óo.f..o que en 1 

·: e.6te ca.6o 4e e.6ta.b~ec.en tte.lac.icne.6 ~z.e.c.utt~iva.6 pa.Jr.a. la6 do6 ecua 



----------~--------------------__ 2_1_4_, 

cione4 di6e~enciale4, dicha4 ~elcclone4 4e deben de l~ te4otvlen 
do 4lmu.lt4neame.n.te pa.~a. obte. tte.~ ia. 4olu.c.i6n. El método 4e puede 

ex.ten.de.~ pa.~a. ~e4olve~ un 4l4te.ma de. "n" ecua.clone.4 di6e.,'t.enciale~ 

o~dln~ia.4 de p~me~ o~den, en cuyo ca.4o. 4e pla.nte.a.~án Sn ~e.la-
, 

cione4 ~ecu44lva.4 4l 4e emple.a.n n6~mula4 de. Runge-Ku.tta. de cu~ 
- J -

to o4den. ! 
La.6 66'1l.mula.4 ite.1La.tlva.4 pa.'ta. un 4l4 tema. de do4 ecu.acl one4 

dl6e~en~ia.le4 o~dlna~a.4 de piLlmeiL oiLden como el mo4.t1Lado e~ la. 

-e.c.ua.c.i6n. ( 1 O. 5) , · empleando 66'1Lmu..ta.4 de Ru.nge- Kut.ta de c.u.a.Jt:to ott 

deng 4 Ort: 

X. 1 = X. + 1 (K 1 +2K 2 +2K 3 
+ K4) ..(.+ .(. -

6 

K¡ 111 (6.t)6(t.¿, X., y.) 
.(. .(. 

1(2 = ( 6 t) 6 ¡t. + 6 t; X. + K¡ Y. + Q1) 
.(. 

_......_, ·.(. ' {. 

2 --r:- r 

1{3 = (c.t)6(.t. + 6 t, x. + Kz , Y. + Q2) .(. .(. .(. 

~ '. ,"-j_" 2 -2- r 
1 

1(4 = ( 6t)6(t. + 6 .t, X. + K3 y. + Q3l 
p o. 6) , 

~' 
.(. .(. .(. 

._/'' 
. 

.;.· 

y .i+ 1 = y. +" 1 ( (l +2Q2 +2Q3 + Q4) 
' .(. - --1 
:~~q~~:;.~l~~ 6 

2.¡ 111 ( 6.t)g(.t., X., y . ) 
.(. .(. .(. 

Q2 = ( 6 .t)g (t. + 6 .t, x. + K1' Y. + Q1) 
.(. .(. .(. 

2 r r 
Q3 = (6.t)g(:t.¿ + 6 .t, X. + Kz, Y. + Q2) .(. .(. 

2 r 2 

Q4 = ( 6:t)g(t.¿ + 6 .t, X. + K 3' Y. + Q3) (70.7) 
.(. .(. 
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1 O.?. 3. Ve.~ c.lti.pc..i.ón de..e. PltogJta.ma. 

a.) Subltut.i.na~ lte.que.IL.i.da.-6: · 

SUBROUTINE FUNCO(T,X,Y,F,G), e.n e..6ta. .6ubltuti.na. .6e plto

·poltc..i.ona.n la..6 do.6 e.cua.c..i.one.-6 di.óe.lte.nc.i.a.le.-6 o1tdi.nwti.~.6 
de p!Li.me.Jt o-'i.de.n. 

SUBROUTINE GRAFI(A,N,M), obt.i.e.ne. .e.a. g!tdói.c.a. de. la. 6o.tu
c.i.6n pa.lta. la.6 do.6 e.c.ua.c.i.one.-6 di.óe.Jte.nc.i.a.R..e.-6. Con6uLta.Jt 

e .e. c.a.p.<.t u.e. o 1 • 

b)Ve..6c.lt.i.pc.i.6n de. .e.~ va.lti.ab.te.-6: 
Pa.lta. .e.a .6ubltut.i.na FUNCO: 

T 

X 

y 

F 

G 

1 

va.lo!t de. .e. a valti.ab.e.e. i.nde.pe.nd-i.e.nte. t . 
.{. 

va.lolt de. .ta plti.me.lta. va,..ti.ab-.te. de.pe.ncü.e.n-

te. X. 
.{. 

va.lo!t de. .e. a .6e.gunda. va.Jti.a.b.e.e. dependiente. 
y • 

,(.. 

p!ti.me.lta. e.c.uac.i6n di6e.Jte.n~i.a.t c.oltne.ipon-
cü.e.nte. a. .e.a. de.niva.da de. .e.a. va.~ab.e.e. de.
pe.ndi.e.nte. X . 

.{. 

.6e.gunda e.c.ua.c.i.ón di.6e.Jte.nc.i.a.R.. c.oltlte..6pon-
di.e.nte. a. .e.a de.ni.va.da. de. la. va.n.i.a.b.e.e. de.
pe.ndi.e.nte. Y . 

,(.. 

PCULa. e..e. pltoglt~ma. p!tir:.c..{.pa..e.: 

N c.a.nti.da.d de. punto.6 e.n que. .6e. di.vide. e..e. 

S 

X ( 1) 

y ( 1) 

T(7) 

T ( 1 l 
X { 1) 

y { I) 

RUK(1) 

.i.nte.Jtva..e.a de. i.nte.gJta.c.i6n 

e..6 pa. c.i.a.mi. e.n.to e. n tJt e. .e. o .6 va. .e. oJte..6 de. .e. a. v ~ 

lti.a.b .e.e. in de.pe.ndie.nte. ( ~ t) 

va.R..oJt i.ni.c...{.a..e. de. .C.a. var¡.,{_a.b.t.e. de.pe.ndie.nte. 
X 

va.R..oJt i.ni.c..{.a..e. de. .e. a. V ct-'ti. a. b .f. e. de.p e. H d.(. e. P. te. 
y 

va.R..oJt úti. c.i a. .e. de. .e. a. V a..tia.b {e. ¡ Yl. de. p e. t1 di. e. ~ 

te. t 
vaR..oJte.-6 de. .e. a v cvz.ia. b .e. e. inde.p e.n d..ie. nte. i. 
va. tolte.-6 de. .e. a va.t:.i.ab.te. de.pe.ndi.e.nte. X 

i 
v a Ü• lt e. -6 de. (\t V a !t.i. a. b ú;. de.pe.ndi.e.n.te. y 

pa.ltáill e.t.t o ,!J de. .e. a:·~ t)ó::.mu.ta.-6 ite.na.üvcu de. 
Ru.nge.-Ku.tta 



QUK(I) 

e 
1' 
E 

A'I,J) 

M 

F 

G 

c.) V~men~~one¿¡: 

276 

pa~~etAo~ de la~ 66~muia~ ~~e~a~va~ de 
l 

Runge-Ku~ta J 

va~able de ~eemplazo 
va-~able de ~e emplazo 
va~able de ~ee.mplazo 

a~~eglo mat~~~al pa~a g~a&~c.a~ lq¿¡ tte-
¿¡ u.l. .ta do¿¡ 
c.o!umna¿¡ de la ma~~z A 

va! o~ de la de~r.~ÍJada de X 

valo~ P,e la de~vada -de y 

La p~opo~~~ón VIMENSION debe~á mo~6~~a~~e en el 
c. a¿¡ o de q u. e: 

, N > 100 

d) F-cJi.ma~o~ patta lo~ 
·) SEC.TARJETAS 

7 

da~o~ 1e en~ada: 
FORMATl INFO~MACION 

. ' 

( I 5 ,· 4 F ' O • O ) N , S , X (1 ) , Y ( 1 ) , T ( 1 ) 

ot~o4 pa~u.ete~ de da~o¿¡(opc.~ona!) 

n 

e)V~ag~ama de bloque~: 

TARJETA EN. BLANCO, lal 6~
¡ 

nal~za~ ~oda la ~n6o~ma--
uón. 



obtenvr. va.lo'lu 
paMil~tfr.c& IWK 
IJ QUK 

evatuaA 6oluci6n 
CD!t-'I.Upondi.I!Jt.á 
4 X(l) y VIII 

NO 

------

6 OIIM!A olM.eg lo 
~'liua.t pM4 
9~6-ica.'l. 

' 
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1FCr.l '•2•J 

2 .. :;l L r '1 r 
3 ¡;are 1) 

L.aY(t l 
L"Y(\) 

e i..u TE:\~ ' L 1 S el • ; 1 e , n El S 1 S H 1' 1 
r.~··: 

"": .q !22'' 
TC!):T~[•!l • 
c=rn-:¡ 
(.:~(1·1) 

t=•n·t~ 
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I.HL r•" ce,. 
H.:~C•1•~•' 
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~=T(!•:) • ;: 
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·~Lit e ' ) : r •• j 
;(l)n(!•\) • 

4 Ht>~·c¡•il • 
! t-',.. nr:. r rl :. ~ 

.. r 1 T r-e ... • ~ .. : ) 
: nTT'~( "•~;...,) 

1 \' j ! = 1 ' .... 

~~)1.:.; 

:,)12." 
~.:'.f'u) 

( J) 

( . ) 
'"" 'r, ·. > 

'·''~(¡1. 

( 1 • ~ 1 ' • 
~~: .. T·.,~~~ 

., • (". 1 ' (:?) 

"' • ,.. • ~' ' : ~ ;'> ' 

~ ••'T~~t ... ,~ .. :J T,~,,~C~',"(") 

...¿,,•.,;oC{]\ 

• 2· •;J'(l) 
.. '>:;:(J))/.),1) 

+ ':w((,))/~,) 

.. e· .: .. ! r r r · 
:re 3 

e i,_ 14- f ~ T '"" ! ~ :j ~ .. 1 -" 'l 1 r ;. 1 h ; f" ! C ~ ..'! t•;: ::. :- ":' \: : : 

le o ·111," 
,.(¡,,):1(11 
r ( I' ,... ) W '1 ( 1 ) 

.., ~ct.n=d•l 
t...l~L r'!r!C!·~,·) 
l.( i ¡ 

e r~,.o71•' .. -,, :-;:~l.~~!";'~ • .l CYll'; 

1 O t" ~ .: ': ~ T C : '- : • .. , 1 l , - ' , " • .... ' · " : l •' r . , . .:. ¡.· C .... ~ : : , r: : r ':' . r: : : •, L :J ~ S:: 
~ ~r: r.: :,, •. ,.,,-..t,.•l_··':'' ,'"t 1¡¡ 1 :.!••'.::J11• :.~ -:.¡_C"Ir'S l~ (~' 

" l 1
' : L r • ~ r ,., =- , • , 1 , ), _ •. ~ • • ~ ~ 1 : - 1 .: ~. • , , , J J ... • ~ -= • . : : J L ~ ', • • ' > 

20"t~'· r!:~,--: ... ,,) 
l.:J~ 1(-·~T~~.~~ ... ~/J•::~,·t' .. -,_, ... : .7 . .; r-!: TI:- ""1-9 _tj:.·-:_ :- ... :•,tt ... 'i, 

!I/ i 
4QI• 

'·- "j 

'3·'" J- t 1., ·: f 

~ •' 

F.<.g 

(tl,~r,,•r.: •"":•,"'):?,,''t',/·4,'•'•/} 
(.'•~., ,2 .. c:::,•,•r')' 

10.2 L.<.~tado dtl p~og4ama p4Lncipal 

217 



= 'J 

'- l ' 

.. t: r ~ ,. • 
L•• 

1 • 

• r. 
, ' 
\ \ • ( /. V 

F~g. 10.3 L~4tado de- la 4ub4u~na FUNCO 

218 

1 



279 

10.2.4 Ejemplo 

Et ~u .te.ma. me.c.d:n.ic.o de. la. n.iguJt.a. 1 O. 4 Ue.ne. c.-o m o e~uac..i6n 
-

d.i6e.Jt.e.nc..ia.t que. c.a.Jt.a.c..te.Jt..iza. ~u mov.im¡ento a.: 

= - ..JL ~en. (e 

L-

• 
- Ba. 0 

ML 

Mg 

J70.8) 

T(t) ' 

F-< J. 7 o. 4 s¡~.te.ma. me.c.án.ic.o de.l pJt.obte.ma de.t ej~em:_¡lo 
! 

10.2.4 f 
1 

La Jt.e.pJt.e~e.nta.c..i6n de. ta. e.c.ua.c.¡6n (10.8) med¡a.n.te u~ 4¡~
.te.ma. de e.c.ua.c.¡on.e.J e.~: 

• e = w 

w = T ( t) ;¡r 
- __L-6 en. 

L 

Ba. w 
ML 

Obtenga. .e., Joluc.i6n del 4¡~tema. de ec.uac.lone4 pa.Jt.a la4 
.6.igu.ie.n.te6 c.ond.ic.ione-6 y va.loJt.e-6 de lo4 pa.Jt.áme.tJt.o4: 

M= 1 Kgm 
L=O.Sm 
g=9.8m/6 2 

Ba.=O.Ol Nt-m-6 



zzo 

.to= o. 
e = o Jta.d o 
w0= o.3 ~ta.d/.6 

.t {" 2 .6 

T(.t)= 7 N.t-m 

1¡) SOLUCION 

TABLA 1 o. 7 Va..to-6 pa.Jta. e .e.. pltob.tema. de..e.. eje.mplo 10.2.4 

N= 1 o 1 

S= .02 

X ( 1) = o. 
Y(1}=0.3 

T ( 1) = o. 

F = y 

G = 4.0 - 79.6*SZN(X} - 0.02*Y 

~rABLA 1 o. 2 R e-6 u.t.ta.do .6 de.e.. pltoble.mct de.l e.jcmp.ta 10.2.4 
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-10.3 Soluci6n d~ Siat~m~a Homoglneo4 de Ecu~cion~4 Vi6~n~nci~-
--

-L.e.t 0Jt.din~u~a- L.út~~l.e.a de. PJt.ime.Jt. 0Jt.d~n 

1 O . 3 • 7 O b j e.to 
Ob te.ne.Jt l.~ a ol.uci6n nu.mluc.a. d~ 6i4 te.m~a de.. ~cua.cio n~a 

d.i (¡ eJLe.nc.ia.le.t oJr.d.i.na.Jt.,{_a.a d~ pJt.ime.Jt. oJt.d~n, ftomo g lne.oa y .t.i.n~a.l.e.a 

po!t ~l. mltodo d~ Va.ua.c.i.6n de. Pa.~dm~t.Jt.oa. Lo~ 4.i.at~ma.a d~.t tipo 
a.n~~~ me.nciona.do tle.ne.n la aiguiente. con6.i.guJt.a.~.i.6n: 

dX· 
2 

dt 

dX n 
dt 

1 O. 3. 2 Mlto do 

= 

.. 

a.· n2 . . . 

4 2n 

a. nn 

.· 

X 
n 

(70.9} 
¡ 
! 
1 

l 

E.t aiate.ma. de. ~c.ua.c.i.one.a d.i..6e~e.nc..i..~.te.4 de. .ta. ~xplt.e.~~ón 

(70.9) a~· pue.d~ Jt.e.plt.~4e.nta.Jt. e.n !a. 6oltm~ compa.cta.: . 
X(t.) = A X(t.) - --

(70.70) 

El. mltodo de. va.tr..i.a.c.i.6n de. pa.tr.dme.tJt.oa e.ata.b.te.ce. que. .ta. .6o

l.,uc.i.6n de..t aia te.ma. de. e.cua.cio ne.-6 -( 1 O. 1 O) e.4: 

X (t.) (70.77J 



... 

donde. a la ma..t4iz e.A(.t-.to) .6e. te c.onoc.e 

u6n IJ .6e. d'e.6-i.ne. me.d.i.a.n.te la. .6-[gu-i.e.n.te. 

e.A(.t-.to) = I + A(.t - .t ) + •• 

'1 ! 

c. o m o 

.6 e.Jt,(. e 

+ An(.t 

- n! 
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ma..t,'t,[ z de. ;t,'ta. n¿, ,¿ -
-

,[tÍ¡),[n-[.ta.: 

- .t ) n + 

(10.12) 

Pa.Jta. un e..6.tud.i.o de.ta.lla.do del oJt-[ge.n de. la.¿, e.xplte..6-[one..6 

(10. 11) y (10. 72) .6e Jtec.om-[e.nda c.on.6ul.ta.Jt la..6 Jte.¡)e.Jtenc.-[a..6 1, 3 

1J 6 de la. b-[bl,[o gJta 6-ia. a.ne xa. ., 

La. ley de evoluc.,[6n de e.6.ta.do.6 pa.Jta. un .6-[.6.tema l-[neal' .6e. 

puede Jtep!te.6en.ta.Jt gJt~6,[c.a.men.te c.omo: 

- X(.t) 

X{t,) / 
X(.t7) ,?' ....,. ' 

----~....,. .-.- -- 1 

---r------~--------------------------~.t~----------~ t 
~ .t1 6 

e.6 dec.-[Jt, .6e puede pct.6a.Jt del_ eJ.J:ta.do X(.t 0 ) al _e.6~a.do X(.t
6

J d-[Jte~ 

.tamen.te o a. :tJtavé:,~ de X(.t 7J. La J.Jo.tuc.-[6n del .6-[J.J:tema (10.10) m~ 

d-[an.te c.ompLLta.doJta. d-[gita.l .6 e baJ.Ja. en e.6..ta. c.a.Jta.,c..tettL~ üc.a.¡ pa.Jta. 

eva.lua.Jt la. ,'te.6pueJ.J..ta. X(t) de.6de t 0 ha.J.J_:ta. t
6 

.6e d,i,~c.Jt_e.üzo.. e.~~ ,¿~t

:teJtva.lo de ,[n..tegJtac.-[ón en "n+ 1" pun..to-6 -[gua.lmen.te e-6 ,;a.c.-[a.do .6 y 

he obtiene la. .6oluc.-[ón ha.c.-[endo evoluc.,icrna.Jt el e.6ta.do de,~de :t0 
ha.J.J.ta. .t 1, de ..t 1 a. ..t2 y a.J.J-i .6uc.e.6,[va.men.te.. A,ta..l-Cüc.a.me.n.te .6e ten 

dJt~: 

= e~lt¡-tol X(..t J - o 

= e~(..t2-..t1)X(..t J 
- 1 

1 
1-

" 
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. ( 1 o • 1 3 j ', 

pe.JLO: 
' 

A(.t .t ) A(.t - .t· J ., e- 1 - O = e- n n- 1 A b.·.t = e- (10.14) 

Ab..t poiL !o que .6o!o .6e eva!uaJL_á una vez la ma..tlr.-i.z e- ya que e-6 
' 

!a. m..l..6ma ma.tiL..l.z pa.JLa .todo-6 lo-6 út..teJLvalo-6 pu.e..6.to que e! ;e.6pa-

clam~en.to e-6 co~.tan.te. 
- A b. .t 

Pa.Jr.a. eva.!ua.JL e- .6 e emp.tea. la. JLe!a.c..l..ón ( 1 O. 12 J , do 11de 

la. ca.n.U.da._d de .tllr.m..l.no-6 emp!ea.dM dependeJLt! de! c.ILi...teJúo de. c.on 

veJLgenc..ta. emplea.do, o .6ea., da.do un c.JL.lteJL.lo E la. .6uma.tol[...(.a. de· 

.t~tmino-6 .6e de.tendJLt! c.ua.ndo: 

1 

A b. .t 
e;rj(n) -

A b. .t e 
ezj ( n-1) .(e, , pa.JLa. .toda. i..j / (70.75) 

Un.a. vez eva.lua.dt:. eA 6 t la .6oluc..<.ón .6 e obtiene. m.2.~.<.o.n.te. 
la..6 Jr.e!a.c...l.o n. e-6 da.da-6 en ( 1 O • 1 3) • 1 

.10.3.3 Ve.6c.JL.<.pc..<.ón del PJLogJLa.ma 

a)S~bJLu.t.ln~ JLequelr..lda-6: 

SUBROUT1NE EXPMA(VELT,M,A,E.XPOI, obtiene-la. mat!Liz de 

tlf.a.n.6{.._c..ló' • CJv~.teJt..<.o de c.on,JeJLgenc.i..a emp!eac'o: 

= 0.0001. 
\ 

SUBFOUTINE GR.i.FI(A,N,M), gJLa6.lc..a la-6 .6olttc..lone-~ .de to-

< M !a.-6 va-t.lable-6 depend.<.ent.e-6. Con.6uLta.JL el :c.ap.ltu

i o 1. , 
SUBROUTZNE MULTMA(A,B,N,M,L,X), e6ectua. e.l piLoduc.to en-

t.te dc-6 mat.t.lc.e-6 c.onóc tma.bl-2..6. Can.6ul.ta.JL el C:a.p.ltu

i.a 2. 
b)Ve.6cti..pc..<.ón d~ la-6 va.JL.<.a.ble-6: 

PaiLa la. .6tu1Lutina. EXPMA: 

VELT 

~! 

A ( 1, J) 

e-6 pac..la.m.<.e.nto e.r1t.1Le- la-6 va.loJLe-6 -de la. v~ 

JL.<.a.ble .ln.de.pend.<.en.te ( t.) 

c.an.Uda.d de e.c.ua.c..lo ne~ d.l 6eJLenc..Cai.e.-~ 

ma.tiL.lz de c.oe.6.<.c..lenteA c.on.6ta.ntc..-6 dei 

.6.<..6tema. de ec.ua.c...<.one.-6 

. / 



.• 

., 
S XPO ( 11 J J 

·cMA(I,Jl 

B ( 1, JI 
X(I,J) 

EPS 

VI V 

CN 

TNEW 

' 
mattt-tz: .i..de.ntidad 

matft-tz A e.te.vada a ia y:o.te.nc.ia "n" 

pttoduc.to mattt-tc...i..ai AB 
c.ttlte.nlo de. c.onue.ttge.nc.ia pa~a ia ~e.~ie. 

6ac.tottlal de. "n". 
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c. o ntadott que. ..i..nc.tte.me.n:ta a VI v' 
e.!>pac.lamle.nto de. ia ua!t-tabie. lnde.pe.Hd-te.!]_ 

te. e..te.vado a la po:te.nc...i..a "n" 

Patta e.i pttogttama pttlnc.lpal: 

M c.antidad de. e.c.uac...i..o nc 6 di ó e.,'tc.nc.-ta.fe.-!1 

PERIO magn..i..tud de.l inte.ttvaio de. ..i..n~e.g~ac-t6n 

VEL T e.l>pac.iam.ée.nto e.n.t:Jte. [.:;:,~ va.to::.e.-6 .de. .{~a 

vattiable. i~de.pe.nd..i..e.n:te 
N 

A ( 1, J) 

X(7,7) 

X ( 1, J) 

EXP0(1,J) 

X ( 1, J) 

c.) V.i.me.n.-6-tone.-6: 

c.anLi.á~d de. prw.t:ol> ,¡ni.e..6.t.'t.Jee..~ e.n. ?~~::'H. 

datt~ di.6~Jte.tlzada ea ~cluc.i6~ 

ma.t:Jt.<..z de. c.oe.6lc...i..e.tt.te.!l c.an,~.tan.t:e..~ de.-t 

.6i~.t:e.,na de. e.c.uac...i..oae..~ di6e.tte.nc.útie..5 
' c.ondlc.i..6n in.i..c.i..at de. .ta. vattlc:b.f.e. l1~ic.;.:.:~ 

d..i..e.n:te. 

c.ond..i..c.io ne.-6 útlc..<.a.te.~ de. .ta-6 va.tl:tb l.e.-6 

X 1 , X2 1 • 1 X
11 

pa~,l J > 1 

ma.t:ttiz de. .t:ttan~ic.if~ 

t'a..f.o:r.e..~ de. la va.lt..i....z.b ce. i.rtrie.pc.;1d.¿e.n.:te. LJ 

de. la..6 va.lr..iab.te..~ de.pc.,ld-i.e.a.:te.-s 

La pttcpc.6lc..i..ón VI,'.iHJS10N de.t pJto:;·':.Crila ph.ulc.ipt~l u de. 

fM .6 ubttulinLl-6 á e. b e.tt~ .6 e.-'1. .Ho d.[ ~L:.::.c ~ c.u.a.~t do : 

M > 5 lj/0 .'J > 101 

d) Fottma. ::.a.fJ pa!ta to.5 dato,5 de. e.n.¿ta.dG.: 

SEC. TARJETAS 
1 

2 

FOR.,'.fATO 1.'\FCR.'!A(:t.. \1 ------------------
{I5,2F10.0) .'.f, DEL:, PERIC 

(8F10.0) A(I,J~, tc-6 e.te.me.n.tc~ de. 

. ' 



1 
i-

3 (8F10.0) X(7~J), e~ p~ime~ vato~

co~~e~ponde a ~a condi-
' 
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ci6n inicia~ de ~a; va~a-
1 

bte independien~e 

o~~o~ paqLt._e~e~ de da..:to~ (opcional) 

n TARJETA EN BLANCO,¡at ni-
1 

~oda ta ~nfio~ma-
! 
' 

e)Viag~ama de b~oque~: 

· .... 
e.valu:vt -lA. ~>olu 
u6n pcVta tJJ daA 
taJo va~. e.rt d 
punto t. 

F~g. 10.5 Viag~ama de bloque~ del p~og~ama pt~nc~pa..l 

\ 



.. 

eval¡u;,\ nuevo 
t~'tmino de la. 
6e/tte. 

ag• cq'L'l l'lue••o 
tl!unutoaltl 
6eM.e · 

F-i.g. 10.6 V-i.a.g:ta.rJ:et de. b.toque.-ó de. Úl ,~ubJtu.tina 

E XPJ',IA 
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6l 'L.i-6 .tado : 

e PRCCqa·•a F~RA RLSCLVE~ ~ISTE~JS DE ttUACIO~ES otrtA[~CIALCS,HO~OO~ 
e IIBS O 'tl~APIAS CE P~T·~q rllllf 1 
e SIGNtrlcACC 0[ LAS Vl~IA~L(~ [4DL(AOAS 
C H 8 CA~TirAc CE E~CACI1~FS Q¡rERE~Cl~LES 
e PERtO•~-C~ITUD DEL I,T[~YALO DE !NT(GRACION 
e OELT•F~PACTA~IENTO E,T~r VALORES DE LA VARIABLE INDEPE~OIENTE 
e A•~ATRI2 DE CCEFICIE,TFS CONSTA~TE$ DEL $JSTEMA 0[ ECUACIONES 
C XCI,J)•CO~OICIOhES l11CIALES 
e X•SQLUCIO~ES CEL SlSTE~a 

e 

e 

e 
e 

DI~[NSION AC6•6>•EXP~(6,6),X(l0l•6) 
LECTURA DE CATOS 
REAC(5•10Q) ~•DELT•PERIO 
¡re~> 2•2•3 

2 CALL [XIl 
l RN•PEIIICICELT 

li"lltl • l 
HPl•IO+I 
DO 4 1•1111 

8 R[AQ(5o:i0C) (A(l•J), Jttt,MJ 
R[AQ(S•iOC) (~(t•J)tJ•t•MPt) 
IMPRESICN DE DATO$ 
IIRIT[(6d00) 
DO ' IIIIJW 

' WRITEC6o4COJ CACitJl•J•t•~J 
HRITE<-,,SCC) 
WRITEC~o40ül (XCloJ)oJ•t•~PlJ 

LLA~CO tE sueR~TIN& aaqa OeTE~:~ LA "AT~IZ DE TRANS!CIDN 
CALL r~~~I(O!LT•~•At[lPO) 
UBTE~E~ LA SOLUCIO~ 
UD 9 11•2•11 
UQ 7 JDlJIO 
XCK,,J+ll 8 Go0 
DO 7 I•~•I'Pl ' ¡ 7 XCK,~+t)~l(~•J+1) + [XPOC~,J•t)•K(K•l•l) 
XCKoll•XC~·t•ll • DELT ' J 

e 

e 

e 

9 CONTliO'IE 
l~PRI~I~ RESULTADOS 
IIRfTEC6o6C':) 
DO lO l•l•N 

lO hRtTE<~,4~0l !X(toJ)tJ•t•~Ptl 
LLAVAC1 CE S~BR~Tl~- PaqA GRlFlCAR 
CALL G~•rtCX•~•~Pl) 
laC TO 1 
rDR~AT~5 ~E lECTUPl E JYPRESI~N 

lOO rcn~•r Cl5o;rtc.o> 
200 rcP,.AT certc•C> 
JOO FCR~AT (1fll•~C/)ol5X•44HLA ~Ar~IZ DE LOS COEfiCIENTES DEL SISTE~A 

ltS•II> 
400 rOR~AT CI•15,,6(E\2e5•llll 
50~ fCR~AT C4Cil•lS••29HLAS CC~OICIONES INICIALES SaN•I•18X•6HTIE~PC•l 

l0Xo4HX(t)ollX·4~X(2l•llX•4~J())ollX,4HXC•)•l1Xo~HXC5)o//) 
100 rOR~AT C4(/)•15X•14HLA SOL~CIO~ ES•/o16X•6HTl[~PO•lOX•4~XCl)•l1X•-; 

\HXC2l•liXo4HX(l)tllXt4HX(4)•ll(t4HX(5)•//) / 
tND 
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SUeRCUTINE E•P~A<CELT•w•~•[IPO) 
C ~~PHLTl'A PAqA CATE~~R L- ~ATRil CE TRANSlelON ASOCIADA A UNA NA• 
e TRil C'iAOqACI 
e ~lr.Ntrl(ICC rE LAS V\R!IUL[S f~PLEAOAS 
e OELT•vft~'l'LC C~ 1 CS !'CRE•ENTOS OE TlE~PO 
C f' 8 G,,CE~ f.t LA ~Alhil 

e A•~AIRIZ r.é LA .UE S~ r.ESEA LA ~ATR12 0[ TRANSICION 
e LPS•CPIIE•t~ OC CQ,VE"r.~~C!I 
e Cl'h~¡Tq¡z !CE~TIC~O 

e L~Pc•~4TRIZ CE TRA~SIC!O~ 
e CN•CC~T•OC~ CE ITEii~TC~E! 
e Oiv•rA~TOR!AL DIVISO~ 
e U 2 ~ATRIZ 1 ELEVADA 1 LA POTENCIA N 
e X•~ATR!Z PRCCUCTO AS 
e T~f~=rS>ACIA~lE~TO DE TIE~PO ELEVACO A LA POT"NCIA N 

utvE,slcN AC6•6>•EXP~ce,6l,CNA<6•6l,BC6•6l,xcs,a> 
EPs•c.cccc¡ · 

e ~E~E'AR w&TRIZ IOENTIOIO 
UD J l•l•w 
llC 2 J•I•W 
¡rc¡.ro,Jl ao ro t 
CIII(I•Jl=C.O 
l.oC TC ? 

1 C~A(I.Jlsi,Q 
2 CC~Hl~''t 
] 'Cq 11 UF 

e ü8TE~E~ LCS PRI~fROS TER~INOS JE LA SERIE 
LC 4 l•l•W 
LC ~ J•I•W 
EXPCt!•Jl•C~ACI•Jl • A(!•J>•DfLT 

4 tJ(!,.l•AC!o~l 
hf••CEL T 
c~·2·C 
Lh•I.C 

e uOTE~r~ LOS TER~INOS RESTANTES 
5 ~IV•CI~·C~ -

T N E ~ • T '1 E W • C EL T 
CALL I'IIL T•ACA•6•11•II•'h0 
00 6 1"1•~ 
IJO 6 J•l•" 
uCI,.>•dt,Jl 

6 C~A(IoJl=C~CI•Jl•T\E~l/OlV 
lHC\ olE .e. o l GO TO 1 
A" a ~ • e •q e t , 1 > 
u e e 1• t • • 
IJ() 7 J•t•• 
lr(AQS(C 0 ACI•JlloLE.4RSC~~IX)) QO TO 1 
AI'AX•C·•~C!,J) 

7 CC~T li·'·'E 
e cc•.r I~"E 

C HEV !SA 0 , C~~. I[R.~>;CIA 

¡rc~os<•uax)•LE•EPSl GC TO ll 
9 l:C 10 l•l•~ 

LJu 1 o J•l • ~ 
10 lXPCC!•J)a(•POCI•J) + CIIACI•J> 

lrCC~•t.T•2C·l GO TO 11 
c~·c~ • t.c 
r.O TO 5 

11 kETURN 
ENO 

F.i.g. 1 O. 8 L..i.-6 tctdo de. .ta .ó ub l.utinc:. é :<FA: A 
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1 O. 3. 4 E j emp l. o 

i 
La. 1Lept:.e.6 enta.c..i.án med-.ia.nte. va.li..i.a.bl.e-6 de e.6.ta.do pa.IL'a. e.l. 

1 

.6i.6tema. mec.4n.i.c.o de la. 6-i.gu.Jr.a. 70.9 e.6: -! 

'/ 

\ 
o 

X¡ = S 1 ' 

• 
x2 = s2 
o 

S¡ = /( 
X 7) Jl ( x2 

1 . 
s2 = n ( t) - BS 2 K (Xz - X ) 1 

M2 M2 M2 

/( 6 (.t) 

F.i.g. 10.9 S.i..6tema. me.c.án.i.c.o de.t ejemplo, 10. 3 .. 4; 

M¡ = 1 

\{2 = a • 1 

K = o. 9 

B = 1.5 

;to = o.o 
.t6 = 10.0 
x1(.t 0 ) =o. 
s7(.to) = 7. 

x
2
(t0) = 2. 

s 2 ( t 0
) = 1. 5 

231 
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Todaó la.-6 u.ni.dade.~ e.-~-t<.'in ,dada-6 e.n u.n-i.dadc~ de.l !1¿!>--U.ma 

MKS. Con-6-idetr.e c.omo ~a..f.-i.da-6 de..f. ~-i.-6tema. .f.a,~ veC.oc.-i.dade.& ti .f.o& 

de.óplaza.m-i.ento~ . 

0 -SOLUCION 

) 

TABLA 10.3 Va.to~ pa.tr.a. el ptr.oblema. del ejemplo 10.3.4 

M= 4 

PERlO= 10. 

VELT= O. 1 

o 1 o o 
-1 o 1 o 

A = o o o / 

9 o -9-75 

X ( 1, J) = ~ o 1. s] 

TABLA 10.4 Re.~u.ltado~ del ptr.oblcma del eje.mplo 10.3.4 

/ 
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LA "ATRil Ct LC:S ecrrrciENTE:$ DEL ~¡ STtd [S 

/ o. oiOOOQ[+Ol Óo o. 
•olOOOOE+QI ~ olOOOOEtOl O• 

o. o. O o olOOOOE+Ot 

.vooocE•OI o. ·•90000[+01 •ol5000[+02 

LAS CC~CICID~ES lhiClALES SON 
TIEMPO X(lJ XC2) XCJ) 

o. o. •IOOOOt+Ol o20000E+Ol ol5000E•Ol 

LA SOLUCION ES 
- TIEIIPO X(l) lC2) XC:J) XU) 

o. o. •10C00Et01 •200C0[+01 o15000[+01 ,' 

ol'lOOOE+OO o1099SE+OD •1111711[+01 o202C2E+01 •,57957[+00 

o20CCOE•OO •2lll9lt+OC oU782EoOl •191?1[+01 -.96037[+00 

o)COCOE+CO o311111!2[+00 •t5360Et01 o1840&E•C1 •oii3625P00 

" .aocoot•oo o51529E+OO •16692[+01 o1752&E•Ot •.11575[+00 

o50COOE 0 00 o717U[+OO •17776[+01 •167!UE'01 •o67l29E•OO 

o6000C[+QO o'!9999[o00 •18615[+01 •161UE•Ot -.!!2764[ 0 00 

o70000E+OO •10193[•01 •19215E•01 •15727['01 ··31428[•00 

-.24541[+00 
/ 

.eoooot•oo ·Uil5E+01 •19585[+01 •154UE•01 

e90000E+OO •ti80lE•01 ol9734Eo01 •l52l4E•Ot •ol12UE+OO 

olOCCOE+Ct oi6775E•01 •19675[+01 o15l86E•Ct oll766[•C1 

.uooot•ot o18?J2[+01 ol9421E•01 •15259[+01 oll216[+0~ 

• . . 
• o 

• • ' ' 

o90000E+OI o283l&E•01 •SC 181[•01 •26629[+01 o101ilOE 0 00 

o9l0COE•O 1 •2!380[+01 o3:384[•01 •267l2E•01 o10122t•oo 

oii200CE+Ol o284C5E+01 •li264[•01 o26 1H2E+01 o97306Ea01 

oUOOOE+Ol •28415[+01 •19436[•02 •26927E•01 o92644["01 

o94000E+~1 o28410E+01 ··1<472[•01 o2701TE•Ot o87326[uQ1 

o9!!COOE+Ct o21!390[+01 ··2Se9ot•01 o27lart:•01 o81U7E•Ot 

o960QO[+C1 o28l58(+01 ••Je2J6E•01 •27179E•01 o75101E•Ct 

o910o.;t+ct • 211ll4t+01 ·•49451[•01 •27251E +01 o68J7et•Ol 

o98COOf+C! o21l260[+01 ··5946!![•01 •27l1é-!:+01 oe1371E•01 

o99CC,PCI o:18196t•01 ··68317[•01 •2737::::•ct o54166[•Q 1 

o!OCC,j[+C2 .;11124[+01 •o7592JE•01 o2742J:i:+()l o461lSC[•01 

\ -
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10o4 So.R..u.c.ión de. Si.&.trma.~ ·de. Ec.ua.c.Lotte~ VL6e.Jte.ttc.La.le.& Lbtea.R..e.& 
No Homog€nea.6 de. PJt.imeJt 0Jtde.n 

10.4.1 Objeto 
Ob.te.ne.Jt La. JoLuc.Lón de .&..(.¿.tema..& de ec.uac.Lone.& dL6e~enc.La.-

\ ' . 
de pltime.Jt oJtde.n med..¿a.n.te eL¡ método 

' 

le.& no homogénea..&, LLnea.Le..&, 
, ~ 

' de. Va.Jtia.c.ión de Pa.Jtáme.tJto.&. 
La. 

• 
X(.t) = ~ X(.t) + 8 g(.t) ¡( 1 o • 1 6 ) 

! x(tal = ~ ~ 

·~ 

dovtde (J(.t) ~'LepJte.6en.ta. eL vec..toJt de en.t~ta.da..& ex.te.Jtvta..6 ¿,.{.{le ha--
, 

b·La de 6-i..6.te.m·_¿¡ 61..6Lc.o.6. ! 
' ' 

Vc.b.<.do a. que. c.u.a.ndo .6 e. m o de.la.n .6L.&.te.ma.4 d.<.nám.<.c.o -~ !e.Lne.a..te.-6 
!a..6 .6 a.Uda..&· no .&Le.mplte c.oltlte..6 po •tdett a: La..& va.-U.a.b.R..e.-6 e.mpL~e.a.da.ll 

( 

e.n !a..& e.c.u.a.c..<..one.ll dL6e.Jte.nc.La.le4, en e.&.te. pltog~ta.ma. .6e. c.on~ide.Jta. 

la. lte.plte.-6 e.n.ta.c.Lón c.ompLe..ta. me.d.<.a.n.te. va.JtLa.blu, de. e..6 .ta.do ;de un 
.6 i.& .tima. ·,.t.ine.a.t, La. c.ua.l e..& : 

• 
X(.t) = A X(.t) + BU(.t) 

) 

~(.t)= -CX(.tl + VU(.t) ¡(10.11) 

1 O. 4 • 2 Mé.to do 
EL ml.todo de. va.JtLa.c.L6n de pa.Jttfme..tJto.6 e.-~ta.b.tec.e. qu..e.: ta. .60-. ' 

luc~ón de.L flill.te.ma. de. ec.ua.c.ione.~ d.<..6e.Jtenc.ia.l~ R..Lne.a.te.6 (70. 77) 

ti~ne. polt lloluc.ión: 

X(t) = eA(t-tol~ + ~t e~(t als U(a)da 

.to 
(70.78) 



2 36 

· A(t-t) 
donde la ma:t!Uz e- O e.~ la.. mat!Uz de .tJtan.~-ic.-i6r. de.í;-<.n-ida 

e.n la ~ecc.-i6n 10.3.2. 

Po!t lo tanto la 6oluc.-i.6n toial ~e!t~ ta ~uma de la ~e6pue~ 

:ta dc_b-i.da a la.~ ,c_ond_{.c__{.Q rte-5 Ú1.-i.C.-i.alef.l »Jáf.l la Jte}., puef.l ta deÍJ-i.dLt 

a la¿ exc-itac-i.one.~ e.xte.~na6. Pa!ta la p!t-i.me.Jta pa!tte de' la' 6olu-
/ 

cl6n 6e d-i.6cutl6 6u ob:tencl6n en la f.lecc-i.{n 10.3.2. ~ 

Vado que el p~-ime~ tl!tm-ino de. la -6oiuc-i.6n f.le e.val~a me•

dlante una evolucl6n de. e~tado-6 a ln.cJtemento-6 lguale.5 de. tiempo, 
-

la 6egunda pa!tte de la ~olucl6n: 

~
t 

e~ { t - o l B ~ { o l d o 

ta 
tamb-Z~n .6<'- e.valua!t~ a -i.nc.Jte.mento.6 ,(.guale.6 de. tiempo. 

Pa!t~ pode.Jt evalua~ la exp~e.6-i.5~ {70.79) mediante~ 

pito x.Cmando c_,tda entJtada u ( t) median te. 

como .6 e mue..6 t."'~a a cont-i.n.uac-<.6n: 

u(t) u(t) 

1' 
·r t:.t lit; lit 1 . 

' 1 ' 

i 
¡ 
¡ 

1 
t:,.i:.; :..t¡ M 1 

1 ~ 1 l 

( 1 o. 1 9 J 

' ..e:_ __ : ...::.__ ¿--;?' 

-L---·------------------
~~:~:L_,. 

~------~------------------~~ 
to t1 

4-

t3 to 1.:1 .t2 t3-
{a) 

~2 
(b) 

F-i.g. 1 o. 1 o Ap!to x-i.mac-<.6n. de una ¿u r1C. LérL me.d.<.an-t.e.: 

a) pul.6 o ,5 b ) ,.Le e: ::a.6 

En e.l P·~~og!tama .6e ap!tox.tma lL1. éun.c.-i.{r.. u(t) medi.ante :tec
ta.6, la6 ec.uac.-i.o ae..5 ne.c.e.6 atL-<.a,5 pa:ut ta el.'a.ú.:ctc {.611 dr.. { 7 O. 79 J 6 e 

de.,5 a..tr_!to t t tn a ca n.tüw.ac. i.Cn. 

Sea ia )unc.i.ún u(:t) n-lo-~t!tadct e.n ta. 6<_:¡:.u:a 10.11 
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u. (.t) ' 

u(aL 

1 

-=--~~ u. (t.) 

.to a .to + t::..t 

( 

F.i.g. 1 o. 11 Fu. n c..i.ón u.(.t} y ~u. ap~oximac.i.6n mediante 
u. na ~ec..ta en e! in.te~va.!o .to a .to + t 

,. 1 

S~ .de4ea eva!u.~·la. exp~e~ión (10.19) pe~o: 

de !a. 6.i.gu.~a. 

u.(a).g 

.6 u bl>U:ttq¡endo 

~6t A !Ji.. -Aa e.- e -
o 

~~r~ 0 l --

- a } B U ( a ) da -A a e-BU(a}da 
-

(10.20} 
l 
( 

B U ( a ) d cr ,( 1 O • 2 1 ) 

10.11 ~e o b4 e~ va qu.?..: 

u.(.to + l::..t) - u.(.t)l 
+ u(.to) :{70.221 

t::. .t 

( 10. 22) en (10.211: 

{ A ót~t -Ao dO} ª- f!_( a 1 a = B U(.tO + t::..tl e- e -a 

s6t o t::.t 

• [e~ U. O 
-A a da} 'ª- ~~ to J ;( 1 o • 2 3) e -



1 

emp.tc.a.ndo la. ~-i.gu.-i.ente ltela.c.-i.6n: 

-Aa 
e - = I - A a 

T~ 

en .e.(: ~ :t €_ 'UliÚW -6 en.tJte 

~
ó.:t 

A ~:t -Aa e- e -
o 

a da 

A 6.t ~ó..t -Aa da e- e -
o 

A2 2 A3 03 (70.24) + a - + ... 
---zy- 3~ 

c.oJtc.he.te-6 .6e Uega. a.: 

+ ••• + An(~.t)n+2 + ••• (10.25) 
(n+2)! 

= I( ó.;tJ + ••• + An(~ .t) (n+lJ+ ••• (70.26) 
( n+ 1)! 

Pa.Jta. fa. e.va..t.u.a.c.-i.6n de. ta.-6 .6Vt-i.e-6 (10.25) y (70.26) ta. c.-cw

tida.d de. .t([:u;¡.[no-6 a. emptea.Jt de.pe.nde.Jttí de. -fa. e.x.a.c..U . .tu.d dc..6 e.ada. 

Se 6-i.ja. un c.'t.i:te.Jt-i.o de .:or~ve.~tge.¡:c.úl f. .tal que. ,s¡ ~ Jte.pJte.,~e.nta. 

a. .ta. ma..t.Jt-i.;: de ta. ~e.Jt-i.e. (70.25) 'y W a. la. ma..tJt-i.z de. ta. .6VU:.e. 

(70.26), ~e c.umpta. que.: 

l z~~+7) -<.j 

l w~~+7) -<.j 

z ~ ~ l 1 < t pa.Jta. .toda. -i.j 
-<.j 

w~~l 1<( € , pa.Jt.a. .toda. -i.j 
-<.j 

( 10. 27) 

Como la.,!J .6e.Jt-i.e-6 (70.25) y (70.26) .6oto de.pe.nde.n de.l e-6p~-

c..ia.m-ie.n.to, -6 e. .te.ndJtán que. e.va.lua.Jt una. -6 ata. ve.z. 

En e.t ptogJta.ma. pa.Jta obte.ne.Jt fa. lte.la.c.ión (10.24), ha.y que. 

e.va..tua.Jt e.l ve.c..toJt de. e.nt:r.a.da.-~ _!¿_( t) e.n ca.da. t.uto de. to-6 r-u,t.tc.s 

e.n que. .6e ~u.bd-iv-ide. e.l -i.n.te.Jtva.lo de. -i.n.te.gJta.c.-i.6n. 

\t ~ ( n) .... 
-<.j 

En .téJtm-i.no-6 ge.ne.Jta.le.-6 e.l pltoc.e.,so a .~e.gu.-i.Jt e-6: 

1"7'\. . , .,. . . 
6 

A( te. .t) 
\.!._; e. V al U a.Jt l a. »1 a. .tlt-<. Z ' e -'.... Jt a n -6 .t C..{.. ' • l e.-

0 
0 

e. V al U. a. Jt {. ct.6 ,~ e Jt _{_ e.,~ d e. f Ll..-~ e C. U ct C.-i. O 1'!. e -6 ( 1 0 . 2 5 ) Cf ( J 0 • 

2 6) . 
ob.te.ne.Jt la. Jte.6puc.J.¡ta debida. a. la.J c.ond-i.c.-ione.J.¡ 

.e e.-6 p a.JL a. .t ' 
.{. 

tt.e.p-'tO e.nta. e.l e.f e.rrtc.~:.tu : .. c:e. .<.a. ;;;a.,t-'t-i.;: : c.ompu.e.~ .z::a. :::L" ·
la. ~W11a.tott.-i.a de. ''n" -t'~''tm,tAo:·. 
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ev~tu~~ ~(t) en t~ y t~+l 

obtene~ t~ ~e4pue4t~ deb~d~ ~ !~4 exc~t~c~one4 ex-
~e~n~~ med~~nte t~ ~etac~6n (70.23) 

0 hace~ ~=~+ 1 y lt.eg~e4 a~ ai p~4 o G) hM t~ bar~~:e~ to
do et inte~v~to de ~nteghac.~6n. 

10o4.3 Ve4Chip~~6n_ del P~og~~m~ 
d}Subhu~n~ ~eque~~dtU.: 

~ 

SUBROUTINE EXPMA(VELT,M,A,EXPO), ob~ene t~ m~~~z de 
t~~n4~c.~6n. Con~utt~4 ~ecc~ón 10.3.3. 

SUBROUT1NE 1NTPE(VELT,M,A,SUMAJ, ob~ene t~ m~~z de 
la 4e~~e (70.26); e4t~ exp~e4~6n 4e empte~ p~a ev~
tua~ .e.~ ~i4pue4ta deb~d~ a i~-6 exc~tac~one-6 ixte~nM 

SUBROUT1UE 1NTRE(VELT,M,A,RECTA), ev~iua ta expl{]e-6.ión 
·da.da po~ t~ 4e~~e de la ec.u~c.~6n (70.25); e4~a. ¿x-
__ p'Le4~6n 4e u~t-iza pa.~~ c~tc.uta.JL !a. ~e6pue~~a; deb~d~ 

~ !~4 exc~t~c~one-6 exte~n~J. 

SUBROUT1NE MULTMA(A,B,N,M,L,X), ob~ene et p~oduc~o ma-
l 

t~c~a.t AB. Con4utta.JL et c.a.p!tuto 2. 
1 

SUBROUTI·JE G 'AF1 (A, N, M), g4a6-ic.a ta6 4otuc.~one.6 .de l.M 
i 

va~~a.bte-6 depend~ente4 y de !tU. ~e~pue)t~~ di.t .::,~4-
1 

tem~. · Con.ó u.lta~ et c.apltuto 1. t 

SUBROUT1NE EXC1TA(T,FI, evatua et ve-~to~ de en.tJt;a.4it:~ -

~(t) en et ~n6tante t~. 
b J Ve4c.U:.pc./.6n de ta.-6 va.~~~bte~: 

Pa.~~ la. ~ub~u~na 1NTPE: 
1)ELT 

M 

A(1,JJ 

EPS 
SUMA(1,J) 
CN 

VIV 

TNEW 

CMA ( I, J l 

e4pac~~miento ent~e lo4 va.R..o~e-6 de ta 
v~~b.e.e ~ndepend~ente 

c.an~da.d de ecu~c~one4 cLí6eJLenc~a.te4 

m~tJL~z de coeó~c~en~e~ con4tante~ del 
4~4tema. de ecua.c~one-6 d~6eJLenc~a.R..e4 

c.~teJL~o de conveJLgenc~a. 

mattúz Jte-6 utta.n.te de eva.iua.~ ta 4 eU:.e 
c.onta.do!t d¿ ~te~a.c~cne6 

óa.c.toU:.a.t d-iv..i-6o~ 

~nc.~emen.to de Út va.Jtütbl.e -independ..ie..nte 
eteva.do a. la. pote1tc.ia. "n" 
m~tJt.t.z .ide.n.tid.ttd 

) 



1 

B ¡ r, ;¡ 
x ¡ r, ;¡ 

ma.-tJtiz: A elevada. a. la. potencia "n" 

~a.tniz: Jte~ulta.nte del p!toducto AB 
1 ~ 

Pa.~a ta. ~ubJtu~na INTRE: 

VELT 

M 

A ( I, J) 

RECTA(I,J) 

CMA(I,J) 

B(I,J) 

x ¡ r-, J ¡ 
EPS 

TNEW 

CN 
VIV 

e~pa.cia.miento en-t:Jte lo~ valoJte~ de la. 

va.Jtia.ble independiente 

ca.n-t-t.da.d de ecua.cione~ di6eJtenciale.~ 

ma.t!t-i.z de. coeáicien-te~ del ~.Lótema. de 
ecua.cione.~ di6eJtencia.le¿ 
ma.tJtiz: Jte~ulta.nte de e.valuaJt la ~eJtie 
ma.-tJtiz iden-tidad 
ma.t'Liz: A elevada. a la. pote-ncia. "~t" 

ma..tJtiz Jte~ultante del p~oducto AB 

c.JtiteJtio de c.onveJtgettc.,{.c 
incJtemen-to de. e.a. va.Jt,{.a.b_-~e inde.pet: die.;U:c 
e.leva.do u. la. pote.n·cia.. "r:" 

c.ontadoJt 
6a..c-toJtia.l divi~oJt 

Pa.Jta.. la. -~ ubJtu-t-i.na. EXCITA: 

T 

F ( 1, 1 l 

F ( Z, 1) 

F ( 3, 1 l 

F ( 4, 1 l 

F ( 5, 1 ) 

va.loJt del in~ tan-te de. tiempo en:- el cua.l 

~e de~ea evaluaJt la e.xpJte~i6n ~(-t) 

va.loJt del p!timeJt Jtengl6n de. la. expJte.~i6n 

U(t) en el in~ta.nte. t. - ..(. 

va.loJt del ~egundo Jtengl6n de la. expne~i6n 

U(t) en el ,{.n~-tan-te ~-- ~ 

valoJt del teJtceJt Jte.ng .f..6.t 
U(t) en el in~-ta.nte. t. - ~ ' 

va.loJt del cua.Jt:to _ ,u .. ng té a de la. e.x.p~' ... e.Ji6vt 

U(t) en et in~ta.nte t. - ..(. 

va.loJt del quin-to Jtengl6n 
U(t) en el in~ta.nte. t. - ..{. 

Pa.Jta el pJtogJtama. p!tinc.ipal: 

M 

N 

NS 

NU 

PERIG 

~\· 
1'• ' 

c.a.ntida.d de. ecuac.i.o n e..~ di ¡(e.Jt e.n cia. .l '2. ~ 

c.a.ntida.d de ~ ubinte.'tva.lo~ e.n que. ~e. divi-
-

de e.l inte.Jtvalo de. i~te.gna.ci6n 

c.a.vtüdad de. ,~ a.l.i. d~.H de. .t.-,~,(_,~ .te.. m a. 
-, 

c.a.n:U:dad de e.n-tttada.,~ de.t ,~,¿,~ -cema. 



' 

\ ' 
'¡ 

/ 

PELT 

A(I,J) 

B(I,J) 

e ( r, J) 

V ( I, J) 

X(7,7) 

X ( 1, J) 

X(I,J) 

YY.(I,J) 

SUMA (1, J) 
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_, magn~tud de lo4 4ubinte~valo4 de fnteg~a

c.idn 
ma.tJL.i.z A del hihtema. de ec.u.a.c.-io ne4 

' ma.bt-iz B del. hi.t:. tema. de e c. u.a.c.-Lo-n e-6 
! 

mat~z e del 4-i4tema. de e.c.u.a.c.-io ne.h 
1 

ma.t~z V del. 4-i.htema. de e.cu.a.c.-io ne~ 
c.ondic.i6n inic.ia.l de la. va.~ia.bl.e. indepen-

¡ 

diente 
c.ondic.ione-6 inic.-i.a.le-6 pa.~a. c.a.da. una. de 

/ l 

la.h va.~ia.ble.4 dependiente.!:., J > 1 ~ 

4ol.uc.i6n del .t:.-i.hte.ma. de ecu.a.c-i.one.~ 
' 

va.l.o~ de la.h 4a.fida.4 del 4-ihte.ma. : 
-integlta.l del ttltm.ino c.on.t:.tante de. la. e

c.ua.c.i6n de -~a ~e.c.ta. emple.a.da. pa.~a. ap~o~

ma.~ .C.a. e.1tt~a.do: 

RECTA(I,J) -integ~a.l d~l· ttltm-i.no va.~iabl~ de la ecu.a
c.i6n de. la. ~e.c.ta. e.mplea.da. pa.4a. a.p~ox.-i

ma.4 la ent~a.da. 

SHOM(I,J) 

Y(_I,J) 

PE NV ( i, J) 

RE(I,J) 
F(I,J) 

c. J Vime.n4 .ion eh : 

holuc.i~n del hi4te.ma. deb-ida. a. la.-6 e.x.c-i.
ta.c.ione-6 exte.ltna.h 
va.lo4 de la. en~a.da. e.n e.l -inhta.nt~ t. 1 ¡ .{.-
pendiente de la. 4e.c.ta. empleada. pa.~a. a.p~o-

¡ 

x.imM la e.n.t~ada. 

va.4.ia.ble de ~ee.mpla.zo 

va.4ia.ble. de ~ee.mplazo 

La. p~opohici6n 
la.h 4ub4uüna.-6 
N > 100 y/o 

VIMENSION ie.l p~og~a.ma. p~nc.ipat tJ de 
de.be.~d modén.ica.lt4e cuando: 
M / 5 y/o NS )" 5 y/o NU :::> 5 

Si ae. modi6.ica. la. ixten4.i6n de M, debe.lt~n mod~6ic.a.lt-
. ' 

he lo4 a.~gttmen.to.t:. de la. au.b~ut.ina. EXCITA. 
d)Foltma.toa pa.lta lo4 da.to-6 de ent~a.da.: 

SEC. TARJETAS FORMATO I NFORMAC10N -

1 (415,F10.0) 1\f, N, .l.!$, NU, PE1<IO 
2 (8F10.0) A(I,J), io.t:. eteme.nto~ de 

.ta. ma:tuz -6e dan lten.glón 
po~ ~e.nglón. Empiealt tan-



l ' 

3 (8F70.0) 

4 (8F10.0) 

5 (8F10.0) 

6 (8F10.0) 

z;~ 

ta.t> .ta.ttj eta~ c. amo -~ e.a.n 11~ 
-:-

c. e-6 att.i.a-6 

B(I,J), .i.guq..t que ¡J(t:ta it'!. 

mattt.i.z A 

C(I,J), .igual que patta ia 
mattt.i.z A 

V(I,J), .igual que patta ia 
ma.ttt.i.z A 

X ( 1, J) , e.l pJt.i.mé.tt va..toJt ::iz. 

be c.oJtJteJ.Jpondetz.. a .e.a. c.o1tcLé 

c..i.6n .i.n.i.c..i.al de. la vatt~a-
ble .i.nd~pen~en.te. 

ottto-6 paquete-ó de d~tof.J (opc..i.onal) 

e)V-t.agttama de bloqueJ.J: 

J 

TARJETA EN BLANCO, al 0¿;:::;_ 

l.i.zcttt .toda la ~n6or~mac..i.éiÍ .. 

1 

\ 



/ 

. -

' 

.c'.ru:la(!a. \ 6 (. 
la lllli.tt.i z: o 
u nul4 -

obtenelt -.lJI 6ol. 
ptt~ta (a· pM.te. no 
hcmoa de ta6 
vet.'t. r·.: eA<'. -.---,j 

(l~ti!Jt~-t 'ta. 6al. 
P4ltA ta pel.ltte. 
homog. de. w 
IXVt.. de e.clo. 

ob.t..nelt la w
¡::uea.ta tDtA.t. P« 
lla laJ Va/l., de.
uta do 

NO 

obúne!l la 6ot. 
plA4 l.a.4 Áa.Uda.6 
del. 6úteMJ. 

.únpJLult()l •\f.
au.Uado& de. 
II4JI.. de. wo . 

Flg. 10.12 Vlag~ama de bloque~ del p~og~ama 
punclpal 

.;,' 

2-13 

1 



re-

/ 

•ub~<itUla 

J'.TPE 

gene 'Ul '1. nLLe
uo a '!lllUto , 
de (_,¡ 6UL.ie 

ag~CgM IILLeVO 
tl·'lr'tU!O a úr. 
4UL.le 

F.i.g. 10.13 V-i.a.gJta.ma. de bloque.}.) de. .ta. }.¡u.bJtu.t.i.na. 
INTPE 

J 
•; 
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, 

J 



/ 

/ 

... .. 

6ubw.Una 

INTRE 

ge.ne.talt ltl.!t-] 
110 tl!Unuto 
tk la 611,.'t<.t 

agll.l!gM nutvo 
.t/.luro.i}¡oála 
.tcMt 

NO 

J 

Fig. 10.14 Via.giLa.ma. de. biQque..6 de. .ta. .6ub1Lutina. 

1 

1NTRE 

, r . 
~ ~~· ~ 1 ' • ,,,¡¡ 
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1 e Punr,nt,",, r. 'A ~l"Lil ~,. •!~Tí ••·¡ l>IIJAI'Tt,":; Llllf.~l(!'l r11 U"A CotiPUl.:l• 
e _ [I·~I'A i•IC,TT'L '\(~'!A''Tr: rl ''-~·~.~ :JL Orl!AtiC!a UC... rARA"(TnO:i ---
e S[r. .. IF ll•\1:' · ! f. Ll j ·/lt'I•\''Lr 1 ~ 'f'LLAL .\:¡ 

. e r•:c;,• Tt:',IO .J( rct:.\CIO.:(S L:I"(P!: .• C¡~LES 
_t ___ n:c¡,r,JI.,o\¡¡ ¡¡!.. "A'iT!:!: t•. ':uf: SL :;u~éiVICC....Et.-li!URULO. DL.l!U[&IfA• 

e CYU'I 
e IIS:U¡¡l[l"'\1' r>C 3AL INS 

_t_ __ t•uccr·¡r¡o;.~ nr: r:·rr~¡~cA1 . _____ -------------- ____ _ 
e _ PE"'I'·:•·flr;.¡¡ T'ICI ~:L. [I'T[f\', •LJ cr lr¡TCGRAC%0'1 
e . DELT="~GIIl"•J" "~E L. '1:) S11 UT..Tl"I'·L"S 

_r;, __ A:",¡Trt.z .A :>fL s¡:;tl•'.', CE r:••r,CI':' .E:i ____ _ 
e [l:•·,.rr•¡z O C·'"L SI.iT[• ,¡ ~·F: F'C'•~riJ .~S 

C Cs"AToiTZ C l(L SI:;Tl"A (>[ rt·rA':I1.,ES 
_e:._ ___ o: '"T"!l o :lf:L. :ii~TL''A L:E. rc•;r.cp,¡f:;; ___ ______ _ 
. e ___ X(1,JJ:Cl)T'ICI')', l''IC.PL. ,;~LA VAiliAilLE Irl!'EP~r¡¡)I('ITE 

e _ X(l,J)=CI'J:,"~IC!:J~.ES I•IIC:IAL.f::; 
__ c..._ __ x=~·OL•.•ctn·¡ p6;>~ Lf1'\ "·'"l~uL.ES N. E.ST~on __ _ 

e vYCV~L."1 or u,-; ~~.u:-.,o; 

e Sol"''=•:r:;f'Jr':;Tt. ,·r~ITCt ~ L-'S rx~¡T;.Clorrr:¡ ElfTrRPIAS 
_.t __ ElC'"l: IATr'llZ ':!: ro;,·•;¡yClU'I_ .. ____ _ 
_ C __ SIJ'IA=!IIT"(;r?~¡ ['( L'· ll/,"'T( C Jl'!jTA''T~ f'( L~ fCIIACI('N Of L4 RFCTA 
. e _ I![CT~:T ,T(r.~~L. crL. TFR"['II) '/e~t:.l'lL.f f'( Llo fCIJACl014 or lA RftTA 

_C ____ UV.\II'Jil "(l.' F:,TrAD.", r·¡ ~l T'.5TA 01 Tt TCI.1) 
C F••IJIIv" N. LA '-'¡T.t~:~~ r.¡ -l tr,'HA,,T( T(l) 
t PE•t!'crr ¡n¡r ;T( :.' LA rl't;T;. 
C "1'1 :rf..I'TTC·t•v 1)!: COL u••·,~~ C·EI, Arr:rj,LO t•ATAit;lAL X 

~~e--·ll(lii'IATIIIZ 1"1( .O(L"f'lr\ZU . - - . -

--~-- o(•t[r,51;f;, "C,;,,l;B(6,-b);c,~,,._l~Dct~;tJ)-;Yctot,6),E:YPOch,6),Prc"At"•b 
¡l,Su:·,\Ct·,ú) 1 110 :(o,6l,Y(o,b),PE.In{b 1 td,PE(b,b),f(ó,blrYY(lOl,o) 

¡¡¡=S --. -- -------- ------- ___:_ __ --- ------
-·e-- ¡ ,,:(¡ 

LECTt•r>A l'l( :lAT03 
___ ) 11(1\0( ¡n, 1 00) ~l,:¡,u'I,!IU,Pf.RIO ______ ------- ______ _ 

r r < ., ) ? , 2, 3 ·-· · · 
l CALL fY lT 
:S •l:' 1 =·· •1 

DO ll ¡: 111 
Q R ( ,\ D ( Ir>, 1 S O ) ( h (! , T) , J el , ~1) 

00 ':i I: 1, '' 
!S PUI,)C I•>, l'i~J (r>( j,,r);j:¡,.j,.j --------

IF(r¡~.r '·~' r:a fol 71 
Do b zc¡, :-; 

---- b -AE:.'·!J t ¡n, 1 'jn) (r. ( 1 ;:t) ;J:I;:iT--
- oo 7 I=1.r:s 
--- 'f p(A('([P,15") (('l(I,J),Jc¡,,,,,) 

----..,-,- RC.w' I", 15 .. ; ut t;Jl ,J:-¡;.:rrr-
c · [MN>f 3fil'l I'IL O~ TOS 

I'IR!Tf (T.J,2nO) 
00 1) i:¡,·¡--

11 wRITE(J,I 1 2'>01 (.\l[ 1 J),J:1;•1) ---- -- -
-----::WP.ITf ( Ttr,l"OI 

DO q'j':O¡-,:• -----
9 wniTf(JU,ZSOI CD(I,J),J:~~l,PIU) 

IFI· ~ .f 1.01 r,oJ T'l !Z 
"~lf( (!·!, l'; 1) 

DC 1~' 1,.1,"5 

-----------

-1 Q_ltP: TE ( I ,_, 2SC L(C CI • .J.4J,; 1,..~¡._ __________________ _ 
•·qrr¡ CT> ,q~QI 
O(J 11 t =t ,·· i 

-- 11.11Rlt((I,¡,z~,;1 CDU .. Jl~Jat.U:ll---------------
72 ti~IT!:(Jd,•l5)1 ____ ------ ________ _ 

__ _____ n;¡ITUt:,ZSvl CX(l,Jl,J:;1,'~f'll ------------------------

e: 
-- lFL,:;,EJ,Cl. ';:) TOJ.l. ----- ----=-----

! m~r.~n Sl LA ,,\TRtZ O ES :I;JLA 
00 ¡;> t=l ,":; 
Clu 12. J::l,'o~L _ -------------
IF<r<I.:l,(O,l,Ol GO TO 12 
ro=t 

.Gu.L' 13--- ------ -----------------
lZ CO'IT l','~l 
7~ Jf.>=•l 

. _e ______ e¡¡•~· !:~'.L:. lATPIZ :E TRA!lSlClo:¡_ -----------------

. e 

13 N.LT;"f"l'JtrL'_HT(!ol 
C~l L. l~l"','.(~'(LT,",A,(~J"r]) 

() 'l' e ~,., ,. : · .• .. ,. i· e r ~ 
c:.Lt.. ¡···-ce ·rLt,··,.,,":lJ"."l 
C~LL ¡:·T·'((. 'L.T,",A,"'(I'T~) 

,.. 1 • 
i.,.-:; 



./ 

.e OllT['I!:" LA :iOL 'flOr/ iOTAL f.IE. LAS VAIIlAfiL.ES DE EsTAllO 
r1rt =··• 1 
I'HJ 111 r~2,•1r1 

. n .. , 1 >=~cr.-¡,¡ 1 • DI:LT __ 
n"'C' Ln LA .J,1L''LJOII f'EAlt\A A l.ll3 t11TA·A-OAS-
nxt••l.l) ' 

t 

r,~LL t:Y.n:.Cr,r> .. 
Cf.L1.. '" L.T"f(",ri''•''Ur1rY) 
r•rc~,t! \ 
Co\¡¡_ r:•CITf,(T 1 q . 
CALL 11 T"A('• 1Ft•l'tl},¡,nf) 
O'l 1 fj T :1 '.. 1 

jQ l'('f (l,.):(~F(f,I)•Yfi,¡))IOf'LT 
-- ·c·''-L "'l T"' t";•J ·.\~"•' ,••,¡,:.•ro·•¡ --------- --,--------------

CM L ''lf.T ·.~(¡.;<f:':T81"(•'l),II,H.l 1 P. 1 ) 

r"n 1 e; ! =1, •· 
.... 1'5 "''''"(!,¡):~ l'""fi,l) .• 1!((1,1) ---·--- --------------

e n :1[ 1 :.•· ':2LI!r[·t¡ C•l:lll:l4 A LAS CO'I01tH•I,(S !lllClALES 

&6 ----e·---

r;•¡ 1, . ., 1, .. 
)((Y 1 .!o!~=v.• 
0\l lt> 1 :Z, ''1'1 
•<r,J+I>=xC~,J+I) + EXPO(J,I•ll*X(~•t,t) 
('I,,.C'''-" LA :;o¡_ rC-tll'l- TOTAl. .. _ -----
x ( •, .1+1 le X (1<, .1+1) + 31'011 ( J d) 
cn·r T 1 '"C 

---------- -

'' -·--¡a trc·.~.~'l.vr CO-TO-lo_______ ----
e 0!\T(r,Lr. F.L VALOR DE LAS SALIDAS PARA TOooS-1.03 PU!ITOS "'UEST!l.LES 

rrctr.r·1.1)) r.IJ ro 2b -- ·· - · -· 
•. ---- t'Pl ~l .. .:1, tH't-- --·-- -

l1U c?'!i I :\,113 
25 YY C K .X l :o~ 

-----·pl((l!;t) 
"CALl. C~ctT~(T,r) -------

CALL llt•t..T'!A(O,F"r'IS,!ill, 1,~ 
-- Oí) lt"'t::rl,113- ------ --

Jl YY(~,l>=YYCK,¡) + A(t,l) 

no 1" T =t 1 '' 
1o ~c<IIl>=x<~.t+ll 

CALL "I'L.T' 1 A(C 1 1>(,r¡~,P•,t 1 A) 
--- l'!J zn I=t 1 tl3 _______ __ ·-------------------- ----~ft'YY(~ 1 I}:YY(K 1 ll + A(J,I) 

21 COIITJ:;o¡r: . 
__ . c;a l" 3'.) _______ _ 

Zt> 1'10 2., r:t 1 '1PI 
DO 27 1=1,'1 • . 

__ 21 f!E(l,l):~Y(",I•ll ____ ----------------------

___ zo 
-- 2~ e __ lQ 

CAl.l. 1\IIL.T"A(C ,qE,r¡~ 1 "4,1 1 A) 
C'O 2fl 1=1 1 '13 
yycr,,¡):YY(K, :l t 1\U,l) 
CO'ITTfilll: 
JIIPI'l'1Tr nrSIIl TAnOS C0RRESP0110TE'ITfS A LA~ VAR7Ar.L.fS O( ESTAOD 
''"ITUI 1,~'0) -------------------
ou zz t= 1 '"" 1 

_22 HliTf(l•l,t!'iO) rXCioJ!,J•I,''Pt) 
CALL. r.n,V'l(X, "l,11P1) __ _ 
¡rcr:s,r·J.ol r.r ro 1 
I•IPFI••ll! r:BIIL TAOO!I CORRESPQtiOIE"'TE~ A LAS S•LlDAS oFL SISTEMA 
\'l .. nr e: ,,'3c;~¡ _ _ __ •. ______ _ 
CID Zl !:l1''f'l 

23 r.R[TE(I •,C:r•Ol di,I),(YYCl,J),J•1,PISJ 
('loza J=t

1
•,rt ________ _ 

[10 2'' J~l, •r:; 
Z" x<r,J+I l=ncr~ r) 

_______ r¡:¡cr¡~ • t . . ··--- _ 
CALL C".H'l rx,o¡~1 ,tl'l) 

ca H' t 
'__e___ rll'llfATI)S (1~ ~UT 1 1P.A_ ~.J:'I'il_[_~t0'~-

100 FOPIIATCo.IT'i,fl J.~) =-- 150 F~¡n''fT(~,-1~,0) 
2on FOil•11T(1·•!,'>(/' ,15'< 1 

1 ''\T"lZ Ato/) 
-- 25n FU•1r·t~TC/,¡~·<,''rllC.I5,3-.~) - ------

, 3011 I'Jnll6T('J(Il,l'i',' '~T<7ll '1',/l 
lS" f'J''''~' t'>( 1 ,,, ·.,, •·:• TDI7 e 1, 1 1 

--GOO ~u.,·:J1(0,(/) 1 l'o'o·' •.\TPil '1 1 ,/) . ----- ·---------

--- 4150 <'ontiAT(':.(/l ,10:.', 'LA3 Cr"•,"ICin·rfs l'I[C¡ 'LES sr•¡ 1 ,1 ,tsx, 'TTE 1'r"', lO)( 
1•'li(I) 1 ,11X,•<r.•J•,IIXo1~(~)•,1!X,tX(J)I 1 l\X,o~(")•,//) 

--13'011 F'I.Jfl;•~TC':,tn,t'ó•,'L~ SOLIICITI ~Af'A LA5 'JAi>tll:lt[~ rL ESTAD" r:¡ 1 ,1,!il. 
1X 1 ' T J ( '' f" O 1 

1 1 í' ~, ' X ( 1 ) 1 , 1 1 X, 1 ~ ( 2) 1 , 11 X, 'V ( ') ' 1 11 't 1 'X r 11 )_' 1 11 X 1 
1 X ( <:) 1 

1 
z¡l) 

~~-!)So r.uP11~ H~Cil ~ ISv' 1 (L. VALOP-'n[ LAS ... sAd(Jio s" ES 1 '~~ 1 "~·' hE:nro', 1 ox,' y 
~ -~ _ _ _ 1 ( 1 ) 1 , 11 ~ 1 

1 Y ( 2) ' , 11 X 1 'Y ( 31 1 1 11 X 1 'Y (U~ 1 
1 1 JIC 1 'Y ( 5) ' o 1) 

€110 

Ft.g. 10.15 LUda.do de..t p!tOfllta.ma. _~.;'L...ifl.c.-Z.pa..t 
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SLII'I"'liT!"E I'!T 0 ( (:li:LT,•',A, qiJ"~) 
e Sllf'l't•T! 14 1',.1~ l"·•Ll:Ail L.A I'IT(r.RAL. DF'L. TEfl"l'IO C0115Tl!IITL Of LA 

__ c __ _P¡:rp - - --- -- - -- -- --------------------e Sir.rJTfTO"~'l '1( L·\3 V~!!Tt~Lf"!l (''l'lll1Dll3 
e Df:LT=f~I'~C!,\"It:"11TI) l''T"E L(l:, V~L'lt~r::. DE LA VARIAilLf triDEPE!IOttPlTr 

__ _:.C __ t~!C'flTIJ~O ,)[ CC.UACI:lliES oirERC:IClJILf.S ------
e _ Aa"I\'PIZ r, DE!.. :;t'JTL''.\ LlE fC'-'AClOI.~S 
e ____ SU•'A:''"T 0 IZ PE1'JL Tftt•TE [1[ EY~LlJAQ LA lNTEGPAL _____ _ 

__ t __ Ers,=t:l~IT!::~IJ e!:. C~ j\'(,¡GE'ICIA.. __ ----
C c.·~=' ATI!IZ :rE T1Hf' 
e c;•o:cr•·,TM'''" ce ITLr.:.r.tntlf:3 

_c_ __ olv:r¡r:rarti,L DlV15úP - - ------------- ----- ---·---
. C ____ T ,f;¡:I'•C"f: 'L'Jin r'( TTE"f'n El,,fY40(' A LA PI)TEIICIA ~ 

e fl: 11\TP.TO: A ll EVI.I"A fl ¡,A P\)Tf:PiClA ¡¡ 
__t __ X:""Tr.I7. PCl'JL.'A'lTE nEL PRnouCTO_AR _______ _ 

!'ll"E' !:10'1 A(b,IJ),C''•A(ó,b),O(ó,ó),X(II,b),SU'1ACó,óJ 
EP!I:n, 0•}0 1i 1 o 

-'--- Gt••cr.AP ·•r.rulZ IoEuUoAD----
t'Cl :l t=¡,n 

__ ___ DO Z J: 1, '1 
---- _If'(l,f'l,.l) GO TCL.l __ 

c·•~n. l)a~.a 
r.o Tn 2 

1 c·•.~o.Jl=l.J_ -----·----------
2 cnnT¡ '''!: 
3 CO!ITI.J'I( 

-----------------

_L __ O•JT["! ,, Lfl'l 001 _-:'f!l_l~~pn_LTE_~,IPI_OS __ l'lt _I.A __ '!EQI[ 
(')() 11 !=t, '1 
['lv 11 J=t,'' 

____ S'l".H I, JJ =t::_IA C I_t,.ll •Dr_j,.!_ t_(A{ltlJ-iP.E_I:_T •_!)!;_1._!_)12.0 
Q 8 ( 1 , ,o) : ;, (1 • J l . . ' 

y:,~,,=..,El. T •"'El. T 
c·¡:J. o 
01\'=<',0 

e ou•[r•Er LJc; TE~M¡:¡ns RrsTMITE3 oE LA SErHt 
'5 Dt•:=f"Jv.r·¡ ----=- r·¡f,¡:r••t: ••~ELT -- ---------- -----------------

Ct¡LL II.JLTIIA(A,B,'1,'1,ri 1 X) 
00 b I:ot,'l 
ou b J=t. 1 
B(I,JJ:X(l,Jl 

• CMA(t,JJ:(X(I,Jl•T~Ew)/D!V 
---~ -tf!'ct•.•i.,nl q,o,¡j ----- -------------
- U AI.\X=C''IIC!ol) ' ---
--- !'10 11 I=l•'' --- -('o 1 J=l ,., ----- ---

rrr:,n:;rc"Art,JJ)•I\'ISCA''Axn 7,7,111 
¡q ft·''("C'':t(l,Jl 

--- f-C•JIITIII'•[ --
é cu•rry·,,,_ 

----------------

( vt~'Irirt,ll L4 C"ll:vEIIGf:IICIA CIE Lfl SE~lE 
------If'(A!lj(A"AX);.EPS) !1;¡1~cJ-- --------

~Do 1(1 t=t,'' ro ,, J=t ., 
--¡-o -Sv'I.<CI;Jl~Stiilt,TI,Jr·+-CIT4(f;-¡) -_---_-_-_-_-_-_-_-_- __ 

trcr::r••2o,ol t5,L'5 1 11 
__ \~_C'I'~C'_'_ ~ _1 ._0,__ __ 

GO TO 5 
· ll R(TURII 

EllO 

------- ------ ------- -----

F.ig. 10.16 L.i-6:ta.do de .e.a. -6u.b11.u.Un.a.I.VTPE 
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S<JFIJl(t•¡TlltE l11Tr'~ C:JrL. T ,•t, A, R[r"TA) 
C SUFifll'fY'IA P~DA CVALIJAR L,l I:1TEG!lAL, Ot: LA PARTE VARtAPI.E DE I.A E,. 

_c__cu·c::·J!I _ _nc 1.4._<:~cp._ __ -~ _ _ -----------------
e sr: ·urTCt.:H' ~e LAS V'qy;.'ILE:l f:''rLC·'D·'S 
e t'L•.t=•~··~cf .. ,"IE:.I.TtJ ['IT 0 E L.'J:i VbL.•',¡(S i,;E LA VARlABLf INI'IEPEPIOIEtiTE 

.. e ---1'"C;.r T:Uo :lE. (C:'I/,ClQ'¡fS .t)lf EHE.iClo\L.E!L_. ------------
e .\: '.\T <IZ ;. C'fl. :>r;;TE"A l.lE ECl'.\Clt1¡,fS 1 

e . Pl':Tt.:·•,;r¡;rz rF::S'ji.TA'iTE DE. EVALU~R LA SERIE_---~--------------
- t ____ c·•t=• f,trr~ ¡nc·ITit'.'l:' _____ ~----- __ ------

e fl:"f,TIIIZ ;, tl.E'JA"A ,\ LA I'(IT[.•rtU 11 
e a:•'l\'!'PlZ r~SIIL.TAIIT( f\E.l Ptl':lOUCTO AA 

_t ___ ,.ErS=C~lTC.llO ¡;t_CQ'IVEP.CiE'ICIA _ -------,-----------
C f·,f¡o:t• t~""E"E'rTO rE LA VAQlABLE 1'10fP~I11'1lEIITE ELEVACIO A LA POUNCU e ,, 

__ t_ _ .crr=t"'l~.\(1')1:' .C'E. JTEilAClOUE.S. __ --~ 
C orv:F~CT~',TftL nl~I~no 

.e 
Dl"tr 5'11'1 ~(b,b),RECTAC~r~l,CHA(fl,fi),Bflhbl,X(fl,fl) 

EP1:(1.00~Jl . ---------------------------
C:C.11(:f>AI'I 't,\ 'RlZ l 1E'•TIDAD 
r·, 3 l=t,r· 

----- CJ Z J=t.-• ---- -------
trfl,r.~.J) GO TO~l 
e· A(t,n=o.o 

--- _G~ f(l Z ---------------
1 CIA(I,J)=l.O - ·--~---· 
i! COtiTJ'Il'E: . 

-e--~- ~~~u ~~E; tOS o os P'Fili<r.POSTEii.~4irion5EL¡-SER lE 
DO 11 t•l, '1 

~-=-_:~---~~r-~ t ti!:, )1:iH'it;: f,-.f) .oEi.r;iiE:L. T f/Z.ó_ ~~ (AffiJ>. CDEL T ,..;n )ICI: O 
.. __ 4 f\(I 1 J)D:OII 1 J) 
-----~ T l(t¡:(~I_T~~CI.T*'CI._,_T __________ _ 

C'l:tQ,O 

!' I t¡C:Io 0 1 

__ c_-_2•1 !E' L 11_ rl., __ '!t ;!J~· l>_L.!:.9..!..li_R 1~111CIU.UA.. SJ~I ~----------S !'lV:;'I'J~C·¡ 
- - .. T oEII=T'l(. •I'EL.T 
~-CALL. "'IL· '~4(A¡_~ 1 ~'t'' 1 !~t ________ _ 

!'U b I =l. , 
DL' b J:¡ ,., 
fiO,J):xq,J) 

-----¡- c~·,A CI ,J):( q r ;J f.r--:E:WTii>Iv-----.--~ 
:__ :-:-:· __ Jf'(C'·oLE,b,O) GO Tll_ q _______ -:::·=- _-_- ~--- _-:._=-:·.------:=-~=~---
_____ _t.'_IAX:c•:~q,l) ---- -------

00 6 I" 1 ,•: 
DO 7 J:¡,·• 

_____ 1 fe~~· S e~ ''J. e I, ~ll •L..F'~~tl~~~.HL~UILL.. ___________ _ 
~ I\~"C"fdlrJ) 

? eurJTlli'IE 
11 CU'IT l'JI'( 

--.t.-----vtP t r t r ,·,o ·co'lvtfi~C'i(fA'iYE'"""LTSElf""E..---------------
If'!Af'3CA''All) oi.E,E:PS) GO TO 11 

~ 'oo tr t=t,~ 
----¡,0- 1<1- J:i ,~,-

lO RECT~(I,J)"RECTA(I,J)' +-CHA(I,J) 
_· ____ -~~e e~·. Gt .. z, ._,_ Go _r~_t_l _____________ -_-:::::_-_-__ -_::_-_ 

tii=C~ • t.o 
r.o TCI 'i 

&1 PETLIRII 
[110 

Fig. 10.11 Li.6:ta.do de. .ta. .6u.bJtu..Ü..rLa. INTRE 

SU!II':IIL•'I''[ EXCITA(T 1 F') 
Ol''C.I•3!C1'1 1"(1> 1 b) 

-----'~tl,ll=~.-cxr.t~Q.~!L--------------------------------------
,(.,, 1 ):0.3•STI10,•T) 
F'O,!l::rro.o 

_____ fl~,ll~U.~--------------------------------
·--- . F(<;,¡)~:~O.(). - -----------~- - ---
__ PETUP!J. _ ------------- ~ -- ---. _ 
_!,10 

Fig. 10.18 L.i..6:ta.do de .ta .6u.bJtu.lina. EXCITA 
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10.4_.4 Ejemplo' 

Pa.Jt.a. el. lli.gtúett.te c..i.Jt.c.cú . .to ell.c..tJt.i.c.o: 

+ 
V ( .t) R e I(.t) 

Fi.g. 10. 19 C-i.ILc.u.i..to ell.c..tiLi..c.o del p!toblema. de..e. e.je.m
pf.o 1 O. 4. 4 

.6i. .6e c.onl!-i.de.ll.a.n c.omo .6a.Uda.-6 Ic. y VR , .6u. ll.epll.elle.n.ta.c.i..6n me.-

di.a.n.te va.ll.i.a.bl.e-6 de e.ll.ta.do e.-6: 

o -1/ L 

= 
1/C -1/RC 

1 -1/R 

o 

do: 

V c. 

V c. 

+ 

+ 

1/ L o V (.t~} 

o -1 /C I ( .t) 

o -1. 

0- o 

\ 



i -

" 

V(t) = Se.- 4tu._ 1(t) (V) 

l ( t ') = O • S .6 e. n ( 3 t) u._ 1 ( t 1 ( A 1 
R a 1 O O Oh m-6' 

e = o .-1 -F 

L = 1.0 H 
t 0s O. 
Vc.(t 0 1 :;: 2 V 

l L ( t 0 ) = O. 3 A 

.tft ·a 10 .6 

~ SOLUCZON 

")-.,_ 
1 

;#Ji'"~:,, ~ 

;;:-... 
_,-"' 

rtr' 
,J 1..' 

¡ 

-~~-

:\ 1 

TABLA 10.5 Vato~ pa~a e.L p~oble.ma de.L e.je.mplo 10.~.4 

M= 2 

N= 100 

NS= 2 

NU= 2 '1 
l 

PERle= 10 

o -] A = 

10 -0. 1 

[: -!J 
: 
¡ 

8 
t = 'í 
¡ 
¡ 

e = [: -D.OJ 

V = [: -J 
X(7,J) =( O , 0.3, 2 

F(7,1) = 5.*EXP(-4.~T} 

• 1 
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,, 

F(2,7l= 0.5"SVJ(3.0~T) 

F(3,7):: O. 

F(4, 7)c O 0 

F(S, 7)c o. 

TABLA 10.6 Re6ult~do6 del p~oblem~ ~el.ejemplo 10.:.4 

/ 

zs: 
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,&8000!+01 
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oil700?~+"1 

• • 
1 98000E+'l1 

___ 
0

¡¡;8'1D?Cf on 1 
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--------

,l32ZIE+~I 
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6.5. PROGRAMACION LINEAL 
.:, ~- ,' ' 

6.5.1 ij~nipÍos 

Existen !Jlüchos problemas de optimización cuyo modelo mate~ 
mátko·es de tal naturaleza que !le pueden re!olver con la técnica de 
optiínizacióJ~ conocida con el nombre de programación lineal. Se 
han· dr.sairollado algotitmos y basados en ellos, programas de 
computadora digital para la solución de eStos problemas. 

1 ~ '_!_ <" ~ 

*Í:i estrü'~tura de los probll!mas que pueden resolverse con esta 
téciiic~>es ·siempre la misma, de manera que contando con un 
büeh .~pr9grama para la solución de éstos, pueden resolverse sin 
necesid~d ·d~ tener que escribir programas especiales para la solu~ 
ció~- dé problemas particulares. Los problcm~s de optimización r¡ue 
se pueden resolver con «}a técnica de programación din:\mica por 
otr~ pa~e no tiene esta característica y con frecuencia es necesario 
des~rrollar progniinas particulares para obtener la solución de un 
problema especüico. 

~n esta sección se empezará a ilustrar con ejemplos la formu. 
laéión de modelos matemáticos que permiten aplicar la programa· 
ción lineal. A continuación, la ilustraci<?n geomttrica de la solu· 
ción del problema de programación lineal, sirve para introducir 
el método simplex de solución de problemac;. 

·El prima ejemplo ilustra un problema de transporte. Supóngase 
qúe una embotelladora tiene dos plantas, una en Tla.xcala y otra 
e~ Tehuacán, con capacidad de 7 000 y 13 000 cajas de refrescos 
aJ día, además tiene dos centros de consumo que son Puebla y 
drizaba, que pueden consumir hasta 12 000 y 8 000 cajas diarias 
ú~spect~,·amente. El costo de envío de una caja de refrescos de los 
diferentes lugares de producción a los diferentes destinos está dado 
eh la tal.ila 6.5.1. 

*Todos los problemas de prÓ~.r~ación line<.. 
tienen el mismo modelo f!\&tem~ticq. 

. ,J.,. . 
•No existen modelos ge':\.~r~~es. p~a ¡íroblo~L 
de programación dinámica; 

Ejemplo 6.5.l 

07000 

Tlaxcala 

o 13000 

lehuacán 

PLANTAS 

O .. J2ooo 
. 

Pue~l~ 

Tabia 6.5.1 Costos de uirG~t~ en c:l cjemJllu 
6.4.1. 

~ 
Puebla 

l 

Ori.:lba 

; 2 
L-. 

•e 

Tla:otcalá 
l 

o a 

•, .... ;.. 

~ ... -.. 
' Tchuacár. 
¡ 

' " • í ,, . .. 
¡ 

i 
e 1.00 ' . -

'~"- ~ ~- .• 

¡ 

' 1.30 1 0.9{) .. ) 

-~ - -



; 1 ~ 

Cl f.!dmir..istrador de la empresa debe determinar cuántas cajas 
rlfh:n enviarse de cada embotelladora a cada centro de coru.umo, 
,te mr.:_oera que se satisfagan las siguientes :ondiciones: 

P.:;.ra plantear este problema en d marco de las ecuac10nes 
di.U) y (6.1.2). 

ICI necesario definir la siguiente variable: XiJ es el número de cajas 
enviadas de líi embotelladora simada en la localidad i'sima ( i = 1 
com:sponde a Tiaxcala e i = 2 a Tehuacán) al centro consumidor 
j'simo ( 1 es el índice de Puebla y 2 el de Orizaba}. Con la intro
ducción 'a esta variable e! problema puede phmtearse de la si
l<\liente t•Jnna: 

Las caj~ enviadas de la localidad 1 (Tlaxcala) al centro de 
consumo 1 (Puebla), que se ha acordado representar con ~u más 
b..~ cajas enviadas de la localidad 1 al centro de consumo 2 ( Ori
uba), xn, no deben exceder la capacidad de la embotelladora 
de la localidad 1 que es de 7 000 cajas, es decir~ 

J....a figura 6.5.1 ilustra el planteamiento de esta ecuación: 

1) Cada embotelladora no puede en}iar más ca· 
jas que el máximo que puede producir. 

2) Cada centro de consumo puede obtener tan· 
tas cajas como puede consumir. 

3) Deben minimizarse los g.mos de transporte. 

(6.1.1) 

O¡= C1(x1 , x2, ••• , x,.) > O para i = 1,2, •.• p 

e,= C¡(X¡, x~,.- .,.,~) ~O para i = p + 1, ... r 

Cl ::: 0.{X¡, X:¡ ••• ,~") ::: 0 para Í = r + 1, ... n 

T¡ax¡:llb 
capaeidad: 11Wl 

Yahusc~n 

Centro de 
consumo 

Puebla 

(6.1.2) 

{ 6.5. í) 

xu + Xt:! ~ 70GO 

Orizaba 

l7ig. 6.5.1 Caj;u¡ er.viadas desde la embotcil<ldor<l 
en 11anc.aia.. 



.nO O ptimi:sación 

En forma similar puede establecerse la siguiente ecuación que 
limite la, 'producción total de la embotelladora de la. 2da. locali
dadra ·1·3 .qQq cajas, a saber: 

i :."' :_};::)',.' 

La figura 6.5.2 ilustra el planteamiento de otras ecuaciones. 
: ~th; :::_.~ ~ L 

,._. f~·~U\ ~ · 

Por otra parte, se ha señalado que cada centro de consumo 
puede obtener tantas cajas como desea. 

Al centro consumidor 1, Puebla, le llegan xu cajas de 11axcala 
y xn cajas de Tehuacán tal como ilustra la fig. 6.5.3. Por lo 
tanto, como el consumo de Puebla es de 12 000 cajas: 

Finalmente como última restricción se tiene que las cajas qJe 
recibe Orizaba, centro consumidor 2, deben ser iguales o may~r 
a a:..ooo cajas. Se tiene por lo tanto; 

x11 + x29 ~ 13 000 

'· 
Tlaxcata 

0 
Pueb!IJ 

-

1 -
-

. . 
-

(6.5.2) 

Xz1 x 21 + x 2: ~ 13000 

"23 J-------i· . 2'. , .. 
- -· ;"- , "· 

Tehuacan· Orizalili 
Li"~.-·-~ 

Capacidad= 13 000 -~ 1 :rc .· 
- . , 

Fig. 6.52 Cajas enviadas ~es4e la ~bote
lladora en Tehuoié:án. · 

, ~ -~ ~ 

x~1 + x21 ~ 12000 

Tlaxcata 

Tehuacan 

Puebia 
Consum6, ~·. 'i2 OÓC 

!.:';-"; t_' -

{;,\ 
~ \' ó ; 

_,_,;.. ' 

( 6.5.3) 

Fig. 6.5.3 Caju recibidas ¡~ PÜebia. 
., l.¡ ' 

"J:! + ltd ~ 8000 (6.5.4) 



.. 

La figura 6.5.4 ilustra el significado de esta ecuación. 

.Para terminar con el esta~kcimiento dej moddo matem~tico de 
tstc: problema es necesario establecer la función objetivo. 

El objetivo de análisis es minimizar ios costes de transportt! que 
é:o 1ár: dados por: 

Debe además imponerse la siguiente condición: 

ya que no tendrán significado valores negativos de envíos de cajas. 

En resumen puede decirse que el problema consiste en minim;-
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Ylaxcala 

Tehu~cán O rizaba 
Con~umo = 8000 

lFig. 6.5.4 Ca.j:u recibid::as por Orizabn . 

M = 0.8 Xn + i x81 + 1.3 x21 + 0.9 x32 

( 6.5.5) 

( 6.5.6 J 

...:~ la fnnción objetivo. M = 0.8 X 11 + l. x3¡ + 1.3 x12 + 0,9 x22 ( 6.5.5) 

Todos los modelos matemáticos de problemas de programación 
lineal tienen p~ecisamente esta forma. ' 

Antes de continuar conviene recordar algunas definicion .s in .. 
traducidas en la sección 6.1.2. 

*Un conjunto de valores de las variables que satisface todas las 
restricciones del problema se llama una solución factible del pro
blema de programación lineal. Empleando la definición anterior, 
puede decirse que la solución del problema consiste en encontrar 
una solución factible que sea óptima. En este caso del problema 
del transporte una solución factible que minimice la_ función· ob
jetivo ( 6.5.5) . 

Sujeto a las restricciones 

Xu + x 12 < 7,000 
x~1 + x22 < 13,000 
x11 + xu > 12,000 
x12 + x~3 ~ 8,000 

(6.5.1) 
(6.'1.2\ 
(G.5.3l 
(G.5/r} 

(5.5.G) 

0 La solución factible satisface todas las restric
ciones. 
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ifEsté -p~oblema tiene cuatro variables que ~ay que determinar, 
Jú~, Xt:, '_X2i y xu. Con objeto de visualizar geométricamente la 
solución de' los problemas de programación lineal e introducir otro 
tipo de p~oblemas de optimización de este tipo, se incluye un se
gundo éjemplo: 

l. • .:- • ~J::rJ t 

iiSupóngac;e que una compañia de transporte tiene x, camione
taS de 2 toneladas y X2 camionetas de 4 toneladas y desea maxi· 
miZar su capacidad de transporte. la funci6n objetivo es 
y éí problema consiste en maximizar dicha expresión. 

l . ~- .... '~ " 

~1Además la compañía tiene las siguientes restricciones: 

' *La primera es la siguiente: Las camionetas chicas requiere u 
1 día de mantenimiento al mes, y las grandes 4 días y la compa
ñía sólo tiene disponibles 24 días de mecánico al mes.' Matemá
ticamente esta restricción se expresa de la siguiente forma: 

; ' 

*La segunda restricción en este problema se refiere a la dispo
nibilidad de anrlenes de carga. Ambos tipos de vehículo, requie
ren de igual número de andenes de carga, y que la compañía sólo 
cuenta con 9 andenes. E"mpleando las variables Xt y X2 esta restric
ción establece: 

*La última restricción se refiere al personal que se requiere para 
cargarlas. Este personal está restringido a 21 personas. Las ca
mionetas chicas requieren tr<'S personas ·para cargarlas y las ,gr¡m-
d~ solamente una persona. Se tiene por lo tanto . 

*Desde luego que las variables x, y x~, número de cami<¡>n1tf\.." 
de 2 toneladas y de 4 toneladas con que cuenta la compañ~a 1 ~e<;
pcctivamente, no pueden ser negativa'>, por lo ta!'lto las :última'> 
r~tricc~ones en es~e problema son : 

,, . 

Desde luego existen otros muchos problemas donde puede a¡..li
carse la programación lineal. Entre ellos pueden citan;e proble
¡pas de mezclado y planeación de la producción como el ejemplo 
6}4 de la sección 6.5.5. 

Después de estos ejemplos se procederá a planear en fono~.:. wr
mal el problema de programación lineal y se estudíar.in las aon
di~iones que elche satisfacer tanto la función objetivo C"-'i10 las re<;· 
tricciones. 

1 

Ejemplo 6.5.2 

0 lC1 camionetas de 2 ton. x:! ·camionetas de 
4 ton. 

~ Rtstricc iones. 

&Mantenimiento: 

24 días mecánico/mes. 

0 2da. Andenes de carga: 
9 andenes. 

0 31'a. Cargado: 
21 personas. 

<~-Ultima: 
no negatividad. 

'(6.5.7) 

(6.5.8) 

(6.5.9) 

(6.5.!0) 

(6.5.111 



6.5.Z. Planteamiento forumi 

·lis¡ se analiza la formulacióll de lo:- pmblemas de los dos ejem~ 
plos intrcducidos en la sección anter:or, pueden detectarse ciertas 
variable:; que se llaman en f01m:.. genérica a<.th•idades. . 

.¡¿E~.; el ejemplo 6.5.1 las activid~d~ consisten en enviar c4j"~ 
r:it 1drescos de la embotelladora al centro consumidor y se han re
PI <~sentado con los símbolos: 
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"'Envio df. :ajas de réfresco. 

XtJ• i, j = 1,2 

aoperactón de camiones de carga ll'.2_n el·ejemplo 6.5.2 estas actividades consisten en operar camlO
m..:>-de carga y se han empleado los símbolos X1 y xz para repr~n
i:ar1L~s. :r.1, ~ 

que se '>:{1\livel de actividad. ·:fCada actividad queda c¡¡mc:tl.":riz.ada por una v::uiable 
de3i_gna como nivel de actividad. // \ 
f-Además se observa que los problemus de los ejemplos mt~or¡:.::: 

·1atisfaccn las siguientes condiciones: 

: *'I anu·. las restricciones como 'ia función objetivo son funciones 
lineales de los niveles de actividad. Al ser lineales estas funci0nes 
son homogéneas y aditivas. 

Una función 

es l.ineal it dados dos conjuntos: 

..ty du~ conshntes cualquie1ra K y K' se tiene: 

*La condición de linealidad ( 6.5.12) es equivalente a dos condi
ciones. En primer lugar una función lineal tiene un factor constant~' 
dé é-rala, es decir. 

*y en segut.Jo _lugar es aditiva: 

.Un ejemplo servirá para ilustrar este importante conceptQ y 
señalar que funciones del tipo 

ii-no son lineales. Es &.:cir, si en las funciones hay carg~~_fijo:; 
(el término a) no es posible aplicar directamente el concepto de 
programación lineaL 

l. No negatividad de !Oll niveles, es decir 

~ 0:0:: o, v, 

~Funciones objetivo y restricciones son lircal2S 
-+homogéneas y aditivas. 

f(x1, x,, .... ~) 

°Conjuntos de variables 

"a· i = 1, 2, ... n y x'to i = 1, :.!, ••• 

°Constantes K y K' 

6.5.12) 

&Condici6n de linealidad _. factor const:mte de 
escala 

f(Kx~o K.x2, ••• , Kx0) = Kf(1t1, X:z,. • ., :t,.) 
(6.5.13) 

°Condici6n de linealidad ._. aditividad. 

o 6.5.14) 

f(x) = a+ bx (6.5.15) 

Ofunci6n no lineal. 

Ejemplo 6.5.3. 
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Determine si las siguientes funciones son lineales ¡ justifique 
la· resE!Jesta. 

se cumple la condición ( 6.5.12) y la función es lineal. 
la función no es lineal. 

El problcm<1. de programación lineal por lo tanto puede ptan
te;me de la siguiente forma. 

*Hay, que determinar d valor de los niveles de ac.tivida~l 
x1, X2, ••• Xa, que maximicen a la función objetivo: 

'mjt:to a las siguientes restricciones: 

*Los codicientes· C1 de la función objetivo se conocen con el 
nombre de coeficientes _de costo, y los coeficientes a,J de las ecua~ 
ciones de restricción se llaman coeficientes estructurales. 

Como se ilustra en el ejemplo 6.5.3 un problema de maxirni
zación puede siempre convertirse en uno de minimización. 
Como muestra el sistema de ecuaciones (6.5.16) las restric
ciones pueden ser del tipo de de!.igualdad o igualdad. *Para 
lh soluc_ión del problema de programación lineal conviene com'er
tir_ todas las desigualdades en igualdades introduciendo variables 
de holgura, que de preferencia deben de ser positivas. La siguien
te desigualdad: · 

a) v = 3x1 + 2x~. 
b) y = 3x + 5· 

• . • Solución: 
a) Como a3x1 + b3x'¡ -f.. a2x~ ;tbx'2 

= a(3x 1 + 2x2 ) + b(·;lx:~. + 2x'2 ) 

b) Como a3x +S+ b3x~· + 5 =Fa (3x :+ 5) 
+ b(3x' + 5) 

0 Encontrar .lS. que maximice: 

m : c1 X¡ + c2 X~ + .... -ti C0 ~ 
y satisfaga: 

(6.5.6a) 

ai1 x1 + a12 x2 + ... + a, ... = b1,i = l, 2, .. p 

llta x1 + a11 x2 + ... + a10 x .. ·. ~ b¡ i = p + 1, . r 

a11 x1 + a12 x2 + ... + a111 X11,~ b1 \ = r + !, ... m 

x. ~ O· j = 1,2 ... n 

(6.5.16b) 

•e:, = coeficientes de costo 

a11 = coeficientes estructurales; 

0 Variables de holgura >; (J,' para convertir 
desigualdades en igualdades. 

Desigualdad 
3q¡ X¡ + aq2 x2 + .-.... + 3qn Xn ~· b'l 

+. 
Variable lle· Holgúr.a, 

x .. •c;. ;>, Oi 
!. ' 

Igualdad! puede convertirse en una igualdad introduc1endo una variable \\'l r- , (\c0 .•. "tt_-.. 

' positiva Xa•q llamada de holgura. En efecto: aqt x1'+ aq2 "'~ + ... + aG!I'x 11 , +. 1,¡ . 4_ = h:, 

*Si por otra parte se tiene en la ecuación de restricción la 
1

d~i~ 
gualdad en sentido contrario. 

"Desigualdad _ _ , 
llqa Xa + aq2 "2 -r. · · .. -f. :l;¡n len ~ h<l 

+ 1 ' 
Variable dé-liolgum. 

Xn•o· >.1 Ol 
.V 

Igualdadi 



/ 

.,., c·J..~,.¡t'
" • ..,,..,.Ji \ 

la introducción' dd la variable de holgura 'P.,sitiva · X!!•q, convierte 
la desigualdad en una igualdad, ya que: 

s~ JP.má.~, !os métodos de solución del probiema de programación 
limd e:o:i¿tn que los niveles de actividad s<!an positivos, es decir, 
xs ~: D, '\; .. *Si un nivel de actividad r.o está sujeto a esta res
u-¡, ·.i~.h &e !e pu.;de sustituir por la d.if~rencia de dos niveles de 
;:,.c:-...vJdaG: positivos. Supongamos que el nivel X1 no está restri:n
gi:>·;, ')~ ;:.e introducen las \'ariabl~ 

~, v :!.J- relacionadas con la variabk:.. rr.edinnte la siguiente di
fen:,1cia. 

la v:oiñable o nivel de actividad original puede ser maym·:; igual o 
mev~r que cero, sin que las variables ;::, {- y .hR. • ~;·.:·,u:n v:Uores nega
tivos o F.l siguiente ejemplo ilu:;tra tanto· b intrcJÓvc.::,i(m de variable 
de t olgur::;. como el empleo de la relación (b.í.ll) y la tra:lSforQ 
madón rlt un problema de minimización en uno de mnximizaci6n. 

Convierta el ~:g,_Iiente problema de minimización en un proble
ma de maximización, transforme todas las ecuaciones de restric

' ción en igualdades mediante la introducción de variables de hol-
gura y transforme todas las variables en no negativas: 

:.e sabe que: 

Definkndo una nueva fundól!l cbjdivo. 

la función objetivo se convierte en: 

Para convertir. bs dos desigualdades de restricción en "gualdad 
es necesario introducir dos nuevas variables X3 y x. para realizar 
les siguientes cambios en -las restricciones. -

*Finalmente la variable :x:, no restringida debe sustitume por h 
jjferencia de dos variables no negativas 
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0 Si nh·el de actividad 
4<6:2:0 

X¡+ ;::: O, x,- > O 

Ejemplo 6 .. 5.3 

min : m = ~x1 + 5~ 
3x1 + 2x2 > 6_ 

X¡- 6x:¡ < 4 

x1 > O; x2 ,sin restricción 

Soluci6n: 

l6.5.17) 

Min. m=3x1 + 5x2 es equivaleat<! a: 
Max. -m=-3x1- 5x2• 

0 Nueva función objetivo n: 

u =-m 
l 

max: n = - 3x1 - 5xz 

o 
x1 - 6x, ~ 4 __. x1 ·- 6x3 + x4 = 4 

3x1 + 2x~ ~ 6 -+ 3x1 + 2'C3 - x3 = 6 

<l¡¡~ variable sin restricción 

Realizando esta sustitución, las ecuaciones o condiciones de res-- r ~; 
tricción tienen la siguiente fonna: 

x1 - 6x, + -! 6xz- + :~~: 4 = 4 

~~. x2 +, x2-, x3, x~ > O 
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y la fuhción objetivo es: 

-TafuBiérl· es posible resolver un problema de minimización re
curnen~9. a su formulación dual que se estudia en la sección 6.5.5 . 

. 1.' 

'"'"' La· eStructura del problema de programación lineal se presta 
para el empleo de la notación matricial. Si se definen *la matriz 
de. coeficientes estructurales 

y .,. los vectores de actividades: 

de *costos 

y *de restricciones 

El problema de programación lineal queda planteado de la si
' gwente forma: . 

'Su jeto a las restricciones 

En la siguiente sección se ilustra gráficamente la forma de ob
tener la solución del problema de programación lineal. 

6.5.3 Solución gráfica 

·En esta sección ilustraremos gráficamente la solución del pr6bl~-1 

ma de programación lineal. Como es difícil representar gráfica
mente funciones de más de dos variables, se empleará el ejemplo 
6 '1.2 para realizar esta representación. 

'E¡ mocielo matemático de este problema es el siguiente: 

•Formulaci6n matricial 

*Coefir.ientes estructurales 

A r 
áu au · · · a111 
a21 • • • 

L ao, aua · .. 3m. 
]

(6.5.17) 

" • •¡• 
• :;, L l. i 

0 Actividades 

3. = 
X~ ~ (6~.··~ 

°Costos 

e] t = ~~ (6.S.I9~ 

Ca 

• Re~t ricciones 

mix: m = cT~ (6.3.21) 

(6.5.22) 
(6.5.23) 

(\ 

(f'i 7) 



Sujew a las restricciones 

LilS .restricciones de este prot!ema f'.S(ablecf':n una zona del p!a~ 
1:10 { X1, X2) donde deben enC91ilti"í.!ll'6.:: 1'\3 solndont:S Í:!r.dbks, m! 
como se señaló en la sección 6.L2, Okerve que Ka ecí-'r!<::itin. 
.:ü + 4x.:: = 24, corresponde <1 una recta~ que divide al pl<:no en 
dos regione.<;. En la inferior se cumple ~c. + 4~~ S 24, pcr lo 
umto, la sol.ución factible debe estar "abajo" de dicha recta, La 
Lb-ura 6.5.5 ilustra la zona definida por esta restricción. 

Un razonamiento similar lleva a concluir que la solución fac-

Proyli'anuJcwn lineal 317 

x. + .. .., < 24 
1;;1 + Xs < 9 
~1 + Xs < 21 
lx10 x= ~O 

(6.5.8) 
(6.5.9) 

(6.5-10) 

x, 
·4---~--~------,.r------,----~ 

2 4 

Fig. 6.5.5 Zona con restricción x1 + 4x2 ::;; 24. 

tible también debe estar a la "izquierda" de las rectas x1 + xz = 9 ~xo 
y 3~1 + X2 = 21 (fig. 6.5.6). 

x, +"" = 9 

-1----.,- --.---r--:=---.-_.,."1 
2 6 8 

Fig. 6.5.6 Zona con restricciones ~ + :-e~ < 9 } 
3x1 + X: S 21. 
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A~em·~, la condici6n Xt ~ O y Xt ~ O impone que debe estar 
en reft.}Yrimer cuadrante. La región _del plano donde se cumplen 
todas lasi'restricciones es por lo tanto pológono convexo OABCDO 
que:..apa-rcce en la figura 6.5. 7. 
~ : 3.f-'aTC~' ' 

El siguiente paso en la solución consiste en encontrar dentro de los 
puntos de dicho polígono, que son soluciones factibles todos ellos, 
aquel punto -para el cual la función objetivo 6.5.7 2x1 + 4x3 
és má!,ima. Nótese primero que cualquier recta dependiente -21 ~ 
cumple con la condición 2xt + 4x2. Además, entre mayor sea la 
distancia al origen de una recta dependiente -1;2, tanto mayor r.s 
2x1 + 4x: tal como se ilustra en la figura 6.5.8. 

Para obtener el valor máximo de la funció1~ o:)jetivo 2xt + 4x~ 
es necesario desplazar una recta dependiente -2¡4 de manera que 
su distancia al origen sea máxima, pero tenga por lo menos un 
punto 'dentro de la región OABCDO. En la figura 6.5.9 se 
ilustra -este procedimiento de b{tsqueda del máximo. En el 
punto B de coordenadas ( 4, 5) el valor de la función objetivo 
2xt + 4x2 es de 28 y se cumplen todas las restricciones. Por 'lo 
tanto Xt = 4, x~ = 5 es la solución del problema de programa
dón lineal. Haciendo referencia a la fig. 6.5.9 obsérvese ademis 
que para dicho punto, tiene las características resumidas en el 
~uadro de la tabla 6.5.1. 

6 A 

2 ' '"'' + :<: .... 9 

' '-' ' . 
, , -;-;::é-~ D .1 

• 2 4 ._L__....._g_. ·-- -.8 
1 •. 

l7ig. 6.5.7 Zona de solucioii'es 'faétibl~a del ejem· 
plo 6.5.2. ,_. -.. _n.r:t a ..~~:-'e"".!· , 

X: 

x, 

:-"4 ' ¡" 
1- "-..,__:' 

Fig. 6.5.8 Funciones objetivo clél 1eJeinplo 6.5.2. 

l 

~ - ~ ~ 

. . ~ ~ ' ·ht') C.-;:.~ -:!~,.r::. 

Proble'ína---

Funci6n objetivo~-~~., 

·M-::: Íic1 + '4x2 '(max.) 
Restricciones.: _ 7 ~~;;.z, ¿, .. ,: . 

x1 .+ 4x2 ~ ;24)a) 
~.1 + X2_ ~- ·~¿. :<~), 

3x1 + x2 -~- '::,1 ¡(-s·) 
.x1 .;?: 'l'/i ,<ti:) 
X"2 ~ ~9 t(!r ~ _j 

• .::::..... V \t.': 



,, ... . '-

' 
Es decir, el : ecurso mecamco "del que :,e cuenta con 24 día~ 

más, el de "andenes de carga" con el que so cuenta con 9, se em· 
plea plenamente si se usan 4 camionetas de dos toneladas y 5 de 
4 toneladas. Mientras que de tercer recurso, del que se cu~nta 
con 21 unidades, sólo se usan 17. Sin embargo, ninguna otra com
binación de X1 y x~ permite oLtener mayor volumen de carga sl,::; 
violar las re~tricciones ( 6.5.8), ( 6.5.10). Antes de continuar, nÓ· 
tese que la región definida por las restricciones ( 6.5.8- 6.5.10) 
es conve>..a, como muestra la figura 6.5.10, ya que. cualquier 
recta que une dos puntos cualquiera de la periferia de la zona 
se encuentra en la frontera o demro de la región. 

En la sección 6.5.-! ~e empleará la representación gráfica de la 
solución de programación line;~l para visualizar fácilmente diver
~s c~s especiales de problemas de eiste tipo. 

-- ' 

.UEJ método gráfico de solución del problema de progra¡;na,ción 
lineal está restringido a modelos con dos variables. Prácticamente 
todos los problemas de interés para el analista tienen más de dos 

Fig. 6.5.9 Ilustración de la solución gráfica del pro
blema de programación hneal. 

Tabla 6.5.1 Propiedades de punto óptimo B del 
ejemplo 6.5.2. 

Restricción 

x¡ + 4x2 ::: 24 
x1 + x2 = 9 

3x1 + X:¡ _ = 17 5 21 

X a 

:\ 

Holgwa 

o 
o 
4 

Fig. 6 5 10 Zona conveu de soluciones facuulcs. 

'Método gráfico para problemas con dos .,;¡ • 

riables. 
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variables, por lo cual el método gráfico no se puede emplear en estos 
casos .. -r.·Es necesario contar con métodos algebráicos que se puedan 
programar en una computadora digital, con objeto de resolver 
prooiemas con un gran número de variables, como ~on la mayoría 
de los que se encuentran en la práctica. El método simplex que se 
introduce en la siguiente sección tiene esta propiedad. Sin embar
go, es importante familiarizarse con la solución gráfica estudiada 
en esta sección, ya que ayuda a entender la naturaleza de la solu
ción del problema. 

Al ir desarrollando el método simplex de solución anaütica, con
linuamente se hará referencia a la solución gráfica. Los autores 
consideran que de esta forma el lector lo comprenderá con ma· 
yor facilidad. 

6.5.4 Solución analítica 

El método analítico más importante para la solución de este 
tipo de problemas es el *método simplex, que introduciremoc; 
resolviendo el ejemplo 6.5.2. 

*La función objetivo de este ejemplo es: 
max: m=2x, + 4x~ 

*Sujeto a las restricciones 

*El primer paso en este método consiste en introducir variable~ 
de holgura X3 x., x, para convertir las desigualdades de las ecua
ciones de restricción en igualdades, tal como se señaló en la sec
ción 6.5.2. 

*Debido al signo de las des}gualdades, las variables de hol~ura 
deben ser poc:itivas, es decir: 

"*El problema consiste en encontrar los valore~ o~ las variables 
x¡ que maximicen a la función objetivo ( 6.5. 7). 

-lfComo. el sistema ( 6.5.24) tiene 3 ecuaciones con 5 incógnita;; 
pueden expresarse 3 de ellas cualesquiera en función de las dos res
tantes. 

*Como la vari<~ble X3 sólo aparece en la 1 er. ecuación, la x. en 
la 2da. y X4 en la 3er. ecuación, lo más conveniente es tomar 
x1 = O y x2 = O, obteniéndose de inmediato del sistema ( 6.5.24) 
f1Ue x1 = 24, x~ = 9 ~ ....:::; = 21. r.sta solución se conoce con el 

"'Métodos algebraicos para resolver sistema~ ton 
muchas variables. 

*Método simplex. 

•Funci6n objetivo. 
' max : m::2x1 + 4'x2 

0 Rcstriccioue:~. 

x1 + 4x2 < 24 
x, + "~ $; 9 

3x1 + X < z- 21 
x,. X: 2!:: o 

x1 + 4x2 + x3 ::::: 2:.1. 
x1 + x2 + x, ::_ .. ~ 

3x1 + x2 + x5 :::: 2'1 

.. Variables de holguro1 pbsi.tivas. 

(6.5.7) 

(6.5,8) 
(6.5.9) 

(6.5.10~ 

( 6.5.24) 

( 4.5~3) 

<~Encontrar x1 para mlu.:itnizar 2x1 + 4x~. 

*Sistema de 3 ecuaciones' éÓ.ii1 5 incó¡;mt ...... 

•x! + 4x1 + x3 

X¡ + Xz + Xe 

3x1 + x2 + x~ 

Si X: = X: = o 

:::H 
::: !) 

- 21 
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x3 :::: 24, x. ::: 9, x5 :;: 2l 

.,Variables cuyo valor se fija 
11,· ·nan variables base. 

;J, - V - o ?4 
·"¡ - ·'r - • x3 = --r 

nombre de una solución básica, y ~:·las variables cuyo valor se ha 
fijado reciben el nombre de variables base. Teniendo prescn~c la 
d.eGnidón de solución factible, se nota que el conjunto '¡.:;l = O, 
·'-• ~~ O, X-1 = 2+, x. = 9 y X5 = 21 es una solu.:;ió>t factible aunque 
:-•o _!)püma, ya que en este caso la función objetivo vale m = O. x~ = 9, x5 = 21 son una solución facuoic 

no óptima. 

B ,,,den do referencia a la figura 6.5.11 que mucstn• gráfica
:-"~lcme la región donde se cumplen las restricciones ( 6.5.8) a 
~6.5.10), se observa que la solución básica x, = x~ =O y X:l = 24, 
J.:, := 9 y xs = 21 corresponde al origen del sistema. Nótese ademfu, 
que d valor de las variabll'.s de holgura indica que no se est6 
empleando ningún recurso en este punto. 

'\'i~·; 

R('o;tricción 

X· + 4x2 < • 
X¡+ X:: 5 

¿X¡ + Xz < 

24 
9 

21 

Valor en O Ho!glll.\ 

x, + 4xz = o ::?·~ 

:xl + x2 = o ~ 

"' + x2 = o 21 

+ Xz = 21 

'-,>~páf@~~~~~-~--t> X¡ 

o~"' 
\ ', 'xt + 4x: = O 

\ Xt +X~= 0 

Fig. 6.5.11 Valor de las funciones de restricción en el punto de solu<.ión b:í.sic<L. 

*Para incrementa~ ei valor de la función objetivo se puede in- 0 m t si 
crementar el • .tíor ele Xt o el de X1 o ambas. Se empieza por deter· 1):-..!! 

min"ar en cuál ariable un incremento unitario aumenta más la fun-
ción objetivo. L1 fig. 6.5.1:?. ilustra que una unidad de in~remento 
en xz aumenta en + el valor de m y un incremento unitario er. x, 
sólo aumenta a m en 2 unidades, por lo tanto conviene, para en
contrar el máximo lo más _rápido ;:>osible aumentar el valor tic 
xz, _manteniendo X1 = O. 

xl t y/o 

Am = 4 

"' + •.. .-:-:;-1--
- 1 .. '· - • ,.l. .... = 1 

......... 1 
............... 

2x, + 4x. =O 
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, El~ máximo valor de X2 puede Ser 6, ya que si es mayor de 
6) X3 ~ O y se violaría la condición x, ~ O, i = 1, 2, ... 5. Grá
ficamente, al ir moviendo la recta 2x1 + 4x2 que representa la 
función objcti~o paralelamente a sí misma, a lo largo de la recta 
X1 -= O, se llega al punto A, otra esquina del polígono ABCD 
que define a la región de soluciones factibles. 

La figura 6.5.13 muestra este traslado de la función obJetivo 
in = 2x! + 4x2. 

Del sistema de ecuaciones ( 6.5.25) para: 

'se tiene: 

.......... 1 
........... 

...... 
2x1 + 4xa = ~--

Fig. 6.5.12 Incremento de fa• función objetivo. 

Para x1 = o, de ( 6.5.24 r s·e obtiene: 

x 3 = 24- 4x~ 

A 

X1 : 9- X~ 
x6 = 21 .-.. x2 

A es la inter~ec<;ión de 

x1 + 4x2 = 24 y x1 = O 

En A x3 = O 
"4 = 3 
x, = 15 

( 6.5.25) 

F1g. 6.5.13 Búsqueda del má-ximo ·de la funtióu ob
jetivo a lo largo· de la recta x: = O 

x, :: S 
x3 = ·o 
X~ -· 1'5 



~.::omo X.J era la holgura de fa ecuacwn de restricción ( 6.5.B) 
~~ deduce que en el punto i.<A el recurso limitado wrrespondientr. 
ll eo;a ecuación de restricción se ha empleado" en su totalidad. En 
de~t1:, d pt!nto A se encuentra sobre la recta de ecuación 

y b ecuación-

*En resumen, en el punto 1~1. el valor de todas las variables 
del problema son: 

-§Las nuevas variables no básicas, es decir, las que son diferentes 
de cero son: 

El :Valor de la función objetivo es: 

*q~e result:.t mayor que el valor de esta función en el ler. punto 
explorado, el 'Jrigen, donde valía cero. 

*Cuando las variables básicas eran x, y X2, o se~ en el '. e• paso 
de la solución del problema, también llamada 1 ra. iterac1ón, el 
sistema de ecuaciones algebraicas que hubo que resolver eran: 

*En este sistema las variables no básicas :<.'l, Xt y xo aparcCJan en 
una ecuación cada una, y esto facilitó su evaluación. 

*Para proseguir con igual facilidad, se debe manipular alge
bráicamente a las ecuaciones ( 6.5.24) para que en cada una de 
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: 1 + 4x2 + x3 = 24 

~> 1-.. en la intersección de: 

Xt + 4,., """ 24 

o. 

( 6.5.8) 

0 Valor de las variables en el punto A 

--;------------------------------------~X¡ 

9 Variablcs no básicas =1= o. 
x8, x4 y x11 

1 
¡ 
l 
1 

' 

m = 2x1 + .. x2 = 24 ( 6.5.26) 

1

m =O 
--0~------------------------------------~X¡ 

vCon x1 = x2 = O (variables básicas) el si>
tema de ecuaciones era: 

x1 + 4x: + x3 

X¡+ X:¡+ 

3x1 + x2 + 

= 29 
+X.¡ = 9 

+ x, = 21 

0 Las variables x3, x4, x3 =/= O 
(no básicas) aparecen una en cada 
ecuación. 

(6 5.2l J 

0 Manipule las ecuaciones para que las variable~ 
no básicas (x2, ~. x,) aparezcan -en nna sola 
ecuación. 
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ellas aparezca solamente una de las nuevas variables no básicas 
x:, x. y X5 de preíerencia con coeficiente UBitario. *De la lcr. 
ecuación del sistema ( 6.5.24). 

se tiene al dividir entre 4 

*Esta ecuación ya tiene una sola variable no básica x~ con 
coeficiente unitario. *En la 2da. ecuación del sistema ( 6.5.24) 

*aparecen dos variables no básicas, xz y x •. 

Como x:;~ ya quedó en la ecuación anterior se debe dejar en esta x •. 

Restando de la ecuación 

la ecuación anterior 

*se elimina la variable X2. En efecto se tiene: 

*Finalmente la última ecuación del sistema ( 6.5.24) 

*Contiene las variables no básicas. xz y xs. Hay que eliminar 
X2 para que sólo quede una. Restando a esta ecuación la ecua
ción * ( 6.5 .26) se elimina en efecto x:. 

Realizando esta operación se obtiene: 

*El sistema de ecuaciones de restricción ha quedado de la for
ma deseada: 

ii'En este sistema de ecuaciones en cada una de clb.s aparece 
solamente una ele las variables no básica~. 

•ter. ecuación. 

x~ + x3 + 4x:.o = 24 

-:-4 

1 1 
- x1 + - x3 + X:: : 6 ( 6 5.2ti) 
.. 4-

<~L'nica v.n.b. :-.~ 

"2da. ecuación 

X¡ + X~ + x. : 9 

0 v.n.b. x~ "V x~ 

elimine x2 

( 1) x1 + x2 , "• = 9 

1 1 
(2) - X¡ + - .lCJ + X~ : 2• 

4 4 

•se elintina x: 

3 1 
( 1) - ( 2) 4 x1 --¡- x3 + x, = 3 

"Ultima ecuac:ón 

3x1 + X; + X~ : 21 

•v.n.b. x2 y "~ 
elimine x~ 

11 1 
- x1 + x3 -- x3 = 15 
4 4 

"Nuevas el'uaciones de restricción 

1 1 . 
4 X¡+ 4 X~+ Xz = 6 

. 
(6.:.26 \ 

= :.! 

(6527) 

= !) 

(6 5.:?8' 

-sEn cada ecuación aparece una sola ' n l. 

"-:· "•· x,) 



-•, 

-&La función objetivo hay que expresarla en función de las va
·riablc:S básicas, Xt y X3, es decir, .hay: que eliminar X2. En la etapa 
·anterior, 'esta función estaba expresada en función de X1 y xa: 
despejando de -la ecuación ( 6.5.26) .. _, 

*despejando a .li2 se tiene: 

:¡ 

ftsustituyendo a X: en la funciÓn objetiVO por este valor, se tiene: 

La función objetivo ha quedado expresada en función de las 
-variables básicas X1 y xa y su valor para x1 = O y X3 = O es 
m= 24. 

A continuación hay que determinar qué pasa con la función 
objetivo -si se aumenta Xt ó X3. Para incrementar m, y seguir sa
tisfaCiendo la condición de no negatividad de las variables debe 
mantenerse X3 = O, ya, q~e .~ado el coeficiente negativo de Xa, 

si. X3 aun' "nta, m disminuye. Debe incrementarse a X t. *Del sis
tema de. ecuaciones de -restricción para X3 ·=1 o;· 1~ variables no 
básicas en L.nción de la variable base X2, qued~ expresadas en 
la siguiente forma: 

'!!'Deben analizarse las ecuaciones (6.5.30) para determinar cuál 
es el máximo valor de X1, para el cual todas las va,riables no bá
sicas X=, x, y X3 sean mayores o iguales a cero. Se ti~ne 

*Se ve que el máximo valor posible de la variable Xt, sin que 
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"E'.xpr~ar m en .función de las v.b. 
(x10 x3 ) 

m= 2 x1 + 4 x, 

1 1 • 
- X1 + - Xa + X11 : q { 6.5.26) 
4 4 

vdespejando a x, 

.• 1 1 ' 
X:! = 6 ~ 4 x. - 4 xl 

"'Sustituyendo eJT¡ "~ 

' ' (6.5.29) 

11m'= f(v.b., x2 y x3 ) 

para x1 = x3 = O-+ m = 24 

0 m = x1 - x3 + 24 
Si x3 .f m J, 

0 Para x3 = O las' ecuaciones-de restricción son: 

~ 

-Xa. 
X: = 6--

4 

x6 = 
S 

3-- X 4 1 
(6.j,30) 

11 
:lo = 15-- x 1 _.. 

"'Máximo valor de x1 sin violar condiciones de 
no negatividad. : · · · . _ 

'-, 
x. x, m4a = 24 X:z := 6-- . x2 = ~ 4 

3 
x4 = 3--X1 4 

X1mu :::: .¡. x, =o 

11 ' 60 
Xs = 15--x1 Xt mh = Tt "~=o 4 

-~tMáximo valor de posible de ic1 = 4 -+ x, = o 
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ninguna de las variables x:, x, y xs se vuelvan negativas es 4, 
para lo cual x, = O. 

-II·Se finaliza este paso y se tiene que X3 == x, = O. Estas variables 
se toman como base para el siguiente paso. 

*Para xs = x, 
bles es Xl = 5 y 
de restricciones. 

O, y Xt = 4 el valor del resto de las varia
Xs = 4. Estos valores se obtienen del sistema 

*El siguiente conjunto de valores de las variables constituye 
una nueva solución factible. 

*Antes de continuar resulta ilustrativo interpretar gráficamen
te este segundo paso de soluc~ón. En este paso de solución se in
crementa el valor de la variable básica x, de O a 4 *manteniendo 
a la otra variable básica X3 = o. Como Xs es "la vm·iable de 
holgura de la 1 er. ecuaciór. de restricción x, + 4 x: ::; 24 esta 
búsqueda de un mayor valor en la función objetivo se realiza a lo 
largo de b. frontera AB de la zona de soluciones factibles tal 
como se ilustra en la figura 6.5.14. 

*.Para continuar debe volverse a manipular el sistema de ecua
ciones ( 6.5.25) - ( 6.5.28), para dejar en cada ecuación una sola 
de las variaules no básicas x,, x2 y x;;. Realizando oper;¡cione:, 
algebraicas elementales sobre ese sistema similares a las dt:slritas 
previamente se obtiene: 

0 Nucvas v.b. x3 = x; = O 

•Del sistema de restricciones: Si x3 = x, = O y 
X 1 : 4 -+ X~ : 5, X1 : 4 

<>Nueva solución factible. 

•Interpretación gráfica de 1~ 24a. iteración. 
x1 t de O a 4 

•v b. x3 = O cst. 

x3 holgura de 
x1 + 4x3 ::; 24 

x. 

Fig. 6.5.14 Búsqueda oei máximo,de la función ob
jetivo a lo largo de la recta AB. (2da. 
iteración). 

•F.n cada ecuación de restricción una sola v.u.b. 
(xh x2, x,). 

= 4 (6:5.31) 



y volviendo a expresar la función objetivo en relacion a ias nue
va.~ variables base X3 y x. se tiene: 

YCc.mo en el últÍ!f~O paso X3 y X4 eran nulas, ~a única forma de 
2b::I"arlas, satisfaciendo simultáneamente la condición de no nega
:ivid:ld de bs variables es incrcment J.ndolas, pero esto dismi
::llhh el valor de m. Por lo tanto, la solución factible que a su 
-;{::l: ~ óptima es precisamente la solución obtenida en el p::so an
[~!rior a saber: 

*Recuérdese el planteamiento dd problema: 

Maximizar la función objetivo. 

'~ ~sl.,ljeto a las restricciones 

c.onde se recordará que la primera restricción la imponía la dispo
niJJilidad de mecánicos, la segunda estaba relacionada con la exis
tencia de andenes y la tercera con la disponibilidad de cargadores. 

o& Al operar 4 camionetas chicas y 5 grandes, como indica la so
lución de problema (xt = 4, xa = 5), la primer variable d~ 
holgura es nula (x3 = 0)·, la segunda también es nula (x, = 0), 
y la tercera vale 4 (xo = 4). Este conjunto de valores de la va
riable ~e holgura significa que el primer recurso (mecánicos) ~e 
aproveche •'n su totalidad al igual que el segundo (andenes). 
Mientras que del tercer recurso se emplea la cantidad dispo
nible menos la holgura, es decir 

*Para resolver un problema de programación lineal empleando 
el método simplex es necesario realizar repetitivamente dive~:>as 
operaciones, como se acaba de ilustrar. Es posible sistematizar el 
método solución expuesto empleando la notación matricial. 

Se empieza por formar una tabla o matriz cuyas columnas me
nos la última ttenen por valor los coeficientes de las variables en 
las ecuaciones ele restricción y en la función objetivo. En r·.ta 
última ecuación debe cambiarse el signo de los coeficientes. 
La última columna tiene por \·alor los recursos disponibles y 
un cero en la última posición. Los elementos del último ren
glón de esta tabla, exceptuando el último, se llaman Los mdica
dores del problema. Como se señala a continuación, si des
pués de realizar las operaciones que se indican po::.teriormente; 
todos los indicadores son positivos, la búsqueda del óptimo ha ter
minado. Con objeto de familiarizar al lector con el método se 
presentan las ecuaciones en forma explícita y en notación matri
cial, tal como aparecen a continuación: 
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2 4 
m:: 28--x1 --x, 

3 3 
( 6.5.3~) 

0 No puede t x~ y x, porque m J 

solución rabtible d;¡;: anterio! es óptima. 

X1 :-: 4, Xg = 5, x8 : 0, Xt = 0 y Xo = 4 

(¡Problema 

restricciunes 

(andenes) x1 + n~ + x~ 
(cargadores) 3x1 + x2 + X;; 

= 
= 
= 

(6.5.7) 

24 (6.5.8) 

20 (6.5.9) 
21 ( 6.5.10) 

"x1 = 4 = operar 4 c:1m!onetas chicas x: = 5 = 
operar 5 camionetas grandes x9 = O s se 
emplean todos los mecánicos x. = O = se 
emplean todos los andenes x11 = 4 s se em
plean 21 - 4 mecánicos. 

21 - x6 = .!i - 4 = 17 

"~•stematizaci6n del método empleando ma· 
trices. 
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Formulación cxphcita 
ler .. Etapa 

Formuhci0n matrirwl 

X1 + 4xa + Xs 

X¡ + X2 

3XJ. + X2 

2x1 + 4x~ 

+ x. 
+ X:; 

24 
9 

_21 
-m 

,.; El problema . .;.:: mic1a buscando una sobción factible. 

En este caso puede ser 

Posteriormente se srñala rómo puede sistematizarse la búsgued::t 
de la 1 er. s0;uc:é:n factible. 

.¡¡En seguid::. d.'Lc selecrionar<;e la columna con el término 
más negativo en el último renglón o oca el correspondiente a la 
ÍUf!_Ci6n ohjetivo, con objeto de deterrnin.:1.r d incremento de cuái 
variable hace crecer mis r:í.pidarneute a la funciÓn oh jeti\ o. En 
este prim("r p;:¡so J<. SCi-,'Unda column:1, correspondiente a xz tiene 

esta propied;¡d, o sea mf:.s negativo el último renglón. *A conti
nw!ción se t!iviclen Jos elemento-s cmrespondientes a la disponibi
lidad de recursos, es accir, ios elementos de la últ;ma coiumna, 
exceptuando el último, entre los correspondientes elementos cie la 
cnlum;-,a seleccio~ad~ ant12ri0rmente, en este caso la segunda. El 
valor de estos cocientes se anota en una últ1rna columna y se selec
ciona el rengl{m con el \alar menr,r Je cstLt columna, en este 
ca_so el primexo. En este ejemplo c~to~ valores fueron 6, 9 y 21. 
Este problema !>e inicializó con x1 = x~ = O. 

;.,Los incrementos en X2 re~ul!:m aumentar más la func1Ón ob
jetivo que los de ),.1. La columna adiciOnal ind1ca que el m:íximo 
valor que pueuc darse a xz es de 6, sin hacer negauva alguna de 
las variables X3, x~ ó xs. 

*Se ha encomr::do hasta el momento que el prm,cr rengión tie
ne el elemento n1ás pequeño en la última columna y la segunda, 
columna el m:'ts. negativo en el úicimo renglón. La inter-:;ección 
de e. te renglón (el primero) y esta columna, ( b se1:::runda) definen 
d elemento lbmadC" ni\·ote, en este caso 1·. 

indicadores 
*variables base 

b 
211 
9i 

21 l 
-1 

Oj 

6-
9 (ó.IJ.32) 
21 

.. ler. solución factible: x~ = x2 = O ( v. b.) 
x3 = 24, x~ ::.:: x5 = 21 (v.n. b.) 

x1 =. x2 = (), x:. = 24, x. = 9 y :~~. 5 = 21. 

"Busque columnas con l.ltimo elemento más 

negativo. 

[ 

1 i ¿ ~ g 
3 1 o o 1 

- ---------'-- ----
--2 --4 o o o 

t 
*Divida última columna entre columnas s,elec

cionada anteriormente 

® ®®@ 
,- "1 

.j. "j 6~ 
1 

1 9 9 
1 21 21 

1 
1 --· ·-
L -4 

"x
2 

incrementa nd~-; r:ípidame11te a m que x,. 

~~ 

6 máximo valor de :< 2 

que r:•J viob x, ~ O, 'T\ 

elemcnro 
pequeño 

~ cp Pi•. ,,te l 
i 1 _¡ 21 
L-~ ----------- J 

demento 



{(·Pcsterior.nente se divide el renglón del pivote, en esce cu.:.o d 
píimero entre el pivote como se ilustra a cominuaci.ór.~: 

0~~;:!s:6n ~!'l renglón del pivote entre el ph<Jte. 

Fonnulación explicita F o1:1mu!ación 

Xt 

X1 + 4x~ + Xa - 24 1 
1 + 1 

6 
1 

- Xt Xz +- xa """"-· -
4 4 4 

Después se emplea esta última ecuación para eliminar !a varia
ble xz de las ecuaciones restantes dei sis.teHl:l. Como en la 2dn.. y 
3er. ecuación x~ tiene uno por c·..;dkh!nte hasta restar d r~nglén 
o sea la ecuación del pivote rle ;:_nda una de esas e;;u~ci.o'lr.S: se 
tiene: 

:%~ 

4 

1 

matrldal 

.lú 

1 
1 

4 

Fonnulación explícita r onnuladón matricial 
J[]. 

2da. Ese. X1 + X2 + X-& - 9 1 

Ecs. del 
1 + X2 

1 
6 

1 
- Xt +-xa -

Pivote norm. 4 4 4 

Resta 
3 1 

3 
3 

- Xl ---X¡¡ + X4 -4 4 4 

3er. Ecs. 3xt + Xz + ~5 - 21 3 

Ecs. del 1 1 

+ X2 + 6 
lo 

Xl -~ xs -
Pivote norm. 4 4· 4 

11 1 
15 

11 
Resta X1 --- X3 +:xa== 

4 4- •! 

Para eliminar a X2 de la.función objeci\'o, es necesario rirdtípli~ 
car la ecuación del pivote por --4 y restada de la función objetivo, 
ya que -4 es el coeficiente de X2 en la función objetivo, tal como 
se ilustra: 

Xa X:! 

1 o 

1 
1 -
4 

o 1 --
4 

1 o 

o 1 

4 

o 1 
4 

X4 

o 
o 

~ .. 
1 

o 

1 

o 

o 

o 

Fonnulación explicita Formulación matricial 

Función "} 
objetivo -x, -4x~ - o -2 
Renglón del 
piv. nonn. x (- 4) -Xt -4x2 -X:J = -24- -1 ., 1 1 

Resta -·Xt +xa -. 24. -1 

Después de realizadas las funciones anteriores X2, Xoi y xs, las 
\'ariables no básicas, quedan multiplicadas por 1, tal corno muestra 
el siguiente cuadro: 

X2 'X3 ~-· 

---4 o o 

-4 -1 o 
o 1 o 

X5 

o 24 

e 6 

X5 

o 9 

o 6 

o 3 

1 21 

o 6 

o 15 

X5 

o o 

o ·-24 

o 24 
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Formulación explicita 

' 1 
...:.._, Xt + X: + -- X3 
4 4 

6 

3 1 
+ -X¡ -- Xs x. 3 

4· 4 

11 1 + - X1 -- Xs Xs 15 
4 4 

Xt + X a 24· 

E..fl c;.:::te cuadro la columna con el elemento más negativo es la 
lra. y el c.ociente de la primera columna entre la dt l.l.s restriccio-

. 60 
nes es 24, 4, --, o sea los elemento.:. de la columna auxiEar situada 

11 
fuera de las llaves de la matriz. Como el elemento más pequeño 
es 4, el del segundo renglón, el pivote es el aumento de la lra. co
lumna y del segundo renglón y se va a emplear para eliminar x. 
de las ecuaciones restantes. Se empieza dividiendo el renglón del 
pivote entre el pivote, tal corno se ilustr:::., para obtener la *ecua
ción del pivote normalizada. (e.p.n) 

Formulación explícita 
Jh 

Ecs. del 3 1 
pivote - X1 - Xs + x. 

·i 4 
3 3 

4 

Ecs. del 4 
piv. norm. X1 -- Xs + - X4 

3 3 
1 =4 

Para eEfr!inar X1 de la primer ecuación es necesario restarle Ir.. 
ecuación del pivote multplicada por Y. que es el coeficiente de 
:ü en la ler. ecs. 

Formulación explicita 
:x:, 

1 er. Ecs. 
1 + X2 

1 
6 

1 
- Xt +-X3 = 
4 4 4 

E.p.n X ( ~) ~ X1 + 
1 

-- X3 - x~ --
12 3 ·!· 

1 1 
5 o Res m o Xl + -· Xl-- X~ -

3 3 

Para eliminar Xt de la 3er. ecuación hay que res~arle la del pi
vote ncmulizada muhipliradJ. por 1 '/~. 

Formulación m&tricial 

"'Ecuaci6n del pivote normalizad:!: e.p.11. 

Formulación matricial 
X3 Xs 

o 1 
4 

o 1 ---
3 

Formulación 
Xz Xa 

l 

4 

o 
12 

1 
1 -
3 

X6 x~ 

4 

3 

matricial 

"" 
o 

1 -
3 

1 
n 
,;) 

o 

o 

X6 

o 

o 

o 

·1 

6 

5 



Formulación e~plidta 
Y .J. 

':"!~)~ Ecs. 11 1 
15 

11 
...... "~'\ ~ ·- X1-- X3 + Xs -4 4 4 

11 11 11 11 f .. p.n x- X1 --- Xl + - x. - 11 
4 12 3 4 

2 11 Resta + 4 o - X-1-- Xt Xs -
3 3 

Y finalmente para eliminar X1 de b. funciór: obJetivo debe ;r..;s.tir
sele la normalizada del pivote muhiplicao•~ por --l, coeiicíetlte 
de XJ. en la función objetivo» tal como se muestra: 

Formulación e.xpüdt::. 

Func. obj. 
X¡ 

-Xl +X:'I - 2-1 -·1 

E.p.n x (- 1) 1 '* -4 -1 -Xl +---X:l-- X.; -
3 3 

\ 2 4 Resta - xa +- x, = 28 o 
3 3 
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Formulación matricial 
X1 XJ X4 X:! 

o 1 .o l 15 -r-
1 4 

o 1 11 11 o 11 
12 3 

'l 11 o .. 1 • ---- -r 
3 3 

Fcrmulaci6n matricial 
:S.:s X3 X e x~ 

o 1 o o + 24 

o 1 4 o ' - '"!: 
3 3 

o 2 4 o 28 
3 3 

Una vez realizadas estas OJX:raciones t'l cuaaro queda como se muestra: 

3er. Eta¡.,.' _ 

Formulación explícita 

1 1 
X2 + - X<! ·-"~ -· X1 

3 3 

1 4· 
X1 + - Xa -- -- x~ 

3 3 

2 11 
- X3-- X• +X:> 
3 3 

2 4. 
- JC:J + -=- x. 
3 3 

5 

4 

4 

- 28 
1 
L 

Xl 

o 

o 

Formulación matricial 

1 

o 

o 

o 

xs· 
1 
3 

1 
3 

2' 

3 

2 
3 

X! 
1 
3 

4 
3 

11 
3 

4 
3 

X:l 

o sl 
1 

o 1 4 
1 
1 

X 1 4 

1 .. 1 -l-
o 1 f28':óptín1o 
~~ 

'~-------..--------_/ 

*Antes de continuar es necesario revLSar el signo rle los eicrllen
tos del último renglón, exceptuando el último o sea el de lol; indica
dores. Cuando todos son positivos se ha encontr~do el óptimo. 

*El valor del óptimo está dado por el último elemento del úl
timo renglón : 

indicarlo res 

DRevist.e indicado1~, si todos 2:: O se ha en
contrado el óptimo S último elemento d<· i:1 
tabla. 

0 Óptimo. 
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Como ·en' esta t:tapa 1 a todo-; los indicadores son pos1t1vos, la 
búsqwda 'del -óptimo ha terminado. El valor óptimo es 28. *Las 
variatJics .con ·cocflciente diferente de cero en el último renglón va
len cero, <en ·este caso X3 = x, = O. 

Del últimó:sistema de ecuaciones: 

p:.trc. 

~e cb~lene: 

*Es po~ibk obtener el valor de los niveles de actividad en e1 
punto óptimo a partir de la última tabla del método simplex. 

*La llamada última tabla del método simplex tiene indicado
res ünicamente positivos. 

Para obtener los nivele.s óptimos de actividad de b. última ta
bla basta numerar los renglones de acuerdo con la posición donde 
se encuentra una columna unitaria, es decir, una columna con 
un solo uno y el resto ceros. 

Para aclarar este paso nos refe1 irnos a la fig. 6.5.15 donde 
aparece la tabla tem1ino.l del ejemplo. Ei ler. renglón tiene su ler. 
columna unitaria en la segunda. posición, por eso se le de~igna con 
2, y el 2do. renglón tiene la 1 er. colurrma unitaria en la primer 
posición. Se le designa con l. Se continúa hasta tcrmin:J.r con to
dos 'los renglones menos el último. En el punto óptimo 'las va
ri.:ttlles difere ni rs de cero tienen por índice el número' con el que 
se han designado los renglones y su valot está dado en la última 
columaa. 'En este caso X2 = 5, X1 = 4 y x~ = 4. 

*Ultimo rengl6n 
2 4 

~26 o o o 
3 :! 

t t 
x~=x4 =O 

·- 5 

1 .... 
-3 x 3 + 3 X 4 

' 2 11 '-- T x~ - T x, + x5 = 4 

"0btcnci6n de los niveles óptimos etc acti\ idad 
a partir de la última tabia simplex. 

i)Jndicadores de la úitima tabla: 

o o 

designación 

de los ren

glones 

2 

3 
o 

indicadores ~ O 

Columnas unitarias 

Fig. 6 5. ~S Tahb terminal del ,problema. 
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En la tabla 6.5.2 se resumen los diferentes pasos que se siguen 
<:11 la solución de un problema de prog(amadón lineal mecüantc 
d método simplex. En las matrices de esta tabla la columna y el 
renglón marcados con una flecha definen la posición del pivote 
y !as columnas marcadas con un a::terisco (*} correspondea a la'! 
Vl:).riables base, es decir, que se han tomado como nulas. 

ler. Etapa 
X1 +4x~ 

X1 + Xz 

X1 + X!! 

+2xl +4xz 

Tabla 6.5.2 Solución del ejemplo 6.5.2 por ci métcdo ~ímplex 

Solucién analíticu del problema de programación lineal 

Formulación explicita 

+X;; 
+o 

Prob!em.:. 

función objetivo: 

m 2x1 + 4x~ (máx.) 

Restricciones 

X1 

X& 

3XJ. 

+ 4-x: ~ 24 (a) 
+- X• s 9 (b) 
+ X2 < 21 (e) 
X1 ~ o (d) 
X2 ~ o (e} 

lF ormulación matricial 

X1 Xt X3 Xfl X6 

- 24[ 1 ® 1 o o l 24] - 2i _ ~---L---~--J· __ ~ -~ 2i -
- m -2 --4 1 O 

* .¡¡. 

i 

Variables -pase 
Xt = X: = 0 .¡¡. 

Solución factible 
XJ = 24 X4 = 9 X5 = 21 

Incremento unitario en x, __. Incremento en m = 2 

Incremento unitario en xz -+ 'I11cremento en m = 4 

Xt = Ü 
Xa = 24 - 4xz = O 
X4 = 9- Xa = 0 
X5 = 21 - X: = 0 

Con x: = 6 -+ xa = O 

X:J max 
6~· 

9 
21 

6 <--
9 21 



2da. E!ap~ 

Nuevas variables base 
x1=0xl=O* 

1 ~ .... .J\..: ~ l 
- Xt + Xa -j- -- Xs 
4 4 = _l 1 

4 
o 

1 

ó 1 ¡ € J 24 

! 1 
--- ~t 

4-

J 
-- Xn +X;. 

4 

1 - -¡ Xs + 
xa 

+X6 
+ 24 

= 

=m 

Solución factible 
Ji.: = 6, x~ = 3, X5 = 15 

1 

4 
1 

Increm1'!lto unitario er. X1 ·-+ Incremento en m - 1 
Incremento unitario en :.-..s """ Decremento en m 

XJ - o XJ. max 

1 
X2 = 6-- Xt 24 

4 

3 
X.= 3-- Xt 4 ...._ 

4 

x~ =15 - _!..! X1 
60 

4 11 

Nuevas variables base . X3 = x~ - o 

J 
o 3 

3er. Etap;i 

1 
Xz +- ~ + 

3 

1 
J 

- x. 
3 

1 4 
Xt - -- xs + ·- x~ 

3 3 

2 11 
- X3 -·- --- x. + x .. 
3 3 
... .:1. . "' . -- ~ +- X4 +28 
3 3 

1 -.-1 
5 o 1 o 1. 

5 1 3 3 
1 

4 -./ l 
1 - 4 o - o 4 1• 

3 3 1 

2 11 1 
4 o o 4 1 

3 3 1 1 
----~--------------,-. l 

=m o o + .3_ + _! o : + 2~ 
3 3. 1 

Solución factible 
Xt 4, X" 5 y X5 = 4 

! 

60 
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•Anu:s de continuar es necesario indicur cómo &-: obtiene b' ~í.:btendófi de la ler. ~oluci6n factible. 

lrn.. Solución factible en el problema de pw~rarn:::.ción lineal. 
Recuérdese que el problema de p:ügramación lineal tiene n 

incógnitas, los ni\·eles de actívidad y existen m ecuado:-~t>.s de :;es~ 
tricción. Si todas las ecuaciones de rr .. m-icción son desigualdades 
d-t- ·:ipo "menor o igual a cero" se im:roclucen m variables de hol~ 
!f1Ta, y en el primer paso de solución, iguaiando a cero las varia
bles del problema (niveles de actividad) las variables de holgura 
to:-(wn determinados valores, q•1e fonnan una ler. solución ÍéLCti
ble~ En este caso se encuemra e~ problema del ejemplo anterior. 
cuyas restricciones eran: 

x1 + 4x2 ~ 24"' J. 1 + 4x2 + x3 

X1 + )12 ~ 9 ~~ X1 + X:+ X.¡ 

:ir• + X:;¡~ ?1 -~>3x1 + x~ + x5 

Nh·eles de actividad x11 x2 

Va¡iabk:! de holeu.-:1 .~<.3 , x4 , x5 

ler. Soiución factible 
Nivdcs de actividad x1 = x2 = O 

= 2·!· 
9 

= 21 

Variab\!~1 de holgura x3 = 24; x6 = 9 y x5 =: 2l 

En algunos casos algunas restncc10ne:; son mayores que cero 
o igualdades. """En este caso habrá menos de m variables de hol
gura y no se puede fonnar la ler. solución faf:tible igualando los 
niveles de actividad a cero, como se ilustra a continuación. 

Sujeto a las siguientes restricciones: 

*La introducción de dos variables de holgura, ya que sC:.~o hay 
dos desigualdades convierte a la:¡ ecuaciones de restricción en: 

Si se da a los niveles de actividad xa, .ll.2, Xl d valor cero) coJno 
en el caso anterior, para inicializar el probkma, se viola la segunda 
restricción, ya que 

De manera que uo es posible obtener en esta forma la le. so
lución factible para iniciar la solución del problema de progra
mación lineal; si se presenta un probiema de este tipo es necesa
rio incluir variables artificiales en e1 problema. Una por cada 
ecuación de restricción que sea -una igualdad y una desigualdad 
del tipo "mayor o igual que cero". En el ejemplo es necesario 
introducir las variables artificiales xa y xr ya que hay una igual
dad y una desigualdad del tipo "mayor o igual que cero" entre 
las restricciones. El sistema de ecuaciones de restricción, después 
de introducir estas variables queda: 

~>Con restricciones de igualda<i. 

~fax : m = 2x1 + 4x2 + :11.3 

X¡ + 2x3 + x3 ~ 4 
2x1 + 4x2 + x3 = 8 
4x1 + 2x2 - x 3 ~ 6 

° Con dos variables d~ holgura. 

x1 + 2x2 + x3 + x, 
2x1 + 4x2 + ~3 
4x1 + 2x1 + Xa - x5 

- 4 
= 8 
= 6 

"V .mables artificiales. 

' 
x1 + 2x2 -: X3 + X 1 

2x1 + 4x~ + lla + Xs 
4x1 + 2~ -x3 ..... )(3 +X; 

= 4 

::: 8 

= 6 
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En este caso asignando a las variables estructurales y a una de 
las d,. holgura el valor cero, se puede obtener la primer solución 
faconlc. 

¡; J.:.n decto con X1 = X2 = x_¡ = ~ = O, el resto de las varia
bl~ Cl.?l:!ITle el valor de X4 = 4, Xa = 8 y ~-~ = 12. 

*Lá~ variables artificiales no deben aparecer en la solución fi
nal r.n la función objetivo. Para asegurarse de que esto no suceda, 
se dcb~n incluir en la función objetivo con f,rranrles coeficientes 
negati•.os en problemas de maximizarión. f~-;to'i grandes coeficien
tes negativo~ a::eguran que hs ,·ariables :utificiales deben ser flll-

las para maximizar la función objetivo. -

A . .ntes de temúnar con esta sección para estudiar el problem¡a 
duai en la siguiente, es necesario enunciar un importante *teorem,a 
**de programación lineal y explicar por qué este método es un 
método de gradiente. 

*Debido a este teorema la búsqueda del óptimo se realiza ~ 
lo largo de la frontera de la zona definida por las restriccioneS, 
como se ilustró en la solución gráfica y analítica del problema drl 
ejemplo 6.5.2. En la figura 6.5.9 referente a este problema, se 
recuerda que el método simplex empezó por calcular el valor de 
!a función objeti\·o en O, después en A y finalmente en B. No 
fue, sin embargo, necesario evaluarla en todos los vértices del po
lígono OABCD. Faltaron los puntos C y D. El método permite 
ir buscando valores siempre crecientes (en un problema de ma
~mización) de la función objetivo en los vértices del polígono.. 
*E~ta bt'tsqueda se reaiiza siempre a lo largo de aquella ari,ta 
donde el valor de la función ohjetivo crece (o decrece) con mJ.
~or rapidez. Por esta razón se trJ.ta de un método de ~adiente. 
_rJ método permite descubrir cuándo se ha encontrado el valor 
óptimo, sin necesidad de tener que evaluar en general la función 
objdivo en todos los vértices del polígono y tener finalmente 
que buscar el valor óptimo de la función objetivo entre esto:; va
lores. 

Un método de fuerza bruta para encontrar el óptimo consis). 
tiria en evaluar la función objetivo en todos los vértices y des
pués buscar el máximo ó mínimo de ést<t entre todos estos valores 

.,. Ref 10 cap. 6. 

"Con x 1 = x, == x~ = lL~ = O 
X~ :::: 4, Xo =· 8 y X; •:::: ~2. • 

*Introducir en problt:'m:J.s de maxunizac.ión b~ 
variahles artificiales con grandes coeftcí.::ntcs 
negativos. 

~Teorema. 

Puede demostrarse e"que en un p10blema di' 
prpgro1mación lineal con las restricctones dcft
niendo una zona convexa, el pum o óptimo ( \ d 

sea máximo o mínimo de la función objctÍ\o) 
se encuentra siempre en la frontera de la zon..1 
convexa definida por las restnccwnes. 

"Búsqueda a lo largo de la frontera. 

"B.lsqueda en dirección de máxima vat iactón 
de la función objetivo. 



El método simplex no solamcntt. reduce el número de vértices 
donde hay que calcular la íuntión objetivo, sino al ir de pí:!So 
en pJ.SO incrementando (o dcscrementando) el valer de la fun
ción objetivo hace innecesaria la búsqueda fifiat dd óptimo. *En 
fit<Jblemas con gran número de variables, el no tener que explorar 
todos los ~-értices y no tener que almacenar para una búsqueda 
iLl"?! del 0ptirno el valor de las coordenada~ de los vértices Y. de 
l:i~ !unción objetivo, ahorra mucho tiempo y requerimiento de 
~nerooria al procesarse dígitalmente estos p1oblemas. Desde luego 
que esta ventaja computacional tiene como precio las restricciones 
que impone al modelo matemático d problema, las de linenlida.d 
en sus ecuaciones y de convexidad y de la zona de soluciones fac
tibles. Afortunadamente existen ;núltiples pn .. :.1temas, de gran in
¡;;rés para el analista de sisten:..!!l5 en los que pw~dc plantearse 
un modelo matemático con !;;:.; ¡:c:,;¡~:.óon~.;s antcrioles. 

6.5.5 Problema dual 

*Se indicó en la sección 6.5.2 que el problema de programa
ción lineal puede plantearse en forma matricial de la siguiente 
manera: 

*Su jeto .t 1~ restricciones 

donde .I el vector de niveles de actividad, !! el de restricciones y ~ 
el de costos. La matriz .! tiene por elementos Jos coeficientes es
tructur:: 1 - 'l del problema. 

_La ilustr~ción del problema dual puede realizarse con el ejem
p!o 6.5.2, ~in embargo no se le empleará, con objeto de introdu
cir otro tipo de problema. 

*En uü taller se cuenta con tres máquinas A, E, y C. Se '-'n•
plean para fabricar dos productos l y 2. La tabla 6.5.3 muestra 
las horas de maquinado que requiere cada producto, las horas 
disponibles en cada tipo de máquina y la ganancia que se obtien~ 
en la venta de cada producto. 
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-. "1 

"Se ahorra. tiempo se computa y memoria. 
l 

Gformulaci6n matricial. 

0 rcstricciones 

Ax <b -;::;:a· --

Ejemplo 6.5.4. 

( 6.5.21) 

(6.5.22) 
(6.5.23) 

0 Las máquinas A, B y fabrican los producto~ 
1 y 2. 

Tabla 6.5.3 Datos para el ejemplo 6.5.-l: 

Tipo de mdquina Prodccto Horas d1spomo/c! 

- 1 A l. 2 200 ¡ 

B 1 1 125 J 
e 1 o lOO J 

1 Beneficio 2 3 1 
1 

~ 
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*Se trata o..1:= planear la producción de manera que se obtenga 
la máxima ganancia posible. Plantee el modelo matemático para 
este prnl,Jlema. 

~~::.r: -~l. y Y.: las cant\dadr.s del producto 1 y 2 ·fabricados. 

*-El objetivo será por lo tanto maximizar la ganar1cia, es decir 

*Para -producir X1 unidades del producto 1 y X= del 2 se requie
ren las ~iguicnles horas de la máquina A que están restrir!gidas 
a 200: 

*E,,-;. forrna similar las restricciones que pwviencn dt la má
qui!<a B V e son: 

Desde luego que no tiene significado físico pmducir unidades 
negativas, por lo tanto; 

*El planteamiento matricial del problema es: 

*Sujeto a l..¡s restricc:ones: 

*A continuación se introduce el llamado problema dual o dual 
simplemente, del problema de programación lineal 

Si m es el número de restricciones y n el número de variables 
del problema, para definir el dual es necesario' introducir un vec
tor w de m componentes cuya interpretación se dará posterior
n¡.ente. El dual del problema de programación lineal es otro pro
blema cuya formulación matricial, comparada cor1 la del úl,cimo 
aparece en el siguiente cuadro: ~ 

~Plane~ci6n ele la producción para max.JI<liLa 
ción de la ganancia. 

Soluciqn 
1 

°Cantidad fabricada xl y x2. 

"Maximizar la ganancia 

máx: m = 2x1 . + 3x 

<~Carga de la máquina A 

){1 + 2x2 < 200 

"'Carga de las máquinas B y C 

x1 + x2 S 125 

x1 + ~ 100 

"Maximizar 

máx: m = 

"Restricciones 

20'o l 
125j 
11.:0 

0 Problema dual. 

0 m restrkciones 
n variabies 

lntrodu1.ca vector ~ 



P~Llema •Jdginai 
o p.drno 

máx: m :::: {;T.:$, 

sujeto a 1:;.; w;tr1ccio:nc~: 

A continuación se ilustra el planteamiento del problema dual. 

Plantee el problema dual del ej~mplo 6.5.4. 

La solución aparece en el :dgnAcr.tc.: r.uaclm: 

Pmblcmn vri~incl 
o r~ima 

Su ¡,.w a las restricciones: 

r~ i] x,] ~ 1251 
2001 

Ll O x2 oj 
X1 1 s o i 

X:¡ J 

El teorema más importante de la programación lineal estable
ce la siguiente relación entre .!1 problema original o primo y el 
problema dual: 

- La demostración de este teorema aparece en la mayoña de los 
textos de programación lineal (re f. 4) . 

*Una primer aplicación de este teorema .se cr.cuentra en b so
lución de problemas de minimización. 

IP~togramadón lint~al 3.19 

P.·obiema dual 

ATw >e' - .. _. 
~A.:> Q 

Ejemplo 6.5.5 

S.:Jiución: 

Pmblcma duüi 

mín; n 

1.\.:0renaa: Ln !Gnci6:. objet:vo n: de un pro· 
bkma de max.Bmizadé.n de programactón line~l 
asume su \'alar máximo ~i y so!r.mente si la fun
ción objetivo n del problema dual correspondien
te alcanza un mínimo y en este caso. 

máJ::: m ::: min n. 

Además, si P y Q son soluciones factibles tal'!s 
que en m(P) = n (Q), entonces las soluciones 
p y Q son los óptimos ud problema primo y 
del problema duJJ rc~pectivamente. · 

0 Aplicaci6n df'1 teorema. dual a problemas de 
minimiznci6n. 
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Antes de una interpretación econonuca al problema dual se 
resolvaá el problema de producción del ejemplo 6.5.4. Este ejem
plo w · sólo sirve como repaso del método simplex sino muestra 
cómo ;:t tabla terminal de este problema permite resolver tanto el 
probl(.·rna original como e! dual. 

.Ezr.plcando el método simplel: resuelva el problema de produc
c:ón dd ejemplo 6.5.4. 

Ejemplo 6.5.6 

Solución: 

A continuación aparecen las diferentes tablas que se establecen 
hr...sta encontrar la solución con el pivote en cada ocasión encc
n ado en un círculo y las columnas de las variables base marcadas 
con un ast~risco ("·f). T:>.b!a 6.5.3 Solur.ión del ejemplo 6.5 ,, 

Variables con valor 
dado por la 

úlrim::\ columna 

niveles 
de actividad 

variables 
de holgura 

Xl X2 Xs X4 Xs 

11 @ 1' l o o i 200 J 
l 1 1 o 1 o 1 125 

_1 _ _Q J¡· __ Q_ _ Q_ __ .!_ ~ l_QO _ 
2 -3 1 o o o 1 o 
* * 
l 

2 

t 

o 

l
_~__E 

-- o 
2 
* t 

1 

2 

1 

2 

o 
1 1 

o 1 100 
1 

o 1 25 
. 1 

o o 1 1 100 
_3 ___ -~--

- o o 1 300 J 
2 1 

rx2[ o 111 
1 -t o 1 75l 

{ Xt J 0 -1 2 Q 1 5Q 
L:-.r. _o _ _Q _1 __ -2 __ L¡_so 

o o l 1 ¡ o 1 325 J 
indicadores 

Siguiendt. !as reglas expuestas, previamente se puede obtener de 
inmediato la solución del prob!~ma de la última tabla. A saber: 

"vfáximo 325. 

100 <::}:= 

125 
00 

200 

50 ·O= 

100 

Funto O 

Punlo A 

Pur.lv !3 

*El valor máximo de la funr.ión objetivo es precisamente 325j 
ei valor de las vmables C3: X 1 : 50, X2 = 75, X~ : X~ := Ú y ' " = 50 

Con objeto de aclarar el método tambiéh se incluye la solución 
gráfica en la figura 6.5.16. 



A continuación se señala *cómo .se obtiene !a solud6u del pro~ 
blema dual de la tabla final del método cimpk~ · Jd prol:iema 
migi::tal. 

A 
100 
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-<>XL 

Fig. 6.5.16 Solución gráfica del eJcmpio 6.5.7. 

La tabla 6.5.4 muestra la tabla final del método simplex del 
problema original y cómo se obtienen de ella resultados del pro-
blema ori;,.;nai y del dual. · 

Tabla 6.5.4 Tabla final del método simplcx del problcmru. 

Renglón 
con la x1 
i'sima 
columna 
nitaria 

niveles de actividades variables de holgura 

----.J...--·--. 
X2 •• • ~ llltn•! x.n~:a • .. Xo•m 1 

-------- --------+o~ 

Xt 

--- --.--p-
1 

-q,- -:q2 -:-:-. "7- -q;t -
'-------·~o~ 

valores del vector w 1 

en d problema du~I l 

indicadores (todos positivos) 

Valor c!e l renglones 
i'simo nivel 1 correspondientes.~ 
de actividad a las m restriccionc<; 

Valor del máximo en el prolile
ma original o del mínimo 
en el dual 

El liJguJente ejemplo ilustra el empleo de la tabla 6.5.4 pdra 
r~lver el problema original y su dual. Ejemplo 6.5.7 
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Obte:.c;·a de la tabla final del método simplex la solución del 
problcm:1 original y del dual del ejemplo 6.5.4. 

A C0'1tinuación aparece el planteamiento original dd proble· 
ma y ei del dual. 

Solución: ' 

Problema original 

máx: m 
2]T Xl] 
3 X2 

Problema ·dual 

2QQ]I T Wll 
mín: n = t2s; w::j· 

H)O; wa 

Sujeto a las rcstnccioncs 

o 

·K-En efecto el valor mínimo de la función objetivo en el pro
blema dual es: 

*A continuacióa se dar.í. una interpretación económica a la so· 
lución del problema dual. Recuérdese el planteamiento dd pro
'"'lema original y del problema dual: 

Problema original 

n:áx: m =ti T :t 

sujeto a las restnciones 

200 rl ¡- 1 
125 

l2 1 o 
100 

WJ: 
! 2 
1 

.~ wa¡ 
3 

1 

ws: 

Wt]: 
W:J¡ ~ 0 

1 

Ws1 

De la tabla 6.5 .3 • se tiene: 

x
2 ~o ~~ 1 -1 :O ¡ 75~ Xt 1 . 0 -1 2 0 1 50 

Xo _!}_ 0 __ 1_::::2__.!_..:¡_~0 
o o 1 • 1 o '1 32j 

325 

! = 
llláx 

0 Valor minimo. de la función objetivo en el 
dual: 

200u T tJ 
n = 125 1 = 325 

100 o 
0 lnterpretación económica del ;problema duJI. 

Problema dual 

T 
min: n = !!. !!!. 



.;.Para el problema de asignación de trabajo a las máquinas de 
~m~ fábrica (ejemplo 6.5.4), el vector x. representa la cantidad 
J.~ artículos producidos y el vector b represeuta la disponibilidad 
de horas-máquina,* y e el costo de los artícuics producidm. 

~Del teorema de la dualidad se ti~ne: 

donde e T ~ es la cantidad a maxmuzar en el problema original 
y representa el beneficio total que se obtiene al producir x ar
·kulos. 

-!tLa cantidad Q. T \~ es el producto ck la disponibilidad de ho
ras - máquina por un vector ~~. La forma de esta ecuación hace 
pensar que \\:: representa d costo de operar las máquinas por uni
dad de tiempo. Para el ejemplo que se discute: 

Si w1, w2 ws son los costos de operación por hora de las má
quinas A, B, y C respectivamente, la suma anterior en efecto re
presenta el costo total de operación. *Estos costos de operación, o 
sea las compónentes del vector !!! reciben el nombre de precio! 
sombra. 

Es necesa.-io ahora interpretar la otra ecuación del problema 
dual: 

*Recuérdese que la componente a., de la matriz A representa 
el número de horas de la máquina i que se requiere para producir 
una unidad del producto j. *En el producto A T!!! el primer ren
glón ec· 

El término an W1 representa el costo en la máquina 1 para pro
ducir una unidad del producto 1, a21 wa el costo de la máquina 
2, para producir una unidad del producto l. *Por lo tanto el pro
ducto representa el costo total de producción de una. unidad de 
cada uno de los productos. Como *c. es el costo de venta de una 
unidad de cada uno de los productos, la desigualdad .;;.1, T ''! ~ <; 

puede interpretarse de la siguiente manera: El coste de produc
ción unitario 1\ T \~ es por lo menos tan gTande como el beneficio c. 

Es posible e.xtender esta interpretación del problema dual, para 
lo cual es necesario introducir teoremas que están fuera del alcan
ce de esta obra** 
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"!~cantidad de artlcuJog producidos. 

eh=: disponibilidad de máquinas. 

0
" ~ costo de los articulas. 

0 Teorema de la dualidad. 

o!: T ¡ :;; beneficio total. 

0 w; ~costo de operación de las máquinas pur 
uniJ¡uJ de; t;.:lnp:> 

= 200w1 + 125w1 + 100w3 

0 A = [ a11,] a11 :;; horas de máquina para 
producir una unidad del producto j. 

;,ler. rengl6n del A T ~ 

e 1\ T y:: S costo total de producción por unidad 
de cada articulo. 

"!Z :: costo de los artículos. 

& A. T ~ ~ s. ..,. Costo de producción unitario no 
debe exceder beneficio. 
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Coma ébn 'frecuencia es más fidl resolver el problema dual que 
el prÜ!lo o viceversa, resulta conveniente conocer ambos métodos. 

- -- '\"! :,.;¡ . 

E:oü_jÉPsi~ente comentario finalizará esta sección sobre pro· 
gr~.:.dón. lineal. 

~t Jtn i.1 ~: 

SH.·rll>~nejemplo 6.5.2 los datos fuesen diferentes, de maner::t 
· ¡ue1él""s.iStema de ecuaciones dd problema de programación lineal 
~ubiese sido: 

H' -j l -.·> l ~ 

.¡,¡La:soiuéión óptima hubiese :,ido x1 = 2, y ~ = 2.5 como el 
kctür ''f'0ará lehecar fácilmente (ver problema 6.8.11). La solu
ci5i1' 'de'-e~te· problema para ser relevante debe ser entera. Cuando 
cor:~u !::n'-este casó, la solución debe ser entera, puede recurrirse 
si las variables son- suficientemente grandes y d resultado no es 
sensible a errores de aproximación a redondear el resultado a la 
cifra más próxima, ó puede recurrirse a la programación entera. 
(re~. 3) 

En la sección 6.8 el lector puede encontrar diversos problemas 
de programación lineal (problemas 6.8. 10-6.8.15) y en el apén· 
dice A·l7, encuentra un programa de computadora para resolver 
este tipo de modelos. 

J 

El problema del ejemplo 6.5.2 ha sido resuelto empleando el 
programa A.l 7. 

Lbs datos· de este problema aparecen en la tabla 6.5.5 y los re
sultados en la 6.5.6. En esta tabla las variables que no aparecen 
tienen un valor nulo. 

m =, x, + 2 x~ 
x 1 + 4 X 2 ~ q: 
x1 + x2 < 4.5 

3x1 + x2 < 10.5 

*Solución óptima: 
x1 = 2, x2 =-= 2.5 

Tabla 6.5.5 Datos para el programa A.17 ... '• :-.1 ·' 

EL ORDEN DE LA MATRIZ DE COEFiCIENTES· ES.'-·3 x 5 LA 
MATRIZ DE COEFICIENTES DEL SISTEMA ES 

I_OOOOOE + ob 
I.OOOOOE+OO 
3.00000E + 00 

4.00000E+OO 
I.OOOOOE -1-00 
I.OOOOOE +00 

!. 00000 E + 00 
O. 
O. 

""\'er capitulo 6 (ref. 10) y capitules 3 y 4 (l"!f. 9) 

o. 
1.00000 E+ o o 
o. 

o. 
o. 
I.OOOOOE + 00 

EL VECTOR DE CONSTANTES INDEPENDIENTb ES 
'1 

2.40000E+O 1 
9.00000E+OO 
2.10000E+ O 1 
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. 
LOS COEFICIENTES DE LA FUNCION A OPTIMIZAR SON 

:V:lOOOOE + 00 4.00000E+OO o. o. o. 

Tabla 6.5.6 Resultado del programa A.l7. 

-euLQS VALORES QUE OPTiMIZAN LA FUNCION SON 
!NCOGNITA 

X2. 
XI 
xs 

VALOR 
5.00000000 E+ 00 
4.00000000E+OO 
4.00000000 E+ 00 

El VA! OR OPTIMO DE LA FUNCION ES 2.t!OOOOOOOE+;:-,, 

5.6. PROGRAMACION DINAMKCA 

6.6.1 Características 

En la sección 6.1.1 se señaló que lo'!> métodos de optimización 
pueden clasificarse en métodos· de gradiente y métodos de bús
.:¡ueda. *En la sección 6.5 se estudió el método de programación · 
lineal que constituye un método de gradiente. En la siguiente 
sección se establecen las bases de la programación dinámica, un 
método 'ae optimización de búsqueda. Este último método, 
todavía más que el de programación lineal requiere del uso 
de la computadora digital. *Como se trata de una técnica enu
merativa, los tiempos de cómputo para este método son en 
general g.·:mdes, así como los requerimientos de memoria. De
bido a ello el empleo de esta técnica es un cuanto limitado, a 
pesar d~ su extensivo número de ~plicaciones potenciales. 

*La programac10n dinámica es una técnica de optimización 
enumerativa aplicable a problemas con restricciones y funciones 
objetivo que pueden ser no lineales y regiones factibles no con
vexas. 

*Se aplica en forma natural a problemas que pueden descom
ponerse en etapas a lo largo del tiempo, pero también puede "m
plearse en problemas no secuenciales o con estructura en serie. 

En el análisis de sistemas, la programación dinámica se usa en 
general en problemas de toma de decisiones, frecuentemente re
lacionados con la asignación de recursos. 

*Para resolver este tipo de problemas, se establece un modelo 
matemático cuyas principales componentes son: 

":\[étodos de optimización de gr:;~diente y bús
queda. 

" La programación dinámica es un método de 
búsqueda. 

*Requiere mucho tiempo de cómputo y me
moria. 

0 l1 uede aplicarse a problemas nr> lineales y 
regiones no convex;;..'l. 

"El problema debe podel expl'esarse en forma 
secuencial. 

*Modelo matemático. 

1 ). Un estado inicial ¡)¡ que da toda la informa
ción relev.;,¡te sobre el sistema antes de la 
toma de una deci~ión. 



346 Optimi3Jaclón 

Como el problem;;. de decisiones se ¡::r~enta m aquellas situa
ciones, donde un problema tiene varias soluciones factibles o al
tern:ltivas, con objelo de poder sdeccionar entre ésid.S, es necesa
~io asociar a todas las posibles soluciones una función de benefi
cio o ganancia, que mida la utilidad que se asocia a cada una 
dt: ias posibles SJ!uciones. 

Esta función o relación de transfvrmac1ón puede ser una rela
ción matemática o puede estar dada en forma tabular. 

Para representar estas componentes del modelo de toma de de
C.ISlones resulta útil introducir un diagrama de bloqne (figura 
6.6.1). 

Como la función de transformación T es univaluada puede sus
tituirse (6.6.2) en (6.6.1) para obtener: 

>tEs decir, la función de beneficio r sólo depende de los estados 
iniciales y las vari;}.bles de decisión. 

Recordando que la furlción de trailsfonnacion es univaluada 
?uede obtenerse la transformaci~.n inversa T', a saber 

Sustitu¡endo este valor en ( 6.6.1) se llega a: 

o bien 

Un problema o e toma de decisiones consiste en maxnmzar o 
minir:Jizar la función de beneficio r, si lac; variabics indrpendien-

,.,. 
2). Un C)tado final, X que da toda la mform;: 

ci6u teievante sobre d sistema dc>pHés de 
haberse tom::~.do la decisión. 

3). L:-~ ·,-ariable de decisié.n D. = { dq d~ ... , do) 
qu€' puede manipularse para obt.ener detc¡
!•Ünado cambiu del sistema de su estado ini-

cial x, a su estado final 2t, 

.q. El beneficio r que es una func16n t:Sc;tl.,~ 

que depende del va!or de los e>tados inicia
les, de la.s decisiones tomadas, y de los esla· 
dos finales, es decir 

"" r = r (;¡¡, D, ~) 

5), Una t:ramfo!"m:lci.Sn T, univaluada c..¡ne íela
ciona los estados finales, con los es·ados ini
ciales. y las variables de decisión. 

lS = T (x, Q) (6 6.2) 

Fig. 6.6.1 Modelo de un problema ele toma de de· 
ci5ión. 

r == r (~ D, I (:lS. D)) 

"Función de beneficio 

r = r' (& D) (6.6.J) 

X= T' (& Q) 

r = r ( T" (.&_, ,P..), D E) 

r = r" (i, P.i 6.6.-1) 

"Maximizar o minimizar u beneficio. 



~es o de decisión toman todos !m: posibles v:ilores, dentro de !as 
raui.cciones que fija el problema. 

f..:;tos problemas de toma de decisíünes son, por lo tanto, pro
bRemas de optimización entre los que ¡¡ .... demos distinguir dos tipos· 

:¡:.:¡ problema de optimización de estado inicial x consiste en t:n· 
o"~-.trar el máximo (o mínimo) del beneficio c.omo funci5n del 
,"•,..-tado inicial, es decir: 

En el problema de estado {!"na! ;e~ debe detc, minarse d máximo 
·>·' mínimo) del beneficio como S> ~:n.:ión del estado f'.na1, e..t deór: 

C<¡m objeto de facilitar Ja presentación dei materia~ subst:cutn· 
te e . ilustrar la naturaleza dL estos proülelaas, <:onvie.ne introdu· 
dr algunos símbolos: 

Usando estos símbolos el proble:na de valor inicial puede sim~ 
bolizarse: 

"t) ... umizad6n de estado ir.icía! ~ 

f(,¡¡) - máx r' (Zí., D) 
Jl 

(6.6.!1) 

(6.6.5) 
""Optimización de estado final &. 

= rnúx r" (&~ º) (6.6.6) 

0 Síml.;olos cmple.:di.o en programación diná
m.icJ.. 

---~~ .!t 

Vnmbl~ do entrad~ 

=====::::t:l<>.!. 
IJari;,blo de salida 

11 ~ D. 

Vorlablo de decisión 

1 r 
Bendicao 

1 =::!=, ====li"> 

1~ 

% Variable de estado de 
- entrada o salada con 
i un solo v~lor dado 

x Variable de estado de 
- cnirada o salada con varías 

· _:;: !IOSabl~s valores dados 

fig. 6.5.2 Símbolos en problemas de prograrnació<l 
dinámica. 

l==:s- \ 

r 

{(;:,) = máx r (~. Q\ 
J) 

Fig. 6 6 3 Probiema de valor inicial. 
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y el de valor final 

*Problemas de optimización como los planteados en las íiguc 
ras ( 3Ji.3) y ( 6.6.4) contienen mucha'> variables. La programa
d !'in rli .,~ rnir.:1 tr:lY!SfNma VP pro\:t!em<J <:k !;~t:1 naturaleza en. un<>. 
r.eríe d~ problemas más sencillos, que contienen pocas variables. 

Esta transformac;6n es invariante en el número de soluciones 
factibles del problema y se conserva el valor de la función bene
ficio asociada a cada una de las posibles soluciones. 

*La programación dinámica se basa en el principio de optima· 
lidad expuestú por R.D. Bcllm an: ( ref. 2) . 

Un ejemplo adaptado de la ref. 8 serv1ra para aclarar este 
concepto, en que se basa la programación dinámica. 

*Supóngase que se desea asignar recursos a tres proyectos in
dusuiales, A, B y e con el objeto de maximizar las ganancias, 
;'sean RA, BB y Re las cantidades que se asignan a los proyectos A, 
B y e respectivamente y sean ·XRr los recursos totales disponibles 
qu~ son limitados. Debido a ello, la cantidad que se asigna a cada 
proyecto~ depende de la cantidad asignada a los dos re~tantes. La 
asignación a e no debe exceder Rr - R., - Re ;¡Sin embargo, 
cualquiera que haya sido la asignación a los ·proyectos A y B, 
la asignación Re al proyecto C, debe ser óptima con respecto 
a todas las posibles cantidades .::.:siduales que pueden quedar para 
el proyecto e, después de asignar fondos .1 los proyectos .-\.y B. 
*La asignación de fondos a los proyectos .B y e debe ser óptima 
con respecto a la cantidad residual que queda después de asignar 
recursos n A, cualesquiera que h:1.ya sido esta asignación. 

La asignación óptima al proyecto B, se encuentra maximizando 
el beneficio, que oc~trre de la a.si~n:-~ción al pro1 erre B. juntÓ con el 

I!P 
·-l~--}± -t- .... 

X==~ ·T -~J( 
!...-~-- =1= -

r T 

f(!) =máx r ~ Q) 
D 

Ficr. 6.6.4 Problema de valor final. 

0 Programaci6n dinámica: 

Un problema con muchas variables.~ 

Muchos problemas de pocas v~riabl~s. 

"Principio de optimalidad de Bellman. 

"Una serie de dcc;siones óptimas (políticJ.s ópti
mas) tiene la propiedad, de que cualr¡tw:rl 
que ~ea el estado inicial y la decisión miri.t!, 
las decisiones restantes deben ser óptimas u>n 
respecto al estJ.do que resulte de la primera 
decisión". 

" Proyectos mdustriales A, B, C 

""RA, a. e recursos para cada proyecto~ 
Rr recursos totales disponibles: 
"R~ + Rn + Re $; Rr 

"La asignación a e debe ser 6ptima con resp.:c
to a Rr - RA - R11 • 

0 La asignación a D y e debe ser óptima con 
respecto a RT - R"'. 



~ndicio óptimo del proyecto C, como función rie Ios fondo~ 
que quedan de asignar recursos a B y A. La asignación ópthna 
a A finalmente se encuentra para maximizvr el beneficio de A más 
el bt::ueficio óptimo de B y C, como función de los fondos que 
.:pedan después de asignar recurLos a A. 

Obsé1vese que se ha descompuesto el problema, en una sceuen
ria de toma de decisiones, asignando recursos a un solo proyecto 
a la vez . 

.En realidad la <1signac1ó11 de recursos es simultáneá, pero la 
descomposición del problema, ~n una ;;c,igu«.ción secuencial 0 en 
.~~ríe de los recursos, pennite ·~.-,mflr decis.ioneo;¡ '..ma a 1a 1'C:f:. 

El concepto de sistema secuenda! o eú s~ne es muy impc·rt<J.n~ 
t.:: en este tipo de probkma:; y se discut~: con ,nayor detal!e en 
la siguiente sección. 

6.6.2 Estructuras serie 
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"Se asign::m recursos a uu proyecto a la vez. 

. *Eli?dunda estruc
1
tura en ser~e, como sde señ

1
aló en lad sedcci

1
ón. 1.~.4, rn -,_ __ ~ ~r-~~~~j''::::.~s,_.· 

la sa a e un e emento e::.ta con!_:cta a :~. a entra a e s.~gmcn- ~V _¡_:-
te, sin haber realimentación, ésta, como se indicó en la sección !..------~ ~. == ~~ + 1 

1.3.5, implica que la salida de un sistema influye sobre su entrada. 
La presencia de realimentación en un problema de programación 
dinámica puede resolverse sustituyendo la porción del sic;tema con 
realimentación por un subsistema equívalente no realimentado. Los 
ingenie1 'J > llaman a esta operación: sustituir el sistema realimenta-
do por su {unción de transferencia.** 

*En un problema con estructura serie en el tiempo, que son los 
más frecuentes en el análisis de sistemas, las decisiones que se 
toman en un determinado imtante de tiempo, no alteran los 
eventos anteriores, sólo tienen influencia sobre los eventos pos~ 
teriores. · 

En la constr11cción de una casa, el levantamiento ele mur')s, es 
posterior a la construcción de los cimientos pero anterior a la colo
cación de ventanas y puertas. Si durante la construcción de los 
muros, se cambia la posición y tamaño de los huecos para ]ac; 

pu,~rtas y las ventanas, este cambio, resultado de una decisión, 
n9.' afecta a la etapa anterior, o sea la construcción de los cimien
tp.s, pero sí influye sob;e lí\ etapa posterior, la de colocación de 1

' 

p~ertas y ventanas. 

<><>~rez Greiser V. y Murray-Lasso, M. A. Teoria de Sistemas y CircuitoP 
J, <:;a p. 8. 
Sc~icios y Representaciones de Ingeniería, S. A. 

-México, D. F., l.972. 

Conel!ión 3e:ia 

~En una cstructur~ sctie las decisiones uo af~?c· 
tan evento~ anteriores. 
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Esqucmática.-ncnte un problema con estructura en serie, puede 
reprc:s~ntarse usando los diagramas de bloque de la sección 1.~.4, 
de :a forma mostrada en la figura 6.6.5. 

~- ~º·-· ~ 
--- . TI ~ =-""~' Tt-1 !t-~ 

!• ~~ --¡___, 15· '-,.---1 
~t-1 1 1 . t f¡- 1 X¡- 1 = Xt t i = 2 3, 

ii,-1 = 'lS,¡j i :;;:- 2, 3, . ' . 11 
n • 

fig. 6.6.5 H3tructura en serie. 

A c~ntinuación se hace una pre5entaciór. formal del principio 
de optimalidad y se deduce la fórmula recursiva para resolver 
estP. tipo de problemas. 

6.6.3 Principio de oprimalidatl 

*Se señaló en la :;ección anterior que el objetivo de la dcscom~ 
posición del problema de optimización en una serie de proble
mas secuencir..ks, es reducir el número de variables qne se mani
pulan en cada etapa, trabajando, de preferencia, con una vq..ria
ble de estado y una variable de decisión. Por esta razón en los. 
desarrollos subsecuentes se emple<1n los símbolos que corresponden 
a cantidades escalares, como por ejemplo x, y no los correspon
dientes a vectores como .s, tampoco se seguirá empleando el trazo 
doble para representar las variables en los diagramas de bloque. 

A continuación aplicaremos el principio de optimalidad a un 
problema de valor inicial adapt.,.do de la ref. ( 1) 

La figura 6.6.6a muestra una platafom1a que debe soportar una 
carga dada de wkg/m:!. El objetivo tlel problema es diseñar una pla~ 
tafonna, las columnas de soporte y los cimientos necesarios para 
:;oportar el peso minimizando el costo de la obra. Para aplicar 
la técnica de la programación dinámica a este problema, conviene 
descompont:rlo en una serie de problemas más fáciles de optimizar. 

0 Trabajar de preferencia con una variable de 
estad~ y um: de decisión. 

(a) 

Plataforma par;¡ so,por~ar w Kg/m~ 



La solución de este problemJ.. puede e~uematizarsc como mues
tra la fig. 6.6.6 b t 1r· 

""" . ~_e"'' --~~orma J 

k 
~1· r, 

~-

2 Carga 
Colum¡¡a C1m1enlo 

(b) 
]:,;!ruct:lra accuc,•cial para , · ·•lur:i6n del proule

ma d;; diseño de ur.:. !Jial..:fur:,¡a de carga 

Carga 

~ig. 6.6.G fo:j,~r:¡;;lo dr ;.plk:-:;:1,, rld m.:to;,h) de orogramación dinámica 

Supóngase que se empte:r.::t ::ma!h.ando i<'.S columo<:1s; si :.e en~ 
~uentra que la solución mas econónuca 7.on b.s t:olumt~as de con
cre'to, esta solución implica mayor rwso saLte los chnicnt.os que 
d 'producido por las columnas de hierro. Esta solución afecta el 
be.pefido (costo) de todas las ctap<A.'I subsecuentes (En este caso 
los cimientos). Por lo tanto no puede empezarse analizando las 
columnas. 

~Resulta evidente que la estrategia adecuada de solución con
siste en empezar analizando aquella p:.ute del proyecto, que no in
fluye sobre los restantes, en este caso los cimientos. Al igual que 
en la asignación de recursos a tres proyectos industriales en la 
sección S.6.1, posteriormente pueden agruparse las dos últimas 
etapas, columnas y cimiento~, para suboptimizarse posteriormen
te, sin aiet.tar a ninguna otra etapa. 

-Como se ve, el proceso de optimización se realiza en orden in
ve:r:so, primero se estudian los cimientos, después los cimiemoc; en 
combinación con las columnas y finalmente todo el proyecto. Ceo
viene por lo tanto numerar los pasos de solución en este orden, 
tal como aparece en la fig. 6.6.6 o en general como se muestra 
en la figma 6.6.7. n 

R=.~ r1 

a= 1 

fn 

Kn 
Tl1 ---¡;. 

du 

"• Tt - --e 

Xn 

f¡ 

ds 

<~Empiece por aqucll:u partes que no afecta•! 
otras etapas. 

F----·-~ 

~k ~-
X X! Xt 

·- -1 ··~ --¡;. 1' ~ 
~ - ~ 1 
X .,.~ .Xt _ .. l ?, 2 

dt-1 dt 

X! = Xl•l i e:::: 2. 3, . . . T' 

Fig. 6.6. 7 Estn1ctura 3ecuencia! de n p::.sos. 
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wRecuérdese que el beneficio en un problema de valor inicial 
pt;cde expresarse como función del estado inicial x1 y de la va
r¡.<ib!e de decisién d; (ces. 6.6.4) 

·~Si la función beneficio R para todo el problema, es la suma 

de lnE beneficios de cada una de las etapas, se tiene: 

'"recordando la estructura serie del problema que implica 

;;y 1::;, rdación entre la variable de entrada x,, la de salida x1 y la de 
decisi.:Jn d, 

*se ubtiene para la primera etapa de b. serie 

, Por ser la entrada al primero Xt, igual a la salida del segundo 
x2, se tiene : 

pero 

sustituyendo esta 1 elación en la antenor 

y como 

y 

se tiene al sustituir en ~ 6.6.1 O) 

S1guiwóo con e,' . sustitución se obtiene: 

+Obsérvese que esta relación indica que el beneficio r1 asociado 
a la etapa 1 es función solamente de la variable de estado inicial 
y de todas las variables de decisión. Una conclusión' idéntica se 
puede obtener para toda<; las etapas subsecuente..s, por lo ranto 
el beneficio total del proyecto es función exclusiva dei estado ini
cial y de todas las variables de decisión, es decir, 

'*El problema de optimización consiste en encontrar los valores 
de las variables de decisión d1, dz, . . . do q1-1e para un va.k,;.
dado x., del estado inicial maximicen o n1inimicen la función de 
beneficio R de todo el proyecto. 

0 Deneficio de la etapa i'sima: 

0Par:~ beneficios a~i~ÍVC'~: 

n 
R == L r1 (li,· d¡) 

i= 1 

"Como la estructura es serie 

x1 :: xt-1 i = 2,3,, •. , n 

0 relaci6n entrada -- ~alida 

X¡ = T, (X¡, d.} 

'llra. etapa 

r1 = r1 (x1, d1 ) 

X¡: i:,: 

rt = rl (i2, dl) 

J, •• 

(6.6.7) 

( &.6.9) 

(6.6 2) 

(6.6.10) 

.. El beneficio total depende del estado inic1al 
y de las variables de decisión. 

(6.6.12} 

,.Encuentre d1, d::, •.. , .deo ' . 
que optimice el beneficio total R, d:~do el es
tado inicial x.,. 



Analícese ahora el problem~ empezando con la ~:-., ~~1pa. 

Para esta etapa, sea f. el máximo (o mÍ>1in10) rl~ la función 
~end~cio. 

··']{ara cada valor posible de Xt, la función hendido tiene un 
vt~br óptimo, que se encuentra optimizando e>'l:a fundón con rela
di)n, a la variable de decisión d,, e<> decir 

~si se considera a continuac:ich 1a c;egunda ~tapu su beneficio 
~~-IJ~á: 

~ ;' el óptimo será: 

~El beneficio óptimo de la primera etapa ya ha sido calcuudo 
en ( 6.6.13) y por lo tanto se ti<:!ne como beneficio óptimo de la 
priniera y segunda etapas combinadas, por el principio de optima
lidad: 

,,.N~tesc que en esta segunda etapa ya solamente es necesario 
buscar el óptimo con respecto a d2. 

*Ppr !J. conexión :.erie entre etapas se tiene 

y por la transfonnacion que ejerce la segunda etapa 

Sustituyendo en ( 6.6.14) 

*El beneficio óptimo de la primera y segunda etapas combina
das es por tanto: 

*Procediendo con este razonamiento se llega a la n'sima y úl
tima etapa y se obtiene una relación similar p:~.ra el beneficio

1 

óptimo. 

*Toda esta deducción puede por Jo tanto resumirse en las si~ 
,31; "~:ntes ecuaciones de reCJ:rs1ón para el problema de pros'Tama
: ·:m dinámica: 

Progi"amación dinámica .153 

f!(x1 ) = max r1 {x1 , d.) 
d¡ 

<t ?aro la 2da. etapa .. 

<lVaJor óptimo 

máx { {r., tl~) .¡.. r2 (x2, rl.)} 
duda 

0 Deneficio para 1:1 Ira. y 2da . .:lapas. 

(6.6.13) 

mb. (r3 {d3, x3 ) + f1 {x1)} (6.6.14) 
d:¡ 

0 S6Io se busca el óptimo respecto a d2• 

°Conexi6n serie 

0 Beneficio óptimo de b Ira. y 2ch. etapas. 

"Para la última etapa. 

f11 (X¡¡) = má..x {rn(x11 , d11 ) + 
du 

f10 •1 ( T n ( X11 ) d,.) ) } 

of6nnula dt> recursión. 

(6.6. 1 5; 
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El problema siguiente ilustra el empleo de L programación 
dinámica. 

-*Supóngase que se de.ea maximizar el btneficio que se obtiene 
de t;n p;ograma de dcs.~rrollo industrial. 

*El proyecto prevé la instalación de un máximo de tres ir:dus~ 
trias d;fercntes. El beneficio que se obtiene de cada industria de~ 
pend~· del nivel de inversión en las mismc1s. *Sea Xt el nivel de 
inver5ión en la i'sima industria, y gdx1) el beneficio que se ob
tiene de la misma, si el nivel de inversión en ella es de x¡, Además 
se cuenta con un capital máximo de 3 billones de pesos para el 
Programa. Debido a la naturaíeza de cada Froyccto de inver
sión, ·Jos niveles de inversión sólo pueden ser mt.'tltiplos enteros 
de 1 biilón, de pesos. La figura 6.6.8 y la tabla 6.6.1 muestran 
el beneficio que se obtiene de cada proyecto de acuerdo con el 
nivel de inversión. 

2 

E1{¡¡1¡ = m:ix Q1(x1, d1) 

d, 
i = 1, 2, .. n 

Q1(x1, d1) = r1(x¡, d 1) i = 1 (6.6.16) 

Q1(xt, d1) ::: i, (x,, d1) + Í¡-1 (T1,(x1, ~1,) 
' 

j = 2,!3, ... ti 

Ejemplo 6.6.1. 

UJ\faxími3ación del beneficio. 

0'f1es unidades industriales. 

~x1 nivel de inversión en industria i'sima y 
g, ( x¡) su beneficio. - 1, 1, • ; 

3 

Fig. 6.6.8 Funciones de beneficio Jtl ejer .. plo 6.6.1. 

o 
Tabla 6.6.1 Beneficio de ios proyectos del ejemplo 

6.6.1. 

r Función 
"~ 

!nJustria i de 
1 beneficio t • 'J 3 : L 

g¡ tO) 1 _Q 

g, (1) 3 

g¡ (2) 5 

g, (3) 7 1 6 6 



Solur .. n. 

*Debido a la naturaleza del proyecto, b. fnnción CJbjctivo o 
beneficio total que se obtiene de este pro)"'.Cto es de carácter adi~ 
tl.vo, e.s decir: 

*Además, se tiene la restricción en lo5 f.o o dos de~ 

*Como el orden de nsigr1ación de recursos en este caso e.~ irre
levante puede establecerse cualquier sccuencin. en b serie. Si em
pleamos la del enunciado se ;_i,.;;ne el diagrama de bloque de la 
figura 6.6.9 
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;;Funcí6u de beneficio tot:1l aditiva. 

3 
R ::: ¡ g1(di) 

i::::l 

<:lRestricd6n de fondos 

S > x1 + xa + xJ 

0 L:1 secuencia de asignaci5o es irrelevante. 

<1--~---s:-= 

R = 1!'¡ -}o r~ + r3 

Comb variable de entrada a cada proyectú pue~~te considerarse 
el recurso que queda por asignársele, después de asignados re
cursos a· los anteriores, y como salida lo que queda por asignar, 
una w·7, asignados fondos al mismo. La entrada, al tercero es fijo 
e igual "' 3. Si se tema la decisión de asignar dos billones de pe
sos a este proyecto, es decir, dl = 2, la salida dd tercer bloque :<:~ 
será 1, y el beneficio ra de acuerdo con la tabla 6.6.1 serie de 
4 tal como lo ilust~a la figura 6.6.10 

En este ejemplo, la transformación tiene esta forma simple 
SCt = Xt - d, y las asignaciones de rec~rsos están sometidas a la 
~mitación 

Como la variable que entra a cada bloque es el recurso dispo
nible, se debe tener además que 
es decir, no se puede gastar en un proyecto mis de los recursos 
disponibles. 

recurso icCIIISO 

~ig. 6.6.9 Diagrama de bloque del ejerr..plo 6.6.1. 

Fig. 6.6.10 EJ .• ;,plo de 'l'ign~<ión de recurso~ :¡i 
proyecto 1 

"• 



~La :funrii9n ·de beneficio rs (xs, d1) en este caso solamente de-
, l<l ,, l( ) ' 

pende ,ae lla taecisión que se tome, es decir: 
J ... r .L J •• : • ' 

~~a !í~w.mia de rccursión para la solución del problema es 

En <este u:aso la · transform::tción es: 
\ ,, t,,, 

SusFt'Q~~ndo en la relación ( 6.6.17) se obtiene 

·l~Rc..:.ordando que para i ''" 1 la función 6ptima de herwfi
c!o .e:,: 

<;on !1~ ~ir~ portante restricción señalada de que 

'P:uede restablecerse por lo .taf1to la tabla 6.6.2 para el cálculo 
de Jla :función de .beneficio óptima del ler. proyecto. 

o función de beneficio 

6 F6rmula de ·rccursi6r" 

•Para el lcr. proyecto. 

f1 (x10 ) = máx g;(a1l) 
.dl '" ' 

Tabla 6.6.2 As1gnación de recUJsos a •la ctupa l. 

Valor de Posibles valores Beneficio 
X1 de d, gt (d¡) 

dt ~ Xt 

o o o 

'1 
o o 
1 3 

o o 
2 1 3 

2 4 
- . o o 

3 
1 3 
2 4 

. 
3 'J 

' 

~Para :la segunda etapa la fórmula de recursión establece: 

' •Este máximo t<tmbién tiene que encontr;:use para todos los va-
lo~es _posibles de x:. La tabla 6.6.3 ilu:.tra cómo se obtiene esta 
sc~c de ,miximos para los diversos \a lores de :.xz. -k Nótese adc
m~ que tanto en la tabla anterior como· en ésta, se anotan los 
valores de las variables de decisión que llevan al beneficio óp
ti.nlo. 

!' 

Beneficio Valor ·.de l óptimo d -t:· " 1 

fs (XI) que produ~e él óp. -----
o o - -~--

3 1 

--

4· 2 
! 

' 
_,-

' 

7 ~3 

_j 
- - " 

<~Anott! el valor de las vaiiabies de ·.de.:isi.~n 
"6ptimas". 

_\¡. 1! 



\ 

. 
}'inslmente para la etapa 3 se tiene 

.En h. tabla 6.6.4 se resumen Jos valores de esta ttapa. 

Valor de 

:Ita 

1 

2 
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Beneficio 1 

óptimo 

t:¡("2) 

5 

--------. 

1 

Val. devar. 

de deCll. que 

prod. el ópt. 

l 
2 4 o o o 4 1 

1----¡----,-----¡¡----.¡-----t----+----t--·+---+---'--il 
f-'-- o o 3 7 3 1 

3 

Valor de 

Xa 

_, -

o 

-1 

2 

3 -
.. 

t 2 2 4 2 6 3 o 1 

2 4 1 3 1 7 7 . 1 2 
3 6 o o o 6 ! 

1'abb 6.6.4 Asignaci6n de recursos a In etapa' 3. 

DiferenciJ_ llcneficio opt. Posibles: Beneficio Valores 

valores de la etapa :¡¡3 - d3 de las ets. ants. dl<l yd!!~ 

ded3 8¡¡ (d3) f2(lt3-dl) que prod. 

da~ x3 (Tabla 6.6.3) f2(x;rd3 ) 

d<! 
1 

d.¡¡ 
2 . 

.o o o o o o 
o o 1 3 1 o 
1 3 o o . o o 
o o 2 5 1 1 
1 3 1 3 1 ' o 
2 5 o o o o 

o o 3 7 1 o 
3 2 

1 3 2 5 1 1 
2 5 1 3 1 o 
3 6 o o o o 

Beneficio 

acwnulado 

Qs(~, da)j 

1 
1 

o 
3 
3 

5 
6 
5 

-, 
8 __ 

8 
6 

--~·¡ 

1 :Beneficio ~--~atores variables 

óptimo d¡,~<, d3 ill- y da"' que 

! f-¡(:{3) prod. el beneficio 

óptimo 

~i{r d <! 
2 

o o o 

3 -F=R- o 
o ---

6 ] o 

1 

8 
J 1 1 --1-¡-· o 

--·---- L 

e "" 3 

o 
o 
1 -

1 

1 
2 

! 
¡ 
1 
¡ 

--¡ 

i 
--~¡ 

1 
j 

! 
' ! 

.. --i 
1 

j 

•• ., 
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~f~f~J~tti~a tabla 6.6.4 permite concluir que el beneficio óp
timo· qu-e -se obtiene dentro de los límites de los recursos disponible'i 

\ • .-- ',_ .._.l..,.,f•C r•v , 

x;_ :$ :~ · ~- p~ 8. El beneficio de 8 se obtiene asignando recursos 
de las;aos~maneras que muestra la figura 6.6.11. 

:!~_--, ~,__~1:_1-, ~ 

,r ~' .t .-. 

R = 8 

3 .;......._.,-

R =8 
H. 
3 

"Beneficio óptimo. 

1 2 
2 

o ·-

o 1 
3 2 

Fig. 6.6.11 Asignación óptima de recursos al proyecto del ejemplo 6.6.1 
1 ·~ ' 

pbsérvese que en este caso existen dos estrategias de asigna
ció_n de recursos que llevan al mismo beneficio de B, dentro de la 
linütación X3 < 3 ó dt + da + da ~ 3. La tabla 6.6.5 resume 
lo~ resultados de este problema. 

f,Para aclarar la razón por la cual la programac10n din.1mica 
es \ma· técnica enumerativa y por la cual el principio de optimalidad 
reqpce el ~úmero de alternativas entre las que hay que buscar el 
máximo, se procede a continuación a ilustrar la solución de e.ste 
prq~le~a empleando árboles de derisioncs, como los empleados 
en la sección 1.3.9. 

l'. 

~mpezando asignando recursos al proyecto 1, se tienen la-; alter· 

Tabla 6.6.5 Estrategias 6ptima's de im·ersión en el 
proyecto del ejempló 6.6.1. 

·'¡ 

Proyecto 
Asignación ~~-

recursos · ; · Beneficio 

1 
3 

+ , ..... ....-.., _,._ --- ' - • --

2 ~~~~~:.o;. ' 

"--! ~--·· o· o 

3 
3 

2 ; . 
\ ~ 

5 

flendicio tOt:li. j -.' 
10 

*El principi? de optimn!i~~~I~~~~~ ~{número 
de alternauvJs a explorar. · ' , · · -

- : .. ·- • ~ 1 ( 



tJativ:- .• nostradas en la figura 6.6. 12. La cantidad ¿t:u:ro de los 
"IC~f1dos indica el beneficio que se ha obtrn!do sig-uiendo las asigna
.¡;it';,nes de recursos asociadas a los segmen~os dt: recta de! nodo en 
,;¡,¡,esiión ha-;ta el origen del diagrama. El símbolo gt(d,) rcpre· 
~<;m::.: el beneficio que se obtiene al asignar d, recursos a! pro· 
''11-'- •• ~{C 

La asignación de recursos al segundo pwyectrJ, depende de la 
que ya se asignó al primero. Si por ejemplo al 1 cr. proyecto se /e 
asigna 1 unidad y se obtiene un beneficio de 3, al segundo pro .. 
yecto solamente pueden asignárseic O, 1 ó 2 unidade'5 sin exced<·rse 
de los recursos totales de 3. Los beneficios totales que se obtienen 
después de estas posibles asignaciones al segundo proyecto apare
cen en la figura 6.6.13 

Siguiendo con el método expuesto, se puede construir el árbol 
de asignación de recursos para todo el proyecto. Este árbol se 
muestra en la figura 6.6.14. 
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Asienaci6n 
de recunos 

al 1 er proyecto 

Fig. 6.6.12 Arbol de o:"mbinacioneJ rJara la asig· 
nacién de 3 unidades al ler. proyecto 
del ejempk' 6.6.1. 

Fig. t..í.. i 3 Arbol con algunas po~ibles asignaci': · 
ncs de recurso~ al 2do. pro~ecto. 
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ft• 6.6 14 Arboi de todas .d.S posibles combinaciones de 3 u~ida.des de recursos a 3 proyecto,, 



' 
1' -~ 

' '' 

.&¡te árbol muestra de inmediato las dos estratema,c; 6-:::rimas que 
/! b.. ... 

3.pa{ecen r.n la figura 6.6.15 

El árbol de decisiones de la figura 6.6:14 enumera todas las 
posibles alternativas del prcrecto, y ,constituye un mécodo de fuer
za bruta. 'i A continuación se señala cómo la programación diná
mica refina este método r~duciendo el púmcro de ' alternativas 

- 1 

entre las que se tiene que buscar el máximo. 

*Recuérdese que el prrceso empieza en la primera etapa seña
lando que la función de beneficio es: 

*y para la segunda etapa se tiene: 

Esta fórmula indica que no es necesario buscar ¡;~ óptiruo bc
n~icio que se obtiene al asignar recursos a los prop.::ctos. ·¡ y 2 
buscando entre todos los posibles valores de los beneficios de la!! 
etapas 1 y 2, sino solamente entre las posibles combinaciones d~ 
b~neficios de dos con beneficios óptimo<; de la primera etaoa. 

Finalmente para la últil::1a etapa se tiene: 

*Igualmente el beneficio óptimo no se busca entre las posicles 
combinaciones de beneficios de la primera, segunda y tercera eta
pas, sino simplemente entre las combinaciones de beneficios de la 
úl~ma etapa y del óptimo de las dos anteriores. Esta estrategia 
de búsqueda, resulta~o del principio de optimalidad, reduce el 
nú¡nero de alternativas entre las que hay que buscar el óptimo. 
La$ figuras 6.6. 1 6 a, b, e, ilustran cómo se eliminan alternativas 
de 1acut'rdo con la descripción anterior. 

ifPifoga'f!!Jmaciáus dinámica 36.1 

fl[í. 6.6.15 Asign<Aci6n 6ptima de recursos al pro
ycct'::- dd fJ..:mplo 6.6.1. 

0 La programad6n dinámica rctiuce ·las alter· 
narivas entre Jaq que se busca el óptilro. 

°Funci6n de beneficio para la 1 rn. etapa: 

f 1(x1 ) = má.x g1(d¡) 
dl 

0 Para la 2da. etapa 

f2(x2) = mh {(g!l (d2) + í1\,t2 - d2)} 
d2 

,.Se busca entre los beneficios de una .::~;,pa y 
el óptimo de la combin:>r·ión de las anterio
res. 
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1 

' Eh minado 

Fig. 6.6.16 a Asignación de una unidad de recurso 
en 2 etapas. 

g,(2) = 4 

\ 
t 

Fig. 6.6.16 b Asignación de 2 'Unid01de~ de recur· 
so en dos etapas. 



!.~ eliminación de estas alternativas rcd:1ce la bqsqueda a los 
casos que muestra el árbol de la figura 6.6.1 7 co11 trazo grueso. 
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1 
=4 

--o --0 
Fig. 6.6.16 r Asignación de 3 uujdades de recur

no en 3 etapl\:1.. 

1 
1 
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Fig. 6.6.1 7 Reduce;¿ .. i!P: :¡,Jtemativaa a explorar. 
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*La figura 6.6.14. muestra que este prcblema tiene 20 posibles 
ahernativas. Si se emplea una bú-;queda dircc~il. es ncct>sario bus~ 

. ear entre estas po,ibles alternativas, para las cuaks debe co
t.-ocerse la combinación de decisionef> que llevan ~ cada. una de 
di~t:, como ilustra la figura 6.6.18 para un<:! de el~as. 

º E•isqucda. directa: 

20 altera11 ivns: 

f'rogramaci61< dinánúc:1: 
8 alternativas 

(~ 1 ""g,(3) 

. ~ 
1 '·~-·~ . "" 

/gs{O/ •. .-' -----v 
d''t =o 

Fig. 6.6.18 Secuencia de decisiones que llevan a un beneficio detennin<Lclo. 

Como es:.,~ problemas tienen en general muchas más alterna~ 

tivas que las que se presentan en este ejempio y más etapas d.: 
decisión, el método cnumerath'o directo requería de una gran canti
dad de operaciones y de conservar en la memoria una gran cantidad 
de información: todas !as posibles secuencias de la variable di! 
decisión entre otros datos. La programación dinámica, al redu
cir el número <;le alternativas entte las que hay que buscar d 
6ptii:J1o, disminuye los tiempos de computación y los requc.rimien
tos ele memoria. A pesar de ello, uno de los factores que ha 
limita9o la aplicación de este método es precisamente el re'iueri
miento de memoria que se necesita. En el capítulo. 11 de la ref. 1 
el lector puede encontrar una presentación formal sobre el pro
blema de reducción dei esfuerzo computacional entre la búsqueda 
directa y la programación dinámica. 

La solución de un problema de asignación de recursos con un 
número mayor de etapas que e1 del ejemplo o 6.6.1 . puede en
contrarse empleando el programa Al8 del apéndice A. Este pro
grama requiere de los siguientes datos: 

a} Número de industri::~• 
b) Monto de !.< invcrsió:-1 
e) Funciones de bf'l"!eficio de c,Jda mdu.stna. 
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,.;')U!ta.C,::¡ , 
El J".:sultado de este programa aparece en la tabla 6.6.6. 

,:}· t ~ de :- ~' 
.r\_n!~ g~ continyar debe hace~:se notar que eu cada etapa de la 

sohJ}-lÓn" -~~ !lecs(j_c~rio encontrar un máximo {o mínimo). Para 
encqr¡.tr~rlo: de a~u.erdo con el tipo de problema se aplica alguna 
de ~as t(cnicas ~XJ?I,lCS!as en las ?eccion~ anteriores de este capi· 
tul"'f o bien una búsaueda del tipo introducido en bs secciones - . . 
3.5.2 ó 3.5.3. 

1 1'~ 

6.6.4 Redes de transporte 
J 

'Qna aplicación importante de la programación di~ámica es la 
det~trminnción de rutas más largas o más cortas en redes de trans- . 
po~te entre dos localidades. En esta sección se ilustra este problema. 

~La figura 6.6. l 9 ilustra l"s posibles n1tas entre una localidad 
V Y. dos_ puertos de un litoral. Supónga5e que bs poblaciones inter
medias .~on de tres tipos, cercanas a b localidad, cercanas al lito
ral¿ e intermedias, agrupadas como muestra la figura 6.6.19. 

~os números asociados a las carreteras indican su longitud. Se 
trata de obtener la ru'ta más corta entre la población V y el litoral. 

Poblaciones 
cercanas 

_i:~i:'ft2: 

Tabla 6.6.6 Resultados del programa A11l para 
el ejemplo 6.6.1. · 

fJ ~t.~.:· 

LOS RESULTADOS OBTENIDOS SOI\'h (LOS:VAlO~~S CE 
lA MATRIZ, CORRESPONDeN A {,AS_• INY~J?)ONES NE· 

CESARlAS A EFECTUAl\ EN CADA JNOlJSTRIA! 

;t'••' 1 '. 

BENEFICIO 

-· --1· . 2 . 3 
~ . 

-----..---.------~----
o o 
3· ), 

•> o 
6 
S 
8 

Ejemplo 6.6.2 
~~ t• ' ' • 

o 
o 
o 
o 
1 
o 

o 
o 

2 

t>Posiblcs rutas del litoral al interior. 

Poblaciones 
antermed1as 

Pobl~;ciones 
lejanas 

• PaLiaciones 
del litoral 

. ~t.en"S~ .. 
Fig. 6.6.19 Red de c:uninu) entre la localidad V y puerto! de un lite>; .d 
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:;Para resolver todo problema couvicm· intrcduá: un::~. uota~ 

dbn adecuada. Designemos con di,J,k con la de.:i~i5,t de ir de 
:.'' ~nblación i del grupo k~i, a h pobl:tdón j 'id grl.lpo k . .,;.(:;¡da 
._·,r~rí;:~ble de estado de entrad::. 1Ck indk:. de qué pobbción de la 
;r,-;ox!':'. anierior viene la carretera, y la \'ariable dr~ salida Xk indica 
~~"''c.!;1 qué población de la zona s.igu)-:ntc vr.. la carretera. 

·Z;:on esta nomenclatura se puerle empezar '"" resolver cl pro
~-=Út.;.~rla. 

·'fP~ra la 1 ra. et~pa, o sta la mr'l •:ntrc d lhor<J! y 1a.g pobla
.donl!s lejanas se tieP.: como óptimo d;:; b. bl1d6n objetivo: 

La ,. Jla 6.6. 7 n:oume los resultados para encontrar el 6ptimo. 
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Oecisil'lra 
di.J,lt 

Gw¡¡o 
~-l 

1 

'Grupo 
K 
1 

1 

1 

1 

!}Del Utoral a la'! p•)b¡:\cioncs lejanas 

f1 (x1 ) = min {t 1 (x1 , d1 )} 

d~ 

T:>.bla 6.6.7 Obtención del beneficio óptimo en la lrn. etapa. 

....... ---- -!"--
!Población Indices de la Longitud Pobhci6n Optimo 

~nterior 1 ra. decisión del siguiente fl(xl) 

camino r1 i! ' x, 

r Ilt 
1 1 1 6 1 6 

2 l i 5 1 5 n~ 22 1 7 2 

H3 32 1 3 2=r-;--·» 
- ----

Para la comunicación emre las poblaciones Iejan;.w y las inter
me~as, etapa 2, se tiene: 

'"Entre poblaciones !d:Jt,;:s e intcrmedJas. 

f2 (xg) :: min { rdx2, el!,) · 1- f¡ (x2, d2 ) } 

d~ Estos valores se resumen en la tabla 6.6.!1 

Población 

anterior 

Tabla 6.6.fl Obtención del beneficio óptimo en 2 ctapn~. 

2da.dccisi6n r8 x,:-:i:! f1 (X¡). r2 +f1 f:(~) 1 óptimas ¡ 
Indicesd._c_la-...--L-ong;!ud 1 1

1 

Optiroo ¡-·---~D;~J;~nes ~ 

1 . ' ' 1 d¡<l dll-G _j 

~----II-11 __ _,__!_~-~·--+---~--~r¡ ~ 1---T---+----a_ -_Gr;;·~ --1 ~-J 
111 2 2 2 2 2 j 5 : 7 6 1 ji 2 3 2 ¡' 

~ ~-----2 3_2-=-~:~·=3==+-r -__ -_2ry,3 ______ --~-ll ~3~-c.-__ .867__ -

II!l ; ~ ~ ; __::_ - . " L __ 7 ] __ : ! ~~:~_2_j 
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~Para la etapa 3 la fórmula para determinar el .beneficio es: 

La búsqueda en este óptimo se resume en la tabla 6.6.9 

, •Entre poblaciones intermedias y cercanas 

fl(x3 ) = min {r3(x3, d3) + f2{xJ, d3)} 
d, 

Tabla 6.6.9 Obtención del beneficio óptimo en 3 etapas. 

f?obl..ac:ión 1 ndices de la Longitud 

.u;terio: 3ra. decisión r, X:¡= "-a f2( lt3) r3+f2 

"'t 

! 1 1 3 7 1 8 

~ 
IV1 

1 2 3 5 2 6 

IVz 2 3 3 6 3 7 
l -· 

*Finalmente para elegir las rutas entre la lra. ]ocalidad y las 
pobla•:iones cercanas se tiene: 

Pa..-a encontrar este mínimo se realizan los cálculos que apare
cen en la tabla 6.6. 1 O 

15 
11 

13 

Optimo ~on"Dpt;= . __ _¡ 
valor 

f3 (x3 ) dne dm_:J 
11 3~1 232 123 

13 211 322 233 

tt Tramo final 

f,(x.) = min {r4 (x 4, d,) + f3(x3 , d3 )} 

d, 

1 
' 

1 

Tabla 6.6.10 Obtenci6n del beneficio óptimo en 4 etapas. 

:Ppblaci6n J ndiccs de la Longitud ·Valor 

anterior 4a. decisión r4 x3 :x4 fa(xa) r1 +f3 6ptimo 

x .. r. (x.) 

l 1 l 3 8 1 11 19 17 x, 
1 2 3 8 2 13 21 21 

De esta última tabla se concluye que el camino de núnima lon
gitud entre los puestos del litoral y la población V tiene una 
longitud de 17 a lo largo de la ruta 114, 123, 232 y 321, mar
cada con trazo grueso en la figura 6.6.18. 

El lector interesado en profundizar sobre este tema puede con
sultar las rcfs. 1, 2, 5, 8 y 9. Los problemas 16 a 19 de la sección 
6.8 ilustran diferentes aplicaciones de este método. 

6.7. RUTA CRITICA 
P. 7.1 introducción 

En las diferentes fases de un proyccw, desde' la planeación dd 
programa hasta el retiro es necesario ejccut:tr con una secuencia 
lógic:t y a tra\'és del tir.mpo una serie de *actividades que pueden 
algunas ejecutarse en paralelo, o sea simuháne:unente, mient¡ras 
que otras tienen que realizarse en serie, es decir, no se puede ini
ciar una actividad :mtes de haber tenr.inado la anterior. En' la 
f~.se de construcción de un edificio, no puede iniciarse el mon
taje de la estructura si ésta es de acero, o su colado, si éste es de 

Decisiones 6ptimas 

d¡• drr* dmo d i! IV ¡ 

321 232 123 ll ~ 
211 322 233 123 

*Actividades sin1ultánc:~s ó en paf<llclo y acm·¡. 
dadcs secuenciales ó serie. 



c-::u.:.reto, si no st: han terminado los ctm¡entas. En la fabrica~ 
dñr; Ge un coche, no se puede pmced!.!r a armmlo, si no se cur~n
t<i wn la carrocería, el motor, etc. Estas r.ctÍ\ id,,des se tienen que 
a:alLar secuencialmente. Por otra parte la fabricación .del motor 
\' d twquelado de las carrocerías puede rcafua.rse simultánea~ 
,;,;,;t;~-c. E~ta orden de ejecución de :v;tivid.J.de.·> en un pro)Ct i.o 
}"·H;~h: repre;;entaf'ie mediante redes. E<>ta-; redes permiten deter·· 
~'P.ir:ar fundamentalmente: 

:Sxisten dos métodos para controbr h ~·)i"t:~.;t;C:.n de- proyectos: 

*Como los dos métodos son muy !'limilares, por eso solamente se 
estudia el de la ruta crítica ( CPM). Si se conoce uno de ellos, pue
de corpprender<=e fácilmente el otro. 

~: éo;-ttinuación se describe cómo se establece la red de activi
da~~ c;le un proyecto, que sirve como hase a estos métodos. 

6.7.2 }tcd U.c actividades 

• ' 1 

~Esta red es una gráfica con nodos, representados mediante 
drfulps, y unidos mediante segmentos dirigidos. Los nodos repre
seqtari actividades y eventos, y íos segmentos dirigidos la relación 
entre· los e\ en tos y las actividades. 

,. ' 

L~ relación entre eventos y actividades es la siguiente: 

~C~m objeto de tener redes col'\ un solo nodo inicia\ y termm;:i 
s:: inc;luyen estas gráficas, dos nodos ficticios, que representan ac
tividades con cero tiempo de duración, que son el nodo inicial y 
el 'nodo tenninal. Estos dos nodos son los únicos de la gráfica 

\' ~ 

qu~. rlamente, o preceden a toda otra acth idad del proyecto 

Ruta critica. 369 

a) La secuencia tcmp01.1i de las acuddades. 

b) El tiempo de tcrminao.:i6n de cada acti\ 1dad 
y de todo el pmyecto. 

r.:) Las activid:~de'o cti.icas, que si no se e¡eet:
tar. dentro del tic:n:;:n ~)revisto, pueden rcuo.~
sa.· t<:dc :-l Fr"yecto. 

d) l.a asignación Ók-Hi.ma rle recursos. 

2.) Método de la rula , rítica ( CP:\f). 
b) Evaluación de p;c-grama y técnica de rc

vi.>i6n (PER1 ). 

eRuta crítica (CP!\1), 

o Red: 

nodos (actividades) mudos e~,. o~gmentos di
ugidos. (Secuencia 1cmporal) 

l. Una actividad o ~.vento pude realizarse tanto 
..en forma paralela con ou·a acti\ 1d::~d como .·n 
forma secuencial. 

2. Toda actividad o evenco, cxct'pmando el pri
mero, está precedido poc una o vanas activi
dades. 

3. Toda actividad v evento, exceptuando el ú!ti· 
mo, precede ~ una o vanas acth'idades. 

0Nodos ficticios: Nodo inic i:1l y fil)do í.nal. 
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o están precedidos por todas las actividades restantes dl! la grá
fica, tal ¡como~ muestra la figura 6. 7.1 

, , -~ 1 T ' 

Para construir la gráfica de actividades cs necesario listar é.'l· 
bs1 indicando su relación con otras actividades y el tiempo que 
toma ejecutarlas tal como aparece en el ejemplo 6.7.1. 

Con este ejemplo se ilustra la construcción de la gráfica de 
actiVidades de un proyecto. 

Con objeto de familiarizar a los lectores en el método de la ruta 
crítica se ha escogido un ejemplo, que no requiere para su com
prensión de conocimientos en una especialidad. Tanto las activi
,dades importantes del proyecto como su secuenciación se han 
seleccionado fundamentalmente para ilustrar aspectos importan
tes del método, tratando, sin embargo, de ser lo más reali~ta po
sible. 

El constructor señala que para la construcción de una peque
ña casa es necesario realizar después de obtenidos los permisos 
y licencias de construcción necesarias, bs siguientes actividades 
que •se enumeran en la tabla 6. 7 .l. Estas actividades han sido 
.':s~:_:nadas con letras. Se incluyen además en la tabla la duración 
en semanas de cada actividad, tomando en cuenta las limitaciones 
naturales y del personal, su relación con otras acti,.ridades y cómo 
el dueño desea conocer los pagos ·que debe hacer cada seman'a al 
constructor, el costo de cada una de ellas. Si una actividad dura 
varias semanas, su monto se supone que se cubre semanalmente 
por .Partes no necesariamente iguales. 

Se de.<~ea estableeer un diagrama de actividades de esta obra. 

A continuación se señalan con detalle los pasos que se siguen 
para trazar el diagrWl~' g~ actividades. 

Fig. 6.1.1 Red de activid:~dcs. 

Ejempll) 6.7.1. 

Solución: 



. 
Tabb 6.7.1 Li>U! de r,.;:;;~ir~~des dd cje··~¡:lo f5.7.l 

OBSERVACIQj..;Es ~--·~·~T~l-,1 NOMB;;:--·--T~~~~-~os;;;- --
j· --·-A . Nivelar y rellenar el terreno ---s- ~G.óo-l·-~-r~a.-a-cu..,.:.,-,.¡,-:d:-a-=d-. --------

l B Bardear el terreno 2 $ 20,000.~?-=1-s_c.-eJ-.e-c-u-ta_d_e-sp_u_e~'s-d-::e-A.,...--. ~--
(--e- Construir ciw.ientos -4-- $ 20,000.00 Puede ejecutarse simultáneamente 

j · D Levantamiento ·deiñl.!ros-;7 ---- -----·'-----~----·-- __ c_o_n __ A_. ____ _ 
1 colocado del techo 6 $ 60,000.00 Se ejecuta despu6 de C. 
¡-- E Colocación de tube1;as y -- ¡ -----·-

¡ alambrado de la im:,<>.L r,.;{m rl{rt.¡ 2 ;~ 15,000.00 1 Se ejew~a dr5pués de D y B. ¡' 

¡
! ---:F----1 Colocación de vent·;;;eá<J-. ---- -----~ --:~--~----$-·-g;ooo.oo-l--sec¡ccui~-d;;p-ué.s de D y B y pue-

¡ • '¡ de ejeet>l.:trse simultáneamente co.n
1
1 

........ ~. '""'1.'fl ,, 1 1 1 
l--~--1 . r ,_.' .J ¡ - --- ----- -------~--~--~-·----· ¡ G Aplanado, enyesado y coiwca- 1 1 

ci?n _de mosaicos y muebles sa'" 1 
mtanos. 

1 

2 $ 20,000.00 Se ejecut~~~pués de F y E l 
H - Pintura y detalles en 1o~a&;S- 4 $ 25,000.00 Se ejecuta de<;pués de G y de I. ¡ 

1

1---=¡,..-- Colocación de tierra en d jardín ,-'>--,¡--::$c---:-20=-,-=-c00:-::0-:.0=0- _ s':...e_j_ec_u!~~~c:pués de D~~----~ 
J Colocación de plantas 2 $ 10,000.00 Se ejecuta después de H e l. ! 

*Se empieza trazando tantos nodos como actividades tiene el 0 I 
proyecto, además de dos nod;)S adicim~ales, el imcial y el final. Dibuje nodos 

*El primero conviene traza~·lo a la izquierda de la hoja y el 
segundo a la derecha. El resto conviene distr!buirlo de acuerdo 
aproximadamente con su orden de ejecución. Por ejemplo la ac
\idad A por ~er la primera debe aparecer después del nodo ini

~ 'al, y la B de:.pués de la A, o sea a su derecha y como la activi
·~ C puede realizarse símultánramente con la A, conviene que 
• nodos que. representan a la actividad A y C estén sobre una 

1 '>roa vertical imaginaria, tal como io muestra la figura 6. 7 .2. 

o 
ifllc!o 

0 Nodo inicial a b izqu.ierda y nodo terminal a 
la derecha. 

o 
Fig. 6.7.2 Prime •os nodos en el trazo de tuw r!."Cl d~ actividades. 

Sigllicndo el criterio anterior se termina trazando todos los 
nodos,' tal como aparece en la figura 6.7.3, desde luego que las in-
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die a. ·ones que se han dado sobre la colocación de los nodos en 
la gráfica, sólo son recomendaciones que permiten trazar una 
gráfica. más clara. La relación temporal entre las actividade<;, se 
indica con segmentos de flecha dirigidos, que a continuación 
se anex..1rán a la gráfica. 

0 

o 0 0 
lrliCIO 

0 0 0 

o 
~) 0 

F1n 

0 

0 
Fig. 6.7.3 Diagrama de actividades con to(\os los nodos. 

*LftS ací.1vidades A y C pueden realizarse simultáneamente y 
son las primeras del proyecto. Esta característica se indica median
te las flechas de la figura 6.7.4- que unen a estas dos activida
des. con el nodo inicial. 

Ve acuerdo con la tabla, la. acti\·idad B requiere para imc1arse 
que se haya tem1inado la actividad A. Esta secuencia se indica en " 
el diagrama, como muestra la figura 6.7.5. · 

11 

*Indique las relaciones temporales coa scgnlCfl· 
tos dirigidos. 

Fig. 6. 7.4 Actividades irucialc5. 

!-ig. 6.7.S La actividad B emP,icz.a <.lt:spuét de tt•r· 
minada la acú\'id.1d~ A. 



En forma 'similar c;c traza el rcst(_. de ic~ siguientes dirigidos 
que aparecen en la fig·ura 6. 7 ,6. N6<esc. en e:.ta figura cómo se 
ind.ica en un diagrama de actividades que varias de tst;;,.s (E y f ;· 
requieren para inici.1rse que s•·· hayan tenninndo 'J~i.lS :l'"!Í'Ji

~~<j>d.es ( B y D). Además, siendo ] la última acóidad del proyecto 
·~Jl~<eda unida mediante un segmento dirigido al nodo terminal. UI 

*E:-r: la gráfica 6.7 .6 se muestr:l exclusivamente la n:l.a.ción A.!.ign;v:i6n de valores a. la red. 
í"1~.·¡¡[JOfal entre las actividades. El si¡;toiwtc p;;so es el método de 
le wta crítica, consiste en asignar va!mcs a la red. La siguiente 
sección trata de este tema. 

Fig. 5.7.6 Las :JCtividadcs E y F requieren de la tcmúnaci6n Je ll r D p<~ra iniciarse 

tn la tabla 6. 7.1 aparece el tiempo dt' duración de cada ac
tividad. *En esta sección se estudia cómo se relaciona el tiempo 
de duraci,- de cada actividad con la duración mínima de todo 
el p~oyecto, d,·sde su inicio hasta su terminación. Además, se en
cu~z:¡tran aqueilas actividades que determinan la duración mínima 
de todo el proyecto y cuya iniciación no puede posponerse o cuyo 
tiempo de ejecución no puede atrar;arse sin alargar la duración de 
toda la obra. *Este tipo de activ!d<tdes determinan la llamada 
rut~ crítica del proyecto. Otras actividades no críticas pueden pos~ 
ponerse o alargarse sin afectar la duración del proyecto. Ei mé
todo que se expone a continuación permite determinar la holgura 
que se tiene en la iniciación o duración de ec;tas actividades que 
se tiene en la iniciación o duración de estas actividades no críti:,.ls. 

La duración de cada actividad aparece en el interior de· cada 
no~o, tal como lo muestra la figura 6.7.7 para algunos nodcs de !a 
red· del ejemplo 6.7.1. En este" caso la duración se da. en semanas. 

1 

Determinación de la ntta crítica. 

iiDcterminación del tiempo mínimo de dura
ción del proyecto, 

i!La ruta crítica cst,\ f<<rm:~da por Itct ividado:s 
cuya ¡niciación no ¡h1Lk :.>osponrr~c ni ~u di!·· 
rac16n alargar<;<; sin atr.n<~r el proyecto. 

m ' 

;: ' 

e(/ \o 
Inicio~, -

'y e'\ 

'~) 
Fig. 6.7.7 Durar:cn de l~.'i i>r.ti.:id.des. 
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~una vez; indicada la duración de totlas las actividades en la 
red, se procede a recorrer hacia adelante del nodo inicial al final. 
Durante; esta: fase se determinan los siguientes tiempos asociados 
al proy,ecto.:: 

:Este:.. tiempos se colocu. en unos casilleros con una flecha diri
gida hacia adelante, como los mostrados en la figura 6.7.8 que 
indican_ que fúeron· calculados al recorrer el proyecto del nodo de 
iniciación al de finalización. 

Como el nodo inicial representa 'una actividad ficticia de cero 
duración y representa el inicio del proyecto, en los dos casilleros 
debe aparecer un cero, tal como lo muestra la figura 6.7.9. 

Como las actividades A y C son las primeras del proyecto y 
puedeh ejecutarse simultáneamente, su tiempo más próximo de 
iniciación es O y su tiempo más próximo de terminación es O 
más. la duración de la actividad respectiva, tal como aparece en 
la figura 6. 7.9 en los casilleros de las flechas dirigirlas hacia ade
lante. 

rv 
0 Recorrido de la red hacia adelante. 

a) El tiempo más próxim~ de_ iniciación (EST} 
de una actividad es lo máS pronto que pue· 
de iniciarse 1ma actividad;. ' 

h) Ei tiempo más próximo· de terminación 
(El--f) de una actividad esdo más temprano 
que puede terminarse. Es.ig\]ahal.tiempo más -
pr6ximo de iniciación (ESJi)· más la dura· 
ci6n (D) de la actividad. ES, decir: 

EFT=EST+D 

Tiempo mh 
próximo de 
iniciación 

EST 

T1empo más, 
próx1mo de, 

termmac1ón 
EFT 

(6.7.1) 

Fig. 6.7.8 Casilleros pa~a indi~ar tiempos más pró· 
ximus de iniciación y tenninación. 

Fig. 6.7.9 Detenninación de los¡ tiempos m.lis ptÓ· 
ximos de iniciación y,, terminación. 



Cerno la< . .1ctividades B y- D no ~-equieren más q~e ó:: la ter· 
mbación de A y C respectivamente, su tiempo más próximo ce 
ff.nL:ia.dón es igual al más próximo 4c tenninación de la actividad. 
que le precede, tal como muestra la. f:gura 6. 7 .9. 

:81 cálculo de tiempos más pr6:~d ... '!i05 p:rr;: !as activi,dades E y .F 
requiere del siguiente razonamiento. Nóte:oe que las actividades 
1\;qukren para iniciarse, que se hayan tenriinado antes más de 
\mil actividad. Es decir, tienen Más Je una actividad que las pre
t\!¿e inmediatamente. A la actividad E la ·¡;rec ... len ia B y la D. 
Sn estos casos el tiempo más prfs;rr;n de iniciación e.o; if:".ml al 
~~'''Pú más próximo de terminaci611 rm.b~~mo de l<:.s actividades qut
i~J preceden. Es decir: 

Aplicando este criterio a la acth-irfad E se .:.ienen los ft."',)L!liados 
mostrados en la figura 6.7.10 

Procediendo en forma similar para el resto de los nodos o ac
tividades se obtienen todos los tiempos más próximos de iniciadón 
y terminación que aparecen en la figura 6. 7 .11. 

'Ji'ieJll~ .r;,á!;, prÓ:ÚMQ :..ie iniciación = Máxi
, mo tiempo más próximo de termimción de acti

vi:cla~~ ¿:recedent!:'.l. 

CD 
,Q)--

EH :le By 11 
5 y 10 :¡;,. 
m~XIIYIO: 10 

Fig. 6.7.10 Cálculo (lcl tic.'!lpo más próximo <k 
iniciación en :ltÜvidades precedidal por 
w-.riaz otr;;,:;, 
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• l 

J.'ig. 6. 7.11. Términcis moí.s próximos de iniciación y terminación del proyecto. 

V 
*Una vez recorrida la red en sentido directo del nodo inicial r •Recorrido de la red hacia atrás. 

al nodo terminal y determinados los tiempo'> más próximos de ini-
ciación y terminación, es necesario recorrer la red en sentido in-
verso, del nodo de terminación al nodo de iniciación. Durante ~te 
recorrido se determinan los siguientes tiempos. 

E-,tos tiempos se colocan en unos casilleros adyacem s con una 
flecha dirigida hacia atrás, que indica que fueron calculados al re
correr el pro~ ertn desde el nodo terminal al nodo inicial, como 
muestra la f1gL. ·' IJ. 7.12 

a). El tiempo más lejano de terminación (LFT) 
es el tiempo lejano en el que puede terminar
se una actividad sin retrasar ninguna otr:~ 
actividad. 

b). El tiempo más le;ano de iniciación (LST~ 
es el tiempo más lejano en el que puede ini
ciarse una actividad sm atrasar ninguna 011:1. 

Es igual al tiempo más lejano de ternunación 
de una actividad (LFT) menps su duración, 
es decir: 

LST =LIT- D 

T1empo mb 
lejano de 
in1C1ac1ón 

LST 

' (6.7.2) 

T•empo masl 
le¡ano de 

lerm•natiOI1 
LFT 

Fig. 6.7.12 Casilleros para indicar tiempo mi> le· 
jano de iniciaciór. y terminación. 



Empezando con recorrer la red desdr d nodo terminal, si el prom 
yecto no debe sufrir retardo, entonces los t~empos mi-; próximo:> 
d<t terminación y más lejano de terminación dd nodo tennina1 de
~X!'~ ser iguales, tal como muestra la figura 6.7 .13 Con la duración 
de l::a activioad asociada a este nodo terminal ficticio es nula, los 
tie:npos más lejanos de iniciación y terminación son iguales. 

Procediendo ell el sentidu inverso de recorrido se llega al nodo . 
J. El tiempo más lejano de terminación de este nodo debe ser 20 
también, ya que de otra manera se atrasa el proyecto, y como la 
duración de la actividad es 2, el tiempo más lejano de iniciación 
es de 20-2 = 18, tal como muestra la figura 6.7.14. 

Continuando con el recorrido se nota como muestra la figura ; 
6. 7 .15, que la actividad H precede sólo a la actividad ). 

Para que las actividades posteriores a H, en este caso sólo J no 
sufra atraso, ninguna de las actividades precedente<; debe tcrmi-

Fig. 6.7.13 Inicb.ci61"1 de los cálculos de tiempo 
más lejano de terminación e iniciación 

fig. 6.7.B Cálculo de ticrnp•:,} w;i¡ lejano de inicia· 
ción y tcnninaci6n. 



... 

378 Optimización 

nar.>c después- del tiempo más lejano de iniciación 'de J, por lo 
tanto el diagrama se continúa como muestra la figura 6.7.15. 

Para la actividad 1 se observa que precede a la H y la J. Para 
que ninguna de estas últimas sufra atraso, el tiempo máximo de 
terminación de J, debe ser igual al mínimo tiempo más lejano 
de iniciación de las actividades inmediatas, para el caso de la ac
tividad I, estos cálculos se muestran en la figura 6.7.16. 

En forma similar se conti11Úa hasta obtener la gráfica completa 
de la red que aparece en la figura 6. 7.17. 

~,.....-.l 

~~ 
Fig. 6.7.15 Cálculas de tiempo má~ kjnm:¡ de i11i· 

ciaci6n y ternúnaci6n. 

LST de He I 
14 y lB 

mln1mo 14 

H,e 1: actividade~ 
posteriores a J 

~~181-

Fig. 6.7.16 Cálcttlo del tiempo mis lejano de ttr· 
minaci6n. 



· Fig. 6.7.17 GrMir.a con tvc.ios lo~ tiempos de iniciación l' tenniuaci6n del (~j~ir:!plo 6.7.1. 

*Un\a vez Laminada esta gráfica, puede determinarse la llama
da ruta crítica, formada por aquellas actividades cuyo tiempo de 
iniciación o duración no puede prolongarse sin afectar al proyec
to~ Estas acúvidades deben tener su tiempo más próximo de ini
cU!.ción igual al más lejano de iniciación. Es decir: 

En 1. figura 6. 7.17 se nota que las actividades con esta propie
d~d so11 la C, D, E. G, H, J que aparecen en la fig. 6.7.18 

VI 

uneterrni.:mcióu ik la ruta cdtiw.. 

EST.:::: LST. 

al 

~ ~ 

. @I]~ ri'O Q 
~~~~'~€[] 

<@ €[_] '·O 
<(f~ 

Fig. 6.?.18 Ruta crítica del ei.~mplo 6.7.1. 

*Resulta de interés para el constructor dctcnninar cuánto pue
den atrasarse la iniciación de algunas actividades, desde luego hs 
no situadas en la ruta ctitica sin atrasar el proyecto. Este atraso 
recibe el nombre de holgura total. (TF) 

11Holgur" total: 

m5x.imo atra3o posible en actividade.i slü re· 
tardar iod~ el proyc:cto. 
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E:.te inten·alo de tiempo e; i~ual a la diferencia entre los tiem
pos más lejano;; y próximos de iniciación de un proyecto, o entre 
los de terminación, es decir: 

En la tabla 6. 7.2 aparecen las holguras totales de todas las acti
vidades, desde luc=go que las actividades de la ruta crítica tienen 
una holgura n.tla. 

~. 7 A .A.signncióa de Irecursns 

Al plantear el problema del ejemplo 6. 7.1 se mencionó que el 
dueño tiene interés en determinar cuáles son los pagos que debe 
c•·alíu .. r cada semana. 

*Para determinar este calendario de pagos se procede a trazar un 
diagrama de b~tTas como el mostrado en la figura 6.7.19. En el 
eje de las abscisas aparecen las semanas, desde la iniciación del 
proyecto. Las barras horizont;¡les, representan las actividades del 
proyecto, y tienen una longitud ig11al a la duración de la actividad. 
Como d dueño no desea hacer erog:tcione'i antes de lo necesario, 
no conviene empezar ninguna actividad antes de su tiempo más 
lejano de iniciación. Debido a esto se colocan las barras horizon
talmente a partir del tiempo más lejano de iniciación, como mues
tra la figura G.7.19 para la acti\idad A, cuyo tiempo más lejano 
de iniciación es 5 y su duración es de 3 semanas. Además debe in
cluirse en el diagrama información sobre los recursos que se nece
sitan para realizar la actividad. Suponiendo que el interés esté 
enfocado en los recursos económicos necesarios, en cada semana 
debe aparecer la erogación que tiene que realizarse. Para la acti
vidad 9, cuyo costo es de $ 40,000 y tiene una duración de 3 sema
nas, se estima que semanalmente se requieren $ 13,333. Esta iufur
mación aparece en el diagrama de la fig. 6. 7.19. 

Para la actividad B, el tiempo má:. lcj,,no de iniciación es de 8, 
su costo es de $ 20,000 y sn duración tle 2 semanas. Se estima que: 
la erogación semanal e-; de $ 1 0,000.00, t:tl como aparece en la 
fig1.2ra 6. 7 .20. 

TF = LST- EST 
(6.7.3) 

TF =LIT- EIT 

VII 

*Trazo de un diagrama de barras. 

Tabla 6.7.2 Holguras totales del pwyecto del ejem
plo 6.7.1. 

Activi¿ad llo~gu~a total 

A 5 

B 5 

e o 

D o 

r. o 
F 1 

G o 
11 - o 
1 2 : 

J o 

:Semana 

Fig. 6. 7.19 Diagram:!. de 'bll.J'r.IS con .1~ 
actividad A. 

'~'"'" ........ 



La a¿~ivid.ad C, tiene un tiemp:> más lejano d~ inici:::.ción de O, 
una duración 4, y un costo iota} ilc $ 20,000.00. b. emgación se· 
rnanal para esta actividad-loe c~tirna que ser~ de: $ 6_000, S 6,oo;.t, 
$4,000 y $ 4,000. Esta información también esli contenida en la 
{jg. 6. 7 .20. 

*Debe hacerse notar que este üro Je tH<l.gr::un¿-~ p:.wdc ccmtt'nc-::
información uo sólo sobre recurso-:; er.o,1ómkos, sino tambi61 flt.: 
otl~ índole, como recursos humano:\, muquinad:1, ¡.;te. La can!id:1d 
de recursos c¡ue se emplt>a en cada Hoidad de de'1·1po depende del 
tipc; .de acti\'iclad. En este cjempio 5C \'.stima que las actÍ\'Ídadcs 
A y B requieren de igual cantidad de ilinero, durante cada semana 
de 'SU duración, mientras que la actividad C, requiere de recursos 
no uniformemente distribuidos. 

Siguiendo c.on la metodología expuesta, se termina de comtruir 
el diagrama. El cbg;rama· completo de barras aparece en la fig. 
6.7.21. . 

e 
'~a 

·r--F.:J 
L_l·' 

-.-, .. ¡...,---~·r- 1 "' 
o 4 8 10 

Semana 
fig. 6.1.20 Diat>.<.tLl J:: balTas de la acuddad D. 

~ PH('(kll indil'!lrs.; dífcrentes nece~idades de re
cursos en d di,•;;nMa de barras. 

l 
OOOOC.t'"lMMCl . _;:OOOQ.;:)OOOOJO 
QOOOUMMMOOOOOO~~~~OOIO 
OOOOOmmMOO~~OQNNNNOOO 
W~vVCMMM~~~~QO~~W~QQ~ 

-NMN-- NNN --~ ... 
o 

ó ~ 

Semar.,•s 
figo 6.7.21 .!)ia-:,rama completo de ban'ls del 

proy.~¡o dd ejemplo 6.7.1. 
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Finalmente puede obtenerse de este diagrama el calendario de 
pago~ semanales, simplemente sumando las cantidades que apare
cen en' cada columpa. Este diagrama muestra además qué activi
dades; deben- ejecutarse cada semana. En la semana 10, se ejecutan 
las, acti\;idades B y D, que requieren de $ 10,000 y 5,000 respec
tivamente:. Por lo tanto esta semana se necesitan $ 15,000.00 del 
n·curso dintro, tal ccmo muestra la fig. 6.7.2~. 

Desde luego que en proyectos de mayor envergadura que la cons
trucción de una casa, es necesario recurrir a la computadora digital 
para encontrar tiempos más próximoo; y lejanos, holguras, ruta 
crítica y distribución de recursos. En el apéndice A, el programa 
No. 19, permite calcular la ruta crítica de un proyecto. Los resul
tados de este programa para el ejemplo 6. 7.1 aparecen en las pá
ginas siguiente;. 

Como datos de este programa es necesario indicar el número 
de actividades, incluyendo las actividades ficticias de iniciación y 
terminación, la duración de cada actividad y la subordinación en
tre a'ctividades, en forma de matriz tal como aparece ~n la 'tabla 
6.7 .3. El elemento a,, de esta matriz tiene valor unitario si la 
activida~ j. requiere que ~e haya ejecutado la actividad j. 

Los r~ultados del programa A.19 para el ejemplo 6. 7.1 aparecen 
en la tabla 6. 7 .4. 

~ .,__. --r--¡ ·i: l---
10 Semana 

Fig. 6.7.22 Actividades y recursc.s de la semana &0. 
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Tuilla 6.7.3 .Matriz de ~uroAdin:oc!Ón del ejemplo 6.'7.1 pan el programa A.l9. 

MA.TRIZ DE SUBI. KmNACIO~~ Di: ACl iVIDADES 

1 
o o o o o o o o o o D o 

2 
a a ¡) o o o o o o o o 

~ 

o o o o o o o o o o o 
4 

o o o o o o o o o o o 
·s 

() o (j (1 o o o ('• • ~J o o 
6 

u o \) 1) o o ,A '1 o o '1 ,. 
7 

o ú o o o o o \) o o 
8 

o o o Q o o o o o o 
9 

o o o o o o o o o -o 
10 

o o o o o o o o o o o 
11 

o o o o o o o o o o. 
12 

o o o o o o o o o o 

-
Tabla 6.7.4 Resultados del programa A.l9 para el ejemplo 6. 7.1 

LOS RESULTADOS OBTENIDOS SON 

ACTIVIDAD DURACIOI~ EST EFT lST lFT TR TH ·-·-------·----·-------... -1 o o o o o o n R.C. 
2 3 o 3 5 . 6 o ,; 

'" 
3 2 3 5 a 10 5 r: .,. 
4 4 o 4 o 4 o o R.C. 
S b 4 10 4 10 o <'\ \, R.C. 
b 2 10 12 10 12 o () R.C. 
7 1 10 11 il 12 1 1 

8 2 12 14 12 
1
14 o o R. C. 

9 4 14 IS J4 18 o o R. C. 
10 2 iO 12 12 14 2 1 
11 2 18 20 IS 20 o o R.C. 
12 o 20 20 20 20 o o R.C. 
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