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Resumen 

 
Este trabajo de tesis está enfocado al análisis transitorio de un motor de inducción con un rotor 
doble jaula de ardilla. Específicamente, se aplica el método del elemento finito para realizar la 
simulación transitoria de la máquina de inducción acoplada a circuitos externos de alimentación, 
considerando la ecuación de oscilación. El modelo de campo acoplado a circuitos se utiliza para 
modelar el arranque sin carga del motor (condición transitoria) con gran precisión. El modelo 
numérico está basado en la técnica del elemento finito, la cual se utiliza generalmente para 
resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de diversos problemas físicos, 
conocidos como problemas de valor a la frontera. 
 
Mediante el manejo de las ecuaciones de Maxwell y considerando ciertas simplificaciones 
debidas a que se trabaja a baja frecuencia, se obtiene la ecuación de difusión no lineal que 
gobierna el comportamiento del motor de inducción.  
 
En este trabajo de tesis se utiliza el Método del Elemento Finito y la aproximación del método de 
Galerkin para discretizar la ecuación de difusión y obtener un sistema de ecuaciones 
diferenciales ordinarias. El sistema contiene dos incógnitas en todo el dominio de solución: el 
potencial magnético vectorial y el potencial eléctrico escalar. Este último potencial se utiliza para 
deducir expresiones que modelan el comportamiento de las corrientes de remolino inducidas en 
los conductores masivos del rotor. Estas expresiones son las que permiten el acoplamiento de 
dispositivos externos.  
 
Para obtener una solución única de la ecuación global discretizada se hace uso de condiciones 
de frontera, que generalmente pueden ser de dos tipos: Dirichlet y Neumann. En este trabajo se 
hizo uso de la condición de Dirichlet. También se utilizó la condición de anti-periodicidad, la cual 
permite modelar solamente un paso polar de la máquina de inducción. 
 
Los resultados son postprocesados para visualizar el campo magnético durante la condición de 
arranque sin carga, mediante el uso del potencial magnético vectorial. Los parámetros 
electromecánicos que se obtienen del postprocesamiento son el desplazamiento angular, la 
velocidad, el par, las corrientes en los circuitos del estator y del rotor, y los voltajes inducidos en 
las barras del rotor. 
 
Para mostrar las propiedades de la simulación de la máquina basada en el Método del Elemento 
Finito, se muestran los resultados de las simulaciones numéricas gráficamente, además se 
obtiene una animación gráfica donde se muestra como gira y se comporta el campo magnético 
durante el arranque del motor.  
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Capítulo I 

 

Introducción 

 
 

El estudio y simulación de los motores de inducción es de trascendencia para la 
industria, debido a que son ampliamente utilizados como parte de las líneas de producción en las 
diversas industrias, y donde una falla repentina de un motor podría provocar que todo el proceso 
se detuviera. Por lo tanto, es importante un diagnóstico oportuno de cualquier falla para prevenir 
la propagación de otras en la línea de producción [1]. Por otra parte, en la industria 
automovilística se ha empezado el desarrollo de vehículos eléctricos, en los cuales se utilizan 
motores de inducción, y uno de los principales problemas es el de incrementar el par y disminuir 
las corrientes de arranque, sin afectar la eficiencia del motor [2]. En general, durante los estados 
transitorios del motor de inducción, las corrientes que fluyen en éste son mucho mayores que la 
corriente nominal. También el flujo magnético puede ser mucho mayor que el de su valor 
nominal. En cuanto al par desarrollado durante el estado transitorio también es más grande que 
su valor nominal, causando esfuerzos mecánicos excesivos sobre la flecha y el acoplamiento [3].    
   

La máquina de inducción se utiliza principalmente como motor de inducción y no como 
generador, esto se debe a que existen tantas desventajas al ser utilizada como generador que es 
raro usarla como tal. La principal desventaja de un generador asíncrono es que no puede 
generar potencia reactiva; de hecho, requiere potencia reactiva de la alimentación para 
suministrar su excitación, debido a que no cuenta con ningún medio para establecer un campo 
magnético en el entrehierro con el estator en circuito abierto. Por lo anterior, un generador 
asíncrono debe ser compensado por un banco de capacitores o por generadores síncronos.  
 

Los motores de inducción polifásicos se pueden clasificar en dos categorías generales 
dependiendo del rotor que usen: rotor devanado y rotor jaula de ardilla. Tanto el núcleo del 
estator como el núcleo del rotor son laminados y cuentan con ranuras para contener a los 
embobinados. 
 

El rotor devanado tiene un embobinado trifásico semejante al del estator, el cual termina 
en anillos de deslizamiento montados en el eje del rotor. Existen escobillas que están montadas 
en los anillos de deslizamiento, y durante el arranque, dichos anillos están conectados 
externamente a resistencias. Este tipo de motores se utilizan principalmente cuando la carga 
requiere de un par de arranque alto. 
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Por el contrario, el rotor jaula de ardilla se usa cuando la carga requiere un par de 
arranque reducido. En lugar de contener un embobinado, las ranuras de este rotor, están 
ocupadas por barras de cobre o aluminio, conocidas como barras del rotor, las cuales se 
encuentran cortocircuitadas en ambos extremos del rotor mediante dos anillos terminales. Estos 
anillos son del mismo material que las barras. 
 

Si realizamos una breve comparación entre un motor síncrono y un motor de inducción, 
podemos mencionar que el motor síncrono cuenta con algunas ventajas, tales como: velocidad 
constante, la habilidad de generar potencia reactiva con un campo sobre excitado, y un bajo 
costo en los motores de bajas velocidades; pero tiene las desventajas de: requerir una fuente de 
c.d. (excitador) para la excitación de su campo, la falta de un control de velocidad y un costo 
relativamente elevado para motores de alta velocidad. Por el contrario, el motor de inducción no 
requiere para su excitación más que la línea de c.a. Además, es más económica su 
construcción. Los motores de inducción son fabricados en una gran variedad de diseños que van 
desde fracciones de caballos de fuerza hasta varios miles de estos.  
 

En síntesis, el motor de inducción polifásico es la máquina más popular empleada en 
aplicaciones industriales, debido a su simplicidad fundamental, recia construcción y bajo costo, 
además de que se pueden controlar sus características de par y velocidad. Por consecuencia, es 
importante el desarrollo de nuevas técnicas que optimicen su diseño y desempeño 
electromecánico. Mediante la simulación por computadora se logra evitar el deterioro del motor, 
ya que no se realizan las pruebas reales de campo, además de evitar pérdidas económicas.   
 

Cuando se excita un motor de inducción trifásico equilibrado por medio de una fuente 
trifásica equilibrada, las corrientes en los devanados de fase deben ser de magnitud igual y tener 
una diferencia de fases de 120º eléctricos. Debe cumplirse lo mismo para las corrientes en los 
devanados del rotor, puesto que se transfiere energía por inducción a través del entrehierro entre 
el estator y el rotor. Por otra parte, la frecuencia de la fem (fuerza electromotriz) inducida en el 
rotor es proporcional a su deslizamiento ݏ, que indica la velocidad relativa del rotor con respecto 
a la velocidad síncrona. Como los devanados del rotor y el estator están acoplados 
inductivamente, un motor de inducción se asemeja a un transformador trifásico con devanado 
secundario giratorio. La similitud se acentúa aún más cuando el rotor esta en reposo (condición 
de rotor fijo, 1=ݏ). Así, un motor de inducción trifásico puede representarse por fase mediante un 
circuito equivalente con cualquier deslizamiento s, como se ilustra en la Figura 1.1. 
   

La representación de las máquinas de eléctricas se simplificó con el desarrollo de la 
teoría de los dos ejes (eje q y eje d) [4], ya que el problema electromagnético y mecánico podía 
representarse con sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, evitando que las 
inductancias de la máquina dependieran de la posición del rotor. No obstante se ha notado que 
dicho modelo debe ser mejorado, ya que la representación del campo magnético con unos 
cuantos parámetros eléctricos no puede modelar correctamente  el efecto distribuido del campo 
magnético. Otro problema asociado con la teoría de los dos ejes, es que cuando se tienen 
circuitos equivalentes de orden superior, es muy difícil determinar sus parámetros. Si a esto se le 
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suma que existen problemas inherentes asociados a la misma determinación de parámetros 
como es la localización del valor mínimo en una función de identificación, la inclusión apropiada 
de no linealidad magnética y las fricciones asociadas con el movimiento del rotor, nos 
encontramos con la necesidad de requerir modelos con mayor precisión para obtener una 
representación de la máquina más apegada a la realidad. 
 

 
Figura 1.1. Circuito equivalente por fase de un motor de inducción trifásico balanceado 

 
Así, el requerimiento de más precisión durante los procesos de diseño y análisis de las 

máquinas eléctricas fomentó la difusión y uso de modelos numéricos apropiados para el cálculo 
de los campos eléctricos y magnéticos. Estos métodos numéricos esencialmente determinan la 
distribución de dichos campos, basándose en la solución de las ecuaciones de Maxwell. Debido 
a la complejidad de la geometría de las máquinas y a la característica no lineal de los materiales, 
raramente se logra alcanzar una solución analítica. Por lo cual, en la mayoría de los casos solo 
es posible encontrar una solución numérica. 
 

El Método del Elemento Finito [5-7] (FEM, por sus siglas en inglés) es una técnica 
numérica que es adecuada para este propósito. El método es un procedimiento numérico que se 
aplica para resolver problemas físicos gobernados por una o varias ecuaciones diferenciales, 
también llamados problemas de valor a la frontera, los cuales en muchos casos son imposibles 
de resolver de forma analítica. La bondad de este método es que permite obtener los resultados 
deseados sin importar si los campos son variantes en el tiempo y los materiales no son 
homogéneos, anisotrópicos o no lineales. Para utilizar esta técnica, el dominio completo que se 
analiza se divide en pequeños subdominios llamados elementos finitos, y a cada uno de ellos se 
les aplican las ecuaciones que modelan el fenómeno.  
 

A finales de los años 60’s se comenzó a aplicar el método de los elementos finitos en la 
ingeniería eléctrica, y especialmente en el campo de las máquinas eléctricas, para el análisis y 
diseño las mismas. El problema que existía para resolver problemas de gran escala en aquellos 
años era que no se contaba con software y hardware tan poderoso como hoy en día y, debido a 
que el método de los elementos finitos trabaja con la iteración de matrices muy grandes, era 
difícil realizar las simulaciones con la rapidez y precisión que se necesitaba. Con la evolución de 
la informática, dicho método empezó a tomar fuerza y se empezó a desarrollar software 
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especializado y comercial [8-9]. Con paquetes especializados y con un hardware más poderoso, 
se pueden conseguir resultados más precisos. 

 
Para la realización del análisis transitorio de las máquinas eléctricas rotatorias, existen 

diversos paquetes informáticos basados en la filosofía del análisis numérico con elementos 
finitos. El caso de estudio considerado en este trabajo de tesis, utiliza software comercial [9] de 
elementos finitos como base, el cual es versátil debido a que está conformado por varios 
módulos, los cuales pueden interactuar entre sí, dependiendo del tipo de dispositivo que se 
desea analizar. 

 

1.1 Antecedentes 

 
Como antecedentes de la aplicación del Método del Elemento Finito en máquinas 

eléctricas, existe una serie de artículos publicados [10-17] en los que se ha hecho uso de la 
técnica para modelar y analizar las diversas máquinas eléctricas.  
 

Por ejemplo, en el artículo [11] se hace uso de dos técnicas basadas en el método del 
elemento finito, para predecir el comportamiento de un motor de inducción. El primer método es 
adecuado para el análisis de estado estacionario, emplea un modelo de bandas de fase para el 
estator junto con un modelo de una sola ranura para el rotor. El segundo método, adecuado para 
el análisis transitorio, usa un modelo de circuito acoplado para la máquina, junto con las 
soluciones del campo magnetostático por elementos finitos que son utilizados para actualizar los 
parámetros de circuitos equivalentes.  
 

El trabajo [12] se usa como referencia directa para esta tesis. En dicho artículo, se hacen 
dos tipos de análisis transitorios mediante el paquete de cómputo [8], donde se tiene en cuenta 
el acoplamiento electromecánico y la conexión de los circuitos externos de alimentación. El 
primer análisis se realiza con el rotor girando a velocidad constante por lo que se pueden tomar 
en cuenta las armónicas debidas al movimiento. En el segundo análisis transitorio se contempla 
el acoplamiento electromecánico de modo que se puede estudiar el comportamiento dinámico 
del motor, en particular, se analiza el arranque del motor sin carga y después se analiza el 
comportamiento cuando se le aplica la carga nominal. Aunque, el motor utilizado consta de 
diferentes características, los resultados obtenidos pueden usarse para verificar el 
comportamiento característico del problema analizado en este trabajo de tesis.  
 

En la referencia [13] se presenta la comparación entre dos diferentes análisis con 
elementos finitos para motores de inducción trifásicos. El primer método simula las pruebas 
indirectas (rotor sin carga y rotor bloqueado) y evalúa el comportamiento del motor mediante la 
definición de los parámetros de un circuito equivalente. El segundo método, reproduce las 
pruebas directas (rotor con carga) y evalúa el comportamiento del motor directamente de la 
solución del campo.  
 



Capítulo 1. Introducción 
 
 

 
5 

 

En [14] se describe un método para el diseño y el análisis transitorio de un motor de 
inducción utilizando elementos finitos en dos dimensiones. No utiliza una formulación de 
corrientes remolino para tomar en cuenta a las corrientes inducidas en las barras del rotor. Éste 
se basa en la descomposición de las corrientes del rotor en distribuciones armónicas y el uso de 
las ecuaciones de los circuitos auxiliares para tomar en cuenta la integración a pasos.  
 

El artículo [15] presenta el análisis del comportamiento de un motor de inducción durante 
periodos transitorios usando el circuito eléctrico acoplado con un análisis del campo 
electromagnético mediante elementos finitos en dos dimensiones. Para tomar en cuenta los 
efectos de la tercera dimensión se añaden valores de resistencia e inductancia conectadas en 
serie con cada devanado de fase del estator. En el circuito del rotor se agrega un resistor  y un 
inductor para tener en cuenta la resistencia y la inductancia del anillo terminal.  

 

1.2   Motivación de la Tesis 

 
En la sección anterior se han resumido brevemente algunos de los trabajos que se han 

desarrollado con respecto al análisis de motores de inducción usando el método del elemento 
finito junto con diversas técnicas para resolver el problema acoplado de campo-circuito 
considerando el acoplamiento mecánico. Este trabajo de tesis lleva a cabo un análisis transitorio 
similar al realizado en los trabajos [8] y [12], utilizando el primero como referencia principal, ya 
que en él se hace uso del mismo motor. Es importante notar que en [8] se utiliza un software de 
elementos finitos comercial cerrado, en el que básicamente se especifican la geometría, sus 
conexiones externas y sus materiales sin preocupación por cómo se lleva a cabo el modelado de 
la máquina. La importancia de [8] en esta tesis es que sus resultados sirven como referencia en 
este trabajo, permitiendo afirmar que los resultados presentados son coherentes y correctos. En 
[12] se utiliza un motor con diferentes características eléctricas y geométricas, por lo que solo es 
usado para comparar cualitativamente el comportamiento característico del modelo desarrollado 
en esta tesis, se observa a través de un análisis físico de las variables eléctricas que el 
comportamiento del motor es el típico de los motores de su clase. 
 
El estudio que se elaboró en este trabajo de tesis presenta una metodología de análisis que evita 
el uso de software comercial de alto costo, utilizando una plataforma abierta de elementos finitos 
con la que es posible establecer modelos numéricos originales. La plataforma se basa en una 
filosofía tipo Matlab, por lo que se requiere de programación especializada para poder desarrollar 
el modelo de elementos finitos requerido, el cual necesita la interconexión con circuitos externos 
así como de acoplamiento mecánico. La metodología presentada en este trabajo de tesis no 
requiere de un conocimiento profundo del MEF. Los paquetes comerciales así como la mayoría 
de los programas desarrollados por investigadores son de acceso restringido o de capacidad 
limitada, lo que hace que los resultados de este trabajo de tesis sean de interés para analistas de 
máquina eléctricas. 
 



Capítulo 1. Introducción 
 
 

 
6 

 

1.3   Objetivos de la Tesis 

 
Esta tesis tiene como objetivo general, desarrollar un modelo del motor de inducción 

usando el método del elemento finito, para calcular numéricamente su comportamiento 
electromecánico en estado transitorio. El modelo numérico de la máquina incorpora las 
conexiones del sistema eléctrico conectado en las fases del estator. Aunque en este trabajo se 
analiza el arranque en vacío, sería posible considerar la carga mecánica acoplada al rotor si ésta 
existiera. Se adopta una aproximación en dos dimensiones pero los efectos de la tercera 
dimensión no se desprecian, mediante la inserción de valores de resistencias e inductancias en 
los devanados de cada fase del estator. También para tomar en cuenta los efectos de los anillos 
terminales del rotor jaula de ardilla, se añaden valores de resistencias e inductancias conectadas 
a los conductores masivos del rotor. 
 
 
1.3.1 Objetivos específicos 

 
Los objetivos puntuales de la Tesis son los siguientes: 
 

• Determinación del campo magnético transitorio de un motor de inducción 
mediante el método de los elementos finitos. 

• Cálculo de los parámetros electromagnéticos de la máquina por medio de 
técnicas especializadas de postprocesamiento de elementos finitos. 

• Análisis físico del comportamiento electromecánico de la máquina de inducción 
durante la condición de arranque en términos de las soluciones de elementos 
finitos (potencial magnético vectorial).  

 

1.4 Contribuciones Originales 

 

Las contribuciones originales de este trabajo de tesis son las siguientes: 

 
1. Propuesta de una metodología para simular motores de inducción en estado transitorio 

utilizando una plataforma de elementos finitos. La formulación planteada lleva a un 
modelo numérico “quasi” 3D: 
 

• Se considera la interconexión de las barras solidas del rotor para crear 
la jaula de ardilla. 

• Los conductores filamentarios del estator se interconectan con el 
sistema externo de alimentación a través de impedancias. 
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• El movimiento del rotor se incorpora al deslizar la malla del rotor con 
respecto al estator usando una frontera de interconexión localizada en 
el entrehierro. 

 
2. Se determinan expresiones para el cálculo de parámetros electromagnéticos y 

electromecánicos durante el arranque del motor. 
 

3. Obtención de la animación gráfica del campo magnético transitorio durante el arranque 
del motor.    

 

1.5 Organización de la Tesis 

 
En el Capítulo 1 se da una breve introducción del tema, abordando de manera general la 

importancia del estudio y modelado de un motor de inducción. Se habla de cuales han sido los 
antecedentes del tema y de la problemática del mismo.  Se menciona cual es el objetivo general 
de la tesis, así como los objetivos específicos. Además, se establece la organización del trabajo 
de tesis. 
 

En el Capítulo 2 se abordan de manera breve los principios básicos del funcionamiento 
del motor de inducción, así como su construcción general. Se hace una breve reseña del rotor de 
doble jaula de ardilla y se describe brevemente como se modela una máquina de inducción 
mediante la obtención de su circuito equivalente clásico.  
 

En el Capítulo 3 se obtiene la ecuación de difusión no lineal del motor de inducción 
basándose en las ecuaciones de Maxwell y las diferentes relaciones constitutivas del 
electromagnetismo. Se obtienen las relaciones que permiten el acoplamiento de las ecuaciones 
de campo con las ecuaciones de los circuitos externos de alimentación, junto con la que permite 
el acoplamiento mecánico. Finalmente, se describe el cálculo del par electromagnético mediante 
el método de los esfuerzos de Maxwell [5,7].      
 

En el Capítulo 4 se describe el Método del Elemento Finito con la aproximación de 
Galerkin, y se aplica a la ecuación de difusión no lineal del motor de inducción obtenida en el 
capítulo 3. Se describen los tipos de condiciones de fronteras utilizadas en el modelo. Además, 
se hace mención de las condiciones periódicas que ayudan a disminuir el tamaño del modelo, 
siendo necesario modelar solo un paso polar de la máquina. 
  

En el Capítulo 5 se describe como fue el desarrollo del modelo del motor de inducción 
con el software usado en este trabajo [9].  
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En el Capítulo 6 se describen los ajustes necesarios de algunos parámetros del 
programa para poder realizar las simulaciones necesarias. En seguida, se postprocesan y 
analizan los resultados obtenidos.  
 

En el Capítulo 7 se dan las conclusiones a las que llegamos con este trabajo, así como 
los trabajos futuros sugeridos. 
 

En el Apéndice A se mencionan las identidades vectoriales utilizadas en este trabajo de 
tesis. También, se enlistan las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial e integral. Además, 
se realiza la expansión de la ecuación de Maxwell (3.2) basada en la ley de Ampere, 
despreciando la corriente de desplazamiento. Finalmente, se revisa el Teorema de Green. 
 

En el Apéndice B se revisa una tabla que contiene las expresiones matemáticas 
utilizadas en el software de simulación [9].  
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Capítulo II   

Operación Básica del Motor de 

Inducción  

 
 

2.1 Introducción 

 
En este capítulo se dan a conocer los conceptos básicos [18] sobre la teoría de los 

motores de inducción trifásicos. No se pretende revisar el tema de una manera exhaustiva, más 
bien, la idea es entender como es el funcionamiento básico de una máquina de este tipo.  
  

2.2 Conceptos Básicos de la Máquina de Inducción  

 
La máquina polifásica de inducción fue inventada hacia 1889 por Nikola Tesla y se 

compone de dos partes principales, un estator y un rotor, que están separados entre si por una 
pequeña capa de aire uniforme conocida como entrehierro. Los devanados del rotor y estator 
conducen corriente alterna que es alimentada directamente al estator a través de sus terminales 
y al rotor por inducción, produciéndose la corriente y el campo magnético del rotor sin que 
existan conexiones físicas por medio de conductores.  

 
Un devanado que recibe la energía exclusivamente por inducción constituye un 

transformador. Por ende, un motor de inducción se puede considerar como un transformador con 
un devanado secundario giratorio.  

 
El rotor gira en respuesta al flujo magnético rotatorio generado por la corriente alterna 

que circula a través de los devanados del estator. 
 
 Las corrientes del estator de una máquina de inducción trifásica operando bajo 

condiciones balanceadas y en estado estacionario, producen un campo magnético que gira a la 
velocidad síncrona ߱௦. El rotor de una máquina de inducción se mueve con una velocidad ߱௥ 
que difiere de la velocidad síncrona, debido a esto, se inducen voltajes y corrientes en los 
circuitos del rotor. La diferencia de velocidades puede ser calculada como ߱ݏ௦, donde a ݏ se le 
conoce como el deslizamiento del rotor. Por lo tanto, las corrientes del rotor producen un campo 
magnético que gira a esta velocidad de deslizamiento con respecto al rotor, que a su vez se 
mueve a la velocidad ሺ1 െ  ሻ߱௦. Como resultado, el campo magnético producido por lasݏ
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corrientes del rotor gira a la misma velocidad que el campo del estator. La interacción entre los 
dos campos produce un par electromagnético [17].   
 

2.2.1 Construcción del motor 

 
Estator 

La componente externa (estacionaria) de un motor de inducción se llama estator y está 
formada por un conjunto de laminaciones de acero, delgadas, ranuradas, y de alta 
permeabilidad, dentro de un bastidor o carcasa de acero o hierro fundido. La carcasa 
proporciona apoyo mecánico al motor y, está hecho de material magnético. 
 

En las ranuras se devanan (o colocan) bobinas idénticas y luego se conectan para 
formar un devanado trifásico equilibrado. Figura 2.1. 
 

 

Figura 2.1. Estator de una máquina de inducción 

 
Rotor 

El rotor también está compuesto de laminaciones de acero delgadas, ranuradas y 
sumamente permeables; que se fijan por presión sobre un eje. Existen dos tipos de rotores: 
 

1. Jaula de Ardilla 
2. Rotor Devanado 

 
Por lo general, el rotor jaula de ardilla se usa cuando la carga requiere un par de arranque 

reducido debido a la baja resistencia efectiva del rotor. Para motores pequeños, la jaula de ardilla 
se moldea forzando material conductor fundido (frecuentemente aluminio) dentro de las ranuras 
mediante el proceso de fundición a presión. En ambos lados del conjunto de láminas también se 
forman anillos circulares, llamados anillos terminales, que colocan en corto circuito las barras en 
ambos extremos del rotor. Para motores grandes, el rotor tipo jaula de ardilla se forma insertando 
barras conductoras pesadas (generalmente de cobre, aluminio o alguna de sus aleaciones) en 
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las ranuras, para después soldarlas o atornillarlas a los anillos terminales. Es práctica común 
sesgar las laminaciones del rotor para reducir las vibraciones y el ruido eléctrico en el motor. 
Figura 2.2. 
 

 

Figura 2.2. Rotor tipo jaula de ardilla de un motor de inducción 
 

Un rotor devanado se utiliza cuando la carga requiere un par de arranque alto. La 
colocación de las bobinas de un rotor devanado no es diferente de la de un estator. Los 
devanados trifásicos en el rotor están conectados internamente para formar una conexión interna 
neutra. Los otros extremos están conectados a unos anillos rozantes. Con las escobillas 
deslizándose sobre los anillos rozantes, es posible agregar resistencias externas en el circuito 
del rotor. De este modo puede controlarse la resistencia total de dicho circuito. Al hacerlo puede 
controlarse el par que desarrolla el motor. La velocidad a la que un motor de inducción desarrolla 
el par máximo se denomina velocidad crítica y depende del valor de la resistencia del rotor. 
Conforme se incrementa la resistencia del rotor, la velocidad crítica disminuye. Por lo tanto, es 
posible obtener el par máximo en el arranque (velocidad cero) insertando la cantidad adecuada 
de resistencia en el circuito del rotor. Sin embargo, un motor de inducción con rotor devanado es 
más caro y menos eficiente que uno con rotor tipo jaula de ardilla con las mismas 
especificaciones. Por esas razones, un motor de inducción con rotor devanado sólo se utiliza 
cuando uno de jaula de ardilla no puede suministrar el par de arranque alto que exige la carga. 
 
2.2.3 Rotor con doble jaula de ardilla 

 
En este trabajo de tesis se utiliza un motor de inducción con doble jaula de ardilla, por lo 

cual, se mencionarán algunas características del mismo.  
 

En la sección anterior, se mencionó que un motor de inducción con rotor tipo jaula de 
ardilla se caracteriza por tener un par de arranque reducido debido a su baja resistencia efectiva 
de rotor. Por lo anterior, la corriente de arranque puede ser demasiado alta (400 a 800% de la 
corriente a plena carga), lo que resulta inaceptable porque ocasiona una caída de voltaje 
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excesiva en la línea,  afectando la operación de las máquinas alimentadas por la misma fuente 
de energía. 
 

La corriente de arranque puede reducirse si se incrementa la resistencia del motor. Un 
aumento de la resistencia del rotor ocasiona un incremento del par de arranque, el cual es 
deseable para las cargas que necesitan pares de arranque elevados. No obstante, una 
resistencia elevada del rotor reduce el par que se desarrolla a plena carga, produce grandes 
pérdidas en el rotor y provoca la reducción de la eficiencia del motor a plena carga. En los 
motores de rotor devanado, estas desventajas no representan un problema, ya que se les puede 
incorporar con facilidad una resistencia grande externa conectada en serie con los devanados 
del rotor en el momento del arranque y retirarla cuando el motor trabaje a plena carga. 

 
 
 

 
 

Figura 2.3. Sección transversal del rotor con dos tipos de barras. Rotor de a) barras 
profundas y b) doble jaula de ardilla 

 
 

Para rotores tipo jaula de ardilla, el cambio en la resistencia de un valor elevado en el 
arranque a un valor bajo a plena carga se lleva a cabo utilizando algunos diseños especiales de 
la jaula de ardilla, como los que se muestran en la Figura 2.3. En el arranque, la frecuencia del 
rotor es la misma que la frecuencia de la fuente aplicada. Sin embargo, a plena carga la 
frecuencia del rotor es muy baja (por lo general menor a 10 Hz). Por lo que, el efecto superficial 
es más pronunciado en el arranque que a plena carga. Por lo tanto, la resistencia del rotor es 
mayor en el arranque que a plena carga debido al efecto superficial. Por otro lado, a medida que 
se inducen las corrientes en las barras del rotor, producen un campo magnético secundario. 
Parte de este campo enlaza solamente al conductor del rotor y se manifiesta en el flujo de 
dispersión. El flujo de dispersión se incrementa al desplazarse radialmente desde el entrehierro 
hacia el eje, y se vuelve significativamente alto durante el arranque. Así, en un rotor de jaula 
múltiple que arranca, la jaula interior presenta una reactancia de dispersión elevada en 
comparación con la jaula exterior. Debido a la elevada reactancia de dispersión de la jaula 
interior, la corriente del rotor tiende a confinarse en la jaula exterior. Si el área de la sección 
transversal de la jaula exterior es más pequeña que el área de la interior, al arrancar presenta 
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una resistencia comparativamente alta. Cuando el motor opera a plena carga, la frecuencia del 
rotor es baja. Por ello, el flujo de dispersión es bajo. En este caso, la corriente tiende a 
distribuirse por igual entre todas las jaulas. Como resultado, la resistencia del rotor es baja.       
 
2.2.3 Principio de operación 

 
Cuando el devanado del estator de un motor de inducción trifásico se conecta a una 

fuente de potencia trifásica, produce un campo magnético que a) es de magnitud constante y b) 
gira alrededor de la periferia del rotor a la velocidad síncrona.  
 

Si ݂ es la frecuencia de la corriente en el devanado del estator y ܲ es el número de 
polos, la velocidad síncrona del campo rotatorio es 

 

௦ܰ ൌ
120݂

ܲ  
 

en rpm, u 

߱௦ ൌ
݂ߨ4

ܲ  
 

en rad/s. 
 

El campo rotatorio induce una fem en las barras del rotor. Como estas barras del rotor 
forman un lazo cerrado, la fem inducida en cada una de ellas da origen a una corriente inducida 
en las mismas. Cuando la bobina conductora de corriente se introduce en un campo magnético, 
experimenta una fuerza (o par) que tiende a hacerla girar. El par así desarrollado se llama par de 
arranque. Si el par de la carga es menor que el par de arranque, el rotor comienza a girar. La 
fuerza desarrollada y, por tanto, el giro del rotor, están en la misma dirección que el campo 
rotatorio. Esto concuerda con la ley de inducción de Faraday. En condiciones sin carga, el rotor 
alcanza pronto una velocidad casi igual a la síncrona, pero nunca puede girar a esa velocidad 
porque sus bobinas parecerían estacionarias respecto al campo rotatorio y no habría fem 
inducida en ellas. En ausencia de una fem inducida en las bobinas del rotor, no habría corriente 
en los conductores de éste y, en consecuencia, tampoco experimentarían fuerza. En cuanto el 
rotor comienza a disminuir su velocidad el proceso de inducción se presenta de nuevo. Puesto 
que el rotor gira a una velocidad menor que la síncrona del campo rotatorio, un motor de 
inducción también se denomina motor asíncrono.  
 

Sea ܰ௠ (u ߱௠) la velocidad del rotor con cierta carga. Respecto al rotor, el campo 
rotatorio se mueve hacia delante con una velocidad relativa de: 
 

௥ܰ ൌ ௦ܰ െ ܰ௠ 
 

u 
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߱௥ ൌ ߱௦ െ ߱௠ 
 

La velocidad relativa también se llama velocidad de deslizamiento. Se trata de la 
velocidad con la que el rotor se desliza hacia atrás de un punto en un polo giratorio ficticio con el 
objeto de producir un par. No obstante, es práctica común expresar la velocidad de 
deslizamiento en términos del deslizamiento ሺݏሻ, que es la razón de la velocidad de 
deslizamiento a la velocidad síncrona. Es decir, 

 

ݏ ൌ ௥ܰ

௦ܰ
ൌ

߱௥

߱௦
 

 
o 

ݏ ൌ ௦ܰ െ ܰ௠

௦ܰ
ൌ

߱௦ െ ߱௠

߱௦
 

 
 

Aunque con la ecuación anterior se obtiene el deslizamiento por unidad, es costumbre 
expresarlo como porcentaje de la velocidad síncrona (deslizamiento porcentual).  
 

En términos de la velocidad síncrona y el deslizamiento por unidad, la velocidad del rotor 
puede expresarse como 

ܰ௠ ൌ ሺ1 െ ሻݏ ௦ܰ 
 

u 

߱௠ ൌ ሺ1 െ  ሻ߱௦ݏ
 

Cuando el rotor se encuentra estacionario, el deslizamiento por unidad es 1 y el rotor 
aparece exactamente como el devanado secundario en cortocircuito de un transformador. La 
frecuencia de la fem inducida en el devanado del rotor es la misma que la del campo giratorio. 
Sin embargo, cuando el rotor gira, la causante de la fem inducida en sus devanados es la 
velocidad relativa del rotor ௥ܰ  (u ߱௥). Luego, la frecuencia de la fem inducida en el rotor es 
 
 

௥݂ ൌ
ܲ ௥ܰ

120 ൌ
ܲሺ ௦ܰ െ ܰ௠ሻ

120 ൌ
ܲ ௦ܰ

120 ൤ ௦ܰ െ ܰ௠

௦ܰ
൨ ൌ  ݂ݏ

 

 
Esta última ecuación destaca el hecho de que la frecuencia del rotor depende del 

deslizamiento del motor. La frecuencia del rotor decrece con la disminución del deslizamiento. A 
medida que éste se acerca a cero, también lo hace la frecuencia del rotor. Un motor de inducción 
generalmente opera con bajo deslizamiento, por lo que la frecuencia de la fem inducida en el 
rotor es baja. Por tal razón, las pérdidas en el núcleo del circuito magnético del rotor suelen 
despreciarse.  
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2.2.4 Circuito equivalente del motor de inducción  

 
Para predecir el comportamiento característico de la máquina de inducción, es necesario 

construir un circuito equivalente que representará a la máquina en términos de parámetros 
concentrados de circuito, del voltaje en las terminales del estator y de la corriente. En esta 
deducción se consideran sólo máquinas con devanados trifásicos excitados por voltajes trifásicos 
balanceados. También se considera que dichas máquinas están conectadas en estrella, de 
modo que las corrientes sean valores de línea y los voltajes siempre sean valores de línea a 
neutro.  
 

En primer lugar se consideran las condiciones en el estator. La onda de flujo a través del 
entrehierro que gira de manera síncrona, genera fuerzas contra electromotrices polifásicas 
balanceadas en las fases del estator. El voltaje en la terminal del estator difiere de la fuerza 
contra electromotriz (fem) por la caída de tensión en la impedancia de dispersión del estator 
ܼଵ ൌ ܴଵ ൅ ݆ ଵܺ. Por lo tanto,  

ଵ܄ ൌ ۳ଵ ൅ ۷ଵሺܴଵ ൅ ݆ ଵܺሻ 
 

La polaridad de los voltajes y corrientes se muestra en el circuito equivalente de la Figura 2.4. 
 

 

Figura 2.4. Circuito equivalente para un motor de inducción trifásico 

 
 

El flujo resultante a través del entrehierro es creado por las fuerzas magnetomotrices de 
las corrientes del estator y del rotor. Al igual que en el caso de un transformador, la corriente del 
estator puede ser dividida en dos componentes: una componente de carga y una componente 
excitadora (magnetizadora). La componente de carga ۷ଶ produce una fuerza magnetomotriz 
(fmm) que corresponde a la fuerza magnetomotriz de la corriente del rotor. La componente de 
excitación ۷஦ es la corriente adicional del estator requerida para crear el flujo resultante a través 
del entrehierro que además es una función de la fem ۳ଵ. La corriente excitadora puede 
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descomponerse en una componente de pérdidas en el núcleo ۷௖ en fase con ۳ଶ y una 
componente magnetizadora ۷௠ retrasada 90º con respecto a ۳ଵ. En el circuito equivalente, la 
corriente de excitación puede ser tomada en cuenta por medio de una rama en derivación o 
paralelo, formada por una resistencia de pérdidas en el núcleo ܴ௖ y una reactancia 
magnetizadora ܺ௠ en paralelo, conectadas a través de ۳ଵ, como se ve en la Figura 2.4. Tanto 
ܴ௖ como ܺ௠ por regla general se determinan de acuerdo a la frecuencia nominal del estator y 
para un valor de ۳ଵ próximo al valor de operación esperado; se consideran que permanecen 
constantes con las pequeñas variaciones de ۳ଵ asociadas con la operación normal del motor. 
 

El circuito equivalente que representa los fenómenos que ocurren en el estator es 
exactamente igual al utilizado para representar el primario de un transformador. Para completar 
el modelo es preciso incorporar los efectos del rotor. Desde el punto de vista del circuito 
equivalente del estator de la Figura 2.4, el rotor se representa por medio de una impedancia 
equivalente ܼଶ  
 

ܼଶ ൌ
۳ଵ

۷ଶ
 

 
correspondiente a la impedancia de dispersión de un secundario estacionario equivalente. Para 
completar el circuito equivalente, se debe determinar ܼଶ representando los voltajes y las 
corrientes del estator y del rotor en función de las cantidades del rotor referidas al estator. 
 

En los transformadores, desde el punto de vista del primario, el devanado secundario de 
un transformador puede reemplazarse por un devanado secundario que tenga el mismo número 
de vueltas que el devanado primario. En un transformador donde se conocen la razón de vueltas 
y los parámetros del secundario, esto se realiza refiriendo la impedancia del secundario al 
primario y multiplicándolo por el cuadrado de la relación de vueltas del primario a secundario. El 
circuito equivalente resultante es perfectamente general desde el punto de vista de las 
cantidades del primario.  
 

Asimismo, en el caso de un motor de inducción trifásico, si el rotor tuviera que ser 
reemplazado por un rotor equivalente con un devanado trifásico con el mismo número de fases y 
vueltas que el estator, pero que además produzca la misma fuerza magnetomotriz (fmm) y flujo a 
través del entrehierro que el rotor existente, el desempeño visto desde las terminales del estator 
no cambiaría. Este concepto, es muy útil en el modelado de rotores de jaula de ardilla, para los 
cuales la identidad de los “devanados de fase” del rotor no es obvia.  
 

El rotor de una máquina de inducción está conectado en corto circuito, y por 
consiguiente la impedancia vista por el voltaje inducido es simplemente la impedancia en corto 
circuito del rotor. Por lo tanto, la relación entre la impedancia de flujo a la frecuencia de 
deslizamiento ܼଶ௦ del rotor equivalente y la impedancia de dispersión a la frecuencia de 
deslizamiento ܼ௥௢௧௢௥ del rotor existente debe ser  
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ܼଶ௦ ൌ
۳ଶ௦

۷ଶ௦
ൌ ௘ܰ௙௘௖

ଶ ൬
۳௥௢௧௢௥

۷௥௢௧௢௥
൰ ൌ ௘ܰ௙௘௖

ଶ ܼ௥௢௧௢௥ 
 

 
De tal manera que, ۳ଶ௦ es el voltaje inducido en el rotor equivalente por el flujo 

resultante a través del entrehierro, e ۷ଶ௦ es la corriente inducida correspondiente. 
 

Cuando existe interés en los voltajes y corrientes del rotor, es necesario conocer la razón 
de vueltas ௘ܰ௙௘௖ para reconvertir las cantidades de rotor equivalente en aquellas del rotor 
actual. Sin embargo, para estudiar el desempeño de un motor de inducción visto desde las 
terminales del estator, no se requiere esta conversión, en cambio una representación en función 
de cantidades del rotor equivalentes es totalmente adecuada. 
 

Después de tomar en cuenta los efectos de la razón de vueltas de estator a rotor, a 
continuación se debe considerar el movimiento relativo entre el estator y el rotor con el propósito 
de reemplazar el rotor y sus correspondientes voltajes y corrientes a frecuencia de deslizamiento 
con un rotor estacionario equivalente con voltajes y corrientes a frecuencia del estator. En primer 
lugar, considere la impedancia de dispersión a frecuencia de deslizamiento del rotor referido: 
 

ܼଶ௦ ൌ
۳ଶ௦

۷ଶ௦
ൌ ܴଶ ൅  ଶܺݏ݆

 
El circuito equivalente a frecuencia de deslizamiento de una fase del rotor referido se 

muestra en la Figura 2.5. Éste es el circuito equivalente del rotor visto en el marco de referencia 
del rotor a frecuencia de deslizamiento.  

 

 

Figura 2.5. Circuito equivalente de rotor para un motor de inducción trifásico a 
frecuencia de deslizamiento 

 
A continuación se observa que la onda magnetomotriz resultante a través del entrehierro 

es producida por los efectos combinados de la corriente de estator ۷ଵ y la corriente de carga 
equivalente ۷ଶ. Del mismo modo, puede ser expresada en función de la corriente del estator y la 
corriente del rotor equivalente ۷ଶ௦. Estas dos corrientes son iguales en magnitud puesto que ۷ଶ௦ 
se define como la corriente en un rotor equivalente con el mismo número de vueltas por fase que 
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el estator. Debido a que la onda de fuerza magnetomotriz resultante es determinada por la suma 
fasorial de la corriente del estator y la corriente del rotor existente o equivalente, ۷ଶ e ۷ଶ௦, 
también deben ser iguales en fase (a sus frecuencias eléctricas respectivas) y por consiguiente 
se puede escribir 
 

۷ଶ௦ ൌ ۷ଶ 
 

 
Por último, considere que la onda de flujo resultante induce tanto la fuerza electromotriz 

a frecuencia de deslizamiento en el rotor referido ۳ଶ௦, como la fuerza contra electromotriz ۳ଶ en 
el estator. De no ser por el efecto de la velocidad, estos voltajes serían iguales en magnitud 
puesto que el devanado del rotor referido tiene el mismo número de vueltas por fase que el 
devanado del estator. No obstante, como la velocidad relativa de la onda de flujo con respecto al 
rotor es ݏ veces su velocidad con respecto al estator, la relación entre estas fuerzas 
electromotrices es 
 

ଶ௦ܧ ൌ  ଶܧݏ
 

Además, es posible argumentar que cómo el ángulo de fase entre cada uno de estos 
voltajes y la onda de flujo resultante es de 90º; entonces estos dos voltajes deben ser iguales en 
un sentido fasorial a sus respectivas frecuencias eléctricas. Por consiguiente, 
 

۳ଶ௦ ൌ  ۳ଶݏ
 

Combinando las ecuaciones anteriores se obtiene lo siguiente: 
 

۳ଶ௦

۷ଶ௦
ൌ

۳ଶݏ

۷ଶ
ൌ ܼଶ௦ ൌ ܴଶ ൅  ଶܺݏ݆

 

Si la ecuación anterior la dividimos entre el deslizamiento ݏ da 
 

ܼଶ ൌ
۳ଵ

۷ଶ
ൌ

ܴଶ

ݏ ൅ ݆ܺଶ 
 

  ܼଶ es la impedancia del rotor estacionario equivalente que aparece a través de las 
terminales de carga del circuito equivalente del estator de la Figura 2.4. El resultado final se 
muestra en el circuito equivalente monofásico de la Figura 2.6. El efecto combinado de la carga 
de la flecha y la resistencia del rotor se muestra como una resistencia reflejada ܴଶ ⁄ݏ , una 
función de deslizamiento, y por consiguiente de la carga mecánica. La corriente en la impedancia 
del rotor reflejada es igual al componente de carga ۷ଶ de la corriente del estator; el voltaje a 
través de esta impedancia es igual al voltaje del estator ۳ଵ. Observe que las corrientes y los 
voltajes que se reflejan en el estator están a la frecuencia del estator. Todos los fenómenos 
eléctricos en el rotor, vistos desde el estator, se convierten en fenómenos de frecuencia en el 
estator, porque el devanado del estator simplemente ve ondas de fuerza electromotriz y flujo que 
viajan a la velocidad síncrona.   



Capítulo 2. Operación Básica del Motor de Inducción 
 
 

 
19 

 

 

 

Figura 2.6. Circuito equivalente monofásico para un motor de inducción trifásico 

 

En este capítulo solo describió de manera breve la obtención del circuito eléctrico equivalente 
clásico del motor de inducción. La parte mecánica se verá en capítulos posteriores.  
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Capítulo III   

Modelado Electromagnético del 

Motor de Inducción 

 

3.1 Introducción 

 
En este capítulo se describen las ecuaciones que gobiernan el comportamiento 

electromagnético transitorio del motor de inducción. La teoría básica de estas ecuaciones es 
bastante general y puede aplicarse a otro tipo de máquinas eléctricas. También se describen las 
suposiciones necesarias para obtener una representación en dos dimensiones del problema de 
campo electromagnético de baja frecuencia. Se da especial atención a las ecuaciones de voltaje 
y corriente en las terminales de la maquina fuera del modelo electromagnético. Estas relaciones 
muestran claramente como los dispositivos externos pueden conectarse a la representación de 
dos dimensiones de la máquina de inducción. 
 

3.2 Ecuaciones de Maxwell para Modelar el Motor 

de Inducción 

 
En general, los fenómenos electromagnéticos se describen por un conjunto de 

relaciones conocidas como ecuaciones de Maxwell [19,20]. Estas ecuaciones pueden ser 
expresadas en forma integral o diferencial. A continuación se muestran en su forma diferencial: 
 
 

׏ ൈ ۳ ൌ െ
∂۰
ݐ߲

 (3.1) 

׏ ൈ ۶ ൌ ۸ ൅
∂۲
ݐ∂

 (3.2) 

׏ · ۰ ൌ 0 (3.3) 

׏ · ۲ ൌ  (3.4) ߩ
 

En el Apéndice A se presentan las ecuaciones de Maxwell en su forma integral. 
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3.2.1 Relaciones constitutivas 

 

Las ecuaciones de Maxwell se complementan con las siguientes relaciones constitutivas 
que describen las propiedades del material del medio que está siendo analizado, 
 
 

۲ ൌ  (3.5) ۳ߝ
 

۰ ൌ  (3.6) ۶ߤ
 

۸ ൌ  (3.7) ۳ߪ
 
 

3.3 Simplificaciones a las Ecuaciones de Maxwell 

 
En general, el comportamiento electromagnético de las maquinas eléctricas se describe 

completamente mediante la solución de las ecuaciones de Maxwell. Sin embargo, a menudo es 
conveniente realizar algunas simplificaciones para resolver estas ecuaciones de manera eficiente 
en el motor de inducción. 
 

El caso que se analiza en este trabajo de tesis puede llevarse a cabo mediante una 
aproximación cuasi-estacionaria, esto es posible cuando se asume que la transferencia de 
potencia del estator al rotor es instantánea. Por lo que una simplificación importante en el 
análisis de los motores de inducción es que la corriente de desplazamiento (߲۲/߲ݐ) asociada a 
la ecuación (3.2) puede omitirse cuando se opera a baja frecuencia [5].  

 
La densidad de corriente total, ۸, presente en un motor de inducción se conforma por las 

densidades de corrientes provenientes de la fuente externa (۸௦) y de las densidades de 
corrientes de remolino generadas en el interior de la máquina de inducción (۸௘). De este modo, ۸ 
se puede escribir como:   
 

۸ ൌ ۸௦ ൅ ۸௘ (3.8) 
    

Si se logra realizar una aproximación en dos dimensiones del dispositivo 
electromagnético que está siendo estudiado, la solución de las ecuaciones de Maxwell se puede 
simplificar considerablemente. Algunos efectos tridimensionales pueden ser tomados en cuenta 
mediante la inserción de valores de resistencias e inductancias en los devanados de cada fase 
del estator, así como en el modelo eléctrico del rotor para tener en cuenta los anillos terminales 
de rotores con jaula de ardilla. De esta forma, el comportamiento electromagnético de un motor 
de inducción se describe en dos dimensiones, donde se considera explícitamente que las 
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densidades de corriente están dirigidas axialmente, es decir, solo tienen componente en la 
dirección ݖ. 
 

3.4 Ecuación de Difusión No Lineal para el Motor 

de Inducción 

 
Existen diversas formulaciones basadas en diferentes potenciales [5] (potencial 

magnético vectorial, potencial magnético escalar, potencial eléctrico escalar, potencial eléctrico 
vectorial) para resolver las ecuaciones de Maxwell. Esto quiere decir que la solución  de las 
ecuaciones diferenciales en términos de los potenciales representa la solución de las ecuaciones 
originales de Maxwell. Para el trabajo de esta tesis se usa la formulación del potencial magnético 
vectorial, ۯ, y el potencial eléctrico escalar, ܸ.   
 

La densidad de flujo magnético, ۰, puede ser expresada como el rotacional de un 
campo vectorial, esto es porque la divergencia de cualquier rotacional nos da como resultado 
cero (ver (A.1) en el Apéndice A) [5,19], lo cual satisface la ecuación (3.3), entonces: 
 

۰ ൌ ׏ ൈ  (3.9) ۯ
  
 

 

 
Figura 3.1. Definición de un dominio en dos dimensiones. La densidad de corriente ۸,  
y potencial magnético vectorial ۯ, son perpendiculares al plano 0xy. La densidad de 

flujo magnético ۰ es paralela al plano 0xy 
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En forma general, para especificar completamente un campo vectorial, se debe definir 
tanto su rotacional como su divergencia [19]. En este caso, para especificar por completo el 
campo vectorial ۯ, falta definir su divergencia. En los problemas de dos dimensiones (2D), los 
vectores ۸ y ۯ solo tienen una componente, la cual es perpendicular al plano 0xy (Figura 3.1). 
Entonces, dado que el potencial magnético vectorial ۯ tiene solo una componente en la 
dirección axial y es constante a lo largo de esta, se tiene que su divergencia es igual a cero: 
 

׏ · ۯ ൌ
௭ܣ߲

ݖ߲ ൌ 0 (3.10) 

 
por lo que ahora es posible afirmar que el campo vectorial ۯ está definido por completo.  
 

Ahora que se tiene al campo vectorial ۯ completamente definido, podemos utilizarlo 
para obtener la ecuación de difusión del motor de inducción. Por tanto, sustituyendo la ecuación 
(3.9) en (3.1), se obtiene: 
 

׏ ൈ ۳ ൌ െ
߲۰
ݐ߲ ൌ െ

߲
ݐ߲ ׏ ൈ ۯ ൌ െ׏ ൈ

ۯ߲
ݐ߲   

tal que, 
 

׏ ൈ ۳ ൌ െ׏ ൈ
ۯ߲
ݐ߲   

o 
 

׏ ൈ ۳ ൅ ׏ ൈ
ۯ߲
ݐ߲ ൌ ૙  

 
Lo que resulta en  

 

׏ ൈ ൬۳ ൅
ۯ߲
ݐ߲ ൰ ൌ ૙ (3.11) 

 
Por otra lado, sabemos que (Apéndice A),  

 
׏ ൈ ሺെ׏φሻ ൌ ૙ (3.12) 

 
Por lo tanto, igualando (3.11) y (3.12) resulta en 

 
 

׏ ൈ ൬۳ ൅
ۯ߲
ݐ߲ ൰ ൌ ׏ ൈ ሺെ׏φሻ ൌ ૙  

 
de donde se observa entonces que, 
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െ׏φ ൌ ۳ ൅
ۯ߲
ݐ߲  (3.13) 

 
 

Con la ecuación (3.13) se demuestra que el campo eléctrico ۳ se puede escribir como 
 

۳ ൌ െ׏φ െ
ۯ߲
ݐ߲  (3.14) 

 
Usando las ecuaciones (3.2) y (3.8), y la simplificación de despreciar la corriente de 

desplazamiento, obtenemos 
 
 

׏ ൈ ۰ߥ ൌ ۸ ൌ σ۳ ൌ σ ൬െ׏φ െ
ۯ߲
ݐ߲ ൰ (3.15) 

 
donde ߥ es la reluctividad y se define como ߥ ൌ 1 ⁄ߤ . 
 

Sustituyendo (3.9) y (3.14) en (3.15) resulta en 
 

׏ ൈ ൬
1
µ ׏ ൈ ൰ۯ ൌ σ ൬െ׏φ െ

ۯ߲
ݐ߲ ൰ (3.16) 

 
Si descomponemos el potencial escalar (σ׏φ) en dos componentes, se obtiene la 

siguiente expresión 
 

σ
ۯ߲
ݐ߲ ൅ ׏ ൈ ൬

1
µ ׏ ൈ ൰ۯ ൌ ۸௦ െ σ(3.17) ܸ׏ 

 
 

La ecuación (3.14) se puede escribir en dos dimensiones como una relación escalar 
debido a que el campo eléctrico solo tiene una componente, es decir, φ no es función de ݔ y ݕ. 
Por lo tanto, el campo eléctrico axial (dirección ݖ) está dado por: 
 

௭ܧ ൌ െ
߲φ
ݖ߲ െ

௭ܣ߲

ݐ߲  (3.18) 

 
De (3.18) y con la consideración de que la densidad de corriente inducida solo tiene 

componente en la dirección ۸) ݖ ൌ  ௭), tenemos queܬܓ
 

௭ܬ ൌ σܧ௭ ൌ σ ൬െ
߲φ
ݖ߲ െ

௭ܣ߲

ݐ߲ ൰ (3.19) 
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En la ecuación (3.17) se expresa explícitamente el gradiente del potencial (ܸ׏) pero 
mediante una propiedad del potencial eléctrico escalar de la ecuación (3.18), el gradiente puede 
ser expresado en términos de la diferencia de potencial de las barras de rotor y de la longitud de 
las mismas. Para aprovechar esta propiedad, se utiliza ۸ de (3.15) y se sustituye en ׏ · ۸ ൌ 0, y 
recordando que ۯ ൌ   :௭, se obtieneܣܓ

 
∂

∂z σ
௭ܣ∂

∂t ൅
∂

∂z σ
∂φ
∂z ൌ 0 (3.20) 

 
De (3.10) observamos que el primer término del lado izquierdo de (3.20) es igual a cero. 

La inspección del segundo término de la ecuación (3.20) muestra que la primera derivada parcial 
de φ debe ser una constante, y que además, φ varía linealmente en la dirección axial. Por lo 
tanto, se puede afirmar que ߲φ/߲ݖ es la diferencia de potencial medida al inicio y al final de una 
región de conducción dividida entre la longitud axial efectiva del conductor. 
 

߲φ
ݖ߲ ൌ ஺ܸ െ ஻ܸ

݈௔௫௜
ൌ

∆ܸ
݈௔௫௜

 (3.21) 

 
Además, esta es la diferencia de potencial que permite el acoplamiento de las 

ecuaciones de campo con las ecuaciones de los circuitos eléctricos externos, así como, la 
interconexión de diferentes regiones internas del modelo electromagnético:   
 

ܸ׏ ൌ െ
∆ܸ
݈௔௫௜

 (3.22) 

 
De acuerdo al Apéndice A, para el caso de 2 dimensiones, el segundo término del lado 

izquierdo de (3.17) puede escribirse como: 
 

െ׏ · ൬
1
ߤ  ௭൰ (3.23)ܣ׏

 
El potencial magnético vectorial y la densidad de corriente, para el caso de dos 

dimensiones, solo tienen componentes en ۯ) ݖ ൌ ௭ y ۸௦ܣܓ ൌ ௦ܬܓ
௭). Por lo que con 

(3.23) y con las simplificaciones mencionadas, la expresión (3.17) se convierte en: 
 

σ
௭ܣ∂

∂t െ ׏ · ൬
1
ߤ ௭൰ܣ׏ ൌ σ

∆ܸ
݈௔௫௜

൅ ௦ܬ
௭ (3.24) 

 
La ecuación (3.24) describe el problema transitorio no lineal de la máquina de inducción 

en dos dimensiones, y se conoce como la ecuación de difusión no lineal. 
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3.5 Regiones de Conducción y Regiones Libres de 

Corriente  

 
El problema acoplado se aborda más fácilmente mediante la separación del modelo de 

campo en regiones de diferentes características de conducción. Los modelos de campos 
electromagnéticos en dos dimensiones de motores de inducción tipo jaula de ardilla 
generalmente pueden ser divididos en tres diferentes regiones: 

 
1) Región de conducción con conductores masivos (sólidos), donde se pueden inducir 

corrientes remolino. Por ejemplo, las barras del rotor. 
 

2)  Región de conducción con conductores delgados (filamentarios), donde las corrientes 
parásitas pueden omitirse, por ejemplo, los devanados del estator. En este caso, la 
distribución espacial de las corrientes siempre es conocida. 

 
3) Regiones libres de corriente, donde las corrientes parásitas también se omiten. Por 

ejemplo, el núcleo laminado tanto de estator como de rotor,  así como el entrehierro. 
 
 

3.6 Ecuaciones de Voltaje y Corriente en los 

Conductores  

 

A menudo se usan dos tipos de conductores en las máquinas eléctricas, esto se debe a 
que, por ejemplo, en el motor de inducción tipo jaula de ardilla los conductores del estator son 
diferentes a los conductores del rotor. Generalmente, en el estator se ocupan conductores 
delgados (filamentarios), mientras que en el rotor jaula de ardilla se utilizan conductores masivos 
(sólidos). Comenzaremos presentando los conductores masivos (sólidos), en los cuales se debe 
considerar el fenómeno de inducción de corrientes de remolino.  
 
3.6.1 Conductores sólidos  

 

Este tipo de conductor se utiliza en el rotor, es decir, son las barras conductoras del rotor 
jaula de ardilla. La Figura 3.2 muestra un conductor de este tipo, el cual tiene una sección 
transversal ܵ௧ y una longitud axial ݈. 
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Figura 3.2. Conductor grueso o solido, utilizado en las barras del rotor; de longitud ݈ y 
área transversal ܵ௧ 

 
Para calcular la caída de tensión en este tipo de conductores se utiliza (3.20) y 

recordando que ۯ es constante en la dirección axial, resulta en: 
 

∂
∂z σ

∂φ
∂z ൌ 0  

 
de la cual, es posible definir un potencial escalar como: 
 

φ ൌ ଵܸݖ ൅ ଴ܸ (3.25) 
 

El voltaje ௧ܷ sobre el conductor se define como:  
 

௧ܷ ൌ න െሺ׏φሻ݈݀ ൌ െ ଵܸ݈
௟

଴

 (3.26) 

 
También recordamos que la corriente remolino inducida en un conductor es  

 

۸ ൌ ۳ߪ ൌ ߪ ൤െ
ۯ߲
ݐ߲ െ  φ൨ (3.27)׏

 
Entonces la corriente total en el conductor sólido se obtiene integrando (3.27) sobre la 

sección transversal ܵ௧. Notando que de la ecuación (3.25) ׏φ ൌ ଵܸ y de la ecuación (3.26) 
φ׏ ൌ ଵܸ ൌ െ ௧ܷ ݈⁄ , entonces (3.27) en la dirección z lleva a   
 

௧ܫ ൌ න ௭݀ܵܬ ൌ െ න ߪ
௭ܣ߲

ݐ߲ ݀ܵ ൅
ௌ೟ௌ೟

න ߪ ௧ܷ

݈ ݀ܵ
ௌ೟

 (3.28) 
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Ahora se puede introducir en (3.28) la definición de la resistencia de c.d. (corriente 
directa) del conductor, la cual es 

ܴ௧ ൌ
݈

௧ܵߪ
 (3.29) 

 
Entonces, la ecuación (3.28) se puede volver a escribir como 

 

௧ܫ ൌ ௧ܷ

ܴ௧
െ න ߪ

௭ܣ߲

ݐ߲ ݀ܵ
ௌ೟

 (3.30) 

 
Finalmente, para los conductores sólidos, se tienen las siguientes ecuaciones: 

 

׏ · ൬
1
ߤ ௭൰ܣ׏ െ σ

௭ܣ∂

∂t ൅ σ ௧ܷ

݈ ൌ 0 (3.31) 

 

௧ܷ ൌ ܴ௧ܫ௧ ൅ ܴ௧ න ߪ
௭ܣ߲

ݐ߲ ݀ܵ
ௌ೟

 (3.32) 

 
Esta última ecuación expresa que el voltaje sobre un conductor sólido se debe a la suma 

de la caída de voltaje en la resistencia de c.d. (ܴ௧ܫ௧) y la caída de voltaje debida a las corrientes 
remolino inducidas ܴ௧ ׬ ߪ డ஺೥

డ௧
݀ܵௌ೟

. 
 
3.6.2 Conductores delgados o filamentarios  

 
La Figura 3.3 muestra una bobina construida de ܰ vueltas de conductores delgados con 

sección transversal s, conectados en serie. En este tipo de conductor, la densidad de corriente 
se considera uniforme sobre la sección transversal. A la corriente en el conductor se le nombra 
 ௙. Para el caso del motor de inducción modelado en este trabajo, las bobinas del estator seܫ
conforman de este tipo de conductores, por lo que es necesario calcular su caída de tensión.  
 
 

 

Figura 3.3. Bobina formada por varios conductores delgados o filamentarios 
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Sustituyendo la ecuación (3.32) en (3.31), reemplazando ܫ௧ por ܫ௙, y usando la ecuación 
(3.29) obtenemos para un conductor delgado: 
 

׏ · ൬
1
ߤ ௭൰ܣ׏ െ σ

௭ܣ∂

∂t ൅
௙ܫ

ݏ ൅
1
ݏ න ߪ

௭ܣ߲

ݐ߲ ݏ݀
௦

ൌ 0 (3.33) 

 
Como la densidad de corriente inducida ߪሺ߲ܣ௭ ⁄ݐ߲ ሻ es uniforme sobre la sección 

transversal ݏ, podemos escribir  
 

1
ݏ න ߪ

௭ܣ߲

ݐ߲ ݏ݀
௦

ൌ ߪ
௭ܣ߲

ݐ߲   
 

Así el segundo término del lado izquierdo de la ecuación (3.33) se cancela, por lo tanto: 
 

׏ · ൬
1
ߤ ௭൰ܣ׏ ൅

௙ܫ

ݏ ൌ 0 (3.34) 

 
Suponiendo que la superficie total de la bobina está dada por ௙ܵ ൌ  :obtenemos , ݏܰ

 

׏ · ൬
1
ߤ ௭൰ܣ׏ ൅

ܰ
௙ܵ

௙ܫ ൌ 0 (3.35) 

 
La tensión ௙ܷ en la terminal del devanado puede escribirse como:  

 

௙ܷ ൌ ܰ ௧ܷ ൌ ܴܰ௧ܫ௧ ൅ ܴܰ௧ න ߪ
௭ܣ߲

ݐ߲ ݏ݀ ൌ
௦

ൌ ܰ
݈

ݏ ߪ ௙ܫ ൅ ܰ
݈

ݏ ߪ න ߪ
௭ܣ߲

ݐ߲ ݏ݀ ൌ
௦

ܰ
݈

ݏ ߪ ௙ܫ ൅
݈
ݏ ݏܰ

௭ܣ߲

ݐ߲

ൌ ܰ
݈

ݏ ߪ ௙ܫ ൅
݈
ݏ ௙ܵ

௭ܣ߲

ݐ߲  

 

(3.36) 

o bien, 
 

௙ܷ ൌ ܰ
݈

ݏ ߪ ௙ܫ ൅ ܰ
݈
௙ܵ

න
௭ܣ߲

ݐ߲ ݏ݀
ௌ೑

 (3.37) 
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El primer término de la ecuación (3.37) es la caída de voltaje en la resistencia ௙ܴ de la 
bobina. El segundo término es el voltaje inducido en la bobina. Simplificaremos la ecuación 
(3.37) mediante la introducción de ௙ܴ. 

௙ܷ ൌ ௙ܴܫ௙ ൅
݈ܰ

௙ܵ
න

௭ܣ߲

ݐ߲ ݏ݀
ௌ೑

 
 

 
Finalmente, en la región de los conductores delgados, las ecuaciones que gobiernan la 

región son:  
 

׏ · ൬
1
ߤ ௭൰ܣ׏ ൅

ܰ
௙ܵ

௙ܫ ൌ 0 (3.38) 

 

௙ܷ ൌ ௙ܴܫ௙ ൅
݈ܰ

௙ܵ
න

௭ܣ߲

ݐ߲ ݏ݀
ௌ೑

 (3.39) 

 
La densidad de corriente para los ܰ conductores filamentarios está dada por la siguiente 

expresión: 
 

௦ܬ
௭ ൌ

௙ܫܰ

௙ܵ
 (3.40) 

 
donde ௙ܵ es el área ocupada por los ܰ conductores filamentarios conectados en serie. 
 

3.7 Ecuaciones de Rotor y Estator  

 
Para una mejor visualización de qué ecuaciones gobiernan cada parte del motor, se 

divide el dominio total del motor de inducción en dos sub-dominios: estator y rotor. El sub-
dominio estator se conforma de los siguientes elementos: núcleo del estator, conductores de 
fase y parte del entrehierro. Mientras tanto, el sub-dominio rotor está integrado por: núcleo del 
rotor, conductores del rotor y la parte restante del entrehierro. 
 
3.7.1 Ecuaciones de campo del estator 

 
En los conductores (filamentarios) de los devanados de campo del estator se pueden 

despreciar los efectos de las corrientes remolino, dado que el conjunto de las dimensiones de las 
secciones transversales es semejante a la profundidad superficial del efecto piel a la frecuencia 
de la fuente. En otras palabras, la densidad de corriente en cada fase se distribuye de manera 
uniforme sobre toda la sección transversal de cada devanado. 
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Por lo tanto, el estator puede estar representado por el siguiente conjunto de ecuaciones: 
 

1) Ecuación que se aplica a las regiones conductoras del estator (devanados de fase),  
  

׏ · ൬
1
ߤ ௭൰ܣ׏ ൌ െܬ௦

௭ (3.41) 

 
2) Ecuación que se aplica al entrehierro (región libre de corrientes),  

 

׏ · ൬
1
ߤ ௭൰ܣ׏ ൌ 0 (3.42) 

 
 
 

3) Ecuación que se aplica al núcleo del estator (región libre de corrientes), 
 

׏ · ൬
1
ߤ ௭൰ܣ׏ ൌ 0 (3.43) 

 
 
 3.7.2 Ecuaciones de campo del rotor 

 
En las barras conductoras del rotor tipo jaula de ardilla se debe de considerar el efecto de las 

corrientes remolino inducidas. Por lo cual, para el rotor se da el siguiente conjunto de 
ecuaciones: 
 

1) Ecuación que se aplica en las regiones conductoras del rotor (barras del rotor), 
 

σ
௭ܣ∂

∂t െ ׏ · ൬
1
ߤ ௭൰ܣ׏ ൌ σ

∆ܸ
݈௔௫௜

 (3.44) 

 
2) Ecuación que se aplica al entrehierro (región libre de corrientes), 

 

׏ · ൬
1
ߤ ௭൰ܣ׏ ൌ 0 (3.45) 

 
3) Ecuación que se aplica al núcleo del rotor (región libre de corrientes), 

 

׏ · ൬
1
ߤ ௭൰ܣ׏ ൌ 0 (3.46) 
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3.8  Interconexión Eléctrica Interna y Externa   

 

3.8.1 Alimentación externa del motor de inducción    

 
Las condiciones de circuitos externos, necesarias para predecir de manera adecuada la 

operación del motor de inducción, no se incluyen directamente dentro del modelo de campo sino 
que se interconectan como se muestra en la Figura 3.4, donde se puede observar que el estator 
se conecta a una fuente de voltaje trifásica a través de la impedancia final del devanado.  
 

 

Figura 3.4. Fuente de voltaje trifásica que alimenta el motor de inducción 

 
 
3.8.2 Interconexión en el rotor    

 
Los conductores del rotor también se interconectan a través de impedancias externas. 

En un rotor tipo jaula de ardilla, los conductores son sólidos y están en condición de corto circuito 
a través de unos anillos al final de cada extremo de las barras, dichos anillos cuentan con una 
impedancia finita. En la Figura 3.5 se muestra el circuito equivalente del rotor [17].  
 

 
Figura 3.5. Circuito equivalente del rotor jaula de ardilla con las barras representadas 

por el modelo del campo. La sección de los anillos en los extremos para la 
interconexión de las barras se modela con la resistencia Rer y la inductancia Ler 
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Las barras de la jaula de ardilla están representadas por los rectángulos grises en la 
Figura 3.5, y pertenecen al dominio modelado por la ecuación de difusión. Todas las resistencias 
Rer que se muestran tienen el mismo valor y son incluidas para tomar en cuenta las secciones de 
los anillos en los extremos de la jaula que interconectan las barras. De igual forma, todas las 
inductancias Ler mostradas son iguales y también modelan junto a las resistencias la sección de 
interconexión de las barras. Cabe notar que el circuito mostrado en la Figura 3.5 toma en cuenta 
la anti-periodicidad de la máquina, por lo cual, solo se requiere de un solo paso polar para 
representar el comportamiento de toda la máquina.  

3.9 Cálculo del Par  del Motor de Inducción 

 
Un análisis transitorio preciso de una máquina eléctrica giratoria requiere del estudio de 

la interacción entre las cantidades eléctricas y mecánicas. El par electromagnético juega un 
papel fundamental en la conversión de energía dentro de la máquina de inducción.  
 

Cuando la velocidad del rotor, ߱௠, se desconoce, es posible calcularla mediante la 
ecuación de oscilación, la cual describe el movimiento del rotor y está dada por: 
 

௠ܬ
݀
ݐ݀ ߱௠ െ ௠߱௠ܦ ൌ ௘ܶ െ ௅ܶ (3.47) 

 
También, la posición angular del rotor, ߙ௠, se obtiene de la velocidad angular ߱௠ 

mediante:  
 

݀
ݐ݀ ௠ߙ ൌ ߱௠ (3.48) 

 
Con el desplazamiento angular del rotor calculado por (3.47) y (3.48), es posible 

determinar el comportamiento mecánico de las máquinas eléctricas tomando en cuenta los 
transitorios electromecánicos. Por tanto, es necesario calcular con precisión el par 
electromagnético obtenido de la solución de las ecuaciones de campo. 
 

Existen diferentes métodos, basados en varias formulaciones, para evaluar el par. En el 
análisis numérico de las máquinas eléctricas, la técnica que se utiliza para el cálculo de fuerzas y 
pares, es el método de los esfuerzos de Maxwell. 
 

El par electromagnético se obtiene mediante una integral de superficie; sin embargo, 
para el caso de dos dimensiones la integral de superficie se reduce a una integral de línea a lo 
largo del entrehierro.  
 

Es necesario que el cuerpo se localice en el vacío (espacio libre) o dentro de un material 
con permeabilidad ߤ ൌ  ଴. En la Figura 3.6 se muestra como la línea Γ encierra el rotor a loߤ
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largo del entrehierro, también se observa el vector unitario ܖ. El tensor de Maxwell esta dado por 
[8]. 
 

݀۴ ൌ െ
଴ߤ

2 Hଶܖ ൅ ଴ሺ۶ߤ ڄ  ሻ۶ (3.49)ܖ

 
donde H ൌ |۶| es el valor absoluto de la intensidad de campo magnético. 
 

Sustituyendo ۶ ൌ ሺ1 ⁄଴ߤ ሻ۰ dentro de la ecuación (3.49) se llega a la siguiente 
expresión: 
 

݀۴ ൌ െ
1

଴ߤ2
Bଶܖ ൅

1
଴ߤ

ሺ۰ ڄ  ሻ۰ (3.50)ܖ

 
donde B ൌ |۰| es el valor absoluto de la densidad de flujo magnético. 
 

El par electromagnético se obtiene como una integral de línea, como se muestra en la 
siguiente expresión: 
 

௘܂ ൌ ܮ න ሺܚ ൈ ݀۴ሻ
୻

݀Γ ൌ ܮ න ൬ܚ ൈ ൤െ
1

଴ߤ2
Bଶܖ ൅

1
଴ߤ

ሺ۰ ڄ ሻ۰൨൰ܖ
୻

݀Γ (3.51) 

 
 

 
 

Figura 3.6. Rotor afectado por el campo magnético y encerrado por la superficie Γ a lo 
largo del entrehierro 
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Capítulo IV 

 

Método del Elemento Finito 

 
En éste capítulo se presenta el Método del Elemento Finito (FEM, por sus siglas en 

inglés) mostrando sólo los conceptos y aspectos prácticos, tal y como se usan en el desarrollo de 
este trabajo de tesis.  
 

4.1 Introducción 

 
El método del elemento finito es una técnica adecuada para obtener soluciones de 

ecuaciones de campo, sin importar si los campos son variantes en el tiempo o si los materiales 
no son homogéneos, anisotrópicos o no lineales. Usando el método de los elementos finitos, el 
análisis del dominio completo es dividido en subdominios elementales, los cuales son llamados 
elementos finitos, y las ecuaciones de campo son aplicadas a cada uno de ellos. 

 
Este método fue propuesto en los años 40’s, y se utilizó en aplicaciones aeronáuticas y 

en el análisis de estructuras. Con el pasar de los años, el método fue adoptado para resolver 
diversos problemas físicos y matemáticos.  

 
El estudio de las distribuciones de campos por el FEM, y en particular, los problemas de 

campos electromagnéticos, permite una buena estimación del comportamiento de los 
dispositivos electromagnéticos (especialmente cuando los métodos clásicos arrojan resultados 
insatisfactorios). También, permite reducir substancialmente el número de prototipos.  

 
Sin embargo, el FEM también tiene algunas desventajas. Debido a su naturaleza 

numérica, la solución es necesariamente aproximada. Entonces, si el método no es 
correctamente aplicado, podría generar resultados imprecisos. Por último, dado que las 
cantidades obtenidas se distribuyen en el espacio, el tiempo requerido para calcular los 
resultados generalmente son muy largos. 

 
Para reducir el tiempo de cómputo, y al mismo tiempo, mejorar el análisis, se usa la 

periodicidad y simetría (geométrica y electromagnética) de la estructura. La precisión de los 
resultados se ve influenciada por la dimensión de los elementos finitos y por la uniformidad de la 
subdivisión. Para incrementar la exactitud, se realiza una fina subdivisión de la estructura, 
adoptando elementos finitos de dimensiones más pequeñas. No obstante, una excesiva 
subdivisión del dominio causa grandes tiempos de cómputo.      
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Generalmente, en electromagnetismo, el FEM está asociado a métodos variacionales y 

métodos residuales. En el primer caso, el procedimiento numérico no trabaja directamente con la 
ecuación física relacionada al problema, sino con una función correspondiente de energía. 
Contrariamente, los métodos residuales se establecen directamente de la ecuación física que 
tiene que ser resuelta.  

 
El Método Galerkin es una forma particular de los métodos residuales y se utiliza 

ampliamente en problemas electromagnéticos. Esta formulación particular es la que se usa para 
resolver la ecuación de difusión no lineal que gobierna el comportamiento del motor de 
inducción. 
 

4.2 Método de Galerkin 

  
El método Galerkin es un método de residuales ponderados que se aplica para 

minimizar el residual de una ecuación en derivadas parciales. La mejor aproximación de los 
potenciales magnéticos se puede obtener cuando la integral del residual de la ecuación 
diferencial multiplicada por una función de ponderación sobre el dominio del problema es igual a 
cero. La función de ponderación puede ser arbitraria, pero en el Método de Galerkin, las 
funciones de ponderación se seleccionan de tal manera que sean las mismas que las usadas 
para la expansión de la solución aproximada.  

 
 

4.2.1 Elementos finitos 

 
En el FEM, el dominio de solución se subdivide o “discretiza” en pequeñas sub-regiones 

llamadas “elementos finitos” donde la variable desconocida se aproxima mediante una función 
preseleccionada, la cual con frecuencia es una función polinomial. La determinación de valores 
de la función desconocida en puntos discretos dentro de las sub-regiones (sujetas a restricciones 
conocidas) representa la solución del problema de valor a la frontera. Esta discretización puede 
ser llevada a cabo usando elementos de cualquier orden y forma. Los puntos que definen los 
elementos son los “nodos” o “grados de libertad”. Al ensamble de los elementos se le conoce 
como “malla”. La Figura 4.1 muestra los elementos finitos más comúnmente utilizados en dos 
dimensiones. Los elementos de mayor orden (segundo y tercero) son llamados elementos de 
alta precisión. Existe una relación entre el orden de la aproximación y el número de nodos que 
definen el elemento. Por ejemplo, en un elemento triangular, una aproximación lineal requiere de 
un elemento de 3 nodos, pero una aproximación cuadrática necesita un elemento definido por 6 
nodos.    
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Figura 4.1. Diferentes elementos finitos utilizados en aplicaciones electromagnéticas 

 

4.2.2 Aplicación del método de residuales ponderados 

 
La ecuación de difusión se convierte en un conjunto de ecuaciones algebraicas usando 

el método de Galerkin. Este es un medio de obtener una solución aproximada a una ecuación 
diferencial en derivadas parciales. Considere que ܣመ௭ es una solución aproximada de la ecuación 
de difusión para algún punto dentro de la región Ω (dominio del espacio de estados), delimitada 
por un contorno Γ como se muestra en la Figura 4.2. Si ܣመ௭ se sustituye en (3.24), la solución que 
se obtiene es una aproximación y es diferente a la solución exacta. Por lo tanto, se genera un 
“residual” o error ܴ: 
 

σ
መ௭ܣ߲

ݐ߲ െ ׏ · ൬
1
ߤ መ௭൰ܣ׏ െ ௦ܬ

௭ െ σ
∆ܸ
݈௔௫௜

ൌ ܴ (4.1) 

 

Para establecer un procedimiento numérico, obligamos a que ܴ sea igual a cero, usando 
la siguiente operación:  

න ܹܴ݀Ω ൌ 0
Ω

 (4.2) 

 
donde ܹ es una “función de ponderación”, y Ω representa el dominio en estudio. Si sustituimos 
(4.1) en (4.2), obtenemos, 
 



Capítulo 4. Método del Elemento Finito 
 
 

 
38 

 

න ܹσ
መ௭ܣ߲

ݐ߲ ݀Ω െ න ܹ ൤׏ · ൬
1
ߤ መ௭൰൨ܣ׏

Ω
݀Ω െ න ܹሾܬ௦

௭ሿ
Ω

݀Ω െ න ܹ ൤σ
∆ܸ
݈௔௫௜

൨
Ω

݀Ω
 

Ω
ൌ 0 

(4.3) 

 
Mediante el uso del Teorema de Green (A.4) del Apéndice A aplicado a la segunda 

integral de (4.3), esta se convierte en,  
 

න ܹ ቈσ
መ௭ܣ߲

ݐ߲ ቉ ݀Ω ൅ න ܹ ൤׏ · ൬
1
ߤ መ௭൰൨ܣ׏

Ω
݀Ω െ න

1
µ

መ௭ܣ߲

߲݊ ݀Γ
୻

െ න ܹሾܬ௦
௭ሿ

Ω
݀Ω

 

Ω

െ න ܹ ൤σ
∆ܸ
݈௔௫௜

൨
Ω

݀Ω ൌ 0 
(4.4) 

donde ݊ es la normal hacia fuera del contorno Γ como se ve en la Figura 4.2.  
 
 

 
Figura 4.2. Región Ω en dos dimensiones delimitada por la frontera Γ, sobre la cual se 

aplica el teorema de Green. 

 
En una aproximación por elementos finitos, la región Ω se divide en un número de elementos 
finitos de dominio Ωୣ, como se muestra en la Figura 4.3. Para evitar ciertas confusiones con el 
uso de diferentes subíndices, asumiremos que ܣመ௭ ൌ  መ. Por lo tanto, los valores del potencialܣ
magnético en cualquier punto del dominio Ωୣ se muestran como ܣመ௘. La función de ponderación 
ܹ para este elemento se denota como ௘ܹ. La permeabilidad ߤ, y la conductividad ߪ se 
consideran constantes sobre cada elemento. Además, fuera del contorno Γ el campo es nulo, 
por lo tanto el tercer término de (4.4) es igual a cero. Con lo anterior la ecuación (4.4) se puede 
reescribir como: 
 

෍ ቈඵ ௘ܹߪ௘
መ௘ܣ߲

Ω౛ݐ߲

ݕ݀ݔ݀ ൅ ඵ ௘ܹ ൤׏ · ൬
1
ߤ መ௘൰൨ܣ׏

Ω౛

ݕ݀ݔ݀ െ ඵ ௘ܹܬ௦೐
௭ ݕ݀ݔ݀

Ω౛

ெ

௘ୀଵ

െ ඵ ௘ܹߪ௘
∆ ௘ܸ

݈௔௫௜
ݕ݀ݔ݀

Ω౛

቉ ൌ 0 
(4.5) 
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donde el subíndice “݁” se refiere a cualquier elemento dentro del dominio Ω y a sus respectivos 
valores; y  ܯ es el número total de elementos dentro del dominio.  
 
 

 
Figura 4.3. Región Ω dividida en elementos triangulares de dominio Ω௘ 

 
 

El método de Galerkin se completa seleccionando la función de ponderación ௘ܹ e 
integrando los términos de la ecuación (4.5) para el elemento “݁”. En este método, las funciones 
de ponderación son las mismas que las funciones de forma. 
 

4.3 Ecuación de Difusión Discretizada 

 
Después de aplicar el método de Galerkin a la ecuación de difusión no lineal, es posible 

obtener la siguiente expresión discretizada para el elemento “݁”. 
 

ሾܳሿ௘
߲ሼܣሽ௘

ݐ߲ ൅ ሾܵሿ௘ሼܣሽ௘ െ ሼܬሽ௘ െ ሼܸሽ௘ ൌ ሼ0ሽ௘ (4.6) 

  
donde ሼܣሽ௘ es un vector que contiene los potenciales nodales y ሼ0ሽ௘ es el vector nulo. ሾܵሿ௘ es 
una matriz cuyos coeficientes dependen de las coordenadas de los nodos, del área y de la 
permeabilidad del elemento. ሾܳሿ௘ es una matriz donde los coeficientes dependen de la 
conductividad y del área del elemento. ሼܬሽ௘ contiene coeficientes que dependen de la densidad 
de corriente proveniente de la fuente, así como del área del elemento. Finalmente, ሼܸሽ௘ es un 
vector que depende del área, la longitud axial, la conductividad y la diferencia de potencial del 
elemento.    
 

La aplicación de (4.6) a cada uno de los ܯ elementos en Ω, y la sustitución de estas 
contribuciones en (4.5), produce el siguiente sistema matricial global: 
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ሾܳሿ
߲ሼܣሽ

ݐ߲ ൅ ሾܵሿሼܣሽ െ ሼܬሽ െ ሼܸሽ ൌ ሼ0ሽ (4.7) 

 
4.3.1 Discretización de las regiones libres de corriente 

 
La ecuación (3.41) gobierna el comportamiento electromagnético en las regiones que no 

conducen corriente. La discretización de esta ecuación para un elemento está dada por: 
 

ሾܵሿሼܣሽ ൌ ሼ0ሽ (4.8) 
 
4.3.2 Discretización de las regiones de conducción con 

conductores masivos 

 
La versión discretizada de la ecuación (3.43) se obtiene fácilmente considerando las 

corrientes de remolino inducidas. Entonces, 
 

ሾܵሿሼܣሽ ൌ ሼܸሽ െ ሾܳሿ
߲ሼܣሽ

ݐ߲  (4.9) 

 
donde ߲ሼܣሽ ⁄ݐ߲  produce las derivadas parciales con respecto al tiempo de los potenciales 
nodales del elemento. 
 
4.3.3 Discretización de las regiones de conducción con 

conductores delgados o filamentarios 

 
La ecuación (3.40) se aplica a las regiones de conducción donde se utilizan conductores 

delgados filamentarios, en otras palabras, en los conductores de los devanados del estator. Las 
corrientes parásitas se desprecian. Su discretización es como sigue: 
 

ሾܵሿሼܣሽ ൌ ሼܬሽ (4.10) 
 

4.4 Condiciones de Frontera 

 
Para asegurar una solución única para la ecuación de difusión no lineal, es esencial 

especificar las condiciones que prevalecen en las fronteras de la región del problema. En el 
análisis de máquinas eléctricas, comúnmente se encuentran dos tipos de condiciones: las 
condiciones de Dirichlet y las condiciones de Neumann. 
 

Las condiciones de frontera de Dirichlet prescriben valores de la función desconocida. Lo 
anterior significa que los potenciales son impuestos en la frontera en cuestión. En otras palabras, 
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los potenciales son conocidos en dicha frontera. Frecuentemente, en el análisis por elementos 
finitos de las máquinas eléctricas rotatorias, estos valores prescritos son iguales a cero, lo cual 
significa que el campo magnético no cruza dichas fronteras, por lo que no son consideradas en 
la formulación del elemento finito. En otras palabras, los nodos en la región discretizada que 
valen cero son descartados [5]. Para garantizar la unicidad del modelo por elementos finitos, 
siempre se requiere de por lo menos un nodo en donde el valor de la función sea conocido.  
 

Las condiciones de Neumann especifican la derivada con respecto a la normal de la 
función desconocida en la frontera. La derivada con respecto a la normal es igual a cero 
ܣ߲) ߲݊⁄ ൌ 0), la cual es una condición que con frecuencia se encuentra en el análisis de las 
máquinas eléctricas. Su implementación numérica se logra con facilidad permitiendo que los 
nodos sobre esta frontera varíen como cualquier otro nodo interno. 

 
En este trabajo de tesis únicamente es necesario considerar las condiciones de frontera 

tipo Dirichlet. Dichas condiciones se aplican en la frontera exterior del estator, asegurándose que 
el campo magnético no cruce tal frontera. Ver Figura 5.9. 
 

4.5  Condiciones Periódicas  

 
De manera especial, en el análisis de máquinas eléctricas, la periodicidad y anti-

periodicidad geométrica puede reducir considerablemente el dominio del problema estudiado. 
Por ejemplo, el dominio de estudio de un motor de inducción puede ser reducido a sólo un paso 
polar de la máquina. Además, las condiciones de periodicidad y anti-periodicidad son empleadas 
para tomar en cuenta el movimiento del rotor. 
 
 

 
Figura 4.4. Estructura periódica. El dominio ܵ definido por las líneas C y D, es un 

dominio repetitivo. Solo se necesita analizar esta parte de la estructura 
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4.5.1 Periodicidad 

  
Algunos problemas tienen geometrías que pueden estar compuestas de una sección 

repetitiva del dominio que está siendo analizado, por ejemplo, la geometría mostrada en la 
Figura 4.4. En este caso, el problema es periódico, caracterizado por una repetición geométrica 
del dominio ܵ. Si existen bobinas orientadas en la misma dirección, los potenciales sobre la línea 
C son idénticos a los potenciales sobre la línea D. 
 
  

 
Figura 4.5. Manejo de los nodos fronterizos entre dominios vecinos en una estructura 

periódica 

 
En lugar de considerar la estructura completa, es suficiente con analizar solamente el 

dominio ܵ. Para hacerlo, los elementos sobre las fronteras entre los dominios vecinos son 
tratados como se muestra en la Figura 4.5. Cuando se genera la matriz elemental ሾܵሿ de un 
elemento T, las contribuciones de los nodos ݅ y ݆ deben de ser ensamblados en los nodos ݅ᇱ y 
݆ᇱ. Esto indica, en la línea C del dominio, la existencia de un dominio idéntico a su izquierda. No 
es necesario considerar los nodos ݅ y ݆ en el sistema matricial; o de otra manera, el valor en el 
nodo ݇ no cambia. En otras palabras, esto significa que los potenciales magnéticos vectoriales 
se fijan como ܣ௜ ൌ ௝ܣ ௜ᇲ yܣ ൌ  ௝ᇲ. Los nodos restantes sobre la línea D se tratan de la mismaܣ
forma.     
 
 
 4.5.2 Anti-Periodicidad 

 
La anti-periodicidad es similar al caso periódico visto anteriormente. Se tiene una 

repetición geométrica de un dominio, pero las bobinas de las corrientes de la fuente tienen 
direcciones opuestas de una manera alternada, como se muestra en la Figura 4.6. 
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Se vuelve a considerar solo el dominio ܵ de la Figura 4.6. Pero ahora los potenciales 
magnéticos se tratan de la siguiente manera: ܣ௜ ൌ െܣ௜ᇲ y ܣ௝ ൌ െܣ௝ᇲ.   
 

 
Figura 4.6. Estructura anti-periódica. El dominio ܵ definido por las líneas C y D, es un 

dominio repetitivo pero con dirección alternada de las corrientes 

 

4.6 Discretización Del Tiempo 

 
Hasta el momento solo se ha llevado a cabo la discretización espacial de la ecuación 

que gobierna el comportamiento del motor de inducción. Por lo tanto, es necesario considerar la 
dependencia del tiempo. Si la discretización espacial de la ecuación produce un sistema lineal, 
este sistema puede ser resuelto usando técnicas analíticas tales como el de respuesta a la 
frecuencia o los métodos por descomposición modal. Sin embargo, la mayoría de los problemas 
en la práctica no son lineales. En consecuencia, es necesario recurrir a un método time-stepping, 
en donde las condiciones de dos pasos de tiempo consecutivos están conectadas por una 
relación de recurrencia [21]. Un camino para obtener esta relación es aproximar la función 
desconocida y su derivada con respecto al tiempo en ሺݐ ൅  ሻ por medio de una serie truncadaݐ∆
de Taylor. Aquí, se asume que las condiciones en el tiempo ݐ ya han sido determinadas. Así que, 
es posible escribir la siguiente relación, la cual relaciona las condiciones de dos pasos de tiempo 
consecutivos: 
 
  

ܺ|௧ା∆௧ െ ܺ|௧

ݐ∆ ൌ ߚ
߲ܺ
ݐ߲ ฬ

௧ା∆௧
൅ ሺ1 െ ሻߚ

߲ܺ
ݐ߲ ฬ

௧
 (4.11) 
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donde ܺ es cualquier función variante en el tiempo y ∆ݐ es el paso de tiempo. La  ߚ es un 
parámetro que de acuerdo a su valor se obtienen diferentes esquemas de los métodos de 
integración a pasos, su rango está entre 0 y 1. Algunos valores específicos de ߚ se relacionan 
con algunos esquemas conocidos, por ejemplo: 
 

ߚ (1 ൌ 0         Esquema de Euler 
ߚ (2 ൌ 1         Esquema de diferencias implícitas   
ߚ (3 ൌ 0.5      Esquema trapezoidal de Crank-Nicholson 
ߚ (4 ൌ 2/3     Método de Galerkin  

 
Después de utilizar (4.11) en las ecuaciones que rigen el comportamiento del motor, se 

obtienen las relaciones de recurrencia deseadas. El uso de ߚ ൌ 0 y ߚ ൌ 0.5 tiene una 
considerable aceptación en la solución de los problemas transitorios electromagnéticos. 
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Capítulo V 

Modelo Numérico del Motor de 

Inducción 

 

En este capítulo se muestra la construcción del modelo de elementos finitos del motor de 
inducción de doble jaula de ardilla utilizando el software de simulación [9], el cual se utiliza para 
realizar simulaciones transitorias. 
 

5.1 Metodología del Modelado 

 
Para crear un modelo en el software, se lleva a cabo la siguiente metodología: 
 

I. Crear o importar la geometría del modelo. 
II. Mallar la geometría. 
III. Definir la Física en los dominios y en las fronteras. 
IV. Resolver el modelo. 
V. Postprocesar la solución. 

VI. Realización de los estudios paramétricos. 
 

5.2 Descripción del Modelado del Motor de 

Inducción  

 
A continuación se especifican las características, tanto eléctricas como geométricas, del 

motor inducción que se modelará con la ayuda del programa especializado [9]. Dichas 
características comprenden sus especificaciones eléctricas, así como sus características 
geométricas.  Los datos del motor considerado pertenecen a una máquina existente que ha sido 
documentada y caracterizada en la referencia [8]. 
 
5.2.1 Especificaciones eléctricas 

 
La máquina de inducción considerada en esta tesis es un motor de inducción de doble jaula 

de ardilla. Es un motor de inducción trifásico de 2 polos, que se encuentra conectado en estrella 
flotante. En la Figura 5.1 se muestra dicho motor. Las características eléctricas del motor son las 
siguientes: 
 



Capítulo 5. Modelo Numérico del Motor de Inducción 
 
 

 
46 

 

- Potencia de carga nominal: P୬ ൌ 7.5 [kW] 
- Voltaje de alimentación nominal, V୤୬ ൌ 380 [V] (Fase a Neutro) 
- Frecuencia nominal, f୬ ൌ 50 [Hz]  

 
 
 

 
Figura 5.1. Vista del motor de inducción modelado 

 
 

5.2.2 Especificaciones geométricas de estator y rotor 

  

Las características físicas del motor de la Figura 5.1 se dan a continuación. Dicho motor está 
conformado físicamente de la siguiente manera: 

 
 

- La armadura del estator tiene 24 ranuras, y la armadura del rotor tiene 20 ranuras. 
- El diámetro exterior del núcleo magnético del estator es de 212 mm. 
- El diámetro interior del estator es de 120 mm. 
- El diámetro exterior del rotor es de 119 mm; el entrehierro tiene un espesor de 1 mm. 
- El diámetro interior del núcleo magnético del rotor es de 40 mm. 
- La longitud axial de los núcleos magnéticos del rotor y estator es de 125 mm. 

 
 
En la Figura 5.2 se muestran tanto la estructura del estator como la del rotor tipo jaula de 

ardilla. 
 

En la Figura 5.3 se observa la sección transversal de rotor y estator. Se muestran las 
medidas internas y externas tanto del rotor como del estator (diámetros internos y externos de 
los núcleos magnéticos, en milímetros).  
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Figura 5.2. Se muestra el estator y el rotor de doble jaula de ardilla 

 
 
 

 
Figura 5.3. Sección transversal de las armaduras del rotor y estator. Diámetros 

internos y externos en mm 

 

5.2.3 Especificaciones geométricas de las ranuras de estator 

y de rotor 

  
En la Figura 5.4 se detallan las especificaciones geométricas de las ranuras tanto de 

estator como de rotor. 



Capítulo 5. Modelo Numérico del Motor de Inducción 
 
 

 
48 

 

 

 
 

Figura 5.4. Dimensiones de las ranuras en mm. a) ranuras del estator, b) ranuras del 
rotor 

 

5.2.4 Devanado del estator 

 
El devanado del estator es de dos capas y el conductor utilizado es cobre, la relación 

entre ranuras utilizadas y ranuras no utilizadas debido a una fase es de 8/12, esto significa que 
de 12 ranuras contiguas, solo 8 son ocupados por los devanados de una fase; por ejemplo: en 
las ranuras 1 a 4 la fase A1 entra, las siguientes 4 ranuras contiguas (5 al 8) se dejan vacías, y 
por último, en las ranuras 9 a 12 regresa la fase A2, y así para cada fase del estator. En la Figura 
5.5 se muestra de manera esquemática la forma en que se realiza el devanado de doble capa 
del estator para las tres fases (Fase A, Fase B y Fase C).  
 

 

Figura 5.5. Esquema del devanado de un estator de doble capa 
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5.2.5 Devanado del rotor 

 
El devanado del rotor está compuesto por una doble jaula de ardilla hecha de aluminio 

colado. En la Figura 5.4 se muestra la forma de las ranuras de la jaula de ardilla, así como sus 
medidas.  
 

En la Figura 5.6 se puede observar el rotor jaula de ardilla de un motor de inducción 
partido a la mitad, lo cual nos permite observar cómo están incrustadas las barras de aluminio en 
el núcleo magnético del rotor. 

 
 

 
Figura 5.6. Rotor jaula de ardilla partido a la mitad, se logran observar las barras de 

aluminio coladas 

 

5.2.6 Otras consideraciones para el análisis transitorio 

  
Cabe señalar que para el análisis y simulación transitoria (simulación del arranque del 

motor sin carga) que lleva a cabo en ésta tesis, se asume que el motor comienza a trabajar en 
frío, es decir, se considera que el motor no ha estado en funcionamiento antes de las pruebas, 
por lo que no ha sufrido calentamiento, entonces el arranque del motor se realiza a temperatura 
ambiente, la cual se supone de 20 ºC. En este trabajo de tesis no se modelan los efectos  
producidos por el calentamiento del motor, ya que el análisis transitorio realizado en este trabajo 
de tesis tiene una duración menor a un segundo. 
 

5.3 Creación de la Geometría del Motor  

 
En la sección anterior se mostraron todas las características y especificaciones 

geométricas del motor de inducción. Ahora se muestra cómo se realiza dicha geometría en el 
programa de simulación [9].  
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Con la ayuda de la interfaz gráfica con que se dispone en el software, se puede realizar 

con relativa facilidad la geometría deseada, tal y como se muestra en la Figura 5.7. 
 
 

 
Figura 5.7. Geometría del motor de inducción correspondiente a un paso polar 

 

5.4 Mallado de la Geometría 

  
Una malla es una partición de la geometría del modelo en pequeñas unidades de 

elementos triangulares o elementos cuadrados. Cuando existen fronteras curvas, los elementos 
solo representan una aproximación de la geometría original.  
 

Para el modelo se construyeron dos mallas independientes: una para el dominio del 
estator y otra para la región del rotor. Lo anterior se denomina ensamble. Para conectar la física 
entra las dos partes del ensamble es necesario crear pares idénticos, los cuales definen donde 
se conectan las dos partes del ensamble. Los pares restringen las ecuaciones de tal forma que 
la solución sea continua a través de la frontera entre las partes.  

 
La creación del ensamble permite el movimiento del mallado del rotor. La técnica para el 

movimiento de la malla se nombra método Arbitrario Lagrange – Euler (ALE, por sus siglas en 
inglés) [22], el cual es un método hibrido que usa el método de Lagrange y el método de Euler, 
combinando las mejores características de ambos. Básicamente, el método se basa en la 
transformación de dos marcos de referencia, un marco espacial y un marco de referencia. En el 
sistema espacial las coordenadas de los nodos están en función del tiempo, mientras que en el 
sistema de referencia, éste se mueve siguiendo a la malla. 
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Figura 5.8. Malla resultante para el modelo 

 
Como consecuencia de la creación de los pares idénticos, el entrehierro se dividió en 

dos partes, una parte perteneciente al dominio del rotor y otra perteneciente al dominio del 
estator. 
 

En la Figura 5.8 se observa el mallado resultante del modelo, se observan claramente 
los elementos finitos de forma triangular. También se puede ver que conforme va creciendo el 
radio del estator, los elementos se van haciendo más grandes. Esto se llevó a cabo de esta 
manera porque conforme uno se aleja de las fuentes que provocan los campos magnéticos, la 
variación de los mismos es menor. En la parte del rotor sucede lo mismo, mientras uno se aleja 
de las barras conductoras y se acerca uno al centro del rotor, la variación de los campos 
magnéticos va disminuyendo. Los elementos finitos más pequeños se localizan cerca de las 
fuentes generadoras de los campos magnéticos debido a que es ahí donde existe mayor 
variación. Es muy importante el mallado del entrehierro, ya que es ahí donde los campos 
magnéticos generados por los devanados del estator tienen que cruzar hacia el rotor para inducir 
corrientes remolino en la jaula de ardilla, desarrollando sus propios campos magnéticos, los 
cuales a su vez, cruzan hacia el estator para generar la interacción entre los dos campos del 
estator y rotor, y así, lograr crear el par magnético que hará que gire el rotor. 
 

5.5 Propiedades Físicas de Dominios y Fronteras  

 
Ahora se especifican las propiedades físicas del modelo, es decir, se precisan las 

características de los diferentes materiales que conforman el motor de inducción.  
 

De forma general, para que el software resuelva la ecuación de difusión no lineal que 
gobierna el comportamiento transitorio del motor es necesario especificar ciertos valores o 
parámetros. Por ejemplo, se deben especificar los valores o expresiones para la diferencia de 
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potencial ( VΔ ), la longitud axial del modelo (݈), la densidad de corriente externa (ܬ௦
௭), la 

conductividad eléctrica (σ), la relación constitutiva ۰ ൌ    .௥ߤ y/o la permeabilidad relativa ۶ߤ
 

También se establecen las condiciones de frontera necesarias para poder lograr que 
nuestro modelo funcione de manera correcta. Se aplican las condiciones tipo Dirichlet y la 
condición de anti-periodicidad.  
 
5.5.1 Constantes del modelo 

 
Los valores mostrados en la Tabla 5.1, especifican las constantes en nuestro modelo [8]. 

Dichos valores se ocupan en las diferentes expresiones que se aplican en los diferentes 
dominios del modelo. 
 
 

Tabla 5.1. Constantes del modelo 
Nombre Valor Descripción 

ܰ 104 Número de vueltas para una fase 

Rs1 0.992992 [Ω] Resistencias de las fases (A, B y C) del estator a temperatura 
ambiente de 20º 

Lew 4.04e-3 [H] Inductancia final de devanado de las fases del estator 
VA, VB, VC √2ሺ380ሻ [V] Voltaje pico de las fase A, B y C 
Ra, Rb, Rc 0.9[Ω] Resistencias de la fuente para arranque del motor sin carga 

σ 3.21 ൈ 10଻[S] Conductividad de las barras de aluminio del rotor a 20º 
݈ 0.125 [m] Longitud axial del motor 

Rer 0.904 ൈ 10ି଺ [Ω] Resistencia de la sección entre las barras del rotor a 20º 
Ler 1.09 ൈ 10ି଼ [H] Inductancia de la sección entre las barras del rotor 
f 50 [Hz] Frecuencia de la fuente 
௅ܶ 0 [Nm] Torque de la carga 

 ௠ 0.034 [kgm2] Momento de Inerciaܬ
 
 
5.5.2 Física de los dominios 

 
El modelo está construido de tal manera, que cada sección cerrada del dibujo es un 

subdominio, por ejemplo, cada barra del rotor es un subdominio. Los subdominios del modelo 
completo son los siguientes: 
 

- Barras del rotor (10 barras) 
- Devanados del estator (12 devanados dobles) 
- Núcleo del Estator 

                                                            
1 Rs es la Rf utilizada en las ecuaciones (3.37) a (3.39) para conductores filamentarios. 
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- Núcleo del Rotor 
- Entrehierro 
- Entrehierro en el devanado del estator (12 devanados) 

 
 
Integración de variables de acoplamiento 

La integración de una variable de acoplamiento está disponible en [9] para integrar 
cualquier expresión especificada en un conjunto de dominios. El valor obtenido siempre es una 
cantidad escalar. La fuente de la variable puede ser una expresión en un vértice, o la integral de 
una expresión sobre uno o varios subdominios, fronteras o bordes. El destino de la variable de 
acoplamiento puede ser un destino global, en subdominios, en fronteras, en bordes o vértices. 
 

Las ecuaciones (3.33) y (3.39) del capítulo 3, se incorporan de manera sencilla utilizando 
la “integración de variables de acoplamiento” en los dominios adecuados del modelo. Los valores 
que se obtienen de esta integración de variables se introducen como una diferencia de potencial, 
  .en los ajustes de sub-dominio de las barras del rotor ,ܸ׏
 
Expresiones globales 

Las expresiones globales están disponibles globalmente en el modelo. Pueden contener 
variables y expresiones que el programa [9] soluciona cuando resuelve el modelo, estas pueden 
ser: expresiones variables, variables espaciales y el tiempo.  
 

La ecuación (3.40), que resulta en la densidad de corriente total que fluye en los 
devanados del estator, se calcula como una expresión global, la cual se usa en los ajustes de 
sub-dominio de los conductores filamentarios del estator. El par electromagnético total, también 
se calcula como una expresión global.  

 
Ecuaciones globales o ecuaciones de estado independiente 

Las ecuaciones globales o ecuaciones de estado independiente permiten introducir otros 
estados, los cuales no están relacionados a algún punto específico en el espacio o a sus 
ecuaciones correspondientes. La necesidad de más estados en el modelo se presenta cuando 
se tiene un modelo físico que interactúa con un sistema externo (eléctrico, mecánico, etc), el cual 
puede describirse mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs, por sus 
siglas en inglés) con un número limitado de grados de libertad. 
  

La ecuación de oscilación (3.47) del capítulo 3, permite la interacción entre el modelo 
físico y el sistema externo mecánico. Con dicha ODE es posible obtener la velocidad y el 
desplazamiento angular del rotor. La incorporación de esta expresión se realiza precisamente en 
la parte de ecuaciones globales o ecuaciones de estado independiente. 
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En el Apéndice B se muestra una tabla con las expresiones matemáticas que se usan en 
el software de simulación [9] para modelar al dispositivo electromecánico.  
 
5.5.3 Condiciones de frontera en el modelo 

 

Las condiciones de frontera son muy importantes para reducir el tamaño del modelo. 
Aquí es donde se incluye la periodicidad o anti-periodicidad magnética que exhibe el motor de 
inducción.  
 

 
Figura 5.9. Condiciones de frontera y anti-periodicidad del modelo 

 
En la Figura 5.9 se muestran las condiciones de anti-periodicidad que aplican al motor 

de inducción analizado en este trabajo de tesis, es decir, ܣ௭ ൌ െܣ௭.  
 
Además, se muestra la condición del tipo Dirichlet en la frontera exterior del motor, esto 

es, ܣ௭ ൌ 0.  
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Capítulo VI 

Simulación,  Resultados y Análisis  

 
En este capítulo se muestran la simulación, el análisis y los resultados obtenidos al 

realizar la simulación transitoria del motor de inducción.  
 

6.1 Condiciones Iniciales  

 
Para realizar un análisis transitorio es preciso primero obtener las condiciones iniciales. 

Como el motor está inicialmente (ݐ ൌ 0) detenido y sin excitación, el potencial magnético 
vectorial en toda la región de análisis es cero. De igual manera las corrientes en todos los 
devanados son cero.  
 

6.2 Simulación Transitoria 

 
En la simulación transitoria, es necesario ajustar las tolerancias (relativa y absoluta), 

además del tiempo de simulación y el paso de integración.  
 
Las tolerancias absolutas y relativas controlan el error en cada paso de integración. Los 

valores para estas tolerancias deben ser positivos. Es posible fijar tolerancias relativas para las 
variables utilizadas en el modelo o usar un solo valor para dicha tolerancia.  
 

Otro parámetro a ajustar es el tiempo de simulación. El tiempo que se especifica es de 
0.86 segundos, tiempo suficiente para que el motor llegue a su velocidad nominal y se estabilice. 
Con este tiempo de simulación se asegura poder observar el comportamiento completo durante 
el arranque del motor, con lo cual es posible realizar un análisis más completo.   
 

Los resultados obtenidos y el postprocesamiento utilizan un paso de integración  de 
0.001 s, esto significa que cada 0.001 segundos el programa arroja resultados que se almacenan 
para su postprocesamiento. La elección del paso de integración se relaciona con el tiempo de 
cómputo requerido para obtener los resultados, y con la precisión de los mismos. Entonces, si se 
opta por elegir un paso de integración más pequeño, se obtienen resultados con mayor precisión 
pero el tiempo de cómputo necesario para llegar a tales resultados se incrementa. Por otro lado, 
un paso mayor al elegido, disminuye el tiempo de solución pero arroja resultados menos 
precisos. En la Figura 6.1  se observan los resultados obtenidos. 
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Figura 6.1. Resultado obtenido de la simulación transitoria 

 
 

La Figura 6.1 muestra los resultados en el tiempo 0.86 segundos, el último paso de 
integración. Se observa en este momento como el campo magnético ya penetra en todo el 
núcleo del rotor.  
 

El software relaciona las magnitudes de la densidad de flujo magnético y del campo 
magnético con colores de diferentes tonalidades, por lo que los resultados obtenidos en las 
Figuras 6.1, 6.2 y 6.3 muestran una variación de colores, representando como cambian las 
magnitudes de las variables en los diferentes subdominios del motor. En cuanto a los colores 
que representan los valores de la densidad de flujo magnético, las cantidades más altas están 
representadas por los rojos intensos y los valores más pequeños por los azules intensos 
(primera barra de izquierda a derecha en Figura 6.1). En el caso de los colores usados para 
representar las líneas de campo magnético, los matices rojos intensos representan a los valores 
positivos más grandes, y los colores con tendencia a los azules intensos representan los valores 
más negativos (tercera barra de izquierda a derecha en la Figura 6.1). 

  
 
El software utilizado [9] provee la posibilidad de crear una animación, en la cual es 

posible observar como el comportamiento del campo magnético.  
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6.3  Análisis de Resultados  

 
A continuación se muestran los resultados obtenidos de las simulaciones. También se lleva a 
cabo el análisis de dichos resultados. 
 
  
6.3.1 Campo magnético transitorio del motor de inducción  

 
Para enfatizar la evolución de la penetración del campo magnético a través del núcleo magnético 
del rotor, se presentan unas series de figuras de las líneas campo magnético y de las 
densidades de flujo magnético.  
 
En la Figura 6.2 se observan los gráficos de las líneas equipotenciales del flujo magnético que se 
obtuvieron en diferentes instantes de tiempo durante el arranque del motor. Conforme la 
velocidad del motor aumenta hasta llegar a la velocidad síncrona, se nota claramente que el 
campo magnético comienza a penetrar gradualmente el núcleo del rotor hasta que lo hace por 
completo. Al inicio del arranque (sin carga) el campo magnético no penetra el núcleo del rotor de 
manera uniforme, sino que se concentra en la periferia del mismo; esto se debe al fuerte efecto 
de las corrientes remolino en las barras del rotor localizadas en el perímetro del núcleo. Este 
efecto es provocado por las grandes magnitudes de las corrientes remolino al inicio del arranque, 
llegando hasta 1500 A en algunas barras. Conforme transcurre el tiempo hasta alcanzar la 
velocidad nominal, las corrientes van disminuyendo hasta menos de 5 A provocando que el 
efecto de las corrientes remolino sea mucho menor.  
 
En la Figura 6.3 se observa el mismo efecto pero con respecto a las densidades de campo 
magnético, y ya que existe una relación directa entre el campo y el flujo, es indudable que se 
tiene el mismo efecto.  
 
En la sección 6.2 se da la descripción de la relación entre los colores y las magnitudes, tanto del 
campo magnético (Figura 6.2) como de la densidad de flujo magnético (Figura 6.3). 
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ݐ ൌ 0.001ሾݏሿ  ݐ ൌ 0.06ሾݏሿ 

   

 
ݐ ൌ 0.16ሾݏሿ  ݐ ൌ 0.32ሾݏሿ 

   

 
ݐ ൌ 0.36ሾݏሿ  ݐ ൌ 0.42ሾݏሿ 

   

 
ݐ ൌ 0.487ሾݏሿ  ݐ ൌ 0.859ሾݏሿ 

 

Figura 6.2. Gráficos de las líneas de campo magnético en diferentes instantes de 
tiempo durante el arranque del motor 
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ݐ ൌ 0.001ሾݏሿ  ݐ ൌ 0.07ሾݏሿ 
   

ݐ ൌ 0.164ሾݏሿ  ݐ ൌ 0.331ሾݏሿ 
   

ݐ ൌ 0.371ሾݏሿ  ݐ ൌ 0.422ሾݏሿ 
   

 
ݐ ൌ 0.489ሾݏሿ  ݐ ൌ 0.859ሾݏሿ 

 

Figura 6.3. Gráficos de densidad de campo magnético en distintos instantes de tiempo 
durante el arranque del motor 
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6.3.2 Parámetros electromagnéticos: voltajes y corrientes  

 
En esta sección se mostrarán los resultados obtenidos de voltajes y corrientes, tanto en los 
devanados filamentarios del estator, como en las barras del rotor.  
 
 
Corrientes en los devanados del estator 

 
En la Figura 6.4 se observa como varían las corrientes en las tres fases del estator conforme se 
incrementa la velocidad del rotor. Al inicio del arranque, las corrientes alcanzan un valor pico de 
hasta 80 A. Aproximadamente durante poco más de 0.3 segundos las magnitudes se mantienen 
casi constantes en 60 A, este fenómeno se da debido a que al inicio del arranque se necesitan 
corrientes de gran magnitud para vencer el par del rotor, y mientras se intenta vencer dicho par, 
la magnitud de dichas corrientes se conserva casi constante durante el lapso de 0.3 s. Después 
de este intervalo de tiempo, el par casi ha sido llevado a cero, por lo que las magnitudes de las 
corrientes comienzan a decrecer, hasta estabilizarse en una corriente pico constante menor a 5 
A, esto último se logra cuando se ha alcanzado la velocidad nominal.     
 
 

 

 
Figura 6.4. Corrientes de las 3 fases en el estator 

 
Para una mejor visualización del comportamiento de la corriente en una sola fase del estator, se 
presenta la Figura 6.5, donde se muestra la forma de onda de la corriente de la Fase A del 
devanado del estator. 
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Figura 6.5. Forma de onda de la corriente en la fase A del estator 

 
 
Corrientes en las barras del rotor 

En la Figura 6.6 se observan las formas de onda de las corrientes en tres barras del rotor. Al 
inicio del arranque las corrientes son muy altas incluso llegando hasta una magnitud pico de 
1500 A, después empiezan a disminuir hasta casi llegar a menos de 5 A.    

 

 
Figura 6.6. Formas de onda de las corrientes en 3 barras del rotor 
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En la Figura 6.7 se presenta el comportamiento de la corriente en una de las barras del rotor 
(barra 4). Para este caso, la magnitud máxima llega hasta 1100 A, y después disminuye a menos 
de 5 A. 
 
 
 

 
Figura 6.7. Corriente en la barra 4 del rotor 

 
 
 
Voltajes en el estator 

 
En la Figura 6.8 mostramos el voltaje de alimentación del motor durante el proceso de arranque 
hasta el momento en que se estabiliza. El pico máximo en las 3 fases es de 537.4 V, lo cual es 
correcto, ya que es la magnitud de la alimentación. Las formas senoidales de los voltajes del 
estator están afectadas por los armónicos provocados por las ranuras de estator y rotor. En la 
Figura 6.9 se observa con mayor claridad la forma de onda del voltaje que alimenta la Fase A del 
estator.    
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Figura 6.8. Voltajes de alimentación de las 3 fases 

 

 
Figura 6.9. Voltaje en la fase A del estator 

 
Voltajes en el rotor 

 
La Figura 6.10 muestra el comportamiento del voltaje inducido en las barras del rotor, 
particularmente en la barra 6. Resalta que la magnitud máxima es casi de 15 mV y conforme se 
alcanza la velocidad nominal, la tensión disminuye hasta casi 0 V. Las magnitudes de los voltajes 
en las barras del rotor son muy pequeñas debido a que las barras se conectan mediante anillos 
terminales, colocándolas en condición de corto circuito.      
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Figura 6.10. Voltaje inducido en la barra 6 del rotor 

 
 
6.3.3 Parámetros electromecánicos del rotor: 

desplazamiento angular, velocidad angular y par 

electromagnético 

 
 
Desplazamiento angular 

 

 
Figura 6.11. Comportamiento del desplazamiento angular del rotor 
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En la Figura 6.11 se muestra el desplazamiento angular del rotor. Al inicio del arranque se nota 
que el desplazamiento es exponencial pero aproximadamente después de 0.38 segundos la 
variación se vuelve lineal. Esto se debe a que después de ese instante, el par disminuye su 
magnitud casi llegando a ser cero, por lo que cuando el par es casi nulo, el desplazamiento se 
vuelve lineal.       
 
Velocidad angular 

 
La Figura 6.12 muestra la variación de la velocidad angular del rotor desde el arranque hasta 
llegar a la velocidad nominal de 314.16 rad/s o 3000 rpm, incluso llega a sobre pasar dicha 
velocidad nominal. Después de 0.4 segundos la velocidad empieza a estabilizarse hasta llegar a 
su valor nominal sin carga. Al inicio del arranque se observa una variación en la velocidad, es 
decir, se ve que oscila mientras se incrementa para llegar a la velocidad nominal sin carga, esto 
se debe al efecto del par. Esto significa que, como se ve en la Figura 6.13, el par varía tratando 
de incrementar la velocidad, pero esta variación toma tanto valores negativos como positivos, lo 
cual provoca que la velocidad muestre tal variación.  
  

 
 

 
Figura 6.12. Comportamiento de la velocidad angular del rotor 

 
 
Par electromagnético 

 
En la Figura 6.13 se muestra el comportamiento transitorio del par electromagnético desde el 
arranque hasta alcanzar la velocidad nominal de 3000 rpm. En el lapso donde el deslizamiento 
es alto, se observa que también el par cuenta con una alta variación. El motor alcanza la 
velocidad nominal en aproximadamente 0.38 segundos, pero la aceleración impide quedarse en 
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dicha velocidad, por lo que después de este tiempo se observa como los valores del par se 
vuelven negativos, afirmándose que el motor produce un par de frenado para intentar que la 
velocidad del rotor regrese a su valor nominal. En aproximadamente 0.46 segundos pasa todo lo 
contrario, el par se vuelve positivo para evitar que el par de frenado provoque la disminución de 
la velocidad más allá de la nominal. Después de 0.52 s se vuelve a repetir este ciclo de frenado e 
incremento del par, pero cada vez en menor grado, hasta que la velocidad se estabiliza en la 
nominal y el par se vuelve cero.        
 
 

 
Figura 6.13. Variación en el tiempo del par electromagnético durante el arranque del 

motor 
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Capítulo VII 

 

Conclusiones  y Trabajos Futuros 

 

7.1 Conclusiones 

 
En esta tesis se ha presentado el desarrollo de la simulación transitoria (arranque en 

vacío) de un motor de inducción utilizando el Método del Elemento Finito para obtener la solución 
del potencial magnético vectorial con gran precisión. 
 

Se describieron las ecuaciones electromagnéticas que gobiernan el comportamiento 
transitorio (arranque sin carga) del motor de inducción de doble jaula de ardilla en dos 
dimensiones. Con ciertas simplificaciones se obtuvo la ecuación de difusión no lineal en dos 
dimensiones. En principio, dicha ecuación no se puede resolver directamente porque tiene dos 
incógnitas: el potencial magnético vectorial y el potencial eléctrico escalar. Sin embargo, fue 
posible deducir las ecuaciones para obtener el potencial eléctrico escalar en los conductores 
masivos del rotor debido al efecto de las corrientes remolino inducidas. Además, estas 
ecuaciones son las que permiten la interconexión de dispositivos externos, así como la conexión 
interna entre las regiones conductoras del rotor jaula de ardilla y de los devanados del estator. 
Para poder considerar el movimiento del rotor y contar con la posibilidad de acoplar carga 
mecánica se utilizó la ecuación de oscilación, que describe el movimiento del rotor en una 
máquina eléctrica. 
  

Se llevó a cabo la discretización espacial de las ecuaciones que gobiernan las diferentes 
regiones de la sección transversal del motor usando el método del elemento finito a través de la 
aproximación de Galerkin. De lo anterior se obtuvo una ecuación global discretizada. Para 
asegurar la obtención de una solución única se establecieron las condiciones de frontera de 
Dirichlet y anti-periódicas, permitiendo la reducción de los tiempos de simulación al modelar 
solamente un paso polar. 
 

Debido a que la ecuación de difusión tiene como una de sus variables al tiempo, es 
necesario discretizarla. Esto se lleva a cabo utilizando un método de integración a pasos, donde 
se utiliza una relación de recurrencia entre dos pasos de tiempo, dicha relación se obtiene 
mediante la aproximación de la función desconocida y su derivada con respecto al tiempo en 
ሺݐ ൅   .ሻ usando una serie truncada de Taylorݐ∆
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Se mostró que el software [9] es capaz de modelar el arranque (condición transitoria) del 
motor, con precisión y de una manera sencilla. Los resultados obtenidos son muy semejantes a 
los que se presentan en [8], la diferencia radica en que ahí se considera la no linealidad de los 
materiales ferromagnéticos. En este trabajo no se consideró la no linealidad debido a que los 
tiempos de cómputo se volvían enormes con el software aquí utilizado, por tanto la 
permeabilidad de los materiales usados se consideró constante. 
 

El software usado permite visualizar las líneas de campo magnético y cuál es su 
comportamiento durante el estado transitorio. Claramente  se observa que en los primeros 
instantes, el campo no penetra por todo el núcleo del rotor, sino que se concentra en la periferia 
del mismo, cerca de las barras. Esto se debe al fuerte efecto de las corrientes remolino inducidas 
en los conductores masivos del rotor. Posteriormente, cuando el rotor comienza a acercarse a la 
velocidad nominal, el campo empieza a penetrar por todo el núcleo del rotor; ya que el efecto de 
las corrientes remolino es mucho menor.   

 
Con respecto a las corrientes del estator, se ve que al inicio del arranque la corriente 

crece hasta 12 veces la corriente a velocidad nominal, conforme la velocidad del rotor aumenta 
hasta llegar a su valor nominal, dicha corriente va disminuyendo hasta establecerse en su 
condición estable sin carga.  

 
Las corrientes en los conductores masivos del rotor al inicio del arranque son más 

elevadas que en los devanados del estator, es posible observar una magnitud de hasta 1500 A. 
Aquí sucede el mismo efecto que con las corrientes del estator, es decir, conforme la velocidad 
del rotor se acerca al valor nominal, la magnitud de dichas corrientes disminuye hasta 
estabilizarse. Por lo que se deben usar materiales electromagnéticos capaces de soportar dichas 
corrientes durante el arranque. 

 
Finalmente, se obtuvieron la velocidad y el par total del rotor desde el arranque hasta 

llegar a la velocidad nominal de 3000 rpm o 314.16 rad/s. La variación del par es muy alta 
cuando se tiene un deslizamiento alto. Cuando el motor alcanza la velocidad nominal en 
aproximadamente 0.38 segundos, la aceleración impide quedarse en dicha velocidad, por lo que 
después de este tiempo se observa como los valores del par se vuelven negativos, 
produciéndose un par de frenado para que la velocidad del rotor regrese a su valor nominal. En 
aproximadamente 0.46 s pasa todo lo contrario, el par se vuelve positivo para evitar que el par 
de frenado provoque la disminución de la velocidad más abajo de la nominal. Después de 0.52 s 
se vuelve a repetir el ciclo de frenado e incremento del par, pero cada vez en menor grado, hasta 
que la velocidad se estabiliza en la nominal y el par se vuelve cero. 

 
Los resultados obtenidos en este trabajo de tesis no se validaron contra datos 

experimentales debido a que no se cuenta con la máquina real. Sin embargo, la caracterización 
electromagnética y eléctrica en [8] y [12] permiten afirmar que los resultados obtenidos aquí son 
correctos ya que siguen de forma fiel el comportamiento que presentan los motores de su clase. 
El análisis físico de las cantidades electromagnéticas también lleva a la conclusión de que los 
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resultados son coherentes y correctos, al tener en las terminales eléctricas corrientes y voltajes 
que buscan llevar al rotor a una velocidad constante después de su arranque. El comportamiento 
mecánico del rotor es el esperado en un arranque en vació para un motor de inducción de la 
clase que se analizó en la tesis. 

 
 

7.2 Sugerencias y Trabajos Futuros 

 
En este trabajo de tesis se logró cumplir cabalmente con los objetivos que se 

propusieron inicialmente. Sin embargo existen áreas de oportunidad para obtener un modelo 
más completo y explotar aún mejor las capacidades del Método del Elemento Finito. Debido a los 
grandes tiempos de cómputo que se requirieron para realizar la simulación transitoria fue 
conveniente despreciar la no linealidad de los materiales ferromagnéticos, por lo que su 
incorporación volvería al modelo de elemento más preciso para representar correctamente el 
comportamiento electromagnético de la máquina. 
 

Uno de los problemas encontrados en este trabajo fue el tiempo de simulación, ya que 
fue demasiado extenso, por lo que para trabajos futuros se propone tratar de lograr disminuir 
dicho tiempo de simulación mediante mejores técnicas de integración numérica.  
 
Se sugiere realizar análisis bajo diferentes condiciones de operación del motor de inducción:  
 

a) Simulación transitoria a velocidad constante para obtener la solución de los parámetros 
electromecánicos teniendo en cuenta los armónicos debidos al ranurado del rotor y 
estator.   
 

b) Análisis transitorio con acoplamiento electromecánico que simule el transitorio después 
de la aplicación de una carga nominal comenzando desde la operación sin carga (motor 
frio). 

 
c) Análisis transitorio con acoplamiento electromecánico que simule el cambio de los 

parámetros del motor de valores en frio a valores en caliente.  
 

d) Análisis transitorio con acoplamiento electromecánico que simule el freno del motor, 
iniciando desde la operación con carga nominal (motor caliente).    
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Apéndice A 

A.1 Identidades Vectoriales 

 
׏ · ׏ ൈ ܃ ൌ 0 (A.1) 

 
para cualquier función vectorial ܃ ൌ ,ܚሺ܃  .(ݐ
 

׏ ൈ ߮׏ ൌ ૙ (A.2) 
 
para cualquier función escalar ߮ ൌ ߮ሺܚ,  .ሻݐ
 

A.2 Ecuaciones de Maxwell 

 

Tabla A.1. Ecuaciones de Maxwell. 
Forma Puntual o Diferencial Forma Integral  

׏ ൈ ۳ ൌ െ
∂۰
ݐ߲

 ර ۳ · ۺ݀ ൌ െ න
߲۰
ݐ߲ · ܁݀

ௌ

 
(A.3) 

׏ ൈ ۶ ൌ ۸ ൅
∂۲
ݐ∂

 ර ۶ · ۺ݀ ൌ න ۸ · ܁݀
ௌ

൅ න
߲۲
ݐ߲ · ܁݀

ௌ

 
(A.4) 

׏ · ۰ ൌ 0 ර ۰ · ܁݀
ௌ

ൌ 0
 

(A.5) 

׏ · ۲ ൌ ර ߩ ۲ · ܁݀
ௌ

ൌ න ݒ௩݀ߩ
௩௢௟

 
(A.6) 

 

A.3 Expansión de la Ecuación ׏ ൈ ۶ ൌ ۸ 

Despreciando la corriente de desplazamiento, y sabiendo que ۰ ൌ y ۰ ۶ߤ ൌ ׏ ൈ  Además .ۯ
de que en un modelo de dos dimensiones el potencial magnético vectorial, ۯ, solo tiene 
componente en la dirección ݖ, el rotacional de ۯ está dado por: 
 

׏ ൈ ۯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ

ܑ ܒ ܓ
∂

ݔ∂
∂

ݕ∂
∂

ݖ∂
0 0 ے௭ܣ

ۑ
ۑ
ې

ൌ ܑ
௭ܣ∂

ݕ∂ െ ࢐
௭ܣ∂

ݔ∂  (A.7) 

Entonces, 
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׏ ൈ ൬
1
µ ׏ ൈ ൰ۯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ܑ ܒ ܓ
∂

ݔ∂
∂

ݕ∂
∂

ݖ∂
1
ߤ

௭ܣ∂

ݕ∂ െ
1
ߤ

௭ܣ∂

ݔ∂ 0
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (A.8) 

 
Por lo tanto, 
 

׏ ൈ ൬
1
µ ׏ ൈ ൰ۯ ൌ ܑ

∂
ݖ∂ ൬

1
ߤ

௭ܣ∂

ݔ∂ ൰ ൅ ࢐
∂

ݖ∂ ൬
1
ߤ

௭ܣ∂

ݕ∂ ൰

൅ ࢑ ൤െ
∂

ݔ∂ ൬
1
ߤ

௭ܣ∂

ݔ∂ ൰ െ
∂

ݕ∂ ൬
1
ߤ

௭ܣ∂

ݕ∂ ൰൨ 
(A.9) 

 
Las cantidades ଵ

ఓ
ப஺೥
ப௫

 y ଵ
ఓ

ப஺೥
ப௬

 no varían a lo largo de la dirección ݖ, por tanto, son igual a cero. ۸ 

sólo tiene componente en la dirección ۸) ݖ ൌ  :entonces tenemos que ,(ܬܓ
 

׏ ൈ ൬
1
µ ׏ ൈ ൰ۯ ൌ െ࢑ ൤

∂
ݔ∂ ൬

1
ߤ

௭ܣ∂

ݔ∂ ൰ ൅
∂

ݕ∂ ൬
1
ߤ

௭ܣ∂

ݕ∂ ൰൨ ൌ ۸ ൌ  (A.10) ܬܓ

 
Igualando términos se obtiene: 
 

െܬ ൌ
∂

ݔ∂ ൬
1
ߤ

௭ܣ∂

ݔ∂ ൰ ൅
∂

ݕ∂ ൬
1
ߤ

௭ܣ∂

ݕ∂ ൰ ൌ ׏ ·
1
ߤ  ௭ (A.11)ܣ׏

  

A.4 Teorema de Green 

 

න ׏ܷ · ሺܸ݃׏ሻ݀Ω ൌ െ න ܷ׏݃ · ܸ׏
Ω

݀Ω ൅ න ܷ݃
߲ܸ
߲݊ ݀Γ

୻

 

Ω
 (A.12) 

 
donde ݃, ܷ y ܸ son funciones escalares en una región de dos dimensiones Ω, delimitada por un 
contorno Γ.  
 

 
Figura A.1.  Región Ω de dos dimensiones, delimitada por Γ sobre la cual se aplica el 

teorema de Green. 
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Apéndice B 

Expresiones Matemáticas Utilizadas En 

Software De Simulación 

 
 

Tabla B.1. Expresiones matemáticas introducidas en software de simulación 

Expresión Matemática Descripción 

σ
ۯ∂
∂t ൅ ׏ ൈ ൬

1
μ ׏ ൈ ൰ۯ ൌ െσܸ׏ ൅ ۸௦

௭ Ecuación de difusión no lineal 

௧ܷ ൌ ܴ௧ܫ௧ ൅ ܴ௧ න ߪ
௭ܣ߲

ݐ߲ ݏ݀
ௌ೟

 Caída de tensión en conductor sólido 

௙ܷ ൌ ௙ܴܫ௙ ൅
݈ܰ

௙ܵ
න

௭ܣ߲

ݐ߲ ݏ݀
ௌ೑

 Caída de tensión en conductor 
filamentario 

ܴ௧ ൌ
݈

௧ܵߪ
 Resistencia de c.d. (corriente directa) 

del conductor sólido 

௦ܬ
௭ ൌ

௙ܫܰ

௙ܵ
 Densidad de corriente en los 

devanados de fase del estator 

௠ܬ
݀
ݐ݀ ߱௠ െ ௠߱௠ܦ ൌ ௘ܶ െ ௅ܶ Ecuación de oscilación que describe el 

movimiento del rotor 
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