L"Ju UUU "‘

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN
INGENIERIA

FACULTAD DE INGENIERIA

ESQUEMAS CONTEXTUALES SUBOPTIMOS DE
SEGMENTACION

T E S I S
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN INGENIERIA

MAESTRIA EN INGENIERIA ELECTRICA
PROCESAMIENTO DIGITAL DE SENALES

P R E § E N T A

ING. MARLENE RODRIGUEZ CRUZ

T U T O R

DR. MIGUEL MOCTEZUMA FLORES

ENERO DEL 2011.



JURADO ASIGNADO:

Presidente: Dr. Garcia Ugalde Francisco
Secretario: Dr. Lira Chavez Jorge

Vocal: Dr. Moctezuma Flores Miguel

1 Suplente: Dra. Medina Gémez Lucia

2% Suplente: Dr. Garcfa Gardufio Victor

Facultad de Ingenieria, Ciudad Universitaria.

TUTOR DE TESIS:

Dr. Miguel Moctezuma Flores.

FIRMA


http://ingenieria.posgrado.unam.mx/:%20CONSULTAR%20TUTORES
http://ingenieria.posgrado.unam.mx/:%20CONSULTAR%20TUTORES
http://ingenieria.posgrado.unam.mx/:%20CONSULTAR%20TUTORES
http://ingenieria.posgrado.unam.mx/:%20CONSULTAR%20TUTORES
http://ingenieria.posgrado.unam.mx/:%20CONSULTAR%20TUTORES

Agradecimientos

Agradecimientos

A la Universidad Nacional Auténoma de México por permitirme regresar a sus instalaciones
para estudiar una maestria.

A mis padres: Maria Luisa y Antonio, por apoyarme en esta y todas las etapas de mi vida.
Mamd: [jYa hicimos la maestria!! Papd: gracias por todo tu apoyo y comprension.

A mi director de tesis: el Dr. Miguel Moctezuma Flores por toda la paciencia y dedicacion
que me brindd para el desarrollo de esta tesis.

A CONACYT por el apoyo econdmico que me brindé durante la maestria y por la estancia
de investigacion que realicé en el Instituto de Ciencias Atmisféricas y Clima del Consejo de

Investigacion Nacional Italiano (ISAC_CNR ) en Bologna , Italia.

A todos los profesores de la maestria en Procesamiento Digital de Sefiales por la dedicacion,
apoyo y paciencia, que tuvieron al compartir sus conocimientos conmigo.

A mi amiga Ana Laura Aca Linares, por recordarme todos los dias mientras yo trabajaba en
Telcel que me faltaba por cumplir este suerio.

A Francisco Javier Ayala Sdnchez, por ser un gran amigo y un gran compariero de equipo.
A mis amigos de maestria: Roy Balderas Jiménez, Antonio Garcia Dominguez, Rosa
Patricia Ramirez Judrez, Jorge Antonio Garcia Galicia y Benjamin Gutiérrez BecRer por su

amistad, y apoyo durante esta importante etapa de mi vida.

AlM.I. Ludwin Ventura Lopez Lopez por compartir sus conocimientos conmigo.

Marlene Rodriguez Cruz.

Marlene Rodriguez Cruz



Indice

INDICE

CAPITULO 1. INTRODUCCION......ceevvrrrrrrrsssssssssrssssssssssssessessssnsssnsssssnnnnsssnsnss 1
3 O 1 0 e Yo 11 ool o) 2
A @ o [=] w Ao T PR 2
1.3 Definicion del ProblemMa. . v e 2
) Y [ o= o Lol . 3
1.5 Metodologia EmMPIEad@. .. . i e 5
I A o Yo o= [ of Lo == 7
CAPITULO 2. PROBABILIDAD Y PROCESOS ESTOCASTICOS.......ccoerrrrsrsrsrrrees 8
2.1 Axiomas de probabilidad.........ccivi i e 9
2.2 Variables aleatorias.....ccoocueeeie ittt e v re e s s rnnn e rnnna e nnnaneeennnnaess 10
2.2.1 Distribucion de probabilidad con variable aleatoria discreta.........cccooceeveevvivecveennne 10
2.2.2 Distribucion de probabilidad con variable aleatoria continla..........cccccceevvevinnenee. 11
2.2.3 Valor esperado de una variable aleatoria........ccccccceveviieie e 13
2.2.4 Momentos de una variable aleatoria.........cccoo i 14
NG B =To =T a b= e LT =T 1T 17
2.4 FUNCION NOrMal O GaAUSSIANA.....ceueeieeeeeeeeeeeeeeeeee e et et ea s sass e snssssssnssnsssnesnsessseinees 18
2.5 Ley de 10S grandeS NUMEIOS. .......ccvviieeeeieeete e st e steeete e e s ereesteesteeesereesteen s e e e e e e re e res 21
2.5.1 Teorema del [ImMite CENEFAl.....c.coce e e seanaeenees 22
2.6 Procesos estOCAStICOS: CONCEPLOS. ...coviiiiiieiertitiieiernert et enerere et rtenerereenenensenns 23
2.6.1 EStacionalidad.........occuuiiiiiiiiii i i eiaaanes 2D
ARSI = g o [T o o I Yo F PSSP 27
2.6.3 Ejemplos de procesos EStOCASLICOS. ......cuiuiiicicieieciecrece ettt ettt e 27
CAPITULO 3. ANALISIS TEXTURAL.....ouuuuuurusnsssssssssssssssssssssssnnsssssssnnssssansssres 30
G 70 N 1 0o o Yo [V cloi oY VAT 31
3.2 Alternativas €n analisis e LEXEUIAS. ... ooo oottt r e eeee e e e e e ree s . 31
3.2.1 TECNICAS ESPECLIAIES.....cuiiiiiiecie ettt sttt re s beebesbeebeeaesre e 31
3.2.2 TECNICAS ESEIUCLUFAIES. ... ..o ettt ee e st e e e e e 31
3.2.3 Técnicas basadas €N MOAEIOS........cccoociiiiiiee e . 32
G 7 T B\ (o Yo [ Lo T =t = OO 32
3.2.3.2 Modelo de los campos aleatorios de Markov (MRF)........cccooceeviiiiiiiiec i, 33
3.2.4 TECNICAS ESEAUISTICAS. .. .ccieeie ettt ee e e e s e e e e e e s ee e seeeeee e 33
3.2.4.1 Matriz de co-ocurrencia 6 grey level co-ocurrence matrix (GLCM)............ 34
3.2.4.2 Construccion de la matriz de CO-0CUFrENCIA........cceiveeeieiecie e 35
3.3 Matriz de co-ocurrencia con ventana deslizante........ccccoeoveeeei e 41
3.4 DesCriptores de TEXEUMA. ..ottt st e et e s e e nre e e te e snaenneas 46
CAPITULO 4. CAMPOS ALEATORIOS DE MARKOV......cccceeemmmmmmmssrssrennssrsnsssrnnnns 52
o R CT<T o =T =1 o =T [ 53
4.2 TOPOIOGIAS. .. e cuiieeieiiitetee ettt ettt sttt st b et ae bt et ae st et ae et e et e e ere et e e erenaennan 55
4.2.1 Vecindades Y ClIQUES........coi ettt ettt e st e s te e te et e snte e snaeenteesreennen 55

Marlene Rodriguez Cruz I



Indice

4.2.2 Propiedades de MarkOV.......cc.eii ittt et abe e e
4.3 MOAEIOS AE MAIKOV.....cuiiiiie ettt ettt st sae e et e s ateeae e e tae s s e ebeesanesaneens
4 T A 1 oo =1 Lo T3 e L= K= o o SRR
LG T o Yo = Lo F=Ra [T o o =SSR
4.4 OPLIMIZACION....c.cviieticieiete ettt ettt st b et e st e s b e s b et e se st e e s s e s esesseneesessenesens
4.4.1 Muestreador de GIbbDS........ccoi i s
4.4.2 Muestreador de MEEIrOPOIIS.........cooviviiieeeeie v ettt e e et a e eeaeeaeaeneaans
4.4.3 Esquema de recocido Simulado.........cceviriiie it
4.4.4 Esquemas de decremento de temperatura

CAPITULO 5. MODELO DE FUSION.......ccccmrrirrirrisssssssssnnnennsseeseesssssssssnnnes 71
5.1 DESCriPCION GENEIAL....c.iiiiiieeieiee ettt st s b e be st seeaesneneesenas . 72
5.2 AProXimaCion POF BAYES.....cocvccueieiiectteeecteeee st e eteeeteseesteeste e e steesteeteseesteesteeeestessenneeanes 73
5.3 FUNCIONES A€ ENEIGIA.....ciiiiieeietiieiee ettt sttt ese st eesesere e 75
LINC I B 210 o Yol oY g Wa ST =T a =T e L= 1= TN o Lo  FOS 75
5.3.2 Funcién de energia coNdiCional.........ccccoiiiiiiieiieee e e 75
5.4 Optimizacion de la funcidn de energia @ POStEIONi.....cccccvcieeeeceeceeeeee e 77
5.5 Ejemplo de aplicar el método de recocido simulado a una imagen............cccc.c.u....... 80
5.6 EsquemMa de fUSION PrOPUESEO........coviuiieieeeeeece ettt sttt see s ae e eare e 82
CAPITULO 6. RESULTADOS......cccettteresmsmsnnssssrmsnssssmmsnsssssssnsssssssssssssssssnssssssanss 84
(S g YooY LU Tl ] o SR 85
6.2 Resultados para la imagen sintética con cuatro Clases .........ccccoceveivverciiveneireennn 87
6.2.1 Los descriptores de textura utilizando la GLCM..........ccccoceeiieiiiee v, 87
6.2.2 Seleccién de las ventanas para cada Clase........cocooveeeeeeiecee e 88
6.2.3 Aplicando el recocido simulado a la imagen original..........cccccoovviiiniiiiininnn . 89
6.2.4 Aplicando el recocido simulado a la imagen de textura de cluster
[0 11 1= o= RPN 91
6.2.5 Fusion y segmentacion de 3 y 5 imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado €N MRF ... e 93
6.2.6 Comparacion entre las segmentaciones realizadas por recocido simulado y
por el Método de fuSION ProPUESEO......c.ccciiiiicictcice ettt 97
6.3 Resultados para la primera imMagen @rEa.........ccoeeeveeeeeeeieeee e 99
6.3.1 Descriptores de textura obtenidos utilizando la GLCM........c..ccccoeeveiieiieceveeceen, 99
6.3.2 Seleccién de las ventanas para cada Clase........coooovieeee e ece e 100
6.3.3 Aplicando el recocido simulado a la imagen original.........cccccccviiiniiinniiieceenee 100

6.3.4 Aplicando el recocido simulado a la imagen de textura de autocorrelacion..... 102
6.3.5 Fusion y segmentacién de 3 y 5 imagenes de textura utilizando el método

Propuesto basado €N MRF ... ettt e erae s 104
6.3.6 Comparacion entre las segmentaciones realizadas por recocido simulado y

por el Método de fUuSION ProPUESEO........cecuiiuiee ettt s aeenes 108

6.4 Resultados para |a segunda iMagen @EIEa.........cceceeeveeeeereeeeeee e 112
6.4.1 Descriptores de textura obtenidos utilizando la GLCM..........cccccccvevvieiciiecviieciees 112
6.4.2 Seleccién de las ventanas para cada Clase.........ccooeeeeeeeeieeeeceeece e 113
6.4.3 Aplicando el recocido simulado a la imagen original..........cccocceeviiiiiiienienieeeee 114
6.4.4 Aplicando el recocido simulado a la imagen de textura de autocorrelacion...... 116
6.4.5 Fusion y segmentacion de 3 y 5 imagenes de textura utilizando el método

propuesto basado €N MRF ... re 118

Marlene Rodriguez Cruz II



Indice

6.4.6 Comparacion entre las segmentaciones realizadas por recocido simulado y
por el MEtodo de fUSION PrOPUESEO........ccecvieiiie ittt sttt sre e seeseereanes
6.5 Comparacion entre diferentes métodos de segmentacion...........ccccoveceeeevveeeececennn.

6.5.1 Resultados para la imagen SINtELICA.....c.ccoeviiieieirece e .

6.5.1.1 Comparacion entre el método Bayesiano de segmentacion y clasificacion y
el método de recoCido SIMUIAO..........coiiiiiecec e

6.5.1.2 Comparacion entre la fusion multiclases basada en el método de Shan Yu
y el método de fusidn propuesto basado en el algoritmo de recocido simulado..........
6.5.2 Resultados para la primera imagen @érea.........ccccooeveeieeeeieceee e

6.5.2.1 Comparacion entre el método Bayesiano de segmentacion y clasificacion y
el método de recoCido SIMUIAO..........cciiviiecece et

6.5.2.2 Comparacion entre la fusion multiclases basada en el método de Shan Yu
y el método de fusidn propuesto basado en el algoritmo de recocido simulado..........

6.5.2.3 Comparando ventanas de los diferentes métodos de segmentacion
(9] =ET=] a1 = [0 1= SR .
6.5.3 Resultados para |a segunda iMagen @€rEa........cccvvvveieieeeeieeeeeeeee e

6.5.3.1 Comparacion entre el método Bayesiano de segmentacion y clasificacion y
el método de recocido SIMUIAO...........ccciieiiiece e

6.5.3.2 Comparacion entre la fusién multiclases basada en el método de Shan Yu
y el método de fusién propuesto basado en el algoritmo de recocido simulado...........

6.5.3.3 Comparando ventanas de los diferentes métodos de segmentacién
[T =TT ) = [ o 1 SRRSO

CAPITULO 7. CONCLUSIONES........cccimmuiieeete e ettt e e e e e e e .
Método bayesiano de ClasifiCaCion.........cccccoueiiuiieiiiiee e e
Método de fusion multiclases basada en el método de fusidn binaria propuesto por
1] 1= T S .

GLOSARIO... ..o e

BIBLIOGRAFIA. ..ottt e e ettt

Marlene Rodriguez Cruz

“- ]
¥ ==F 2
e | —

Dl s
o !

131
133

156

T



INTRODUCCION

4

CAPITULO

Percepcion remotal>14],




Capitulo 1 Introduccidn

L

e
2 |
W

1.1 INTRODUCCION

Desde la época prehistorica, el hombre ha demostrado un profundo interés
por el mundo que lo rodea. Este interés lo llevd a explorar la naturaleza por
medio de sus sentidos. Con el paso del tiempo y debido a que no toda la
informacidon que requeria estaba a su alcance, empezd a desarrollar métodos vy
dispositivos de captura de informacion a distancia para ampliar sus parametros
de percepcidn e interpretacion del mundo fisico.

Actualmente, la ciencia que estudia una escena sin entrar en contacto
directo con los elementos que la componen, es la Percepcion Remota. La
Percepcion remota puede ser aérea o satelital. Por medio de ambas, se puede
obtener informacion de la Tierra mediante fotografias usando diferentes tipos
de sensores. Esta informacion se analiza en diferentes técnicas de
Procesamiento Digital de Imagenes.

El Procesamiento Digital de Imdagenes es la Unica ciencia practica para
realizar procesos como: segmentar, clasificar, fusionar, extraer caracteristicas
y reconocer patrones de una imagen.

Entre los principales métodos con las que cuenta el Procesamiento Digital
de Imagenes estan: el filtrado lineal, Wavelets, Redes Neuronales, analisis en
componentes principales y los Campos Aleatorios de Markov (MRF).

1.2 OBJETIVO

Definir un esquema estocastico sub-éptimo para la segmentacion y fusidn
de imagenes de percepcién remota, basandose en la teoria de Bayes y en los
Campos Aleatorios de Markov.

1.3 DEFINICION DEL PROBLEMA

Las tecnologias contemporaneas de Procesamiento digital de imagenes vy
de Percepcién remota se sitian como fuentes de datos utiles a los sistemas de
informacidon ambiental. La fotografia aérea de alta resolucién permite realizar
analisis detallados de estructuras urbanas y de elementos tematicos. En
desventaja, el empleo de técnicas tradicionales de analisis a nivel puntual
(pixel por pixel) resuelve solo parcialmente el problema de la informacion
proporcionada por datos pancromaticos, ya que la mezcla de los modos de
probabilidad puede conducir a detecciones erréneas. Un analisis conjunto por
grupos de pixeles, bajo una definicion de vecindad local, puede proporcionar
mejores resultados.

Es en este contexto que en el presente tema de tesis, se propone el
estudio de técnicas bayesianas y estocasticas para la segmentacién y fusion de
imagenes de percepcién remota. La teoria de los Campos Aleatorios de Markov
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permite modelar las interacciones locales via representaciones contextuales,
proporcionando detecciones sin degradacion en los contornos. En desventaja,
se requiere de modelos precisos en sus funciones de energia y el método de
optimizacién es computacionalmente lento.

El objetivo del presente tema busca definir un esquema estocastico de
segmentacion, basado en los campos de Markov, que proporcione la fusién de
mas de 2 imagenes de texturas. Se analizard el caso de las matrices de
concurrencia en la obtencidon de operadores texturales, los cuales consideraran
reduccién en los niveles de gris, variaciones en los tamanos de ventanas de
andlisis y de distancia entre pares de pixeles. Otro problema a resolver
consiste en la propuesta de un esquema de segmentacidén. Los operadores de
textura proporcionan informacion parcial de los elementos de la escena, por lo
que en este trabajo se integrara un esquema de fusion de datos a efectos de
tomar en cuenta la parcialidad en las fuentes de datos. En ambos casos, el
fundamento tedrico reside en la teoria de Bayes y en la maximizacion de
probabilidades a posteriori.

1.4 ALCANCE

En esta tesis, se pretende realizar el analisis de imagenes de fotografia
aérea de alta resolucién de diversas escenas urbanas del Distrito Federal. Para
lograrlo, a lo largo del presente trabajo se presenta una parte tedrica y una
parte practica del andlisis de 2 imagenes aéreas a trabajar y de una imagen
sintética. A continuacion se presenta una descripcidn general del contenido de
cada capitulo de esta tesis.

CAPITULO 1

En este capitulo se realiza una introduccion sobre el tema de tesis, con el
propdsito de ofrecer un panorama general de la misma.

CAPITULO II

En este capitulo se estudian temas de probabilidad fundamentales para el
desarrollo practico de la tesis, estos temas son: Probabilidad y procesos
estocasticos, axiomas de probabilidad, variables aleatorias (continua vy
discreta), Teorema de Bayes, funcién gausiana, ley de los grandes numeros,
teorema del limite central, procesos estocasticos, estacionalidad y ergodicidad.

CAPITULO III
En este capitulo, se define el concepto de textura y se presentan algunas

alternativas para el analisis textural como: las técnicas espectrales que
incluyen la Transformada de Fourier, y las Wavelets, las técnicas estructurales

e
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y las técnicas basadas en modelos. Entre estos Ultimos se encuentra el
modelo fractal, y la técnica basada en los Campos Aleatorios de Markov (MRF).

También se habla de las técnicas estadisticas, dentro de las cuales se
encuentra la GLCM (Grey Level Co-ocurrence Matrix). Se explica la forma en
que se construye esta matriz, se presentan unos ejemplos y se propone un
método para disminuir el tiempo de cdmputo al utilizar la GLCM. Este método
es conocido como GLCM con ventana deslizante.

Por ultimo se presentan los descriptores de textura, y se describe cada
uno de ellos.

CAPITULO IV

En el capitulo 4, se define un Campo Aleatorio de Markov (MRF), y los
conceptos de malla, site, espacio de estados, configuracién, vecindades y
cliques. Después, se describen las propiedades de los Campos Aleatorios de
Markov, y se menciona el teorema de Hammersley-Clifford, para entender la
equivalencia entre un Campo Aleatorio de Markov y un Campo aleatorio de
Gibbs.

Se investigan algunos modelos de Markov, como son el modelo de Ising y
el modelo de Potts, modelo generalizado de Ising. También se mencionan dos
tipos de muestreadores: el muestrador de Gibbs y el muestreador de
Metropolis.

Para finalizar el capitulo se presentan algunos esquemas de decremento
de temperatura.

CAPITULO V

En este capitulo se describe el teorema de Bayes para caracteristicas
multiples, considerando a estas caracteristicas como independientes dada la
clase.

Después, se describe la aproximacidon de Bayes y se obtiene la expresién
gue maximiza la distribucién a posteriori del campo de etiquetas. Con base al
teorema de Hammersley-Clifford, se establece que encontrar la distribucion
maximo a posteriori del campo de etiquetas equivale a minimizar una funcién
de energia correspondiente a este mismo campo. Esta funcion de energia se
compone de la adicion de la funcién energia a priori y de la funcién de energia
condicional.

En seguida, se describe el algoritmo de recocido simulado a utilizar en
esta tesis, el cual utiliza el modelo de Potts para calcular la funcidon de energia

—_———————————————————————————
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a priori y funciones trapezoidales para obtener la funcién de energia
condicional.

Con base en el algoritmo de recocido simulado y en el teorema de Bayes
para caracteristicas multiples, se propone un esquema de fusidén de datos, el
cual considera tomar mas de una imagen de textura como imagen original.

CAPITULO 6

En el capitulo 6 se dan los resultados obtenidos después de segmentar,
clasificar una imagen de textura por el método de recocido simulado y por el
método de segmentacion y clasificacion Bayesiana y también se presentan los
resultados obtenidos de fusionar, segmentar y clasificar 3 y 5 imagenes de
textura por el método para fusion y segmentacidon propuesto en esta tesis y
comparar estos resultados con otros obtenidos de realizar una segmentacion
clasificacién y fusidon de las mismas imagenes de textura por el método de
fusién multiclases basada en el algoritmo de Shan Yu!®! para fusién binaria.

CAPITULO 7

En el capitulo 7 se presentan las conclusiones generales sobre esta tesis y
sobre los resultados obtenidos de ella.

1.5 METODOLOGIA EMPLEADA

El proceso para realizar la segmentacién y fusion de imagenes incluyé las
siguientes etapas:

“Disminucidn de los niveles de gris de la imagen original para agilizar el
proceso del calculo de la matriz de co-ocurrencia.

<Obtencion de la matriz de co-ocurrencia y de imagenes de textura a
partir de los descriptores de textura de Haralick sobre las imagenes originales
de prueba, utilizando un método rapido para calcular la GLCM a través de una
ventana deslizante.

“Analisis de un esquema bayesiano a fin de integrar las diversas matrices
de textura, considerando independencia en las probabilidades condicionales.
Estas probabilidades condicionales deben seguir un comportamiento
gausiano.

A partir de la ecuacion de Bayes y utilizando el teorema de Hammersley-
Clifford, se encuentra la funcién de energia a posteriori con la que se va a
trabajar. Minimizar estad en funcion de energia equivale a obtener el estimador
maximo a posteriori de la ecuacién de Bayes. Esta funcion de energia queda
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compuesta por la adicién de una funcion de energia a priori y una funcién de
energia condicional.

+Con base en un esquema maximo a posteriori se modifica el algoritmo
de recocido simulado para definir una etapa estocastica de segmentacién y
fusion de datos. Este esquema utiliza mas de una imagen de textura y una
imagen solucidn cuyos pixeles pertenecen a clases determinadas
aleatoriamente dentro del rango de numero de clases. El algoritmo de recocido
simulado incluye el calculo de la energia a priori, analizando sistemas de
vecindad en 8-conexidad, y el calculo de la energia condicional, a partir de
funciones trapezoidales.

El fundamento tedrico reside en la teoria de Bayes y en la maximizacion
de probabilidades a posteriori. Dado que no se seguiran los fundamentos
tedricos de Metrépolis, por ejemplo no se realizard un gran numero (tendiente
a infinito) de iteraciones y el decremento de temperatura no sera logaritmico,
se pretende definir un esquema sub-6ptimo de convergencia. Los resultados de
la fusion de datos se compararan con el método de Bayes para segmentacion y
clasificacién de imagenes y el método de fusion multiclases propuesto por
Shan Yu. Como aplicacién se pretende la segmentacidon de regiones urbanas
del Distrito Federal.

El proceso descrito anteriormente se muestra en la siguiente figura:

Imagen ' Reduccion Obtencién de la matriz
Original de :ja: gn;;;eles # de co-ocurrencia

v

Obtencion de las imagenes de textura
a partir de los descriptores de textura
de Haralick

¥

Seleccion de 26 5
imagenes de textura

v

Algoritmo de recocido simulado
propuesto

< Imagen Solucion

< Obtencién de la energia
a posteriori

+ Decremento de la temperatura

v

Imagen segmentada
y fusionada

Fig. 1.1 Esquema de segmentacion y fusion propuesto
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Una vez definido el proceso, se programéd el algoritmo en Matlab, vy se
realizaron pruebas con 2 imagenes de diferentes zonas del sur de la Ciudad de
México. Los resultados fueron validados con una imagen sintética.

También se compararon estos resultados con resultados de otros
algoritmos de segmentacién, entre ellos el método de segmentaciéon y
clasificacién bayesiana para una sola imagen, vy el método de fusidn
multiclases propuesto en un trabajo anterior y basado en el método de fusién
binaria de Shan Yu.

1.6 APORTACIONES
Las aportaciones de la presente Tesis son:
1. Andlisis de un esquema bayesiano para caracteristicas multiples a fin de
integrar las diversas imagenes de textura, considerando independencia

en las probabilidades condicionales.

2. Estudio sobre la segmentacién por Campos Aleatorios de Markov,
utilizando el algoritmo de Recocido simulado.

3. Modificacién del algoritmo de recocido simulado con el fin de
implementar la segmentacion y fusidon de varias imagenes de textura.

4. Aplicacion del método propuesto a imagenes del sur de la Ciudad de
México y validacién del método a través de una imagen de sintética.

5. Comparacién entre los resultados obtenidos por el método de fusidn y
segmentacidon propuesto en la presente tesis y el método de fusion
multiclases, basado en el método de fusidn binaria de Shan Yu.
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2. PROBABILIDAD Y PROCESOS ESTOCASTICOS

Las aplicaciones mas antiguas de la teoria de la probabilidad se remontan
al siglo XVII. En 1654 un jugador compulsivo llamado Antoine Gombaud
(caballero de Méré), intento describir matematicamente la proporcion relativa
de tiempo en que se podian ganar ciertas apuestas, sin embargo no tuvo éxito,
por lo cual pidi6 ayuda a dos de los mejores matematicos de la época que
conocia: Pascal y Fermat. Los matematicos intercambiaron correspondencias
con el fin de calcular las frecuencias relativas de ocurrencias en juegos
sencillos de apuestas. Lo anterior, dio origen a la teoria de la probabilidad.

Durante mucho tiempo, todo lo que se conocia sobre la probabilidad era
una definicidén sencilla de la frecuencia relativa, la cual dice que si se realiza un
experimento al azar, entonces pueden ocurrir varios resultados. La
probabilidad de que ocurra un evento X con M resultados, es el cociente
m/n, donde n es el nUmero de resultados totales posibles.

Sin embargo, los avances matematicos en la teoria de la probabilidad no
pudieron establecerse firmemente debido a que estaban relativamente
limitados. No fue sino hasta que en 1933 el matematico ruso A.N. Kolmogorov
enuncid un conjunto de tres axiomas o reglas a las que la probabilidad debe
ajustarse. Una vez que esta base axiomatica se establecido firmemente, se
realizaron avances significativos en la teoria de la probabilidad. Estos axiomas
se describen a continuacion.

2.1 AXIOMAS DE PROBABILIDAD

Sea S un espacio de muestras y A un evento de éste. Se llama funcidn
de probabilidad sobre el espacio muestral S a P(A) si satisface los siguientes
axiomas:

1) La probabilidad de todo evento A debe de ser igual o mayor a cero
P(A)>0.

2) Si la ocurrencia de un evento A es segura, entonces la probabilidad de
ese evento es P(S)=1.

Para formular el tercer axioma, primero se tomara en cuenta que si dos
eventos son disjuntos, entonces la suma de sus probabilidades individuales es
la probabilidad de que uno u otro ocurran. La propiedad aditiva de la
probabilidad es valida para cualquier nimero finito 6 infinito de sucesos
disjuntos. Por lo tanto, el axioma 3 es:

3.Si ALA,LA,,..... AN A; =0 para toda i# jentonces:
P(AUA U...)=P(A)+P(A)+......
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Lo que se puede escribir como:

P[OAJ=2P(A\)

i1 L et (2.1)

Por lo tanto, la definicidén matematica de la probabilidad es [>71:

Una distribucion de probabilidad 6 la probabilidad sobre un espacio
muestral S es una especificacion de nimeros P(A) que satisfacen los axiomas

1,2y 3.

2.2 VARIABLES ALEATORIAS

En muchos experimentos aleatorios es necesario asignar un nimero real a
cada uno se los resultados posibles del experimento. De esta forma, se
establece una relacién funcional entre los elementos del espacio muestral
asociado al experimento y los nimeros reales. Esta relacion funcional puede
ser uno a uno o uno a muchos.

Formalmente se dice que una variable aleatoria (v.a.) X es una funcion de
valor real definida sobre el espacio muestral S, que asocia un niumero real a
cada elemento de S. Las variables aleatorias se clasifican en:

Variable aleatoria discreta: "Se dice que una variable aleatoria X es
discreta si el nUmero de valores que puede tomar es numerable (ya sea finito o
infinito), y si éstos pueden arreglarse en una secuencia que corresponde con
los enteros positivos”#1],

Variable aleatoria continua: “"Se dice que una variable aleatoria X es
continua si sus valores consisten en uno o mas intervalos de los reales”>],

2.2.1 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD CON VARIABLE
ALEATORIA DISCRETA

Una variable aleatoria discreta X asume cada uno de sus valores con una
cierta probabilidad. Para especificar la probabilidad de que una variable
aleatoria discreta X tome wun valor X se wusa la siguiente
expresion: f(x) =P(X =Xx). Al conjunto de pares ordenados (X, f(x)) se le llama

funcidon masa de probabilidad & distribucion de probabilidad de la variable
aleatoria discreta X si para cada resultado posible de X se cumple que:

1) f(x)>0
2) > (=1

10
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Asi pues, la forma en que varian los resultados de un experimento
aleatorio queda descrita tedricamente por la distribucion de probabilidad de
una variable aleatoria.

La distribucién de probabilidad de X estd ligada directamente con la
funcién de distribucién acumulativa de X . Esta funcion de distribucion
acumulativa de la variable aleatoria X 6 es la probabilidad de que X sea
menor o igual a un valor especifico de X, es decir:

F(X) = P(X SX) = D DXt (2.2)

X; <X

Para una variable aleatoria discreta, la funcién de distribucion acumulativa
F(x) es una funcion no decreciente de los valores de X, tal que:

1) 0<F(x)<1, para cualquier X

2) F(x) =2 F(x;) si x; 2x;

3) P(X >x)=1-F(x)

Para variables aleatorias con valor entero, se tiene:
4) P(X=x)=F(x)-F(x-1)

5) P(x; <X <x;)=F(x;)-F(x, -1

2.2.2 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD CON VARIABLE
ALEATORIA CONTINUA

En el caso discreto, a todos los valores de una variable aleatoria, se le
asignan probabilidades positivas, y a pesar de que todo el conjunto de estos
valores sea infinito numerable, la suma de las probabilidades asignadas es
uno. Lo dicho anteriormente no sucede para el caso continuo. Por lo cual, la

probabilidad de que una variable aleatoria continua X tome un valor
especifico X es cero.

La funcion f(x), llamada funcién de densidad de probabilidad, caracteriza

la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria continua X y también
proporciona un medio para determinar la probabilidad de que la variable
aleatoria X se encuentre en un intervalo donde a< X <b.

La definicién formal > de la funcién de densidad de probabilidad de una
variable aleatoria continua X define como:

11
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| Si existe una funcion f(x) tal que:
1) f(X)>0, —o<X<o0
2) f f(x)dx =1

3) P(a< X sb):j:f(x)

para cualquier ayb, entonces f(x) es la funcidn de densidad de
probabilidad de la variable aleatoria continua X .

Como el area total bajo f(x) es uno, la probabilidad del intervalo

a< X <b es el adrea acotada por las rectas X=a y X =b y la funcién de
densidad como se muestra a continuacion:

| N

Pla=X =b)

f(x)

Figura 2.1 Probabilidad ilustrada como el area bajo la curva de la funcion
de densidad %11

La funcion de distribucion acumulativa F(x) se define como:

PO = RO = @ (2.3)

En donde 7, es una variable artificial de integracion.
La funcion F(x) es el area acotada por la funcién de densidad que se

encuentra a la izquierda de la recta X =x, lo anterior se muestra en la figura
2.2.

12
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f )

P(X < %)= F(x)

-’

Figura 2.2 La distribucion acumulativa ilustrada como un area bajo la
funcién de densidad [>],

Se puede observar en la grafica 2.2 que la funcién de distribucion
acumulativa F(x) de una variable aleatoria continia X es la probabilidad de

que X tome un valor menor o igual a x.
Dado que para cualquier variable aleatoria continda X,
X
P(X =x) = f(r)dr =0,
X
Entonces:

P(X <£x) =P(X < x)=F(x),

La distribucion acumulativa F(X), es una funcién lisa no decreciente de
los valores de la variable aleatoria con las siguientes propiedades >

1) F(-0) =0

2) F(x) =1

3)P(a< X <b)=F(b)-F(a)
4) dF(x)/dx = f(X)

2.2.3 VALOR ESPERADO DE UNA VARIABLE ALEATORIA

El valor esperado o esperanza de una variable aleatoria X es el promedio
6 valor medio de una variable aleatoria X después de un numero grande de
experimentos y esta dado por:

E(X)=>_xp(x) Si x es discreta 6:

E(X):fxxf(x) Si X es continua.

13
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‘ En donde:

p(x) Es la funcion de probabilidad.
f(x) Es la densidad de probabilidad.

Para una funcidon g(x), el valor esperado de de la variable aleatoria X,
esta dado por:

E[g(X)]=>_g(x)p(x) Si x es discreta ¢:

E[g(X)]:Ijxg(x)f(x) Si X es continua

Las propiedades de la esperanza de una variable aleatoria que se
presentan a continuacion son validas tanto en el caso continuo como en el caso
discreto. Para enunciarlas se toma el caso continuo.

1. Si ¢ es una constante, su valor esperado, sera el valor que tenga la
constante.

E(c) = j of (X)dx =c j f(x)dx = ¢

2. Sean a y b son constantes, el valor esperado de aX +b, es el producto
de a por el valor esperado de X mas b.

E(AX 40) = BE(X) D oo (2.7)

3. El valor esperado de la suma de dos funciones g(X) y h(X)de X es la
suma del valor esperado de g(X) mas el valor esperado de h(X).

E[g(X) +h(X)]=E[g(X)]+ E[h(X)] (2.8)

2.2.4 MOMENTOS DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Los valores esperados de ciertas funciones de X 6 son los momentos de

una variable aleatoria X . Estos valores se emplean para caracterizar la
distribucién de probabilidad de X y para especificarla cuando se conocen
todos los momentos de X . Los momentos de X generalmente se definen
alrededor del valor esperado de X & del cero a pesar de que se pueden definir
alrededor de cualquier punto de referencia.

14
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Sea X una variable aleatoria. El n—ésimomomento de X alrededor del
cero se define por:

my =E(X")=>x"p(x) Si X es discreta o:
. =E(X") :J:x"f(x) Si X es continua

La media u o valor esperado de la variable aleatoria es el primer

momento alrededor del cero; es decir: g, = u=E(X). La media de una variable

aleatoria es una medida de tendencia central, debido a que es una cantidad
numeérica alrededor de la cual los valores de la v. a., tienden a agruparse.

El n-ésimo momento alrededor de la media de una variable aleatoria X
es:

i, =E(X - p)" =j_xx(x—y)" f(x)dx Si X es continua.
py =E(X = )" => (x—u)"p(x) Si X es discreta.

Para cualquier variable aleatoria X , su momento central cero es uno:
ty =E(X—u)" =E@Q) =1

Para cualquier variable aleatoria X , el primer momento central es cero:
th =E(X—p)=E(X)—u=0

El segundo momento central estd dado por la ec. (2.11) y recibe el
nombre de varianza de la variable aleatoria:

= O ) (2.11)
Lo anterior también se puede expresar como:

L (2.12)
Debido a que:

#, =Var(X) = E(X — u)°
= E(X? =2Xu - u?)
py, = E(X?) =24 — p?
My = pt, — 1

15
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Para una variable aleatoria X, su varianza es el segundo momento
alrededor del origen menos el cuadrado de la media (%)

Para una variable aleatoria, la varianza es una medida de dispersion de su
distribuciéon de probabilidad. La desviacion estandar es la raiz cuadrada

positiva de la varianza. A la varianza se le denota por o® y a la desviacidn
estandar por o.

Para una variable aleatoria X  la varianza es invariable, es decir
Var(X +b) =Var(X) para cualquier constante b, y Var(aX +b)=a’/ar(X) para
dos constantes ay b cualesquiera.

Los momentos centrales tercero y cuarto proporcionan informacién sobre
la forma de la distribucion de probabilidad X . El tercer momento central se
refiere a la asimetria de la distribucidon de probabilidad X . Este momento es:

Hy = E(X = p)? (2.13)

Cuando las distribuciones de probabilidad tienen un sélo pico, para:

1) u, =0 la distribucién es simétrica
2) u, <0 se dice que la distribucidn es asimétrica negativamente
3) u, >0 la distribucion es asimétrica positivamente.

Cuando se tienen distribuciones con mas de un pico, el valor de u, no

basta para conocer la forma de la distribucion. Debido a esto se utiliza el tercer
momento estandarizado 0 coeficiente de asimetria que esta dado por:

oy = s l(1,) (2.15)

El coeficiente o, es la medida de la asimetria de una distribucion de

probabilidad con respecto a su dispersion. Una distribucién de probabilidad es
asimétrica positiva si a, >0, negativa si a; <0 o simétrica si o, =0.

Cuando la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria X  es
simétrica, cada valor positivo de (X —u)" se cancela por un valor negativo de

la misma magnitud y de igual probabilidad, dando como resultado que todos
los momentos centrales de X de orden impar sean cero.

16
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El cuarto momento central, recibe el nombre de curtosis. Este momento
es una medida de que tan puntiaguda es la distribucion de probabilidad. Se
define como:

Sin embargo, se prefiere usar el cuarto momento estandarizado, como
medida relativa de la curtosis:

e Si a, =3, la distribucién no presenta un pico muy alto ni muy bajo y
recibe el nombre de mesocurtica.

e Si o, >3, la distribuciéon de probabilidad presenta un pico alto y recibe el
nombre de leptocurtica.

e Sia, <3, la distribuciéon es relativamente plana y recibe el nombre de
platicurtica.

Se toma como referencia el 3 debido a que la curtosis estandarizada de
una distribucion de probabilidad se compara con la distribucién normal, cuyo
valor es 3.

2.3 TEOREMA DE BAYES

Sea & un espacio muestral que estd formado por los eventos
W, 0,,0,....0, Mutuamente excluyentes, entonces,

O=w, VW, Jwo, Ja,....... )

Figura 2.3 Teorema de Bayes.

17
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Si ocurre un evento X definido en §, observamos que:

X=0NX=(o, Vo, Vo, U....un,) N X= (o, "X)U(w, "X)U(@; " X)U...u (@, NX)
Como los eventos @, N x son mutuamente excluyentes, entonces:

pP(x) = p(@, N X)+ plw, N X)+ p(w; " X)+....+ p(w, NX)

y como p(@, NX)= p(a)i)p(x|a)i),es decir, la probabilidad de que ocurra el
evento ®, y el evento x es igual al teorema de la multiplicacién para
probabilidad condicional, entonces:

P(x) = P(@,) P(Xe,) + P@,) P(Xo, )+ P(@3) P(Xls) + .ot P@)P(K0) 5 50y

Si deseamos calcular la probabilidad de que ocurra un evento w; dado que
X ya ocurrid, entonces:

p@, NX) _ p(e,) p(Xlo,)
POX)  p@) p(X@,)+ p@,) p(Xlw, ) + ...+ p(@,) p(Xo, )
Simplificando:

p(e,1x) =

p(@ |X) = pP(X| @) p(w;)
| PO e (2.21)
Pl [X) = Pl )P @) e (2.22)

A la ecuacion 2.21 se le conoce como el Teorema de Bayes. En esta
expresion, i=12...,M es la probabilidad de que X ocurra sin considerar a la

categoria a la cual pertenece, p(w,) es la probabilidad a priori de la clase o, y
p(x|w,;) es la probabilidad de que ocurra @; con respecto a X. A p(Xx|®,) se le

llama funcién de probabilidad de la clase @;, o funcidon de probabilidad de
densidad de X.

2.4 FUNCION NORMAL O GAUSSIANA
La Distribucidn Gaussiana 6 Distribucion Normal, es una distribucidén que

toma una gran mayoria de variables aleatorias continuas de la naturaleza. Se
dice que una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de pardmetros

18
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4y o2, locual se representa como: si x~s N(#.@’) su  funcién de
densidad esta dada por:

fx(x)::4445447e4xﬁ0n202 ............................................................................... (2.23)

270

Estos dos pardmetros uy o’coinciden con la media (esperanza) y la
varianza respectivamente de la distribucién.

E[x]= u
Var[x] = o

Para cualquier par de valores de la forma de la funcién de densidad es la
llamada campana de Gauss. El area contenida entre la grafica y el eje de
abcisas vale 1.

0 p
Figura 2.4 Campana de Gauss.

La campana de Gauss alcanza un Unico maximo en x4, y que es simétrica
respecto a ella. La forma de esta campana depende de u y o®donde:

e 4 indica la posicidn de la campana (parametro de centralizacion).

e 0% es el pardmetro de dispersién. Si o

probabilidad se concentra alrededor de la media.

es pequefo, la masa de

En la figura 2.5 se muestra a la Distribucién Gaussiana con diferentes
valores de 1 manteniendo o? fijo. En la figura 2.6 se muestra a esta misma

distribucién pero variando ahora los valores de ¢® y manteniendo fija a la 1.
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0.2 ' ' ' : : .
—— N(0.2)
018} —— N(8.2)
N(16.2)

016

014 ]

012 :

01f :

f(x)

0.08 E
0.06 1

0.04 :

0.02| \ .

0 .
-10 -5 0 5 10 15 20 25
X

Figura 2.5 Funcién Gaussiana con diferentes valores de (.

04 T

—— N(5.1)
—— N{E.2) |
N(E.3)

Figura 2.6 Funcion Gaussiana con diferentes valores de o?.

La funcion de distribucion de la funcion Gaussiana es:

=
o[2m0?

Donde la funciéon

2 2 A _
F (X) = e U2 dy = G(X ”j ............................................. (2.24)

o
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Estd disponible en forma tabulada. Como f (x) depende de dos

pardmetros # y o2, la notacién ¥~ N(4.07) ge ysa para representar la
funcion de densidad de probabilidad en la ec. (2.23).

La constante de normalizacién+/27zc® en la ec. (2.23) es la que mantiene
el area bajo f, (x) igual a 1.

2.5 LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

La Ley de los Grandes Numeros es un teorema de probabilidad, que afirma
que el promedio de una sucesion grande de variables aleatorias converge al
promedio de las esperanzas de las variables aleatorias involucradas. En
particular, si todas las variables son independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d), el promedio tiende al valor de |la esperanza individual. Esta
ley indica si se toma una muestra al azar de una poblacién de gran tamafo, el
promedio sera cercano a la media de la poblacidon completa.

Ley débil de los grandes nimeros

La ley débil de los grandes numeros establece si X, X,, X,,.... €S una

secuencia infinita de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d), cada una de ellas con el mismo valor esperado u vy

varianza finita, entonces el promedio de una muestra:

X = XX, + X, +... X,
D (2.26)

converge en probabilidad a u . Es decir, para todo ¢ >0, se tiene:
ImP( X, —ulze)=0

Ley fuerte de los grandes nimeros

Sea X,,X,,X;,... una secuencia infinita de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), cada una de ellas con una
media finita x, entonces

P(Iim X n =y)=1

..................................................................................... (2.27)

es decir, las medias convergen con una probabilidad 1 a una media
comun 4.
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| 2.5.1 TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

El teorema del limite central indica que la suma de un gran nimero de
variables aleatorias i.i.d., adecuadamente normalizadas, tiende a wuna
distribuciéon normal, (también llamada distribucion gaussiana o curva de Gauss
0 campana de Gauss).

Si se tiene una secuencia de N variables aleatorias i.i.d. X, X,, X;,....,

cada una de ellas con media x y varianza o finitas y se considera que

S, =X, +..+ X, es la suma muestral y X, =S, /n la media muestral, entonces,
la version estandarizada de la media Z,, a la que hace referencia el Teorema
del Limite Central es:

Donde:
E{Z,}=0y var{Z,} =1 puesto que o =-/c?, E{)_(n}:y y var{)_(n}:azln

La distribucion de Z,6 tiene dos caracteristicas en comun con la
distribuciéon N(0,1) : ambas poseen media nula y varianza 1. A continuacién se
enuncia dicho teorema:

Teorema del Limite Central [?6!

Sea X, X,,X,,... una secuencia de variables aleatorias i.i.d., con media

u y varianza o’ finitas. Sea Z ~N(0.1). Cuando n—>, la secuencia {Z,}

D
converge en una distribucion a Z, es decir Z, —>Z.

El teorema del limite central garantiza una distribucién normal cuando n
es suficientemente grande.

La razdn por la cual este teorema recibe el nombre de "teorema del limite
central", es porque la aproximacidon entre dos distribuciones es mayor en el
centro que en sus extremos, por lo tanto, la palabra "central" califica al limite,
mas que al teorema.
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| 2.6 PROCESOS ESTOCASTICOS: CONCEPTOS

Un proceso estocastico se refiere al comportamiento de una variable a lo
largo del tiempo. Los procesos estocasticos son utiles cuando se requiere
ajustar un modelo tedrico que permita hacer predicciones sobre el
comportamiento futuro de un proceso.

Un proceso aleatorio 6 estocastico se define como una familia {X(t),tT}

de variables aleatorias, clasificadas mediante un parametro t que varia en un
conjunto T [2:9]

Es decir, un proceso estocastico es un conjunto de variables aleatorias
X(t) cuya distribucion varia de acuerdo al tiempo t. La variable tiempo t toma

valores en un subconjunto de nimeros reales no negativos 6 de enteros (T).

Las variables aleatorias X(t) toman valores en un conjunto que se

denomina espacio de estados. El espacio de estados S de un proceso
estocastico es el conjunto de todos los posibles valores que puede tomar dicho
proceso.

Si la variable aleatoria se define sélo para valores discretos de t, el
proceso se define serie aleatoria o proceso aleatorio de parametro discreto.
Cuando t toma valores continuos, el proceso estocdstico es de parametro
continuo. Si el resultado es independe del tiempo, el proceso estocastico es
estacionario. Si el estado en que se encuentra un proceso estocastico depende
solo del estado anterior pero no de los anteriores a éste, el proceso es de
Markov.

Definiciones
< Para que dos procesos estocasticos sean iguales, sus funciones
respectivas deben ser iguales para todas y cada una de las variables

aleatorias.

< Cualquier operacidon que implique uno o mas procesos (como el producto
f(t)g(t) 6 la suma f(t)+g(t)), se obtiene efectuando operaciones en cada

una de las funciones de los procesos.

% La funcién de distribucién de la variable aleatoria X(t) para cada tiempo

t, es la funcién de distribucion de primer orden del proceso estocastico
X(t):

F(X,1) = PIX() S X} oo (2.29)
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< Si X(t) es continuo en el espacio de estados, la funcion de densidad de
la variable que define el proceso estocastico en cada tiempo t, es la funcién
de densidad de primer orden del proceso estocastico X(t):

oF (x,t)

L T RS .(2.30)
< La funcion de distribucién conjunta del proceso en dos tiempos, t, y t,,

es la funcion de distribucién de segundo orden del proceso estocastico X (t) :

F (X, Xyit,t5) = PIX() € X0 X () S X, fevvoieeeeeeeecees s (2.31)

< Si X(t) es continuo en el espacio de estados, la funcién de densidad
conjunta del proceso en dos tiempos t, yt,, es la funcién de densidad de

segundo orden del proceso estocastico X(t):

O F (X, X,;t,t)

f(Xl'XZ;tl'tZ): X Ox
104,

Las funciones de distribucion y de densidad de orden n-ésimo se definen
analogamente:

F (X Xpoon X3t b e £) = PIX(L,) < X0, X (1) < Koo, X () S X} e (2.33)
O"F (Xy, Xy ey X5t b e t)
f (X, Xpery X ottt ) = e 2.34
( 1072 nit1rt2 n) OXy, O,y vy OX. ( )

< Si la distribucidon de orden n-ésimo de un proceso estocastico

para cualquier n y t,t,..t, es conocida, el proceso estocastico real esta
estadisticamente determinado.

La distribucién de un orden dado puede determinarse mediante una de
orden superior.
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2.6.1 ESTACIONALIDAD

Cuando la funcion densidad de probabilidad de un proceso estocastico de
primer orden es independiente del tiempo:

f(x,t)=f(x+At)=f(X) (2.36)
El proceso estocastico es estacionario de primer orden.

Cuando la funcién de densidad de probabilidad de un proceso estocastico
es de segundo orden:

(%, %, t,t,) = F (X, %5t +Att, +At) (2.37)

El proceso estocastico es estacionario de segundo orden.

Existen muchas definiciones de procesos estocasticos estacionarios, a
continuacion se enuncian algunas.

Definicion en sentido estricto

En sentido estricto, un proceso estocastico es estacionario si al cambiar el
origen del tiempo, sus funciones de densidad de probabilidad no varian. Es
decir, para cualquier ¢ arbitrario, los dos procesos f(t) y f(t+¢) tienen las

mismas funciones de densidad de probabilidad. Por lo tanto, la densidad de
orden n-ésimo es:

P(Xys Xy X s by Gy ynl) = P(X Xy e X H 608, + 6,008, +6) (2.38)

El valor esperado E[f(t)] de f(t)es una constante, esto se debe a que a
que p(x;t) = p(x;t+¢&), por lo tanto, la densidad de primer orden p(x,t) de un
proceso estacionario es independiente de t

La distribucion conjunta de las variables aleatorias f(t) y f(t+t,—-t,) esla
funcion densidad de segundo orden, esto se debe a que:

POG Xt G ) = PO X ety ) e, (2.39)
Entonces:
PO Xt ) = PO Xty =) e (2.40)
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Cuando los estadisticos conjuntos de f(t) y g(t) son los mismos de
f(t+¢&),9(t+¢), entonces se dice que los dos procesos f(t) y g(t) son
conjuntamente estacionarios.

Si f(t) y g(t) son conjuntamente estacionarios, entonces el proceso
complejo z(t) = f(t)+ jg(t) es estacionario.

El proceso f(t) puede ser individual y no conjuntamente estacionario.

Definicion de estacionario en sentido amplio

Para que un proceso aleatorio estocastico sea estacionario en sentido
amplio 6 débilmente estacionario se debe de cumplir que:

> Su media y sus funciones de densidad de probabilidad de primer y
segundo orden no dependan del tiempo.

> Su funcion de autocorrelacion depende del desplazamiento 7. En este
caso, las propiedades con las que cumple la funcién de autocorrelacion
son:

1) IR, (7) KR, (0). Esta acotada y es maxima en el origen.

2) R, (0)=E{X2(t)}

3) R, () =R, (-7)

4)I|Ti|Too R, (7) = 1% Si el proceso no tiene componentes periddicas.

Un proceso estocastico es estacionario en sentido amplio si es estacionario
de orden dos, pero el caso contrario no aplica.

Definicion de proceso estocastico estacionario de orden finito

Si la ec.(2.38) se cumple para n<k, entonces, el proceso estocastico es
estacionario de orden K.

Definicion de proceso estocastico periédicamente estacionario

En el sentido estricto, un proceso f(t) es periédicamente estacionario con
periodo T, si para € =nT, se cumple la ec.(2.38).

Definicion de estacionario en un intervalo

Si la ec.(2.38) se satisface para todo t en el intervalo g(a,b), entonces
se dice que el proceso f(t) es estacionario en el intervalo g(a,b).
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Definicion de incrementos estacionarios

Si para todo par de instantes t, <t, , la distribucion de X(t,)—X(t,), es
independiente de t; yt, entonces el proceso estocastico es de incrementos

estacionarios.
Definicion de estacionario asintoticamente
Si:
!'L‘El P(X, Xy yerrn X5t + 6,1, + 6,8, + €
existe y es independiente de &, entonces el proceso f(t)es estacionario
asintéticamente.
2.6.2 ERGODICIDAD

Antes de definir el concepto de proceso ergddico, se definira el concepto
de medias temporales de un proceso. La media temporal <Y(t)> de un proceso

estocastico Y (t), se define como:

1

= [ Yty

Y()) =i
Y) A .(2.42)

Con base a lo anterior, X(t) es un proceso ergddico, si sus momentos

estadisticos son iguales a sus momentos temporales. Es decir, todo el proceso
se puede representar por una realizaciéon temporal.

No todo proceso estacionario es ergddico pero si se cumple lo contrario.
2.6.3 EJEMPLOS DE PROCESOS ESTOCASTICOS

Entre los procesos estocasticos, se encuentra el proceso de Poisson y
las cadenas de Markov en tiempo discreto.

> Proceso de Poisson

Durante la ultima década de su vida, Simedn Dennis Poisson (1781-1840),
formulo la Distribucién de Poisson.

Un proceso de Poisson, es una serie de variables aleatorias que cumple
con tres condiciones. Antes de enunciarlas, se tomara en cuenta lo siguiente:
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Sea P, (t) la probabilidad de que ocurran n acontecimientos en el periodo
de (O,t). Sien el intervalo 0 yt+At ocurre el acontecimiento n. Entonces los

acontecimientos que ocurriran entre (0,t) seran n-1. Y para el intervalo de
t y t+1, solo ocurrird un suceso. Con base en lo anterior, las condiciones que

se deben de cumplir para que el proceso anterior sea un Proceso de Poisson
son las siguientes:

1) AAt es la probabilidad de que exista un acontecimiento entre t y t+At,

donde A es una constante, llamada intensidad del proceso.

2) La probabilidad de que existan uno o mas acontecimientos en el
intervalo t yt+At, es tan despreciable que se toma como cero.

3) En dos intervalos de tiempo disjuntos puede ocurrir un cierto nimero de
acontecimientos, dichos acontecimientos son variables aleatorias
independientes.

Si se cumplen las propiedades anteriores, entonces la probabilidad de
tenern acontecimientos en el intervalo de longitud t es:

Py ="

El nimero esperado de acontecimientos en el tiempo t es At , donde 4
es el niumero de acontecimientos esperados por unidad de tiempo.

En la actualidad, la distribucién de Poisson se emplea para describir
procesos como: las llegadas de llamadas telefénicas a una central, las llegadas
de los camiones y automdviles a la caseta de cobro las fallas de maquinaria en
procesos industriales y el nUmero de accidentes en un cruce.

» Cadenas de Markov en Tiempo discreto

Una cadena de Markov, es una serie de estados, donde la probabilidad
de que ocurra un estado depende del estado inmediato anterior. Es decir, las
cadenas de Markov son procesos de corta memoria ya que solo recuerdan el
ultimo estado para decidir cudl sera el préoximo.

Se dice que, una cadena de Markov es un proceso aleatorio en tiempo
discreto si:

1) Tes un conjunto indexado, numerable infinitamente, que toma los
valores enteros: 0,1.....
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(S p=

2) Paratoda teT , existe un conjunto numerable y tal que: P(X, € ) =1

3) Para todo X,,....,% Yy para toda t>0en y, se cumple la probabilidad
condicional:

P(Xii = Xr | Xy =X Xo = X0) = P(Xiiy = Xt | Xy =X)
Donde X, X,,X;,...X, es la secuencia de variables aleatorias.

La ecuacion (2.44) se le llama “primer paso de transicién de probabilidad”,
y se basa en la propiedad Markoviana siguiente:

Dado el conocimiento del estado presente X,, el estado futuro X,,; en el
t+1 es independiente del estado pasado X, ;,.....X, .

A la funcién P(X,, =X, | X, =X se le llama “primer paso de la probabilidad
de transicion”.
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3.1 INTRODUCCION

La textura es una de las caracteristicas mas importantes para clasificar y
reconocer escenas u objetos. La textura es un arreglo espacial de valores de
pixeles, depende de la escala de observacion y varia de un lugar a otro en la
imagen.

Las texturas se caracterizan por su uniformidad, densidad, grosor,
rugosidad, intensidad y regularidad de medidas discretas del tono y de sus
relaciones espaciales.

3.2 ALTERNATIVAS EN EL ANALISIS DE TEXURAS

Para estimar una textura contenida en una imagen existen técnicas
espectrales, estructurales, estadisticas y técnicas basadas en modelos. A
continuacion se describen los mas comunes.

3.2.1 TECNICAS ESPECTRALES

Las técnicas espectrales incluyen el uso de la transformada de Fourier y de
la transformada wavelet en sus diversas modalidades.

La Transformada de Fourier, se utiliza principalmente para detectar la
periodicidad global de una imagen mediante la deteccion de picos estrechos de
alta energia del espectro. Aunque en algunas aplicaciones ha funcionado
satisfactoriamente, su implementacion se ve usualmente restringida por la
poca informacidon que se puede extraer cuando las texturas son heterogéneas o
de caracter aleatorio, es decir, cuando las imdagenes son no estacionarias y
transitorias.

La transformada Wavelet apareci6 a finales de 1950, se basa en
pequefias ondas llamadas “ondeletas” de frecuencia variable y duracion finita.
Dentro de los usos de la transformada Wavelet se encuentran: el analisis local
de sefiales no estacionarias, el analisis de senales electrocardiograficas,
sismicas, de sonido, de radar, asi como también es utilizada para la
compresién y procesamiento de imagenes y reconocimiento de patrones.

3.2.2 TECNICAS ESTRUCTURALES

El desarrollo de las técnicas estructurales se basa en obtener patrones
primitivos de la textura (también llamados Textel) para describir la forma en
que se agrupan y forman la textura en si. Un Textel (texture element) es la
minima unidad de textura aplicada a una superficie. De la misma forma que
una imagen digital se representa mediante una matriz de pixeles, una textura
se puede representar mediante un matriz de texels. Cuando se aplica una
textura a una superficie 3D, en el mapeado de texturas, se asignan texels a los
pixeles correspondientes que apareceran en la imagen final. Un texel puede
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corresponder a varios pixeles, o bien ser de tamano inferior a uno, en cuyo
caso podria no ser visible.

Un Texel tiene propiedades invariantes como: forma, tamafo, nivel de gris
o color.

Textura c

Textel de la Textura a | Textel de la Textura b | Textel de la Textura c

Figura 3.1 Ejemplos de texturas y sus correspondientes texels!>],

Después de identificar los textels, la textura puede analizarse por medio
de las propiedades estadisticas de los elementos extraidos o extrayendo la
regla de colocacidn que describa la textura. El inconveniente de este método es
gue no todas las texturas tienen un elemento que se repite.

3.2.3 TECNICAS BASADAS EN MODELOS

Esta técnica se basa en construir un modelo de la imagen. Se consideran
como tales los modelos fractales y los campos aleatorios de Markov (MRF).

3.2.3.1 MODELO FRACTAL

Esta técnica fue introducida por Pentland, en ella se muestra la correlacién
que existe entre la rugosidad de una textura y su dimension fractal. Es por
ello, que la determinacién de la dimensién fractal, es la base para la
descripcion fractal de texturas.

El principio basico para estimar la dimension fractal se basa en el concepto
de Autosimilitud. Segun B. Mandelbrot, un objeto es autosimilar o
autosemejante si sus partes tienen la misma forma o estructura que el todo,
aunque pueden estar deformadas ligeramente y pueden presentarse a
diferente escala.
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Un conjunto acotado A, en un espacio euclidiano de n dimensiones, es
auto-similar, si esta constituido por la union de N copias no solapadas y
distintas de si mismo, cada una de ellas escaladas con un factor r. La
dimension fractal correspondiente a dicha region viene dada por:

m log( Nr)
-0 log(1/r) (3.1)

La dimension (D), se refiere a la rugosidad de una superficie. Entre mas
grande sea el valor de D, mas rugosa sera la superficie.

3.2.3.2 MODELO DE LOS CAMPOS ALEATORIOS DE MARKOV (MRF)

Los campos aleatorios de Markov se utilizan para el modelado, la
segmentacion y clasificacion de texturas.

Un campo aleatorio de Markov es un proceso estocastico discreto cuyas
propiedades globales estan controladas por la media de las propiedades
locales.

Un modelo de textura de MRF puede ser especificado por medio de una
probabilidad conjunta P(f), la cual determina como ocurre un patréon de

textura f . Para modelar texturas, se utilizan varios modelos de MRF, como los

auto-modelos entre los cuales se encuentra el modelo de Ising y el modelo
logistico multiniveles 6 modelo de Potts. Estos modelos se describiran con
detalle en el capitulo 4.

3.2.4 TECNICAS ESTADISTICAS

Las técnicas estadisticas emplean medidas obtenidas a partir del
histograma para proporcionar caracteristicas de textura tales como suavidad,
granulosidad y rugosidad. Estas técnicas pueden ser de primer, segundo o de
tercer orden:

Primer orden. No se considera la relacion entre pixeles. Las medidas
texturales se calculan a partir de los valores de gris originales de la imagen y
su frecuencia, como la media, varianza, desviacién estandar.

Segundo Orden. Se considera la relacién de co-ocurrencia entre grupos
de dos pixeles de la imagen original a una distancia dada.

Tercer y mas Orden. Se consideran las relaciones entre 3 o mas pixeles.

Tedricamente, se puede realizar su célculo, pero su implementacién requiere
de mucho tiempo.
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Cv _ g

El histograma es una funcidon de densidad de primer orden y proporciona
informacion sobre los niveles de grises de una regién, pero no indica cdmo se
distribuyen en el espacio. Para ello, se emplea la matriz de co-ocurrencia, la
cual es una funcién de densidad conjunta que mide la cantidad de pixeles que
se encuentran a una determinada distancia y que tienen el mismo nivel de
gris.

3.2.4.1 MATRIZ DE CO-OCURRENCIA O GREY LEVEL CO-OCURRENCE
MATRIX (GLCM)

La matriz de co-ocurrencia es una funcién de segundo orden y cuenta con
una amplia gama de descriptores para la caracterizacion de texturas, con la
ventaja adicional de que puede ser aplicada a texturas de origen aleatorio o
que no respondan a un patrén o serie de patrones determinados.

La técnica estadistica cuenta con los siguientes momentos centrales de
primer a cuarto orden:

X3

%

Media (primera orden).

Nivel medio de intensidad de la region.

Varianza (segundo orden).

Dispersion de los niveles de intensidad.

Sesgo (tercer orden).

Medida de la simetria del histograma.

Curtosis (cuarto orden).

Medida de la caida del histograma (granularidad de region).

X3

%

X3

*

O/
‘0

L)

X3

8

X3

8

X3

8

X3

%

En esta matriz, cada elemento representa la probabilidad de ocurrencia de
dos valores de la escala de gris separados por un operador vectorial de
posicion d determinado por su magnitud |d| y su direccion 6. Donde 6

puede tomar cualquiera de las 8 direcciones del cédigo de Freeman(CF).

Las direcciones 0,1,2,3 del cédigo de Freeman son simétricas a las
direcciones 4,5,6 y 7 , por lo que la matriz de co-ocurrencia se calcula solo
para 0,1,2y 3.

-
-

Fig. 3.2 Codigo de Freeman
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A partir de la GLCM se pueden calcular ciertos descriptores como son la
entropia, energia, contraste, homogeneidad, etc.

3.2.4.2 CONSTRUCCION DE LA MATRIZ DE CO-OCURRENCIA

Los elementos necesarios para construir la GLCM, dependen de la
disposicidon de los pixeles en la imagen, es decir, de su ubicacion espacial, de
su valor de intensidad y de las relaciones con su vecino, con base en esto, los
elementos necesarios para construir la matriz de co-ocurrencia son:

“Condicion. Es la regla que debe cumplir un pixel para ser cuantificado
con relacién a un vecino, generalmente esta condicion es la ubicacién del pixel
de determinada intensidad que se encuentra en la direccién del vecino.

“Direccion. Es la orientacién espacial en la cual se evalla la condicién,
estas direcciones toman sus valores del cédigo de Freeman y son 0,1,2, y 3.

<Distancia. Es el nUmero de pixeles a los cuales se encuentra el par de

pixeles evaluados en la condicién, las distancias que se utilizan para las
direcciones pares en el codigo de Freeman es |d|=1 y para las direcciones

impares en el cédigo de Freman |d |=+/2.

El siguiente ejemplo muestra la forma en que se construye la matriz de
co-ocurrencia:

Ejemplo 1

Si tenemos una imagen 4x4 con 4 niveles de grises:

N O oo
N[N OO

WIN P~
WIN ==

Para formar la matriz de co-ocurrencia para |d|=1 y 6=0, primero

obtenemos los pares de niveles de grises mediante una matriz auxiliar. El
primer par de niveles de grises de esta matriz estara formado por el elemento
del rengldén 1 columna 1 de la imagen, en este caso, el primer elemento es el
cero. Es segundo elemento sera el que estd a una |d]=1 en direccién

horizontal ya que 6=0. Siguiendo la direccién de la flecha verde, este elemento
también es cero, de esta manera el primer par (i,j) es (0,0), después se toma
como referencia a este segundo elemento y se busca al elemento que cumpla
con esta condicidon para que se forme el segundo par que en este caso es
(0,1), y asi sucesivamente.
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0—f>0—F>1—>1
0—>0—>1—>1
0 2 2 [ 2
2 2 3 3

Una vez que se han obtenido todos los elementos del primer renglén se
obtienen los elementos del segundo renglén de la misma manera, hasta
obtener todos los pares (i,j), construyendo asi la siguiente matriz auxiliar:

|

l

WININININORIO|IO|R OO
WWININININ R H ORIk O

Una vez que se ha llenado esta tabla se procede a llenar la matriz de co-
ocurrencia, en la cual se indica la frecuencia con que ocurren los pares de
niveles de grises. Por ejemplo, el par (0,0) se repite 2 veces en la tabla
anterior, por lo cual en (i=0, j=0) de la matriz, se coloca el nimero 2, y asi
sucesivamente. Con base en lo anterior, la matriz de co-ocurrencia sera:

Para normalizar la matriz de co-ocurrencia, se divide a cada uno de sus
elementos entre el nimero de combinaciones resultantes de la matriz original,
en este caso 12. Por lo tanto, la matriz resultante sera:
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Para obtener una matriz de co-ocurrencia simétrica, se obtienen los pares
de niveles de grises para |d |=1, 8=0y |d |=1, 6=4, lo que equivale a tomar las
probabilidades anteriores mas las probabilidades de ocurrencia de las parejas
en la direccién de la flecha roja o a tomar los pares de niveles de grises como
(j,i) en lugar de tomarlos como (i,j).

O 0212
2 0121
0 2 2 2
2 3 3

Por lo tanto, la matriz auxiliar completa es:

| i | ] | j | I
— +—
0 0 0 0
0 1 1 0
1 1 1 1
0 0 0 0
0 1 1 0
1 1 1 1
0 2 2 0
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
2 3 3 2
3 3 3 3

De acuerdo a la frecuencia con la que se repiten los pares de niveles de
grises en la tabla anterior, la matriz de co-ocurrencia es la siguiente:

Para normalizar, se divide cada elemento de la matriz entre 24 que es el
numero de combinaciones resultantes de la matriz original:

37



Capitulo 3 Andlisis Textural

0.1666/0.0833/0.0416| 0
IEW 0.0833/0.1666| 0 0
BPHo.0416| o0 0.25 10.0416
0 0 |0.0416/0.0833

Ejemplo 2

La matriz de co-ocurrencia para la imagen anterior para|d|=1,60=2 vy
0 =06, la obtenemos de la siguiente forma:

ST EL RIS A RL
Tol T2l TleZF
A | A | | A ) 4
12y (120 [13)]"3¢

Siguiendo la direccidon de las flechas verdes se obtienen los pares (i,j) y en
sentido contrario las parejas (j,i), de esta manera la matriz auxiliar es:

I j J I

NRKFENRERNOOOO|IO
WINFFWINEFEININONO|IO

WINRIWNRERINNOINIO|IO
NREFENRERERNOOIOO|IO

Por lo tanto la matriz de co-ocurrencia es:

EKIENER
6| 0 2
0| 4 2
2|22
0|0 2
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Y por ultimo obtenemos la matriz normalizada:

Ejemplo 3

La matriz de co-ocurrencia para la imagen del ejemplo 1 para|d |=+/2,

0 =1y 0 =5, se obtiene, de la misma forma que las matrices anteriores solo
se tiene que seguir el sentido de las flechas.

0 10 1 2t
0 K,IO /',/1 /1
0. 2 // 2/ 2
2 2 3 3
Matriz auxiliar:
I ] I
Val
0 0 0 0
0 1 1 0
1 1 1 1
0 0 0 0
2 1 1 2
2 1 1 2
2 2 2 2
2 2 2 2
3 2 2 3

Matriz de co-ocurrencia sin normalizar:

Para normalizar la matriz de co-ocurrencia, dividimos a cada uno de sus
elementos entre 18 que es el nimero de combinaciones resultantes de la
matriz original. La matriz normalizada resultante es:

i/jil o | 1 | 2 | 3
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Wl 0.2222/0.0555| © 0
il 0.0555/0.1111/0.1111] ©
p) 0 [0.1111/0.2222/0.0555
BER o 0 /0.0555] 0O

Ejemplo 4

Considerando la siguiente imagen de 5x5, con 4 niveles de grises.

O WNWN
OO NN
O O NINN
OININ W W
NININ W W

Para obtener la matriz de co-ocurrencia para |d|=2, 6=2 y 6=6, se realiza

el mismo procedimiento que en el ejemplo 2, sdlo que ahora los elementos que
formaran los pares de niveles de grises estaran separados por una |d|=2. Se

empezara el renglén 3, columna 1.

A2 |42 |42 |43 |43
3 2 2 3 3

v v v v 7
24 14 2% 2] 2,
3 0 0 2 2

VO VO VO vo V2

Siguiendo la direccion de las flechas verdes se obtienen los pares (i,j) y en
sentido contrario las parejas (j,i), de esta manera la matriz auxiliar es:

I J J I

t ty

N WOWOINIOINIOIN

NINININININ (- FINN
N WOWOINIOINIOIN
NINININININF NN

La matriz de co-ocurrencia obtenida es:
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La matriz normalizada es:

3.3 MATRIZ DE CO-OCURRENCIA CON VENTANA DESLIZANTE

Debido a que el tiempo de espera para obtener la matriz de co-ocurrencia
por el método anterior es elevado, se crearon métodos mas rapidos para
realizar estos calculos.

En esta tesis, para obtener la GLCM se utiliza un método basado en el
articulo de Clausi (2001) intitulado "“Rapid Determination of Co-
occurrence Textura Features”[®7! Este método emplea una ventana
deslizante para obtener la GLCM, el algoritmo comienza con la ventana en la
esquina izquierda superior de la imagen. Las probabilidades de co-ocurrencia
se determinan para esta ventana y se calculan los descriptores de esta matriz.
Después la ventana se desliza una columna hacia la derecha, donde, la
mayoria de las probabilidades que co-ocurren siguen siendo iguales, excepto
por las probabilidades que se forman con la nueva columna que ha sido
incluida a la ventana y por la columna que ha salido de ella.

Por lo tanto, a la matriz de co-ocurrencia original, se le suman las
probabilidades que se forman con la columna que ha sido incluida y se le
restan las probabilidades que se formaban con la columna que ha salido de la
ventana.

Cuando se llega al extremo derecho de la matriz la ventana se baja una
sola fila. Para las filas pares, la ventana se mueve de izquierda a derecha y
para las filas impares la ventana se mueve de derecha a izquierda. La ventana
se mueve en este patréon del zig-zag hasta que se cubre la imagen entera.

41



Capitulo 3 Andlisis Textural

v

< »
™~ L
n columnas

Figura 3.3 Patron de zig-zag para determinar las caracteristicas de
textura de la imagen 37,

Para entender mejor como funciona este método, supongamos que
tenemos la siguiente imagen:

OININW|O | OO
NINWN RO O
N WRRFRINRFO
N WININN |
N FEINFEN-
NN WFINW
WIN R WIN N
N WNRFERWN

La matriz auxiliar de co-ocurrencia para |d|=1, 6=0y 6=4 es:

|

NINEIINIWNINRFROINEFEOOIKONO|O I,

NINFEINWININIERIOINRIOO|R|O|O|O
WININIEINERININIEININR|IOIRIHR[O|O

WININIELINIEININIPLININF|IO|/RIHO|O
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3 1 1 3
1 3 3 1
3 1 1 3

La matriz de co-ocurrencia sin normalizar seria:

Ahora deslizamos la ventana una columna hacia la derecha:

OININIW|O|O|O
NINIWIN[F O O
N WREFEINFEO
NIFRIWININN -
N IENEFEN -
NN W~ IN W
WINIFTWIN =N
NI WNRFRIWN

Para no realizar el calculo de la matriz de co-ocurrenca que se forma con
esta ventana, simplemente tomamos la matriz de co-ocurrencia anterior y le
restamos las probabilidades que se forman con las columnas 1 y 2 vy le
sumamos las probabilidades que se forman con las columnas 5y 6.

Probabilidades de las columnas 1y 2:

WN = O | O|w

NIWO|IO(O|—
WIN P O[O
N WO oo |+

Como se puede observar, para el par de pixeles (0,0) existen 4
probabilidades de ocurrencia, para el par (0,1) y por lo tanto para el par (1,0)
existe 1 probabilidad respectivamente, para el par (2,3) y (3,2) existen dos
probabilidades de ocurrencia respectivamente. Por lo tanto se restan estas
probabilidades a la matriz de ocurrencia ya calculada:
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Probabilidades de las columnas 5y 6.

NN
R W[ (N W =
=W INW|[—
=N (N[

Para el par (1,3) y para el par (3,1) existe 1 probabilidad de co-ocurrencia
respectivamente. Para el par (1,1) existen 4, para y para los pares (2,3) y
(3,2) también existe una probabilidad de co-ocurrencia para cada uno. Por lo
tanto sumamos estas nuevas probabilidades a la matriz anterior y de esta
manera obtenemos una nueva matriz de co-ocurrencia:

Este procedimiento se sigue hasta llegar al extremo derecho de la tabla,
cuando se llega a este punto, la ventana se desliza una fila hacia abajo y las
probabilidades de co-ocurrencia se calculan de forma similar.

0 0 0 1 1 3 2 2
0 0 1 2 2 2 1 3
0 1 2 2 1 1 2 1
3 2 1 2 2 3 3 2
2 3 1 3 1 1 1 3
2 2 3 1 1 2 2 1
0 2 2 2 2 2 3 2
0 0 0 1 1 3 2 2
0 0 1 2 2 2 1 3
0 1 2 2 1 1 2 1
3 2 1 2 2 3 3 2
2 3 1 3 1 1 1 3
2 2 3 1 1 2 2 1
0 2 2 2 2 2 3 2
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En el ejemplo, la matriz de co-ocurrencia que se obtiene al llegar al
extremo derecho de la imagen es:

Como la ventana se deslizé un renglén abajo, los términos que se restan a
la matriz de co-ocurrencia son las probabilidades de las parejas que se forman
el renglén que fue excluido de la tabla. En este caso el rengldn es:

11 ]3[2]2]

Las parejas son:

N[ ||
NIN W R —
NN W —
N W[

Por lo tanto, la matriz anterior menos las probabilidades anteriores es:

Por otro lado también se suman nuevas probabilidades, que se obtienen
del renglén que se ha incluido en la ventana que se desliza, en este caso el
renglon es:

(1 ]1]2]2]1]

Los pares de niveles de grises son:

NN |
(NN | e
NN (|-
NN [~

Y por lo tanto la matriz de co-ocurrencia resultante es:
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"

El proceso del calculo de la matriz de co-ocurrencia sigue este mismo
camino, siguiendo la trayectoria en zig-zag hasta completar la matriz de co-
ocurrencia.

A pesar de que el método empleado reduce el tiempo requerido para
obtener la matriz de co-ocurrencia, para imagenes de 512*512 pixeles, el
tiempo requerido para el célculo de esta matriz es muy alto, por lo tanto antes
de calcular GLCM, primero se reduce el nUmero de pixeles de la imagen a 32,
64, 128, etc.

3.4 DESCRIPTORES DE TEXTURA

Haralick (1973) sugirido 14 descriptores de textura para caracterizar a la
matriz de co-ocurrencia. Estos descriptores tienen la finalidad de capturar
algunos de los rasgos de la textura de una imagen como la homogeneidad y el
contraste.

Los 14 descriptores de Haralick se clasifican en 4 grupos:

% GRUPO 1. Manifiestan los rasgos visuales de las texturas, entre estos
descriptores se encuentran: Homogeneidad, Contraste y Correlacion.

% GRUPO 2. Se basan en estadisticas: Varianza, Diferencia Inversa, Suma
de Promedios, Suma de Varianzas y Diferencia de Varianzas.

% GRUPO 3. Se basan en la teoria de la informacién: Entropia, Suma de
entropias y Diferencias de Entropias.

% GRUPO 4. Se basan en las medidas de la informacion de correlacion:
Coeficiente de Correlacion Maxima.

A continuacién se describen algunos de estos descriptores.
Contraste

El contraste proporciona informacién sobre de las variaciones bruscas de
color en la imagen. Este descriptor se obtiene mediante la siguiente ecuacién:
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donde N representa los niveles de grises cuantizados. ==

El valor del contraste aumenta cuando existen mas elementos de la matriz
de co-ocurrencia alejados de la diagonal principal. En una textura rugosa o
irregular el contraste sera alto, por lo tanto, los niveles de grises seran claros.
En una textura suave y uniforme el contraste sera bajo, por lo cual los niveles
de grises de la imagen de textura seran obscuros.

Correlacion.

La correlacién es una medida de la probabilidad que mide la relacién entre
las diferentes intensidades de los colores. Para dos dimensiones, la correlacidn
se define como:

1 LY. .
Crr = 722(' _lux)(J _luy)Cij
e T L oo (3.3)

donde:

N N N N

Gizzza_ﬂi)zcij y O'j:ZZ(j_ﬂj)ZCij

i=l j=1 i=l j=1

El valor de la correlacién esta ligado al valor de sus medidas estadisticas,
debido al caracter estadistico que posee este descriptor (media y varianza).

La correlacién aumenta cuando la distancia de los elementos a la media
es grande y cuando la varianza es baja, es decir cuando los elementos de la
matriz no se encuentran muy alejados de la diagonal principal.

Directividad

El descriptor de directividad también conocido como descriptor de
probabilidad de diferencia de niveles de grises, proporciona informacion sobre
patrones de direccion en la textura. Se define matematicamente como:

Dir = icij
i=1

Este descriptor Unicamente analiza la diagonal principal de la matriz de
co-ocurrencia. Como los elementos de colores iguales descansan sobre la
diagonal principal, el descriptor da informacidon de los patrones que se dirigen
a lo largo de una direccién, ya sea horizontal, vertical o diagonal.
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El valor de directividad aumentara si en la matriz de co-ocurrencia se
notan picos de intensidad del patrén de esta.

Entropia

Para medir la aleatoriedad contenida en la matriz de co-ocurrencia, se
utiliza el descriptor de entropia, el cual se calcula como:

N N

e=-» > C;logC;

L o et s e e et (3.5)

Donde: C; es cada elemento de la matriz, y n es el nimero de niveles de
grises.

Cada uno de los numeros dentro de la matriz de co-ocurrencia se trata
como una probabilidad. La entropia aumenta a medida que todos los
elementos de la matriz de co-ocurrencia son parecidos. De esta manera,
cuando todos los elementos de la matriz son iguales, la entropia tiene su valor
maximo.

El descriptor de entropia sirve para clasificar a las texturas en suaves o
rugosas, cuando el valor de la entropia es cero se tiene una textura suave,
esto se refleja en la imagen de textura como una zona obscura. La rugosidad
de la imagen va aumentando al incrementar el valor de la entropia, al mismo
tiempo, el tono del nivel de gris se va aclarando. De esta manera las zonas con
los niveles de grises mas claros, representan zonas de mayor rugosidad.

Homogeneidad Local

El descriptor que indica la regularidad local de una textura, es la
homogeneidad. La ecuacion matematica de este descriptor es:

N N Cij
HL=3
e (e ) (3.6)
El descriptor de homogeneidad local, aumentara cuando la distancia i-j
sea minima, es decir que mientras los elementos de la matriz de co-ocurrencia
estén mas préximos a la diagonal principal mayor serd el valor de la
homogeneidad local.

Maxima Probabilidad

Este descriptor proporciona informacion sobre la respuesta mas fuerte de
un par de pixeles en la matriz de co-ocurrencia. Su expresion matematica es:
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Cuando exista un pico de intensidad en la matriz de co-ocurrencia, el valor
de este descriptor sera mayor. Este descriptor es util para percibir la mayor
ocurrencia o la predominacion de un color en la textura.

Momento de Diferencia de Orden k

El momento de diferencia de orden k es un descriptor que provee
informacién dependiendo del parametro k. Su expresidn matematica es:

. NN . .k
Dif => > i-j['Cy

L T e (3.8)

El descriptor de diferencia de orden k, aumenta de valor cuando los
elementos de la matriz de co-ocurrencia se encuentran alejados de la diagonal
principal, cuando el parametro k es igual a 2 este descriptor se convierte en el
contraste. El momento de diferencia de primer orden provee informacién sobre
la dispersién de la textura.

Momento Inverso de Diferencia de Orden k

Este momento refleja la agrupacion y definicion de los elementos de la
matriz de co-ocurrencia.

Se obtiene mediante la expresidon matematica:

e (3.9)

En este descriptor la influencia de la diagonal principal es despreciada.
Cuando la distancia de los elementos de la matriz a la diagonal principal es
baja, el valor del momento inverso aumenta. Este descriptor, indica que tan
compacta esta la distribucion de la matriz de co-ocurrencia, dando la idea de
que la textura posee una variacion suave de colores.

Cluster Shade

La matriz de co-ocurrencia de este descriptor, estd dado por:

ZZ(' +J— _/uy)SCij
T e (3.10)
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A medida que la media de los valores esta mas cercana al valor minimo, el
descriptor Cluster Shade aumenta su valor. Esta caracteristica tiene Ila
tendencia a oscilar entre valores positivos y negativos, puesto que la influencia
de la media no siempre se compara con el valor de los elementos alejados de
esta.

Cluster Prominence

La ecuacion que describe a este descriptor es:

N N

ZZ(' + =y _/uy)ACij
PSSRSO (3.11)

Cluster shade y cluster prominence son medidas de la falta de simetria de
la matriz. Cuando el valor de cluster shade y cluster prominenece es grande,
la imagen no es simétrica. Cuando el valor de cluster prominence es
pequefo, existe un pico alrededor de los valores de la media en la matriz de
co-ocurriencia. Para la imagen esto significa que existe una pequena variacion
en la escala de grises.

Uniformidad.

El descriptor de uniformidad esta dado por la siguiente ecuacién:

Cuando todos los valores de C; son semejantes, el valor de la uniformidad

es pequeno, pero cuando en la diagonal principal se dan picos grandes de
intensidad el descriptor es grande.

La uniformidad indica la suavidad de la textura, y esto se refleja en la
ubicacidon de sus probabilidades en la matriz de co-ocurrencia. De tal forma
que, si muchos pixeles de colores iguales cumplen con la condiciéon de
ocurrencia, en la diagonal principal de la matriz, existira un pico de intensidad.

Varianza

La varianza se define como:

N N

v :ZZ(i _,U)zcij

L o et ne e (3.13)
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La dispersion que tiene un conjunto de muestras con respecto a un valor
medio, se mide por medio de la varianza. La varianza aumenta al aumentar la
distancia de las muestras del conjunto con respecto a su media. En la matriz
de co-ocurrencia, la media se ubica en algun punto de la diagonal principal y la
varianza es la dispersion de la muestras con respecto a esta media. De esta
forma, la varianza tendra un valor mayor para las texturas donde la matriz de
co-ocurrencia sea de forma alargada o dispersa con respecto del maximo pico
en la diagonal principal.
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CAPITULO

CAMPOS ALEATORIOS DE
MARKOV

Andrei Andreevitch Markov (1856-1922) [#14],
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5%
b
‘ CAMPOS ALEATORIOS DE MARKOV (MRF)

4.1 GENERALIDADES

La teoria de los campos aleatorios de Markov es una rama de la teoria de
la Probabilidad para analizar las dependencias espaciales o contextuales de un
fendmeno fisico.

En el procesamiento digital de imagenes los campos aleatorios de Markov
se utilizan para la segmentacién, la cual es considerada como un problema de
etiquetado. En una imagen segmentada dicho problema se resuelve asignando
una etiqueta a cada pixel de la imagen y se le denomina site.

Al conjunto de posiciones de una imagen de pixeles de tamafio nxn donde
se define el campo se denomina malla, rejilla o lattice (fig. 4.1a) y se denota
por S. De esta forma, S es un conjunto discreto de m sites, es decir:

Sl DITSI TSNS e (4.1)

En el contorno el conjunto S representa cada uno de los radios trazados
desde el centro en una estructura lineal (1D), como puede verse en la figura
4.1 (b).
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Figura 4.1(a) Ejemplo de Figura 4.1(b) Ejemplo de rejilla
rejilla para textura!*3], para contorno-31,

Para cada site seS se define un espacio de estados A,. Para cada pixel
de la imagen, el espacio de estados A, corresponde a los niveles de gris. Para

cada radio del contorno (s), el espacio de estados corresponde a cada uno de
los puntos del radio por donde puede pasar el contorno. En la figura 4.1 (b),
estos corresponden a los circulos blancos a lo largo del radio.
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Al conjunto de etiquetas que puede tomar cada site se le denota con L.
Este conjunto puede ser discreto o continuo. Para una imagen dividida en un
numero especifico de clases (M) es discreto.

Y es continuo, por ejemplo, para calcular la profundidad en un par de
imagenes estereoscopicas, puesto que cada pixel puede tomar un valor
continuo de profundidad. En el caso continuo, este conjunto de posibles
etiquetas puede ser el conjunto de los numeros reales R 6 aun intervalo de
éste.

T o (4.3)

Donde [x,,x,] es el valor minimo y maximo de profundidad del campo de
vista presente en el par estereoscdpico.

A cada site de S se le asigna solo una de las etiquetas de L con la funcion
de mapeo f

f:S—>L

Un conjunto especifico de etiquetas recibe el nombre de configuracion.
Cuando todos los sites tienen el mismo conjunto de etiquetas de L, al conjunto
de todas las configuraciones se le llama espacio de configuraciones Q. Asi por
ejemplo, si se denota un valor de gris del pixel o una posiciéon para el radio
correspondiente como: X, € A,. Entonces Q=(A,).es el espacio de todas las
configuraciones. Por lo tanto, va a ser el conjunto de todas las texturas o
contornos posibles que se pueden definir en S. Por otro lado, suponiendo que
todos los espacios y configuraciones son finitos y denotando con x=(X,).s a
una textura o un contorno, si todos los pixeles tienen el mismo rango de
niveles de gris para el caso de la textura y el mismo rango de posiciones para

todos los radios en el caso del contorno, se dice que el espacio Q es
homogéneo.

Para una imagen de m sites y E-niUmero de etiquetas, el tamafio de este
espacio de configuraciones, esta dado por:

Q = EXEXEX...XE = E" (4.4)

Existen E™ configuraciones posibles para el etiquetado discreto con m
sites y E etiquetas. Para un problema de etiquetado continuo, el nUmero de
configuraciones posibles es infinito.
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4.2 TOPOLOGIAS

Las topologias en los Campos Aleatorios de Markov describen las
relaciones contextuales entre sites.

4.2.1 VECINDADES Y CLIQUES

Los sites de S en estan relacionados unos a otros mediante un sistema de
vecindades N, el cual se define como:

R I R .(4.5)
Donde N, es el conjunto de sites vecinos a i. Para los cuales se cumplen
las siguientes condiciones:

< Un sitio no es vecino a si mismo: i¢ N,

% La relacion de vecindades mutua entre el site i’ e i:
ieN,. <i'eN,

Para un lattice regular, el conjunto de vecinos del site i esta definido como
el conjunto de sites cercanos dentro de un radio r.

Ny = '€ S ISt} 1)% < 102 F oo (4.6)

Donde r es un numero entero y dist(m,s) es la distancia de Euclides entre

el site m y el site s. Los sitios que estan en las fronteras tienen menos
vecinos.

La relacién espacial entre un site y sus proximos vecinos, queda descrita
por la conexidad. En un sistema de vecindad de primer orden, también llamado
sistema de 4-conexidad, cada site tiene cuatro vecinos, fig. 4.2 (a), donde a
es el site en cuestion y b's son sus vecinos. En el segundo orden de un
sistema de vecindad u 8-conexidad, existen 8 vecinos para cada sitio, fig.
4.2(b).

b b | b | b
b a b b a b
b b b b
Figura 4.2(a) Sistema de 4- Figura 4.2(b) Sistema de 8-conexidad.
conexidad.
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El conjunto de sites de un lattice regular que contengan al conjunto
S={Gi,j)|1<i,j<n} corresponde a los pixeles de una imagen de dos
dimensiones de tamafo nxn. Cada site interior (i, j) bajo el sistema de 4-
conexidad, tiene 4 vecinos:

Niy ={G=L 0, G+ 0) G T =D (0 JHD ] e (4.7)

Un site en las fronteras tiene 3 vecinos y un site en las esquinas tiene 2.

Para 8-conexidad se tiene:

Nij ={G-1 0, G+1 )G 02,6 J+D,(+2j+D,( -1 j-1,G+1 j-1),G -1 j+1)}

CLIQUES

El par (S,N)constituye un grafo, donde S contiene los sites y N

determina los enlaces entre ellos de acuerdo a una relacién de vecindad. Un
cliqgue ¢ de (S,N)esta definido como un subconjunto de sites en S. Un clique

puede construirse con un solo site c={i}, con un par de sites cercanos
c={i,i"} o por 3 sites vecinos c = {i,i',i"}, etc.

La coleccibn de un site, 2 sites o 3 sites se denotan como
C,,C,,C,respectivamente, donde:

C,={ilieS}
C,={Gi,i")]i'eN,,ieS}
C

o =1{0,i,i")i,i"i"e S}

La coleccion de todos los cliques para (S,N) es:

C=C,uUC, UC,...

El tipo de clique para (S,N)de un lattice regular esta determinado por su

tamano, forma y orientacion. En la figura 4.3 se muestran los tipos de cliques
para los sistemas de vecindad de primer y segundo orden para un lattice. Un
solo site (fig. 4.3a), y los pares de sites horizontal y vertical (fig. 4.3b)
corresponden a un sistema de vecindad de primer orden. Un sistema de
vecindad de segundo orden incluye los sites (4.3d) y (4.3e) y ademas a los
cliqgues formados por pares de sites diagonales y a los cliques triples y
cuadruples.
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Figura 4.3a Figura 4. 3b Figura 4.3c
Figura 4.3d Figura 4.3e

Figura 4.3 Tipos de cliques para los sistemas de vecindad de primery
segundo orden para un lattice.

4.2.2 PROPIEDADES DE MARKOV

Una familia de variables aleatorias F ={F,,...F,} definida en S, donde
cada variable aleatoria F, toma un valor f, en L, es considerada un Campo

Aleatorio de Markov (MRF) sobre S con respecto al sistema de vecindad N, si
y sélo si se cumplen las siguientes propiedades:

1) Positividad
P(f)>0 Vi ed

Cuando la propiedad de positividad se cumple, la probabilidad conjunta de
P(f) de cualquier campo aleatorio estd Unicamente determinada por su

probabilidad condicional local.
2) Markovianidad

P(fi | fs—{i}): P(fi | fNi)

Donde fs_{i} es el conjunto de todas las etiquetas menos {l} y

fy, ={f.|i'eN,} es el conjunto de etiquetas que pertenecen a los sites de la
vecindad de i.

La propiedad de Markovianidad, indica que la probabilidad de que el pixel
i tome el nivel de gris f;, dado todos los niveles de gris f, ; de todos los

pixeles restantes de la imagen, es igual a la probabilidad de que el pixel i
tome el nivel de gris f,, dados los valores de los niveles de gris f,; de su

vecindad de pixeles N, %,
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La Markovianidad representa las caracteristicas locales de F .

Otras propiedades de un MRF son la homogeneidad vy la isotropia. Un MRF
es homogeneo si P(f;| f,)no toma en cuenta la posicion relativa del site i en

S. La propiedad de isotropia se muestra con los cliques potenciales y para
entenderla hay que entender lo que es una distribucion de Gibbs.

Una distribuciéon de Gibbs toma la forma:

1
~Zu(f)
P(f):le Do e et ——————————— .(4.10)
Z
Donde:
1
z=Ye ™"
O ettt una_anan_n_nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnns (4.11)

z . Es una constante normalizada llamada la funcion de particién.
T . Es una constante llamada temperatura cuyo valor debe asumirse como
1 en cualquier otro caso.

U(f)=2V.(f)

ceC

U(f) es la funcién de energia y estd compuesta por la suma de las
funciones cliques potenciales V.(f), para todos los cliques posibles de C. El
valor de V_(f)depende de la configuracion local del clique c.

Si V.(f) es independiente de la posicion relativa del clique ¢ en S,
entonces se dice que un GRF es homogéneo. Si V (f) es independiente de la
orientacion de ¢, entonces, se dice que un GRF es isotrépico.

Bajo estas dos propiedades se puede especificar mas facilmente un GRF.
Para un MRF, la propiedad de homogeneidad se asume generalmente por
conveniencia matematica y computacional.

La probabilidad de ocurrencia de una configuracién en particular o patrén
f se mide con P(f). Las configuraciones mas probables son aquellas con baja
energia. La temperatura controla la forma de la distribucion, asi, cuando la
temperatura es cercana a cero, la distribucion se concentra alrededor de la
energia minima global y cuando la temperatura es alta, las configuraciones
estan igualmente distribuidas.
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La energia de la distribucion de Gibbs se expresa como la suma de varios
cliques de diferente tamano:

U(F)= DVi(f)+ DV, (F, f)+ D Va(f o, fu) +s
fifec, {i.i'leC, {i.iti"}eCy (4.12)

La ecuacion anterior implica una distribucion de Gibbs homogénea porque

V;,V, y V, son independientes de i,i' e i".

Un caso especial es cuando se consideran cliques distintos de tamafio 2.
En este caso la ecuacion de energia se escribe como:

U(f)= Zvl(fi)+z zvz( fi’ fi')
ies IS TSN e (4.13)

La probabilidad condicional, se escribe como:

i'eN;

ZeXp_{\G(fi)"' sz(fi’ fi')}

fieL i'eN;

eXp_{Vl(fi)+ sz(fi’ fi'):|
P(fi 1 fy,)=

Existe una equivalencia entre un Campo Aleatorio de Markov y un Campo
aleatorio de Gibbs, dicha equivalencia se encuentra establecida en el teorema
de Hammersley-Clifford, que dice:

F es un MRF sobre S con respecto a un sistema de vecindad N, si y solo
si F es un GRF sobre S con respectoa N .

Gracias a esta equivalencia, se puede especificar un campo aleatorio de
Markov de forma mas simple, ya que en vez de trabajar con caracteristicas
locales, se trabaja con cliques potenciales.

Este teorema también provee una forma simple de especificar la
probabilidad condicional. Asi, se puede especificar la probabilidad condicional
P(F = f) especificando la funcion de potencial de clique V,(f) y escogiendo
una funcién de potencial apropiada para el comportamiento deseado de un
sistema. De esta forma se codifica el conocimiento a priori o se da preferencia
a las interacciones entre etiquetas.
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4.3 MODELOS DE MARKOV

Los modelos de Markov permiten modelar las propiedades de la imagen
tales como textura y regiones.

4.3.1 MODELOS DE ISING

El modelo de Ising es el modelo mas importante y mas simple en los
campos aleatorios de Markov; surgid cuando el Fisico Ernest Ising trato de
modelar los materiales ferromagnéticos. En este modelo los dipolos de los
materiales ferromagnéticos pueden orientarse Unicamente a lo largo de dos
direcciones: hacia arriba (+1) o hacia abajo (-1). El estado de cada dipolo se
ve influenciado por los dipolos cercanos.

Si consideramos a los dipolos como miembros de un campo aleatorio
F={F,....F,} definida en S, donde cada variable aleatoria F, (o dipolo) toma

un valor f, en L={+1-1} 6 L={01} , entonces la energia de Gibbs tomando
dos cliques de potencia esta dada por:

U(f)=> of,+ D p.fif
lijlec, e et ettt ettt ettt (4.15)

A la ecuacién anterior se le conoce como auto-modelo logistico. En ella, «,
y B, son los coeficientes de interaccién.

Cuando se tienen 4 vecinos en un lattice de dos dimensiones, o dos
vecinos en un lattice de 1 dimensién, entonces el modelo auto-logistico recibe
el nombre de modelo de Ising.

La probabilidad condicional para un modelo auto-logistico es:

@ fi‘*'zi.g,\,i Biififi

P(filf\)=—"~ =
1+e i Zi'sNiﬁ'" fi

Cuando la distribucidén es homogénea, se tiene o, =a y Bi; =
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4.3.2 MODELO DE POTTS

El modelo de Potts también es conocido como modelo generalizado de
Ising o Modelo multi-nivel logistico (MLL). En este modelo, hay M >2
etiquetas discretas en el conjunto L=1{l....,M} . Un clique de potencia depende

de su tamano, forma, posible orientacion y de su localizacién. Para los cliques
que estan formados por mas de un site, los cliques potenciales en el modelo de
Potts son de la siguiente forma:

&, Sitodos los sites de c tienen la misma etiqueta
Ve(f) =
—¢.  En otro caso

donde £ es el potencial para los cliques tipo c¢; para los cliques de un solo
site los cliques dependen de la etiqueta asignada a cada site.

V.(f)=V (f)=a, Si f.=1€eL,
Donde «, es el potencial para la etiqueta I.

A continuacién se muestran los cliques y los parametros asociados para un
sistema de vecindad de segundo orden (de 8 vecinos).

o oo
2 b B, B
71 Vo V3 Va4 &1

Figura 4.4 Tipos de Cliques y parametros asociados para un sistema de
vecindad de segundo orden. Los sites estan representados por puntos y las
relaciones entre vecinos por las lineas que los unen *1],
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Se asume que el modelo de Potts es de segundo orden por lo cual a (para
cligues de un solo site) y S (para cliques de un par de sites) son parametros

diferentes de cero.

La funcién de potencia para un par de cliques se escribe como:

B.  Silos sites de un clique {i,i't=ceC, tienen la misma etiqueta
Vo (i, f) =

- pB. Enotro caso

Donde f.es el parametro S para cliques tipo c y C,es el conjunto de
cliques de dos sites.

Para un sistema de vecindad 4, hay 4 pares de cliques y cuatro diferentes
. s. Cuando el modelo es isotropico, los cuatro toman el mismo valor y la
probabilidad condicional se expresa como:

e*“l*ﬁ"i(')
P(fi =1 | fNi): M

Ze—al—ﬁhi(l)
1=1

Donde n.(I) es el nimero de sites en N, que tienen la etiqueta I .El
modelo de Ising es aquel donde las etiquetas son {0,1}.

4.4 OPTIMIZACION

El muestreador de Gibbs y el muestreador de Metrdpolis son las técnicas
mas usuales de métodos que se basan en la simulacidon de cadenas de Markov.
Ambos métodos suelen denominarse por las siglas MCMC (Markov Chain Monte
Caro).

Los muestreadores de Gibbs y de Metrdpolis se basan en la simulacion de

una cadena de Markov cuya distribucion en equilibrio corresponde a la
distribucidon de la cual se quieren obtener muestras.
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4.4.1 MUESTREADOR DE GIBBS

El muestreador de Gibbs fue propuesto originalmente por Geman y Geman
(1984) en el contexto de la restauracién de imagenes sometidas a ruido vy
distorsién no lineal. Con el muestreador de Gibbs es posible simular una
cadena de Markov, con la distribucién de equilibrio p(@|x), donde cada nuevo

valor de la cadena se obtiene a través de un proceso iterativo que requiere
generar muestras de distribuciones cuya dimensién es menor que d .

Sea 0=(64,,.....,0,) , donde:
6, es una particion de 6, 6, e R"

Si el estado actual de 6 es 9© =(89,....,00) ,0"" se obtiene a partir de
0" por medio del siguiente algoritmo:

Comenzar con valores iniciales arbitrarios 9
t+1 t t t
Generar 0" de p(6,|x,6%,60....,6")

1

2

3. Generar 08" de p(8,|x 68™,00....,60)
4 .

5

Generar 6P de p(@, | x,68™, 087 ..., 08)

La sucesién asi obtenida 0%,0®.... es una realizacion de una cadena de
Markov cuya distribucion de transicion esta dada por:

i=1

(t+1)
’

Una vez que se ha alcanzado la convergencia se toman las muestras ¢
las cuales corresponden a la distribucidon deseada.

Las densidades:

B, 1%,0,,0,....6,)
p(0| |X’01’0i71"9i+1""’9q) i:2,....,q—l
0(0, | %,0,1...,6, 1)
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Se conocen como densidades condicionales completas y pueden
identificarse al inspeccionar la forma de la distribucién final p(@|x). De hecho,

para cada i=1,...q
P | X,0,,....01,6,4,.....0,) = p(&| X)
Donde p(@]x) = p(b,......0, | x) es vista solo como funcion de 6.

En ocasiones la distribucion final ec. (4.19) implica cierta estructura de
independencia condicional entre algunos de los elementos del vector 6. En
estos casos muchas de las densidades condicionales completas se simplifican.

4.4.2 MUESTREADOR DE METROPOLIS

Con este algoritmo se obtiene una cadena de Markov en el tiempo t+1,
6., mediante el muestreo de un punto candidato #* de una distribucion

propuesta Q(./0) la cual solo depende del estado 6.

Generalmente Q es tomada como una normal con media 6 y desviacion
estandar fija, es decir, Q es Normal(@d,0). Otra eleccidn posible es una
uniforme U (X, ., X,,,), donde a es un valor a ser escogido.

t+a

El punto 8* es aceptado como el valor é,,, con probabilidad de transicion
definida de la siguiente manera:

Sea Q(*|60) una distribucién de transicidn (arbitraria) y definamos

(6] 6) = min { p(E*| X)Q(0] 6%) ,1}
PO LX) QO ) ) e .(4.20)

Si el punto €* no es aceptado entonces la cadena no se muevey 6, =6,
Algoritmo del muestreador de metrépolis

1. Inicializar la cadena de Markov con 9

2. Generar una observacién 0 de Q(&*|9");
2. Generar una variable u~U(0)2) ;

3. si u<a(6*,60V) , hacer 0" =0*; en caso contrario, hacer 8 =%,

Este procedimiento genera una cadena de Markov con distribucién de
transicion:
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P(Q(Hl) | 0(0) — a(g(Hl) ’ e(t))Q(e(Hl) | 0(0)

La probabilidad de aceptacion «(6*,0), solo depende de p(@|x) a través
de un cociente, por lo que la constante de normalizacion no es necesaria.

Muestreador de metropolis

Es la versidn original propuesta por Metrépolis (1953). En la cual es
necesario que la distribucidn propuesta Q sea simétrica. Es decir,

Q(a*| ) =Q(8| %), en cuyo caso

a(6%,0) = min{p(g*lx),l}
G (4.21)

Existen dos casos particulares del muestreador de Metropolis que se
utilizan en la practica son:

Caminata aleatoria

En este caso es necesario que Q(&*|0)=Q,(@*—-6) , donde Q,(¢)es una
densidad de probabilidad simétrica centrada en el origen. Por lo tanto, el punto
candidato #* se toma como #*=6" +& donde ¢ es una variable aleatoria de
incremento de la distribucién propuesta Q. Con base a lo anterior:

o(6%,0) = min{p(g*m,l}
P x)

Independencia

Este muestreador fue propuesto por Tierney (1994), en este caso, la
distribucidon propuesta Q es de la forma Q(8*|8) =Q,(6*), donde Q,(e) es una

densidad de probabilidad sobre 6. Entonces

a(6%,0) = min{a)(e*) ,1} con @(0) = p(0]X)/Qu(0) . cooveveverereeererern.. (4.22)
w(0)

En la practica es comun utilizar distribuciones de transiciones normales 6 t
de Student ligeramente sobredispersas.
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4.4.3 ESQUEMA DEL RECOCIDO SIMULADO

El algoritmo de recocido simulado (Simulated Annealing Algorithm - SAA)
pertenece una clase de Algoritmos de busqueda local (Local Search Algorithms
- LSA) llamada Algoritmos de Umbral (Threshold Algorithm - TA). Este método
se utiliza para la solucién de problemas de optimizacién. Su fundamentacion
se basa en el trabajo de Metropolis et al. (1953) en el campo de la
termodinamica estadistica.

El recocido simulado se llama asi por su analogia con el recocido de
sdlidos, el cual consiste en calentar un sélido a una temperatura en la que sus
cristales deformados cristalicen para producir nuevos. Seguida de la etapa de
calentamiento viene una etapa de enfriamiento en donde la temperatura se
baja lentamente, lo cual ayuda a que los cristales dentro del soélido se
reorganicen y encuentren un estado de equilibrio de energia minima.

La siguiente ecuacién muestra el comportamiento arriba mencionado:

e—AD/gT > R(O,l) (423)

Donde:

AD es la variacién de la organizacion de las particulas
¢ es la constante de Boltzmann

T es la temperatura fisica en grados Kelvin
R(0, 1) es un numero aleatorio entre O y 1.

Al reducir la temperatura se reduce el rango en el cual las particulas se
pueden mover, lo cual provoca que se vayan organizando gradualmente.

El Recocido simulado, se utiliza para solucionar problemas de optimacién
combinacional adaptando la ecuacién para el recocido a la programacion. De
esta manera, este algoritmo recorre rapidamente el espacio de soluciones de
un problema y mientras se reduce la temperatura sintética se reduce la
velocidad con que se recorre el espacio y por lo tanto se acerca mas a la
solucién, la cual generalmente no es un éptimo global sino uno muy cercano a
este.

La analogia entre el SAA y el problema de optimizacion combinacional
esta basado en las siguientes equivalencias:

e Las soluciones al problema de optimizacién combinacional son
equivalentes a los estados de un sistema fisico.

» El costo de una solucion es equivalente a la energia de un estado.
e Un parametro de control juega el rol de temperatura.
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La ventaja de utilizar el recocido simulado para encontrar el minimo
optimo de un problema es que si el espacio de soluciones es demasiado
grande este algoritmo lo recorre rapidamente.

El algoritmo de recocido simulado consiste en lo siguiente:

Sea (S, f)donde el espacio solucion S denota el conjunto finito de todas
las posibles soluciones y f denota la funcién de costo:

f:S—>NR

Se requiere encontrar una solucion i
f(i,) < f(i)para toda ieS

ot €S que minimize f, tal que

Para ello necesitamos una vecindad S' de S y una sucesion t, .

Algoritmo.

1. Definir un conjunto soluciéon S
2. Tomar un valor de temperatura T>0

3. Mientras el sélido no esté congelado
4, Loop de L veces

5. Toma un vecino aleatorio s' de s

6. Calcula A= f(s")—f(s)

7. Si A<O

8. Entonces s=¢'

9

. Sino

10. Coloca s=s' con una probabilidad exp[f(');f“)j
S
11. T=rT (disminuye temperatura)

12. Regresa a 2

Con el algoritmo del recocido simulado se determina un cronograma de
enfriamiento, cuando se inicia se tiene una temperatura muy alta y aunque
toma muy pocas iteraciones recorrer el espacio de soluciones y se puede
encontrar un minimo global, las probabilidades de permanecer en ese estado
son bajas debido al amplio rango de movimiento, entonces, es necesario
reducir la temperatura. Al reducir la temperatura el sistema recorre el espacio
con mas iteraciones, pero como se reduce el rango de movimiento se tienen
mas posibilidades de permanecer cerca del minimo global.
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El algoritmo de recocido simulado se utiliza para segmentar imagenes bajo
el esquema de MRF debido a que se necesita minimizar la funcién de energia a
posteriori. En una imagen, el objetivo del problema de optimizacién consiste en
encontrar dentro de un conjunto de etiquetas Q una clase @ que minimice la
funcién de energia.

Considerando que U, es la energia maxima en todas las configuraciones

y U,, es la energia minima, entonces la diferencia entre ambas es:
AU =U_, -U

min
El algoritmo del recocido simulado aplicado a los MRF es:

1. Inicio

. . . 0 . .
Determinacién aleatoria de Y (|a clase de cada pixel debe determinarse
mediante un generador de nimeros aleatorios, con distribucion uniforme, en
el rango del nimero de clases).

Asignar una temperatura inicial T® muy alta.

2. Desde N=1a N=n
Barrido secuencial de la Imagen

En cada etapa(n)

Escoger un site s r =s™ su valor es Yr(”) y su configuracién de vecindad
(n)
es V..

Efectuar el sorteo de una variable aleatoria (clase “eleccion”) con
distribucion uniforme: £eQ

3. Criterio de metropolis.

4. Calcular variacién de la energia local asociada al site r:
AU :U(g |Vr(n)’ X) _U(Yr(n) |Vr(n)’ X)

Si AU<0= Y™ = ¢
AU

Si AU >0=Y™ =& con probabilidad: £=e T

5. Regresar a 2.
6. Las temperaturas decrecen hasta aproximarsea 0 Im T, =0

n—o0
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En el algoritmo anterior, la expresién AU =U(£|V.™, X)-U,™ V™, X)

representa la variacién local y global de energia asociada a la transicidon
Au™

n+1 T

yf ):5. De forma practica, se simula la probabilidad dada por p=e
efectuando el sorteo aleatorio de una variable distribuida uniformemente

ne@ﬂ:

& si0<p<p
Yr(n+1) — o
Y." otro caso

4.4.4 ESQUEMAS DE DECREMENTO DE TEMPERATURA

Para minimizar la funcidn de energia a posteriori es necesario
decrementar la temperatura. La forma mas simple de hacerlo es mediante la
siguiente regla:

Donde «a es una constante y toma los valores del siguiente intervalo
O<a<l. ElI esquema anterior es llamado esquema de enfriamiento
exponencial (exponential cooling scheme- ECS) y fue propuesto por Kirkpatrick
et. al., en 1982 con a=0.95.

Randelman y Grest compararon este esquema con el esquema de
enfriamiento lineal (/inear cooling scheme (LCS)), en el cual la temperatura T
se reduce cada Lintentos.

L L LI .(4.25)

Randelman y Grest encontraron que las reducciones alcanzadas pueden
ser comparadas y que el valor final de f puede ser mejorado con indices de
enfriamiento lentos, a expensas de una mayor demanda computacional. Por
ultimo, observaron que el funcionamiento del algoritmo dependié mas de la
relacion de enfriamiento AT /L que de los valores individuales de AT y L.

. S c
Un esquema mas de enfriamiento es el de la forma T™ =~ donde
log(n+1)

n es el nimero de iteraciones.
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Cabe mencionar que para asegurar la convergencia a un minimo local, el
esquema de temperatura debe cumplir con dos condiciones:

1) limT®™ =0
2) T s O e (4.26)
In(1+n)

Donde mes el nimero de sitesy A=E(f), ., —E(f).n-

La desventaja de la ec. (4.26) es su lentitud.
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5. MODELO DE FUSION

Como las imagenes obtenidas remotamente no se pueden analizar
utilizando un solo algoritmo, se considera el problema de fusionar los
resultados de diferentes algoritmos que realizan la misma tarea sobre la
misma imagen satelital 6 aérea con el fin de mejorar la calidad del resultado.

5.1 DESCRIPCION GENERAL

Cuando en una imagen se tienen Kk clases y r descriptores (rugosidad,

uniformidad, etc.), cada descriptor puede tener v valores, entonces hay o'
posibles eventos conjuntos (vectores caracteristicos) para cada clase k, por lo

tanto hay ko' combinaciones posibles para las cuales los datos deben ser
acumulados.

Una forma de reducir el nimero de combinaciones es asumir que los
descriptores son independientes dada la clase. Entonces las probabilidades de
los vectores caracteristicos pueden estimarse utilizando la regla de la
multiplicacion. Esto es, la probabilidad de que un vector caracteristico tome el
valor de (X, X,,....X,), dada la clase A, pude estimarse como:

P(X,, X, X, | A) = P(X, | AP(X, | A)...P(X, | A)

No se debe suponer que los descriptores son independientes para toda la
poblacion, y reemplazar a P(X,,X,,..X,) por P(X,)P(X,),..P(X,), seria

probable que la suma calculada de todas las probabilidades posteriores de
clases asociada no fueran iguales a 1.

De acuerdo a lo anterior, si existen k clases y r descriptores, no hay
necesidad de suponer que los descriptores son independientes dentro de la
poblacion para calcular P(X,, X,,....X,), cuando se asume que los descriptores

son independientes en cada clase. De esta manera, la expresién:

j=1
Puede ser computada asumiendo solo que dentro de cada clase:

P(Xy, X, X, | @) = P(X, | @) P(X

Por otro lado, el teorema de Bayes para caracteristicas multiples es:
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P(o, | X) = kp(a)i)P(X | @)

Zp(a)j)P(x | ;).

Suponiendo que las caracteristicas con los descriptores y relacionando a
las ecuaciones 5.2 y 5.3 con la ecuacién 5.4, se tiene:

P(w)P(X, | @;)...P(X, | &)

2 P@)P(X @) P(X, o)

Asumiendo que los descriptores son independientes dada la clase, se
reduce el nUmero de combinaciones posibles para las cuales los datos deben
ser acumulados de ko' a kor . La desventaja de esta aproximacién es que los

resultados pueden ser parciales si los descriptores no son realmente
condicionalmente independientes dadas las clases.

5.2 APROXIMACON POR BAYES

Una imagen etiquetada es un estructura general para resolver tareas de
bajo nivel de visidn, tales como clasificacién de imagenes, deteccion de bordes.
A cada pixel de la imagen se le asigna una etiqueta, esta etiqueta, puede ser la
clase a la que pertenece el pixel 6 puede significar la presencia 6 deteccion de
un borde, todo depende de la tarea que se quiera resolver.

Dado un conjunto de pixeles (una imagen) S :{sl,sz,....sN} con un sistema
de vecindad: V'={/':seS} y X={X,:seS} un conjunto de datos de la

imagen. Cada pixel puede tomar una etiqueta de i={l... L}, siendo L el

numero total de etiquetas. Cada una estas etiquetas corresponde a las clases
en las que se desea asignar a los sites.

Una etiqueta global discreta w asigna una etiqueta o clase w, a cada site
sensS.

Para encontrar el etiquetado éptimo, es decir a la etiqueta que maximixe
la distribucion a posteriori P(w, | X)del campo de etiquetas, se utiliza el

Teorema de Bayes:

_ P(X'| @;)P(w;)
P(X) (5.6)

P(w, | X)

Si X es laimagen original y o, las clases, con i=12,..L entonces:
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P(w, | X) representa la probabilidad a posteriori
P(w;) es la probabilidad a priori de la clase o,

P(X |®) es la probabilidad condicional de X dado o,
P(X) es la probabilidad total de X

Como P(X) es constante, se puede eliminar, de esta manera tendriamos
la siguiente aproximacién a la regla de Bayes:

P(w, | X) = P(X | ®,)P(w;)

Donde:

P(w,) es un campo de Markov con respecto a la vecindad V'. Usando el
teorema de Hammersley-Clifford, P(w,) sigue una distribucion de Gibbs:

Plw) = 1exp(_uz(a)')]

z L (5.8)
con una funcién de energia a priori:
U(a)|) = zvc (wc)

Be ettt ettt ettt e e e ereeen e en e (5.9)

donde ¢ denota un clique de V' y C denota el conjunto de todos los
cliques. La restriccion de w para los sitios de clique dado se denota por ®,. La

funcidén de potencia V,(w,) se define para cada w en Q, donde Q=A" es el

conjunto de todas las posibles L" etiquetas discretas. Esto expresa la
interaccion local entre las etiquetas del clique.

Las ecuaciones anteriores son la representacion de Gibbs a través de
cliques de potencia, los cuales son mas convenientes que trabajar con
probabilidades directamente. Este tipo de convencion es ampliamente usado
por su simple y bajo costo computacional.

El estimador maximo a posteriori (MAP) del campo de etiquetas esta dado
por:

@ =argmax P(aw, | X) =argminU (e, | X )
g Pl Xy = arg i (e LX) (5.10)
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5.3 FUNCIONES DE ENERGIA

La funcidon de energia asociada con la distribucién a posteriori del campo
de etiquetas ec. (5.6) es:

U(w, | X)=U(X | @) +U (@)

Donde:

U(w,) Es la energia priori
U(X | @) Es la energia condicional

5.3.1 FUNCION DE ENERGIA A PRIORI
La funcién de energia a priori U(w) es:

U(w)=— D B5(Yg:Y)
e (5.12)

Donde:

5(Y4,Y,) €s el numero de sities y, vecinos al site y que tienen la misma
etiqueta 6 clase que este.

S es una constante de segmentacion. Para S cercanas a 1, la imagen
tiende a sobresegmentarse y el algoritmo converge rapidamente.

En esta tesis se consideraran los cliques de segundo orden (dos sites
vecinos entre si) y por lo tanto, la energia a priori se obtendra realizando un
analisis de 8-conexidad.

5.3.2 FUNCION DE ENERGIA CONDICIONAL

Para calcular la funcion de energia condicional U(X|w), se utilizan

aproximaciones basadas en funciones gaussianas, como son las funciones
trapezoidales, las cuales se utilizaran en esta tesis.

Al utilizar las funciones trapezoidales, es necesario calcular la media para
cada una de las clases que se requieran en la imagen. Asi, en la figura 5.2 se
puede observar que la clase o, tiene un valor promedio m,, la segunda clase

@, el valor promedio es m, y la tercera clase w, el valor promedio es m, . La
diferencia entre las medias de las clases w, y o,, esta definida por s, = 14, — 1,,
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de igual forma, la diferencia entre las medias de las clases @, y @, esta

definida por: s, =u, —y, . Después de obtener las medias, y las diferencias

entre ellas, se construyen las funciones trapezoidales. A continuacion, se
proyecta cada uno de los valores de los pixeles de la imagen en dichas
funciones, y de esta manera se obtiene el valor de su energia condicional.

Clase W0
Fy
1

l 255

! I [
! | |
I ! !
| I I
| [ |
| ' |
| ' |
N l l
I - T
| I I
1 | |
i | I
| |
| | |
| I |
i | |
I I |
| ! I
I I I
I ! ! |
;| L
[
! I ! I
T I I I
I | | 255
| I |
I
| sf4 | sf2 | sf4 | | | |
I [
|- > : | :
s=ml-mD I | |
|
Clase W2 l | |
A | I
I I :
I |
1 | I [
[ | |
| | |
I I |
| | |
0 I m2
255

Figura 5.1 Términos de energia U (X |®w)
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|
S

5.4 OPTIMIZACION DE LA FUNCION DE ENERGIA A POSTERIORI

El método del recocido simulado es un método que optimiza la energia a
posteriori buscando la convergencia hacia un minimo local.

Para implementar este algoritmo, se considera que X es la imagen
original (en niveles de gris) e Y la imagen segmentada (por ejemplo en k
clases), la simulaciéon toma como datos iniciales a X y a la imagen de clases
originada en la inicializacién Y. La figura 5.2 muestra la esquematizacién del
algoritmo de simulacién, para el caso de niteraciones.

X

Fo 7 FE i

h 4

|3 3

- Inicializacion

Figura 5.2 Esquema iterativo. Para la energia U(X)se considera el
modelo de Potts, el cual se aplica en vecindades de 8-conexidad. La energia
U (X | ®,) se evalta sobre la imagen original X .

ALGORITMO

1. Inicializaciéon

% Determinacion aleatoria de la solucién Y® (la clase de cada pixel debe
determinarse mediante un generador de numeros aleatorios, con
distribucién uniforme, en el rango de nimero de clases).

< Escoger una temperatura inicial T® suficientemente elevada.

2. Hacer desde Nji...=1 hasta Nj...=n.

2.1 Barrer secuencialmente la imagen.
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—

En cada etapa n:

>Escoger un pixel g de coordenadas [i[j], su valor es Y y su

configuracién de vecindad es V"

> Efectuar el sorteo de una variable aleatoria (clase “eleccidon”) con
distribucién uniforme: &eQ=[1k]k =namero de clases.

2.2 Criterio de Metropolis y Modelo de Potts
Con base a la imagen:

+Se realiza el analisis en 8 conexidad (modelo de Potts) para el
pixel g[i]j]en la imagen Y*.

<Se realiza una comparacion entre la clase del pixel g[i][j] Yy la clase x
de cada uno de sus vecinos, si la clase es igual, se suma el numero de
ocurrencias (E _actual)y se multiplica este por — 3, esto es:

E _actual =—g(E _actual)

<Al pixel g[i][j] se sobrepone un pixel con la clase eleccion, después se
realiza nuevamente la comparacién entre este nuevo pixel de clase eleccion y
su vecindad y se multiplica el nimero de ocurrencias por —

E _eleccion =—p(E _eleccion)

Clase x

Figura 5.3 Vecindad Vg(k) asociada al pixel ¢
(Al centro de la ventana en 8-conexidad).
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En el pixel g:

Clases Energia(inicializacién)
“Actual” E_actual=0
“Eleccién” E_eleccién=0

U(Y)== > B5(y,. ¥n)

cl={g.h}

2.3 Calcular la variacion de la energia local asociada al pixel g

En la imagen X, en las coordenadas [i[j] se toma el nivel de gris del pixel
analizado g y se proyecta en las funciones trapezoidales (fig. 5.2), en las
clases “actual” y “eleccién”.

Esta contribucién, se suma a la contribuciéon de Potts.

a) E_actual = E _actual + potencial [actual Ji [ j]
b) E _eleccién = E _eleccion + potencial [eleccion [i] j]

Donde potencial [ [ ][ ]J representa la energia condicional U(X |Y) e [il[j]
son las coordenadas del pixel analizado.

c) Si E_eleccién < E _actual : Y[i]j]="eleccion™
En caso contrario:

E _eleccion—E _actual

d)Si p=e T

Sorteo de una variable aleatoria &, uniformemente distribuida en el rango

o]
f) Si & < p, entonces Y[i]j]="eleccion"

3. Regresar al punto 2.1 hasta terminar un barrido.
4. Decrementar la temperatura:

T(N)=T(n-1)*0.95

5. Regresar al punto 2 hasta terminar el nimero de iteraciones
fijadas.
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5.5 EJEMPLO DE APLICAR EL METODO DE RECOCIDO SIMULADO A
UNA IMAGEN

Dada la imagen original:

Al clasificarla en 3 clases, utilizando como medias m, =72, m, =169
ym, =247, se obtienen las siguientes funciones de energia condicional.
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Funciones de energia
1.5 T T T T T

1 1 1
0 50 100 150 200 250

POND)
=]
o

PO DG
=
o

1

1 1 1
0 50 100 150 200 250

0 1 1 1 1 \
0 50 100 150 200

250
Figura 5.5 Funciones de energia condicional.

La imagen obtenida después de aplicar el método del recocido simulado,
utilizando una T =25, una £=0.35 Y 80 iteraciones es:

Figura 5.6 Irriagen obtenida de's_pué_s de ap_l'i_car el algoritmo de Recocido
Simulado.
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5.6 ESQUEMA DE FUSION PROPUESTO

El esquema de fusion propuesto en este trabajo considera tomar mas de
una imagen de textura como imagen original, y fusionarlas utilizando el
algoritmo del Recocido Simulado. Lo anterior se muestra en la siguiente figura.

Xl X1 X—-

< a

Inicializacion

Figura 5.7 Esquema de fusion propuesto.

Este esquema de fusion toma en cuenta lo siguiente:

Sean @, donde =123 el numero de clases y sean X, X,,X,, tres
imagenes a fusionar, de acuerdo a la ecuacion 5.4:

Tenemos para la clase 1:

P(w,) P(X, |0, )P(X, | @)P(X; | @)

Play | X1, X5, X4) = P(w,) P(X, |0, )P(X, | @,)P(X; | @) + P(@,) P(X, |0, )P(X, | @,)P(X; | @,)

+ P(;) P(X, [0, )P(X;, | @,)P(X; | @y)

Tenemos para la clase 2:
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P(a, | Xy, X5, X3) = P(@,) P(Xy |@,)P(X; | @,))P(X; | @)

P(@,)P(X, |@,)P(X; | @)P(X; | @)+ P(@,) P(X, | @, )P(X, | ®,)P(X; | @,)

+P@) P(Xy @ )P(Xa [@)P(Xa [ @) (5.14)

Tenemos para la clase 3:

Pay | Xy, X,, X5) P(@;)P(X, |@;)P(X, | @;)P(X; | ;)

B P(w,) P(X, | )P(X, | @)P(X; | @) + P(w,) P(X, | @, )P(X; | @,)P(X, | @,)

+P(@3) P(X, |@;)P(X, | @,)P(X; | @3) (5.15)

Como observamos el numerador es un constante para todas las clases
por lo cual se puede eliminar, por tanto:

P(@ | X1, X, X3) & P(@) P(X, | @0)P(X, | @)P(X3 | @1) corvrreemeeeeeeeeeeeeeeseenn (5.16)
P(@, | X;, X,, X3) = P(@,) P(X, | @, )P(X, | @,)P(Xy | @,) covvrevereeereeerenereenee. (5.17)
P, | X1, Xy, X3) = P(@,) P(X, [ @, )P(X, | @,)P(Xy | @3) covovererererirererersrn (5.18)

Como se explicé anteriormente, la funcidon de energia asociada con la
distribucion a posteriori P(@, | X) = P(X | ®,)P(w,) del campo de etiquetas es:

U@, | X) RUX | @) FU(0,) coorrrrerereeeeeseeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeessesssssessssssesssssssssssesenes (5.10)

Haciendo una analogia entre la ecuacién anterior y las ecuaciones 5.16,
5.17 y 5.18, tenemos:

U(a | Xy, X, X,5) U (@) +U (X, [ @) +U (X, | @) +U (X3 | @) vorverrreneen (5.19)
U(@, | X, X,0 X3) 2 U(@,) +U (X, [@,)+U (X, | @,) +U (X, | @,) ereerreeneen (5.20)
U(a, | X1, X, X3) U (@,) +U (X, [@,) +U (X, | @) +U (X3 ] @,) coovcorrrrnes (5.21)

Para realizar la fusidn de datos utilizando MRF, se debe obtener la energia
a posteriori del pixel actual y de elecciéon para después compararlas utilizando
el método visto en la secciéon anterior. La energia a posteriori de que un pixel
pertenezca a cierta clase, se obtiene segln las ecuaciones 5.19, 5.20 y 5.21,
sumando la energia a priori y la energia condicional de cada imagen.
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e

"

6.1 INTRODUCCION

Para probar los métodos de GLCM, algoritmo simulado y fusién de datos,
propuestos en esta tesis, primero se realizaron pruebas con una imagen
sintética de 467 x 395 pixeles compuesta por 4 imagenes correspondientes a
madera (235x197 pixeles), arena (232x197 pixeles), pasto cortado (235X198
pixeles) y ladrillos (232x198 pixeles). Después se realizaron pruebas utilizando
2 imagenes aéreas del sur de la Ciudad de México de 512x512 pixeles, con 256
niveles de gris y una resoluciéon de 50 cm por pixel.

Siguiendo el método propuesto en la introduccién de esta tesis, primero,
para disminuir el tiempo de procesamiento se hizo una reduccién de los niveles
de grises de cada imagen de 256 a 32. En seguida, se obtuvo la Matriz de Co-
ocurrencia utilizando un método rapido propuesto por David A. Clausit®*3! |
descrito en la seccién 3.3 del capitulo 3 de esta tesis. Después se obtuvieron
los descriptores de textura de Haralick®>!®!, descritos en la seccién 3.4, del
capitulo 3 del presente trabajo. En esta etapa, se buscd obtener descriptores
de textura con regiones homogéneas para elegir las clases en las cuales se
segmentaria la imagen mediante el método de fusién propuesto de MREF.
Después de realizar varias pruebas variando el tamano de ventana, la distancia
y angulo, se observd que cada una de las imagenes de textura necesitaba de
diferentes parametros de distancia y tamafio de ventana para presentar
regiones homogéneas, no asi de angulo. Por lo cual utilizé un angulo de 0 para
las 3 imagenes originales. En seguida se muestra una tabla que contiene los
parametros de distancia, angulo y tamafio de ventana utilizados para obtener
regiones homogéneas en 5 descriptores de textura de la imagen sintética:

Nombre de la imagen Nivel de gris Distancia |d| Tamanho de
de Textura ventana (TV)
Autocorrelacion 32 1 3x3
Cluster Prominence. 32 3 7x7
Cluster Shade 32 3 7X7
Maxima Probabilidad 32 3 7x7
Varianza 32 3 7x7

Tabla 6.1 Parametros de desplazamiento y tamafo de ventana utilizados en la
imagen sintética.

Para las 2 imagenes aéreas de la Ciudad de México.

Nombre de la Nivel de gris Distancia |d| Tamano de
imagen de Textura ventana (TV)
Autocorrelacion 32 1 3x3
Cluster Prominence. 32 3 7x7
Cluster Shade 32 3 7x7
Correlacion 32 2 5x5
Varianza 32 3 7X7

Tabla 6.2 Parametros de desplazamiento y tamaio de ventana utilizados en
las imagenes aéreas.
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Para realizar las pruebas anteriores, se utiliz6 una computadora con
procesador Intel Core 2 Duo T8100, con 3Gb de Memoria Ram y Matlab 7.6.0.
El tiempo de procesamiento para obtener los descriptores de textura varid
entre 15 y 20 minutos dependiendo del tamafo de la imagen y de los
parametros de distancia horizontal y tamano de ventana utilizados.

Después de obtener las imagenes de textura, se aplicd el recocido
simulado a la imagen original y a una imagen de textura. También se
realizaron dos fusiones de datos de acuerdo al modelo propuesto, la primera
fusion se realizé tomando en cuenta a 3 imagenes de textura y la segunda
fusion se realizd con 5 imagenes de textura. Lo anterior se realizé para todas
las imagenes.

En la imagen de textura para obtener la imagen segmentada de la imagen
original y de la imagen de textura, se obtuvieron 4 medias de las 4 regiones
gque componen esta imagen utilizando ventanas de prueba. Para realizar la
fusion de datos, estas 4 medias de las diferentes regiones se obtuvieron para
en cada imagen de textura.

En las imagenes aéreas, para obtener la imagen segmentada de la imagen
original y de la imagen de textura, se obtuvieron las 3 medias de 3 regiones
con diferente nivel de gris de la imagen utilizando ventanas de prueba.

Para realizar la fusion de datos, en cada imagen de textura se obtuvieron
3 medias de 3 regiones con diferente nivel de gris, estas regiones fueron las
mismas en cada una de las imagenes de textura.

De esta manera, para las imagenes aéreas segmentadas por el método de
recocido simulado, y para las imagenes obtenidas por el método propuesto de
fusidon de datos utilizando el recocido simulado, se obtuvieron 3 clases:

% La clase no urbana (zonas obscuras).

» La clase urbana que sefala las partes mas opacas (zonas grises).

» La clase urbana que sefala las partes con tonos de gris muy blancos de
la escena.

K/
*

\/

Los resultados de todo este proceso, se muestran a continuacion.
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6.2 RESULTADOS PARA LA IMAGEN SINTETICA CON CUATRO CLASES

Se realizaron pruebas con una imagen sintética para probar la eficiencia
del algoritmo propuesto. La imagen sintética original (fig. 6.1) esta compuesta
por una textura de madera en la parte superior izquierda, pasto cortado en la
parte inferior izquierda, arena de playa en la parte superior derecha y una
pared en la parte inferior derecha.

Fig. 6.1 Imagen original a color. Fig. 6.2 Imagen Original en niveles
de grises.

6.2.1 LOS DESCRIPTORES DE TEXTURA UTILIZANDO LA GLCM

Fig. 6.3 Descriptor de autocorrelacion Fig. 6.4 Cluster Prominence
|D|=1, TV 3x3. ID|=3, TV 7x7.
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Fig. 6.6 Maxima probabidad

Fig. 6.5 Cluster shade
ID|=3, TV 7x7.

ID|=3, TV 7x7.

Fig. 6.7 Varianza
ID|=3, TV 7x7.

6.2.2 SELECCION DE LAS VENTANAS PARA CADA CLASE

En el método de recocido simulado y en el método de fusion propuesto,
las medias para cada clase, se obtuvieron de las mismas regiones de la imagen
original, variando solo la imagen de textura con la que se estaba trabajando.

Estas regiones se ilustran en la siguiente figura:
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Fig. 6.8 Imagen original. Posicion de las ventanas utilizadas para obtener las
medias de cada clase en cada una de las imagenes de textura.

6.2.3 APLICANDO EL RECOCIDO SIMULADO A LA IMAGEN ORIGINAL

Aplicando el método de recocido simulado a la imagen original en niveles de
gris (fig. 6.2) con los siguientes parametros:

v Temperatura: 2.5

v'Beta 0.35

v'Clases:3

v'Media: [81 129 181 218]

Se tiene:

Fi. 6.9 Sm'en't‘cmnm'd*e la m‘ién
original por MRF. Iteracionl. original por MRF. Iteracion 10.
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Fig. 6.11 Segmﬁé'ntacwn dela Fig. 6.12 ementéélon de la |magén
imagen original por MRF. Iteracion original por MRF. Iteracion 40.
20.

Fig. 6.13 Segmentacion de la Fig. 6.2 Imagen Original.
imagen original por MRF. Iteracion
80.

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de recocido
simulado (fig. 6.13) a la imagen original (fig. 6.2), se tiene:
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Fig. 6.14 Comparacion imagen Original Vs. Contorno de la imagen
original segmentada obtenida por el método de recocido simulado.

6.2.4 APLICANDO EL RECOCIDO SIMULADO A LA IMAGEN DE TEXTURA DE
CLUSTER PROMINENCE

Aplicando el método de recocido simulado a la imagen de textura de cluster
prominence (fig. 6.4) con los siguientes parametros:

v Temperatura: 2.5

v'Beta 0.35

v'Clases:3

vMedia[4 19 75 149]
Se tiene:

Fig. 6.15 Segmentacion de la imagen Fig. 6.16 Segmentacion de la iinagen
de textura de cluster prominence por de textura de cluster prominence por
MRF. Iteracion 1. MRF. Iteracion 10.
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Fig. 6.17 Segmentacion de la imagen Fig. 6.18 Segmentacion de la imagen
de textura de cluster prominence por de textura de cluster prominence por
MRF. Iteracion 20. MRF. Iteracion 40.

Fig. 6.19 Segmentacion de la imagen Fig. 6.2 Imagen Original.
de textura de cluster prominence por
MREF iteracion 80.

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de recocido
simulado (fig. 6.19) a la imagen original (fig. 6.2), se tiene:
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Fig. 6.20 Comparacion imagen Original Vs. Contorno de la imagen de
textura de cluster prominence obtenida por el método de recocido
simulado.

6.2.5 FUSION Y SEGMEI,‘JTACI(')N DE 3 Y 5 IMAGENES DE TEXTURA
UTILIZANDO EL METODO PROPUESTO BASADO EN MRF

Fusionando los descriptores de textura de Autocorrelacion, cluster prominence
y cluster shade (figuras 6.3, 6.4 y 6.5) mediante el método propuesto y utilizando
los siguientes parametros:

v Temperatura: 2.5

v'Beta 0.35

v Clases:3

v'Medias: Autocorrelacién [31 77 151 220]
Cluster prominence [4 19 75 149]
Cluster Shade [13 42 117 199]

se tiene:
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Fig. 6.21 Fusion y segmentacion de 3 Fig. 6.22 Fusion y segmentacion de 3
imagenes de textura utilizando el imagenes de textura utilizando el
método propuesto basado en MRF. método propuesto basado en MRF.

Iteraciéni. - Iteracion 10.

-

Fig. 6.23 Fusién ysegmentacién de 3 Fig. 6.24 Fusion y segmentacion de 3

imagenes de textura utilizando el imagenes de textura utilizando el
método propuesto basado en MRF. método propuesto basado en MRF.

Iteracion 20. Iteracién 40.

!

|
|
|
|
;
i
|
i

Fig. 6.25 Fusion y segmentacion de 3 Fig. 6.2 Imagen Original.

imagenes de textura utilizando el

método propuesto basado en MRF.
Iteracion 80.
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Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de recocido
simulado (fig. 6.25) a la imagen original (fig. 2), se tiene:

Fig. 6.26 Comparacion imagen Original Vs. Contorno de la imagen obtenida de
la fusion y segmentacion de 3 imagenes de textura por el método de recocido
simulado propuesto.

Ahora bien, si fusionamos los 5 descriptores de textura de las figuras 6.3, 6.4,
6.5 6.6 y 6.7 mediante el método propuesto, utilizando las mismas regiones que
en la fig. 6.8 para obtener las medias de cada clase, y considerando lo siguiente:

v Temperatura: 2.5

v'Beta 0.35

v Clases:3

v'Medias: Autocorrelacion [31 77 151 220]
Cluster prominence [4 19 75 149]
Cluster Shade [13 42 117 199]
Maxima Probabilidad [36 44 100 149]
Varianza [26 56 110 199]

se tiene:
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imagenes de textura utilizando el
método propuesto basado en MRF.
teraci_6n1.

Fig. 6.29 Fusion y segmentacion de 5
imagenes de textura utilizando el
método propuesto basado en MRF.

Iteracion 20.

Fig. 6.31 Fusion y segmentacion de 5
imagenes de textura utilizando el
método propuesto basado en MRF.

Iteracion 80.

Resultados

Fig. 6.28 Fusion y segmentacion de 5
imagenes de textura utilizando el
método propuesto basado en MRF.

Iteracion 10.

Fig. 6.30 Fusion y segmentacion de 5
imagenes de textura utilizando el
método propuesto basado en MRF.

Iteracion 40.

Fig. 6.2 Imagen Original.
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Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de recocido
simulado propuesto (fig. 6.31) a la imagen original, se tiene:

Fig. 6.32 Comparacion imagen Original Vs. contorno de la imagen
obtenida de la fusion y segmentacion de 5 imagenes de textura por el
método de recocido simulado propuesto.

6.2.6 COMPARACION ENTRE LAS SEGMENTACIONES REALIZADAS POR
RECOCIDO SIMULADO Y POR EL METODO DE FUSION PROPUESTO

Comparando la imagen original (fig. 6.2), la imagen obtenida de aplicar el
método de recocido simulado a la misma (fig.6.13), la imagen obtenida de
aplicar el recocido simulado a la imagen de textura (fig. 6.19), la imagen
obtenida de la fusion de las 3 imagenes (6.25) de textura, la imagen obtenida
de la fusién de las 5 imagenes (6.31) de textura tenemos:

Fig. 6.2 Imagen Original
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Fig. 6.13 Segmentacmn de datos de Ia Fig. 6.19 Segmentacion de la imagen
imagen original utilizando MRF. de textura de cluster prominence
Iteracion 80. utilizando MRF. Iteracion 80.

{
i
Fig. 6.25 Fusion y segmentacion de 3 Fig. 6.31 Fusion y segmentacion de 5

imagenes de textura (fig. 6.3, 6.4y imagenes de textura (fig. 6.3, 6.4,
6.5) utilizando el método propuesto 6.5, 6.6 y 6.7) utilizando el método
basado en MRF. Iteracion 80. propuesto basado en MRF. Iteracion 80.

De los resultados obtenidos de la imagen sintética, se puede observar que
el algoritmo de recocido simulado propuesto realiza una buena discriminacion
entre diferentes texturas y que a mayor numero de imdagenes fusionadas el
resultado es mejor.
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Fig. 6.33 Imagen Original.

6.3.1 DESCRIPTORES DE TEXTURA OBTENIDOS MEDIANTE LA GLCM

LA A ,
Fig. 6.34 Descriptor de Fig. 6.35 Cluster Prominence
autocorrelacion |d|=3, TV 7x7.
ldi=1, TV 3x3.

>

L

, ¥s,
Fig. 6.36 Cluster Shade Fig. 6.37 Correlaciéon
|d|=3, TV 7x7. |d]|=2, TV 5x5.
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Fig. 6.38 Varianza
|d|=3, TV 7x7.

6.3.2 SELECCION DE LAS VENTANAS PARA CADA CLASE

En el método de recocido simulado y en el método de fusion propuesto,
las medias para cada clase, se obtuvieron de las mismas regiones de la imagen
original, variando solo la imagen de textura con la que se estaba trabajando.
Estas regiones se ilustran en la siguiente figura:

Fig. 6.39 Imagen original. Posicion de las ventanas utilizadas para obtener
las medias de cada clase en cada una de las imagenes de textura.

6.3.3 APLICANDO EL RECOCIDO SIMULADO A LA IMAGEN ORIGINAL

Aplicando el método de recocido simulado a la imagen original (fig. 6.33)
con los siguientes parametros:
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v Temperatura: 2.5
v'Beta 0.35

v Clases:3

v'Medias [75 211 254]

Se tiene:

Fig. 6.40 Segmentacion de la imagen Fig. 6.41 Segmentacion de la imagen
original por MRF. Iteracioni. original por MRF. Iteracién 10.

Fig. 6.42 Segmetacién e I iagen
original por MRF. Iteracion 20.

Fig. 6.44 Segmentacion de la imagen
original por MRF. Iteracion 80.
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Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de
recocido simulado (fig. 6.44) a la imagen original, se tiene:

Fig. 6.45 Comparaciéon imagen Original Vs. Contorno de la
imagen original segmentada obtenida por el método de
recocido simulado.

6.3.4 APLICANDO EL RECOCIDO SIMULADO A LA IMAGEN DE
TEXTURA DE AUTOCORRELACION

Aplicando el método de recocido simulado a la imagen de textura de
autocorrelacién (fig. 6.34) con los siguientes parametros:

v Temperatura: 2.5
v'Beta 0.35

v Clases:3

v'Medias: [22 174 255]

Se tiene:
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Fig. 6.46 Segmentacion de la imagen Fig. 6.47 Segmentacion de la imagen
de textura de autocorrelacion por de textura de autocorrelacion por
MRF. Iteracionl. MRF. Iteracion 10.

Fig. 6.48 ngentacién de la iagen Fig. 6.49 Segmentacion de la imagen
de textura de autocorrelacion por de textura de autocorrelacion por
MRF. Iteracion 20. MRF. Iteracion 40.

-

Fig. 6.50 Segmentacion de la imagen Fig. 6.33 Imaen Original.
de textura de autocorrelacion por
MRF. Iteracion 80.
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Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de
recocido simulado (fig. 6.50) a la imagen original, se tiene:

Fig. 6.51 Comparacion imagen original Vs. Contorno de la imagen de
autocorrelacion segmentada obtenida por el método de recocido
simulado.

6.3.5 FUSION Y SEGMENTACION DE 3 y 5 IMAGENES DE TEXTURA
UTILIZANDO EL METODO PROPUESTO BASADO EN MRF

Fusionando los descriptores de textura de autocorrelacion, cluster shade y
varianza (figuras 6.34, 6.36 y 6.38) mediante el método propuesto y utilizando
los siguientes parametros:

v Temperatura: 2.5

v'Beta 0.35

v Clases:3

v'Medias: Autocorrelacién [22 174 255]
Cluster Shade [5 103 180]
Varianza [20 152 220]

Se tiene:
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Fig. 6.2 usmn Y segmentacmd 3 Fig. 6.53 Fusion Y gtacmn de 3

imagenes de textura utilizando el método imagenes de textura utilizando el método
pro puesto basado en MRF. Iteracion 10.

puesto basado en MRF. Iteraciénl. pro

Fig. 6.54 Fusién \Y segmentcién de 3 Fig. 6.55 Fusion y segmentacion de 3

imagenes de textura utilizando el método imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteracion 20. propuesto basado en MRF. Iteracion 40.

N

Fig. 6.56 Fusion y segmentaciéon de 3 Fig. 6.33 Imagen Original.
imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteracion 80.
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Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de fusidn
propuesto (fig. 6.56) a la imagen original, se tiene:

segmentada con 3 imagenes de textura obtenida por el método de recocido simulado
propuesto.

Ahora bien, al fusionar los 5 descriptores de textura de las figuras 6.34,
6.35, 6.36, 6.37 y 6.38 mediante el método propuesto, utilizando las mismas

regiones que en la fig. 6.39 para obtener las medias de cada clase, y
considerando lo siguiente:

v Temperatura: 2.5

v'Beta 0.35

v Clases:3

v'Medias: Autocorrelacion [22 174 255]
Cluster Prominence [1 59 122]

Cluster Shade [5 103 180]
Correlacién [12 18 131]
Varianza [20 152 220]

se tiene:
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Fi 6.58 Fusion ' eelon de 5 Fig. 6.59 usmny semenai6 e 5

imagenes de textura utilizando el método imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteracionl. propuesto basado MRF. Iteracion 10.
' My v " 2

Fig. 6.61 Fusion y segmentacion de 5
imagenes de textura utilizando el método imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteracion 20. propuesto basado en MRF. Iteracion 40.

0

/i

! 3 & N 'y v.
Fig. 6.62 Fusion y segmentacion de 5 Fig. 6.33 Imagen Original
imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteracion 80
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Resultados

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de fusidn
propuesto (fig. 6.62) a la imagen original, se obtiene:

segmentada con 5 imagenes de textura obtenida por el método de recocido simulado
propuesto.

6.3.6 COMPARACION ENTRE LAS SEGMENTACIONES REALIZADAS
POR RECOCIDO SIMULADO Y POR EL METODO DE FUSION PROPUESTO

Comparando entre si a: la imagen original (fig. 6.33), las imagenes
obtenidas de aplicar el recocido simulado a la imagen original (fig. 6.44) y a la
imagen de textura de autocorrelacion (fig. 6.50), las imagenes obtenidas de la
fusion de datos de 3 y 5 imdagenes de textura (figuras 6.56 y 6.62
respectivamente), se tiene:
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Fig. 6.44 Segmentacion de la imagen Fig. 6.50 Segmentacion de la imagen
original utilizando MRF. Iteracién 80. de textura de autocorrelacion
utilizando MRF. Iteracion 80.

Fig. 6.56 Imagen segmentada de la Fig. 6.62 Imagen segmentada de la
fusion y segmentacion de 3 imagenes fusion de 5 imagenes de textura (fig.
de textura (fig. 6.34, 6.36 y 6.38) 6.34, 6.35, 6.36, 6.37 y 6.38)
utilizando el método propuesto basado en utilizando el método propuesto basado en
MRF. Iteracion 80. MRF. Iteracién 80.
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Comparando ventanas de las imagenes segmentadas tomadas de las
regiones que se sefiala en la siguiente imagen:

las imagenes segmentadas a comparar.

Original-Recocido Original Autocorrelacion-Recocido

Fusion 3-Recocido Fusidon 5-Recocido

Fig. 6.65 Comparacion de ventanas de las imagenes segmentadas obtenidas
por el método de recocido simulado y el método de recocido simulado
propuesto.
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Capitulo 6 Resultados

Original-Recocido Original Autocorrelacion-Recocido

Fusion 3-Recocido Fusion 5-Recocido

Fig. 6.66 Comparacion de ventanas de las imagenes segmentadas obtenidas
por el método de recocido simulado y el método de recocido simulado
propuesto.

De los resultados de segmentacién mostrados se puede observar que los
resultados obtenidos mediante la fusién de imagenes por el método propuesto
presentan regiones mejor segmentadas que la imagen obtenida aplicando
solamente el recocido simulado a la imagen original (fig. 6.44). Esto se
observa con mas detalle en las imagenes 6.65 y 6.66 donde se realiza la
comparacion de ventanas de diferentes imagenes.

En lo que respecta a la imagen obtenida de aplicar el recocido simulado a
la imagen de textura de autocorrelacion (fig. 6.50), las segmentaciones son
muy parecidas a los resultados presentados mediante la fusion de imagenes
(figuras 6.56 y 6.62), sin embargo, este resultado (fig. 6.50), omite
informacidon correspondiente a las regiones blancas que si se detectan
mediante el método de fusidn de datos propuesto. De hecho, las regiones
mas blancas de la imagen original se detectan mejor en la imagen obtenida de
fusionar 5 imagenes de textura que en las imagenes restantes (figuras 6.44,
6.50 y 6.56).
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F|g 6. 67 Imagen Orlgmal

6.4.1 DESCRIPTORES DE TEXTURA OBTENIDOS UTILIZANDO LA GLCM

Fig. 6.68 Descriptor de autocorrelacmn Fig. 6.69 Cluster Prominence
ID|=1, TV 3x3. |D|—3 TV 7x7.

Flg 670CIuster Shade ' F|g 6.71 Correlacmn
ID|=3, TV 7x7. |D|=2, TV 5x5.
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Fig. 6.72 Varianza
ID|=3, TV 7x7.

6.4.2 SELECCION DE LAS VENTANAS PARA CADA CLASE

En el método de recocido simulado y en el método de fusion propuesto,
las medias para cada clase, se obtuvieron de las mismas regiones de la imagen
original, variando solo la imagen de textura con la que se estaba trabajando.
Estas regiones se ilustran en la siguiente figura:

Fig. 6.73 Imagen original. Posicion de las ventanas utilizadas para obtener
las medias de cada clase en cada una de las imagenes de textura.
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6.4.3 APLICANDO EL RECOCIDO SIMULADO A LA IMAGEN ORIGINAL

Aplicando el método de recocido simulado a la imagen original con los
siguientes parametros:

v Temperatura: 2.5
v'Beta 0.35

v'Clases:3

v'Medias: [72 169 247]

Se tiene:

Fig. 6.74 egmentacién de la imagen Fig. 6.75 egmentac 6de la imagen
original por MRF. Iteracionl. original por MRF. Iteracion 10.
. : o : v b .8 ;

i i g IR e & el
Fig. 6.76 Segmentacion de la imagen Fig. 6.77 Segmentacion de la imagen
original por MRF. Iteracion 20. original por MRF. Iteracion 40.
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Fig. 6.78 Seéme_nfaciéﬁ de la imagen
original por MRF. Iteracion 80.

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de
recocido simulado (fig. 6.78) a la imagen original, se tiene:

original segmentada obtenida por el método de recocido simulado.
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6.4.4 APLICANDO EL RECOCIDO SIMULADO A LA IMAGEN DE
TEXTURA DE AUTOCORRELACION

Aplicando el método de recocido simulado clasico a la imagen de textura
de autocorrelacion (fig. 6.68) con los siguientes parametros:

v Temperatura: 2.5
v'Beta 0.35

v'Clases:3

v'Medias [22 116 249 ]

Se tiene:

Fig. 6.80 Segmentacion de la imagen Fig. 6.81 Segmentacion de la imagen
de textura de autocorrelacion por de textura de autocorrelacion por
MRF. Iteracionl. _ MRF. Iteracion 10.

i e & 3% i i ; ‘s . "¢ o
Fig. 6.82 Segmentacion de la imagen Fig. 6.83 Segmentacion de la imagen
de textura de autocorrelacion por de textura de autocorrelacion por
MRF. Iteracién 20. MRF. Iteracion 40.
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Fig. 6.84 Segmentacion de la imagen
de textura de autocorrelacion por
MRF. Iteracion 80.

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de
recocido simulado (fig. 6.84) a la imagen original, se tiene:

Fig. 6.85 Comparacion imagen Original Vs. Contorno de la imagen de
textura de autocorrelacion segmentada obtenida por el método de recocido
simulado.
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6.4.5 FUSION DE 3 Y 5 IMAGENES DE TEXTURA MEDIANTE EL METODO
PROPUESTO BASADO EN MRF

Fusionando los descriptores de textura de Autocorrelacion, Cluster
prominence y varianza (figuras 6.68, 6.69 y 6.72) mediante el método
propuesto y utilizando los siguientes parametros:

v Temperatura: 2.5

v'Beta 0.35

v Clases:3

v'Medias: Autocorrelacién [22 116 249]
Cluster Prominence [4 52 158]
Varianza [19 100 208]

se tiene:

Fi. 6.86 Fusién \% segmntalon 3 Fig 6.87 Fusién segmentacion de 3
imagenes de textura utilizando el método imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteraciénl. propuesto basado en MRF. Iteracion 10.

¥ i i e < s . ® F

ant s

s - & AR %
Fig. 6.88 Fusion segmentacion de 3 Fig. 6.89 Fusion y segmentacion de 3
imagenes de textura utilizando el método imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteracion 20. propuesto basado en MRF. Iteracion 40.
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Fig. 6.90 Fusion y segmentacion de 3
imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteracion 80.

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de fusidn
propuesto (fig. 6.90) a la imagen original, obtenemos:

) o8
7

-

Fig. 6.91 Comparacion imagen Original Vs. Contorno de la imagen
fusionada y segmentada con 3 imagenes de textura obtenida por el método
de recocido simulado propuesto.
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Ahora bien, si fusionamos los 5 descriptores de textura de las figuras
6.68, 6.69, 6.70, 6.71 y 6.72 mediante el método propuesto, utilizando las
mismas regiones que en la fig. 6.73 para obtener las medias de cada clase, y

considerando lo siguiente:

v Temperatura: 2.5

v'Beta 0.35

v Clases:3

v'Medias: Autocorrelacion
Cluster Prominence [1

Cluster Shade [4
Correlacion [11
Varianza

se tiene:

Fi. 6.92 Fusion y segmentacion de 5
imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteracionl.
F . ", F g

Fig. 6.94 Fusion y segmentacion de 5
imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteracion 20.

[22 116 249]

25  100]
52 158]
22 110]

[19 100 208]

Fig. 6.93 Fusion y segmentacion de 5
imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteracion 10.
y r -

Fig. 6.95 Fusion y segmentacion de 5

imagenes de textura utilizando el método

propuesto basado en MRF. Iteracion 40.
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Fig. 6.96 Fusion y segmentacion de 5
imagenes de textura utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteracion 80.

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de fusidn
propuesto (fig. 6.96) a la imagen original, obtenemos:

Fig. 6.97 Comparacion imagen Original Vs. Contorno de la imagen fusionada y
segmentada con 5 imagenes de textura obtenida por el método de recocido
simulado propuesto.

Comparando la imagen original (fig. 6.67), la imagen obtenida de aplicar
el método de recocido simulado a la misma (fig. 6.78), la imagen obtenida de
aplicar el recocido simulado a la imagen de textura (fig. 6.84), la imagen
obtenida de la fusidon de las 3 imagenes de textura (fig. 6.90) y la imagen
obtenida de la fusidén de las 5 imagenes (6.96) de textura se tiene:
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Fig. 6.78 Seéménfaciéﬁ de la imagen
original utilizando MRF. Iteracién 80.

Fig. 6.90 Imagen segmentada de la
fusion de 3 imagenes de textura (fig.
6.68, 6.69 y 6.72) utilizando el método

propuesto basado en MRF. Iteracion 80.

Fig. 6.84 Segméntaciéﬁ de la imagen
de textura de autocorrelacion

utilizando MRF. Iteracion 80 .
! T -

Fig. 6.96 Imagen segmentada de la
fusion de 5 imagenes de textura (fig.
6.68, 6.69 6.70 ,6.71 y 6.72) textura
utilizando el método propuesto basado en
MRF. Iteracion 80.
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6.4.6 COMPARACION ENTRE LAS SEGMENTACIONES REALIZADAS
POR RECOCIDO SIMULADO Y POR EL METODO DE FUSION PROPUESTO

Comparando ventanas tomadas de las regiones que se sefala en la
siguiente imagen:

imagenes segmentadas a comparar.

Original-Recocido Original Autocorrelacion-Recocido

Fusion 3-Recocido Fusién 5-Recocido

Fig. 6.99 Comparacion de ventanas de las imagenes segmentadas
obtenidas por el método de recocido simulado y el método de recocido
simulado propuesto.
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Original-Recocido Original Autocorrelacion-Recocido

Fusion 3-Recocido Fusion 5-Recocido

Fig. 6.100 Comparacion de ventanas de las imagenes segmentadas
obtenidas por el método de recocido simulado y el método de recocido
simulado propuesto.

Al realizar la comparacién entre los resultados obtenidos, se observa que,
al igual que para los resultados obtenidos de la primera imagen aérea
presentada (fig. 6.33), las regiones blancas de la imagen original, son mejor
detectadas en el resultado obtenido por la fusidn de 5 imagenes (fig. 6.96) con
el método de fusidn de imagenes utilizando el método de recocido simulado,
que utilizando menos imagenes en dicha fusion (fig. 6.90), 6 aplicando solo el
recocido simulado a una sola imagen (figuras 6.78 y 6.84).

En la fusiéon de imagenes las regiones segmentadas estan mas definidas
que en los resultados donde sdlo se aplicd el recocido simulado a una sola
imagen, ya que estos ultimos resultados presentan mas grupos de pixeles
aislados. Un ejemplo de esta situacion, se presenta en la fig. 6.99.

La fusion de 5 imagenes de textura (fig. 6.96) contiene informacidon mas
completa de la imagen original (fig. 6.67) que la fusién de 3 imagenes de
textura (fig. 6.90), esto se puede observar en la fig. 6.100 donde la fusién de
solo 3 imagenes de textura no describe un cambio en la tonalidad de los
niveles de grises que la imagen de textura de 5 imagenes de textura detecta.
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6.5 COMPARACION ENTRE DIFERENTES METODOS DE SEGMENTACION

Para comparar la efectividad del método propuesto, se comparan los
resultados obtenidos a través del algoritmo de recocido y los resultados
obtenidos utilizando el algoritmo de clasificacidn bayesiana 62!, Asi mismo se
muestra una comparacion entre resultados de aplicar la fusion multiclases
basado en el método de Shan Yu!®?! a las 3 y 5 imagenes de textura utilizadas
para cada imagen original y los resultados obtenidos anteriormente de aplicar
el método de fusion propuesto basado en el método de recocido simulado.

En las imagenes fusionadas por el método de Shan Yul®!!, se utilizan los
mismos descriptores de textura que para el algoritmo propuesto en este
trabajo y se utiliza ademas un mapa burdo. Las imagenes de textura son
preclasificadas vy clasificadas por el método bayesiano, después son
homogeneizadas y finalmente fusionadas utilizando el mapa burdo y el método
de fusién multiclases!®? . Una explicacién mdas amplia sobre el método de
segmentacién vy clasificacién Bayesiano, asi como del método de fusién
multiclases basado en el método de fusién binaria de Shan Yu se encuentra en
el anexo de esta tesis 6 se puede consultar el trabajo citado en la bibliografia
en el punto 6.2.

Cabe aclarar que para que la comparacion fuera mejor se escalaron los
niveles de grises de las imagenes de fusion por el método propuesto a los
mismos niveles de grises utilizados en el método de fusidon multiclases basado
en el método de fusion binaria de Shan Yu.

6.5.1 RESULTADOS PARA LA IMAGEN SINTETICA

Antes de presentar las comparaciones entre imagenes, se muestra una
tabla donde se registraron las medias de cada imagen de textura que se
utilizaron en el método de recocido simulado y en el método de fusion de datos
propuesto en esta tesis. Estas mismas medias se utilizaron en el método de
clasificacién bayesiana y de fusion de datos por medio del método de Shan Yu.

Comparacion entre medias:

Medias Medias para la | Medias para la

Imagen utilizadas en imagen imagen
MRF preclasificada clasificada
usando Bayes usando Bayes

Original 81129181 218 | 81129181 218 |81 129 181 218
Autocorrelacion 31 77 151 220|131 77 151 220 |31 77 151 220
Cluster Prominence 4 19 75 149 |4 19 75 149 |4 19 75 149
Cluster Shade 13 42 117 199 |13 42 117 19913 42 117 199
Maxima Probabilidad | 36 44 100 149 |36 44 100 149 |36 44 100 149
Varianza 3 12 47 199 |3 12 47 199 |3 12 47 199

Tabla 6.3 Medias utilizadas para la segmentacion de imagenes.
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6.5.1.1 COIV!PARACI(')N ENTRE EL METO,DO BAYESIANO DE
SEGMENTACION Y CLASIFICACION Y EL METODO DE RECOCIDO
SIMULADO

Fig. 6.2 Imagen Original.

Fig. 6.13 Segmenta'éimé_lima"é_&é{sﬁ'"El‘e la Fig. 6.101 Imagen obtenida de aplicar
imagen original utilizando MRF. el método Bayesiano a la imagen
Iteracion 80. original.

i

Fig. 6.19 Imagen segmentada Fig. 6.102 Imagen segmentada
obtenida de aplicar MRF a la imagen obtenida de aplicar Bayes a la imagen
de textura de Cluster Prominence. de textura de Cluster Prominence.

Iteracion 80.
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6.5.1.2 COMPARACION ENTRE LA ’FUSI()N MULTICLASES BASADA
EN EL METODO DE SHAN YU Y EL METODO DE FUSION PROPUESTO
BASADO EN EL ALGORITMO DE RECOCIDO SIMULADO

Fig. 6.2 Imagen Original. Fig. 6.103 Mapa burdo.

|
!
%
|
|
|
|
!

Fig. 6.25 Fusion y segmentaciéon de 3 Fig. 6.104 Segmentacion y fusion de 3

imagenes de textura (fig. 6.3, 6.4 y imagenes de textura (fig. 6.3, 6.4 y

6.5) utilizando el método propuesto 6.5) por el método de fusidn

basado en MRF. Iteracion 80. multiclases basado en el método de
fusion binaria de Shan Yu.
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Fig. 6.31 Fusion y segmentacion de 5 Fig. 6.105 Fusion de 5 imagenes de

imagenes de textura (fig. 6.3, 6.4, textura (fig. 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7)
6.5, 6.6 y 6.7) utilizando el método por el método de fusion multiclases
propuesto basado en MRF. Iteracion 80 basado en el método de fusion binaria
£ =0.35. de Shan Yu.

En este ejemplo no se presentan comparaciones entre ventanas puesto
que las diferencias entre las imagenes se distinguen facilmente. Como se
puede observar el método de fusidn de imagenes basado en el método de
recocido simulado muestra una mejor discriminacién entre clases que los otros
métodos de segmentacion.

6.5.2 RESULTADOS PARA LA PRIMERA IMAGEN AEREA.

En la siguiente tabla se muestran las medias de cada imagen de textura
que se utilizaron en el método de recocido simulado y en el método de fusién
propuesto en esta tesis. Estas mismas medias se utilizaron en el método de
clasificacidén bayesiana y de fusidon multiclases basada en el método de Shan Yu
para fusidn binaria.

Medias Medias para la Medias para la
utilizadas en imagen imagen clasificada
Imagen MRF preclasificada usando Bayes
usando Bayes

Original 75 211 254 |75 211 254 75 211 254
Autocorrelacién 22 174 255 |22 174 255 22 174 255
Cluster Prominence | 1 59 122 |1 59 122 1 59 122
Cluster Shade 5 103 180 |5 103 180 5 103 180
Correlacién 12 18 131 |12 18 131 12 18 131
Varianza 20 152 220 | 20 152 220 20 152 220

Tabla 6.4 Medias utilizadas para la segmentacion de imagenes.
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6.5.2.1 COMPARACION ENTRE EL METODO BAYESIANO DE

SEGMENTACION Y CLASIFICACION Y EL METODO DE RECOCIDO
SIMULADO

Fig. 6.44 Segmentacion de la imagen

Fig. 6.106 Segmentacion obtenida de
original por MRF. Iteracion 80.

aplicar el método Bayesiano a
la imagen original.

+* - 4
Fig. 6.107 Imagen obtenida de
aplicar el método Bayesiano a la
imagen de textura de
autocorrelacion.

Fig. 6.50 Segmentacion de la imagen
de textura de autocorrelacion por
MRF. Iteracion 80.
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6.5.2.2 COMPARACION ENTRE LA Fl.!SIC')N MULTICLASES BASADA EN
EL METODO DE SHAN YU Y EL METODO DE FUSION PROPUESTO
BASADO EN EL ALGORITMO DE RECOCIDO SIMULADO

Fig. 6.108 Mapa burdo.

=

Fig. 6.56 Fusion y segmentacion de 3 Fig. 6.109 Fusién y segmentacion de 3

imagenes de textura (fig. 6.34, 6.36 y imagenes de textura (fig. 6.34, 6.36 y

6.38) utilizando el método propuesto 6.38) por el método de fusion multiclases

basado en MRF. Iteracién 80 3 =0.35. basado en el método de fusion binaria de
Shan Yu.

Fig. 6.62 Fusion y segmentacion de 5 Fig. 6.110 Fusién y segmentacion de 5

imagenes de textura (fig. 6.34, 6.35, 6.36, imagenes de textura (fig. 6.34, 6.35, 6.36,

6.37 y 6.38) utilizando el método 6.37 y 6.38) por el método de fusion

propuesto basado en MRF. Iteraciéon 80 multiclases basado en el método de fusion
binaria de Shan Yu.
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6.5.2.3 COMPARANDO VENTANAS DE LOS DIFERENTES METODOS DE
SEGMENTACION PRESENTADOS

Comparando algunas zonas de la imagen tenemos:

Fig. 6.111 Regiones a comparar entre las diferentes segmentaciones
obtenidas.
Original-Bayes Original Original-Recocido

4 !

Autocorrelacién-Recocido

Autocorrelacion-Bayes

Fusion 3-Shan Yu

Fusidn 3-Recocido

Fusion 5-Shan Yu Fusidn 5-Recocido

Imagen 6.112 Comparacion de ventanas de las imagenes segmentadas obtenidas por
el método de recocido simulado, el método de recocido simulado propuesto, el

método de clasificacion bayesiana y el método de fusion multiclases basado en el
método de fusién binaria de Shan Yu.
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Original-Bayes Original Original-Recocido

Autocorrelacion-Bayes Autocorrelacion-Recocido

Fusion 3-Shan Yu Fusion 3-Recocido

Fusion 5-Shan Yu Fusién 5-Recocido

Imagen 6.113 Comparacion de ventanas de las imagenes segmentadas obtenidas por
el método de recocido simulado, el método de recocido simulado propuesto, el
método de clasificacion bayesiana y el método de fusion multiclases basado en el
método de fusion binaria de Shan Yu.

De los resultados anteriores, se observa que las imagenes clasificadas por
el método Bayesiano, presentan muchos pixeles y regiones aisladas en
comparacion al método de recocido simulado, donde las regiones segmentadas
estan mas definidas.

Con respecto a las fusiones de datos, la situacién es simular, para los
resultados obtenidos por el método de Shan Yu, las regiones grises obscuras
son segmentadas como si pertenecieran a la regiéon de vegetaciéon de la
imagen, lo que hace que algunos elementos de la escena desaparezcan. Esto
no sucede con el método de recocido simulado propuesto.
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6.5.3 RESULTADOS PARA LA SEGUNDA IMAGEN AEREA

Al igual que para la primera imagen, en la siguiente tabla se muestra las
medias de cada imagen de textura que se utilizaron en el método de recocido
simulado y el método de fusién propuesto basado en el recocido simulado.
Estas mismas medias se utilizaron en el método de clasificacidon bayesiana y de
fusion de datos por medio del método de Shan Yu.

Comparacion entre medias:

Imagen Medias Medias para Medias para
utilizadas en la imagen la imagen
MRF preclasificada clasificada
usando Bayes | usando Bayes
Original 72 169 247 | 72 169 247 | 72 169 247
Autocorrelacion 22 116 249 | 22 116 249 | 22 116 249
Cluster Prominence | 1 25 100 | 1 25 100 | 1 25 100
Cluster Shade 4 52 158 |4 52 158 | 4 52 158
Correlacion 11 22 110 | 11 22 110 | 11 22 110
Varianza 19 100 208 | 19 100 208 | 19 100 208

Tabla 6.5 Medias utilizadas para la segmentacion de imagenes.

6.5.3.1 COIV!PARACI(')N ENTRE EL MI'ETO,DO BAYESIANO DE
SEGMENTACION Y CLASIFICACION Y EL METODO DE RECOCIDO
SIMULADO

"'-"P-.._

Fig. 6.78 Ifnagén_bbten"imda de aplicar Fig. 6.114 Iagen obtenida de aplicar
el método de recocido simulado a la el método Bayesiano a la
imagen original. imagen original.
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Resultados

- %
Fig. 6.84 Imagen obtenida de aplicar Fig. 6.115 Imagen obtenida de
el método de recocido simulado a la aplicar el método Bayesiano a la
imagen de textura de imagen de textura de
autocorrelacion. Iteracion 80. autocorrelacion.

6.5.3.2 COMPARACION ENTRE LA FUSION MULTICLASES BASADA EN EL
METODO DE SHAN YUY EL METODO DE FUSION PROPUESTO BASADO
EN EL ALGORITMO DE RECOCIDO SIMULADO

Fig. 6.67 Imagen Original. 6.116 Mapa burdo.
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Fig. 6.90 Fusion y segmentacion de 3
imagenes de textura (fig. 6.68, 6.69 y
6.72) utilizando el método propuesto
basado en MRF. Iteracion 80.

Fig. 6.96 Fusion y segmentacion de 5
imagenes de textura (fig. 6.68, 6.69,
6.70, 6.71 y 6.72) utilizando el método
propuesto basado en MRF. Iteracion 80.

Resultados

Fig. 6.117 Segmentacion y fusion de

3 imagenes de textura (fig. 6.68, 6.69

y 6.72) por el método de fusion

multiclases basado en el método de

fusion binaria de Shan Yu.
. Lk

b .,-*i : i~ , Wi b 3

Fig.118 Segmentacion y fusiéon de 5
imagenes de textura (fig. 6.68, 6.69,
6.70, 6.71 y 6.72) por el método de
fusion multiclases basado en el
método de fusion binaria de Shan Yu.
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6.5.3.3 COMPARANDO VENTANAS DE LOS DIFERENTES METODOS DE
SEGMENTACION PRESENTADOS:

A continuacién se muestra una comparacién de una sola ventana en la
misma posicion para todas las imagenes.

Qriginal-Bayes Original Original-Recocido

Autocorrelacién-Bayes Autocorrelacion-Recocido

Fusion 3-Shan Yu Fusion 3-Recocido

Fusidn 5-Shan Yu Fusidn 5-Recocido

Fig. 6.120 Comparacion de ventanas de las imagenes segmentadas obtenidas por el método de
recocido simulado, el método de recocido simulado propuesto, el método de clasificaciéon
bayesiana y el método de fusion multiclases basado en el método de fusion binaria de Shan Yu.
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Resultados

Original Original-Recocido

Autocorrelacion-Bayes Autocorrelacion-Recocido

Fusion 3-Shan Yu Fusion 3-Recocido

Fusion 5-Shan Yu Fusion 5-Recocido

r E B

Fig. 6.121 Comparacion de ventanas de las imagenes segmentadas obtenidas por el método de
recocido simulado, el método de recocido simulado propuesto, el método de clasificacion
bayesiana y el método de fusion multiclases basado en el método de fusion binaria de Shan Yu.

Las observaciones para esta imagen son similares a las anteriores, los
resultados de aplicar el método bayesiano y la fusion de datos basado en el
método de Shan Yu, muestran que las areas blancas no estan bien detectadas
y que hay un mayor numero de pixeles aislados a la imagen original.

En la figura 6.120 se puede observar que la imagen de la fusion de 5
imagenes basada en el recocido simulado, detecta como contindo un camino
que solamente dos imagenes mas lo detectan: la figura 6.78 y la figura 6.114.
Sin embargo la figura 6.78 no detecta bien el cambio de textura dentro del
camino y la figura 6.114 presenta pixeles aislados.
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Capitulo 7 Conclusiones

7. CONCLUSIONES

La Percepcion remota es una tecnologia contemporanea mediante la cual
es posible obtener informacién de un objeto mediante un dispositivo que no
esté en contacto fisico con él. La forma de obtener esta informacion es a
través de fotografias aéreas y satelitales. Estas fotografias son analizadas por
medio de técnicas de Procesamiento Digital de Sefales para su uso en
sistemas de informacién ambiental.

El objetivo de esta tesis es definir un esquema estocastico sub-déptimo
para la segmentacion y fusién de imagenes de percepcion remota, basandose
en la teoria de Bayes y en los Campos Aleatorios de Markov.

Para cumplir con este objetivo, primero se redujo el nimero de niveles
de gris de la imagen original (de 256 a 32) para disminuir el tiempo de
procesamiento de las siguientes etapas. En seguida, se obtuvieron los
descriptores de textura de las imagenes originales utilizando la matriz de co-
ocurrencia con ventana deslizante.

Después de obtener los descriptores de textura, variando parametros de
desplazamiento horizontal y tamafio de ventana, se seleccionaron algunos de
ellos y se realizo una fusidon y segmentacion de imagenes basandose en los
Campos Aleatorios de Markov (MRF).

Bajo los MRF una imagen es segmentada asignando una etiqueta a cada
pixel de ella, en este trabajo la etiqueta corresponde a la clase a la que el
pixel pertenece. El etiquetado éptimo, es decir la etiqueta que maximixe la
distribucion a posteriori P(w, | X) del campo de etiquetas, se puede encontrar

utilizando el teorema de Bayes. Sin embargo, debido a la equivalencia entre
los campos Aleatorios de Markov y los Campos Aleatorios de Gibbs,
establecida en el teorema de Hammersley-Clifford, encontrar la distribucion
maximo a posteriori del campo de etiquetas equivale a minimizar la funcién de
energia correspondiente a este mismo campo de etiquetas.

La funcion de energia queda compuesta por la suma una funcion de
energia a priori y de la funcion de energia condicional. En esta tesis, la funcién
de energia a priori se obtiene mediante el modelo de Potts y la funcion de
energia condicional se obtiene por medio de funciones trapezoidales. Lo
anterior se realiza dentro de un proceso llamado recocido simulado.

El método de recocido simulado, se utiliza para la solucidon de problemas
de optimizacion y se fundamenta en el esquema de metrdpolis.
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La aportacion mas importante de este trabajo es un esquema de fusién
y segmentacién, el cual considera tomar mas de una imagen de textura como
imagen original, fusionarlas y segmentarlas utilizando el algoritmo del
Recocido Simulado.

La fusién propuesta se basa en el teorema de Bayes para caracteristicas
multiples, y se considera que las caracteristicas son independientes dada la
clase. De esta forma, la expresion que resulta de combinar estos conceptos,
es una distribucién a posteriori la cual al maximizarse es similar a minimizar
la funcion de energia correspondiente a esta expresidon. Para cada clase, esta
funcién de energia estd compuesta por la suma de la funciéon de energia a
priori y de las funciones de energia condicional de cada una de las imagenes
de textura dada la clase que se esté analizando. Al igual que para una sola
imagen, la funcion de energia a priori, se obtiene por medio del método de
Potts y las funciones de energia condicional se obtienen por medio de las
funciones trapezoidales descritas en el capitulo 5.

Después de disenar y programar el algoritmo de fusién y segmentacion
propuesto en esta tesis, se realizaron diversas pruebas de segmentacién de
imagenes. Una de ellas fue aplicar el algoritmo de recocido simulado a cada
una de las imagenes originales con las que se trabajaron. Después, se aplicé
el método de recocido simulado a la imagen de textura de autocorrelacion de
cada una de las imagenes aéreas. Para la imagen sintética, la imagen de
textura seleccionada fue la imagen de cluster prominence. Después se aplico
el método de fusién y segmentacidon propuesto en este trabajo a 3 y 5
imagenes de textura.

Los resultados asi obtenidos muestran que al aplicar el algoritmo de
recocido simulado a la imagen original, se pierden regiones blancas y algunas
regiones no son segmentadas correctamente, ya que el algoritmo no identifica
bien algunos cambios entre tonos de pixeles. Por otro lado, las
segmentaciones obtenidas al aplicar el recocido simulado a la imagen de
autocorrelacion, muestran resultados mas favorables, en ellos, las
segmentaciones son mejores pero algunas regiones blancas no son
detectadas. A diferencia de estos resultados, los resultados obtenidos de
aplicar el método propuesto de fusién y segmentacion basado en los MRF a 3
y 5 imagenes de textura, muestran una mejor segmentaciéon y una mejor
deteccién de regiones blancas. Se observa también, que al aumentar el
numero de imagenes fusionadas, la deteccién de regiones blancas es mejor.

En cuanto a la imagen sintética, se observa que la fusidon y segmentacién
de 5 imagenes de textura, discrimina mejor las clases que las demas
segmentaciones.
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También se compararon estos resultados con segmentaciones obtenidas
por el método de Bayes, y por un método de fusién multiclases, basado en el
método de fusion binaria de Shan Yu, propuesto en un trabajo anterior. Los
resultados obtenidos muestran que al aplicar el método bayesiano de
segmentacién y clasificacién a una sola imagen, los resultados son buenos,
sin embargo existen algunos pixeles 6 grupos de pixeles aislados que no
aparecen al aplicar el método de recocido simulado. Por otro lado, las
regiones blancas son mejor detectadas por los resultados obtenidos por medio
del recocido simulado.

Al realizar la fusion de datos basada en la fusiéon binaria de Shan Yu y
comparar los resultados con las imagenes obtenidas de aplicar el método de
recocido simulado propuesto en esta tesis, las observaciones anteriores
fueron similares. Por medio de la fusién de datos basada en la fusidn binaria
de Shan Yu, se obtienen buenas segmentaciones, pero hay muchos pixeles
aislados y las regiones parecieran no estar bien definidas, ademas las
regiones blancas se detectan mejor por medio del método de fusion y
segmentacién de imagenes basado en MRF.

Como se puede observar, el método de fusién y segmentacion de
imagenes propuesto en este trabajo, proporciona mejoras con respecto a
otros algoritmos de segmentacién. Por esta razén, se puede decir que el
objetivo principal de esta tesis estd cumplido. Posteriormente se publicara un
articulo con base a los resultados obtenidos y se buscaran nuevas formas
para mejorar este algoritmo u otros métodos de segmentacion de imagenes.
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Anexo

1. Sobre la imagen a trabajar, se definen 3 ventanas que identifiquen a 3 clases
tipicas: la clase no urbana, la clase urbana con regiones opacas y la clase urbana con
regiones blancas de la escena.

METODO BAYESIANO DE CLASIFICACION

PRIMERA PARTE.

2. Sobre cada ventana se calcula la media m.

3. Se aproximan las probabilidades conjuntas del numerador de la regla de
Bayes mediante las funciones mostradas en la figura A, las cuales indican la

probabilidad condicional de que un pixel dado pertenezca a la clase o, .

Clase WO

|
|
[
[
} | | >
I : 255
| !
| |
| |
Clase W1 | |
|
| | :
& I | I
|
1] | | |
| : I I I
| [ I
| I I : |
| | |
| ' ' | |
| i i : >
0 [ | I m1 | 255
l— > I
| sf4| sf2 | sf4 | I
|
l————p i
s=mil-mo0 |
Clase W2 :
Fy |
|
L |
|
|
I
|
1
*
0 | m2 255

Fig. A Términos de probabilidad condicional P(x|®,)
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SEGUNDA PARTE: PRECLASIFICACION.

1. Se emplea la funcién discriminante de Bayes:
d, (x) = p(x] @) p(ey)
donde:

X es la imagen original
o, las clases con k=0,1,2...

p(w,) es la probabilidad a priori de la clase o,
p(x|w,) es la probabilidad condicional de x dado w, Yy
d, (x) = p(o, |X) representa la probabilidad a posteriori

2. Como no se conoce la probabilidad a priori p(®w,), se consideran
equiprobables a las probabilidades de ocurrencia de las clases p(w,).

3. Se analiza cada uno de los pixeles de la imagen X, clasificando a cada pixel
de acuerdo con los valores maximos de la probabilidad a: argmax| p(w | xX)].

TERCERA PARTE: CLASIFICACION BAYESIANA.

En esta etapa, se efectla nuevamente una segmentacién bayesiana. En este
caso, se utilizan las probabilidades a priori p(®,) actualizadas. Esta actualizacién, se

lleva a cabo dividiendo el nUmero de pixeles que pertenecen a una clase entre el total
de pixeles de la imagen.

Después de realizar la actualizacion de probabilidades, se clasifica cada uno de
los pixeles de la imagen utilizando la misma Funcién Bayesiana de la etapa anterior.

METODO DE FUSION MULTICLASES BASADA EN EL METODO DE FUSION
BINARIA PROPUESTO POR SHAN YU!6-1!

El método de fusidn multiclases basada en el método de fusidn binaria de Shan
Yu, fusiona imagenes provenientes de diferentes algoritmos. Para lograrlo, primero
estima la confiabilidad de estas imagenes mediante la obtencién de dos tipos de
error: un error local para cada pixel del resultado y un error global para el resultado
completo. Este ultimo error es simplemente la acumulacion del error local sobre
todas las regiones de la imagen. El error global determina si el resultado es
suficientemente bueno para ser usado en el proceso de fusidon, mientras que el error
local determina como debe tomarse en cuenta cada pixel dentro del proceso de
fusion, de esta manera, un pixel con un pequeifo error local tiene muy alta
confiabilidad y por lo tanto tiene mayor influencia en el proceso de fusion.
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o

La forma ideal de medir la calidad del resultado del anélisis de una imagen es
usando el campo de escena real. Sin embargo no siempre es posible, por lo cual se
puede utilizar la informacién extraida de mapas geograficos en lugar de la escena
real. La informacién de un mapa previamente simplificada y clasificada sélo da un
modelo aproximado de la escena, y por lo tanto la informacién que brinda es incierta
e imprecisa. Este factor debe tomarse en cuenta cuando dicho modelo se utiliza para
evaluar la confiabilidad de los resultados en el andlisis de imagenes.

Para realizar la clasificacion de una imagen, se debe suponer que el mapa se ha
registrado con la imagen y que:

s es un lugar o una regién de la imagen.
S denota a la imagen completa.
L= {Ii,ls i< N} denota un conjunto de clases o de regiones a segmentar.

“+M(s) es la clase que pertenece a la regidon s de acuerdo al mapa.
+I(s) es la clase de s obtenida por el resultado del analisis de imagen.

Suponiendo que M(s)=1I; y que I(s)=1,. El cambio de la region de clase I, (en el
mapa) a clase |; (en el resultado del analisis de la imagen) provoca un error llamado
riesgo: X,i’,j >0 (X,iv,j =0 si i=j). Este riesgo se estima usando la informacién del
mapa Yy usando el resultado del analisis de la imagen.

Cada una de las regiones de la imagen debe de relacionarse con su vecindario.
Supongamos que s’ es una region en la vecindad V, de la region s, y d(s, s’) la

distancia entre s y s’, entonces se calculan las siguientes medidas:

a(s) = ZV: dhzés)sl) ............................................................................... (A.1)
b(S) Z I(s) I .
ZG(s, ) (A.2)

donde 1, es el indicador de una funcion.

a(s) es el numero de regiones que existen en V_, y que son clasificadas como |,

en el mapa, su valor es inversamente proporcional a la distancia que tiene con
respecto a la region s.

b(s) representa el peso que el lugar s obtiene del resultado del analisis de la

imagen. El tamafio de la vecindad depende de la resolucién de la imagen. Si la
resolucién es alta el tamafio es grande.
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El error local E(s)del sitio s esta definido como:

Xli,lj

E(s):m,rzl

Como el resultado del analisis de la imagen y el mapa contienen imprecisiones y
errores, se considera que el mapa contiene informacion mas confiable que el
resultado del analisis de la imagen y esto se refleja en el coeficiente r.

El error global es la acumulacidon de las medidas de errores locales a través de
cada parte de la imagen y se define como:

PROCESO DE FUSION.

Una vez que se conoce el valor del error global del resultado del analisis de la
imagen, podemos decidir si este resultado es lo suficientemente bueno para ser
usado en el proceso de fusidén. Para hacerlo, simplemente se toman los mejores
resultados de todos los resultados disponibles.

Aunque un resultado seleccionado para ser usado en el proceso de fusién tiene
una confiabilidad alta, todas las regiones de este resultado no tienen la misma
confiabilidad. Por lo tanto, se calcula un coeficiente de confiabilidad para cada regidn
del resultado basandonos en el valor del error local del lugar:

C(s)=1-

donde el denominador es el valor normalizado de E(s), por lo tanto: 0<C(s) <1.

La decision de la clase final que le correspondera a cada region depende de la
acumulacién del coeficiente de confiabilidad del mismo lugar a través de todos los
resultados almacenados:

p
1(5) =argmax, ;| D Cy(SYLy (gt} +erreerreerremueareasiesieeiteeiteeite e e este e (A.6)
K=1

Donde 1,(s) significa que el resultado es usado como la k™ entrada al proceso
de fusién y C, (s) es el coeficiente de confiabilidad de la regidon s en este resultado.
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Para fusionar imagenes con dos clases aplicando el método descrito
anteriormente, se utilizan los siguientes parametros:

| ESQUEMA BINARIO.

0:0p=3
0:0r=2,
#X,, =20, X,, =1 X,, =0

donde p es el nUmero de imagenes.

Para entender mejor, como se aplica el método descrito, se presenta un ejemplo
en el cual, el tamafio de la vecindad es una ventana de 3x3 centrada en la regién
analizada.

Mapa Imagenl Imagen2 Imagen3
2 1 | 1 2 2 1 2 1 1 1 1 1
1 1 2 1 1 1 1 2
1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 2 2

La distancia de una regién s a la regidn s’ se calcula como:

1
a(s) =
d(s,s")
s’ S’ s’
p%d
S’ S—>S’
s’ S’ S’

Como se puede observar en la figura anterior, si s’ esta en direccion horizontal o
vertical con respecto a s, la distancia es uno, si esta en direccion diagonal, la

distancia es x/i.

De acuerdo a lo anterior, para la primera imagen:

1 2
as)= - =07071 y  b(s)=2+ ° —3.4142
2 A2
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Para obtener el valor de X, se considera que:

< X,, =20, es decir que si la region analizada en el mapa pertenece a la clase 1
i
y la region analizada en la imagen es de clase 2, entonces X=20.

<+ X, , =0, es decir que si la region analizada en el mapa pertenece a la misma
clase que la region analizada en la segunda imagen, entonces X=0.

< X, , =1, es decir que si la regién analizada en el mapa pertenece a la clase 2 y
ji
la region analizada en la imagen es de clase 1, entonces X=1.

En este caso X,, =20, ya que la region analizada en el mapa pertenece a la
i
clase 1 y la regiéon analizada en la imagen pertenece a la clase 2.

Por lo tanto, el error local es:

Xi 20
E()= = ~3.4314
ra+@+b) 2(0.7071) +1+3.4142
Y el coeficiente de confiabilidad es:
C(s) =1- E(S) _ 1- 3.4314 _ 0.8365
Zli,ljeLXIilj 20+1

Para la segunda imagen el calculo de los coeficientes es similar.

Una vez que se obtienen los coeficientes de confiabilidad se aplica la ecuacion
(A.6) para decidir a qué clase pertenece cada regién de la imagen.

p
I(s) = arg max lel ch (S)l{lk(s):li}
K=L

Con esta ecuacidn, se analiza la clase de la region estudiada, si dicha region
pertenece a la clase 1 su coeficiente de confiabilidad se coloca en 1,(s), si pertenece

a la clase 2, se coloca en 1,(s), este proceso se repite después para la segunda

imagen. Si tanto la regién analizada de la primera y segunda imagen pertenecen a la
misma clase sus coeficientes se suman.

148



Anexo

ESQUEMA MULTICLASES.

El método de fusidon multiclases, basado en el método de Shan YU para fusién
binaria, utiliza los mismos valores de las variables propuestas que se utilizan en el
caso binario, es decir:

0:0p=3
0:0r=2,
< thlj :201 le,l, =1 XII'Ii =0

donde p es el nUmero de imagenes.

Suponiendo que tanto el mapa burdo como las imagenes contienen 3 clases
diferentes: clase 0, 127 y 253. Basandose en la fusién binaria, de estas 3 clases se
generan 3 pares de clases a analizar las cuales son:

*» Oy 127
< Oy 253
<> 127 y 253

Para facilitar el andlisis, la clase 1 siempre serd el valor de nivel de gris mas
pequefio, es decir, 0 para los dos primeros pares de clases y 127 para el ultimo par,
con esta consideracidon, se calculan las a(s) y b(s) correspondientes y después se
obtiene X,i‘Ij , E(s), el coeficiente de confiabilidad para cada imagen y finalmente se

analiza cada pixel de cada imagen, si el pixel de una de las imagenes pertenece a la
clase uno, se multiplica al coeficiente de confiabilidad obtenido por uno y si no por
cero, de tal forma que los coeficientes de confiabilidad se vayan acumulando en
determinada clase para que al final, el pixel respectivo pertenezca a la clase que
tenga mayor acumulacién del coeficiente de confiabilidad.
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Glosario

Algoritmo de busqueda local (Local Search Algorithms — LSA). Este algoritmo
estd basado en la optimizacién paso a paso de la funcidn de costo al explorar las
vecindades de soluciones cercanas. El algoritmo de busqueda local esta relacionado
con el algoritmo de recocido simulado.

Ancho de banda. Es la longitud del rango de frecuencias en el que se concentra la
mayor parte de la potencia de la sefial. Se mide en Hz.

Autocorrelacion. Es la correlacion cruzada de la sefial consigo misma.

B

Banda espectral. Es una seleccion de longitudes de onda con comportamientos
electromagnéticos similares.

C

Configuracion. Es un conjunto especifico de etiquetas.
Correlacion. Es una medida de la similitud entre variables o funciones.

Covarianza. Representa la media del producto de las desviaciones de dos variables
con relacién a su media. La covarianza mide el grado en que dos variables aleatorias
se mueven en la misma direccidén o en direcciones opuestas la una respecto a la otra.
Si las dos variables aleatorias se mueven en la misma direccién, su covarianza es
positiva. En caso contrario, la covarianza es negativa.

D

Daub-4. Es una funcion wavelet cuyos filtros estan formados por 4 coeficientes.

Dependencia espacial. Es la practica de la teoria de las variables aleatorias
caracterizadas por el conjunto de valores que puede tomar y por su posicion en el
espacio.

Dipolo. Red con dos bornes. Cuando no poseen ninguna fuente de energia se llaman
pasivos, y en el caso contrario, activos.
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Glosario

Distorsion no lineal. En este tipo de distorsidn, la sefial de salida ya no es idéntica
a la de entrada, lo que origina armaénicos.

Distribucion de probabilidad. Una distribucién de probabilidad indica toda la gama
de valores que pueden representarse como resultado de un experimento.

E

Espacio de configuraciones (Q). Es cuando todos los sites tienen el mismo
conjunto de etiquetas de L.

Espectro. Diagrama o grafica de la intensidad de la luz como funciéon de la
frecuencia (o la longitud de onda).

Estocastico. (Del griego stokhastes = adivino) Esta palabra significa lo que estd
ligado al azar.

Eventos mutuamente excluyentes. Dos eventos son mutuamente excluyentes si
no pueden ocurrir simultdneamente, esto es, si y sdlo si su interseccion es vacia.

F

Ferromagnético. Es un fendémeno fisico en el que se produce ordenamiento
magnético en la misma direccion y sentido de todos los momentos magnéticos de
una muestra.

Frecuencia espacial. Es el nUmero de cambios que ocurren en el valor del pixel (o
brillo) por unidad de distancia para alguna region particular de la imagen. Las
frecuencias espaciales bajas estan asociadas a texturas suaves en la imagen y las
frecuencias espaciales altas estan asociadas a las texturas gruesas.

G

Grafo. Un grafo es un conjunto de objetos llamados vértices o nodos unidos por
enlaces llamados aristas o arcos, que permiten representar relaciones binarias entre
elementos de un conjunto.
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Glosario

Heuristico. Es la capacidad de un sistema para realizar innovaciones positivas
de forma inmediata para sus propdsitos.

v 4

Imagen estereografica. Es una imagen tridimensional.

Imagen no estacionaria. Es un sistema de texturas cuya orientacion y frecuencia
poseen propiedades no estacionarias, es decir, varian lentamente a lo largo de la
imagen. Un ejemplo de una imagen no estacionaria es una huella digital.

Isotropico. Es el material que posee las mismas propiedades fisicas en todas las
direcciones. También llamado isétropo.

L

Lattice. Para las imagenes digitales es la distribucion geométrica de los sites.
También se le conoce como malla o rejilla.

M

Mecanica Estadistica. Disciplina cientifica que pretende predecir las propiedades
macroscopicas de un sistema a partir de las propiedades moleculares.

Media. Es una medida de tendencia central. Se obtiene sumado todos los valores
muestrales y dividiendo por el tamafio muestral.

Metaheuristica. Es un método heuristico para resolver un tipo de problema
computacional general, usando parametros proporcionados por el usuario.

Muestreador. Es un mecanismo que entrega un tren de pulsos cuya amplitud
corresponde a los valores de la sefal andlogica a muestrear en el instante que se
produce el muestreo.
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Glosario

Optimizacion combinatoria. La optimizacidn combinatoria tiene como objetivo
encontrar un objeto matematico finito que maximice una funcidon especifica por el
usuario de la metaheuristica. Al objeto matematico se le llama estado, y al conjunto
de todos los estados candidatos se le llama espacio de busqueda.

Optimo local. El éptimo local es aquel que resulta de comparar entre si los valores
de la funcion objetivo en un subconjunto de las soluciones factibles limitado a un
entorno arbitrario de la solucion.

Optimo global. Si en la definiciéon de éptimo local, la comparacién se amplia a todos
los elementos del conjunto factible S entonces se tiene el concepto de 6ptimo
global.

P

Par estereoscolpico. Son dos fotografias idénticas, pero con una ligera variante en
el angulo horizontal que corresponde a la distancia que hay entre el ojo izquierdo y
derecho de una persona.

Pixel. Unidad minima o elemental percibida en una imagen digital, sobre la que se
registra la radiacion procedente del area del campo instantaneo de vista.

Probabilidad condicional. Si Ay B son dos eventos en S, la probabilidad de que

ocurra A dado que ocurrié el evento B es la probabilidad condicional de A dado B,
y se denota p(A|B). La probabilidad condicional por definicion es:

_ P(AnB)
P(A[B) = 0@ dado P(B) > 0.

Probabilidad conjunta. Es la probabilidad de que se presenten dos o mas eventos
simultdneamente o en sucesién.

Procesamiento de imagenes. Es el conjunto de técnicas que se aplican a las
imagenes digitales con el fin facilitar la busqueda de informacién en la imagen 6 de
mejorar su calidad.

Proceso estocastico. Es un proceso aleatorio que evoluciona en funciéon de otra
variable, generalmente el tiempo.
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Glosario

Relaciones contextuales. Sirven para entender el significado de algunos textos.

Resolucién. Expresa el numero de pixeles que forman una imagen de mapa de bits.
La calidad de una imagen, depende de la resolucién del dispositivo que la capta.

S

Sesgo. Es una medida estadistica que describe la simetria de la distribucién
alrededor de un promedio.

Site. Es un pixel de una imagen al cual se le asigna una etiqueta.

T

Teorema de la multiplicacion para probabilidad condicional. Se define como:
p(ANE)=p(E)P(A|E), donde: p(AnE) es la probabilidad de que ocurran Ay E,

P(E) es la probabilidad de que ocurra E, p(A|E) es la probabilidad de que ocurra el
evento A dado que el evento E ya ocurrio.

Termodinamica estadistica. Parte de la Mecanica Estadistica que estudia los
sistemas en equilibrio.

Texel (texture element 6 texture pixel). Es la unidad minima de una textura
aplicada a una superficie usada en graficos por computador.

Topologia. Es la disposicion fisica en la que se conectan los nodos de una red.

rV

Varianza. Caracteristica de una muestra o poblacidon que cuantifica su dispersién o
variabilidad. Su raiz cuadrada positiva es la desviacidén estandar.
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