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RESUMEN

Se presenta un estudio acerca de algunas propiedades de transporte en redes
de mundo pequeno y de libre escala. En particular, se comparan dos tipos de
transporte sin friccion (flujo maximo) y con fricciéon (caso eléctrico). En redes
basadas en el modelo de Watts-Strogatz, se encuentra que para
configuraciones de mundo pequeno, ambas formas de transporte presentan
valores altos tanto a nivel local como global. Por otra parte, analizamos el
transporte en redes de libre escala basadas en el modelo de Barabasi-Albert,
considerando tendencias en los apareamientos entre nodos, esto es,
privilegiando que nodos de alto grado se conecten entre si, o bien, que la
conexion sea entre nodos de alto grado y nodos de bajo grado. Se calcula la
conductancia Gy el flujo maximo F entre todos los posibles pares de nodos de
una red libre de escala con apareamiento minimo, aleatorio y maximo. Se
construyen las distribuciones acumulativas para representar las
probabilidades de tener una conductancia G mayor que un valor dado. Para el
caso eléctrico, se observan importantes diferencias entre las distribuciones
que corresponden a los tres niveles de apareamiento. Ademas, se analiza el
efecto del grado minimo y la ruta mas corta entre el par de nodos origen y
destino sobre la conductancia y el flujo, se encuentran importantes diferencias
entre estos dos tipos de transporte.

ABSTRACT

We present a study of some transport properties in small-world and scale-free
networks. In particular, we compared two types of transport frictionless (max-
flow) and friction (electric). We found that based on the model of Watts-
Strogatz to configurations of small-world networks, both forms of transport
present high values both to local and global level. Furthermore, we analyze
scale-free networks based on the model of Barabasi-Albert, with assortative or
dissortative topology, i.e., the tendency of nodes with high degree to be
connected between, or when the connection is between high degree nodes and
low degree nodes. We calculate conductances G and max-flow F between all
possible pairs of nodes, to assortative or dissortative levels scale-free network.
The cumulative distributions are to represent the probability of having a
conductance G greater than a given value. In electric case, we note important
differences between cumulative distributions that correspond to assortative or
dissortative levels. Besides, we analyze the effect of the minimum degree and
the shortest path between the pair of nodes origin and destination on the
conductance and flow; we found important differences between these two
types of transport.
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INTRODUCCION

Muchos sistemas fisicos, biolégicos y sociales pueden ser representados
mediante redes complejas, formados por un conjunto de componentes (nodos)
y una relacion especifica entre ellos (arcos) [Newman, 2003; Albert y Barabasi,
2002; Dorogovtsev y Mendes, 2003]. El estudio de estos sistemas se ha
incrementado en anos recientes desde distintas areas de la ciencia, por lo cual
se han establecido medidas para entenderlos y clasificarlos bajo distintas
condiciones, que permitan comprender su operacion y organizacion.

Por otro lado, la Investigacion de Operaciones es una ciencia que combina
herramientas matematicas con la toma de decisiones. La forma estandar de
trabajo es aplicar la metodologia a problemas, a fin de encontrar la mejor
opcion para resolverlos. En el area de redes, usualmente se trabaja con redes
estaticas, o se plantea el problema definiendo la red en cuestion en un
momento determinado. Después, se aplican algoritmos especificos para
resolver el problema y con la solucion se buscan las mejores decisiones.
Resulta interesante la relacion que puede generarse entre la Investigacion de
Operaciones con el estudio de las redes complejas, es decir, la representacion
de sistemas reales modelados mediante redes complejas y la aplicacion de las
técnicas de la Investigacion de Operaciones. Esto se debe a que, existen
caracteristicas definidas correspondientes a las redes complejas, que permiten
avanzar en el conocimiento del comportamiento, funcionamiento y estructura
de la red. Lo anterior puede proporcionar informacion muy util, que
usualmente no se considera con las técnicas tradicionales de la Investigacion
de Operaciones, de tal manera que puedan generarse bases mas completas
para la toma de decisiones.

En general, la estructura de una red puede entenderse mediante la llamada
distribucion de grado. El grado de un nodo consiste en la cantidad de arcos
incidentes en €l, entonces, la distribucion de grado permite identificar la red,
es decir, si se grafican las frecuencias contra el grado se obtiene la
distribucion caracteristica de la red. Asi, en el caso de una red aleatoria se
tiene una distribucion de tipo Poisson para redes grandes, en cambio para
una red libre de escala en un plano log-log, los datos se ajustan a una linea
recta. Lo anterior se debe a que en las redes aleatorias se tiene una
conectividad promedio, a diferencia de las redes libres de escala, que
presentan algunos nodos altamente conectados (hubs) [Erddés y Rényi, 1960;
Watts y Strogatz, 1998; Barabasi y Albert, 1999]. En el caso de las redes libres
de escala, la conectividad permite hacer otra clasificacion llamada
apareamiento de nodos. Esto es, cuando se conectan hubs con hubs se tiene
un apareamiento positivo, en cambio si se conectan hubs con nodos de bajo
grado se tiene un apareamiento negativo [Newman, 2002 y 2003b].

Existen otras medidas que también son utilizadas para entender el
comportamiento de una red, como son la llamada ruta mas corta, definida
como la distancia minima entre el nodo A y el nodo B; y el coeficiente de
aglomerado (clustering), que consiste en el cociente promedio entre los vecinos
del nodo A y el numero maximo de enlaces entre los vecinos del mismo nodo
[Albert y Barabasi, 2002]. Estudios recientes de las propiedades de transporte



en redes complejas, han revelado que las redes libres de escala presentan
mejores condiciones de transporte que las redes aleatorias, debido a la
presencia de hubs [Lopez et al., 2005a; Lopez et al., 2006; Carmi et al., 2008].

El transporte en una red consiste en el envio de una entidad desde un nodo
llamado origen o fuente, a otro nodo llamado destino o sumidero. El caso que
no considera friccion, puede ser planteado como un problema de flujo
maximo, y el objetivo consiste en enviar la mayor cantidad de flujo posible del
origen al destino, sin importar la longitud de las rutas. Se han estudiado
propiedades de transporte en redes aleatorias y libres de escala
suficientemente densas, y se establecié que el flujo maximo dentro de la red
esta determinado por el minimo grado entre el nodo origen y el destino [Lopez
et al.,, 2006; Carmi et al, 2008]. Por otra parte, cuando se involucra la
presencia de friccion como en muchas situaciones reales, el problema puede
modelarse mediante analogias con sistemas eléctricos, esto es, al nodo origen
es asignado un potencial unitario mientras al nodo destino se asigna un
potencial cero. Mediante leyes de conservacion de carga, es posible estimar el
flujo de corriente que puede ser enviado de la fuente al destino. Estudios
recientes han mostrado que para el caso eléctrico, también son mejores las
propiedades de transporte en redes libres de escala en comparacion con redes
aleatorias [Lopez et al., 2005a; Lopez et al., 2006; Carmi et al., 2008].

El transporte y sus propiedades han sido estudiados en redes complejas,
encontrando que las redes libres de escala presentan mejores condiciones de
transporte, debido a la presencia de nodos altamente conectados (hubs), los
cuales dominan la red, a diferencia de las redes aleatorias, las cuales carecen
de hubs. En general, el conocimiento mas detallado de las caracteristicas y
funcionamiento de las redes, se traduce en herramientas utiles para el disefio
o mejoramiento de una red. En particular, en sistemas que puedan ser
modelados mediante redes complejas, como por ejemplo, redes tecnologicas,
de energia eléctrica, de transporte, de distribucion.

Con base en lo anterior, la aportacion que se pretende con esta investigacion
es, conocer como la estructura de la red es determinante en la optimizacion
del envio de flujo dentro de la red. Esto es, en este trabajo se comparan el
comportamiento del flujo sin y con friccion, modelando asi, distintas formas de
transporte. Las estructuras consideradas son representativas de redes del
mundo real como son, redes de mundo pequeno, y redes de libre escala con
tendencias en el apareamiento de nodos. Por supuesto, el estudio de distintas
formas de flujo en redes con estructuras diversas, permite conocer de una
manera mas amplia el transporte en muchas situaciones reales. De manera
especifica, los resultados obtenidos pueden verse aplicados en el mejoramiento
de una red, por ejemplo, una red de telefonia es una red tecnologica, por lo
que puede ser modelada por una red libre de escala con apareamiento de
nodos negativo. En este caso, los nodos representan las centrales de
distribucion de llamadas, los arcos el cableado, y el flujo enviado a través de la
red son las llamadas telefénicas. Para las empresas prestadoras de este
servicio, resulta basico conocer la capacidad de flujo que pueda enviarse, a fin
de otorgar un mejor servicio e incrementar la clientela. También, es
indispensable conocer las opciones para mejorar la red, es decir, qué nodos
deben conectarse con cableado nuevo. El objetivo principal es poder establecer
cuales configuraciones presentan mejores condiciones para el transporte,
considerando la estructura como un factor determinante.



El presente trabajo esta organizado en cuatro secciones. En el capitulo 1, se
explica el problema planteado y por qué se realiza. El capitulo 2, explica el
Marco Teodrico necesario para la comprension de este trabajo, como por
ejemplo los modelos de redes complejas; asi como el Estado del Arte. La
metodologia seguida y los resultados obtenidos se desarrollan en el capitulo 3.
Finalmente, se presentan las conclusiones y algunas extensiones posibles.



CaAariTuLO 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Existe una gran cantidad de sistemas reales formados por componentes que
estan relacionados de alguna forma, los cuales pueden ser modelados
mediante redes complejas, permitiendo el estudio del comportamiento de
funciones especificas. La manera en que estan relacionados puede tener un
gran efecto en el comportamiento del sistema. Dentro de dichos sistemas,
enviar entidades desde un origen a un destino es un problema comun,
conocido como transporte. Asi, estudiar propiedades de transporte es
importante en parte, debido a la cantidad de problemas reales involucrados,
por ejemplo, el envio de informacion como sucede en la World Wide Web, o en
general, el envio de productos desde un punto especifico a otro dentro de una
red.

En forma general, el transporte puede considerarse sin friccion y con friccion.
En el primer caso, la modelacion mediante flujo maximo representa una
situacion ideal, esto es, la red sirve como conductora en el envio de flujo y la
cantidad enviada unicamente se limita por la capacidad en los arcos. En el
caso con friccion, como sucede en muchas situaciones reales, por ejemplo
redes de energia eléctrica o de telefonia, la modelacion puede ser con analogias
de sistemas eléctricos, donde por efectos disipativos, si se afecta la cantidad
enviada del origen al destino.

Por otra parte, se han realizado estudios sobre propiedades de transporte sin y
con friccion, en redes aleatorias y libres de escala. En estos trabajos se
determino que las redes libres de escala presentan mejores condiciones para el
transporte debido a la presencia de hubs [Lopez et al., 2005a; Lopez et al.,
2006; Carmi et al., 2007; Carmi et al., 2008]. De manera especifica, los
resultados indican que el flujo maximo esta determinado por el grado minimo
de los nodos origen y destino. Para el caso eléctrico, las conductancias son
aproximadas por cl,k;/ (k .tk ) donde ka y kg son el grado del nodo origen

y destino, respectivamente, y ¢ es un parametro que depende de la estructura
de la red. Una caracteristica importante considerada en dichos estudios es, la
estructura de las redes, las cuales fueron suficientemente densas, de tal
manera que la red sirve como buena conductora de flujo, y las limitaciones se
encuentran en los nodos origen y destino. Cabe resaltar que las propiedades
de transporte, como se ha observado en los estudios, depende de la estructura
de la red.

Ahora bien, como sabemos las redes reales no siempre presentan estructuras
suficientemente densas, o incluso, construirlas puede ser muy costoso,
razones por las cuales se debe conocer el comportamiento del flujo dentro de
la red, cuando ésta tiene diferentes estructuras. Entonces, podemos
preguntarnos ¢qué sucede si la red no es suficientemente densa como muchas
redes reales? ¢Qué tanto afecta la capacidad de transporte si se modifica la
estructura? ;Qué tanto puede afectarse la capacidad con y sin friccion?



¢;Cuanto difiere la capacidad entre redes de mundo pequeno y de libre escala?
Estas preguntas nos llevan a la importancia de estudiar el flujo en redes
complejas con caracteristicas especificas, a fin de conocer mejor algunas
propiedades de transporte en condiciones reales.

Para contestar las preguntas anteriores, en este trabajo hemos considerado
modelos de redes del mundo real. El primer modelo es el llamado de mundo
pequeno, el cual ha sido observado en redes que presentan a nivel global baja
distancia media y a nivel local alto clustering, por ejemplo en redes sociales
[Watts y Strogatz, 1998]. El segundo modelo es el llamado de libre escala,
caracterizado por la presencia de hubs [Barabasi y Albert, 1999], donde
ademas hemos considerado tendencias en el apareamiento de los nodos, es
decir, el apareamiento positivo conecta hubs con hubs, en cambio en el
negativo la conexion es entre hubs y nodos de bajo grado. En redes reales ha
sido observado el apareamiento positivo en redes sociales [Newman, 2002 y
2003], y el apareamiento negativo en redes biologicas y tecnologicas [Pastor-
Satorras et al., 2001; Maslov y Sneppen, 2002].

Por lo tanto, en este trabajo hemos considerado estructuras representativas de
sistemas reales, sin ser redes suficientemente densas. El modelo de mundo
pequeno nos permite conocer propiedades de transporte a nivel local y global,
siendo concordantes con las caracteristicas mas importantes del modelo, es
decir, baja distancia media (global) y alto clustering (local). Para el caso de
redes de libre escala, la estructura se manipula con tendencias en el
apareamiento de nodos, como ha sido encontrado en redes reales, permitiendo
conocer caracteristicas del transporte en estructuras mas detalladas. La
modificacion de las estructuras es esencial para el objetivo principal de este
trabajo, el cual consiste en establecer cuales configuraciones presentan
mejores condiciones para el transporte sin y con friccion.

Con base en lo anterior, podemos definir el problema planteado en este
trabajo. Esto es, conocer mas detalladamente algunas propiedades de
transporte sin y con friccion, en sistemas reales que puedan ser modelados
mediante redes complejas, con las distintas estructuras consideradas. A fin de
resolver este problema, se generan redes de mundo pequeno, se calcula el flujo
maximo y las conductancias a nivel local y global. También, se generan redes
de libre escala con tendencias en el apareamiento de nodos, y se calcula el
flujo maximo y las conductancias. Los resultados nos permitiran conocer si la
capacidad del transporte es afectada por las caracteristicas especificas de las
redes generadas con ambos modelos; asi mismo, cuales configuraciones son
mejores conductoras del flujo sin y con friccion.



CaAriTULO 2

MARCO TEORICO Y ESTADO DEL ARTE

1. INTRODUCCION

La teoria de graficas tiene sus inicios con el problema de los puentes de
Konigsberg, Prusia (actualmente Kaliningrado, Rusia). El problema consistia
en realizar un paseo recorriendo los siete puentes exactamente una vez. El
matematico Leonard Euler, dio solucion al problema en 1736 y lo mas
importante, logro la representacion grafica de una red mediante nodos y arcos.
Sin embargo, seria hasta el siglo XX en la década de 1950, el inicio del estudio
de las redes de gran escala, llamadas redes complejas. Parte de la motivacion
para el estudio de dichas redes fue, primero que las redes no eran estaticas
sino que evolucionaban a través del tiempo. Y segundo, las redes podian
también verse como objetos estocasticos asi, sus propiedades podian pensarse
en términos de distribuciones probabilisticas.

Las redes complejas se describieron originalmente como graficas aleatorias.
Fueron introducidas por primera vez en 1951 por Ray Solomonoff y Anatol
Rapoport. La aportacion mas importante fue que conforme se incrementaban
los arcos, la grafica cambiaba de un conjunto de nodos desconectados a una
grafica que contenia a la mayoria de los nodos, es decir, en términos actuales
forma un componente gigante [Solomonoff y Rapoport, 1951]. De manera
independiente, las graficas aleatorias fueron estudiadas por los matematicos
hungaros Paul Erdés y Alfréd Rényi, quienes en 1959 introdujeron el modelo
de graficas aleatorias. En total publicaron una serie de ocho articulos entre
1959 y 1968, dando el origen formal del estudio de las redes complejas.
Especificamente en 1960, probaron que en el momento de la formacion del
componente gigante o fase de transicion, emergen muchas propiedades de las
graficas [Erdés y Rényi, 1960].

El modelo de graficas aleatorias de Erdés y Rényi inicia con un nimero de N
nodos, los cuales se van conectando con una probabilidad p. A medida que la
probabilidad se incrementa, la estructura de la red va cambiando, esto es,
empieza la formacion de arboles, después de ciclos y puede llegar a formar
una red completa. Este modelo produce redes con una conectividad media,
para redes grandes la distribucion de grado es poissoniana. La distancia
media [, entre todo par de nodos, tiende a | ~ log N; y el coeficiente de
clustering, tiende a C ~ k/N, donde k es el grado promedio de los nodos.

Por otra parte, el estudio de las redes sociales a finales de la década de 1960,
motivo el concepto de mundo pequeno [Travers y Milgram, 1969]. El
experimento de Milgram consistio en seleccionar un grupo de individuos, a los
cuales se les envié una carta de instrucciones, pidiéndoles contactar a una
persona especifica. Los participantes debian conocer a la persona de forma
directa para enviarle la carta, si esto no ocurria, entonces debian buscar un
destinatario que si conocieran y pensaran que podia conocer a la persona
destino. Ademas, debian enviar una carta a Travers y Milgram, a fin de que



ellos pudieran reconstruir la ruta. Las personas reclutadas fueron 296, 196 de
Omaha, Nebraska y 100 de Boston, Massachusetts, y la persona destino se
encontraba en Sharon, Massachusetts. Los resultados fueron: 64 de las 296
personas lograron una ruta con éxito (29% de las que la iniciaron). El nimero
promedio de intermediarios entre el origen y el destino fue de 5.2; este
resultado motivo la popular frase de seis grados de separacion.

El concepto de mundo pequeno trata de que la mayoria de los nodos de una
red, estén conectados por una ruta corta. Otro concepto importante con origen
en redes sociales es el clustering, es decir, si dos personas Ay B se conocen y
B conoce a C, entonces existe una alta probabilidad que A y C se conozcan.
Ambos conceptos motivaron los estudios de Duncan Watts y Steven Strogatz,
quienes en 1998 introdujeron el modelo de red de mundo pequeno [Watts y
Strogatz, 1998]. El modelo de mundo pequeno consiste en la interpolacion de
una red regular y una red aleatoria. EIl procedimiento inicia con un anillo de N
nodos conectados con sus primeros k-vecinos, y con una probabilidad de
reconexion p se realiza un proceso de recableado, evitando la duplicacion y los
rizos. La conectividad de la red caracterizada por un valor medio, y la
distribucion de grado es poissoniana para redes grandes. Las caracteristicas
mas representativas para este modelo son: altos valores de clustering como
propiedad local; y baja distancia media como propiedad global [ ~ log N.

Sin embargo, en el modelo original de Watts-Strogatz, durante el proceso de
reconexion de arcos existe la posibilidad de separar la grafica original, esto se
debe a que unicamente se reconecta el extremo de los arcos, de tal manera
que se pueden obtener subgraficas en vez de obtener una grafica del tipo de
mundo pequeno [Newman 2003]. Una variante de este modelo fue propuesto
por Newman y Watts, en la cual consideran arcos extra anadidos de forma
aleatoria sin mover los arcos originales, con esta modificacion se elimina la
posibilidad de tener subgraficas [Newman y Watts, 1999].

Posteriormente, Albert-Laszlo Barabasi y Réka Albert buscando representar
redes reales, consideraron la dinamica en el crecimiento de una red. Con esta
base establecieron la llamada preferencia de enlace, que consiste en anadir un
nodo nuevo a la red con m-arcos y conectarlos a los nodos existentes
dependiendo del grado de dichos nodos. De esta manera, la distribucion de

grado de la red que emerge, es tipo ley de potencia P(k) ~ k ’. Este modelo
genera redes de libre escala y fue introducido en 1999 [Barabasi y Albert,
1999].

Tanto la distribucion tipo ley de potencia como la preferencia de enlace, tienen
sus origenes en 1965. Derek de Solla Price estudio redes con este tipo de
distribucion y llamé ventaja acumulativa a la hoy conocida preferencia de
enlace [Price, 1965]. Las redes libres de escala presentan algunos nodos
altamente conectados (hubs), y la mayoria de los nodos con pocos enlaces.
Ademas, la distancia media es ultra pequena [ ~ loglog N. Una desventaja del
modelo de Barabasi-Albert es la generacion de exponente fijo para la
distribucion, esto es, las redes tienen exponente o = 3. En 2000, Albert y
Barabasi introdujeron una modificacion al algoritmo para generar redes con
exponente a ¢ [2, ) [Albert y Barabasi, 2000].

Con respecto a la conectividad, esta permite hacer clasificaciones mas
especificas en una red. En particular, las redes libres de escala pueden ser
clasificadas mediante el apareamiento de nodos. Esto es, cuando hubs se
enlazan con hubs, el apareamiento de nodos es positivo (assortative); cuando



hubs se conectan con nodos de bajo grado, es negativo (dissortative). Por
ultimo, cuando no es posible identificar una tendencia, el apareamiento es
cero y la red se considera neutral [Newman, 2002 y 2003]. Estudios realizados
han encontrado que las redes tecnologicas y biologicas, presentan
apareamiento de nodos negativo [Pastor-Satorras et al., 2001; Maslov y
Sneppen, 2002]; en cambio en las redes sociales es positivo [Newman, 2002 y
2003].

A continuacion se explican los modelos de redes complejas (aleatorias, de
mundo pequeno y de libre escala), asi como los conceptos teodricos
importantes para el desarrollo de este trabajo.

2. MODELOS DE REDES COMPLEJAS

Una red esta compuesta por un conjunto de nodos (o vértices) N;, No, ..., Nk y
un conjunto de arcos (o aristas o enlaces) ji, j2, ..., jm, que representan la
relacion entre los nodos. En muchos casos la relacion tiene una ponderacion
llamada costo. El grado de un nodo k;, es el nimero de arcos incidentes en el
nodo. Una red puede ser dirigida, es decir, los arcos tienen una direccion
especifica. En este caso puede diferenciarse entre grado interior, arcos que
entran al nodo; y grado exterior, arcos que salen del nodo. Cuando la red es
no dirigida, no puede hacerse una separacion de los grados, y se refiere
unicamente al grado del nodo.

La relacion nodo-nodo puede representarse de forma matricial con la llamada
matriz de adyacencia A;, donde la entrada a; vale 1 cuando existe un arco que
une al nodo i con el nodo j, y O en otro caso. Entonces, el grado de un nodo se
calcula:

N
I =Y Ay (1)
j=1
donde N es el niumero de nodos.

Por otra parte, la distribuciéon de grado P(k), donde k es el grado, es una de las
propiedades mas importantes para definir la estructura de una red. Para una
red no dirigida se define pr como la probabilidad de que un nodo elegido
aleatoriamente en la red tenga grado k, y la distribucion de grado es el
histograma de los grados de los nodos. Esto es, si se grafican las frecuencias
contra el grado, la distribucion obtenida muestra informaciéon acerca de céomo
estan distribuidos los enlaces. Sin embargo, la distribucion de grado no
proporciona informaciéon completa sobre la estructura de la red considerando
unicamente el grado. Es decir, si el histograma es sesgado hacia la derecha, se
sabe que pocos nodos tienen alta conectividad llamados hubs, pero no puede
conocerse mas informacion sobre la estructura de la red (ver seccion 4.
Estructura en funciéon de la conectividad. Correlaciones nodo-nodo). En este
caso, el histograma puede realizarse con escalas logaritmicas en ambos ejes,
de tal manera que puede observarse la distribucion de grado como una linea
recta. Entonces, el logaritmo de la distribucion de grado pix es una funcion
lineal del grado:
Inp, =-alnk +C (2)

donde a y C son constantes (el signo menos es conveniente debido a que la
inclinacion de la recta es negativa). Si se considera la exponencial en ambos
lados, se tiene:



p. =Ck™ (3)

donde C =e€ es constante. Las distribuciones con esta forma varian como
una potencia de k y son llamadas ley de potencia [Newman, 2010]. La
representacion de los grados también puede hacerse mediante la funcion de
distribucion acumulativa, definida por:

B, = z Pr (4)
ik

esto es, la probabilidad de que el grado es mayor o igual a k. Esta grafica tiene
la ventaja de contener todos los datos originales de la red [Newman, 2003b].
Cuando la distribucion de grado sigue una ley de potencia, entonces:

Pk - zk,—a - k—(a—l) (5)

Ic'=k
Es decir, P ~ el t)

Por otra parte, existen varias medidas importantes que caracterizan una red
compleja como son la ruta mds corta dj, que consiste en la distancia minima
entre el nodo iy el nodo j, la cual en redes dirigidas no necesariamente es
igual d;j # dj. También la distancia media |, que permite conocer la
navegabilidad de la red, y se calcula:

l:;Zd“

; . 6)
5N(N +1) izj

donde N es el niumero de nodos.

Otra medida utilizada es el coeficiente de aglomeracion C (clustering), y se
refiere al cociente entre el niumero de arcos entre los vecinos del nodo i, y el
numero maximo de los posibles arcos entre los vecinos del nodo i El
clustering indica la tendencia dentro de la red de formar triangulos. Se
calcula:

O B0y L) @

donde, E; es el numero de arcos entre los vecinos del nodo i, y ki(k-1)/2 es el
numero maximo de los posibles arcos entre los vecinos del nodo i. Cuando C =
0 los nodos son aislados, esto es, no estan enlazados por ningun arco. De
forma opuesta si C = 1, indica el valor maximo, donde todos los nodos pueden
estar unidos por un arco directo.

2.1. Redes aleatorias

A finales de la década de 1950 y principios de la década de 1960, Paul Erdés y
Alfréd Rényi introdujeron el modelo de redes aleatorias, llamandolas grdficas
aleatorias [Erdés y Rényi, 1960]. El modelo se basa en un proceso de
evolucion. Inicia con un numero N de nodos aislados y los conecta con una
probabilidad p. Conforme se incrementa p se tiene la presencia de arboles,
después de ciclos, hasta obtener una grafica completa con un numero de
arcos n = N ( N -1)/2 cuando p — 1. Esto significa que la estructura de la
grafica varia dependiendo de la probabilidad de conexién. Para valores bajos
de p se tienen componentes aislados (clusters), y para valores grandes se
forma un componente gigante, es decir, la mayoria de los nodos estan
conectados. Lo anterior es una de las propiedades mas importantes



demostradas por Paul Erdés y Alfréd Rényi, la llamada fase de transicion, esto
es, el momento en que la mayoria de los componentes o subgraficas estan

conectados, y se tiene una grafica donde cada par de nodos estan conectados
por alguna ruta.

Por otra parte, este tipo de graficas tienen la caracteristica de una
conectividad promedio, esto significa que la mayoria de los nodos tienen el
mismo grado. Por esta razon la distribucion de grado para n grande es tipo
Poisson. Esto puede observarse en la figura 1.

Rix“\\/j, /k\

FIGURA 1. RED ALEATORIA Y DISTRIBUCION DE GRADO.
FUENTE: BARABASI Y OLTVAI (2004).

Otra caracteristica importante es la baja distancia media, teniendo un valor
aproximado de I~log N / log <k>, donde N es el numero de nodos, y <k> el
grado promedio de la red. En contraste, el clustering no presenta un valor
aceptable teniendo valores bajos C = <k> / N.

2.2. Redes de mundo pequeiio

El concepto de mundo pequeno se refiere a que la mayoria de los nodos estan
conectados por una ruta corta, la cual se incrementa de forma logaritmica con
el namero de nodos de la red, l~log N. Esta caracteristica llamada de mundo
pequeno, ha sido encontrada en algunas redes biologicas y sociales. Cabe
mencionar que las redes aleatorias presentan esta caracteristica, por lo que
son también de mundo pequeno. Por otra parte, el concepto de clustering
significa que si dos nodos estan conectados directamente, existe una alta
probabilidad de que, si tienen otro nodo en comun también esté conectado a
ambos nodos. El modelo de redes de mundo pequeno introducido por Watts y
Strogatz en 1998, combina ambas caracteristicas [Watts y Strogatz, 1998].

El procedimiento para este modelo consiste en iniciar con un anillo de N nodos
donde cada nodo se conecta con sus primeros k-vecinos, de esta manera se
obtiene una red regular conectada. Las redes regulares son un modelo simple
para describir la relacion entre nodos, debido a que todos los nodos tienen el
mismo grado. Entonces, se inicia con una red k-regular, y aleatoriamente se
reconecta una fraccion de nodos con una probabilidad p, evitando la
duplicacion de arcos y la formacion de rizos. De esta manera, son creados
atajos entre nodos distantes. Ademas, los nodos presentan una conectividad

promedio, de tal manera que la distribucion de grado para N grande es
poissoniana.



Por lo tanto, el modelo de mundo pequeno interpola entre una red regular y
una red aleatoria, como puede observarse en la figura 2. Para los valores
intermedios de la probabilidad p de reconexion, se observa que para una
configuracion intermedia el llamado coeficiente de aglomeracion es alto,
mientras la distancia media entre nodos es pequena (Watts y Strogatz, 1998).
Este tipo de configuracion ha sido encontrado en redes del mundo real, por
ejemplo en redes sociales.

Regular Smali-world

p=0 >
Increasing randomness
FIGURA 2. LA INTERPOLACION ENTRE UNA RED REGULAR Y UNA RED ALEATORIA
ORIGINA UNA RED DE MUNDO PEQUENO.
FUENTE: WATTS Y STROGATZ (1998).

De manera especifica, el modelo de mundo pequeno presenta como propiedad
global baja distancia media, que para este tipo de redes se ha encontrado que
es aproximadamente I~log N; y como propiedad local un nivel alto de
clustering. Estas propiedades pueden observarse en la figura 3.
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FIGURA 3. EN UNA RED DE MUNDO PEQUENO LA PROPIEDAD LOCAL ES ALTO
CLUSTERING C(P) / C(0), REPRESENTADO POR O; Y LA PROPIEDAD GLOBAL ES
BAJA DISTANCIA MEDIA L(P) / L(0O), REPRESENTADO POR °.

FUENTE: WATTS Y STROGATZ (1998).



2.3. Redes libres de escala

El modelo de redes libres de escala introducido por Barabasi y Albert en 1999,
se basa en la propiedad de muchas redes reales con crecimiento dinamico
[Barabasi y Albert, 1999]. Es decir, la red no es estatica sino que crece de
forma continua en el transcurso del tiempo, asi se anaden nodos y arcos
gradualmente. Por otra parte, la llamada preferencia de enlace, relativa a la
decision para anadir nuevos nodos y arcos, se refiere a la manera en que los
nodos existentes de la red ganan nuevos arcos dependiendo del grado que
tienen dichos nodos. Este tipo de red ha sido encontrado en redes biologicas,
metabolicas, de regulacion genética y en redes tecnoldgicas como la World

Wide Web (WWW).

Entonces, el modelo consiste en el crecimiento de la red anadiendo un soélo
nodo cada vez, con m arcos conectados a dicho nodo. El otro extremo del arco
se conecta a un nodo ya existente, escogido de forma aleatoria, con
probabilidad proporcional a su grado:

I(k;) = ki

2.k
J

donde k; es el grado del nodo i. I1(ki) es la preferencia de enlace.

(8)

Este tipo de procedimiento genera redes con una distribucion de grado tipo ley

de potencia Pll)~k", donde « es el exponente del grado. Este tipo de
distribucion indica que las redes libres de escala tienen pocos nodos
altamente conectados (hubs), y la mayoria de los nodos tienen pocos enlaces.
Ademas, las redes generadas con el modelo de Barabasi y Albert son no
dirigidas. Con respecto al concepto de mundo pequeno, las redes libres de
escala se consideran redes ultra pequenas, por lo que la distancia media es
aproximadamente I~loglog N.

En la figura 3, se observa una red libre de escala con la caracteristica de
nodos altamente conectados, dominando la red. Por otra parte, al graficar las
frecuencias para la distribuciéon de grado P (k), los datos se ajustan por una
linea recta en el plano log-log.
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FIGURA 3. RED LIBRE DE ESCALA Y DISTRIBUCION DE GRADO. PUEDE
OBSERVARSE LA COEXISTENCIA DE ALGUNOS HUBS CON NODOS DE BAJO GRADO.
FUENTE: BARABASI Y OLTVAI (2004).



3. ROBUSTEZ

Una red se forma por un conjunto de componentes, cuando la mayoria se
encuentran conectados se tiene un componente gigante. Dicho componente
puede afectarse ante circunstancias internas o externas. La robustez es un
indicador para medir la habilidad de muchos sistemas complejos ante
determinados eventos externos o internos, de conservar un comportamiento
relativamente normal. Esto es, la capacidad de la red de mantener el
componente gigante.

Existen dos tipos de perturbaciones, la primera es interna referente a fallas
que pudieran presentarse dentro de la red, posiblemente debido a un
problema interno. Esta forma se conoce como error, y puede representarse
como la remociéon de una fraccion de nodos de forma aleatoria. La segunda
conocida como ataque, consiste en la eliminacién intencional de una fraccion
de nodos. En este caso el evento ocurre desde el exterior de la red.

El dano provocado en la red se mide por el tamarno del componente gigante, es
decir, si el componente no disminuye de forma significativa se dice que el dano
no es grave. En caso contrario, cuando la afectacion elimina el componente,
entonces el dano puede ser fatal para la red. Por lo tanto, la tolerancia al error
o al ataque se conoce después de que una fraccion de nodos ha sido
eliminada, si aun existe el componente gigante, entonces se puede decir que la
red es robusta. En particular, las redes libres de escala son mas robustas ante
fallas internas, en cambio son menos tolerantes ante ataques dirigidos. Esto
se debe a que si los nodos altamente conectados son atacados, dejan sin
conexion un gran numero de nodos por lo que la red se destruye mas rapido
[Albert y Barabasi, 2002; Barabasi y Bonabeau, 2003; Dorogovtsev y Mendes,
2003]. El caso contrario ocurre con las redes aleatorias y de mundo pequeno,
es decir, son mas robustas cuando son atacadas y menos tolerantes al error.

En la figura 4 se muestra la afectacion de una red libre de escala después de
un ataque dirigido a los hubs. En la figura de la izquierda se observa la red
antes del ataque, y en la figura derecha puede verse claramente como la red es
destruida después del ataque.

Scale-Free Network, Attack on Hubs

O~ Attacked hub

FIGURA 4. ATAQUE EN REDES LIBRES DE ESCALA.
FUENTE: BARABASI Y BONABEAU (2003).



4. ESTRUCTURA EN FUNCION DE LA CONECTIVIDAD. CORRELACIONES

NODO-NODO

La conectividad permite clasificar una red indicando el tipo de estructura que
presenta. Por ejemplo, es posible saber si se tiene una red aleatoria, de mundo
pequeno o de libre escala. Para los dos primeros casos, redes aleatorias o de
mundo pequeno, se presenta una conectividad media porque la mayoria de los
nodos tienen el mismo grado. La distribucion de grado en estas dos clases de
redes es poissoniana. En cambio, para las redes libres de escala se tiene una
distribucion de grado tipo ley de potencia en un plano log-log, esto indica que
un numero pequeno de nodos tiene alto grado de conectividad.

En particular, para las redes libres de escala, identificar la estructura con
base en la conectividad es puede ser mas detallada. Es decir, cuando nodos
de alto grado de conectividad se enlazan con nodos también de alto grado, se
dice que la red tiene un apareamiento de nodos positivo (assortative). De
manera inversa, cuando los nodos de alto grado se conectan con nodos de
bajo grado, se dice que la red tiene un apareamiento negativo (dissortative).
Otra caracteristica importante en este tipo de configuracion, es la tendencia a
la formacioén de cuellos de botella. Por ultimo, cuando no es posible identificar
una tendencia, es decir, que el apareamiento es cero, la red se considera
neutral [Newman, 2002 y 2003]. Estudios realizados han encontrado que las
redes tecnologicas y biologicas, presentan una estructura con apareamiento de
nodos negativo [Pastor-Satorras et al.,, 2001; Maslov y Sneppen, 2002]; en
cambio en las redes sociales es positivo [Newman, 2002 y 2003].

A fin de estimar las tendencias en los apareamientos, se han propuesto
distintos parametros y cantidades. Por ejemplo, Mark Newman propuso un
parametro r definido como el coeficiente de correlacion de Pearson de los
grados de ambos extremos de un arco, para el cual -1 <r < I [Newman, 2002].
Otra propuesta es la cantidad Kwn = Yx Kk'P(k’lk), donde P(k’'lk) es la
probabilidad condicional de que un arco que sale de un nodo de grado k
apunte a un nodo de grado k’. Cuando K., es una cantidad creciente de k, la
red muestra un apareamiento positivo, mientras que cuando es decreciente el
apareamiento es negativo [Boguna et al., 2002]. Por otro lado, una propuesta
para captar de manera muy directa las tendencias en los apareamientos, es
construida mediante S = }; ki / sm, donde la suma opera sobre todos los
pares de nodos que poseen un enlace, y s, corresponde al valor maximo de S
dada la secuencia de grado. Asi, un valor alto de S denota que nodos de grado
alto se enlazan entre si, y un valor bajo indica que nodos de grado alto estan
conectados con nodos de bajo grado [Doyle et al., 2005].

El apareamiento de nodos es un indicador para conocer el grado promedio de
los vecinos de un nodo, <ku.»>(k) [Pastor-Satorras et al., 2001]. En redes con
apareamiento positivo k., incrementa, en el caso negativo decrece, y en el caso
neutral es independiente del grado k [Goh et al., 2003]. Por otra parte,
también ayuda para identificar el comportamiento de la fase de transicion en
la formacion de un componente gigante. En redes con apareamiento positivo,
es mas lenta, sin embargo, la transicion es mas facil [Newman, 2002].
Ademas, el tamano del componente es menor en este tipo de redes, para
valores grandes de k. También, con respecto a la robustez, las redes con
apareamiento positivo son mas resistentes ante ataques dirigidos, a diferencia
de aquellas con apareamiento negativo que son mas vulnerables.



La distancia media entre todo par de nodos también cambia con el
apareamiento de nodos. El cambio es proporcional, a medida que se
incrementa el apareamiento de nodos, la distancia media también aumenta
[Brunet y Sokolov, 2004]. Sin embargo, aun cuando la distancia se
incremente, las redes contintan siendo de mundo pequeno. Para finalizar, el
coeficiente de aglomeracion se incrementa en redes con apareamiento positivo,
en cambio en redes con apareamiento negativo son mas limitadas [Serrano y
Boguna, 2005; Brunet y Sokolov, 2004].

5. EFICIENCIA

En el estudio de redes complejas se han propuesto varias cantidades para
caracterizar el transporte de informacion. Por ejemplo, la eficiencia &; mide el
intercambio de informacion en una red, y es inversamente proporcional a la
ruta mas corta [Latora y Marchiori, 2001]. Cuando no existe una ruta entre
los nodos iy j entonces d; = +wo, esto significa g; = 0. Si la medicion se realiza a
nivel global considera toda la red, y cuando es a nivel local so6lo se considera la
primera vecindad del nodo especifico, pero sin tomar en cuenta el nodo en
cuestion. La eficiencia global se utiliza en sistemas paralelos, cuando el envio
de informacion es simultaneo entre los nodos; en cambio la eficiencia local se
utiliza en sistemas secuenciales, cuando sélo hay envio de informacion desde
un nodo especifico. La eficiencia local muestra qué tan eficiente es la
comunicacion en la primera vecindad de un nodo, cuando éste es removido de
la red. Las redes de mundo pequeno son extremadamente eficientes en el
intercambio de informacion, tanto local como globalmente.

Por otra parte, la robustez esta directamente relacionada con el componente
gigante, esto es, si la red es robusta, el componente gigante permanece. Mas
aun, la ruta mas corta entre pares de nodos, también se relaciona de forma
directa, por lo que si la red no es tolerante, se afecta la distancia entre pares
de nodos. Entonces, si la red no es robusta, tampoco es eficiente.
Especificamente, en las redes libres de escala, que son muy sensibles a los
ataques dirigidos a hubs, la eficiencia disminuye rapidamente [Crucitti et al.,
2003].

6. TRANSPORTE EN REDES COMPLEJAS

El transporte dentro de una red consiste en el envio de una entidad desde un
nodo especifico, llamado nodo origen o fuente, a otro nodo llamado destino o
sumidero. Este problema puede ser planteado como un problema de flujo
maximo, a fin de buscar las rutas del origen al destino por las cuales sea
posible enviar la mayor cantidad de flujo, satisfaciendo restricciones de
capacidad en los arcos, y de conservacion de flujo para los nodos intermedios
[Ahuja et al., 1993; Rockafellar, 1998]. Por otro lado, el transporte en muchas
situaciones reales involucra la presencia de friccion. Estos casos pueden ser
modelados mediante analogias con sistemas eléctricos, esto es, al nodo origen
se le asigna un potencial positivo mientras que al nodo destino se le asigna un
potencial cero y se asumen resistencias en los arcos. Mediante leyes de
conservacion de carga, es posible estimar el flujo de corriente que puede ser
enviado de la fuente al destino.



Se han realizado de forma reciente, estudios sobre propiedades de transporte
en redes libres de escala y en redes aleatorias, con y sin friccion [Lopez et al.,
2005a; Lopez et al., 2006; Carmi et al., 2007; Carmi et al., 2008]. De manera
especifica, los estudios revelan que el transporte es mejor en redes libres de
escala en comparacion con redes aleatorias, debido a la presencia de hubs.
Ademas, los estudios muestran que para el caso de flujo maximo, la capacidad
del flujo esta determinado por F ~ min{k A,kB} , donde kay ks son el grado del
nodo origen y destino, respectivamente. Y, en el caso eléctrico, las
conductancias estan aproximadas por ck,k,/ (k " +kB), donde c¢ es un

parametro que depende del grado promedio de la red.

Por otra parte, parece que el transporte esta relacionado de manera directa
con la forma o estructura que presenta la red. En los estudios mencionados,
las redes generadas fueron suficientemente densas, y los resultados estan
directamente relacionados con el grado de los nodos origen y destino. Ademas,
en ambos tipos de transporte, las redes libres de escala mostraron mayor
capacidad para el flujo. Estos resultados indican que los nodos altamente
conectados favorecen el transporte sin y con friccion.

7. FLUJO MAXIMO

El estudio de transporte en redes cuando no se considera friccion puede ser
modelado como un problema de flujo maximo. Dicho problema consiste en
determinar el flujo maximo estatico o de estado estable, desde un nodo
llamado origen o fuente s, a otro nodo llamado destino o sumidero t dentro de
una red, respetando las limitaciones de los arcos. Una manera de resolver el
problema de flujo maximo es encontrar las rutas o trayectorias del origen al
destino, y de forma incremental aumentar el flujo a través de dichas rutas.

El flujo f{i, j) es una funcion no negativa definida en los arcos. La capacidad de
un arco C(i, j), es un valor no negativo asociado al arco (i, j). Los valores de la
capacidad se establecen en un intervalo cerrado C(i, j) = [c(i, j), c*(i, j), donde c-
(i, j) es la minima capacidad, y c*(i, j) la maxima. Entonces, el flujo enviado a
través de las trayectorias debe ser factible con respecto a las capacidades, asi
S, j) e C(i, j), para todo arco de la red y no puede excederse.

En general, para determinar el fluyjo maximo debe tomarse en cuenta lo

siguiente:

i. La red debe ser dirigida. Cuando la red es no dirigida entonces el arco (i, j)
se duplica formando los arcos (i, j) y (j, i), en ambos casos la capacidad es la
misma al arco original.

ii. No debe existir ninguna ruta del origen al destino con capacidad infinita. Si
existe alguna ruta con esta caracteristica, el problema no tiene solucion.

iii. La red es simple. Es decir, no existen arcos paralelos entre dos nodos, ni
tampoco rizos.

iv. Multiples fuentes y multiples sumideros. Cuando en la red existen varios
nodos fuente y varios nodos sumidero, se anaden dos nuevos nodos
llamados super-fuente y super-sumidero. Estos nodos se unen a la red
mediante arcos extra, con capacidades ilimitadas.

Entonces de manera formal, dada una red capacitada G = ( N, A), N es el
conjunto de nodos y A el conjunto de arcos, con capacidades no negativas Cy,



asociadas a cada arco (i, j) e A. Ademas, sea s el nodo fuente y t el nodo
sumidero. Se desea encontrar el fluyjo maximo desde el nodo fuente al nodo
sumidero, que satisfaga las capacidades de los arcos y las restricciones de
conservacion de flujo en todos los nodos intermedios de la red. Esto es,

Maximizar v = Z fis.j) (9.1)
J
Sujeto a:
-v, si j=s
> f. )= Mk =10, si j#s.t 9.2)
t ke v, si j=t
0 < fli, j) < C(i, j), para toda i, j. (9.3)

Las restricciones (9.2) son de conservacion de flujo, es decir, el flujo que entra
a un nodo intermedio debe salir, excepto para los nodos origen y destino. Las
restricciones (9.3) son de capacidad, indicando que no puede excederse la
capacidad de ninguan arco.

Por otra parte, las rutas del origen al destino pueden clasificarse como rutas
arco-disjuntas, es decir, cuando no tienen ningun arco en comun. También
son llamadas rutas independientes. En particular, en el problema de flujo
maximo estas rutas se forman cuando la capacidad en todos los arcos es
unitaria. Es decir, cuando se envia una unidad de flujo del origen al destino,
la unidad satura cada uno de los arcos de la ruta, formando asi las rutas
arco-disjuntas. En la solucion del problema, el numero de rutas arco-
disjuntas es igual al flujo maximo [Ahuja et al., 1993; Bollobas, 1998].

En particular, en este trabajo las capacidades de todos los arcos son [0, 1], es
decir, las redes son de capacidad unitaria. Por lo cual, cada vez que se envia
una unidad de flujo a través de una trayectoria, ésta queda saturada. Esto
significa que el flujo maximo F esta determinado por la cantidad de rutas arco-
disjuntas del nodo origen al nodo sumidero (Ahuja, et al, 1993). La
implicacion de lo anterior es que, la capacidad del transporte se determina por
el numero de rutas arco-disjuntas de la fuente al destino y la capacidad de
cada ruta, y no por la longitud de cada ruta (Lopez et al. 2005). En trabajos
recientes se encontré que el flujo maximo, determinado por el namero de rutas
arco-disjuntas, es igual al minimo grado entre el nodo fuente (s) y el nodo
destino (f), min {ks, k¢, donde ks y k; representan el grado del nodo fuente y
destino, respectivamente (Lopez, et al., 2006).

8. CORRIENTE ELECTRICA

El problema de corriente en redes eléctricas, es un problema de flujo, donde la
corriente entrante en el nodo origen es consumida en el nodo destino. Sin
embargo, cuando se trabaja con corriente eléctrica, la friccion disminuye la
cantidad de flujo enviada desde el nodo origen al nodo destino, debido a
efectos disipativos. Entonces para el caso eléctrico, calculamos la conductancia
G (cantidad inversa a la resistencia), entre los nodos fuente y destino usando
el método de Kirchhoff, asumiendo que los arcos tienen resistencia unitaria, y
los potenciales de entrada y salida son Vs = 1 y Vi = O, respectivamente. La
direccion de los arcos es arbitraria desde un extremo al otro de un arco, para
esto es posible usar V;, la diferencia potencial en el arco e, que significa la
diferencia entre los potenciales del nodo inicial y el nodo final.



De manera formal, una red eléctrica simple N = (V, E, r), consiste en una
grafica en la cual cada arco e; tiene asignado un numero real r; llamado
resistencia. De forma frecuente se presenta la red como N = (G, ¢), donde c es
la funcion conductancia, es decir,

Co =— (10)

Te

es la conductancia del arco e. La conductancia es el reciproco de la
resistencia. Si existe una diferencia potencial V; entre los extremos de e; es
decir a; y b;, entonces una corriente eléctrica w; fluye en el arco e; de a; a b;
conforme a la ley de Ohm:

w, =2 (1
T,

4

En cambio, la distribucion de las corrientes se rige por las leyes de Kirchhoff:

Ley de potencial (o voltaje) de Kirchhoff. Establece que las diferencias
potenciales alrededor de cualquier ciclo x;xz...xi suman cero:

Ve T Vs T ¥V a ¥ Vigea =0 (12)

x1x2

Ley de corriente de Kirchhoff. Establece que la corriente total de salida de
cualquier punto es cero:

Wy, t Wy +... Wy, =0 (13)
En particular, la ley de corriente de Kirchhoff, es equivalente a las

restricciones de conservacion de flujo en el problema de flujo maximo [Cormen
etal., 2001].

Por otro lado, la conductancia promediada entre todos los pares de nodos de
una red, tiene una significancia especial porque también describe propiedades
de transporte general, donde la eficiencia del transporte decrece con el
aumento de la distancia entre nodos. En este caso, la conductancia es una
cantidad fisica proporcional al numero de rutas arco-disjuntas entre una
fuente y un destino, esta cantidad se aproxima por Iksk; / (ks + k) (Lopez, et al.,
2005), donde ks es el grado del nodo origen y k; el grado del nodo destino.

9. ESTADO DEL ARTE

Este trabajo consiste en el estudio de propiedades de transporte sin y con
friccion, en redes de mundo pequenno y en redes de libre escala, con
tendencias en el apareamiento de nodos. Esto nos lleva a revisar los estudios
recientes realizados sobre la configuracion de apareamiento de nodos, y sobre
el transporte en redes complejas.

En la primera parte, encontramos que se han realizado diversos estudios con
base en el apareamiento de nodos. Inicialmente, para estimar las tendencias
en los apareamientos, se han propuesto distintos parametros y cantidades,
como el coeficiente de correlacion de Pearson [Newman, 2002]; la cantidad

ki, para estimar la presencia de correlaciones en una red [Boguna et al,
2002]; o también, la cantidad S para captar las tendencias en los
apareamientos [Doyle et al., 2005]. Una vez identificadas las configuraciones,
encontramos estudios para conocer caracteristicas y comportamientos en las
redes. Por ejemplo, el grado promedio de los vecinos de un nodo [Pastor-
Satorras et al.,, 2001], en este caso se ha encontrado que en redes con



apareamiento positivo incrementa, en el caso negativo decrece, y en el caso
neutral es independiente del grado [Goh et al., 2003]. También, el
comportamiento de la fase de transicion en la formaciéon de un componente
gigante, en redes con apareamiento positivo, es mas lenta aun cuando la
transicion es mas facil [Newman, 2002]. Para la distancia media entre todo par
de nodos, el cambio es proporcional en medida que se incrementa el
apareamiento de nodos [Brunet y Sokolov, 2004]. Y, para el coeficiente de
aglomeracion, este se incrementa en redes con apareamiento positivo, en
cambio en redes con apareamiento negativo son mas limitadas [Serrano y
Boguna, 2005; Brunet y Sokolov, 2004].

Por otro lado, el transporte dentro de una red es el envio de una entidad desde
un nodo origen, a un nodo destino. Debido a la importancia de las
propiedades de transporte, se han realizado un gran numero de estudios
[Tadi¢ y Thurner, 2004; Tadi¢ et al., 2004; Noh y Rieger, 2004; Rosvall et al.,
2005; Lee y Rieger, 2006; Tadic et al., 2006; Wang et al., 2006; Gallos et al.,
2007; Condamin et al., 2007].

Una caracteristica importante del problema de transporte es la posibilidad de
plantearlo como un problema de flujo. En particular, nos interesa el
transporte sin y con friccion. Cuando no se considera friccion, el problema
puede ser modelado con flujo maximo, y el objetivo consiste en maximizar el
flujo enviado en forma incremental a través de rutas del origen al destino,
satisfaciendo restricciones especificas [Ahuja et al., 1993; Rockafellar, 1998].
Ahora bien, el transporte en muchas situaciones reales involucra la presencia
de friccion. Estos casos pueden ser modelados mediante analogias con
sistemas eléctricos, y mediante leyes de conservacion de carga, se estima el
flujo de corriente enviado de la fuente al destino.

Se han realizado pocos estudios considerando el transporte como un problema
de flujo. Aun asi, encontramos estudios sobre propiedades de transporte en
redes libres de escala y aleatorias, con y sin friccion [Lopez et al., 2005a; Lopez
et al., 2006; Carmi et al., 2007; Carmi et al., 2008]. En el caso sin friccién, los
resultados muestran que el envio de flujo dentro de la red, esta determinado
por el minimo grado entre el nodo origen y el nodo destino. Para el caso con

friccion, las conductancias son aproximadas por K,k / (kA +hk ) donde ka y

ks son el grado del nodo origen y destino, respectivamente. Ademas, estos
estudios revelan en ambos casos, que la capacidad del transporte es mejor en
redes libres de escala en comparacion con redes aleatorias, debido a la
presencia de hubs. Cabe mencionar que las redes generadas fueron
suficientemente densas. La idea central en dichos estudios sobre flujo con y
sin friccion, es que la estructura de la red sirve como conductora. Esto es, el
grado de los nodos origen y destino es determinante en la capacidad de flujo
enviada, en cambio los nodos intermedios de la red no interfieren en los
resultados.

Por lo tanto, los estudios que se han realizado sobre propiedades de transporte
con y sin friccion, han sido en redes aleatorias y en redes de libre escala
suficientemente densas. Por esta razon, y utilizando como base los resultados
de dichos estudios, en este trabajo consideramos que es importante conocer el
comportamiento del transporte, tomando en cuenta como factor determinante,
redes con estructuras diversas y representativas del mundo real, como son las
redes de mundo pequeno y las redes de libre escala. Ademas, recordando que
en redes reales la densidad es variante, y no es tan comun encontrar redes
con densidad alta.



CAriTULO 3

METODOLOGIA Y RESULTADOS

1. FLUJO MAXIMO Y CORRIENTE ELECTRICA EN REDES COMPLEJAS

En este trabajo se estudian algunas propiedades de transporte sin y con
friccion en redes de mundo pequeno y de libre de escala. En la primera parte
nos enfocamos al estudio de las redes de mundo pequeno. De manera
especifica, estas redes son generadas con el modelo de Watts-Strogatz para
distintos niveles de reconexion p, donde p e [0, 1] [Watts y Strogatz, 1998].
Este modelo es representativo de redes del mundo real cuando el valor de p
garantiza un alto valor de coeficiente de aglomeracion (propiedad local) y baja
distancia media (propiedad global). En el contexto de nuestras investigaciones,
resulta importante explorar la capacidad del transporte en diversas
configuraciones derivadas del modelo de Watts-Strogatz. Lo anterior, bajo la
idea de hacer concordante las propiedades de mundo pequeno con una buena
capacidad de transporte a nivel local (coeficiente de aglomeracion), y a nivel
global (baja distancia media).

Por otro lado, estudiamos redes con distribucion libre de escala en las
conectividades, para estimar el transporte bajo diferentes configuraciones. Las
redes de libre escala son generadas con el modelo de Barabasi-Albert, con una
distribucion de grado tipo ley de potencia P(k) ~ k™ [Barabasi y Albert, 1999].
En particular, resulta importante evaluar los efectos de los niveles de
apareamiento de los nodos sobre la capacidad del transporte en redes libres de
escala. Este apareamiento puede ser caracterizado mediante parametros que
representan las tendencias en las conexiones, esto es, si nodos de alto grado
estan conectados con nodos de alto grado, y nodos de baja conectividad con
otros de alto grado. Nuestro interés se centra en estimar las variaciones o
cambios en el transporte cuando se introducen tendencias en los
apareamientos. En particular, pretendemos evaluar los efectos de
configuraciones tipo cuello de botella resultantes de las tendencias. Es
importante mencionar que, en redes reales se han observado configuraciones
en los apareamientos, esto es, en redes sociales las tendencias encontradas
son de apareamiento positivo, es decir, entre nodos de alto grado [Newman,
2002 y 2003]; en cambio, en redes biologicas y tecnolégicas las tendencias
muestran el apareamiento negativo de nodos, referente a la conexion de nodos
de bajo grado con nodos de alto grado de conectividad [Pastor-Satorras et al.,
2001; Maslov y Sneppen, 2002].

Para nuestros analisis, las redes de libre escala se generan con exponente A =
2.5, como se vera mas adelante, utilizando el método de Molloy-Reed [Molloy y
Reed, 1995]. Este método genera redes libres de escala con un apareamiento
aleatorio y exponente definido. Consiste en tomar N nodos, y generar k; copias

de cada nodo i, donde la probabilidad de tener grado i, satisface P(k;)~ ki_A.

Ademas, usamos el criterio propuesto por Doyle et al., [Doyle et al., 2005] para
generar tres configuraciones especificas: (i) apareamiento maximo Spax, (ii)



apareamiento aleatorio Sue, y (iii) apareamiento minimo Smin. Inicialmente, los
nodos son ordenados de mayor a menor con respecto al grado. Para generar
Smax, s€ parte del nodo de mayor grado creando enlaces con nodos de acuerdo
a la posicion en orden descendente hasta agotar el grado del nodo, de esta
manera se obtiene el valor maximo posible para S. En cambio, para Smn, se
parte del nodo de mayor grado, y se crean enlaces con nodos de acuerdo al
orden ascendente. Para Sge, los nodos son apareados aleatoriamente
respetando el grado de cada uno. En todos los casos se evita la repeticion de
enlaces, la formacion de rizos y que la red sea disconexa.

Para el caso sin friccion, hemos calculado el flujo maximo entre el nodo fuente
y el nodo sumidero, utilizando Programacion Lineal para determinar los
valores de flujo maximo, con restricciones de conservacion de flujo en los
nodos intermedios, y de capacidad en los arcos [Cormen et al., 2001]. Ademas,
se ha considerado el intervalo de capacidad de todos los arcos de [0, 1], lo cual
significa que el flujo maximo esta determinado por el numero maximo de rutas
arco-disjuntas del nodo origen al nodo destino.

Por otra parte, para el caso con friccion hemos calculado la conductancia
entre el nodo origen y el nodo destino. En este caso, utilizando el método de
Kirchhoff imponiendo un potencial Vi = 1 para el nodo fuente, el nodo destino
es fijado a un potencial cero Vz = 0, y se asumen resistencias unitarias para
todos los arcos. Se resuelve el sistema de ecuaciones lineales para determinar
el valor de los potenciales V; en todos los nodos de la red. Para estimar la
corriente total entrando en A y saliendo en B, se suman las corrientes de A
hacia los vecinos mas cercanos y se encuentra que esta corriente es
numeéricamente igual a la conductancia G [Lopez et al., 2005a]. Los calculos
tanto para el flujo maximo como para la conductancia, se han realizado de
forma global, como el promedio entre todos los pares de nodos. Ademas, se
han calculado ambas cantidades a nivel local para la primera vecindad del
nodo en cuestion, es decir, el promedio entre las subgraficas de los vecinos
mas cercanos al nodo.

La metodologia de este trabajo consiste en lo siguiente:

i. Se generan redes de mundo pequeno. Se calcula el flujo maximo y la
corriente eléctrica, primero entre todo par de nodos a fin de conocer el
comportamiento a nivel global en la red. Después, se calculan nuevamente
el flujo maximo y la corriente eléctrica pero para la subgrafica de los
vecinos del nodo i, obteniéndose los valores a nivel local. Ambos valores
global y local se comparan.

ii. Se generan redes de libre escala con tendencias en los apareamientos de
nodos minima, aleatoria y maxima. Se calculan los valores de flujo maximo
y corriente eléctrica entre todo par de nodos, y se comparan los valores
entre los apareamientos. Finalmente, se calculan los valores de flujo
maximo y corriente eléctrica en funcion de la ruta mas corta y del grado
minimo de los nodos origen y destino, para conocer algunas diferencias
entre las formas de transporte, sin y con friccion, analizadas.

Para la realizacion de este trabajo el software utilizado fue networkx
(http://networkx.lanl.gov/), programacion en Python, por una parte
calculando la conductancia, ruta mas corta, grado nodo Ay B, para todos los
pares de nodos de una red libre de escala con apareamiento dado
(http://www.python.org/. Por otra parte, para calcular el flujo maximo y ruta
mas corta entre todos los pares de nodos para una red libre de escala, se
utilizo una libreria en  Programacion Lineal, Illamada igraph




(http://igraph.sourceforge.net/doc/python/index.html; el algoritmo es:
maxflow_value(source, target, capacity=None)).

1.1. Resultados para redes de mundo pequeino. Modelo Watts-Strogatz

En nuestro trabajo, generamos redes de mundo pequeno basadas en el modelo
de Watts-Strogatz. Los resultados obtenidos se presentan en la figura 3.1. y
3.2. En nuestras simulaciones consideramos redes con N = 512 nodos, y el
numero de vecinos k = 4. Ademas, los resultados mostrados en ambas figuras
son valores medios obtenidos de 10 realizaciones independientes. Con
respecto al numero de realizaciones en nuestras simulaciones, lo
recomendable es realizar un numero infinito de corridas (con base en el
Teorema del Limite Central). Sin embargo, para realizar un numero de
simulaciones conforme al tiempo y costo de maquina que teniamos disponible,
se eligio un numero pequeno de estas, las cuales nos llevaron a valores medios
estables.

Para el caso eléctrico figura 3.1., se encuentra que para configuraciones
regulares, valores de p pequenas, los valores de la conductancia a nivel local
Guoca, son mejores que los valores a nivel global Ggoba. Conforme la
probabilidad de reconexion p se incrementa, la conductancia local decrece
mientras que la conductancia global se incrementa, teniendo ambos valores
aceptables. Los valores de p grandes, es decir, configuraciones aleatorias,
muestran valores grandes de la conductancia global y valores pequenos para
la conductancia local. Este comportamiento es debido a la aparicion de atajos,
formados por el incremento de p, que permiten la comunicacion global,
mientras que a nivel local se reduce la interconexion.
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FIGURA 3.1. Conductancia global y local para distintos valores de la
probabilidad de reconexion p. La conductancia global crece mientras la
conductancia local decrece, conforme se incrementa la probabilidad de

reconexion. Para valores intermedios de p ambas conductancias muestran un
valor aceptable.

Es importante analizar el comportamiento para valores intermedios de p,
referentes a configuraciones intermedias entre redes regulares y redes
aleatorias, donde se observa que tanto la conductancia global como la local
tienen valores aceptables. Este resultado indica que las redes pertenecientes a



las configuraciones con topologia de mundo pequefo, el transporte con
friccion presenta buenos valores en ambos niveles.

En la figura 3.2., se presentan los resultados para el caso de flujo maximo.
Para las configuraciones regulares, valores pequenos de p, el flujo local y el
global tienen valores altos. Se observa que tanto el flujo local Fi.c como el flujo
global Fgoa, son decrecientes respecto a la probabilidad p, siendo el flujo
global el que decrece mas rapido. Entonces, para configuraciones aleatorias,
altos valores de p, se encuentra que el transporte sin friccion es mejor a nivel
local en comparacion con el global, y la presencia de atajos no favorece el
envio de flujo dentro de la red. Esto se debe a la saturacion de las rutas arco-
disjuntas que no permiten alcanzar el nodo destino, sin embargo, de forma
local es posible mover unidades de flujo, debido al grado del nodo.

Nuevamente, en el comportamiento para configuraciones intermedias, el
transporte sin friccion también presenta valores altos tanto a nivel local como
a nivel global. Por lo tanto, podemos concluir que la capacidad del transporte
en redes con topologia de mundo pequeno es buena local y globalmente.

4 T T
o o i
8
38k Bge
SOl
2
=
E: 34+ 4
_z'r)c‘a/
39k o F global
do1 1

0.1
Probabilidad p

FIGURA 3.2. Flujo medio global y local para distintos valores de la probabilidad
de reconexion p. Ambos valores de flujo decrecen conforme aumenta la
probabilidad p. Para valores intermedios de p tanto el flujo global como el local
muestran valores altos.

1.2. Resultados para redes de libre escala. Modelo Barabasi-Albert

En este trabajo se compara el efecto del apareamiento de nodos en la
capacidad del transporte por medio del calculo de la conductancia y el flujo

maximo. En nuestro analisis generamos redes libres de escala P(k)~ k™, y

manipulamos las tendencias en los apareamientos, a fin de tener tres
configuraciones especificas: (i) apareamiento maximo Spax, (ii) apareamiento
minimo S, y (iii) apareamiento aleatorio Saxe. En la figura 3.3, se observan los
efectos del apareamiento. En la figura de la izquierda, apareamiento minimo
Smin, s€ observa la tendencia de conexion entre nodos de alto grado y bajo
grado. En cambio, en la derecha, apareamiento maximo Sna. puede verse
claramente la conexion entre nodos de alta conectividad. En la parte central,
apareamiento aleatorio Sae, no es posible identificar una tendencia.



FIGURA 3.3. Efecto de apareamiento minimo, aleatorio y maximo, de izquierda
a derecha, respectivamente.

Las estadisticas presentadas provienen de simulaciones con redes de N = 512
nodos y 10 realizaciones independientes. Para estudiar el comportamiento del
transporte, construimos la distribucion acumulativa de probabilidad H(G > g)

y H(F > f) que mide la probabilidad de tener conductancias o flujos mayores

que un valor dado. Es importante recordar el resultado de Lopez et al., donde
encuentran que la funciéon de distribucion acumulativa es aproximada por

H (G)~ Gea-2) para redes libres de escala [Lopez et al., 2005a]. En la figura

3.4., se presentan los resultados para el caso eléctrico de una red libre de
escala (e = 2.5) con distintos niveles de apareamiento. Se observa que para el
apareamiento aleatorio Sae, la distribucion de conductancias en la cola sigue

una ley de potencia de la forma H(G)~G™, donde o es un exponente que

satisface a =21 -2, en total concordancia con los resultados de Lopez et al.,
[Lopez et al., 2005a; Lopez et al., 2006]. Para el caso de apareamiento maximo
Smax, al comparar con el apareamiento aleatorio, se observa que la
probabilidad de tener conductancias grandes es mayor, mientras que en el
rango de conductancias pequenas es menor, es decir, se tienen valores
mayores en Sge. Sin embargo, tener una mayor probabilidad para
conductancias grandes representa una ventaja para redes con apareamiento
maximo, debido a que la capacidad del flujo es mayor.

En el caso de apareamiento minimo S la probabilidad de tener
conductancias bajas es igual al caso aleatorio, en cambio la probabilidad de
conductancias grandes es menor tanto del caso de apareamiento aleatorio
como del caso maximo. Lo anterior indica que el transporte con friccion se ve
afectado con el apareamiento de nodos, y podemos concluir que la capacidad
del transporte logra un mejor balance (altos valores para conductancias bajas
y grandes) en el caso aleatorio, aunque las redes con apareamiento maximo
tienen la ventaja de una mayor probabilidad para conductancias grandes.
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FIGURA 3.4. Estadistica de las conductancias G para los tres casos de
apareamiento Smin, Sae ¥ Smax. Las distribuciones acumulativas exhiben
diferencias dependiendo de las tendencias en los apareamientos. Para Sqe, la

distribucién es consistente con una ley de potencia H(G) ~G 2, donde A es
-A

el exponente de la distribucién de grado de la red P(k)~ k

Como mencionamos anteriormente, a fin de estudiar el comportamiento del
transporte, construimos la distribucion acumulativa de probabilidad para
medir la probabilidad de tener conductancias o flujo mayores que un valor
dado. Por esta razon, nos interesa conocer el comportamiento cuando la red
crece en numero de nodos y que nuestros resultados sean validos para un
rango de valores. En la figura 3.5., se muestra como mejora la estadistica

respecto a recuperar la ley de potencia esperada H(G)~G™?, que esta

relacionada con la distribucion de grado P(k)~ k™. Esto significa que el rango

donde se puede definir un exponente crece conforme aumenta el numero de
nodos, pero no tan dramaticamente, lo cual indica que aunque se trabaje con
redes pequenas la estadistica es representativa para ciertos intervalos de la
conductancia (G pequenas).
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FIGURA 3.5. Estadistica de las conductancias G para redes con incremento en
el namero de nodos N. Se observa como mejora la estadistica respecto a

recuperar la ley de potencia esperada H(G) ~G 2, que esta relacionada con
la distribucién de grado P(k)~ k™.

Por otra parte, el efecto de los apareamientos de nodos en el caso de flujo
maximo, se muestran en la figura 3.6. Al analizar las tendencias, encontramos
que no es posible identificar claramente el comportamiento en los distintos
niveles de apareamiento. Aun asi, podemos ver como las probabilidades para
valores pequenos de flujo son idénticas en los tres niveles, y para valores
grandes se observa una ligera separacion. Dicha discrepancia en los valores
grandes de flujo, esta relacionada con la disponibilidad de rutas arco-
disjuntas necesarias para determinar el valor del flujo maximo. En particular,
las rutas correspondientes a la configuracion minima Smin, se reducen debido a
que este tipo de configuracion genera una mayor presencia de los llamados
cuellos de botella, saturando las rutas arco-disjuntas mas rapido e
interfiriendo en el envio de flujo.
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FIGURA 3.6. Distribucion acumulativa H(F) vs. F para distintas configuraciones
surgidas de introducir tendencias en los apareamientos. Se muestran los
€asoS Smin, Sale Y Smax. S€ Observa que en los tres casos las distribuciones son

consistentes con un decaimiento tipo ley de potencia H(F) ~ F 242 donde A es
el exponente ligado a la distribucion de grado de la red.

Ahora bien, a fin de comparar algunas diferencias entre los dos tipos de
transporte que hemos analizado, realizamos la siguiente comparacion.
Sabemos que, la distancia media entre la fuente y el destino, ejerce una fuerte
influencia en el transporte con friccion, a diferencia del transporte sin friccion
en el cual la capacidad del transporte esta determinada por las rutas arco-
disjuntas y no por la longitud de las rutas. En la figura 3.7., se presentan los
resultados del comportamiento de la conductancia y el flujo como funciéon de
la ruta mas corta lug, entre los nodos A y B, para distintos valores del grado
minimo del par de nodos fuente y destino (min(ka, ks) = 2, 3, 4y 5). En la
figura 3.7a, se observa que la conductancia decrece conforme aumenta la



distancia entre nodos, mientras que su valor medio crece al aumentar el grado
minimo. También, notamos que al comparar las conductancias para los
distintos valores de apareamiento, las configuraciones Smin ¥ Sae muestran un
rapido crecimiento para el valor lxp = 1. Estos resultados confirman el hecho
de que, el transporte con friccion disminuye conforme se incrementa la
distancia media entre los nodos origen y destino.

En contraste, en la figura 3.7b, se observa el comportamiento para el flujo, el
cual se mantiene aproximadamente constante para cierto rango de distancias
y para diversos valores del grado minimo de los nodos origen y destino. Este
resultado confirma que el transporte sin friccion es independiente de la
distancia media entre los nodos origen y destino.
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FIGURA 3.7. Conductancia y flujo promedio vs. ruta mas corta lup para varios
valores del grado minimo del par de nodos y para los niveles de apareamiento
Smin, Sate Y Smax. @) Para el caso eléctrico, se observa que la conductancia media

decrece conforme la distancia media crece. Se presentan los casos del grado
minimo min(ka, kg) = 2, 3, 4y 5, de abajo hacia arriba. b) Para el caso de flujo

maximo, la capacidad del transporte se mantiene constante para varios
valores de la ruta mas corta.



También hemos calculado la conductancia y el fluyjo medio como funcion del
grado minimo del par de nodos origen y destino. En la figura 3.9, se presentan
los resultados. Para el caso eléctrico, figura 3.9a, la conductancia media
muestra distintas pendientes que corresponden a las tendencias de los tres
casos de apareamientos. En particular, se observa que para valores grandes
del grado minimo de los nodos origen y destino, la configuracion del
apareamiento maximo Snax, permite tener valores altos de la conductancia
media, mientras que para Smn la conductancia es menor y para el caso
aleatorio Sqe, s€ mantiene en una posicion intermedia.

Por otra parte, en la figura 3.9b, se analiza el caso de flujo medio contra el
grado minimo de los nodos origen y destino. Se encuentra que las tres
configuraciones se superponen excepto por desviaciones para valores grandes
del grado minimo de los nodos origen y destino min(ka, kg). Con estos
resultados se confirma que la capacidad del transporte sin friccion no se ve
afectada por las tendencias de los apareamientos de nodos.
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FIGURA 3.9. Conductancia promedio vs. grado minimo (ka, kg) para niveles de
apareamiento Smin, Sae Yy Smax. @) Para el caso eléctrico se observa que la
conductancia media es mayor para Smax €N comparacion con Smin y Sae para
grados minimos grandes, mientras que para valores pequenos las



conductancias son similares. Lo anterior confirma que el transporte es mejor
en el caso de apareamiento maximo. b) Para el caso de flujo maximo los tres
casos se sobreponen, indicando que el transporte mejora conforme aumenta el
grado minimo del nodo origen o destino. Se observa que en el caso de Sp, €l
flujo es menor que para Snaxy Sae, debido a que en este caso el apareamiento
privilegia la formacion de cuellos de botella.



CONCLUSIONES Y EXTENSIONES

En este trabajo hemos investigado propiedades de transporte para corriente
eléctrica y flujo maximo en redes complejas. En particular, hemos analizado el
comportamiento del transporte sin y con friccion en redes de mundo pequeno
basadas en el modelo de Watts-Strogatz, y en redes libres de escala basadas
en el modelo de Barabasi-Albert, con tendencias en el apareamiento de nodos.

Para el modelo de Watts-Strogatz hemos comparado el transporte a nivel local
y global, encontrando que para valores intermedios de la probabilidad p, se
observa un buen compromiso entre el transporte local y global. En el caso
eléctrico encontramos que para redes regulares es mayor el transporte local,
en contraste con las redes aleatorias donde es mayor el transporte global, el
cual se ve favorecido debido a la formacion de atajos por el incremento en el
valor de p. En el caso de flujo maximo, el flujo promedio local decrece menos
rapido que el global conforme la probabilidad p de reconexion aumenta, esto
se debe a que de forma local pueden existir pequenias rutas que permiten
mover unidades de flujo, sin embargo, no puede alcanzarse el nodo destino
por la saturacion de las rutas arco-disjuntas haciendo que el flujo global sea
menor.

Lo anterior indica que, al comparar la conductancia y el flujo a nivel global
observamos que presentan un comportamiento opuesto conforme p aumenta,
indicando que la aparicion de atajos privilegia el transporte con friccion
mientras el flujo sin friccion se limita. Sin embargo, el comportamiento de
ambas formas de transporte para configuraciones intermedias presenta altos
valores a nivel local y global. Ademas, es importante recordar que las
caracteristicas principales de las redes de mundo pequeno, son alto clustering
(propiedad local) y baja distancia media (propiedad global). Este tipo de redes,
también presentan como caracteristica altos valores de eficiencia a nivel local
y global [Latora y Marchiori, 2001]. Por lo tanto, podemos concluir que los
resultados que hemos obtenido en este trabajo, son concordantes con las
caracteristicas principales de las redes con topologia de mundo pequeno, esto
es, presentan una buena capacidad de transporte, sin y con friccion, local y
globalmente.

Por otra parte, para el analisis de propiedades de transporte sin y con friccion,
en redes libres de escala basadas en el modelo de Barabasi-Albert, hemos
manipulado las redes con distintos niveles de apareamiento de nodos. De
manera especifica, para el caso eléctrico, hemos encontrado que las
correlaciones de grado afectan el transporte en presencia de friccion. Es decir,
el apareamiento de nodos maximo permite una alta probabilidad para
conductancias grandes, sin embargo, esta ganancia es penalizada reduciendo
las probabilidades de tener conductancias pequenas cuando se comparan con
el caso de apareamiento aleatorio. En el caso de apareamiento minimo no se
tiene ninguna mejoria en comparacion con el caso aleatorio, ademas, muestra
una baja probabilidad para conductancias grandes comparado con las otras
dos formas de apareamiento. En el caso de flujo maximo, no es posible



identificar una tendencia para valores pequenos de flujo, y para valores
grandes el caso de apareamiento maximo es ligeramente mayor, en cambio el
apareamiento minimo tiene una afectacion mas grande debido a que, esta
configuracion propicia la generacion de cuellos de botella.

Al comparar ambas formas de transporte, encontramos que la capacidad del
transporte en presencia de friccion es fuertemente influenciada por las
tendencias en los apareamientos, de modo que los apareamientos positivos
mejoran el transporte, mientras que los apareamientos negativos resultan en
conductancias menores. Asimismo, el transporte con friccion decrece
conforme aumenta la distancia media entre los nodos origen y destino,
mientras que el flujo es independiente de la distancia, lo cual esta relacionado
al hecho de que el flujo maximo corresponde al caso de transporte sin friccion
y por lo tanto no depende de la distancia media.

En conclusion, podemos decir que la estructura de la red, si influye en el
funcionamiento del transporte. Es decir, hemos considerado modelos de redes
complejas que presentan diferentes caracteristicas de redes del mundo real, y
al modificar la estructura encontramos comportamientos diversos segun el
transporte analizado, sin y con friccion. De manera especifica, los resultados
obtenidos muestran que la capacidad del transporte no depende tinicamente
del grado de los nodos origen y destino, sino también, influyen las
caracteristicas topoldgicas de la red. Asi como, el tipo de flujo sin y con
friccion, enviado a través de la red. Ademas, la robustez de las redes libres de
escala en general, indica que este tipo de redes son robustas ante fallas
aleatorias y vulnerables ante ataques dirigidos [Albert y Barabasi, 2002;
Barabasi y Bonabeau, 2003]. En este sentido, nuestro trabajo sugiere que
estas caracteristicas, desde la perspectiva del transporte, también podrian ser
influenciadas por las tendencias en el apareamiento de los nodos. Sin
embargo, se requieren estudios mas detallados para la evaluacion.

Por otro lado, este trabajo puede ser extendido en distintas direcciones. Por
una parte, si se analizan otras formas de transporte, como son los modelados
mediante flujo maximo a costo minimo, donde la longitud de la ruta si influye
en el costo del flujo enviado. Este caso podria presentar una fuerte relacion
con el comportamiento de las conductancias, debido a la relacion de la
capacidad del transporte con la longitud de las rutas. También puede
modelarse utilizando flujo multiproducto, donde las entidades enviadas desde
un nodo origen especifico, deben llegar a un nodo destino también especifico.
Por otra parte, con respecto a caracteristicas topologicas de las redes
complejas, la estructura podria modificarse manipulandola con declustering
[Vragovic¢ et al., 2005], que mejora la ruta mas corta entre todo par de nodos
pero sin alterar el grado de los nodos, lo cual posiblemente mejore el
transporte con friccion.
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