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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

El método de diseno de esquemas de control denominado Asignacion por Interconexion
y Amortiguamiento de Control basado en Pasividad, por sus siglas en inglés IDA-PBC | es
una técnica empleada en sistemas no lineales la cual ha mostrado ser de gran utilidad en la
estabilizacién de sistemas mecanicos incluso cuando son subactuados. Sin embargo, ha sido
usada principalmente para resolver problemas de regulacién [3].

De manera general se puede decir que la técnica IDA-PBC consiste en encontrar una ley
de control conformada por dos términos, uno correspondiente al moldeo de energia y otro
a la inyeccion de amortiguamiento, tal que el sistema en lazo cerrado se comporta como un
sistema Hamiltoniano, el cual consiste en tener una matriz antisimétrica de interconexion,
una matriz positiva definida correspondiente a elementos de amortiguamiento y una funcién
Hamiltoniana deseada.

Los sistemas mecanicos se pueden representar de manera natural como un sistema Hamil-
toniano controlado por puerto, cuyas coordenadas generalizadas corresponden a las posiciones
y cantidades de movimiento, ademds su Hamiltoniano corresponde a la funcién de energia del
sistema. La técnica IDA-PBC se adapta muy adecuadamente a este tipo de sistemas ya que
se mantiene la estructura tanto en lazo abierto como en lazo cerrado. La dificultad de esta
técnica es que se debe solucionar un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, por lo que se
puede dar el caso que no tenga solucién o que esta no sea Uinica, en este caso se debe encontrar
una alternativa para encontrar el sistema en lazo cerrado, y por lo general suele proponerse
dicha solucién.

Una forma més general de la técnica IDA-PBC es conocida como SIDA-PBC, que se refiere
a Stmultaneous IDA-PBC, en este caso el control a obtener no esta definido por dos términos,
se obtiene solamente una funcién de control, sin embargo a partir de éste se pueden sepa-
rar los términos para encontrar el que corresponde al moldeo de energia y el de inyeccién de
amortiguamiento. Mds aun, la estructura en lazo cerrado sélo considera una matriz de manera
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que, al obtener su parte simétrica ésta corresponde a la matriz de amortiguamiento, y la parte
antisimétrica a la matriz de interconexion. Sin embargo, el obtener la funcion Hamiltoniana
en lazo cerrado y los problemas que conlleva el diseno de IDA-PBC aplican de igual manera.

Siendo que esta técnica estd bien estudiada para resolver el problema de regulacion, la
principal pregunta que motivé la realizacién de este trabajo de tesis es ;podra utilizarse
para resolver el problema de seguimiento? este problema surge principalmente porque hay
muy pocos trabajos que han utilizado IDA-PBC para realizar seguimiento de trayectorias,
donde en este caso la estabilizacion no ocurre alrededor de un punto de equilibrio sino de una
trayectoria deseada, la cual es variante en el tiempo. El problema practicamente esta abierto
desde la perspectiva de IDA-PBC, por lo que es dificil generalizar la aplicacién de esta técnica.

Con el fin de abordar la problematica planteada, en este trabajo de tesis se parte de la
manera comun de resolver problemas de seguimiento, es decir, el sistema a controlar se trans-
forma a una nueva variable, suele ser la variable de error, posteriormente se estabiliza el punto
de equilibrio del sistema transformado, con lo que el problema de seguimiento se trata como
un problema de regulacién.

En el proceso deben considerarse algunos aspectos fundamentales. El primer punto a satis-
facer es que la transformacién que se utiliza para obtener la dindmica en términos del error sea
invertible, de manera que se establezca un difeomorfismo respecto a las variables originales.
Ademads debe cumplirse que cuando la transformacién sea nula, esta condicién corresponda
al hecho de que los estados ya han llegado a las trayectorias deseadas, lo que garantiza el
seguimiento de trayectorias. Una vez que se tiene el sistema transformado, se aplica la técnica
IDA-PBC para estabilizar el punto de equilibrio reescrito en las nuevas variables.

Es importante mencionar que los articulos publicados relacionados con el problema de
seguimiento de trayectorias utilizando la técnica IDA-PBC son escasos. De hecho, hasta donde
conoce la autora de este trabajo de tesis, estos se reducen al estudio de sistemas no lineales con
estructura Hamiltoniana. En este sentido, en [2] se ha establecido que para realizar seguimien-
to de un sistema Hamiltoniano controlado por puerto, es posible aplicar una transformacién
canénica generalizada con el fin de obtener un nuevo sistema Hamiltoniano escrito en las
nuevas coordenadas, las cuales, al estar dadas en funcién de la variable de error entre el estado
actual y el deseado establece un sistema dinamico para el error de seguimiento. La consecuen-
cia de realizar este cambio de coordenadas es que es posible demostrar que esta dindmica
del error establece un sistema pasivo desde alguna nueva variable de entrada hasta el error
(como salida). De esta manera, explotando las propiedades de pasividad es posible mostrar
que el punto de equilibrio que corresponde a la salida (el error) igual a cero es asintGticamente
estable. En este sentido, se puede decir que implicitamente se estd aplicando IDA-PBC ya
que finalmente se obtiene un sistema Hamiltoniano en lazo cerrado. Este método muestra una
alternativa al problema planteado ya que se puede calcular la transformacion y se establecen
las condiciones necesarias para que ésta exista ademéas de una estructura particular. Sin em-
bargo, la transformacién corresponde a la solucién de ecuaciones diferenciales parciales y, si



CAPITULO 1. INTRODUCCION 4

ademas se considera que ésta tiene restricciones previas que satisfacer, el obtener una solucién
no es sencillo, para ello se tiene que propone parte de la transformacién. Una caracteristica
de este método es que solo se aplica a sistemas Hamiltonianos.

Otros intentos que se han reportado en la literatura se presentan en [1]. Sin embargo,
estos resultados estan estrechamente ligados a la estructura del sistema a controlar. En par-
ticular, el ejemplo abordado permite introducir una etapa intermedia de linealizacién por
retroalimentacién y las referencias establecidas en realidad involucran perfiles muy particu-
lares. Adicionalmente, en [6] se reportan extensiones al trabajo de [2], aunque los resultados
obtenidos son confusos, con falta de formalismo matematico, y solo establecen contribuciones
marginales. En este punto, es interesante mencionar que algunos sistemas han sido abordados
mediante cambios de coordenadas que convierten comportamientos periédicos en compor-
tamientos constantes. Por ejemplo, en [8], ha sido posible resolver el caso de control del motor
de induccion. Evidentemente, este tipo de soluciones solo ofrecen una alternativa muy par-
ticular.

Considerando los argumentos presentados en los parrafos anteriores, en este trabajo de
tesis se aborda el problema de sistematizar el diseno de esquemas de control para seguimiento
de trayectorias estableciendo, para una clase de sistemas mecanicos subactuados, las condi-
ciones bajo las cuales este problema es soluble utilizando la técnica IDA-PBC. La propuesta
de tesis parte del pensamiento de que, considerando la complejidad del tema, es conveniente
estudiar inicialmente clases particulares de sistema con definiciones particulares de cambios
de coordenadas para obtener la dinamica del error, para posteriormente incursionar en prob-
lemas més complicados.

1.2. Problema General

Con el fin de abordar el problema de control de seguimiento de trayectorias utilizando la
técnica IDA-PBC, la metodologia propuesta en este trabajo de tesis consiste principalmente
en dos pasos. El primero es utilizar una transformacion de coordenadas para representar al
sistema a controlar en términos de las variables de error. El segundo paso es, una vez obtenido
el sistema transformado, aplicar la técnica de diseno IDA-PBC para estabilizar el punto de
equilibrio del nuevo sistema, que bajo la nueva representacién debe coincidir con la condicién
de que el comportamiento del sistema a controlar sea igual al comportamiento deseado.

La conjetura en la que se basa esta propuesta proviene del hecho de que los mejores es-
fuerzos reportados a la fecha para la solucién del problema planteado, realizan de manera
simultanea el cambio de coordenadas y la estabilizaciéon del punto de equilibrio con el que
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se consigue el seguimiento de trayectorias!

, restringiendo la clase de sistemas que se pueden
abordar y requiriendo célculos complicados para la obtencién de la ley de control. En el caso
de este trabajo de tesis, se considera que, con la metodologia propuesta, es mas facil resolver
el problema de seguimiento de trayectorias utilizando la técnica IDA-PBC. La razén de esta
afirmacién se basa en que al separar los problemas de transformacién del sistema para obten-
er la dindmica del error y posteriormente tratar de estabilizar el punto de equilibrio deseado
de esta dinamica, no se impone ninguna caracteristica particular al sistema, es decir, solo se

busca obtener una representacién (no lineal) de la dindmica del error.

Evidentemente y aunque aparentemente la metodologia planteada ofrece una alternativa
mas sencilla a las reportadas, se deben tomar en cuenta las complicaciones que ella impone.
Especificamente, para obtener la dindmica del error, es necesario caracterizar la transforma-
cién que cumpla con el hecho de que esta nueva representacion tenga un punto de equilibrio en
el cual se alcance el comportamiento deseado. Por otro lado y ain cuando la transformacién
requerida pueda ser calculada, un segundo reto es el aplicar la técnica de diseno IDA-PBC a
este sistema, tomando en cuenta los retos que esto impone.

De manera que no es sorprendente, por la complejidad del problema planteado, en la
siguiente seccion se describen los alcances logrados con el desarrollo de este trabajo de tesis.
Se presentan claramente los avances logrados en la caracterizacion de la transformacion, el
tipo de transformacién utilizado y la clase de sistemas para los cuales ha sido posible resolver
el problema planteado.

1.3. Contribuciones

En esta investigacién de tesis se propone una metodologia en la que se puede resolver
el problema de seguimiento se trayectorias utilizando la técnica IDA-PBC. Esta metodologia
consiste en transformar un sistema no lineal para representarlo en términos de una variable de
error y posteriormente aplicar la técnica IDA-PBC para estabilizar un punto de equilibrio de
manera que esta dindmica corresponda a la condicion de lograr el seguimiento de trayectorias.

Dentro de la realizacién de este trabajo es necesario explicar para qué tipo de sistemas se
puede usar esta metodologia. Algunos trabajos han logrado resolver el problema de seguimien-
to de trayectorias para sistemas Hamiltonianos. En este trabajo, con el fin de no restringir
el tipo de sistemas a los cuales se les puede aplicar el método propuesto, se decidié utilizar
una estructura general para representar a los sistemas no lineales bajo estudio. Sin embargo,

Lver por ejemplo [2]
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considerando la complejidad de este objetivo, se decidié abordar una clase de sistemas que,
aunque particular, establece, por un lado, una estructura que permite establecer las bases de
la generalizacién deseada y, por otro lado, considera un caso de estudio que es importante por
si mismo. La clase estudiada fue la de los sistemas mecéanicos subactuados. La importancia
de esta clase es evidente si se toma en cuenta los diferentes problemas practicos en los que se
involucran estos sistemas y por la complejidad matematica que exhiben sus modelos.

Una vez establecido el tipo de sistemas abordados en este trabajo, se determinaron las
condiciones que debe cumplir la transformacién para que el sistema transformado pueda ser
estabilizado. Aunque se establecieron condiciones generales que se deben satisfacer, los re-
sultados obtenidos no pudieron ser utilizados de manera especifica para la clase de sistemas
mencionados. Mas atin, se concluyé que el resultado depende de que la transformacion propues-
ta cumpla con las condiciones establecidas. Una alternativa es calcular dicha transformacién
a partir de la solucién de ecuaciones diferenciales parciales. Sin embargo, resolver este tipo
de ecuaciones no es sencillo, pues en ocasiones no se tiene soluciéon unica, ademdas que ésta
debe de cumplir con las condiciones obtenidas, lo que dificulta obtener la transformacién. El
enfoque tiene la gran ventaja de que se tiene una buena caracterizacién que depende més de
la estructura de cada sistema que de lo que uno proponga.

En este trabajo se observé que la definicién trivial de variable de error (z = z—x4) cumple
con las condiciones necesarias para ser transformacion del sistema, aunque algunos autores
afirman que este tipo de transformacion hace mas compleja la estructura del nuevo sistema
y, por lo tanto, es mas dificil de estabilizarlo. Aunque en ocasiones suele ser asi, el tipo de
sistemas con los que se estd trabajando en esta tesis y la flexibilidad de la técnica IDA-PBC
permite que sea factible utilizar esta funciéon como transformaciéon. Se debe tomar en cuenta
que el sistema transformado no sélo depende de las variables de error, sino también de las
trayectorias deseadas.

Para el nuevo sistema ya escrito en las nuevas coordenadas, se aplica la técnica de control
para estabilizarlo. Dentro de este punto se encuentran algunos problemas asociados propia-
mente a la técnica IDA-PBC, entre ellos esta el como obtener la estructura en lazo cerrado.
Comunmente se obtiene la funcion Hamiltoniana a partir de la solucién de ecuaciones diferen-
ciales parciales, al estar considerando sistemas subactuados se debe tomar en cuenta que hay
restricciones que satisfacer. Esto en ocasiones podria considerarse como una ventaja ya que,
si el grado de subactuacién es uno menor al del sistema original, entonces algunas ecuaciones
diferenciales parciales pueden resolverse como si fuesen ecuaciones diferenciales ordinarias. No
basta s6lo con resolver este tipo de ecuacidénes, pues ademas la funcién Hamiltoniana debe
satisfacer el que tenga un minimo en el punto deseado, especificamente en el origen del sis-
tema de error (z = 0). Considerando que el sistema original estd transformado y por ello
también depende de las trayectorias deseadas, entonces la solucién a las ecuaciones diferen-
ciales también dependerd de dichas trayectorias, siendo probable que el minimo de la funcién
Hamiltoniana no sea el origen.
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La alternativa que se sugiere es proponer la funcién Hamiltoniana, de manera que tenga
una estructura similar a la funcién de energia del sistema original cuidando el punto de que
cumpla con tener el minimo en el valor requerido. De esta manera se evita el resolver las
ecuaciones diferenciales parciales.

Una vez establecida la funcién de energia, para satisfacer las restricciones que el sistema
impone y para encontrar la ley de control, se tienen que determinar los elementos de la matriz
de interconexién y amortiguamiento en lazo cerrado. Algunos de estos elementos se calculan
mediante la solucién de ecuaciones algebraicas, otros se consideran grados de libertad, siendo
esto una ventaja en el diseno de IDA-PBC al tener flexibilidad para modificar el compor-
tamiento en lazo cerrado.

Considerando los lineamientos presentados en los parrafos anteriores, una de las con-
tribuciones principales de este trabajo de tesis fue la aplicacion de la metodologia propuesta
a diferentes casos de estudio, importantes por si mismos, resolviéndose el problema de
seguimiento de trayectorias.

1.4. Estructura de la tesis

Este trabajo de tesis esta organizado de la siguiente manera.

En el Capitulo 2, se explica la técnica de diseio IDA-PBC. Se incluye una seccién que
explica como se usa esta técnica para disenar el control para resolver el problema de regu-
lacién, abordando especificamente el caso de sistemas mecénicos. No sélo considerando una
estructura particular, se incluye ademds una seccién donde se explica el diseno de IDA-PBC
para sistemas con una estructura mas general. Dentro de este mismo capitulo se mencionan
antecedentes al problema de seguimiento, especificamente la referencia principal del trabajo
que logra resolver el problema de seguimiento utilizando control basado en pasividad. Para
tener un punto de comparacién se muestra la aplicacion de esta técnica a un sistema de una
gria donde se incluyen algunas simulaciones.

El Capitulo 3 es la mayor contribucién de esta tesis. En él se describe el problema general
que se tiene que resolver desde el punto de vista matematico, el cual consiste en encontrar
una transformacién, un control y una estructura en lazo cerrado para que el sistema original
se comporte de manera deseada, especificamente que el comportamieto de los estados llegue a
las trayectorias deseadas. Se incluyen también las condiciones que tiene que cumplir la trans-
formacion a utilizarse mostradas a partir de un lema. Considerando ademés que el método se
aplica a cierto tipo de sistemas, se redacta una seccién en donde se tienen caracterizados los
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tipos de sistemas bajo los cuales se tiene resuelto el problema de seguimiento con IDA-PBC.
Una vez establecidas las condiciones de la transformacién y el tipo de sistemas viables para
aplicar la técnica se explica de manera detallada la metodologia propuesta en este trabajo de
tesis.

En el Capitulo 4 se ejemplifican algunos casos de estudio bajo los cuales fue posible re-
solver el problema de seguimiento de trayectorias. Estos casos cumplen con las condiciones
mostradas en el capitulo anterior sin embargo cada uno tiene alguna particularidad en su es-
tructura. En cada uno de los sistemas se desarrolla la metodologia planteada utilizando difer-
entes trayectorias deseadas, segiin las condiciones de cada sistema. Lo resultados se muestran
con simulaciones mostrando el comportamiento de los estados.

El dltimo Capitulo corresponde a las conclusiones del trabajo de tesis. En este apartado
se discuten los resultados del capitulo anterior, observando como la metodologia propuesta
es una alternativa a resolver el problema de seguimiento. Dentro de esta misma seccién se
explica de manera cualitativa las ventajas que tiene el método y se hace una comparacién con
la referencia mostrada en el Capitulo 2. Ademads, dado que el tema general es un problema
abierto todavia se tienen ciertas incégnitas, también se incluye una seccién que sugiere algunas
vias para continuar la investigacion de este tema con base en los problemas obtenidos en el
desarrollo de este trabajo de tesis.



Capitulo 2

Técnica de diseno IDA-PBC

La técnica de diseno IDA-PBC es un método utilizado para el control de sistemas no
lineales el cual ha mostrado ser de gran utilidad para la soluciéon de problemas de control
relacionados con una gran clase de sistemas fisicos, en particular para sistemas mecanicos. Es
por ello que en este capitulo se explicara en que consiste la técnica de diseno utilizada en este
trabajo de tesis. Dicha técnica es utilizada en sistemas Hamiltonianos por lo que también se
incluye una seccion donde se decribe este tipo de sistemas y sus propiedades de pasividad.

2.1. Sistemas Hamiltonianos

En modelado de redes de sistemas fisicos de pardmetros concentrados con elementos de
almacenamiento independientes se obtienen modelos llamados sistemas Hamiltonianos con-
trolados por puerto de la forma

i = (@) - B e
v = gD (2.)

donde z € R”™ son las variables de estado, H(x) : R™ — R es una funcién suave que repre-
senta la energia almacenada total y u, y € R" son las variables de potencia de puerto. La
matriz J(x) € R™" es una matriz antisimétrica J(x) = —J7(z) y corresponde a la inter-
conexién del sistema, mientras que R(x) € R™*"™ es una matriz positiva semidefinida, esto es
R(x) = RT(x) > 0, que representa la disipacién del mismo y g(z) € R™ ™.

Evaluando la taza de cambio de la energia energia total se tiene
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H = <8g(x))Ti:
- (Bgf;@)z () - ri) 20 ol A T
— (81:9[;95)) J() 81575790) B (8215(;17)) R(z) 8219(696) (81;[;@) (o)
o (ag[;x))TR(m) a];:(cx) LTy )

donde el primer término del lado derecho representa la disipaciéon dada por los elementos
resistivos en el sistema. Integrando la ultima ecuacién se tiene

t z(s))1F z(s t
H(x(t)) — H(z(0)) = —/0 [W} R(x(s))%ds—i—/o uT(s)y(s)ds (2.3)

lo que se mantiene para todo ¢t > 0. El lado izquierdo de la ecuacién (2.3) representa la
energia almacenada, del lado derecho el primer término corresponde a la energia disipada y
el segundo a la suministrada. Si la funcién de energia total H(x) estd acotada por abajo,
entonces los sistemas Hamiltonianos controlados por puerto definen un operador pasivo de u
a y con funcién de almacenamiento H(x). En este caso (2.3) expresa el hecho de que un sis-
tema pasivo no puede almacenar méas energia de la que se le suministra, ademas se observa que

- /O T ()y(s)ds < H(x(0))

lo que muestra que solo se puede extraer una cantidad finita de energia de un sistema pasivo.

Si se considera al sistema sin control (u(t) = 0), de (2.3) se puede observar que la energia
es decreciente, esto es

H(xz(t)) < H(z(0))
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y continuard decreciendo en presencia de disipacién. Si la funcién de energia es acotada por
debajo, el sistema eventualmente se detendra en un punto de minima energia. Ademass la taza
de convergencia de la funcién de energia se incrementa si se extrae energia del sistema, por
ello estableciendo v = —k, y, con k, = va > 0, se proporciona una ganancia a los elementos
de amortiguamiento. El punto en lazo abierto en el que la energia es minima usualmente no
es el punto de interés, por lo que se introduce un control para que el sistema opere alrededor
de algin punto de equilibrio z*.

El objetivo de pasivizar un sistema es, dado un sistema de la forma (2.1) y un punto de
equilibrio deseado z*, encontrar una ley de control u = [(z) 4+ v tales que la dindmica del
sistema en lazo cerrado sea un sistema Hamiltoniano el cual satisface la siguiente ecuacion de
balance de energia

Ha(a(t)) — Ha(a(0)) = /0 o7 (s)y ()ds — da(t) (2.4)

donde Hy(x) es la funcién de energia deseada total, que debe tener un minimo estricto en z*,
y, (puede ser la misma que y) es la nueva salida pasiva, y se remplaza el término de disipacién
natural por alguna funcién dg(t) > 0, la cual generalmente es una funcién creciente, para
incrementar la taza de convergencia.

Es claro que, con v = 0, el control que resuelve el problema de pasivizacién estabiliza
x*, considerando como funcién de Lyapunov la funcién de energia H,y(x). Para determinar
el control que lleva a un sistema a una estructura Hamiltoniana se aplica la técnica IDA-PBC.

2.2. Control de sistemas con estructura general

La aplicacion de IDA-PBC es comin en sistemas Hamiltonianos. Sin embargo, éste método
se puede aplicar a sistemas con una estructura general, por ejemplo, considerando sistemas
de la forma

&= f(x)+g(x)u (2.5)

donde x € R™ es el vector de estados, u € R™ es la accién de control, g(x) es una matriz
que en caso de sistemas completamente actuados es de rango completo. La técnica de diseno
IDA-PBC sugiere encontrar una ley de control u(x) tal que lleve el sistema en lazo cerrado a
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un sistema Hamiltoniano, esto es

OHg4(x)
ox

i = Fy(x) (2.6)

Donde la matriz F; € R™ ™ representa a las matrices de interconexién y amortiguamiento
en lazo cerrado y debe satisfacer

Fy(z) + FF(z) <0 (2.7)

y Hy(x) : R™ — R representa la funcién de energia deseada en lazo cerrado, donde tiene que
cumplir con

¥ = argminHy(z) (2.8)

con z* el punto de equilibrio a estabilizar. Considerando H;(x) como funcién de Lyapunov,
entonces la derivada a través de las trayectorias del sistema en lazo cerrado es

T
# o= - () o+ rf ) 25

lo que prueba que el punto de equilibrio z* es asintoticamente estable si el sistema es de-

tectable desde y = g7 (2)V,Hgy(z), por ejemplo, si y = 0 = limy o z(t) = z*. !

Para determinar el control que lleva al sistema a la estructura deseada es necesario igualar
las ecuaciones (2.5) y (2.6), obteniendo

Z1 fi(z) g1() Frp ... Fi, Ve Hg
= : + : u = oo : (2.9)
Ty, fn(x) gn(x) Foa .. Fu v:}and

De la ecuacién anterior se puede observar que si la matriz g(x) es de rango completo,
entonces el control u puede obtenerse a partir de un despeje, sin embargo si se tienen sistemas

Por simplificacién de notacién V,H representa %—f, el cual se considera como vector columna.
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subactuados esto no es posible, por lo que es necesario obtenerlo considerando la matriz
pseudoinversa de g, obteniendo entonces

u= (g(x) g(x) " g(2) {Fa(2)Vy Halx) — f(x)} (2.10)

y se tiene que satisfacer
g f(2) = g {Fu(2)VsHa(z)} (2.11)

donde g es el aniquilador izquierdo de rango completo de la matriz g, es decir, g=g = 0. La
ecuacién (2.10) todavia tiene términos faltantes donde se incluyen los elementos de la matriz
Fy y la funcion Hy.

Si se considera el caso especifico de sistemas mecanicos subactuados, el modelo dinamico
de estos sistemas se puede escribir a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange como

D(q)§ + C(q,4)q + Blq) = G(q)u

donde g € R™ son las coordenadas generalizadas del sistema. D(q) € R™™ es la matriz de
inercia y cumple con D(q) = D(¢)T > 0, C(q,§) € R™" es la matriz de fuerzas de Coriolis,
B(q) = %—‘q/, donde V(q) : R™ — R es la funcién de energia potencial.

Para este tipo de sistemas, la funciéon de energia total tiene la siguiente forma

H(g) = 5" Dla)i + V() (212)

donde el primer argumento corresponde a la energia cinética del sistema y satisface algunas
restricciones que se analizardan mas adelante. Para representar el sistema de la forma (2.5) se
establece

(2.13)

Es claro que 21 = ¢ = 22 y ©3 = ¢, por lo que el modelo lagrangiano se puede escribir como
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D(xl):ﬁg —+ 0(1‘1, :L'Q)J?Q + B($1) = G(ml)u

De la ecuacién anterior, despejando Zs se puede representar el sitema en forma general
obteniedo

2] = coearictr et b | F | penteey | @19

Considerando que el sistema es de segundo orden, entonces sustituyendo términos en la
ecuacion (2.9) se tiene

Do) ey + ) | | Dt |4 | e e ] | Vo]
(2.15)

Desarollando términos de (2.15) se pueden obtener dos ecuaciones

To = Fllvled -+ F12Vm2Hd (216)
—D(z1) 7Y C (21, 29)x0 + B(z1) + G(z)]u = FoyVe Hy+ FyoV,,Hy (2.17)

las cuales representan un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales donde se deben de-
terminar los elementos Hy y Fj; para poder obtener el control (2.10) que llevard al sistema
(2.14) ala forma (2.6). Se puede observar que el sistema mantiene una estructura subactuada,
donde el control incide directamente en la segunda ecuacién, mientras que la primera implica
una restriccién que debe satisfacerse.

Para determinar los elementos faltantes, al tener sistemas mecéanicos cuya funcién de
energia tiene la forma (2.12), se sugiere proponer una funcién H,; de manera similar a la
del sistema original, por ejemplo

1
Hd($1,.r2) = Engd(ml) To + Vd(xl) (218)

donde Hy : R*™ — RT. Se debe satisfacer que la matriz de inercias en lazo cerrado
Dy(r1) € R™™ cumpla con Dy(x1) = Dg(z1)? >0, y Vg : R® — RY representa la funcién de
energia potencial deseada, estas funciones deberan calcularse o en algunos casos proponerse.
Ademds es necesario que esta funcién tenga el punto de equilibrio en el valor deseado, esto es
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x] = arg minVy(zq) ; x5 =0 (2.19)

Para resolver (2.16), ya que el elemento del lado izquierdo no depende de z1, entonces una
solucion que se puede proponer es establecer Fj; = 0, para mantener la misma condicién del
lado derecho, por lo que queda

T = FmeHd — Ty = Flng 9 (2.20)

Para cumplir la igualdad anterior, se puede fijar Fi5 = D;l. Con esto quedan establecidos
los elementos del renglén superior de la matriz F,;. Entonces el control que lleva al sistema en
lazo cerrado se puede obtener a partir de (2.16) como

U = (M(:L‘l)TM($1))_1M(LL‘1)T{F21V$1HC{ + Fggvx2Hd + D_l[C xro + B])} (221)
donde

M(:l?l) = D71($1)G(.’E1)

Se esta considerando el caso de sistemas subactuados, por lo que el control incide sola-
mente en una coordenada, sin embargo dada la representacién que se plantea, considerando
el caso en que la matriz de inercias D(z1) del sistema en lazo abierto no es diagonal, entonces
D(z1)~! tampoco lo es, por lo tanto la matriz M (z1) es de rango completo por renglones.

El control que lleva al sistema a la estructura deseada es (2.21), sin embargo cabe notar
que los elementos Fb1, Fho y la parte correspondiente a la energia potencial deseada V; ain

no han sido establecidos, para ello debe considerarse que la matriz F,; debe ser antisimétrica,
por lo que, al haber obtenido el elemento Fio, entonces se puede fijar como

by =-F}, — F21:_D¢;1

quedado entonces los elementos de F52 como grados de libertad, por lo tanto se tiene
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Fd _ |: F11 F12 :| _ |: 0 D;l(xl)
For Fo —~D;(z1) Fy

Por dltimo falta establecer la funcién de energia potencial deseada. Para poder obtenerla
se tiene que satisfacer

GH{~D;'V, Hy+ Faa Dy + D~ Cagy + B]} =0 (2.22)

Donde G es el aniquilador izquierdo de rango completo de la matriz G. La ecuacién
anterior es un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Para determinar los
términos faltanes, se puede separar (2.22) en dos términos, uno que contenga solamente los
elementos de x1, es decir los elementos correspondientes a la energia potencial, y el otro con
los términos restantes correspondientes a la energia cinética

GHD'B-D;'V, V;} = 0 (2.23)
GH{D 'Cuy— D;'V,, (v Dyzs) + FaDgzs} = 0 (2.24)

La segunda expresion es una ecuacion diferencial parcial no lineal la cual se va a resolver
para encontrar los términos de D,. Sin embargo resolver ecuaciones diferenciales no es sencillo,
por lo que una alternativa para determinar esta matriz es proponer sus elementos consideran-
do que se debe satisfacer Dy = DZ; > 0.

Al haber propuesto los elementos de Dy, la primera ecuacién es una ecuacién diferencial
parcial lineal la cual se resolvera para obtener la energia potencial deseada V. Debe tomarse
en cuenta que al resolver esta ecuacién debe cumplir con la condicién (2.19).

Una vez resueltas estas ecuaciones la funcién de energia H; queda completamente estable-
cida y se tienen todos los elementos para determinar el control (2.21), quedando resuelto el
problema de IDA-PBC.

Una alternativa para no resolver las ecuaciones diferenciales parciales es proponer com-
pletamente la funcién Hg, esto es, hay que definir la estructura del sistema que se tiene en
lazo cerrado incluyendo la funciéon de energia potencial, quedando como términos a calcular
los elementos de la matriz Fj;, de manera que cumplan con las restricciones que hay en las
coordenadas no actuadas, en caso de tenerlas.

Ya sea proponiendo la funcion Hy o calcularla a partir de las ecuaciones diferenciales
parciales, es fundamental que tenga un minimo x* en el punto deseado. Para que cumpla
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con esta condicién, primero se debe evaluar que dicho valor sea un punto de inflexién de la
funcién, esto se obtiene a partir de que el gradiente de la funcién evaluado en z* sea igual a
cero, esto es

T
_ 0H,; 0Hy
VeHs = | GG ]

Una vez que se ha verificado que es un punto de inflexién, ahora se debe corroborar que
sea un minimo, para ello su matriz Hessiana debe ser positiva, la cual se obtiene como

9%Hy OH,
0z7 O0x10x2
ViH; =
OH 4 9°Hy
Ox20x1 ox3

Para verificar que la matriz Hessiana sea positiva definida se puede obtener el determi-
nante de la matriz y evaluarlo en el punto deseado, esto es

det(V2Hy)|gegr > 0

Si se cumple la condicién anterior entonces se puede asegurar que z* es un argumento
minimo de la funcién H,.

2.3. Antecedentes al problema de seguimiento

Como se ha comentado, los trabajos reportados en donde se aborda el problema de
seguimiento de trayectorias utilizando la técnica IDA-PBC son muy pocos. Uno de los traba-
jos que aborda este tema es [2] de Kenji Fujimoto.

En este trabajo se resuelve el problema de seguimiento de trayectorias para sistemas
Hamiltonianos por medio de transformaciones candnicas generalizadas y control basado en
pasividad. Por medio de la transformacion se construye un nuevo sistema que describe la
dindmica en términos del error, después se estabiliza esta nueva variable utilizando técnicas
de pasividad de manera que se resuelva seguimiento para el sistema original. De manera
general se explica este procedimiento.
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Se tiene un sistema Hamiltoniano controlado por puerto y variante el tiempo representado
por

z = {J(x,t) — R(x,t)}% + g(z, t)u, x(to) = xg
y = g(x,t)T% (2.25)

donde H(z,t) € R, u(t), y(t) € R™, z(t) € R", J(x,t) es una matriz antisimétrica y
R(z,t) > 0 es una matriz simétrica positiva semidefinida.

Para construir un sistema de error del sistema anterior y estabilizar su punto de equi-
librio se utilizan las transformaciones candnicas generalizadas, las cuales son un conjunto de
transformaciones de la forma

z = ®(x,t)

H = H(z,t)+U(z,t)

y = y+az,) (2.26)
u = u+p(z,t)

Esta transformacién preserva la estructura Hamiltoniana del sistema original. Para es-
tablecer que el nuevo sistema es un sistema de error se debe definir que, considerando un
sistema general no lineal

i=f(@ut), ()= d(z(to), zalto)) (2.27)

Donde ¢ : R™ x R™ — R™ es una funcién suave, entonces (2.27) es un sistema de error
respecto a la trayectoria deseada x4(t) si se mantiene que, para todo t > ¢

() =0 & z(t) = 2q(t) (2.28)

Por definicién del sistema de error, la estabilidad asintética de este sistema implica control
de seguimiento para el sistema original, es decir, el problema de seguimiento se estd resolviendo
como un problema de regulacién. Debe considerarse que la transformacion z de las ecuaciones
(2.26) debe cumplir con la condicién (2.28).
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Para poder encontrar la transformacién que lleva un sistema Hamiltoniano a un sistema
de error, el autor propone el siguiente teorema.

Teorema

Considerando el sistema (2.25) y dadas las funciones U(x,t) € R, B(x,t) € R™, existen
un par de funciones ®(x,t) € R™ y a(z,t) € R™ tales que el conjunto de funciones (2.26)
conforman una transformacién canénica generalizada. Una funcién ® es una transformacién
candnica generalizada si y solo si la ecuacién diferencial parcial

0P T( (J—R)%—%(K—S)%jtgﬂ):()

TR » (2.29)

se satisface para una matriz antisimétrica K(z,t) € R™" y S(z,t) € R™"™ una matriz
simétrica, donde se cumple R + S > 0. Ademaés el cambio en la salida « y en las matrices J,
R y g estan dados por

oU
_ TYY
@ =9 ox
L
g = ox
_ opT oP
J = % (J+K)E)_x
_ opT oP
R = o (R+S)%

Dadas las ecuaciones anteriores, el sistema de error de (2.25) puede representarse como
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Este teorema establece las condiciones para que se obtenga un sistema de error con es-
tructura Hamiltoniana, dadas las funciones U y [ las cuales son grados de libertad. Una vez
establecidas estas funciones la transformacion & = ®(x,t) se puede obtener resolviendo la
ecuacion diferencial parcial (2.29). Ademés las matrices K y S son matrices de pardmetros
de interconexién y amortiguamiento del nuevo sistema.

Sin embargo se debe tomar en cuenta que la solucién a la ecuacién diferencial parcial para
obtener la transformacién ® debe cumplir con la condicién (2.28), y dado que no es sencillo
resolver ecuaciones diferenciales parciales lo es mas dificil cuando ademas se tienen restric-
ciones. Es por ello que el autor sugiere una transformacién completamente definida donde
demuestra que es una transformacién candnica generalizada para un sistema Hamiltoniano
obteniendo un sistema de error.

Observacion

Considerando un sistema mecédnico de la forma

g 0 I 0 0 8H{a.p)
HERFEIRIIE
/4
OH(q,p) _ .
Op a

Donde ¢(t), p(t), u(t) € R™, = (¢,p) y D es una matriz simétrica positiva definida, su
energia cinética estd dada por

1 _
Edq,p) = §pTM(Q) 'p

Para este sistema, la trayectoria realizable (qq(t), pq(t)) de (q,p) tiene que satisfacer
pa(t) = M(qq)qq - La siguiente transformacion canoénica generalizada convierte al sistema
original en un sistema de error pasivo con una funcién Hamiltoniana positiva definida
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_ 1. . ) _

H = H(q,p)+ §QdTM(Q)Qd —p"d4a+Ulq — qa)

q = q—4qq

y = M) 'p—da

L ., ou 1o(M(q)ga)"  10(M(q)ga) 1, 0(M(q) 'p) :
u = u—Mdgy+ 94 + (2 9q 5 By +2M 94 D | gy

Dada la transformacién anterior, la funcién U es un pardametro de libre disefio el cual se
debe escoger de manera que sea positivo definido ya que representa la energia potencial virtual
del nuevo sistema. Para esta transformacién en particular, la retroalimentacién « = —Cy con
C' > 0 hace que el estado del sistema x = (¢, p) siga la trayectoria deseada xq = (qq, M (q4)qq)-

A partir de la ultima ecuacién se puede obtener el control u que lleva al sistema original
al comportamiento deseado, el cual se puede expresar como

u = u—f(x,t) (2.30)
7 . T . -1

— —cy- —Mqa+aa_(qf+<%6<Ma<§>qd> _%a<Ma<g>qd>+%Ma<ng; p>_D) q.d}

AN

La observacién anterior establece que dado un sistema Hamiltoniano se puede obtener
un sistema de error con estructura Hamiltoniana, el cual, por medio de retroalimentacién de
salida pasiva, el sistema de error se estabiliza para Z, obteniendo seguimiento del estado .

Se puede observar claramente que la transformacion para ¢ corresponden a la definiciéon
trivial del error, con lo que sugiere que, al menos para una de las coordenadas del sistema
original es razonable proponer esta transformacion.

Como ventajas de este método se puede decir que

= La transformacién estd bien caracterizada, en el articulo se decriben las condiciones bajo
las cuales se puede obtener la funciéon ® y particularmente propone una.

s Al obtener el sistema de error, implicitamente estd resolviendo el problema IDA-PBC
ya que obtiene un sistema Hamiltoniano pasivo.

Sin embargo algunos puntos importantes a notar son
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Figura 2.1: Graa

s Esta transformacion candnica generalizada solo estd definida para sistemas Hamilto-
nianos, por lo que, para utilizar otro tipo de sistemas su transformacion se debe obtener
a partir de la solucién de (2.29).

s El tnico grado de libertad que se tiene para modificar el comportamiento del sistema de
error estd en la funciéon U, de manera que si se requiere mejorar el desempernio del nuevo
sistema es necesario modificar la funcién Hamiltoniana del sistema transformado.

= No se propone explicitamente la transformacién para la coordenada p.

Ejemplo

Para evaluar este procedimiento, se aplicé a un sistema de una gria mostrado en la Figura
2.1, cuyo modelo es

(M 4 m)di + mlcos(qa)dy — migasin(qa) = wu
(ml cos(qa))di + mi*da + mglsin(qz) = 0

Donde q; es la posicién del carro, g9 es el angulo del péndulo respecto a la vertical, M y m
corresponden a la masa del carro y del péndulo respectivamente, [ es la longitud del péndulo
vy ¢ la constante gravitacional. Para el sistema, las cantidades de movimiento p se pueden
obtener como

pwi |- e "
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La funcién de energia del sistema corresponde a

H(q,p) = %pTM_l(Q)p + mgl(1 — cos(gz))

Este sistema puede representarse de forma Hamiltoniana como

HERFHI SRR

Teniendo la estructura Hamiltoniana del sistema, entonces se aplican las ecuaciones de la
transformacién para obtener el nuevo sistema Hamiltoniano en términos de Z, para ello se
tiene que proponer la funcién U(q — g4) que en este caso se consideré como

%_H
ol
Jdp

Ulg—qq) = ki(1—cos(qr —qa)) + ka(q1 — q1a)? + k3(g2 — q2a)?

Donde k; > 0 son valores constantes, se puede observar que tiene una estructura equivalente
a la energia potencial de sistemas mecanicos.

Para obtener el control a partir de la transformacién, es necesario conocer las trayectorias
deseadas, en este caso se propone el comportamiento deseado para la coordenada ¢ y se
obtiene el comportamiento para p de manera que satisfaga la dindmica del sistema, por lo que
considerando cualquier trayectoria deseada, se pueden calcular las cantidades de movimiento
como

(M +m) Grg + ml qaq

=M i = . .
bd (9a)da [ ml §1q +mi? ¢aq

Una vez establecidas las tayectorias deseadas, haber propuesto al funcién U, tener conocimien-
to del sistema y considerando

_ [1 0 T
uZ—Cyz[O 1]M(Q) 'p—da

Entonces se tienen todos los elementos para obtener el control u a partir de la ecuacién (2.30).

Proponiendo como comportamiento deseado para el sistema una velocidad constante para
el carro, lo que implica una posicion creciente en forma de recta, y posicion cero para el
péndulo, esto es
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QdZ{atJﬁ] ; Qd:[g}

A partir de simulaciones realizadas en Simulink, se obtuvieron los siguientes resultados.

35 T T T T T X 10"

| Mr

WL[\WWWJWMAM’w”tﬂ/\WWWWWW T

N

ql-qldm]
92-g2d[m]
o

[N
|
ES

05} 1 6

L L L L L _g . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Tiempol[s] Tiempol[s]

Figura 2.2: Posiciones ql y q2, real y deseada
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Figura 2.3: Cantidades de movimiento pl y p2, real y deseada

En las graficas mostradas en las Figuras 2.2 y 2.3 se puede observar que tanto para las
posiciones ¢ como para las cantidades de movimiento p siguen las trayectorias deseadas en un
tiempo aproximadamente de 25 segundos. En el caso del carro, la velocidad, vista a partir de
la variable pq, llega a un valor constante por lo que se puede decir que se hace seguimiento
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de trayectoria. En el caso del péndulo se esté evaluando un posicién constante, mas ain este
valor es cero, con lo que se puede decir que se estd haciendo regulacion, ain asi el sistema
llega al punto deseado pero se puede ver que mantiene un error oscilante de 1 x 1073 [m].

Con estas graficas se puede observar que la transformacion candnica generalizada es una
alternativa para realizar seguimiento para sistemas Hamiltonianos, a partir de ésto podemos
comparar si el método propuesto en este trabajo de tesis tiene un mejor desempeno que el
visto en este ejemplo.



Capitulo 3

Problema de Seguimiento

En este trabajo de tesis la principal estrategia es convertir el problema de seguimiento en
uno de regulaciéon. Considerando el caso mas general, donde se tiene un sistema no lineal

z = f(z,u)

y suponiendo que se conoce la trayectoria deseada z4(t) para el estado z(t), donde z4(t) es
realizable, esto es, existe una entrada de control ug4(t) tal que

iq = f(wq,uq)

entonces, el objetivo es lograr que

x(t) = x4(t) cuando t— oo (3.1)

Para alcanzar este objetivo por lo general se transforma el sistema a una nueva variable
de error Z donde el nuevo sistema se puede representar como

r = f(%2q,1)

Al sistema transformado se le aplica la técnica de control IDA-PBC para estabilizarlo, sin
embargo al ser sistemas no lineales, la representacién anterior puede modificar completamente
la estructura del sistema original, haciendo mas dificil obtener una ley de control.

Es por ello que en este capitulo se detallardn las condiciones bajo las cuales se puede
transformar un sistema y como disenar el control usando la técnica IDA-PBC.

26



CAPITULO 3. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO 27

3.1. Problema

El problema a resolver consiste en, dado un sistema & = f(x,u) encontrar una u y una
T = ¢(x) tales que en lazo cerrado se tenga

0H (7)

- (3.2)

r=F(z)

Donde se tienen que cumplir tres condiciones:
1. F(z)+ FT(z) <0
2. argmin{H(Z)} =0 z=0

3. 2=0=x=ux4.

En este caso el comportamiento deseado es x4. Las dos primeras condiciones corresponden
a las que establece la técnica IDA-PBC como se mencioné en el capitulo anterior, donde la
primera garantiza estabilidad asintética y la segunda establece que la funcién de energia en
lazo cerrado debe tener un minimo en el punto deseado. Sin embargo considerando sélo estas
dos condiciones no se garantiza que el sistema se mantenga en la trayectoria deseada, es por
ello que se tiene que realizar una transformacion del sistema para garantizar que esa nueva
coordenada implique que si se llega a los valores deseados, lo que corresponde a la condicién
3, es decir, se estd transformando el problema de seguimiento en uno de regulacién donde se
estabilizard la nueva coordenada z.

Para resolver el problema planteado se propone una metodologia que consiste en dos pasos:

Paso 1: Encontrar una transformaciéon = ¢(x) que satisface la condicién 3, bajo la cual
un sistema & = f(x) + g(x)u se puede representar como

7= f@)+g(@)u

Paso 2: Una vez que el sistema es transformado, aplicar la técnica de diseno IDA-PBC
para estabilizar el punto & = 0, esto es, encontrar una u, H(z) y F(z) tales que

0H (T)

z = f(z)+g(z)a = F () (3-3)
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Para encontrar las funciones se debe satisfacer:

g f@ = g F()

(3.4)

Donde g+ (%) es el aniquilador izquierdo de rango completo de g(Z), esto es g (Z)g(Z) = 0

En este procedimiento se tiene que cumplir con

Fyz)+ Fl(z) <0 (3.5)

argmin{Hg(z)} =0 — =0 (3.6)

Estas dos condiciones equivalen a resolver el problema de IDA para regulacién como se
muestra en las ecuaciones (2.7) y (2.8).

Este método presenta dos ventajas principales:

» La estructura de la transformacién ¢(z) es libre, considerando que debe cumplir con la
condicién 3.

= La metodologia se aplica a cualquier clase de sistemas, no necesariamente se aplica a
sistemas Hamiltonianos.

Sin embargo cabe mencionar que:
» La principal desventaja del método es que se tiene que proponer la transformacién ¢(z).

= Adn cuando en [2] se resuelve el problema de seguimiento para sistemas Hamiltonianos
v se tiene caracterizada la transformacion, la conjetura principal de este trabajo es que
con la metodologia propuesta se puede resolver mas facil el problema planteado sin tener
que resolver ecuaciones diferenciales parciales con restricciones.
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3.2. Transformacion

El primer paso de la metodologia propuesta consiste en transformar el sistema para obtener
un sistema de error. La nueva variable de error T es la que se estabilizara, por lo que se debe
asegurar que el sistema transformado tenga un punto de equilibrio en Z = 0. Para poder
realizar la transformacion es necesario tomar en cuenta que ésta no solo depende del estado
x, también depende de las trayectorias deseadas, esto es:

T = qb(x)xd)

A partir de la ecuacién anterior se puede obtener la transformacion del sistema

. 5</>($7l’d):b n (%(fﬁawd)x-

C Oz 8£Ud d
0 0
— %[ﬂm) + g(z)u] + %{jd)%
con g = f(xq) + g(wq)uq, por lo tanto se tiene
z = f(z)+g(z)u (3.7)

La ecuacién (3.7) es la representacién del sistema ya transformado donde

fl@) = S0 - g@)sw) + g
a@ = 20Ty (3.8)

(@) = u+B)

De esta manera se tiene un nuevo sistema expresado en las nuevas coordenadas T, poste-
riormente a este sistema se le aplicard IDA-PBC. Es claro que para transformar el sistema se
tiene que conocer la funcién ¢(z, z4). En caso de no conocerla, una alternativa serfa calcularla
a partir de las ecuaciones (3.8), esto implicarfa tener un mayor conocimiento del nuevo sistema
transformado, esto es, de f(Z), g(z), u(z), y determinar la transformacién resolviendo ecua-
ciones diferenciales parciales. Sin embargo, al no tener bien caracterizada la transformacién
se dificulta obtener su solucién. Mas ain se sabe que esta solucién tiene algunas restricciones
que satisfacer, por lo que encontrar una solucién resultara mas complicado.

Es por ello que, aunque actualmente no se tiene una solucién completa para obtener la
funcién ¢(x), se tiene caracterizada parcialmente para poder definir de manera adecuada esta
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transformacién. Aun cuando se ha establecido que no se requiere que tenga una estructura
especifica, debe de cumplir con el siguiente Lema:

Lema: Una transformacién z = ¢(x) debe satisfacer las siguientes propiedades:
i. ker{o(z)} = x4

ii. det(=22w)|,_,, #0

eee 00 YT Op(xz)\—
i, 2071 _ (201

Demostracion:

i. Esta propiedad establece que se deben encontrar aquellos valores bajo los cuales
¢(x) = 0, por lo tanto, por definicién de la transformacion, se cumple de manera trivial
yva que es otra manera de representar la condicién 3 descrita en la seccién anterior.

ii. Para demostrar esta propiedad se aplica directamente el Teorema de la Funcién Im-
plicita el cual establece que dada una funcién:

B . oF
F(zy y)|z:a,y:b - O Sl det(a_y) y:b # 0

entonces existe una funcién g : z — y tal que y = g(z). Més ain, el teorema también establece
que

Para determinar si es posible expresar x en términos de Z, de la definicién del teorema se
considera la primer variable z = Z, la segunda y = z, y la funcién a encontar es g(z) = ¢~ (z)
lo que implica que z = ¢~ 1(), y se define F(z,7) = [z — ¢(z)] = 0.

Para cumplir con las condiciones que el teorema establece, entonces se debe satisfacer

OF N

T=x4
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La transformacién debe ser un difeomorfismo, y para ello se debe cumplir con dos condi-
ciones:

1. Invertibilidad: 3 ¢~ 1(Z) tal que ¢~ (¢p(z)) =

2. Tanto ¢(z) como ¢~ 1(z) deben ser funciones suaves.

Para verificar que la transformacién cumple con estas dos condiciones se debe satisfacer
det(292)) £

Lo que es equivalente a la ecuacién (3.9), con lo que se puede afirmar que cumple con las
condiciones que el Teorema establece y se satisface la condicién (ii.).

iii. Una vez que se ha verificado que se satisfacen las condiciones que el Teorema de la
Funcién Implicita establece, entonces no sélo se puede afirmar que existe una funcién ¢(z), es
decir la transformacion inversa, sino ademas se debe cumplir con:

0% ox 0%

_(9¢(@)\7 (99(z)
ox 0T
_ (96@)\
ox
De esta manera se han demostrado las tres condiciones que una transformacién debe

satisfacer para tener una mejor caracterizacion de la transformacion a utilizar para aplicar la
metodologia propuesta.

2 _ (2t} (26(e)

A

Para ejemplificar que tipo de transformaciones se pueden utilizar, verificando que cumplen
con las condiciones anteriores se presentan dos opciones.

a. Considerando como transformacién z = ¢(x) =z — x4

i. Se cumple cuando ¢(z) =0 < = = x4

i, det(— 20y _ o= —1

jif, (2@ — (20a)y-1 _ g
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Resolviendo la ecuacién diferencial para ¢~'(z) se obtiene ¢! (Z) = z + f, donde especifi-
camente se escoge f; = xg para cumplir z =z — x4

De esta manera se puede observar que ¢(x) = z— x4 puede utilizarse como transformacion.

b. Considerando como transformacién # = ¢(z) = In(;;), con @, 24 € R!

i. Se cumple cuando ¢(z) =0 & = = 24

it det(— 24|y, = — Lo, = — L #0 para zg #0

s (00N (@)y _ 9¢(x)\—1 _
iii. ( ai,(w)) = ( a(zw)) =z

Resolviendo la ecuacién diferencial para ¢! () se obtiene ¢~ 1(z) = C'e¢® + f,.. Obteniendo
la funcién inversa se tiene = = ln(%_b) donde especificamente se establece f, = 0, C = z4
para satisfacer con la condicién i..

Estos dos ejemplos cumplen con las condiciones necesarias para ser transformaciones, sin
embargo se debe considerar que el ejemplo (b.) atin cuando cumple con lo necesario, ademas
de ser escalares, su aplicacién es muy restringida debido a que se requiere que x como x4 no
crucen por cero. Por facilidad, en este trabajo se utilizara la transformacién del ejemplo (a.).

3.3. Caracterizacion de sistemas

Se ha establecido una estructura general para poder aplicar la metodologia propuesta. Sin
embargo, es dificil generalizar que para cualquier sistema, bajo cualquier caracteristica que
presente, sea factible utilizar IDA-PBC para seguimiento. Es por ello que se ha establecido
una estructura de sistemas que presentan caracteristicas bajo las cuales si es posible aplicar
la técnica de disefio propuesta en este trabajo.

El modelo de sistemas abordado en este trabajo de tesis se puede obtener a partir de su
Lagrangiano [12], el cual estd definido por:

L=T(q,q) = V(q) (3.10)

Donde ¢ € R™ corresponden a las coordenadas generalizadas, T'(q, ¢) es la energia cinética
del sistema y V' (¢) es la energia potencial, entonces el modelo del sistema se puede obtener a
partir de la ecuaciéon Lagrangiana
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40L(g.d) 9Lla.d) | OV(o)

dt  9q 0q 0q

En la ecuacion anterior los términos F,, corresponden a las fuerzas generalizadas.

Si se considera el caso de sistemas mecanicos, tomando en cuenta que la matriz de inercia
del sistema es D(q) = D(q)" > 0, la funcién de energia cinética se puede expresar como

T(q,4) = 34" D(a)q

De manera que el Lagrangiano se puede expresar como

L(g.4) = ¢"D(q)¢ — V(q)

Con la ecuacién anterior y al desarrollar la ecuacién Lagrangiana, el modelo de sistemas
mecédnicos se puede expresar de manera generalizada como

D(q)§ + C(q,4)q + B(q) = G(q)u (3.11)

En este caso se estan considerando que la entrada de control es u, el modelo cumple con
las siguientes propiedades [14]

= D(q) — 2C(q,q) es una matriz antisimétrica

- Blg) =52

Al estar considerando sistemas mecanicos las coordenadas generalizadas ¢ corresponden a
las posiciones del sistema por lo que ¢ son sus respectivas velocidades.

Se ha mencionado dentro de esta clasificaciéon de sistemas que se pueden considerar sis-
temas subactuados, por lo que la matriz G(q) puede no ser de rango completo, considerando
casos especificos como
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La ecuacién (3.10) establece el tipo de sistemas a los que puede aplicarse la metodologia
propuesta para resolver el problema de seguimiento. Para ello debe seguirse el siguiente pro-
cedimiento. El primer paso es reescribir al sistema de la forma & = f(z) + g(z)u, para ello se
define

q1 q1

8
S
I
5
)
I

dn dn
Reescribiendo la ecuacién (3.10) en términos de z, se obtiene

D(xl)afg + C(l’l,.’Eg)!EQ + B(CEl) = G(azl)u

Es claro que #1 = x9, y los términos correspondientes a x5 se pueden obtener de la ecuacion
anterior, teniendo entonces

[ 2 } - [ _D(xl)_l[c(l“glc?mz)xg—f—B(xl)] } * { D(xl)Pla(xl) } w o (312)

De esta manera se tiene

_ T2
flx) = { _D(;Zjl)_l[C(lIIl,ZEQ):I:Q + B(x1)] }

9lz) = { D(:c1>—01G<:c1> ]

Usando esta representacion se analizard la manera de aplicar IDA-PBC para que los esta-
dos del sistema lleguen a una trayectoria deseada.

3.4. Metodologia

Bajo la estructura de sistemas establecida y dadas las condiciones obtenidas que debe satis-
facer una trasformacion se propone una metodologia para resolver el problema de seguimiento.
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Paso 1: Transformacién del sistema

Es necesario proponer una transformacién que cumpla con las caracteriticas mencionadas
en la seccién anterior. En este caso, de los ejemplos mencionados en la seccién anterior, se
utilizard la transformacién (a.) & = x — x4 la cual ya se ha demostrado que cumple con las
condiciones requeridas. Entonces se propone ¢(x, z4) como

)z

Z2 T1 — X114

donde x14 representan las posiciones deseadas, x4 corresponden a las velocidades deseadas,
y debe satisfacerse @14 = x94.

Debido a que es una transformacién lineal se cumple
Ty | | o1 — T4 ) Ty | | 1 — 214
T 1 — T14 ' T 1 — T14

Para transformar el sistema se aplican las ecuaciones (3.8), para ello hay que calcular la
parcial de la transformacién respecto a cada una de las variables.

wolov] o am-ld]
or |01 ' org 0 1

Al desarrollar las ecuaciones (3.8), se puede observar que se recupera la dindmica del sis-
tema, esto debido a la transformacion propuesta. Por otro lado, de las mismas ecuaciones se
estd considerando el caso particular en que B(z) = 0 por lo que u(x) = u(x).

Por 1iltimo se tienen que expresar las coordenadas z, considerando que = = [z1 x2]7, en
términos de T es decir, se aplica la transformacion inversa x = ¥ + x4, entonces sustituyendo

coordenadas en la ecuacién (3.12) se tiene

01 2
[ Iy ] N { —D(Z1 4 212) M [C(Z1 + @14, T2 + T24) (T2 + T2a) + B(T1 + 214)] — F24
0
+ [ D(z1 + x10) ' G(Z1 + 214)
(3.14)
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Por lo tanto se puede definir

_ T2

) = { —D(Z1 + 214) M[CO(Z1 + 214, T2 + T2a) (T2 + T2q) + B(Z1 + 214)] — doq
i(z) = { 0

g D(Zy + x14) ' G(Z1 + 21q)

De esta manera ya se tiene el sistema transformado expresado en las nuevas coordenadas
Z, puede observarse que también depende explicitamente del comportamiento deseado x4, que
pueden ser trayectorias variantes en el tiempo.

Paso 2: Aplicar IDA-PBC

Al sistema ya transformado y expresado en las nuevas coordenadas Z se le aplicara la
técnica de diseno IDA-PBC, donde se estabilizard la nueva coordenada z = 0.

Con base en el problema de la seccién anterior, se encontrard un control u(Z), una matriz

F,4(z) y una funcién Hy(z) tales que el sistema en lazo cerrado cumpla con la ecuacién (2.15).
Es decir

) n 0 u - Fi1 Fio Vaz Hy
—D7YC (% + 224) + B] — #4594 D@ Fyy Fy || Va,Hy
De la ecuacion matricial anterior se pueden obtener dos ecuaciones

Ty = Vg Hg+ F1aVz, Hy
—D7YC (&g + 9q) + B] —d0q + D'Gu = Fy Vg Hy+ FooVz, Hy (3.15)

La primer ecuacién representa una restriccion que debe satisfacerse mientras que en la
segunda se encuentra la dindmica del sistema. De esta ecuacion se debe obtener u de acuerdo
a (3.4), por lo que despejando el control se tiene

u = (MTM)flMT[FﬂVjIHd + FQQV@Hd — (—Dil[C (52 + xgd) + B] - fgd)] (3.16)
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donde

M = Dil(fl + .’Eld)G(f1 + xld)

Se estd considerando el caso de sistemas subactuados, por lo que el control incide solamente
en una coordenada, sin embargo dada la representaciéon que se plantea, considerando el caso
en que la matriz de inercias D(z7 + z14) del sistema en lazo abierto no es diagonal, entonces
D=1 tampoco lo es, por lo tanto la matriz M se puede calcular como

. diyy  diqo 0 . diqo , . di1n  diqg I B diqy
M_[digl diQQHI]_[dz’m] © M‘[digl dz'QgHo}_[dim]

Donde di;; son los elementos de la matriz D~!. Puede verse que con esta nueva matriz
M el control incide en ambas coordenadas, por lo que éste se puede determinar directamente
a partir de la ecuacién (3.4), evitando resolver ecuaciones diferenciales parciales dadas por
la restriccion que la coordenada no actuada impone, ésto siempre y cuando se conozcan los
elementos de la matriz Fy y la funcién de energia en lazo cerrado H,. Para ello se sugiere
proponer la funcién de energia de la forma

1 1
Hy = §f2TDd(f1) @y + V(i) + §f1TK 7 (3.17)

Donde D, = Dg > 0 es la matriz de inercia deseada y se esta considerando el caso mas
general donde sus elementos son valores constantes.

La primera forma cuadréatica en Hy corresponde a la energia cinética del sistema en lazo
cerrado. Los elementos restantes corresponden a la energia potencial en lazo cerrado, de estos
términos Vy(#1) es una funcién que puede ser equivalente a la energia potencial del sistema
en lazo abierto donde debe asegurarse que cumpla con la condicién (3.6), por dltimo K > 0
es una matriz diagonal cuyos valores son grados de libertad que corresponden a ganancias de
la segunda forma cuadratica.

Una vez establecida la forma de la funcién de energia deseada solo queda determinar los
elementos de la matriz Fy, para ello hay que considerar que
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A patir de las ecuaciones (3.15) se pueden calcular los elementos Fj;, sustituyendo términos
en la primera ecuacién se tiene
Ty = FH(V@Vd + K f1) + F12(Dd .’fg)

El término del lado izquiedo solo depende de T3 lo cual debe permanecer en el lado derecho
y como la funcién que multiplica a Fi; (esto es Vz, Hy) esté en términos de 27 entonces una
posible solucién es proponer

;=0

quedando entonces por resolver
Ty = Fia(Dy ©2)
Para que se satisfaga la ecuacién anterior entonces es evidente que
Fio = D;l
De esta manera se satisface la primera ecuacion.

En la segunda ecuacion se encuentra el control, el cual se definié que se puede obtener a
partir de (3.4) y al tener definida la funcién de energia y los elementos del sistema en lazo
abierto entonces los elementos F51 y Fbs quedan como grados de libertad. Sin embargo hay que
remarcar que se debe cumplir la condicién (3.5), para asegurar que ésta se cumpla entonces
se puede definir

F21 — _(DC;l)T — _Dgl

quedando entonces como términos libres los elementos de Fso, por lo que la matriz F; tiene
la forma

0 D!
F;= _ d 3.18
o= o | 3.15)

Por lo tanto, la ecuacién para determinar el control queda completamente definida.

Con esta metodologia planteada se puede resolver el problema de seguimiento bajo una
transformacién especifica y para sistemas Lagrangianos.



Capitulo 4

Casos de estudio

En este capitulo se mostrard como aplicar la metodologia propuesta descrita en el capitulo
anterior para realizar seguimiento de trayectorias de 4 diferentes sistemas, los cuales tienen
algunas caracteristicas en comun:

= Son sistemas mecanicos subactuados de segundo orden, por lo que se tiene una coorde-
nada actuada y la otra no actuada.

» El modelo matemdtico es un modelo Lagrangiano correspondiente a la ecuacién (3.10).

» La matriz de incercia D(q) solo depende de una coordenada generalizada.

Cada uno de los casos de estudio ha establecido en la literatura un problema importante
por si mismo, de tal forma que el poder resolver el problema de seguimiento de trayectorias
para ellos establece una contribucién por si misma también.

4.1. Péndulo con rueda

Este sistema consiste en un péndulo invertido con un rotor balanceado al final del eslabodn,
como se observa en la Figura 4.1. El par del motor produce una aceleraciéon angular al final
del péndulo que genera un par acoplado en el eje del mismo.

El modelo dinamico de este sistema esta representado por

D(q)i+ B(qg) = Gu

39
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Figura 4.1: Péndulo con rueda

el cual, en forma especifica estd dado por
L+ L || dq —mglsin(q1) | _ [ 0
G O N

Para este sistema ¢ representa el dngulo respecto a la vertical del péndulo, g2 representa
en angulo de la rueda respecto al péndulo, I1 e I son sus respectivos momentos de inercia,
m y [ son la masa y longitud del péndulo, g es la constante gravitacional y la actuacién del
sistema estd en la segunda coordenada. En este sistema particularmente se tiene que la matriz
de inercias es constante, C'(¢q,§) = 0 y su funcién de energia es

. 1, . . L+I I ;
H(q,q) = §[q1 Q2][ 112 2 IzHgﬂergl(Hcos(ql))

Para poder aplicar la metodologia propuesta, primero se reescribe el sistema de la forma
& = f(x) + g(z)u considerando

e F R b R Y
T12 q2 €22 q2

Como el sistema tiene una estructura Lagrangiana, se puede aplicar directamente la
ecuacién (3.12), obteniendo

=L oo |+ [ e | (42)

Desarrollando términos se tiene
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T11 21 0

T2 22 0

. = mgl sin(z11) -+ -1 U
o gl infz) L'

; mgl sin(x11 1+12

T22 I I I

Por simplicidad el modelo se trabajara con la ecuacién (4.2).

El primer paso de la metodologia propuesta es aplicar una transformacién, la que se
propone en este trabajo corresponde a la ecuacién (3.13) por lo tanto

— | T11 — T11d .= | ®21 — X214
€Tl = ;T2 =
T12 — T12d T22 — X224

Con esta transformacion se llega a la ecuacién (3.14) como se vi6 en el capitulo aterior,
teniendo entonces el sistema

{ 2 } - [ —D(z + xld)flbez(fl + 214)] — F24 } - [ D(z1 + w1d)PlG(fl + 21q)

Hasta este punto el primer paso ha sido completado, donde ya se tiene el sistema trans-
formado en las nuevas coordenadas .

Continuando con la metodologia, ahora se aplica la técnica IDA-PBC. Para ello, se debe
encontrar una u(z) dada por la ecuacién (3.16), una matriz Fy correspondiente a la ecuacién
(3.18) y proponer una funcién de energia sugerida como (3.17). Para este sistema en particular
se tiene

Hy — dy1 dio } {3621

[ @21 T2 | k2 0
2 e dio  doo T2

1
] +k1(1+COS(5311))+§ [ T T12 ]T [ 0 ks

N |

Donde Dy = D:{ > 0 por lo que se debe satisfacer d%Q > dj1dio para asegurar que la
matriz sea positiva definida, ademds k; > 0. Para esta funcién de energia se debe verificar
que cumpla con la condicién (3.6). Para mostrar que Z = 0 es un punto de inflexién debe
satisfacer VzHgylz—0 = 0, es decir

Vz,.,Ha —klsi’ﬂ(fu) + koZ11 0
Vg—de _ k3To9 _ 0
Vi, Hyg d11T91 + d12T92 0
Vg, Ha d12Z21 + d22T22 220 0
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Dada la ecuacién anterior, entonces = 0 es punto de inflexién, para verificar que este
punto sea un minimo se debe obtener V2 H, o equivalentemente

VZ Hgy —k1+k 0 0 0
Vi Hgy B 0 ks 0 0
V2, Hq B 0 0 di di
Vi, Ha ||, 0 0 dip da

Una manera de verificar que VZHy(0) > 0 es a partir de su determinante el cual debe ser
positivo, entonces para esta funcién de energia se tiene

det(VEHg) = k3(—ki + ko) (di1daz — di,)

De la ecuacién anterior el término (djidae — d25) es positivo por definicién de la matriz
Dy, y ademés se debe cumplir kg > ki para garantizar que det(V2Hy) > 0, entonces se puede
afirmar que Z = 0 es un minimo de la funcién de energia H; propuesta.

Para continuar con el procedimiento se debe tomar en cuenta que

) | —kisin(@1) + ka2 e | din di2 To1
VaHa = k3Tao » VaHa= dia  daa T2

d —d
1 292 12
Dd - (d11d22—d?2) |: —di2  diy :|

Ahora faltan por determinar los elementos de la matriz F, los cuales, de acuerdo al anélisis
previo, pueden establecerse como

Fiy=0 ; Fia=D;' ; Fy=-D;'
Previamente se demostré que estos términos cumplen con la condicién (3.5) y los elemen-

tos Fyo son grados de libertad. Se debe verificar que cumplan con las ecuaciones (3.15). Para
ello desarrollando términos se obtiene para la primera ecuacién

To = InVz Hg+ FioVz, Hy

que de manera desarrollada se escribe como
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Z21 _ { 0 0 } { —kysin(Z11) + ko211 ] + < 1 ) { dao  —di2 } [ dyp dyo ] [3_621 }
X292 0 0 k‘gigg dudgg —d%z *d12 dll d12 d22 T2

Es evidente que la ecuacién anterior se satisface para los valores de Fy1 y Fi establecidos.

Ahora se tiene que calcular la ecuacién que define el control, para ello se aplica (3.16),
cuyos elementos son

-1
M=D"'G= |i 11{0112 :|
111>

Tan-1 07T — I3 11311 +1)
(M7M)™M" = [ [Fr2lj+2hl; TF203+20 L

—mgl da2 sin(T114+x14)
di1d22—d3,

+ T214
D_I(B) + d9q =

mgl di2 sin(Z11+214)

di1da2—d3, T 22d

Sustituyendo términos, se puede obtener el control

u=(MTM)YMT[Fy1Vz Hy+ FoaViz, Hy + D7HB(Z1 + 714)] + d24)]

De las ecuaciones anteriores se puede observar que si M tuviera un elemento en cero,
entonces en el control se tendria una restriccion mas a satisfacer, para ello se tendrian que
calcular los elementos de las matrices Fb; v Fhe que cumplieran con la restricciéon impuesta.
Sin embargo, aiin cuando se tiene un sistema subactuado, dada la representacion del modelo
se puede ver que se tienen todos los elementos para calcularlo donde se tendrian que proponer
los elementos de Fy; y Fhy. Sin embargo, tomando en cuenta que se tiene que cumplir (3.5),
entonces se establece

_ d22 d12
p di1daa—d3, di1d22—d3,
F21 = —F12 =
di2 _ di1
di1daz—d3, di1daz—d3,

quedando entonces como grados de libertad los elementos de Fss, los cuales pueden ser valores
constantes.
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Para este sistema se consideraron los siguientes parametros Iy = 0,1, Is = 0,2, m = 0,2,
[ = 0,25 y en particular se escogieron los valores

3 1 -12 -10
Dd—[l 4] ; F22—{_8 _9]

Con todos los datos se obtuvieron resultados realizando simulaciones con el software Mat-
lab y Simulink, considerando algunas trayectorias deseadas. En la primera tanto la posicién
del péndulo como la de la rueda (medidos en radianes) son constantes, esto es, se estd re-
quiriendo que la trayectoria deseada sea un punto deseado diferente al equilibrio del sistema,

en particular se tiene

x:x11d20,8,$:m21d:0
1d T12d 0,2 o 924 0

Obteniendo los siguientes resultados

25 1
2 08
15 1 o6l
1 Avnv 0.4r n
o 05 v = 02 W
<0 = of U
g S
05 = 02}
1 04
15 1 06
2 08
25, 5 10 15 20 25 30 1 : : : . .
Tiempo 0 5 10 15 20 25 30
Tiempo

Figura 4.2: Posiciones z11 v x12 real y deseadas

La Figura 4.2 muestra la posicion del péndulo a la izquierda y la de la rueda a la derecha.
En ambas se observa que llegan al valor constante establecido como punto deseado.

La Figura 4.3 muestra las velocidades angulares del sistema, al tener una posicién deseada
constante es natural que las velocidades son cero y se observa que en las dos partes se llega a
dicho valor indicando que se detienen aproximadamente en 12 segundos.

El segundo experimento realizado considerd senales de referencia variantes en el tiempo

dadas por
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Figura 4.3: Velocidades w91 v x99 real y deseadas

g | T | 0,1 o — | T2d | _ 0
1d T124 0,4sin(0,3t) | 7 T* T | 299g 0,12 cos(0,3t)

Con estas trayectorias establecidas el comportamiento del péndulo obtenido se muestra en
las siguientes gréficas

j \/\s i aVaN

X1, X11d
=)
<

X12, X12d

4 . . . . . 4 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Tiempo Tiempo

Figura 4.4: Posiciones x11 y x12 real y deseadas

En las gréficas de la Figura 4.4 se observa el angulo del péndulo del lado izquierdo y la
posicién de la rueda del lado derecho, donde se observa que ambas variables llegan a la trayec-
toria deseada. Sin embargo se puede notar que existe un pequeno error en ambas trayectorias,
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Figura 4.5: Velocidades xa1 v x99 real y deseadas

esto se debe al propio acomplamiento que existe entre las variables, al tener solo una coor-
denada actuada, en la otra influira el comportamiento natural del sistema impidiendo que se
mantenga completamente en el valor deseado.

En la Figura 4.5 se observan las velocidades angulares de cada uno de los elementos, en
donde se puede observar que su valor final corresponde al deseado a partir de 20 segundos
aproximadamente.

4.2. Gruaa

Este sistema, mostrado en el Capitulo 2, consiste en un carro que se mueve horizontalmente
y del cual cuelga un péndulo, de manera que al impulsar el carro por medio de una fuerza F
éste, a su vez producird una fuerza que moverd el péndulo. La representaciéon de este sistema
se muestra en la Figura 4.6.

Considerando como coordenadas generalizadas la posicién del carro y el angulo del péndu-
lo respecto a la vertical dadas por

=[]

El modelo dindmico representado a partir las ecuaciones de Euler-Lagrange es

] @

D(q)i+C(g:4)g+ Blg) = Gu
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Figura 4.6: Graa

que en forma desarrollada se escribe como

M+m mlcos(qg)][éjl]+[0 —mlq'gsin(qg)][q'l]_'_{ 0 } _ [1

mlcos(q2) mi? Go 0 0 o mgl sin(gz) 0

Donde M y m corresponden a la masa del carro y del péndulo respectivamente, [ es la
longitud del péndulo y ¢ la constante gravitacional. Del modelo se observa que la matriz de
inercias sélo depende de la coordenada ¢o. Una peculiaridad de este modelo es que no depende
explicitamente de la variable ¢, ademéas la matriz de inercias tiene elementos constantes en
la diagonal.

La funcién de energia de este sistema es

M +m  mlcos(qz)

& i ] m [ cos(qz) mi?

| =

Hig.q) = [ 2]+ maita = costa

Con el modelo ya conocido y para aplicar la metodologia propuesta entonces, reescribimos
el sistema de la forma & = f(x) + g(x)u considerando
q
g2

a:l:[xll]:[(h] ; xZ:[m]
T12 q2 L22

Ju
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Esto es, el estado x1 son posiciones (lineal y angular) y xo sus respectivas velocidades,

teniendo entonces

0 } " (4.4)

[ i; } B [ —D(ml)*l[C(wT?mg)mg+B(x1)] } * { D(x1) ' G(x1)

La ecuacién anterior corresponde exactamente a (3.12). Ademds se tiene

1 _ cos(x12)
M-+m—cos(z12)2 ml(M+m—cos(z12)?)
D7 z) =
cos(z12) M+m
ml2(M+m—cos(z12)?)

"~ ml(M+m—cos(z12)2)

Aplicando el método para realizar seguimiento, primero se transforma el sistema utilizando

la definicién de error, dada por
= T11 — T11d
T22 — 224

. - | T21 —T21d
x X9 =
12 — X124

El sistema transformado equivale a la ecuacién (3.14), donde se tiene

,’fl - T2
[ T :| o |: —D(fl + mld)fl[C(fl + 214, T2 + xzd)(fg + :Egd) + B(f1 + «Tld)] — Tog
n { 0
D((fl + l‘ld)*lG(.fl + xld)

Con el sistema ya transformado, entonces se desarrolla el paso 2 de la metodologia, aplicar
IDA-PBC. Para ello, se propone una funcién de energia deseada, que en este caso corresponde a

di1 di2 Z21 _ 1. _ T | k2 O Z11
:| |: :| +I€1(1—COS($11))+§ [ Tr11 T12 ] |: 0 k3 ] |: -f12 :|

22

[ 221 222 ] { dy2  dao

&
I
DN | —

Se debe considerar que Dy = Dg > 0 por lo que se debe cumplir con d3, > dy1dj2 para

asegurar que la matriz sea positiva definida, y los elementos k; > 0.
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Ademas se debe verificar que el argumento minimo de esta funcién sea T = 0, por lo que
primero se determina si este valor es un punto de inflexién a partir de la expresién

Vjqu kq Sin(ffn) + ko171 0
ijHd _ k3T99 _ 0
Vi, Hy dy1Z21 + d12T22 0
Vi, Hq diaZo1 + dZe || _, 0

De la ecuacién anterior, claramente se define £ = 0 como punto de inflexién, ahora se
verifica que es un valor minimo al evaluar el Hessiano dado por

Vi Hy ki+k 0 0 0
Vi Hy - 0 ks 0 0
V2, Hy B 0 0 din dio
Vi, Ha ||, 0 0 dip doo

Para verificar que esta matriz sea positiva definida se obtiene su determinante

det(V%Hd) = ]{,’3(/451 + kz)(dndzz — d%Q)

Como se establecié que k; > 0 y por construccién (djdag > d3,), entonces det(V2H,) > 0
por lo que & = 0 es el argumento minimo de Hy, lo que satisface la condicién (3.6).

Una vez verificado este punto, entonces se calcula el control u(Z) a partir de la ecuacién
(3.16), donde hay que considerar los términos

) |k sin(Z11) + keZ11 B | din di2 Z21
VIlHd o k‘gi‘gg sz Hd N d12 d22 Z22

1
M+m—cos(z12)2
M=D7'G =
cos(z12)
ml(M+m—cos(z12)?)

Por ultimo se establecen los valores de la matriz Fy, los cuales al tener la misma estructura
del sistema transformado como en (3.14) estos valores se pueden establecer como
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1 =0 F12:D;1 F21:—D51

Con ello se tienen todos los elementos para obtener el control. Para observar el com-
portamiento del sistema se realizaron simulaciones para algunas trayectorias deseadas. Con-
siderando que los pardmetros del sistema son M = 1,3[kg], m = 0,2[kg], | = 0,25[m],
g = 9,81[m/s?]. Los valores de las matrices propuestas son

6 157 [ 34 -8
Dd_[1,5 5] ’FZZ_[—1 —12]

En este sistema se quiere que al moverse el carro, el péndulo se mantenga en una posi-
cion fija, por lo que se estda considerando que la primera trayectoria deseada es velocidad
constante para el carro y posicion constante para el péndulo, especificamente se consid-
eré x919 = 0,1[m/s?] y para el péndulo x4 = O[rad.

X
X12, X12d

0 L T 0 5 10 15 20 25 30 35 40
iempo Tiempo

Figura 4.7: Posiciones x11 y 12

En la Figura 4.7 se muestran las posiciones reales del sistema, del lado izquierdo se en-
cuentra la posicion del carro y del derecho la del péndulo. Se puede observar que al cambiar
la posicion del carro el péndulo sigue estando en la posicién indicada, con lo que ambos ele-
mentos llegan a su valor deseado.

En la Figura 4.8 se muestran las velocidades del sistema, donde se puede observar que la
velocidad el carro llega al valor constante, mientras que la del péndulo se maniente en cero.
En estas graficas se puede observar que el desempeno del sistema es mejor que en el mostrado
en el Capitulo 2, con base en que los resultados presentan menos oscilaciones bajo las mismas
trayectorias deseadas.

Considerando ahora que la trayectoria para el carro es una onda senoidal, mientras que
para el péndulo se establece una posicion deseada constante, esto es
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Figura 4.8: Velocidades x91 y 29

g = | F1d | _ 0 g | T2 | 0
1d T194 0,6sin(0,3t) | = 7 T4 0,18 cos(0,3t)

Se obtuvo lo siguiente

0.8 8

X1,

-0.6 6 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

Tiempo

Tiempo[s]

Figura 4.9: Posiciones z11 v x12

En la Figura 4.9 se muestran las posiciones reales del sistema donde nuevamente se com-
porta de acuerdo a su trayectoria deseada. El péndulo también llega al valor deseaado en
aproximadamente 30 segundos y s claro que el transitorio del sistema tiene mayor duracién
que en la trayectoria anterior, debido al tipo de trayectoria que tiene el carro.

En la Figura 4.10 observan las velocidades de cada uno de los elementos donde se puede
apreciar que el comportamiento llega al deseado en aproximadamente 30 segundos. Por lo
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Figura 4.10: Velocidades x21 v x22

tanto se puede decir que para un sistema con movimiento lineal y rotacional, el método prop-
uesto puede ser usado para realizar seguimiento.

4.3. Acrobot

Este sistema, mostrado en la Figura 4.11 esta formado por dos elementos tipo péndulos
y s0lo se tiene un actuador, el cual se encuentra en la unién de los mismos por lo que incide
directamente en el segundo.

El objetivo de este sistema es mantener ambas varillas en la posicién indicada, por medio
del actuador puede modificarse directamente el comportamiento del segundo elemento, éste a
su vez producira una fueza que hara mover el primer elemento. Debe considerarse que debido
al acomplamiento el movimiento del primer eslabén también modifica el comportamiento del
segundo.

Para analizar el sistema, se obtiene su modelo a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange,
el cual se puede representar de manera general como

D(q)i+C(q,4)q¢+Blq) = G(qu

En particular, las matrices del modelo son
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Figura 4.11: Acrobot

D) = [ 1+ co+2c3c08(qa) c2 + c3cos(qa)
q | c2+cgcos(qa) Co
Clg,q) — [ —c3sin(ga)g2  —c3sin(gz) (g1 + do)
’ | c3sin(g2)di 0
Blg) — [ —casin(q1) — essin(qr + ¢2)
i —cssin(qr + q2)
[0
Glg) = |
cuyos pardmetros son
cp = mllgl + mgl% + I
cy = m2122 + I
c3 = malile
cy = g(maler +moly)
cs = g(male)

En las ecuaciones g; representa el angulo del elemento 1 respecto a la vertical. El angulo
del segundo elemento es g medido respecto a la vertical del primero. Ademéas my y my son
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cada una de las masas, I; e I» son sus respectivos momentos de inercia, l.; y [z son las lon-
gitudes de cada union al centro de gravedad, l; y I son las longitudes de los elementos.

En este modelo se puede notar que la matriz de inercias D(q) depende sélo de g2 en tres
de sus elementos, los términos correspondientes a la energia potencial dependen de ¢ y go,
contrario a los ejemplos anteriores donde solo dependian de una coordenada.

La funcién de energia correspondiente a este sistema es

] c1 + ¢2 + 2c3cos(qa) o + c3cos(qa) ] [ a1

¢y + 3 cos(q2) o do ] + cqcos(q1) + c5cos(q1 + go)

[ @

N~

Dado que el modelo tiene una estructura Lagrangiana, entonces se puede aplicar la metodologia
propuesta utilizando la ecuacién (3.12) considerando

“:{(q];] : mF[Z;} (4.5)

El modelo se puede reescribir como

[ 2 ] N { —D(fvl)*l[C(mT?wQ)xz+B(ﬂf1)] } " [ D(ﬁfl)OlG(:fl) ]u
(4.6)

Aplicando la metodologia al modelo anterior, se reescribe en términos del error proponien-

do como transformacion
wlz{xll}:[-’ﬁn—ﬁﬂud] : x2:[3521:|:[$21_$21d:| (4_7)
T11 — 2124 Z22 L22 — 224
Por lo que al aplicar dichas ecuaciones en el sistema se obtiene
T . X2
) —D(Z1 + x1q) MO (Z1 + 14, T2 + T2a) (T2 + T2a) + B(Z1 + 214)] — doq

0
{ D(&1 + 21q4) "' G(21 + x14)
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Obteniendo la misma estructura que en (3.14). Con ello se puede aplicar el segundo paso,
obtener el control utilizando la técnica IDA-PBC. Para ello se ha propuesto la siguiente
funcién de energia

di1 di2 ] { Z21

1
Hy(Z1,T2) = [ Zn Zo | U i (L cos(Z11 — Z12)) + ka(Z11) + ks(Z12)?
2 dy2  dao T2

Esta funcién de energia tiene una estructura similar a la del sistema en lazo abierto agre-
gando términos cuadraticos en la energia potencial. Se estd considerando que los elementos
d;; son constante y k; son valores positivos.

Verificando que esta funcién tenga un argunmento minimo en & = 0, se tiene

Vi Ha —kq Sin(i'll + f12) + koZ11 0
ijHd _ —kq Sin(i'u + flz) + k312 _ 0
Vay Hy d11T21 + d12%22 0
Vi Hag d12%21 + d2aT22 220 0
mientras que
Vi Hy —ki+ky -k 0 0
Vi, Ha _ ~ki ~ki+ks 0 O
V%ﬂ Hy 0 0 dip di2
V2, Hy 0 0 dis dao

A partir del la matriz anterior se obtiene su determinante dado por

det(V2H,) = (diydag — diy)(—kiks — koky + koks)

En donde se sabe que (dy1 dag — d%z) > 0 por definicién de los elementos de la matriz Dy,
por lo que, dado que k; > 0, entonces se tiene que cumplir (koks) > (ki1ks + kok1) para ase-
gurar que el determinante sea positivo y entonces £ = 0 sea un minimo de la funcién de energia.
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Una vez establecida la funcién Hy(Z1,Z2), continuando con el procedimiento, podemos

establecer que los valores de la matriz Fj; son

1 =0 F12=DC?1 F21:—D;1

Tomando en cuenta que

-k Sin(l’il +x12)+k2x11 :| . V. H, = |: di1  di2 :| |: T ]
3 xo —

Vz Hy = . - _ _
T —ky sin(a11 + 212) + k3o dia  dao T2

c2+c3 cos(Z12+T124)
cac1—c3 cos(Z12+T124)2

M=D"'G =
_c1teat2c3 cos(T12+T124)
cac1—c3 cos(Z12+T124)2

Con todos los elementos establecidos se puede obtener el control a partir de la funcién

u = (MTM) M7 [PV Hy+ FooVi, Hy — (—D7C (%2 + 224) + B] — %3q)]

Para observar el comportamiento del sistema se han escogido dos trayectorias deseadas. La
primera considera que la posicion de ambos elementos es constante, es decir ambos elementos

llegaran a un punto diferente al origen, con lo que se tiene

Tid | _ /2 ) Toa | _ | 0 (4.8)
T124 /2 ’ T22d 0
Esta posicién formard una ”L” invertida del acrobot. Para este sistema se escogieron los
siguientes valores para el sistema en lazo cerrado

1 03 . [ -1 -8 . o -
Dd|:0,3 O,4:| ’F22|:9 15:| ) klfl7k’2f1,k‘3—4

Considerando que los pardmetros del sistema son [; = 0,3[m], Iy = 0,5[m], m1 = 0,175[kg],
ma = 0,285[kg] , I = 0,177[m], leo = 0,31[m], I} = 0,002[kgm?] y Iz = 0,0053[kgm?], se
obtuvieron los siguientes resultados
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Figura 4.12: Posiciones x11 y x12
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Figura 4.13: Velocidades x21 v x29

Se puede apreciar que después de 40 segundos, practicamente han llegado al valor deseado,
considerando tanto en posicién como en velocidad como se observa en la Figura 4.13. Con
estas graficas podemos decir que el control lleva al sistema a un punto deseado.

Ahora se considera el caso en que el valor deseado puede ser una trayectoria deseada,
sin embargo se debe tomar en cuenta que el sistema es subactuado y de manera natural hay
un acomplamiento en los elementos, por lo que se esta considerando solamente trayectoria
variante en el tiempo para la coordenada actuada, mientras que la otra permanece en posicion
cosntante, esto es

Tid | _ 0 . Toid | _ 0 (4.9)
194 0,2sin(0,3¢) ’ T4 0,06 sin(0,3¢) '
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Con la trayectoria deseada se estd pidiendo que la coordenada 2 oscile entre +£0,2rad, esto
es +11,46° mientras que la coordenada uno se quiere que esté en posicién cero.

i
\//N//\/NA

-0.2

X1, X11d
X12, X12d
o
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
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Figura 4.14: Posiciones x11 v x12

En las graficas de la Figura 4.14 se observa que la posicion de la coordenada dos tiene un
comportamiento senoidal muy cercano a la trayectoria deseada, pero la coordenada 1 no es
exactamente constante, también oscila alrededor de cero, sin embargo este comportamiento es
de esperarse ya que al no tener actuador su movimiento estda dado a través de la unién con el
otro elemento por lo que éste, al moverse, producird una fuerza hacia el primero provocando
de manera natural un movimiento que en este caso es senoidal.
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Figura 4.15: Velocidades 21 v x99

La Figura 4.15 muestra las velocidades de los elementos y se puede observar que tienen un
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comportamiento acorde a las posiciones. Nuevamente para la coordenada 1 se observar que,
aunque se quiere que su valor sea constante (indicando que esta detenida), la velocidad oscila
de acuerdo a la posicién del elemento.

En este ejemplo se puede notar que atin cuando se puede aplicar un control para realizar

seguimiento de trayectoria, el propio comportamiento del sistema hace que no se tenga un
error completamente en cero para todas las coordeanadas.

4.4. Pendubot

Este sistema es equivalente al acrobot, solo que en este caso se tiene el actuador en el
primer eslabén como se muestra en la figura (4.16).

Figura 4.16: Pendubot

El modelo de este sistema se puede representar por medio de las ecuaciones de Euler-
Lagrange como

D(q)i+C(q,4)q¢+Blq) = G(qu

Donde cada una de las matrices es
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D(g) = [ 1+ 2 + 2c3cos(qz)  c2 + c3cos(qa)
q | 2+ czcos(qa) c
| —cssin(g2)de  —essin(g2) (g1 + G2)
C((LQ) - I c3 Sin(qQ)q'l 0
B(q) = [ —cysin(qr) — essin(g1 + ¢2)
1 I —c5sin(q1 + q2)
1
Gla) = |,

Los parametros de estas matrices son

¢ = mllzl + mgl% + I
cy = mglé + I

cg = malile

ca = g(maler +maly)

cs = g(male)

Del modelo puede notarse que la diferencia entre este sistema y el acrobot estd en la
matriz G(g) indicando la coordenada donde incide el control. Cada uno de los pardmetros y
coordenadas equivalen a las mostradas en la seccién anterior.

La funcién de energia de este sistema es

. c1 + cg +2c3c08(q2) €2 + c3cos(q2) q1
[ q q2 ] .

+ ¢4 cos + ¢5 cos(qy +
¢y + 3 cos(q2) o o ] 4 cos(q1) 5 cos(q1 + q2)

N =

De manera equivalente al caso anterior, se puede aplicar la metodologia propuesta uti-
lizando la ecuacién (3.12) considerando

xlz{(h] ; $2—|:(jl:| (4.10)

q2 42

Por lo que el modelo se puede reescribir como



CAPITULO 4. CASOS DE ESTUDIO 61

MR ; |+ [ by |1
Lo —D(.Il)_l[C(J?l,JZQ):L‘Q +B<.1‘1)] D(ZL‘l)_lG(IEl)
(4.11)
Realizando el paso 1 se tiene que transformar el sistema, dado que
7 = |:x11 } _ [9611—$11d ] : Ty = [3621 } _ [@1-9621(1} (4.12)
12 T11 — T12d T22 T2 — T224
Entonces el sistema transformado tiene la forma
R : |
fg —D(i’l + xld)fl[C(fl + 214, T2 + xzd)(fg + xgd) + B(il + xld)] — Tog

0
t |: D((fl + JIld)*lG(fl + xld)

Con el sistema ya transformado, entonces se desarrolla el paso 2 de la metodologia, aplicar
la técnica IDA-PBC. Para ello, se propone una funciéon de energia deseada, que en este caso

corresponde a

o B 1 B B dll d12 T21
Hd(x1,$2) - 9 [ To1 T22 ] [ dio  doo T2

+I€1(COS(£11)) + k‘Q(l + COS(fu + 512)) + k’g(fu)Q + k’4(i12)2

Se debe considerar que Dy = D;‘lp > 0 por lo que se debe cumplir con d%g > dji1dis para

asegurar que la matriz sea positiva definida, y los elementos k; > 0.

Verificando que esta funcion tenga un argumento minimo en z = 0, se tiene

VfllHd —kq Sin(fu) — ko Sin(fu + flg) + k3Z11 0
V;gde _ —ko Sin(fu + flg) + k412 _ 0
Vg Ha di1Z21 + d12T22 0

0

d12Z21 + d22T22 220
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mientras que

Vi Hy —ky — ko + 2k3 —ky 0 0
V%de _ —ksy —ky+2ky 0 O
vi‘zl Hd 0 0 d11 dlg
Vi Hy o 0 0 dia  dao

A partir del la matriz anterior se obtiene su determinante

det(V2H,) = (di1dag — d3y)(kiky — 2k1ky — 2koky — 2koks + 4ksky)

Donde se sabe que (dq1 dag — d3,) > 0 por definicién de los elementos de la matriz Dy, y dado
que k; > 0, entonces se tiene que cumplir (k1ke + 4ksky) > 2(k1ky + koky + koks) para ase-
gurar que el determinante sea positivo y entonces Z = 0 sea un minimo de la funcién de energfa.

Una vez establecida la funcién Hy(Z1,Z2), continuando con el procedimiento, podemos
establecer que los valores de la matriz F; son

Fu=0  Fo=Dy' Fu--D;'

Tomando en cuenta que

—kysin(z11) — ko sin(Z11 + Z12) + k3T d d T
Vo Hy— 18in(Z11) 9 sin(Z11 12) 3 11}; vad:[ 11 12}{ 21]

—ko Sin(fu + flg) + k409 dia  dao 22

—co
—c1c2 +C§ COS(:E12)2

M=D"'G =
__ catcgcos(Z12)
—clcg—l—cgcos(ilg)z

Con todos los elementos establecidos se puede obtener el control a partir de la funcién

u = (MTM)_lMT[FmleHd + FQQV@Hd — (—D‘l[C (52 + .%'Qd) + B} — i’gd)]
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Para observar el comportamiento del sistema se han escogido dos trayectorias deseadas, las
cuales son equivalentes a las mostradas en el acrobot para observar que, aunque la dindmica
es la misma, el hecho de que el actuador esté en otra posicién, el comportamiento puede ser
diferente. La primera trayectoria considera que la posicién de ambos elementos es constante,

T11d /2 T21d 0 }
= : = 4.13
{wm] [Wﬂ] [l’zzd] {0 (13
Esta posicién formara una ” L” invertida del pendubot, de manera natural la coordenada

2 tiene a colocarse en una posicién vertical hacia abajo obteniendo un éngulo de 7/2. Para
este sistema se escogieron los siguientes valores

con lo que se tiene

103 =18 =87
Dd_[0,3 0,4] ’ F22_[_10 _20} i k=23 ke=1;k3=5;ks=1

Considerando que los pardmetros del sistema son I3 = 0,3[m], l; = 0,5[m], m; = 0,175[kg],
mo = 0,285[kg], l.1 = 0,177[m] , leo = 0,31[m], I = 0,002[kgm?] y I = 0,0053[kgm?], se
obtuvieron los siguientes resultados

X1, Xt1d
X12, X12d

0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
Tiempo Tiempo

Figura 4.17: Posiciones x11 v x12

En la Figura 4.17 se observan las posiciones de cada uno de los elementos, es claro que
ambos llegan a la posicién deseada, en el caso de la coordenada uno (grafica de la izquierda),
debido a que es la que tiene el actuador se observa que después de un tiempo de 25 segundos
llega al valor deseado, mientras que transitorio del elemento 2 es un poco mas fuerte, aunque
llega al punto establecido tiene ligeras oscilaciones.
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X21, X21d

0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
Tiempo Tiempo

Figura 4.18: Velocidades 91 v x99

La Figura 4.18 muestra el comportamiento de las velocidades dada la posicién constante.
Ambas llegan a cero con lo que se puede decir que los elementos se detiene, correspondiente
al valor deseado. De igual manera puede notarse que ain cuando llegan al punto establecido,
tienen ligeras variaciones en el comportamiento.

La siguiente trayectoria considera un comportamiento variante en el tiempo, el cual se
aplicara a la primer coordenada ya que es la coordenada actuada, mientras que para la se-
gunda, se ha establecido un valor constante como se indica a continuacién

[ ZEZ } _ [ 0,14si(r)1(0,5t) ] ; [ Z;Z } _ [ 0,07%(0,575) ] 414

A partir de las trayectorias indicadas se estd estableciendo que el primer elemento oscila
entre +0,14rad lo que equivale a £8,02°, podria decirse que es una amplitud pequena, obte-
niendo los siguientes resultados.

En la Figura 4.19 se muestran las graficas correspondientes a las posiciones de cada uno
de los elementos. Se observa que la primer coordenada, del lado izquierdo, practicamente llega
al valor deseado es notable que tiene un pequenio error de 0,01 [rad], mientras que la segunda
coordenada mostrada del lado derecho, también tiene un comportamiento senoidal, con una
amplitud de 0,0157rad lo que equivale a 0,85°, con esta magnitud se puede decir que el error
es relativamente pequeno, ya que al ser una coordenada no actuada no puede establecerse que
este elemento se mantenga estrictamente en cero.

La Figura 4.20 muestra las velocidades de cada uno de los elementos las cuales tiene un
comportamiento acorde a sus posiciones. Es notable que se tiene un error en ambas coorde-
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Figura 4.20: Velocidades x21 v x29
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nadas, sin embargo para la primera puede decirse que se comporta de acuerdo su trayectoria
deseada, mientras que para la segunda, ain cuando deberia ser cero, su magnitud es pequena

alrededor de 0,01 [rad], esto debido a la subactuacién de este elemento.

A partir de los resultados obtenidos se puede decir que para ciertas trayectorias deseadas
se puede realizar seguimiento en este tipo de sistemas subactuados considerando que es muy
posible que no se tenga un error estrictamente en cero para cada una de las coordenadas, pero

se puede decir que se llega a los valores deseados.
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Conclusiones

En este trabajo se desarrollé una metodologia bajo la cual se puede resolver el problema
de seguimiento utilizando la técnica de diseno IDA-PBC.

Al ser un problema tan general que estd practicamente abierto, en esta investigacion era
necesario resolver algunos aspectos como el saber por qué no se utiliza la técnica IDA-PBC
comunmente para resolver problemas de seguimiento. Aun cuando pudiese aplicarse, es nece-
sario concer las condiciones bajo las cuales se puede aplicar la técnica y los tipos de sistemas
bajo los cuales es posible usarla o determinar si solo se puede aplicar a sistemas Hamiltonianos.

Durante la realizacién del trabajo se pudo encontrar una respuesta parcial a estas pre-
guntas, donde principalmente se observé que el tema es tan general que es dificil estandarizar
la aplicacién de la técnica para realizar seguimiento de trayectorias. Sin embargo se pudo
observar por qué la técnica IDA-PBC no se aplica comtunmente para resolver este tipo de
problema, ya que por lo general se tiene que transformar el sistema y reescribirlo en términos
del error, particularmnete en un sistema Hamiltoniano, al expresarlo en estas variables, pierde
su estructura dificultando aplicar IDA-PBC. Sin embargo en este trabajo se observé que bajo
la transformacién trivial, ain cuando la estructura del sistema se complica no es factor para
poder aplicar la técnica de diseno escogida.

Para tener mayor referencia sobre la transformacién se han establecido algunas condiciones
que la caracterizan, de manera que si se propone una funcién para transformar al sistema se
deban cumplir dichas condiciones. En este trabajo se observé que la funcién de error usada
como transformacién las satisface.

Se ha determinado el tipo de sistemas bajo los cuales el método propuesto se puede aplicar,
los cuales son sistemas mecanicos subactuados de segundo orden, cuyo modelo se puede
obtener a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Al escribir el modelo de estos sistemas
de manera general se han establecido dos estados, el primero corresponde a las posiciones
de cada elemento y el segundo sus respectivas velocidades. De esta manera si no se tiene
un sistema cuya matriz de inercias sea diagonal, entonces la representacién permite que el
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control incida en ambas ecuaciones, ain cuando el sistema es subactuado, evitando tener que
satisfacer la restriccién impuesta por la coordenada no actuada.

Dentro del disenno de IDA-PBC se ha establecido una estructura en lazo cerrado donde
se observé que es factible utilizarla en sistemas mecanicos. Esta estructura establece que la
funcién Hamiltoniana corresponde a una funcién de energia deseada donde la energia cinética
es una forma cuadratica con matriz de inercias constante, y una funcién de energia poten-
cial formada por elementos de energia potencial del sistema en lazo abierto y una forma
cuadratica para satisfacer que la funcion de energia sea positiva definida. Con esta funcién
dada se pueden determinar los elementos de la matriz de interconexién y amortiguamien-
to donde se han establecido cudles tienen valores fijos y cudles son grados de libertad. De
esta manera se estd resolviendo IDA-PBC desde el punto de vista algebraico. Se sabe que
esta técnica suele resolverse obteniendo la solucién de ecuaciones diferenciales parciales para
obtener la funcién Hamiltoniana. Sin embargo, en estos ejemplos se determiné que, dada la
transformacién propuesta, no es factible usar esta solucién ya que no cumplia con la condicién
de tener el argumento minimo en el valor establedido.

Dada la flexibilidad de la técnica de diseno IDA-PBC y las condiciones establecidas en
este trabajo se pudo determinar una alternativa que puede resolver el problema de seguimiento.

5.1. Trabajo a futuro

Este trabajo de tesis establece que hay una alternativa para resolver el problema de
seguimiento utilizando IDA-PBC, sin embargo da pie a que se continte esta investigacién
yva que hay muchos aspectos por completar.

Un primer punto es respecto a la transformacién z = ¢(x). Aunque se ha establecido
que con la definicién trivial del error se puede resolver el problema planteado y se tiene
caracterizada parcialmente, todavia se depende de proponer la transformacion, la cual puede
modificar completamente la dindmica del sistema. Algo que seria deseable es obtener una
transformacién que no cambie mucho la estructura de sistema para tener mejor aplicacién de
la técnica de pasividad empleada. El problema a partir de ello es, jhay otro tipo de transfor-
maciones bajo las cuales se pueda llevar al sistema a una nueva coordenada, de manera que se
pueda aplicar IDA-PBC?, més atn, se puede encontrar una manera de calcular dicha trans-
formacion para que el sistema transformado tenga una estructura mas definida que se pueda
caracterizar completamente. De esta manera se tendria la ventaja de que la transformacién
se adeciie mejor al sistema a controlar y por ello al desarrollar IDA-PBC tener la opcién de
obtener la funcién Hamiltoniana resolviendo las ecuaciones de ”matchingz satisfacer la condi-
cién de que se tenga un minimo en el valor deseado.

Otro aspecto a tratar son las opciones que se tienen en el diseno de IDA-PBC. Al estar
estableciendo la estructura de la funcién Hamiltoniana en lazo cerrado, en los ejemplos mostra-
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dos se estd definiendo completamente tanto la matriz de inercias como la energia potencial. Al
estar trabajando con sistemas mecdanicos la funcién propuesta es natural. Sin embargo, cabe
la posilidad de proponer otro tipo de funcién incluyendo el caso en que la matriz de inercias
tenga valores que no sélo sean constantes. Incluso, supéngase el caso en que esta funcién
también dependa de las trayectorias. En este caso dependeria explicitamente del tiempo con
lo que el sistema deseado seria variante en el tiempo. Una via de estudio es analizar como
aplicar IDA-PBC para sistemas variantes en el tiempo tanto en lazo abierto y como mantener
esta estructura en lazo cerrado.

Por otro lado, se ha establecido una estructura de sistemas bajo la cual se puede aplicar la
metodologia propuesta. Dentro de ella se estan representando con una forma general. Sin em-
bargo, queda abierto el hecho de poder aplicar la misma metodologia a otro tipo de sistemas.
Una alternativa para hacerlo es poder llevarlos a una estructura como la que se establecié en
este trabajo.

Tomando el caso en particular de sistemas Lagrangianos subactuados, en donde la matriz
de inercia es diagonal, al multiplicarla por la matriz que incide en el control (g(z)), de nuevo
se tendria una matriz con un elemento en cero imponiendo nuevamente una restriccion a
satisfacer por medio del calculo de los elementos de la matriz Fy. Sin embargo, estos elementos
dependerian de las trayectorias deseadas, ya que el modelo en lazo abierto asi lo establece,
por lo que se tendria una matriz en lazo cerrado variante en el tiempo. Para evitar esto, se
puede encontrar una transformacién lineal (z = T'z) para quitar la diagonalidad de la matriz
de inercias y entonces poder aplicar la metodologia propuesta. En este caso se tendrian nuevas
condiciones para esta transformacion pero se evitaria tener sistemas variantes en el tiempo.

Otra etapa que se estd considerando es realizar pruebas experimentales. En vista de que
la metodologia planteada resuelve el problema de seguimiento, un siguiente paso es poder
implementarla. Por ello se estd realizando el diseno fisico del sistema de la gria donde se
tiene un carro al cual estd anadido el pédulo y se mueven sobre un riel. Se estd haciendo la
caracterizacion de los sensores y el actuador, que es el motor que impulsa el carro. Esto se
estd haciendo a través del software Matlab y una vez que se tenga acondicionado todo el sis-
tema se introducird el control propuesto en este trabajo de tesis, por lo que se podrd mostrar
que no solo tedricamente se satisface el método planteado, también puede implementarse con
cualquiera de los sistemas descritos en el trabajo.

Como se puede ver, a partir de este trabajo han surgido vias de investigaciéon para poder
complementar el uso de las técnicas de pasividad, especificamente IDA-PBC para realizar
seguimiento de trayectorias.



Bibliografia

[

Rakesh Singhal, Rupesh Patayane and Ravi N. Banavar, Tracking a Trajectory
for a Gantry Crane: Comparison Between IDA-PBC and Direct Lyapunov Approach.
IEEE International Conference on Industrial Technology, 2006. ICIT 2006. pp 1788-1793.

Kenji Fujimoto, Kazunori Sakurama, Toshiharu Sugie, Trajectory tracking control of
port-controlled Hamiltonian systems via generalized canonical transformations.
Automatica 39, 2003. pp 2059-2069.

Romeo Ortega, Mark W. Spong, Fabio Gémez-Estern, and Guido Blankenstein, Sta-
bilization of a Class of Underactuated Mechanical Systems Via Interconnection and
Damping Assignment. IEEE Transactions on Automatic Control, vol. 47, No. 8, August
2002. pp. 1218-1233.

Kenji Fujimoto, Toshiharu Sugie, Canonical transformation and stabilization of general-
1zed Hamiltonian systems. Systems and Control Letters 42, 2000. pp. 217-227.

Giuseppe Viola, Romeo Ortega, Ravi Banavar, Jose Angel Acosta, Alessandro Astolfi,
Total Energy Shaping Control of mechanical systems: simplifying the matching equations
via coordinate changes. IEEE Transactions on Automatic Control, vol. 52, No. 6, Junio
2007. pp. 1093-1099.

7. Wang, P. Goldsmith, Modified energy-balancing-based control for the tracking problem.
IET Control Theory and Applications, 2008, Vol. 2, No. 4. pp. 310-322.

R. Ortega , A. van der Schaft, B. Maschkec, G. Escobar, Interconnection and damping
assignmennt passivity-based control of port-controlled Hamiltonian systems. Automatica
38, 2002. pp. 585-596.

69



BIBLIOGRAFIA 70

[8]

[13]

[14]

C. Batlle, A. D‘oria-Cerezo, G. Espinosa-Perez, R. Ortega, Simultaneous Interconecction
and Damping Assignment Passivity-Based Control: two practical examples. 3rd IFAC
Workshop on Lagrangian and Hamiltonian Methods for Nonlinear Control, Nogoya
2006. pp. 93-98.

Hassan K. Khalil, Nonlinear Systems. Third Edition, 2002, Prentice Hall.

A. J. van der Schaft, L2-Gain and Passivity Techniques in Nonlinear Control. Berlin,
Germany. Second Edition, Springer-Verlag, 1999.

Eduardo D. Sontag, Mathematical Control Theory. Second Edition, Springer. New York,
1998.

Peter E. Wellstead, Introduction to Physical System Modelling. Control Systems Princi-
ples. Academic Press Ltd, 1979.

Ortega, R., Loria Perez, J.A., Nicklasson, P.J., Sira-Ramirez, H.J., Passivity-based
Control of Euler-Lagrange Systems. Springer 1998.

Mark W. Spong, Seth Hutchinson, and M. Vidyasagar, Robot Modeling and Control.
John Wiley and Sons, Inc. 2005.



