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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El método de diseño de esquemas de control denominado Asignación por Interconexión
y Amortiguamiento de Control basado en Pasividad, por sus siglas en inglés IDA-PBC , es
una técnica empleada en sistemas no lineales la cual ha mostrado ser de gran utilidad en la
estabilización de sistemas mecánicos incluso cuando son subactuados. Sin embargo, ha sido
usada principalmente para resolver problemas de regulación [3].

De manera general se puede decir que la técnica IDA-PBC consiste en encontrar una ley
de control conformada por dos términos, uno correspondiente al moldeo de enerǵıa y otro
a la inyección de amortiguamiento, tal que el sistema en lazo cerrado se comporta como un
sistema Hamiltoniano, el cual consiste en tener una matriz antisimétrica de interconexión,
una matriz positiva definida correspondiente a elementos de amortiguamiento y una función
Hamiltoniana deseada.

Los sistemas mecánicos se pueden representar de manera natural como un sistema Hamil-
toniano controlado por puerto, cuyas coordenadas generalizadas corresponden a las posiciones
y cantidades de movimiento, además su Hamiltoniano corresponde a la función de enerǵıa del
sistema. La técnica IDA-PBC se adapta muy adecuadamente a este tipo de sistemas ya que
se mantiene la estructura tanto en lazo abierto como en lazo cerrado. La dificultad de esta
técnica es que se debe solucionar un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, por lo que se
puede dar el caso que no tenga solución o que esta no sea única, en este caso se debe encontrar
una alternativa para encontrar el sistema en lazo cerrado, y por lo general suele proponerse
dicha solución.

Una forma más general de la técnica IDA-PBC es conocida como SIDA-PBC, que se refiere
a Simultaneous IDA-PBC, en este caso el control a obtener no está definido por dos términos,
se obtiene solamente una función de control, sin embargo a partir de éste se pueden sepa-
rar los términos para encontrar el que corresponde al moldeo de enerǵıa y el de inyección de
amortiguamiento. Más aún, la estructura en lazo cerrado sólo considera una matriz de manera
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 3

que, al obtener su parte simétrica ésta corresponde a la matriz de amortiguamiento, y la parte
antisimétrica a la matriz de interconexión. Sin embargo, el obtener la función Hamiltoniana
en lazo cerrado y los problemas que conlleva el diseño de IDA-PBC aplican de igual manera.

Siendo que esta técnica está bien estudiada para resolver el problema de regulación, la
principal pregunta que motivó la realización de este trabajo de tesis es ¿podrá utilizarse
para resolver el problema de seguimiento? este problema surge principalmente porque hay
muy pocos trabajos que han utilizado IDA-PBC para realizar seguimiento de trayectorias,
donde en este caso la estabilización no ocurre alrededor de un punto de equilibrio sino de una
trayectoria deseada, la cual es variante en el tiempo. El problema prácticamente está abierto
desde la perspectiva de IDA-PBC, por lo que es d́ıficil generalizar la aplicación de esta técnica.

Con el fin de abordar la problemática planteada, en este trabajo de tesis se parte de la
manera común de resolver problemas de seguimiento, es decir, el sistema a controlar se trans-
forma a una nueva variable, suele ser la variable de error, posteriormente se estabiliza el punto
de equilibrio del sistema transformado, con lo que el problema de seguimiento se trata como
un problema de regulación.

En el proceso deben considerarse algunos aspectos fundamentales. El primer punto a satis-
facer es que la transformación que se utiliza para obtener la dinámica en términos del error sea
invertible, de manera que se establezca un difeomorfismo respecto a las variables originales.
Además debe cumplirse que cuando la transformación sea nula, esta condición corresponda
al hecho de que los estados ya han llegado a las trayectorias deseadas, lo que garantiza el
seguimiento de trayectorias. Una vez que se tiene el sistema transformado, se aplica la técnica
IDA-PBC para estabilizar el punto de equilibrio reescrito en las nuevas variables.

Es importante mencionar que los art́ıculos publicados relacionados con el problema de
seguimiento de trayectorias utilizando la técnica IDA-PBC son escasos. De hecho, hasta donde
conoce la autora de este trabajo de tesis, estos se reducen al estudio de sistemas no lineales con
estructura Hamiltoniana. En este sentido, en [2] se ha establecido que para realizar seguimien-
to de un sistema Hamiltoniano controlado por puerto, es posible aplicar una transformación
canónica generalizada con el fin de obtener un nuevo sistema Hamiltoniano escrito en las
nuevas coordenadas, las cuales, al estar dadas en función de la variable de error entre el estado
actual y el deseado establece un sistema dinámico para el error de seguimiento. La consecuen-
cia de realizar este cambio de coordenadas es que es posible demostrar que esta dinámica
del error establece un sistema pasivo desde alguna nueva variable de entrada hasta el error
(como salida). De esta manera, explotando las propiedades de pasividad es posible mostrar
que el punto de equilibrio que corresponde a la salida (el error) igual a cero es asintóticamente
estable. En este sentido, se puede decir que impĺıcitamente se está aplicando IDA-PBC ya
que finalmente se obtiene un sistema Hamiltoniano en lazo cerrado. Este método muestra una
alternativa al problema planteado ya que se puede calcular la transformación y se establecen
las condiciones necesarias para que ésta exista además de una estructura particular. Sin em-
bargo, la transformación corresponde a la solución de ecuaciones diferenciales parciales y, si
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además se considera que ésta tiene restricciones previas que satisfacer, el obtener una solución
no es sencillo, para ello se tiene que propone parte de la transformación. Una caracteŕıstica
de este método es que sólo se aplica a sistemas Hamiltonianos.

Otros intentos que se han reportado en la literatura se presentan en [1]. Sin embargo,
estos resultados están estrechamente ligados a la estructura del sistema a controlar. En par-
ticular, el ejemplo abordado permite introducir una etapa intermedia de linealización por
retroalimentación y las referencias establecidas en realidad involucran perfiles muy particu-
lares. Adicionalmente, en [6] se reportan extensiones al trabajo de [2], aunque los resultados
obtenidos son confusos, con falta de formalismo matemático, y solo establecen contribuciones
marginales. En este punto, es interesante mencionar que algunos sistemas han sido abordados
mediante cambios de coordenadas que convierten comportamientos periódicos en compor-
tamientos constantes. Por ejemplo, en [8], ha sido posible resolver el caso de control del motor
de inducción. Evidentemente, este tipo de soluciones solo ofrecen una alternativa muy par-
ticular.

Considerando los argumentos presentados en los párrafos anteriores, en este trabajo de
tesis se aborda el problema de sistematizar el diseño de esquemas de control para seguimiento
de trayectorias estableciendo, para una clase de sistemas mecánicos subactuados, las condi-
ciones bajo las cuales este problema es soluble utilizando la técnica IDA-PBC. La propuesta
de tesis parte del pensamiento de que, considerando la complejidad del tema, es conveniente
estudiar inicialmente clases particulares de sistema con definiciones particulares de cambios
de coordenadas para obtener la dinámica del error, para posteriormente incursionar en prob-
lemas más complicados.

1.2. Problema General

Con el fin de abordar el problema de control de seguimiento de trayectorias utilizando la
técnica IDA-PBC, la metodoloǵıa propuesta en este trabajo de tesis consiste principalmente
en dos pasos. El primero es utilizar una transformación de coordenadas para representar al
sistema a controlar en términos de las variables de error. El segundo paso es, una vez obtenido
el sistema transformado, aplicar la técnica de diseño IDA-PBC para estabilizar el punto de
equilibrio del nuevo sistema, que bajo la nueva representación debe coincidir con la condición
de que el comportamiento del sistema a controlar sea igual al comportamiento deseado.

La conjetura en la que se basa esta propuesta proviene del hecho de que los mejores es-
fuerzos reportados a la fecha para la solución del problema planteado, realizan de manera
simultánea el cambio de coordenadas y la estabilización del punto de equilibrio con el que
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se consigue el seguimiento de trayectorias1, restringiendo la clase de sistemas que se pueden
abordar y requiriendo cálculos complicados para la obtención de la ley de control. En el caso
de este trabajo de tesis, se considera que, con la metodoloǵıa propuesta, es más fácil resolver
el problema de seguimiento de trayectorias utilizando la técnica IDA-PBC. La razón de esta
afirmación se basa en que al separar los problemas de transformación del sistema para obten-
er la dinámica del error y posteriormente tratar de estabilizar el punto de equilibrio deseado
de esta dinámica, no se impone ninguna caracteŕıstica particular al sistema, es decir, solo se
busca obtener una representación (no lineal) de la dinámica del error.

Evidentemente y aunque aparentemente la metodoloǵıa planteada ofrece una alternativa
más sencilla a las reportadas, se deben tomar en cuenta las complicaciones que ella impone.
Espećıficamente, para obtener la dinámica del error, es necesario caracterizar la transforma-
ción que cumpla con el hecho de que esta nueva representación tenga un punto de equilibrio en
el cual se alcance el comportamiento deseado. Por otro lado y aún cuando la transformación
requerida pueda ser calculada, un segundo reto es el aplicar la técnica de diseño IDA-PBC a
este sistema, tomando en cuenta los retos que esto impone.

De manera que no es sorprendente, por la complejidad del problema planteado, en la
siguiente sección se describen los alcances logrados con el desarrollo de este trabajo de tesis.
Se presentan claramente los avances logrados en la caracterización de la transformación, el
tipo de transformación utilizado y la clase de sistemas para los cuales ha sido posible resolver
el problema planteado.

1.3. Contribuciones

En esta investigación de tesis se propone una metodoloǵıa en la que se puede resolver
el problema de seguimiento se trayectorias utilizando la técnica IDA-PBC. Esta metodoloǵıa
consiste en transformar un sistema no lineal para representarlo en términos de una variable de
error y posteriormente aplicar la técnica IDA-PBC para estabilizar un punto de equilibrio de
manera que esta dinámica corresponda a la condición de lograr el seguimiento de trayectorias.

Dentro de la realización de este trabajo es necesario explicar para qué tipo de sistemas se
puede usar esta metodoloǵıa. Algunos trabajos han logrado resolver el problema de seguimien-
to de trayectorias para sistemas Hamiltonianos. En este trabajo, con el fin de no restringir
el tipo de sistemas a los cuales se les puede aplicar el método propuesto, se decidió utilizar
una estructura general para representar a los sistemas no lineales bajo estudio. Sin embargo,

1ver por ejemplo [2]
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considerando la complejidad de este objetivo, se decidió abordar una clase de sistemas que,
aunque particular, establece, por un lado, una estructura que permite establecer las bases de
la generalización deseada y, por otro lado, considera un caso de estudio que es importante por
śı mismo. La clase estudiada fue la de los sistemas mecánicos subactuados. La importancia
de esta clase es evidente si se toma en cuenta los diferentes problemas prácticos en los que se
involucran estos sistemas y por la complejidad matemática que exhiben sus modelos.

Una vez establecido el tipo de sistemas abordados en este trabajo, se determinaron las
condiciones que debe cumplir la transformación para que el sistema transformado pueda ser
estabilizado. Aunque se establecieron condiciones generales que se deben satisfacer, los re-
sultados obtenidos no pudieron ser utilizados de manera espećıfica para la clase de sistemas
mencionados. Más aún, se concluyó que el resultado depende de que la transformación propues-
ta cumpla con las condiciones establecidas. Una alternativa es calcular dicha transformación
a partir de la solución de ecuaciónes diferenciales parciales. Sin embargo, resolver este tipo
de ecuaciones no es sencillo, pues en ocasiones no se tiene solución única, además que ésta
debe de cumplir con las condiciones obtenidas, lo que dificulta obtener la transformación. El
enfoque tiene la gran ventaja de que se tiene una buena caracterización que depende más de
la estructura de cada sistema que de lo que uno proponga.

En este trabajo se observó que la definición trivial de variable de error (x̄ = x−xd) cumple
con las condiciones necesarias para ser transformación del sistema, aunque algunos autores
afirman que este tipo de transformación hace más compleja la estructura del nuevo sistema
y, por lo tanto, es más dif́ıcil de estabilizarlo. Aunque en ocasiones suele ser aśı, el tipo de
sistemas con los que se está trabajando en esta tesis y la flexibilidad de la técnica IDA-PBC
permite que sea factible utilizar esta función como transformación. Se debe tomar en cuenta
que el sistema transformado no sólo depende de las variables de error, sino también de las
trayectorias deseadas.

Para el nuevo sistema ya escrito en las nuevas coordenadas, se aplica la técnica de control
para estabilizarlo. Dentro de este punto se encuentran algunos problemas asociados propia-
mente a la técnica IDA-PBC, entre ellos está el cómo obtener la estructura en lazo cerrado.
Comúnmente se obtiene la función Hamiltoniana a partir de la solución de ecuaciones diferen-
ciales parciales, al estar considerando sistemas subactuados se debe tomar en cuenta que hay
restricciones que satisfacer. Esto en ocasiones podŕıa considerarse como una ventaja ya que,
si el grado de subactuación es uno menor al del sistema original, entonces algunas ecuaciones
diferenciales parciales pueden resolverse como si fuesen ecuaciones diferenciales ordinarias. No
basta sólo con resolver este tipo de ecuaciónes, pues además la función Hamiltoniana debe
satisfacer el que tenga un mı́nimo en el punto deseado, espećıficamente en el origen del sis-
tema de error (x̄ = 0). Considerando que el sistema original está transformado y por ello
también depende de las trayectorias deseadas, entonces la solución a las ecuaciones diferen-
ciales también dependerá de dichas trayectorias, siendo probable que el mı́nimo de la función
Hamiltoniana no sea el origen.
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La alternativa que se sugiere es proponer la función Hamiltoniana, de manera que tenga
una estructura similar a la función de enerǵıa del sistema original cuidando el punto de que
cumpla con tener el mı́nimo en el valor requerido. De esta manera se evita el resolver las
ecuaciones diferenciales parciales.

Una vez establecida la función de enerǵıa, para satisfacer las restricciones que el sistema
impone y para encontrar la ley de control, se tienen que determinar los elementos de la matriz
de interconexión y amortiguamiento en lazo cerrado. Algunos de estos elementos se calculan
mediante la solución de ecuaciones algebraicas, otros se consideran grados de libertad, siendo
esto una ventaja en el diseño de IDA-PBC al tener flexibilidad para modificar el compor-
tamiento en lazo cerrado.

Considerando los lineamientos presentados en los párrafos anteriores, una de las con-
tribuciones principales de este trabajo de tesis fue la aplicación de la metodoloǵıa propuesta
a diferentes casos de estudio, importantes por śı mismos, resolviéndose el problema de
seguimiento de trayectorias.

1.4. Estructura de la tesis

Este trabajo de tesis está organizado de la siguiente manera.

En el Caṕıtulo 2, se explica la técnica de diseño IDA-PBC. Se incluye una sección que
explica como se usa esta técnica para diseñar el control para resolver el problema de regu-
lación, abordando espećıficamente el caso de sistemas mecánicos. No sólo considerando una
estructura particular, se incluye además una sección donde se explica el diseño de IDA-PBC
para sistemas con una estructura más general. Dentro de este mismo caṕıtulo se mencionan
antecedentes al problema de seguimiento, espećıficamente la referencia principal del trabajo
que logra resolver el problema de seguimiento utilizando control basado en pasividad. Para
tener un punto de comparación se muestra la aplicación de esta técnica a un sistema de una
grúa donde se incluyen algunas simulaciones.

El Caṕıtulo 3 es la mayor contribución de esta tesis. En él se describe el problema general
que se tiene que resolver desde el punto de vista matemático, el cual consiste en encontrar
una transformación, un control y una estructura en lazo cerrado para que el sistema original
se comporte de manera deseada, espećıficamente que el comportamieto de los estados llegue a
las trayectorias deseadas. Se incluyen también las condiciones que tiene que cumplir la trans-
formación a utilizarse mostradas a partir de un lema. Considerando además que el método se
aplica a cierto tipo de sistemas, se redacta una sección en donde se tienen caracterizados los
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tipos de sistemas bajo los cuales se tiene resuelto el problema de seguimiento con IDA-PBC.
Una vez establecidas las condiciones de la transformación y el tipo de sistemas viables para
aplicar la técnica se explica de manera detallada la metodoloǵıa propuesta en este trabajo de
tesis.

En el Caṕıtulo 4 se ejemplifican algunos casos de estudio bajo los cuales fue posible re-
solver el problema de seguimiento de trayectorias. Estos casos cumplen con las condiciones
mostradas en el caṕıtulo anterior sin embargo cada uno tiene alguna particularidad en su es-
tructura. En cada uno de los sistemas se desarrolla la metodoloǵıa planteada utilizando difer-
entes trayectorias deseadas, según las condiciones de cada sistema. Lo resultados se muestran
con simulaciones mostrando el comportamiento de los estados.

El último Caṕıtulo corresponde a las conclusiones del trabajo de tesis. En este apartado
se discuten los resultados del caṕıtulo anterior, observando como la metodoloǵıa propuesta
es una alternativa a resolver el problema de seguimiento. Dentro de esta misma sección se
explica de manera cualitativa las ventajas que tiene el método y se hace una comparación con
la referencia mostrada en el Caṕıtulo 2. Además, dado que el tema general es un problema
abierto todav́ıa se tienen ciertas incógnitas, también se incluye una sección que sugiere algunas
v́ıas para continuar la investigación de este tema con base en los problemas obtenidos en el
desarrollo de este trabajo de tesis.



Caṕıtulo 2

Técnica de diseño IDA-PBC

La técnica de diseño IDA-PBC es un método utilizado para el control de sistemas no
lineales el cual ha mostrado ser de gran utilidad para la solución de problemas de control
relacionados con una gran clase de sistemas f́ısicos, en particular para sistemas mecánicos. Es
por ello que en este caṕıtulo se explicará en que consiste la técnica de diseño utilizada en este
trabajo de tesis. Dicha técnica es utilizada en sistemas Hamiltonianos por lo que también se
incluye una sección donde se decribe este tipo de sistemas y sus propiedades de pasividad.

2.1. Sistemas Hamiltonianos

En modelado de redes de sistemas f́ısicos de parámetros concentrados con elementos de
almacenamiento independientes se obtienen modelos llamados sistemas Hamiltonianos con-
trolados por puerto de la forma

ẋ = {J(x) −R(x)}∂H(x, t)

∂x
+ g(x)u

y = g(x)T
∂H(x)

∂x
(2.1)

donde x ∈ Rn son las variables de estado, H(x) : Rn → R es una función suave que repre-
senta la enerǵıa almacenada total y u, y ∈ Rm son las variables de potencia de puerto. La
matriz J(x) ∈ Rn×n es una matriz antisimétrica J(x) = −JT (x) y corresponde a la inter-
conexión del sistema, mientras que R(x) ∈ Rn×n es una matriz positiva semidefinida, esto es
R(x) = RT (x) ≥ 0, que representa la disipación del mismo y g(x) ∈ Rn×m.

Evaluando la taza de cambio de la enerǵıa enerǵıa total se tiene

9



CAPÍTULO 2. TÉCNICA DE DISEÑO IDA-PBC 10

Ḣ =

(
∂H(x)

∂x

)T

ẋ

=

(
∂H(x)

∂x

)T [
(J(x)−R(x))

∂H(x)

∂x
+ g(x) u

]

=

(
∂H(x)

∂x

)T

J(x)
∂H(x)

∂x
−
(
∂H(x)

∂x

)T

R(x)
∂H(x)

∂x
+

(
∂H(x)

∂x

)T

g(x)u

= −
(
∂H(x)

∂x

)T

R(x)
∂H(x)

∂x
+ uT y (2.2)

donde el primer término del lado derecho representa la disipación dada por los elementos
resistivos en el sistema. Integrando la última ecuación se tiene

H(x(t)) −H(x(0)) = −
∫ t

0

[
∂H(x(s))

∂x

]T
R(x(s))

∂H(x(s))

∂x
ds+

∫ t

0
uT (s)y(s)ds (2.3)

lo que se mantiene para todo t ≥ 0. El lado izquierdo de la ecuación (2.3) representa la
enerǵıa almacenada, del lado derecho el primer término corresponde a la enerǵıa disipada y
el segundo a la suministrada. Si la función de enerǵıa total H(x) está acotada por abajo,
entonces los sistemas Hamiltonianos controlados por puerto definen un operador pasivo de u
a y con función de almacenamiento H(x). En este caso (2.3) expresa el hecho de que un sis-
tema pasivo no puede almacenar más enerǵıa de la que se le suministra, además se observa que

−
∫ t

0
uT (s)y(s)ds ≤ H(x(0))

lo que muestra que solo se puede extraer una cantidad finita de enerǵıa de un sistema pasivo.

Si se considera al sistema sin control (u(t) ≡ 0), de (2.3) se puede observar que la enerǵıa
es decreciente, esto es

H(x(t)) ≤ H(x(0))
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y continuará decreciendo en presencia de disipación. Si la función de enerǵıa es acotada por
debajo, el sistema eventualmente se detendrá en un punto de mı́nima enerǵıa. Además la taza
de convergencia de la función de enerǵıa se incrementa si se extrae enerǵıa del sistema, por
ello estableciendo u = −kv y, con kv = kTv > 0, se proporciona una ganancia a los elementos
de amortiguamiento. El punto en lazo abierto en el que la enerǵıa es mı́nima usualmente no
es el punto de interés, por lo que se introduce un control para que el sistema opere alrededor
de algún punto de equilibrio x∗.

El objetivo de pasivizar un sistema es, dado un sistema de la forma (2.1) y un punto de
equilibrio deseado x∗, encontrar una ley de control u = β(x) + υ tales que la dinámica del
sistema en lazo cerrado sea un sistema Hamiltoniano el cual satisface la siguiente ecuación de
balance de enerǵıa

Hd(x(t))−Hd(x(0)) =

∫ t

0
υT (s)y

′
(s)ds− dd(t) (2.4)

donde Hd(x) es la función de enerǵıa deseada total, que debe tener un mı́nimo estricto en x∗,
y
′
(puede ser la misma que y) es la nueva salida pasiva, y se remplaza el término de disipación

natural por alguna función dd(t) ≥ 0, la cual generalmente es una función creciente, para
incrementar la taza de convergencia.

Es claro que, con υ = 0, el control que resuelve el problema de pasivización estabiliza
x∗, considerando como función de Lyapunov la función de enerǵıa Hd(x). Para determinar
el control que lleva a un sistema a una estructura Hamiltoniana se aplica la técnica IDA-PBC.

2.2. Control de sistemas con estructura general

La aplicación de IDA-PBC es común en sistemas Hamiltonianos. Sin embargo, éste método
se puede aplicar a sistemas con una estructura general, por ejemplo, considerando sistemas
de la forma

ẋ = f(x) + g(x)u (2.5)

donde x ∈ Rn es el vector de estados, u ∈ Rm es la acción de control, g(x) es una matriz
que en caso de sistemas completamente actuados es de rango completo. La técnica de diseño
IDA-PBC sugiere encontrar una ley de control u(x) tal que lleve el sistema en lazo cerrado a
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un sistema Hamiltoniano, esto es

ẋ = Fd(x)
∂Hd(x)

∂x
(2.6)

Donde la matriz Fd ∈ Rn×n representa a las matrices de interconexión y amortiguamiento
en lazo cerrado y debe satisfacer

Fd(x) + F T
d (x) < 0 (2.7)

y Hd(x) : Rn → R representa la función de enerǵıa deseada en lazo cerrado, donde tiene que
cumplir con

x∗ = argminHd(x) (2.8)

con x∗ el punto de equilibrio a estabilizar. Considerando Hd(x) como función de Lyapunov,
entonces la derivada a través de las trayectorias del sistema en lazo cerrado es

Ḣ = −
(
∂H(x)

∂x

)T

(Fd(x) + F T
d (x))

∂H(x)

∂x

lo que prueba que el punto de equilibrio x∗ es asintóticamente estable si el sistema es de-
tectable desde y = gT (x)∇xHd(x), por ejemplo, si y ≡ 0 ⇒ ĺımt→∞ x(t) = x∗. 1

Para determinar el control que lleva al sistema a la estructura deseada es necesario igualar
las ecuaciones (2.5) y (2.6), obteniendo




ẋ1
...
ẋn


 =




f1(x)
...

fn(x)


+




g1(x)
...

gn(x)


u =




F11 . . . F1n
...

. . .
...

Fn1 . . . Fnn







∇x1Hd
...

∇xnHd


 (2.9)

De la ecuación anterior se puede observar que si la matriz g(x) es de rango completo,
entonces el control u puede obtenerse a partir de un despeje, sin embargo si se tienen sistemas

1Por simplificación de notación ∇xH representa ∂H
∂x

, el cual se considera como vector columna.
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subactuados esto no es posible, por lo que es necesario obtenerlo considerando la matriz
pseudoinversa de g, obteniendo entonces

u = (g(x)T g(x))−1g(x)T {Fd(x)∇xHd(x)− f(x)} (2.10)

y se tiene que satisfacer

g⊥f(x) = g⊥{Fd(x)∇xHd(x)} (2.11)

donde g⊥ es el aniquilador izquierdo de rango completo de la matriz g, es decir, g⊥g = 0. La
ecuación (2.10) todav́ıa tiene términos faltantes donde se incluyen los elementos de la matriz
Fd y la función Hd.

Si se considera el caso espećıfico de sistemas mecánicos subactuados, el modelo dinámico
de estos sistemas se puede escribir a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange como

D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +B(q) = G(q)u

donde q ∈ Rn son las coordenadas generalizadas del sistema. D(q) ∈ Rn×n es la matriz de
inercia y cumple con D(q) = D(q)T > 0, C(q, q̇) ∈ Rn×n es la matriz de fuerzas de Coriolis,
B(q) = ∂V

∂q , donde V (q) : Rn → R+ es la función de enerǵıa potencial.

Para este tipo de sistemas, la función de enerǵıa total tiene la siguiente forma

H(q) =
1

2
q̇TD(q)q̇ + V (q) (2.12)

donde el primer argumento corresponde a la enerǵıa cinética del sistema y satisface algunas
restricciones que se analizarán más adelante. Para representar el sistema de la forma (2.5) se
establece

x1 = q =




q1
...
qn


 ; x2 = q̇




q̇1
...
q̇n




(2.13)

Es claro que ẋ1 = q̇ = x2 y ẋ2 = q̈, por lo que el modelo lagrangiano se puede escribir como
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D(x1)ẋ2 + C(x1, x2)x2 +B(x1) = G(x1)u

De la ecuación anterior, despejando ẋ2 se puede representar el sitema en forma general
obteniedo

[
ẋ1
ẋ2

]
=

[
x2

−D(x1)
−1[C(x1, x2)x2 +B(x1)]

]
+

[
0

D(x1)
−1G(x1)

]
u (2.14)

Considerando que el sistema es de segundo orden, entonces sustituyendo términos en la
ecuación (2.9) se tiene

[
x2

−D(x1)
−1[C(x1, x2)x2 +B(x1)]

]
+

[
0

D(x1)
−1G(x1)

]
u =

[
F11 F12

F21 F22

] [
∇x1Hd

∇x2Hd

]

(2.15)

Desarollando términos de (2.15) se pueden obtener dos ecuaciones

x2 = F11∇x1Hd + F12∇x2Hd (2.16)

−D(x1)
−1[C(x1, x2)x2 +B(x1) +G(x)]u = F21∇x1Hd + F22∇x2Hd (2.17)

las cuales representan un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales donde se deben de-
terminar los elementos Hd y Fij para poder obtener el control (2.10) que llevará al sistema
(2.14) a la forma (2.6). Se puede observar que el sistema mantiene una estructura subactuada,
donde el control incide directamente en la segunda ecuación, mientras que la primera implica
una restricción que debe satisfacerse.

Para determinar los elementos faltantes, al tener sistemas mecánicos cuya función de
enerǵıa tiene la forma (2.12), se sugiere proponer una función Hd de manera similar a la
del sistema original, por ejemplo

Hd(x1, x2) =
1

2
xT2 Dd(x1)x2 + Vd(x1) (2.18)

donde Hd : R2n → R+. Se debe satisfacer que la matriz de inercias en lazo cerrado
Dd(x1) ∈ Rn×n cumpla con Dd(x1) = Dd(x1)

T > 0, y Vd : Rn → R+ representa la función de
enerǵıa potencial deseada, estas funciones deberán calcularse o en algunos casos proponerse.
Además es necesario que esta función tenga el punto de equilibrio en el valor deseado, esto es
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x∗1 = arg minVd(x1) ; x∗2 = 0 (2.19)

Para resolver (2.16), ya que el elemento del lado izquierdo no depende de x1, entonces una
solución que se puede proponer es establecer F11 = 0, para mantener la misma condición del
lado derecho, por lo que queda

x2 = F12∇x2Hd → x2 = F12Dd x2 (2.20)

Para cumplir la igualdad anterior, se puede fijar F12 = D−1
d . Con esto quedan establecidos

los elementos del renglón superior de la matriz Fd. Entonces el control que lleva al sistema en
lazo cerrado se puede obtener a partir de (2.16) como

u = (M(x1)
TM(x1))

−1M(x1)
T {F21∇x1Hd + F22∇x2Hd +D−1[C x2 +B])} (2.21)

donde

M(x1) = D−1(x1)G(x1)

Se está considerando el caso de sistemas subactuados, por lo que el control incide sola-
mente en una coordenada, sin embargo dada la representación que se plantea, considerando
el caso en que la matriz de inercias D(x1) del sistema en lazo abierto no es diagonal, entonces
D(x1)

−1 tampoco lo es, por lo tanto la matriz M(x1) es de rango completo por renglones.

El control que lleva al sistema a la estructura deseada es (2.21), sin embargo cabe notar
que los elementos F21, F22 y la parte correspondiente a la enerǵıa potencial deseada Vd aún
no han sido establecidos, para ello debe considerarse que la matriz Fd debe ser antisimétrica,
por lo que, al haber obtenido el elemento F12, entonces se puede fijar como

F21 = −F T
12 → F21 = −D−1

d

quedado entonces los elementos de F22 como grados de libertad, por lo tanto se tiene
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Fd =

[
F11 F12

F21 F22

]
=

[
0 D−1

d (x1)

−D−1
d (x1) F22

]

Por último falta establecer la función de enerǵıa potencial deseada. Para poder obtenerla
se tiene que satisfacer

G⊥{−D−1
d ∇x1Hd + F22Ddx2 +D−1[C x2 +B]} = 0 (2.22)

Donde G⊥ es el aniquilador izquierdo de rango completo de la matriz G. La ecuación
anterior es un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Para determinar los
términos faltanes, se puede separar (2.22) en dos términos, uno que contenga solamente los
elementos de x1, es decir los elementos correspondientes a la enerǵıa potencial, y el otro con
los términos restantes correspondientes a la enerǵıa cinética

G⊥{D−1B −D−1
d ∇x1Vd} = 0 (2.23)

G⊥{D−1C x2 −D−1
d ∇x1(x

T
2 Ddx2) + F22Ddx2} = 0 (2.24)

La segunda expresión es una ecuación diferencial parcial no lineal la cual se va a resolver
para encontrar los términos de Dd. Sin embargo resolver ecuaciones diferenciales no es sencillo,
por lo que una alternativa para determinar esta matriz es proponer sus elementos consideran-
do que se debe satisfacer Dd = DT

d > 0.

Al haber propuesto los elementos de Dd, la primera ecuación es una ecuación diferencial
parcial lineal la cual se resolverá para obtener la enerǵıa potencial deseada Vd. Debe tomarse
en cuenta que al resolver esta ecuación debe cumplir con la condición (2.19).

Una vez resueltas estas ecuaciones la función de enerǵıa Hd queda completamente estable-
cida y se tienen todos los elementos para determinar el control (2.21), quedando resuelto el
problema de IDA-PBC.

Una alternativa para no resolver las ecuaciones diferenciales parciales es proponer com-
pletamente la función Hd, esto es, hay que definir la estructura del sistema que se tiene en
lazo cerrado incluyendo la función de enerǵıa potencial, quedando como términos a calcular
los elementos de la matriz Fd, de manera que cumplan con las restricciones que hay en las
coordenadas no actuadas, en caso de tenerlas.

Ya sea proponiendo la función Hd o calcularla a partir de las ecuaciones diferenciales
parciales, es fundamental que tenga un mı́nimo x∗ en el punto deseado. Para que cumpla
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con esta condición, primero se debe evaluar que dicho valor sea un punto de inflexión de la
función, esto se obtiene a partir de que el gradiente de la función evaluado en x∗ sea igual a
cero, esto es

∇xHd =
[

∂Hd
∂x1

∂Hd
∂x2

]T ∣∣∣∣
x=x∗

= 0

Una vez que se ha verificado que es un punto de inflexión, ahora se debe corroborar que
sea un mı́nimo, para ello su matriz Hessiana debe ser positiva, la cual se obtiene como

∇2
xHd =




∂2Hd

∂x2
1

∂Hd
∂x1∂x2

∂Hd
∂x2∂x1

∂2Hd

∂x2
2




Para verificar que la matriz Hessiana sea positiva definida se puede obtener el determi-
nante de la matriz y evaluarlo en el punto deseado, esto es

det(∇2
xHd)|x=x∗ > 0

Si se cumple la condición anterior entonces se puede asegurar que x∗ es un argumento
mı́nimo de la función Hd.

2.3. Antecedentes al problema de seguimiento

Como se ha comentado, los trabajos reportados en donde se aborda el problema de
seguimiento de trayectorias utilizando la técnica IDA-PBC son muy pocos. Uno de los traba-
jos que aborda este tema es [2] de Kenji Fujimoto.

En este trabajo se resuelve el problema de seguimiento de trayectorias para sistemas
Hamiltonianos por medio de transformaciones canónicas generalizadas y control basado en
pasividad. Por medio de la transformación se construye un nuevo sistema que describe la
dinámica en términos del error, después se estabiliza esta nueva variable utilizando técnicas
de pasividad de manera que se resuelva seguimiento para el sistema original. De manera
general se explica este procedimiento.
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Se tiene un sistema Hamiltoniano controlado por puerto y variante el tiempo representado
por

ẋ = {J(x, t)−R(x, t)}∂H(x, t)

∂x
+ g(x, t)u, x(t0) = x0

y = g(x, t)T
∂H(x, t)

∂x
(2.25)

donde H(x, t) ∈ R, u(t), y(t) ∈ Rm, x(t) ∈ Rn, J(x, t) es una matriz antisimétrica y
R(x, t) ≥ 0 es una matriz simétrica positiva semidefinida.

Para construir un sistema de error del sistema anterior y estabilizar su punto de equi-
librio se utilizan las transformaciones canónicas generalizadas, las cuales son un conjunto de
transformaciones de la forma

x̄ = Φ(x, t)

H̄ = H(x, t) + U(x, t)

ȳ = y + α(x, t) (2.26)

ū = u+ β(x, t)

Esta transformación preserva la estructura Hamiltoniana del sistema original. Para es-
tablecer que el nuevo sistema es un sistema de error se debe definir que, considerando un
sistema general no lineal

˙̄x = f(x̄, u, t), x̄(t0) = φ(x(t0), xd(t0)) (2.27)

Donde φ : Rn × Rn → Rn es una función suave, entonces (2.27) es un sistema de error
respecto a la trayectoria deseada xd(t) si se mantiene que, para todo t ≥ t0

x̄(t) = 0 ⇔ x(t) = xd(t) (2.28)

Por definición del sistema de error, la estabilidad asintótica de este sistema implica control
de seguimiento para el sistema original, es decir, el problema de seguimiento se está resolviendo
como un problema de regulación. Debe considerarse que la transformación x̄ de las ecuaciones
(2.26) debe cumplir con la condición (2.28).
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Para poder encontrar la transformación que lleva un sistema Hamiltoniano a un sistema
de error, el autor propone el siguiente teorema.

Teorema

Considerando el sistema (2.25) y dadas las funciones U(x, t) ∈ R, β(x, t) ∈ Rm, existen
un par de funciones Φ(x, t) ∈ Rn y α(x, t) ∈ Rm tales que el conjunto de funciones (2.26)
conforman una transformación canónica generalizada. Una función Φ es una transformación
canónica generalizada si y solo si la ecuación diferencial parcial

∂Φ

∂(x, t)

T (
(J −R)∂U∂x + (K − S)∂(H+U)

∂x + gβ
−1

)
= 0 (2.29)

se satisface para una matriz antisimétrica K(x, t) ∈ Rn×n y S(x, t) ∈ Rn×n una matriz
simétrica, donde se cumple R + S ≥ 0. Además el cambio en la salida α y en las matrices J̄ ,
R̄ y ḡ están dados por

α = gT
∂U

∂x

ḡ =
∂Φ

∂x
g

J̄ =
∂Φ

∂x

T

(J +K)
∂Φ

∂x

R̄ =
∂Φ

∂x

T

(R+ S)
∂Φ

∂x

4

Dadas las ecuaciones anteriores, el sistema de error de (2.25) puede representarse como

˙̄x = J̄(x̄, t)− R̄(x̄, t)
∂H̄(x̄, t)

∂x̄
+ ḡ(x̄, t)ū

ȳ = ḡ(x̄, t)T
∂H̄(x̄, t)

∂x̄
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Este teorema establece las condiciones para que se obtenga un sistema de error con es-
tructura Hamiltoniana, dadas las funciones U y β las cuales son grados de libertad. Una vez
establecidas estas funciones la transformación x̄ = Φ(x, t) se puede obtener resolviendo la
ecuación diferencial parcial (2.29). Además las matrices K y S son matrices de parámetros
de interconexión y amortiguamiento del nuevo sistema.

Sin embargo se debe tomar en cuenta que la solución a la ecuación diferencial parcial para
obtener la transformación Φ debe cumplir con la condición (2.28), y dado que no es sencillo
resolver ecuaciones diferenciales parciales lo es más dif́ıcil cuando además se tienen restric-
ciones. Es por ello que el autor sugiere una transformación completamente definida donde
demuestra que es una transformación canónica generalizada para un sistema Hamiltoniano
obteniendo un sistema de error.

Observación

Considerando un sistema mecánico de la forma

[
q̇
ṗ

]
=

{[
0 I
−I 0

]
−
[
0 0
0 D

]}[ ∂H(q,p)
∂q

∂H(q,p)
∂p

]
+

[
0
I

]
u

y =
∂H(q, p)

∂p
= q̇

Donde q(t), p(t), u(t) ∈ Rm, x = (q, p) y D es una matriz simétrica positiva definida, su
enerǵıa cinética está dada por

Ec(q, p) =
1

2
pTM(q)−1 p

Para este sistema, la trayectoria realizable (qd(t) , pd(t)) de (q, p) tiene que satisfacer
pd(t) = M(qd)q̇d . La siguiente transformación canónica generalizada convierte al sistema
original en un sistema de error pasivo con una función Hamiltoniana positiva definida
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H̄ = H(q, p) +
1

2
q̇d

TM(q)q̇d − pT q̇d + Ū(q − qd)

q̄ = q − qd

ȳ = M(q)−1p− q̇d

ū = u−Mq̈d +
∂Ū

∂q
+

(
1

2

∂(M(q)q̇d)

∂q

T

− 1

2

∂(M(q)q̇d)

∂q
+

1

2
M

∂(M(q)−1p)

∂q
−D

)
q̇d

Dada la transformación anterior, la función Ū es un parámetro de libre diseño el cual se
debe escoger de manera que sea positivo definido ya que representa la enerǵıa potencial virtual
del nuevo sistema. Para esta transformación en particular, la retroalimentación ū = −Cȳ con
C > 0 hace que el estado del sistema x = (q, p) siga la trayectoria deseada xd = (qd,M(qd)q̇d).

A partir de la última ecuación se puede obtener el control u que lleva al sistema original
al comportamiento deseado, el cual se puede expresar como

u = ū− β(x, t) (2.30)

= −Cȳ −
[
−Mq̈d +

∂Ū

∂q
+

(
1

2

∂(M(q)q̇d)

∂q

T

− 1

2

∂(M(q)q̇d)

∂q
+

1

2
M

∂(M(q)−1p)

∂q
−D

)
q̇d

]

4

La observación anterior establece que dado un sistema Hamiltoniano se puede obtener
un sistema de error con estructura Hamiltoniana, el cual, por medio de retroalimentación de
salida pasiva, el sistema de error se estabiliza para x̄, obteniendo seguimiento del estado x.

Se puede observar claramente que la transformación para q̄ corresponden a la definición
trivial del error, con lo que sugiere que, al menos para una de las coordenadas del sistema
original es razonable proponer esta transformación.

Como ventajas de este método se puede decir que

La transformación está bien caracterizada, en el art́ıculo se decriben las condiciones bajo
las cuales se puede obtener la función Φ y part́ıcularmente propone una.

Al obtener el sistema de error, impĺıcitamente está resolviendo el problema IDA-PBC
ya que obtiene un sistema Hamiltoniano pasivo.

Sin embargo algunos puntos importantes a notar son
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Figura 2.1: Grúa

Esta transformación canónica generalizada solo está definida para sistemas Hamilto-
nianos, por lo que, para utilizar otro tipo de sistemas su transformación se debe obtener
a partir de la solución de (2.29).

El único grado de libertad que se tiene para modificar el comportamiento del sistema de
error está en la función Ū , de manera que si se requiere mejorar el desempeño del nuevo
sistema es necesario modificar la función Hamiltoniana del sistema transformado.

No se propone expĺıcitamente la transformación para la coordenada p̄.

Ejemplo

Para evaluar este procedimiento, se aplicó a un sistema de una grúa mostrado en la Figura
2.1, cuyo modelo es

(M +m)q̈1 +ml cos(q2)q̈2 −mlq̇2
2 sin(q2) = u

(ml cos(q2))q̈1 +ml2q̈2 +mgl sin(q2) = 0

Donde q1 es la posición del carro, q2 es el ángulo del péndulo respecto a la vertical, M y m
corresponden a la masa del carro y del péndulo respectivamente, l es la longitud del péndulo
y g la constante gravitacional. Para el sistema, las cantidades de movimiento p se pueden
obtener como

p = M(q)q̇ →
[
p1
p2

]
=

[
M +m ml cos(q2)

ml cos(q2) ml2

] [
q̇1
q̇2

]
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La función de enerǵıa del sistema corresponde a

H(q, p) =
1

2
pTM−1(q)p+mgl(1− cos(q2))

Este sistema puede representarse de forma Hamiltoniana como

[
q̇
ṗ

]
=

[
0 I
−I 0

][ ∂H
∂q
∂H
∂p

]
+

[
0
Ig

]
u ; Ig =

[
0
1

]

Teniendo la estructura Hamiltoniana del sistema, entonces se aplican las ecuaciones de la
transformación para obtener el nuevo sistema Hamiltoniano en términos de x̄, para ello se
tiene que proponer la función Ū(q − qd) que en este caso se consideró como

Ū(q − qd) = k1(1− cos(q1 − q1d)) + k2(q1 − q1d)
2 + k3(q2 − q2d)

2

Donde ki > 0 son valores constantes, se puede observar que tiene una estructura equivalente
a la enerǵıa potencial de sistemas mecánicos.

Para obtener el control a partir de la transformación, es necesario conocer las trayectorias
deseadas, en este caso se propone el comportamiento deseado para la coordenada q y se
obtiene el comportamiento para p de manera que satisfaga la dinámica del sistema, por lo que
considerando cualquier trayectoria deseada, se pueden calcular las cantidades de movimiento
como

pd = M(qd)q̇d =

[
(M +m) q̇1d +ml ˙q2d

ml q̇1d +ml2 ˙q2d

]

Una vez establecidas las tayectorias deseadas, haber propuesto al función Ū , tener conocimien-
to del sistema y considerando

ū = −Cȳ =

[
1 0
0 1

]
M(q)−1p− q̇d

Entonces se tienen todos los elementos para obtener el control u a partir de la ecuación (2.30).

Proponiendo como comportamiento deseado para el sistema una velocidad constante para
el carro, lo que implica una posición creciente en forma de recta, y posición cero para el
péndulo, esto es
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qd =

[
α t+ β

0

]
; q̇d =

[
α
0

]

A partir de simulaciones realizadas en Simulink, se obtuvieron los siguientes resultados.
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Figura 2.2: Posiciones q1 y q2, real y deseada
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Figura 2.3: Cantidades de movimiento p1 y p2, real y deseada

En las gráficas mostradas en las Figuras 2.2 y 2.3 se puede observar que tanto para las
posiciones q como para las cantidades de movimiento p siguen las trayectorias deseadas en un
tiempo aproximadamente de 25 segundos. En el caso del carro, la velocidad, vista a partir de
la variable p1, llega a un valor constante por lo que se puede decir que se hace seguimiento
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de trayectoria. En el caso del péndulo se está evaluando un posición constante, mas aún este
valor es cero, con lo que se puede decir que se está haciendo regulación, aún aśı el sistema
llega al punto deseado pero se puede ver que mantiene un error oscilante de 1× 10−3 [m].

Con estas gráficas se puede observar que la transformación canónica generalizada es una
alternativa para realizar seguimiento para sistemas Hamiltonianos, a partir de ésto podemos
comparar si el método propuesto en este trabajo de tesis tiene un mejor desempeño que el
visto en este ejemplo.



Caṕıtulo 3

Problema de Seguimiento

En este trabajo de tesis la principal estrategia es convertir el problema de seguimiento en
uno de regulación. Considerando el caso más general, donde se tiene un sistema no lineal

ẋ = f(x, u)

y suponiendo que se conoce la trayectoria deseada xd(t) para el estado x(t), donde xd(t) es
realizable, esto es, existe una entrada de control ud(t) tal que

ẋd = f(xd, ud)

entonces, el objetivo es lograr que

x(t) = xd(t) cuando t → ∞ (3.1)

Para alcanzar este objetivo por lo general se transforma el sistema a una nueva variable
de error x̄ donde el nuevo sistema se puede representar como

˙̄x = f(x̄, xd, ū)

Al sistema transformado se le aplica la técnica de control IDA-PBC para estabilizarlo, sin
embargo al ser sistemas no lineales, la representación anterior puede modificar completamente
la estructura del sistema original, haciendo más dif́ıcil obtener una ley de control.

Es por ello que en este caṕıtulo se detallarán las condiciones bajo las cuales se puede
transformar un sistema y cómo diseñar el control usando la técnica IDA-PBC.

26
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3.1. Problema

El problema a resolver consiste en, dado un sistema ẋ = f(x, u) encontrar una u y una
x̄ = φ(x) tales que en lazo cerrado se tenga

˙̄x = F (x̄)
∂H(x̄)

∂x̄
(3.2)

Donde se tienen que cumplir tres condiciones:

1. F (x̄) + F T (x̄) ≤ 0

2. argmı́n{H(x̄)} = 0 ⇔ x̄ = 0

3. x̄ = 0 ⇒ x = xd.

En este caso el comportamiento deseado es xd. Las dos primeras condiciones corresponden
a las que establece la técnica IDA-PBC como se mencionó en el caṕıtulo anterior, donde la
primera garantiza estabilidad asintótica y la segunda establece que la función de enerǵıa en
lazo cerrado debe tener un mı́nimo en el punto deseado. Sin embargo considerando sólo estas
dos condiciones no se garantiza que el sistema se mantenga en la trayectoria deseada, es por
ello que se tiene que realizar una transformación del sistema para garantizar que esa nueva
coordenada implique que si se llega a los valores deseados, lo que corresponde a la condición
3, es decir, se está transformando el problema de seguimiento en uno de regulación donde se
estabilizará la nueva coordenada x̄.

Para resolver el problema planteado se propone una metodoloǵıa que consiste en dos pasos:

Paso 1: Encontrar una transformación x̄ = φ(x) que satisface la condición 3, bajo la cual
un sistema ẋ = f(x) + g(x)u se puede representar como

˙̄x = f̄(x̄) + ḡ(x̄)u

Paso 2: Una vez que el sistema es transformado, aplicar la técnica de diseño IDA-PBC
para estabilizar el punto x̄ = 0, esto es, encontrar una ū, H(x̄) y F (x̄) tales que

˙̄x = f̄(x̄) + ḡ(x̄)ū = F (x̄)
∂H(x̄)

∂x̄
(3.3)
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Para encontrar las funciones se debe satisfacer:

ḡ⊥f̄(x̄) = ḡ⊥F (x̄)
∂H(x̄)

∂(x̄)
(3.4)

ū = (ḡT (x̄)ḡ(x̄))−1ḡT (x̄)(F (x̄)
∂H(x̄)

∂x̄
− f̄(x̄))

Donde ḡ⊥(x̄) es el aniquilador izquierdo de rango completo de ḡ(x̄), esto es ḡ⊥(x̄)ḡ(x̄) = 0

En este procedimiento se tiene que cumplir con

Fd(x̄) + F T
d (x̄) ≤ 0 (3.5)

argmin{Hd(x̄)} = 0 → x̄ = 0 (3.6)

Estas dos condiciones equivalen a resolver el problema de IDA para regulación como se
muestra en las ecuaciones (2.7) y (2.8).

Este método presenta dos ventajas principales:

La estructura de la transformación φ(x) es libre, considerando que debe cumplir con la
condición 3.

La metodoloǵıa se aplica a cualquier clase de sistemas, no necesariamente se aplica a
sistemas Hamiltonianos.

Sin embargo cabe mencionar que:

La principal desventaja del método es que se tiene que proponer la transformación φ(x).

Aún cuando en [2] se resuelve el problema de seguimiento para sistemas Hamiltonianos
y se tiene caracterizada la transformación, la conjetura principal de este trabajo es que
con la metodoloǵıa propuesta se puede resolver más fácil el problema planteado sin tener
que resolver ecuaciones diferenciales parciales con restricciones.
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3.2. Transformación

El primer paso de la metodoloǵıa propuesta consiste en transformar el sistema para obtener
un sistema de error. La nueva variable de error x̄ es la que se estabilizará, por lo que se debe
asegurar que el sistema transformado tenga un punto de equilibrio en x̄ = 0. Para poder
realizar la transformación es necesario tomar en cuenta que ésta no solo depende del estado
x, también depende de las trayectorias deseadas, esto es:

x̄ = φ(x, xd)

A partir de la ecuación anterior se puede obtener la transformación del sistema

˙̄x =
∂φ(x, xd)

∂x
ẋ+

∂φ(x, xd)

∂xd
ẋd

=
∂φ(x, xd)

∂x
[f(x) + g(x)u] +

∂φ(x, xd)

∂xd
ẋd

con ẋd = f(xd) + g(xd)ud, por lo tanto se tiene

˙̄x = f̄(x̄) + ḡ(x̄)ū (3.7)

La ecuación (3.7) es la representación del sistema ya transformado donde

f̄(x̄) =
∂φ

∂x
[f(x)− g(x)β(x)] +

∂φ

∂xd
ẋd

ḡ(x̄) =
∂φ(x, xd)

∂x
g(x) (3.8)

ū(x̄) = u+ β(x)

De esta manera se tiene un nuevo sistema expresado en las nuevas coordenadas x̄, poste-
riormente a este sistema se le aplicará IDA-PBC. Es claro que para transformar el sistema se
tiene que conocer la función φ(x, xd). En caso de no conocerla, una alternativa seŕıa calcularla
a partir de las ecuaciones (3.8), esto implicaŕıa tener un mayor conocimiento del nuevo sistema
transformado, esto es, de f̄(x̄), ḡ(x̄), ū(x̄), y determinar la transformación resolviendo ecua-
ciones diferenciales parciales. Sin embargo, al no tener bien caracterizada la transformación
se dificulta obtener su solución. Más aún se sabe que esta solución tiene algunas restricciones
que satisfacer, por lo que encontrar una solución resultará mas complicado.

Es por ello que, aunque actualmente no se tiene una solución completa para obtener la
función φ(x) , se tiene caracterizada parcialmente para poder definir de manera adecuada esta
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transformación. Aún cuando se ha establecido que no se requiere que tenga una estructura
espećıfica, debe de cumplir con el siguiente Lema:

Lema : Una transformación x̄ = φ(x) debe satisfacer las siguientes propiedades:

i. ker{φ(x)} = xd

ii. det(−∂φ(x)
∂x )|x=xd

6= 0

iii. ∂φ−1(x̄)
∂x̄ = (∂φ(x)∂x )−1

Demostración:

i. Esta propiedad establece que se deben encontrar aquellos valores bajo los cuales
φ(x) = 0, por lo tanto, por definición de la transformación, se cumple de manera trivial
ya que es otra manera de representar la condición 3 descrita en la sección anterior.

ii. Para demostrar esta propiedad se aplica directamente el Teorema de la Función Im-
pĺıcita el cual establece que dada una función:

F (z, y)|z=a,y=b = 0 si det(∂F∂y )
∣∣∣
y=b

6= 0

entonces existe una función g : z → y tal que y = g(z). Más aún, el teorema también establece
que

∂g
∂z = (∂F∂y )

−1(∂F∂z )

Para determinar si es posible expresar x en términos de x̄, de la definición del teorema se
considera la primer variable z = x̄, la segunda y = x, y la función a encontar es g(x̄) = φ−1(x̄)
lo que implica que x = φ−1(x̄), y se define F (x̄, x) = [x̄− φ(x)] = 0.

Para cumplir con las condiciones que el teorema establece, entonces se debe satisfacer

det

(
∂F

∂x

)∣∣∣∣
x=xd

= det

(−∂φ

∂x

)∣∣∣∣
x=xd

6= 0 (3.9)
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La transformación debe ser un difeomorfismo, y para ello se debe cumplir con dos condi-
ciones:

1. Invertibilidad: ∃ φ−1(x̄) tal que φ−1(φ(x)) = x

2. Tanto φ(x) como φ−1(x̄) deben ser funciones suaves.

Para verificar que la transformación cumple con estas dos condiciones se debe satisfacer

det(∂φ(x)∂x ) 6= 0

Lo que es equivalente a la ecuación (3.9), con lo que se puede afirmar que cumple con las
condiciones que el Teorema establece y se satisface la condición (ii.).

iii. Una vez que se ha verificado que se satisfacen las condiciones que el Teorema de la
Función Impĺıcita establece, entonces no sólo se puede afirmar que existe una función g(x̄), es
decir la transformación inversa, sino además se debe cumplir con:

∂φ−1(x̄)

∂x̄
= −

(
∂F (x̄, x)

∂x

)−1(∂F (x̄, x)

∂x̄

)

= −
(
−∂φ(x)

∂x

)−1(∂φ(x̄)

∂x̄

)

=

(
∂φ(x)

∂x

)−1

4

De esta manera se han demostrado las tres condiciones que una transformación debe
satisfacer para tener una mejor caracterización de la transformación a utilizar para aplicar la
metodoloǵıa propuesta.

Para ejemplificar que tipo de transformaciones se pueden utilizar, verificando que cumplen
con las condiciones anteriores se presentan dos opciones.

a. Considerando como transformación x̄ = φ(x) = x− xd

i. Se cumple cuando φ(x) = 0 ⇔ x = xd

ii. det(−∂φ(x)
∂x )|x=xd = −1

iii. (∂φ
−1(x̄)
∂x̄ ) = (∂φ(x)∂x )−1 = I
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Resolviendo la ecuación diferencial para φ−1(x̄) se obtiene φ−1(x̄) = x̄+fx donde espećıfi-
camente se escoge fx = xd para cumplir x̄ = x− xd

De esta manera se puede observar que φ(x) = x−xd puede utilizarse como transformación.

b. Considerando como transformación x̄ = φ(x) = ln( x
xd
), con x, xd ∈ R1

i. Se cumple cuando φ(x) = 0 ⇔ x = xd

ii. det(−∂φ(x)
∂x )|x=xd

= − 1
x |x=xd

= − 1
xd

6= 0 para xd 6= 0

iii. (∂φ
−1(x̄)
∂x̄ ) = (∂φ(x)∂x )−1 = x

Resolviendo la ecuación diferencial para φ−1(x̄) se obtiene φ−1(x̄) = Cex̄+fx. Obteniendo
la función inversa se tiene x̄ = ln(x−b

C ) donde espećıficamente se establece fx = 0, C = xd
para satisfacer con la condición i..

Estos dos ejemplos cumplen con las condiciones necesarias para ser transformaciones, sin
embargo se debe considerar que el ejemplo (b.) aún cuando cumple con lo necesario, además
de ser escalares, su aplicación es muy restringida debido a que se requiere que x como xd no
crucen por cero. Por facilidad, en este trabajo se utilizará la transformación del ejemplo (a.).

3.3. Caracterización de sistemas

Se ha establecido una estructura general para poder aplicar la metodoloǵıa propuesta. Sin
embargo, es dif́ıcil generalizar que para cualquier sistema, bajo cualquier caracteŕıstica que
presente, sea factible utilizar IDA-PBC para seguimiento. Es por ello que se ha establecido
una estructura de sistemas que presentan caracteŕısticas bajo las cuales śı es posible aplicar
la técnica de diseño propuesta en este trabajo.

El modelo de sistemas abordado en este trabajo de tesis se puede obtener a partir de su
Lagrangiano [12], el cual está definido por:

L = T (q, q̇)− V (q) (3.10)

Donde q ∈ Rn corresponden a las coordenadas generalizadas, T (q, q̇) es la enerǵıa cinética
del sistema y V (q) es la enerǵıa potencial, entonces el modelo del sistema se puede obtener a
partir de la ecuación Lagrangiana
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d

dt

∂L(q, q̇)

∂q̇
− ∂L(q, q̇)

∂q
+

∂V (q)

∂q
= Fo

En la ecuación anterior los términos Fo corresponden a las fuerzas generalizadas.

Si se considera el caso de sistemas mecánicos, tomando en cuenta que la matriz de inercia
del sistema es D(q) = D(q)T > 0, la función de enerǵıa cinética se puede expresar como

T (q, q̇) = 1
2 q̇

TD(q)q̇

De manera que el Lagrangiano se puede expresar como

L(q, q̇) = q̇TD(q)q̇ − V (q)

Con la ecuación anterior y al desarrollar la ecuación Lagrangiana, el modelo de sistemas
mecánicos se puede expresar de manera generalizada como

D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +B(q) = G(q)u (3.11)

En este caso se estan considerando que la entrada de control es u, el modelo cumple con
las siguientes propiedades [14]

Ḋ(q)− 2C(q, q̇) es una matriz antisimétrica

B(q) = ∂V (q)
∂q

Al estar considerando sistemas mecánicos las coordenadas generalizadas q corresponden a
las posiciones del sistema por lo que q̇ son sus respectivas velocidades.

Se ha mencionado dentro de esta clasificación de sistemas que se pueden considerar sis-
temas subactuados, por lo que la matriz G(q) puede no ser de rango completo, considerando
casos espećıficos como

G(q) =

[
I
0

]
ó G(q) =

[
0
I

]
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La ecuación (3.10) establece el tipo de sistemas a los que puede aplicarse la metodoloǵıa
propuesta para resolver el problema de seguimiento. Para ello debe seguirse el siguiente pro-
cedimiento. El primer paso es reescribir al sistema de la forma ẋ = f(x) + g(x)u, para ello se
define

x1 =




q1
...
qn


 ; x2 =




q̇1
...
q̇n




Reescribiendo la ecuación (3.10) en términos de x, se obtiene

D(x1)ẋ2 + C(x1, x2)x2 +B(x1) = G(x1)u

Es claro que ẋ1 = x2, y los términos correspondientes a ẋ2 se pueden obtener de la ecuación
anterior, teniendo entonces

[
ẋ1
ẋ2

]
=

[
x2

−D(x1)
−1[C(x1, x2)x2 +B(x1)]

]
+

[
0

D(x1)
−1G(x1)

]
u (3.12)

De esta manera se tiene

f(x) =

[
x2

−D(x1)
−1[C(x1, x2)x2 +B(x1)]

]

g(x) =

[
0

D(x1)
−1G(x1)

]

Usando esta representación se analizará la manera de aplicar IDA-PBC para que los esta-
dos del sistema lleguen a una trayectoria deseada.

3.4. Metodoloǵıa

Bajo la estructura de sistemas establecida y dadas las condiciones obtenidas que debe satis-
facer una trasformación se propone una metodoloǵıa para resolver el problema de seguimiento.
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Paso 1: Transformación del sistema

Es necesario proponer una transformación que cumpla con las caracteŕıticas mencionadas
en la sección anterior. En este caso, de los ejemplos mencionados en la sección anterior, se
utilizará la transformación (a.) x̄ = x − xd la cual ya se ha demostrado que cumple con las
condiciones requeridas. Entonces se propone φ(x, xd) como

[
x̄1
x̄2

]
=

[
x1 − x1d
x1 − x1d

]
(3.13)

donde x1d representan las posiciones deseadas, x2d corresponden a las velocidades deseadas,
y debe satisfacerse ẋ1d = x2d.

Debido a que es una transformación lineal se cumple

[
˙̄x1
˙̄x2

]
=

[
ẋ1 − ẋ1d
ẋ1 − ẋ1d

]
;

[
¨̄x1
¨̄x2

]
=

[
ẍ1 − ẍ1d
ẍ1 − ẍ1d

]

Para transformar el sistema se aplican las ecuaciones (3.8), para ello hay que calcular la
parcial de la transformación respecto a cada una de las variables.

∂φ

∂x
=

[
1 0
0 1

]
;

∂φ

∂xd
= −

[
1 0
0 1

]

Al desarrollar las ecuaciones (3.8), se puede observar que se recupera la dinámica del sis-
tema, esto debido a la transformación propuesta. Por otro lado, de las mismas ecuaciones se
está considerando el caso particular en que β(x) = 0 por lo que ū(x) = u(x).

Por último se tienen que expresar las coordenadas x, considerando que x = [x1 x2]
T , en

términos de x̄ es decir, se aplica la transformación inversa x = x̄+ xd, entonces sustituyendo
coordenadas en la ecuación (3.12) se tiene

[
˙̄x1
˙̄x2

]
=

[
x̄2

−D(x̄1 + x1d)
−1[C(x̄1 + x1d, x̄2 + x2d)(x̄2 + x2d) +B(x̄1 + x1d)]− ẍ2d

]

+

[
0

D(x̄1 + x1d)
−1G(x̄1 + x1d)

]
u

(3.14)
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Por lo tanto se puede definir

f̄(x̄) =

[
x̄2

−D(x̄1 + x1d)
−1[C(x̄1 + x1d, x̄2 + x2d)(x̄2 + x2d) +B(x̄1 + x1d)]− ẍ2d

]

ḡ(x̄) =

[
0

D(x̄1 + x1d)
−1G(x̄1 + x1d)

]

De esta manera ya se tiene el sistema transformado expresado en las nuevas coordenadas
x̄, puede observarse que también depende expĺıcitamente del comportamiento deseado xd, que
pueden ser trayectorias variantes en el tiempo.

Paso 2: Aplicar IDA-PBC

Al sistema ya transformado y expresado en las nuevas coordenadas x̄ se le aplicará la
técnica de diseño IDA-PBC, donde se estabilizará la nueva coordenada x̄ = 0.

Con base en el problema de la sección anterior, se encontrará un control u(x̄), una matriz
Fd(x̄) y una función Hd(x̄) tales que el sistema en lazo cerrado cumpla con la ecuación (2.15).
Es decir

[
x̄2

−D−1[C (x̄2 + x2d) +B]− ẍ452d

]
+

[
0

D−1G

]
u =

[
F11 F12

F21 F22

] [
∇x̄1Hd

∇x̄2Hd

]

De la ecuación matricial anterior se pueden obtener dos ecuaciones

x̄2 = F11∇x̄1Hd + F12∇x̄2Hd

−D−1[C (x̄2 + x2d) +B]− ẍ2d +D−1G u = F21∇x̄1Hd + F22∇x̄2Hd (3.15)

La primer ecuación representa una restricción que debe satisfacerse mientras que en la
segunda se encuentra la dinámica del sistema. De esta ecuación se debe obtener u de acuerdo
a (3.4), por lo que despejando el control se tiene

u = (MTM)−1MT [F21∇x̄1Hd + F22∇x̄2Hd − (−D−1[C (x̄2 + x2d) +B]− ẍ2d)] (3.16)
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donde

M = D−1(x̄1 + x1d)G(x̄1 + x1d)

Se está considerando el caso de sistemas subactuados, por lo que el control incide solamente
en una coordenada, sin embargo dada la representación que se plantea, considerando el caso
en que la matriz de inercias D(x̄1 + x1d) del sistema en lazo abierto no es diagonal, entonces
D−1 tampoco lo es, por lo tanto la matriz M se puede calcular como

M =

[
di11 di12
di21 di22

] [
0
I

]
=

[
di12
di22

]
ó M =

[
di11 di12
di21 di22

] [
I
0

]
=

[
di11
di21

]

Donde diij son los elementos de la matriz D−1. Puede verse que con esta nueva matriz
M el control incide en ambas coordenadas, por lo que éste se puede determinar directamente
a partir de la ecuación (3.4), evitando resolver ecuaciones diferenciales parciales dadas por
la restricción que la coordenada no actuada impone, ésto siempre y cuando se conozcan los
elementos de la matriz Fd y la función de enerǵıa en lazo cerrado Hd. Para ello se sugiere
proponer la función de enerǵıa de la forma

Hd =
1

2
x̄2

TDd(x̄1) x̄2 + Vd(x̄1) +
1

2
x̄1

TK x̄1 (3.17)

Donde Dd = DT
d ≥ 0 es la matriz de inercia deseada y se está considerando el caso más

general donde sus elementos son valores constantes.

La primera forma cuadrática en Hd corresponde a la enerǵıa cinética del sistema en lazo
cerrado. Los elementos restantes corresponden a la enerǵıa potencial en lazo cerrado, de estos
términos Vd(x̄1) es una función que puede ser equivalente a la enerǵıa potencial del sistema
en lazo abierto donde debe asegurarse que cumpla con la condición (3.6), por último K > 0
es una matriz diagonal cuyos valores son grados de libertad que corresponden a ganancias de
la segunda forma cuadrática.

Una vez establecida la forma de la función de enerǵıa deseada solo queda determinar los
elementos de la matriz Fd, para ello hay que considerar que

∂Hd

∂x̄1
=

∂Vd

∂x̄1
+K x̄1 ;

∂Hd

∂x̄2
= Dd x̄2
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A patir de las ecuaciones (3.15) se pueden calcular los elementos Fij , sustituyendo términos
en la primera ecuación se tiene

x̄2 = F11(∇x̄1Vd +K x̄1) + F12(Dd x̄2)

El término del lado izquiedo solo depende de x̄2 lo cual debe permanecer en el lado derecho
y como la función que multiplica a F11 (esto es ∇x̄1Hd) está en términos de x̄1 entonces una
posible solución es proponer

F11 = 0

quedando entonces por resolver

x̄2 = F12(Dd x̄2)

Para que se satisfaga la ecuación anterior entonces es evidente que

F12 = D−1
d

De esta manera se satisface la primera ecuación.

En la segunda ecuación se encuentra el control, el cual se definió que se puede obtener a
partir de (3.4) y al tener definida la función de enerǵıa y los elementos del sistema en lazo
abierto entonces los elementos F21 y F22 quedan como grados de libertad. Sin embargo hay que
remarcar que se debe cumplir la condición (3.5), para asegurar que ésta se cumpla entonces
se puede definir

F21 = −(D−1
d )T = −D−1

d

quedando entonces como términos libres los elementos de F22, por lo que la matriz Fd tiene
la forma

Fd =

[
0 D−1

d

−D−1
d F22

]
(3.18)

Por lo tanto, la ecuación para determinar el control queda completamente definida.

Con esta metodoloǵıa planteada se puede resolver el problema de seguimiento bajo una
transformación espećıfica y para sistemas Lagrangianos.



Caṕıtulo 4

Casos de estudio

En este caṕıtulo se mostrará como aplicar la metodoloǵıa propuesta descrita en el caṕıtulo
anterior para realizar seguimiento de trayectorias de 4 diferentes sistemas, los cuales tienen
algunas caracteŕısticas en común:

Son sistemas mecánicos subactuados de segundo orden, por lo que se tiene una coorde-
nada actuada y la otra no actuada.

El modelo matemático es un modelo Lagrangiano correspondiente a la ecuación (3.10).

La matriz de incercia D(q) solo depende de una coordenada generalizada.

Cada uno de los casos de estudio ha establecido en la literatura un problema importante
por śı mismo, de tal forma que el poder resolver el problema de seguimiento de trayectorias
para ellos establece una contribución por śı misma también.

4.1. Péndulo con rueda

Este sistema consiste en un péndulo invertido con un rotor balanceado al final del eslabón,
como se observa en la Figura 4.1. El par del motor produce una aceleración angular al final
del péndulo que genera un par acoplado en el eje del mismo.

El modelo dinámico de este sistema está representado por

D(q)q̈ +B(q) = Gu

39
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q1

q2

u

Figura 4.1: Péndulo con rueda

el cual, en forma espećıfica está dado por

[
I1 + I2 I2

I2 I2

] [
q̈1
q̈2

]
+

[
−mgl sin(q1)

0

]
=

[
0
1

]
u (4.1)

Para este sistema q1 representa el ángulo respecto a la vertical del péndulo, q2 representa
en ángulo de la rueda respecto al péndulo, I1 e I2 son sus respectivos momentos de inercia,
m y l son la masa y longitud del péndulo, g es la constante gravitacional y la actuación del
sistema está en la segunda coordenada. En este sistema particularmente se tiene que la matriz
de inercias es constante, C(q, q̇) = 0 y su función de enerǵıa es

H(q, q̇) =
1

2

[
q̇1 q̇2

] [ I1 + I2 I2
I2 I2

] [
q̇1
q̇2

]
+mg l(1 + cos(q1))

Para poder aplicar la metodoloǵıa propuesta, primero se reescribe el sistema de la forma
ẋ = f(x) + g(x)u considerando

x1 =

[
x11
x12

]
=

[
q1
q2

]
; x2 =

[
x21
x22

]
=

[
q̇1
q̇2

]

Como el sistema tiene una estructura Lagrangiana, se puede aplicar directamente la
ecuación (3.12), obteniendo

[
ẋ1
ẋ2

]
=

[
x2

−D−1(x1)(B(x1))

]
+

[
0

D−1(x1)G

]
u (4.2)

Desarrollando términos se tiene
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ẋ11
ẋ12
ẋ21
ẋ22


 =




x21
x22

−mgl sin(x11)
I1

mgl sin(x11)
I1


+




0
0
−1
I1

I1+I2
I1 I2


u

Por simplicidad el modelo se trabajará con la ecuación (4.2).

El primer paso de la metodoloǵıa propuesta es aplicar una transformación, la que se
propone en este trabajo corresponde a la ecuación (3.13) por lo tanto

x̄1 =

[
x11 − x11d
x12 − x12d

]
; x̄2 =

[
x21 − x21d
x22 − x22d

]

Con esta transformación se llega a la ecuación (3.14) como se vió en el caṕıtulo aterior,
teniendo entonces el sistema

[
˙̄x1
˙̄x2

]
=

[
x̄2

−D(x̄1 + x1d)
−1[B(x̄1 + x1d)]− ẍ2d

]
+

[
0

D(x̄1 + x1d)
−1G(x̄1 + x1d)

]
u

Hasta este punto el primer paso ha sido completado, donde ya se tiene el sistema trans-
formado en las nuevas coordenadas x̄.

Continuando con la metodoloǵıa, ahora se aplica la técnica IDA-PBC. Para ello, se debe
encontrar una u(x̄) dada por la ecuación (3.16), una matriz Fd correspondiente a la ecuación
(3.18) y proponer una función de enerǵıa sugerida como (3.17). Para este sistema en particular
se tiene

Hd =
1

2

[
x̄21 x̄22

] [ d11 d12
d12 d22

] [
x̄21
x̄22

]
+ k1(1 + cos(x̄11)) +

1

2

[
x̄11 x̄12

]T
[
k2 0
0 k3

] [
x̄11
x̄12

]

Donde Dd = DT
d > 0 por lo que se debe satisfacer d212 > d11d12 para asegurar que la

matriz sea positiva definida, además ki > 0. Para esta función de enerǵıa se debe verificar
que cumpla con la condición (3.6). Para mostrar que x̄ = 0 es un punto de inflexión debe
satisfacer ∇x̄Hd|x̄=0 = 0, es decir




∇x̄11Hd

∇x̄12Hd

∇x̄21Hd

∇x̄22Hd


 =




−k1sin(x̄11) + k2x̄11
k3x̄22

d11x̄21 + d12x̄22
d12x̄21 + d22x̄22




∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄=0

=




0
0
0
0
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Dada la ecuación anterior, entonces x̄ = 0 es punto de inflexión, para verificar que este
punto sea un mı́nimo se debe obtener ∇2

x̄Hd o equivalentemente




∇2
x̄11

Hd

∇2
x̄12

Hd

∇2
x̄21

Hd

∇2
x̄22

Hd




∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄=0

=




−k1 + k2 0 0 0
0 k3 0 0
0 0 d11 d12
0 0 d12 d22




Una manera de verificar que ∇2
x̄Hd(0) > 0 es a partir de su determinante el cual debe ser

positivo, entonces para esta función de enerǵıa se tiene

det(∇2
x̄Hd) = k3(−k1 + k2)(d11d22 − d212)

De la ecuación anterior el término (d11d22 − d212) es positivo por definición de la matriz
Dd, y además se debe cumplir k2 > k1 para garantizar que det(∇2

x̄Hd) > 0, entonces se puede
afirmar que x̄ = 0 es un mı́nimo de la función de enerǵıa Hd propuesta.

Para continuar con el procedimiento se debe tomar en cuenta que

∇x̄1Hd =

[
−k1 sin(x̄11) + k2x̄11

k3x̄22

]
; ∇x̄2Hd =

[
d11 d12
d12 d22

] [
x̄21
x̄22

]

D−1
d = ( 1

d11d22−d212
)

[
d22 −d12
−d12 d11

]

Ahora faltan por determinar los elementos de la matriz Fd, los cuales, de acuerdo al análisis
previo, pueden establecerse como

F11 = 0 ; F12 = D−1
d ; F21 = −D−1

d

Previamente se demostró que estos términos cumplen con la condición (3.5) y los elemen-
tos F22 son grados de libertad. Se debe verificar que cumplan con las ecuaciones (3.15). Para
ello desarrollando términos se obtiene para la primera ecuación

x̄2 = F11∇x̄1Hd + F12∇x̄2Hd

que de manera desarrollada se escribe como
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[
x̄21
x̄22

]
=

[
0 0
0 0

] [
−k1 sin(x̄11) + k2x̄11

k3x̄22

]
+

(
1

d11d22 − d212

)[
d22 −d12
−d12 d11

] [
d11 d12
d12 d22

] [
x̄21
x̄22

]

Es evidente que la ecuación anterior se satisface para los valores de F11 y F12 establecidos.

Ahora se tiene que calcular la ecuación que define el control, para ello se aplica (3.16),
cuyos elementos son

M = D−1G =

[
−1
I1

I1+I2
I1I2

]

(MTM)−1MT =
[

I21I
2
2

I21+2I22+2I1I2

I1I2(I1+I2)
I21+2I22+2I1I2

]

D−1(B) + ẍ2d =




−mgl d22 sin(x̄11+x1d)
d11d22−d212

+ ẍ21d

mgl d12 sin(x̄11+x1d)
d11d22−d212

+ ẍ22d




Sustituyendo términos, se puede obtener el control

u = (MTM)−1MT [F21∇x̄1Hd + F22∇x̄2Hd +D−1[B(x̄1 + x1d)] + ẍ2d)]

De las ecuaciones anteriores se puede observar que si M tuviera un elemento en cero,
entonces en el control se tendŕıa una restricción más a satisfacer, para ello se tendŕıan que
calcular los elementos de las matrices F21 y F22 que cumplieran con la restricción impuesta.
Sin embargo, aún cuando se tiene un sistema subactuado, dada la representación del modelo
se puede ver que se tienen todos los elementos para calcularlo donde se tendŕıan que proponer
los elementos de F21 y F22. Sin embargo, tomando en cuenta que se tiene que cumplir (3.5),
entonces se establece

F21 = −F T
12 =




− d22
d11d22−d212

d12
d11d22−d212

d12
d11d22−d212

− d11
d11d22−d212




quedando entonces como grados de libertad los elementos de F22, los cuales pueden ser valores
constantes.
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Para este sistema se consideraron los siguientes parámetros I1 = 0,1, I2 = 0,2, m = 0,2,
l = 0,25 y en particular se escogieron los valores

Dd =

[
3 1
1 4

]
; F22 =

[
−12 −10
−8 −9

]

Con todos los datos se obtuvieron resultados realizando simulaciones con el software Mat-
lab y Simulink, considerando algunas trayectorias deseadas. En la primera tanto la posición
del péndulo como la de la rueda (medidos en radianes) son constantes, esto es, se está re-
quiriendo que la trayectoria deseada sea un punto deseado diferente al equilibrio del sistema,
en particular se tiene

x1d =

[
x11d
x12d

]
=

[
0,8
0,2

]
; x2d =

[
x21d
x22d

]
=

[
0
0

]

Obteniendo los siguientes resultados
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Figura 4.2: Posiciones x11 y x12 real y deseadas

La Figura 4.2 muestra la posición del péndulo a la izquierda y la de la rueda a la derecha.
En ambas se observa que llegan al valor constante establecido como punto deseado.

La Figura 4.3 muestra las velocidades angulares del sistema, al tener una posición deseada
constante es natural que las velocidades son cero y se observa que en las dos partes se llega a
dicho valor indicando que se detienen aproximadamente en 12 segundos.

El segundo experimento realizado consideró señales de referencia variantes en el tiempo
dadas por
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Figura 4.3: Velocidades x21 y x22 real y deseadas

x1d =

[
x11d
x12d

]
=

[
0,1

0,4 sin(0,3t)

]
; x2d =

[
x21d
x22d

]
=

[
0

0,12 cos(0,3t)

]

Con estas trayectorias establecidas el comportamiento del péndulo obtenido se muestra en
las siguientes gráficas
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Figura 4.4: Posiciones x11 y x12 real y deseadas

En las gráficas de la Figura 4.4 se observa el ángulo del péndulo del lado izquierdo y la
posición de la rueda del lado derecho, donde se observa que ambas variables llegan a la trayec-
toria deseada. Sin embargo se puede notar que existe un pequeño error en ambas trayectorias,
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Figura 4.5: Velocidades x21 y x22 real y deseadas

esto se debe al propio acomplamiento que existe entre las variables, al tener solo una coor-
denada actuada, en la otra influirá el comportamiento natural del sistema impidiendo que se
mantenga completamente en el valor deseado.

En la Figura 4.5 se observan las velocidades angulares de cada uno de los elementos, en
donde se puede observar que su valor final corresponde al deseado a partir de 20 segundos
aproximadamente.

4.2. Grúa

Este sistema, mostrado en el Caṕıtulo 2, consiste en un carro que se mueve horizontalmente
y del cual cuelga un péndulo, de manera que al impulsar el carro por medio de una fuerza F
éste, a su vez producirá una fuerza que moverá el péndulo. La representación de este sistema
se muestra en la Figura 4.6.

Considerando como coordenadas generalizadas la posición del carro y el ángulo del péndu-
lo respecto a la vertical dadas por

q =

[
q1
q2

]
=

[
x(t)
θ(t)

]
(4.3)

El modelo dinámico representado a partir las ecuaciones de Euler-Lagrange es

D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +B(q) = Gu
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Figura 4.6: Grúa

que en forma desarrollada se escribe como

[
M +m ml cos(q2)

ml cos(q2) ml2

] [
q̈1
q̈2

]
+

[
0 −mlq̇2 sin(q2)
0 0

] [
q̇1
q̇2

]
+

[
0

mgl sin(q2)

]
=

[
1
0

]
u

Donde M y m corresponden a la masa del carro y del péndulo respectivamente, l es la
longitud del péndulo y g la constante gravitacional. Del modelo se observa que la matriz de
inercias sólo depende de la coordenada q2. Una peculiaridad de este modelo es que no depende
expĺıcitamente de la variable q1, además la matriz de inercias tiene elementos constantes en
la diagonal.

La función de enerǵıa de este sistema es

H(q, q̇) =
1

2

[
q̇1 q̇2

] [ M +m ml cos(q2)
ml cos(q2) ml2

] [
q̇1
q̇2

]
+mgl(1− cos(q2))

Con el modelo ya conocido y para aplicar la metodoloǵıa propuesta entonces, reescribimos
el sistema de la forma ẋ = f(x) + g(x)u considerando

x1 =

[
x11
x12

]
=

[
q1
q2

]
; x2 =

[
x21
x22

]
=

[
q̇1
q̇2

]
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Esto es, el estado x1 son posiciones (lineal y angular) y x2 sus respectivas velocidades,
teniendo entonces

[
ẋ1
ẋ2

]
=

[
x2

−D(x1)
−1[C(x1, x2)x2 +B(x1)]

]
+

[
0

D(x1)
−1G(x1)

]
u (4.4)

La ecuación anterior corresponde exactamente a (3.12). Además se tiene

D−1(x1) =




1
M+m−cos(x12)2

− cos(x12)
ml(M+m−cos(x12)2)

− cos(x12)
ml(M+m−cos(x12)2)

M+m
ml2(M+m−cos(x12)2)




Aplicando el método para realizar seguimiento, primero se transforma el sistema utilizando
la definición de error, dada por

x̄1 =

[
x11 − x11d
x12 − x12d

]
; x̄2 =

[
x21 − x21d
x22 − x22d

]

El sistema transformado equivale a la ecuación (3.14), donde se tiene

[
˙̄x1
˙̄x2

]
=

[
x̄2

−D(x̄1 + x1d)
−1[C(x̄1 + x1d, x̄2 + x2d)(x̄2 + x2d) +B(x̄1 + x1d)]− ẍ2d

]

+

[
0

D(x̄1 + x1d)
−1G(x̄1 + x1d)

]
u

Con el sistema ya transformado, entonces se desarrolla el paso 2 de la metodoloǵıa, aplicar
IDA-PBC. Para ello, se propone una función de enerǵıa deseada, que en este caso corresponde a

Hd =
1

2

[
x̄21 x̄22

] [ d11 d12
d12 d22

] [
x̄21
x̄22

]
+ k1(1− cos(x̄11)) +

1

2

[
x̄11 x̄12

]T
[
k2 0
0 k3

] [
x̄11
x̄12

]

Se debe considerar que Dd = DT
d > 0 por lo que se debe cumplir con d212 > d11d12 para

asegurar que la matriz sea positiva definida, y los elementos ki > 0.
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Además se debe verificar que el argumento mı́nimo de esta función sea x̄ = 0, por lo que
primero se determina si este valor es un punto de inflexión a partir de la expresión




∇x̄11Hd

∇x̄12Hd

∇x̄21Hd

∇x̄22Hd


 =




k1 sin(x̄11) + k2x̄11
k3x̄22

d11x̄21 + d12x̄22
d12x̄21 + d22x̄22




∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄=0

=




0
0
0
0




De la ecuación anterior, claramente se define x̄ = 0 como punto de inflexión, ahora se
verifica que es un valor mı́nimo al evaluar el Hessiano dado por




∇2
x̄11

Hd

∇2
x̄12

Hd

∇2
x̄21

Hd

∇2
x̄22

Hd




∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄=0

=




k1 + k2 0 0 0
0 k3 0 0
0 0 d11 d12
0 0 d12 d22




Para verificar que esta matriz sea positiva definida se obtiene su determinante

det(∇2
x̄Hd) = k3(k1 + k2)(d11d22 − d212)

Como se estableció que ki > 0 y por construcción (d11d22 > d212), entonces det(∇2
x̄Hd) > 0

por lo que x̄ = 0 es el argumento mı́nimo de Hd, lo que satisface la condición (3.6).

Una vez verificado este punto, entonces se calcula el control u(x̄) a partir de la ecuación
(3.16), donde hay que considerar los términos

∇x̄1Hd =

[
k1 sin(x̄11) + k2x̄11

k3x̄22

]
∇x̄2Hd =

[
d11 d12
d12 d22

] [
x̄21
x̄22

]

y

M = D−1G =




1
M+m−cos(x12)2

− cos(x12)
ml(M+m−cos(x12)2)




Por último se establecen los valores de la matriz Fd, los cuales al tener la misma estructura
del sistema transformado como en (3.14) estos valores se pueden establecer como
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F11 = 0 F12 = D−1
d F21= −D−1

d

Con ello se tienen todos los elementos para obtener el control. Para observar el com-
portamiento del sistema se realizaron simulaciones para algunas trayectorias deseadas. Con-
siderando que los parámetros del sistema son M = 1,3 [kg], m = 0,2 [kg], l = 0,25 [m],
g = 9,81[m/s2]. Los valores de las matrices propuestas son

Dd =

[
6 1,5
1,5 5

]
; F22 =

[
−34 −8
−1 −12

]

En este sistema se quiere que al moverse el carro, el péndulo se mantenga en una posi-
ción fija, por lo que se está considerando que la primera trayectoria deseada es velocidad
constante para el carro y posición constante para el péndulo, espećıficamente se consid-
eró x21d = 0,1[m/s2] y para el péndulo x12d = 0[rad].
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Figura 4.7: Posiciones x11 y x12

En la Figura 4.7 se muestran las posiciones reales del sistema, del lado izquierdo se en-
cuentra la posición del carro y del derecho la del péndulo. Se puede observar que al cambiar
la posición del carro el péndulo sigue estando en la posición indicada, con lo que ambos ele-
mentos llegan a su valor deseado.

En la Figura 4.8 se muestran las velocidades del sistema, donde se puede observar que la
velocidad el carro llega al valor constante, mientras que la del péndulo se maniente en cero.
En estas gráficas se puede observar que el desempeño del sistema es mejor que en el mostrado
en el Caṕıtulo 2, con base en que los resultados presentan menos oscilaciones bajo las mismas
trayectorias deseadas.

Considerando ahora que la trayectoria para el carro es una onda senoidal, mientras que
para el péndulo se establece una posición deseada constante, esto es
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Figura 4.8: Velocidades x21 y x22

x1d =

[
x11d
x12d

]
=

[
0

0,6 sin(0,3t)

]
; x2d =

[
x21d
x22d

]
=

[
0

0,18 cos(0,3t)

]

Se obtuvo lo siguiente
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Figura 4.9: Posiciones x11 y x12

En la Figura 4.9 se muestran las posiciones reales del sistema donde nuevamente se com-
porta de acuerdo a su trayectoria deseada. El péndulo también llega al valor deseaado en
aproximadamente 30 segundos y s claro que el transitorio del sistema tiene mayor duración
que en la trayectoria anterior, debido al tipo de trayectoria que tiene el carro.

En la Figura 4.10 observan las velocidades de cada uno de los elementos donde se puede
apreciar que el comportamiento llega al deseado en aproximadamente 30 segundos. Por lo
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Figura 4.10: Velocidades x21 y x22

tanto se puede decir que para un sistema con movimiento lineal y rotacional, el método prop-
uesto puede ser usado para realizar seguimiento.

4.3. Acrobot

Este sistema, mostrado en la Figura 4.11 está formado por dos elementos tipo péndulos
y sólo se tiene un actuador, el cual se encuentra en la unión de los mismos por lo que incide
directamente en el segundo.

El objetivo de este sistema es mantener ambas varillas en la posición indicada, por medio
del actuador puede modificarse directamente el comportamiento del segundo elemento, éste a
su vez producirá una fueza que hará mover el primer elemento. Debe considerarse que debido
al acomplamiento el movimiento del primer eslabón también modifica el comportamiento del
segundo.

Para analizar el sistema, se obtiene su modelo a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange,
el cual se puede representar de manera general como

D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +B(q) = G(q)u

En particular, las matrices del modelo son
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Figura 4.11: Acrobot

D(q) =

[
c1 + c2 + 2c3 cos(q2) c2 + c3 cos(q2)

c2 + c3 cos(q2) c2

]

C(q, q̇) =

[
−c3 sin(q2)q̇2 −c3 sin(q2)(q̇1 + q̇2)
c3 sin(q2)q̇1 0

]

B(q) =

[
−c4 sin(q1)− c5 sin(q1 + q2)

−c5 sin(q1 + q2)

]

G(q) =

[
0
1

]

cuyos parámetros son

c1 = m1l
2
c1 +m2l

2
1 + I1

c2 = m2l
2
c2 + I2

c3 = m2l1lc2

c4 = g(m1lc1 +m2l1)

c5 = g(m2lc2)

En las ecuaciones q1 representa el ángulo del elemento 1 respecto a la vertical. El ángulo
del segundo elemento es q2 medido respecto a la vertical del primero. Además m1 y m2 son
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cada una de las masas, I1 e I2 son sus respectivos momentos de inercia, lc1 y lc2 son las lon-
gitudes de cada union al centro de gravedad, l1 y l2 son las longitudes de los elementos.

En este modelo se puede notar que la matriz de inercias D(q) depende sólo de q2 en tres
de sus elementos, los términos correspondientes a la enerǵıa potencial dependen de q1 y q2,
contrario a los ejemplos anteriores donde solo depend́ıan de una coordenada.

La función de enerǵıa correspondiente a este sistema es

H =
1

2

[
q̇1 q̇2

] [ c1 + c2 + 2c3 cos(q2) c2 + c3 cos(q2)
c2 + c3 cos(q2) c2

] [
q̇1
q̇2

]
+ c4 cos(q1) + c5 cos(q1 + q2)

Dado que el modelo tiene una estructura Lagrangiana, entonces se puede aplicar la metodoloǵıa
propuesta utilizando la ecuación (3.12) considerando

x1 =

[
q1
q2

]
; x2 =

[
q̇1
q̇2

]
(4.5)

El modelo se puede reescribir como

[
ẋ1
ẋ2

]
=

[
x2

−D(x1)
−1[C(x1, x2)x2 +B(x1)]

]
+

[
0

D(x1)
−1G(x1)

]
u

(4.6)

Aplicando la metodoloǵıa al modelo anterior, se reescribe en términos del error proponien-
do como transformación

x̄1 =

[
x̄11
x̄12

]
=

[
x11 − x11d
x11 − x12d

]
; x̄2 =

[
x̄21
x̄22

]
=

[
x21 − x21d
x22 − x22d

]
(4.7)

Por lo que al aplicar dichas ecuaciones en el sistema se obtiene

[
˙̄x1
˙̄x2

]
=

[
x̄2

−D(x̄1 + x1d)
−1[C(x̄1 + x1d, x̄2 + x2d)(x̄2 + x2d) +B(x̄1 + x1d)]− ẍ2d

]

+

[
0

D(x̄1 + x1d)
−1G(x̄1 + x1d)

]
u
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Obteniendo la misma estructura que en (3.14). Con ello se puede aplicar el segundo paso,
obtener el control utilizando la técnica IDA-PBC. Para ello se ha propuesto la siguiente
función de enerǵıa

Hd(x̄1, x̄2) =
1

2

[
x̄21 x̄22

] [ d11 d12
d12 d22

] [
x̄21
x̄22

]
+ k1(1 + cos(x̄11 − x̄12)) + k2(x̄11)

2 + k3(x̄12)
2

Esta función de enerǵıa tiene una estructura similar a la del sistema en lazo abierto agre-
gando términos cuadráticos en la enerǵıa potencial. Se está considerando que los elementos
dij son constante y ki son valores positivos.

Verificando que esta función tenga un argunmento mı́nimo en x̄ = 0, se tiene




∇x̄11Hd

∇x̄12Hd

∇x̄21Hd

∇x̄22Hd


 =




−k1 sin(x̄11 + x̄12) + k2x̄11
−k1 sin(x̄11 + x̄12) + k3x̄12

d11x̄21 + d12x̄22
d12x̄21 + d22x̄22




∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄=0

=




0
0
0
0




mientras que




∇2
x̄11

Hd

∇2
x̄12

Hd

∇2
x̄21

Hd

∇2
x̄22

Hd




∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄=0

=




−k1 + k2 −k1 0 0
−k1 −k1 + k3 0 0
0 0 d11 d12
0 0 d12 d22




A partir del la matriz anterior se obtiene su determinante dado por

det(∇2
x̄Hd) = (d11 d22 − d212)(−k1k3 − k2k1 + k2k3)

En donde se sabe que (d11 d22 − d212) > 0 por definición de los elementos de la matriz Dd,
por lo que, dado que ki > 0, entonces se tiene que cumplir (k2k3) > (k1k3 + k2k1) para ase-
gurar que el determinante sea positivo y entonces x̄ = 0 sea un mı́nimo de la función de enerǵıa.
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Una vez establecida la función Hd(x̄1, x̄2), continuando con el procedimiento, podemos
establecer que los valores de la matriz Fd son

F11 = 0 F12 = D−1
d F21= −D−1

d

Tomando en cuenta que

∇x̄1Hd =

[
−k1 sin(x̄11 + x̄12) + k2x̄11
−k1 sin(x̄11 + x̄12) + k3x̄22

]
; ∇x̄2Hd =

[
d11 d12
d12 d22

] [
x̄21
x̄22

]

y

M = D−1G =




c2+c3 cos(x̄12+x12d)
c2c1−c23 cos(x̄12+x12d)2

− c1+c2+2c3 cos(x̄12+x12d)
c2c1−c23 cos(x̄12+x12d)2




Con todos los elementos establecidos se puede obtener el control a partir de la función

u = (MTM)−1MT [F21∇x̄1Hd + F22∇x̄2Hd − (−D−1[C (x̄2 + x2d) +B]− ẍ2d)]

Para observar el comportamiento del sistema se han escogido dos trayectorias deseadas. La
primera considera que la posición de ambos elementos es constante, es decir ambos elementos
llegarán a un punto diferente al origen, con lo que se tiene

[
x11d
x12d

]
=

[
π/2
π/2

]
;

[
x21d
x22d

]
=

[
0
0

]
(4.8)

Esta posición formará una ”L” invertida del acrobot. Para este sistema se escogieron los
siguientes valores para el sistema en lazo cerrado

Dd =

[
1 0,3
0,3 0,4

]
; F22 =

[
−11 −8
−9 −15

]
; k1 = 1 ; k2 = 1 ; k3 = 4

Considerando que los parámetros del sistema son l1 = 0,3[m], l2 = 0,5[m], m1 = 0,175[kg],
m2 = 0,285[kg] , lc1 = 0,177[m], lc2 = 0,31[m], I1 = 0,002[kgm2] y I2 = 0,0053[kgm2], se
obtuvieron los siguientes resultados
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Figura 4.12: Posiciones x11 y x12
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Figura 4.13: Velocidades x21 y x22

Se puede apreciar que después de 40 segundos, prácticamente han llegado al valor deseado,
considerando tanto en posición como en velocidad como se observa en la Figura 4.13. Con
estas gráficas podemos decir que el control lleva al sistema a un punto deseado.

Ahora se considera el caso en que el valor deseado puede ser una trayectoria deseada,
sin embargo se debe tomar en cuenta que el sistema es subactuado y de manera natural hay
un acomplamiento en los elementos, por lo que se esta considerando solamente trayectoria
variante en el tiempo para la coordenada actuada, mientras que la otra permanece en posición
cosntante, esto es

[
x11d
x12d

]
=

[
0

0,2 sin(0,3t)

]
;

[
x21d
x22d

]
=

[
0

0,06 sin(0,3t)

]
(4.9)
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Con la trayectoria deseada se está pidiendo que la coordenada 2 oscile entre ±0,2rad, esto
es ±11,46◦ mientras que la coordenada uno se quiere que esté en posición cero.
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Figura 4.14: Posiciones x11 y x12

En las gráficas de la Figura 4.14 se observa que la posición de la coordenada dos tiene un
comportamiento senoidal muy cercano a la trayectoria deseada, pero la coordenada 1 no es
exactamente constante, también oscila alrededor de cero, sin embargo este comportamiento es
de esperarse ya que al no tener actuador su movimiento está dado a través de la unión con el
otro elemento por lo que éste, al moverse, producirá una fuerza hacia el primero provocando
de manera natural un movimiento que en este caso es senoidal.
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Figura 4.15: Velocidades x21 y x22

La Figura 4.15 muestra las velocidades de los elementos y se puede observar que tienen un
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comportamiento acorde a las posiciones. Nuevamente para la coordenada 1 se observar que,
aunque se quiere que su valor sea constante (indicando que está detenida), la velocidad oscila
de acuerdo a la posición del elemento.

En este ejemplo se puede notar que aún cuando se puede aplicar un control para realizar
seguimiento de trayectoria, el propio comportamiento del sistema hace que no se tenga un
error completamente en cero para todas las coordeanadas.

4.4. Pendubot

Este sistema es equivalente al acrobot, solo que en este caso se tiene el actuador en el
primer eslabón como se muestra en la figura (4.16).

Figura 4.16: Pendubot

El modelo de este sistema se puede representar por medio de las ecuaciones de Euler-
Lagrange como

D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +B(q) = G(q)u

Donde cada una de las matrices es
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D(q) =

[
c1 + c2 + 2c3 cos(q2) c2 + c3 cos(q2)

c2 + c3 cos(q2) c2

]

C(q, q̇) =

[
−c3 sin(q2)q̇2 −c3 sin(q2)(q̇1 + q̇2)
c3 sin(q2)q̇1 0

]

B(q) =

[
−c4 sin(q1)− c5 sin(q1 + q2)

−c5 sin(q1 + q2)

]

G(q) =

[
1
0

]

Los parámetros de estas matrices son

c1 = m1l
2
c1 +m2l

2
1 + I1

c2 = m2l
2
c2 + I2

c3 = m2l1lc2

c4 = g(m1lc1 +m2l1)

c5 = g(m2lc2)

Del modelo puede notarse que la diferencia entre este sistema y el acrobot está en la
matriz G(q) indicando la coordenada donde incide el control. Cada uno de los parámetros y
coordenadas equivalen a las mostradas en la sección anterior.

La función de enerǵıa de este sistema es

H =
1

2

[
q̇1 q̇2

] [ c1 + c2 + 2c3 cos(q2) c2 + c3 cos(q2)
c2 + c3 cos(q2) c2

] [
q̇1
q̇2

]
+ c4 cos(q1) + c5 cos(q1 + q2)

De manera equivalente al caso anterior, se puede aplicar la metodoloǵıa propuesta uti-
lizando la ecuación (3.12) considerando

x1 =

[
q1
q2

]
; x2 =

[
q̇1
q̇2

]
(4.10)

Por lo que el modelo se puede reescribir como
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[
ẋ1
ẋ2

]
=

[
x2

−D(x1)
−1[C(x1, x2)x2 +B(x1)]

]
+

[
0

D(x1)
−1G(x1)

]
u

(4.11)

Realizando el paso 1 se tiene que transformar el sistema, dado que

x̄1 =

[
x̄11
x̄12

]
=

[
x11 − x11d
x11 − x12d

]
; x̄2 =

[
x̄21
x̄22

]
=

[
x21 − x21d
x22 − x22d

]
(4.12)

Entonces el sistema transformado tiene la forma

[
˙̄x1
˙̄x2

]
=

[
x̄2

−D(x̄1 + x1d)
−1[C(x̄1 + x1d, x̄2 + x2d)(x̄2 + x2d) +B(x̄1 + x1d)]− ẍ2d

]

+

[
0

D(x̄1 + x1d)
−1G(x̄1 + x1d)

]
u

Con el sistema ya transformado, entonces se desarrolla el paso 2 de la metodoloǵıa, aplicar
la técnica IDA-PBC. Para ello, se propone una función de enerǵıa deseada, que en este caso
corresponde a

Hd(x̄1, x̄2) =
1

2

[
x̄21 x̄22

] [ d11 d12
d12 d22

] [
x̄21
x̄22

]

+k1(cos(x̄11)) + k2(1 + cos(x̄11 + x̄12)) + k3(x̄11)
2 + k4(x̄12)

2

Se debe considerar que Dd = DT
d > 0 por lo que se debe cumplir con d212 > d11d12 para

asegurar que la matriz sea positiva definida, y los elementos ki > 0.

Verificando que esta función tenga un argumento mı́nimo en x̄ = 0, se tiene




∇x̄11Hd

∇x̄12Hd

∇x̄21Hd

∇x̄22Hd


 =




−k1 sin(x̄11)− k2 sin(x̄11 + x̄12) + k3x̄11
−k2 sin(x̄11 + x̄12) + k4x̄12

d11x̄21 + d12x̄22
d12x̄21 + d22x̄22




∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄=0

=




0
0
0
0
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mientras que




∇2
x̄11

Hd

∇2
x̄12

Hd

∇2
x̄21

Hd

∇2
x̄22

Hd




∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄=0

=




−k1 − k2 + 2k3 −k2 0 0
−k2 −k2 + 2k4 0 0
0 0 d11 d12
0 0 d12 d22




A partir del la matriz anterior se obtiene su determinante

det(∇2
x̄Hd) = (d11 d22 − d212)(k1k2 − 2k1k4 − 2k2k4 − 2k2k3 + 4k3k4)

Donde se sabe que (d11 d22 − d212) > 0 por definición de los elementos de la matriz Dd, y dado
que ki > 0, entonces se tiene que cumplir (k1k2 + 4k3k4) > 2(k1k4 + k2k4 + k2k3) para ase-
gurar que el determinante sea positivo y entonces x̄ = 0 sea un mı́nimo de la función de enerǵıa.

Una vez establecida la función Hd(x̄1, x̄2), continuando con el procedimiento, podemos
establecer que los valores de la matriz Fd son

F11 = 0 F12 = D−1
d F21= −D−1

d

Tomando en cuenta que

∇x̄1Hd =

[
−k1 sin(x̄11)− k2 sin(x̄11 + x̄12) + k3x̄11

−k2 sin(x̄11 + x̄12) + k4x̄22

]
; ∇x̄2Hd =

[
d11 d12
d12 d22

] [
x̄21
x̄22

]

M = D−1G =




−c2
−c1c2+c23 cos(x̄12)2

− c2+c3 cos(x̄12)
−c1c2+c23 cos(x̄12)2




Con todos los elementos establecidos se puede obtener el control a partir de la función

u = (MTM)−1MT [F21∇x̄1Hd + F22∇x̄2Hd − (−D−1[C (x̄2 + x2d) +B]− ẍ2d)]
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Para observar el comportamiento del sistema se han escogido dos trayectorias deseadas, las
cuales son equivalentes a las mostradas en el acrobot para observar que, aunque la dinámica
es la misma, el hecho de que el actuador esté en otra posición, el comportamiento puede ser
diferente. La primera trayectoria considera que la posición de ambos elementos es constante,
con lo que se tiene

[
x11d
x12d

]
=

[
π/2
π/2

]
;

[
x21d
x22d

]
=

[
0
0

]
(4.13)

Esta posición formará una ”L” invertida del pendubot, de manera natural la coordenada
2 tiene a colocarse en una posición vertical hacia abajo obteniendo un ángulo de π/2. Para
este sistema se escogieron los siguientes valores

Dd =

[
1 0,3
0,3 0,4

]
; F22 =

[
−18 −8
−10 −20

]
; k1 = 2 ; k2 = 1 ; k3 = 5 ; k4 = 1

Considerando que los parámetros del sistema son l1 = 0,3[m], l2 = 0,5[m], m1 = 0,175[kg],
m2 = 0,285[kg], lc1 = 0,177[m] , lc2 = 0,31[m] , I1 = 0,002[kgm2] y I2 = 0,0053[kgm2], se
obtuvieron los siguientes resultados
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Figura 4.17: Posiciones x11 y x12

En la Figura 4.17 se observan las posiciones de cada uno de los elementos, es claro que
ambos llegan a la posición deseada, en el caso de la coordenada uno (gráfica de la izquierda),
debido a que es la que tiene el actuador se observa que después de un tiempo de 25 segundos
llega al valor deseado, mientras que transitorio del elemento 2 es un poco más fuerte, aunque
llega al punto establecido tiene ligeras oscilaciones.
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Figura 4.18: Velocidades x21 y x22

La Figura 4.18 muestra el comportamiento de las velocidades dada la posición constante.
Ambas llegan a cero con lo que se puede decir que los elementos se detiene, correspondiente
al valor deseado. De igual manera puede notarse que aún cuando llegan al punto establecido,
tienen ligeras variaciones en el comportamiento.

La siguiente trayectoria considera un comportamiento variante en el tiempo, el cual se
aplicará a la primer coordenada ya que es la coordenada actuada, mientras que para la se-
gunda, se ha establecido un valor constante como se indica a continuación

[
x11d
x12d

]
=

[
0,14 sin(0,5t)

0

]
;

[
x21d
x22d

]
=

[
0,07 sin(0,5t)

0)

]
(4.14)

A partir de las trayectorias indicadas se está estableciendo que el primer elemento oscila
entre ±0,14rad lo que equivale a ±8,02◦, podŕıa decirse que es una amplitud pequeña, obte-
niendo los siguientes resultados.

En la Figura 4.19 se muestran las gráficas correspondientes a las posiciones de cada uno
de los elementos. Se observa que la primer coordenada, del lado izquierdo, prácticamente llega
al valor deseado es notable que tiene un pequeño error de 0,01 [rad], mientras que la segunda
coordenada mostrada del lado derecho, también tiene un comportamiento senoidal, con una
amplitud de 0,015rad lo que equivale a 0,85◦, con esta magnitud se puede decir que el error
es relativamente pequeño, ya que al ser una coordenada no actuada no puede establecerse que
este elemento se mantenga estrictamente en cero.

La Figura 4.20 muestra las velocidades de cada uno de los elementos las cuales tiene un
comportamiento acorde a sus posiciones. Es notable que se tiene un error en ambas coorde-
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Figura 4.19: Posiciones x11 y x12
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Figura 4.20: Velocidades x21 y x22

nadas, sin embargo para la primera puede decirse que se comporta de acuerdo su trayectoria
deseada, mientras que para la segunda, aún cuando debeŕıa ser cero, su magnitud es pequeña
alrededor de 0,01 [rad], esto debido a la subactuación de este elemento.

A partir de los resultados obtenidos se puede decir que para ciertas trayectorias deseadas
se puede realizar seguimiento en este tipo de sistemas subactuados considerando que es muy
posible que no se tenga un error estrictamente en cero para cada una de las coordenadas, pero
se puede decir que se llega a los valores deseados.
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Conclusiones

En este trabajo se desarrolló una metodoloǵıa bajo la cual se puede resolver el problema
de seguimiento utilizando la técnica de diseño IDA-PBC.

Al ser un problema tan general que está prácticamente abierto, en esta investigación era
necesario resolver algunos aspectos como el saber por qué no se utiliza la técnica IDA-PBC
comúnmente para resolver problemas de seguimiento. Aún cuando pudiese aplicarse, es nece-
sario concer las condiciones bajo las cuales se puede aplicar la técnica y los tipos de sistemas
bajo los cuales es posible usarla o determinar si solo se puede aplicar a sistemas Hamiltonianos.

Durante la realización del trabajo se pudo encontrar una respuesta parcial a estas pre-
guntas, donde principalmente se observó que el tema es tan general que es dif́ıcil estandarizar
la aplicación de la técnica para realizar seguimiento de trayectorias. Sin embargo se pudo
observar por qué la técnica IDA-PBC no se aplica comúnmente para resolver este tipo de
problema, ya que por lo general se tiene que transformar el sistema y reescribirlo en términos
del error, particularmnete en un sistema Hamiltoniano, al expresarlo en estas variables, pierde
su estructura dificultando aplicar IDA-PBC. Sin embargo en este trabajo se observó que bajo
la transformación trivial, aún cuando la estructura del sistema se complica no es factor para
poder aplicar la técnica de diseño escogida.

Para tener mayor referencia sobre la transformación se han establecido algunas condiciones
que la caracterizan, de manera que si se propone una función para transformar al sistema se
deban cumplir dichas condiciones. En este trabajo se observó que la función de error usada
como transformación las satisface.

Se ha determinado el tipo de sistemas bajo los cuales el método propuesto se puede aplicar,
los cuales son sistemas mecánicos subactuados de segundo orden, cuyo modelo se puede
obtener a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Al escribir el modelo de estos sistemas
de manera general se han establecido dos estados, el primero corresponde a las posiciones
de cada elemento y el segundo sus respectivas velocidades. De esta manera si no se tiene
un sistema cuya matriz de inercias sea diagonal, entonces la representación permite que el

66
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control incida en ambas ecuaciones, aún cuando el sistema es subactuado, evitando tener que
satisfacer la restricción impuesta por la coordenada no actuada.

Dentro del diseño de IDA-PBC se ha establecido una estructura en lazo cerrado donde
se observó que es factible utilizarla en sistemas mecánicos. Esta estructura establece que la
función Hamiltoniana corresponde a una función de enerǵıa deseada donde la enerǵıa cinética
es una forma cuadrática con matriz de inercias constante, y una función de enerǵıa poten-
cial formada por elementos de enerǵıa potencial del sistema en lazo abierto y una forma
cuadrática para satisfacer que la función de enerǵıa sea positiva definida. Con esta función
dada se pueden determinar los elementos de la matriz de interconexión y amortiguamien-
to donde se han establecido cuáles tienen valores fijos y cuáles son grados de libertad. De
esta manera se está resolviendo IDA-PBC desde el punto de vista algebraico. Se sabe que
esta técnica suele resolverse obteniendo la solución de ecuaciones diferenciales parciales para
obtener la función Hamiltoniana. Sin embargo, en estos ejemplos se determinó que, dada la
transformación propuesta, no es factible usar esta solución ya que no cumpĺıa con la condición
de tener el argumento mı́nimo en el valor establedido.

Dada la flexibilidad de la técnica de diseño IDA-PBC y las condiciones establecidas en
este trabajo se pudo determinar una alternativa que puede resolver el problema de seguimiento.

5.1. Trabajo a futuro

Este trabajo de tesis establece que hay una alternativa para resolver el problema de
seguimiento utilizando IDA-PBC, sin embargo da pie a que se continúe esta investigación
ya que hay muchos aspectos por completar.

Un primer punto es respecto a la transformación x̄ = φ(x). Aunque se ha establecido
que con la definición trivial del error se puede resolver el problema planteado y se tiene
caracterizada parcialmente, todav́ıa se depende de proponer la transformación, la cual puede
modificar completamente la dinámica del sistema. Algo que seŕıa deseable es obtener una
transformación que no cambie mucho la estructura de sistema para tener mejor aplicación de
la técnica de pasividad empleada. El problema a partir de ello es, ¿hay otro tipo de transfor-
maciones bajo las cuales se pueda llevar al sistema a una nueva coordenada, de manera que se
pueda aplicar IDA-PBC?, más aún, se puede encontrar una manera de calcular dicha trans-
formación para que el sistema transformado tenga una estructura más definida que se pueda
caracterizar completamente. De esta manera se tendŕıa la ventaja de que la transformación
se adecúe mejor al sistema a controlar y por ello al desarrollar IDA-PBC tener la opción de
obtener la función Hamiltoniana resolviendo las ecuaciones de ”matching 2satisfacer la condi-
ción de que se tenga un mı́nimo en el valor deseado.

Otro aspecto a tratar son las opciones que se tienen en el diseño de IDA-PBC. Al estar
estableciendo la estructura de la función Hamiltoniana en lazo cerrado, en los ejemplos mostra-
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dos se está definiendo completamente tanto la matriz de inercias como la enerǵıa potencial. Al
estar trabajando con sistemas mecánicos la función propuesta es natural. Sin embargo, cabe
la posilidad de proponer otro tipo de función incluyendo el caso en que la matriz de inercias
tenga valores que no sólo sean constantes. Incluso, supóngase el caso en que esta función
también dependa de las trayectorias. En este caso dependeŕıa explicitamente del tiempo con
lo que el sistema deseado seŕıa variante en el tiempo. Una v́ıa de estudio es analizar como
aplicar IDA-PBC para sistemas variantes en el tiempo tanto en lazo abierto y como mantener
esta estructura en lazo cerrado.

Por otro lado, se ha establecido una estructura de sistemas bajo la cual se puede aplicar la
metodoloǵıa propuesta. Dentro de ella se están representando con una forma general. Sin em-
bargo, queda abierto el hecho de poder aplicar la misma metodoloǵıa a otro tipo de sistemas.
Una alternativa para hacerlo es poder llevarlos a una estructura como la que se estableció en
este trabajo.

Tomando el caso en particular de sistemas Lagrangianos subactuados, en donde la matriz
de inercia es diagonal, al multiplicarla por la matriz que incide en el control (g(x)), de nuevo
se tendŕıa una matriz con un elemento en cero imponiendo nuevamente una restricción a
satisfacer por medio del cálculo de los elementos de la matriz Fd. Sin embargo, estos elementos
dependeŕıan de las trayectorias deseadas, ya que el modelo en lazo abierto aśı lo establece,
por lo que se tendŕıa una matriz en lazo cerrado variante en el tiempo. Para evitar esto, se
puede encontrar una transformación lineal (z = Tx) para quitar la diagonalidad de la matriz
de inercias y entonces poder aplicar la metodoloǵıa propuesta. En este caso se tendŕıan nuevas
condiciones para esta transformación pero se evitaŕıa tener sistemas variantes en el tiempo.

Otra etapa que se está considerando es realizar pruebas experimentales. En vista de que
la metodoloǵıa planteada resuelve el problema de seguimiento, un siguiente paso es poder
implementarla. Por ello se está realizando el diseño f́ısico del sistema de la grúa donde se
tiene un carro al cual está añadido el pédulo y se mueven sobre un riel. Se está haciendo la
caracterización de los sensores y el actuador, que es el motor que impulsa el carro. Esto se
está haciendo a través del software Matlab y una vez que se tenga acondicionado todo el sis-
tema se introducirá el control propuesto en este trabajo de tesis, por lo que se podrá mostrar
que no solo teóricamente se satisface el método planteado, también puede implementarse con
cualquiera de los sistemas descritos en el trabajo.

Como se puede ver, a partir de este trabajo han surgido v́ıas de investigación para poder
complementar el uso de las técnicas de pasividad, espećıficamente IDA-PBC para realizar
seguimiento de trayectorias.
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