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Resumen

El problema de consenso en redes compuestas por sistemas Lagrangianos

totalmente-actuados han recibido bastante atención por parte de la comu-

nidad de control. Desafortunadamente, el caso de redes compuestas por sis-

temas subactuados del mismo tipo no han sido estudiadas de manera tan

profunda y la literatura relacionada es muy reducida. El objetivo de esta

tesis es contribuir en el establecimiento de un esquema de control para esta

clase de redes al resolver el caso particular de consenso en una red compuesta

por agentes de�nidos por robots de uniones �exibles. El esquema propuesto

considera la presencia de retardos desconocidos en los canales de comuni-

cación. Mientras que la utilidad del controlador es validada por medio de

simulaciones numéricas.



Abstract

Consensus of networks composed by fully�actuated Lagrangian systems has

received a lot of attention from the control theory community. Unfortunate-

ly, the case of networks composed by under�actuated systems of the same

kind has not been deeply studied and the related literature is very reduced.

The aim of this thesis is to contribute towards the establishment of a con-

trol scheme for this class of networks by solving the particular case of con-

sensus on a network composed by agents de�ned by Flexible�joint robots.

The proposed schemes consider the presence of unknown delays in the com-

munication channels. The usefulness of the controllers is validated through

numerical simulations.
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Capítulo 1

Introducción

En el mundo contemporáneo, la energía, las telecomunicaciones, los sistemas

de transporte militares, comerciales, así como los sistemas �nancieros, no

solo obedecen a entidades que individualmente se han vuelto más complejas,

sino además, a estructuras cada vez más interconectadas, cuyo impacto ha

logrado per�lar el desarrollo y la calidad de vida de la sociedad. Sin embargo,

esta interconexión e intercomunicación conlleva a su vez retos industriales y

académicos, de seguridad, con�abilidad y operación e�ciente. Con �nes de

análisis, cada una de estas infraestructuras, interactuando entre ellas son

por sí mismas complejas, geográ�camente dispersas y descritas por modelos

no-lineales. Estas interacciones forman redes, donde cada nodo interactúa

sólo con un número pequeño de compañeros seleccionados, cuya presencia y

efectos pueden ser sentidos a muchos nodos de distancia.

No es sorprendente entonces, que desde hace más de una década el estu-

dio de sistemas interconectados y sus aplicaciones hayan recibido bastante

atención por parte de la comunidad de control. En este sentido, la revista

Control Systems Magazine, editada por la IEEE, ha dedicado varios números

al Control de Redes Complejas [31, 32, 33, 34]. Aquí, se reconocen sistemas de

3



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 4

control, donde uno o más lazos se interconectan vía redes dinámicas, activas

e inteligentes, con el �n de resolver problemas de sistemas compuestos por

sensores distribuidos, grupos de satélites y problemas de control de forma-

ción de multivehículos terrestres, aéreos o marinos. Se distingue inclusive, el

argumento de que la metodología matemática convencional que sustenta los

modelos, las simulaciones y los paradigmas de control, es incapaz de mane-

jar esta complejidad e interconexión. En todos estos artículos se encuentra

la preocupación por diseñar controladores robustos para sistemas interde-

pendientes donde la dinámica individual afecta el comportamiento global y

colectivo del sistema interconectado.

Así pues, el análisis de los Sistemas Multiagente (MA) se re�ere al estudio de

ciertas estructuras compuestas por elementos con dinámica propia, interac-

tuando localmente y equipados con dispositivos de sensado y comunicación.

En este contexto, el fenómeno de sincronización controlada se re�ere al caso

donde por medio de un estímulo externo parte de la dinámica de dos o más

sistemas es forzada a coincidir. Este tipo de sincronización puede dividirse

en mutua, donde los comportamientos se ajustan sin tener conocimiento a

priori de alguna dinámica, y maestro-esclavo, donde el maestro realiza un

movimiento libre que el esclavo debe seguir [29]. Bajo esta perspectiva, el con-

senso es un problema de sincronización mutua que surge para dar solución al

problema donde es necesario que un grupo de agentes lleguen a un acuerdo

respecto a ciertas cantidades de interés. Es decir, el problema de consenso,

en un grupo de agentes de sistemas dinámicos interconectados al menos dé-

bilmente, consiste en establecer condiciones bajo las cuales las diferencias

entre cualesquiera dos estados, que caracterizan la dinámica de los agentes,

se desvanezcan asintóticamente.
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1.1. Estado del Arte

En la literatura, una de las formas más usuales en la que se aborda el pro-

blema de sincronización y consenso de sistemas multiagentes, es considerando

que los agentes se pueden describir como sistemas con dinámicas simples

como cadenas de integradores [8, 10, 21, 13] o masas puntuales. En [8] se rea-

liza un análisis desde un marco de referencia donde la dinámica multiagente

es una cadena de integradores y la solución propuesta para el problema es un

protocolo de consenso lineal. Aquí, se aborda el problema del consenso bajo

diferentes suposiciones: topología �ja o conmutada con la presencia o ausencia

de retardos en la comunicación. El problema del consenso se resuelve, de

manera global y asintótica, para el caso sin retardos, con la suposición de un

grafo dirigido, fuertemente conectado y un protocolo de consenso lineal. Y

si además, se supone un grafo balanceado, entonces se resuelve el problema

del consenso promedio, es decir, el caso donde el subespacio de consenso

es un promedio de las condiciones iniciales. Así mismo, cuando se toma en

cuenta la presencia de retardos en los canales de comunicación, el análisis se

reduce al de una matriz de transferencia, donde si la red de comunicación se

asume no dirigida y con un retardo máximo tolerado por la red inversamente

proporcional al valor propio más grande del grafo, el algoritmo soluciona el

problema del consenso promedio.

En [13], se hace una extensión al trabajo de [10]; en este caso, el modelado

de la red de agentes se realiza en el contexto de ecuaciones en diferencias

parciales (PdEs por sus siglas en inglés) en redes no dirigidas y se dan condi-

ciones su�cientes para la existencia del consenso promedio. Mientras que en

[21] se considera el modelo acoplado a retardos que varían con el tiempo y

se resuelve el problema de consenso con la suposición de que los pesos en el

grado de entrada de los vértices de la grá�ca son los mismos.

Por otro lado, el estudio de Sistemas Multiagente (MA) con dinámicas in-
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dividuales no-lineales también se ha hecho desde diferentes enfoques. Una

técnica que ha producido resultados muy atractivos está relacionada con las

nociones de pasividad [6, 15, 20, 16], donde se explotan las ventajas que es-

ta técnica ofrece para estudiar sistemas interconectados. En este contexto y

motivados por la gran cantidad de sistemas físicos que pueden ser descritos

por ecuaciones Euler-Lagrange, el problema de la sincronización de redes ha

sido ampliamente estudiada desde esta perspectiva. Así, recientemente se han

reportado numerosos trabajos donde se considera a la dinámica individual

de los agentes como Sistemas Lagrangianos [11, 23] o bien, como sistemas

no-lineales a�nes al control y entrada/salida pasivos [15, 14, 16]. En ambos

casos se explotan las propiedades de pasividad y se proponen técnicas desde

el punto de vista de los esquemas de control basados en pasividad (PBC por

sus siglas en inglés).

En este mismo marco, la clase de sistemas Lagrangianos totalmente actuados

ha recibido bastante atención. De hecho, después de enunciar varios resul-

tados para sistemas no-lineales pasivos y a�nes, en [15, 14] se aborda el

problema particular de sistemas mecánicos para dar solución al problema de

coordinación multi-robot. En [15], se estudia la sincronización a la salida de

agentes con dinámica pasiva y utilizando tanto un acoplamiento lineal en un

grafo de comunicación balanceado como una estrategia de control pasiva y

un intercambio de información bidireccional entre los agentes, se da solución

al problema de sincronización a la salida. En ambos casos, se utiliza como

candidata a función de Lyapunov del sistema multiagente la suma de las fun-

ciones de almacenamiento de los N-agentes. En el mismo sentido, en [14] se

consideran sistemas no lineales pasivos acoplados con un esquema de control

pasivo, en un grafo de comunicación bidireccional, conectado y con retardos

en la comunicación, donde esta vez los agentes transmiten ciertas variables

de �dispersión� en lugar de las salidas de sus vecinos para concluir estabilidad

global del sistema.
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Por otro lado, en [22] se aborda el problema de consenso y coordinación desde

el contexto de los Sistemas Hamiltonianos Controlados por Puerto (PCH

por sus siglas en inglés). Aquí se muestra que los espacios Vértices y Bordes

forman una Estructura de Dirac. En particular, se muestra que el algoritmo

de consenso propuesto en [8] de�ne una dinámica que está explícitamente

dada por un sistema PCH respecto a la estructura de Dirac Vértice-Borde.

Así mismo, se plantea la coordinación de N sistemas con dinámica individual

Hamiltoniana considerando que están acoplados por una estructura de Dirac,

concluyendo que el sistema interconectado resultante también puede de�nirse

por un sistema PCH.

Recientemente, Nuño et al. [23] han reportado un resultado uni�cado para

dos escenarios, el problema de sincronización cuando está de�nida explíci-

tamente una trayectoria deseada y la de consenso, que evita el problema

de �consenso en cero� de [19] cuando no existe referencia deseada. En este

artículo se consideran sistemas dinámicos no lineales, no idénticos y total-

mente actuados descritos por ecuaciones Euler Lagrange, con parámetros

desconocidos y bajo la suposición de que todo el estado está disponible para

su medición. Se analiza, además, el caso donde el canal de comunicación entre

los agentes está sujeto a retardos. El protocolo de consenso resultante es una

ley de acoplamiento no-lineal sin restricciones en los mapeos no-lineales, este

controlador adaptable da solución al problema de sincronización y de consen-

so, donde la única suposición sobre el grafo dirigido es que está conectado,

resultado que, para el caso sin retardos, se logra con el concepto de �matriz

Laplaciana reducida� y los resultados de [20] sobre la misma. Mientras que

para el caso con retardos, la suposición usual de grafo balanceado se relaja

con el uso de funcionales de Lyapunov-Krasovskii tal como lo hacen en [15].

Desafortunadamente, el problema de redes formadas por sistemas subactua-

dos no ha sido estudiado de manera tan exhaustiva. El caso de la sin-

cronización de robots de uniones �exibles, como un caso particular de sis-
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temas Lagrangianos subactuados, se aborda en [11], sin embargo, el esquema

de interconexión es del tipo esclavo-maestro, en este trabajo el objetivo es

que los dos robots trabajen de manera sincronizada midiendo la posición del

eslabón y estimando la velocidad por medio de un observador no lineal. En

este caso, se propone una ley de control que linealiza al sistema y lo desacopla,

de manera que, asumiendo que las ganancias matriciales son múltiplos po-

sitivos de la matriz unitaria se asegura la sincronización de ambos robots.

Sin embargo, y hasta donde el autor sabe, las publicaciones relacionadas con

la sincronización de Sistemas Multiagentes Subactuados se reducen a [17]

donde se aplica la técnica de estabilización de sistemas mecánicos utilizan-

do Lagrangianos Controlados y se resuelve el problema de sincronización sin

considerar retardos en la comunicación.

El objetivo de esta tesis es el de contribuir con la solución del problema de

control para redes compuestas por Sistemas Lagrangianos Subactuados, al ex-

tender el resultado presentado en [23], donde se logran de manera simultánea

los objetivos de sincronización (seguimiento) y consenso. No obstante, en esta

tesis se analiza el problema particular del consenso desde el escenario donde

los agentes son Robots de Uniones Flexibles no idénticos, el grafo está conec-

tado y los canales de comunicación están sujetos a retardos no conocidos.

Como es usual, la solución propuesta para el problema mencionado, está

compuesta de dos elementos, una primer parte, referida a la ley de control que

estabiliza la dinámica individual de los agentes y una segunda, concerniente

al protocolo de comunicación. Así, mientras que esta última describe la ma-

nera en que se intercambia la información entre cada agente y sus vecinos

para la dinámica propia de cada robot de uniones �exibles se emplearán los

esquemas propuestos en [13] y [5] para un solo robot. Un estudio de diferentes

esquemas de control para un solo robot de uniones �exibles puede encontrarse

en [3] donde se realiza un análisis comparativo de tres técnicas aplicadas al

problema de seguimiento global, con el objetivo de establecer relaciones y
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comparar sus propiedades de robustez y desempeño. Los tres esquemas de

control que se estudian aquí son: el Control Basado en Desacoplamiento, que

utiliza resultados de la conexión en cascada de sistemas estables, el Control

por Backstepping y el Control Basado en Pasividad, que se deriva de la

aplicación de las técnicas basadas en pasividad para sistemas subactuados. En

el último caso, se estudia primero la técnica propuesta por Lozano y Brogliato

(1992) y luego se muestra que eligiendo una energía potencial deseada dife-

rente puede obtenerse una ley de control más simple desarrollado en [5] por

Ortega et al.

1.2. Formulación del Problema

Considere una red compuesta por múltiples robots de uniones �exibles, como

un caso particular de sistemas Lagrangianos Subactuados, donde cada ele-

mento se comunica con un grupo particular de robots y este intercambio de

información está sujeto a un retardo Tir ≥ 0. Encontrar una ley de control

local que incida en el comportamiento global y colectivo del sistema, en el

sentido de que logre que el conjunto de todas las coordenadas no-actuadas de

los robots alcancen un consenso, es decir, que converjan de manera asintótica

a la misma posición.

1.3. Alcances de la Tesis

Aún cuando el estudio de Sistemas Multiagentes compuestos por Sistemas

con dinámica Lagrangiana totalmente actuada ha sido estudiado de manera

amplia y desde diferentes perspectivas, el problema de sincronización de Sis-

temas Lagrangianos Subactuados, hasta donde el autor sabe, es un problema

abierto y de gran importancia para la comunidad de control. En esta tesis se
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presenta una propuesta de solución al problema para el caso particular donde

los agentes son robots de uniones �exibles como un primer acercamiento al

estudio de dinámicas subactuadas más generales.

Así mismo, los resultados obtenidos pueden utilizarse para extender el resul-

tado al caso donde se considere incertidumbre paramétrica o bien donde se

necesiten solo mediciones parciales de los estados. Además, se pueden con-

siderar los casos particulares de consenso donde existe una dinámica líder

con interacción local con sus seguidores, o bien, el caso donde se desea que el

valor consensado obedezca a una distancia entre los agentes, abarcando así,

otro tipo de aplicaciones.

1.4. Organización de la Tesis

El contenido se divide en tres capítulos principales. El Capítulo 2, se rela-

ciona con los preeliminares y comprende algunas notaciones y de�niciones a

las cuales se hará constante referencia a lo largo de la tesis. Especí�camente,

se presenta la teoría de grafos como una forma de representar el protocolo de

comunicación entre los agentes. Así mismo, se presenta el modelo matemático

de un solo robot de uniones �exibles, algunas de sus propiedades intrínsecas,

así como un controlador basado en pasividad reportado en [3], como an-

tecedentes al modelo multiagente.

En el Capítulo 3, se presenta el modelo multiagente y en este sentido, se

plantean los objetivos de control para dar solución al problema de consenso.

La propuesta de solución está dividida en dos secciones, en la primera se

aborda el problema sin considerar retardos en la comunicación, mientras que

en la segunda sección se aborda el problema considerando que existen estos

retardos. Ambos resultados son discutidos y validados numéricamente.
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Mientras que, en el Capítulo 4, se encuentran dos propuestas adicionales de

solución al problema de consenso cuando se considera que no existen retar-

dos en la comunicación. El primer controlador está basado en un esquema

de desacoplamiento, donde, con la ley de control propuesta, se tiene la inter-

conexión en cascada de dos subsistemas; este controlador es validado numéri-

camente y su desventaja también es discutida. El segundo es un controlador

que al igual que el presentado en el Capítulo 3, está basado en pasividad, sin

embargo, la prueba de su convergencia se plantea como trabajo futuro. En el

capítulo 4 se presentan las conclusiones de este trabajo de tesis y por último,

en el Apéndice A, algunas herramientas de álgebra matricial.



Capítulo 2

Preeliminares

Este capítulo está dedicado a la revisión de ciertas herramientas necesarias

para el análisis de la red multiagente. En particular, se introduce la notación

utilizada durante el resto de la tesis, así como algunos antecedentes de teoría

de grafos. Se presenta además, el controlador reportado en [3] para un robot

de uniones �exibles que será utilizado en el capítulo referente al controlador

multiagente.

12
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2.1. Notaciones

⊗ Producto Kronecker

diag(a1, . . . , ap) Matriz diagonal con entradas a1 hasta ap

diag(A1, . . . , AP ) Matriz diagonal a bloques con bloques A1 hasta Ap

Im Matriz Identidad de m×m

1p Vector columna de unos de p× 1

0m×n Matriz cero de m× n

G Grafo

V Conjunto de nodos de un Grafo

E Conjunto de bordes de un Grafo

A Matriz de adyacencia

L Matriz Laplaciana no-simétrica

Ni Conjunto de vecinos del agente i

2.2. Teoría de Grafos

La Teoría de Grafos provee las herramientas comunes para representar los

protocolos de comunicación entre los agentes. Es por ello, que resulta per-

tinente hacer una recopilación de varias de�niciones, tomadas de [24], a las

que se recurrirá a lo largo de la tesis por formar parte importante en los

resultados de la misma.

Así pues, supóngase un grupo de agentes interactuando entre sí por medio

de una red de comunicación, una manera usual de modelar dicha interacción

es por medio de grafos dirigidos o no dirigidos. Supóngase que el grupo está

formado por p agentes. Un grafo dirigido de orden p es un par (V , E), donde

V , {1, . . . , p} es un conjunto �nito y no vacío de nodos, mientras que

E ⊆ V × V es un conjunto formado por pares ordenados llamados aristas

o bordes. Se de�ne entonces G = (V , E). El borde (i, j) en el conjunto E
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de un grafo dirigido denota que el agente j puede obtener información del

agente i, pero no necesariamente viceversa; en este caso al nodo i se le conoce

como el nodo padre y al j como el nodo hijo. En este trabajo los auto-bordes

(i, i) no son permitidos. Además si un borde (i, j) ∈ E , entonces se dice que
el nodo i es vecino del nodo j. Al conjunto de vecinos de un nodo i se le

denota como Ni. En contraste con un grafo dirigido, en un grafo no-dirigido

las parejas de nodos no están ordenados, en este caso, el borde (i, j) denota

que los agentes pueden obtener información uno del otro. Así mismo, un grafo

ponderado asocia un peso a cada borde en el grafo.

Una trayectoria dirigida es una secuencia de bordes en un grafo dirigido

de la forma (i1, i2), (i2, i3) . . .. Así mismo, una trayectoria no-dirigida en

un grafo no-dirigido se de�ne de manera análoga. Un grafo dirigido está

fuertemente conectado si existe una trayectoria dirigida desde cada nodo a

todos los demás nodos. Un árbol dirigido es un grafo dirigido en el que cada

nodo tiene exactamente un padre excepto por un nodo, llamado raiz, el cual

no tiene padre y tiene trayectorias dirigidas a todos los demás nodos.

Un subgrafo (Vs, Es) de (V , E), es un grafo tal que Vs ⊆ V y Es ⊆ E ∩
(Vs × Vs). Un árbol de expansión dirigido (Vs, Es) de un grafo dirigido (V , E)

es un subgrafo de (V , E) tal que (Vs, Es) es un árbol dirigido y Vs = V . Note
que un grafo dirigido (V , E) tiene un árbol de expansión dirigido si y solo si

(V , E) tiene al menos un nodo con trayectorias dirigidas a todos los demás

nodos. En grafos no dirigidos, la existencia de un árbol de expansión es

equivalente a que el grafo esté conectado, sin embargo, en grafos dirigidos

la existencia de un árbol de expansión es una condición más débil que la

de estar fuertemente conectado. Tómese por ejemplo la Figura 2.1 la cual

muestra un grafo dirigido que contiene dos árboles de expansión, con nodos

1 y 2 como raíces, pero no está fuertemente conectado porque los nodos 3, 4,

5 y 6 no tienen trayectorias dirigidas a todos los demás nodos.
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Figura 2.1: Grafo dirigido entre seis agentes. Una �echa del nodo i al nodo j

indica que el agente j puede obtener información del agente i.

Los grafos se pueden representar de diferentes formas, por ejemplo, listando

todos los bordes, utilizando listas de adyacencia donde se especi�ca qué nodos

son adyacentes, o bien utilizando matrices.

2.2.1. Representación Matricial

Una forma de representar matemáticamente a los grafos es por medio de

matrices con propiedades especí�cas que modelen el comportamiento lineal

de las interconexiones. En este contexto, para caracterizar las interconexiones

entre los agentes se utilizarán los conceptos de matriz de adyacencia y matriz

Laplaciana.

Matriz de adyacencia

La Matriz de adyacencia A , [aij] ∈ Rp×p de un grafo dirigido (V , E) se

de�ne tal que aij es un peso positivo si el borde (j, i) ∈ E , y aij = 0 si (j, i) /∈
E . Para grafos no-dirigidos, la matriz de adyacencia se de�ne de manera

análoga excepto que aij = aji para todo i 6= j. Es decir, los coe�cientes de

esta matriz determinan la adyacencia de un nodo padre al nodo hijo.
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Un problema usual en teoría de grafos es el de encontrar el camino más corto

(liviano) entre dos nodos dados; sin embargo, si el peso no es relevante, en-

tonces aij es igual a uno si (j, i) ∈ E . Además, cada i-ésimo renglón de esta

matriz contiene información de los bordes entrantes, así como cada j-ésima

columna contiene información de los bordes salientes. Así pues, el grado de

entrada y el grado de salida de un nodo se de�ne, respectivamente, como∑p
j=1 aij y

∑p
j=1 aji. Y se dice que un nodo i está balanceado si el grado

de entrada de ese nodo es igual al grado de salida del mismo, es decir, si∑p
j=1 aij =

∑p
j=1 aji. En este mismo sentido se dice que un grafo está ba-

lanceado si todos sus nodos están balanceados, es decir, que se cumple que∑p
j=1 aij =

∑p
j=1 aji para todo i, lo cual implica que la suma de todos los ele-

mentos en el renglón correspondiente es igual a la suma de todos los elementos

en la columna correspondiente. Se observa que la matriz de adyacencia A de

todo grafo no-dirigido es simétrica.

Matriz Laplaciana

Se de�ne a la Matriz Laplaciana L , [lij] ∈ Rp×p de un grafo como:

lii =
p∑

j=1,j 6=i
aij, lij = −aij, i 6= j (2.1)

Nótese que si (j, i) /∈ E entonces lij = −aij = 0. La matriz L satisface

lij ≤ 0, i 6= j,

p∑
j=1

lij = 0, i = 1, . . . , p (2.2)

En el caso de grafos no dirigidos L es una matriz simétrica; sin embargo, esto

no necesariamente sucede para grafos dirigidos, en donde a la matriz también

se le conoce como matriz Laplaciana no-simétrica [24].
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Obsérvese que L en (2.1) puede ser de�nida equivalentemente como L ,

D −A, donde D , [dij] ∈ Rp×p es la matriz de grados de entrada dada por

dij = 0, i 6= j y dii =
∑p

j=1 aij, i = 1, . . . , p. Luego, como la suma de los

elementos de los renglones de L es cero, 0 es un valor propio de L asociado al

vector propio 1p. Nótese que L es diagonalmente dominante y tiene entradas

diagonales no negativas, y de acuerdo con el teorema del disco de Gershgorin

(ver Teorema 2 de [10]), para grafos no dirigidos, todos los valores propios

diferentes de cero son positivos (en otras palabras L es simétrica positiva

semide�nida), mientras que para grafos dirigidos, todos los valores propios

diferentes de cero de L tienen parte real positiva.

Lema 1 [24] Sea L la matriz Laplaciana asociada al grafo dirigido G de orden
p. Entonces para el grafo dirigido G , L tiene al menos un valor propio cero

y todos sus valores propios diferentes de cero tienen parte real positiva. Más

aún, L tiene un valor propio simple en cero y todos los demás valores propios

tienen parte real positiva si y solo si G tiene un árbol de expansión dirigido

(que el grafo no dirigido esté conectado). Adicionalmente, L1p = 0p y existe

un vector no negativo (vector propio izquierdo asociado al valor propio cero

de L ) p ∈ Rp que satisface pTL = 01×p y pT1p = 1. Y si G tiene un árbol

de expansión dirigido, entonces p es único.

Lema 2 [24] Suponga que z ,
[
zT1 , . . . , z

T
p

]T
con zi ∈ Rm, y sean A ∈ Rp×p

y L ∈ Rp×p las matrices Adyacente y Laplaciana, respectivamente, entonces

las siguientes cinco condiciones son equivalentes:

1. L tiene un valor propio simple cero, con un vector propio asociado 1p

y el resto de los valores propios tienen parte real positiva;

2. (L ⊗ Im) z = 0 si y solo si z1 = . . . = zp;

3. Para el sistema en lazo cerrado ż = − (L ⊗ Im) z o equivalentemente

żi = −
∑n

j=1 aij(zi − zj), donde aij es la (i, j) − ava entrada de A,
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para todo zi(0) y todo i, j = 1, . . . , p, se logra que ‖zi(t)− zj(t)‖ → 0

cuando t→∞;

4. El grafo dirigido G tiene un árbol de expansión dirigido.

5. El rango de L es p-1 .

2.3. Consenso

El problema del consenso surge para dar solución al problema donde es nece-

sario que un grupo de agentes llegue a un acuerdo respecto a ciertas can-

tidades de interés. Así, si se considera a x =
[
xT1 , x

T
2 , . . . , x

T
n

]
∈ RNn, con

xi ∈ RNn, la solución de la ecuación diferencial

ẋ = f(x), x(0) = x0 ∈ RNn (2.3)

se dice que los nodos de la red han alcanzado un consenso si y solo si xi(t) =

xj(t) cuando t→∞, para todo i, j ∈ V , con i 6= j. Casos de consenso que se

encuentran comunmente en la literatura son los llamados consenso promedio(
Ave (x) = 1

p

∑p
i=1 xi

)
, consenso máximo (Max (x) = máx {x1, x2, . . . , xp})

y consenso mínimo (Min (x) = mı́n {x1, x2, . . . , xp}).

La idea principal tras este concepto es el establecimiento de condiciones bajo

las cuales los agentes lleguen de manera asintótica a un acuerdo en el sentido

de que el estado de cada agente sea llevado al estado de sus vecinos. Es

importante notar que estas condiciones de comportamiento colectivo deseado

están determinadas tanto por la dinámica individual de cada agente, como

por la estructura propia de la red de comunicación.
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2.4. Robots de Uniones Flexibles

Es común encontrar robots manipuladores que presentan uniones �exibles.

Esta �exibilidad es causada por ciertos elementos de transmisión, bandas

elásticas o bien motores con �echas muy largas. El fenómeno producido de-

bido a la �exibilidad afecta de manera considerable el desempeño de los robots

manipuladores produciendo comportamientos oscilatorios no deseados. Una

forma usual de mejorar este desempeño es tomando en cuenta la �exibilidad,

tanto en el modelo como en la ley de control, modelándola como el efecto de

resortes rotacionales lineales [5], aún cuando, bajo estas consideraciones, el

orden del modelo de un robot de uniones �exibles se vuelve el doble que el

orden del modelo de un robot de uniones rígidas y el sistema se convierte en

uno sub-actuado, volviendo el Análisis dinámico más complejo.

Así pues, los robots de uniones �exibles son sistemas Euler Lagrange Subac-

tuados, con coordenadas generalizadas q ,
[
qT1 , q

T
2

]T
, donde q1, q2 ∈ Rn son

los ángulos del eslabón y de la �echa del motor, respectivamente. El hecho

de que sean sistemas subactuados signi�ca que no existe entrada de control

que actúe directamente sobre las variables �exibles, es decir, las variables de

control están sólo en los pares mecánicos de las �echas.

La ecuación dinámica simpli�cada para un robot de uniones �exibles puede

encontrarse en [5] y está dada por

D̄(q1)q̈1 + C̄(q1, q̇1)q̇1 + ḡ(q1) + K̄(q1 − q2) = 0

J̄ q̈2 − K̄(q1 − q2) = u
(2.4)

donde la matriz D̄(q1) = D̄T (q1) > 0 es la matriz de inercia, de n × n,

para los eslabones rígidos, J̄ ∈ Rn×n es una matriz diagonal de incercias

del actuador, K̄ > 0 es una matriz diagonal que contiene los coe�cientes

de rigidez, C̄(q1, q̇1) es la matriz de Coriolis y ḡ(q1) el vector de fuerzas

gravitacionales. En la ecuación (2.4) puede observarse que la dinámica de los
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eslabones y la dinámica del motor están acopladas linealmente por medio de

la matriz de elasticidad. Así mismo, si las uniones se consideran rígidas, en el

sentido de que el coe�ciente de elasticidad K̄ →∞, entonces (2.4) se reduce

al bien conocido modelo para robots de uniones rígidas.

2.4.1. Esquema Basado en Pasividad

El problema de controlar un robot de uniones �exibles con matriz de inercia

diagonal a bloques se ha abordado desde diferentes perspectivas. En [3] se

hace un estudio comparativo de diferentes esquemas de control, como los

basados en desacoplamiento, backstepping y pasividad, que estabilizan glob-

almente al sistema no-lineal con leyes de control internamente estables1. En

el mismo sentido, en [5] se presenta un Controlador Basado en Pasividad

(PBC por sus siglas en inglés) como una retroalimentación estática del es-

tado, con dinámica en lazo cerrado exponencialmente estable y que admite

implementación adaptable.

Uno de los controladores presentados en [3], y al que se aludirá constante-

mente a lo largo de la tesis, es el de Lozano y Brogliato (1992) obtenido de la

aplicación de técnicas basadas en pasividad. El uso de esta técnica también

es bien conocida en el caso de robots de uniones rígidas, donde una de las

motivaciones en su empleo es la robustez que presentan sus resultados frente

a las técnicas donde es necesaria la linealización. Antes de mostrar este con-

trolador, para simpli�car la notación, resulta conveniente reescribir a (2.4)

en su forma compacta como

D̄(q1)q̈ + C̄(q1, q̇1)q̇ + Ḡ(q1) + K̄q = Mu (2.5)

con las matrices
1Para un análisis comparativo de estas técnicas ver [5]
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D̄(q1) =

[
D̄ (q̄1) 0

0 J̄

]
; C̄ =

[
C̄
(
q̄1, ˙̄q1

)
0

0 0

]
; K̄ =

[
K̄ −K̄
−K̄ K̄

]

Este sistema tiene diferentes propiedades (Lema 3 de [3]), entre ellas, que

de�ne un operador pasivo Σ : u → q̇2, es decir, existe una β ∈ R tal que

〈u | q̇2〉 ≥ β, para todo u ∈ L2e. Más aún, para toda q1, q̇1 ∈ L2e, el sistema

D̄ṡ +
(
C̄ + B̄

)
s + K̄

´ t
0
s (τ) dτ = ψ, con B̄ = B̄T > 0 y la señal de error

s = ˙̃q+Λ̄q̃ con Λ̄ = diag (Λ1,Λ2), Λ1,Λ2 > 0 y diagonales, de�ne un operador

estrictamente pasivo a la salida, es decir, existen β ∈ R y α > 0 tal que

〈ψ | s〉 ≥ α ‖s‖2
2 + β. Consecuentemente, si ψ ≡ 0, entonces s ∈ L2.

La idea general en el diseño de este controlador es de�nir q2d para asegurar

el moldeo de energía, es decir, proponer q2d de tal forma que el sistema en

lazo cerrado tenga una energía total igual a la energía deseada. En este caso,

para de�nir la función de energía deseada se debe tomar en cuenta la presen-

cia de energía potencial debida al término qT K̄q imposible de eliminar. Por

supuesto, se pueden obtener diferentes controladores con elecciones distintas

de energía potencial.

Aquí, eligiendo la energía total deseada del sistema en lazo cerrado como

Hd = 1
2
sT D̄s + 1

2

[´ t
0
sT (τ) dτ

]
K̄
[´ t

0
s (τ) dτ

]
, puede reescribirse a (2.5) en

términos de la señal de error

D̄ṡ+
(
C̄ + B̄

)
s+ K̄

tˆ

0

s (τ) dτ = ψ (2.6)

con ψ = u−
(
D̄q̈r + C̄q̇r + K̄qr + ḡ

)
+B̄s−K̄q̃(0), donde qr = qd−Λ̄

´ t
0
q̃ (τ) dτ

y la señal de error s = ˙̃q + Λ̄q̃. Así, la solución de ψ = 0 de�ne una ley de
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control global por retroalimentación de estados de la forma

u = −B̄2s2 + J̄ q̈2r − K̄ (q1r − q2r)

q2d = p
pI+Λ2

[
K−1uR + q1d +K (q̃1(0)− q̃2(0))−

´ t
0

(Λ1q̃1 − Λ2q2) dτ
]
(2.7)

donde uR es la señal de control usual para robots de uniones rígidas, esto

es uR = D̄q̈1r + C̄q̇1r + ḡ − B̄1s1, mientras que p = d
dt
. Después de algunos

cálculos y reemplazando la ley de control (2.7) en el modelo (2.5) conlleva

a la ecuación en lazo cerrado (2.6) con ψ = 0, la cual tiene las propiedades

antes enunciadas2.

2Para detalles de la prueba de estabilidad ver [3]



Capítulo 3

Control Multiagente

En este capítulo se enuncia el problema de consenso en una red multiagente

compuesta por N-robots de uniones �exibles, cada uno como los presentados

en el capítulo anterior. Así mismo, se propone una solución al problema de

consenso la cual está dividida en dos secciones principales: en la primera se

estudia el caso donde no hay retardos en la comunicación entre los agentes

y, la segunda, donde se considera que existen retardos en la comunicación.

Ambas propuestas tienen como inspiración los resultados reportados en [3]

para la estabilización de la dinámica individual y los reportados en [23] donde

se considera el caso de robots totalmente actuados. En cada subsección los

resultados son validados por simulación.

3.1. Modelo Multiagente

En lo que resta de esta tesis, los vectores estarán asociados a tres subíndices

i, j, k. El primer subíndice denota el número del robot �exible que compone

a la red; es decir, i ∈ N̄ = {1, . . . N}, donde N es el número total de robots

23
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en la red. El subíndice j señala si la coordenada es no-actuada o actuada.

Así, j = 1 se re�ere a la coordenada no-actuada mientras que j = 2 hace

referencia a la actuada. Finalmente, el subíndice k está relacionado con la k-

ésima coordenada actuada o no actuada de un robot dado. En este contexto,

k ∈ n̄ = {1, . . . , n}, puesto que se asumirá que cada robot tiene 2n grados

de libertad. Por ejemplo, q111 ∈ R denota la primer coordenada no-actuada

del primer robot1.

Bajo estas notaciones, defínase a q̄i1 := col (qi11, . . . qi1n) ∈ Rn y q̄i2 :=

col (qi21, . . . qi2n) ∈ Rn como el conjunto de las n coordenadas no-actuadas

y el conjunto de las n coordenadas actuadas del i-ésimo robot, respec-

tivamente. Así, se de�ne también al vector de coordenadas generalizadas

q̄i := col (q̄i1, q̄i2) ∈ R2n. De esta manera se puede escribir el modelo para el

i-ésimo robot de uniones �exibles como

D̄i(q̄i1)¨̄qi + C̄i(q̄i1, ˙̄qi1) ˙̄qi + Ḡ(q̄i1) + K̄iq̄i = M̄iūi (3.1)

con las matrices

D̄i =

[
D̄i (q̄i1) 0

0 J̄i

]
; C̄i =

[
C̄i
(
q̄i1, ˙̄qi1

)
0

0 0

]
; K̄i =

[
K̄i −K̄i

−K̄i K̄i

]

y M̄i =
[

0 In

]T
, donde In es la matriz identidad de orden n y D̄i, C̄i

y K̄i ∈ R2n×2n denotan las matrices de inercia, Coriolis y de elasticidad,

respectivamente. Mientras que Ḡ(q̄i1) =
[
Ḡi (q̄i1) 0

]
T ∈ R2n es el vector

de fuerzas gravitacionales.

Puede observarse que el modelo (3.1) para el i-ésimo robot satisface varias

propiedades estructurales presentadas en [28]. En particular, que D̄i (q̄i1) =

D̄i (q̄i1)T > 0, mientras que la matriz de Coriolis C̄i
(
q̄i1, ˙̄qi1

)
satisface que

1Si sólo aparecen dos subíndices, representados por i, j, se siguen las mismas considera-
ciones, es decir, se debe interpretar como el número de robot y las coordenadas actuadas
o no-actuadas.
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˙̄Di (q̄i1) = C̄i
(
q̄i1, ˙̄qi1

)
+ C̄T

i

(
q̄i1, ˙̄qi1

)
, equivalente a la propiedad de an-

tisimetría zT
[

˙̄Di (q̄i1)− 2C̄i
(
q̄i1, ˙̄qi1

)]
z = 0; ∀z ∈ R2n. Así mismo, este

modelo cumple con las propiedades de pasividad enunciadas en el capítulo

anterior.

3.2. Objetivo de Control

Considérese una red compuesta por N robots de uniones �exibles como los

del modelo (3.1), interconectada por medio de un protocolo de comunicación

caracterizado por la matriz Laplaciana L, donde el intercambio de informa-

ción entre el i-ésimo y el r-ésimo agente está sujeto a un retardo desconocido

Tir ≥ 0. Encuentre una ley de control ūi tal que las coordenadas no-actuadas

q̄i1 de todos los robots de la red alcancen un consenso. Es decir, que para to-

da i ∈ N̄ , el ĺım
t→∞

q̄i1 = qc, para algún vector constante qc ∈ Rn, satisfaciendo

que ĺım
t→∞

∣∣ ˙̄qi1∣∣ = 0 y garantizando estabilidad interna.

3.3. Control: Caso Sin Retardos

En esta sección se asumirá Tir = 0, es decir, que el intercambio de información

entre un agente y otro no está sujeto a retardos. La idea general tras el diseño

del controlador multiagente es generar un protocolo de comunicación que por

un lado interconecte a los robots de uniones �exibles, y por el otro, incida

en la dinámica individual de cada agente, en el sentido de lograr que cada

robot tenga un comportamiento igual al deseado. Es decir, que el protocolo de

control garantice que las coordenadas actuadas converjan a sus deseadas, esto

es que el ĺım
t→∞

q̄i2 → q̄i2d, y con el acoplamiento lineal con las coordenadas no-

actuadas, se logre demostrar que en el límite, el conjunto de las coordenadas

generalizadas no actuadas llegan a un consenso, es decir, que q1 → 1N ⊗ qc.
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Para esto, resulta conveniente escribir al modelo (3.1) en su forma equivalente

paraN robots. Así pues, considerando a los vectores q1 := col (q̄11, . . . , q̄N1) ∈
RNn y q2 := col (q̄12, . . . , q̄N2) ∈ RNn como el conjunto de las n componentes

no-actuadas y las n componentes actuadas de los N robots, respectivamente,

se puede reescribir al modelo multiagente como

D(q1)q̈1 + C(q1, q̇1)q̇1 +G(q1) +K(q1 − q2) = 0

J q̈2 −K(q1 − q2) = u
(3.2)

con las matricesD = diag
{
D̄1, . . . , D̄N

}
∈ RNn×Nn, C = diag

{
C̄1, . . . , C̄N

}
∈

RNn×Nn, K = diag
{
K̄1, . . . , K̄N

}
∈ RNn×Nn, J = diag

{
J̄1, . . . , J̄N

}
∈

RNn×Nn, G = col (ḡ1, . . . , ḡN) ∈ RNn y u = col (ū1, . . . , ūN) ∈ RNn. El mode-

lo (3.2) también admite una representación en su forma compacta de�niendo

al vector q =
[

q1 q2

]
∈ R2Nn, tal que

D(q1)q̈ + C(q1, q̇1)q̇ + G(q1) +Kq = Mu (3.3)

donde

D(q1) =

[
D(q1) 0

0 J

]
; C =

[
C(q1, q̇1) 0

0 0

]
; K =

[
K −K
−K K

]

Puede observarse que con las de�niciones2 de q1, q2 y q, en (3.2) y (3.3)

se recupera la estructura de un robot de uniones �exibles. Así, con esta

representación en coordenadas, es posible introducir el error de consenso

para las coordenadas no actuadas como

e1 = (L ⊗ In)q1 ∈ RNn (3.4)

con⊗ el producto de Kronecker estándar, de tal forma que dadas las propiedades

de la matriz Laplaciana para grafos con un árbol de expansión, el error de

2Con la idea de evitar di�cultades con la notación, en lo subsecuente se señalarán las
dimensiones de los vectores y matrices sólo cuando sea necesario.
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consenso es cero si y solo si las entradas del vector que agrupa a todas las

coordenadas no actuadas q1 son iguales. Se de�nen también dos variables

auxiliares

ε1 = q̇1 + λ1e1 ; ε2 = ˙̃q2 + Λ2q̃2 (3.5)

donde a q̃2 = q2 − q2d ∈ RNn se le ha llamado, con riesgo de abusar del

lenguaje, error de seguimiento y representa el error entre la señal deseada

para las coordenadas actuadas, dada por el controlador, y las coordenadas

reales. Mientras que Λ2 = diag{Λ12,Λ22, . . . ,ΛN2} ∈ RNn×Nn es una matriz

de ganancias. Aquí, la variable auxiliar de error para las coordenadas actu-

adas ε2 se presenta con la idea de seguir exactamente la técnica ampliamente

utilizada del controlador para seguimiento de trayectorias de Slotine y Li

para robots de uniones rígidas [28, 3, 5]. Mientras que, la variable auxiliar

ε1 está inspirada en la anterior, pero toma en cuenta para su de�nición el

error de consenso. Así, estas variables de error pueden agruparse en el vector

ε =
[
εT1 εT2

]T
∈ R2Nn, de tal forma que puede escribirse como

ε = ˙̃q + ΛE

con los errores ˙̃q =
[

q̇T1 (q̇2 − q̇2d)
T
]T

, E =
[

eT1 q̃T2

]T
y la matriz de

ganancias Λ = diag{λ1INn,Λ2} ∈ R2Nn.

De esta manera, si se evalúa la dinámica del error (3.5) en el modelo (3.3),

se tiene que

D(q1)
(
ε̇− ΛĖ + ξ̈

)
+ C(q1, q̇1)

(
ε− ΛE + ξ̇

)
+ G(q1) +Kq = Mu (3.6)

con el vector ξ =
[

0T qT2d

]T
.
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Obsérvese que de (3.5) las coordenadas también pueden escribirse como

q =

[
q1

q2

]
=

[ ´ t
0

(ε1(τ)− λ1e1(τ)) dτ + q1(0)´ t
0

(ε2(τ)− Λ2q̃2(τ)) dτ + q2d + q2(0)

]

es decir, que el conjunto de coordenadas generalizadas se puede expresar

como el vector q =
´ t

0
ε(τ)−ΛE(τ)dτ + ξ+q0, con q0 = q(0) las condiciones

iniciales. Lo anterior implica que se puede reescribir el modelo evaluado en

la dinámica del error (3.6) en términos del estado ε y de su integral,

D(q1)ε̇+ C(q1, q̇1)ε+K
ˆ t

0

ε(τ)dτ = Φ (3.7)

con la variable Φ dada por

Φ = Mu−
{
−D(q1)ΛĖ +D(q1)ξ̈ − C(q1, q̇1)ΛE + C(q1, q̇1)ξ̇ + G(q1)

−K
´ t

0
ΛE(τ)dτ +Kξ +Kq0

}
(3.8)

De modo que, haciendo la dinámica del error Φ = Kdε en (3.8) y (3.7) con

la matriz de ganancias Kd = diag(Kd1, Kd2) > 0 se tienen las siguientes dos

igualdades

−Dλ1ė1 − Cλ1e1 +G−K
´ t

0
(λ1e1 − Λ2q̃2)dτ −Kq2d

+K(q10 − q20)−Kd1ε1 = 0

−JΛ2
˙̃q2 + J q̈2d +K

´ t
0
(λ1e1 − Λ2q̃2)dτ +Kq2d

−K(q10 − q20)−Kd2ε2 = u

(3.9)

donde puede verse que la primer parte de (3.9) se re�ere a la dinámica

no actuada, mientras que la segunda tiene en cuenta aquella donde ac-

túa directamente la señal de control. Luego, de�niendo la variable ur como

ur = −Dλ1ė1−Cλ1e1 +G−Kd1ε1, que es la ley de control reportada en [23]
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para robots con uniones rígidas, la parte no actuada de (3.9) toma la forma

ur −K
ˆ t

0

(λ1e1 − Λ2q2)dτ +K(q10 − q20) = Kq2d +K

ˆ t

0

Λ2q2ddτ

por lo que, derivando ambos lados de la ecuación anterior se tiene,

p
(
K−1

{
ur −K

´ t
0
(λ1e1 − Λ2q2)dτ +K(q10 − q20)

})
= pq2d + Λ2q2d

(p+ Λ2)q2d = pK−1
{

ur −K
´ t

0
(λ1e1 − Λ2q2)dτ +K(q10 − q20)

}
con p = d

dt
, de tal manera que la expresión para q2d, que asegura que el

comportamiento sea el adecuado es

q2d =
p

(p+ Λ2)

(
K−1

{
ur −K

ˆ t

0

(λ1e1 − Λ2q2)dτ +K(q10 − q20)

})
(3.10)

mientras que la ley de control puede obtenerse de la segunda parte de la

ecuación (3.9), esto es

u = −Kd2ε2+J
(
q̈2d − Λ2

˙̃q2

)
+K

(ˆ t

0

(λ1e1 − Λ2q̃2) dτ + q2d

)
−K(q10−q20)

(3.11)

La ley de control propuesta es una ley de control no lineal por retroali-

mentación del estado, es decir, necesita de la medición de q1, q̇1,q2, y q̇2.

Estas mediciones permiten que sea razonable que la ley de control dependa

del conocimiento de las condiciones iniciales q10 y q20. Sin embargo, en la

sección de discusión se enunciarán algunas propiedades de robustez respecto

a la incertidumbre en dichas condiciones.

Sustituyendo la ley de control dada por (3.10) y (3.11) en el modelo (3.3),

que corresponde a hacer Φ = Kdε en la ecuación diferencial (3.7), se tiene la

expresión para el sistema en lazo cerrado en términos de la variable auxiliar
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de error ε y de su integral,

D(q1)ε̇+ (C(q1, q̇1) +Kd)ε+K
ˆ t

0

ε(τ)dτ = 0 (3.12)

Como una primer parte, para probar que la variable ε está acotada, se pro-

pone la funcional cuadrática en esta variable y en su integral como V =
1
2
εTDε + 1

2

[´ t
0
εT (τ)dτ

]
K
[´ t

0
ε(τ)dτ

]
. Luego, evaluando la derivada tempo-

ral de V a lo largo de las trayectorias del sistema en lazo cerrado, y haciendo

uso de la propiedad de antisimetría de la matriz
(
Ḋ − 2C

)
, se tiene

V̇ = εTDε̇+ 1
2
εT Ḋε+ 1

2
εTK

[´ t
0
ε(τ)dτ

]
+ 1

2

[´ t
0
εT (τ)dτ

]
Kε

= εT
[
(−C −Kd)ε−K

´ t

0
ε(τ)dτ

]
+ 1

2
εT Ḋε+ εTK

´ t
0
ε(τ)dτ

= −εTKdε+ εT
(
Ḋ − 2C

)
ε− εTK

[´ t

0
ε(τ)dτ

]
+ εTK

[´ t
0
ε(τ)dτ

]
por lo que

V̇ = −εTKdε ≤ 0

Para mostrar que ε está acotado, en el sentido de que pertenece al espacio

L∞, hay que notar que V es la suma de términos no negativos, esto signi�ca

que está acotada por abajo y como V̇ ≤ 0, es decir, V es no-creciente y

su valor no puede ser mayor que su valor en t = 0, implica que V también

está acotada por arriba, lo cual lleva a la conclusión de que el argumento ε

también está acotado, es decir, que ε ∈ L∞.

Por otro lado, recordando que una función cuadrática positiva de�nida se

puede acotar por sus valores propios máximos y mínimos, es decir, que εTKdε

satisface λmin (Kd) ε
T ε ≤ εTKdε ≤ λmax (Kd) ε

T ε , que resulta equivalente a

−λmax (Kd) ε
T ε ≤ −εTKdε ≤ −λmin (Kd) ε

T ε. Entonces, puede acotarse a la

derivada temporal de V e integrar ambos lados de la desigualdad,

V̇ = −εTKdε ≤ −λmin (Kd) ε
T ε ≤ 0
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tal que

V (T )− V (0) ≤ −λmin (Kd)

T̂

0

(
εT ε
)
dt ≤ 0

lo cual implica que la variable ε pertenece al espacio L2 puesto que se cumple

T̂

0

(
εT ε
)
dt ≤ Vo(0)

λmin (Kd)
<∞

Más aún, de (3.12) puede verse que también ε̇ ∈ L∞, lo anterior es su�ciente

para a�rmar que ε es uniformemente contínua. Utilizando entonces el Lema

de Barbalat, se puede concluir que ĺım
t→∞

ε→ 0.

La segunda parte de la prueba consiste en demostrar que el vector de coor-

denadas no-actuadas alcanza un consenso, para esto nótese que sustituyendo

el error de consenso (4.2) en (3.5), se tiene una ecuación diferencial para el

vector de coordenadas no-actuadas dada por

q̇1 = −λ1(L ⊗ In)q1 + ε1 (3.13)

el cual es un sistema lineal invariante en el tiempo (LTI por sus siglas en

inglés) con entrada ε1 ∈ L2 ∩ L∞. Sin embargo, la matriz L ⊗ In no es

Hurwitz, por lo que para el análisis de este sistema LTI se utilizará la salida

propuesta en [20]

y1 = (Q⊗ In)q1 ∈ R(N−1)n (3.14)

en donde la matriz Q ∈ R(N−1)×N tiene las siguientes propiedades:

1. QQT = IN−1,

2. QTQ = IN − 1
N

1N1TN ,

3. Q1N = 0,
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4. (Q⊗ In)q1 = 0⇔ q1 = (1N ⊗ qc) para algún qc ∈ Rn

Obteniendo ahora la derivada temporal de (3.14) a lo largo de (3.13), y

usando las propiedades del producto de Kronecker, en particular el hecho de

que (A⊗B) (C ⊗D) = AC ⊗BD, se tiene la siguiente dinámica para y1

ẏ1 = (Q⊗ In)q̇1

= (Q⊗ In)(−λ1(L ⊗ In)q1 + ε1)

= −λ1(Q⊗ In)(L ⊗ In)q1 + (Q⊗ In)ε1

= −λ1(QL ⊗ In)q1 + (Q⊗ In)ε1

aprovechando además que el producto L1N es cero, sin modi�car la igualdad,

se puede escribir que

ẏ1 = −λ1

[(
QLIN − 1

N
QL1N1TN

)
⊗ In

]
q1 + (Q⊗ In)ε1

= −λ1

[
QL

(
IN − 1

N
1N1TN

)
⊗ In

]
q1 + (Q⊗ In)ε1

Así, agrupando a las matrices de manera adecuada se puede utilizar la

Propiedad 2 de la matriz Q, referente al producto matricial QTQ, tal que

ẏ1 = −λ1

[
QLQTQ⊗ In

]
q1 + (Q⊗ In)ε1

= −λ1

[
QLQT ⊗ In

]
(Q⊗ In) q1 + (Q⊗ In)ε1

Entonces, la dinámica de y1 puede escribirse como el siguiente sistema LTI

ẏ1 = −λ1

[
QLQT ⊗ In

]
y1 + (Q⊗ In)ε1 (3.15)

Concerniente al sistema (3.15), se ha reportado en [23] que la matriz −QLQT

esHurwitz para un grafo conectado, por lo que la matrizQLQT⊗In también

es Hurwitz. La aseveración anterior signi�ca que (3.15) es un sistema lineal
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invariante en el tiempo Asintóticamente Estable con entrada ε1 ∈ L2 ∩ L∞
con esto se puede concluir entonces que |y1| → 0. Además, si |y1| → 0, por

la de�nición en (3.14), también el producto (Q ⊗ In)q1 → 0. Sin embargo,

por la propiedad 4 sobre la matriz Q, el producto (Q⊗ In)q1 = 0 si y solo si

el vector q1 = (1N ⊗ qc), esto implica que q1 → (1N ⊗ qc) para algún vector

qc ∈ Rn.

Más aún, como las coordenadas q1 → (1N⊗qc) entonces, el error de consenso

puede expresarse como e1 = (L ⊗ In)(1N ⊗ qc), que por propiedades del

producto de Kronecker también puede escribirse como e1 = (L1N ⊗ Inqc).
Sin embargo, dado que 0 es un valor propio de L asociado al vector propio

1N entonces L1N = 0N y también el error de consenso |e1| → 0. De este

resultado y de la convergencia de la variable ε a cero, se demuestra de (3.5)

que también |q̇1| → 0 y |q̃2| → 0, con lo cual se cumplen los objetivos.

3.3.1. Discusión

Una de las propiedades de este controlador, heredada de la ley de control

expuesta en [23] para robots de uniones rígidas, es que se alcanza un consenso

en las coordenadas no-actuadas considerando que el grafo dirigido sólo está

conectado. Por otro lado, observando el controlador propuesto para robots de

uniones �exibles, es evidente que necesita del conocimiento de las condiciones

iniciales. Sin embargo, aún cuando este requisito puede justi�carse, puesto

que se está suponiendo que se tiene acceso a la medición de todo el estado, es

interesante notar que el controlador exhibe algunas propiedades de robustez

respecto a incertidumbres en las condiciones iniciales.

Para esto, si en lugar de utilizar los valores reales en el controlador (3.11) y

(3.10), se emplea algún estimado, entonces, la dinámica en lazo cerrado toma

la forma

D(q1)ε̇+ (C(q1, q̇1) +Kd)ε+K
ˆ t

0

ε(τ)dτ = Kq̃0 (3.16)
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donde q̃0 denota el error en las condiciones iniciales. Puede observarse que

(3.16) está formada por un sistema nominal y una perturbación que no

desvanece, por lo que para el análisis del sistema completo se usará la fun-

cional empleada en el sistema nominal y se concluirá estabilidad práctica para

ε. Así, considerando V = 1
2
εTDε + 1

2

[´ t
0
εT (τ)dτ

]
K
[´ t

0
ε(τ)dτ

]
y evaluando

su derivada temporal a lo largo de las trayectorias del sistema perturbado

(3.16), se tiene que

V̇ = −εTKdε+ εTKq̃0

= − (1− θ) εTKdε− θεTKdε+ εTKq̃0; con 0 < θ < 1

Lo anterior signi�ca que

V̇ ≤ − (1− θ) εTKdε; para cualquier ‖ε‖ ≥ ‖K‖‖q̃0‖
θλmin{Kd}

Entonces, es posible mostrar que ε ∈ L2∩L∞ cuando se satisfaga la condición

anterior sobre la norma de ε respecto a la bola centrada en el origen cuyo radio

está de�nido por las condiciones iniciales. Bajo este escenario, la entrada del

sistema LTI (3.15) sigue garantizando que |y1| → 0 alcanzando entonces el

objetivo de consenso. Esta propiedad de robustez frente a incertidumbres

en las condiciones iniciales se ilustrará con una evaluación numérica en la

siguiente sección.

3.3.2. Simulaciones

En esta subsección se valida numéricamente al controlador propuesto. Para

esto, se considera una red de diez robots de uniones �exibles no idénticos,

cada uno de un grado de libertad, esto es, cada robot tiene dos coordenadas

generalizadas. La topología de comunicación está caracterizada por la matriz
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Laplaciana L dada por

L =



2 0 0 0 −1 0 0 0 −1 0

0 2 −1 0 0 0 0 −1 0 0

0 −1 1 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 2 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0

0 0 0 −1 0 2 0 0 0 −1

−1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 −1 0 0 0 −1 0 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1


Para esta matriz puede veri�carse que L1N = 0. Esta matriz L representa

a un grafo dirigido con un árbol de expansión dirigido, es decir, su rango es

n− 1 = 9.

Los parámetros y las condiciones iniciales para los robots son los que se

presentan en la Tabla 3.1 y fueron tomados de [27]. Así mismo, en todas

las simulaciones se consideró que el controlador desconoce las condiciones

iniciales, las cuales se establecieron en cero con el ánimo de re�ejar el caso

de mayor incertidumbre.

Estas simulaciones están divididas en dos grupos, en el primero se considera

a la red multiagente sin perturbaciones externas. Mientras que en el segundo

grupo, con la idea de mostrar la robustez del controlador frente a pertur-

baciones, se introduce en el tercer segundo, una señal escalón con magnitud

de 0,2 Nm y duración de 2 seg al décimo robot. Por otro lado, las ganan-

cias del controlador son λ1 = 1,5, Λ2 = diag(3, 3, 1,5, 3, 3, 1,5, 7, 10, 10, 1,5),

Kdi1 = 0,25 y Kdi2 = 0,5
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Robots (1, 2, 3, 10) Robots (4, 5, 6) Robots (7, 8, 9)

D̄ = 0,031 D̄ = 0,062 D̄ = 0,124
J̄ = 0,004 J̄ = 0,008 J̄ = 0,016
Mgl = 0,8 Mgl = 1,6 Mgl = 3,2
K̄ = 31 K̄ = 62 K̄ = 124
B̄ = 0,007 B̄ = 0,014 B̄ = 0,028
q10 = 25°

q20 = 15°

q30 = 5°

q100 = 80°

q40 = 65°

q50 = 45°

q10 = 20°

q70 = 10°

q80 = 55°

q90 = 35°

Cuadro 3.1: Parámetros y condiciones iniciales de los diez robots

Las Figuras 3.1 y 3.3 muestran la posición de las diez coordenadas actuadas

y los errores de consenso y seguimiento, respectivamente. Puede verse que

después del segundo seis, todas las posiciones que inician cada una en un

ángulo diferente, exhiben un comportamiento colectivo deseado, en el sentido

de que alcanzan la misma posición y, aunque con los resultados propuestos

no se sabe a priori el valor de la posición consensada, en este caso es un

promedio de las condiciones iniciales. Mientras que en la Figura 3.2 puede

verse que las velocidades de las coordenadas no actuadas q̇1 llegan a cero,

lográndose así el segundo objetivo de control.

Además, es importante notar que, aún cuando se considera incertidumbre

en las condiciones iniciales, tanto los errorres de consenso e1 como los de

seguimiento q̃2 convergen a cero. Es decir, el protocolo de comunicación lo-

gra que las coordenadas actuadas converjan a sus deseadas y, ayudados del

acoplamiento lineal que exhibe el modelo, lo anterior conlleva a que las coor-

denadas no actuadas alcancen un consenso.

Las señales de control para cada robot son las que se muestran en la Figura

3.4, las cuales están siempre acotadas y son menores a ±4 Nm. En esta misma

�gura, se presentan también las coordenadas actuadas, las cuales puede verse
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que, como consecuencia de la propia dinámica del sistema y el acoplamiento

antes mencionado, también alcanzan un consenso.
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Figura 3.1: Coordenadas no actuadas q1
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Figura 3.2: Velocidades en las coordenadas no actuadas q̇1
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Figura 3.3: Error de consenso e1 y de seguimiento q̃2
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Figura 3.4: Señales de control y coordenadas actuadas q2
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El segundo grupo de simulaciones, tiene por objeto visualizar la robustez del

controlador cuando uno de los robots, en este caso se eligió el décimo, es

sometido a una perturbación externa aditiva a la entrada, entendiéndose por

ésta un par de 2 Nm durante dos segundos, que modi�ca la trayectoria del

robot.

La Figura 3.5 muestra las coordenadas no actuadas de los diez robots, aquí

puede verse que cuando aparece la perturbación, la posición de consenso cam-

bia ligeramente, sin embargo, para el segundo diez todos los robots convergen

a la misma posición. En la Figura 3.6 puede verse también el error de consen-

so y de seguimiento, respectivamente, con lo cual se ilustra numéricamente

la robustez del controlador propuesto frente a perturbaciones en la entrada.

0 5 10 15
0

10

20

30

40

50

60

70

80

t (s)

C
oo

rd
en

ad
as

 n
o 

ac
tu

ad
as

 (
gr

ad
os

)

Figura 3.5: Coordenadas no actuadas q1. Décimo agente perturbado en t = 3s
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Figura 3.6: Error de consenso e1 y de seguimiento q̃2. Décimo agente pertur-
bado en t = 3s

3.4. Control: Caso Con Retardos

En el algoritmo de consenso de la sección anterior, se asume que cada agente

puede acceder al estado de sus vecinos instantáneamente es decir, sin tiem-

po de retardo. Esta suposición parece poco práctica puesto que el uso de

redes de comunicación inevitablemente introduce retardos en el proceso de

control. Este retardo aparece sobre todo si los agentes están localizados re-

motamente, de tal forma que la transmisión de señales se da en un tiempo

que no es despreciable, por ejemplo en la comunicación por ondas acústicas

en vehículos submarinos, o si la comunicación se da en un medio no comple-

tamente �able, como Internet. Por lo anterior, resulta importante analizar

los efectos de los retardos, acoplados a la topología de �ujo de información,

en el comportamiento del grupo.
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En la literatura se encuentran reportados dos tipos de retardos, los retardos

en la comunicación y los retardos en la entrada. En esta tesis se considerará

el caso donde existen retardos en la comunicación, esto es, que el intercambio

de información entre el i-ésimo y el r-ésimo agente está sujeto a un retardo

desconocido denotado por Tir ≥ 0.

Si se toma en cuenta este retardo, se puede expresar ahora al error de consenso

para el i-ésimo agente como

ēi1 =
∑
r∈Ni

[q̄i1 − q̄r1 (t− Tir)] ∈ Rn (3.17)

y las dos variables de error auxiliares para el i-ésimo robot tal como se

de�nieron anteriormente,

εi1 = ˙̄qi1 + λ1ēi1 y εi2 = ˙̃qi2 + Λi2q̃i2 (3.18)

donde q̃i2 = q̄i2 − q̄i2d ∈ Rn y de manera similar a la sección anterior, se

de�ne la variable εi =
[
εTi1 εTi2

]T
∈ R2n, también con εi = ˙̃qi + ΛiEi con

˙̃qi =
[

˙̄qTi1
(
˙̄qi2 − ˙̄qi2d

)T ]T , Ei =
[

ēTi1 q̃Ti2

]T
y Λi = diag {λ1In,Λi2} ∈

R2n

La presencia de retardos en los canales de comunicación di�culta el uso de

la representación compacta (3.13), así como el uso de las propiedades de la

matriz QLQT , por lo que, siguiendo el estudio de [23] en este caso para las

coordenadas no actuadas, se hace un análisis para una ecuación diferencial

retardada basado en el teorema del valor �nal. Dicho análisis está restringido

para sistemas con una raíz simple en el origen. Sin embargo, como el producto

L ⊗ In tiene N raíces en el origen, es necesario reescribir las ecuaciones

agrupando los elementos de cada coordenada generalizada no actuada en

vectores de dimensión N y escribirles n ecuaciones diferenciales retardadas.

Así pues, considérese la k-ésima coordenada generalizada del i-ésimo agente
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qijk ∈ R, con k ∈ n̄ = {1, . . . , n}. Y defínase el vector que agrupa a la

k-ésima coordenada no-actuada de los N robots de uniones �exibles como

qk1 := col(q11k, q21k, . . . , qN1k) ∈ RN . Con esta nomenclatura y de manera

similar a [23], se pueden escribir (3.17) y (3.18) como

ek1 = Lqk1 (3.19)

εk1 = q̇k1 + λ1e
k
1 (3.20)

Sin embargo, para tener una representación adecuada de la dinámica re-

tardada de qk1 se de�ne a m :=
N∑
i=1

card Ni, donde card Ni se re�ere a la

cardinalidad (o número de elementos) del conjunto Ni y defínase Tk := Ti,r,

donde k ∈ m̄ := {1, . . . ,m}.

Por otro lado, la matriz Laplaciana de�nida en (2.1) se puede descomponer

como

L = A0 −
m∑
r=1

Ar (3.21)

con A0 := diag{lii} ∈ RN×N y las matrices Ar ∈ RN×N que tienen todos

sus elementos iguales a cero, excepto un elemento air fuera de la diagonal tal

que (3.21) se cumple. Con esta descomposición para la matriz Laplaciana, el

error retardado puede escribirse como

ek1 = A0q
k
1 −

m∑
r=1

Arq
k
1(t− Tr) (3.22)

Así, reemplazando (3.22) en (3.20) y despejando q̇k1, en (3.23) se tienen las

siguientes n ecuaciones diferenciales retardadas,

q̇k1 = −λ1A0q
k
1 + λ1

m∑
r=1

Arq
k
1(t− Tr) + εk1 (3.23)

El análisis para este caso es un tanto diferente de aquel donde no se consi-
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deran retardos, puesto que las propiedades que se han demostrado para ε1 no

son su�cientes para concluir el análisis sobre (3.23) utilizando el controlador

para el caso sin retardos. Es necesario entonces añadir en la ley de control

un término en ė1 que inyecte amortiguamiento de los agentes vecinos. De

tal forma que, ahora la ley de control está de�nida por (3.17), (3.18) y las

siguientes dos expresiones

ūi = −Kid2εi2 + J̄i(¨̄qi2d − Λi2
˙̃qi2) +Ki

[´ t
0
(λ1ēi1 − Λi2q̃i2)dτ + q̄i2d

]
−

−Ki(q̄i10 − q̄i20)− bi2 ˙̃qi2
(3.24)

q̄i2d =
p

(p+ λ)

(
K−1
i

{
ūir −Ki

ˆ t

0

(λ1ēi1 − Λi2qi2)dτ +Ki(q̄i10 − q̄i20)

})
(3.25)

donde p = d
dt

, las matrices de ganancias Kid = diag{Kid1, Kid2} > 0, Bi =

diag{bi1, bi2} > 0 y ūir la señal de control para el caso de robots con uniones

rígidas dada por

ūir = −Diλ1 ˙̄ei1 − Ciλ1ēi1 + Ḡi −Kid1εi1 − bi1 ˙̄ei1

La idea general tras la prueba de este controlador es similar a la de la sección

donde no se consideran retardos en la comunicación, es decir, primero con

el funcional adecuado y la dinámica en lazo cerrado se probará que la señal

auxiliar εi1 tiende a cero. Posteriormente, ayudados de la dinámica para qk1

dada por (3.23) y el teorema del valor �nal se probará que las velocidades

para las coordenadas no actuadas convergen a cero y que estas coordenadas

alcanzan un consenso.

Reemplazando el control (3.24) y (3.25) en el modelo multiagente (3.1) y

con la de�nición de los i-ésimos errores se obtiene el sistema en lazo cerrado
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como

D̄i(q̄i1)ε̇i + (C̄i(q̄i1, ˙̄qi1) +Kdi)εi +Ki

ˆ t

0

εi(τ)dτ + BiĖi = 0 (3.26)

donde el único término diferente al sistema en lazo cerrado de la sección

anterior es el vector Ėi, el cual contiene a las variables a las que se les inyecta

amortiguamiento. Luego, siguiendo la misma metodología que en la sección

anterior y con la idea de probar que el vector auxiliar de error εi está acotado,

se considera a la funcional

Wi(εi,Ei) =
1

2
εTi D̄iεi +

1

2

[ˆ t

0

εTi (τ)dτ

]
Ki
[ˆ t

0

εi(τ)dτ

]
+

1

2
ΛiE

T
i BiEi+

+
bi1
2

∑
r∈Ni

tˆ

t−Ti,r

∣∣ ˙̄qr1(σ)
∣∣2 dσ

con
∣∣ ˙̄qr1∣∣ la norma del vector ˙̄qr1 . Así, la derivada temporal de Wi(εi,Ei)

está dada por

Ẇi = 1
2
εTi D̄iε̇i + 1

2
εTi

˙̄Diεi + εTi Ki
[´ t

0
εi(τ)dτ

]
+ ΛiE

T
i BiĖi+

+ bi1
2

∑
r∈Ni

[∣∣ ˙̄qr1(t)
∣∣2 − ∣∣ ˙̄qr1(t− Tir)

∣∣2]
Evaluando esta derivada a lo largo de las trayectorias del sistema en lazo

cerrado (3.26) y usando la propiedad de antisimetría de la matriz
(

˙̄Di − 2Ci
)

se tiene que

Ẇi = −εTi Kdiεi − εTi BiĖi + ΛiE
T
i BiĖi + + bi1

2

∑
r∈Ni

[∣∣ ˙̄qr1(t)
∣∣2 − ∣∣ ˙̄qr1(t− Tir)

∣∣2]
de donde utilizando la de�nición de la variable auxiliar de error εi puede

escribirse que

Ẇi = −εTi Kdiεi − ˙̃qTi BiĖi + bi1
2

∑
r∈Ni

[∣∣ ˙̄qr1(t)
∣∣2 − ∣∣ ˙̄qr1(t− Tir)

∣∣2]
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donde para los vectores ˙̃qi , Ėi y la matriz de amortiguamiento Bi se tiene

Ẇi = −εTi Kdiεi −
[

˙̄qTi1 ˙̃qTi2

] [ bi1 0

0 bi2

][
˙̄ei1
˙̃qi2

]
+ bi1

2

∑
r∈Ni

[∣∣ ˙̄qr1(t)
∣∣2−

−
∣∣ ˙̄qr1(t− Tir)

∣∣2]
= −εTi Kdiεi − bi2

∣∣ ˙̃qi2∣∣2 − bi1 ˙̄qTi1 ˙̄ei1 + bi1
2

∑
r∈Ni

[∣∣ ˙̄qr1(t)
∣∣2 − ∣∣ ˙̄qr1(t− Tir)

∣∣2]
Aquí, sustituyendo la dinámica del error de consenso retardado (3.17) dada

por ˙̄ei1 =
∑
r∈Ni

[
˙̄qi1 − ˙̄qr1 (t− Tir)

]
, puede expresarse a Ẇi como

Ẇi = −εTi Kdiεi − bi2
∣∣ ˙̃qi2∣∣2 − bi1

2

[
2 ˙̄qTi1

∑
r∈Ni

[
˙̄qi1 − ˙̄qr1(t− Tir)

]
−

−
∑
r∈Ni

[∣∣ ˙̄qr1(t)
∣∣2 − ∣∣ ˙̄qr1(t− Tir)

∣∣2]]
que también es

= −εTi Kdiεi − bi2
∣∣ ˙̃qi2∣∣2 − bi1

2

[ ∑
r∈Ni

2 ˙̄qTi1
[

˙̄qi1 − ˙̄qr1(t− Tir)
]

+

+
∣∣ ˙̄qr1(t− Tir)

∣∣2 − ∣∣ ˙̄qr1(t)
∣∣2]

completando el cuadrado se puede escribir,

Ẇi = −εTi Kdiεi − bi2
∣∣ ˙̃qi2∣∣2 − bi1

2

[ ∑
r∈Ni

∣∣ ˙̄qi1 − ˙̄qr1(t− Tir)
∣∣2 +

∣∣ ˙̄qi1∣∣2 − ∣∣ ˙̄qr1∣∣2]
De esta última igualdad, puede verse que el tercer término no tiene signo

de�nido, por lo que es necesario considerar aW como la suma de las i-ésimas

funcionales, de manera similar a lo planteado en [14], tal que

W =
N∑
i=1

piWi
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Entonces, en términos de esta variable se puede escribir la siguiente dinámica

Ẇ =
N∑
i=1

pibi1

[
− 1
bi1
εTi Kdiεi − bi2

bi1

∣∣ ˙̃qi2∣∣2 − 1
2

∑
r∈Ni

∣∣ ˙̄qi1 − ˙̄qr1(t− Tir)
∣∣2]−

−pi
bi1
2

∑
r∈Ni

[∣∣ ˙̄qi1∣∣2 − ∣∣ ˙̄qr1∣∣2]
La ecuación diferencial anterior puede acotarse por el valor mínimo de la

variable b1 := mı́n{bi1}, esto es,

Ẇ ≤ −b1

N∑
i=1

pi

[
1

b1

εTi Kdiεi +
bi2
b1

∣∣ ˙̃qi2∣∣2 +
1

2

∑
r∈Ni

∣∣ ˙̄qi1 − ˙̄qr1(t− Tir)
∣∣2]+b1p

TLF1

con el vector F := col(
∣∣ ˙̄q11

∣∣2 , . . . , ∣∣ ˙̄qN1

∣∣2) ∈ RN y la matriz Laplaciana L.

Aquí, asumiendo que el grafo tiene un árbol de expansión dirigido, se asegura

que existe un vector no negativo p ∈ RN de�nido como p := col(p1, . . . , pN) ∈
RN que satisface que pTL = 01×p. Este hecho asegura que el último término

del lado derecho de la desigualdad anterior se desvanece y por lo tanto W

decrece a lo largo de las trayectorias del sistema en lazo cerrado, es decir,

Ẇ ≤ 0. De esta última desigualdad se puede concluir que los argumentos de

W están acotados, es decir, que εi,Ei ∈ L∞, por lo que también las entradas

del vector Ei están acotadas, esto es ēi1, q̃i2 ∈ L∞. Además, haciendo un

análisis similar al de la sección anterior, puesto que la expresión cuadrática en

εi puede acotarse por sus valores propios mínimo y máximo respectivamente,

puede concluirse que el vector εi ∈ L2 ∩ L∞. Lo anterior por (3.18) implica

que también ˙̄qi1, ˙̃qi2 ∈ L∞ así que, observando la dinámica para ēi1 dada por

la derivada temporal de (3.17), la derivada temporal del error de consenso

está acotada, es decir, ėi1 ∈ L∞ y por ende también el vector Ėi ∈ L∞.

Finalmente, utilizando (3.26) se puede concluir que ε̇i ∈ L∞ y más aún, por

el Lema de Barbalat |εi| → 0.

Ahora, para demostrar que las coordenadas no actuadas alcanzan un con-
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senso y que
∣∣q̇k1∣∣ → 0, es necesario hacer un análisis para las n ecuaciones

diferenciales retardadas. Para esto, se obtiene la transformada de Laplace de

(3.23) dada por

sqk1(s) = −λ1A0q
k
1(s) + λ1

m∑
r=1

Arq
k
1(s)e−Tirs + εk1(s)

que también puede escribirse como

sqk1(s) + λ1A0q
k
1(s)− λ1

m∑
r=1

Arq
k
1(s)e−Tirs = εk1(s)

(
sIN + λ1A0 − λ1

m∑
r=1

Are
−Tirs

)
qk1(s) = εk1(s)

y entonces se tiene una expresión para las k-ésimas coordenadas no actuadas

dada por

qk1(s) = Ψ1(s)εk1(s) (3.27)

con Ψ1(s) =

(
sIN + λ1A0 − λ1

m∑
r=1

Are
−Tirs

)−1

Por otro lado, como se mencionó anteriormente, se hará uso del teorema del

valor �nal, el cual establece que si F (s) tiene cuando más una raíz en el

origen, entonces, el ĺım
t→∞

f(t) = ĺım
s→0

sF (s). La a�rmación de que para (3.27)

existe una sola raíz en el origen puede verse en el hecho de que Ψ−1
1 (0) =(

λ1A0 − λ1

m∑
r=1

Ar

)
= λ1L. Se puede utilizar entonces esta herramienta y se

cumple que

ĺım
t→∞

q̇k1(t) = ĺım
s→0

s2qk1(s)

sustituyendo (3.27) en la igualdad anterior, se tiene

ĺım
s→0

s2qk1(s) = ĺım
s→0

s2Ψ1(s) · εk1(s) = ĺım
s→0

s ·Ψ1(s) · ĺım
s→0

s · εk1(s) (3.28)

en donde ambos límites existen. Utilizando el hecho de que |ε1| → 0, también
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como aplicación del teorema del valor �nal, implica que

ĺım ε1(t)
t→∞

= ĺım
s→0

s · ε1(s) = 0

y con esto, el segundo límite en (3.28) se desvanece. Sin embargo, para

asegurar que el primer límite también está de�nido, se puede escribir a

Ψ1(s) como la adjunta de su argumento entre su determinante, es decir,

Ψ1(s) = 1
p(s)

[sIN −A(s)]A, con A(s) := −λ1A0 + λ1

m∑
r=1

Are
−Tirs, el determi-

nante p(s) := det [sIN −A(s)] y [·]A denotando la matriz adjunta.

Además, puede demostrarse que la matriz adjunta puede descomponerse co-

mo la suma de matrices polinomiales Bj,

[sIN −A(s)] = sN−1IN + sN−2BN−2(s) + . . .+ sB1(s) +B0(s)

con B0(0) bien de�nida debido a la existencia de una única raíz en s = 0.

Entonces

ĺım
s→0

sΨ1(s) = ĺım
s→0

s

p(s)
ĺım
s→0

[sIN −A(s)]A = B0(0)ĺım
s→0

s

p(s)
(3.29)

el determinante p(s) se puede factorizar como p(s) = s
∏N−1

j=1 λ(s−zj(s)), con
zj(s) las raíces de p(s), por lo que el límite (3.29) se indetermina y es necesario

aplicar la regla de L'Hopital. Así, derivando el numerador y el denominador,

(3.29) se convierte en

ĺım
s→0

s

p(s)
= ĺım

s→0

1

p′(s)
=

1∏N−1
j=1 λ(−zj(0))

cuyo denominador es diferente de cero. Por último, sustituyendo este resul-

tado en (3.29) se tiene que

ĺım
s→0

sΨ1(s) = B0(0)
1∏N−1

j=1 λ(−zj(0))
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que está bien de�nido. Con esto, se puede concluir que

ĺım
t→∞

q̇k1(t) = ĺım
s→0

s2qk1(s) = ĺım
s→0

s ·Ψ1(s)ĺım
s→0

s · εk1(s) = 0

Lo anterior implica que
∣∣ ˙̄qi1∣∣ → 0, utilizando entonces (3.18) y el hecho de

que |εi1| → 0, se puede concluir que también el error de consenso para el

i-ésimo robot converge a cero, esto es que |ēi1| → 0.

Finalmente, para mostrar que las coordenadas no actuadas alcanzan un con-

senso, es preciso observar que (3.22) puede ser escrita como

ek1 = A0q
k
1 −

m∑
r=1

Arq
k
1 +

m∑
r=1

Arq
k
1 −

m∑
r=1

Arq
k
1(t− Tr)

que se puede poner en términos de la matriz Laplaciana como

ek1 = Lqk1 +
m∑
r=1

Ar

ˆ t

t−τr
q̇k1(σ)dσ

Sin embargo, en el análisis anterior se concluyó que tanto q̇k1 como ek1 conver-

gen a cero, entonces el término Lqk1 también converge a cero. Por último, al

asumir que el grafo tiene un árbol de expansión dirigido entonces, el vector

1N es el vector propio derecho de L, es decir, 1N es el único vector en el

kernel de L, por lo que se puede concluir que qk1 → qck1N para algún qck ∈ R
y entonces ĺım

t→∞
q̄i1 = qc, para algún vector constante qc ∈ Rn, satisfaciendo

también que ĺım
t→∞

∣∣ ˙̄qi1∣∣ = 0, con lo cual se cumplen los objetivos de control.

3.4.1. Discusión

Los resultados presentados en esta sección consideran la existencia de retar-

dos Tir > 0 en el �ujo de información entre los agentes, sin que se haga alguna
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suposición sobre la cota superior o el conocimiento explícito de los mismos.

La motivación está en que la caracterización de los retardos depende de la

implementación física de la red de comunicación. Así, mientras que para

algunas formas de comunicación, como la telemetría acústica o la radio fre-

cuencia, pueden predecirse los retardos [30], en el caso de la comunicación

por Internet, los retardos no pueden acotarse a priori.

Por otro lado, en el contexto de la red de comunicación, la única suposición

que se hace sobre la conectividad del grafo es que exista un árbol de expansión

dirigido, lo anterior es una ventaja sobre los resultados usuales encontrados en

la literatura en los que es necesario que el grafo esté fuertemente conectado.

Sin embargo, este esquema de control propuesto, salvo por el elemento que

es necesario añadir para inyectar amortiguamiento en el error de consenso, es

igual a la ley de control presentada para el caso sin retardos visto en la sección

anterior, por lo que además de suponer que todo el estado está disponible

para su medición, es claro que el controlador tiene la misma limitación que

el esquema anterior en donde es necesario el conocimiento de las condiciones

iniciales.

En la sección pasada, para mostrar la robustez del controlador frente a in-

certidumbres en las condiciones iniciales se utilizaron herramientas de es-

tabilidad práctica que permitieron concluir que aún cuando no se conocen

las condiciones iniciales, el vector auxiliar de error ε sigue perteneciendo al

espacio L2 ∩ L∞ y con esto se pudo seguir concluyendo sobre la entrada al

sistema lineal invariante en el tiempo (3.15). En este caso donde sí se con-

sideran retardos, se puede hacer un análisis similar para el sistema en lazo

cerrado perturbado de la forma

D̄i(q̄i1)ε̇i + (C̄i(q̄i1, ˙̄qi1) +Kdi)εi +Ki

ˆ t

0

εi(τ)dτ + BiĖi = Kiq̃i (0) (3.30)

Así, utilizando el funcional para el sistema nominal Wi(εi,Ei) y obteniendo
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su derivada temporal evaluada ahora a lo largo de las trayectorias del sistema

en lazo cerrado perturbado (3.30), se puede concluir que

Ẇ ≤ −b1

N∑
i=1

pi

[
1

b1

(1− θ) εTi Kdiεi +
bi2
b1

∣∣ ˙̃qi2∣∣2 +
1

2

∑
r∈Ni

∣∣ ˙̄qi1 − ˙̄qr1(t− Tir)
∣∣2] ≤ 0

para cualquier ‖εi‖ ≥ ‖Ki‖‖q̃i0‖
θλmin{Kid}

Lo anterior signi�ca que la señal auxiliar de error ε sigue en L2 ∩ L∞. Sin
embargo, en el análisis de la ecuación (3.27) al utilizar el teorema del valor

�nal, se tiene

ĺım
t→∞

q̇k1(t) = ĺım
s→0

s ·Ψ1(s) · ĺım
s→0

s · εk1(s)

donde el primer límite está bien de�nido y el segundo converge a una bola

cuyo radio está dado por las condiciones iniciales. Con lo anterior ya no es

posible concluir que
∣∣ ˙̄qi1∣∣ y el error |ēi1| tiendan a cero y por lo tanto en el

análisis de las k-ésimas coordenadas no actuadas, el vector Lqk1 no es cero

y ya no se puede hablar del kernel de la matriz Laplaciana, el cual permitía

concluir el consenso de las coordenadas no actuadas. Sin embargo, aún cuan-

do esta robustez del controlador frente a incertidumbres en las condiciones

iniciales no puede constatarse de esta manera, se evidenciará en la subsección

de simulaciones.

3.4.2. Simulaciones

En esta sección se valida por simulación la ley de control obtenida para el

caso donde se consideran retardos en la comunicación. Es importante notar

también que en todas las simulaciones las condiciones iniciales para el contro-

lador fueron puestas en cero, esto, con el objetivo de mostrar la robustez del

controlador frente a incertidumbres en las condiciones iniciales. Los paráme-

tros de los robots son los mismos que los presentados en la evaluación de la
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sección anterior.

Aquí, con la idea de observar el comportamiento de la red bajo diferentes

retardos en la comunicación entre el i-ésimo y el r-ésimo agente, se consideran

valores de retardos de Tir = 0,01s, Tir = 0,5s y Tir = 1,5s.

Bajo este escenario, las Figuras 3.7, 3.8, 3.9 y 3.10 muestran el comportamien-

to de las coordenadas no-actuadas y sus velocidades, así como los errores de

consenso y de seguimiento, respectivamente. En la primer �gura, se observa

cómo el conjunto de coordenadas no actuadas converge a la misma posición

aún en presencia de retardos en la comunicación. Este retardo provoca que la

posición consensada cambie, sin embargo, para el primer retardo, el tiempo

en el que se llega a un consenso es similar al del caso donde no se consideran

retardos.

También en esta �gura puede verse que introduciendo un retardo entre cada

uno de los agentes de magnitud considerablemente más grande, esto es 1.5s,

las posiciones de todos los robots llegan a una en común, donde la cantidad

de interés, en esta ocasión, no es un promedio de las condiciones iniciales,

pero sí es función de ellas. Cabe mencionar que, aunque no se reporta en

esta validación, introduciendo retardos más grandes que el ejempli�cado, la

estabilidad del sistema no se ve afectada, sin embrago, el tiempo en el que se

llega al consenso también crece más allá de los veinte segundos.

En la Figura 3.8 se presentan las velocidades para las coordenadas no ac-

tuadas, con el �n de veri�car que convergen a cero, satisfaciéndose así el

segundo objetivo de control. Por último, las Figuras 3.9 y 3.10 se presentan

para comprobar que los errores de control también se desvanecen.
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Figura 3.7: Coordenadas no actuadas q̄i1 bajo diferentes retardos en la red:
Tir = 0,01s, Tir = 0,5s y Tir = 1,5s
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Figura 3.8: Velocidades ˙̄qi1 en las coordenadas no actuadas, bajo diferentes
retardos en la red: Tir = 0,01s, Tir = 0,5s y Tir = 1,5s

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

−2

0

2

T
ir=

0.
01

s

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

−2

0

2

T
ir=

0.
5s

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

−2

0

2

t (s)

T
ir=

1.
5s

Figura 3.9: Error de consenso ēi1 bajo los retardos: Tir = 0,01s, Tir =
0,5s y Tir = 1,5s
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Figura 3.10: Error de seguimiento q̄i2d para Tir = 0,01s, Tir = 0,5syTir = 1,5s



Capítulo 4

Controladores

En este capítulo se presentan dos controladores, para el caso donde no se

consideran retardos en la comunicación. En ambos, el objetivo es demostrar

que la variable auxiliar de error ε1 pertenece al espacio L2 ∩ L∞ y una vez

demostrado esto, puede usarse la misma metodología ocupada en el capítulo

anterior, para concluir consenso sobre las coordenadas no actuadas.

4.1. Control Basado en Desacoplamiento

Este enfoque tiene como propósito explotar la forma del modelo y utilizar

la ley de control para obtener dos subsistemas desacoplados. En lazo cerra-

do se tendrá entonces un primer sistema, caracterizado por la dinámica de

las coordenadas actuadas y cuya dinámica no forzada se estabilizará con un

controlador proporcional derivativo. Mientras que, la salida de este sistema

maestro, será conectada como entrada a un segundo sistema que representa

la dinámica de las coordenadas no-actuadas. Finalmente, el análisis de es-

tabilidad del sistema desacoplado se hará con herramientas de sistemas en

cascada.

56
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En el diseño de este controlador se considera el modelo para N agentes en

su forma separada dada por

D(q1)q̈1 + C(q1, q̇1)q̇1 +G(q1) +K(q1 − q2) = 0

J q̈2 −K(q1 − q2) = u
(4.1)

con q1 := col (q̄11, . . . , q̄N1) ∈ RNn, q2 := col (q̄12, . . . , q̄N2) ∈ RNn el con-

junto de las n componentes no-actuadas y las n componentes actuadas de

los N robots, respectivamente, así como las matrices de�nidas en el capítulo

anterior. De esta manera, con el objetivo de obtener la dinámica no lineal del

subsistema esclavo, que tiene como estado a la variable auxiliar de error ε1 y

como entrada a la señal de error q̃2, es necesario de�nir al error de consenso

y de seguimiento como se hizo anteriormente, es decir, para las coordenadas

no-actuadas se tiene

e1 = (L ⊗ In)q1 ∈ RNn y ε1 = q̇1 + λ1e1 (4.2)

mientras que, para las coordenadas actuadas el error de seguimiento es

q̃2 = q2 − q2d ∈ RNn (4.3)

De la variable auxiliar de error en (4.2) se puede entonces obtener la dinámica

para las coordenadas q1 como q̈1 = ε̇1−λ1ė1. Evaluando esta última ecuación

diferencial en el modelo se tiene,

D(q1) (ε̇1 − λ1ė1) + C(q1, q̇1) (ε1 − λ1e1) +G(q1) = K (q2 − q1)

Y, expresando al vector de coordenadas actuadas q2 como la suma del error

de seguimiento y las coordenadas deseadas q2 = q̃2 + q2d, puede escribirse al

modelo como

D(q1) (ε̇1 − λ1ė1) + C(q1, q̇1) (ε1 − λ1e1) +G(q1) = Kq̃2 +Kq2d −Kq1
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Así, dejando del lado izquierdo a la dinámica de ε1 y a q̃2 se cumple que

D(q1)ε̇1 + C(q1, q̇1)ε1 −Kq̃2 =

−{−λ1D(q1)ė1 − λ1C(q1, q̇1)e1 +G(q1)}+Kq2d −Kq1

entonces

D(q1)ε̇1 + (C(q1, q̇1) +Kd1) ε1 −Kq̃2 = ψ1 (4.4)

Esta última igualdad representa a la dinámica del error de control y se sa-

tisface si y solo si ψ1 = Kq2d−Kq1−uR con la señal de control para robots

de uniones rígidas uR dada por

uR = −λ1D(q1)ė1 − λ1C(q1, q̇1)e1 +G(q1)−Kd1ε1 (4.5)

Por lo tanto, haciendo la dinámica ψ1 = 0 , se obtiene la expresión para las

coordenadas actuadas deseadas

q2d = K−1 (Kq1 + uR) (4.6)

y, consecuentemente, la dinámica en lazo cerrado puede expresarse como

D(q1)ε̇1 + (C(q1, q̇1) +Kd1) ε1 = Kq̃2 (4.7)

Esta última ecuación diferencial, que tiene como entrada a la señal de error

q̃2, representa al subsistema escalvo.

Por otro lado, la segunda parte del controlador, deberá garantizar que si la

entrada al subsistema esclavo es cero, entonces el sistema en cascada completo

será Global y Asintóticamente Estable (GAS).

Así pues, utilizando la segunda parte de (4.1), la cual representa a la dinámica

del motor, y expresándola en términos de la dinámica del error de seguimiento
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en las coordenadas actuadas, tal que q̈2 = ¨̃q2 + q̈2d, se tiene que

J
(
¨̃q2 + q̈2d

)
−K(q1 − q2) = u

que también puede escribirse como

J ¨̃q2 +Kd2
˙̃q2 +Kp2q̃2 = ψ2

con la variable ψ2 = u + K(q1 − q2) − J q̈2d + Kd2
˙̃q2 + Kp2q̃2, para que la

igualdad se satisfaga y las ganancias de control Kd2, Kp2 > 0. Así, haciendo

la dinámica del error de control ψ2 = 0, se tiene la señal de control

u = K(q2 − q1) + J q̈2d −Kd2
˙̃q2 −Kp2q̃2 (4.8)

Esta ley de control garantiza que el sistema maestro tenga una dinámica en

lazo cerrado lineal dada por

J ¨̃q2 +Kd2
˙̃q2 +Kp2q̃2 = 0 (4.9)

Es decir, con la ley de control provista por (4.8), (4.6) y (4.5) el sistema en

lazo cerrado puede expresarse como un sistema en cascada de la forma:

J ¨̃q2 +Kd2
˙̃q2 +Kp2q̃2 = 0 → Kq̃2 = D(q1) (ε̇1) + (C(q1, q̇1) +Kd1) (ε1)

Sistema Maestro Sistema Esclavo

4.1.1. Análisis de Estabilidad

Para concluir sobre la estabilidad del sistema completo, es necesario primero

un análisis individual del sistema esclavo y del sistema maestro. En [26] y

la teoría general sobre la estabilidad global de la cascada, se encuentra que
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para un sistema de la forma

η̇ = f0 (η, ξ)

ξ̇ = (A−BK)ξ
(4.10)

el origen del sistema (η, ξ) = (0, 0) es Asintóticamente Estable (Localmente)

si el origen η = 0 del sistema η̇ = f0 (η, 0) es local y Asintóticamente Estable.

Así mismo, el origen del sistema en cascada es Global y Asintóticamente

Estable (GAS), si además el sistema η̇ = f0 (η, ξ) es Entrada-Estados Estable

(ISS por sus siglas en inglés).

Siguiendo lo anterior, la estabilidad del sistema maestro se hará con la can-

didata a función de Lyapunov V = 1
2
q̃T2Kp2q̃2 + 1

2
˙̃qT2 J ˙̃q2. Así, evaluando su

derivada temporal a lo largo de las trayectorias del sistema maestro en lazo

cerrado, se tiene

V̇ = ˙̃qT2
(
−Kd2

˙̃q2 −Kp2q̃2

)
+ q̃T2Kp2

˙̃q2 =

= − ˙̃qT2Kd2
˙̃q2 ≤ 0

y utilizando el teorema de La Salle se observa que V̇ ≡ 0 implica que ˙̃q2 =

¨̃q2 = 0, evaluando lo anterior en (4.9) se tiene que q̃2 = 0. De donde puede

concluirse que el equilibrio del sistema maestro es Asintóticamente Estable.

Por otro lado, el estudio de la estabilidad global del sistema esclavo no forzado

ε̇1 = f0(ε1, 0) también puede verse de manera transparente con la candidata

a función de Lyapunov V = 1
2
εT1Dε1, puesto que su derivada temporal a lo

largo de (4.7), con q̃2 cero, está dada por

V̇ = εT1 (−C(q1, q̇1)ε1 −Kd1ε1) + 1
2
εT1 Ḋε1

y aprovechando la propiedad de antisimetría de la matriz Ḋ−2C, la derivada

de la candidata a función de Lyapunov es
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V̇ = −εT1Kd1ε1 < 0

que es estrictamente menor que cero, por lo que puede asegurarse que el

equilibrio del sistema esclavo no forzado es GAS.

Finalmente, para poder concluir sobre la estabilidad global de la cascada, es

necesario asegurar que el sistema escalvo sea además ISS. Aquí se recurre

nuevamente a la literatura general para sistemas entrada estados estables1.

Así pues, considerando a la función positiva de�nida y continuamente difer-

enciable

V =
1

2
εT1Dε1

la cual, al ser una forma cuadrática en ε1, puede ser acotada por funciones

clase K∞ de la norma de ε1 como

λmin(D) ‖ε1‖2 ≤ V ≤ λmax(D) ‖ε1‖2

y cuya derivada temporal a lo largo de las trayectorias del sistema también

puede acotarse por una función positiva de�nida del estado ε1, esto es

V̇ = εT1 (Kq̃2 − C(q1, q̇1)ε1 −Kd1ε1) + 1
2
εT1 Ḋε1

= −εT1Kd1ε1 + εT1Kq̃2

= − (1− θ) εT1Kd1ε1 − θεT1Kd1ε1 + εT1Kq̃2

de donde

V̇ ≤ − (1− θ) εT1Kd1ε1

para 0 < θ < 1 y cualquier ‖ε1‖ ≥ ‖K‖‖q̃2‖
θλmin(Kd1)

Cumpliéndose entonces que

∂V

∂t
+
∂V

∂ε1
f(t, ε1, q̃2) ≤ −W3(ε1)

1Ver Teorema 4.19 de [26]
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con W3 positiva de�nida para cualquier ‖ε1‖ ≥ ρ (‖q̃2‖) con lo que puede

asegurarse que el sistema (4.7) es entrada estados estable. Y, más aún, con

esta conclusión, aunada al conocimiento de la estabilidad del sistema maestro

y del sistema esclavo no-forzado, puede a�rmarse que el origen del sistema

en cascada es GAS.

Esta última aseveración asegura también que ε1 ∈ L2∩L∞ y se pueden utilizar

entonces las herramientas precisadas en el capítulo anterior para determinar

que con esto, las coordenadas no actuadas q1 alcanzan un consenso 2.

4.1.2. Discusión

Este control por desacoplamiento es un esquema alternativo a aquel pro-

puesto en el capítulo anterior. La ley de control especi�cada en (4.8) también

es implementable puesto que se está suponiendo la medición completa del

estado.

Por otro lado, de la ley de control (4.8), (4.6) y (4.5) puede verse que el

controlador es mucho más simple que aquel en (3.11), sin embargo, este

controlador tiene una gran desventaja frente al anterior. Obsérvese que en

la expresión (4.6) para q2d, a diferencia del controlador en (3.10), depende

directamente de la variable q1 y por lo tanto de su segunda derivada en

la ley de control. Lo anterior implica que o bien se necesite de un medidor

de aceleración, lo cual no es físicamente deseable, o bien se utilice el modelo

(4.1) para obtenerla, con la desventaja de que, en este caso, el controlador por

desacoplamiento depende fuertemente del conocimiento de los parámetros de

los robots.
2Para un análisis más detallado re�érase al capítulo 3 y su estudio sobre el caso sin

retardos.
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4.1.3. Simulaciones

El objetivo de esta subsección es la validación por simulación de la ley de

control correspondiente al controlador basado en desacoplamiento cuando se

considera que no existen retardos en la comunicación. En el siguiente grupo de

simulaciones se consideró que los parámetros se conocen completamente, es-

tos parámetros y el grafo de comunicación, son los mismos que los presentados

en el controlador del capítulo anterior. Los valores de las ganancias del con-

trolador son λ1 = 1,5, Kdi1 = 0,5, Λ2 = diag(3, 3, 1,5, 3, 3, 1,5, 7, 10, 10, 1,5),

Kdi2 = 0,5 y Kpi2 = 50

Bajo este marco, las Figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 retratan el comportamiento

de las coordenadas no actuadas y sus velocidades, así como los errores de

consenso, seguimiento y el valor de las entradas de control, respectivamente.

La primer �gura muestra la posición de las diez coordenadas no-actuadas,

donde puede verse, que después de seis segundos (cada una iniciando en un

valor inicial diferente) exhiben el mismo valor en estado estable, donde este

valor consensado depende de las condiciones iniciales de los robots.

La Figura 4.2 se presenta para mostrar que el segundo objetivo de control

también se satisface, en el sentido de que las velocidades de las coordenadas

no actuadas de los diez robots se hacen cero. Por otro parte, la Figura 4.3

muestra los errores de consenso y de seguimiento, respectivamente para ase-

gurar que éstos se desvanecen, es decir, que las coordenadas actuadas alcan-

zan a sus deseadas y que con esto, las coordenadas no-actuadas llegan a un

consenso.
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Figura 4.1: Posición de las coordenadas no-actuadas q1 (en grados) en la red
de diez robots de uniones �exibles
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Figura 4.2: Velocidades en las coordenadas no actuadas q̇1
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Figura 4.3: Error de consenso e1 y de seguimiento q̃2

Por último, en la Figura 4.4 se observa la magnitud de las señales de control,

las cuales se mantienen todas actotadas y menores a 3 Nm. Mientras que en la

parte inferior de esta misma �gura pueden verse las coordenadas actuadas,

las cuales debido al acoplamiento lineal que exhiben con las no-actuadas,

también alcanzan un consenso.
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Figura 4.4: Señales de control y posición de las coordenadas actuadas q2

4.2. Control Basado en Pasividad

El siguiente es un controlador que al igual que el abordado en el Capítulo

3 está basado en pasividad pero deriva de proponer una función de energía

deseada diferente. En principio, la ley de control que surge con este esquema

es mucho más simple que aquella encontrada en el Capítulo 3. La idea general

de este controlador sigue los lineamientos propuestos anteriormente, en donde

se requiere probar primero que la señal auxiliar de error ε1 se desvanece y

demostrar con esto que las coordenadas no-actuadas llegan a un consenso.

Sin embargo, hasta el momento no se tiene una prueba de convergencia de

dicha variable auxiliar de error.

Para el diseño del controlador se considerará al modelo para N -robots de
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uniones �exibles en su forma compacta como

D(q1)q̈ + C(q1, q̇1)q̇ + G(q1) +Kq = Mu

con q =
[

q1 q2

]
∈ R2Nn, y las matrices especi�cadas en el capítulo ante-

rior. En este enfoque, siguiendo el esquema de control publicado en [5] para

un solo robot, se desea asignar una función de energía deseada de la forma

V = 1
2
εTDε + 1

2
q̃TKq̃. Así pues, retomando la de�nición de los errores de

seguimiento y consenso dados por

e1 = (L ⊗ In)q1 ∈ RNn

y las dos variables auxiliares

ε1 = q̇1 + λ1e1 ; ε2 = ˙̃q2 + Λ2q̃2

Se puede escribir a la dinámica del error deseada como

D(q1)ε̇+ (C(q1, q̇1) +Kd) ε+K

[
q1

q̃2

]
= ϕ

dondeKd es una matriz diagonal positiva de�nida que inyecta amortiguamien-

to, y el término

ϕ = Mu−

{
D(q1)q̈r + C(q1, q̇1)q̇r + G(q1) +K

[
0

q2d

]}

con el vector q̈r =
[
−λ1ė

T
1

(
q̈2d − Λ2

˙̃q2

)T ]T
. La ley de control y la ex-

presión para q2d, se obtiene de asegurar que el término ϕ ≡ 0. Lo anterior
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signi�ca satisfacer la igualdad[
0

u

]
=

[
D(q1) 0

0 J

][
q̈1r

q̈2r

]
+

[
C(q1, q̇1) 0

0 0

][
q̇1r

q̇2r

]
+

[
G(q1)

0

]
+

+

[
K −K
−K K

][
0

q2d

]
−

[
Kd1 0

0 Kd2

][
ε1

ε2

]

de donde la expresión para la señal de control queda dada por

u = J
(
q̈2d − Λ2

˙̃q2

)
−Kd2ε2 +Kq2d (4.11)

q2d = K−1ur (4.12)

con la ley de control reportada en [23] para consenso en robots de uniones

rígidas dada por

ur = −λ1Dė1 − λ1Ce1 +G(q1)−Kd1ε1 (4.13)

Utilizando la ley de control dada por (4.11), (4.12) y (4.13) la dinámica en

lazo cerrado queda de�nida por

D(q1)ε̇+ (C(q1, q̇1) +Kd) ε+Kq̃ = 0 (4.14)

con el vector q̃ =
[

q̃T1 q̃T2

]T
. La idea es ahora utilizar como candidata a

función de Lyapunov la función de energía deseada, obteniendo entonces la

derivada temporal de V a lo largo de las trayectorias del sistema (4.14) se

tiene

V̇ = εTDε̇+ 1
2
εT Ḋε+ 1

2
q̃TK ˙̃q

V̇ = εT (−C(q1, q̇1)ε−Kdε−Kq̃) + 1
2
εT Ḋε+ q̃TK (ε− Λq̃)

V̇ = −εTKdε− q̃TKΛq̃
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con el vector q̃ =
[

qT1 q̃T2

]T
y la matriz Λ = diag {λ1L, λ2IN}. Puede

observarse que en la igualdad para V̇ , el primer elemento es cuadrático en ε,

por la positividad de la matriz Kd, sin embargo, el segundo elemento tiene

involucrado el producto de la matriz de elasticidad, positiva semide�nida,

con la matriz Laplaciana, la cual tiene todos sus valores propios, excepto

uno en cero, con parte real positiva. El producto entre estas dos matrices no

conmuta, por lo que no se puede saber si la matrizKΛ es positiva semide�nda,

con esto V no es función de Lyapunov y habrá que utilizar otras herramientas

para determinar la estabilidad interna del sistema.



Capítulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis se propusieron un par de soluciones para el problema de consenso

en una red conectada y compuesta por sistemas Lagrangianos subactuados.

Se abordó el problema para el caso particular en que los agentes son robots

de uniones �exibles y se consideró la existencia de retardos desconocidos en

los canales de comunicación. El resultado presentado es una extensión al

artículo previamente publicado en [23] para el caso de sistemas Lagrangianos

totalmente actuados, de donde se heredan las suposiciones débiles que se

hacen sobre el grafo de comunicación.

Así pues, en este trabajo, se presentaron dos esquemas de control que solu-

cionan el problema de consenso. El primer esquema está basado en pasividad

y toma como inspiración la función de energía deseada propuesta en [3] para

un solo robot de uniones �exibles. Este controlador también puede adaptarse

para el caso donde se consideran retardos en la comunicación. En ambos

casos, su principal desventaja es que necesita del conocimiento de las condi-

ciones iniciales; sin embargo, para el caso sin retardos se demostró la robustez

del controlador frente a incertidumbres en estas condiciones. En este sentido,

70



CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO 71

el desempeño alcanzado por este controlador, considerando y no retardos en

la comunicación, es destacable.

Así mismo, se presentó un segundo esquema de control basado en desacopla-

miento que también da solución al problema de consenso. La ley de control

asociada es más simple comparada con aquella que necesita del conocimiento

de las condiciones iniciales; sin embargo, la gran desventaja de este esquema

es la fuerte dependencia del conocimiento de los parámetros. Finalmente, se

presentó un tercer esquema de control, basado en pasividad, cuya conver-

gencia hasta el momento, no se ha podido demostrar, aún cuando por las

simulaciones obtenidas para este controlador, pareciera que el único punto

de equilibrio al que las coordenadas no actuadas convergen es a cero.

Desde la particularidad de esta tesis, los controladores necesitan de la medi-

ción de todo el estado y suponen conocidos los parámetros de los robots, así

que, como trabajo futuro, se pueden incorporar estos aspectos en el diseño de

la ley de control. Se pueden considerar, además, los escenarios especí�cos de

consenso donde existe una dinámica líder o bien, el caso donde se desea que

el valor consensado obedezca a una distancia entre los agentes, abarcando

así, otro tipo de aplicaciones.

En el desarrollo de la tesis se encontraron varias cuestiones que también se

plantean como trabajo futuro. Entre ellas, utilizar la ley de control para sin-

cronizar las coordenadas actuadas de los robots y, aprovechando el acoplamien-

to lineal que existe con las coordenadas no-actuadas, dejar que éstas también

alcancen un consenso. Esta perspectiva tiene la gran ventaja de que la dinámi-

ca actuada de los robots de uniones �exibles bien puede escribirse como una

cadena de dobles integradores para los cuales, existe una amplia literatura

que reporta su sincronización. En otro marco, los resultados obtenidos están

en términos de coordenadas articulares, pero el consenso en estas coordenadas

no asegura el consenso en coordenadas cartesianas, por lo que es necesario

analizar el problema desde este contexto.
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Por último, se presentó la tesis con la intención de contribuir en el acotamien-

to del problema de sincronización de Sistemas Lagrangianos Subactuados. Así

pues, con este trabajo, además de la experiencia obtenida, se busca seguir en

la investigación con el objetivo de ampliar la clase de Sistemas Subactuados

que se pueden sincronizar bajo el mismo enfoque de control.



Capítulo 6

Apéndice

6.1. Álgebra Matricial

A menudo se encontrarán matrices cuyos elementos son por sí mismo ma-

trices, algunas herramientas y de�niciones para matrices de�nidas a bloques

pueden encontrarse en [25], entre ellas las siguientes:

1. Si A y B son matrices cuadradas,

det

[
A 0

C B

]
= detA detB

2. Si A es no singular, entonces

det

[
A D

C B

]
= detA det [B − CA−1D] y,

[
A D

C B

]−1

=

[
A−1 + E∆−1F −E∆−1

−∆−1F ∆−1

]
, donde ∆ es el comple-

mento de Schur de A y está de�nido como ∆ = B − CA−1D, E =

A−1D, y F = CA−1.
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Dentro del álgebra matricial, una de las herramientas ampliamente utilizadas

a lo largo de la tesis es el producto de Kronecker, este producto es una

operación entre dos matrices de tamaño arbitrario que da como resultado

una matriz bloque. Así, sea A ∈ Rm×n y B ∈ Rp×q, entonces el producto

de Kronecker o producto tensorial de A y B está de�nido como la matriz

A⊗B ∈ Rmp×nq, tal que

A⊗B =


a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB


Además, suponga que U ∈ Rp×p, V ∈ Rq×q, X ∈ Rp×p y Y ∈ Rq×q, entonces

se cumplen las siguientes propiedades:

1. (U + X)⊗ V = U ⊗ V + X ⊗ V

2. (U ⊗ V ) (X ⊗ Y ) = UX ⊗ V Y

3. (U ⊗ V )T = UT ⊗ V T

4. Suponga que U y V son invertibles, entonces (U ⊗ V )−1 = U−1 ⊗ V −1

5. Si U y V son simétricas positivas de�nidas (respectivamente, positivas semide�nidas),

también lo es U ⊗ V
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