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A LOS ASISTENTES A LOS CORSOS DJ::L CEWf.RO DE EDUCACION 
CONTINUA 

_,a_s a u ::o:t: idades de la Fac1_¡l tad de Inqenierfa, por conducto de.L .:.1er e u e 1 
C'cn ~-t:C; de E(h~a.~i.6~, Contin.ud, ct"o·;~~;,:d! 1..m,:t CO'l:'ltan:::::i:l ,je asi sten\'5 d a ~ 
éjli:!.enes cmnl) !...-tn co¡, 1-:)S n:;qnisi. t:os •;Sti.\C•lec1 fl,>B para t J.da curse:. !.as 
pereonas qu~ deseen que ap~rczc~ su t5~ulo ~tofesional pre=ediendo a
su nombre: en la constanciu, deberán entrega1: copia del m:Lsmo o a.~~ s1; ~ 
c~dula a más-tardar el SEGUNDO DIA de clases, en las oficinas del Centro 
con la sefiorita encargada de inscripciones. 

El control de asistencia se llevar~ a cabo n trav~s de la persona encar 
gada de entregar las notas del curso. Las inasistencias serán computa= 
das por las autoridades del Centro, con el fin de entregarle cunsta~cia 
solamente a los alumnos que tengan un mi'nimo dE:l 80% de asistenc.~ a. 

Se recomienda a los asistentes partici.par act:tvamente con sus ideas y 
experiencias, pues los cursos que ofrece el Centro están planeados para 
que los profesores expongan una tesis, pero sobre todo, para que coordi 
nen las opiniones de todos los interesados constituyendo verdaderos se~ 
minarios. 

Es muy impor.t.ante que todos los asistentes lLenen y entregen su hoja -
de inscripci6n al·ini9io del curso. Las p~rsonas comisionadas por al
guna insti tuci6n de:Oer~n pasar a. inscribirs-:.~· en las oficinas de] Centro 
en la misma forma que¡ los demás asistentes f entregando el oficio respe~ 
tivo. 

Con objeto de_. niejor'ar los servicios que el C:~ntro de Educac:i6n Continua 
ofrece, al final del curso se hará una evaluaci6n a tráves de ~n cues-
tionario disefiado para emitir jijicios an6ni1nos por parte de los nsiaten 
tes. 
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U~..;iVERSIDAD ¡ ... ~ACl0N,4L p:_;rONOMA DE MEXICO 
FACULTAD DC iNGENif::RIA 

DI VI SI ON Df: ESTL;[)I OS SUPER! ORES 
CEf\ITRO DE EDt.JCAC! ON CONTINUA 

DI RECTORiú GEN ERAL 

REGISTRO DE AS IS'rENTES Y PROFESORES. 

F o L , o LJ_rr--o cLAvE Asoc[IJ 
í 5 6 7 

8 13 14 NOMBRE (S) APELLIDO PATERNO APELLIDO !JJATERNO 41 

Pf(L FtD. CAUS. rPiriTil r r rTl CEO. PROF. rr__r 1 1 LIJ 
<+~ 51 52 58 

·¡EL. PARTICULAR ['¡-lTIJJ LL! 1 l 1 IJ EXTENSION [[]~-J~J j_j__J TI:-L. OFICINA 
59 r- 65 66 72 73 76 

f/~kf-i.Q UE CON tJL-JA CRUZ 

AS! SrEI''·ITE D PROFESOR D u [[] 
77 80 

f"_l]__T! 1 IITI Lll_ll_n LL rr-, 1 ! DifTT[D 
S o DOMICILIO PARTICULAR (CALLE. NUMERO Y_ No. 1 NTERIOR) 41 

~--n-1-D_II __ ll__l 1 Jj_JTITIIIi r 1 rrrm z.P. rn 
42 COLONIA 71 72 73 

OJ 
ESTADO 74 7!:1 

[]] 
TITl~O PROFESIONAL 76 77 ESPECIAL! DAD 

--,-,.....--II--,~-['TT'nr r-- ¡ --~---1- _ j Ll , , , , , 1 1TII 1 ¡ 1 r 1 1 r r 1 t 1 r rn 
8 DOMICI UO DE OFICINA (CALLE, NUMERO Y No. l NTERIOR) - 41 

-J_ILJJ r 1 ITIII 1 1 LLflLL.Lll 1 1 l U_L-r z.P. c~o 
12 COLONIA 7f 72 73 

-----------~-----

ESTADO 

ÜOCIACIONES A LAS QUE PERTEf',IECE. 

[O 

[I_J 

Lrn _¡_j 
74 75 

--------"---------

ITJ [2] 
78 79 80 

r.;l d_J 
80 
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CENTRO DE EDUCACION CONTINUA, DIV. DE EST. SUP. F .I .-UNAM 

APROVECHAMIENTOS HIDRA U LICOS 

Fecha: Del i4 al 25-de noviembre de 1977 
Coordinador : Dr. Rolando Spri.ngall G. 

TEMA 

1 o NATURALEZA DE LOS SISTEMAS 

1 o 1 Cicl~ Hidrológico. Fuentes y Usos del Agua. 
Disponibilidad. 

1 .2 Características Hidrológicas de los Sistemas 
de Aprovechamientos Hidráulicos. 

PROFESOR 

1 .3 Componentes estructl:lrales de los Sistemas de 
Aprovechamientos Hidráulicos. Sistemas de -
Captación. Sistemas de Conducción c.-':.,temas 
de Distribución. M. en I. Francisco Echavarría A. 

2. · INTRODUCCION A. SU PLANEP>.CION 

2.1 Factores Socio-Políticos y legales de los - -
Aprovechamientos Hidráulicos 

2.2 Naturaleza de los Sistemas de Aprovechamien 
tos Hi.drául icos. Ing. Ricardo Martínez H. 

1 

Duración : 40 horas 

OlA HORJ'., 

Lunes 14 17-21 h 

Martes 15 17-19 h 



APROV~CHAMI EN TOS HIDRA U LICOS 
(continuaciÓn) 

TEIW\ 

3. METODOS Y TECNICAS DE ANALI~~S 

3.1 Simulación 
... i .1 o 1 Series Cronológicas 
3.1 .2 Componentes Principales 

3.2. 
3o2 .1 
3.2.2 
3.2.3 

4.1 
4.1 .1 
4.1 .2 

4.2 

4.2 o i 

Optimización 
Programación lineal 
Programación dinámica 
Optimización analítica 

ANALISIS DE DECISIONES 

Sistemas determinísticos 
Conceptos básicos • 
Técnicas de optimización 

Sistemas probabil {sticos. Decisiones bajo i~ 
certidumbre 
Conceptos básicos, Reglas de decisión. Uti
lidad 

4.2 .2 Decisiones Bayasianas. Cálculo de estr·ate-·
gías. Estimación. 

4.3 Aplicaciones a Sistemas Hidráulicos 

4.4 Aplicación de análisis micr·oeconómico a 
problemas de Decisión o 

o 

PROFESOR 

Ing. Francisco Téllez G. 

O r. Alejandro LÓpez T. 

DIA 

Martes 15 
Miérc. 16 
Jueves 17 

HORA 

19-21 h 
17-21 h 
17-21 h 

Viernes 18 17-21 

o o 



o 

4.4.1 

4.4.2 

5. 

5.1 
5.1 o1 

5.1 .2 
e:¡ .1 .3 
5.1 .4 
5.1 .5 

5.2 
5.2 .1 
5.2.3 
!'5.2.4 

5.3 

5.3 .1 

5.3.2 
5.3.4 

5.3.5 

5.3.6 

5.3.7 
5.3.8 

o 
APROVECHAMIENTOS HIDRAULICOS 

(continuaciÓn) 

TEMA PROFESOR 

Introducción a los elementos de microecono 
mía 
Planteamiento de los problemas o Solución M .en I, Alexis Aguilar 

EVALUACION 

Conceptos de Evaluación 
Conceptos de análisis económicos 
Factores de descuento. Tasas de interés 
Valor presente. Anualidades 
Relación B/C. Beneficio marginal 
TIR M o en C. Cesar Herrera T. 

Evaluación de Proyectos 
Riego 
Control de Avenida~ 
Usos MÚltiples M .en C ,Jaime Sancho 

Evaluación bajo incertidurnbre en un contex-
to de Objetivos Múltiples: Casos Prácticos. 
El Problema de objetivns y atributos múlti--
ples. 
DesarrC?llo Nacional vs Desarrollo Regional 
Aplicaciones en aprovechamientos hidráuli--
cos 
Las componentes de incertidumbre en los --
problemas de evaluación. 
Manejo de la incertidumbre (enfoque de pri-
mer orden) 
Casos prácticos 
Alcances y 1 imitaciones de las metodologías 
analizadas. Oro- Jorge Díaz Padilla 

8 

() 

DIA 

Lunes· 21 

Martes 22 

Miérc. 23 

Jueves 24 

HORA 

17-21 

17-21 

17-21 

17-21 

• 1 
~ 



APROVECHAMIENTOS HIDRAULiCOS 
(continuaciÓn) 

TEfVtA 

6. PLANEACION DE LOS SISTEfv\.A.S DE A
PROVECHAMIENTOS HIDRA U LICOS. 

6.1 El proceso de Planeaci.ón. 

6.2 Objetivos y Metas. Coordinación de Progr~ 
mas. 

6 .. 3 Factores Humanos. 

6.4 Interacción d·el Agua con otros recursos. 

7 o MESA REDONDA 

o o 

PROFESOR 

Ing. Ricardo Martínez H o 

DIA HORA 

Viernes25 17-19 h 

Viernes 25 19-21 h 

o ' ' ! 
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1. 

2 . 

3. 

DlRECTORIO DE PROFESORES DEL CURSO 
- L .. ""': 1 ~ • -, ¡~ 

"APROVECHAMIENTOS HIDRAULICOS" 
,""' .) ~ ·-~~~; /'_ '-! ' ... ·: ~! ~~" • \ 

~- en I. ALEXIS AGUILAR 
INGENr'ERIA PROCESAMIENTO ELECTR,ONICO /S .A. 
JEFE DE PROYECTO l,

1 
,., ~ _) • ;~.: h 

San Lorenzo No. 153J·6°'-''Pi-·sb··-
Col. del Valle . ·.::r, ~ 

México 12, D. F. - ... ~: 
Tel. 575-40-77 

DR. JORGE DIAZ PADILLA 
FELIPE OCHOA Y ASOCIADOS " 
DIRECTOR TECNICO: ~ _::; :~:_,;',: .;: :, - 1 

Av. Revolución1 fNé>\ -~·19.09--7°~ Pi-so·
Col. Villa Alvaro _Obregón 
México 20, D. F. 
Tel. 548-92-11 

M. en I. FRANCISCO ECHAVARRIA A. 
CONSULTORES_, S·.·-~. ,, ~. _ _ :_.. :·. 
GERENTE DE' ESTUDIOS~--'Y--'PROYECTOS . 

-Insurgentes Sur No. 452- Desp-. ·507·.-·-·"·" 
Col. Roma 
México -7, D. F. 
Tel. 584-77-88 

... r~ ,-

4. M. en C. CESAR HERRERA TOLEDO 
COMISION DEL PLAN NACIONAL HIDRAULICO 
DIRECTOR DE FORMULACION Y VERIFICACION 
Tepic No. 40-2° ·Piso 
Col. Roma 
México 7, D. F. 
Tel. 574-14-97 

5. DR. ALEJANDRO LOPEZ T. 
FELIPE OCHOA Y ASOCIADOS 
JEFE DE PROYECTOS 
Av. Revolución No. 1909-5° Piso 
Col. Villa Alvaro Obregón 
Mé·xico 20, D. F. 
Tel. 550-12-12 

} } ' 



DIRECTO~IO DE PROFESORES DEL CURSO 

".!.?F. (",'EC:-LA.~1I F~TOS H I DRAUL I COS" 

6. ING. RICARDO MARTINEZ H. 
SUB-SECRETARIA DE EVALUACIO~ 
DE LA SECRETARIA DE PROGRAMACION 
JEFE DEL DPTO. AGROPECUARIO 
Fray Servando No. 77-2° Piso 
México, D. F. 

7. M. en C. JAIME SANCHO 
COMISION DEL PLAN NACIONAL HIDRAULICO 
DIRECTOR DE INVENTARIOS DE AGUA Y SUELO 
Tepic No. 40-2° Piso 
Col. Roma 
México 7, D. F. 
Tel. 584-72-74 

8. ING. FRANCISCO TELLEZ G. 
SUBSECRETARIA DE PUERTOS Y MARINA MERCANTE 
DIR. GRAL. DE OBRAS MARITIMAS 
CONSULTOR 
Insurgentes Sur No. 465-3° Piso 
México 12, D. F. 

o 

o 

o 
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APROVECHAMIENTOS HIDRAULICOS 

EJEMPLO DE UNA SERIE CRONOLOGICA 

ING. FRANCISCO TELLEZ GRANADOS 
NOVIEMBRE, 19 7 7 
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APROVEéHAMIENTOS HIDRAULICOS 

ANALISIS DE DECISIONES 
PLANTEAMIENTO DE LOS PROBLEMAS Y SOLUCION 

ING. ALEXIS AGUILAR M. 
NOVIEMBRE, 19 77 
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l.l -CArACIDAD DE LA OBRA DE DESVIO 

LJ c~pacidad d2 la.obrJ d~ desvío depende del tipo de cortina de la presa, --

pi'l::sentc'índose gen:.:talmente los siguientes cor,lportamientos: 

Pat'rl pi·csas ele concreto, los duiíos er;¡ el si ti o P,Ot inundación no ponen en p~ 

11 yo 1 a cons tl't.:cci ón, uc!:2r~15s 1~0 i mp 1 i ca ri csgo udi ci ona l Jgu;;.s JbJ.,JO, pero 

,_,~_, pl'O'!ucurf,lll relrusos en el programa. Pura este tiro de cortina :::s fact1-

blc clisnnnuH la capaeidad ele la obra de desvío por tú11eles, ·con d2S·Iío:; uJ]_ 

c1onalcs a trr1vés del cuerpo de la cortina, taJOS er el cauce o sobre prtrte 

dt' la propia cortina. 

P;~¡·a presas de mat:-:rialcs gradllrHlos, los daños son mayores oJjo una inu:JdJ--

c1ón, Jún car·gas péque1ias s0brc la cortina pu'2den pr'O'/ocar la fallu de la es 

t;u:::tu,·a, ocasioné"111duse un pcliqr0 adicionul <.:guas al.Jajo.- Para ésLe ca~o la 

c.:tpJCl rJJd de 1 a ob ru d~ des vio se verá i ncreínentada debido a fa e Lor2s de s2 · 

~¡u r i d , 1 d m ay o res . 

cllyo '/ülumen dc~bo corn~spond•2~ a los riGsyos que se corre. Siendo la tende11 

C 1 a , l L ~ lJ a 1 n O 1 a J (1 il U 1ll:: n t a r 1, rl 1 i1 ·1 '} l ir. U ci e\ P. 1 a S U b t' il S , S Í il O ci i S 111 i n U i t 1 O S - -
' ¡ ' 

ric'sqns de íal1u n:;:;dic:ml~c! lJ q!Jns'L,·ucción'dc la pl'L·sa ráf)idc1,;1~nLe. Paro .::llo 
¡ 

' '" ' 1 

se b~.;:,._a-'saca'r v~ni:aju ck:l período de csti:1je y clesMrollJr técnicJs consuuc 
1 
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t1v.1s de lá presu rápidamente. La tendencia dominante para presas de concr~ 

to y lus de enrocamiento consiste en reducir todo lo que sea posible la cap~ 

c1J,1d de los túneles de desvío, to1nando en cuenta la inundación del vaso prQ_ 

vacado por lus ataguía~. En este caso, la avenida puede ser desalojada por 

o¡·ificlüs ~cJjados en la' estructura definitiva· de concreto, ó ·bien, es posible 

r.unsidcTar el llcnttdo parcial del vJso; en las presas de enrocannento, la se-

guridad de ·la pr:csu se 9ttl'dlltiza por una distribución adecuuda de las diver-

sas ctt'tegbrí as de enrocami ento o cons tr·uyendo rápidamente e 1 paramento imper-

' Un problema primordial para la ctara inic1al de construcción es la de alcJnzar 

una elevación necesJna pura absorber la avenida con la atoguía de aguas arri 

bJ. De a,quí la rr1zón por lo 1IJC' co'l mayor frecuencia. ~e constr~ycn r.1ás altas 

las aLJguías de aguas arnba, slclnpre y cuando ésto sea .técnica y econórnicanlen 
' 

te ¡JC:Tilll si b le. 

El cr1terio para definir la avenida de dise~o durante la construcci6n, se hace 

put' mcuio de un an5lisis de optirnizacion, tomando en cuenta por un lado, el -

costo de construcción de la atc>.uuía de aguas arriba y de los túneles de des--

ViO, pct otro, el valor d2 los uul,os qu2 oc.urritían al ::.uun:f)asur las aguas el 

n1vel de la ataguía, asi como lJs pQrJidds ocJsionadas por el retraso en la -

tcrnnnación de las obras. 
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1.2 fACTORt:S QUC TllNGI IriFLUENCIA EN LAS OGRAS DE DESVIO Y SU OPERACION. 

1.2.1 -REGirlEN HIDROLOGICO 

LJ O!leración y el diseño están condjcionados por el régim(2rl hidrológico. 

rstc tnndiciOila:niC'iltO-SC flUCdt~ CllrilCtcrizur por la distribUClÓII delos 

cJuJulcs r.Já:<in:osl p-robabl'2.> dur,mte diferentes períodos en el año. 

Los <Jé1S~os a considerar son: La avenida dediseño de la obra del desvío, 

e 1 cau:..ia l mSx1 :i1o de es ti Jje y el que se espera ocurra para 1 a hora cfít i ca 

de-l río, así COIIJO_Jquellos gastos mciximos y medios mensuales para coordi--, 

n2r lds diferentes etapas constructivas. 

1.2.2 CO:·lDICI01\IES TOPOG!;AriCAS Y GEOTECNIC,1S 

Las cond1C1ones tO!Wgráficas influyen en el tumaño y tipo de las cbl'as 

de d(~svío; Un valle angosto puede ser adecuado para la solución cíásica 

de atdguía de lado a lado del río, y un Vdlle ancho puede hacer posible 

aislar parte del río con una éltu9uía, mientras ,e1 .. u0Ua sigue corriendo 

por el r·e~Lu Je 1ct sección. 

Lu.s colldicioncs geotécnicu.s pueden tener influencia en los túneles G2 des

vío, ya sea limituildo su ta111añ'o o que tengLI:-1 que revestirse deb1do a 1as 

velocidades que pcnn1tu el tipo de rocu.. Pe.ra el caso de las Atagufas, se 

pueden prc?cn Léll' f.)rub 1 cmas por cr·os 1 ón en el fonJo a 1 a lwr·u del ci ern" 

o eros1ón en lc15 atJ.9uías en la zonJ de desvío, cuando el cierte sea r-ilr-
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l·i.ll. Cu,1ndo los estratos del fondo del cauce sean permeables, se puede 

rt'querlr un arreglo especial mediante pantallas impermeables o inyeccio-

·nes. 

J.?.~3 i1/\TERIJ\LES DISPONIBLES 

La disponibilidad de materiales para la construcción de las atagufas y 

el cie~r2 (tierra, arera, aluviones con componentes m5s o menos gruesos 

; li1iltel~iJles de excavación). tienen influencia en el tipo de construcctón 

cscog1do. 

Ld tie1Ta, la arena y 1<1aterial de aluvión pueden emplearse en el cierre, 
\ 

Q oero solamc:nte en c1ertas etapas. Cu.::.ndo es muy d1fícil obtener bloques 

nn:y p(~SJ.dos, es posib1e uti1·izar ulur¡u,_;s de formd esf)eC-iul muy resisten-

tes al arrastre, o bien adoptar métodos especiales para·el cierre. 

l. 3 !·lETODOLOGiA PAR;\ LA ELECCION DE LA C/\PJ\CID/\0 DE LA OGRA DE DCSVIO. 

Co111o une: 1ntroducción general de la fllc:todología partl la elección de la ca-

pac1dad de la obra de desvío, usí co:no sus características, se juzga conve-

n 1 e n te d i v 1 d 1 d r e: 1 e s tu di o en t re s e L1 p as : 

Cstudi0 HHirológico 

Estudio HidrSulico 

J Estudio récnico-lconórnico 
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l. 3.1 CSTUDIO IIIDROLOGICO. 

2stecstudio comprende un análisis preliminar d~ la información cronológi-

ca d~ los escutTimientos registrados en diferentes estaciones cercanas al 

s~tio. De est~s estaciones se hizo un an5lisis tanto cualitativo como 

cuantitativo en sus-registros, para seleccionar aquellos reg1stros que mues 

tren 'mayor confiabilidad y un período adecuado que sea reim2sentativo del 

fen ó:nen o. 

Una vez seleccionada la información se procedió a hacer un aná1 isis esto.dís 

tico basudo en correlogramas pilt'a identificar el tipo de avenidas o trenes 

dP avenidas que presenten cierta unifon11idad en el tiempo, correspo:1dientes 

a ga:,to;> mciximos rrgistrados. Conjuntamente_ se reullzó un .estudio estad-fs-

t1co de valor·es extremos utiliza11do los métodos de Levediev, rJash, Gur:1bel 

' y Warecoun, parJ asociarlos-a diferentes periodos de retorno. En base a 

los resultados obtenidos y la experiencia que se tiene de ellos, se consideró 

como rc;Jresentulivos los valores outenidos con el método de Nash. 

Con la complei:lentación de los Jspcctos, fot~-fna y m&gnituJ.ligados a diferen-

tes fn:cuencias de ocurrencia, se procedió a seleccionar aquel tipo de ave-

n1da que presente condic1ones crft1cas de dfse~o de la obra de desvfo. Lo 

que se l1ízo en base u un estudio iliclráulico del tránsito de vanos tipos 

Je av2nidas. 
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1.3.2. ESTUDIO IIIDRAULICO 

. Lus·condiciotw's que rigen el .diseño son proporcionados por una simulación 

o t1·tínsito de clvcnidas que requieren del funcionami~nto hidráulico de tú-

n2les y de las capacidad~s de regularización del vaso que están dadas por 

las altu~as de dtagUÍd. Con lo que para cada frecuencia se pueden tener 

d1fer2:1~es combinJciones de Lúneles (número y diámetro) y de ataguía (al-

turas) qu·e pronorcionan ur.a gJmJ ele alternJtivas. Estas altetnativas se 

obtienen de t¡·¿msltill" una ·avenidll con un gasto asociado a und probabili--

daci de ocurrencia, a través ·de dif,,r~ntcs combinaciones d.e pjám2tros y 

cuntidad de túneles, lo tuul gcnerJ dife'rente·s· alturas de ~tJguía. El 

¡,¡fst,lO procedimiento se aplicil a d-iferentes avenidas ílSOClildas_iLotros pe-

ríod·Js de retorno, con lo que se obtiene una gilma'rle coJnbinC~r.iones de tipo 

ele ob:·d, a las cuulcs se 1es puede, apl.icur~ un'?nál1sis de íact.Ibilldé!J Téc 

' ' 

r.i co-f:conómi ca. 

1.3.3 ESTUDIO lL:CI'liCO-CCONOf.IICO 

Antes de pasar· a formulat el análisis econonnco de las a1 ternativas, se 

hace necesario un análisi::, de coc,tos que involucren 1as cunt1dades ce 

obra gc:JerdlPs, lo:; que serán englobd,~Os L'n un )l\'ecio ínclic~ referido a 

los metros do. cxci'ly0c1ón rara 1:1 cuso rlc túneles y pard las atagLiías un 

precio índice ;;cr tnJtcr!Jl colocado. 
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U,, los tJ",ínsi tos J2 avenidus se construyeron una serie de curvas de iso-

1 :-psto, que d2f1nen purJ las posibles co1nbinaciones de capacidad de túne-

' 
les y Jlturas d~ ata0uías, el funcionamiento de la obra de desvío para un 

:~1i Sino 0JS to l igudo a un período de retorno. El conjunto de estas curvas 

f 
:~.~u una nlis1na cu11tidad de túneles, se les aplicó un anális1s econór,lico, 

c~t~rn.n:do los costos índ1cc untes mcncionudos como una relación, lo cual 

' 110s U:._'¡-,;;lt2 id~nt1ficar soluc1ones óptimas desde el punto de vista econó 

¡;¡ 1 co. 

;Jor ocr-'J lado se l11zo necesario un análisis por restricción de tipo técn_:¡_ 

co, bcsudo en las velocidades máximas pernnsibles en los túneles, que re~ 

o tr1rll]C: a su vez lu altura de las ataguías. Considerando estos dos asrec-

I_,)S, c'1Jr Ull ludo alternativas Óp"llrlluS económicas y por Oti'O las rt~Stl'iCti 

vc1s t·~c;1icas, se> obse;·vó c¡ue las r.ond1ciones que rigen el d1seño son las 

cic~·nd,Js ¿¡las 1ln1Jté1Ciones dr velocidad, dplic<'indose a ésL1s Jlternativas 

1 o _:, e '' · . l o s q 1 1 •.:: el <o n l ¿¡ s s o 1 u e 1 o n e::, de 1 d i s e f1 o • 

i\ las ~~oluclones c111Lenores de co~,Los de diseño, se les asoc1a un costo-

qor ncs0o, lo CL'cll permite temar" c!cc¡siones adccuJdus. Estos nesgas--

so:1 los valores esperaJos del daño, los cuales se c~st1maron para diferen-

tes S\1luciones de obra::. de desvío osoc1ac!as a d1st1ntos per'iodos de retor' 

no, co::,:J: l-:1 SU!ilil de los productos del daño mós crítico en la vida útil-

ci(? l us obras c:1 cc.so de 1 nuncJac1 ón por 1 a probabilidad cie que ocurra dicho 

o 1 -C.Ji!O. 
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Los da~os consideran la p6rdida total de la propia obra, retrasos en la -

OD!'il e indcnmlz,lciones. Llls pé.rJiJ,¡s de oportun1daJ no se tomuron en cuc.Q_ 

t,l ptics: se piensa que las invcrsior)es destinadas c.1 dichas obras pueden ser 

tr.:ms fcl'i das a otros aprovcci!ami cr'1 tos. Por otra parte e 1 dafio subjetivo -

d~ prestigio o aversión al ¡·iesgo no se tomó en cuenta. 

Finalmente se hace un estudio de.sensibilidad modificando varios de los P-ª.. 

rc'ilil~Útos COPIO son precios; velocidJdes permisibles y daños subjetivos, que 

per'1llitarr tomar decisiones en caso de posibles can,bios. 
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~ ~ ~ RESULTADOS. 
·~ • t • '- • 

L.l obtención de rcsult<:dos se hace a partir de los rrogrJmus de computa-

dorJ e:ustcntes en la S.R.H., manejando los !Jastos máximos anuJles en las 

cuatro estaciones hidrométricas antes mencionadas. 

Los periodos de retorno considerados son (1, 2, 3, 4, 5, 10, 12.5, 15, 20 

25, 30, 35, 40, 45, 50) para fines de obra de desvio. Se analizan tambi~n 

los perfcdos Je (100, 500, 1000, 5000 y 10 000) para efectuar una compJr~ 

ción entre los cudtto 1:1étodos, tratando de estJr coherente con los estu--

dios hastil ahora realizados de lJ obra vet'tedora. 

0~1 anális1s de los cuatro m0todos se desprende lo siguiente: 

Cl n1étodo de Gu:11bel resulta ser el rn5s udecuuuo de tomar en c.ons iderac1ón 

pa¡',1 este caso, puesto que dicho 111¿toJo to1na el efecto de una población-

cJob1c, udc:llás pert11ite una mod-ificación hacia el método d~ tlash, ajustando 

la distriuuc1én cic valor'2S extrr=:mos por medio de 1;1ínimo~ cuildrados. El -

t~fccto de JT~ucstras con dos pobldciones es notable en el <u:álisis princi--

pc1 llllen te pélr'a 1 Q') vo 1 o¡·es JllcnsucJ 1 P. S. 

[1 111~LoJo de Nc1sh es tclJl:bíén b¿¡stantc ccnfiJblt: para períodos d,::: ret:orno 

oeque~os, obscrvonJose que estas estan dentro de rango acrploble. 

El 11:étodo ,lcl tloLe:r· ;(csotn·ce CoLmcil es bé1stant.c conservador f)ilfJ p,;tío-

dos de retO,'rlO Cjl'íUHles y siendo lo ¡¡-;cnos para VJlores p:::que:)os. Se u<.:scar 
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ta totalmente el método en lo que se refiere a gastos mensuales, pues -

los rcsul tados que ~e obtienen se disparan debido a la diferencia pobla-

cional de las mues~ras. 

El método de Lcvediev es ir1termcdio en los resultados y para gastos men-

suales presenta vJlores disparados por el efecto poblacional. 

Cah(~ ll121lCiOilJt' que [lilra el an2ílisis mensual' los valores.conslderados son los 

CJJS tos m5xi lilOS mensud 1 es· '"egi s trados_. 

Cl méloclo de i'lush.es el recomendnclo para la obra de desvío, ya que es el 

méis crítico para períodos ele retorno pequeños. 

Los resul tudas Jn·uJlcs y mcnsuulc:> para los métodos y períodos de retor-

no antes 11r2ncionados, se r'l:!prc·scntan en lus tublas No. 2-, 3, 4, 5, 6 y 7, 
\ 

l:~11 lc1s f1gurus 9, 10 y 11 se prc:scntan·las distribuciones. 
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5~159. 37 
ti1lill.G3 
G383.C9 
6230.0 

G9W. 24 
['.JO l. 32 
81119. ?.4 
GOGS.O 

:::SG2.29 
?~\'G. ~6 
3CJ:~7. 21 
2958.0 

100 

AGU!\r-11 LP/\ 

GI1STOS rl/\:\I!:os ESrERADOS 
TAGLA No. 2 

500 1000 5000 

C/\POr1/\L (18 Km il ilbajo del si t10) 

6?.7S.41 740B.92 9117.92 10572. ?_7 
G930.03 7922 .G5 9176.70 1[)127.06 
7074.50 8G83.29 9337.32 11017.44 
G~Jti5.0 8602.0 9314.0 10968.0 

C:'\RRI ZAL (S Km a abajo del sitio) 

815<1. 47 98G7.09 12522.00 14771.10 
95G9. 25 1112().05 13311.82 llf930.24 
9~HS.2<J 117t13. 76 12753.36 15111). 07 
9106.0 11513.0 12549.0 14953.0 

f-:U/\YNN10TA (afl uem:e) 

::;os3.83 3317.61 5046.33 6245.09 
3132.07 3713.16 11224.20 ~7GG.7!l 
33t18. 86 t1Q<)9. 61 4!f2tL 63 511)2.33 
3290.0 40Gü.O 4390.0 5159.0 

1000 

12720. G4 
11317.19 
11721.82 
11630.0 

13158.79 
16%2.29 
16129.31 
15.SJ8.0 

31S 1. S9 
5~20.28 
5509.67 
5439.0 

DlSI'Lr~/\0[ RO (500 rn abajo confluencia) 

!ltr8S.74 5150.04 G0 1~G.96 7417.31 85<1).94 10!11.95 
52l::i.09 :5898.73 () 7 1}:3. 40 7913.25 87fi8.84 984,J. 91 
5381.90 S9t~8. 11 7~0S.35 8019.24 94:10.35 10068.54 
5294. o S920.0 7370.0 7994.0 9442.0 10066.0 

k \.1/\E¡.; ;~CSOUJ;C[S l.OU:JCIL 
+ '.1;\LOPCS SU:)Cí<IORtS D[L UITCRIJ/\LO DE COiH".Ii\iiZA 

AÑOS 
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3. ESTUDIO HIDRAULICO 

3.Q. MCTODO DE DESVIO DEL RIO 

Cl método purJ desviar el escurrimiento del rio durante la construcción de 

lJ co,·tina, clercndo del tipo de: la misma, del tipo de obras de excedencias 

y de torna, del flujo probable pt·opiamente dicho, y del espacio disponible 

en l J :o na de cons l:rucc1 ón. 

. 
~n el caso do una cortinJ de concreto, ya sea vertedora o no vertedora, 

~uc tenga suf1cier1te espacio para el equipo de construcción, a menudo es 

favor2blo h2ccr col~do de bloque, y dejar el flujo entre ellos, s1n que 

tenga gran influrncia Gl gasto máximo que brinr¡ue sobre la estrudura. En 

otrJs ocasiones es f¿¡ctible que el flujo pue¿a pJsar a trav§s de un hueco 

dejado en la estructura. 

El Jc:svío por f¡,ccJio de tuneles construidos en la:, laderas de los ca;íones, 

y que libr·on lJ zonJ c2 construcciún, pueuen tener i119Lina ventaja en cor-

L.ir1as de concrcco, y su uso es cas1 obligado en cortinas ele material2s gra-

duados. 

r'c~t·a cortinl1:3 Je rnJLerialos gr,lc!UlHll)s, con fl'ccut~ncia ex1ste la necesidad 

C'2 hc_cc,· el desvío 2n ~~~os c:tapo.s: und pnn.era en tajo ó canal y uno. se-
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~lund,1 en túneles ó una combinación de tajo o canal con túneles . 

Los túneles de desviación pueden usarse con ventaja en la descarga de ver-

tcdorcs con canal lateral y en obras de toma y de control, por lo que en 

le: r1an~oción general se toma en cuenta osa posibilidad . 

[l costo del desvío es generalmente mayor para cortina de materiales gradu-ª-

dos, r:u~ nJra corL1na dP concn~to, debido a la gran amplltud de la base en 

lJs cortJna·; priiiiL~I',llncnLo sci1aladas y a la restricción de r:¡ue brinque algu-

Las c:lfercllCJ,JS t:ll costo Je d1 r·crcntes desvíos, generalmer-.te no son de gran 

l'il;)or:.::ncia en lJ selección clcl L1po de cortina, sin en:bargo en el caso de 

nut: se Le11~1J U1l rírJ per,ncHJenCc y 111uy cJuclaloso la diferencia de costo puede 

constribuir a la sclecc1ón Jc la cort1na de concreto. 

SerJlÍn las consJdCl'aciones uclteriores, la plancación de las estructuras que 

fori11JTc1n 1d obra de Jesvío, dcpe1H1cr3n principJl!llcnte ele cinco elementos: 

a) :1Jgni tud del fluJO por clcsvlar, cuyas caxacterísticas se hJn discuti-

do Jnü:riormr=nte. 

b) Célractcr~s~lcas fís1cas del siti\) de construcc1ón: topográficas, geo-

lóCJicas, etc., C]Ue en purLe :1an sido pr8potcionadds por el anteproyec-

to, ~ucd~ndo ~cndicnt2 algunos estudios b5sicos ~uc influir5n posterio~ 
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mente en la elección del tipo de corlinJ. Sin ernbar90 para la alterna-

t'iva de unJ corlinu de mJtcrillles uraduados se desecha la posibilidad 

de un tajo en el cauce, debido a que el índice (altura de cortina) / 

(base de boquilla) y los gastos a desviar son muy grandes. 

Tipo de cortina por construir. El tipo de cortina, queda sujeto a los 

e~tudios b&sicos de geología, mecánica de suelos y rocns, y de locdli-

zc::c i ón de bancos de materia 1 es. Que actual mente se llevan a cc~oo. 

Por lo que este estudio conlenr 1Jlará cálculos hrdráulicos tanto para 

lél aHer·nativi1 de cortina ele rndtcriales graduados como de concreto. 

d) Cüracterísticus y loculizJclón del resto de las estructuras hidráulicas 

q1H: forrnan lu presa. En este; caso, la altura C.:e la cortina que; es del 

1Jrdon de 180:11 illlpidc considerur a prior·i el apro';(xh¿uniento de las 

ol:J1·cls dl~ clc:.ovío- c..u¡·,:o so.J los túneles- en r·onll<'- 1ntegral C01l lu obra 

vertedora ó con la obra ele tonra .. Por lo que inicialmente nos~ consi-

dcrará csl:a rosibiliclad f:!Jra el <11lálisis de costos. 

e) Secuencia de las opc>racior11~s con:;tt·uctlvas. La secuencia de las etapas 

c::nst:::ctlVJS :;ucdcrBíl dofi;ncJus ¡lOSt0rior111t.:nl~ con un drrál isis oe fac-

tibilidJd de Ja~os aplicJda a diferentes alternativas ele obras. 
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3.1. fi.'~J\LISIS lliORJ\ULICO DE LfiS OGI~J\S 0[ !JCSVIO 

Este análisis contenmlará priJ1Jera111ente las obras de desvío para la alter-

n,ltlvJ de unJ cort1na de materiulcs grac1Ut1dos y posteriormente la de cor-

~1n2 de concreto. 

F'MJ la alternJtlva de muLeriales graduacios, se calculará la derivación 

a tl"c1V,~s de túneles p8r· ser este 1nétodo el más factible. 

Se cons1derar0 1nicialmente en los cálculos hidráulicos, túnelPs sin reves-

tir y con recubrimiento, con velocidJdcs límites de 10 y 20 m/s respectiva-

1w::n te. Deoendi en do su rnod1 fl cae 1 ón en función de 1 os estud1 os - de 1 a na tu-

1·dll~1:a c:e lü roe.:~ "v de su ~ermec~uilidad- c¡ue se c:::.lán llevando a c.abo. 

Se aclo!Jtará 1a for;J¡a c~rculJr para los túneles, r'or ser la :-r1ás eficiente 

tanto indróulícu COdlO estructurallllente, cuundo estos operan a ores1ón. 

Los C.Sl culos hid1·ául icos s,? hur5n para una guilla de cli5metros desde 11 m 

a 17 lll, ranqo qt..e se considera 1ncluye las alterna~ivas Ó[Jtillli1S ~dt'd lrt 

solució11 del problema. 

3.1.1. FUNCIOi'lirliCilTO HIDR/\ULlCO A Pm:SIOi~ 

El cétlculo lndráulico de un conclu(to a pres1ón puede basurse en la ecua-
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". . -. ~Ir-1Ulf1CION DE TnANSHO U[ 1\VCNID/\S. 

fl,tt\1 el tt·ánsito de avenidas a través de los túneles de desvío, se apiicó 

u.¡ p1·ograma de co111putación electrónica que está basado en los principios 

del fl0todo de Gooclridge. 

[::;te ¡wog¡·¿¡ma requiere b.is icamentc de la si su i ente información: 

Curva de elevaciones (cargas) -gastos de los túneles (ver. fig. 12) 

Cuna de elevuClO!les - capac1dade:; del vaso aguas arriba Lie 1a atagufa 

(·;c:r flg.l3) 

~! ~ d res r a mJ de 1 i1 ave n ~ d <1 que se des e u t r a n s ita r . 

Obteniéndose con dicho progrul!la el hidrograma de descargas, así co.no las 

cargJs hidráulicas que se requieren para dichas descargas, y que implí-

can las alturas de ataguías que se nec2sitan. 

r:-, ;il,cl·c~,,,\:rlle st: Lt·ansilú el cre11 c1pico de aven1das de gastos medios y se 

obscn·ó que le, rcc¡ulatización por' vaso, es p¡·()ctica:ncnte nula. Resultan-

Jo ser lJs uvrnidas de illuyor volumen ele escur,·irnicnto, trutJdus aislada-

!1:cntc, las que producen la conJición mus desfavorable. Los resultados de 

PSLns tr5.nsitos ¿¡:;.:~recen en la sección "A 11 del Jpéndice. 
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l!,1lliéndose seleccionado lJ avenida r·esistrada el mes de agosto de 1965 como 

ríodos (~e retorno de l, 2, 5, 12.5, 25, 50, 100 y 500 años para obtener una 

<J.1:na ;¡¡Jyor de condiciones de opcrac1ón de los túneles, ligudas a diferentes 

Estas r1ve~1idas mayo¡·adas fueron transitadas por 2, 3, 4 y 5 túnelés sin 

revest1r y por 2 y 3 túneles revestidos rara las alternativas de 11, 12, 

13, 1'~-, 15, 16 y 17 111 de diámetro. Graficándose los resultados en forma 

clé' e u rvos d~ 1 sog-1s tos quC> se n1u2s Lran con 1 íneas contínuas en las figuras 

14, lS, 16, 17 y 18 

[n estas gt'Ctfi..:as se lliUe.;tran los :-,ar·es coordenados ele volún:enes de obra 

para, túneles - ataguias, l1gados a los gastos con diferentes períodos de 

re terno que FU2l'OI1 cons i dorados . 

flarJ con-struir las anteriores <JrcÍF1Cas, se hicieron las siguientes consi-

dcrac1ones: 

1111 en tos, íueron cons i de raJas J pJ rt ir de 1 a e 1 ave de 1 os túne 1 es aguas 

abclJO. 

p,1¡·¿¡ la ata~JUÍJ Jguas arnba, st~ cons1dcró una sobreelevac1ón por bor-

do l1bre Je 1.~0 n1 aJ1c1ona1 a lt1 elevuclÓil por carga l1idráulica. 
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l.t~•, Jt,l~lLJÍ<I'> de llUl!dS ,ll.lJjo ~e consideraron dr. una Jllura neta de 22 n1 • 

c1ón CaJTÍZJl en el n¡cs dL' SC!pciembre de 1967, tc·niéndosc de esta mane-

ra 7.76 1~1 pdt'J sobreelevu.cioncs provocadas por turbulencias en la des-

c.:u-ga y por bordo 1 i brc. 

Los volúmenes de excJvación en los túneles incluyen una línea "B" de 

pago de 20 ccnt Íinctros. 

r1lgunos resultuclos de los tránsitos realizados, se anexan en la sección.} 

"13" del apéndice./ 
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~i .l. 2. MI/\LI SI S ECOfWNI CO 

5.1.2.1. Curvds de isogasto 

s~' l1Clmar5 curva de isogasto a la curva d2scrita por aquellos puntos coorde-

rL•,cos dados por las combinaciones de c:taguía-tunel, que re~resentan el t~·án-

s;~o ce un mismo g.;¡sto asociado a un período de retorno: 

TA 

_J 

\ l<J 

~~ 
IU 
o 
o 
<1: 
o -
1-

~L 

c:n do•1de: 

CA N TI Q,\ D 

Preferencia 

0
3

(Tr3 )..:q3 (J..\,T) 

o2(Tr2 )= q2 ( A, T) 

0
1
(Tr

1 
)= <.1

1 
( A,T) 

-----
Df ATAGUIA 

A 

Con lo cuJl sel'cÍil }Jlel-ct;iJlr.s lus nivel12s de sut:lsfacclón que corresponda:-¡ 

c1 ~JuStos Pluyores ó de un mc.yo~· período de reLorno. 
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f-StuS CllrVJS UC iS00JStO pOSCCII las siguientes CJrélct~rísticas: 

J) Pt:ndicntc nesativa 

b) 1\luunJ curvJ de isogusto pusa por Célda uno de los puntos del 

cspuciu ele combinaciones de obra. 

e) Las curvas de gasto no se pueden intersectar, y 

d) Son cóncavus vistas desde arriba 

5.1.2.2. TJsa m~rg1nal eJe substitución 

ttínc:lcs- ataljuías puede cntc:nderse co1no ''El núr:cro de unL!c.des de canti

dad de: obru de túncies que pueden n1tercurnbiarsc con unidades dl~ canti<.Jad 

Jc obrJ en atJguías, en fornJJ Lal que se muntencJJ un rnisrno ni·vel de satis

fucción 6 curvJ de isogusto. 

En que q (A, T) es el nivel de sutisfacción, en donde: A - Cantidad de 

J t d y u í a y T - Ca r 1 L i u c1 d de tú n e 1 . 

Se']Úil lJ dcf1nic1ón l!\: To.sa f·1urt;.~Íill\l ele Substiluciún, se requiere que para LHlcl 

curvu cit.:" isu~ciSto se CU1,1plu ~UC e¡(!\, T) =CH. 
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Tü,,:J¡J,Iu 1 a d2r· í vJcla total obtcnclllos: 

_Q_9_ 

'JA 
dA + _;:l_(j 

(){ dT == O 

D2s ¡1eJ ondo - -~~ · , que es 1 u pcndi ente de 1 <1 curva de i SO!JilSto, tenen~os: 

dT _ ar - ( ~¡q 1 :)!\) 
-c;;-qr;Y) 

e¡¡;,_; PqulvJl:.: ,¡la lJsa l·luq1nal de Substitución, tjUe geométricarnente queda 

,"t':'rcse:ntadJ por 1 a pend 1 en te d1~ unJ curva de i scgus to en un punto de t2rmi-

nado. La cuul r:qul'lale l\ 1J tang~~nte en dicho P'!nto con penJi~nte ncc¡ativa. 

5.1.2._:;. Lí,1c""\ de presupursto 

ii,~Cit~l~·iu el :,upucsLo de que 1·1 ''S l!lld c<tntidc:J fi.Jd de p¡·esLq:ucsto, en un 

11,..;:¡:-.::nt·o dJJo, y conociendo los pi'L-'cios de las cantidad•2s de obra de túnc-

l1'S y otaguíJs, dcnotJdos por Pr y PI\ respectivamente, se tir.:1e que: 

¡,¡ > A PI\ -1- 1 PT 

Que Sl<Jnifica que la can~HJJd 'JaSLJ.dJ en utJguías mJ.s la cunt1dad gastJda 

en tún•:'lcs no debe o:<cedct el :)resupue:::;to cstlpul,.!do ~or i·1. 
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(,·ls~.~~~·ando li.1 linealitlld de los ¡wocios con rc·;pecto a la c11ntidad y con-

•,J.:2~·.,ndo udl':¡:is IJ i:Jualdad ele lJ ccuución ante1·ior, se concluye: 

c¡ll,' c~s la ecuación de una línea rectu de la formJ: 

T = r.J - A 

e11 Jonde: 

T = CantidJd de olJr¿¡ de túnel (variable depe:1diente) 

A = e ull ~; Jc.J de oh r ¿¡ eJe ata~uía (•;anc.ble independiente) 

p A/Pl = Pendiente de la rr•ctd (relación de preC1GS índice) 

M 1/PT = OrdenuJa al origen 
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Cl 5n~a so:J:bt·cada representa el espacio de posibles combinaciones según el 

f 
( 

1. J .2.4. Curvas de isocosto. 

S<' tiene c;ue para varios presupuestos t1 precios constantes se pueden cons-

T 

A 

[JJra precios const.1ntc:s son tc:ctas parJlelas y se puede interpolat· entre 

0llas. 

1 

1 

ruru Jlcanzar con un prc:,upucsco dado, un rncílimo ele so.tisfacción, se re~uie-

rr un punto donde la linea dr prcsupu2sto s~a tang2ncial a la CLirva de iso-

gasto, como se n1ucstrd en lt1 íisurJ. Lo cual se dc¡.~ucstta CC1'i la construc-



o 



1 

1 

1 

1 

c1 on de 1 a llll~nci onada figura, en que se observa que 1 a 1 íned de presupuesto 

Lcc,l en tres fllllltos (A, 13 y C) a las curvas de isogasto, pero en el punto 

8 se Jlcanza e-l máximo de satisfacción. 

T 

" 

A 

Po:~ otra parte se d1ce que son puntos económicos, pues para un nivel dado 

c1e satisfacción, el presupuesto mínimo, es <H!uél en c;11P l;_c~ CL!rva rJ<:: iso-

costo ó l íncd de presu;:¡ucsto es tangente a una curva de i<;o~asto. 

Para ur1 conjunto de curvas de isoyasto y para varias lineas de isocosto, 

se obtiC'ne un número ele puntos con las características anteriores, que de-

finen una curvu que cont1e11e a toJos los puntos de presupuesto mínimo y de 

llliÍXII~la sat1sfacción, para los diferentes niveles de Sdtisfncción del mapd 

el e so lu e i o r1 es . 
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Analíticumente se puede garant1zar· c¡uc los puntos de 1náximu satisfacción y 

puntos L'Conómicos son aquellos en que la tusd murginal de substitución de 

u11a curvJ de isogasto y la negutiva de la relación de precios de unidad de 

obra d~ tOnel y atayufa son iguales, ésto es: 

Q = q (A, T) y M = A PA + T PT 

lu clev.::c1ón al máximo de Q, sujeta lil restricción de fl¡, es un probh~ma de 

cxtrcillos de Langran<Je. Ei aborando 1 a función: 

L = q (A, T) = A (A PA + T PT - M) 

dc11dc ), es un muliipl icador C:e Langrange. Las condiciones de primer ordc:n 

requieren que las dos denvadas pdrcialmente sean iguules a cero: 

JL _5 >.PA = o = 'JA 'dA 

dl = -ª-9_ 
>.PT = o 

aT aT 

Pasa1do el segundo térmit~o de coda ecuuc1on al lauo derecho, y dividiendo 

la pri1:~erJ ccuución por la scgundJ, obtenemos: 

-~q_ 
:Ji\ = rl\ ---

_:l_fl_ rr-J r 
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Ln donde: Tus¿¡ ~larginul de sui>·,LJLtlciün 

l:on lo •lliC el punto Jc liJ.Íxinlu :,;¡l¡~facclón d~~ Q con la restricción de 11 es 

cuando la tJSil lllilt'ginal de substitución es igual a la negativa de la rela-

c1ón ele precios. 

5. l. 2. 6. Resultados. 

Todo el an§llsis anterior se llevó a cabo para 5 alternativas que cubren 

la gc;ma de posibilidades para la obra de desvío, de las cua1es se tienen 

dos Jlté:rnat1vas pJrJ túneles rcveslidos y tres para túneles sin revestir. 

Li:!s ~lter-n~tivJ:; se ¡;¡ucstran en l0s figuras 27, 28, 29, 30 y 31 en c:1da 

unJ se presentan curvas de isogasto para diá1~ctros de 11 a 17 metros y di-

fercntes alturas d2 ataguíu.. Asimismo se presentan las curvas para perío-

dos de retorno de 5, 12.5, 25, lOO y 500 años. Además de las curvas de iso-

gusto se tienen las de isocosto, que nos dan los costos aproximados de la 

obra Je desvio que corresponden a un punto de las rurvas de isogasto y en 

gcn~ru.l para cualquier pu,1J..:o del lllupa de soluciones. 

Se presenta tumbién en lcJ. fiuut:r.t la. curva do óptin~os, que por condic1ones 

tccnic2s no ~crá facL1ble aplicar, ya que las r-estricciones de velocidad 
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t.mto para túnrlcs sin revest-Ir y r·cvestidos implicaron alturas de atasuía 

rJJSta cierto nivel y que como se Jllucstra en las figuras rrpresentan una--

.onJ ¡¡;ctible JllJS rcducJLIJ. LJs restricciones por velocidad da una curva 

sobt'c e-l n~c1pJ ele soluciones que en rigor debería de ser vertical pero por-

1 Cü11JiciOllCS efe rrsimen trcJnsitorio entre funcillélllliento a presión y a supe_c_ 
1 

f1cic libre, en los taneles, se obtuvieron inclinaciones en las mismas. 

Con cstJs c1nco gr5ficas se está en posibilidad de hacer el análisis de la 

Jlterrv.tiva más cconó1nica, aunundo a estos costos los riesgos que involu--

crJ cada alternativa. 

5.1.3. A~ALISIS DE OA~OS. 

?ara unu obr'a de desvío, en que existe la posibilidud de destr·ucción par-

ci,ll o total de lct JlliSI~1il por inundación, durante su construcción y_ aún ter-

llllll.:lda la rnis,na. Es necesario considerar el vJlor esperado d2 daiíos en la 

toma ue declsiones. Este fJctor puede ulcunzar pc'O¡JOrciones importantes que 

1 últcren las posibles soluciones que se tengun, al considerar solo ios costos. 

El co:1sider2t' lil cx1stenclu de dar';os parcJ unJ obrcJ. du.da, involucra la pre--

SCJ'Cil\ de escurri:1:icncos nJayon:s a los de diseño. Así, toc.Jos uquellos es--

ClllT1r,lontos JiiJ)'Or'l~S proro·clOrlan una distr-ibución de dafíos, y la d1stnbu-
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c1ón t~óric.1 y continu,l, parJ un.t obr,l detr:rminc::dJ, udquierc la forn:J. si-

~iL:i ente. 

Dolios A 
de 

pesos 

---0 = d ( Qd) 

""' Qd= q(Tr) 

•-----~ Prubobiltdod 
1 de ocurrcncto o 

en cJC¡lrJ~~: 

D D1.:>trioucón Jo c:rú'ios 

Qd- CJ~to de d1se~o asoc1ado a un periodo de retorno 

T = Periodo de retorno 
r 

5.1.3.1. Daños nulos 

Pul'd una CLlr"/d de uc'ilos se tienP. qur, los costos por daño son n<1los cuundo 

el esctlrrwienlo probublc:, 

Q = (T ) 
1 q i r 
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es de iguJl o m2nor periodo de retorno que el de diseño 

Qd . = qd (Tr) , 
J j 

:o cuJl represcntJ un punto coordcnJdo de abcisa (Tr), en el eje de las 

"rl·cb.1bllidJdcs de OcurrenciJ" y ordenada en el origen (o), en el eje 

ele los "Daños". O sea: 

Q -¡ = q 
1 

( T r) ~ Q d . ( T r) ----> o -:: o 
J 

5.1.3.2. DJ.~os TotJles. 

1\ :J:Cdi<lc\ c;uc son mayores los cscu1-rimientos, que el de diseíío, los daños 

se lncrc!nenLan. Pero ptlr.l llllJ probabil1dad determinada y rncnores que c.ll-

cll,J prolJé.lblildud, el dailo prcictlCl!Jncni..e alcanzo su valor total posible. 

Es cl~::cir, que la parte dP. la obra factible de dar1arsc qucdJ totJlmc:1te 

Jcs t.,·u i cJ¿¡. 
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~.1.3.3. CJlculos de da~os . 

dt'LermincHlu (tu11~l-ataguía), se estill!:trJ como los daños rn.:is críticos p9_ 

t'Ct Celda uno de los ciclos anuales, durante la vH.la uLil de la misma. 

Es decir, para una obra de desv1o, diseñada para un escurrim1ento mSx1-

mo Qcl, con un ~criado de retorno Tr, se tendrá el siguiente comporta- -

mi c>n to. 

(Od) 

1 

1 

1 

j 
1/T ¡¡ 

1 

En donde 

0<_!_<1 
TR, 

TH<Tn <TR 
1 2 J 

r)rOBt\fJILiOAO Dl:. OCI.JERE~JC,;\ 

E11 cJo¡~,le se observan tres costos de daf¡os (líne:~s punLea.Jus), el pr¡,¡¡ero 

cc(r,~s¡¡onde a los da~os ocdsionudos en caso de q11e el agua rebase la Jl-

turJ cit: lo. JlaguíJ, y los s1gu1cnLcs en caso de que se rebc.<sc 1a altura 

Con lo culll la pr:JDJl:Jilidc.d de c111t: so p,·esente Llllél inundación es menor. 

s-, se i1icicru un a11.:\lisis ':li11,~si:rdl, Uim~stru.1, 1ncnst:a.l, etc., la gr5tl-

ca de danos tendc1·fc. la f'on:J. de unu curvll COIItinuét D =u (Qd). 
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El costo total de cluiios debe consH.lerar: pérd1da de lJ obra hasta el mo-

r;·cnto de lu inundJciún, rctr'aso c11 lu terminación del progr¿¡ma e 1ndcmni-

7c1C 1 or1<:S, costos por pétclldcl de oportun i ducl, y un Vc11 or subjetivo de 

¡)r'cstiC]iO o aversión al riesgo, que puede ser irnportante en la decisión 

finJl. 

L~l ar1Ztlls1s se hizo pdi'él S u1tcrnJtivas, que ccinprcnden 2 y 3 túneles re 

v~·stl( 1 DS y 3, 4 y~ túneles sin revestir. 

fL\bl-~;ldose ccnsiclcrudo como costos por daflo, deoido al retraso del pr-ogrQ_ 

J¡l(1 t: rnJ:::n:llliilClüilCS, un purccntuJC adicional d:~l daño de la obra perdida 

c11 c'l JI:Cli1Cilto de la inundación, COI1IO sigue: 

Valor del Daño 

i)RI :-:El~ /\r~O Dl 

SEGUiHJO AflO Dz 

1 CRC[[~ fiFJO 03 

CU:0,RTO 1\ÑÜ 04 

TncrE:men to por 
retraso en el 

rro~_FJ¡/la. 

01 

o. s o2 

0.33 03 

0.25 04 

ror ccnccpto de perdida de oportunidad no se COilsid~ró nwgún daíio, ya-

que las inversiones son Uc.nsfcnbles c1 otros a~tovcchumicntos. 

Los e os "Los de a •1 CT s i ó n u 1 cl:lií o por p n: s L 1 g 1 o , se e o n s i ci eran de s fJ u es en e i 

i:.n:li :~~ ¡:, dl~ r1cs0~J~. Lo\ cjlcLilos y rc:;ul Lrtdos se muestrun a continua--

ciGn 211 las tabli.1s 12, 13, 14, lS y 16. 

C, :-:O 
TU ;\L 

2. o 

l. r_ 

1.:3 

l. ?5 

D1 
J 

Dr. 
c... 

O, 
,j 

D [: 
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~.1.4. ~~ALISIS DE RIESGOS 

Se d2finc ricsyo, como el va1or esf.Jerado del daño. La estimac1ón de los 

l 1c~,gos se hJce en bJse a las probJbil iclades de encuentro quo recomienda 

: __ con E. Go¡·gJm, en su método conocido con c1 nombre de Criterio de Ries-

r:u. Cl cual considera la ~robabilidad de encuentro que depende de la 

indope11d·.:ncia del evento Jtio con año} de ld vicia útil de la obra y un p~ 

ríodo de retorno. 1 ..• " ' ' ;, 1 ' ' (,.:. 

s(~ co:1sideró para l-1 obra de desvío, una vida útil de 3 años, c:;uc: corn--

:-·'l't::nde desde el cierre del cauce hdsta una etapa consttuctiva de la cor-

l1lld, LJl que la ptobo.b1l1ctad de que e·l agua la rebase es demasio.do pe-

l;ucñJ. Con lo cua 1 1 as probabilidad es de encuentro dadas por Corgarn, -

son 1 a s s 1 a u i en tes : 

Periodo ¿e retorno en años 

12.5 

50 

lOO 

500 

0.229 

0.11~ 

0.059 

0.030 

O.OOG 

ílot· otxo lado, los pcí'Íodos de retorno considcro.dos pura el diseño de la 

C"'. 

chra ele desvío fueren de 5, 12.5, 25 y SO af¡os. Con lo que se construyeron 
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t;·;,~::; sr.íficus de rics~o pdrd Jlt2r'llcltivllS de 2 y 3 túneles revestidos y-

3, !) y :J lúncles sin revestir, la cuJl se puede ver en la flgura 32. 

l'ostc'l'lC'•l'·ne,lte se estii:}Ó un riesgo de aversión al da1'ío o d(; orc:st1gio con 

el r1n ·JL? oui<:;nt~l' u:1 índice: que pcrmitu jcrJrquizar las distintas alter-

r, 1 t >.' .1 s . P a r a lo c.. u u 1 se e o n s 1 de r ó e 1 do b 1 e de 1 o s r i es g os e a l e u 1 a dos -

l>.ln c111 i. r i Ol'i dad. 

5.l.S C~~VAS COSTOS+ RIESGOS 

r,,uh¡,~;¡lc se construyen curvaCJ de casios+ riesgo, lJs cuales co:n¡Jrcnden 

los costJs deL:.:, .11Len1at¡vac; efe L,ínr1es pura los diferentr:~s rcríodos de 

r•.::L::·I'nl; cons1Jcrados y los ncsc¡os ele lus mismas alterYlativas. Los resul-

(.1,:,:.:, c•JnsiC:ér'JIJcio los rieSIJOS por daños de inuQdJCicin y retraso en el 

pt·u·J,·"-·,:\, llSI CO!hJ los que 1ncl11y,'n los nesyos por avcrsion al darlO l5 
:,, 

pr't"~t.I•:Jiú (costos t 2 ncsuos). Se presentan en las gr5fic..:ts 33 y 34 oSÍ 

CO!dO Crl las :~JbL\S 17, 18 y 19. 
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AL TE RN/\ TI V 1\ DE 14 0 

COSTOS l- IHESGO 
F-1 

lA 1\L TER:U\T IVA /\LTURA f1T/\GUIA COSTO RIESGO e + R 
·' 

T-· 

..., J T . sin revestir 34.5 128 85 213 
J 

= 
10 '~ T. sin ¡·evestir 28.0 170 30 200 

10 ? 
~~ 

T. n~v es t 1 dos 40.40 153 46 199 

30 5 T. sin l"CVCS ti r 27.0 212 12 224 

or-UJ 3 T. (e ves ti dos 42.00 234 3 237 
•...:;¡ 

COSTOS f- 2 (RIESGOS) . 

3 3 T. sin rr;ves ti r 34.5 123 170 298 

l? 
" 10 it T. sin revestir 28.0 170 60 230 

·e;¡ 10 2 T. rev2s ti Jos 40.40 153 92 2W.:; 
' 

30 5 T. Slll revcst1r 27 .O 212 24 236 

?.11 
r () ,- 3 T. r·cvest l Jos 42.00 234 6 240 
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S¡¡, Ci·rbL1rgo, consHle,·ando la ínve¡·~, ión neta, se observa de lJs grSf1cas de 

CP:>LLL., que lJ IIJ~jo1· altcrnat·ivJ es la de dos túneles revcsiíuos de dí5me-

[n el cJpítulo 6, se incluye un anlÍlisis de sensibilidad con el fin de es-

:.:n· en posíbílHlad de tomar unJ uecisión en base a un conoc1rniento más a1n-

ol1o ciL? las cond1c1ones de funcionamiento del sistema d2 lu obrJ. de desvío. 

e ') 
:J ..... 

5. 2 .l. COSTOS INOICE 

En el JJ1ál1sis de costos índice para la presa de concreto, se consideraron 

:os nnslfi,JS rcsultJclos del a,I5.lis·is de costos correspondientes a lu presa de 

nutcnales graduJ.c!os (cupítulo !5.1.1). 

' ') ) .J. '-- • l- • MlALISIS ECüiWi·iiCO. 

L.:ls CullSldcretcloné:S en que se busó el u.nálisis er:on61·11co pura la p'r'2So. de 

concrt:to, son las liiÍSlllas que se realizaron para ia presa de n;uterio.les gra-

duac!os (capítulo 5.1.2). 

5.2.2.1 Result0.dos • 

Ll J.n:::1s1s cconotn1co para lJ ¡JrcsJ de concrc:to se llevó J caoo para las-

'r¡riSrPJS 5 u.H•..:Y'nJLivu~ que se consideraron en la ·Jbra de desvío de la presa 
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l;,' n:Jt,~¡·ialcs CJrüduaclos, las cuales comprenden dos JltcrnJtivas para túnc-

lt':; r·~v,~stidus y tn~s p0ra túneles sin r·evestit·, que cubren una garPJ de 11 

<: 17 1·1 de di5nK:tro cada unJ. Con lo cual las restricciones técnicas deb1-

J.~s ,1 lclS llldxllnus vclocHiJdes !Jcr·r,¡isibles en los túneles, así cor110 las ca-

?'h_tcdstic~ls constructlvils, ser5n las nnsrnas que las mencionadas en el aná 

-i1sis ele malcriales graduildos. 

).2.3 ;\:·lf\.LI SI S !Jt:: OJl.ftOS. 

La mctoc1o1o0ía que se considera para el análisis de daños para la presa ce 

cc:1cr.~to, se bJsa en lJs rmsmJs consideraciones que se h1cieron en la meto 

colog~u. c.pl1caca ll la aHernativa de la presa de milterialr..:s graduados (e~ 

;J:tulu::; 5.l.3, 5.1.3.1 ~' 5.1.3.2), con algunas mocllficucicne::; refe·r'ent~~s-

d la cvaluJc!Ún del duflo por retruso en el progtama, así como en los daños 

~ost~r1ores en que la cort1na alcanza alturas qu2 permiten no reconstruir 

l,\ S Cl L·l9U~ClS en CüSO de que ::.e prcsenle una inundación. Estos aspectos se 

cl1 se u te; n mJ.:, urr:p l1 0111en te en el cc~pítulo 5.2.3.1, que se n::f1 ere al cálculo 

(_; () 
.~ d,\/~OS COlTespond 1entcs él. lél. pn-~sa de concreto. 

5.2.3.1 C~1culu de Da~os 

Para lu est11nución cie los costos por dofíos en 1,1 presa de concreto, s2 coo_ 

SlC(Tc1 una c.1ntiuacJ por- tetrc~so udicional, en fLrlClÓn de ld clevacH~n de -

le: cor·t1na u1 el momento Je ocurrir lu 1nund0cién. Estlm5ndose éste en la 

s:su1:cnte forma: 
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'J 
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' 

pRINER AÑO 

SEGUNDO AÑO 

TERCER MiO 

f:.l ev.1 e i ón de 
la cort lllcl 

52 m 

150 m 

240 m 

V.:ll 01~ de 1 
Retraso 

4.0 millones de pesos 

1.0 

o 

"-En que se observa, que el daHo por reposici6n de las ataguias, se considera 

sola1nente en el caso de que la inundación ocurra en el ~rimer afio. 

Los cálculos realizados se presentan en las tabla5 20, 21, 22, 23 y 24. 

5.2.4. ANALISIS DE RIESGOS 

Para la estimación de los riesgos, se tomaron e~ cuenta los mismos plantea

nJientos de Le6n.E. Gorgam, que si mencionan en el capitulo 5.1.4. Asi como 

las consideraciones referentes a la vida útil dr:! la obra y de los períodos 

de retorno, mencionados en dicho capitulo. 

5.2.5. CURVAS COSTOS + RIESGOS 

i 

Finulm2nte se; construyen cultvas de Costos+ Ric5gos, que com~renden los co~ 

tos de las alternativas de tOneles para los diferer1tes periodos de retorno 

considel'ados y los riesgos de dichas alternativ.)S. Los resultudos conside-

randu los riesyos ¡.¡or daiios de inundación y retraso en el progr0mR,asi corr:o 

los que incluyen los riesgos por aversión al daRo o prestigio (Costos + 2 Rics 

gos). Estos resultados se presentan en las gr5ficas 35 y 36, asi como en las 

tab l e~s 25 y 26. 
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Cr·:íficJs que: lllUCStr'Jn u la olter¡¡,,, ¡y,j, ele dos túneles revesticJos, corno lJ 

~.ulución lilas confiable p,lt'J !lLTÍudo·; ele retorno I!IJym·es u 7 i:ÚiOS, y pl!ra -

¡)t'~'íodL1s menores se obSl!l'VJ que l.1 111cjor solución es lude tres túneles --

sin revestÍ!'. 
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G. CONCLUSIONES GENERALES Ull l ~lUUIO 

G.l. Pr~ES/\ DE ~1/\TERIALES GHADUADOS 

Ll ~sLudio de la obra tlc desvío ccnstu de 3 partes fundamentales, que son: 

Estudio Hidrológico 

Estudio Hidt.:íulico 

Estudio T6cn1co-Econ6mico 

o~ los cuales se concluye lo s1guicnte: 

i:stud:o lllcirológico.-

f\1ra <-2l cálculo de las avenidas máximas esperadas tanto en 1r1J.gnitud como en 

i·orma, fué ncccsar10 rcilllzar un5llsis estudísticos de la infonnJciéno Pa-

~-u. lo. ¡:¡;1~¡n í C. 1Jd, se t.:'il~ieó cuatro rni~todos cstadíst1cos de tlso cornun rar.:~ 

'2St2 t·¡po eL~ trabaJOS. iiétodo de C:Jn¡bel, rv:todo de Nash, i·i~todo de Levecliev 

y i·i~todcl de \·larecoun (~·l:ltt:T' Hesout'CCS Council). De ~stos se SP.lCCClOllÓ el r·~é: 

todo eJe Nasil conto el In5s confic1ble, a[Jlicddo a lu estación Carnzal. 

La for:Jkl de los hidrogt·~mlls se obtuvo en base u. :u infonnc;ón reg1str'uda y 

calculadu. en la cstdCJÓr¡ El Capüi!l.:tl. De estos n.;g1stros y hucicnclo u:-: ar~á1~ 

sis Jo corrclogru.m.:ts de t.:llos en el ticmpo:l se co:tcluye que la forma r.~J~ crí 

t1ca en que se prcscntJn ~~stas u'/C.lldJs pJru. el funcionJnncí.to d2 lu obra de 

desvío, es en fomu. de tr'l'ncs hor'arios. Por consiguH~nte se selecc1on6 la-

JVL'lllU:l de Scptie!llbre d2 1%5, que er-¡rcJctcrizil en bueni'\ for.n-:1 el tipo de av~ 

11ida. Esta. fué n~ctyot'ddr\ para 1os diferentes períodos de rcc,_~rrencJa cons1de 

t'Jdos. 



/ . / 

Cuns1stio pt'incipulmcnte en L1 s1mul¿¡ción de tránsito de avenidas, para di-

fc¡·,,,¡tc:; p~:ríouos de retorno y unJ. 9J:11a de diámetro entre Fl y 18 metros. -

De csto5 trSnsitos se con~truycn curvas de isogasto p~r¿¡ cinco alternativas 

bt~s:: qtJ~ son: 2 y 3 túneles revestidos, 3, 4 y 5 túr~cle'> sin revestir. 

Lus cJrJclcrísticas hiúr5ulicas de los túneles son: 

~ong1 Lud promcJio = 

n (rcvostidos) ~ 

n (sin revestir) = 

l 000/Uine l 

0.015 

0.030 

vcloc1Jud permisible (revestidos) 20 m/s 

velor~i.ind ~crrnis·ible (nJ rc':c:.tido:;) -= 10 ¡,¡fs 

De ios tránsitos se ol.lserva lo siguicnt2: que el fUl!Cicn::!illiento hidráulico 

fJJ.)'J t:.Jnclc:s rovesUdos élUI:Jcnta en un 30;1o la eficie1:cia hidrciul1ca, dundo-

Jsí, at . ..::::;uíJs m5s cl11cJs pJra alLcrnativJ.s equivale11tcs que en tú11r1cs sin 

rc:v-::stir o para atuguías de 1guul altura menores di,[,1:12tros. ;~sí mis;no, se-

obs(.:l'Vtl que e as i no existe r2~ul uci ón por vaso, puc~, es tüs son de 1 15% o 1r1e-

norcs. 

Por oLt'J parte l·)S rcstl'icc10n-:;s de velocidad ucotu.tJ c11 gran For;1:·.:l las posibj_ 

lid<1Jc~> d2 soluclOileS para lcls cinco o.lternu.tivo.s. 



o 



, /' 

14.n 
-., 

LJ s,'r:siiJilid.:;.: ce:r1 rc:sp2cto a lds V<.:locidadcs es alt.:t, así cor,1o para cambios 
.r¡ 
\ f> ¡:c: ... ,' .• o3 c:n la ':clociJJt:l. Se di:::millll_:.'c lJ Lona factible de soiuciones pJra 

c,;,l. -¡.¡~,td de d isc·,-líJ. 

-.:1 

De: tLr,t ul ~cn1ativa d_; 1llcnor número de Lúneles a una mayor, para una misma 
;¡;¡ 

Jt'·'•\ 1ndr.iu1ictl se observa c:~c ld caruc~ hídr5ulica para muilcjo.r un mis¡r.o volú 

.<.:, ::~~~::cr,ta, YJ l~Uc 1u. lor.Jitud sujeta a pérdidas por fr·icclón es r~Jayor. 

-,:¡ 

Es L:,j ~o 1 éc:1 ¡ co-Econóllli e o 

~ 

Pui'J llrgur J u.Jd cvalu-J.ción de las altern:ltivas en for111a udecuJda, se hizo-

ncc..:s:;nc., el el:1oorat precios índices para los dos conceptos centrales de la -
81 

ob,-cl ele J2svío, atJJU"Ías y túneles. Los prec10s convenidos para este efecto-
--q 

~· ./ 
S(il¡, ~'tlt\i Jtac;uí,¡s ·) _:;s.2r)/:Ji3 coloc1do, pard túnelP'; sin rr::>v>::stir $ 242.75jrn3 

!!) 
y i'C'IL'SCllio~ de' S 3G7.·'l3/III3 de cxcJv.Jción de túnelc~,. Estos precios índice-

cn·::;lol;éHi en fo;~,;¡J CJCilcrJl los co,;ccptos que intervienen en la obra. 

? 

L2s curv,:s de 1.:cogasto rcsul tudo de los tránsitos y las nuevas cunas de presu 
~) 

p,_¡.-s~d u de isCJcosto res: .. iltJntQs del Jn5lisis de pn'cios índice, presentan en 

~1\1 
for.•J.J. :.w~' ¡_-·r·éictlca, lJ olJservación de toclas las pos-ibles alternr1tivas en todos 

sus <LLICC~us. Cs clr;r:ir, las curvas cic isoc;asto ncs ptcpo.·c~cna '..:oclo.s l.:1s C0111-

p b1n•.c1on~s c.lc L'.Jnel y Jta9uío pJrJ los diferentes ~FlStos c.sociodos a un perío-

do é.C t·ccor·;¡o, clcntr'o de la ~ti!ilJ antes mencionada. 
·p 

Sobre lJs curvJs d2 1sogusto se sobr'cpunen las cur'l<tS de isocosto Que nos dil.n 

·~ el pl'csu¡.uc:sto ó;1timo ¡Ftra cuulquicr Jl ternativa. 
'\ 
. ·fJ 
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Un<l \l':: (''ótJblcciJo el illilpJ de soluciones faclibles y el costo en que incun-2, 

se l'illlt'rhcll JquelL1s combinaciones qul' son las cconúmicümente órtinws. Pero 

tJ¡,/~.1 0/lLJ!l:IZC:cJlin se~ ve JfcctJd,¡ por IJ restricción técnica de vclocHiild pcr-

:,¡i·)ll11t~, .J¡::,nJlJiuyc:Jdo ]¿¡zona fclCLibl:~ de soluciones e 1ncrc::nentundo el costo 

de t;¡¡ ?..J·J pura ~'críoclos de retorno chico hJsta ccrcu de un 6¿1:~ pilra el caso 

de ~'L':·íodo~ de retorno graneles y tan:bién el número ce túneles se ve aun:entado. 

La :1tcw;ilnlidC1d es ulta en cumbios ¡x~qJciíos de la velocidad para túneles reves-

~ HJ u~.; , ~:u es 1 J ve 1 o e i d ,¡ d el e 2 O 111 1 s ruede ve¡~ s e a fe ct ¿¡da por 1 a e al i d ¿¡ d de l 

,') JCllf",l·Jo c:cl rcvc·stimlc:J~o. Si la vr:locidad rcsultarte aumenta, la zona de po-

s1h: i 1GJC1 se desplc-,:::a hacia costos fi:CilOres, de lo contrario s1 la velocidad 

di sr·~ 1 nuyc l J ZCilJ se restringe en mucho y el e o~ to awrenta. 

el cJ~o de tGnclcs sin rev~stir, la velocidad (e 10 m;s puede ve~se in-

c~'cr . .:;n~Jd-1 y d1'-r.:1nu1r los costes cJepc:Jdiendo de lJs condiciones naturales de 

la r-oca. Por olro ludo el que lu velocid¿¡d disminuya, restringe bastante la-

zona r·.:.cllble, con 1o cual los costos se incrementan grandemente, lo qu2 con-

Juc1 1·5 s..::guruliJt?,ltc J túneles revestidos. 

LJs Ji¡:::;,ls propucsí..c.s sobr'c el !llapa de soluc10nes p,Jr'a 1Js alternat1vas, con 

1 as vcloc1do.ctt.:~ ele 10 y 20 lll/S. nos 1ndican las soluciones óptimas de facti-

b111dad Léc:llCJ y Slls cosLos. f\ estos costos pilril cue ser:.n co,;:pcnablrs J to-

111ilr. lJ dccrsiórl, se les adic1onan los vJlores esperc:dos de dJiio. (Riesgos). 
, 
--' 

La cL;dntiflc:ilción d\; d,1iios es dr.perdiente del ritm~ de ccnstrucción ulcc.nzado 

~J,.d cUlli!CO se presente un C:':icurrimienLo con car¿¡ctcrísticas que lo ptoduzc.::m. 
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Los ¡·.¿ndi:.nentos C(lll·Jidc¡·ados son de c!:Js tipos unos para una altcrnativu con-

Sl'l·v,¡JorJ y otrJ op L 1111 i s ta. 

Los n~ndl'.ltontos pr!Jillt~dios que se conluy('n para lJs dos alternativas son: 

"' 
Conservadora Optimista 

·-ur-t1na 12 000 m3/dia 16 000 m3/día 

d LcltjU Í a 12 000 m3/diá 12 000 1113/d ía 

túr.c~L~s 6.81 m/día/4 frentes 10.23 m/día/4 fr2ntes 

~9 Tc;,·,.Ji '1ac1ón Septiembre 1980 r~íarzo 1978 

El cilcJlo de da~os considerando estos rendimientos, con la. posibilidad de que 

s,~ ¡'l·esentcn en lJs épocas de 11uv1as de los tres p:irneros años después del 

Ü11..:,lJ dl.' la cunstr"UCClÓn. 

Co11 ~l VJlor esper~do de los da~os, se obtienen los riesgos que en orden crono 

:f!i 
lóg.co, considerJ~Ja que el riesgo disminuye son: 

3 tJne1es revesLidos (ma.yor r1 esgo) 

2 túneles revestidos 

") túneles sin revestir .., 

4 túneles ::;in revestir 

~ túneles sin revestir (1~1 e no r ricsc¡o) 

r .. .., 

Lu dl'CL~,ón ópt1111L\, es la c.l..:l c.osto total mínimo, q_¡e considera el costo por 
1 

i 
ob:·,1 1:1lÍs los ric~S'JOS (we involucra dichJ cbrJ. :<csJltancJo lo SiJuientc:: 



,. 

e 

e 



r 

r~ 
... l. LJ llltcnlattvJ 1115s económica f)ar,\ períodos de retorno mayores de 10 años 

es la de dos tanelcs revestidos. Pues para períodos de retorno de 25 años 

y,l su costo disminuye en 16 millones sobre cualquier alternativa. 

2. Pc1ra períodos de retorno menores de 10 años, lJs alternativas por orcen eco-

~c~mico son las s·isulentes: 4 túneles sin revestir, 5 túneles sin revestir, 

3 ttít~ch:s sin revestir, 2 y 3 túneles revestidos. 

3. l:nJh~cnte se observa que los períodos de retorno óptimos para cada alter-

rL1tlvu, son: 

t L TE f~: J /\TI VA Tr Optimo Cos to-~-R i es CJO 1'11 tu ra de D 1 QiT,et ro 
(años) $ Ata quía d2 Túnel 

nli1lones ( f1l) 

:;:¡ 
i 

') l. Rev2stidos 12.5 197 '~ J o 0 40.40 15 L 

3 T. Revestidos 12.5 213 42.0 12 

3 T. Sin Revestir 10 193 34.5 15.5 

4 l ' Sin P.cvest1r 8 191 28.0 13.5 

5 T. S1n f\eves ti r 8 192 27.0 12.0 

14 Pl 0 9.0 199 

Se ticr1e que unJ solución recomendable es la de dos túneles revestidos, que 

p ¡·o";orciona períodos adecudcJos, considerando corno .:tC:ecuados il pedodos mayo-

res do lS ar1os. 
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Se contc::1pla otra alternativa pill~a el caso en que diám;:;tros mttyores de 14m 

se d,'sCL1l·~en por restricciones constructivas. Pero resulta más cara para pe-

¡· í c,:os dt' retomo Jdccuados. 

S'-' .'L1l::dc d 1)unlar la sc0uridad que adquieren paulatinamente algunas alternati,;as 

e s~;,_ciali.e:ntc aqut~llds de ataguíus de poca altura, (:1 ser rebasados el nivel 

de~ id JL,1guía por ·::!1 u'IJncc en la cor·tina. Por lo c:u2 se podría llegar a plan-

LL',',' c!esl:c un punto ce.: vista iliUY conservador alguna posibilidaa que contemple 

La scnsilnlidad de la alternativa de túneles con re\estimiento, es muy nota--

ole ~-.:rc~ cl\::~bios en lu velocidad perlllis'il.Jie, notándc·se 'b siguiente: 

Tr 

5 

12.5 

25 

50 

DOS TUNEL~S REVESTIDOS 

20 

133 

158 

179 

199 

COSTOS (Millones) 

VCLOCIDADES 

18 

134 

168 

189 

210 

15 (m/s) 

154 

> 230 
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li~lt3 
p 

(") TRES TllN[L[j 1{ EV CST IDOS 

COSTOS Ui1llonos) :J\ '-

VELOClD/\lJES 

~ 

Tr 20 18 15 

·JI ,- 148 153 167 :) 

12.5 173 185 205 

25 193 209 234 

~'1 50 214 232 269 
! 

100 239 > 300 > 300 

LJ sensib1l1dad de las cinco alternativas de los purtos de restricci6n t§~ 

r1icJ con resrocto a los puntos de tecnologia óptima, son en costo las si--

e"~-" , CjiilC:Jt~:;; 

A L T [ R N /\ T I V A 

¡:!! 

ir 1 Ur!ELES REVLSTIOOS lUNELES SIN REVESTIR 
DOS TRES TRE~ CUATRO e r r:cc 

';:!! 

i'' r-
J 1.0¿] 1.020 1.4~2 1.256 1.250 

'? 1.~. 5 1.053 1.061 l. 5] 8 1.434 1.354 
; 

2S 1.084 1.065 1.6BO 1 r:.7 c. 
..L • VI V 1.478 

~ 
} 50 1.105 l. 070 1.6~)2 l. 621 1.50 
; 

lCO 1.081 1.653 1.643 
;<' 
~ \. 1 

500 1.096 '. 
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L1 SL~nsibilidi.ld piti'a los rrccios ínJ¡ce Jplicudas a las cantidades de obra, 
~. 

' ) . -a no ufcd,!n l'rl mucho lds decisiones, pues la curvatura de las curvas en este 
•, 
' 

l"dn~;o de op t llllJ 1 id,1d es poca. Además 1 os precios no deberán variar en mucho 

~ y lJ per:diente de la cuna de isocostos no varía. 

~ 

RE~IRICCION A 14m DE DIAMETRO 

Dudo que en el país, no se hun construido túneles mu.ym·es de 14m de diáme-

tro, por desconocer su con1portumi en to, se piensa pueda ser una restricción 

dr.::l estudio. Pero el anális1s a este prob1cma muestra que: 

TRES TUNELES SIN REVESTIR PROTEGE Tr < 5 

CUATRO TUNELES SIN REVESTIR PROTEGE Tr = 10 

CINCO TUNELES SIN REVESTIR PROTEGE Tr = 30 

DOS TUNELES REVESTIDOS PROTEGE Tr = 11 

TRCS lUNELES REVESTIDOS PROTEGE Tr = 85 

--• 

... 
~ 
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2.1 SIMULACION 

La técnica de simulación ha sido una herr~~ienta im 

portante para el diseñador, ya sea simulando el vuelo de un 

aeroplano en un túnel de viento, o simulando una disposición 

de equipo con modelos a escala de maquinaria. Con la ayuda-

de las computadoras digitales se ha podido simular experi--

mentas en forma rápida, por lo que esta técnica a cobrado -

un incremento importante para_el investigador de operacio--

nes. Estas notas tratan de presentar el modelo matemático -

que permite simular los principales datos hidrológicos y --

climat61ogicos que se presentan en los Aprovechamientos Hi-

draulicos. 

2.1.1 Series cronológicas 

Una serie de da~os que estan ligados con el tiempo 

y que tienen la peculiaridad de ser aleatorios definen lo-

que se llama una serie cronológica. Por lo tanto, los da--

tos hidrol6gicos y climatológicos constituyen una serie · -

cronológica. 

La teoría de las series cronol6gicas permite hacer 

predicciones futuras a corto y a largo plazo de estos da--

tos y consiste en lo siguiente: determinar a partir de los 

datos existentes las funciones determinísticas del tiempo-

y la parte aleatoria que los componen. 
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Las funciones determin!sticas del tiempo son: la m~ 

dia y la tendencia, las componentes cíclicas y la autorre--

gresividad. A la parte aleatoria de los datos se le acostum 

bra. llamar "ruido" y las predicciones futuras podrán reali-

~arse cuando se logre establecer un modelo matemático que -

permita generar el ruido. 

A continuación se presenta la forma de obtener las 

funciones datermin.ísticas del tiempo de la serie cronolog:!:_ 

ca X{t) 
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2.1 2. C0:\1PONENTES PRiNCIPALES. 

1. lN·,·;~CDUCCiON 

t "" ~ "' • ' ' l "' . 1 ,. • d C • • "" ' • L. J t, • ;;:,T,cnco c;u0, :;¡r;1urcnao e:.; r,-,c~ vür1cc.::s cona:Cionc.;; 0 .unc¡onam¡cn.o ae un ~~~te.-..a ,,~c;;o,og¡-

co, ¡.x~;;-;i~a tc:n(]r docisior,es !;vb1c le.~ ob;cs c;uc han d;;, rooi izarse, paro lograr un r.1c¡or c?rove-

n 1 ¡ · , .., , ¡ ¡ (1) . . d ¡ · · 1 vCJcco en e::; 1c.::.-cs cxpuc~~as poí f'-c~c.a y s1gu1cn o cs. cr1ter10S oe 

u [ l • ' e:· • (2 3) . . 1 ,., .. 1 • 1 1 • , .u.~c •. ;-nlc.t y, ¡,:¡;¡ng ' e..re escr.to t:e;¡c cc:-.10 rr . .::to oc arar y c¡runclr res ¡oz.as ca es¡·o:; m-
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2.2. Optimización. 

Estas noLas tratan de desarrollar algunas de las téc-

nicas más comunmente asociadas con la investigacion de operaciones 

y sistemas ingenieriles y que son aplicables al diseño y operación 

dE: sis"t:emas que conciernen a los ingenieros civiles. 

2.2.1 Programación Lineal. 

Da programación matemáLica es una de las técnicas más 

comurunente usadas para resolver problemas de optimización de siste-

mas. para esto se plantea un modelo matemático en el que queden --

() 
expresadas las relaciones que existen entre las variables que inter-

viene~ en el problema. Estas relaciones están formadas por una fu~ 

ción objetivo en la cual queda expresado el objetivo qu.e. deseamos -

alcanzar y las restricciones que indica,:: las limitaciones que se le 

iroponen al problema. Estos problemas se caracterizan por el gran -

número de soluciones que satisfacen a las restricciones, a las que 

llamaremos solucio11es factibles. Dentro de estas soluciones facti-

bles hay una que optimiza la función objetivo y que llamaremos so--

lucion óptima. cuando las relaciones del modelo matematico son li-

neales, diremos que se trata de un problema de programación lineal. 

El modelo matemático que representa un problema de --

programacion lineal tiene la forma siguiente: 

Maximize: z 
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Sujeto a las restricciones 

x2 + .. . +a2n x 
!1 

• • • • • • • • O ., "' O • e • e • O • • O • • O • • O • • O • • • • • • G O 

y X· ~ 0 
J 

j = 1, 2, ... , n 

Las cantidades b., e., v a. . (_ i = l .... ¡ m v J- = l J J ~ 1.] , 2 

,. ... , n) son co,1stactes \t conocidas y m y n son enteros positivos. 

Las constantes cj son convencionalmente ~o negativas y las b. 
J 

y -

a· . no tienetl restricción en signo. 
l.J 

Para obtener la solución óptima en un modelo matemá-

-c.ico de este ~cipo se necesita plantear e 1 algori tillo - procedimien-

to arit.mético - llc.mado "simplex". Este consiste en efectuar la 

operacion de intercambiar variables q,Je es la base Cíe todos los --

algoritmos del álgebra lineal. 

Para ilustrar en que cons1.ste la operacion irrtercam-

var1.ables, considerarnos dos funcio~es lineales 

variables independientes, xy x' 

v = ax + bx• + e 

y' = dx + ex' + f 

Y y' de dos -
\T 
-' 

( 2) 

suponiei'1do que a -¡ O, calculemos x explici tamente de la pr1.mera -

ecuación y substl tu1:"amos este reS<-lltado en la segur,da ecuació11 ob-

teniéndose· 

1, 

ti 
1 

~ 1 
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X = 1 b 
x' e y - -a a a (3) 

y'= d 
+ (e- ~d) ffi y x' + (f a a a 

Estas dos nuevas funciones lineales se caracterizan -

por el hecho de que la variable x pasa a ser fun.ció~J., mientras que 

la funcion y resulta ahora una variable independiente. De una ma-

(.e:c· :.:;encilla se puede decir que xy y han sido intercambiadas y -

' 

a la operación total se le denomina un paso de in tercarnbio. Ahora 

el problema consiste en arreglar este paso de intercambio en la --

:forma de esquemas ser-e .i.llos de cálculo. Por eJemplo, el intercarn-

bio d,;;• xv -y- er" las ecs. ( 1) y ( 2) se representará de aqd 2. en ade--

ian"ce por el siguiente esquema: 

elemento 
pivote 

y= 

y'= 

x x' 

a 
1 

b ¡ e 1 r_t_: 1 ! 

fd ~ e 1 f 1 

y X' 

X =1 _; 1 - --~ 1 ~ --~ -~ 
¡ l 1 

jr---d---+-,1 __ b_d_l - cd 1 

Y'=¡ a e- a 1 f- a 1 

do~J.de se crucen el renglón y la columna de las variables que se --

quieren intercambiar nos define la localización del elemento pivo-

te. Una vez determinado el elemento pivote, los pasos a seguir --

para intercambiar x por y son los siguientes: 

l. El elemento pivote se cambia por su recíproco. 

2. LOs demás elementos de la columna donde se en-
cuentra el pivote se dividen entre éste. 

3. LOs demás elementos del renglón donde se encuen 
tra el pivote se dividen entre éste y se les cam 
bia el signo. 

4. LOs restantes elementos se obtendrán como el ele 
rre nto original menos el prodL:.cto de los corres-
pondientes dividido entre el pivote. 
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b y d son los correspondientes del -
elemento e. 

Toda la secuencia anterior se conoce como el algoritmo Simplex. 

consi.derernos el siguiente problema de programación lineal con dos 

MAX: 

sujeto .e:. 

( 6) 

X > ~· 2 .. / ¡__) 

Este tipo de problema es ideal para resolverse por medios gráficos 

En un sistema de ejes cartesianos x 1 Jx2 las restricciones pueden 

ser representadas por líneas rectas. 

1 tisfacen estas restricciones definen la zo~a de soluciones facti--

bles (polígono convexo achurado mostrado en la figura) . L2 fun- -

ción objetivo se puede representar como una familia de rectas coD 
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De la figura puede observarse que la solución óptima cumple con 

los requisitos siguientes: 

l. Se obtiene para una recta de la familia 

que contenga a un punto 

del conJunto de soluciones factibles y que ade-

más tenga la mayor ordenada al origen 

2. La recta anterior tiene u::1a inclinació::.-1 interme-

dia entre las rectas (3) y (6) o sea 

() 
Para ilustrar que 12st.e problema de programación l i.neal pue:ie resol 

verse aplicando el algoritmo simplex procedamos de la manera si- -

guiente: agregue,uos a las restricciones las cantidades y 1 y y 2 --

que no se conocen pero q~e permiten lograr la ig0alda:i 

a22 (el - Yl) - al2 (~?. - 'l2! 
= ---- -----------------

(all a22 - al2 a21) 

a,, (c2 - Y2) - a21 (el - Yl) 
= ---------- -------- ----

(all a22 - a12 a21) 

" ¡· 
1: 
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(\, 
\__j 

( \ 
\_ _ __; 

b 

Substituyendo en la función objetivo estos valores se obtiene 

l-
l [ = -- a22 b., el + a11 b2 c2 - a21 b2 el-

(a¡'¡ a22 - al2 a21) 
.L 

J.? h, L¿ + (-a22 b1 -;- a21 b2) yl + (al2 bl - all b2) y2l 
.~ J 

En -- sta ~ltima expresión se puede observar que si los coeficien--

tes de y
1 

y y 2 son negativos, entonces lo mejor que puede suce--

der es que y 1 y y 2 sean iguales a cero para lograr el ~ "'-' máximo. 

Ad..rr.itiendo a prior .i. c:;:ue 

-a22 
1.-

ul 

se obtiene 

a21 
< 

a22 

ju.::ytando es·tas 

a21 
< 

+ a21 b .... ----""--. 
¿ 

bl-

b2 

igualdades se 

!:J.< 
b 2 

o al2 bl - all b2 < o 

bl < a11 

b2 a12 

obtiene 

lo que indica que la recta que resuelve el problema de máximo tie-

ne una pendiente entre las rectas (5) y (6) 

Por otra parte, de la expresión se observa ~Je la solución -

óptima se obtiene de cambiar las xi por las yi, que es la caracte-

rística en que se basa el método simplex 
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consideremos ahora el problema de mínimo siguiente 

MIN 

sujeto a 

? 9 > bl all xl + a21 x2 / 

'} ' al2 X + a22 x2 ? b2 1 

9 9 
x 1 ;?:- O x~ ~ o 

L. 

son comunes al problema de máximo antes plar.-

teado. Procediendo en forma semejante para que el problema de --

máximos se obtiene que 

z = e + 2 

donde n 1 y n 2 son las cantidades desconoc1.das que permiten lo9rar 

la igualdas de las restricciones. Ahora bien, si los coef~cien-~ 

~ces de n 1 y n 2 en la expresión de z son positivos, entonces lo --

mejor que puede suceder es que n
1 

y n 2 sean iguales a cero para -

lograr z mínimo. Acep-canto apriori que 

se obtiene que 

1. 



r::J 

e 

e 
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; igualdad que define la región penmisible para el problema de ma-· 

Además, si y 1 ,y2 jnl y n 2 son cero, las expresiones que definen -

2!_ y z son las mismas. Esto permite afirmar que a cada proble-

ma de m~imo le corresponde un problema de mínimo. Esto se lla-

ma dualidad en programación lineal. 

corr,o la obtención de J.a solución óptima consiste en efectuar: va--

rios pasos de intercan:bio hasta lograr int.ercambiar las xi por --

las yLJ es necesario dar las siguientes reglas para seleccionar-

el elemento pivote en cada paso de intercambio. 

Reglas para escoger el renglón donde se encuentra el pivote. 

l. El elemento en la última columna del renglón 

del pivote tiene que ser menor que cero. 

2. Sl hay varios valores negativos en la ~ltima 

columna, el renglón del pivote corresponderá al 

valor más pequeño de estos. 

Regla para escoger el pivote en el renglón del pivote. 

l. Se seleccionan todos los elementos del renglón -

del pivote que son ;> O y se forman las corres--

pendientes cantidades características. La más 

pequeña de estas determina la posición del pivo-

te. 
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Las reglas anteriores se aplican reiterada;L!e:c"te y -

se llega a la solución óptima cuando sucede alguna de las siguieQ 

tes dos cosas: 

l. Todos los elementos de la columna son > O 
-----

2. Aunque existan elementos negativos en la colum-

na ~ , los elementos en los correspondlentes 

renglones son sin excepción ~ O. 

Esto significa que el problema dado no tiene --

~na única solución. 
/ 

!_~~,-/ ¡-' ;;i,;.¿ /::.' .:-/:' e// ') ~;,,< e;/¿;;/ 

sujeto a 

3x1 + 3x 2 + 2x3 

xl - 3x2 + x3 

xl - 3x3 

X· > (1 
L ..--· 

·:1-!0 i 1 1 -5 

1 ---l--
x2 T 3 -3 , O , -3 

-x3 -4 2 l +3-+-=2 
-- ·-+-1 -+----l-
e 10 15 12 1 

! 
---- ---+---!-- --- ,_ --

10 
3 
·Í\. 

' 1 ' 
1 ¡ 

15 12 

/ 10 -'------
---- 15 -----

< 12 

'!' 
' 
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1 

xl 1 y2 V z-l - 3 
1 1 

yl 1 1 1 1 l 5 
1 

-- - -
3 3 3 3 

1 

' 
x2 l 1 -4 -1 2 

1 
' 

x3 2 1 ¡- ~1 l 4 
3 3 1 3 

l 
1 1 1 

e 10 35 26 50 

Le. solución está regida tan solo por la primera restricción y es -

l. a siguiente: 
X -- lO yl = o 1 

3 

o x2 - o y = 35 
z 3 

¡' 

x3 - o y3 = 26 
3 

-7 

L max = 50 
3 

comprobación: 

3 10 = 10 o k 
T 

o k 10+35 15 3- 3-- -

10+26 = 12 
3' 3 

o k 

7 
5 10 50 L. = = 

3 3 o 
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2.2.2. Programación dinámica. 

La programación dinámica es una técnica matemática -

que permite analizar una secuencia de decisiones interrelacionadas. 

Proporciona un procedimiento sistemático que permite seleccionar -

la coroh~nación de decisiones que maximizan eficazmente el total. --

En contraste con la programación lineal¡no existe un modelo mate- -

mático del problema de la programación dinámica. por el contrario, 

la programación dinámica es una técnica en la que las ecuaciones --

particulares a usarse deben ser desarrolladas para adaptarse a - -

cualquier situación individual. Por lo tanto, se requiere desarro-

llar un cierto grado de ingenio y visión, que permita reconocer 

cuando un problema puede resolverse utilizando la programación di--

námica y en que forma debe resolverse. Estas habilidades pueden 

desarrollarse presentando una amplia variedad de aplicaciones que -

ilustren las características que son comunes a todas las situacio--

nes. En estas notas se presentan a continuación algunos ejemplos -

de aplicación a políticas de operación de presas (quizá la aplica--

ción más importante de esta técnica a los Aprovechamientos Hidráuli 

cos) con este propósito. 
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2.2.3. Optimización Analítica. 

A diferencia de la programación lineal, el modelo 

matemático a plantearse para resolver un problema de optimización 

/ 
u~ando la optimización analitica, está formado por relaciones no 
,/ 

/( l'-- -"les De estas técnicas únicamente abarcaremos la de los 

// -.~p~:ado~es de Lagrange' que es adecuada en sistemas de bombeo. 

~ A continuación se indican los pasos a seguir para aplicar esta --

/~ 
( ' 
\_ / 

-c::écnica. 

Se trata de optimizar la función contí~Ja de - -

tres variables. 

que debe cumplir co::1 las siguientes condiciones adicionales. 

Pasos a segu lr: 

l. Se fabrica una func1ón de Lagrange 

2. Se procede a calcular las derivadas de L res 
pecto a las x. e igualarlas a cero 

l 

- L 
1 
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2 

dL = ¿)p = '- .)f 
L2 e) f.2 

ox2 
;:-:-;;--- Ll ¿x~ - -· o ox2 c)X2 

c)L = dF Ll 
e, f 

L2 e~ ;j XJ ¿) x3 '~ - = o o x 3 ~) x3 

4. Substituir en f 1 y t 2 los valores de x 1 , x 2 
y x 3 en términos de L1 y L2 

5. E1 el slstema formado por t 1 (L1 , L
2

) - O 

despejar L1 y L2 

6. va,luar x
1

, x 2 j x
3 

según los valores encon-
trados en el tercer paso. 

7. Estos valores hacen máxima a F cumplie;!.do -
con las restricciones. 

Ejemplo de apllcaclón 

e consumo de conmustible 
en gal hr. 

En las horas de pico se deben suministrar 5m3/Seg. 

Para hacer mínimo el gasto de combustible quienes deben ser Q
1

, -

f = Ql + Q2 + Q3 - 5 = o 

L 6Q~ + 4Q~ + 2Q~ - L 'Ql + Q2 + Q3 - 5) 
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() 

3 

bL l = 12Ql - L=O Ql = 0.91 ooi 

~L - 8Q2 - L =O -
Q2 = 1.36 oQ2 

() L 1 

= 4Q3 - L =O ! 
() Q3 Q3 = 2.73 

\ J ---
5.00 

L + L + L = 5 L = 10.9 
12 8 4 i 

el 
_, 6 (0.91) 

2 
= 4.96 

c2 - 4 (1.36) 2 = 7.40 

Cr:; - 2 (2.73) 2 = 14.84 
-' 

27.70 gal hr 

~'lay que realizar chequeos como los siguientes : 

Tan solo opera la bomba mas barata 

2 c3 = 2 r 5) = so > 27.20 o k 

Las dos bombas más baratas 

F = 4Q2 + 2Q2 
2 3 

f = Q2 + Q3 .... 5 = o 

2 2 
L = 4Q2 + 2Q3 - L (Q2 + Q3 - 5) 

¿\ L " L 
dQ2 

= 8Q2 - L= o 
1 

Q2 = 
1 8 
( 
i 

J L- = 4Q3 - L = o 1 Q3 = L 
.... ) 4 OQ3 

02 = 1.67 

Q3 = 3.33 
5.00 
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L + L == 5 . r.~ 13.33 
8 4 / 

c2 = 4 ( .167) 2 = 11.15 

(3.33) 2 22.18 
2720 c3 = 2 = 33.33 : 

'1 

con esto queda t<no convencido qt...e la me=ior solu-

ción es una combinación de las tres bombas. 
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1 NATURALEZA DE LOS SISTEMAS. 

1 • 1 INTRODUCC ION 

-.;::: 
Los aprovechamientos naturales pueden ser clasificados en diferentes formas, 

; l ' '·•.; 

una de ellas es aquella en la cual se distingue a los aprovechamientos natura-
•' - . ~ 

les en renovables y no renovables. Los aprovechamientos renovables usual-

' ' ' '; 
',. 

mente cambian para repetirse ellos mis'mos en un trayect~~i~ cíclica. El agua 

es un recurso renovable, que en la naturaleza sigue una trayectoria llamada-: 
' ~- ' : 1 ~ 

' 

el ciclo hidrol6gico, el cual se analizará mas adelante. 
'1 ., ' 

'- - - - . ' ' ~ ; -" '' ' 

El hombre siempre ha intervenido dentro del ciclo hidrol6gico en uno o mas -

) ~ ... _ ' ) ~-- ._· - l ' .,. ~- >¡' ) 

puntos, a fin de utilizar el agua para diferentes prop6sit~s. Por ejemplo,ces-

'' 
' " 

de el inicio de los tiempos ha utilizado las corrientes superficiales para su T 

:; ,f - ' 

uso, ya sea para i rrigaci6n, uso dom~stico''·o ,nav~g,aci6n. E:'t agu~ subte~rá
t 

nea también ha sido explotada desde los inicios de la civiÚz-~cl6n. 
' ,-, , ' . .... _-,J_ • 

Los hombres siempre han hecho esfuerzos para tomar ventaja de ciertos aspec 

, ' 

tos del ciclo hidrol6gico, dando a los proyectos de aprovec~mie~to hidrául i~os 
- ' - "" 1 ~ 

un amplio rango de. sofisticaci6n. En su for~a ~imple ,tal~s- proyectos n'c; son -
-,~1-~.,~'- '· • ' •. ' ;'' ;,.. .•... :~ ... ·-·:,J. 

más que facilidades primitivas, para almacenar et agua de lluvia en cistemas 
-:; _,- ,,< r ' , - -', ~ 1 ~ ~. ,_ ~ • ~ J ~' ·~ r ' ", ~ -\ ", • ., • , r' 

para el consumo humano y uso doméstico. En su más forma c'omplej~-l6s pro-
1., • • • ~ 

.._ ... ~ Jf T -.: ;·
1

~' '• -~ • O > _-,~;· _,. • • J ~ ,,) r ~ ,_. - ,c--'~~~i.:'Í~~-·, '!'~ .. - ~ •, ,.,.
1 

': j 

yectos de los aprovechamientos hidráulicos involucran un' c"omplej'd de"estrua'r 
•,-" ',·,;· ' ; t 

- ·- 1' - ' • • ~ • • ~ • ' ~ ¡ 1 'jo ' ,..,.. 't \ - : 

tu ras de procesos múltiples que regulan las corrientes, recargan los acuíferos· 

1 



del agua subterránea, generan ene rg(a eléctrica, protegen a las áreas urbanas 

e industrial 'izadas contra avenidas, satisfacen necesidades recreativas de gran 

número de gentes y también at1enden otros objetivos. Los proyectos de prop6-

sitos múltiples se pueden definir como "trabajos de ingeniería que sirven a más 

de un prop6sito principal donde el valor de los beneficios acumulado de cada uno 

de tales prop6sitos es medido con la parte del costo total asignado a etto". En

tre estos dos extremos~ácites almacenajes de agua primitivos e intrincados -

proyectos de prop6sitos mÚltiples- hay muchas maneras posibles en la cual tos 

aprovechamientos hidráulicos pueden ser desarrollados y utilizados. Cada una 

de estas maneras representa una soluci6n a un problema de programaci6n, que 

es, un problema de demanda la optimizaci6n de un criterio dado, sujeto a un -

grupo de restricciones. 

Por lo anterior., es Fácil comprender que el incremento en complejidad de tos 

sistemas de aprovechamientos h1dráut 'icos dan cabida a una multitud de proble 

mas ligados con el desarrollo, control, distr'ibuci6n, tratamiento, util izac'i6n 

y reutH izaci6n del agua. El anát isis y sotuci6n de estros problemas involucran 

et campo de la ingeniería de tos aprovechamientos hidráut icos. 

El principal problema de la ingeniería de los aprovechamientos hidráulicos y 

tal vez el problema en su Forma más general, surge del hecho de que el agúa 

es a menudo disponible en el espacio y en et tiempo, y diferente de aquellas -

2 
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-------~---~~-- -----~---~- -=-- --- ----

~;.~. ~r c;_l:J~hse define la demanda" En·- adici6n ·a ésto, las caritiéfádes de ?tgqa 

9,~~.P90!'pl~s.pueden ser diferentes' cün nqueHa·:3 qlie--se recp'/ir··ren para--éier_t'~s" 
'-- ----·:-'"- ' ' ' "' 
~~~v(c;La<:!.~~~$?C9m§tnicas_;, ··- 1

-
'( .:;~-· '¡ , - ¡_ .... ~- • ~ ... 

Considerando esta s'ituaci6rr, ta· cuat puede ser caracterizada por• la mal 8i~trf'•' 
i 1 ~'..r.:-'l{"";;.,l:l-,"-~ror'~ '":~-- '~ ... --:''" 

buci'?n del agua en el tiempo y en el esp:_'l.cio ;. relacionada a ·menudo con prcipie · 
: ~ ~- ··... • "'} ' - ; - ' ,. ' ' )' 1 -

1 • ¿Que sistema tiene que ser contruido en orden de· minif'(li..:.. 
' 

zar; la descripanCia :existente éntre··eFse.ím'inistro natural-
' - ' t.! 

_,_ ·de agu~í(,ém tiempo} ·espado. y··· propiedad) ·y la demanda :-::.. 

.para elta? 

2-. ¿con que extensi6n deberá ser desarroltádo el aprovecha·~ 

' ; mi'~nto hidráulico.:y·que .. tan--eXtensiva.deber~ :de ser Ui t--e:..: · 

gi6n set::vi.da• por.el sistema? 
,. 

3. ¿una vez _.eonstr'"rido:;· como: deberá qe ser· o~rado el si~e ·) · 

ma~ para realizar un grupo de objetivos ~a~os-'de la· rr\ejor 

'·- . _ . ..,manera p·osib_te ? .. 

El ~f-9~~~ .et:'l, el cual .estas pre~untas · s0ri presentadas' corresponden a.mpl iamente 

~~')19J~f1~,a t~ ~-~cuenci.a cronol6gica.· en la- cual'ideb~n ser coi1testadas. · Pr-i·m_er?'; 
- • - ; ..,. ., A • ~ - <, 

tos hombr.es tratan de enfender el Fen6meno hidrot6gico natural y construyen.-
~ : ..... ::-~ ~' ~- ,.._ ... , .~ -¿,- ' ~~ 

almac~naj~s y e?.tructuras convenientes· para el 'agua. 
- ,_ .. t- ~ 1 ,... 



La segunda y tercera pregunta han ocupado a los Ingenieros, Economistas y -

Planificadores por bastante tiempo en los Gltimos setenta u ochenta años, cu~ 

do empezaron a reconocer especÍficamente los problemas originados _por el de

sarrollo y util izaci6n de los recursos naturales (incluyendo el agua); en contras 

te con otros procesos de producci6n. 

El análisis y soluci6n de estos problemas ha avanzado en una cantidad que se va 

incrementando con el advenimiento de las computadoras electr6nicas de alta ve

locidad. El crecimiento en la sofisticaci6n de las máquinas computadoras, no-. 

solo hizo posible ta ejecuci6n rápida y exacta de cálculos tediosos y rep:!titivos, 

sino que también si rvi6 como Factor catalÍtico en la devoluci6n de varias teorías 

matemáticas y métodos. Algunos de estos métodos fueron aplicados en el dise"

ño de los sistemas de aprovechamientos hidráulicos y muchos más fueron poten 

cialmente adaptados para ello. A la inversa, no todos los métodos matemáticos 

sofisticados han sido de uso práctico inmediato en la ingeniería de los aprovecha 

mientes hidráulicos. 

La natvraleza interdisciplinaria de la Ingeniería de los Aprovechamientos Hi.dráu 

licos emerge claramente de la siguiente discusi6n. Realmente, esta rama del -

campo de la ingeniería se encuentra entre el área donde se sobreponen las cien

cias naturales y las ciencias sociales. (Por supuesto, no hay una frotera rígtoá 

entre las ciencias natuales y sociales). Este traslape se extiende de la ciencia 
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pura (básica) a su aplicaci6n. La Ingeniería de los Aprovechamientos Hidráu-
. ( ' ' -

ticps cubre et traslape y se extiende también dentro de las ~iencias naturales 

y sociales. Etto involucra partes de muchas disciplinas (ingeniería agrícola, 
. ·, ~ "" "~ . ' 

ingeniería civil, econom(a, leyes y otras) pero es imposible identificar alguna 
' r \ \ ) ,' 1 ' - ' ' ; f .J '-~ \_, \ 

de et las .con la ingeniería de los aprovechamientos hidráut icos. 
' 

Por ejemplo, muchas veces se dice que la Ingenier(a Hidráulica y que la Inge-
' ' . _, { . 

nier(a de tos Aprovechamientos Hidráulicos son términos intercambiables. 
' • ; 'f - ~ - ~, - \ "' ;' -~- : ' ~~ ' ' ' ! 

La primera se refiere a una rama muy especial izada de la ingenier(a civil, -. 
- ~ • ' '·¡ • ~ .~ ' " '; J..- t , ... ~ ( _ __,: -' • ::· •"' .. ' :. ~!l • ,,:"~ 'f ~ - '( 

mientras que la segunda involucra todo el desarrollo y utHizaci6n de uno de 
--:. - ' \ 1 -, 1l ' ; j \ ' ~ ' ~ t J ~. '¡_¡ ~ 1 :: ~ ""1 .... ' : ' 

los más esenci.~les recursos naturales. Sin embargo se puede detectar en la 
' ~ \ '¡ ¡ -, ' .., ~ ,, ~ ~~ T ''-

o. 

Ingeniería de los Aprovechamientos Hidráut icos afinidades muy cercanas con 
' ' ~ ~ ~. 

las disciplinas tra,dic<Pnales siguientes 
~ \. ' •' ~ ;- 1 • .. ~ ; :~ '• _. ~ ' ' 'r 

". i) 
~ ~ ~ ' 1 1 j, 

Ingenier'Ía Agrícola 

·Un aspecto de la Ingeniería Agrícola trata con et rnanteni-

miento y control de un régimen de humedad adecuado den-
) 'J ~ r 

tro de la zona de r·aíces en tos cultivos. Los problemas de 
' , 

irrigaci6n y drenaje caen bajo esta característica, i.nctu-
+ -: ~ :~ ' • "'- ,- - • ". ~:ti .._:. ' ' J > 

yendo el almacenaje de agua en granjas y distribuci6n de 

agua para campos diferentes dentro de una empresa agrfc~ 

la. Otros aspectos de la ingenier(a agrícola que ataP\en a 
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los aprovechamientos hidráulicos son el control de las -

aguas negras, ta conservaci6n del suelo y <;tgua y la recta

maci6n de tierras. 

il) Ingenier(a Civil. 

Un número de disciplinas de ingeniería son incluidas dentro 

de esta categoría. As(, dos son de importancia particular -

en la ingenier(a de los aprovechamientos hidráulicos: Inge

niería Hidráulica e Ingenierfa Sanitaria. La primera esta 

relacionada con el diseño hidráulico y estructural de presas, 

tomas, canales, líneas de tuber\a y Facilidades para la gene 

raci6n de energ(a, así como la regulaci6n de ríos y trabajos 

de navegaci6n (puertos, puentes y esc~uzas). La segunda tra 

ta con la calidad del agua suministrada para usos domésticos 

e industr1ales y con el reparto, tratamiento, mejoramiento 

y reutilizaci6n de las aguas negras. 

iii) Hidrología. 

La hidrología Aplicada es básica en el análisis y soluci6n de 

tos problemas de la Ingeniería de los Aprovechamientos Hi

dráulicos. Su primera funci6n es la evaluaci6n cuantitativa 

del suministro de agua en un proyecto de desarrollo de apr:: 
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vechamientos hidrául i.cos. En relaci6n con la existencia 

de registros, la Hidrologfa Aplicada puede estimar los e~ 

' ' ' \ '~ _- l. 

currimientos futuros con probabil i.dades específicas . Estas 

probabilidades reflejan una Fase de incertidumbre para la 

toma de decisiones en el desarrollo de los aprovechamien.:.. 

tos hidráulicos, que está' invol.ucrada co~ l~ determi.naci6n 

del tamaño 6ptimo de los elementos estructurales para las 

polÍticas de operaci.6n. La incertidumbre es a menudo tra-
\.1,1 ,-, 'Í 1 • ,'; ~ '~ :,'...,' • ~")' \~' ..... i(• \' '_r .:;• .,-::; r~-,'' ~ 

ducida en términos de riesgo, espe~i~lrr;ente cuando se rea 
:t ' ' ' ¡ ~-- ,_', 

• ~-., < 1 

l izan las evaluaciones econ6micas. 

iv) Ingeniería QuÍmica. 
( ~ . . ~ ., 

La ingeni.er(a quÍmica tiene que ver' con ia ~uaiidad mineral 
\ . . -. 

• ~ • ·~· ' ll ' ' 

del agua (desalaci6n). Esta involucrada en problemas de -

,t~ ' 1 ~ t-., ' 

transferencia de calor y de masa, termodinár~ica y otras 

retac~ones de energía, muchas de etlas irreversibles. 

-
v) Economía. 

,_ - • '""·7, ·-:..'~-·.:. -~ ~ •. rt .:~!::· :,~;... -< e Í' •;.,.¡ f , :- i '<#J.-, 

La Ingenier(a de tos Aprovechamientos involucra tos aspe~ 

,, :;;-•·,· ·~,;:,1 :··- ~-J,...~~~;,-~:'.:;.-'r." .... Í~T -:""", .. -.,,~,, :, 

tos cuantitativos de Economía. Econometr(a., téor'ía de dec_!_ 

siones, métodos de programac16n y Ótras técnicas de ·inv~s-

tigaci6n de operaciones es el enlace de tas dos disciplinas. 

7 



vi) Administraci6n PÚblica. 

Proyectos de aprovechamientos hidráulicos son a menudo 

planeados, diseñados, constru(dos y operados, SL:Jjetos a

uno 6 más restricciones institucionales. El tipo de organi 

zaci6n y su admini.straci6n t1ene una influencia marcada en 

la operaci6n de los sistemas de los aprovechamientos 

hidráulicos. 

vii) Leyes. 

Es difícil que un proyecto de aprovechamientos hidráulicos 

exista sin estar involucrado con las leyes. Conceptos y- -

doctrinas son desarrolladas continuamente y trasladadas -

en leyes. 

De la discuci6n anterior se llega a ver claramente que la ingeniería de los apro 

vechamientos hidráulicos es una disciplina compleja con muchas Facetas. Una de 

sus cualidades más importantes, es que ella integra varias áreas de las ciencias 

naturales y sociales, en el análisis y soluci6n de problemas que involucran el 

desarrollo y utHizac16n de los recursos del agua en una cierta regi6n. Se conclu 

ye que la ingeniería de los aprovechamientos hidráulicos debe ser e o llegará a 

ser por necesidad) general i.sta en el verdadero sentido de la palabra. 
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. ~~:: ~ ~~· -
\ 

1 o 2 ; CICLO HIDROLOGICO 
' ' ; 

-, ~ { 

El ciclo ~idrot'6gico es_un proceso continuo p:Or;medio del cufi"l et agua es ~rar~s 
- -- --':-'"""'--.....:> --=-=,/ :._? ~ 

portada de· tos océanos a la at;-n6sr=e~a, ~ ~-a-~~;~;~~ ;--~g~s.~-'~1·~~~~. oe~t~o 
- ' <{ f • " .. < .. • ~ 

-""- -· '-- ~ 

de este ciclo existen diversos subciclos. Un ejemplo-.de esto es la evapor;;.ci6n 

• l ... ~ 

del ag¡Ja dt;:.Ja superficie terrestre y su :Subsecuente preci.pitaci6n sobre ella -
' ' • 1 • ~< ~ 

antes ?e ~gres~.r a_l océ~no. La.~ué~za 'qúe cónt'rbll3:,la tpt_atidad· del_siscema -
1 ~ ~ , ,) ~ ~-• ., 1 ' • ..... ' 

. det tránspo'rte del agua provi~ne del sol·, e~· cuál 'provee la energía requerida 
1' - ' ' • 1 

(/ ' - ~ :- ~ ~ 
parata evaporaci6n. Cabe·l-acer notar que las cualid~des del agua fambién car0_ 

bian durante su. paso a través del.c,iclo;,el- agua de mar se conv'i~ct~,en agua -

. :! ., ' ; <;~~ .. -~~.' / ·._: i(, ~-' . ~ .. :\ ~~ ... 
-Frescá- pót7:ta evaporaci.6n. En la fig. 1 ~ 1-;--se muentra la represer:;1t_ªcion cuatí-

\_' { 

tativa det ?iclo'"hidrol6gico,y en-ta.f'ig.-1 .2 •. las fases'que estudia la Hidrología. 

Co_mo puede: obser0arse en la .Fig. -1 :-2 ~ Jas~_69rnPbnentes d~' ~~}~l.<? .. ~.t9,rot9gi,co i~ 
- ' .._,. - ' " ~ 

volucran tas~'~·i.:J~~~~s Fases·~ ~·ue e~éi'·su}eta/u.ha ct:¿énca hidr.ol6gi.ca_; ~Esto,)es -
';~'.::t_,, 

1 

_r ... ~,i;)il~),ll~\~~r:,~f.,~~~ "' ~-~, ·¡~r!r' ... 
. . :t ', ¡' '~ 

básico en el análisi~ pe ,tos. p:rc:x:esos. hidrol6gicos y en el desar-rollo de mode--
• ,:;:~ ' • ~ - • • j! --~ ~::~ro>~.;)!:,(~ ·- i~J- J~;J~:,c,t ; ¡~·': f1~ "" 

los de simulac16n, .los cuate~ tratan ef é::'fé'((f~hi'd~ol6g1co corno un sistema cerr·a 

do y: def{nen ~n f-orma contin~.;~a los parámetros' de entrada y salida a dicho siste 

ma. r{»,, '·., ~·.-Ci L' Q:E';. 
!( •i 1 ~ '.....-r ,) t ll ,J _, 

-- 1 • 3 

VECHAMIENTOS ·HIDRAUL ICOS. 
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De acue reJo con et U. S. Council for Science and Technotogy "Hidrotog(a es 

la c1encia que trata de las aguas de la t1erra, su ocurrenc1a, circutaci6n y 

di.stribuci6n, sus propiedades químicas y fÍsicas y su reacci6n con el medio 

ambiente, incluyendo su retaci6n con tos seres vivientes. El dominio de la -

hidrología abarca la historia de la existencia total del agua sobre la tierra". 

De acuerdo con tos métodos matemáticos, la hidrotog(a pa.ramétrica se define 

como "La aproximaci6n a la hidrología en donde et ciclo hidrot6gico es trata

do como un sistema determinado". 

Dentro de la hidrología paramétrica et término "Simulaci6n" se define como 

o 

"El desarrollo y apt icaci6n de modelos matemáticos para representar la ite- Ü 

racci6n de la variaci6n del tiempo en tos procesos Físicos". 

Para plantear las apt i.caciones de la Hidrorog(a, se debe partir de la premisa 

de que et hombre no puede existir sin et agua. Por lo anterior, en la época -

actual, el conocimiento de la hidrología y et disponer de gente preparada en 

este campo es de importancia fundamental para un efectivo manejo del agua, 

trasce'dentat para nuestra soc1edad. 

Aunque el uso del agua para actividc:.des domésticas es vi.tat, su uso en la in

dustría, comercio, agricultura y recreaci6n es básico dentro del desarrollo 

del país. 

Dado que el agua es un líquido vital y escaso, es t6gico pensar que debemos 
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de~cor:,tar, cor.i técnicas adecuadas para la planeaci6n, manejo ·y de'sarrolto de 
'.;;i 1 '. _.. ' . ~ ... ( . 

tos":..2a:p~~ec~m~~ntos. hidrot6gico~· det pa(~-. '\)n~ ptar~-e~ci6n y ~anejo· efectivá · 

de lo~ recursos de agua es et compromiso del hidr6togo 'y solo es; posible 'al:-
- l • • 1~ " ~ "'..l '\ ,.. >.. \ 

canza:rlotsi se entiende ctaramente los. si~em'a;~,-F(sicos que deben rnanejar. 
. ~..., '. 

' ' '' ~ ' 

Por otra~ parte,. se requieren modelos matemátiéos confiables para evaluar~~ 
-__ ;~ J ""~~ 

predeci·r··et funcionamiento de los sist~~1as hid~ot6gicos. 
'· . 

Et hidr6hogp Jueg_a un papel elemental en esta p~oblemática y entendimiento·-

de ta mrsma. SU. competencia tiene un tremendo impacto en to(:fas ·tas·achvi-' 

-~~~ • ~/ ·:- 't , :1;,1 _ • , ·~ ;~· r .. ,:~-- (~· 1 •• ~, 
dades. de los aprov:echamientos hi.drol6gicos: ·. · ·." 

c.:::.. . ..... : ·_ .. ' ' ' 
~ - 1 ' ' • ; 1 : , t , ~ - ; $. • t ,. J • ..,; r 

c'ipales objetivos de la hidrología pueden resumrrse 'en' 'Clbs: g'rancles grupos 

' '' 

a) 
' .... ..~ t .1j{t. 

sario considerar 'al diseñar'·ve'~tedor,es, pu'ente's· y drenajes 

en general 

currencia del transporte del agua sobre ta superFiéü:· terres 
1 ·r · . L ... l 

t.re. Esto se ~q~·(ere'e;n el ais.eñ:Ó'de"sistemas·ae·'i'rrigaci6n, 

abasteci:rr'liento dé agua apro0echamientos. hildroetéctri·ces y 

navegaci6n de r(os. 

13 



Por to que respecta a las limitaciones de la hidrología, éstas se relacionan 

con la informaci6n hidrol6gica disponible y la complejidad de los procesos na 

turates con tos cuales trata. 

Lo anterior involucra que en general cada problema es Único y es dific(l ana 

lizarlos con un sistema deductivo riguroso. Esto ha involucrado que al tratar 

de uniformizarse de criterios, se plantean cada vez sistemas más complejos 

en donde interviene un mayor número de parámetros, que en ocasiones son -

diFÍciles de cuantificar. 

Al aplicar un criterio hidrol6gico para el análisis de un problema, debe consi 

derarse que la aplicaci6n del mismo no involucra el resultado esperado, a 'me 

nos que las bases con las que se elabor6 dicho criterio sean las mismas a las 

bases con las que se elabor6 dicho criterio sean las mismas a las del proble

ma. En caso contrario deberá tomarse en cuenta este hecho en la interpretaci6n 

del resultado y darle a éste el peso que merece. Conforme se disponga de ma 

yor informaci6n hidrol6gica se podrán ir ajustando los criterios existentes, -

elaborar otros y tener una mayor seguridad en los resultados hidrol6gicos que 

se obtengan. 

La RepÚblica Mexicana dispone de una amplia red de estaciones el imatol6gicas 

controladas, principalmente porta Secretaría de Agricultura y Recursos Hi-:... 

dráulicos y en parte por la Comisi6n Federal de Electricidad y la Comisi6n In-
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t~r:na,_c;19,':~Lpe _L(mites y AgLJas. En ta Tabla 1 .1 se muestrnñ lás principales 
. - ...... \' 

~-~ . ~ -· .. 
pubt ica~iones de que se dispone en el país con informaci6n Hidrqlqgicq . .Por.-

\ .. : : -~~t~~-· 1 _;!·· ........ '. ' . J,~. ', ... -l.(~• ¡ ~ 
1 • -· • ' ---

---~ -:otra:·-parr:e:; l~ o'i.'rección dé)-li'drotoáía de)á S.A-. R. H. ha dividido el·:fJEtÍs ~n ,''r.: 

::_.:: ::~:J·:~~.í"):··1l .'-J.¡~·r;~~'- .· · ··' · , , .~-;~~ · ·.· ·, .·., .. · '·· :, ·, , , ~ -:1: ;Yr,' • '• 

· 37 ~-g'i_o~e.s· ~-1drot6gicas y dispone de planos indicando tas estacione:::s Clima--
--. 

'-tot6gJc;as e .. Hr9rométr'icas que· se encuentran en c'ada' una de ellas·. Adem&.s 
1-= · . · 

: ' . ·.•. '~ ~ ''.' '::: '·. . ., ' ' " ' '-' ' . . ' . ·. ": 
deL hombre· 'de: la estación, consigna los a~():S _ _9e registro y que dependencia ~--

> 1tá ~cihtrÓt~{:·r,;:; 
~.-' '~~~t_: . .; . l ~~ 

1. 4 
-·-:~~~/~. ~:::;_, 

. COMPONENTES ESTRUCTURALES DE.LOS SISTEtv\AS DE APRO 

~-' \ ' , ""!,,.:!...,.,~"'~"' : .. \ ~-· '!} ""'':../¡ --' .._. 2L' 
'tre'~ .'!~.~~~:{,:i'as ob~as requeridas para la captación del agua: e:n ~a. fuente _de -_ 

_ .. ~-- ''=- -~-: _: '_ '" • ~;-- - - .... ~- - ... ~~ '~ -- ..__.. ... - -

:;., ,: 

:obras d~ distribución del agua para su u,s6 . .'-Para e~ta -_úttima part~,,, ~Y: que ~ 
'- f V j J ; - ~ .• ..., - ' ~ J ' - , '- ~ '' - -. ' ~ -

consi.de~aF' l-a~· obras p>ara la eliminaci6n del agua después de su-uso o su ex-
l.. ... ----- "----~ -

-- '_ 1 ' í j ~ t "~ -,t' ... } j .... ~.1 ;;"" < ',. ' 

cedente •. ,, _ 
_ .. ' ...... ·' ~" , - ! ' 

_ . . :Los_aprovechar.niehtos hidráut leos mas importantes ·son los destlnaaos a~~la -

~ _.., ~ ~,. ... " 

agricultura, at abastecimientó ·de- agu'a' potábÍef ~/a' tk:. gener~c-i6n dé, en'ergfa -

, ... ~~ ¡ ~ • • :~} ~ -. ,-j • ,\¡ ~--- 7: ... \ r' ~ :: t~ 

eléctrica. Puede tomarse ·en' cuenta ta'mbié'n el, é'optr:-,ql .de in~~~ác;:io0es, ,que 
' ~ . 

aunque es en si una obra de defens·a, está muy relacionada con el aprovecha-

m'iento del agua, ya que en un momento dado permite proteger el mismo - -

aprovechamien':o. 

15 

'· 

,. 



TABLA 1 . 1 

o 
INFORMACION HIDROLOGICA EN LA REPUBLICA MEXICANA 

PUB LICACION 

Boletfn Hidrol6gico 
del Valle de /\.l\0xico. 

ALCANCE 

Datos Hidro~tricos 
y fvieteoro16gtcos del 
Valle de ~xico. 

FRECUENCIA 

Anual 

DEPENDENCIA 

Comisi6n Hidro16gtca 
de la Cuenca de 1 Va -
lle de tl/l>dco 9 S.6.RH. 

r------------------------'------------------------~----~-----------r---------------------~ ¡ ) 
Boletfn del Servido 
fl/cteorol6gico Naci~ 
na l. 

Boletín Hidrométrico. 

Boletrn Hidrométrico. 

j Observaciones pluvi~ fv\ensual 

l.· métricas y termol"l""é
tricas0. 

Escurrimientos del 
rfo Colorado y otros 

rfos internacionales 
del Oeste. 

1 

Datos Hidro~tricos 
y climatol6gicos del 

Anual 

.. 
Anual 

Direccl.tn General de 

Geogreffa y fv\eteoro
logía~ SAR.H. 

\ 
Comisi6n lntemacio-
nal de Umites y -
Aguas~ SRE. 

Comi.si6n del Papal~ 
pan, SARH. 

1 rro Papa.loapan. 
¡----------------~' --------------~~~------~--------------~:) 

t 
_. Boletrn Hidrol~co. j Datos Hidro~tricos* Periódica Comisi6n Federal de 

1 Electricidad. 
-------------------------r-----------------r--~~~~~~~--------4 

l
. 1 

Boletrn fv\eteoro16gi- ¡ 
! co. 

Datos fv\eteorol6gt -
cos~. 

Peri6dica Comisi6n Federal de 
Electricidad. 

¡------------------------+------------------------,r---------------~r-----------------------, 

Boletfn Hidro16gi.co. Datos Hidro~trlcos** Peri6di.ca Direcci6n de Hidrolo
gfa, SARH ¡ i 

\------------------------.-----------------------~----------------~----------------------__, 
Í Boletrn Climato16gi- Datos Clim3.to16gicos 

regi6n Hidrol6gica -
No. , 2-A e parci..a 1) 

Info.rmaci6n 
hasta Di.c.de 
1972. 

co. 

Se reñeren a sus estaciones en toda la Repúbli.ca lv".ex1cana 

Abarca informad6n por regi6n 1-lidroÜ)gica. El paJs está d.!_ 
vidido en 37 regiones Hidrol6gicas. 
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Direccifu de Hidrolo
gfa~ SARH. 
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" 

\··e:,.._~, ... > , ·¡ ~í-t:'-f 

Dada la afl1pl 'itud del tema, en cuanto a las obras que componen un aprovec~ 
--' :.~:.J ~¡ ~,, "'J ,._ .. !-~~ ~ , ~:c. ' 'i • • 1 '!!"-) _.. ~ r • ¡ i ~ • • . .._ • • 1 l 1 ' 1 < ' 

m'ient~ hic!ráutico, a cont'inuaci6~ se pres~enta ~n b~eve-;es~rmen.de los tipos 

.._ {""; .. :::- J ¡' i ' ' ' .,.. ... -{ :.'; "~ : ... l.'-:~ ' ~ '; : 1; ! --' - .... '. :: t _,' ' d -. ·:. ' . 
da obré;ls ,. sus diferentes pa.rtes y estructuras que to forman y se dan alqunos 

~e 

-' ' 

l'ineamier:tos de su diseño. 

1 • 4.1 'OBRAS DE CAPTACION 
" ' ~--, ." .> '. .-, : J •:., : f 1 ~- i - - ~ ~ ·' --- _¡.- ~ ... ~ 1 

La ·captaci6n pued-e efectuarse de una Fuente superftciat o s-ubterránea:. Para 
' r"1',· 

1 • ~ ¡ ' 

et caso d~t aprovechamiento de escurrimientos superficiales ta obra de captaci6n 
"- _: , r~: t ... :-; i: ; ·; ,_. ~ , - J , ; ; --3 T ~ • -. , ·~ , , ..- ,_ 

puede ser una presa de almacenamiento, d~ de~i~a~i6n' ~una toma di~ecta. Pa 
\ -

-
ra et agua subterránea, solamente se tendrá una toma di recta, como es et caso 

de la exptotaci6n de pozos, manantiales o gater(as filtrantes. 
-\ ',l 

,: .. ·~~~1 ),', (""~:'__. "'"' ~~-~ ~ ~ ~-·' .. • :""' t ·~";\:.. •• ._' \ .·-~ 1 ~~(.:_· •• ~~\.,..o... ... ¡ t-!:'_..,., ,.l ........ ~_ ...... _l·!~' 

Una presa de almacenamiento· permitirá dar carga al sistema y atmacenar tos 
(. 1 ~ '• 

- .'-<. ,:_. .- .. .. ~: : ... ~ r-, i _s ',. -: ~ ¡1 '~'- t'-~ ... ~ .... r . ~ 1 ~ ¡ l ·:- ~ .. ~ • ' - t~~ ·~ é .... 1 - ' ~ r' 

volúmenes necesarios para satisfacer la demanda; ~n cambio' la presa deriva-
"-

;:;.-' • ..;¡"",t}"' rv:'"l.,t- l' ., ~. -J ,<.,•[< :·-.... ,,. ,;' ,r' r' ·.· .. "'~"" f' :~~... -·-..·b 

dor~ soto. dará la carga hid~áut ica .ne~es~r·i'a' -~~r~-l~ ~ d;~duc~i6~ ~~t agua al sitio 

de su api"Qvechamiento. 
.,- ' 1 ' • ~' ~ J _J ) ' • ' .. ' ~ l 

Una l?re!?a en términos generales estará tomada por una cortina que impedirá-
....... ·(··-·¡:'t... ,!'::-1.: " .... "•,1 .:l .. :~ .. "''~J\ -· \'<''·~ 

el pasp del agua_ por su cauce na~urat y propiciar-á la formaci6n del vaso; u!"la -
',' .·t:•--: J !, r ¡.- • ~- .. : '•/'>.,¡¡: •.:¡·~<./" ;'"'<.::-~:!1--:.~, 1 .,·· •• ~lt •"'\""",~í,ri-_; ' , 

obra qe ~xcedencias para devolver al río los caudales no aprovechables; una o-
¡ :. ¡ '~ ~ ,,.., ;¡ 

. - - \ 

brq. pe ~oma por la cual se eXtraerán del vaso tos volumenes de agua por L..f1;H i-
' ' -

zar; y otras estructuras como son: desar-enadores ,·diques, etc . 

...__,'_,.· 

., 
j, 



Las cortmas, en cuanto a su comportam1ento y materwles de construcc16n, 

se clas1F1can en Flexibles y r(gidas. Las pr1meras permiten asentamientos -

diferenc1ales en su c1mentac16n, s1n poner en peligro a la estructura., mien

tras que las r(gldas en caso de presentarse ese problema podrá ex1stir la -

pos1bi l1dad de que Fallen. 

Dentro de las cortmas Flexlbles se tienen las de material homogéneo (de tie

rra), enrocamiento y las de mater1ales graduados, s1endo estas u'ltimas una 

combmaci6n de las dos anterwres y las de mayor uso en nuestro Pa(s. Las 

rígidas pueden ser de gravedad, de arco y aligeradas o de contrafuertes - -

(machones). 

Para la secc'i6n del tipo de corttna, princ'ipalmente se debe tomar en cuenta 

la geología de la boquilla, la disponib'illdad de los materiales de construcc16n 

y como en el caso de México, la local izac16n de la estructura en una zona sí~ 

mica. En Forma secundaria se cons1dera la Forma y topograf(a de la boqu1lla, 

el t1po de obra de desv10, la altura del embalse, etc. 

La altura de la cortina queda deflmda de la curva de elevaciones - volGmenes 

del vaso, al d1mens tonar la capac1dad para azolves, el volumen Útil y el sobre

al macenam1ento para la regulartzac16n de avemdas. A esta altura se le incre

menta el bordo libre para tomar en r:uenta el efecto de la marea por viento y et' 

oleaJe. 

Las Fuerzas que mterv1enen en el diseño de una cort1na son: el peso prop10 de 
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"la estructura, la fuerza debida a la presión hidrostática del almacenamient0, 
fL"' ; ~ ~''j ~r 

ta- subpresi6n, las fuerzas s(srmcas de la estructura y del cuerpo de agua; el 
r ... ~,. /, ~ : ! - t 

empuj~ de los azolves y otras de menor valor como son las producidas por el 
Í• 

oleaje. 

' 
Las obras de excedencias se ctasiftcan en cuar.to su col·oéaci6n en: de cortu-rta 

" ' ' 

o de ladera; por su control" en: de cresta libre y de e r·esta controlada;·' por la 
' ' 

", ' ' 
Forma de su cresta en: rectas o cur-vas; por la Forma de entt~aéla del agua em: 

é...banico, canal lateral y embudo. 
,-..: .L 

~ ' .; ~ ' ~ ' 

En termmos general'es esta estructura se forma de las siguientes partes: ca-

...,! ;t.!_ :~ ; ., ~J~ j ~,,-~ .. ~-d." ., -

nal de acceso o de llamada, cresta vertedora y' cimacio, ei 'cual 'puede tener o 

J ~:; r , ' ' , " , ! ' '~~ .,.~; ~; • , - . d • • 
) ~ -.~ ' { •' ~ ~ '::'·. ,, ' "" 

no pilas y compuertas, transición de su ancho, rapida o canal de conduce ion 

abterto o en túnel, ca(da y estructura amortiguadora, y canal de s"al ida. Des-

,• 

de el ctmacio hasta la estructura amortiguadora el vertedor' se reviste con lo-

j '~ 1 ' 

sas de c;oncreto, las cuales se diseñan considerando l'á.s fLterzás debidas al p~ 
: ' f ) 1. 'j" J 1 ' 

so propio, al peso de agua, al empuje hidro~t§.ti~o, a la sub'presi.Ón, y a las-
''"'~. • • 1 '-

.... 1 'J 

hidrodinámicas. 
' . ;. 

Las obras de toma para riego o abastecimien-to de ~g'ua pota~te constan esencial:-

' " " 
""' - 1 ', -

mente de rej'it las para evitar \.a entrada de cuerpos extraños al conducto cl8l vaso 
.? • ' 1- ''.•{ 

hacia aguas abajo de la cortina' ca ida, es'tructura amortiguadora y de ser- nece-
; ~ { ' í 1 • ·- t l 

sari.a una transtci6n para que el agua entre a la obra de conducci6n. 

19 



Para el caso de obras de toma pa. ra aprovechamientos hidroeléctricos, estas 

pueden ser: de canal de Fuerza, con galer{a a presión y a p1e de presa. La di-

Ferencia principa.l con las de riego y agua potable es que el conducto trabaja 

a presión, por to cual se le adicionan otras estructuras auxH iares corno es el 

tanque o pozo de oscilación que protege a la toma encontra del golpe de ariete 

y las oscilaciones de masa. Al Final de la toma se local iza la casa de máqui-

nas, que es donde se transforma la energía hidráulica en mecánica y ésta a 

su vez en energí'a eléctrica, a través de las turbinas y generadores. 

Como se anotó en un prmc1pio, también se tienen tomas directas, generalmen-

te pa.ra agua potable, en donde se capta el agua por aprovechar sin necesidad 

o 

de una presa, con una estructura conectada directamente a la Fuente de abaste Ü 
cimiento. 

1 .4.2 OBRAS DE CONDUCCION 

La lÍnea de conducción de la captación al sltio de aprovechamiento podrá rea

tlzarse a pres1Ón o a superfic1e libre, dependiendo de las caracter-ísticas topo-

gráflcas que se tengan; aunque en Forma general, puede decirse, que para con-

ducciones de agua potable se utiliza el sistema Forzado o secciones de conduc

to cerradas para evitar la contaminac16n del agua y en aprovechamientos agrí

colas las conducciones son por gravedad y abiertas. 

Una conducción a presión requiere de estaciones de bombeo y rebombeo, de un 

conducto cerrado y de ciertos mecanismos auxi.l i.ares como son las válvulas de 

20 o 



o 41 , J' 

o 

!.irnpieza, de al ivi.o de presi6n ~ de [!urga, etc, 
~:. ' ' . 

Su d1seño' reóu'iere un balanceo entre las dimensiones de la conducci6n y la -· 
.-·~~:~,·:)_',':-'"':::.,:.'.:: ~~1·~.~.- Í-' '-'·'·~·';:_: ,J !.:~ t 

potencia requer1da en los equipos de bombeo. 
' ~-' • ~ ~ • ' ·'' ' , - - • ' t ; 

1 
' - : ' ~ 'r • ~ _ .:: • '.: ( ., ·u-,. 

Las cond\:Jcciones por gravedad pueden ser sin revestimiento o con él, siendo 
' '': •' 

'· t ' ' ~· 1 1 
' ~- ¡ ,- 1 ' 

recom!"!ndabte to Últ1mo para evitar pérdidas por filtraciones~ En su recorr.i-
...... :,,, .. ~: ~·';: ).•:- '1 ~'~ .• L , ',~7 ° ,•, • ~ Íí':, ~--~t ,-;.,:->;~V 

do se presentan problemas debidos a los accidentes topográfi·cos que se re-
.:1 ..... t ,.~- ~:,•,~,~~_,,•-, ~-,' { : ¡ 1 ~ ·~'r·_-,,•' ,·;', '''',.; l, ,¡ 

suetven con estructuras complementarias como son: sifones, puentes canal, 
\ " 1 ~-- ~ " - ...._ f j ¡ J ¡ • f \ T - ¡ 

represas·, caídas y cruces con otros· conductos o vías de comunicaci.6n. 
---~~-~:~ '.4-· ~-:.~ ... ·.:..rJ~ .. ·-i~:~~-. :) .... -l_t: ·.·:.::2 . .:2fc~r¡"'ot::: ..._·...-!~ií~ 1 ·· ... '1.1- - ,...__ ... ~.~ ... ~:--·-:.', 

1. 4.3 OBRAS DE DISTRIBUCION . 
- > • : Jl. 

Q Las obr~.s de distribuci6n, son las redes de conductos .a presiÓn· o por gravedad, 

por las que se reparte el agua, a cada uno de los usuarios para su aprovecha-

miento. 

Para el abastecimiento de agua potable se utilizan redes a presi.6n abiertas o 

. 
formando1 c'ircuitos de acuerdo a la importancia de la poblaci6n por servir. Se 

requieren otras obras, intermedias como son las plantas de tratamiento, tos ta::_: 

ques de almacenamiento yjo regularizaci.6r.l, e,staciones de reb<;:>mbeo, cajas ron2 

.\ 

pedoras. de presi6n, etc. Paralelamente a la red de distribuci6n de agua pota -

"' . . 
bte sera necesario contar con la de atcanta·riltado sanitario y phJ\tial, para dar 

salida at' agua después de su uso, recolectar et exceso de las precip'itaciones 'J' 

enviar el afluente a algún sitio donde no cauce problemas. 

o 



En las zonas de rie;:~o las obras de distr1buci6n están formadas por la red de 

canales princ1pales, secundarios, ramales, regaderas, etc. que permitirán 

al agricu~tor llevar el agua a sus parcelas. La red de canales se ~raza de a

cuerdo a la topografía y puede presentarse la neces1dad de usar estructuras 

aux1t i.ares i.guates a las de las conducciones, además de las de aforo, l1mp1eza 

y de d1stribuci6n fmal. Para este caso se requiere contar con una red de ca

mmos para el mantenimiento y operaci6n de tos canales y que permitan trans

portar todo lo cosechado. 

En forma semeJante al agua potable, también se deberá tener una red de dre

naJe formada por drenes que saquen el exceso de agua de las áreas agrícolas. 
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S.t. Evaluación de proyectos 

La planeación de proyectos para el aprovechamie~!P.9~~J9.?,::K'r~Y.,r-
. ' 

sos hidráulicos es generalmente una tarea complicada.·r:.:Entr~ 1~~ ~8QS~J?,C_i{m 
' ' . ~ 

o identificación de un proyecto y la construcción del mismo pueden pasar de 
- <J~· ;,{_-s,.~ c~--:Jn:,; ~ :~ .:~·: ,'·-:u:;~.~.,..._:~,_::,:-.. ": ""oí, , ~·· 

3 a 5 años y si -se considera su puesta en marcha 1 muchos más. Proyectos-

- ' ,.,, . '1 _ ..... , 

t7!\~)---!,< (;~,·:i'J ;;d) .. c:o)'f1 ~r~",., 3:.~: .. t:):~:,!"·~·,~:~~"" f .. ,~, i 
. Actividades tales como: Captación de la información 1 análisis de 

1 

- -:;.~r~:)ff~ .... -:_" ~ot'")•""t·'~'; ~ ·~.-)'tt'f'~¡J~~~ J .... , r'f\-· ¡ ... r -~---

alternativas 1 solución de conflictos 1 aceptación del prÓyeét'o y obtención-

sible el implementar proyectos en períodQs¡ .C:::!-Xtos •.ocLo.s J~a.9os ,por los que -
• '>C.--,,·~_..._,,,!,__.. -...~L..))')....._~ ... t1...J':'" ,, ~ ·~•.,}•, :;: .... 1 

pa"Sa un proyecto desde su identificación hasta su puesta en marcha son los, 

siguientes: 
::~ " Í v:_,. ' ' ,~ '' ' '~~ ' -' { 

' ... , \ ''! 

1) Identificación de una necesidad y requer!.micntos d~. su_ ¡;;plu -
'. . 'l ! 

2) Estudios c;l.e }J[U!f¡F.~~.~-ql} 9u...,q. ~q,e,nti{jC:~!§h~~~cP.:P.:s~~!~~ts ,fu6~.qtes -

de ·abas.tec:::imJento. "'" ·' :.J'-' .• , ... ¡·,. - .... ";.) · .. ¡ •. 11 ... ~ '"1 . • • : -ir. . . 
• k • > ' "" """' - ....., - '1. J .. ~ < _ .. :!J ... J ~ ';:. • t;, \..;.~ .. ¡ ¡. ¡,..j, ~ • • ,, ' ( )' l ' • _J í .... ~ ~~ > .. ', 

tos físicos. 
( ' ¡ L , ~ 

'' 
'\ 

4) Estudio de factil?ilidad que comprenderá e:. spectos físicos 1 so·

ci'o~·co·;,tórnicos ./fi~a-~c~er~s-~·;\~~e-hará una eval~~~i~\n y selección de las 

·-·-a·Hernativas· factibles; 



\ 
\ 

' \ 
(_ 

S) Aprobación del proyecto 
1 

\ 
\ 

6) 'Piseño del proyecto 

7) Hnanciam:ento 

8) Construcción 

9) Puesta en marcha. 

Todo proyecto debe cumplir con los siguientes objetivos: 

Estar en conformidad con los objetivos de desarrollo del país. 

Ser técnicamente conveniente y el mejor de las alternativas dentro de 

las restricciones técnicas y de todo orden. 

Ser factible económica y fina cien mente. 

Para cualquha proyecto 1 independientemente de su función son neces§. 

rios los siguientes análisis: 

1) Estudios físicos básicos: Topografía 1 geología 1 hidrología 1 agrológico, etc. 

2) Estudio de las alternativas: Estudio de todRs las alternativas posibles de so 

lución. 

3) Diseño preliminar: considerando el programa de ejecución 1 inversión neces§. 

ria y las necesidades de equipo y mano de obra. 

4) Desarrollo futuro: El posible desarrollo que se derivará del proyecto. 

5) Estimación de Beneficios: Económicos 1 sociales 1 políticos 1 etc. 

6) Evaluación del proyecto. 

Ya para evaluar provectos específicos es necesario tomar en cuenta lns 

características particulares que prese11tan, Jos diferentes tipos de proyecto. A 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

contil}u,ac;:iót;J se prE.r,sentan las características pOncipales a considerar o~)~ 

evaluación de proy<:~ctos de riego 1 generación de energía y control de ave,rli-
.... '·, {, ~ ~~ "~ , ""' ' .; _ ~ r .¡ _l 

das dándose par;_·, este último caso un ejemplo de la evaluación de un pro-
_.,:,:!' ~-~~s _ - -~n;:_q~J_·,~f ... ·-~,_,f_, 

É\e~~o: ._ -F~na:~~e~te se ~~r~~)?-~ .C:\~P,~fto~ .q~e s_~n importan_~es en la1 :_ij?~l:U?-:.v; 

ción de proyectos de u so múltiple. , . 
• l ' 1 

5. 2. 1 
1, ' 

Riego 

~ 1 C>h E ~~~:-)·T· 
El problema de riego es fundamentalmente un problema de abasteg --

miento de agua y en términos generale? su objetivo es de desarrollo mral en. 
~ .,,. p/ '- ~ r-) , ' • J.. l t_. , , '• ' 

se desean cultivos anuales o dobles cultivos .. 

Dentro de los aspectos generales de la evaluación de proyectos 1 en 

el ca so del riego destaca el estudio de la fuente de abastecimiento 1 el de la 
~ ~ " , ' •, > 1 f. ~ ( ~ , ' L l! 1 ; , .., _ < , ~' ¡. • e ~ 

de.mar:da de agup 1. en el f~·aJ ~s importante el estudio de suelos 1 clirra 1 ~e+ 

cado y p_referencia region~l de culti yos 1 etc. y el de distribución de) re.c~_rso . 

._J, Lh1 r; • 

Fuente de abastecimiento: 

) . 

La precipitación es la Juente últl ma de abastecimiento 1 y en general 

representa un límite superiÓr. Sin emb'urgo 1 dad·~· ~-u errático comportamiento 

rrimiento para un mejor aprovechamiento. 

Cuando se tienen cuencas grandes en zonas lluviosas o bien la dema.!:! 

da que se requiere es pequeña y concentrada principalmente en la época de av.€_ 

nidas 1 es factible desarrollar aprovechamjentos en base a si_mple derivación de 



la corriente, Esto 1 al menos en México 1 es una solución que se limita a pocas Ü 

áreas·. Cu~ndo' se 'desea desarroll~-r aprovechamientos en -zonas áridas o bien -

aprovechamientos de gran magnitud 'es necesaria la construcción de almacena·-

mient~s que hagan' posible la captación d~ las aguas en épo~as de avenidas pa 

ra su posterior aprovechamiento durante el estiaje. 

La determinación del volúmen disponible en un vaso depende principal--

mente de cuatro variables que son:. 

1) Escurrimiento de la cuenca. 

2) Capacidád del al~acena
1

m1enfo .· t .... 

3) Volumen y dis~ribución de la demanda 

4) Política de operación del vaso. O· 

Una-vez que se ha defírlido'-la distribución aproximada de la dema~aa-y la 

poHtica de operación (déficits permisibles) y utilizando secuenCias ele esc~rrimie.!_! 

to {históricas o s'inética s) es factible desarrollar una curva de volu mon aprovecha-

. ' 

ble contra capacidad del vaso 1 la cual una vez definido el volumen de la demanda 

nos dará la capacidad necesaria del va so. 

A su vez, considerando el costo del vaso para cada capacidad diferente es . ' ' ~ 

factiblé ~csarrqllar una curva que dé el volumen aprovechable en función.del costo 

del almacenamiento. 

o 
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Sistema de distribución: 

En el caso de aprovechamientos superficiales se requiere conducir el 

' agua de la fuente al lugaL.de u so. Esto puede hacerse ya sea utilizando el -

mismo tramo de río (en el caso de propiedades ·ribereñas), canales (tierra o-
' • '1 

revestidos) y tuberías. En el caso de que se requiera construir un ~istema -

" 1 ... '';, .' J~,!i, 1 _\ IJ .. ; ' •·--:· 1/• -- ,• IJ 1\ 'J rr' t-.,,'" i:l) '- ,-, 

de distribución', el: sistema 'qu-e, se erija ~d'ependerá 'éfel'costo de construcción 

y de 'mantenimierit~ 1 a sí ~o m~· de la efici~~ciá d'e conduéciÓ;n. cp.;e' se requiera. 

I:stirnaci'6n de la Demanda: 

Para determinar la dq_mc;tnda de agua se requiere lu superficie que se 

cultivará (depende del suelo y a<Jua dis¡:ionibles) y del pé1fr6n de cultivos que 



se implan1.ar6. i 
'\ o 

Lo primero que se hdce es planear el patrón de cultivos 1 el cual 

se debe de ba·sar en el estudio de suelos 1 en el clima 1 en los cultivos tra 

dicionales de ln_zona 1 en el mercado posible y en las técnicas disponi --

bles de cultivo. En la· definición de patrón de cultivo es de gran ayuda -

la utilización de programación lineal. 

. 
Una vez defini.do el patrón de cultivos se determina la demanda de 

agua de cada cultivo 1 esto se hace a través de los usos consultivos teóri-

cos (13laney-Criddle) o mediante dutos experimentales aplicación de agua-

rendimiento. 

o 

L.----- - --- ------------ ··-~-

c. ..... -~. 

Considerando el agua que requiere cada cultivo (lámina) y el área 

definida por el patrón 1 es factible estimar la demanda neta de agua para ca 

da cultivo 1 sumando estas se obtienen el total. 

Dicha demanda es el volumen requerido por Jos cultivos 1 sin embar 

go el volumen bruto de agua o sea el que se debe dar en el aprovechamiento o 
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necesita consider<\r las pérdidas· del sistema y que en general son: 

: .· ..... 

1) Conducción. L~s que se· ti~h·en én 'el sistema· de cond~cción y distribu
¡ 

ción, 

.DN 
Ec Ep 

En términos generales la· ET = Ec Ep varía en sistemas de riego su-

' ~ '-, 
pe'rfi'ciales enh..e 35% y. 65% 1 dependiendo de las obras y de las técnicas de 

-l. _,. 
t,,. 

riego. 

' ' '. _1 

Es. necesario para dicha demanda det~rminar 'su distribución en el-

tiempo, para lo cu¡l¡l se consideran los requerimientos (mensuales 1 semana-
,,_,_. , ·' ,·-,;~.- :• .~.·· ;• ,' ~ ~''(,..)~·:,"" ~".:;.v .:..'_"'·~·:·~·~-~·:.·~!:.c.,,~~) 

les)-de los diferentes ·cultivos 1 los cuales presentan curvas típicas como la 
¡ ,• .,': .,.,·:.;= _ ... r · .• ~L,_;~T<\.:, .. c·.-.J':¡_'.''._;. -"~" ~·< L •• ;.:c...:·· 

que ·se ~uest~a·~ · -V • • t.'-"\ · • , -----.............~/ c."'"'''~'" x.'' 
'"' __ ...,.""'"' ..... ~~ .1 

Evaluación económica del proyecto:, ·--J--~ 
'f. ¡ lA A 1'\ t 'J A S o l.l '{ t ~ 1 < T :> 

-, 
Para la evaluación económica de un proyecto de dego 1 es necesu-

• , • l " , , • , ~ J ~ _ ,. • ~, , '-t ~.... .. : , r • _ 

rio coris'iderar sus costos y beneficios directos del mismo. Dentro de los -
., <'• ,¡. 

' •• ' _ ... ):"':• ! • •• ~,, •_.:.¡} .,.,. ·~ ~ '-¡'" - '•' ,) ;. -

costos hay que tomar e.n 'cuenta el de cons.trucción del sistema de abasteg 
.~ ' .. _':. 1 : • ~- ~ 1 ·- ' • \ • 

miento y de distribución 1• los c<pstos de desmonte y nivelación de terreno y 
''· ¡ 

costos unuales de mantenimiento y operación. Estos costos generalmente 

se comportan como se muestra a continuación. 

' . 

\ 
1 

~ 
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Los beneficios de un proyecto de riego son determinados por el-

incremento en el ingreso neto proveniente de la superficie beneficiada y -

este se calcula como la diferencia entre el beneficio con proyecto y sin --

proyecto. 

El beneficio sin proyecto se calcula en base a los cultivos ante-

riores al proyecto considerando su superficie 1 rendimiento y precios. 

El beneficio con el proyecto se estima considerando los posibles 

rendimientos de los culti·.;os del patrón definido (áred s experimentales)., -

con sus ~!Jperficies y precios. 

Vi. 

-e .. , :: 'D ¿ - \:. e,¡_ 

Un proyecto de riego implica un largo período antes de alcanzar-

su rnaduración, por lo que los benefic1os presentan i11crementos durante --

este período 1 hasta llegar a un rnáxi mo cuando ya ha madurado. U na curva 
' 

típica de beneficios se muestra a continuación: 

o 

o 

o 
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Un !l vez definidos los costos y ben,eficios de las diferentes altt:rna-

1 

, . 
tivas se puec~e hacer la selección·de la mejor alternativa ya sea en base a un 

análisis de beneficio marginal o bien por medio de B/C. 

5.2.2 Generación de energía 

Los proyectos .pa,ra __ g_enerar energía hidroeléctrica buscan aprovechar 

grandes caídas y volúmenes de agú.a para ·generar energía. 

"J . ~ 1 ' f 

La generación de energía· se puede hacer en forma térmica (combus-

tibles) o hidráulica 1 la en~·rgía.hidráuÜca pres~ni~'·ia ~entaja ~ue permite aj 

macenar ~~ergí~ p~~~- los ~o~:~rit~; .de. g~~~ dem~~da (pie'~)·~ Í~ que le d~ gran 

! ' '1 ' -· ' • ~ 1 .... _ ~ ~ . ' 
flexibilidad de operación. 

'\ .. 

Sn general las plantas hiJroeléctricas presentan curvas de operación 

como la siguiente: 

El.ll 1'2ú t A J. 
Cr'!'AJF ¡~1'. <\ 

Una planta hidroeléctrica gen.er~dr~l~nJ~ ~or.ma parte de un ;5~st~ma -

:más complejo en el·que se combinan plantas térmicé;}s 1 hidroeléctrica$ y de-
1 • ! 1 -

gas 1 la composición de estas plantas en la curva de demanda típica de un--

día es como sigue: 

; 
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La potencia de una planta hidroeléctrica se expresa como: 

P::: Q 't H 

lo cual multiplicado por el factor tiempo da energía. 1::1 "factor de c.-J:Ja" 

es el resultado de dividir la energía producida entre la que se podría gene 

rar si se utilizara la potencia instalada todo el tiempo. La "energía firme" 

(base) de una planta es la que se puede prover durante todo el tiempo sin-

interrupción. "Energía secundaria" o pico es la que se puede prover arriba Ü 

de la energía firme. 

In "eficiencia de planta" está definida comzl la energía eléctrica 

producida entre la energía hidráulicd teórica o potencial y es igual al pro-

dueto de las eficiencias mecánicas de la turbina 1 generador 1 etc. 

Para estimnr la energía generada por el proyecto se hace en forma 

similar al volumen disponible en una presa. Ln base a datos históricos o 

generados y con una políncC:l de operación dada 1 se c•stiman para diferen-

tes capacidades la energía generada 1 resultando una curva como lu siguien 

te: 

o 
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La curv~. de~ qew~nd~ cpara -la :Plant~t· se. estima~ ~n ba s.e a ,pr.oyec;ci6n 

del uso de energía. En general se considera al día un número de horas de-

energía base y un número de horas de en~rgía pico. 

Para la evaluación de un proyecto de energía hidroeléctrica 1 un mé 

todo socorrido es el utilizar la "planta térmica equivalente". CUando se d_g 

fine que la curva de demanda superará a la potencia instalada se requiere -

'' 
; ,~ _·l 

instalar nueva potencia 1 para lo cual se determina si es más conveniente -

una- planta térmica· o .una -hidroeléctr-i-ca.· . .Otra-·forma de e:Valuar es hacie.!}-

do. uso del B/C 1 considerando como: beneficio la' energía generada. al pre--

cío de mercado y como .cost_o -la in'ver:s·i6n: ·in-icia h de la;·pJa·nta y el r<;::osto ,de 

operaci6n. ' J ~·~' ¡_ 

En general un proyecto hidroeléctriéo forma parte de un sistema -
', ¡ ' ¡ ' ' \ ) ' 1 .... :~ ... ' .. 

muy amplio, por lo que su evaluación debe ser comparada con muchos otros 
', r'¡t.-

proyectos de diversa índole 1 esto hace necesario que las agencias de pla-

neaci n utilicen modelos sofisticados que consideran todos los proyectos O~ 6 

posibles nsí como su entrado en diferentes años. En México CFE utiliza 

el modelo Nacional de In'Jersiones 1 que está basado en un modelo francés. 



5.2.3 Con1rol ,_'e Avenidas. 

Una avenida es un superflujo de egua que cubre zonas odyocenres o cerco- -

nas o un cau:.:e y que generalmente no están cubiertas por agua. Las obras que se con2_ 

truyen para proteger zonas expuestas a inundaciones son denominadas 111 obras de control" 

y generalmente se hacen para reducir la frecuencia de inundaciones de dichas áreas. 

Un término que va íntimamente ligado con los análisis sobre control de ave-

nidos es el de frecuencia y significo el número de veces que un fenómeno se manifiesta 

en un período de tiempo 1" X 11
, matemáticamente se representa como: 

F-= m 

n+ 1 

donde fes la frecuencia de un fenómeno con rango m en un período_ de registro den-

años. 

Otro término cornunmente usado es el de período de retorno y que consiste 

en e 1 número de años que en promedio se repite un evento 11 X11
• 

Cuando se desea determinar eventos con frecuencias menores que el perío-

do de registro, es válido utilizar la fórmula anterior, sin embargo, los gastos para los 

que se diseñan las obras de control de avenidos tienen periodos de retorno generclrne~ 

te superiores a la longitud de los registros históricos, por ello es necesario ajustar cu..:_ 

vas probabilísticas a los datos históricos que permitan extrapolur eventos de mayor pe-
, 

ríodo de retorno. Para el caso de gastos extremos se utilizun funciones probubilísticas 

como los de Gumbel y Pcarson 111. 

o 

o 

o 
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En gen

1

~ral mientras más largos sean los registros históricos que se tengan 
1 ~ 

más confiables ser6n las extrapola~iones que se hagan de gastos extrem~s. En muchas 

ocasiones no es po~ible contar con registros históricos confiables en alguna z~ncí, por lo 

lo que es necesari.o utilizar otros métodos para definir los gastos y volúmenes ql:Je se -

u ti 1 izarán en el diseño y evaluación de las obras de control. 

Las·obras o medidas que se utilizan para el control de avenidas son de di-

ferentes tipos y pueden utilizarse varias de ellas en combinación para obtener me.jo-

res res u 1 todos. 

Las principales tipos de obra o medidas que se utilizan en el control de ave 
' ' -

nidos son: Presas, Rectificación de cauces, bordos, desvíos, canales de alivio y zoni-

ficación, medidas· para reducir-~l·escurrimiento, ·construcción de estructuras resisten-
' ¡ 

tes a ,las·. inunpaciones y segu~o de'·inundación ~··< .· ' ... 

I1, ~- 1, j~ ~ ~~'O, ~~ 

La evaluación de las obras de control se. puedé hacer ya sea mediante. un -

análisis de beneficios marginales o bien con_ el B/C; y seleccionando la alternativa-

que mueslre mejor índice. 

Para proceder a la evaluación de los proyectos de control de avenic!as es -
,¡. 

' necesario determinar las pérdidas que ocasionan avenidas con diferentes frecuencias, 

para lo C'ual se r~quiere c~no~er la topografía del lugar y el uso del suelo. El bene-
• ' ' ti, 

ficio en una obra de control está Befinido en función de la reducción de pérdidas - -

anuales que se tenga con la obra en pro}e cto. Para este cálculo es· muy úti 1 elaborar 

o 
curvas como las que se muestran. 
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En base a los curvas presentadas e:. factible estimar las pérdidas por avt;n:das de diferen-

te período de retorno, mediante la construcción de obras de control en algunos casos se 

protege contra un período de retorno determinado (bordos) y en otros_se modifica el perí~ 

do de relorno de los eventos. Así utilizando estas curvas es faclible determinar la reduc-

ción en pérdidas (beneficios) que ocasionan las obras. 

La forma en que los diferentes tipos de obras mo.:lifican la curva mostrada en ~a última gr.§_ 

fica 55' muestra a continuación: 

1- r' . ( l) ... , ,. .,. .-· .. 
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Por otro lado es factible definir el tamaño de una obra que nos protejo contra un evento 

determinado, y por supuesto es posible ~stimar el costo de. la obra requerida, de esta m~ 

nera se pueden determinar curvas como las ~iguierltes y que nos proporcionarían el costo 

de la obra. 

----I'Jlo'' 
______ ,__ 

---------------"? 

(c.~H <$ 

)• 

' \ 1 

Utilizando curvas como las que se han mostrado es factible estimar costos y beneficios de 

proyecfo~ Je control de avenidas con las cuales es factible aplicar criterios de evaluaci61, 



. ,, 
J 

ya sea B/C, benefici.•, marginal o algún otro, 

A contim .. ación se pre:,ento un ejemplo de la evaluación de un proyecto p01a proteger un Ü 

área contra inun'tlaciones. 

Se tiene un proyecto de presa, de la cual se tienen los datos que se presentan en forma de 

gráficos, se requiere: 

1) B/C de un proyecto que proteja contra uno frecuencia del 50°/o. 

2) B/C óptimo para control de avenidas. 

3) Contra qué frecuencia proteje el proyecto que tiene el B/C óptimo. 

1) Para proteger contra una frecuencia del 50% se requiere un vaso con una capacidad de 

Cap = 200 x 106m3 

B on u a 1 = $ 22 x 106 o 
(anual=$ 16.5 X 106 

B/C ~ 1.33 

2) El análisis se hace por medio de un análisis marginal. 

Cap. Costo f:.. Costo Ben ABen 

o o o 
11.5 13.0 

lOO_ 11.5 13.0 
5.0 9.0 

200 16.5 22;0 
4.0 7.0 

300 20.5 29.0 
4.0 4.0 ~ 

400 24.5 33.0 
3.0 5.0 

500 27.5 35.5 o 
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El renglón donde AC -=4 y AB=-4 es el punto donde se igualan ambos, por lo que debe ser 

el Óptimo. Si se groficon los valores se obtiene aprox: 

Cap 370 o 400 o 
Costo .15 a 25 

Beneficio 21 o 33 

B/C l.35a 1.38 

3) Poro las capacidades dados se tiene: 

370 ~0% 

400 18% 

5.2.4 Proyectos de usos múltiples. 

Cuando se ha identificado un proyecto cuya construcción puede acarrear más de un be-

neficio se le denomina de uso múltiple o de propósitos múltiples. La ventaja de des~- Q 
rrollar proyectos de propósitos múltiples es que se h~ce un uso más eficiente de un re-

curso escaso como es el agua. 

Por otro lado la construcción de proyectos de uso múltiple aprovecha economía:) de ese~ 

la, ya que hay partes de proyectos que independientemente del uso que se haga del m~ 

mo deben ser construidas. Esto permite que algunos de los costos de los proyectos de--

propósito múltiple sean compartidos por los diferentes usos. 

La evaluación de proyectos de propósito múltiple presenta corrq,licaciones, ya que requi:: 

re considerar los beneficios y costos particulares de cada uso y la proporción de los cos-

tos compartidos que deben asignarse a cada uso, siendo esta úh irna parte difícil de defi-

nir pues paro ello hay que estimar los beneficios adicionales e1• que incurre cada uso al Ü 

considerar el proyecto corno de usos múltiples y de esta forma clAinir s•J participación en 



... ' 

1 

los costos compart (dos. 

Una parte muy importante en los proyectos de propósitos múltiples es la definición de la 

política de operación de las estructuras, ya que al utilizarse un mismo recurso por dife~e~ 

tes usuarios fácilmente surgen conflictos •. Dicha polnica de operación debe-de buscar la 

solución óptima global y no el benefico particular de un uso. Dicha política de operación 

tendrá infuencia directa en la evaluación, ya que el beneficio global y los beneficios p~ 

~iculares de cada uno depende~án de ella. 

o 
:.\ 

, 

o 
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4.1 CONCEPTOS DE EVALUACION. 

La· ewluación de proyectos tradicionalmentÉf se-.ha baSC!do1en criterios eco

. ·~~icos e~~-~(objetivo de ritóximci ·eficiencici económica~ vEs. deCir, buscan~Q:. in~r~m?!! 

tar"'e'¡'¡'ngres~ nacionál: Ño es escí la t~nica mÓnera dé evaluar los proyectós.dado.qyJ~ 

,.. ...... ' ' 

.. .... - " '.-. 'hi f .. ' • ; ' 

Actualmente, se ha tratado de incorpcrClr1 en el proceso dé; o'raluación, una· serie· de indi--: 

~ -;-' ': ' ' L • 1 ~ '~ ' ' ' ' > ' ~ \ ~ 
cadoreS que reflejen el impac'to quEdOS prO)'e.ctos·pueelt? tener sobre :el ambiente, sobre !a 

- "r~gib~; ~ ·~~p,ec'ifica,;,E7~~~--~n1 ~r-n;~~dio' soé'iál'; ;c'ñ odidón al' irñpacto económieo.:d:IJ! efe!:, 

to, en alg.unos países se han estableCido· leyes ·q~e ·demandan estudios e~haustiv~s pata d.=, 

terminar el impacto que oa:iginan los proyectos. Aún mÓS¡ se ha incorporado en el proce-
1 ~- " -~-----~-~----~ ____ :~_-_, .-_-_: __ :____~~-=-- .. ---------. -~-----'.-.-_:r-;----- ---!. ----

so de planeación y de decisiones, lo participación pública, 
, , .. - \~ . . , - , . . ~""' . -~ ~ e , . - . ~t 1 . - • - , ~ 

de manera -que el proceso de 
). 

evaluación resulta muy complejo. 

',(J 

~"-esta primera parte, denominada cor'!ceptos de eval~ación, se presenta una serie. de mé-
·..~ ....... ' --~-. \ ~ - " "' --~- _.-. ··~~- ,' - ... '.t'~ ,_ ·,-. '.. 

todos que están dirigidos al estudio de alternativas bajo el criterio de eficiencia ~Gonómi-
. ~ . -

ca exclusi~amente. De hecho, estos criterios se siguen u~~do ampliam~~te y:~~n.';~~ue-

:-~id~ par~ la oproba~i6h de'proyec~os. No debe perdérse.cle vista,. sin:embargo, la limi~ 

tació,- del crit~rio, du'ando s~ coÍisider~· dentro de un morco'-que toma er:t. ~uef!to __ a~pec-
... • l- • ~ ' ' ' ' -. • ,.... 1 ' 

tos ambientales" y sociales a la vez.~ '-.·-

- '¡ 

f • / ~ '-

.!,. 
'l-.,.1 ... ;, 

. \ ..) , 

. ' ~ . 

'. ¡. 
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4.1.1. Conceptos de Análisis Económico 

Lo preocupación inicial que surge al comparar alternativos es lo necesi-

dad d.~ expresar sus consecuencias en términos homogéneos, yo que los proyectos presen-

ton diferencias en tiempo y de clase. El primer paso sería entonces buscar unidades de 

valores comúnes; en decisiones económicos se utilizan unidades monetarias por lo focili-

dad que represento poro la gente entenderlos, a diferencia de otras. 

·'·"' •. . 
Al hacer las comparaciones en términos monetarios, cada valor debe ser 

identificado por cantidad y tiempo; es decir, no deb~rán combinarse o compararse can-

tidades correspondientes a diferentes tiempos. 

Se deben hacer equivalentes o través del empleo de factores que reflejen 

o 

esas diferencias, o bien, que indiquén el cambio de valor del dinero a ti-avés de! tiem- Ü 

po. 

Poro ello es necesario recurrir o. los conceptos de tosa dé interés y de 

equivalencia, que se describen o continuación: 

Tasa de interés.- En forma simplista, interés puede definirse como el dinero que 

se debe pagar por usar dinero prestado; de otro modo, es el dinero que !le obtiene al 

inverstir capital en forma productiva. A le cantidad obtenida o pagada como ir:tterés, 

dividida entre el monto inicial de la inv~rsión ó préstamo respectivamente se le denomi-
1 

/ ' 

no tasa de interés. Así por ejemplo, si el monto de la inversión es de$ 1 OOO·y..el inte-

rés al final de un año es$ 80, la taso de interés será de 0.08 ó dei 8%. 

Lo tasa de interés que se utilizo en evaluación es de gran importancia en la selec-

ción de proyectos, sería motivo de un capítulo completo; base por ahora manejar el co~ 

cepto y posteriormente se mencionarán algunas observaciones al respecto. 



o 

o 

o 
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Equivalencia 

Ú1 'fc)'r~o; de hacer que, -pagos correspondientes.a_disti11tas .al~crnq!tv~~, .~cJe1~ifere,n-
. ' ' 

'te ri-lagnitúd/ efectuadoi·eri'diferentes Hempos,:·pueaon ser c'omporadc.s er. t~m;~!:\9~ ~q\~i·~-

tan 

Año 

o 

1 

3 

5 

6 

7 

a 

9 

' 1) - . ' - ' ~ ,:\ ~Jt; ~i()~:ti.:::·~r:. 

Supóngase que se desea solicitar ~n préstamo con una tasa de interés 'del 5% y que exi!_ 
.. l ~. 1 •• ..~,. ~ 1 ' -' ~ ~ ; 

> • i ~ ... ~;: "; . 

ver ios pIones de· pa.go. El préstamo es por $ 1 00 000 y los piones son : 

·a) ·J:>agar tódo'ol'firial 'de ,10 años · · · · 

b)''pogar éan'tidádes'iguciles·cado bñodurunte los.próximos 10;~i'jo~·Y.;: ,,c7 \-, •. . . 

; e) 'pagar· anuu lidades de 1 O 000 de copita 1 más intor.és _a lo _.iargc:> -d~jo~r.i. ~ :C!!i'?.~.~. 

,-,es decir, 'que cáda·año·'se pague parte del:capi!al 'del préstamo y 1(!~ i~te~e~~s 

correspondientes a l_a ·cantidad de .capitaL que.~o boya sido pago_do(~q!~C?sJn-:-
---~-~---~-~~-·~---------

solutos). En la tabla i se presentan las cantidades corresr,ond.ientes. 

'.' <! -~. t; - •• :· 1_ ;. ~", :,' \ '< . 

TABLA 1. SERIES DE PAGO EQUIVALENTES : 
' ' ,• 

Préstamo Plan 1 Plan 2 
i ' ' 

! 

100 000 

12 950 
• )¡~ ') 

15 000 . 

'• 
.. ' ' ... ' ·-¡ { 1 .,. ,_ !. • ~ • ,~ ·, 

:12.950 11~ :· 1 ,' 14,000 ..• 
-' lt_ •• ',.- ' '•'-"'. 

12 9sol 13 SOQ · 

]2 950 1 300 

1 250 

,· <>' ,,. •) · ·n 5ótf-. · 12 950 

12 950 
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Estas Úes' s~ries de pago s(m equivalentes, desde el punto de vista de un inversionista con 

$ lOO 000 pues asegura lo recuperación con cualquier serie, desde el punto de vista de la 

persona que solicita el préstamo, con cualquiera de las tres formas de pago asegura la ad-

quisición del préstamo. En genera 1, los pagos futuros o series de pagos que paguen la ca~ 

tidad inicial con intereses a una tasa determinada, son equivalentes entre si. 

Al analizar los plazos de pago se adiverte que la t~ de interés no. se aplica una -

sola vez en todo el período, ni aún en el Plan l. El tipo de interés empleado aquí se d.=_ 

nomina interés co:npuestos por cuanto a que se aplica a la cantidad en deuda al final del -

año anterior. Para el Plan 1, por ejemplo, los $ 162 890 resultan de epi icor la tasa de 

interés a la cantidad del año anterior, de la siguiente forma: 

Año O 

Año 100 000 + 0.05 X 100 000 = 105 000 

Año 2 105 000 + 0.05 X 105 000 = 110 250 

Año 3 110 250 + 0.05 X 110 250 = 115 762 

etc 

p + iP = p (1 + i) 

p (1 +i) + i p (1+i)2 

P(l+i)2+i P(1 +i)2 =P(l+i)3 

P (l+i)N 

El Plan 2 no es .tan sencillo como el primero; corresponde a anualidades uniformes y poste-

riormente se tratará con detalle. 

El Plan 3 es similar al pri~~ro, sói6 que aquí se descuenta cada año $ lO 000. Esta se de- t' 

nomina serie de gradieñte uniforme y tümbién se onolizüiÓ después. 

o 

o 

Auxiliar en el análisis de sedes de pagos(y en lo comparación de alternativos posteriormen- Q 
te')es el diagrama de ~lujo de caja. Este es uno representación gráfica de los series de p~ 

go como los presentadas en la tabla 1 . 

' ' 



.. s-

(") En las figuras 1, ·2, y 3 se muestran .los diagramas correspondientes a tos tres planes" 

o 

o 

1 
100000 

L_ .. 't_!_~--r.---!'-1---! t -r 
1 
~ /(;? !10 

(()'{) c:oo 1 

t • t. J " r •· ; 8 ~ ;o 
.TillllTJll 

~ /00000 

En los diagramas se indica en la par~e superior la cantidad recibido y en la portd inferior 

los pagos correspondier'tes a codo plan. Es importante hacer énfasis en que los tres planes 
. . ' 

han sido analizados con la mismo taso de interé!> de 5% anuc1l. 

Al hacer comparación de a lternotivo~, éstas pueden (ener series de pagos di'1ersas, 

pero, basados en el concepto de equivalencia, se advierte yo que es posible monejor con 

tidodes e<t un ~i€'rnpo determinado, o bien hoce!" ~erie~ u11iformes o de gradiente que per~ 

mitan hacer los comparaciones. 



( 
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Esto se logra. a través de la aplicación de una serie de factores denominados de descuento 

que se describen adelante. 

4.1.2. Factores de descuento 

Se dividen en 3 tipos: factores de descuento de pagos simples, series -

uniformes y series de gradiente. 

A). Factores de Descuento de pagos simples.- Se utilizan'para convertir un va-

lor de una fecha a otro valor en otra fecha. Corresponden a este tipo de factores: 

a) Factor de interés compuesto de pago unitariO'.:. Indica la cantidad de pesos 

que se habían acumulado después de N años por cada peso que se invierta inicial

mente con una tasa de re torno de i % . .!/ El factor es : 

( F _, 
p 

i %, N) = ( 1 + i) N = F 
p 

(1) 

o 

donde Ü 
F se lee: valor futuro F, dado el valor presente P. 
p 

i = tasa de retorno 

N = número de períodos (generalmente años) 

El término izquierdo de la expresión (1) se usa en forma genérica para representar el fac-

ter de descuento. Para los otros factores se usará notación similar. 

b) Factor de valor presente.- Indica lq cantidad de pesos debe invertirse inicial-

mente a i o/o para tener al final de N períodos un peso. Este factor es inverso del 

anterior. 

( P i% N) = F 1 -(,...1 +_i.,..,) N....,...._ 
p = --------- (2) 
F 

El diagrama de flujo de caja correspondiente a estos dos factores el el siguiente 
----------- --- --- -----------------------

En lo sucesivo se uti 1 izarán los términos tasa de interés, tasa de retorno o tasa de des
cuento, y se les dcsignNÓ con la letra i. El término tasa de interés se definió anterior
mente; la tesa--de- descuento-tiene-el--mismos ignificado que la de interés pero se usa co-

•- --' ___ r_ .. t __ ---1~- ~-~·~"'~"' '"'""'< n .:>d"" <"'J.,. llr.n,n riP<:rtJPntn_ !Cl tClSCl de re-· 

o 



o 

o 

. r , , tr~St> "' ~".a'""' "' J F. 

L~-~..::JJ 
li ~ñ()f!; 

.El empleo dé· estos factores· se simplifica úncrmemente a,l ~mpleaf. tablas:como las,:que . " 
-{ 

'. ~párecén en el anexo-l. la·forma de'·usarlos'se ilustra a través de.u'n e¡emplo: ,;¡·. '.'~· . ' . 

'~ ,.J ;,_..1, • • ; _,~··~~~\ • .:.,1. ',' ~."',_ \~- ~~~ ... ~"""' "4·' ., .... ~ ;,, -;¡/ ,' ~- .... ~ .. ·~· ,.,'._.~~\-,_,...' t'~.-1 

Ccdcu_lar :;CJ· c;anHdod qu~ se habíu"'cc'umulad~ en' 5 años si se. invierten $, 15.000 
-.:~~·~:~:-\...J . . :~. ·-~~-=~-__,¡ rr. ••'e'v -~-)t~:-~\~ ·""-"1.' ~¡_..¡~·.::· ... ·~ 

a una tasa de interés del 8% anual. 
•,, 

En este caso se utiliza el factor de interés compuesto·.de· pago unitario dé la siguie!! 

te· manera·: 

.. ·: ' 

( F ,i %, N ) = 
·T 

·-:$ 

'·' .. ""' . 

'~-~' 1' 
1 _., 

t· ' 

( F · · , 8 %, 5) 
p 

. ' . ,_.., : ~ 

\ 

' 
En la tabla D- 13, se busca en la columna ·correspondiente a factor de interés compuesto 

-u • ··; 

('F/P)·y'en la columna"n sé busca' el n6mer~;-d~ años.' El volor-del fáctor resulta: 
• .. ' ' : • 1 1 : '-~ ~ ~ ~ 

' ~ J : 4 ' 

1'~4693·.· De· acuerdo.~.6n·-la expresión'·(l),_ siendo· ·P =~ 15 OOO,·el valor de.f se,optieoe 

despejando así: 

. '. •• 1 • ,1,, 

F = tf •c1 
Ir-- 1 i /0 1 

p 

·'' 

- .1 ' .. 
: ·1 

¡ 

( 

' '1 

N) 1-i p .:: 1 • 4693 X 15 000 = $ 22 039. 50 

La aplicación del factor de valor p~esente es .similar si ahora se parte, por ejemplo; de 

_$ 35 000 dentro de 15 años, y se requiere conocer a cuánto eqtJivale en el presente, a 

.una tasa de interés del 12% anual • 
. ~ : - " ~ - . - " 

. 
\ 



\ 
\ 
\ 
1 

\ 
' \ 
1 
\ . 
\ 

\ 
1 
! 

{ _!__ '¡% ,· N ) = F 1 

p· (_ 
F 
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15% 1 12) 

. , En la tabla D- 17 se busca la columna f y el renglón 15 de la columna n. El va-
: F 
\ 

lor q·~e ahí aparece es: O. 1827. Sustituyendo en la expresión (2) se obtiene: 
', 
\ 

1 

f~ v:. (; J i <!)lo, J./) · F = o. 1 ¡ 2 7" 3 5 ooo -.::; f &, 3 91/, S O 

\ 

B) \ Factores de Series Anuales Uniformes.- Se .{,.ltilizaQ para establecer equivalen 
1 ... ,. • -

cias entre pagos unitarios en una fecha determinada, con pagos periódicos durante N años. 

En realidad pueden usarse los factores de pagos unitarios, aplicándolos N veces pero e;_ 

toes inoperante cuando se trota de muchos periodos. Sin embargo, los programas de CO_!!l · 

puta dora usal) factores unitarios en la mayoría de los casos. Corresponden a este tipo de 

factores los dos siguientes casos: 

a) Factor de fondo acumulativo.- Indica el número de pesos que deben invertir-

se en cantidades uniformes a i %de interés durante 11 años para acumular un pe-

so. . 
L 

(J+i.)JJ _, 
= 

A 

F 
. . . ( ~) 

b) Factor de Recuperación de Copita l.- Indica la cantidad de pesos que puede 

retirar al final de cada uno de los N períodos si se deposita .un peso inicialmente. 

(~,~%,14)::. p 
¿( ¡-¡.i)tJ A 

(1-li),.J -1 :: -:¡; 
El diagrama de flujo de caja cotrespondiente a estas dos series se presenta a con~inuación. 

p 

A A A .A. 

!LLt~~ 
A l A 

1 
A A 

¡.J o.r¡ os 

También p'ara estos casos existen tablas que simplifican el cálculo. Así por ejemplo, sr 

o 

o 

o 



'. 

o-

o 

o 

:: • ~' r 
'• r ',, ~ ' 

~~e requiere conocer ··cuánto se deb~. PP9C?r .anuo rmente1• dl!rante 15 ai'los por 'un prés~amc 
• '...... 1 •' '-) {' J { - ' ' • ' ' • ~ ': ' • ' - • ) ' j " ' ' - \ 

.de$ 200 000, haciendo pagos uniformes, con una tasu de interés del. 18% anual,_ e'l.cá~-
• ' - • ; ' • , ~-- ·- - , " ~::; , :"' L .,.-. 

culo sería el siguiente: 

En la tabla D.:--22, se busca la columna de factor de recuperaCión de capital ( /P) yel 
... ~~.;-.... ~ ... { "'~}': ~- ~ •• ,,- ,- ' _- ~ ,· '/ ' ,..e:, j~~,;·-,l .,,._ ·, ,_... ' ' 

·renglón 15 dé io columna. n. • ~lf~ctor va_le O. 19640 •. 
, ', '' 

L~ contidad anuo 1 que tendría que pagar., cipllcando ia expresión 4 -es : 

A ( 
~ . o/ .,) •' ';_ ·-·o.t9b 410 '¡(, 'leo ·oo~ 're' J 3 '9 gJó 

= - e e. ¡o 1 "" • r - . . , f , 
,-,f~>~'·•' .,· ~l'r'~ :.'·~~;~~~--t',, :.,._·;,,..,;: ;\ .L~ •• -,~ 

.. ~':' ~~~. f·ablas aparece. tambi.én el factor dci ,fondo acumulatiyo y s_ú. aplicación es. ,~i~i.!ar 
,.1 ~ t::,! • t-- ' ' ~ -- ' ~ ' • ~ ) ')- ... ~ ~t • 1 • ~ ' ~~ t ' .. ' ~ " ' -

o la presentada para el factór: d,e rec_uperación de capital,. ,1 
- , • 1 '"V 1 • • _ , _:.-

.·::~ - ~:· ~,J¡: '1 

Dentro de este grupo se incluyen también otros dos fac;:tores 

e) Series Uniformes.- Factor de interés compuesto · 

(
F • , ~ "). ~· 

_. 1 "'" J.J ::::: A 1 , . 
! • . 

' ) J..l •' ' , 
. ,'(l-It' . - ¡- ,"''-

. ::=: 

~ 
. 

l. 

d) Series uniformes.- Fact~r d~ valor p~esente 
\ 

( !. : : f)/ ) - (J.# ¿),¡Al .. - 1 p 
A 1 " /O 1 JI - > N -

l (1-1-.it A 

También se c.onsign~"~ val~re~-p~r¿,··'es't~~-fó~t~~e-~ ~n' fas tablas mencionad~~ y·s~ em-
, .. , ' . 

pieo es similar. 

'\ J :: 

C) Factores de Series-de· Gradiente Uniforme.- Algunos problemas contienen va lo-

res de inversiones que crecen o decrecen uniformemente con el tiempo, ejemplo de eUo son 

"o: 'ios ~a~tos de rnanreniniiento. ·Aunque no siempre son uniformes puede asimilarse a urm se-

' 1. ,"-

rie con variación uniforme. 

\ 



En virtud de que la cantidad de dinero es diferente cada po, los factores ar:'tes vistos o 
ro pueden usarse, a continuación se derivan expresiones para simplificar el cálculo en 

el caso de series de gradiente. 

~") Factor de valor presente en series de gradiente;- Indica la cantidad de pesos 

que debe invertirse inicialmente con una tasa de interés i %, para recibir un pe-

so el año siguiente; dos pesos, dos años después, tre,s pesos tres años después, etc. . . . 
hasta N pesos N años después. El factor se representa con : 

( ,.,. i ) ¡J f J - ( 1 f ¡J ,· + ¿ ) p -- . . . (7) 

El d_iagrarna de flujo de caja se presenta a continuación. Es importante observar el año 

de inicio de la serie. Para claridad se presenta la serie hacia abajo, a diferencia de 

las otras. El sentido de las flechas se definirá posteriormente. o 
Ay 

2 4 : &» 1 

1 ¡¡ l 1'1-1 n 
t) 

1 .. 

(r'-1)6 

Conocido el factor P es fácil determinar otros valores a partir de él, así: 
G 

b) Conversión de valor presente a serie de gradiente 

. . . (f) 

o 
.. 

Esta expresión re~ulta de la aplicación de dos,factores en forma consecutiva. Primero se 

convierte la serie de gradiente a valor presente, con la expresión (7) y esa cantidad se 



--------------~----------------------------------------------~----~ 

() 

o 

o 

. :._ ~ ' ' 

g; -: '' • : ; ·~ ' - •• ' J ' ' < ' ' ' • ' 

rr~ulttpl ice por el factor de recuperaCión de capitc:il. 

. \ 

~-:;:> :;,'\.·~ .... :~.:~-~ ~ . 1 t ' 1 • ~" ' 

· · ~!'.:lro las series de gradiente existen tablas· que facilitan ePc61éulo.; · 
' : 

Ejemplo ' ' 

Considérese una inversión de$, 100 000 el-año cero con una tasa de interés del 8%. 
·' ' ... ' ' "' - " . . . -· ' . . .. 

Se plantean las siguientes preguntas. 

a) Cuánto se tendrá al final de 20 aflos 

7 , - J .... ~ 

b) Cu&i s~ría 'la inversión anual· equivalente, durante 20 años, pare tener los 

$ lOO 000 en el año cero. 
•' 

e) Det~rmine la serie. de pagos crecientes, que tendría'n que hacerse durante 20 

~.·v t "~ • ,· ~ .r 

años para lograr una invérsión equivalente a los.$ lOO 000 de ahora. 
,~, ·'--;. '\ • .... ' 't 

d) A partir de la serie ~e gradiente 'calcula' lo inversión equivalente en pago:; un i-

' formes·. 
' 

; í~ ' ~t ... ¡ 

e)' Supbngase, partiendo del planfe~mie~to inicial, que en el año 5 se invierten$ 50000 

y $,3~ ~.QQ_en el año 10. Calcule.!a inyersión inicial equivalente y_l~ serie anual ,, 
' 

equ iva 1 er-te. 

a) 

b), 

e) 

' ' i ~~ ; ' ' ~ ' 

'F ) ' 1 ( p 1 fp/o 1 2o " P::; c.},{p(pJO l1 lOO ooo = f IJ~(p 100 
' . 
~ ~.,~ ' • -¡ ~ • .., "!- t r ~ ~ .. 

(~, J'%,.,2.~) .. P ~O::~Q·.I.OI f.f l1 ~OO.o~Ó ::-,¡. ,.,~ Ji.r· 
\ ' \ • ; ' l ~ ;_ 1 . "·• . 

'' ., 

' \ ... ~: ' '·:' ' ' ' " ' ' 

Para resolver este punto obsérvese el diog¡'cnia:'de flüjo de· caja·. ,,. -" 

. ·:r . ~: c .. 1 •• t r · . .,; ~ • . ¡,. 
'' '1 1 

;-¿. ' 
~00 00(.) \"""'"·'' 

t l j . 
t i q--J--1,, 

D , 3 l'f 2<> 



Para utilizar tablas de factores de gradiente, el primer pago se haría el año 2 (así fueron Ü 
·deducidas). Es obvio que pueden determinarse series para incluir el año 1. Para este ca 

so, siguiendo las tablas D-31 se obtiene: 

( ~ J i"lo 1 )J) ::= i 
1 

como lo .!pG t11/a-eu) ~ 6 : 

/00 .ooo 
tpq.()¡t¡¡ 

Esto indica que los valores de la serie serán: 

año 

o 

1 

2 

3 

4' 

5 

·19 

20 

., 
expres1on 

o· 

o 

G 

2G 

3G 

4G. 

(N- R) G 

(N-1)G 

d) Utilizando la expresión (8): 

A~ ( f:J i 0/o
1 
fl) {f; 1 ("r:lo, JJ)- G 

Substituyendo va lores de las tablas D-31 y D-13: 

inversión (pesos) 

o 

o 

1447.39 

2894.78-, 

4342.17 

5789.57 

26053.05 

27500.44 

' ' 

A::; (~q.o~q·¡)(o.¡o¡¡.r) ¡t ttlv7.~1 = /to ¡p¡-

Este valür COfiesponde exactamente a! obtel'"lido en (b) 

e} Para resolver este inciso se usarán diagramas de flujo de caja inicialmente. 

o 

o 
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o 
5ocoo 

El valor presente se obtiene como la suma de las siguientes CClntidodes: .. 
? IJ;1J 100 ooo t 5o ooo { t, ¿rl'o J 5) .J. 3o fXX> ''( '-; 

1 
1°/0 ,· to) 

la serie uniforme se puede obtener ui·ilizcmdo el valor obtenido para el año c:ero. Es de-

e ir: o 
Por supuesto, esto se puéda calcular también de la siguiente manera: 

.J ' ), (p ) 
A ..:: (pi f"k 1 ~), /CC 0()0 t ( f, f%, ~) r: ,.Po/o,,r JJ(rv D.-'1? -1 { ¡:;; r'k¡2.c) ¡; J ¡%1 lO tf .!lo 000 

es decir realizando el cálculo paro cadc..1 uno de los eiemenio:i. · 

Un problema que se encuentro con frecuencia es el de gradiantes decrecier.tes.r o diferenp 

cia de los mencionados anteriormente paro le~ cuales exist~n tablas. Poro estos cosos, se 

sigue el procedimiento indicado en el siguiente ejemplo. 

Supóngase que una compañia renta maquinaria er~ ios ~iguientes términos: Pago inicial 

$ 90 000 y uno renta anual (pagadera ol final de cada año) de $50 000 el primer año, 

45 000 el segundo año, y $ 5 000 menos cada año. Si se renta por 5 años le máq~Plno, cual 

ü será: 

a) el costo anual equivalente si 5C reuto con una losa de interés del 8% 

b) el CO\b ~uicial equivalente si se rento ~os 5 añ~)S con uno ~a:.a de 8% omm!-? 



a) El diagrama dE flujo de coja es: 

,sog.¡ ~- -:¡ - ---- - -
.r 1 'lo~ 

. \ .3.r 

4 

1 

1 

-X>! 

.. 
·-~· 

Debido a que las tablas de series de gradiente son .crecientes, se considera una in-

versión uniforme (de 50 000 al año) y se resta una serie donde G = 5 000/año. Las -

anualidades serón: 

para la inversión inicial 

A~ ( t) !o/o, s)'¡C 'JO ooo ..r: o. 2ff/.{p)t t¡oooo ~ 1 ')') q¡y. 

o para la serie uniforme (punteada) 

A-- 5o ooo 

1 ' 

o 

o 

o 



o 

o 

o 
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·la:serie de gradiente es: (se obtiéne 'el foci'or directainente;~de la. tobl~ 

. D-30). 

· .. A': - ·~ooo {1, r•lc 1 •) 

·-:! J - ~ -~ ' 

scoo "¡.¡.¡- ~ -1 &í :J 5o 
:; ':.· 

. . ( . 
' . 

· ~o serie uniforme resulta: 

A r.:: :? :z qHt f 5o O()C ~~ 1 :; .!7) :.:- J ~ a (p (y 9 

b) la ~entidad ¿q'u iva lente 'en valor' p'resent~r ·es: 
' ' 

· p;; ( ~ J 1"/ví ~J.ttA' ~ ,3·;q33;r 6 ?J/Pbp!:·~;::/._ !)50 .~qo ... -

4.1.3. TECI'HCAS·'DE'DESCUENTO . . , 

. ' 

ncatfvas que iñcluyen pdg.os. o" ingres'os difere~t~s.· ~9s mitodos ··s~n':·'~-"_; __ ~ '-'-',- · 

··a). ·valor p~~s~~tet con ~na tasa de déscuento definida ',, • •: r ~,."~ \
1 

! ~· w<~ 0+\ ... 

', ·•,, ' \ '..., ' ' ' • r~"' '• ' 

b) Método-de la tcisa de retorno~ :. / 

e) Métod~ é!eí" costo 'anual 
"r '" ,, ~.;' 

d) Relación beneficio-costo 

Por ello debe entenderse que se. construye solo una de' ellas, de·monera que-puedan ser 

alternativas correspondiente~ a dos proyectos difer~ntes o a distintos tamaños de un pr.Q 
' ' ' • • '< ,--, ~ } ·.. ,- ~ ) ',¡ ~ -~~~... .. • ..., ~, .... . ' .-1 

y~cto. 1 
. ' ~' 

_Co!'lviene aquí anotar que la tasa_ .de int~rés juega un papel preponderante en lá compara-
,. , rf' ' • ' • , "' .. l1 ':j· • . '1 .r ,. :, 1 · r , ' • • ..._ , '.. ¡ . , -- ~ _ .... ¡ J 1..; ~ , . ~ 1 • ~ ""~ , ..,) 

ción, pues sucede ql!e,al cambiarla puede cambiar también la alternativo que con la ta-
~\d~~:' ~·;t·~:·,, .. ~t.--.:'· '( . ::~! ~-· 

sa de interés anterior era mejor. Para inversiones privadas, puede usarse una tasa de in-

terés igual a la que ofrecen-los bancos al invertir élinero; po.ra el caso de inversicnes g~ 

bernamentales, algumJs veces la tasa de interf;ls está fija por organismos- internacionales 



(cuando se manejan for:Jos internacionales), o bien, las dependencias la fijan. 

En los cuatro métodos S·: hará referencia a dos alternativas solamente. El caso de alter-

nativas múltiples lleva al concepto de análisis marginal que solo se mencionará adela~ 

te. 

Para to.dos los métodos, el primer paso al analizar alternativas será definir la información .. 
básica. Esta por una parte contiene datos de costos de la~· obras y por otra parte los ben! 

ficios. La determinación de costos se obtiene aplicando precios unitarios a cada elemen-

to del proyecto. Los beneficios en algunos casos son fáciles de determinar, sobre todos-

los beneficios directos (aquellos que resultan de los bienes y servicios originados por el 

proyecto); sin embargo hay también beneficios indirectos, que por facilidad se calculan 

en muchos casos como porcentajes de los directos. La evaluación de los beneficios seria 

motivo de una sesión de cuatro horas, como ésta; sobre el tema
1
el i"ibro de James and 

L 1/ 1" .... 1' ee - presenta una exp 1cac 10n amp 1a. 

En los cuatro métodos se usará el siguiente conjunto de datos base
1
que corresponde a dos 

alternativas que se desea comparar. 

Considérese una zona urbana por la que pasa un arroyo, en donde se han propuesto obras 

de control para evitar inundaciones cuando ocurren crecientes, se han hecho estimaciones 

para dos alternativas, uno consiste en el revestimiento de un canal y el otro un almacena
! 

miento en dos etapas para regulación debidü ol crecimiento futu¡o. 

• o 

o 

Se propone hacer el análisis económico para una vida útil de 40 años, con una tasa de re- Ü 

torno del 8% anual. 

Y Referencia 1 



o 

.O 

o 

f \ 

> 

------------~----------------------------------------~,_ ------, 

Concep.to 
1- :. - '1 '::' ',..t 1 ·, 

Costo de construcción 
' 

Opefac.'ión y mantemiento 

Vida económica ~de la obm · 

Bcnefic io onua 1 

Alternativo canal 

20 000 000 

160 000/año 
- . ' .. ' .. 

durante 40 años 

'' ¡ '\~~ · l .. ' ·40 años 
!! ' 

4 000 000 

A) Método del valor Presenre 

. ' 
,. ' 

. ~ -" 

Alternativa presa 

' 
15 000 000} (la·.,.~~tapá) 

e 

30 COO 000 (2a. ef·upa) 
· · los; 

deO 000 ol año (20 
·... • . o años): 

2dos. 
200 ooo· e¡Jiaño,(20' 

años) 

40 óños cada/etapa 

5 000 000 

· ,\,. ~~~ ·U · f~ .... ·~ ~ \ ~l'""i.f r~:~'J :... .. . "':' 
•' ~· L 

' ,, ' ... ~ ,- ~ (.. .: ..-) ~ -' -1 '\.' ---.'' ';,J ·-- .... \ , ,"· ¡ ' 

·._ Este método selecciona e(,p;Óyecto con mayor valor presente de la d!ferencio . -

a lgebrá ica de los beneficios menos los costos, descontados a un -año determinados,· esto· 

tos<i oé· deié: uéñto. 
' . i, 
' ~ "' 

. '. 
1 ~ 1 • ' ; ': 1; ~ ~" t . ' 

todo: 

' 
1, T~as las can'tidades deben ·ser. descontadas al mismo año ~se'. 

2. Todos las cantidades deben, ser:descontados (o posadas a valor presente), con !a mis-, 

ma tasa de descuento i. 

3. El período de CH''&Iisis para todas las alternativos debe ser el mismo. 



() 

~~~ 
¡¡.oooo H 

1 

En relación a la selec·.;ión de la alternativa, recomienda el libro que si la diferencia ~t-

Ct es negativa se elin·íne la alternativa y que si son muy parecidas las diferencias en 

· dos alternativas, se SE
1

Ieccione aquella, de menor costo. 

En el ejemplo mencio·1ado, el análisis de las alternativas sería el siguiente: 

Concepto 

Y. .P. Costo construcción 

V. P. Operación y mant. 

Y.P. beneficios 

Sustituyendo va lores quedará : 

V. P. V. P. 
Alternativa A Alternativa B 

- $ 20 000 000 ' • • - 15 000 000 

- 160 000 (P 8% 40 ) 
- 1 1 

A 

+ 4 000 000 (P 
1
8%,40) 

A. 

- 30 000 (P 8% 20) 
-1 
F 

-100 000 (..!:__, 8%1 20) 
A 

- 200 000 (P , 20) (~ 
1 

8%,20) 

+ 

A F 

5 000 000 ~ 1 8%,40) 
A 

V. P. A = - 20 000 000 - 160 000 (11. 925) + 4 000 000 (11. 925) = $ 25 792 000 

\1. P. B =- .lSCOO 000- 30 000 000 (C.21li5)-IOOOOO(q.&1 B)- 2.00 ooo(q,818){0.2.1L(~ + 
+soooooo (li.G25) = .$~787ooo. 

la selección en este caso recaería sobre el proyecto B, que tiene la mayor diferencia en 

valor presente. El diagrama de flujo de caja, permite aclarar los cálculos efectuados. 

En el diagrama se dibujan los costos hacia abajo y los beneficios hacia arribo. 

r-1 p = + L{ oooooojaño 

lt -·"-··--
-160COO/añc 1 

~ .. .. 
- IC::OOOó la.Y.D ¿, ·~ ·"' ~ •• 

... zao o-co/a.r.o 
-\~000 000 

- ~O Ot.O 0<?'0 
A rl __ A......J.:...... P.. ( olrnrtu omJ 

o 

o 

o 



o 
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B} Método de ·la tasa de retorno 

. Se define lo tasa de retorno como la t~~ d~ interé~ a lo cual el valor cresentc . 
dei flujo de cola neto es cero. El proceso de eva!uución comta de vc:rios etapas. En Fi_ 

mer lugar se calcula la tasa de retorno de cada altemoi'ivn y se compar~ con la taso dt'. 

retorno mínima establecida. Si es mayor, entonces se procede a ordenar los proyectos (se-

lo aquellos en qne su tmo de re~omo seo rrll:1yor que iG minlmc1L f!n orden ascendente y se 

comparan por pares en la siguiente forma: se calcula pd~riero el flt;jo de 'caja neto, postc,rio!_ 

mente se pasan a valor presente e iguolan a cero, Por prueba y error se obtiene el valor 

de la tasa de retorno. Para el ejemplo mcncion~do antes, la segunda parte del ccicu!o-

quedaría. 

Concepto Alternativa A Alternativt'.l B (A-B) 

Costo de construcción 20 000 000 15 000 000 + 5 000 000 

30 000 000 ~ 30 000 000 

Operación y mantenimiento 160 000 lOO 000 60 000 (1os.20años) 

200 000 - 40 000 (2os. 20años) 

Beneficio anual 4 000 5 000 000 - 1 000 000 

El valor prese~te de la diferanc la re su Ita. 

V .P. = + 5 000 000 ~ 30 000 000 (P , i%,20} + 60 000 ~- , i%,20) -40 000 f, i%,20) 
1~ A A 

(P i %, 20) - 1 000 000 ( P , i% , 40 ) :.: O 
"r ::,A i . 

ObséíVese que en esta expresión se unotó L%, ya qut~ se desconoce lo tosa de interés que 

hace el valor presente cero. 

Por tanteos, suponiendo. i == 15% y dividiendo todo entre 1 000 000. 



+ 5- 3P (0.061) + O.ü5 ( 6.259)- 0.04 (6.259).(0.0611)- 1 (6.642) =o o 
+ 5- 1.833 + 0.376- 0.015- 6.642 =- 3.114 

Con i = 20% 

+ 5- 30 (0.0261) + 0.06 (4.87)- 0.04 (4.87) (0.026)- 1 (4.997} =o 

+ 5- 0.783 + 0.292- 0.005- 4.497 = 0.007 

por lo tanto la tasa de retorno es 20% 

El resultado indica que el proyecto Bes mejor que A si la ta5a"'Cie retorno mínima es menor 

que 20%. También puede entenderse de la siguiente manera: la inversión en exceso de 

B respecto a A es conveniente dado que la tasa de retorno ·de ese incremento es del 20%, 

siempre que esta tasa sea mayor,que la mínima. 

En general la tasa de retorno mínima es mucho menor, algunas veces se considera la tasa de o 
interés bancario como la mínima, mediante e! razonamiento de que dinero invertido en un 

banco cuando menos gana intereses a esa tasa. 

C) Método del Costo Anuo 1 
1 

En este método se convierten beneficios y costos a series anuo les y se comparan 

los va lores de las series. En este caso, el criterio de decisión es el mismo que en el método 

del valor presente, es decir, aquella alternativa en que la serie anual de beneficios menos 

1 

costos sea mayor. Es evidente que en estemétodopuede efectuarse el cálculo a partir de 

las cantidades obtenidas en :V':J:I<:>r pres~nte; aunque t~mbien puede hacerse pasando a serie 

anüal cada uno de !os valores, 

A partir de los datos del ejemplo, el cálculo sería el siguiente: 

o 



o 

() 
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Concepto Anualidades Anooltdades 

,\\terV'Io.t:va. A. A\ ~eor vtcrl-:·v a. B 
~ 2.ooooooo(~/~/~.~io) 1 . 

-·\SOCO üOC l ~ J 8~/o"' l!O) 

- 3oooo 00{') (~ ~so:t.Jrio)(f; a% 1~¡; 
- \0000 (~ J8%,tlü )(~ ,1 sY:,,zo) 

""''2..0t1(10D(~1~1o/1Dl~;8fo_,2o) 
( 

¡;:> ' 
~~2~~ ,'lo) 

t 5000 000 

Sustituyendo valor es : 

Serie alh:rnCltiva A:= -2.0eiOO 000 (o.c'B:iS{3(,)- 1~000-\'lJOOOOCO~ ~ 2.D6'Z.. raoo 

Serie alternativa B: ~-150óo 000 (o.09.386)~ :50000000 (O.OS38~)(0.2!'i5)-· 
- \OO ooo (o. o 9386) (q. '8 '~) ~· '2.00 ceo (o.o~~~ó)(o.'l14i5)( q, ~~ ~ )-1· 

+ 5 oco ooo ~ $ ?S onq ~úG;, 

El mayor valor se obtuvo con la serie B, por lo cual se considera la mejor alternativa. 

Estos valores se pueden obtener a partir del ct.lculo de valor presente, de la ~iguiente 

manera: 

Se~r;e o.\kmo.t;vo.. A. 
Se;,e o.\~erno..t~va. o 

'25192- 000 (~, ?/·'/{)/}¡0) =- ~~ '2. 1~2. 5\1 

o67&1ooc C~,~¡' .• Jiio)~ ~ :5 ost4 95~ 

Relación Beneficio-Costo 
1 • :~ ·~ 

1 

1• 1 r 1 , 1 

Acerca de la relación beneficio co~to se ha escrito mucho. Generalmente la .-eladón Be-

neficio Costo se refiere al cociente entre el valor presente de los beneficio5 de tm proyec-

to y el valor presente de los coslcJS. Así1 lo siguiente expresión denoto !a relaciqn rnew· 

cionado. 



~ 

\l.P, Bel"'e~. 
L ( ~ ~~ 0io

1
t )Bt 

t.:.\ 
o 

V. P. Co~.-h:) 

donde el significado de las v~riables corresponde al mencionado al estudiar valor presente. 

La relación Beneficio-costo también puede obtenerse coma ~1 cociente de las series anuo~ 
• .. 

les de beneficios y de costos de un proyecto. 

La forma de considerar los costos como toles o como beneficios_negativos agrega a este m~ 

todo una característica arbitraria 1 lo que hace su aplicación cuidadosa. La relación de-

be ser mayor que uno para garantizar que los beneficios obtenidos con el proyecto superen 

la inversión. o 
El análisis de alternativas requiere de los siguientes pasos: 

a) Calcular el cociente B/C para cada proyecto, usando el mismo p~ríodo de aná-

lisis y la misma tasa de descuento. 

b) Elegir la que tenga mayor valor B/C 

e} En caso de que se tengan recursos financieros para realizar varios proyectos mu-

tuamente exclusivos, se ordenan estos en orden creciente {aquellos que tienen B/C > i) 

y se hace un análisis incremental. Esto es¡ 

Se calcula la diferencia de beneficios y·costos entre la primera y la segunda 

y se caicuia ia reiación B/C, si ésto es mayor que 1, eso indica aue conviene 
1 

incrementar la inversión. 

Se compara. la tercera contra la segunda en forma similar y así sucesivamente o 
Eh caso de que la relación B/C sea' menor que uno, se desecha esa alternativa 

·· -- ----~ .. ~,.,.,,.,In c:inlliPnte. sin tomar en cuenta la alternativa eliminada. 
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Q Para el ejemplo, la relación de codo alternativa es: 

o 

o 

A~ternathta A: . . 

. V .P. Beneficio~~ t.toooooo ·(~ 
9
8;;(\·

1 
&fq) ~ 1~0~ ooo(u.q~s)= ~ ~~·;.b~(·.::iJCYo 

V. P. C!.ostos = ~ oÓ6;ooo 1-t60 ooo (~--~ S1ci/1o) ~. :J <,. 

"~ =-. 2.o ooo ooo t. a 'ice ooo ~ ~ 2-' ctos ooo 
~·-'-..·-~ -·-·--~ 1 - ~~-. ·~ 

."!=- "11 700 000 ---:;; 2.11 
!l.t=-'9os·,·~ooo,:· ·_:._-_. 1: ~ · 

' . . , ;'') 

torno a ·r ó ·2. < :, ;, : ~ f : • ) ;¡ · ·· 

' ' ~ ' 
\ ··' ,' '- ' J • y ' " ~~ 1 

Par:,a la a lternat.iva B : . , 
~ ·, • - ' \ t 1 ' '\ ; ~ :.._( ' • "·'P. '6ei'le:~\·~o~ ::¡: '5q ~'25 ooo·. 

v>P. C!~-\os - 22. 838'·000 ... ,·.-.;·.·~ ·~•- ':.:l 

Ji. __ ._59_ ~2.S O OQ _-::::. 2 .6! .. · 
_. - ~ ~ 1 l ..-•• . ' c. ~'2.. eos ooc _ · 

. {) 

,. . .... 
" . '' 

Supóngas_~ a,hora que s_e trata :~e varios.proysctos y que se requiere aplicar el análisis in-
• ~ 1 ', : -

cremento!. 

~ 'Bene~ ,=- 5q ~2..5 ooo ""' ~'1 '700 ooo :.:. U q 2..5 o o o 
•• } - 1 '' -. ' \ • ~ ' ]. < ' -:...' 1 \ .... ' ~. ~ ~ ' ' '} •• 

. [ '' ... 
' .. 

, .. ,, 

El cociente indica la conve.niencia de i11vertir una mayor cantidad en el proyecto ·s,. pues~ 

toque su relación B/C es muy alta. 

Cuando se aplica en forma adecuada, la reladón beneficio costo resulta idéntico ol mé~ 

todo del olor resente neto. 
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donde Q es la esc,;¡lo de proyecto. 

Observaciones acerca de las técnicas de descuento o 
a} El-método del valor presente es especialmente útil cuando no existen restricciones 

de presupuesto y existe una serie de alternativas independientes. 

b) Acerca del método de series anuales, en general presenta pocas ventajas su em-

pleo; se usa con mayor generalidad el método del valor presente, porque el flujo 

de cojo puede ser muy complicado y pasar a anualidades requiere mayor trabajo. 

e) La tasa de retorno, tiene una ventaja fundamental': que los proyectos pueden 

jerarquizorse sin tener que determinar una tasa de descuento, aunque deberá fijar-

se una tasa de descuento mínima.t!no desventaja de este método es que para algu-

nos flujos de caja, es imposible obtener un valor único de i, 

d) ELanálisis beneficio costo se ha usado ampliamente para justificar proyectos: o 
sin embargo puede usarse como un enfoque para tomar decisiones acerca de la es-

cala de proyecto o' la selección de proyectos de uno serie de alternativas. En este 

caso, serequiere que el criterio de selección resida exclusivamente e:n el objetivo 

de eficiencia económica o ingreso naciontd, y que no existan efectos intangibles 

considerables, es decir efectos que no puedan cuantificarse monetariamente. 

e) Como se puede observar en la figura, el efecto de la tasa de descuento es notable. 

f) Otro aspecto importante que no debe pasarse por alto, es la definición del hori-

zonte de planeación. En realidad el horizonte de planeación y la tasa de descuen-

to van unidos ya que ·e;l tiempb para el cual los beneficios son insignificantes depen . -

de de la tasa de descuento. El efecto combinado de estos eiementos se muesiro en la 

siguiente tabla. o 



o 

o 

,. 

o 

;~nsfitt l. !i 
cosl. ~t.io' 

+1600 

+1400 

+1200 

+lOO O 

li'reeent. 
Value of +900 
Net 9e~efits 

+700 

o 

\ 

.. 
•. 

----(b) 

(e): 

... 25-

1' 

.. .' . :~ 

'-------
~-·--------=o:.-----(d).' 

F i= ~ ·~"" 1 • ~ DisCO'J.llt 

1 ~ s·· 6' 7 '•' a 9 < 10 ' ·.11 12 13' u ltlr.t~ ~ 
EFFEC'!S OF DISCOtm'l' ru\TES ON BENEFIT-CÓST RATIOS. 

Present value costs ,all projects: $1000 
Life expectancy, aU projects: 3p ycars 
Constant annual net benefitss (a) a $175;. (b) .. $125J (e) ..,· $75 (d) "' $25. 

~ ' ., 1 '' ~. 

o 

EFFECTS OF DISCOuNT,RATE CHk~GES ON NET •BENEFI~S, 
OF PnOJECTS THAT ARE EQ~IVALENT AT 7 PER CENT. 

P.V. OP COSTS ALL PROJECTS, $1000 

Project Lifm Expectancy Annu~l Net 

•' 

o. 10 189 •. 91 
b 25 l l:ÍÍ..40 
e so J96~60 

el lOO 413.43 

'' '' 

Soutce:· Schra~ p. 49] 
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L 0/o Re.la~~~ B/c 
J, !o. ec,oVI~ w:,c.a. 50 ai"o5 \ti da. 1 - o econowú ro.. \00 O.V\0'5 

.2, \.~~ \. Sl 

2..5 l.'5~ (,l.t'3 

.",5 l. '2.S t. '35 

3.5 (. 2. 2. t.2..S 

.l.\ 1.17 ( • '2..1 

5 t.OB l.J o 
tó l. OC LOO 

e) Finalmente, respecto a la relación ·B/C, existen diversos problemas, algunos r.=_ 

lacionados con la medición de beneficios y costo; otros con aspectos conceptuales 1 

y otros con aspectos institucionales. La definición clara de cada uno de ellos in- o 
fluye de manera determinante en los resultados. 

o 



o 

3. 

O' 

o 
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584 .1-\t'l"'l:;,rU.i;A V ---~··~ ___ ,_ .......... -..... ·-----
(::· _j TABLE D-H) 0 JABLE D-11 ·~ 

s:,'i "l~.~o Cempcund lntere~t Fcu:t~r~: 
l 

6% Cumpound lntarest fadors 
---- ---- 1 Single Paymeot 'IJnlfonn Series Sing!11 i'07ment Unllorm Series 

Compounoi rrt!i~"~ Sin~ng •!::api!:JI Compouml P'n~ent 

1 
Cot11pound Pr~nc smw~ Ci!l"lal Compoull·d htiel'li 

Amuunt Wonb FL1nd Recovery A.mount Wortlt Amount \Vortb Fund R~COVl'f1 tilmouot Wm111 

Fador Fnctor J<'a;:tor Facioi !"l'dt>r Factor 
1 

Factor Fartor · Fl'lttw Fa~tor F;tc!Ol Uo'ac1or 

f) ~'il' PIF A/F A/P FIA PIA n n FIP P/F AIF AIP FIA PIA n 
1 

2 l.OSSO 0.?479 ! .00000 i .oss 00 1.000 0.948 1 1 1 1.0600 0.9434 LOOOO() l.Oiiú 00 ! ,000 0.943 1 

2 1.1130 0.8985 0.486 ó2 0.541 b2 1.05S 1.8~6 l l l 1.1236 0.8900 o.~ss 44 0.545 44 2.060 l. 833 l 

3 1.174Z O.I!S!ó 0.3lJ 65 (·.37065 ~.!S~ 2.69fl 3 l ! .1910 0.8396 0.314 ll 0.374 ¡¡ 3.184 1.673 3 

4 l. 2388 0.3071 o .230 29 0.235 29 4.34:.! 3. sos 4 
1 

4 1.2625 0,7921 o.ns.s9 0.288 59 4 .ns- 3.465 4 

!li 1.3070 0.76.51 0.179 l!l 0.234 18 5.581 4.270 S S 1.3382 0.7473 0.177 40 0.237 40 S. 637-:._ 4.2!2 5 . ., 
6 l. 3788 0,7252 0,145 18 o. 200 18 .• · 6.888 4.996 6 6 1.4185 o. 7050 0.143 36 0.203 36 6,975 4.917 e. 
7 t .4547 i1.1íiF4 0.120 96 o. 175 96 8.267 • .5 ,683 ' 7 1.5036 0,6651 0.119 14 o. 179 14 8.39-1 5. 587. 1 

(l i. 5347 1).6~16 o. 102 36 o. !57 86 9.172 6.335 8 8 1.5938 o. 6274 0,!01 04 o. 16i 04 9.897 6.210 8 

'~ 1.619! i}.f-176 0.088 84 0.143 84 11.256 6.352 9 9 l. 6895 0.59i9 ú. OS7 02 0,14702 11.491 6.802 J 

10 l. 7081 0.5354 0.077 67 0.132 67 12.87.$ 7 .5:l8 10 10 1. 7908 o. 5584 0.075 87 .0.135 87 i3 .181 7.360 ll) 

H i.8021 0.5549 o .068 57 0.123 57 14.583 8.093 11 11 l. 8983 o. 5268 0.066 79 0.12679 14. 972""• 7.887 11 

í2 1.9012 0.5260 0,061 OJ o. 116 03 16 • .386 3.619 u -U 2.0122 0,4970 0.059 28 ·o.JJ9 2s 16.370 !l,JS4 12 

131 2. 0058 0.4986 o ,054 68 0.109 68 lil. 287 9,ll7 13 13 2.1329 0,<:688 1),05296 0.112 96 t8. es2 !3.853 13 

l~ 2.1!61 0.4726 0,049 28 o ,104 28 20.193 9,590 14 14 2.2609 0.442} 0,0-!7 52 o. 107 58 21.015 9.195 14 

BS 2. 232S o. 4479 o .044 {;3 0.09;/ 63 22.409 lO. 038 15 15 2.3966 0.4173 0.042 96 0.!0296 23.176 9. 712 15 

Hi 2. 3553 0-4246 0.04053 0.095 58 24.641 10.462 16 16 2. 5404 o. 3936 0.038 95 0.098 95 25.673 10. !06 16 

11 l. 43--t8 0.4024 o.o3: o~ o.on o4 26.996 10.865 17 17 2. 6928 0.3714 0.035 44 ,o. 095 -14 28.213 10.477 17 

!~ 2.6215 ()' 381~ 0.033 'tl 0.0839). ?9,431 11.246 18 !3 2.6543 ü. 350} 0,032 36 o 092 36 }0,9oo-·- 10.828 11! 

19 2.7656 C.36l6 o. 031 !5 o .086 15 32. 103 11.608 '" H 3 ,0256 o- 3305 0.029 62 0,089 62 33 • 760c~ 11 '158 n 
20 2.9178 0.3427 e .ozs 68 0.083 ó8 34.868 ll. 950 20 20 3. 2071 0.31 IS 0.027 !S 0.037 18 .16.71>6 ll, 470 20 

21 3.0782 0.3249 o. 026 46 O.OH1 46 37.736 12.2/5 21 21 3.3996 0,2942 0.0~5 00 0.085 00 39.993 ¡¡ . 764 21 

22 3.2475 (¡ .·3(!79 0,021~7 0,07947 40.864 !2. 583 H ll 3. 6035 o. 2775 0.0:'3 Ü) 0,08) 05 43. 39-r-~ ¡~ .042 7.2 

13 3.4262 0.2919 o ,022 6í o ,077 67 44. 112 l.2. (l75 23 23 3.8197 0.2618 0.02! 28 0.08128 46.996- 17 '303 23 

24 3.6146 0,1767 0.0211)1 o .076 04 47.538 13. 152 24 24 4.0-1&9 o. 2470 0,019 ó8 0,079 58 50.816 !2.)50 24 

25 3.8134 Q.2627 0.01955 0.014 55 Si.iS3 l3 .414 2S 25 4,2919 0.2330 0.018 23 0.07823 54.865 12.783 23 

26 4.0231 0.2486 0.018 19 0,073 19 54,966 13.662 26 llí 4.5494 0.2198 0.016 90 0.076 90 59.156 13.003 26 

27 4.2444 0.2356 0.0:6 95 0,071 95 :58.989 13. !l,lS 27 27 4.8223 0.2074 O.Ol510 0.075 70 63.706 13.211 27 

:Zll 4.4778 o. 2233 ü.Ol5 81 0.070 81 63 .23~ 14.121 28 23 5.1117 o .1956 0.014 59 0.074 59 68.521! i1. 406 zs 
29 4.7241 0.21!7 0.014 77 O .Ol>9 77 67.711 14.333 29 29 5.4184 0.1846 0.01358 0.07358 73.640 1~.591 !9 

JO 4.9840 0.2006 0.013 81 0,068 81 72.43.5 14.:134 30 30 5,7435 o. 174: 0,012 65 0.072 6S 79.058 l3. 765 30 

Ji 5,2581 0.1902 0.012 92 0.067 92 77.419 14.124 31 31 6,0881 o. 164) 0.011 79 0.071 79 84.802 l3.n9 31 

32 5 .5~73 Q, 1803 0.012 lO 0.067 10 82.677 14.904 31 32 6.453-l o. 1550 0,0! ¡ 00 0,071 00 90.890 14.084 32 

33 5.8524 o .1709 O.Oil 33 0.066 3) 88.225 15.075 33 JJ 6.8-106 0.1462 o.o:on o .070 2í 97.343 í4. 230 JJ 

H 6.1í42 0.16:?0 0.010 63 0.065 63 q4.077 L5.237 J4 34 7. 2510 o. 1379 0.009 60 0,069 60 104.184 14.368 34 

35 6 • .5!38 O.ISJS 0.009 97 0,064 97 100.251 15.391 35 35 7,6861 0,1301 0.008 <;7 o. 068 9"1 111 .435 1-1.498 35 

40 8,. 5133 0.1!75 0.007 _,:: 0.1}62 32 !36 ,606 16.046 40 40 10.28.57 0.0972 0.006-16 0.066 46 154,762 15.046 40 

45 ll.I2M O,Oll99 0.005 43 o. 060 43 184,119 16.S48 45 45 13.76-16 0,0727 0.00~ 70 0,064 70 '!12.744 !5.456 4S 

50 14.5421) lL0688 o .0·)~ 06 0,059 06 246 '217 16.932 50 se 18 .-1~02 0,05-H 0.003 44 0,063 44 290,336 15.762 so 
55 19.00511 0.0526 0.003 OS o .oss o~ 32i .377 17.2:5 55 SS 24.6503 o.o.;o6 o .002 54 0.062 54 39.J.l72 IS .991 SS 

fíiJ 24.8398 0.0403 o.ooz 31 O.O.H 31 433.4.50 17.450 60 60 32,9877 0.0303 0,.001 88 ().061 88 533 .12ll 16.161 60 

65 32.4646 o.oJos 0.00175 O.OS67S 572.083 17.622 65 65 44.1450 o. 0:!27 O.COI 39 0,061 39 719.083 16.289 65 

70 42.4299 O.IH35 0.001 33 0,.056 33 753.271 17.751 70 70 59.07.59 0.0169 0.001 03 0,06103 967.932 16.38~ 70 

?S SS. 4.542 ·O.Ql80 0.00101 0.0560i 990.0~6 17.854 75 75 79.0569 0.0126 0.00077 0.060 77 1 3oo. 949 16.456 75 

30 72.476-l 0.0138 0.000 77 O.O)S 17 i 299.571 17.931 so 80 íOS.7960 o.oo•u 0.000 .H 0.06057 1 746.600 16.509 80 

85 94.7238 0.0106 0.000 .S9 o. !)55 59 1 704,069 17.990 85 85 141,.5789 0.0071 o;ooo 43 0.06043 2 342.982 16.5-19 SS 

90 !23 .8002 D.Omll 0.000 .4) O.OH·H 2 B2. 731 111.035 90 90 189,4645 0.0053 o.ooo 32 0.060 32 3 141.0'/5 16 • .579 90 

95 t6i.l!019 0.0062 0.00034 0.05534 1923.67! 18.069 95 95 253.546) 0.0039 0.000:24 0.060 24 4 209.104 16.601 95 

190 7.!1.46ll<'i G.OIJ-t7 0.00026 ~.üS5 :;6 J !!Z6. 702 Ul.096 100 100 339.3021 0.00~9 0,000 18 0.060 18 S 638,368 lt.í.618 IDO 

----- ------- ----
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1'ABlE D-12 

7% Compound 
COMPOUND lNTEREST TABLES 587 

interest Fadors 

Single Paymeot Uniform Series 
1ABliE D.o.-13 

<Compound Present Sinkin~: Capital Compound Present 
8% Compound lnterest !Factors 

Amount Wortb Fund Recovery Amount Worth 
iFacto~ fador Factor Factor Factor Factor Single Paymeot Uniform Series 

A FIP P/F AIF AIP F/A PI:\ r& 
Compound Present Sioking Capital Compouod Preseot 

11 ] .0700 o. 9346 1.000 00 1.070 00 1.000 o. 935 1 Amouot Worth Fund Recovery Amouot Worth 

z 1.1449 o. 8734 0.483 09 0.553 09 2.070 l. 808 l !Factor Factor Factor Factor Factor Factor 

3 1.2250 0.8163 0.311 05 o. 381 05 3. 215 2.624 3 n F/P P!F A/F A/P F/A PIA n 

4 1.3108 0.7629 0.225 23 0,295 23 4.440 3.387 4 
5 l .4026 o. 7130 0.17389 0.243 89 5.751 4.100 5 1 1.0800 o. 9259 1.000 00 1.080 00 1.000 0.926 1 

2 1 .1664 o .8573 o. 480 77 o. 560 77 2.080 1. 783 2 

.S l. 5007 o. 6663 0.13980 0.209 80 7. 153 4. 767 6 3 1. 2597 0.7938 0.308 03 0.388 03 3.246 2.577 3 

7 1 .6058 0.6227 o .115 55 0.18555 8.654 5.389 7 4 1 • 3605 o. 7350 o. 221 92 0.301 92 4.506 3.312 4 
S l. 7182 0.5820 0.097 .t7 0.16747 JO. 260 5.971 8 5 1.4693 0.6806 0.170 46 o. 250 46 5.867 3.993 5 

9 1.8385 0,5439 0.083 49 0,15349 .• -11. 978 6.515 9 4.6i3 
llO 1. 9672 o. 5083 o. 072 38 0.14238 13.816 7_.024 10 6 1.5869 0.6302 0.13632 0.216 32 7.336 6 

7 l. 7138 0.5835 0.112 07 0.192 07 8.923 5.206 7 

nt 2.10-t9 0.4751 0.063 36 0,13336 15,784 7.499 11 8 1 . 8509 o. 5403 0.09401 0.174 01 10.637 S. 747 8 

12 2.2522 0,4440 0.055 90 o. 125 90 17.888 7. 943 12 9 l. 9990 0.5002 o .oso 08 0.160 08 12.488 6.247 9 

l3 2. 4098 0.4150 o. 049 65 0.119 65 20. 141 8.358 lJ 10 2.1589 0.4632 0.069 03 0.149 03 14.487 6.710 10 

B4 2.5785 o. 3878 0.044 34 o. 114 34 22.550 8. 745 14 
15 2.7590 o. 3624 0.039 79 0.10979 25. 129 9.108 15 11 2.3316 o. 4289 0.06008 0.140 08 16.645 7.139 11 

ll 2.5182 0.3971 0.052 70 0.13270 18.977 7.536 12 

J6 2. 9522 0.3387. o. 035 86 o. 105 86 27.888 9.447 16 13 2.7196 o. 3677 0.046 52 o. 126 52 21.495 7.904 13 

17 3.1588 0.3166 0,032 43 o. 102 43 30.840 9.763 17 14 2.9372 o. 3-105 0,041 30 0.121 30 24.215 8.244 14 

i8 3. 3799 0.2959 0.029 41 o .099 41 33.999 10.059 18 15 3.1722 o. 3152 0.036 83 0.116 83 27.152 8.559 15 

19 3.6165 0.2765 0.026 75 0,096 75 37.379 10.336 19 
lO 3.8697 0.2584 o. 024 39 0.094 39 40,995 10.594 20 16 3.4259 0.2919 0.032 98 o. 112 98 30.324 8.851 16 

17 3. 7000 0.2703 0.029 63 0.109 63 33.750 9.122 17 

21 4.1406 0.2415 o. 022 29 0.092 29 44.865 10.836 21 18 3. 9960 o. 2502 o .026 70 o. 106 70 37.450 9. 372 18 
22 4.4304 0.2257 o. 020 41 0,090 41 49.006 11.061 22 19 4. 3157 o. 2317 0.024 13 0.104 13 41 .446. 9.604 19 
23 4.7405 0.2109 0.018 71 0.088 71 53.436 11.272 2J 20 4.6610 o. 21-15! 0.02185 o. 101 85' 45.762 9.818 20 
24 5.0724 o. 1971 0.017 19 0.087 19 58.177 11 ,469 24 
lS 5.4274 0.1842 0.015 81 0.085 81 63.249 11.654 25 21 5. 0338 o. 1987 0.019 83 0.099 83 50.423 10.017 21 

22 5. 4365 o. 1839 0.01803 o. 098 03 55.457 10.201 22 
26 S .8074 o. 1722 0.014 56 0,084 56 68.676 JI .826 26 23 S. 8715 o. 1703 0.016 42 0.096 42 60.893 10.371 23 
27 6. 2139 0.1609 0.013 43 0.083 43 74.484 11.987 27 24 6.3412 0.1577 0.01498 o .094 98 66.765 10.529 24 
28 6.6488 0.1504 0.012 39 o. 082 39 80.698 12.137 28 25 6.8-185 o. 1460 0.013 68 o. 093 68 73.106 10.675 25 
29 7.1143 0.1406 0.011 45 0.0814~ 87.347 12.278 29 
30 .., .. [,!23 o .1314 0.01059 0.080 59 94.461 12.409 JO 26 7.396-t o. 1352 0.012 51 0.092 51 79.954 10.810 26 

27 7. 9881 o .1252 0.011 45 o. 091 45 87.351 10.935 27 
31 8.1451 o .1228 0.009 80 0.079 80 102.073 12.532 31 28 8.6271 0.1159 0.010 49 0,090 49 95.339 11 .051 28 
31 8.7153 o. 1147 0.009 07 0,079 07 110.218 12,647 32 29 9. 3173 o. 1073 0,009 62 0.0&9 62 103.966 11.158 29 
33 9. 3253 0.1072 o. 008 41 0,07841 118.933 12.754 33 30 10.0627 0.0994 0.008 83 o. 088 83 113.283 11.258 JO 
34 9.9781 0.1002 0.007 80 0.077 80 128.259 12.854 34 
35 10.6766 0.0937 0.007 23 0.077 23 138.237 12.948 35 31 10.8677 0.0920 O .008 JI 0.088 11 123.346 11.350 31 

32 11.7371 0.0852 0,007 45 0.08745 134.214 11 .435 32 
40 14.9745 0.0668 0.005 01 0.075 01 199.635 13.H2 40 J3 12.6760 o. 0789 0.006 85 0.086 85 145.951 11.514 33 
45 21.0025 0.0476 0.003 50 0.073 50 285.749 Jj. 606 45 34 13.6901 o. 0730 0.006 30 o. 086 30 158.627 11.587 34 
so 29.4570 0.0339 0.00246 0.072 46 406. 529 13.801 50 35 14.7853 0.0676 0.005 80 o .085 80 172.317 11.655 35 
SS 41.3150 o. 0242 0.001 74 0.071 74 575.929 13.940 55 
60 57.9-164 0.0173 0.001 23 0,07123 813.520 14.039 60 40 21.7245 0.0460 0.003 86 o. 083 86 259.057 i 1. 925 40 

45 31 :9204 O.OH3 0.002 59 o. 082 59 386.506 12.108 45 
65 81.2729 0.0123 0.000 87 0.070 87 1 146.755 14.110 65 50 46.9016 o. 021J -0.001 74 o ,081 74 573.770 12.233 50 
70 113 ;9894 0.0088 o.ooo 62 0.070 62 1614.134 14.160 70 55 68.9139 0,01-15 0.001 18 0.081 18 8-18.923 12.319 55 
75 159/8760 0.0063 o .000 44 o .070 44 2 269.657 14. 196 75 60 101 .2571 0.009'1 0.000 80 o .oso 80 1253.213 12.377 60 
80 224.234-l o. 0045 0.000 31 0.070 31 3 189.063 14.222 80 
85 314.5003 0.0032 o.ooo n 0.070 22 4478.576 14.240 85 65 148.7798 0.0067 0.000 54 o .080 54 1 8-t7. 248 12.416 65 

,, 70 218.606-1 0.00-16 0.000 37 0.080 37 2 720. oso 12.443 70 
90 441. 1030 o .0023 o ,000 16 0.070 16 6 287. 185 14.253 90 75 321.20-15 0.0031 0.000 25 o .080 25 4 002.557 12.461 75 
95 618.6697 0.0016 0.000 11 0.070 11 8 823.854 14.263 95 80 471.95-18 0.0021 0,000 17 0.080 17 5 886.935 12,474 80 

!00 8(jl63 0.0012 o. 000 08 o. 070 08 12381.662 14.269 lOO 85 693.4565 0.0014 o .000 12 o.oso 12 8 655.706 
ltJ2 

85 o 90 1018.9151 0.0010 0.000 08 o. 080 08 12 723.939 12'~ 8 90 

95 1 497. 1205 0.0007 o. 000 05 0.08005 18701.507 12.492 95 



sea 

8 
9 

JO 

:<:5 
'),'! 

:¡¡) 

79 
30 

32 
J3 
34 
,;s 

40 
45 
so 
SS 
60 

6S 
70 
75 
80 
8S 

90 
95 

tOO 

Compo¡¡nd Pr~Ji! 
Amo:mt Wotlb 
Fador Fac!o~ 
F/P P!F 

·-----
1.0900 0.9174 
!.1881 0.84!1 
l 295C O.i71.2 
Ull6 ~- 7084 
U386 !,.6499 

i.li771 
1.8180 
1.9926 
1.1119 
2.3674 

2.5804 
2 8í2'/ 
3.0658 
;; 3417 
J.642S 

_3.9703 
4.32ló 
4 7171 
5.1417 
).6044 

6.!088 
6.6586 
7.2579 
7.91:1 
8.6231 

9.3992 
10.2451 
11.1671 
12.17:!2 
13.2677 

14..1618 
15.7633 
17.1820 
¡ g 7 '8~ 
20.4140 

J 1.4091 
4!U273 
74 H75 

114 4083 
176.0313 

270 8460. 
416.7301 
64!.1909 
986 SSI7 

1517.9320 

2 335.5266 
J 59JA'l71 
S .529.0.!08 

:).~96?. 

o 5470 
0.5019 
0.46().:_ 
0.4224 

0.}'375 
e 3555 
0.3Z62 
O.l992 
0.2745 

0.2519 
0.23Ji 
o 2120 
o !945 
0.1784 

O.iS37 
0.1502 
Ol37li 
0.1264 
v.ll60 

0.1064 
0.0976 
o 01195 
o 08:!7. 
0.0753 

0.0691 
o 0534 
o 0582 
0.0534 
0049U 

0.0318 
0.0207 
o 0134 
0.0087 
0.0057 

0.0037 
00024 
00016 
o 0010 

.. ~,{)07 

~ 0.\1004 
o Q(l(lj 

oooo:: 

APPENtliX D 

TABlE D--14 

Sinking 
!Fond 
!fador 
AI'F 

!.000 l'O 
0.478 .J,7 
0.305 05 
0.:018 67 
0.167 09 

o.u2 n 
::.108 69. 
0.090 67 
0.076 80 
0.065 82. 

0.056 95 
o 049 65 
0.043 :57 
1).038 4~ 
o.o.l4 or, 

0.030 JO 
o 027 05 
o 024 21 
0.021 73 
0.019 )5 

0.0'.7 62 
Q.Ol.í 90 
0.014 38 
0013 02 
o 011 81 

0.01072 
0.009 7} 

o 003 35 
o 008 06 
0.007 34 

o 006 69 
0.006 10 
o 00) 5/) 

o 005 08 
0.004 64 

0.002 96 
O.Oul 90 
o 001 23 
0.000 79 
0.000 .SI 

0.000 33 
o 000 22 
c.coo ii 
O.OQI)OQ 
0.000 Oó 

00000-' 
o 000 ()~ 
0.000 0:! 

J:apil.!ll 
Reconry 

!Fa-:!cr 
a/F 

L09000 
0.563 47 
o .39.5 05 
0.3·)8 67 
0.257 09 

fJ 222 92 
0.193 69 
~-¡go67 

0.166 80 
o 15~ 82 

o 146 95 
o 139 65 
0.133 57 
o.n3 43 
G 124 06 

o 120 30 
o 117 05 
0.114 21 
0.111 T5 
0.1(19 55 

O.lú? 62 
o 105 90 
0.104 38 
0.103 02 
0.101 31 

0.111072 
o 099 73 
o 098 85 
o 098 ()6 
0.097.34 

o 096 69 
o 096 10 
O :J~5 5G 
0.095 ()3 
0.09-1 64 

o.on 96 
o 091 90 
o 091 23 
o 090 79 
O 090 SI 

0.090 33 
0.09022 
0090 ¡..¡ 
0.090 09 
0.09006 

Compouoo'l 
Amouul 
lFacior 
F/A 

í.!JOO 
2.090 
3.273 
U73 
5.J8S 

1'523 
9·20(1 

11.028 
13 021 
15 !93 

17 560 
20 141 
22.953 
26.019 
29 361 

33 003 
~6.971 
41.301 
.t6 018 
51 16G 

56 765 
62.873 
69.532 
76.790 
84.701 

93.324 
107.723 
112 968 
i-'·~.IJ5 

. 136 308 

149 575 
l64 031 
119 800 
196.982 
215.711 

337.882 
52'i.859 
815.084 

! 260 092 
1 944.792 

2 996.288 
4 6!92n 
7113.232 

10 950.574 
16 íl34.rmo 

!l.090 0-1 25 939.184 
01)9001 3991661) 
o {)t;Q (l~ 6! 4:!2 67~ 

Pn~!lt 

Wonh 
factor 
PIA 

0.917 
L1S9 
2.531 
12<~0 

3.390 

4.486 
)(!'B 

5.::35. 
5.995 
6 4!& 

6 805 
7 i6l 
7 4'.l7 
7.7SS 
1!.061 

1un 
!J .54~ 
8.756 
8.950 
9.129 

).292 
9A42 
9 530 
9.707 
9.823 

9.929 
10.027 
10.116 
!0.198 
ll' 274 

10.343 
10"0-'\ 
:0 464 
10.518 
10.567 

10.757 
!O 881 
10962 
11.014 
ll.04B 

11.070 
11 084 
ll.{)94 
11.100 
11 104 

11.106 
ll.W3 
11.109 

fil 

6 
7 
8 
9 

!O 

11 
1Z 
!3 
A4 
1!! 

16 
!7 
18 
!q 
20 

u 
t2 
23 
~.i 

25 

26 
27 
zg 
'1,9 
30 

31 
J2 
33 
34 
35 

40 
45 
so 
55 
60 

65 
70 
75 
80 
1!5 

90 
~5 

!GO 

e 

¡ 

.1 

1 
1 

n 

1 , 

!6 
17 
18 
ft9 
lO 

26 
17 
13 
19 
30 

31 
32 
33 
34 
35 

40 
45 
50 
SS 
60 

65 
70 
75 
110 
liS 

90 
95 
~00 

Compouuc! 
Amouut 
Factor 
FIP 

i.1000 
1. '2100 
1 .331il 
1.4641 
l. 6105 

t.l716 
1.9467 
2. 1436 
2.357'l 
2. 59 !7 

2.8531 
3. 1384 
3. 4523 
3.797~ 
4.1772 

4. 5950 
5.v54S 
5.5599 
{; .!159 
6. 7275 

7.4002 
8.1403 
S. 9H3 
9.8~97 

10. &347 

11.9\82 
13. 1100 
14.4210 
15.8631 
17.4494 

19,1943 
2i.l!38 
23.2252 
25. 5-l77 
28.1024 

4.5. 2593 
71.. 8905 

117,3909 
189.0591 
30.!.4816 

490.3707 
789.7.!70 

1 271.8952 
2 (}.18 .4002 
3 29!! .9690 

5 J 13 .0!26 
8 556.6760 

l3 780.6123 

COMPOUND INTEREST TABLi;S 

Pnwllt 
Wotlh 
1-"actor 
P/F 

o. 909! 
0,6264 
0.7513 
O. 683C 
o. 6209 

C.5645 
o.:tn 
0.4665 
0.424! 
o. 3855' 

0.3505 
0.3186 
0.2897 
(). 2633 
0,2;9<\ 

0.2;'7(} 
o. ;978 
0.17'19 
'.) .1635 
0.1486 

(). 135l 
0.1228 
0.1117 
o .101 ~ 
0.092} 

o. 0839 
o. 0763 
0.0693 
(),0630 
o .0573 

o ,052l 
0.0-174 
o.o-1:;1 
0.0391 
0.0356 

0.0221 
0.0137 
0,0085 
0.0053 
O.OOB 

0.00:!0 
0,(1013 
O.IJGOS 
0.0005 
0,0003 

0.000:! 
0,0001 
O.OOiH 

TABLE D-15 

SiniJcg 
Fund 

Faccor 
AIF 

1.000 00 
0,47619 
o.~cz 1: 
v.2l5 41 
ú,lb}g¡) 

!!. :29 6l 
{;,105 A[ 

0.087 4d 
o .073 64 
0.062 "75 

0,053 96 
0.046 '76 
o. 040 78 
0.035 75 
0.03; 47 

o. 027 82 
0.074 6é 
O.OZl 93 
o .0!9 55 
0.017 46 

o ,015 !:>i 
o. 014 01 
0.0!2 37 
0.0!! 30 
0.01017 

o. 009 16 
o. 003 26 
O.C07 45 
0,006'7) 
O, OG6 C'F 

0.005 50 
0.004 97 
0.00~ 50 
0.004 07 
0,003 69 

0,(102 ::!6 
O.úOI 39 
0.000 1!6 
O.tl0053 
0.000 33 

o:ooo :!0 
0.000 13 
IJ.OOO 08 
0.000 05 
(),000 03 

0.00002 
o .ooo 01 
0.00001 

Capital 
:Jtecovery 

Factor 
AIP 

1.100 00-
:.576 !;) 

o .'102 11 
\) .315 47 
o ,263 80 

o. 229 61 
o ,105 41 
o. !87 44" 
o:¡ 73 64 
O.l6Z75 

0.15396 
0.146/6 
o .140 75 
C.L\'í/5 
o. 131 ..;7 

o. 12.7 82 
o. 124 66 
0.12193 
0.119 55.:': 
O, 117 46 

o .1 !5 62 
o. 114 01 
0.1125"F 
O.lli30-
0.Ilúl7 

0.10916 
O. lOS 26 
0.107 45 
o. 1!.:1\ 73 
o~ let. 0~ 

o. 105 50 
0.104')7 
0.10l50 
o. 10~ 07 
u. 103 69 

0.102 26 
o. 11) 1 39 
0.10086 
o .lOO 53 
0.10033 

0.10020 
0,10013 
0.100 os 
0.100 os 
0.10003 

o. 100 02 
0,10001 
0.10001 

Coilip!lUild 
Amo .. r.t 
F:a.:!<'r 
f/A 

1.000 
2. HlO 
3. Jj() 

~.&ll 
()., ,05 

7 ."1.5 

n.-G6 
13 .5í9 
i5.937 

18.531 
21 .334 
74 .H1 
27.975 
31 772 

3~.9~0 
40.5-15 
.!5.599 
51. \59 
57.275 

64.002 
71 . .!03 
79.543 
88.497 
98.347 

!09 .18:! 
1'!1.100 
134.210 
!48 .631 
164 .-19'1 

181.9·13 
:ot. lJS 
2.!.!.252 
245 . .!77 
271.0~4 

442.593 
718.905 

1 16>. 9!)9 
1 8Sú .591 
3 034,816 

4 893.707 
7 !11.!7. ~70 

l? 701.!. 954 
zo .!7-:,002 
32 979.690 

S3 1:!0.2~6 
8S S 56.760 

137796.1:!3 

I'TeMDt 
\\'CifÜ! 
Factor 
PIA 

0.909 
l. 736 
2.4::1? 
3 < 170 
).i9! 

4.355 
4.iió5 
5.335 
5.i59 
6. l~i 

oó,495 
á.!Sl4 
7. ](') 
7. )67 
7 606 

7.:124 
3.0~2 

3.':01 
8.363 
8.51~ 

8. 6~<J 
a. in 
8.883 
íl.9S5 
9.077 

9 .16! 
9.237 
9. 301 
9. 370 
9.~27 

9 •. n9 
9.5~6 
9.569 
9.!>09 
9.b~~ 

9,779 
9. 863 
9. ':ll5 
9,9.!7 
9.967 

9.980 
9.987 
9.992 
9.995 
9.997 

9.998 
9,999 
9. 999 

!l. 
2 
.3 
4 
5 

6 
7 

i!O 

11 
l2 
13 
14 
15 

Hi 
¡¡· 
H! 
19 
20 

21 
22 
2~ 

2~ 

H 

26 
27 
211 
29 
JO 

:n 
3::! 
33 
,;~ 

35 

40 
45 
50 
55 
60 

65 
'10 
'15 
80 
8S 

90 
95 

100 
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1iABLE D-16 TABL'E D-17 
11% Compound lnterest Factors 12% Compound lnterest Fadors 

Single Payment Uniform Series Single Payment Uniform Series 

Compound Present Sinking <Capital Compound Present <Compound Present Sinking Capital Compound Present 
Amount Worth Fund Recovery Amount Worth 

Factor Factor Factor Factor Factor Factor 
Amount Worth Fund Recovery Amount Worth 

u n Factor Factor Factor Factor Factor Factor 
F/P P/F A/F AIP F/A PIA n F/P P/F A/F AIP F/A PIA n 

1 1.1100 0.9009 1.000 00 1.110 00 1.000 0.901 1 

2 1.2321 0.8116 0.473 93 0.583 93 2.110 1.713 2 1 1.1200 o. 8929 1 .000 00 l. 120 00 1.000 0,893 1 

3 1.3676 0.7312 0.299 21 0.409 21 3.342 2.444 3 2 1 • 2544 0.7972 0.47170 o. 591 70 2.120 1.690 2 

4 1.5181 0.6587 0.212 33 0.322 33 4.710 3 102 4 3 1 ,4049 o. 7118 0.29635 0.41635 3.374 2.402 3 

5 1.6851 0.5935 0.160 57 0.270 57 . 6.228 3.696 5 4 1.5735 o. 6355 o. 209 23 0,329 23- 4. 779 3,037 4 
5 1,7623 0.5674 0.15741 0.27741 6,353 3.605 5 

6 1.8704 0.5346 0.126 38 o 236 38 7.913 4 231 6 
"1 2.0762 0.4817 o 102 22 0.212 22 9.783 4.712 7 6 1. 9738 0,5066 0.12323 o. 243 23 8.115 4.111 6 

8 2.3045 0.4339 0.084 32 0.194 32 11.859 5.146 8 7 2.2107 0,.-4523 0.099 12 0,219 12 10.089 4.564 7 

9 2.5581 0.3909 0.070 60 0.180 60 14.164 5.537 9 8 2.4760 o:4o39 0.081 30 0:20130 12.300 4.968 8 

10 2.8394 0.3522 0.059 80 0.169 80 16.722 5.889 10 9 2.7731 0.3606 0.067 68 0.187 68 14,776 5.328 9 
10 3. 1058 0.3220 o .056 98 o: 176 98 17,549 5.650 10 

11' 3.1518 0.3173 0.05112 0.161 12 19.561 6.207 11 
12 3.4984 0.2858 o 044 03 0.154 03 22.713 6.492 12 11 3.4785 0.2875 0,048 42 0.16842 20.655 S .938 11 

13 3.8833 0.2575 0.038 15 0.148 15 26 212 6.750 13 12 3. 8960 0.2567 o .041 44 o. 161 44 24.133 6.194 12 

14 4.3104 0.2320 0.033 23 0.143 23 30 095 6.982 14 13 4. 3635 o. 2292 o. 035 68 0.155 68 28.029 6.424 13 

llS 4.7846 0.2090 o 029 07 0.139 07 34.405 7.191 15 14 4,8871 0.2046 o .030 87 0.150 87 32.393 6.628 14 
15 5.4736 0,1827 1 o .026 82 0!146 82 37.280 6.811 15 

16~ 5.3109 0.1883 0.025 52 0.135 52 39.190 7.379 16 
17 5.8951 0.1696 0.022 47 0.132 47 44.501 7.549 17 16 6. 1304 o. 1631 o .023 39 o .•143 39 42,753 6.974 16 

18 6 5436 0.1528 o 019 84 0.129 84 50.396 7.702 18 17 6. 8660 0.1456 o. 020 46 o:14046 48,884 7.120 17 

19 7.2633 0.1377 0.017 56 0.127 56 56.939 7.839 19 18 7,6900 o .1300 0.01794 0.137 94 55.750 7.250 18 

20 8.0623 0.1240 0.015 58 0.125 58 64.203 7.963 20 19 8.6128 o. 1161 0.01576 o .135 76 63.440 7.366 19 
20 9,6463 o. 1037 0.01388 0.13388 72.052 7.469 20 

21 8.9492 0.1117 0.013 84 0.123 84 72.265 8.075 21 
22 9.9336 0.1007 0.012 31 0.12231 81.214 8.176 22 21 10.8038 0.0926 0.012 24 o .132 24 81 . 699 7,562 21 

23 11.0263 0.0907 0.010 97 0.120 97 91.148 8.266 23 .22 12.1003 0.0826 0.01081 0.130 81 92.503 7.645 22 

24 12.2392 0.0817 0.009 79 0.119 79 102.174 8.348 24 23 13.5523 0,0738 o .009 56 0.12956 104. 603 7.718 23 

.•. :!'i .. - !3 5Q~~ 0.0736 0.008 74 0.118 74 114.413 8.422 25 24 15.1786 0.0659 o. 008 46 o. 128 46 118.155 7. 784 24 

26 
25 17,0001 0.0588 o .007 50 0.127 50 133.334 7.843 25 

15.0799 0.0663 o 007 81 0.1"17 81 127.999 8 488 26 
27 16.7386 0.0597 o 006 99 0.116 99 143 079 8 548 27 26 19.0401 o. 0525 o ,006 65 0.12665 150.334 7.896 26 
28 18.5799 0.0538 0.006 26 0.11626 159.817 8.602 28 27 21.3249 o .0469 0.005 90 o. 125 90 169,374 7.943 27 
29 20 6237 0.0485 0.005 61 0.115 61 178 397 8.650 29 28 23.8839 0.0419 o .005 24 o .125 24 190.699 7.984 28 
30 22.8923 0.0437 0.005 02 0.115 02 199.021 8.694 30 29 26,7499 0.0374 o .004 66 o. 124 66 214,583 8.022 29 

30 29.9599 0,0334 0.004 14 o. 124 14 241.333 8.055 30 
31 25.4104 0.0394 0.004 51 0.11451 221.913 8.733 31 
32 28.2056 0.0355 o 004 04 0.114 04 247 324 8.769 32 31 33.5551 0.0298 o .003 69 o. 123 69 271.292 8.085 31 
33 31.3082 0.0319 0.003 63 0.113 63 275.529 8.801 33 32 37.5817 0.0266 o ,003 28 0.123 28 304.847 8.112 32 
34 34.75i1 o 0288 0.003 26 0.113 26 306 837 8.829- 34 33 42,0915 o·.0238 o. 002 92 0.12292 342,429 8.135 33 
35 38.5749' 0.0259 0.002 93 0.112 93 341.590 8.855 35 34 47.1425 0.0212 o .002 60 o' 122 60 384,520 8.157 34 

40 65.0009~ o 0154 
35 52.7996 0.0189 0.002 32 o. 122 32 431 . 663 8.176 35 a oo1 n 0.111 72 581.826 8.951 40 

45 109,5302•c 0.0091 0.001 01 0.111 01 986.639 9.008 45 40 93.0510 0,0107 o .001 30 0.12130 767,091 8.244 40 
so 184.5648 0.0054 0.000 60 • 0.110 60 1 688.771 9.042 so 45 163.9876 0.0061 o .000 74 0.12074 1 358.230 8.283 45 
co 0.11000 9.091 co so 289.0022 0,0035 0.000 42 0.12042 2 400.018 8.305 s_o 

o 00 0.12000 8.333 QO o o 
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lABl~ D-18 COMPOUND !NTEREST 'íABLES 5S3 

~3% Com:¡:aound inierest Fac:tors TABLE D-19 

Singlo<:: i'!'lymell!t Ulli:iorm Sede!! 1álo/G C"ompound lnterest Fadors 

Compound !Presetlf Sirudng Capital Cmnpoui!!d Presen: Singi~ Paymcot Unifornll Series 
Amoun~ Worth Fund R«OVfl'}' Amcunt Worth 

1/a Factor Fllt~or factor ::Factor Fador Factor n Compound Present Sillkiog Cnpit21l Compound Preseni 
F/P P'/F A/F A!P F/A rtA Amount Worth !Fund Re<:overy Arnouoi Worth 

n Factor Fador Factoa· Factos· Factor Factor n 
l 1.1300 0.8850 l.frOOOO 1.13000 1.000 0.835 1 F/P P/F MF AIP F/A PIA . ., 1.2769 0.783 i 0.469 48 0.59Y 48 2.130 1.668 2 b 

.3 1.4429 0.6931 o 293 52 0.423 :52 3.407 2.361 3 1 1.1400 0.8772 1.000 00 1.140 00 1.000 0.377 1 
4 1.6305 0.6133 0.206 19 0.33619 4.850 2.974 4 ~ 1.2~96 0.7695 0.467 29 0.607 29 2.140 1.647 2 
S 1.8424 0.5428 0.154 31 0.284 3lo" 6.480 3.517 S 3 1.481 S 0.6750 0.290 73 0.430 73 3.440 2.322 3 .. 4 1.6890 0.5921 0.203 20 0.343 20 4.921 2.914 4 
6 2.0820 0.4803 O.i20 15 0.250 15 3.323 3.998 6 5 1.92:54 0.5194 0.151 28 0.291 28 6.610 3.433 S ~ 2.3526 0.4251 o 096 11 0.2::!6 11 l0.405 4.423 7 . 
3 '2.6584 0.3í62 0.078 39 !l.208 39 12.757 4.799 8 6 2.1950 0.4556 0.117 16 0.257 16 8.536 3.389 6 
!) 3.0040 C.337.9 0.064 87 0.194 87 15.416 5.132 9 7 2.5023 0.3995 0.093 19 0.233 19 10.730 4.288 7 

~a 3.3946 0.2946 0.054 29 0.184 29 18.4:ZO 5.426 10 8 2.8526 0.3506 o 075 57 0.215 57 13 . .2.13 4 639 a 
9 3.2519 0.3075 o 062 17 0.202 17 16.085 4.946 9 

1l ::>.8359 1}.2607 0.045 84 O.i75 84 21.814 5.687 H 11.0 3.7072 0.2697 0.051 71 0.191 71 19.337 5.2l6 10 .t.t 4.3345 0.2307 o 038 99 0.168 99 25.650 5.918 \2 
B 4.8980 0.2042 0.033 J5 0.16335 29.985 6.122 u :!1.1 4.2262 0.2366 0.043 39 0.183 39 23.045 5.453 ll 
$4 5.5348 0.1807 0.028 67 0.158 67 34.883 6.302 14 1l 4.8179 o 2076 0.036 67 0.176 67 27.271 5.660 l2 
!5 6.2543 0.1599 1).024 74 0.154 74 40.417 6.462 15 13 ~.4924 0.1821 o 031 16 0.171 16 32.089 5.842 13 

14 6.2613 0.!597 0.026 61 o 166 61 37.581 6.002 14 
Hi 7.0673 0.141 S 0.021 43 G.l51 43 46.672 6.604 16 15 7.1379 0.1401 0.022 81 0.162 81 43.842 6.142 ~~' H 7,9861 0.1252 0.018 61 0.148 61 .53.739 6.729 17 
!8 9.0243 0.1!08 0.0\6 20 O.l4b.?.O 61.725 6.840 18 16 8.1372 0.1229 0.0!962 0.1:59 62 50 980 6.265 16 
19 10.1974 0.0981 0.014 13 0.144 13 70.749 6.938 19 17 9.2765 0.1078 0.01692 0.156 92 59.lltl 5.373 17 
:2•) 11.5231 0.0868 0.012 35 0.142 35 80.947 7.025 20 18 10.5752 0.0946 o 014 62 0.154 62 63.394 6 467 18 

19 12.0557 0.0829 0.012 66 O.lS2 66 78.969 6 550 19 21 13.0211 0.0768 0.010 81 0.140 81 92.470 7.102 21 lO 13.7435 0.0728 0.010 99 0.150 99 . 91.025 6.623 20 22 14.7138 0.0630 0.009 48 0.139 48 105.491 7.170 22 
23 16.6266 0.0601 o.ooa 32 o. B8 32 120.205 7 230 23 l1 15.6676 0.0638 0.009 54 0.149 54 104.768 6.687 Íl 
24 lll.7881 0.0532 0.007 31 0.137 31 136.831 7.233 24 22 17.8610 0:0560 0.008 30 0.148 30 120.436 6.743 22 
15 21.2305 0.0471 0.006 43 0.!36 43 -155.620 7.330 25 23 20.3616 0.0491 0.007 23 0.147 23 138.297 6.i92 23 

26 24 23.2122 0.0431 0.006 30 0.146 30 158.659 6.835 24 
23.9905 0.0417 0.005 65 0.135 65 176.850 7.372 26 25 26.4619 0.0378 0.005 50 0.145 50 181.871 6.B13 25 21 27.1093 0.0369 0.004 98 0.134 98 200.841 7.409 27 

lS 30.6333 0.0326 0.004 39 0.134)9 227.950 7.441 28 26 30.!666 0.0331 0.004 80 0.144 80 208.333 6 906 26 
19 34.6158 0.0289 0.003 87 0.133 87 258.583 7.470 29 27 34.3899 0.0291 000419 0.144 19 238.499 6.935 27 
JO 39.1159 0.0256 0.003 41 0.!33 41 293.199 7.496 30 28 39.204:5 0.0255 0.003 66 0.143 66 272.889 6.961 28 

31 29 44.6931 0.0224 0.003 20 0.143 20 312094 6.983 29 
44.2010 0.0226 0.003 01 0.133 Ol 332.315 7.518 31 30 50.9502 0.0196 0.002 80 0.142 so 356.787 7.001 30 31 49.9471 0.0200 0.002 66 0.132 66 376 5.16 7.538 32 

33 56.4402 0.0\77 0.002 34 0.132 }4 426.463 7.556 33 31 58.0832 0.0172 0.002 45 0.14245 407.73.7 7 020 31 ' 

34 63.7774 0.0157 0.0()2 07 0.132 07 482.903 7.572 ).¡ 32 662148 0.0151 0.002 15 0.142 15 465 820 7.035 32 
35 72.0685 0.0139 0.001 83 0.131 83 546.681 7.586 35 33 75.4849 0.0132 0.001 88 0.141 88 532 035 7.048 33 

4~ 
34 86.0528 0.0116 0.001 65 0.141 65 607.520 7.060 34 

132.7816 0.0015 0.000 99 0.133 99 ! 013.704 7.634 40 35 98. t 1}02 0.0102 . O.ODI 44 0.141 44 693.573 7.070 35 45 244.6414 O.OO·H 0.000 53 0.130 53 1 874.165 7.661 45 
50 450.7359 0.0022 0.000 29 0.1:!029 :l 45'U07 7.675 50 40 188.8335 0.0053 0.000 75 0.14075 1 342.015 7.105 40 
co 0.13000 7.692 00 45 363.6791 0.0027 o 000 39 0.14039 2 590.565 7.123 45 

SC) 700.2330 0.0014 0.000 20 0.140 20 4 994.521 7.133 so 
00 0.140 00 7.143 00 
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TABLE D-20 

15% Compound lnterest Factors 
iTABLE D-21 

u6% Compound lnierest Factors 
Single Paymeot Unifonn Series 

Compound Present Sinkiog Capital Cornpound Present 
Single Paymeot Unifonn Series 

Amount Worth Fund Recovery Amount Worth Compound Present Sinking Capital Compound Present 

Factor Factor Factor Factor Factor Factor Amouot Worth Fund Recovery Amount Worth 

n FIP PIF A/F AIP F/A PIA n n Factor Factor Factor Factor Factor Factor n 
F/P P/F A/F A/P F/A PIA 

ll 1.1500 o. 8696 1 .000 00 1. 150 00 1.000 0.870 l 

2 1. 3225 0.7561 o .465 12 0.615 12 2.l'i0 1.626 2 1 1.1600 0.8621 1.000 00 1.160 00 1.000 0.862 1 

:; 1.5209 0,6575 o .287 98 0.43798 3.472 2.283 3 2 1.3456 0.7432 0.462 96 0.622 96 2.160 1.605 2 

4 1 . 7490 0.5718 0,20026 0.35027 .. 4.993 2.855 4 3 1.5609 0.6407 0.285 26 0.445 26 3.506 2.246 3 

5 2.0114 o. 4972 0.148 32 o .298 32 6.742 .3.352 5 4 1.8106 0.5523 0.19738 0.357 38 5.066 2.798 4 
5 2.1003 0.4761 0.145 41 0.305 41 6.877 3.274 S 

6 2.3131 0.4323 o. 114 24 o. 264 24 8.754 3.784 6 

7 2.6600 0.3759 0.090 36 o. 240 36 11.067 4.160 7 6 2.4364 0.4104 0.111 39 0.271 39 8.977 3.685 6 

3 3.0590 o. 3269 o. 072 85 o. 222 85 13.727 4,487 8 7 2.8262 0.3538 0.087 61 0.247 61 11.414 4.039 7 

9 3.5179 0,2843 o ,059 57 o. 209 57 16.786 4,772 9 8 3.2784 0.3050 0.070 22· 0.230 22 14.240 4.344 8 

llOt 4.0456 0.2472 o .049 25 o. 199 25 20.304 5.019 10 9 3.8030 0.2630 0.057 08 0.217 08 17.519 4.607 9 
10 4.4114 0.2267 0.046 90 0.206 90 21.321 4.833 10 

n 4.6524 0.2149 0.041 07 o. 191 07 24.349 5.234 11 -
u 5. 3503 o. 1869 0,034 48 0.18448 29.002 5.421 12 1ll 5.1173 0.1954 0.0:38 86 0.19886 25.733 5.029 11 

13 6. 1528 o. 1625 0,02911 o. 179 11 34.352 5. 583 13 12 5.9360 0.1685 0.032 41 0.192 41 30.850 5.197 12 

l4 7.0757 0,1413 o .024 69 o. 174 69 40.505 5. 724 14 13 6.8858 0.1451 0.027 18 0.187 18 36.786 5 342 13 

llS 8. 1371 o. 1229 o .021 02 0.17102 47.580 5.847 15 14 7.9875 0.1252 o 022 90 0.182 90 43.672 5.468 14 
15 9.2655 0.1079 o 019 36 0.179 36 51.660 5.575 15 

16 9.3576 o. 1069 0.017 95 o. 167 95 55.717 5.954 16 

17 10.7613 0,0929 0.01537 0.165 37 65.075 6.047 17 11.6 10.7480 0.0930 0.01641 0.176 41 60.925 5.668 16 

18 12.3755 0.0808 0.013 19 0.16319 75.836 6.128 18 17 12.4617 0.0802 0.01395" 0.173 95 71.67 3 5.749 17 

19 14.2318 0.0703 0.01134 0.16134 88.212 6.198 19 18 14.4625 0.0691 0011 88' 0.171 88 84 141 5.818 18 

20 16.3665 o ,0611 o .009 76 0.15976 102.444 6.259 20 19 16.7765 0.0596 o 010 14 0.17014 98.603 5.877 19 
20 19.4608 0.0514 0.008 67 0.16H7 115.380 5.929 20 

21 18.8215 0.0531 0.008 42 0.15842 118.810 6. 312 21 

22 21.6447 0.0462 0.00727 0.157 27 137. 6'32 6,359 22 21 22.5745 00443 0.007 42 0.16742 134.841 5.973 21 

23 24.8915 0.0&02 0.00628 0.15628 159.276 6.399 23' 22 26.1864 0.0382 0.006 35 0.16635 157.415 6 011 22 

24 28.6252 0.0349 o .005 43 o. 155 43 184. 168 6.434 24 23 30.3762 0.0329 o 005 45 0.16545 183.601 6 044 23 

25 32.9190 0.0304 0.00470 o .154 70 212.793 6.464 25 24 35.2364 0.0284 0.004 67 o 164 67 213.978 6.073 24 
25 40.8742 0.0245 o 004 01 0.16401 249214 6.097 25 

_ .. }7.C5:.~ 0.0264 o .004 07 o. 154 07 245.712 6.491 26 

27 43.5353 0.0230 o. 003 53 0.15353 283.569 6.514 27 26 47.4141 0.0211 0.003 45 0.163 45 290 088 6.118 26 

28 50.0656 0.0200 o. 003 06 0.15306 327.104 6.534 28 27 55.0004 0.0182 0.002 96 0.162 96 337.502 6.136 27 

29 57.5755 0.0174 0.002 65 o. 152 65 377.170 6. 551 29 28 63.8004 0.0!57 o 002 55 0.162 55 392.503 6 152 28 

30 66.2118 0.0151 0.002 30 o. 152 30 434.745 6. 566 30 29 74.0085 0.0135 o 002 19 0.162 19 456.303 6.166 29 
30 85.8499 0.0116 o 001 89 0.161 89 530.312 6.177 30 

31 76. 1435 0.0131 o .002 00 o. 152 00 500.957 6.579 31 

32 87.5Íi51 0.0114 0.001 73 o. 151 73 577. 100 6.591 32 31 99.5859 o 0100 o 001 62 0.161 62 616.162 6.187 31 

33 100.6998 0.0099 0.001 50 0.15150 664.666 6.600 33 32 115 5196 0.0087 0.001 40 0.161 40 715 747 6 196 32 

34 115.8048 0.0089 o. 001 31 0,15131 765.365 6.609 34 33 134.0027 o 0075 0.001 20 0.161 20 831 267 6.203 33 

35 133. !l55 0.0075 o .001 13 0.151 13 881.170 6. 617 35 34 155.4432 o 0064 0.001 04 0.161 04 965.270 6.210 34 
35 180 3141 o 0055 o 000 89 0.160 89 1120.713 6.21 S 35 

40 267.8635 0.0037 0,000 56 0.15056 1 779.090 6.642 40 

45 538.7693 0.0019 0.000 28 o. !50 28 3 585. 128 6.654 45 40 378.7212 o 0026 0.000 42 o 160 42 2 360 757 6.233 40 

so l 083.6574 0.0009 0.000 14 o. 150 14 7217.716 6. 661 50 45 795.4438 o 0013 0.000 20 0.160 20 4 965.274 6.242 45 
50 1 670.7038 0.0006 o 000 10 o 160 10 10 435.649 6 246 5a 

laD o 0.150 00 6.667 QO 00 o 160 00 6.250 00 

o o 



e o :] 596 AP:PENDIX D 
COMPOUND INTEP.EST T.ll.BLES 5!J7 

lt\St~ D-12 lABlE D-'23 
Ul% Compo1llnd h1terest fadors 20°/o Compound ijnfl;¡rest féildOII"! 

§mg~ ~a;rrutint Uruform Serie~ 
~iogie !'ayment Unifilrm S<?ri~ ·----·--

Corupoond Pnsent Sit~itin;:; Cap<t~l Compmmd Presen~ ·---·--
il.mouni 'llh~1h Fmu:l Ret07ZTJ' Amoun~ Worth Compúund Pn:sent Sinkin:; Copitat Cornpo~od Prol!s~o~ 

11 Fador Fador Factor Factor Factor F:o:ctor n Amount Worth Fundl R~covery Am-o¡¡n: Wc>rth 

f'/} P/F A/F A!P 'FIA f'/A Facto. Factor JF;¡c!or Factor Factor FattH 

------------------- n F/P P/f A/F .'i/I' F/A PIA n 
l U800 0.8475 LOCO 00 1.1!!0 00 !.OOU 0.847 l -~---

l 1.3924 1).7182 0.458 72 0.6:38 72 2.180 !.566 . 2 1 1.2000 0.8333 l .000 00 1. 200 QO 1,000 0.833 1 
:¡ 1.6430 0.6086 0.179 92 0.459 92 3.572 ':U74 3 2 1.4400 0.6944 o .454 55 o. 654 55 2.200 1. 528 1 
4 L9388 ;).5158 0.191 74 0.371 74 > 5.215 2.690 4 3 1. 7280 0.5787 0.27473 0.474 73 3,640 2.106 3 
:5 2.~373 0.437! 0.!3973 0.31~ 78 

.. 
7.154 3.127 5 4 2.0736 0.4823 0.186 29 0.386 29 5.368 2.589 4 

5 2,4333 0.4019 0.13438 o. 334 38 7.442 2.991 5 
i5 2.6996 0.3704 0.105 'H 0.285 91 9.442 3.498 6 
'] .U~:,S o 3139 0.032 '3G o 262 35 11.142 3.812 7 6 2.9860 0.3349 O. lOO 71 0.30071 9.930 3.326 6 

~ ;g J.7S89 0.2660 O.D55 ~4 0.'24.5 24 15.327 4Jl78 ts 7 3 • .5832 0.2791 0.077 4l o. 27/ 42: í2. 9í6 ::; ,ó05 7 
~ 4.4355 0.2255 0.05:!. 3~ 0.237. )9 19.086 4.303 9 8 4,2998 0.2326 0.060 61 0.26061 1(,,499 3.837 a 

;:') 5.2338 0.1911 0.042 .51 0.222 51 23.521 4.494 10 9 S. 1593 0.1938 u.048 os o. 248 08 20.799 4.031 9 
~. 

!O 6.1917 0.1615 0.038 52 0.23852 1'i.959 4.192 10 
~J!. 6.1759 0.1619 0.034 78 J.2l4 78 23.755 4.656 11 
r;s 7.1876 0.1372 o 02!! 63 0.208 61 34.931 4:t93 12 H 7.4301 o. 1346 0.031 10 o. 231 1() 32.150 4.327 11 
~ ¿:: 3.5994 0.1163" 0.023 69 o 203 69 42.219 4.910 13 i2 8.9161 0.1122 o .025 16 0.2:?5 26 39.581 4.439 12 -.> 
I:-j 10.1472 0.0985 0.019 68 C.19~GS 50.818 .5.008 14 13 10.6993 O .C935 0.020 62 o. 220 62 48.497 4 . .533 13 
¿~ .!1.9737 0.0835 0.016 40 o 196 40 60.965 5.091 15 leS 12.8392 0.0779 0.01689 o .216 89 59.196 4. 61 í !4 

15 15.4070 0.0649 o. 013 88 0.21388 72.035 4.675 15 
~6 14.1290 0.0708 0.013 71 O.í93 71 72.939 5.162 16 
:J.'j 16.6722 0.0600 0.011 49 0.191 49 87.06!l 5.122 17 16 '18.4884 0.0541 0.01144 0.211 44 87.442 4. 73G 16 
it '19.6733 0.050S 0.0~9 64 0.189 64 103.740 5.273 18 t7 22.1861 0.0451 0.009 44 o .209 4~ 10.5.931 4. 775 17 
19 23.2144 0.04:.¡ 0.008 10 0.188 10 123.414 5.316 19 13 26.6233 0.0376 0.007 81 0.20781 128. 117 4. 812 18 
lil 27.3930 0.0365 O.OOtí 82 0.186 82 146.628 5.353 20 19 31.9480 0.0313 0.006 46 o .2::l6 46 154.740 4.844 19 

:2~ 32.21238 0.0309 n.oos 75 0.!8575 174.021 5.384 21 
20 38.3376 0.0261 0.005 36 0.205 36 186.688 4.870 26 

~l 38.142! 0.0262 O.Oil4 85 O.i&4 85 2C6.345 5.410 22, 21 46.0051 0.0217 o .004 44 o. 204 4·1 225.026 4.891 21 
23 45.0076 0.0122 O.C04 09 0.184 09 244.487 5.432 23" 22 55.2061 0.0181 0.003 69 o .203 69 271.031 4.9U9 22 
14 53.1090 0.0188 0.003 45 0.183 45 21!9.494 5.451 24 23 66.2474 0.0151 0.003 07 o .203 07 326.237 4.925 23 
:lS 62.6686 0.0160 0.002 92 0'.182 92 342.603 5.467 ')-.3 24 79.4968 0.0126 0.002 55 0.20.255 392.434 4.937 24 

lS 73.9490 o.on5 0.002 47 O.l8l47 405.272 5.48() 26 
25 95.3962 0.0105 0.002 12 0.202 12 47!.981 4.948 25 

'21 87.2598 O.Oll5 0.002 09 O.lS2 09 479.221 5.492 27 26 114.4755 0.0087 0.00176 o. 201 76 567. )77 4.956 2'5 
~S 102.9665 0.0097 O.COl 77 0.181 77 566.<181 5.502 28 7.7 137 .3i06 0.0073 0.001 47 0.201 47 6iH .853 4.964 1.1 
1!!1 121.5005 O.OO!i2 0.001 49 0.181 49 669.447 5.510 29 28 164.8447 0.0061 O.OOi 22 0,201 22 819,223 4.970 18 
30 143.3706 0.0070 0.00! 26 0.18126 790.943 5.517 30 29 197.8136 0.0051 0.00102 0.20i 02 984.068 4.975 29 

31 169.1774 0.0059 0.001 07 0.181 07 934.319 5.523 Jl JO 237.3763 O.OO-l2 0.000 85 0.200 85 l 181.882 4.979 30 

32 199.6293 0.0050 0.000 91 0.180 91 l 103.496 5.'i28 32 31 284.8516 0.0035 o .000 70 o. 200 70 14!9.258' 4.982 31 
J3 235.5625 0.00~2 0.000 77 0.180 77 1 303.1'25 5.532 33 32 341.8219 0.0029 0.000 59 o. 200 59 1 70·L 109 4.985 32 
34 277.9638 0.0036 O.OOG 65 0.180 65 1 5J8.688 .5.536 34 33 410.1863 0.0024 0.00049 0.20049 2045,931 4.988 33 
35 327.9973 0.0030 0.000 55 0.180 55 1 816.652 5.539 35 34 492.2235 0.0020 0.000 41 o .200 4! 2 456.118 4.990 34 

40 750.3783 0.0013 0.000 24 0.180 24 4 163 213 5.548 40 JS 590.6682 0,0017 o.coo 34 0.200 34 2 948.341 4.992 35 

45 1 7i6.6839 0.0006 O.üúü 10 0.180 IQ 9 531.57 7 5.552 45 . 40 1 469.7716 0.0007 o .000 14 0.200 14 '! 343.858 4.997 40 
so 3 927.3569 lJ.OOí)) o.ooo o:. 0.11:10 05 21 8!3.094 5.554 so 45 3 6.57 '2620 0.0003 0.000 05 0.20005 !8 281 .310 4.999 45 
00 0.1!.10 IJ!) :i.556 OCl so 9 100.4382 0.0001 0.000 02 0.20002 45497.191 4.999 so 

CIO 0,200 00 .s.ooo ao 
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1TABlE D-24 ifABLE D-25 

'25% Compound lnterest factors 30% Compound lnterest Factors 

Single Payment Uniform Series 
Single Payment Uniform Series 

Compound Present Sinking Capital Compound Present 
Compound Present Sinking Capital Compound Present Amount Worth Fund Recovery Amount Worth 

Amount Worth Fund Recovery Amount Worth Factor Factor Factor Factor Factor Factor 
Factor Factor Factor Factor Factor Factor 

n FIP P/F AIF AIP F/A PIA n 
:;: FIP P/F A/F A/P FIA PIA n 

1 1.3000 0.7692 1.000 00 l. 300 00 1.000 o. 769 1 
~ 1.2500 0.8000 l. 000 00 1. 250 00 1.000 0.800 1 2 1. 6900 0.5917 0.43478 o. 734 78 2.300 1. 361 2 2 1.5625 0.6400 o .444 44 o. 694 44 2.250 1.440 2 3 2.1970 0.4552 o. 250 63 o. 550 63 3.990 1. 816 .3 :1) l • 9531 0.5120 o .262 30 0.512 30 3.813 l. 952 3 4 2.8561 0.3501 0.161 63 o. 461 63 6. 187 2.166 4 
4 2.4414 0.4096 0.173 44 o .423 44 5.766 2.362 4 5 3. 7129 0.2693 0.110 58 0.41058 9.043 2.436 S 5 3.0518 o. 3277 0.121 85 0.37185 8.207 2.689 S 

6 4.8268 0.2072 0.07839 o. 378 39 12.756 2.643 6 ¡) 3.8147 0.2621 o .088 82 o. 338 82 11.259 2.951 6 7 6.2749 o. 1594 o .056 87 0.356 87 17.583 2.802 7 7 4. 7684 0.2097 0.066 34 0.31634 15.073 3. 161 7 8 8. 1573 o. 1226 o. 041 92 o. 341 92 23.858 2.925 8 

ª 5.9605 0.1678 0.050 40 0.300 40 19.842 3. 329 8 9 10.6045 0.0943 o .031 24 0.331 24 32.015 3.019 9 9 7,4506 0.1342 0.03876 o .288 76 25.802 3.463 9 10 13.7858 o. 0725 o .023 46 0.32346 42.619 3..092 10 llO 9.3132 0.1074 0.030 07 o. 280 07 33.253 3.571 10 
11 17.9216 0.0558 0.017 73 0.317 73 56.405 3. 147 11 H 11.6415 0.0859 0.02349 o .273 49 42.566 3.656 11 12 23.2981 0.0429 0.01345 0.313 45 74.327 3.190 12 ]2 14.5519 0.0687 o .018 45 o. 268 45 54.208 3. 725 12 13 30.2875 0.0330 0.010 24 o. 310 24 97.625 3.223 13 B 18. 1899 0.0550 0.01454 0.264 54 68.760 3.780 13 14 39.3738 0.0254 0.007 82 o. 307 82 127.913 3.249 14 

~4 22.7374 0.0440 0.011 50 0.261 50 86.949 3.824 14 lS 51. 1859 0.0195 0.005 98 0.30598 167.286 3. 268 15 15 28.4217 0.0352 0.009 12 0.259 12 109.687 3.859 15 
16 66.5417 0.0150 o .004 58 0.30458 218.472 3.283 16 li6 35.5271 0.0281 0.007 24 0.257 24 138. 109 3.887 16 17 86.5042 o .0116 o .003 51 o. 303 51 285.014 3.295 17 n -44.,1089 0.0225 0.005 76 o. 255 76 173.636 3.910 17 18 112.4554 0.0089 o. 002 69 o. 302 69 371.518 3.304 18 18 55.5Ít2 0.0180 o .004 59 o. 254 59' 218.045 3.928 18 19 146. 1920 0.0068 o .002 07 o. 302 07 483.973 3. 311 19 69. 3&89 

~ 

"0.0144 o .003 66 0.25366 273.556 3.942 19 
630.165 3.316 20 

n9 20 190.0496 0.0053 o .001 59 o. 301 59 20 86.7362 o .0115 0.002 92 0.252 92 342.9-15 3.954 20 
21 247.0645 0.0040 o .001 22 0.301 22 820.215 3.320 21 21 108.4202 0.0092 o .002 33 0.25233 429.681 3.963 21 

' 22 321.1839 0.0031 0.000 94 0.30094 1 067.280 3. 323 22 22 135.5253 0.0074 0.001 86 o. 251 86 538. 101 3.970 22 23 417.5391 0.0024 o .000 72 o. 300 72 1 388.464 3.325 23 23 169.4066 0.0059 o. 001 48 0.251<18 673. 6::?6 3.976 23 24 542.8008 0.0018 0.000 55 o. 300 55 1 806.003 3.327 24 24 211 . 7582 0.0047 0.00119 0.25119 8-13.033 3. 981 24 25 705.6410 0.0014 o .000 43 o .300 43 2 348. 803 3.329 25 25 264.6978 0.0038 o .000 95 0.250 95 1 054.791 3.985 25 
26 917.3333 0.0011 0.000 33 0.300 33 3 054.444 3. 330 26 26 330.8722 0.0030 o .000 76 0.25076 1 319.489 3.988 26 27 1 192.5333 O.OOO!:i o .000 25 o. 300 25 3 971.778 3.331 27 27 413.5903 0.002-1 o. 000 61 o. 250 61 1650.361 3.990 27 28 1 550.2933 0.0006 o. 000 19 0.30019 5 164. 311 3.331 28 28 516.9879 0.0019 o. 000 48 o .250 48 2063.952 3.992 28 29 2015.3813 o .0005 o .000 15 0.30015 6 714.604 3.332 29 29 6-16.23-19 0.0015 o .000 39 0.25039 2 580.939 3.994 29 30 2619.9956 0.0004 0.000 11 o. 300 11 8 729.985 3. 332 30 30 807.7936 0.0012 o .000 31 o. 250 31 3227.174 3.995 30 
31 3 405. 99-B 0.0003 o .000 09 o. 300 09 11 349.981 3.332 31 31 1 009.7420 0.0010 o. 000 25 0.750 25 4 03-1.968 3.996 31 32 4 427.7926 0.0002 o .000 07 0.30007 14 755.975- 3. 333 32 32 1262.1774 0.0008 0.000 20 o. 250 20 50-14.710 3.997 32 33 5 756. 1304 0.0002 0.00005 o. 300 05 19183.768 3.333 33 33 1577.7218 0.0006 o .000 16 o. 250 16 6 306. 887 3.997 33 34 7 482.9696 0.0001 0.0000-1 o. 300 04 24 939. 899 3. 333 34 34 1972.1513' o .0005 o .000 13 0.250 13 7 88-1.609 3.998 34 35 9 727.8604 0.0001 0.000 03 o. 300 03 32 422. 868 3. 333 35 35 2 465. 1903 o .0004 o .000 10 o. 250 10 9 856.761 3.998 35 

40 7 523.1638 0.0001 0.000 03 o. 250 03 30 OS8. 655 3.999 40 
QO 0.30000 3. 333 QO 

45 22 958.87-10 0.0001 o. 000 01 o. 250 01 9!831.496 4.000 45 
50 70 064.9232 0.0000 o .000 00 o. 250 00 280 255.693 4.000 so 
QO 0.25000 4.000 00 

o o o 



o (\ 

8 ¡'-_; 
COI\!IPOOND INTEREST TABLES !:199 

U\BtE D--:25 500- _ APPENDIX D 

30% Ct:>mpc.und !rvterest Fcctors TABlE 0-26 
Smg'k P<l) ID«!K;;i Unif(Km Seri~ ,35% Compouncl lnterest fador!! 

--------{;a.rnpouüd ?rese1:t s:akio¡_; C.:.pit:JI {' t•m~ .:;umJ 'Pre~ent Sing!l! Payment Uoiform S:rits Amou,u Wot~tl!l Fun~ RetoYery Amr~,Jnt Wcrtb 
lFador l-'1lt10i' Fac1or F:Ador F11ci~r Fat.tor Compound !Present Sinking ICBpital Comp<Jood Pnseot 

'll FIP P/F AIF AJP F/A PIA n Amount Wofth Fund Recovery Amount Wortl:& 
Factor Factor Factor Factor Fattor Factor n 1.3000 0.7692 1.000 00 l . 300 00 1.000 0.769 1 F/1' PIF AIF AIP FIA PIA tl n '" ¡. 6900 0,5917 0,434 73 o. 734 711 2.3C\l l. 361 l :; 2.1970 0.4552 o. 2.30 63 0.55063 3.990 1. 816 J t !.3500 0.7407 i .000 00 1.350 oc 1.000 0.741 1 .¡ 2.!:~61 C.3.501 0.16! 63 0"461 ~3 6,187 2.166 4 2 1 .8225 0.5487 0.425 53 0.775j3 2.350 1.2R9 2 5 3. 7129 0,2693 0.1 lO 58 0.41058 - . 9,043 2.436 5 3 2.4604 0.4064 o. 239 66 o. 589 66 4. ]72 1.696 3 

4 3.3215 0.3011 0.150 76 0.500 76 "6.6JJ 1.997 4 ~ 4.8268 0.2072 0.078 39 0.378 3? 12.756 2.643 6 
S 4.4840 0.2230 o. 100 46 0.450 46 9.954 2.220 S 7 6.2749 0.1594 0.056 87 0.355?>7 17.583 2.802 7 

¡] 3. 1573 o .1226 0.041 92 0.3419l. 23. 858 2.925 8 6 6.0534 o .1652 o .069 26 0.419 26 14.438 2.385 6 ) lO. 6015 0.0943 0.03124 0.33124 32.01.5 3.019 9 7 8' 1722 o. 1224 0.04880 o. 398 80 10.492 2. S07 1 :lO D. 7858 0,0725 0.023 46 0.323 46 42.619 3.092 l(l 8 !1.0324 0.0906 o .0:)4 &9 o. 38~ 89 28.664 2.598 8 
9 14.8937 0.0671 0.025 19 0.375 19 39.696 2.665 9 }] H.9216 0.0558 0.01773 o. 317 :'3 :56.405 3. 147 H 

iO 20.1066 0.0497 0.01832 0.36832 54.590 2.715 10 n ~3"2981 0.0429 0,01345 0.313 45 74.327 3.190 12 
J :3 30,2875 0"0330 o.o~u 24 0,3!0 24 97.625 3.223 13 u 27.1439 0,0368 0.013 39 0.36339 74.697 2.752 11 ·,~ 39.3738 0.0254 Q_QQ7 ll2 o. :i07 82 127.913 3.2-19 1-1 l2 36. 6.:14] 0.0273 0.009 82 o. 3.59 82 101.841 2. 779 12 :.s 51 .1859 0.0195 (}. 005 98 0.305 98 !67. 286 3.268 15 13 49.4697 0.0202 0.007 22 0.357 22 138.48.5 2.799 lJ 

14 66.7841 0.0150 0.00532 0.35532 167.954 2.814 N 15 66.~417 0.0150 0.0!)-t 58 o • ..i04 58 .'!i8,472 3.283 16 
15 90.1585 O.Olll o. 003 93 0.35393 25-t. 738 2.825 15 17 31'i.5042 0.0116 0.003 5 ¡ 0.303 51 235.014 3.295 17 ns 112.4554 0.0089 o .002 69 o. 302 69 371.518 3.304 18 16 . 121.7139 0.0082 0.002 90 o. 352 90 344.897 ::.334 16 1'1 146. 1920 0.0068 o. 001 07 0.30207 483.973 3. 31 l 19 17 164.3138 0.0061 0.002 14 0.35214 466.611 2.840 17 .:;::¡ ::)0,0496 0.0053 0.001 59 o. 301 59 630. !65 3.316 20 18 221.8236 o .0045 0.001 59 0.351 53 630.925 2.844 13 
19 299.4619 0.0033 0,001 17 o. 351 17 852.748 2.848 !9 .:l 247 .\)645 0.0040 0.001 2:2 0.30122 820.215 3.320 21 
20 404.2736 0.0025 o.coo 87 0.350 87 1152.210 2.850 20 .!~ 321.1839 0.0031 o .000 94 o. 300 94 1 061.280 3.323 Z2 ,n 411.5391 0.0024 n .ooo n o.3oo n 1 388. ~64 3.325 23 2l 545.7693 0.0018 0.000 64 0.35064 1 556.484 2. 852 21 24 542.8003 0.0018 0.000 55 o. 300 55 1 806' 003 3.327 2-t 22 736.7886 0.0014 0.000 48 o .350 48 2102.253 2. 853 22 25 705.6410 0.0014 o .000 43 0,30043 :! 318.303 3.319 25 23 994.6646 0.0010 0.00035 0.35035 2 839.042 2.854 23 
24 t 342.7973 0.0007 0.000 26 0.35026 . 3 833.706 2. 855 2·~ 26 9i7.3333 O.CO! 1 0.000 33 0.30033 ) 054.444 3.330 26 
lS 1812.7763 0.0006 0.000 19 o. 350'19 5 176.501 2.856 15 27' 1 192.5333 0.0008 o .000 25 o. 300 25 J 971.778 3. 33\ 27 28 l 550.2933 0.0006 o. 000 ! 9 0.30019 5 16-t .31' 3. DI 28 26 2 447.2480 0.0004 0.00014 0.35014 6 989.280 2. 856 u; 29 2015.3813 0.0005 o. 000 15 o. 300 15 ó ,'14. 604 ).332 29 27 3 303. 7848 0.0003 0.000 11 0.350 11 9436.528 2.856 27 31) 2619.99.56 0.0004 0.00011 0.300 ll 1! T::9 .985 3.332 30 28 4 460. !095 0.0002 o .000 08 o. 350 08 12 740.313 2.857 2S 
29 6 021 .1478 0.0002 0.000 06 o. 350 06 17 200.422 2. 857 29 31 3 405.9943 0.0003 O.OCO O? o .100 09 i l J-t'}. 981 3.332 31 
30 8 128.5495 0.0001 o. 000 0-t o. 350 04 23 221.570 2.857 30 31 4 427.7926 0.0002 0.000 07 O. JOO 07 ¡.; 755.915 '3. 3'l3 32 33 5 756.130-l 0.000~ 0.000 05 o. 300 05 19tS3.768 3.333 33 31 10973.5418. 0.0001 o. 000 03 0.350 03 31 350.120- 2.857 31 34 í 482.9696 O .OOfíl o.ooo o~ 0.3000-1 Z·i 9::!9 899 3. 333 34 32 14 814.2815 0.0001 0.('0002 0.350 02 42 323.661 2.857 32 JS 9 727.8604 0.0001 0.000 OJ 0.30003 3? 42:!. 868 3 '333 35 33 19999.2800 0.0001 o .000 02 0.35002 57 137 .!i43 2.857 33 
34 26 999.0280 0.0000 0,000 Ol 0.35001 77137.223 2.857 34 co 0.300 00 3 .J33 QO 35 36 448.6878 0.000 01 0.35001 104 136.251 2.857 35 

00 0.350 00 2.857 co 



COMPOUND INTEREST TABLES 601 602 P.PPENDIX D 

TABLE D-27 TABLE D-28 
40% Compound inierest factors 45% Compound lnterest i=actors 

Single Payment Uniform Series Single Payment Uniform Series 

Compound Present Sinking Capital Compound Present Compound Prcsent Sinking Capital Compound Present Amount Worth Fund Recovery Amount Worth Amount Worth Fund Recovery Amount Wonh Factor Factor Factor Factor Factor Factor Factor Factor Factor Factor Factor Factor n F/P P/F A/F AIP FIA PIA n n F/P P/F A/F AIP F/A PIA n 

ll 1.4000 9.7143 1.000 00 1 .400 00 1.000 0.714 1 1 1. 4500 o. 6897 l. 000 00 1.450 00 l. 000 o. 690 . 1 z l .9600 0.5102 0.416 67 0.816 67 2.400 1. 224 2 - 2 2. 1025 0.4756 0.408 16 0.85816 2.450 l. 165 2 3 2.7440 o. 3644 0.229 36 o. 629 36 .· 4.360 1. 589 J J 3.0486 o. 3280 o. 219 66 o. 669 66 4.552 l. 493 3 4 3.8416 0.2603 0.14077 o. 540 77 7.104 . 1.849 4 4 4.4205 0.2262 0.131 56 0.58156 7. 601 l. 720 4 5 5.3782 o. 1859 0.091 36 0.491 36 10.946 2.035 5 5 6.4097 0.1560 0.083 18 0.533 18 12.022 1.876 5 
6 7. 5295 o. 1328 0.06126 0.461 26 16.324 2.168 6 6 9.2941 o. 1076 o .054 26 o. 504 26 18.431 1. 983 6 7 10.5414 o. 0949 o .041 92 0.44192 23.853 2.263 7 7 13.4765 0.0742 0.03607 o .486 07 27.725 2.057 7 3 14.7579 0.0678 0.02907 o .429 07 34.395 2. 331 8 8 19.5409 o .0512 'O .024 27 0.47427 -_ 41.202 2.109 8 9 20.6610 o. 0484 o .020 34 o. 420 34 49. !53 2.379 9 . 9 28.3 343 0.0353 0.01646 0.46646 . 60.743 2. 144 9 10 28.9255 0.0346 0.01432 0.414 32 69.814 2.414 10 10 41.0847 0.0243 0.011 23 0.46123 89.077 2. 168 10 

H 40.4957 0.0247 o .010 13 0.410 13 98.739 2.438 11 11 59.5728 0.0168 0.007 68 o .457 68 130. 162 2.185 11 12 56.6939 0.0176 0.007 18 o. 407 18 139.235 2.456 12 12 86.3806 0.0116 o .005 27 o .455 27 189.735 2.196 12 13 79.3715 0.0126 0,005 10 0.40510 195.929 2.469 13 IJ 125.2518 0.0080 0.003 62 0.45362 276.115 2.204 13 14 111.1201 o. 0090 0.003 63 o. 403 63 275.300 2.478 14 14 181.6151 o. 0055 o .002 49 0.45249 401.367 2.210 14 iS 155.5681 0.0064 o. 002 59 o. 402 59 386.420 2.484 15 15 263.3419 0.0038 o. 001 72 0.451 72 582.982 2. 214 15 . 
i6 217.7953 0.0046 0.001 85 o. 401 85 541.988 2. 489 16 16 381.8458 0.0026 o .001 18 o. 451 18 846.324 2. 216 16 17 304.9135 0.0033 o .001 32 o .401 32 759.78<1 2. 492 17 17 553.6764 0.0018 o .000 81 o. 450 81 1 228. 170 2.218 17 18 426.8789 0.0023 o .000 94 o. 400 94 1 064.697 2.494 18 18 802.8308 o .0012 o .000 56 o. 450 56 1 781.846 2. 219 18 19 597.6304 0.0017 o .000 67 0.400 67 1 491 . 576 2.496 19 19 1164.1047 o .0009 0.000 39 o .450 39- 2 584.677 2.220 19 20 836.6826 0.0012 0.000 48 O . ..tOO 48 2 089.206 2.497 20 20 1 687.9518 0.0006 0.000 27 0.45027 3 748.782 2.221 20 
21 1 171.3554 0.0009 o .000 34 o. 400 3-1 2 925.889 2.498 21 21 2 447. 530! 0.0004 o. 000 18 0.450 18 5 436.734 2. 221 21 . 22 l 639.8976 0.0006 o .000 24 o ,<100 24 4 097.245 2.498 22 22 3 548.9187 0.0003 o. 000 13 0.45013 7 884.264 2.222 22 23 2 295.8569 0.0004 o .000 17 0.400 17 5737.142 2. 499 :23 23 5 !45.9321 0.0002 o .000 09 o .450 09 11433.182 2.222 23 -----:.::-:~ :; ,(¡o.¡: 151~ 1 0.0003 o .000 12 o .400 12 8032.999 2. 499 24 24 7461.6015 0.0001 o .000 06 o .450 06 16579.115 2.222 24 25 4 499.8796 0.0002 o .000 09 ü .400 09 11247.199 2.499 25 25 10819.322:! 0.0001 o .000 04 o .450 0-1 240-10.716 2.222 25 
26 6 299. 8314 0.0002 o .000 06 o. 400 06 15747.079 2.500 26 26 15 688.0173 0.0001 0.000 03 o. 450 03 34 860.038 2.222 26 1.7 8819.7640 0.0001 o .000 05 o. 400 05 22 0-+6. 910 2.500 27 27 22 747.6250 0.0000 o .000 02 o. 450 02 50 548.056 2.222 27 28 12 347.6696 0.0001 0.00003 o .400 03 30 866.674 2.500 28 28 32 984.0563 0.000 01 0.45001 73 295.681 2. 222 28 29 17286.7374 0.0001 o .000 02 o. 400 02 43 214.3-13 2.500 29 29 47 826.88!6 o. 000 01 o. 450 01 106 279.737 2.222 29 30 24 201 .4324 0.0000 o .000 01 O . ..tOO 02 60 501.081 2.500 JO JO 69 348.9783 O. 000 O! 0.45001 154106.618 2.222 30 
31 33 882. OÓ53 0.00001 0.400 01 84 702.513 2.500 J1 CIO 0.450 00 2.222 CIO 32 47 434 :8o74 0.000 01 o. 400 01 118584.519 2.500 32 
33 66 408.7304 o. 000 01 0.40001 166019.326 2.500 J3 
J4 92 972.2225 o. 000 00 0.400 00 232 428.056 2. 500 J4 
J5 130 161. 1116 0.400 00 325 400.279 2.500 35 

GO 0.400 00 2.500 00 

o o o 
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JABlE D-29 

50% Comptu.md lnterest fadov-s 
-------------------------

----------~--------------

Singie P:.i,io meot 

Compn••l1d Prt>s~n: 
A1.wuni i".io~li¡ 

lFa.:~or i/ac!cr 
F/f PíF 

.'ii<d<.ing 
i?tH1(.i 

Faclo• 
AiF 

r~,rit~J 

-;( CCr:'.)~ €f~r 

JF:.ct<;r 
A/.r 

CcmlJHiU!!d Pno><!lll 

Amow:! Wor!i' 
i''actor Faclor 
i/iA i>IA. n --- ---------------~--~-------- .. -------~~~-_, __________________ _ 

J 
3 
4 
S 

G 
! 

! .5000 
'Z,25CC 
3. 3750 
5.0625 
7.5938 

l; ,3906 
l7 .0859 
25.628') 
3!;,4434 
)7.6550 

86,..!976 
i'29.74S3 
19-l .6195 
29i '9293 
437.S939 

1)56. :r.tos 
985.2613 

1477,8~!9 

22!6.8378 
J :,25. 2567 

4987.3851 
7481,8276 

112:?2.7415 
l6R34.li22 
25 251. 168l 

Q,6667 
0.444< 
o. 2963 
0.1975 
0.11!7 

0.08í3 
íJ.0585 
O.OJ90 
o .0160 
0.0173 

0.011.;; 
o. 0077 
0,005i 
0.0034 
0.0023 

0.00!5 
o. ao:o 
0.0007 
0.0005 
0,0003 

0.0001 
C.GOOl 
0.00')1 
0.000! 
0,000:) 

1. 000 00 
J. 4UG 00 
0.2!053 
o. 123 08 
o. 075 83 

0.04ó l2 
O. OJ 1 OS 
O, \J2C JO 
0.01335 
0.008 82 

0.005 85 
0.003 83 
0.00:! 58 
O.O'JI 72 
O.üO! 14 

0.000 76 
O. üOO 5l 
0.00034 
o .ooo z·, 
0.000 15 

0.000 El 
o .000 07 
0.000 04 
o .000 03 
o .000 02 

! . .;oo üO 
o. 900 00 
0,71053. 
o. 623 08 ~ • 
o ,575 83 

1 .000 
2 . .500 
·~. 750 
8.125 

13. 188 

0.548 12 
o. 53j 03 
o. 520 3~) 
e. s l3 35 
o. 508 82 

0.50585 
o. 503 88 
0.502 58 
l'. 501 72 
().50 1 ! 4 

0.50076 
o. 500 51 
0.50034 
O. ~OD 23 
0.50015 

o . .500 lO 
o. 500 07 
o. 500 04 
o . .500 I)J 
0.50002 

O. 500 OG 

20.781 
}1.17:! 
~9.<!58 

74.387 
:n.no 
i'/0.995 
257.493 
33'/. 239 
581.859 
873. 78!l 

1 3l 1.:532 
1 968.523 
2933.784 
4 431.676 
66~8.513 

9 973. no 
14 96l. 655 
22 443. 41J3 
33 t66.n4 
50 500.3:17 

0.667 
1. Ui 
1.407 
1 .605 
! . 737 

1 '324 
1. 883 
1.922 
1. 948 
1. 965 

1 .977 
1. 985 
1 • 990 
J. 993 
1. 995 

1.997 
1.9'18 
1.999 
1.999 
1.999 

2.000 
2.000 
2.000 
2.000 
2.00() 

2.000 

3 
4 
5 

G 
7 
S 
9 

10 

11 
u 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 

:u 
22 
2.3 
24 
25 

~) 
1 

1 

604 APPENDIX D o 
!ABtE 0-30 

Fodor·s To Convert o Grcadient Series to an E~uivaien~ 
Unif~rm .Ar::nuol Series (AIGJ 

i'hi" !ahie <:o:Jiuir,s mvllipliers io: .:.~ 9H1dien: (,. ;,'~ ;;o,wert ~he ::-y~a? ercl-•í~-¡;;ar 

seri()s O, e, 2C' ••• (n- ljG !o :!-" >;>quívo!ent ,m:form CHii1val sedee'> for ., YCI.'ll'l. 

n 2% 3% 4% .5% 6% . i% 
---- ----- ------------------ -----------

2 0.50 
3 {). 99 
4 1.49 
S 1.93 

6 2.117 
1 2.96 
8 :;,45 
9 3.93 

10 4.42 

!l 4.90 
llZ 5.38 
ll3 5.86 
14 6,34 
15 6.81 

16 7.29 
17 7. 76 
13 3. ::!3 
]9 8.70 
20 9.17 

21 ~. 63 
22 10.10 
23 10.56 
24 11.02 
lS l 1.48 

26 11,94 
2i 12,39 
28 12.85 
29 13,30 
30 13.75 

31 
32 
JJ 
34 
35 

14.20 
14. 6.5 
15.10 
15.54 
1533 

40 1& .18 
45 20.33 
50 22. t!4 
60 26,53 
70 30.47 

o 50 
C.99 
1.48 
1.96 

2.<14 
2.92 
3,110 
3.87 
4.34 

4.80 
5.26 
5. 72 
6. !8 
6. 63 

7.08 
7,52 
7,<:)7 

8.41 
8. 84 

9.28 
9.70 

10. 13 
10.55 
10.97 

ll .39 
! 1.80 
12.21 
12.62 
13,02 

13.42 
13.82 
14.22 
14.61 
15.00 

16.89 
13.70 
20.44 
23.70 
26.66 

O.•N 
0.98 
1.46 
1.94 

2,41 
2. 88 
3.34 
3.80 
4.26 

4.70 
5. i5 
5.59 
6.01 
6.45 

6.87 
7.29 
7.71 
8.12 
8.52 

8.92 
9,32 
9.71 

10.10 
10.48 

10.85 
1 i. 23 
11.59 
1 ¡. 96 
12.31 

12.67 
13.02 
13.36 
13.70 
14.04 

!L49 
0,97 
1.45 
1.92 

2.39 
2.84 
3. 29 
3. 74 
4. 18 

4. 61 
5.03 
5.45 
5.87 
6.27 

6.67 
7.07 
7.45 
7. 83 
S .21 

8.58 
d.94 
9.30 
9.55 
9.99 

lO. 33 
i0.66 
10.99 
11 • 31 
¡l. 63 

11.94 
12.24 
12.54 
}2.83 
13.12 

15.65 14,48 
17.16 15.70 
!8.56 16.81 
21.07 18.70 
23.2! 20.20 

o .49 o 49 0.48 
0.97 0.% 0.95 
1.44 L43 1. n 
1 . 90 1 . '38 t • 86 

2.36 2.33 2.30 
2.81 2. 77 2. 73 
) . 24 3. :2.0 3. 15 
3. 68 3. 61 3. 55 
4 • lo , 4 . 02 3 . 9 5 

q,51 '4.42· 4,33 
4 • 92 4 . ¡¡ ¡ 4 • 70 
5. J2 5. 19 5. ú6 
5.7! 5.56 5.42 
6.10 ,5.93 5.'1t 

6.47 
6.84 
7.20 
7.56 
7.90 

6,28 
76,62 

ó.96 
7.29 
7.61 

6.09 
6.41 
S. 72 
7.02 

- 7.32 

8 . 24 7 . 92 ~- 7 • 60 
8.57 8.22 7.87· 
8 . 90 8 . 51 8 . 1 4 
9.21 8.80 8.39 
9 . 52 9 , 07 8 . 64 

9. 83 
]0.12 
1C. 41 
10.69 
lO. 97 

ll. 24 
11.50 
11.76 
12,01 
12.25 

13:38 
14.36 
15.22 
16.61 
17.62 

9.34 
9.60 
9. 86 

10.10 
10.34 

10,57 
10.80 
11.02 
11.23 
11.43 

12.36 
13.14 
13.80 
.]4. 79 
15.46 

8.88 
9. 11 
9.33 
9.54 
9.75 

9.95 
10.14 
10.32 
10.50 
10.67 

11.42 
12.04 
!1. 53 
13 ,23 
13,67 

80 34.25 29.36 25.04 21.~; 18.35 
90 37.87 Jl.79 26,57 22,28 18.87 

lOO 4l.J4 33.99 27,84 ~~.93 !9.23 

15.90 
16.19 
!6. 37 

13.93 
14 .os 
14.17 

0.-18 
0.95 
1 _l() 

L85 

2.28 
2.69 
J .1o· 
3, 49 
3.87 

.!.24 
4,60 
4.94 
5.27 
L)'i 

5.9J 
6.20 
6.49 
'5. '77 
7.04 

7.29 
7. 54 
7.78 
8.01 
B. 23 

8.44 
S .64 
8,83 
9.01 
9.19 

'). 36 
9.52 
9.67 
9.82 
9.96 

10.57 
11 .04 
11.41 
11.90 
12.18 

12.33 
12.41 
12.45 

Jl.ll% 

0,<!3 
0.94 
L38 
1. 31 

2.22 
2,62 
3.00 
3.37 
'. 7J 

4.06 
4,39 
4.70 
5.00 
).L.o 

.5.55 
5.81 
6.05 
6.29 
6,51 

6. 72 
6.92 
7. 11 
7.29 
7.~6 

7.62 
7. 77 
7. 91 
8.05 
8. 18 

8.30 
8.41 
8 • .52 
8.61 
8.71 

9.10 
9. 37 
9.57 
9.!!0 
9.91 

., 

.; 

' .. 
'j 

6 
7 
g 

9 
10 

ll 
12 
13 
!4 
¡.; 

!6 
17 
18 
19 
20 

21 
.u 
23 
24 
25 

16 
27 
J& 
29 
30 

31 
32 
33 
3-t 
35 

40 
45 
50 
60 
70 

9.96 80 
9. 98 90 
9. 99 . 100 
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TABl.E D-30 Continued 

!Factors lo Convert a Gradient Series to an Equivalen~ 

Uniform Annual Series (AIG) 

605 

This tcble contoins mu!tipliers for a gradient G ?o convert the n-year end-of-year 

5eries O, G, 2G, ... (n - l)G to an equivalent uniform annual series for n years. 

J 
.;¡ 
5 

é 
i 
3 
9 

110 

11 
u 
i3 
1!4 
i!5 

16 
l7 
18 
!9 
20 

2l 
22 
23 
24 
25 

ll2% 

0.47 
0.92 
1.36 
1.77 

2.17 
2.55 
2.91 
3.26 
3.58 

3.90 
4.19 
4.47 
4.73 
4.98 

5.21 
5.44 
5.64 
5.84 
6.02 

6.19 
6.35 
6.50 
6.64 
6. 77 

15% 

0.47 
0.91 
1.33 
1.72 

2.10 
2.45 
2.78 
3.09 
3.38 

3.65 
3.91 
4.14 
4.36 
4.56 

4. 75 
4.93 
5.08 
5.23 
5.37 

5.49 
5.60 
5.70 
5.80 
5 ."88 

~~ e QO e oh · -1 í ----=¡ :·uü ---6: o3- · 
28 7. 11 6. 10 
29 7.21 6.15 
30 7.30 6.21 

:n 
32 
33 
34 
35 

40 
45 
so 
60 
70 

80 
90 

lOO 

7.38 
7.46 
7.53 
7.60 
7.66 

7.90 
8.06 
8.16 
8.27 
8.31 

8.32 
8.33 
8. :n 

6. 25 
6.30 
6.34 
6.37 
6.40 

6.52 
6.58 
6.62 
6.65 
6.66 

6.67 
6. 67 
6.67 o 

20% 

0.45 
0.88 
1.27 
1.64 

l. 98 
2.29 
2.58 
2.84 
3.07 

3. 29 
3.48 
3.66 
3. 82 
3.96 

4.09 
4.20 
4.30 

. 4.39 
. 4.46 

4. 53 
4.59 
4.65 
4.69 
4.74 

4.80 
4.83 
4.85 

·4.87 

4.89 
4.91 
4.92 
4.93 
4.94 

4.97 
4.99 
4.99 
5.00 
5.00 

5.00 
5.00 
5.00 

25% 

0.44 
o. 85 
1.22 
1.56 

l. 87 
2.14 
2.39 
2.60 
2.80 

2.97 
3.11 
3.24 
3.36 
3.45 

3.54 
3. 61 
3. 67 
3. 72 
3.77 

3.80 
3.84 
3.86 
3.89 
3.91 

3.94 
3.95 
3.96 
3.96 

3.97 
3. 97 
3.98 
3.98 
3.99 

4.00 
4.00 
4.00 
4 .00, 
4.00 

4.00 
4.00 
4.00 

30% 

0.43 
o. 83 
1.18 
1.49 

1.77 
2.01 
2.22 
2.40 
2.55 

2.68 
2.80 
2.89 
2.97 
3.03 

3.09 
3.13 
3. 17 
3.20 
3. 23 

3.25 
3.26 
3.28 
3.29 
3.30 

3. 31 
3.32 
3.32 
3.32 

3.32 
3.33 
3. 33 
3. 33 
3.33 

3.33 
3. 33 
3,33 
3. 33 
3.33 

3. 33 
3 .33 
3.33 

35% 

0.43 
0.80 
1.13 
1.42 

l. 67 
1.88 
2.06 
2.21 
2.33 

2.44 
u2.52 
•. 2. 59 

2.64 
2.69 

2. 72 
'·2. 75 

2. 78 
¡ ·2. 79 
: 2.81 

2.82 
2.83 
2.83 
2.84 
2. 84 

2.35 
2.85 
2.85 
2.85 
2.85 

2.85 
2.85 
2.86 
2.86 
2.86 

2.86 
2.86 
2.86 
2.86 
2.86 

2.86 
2.86 
2.86 

40% 

0.42 
0.78 
1.09 
!..36 

1:58 
l. 77 
l. 92 
2.04 
2.14 

2.22 
2.28 
2.33 
2.37 
2.40 

2.43 
2.44 
2,46 
2.47 
2.48 

2.48 
2.49 
2.49 
2.49 
2.49 

2.50 
2.50 
2.50 
2.50 
2.50 

2.50 
2.50 
2.50 
2. 50 
2.50 

2.50 
2.50 
2.50 
2.50 
2.50 

2.50 
2.50 
2.50 

45% 

0.41 
0.76 
1.05 
1.30 

l. 50 
1. 66 -
l. 79 
l. 89 
1.97 

2.03 
2.08 
2.12 
2.14 
2.17 

2. 18 
2. 19 
2.20 
2.21 
2.21 

2.21 
2.22 
2.22 
2.22 
2.22 

2.22 
2.22 
2.22 
2.22 
2.22 

2.22 
2.22 
2.22 
2.22 
2.22 

2.22 
2.22 
2.22 
2.22 
2. 22 

2.22 
2.22 
2.22 

SO% 

0,40 
0,74 
1.02 
1.24 

1.42 
l. 56 
1.68 
l. 76 
1.82 

l. 87 
l. 91 
1.93 
1.95 
1.97 

1.98 
1.98 
l. 99 
1.99 
1.99 

2.00 
2.00 
2.00 
2.00 
2.00 

2.00 
2.00 
2.00 
2.00 
2.00 

2.00 
2.00 
2,00 
2.00 
2,00 

2.00 
2.00 
2.00 
2.00 
2.00 

2.00 
2.00 
2.00 

n 

2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 

21 
22 
23 
24 
25 

26 
27 
28 
29 
30 

31 
32 
33 
34 
35 

40 
45 
50 
60 
70 

so 
90 

lOO 

TABLE D-31 

fadors To Comp.ute the Present Worth of a Gradient Series 
-interest Rotes from 1% to 50% (PIG) 

Yhis tabla contains multipliers for a gradienl G to find the presenf worth of the 

n-year end-of-lfeau series O, G, 2G, ••• (a - 1 )G. 

n 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

u 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 

21 
22 
23 
24 
25 

30 
35 
40 
45 
50 

n 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 

!ÜlS 

l% 

0.0000 
0,9803 
2.9715 
5.8044 
9.6103 

14.3205 
19.9168 
26.3812 
33.6959 
41.8435 

.50.8067 
60.5687 
71.1126 
82.4221 
94.4810 

107.2734 
120.7834 
134.99.57 
149.8950 
165.4664 

181.6950 
198.5663 
216.0660 
234. 1800 
252.8945 

355.0021 
470.1583 
596.8561 
733.7038 
879.4177 

7% 

0.0000 
o. 8734 
2.5060 
4. 7947 . 
7. 6467 

10.9784 
14,7149 
18.7889 
23.1404 
27.7156 

32.4665 
37.3506 
42.3302 
47.3718 
52.4461 

2% 

0.0000 
0,9612 
2.8458 
5.6173 
9. 2403 

13.6801 
18.9035 
24.8779 
31.5720 
38.9551 

46.9977 
55.6712 
64.9475 
74.7999 
85.2021 

96.1288 
107.5554 
119.4581 
131.8139 
144.6003 

157.7959 
171.3795 
185.3309 
199.6305 
214.2592 

291.7164 
374.8826 
461.9931 
551.5652 
642.3606 

8% 

0.0000 
0.8573 
2.4450 
4.6501 
7.3724 

10.5233 
14.0242 
17.8061 
21.8081 
25.9768 

30.2657 
34'. 6339 
39.0463 
43.4723 
47.8857 

3% 

0.0000 
0.9426 
2. 7729 
5.4383 
8. 8888 

13. 076:! 
17.9547 
23.4806 
29.6119 
36.3088 

43.5330 
51.2482 
59.4,196 
68.0t41 
77,0002 

86.3477 
96.0280 

106.0137 
116.2788 
126.7987 

137.5496 
148.5094 
159.6566 
170.9711 
182.4336 

241.3613 
301.6267 
361.7500 
420.6325 
477.4804 

10% 

0.0000 
0.8264 
2.3291 
4.3781 
6.8618 

9.6842 
12.7631 
16.0287 
19,4215 
22.8913 

~6.3963 

29.9012 
33.3772 
36.8005 
40.1520 

4% 

o. 0000 
0.9246 
2. 7025 
5.2670 
8.5547 

12.5062 
17.0657 
22. 1806 
27.8013 
33.8814 

40.3772 
47.2477 
54.4546 
61 .9618 
69.7355 

77.7441 
85.9581 
94.3498 

102.8933 
111.5647 

120.3414 
129.2024 
138. 1284 
147.1012 
156. 1040 

201.0618 
244.8768 
286.5303 
325.4028 
361. 1639 

12% 

0.0000 
0.7972 
2.2208 
4. 1273 
6!'3970 

8.9302 
11.6443 
14.4715 
17.3563 
20.2541 

23. 1289 
25.9523 
28.7024 
JI. 3624 
33. 920:! 

5% 

0.0000 
-o.9o7o 
2.6347 
5. 1028 
8.2369 

tl.9680 
16.2321 
20.9700 
26.1268 
31.6520 

37.4988 
4-3-.6241 
49.9879 
56.5538 
63.2880 

70. 1597 
77.1405 
84.2043 
91.3275 
98.4884 

105.6673 
112.8461 
t:Z"o. 0087 
127. 1402 
134.2275 

168.6226 
200.5807 
229.5452 
255.3146 
277.9148 

15% 

0.0000 
0.7561 
2.0712 
3. 7864 
5. 7751 

7.9368 
10.1924 
12.4807 
14.7548 
16.9795 

19. 1289 
21. 1849 
23. 1352 
24.9725 
26.6930 

6% n 

o. 0000 l 
0.8900 2 
2. 5692 J 
4. 9455 4 
7.9345 5 

11.4594 6 
15.4497 7 
19.8416 8 
24. 5768 9 
29.6023 10 

34.8702 11 
40.3369 12 
45.9629 13 
51.7128 14 
57.5546 15 

63.4592 16 
69.4011 17 
75.3569 18 
81 . 3062 19 
87.2304 20 

93 .1136 21 
98.9412 22 

104.7007 23 
110.3812 24 
115.9732 25 

142.3588 30 
165,7427 35 
185.9568 40 
203. 1097 45 
217,4574 50 

20% n 

o. 0000 1 
0.6944 2 
1. 8519 3 
3. :!986 4 
4. 9061 5 

6.5806 6 
8.2551 7 
9.8831 8 

11.4335 9 
12.8871 10 

14.2330 11 
15.4667 12. 
16.5883 13 
17.6008 14 
18.50 15 



o ,. 

o COMPOUND INTEAEST TABI.ES soÜ 
TAIUf D-3! Continued 

Factor~ Yo Computs t~e Present Worth of a Grcclient Series 
-lnterest Retes from 1% fo 50% (PIG} 

- r 
Y'his tab!e ~ontoins muliipliers for a gradiem G te find ihe-prosG>l~ worth of the 

n-year end....,f-yecr series O, G, 2G, ••• {n - l )G. 

f.l- 7% 8% lOo/a- 12% IS% l!i% n 

16 51 .521! !.12.2640 43.4164 36.3670 2!1.2960 19.3208 16 
~7 62.5923 56.5883 46.5820 38.6973 29.7828 20.0419 !7 
liJ 67.6220 60.8426 . 49.6396 40,9080 31.!565 20.6805 18 
19 72.5991 65.0134 52.5827 42.9979 32.4213 21.2439 19 
20 77.5091 69.0898 / 55.4069 44.9676. 33.5822 21.7395 20 .. 
21 82.3393 73.0629 58.1095 46.8188' 34.6448. 22.1742 :n 
ll 87,0793 76.9257 60.6893 4!1. 554'3 35.6150 22.5546 22 
23 91.7201 30.6726 _63 .1462 50.1776 36.4988 22.8867 23 
24 96.2545 84.2997 65.4813 51. 69~9 37.3023 23 .1760 24 
:u 100.6765 87 .804l 67.6964 53. 1047 ,33.03!4 23 .4276 25 

30 120,9718 !03 .4558 77.0766 58.78::!1 40.7526 24.1628 30 
35 138 .1353 116.0920 83.9872 62,6052 42.3587 24.6614 .3S 
40 152.2928 126.0422 ll8.9526 65 .11~9 43 .28JO 24.8469 40 
45 163.7559 133.7331 92.4545 66.7343 43.3051 24.!1316 45 
so 172.9051 139,5928 94.8889 IS7.76Z5 44.0958 24.9698 so 

" 2S% 30% 35% 41io/o 45% 50% n 

! 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1 
2 0.6400 0.5917 0.541!7 0.5102 0.4756 0.4444 z 
3 1.6640 1.5020 1.3616 ).2391 1.1317 l .0370 3 
4 2.8928 2.5524 2.2648 2.0200 1.8103 1.6296 4 
5 4.2035 3.6291 3.1566 2.i637 2.4)44 2.1564 S 

6 5.5142 4,6656 3.9828 3.4278 2.9723 2.5953 6 
7 6. 7725 5.6218 4.7170 3.9970 3.4176 2.9465 7 
8 7.9469 6.4800 5.3515 4.47!3 3.7758 3.2196 8 
9 9.0207 7.234,4 5.8887 4.!1585 4.0581 3.4277 9 

JO 9.9870 7.8872 6.3363 S .16~6 4.2772 3.5838 10 

u 10.8460 8.4452 6.7047 5.4166 4.4450 3.6994 11 
12 11.6020 8.9173 7.0049 5.6106 4.5724 3.7842 ll 
13 12.2617 9.3135 7.2474 5.7618 4.6682 3.8459 13 
14 12.8334 9.6437 7.4421 5.8788 4. 7398 3.8904 14 
IS 13.3260 9.9172 7 • .5974 5.9688 4,7929 3.9224 1S 

16 13.7482 10.1426 7. 7206 6,0J76 4.8322 3.9452 16 
17 14.1085 10.3276 7.8180 6.0901 4.8611 3.9614 17 
18 14.4147 10,4788 7.89-16 6.1299 4.8823 3.9729 18 
19 14.6741 10.6019 7.9547 6.1601 4.8978 3. 9811 19 
lO 14.8932 10.7019 8.00!7 6.!828 4.9090 3.9868 20 

21 1.5.0777 to.7e2!1 8.0384 6. 1998 4.9172 3.9908 21 
22 1.5.2326 !0.8-182 8.0669 6.2127 4.9231 3.9936 22 
23 1.5. 3625 10.9009 8.0890 6.2222. 4.9274 3.9955 23 
24 15.4711 !0.9~J3 8. Hl61 6.229~ 4 .ll305 3.9969 24 
25 15.5618 10.9773 8.1194 6.2347 4.9327 3,9979 25 

30 1.5.8316 11.0687 8. i5l7 6.2466 4.9372 3.9997 30 
35 15.9367 11.0980 !1.1603 6.2493 4.9381 JS 
40 15.9766 11.1071 ll.16:!S 6.2-198 40 
45 15.9915 11.1099 8.lb31 o 45 
so 15.9969 ll. nos so 



o o o 



·e;-----~ 

-· 

de estudios s~periores 

de ingen_ierfa~ unam 

APROVECHAMIENTOS HIDRAULICOS 

o TEHA: EVALUACION DE OBJETOS MULTIPLES Y BAJO 

CONDICIONES DE INCERTIDUMBRE. 

PROP. DR. JORGE DIAZ PADILLA. 

Noviembre de 1977. 

o 
Palacio de /~1 1crfo Calle da Tacubo 5, M&xlco 1, D. F. 



;r 

•, 

• ~· ' •J ' ' o 

o 
¡ ', 

o 

; ' 



-- r-,- ~---- --

o 

o 

o 

\ 
1 
' 1 

EVALUACiüN POR OBJETIVOS MULTIPLES Y BAJO 

CONDI C I:ONES DEt lNCERTIDUMBRE
1 

,, -'!1. • 
',' _, \;>-

Dr. Jorge Díaz Padilla* 

INTRODUCCION 

· Durante los últi~os años se ha observado una transformacipn radical no solo de 
las técnicas computaciona.les sino de la 6-(l.o.tJofi.ia. bd:6.i..c.a. del proceso de 
evaluación de siste'mas_~.Y proyecto~ públicos. Algunos enfoques y técnicas que se 
emplean actualmente di fi e·ren substancialmente del Rrocedimi ento tradicional 
costo-beneficio {que durante muchos'años ha sido la herramienta convencional 
para la evaluación de proye~tos). al tomar en cuenta aspectos tales como: no 

\ r ' _1,.. - \ ' - 1 ./ -

1 i nea 1 i dad, incertidumbre, , objetivos _múl ti p 1 es, etc •. 

En este contexto, y con el objeto de ubicar algunas de·dichas herramientas 
dentro de un marco general de referencia, a continuación se clasifican2 

y 

discuten brevemente ciertos enfoql!es que ha11 resultado útiles den:tro del, 
proceso de evaluación. En la tabla_ que. se ,presenta a continuación se TU@_stra 
una posible tipificación de algu~a~ técnicas d~ evaluación. 

-~ } .. 

·, ' 

* Director Técnico, FOA, Consultores. 

1 Curso sobre ·Ap4ovechruniento~- H~o.6, Centro de Educación Continua, 
.DESFI, UNAM, Nov. 14-25, 1977. 

' . ' i 

2 ~-:de Neu:fville y D.H. Marks, Sy~:tem.h Pla..nn.útg and Vu.i.gn: Case Studies in 
Mod'eling, Optimization and Evaluation, Prentice-Hall, Inc., 1974. 



r ~ ATRIBUTOS DE LA EVALUACION 
METODOLOGIA 1 varios 

no-lineal incertidumbre multidimensiona1 decisores 

. ~ 
l I Costo-Beneficio , 

,, 1 
Es tan dar no no no no 

1 

II A. no Lineal si no '10 1 110 
1 
1 

i 

1 III 
1 

A. de Decisiones 1 si si no ) no 
1 

i 
IV A. por Multiatributos si si si no 

V Objetivos MGltiples si 

l 
si si si 

TIPOLOGIA DE LAS TECNICAS DE EVALUACION 

I. El análisis convencional costo-beneficio se emplea en la tabla como punto 
de partida y representa el procedimiento en el cual los costos y beneficios 
futuros se descuentan al presente {se actualizan) y posteriormente se 
comparan entre si. Las hip6tesis empleadas son: 

• los costos y beneficios se tratan como lineales 
o las variables se sustituyen por sus valores esperados 
o se considera un so\p objet~vc 
• se tiene un solo decisor 

El problema fundamental con este procedimiento (una vez que se aceptan las 
hipótesis anteriores) es la selección de la taha de deheuento ya que los 

o 

o 

resultados son una función directa del valor que se asigne a este parámetro. e=) 
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o 

o 

o 

\ 
\ 
) 

II. ~os costos y beneficios son generalmente no lineales en lo que respecta a 
su valo~ ~~- Las funciones de -utilidad correspondientes son 
generalmente no lineales y, Rara el caso de los beneficiosp presentan 

• ' ~~- ,., J_ 1 - ( - ' 

utilidades marginales decrecientes. La evaluación tipo II trata de 
incorporar esta propiedad en los análisis y representa un avance sobre el 

- . -

proce_dimiento convencional aunque presenta ciertas dificultades en la 
estimación de las funciones de demanda utilidad-cantidad. 

' ' ' : .: f 
Por ~edio del análisis de decisiones es posible incorporar en el proceso 
de evaluación a la incertidumbre que ro.dea al problema •. Para' ¡és'tÓ1

;
1 se; 

def~n~n funcione~ de utilidad con fespecto al riesgo (generalment~.no 
lineales) que reflejan el valor real que el d~cisor asigna a lol. posibles 
i mpa'c·tos de 1 proyecto. · 

IY~1 • •• .c,E~ ~~~lisis_ por .a~rJb~~os,.~úl:~ip)e.s_ ·p~ryni-~e .. t~ni~.r.-en. cuenta.Jas. 
conse~uencias que diferentes planes altermiti_vos_pueden ocasionar en 
vario~ objetivos y grupos·· involucrados. un·a.· ~ez definida una función de 
utili9ades para un conjunto de atributos es posible''asignar una 
calificación relatjva a cada acción. posible y· de esta .manera discriminar 

•• 1 .,, • ' '- ' 1 • 

a la más conveniente. Este tipo de evaluación, sin embargo, presenta 
importantes limitacione~ al defi~irse i~s reglas e hipótesis necesarias 
para comb.inar varios. atributos generalmente no lineales y no 
independientes entre si. 

'1 J • 

' ' _) 

Vo Este procedimient~-está' dirigido-a lograr·'~o~pJt.O~o~ (negociaciones) 
. entre .'varios objetivos y .grupos ·afectados·. pensando que el proceso "de· -
evalui:ición es en _realidad un proceso· polftico_.difíci:J (o imp!J~~ible).:de 

1 • • • >. ' ~' ' " ' ' ' '' • ' ~ • 

modelar .analiticamente y~por lo. tanto que la .. metodologl'a no de~e tratar 
de imponer soluciones tecnócratas en 'prob;lemas' que afecten a la comunidad. 

A continuación se discute e ilustra una metodologfa de evaluación tipo IV que 
fue desarro-llada para su aplicación en el caso de s-istemas hidráulicos y que ha 
sido empleada con éxito en varios:casos reales. 



SISTEr"AS DE ESTJ~ii\CION DE COSTOS EN ETAPAS DE INFLACION SU 

APLICACION Y EFECTO EN EL DESARROLLO DEL SECTOR AGROPECUARI01 

por el 

Dr. Jorge Díaz Padilla* 

I. INTRODUCCION 

La fase de estimación de costos constituye una de las etapas más complejas y de 

mayor relevancia durante el proceso de análisis y evaluación de proyectos de 

ingeniería. Generalmente, dichas estimaciones se apoyan en información histórica, 

en comparaciones con proyectos similares, en factores de experiencia y en el 

conocimiento de la problemática local. Sin embargo, resulta fácil reconocer que 

las variables en cuestión son inciertas y que en muchos casos, los valores 

·asignados a dichas variables servirán únicamente como indicadores de sus 

tendencias y no como estimaciones firmes. En el contexto del estudio de un 

proyecto de rehabilitación o construcción de una zona de riego, es clara la 

dificultad que existe en asignar valores exactos a los costos de producción de 

los cultivos, a los costos de operación y mantenimiento del sistema o 

simplemente al monto de las inversiones iniciales. 

En épocas de inflación, la incertidumbre que rodea al problema se incrementa 

aún más dado que en estos casos resulta necesario recurrir a la formulación de 

pronósticos para los costos de los insumas de mayor importancia los cuales, 

generalmente, son inciertos en mayor o menor grado. 

* Director Técnico, F. Ochoa y Asociados, Consultores, México, D.F. 

1 Trabajo presentado en el Seminario sobre el papel de la Ingenieria de Costos en 
la Planeación del Desarrollo del Sector Agropecuario, Sociedad Mexicana de 
Ingeniería de Costos, A. C., Oaxtepec, Mor., Oct. 1976. 
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o 

o 
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De(lo anterior resulta \:vidente la necesidad de contar con una metodologfa 

formal con la cual se pteda tomar en cuenta de manera explícita la 
\ ' ~ ' l.- ' - j 

o;~ ~~,etti durr¡br:-~ d~., ~a da ~r\1, de l ~s compone~~es del problema y que p~r~g~ 

~~a.n.t_i\?~~r l_a yar:~.~bil.i/la~d .. tota~:. q~ :1~ ~fi~~~n5ci;a d:e ca?a una de l:a.~~;-¡· 1 1.' •. 

altern,a~ivas dec:soluciór{ para a.sí ~Rde,r efect~.~r.·~na toma, de decisi~p~~ ¡n¡á_,s, 
J 

racio_nal_. A~imismo, est~ ~e.to~ología .Set:"viría t_ambién para ide~tifi~af:·}t;l;as 
G. .. ' ' ,. • '" 1 ~ ' 1 • ~ \ 1 ' _J l • ~ • -

componentes más relevantes desd.e. el punto de vista de su variabilidad,, con lo 
•., 

cual se p~drJa~ desarrollar análisis de sensibilidad más ~ompletos. 
,,..Jl.J ~...,~ l '.,', ,'•.r' ~~ ~ 

, ' 

A pe~ar _de ésto, las metodologías ~tilüadas en la prácti,ca para el apálj~~~ .. Y 
' • 1 - ' ~ - ' ' ' - "' 

e~a~~ación d0 o~oyec~os se h~n ~poya~b tfa~icional~ente en marco~_de ~ete~~nsia 

de· carácter determinístico pues _el .d,esarrollo de modelos _probabil·'istj 1~os ,no s.~ 
t , 1 , , ~ , _,. ' , r - - p 

ha diri~ido a la solución de problemas reales. los modelos propuestos, aunque 

valioso~ desde el punto de vista teórico, no han demostrado su factibilidad 

para uti.lizarse en la práctica y oor 1'.J tanto no. han. avanzado de un nivel 
, r, ~ • l~ ,. · · 1. - ¡ ... .1 ~ • :_ ' ~ • : ·._ e ~ ~ ' - ¡ , • -, -

meramente con,ceptual [7], [.S).:_ Ante .esta situaciónp Jos efec~os ~e la . 
• ' , , + - • ,... .. \ , r: , ~ ; _ , ~· • . .. , . 

incertidumbre se han tratado de incoq~orar,· ~ndire_ctam_e~t~ ~n. )os ~n~.] ish, d~ , 
t .. • -~ "' '• >. ' ' ,, 

costos u:ti~~z-~~~~ est_i~aciones conser~?~pfa_s. de l~s mism~s o r~curriendo .~ · 

análisis de sensibilidad. 
¡,. , } 

En este trabajo se presenta una ~etod~l~gía p~ra la evaluación de prqy~~t~s, la 

cuenta explícitamente a la in~ertidumbre que rodea la ,est~mación 
~ ' -<- • -. -.., ~ - • ' ; • ' " • " ~ ~ ' ' 

cual toma en 
::,' 't<. ' -'' 

~.'Lco~to,s de l~s .,c~mpqne"l,te~-~-e l~s pr,oye~t~,~ pajo e.~tudioy_ ,per.m~t,eJ.fr1ed1r.su 

impacto en la bondad de las alternativas dé solución_. ~1 mod,~lo_ qu.e _,s.._~::P.res.enta 
) 

a continuación es un modelo probabilístico el cual fue ideado y formulado sin 
rJ,,r • ' ' - .f' !'.'r¡-¡~ ft '~-· ~l<,- .,. ~·.', • ' r , •' • r ' ' 

p~rder de vista ni la 6adlb-Ui.da.d ni. la 0ac..ilida.d d~ s~ aplicación a c,asos 
~O • O - ,_ ) • • • < 1 L 

reale~. Para e~to, fué necesario recurrir a un enfoque aproximado de primer orden 
'\ ' 

cuyos detalles·matemáticos se discuten en la sección siguiente. las 

características fundamental~s de un enfoque de este tipo son que las variables 

aleatorias se caracterizan únicamente por sus dos primeros momentos (en 



contraposici6n con s~ función completa de densidad de probabilidades) y que la 

no linealidad de una función de variables aleatorias se elimina desarrollando 

dicha función en unti serie de Taylor. Este enfoque permite desarrollar modelos 

probabilisticos sumamente poderosos y aplicables a problemas reales aan en 

aquellos casos en que la información con que se cuente sea escasa o poco 

confiable [4], [ 5]. Los conceptos fundamentales del modelo probabilístico se 

presentan en la Sección 3 y por Gltimo en la Sección 4 se hacen algunos 

comentarios finales. La metodología desarrollada ha sido y~ probada y 

utilizada durante el proceso de evaluación y selección de inversiones en el 

Valle del Guadiana, Dgo. [61 y actualmente se está utilizando en los estudios 

de las zonas de Aguamilpa, Nay. y Piaxtla-Elota, Sin.* 

2. EL ENFOQUE PROBABILISTICO DE PRIMER ORDEN 

El enfoque adoptado para la formula~ión matemática del modelo tiene las 

características siguientes ([ 2], [ 3)): 

a. La incertidumbre de cualquier variable aleatoria se mide Gnicamente a través 

de su coeficiente de variación. 

b. La lo linealidad de una función de variables aleatorias se elimina 

desarrollando dicha función en una serie de Taylor alrededor de los valores 

esperados de las variables y conservando de dicho desarrollo Gnicamente los 

términos de primer orden. 

El primero de los puntos anteriores implica que en ura análisis probabilfstico 

de primer orden, la componente aleatoria de cualquier variable X (la desviación 

de la variable de su valor esperado, ~[X]) se mide Gnicamente a través de su 

varianza: 

* para las Direcciones Generales de Estudios y de Planeación de la Subs~c~etaría 
de Planeación de la S.R.H.~ respectivamente. 

o 

o 

o 
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( 2. 1) 
(------.. 

"'-.) ·en donde E[.] es el operador 11 Valor esperado .. y cr 2 [ X] representa la varianza de 

la variable X. Es decir, el comportamiento de la variable aleatoria se define 

Gnicamente con su valor esperado ~[X] y su coeficiente de variación 

v[ X] = y62fij 1 ].J[ X] (o equivalentemente, por su desviación estandar 

o[ X] = y62fij = v[ X]~[ X]) y no por su función completa de densidad de 

probabilidades. Esto constituye una gran ventaja pues implica que la utilización 

de modelos probabilísticos de este tipo no requieren del conocimiento de la . ' 

forma de las distribuciones de las variables sino únicamente de sus dos primeros 

momentos. 

Por otro lado, para el caso de dos o más variables, adicionalmente a los valores 

esperados y a los coeficientes de variación será necesario especificar los 

coeficientes de correlación, p[. ,.] , como 'lledidas de la dependencia 

Q probabilística entre dichas variables. 

l) 

La segunda característica de un análisis de primer orden significa que cuando se 

tengan funciones no lineales de las variables aleatorias, primero habrá que 

eliminar la no linealidad de dichas funciones por medio de expansiones en series 

de Taylor. Por ejemplo, para el ~aso de una función de una sola variable 

independiente, Z = h(X), el desarrollo en serie de Taylor está dado por: 

(2.2) 

en donde la expansión se hace alrededor del valor esperado de la variable 

aleatoria X y (ah;ax)~[ .] representa la derivada de la función h(.) con respecto 

a la variable X y evaluada en su valor, esperado. Una vez lineal izada la funciónu 

se conservan únicamente los términos. de primer orden (los términos lineales} y se 

procede a calcular la esperanza y la varianza de la expresión resultante por 

medio de métodos conocidos [1]. 

Los conceptos anteriores se discuten e ilustran a continuación por.medio del 

cálculo de la incertidumbre asociada con la estimación de los beneficios derivados 



de cierto cultivo. En :ste caso~ dichos beneficios están dados por la expresión 

siguiente: 

B :: A (RP-C ) n -- • p· (2.3) 

en donde B representa los beneficios netos obtenidos del cultivo ($). A el n 

área sembrada (has), R el rendimiento del cultivo (ton/ha), P el precio de 

venta ($/ton) y Cp el costo unitario de producción ($/ha). En el contexto de 

una evaluación desde el punto de vista nacional, es necesario ajustar los 

precios de mercado de los costos de producció11 para que reflejen su verdadero 

costo de oportunidad soc~al. Tomando en cuenta únicamente la corrección debida 

al costo de la mano de obra no calificada, 1? expresión {2.3) toma la forma 

siguiente: 

B(s) = A (RP - Cp) - A(AC n) = A {RP -n p (2.4) 

en donde B~s) representa la contribución al consumo agregado nacional de los 

beneficios netos obtenidos del cultivo, A el factor que corrije el costo a 

precios de ~ercado ae la mano de obra no calificada a su verdadero costo de 

oportunidad y n el oorcentaje de participación de este tipo de mano de obra en 

los co~tos de producción. 

En un análisis probabilístico de primer orden, si las variables Cp 0 A y n se 

tratan como variables aleatorias, de acuerdo con lo discutido anteriormente el 

comportamiento estocástico de dichas variables queda definido por sus valores 

esperados y sus coeficientes de variación. los valores esperados son simplemente 

los vaiores promedio de las variables y los coeficientes de variación se pueden 

estimar estadísticamente (si s~ cuenta con la información adecuada) o bien de 
¡ l 1 1 

manera subjetiva en caso contrario [9]. Como la función es no lineal, para 

calcular aproximadamente los dos primeros momentos de la variable aleatoria 

dep~ndiente, B~s)~ es nece~ario en primer lugar desarrollar la expresión {2.4) 
1 

en una serie de Taylor (ec. {2.2)): 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

) 6 
) 
\ 

' 

B(s) ~ A· {RP-J.l[ Cp] (l\ + J.l[ A]J.l[n])} + (C -lJ [ C ] )(aB{s) /aCP) [ ] + n ¡ p p n lJ • 

+ {i -··llLÓ) (as<s>¡a~) r 
1 

+ (n -llfn]) (aB(s}¡an} r 
1 n J.1 • _ n lJ • 

(2.5f 

en donde ya se han eliminado los términos no lineales. Efectuando las derivaciones: 

. ,}~~?( ,; A \~~ ~. JJ[ Cp] (1 + JJ[ A] ~[n] )} - (~p - J1[.cpj') A .llLA] JJ[ n] -

-·J:~>,;- - J.lf :>\] ) A llf C ] JJ[ n] - {n ..: llf'n]) A JJI'C ] · JJ[ A-] 
:, . p . p 

(·2. 6) 

La expr~si6n resultante es u~a aproximación de primer orden a la función original. 
1 ' 

Como la ec. (2.6) es 1 ineal en las variables aleatorias, .el· cálculo del valor 
' ' esperado y de la varianza de la variable dependiente ya no presente dificultad. En 

este caso, 

J.l[ B { s ) ) ~ A f ~p - JJ[ C ] (1 + lJ[ A] JJ[ nJ)} { 2. 7) 
n P 

o2[B(s)]; A2 {JJ 2 [A]J.l 2[n]o2 [C] + J.1 2 [C )lJ2 [n]o2 [A] + J.l 2 [C ]lJ 2[A]o 2[n)} (2.8) 
n . . . . .; .· . . P.. .·- .p .~.·. "'·' ·., . ,; P , , . 

en qonde se supone que las tres variables aleatorias son estocásticamente 
' > \ V \ ~ < • \ ~ •.. • ; O ,;' ~ i ) • ' 

' ' 

independientes. Si se substituyen .en estas· expresiones los. valores de los 
# ' \ ' ' ' ' ' • ~ ' • • ' - •• • ) ' ', ~ 

parámetros indicados en la Tabla 2.1, y suponi~ndo qu~ A= 50 has, R = 20 ton/ha 
' ' -·, ~ ~ 

Y P = $1000/ton, se obtienen los resultados siguientes: 

J.l r B~s)] • 50 {40xlOOO -. ~o ooo (l. O - 1.0 x· 0.5.)} = $· 750 ooo 

o 2[B~s)] • (50} 2 {{1.0} 2 (0~5) 2 (10 000) 2 (0.3} 2 + (10'000) 2 (0.5) 2 (1.0) 2 (0.11 2 + 

+ (10 000) 2 (1.0) 2 (0.5) 2 (0.2)~} = 8 750 000 000 $2 

de donde, 

v[B(s}1 ; y§ 750 000 000 = '93 541 = 0•12 · n . ..750 000 ·,. , , 750 000 
' ' ' 

1 

Ee lo anterior resultan evidentes las ventajas del enfoque. Adoptando las 

hipótesis de un modelo de primer orden, resulta sencillo el cálculo de la 

variabilidad de una función d~ variables aleatorias en términos de las 

vari&~ilidades de sus componentes individuales. La estimación de los 



coeficientes :le variación de dichas componentt::. resulta f'áci i .1 co·1duce a 
t 

resultados generalmente confiables. Sin embargov la estimación 11 directa 11 dc'l Q 
coeficiente de variación de la variable dependi2~te es difícil y puede llevar 

a resultados erróneos. 

La facilidad con que puede estimarse la variabilidad de una función de variables 

aleatorias permite efectuar fácilmente análisis de sensibilidad desde el punto 

de vista de la incertidumbre. Por medio de este tipo de análisis es posible 

detectar aquellas componentes cuya incertidumbre tiene un efetto importante en 

la variabilidad total resultante y a aquellas otras que, a pesar de ser 

inciertas, pueden tratarse como determ~nísticas dado aue sus efectos son 

despreciables en el cálculo de 1a incertidumbre total de la función. Por 

ejemplo, de los cálculos anteriores resulta lo siguiente: 

o 2 [B~ 5 )] = 5 625 000 000 + 625 000 000 + 2 500 000 000 = 8 750 000 000 $2 

de donde puede verse que la incertidumbre asociada a los costos de producción es e=) 
importante (5 625/8 750 = O. 64) y que 1 a del factor A es despreciable desde un 

punto de vista práctico (625/8 750 = 0.07). 

Por otro lado~ el coeficiente de variación de la variable B(s) resulta con un 
n 

va16r menor que los de las variables de mayor importancia~ lo cual no es 

evidente a priori. 

Variable lJ [ • ] '\) [.] 

cP $10 000/ha 0.3 

A - 1.0* 

L 
0.1 

1 

1.1 0.5 0.~ 

TABLA 2.1 VALORES ASIGNADOS A LOS PARAMETROSo 

* Este valor implica un exceso de mano de obra no calificada en la zon¡l bajo 
estudio. 

o 
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3. El MODELO DE EVjLUACIO~ 

1 

En -~~ ta -~~cci ón ~e 1presenta someramente un modelo- de e va] uaci ón de • proyectos 

en el cual lo~ co~i~s se trata~~omo~variables aleatorias. El~benefi¿Joineto-~ 

. 'marginal deJa -situación "con proyecto"·:comparado con la situación ~"s:1ñ'<pr-o.fecto" 

se cuantificó mediante el indicador "valor pres'ente neto~de -los ben~f.-i<f1o~'· 

asociados con el ,consumo agregado" (VPNs). En este caso, la expresión 
; ( ' \ • ;,¡. 

correspondiente e-s la 'siguiente: t' 

,, 
-" " ,., tt e(t) J 

V~~st':= E {l+~)t f.E AJ. (RJ. P; - C .)] -
t=t. 1 J=1 .. PJ 

tt 1 . J.'. "' 
E {I+;)t rJ:-~1--~j 

t=t; 
(Rj -~~-Cpj)] 

en donde, 
'-

1 

tf -
E O . 

(l+i )_t t=t. 
1 

A. = área sembrada con ·el cultivo j 
J 

R. =·rendimiento del j-ésimo ddtivo 
J 

..,,:-vp~ = predo 'de mercado·del··j-ésilno:·cultivo-
- J 

· ·;:.· Cpj =· co~tos··de·pro'ducci-ón 1del :j-ésir:oo c:ultiv~ · '' 

e(t)=_'-fimción de' áprendizaje ·evaf~ada· en e·1 p~~íbao'·f' 

· J··= riúmeró de'cultivos · . 

dt)= costos ·inicial'es en 'el .año't 
1 

.. , ' 

tf = período en que· termina· la vici~ útil~ -del proyecto 

ti = _período en que se inicia la operación dél proyecto 

t• =período en que se termina lcfc'ons.trucción del p-royecto 

to·= período en que se inicia la construcción del proyecto 

i =Jtasa ~e ~é~cuento 

. ('3. 1} 

'~ ' ' 
~ > ' -

Q Y los símbolos ,.·y - sobre algunas de las variables indican que dichas ~antid~~es 

se·rerieren a la' producción actual y a que las variables ya han sido'corregiaas' 
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en base a sus costos de oportunidad, respectivamente. 

En la formulación de un modelo de primer orden, es posible generar expresiones Ü 
para el cálculo de 1a esperanza y de la varianza del VPNs, Aplicando la 

metodología indicada en la sección anterior y utilizando la ec. (3.1) se 

obtienen las siguientes ecuaciones: 

tt e (t) J 
lJ[ VPNs] = ¿ D+TIT { ¿ A.(R.P. 

t=t. 1. j=l J J J 
1 

ti lJ[C{t)J tf lJ[ 0] ¿ (l+~rt- ¿ 
TI+i)t t=t t=t. o 1 

tf 1 -
+ [ t:t. TI+T}t J 202 [ OJ 

1 

en donde se supone que todos los conceptos de costo son inciertos pero 

(3.2) 

{3.3) 

probabilísticamente independientes unos de otros para cualquier período de 

tiempo. Por otro lado, también se supone que una misma componente se encuentra 
' perfectamente correlacionada a lo largo del horizonte de evaluación. 

Para cada alternativa resulta sencillo el cálculo de los dos parámetros 

anteriores. Los resultados pueden visualizarse fácilmente graficando, para cada 

proyecto, el valor esperado y la desviación estandar del VPNs en un espacio 

coordenado J.lf .] - a[.] (ver Fig. 3.1). En este caso, si en dicho espacio se 

trazan rectas de la forma: 

(3.li) 

para diferentes valores del parámetro a, será posible definir zonas de aceptación 

y rechazo de proyectos para diferentes niveles de riesgo. Por ejemplov s1 se 

o 

supone que la variable VPNs tiene una distribución del tipo normal, entonces e=) 

los proyectos cuyas coordenadas (lJ[VPNs], a[VPN
5
]) se localizan por debajo de la 
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recta con ecuación¡lJ[ VPN.s] - ·2a[ VPNs] = O tiene una probabilidad superior al 98% 

Ü de que su VPNs ·res·.1ltante sea ·positivo*. 

o 

o 

En la Fig. 3.1 se muestran los resultados de este tipo de evalua~ión para las 

rehabilitaciones de .dos zonas de riego.· De la figura puede apreciarse que el, 

proyecto II es·ace~t~ble s~gOn este tip~ de evaluación ~er6 que el pro;ecto 1, 

a pesar de tener un alto· v~l6r e~perado- del VPNs, ~iene tambi~n un fue~te ni~el 

de incertidumbre y por lo tanto d~be de ser rechazado. 

~- COMENTARIOS FINALES 

De los resúlt.ados· obtenidas· puede.verse .qu'e la. metodología propuesta es 

' ' 
sumamente pkagm~ea y óactibte de aplicar a problemas reales. Con el enfoque 

' ' ' 

aquí sugerido, la única .in.forrnacicSn que ;se necesita para incorporar los efectos . \ 

de 'la incertidumbre en la estimacfón de ~astas~. son. ciertas me9ida~ de la 

variabilidad de: cad.a ·una de,:las .. componentes (en forrn~ de co~ficiemtes d~ 
' ' - ... ,- \ 

variación, por ejemplo) y de los niveles'de correlación entre las variables. 
' \ ~ 

~ara esto últim~, seri impoitante entendér a los fenómenos que.controlari las 

relaciones entre las yariables y, en última instancia,, invocar hipótesis de 

independencia o de dependencJ~ perfecta según sea el caso. Sin embargo» estas 
i 

hipótesis se formuJarán_ para-las componen'tes individuales de los costos y no 

Dado que el valor presente neto es una suma de un.número grande de variablesD 
a pesar de que; se de.sconozca ·la forma de ia función· de densidad de 
probabilidades: para .cada benéf~ció'. neto. en ca9a• uno de los perío'dos, _en 
virtud del Teorema d,el Límite Central. es ~muy razo_nable suponer qüe la ,_ 
variable VPN seguirá muy d~ cerc~ un.comportamiento probabilístico-de tipo 
normal [ 1] • Sin embargo, si no se --desea invocar esta hipótesis de normalidad_~ 
se,puede ut~~izqr el Teorema de Chebyshev para efectuar el cálculo de 
probabilidad-es· en forma aproximada. Para el caso de S=2, esta aproximación 
conduce a un valor de la probabilidad -de éxito··igual a O. 75. 
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para los flujos netos de capital*. Aunque sea de manera aproximada~ los efectos 

(') de la ccrrelación deben de incluirse en los análisis. En algunas ocaciones, 

o 

ü 

ser~ razonable aceptar la hipótesis de independencia probabilistica para algunas 

de las variables y para un momento dado, pero en general no será posible 

argumentar esta hipótesis para los costos incurridos durante varios perfodos de 

tiempo. Es decir. debido a que estas variables pueden ser funciones de las 

mismas componentes durante diferentes períodos de tiempo, en general la 

correlación puede ser alta y el no tomarla en cuenta puedP conducir a 

variabilidades de las eficiencias de las alternativas mucho menores que las 

verdaderas y por lo tanto del lado de la inseguridad. 

Vale la pena mencionar nuevamente que los resultados obtenidos con este tipo de 

análisis constituyen aproximaciones a las soluciones exactas. El grado de 

aproximación dependerá del grado de no linealidad de las funciones y de la 

forma que tengan las funciones de densidad de probabilidades de las variables. 

Por ejemplo, si se tiene una función lineal, de variables gaussianas entonces 

los resultados obtenidos por medio de un an~lisis de primer orden coincidir~n 

con los exactos. Al ir perdiendo la función su caracter lineal D al irse alejando 

las funciones de probabilidad de distribuciones sim~tricas y unimodales~ y al ir 

aumentando la incertidumbre de las variables, los resultados se van haciendo 

cada vez menos exactos. Sin embargo, el análisis de problemas prácticos dentro 

de un marco de incertidumbre tiene necesariamente que apoyarse en enfoques 

pragmáticos como el señalado en este trabajo, principalmente en aquellas 

situaciones en que la información sea,escasa o poco confiable. ,, 

* Los modelos probabilísticos propuestos a la fecha se basan en la hipótesis de 
que "se conoce" la variabilidad de los flujos netos de capital para cada uno 
de los períodos que definen el horizonte de evaluación. Sin embargo~ esta 
suposición es poco realista en la práctica pues aunque sí es factible estimar 
la incertidumbre de las componentes individuales que integran a cada uno de 
los costos, no es sencillo efectuar dicha estimación para los flujos de 
capital los cuales, en algunos casos, pueden ser funciones complejas de sus 
componentes. 
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EVALUACION BAJO INCERTIDUMBRE DE PROYECTOS HIDRAULICOS 

Dr. Jorge Díaz Padilla* Ing. Eduardo Camhajj: Samra** 

I. INTRODUCCION 

Durante el proceso de evaluación de proyectos, la estimación de costos constituye 
,una de las fases mas complejas. Dicha estimación se apoya, generalmente, en 
inforn~ción histórica~ en comparaciones con proyectos similares, en resultados 

~ obtenidos en regiones cercanas a la beneficiable, en factores de exporiencia Y 
en el conocimiento de la problemática local. Sin embargo. las variables 
involucradas son inciertas en mayor o menor grado y en muchas ocasionesD los valores 
que se les asignan servirán únicamente como indicadores aproximados 1o cu~l en 
algunos casos, y ~~ particular en épocas de inflación, puede conducir a decisiones 
equivocadas. 

En el contexto del estudio de proyectos hidráulicos, es evidente la dificulta~ 
en asignar valores exactos a los costos y rendimientos de los cultivos, a los 
costos de las obras y del equipo o simplemente al valor ·de la componente 
extranjera de las alternativas. Mas aún, considerando que a ciertos niveles de 
estudio (Gran Visió~ y Prefactibilidad), los valores asignados a dichas variables 
pueden tener errores import~ntes, ;~1 no tomar en cuenta ia incertidumbre de los 
parámetros puede originar que dichos estudios no cumplan su objetivo. Esto es~ 
que los resultados de las evaluaciones conduzcan a tomar decisiones equivocadas 

(_) * Director Técnico, FOA, Consultores, México, D. F. 

**Jefe de Proyecto, FOA, Consultores, México, D. F. 

1 Trabajo presentado en el IV Congresa Nacional de Hidráulica, Acapulco, Gro., 
: Oct. 1976. 
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~ales como seguir estudiando innecesariamente un proyecto que aparentemente 
puede ser rentable aun(¡ue de verdad no lo sea. Aunado a lo anterioru se tiene 
el efecto de la incertidumbre que rodea a los problemas en épocas de inflaciónu 
lo cual constituye un e:lemento de gran importancia durante la estimación de 

costos. 

Resulta evidente la necesidad de contar c.on una metodología. formal con la qut 
se pueda tomar en cuenta de manera explícita la incer~idumbre de cada una de 
las componentes del problema y permita, cuantificar la variabilidad total de la 
eficiencia de cada una de.las alternativas de solución para que de esta manera 
se puedan realizar tomas de decisión más racionales. Adicionalmente, cualquier 
metodología que tome en cuenta la incertidumbre de las variables consideradas 
s~rvirá también para identificar a las componentes de mayor variabilidad, con 
,0 que se podr~n desarrollar análisis de sensibilidad más completos. 

No oostante lo anterior, las metodologías empleadas en la evaluación de 
proyectos han sido de tipo determinfstico, debido principalmente a que los 
modelos desarrollados de carácter probabilístico han resultado.ser valiosos solo 
des~e el punto de vista teórico ya que su aplicación a problemas reales· no ha 
demostrado ser ni práctica ni sencilla. Por lo tanto, los efeétos de la 
incertidumbre se tratan de incorporar en forma indirecta a través de análisis 
de sensibilidad y utilizando estimaciones conservadoras de las variables. 

En este trabajo se presentan algunos resultados de un modelo probabilístico 
de evaluación el cual ha sido útil para tomar en cuenta explícitamente la 
incertidumbre de las variables que intervienen en el análisis de proyectos 
hidráulicos sin que se pierda de vista ni la factibilidad r~ la facilidad de 
su aplicación práctica. 

El modelo probabilístico está basado en un enfoque aproximado de primar ordenp 
el cual permite desarrollar modelos sumamente poderosos y aplicables en fonma 
sencilla a problemas reales~ aún cuando la información con que se cuente sea 
escasa. 

o 

o 

o 
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la metodología que aquí se presenta ha sido ya probada y utilizada durante el 

:>ófp_r:o_c·e·so ·de:evaluación de los pr:oyectos: Agua~ilpa, Nay., Elota-PiaxtlaD Sin·.-

y Et-Tunal, Dgo.,. para la Secretaría de Recu~sos Hidráulicos. "·· · ,_,_¡· 

11. El ENFOQUE PROBABILISTICO DE PRIMER ORDEN 
< • ! • i "', 1 -. 

: t 11 l ~' 

_.du~·h~.nf9_qu~ ¡_robabilís~i.co a?o~tado para la fonn~lación matématica del .. m,o_9,e~9 de 

o 

o 

evaluación tiene las características siguientes*: 
.: 

a. 
,' L.~.:fn!~er~id.u~bre_ de c~alqu~er varjaiJ~.e aleatoria se mide únic~,~,ent.7 .. a 

través de su coeficiente de variación.. , ... · -J~v e·-; ..... , ,,·:-·· .·;.-··.-':· •... , ; . 

···b. ·La'no:linea1idad1 Cfe't.ma··funcióh de varÚ1bles aleatorias se"elimina 

dé~~?fiJ11 ando- dicha función '·en una serie' de Tayl or a 1 rededor de 1 os 

;v~lo~és 'espera~os''de-las variables y'tonsérvando de'dicho desarrollo 
'\ 

r ~ - - . : \ 

El:', pnimero. de~ 1 OS'-·puntos •éi'nteri ores-: implica-: que'.lE!n" un 'anal i si S-~ probabi>l fsti CO 

A~'prifuer·orden~-la com~onerité-aléa~ó~ia~de-cualquier ~ariable X (la-desviación 

de l·a 'variable de su valór,esperá'doD .u[XJ.) :se,mide únicamente a ,través=de"su· : 

·v,ari anza: · _ '' 
' . 

:~{ 1...- "-1; ·n~ :_qc,·· 

. {2.1) 

e ' 
" \ ,, ~ 1 ~ ~ ,, ; ; 

~o, fionde E,[ o] es el oper:a.dqr_ 11.va1o.r. esperado".,y.o 2[Xl r_epresenta l.a.v~rianza dtf 
~ l;, L ¿ ( 0 \ t ~ ~ ' ......._ ">•• \ • ' -' ~ ,·" ~ ' .. " ' O' .J. \ / ',<. < ~. ' • 

,la: va·rja.ble .x. Es deci:rl) .. el-comoortamiento deJa variable aleatoria se def.ine' 
• •.' ~ .;, _ • ' , ¡.. ~ _ 1 

1 
_ _ _ ~ 

0 

f , ~ ~•, f .._ /' • 1 , 
1 ~ ~ , 1 r ' _ 1 ~ > ~ 1 1 1 ) 

1
- , ' , '>. 1 ~ 1 

úfl.icam_en,te con.,su.,,v~)or,._e~p~J1a
1

~9-~L~'l ~-su .~oeftci_ente, qe 1yarijE1il~n: : ,., 7 ·• 

v(.X] =:= .j a 2[X] 1 p[X] (o equiva1entemente 11 por su desviación estandar 

a[X] =~u~[ X] = v[X] J.L[X] )1) y no por su funci6n completa de densidad de 

_ ~- .c~rn~ll, C. A. , "First-Order Analysis of Model and Parameter Uncertainty" ~ 
1:ni:ernational: Sy1nposiuín on Unc'ertaintit=:!f;; fu: Hydrologic and Water Rasource 
.Systems:~~ Univ. de Arizona, Tucson, Ariz •. D. Dic. 1972. 

Díaz Padilla, J., "Análisis de Inversiones Bajo Condiciones de Incertidumbre 91
Sl 

XIV. Convención Nacional del IMIQD Guad.p Jal.P Novo 1974. 



4 

o 
probabilidades. Esto constituye una gran ventaja pues implica que la utilización 
de modelos probabilf5ticos de este tipo no requiere del conocimiento de la 
forma de las distribuciones de las variables sino únicamente de sus dos primeros 
momentos. 

Por otro lado, para el caso de dos o más variables, adicionalmente a los valores 
esperados y a los coeficientes de variación será necesario. especificar los 
r Deficientes de correlación, p[ .,.], como medidas de la'·deoendencia probabilística 
estre dichas variables. 

La segunda característica de un análisis de primer orden sign~fica que cuando se 

tengan funciones no lineales de las variables aleatorias~ primero habrá que 
eliminar la no linealidad de dichas funciones por medio de expansiones en series 
de Taylor. Por ejemplo, para el caso de una función de una sola variable 
independiente, Z = h(X), el desarrollo en serie de Taylor está dado por: ~ 
h (p[X]) + (ah;ax}p[·] {X-P[X]) + (a 2 h/aX 2 )p[o] (X-JA[X]) 2 /2! + ••• (2.2) 

en donde la expansión se nace alrededor del valor esperado de la variable 
aleatoria X y (ah;ax)p[o] representa la derivada de la función h(·) con respecto 
a la variable X, evaluada en su valor esperado. Una vez linealizada la funciónv 
se conservan únicamente los términos de primer orden (los términos lineales) y 

se procede a calcular la esperanza y la varianza de la expresión resultante por. 
medio de métodos conocidos*. 

Por último, vale la pena hacer notar que si en un análisis detenminístico los 
valores que se asignan a las variables se toman iguales a su5 valores promedioo 
los resultados obtenidos de dichos análisis coincidirán con los valores esperados 
de los resultados obtenidos co~ un modelo probabilístico de primer orden. 

* Benjaminv J. y C. A. Cornell, 11Probability, s-ratistics, and Decision for Civil. 
Engineers » Me Graw- l-Iill Book Co., N. Y., 1970. 

o 
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III. METODOLOGIA DE EiALUACION 
~ . ; ~· ... ~- ' ~ . 

~· 2St.~~ · ~ . : r (~ ~~, _1 ~ ~. • ::., ~ , ~ ,:~ _ -~-:u J·n ... n-Jf.~t .~ 

La .evaluadón de los sistemas hidráulicos alternadvos. se hace en un contexto 
ct~~\ ~ ,ll_,·" - ,, '. '··~· .. ·r ~ ~ .t J\_~.(Jf-~j., 

de objetiv~s. múl~ipl~s;. ~iJ,ar:tt.~f.ic~n~o ~J imp,acto de cada proyec~~!1sg9r~J~ .. 
economía del país· med_iante el-u_so~ de pa.JLáme:tJw.& nacúol111lu los cuale~.,r~p_ejan 
los objetivos económic~~~ y sociai'es" de la nación.. . ' , 

. '' ' ' .!v ¡ '' ,- ' . e ' ' ' ... \. ' 

La interpretación de los objeti,~o~ nacionales para los proyectos :-d~J~~C)~RO.~~ 
benpficiable lleva a 'ia cQnsjderación de los siguientes: 

a. Incremento del estándar de vida de los habitantes del país (medido 

en ténninos de la··con-tribuéi'ón·de cada'álternativa al consumo 

agregado·naci_onal).. ..··~ ,.. -_ ... · 

~ 1 ~ ; ' ; ' ~ ; ' ~ 

b. Mayor desarrollo de la zona beneficiable (medido por la 

O redistribución dei ingreso hacia"dicha región') 
' ' ':· ;,_.~.:· ..,. ~- ... ~._:_ ~ .>-· ... : ~-~ ~ -' ,~_ ' ;~ .... ·¡' ,~~ ~ ~ ,_ 

c. Incremento de los ingresos de los ejidatar1os de la z~na (medido 
•"', • .~ 1 / 1 ~1 -- " ..- ' ' 1 • • ( t ,. • ~ • ' " - .,_ 

'· -·._,por la redistrit>ución del· fngreso hacia· los ·grupos ejidales de la 
región}. -·-·'· :·.· ·.J ,. 

los objetivos anteriores son claramente distintos y.en cierta forma conflictivos. 
' 

La·<contribuc.ión. de las diferentes_;alternativas a __ cada ·uno de·dichos,:obje.tivos se 
,~:)determina» por tanto» en .forma.separada.y,posteriormente·se combi,nan las:·~-_-;,-

. - ' 

::~dtferenteS''COntribuciones por,:médio de·J.una.-.funci 6n· de v~l or o pr.eferenci a·.: Para 

e~tO·sí se adopta· una función· lineal en la 'cual el· .valoJJ. pll.e6ente·~ne.to~mt1lt.ipi.e 
· ·t ~/' .l'·,rde.ca'da -alternativa, \/PÑMP .se .calcula comó una combinación convexa, del;las ;~-

o 

" ,:_¿:~: .co"!tr:'i bud ones· a., los objetf,y9s .-.anteriores: _ ·, " 

en dondep 

-. 
-~p~M-~.VPNs~s + \/PN~~ +. \/~NLa¡ 
a -+ a_-+ a = 1 

S K L ' . ' 
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En la ec_. (3.lj, los parámetros nacionales a
5

:1) a.R y aL pretenden reflejar 
la importancia relativa*que el Gobierno Federal~ encargado de las invarsionesv 
atribuye a cada uno de los objetivos considerad-os y por otro lado, el valor 
presente neto social (VPN

5
), regional (VPNR) y local (VPNL) miden la 

contribución de cada alternativa a·los objetivos indicados. 

En la formulación del mcdelo de evaluación bajo incertidum9re, los siguientes 
conceptos se tratan como variables aleatorias: 

Rendimientos de los cultivos 

o Costos unitarios de la producción agrfcola 

~ Porcentajes de participación de los conceptos en !os costos 
de la producción agrícola 

o Costos de construcción de las obras 

• Costos del equipo elec~romecánico para generación de energía 

· Porcentajes de participación de los conceptos en .los costos 
de construcción y equipo 

o Costos de operación y mantenimiento 

El modelo prQbabilístico resulta al desarrollar las funciones en series de 
Taylor, eliminar los términos no lineales y calcular los dos primeros momentosD 
con lo cual s= obtie_nen expresiones que permiten calcular el valor esperado y 

la varianza del valor presente neto múltiple para cada alternativa. El valor 

o 

o 

es pera do, J.l[ VPNM] , se ca 1 cul a con 1 a misma expresión usada. e~ el ca~o determi nísti co · 
sim~lemente considerando los valores de las variables como sus valores esperados. 
Por· otro lado, el riesgo que·;·riepresenta cada una de las altlernativas de sólu~ión 
estará medido por 1a varianza o 2 [VPNM] y se calcula en base a los coeficientes 
de variación de las variables y su nivel de dependencia o independencia 
estocástica. 

* Aunque los valores de los parámetros a· deberán ser establecidos por el 
decisor, los siguientes parecen ser apticables en la mayoría de los casos: 
as - de O. 6 a ~-.O ; aR - de o o o a o. 3 ; aL - de o. o a o o 2. 

o 



o 

o 

o 
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En las expresiones resultantes, a excepción de los rendimientos y costos de 
producción agrícola (los cuales se suponen perfectamente correlacionados 
positivamente ya que al aumentar los primeros aumentan también los segundos)~ 
se puede suponen que las variables son probabilisticamente independientes para 
cualquier período de tiempo*. Por otro lado, si se desea un mayor nivel de 
aproximación. se puede suponer una estructura de correlación diferente de cero 
en las variables que representan los porcentajes de partic~pación de los 
conceptos en los diferentes costos (mano de obra, componente externao etc.). 

De lo anterior se ve que resulta sencillo el c~lculo de l~s parámetros 

JL[VPNM] y a[VPNMJ para cada alternativalosqu~ al graficarse en un si,stema de 
ejes coordenados permiten visualizar tanto su bondad como el riesgo asociado. El 
criterio de selección entre un conjunto de alternativas también se puede 
establecer en dicho espacio coordenado ya que si en él se trazan rectas de la 
forma: 

(3.2) 

para diferentes valores del parámetro P, será posible definir regiones de 
aceptació~ y rechazo de alternativas para diferentes niveles de riesgo. Dado que 
el valor presente neto es la suma de un número grande de variables» e invocado 
al Teorema de Limite Central, se puede suponer razonablemente que la variable 
VPNM obedece una distribución del tipo normal. En este caso, el nivel de 
confianza será el área bajo 1a curva normal estandarizada, calculada para un 
valor igual a P (en el caso de fJ = 2~ ~or ejemplo, se obtiene una "confiabilida<;l;' 
del 98%, o sea~ una probabiliáad de que el VPNM resultante sea menor que cero, 
igual al 2%). 

* Díaz Padilla, J., "Sistemas de Estimación de Costos en Etapas de Inflación 11 f11-l 
Aplicación y Efecto en el Desarrollo del Sector Agropecuario"~ Seminario Sob~~ 
el Papel de la Ingenieria de Costos en la Planeación del Desa...""rollo del Sector• 
Agropecuario; SMIC~ Oax., Mor., Oct. 1975.-



IV. ILUSTRACIQNES: 

Algunos de los resultaaos obtenidos para lo:s proyectos estudiados se presentan 
a continuación. En la Fig. 4.1 se indican los resultados de la evaluación de 
una alternativa en particular del proyecto Elota-Piaxtla. Variando los valores 
relativos de los parámetros a. en la función objetivo, se obtiene un conjunto , 
de valores {~[VPNMJ, a[VPNM]) que definen un espacio de soluciones. Así por 
ejemplo, el punto A de la figura se obtiene para una éombinación: a

5 
= 1, 

aR ~O, aL= O, mientras que el punto B resulta para as =O, aR = 1, aL= O y 
el e para as ~ O, aR = O, aL = l. El triángulo que tiene como vértices a los 
puntos A, B y e limita a todas las soluciones factibles; el punto O, por 
ejemplo, se obtiene para los valores: as = 0.6, ~ = 0.3, aL = 0.1. En la misma 
figura se observa que s1 el criterio de aceptación se define con la recta P = 2, 
el punto A representa una solución no aceptable a pesar de que en un aná1isis 
determinfstico sí se nubiera aceptado dicha alternativa. Por otro lado, tomando 
en cuenta adicionalmente a los objetivos regional y local, la alternativa en 
estudio satisface el criterio anter~or. 

En la Fig. 4.2 se mues~ran los resultados de la evaluación de un conjunto de 
alternativas para el mismo proyecto Elota-Piaxtla, en donde se consideran dos· 
objetivos únicamente: el nacional y e1 regional. El punto A, por ejemplo, 
representa una solución con un valor esperado del valor presente neto múltiple 

de la alternativa! (~[VPNM]) igual a 309 millones de pesos y una desviación 
estándar para esta misma variable (a[VPNM]) igual a 142 millones de pesos: 
Este punto representa una combinación de objetivos. as = ln ~ = O, o sea que 
se calculó dándole todo el peso' al objetivo social y despreciando el objetivo 
regional. De igual manera» el punto B de la misma figura representa una 
combinación de objetivos-~ .¡::

1

= O ni 'h = 1 (todo el 1 peso al objetivo reg.ional). 
S 'R 

El segmento de recta AB define el conjunto de todas las posibles combinaciones 
de los pesos re)ativos de los objetivos social y regional. 

Asimismon el criterio ae selección empleado fue aceptar todas aquellas 
alternativas con un VPNM positivo para un nivel de confianza mayor- del 98% 
(a que 11 os proyectos con coordenadas debajo de 1 a recta {J = ? '~ 

o 

o 

o 
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flG. 4.1 RESULTADOS DE LA EVALUACION: ALTERNATIVA lllb"
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FIG. 4.'2 RESl.JLTADOS DE LA EVALQCION: PLAN 1, RENDIMIENTOS ALTOS 
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·: ,En la misma figura se observa que s1 solo interesara el objet.ivo so_cialv las 

(' alte~rnativas I, IV a y IVb resultan con un VPNM positivo y por 1 o t~:nto·P 
1 

i;i~atractivas desde el punto de vista determinístico. Sin embargo, cop_~ideran.do 
·:.un criterio probabilístico, solo la alternativa I se. encuentra en lá'~regi,lin 
~. ~~ " - - ~. <1 

: fact'it>le de acuerdo a lo mencionado anteriormente 9 y las alternativas.-i'va!y IVb 
- f 

n se rechazan según este criterio ya que tienen un fuerte nivel de incertidumbre. 

, Fin-almente, en la Fig. _4.3 se muestra la interpretación probabilística de la 

:.: tasa interna de retorno para una de las alternativas d-é1 proyecto Aguamilpa. 

:: De la figura puede verse que desde el punto de vista detenninístico, est~ 
" índice es igual al 39% aunque ~ste valor -se ve acompañado de una incertidumbre-

'· muy grande. e:: 

Y. COMENTARIOS FINALES 

De·los resultados obteni~os puede verse que la metodologfa propuesta es 

sumamente pñag~a y 6aciibte de aplicar a problemas reales.· Con al enfoque 

aq~f sugerido, la única información que se necesita para incorporar los efectos_ 

de 1~ incertidumbre en la estimación de costos son ciertas medidas de la 

variabilidad de cáda una de las componentes (en forma de c;oeficientesde 

vari.aciónp por ejemplo} y de los niveles de correlación entre las variables. 

-· Para esto último, ser4'importante entender a los fenómenos que tont'rolan las 

rel~ciónes entre lasvariables y, en Íiltima irist-anciap invocar hipó.tesis'de 

independencia o de dependencia perfecta según sea el caso. Sin embargop estas 

hipótesis se formularán para las componentes individuales de los costos y no 

para los benefic.ios netos~ Aunque sea de manera aproximadap los efectos de la 
~ • ! ' ( 

* Los modelos probabilísticos propuestos a la fecha se basan en la hipótesis de 
que "se conocé" la variabilidad de los·beneficios netos para cada uno de los 
periodos que definen el horizonte de evaluación. Sin emhargop esta suposición 
es poco realista en,la práctica pues aunque sí es factible estimar la 
incertidumbre de las componentes individuales que integran a cada uno de los -
costos individuales 11 no es senciLlo efectuar dicha estimación para los 
be.neficios netos los cuales, en algunos casosp pueden ser funciones complejas 
de su~ componentes. 
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dependencia entre las1 variables deben de incluirse en los análisis. En algunas· 
ocasiones será razonable aceptar la hipótesis de independencia probabilística 

1 

para algunas de las variables y para un momento dado» pero en general no será 
posible argumentar es.ta hipótesis para los costos incurridos durante varios 
períodos de tiempo. Es decir, debido a que estas variables pueden ser-funciones 
de las mismas componentes durante diferentes períodos de tiempo, en general la 
correlación puede ser alta y el no tomarla en cuenta o~~~e·conducir a 
variabilidad~s de las .eficiencias de las altern~tivas mucho menores que las 
verdaderas y por lo tanto del lado de la inseguridad .. 

Vale la pena m~ncionar ~uevamente que los resultados obtenidos con este tipo_ de 
análisis constituyen aproximaciones a las soluciones exactas. El grado de 
ap'roximación dependerá del grado de no linealidad-de las funciones y de la 
forma que tengan las funciones de densidad_de probabilidades de las variables. 
Por ejemplo, si se tiene una f~nción linea1 de variables gaussianas, entonces 
los resultados obtenidos por medio de análisis de primer orden coinc~dirán 
con los exactos. Al ir perdiendo la función su .caracter 1ineal, al irse alejando 
las funciones -de probabilidad de distribuc,iones simétricas y unimodaleso y al.ir 
aumentando la incertidumbre de las variables, los resultados se van haciendo . ' 

cada vez menos exactos. Sin embargo, el análisis de problemas prácticos dentro 
de un marco de incertidumbre ti~ne necesariamente que apoyarse en enfoques 
pragmáticos como el señalado en este trabajo, principalmente en aquellas 
situaciones en que no se·puedan justifiéar funciones de densidad de 
probabilidades específicas. 
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l. INTROOUCCION 
(' 

Cons taritementé ·nos enco'ntramós1' tornando ~decis iQ_nes! ~!}-nues!r;a -~i de c~:ti ,qi <:¡na. 

En 'gen_e_ral i puede-,fiecirs~ que.-:toda·s "las sac~i9YJ~~ >9':1q ~e:.r~C\J, izan e~ :-u~1- d,ír,, 

con· cxcé RC i ón de;Yl·a~ t:b,io 1 óg·i e as. pro pi a~ ~del;¡cLt~ }jjp,q t_~ uma,nq J ••• son . deG·i ~ ·¡ Rne~ .. : 
' ' 

que tomafnosa basadas normalmente en información' disponible. , . 

r~uchas de ,estas deds iones· -se ~·hacen ji ntui,t i vamente ·Y no -r.equi eren~ de mayor 
.¡ ' ~ ' ' ., --!1 - 1 ' ., ~ } • ~ l .. • ' 

a11ális'is.· Sin embargo;.cuando"al·gunl3; decisión pue~~ cond~cir-.a d 1ifer~.nte~ 
con'secuencias que··ise di'stinguen por los bet:~efricios o.p~rcpd~s qu~ n~s .. 

ocasionan, conv·iene· real izat un aná~·isis,~de nl]estro~-.. posib,}~s cu~S<J,~_ 9t 
acción_y sus correspondientes consecuencias. En este caso. la teoría ·de 

~ecisi6nes puede proporcionar las herra~jeQtas que apoyen nuestras decisiones 

y nos permitan seleccionar de manera racional la m&s conveniente. 
j ' 

2. EL CONCEPTO: DE; INCERTIDutftBRE' ' 

La condici5n de incertidumbre se refiere al• desconoci~iento del valor 

verdadero de alguna p algunas variables relacionadas al proceso de decisión. 
\ ~ ~'!,.···· ' ,l ' ~.~~- , (' r • .• :•" ..... -: :::- f,~,1 '. ·, · ~ -1 '- , 

En _parti,cu)ar~ es de i,nterés la incertidumbre acerca del estádo de la 
l /. ,~ ~ • 11 :' ;•·,·~ ;•• ... ~-,,~' ," l ,~L,,.i('~, ~'"' -

na~~ral~za, o estado real del medio, en que ~e toma la d~~i~~6n. 
'' \ - ' • 1; • ' -; , ~" - ' , • l .... ,"';~ : f -r ·¡ _ ~ 
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Formalmente, al tomar una decisión (un curso de acción). dependiendo del 

estado real de la naturaleza,se observará la consecuencia de la decisión, que 

puede estar expresada en términos de pérdidas y ganan-ias. 

Cuando la incertidumbre acerca del estado de la nRturaleza se reduce. o 

equivalentemente se tiene un gran conocimiento acerca de este estado, las 

consecuencias de una decisión se pueden prever con alto grado de confiañza. En 

el límite, cuando se conocen exactamente las consecuencias de una decisión, 

se dice que la decisión se hace bajo condiciones de certeza. · 

3. TABLAS DE PERDIDAS Y GANANCIAS 

Las pérdidas o ganancias que miden las consecuencias de una decisión pueden 

expresarse en unidades que representen el cambio neto que experimenta nuestra 

o 

situación o estado antes de tomar la decisión, por ejemplo, en unidades ~ 

monetarias. 

Considérese por ejemplo el caso de tener que decidir por alguna de dos 

acciones A y B. Por su parte, los estados posibles de la naturaleza o eventos 

relacionados a nuestra decisión pueden ser dos I y II. La tabla de pérdidas y 

ganancias se presenta normalmente como sigue: 

Evento 

I li 

B $ 30 - $ 5 

Oeci s ión Tabla 1 
A '$ 5 $ 20 

Por ejemplo, A puede ser la decisión dE perforar en una zona dada en busca de 

petróleo y B la decisión de no perforar. Los eventos podrán ser 1 el encontrar 

petróleo y II el no encontrar petróleo. Entonces las pérdidas y ganancias en o 
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unic!~.qes- mon~tar:;ias.,-(millones de pe~osL. para cada combinación ,decisión~ ~~J-ada 
de. 1~ ~atu~al~za sqn los e.lementos de la_ta~l:~,· Op.d~ q~~ l~:s .p.érdi_das p~~,d~n 
repl'i~s~ntarse _como gananc.i'as con signo negativo, _los elementos. de la tabla son 

en general beneficios B, que dependen de lJS variables de decisiftn y eventos: 

B (A~ I) = $ 30 

B ( A , I I) = -$ 5 

B ( B, · I). =- $ · 5 

B ( B , I I ) ,;; $ 20 

E11 ocas iones es conveniente representar 1 as combi nac'iones ·decís ión -eventos 

por un árbol de decisiones: 

' 
· ''oecisi'ones· ·· Eventos; '' 

1 

'Benefi·ci os· . -, : --· 
$ . .;'30. 

5 

t 
1 $ . 5 
1 

20 

Este árbol de decisiones es particularmente útil para problemas que 

O . involucran decisiones sucesivas y eventos en el tiempo. 
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4. CRITERIOS NO - PROBABILISTI COS PARA DECISiONES BAJO IilCE RTI DU!·1BRE 

Dado un.problema de toma de decisiones, la decisión o curso de acción que se 

tome traerá como consecuencia un beneficio. El problema de toma de decisiones 

consiste en decidir por aquella acción que traiga como consecuencia máximos 
beneficios para el decisor. 

La definición de beneficio máximo o criterio de decisión para un decisor no es 

única. Los criterios más comúnmente utilizados en teoría de decisiones pueden 

clasificarse como probabilísticos y no-probabilísticos, dependiendo de la 

información disponible al decisor y del uso que le de en la toma de 

decisiones. Entre los últimos se encuentran los siguientes: 

CRITERIO VE MAXIMIN 

o 

La regla de decisión en este criterio dice: para cada acción, encuentre el ~ 

mínimo beneficio posible y escoja la acción para la cual este mínimo beneficio 
es el mayor. 

En este criterio, el decisor está suponiendo que para cada acción que tome, 

el peor estado de la naturaleza ocurrirá. El decisor trata entonces de 

maximizar los mínimos beneficios que podría obtener. 

El criterio es desde luego conservador y utiliza poca información de la que se 

tiene disponible. Ignora por ejemplo la magnitud de los beneficios que no 

son mínimos para cada decisión y pueden encontrarse ejemplos en que los 

resultados de esta regla de decisión no sean muy razonables. 

En el ejemplo mostrado anteriormente el decisor optaría por la acción B de 

acuerdo a este criterio, esperando que su ganancia fuese al menos de $ 5. 

En este caso, la decisión se observa conservadora pero es razonable. 

o 



o 

o 

o 

O· 

s' 

~.·-.: ..( ;.r·~tt; '''(t : 1 w~ ~ •tÍ .... ~-· t:>!.h t b"'"':.. t. ' 

·. ~on~ i d.é.r.ese. sin .. ~.mbargo .) ~. s ~ ~ui e,nte :.tabla, de .. pér1i das y ~~~anci as: 
. ' 'ESTADO 

A 

Decisión 

B 
' 

1 ' ' 

I I I 

10 000 

---· 
o 

. ', 1 ,. •• 
~. 

-0.01 

o 
·Decisión ~1aximin: A,c;ción B 

• J j 

En esta situación, la regla de maximin da un resultado poco realista. 
. ' " \ 

CRITERIO VE MAXIMAX· :'. ': . . ' 
·, 

La "r~gla d·~ .. d.~cisiÓJn ~~~i-~a~ d .. ice.: "~~'ra cada .acció~ •. ,e~-~uen~r~··el máximo ~ 
berieficio .. y .e.s.cojq-,la ,ac~ión para la cual este máximo beneficio es ,el 

•, _.,_..,,)_ '"' ' .. • • -~-.; ., ..(\;~~;·:.. ,••, ~~~,!·¡:;','_ ,, Íl .ll':j' .~ 

mayor •. " :, .· 
·~ " 

.. ;,~ ,1 \. •: ~~ '.-! ', -,~ : ~.:.~,.~::l,}) :;._ · .... \.. Í ~'') .. ·.• /,-. f '! '-·~ ·~ ;-_ ·~--~ ."Jr' •• ~•',, 

E~ e~te criterio, el decisor está suponiendo que para cada_ ac~i.!S.n que .tqr~1e 
~ n , • , , ... , 

.el estado el de la naturaleza será el •mejor y tr·ata entonces de maximizar 

1 os máximo_s ,benefi ci,o~. qu~.' pod~í:~ -~Jbt.e_ner .. 

' \ .... ·~ ~ ' 1 1 ,' ' • 1 

.E~ contraste con el anterior, este cr.iterio es optimista y para el ejemplo· 

de la Sección 2 {Tabla 1), indic~rí~\1'u'_é~ Út acci_ón a. tomar es 1a A, o sea, 

:que perforará ~ espera encontrar petróleo. 
'~. ·- _.~ 

' 
Sin embargo, al igual que en e1

1
caso anterior,--.isnora información relativa· 

a los otros beneficios y se pueden obtener por:tanto resultados no rea1istas, 
f ~- ...... ' "' ~ ' '"' • 

como se observa en el siguiente ejemplo: 

EVEHTO 

II 

A 100 000 ·gg 999 
Decís i ón Decisión maximax: Acción B 

B 100 001 O 

:·.'\BLA 3 
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(Observe sin embargo. que las tablas de pérdidas y ganancias que conducen a 

resultados poco realistas son muy especiales, en el sentido que los beneficios 

cambian drásticamente de una acción a otra). 

CRITERIO VE PERVIVA MINIMAX 

La regla de decisión en este criterio dice: para cada acción, encuentre la 

pérdida más grande y escoja la acción para la cual ésta es mínima. 

En el contexto de teoría de decisiones, el concepto de pérdida se interpreta 

como 'un costo de oportunidad yJ para cada combinación decisión- estado de la 

naturaleza,este costo es la diferencia entre el beneficio asociado y el 

máximo beneficio que se podría obtener para el estado de la naturaleza dado. 

Dado que este costo de~~portunidad equivale al beneficio adicional que se 

podría haber obtenido al escoger la acción para la cual el estado de la 

naturaleza dado es el mejor. el criterio se conoce también como el de 

arrepentimiento minimax. 

La tabla de pérdidas (costos de oportunidad) asociadas a las 3 tablas 

anteriores son respectivamente: 

EVENTO 

I II 

A o 25 

Decisión 

B 25 o 
1 

TABLA 1• 

o 

o 
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EVENTO EVENTO 

I II I II 

A o 0.01 A 

Decisión Decisión 
B 10 000 o 
L-----~--

B 

TABLA 2' TABLA 3' 

SegQn el criterio de p~rdida minimax para la Tabla 1', el decisor es 

indiferente entre A y B y
1

escogería la acción A en las Tablas 2' y 3'. Se 
observa por tanto que la regla de pérdida minimax no es tan pesimista y 

conservadora como la regla maximin ni tan optimista y arriesgada como la regTa 
rnaximax. 

5. CRITERIOS PROBABILISTICOS DE DECISION BAJO INCERTIDUMBRE 

En ocasiones e1 decisor cuenta con alguna información relativa a los estados 
de la naturaleza. Cuando esta ·información se manifiesta en fonna de 
probabilidades asociadas a los estados de la naturaleza es posible util izur 
conceptos de 1a teoría de probabilidad para evaluar criterios como valores 

esperados de los beneficios de las acciones a tomar. 

En part~cular, si B(A;, Ij) son los beneficios que se obtienen al tomar la 
acción A. y el estado de la naturaleza resulta I. y p(I .) es la probabilidad 

1 J J 
de que el estado de la naturaleza sea Ij, entonces los beneficios esperados 

a1 tomar la acción A; pueden calcularse por: 

E {B/Acciórl A.}= 2": B(A., I .) p(TJ.) 
1 . 1 J 

.1 

donde la sumJtoria es sobre los estados de la naturaleza. 
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La distribución de probabilidades sobre los estados. p(I .) puede obtenerse 
J 

de varias maneras. Por ejemplo, a priori puede estimarse cuales son las 

oportunidades relativas (probabilidades) de cada estado de la naturaleza, 

bien sea de manera subjetiva o a través de datos históricos relativos al 
tipo de problema de decisión que se trata de resolver. También puede tenerse 
información a posteriori relevante al problemas en estudio que afecte n4estro 

conocimiento a priori del mismo. 

CRITERIO VEL BENEFICIO ESPERAVO 

Este criterio es fundamental en la Teoría de Decisiones y establece que el 

decisor escoja la acc1on con el ~ax1mo beneficio esperado. 

De una manera equivalente, el criterio de minimizar la pérdida máxima conduce 

a 1 os mismos resultado-s, •. 

El criterio del beneficio esperado incluye los criterios no-probabilísticos 

de la sección anterior, cuando la distribución de probabilidad p(Ij) permite 

que solo un estado de la naturaleza pueda ocurrir (si este es k, p(Ik) = 1, 

p(Ij) =O, toda j 1 k). El criterio es en este sentido por tanto más general 

que los mencionados y es justificado en la teoría de decisiones en función 

de que cum~e con ciertas características deseables en un criterio de 

decisión (esta justificación está fuera del alcance del curso; consiste a 
grandes rasgos en el establecimiento de un perfil ideal para criterios de 

decisión y la observación de que el criterio del beneficio esperado los 

cumple). 

En el ejemplo de la Tabla 1, considérese por ejemplo que se tiene conocimiento 

de que existen buenas oportunidades de encontrar petróleo y que esto es 

manifestado por la distribución de probabilia~Jes: 

p(I) = 0.8 p(II) = 0.2 

o 

o 

o 
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Entonces: 

9 

E {B/Acción A} = 30 x 0.8 - 5 x 0.2 = $ 23 

E {B/Acción B} = 5 x 0.8 + 20x0.2 =S 8 

y la decisión que maximiza e1 beneficio esperado es la acción A de realizar 
la perforación. 

Para la Tabla ¡• de p~rdidas asociadas a este problemas, se tiene que: 

E {P/Acción A}= O.x 0.8 + 25 x 0.2 ~ $ 5 

E {P/Acción B} =25x 0.8 + O x 0.2 =S 20 

y la acción que minimiza la pérdida asociada es la acción A. 

-:-- ~ ·- .,. 

ESTT?ATEGIAS BAYESIANAS 

En ocasiones se tiene información relevante al problema en análisis en fonna 
de observaciones Zk que permiten mejorar nuestro conocimiento del estado de 
la naturaleza. 

En este caso, la distribución a priori p(lj) de los estados de la naturaleza 
que refleja nuestro conocimiento de estos estados. es reemplazada por una 
distribución a posteriori p(I;fZk) de los estados en el cálculo de los 
beneficios esperados. La distribución a posteriori p(I j/Zk) refleja un mejor 
conocimiento del estado de la naturaleza al utilizar la información Z 

disponible sobre estos estados. 

Para cada observación Zk se tiene una distribución a posteriori sobt~ los 
estados con la cual se obtiene el beneficio esperado de las acciones y~ se 

selecciona la acción óptima que conduce al máximo beneficio esperado. Para 

un conjunto den difer·entes observac:iones z1, ... , Z , que se puedan terrer\ n ~ 

se tendrá un conjunto de n acciones óptimas correspondientes. El conjunto 
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de parejas observación- decisión óptima constituye lo que se conoce como una 

estrategia bayesiana .... 

'" . ' 

Las distribuciones a posteriori p(I/Zk) se obtieríen'de Ta:'regla de Bayes: 

= 

= p(Zk/Ij} p(Ij) 

: ¡ -~ .p ( z k) 

p ( z k/I . ) p (I . ) 
' J J ' 'k=l, ... ,n 

. ' 

donde p(I.) es la distribución a priori de los estados de la naturaleza y 
1 

p(Zk/Ii) es. la":P~?bab\1,1dad condicional de observar Zk cuando el verdadero 

estado es l .. 
1' '' " ,• 

Típicamente, p(Ii) y p(Zk/Ii) se obtienen de datos históricos relativos al 

problema de decisión en análisis. 
• ', '""1_ 

Por ejemplo, en el problem~ de decidir sobre la perforación (Tabla 1) en 

busca de petróleo, p(I) p.t,¡ede ser.el por,centa~e de ocasiones en que se ha 

encontrado petróleo al·perforar en medios similares al de estudio. Supóngase 
, ~ 

1 
' • ', J- ' ' :, ~ ' \ " • ! • r -- • ~ ' ' " ')' ~' 

que antes de tomar una decisión sobre una perforación en busca de petróleo 
' ~ ~ '. 

se hacen pequeñas perforaciones a 5 metros y se analiza el subsuelo. Suponga 

o 

·O 

que se ha observado en estas perforaciones que. a 1 os 5 metros 1 a dureza del 

subsuelo ha sido en dos rangos a ~ z1 ~ b y e.~ z2 <: d; en~.?nces. p(Z/I) .· 

puede ser el porcentaje de oca_siones er1 que se ha observado z1 a .. ~os 5 metros 

cuando se ha encontrado petróleo al continuar la perforación y p(Z2/I) es el e=) 
porcentaje de ocasiones en que se ha observado z2 cuando se ha encontrado 
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· .pet·rc11eo al continuar la perforación y simi~arm~nte, p(Z1!I.I) Y. p(Z2/II) son 

lps porcentajes de ocasiones.en'qú~ se ha obse~~ado z1 y z2 cuando-no 

existe petró·l eo en el· subsuelo.-. 
1 

En este ejemplo, las probabil.id.ades a poster·iori p{I/Z 1), p(II/Z 1) y 

~(I/Z 2 ), p(IIJZ2) reflejan nuestro conocimiento del estado de la naturaleza 

cuando. en nuestro problema en estudio se ha observado z1 ó z2 a 1 os 5 metros 

d0 la perforaci.ón de prueba. 

• .. '! 

Si p(l) = 0.8, p{II) = 0.2, p(Z/I) = 0.7, p(Z/1) = 0.3, p(Z1/II) = 0.4, 
p(Z2!II) = 0.6, entonces:· 

... ' " •' ~ • • 1 

p( I/Zl) 
0.7 X 0.8 = -----'---~'----- = 0.875 

0.7 X 0.8 + 0.4 X 0.2 

_ _;o::..:·:...:4__:_:_x _..::o:...:.·-=-2 ___ = 0.125 
0.7 X 0.8 + 0.4 X 0.2 

y 

p(I!Z2) = 0.3 x 0.8 = 0.667 
0.3 X 0.8 + 0.6 X 0.2 

" 

.·. p{I I/Z2) 0. 6 X 0 .. 2 0.333 = -
0.3 X 0.8 + 0.6 X 0.2 

El beneficio esperado de cada acción para las pérdidas y ganancias de la 

e=) Tabla 1, considerando las probabilidades a priori es entonces: 
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OBSI:RVACION 

zl z2 

A $ 25.6 $ 18.3 Ejemplo: 

$ 6.87 $ 10 
E {Benef/A, Z1} = 30 X 0.875 - 5 X 0.125 

= 25.6 

Acción 

B 

E {Benef/B, Z1} = 5 X Ü. 875 + 20 X Ü .125 

= 6. 87 

La estrategia bayesiana es entonces: 

Cuando se observa z1 decida A 

Cuando se observa z2 decida A ·o 
6. EL CONCEPTO DE UTILIDAD 

En los ejemplos anterior·es, el criterio de beneficio esperado considera las 

probabilidades de los estados de la naturaleza y supone que los pérdidas y 

ganancias en unidades monetarias reflejan los beneficios reales del decisor. 

Sin embargo, existe un factor adicional que debe considerarse y que implica 

que esta suposición no es siempre cierta: la actitud hacia el riesgo del 

decisor. 

El concepto de utilidad permite tomar en cuenta esta actitud al transformar 

la escala monetaria de consecuencias de las acciones a una escala de utilidad. 

La actitud del decisor hacia el riesgo se observa fácilmente en el siguiente 
ej emp 1 o: 

o 
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ESTADO 
I II E {Benef} 

-A ' o o o 
Decisión 

B ~o 10 000 o 

' 0.5 

TABLA 4 

Suponga que esta tabla se interpreta como una apuesta al decisor: si toma la 

acción A entonces su riqueza no se altera, independientemente del es~ado de 

la naturaleza, pero si 'toma la decisión B, entonces ganárá $ 10 000 con 

probabilidad 0.5 o-perderá-$ 10 000 con 1a misma probabilidad. 

Ambas decisiones conducen a un mismo beneficio esperado E .{Benef} =O y en 

base a este criterio el dec,i.sor 'sería indiferente por la acción A o B. Sin 

embargo. un decisor que tra~ara de evitar el riesgo incluido en la a·cción B 

tendería a favorecer a la acción._A y solo sería indiferente entre A 'y B cuando 
. ' 

la probabilidad de ganar$ 10 000 fuese mayor que la probabilidad de perder 

$10 000. Por ejemplo, podrfa ser indiferente si: 

P(I) = 0.6 P(Ir} = 0.4 

en cuyo caso: E {Benef/B} = 10 000 x 0.6 - 10 000 x 0.4 = $ 2 000 

E~ta actitud del decisor puede tomarse en cuenta a través de funciones de 

utilida-d, que--relacionan valores monetarios con una escala de utilidad. 

Cuando el· criterio de decisión consiste en tomar la decisión que maximiza 

Q la utilidad ·esperada del decisor, la escala de utilidad que se utilice puede ser 

arbitraria. Convenientemente se podrá escoger entre O y 1 ó entre O y 100, 

por ejemplo. 
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Los tipos de funciones de utilidad que se presentan típicamente se ilustran en 

la Fig. 1 y cumplen con las siguientes. propiedades: 

i) Si el beneficio 81 es preferido al beneficio 82, entonces la utilidad 

de s
1 

es mayor que la de s2• u(B 1) > u(B2), y si ningún beneficio es 

preferido entonces u(B1) = u(B 2). 

ii) Si el decisor es indiferente entt·e (a) recibir un beneficio de Bi con 

seguridad y (b) entrar a una lotería con probabilidad p de recibir 82 
y 1- p de recibir 83, entonces: 

'U. 

.Lo 

0-5 

o ~------------------+--------------------1--------~ 
- looo O .looo 

FIG. 1 FUNCIONES DE UTILIDAU 

o 

o 

o 
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En la figurd, la función de utilidad I corresponde a un decisor que trata de 

evitar el riesgo (es conservador); la curva III corresponde a un decisor que 
trdta de tomar riesgos (es jugador}; finalmente, la lfnea II es s61o un 
reescalamiento de la escala monetaria y el decisor maximiza el beneficio 
esperMlo a·! n1ax~mlzar· su ut i1 idad esperada. 

Una vez conocida la función de utilidad del decisor, _la acción A; que maximiza 
su utíl idad esperada puede fácilmente detenninarse a través de: 

E {u/A
1
.} = :E u(B(A., I .)) p(I.) 

• 1 J J 
J 

donde B(A .• ! .) es el beneficio (pérdida o ganancia monetaria) que resul La al 
1 J 

tomar la acción A; cuando el estado de la naturaleza es Ij, u(B(Ai. Ij)) es la 

utilidad de este beneft~io y p(I .) es la probabilidad de que el estado de la 
J 

naturaleza sea Ij. 

Asimismo. el concepto de estrategia bayesiana puede también aplicarse para 
determinar la estrategia que maximice la utilidad esperada del decisor en 
función de observaciones relativas al problema de decisión en estudio. 

Finalmente, para determinar la función de utilidad del decisor se puede resumir 

a preguntes sencillas basadas en la propiedad (ii} de esta función. Por ejemplo, 

considérese nuevamente el problema de la Tabla l. 

En primer lugar, se obtiene el rango de la escala monetaria de beneficos. 
identificando los extremos de ganancids y pérdidas. En nuestro caso: 

B == 30 max B . == - 5 
m11'l 

A continuación, para cualquier beneficio B. es evidente que u(B . ) ~ u(B) m1n 
~ u(Bm~J· Supóngase que u(B. ) ==c. u(B ) = 1. 

ar. m1 n max 
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.o 
Ahora. considere las acciones alternativas: 

A1: Recibir B con seguridad 

A2: Recibir Bmax con probabilidad py Bmin con probabilidad 1-p 

. 
De acuerdo al criterio de utilidad esperada, el decisor escojerá la acción 
con mayor utilidad esperada. 

Est~s son: 

entonces, si u(B) > p,- la acción A1 será seleccionada y si u(B) < p la acción ' Q 
A2 será seleccionada; pero si u(B)= p, el decisor será indiferente entre A1 y A2_ 

En nuestro ejemplo. valores de utilidad de beneficios en el rango de- $ 5 a 

$ 30 se obtendrán como sigue. Por ejemplo, para B = $ 20 se tienen las 
alternativas: 

A1 = Recibir$ 20 con seguridad 

A2 = Recibir$ 30 con probabilidad p y - $ 5 con probabilidad 1- p 

Suponga que el decisor puede asegurar que A1 es claramente preferible a A2 
cuando p = 0.7 y que por el contrario A2 es preferible cuando p = 0.95 y que 

después de un análisis decide que es indiferente entre ambas cuando p = 0.85. 

Entonces, de acuerdo a nuestro análisis anterior, u(20) = 0.85. 

Similarmente. para B = $ 5 considérese: 

A1 = Recibir $ 5 con seguridad 

A2 = Recibir$ 30 con probabilidad p y·- $ 5 con probabilidad 1- p 

o 



o 

o· 
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FIG. 2 FUNCIONES DE UTILIDAD. EJH1PLO 

¡ 

y nuestro decisor indica que es indiferente entre Al y A
2 

cuando p = 0.5, 1 uego ' 
y(5) = 0.5. 

La función de utilidad en nuestro ,ejemplo se ilustra en ·la Fig. 2. En este casoo · 
1us 4 puntos cuya utilidad ha_ sido calculada permiten obtener la tabla de 
utilidad del problema de decisión asociado a la Tabla 1: 

ESTADO 
I II 

r-· 
A 1 o 

Decisión 

B 0.85 0.5 

El· valor esperado de la utili'dad para cada acción cuando p(I) = 0.8~ p(II) = 0.2, 
e~· -"• 

E {u/A} = 1 X 0.8 + 0 X 0.2 = 0.8 

E {u/B} = 0.85 X 0.8 + 0.5 X 0.2 :: o. 78 
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y la decisión que maximiza la utilidad esperada es A. La gráfica de la función 

de utilidad no ha sido necesaria en este caso. Sin embargo, para problemas que 

involucran un alto nGmero de estados de la nat~raleza y acciones, el obtener la 

curva a partir de un número reducido de puntos presenta ventajas para el 

cálculo de la acción óptima. 
. 

A continuación se incluye un ejemplo, tomado del libro 
11
0ecisions Under 

Uncertainti' por A. N. Halter y G. W. Oean, editorial South-Western-. 
Publishing Co., 1971, referente a aplicaciones de la Teoría de Decisiones en 

Agricultura. 

o· 

·o 

o 
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CHAPTER VI! 

JL\pplicotions in Agriculture 1 

In this chapter we apply Bayesian decision theory to a stocking rate 
problem 1.hat is typical of many problems in agric.ulture. We present the 
problem in three stages of comp!exity; first assuming no prior dis~ribution, 
then a prior distribution, and finally a posterior distribution. Throughout 
this chapter we assume that monetary va1ues adequately reflr.:ct payotfs; 
that i\, we &ssume a linear utility function for money. 

THE STOCKING RA TE PROBlEM 

There are 30 million acres of foothill land in C~lifornia suited pn
marily for livestock grazing. Rainfa!l in these art:as is concentrated in the 
winr.er n:onths with essent'ally :10 rainfaH ror at least six months in the sum
mer and fall. Range land that is a !mh green dming the rainy s~::~son be
comes parched and tinder-dry in late summe1 and fail. Thus, the feed 
supply is highly season<Jl, with 1arge <"l~cums av:1ibb!e during the winter 
and spring and little during the summer and fall. Sorne of the excess feed 
during tne winter and spring can be re::erved for summer or fall grazing 
although it loses a substantiai portion cf its fecd value in thc drying proc
ess. Year-around gmzing opcrations are therefore feasible, although sorne 
supplemental feeding is required during late fall and ea~ly winter. The 
feed supp!y is not only variable seasooally, but between years, depending 
on rainfall, temperature, wind, and other f:J.ctors Historical studie'> show 
that feed supply in a "good" year can be double that in a "bad" yt:ar. 

One fairly common type of livestock operntion in this area is a beéf cow 
1erd (cow-calf operation). Brood cows graze year-around on the range 
1
J.nd, and their calves are solJ at weaning time (8 months of age) weighing 
_,round 500 pounds. This type of organiz:1tion is rather inflexible in that 
:ow numbers cannot be changed easily from year to yeM iñ response to 
weatht:r condit1ons <1nd feed supply. The ra11cher's dilemma is to decide 
on the siz~ of h~rc! to maintuin: if the hcrd !s too smail, fe-t:d wil! be \~ast~d 
In many years; 1f the herd i-. too largc, the fr.ed suppiy in nur¡y ye;:¡r~ -,.,ill b~ 
madcquatc, and expcnsive ~~Jpp!emer.u:l feds !11U'5t bt! purchascd. 

-' 

. '" 

o 
TH~ STOCKING PROBLEM UNDER CO;'v~PLETE !Gt·~ORM,KE 

'-Ile acsliQe initially that the rnncher has r.o idea of ~he prcb::-:bility 
rV " e • • • <' • ' !th () h 

distribution of range conditions lthat is, no pnor m~orm~_uon!, ~ .. o~b 
this \S probably quite unrtalistic. As we ha ve a1 gued earHer, .1: ts m f~ct 
extremely difficult to think of realistic problems where the dccts1on m~~er 
does not have sorne information, however vague, about the probab1hty 

1 of various states of nature. • . . 
, 1\ssume a rancher with 3,000 acres of range land ol vary1ng quahty. 

In a• "normal" year, the range produces suffici~nt feed to carry a 360-cow 
beef herd with calves sold at an 8-month we1ght of 500 pounds .. In a 
"very po~r" year there is sufficient feed for only about 230. cows; m ~n 
"excellent" year the range can carry 460 cows. To analyze thts problem ~~ 
a decision framework, we define thi! three components convnon ;,.o al\ dect· 
sion modcb-- thc statcs of nntml!, thc nctions, ami th~ pa~o!: _f~r cach 
state-action combination. This informati?'.l is su.mmarm:J '.n i nol_~ 7. ~ · 
We define six statcs of nnture (range condittons) from 01 (vcry poor) to aa 
(excellent). The six actions (herd sizes) range from a¡ (230 ~ows). to a~ 
(460 cows). Thus, the six actions a.re sel~cted ~~ match the :>!X s_ta~es. ?' 
nature, that is, action a 1 is the herd s1ze wh1ch utthzes the feed proou.,e.d ,n 
a very poor year (81), a2 the herd size that utilizes the feed produced m a 
poor year (82), and so forth. . . 

Each payoff entry in the t.>ody of Table 7.1 JS th-:: result ot a budgettng 
computation indicating the net far:11 income that would at.:crue to t~e 
rancher for the specified action and state of nature. An eXJmple budget 1s 
shown in Table 7.2, indicating a net income of $5,800 for a 360-cow herd_ 
(a,) with normal range conditions (84). Payoff entrit:s for the elcn_1t!nts o:l 
the diagonal in Tab!e 7.1 are obtained by adjusting net income etther for 
(1) the additional cost of supplemental feeding (for entries above .the 
diagonal), or (2) the small additional income from exce~s feed (hay) tnat 
can be sold (for entries below the diagonal). . . . 

In most problems of this typc: sorne rninor quest10ns anse concermng 
which costs to include in arrivint, <Jt the payoñvalues. 'Would annua.l cash 
income be a more realistic mensure of payoff than deducting depredadon 
(a deferrable cost) to arrive at net fa.rm incomc'; Should unp.1id interest 
on investment (opportunity cost) be dcducted in arriving at the p~1yoff":.? 
The genercll rule i~ that if a cost difícrs from cell to cell of the table, lt must 
be considereci as a cost in arriv¡¡,g at a LClJ:1plete comparison of payoffs. 
Thus in Table 7.1 depr.::ciat1on 1;; ;:JC!IJdd as a cost because it dlf1ers by ' -
actions, whi\e unpdid inr~rcst ~~o ··teJ t:ccJusc !t is the sz.r.1e fcr al! c:;;t~.es 
in t~,e t&.ble . 
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TABLE 7.2 
COMPUTATION OF NET FARM INCOME F OR A 360-COW HERD 
(ACflON a,) WITH NOR!'vlAL RANGE CON DlTIONS (SfATES 8¡) 

He m Sub total Total 

Dollars 

Gross Income (sale of calves, cull cows, 
and bulls) 53,000 

Cash Vanable Costs 24,200 
Cultural Costs (fertilizer, seed, gas, 

oil, etc.) 14, 200 
Livestock Costs (veterinary, med1cine, 

replacement bulls, 
purchased feed, etc.) 10, 000 

Cash Fixed Costs (h1red labor, tax.es, m-
surnnce, paid mterest, 
el\.:.) 15,700 

Depredntion 7,300 
Totul Co~ts (cx.du<iing unpnid inte1e~t on 

inve~tnu:nt) 47,200 

Net Farm Income 5,800 

We proceed now to evaluate the decision p roblem of Table 7.1 under 
, no prior probability dis
pply successively the alter
die this type of problem as 

the assumption of complete ignorance, that is 
tribution of range conditions IS known. We a 
native criteria which ha ve been proposed to han 
discussed in Chapter IV. 

Maximin Criterio 

A rancher using the maximin criterion assumes that the worst conse
quence of each act will occur, then selects the action which offers the best 
of these unfavorable occurrences. In terms of Table 7.1, he in effect as
sumes that the very poor range conditions (81) will occur, then selects a 
herd s1ze of 230 cows (a1) as the optimal action beca use the loss of $4,580 
is less than for any other herd size. This criterion is clearly pessimistic or 
conservative in that the entire weight in the decision is given only to the 
worst possible outcomes. The dubious acceptability of this criterion is 
emphasized by observing that a rancher who stocked only 230 cows (a¡) 
would never sustain a profit regardless of the range condition which 
actually eventuates. A rancher using the maximin criterion would thus 
QorceJ out of business in the long run- exactly the consequence he is 
probably try1ng to avoid by being conservative! Intuitively it wO ap-

N 
o 
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pear that even a very conservati've rancher should choose some c~her 
action such as a! which, nlthough it has slightly worse conseque!lces than 
a1 if 81 should occur, has significantiy better consequences for o.fl other 
5tat<!s of nature. Only if tb.e rancher felt that ~<Hure. were a conscious ad
versary, as in game theory, would action a 1 mrke much sense. Further
more, such an attitude seems to imply tl~at 81 is "more likely" te oc:::ur than 
other states, which appe~rs in~cr.s.i~tent with our assumption of complete 
ignorance. This ~lY.pi1ical decision probkm should raise some doubts in 

·the míuüs of those who feel that a conservative person shou1d fol\ow a 
maximin approach to decision making. 

f.Aoximox Criterion 

('oÓt;ary to the maximin criterion, the maximax criterion places the 
entire ernphasis in decision n1<.1king on the be~t outcomes possibte. In 
Table 7.1 the ranclter t~.~ing this criterion would stock 460 cows (aü) since 
this action includes the possibi!ity of the maximum profit of $13,930. 
This criterion hypoth<:sizes a confirmed ootimist who takes no account of 
~he possibil:ty of the less favorable conscquences of his action. Note that 
1f 61 should occur, tht maxim3x action a6 could result in a loss of $14,930. 
lt is difficult to imagine a rancher who would ignore corr.pletely all the 
pos&ibilities other than thc most favorable in determining a stocking rate, 
:tgain Iaising serious doubts about this asan acceptable críterion. 

The Minimax Regret Criterion 

Thc motivation for the minimax regret criterion is that a person feels 
dissatisfied when an opportunity has been mi.;;sed. For example, suppose 
in Table 7 .l that action a4 (360 c,)ws) is seiecteJ c.nd that fh occurs. The 
rancher then makes n net i:1come of $8,220, which is relatively favorable. 
On the other hand, if he had known that d5 would occur, he could have 
madc S 13,930 (by choosing a~). His opportunity co'it or income foregone 
of selecting a4 was $13,930 - $8,220 or $5,7l0. In dec!sion theory terms, 
the opportunity cost of $5,71 O¡., known as regrec On the othcr hand, sup
pose a1 were selected ar.d 81 occurred. lf 01 could have been anticipated, 
action a¡ would ha ve becn optimum, incurring á. loss of 54,580 rather than 
$10,040; the regret i!wolved in having sdected o1 when 81 occurs is then the 
difference between th<?se two figures, or $5,460. In like fashion, the com
plete regret Table 7.3 is con:.t:-uctcd corresponding tü pa)off Tabic 7.l. 
Computationa_lly, to convcrt the gJ;r.s te· regrtt-;, subtract,_from the largest 
gn1n for each 5tate all the F..r)trie:. in the '>U:"lr: rO\'' 1y;;:.-~). 

l 

(>~.opitcJtÍOI:s m Agnculturc I f'---" __ ... ._ o t4i 

1 TAHLE 7.3 

REGRF.T TABLE FOR THE COW-CALF OP~R-\TíON U:'iDCR UN-· 
CERTAil'iTY OF RANGE COt\lülnOi'<S 

--~-, 

1 

1 Actions: Hcrd Si·w (aj) 1 
Statcs ofNa-

1
_ -----,---.------! 

ture: R::wge 1 a1 Gt 1 a¡ 1 a. a~ a a 1 l Conditions (IJ,) 230 Cows ¡280 Cow;; \320 Cows 1360 Co·.H t 415 Col>·s 1460 Cow.,; i 
' ---

Dollars 

81 Very poor 
1 

o 
1 

1,710 3,680 1 5,460 8,110 
1 

10,350 
82 Poor 2,460 o 1,220 1 3;100 5,750 7,990 
o~ Fa1r 5,360 2,380 o 1,390 3,430 5,630 
84 Normal 7,690 4,710 1,740 1) 270 3,780 
8~Good 11, t60 8,180 5,210 2,810 o 1,720 
86 Excellent' 14,060 11,080 8,110 5,710 2,160 o 1 

1 

The minimax. regrct critedon statcs thut thc runchcr :-.houki ucl so liSto 
minimize the maximum regret which could occur. ln terms of Tablc 7.3 
this means that action a4 (stock;ng rate of 360 cows) is optimum since its 
rnaximum regret of $5,7 HJ is less than the m:nimum regret for the othc:r 
actions. While the maximin criterion direcls :lttention to the v.orst out
comes, minimax regret directs attention to the largest opportunity losses_ 
In bmh cases, the tone is pessimistic or conservative. Hmveve!", the rnini
max regrd is less so, '>Íncc it take:; into account the opportunities foregone 
in calculating regrer. Both criteria, however, can be criticized as ignoring 
most of the information in the table in making Lhe final choice. 

Hurwic2 Optimism-Pessimism Cr!terion 

As dtscussed in Chapter IV, Hurwicz has proposed a compromi'ie 
criterion that incorporates information on both the best and the ·wcrse 
consequences of each act. Specifically, indcx-:s c.f relative pessimism (a) 
and optimism {l - o:) are derived and used Í11 assigning weights to the 
worst and best consequences of each action. The optimum decision is then 
the action with the maximum weighted average. 

The value of a for the rancher could be estimateJ by confronting him 
with the follo\\ ing simple decision prob\em. The rancher is asked to sekct 

N .__. 
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the value of x that wou1d make him indifferent between action a
1 

and a
2

• 

The two extreme values of x would be O and l. If the rancher should 
choose x = O, the decision table would look as follows: 

:: 8lB 
Clearly no weight is being given to 02 if the rancher is indifferent be- ' 

tween a1 and a2- he is looking only at the worst that can happen. Thus 

a value of x = O impl_i~s a rnaximin criterion. Conversely, if the ranche; , 
selects x = 1, the dectston table would read as follows: 

:: 1 ~ : 1 

Here no weight is given to 81- the rancher is looking only at the best 
:esult fo~ each action and hence is indifferent between a 1 and a 2 ; that is, he 
1s followmg the maximax criterion. 

Supposc thc rancher picks sorne value for x between O and 1, such as 
x = 0.4. Thc tnblc now rcnds: 

::tHB 
The implication now is th~~ there is sorne set ofweights a and (1 - a) for 0

1 
~nd 82 that make the dectston-maker indifferent between a

1 
and a

2
• That 

lS, 

.. pO + (1 - a)l = (a) 0.4 + (1 - a) 0.4 or 
-:-a = 0.6 and 1 - a = 0.4. 

(Tb.is_ assignme'rí.t of values to a and l - a, given x, assumes that the 
dectston-maker is indifferent between the two actions if they ha ve the same 

expecte.d. value.) The a and 1 - a indices so. derived are then u sed in 
det~rrnmmg the P(B) in real decision problems- a very special P(8) in 

whtch the "Y)t" state of nature for each action is assianed a probability 
of a_ the "he~~ <:f>~te nf n::~t11rP ::1 nrf'lh,.,h.J¡t\¡ ,...r 1 _ ~ .,';;rl .,n ,...thPr ct.,tP" 
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a probability of zero. Viewed in this light, the maximin and rnaxirnax 

criteria are sirnply specia1 cases of the Hurwicz criterion where the pessl
mism index (a) and optimisrn index (1 - a), alternately, take values of l. 

To illustrate the Hurwicz criterion in the range stocking problem of 
Table 7 .l, assurne that an index a = 0.6 has been derived as above for the 
rancher. The optimurn act10n is now either a2 or a3 with a weighted aver
age value of -$2,630. To break the tie, the rancher wou1d ha veto f\ip a 
coin. lntuitively, the Hurwicz criterion appears to be fatrly reasonable m 
this case. However, the idea of ignoring all the inforrnation in the payoff 

table for intermediate states of nature 02 through 85 is sornewhat disturb
ing. Certainly these values should carry sorne weight in arriving at a 
decision. 

The Principie of lnsufficient Reason: Equally Likely States 

Since we are dealing with decision making under complete ignorance, 
a reasonable suggestion rnight be to assume that each state of nature is 
equally likely to occur. In terms of Table 7.1, this amounts to assuming 
that e<Jch of the six states of nature has a probability of one-sixth_ The 
criterion of insuffictent reason would then specify actio~ a1 (stocking 360 
cows) as the optimurn action since its expected value of $1,480 is the rnaxi
mum of the six alternative actions. 

This criterion has considerable appeal in the sense that all of the in
formation in the payofT table is utilized in arriving at the optimum deci
sion, whereas the criteria discussed above concentra te on particular values 
only. The difficulty with the principie of insufficient reason as a criterion 
is that it is sensitive to the way in which states are defined. The states of 

nature rnust be defined in such a way asto include al! posstble outcomes. 

But this can ordinarily be done in rnany different ways. Unfortunately, 
the optimum action may depend on these definitions eveo though the real 
problem is the same. Suppose, for example, that after developing the six 

states as specified in Table 7.1, the rancher has second thoughts. He de
cides that fls ("excel\ent" range conditions) is too broad a definition to 
characterize accurately the more favorable conditions that could occur. 
Therefore, he replaces old 86 ("excellent" conditions) with a new 85 ("very 

good" conditions) and 87 ("ideal" conditions). He now assigns equal 
probab1ltties to the seven states of nature. The original states 81 through 
Oó now ha ve probabtltties of H rather than ~ti. and it is clear that the result-

d-ng decision could change. 
Sorne may object that the new states 06 and O; should be Ün prob

-L:,:.: __ -· 1/ --.--1 l / ~:~-a •ha" c;rnnl\1 "'"'l't thP nlrl A, which ha.d a orob-



1 o ~~ 
150 Deci510DS under Üncet taiury '?' Cht!pttr Vil: ; _l._?f~!s~1;C:•I1' in Agriculture I V 151 

abilit)' of J6· But to de so w.;uld imply ~hat we are not in a siruation of ! Consistent with the above quotation, we have shown in Chapter iV 
complete ignorance ab\)'Jt <he li~.eiihood o{ alterr.ative states. That is, we t that a particular action wil! be optimun! for sorne prohabiiity distribt1t!on 

";ouid be saying ~hat Pew {}¡; ünd 01 are each only half as likely as ~tale:; g
1 

over the states of nature. Thu:o., thc fact that differer~t people arr\vc at 
tnrough 85. Thus, the principie of icsuffi.der¡t r~'l~on has the disquieting different decisions to the same problem can be parily explained by their 

featun.: that Mbi!t a1 r dcfin;tions of Wiks m.:ty dicta te difkrent soluticns different subjective judgments as to the probabilíty distribution ove¡ thc 
to the same real problcm. states of nature. 

Evoiuotlon of Criterio 

Our ear~ier exa~t~nat.:on in Chapter fV of the criteria emp!oycrl in the 
range stoclong dectston p! oblem of tbis chapter showed that there are 
serious objections to each. Whik: the v<:rious criteria ha ve elernentc:; which 

~e havt! recognized in our own dec;sion-making processes, it se~;m un

h~d.v that we would he w:lEng t0 turi1 our deci-;ion making UHtkr uncer
tam~y ove\ to a clerk wi10 mechanica:ly used Hny one of the criteriu 
outlmed. 

.. ~~/..:, ~1::;sert that th:re p10bably is no snch thing as "complete ignorance" 
or absolute ur;certa!nty." Raiher, most of us would 0r couki be forced 

~::l att:ch pDbzbi1ities to the various stutcs :,f !l.aí.u:e in real decision voh
lcr_n_s, t:ven though the::e are hie,hly suojective and ba<;ed on frugmentarv 
:.!Vtdence. For example, in the ran~e stocking problem, even ~ ranche-r 
":'ith no previoL•s ex.pe~ien\.:~ in Calif•)rnia ís líkely w have some inf,Hma

nor.. a~out vario.us kinds of weather .-;onditions 'lnd feed supplies that he 
could !ormul~te 111tc subjective procabilities. Alternatively, he n 1izht con

sult an expenence.d rancher !o obtain inore definite information, rh:J.t is, 
:o se~rch fo_r a s~ltabie prior dist1 ibutiun. Another rancher \Vith experi

-:n:e JO Cah~o_r~Ia w~uld have sorne personal basis for establishing his 
p~lOr prvbc<btltttes. .)ome ranchers I::Jay attempt w anaiyze published 

hlstonc-al rainfnll 01 Wt:-:ther d:.:Jta te• supplement their personal t-xperience. 
In otl-)er words, as Horo""' !tz1 has statcd: 

., In a sense, therefore,_ a11d even though t~erP. ha·;e beeo no exp!i .. it :::roba
b,!lty ass.essm_en1~, thcre b st.:l ¡he suggi':SfiOI1 of sorne underllir.g subjo::ctivc 
probab!l,ty dlstr_1bu_t1on(s) ovcr the state~ of natur.::, for there is certa.n:y a 
pr~bc.~bd,ty of d1stnbul!on(s) over the stut,:~ of r:ature Jgamst wnich the de
C!Slon wou!d be nonoptimal; the latter tkt; ibuticn muó·t ha ve been JUd!!Qd un
hkely relat1ve to the sct of po~~:b!e alrernative distllbutions or a d~tTerent 
dec 1 ~1on woulu hav(! been rnadc Thu~ n 1s mdec:d qucst10nable whetber or not 
we can JU~tlfiably tre.Jt a'ly dec1~ion problem, particularly o.:~e that actualiy 
confronts us m the real world, as a problcr.1 'JI"lder uncertaínty. 

1 
lra Horowitz, An lmn•Juc:Io•l ro Quar.'IWt¡v,: :¡lnlnfS -<•wi· r'" l'~•·w Yo,t •, • .• :Gra·"-Hil:, !965), p. 99 . ~ · ·'·" -' ' · ·' · .v - ~ 

THE 5TOCKiNG PROBLEM WITH A PRIOR D!STRIBUTlON 

W e point<:d out above that it was highly unrca !istic to assume that a 
rancher has no idea of the probabi\ity distt;bution of range conditions. 
Even without prior evidence, the rancher would pcobably search for some 
information on which to form a prior dist.ribution. One source of such 

int'ormation is the California Crop and Livcstock f{..cporling Service, 
which has rcgular\y rcportt!d un imlex of mnge com.lition:-. as uf thc flrst of 
the month from 1922 to dale. This rcporl is wkicly circ\lh\tcd nmong 
ranchers; many have undo~lbtedly analyzed the historie~\ record at least 
iniormally to gain sorne idea of the variability of (angf: conditiom from N 

w y ea r to y ea r. 
These data are reported ín Tab\e 7 .4, by month, Jamw.ry through June, 

from :922 through 1965. Febru:ny through june is the period of year in 
which mo~t of the plant gwwth occurs. Afta June the plants dry out and 
remain essentially dormant until rams begin the foHuwing November Jf 

Decemba. Hence, the average range index over the February to J une 
period is a good rneasure of the lcvel of feed suppiy avaii?.ble for the en tire 
year. An average range condition of 78 was computed for the period 
February 1 to June 1 based on the 44 years of observations; this average 
was denncd as a "normal" feed supply. The index for this pcriod, ho\'1-
ever, ranged from a low of 50 i:1 1937 to a high oí 98 in 1927. The di:;tri
bution of range conditions was approximated by simply dividing the 

observations intc class intervals and ca!culat\ng direct\y the corresponding 
probabilities. Thus, six class intervals are defined in Table 7.5, with a 
descriptive name given to e:.\ch, as w,1s done ear!ier in Table 7 .l. As the 
reader can verify from counting observations in Table 7.4, "verj ?Oor" 
range conditions (index. <5'i) occurred in only 2 years out of 44, from 
which we estim~te the probability of this state to b.: 0.045. "Poor" range 
conditions (index 55 to 64) occurred in 5 years out of 44, or with a prob
abil!ty of 0.1 14. The otller probbilittes in Table 7.5 are calculated in like 
manner. 

T3cle 7,6 ¡::res.::nt<; tt:e "~'!!11·~ decision problern outlined in the ¡:;ít:vicus 
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TABLE 7.4 
INDEX OF MONTHLY RANGE CONDITIONS FOR THE 

SACRAMENTO VALLEY, CALIFORNIA 

_· 1 

Year 

1922 
1923 
1924 
1925 
1926 
1927 
1928 
1929 

1930 
1931 

1 

1932 
1933 
1934 

1 1935 
1936 1 

1 

!937 
1938 
1939 

1940 
1941 
1942 
1943 
1944 
1945 
1946 
1947 
1948 
1949 
- -- -
1950 
1951 
1952 
1953 
1954 
1955 
1956 
1957 1 

195Rc' 1 
1959-

960 1 
1 
1 961 

Jan. 

75 
96 
57 
84 
82 
95 
88 
80 

64 
55 
63 
55 
71 
94 
71 
45 
93 
74 

44 
86 
92 
81 
63 
91 
84 
71 
80 
65 
61 
92 
81 
76 
71 
73 
74 
66 
87 
63 

59 
81 

1962 73 
1963 1 90 
1964 1 86 190 84 

1 

Feb. 

66 
99 
46 
71 
71 
95 
86 
80 

72 
62 
63 
55 
86 
90 
85 
23 
95 
67 

62 
84 
84 
75 
64 
86 
81 
56 
65 
~ 

63 
88 
78 
81 
72 
69 
74 
60 
86 
74 

61 
80 
67 
68 
82 
82 

1 

1 

1 

Month 

Mar.¡ 

57 
94 
73 
94 
95 
96 
87 
74 

84 
77 
54 
50 
94 
96 
87 
32 
96 
53 

72 
88 
84 
81 
64 
84 
71 
72 
54 
d7 

74 
89 
81 
67 
76 
66 
74 
73 
89 
79 

68 
81 
78 
85 
75 
81 

1 

1 

1 

Apr. 

74 
65 
59 

105 
90 

102 
100 
76 

92 
76 
76 
63 
97 
96 
86 
58 
98 
58 

88 
92 
80 
90 
61 
87 
73 
84 
66 
7d 

82 
84 
72 
70 
86 
61 
71 
81 
88 
70 

77 
83 
81 
87 
72 
85 

1 

1 

' 

M ay 

73 
98 
42 

108 
97 

100 
98 
66 

89 
50 
73 
68 
88 

102 
88 
70 
99 
54 

96 
92 
91 
90 
60 
81 
79 
86 
86 
68 

83 
79 
85 
73 
93 
70 
79 
85 
88 
72 

79 
80 
77 
90 
68 
91 

! 
1 

June 

82 
98 
47 
95 
93 
96 
95 
63 

90 
52 
77 
63 
83 
99 
87 
68 
95 
56 

94 
97 
92 
84 
68 
79 
77 
79 
91 
67 

81 
85 
87 
82 
91 
78 
87 
88 
88 
68 

81 
83 
78 
92 
70 
88 

. 

1 

Average Range 
Condition, 

Feb, 1-June 1 

70 
91 
53 
95 
89 
98 
93 
72 

85 
63 
69 
60 
90 
97 
87 
50 
97 
58 

82 
91 
86 
84 
63 
83 
76 
75 
72 
60 

77 
85 
81 
75 
84 
69 
77 
77 
88 
73 

73 
'81 

76 
84 
73 o 
85 
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section, with six actions (herd sizes)2 and six states (range conditions). 
There is now, however, the significant additional information represented 
by the long-run (prior) probabilities of each of the six states of nature 
P(8). We are no longer in a situation of complete ignorance, but rather 
one of risk. By multiplying the payoff for each action by the corresponding 
probability and summing, we find the expected monetary. value for each 

TABLE 7.5 
CALCULATION OF PRIOR PROBABILITIES OF RANGE 

CONDITIONS, SACRAJ\;IENTO V ALLEY, CALIFORNIA 

Sta tes of Nature: 
Average Range Conditions, 

February 1-June 1 (8,) 

Rnngc Indcx Numhcr of Prior 
Dcscri pt ion Intl•rvnl Ycurs Oh~crvcd·• Pruhnhllllll'S 

-~------- ---------- -- --- ~---

01 Vcry poor Lt:~~ thun 55 2 0.045 
82 Poor 55 to 64 5 0.114 
83 Fatr 65 to 74 8 0.182 
04 Normal 75 to 84 14 0.318 
o. Good 85 to 94 11 0.250 
Be Excellent 95 or over 4 0.091 

- --
TOTAL - 44 1.000 

a From Table 7 4. 

action. For example, the expected monetary va1ue of action a6 is $1,850, 
calculated as follows: 

(- 14,930)(0.045) + (- 8,860)(0.114) + (- 2,800)(0.182) 
+ (2,020)(0.318) + (8,51 0)(0.250) + (13,930)(0.091) = 1,850. 

Action a 5 (stock 415 head) provides the maximum expected monetary value 
of $3,950. Under the assumptions outlined earlier, a linear uti1ity function 
and subjective probabtlities equa1 to the empirical probabilities of Table 
7.5, we can say unequivocally that action aó (415 head) is the optimum 
stocking rate. In other words, it pays to stock the range at a rate corre
sponding to "good" conditions, knowing that conditions this favorable (or 
better) will probably occur about J-.3 of the time. While action a5 will 

2 In thr:, pMl!Cu!ar CJ)e, each of the c~ctron<; (sc~y a,) was defined as the maxmlUm stze of 
cow herd thc~t can h~ mallltdtnLd by opt1rrhllly aiiLK<~linl: the feed supply for the corresponJ111g 
range concl1tron (8,), a<;;,umrng no ,uppkmentJI feed t> purcha;,ed for c,lttk on rc~nge Thu;,, tho:: 
actron, were ddincd b)' sol' rng "x r<~thd srm~k lrneJr progrdmm1ng prohlem;, rnvolvrng optt-

ü allocauon of teed :,uppl1es undcr grven rc~nge condrllons The olf-dldgonul pa1,r-<i~ ulso 
cnt lrneM progrJmmrng :,olut1ons _Thc¡ show how uctton a, ts adju>ted to >ld~ wtlh 

mrnrmum loss (or mo.~xrmum profit) ' 
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App!tC'a..-íOns m Agnculture I () 
involve buying supplemental feed in approximately % of the years, the 
opportunities foregone by understocking are even more costly. lt is signi
ficant to note that in the previous section, where we assumed complete 
ignorance, none of the criteria selected aó as optimal. 

In sorne cases the problem is more complicated than suggested here. 
For example, the rancher might stock cows for below average range condi
tions and buy additional stocker animals to graze for a short period if 
above average feed suppltes materialize. 3 

For the rancher who wishes to reevaluate the above problem using his 
own subjective probabiltties, it is necessary to substitute these probabilities 
for the empirical probabilities, then recalculate the expected monetary 
values. For the rancher whose utility function is nonlinear, a different 
complexity anses. lf we knew his utility function, we could simply evalu
ate the utility numbers corresponding to the various gains and losses, sub
stitute thc utility numbcrs for incomes in Table 7.6, und maximize expccted 
utility rather than exrected monetary value. 1-lowt.:vcr, il' no utility func· 
tion is avatlable, we could make a rough check on whether the rancher's 
utility function is linear over the relevant range. We might suggest that 
he ask himself severa! questions, such as: 

"Is my financtal posttlon such that I can take the long-run view of this prob
\em, that ts, that thmgs 'wlll average out'?" 

"Even ¡f my financia! posit10n is such that I can afford to take the long-run 
v1ew, does a bad year particularly worry me?" 

"Is my financia! pos1tion such that losses of the order wh1ch could occur in 
th1s dec1sion problem would adversely affect my abii1ty to stay m business?" 

Affirmative answers to questions like these suggest that the rancher's 
underlying utility function is not linear over this range. A more rigorous 
check on the linearity of the utility function is the test proposed in Chapter 
III: P1ck two dollar values that span the outcomes in the actual problem 
(for example, -$15,000 and $15,000 in our case). Fmd if the producer is 
indifferent between the average of these two values ($0) for certain ora 
contract tnvol\'ing the two extremes values with probability 0.5 each. If 
the answer to this question is "no," we need to proceed by the methods of 
Chapter lll to the derivation of the utility function . 

One advantage of presenting decision problems in the framework simi
lar to that of Table 7 6 is thJt it forces the decision maker to focus on the 
aspects of nsk inherent in the problem. Most research studies make 

' For redder> lntere,ted m these more complex ca>es, see G W Dean, A J Fmch, and 
1 A Peut, Jr, Econonzrc Stralt'gres for Foo¡/11/1 Beef Ca11/e Ranclrers, California Agncultur.tl 
Expenment Stauon Bulleun 824 (June, \966) 
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recommendations based on single valued estimates, which do not allow 
the decision maker any flexibility to adjust to the risk in the situation. 

THE STOCKING PROBLEM WITH A POSTERIOR DISTRIBUTION 

We now turn to the case in which additional informatwn is used in 
attempting to predict the state of nature (range condition) that will occur 
in a specific decision period. In particular, we will be interested in show
ing how sorne observation, experiment, or other forecasting device will 
allow the decision maker to spy on the state of na tu re. If the state of na
ture could be predicted prior to the decision with a high degree of accu
racy, decisions could then be adjusted to the conditions expected and, 
over time, the value of gains increased. Formally, as explained in Chapter 
V, we will estímate posterior probabilities P(O,\Z) where Z represents a set 
of preuictors, z,, andO, represcnts statcs of nature. These posterior prob
abiltttes can then be used to derive the action that maximizes expected 
value, given the z, observed prior toa particular decision. An optimum 
action can thus be derived for any observed value of Z¡. This set of actions 
was called the Bayesian strategy; it is a complete set of rules that tells the 
decision maker how to act in response to any observed conditions z~. 
The expected value of gains using the Bayesian strategy, that is, the data 
problem, can be compared wtth the expected value of gatns using the 
opttmal action from using the prior probabilities, that is, the no-data prob
lem. The mcrease m expected value from employing posterior rather than 
prior probabilities is a measure of the usefulness of the predicting device 
employed. This gain we have called the value of the experiment in 
Chapter V. 

To illustrate the concepts involved in problems employing posterior 
rli~t~:!_·~::ivll::., let us turn to a variation of the stocking rate problem on 

California range land. Instead of a year-around cow-calf operation, we 
now consider another typical kind of operation of a more seasonal nature, 
where stocker cattle are purcha::,ed in early winter (during January) and 
sold in early summer (around July !). Thus, the cattle are on the range 
only during the green forage period of the year, and stocking r;_J.tes can be 
varied eastly from year to year depending on the outlook for range con
dttions. The payofTs for six alternative stocking rates for this type of 
operat10n are shown in Table 7.7. Using the sarne prior probability distri
button of range conditions derived in the prevtous section (Table 7.5), the 
opttmun¡ ~toc\...rng ratc: for the no-data problern ts shown to be action a

1 
(1,345 head) 

By JaÜy, when the steers are purchased, the operator,wtll have sorne 
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idea of whether range conditions during the spring are likely to be rela
tive\y favorable or unfavorable, that is, an opinion based on rainfall, tem
perature, and range conditions up to that date The operator might use 
the observed range conditions in January as a pred1ctor or indicator ofthe , 
true range condition during the subsequent spring grazing period. Casual 
observatwn suggests that favorable spring graztng conditions tend to fol
low favorable conditions early in the season, and vice versa. This casual 
observation can be made more explicit and useful by judicious analysis of 
the data presented in Table 7.4. From these data, a table like Table 7.8 
can be constructed that shows the conditional probabilities P(ZIB), that is, 
the probabilitles of observing a parttcular range condition m January i 

given that the true spring season range condition is 8,. With these condi
tional probabilittes and his own subjective prior probabilities, we could 
compute the operator's posterior distribution over the states of nature 
using Bayes' formula. 

The data from Table 7.4 are summanzed on the left side of Table 7.8 
and converted to the conditional probabilities, P(Z!O), on the right side. 
To illustrate how these probabilit1es are calculated and interpreted, con
sider the second row of Table 7.8. We notice that three out of five years 
when the spring range conditions were poor, the January rangecondition 
was also poor, thus the probability of obsaving z~ when 82 is the true state 
is% = 0.600. Two years out of the five years when the spring range con
dttions were poor, the January condttion was fair, which gives P(z3l82) = 

0.400. The other values in the tableare obtained in the same manner. The 
conditional probabilities sum to 1.0 by rows. 

The calculations required to obtain a posterior distribution of thé 
_.";'rifl'! :-~,-·e;::: ~ona:,:u:1:; ~·sing Bayes' formula are now shown. The condi
tional probabtlities of Table 7.8 are reproduced m part A of Table 7.9 
along with the ranch manager's prior probab1hty distribution which, for 
the sake of convenience, we have taken to be the one derived in Table 
7.5. Parts B and C ofTable 7.9 are derived directly from the two distribu
tions in partA. Part B shows the joint probabil!t1es of the various combi
nations of () and Z obtained by multiplying P(ZiB) P(8). For example, 
part A of Table 7.9 shows that the probab1l!ty of obsaving z4 when the 
true range condition is ()6 is P(z4!86) = 0.250. The probability of 86 is 
P(8B) = 0.091. Hence, the joint probability of observing z4 and state () 6 is 

P(z4!86) P(86) = (0.250) (0.091) = 0.023, 

as shown in row 8e, column z4 of part B. The other cells of part B are 
derived simdarly, by multiplying the cond1tlon,d prob.ibil1t1es P(Z:,8) in 
each row of partA by the P(8) for that row. Summing the probabtl1t1es 111 
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l each column of part B gives P(Z), that is, the probability P(Z) is given by 
l 6 

1 P(Z) = P(ZIB¡) P(B¡) + P(ZIB2) P(82) + · · · + P(Z!Bs) = ~ P(ZIB,) P(B,). The 
i 8-, 

final section e of Table 7.9 shows the calculation of the posterior dis
tribution P(B!Z) from the components of Bayes' formula given in section 
B. That is, P(BIZ) = P(B) P(ZiB) + P(Z). Speciflcally, the joint probabili
ties P(B) P(ZjB) in part B are divided by the marginal probability P(Z) at the 
bottom of each column to provide the posterior distríbution P(BIZ) in part 
C. For example, P(81) P(z¡l81) = 0.022 in row 1, column l, part B. P(z¡) = 
0.045 at the bottom of column 1, part B. The posterior probability P(O¡IZ¡) 
in row 1, column 1, parte is then P(81) P(zd81) + P(z1) = 0.022 + 0.045 = 
0.500. 

The posterior distributions given in part e of Table 7.9 could be ob
tained directly from the data in Table 7.8. 1f instead of dividing each 
ckm~nl in n row by thc row totu1, w~ dividt:d cnch ekm~nl in 11 cohamn hy 
the column totnl, we would obtnin tht! pl)Stl:tior proh11hilitk~ di!L·~o:tly. 
For ~xamph:, =~ Wt\S obst:rvt:J in 1 1 yt:nrs. following n =l, ~tllll.:'i 0.1, úh v~, 
and Ba occurred 3, 5, 2, and 1 years, respectivdy. 1-lence, P(OJI=,) = ;' tl = 

0.273, P(81/z1) = )f 1 = 0.454, P(Bólz1) = Ji 1 = 0.182, and P(Oslz~) = 3-f 1 = 
0.091. These probabilities appear in the column headed z~ in part e of 
Table 7.9. The other values in part C of Table 7.9 cou1d be obtained 

1 simtlarly. 

Although the direct method is a more convenient way of obtaining the 
posterior probabiltties, it has the distinct disadvantage that it incorporales 
the prior distribution given by the same data. Thus, a ranch manager 
would ha ve no way of modifying these posterior probabilities to conform 
to his own subjective prior probabilities if he believed that the prior distri
bution provided by the data did not describe his situation. The condi
tional probabilities P(Zi8) can be used with any prior distribution whatever 
m Bayes' formula to obtain the posterior probabilities. lt is for this reason 

1 that it would be more useful to decision makers to have experimenta\ re
sults summarized in the form of conditional probabilities P(Z\8) than in the 
posterior probability form of P(8~Z). This conc\usion is made more vivid 
when one considers the situation in which the decision maker is physically 
removed from the experimenter or analyst, as is frequently the case in 
agriculture where the manager is far removed from his sources of informa
tion, such as the agriculturat e'<.periment station_ 

Obtaining the Bayesian Strategy 

Tahle 7.10 summarizes the calculations involved in deriving/~y Baye
'Ün strategy using the rosterior nrobabilities deriveJ in Table~'r-A. The 
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upper left-hand portian of Table 7 .lO repeats the payo~-Table 7.7, while 
the upper right-hand portian gives the posterior probabilities. The fi_rst 
step is to derive the expected net income for each action, assuming a par
ticular zk observation. For example, suppose z1 is observed. Gtven a Zt 

observation (very poor range conditions m January), there is, according 
to the postenor probabilities P(Biz 1), a 0.500 probability that 81 (very poor 

1 
spring range conditions) w1ll ensue and also a 0.500 probability that e~ 
(normal spring range conditions) will follow. Thus, we calculate the 
expected value of each of the actions when z1 is observed. For action a¡, 

for example, this is (-$3,691)(0.500) + (-$1,807)(0.500) = -$.2,749. 
For action a~ it is ( -$5,585)(0.500) + ($1,569)(0.500) = -$2,008. These 
values and those calculated for a 3 through a 6 are given in the first row ofthe 
lower section of Table 7.10. Thus, given a z1 observation, action a~ gives 
the greatest expected net income (- $615). 

Given an observatlon of z~ the probabilities P(Biz2) are applied to the 
original payull' tabk, r~~ulting i11 c:\pcl:lcd vnlucs shown in lh~.: sc<.:ond row 
of the lower ~ection u!' Tuhk 7.10. Given un observatinn u!'::. nclion al 
provides maximum expected net income ($1,100). Optimum nctiuns cun 
be derived in a similar manner following each of the other observed values 
of z ~... It is seen that the Bayesian strategy is (a~, aJ, a4, a4, a;,, a5). In other 
words, the optimum strategy ts: 

When very poor range condttions are observed in January, stock 1,345 head 
When poor range cond1t1ons are observed m January, stock 1,177 head. 
When fwr or normal range condtt10ns are observed m January, stock 1,345 

head. 
When good range conditions are observed in January, stock 1,51 J head. 
When exce!lent range cond!t!Ons are observed m January, stock 1,681 head. 

While the strategy appears generally quite sensible, the careful reader 
will note the anomaly of "very poor" range conditions in January leading 
toa larger stocking rate than when "poor" range conditions are observed· 
Thts point is examined in more detatllater in this chapter under the head
ing "Comments on the Adequacy of the Data." 

The Bayesian Strategy with Different Prior DistrilJntions. 
Suppose the manager is willing to accept the conditional relationship P(Z[8) 
between range condit10ns on January l and subsequent spring range condi
tions. However, suppose he believes that the past 44 years of observed 
range condtllons have been gencrally more favorable than will be the case 
in the future. Hence, he forms hts own subjective prior distnbution 
P'(8) inJependently from the range data observed in the past. Suppose he 
adopts a prior dtstnbution as shown in the upper part of Table 7.11. 
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This distrilbution is considerably more pessimistic than the prior distribu
tion P(B) actually observed over the past 44 years (shown in the right-hand 
column on Table 7 .9). Using the new prior distribution P'(B) and the 
conditiona'l distribution P(ZiB) in Table 7.9, a different set of posterior 
probabilitib P'(B!Z) are calculated using Bayes' formula and presented in 
the upper part of Tab!e 7 .! !. Applying these posterior probabilities to the 
payoffs (upper Ieft-hand portian of Table 7.10), we arrive at the Bayes' 
strategy (~

1

¡, a3, a3, a3, a., a5). Not surprisingly thts is a more conservative 
strategy tnan the previous strategy (a,, aJ, a4, a4, as, a5). 

Suppdse another manager adopts an optimisttc subjective pnor dis-
1 

mbution P"(B) shown in the lower part of Tab!e 7.11. Again, working 
through Bayes' formula to obtain the new set of posterior probabiltties 
P"(B!Z) sHown in the Iower part of Table 7.11 and applying them to the 
payoffs orJTa.b!e 7 .! O, the Bayesian strategy (a,, a4, a,, a4, as, a

6
) is obtained. 

Because df the more optimistic prior distribution P"(B), this strategy is 
somewha~ !ess conservative than the original Bayesian strategy. 

These: examples demonstrate the way in which subjective prior prob
abtltty cah be incorporated with experimental conditional probabiltties in 
dectston I~aking. The results demonstrate the sensittvity of the opttmal 
strategy tb the part1cular subJect1ve prior distribution specified. Further
;:nore, thc!fact that operators employ dd'ferent strategies in actual situations 

1 

mtght be 1explained by their use of different subJecttve prior distribut10ns, 
even though they are constdenng the same act10ns, states, and payoffs and 
employin

1

g the same source of tnformation as summarized in the condi
tional pr¿babilities P(ZIB). 

1 

Con~ments on the Adequacy of the Data. The reader may raise 
a questioh conCf'!!:!f1[; th~ relatively high stocking rate following a z

1 
obser

-.<!.:,:"t ut/Lne-inittal Bayesian strategy (aJ, a3, a
4

, a
4

, a
5
, a

6
). Examination of 

data in T~ble 7.8 incltcates the so urce of this questionable result: There are 
only twoiz1 observations over the 44 years, and one of these occurred in a 
year in which normal spnng range condttions (8~) ensued. Wtth only two 
observatlons, the probabilities P(Biz1) are likely to be misleading; likewtse, 
P(8\z") mhy also be misleadtng since z6 occurred only twice in the 44 years. 
ln the ldtter case, however, they occurred for 8s and 8

6
, which is more 

• 1 

tntutttvel'y reasonable. A manager confronted 'With the experimental 
ptobc~nilittes P(!J:::,) would ltkely revt~e the P(Olz

1
) distribution b.1.;;ed on 

1 

expet ten<¡:e anJ tntuitton. For example, tf he substttuted subJeCttve prob
abdittes pf P(01iz1) = 0.5 and P(82[z1) = 0.5 for those shown, the Bayesian 
strategy wou!d be (a 2, a3, a~, a4, as, a

6
). o 

The ove adjustment in the P(8!z 1) dtstribution inuicates the im-o 
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portance of subjective knowledge even in the derivation of conditional 
probabilities P(Z!8). Even after all the empírica! evidence available is 
accumulated, there may be inadequacies in the data that will require re
vision of the empírica! probabilities. The~e inadequacies may arise 
because of an insufficient number of observations or from errors and 
biases in reporting. For example, different people have been involved 
over the years in reporting and making estimates of indices and may not 
have been entirely consistent in their ratings. Also, in the case of P(B!z1) 

and P(8\z6), too few observations were a vailable In sorne critica! ce lis. 
Thus, an intelligent manager is not likely to use the probabilities me
chanically. Instead, he wtll peruse them carefully and rnake any adjust
ments he feels necessary in order to bring them in line wtth his own 
subJeCttve evaluation. He is not bound to accept the data uncritically, 
particttlar!y when there are compel!Ing reasons, such as those mentioned 
above, for suspecting that the data are inadequate. 

The researcher or analyst whose job it is to make recommendations to 
decis1on makers based on inadequate data is faced with a somewhat 
dtfferent problem. He cannot Simply subst1tute his own subjective prob
abi!Ities inro the problem where he thinks neces'>ary and present this as, 
objective information to his audience. There are procedures available to 
the analyst for handling analytical problerns of th1s type, such as "srnooth
ing" procedures that involve fitting continuous functions to the data. 
Such procedures will be used tn later chapters. 

Va'~~:' .-.__:- :: .• p~riment. What is it worth to consider addit10nal 
· tñtormation of the type used here in attempting to fit stocking rates to 

range conditions? One way of arriving at the potential worth of addi
tional information is to suppose that we hada forecasting device for range 
conditions which was perfectly accurate, so that the true state of nature, 
8, would always be known at decision time. In this case the P(B,IZ) values 
of Table 7.1 O would be 1 's down the diagonal and O's elsewhere, that is, 
the t1ue states would be perfectly predicted by the z~.. values. Thus, when 
Zt is obse1 ved 81 is predicted with certamty, and action a1 is taken since 1t 
maximi¿es the payoff for that state. Likewise, z2 predicts 82 without error 
and a~ IS selected, and similarly for the other observatlons and states. 
Therefore, the expected value obtainecl, if a perfect predictor were avatl
able, IS $7,691 as shown in Tab!e 7.10. Th1s value is comp:1red w!th the 
expectecl value of the no-data problem, $5,274, obtained earlier in Table 
7.7. Therefore, the value of a perfect predictor 1s $7,~91 - $5,274 = 

$2,417. One Wf!Y of wterpreting this figure 1s to say that $2,417 is the 
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1 
¡ 

upper limit on the cost that should be expended in obtaining added infor

mation to predict the true state of nature. 
It is also possible to calcula te the value of the data actually used ~J.anu

ary range conditions) as a predictor of the t~ue spring range condtl!ons. 
This value can be calculated using the solut10n to the data problem .by 
weighting the expected net income of the actions making up the Bayes¡an 
strategy with the frequencies from the P(Z) distribution. Hence, the 
weighted average return of the optimal strategy is $5,992 (expected net 
income from z predictor line in Table 7.1 0). Thus, the "value" of ~ur 
simple z predictor is $5,992 - 5).5,:"7-+ ~ $7!3. Since this observatwn 
can be made at essentially no cost, it clearly should be used. However, 
the difference between the value of our predictor ($718) and the value of a 
perfect predictor ($2,417) suggests that it rnight be worthwhile to explore 
other and perhaps more sophisticated predicting devices. 

SUMMARY 

In this chapter we have examined a realistic, straightforward appli
cation of decision theory lo the agricultura! decision-making problem of 
range stocking rates for beef cattle under uncertainty. Initially, we made 
the unrealistic assurnption that the decision must be made in a framework 
of complete ignorance (no prior distribution). We examined a n~mber 
of possible decision criteria in this situation and found each to be senously 
lacking when examined from a theoretical.point of view. In fact, each of 
these criteria can be thought of as a special case of maximizing expected 
value in which the prior probability distribution is pre-specified in a very 
restricted way (for example, the maximax criterion implies a probability 
of 1.0 for the most favorable state of nature and zero for all others). 

We therefore turned to examination of the range stocking problem in 
the more general framework of expected value maximization (of money or 
utility) to be used for the remainder of the empírica! applications in this 
book. In these cases, the decision-maker forms objective or subjective 
probabilities rather than implicitly accepting a pre-spec~fied "rule". ~egar?
ing probabilities. In the range stocking problem a pn~r pr.obabllity d!S
tribution of range conditions was developed from htstoncal data, al
though it is recognized that individual ranchers might legitimately modify 
these probabilities either subject1vely or on the basis o~ ~ore deta!led 
informcttion or records regarding their own ranch condltions. On the 
basi5 of these probabilities the action that rnaximized expected monetary 
value (expected net income) was selected as the optimal decision. 

w 
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We then examin:d a case in which the stocking rate decision could be 
realistically changed .'rom year to year depending on a forecast of weather 
conditions. An elerr ~ntary forecasting device of simply observing actual 
range condit10ns (Z) prior to the decision point was examined. Condi
tional probabilities, P(ZIB), were derived from historicat data and Bayes 
rule used to derive an optimal decision strategy for a given prior distribu
tion. The expected mDnetary value (net income) from using the forecasting 
device (data problem) was compared w1th that from not using a fore
casting dev1ce (no-data problem) to determine the value of the experiment 
or the value of the forecast. For the given problem the value of the fore
cast turned out to be about $720 per year. A "perfect" predictor would 
increase expected net income by about $2,400 per year. Therefore, a 
useful line of research would appear to be a search for predicting devices 
of greater accuracy. 

It has been the authors' experience that the simple concepts of decision 
theory can be explained to and understood by ranchers. We have founcl 
.that a simple decision framework often helps clarify issues that are often 
vague: witllout such a systematic approach. A typical statement by 
ranchers is that their decisions are "just a wild gamble" or "pure guess
work." On closer examination, however, it IS usually found that they are 
using sorne elements of a decision framework. We believe that decisions 
can be improved by making this framework more explicit. 

ln the next chapter we turn to somewhat more complex applications of 
decis1on theory in agriculture. 
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DIRECTORio· DE ASI:.,TENTES AL CURSO::APROVECHAMIENTOS HIDRAULICOS 
DE~~4 AL 25 DE· NOVIEMBRE DE 1977 

1 ' 

NOMBRE' Y DIRECCION 

1.- ING. ENRIQUE ALBARRAN AGUILAR 
Rafael Buelna No: 35 
Col. D. Carmona 
tvíéxico 9, D.F. 
Tel. 789-30-69 

2.- ING. JAVIER LUIS ALTAMIRANO MARQUEZ 
Mi'guel Domfnguez No. 12-Altos · 
C o 1 • M o re 1 o·s 
México 1, D.F. 
Te 1. 789-22..:03 

3.- ING. DAMASO ANAYA GUERRERO 
Sur 67 No. 3124 
Col. 'Viaducto Piedaa 
Mé x i e o 1 3 , O ', F • 
Te 1 • 53 8-06-3 9 

EMPRESA .y· DI RECCI ON· 

'\ s· A··. ~R- H-· 
• • • e O 

r; 

Reforma No. 69 
Col. Centro 
Méx i e o-. 1 :,' O. F. 
Te 1 • · · ·' 

S • 'A • R •· 'H • 
Re fo r-r.;,a- No·: 6 9 
Col. Centro '· 
Méx i co 1 , D • F. 
Te 1. 535-25-25 

S • A .'R. H.. . 
Reforma'·~No. ·69-7o. Pi so 
Col. Centro ' 
Mé x i e o 1 ~ O • F-. 
Te 1 • 5 3' 5 - 71 - 4·4 

S. A. R. H • 4 • - 1 N G • V 1 CE N TE .CASTAÑEO A PE Ñ A 
Educación Pab~ica·No~ 70. . ,-:' ·.'Re-forma No". 6'9-4o. Pi so 
Co 1 • - Fe de rá 1 .-:· · 
Méx i e o 9, O. F. 
Tel. 571-65-74 

5.- ING. HECTOR CASTILLO GUTIERREZ 
Asia No. 60/ 

~--

Col. Romero Rubio 
Mé x re o 9 , o· . F • 
Te 1 • 

FIS. TOMAS ERNESTO CHAVEZ RAMIREZ 
Rotograbados No,. 205 , 
Col. 20 de ·Noviembre 
Mé x i e o 2 , · D • ~ • · 
Te 1 • 526- 99-96· 

7.- M. en 1. GERMAN E. FIGUEROA VEGA 
La Loma No. 13 
Co 1 • San Ange ri n 
México 20, D.F. 
Tel. 548-75-11 

, ,. 1 .. 

co 1 •. tenN-:o 
Mé x i e o 1 , O • f . 
Tel. 553-25-25· 

COMISION DE AGUAS DEL 
VALLE DE MEXICO 
·Ba 1 de ras No. 55 
Cól. Ce'ritro 
Tel. 585-5Q-66 Ext. 315 

S. A. R. H. 
Reforma No. 107-1er. Piso 

·.· ··co·l. ·-s·rí. ·'Ffafa.el 
' ·Mé'x i G o 4 , O • F . · · 

Tel. 566-:0?-88· 

., 

COMISION DE AGUAS DEL 
VALLE DE MEXICO 

· .. : ·· B a '1 de r a s N o • 5 5 - 2 o • P i so 
Col.· ·centro 
Méx i e o 1 , O. F. 
Tel. 510-09-87 "'=·' 
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NOMBRE Y DIRECCION 

8.- ING. FIDEL FLORES GARCIA 
Héroes de 1810 
Co 1. Tacubaya 
Mé >< i e o 1 8 , O • F • 
Tel. 516-36-70 

9.- ING. JUAN PABLO GARCIA MORALES 
Medel lln No. 229-4 
Col. Roma 
Mé x i e o 7 , D • F • 

10.- ING. RODOLFO GRANADOS AGUILAR 
e a 1 1 e 7 No. 96 
Col. Pantitlan 
Mé x i e o 9 , D • F • 
Tel. 572-47-22 

11.- ING. SANTIAGO HERNANDEZ CARDENAS 
Dr. Lucio No. 103 Edif. B-10-2 
Depto 104 
Col. Doctores 
f'-1é X i e o 7 , 0 • F • 
Tel. 566-49-38 

12.- ING. SALVADOR HERNANDEZ RAMIREZ 
1 nsurgentes Cento No. 119-A 
Col. San Rafael 
México 4, D.F. 
Te 1. 591 -1 9-65 

13.- LIC. JUAN ARMANDO !BARRA TORRES 
Jacarandas Lote 26 Manzana 3 lnt. 2 
Col. las AguiJas 
Mé x i e o 2 O , O • F • 
Tel. 566-33-80 

14.- SR. GABINO GASPAR MONTERROSA REYES 
Sara toga No. 1017-204 
Col. Portales 
México 13, D.F. 
Tel. 539-72-23 

o 
EMPRESA Y DIRECCION 

S. A. R. H. 
Reforma No. 69 
Col. Centro 
México 1, D.F. 
Tel. 535-25-25 

S. A. R. H. 
Reforma No. 1 07-1er. Pi so 
Col. Sn. Rafael" 
Mé x i e o lf , O • F • 
Tel. 566-06-88 

ESC. SUPERIOR DE INGENIERIA 
Y ARQUITECTURA 
Unidad Profesional Zacatenco 
Col. Lindavista 
Méx i e o 1 4, O. F. 
Tel. 586-54-70 

S. A. R. H. 
o 

Plaza de la República #31-2 P. 
Col. Centro 
Mé x i e o 1 , O • F • 
Tel. 566-49-38 

S. A. R. H. 
La Fragua No. 45-9o. Piso 
Col. Centro 
México 1 , O. F. 
Te 1 • 

S. A. R. H. 
Viena No. 20 
Col. Juárez 
Mé X i e o 6 , O • F • 
Te 1. 

S.A.R. H. 
Reforma No. 1 O 7-1 e r, Pi so 
Col. Sn. Rafael 
México 4, D.F. 
Tel. 566-95-58 
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DIRECTORIO DE ASISTENTES.AL. CURSO: APROVECHAMIENTOS HIORAULICOS 

"·.; "~DEL::l4 1\L 25·:DE. NOVIEMBRE,OE,~1977'-
' 1 

.' \ '• t' ...._, • • ••• 
~"'. - ,.__ .. 

NOMBRE Y DIRECCION 
,t,. ' 

ING. ANTELMO MORALES-PEREZ 
'Insurgentes Cen.tro-.No. 60-9 
Co 1 • T a baca 1 era ' 
Mé x i e o 4 , . O • · F • · · . 
Tel. 54~--74-75 

• 'f r 

EMPRESA-·.Y .Di'RECCI ON 

S;. ·A.. R. H .. 
Pfáza:cje la· Repúb.lica 31-7o. 
Col. Tabacalera 
Mé x i e o -4 , : O • P .• 
Tel. 566-87-49 

16.- L LC. JUAN CARLOS PEREZ CASTAÑEDA 
·Chosi'éa No; ·662 

. .S • , A • R • H • 
' \{ f é -~a N o • 2 O 

1 7.-

1 8.-

C o 1 • L i n d av i s t a 
Mé x i e o 1 4 , O • F : 
Tel. 586-57~09 

ING. LUIS ORTIZ VILLANUEVA 
Fi lomeno Mat'a No. 50 . 
Quere,taro, Qro. · 
Tel. 

Col. Juárez 
México 6,' D.F. 
Tel. 535-66-80 

S • .A. R. H. 
cC:>l ón. No- -2-. . ' 

Que reta r.o '" Qr.o. 
Tel. 4-03-59 y 4-08-83 

S. A. R. H. o ING. RAMON PEREZ VARGAS 
Calle Unión No. 105 
Co 1 •. La Cruz .. 

Reforma No. 10]-1er~ Piso 
> ' .. t 6' 1 • e é n t ro . - e • 

) Méx i e o 8, ··o. F'~ _- · , ... 
Tel. 657-29:-01 ·· . . 

-' 1 ' 

19.- ING. JOSE RAMON RODRIGUEZ A. 
Playa Caleta No. 268 
Col. Reforma lxtacihuatl 
Mé X i co 1 3 ' o . F • 
Tel. 590-90-?1. 

20.- ING. PASCUAL RAMOS BLANCO 
Edo. Co 1 i ma No. 82-3 

21 • -

o 

:Co.l • P rovi denc i a 
M~x i e o 1 4 , O • F • 
Te 1. 

ING. RAUL RIOS SANCHEZ 
Leandro Val le Na. 24-24 
Col·. Centro 
México 1 , O. F. 

~·.: "Mé'x i e o 1, ·o~ f. 
Te 1. 566-93 .... 58 

~. - . ~ ) ' 

S. A. R. H. 
Reforma No. 46 
México, D.F. 
Tel.-591:..oo-41 

COMISION DEL PLAN NACIONAL 
HIDRAULICO 
Tep.ic; .. No. 40., ·. 
c6 r. 'Roma · . , . .. . 
Méx i e o 7, .D .. ' F .• ,'._. 
Tel. 5 74-4'9-.43 ~ 

'•, ' 

COMISION DEL RIO BALSAS 
Río. Churubusco No. 650 
Co'l'. "'ÁéuJco.~ 
M~ x ,i' e o. .,. 3 ,, 0 ._ F • 
Tel: 657-1o-oo 
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DIRECTORIO DE ASISTE~TES AL CURSO: APROVECHAMIENTOS HIDRAULICOS 
DEL 1~ AL 25 DE NOVIEMBRE DE 1977 

NOMBRE Y DIRECCI ON 

22.- ING. ENRIQUE ALFONSO ROMERO CERVANTES 
Membrillo No. 276 
C o l . S t a . M a r i a 
Mé x i e o 1 6 , O • F • 
Tel. 5563-3-56 

23.- ING. ABOlAS ROMO SANTOS 
Calle California Lote 36 Manz. 29 
Col . Nva. Ros i ta 
Mé x i e o , O • F • 
Te 1 • 

24.- MODESTO ELlAS SANCHEZ DIAZ 
Poza Rica No. 135 
Col. Petrolera 
Mé x i e o 1 6 , 0 • F • 
Tel. 561-80-19 

25.- ING. MARIO SANCHEZ GUTIERREZ P. 
Unidad Residencial Morelos Edif. B-12 4 
Dep to. 403 
Col. Doctores 
México 7, O. F. 
Tel.· 578-47-99 

26.- 1 NG. MAR 1 O SANCHEZ LARA 
Norte 81 No. 412 
Col. Electricistas 
México 16, D.F. 
Te l . 

27.- 1 NG. FERNANDO SANDOVAL MUÑOZ 
Tarascas No. 24 
Col. Satélite 
E do . de Mé x i e o 
Tel. 560-60-72 

28.- ING. FRANCISCO SANDOVAL PADILLA 
Santander No. 76 
Col. Sn. Rafael Azcapotzalco 
Mé x i e o 1 6 , 0 • F • 
Tel. 561-68-84 

EMPRESA Y DIRECCION 

S. A. R. H. 
Reforma No. 35 
Col. Centro 
Mé x i e o 1 , O • F • 
Tel. 592-33-24 

COMISION DEL PLA~ NACIONAL 
HIDRAULICO 
Tepic No. 40 
México 7, D.F. 
T~l. 574-14-98 

S. A. R. H. 
Reforma No. 69-4o. Piso 
Col. Centro 
Mé x i e o 1 , O • F • 
Tel. 535-25-25 

S. A. R. H. 
Reforma No. 51-15 Piso 
Col. Sn. Rafael 
México 4, D.F. 
Tel. 566-97-92 

S. A. R. H. 
Reforma 69-7o. Piso 
Col. Centro 
Mé x i e o 1 , O • F • 
Tel. 566-45-25 

COMI SI ON DEL RIO BALSAS 
Av. Río Churubusco No. 650 
México, D.F. 
Tel. 657-10-00 

COMISION DE AGUAS DEL VALLE 
DE MEXICO 

o 

o 

Balderas No. 55-204 Q 
Col. Centro 
Te l • 51 O- 02-94 
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DIRECTORIO DE AS~STE~TES AL CURSO: APROVECHAMIENTOS HIDRAULICOS 
DEL 14 AL 25 DE NOVIEMBRE DE 1977 

o~ 

. 
29.- ING. GENARO TORRES TABOADA 

Atener Salas No. 102-B 
Col. Narvarte 
México 12, D.F. 

'Tel. 538-86-87 

30.- ING. ADOLFO l. V. VITAL JATIP 
Gabriel Mancera No. 306-11 
Col. del Valle 
México 12, D.F. 
Te 1 . 54 3- 92-94 

o 

o 

EMPRESA Y DIRECCI ON 

S. A~ R. H. 
Reforma No. 6 9 - 4o. P i so 
Col. San. Rafael 
México 1, D.F. 
Te 1 . 53 5 - 2 5 - 2 5 

S. A. R. H. 
Plaza de la República 31-9o. 
Col. Centro 
México ·1 , D.F. 
Tel. 566-88-93 
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