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Frﬂm the Theorotlcal Con31aeratlons, and th@ data obtained from
the collapse of this kind of shell, important design recomendations

/
Qj) are proposed.

INTRODUCTION

Last september, 1975, the author was consulted from Guayaguil,

BEcuador to study the motive of the collapse of Elliptical Para-

boloidal concrete shells whose geo@etfy is:showp in Fig. 2 ard 3.

%he following information from»the ﬁrototipé was obtained:

a) The collapse happened in-between ninety and one hundred hours
after the concrete formwork was removed, Fig. 9 and 10.

b) The unconfined compresive strength of the concrete in the
structure was fé = 150 kg/cm2 (2000 ps}).

c) Very significant geometric 1mperfectlons of the formwork were

observed, Fig 11.
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PRACTICAL CONSIDERATIONS

The problem of giving a practical solution with the objective of <:>
saving the existing shells and to be able to continue the cna<~ suz
tion, was studied and, so, the following computation and soluiion
was presented.
a) Buchkling capacity 0§ the shells.
The buckling pressure of this kind of shells is given by [19]
2
Per © CE RER2 (a)

were for concrete shells; 0.05 < C < 0.15, and from Fig.2. In our

1= 32.90m, R2 = 33.57m, t = 0.06m, and

150 000 kg/cmz. Substituting in(a) for the lower limit of

case we have R

E

C = .05, we have <:>
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The dead weight and live load of the shell were:

S w2yt = 0.06 x 2400 = 144.00 ka/m” ()

b=

- and “the live lodd.;™ . ga)

- comparing- (c) and:’ e

pcr - 2445 ;:iAl - ’pcr - ?44.5
w+p 144 + 100 ! W 144

1.7 ' (e)
iSo the shells had a very low buckling capacity!

b) Increasing of the buckling capacity of the existing shells by

additional arches

The buckling of a circular arch is given by [20]

ET

Y
qcr = —‘rB (0L2 1) (L)

= 300 kg/cmz, E = 260 000 kg/bmz, I_=1C&6 00Qlcm 7,

using an arch of; [ -

'
C
r = 33.00m, and o = 0.55 radians; from (f) we obtain; qcr:?éao ka/m
The arches where connected to the shells in the way shown in Figures
12,13,14,15,16,17,18 and 19. The increase of tension in -the perinmetral

ties was 7.4 Ton, and it was not necessary to put any addirionzsl

reinforcement.
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ter the arches were connected to the “shells, a~§tatic(fiel¢ :

test was carried on two of the snells applyiﬁg a load of - PR
- 2 ~ - . . -

2.4 (wt») = 585.6 kg/m” the shell was loaded in 24 hours and . - vad

during 360 hours, the deflection at the apex reached its maxiii

value of 3.8cm (1.5 inches) in 48 hours respect to time in wh"n

thz2 loading manoeuvre started, after the 360 hours the shell was = 7

unlozded and the deflection at the agéx recovered its 100%. ‘Tne ;u

reinforcement details of the arches is shown in Fig. 13, and 14
THEORETICAL CONSIDERATIONS

a} Lineanly tlastic-plastic strailn handening-gracture mat rial

The ~nalytical constitutive reletion of concrete under general <:>

three-dimensional stress state has been proposed [1,Z]. 1In the
formulacion, the concrete is assumed to be a continuous, isotvopic,
and liresarly elastic-plastic strain hardening—-fracture material.
The elastic-plastic stress—strain incremental relationships, bsuad
on the initial discontinuous surface, loading surfacgs, and failure
surface of concrete are derived using the classical theory of plas-
ticity. For the special case of a biaxial stress-strain relation-
ship for a concrete shell under a plane stress condition, the cons-

titutive relationships are
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whore we have denoted

¢

1 U w2 _ o 5
- E(l v)J2 (1 2\))£>33 2(1-v)p 833 + 2(1 4 \))p;[
H (1-v?%) - z .o - - -
- = zJ2+2p (1 3 Il), ¢11 = fl v)sll vsﬂ
2 -1
+ (1 + v)é] ; ¢11 = [}l - \))Sll - V333 = (1 + v)ejlfl - v}&zz
- vS33 + (1 + v)é]; ¢l3 = [}l - \))Sll - USZZ
+ (1 + v e_[}l - V)Tlé]; ¢pp = [}l = VS, - VS 44
— s _—
- = - = -— )] —_ 79 - . - -~ -
- (1 \))p~ : ¢22 l:(l »)822 LR O \))pJ[(l vlLl?].
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%33 T El'“v)rlzj
in which v = Poisson's ratio; E = Young's modulus; S.. = o..--8.. I./3;
ij 13 iy 1
The stress deviator tensor; Tij = material constant; and ¢ = n Il
(0+BT2.)
+ in which n=0 when stress state is lying in th? ¢srnression
zone and -~ 1/3 in the tension zone; o and B are parameters, Il is

thz first invariant of the stress tensor, and H is the strairnzrdening




bi Linearly viscoelasiic materdlci.

The theory of linear viscoelasticity for infinitesimal deform: -ions
is well lnown and has been applied to several bogndary vallua o The \
bloms. The response o.. to a given history Eijkt) is fiven iv .2 ]
by the convolution integral

t! ;
054 (6] = Gy (£) By (0) 4 jo Gy (E-EY) %€|€kl(t)dt‘ (3}/

where si. and Oij are the infinitesimal strain and stress. ToI=

- s .
integrating function Gijkl

for isotropic materials and exhibits its fading memory.

reduces it to two independent comp.i.cnts

The most general nonlinear theory gives the free energy as a funo-

tional of the strain history and derives the stress responsc f£raon <:>

it, which its numerical solution increases the computational ti, =z.

Equation (3) was derived for the case for stress linearly odepz.ad.nt

on the strain sij(t) but the kinematics of the deformation is i

In [:5] is given a generalization of Eg. (3) but computaticnall

~F
P

v is

not convenient, so in [E,j] an alternative formulation using convec

ted coordinates has been used in this problems.

In order to avoid transformation to a physical tensor compon=.ii:

Larsen and Popov [:{] give a pure Lagrangian deneralization o€

where the symmetric stress and strain tensors are used, and (3)

interpreted as a functional relationship between their physical

components, and it becomes

B

(tl)EKL(O) + J G
0

d
t -t = '
IJKL( 1 £ dt! EKL(t )

at’
' =
SIJ(tl) GIJKL

(3)

is

(4)<:)



“large finite element systéms is simplified by expanding J(%,t‘

Prom table I w2 may consider

, n=i/8 Lo 6)

m =

Wk

"It has been shown previously in [ 37] that the creep analysis of

into Dirichlet series, or exponentials series of the following

form:
S| 1 -[e-t'y /e ] (7)
J(t,t'") = ACD) + z ~— l-e [:

u-1 Eu(t )

&)
where Tu are chosen retardation times and Ep are coefficients.
This series approximates very closely the double power law in the

time interval 0,31, < t-t' < 0.5 1,, when one sets Tu=10u_1rl(uxl,2,“.,N)

1

and uses the following expressions:

N

11 ™4 on %1 1-m
E(t') - E_o. + a(n) (0.002) E: t . (8)
Fcr u<N
1 _ 1 .n 91 n(u-1)
o P oer! g, 1O g1, (9)
(c")
M
For 1 = N
1 1.5 "1 .n % _ nm-1),1-m
—_— = 1. (n) (m) 5 10 t (10)
ﬁu (") : °

in which Ty and t' must be substituted in days, and a(n) and b(n)

are coefficients given by Table II. The values of a(n) and b(n)

have been obtained by a nonlinear optimization technique (Margquardt
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t', but here rhe material characterization is done by a double power

<1aw [:i]l in which the aependeﬁée of crep Qﬁ}iégdrduratic: (t-t') as -

well as age at loading:t' is described by the law

Jle,e) = g |1 a9y 8 (t—t‘)n] “e (5

in which m, n, ¢l and E;are material parameters:&etermined from tesﬁé
data by optimization technigues. The law is limited‘to basic craeprfl
but with different values of material parameters it can aliso describs
drying creep up to a certain time.

J(t,t') represents strain in time t caused by a constant unit gtress
that has been acting since time t'. Time t' is measured frem setting
of concrete and represents its age. The values of materiali paranate?i>

from various tests are listed in table I, where only shori-time creep

data up to one month duration is available.

TABLE I (Ref. 3)

Data from m n ¢l onzgﬂﬁﬁl
3
1. L'Hermite et al. (in water) 0.221 0.0¢4 3.74 g0.0788
2. Dworshak Dam (sealed) 0.355 0.056 17.51 n.0844
3. Ross Dam (sealed) 0.457 0.130 2.80 éﬁ.1885
4. Shasta Dam (sealed) 0.536 0.134 5.38 06.1806
5. Canyon Ferry Dam (sealed) 0.295 0.119 4.02 0.10002
6. Gamble and Thomas (RH 94%) 0.450 0.081 4.87 i@ 18¢C0O
7. A.D. Ross (RH 93%) 0.238 | 0.126 1.97 0.1030 ()
8. L'Hermite et al.(BH 50%) 0.203 | 0.131 | 11.26  [0.0521
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TABL

SERIES EXPANSION COEFFICIENTS

ae)

IT

N a(n) - b(nf
L 0.05 0.6700° q;oalg_
0.10| 0.4456 0.1161
0.15| 0.2929 0.1229
0.20] 0.1885 0.1152
0.25| 0.1154 0.1007
0.30] 0.0611 0.0842
0.35| 0.0156 | 0.6810

algorithm) for sum-of-squares problems.

c) Solution Procedure

The basic equations for nonlinear finite element analysis are well

known, for the nonlinear dynamic case,

work in terms of the initial configuration, we obtain

jv[jilT[}:[[N]{ﬁ}dvoz - Iv [B]{o}dv,+ {pP}

where [}[] is an interpolation function that transforms diszplace-

ments at the nodes to displacement at any point within

the element.

[ B] is the transformation matrix that transforms

by the principle of wvirtuatl

splaca-

(11)

<;> ment rates at the nodes to strain rates at any polnt in

an element
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We may now. llnearlze the equatlon by wrltlng 1t 1n 1ts ) S - -
incremental form: - = e .:é-ii':f,’ - )
- [v(, rNj [p:[ [‘N:[dv A{u} f A[B:[{O}dv f I—B:[A{G}dv + ﬁ.{}:}
A £

In the above E&i A{P} should be understood to 1nclude the effec

.;1 v

of following loads. The two error terms O(t ) and 0(I) are also
included to show that the solution in incremental form contains a <:>
discretization error due to the current increment as well as an
inherited error due to all previous increments. The error due to
discretization in time i1s shown as a function of time raised to

the power m.

We now make use of the linearized incremental stress strain relations

which are written as
r{c} = [D]a{e} (13)

This equation is appropriate for elastic;piastic behavior and hzsz been
outlined for small strain in [10] and for large strains in [11].

Substituting (13) in (12) results in a linearized incremental eguation

O
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. This equation caﬁ

':1c case by negl“**“"

; —the term on th

solutlon may be achleved by applylng the load in 1ncrea51ngl

= = H
( L

*smaller 1ncrements.~—A parallel procedure was 1nvestlgated for

the dynamlc case,where the rate of convergence w1th decrease_ :n,tlme

- - - - - /-\.\

step was examlned._ ) . N B

"'We now conSLder the error Eérm O(I) called the re51dual load correc

e — — o — PRy ) _ o _ .

- _tlon, ‘that con51sts of wrltlng the res1dual equatlon for (11)

. , oo = - [M] {iik - [v 8] {olav, + {P} (15

It is noted that this error therm consists of evaluatlng the terms

‘c“

<:> at the state before the current increment and that if no numerical

error term consists of evaluating the terms. at> the:.'state before the
current increment and that %ﬁ\no numerical‘er£0ﬁs had peen introdu-
ced by previous increments the error would he eqhal to zero. It was
~shown in [:{] that, by inclgddng the residual load correction in
the dynamic equations, one may obtain convergent solutions using
time increments ;elativelyllarge in comparison with the solutions
obtained without the correct;on.

The selection of an %ntegrat;onyecheme for the eolution_of the in-
cremental eguatiohs in the tiﬁe'domain is ctttical in respect to
computational efficiency. A suitable solution echeme, which allows
a large time step and yet gives an accurate solution is that

developed by Houbolts [12]. The Houbolt scheme is base on the

(:) backwards difference expression

N

)




‘Aoplylng Lnls to the conﬂlt¢on/{or Jnérenentdl equlllbrlum t4), we

Lar

have o ce. = T

(2 [mj_ " [§< R {u ara} = B2 YaE?

.+;‘_ [ E‘S,A{%} - 4A{p }:+ b{n 53 4 O(in)At' o
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where n, is a subscript deunoting the time at which increspent is taken.

This equation is solved for the displacement ircrement A{”r*l} at
. v - ) : - -- Vg

o

each ste??except the first, wherc a special ¢ tartlng procedure must

be employed [12].

O

d) Sofuticn Convengeince

Haisler et al. [13] have reported on studics of numerical integration

a

schemes &and their convergence propecties > nonlineay static case.

Pl
.
-
g
¢

It was shown there that the incremental finite element £ormulation
gave statisfactory results when the load incvremznts used weyxe small
as compared to those adopted iIn the solutions using the reszidual load
correction term. The nature of the correction procedure was .illustrat
ed in [:{], where the order of the error for the corrected @nd unco-
rrected equations are examined. The result was given for a one-dimen
sional model and serves to give an order of magnitude estimate of

the error.

In the static case for the solution without the residual load correc-

tion and a slowly varying stiffness X, the tokal discretization .-
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where p is the correctutotal dlsplacement after V load 1ncrements

and: p* is tqe dlsplacement obtalned by the 1ncremental appfoach.

7 - . - -

It is: noted that the eﬁior is- OKAp,) 1n the dLsplacement lncrementa

Lo .—..__, __, — e
= P .

Pl -

When the resludal load correctlon is 1ncluded we flnd that,

N ‘!
. Lo 2Ty, 3 |
uy - up = -y K n2=2 cE A B (17)
}: ! . H
where for N even £ = m =1, k =cm .7% .z -

‘ N odd £ =m, kie==m + .1, =~ ‘..

-
il

2n -

3 ) ) A . -
m = 2(=——), and fractions are discarded in the computation of the

2
s ’ = | L , - t v -~ B YL
indijces. -Eqg{17) may beﬁaescribed by stating-that -for even N only

terms involwving even displacement indremeﬁts remain in the-series

o

and llkew1se for odd N and “odd dlsplaccnent ‘ihcrements. In comparing

(16) and (17) we see that the~1nclu510n of the reSLdual loaa correc—-

tlon reduces the number of terms in Lhe seriés by a half One could

state that, approximately speéKingf the error is halved in the correc
a"r '? 'f )r]

ted eéﬁatloas except for "the fact that the stlffness cuantlty is in-

‘
[ AR ooomBET, v

slde the ‘summation sign in’ [ié] The assumptidn'of-a slowly varying

stlffness K in [_Ql means.the neglect of errors causde by the inherit

%

ed error terms.

In the dynamic¢ case the expressions for theé discretization errors of




the uncorrected and corrected equaticns at time NAt are, res=uec-

%L? - tivaly, - : - e e -:-, e ) _ 77<:>

2

%’Auf;l+ EC }.+ 0 (au)+o(at?) (19)
/ At2 -1 c
where—Rn =(1 - —5—»M Kn). In the above equations E* and E~ are

the truncation errors inherited from the inertia terms and, for
the integration scheme in time, do not appear to be expressible in
a general form. However, they are of the same order as the-.first

terms in brackets in (18) and (19), and it is interesting to

-,

.. . . . c
speculate that a similar reduction in the error occurs in E~ as Ci)

compared with E*.

It has been demonstrated in [ 137] that the static solutions given

by the corrected and uncorrected equations, tend to converge as the
4 - - - ' . o e

numeber of 1oad.increments in the uncorrected case are 1ncreased.

A partlcular example glven in [13] lS a spherlcal shell cap under

b N i .,‘

a p01nt load at the apex where the uncorrected solutlon converged

- N

- . _..-using an, increment ope,eighth that was required for convergence in

e

| - \the”corrected solution. One would expect that, judglng from (18)
- " and (19), the. convergence rate in. the dynamlc case would be more
rapid both for the corrected and uncorrected solutlons con31der1ng

the presence of the factor Atz, and the fact that the truncatlon

errors for the static and dynamic solutions are approx1mately of ij
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~he mamz order. In the sample problems, mentioned later, i+ ha:

been shown for the example of a beam under a half—sine wave limpuise

over the Span, that the uncorrected solutlon convergesﬁraplclv w1th

the variation in the time increment On the other hand ‘the correg

ted solutlon changes very llttle over a range of tJme 1ncremtnts.

pat --‘\’“;—\ N _- S T el g s Kt PR
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“Itfappears that w1th the redueed truncatlon error of the corr Ctedi

—'h -

—equatlons the effect of At2 on the‘convergenCe of the solution is
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The advantagc in u51ng the~ correcttd dynamlc equatlons is tnat one

o sy 2 - - - )-‘. e I [, - - -
bl o X —_——

may obtaln practlcally convergent results w1th large tlme incremen-

x.,, . ‘
B AP . %tr

ts. In the numerlcal eyamples nentlonec lator lt Was 'shown that

Canergcntsolutlons Xalo) dynamlc problems usrng the corrected incre-

H

mental equatlons may be obtalned uswng trme lncrements of an order

of magnitude greater than those used by other lnvestlgators. The

AR o Ve

other solutlons were obtalned by using the Houbolt scheme ‘and the

IO Yoo
total form of the flnlte element equatlons, so the comparisons are

Wt \_;, o -'.”., N

e

a\\t ;\

,dlrect. This fact hac 1mportant consequences in ‘terms of do1ng

k*nonllnear problems economlcally.

N PR

COMPUTER PROGRAM e S

‘1(‘\;”;‘! . ) . o . 1—‘1‘;1:‘{ - ] N ) s “ . )
The system of equations for 'the dynamic elastic-plastic analysis
with large displacement have been incorporated to a general purpose
computer program. A program{previously developed at Marc Aralysis
Research Corporation, Palo Alto, Callfornla called MARC program

was used as the basis. Figure 1 . gives a flow diagram for this

problem.

+]




k__numebers_oinelements. This ls,guelto the fact that 1t‘gan:repre

a)to make comparlsons w1th resu ) to investi ..

- = pu— = i RS ;.r .L L -

gate the:llmlts of numerlcal approx1matlons 1n terms o flAﬂ < ;¥ T

The one—dlmen51onal element used in thlS examples is of the 1so—

T w
- - -; _;_f‘ s

parametrlc type and has a rapld rate of convergence even for small é

't A - ¢ o - - ~ ' PR - - -
. 22T I : T ! T v - N o 2o L v, e

exactlyrall4the ;igid body modes of the interpqlated sufface which
is arbitrarily clhse'to the-actnal struetnral shape. lt’has pteved
to be a very accurate and economic element for’use in analyzingl
dynamic problems. |
The chosen examples are: } »L C}
1. Shatlow Spherical Cap Unden A Step Pneééute Load |
2. Nonlinean ELasitic Analysis of a SmeZy-Suppo@ted BQQEVUndeﬁ
A Halg-Sine Indtial Velocity Distrnibution |
3. Nonlinean Elastic Analysis of a Sphenitak Shetf Cap Undern a Point

Load at the Apex ‘ S

4. E@a&téc-?laAthLngm Unden a Uniform Initial Velocdiy Over a

) PontLon 06 the Span‘
5. Elasitic- Pﬂaétlc Buchﬂln 05 an Impenéect Sphene unden a unlﬁonm

= K NS SR

constant exig@nqﬂwp@gééune

s e NUMERICAL RESULTS P -
ai‘POAt buchﬂlnéyhchVLgn 05 the Ahaﬂﬂo& concnete eﬂﬂ&hi&cgﬂ
panaboﬁotdaz AheKK with an QZL&Pthaﬂ impenfection. <:>
The geometry of this shell is shown in Fig. 2 and 3 where the

imperfection is given as a flat elliptical section of the shell



¢l rwdics r, a and r2! vhich are the mean radius of the obla: - worticn
<:21{V f\f tne elllptlcal parab0101dal surface. f* Tlff' "’E*n?f““ / fi ifi
L For the more 51mple elements, where only dlsplacement cont ciity 1is -
N E rr“-"l:, -7

. requlred at the nodes, as in [l{] and flST the functron be:x“nn

L -y T

=

- i iw‘___»..__' =TT I [N R [——

:1;35}‘ he 1mper£ectlon and the shell s not a problem But For the eigher

oraerslsoparametrlc element the dlsplacements and thelr fivst

= e e ey -

3 gm0

derlvates, Vere achleve by apply1no a conqtra1nt relatlng d=splace-

,,1mperfectlon parameters A= 2 and A 3 are presented 1n Flg 4 and 5,

s v o——

i (- - P

where we con51der three prcssure parameters p £0.3, 0.4 “and 0.5

related to a crltlcal value Por T 0.15 E(t /R in there the

2)1'\
(j) deflectlon parameter at the apex .u /t 1s»plotted against time.
The ‘shell.is seenutoLhavequckled;when‘the defleqtronﬂproflle
increases drastically for a\smallqincrement of;pressure. It is
important*to mention' that’ buchl:ng occurs after the, flr,L maximum
‘and -not after a number of oscilations. -
fihe problemtof the;ekternally pressﬁrized imperfect hemisphere for
the*alumlnum alloy (7075 TGL was. flrst solved by _ Bushnell [:?] for
thevstatlc case, and by Marcal [lg] for the elastlc plast ic case,
and also by“Marcal.[:Q] for the elastic and elast;c-plastic dynamic
case, whose resultsﬁare compared: in-Fig. 7.\Based on these previous
Yesults;for the Concrete Elliptlcal ;Paraboloidal Shell, it has been
‘studied in this paper only. the .elastic~plastic dynamic case. Values
of préssure parameters p which.initiate buckling are plotted against
C:)‘ the geométric parameter A. . for 1.5, the buckling pressure is governed

very strongly by.inestability of the material itself; so, for this




vaaues of

- benaVLOr would be fncorrect-fTHe results are in Flg. 7aw'7 - :7‘;<j>;

In computlng the results just descrlbed the equatlons were reansem- )

bled every ten 1ncrements,»and corréé ted every second 1ncrement5,

7thlS selectlon is based on the nume t al experlmentatlon presu,t“d

7by Marcal [pj_ ‘<?i»-;i;i i‘ ‘_ ;%ji - —:57- és : - -
b) Cneep buokﬂéng 65>Ihe EﬂﬂéﬁiicaﬁiPdnabéﬂoLdaK Shekt ?{%‘

The objectlve of thls study is to found the creep buckling load for _g«
a llfe expeotancy of 96 days,:wben subjected to varlousfb;essule ;;;
levels. s ) 'V?;' - » ? -
The geometry of the shell is sho7n 1n Flg 27and 3 with

£, =2.75m, £, = 2.8n a 4=M13 70m, b= 13.45m, t = 0.06m, Rlz_j=32.9>0m,
R, = 33.57m and A = 3. £ _

The material is concrete with a compresive strength level fé = lSOkg(:F2

and a Poisson Ratio v=0.15, which is assumed to be time independent
for this study. The relaxation data obtained from the creep test
just mentioned.

The creep analysis has been done with presure levels of 0.3, 0.4 and
0.5 respect to the upper critical load of 0.15E(t2/RlR

The pressure was applied instantaneously using 10 load increments
and then, sustained during the crep process (Fig. 8). In about 40 hr
it was observed that the use of the out of balance force in the load
vector makes to approach the critical configuration, this force also
cause over corrections of equilibrium, and, at the end of the time
step the stresses obtained are very small; and when combined with
the fading memory of the concrete the oscillations are set up; and
for a given data of 96 hours the critical presure parameter was foun£:>

to be equat to 0.35.
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~ “CONCLUSTONS -

-.} Tne uppei K&m&Z 05 Ihe cn4t4ca£ pneééune 60& th@ E£24p1¢ca€

Panab020¢da£ concneie shetl is. p n-
L“." - - =

the dphenical aluminum azzoy (7075 Té),o& Athuctunaﬂ Atee£ shell

270,15 E(t /R R o) and fox e S

?;‘i¥épc =9. 3125(t /R ) [ﬁj It Ahouﬁd not be 1716 [Z{I

- Z_";’*" LT e LA

b) The mAnLmum unconﬁ&ned compneALVQ At&enght 06 the conc&eta

Ahouﬂd be in the Atnuctune above o& equaz iq 250 kg/cmz (3500 péil'

c] In designing the Eﬂﬂ&pi&caﬂ PanaboEOLdaZ concnete shell, we may
see 5nam Fig. 7a that 5on vaZue$ 05 A in between ] 5 and ‘3.5, the
pressune panametea L5, _9»2 0.35 _and the Lowen Limit of the eriticalk
Load is (p on L*- 0.35 x. 0. 15 E(£? /R )‘= 0.0;3TIZ/R]R;},1heneéoze

the dQéLgn Load should be ak Amazzea as poaaébzé rnespect to (pcn}L

d) In dééigning the Aphé&lcaﬂ Azdﬁihum Aéﬂoy/i7075¥T6), on structural

steek shekf, the Lowen Limit of fhe eritécat Load (p,,), sheutd be

taken fon the elastic-plastic dymamic case from Fig. 7. Forn Lnstance,

for; X = 3, we obZain p=0.49, grom which (p_ 1, = 0.49x0.317E (2/R) =
2

0.1 5E(£/R)

ej Aften 100 hourns of having removed the formwork, the deglection at
the apex of the ELLLptical Parabolodidal concrete shell should be

smallen than 2 times Lits thichness t.

4] In the ELLiptical Paraboloidal concrete shell, forn values of Zhe
geometnic parameten A<1.5, the buckling pﬁeééu&e L4 governed veny
strnongly by the inestable behavior of Zhe matenial; s0, for this
values of A, any analysis neglecting nonlinear material and geometrdic
behavion would be Ancornect, this could have been the cause of zle

collapses of this kind of shell in different countrnies.
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Arcn dead load = 0.163 T/m ,
) fe = 300 kg / cm®
Shell dead load =0.676 T/m
. E¢ = 15000 /300 =259 807 ka/cnm
Live load = 0.175 T/ m ] . O
1=:5x20x40" = 105 667 cm~"
> = 1.014 T/m
R = 3300 cm ; [=0.55 radians
Buckling coef.=2.5 Aep = 2 438 kg/m
Fig 13 Buckling caupacity of aditicnel arches
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T Rler
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New concret
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A view from the interior of the connection between additional

arches and shell
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: The additional arches, for increasing the buckling capacity of

' the shell. -
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The additional arches, for increasing the buckling capacity of

the shell.
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ECUACICNES CONZTITUTIVAS DEL CONCRETO
Porfirio Eallesterosl
Ranl Alamo2

RESUMEN.

He propune una relacidn consticativa analftica para el concreto ba
30 condicidnes generales de esfuerzo multiaxial. En el desarrolio
de esta relacibn se supone al concreto como material eldsticoe no
lineal y elastopldstico. El cobjetivc final del estudio es la obten
¢i8n de las funciones de falla, de carga e inicial.discontinua del
concreto, asi como de las.relaciones incrementales esfuerzo-deforma
cibr .

O INTRODUCCION.

nada la complejidad de las ecuaciones Qque representan el comporta-
miento de un elemento de concreto, fue necesario antiguamente rea-
lizar una serie de simplificaciones, ya que con ellas se lograba
una visualizaciftn simple del problema; pero gengralmente poco preci
sa. Con la evolucidn de soluciones por métodos numéricos mediante
21 auxilio de computadoras, es ahora posible resolver-el problema
yeneral sin necesidad de esas simplificaciones. Sin embargo, el
planteamiento de las ecuacliones constitutivas no se ha desarrolladc

vara materiales anisotrdpicos, como es el caso del concreto.

n este trabajo se muestran los fundamentos para las ecuaciones cong

titutivas del concretc en situvacicnes de carga multiaxial.

1 Jefe de Seccibn de Estructuras Div. Est. Sup. Fac. de Ing. UNAM
2 Jefe del Depto. de investigacibn Industrial del IMCYC




COMPORTAMIENTO DEL CONCRETO BAJO CARGA UNIAXIAL

Se han idealizado las relaciones esfuerzo-deformacibn del coﬁcreto
bajo carga axial en diferentes modelos (Fig 1); eléstico-lineal;
elédstico no-lineal; eldstico-lineal-fr&qgil; el&stico-lineal-pl&sti
co-perfecto. Todos ellos han sido aplicables para diferentes pro-
blemas. En este trabajo se consideran al modelo el&stico no-lineal
y al pléstico~perfecto comc una buena representacibén del comporta--

miento axial.

Al analizar una curva tfipica esfuerzo-deformacién del concreto bajo
carga axial, se pueden localizar varios puntos importantes (Fig 2)
El esfuerzo Qltimo fé, m&ximo en-la curva, se defirie como el ésfueg
zo de ruptura de cilindros estindar de concreto a los 28 dias de
elaborados, probados seglin la especificacibn correspondiente del

ASTM.

Este punto nos define otros dos importantes; uno, el limite elésti-
co del material., punto A,:abajo del cual, al existir una descarga
del concréto, éste recupera sus dimensiones originales. El punto

A, de la Fig 2, es variable, y. los autores de la literatura alusiva
lo han ubicado entre 0.3 fé 'y 0.6 fé; Y segundo, al rebasar el
esfuerzo de compresifn del punto A, se entra a la .zona pléstica del
material, misma que est& limitada en la parte superior en el punto
B. Al descargar el elemento en esta zona, el,céncreto no recupera
sus dimensiones originales sino que bajo esfuerzo nulo tendr& una
deformacifn permanente. En la Fig 2 se puede observar que la de-
formaci6én del punto B est& compuesta por una deformacién eldstica
y por una permanente. Este punto se ha ubicado entre 0.75 fé 3%

0.9 £.. Més alld del punto B, el material se deforma .casi sin in-
cremento de carga alcanzando el punto de esfuerzo Gltimo, C. Poste
riormente se presenta la falla y con ello la descarga. Esta parte
de la curva depende de caracterfsticas propias de la m&quina de

prueha. El punto, E, de falla, se encuentra a una deformacidn uni-

taria que varia entre 0.003 y 0.004.

O



el

Zn la Fig 3 se escriben una serie de ecuaciones que representan lia

relacifn esfuerzo-deformacién. Hay una infinidad de ecuaciones de
diversos investigadores, y la eleccidn de la m&s favorable depende
del uso que se le piense dar,

COMPORTAMIENTO BAJO CARGAE MULTIAXIAL.

FFara entrar ahora a solicitaciones multiliaxiales, es indispensable
recogdar varias propledades Iimportantes del concreto:
1. La resistencia a tensidn del ccncreto

se vglﬁg proporcionalmente a una po-

?gncia de la resistencia & compresidn.

BEsto es:

fé = k(fé)n generalmente n = 1/2
2. El concreto es un material frdgil
3. La presidn hidrostética por sif sola no

ocasiona la falla del material.

Asi como en el caso axial es importante definir varias fronteras
de cambio cdel ccmportamiento, sin embargo en el caso biaxial, no_

serdn puntos sino curvas: y en el triaxial, superficies.

Superficies de falla son aguellas definidas en el espacio de es-
fuerzos, tal que, una vez que el estado de esfuerzos alcanza esta
superficie, el material falla y no puede resistir ninguna carga

\ K

posterior.

Superficie de discontinuidad inicial es aquella que sflo se puede
alcanzar por accién multiaxial eldstica. Es decir, si se carga vy
v 1 - - -l
\ 4 o ! v
descarga sin rebasar esta superficie, no deberdn quedar deformacio

nes residuales después de la descarga,

Superficie de carga es aquella gue se alcanza una vez que se Qa
rebasado la superficie de discontinuidad inicial y ain no se alcan
za la supérficie de falla. En otras palabras, scn las sugerf%cies
localizadas dentro de la z2ona pléstica del material. 51 se tiene
una carga que desarrolle esfuerzcs tales que 'alcancen alguna de es

tas superficies, sl descargar se presentardn deformaciones residua




les permanentes, La Fig 4 nos muestra graficado en el plano de

esfuerzos ¢ (caso biaxial) las curvas que los relacionah,

aq
1" 72,
las curvas de falla y las de discontinuidad inicial.,
La Fig 4a muestra los resultados experimentales ObtenldOa por
Kupfer en 1969, y la Fig 4b, los obtenidos por Vllle en 1968.
Se ha pensado que la diferencia en resultados depende de la for

ma del espécimen, hecho que est& en proceso de investigacién.

En el mismo estado de esfuerzo biaxial 01,'02 para concreto refor

zado, se observa un caso particular en la Fig 5 en el que

£, = 200 kg/cm? y fy==2220 kg/cm*. Si el acero de refuerzo

sigue las direcciones principales es aceptable utilizar como re-

lacib6n la elipse de Von Mises. En la zona de compresiones el conr-

creto también cumple con esta relacibn como se demostrard mis ade

lante. Pero el problema es en la zona de tensibn-compresifn, en la <>
que el comportamiento se ha supuesto lineal, sin embargo se reali-

zan otras investigaciones al respecto.

En el caso de carga triagial para concreto, Fig 6, es importante, -
dada la isotropfa del material, la determinacién de la intersec- -
cién de la superficie de falla con los planos coordenados. Esto
se logra determinando el punto en el que la bisectriz de cada uno
de los planos coordenados es tangente a la superficie de falla,
por ejemplo el punto TB1 5 ©sS la interseccifn entre la bisectriz
al plano 0, 05, ¥ la superficie de falla f(cij)=

Para comprender mejor el problema, y ademds amplidndolo al caso

de concreto reforzado, se considera en la Fig 7 el plano formado
por la linea de esfuerzos iguales 0y = 0, =05 = 0 Yy uno de los pun
tos de interseccidn de la bisectriz de un plano y la superficie de

falla, en este caso TB2 3

En esta figura se puede observar la interseccibn Ge la superficie de (:)
falla y la de discontinuidad inicial con €l plano 7 y con los pla-

nos coordenados (TB ). Es posible observar que existen zonas

2-3
en que uno o dos esfuerzos son de compresién y el ctro de tensibn.



Son estas zonas las que ngcesitan un estudio mds a fondo para de-

terminar su trayectoria. En la zona de tensibn, suponiendo qﬁe
el acero sigue las direcciones de los esfuerzos principales, las
superficies de falla y de discontinuidad inicial son las rectias
generacrices del cilindro de Von Mises. Es importante también
en la zona de compresién obtener los esfuerzos o, en el punto de
tangencia con la bisectriz, as{ como la superficie asintbtica a
la superficie de falla limitando de esta manera el crecimiente
del esfuerzo triaxial. Estos valores se encuentran en estado de

experimentacibn.

Cada una de las curvas o superficies anteriores deben estar re-

presentadas vor una ecuacibdn.

A continuacibfn se exponen las deducciones que sobre ellas se han

desarrollado.
COMPORTAMIENTO TRIAXIAL ELASTICO

Las funciones que representan estas superficies deben estar ba-
sadas en los principios generales de las ecuaciones censtituti-

vas que se pueden enunciar en la siguiente forma.

1. Principio de objetividad o indiferencia del
material. La respuesta del material es in-
dependiente del sistema coordenado o del ob

servador.

2. Principio de accibén local. El esfuerzo en
un punto se debe {inicamente al movimiento
de las particulas en una vecindad O en tor

no del punto de consideracidn.

3. Principio de determinismo. El.esfuerzo
en un medio lo determina su historia de

deformacibn.

Con base en estos principios, y considerando la reduccién de las

&

ecuaciones constitutivas para materiales simples, caso de materi

a




les eldstico-lineales y n0mlinealeé, el esfuerzo se
funcidn del gradiente del esfuerzo de deformacién,

ciones pequefias, el esfuerzo es también funcibn.del
desplazamientos o tensor de deformaciones pequeilas.
2fia con los fluidos Reiner-Rivlin, se demuestra que

constituitva se reduce a la forma.
_ 2
ole) = ¢ T+o erd,e? ...

0 en notacibén tensorial:

039 = $o834701e54+0y [eg4] [ey4]

Puede decirse que la ec (1) es consecuencia del teorema de Carley-

En la ec (1), I es la matriz identidad,¢0. ¢l Yy ¢2

Hamilton.

reduce a una
Para deforma
gradiente de
Por analo-
la ecuacibn

(1)

son funciones de los invariantes del tensor de deformaciones €.

Dado que en el caso lineal las direcciones principales de los es

fuerzos ¢ coinciden con las de las deformaciones

escribir la ec (1), diagonalizé&ndola:

—_ 2
Oy = 9g+P 8,058,

Q
|

2

2 - ¢0+¢1€2+¢2€2 e @ o0 0 0w
— 3
03 = $gFdie3td,eg

y expresdndola matricialmente

- - 2y 4
cl 1 81 El ¢0
— 2
9, | T 1 g, & 21
2
BEN |1 ez g3 | %2

donde ¢4, ¢, ¥ ¢,

€, se puede

(2)

coven- (3

se pueden determinar de pruebas triaxiales.

O
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COMPORTAMIENTO ELASTO-PLASTICO
Funcdbn de falla y funcidn de disconcinuidad Lnicial

51 se supone que el criteric para la falla del concreto dzpen-
de s6lo de los esfuerzos distorsionantes y no de la presidn
drostdtica, es posible utilizar dos funciones difzrentes vero
similares para simular la falla ‘del concreto en la regidn de

compresidn y en la regibn de compresidn-tensibn.

La falla ser& una funci8n del primer invariante de esfuerzos

f, ¥ J,, segundo invariante dej tensor de esfuerzos distorsiocnan

tes Sij' Las ecuaciones propuestas son las siguientes: [1{]

Regién de compresidn

_ K? KR a1 2, 3 = .2
£.0955) = 5 Jp7 35 Lot 1z LY 3R 5 Ty (4)
y para le reqidn de compresibn-tensifn
K? . K2 (2 1 .2, 1 2 .
B Se- [ - + = = T
£ufory 70 T it 3R T Ty (3)

Al escoger a la tuncibn dependiendoc Ginicamente de I, ¥y Jz, se lo

1
gra una funcibn simple aunque si fuera incluido el tercer inva-

riante de los esfuerzos distorsionantes, J mejoraria considera

3'
blemente la correlacibn entre las f8rmulas tebricas y los datos
experimentales. Como las ecs (4) y (5) son similares se ha crel
do conveniente utilizar una sola ecuacibén que es:

K? ;K 1

2
£.09:50 = "5 I, 37 11t 13

=~ 2 _1_'. = 2 ‘
u'%is 3 Il+ 3 AT T {6)

u'l u

Ademds, podemos suponer que la ecuacidén que define el estadd ini
cial discontinuc tiene la misma forma que la superficie de falla,

por lo cue se puede escribir:

07




Los valores de las constantes constitutivas Au' Ao‘ Tu Y T,
- ¥

pueden ser determinados para las regiones de tensibn~compresidn

y la de compresidén mediante pruebas de laboratorio.

Dado que el esfuerzo normal octaedral, Onct €S igual a-Il/B Yy

el cortante octaedral es igual a/ 2 J,, la ecuacibn Kﬁ)'podré
V 3 '
representar una elipse, par8bola o hipérbola en el espacio de

esfuerzos octaedrales, dependiendo de los valores de K2,

Esto es, si o = —

2 _ 2
oct 3 ‘oct 3 Jd

2

Substituyendc en la ec (3) se tiene:

kK> . _ K-z ,3-: _ 2 ,

7 Toct”™ T 9 oct® 7%ct™0%ct T -~ (8)
K2 2 K? 3. 2 2

= - (2. o+ = + =

2 Toct ( 4 4 ) Goct AOooct TO (9)

ecuacién de segundo grado que, representard diferentes curvas de-
pendiendo de los valores de los coeficientes de (8) y (9), lo

gque se puede expresar COmo:

elipse f (10)

nin

0 es una parébola
hipérbola

2
si, - 4(%;

3, K?
YT T

| v

Esto implica para la zona de compresidn, que si

~

< 3 elipse .
= 3 paré&bola
3

> hipérbola

L

Y dado que la presifn hidrecst8tica por si sola no puede causar ia

discontinuidad o la falla del concreto, la ecuacidn anterior no

O



puede ser una elipse y por ello, X? ser4 MAYOL ¢ igyas & 3. Eg
tudios experimentales (17] nos muestran que la funcién gque mejor
. describe la falla es la parabéllc“, por lo gque gg,condldera X?= 3.

AN

En la regidn tensifn-compresidn para asegurar Que la‘funéiémaﬁe
falla intersecte Gnicamente en un punto a la funcién de la regidn
dg compresiones, es indispensable que X?de la ec (5), no se en-
cuentre entre los valores 0 Y-B, ésto quiere decif)que la ec; (5)
seré necesariamente una: funcidn parabéiica o hiperﬁélica° Ade~
més, debhido a que es indispensable asegurar la convexidad de la

cukrva, se deberan cumplir las condiciones

Para satisfacer ambas condiciones, K? debe ser igual a 3 siendo
idéntica a la ecuacién-en la reglén de compresién. Estos resul-
tados han mostrado buena correldc16n con los datos experimenteles.

Para la ecuacibn de las curvas de discontinuidad inicial se apli-

. «<
can los mismos argumentos.

Como se mencioné;‘las.constantes\consfitutivas del material AG'

Ay Tt 3

2 . . . . Y . '._ '
Tor By a’ Se pueden obtener en.funcidn de fc’ £f , £

¢’ Tt Tt
? .= o il | ? > T , , .
fbC Yy fbc’ O sea fc es la resistencia a compresidn axlal, ft'

resistencia a tensién axial; féc, resistencia a compresiones.
iguales en dos direcciones; y fc’ Ft y £, son los valoggs de
esas pruebas bajo condiciones de dis conttnu1dad inicial. Todos
estos valores son obtenidos fécilmente eq.pruebas.simples’de3}3

boratorio.

En la zona de compresién, al substituir en 'las ecuaciones gque
representan la falla y el estado de discontinuidad inicial (se
considerd' K? = 3), por simple &lgebra se pueden obtener los

Sigu§eﬁ¥§s valores - de A., v, Ay r2 y llegar a los siguien-

o° T8 Ta u,




10

tes resultados,

FU - 2 T - 172
Au B fbc i T4 ) bec 2fbc
=7 - T Ty 2 - {11)
f,-, 2fU 1 (fc) IfV -1
) bc ~ bc
F2 _=2 2 F3_~F2 2
ig ) fbc Ig_ Ty ) 2Ff becfc+2f
£
-— 3 __’ ] 2 =3 ——
c Zfbc fc (fc) Zfbc fc
y para la zona de tensibn-compresifbn,
A 1-f! T2 £
._E = c ° u — —-—E
] [
fc 2 (£')2 6
c
— ) —
Bo  Foof o EEe
[ ’ -
fc 2 (£') 2 6 {12)
c
F F 1 F 3 F : : f N —
en donde fc, fé, fbc’. fc’ ft’ fbc son cantidades adimensio
T g > 1 1 1] 1
nales resultantes de dividir fc ’ ft, fbc Yy fc’ ft’ fhc entre fc

y fC respectivamente. La gré&fica de estas curvas, asi como su
correlacidén con los datos experimentales, se pueden observar en

las figuras 3 y 4.

Funciones de canga

Dado que las superficies de carga est&n limitadas por las funcio
nes de falla y de discontinuidad inicial, es razonable conside-
rar que deben tener unas ecuaciones similares a las de aquellas.
Si aceptamos, como varios autores, que las superficies de carga
se desplazan a lo largo del eje gy =0, =05y se expanden iso-
trépicamente, teorfia muy usada en plasticidad, es fécil -conside

Y
rar como forma de la funcién de estas superficies la siguiente:



K? K? ., 1 _,, B
. J o™ e I + a,_I + = I
f(O’i_')_ = 3 2 36 1 n 1 . 3‘ .l v= Tz (13)
N _ ,
1 .3- xlj -

El doble §ignd én uno de los términos de la ecuacién, al iéual
que ‘en las funciones de falla y de discontinuidad inicial, in&

dican la regidén en que se encuentra el estado de esfuerzos,

¢

compresién o tensiSh—compresi6n.
Los valores de o y R pueden ﬂetcrmlnarse observanao que cuanm

do 1? tiende a Té o T los valores de a12+5 se aprex1mag

a Ag y“'A;“ respectlvamente. Este es, en el lfmiteé, las super
ficies de carga se transforman en las superficies' fnicial-disg-
continua o en la de falla. Los resultados obtenidos siguien-

do este procedimiento son,

~ ‘AnwAO_ sl
= ‘ P A
o = TEIrs {24}
u 0
-~ 2 2 R , K . .
] tal A T°-A.T . T
0Ou udo ' . : .
B = " A : {(15)
. 2. - - * N '
) 'l_‘ V) - _I N e N B ¥ s ' ki
w0

En las Fig 5 y 6 se muestran las superficies de carga en el
caso biaxial.

Relaciones Lncrementales esfuerzo-deqormacibn.
Con ‘base en la forma general de la relacién esfuerzo—deformacxén
“en ld zona plastica [18], deducida mediante la suposicii de pe-

auefos incremeritos radiales, se puede escribir qgue,

ERRE

P _ dF_ (18)
deij A de. i
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en donde A es un escalar que depende del estado de esfuerzos,
el incremento de esfuerzo, y de la historia de esfuerzos. Esta

ecuacibn se transforma para un material estable en la siguiente,

\

- df (17)

donde G es un escalar que depende del esfuerzo, deformacidbn e

historia de carga del elemento.

El valor de G se puede obtener del producto interno de la ec 15,

y despejando G, se tiene,

P P
¢ = — eiy 951 (18)
9f  of ’
At 357 30,
ij ji
af of .
la 5 r es una funcibn del estado actual de esfuerzos y

. ij ji .
puede ser obtenida al substituir la funcibén de carga actuante en
‘ese instante; y la cantidad Vdegjdegi indica la historia de de-

formacibén del material y se obtiene mediante resultados experimen

tales.

\

daf

P P
dEvsdesv < (19)

Si llamamos H =

Siendo H 1la relacibn incremental del Erabajo'por endurecimien-

to del material y utilizando la relacibn incremental

df = do (20)
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Al sybsfiﬁqi;;en la ec general (17) de esfuerzos~deformaciones
segobtienei~ ‘ )
9 3f
90+ 90
P _ ij mn o . oy
deij - a BF domn S210
H-2=_ 2=
20, 90
VS 8V
S5i consideramos que el incremcnto de deformacién total dsiﬁ'es
- ‘igual a la parte elé&stica més la parte pléstica, o sea,
- ‘ n '-_- e. T p
dgijg dfij f dgij— (22)
y dado que
a.e  _ . . . - .
deij = hijklﬁddkl f (23)
donde Hijkl’ es la matriz incremental hipereldstica.
Al substitui¥ (21) y (23) en (22) se obtiene:
_3f  3f
B 90, . 90, , (54
of af
L agvs\ gy

CONCLUSICNES

Se dan las ecuaciones incrementales que resuelven el problema

elastopléstico y se ha demostrado mediante comparacifén con wesul
tados de laboratorio,'ﬁue tienen suficiente aproximacién afingque-
quedan varias inc6égnitas que resolver. Lo aqui expresado es cier

to para concreto idealizado en la zona de compresifn como isotrd
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pico, homogéneo y linearizado incrementalmente en una zona <e

plasticidad hasta la ruptura. Las funciones propuestas es-

fuerzo-deformacién, se proponen con el objeto de utilizarlas

directamente en problemas de andlisis por medio de elementos

finitos.
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Fig 2 Curva esfuerzo - deformacion uniaxial del concreto
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Curva de discontinuidad inicial
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Fig 4 Curvas de falla y de discontiruidad- inicial en ei es-
pacio de esfuerzos principales biaxigies: a) Datos ex-
perimentales de Kupfer (1969) : b) Datos experi—
men‘aies de Ville (1968)
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con f, =200 kg/cm?® y f,=2 200 kg/cm®, siguien-
do el acero las direcciones principales de esfuerzo.
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