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Frcm the Theoretical Considerationi, and ~he ~ata obtained from 

the collapse of this kind of shell, important de~ign reco~endations 

are proposed. 

INTRODUCTION 

Last september, 1975, the author was consulted from Guayaquil, 

Ecuador to study the motive of the collapse of Elliptical Para-

boloidal concrete shells whose geometry is.show"TI in Fig. 2 and 3. 

The following in~orma tion from~ the prototipe \vas obtained: 

a) The collapse happened in-between ninety and one hundred hours 

after the concrete formwork was removed, Fig. 9 and 10. 

b) The unconfined compresive strength of the concrete in the 

structure was 
2 

f' = 150 kg/cm (2000 ps~). 
e 

e) Very significant geornetric irnperfections of the forrmvo::·J;. \•?ere 

observed, Fig 11 _ 

1 Chairman Structural Mechanics, School of Engineering, 

National University of Mexico 
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PRAeTieAL eONSIDERATIONS 

'I'he problem of giving a practica! solution with the objectivc oi: o 
saving the existing shells and to be able to continue the cnn "-. · ._:T: :: 

tion, was studied and, so, the following computation and solution 

was presented. 

al Buckllng capaclty o6 th~ ~h~li~. 

The buckling pressure of this kind of shells is given by Q.9J 

were for concrete shells¡ 0.05 ~e ~ 0.15, and from Fig.2. In our 

case we have R
1 

= 32.90m, R2 = 33.57m, t = 0.06m, and 

2 E - 150 000 kg/cm . Substituting in(a} for the lower limit of 

e = . o 5 ' vle ha ve 

(a) 

o 
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'rhe dead \vei<:-rht and live load of the shell -w~~;_:··· ---

- - - -

w = yt = 0.06 
- - - ·2 

x 2400 = 1_~4.00 kg/m-

= 244.-5 . -1 
144 + 100 - , = 244.5 

144 1 · 7 

¡So the shells had a very low buckling capacity! 

'rhe buckling of a circular arch i::: given by l]OJ 

using an arch of¡ f' = 300 kg/cm
2

, E= 260 000 kg/cm
2

, I ~~C6 
e z 

(e) 

([) 

/l 
O O O::.::n¡ · , 

r = 33. OOm, and a = O. 55 radians; from (f) we obtain; q ·-=-74 00 kq/m cr -

The arches where connected to the shells in the way shown in Figures 

12,13,14,15,16,17,18 and 19. The increctse _of tension in-t.he ~r-o.(Ü'letral 

ties was 7.4 Ton, and it was not necessary to put any addi~ion2l 

reinforcement. 



4 

\'" --
~ -- : -
-~-=-~- .,;::;:_ 

-~- :.. -
- --

-::_ -b::. "-

A~tcr t~e arches were connecfed co-the~~hells~ 

-. __ 

-

a static rieL· ' 

test wc:.s carried on t\•rc> of the shells a-pplying a load of 
- 2 

2.1 (w+?) == 585.6 kg-;m the shell was loaded ín 24 hou~cs ancJ --- -::'2d 

during 360 hours 1 the deflection at the apex reached i ts IEc~xi.: -,-_--_\ 

value of 3. 8cm (1. 5 inches) in 48 hours respect to tin1e in v.rb, -,: Lt 

t1l'2 loc .. ::1ing manoeuvre started, after the 360 _j:1ours the sl1~~ll ':.;~::;J-
_--.::. 

unlo2~ded a:1d the deflection at the af>ex recovered its 1.00~. 
- {;: 

1 ¡-
reinforcement details of the arches is -shown in Fig. 13, 3ll·:': J-1 

THEORETICAL CONSIDERATIONS 

--;,::-. --

The ~nalytical constitutive relation of concrete under genera] o 
three-d:!_Flensional stress state has been proposed g·, 2] . In th2 

formula e t_on 1 the concrete is ass1.lllled to be a continuous 1 isot 1:o;-_Jic, 

and li~sarly elastic-plastic strain hardening-fracture mate~ia 1 _ 

The elastic-plastic stress-strain incremental relationships, b2~~~d 

on the initial discontinuous surface, loading surfac~s, and failure 

surface of concrete are derived using the classical theory of plas-

ticity. For the special case of a biaxial stress-strain rel~tLa~-

ship for a concrete shell under a plane stress condition, th2 cons-

titutive relationships are 

o 
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ctJ ¡- J 
1 

L 
1 - \) l J 
__ 2 ___ 

~ tu<P 33 G<:::n 
.;:)' ~ <.. 

whcre we have denoted 

+ (1 + V) PJ 2 

i 

o 

V)Tl2]¡ 

~1 2 
+ (1 = V) Pj ; 1!

22 
= f(l -- V)S. - VS + {1 + V)[)J-- lc1-V}T Ji L' ¿/. 33 1' 12 - --

in which v = Poisson's ratio; E = Young's modulus; S .. = al. 1.--51..·-~ I 1 /3; 
lJ - J 

The stress deviator tensor; T .. =material constant; ando= nI 
lJ ' 1 

+ 2 
in which n=O when stress state is lying in th~ cs~~~cssion 

o zone and - 1/3 in the tension zone; a and (3 are parameters, r
1 

is 

th~ fi~st invarian~ of the stress tensor, and H ~s the streinha~dening 
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inva.riant of S. 
lJ 

The theory o f linear viscoelastici ty for infini tesirnal defon;L ---: -;_ons 

bJcn~~;. The response a .. toa given history E •. (t) is five::1 j-, ·?J 
lj lJ 

by the convolution integral 

whe:cc s. . and a. . are the infinitesimal strain and stress. T>:: 
l] lJ 

intc.gr:ating function Gijkl reduces it to two independent comp'--'!_(_nts 

for isotropic materials and exhibits its fading memory. 

The most general nonlinear theory gives the free energy as a fu~c-

tional of thc strain history and derives the stress respon~;2 fn-:;~~ 

it, which i ts numerical solution increases the computational ti,- 2. 

Equation (3) was derived for the case for stress linearly óei~Lé'.tc!,,nt 

o::·, the st.r.:ün E .. (t) but the kinernatics of the deformation is L::.l:... 
lJ 

In [s] is gjven a generalization of Eq. (3) but computationc.LL:,: is 

not convenient, so in [§, 7] an al terna ti ve formula tion using co1;vec 

ted coordinates has been used in this problems. 

In arder to é:.Void transformation to a physical tensór componr:::::1:-_,~, 

Larsen and Popov ¡-4] give a pure Lagrangian generalization o~ (3) 

where the symrnetric stress and strain tensors are used, and {3) is 

interpreted as a functional relationship between their physical 

components, and it becomes 

o 

o 

(4)0 
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F;;¡z;-¡ taLle __ '.·--:· IlEty consider 

n =:_ i/~-

- It has been shmvn previously in [3] that the creep analysis c.:C 

la:rge finite element systems is simplified by expanding J("Z,t 1
) 

into Dirichlet series, or exponentials series of the followin~: 

fOL!Tl: 

J(t,t 1
) = 1 

E (t 1 ) 
+ I 

ll-1 
-... -1- 1-e- Ot-t 1) /T.;J 
E (t 1 ) 

ll 
A 

where T are chosen retardation times and E are coefficients. 
ll ll 

This series approximates very closely the double power la'•' in the 

(6) 

(7) 

time interval 0,3T 1 ~ t-t 1 ~ 0.5 TN when one sets Tll=10l1-1
T 1 (J1=--:1,2, ••• ,N) 

and uses the following expressions: 

Fcr ]J<N 

For 11 = N 

=---1:--o-.- = 1 + a en) 
E(t') Eo 

1 
... 
E (t 1 ) 

ll 

b( ) ( T1 )n ~1 10n(~-1) 1~m 
= n 0,002 E 0 t ~ 

1 --- = 1.2 b(n) 
E Ct 1 > 

11 

in which T
1 

and t' must be substituted in days, and a(n) and b(D) 

(8) 

(9) 

(10) 

(_) are coefficients given by Table II. The values of a(n) and b(n) 

have been obtained by a nonlinear optimization technique (Marqucrdt 
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. 2r:d r:_ ___ (t') lS t;~e total Lagrangian strain ~--= t"f_;_··-=' - J l ...... ..!..J o 
t' 
- , i'Jut here ~he material characterization is done by_a da~~le pow~r 

law í3J-, in which th~ dependence of crep on --lo¡:¡d _dura tic:: (t-t') a.s 
-' -

well as age at loading.t' is described by the law 

-- ~- ----

J (t,t 1}-- E1o -~ + cp1 tl-m (t-t-~) n] ...... ----- (5) 

in which m, n, cp
1 

and E~are mat-er:í.al pa.rameters detennined fJ::-om testr ,_ 
-J 

data by optimization techniques. The la\v is limited to b::tsi~ cr,9.ep/ 

b"..lt •l'lith different values of material parameters it can also de:scrtb2 

drying creep up to a certain time. 

J(t,t 1
) represents strain in time t caused by a constant unit stress 

that has been acting since time t 1 • Tj_me t 1 is measurecJ. fro:n setti ng 

of concrete and represents its age. The values of material parill¡eter() 

from various tests are listed in table I, where only short-time creep 

data up to one month duration is available. 

TABLE I (Ref. 3} 

Data from m n 

1. L 1 Hermite et al. (in water) 0.221 0.094 

2. Dworshak Dam (sealed) 0.355 0.056 

3. Ross Dam (sealed) 0.457 0.130 

4 . S hasta Dam (sealed) 0.536 0.13-1 

5. Canyon Ferry Dam (sealed) 0.295 0.119 

6 . Gamble and Thomas (RH 94%) 0.450 0.081 

7. A. D. Ross (RH 93%) 0.238 0.126 

i 8. L 1 Hermite et al. (BH 50%) 0.203 
1 

0.131 
1 

--
cp1 
·--~, ,,G;,J 
-~~~1 :----

3.74 

17.51 

2.80 

5.38 

4.02 

4.87 

1.97 

11.26 

lo~o,·sa 1 

r~L0844 r 
¡ 
¡o.1sss 
1 
10.1806 

¡0.100:) 
¡ 
H0.18GO 
t. 
Q 

¡n.lo3o (J 
1 
ío.os21 
r 
t ____ ____, 
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TAELE II 

o Dil'ICHLET SERIES EXPANSION COEFFICIENTS 

~---N--+-__ a_C_n_)_-_
4 
_____ b __ Cn __ > ___ , 

0.05 0.6700" 0.0819 

0.10 0.4456 0.1161 

0.15 0.2929 0.1229 

0.20 0.1885 0.1152 

0.25 0.1154 0.1007 

0.30 0.0611 0.0842 

0.35 0.0156 0.6810 

--------'-.!.-.-------------~------

algorithm) for sum-of-squares problems. 

o 
The basic equations for nonlinear finite element analysis are well 

knovm, for the non linear. dynamic case, by t. he pr J:nciple. of v1:rtual 

work in terms of the initial confiqurationq \'?'2 obta.in 

(lJ.) 

where [N] is an interpolation function that transforms displace-

ments at the nodes to displacement at any point within 

the element~ 

is the transformation matrix that tiansforms displac~-

o ment rates at the nodes to strain rates at any point in 

an element 
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the generdlize~-stress v~ctor 

¿11,;~~¿-~ ;~~tY-- m:t~r:¡x_ (t_l;le~sl_E;§Ji t: :z: __ tétk~s ~-_on-: i ts 

fiar~_- in problems of shells) i 
~-

--- - -

-~ --
-----::-;:- -----

--- ----- -- -- --
-

{ P } is the- ap¡;Üied load -· --

-

We may now-linear-ize the e-qtiatio~ gy w:r-iting :Lt- in~-jts_-.-~ 
::...-- ----=-- - - - -

incremental forro: 
i -_ 
t __ --

-~-!:~~- ;-:---
t.·~:;:.; } 

- . ----- -

-.. -

of following loads. The two error terms O(tm) and O(I} are also 

included to show that the solution in incremental form contains <::; Q 
discretization error due to the current increment as well as an 

inherited error due to all previous increments. The error due to 

discretization in time is shown as a function of time raised to 

the power m. 

We now make use of the linearized incremental stress strain relations 

which are written as 

~{o} = [D]~{e} (13) 

This equation is appropriate for elastic-plastic behavior an~ h~s been 

outlined for small strain in [}.0] and for large strains in 1}1] . 

Substituting (13) in (12) results in a linearized incremental equation 

o 
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~ solution may be ;,:,hifved byapplyin; ~heÍ¡oad- ¡n incr<¡asingl~> ~; ~ 
-"'- smaller increments. --:__A parallel __ P:t:'Oceduré was investigated- f9r .:/_¿_: .J&:, 

-- - '- - - - :-_~ __ :~_'",-:,: ::.-,-~1 

o 

--~-,. ~~- -~~j 

the dynamic case ,where the rate of convergence ~ith decrease, :~f~ time -o:~ 
'..,-..- \ .;~~ 

st~p __ was examined_~_.___ _. _ 
.. ;.,_~ 1\ ~- ~~~-~ ~~~ ,,:_.-..:· . --

-:=we:;:now :consYde~- =;~~~~-e;r:';;r.-~{~¿{~~o_ (i)--~6~ii~d- ti-l!c--~~~iC!~~-1-: Í~ad 
--- -- --- _ _. 

- tión"; · that consists of writirig- the- res_ldtúü 

(15) 

It is noted that this error therm consists of ev,a.l,u_ating the terms 
(J t ~ ... ,1_ :¡ 

~ ~ _.J 

at the state before the current increment and that if no numerical 

error term consists of evaluating the term.s, '~~: ,_-t.he: r_sta:t_e before the 

current increment and that if no numerical errors had been introdu-
r. '") . ,- ' 1 1 ¡ t ! " ~ ~:--.) 

ced by previous increments the error would be equal to zero. It was 

shown in [4] ~hat, by including the residual load correction in 
rr~ 

the dynamic equations, one may obtain convergent sol~tions using 

time increments relatively "large in compar!son with the solutions 

obtained without the correction. 

The selectio~ of, ~n ~n.te_gra-t;:~~n. ,scheiTie for ,;~1~ solution of the in­

cremen~al e~uations in the time domain is critical in respect to 

computational efficiency. A suitable solution scheme, which allows 

a large time step and yet gives an accurate solution is that 

developed by Houbol ts 1}2]. The Houbol t se heme is base on the 

() backwards difference expression 
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Applying c~t-nis to t-he cond{tiop~~--fot i.ncremen-cixl equilibr:iti_ffi 
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ha ve '·-- .. 

-+ jr.'i] (56{~ } 
--- - n 

where n, is a subscript der,oting lhe time a t_ í'llüch incr(·;a2nt is- taken. 

This equq;:ion is solved for the d-isplacemr-:nt. ir·crem~nt L{},l.rr<H_} at 
• ·¡ 

. .. ;:_ --

each step except the first, wherc~- a specj_al sU:cr ting proce:lu..r-e must 

be cmployed [}-2] . 

o 
d ) S o ..e u_:U. o ; 1 e o n v e.n g e n e e_ 

Haisler et al. Q.-3] have reportcd on stuclic-s 0f numerical integration 

schemc.s a,ld their convergencc prope.cties l.n Uw: nonlineaJ: static case. 

It wa.s shm·m there that the increment.al fini te element formul:?ttion 

gavc statisfactcny re~;ul ts when the load inc-rem-Sr1ts used vn:~re small 

as compared to t. hose a_doptc:}d in thc sol ut:Lons us -L'1g the residu;:1l load 

correct-ion terrn. 'l'he nature of the correctl.on procedure v1as _i_llusi:rat 

ed in [8], where the order of the error for the corrected a~d unco-

rrected equations are examined. The result was qiven for a ozne-dimen 

sionc1l Inodel and serves to give an order of magni-tud_e e:;;tiJB:ate of 

the error. 

In the static case for the solution without the residua] lo~d corree-

tion and a slowly varying stiffness K, the tot:al discretizdítion O 
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where for N e ven l = m 

N odd l 
\ = m, 

-'· 

N+ 1 
2 

1 K-:1 \ 
2 -N-1 L 

n;::;2 

: U., k ·:::::.r:m ..., 

k·-r=_. m '+ .'1, 

dK '-l '2 . 3' 
CI]J .l\'¡1K + O· (bl\ll '}: (17) 

'.-

-~ 
' .. 

:- ~ ! ~ ·- ' ,. ... ~ ' 

m = 2 c2n 
2
- l) , and fractions are discarded in t·h·e: éomp1?-tation ·bf the 

r L 
ind'i:ces. -Eq(17) ·may· be 'ajescf.ibed by siat.i~g~.tliat ··for:even·N·only 

terms involving even displacement inc'remerl'ts remain in the-series 

and,:._lik~~.,i~e for ~o~d .N,. a·rlé·:.odd displaccmén't ·:iih~.r~ments .. ·In comparing 

(16) and (i'l) \ve se¿··gfiat trl.e l~~clú~fon. ~f fhe· "'re~iduaJ: lÓ'a'd correc­

i{~g~c~·eddg~-~:'th~ n~e~· of'·t:etrr;~ Ú{ th~·-series: .. by a half. One éould 
l.:;'- 2' .. J~/ :;J: _(~):_ ..... ' ' -: "<1 .>f. ' ' 

state that, approximately speáking~· the error is' ha-lved in thi! corree 
~~e< ... ~¡~ ~ - ,' f ~··[)U i.. ' ~ ~, : _._ -. rrp - ,... -

ted equations excépt for tlié fact that the stiffness quantity <li..s in-

- ' J e • ~ ,., "' 

stiffness K in -~E] mea.ns t:tie neglect of errors cáusde by the i.nheri t 

ed error terms. 

Ü I~ the dyna:.:lic case the cxpressions for thé di.scre:tt.i.z.ation errors of 



-
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the uncorrected and corrected eqtiations at time N6t are, re~?ec-

tivaly, -o-
(18)~ -

-~ :-::_-~- --~-

e 
~-~-

.llt
2 

M-1 { · 
4 . ~-1 (19) 

/ where·R 
n 

llt
2 

-1 = (1 - -
2
- M K ) • 

n . 
e In.the above equations E* andE are 

the truncation errors inherited from the inertia te~ms and, for 

the integration scheme in time, do not appear to be expressible in 

a general forro. However, they are of .the same order as the-.first 

terms in brackets in (18) and (19), and it is int~~esting to 

speculate that a similar reduction in the error occurs in Ec as 

_compared with E*. 

It has been demonstrated in [13] that the static solutions given 

by the corrected and 'trcorr.eqted equations, tend to converge as the 
/ - - -' < ' - J ' ' - ~ 1 ' f{J --,~ ~ 

numeber of load.increments in the uncorrected case are increased. 
-

A-_ particular exé3:ffipl~ g~~en :!-n 1}.3]. i~ a _spherical ~hell cap under 
' ' ' ) - ' , ~ 'r ~ - - ' / - ,~ .. , ~' ~ ' - - _,_ ' ' ~ ' ' ' , ~· 

\' '¡ • ' 

a point load at· the apex where the ~corr~cted solution converged 
J ' ' ... f \. ' ' 

. ·~_;using an. increment one eighth tha'l; was required for convergence· in 
' ' _, ~~ - - ,- ' ~ ' f - .. .... 1 ..... ,. ~-· ; •' .. .. - ~ ' -....; ' ' ' ' 

' '· the. cor;recte~ solution. One· would expect that, judging from (18) 
-• .. , - ~ • • ~ , • - t : - ·~ ,' : , e: , , -:,:- r .... - , 

and (19), the. convergence rate in.the dynamic case would -be more 
1 • ' ~ ' - ... • 

rapid both for the corre~ted and unc9rrected solutions considering 
-. ' . .,:~ )~-¡~)J.,'~> 7.·-:.~··,_ ..... ~~:"' ' 

. 2 
the presence of the factor lit , and the fact that ·the truncation 

errors for-the static and dynamic solutions are approximately of 

o 

o 

-· 
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-e-

In the sample problems, mentioned later; i~ ha~ 

-
been sll.own for the- example of a: peam un9-e~ a half-sine wáve J i:tt,v..Jlse 

·o{r-~-~ t-h~---span, that- tlÍ.e uncorrected so-lution ¿;~·:;t-~ge§:C::rapidly \Ylth 

the variation in the time increment. On the other hand, "~he corree ,_ 
- . r:. -

~ ·": . 
_diminis=hed; .::-. 

'--~~ ',: ___ ;_~t- -T ; '- ,_.:-:~ -:; • 

- ~ 

--_;:.::,_--
- '; ~ - . :. 

The ad;a!l-_tage in~--~-si.ng the ~ ~orrected -dynw.-n.ic 'equatr~<~s i. s tr1at one 
-- --~--~r -~~ ~.;. ~ ~~----·~·· ... -:, -- 't --- ~· · -~--~ :,~- -~:_::_-~ -, =. g _.- _::- .. __ -=- " - -:~ • _ 

rnay obtain practically convergent re-sul ts with large time in::::remen-
~ •• - ~ : ". ' - -'> ' ' !' f ~ 

ts. In the- numerical examples mentioned l<:1tcr· 'it wcis 'shm,rn that 

CQJ).Yer_gent solutions -~-.to ·dynami~- problems USiJ?.g''<the correctéd incre-
'} ') 1 '¡ .. , • ' í 

mental equations may be ob-tained. using t:L.mé · incr'ements of an order 

of rnagni tude grea ter than those u sed by Other íri\;~f~tiga tor s. <J'he o ·~·;~~;:; ::;c.!.L-' 
other solutions were 'obtained by u~rn·g tlle Houbol t scheÍffe 'and the 

total forro o:t: the fini te··~ef\~~~nt e~~~ti~~ri·J .-~-~~(\h'e comparisons are 

direct. 

nonlinear problems ecónomically. 
f -\\,_-

COMPUTER P~OGRAM 

," '_\ -i ·,) ' - - -' 
The system of eq~ations fo~ ::the dynamic elastic-plastic analysis 

with large displacement have been incorporated to a general purpose 

computer program. A program previously developed at Marc Analysis 
' l ~ ; < 

Research Corporation, Palo Alto, Californ,.:Í.a '·c;alled' MARC program 

was uséd as the basis. Figure 1 . gives a flow diagrarn for this 

problem. 

o 
-,' 
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., ·. ··---- .. ~-i::~::t~:~lJ~~;~~~cJE-~i:.~~r~a~ _ ;r61fl~J:;d;~~der --·~.~-
- ~-r~o ~¿{¿_ -~o~-~~~-¡s~~; __ -~¡~~ ~;~f~;:: i~-~~-~-:·'~-i-~~~-~-t~;~-~----~~~fo i:;vesti ~-- -~-~--
~-_,- __ ; __ :_- ---i--~--,- ~- ;:~'{-~~--~~~~-~- -r~=~--;-:,_-,·:_-.: ____ -_---7=~/c:¿:-~-----,~~:jf· ___ - ---;-;--- __ -:.-

gate -th~; limitS _Of mpnerical-_: a-p:Qro~i!llatiOflS in ___ termS _-OLt1:J:h~ ·fte.9Uen :\_ 0- __ ~-

. - -- - --~~---~~- --~- -~ .-t )~-- ----=-~~ ~~~7:~-~~-~:~= -=-~~-=----k~-~ __ }_~ .F~-~~----~~=~~-~~;- , --~~~~ __ c_i~~~~~-=~:;: __ -~->~~ - -~-
_- --.cy=-·-óf -=re:a:sSernbly -a:nd~~e-siCI.ual·---l~éad· correc-Eión~;~ and-e)· :tQ;-o]Jsérve ---

-~::-~ ... _ ~::_·-·~· .... ·_.: : =~; ~ -~ • ---~3 -~--~~--~- ---~~--- ~}-~~:~ ~ ~~-;_- -~;'~~ --:::__'__~~:-----·-~ =·--~~~~~-:: ~~~- --~-~~:~~ _- ~¿~~-:-- -;;. ~~ :::_.-~r ~~~~~~~- -~~ -- -~_,.__- - ~--~ -~~-- ~ 

_:~ the- e~t~ct of g,e?me_t_r~c--imper_fec-tfons iri'~a -~ynámic~),.ly-:__fó_aded~~-=-pltere .- ~--
,,... .. - - . - .) ~-;::·~ - ~ - _-_. ".: -- :.--, .... -:.. __ .. _:_:--=._--=-:-;- ~=-----.--- '.,___:-:._:~_:..._=--,_; -_-- , _ _ ---;-: -_:.--~~~--,_.:,· -~_..... ----\,--

- - - - - ..... - -- ---- - =- _---=-'- ·;: ... :e 
- -The one~,_á.imensional elemerit useg in this examples is of~~:the iso- ¡ __ 

=- -- - ~ - - - - - - - -, ~~.::~-- ~- ,. - -_ ; ~- -: 

paramet:r,~q-_~ype _,and .?.as a_ FaJ;>id~rate O'f c~nv~~gence -~veE: 'fo_r small { __ -
•-' • r • , \_ , .J ...,. , - - - , • - • l - ' .. <" 

_n_uniebers_ o_f_ e_~ements. This -i?_ ~aue_ to th~- fact- tbat i t 'éan_ i:-e~.cesenf · 
- r ' _:,.:r-....; ·:,2 _.- ,, ' !""' -~ 'tl" ..... --1- -;;. ~-i-·- -.... ,:_.,- : f ~-~-r "'¡- - _ _ ":-,~í""'::.'--:-.. _ -~- -

exactly all the rigid body modes of the interpolated surface which 
1 ; ,.. • ! ~ ~ • r · 

is arbitrarily clpse to the actual structural shape. It has proved 
1 ' ' -

• - ~ 1 ' 

1 

to be a very accurate and economic element for use in analyzing 

dynamic problems. 

The chos_en examples are: 

1. Shallow Sphe.lt,{c.a.l Cap Un.de.tr. A Ste.p Pll.e.f..f..u.Jz.e. Load 

2. Non.l,(n.e.all. Elaf..tic. An.alyf..if.. o& a S,(mply-Su.ppoJz.te.d Be.am Un.de.Jz. 

A Halfi-Sin.e. In.itial Ve.loc.,tty Vi~tJz.ibu.tion. 

3. Non.l,(n.e.all. Elaf..tic. An.alyf..if.. o& a Sphe.Jz.ic.al She.ll Cap Un.de.Jz. a Poin.t 

Load at the. Ape.x 

PoJz.t,(on. ofi the. Span. 

'- _-:NUMERICAL RESULTS 
J. ... ·.:·.'\,1 {tJ:, ,J '·~ .• ,J,' ~,:,_, · L~,., ..... -·el ¡1.:· 

al Pof..t-bu.c.Rlin.g be.havioJz. oú ~he. f..hallow c.on.c.Jz.e.te. e.lliptic.al 
• ' ~ 1' '} ~ ' 1 ' / ( \ ' ' : 1 ' ! • 

pall.aboloida.t f..he.ll with an. elt~ptic.al impe.Jz.üe.ction.. 

The geometry of this shell is shown in Fig. 2 and 3 where the 

imperfection is given as a flat elliptical section of the shell 

o 

o 
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:_ -;c~ic·s .r:-
1 

and r 2 , vJhich aLe the mean radius of the·obl¿¡: 

c:-f 
-

the~- eüliptl.cal par"abol"6idal surface.._ 
-~-- ~-:- .... ~ -- _'- ::: "-..- '"-; - ---- --

-.: .... T -~ 

FQ.l': _the ·more simple el_emen_ts-, wnere only dÍ.spla~einent cont:- •:>. i ty--is r -:- rr"; :.,~ --- f. - ---- ' - - -- - . ---- --- - ---

r~quire_d at the noª_es 1 as in 'fl4] --~nd l}s], the function betl';·_"'en 

.... -~----

:-~ : . . . -- f _- ~~~~~ .': ~. •-"'~- :..· -~ _..;,,: ~ ~ --~- -~ ~~ -- -~=- J.,.lj" ! --: -_ ~-~--~ '~~ - --::;;-;_.., .._ ~ ... :. 1 -:.~~ -~-
' -~_:·· _, -_the--i:mperfection and the shell _is .npt a probTem. But- for the ei.gher 

. ~ - -.. -~ --~-- -;_- --~1.::- ~::-~-~-- ---¿--.:~- -- _'- - . .::.-::·_ -_ ~ "' -- - ~ 

- -- órder '"isoparametric el~~~i-1-r:<tlie- dis-pi;i~e~ents and the:li-- 'fü.:sl 

·- ~- -= - -~-~ii~~t~~ > ~~~i·e--~~ch1_~v~-:~~i -~~píy·~~~-~}- -~~ :dn·¡~:~a"j_n-t rel~ting displac~-
--~e~f~~f:-~~~~icJ-:'~h~§p-~ieli~~¡o:lid'aiL3?~{}i;~=~~~I~~-~~~ü~~¡~~-~ot~-fiib-bi~~ and 

o 

o·. 

'' 

-~==:;--~: ~ - ::~ ~;:~~ ~-~=:~J-- '~ :-~~~~~=:~~i.-- - ------- - - ____ , -
. - -- ~ 

"'-·:·._...,._..., __ , 
-

The shell '<·las anqlysed fj_rst :Éüástic.:plast.ic -and the Y:esul ts for 
·-:;~ ' 1 ' ' ~ - .:.:~ "_- __ --~ ,__ ' -----__ :; --- --- - -~ - ---,--

imper''iection_ paÚ~~~ters -\;{~~~ncf :~-~3 a~~ pt--~séri'ted -in-= Fig·;'=- "4 a,1d s 
1

-
"'",... --. - :;::;::-.~- ......... - ---
~.-- -· -~::..~ --_,.. - -~ . .:. -· ::.- =--- '-.. "'-- - -- --:_, 

0 

• • • ~ -:..;:::-~ ----. .-n~ -_, ~- ' 0 • -
0 

... ~ -,-,~ 
0 

) • -~ -•-•• - :.:<_;¡.'1_:; ~ ..;;; :.,_ ( • • ~ ...::... • __ • 1 ~ ::: ·-. :--:;r • j 0 0 • _; .,;::;- .,..- ' 

wher~ we cons1der three pressure·parameters p=0.3, 0.4 and 0.5 
- - - -- ---- - -_- - ' - _·_ i -

related toa critical value- p = 0.15 E(t·/R
1
R

2
· )-,-in there the .. cr 

deflection. par:q.me.ter at,- ,t_he_ ~,9-p~x ,.u3-/t -1-i%:r.PJott.e_d ·:·~gainst time. 

The ·shell. is se'en,_;to :._hav.~-_~bllc.kled:;~-?h~n _ the_ deflestf-o,n profile 

increases dr:astically fo'r a. smali.,increment of-pressure. It is 
- ' ' ' ~ - J !; ' ::' ~ • - ' ' 

important ·to ment'J.qn- that · bucikling occurs after th~,_;E:irst :maxiroum 

·and-not áfter a -number .Qf osc~lation~. ' " '' ' 

The prob~~ -of, the :e}:u~rnally p:(~s.&\ir:;i.z?g ,J-mpe~fect qe1l!ispl).ere for-
' - . ' - - ' 

the álÚ.riünum ailoy ·'(io75:-T6),cwa~ first _ !?olved by __ f3ushf;!-~ll J}-7] for 
0 ~ • 0 e / ,.. , ) 

00 

< •• 1 
" ',A¡ 0 " ~ • 1 • ~ ~ ~ ' • • 

the static . ~as~, · and by ,Ma~c~l {~.sj -for. th~ elasti,<? ~ plastic case, 

and also by·Marcal. [9] for ~he elast~c and el?s~!p-pl~sti~ dynamic 

case; whose resul ts. are compared·; in-- Fig. 7. Based on these previous 
' - . ' ' ' ~ ' 

resÚlts ¡ fo~· th'e Concrete El·lipttc.?t_l : Paraboloid01 Shell T 'it has been 

· studied in this paper only, the .-elastic-plast~c dynamic case. Values 

of· préssure parameters p which,i-n;Ltiate buckling are plotted ~5Jainst 

_th'e ge6metr:ic paratneter A.. .for 1. 5, the buckli~g pressure is governed 

very strongly by inestability of.the material itself; so, for this 



- -=-":: __ -

~t-
-::::--._-~-- ~----

~-
dn~l :i sj_ ::-:-~iú~s~-1-¿::é: -:_:_:!a ----fwn 1tne.=l_r--Tn.fl<:er i~í-:=-and \•- :-::::- -

behavior wou~d~ b~_ J'ncorre~t_--.~-::rhe resul_ts ax_e ii}. l?lg. _7_a-. - o~ 
=-~-

In computingrthe resüits jt.ist descr~ed, _ the equations wer-e re.::-,;::,Jem-_ 
-- ~- ..::.--

- -- -

bled every ten increnient_s, ~ and corrJcted every second incren'len ·::::;, 

this selecti~on~ is base_d on t!:I_e numetical experimenta-ti~n 12re~;~::nt. -,d 

by I-1arcal [9] -. --
~ ....... - -

The objective_of this study is to f~Ün~ the cre~p buckling load 
< 

for· ~ 

a life expeC::fancy of 96 aays 1 when- sub.je'cted-- to various ~:e.:r::-é: __ sure 
~ ~ 

levels. 

The geometry of the shell is sho\·In in Fig. 2 and 3 with 

- ]' -
~-/- -

j/ 

= -2.75m,::r 2 = 2_.8m a- -13.70rn, -b;::_t= 13.4-5m, t = 0.06m, R1 _:= 32.90m, 

= 33. 5 7m-and A = 3. 

The material is concrete with a compresive strength level f~ = 150kg,(J~2 

and a Poisson Ratio v=0.15, which is assumed to be time independent 

for this study. The relaxation data obtained from the creep test 

just mentioned. 

The creep analysis has been done with presure levels of 0.3, 0.4 and 

0.5 respect to the upper critical load of 0.15E(t2;R
1

R
2
). 

The pressure was applied instantaneously using lO load increments 

and then, sustained during the crep process (Fig. 8). In about 40 hr 

it was observed that the use of the out of balance force in the load 

vector makes to approach the critical configuration, this force also 

cause over corrections of equilibrium, and, at the end of the tin1e 

step the stresses obtained are very small; and when combined with 

the fading memory of the concrete the oscillations are set up; and 

for a given data of 96 hours the critical presure parameter was foun() 

to be equat to 0.35. 
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-- -- -~-- -- :""_- ::. -:. -~~:_ ---- ___ _,._:: .:::..--- - -~ ~---

- O --_- --__ e: f~r ~-~-_y_e_e ~--'l __ Lim-Lt o 6 th-e. ~-c._~_~·~~c._éTR. ph~e~ ~ uJt e __ 6_oJz. :}1:~-~F~-~-~r]t,¿c.~~ t_ 
- --· - 2 - ·- _-- - - 1 

P.t;~aboR.o.<-da.R. c.onc.Jz.e.te. ~h-e.:R. _ .{.~_ r;Jz.- = 0. 15 ·E (:t. f~¡ ~zl __ ' ~n~- uO/t 
_- -----

:the .óphe.Jz.i.c.a.R. a.lu.m.<-nu.m a.R.loy (7075-T6), oJz. -5:tJz.u-c_.tu.Jz.a.R. -5te.e.l -6he..e . .[_ 
- . 

~~---_:=~~~-->_{,i-~p ·;;o.3-12E(:t2(R 2 )- [ __ 9_] _ _ r.i -6-hould_not __ -oe._ 1.:1 __ 6 _Q91 . __ _ 
-- - -- C)L - ' - 1 :...1 
~~~:- c..::-- ___ :.:""- ~- _- .2- -f.~ __ -_;- --- -~--- -~ -"¿_ --------:--- ~ --::_ - _-- --~-- - -=---~=':_~~- ,_- -.-. -~~:--:--- ~ ·:- _- -

o 

o 

- r ~---- ~-: -- -~ - --
-

-~b) The. m.<-nimu.m u.nc.on6lned c.o~pJz.e-5.<-ve. -5:l:Jtengh:t o6 :the. c.onc..Jz.ete. 

-~ hou.ld-- .be -i.n :the -5:l:Jz.u.c.:tu.~'e_ abov e O fe. e_'qu.al :tq 2 50 kg/c..m 2 (3500 p .. '\.). 
- .{. 

~) In de-5.<-gn¿ng :the ER.R..<-p:t.<-c.a.l Pa.Jz.aboR.o.<-da.R. c.on¿Jte.:te. -5he.lR., we. ma.y 
--- - 4"- - -_-_ - - - - - -- - ----- - --~ - - - - - -

-- -- "" - =---:_--=.. -- : --

_-5ee fiJz.om Fi.g~-7a :tha:t 6on valu.e.-5 o6 A -i.n be.:tween 1.5 and 3.5, :the. 
~ 

pJz.e-5-5u.Jz.e paJz.ame.:teh. .<--5, __ P ;, O. 35, _ a.nd :the_ loweJz. lúri-i.:t o6 -:the c.Jt.i..tJ..c.a.l 
-- . - -_ .. - - - - 2 - - - - ___ -_ 2 --

·-load -i.-5 (pc.Jt)L = 0.35 x 0.15E(:t !R 1R2 J = 0.053(:tJR]R 2 1-,_::the~teóo-"..e 

:the de.-5-i.gn load -5hou.ld be. a.~ -5malle!t a.-5 po-56-i.ble Jte-5pec.:t :to (pc..Jt) L 

e 

dl In de-5-i.gn-i.ng :ihe 4phe~'.<-c.al Alu.:m-i.~u.m AlR.oy (7075~T6), oJt ,~f:~z.u.c..tu.Jta.l 

6:teel -5hell, :the loweJt
1

~¡~;_;t ofi ihe. c.Jt-i.:tlc.al l;ad (pc.Jt)L -5h~uR.d be 

:taken fioJt :the ela-5:t.<-c.-pla.-5t.<-c.. dy~a.m-i.c. c.a.-5e fiJtom F.<-g. 7. Fo!t .<-n~ta.nc.e., 

2-·­fioJt; A= 3, we ob:ta-i.n p=0.49, fiJtom wh.<-c.h (pc..Jt)L = 0.49x~312E(t/R) -
~ 2 

Q.1.-5E(:t/R) • 

e) Afi:teJt 100 hou.Jt-5 o6 hav-i.ng Jtemoved :the fioJtmwoJtk, :the. defile.c..:tlon a:t 

:the apex o6 :the EllJ..p:tlc.al PaJtaboloida.l c.onc.Jte:te. -5hell -5hou.td be 

-5malle!t :tha.n 2 :t-i.me.-5 -i.:t-5 :th.<-c.kne-5-5 :t. 

61 In :the. Elllp:tlc.al PaJtabolo-i.dal c.onc.Jte:te -5hell, fio!t valu.e-5 o6 the 

ge.ome.:tJtlc.. pa!ta.me.:teJt A<l.S, :the. bu.c.klJ..ng pJz.e.-5-5u.Jte. .i..-5 goveJz.ne.d ve.ky 

-5:l:Jtongly by :the -i.ne6:ta.ble beha.v.i..o!t o6 :the ma.:teJt.i..a.l; -5o, fio!t :thl-5 

valu.e-5 o6 ~, any analy-5-i.-5 ne.gle.c.:tlng nonllneaJt ma.:te~lal and geome.tJtlc. 

behav-i.oJt wou.ld be. lnc.oJtJte.c.t, :th.<--5 c.ou.ld ha.ve bee.n the c.a.u.~e o6 t~e 
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Figura 10 

Collapse of the elliptical paraboloidal concrete shells at 

Guayaquil, Ecuador 
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Figura 11 o 
Geornetric Imperfection of the elliptical paraboloidal concrete 

shells at Guayaquil, Ecuador 
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The additional arches, for increasing the buckling capacity of 

the shell. 
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Figura 15 o 
A view frorn the interior of the connection between additional 
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Figura 17 

The additional arches, for increasing the buckling cApac!ty of 

the shell. 
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Figura 18 

The additional arches, for increasing.the buckling capacity of 
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The additional arches, for increasing the buckling capacity of 

the shell. 
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H.ESUHEN. 

ECUACIONES CONSTITUTIVAS DEL CONCRETO 

Porfirio Ballesteros1 

Raúl .l:..lamo2 

~e propune una relación const1~~tiva analítica para el concreto b~ 

10 condiciones generales de esfue~zo multiaxial. En el desarrollo 

de esta relación se supone al_?oncreto como material. elástico no 

lineal y elastoplástico. El_objetivo final del estudio es la obten 

ción de las funciones de falla, de carga e inicial_. discontinua del 

c~ncreto, así como de las.relaciones incrementales esfuerzo-deforma 

ci6r . 

INTRODUCCION. 

~~,;ida la complejidad de las ecuaciones que representan el comporta­

ntiento de un elemento de concreto, fue necesario antiguamente rea­

lizar una serie de simplificaciones, ya que con ellas se lograba 

una visualización simple del problema; pero generalmente poco preci 
' --

sa. Con la evoluci6n de soluciones por métodos numéricos meciante 

el auxilio de computadoras,· es ahora posible resolver ·el problema 

yeneral sin necesidad de esas simplificaciones. Sin embargo, el 

planteamiento de las ecuaciones constitutivas no se ha desarrollado 

~ara materiales anisotr6picos, corno es el caso del concreto. 

En este trabajo se muestran los fundamentos para las ecuaciones cons 

titutivas del concrete en situaciones de carga multiaxial. 

J.. Jefe de Sección de Estructuras Div. Est. Sup. Fac. de Ing. UNAl'-1 

2 Jefe del Depto. de Investigación Industrial del IMCYC 



2. 

COMPORTAMIENTO DEL CONCRETO BAJO CARGA UNLAX¡AL 

Se han idealizado las relaciones esfuerzo-deformaci6n del concreto 

bajo carga axial en diferentes modelos (Fig 1); elástico-lineal; 

elástico no-lineal; elástico-lineal-frágil; elástico-lineal-plásti 

ce-perfecto. Todos ellos han sido aplicables para diferentes pro­

blemas. En este trabajo se consideran al modelo elásti9o no-lineal 

y al plástico-perfecto como una buena representaci6n del comporta-· 

miento axial. 

Al analizar una curva típica esfuerzo-deformaci6n del concreto bajo 

carga axial, se pueden localizar varios puntos importantes (Fig 2) 

El esfuerzo último f', máximo en-la curva, se define como el esfuer e 
zo de ruptura de cilindros estándar de concreto a los 28 días de 

elaborados, probados según la especificaci6n correspondiente del 

ASTM. 

Este punto nos define otros dos importantes; uno, el limite elásti­

co del material, punto A,. abajo del cual, al existir una descarga 

del concreto, éste recupera sus dimensiones originales. El punto • 
A, de la Fig 2, es variable, y, los autores de la literatura alusiva 

lo han ubicado entre 0.3 f' -y 0.6 f'; Y segundo, al rebasar el 
e e 

esfuerzo de compresi6n del punto A, se entra a la,zona plástica del 

material, misma que está limitada en la parte superior en el punto 

B. Al descargar el elemento en esta zona, el .concreto no recupera 

sus dimensiones originales sino que bajo esfuerzo nulo tendrá una 

deformaci6n permanente. En la Fig 2 se puede observar que la de­

formaci6n del punto B está compuesta por una deformaci6n elástica 

y por una permanente. Este punto se ha ubicado entre 0.75 f~ y 

0.9 f'. Más allá del punto B, el material se deforma .casi sin in-
e 

cremento de carga alcanzando el punto de esfuerzo último, C. Poste 

riormente se presenta la falla y con ello la descarga. Esta parte 

o 

o 

de la curva depende de caracter!sticas propias de la máquina de () 

prueba. El punto, E, de falla, se encuentra a una deformaci6n uni­

taria que varía entre 0.003 y 0.004. 



o 

o 

o 

En lG Fig 3 s~ escriben una ser~e de ecuacione~ que representan la 

relaci~n esfuerzo-4eforfuaci6n. Hay una infinidad de ecuaciones de 
' -< ' ' 

·di~e~$OS investigadoFes, y la elecci6n de la más favorable dep~nde 

del uso que se le piense dar. 

COMPORTAMIENTO BAJO CARGA MUI,TIAX:CAL. 

Para entrar ahora a solicitaciones multiaxiales, es indispensa~le 
, ... 

re-::ofdar varias prop_J.edades importantes del concreto; 

l. La resistencia a tensión del ccncreto 

se v~lG~ proporcionalmente a una po­

t~ncia 4e la resistencia a compresi6n. 

Esto es: 

n 
f~ = k (f~) generalme!"te n = 1/2 

2. El concreto es un material frági: 

3. La presión hidrostática por sí sola no 

ocasiona la falla del material. 

Así como en el caso axial es importante definir varias fronter~s 

de cambio cel comportamiento; sin embargo en el caso biaxial, no 

serán puntos sino c11rva3; y en el triaxial, super~icies. 

Superficies de falla son aquellas definidas en el espacio de ep~ 

fuer~os, tal que, una vez que el estado de esfuerzos alcanza ~fta 

supe~ficie¡ e~ material falla y no puede resistir ninguna carga 
,r· 

post_erior. 

Superficie de discontinuiduu inicial es aquella que s~lo se p~~de 

alcanzar por acci6n multiaxial el~stica. Es decir, si se carga y 
\ \ ,- ~. 1 

descarga sin rebasar esta superficie, no deberán ~uedar defor~acio 

nes residuales despu~s de la descarga. 

Superficie ce carga es aquella que se alcanza una v~z que se ~a 

rebasado la superficie de discontinuidad inicial y a6n no se alear¡ 

za la superficie de falla. En otras palabras, son las superf~cies 
' ' t. 

localizadas dentro de la zona plástica del material. Si se tiene 
' 

una carga q~e desarrolle esfuerzos tales que ·alcancen alguna de e~ 

tas superficies, al descargar se presentarán deformaciones residua 
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les permanentes, La Fig 4 nos ~uestr~ g~aficado en el plano Ae 

esfuerzos o1 , o 2 . (caso biaxial) las curvas que los relacionap, 

las curvas de falla y las de discontinuidad inicial. 

La Fig 4a muestra los resultados experimentales obtenidos por 
1 '• 

Kupfer en 1969, y la Fig 4b, los obtenidos por Ville en 1968. 

Se ha pensado que la diferencia en resultados depende de la foE 

ma del espécimen, hecho que está en proceso de investigación. 

En el mismo estado de esfuerzo biaxial a
1

, a
2 

para concreto refor 

zado, se observa un caso particular en la Fig 5 en el que 

f' = 200 kg/cm 2 y f = 2220 kg/cm 2
• Si el acero de refuerzo 

e . y 
sigue las direcciones principales es aceptable utilizar como re-

lación la elipse de Von Mises. En la zona de compresiones el con~ 

creto también cumple con esta relación como se demostrará más ade 

lante. Pero el problema es en la zona de tensión-compresión, en la 

que el comportamiento se ha supuesto lineal, sin embargo se reali­

zan otras investigaciones al respecto. 

En el caso de. carga triaxial para concreto, Fig 6, es importante,­

dada la isotropía del material, la determinación de la intersec- · 

ción de la superficie de falla con los planos coordenados. Esto 

se logra determinando el punto en el que la bisectriz de cada uno 

de los planos coordenados es tangente a la superficie de falla, 

por ejemplo el punto TB
1 2 

es la intersección entre la bisectriz 

al plano a 1 a 2 y la superficie de falla f(aij)= O 

Para comprender mejor el problema, y además ampliándolo al caso 

de concreto reforzado, se considera en la Fig 7 _el plano formado 

por la línea de esfuerzos iguales a1 =. a 2 = a
3 

= a y uno de los pu~ 

tos de intersección de la bisectriz de un plano y la superficie de 

falla, en este caso TB
2 3. 

o 

o 

En esta figura se puede observar la intersección óe la superficie d~ () 

falla y la de discontinuidad inicial con el plano TI y con los pla-

nos coordenados (TB
2

_
3
). Es posible observar que existen zonas 

en que uno o dos esfuerzos son de compresión y el otro de tensión. 
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son estas zonas l~s que neces~t~n un estudio ma~ a fondo para de­

terminar su tráyectoria. En la zona de tensión, suponiendo que 

el acero sigue las direcciones de los esfuerzos principales, las 

superficies de falla y de discon~inuidad inicial son las rectas 

genera~rices del cilindro de Von Mises" Es importante tamb~6n 

en la zona de compresión obterier los esfuerzos a en el nunto de a .. 
tangencia con la bisectriz, as! como la superficie asint6tica a_ 

la superficie de falla limitando de esta manera el crecimiento 

del esfuerzo triaxial. Bstos valores se encuentran en estado de 

experimentaci6n. 

Cada una de las curvas o superficies anteriores deben estar re­

presentadas ?Or una ecuaci6n. 

A continuación se exponen las deducciones que sobre ellas s~ han 

desarrollado. 

COH.PORT1u'1IENTO TRIAXIAL ELAS'I'ICO 

Las funciones que representan estas superficies deben estar b~­

sadas en los principios generales de las ecuaciones constituti­

vas que se pueden enunciar en la siguiente forma. 

1. Principio de objetividad o indiferencia del 
' material. La respuesta del material es in-

dependiente del sistema coordenado o del ob 

servador. 

2. Principio de acción local. El esfuerzo en 

un punto se debe únicamente al movimiento 

de las part!culas en una vecindad o en tor 

no del punto de consideración. 

3. Principio de determinismo. El_esfuerzo 

en un medio lo determina su historia de 

deformación. 

Q Con base en estos principios, y considerando la reducci6n c!e las 

ecuaciones constitutivas para materiales simples, caso de materia 



o 

les elastico-lineales y no~l~nealesr el e~fue~zo se ~educe a una 

~unci6n del gradiente del esfuerzo de deforrnaci6n. Para deforma 

cienes pequeñas, el esfuerzo es también funci6n.del gradiente de 

desplazamientos o tensor de deformaciones pequeñas. Por anqlo­

gfa con los fluidos Reiner-Rivlin, se demuestra que la ecuaci6n 

constituitva se reduce a la forma. 

(1) 

o en notaci6n tensorial: 

Puede decirse que la ec (1) es consecuencia del teorema de Carley­

Hamilton. En la ec (1},! es la matriz identidad, ~o• ~ 1 y ~ 2 

o 

son funciones de los invariantes del tensor de deformaciones E. () 

Dado que en el caso lineal las direcciones principales de los es 

fuerzas a coinciden con las de las deformaciones ~, se puede 

escribir la ec (1), diagonalizándola: 

y 

al= ~Q+~1E1+~2El 

a2 = ~Q+~1E2+~2E~ •••••• 

a3 = ~Q+~1E3+~2E3 

expresándola rnatricialmente 

al í 1' 
El Ez 

1 

a2 = 1 1 E2 Ez 
1 2 

ll a3 E3 Ez 
3 

(2) 

1 $0 

l :: 
o Q • • o .. (3} 

donde ~O' ~l y ~ 2 se oueden determinar de pruebas triaxiales. 
o 



() 

o 

o 

COMPORTA1UENTO ELASTO-PLASTICO 

Si se supone que el criterio pa_ra la falla del concreto dapen­

de s6lo de los esfuerzos distorsionantes y no- d~ 1~ presÚ>n 
drostática, es posible utilizar dos funciones diferentes pero 

similares para simular la fall~ ·del concreto en la regi6n de 

compresi6n y en la región de compresi6n-tensi6n. 

La falla ser~ una función del primer invariante de esfuerzos 

I
1 

y J
2

, segundo invariante del te~sor de esfuer~os distorsiona~ 

tes Sij. Las ecuaciones propuentas son las siguientes: [16] 

Reg:(.6n de compresi6n 

f (a . . ) 
K2 

J -
.K2 2 1 I2+ J .,.2 - -3 36- I:;.+ TI 3 Au1 1 = u l.J 2 1 u 

y para 1c? .,...eqi6n de cornpresi6n-tensi6n 

2 1 

7 

!(2 '1 f u(ol.j 
~<_ J - I2- I2+ ~ Aul1 = .,.2 - 36 12 . 
3 2 1 1 u 

(5) 

Al escoger a la funci6n dependiendo únicamente de r 1 y ~2 , se lo 

gra una funci6n simple aunq~e si fuera in~luído el tercer inva­

riante de los esfuerzos distorsionantes, J
3

, mejoraría consider~ 

blemente la correlaci6n entre las f6rmulas te6ricas y los datos 

experimentales. Como las ecs (4) y {5) son similares se ha creí 

do conveniente utilizar una sola ecuaci6n que es: 

{ 6) 

Además, podemos suponer que la ecuaci6n que define e! estado ini 

cial discontinuo tiene la misma forma que la superficie de falla, 

por lo cu~=> -=;e puede escribir: 

K2 
f ( (~ ' = -3- J 2 --0 \ w' i j) 

l~ 2 1 1 ' ¡2+ I2+ A I T2 36 1- I2 1 3 o 1- ·o (7} 
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Los valores de las constantes constitut!vas Au' A0 ~ tu y Te 

pueden ser determinados para las regiones de tenst6n-compresi6n 

y la de compresión mediante pruebas de laboratorio. 

Dado que el esfuerzo normal octaedral, croct es igu~l a.~113 Y 
el cortante octaedral es igual a¡ ~ J

2
, la ecuaci6n l(.~.) ·podrá 

v 3 . 
representar una elipse, parábola o hipérbola en el espacio ~e 

esfuerzos octaedrales, dependiendo de los valores de K2
• 

Esto es, si 
Il 

cr = oct 3 

Subs~ituyendo en la ec (3) se tiene: 

K2 
T 2 

2 oct 
K- 3 cr' ± - ó :<. +A cr = 1 2 
T oct 4 oct O oct 

/ ( 8) 

= 12 o (9) 

ecuación de segundo grado que. represent_ar~ diferentes curvas de­

pendiendo de los valores de los coeficientes de (8) y (9), lo 

que se puede expresar como: 

2 2 

4 (K· _l_) K 
Si' - 4 + 4 2 es una 

elipse 

parábola 

hipérbola 

Esto implica para la zona de cornpresi6n, que si 

\ : ~ 
l > 3 

elipse . 

parábola 

hipérbola 

(10) 

Y dado que la presión hidrcstática por sí sola no puede causar la 

discontinuidad o la falla del concreto, la ecuación anterior no 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

9 

tudios experirne.nta.les U 7] nos muestra.n que la función que mejo;­

describe la falla es la parabólica, por lo que se _consid~ra K~~ 3. 
' 

En la reg~6n tensión-comp~esi6n para aseguiar ~ue la'fun~~ó~·~~ 
falla intersecte únicamente en un punto a la funci6n de la región 

de compresiones, es indispensable que K2 de la ec (5), no se ,n­

cuentre entre los valores 'o' y-3 r ésto quiere decir, que la ec:, (5) 

será necesariamente una·· funci6n oarab6lica o htperb6lica. Ade-
-, ~ -

mAs, debido a que es indispensable asegura~ la co~ve~idad de la 

curva, se deberán cumRlir las condiciones 

Para satisfacer ambas condiciones, K2 debe_ser igual a 3 siendo 

idéntica a la ecuación--en la regiqn' de compresión. Estos resul­

tados han mostrado buena 6orrelaci5n ca~ los datos experimentales. 

Para la.ecuaciqn de las cÜrvas de disc9ntinuidad inicial se,apli-

can los mismos argumentos. 

Como se me~cionó 1· las. const~ntes .cons.ti tu ti vas del mat~rial A0 • 

-r~, 'Au y -r~, se ... puederi obtener en:.funci6n de ,f~~ -fe' ·ft'- _ft/ 

fbc Y fbc; o sea f~ es la resistencia a compresi6n axial; f~, 
resistenc~a a tensión axial; fbc' resistenc-ia a compresiones. 

iguales en dos direcciones; y f , ft y fb son los valores de e e . . 
esas pruebas bajo condiciones de dj_scontinuidad inic'ial ~ ' Topos 

estos valores son o~teni9.9S fáci_lm.~nte ~n,. pruebas .simpl~s. de·: l~ 

boratorio. 

En la zona de compresión, al stibstituir en ·las ecuaciones que 

representán la falla y el.estado de discontinuidad inicial (se 

éonsider6 · K2 = 3), por simple álgebra se pueden obtener los;. 

siguieñtes valores- de A
0

, ~~~ P.. y -r 2 y llegar a los siguien-r· v U Uv 
/ 



10 

tes resultados, 

y 

A 
u 

F= ,.. 

A o 
= f e 

para la 

fT -1 be 

"f' _, .. be -

"f2 -1"2 
be e 

2fbc -f 
e 

zona de 

( f 1 } 2 
e 

T~ 
( f 1 ) 2 

e 

;:: 

= 

3f 1 -2f' 2 
be be 

3f 1 -1 be 

if 3 -3f2 r +2f 2 

e be e e 

2fbc -f e 

tensión-compresión, 

A 1-f' 12 f' u e u e 
1' = -2- = 

( f 1 ) 2 6 e e 

AQ r-r e t 
12 
o r-r e t = = f' 2 ( f 1) 2 6 

e e 

{11) 

{ 12) 

en donde f~, f~, fbc '. fe, f~, fbc son cantidades adimensio­

nales resultantes de dividir f~ , f~, fbc y fe' ft' fbc entre f~ 

y f respectivamente. La gráfica de estas curvas, asi como su 
e 

correlación con los datos experimentales, se pueden observar en 

las figuras 3 y 4. 

Dado que las superficies de carga están limitadas por las funci~ 

nes de falla y de discontinuidad inicial, es razonable conside­

rar que deben tener unas ecuaciones similares a las de aquellas. 

Si aceptamos, como varios autores, que las superficies de carga 

se desplazan a lo largo del eje cr
1 

= a
2 

= a
3 

y se expanden iso­

tr6picamente, teoría muy usada en plasticidad, es fáci~-conside 

rar como forma de la funci6n de estas superficies la siguf~nte: 

o 

o 

o 



o 

o 

. ' 

o 

.. \ ';.,' 

(1~) 

,. 

El doble signo en uno de los t@rminos de la ecuaci6n, al igua¡ 

que ·en las funciones de falla y, de di.s~ontinuidad inicial, in_~ 

dican la re9i6n en que se encuentra el estado de eifuerzos, 

compresi6n o tensi6n-cornpresidn . 

. . ' - ' : 

:..os valores de a. y S pueden dete~mi~ajr~e o~.s~:.;v~ndc;> q~1e ct;t~I,l'~ 
do -r 2 

. t:~~nde .·~ T~ --~ -i~ los valores_ de a.-r 2 +13 se aproxim~~ 
a A0 y·' Au · respectivamente. Esto es, en el· lfmlt~, las ··'supe! 
ficies de carga ~e transforman en las sbpefficies· inicial-di~~ 

continua o en la de falla. Los resultados obtenidos siguien-

do este procedimiento son, ,.' t' 

., ·A -A . 
· n O· : · • 

a.= ~2 
·u ·O 

C.4) 

•: 

(15) 

·'· 
En .las Fig 5 y 6 se muestran las superficies de carga e~ el .- ' 

caso biaxial. 

Re.ea.c,Lo n e-6 .i.ncJt.eme ntal e-6 e-6 6 u.iiLz o- de 6 oJtmac..i6 n. 

'• ' . 
Con base en la forma general ·de la relaci6n esfuerzo-de~o~ma~i~n 

·· ~n· 'Ía zo~a plásti-ca [18], deducl.d~- mediante la suposición 1~ pe­

auefios iricrernentos radiales, se puede escribir qu~, 

dE: .P. = l. df _ 
~J dcr .. 

.l.J 

(16) 
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en donde ).. es UJl e scala.r que depende del. estado de esfuerzos, 

el incremento de esfuerzo, y de la. historia de esfuerzose Esta 

ecuación se transforma para un material estable en la siguiente, 

p 
dE .. 

1J 

df 
= -d-- df 

crij 
(17) 

donde G es un escalar que depende del esfuerzo, deformación e 

historia de carga del elemento. 

El valor de G se puede obtener del producto interno de la ec 15, 

y despejando G, se tiene, 

p p 
dE.. dE .. (18) 

G = 1J J1 -

df af af 
aaij a e- .. 

)1 

la af ~ ¿s una función del estado actual de esfuerzos y ao. . ao .. 
1) J 1 

puede ser obtenida al substituir la función de carga actuante en 

ese instante; y la cantidad /dEtjdE5i indica la historia de de­

formación del material y se obtiene mediante resultados experimen 

tales. 

Si llamamos H = df 

j (19) 

Siendo H la relación incremental del trabajo'por endurecimien­

to del material y utilizando la relación incremental 

df = (20) 

o 

o 

o 



o 

o. 

o 

. ' 

Al S~lbsti t~~r. en la ec general (1 i) de eElfuerzos.-deformaciones 
. . 

se,: obtiene.,_ 

af áf 
ro:;- acr-

. ij nll1 

af af H------ao aa vs sv 

Si consi-derarnos que el increm(:nto de deformaci6n total de:
1
j ·es 

'igual a la parté elAstiba más la parte plástica, o sea, 

13 

dé .. "'' de:~: + de:>?. (22) . ~]- - ~J ~J 

.y dado que 

. e 
dE .. = 

l.J 

dond~ Hi~kl' e~ .~a ma~~~z incremental hiperelástica. 

Al substitu:t'r (21) y (23') en -·(22) se obtiene:_ 

r l ._ af af 
d H · + ·acr:-: acrkl. d 

E •. = ''kl· l.J , .· (Jkl l.) ·' .. l.] -
af ·af 

acr- acr-. vs sv. 

CONCLUSIGNES 

Se dan las ecuaciones incrementales que resuelven el problema . ' . 

"< 2 3) 

{24) 

elastoplAstico y_ se ha demostrado mediante comparación con ~esul 
. ' 

tados de laboratorio, ·que tienen suficiente aproximación aúnque-

quedan varias inc6gnitas que resolver. Lo aqu! expresado es cieE 

to pa:r·a concreto idealizado en la zona de cornpresi6n como isotr6 
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pico, homogéneo y linearizado incrementalmente en una zona ce 
plasticidad hasta la ruptura. Las funciones propuestas es­

fuerzo-deformación, se proponen con el objeto de utilizarlas 

directamente en problemas de análisis por medio de elementos 

finitos. 
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Fig 4 Curvas de falla y de discontir,uidod · inicio! en ei es­

pacio de esfuerzos principales biaxiales: a) Datos ex­
perimentales de Kupfer ( 1969), ~ b) Datos· ex'o~f>¡-
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men~oles de Vil le ( 1968) O 
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Fig 5 Superfir ~ de falla del concreto en el plans> o-:-1- CJ2 , 

con f~=200 kg/cm2 y fy.=·2 200 kg/cm2,-siguien­
do el acero las direcciones principales de esfuerzo. 
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Fig 8 Curvas de discontinuidad inicial , de carga, subsecuente y 
de falla en el espacio de esfuerzos normales y esfuer­
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