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A LOS ASISTENTES A LO S CURSOS DEL CENTRO DE EDUCACI ON 

CONTINUA 

La Facul tad de Ingeniería, por conducto del Centro de Educación Continua, otorga constan-

cia de asistencia a quienes cumplan con los requisitos establecidos para cado curso. Las pe:_ 

sones que deseen que aparezca su título profesional precediendo o su nombre en el diploma, 

deberán entregar copia del mismo o de su cédula profesional a más tardar el Segundo Día de 

Clases, en los oficinas del Centro, con la Señorita Barrazo, de lo contrcrio ~será posible. 

El control de asistencia se efectuará a través de la persono encargado de entregar notos, en 

la mesa de entrega de material, mediante listos especiales. Los ausencias serán computadas 

por las autoridades del Centro. 

Se recomiendo o los asistentes participar activomente con sus ideas y experiencias, pues 

los cursos que ofrece el Centro están planeados para que los profesores expongan uno tésis, 

pero sobre todo paro que coordinen las opiniones de todos los interesados COfl$tituyendo ver-

daderos seminarios. 

A 1 fina 1 izar el curso se hará una evo luación del mismo a través de un cuestionario diseñado 

para emitir juicios anónimos por parte de los asistentes. Los personas comisionadas por al-

guno institución deberán pasar a inscribirse en los oficinas del Centro en la mismo forma que 

los demás asistentes. 

Con objeto de mejorar los servicios que el Centro de Educación Continuo ofrece, es impor-

tante que todos los asistentes llenen y entreguen su hoja de inscripción con los datos que se 

les solicitan al iniciarse el curso. 

'eds. 

ATENTAMENTE 

ING. SALVADOR MEDINA RIVERO 
COORDINADOR DE CURSOS. Tacuba 5, primer piso, México 1, D F. , 

Teléfonos: 521-30-95 y 513-27-95 
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D:VISIO~ DE EST.JT,IOS Si.JPER~ORES 

FACUI.TAD DE INGl~NIERIAP ill\J\,\l, 

OJRSOS DE ~J\ESTRIA Y lJOC'AOAADO 

La División de Estudios Superiores de la Facultad de Ingeniería, l.JNNv1, ofrece las 
sigüicntes ~iacstri:<ls y Doctorados: 

Macstrias 

Cont~·ol 
EJ.c..:trónica 
i:structt:r;1s 
ll id;::; illi(:~! 
Investigación de 

0;)cracioaes 
Medir,ica téórica y 

Aplicéida 

~· " . • iCCJn::ca 
H.x.:n ica de Suelos 
Fc~:1olcra 
Potencia 
Plancación 
Sanitaria 

D o e t o r a d o s 

Es t n 'e tu ras 

Mec:;r,ic;¡ de Suelos 
Z.lc~~~~ica Teórica y 

Ap1icaJa 
Inv~stigación de 

~eracic¡1es 
[ 

Prograr..a de actividades para el segundo semestre de 1976 

Exámenes de admisión: 

Inscripciones:" 

Iniciaéi6n de clases: 

10, 11 y 12 de mayo 

31 de mayo-al! 4 de junio 

7 de junio 

Requisitos de admisi6n 

a) Cumplir con una de las siguientes condiciones: 

lo Poseer título"profesional en Ingenicria o en alguna disci,lina afín 
a lás maestrías que se ofrecen Nl la División, ·otorgado por la UN-\\f o 
por cualquier institución nacional o extranjera. · 

~ , 

2. Ser pa~~&te de la Facultad,de Ingeniería, ~\~ 

b) Aprobar los exámenes de admisión que se efectuarán en las fech3s scñal~das 
arriba. 

e) Presentar, dentro del período de inscripcdones arriba mencionado, 1a doctrncn­
tación que s.e indica en el folleto de Actividades Académicas 1975 de b DESFI 

l 
~tayores infonr.es: División de Estudios Superiores de la Facultad de IngcnierÍ<l 9 

Apartado Postal 70-256, Ciudad Universitaria,.~~xico 20p D. F. Tel.: 548·58-77 

· "POR NI RAZA HABlARA EL ESPIRI1"U' 8 
• 

Cd. Universitaria, .febrero 3. 1976 

EL DIRECTOR DE hA FACULTAD EL JEFE DE L•\ DIV:s:o~ 
M. en C._ E.\'RIQUE DEL VALLE CIU.DERON DR. OC'ü\VIO A. RASCO\ Ci I.WEZ 
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FECHA 

JUNI04 

5 

11 

12 

18 

19 

25 

26 

HORA 

17:00- 18:00 h 
18:00- 21:00 h 

9:00- 13:00 h 

14:00- 18:00 h 

17: 00 - 19:00 h 
"19:00- 21 :00 h 

14:00- 18:00 h 

17:00- 21:00 h 

17:00- 21:00 h 

9:00- 13:00 h 

14:00- 18:00 h 

INGENIERIA DE CONTROL:, ANA LISIS Y DISEf':lO 

TEMAR! O 

INTRODUCCION 
Modelado con Variables de Estado 

Transformada de loplace 
Matriz de Transferencia 
Laboratorio * (Realimentación) 

Reogramas y su Reducción _ 
Patrón de Polos y Ceros y la Respuesta 
T ansistoria 
Error de Estado Estable 

Parámetros de Diseño y Sistemas de 
Segundo Orden 
Simulación .Análogic:a 
Laboratorio * (Simulación) 

Respuesta en Frecuencia 

Análisis de Estabilidad 
Laboratorio* 

Análsis de Estabilidad 

Redes de Adelanto y A trazo 
Realimentación-de Variables de Estado 
Laboratorio * 

EXPOSiTOR 

- Dr. Víctor Gerez. Greiser 

M. en C. Marcial 'Portilla RG 
M. en C. José Ruiz' Ascencio 
M. en C. Marcial Portiii~·R. 

M. en C. René lam Sánchez 

M. en C. José Luis Vá%quez 

M. en C. Marcial Portilla RG 

Dr. Vi ctor Gerez Greiser 
M. en C. ·René lera Sánche% 

Dr o Vi ctor Gerez Greiser 

M o en C. René lera Sónchez 

M. en C. René Lera Sónchez 

* Laboratorio de-Ingeniería de Control del Departpmento de Ingeniería Mecánico y Eléctrico, Facultad de -Ingeniería, UNAM. 

---------~--- --·- ----
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l.J lNTROVUtCION 

J • J o 1 f' 

La. lnge.n.i.e.Jt..ta. de. '"S.i..6.te.mit.6 di.·' Con.tJt.ol.:,<,ilt.d..ta. 

de! a.ntiU.6-i..6 ij .6.Cn.te.6-i..6 de. .6.i..6.te.ma..6, C.u.yo o6]iuvó ,r· 

e..6 t:Jt.a.n..66oJtma.Jt. -c.-i.e.Jt..to-6 Jt.e.'éu.Jt.6o.6 Ua.tna.do.6 -út.6u.mo.6 - :· -~ 
: ' 
' /-

en O.tlt0.6' lr.ec.u.Jt.-60.6 Lta.m~do'.6 pJt.odu.é.ta-6 ~ ai má.ijoJt. valóJr.: ,¡; 

que.- ! o .6 p!t:.i.me.IL o .6 • Lo ·a:n.te.Jr..i.o ,ít .p u.i. de ·e'i q u. e m a..tl za.ft.~ e ¡ , 

' . 
0 P~a. pode.Jt. c.on.tJr.ota.Jt. e..6.ta. .tJt.a.n.6óoJr.ma.c..i.ón e..6 -

1 ' .. , ' ":"- .1 't, b'~ • __ ; ,';~~·{..Jo."':~..;- ~ .,: ... ~ ~~ ~ ~ '::; " ·~ f.- • '~: ~ ,,.'--

ne.c.e..6~.i.o pode.Jt. a.na.t.i.za.Jt. a.t .6.i..6.te.ma. 1J paiLa. pode.~ 
~ }~ ¡_ ~~,· , ~ .... -: ~, -· • r. ~¿ • _ ~ > T _...; • , • t ..¿ - 1 • _ ~ ~ "'_ 

Jtea.t.i. z'a.Jt e..6 .te a.ná.t.i..6 .i..6 , e .6 n. e. c. e .6 aJt.i. o e n.te. n de.Jt. el. 

á un.c..i. o na.mie. n.to · cLe.L m.i.~ m o • 

bte po.de.IL .e..6ta.bte.~e.)t d-el m.i..6mo. u.n mod~t,o qu.e. C;om'a ~ 

vé.Jtlúto6 en e.t .tita.n~tu.Jt.~a de. e..6.tct obJt.a., de. pJte.6eJt.e.n.: 

,\ 

o 
13 

út4 u.mo pilo du.c..ta 

~ D\Si-6 .tem3--4 

F.i.g. l. 7. L Ejemplo de. u.n 

S.i..6.tema. 

• Conoc..i.m.i.e.n.to de.t .6,.<:..6.te.ma. 
::- 'T'"~~._ .... - , • ~; ~ ---~~ ,-.., ~· L/ .. ~ .... t > 

c. o n.tllo t de.t .6 ,¿ . .6 .te. m a. 
.~ ¡: '_¡- 1 ~ -:::~ :-.... ~~-,: (~ 1 ~ ~ -, 

ti. c. a ,' ' 



' 

o 

En e.l a.n.iU<S.iéJ de. C.U.CT_!qr.U.e.lt .6-i.ste.ma., e.t pltoc.e.4o 

de. mode.la.do e..s, 4-in lu.ga.Jt a. du.da. el m!6 de.l.ic.a.do, ya. 

qu.e. ningún lte.6ulta.do pu.e.de óelt me.jolt qu.e. el modelo -

de.l c.u.a.l 6u.l deducido. ( G 1 - c.a.p . 4} 

Pa.Jta. la .6olu.c.i6n de. pltoble.ma.-6 Jte.la.c..iona.dab c.o~ 

~ a.n~l.i.s~ y 4ln:te..6.i& de. 4.i4tema..6 de c.on~al, e~ n~ 

me.n:ta.do-6 • 

. 
en u.n .sl~~e.m~ de c.antJtoi en gene~al lnc.lu.ye. eteme~~a~ 

i!.G-6 tJ pol~A:J..c.o-6. Polt e~ta Jta.z6n e.n e.~ta. ob~a 6~ com-

o 

deoe.r.derl dz.l . ' 

mode.to 

o 
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/ 

- . E4 po4ibl~ dihting~~ Z ~po~ d~ hi~tem~ d~ cc~t~ol: 

a..tatema.'6 ·de ta.zo cvr.:ta.do o ~te. 
En ~4.ta. obJta. 6unda.me~ta.lme.nte ~~ ~~tudia.n ·a.(.~tema.~ del. 

- \ .tiLo a.Urr e. nta. do 6 
tU.t.imo .Upo que 6on lo~ qu_~ .Ue.ne.n ma.yp!t' int~Jt~6; plllt.ct ~l. p!t~ =------....,...~ 

• Pu.~d~ d~áin..llt4~ como 4i4t~ma. ( G7 - ca.p 1 } 
¡,' • 

u.n conjunto inii.Jtcon~c.tildo d~·. compon~nt~~. El conjunto Jt~a.-

.U..za. áuncione.-6 qu~ no pu~d~ ~jecuta.Jt ninguna. d~ l.c:u pa.Jt.t~6 -

polt 4 ~pa.lla.do. 

P~a. itu.4tJtdll ta. id~a. d~ 4i4t~mi4 d~ la.zo a.bi~Jt.to y e~-
'' ' 

JUr.a.do, con4i.dlJte6~ ~t 4igu..Le.nte. pJtoblema.. d~ contJtol., qu~ ~4-
,, 

qu.~ma..tiza. la. óig. t.J.2 
! 1 

' ' 

·pal4· de. ·ha:&-vt.:t.ó· vii.C.Zíi.a:a. se 'ná. o o~ efi.:íid;'d.o qiié: má:tité:tUi.ñé!a Ui. 

vt!tvula. a.b .i.e.Jt..ta. .t 6 eg • 4 ·e llena. ~l .ta.nq u e ha.4 tci la. a.l..tuJt.a. de. 

o 

x.i.ón d~ compon~n.t~6 

F .i.g • J • J • 2 ' Si4 tema. d~ Co tt .tl[.o l. 

d~ L«zo.4&i~Jt.to . 



~ea. da.. 

e..6bta..te.g-i..a. de. cart.tJtal: 

E.6.ta. ~e.gl~ de. can~ol ~~n emba.~go tiene. et ~~g~e~ 

~e p~ablema.; 4up6nga.~e. que. ca.mb-i..a. la. p~e6-i.6n e.n ia tube-

ltla. de a.dm-i.~J..6n de. a.gua., e.n-tanc.e~ e.l tiempo de. .e..e.ena.do,­

va.~a.. S-i. &e vuelve a. deja.~ ent~a.~ el a.gua. du~a.nte t --

~eg. ei tanque a na a.ica.nza. el nJ..vel de6ea.do o ~e pa.&a.. 

Empleá:ndo el le.ngua.j e de lct -i.nge.n.i..eJt.ia: de contJta.tp 4 e dJ.. 

ce que. un &i~tema. de lazo a.bie.~.to na puede ma.nte.ne~ la -

~ va.4J..a.ble. de. 6a.lida, el nivel en el .tanque., en &u va.la~ 

humano po~ ejemplo, que vi~ualme.nt~ 

Le~ la altu~a de.f agua en el tanque. y mantenga l~ llave 

ie4 ea.da h , . 
a 

0 ·--- _, - - ~ ~ 

h del a.gu.a. no tiene. ¿l va.loíi'. 

f.. o ta.rtto e.l g a&-

o 

Sl camb-i.a. la. p4e6i6~, =~~­

b.i.a. e! tie.rnpc de .e:_¿e_,:c: -~-; 

CantJtolado~ hume.>:; t?.·~ _ 

e.e. va.loJt a.c.tu.a.f. ít 

c.e.ll1_~tc~c , 
['/'~-·_~ ... J,. 

p e.fl.mi:te. e a n:t-to .e. a.tt f.a-v a !t.(. 0:_ 

~e.-de.~e.a.da. a.ún()&J.. ha.y --



o o 

l« Jtea.!.lmett.ta.c..lótt peJtm.l.te. poJt !o .ta.n.tc .c.cn.tJtota.Jt. el 4.l4 .te 

m« «ún 4 .l ha. y ~4 .tuli.b.lo4 ~ que a. 5 e.c.:ta.tt. el. 4 .ü .té.m~. 

J.t.3·au.4clli ei.t·e. #po·de. ~.l4.te.~tt 
__ ,Lf• 

,.,..:.. ·~ '".!:.._:- ... ..! 

lis. t. i. 5 ti·q"~m« dt utt 

: ·J;J4i.a·t&m~~"~4e. ,;C.cttt'lo't ;._(J. e." ~ilto 

et:t'lctdo· 

.5 
1 



Empieandq to6 d1~g~~~ de b!oque.que ~e emplean 

~ r , 
\) './ 1 

~ 

"'Ji' F -i.g. 1 • 1 • 4. S-l<; -temtl de 

'• ,,. . 
',, ' ~~· ; ~ Con~oi de lt2zo ce~~ado 

o o o 



o 
• H«c..iettdc -'te$eJtettc..ltt tt ltt 5ig. f. l. 4 

-4~ ~n un .. :6k.ste.mtt ·de. c.ontJtá'l 

-

o 
puede di~ .tbtg tli..Jt . -

• El f.le.~ento .,Uttmc;dq c.on.tlt.cla.don. q~e-Jtec..ibe. . .in6o1Lnlttc..lón 

40bJte el vai~~ qu~ de·b~ .te~elt ltt vtt.-:ittble pttltd c.ott.tlt.olttlt" qu~.­

puecl.e ~eJL pclt. é.jemp'i.o: .la. .tempe-<:.tt.tu.'t«, en un .6-U.temtt de. tt.i­

Jt.~ 4eoncü.c:,.lontido •. - "En bu~ tt .e4.ttt 4eñttl_ y Jtea.Uzttndo _una.. «m-

p~ede de4.ign~Jt4e ~On ~! nomb~e. de 5ueltZd de eon.tJtol,. e4.ttt 4~ 

id «c..tc.ut c.omo V4Jt.lttble. de e.n.tlta.da. 40 bite e..t p!toc.e4o o pl.«n.t« 
-

c.~ya. 4 a.Uda. e.4 .ttt 4 e.ñal que: 4 e de4 ea. c.o n.tJto.l.a.Jt, po 11. ej e.mpto: 

la t&mpe.lt~~4 del ~U41tt~. 

• 
•e.ntado4, t« 4e.ñttt que. httc.e. ope.lt4lt. e.t c.on.tJtotttdolt 4e olt.ig.lntt 

tl& c.ompttUJt ta., 4e,ñtt.(. de, 4c:tl.id~_,,_e.n un ~t~m~~.to que. 4e puede 
~-;~~:~- ,. 

Uamttlt· ge.ne.JÚ.c.ttme.n.te. e.t c.ompttlta.dcJt. Ea te. e.te.me.nto c.ompttJttt ... 

eL v4(oJL de.~~ttd~ de.·ta v~ttble. ;de. 4ttt.lda. c.o~ et va.toJt a.c.-­

.tuat de. ta. 4e.ñttl, me.d{.dtt /tt ltt ~t:Uda. ~e.l. 4.C:4tema., y obUe.ne. 
Es!D __ S.Pif;~ ~ /,; de ~~~lk'fil dt'/ .. ¡!t;M¡I,.g/6;,/pr. 

""4U -~di,e.Jte.nc.~ _. •t .muc.ho:A--4-i4temtt~'- mc:de.JL·no4,,-~ e:4.·'ne.c.e.~«Jtio c.on-

- 'tJ&.o·.t.·tt.t.'.et u«.t:o1L'·ae'u41t.ia.~ vdJti.4ble.4~ IJ r.tt ·e.ato4 ·ea.4o4 4e. ti!, 

tte.n 4.U.temu de. llon.t.lt.ol mutti.v4,....i11ble.a, c.omo e..t. que «pttuc.e 

• 

\ o 

' / 
.-4o :e.4.ttl,n c.one.·c..t«doJ .eh Je-

'' 

' / 

Lo4 4.Utimt14 de lttzo c.eltJt!_ 

do .lnc.tuyen un c.ompttlt.ttdoJt 
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o o 
á.~i.~·mc!ti.c.o' e.n e.t mundo J·c.dld~·)ii.a.l. -~ si: á.i-r:i.li~yt -~a.: \j: ~w;i't.t, 

e.t inve.n-t; ·· d~·z· ~c.o.ndo! "¡ c.iiiitii 6'/.!;/o' ''d.~¡ Jiliil1.<.d(i'd?~~'a.-~~: ~ta. ''rr.á:-

• d / qtUna. e. va.poJt..: 
--- -- -~ .. 

~ - ~--~- -------

Lc4 ttL4o~ a.Zlt.i.buye.n a. T. Polz.unov ha.be.Jt. .i.nve.nta.do e.n 
- ...... ft.... - ~ "' .... 

- ' • \:. ~~ J.~ ' ' ' • \ 

1165 e.! Je.Jt.. me.c.an.i.~mo Jt.e.~oa.!.i.me.nta.do de. c.on~o!. En e.~· 
~ f ! ~ ·.¡-( -~", -· ~' ... ,•- "-. '"C,...? 'f-.."'-t)ll":'1""'f ... , .. , "-

- : - ~ te~ q ' J - \.~ ';., ~ '~y ....... ~ .. ~ ', ; ', ~ ~ ~ 

~e. c.«~o ~e tJt.a.ta. de. un d.i.~po4.i.t.i.vo que. Jt.e.g~a. la. a.dm.i.4i6n 

_\.,de. ;a:gtiá. ii'Jú:nci '.-é:aidé!J2d ~ti~ ó¡g-c:vféi",::f{$'.1 E., -~¡~u~m~-~a. e.~-~-~~c.a. ~-

.'. 

·'¡.. J ' _, 

' \. ~ -· í 

i~ •• ,, 
..... \. á 

-- ·- ...... - - --~. ' ---

1 

1 
~~ \'. 

\ 

o 10 

<. ' .l 

-· -:. ·:- .... 

' "f 

Fig. l. 7 .§. E~ quema. de.t -

c.antJt.at c.e.nt~Ll6ugJ d~~Wa.tt 

y clt/ ro;¿ k/ /? ~0~~--
SI'Ón ~ a-¡tl.:? ó' PJ1á' 

C'?kk ic-:' 



• Muc.ho~ ~.i,~.te.ma.~ de. c.ontJt.ol a.utomá.Uc.o ~e. e.nc.ue. n.bta.n. 

en la. n.a.t~a.le.za., c.omo e.je.mplo& de e.~to~ ~.i.~tema.~ pue.de.n. -

eit~&e. e! c.ontJt.ol b.i.o!óg.i.c.o de la.~ ma.& lUve.Jt.&a.~ 6unc.i.one~ 

de lo~ oJt.ga.n.i.~mo~ v.i.v.i.e.nte.~. 

e El hombJr.e.~ pJt..i.mLt(.vo e.mp!e.ó d.i.&po&.~:t-<.vo~ que. empezó 

c.on.tlto!tindo!o& ..i.n:te.Jt.v.i.n-<.e.ndo dDr.ec.ta.me.nt~; e.n e.l. ta.zo de. --

c.o nbto!... Po~te~.i.oJt.m~nte. e.~te ope.Jt.a.doJt. huma.no de.l &-<.~t¿ma. 

empezó a. ~e.Jt. ~u&t-<.tu.i.do c.on d~&po&-<.t.i.vo~ a.utom!t..i.c.o&. En­

~e. e4to~ ejemplo~ de. &.i.~tema.& puede c..i.ta.Jt.~e e! c.on.tJtot -­

del &um.i.n.i.~tlt.o de a.gua. que ~e empleó en Eg.i.pto y e.n la. --­

c.uenc.a. de. lo& Jt..i.o~ Eu6Jt.a.te.~ y T.i.gJt..i.~. 

e Como &e e6eña.lá_a.nte.Jt..i.oJt.mente !o& d.i.&pa&.i.t1vo& de -

eontJt.ol, donde. un apeJt.adaJt. humano Jt.ealiza. la. c.ompa.Jt.a.c..i.6n -

entJt.e. la.~ va.~.i.able~ de. &a.l.i.da. y l~& de en~a.da. y toma. la. 

dec.L6-i.ón de c.on:tJt.olJ &.i.gue. e.mple.c!ndo.6e. 

Ex.i.&te una. pequeña. c.on~oveJt.&-i.a. &obJt.e. qu.i.ln óué el 

OJt...i.gina.doJt. de.l plt.~e.Jt. d.i.&po~it~vo .i.ndu&tJt.ial de. c.on~tol -

o o 

• 

q 

hombJt.e. c.cmo ope.Jt.a.doJt. e.n -

e.L !a.zo de. eon~ot 

c.on opeJt.a.doJt. humano &lguen 

e.mpleá.nda.6e. 

o 



o o 

• • r ,.._ ~· , · ' 1 

... 

' ' 

,~ t 

fJuJta.nte.la. 2a.. mLta.d del. !l.iglo XlXg ·lo6 d.i:6po6LUvc~ 

de. c.o_n:t!LoL de.l timón de. _lo~ ba.Jt.c.o6 e.mpe.za.Jt.ón a. 6e.Jt._· o pe.Jt.~ 

_da..e, · poiL va.poll. 1. C.~ Ma.xwe.tt~ ·e.! 6a.mo6o -6unda.don.: de. 
/ 

~4 :te.oiÚ.a. de.· c.a.mpo, e.n ·1_8 6 8 pú.bt.ic.o e. l. p..U:me.ll' tJt.a.ta.do ·ma:-
.tem!t.ic.o 60bJt.e. u.n; me.~a.n.i6mo' di. c.on~ot- [ v'u.lLa.nte. l~. d~~ 
c.«da.6 que. plte.c..i.d.ie.lio n c:i. lO.. '2 a.. g ue.lllta. mund.i.a.t, la. te. o lll.a.' . ' 

y : <6' ... ~\. ,_'\~- -'~~-Tr L -

·e~.e. c.ontltol e.votuc..i.onó de.b.ido a. lo6 a.va.nc.e.6 e.n la. :te.oll.Ca. -
-~- ~ -' -< ~. _. L :' '; \ 1 • ~ .~ ' t > • < L ~ • ""'-' ', :: '-:_ .:: " 

de. la.6 c.omun.ic.ac..ione.6 6und~e.n~a.tme.nte.. ~.i_n _ e.mballgo e.6-
·. 7.~ t-~':..:•'L • ... _- .-.... ' ~ '.,. l ~ ' ~ .~ 

te. a.va.nc.e. 6tLl éU6e.Jt.e.tt.te. .e.n e.l mundo Oc.c..ide.n.ta.t y e.n RLL-6.ia.. 
'~-·"' --,~Jo<"- ·~,- ''"!~' 

• En' to6 E6ta.ddJ.J- Un.i.do6,· -6obJt.e. todo c.·on l.o6 tJt.a.ba.jo6 de - _ 

. H. Nyqtú6t, que.----á~~~;n ~~:tivad·o~ ~-~~·:e~ de& e. o de. me.jolla.lt. 
• > 

' ' - • '. y r" _... '" • \- )"" ' ' ' ~ ' 

la.6 c.a~r.a.c.te.~6tlc~ de. to6 6.i6te.ma.J.J .te.téóon.ic.oJ.J, 6e. empleó 

o 
' 1< ' ' 

- : ' -

J. C. Ma.xwe.t! Jt.e.da.~tó ' 

_ e..t plt.(me.Ji. .tJt.a.ta.do ma.t~ 

m4ttc.o 6obJt.e. .c.ontllol 

Lo6 tJt.a.ba.j~6 de. H. Nyq~~t 

i~c..ia.lton e.~ a.n!l.i~.i6 de. -

lo6 .6-i.~ te.ma.6 de. c.ontJt.ot e tt 



áunda.me.nta.lme.n.te. el dom..i.rt.-i.o de la. óJtec.u.e.nc.út pa.Jta. c.a.-tac..-

.tetiza.Jt. la. ope.Jt.a.c...i.ón de. <S..i..6te.ma...s e.n .t~t-tmúto6 de d..i.ve-ua6 

V(tJr • .ia.ble.6 de 6-te.c.u.enc.út . 

.6e en6oc.ó óu.nda.me.nta.lme.nte. a..e. empleo de. e.c.u.ctc.-i.ane.-6 d-t6e.-

Jte.nc...i.a.le.-6, ya. qu.e. a.h.[ e.ó.to.s .:ttta.ba.jo¿, 6u.e.Jton -te.a..Uza.do,s 

V~.~.~t.a.n.te. .ta. 2a.. gr..:.e.l¡.J'u:r.. mu.nd-i.a.i, la. .te.ott.f.a de. C.Or! 

de a:Jtma.me.n.ta, 

Se de.&aJu:.ot!a.tton. p-<.!...ó;to-6 a.u..:tomcític.o.ó pa.Jt~ a.v-i.ónp 

.ó.i.o.tema.-6 de po-6..i.c.,[on.a.m-i.e.n.to y c.on..tJt.ol de tta.d~'t ent:r..e --

O:élt0-6. * Puede. dec...i.Jt.-6e que. a.n.te..ó de. la. 2a.. gu.etr.Jt.a. mu.n-

o o 

e:.e. de mút-i. o de .e. a. 6 -te. c. u. e.''-

dom.ini.o de.! tie.mro c...· 

En la. dec.~da de. lo5 ~2 

.te a. .óetr. una. c...i.e.nc.-i.a. 

o 



o o 
de Nyqui~t y Bode_y ~e.popula4izó et empte6 de ta ~a·~-

. ' 

En lo~ p~ime~o~ año~ de la dlcada de lo~ SO,. el an~ 
¿¿~,¿4 de 4i4tema~ de cont~ol lineale~, ~ecibi6 ot4o áue~ 

~e impul~o con l~ tlcnic~~ de an~li~i~ del l~ga~ geoml­

~co de t~ ~a-ice~ int~oducida~ po~ W. R. Eva~. -° Con 

el avenimiento de ta~ computado~~ analógica~ y digitale~ 

d~ante la dlcada de to~ SO ta ingenie~« de co~ol ~eci 
~ 

b..i.ó ot.Jto 6ue~te_..i.mput~oy ~e hizo po~..i.bte cont~ota.JL ~-únut-

.Uneamente co_n un g~an núme~o de vMiabte4. 

\l ' < ' 

·• Lo.-..i.n~oduc.ci6n de ta computado~a. digital hizo ne 

ee~44io adem!~ et de~a.~ollo de .una nueva teoJt!a. de 4i4te 

m~ que manejan in6o~mac.i6n d~c.~eta. En e4d lpoca ~e d~ 

~a.MoU6,ta teolr1o. de ta T~an46o~ada -Z una pode.~o~a. .he-
! ' 

~a.mienta pa~o. o.nat.iza~ .6~tema.6 tine~le4 di~c~eto~. 

• 
poll. e.l lanza.m.ien~o;-- .det . . p.ft:.i.meJL-, .6 putnik, :6ul .. nece4 ~Jt.i.o, no 4o 

·ta.me.nte. .contJr..ota·Jr.. ~i..6te.ma4, 4.i.no ·hace.Jr..!o en _áo.runa 6'püma.. 

R. Be.Uma.nn en E~ta.do4 Unido~ y.L. S. Pon~yagin en Ru.6ia., 

de4a.~oltaJt.Ón.ld te.o4la. del c~nt!Lol óptimo. 

• 

• 

o 
13 

L«~ · ComputadoJt.a.-6 .ana.légi 

e~ y cU.gitate~ peJtm.(t.i.e-tón 

contltot~ ~ .imu.lt~nea.me.;i.te 

\ 

Lo.~ computadoJt.a.~ dig~ta.le~ 

manejan-in6o~ma.ción di4cJte 

Et é.ontJr..ol· opt.i.mo óul .út.i.­

, c.Uda· -:;po_IL~ :R. ::'B'eLt·ma.tm y L. 

S. PontJtya.g·i.tt 



14 
En ta. a.c.tuctl.i.da.d el -ingen.ie.Jto de c.cn~'tol debe .tene.'t 

c.ono c..i.m.i.enta<5, de. .la:.5 t{c.n.i.c.a.fl de. a.nc!t.W .<.~ en e! damút.i.o de 

la 6~ec.uenc..i.a. y en el t_¿empc, 

tiempo 

o o o 



'~1. 2 

1. 

o 
A p¿;c A C!O/YES 

-2. 1-, tM"pe.c.to~ _ 

. -.,;~/'11!·1::7 ¡¡,:r-
k ,~ • \ 

t:Jú.a.l, e. l.. .tng e.n.ie.Jr.ó ~de. c. o n.tJto i"'. -p_iie. de. ::-ha.c.e.Jr. ·,.(L6 o -·de.· di. 6 elle!!. 

.te~ mltodo~ de.-d.i.4eño y e.mpl..ea.Jr. riqu:J.po·dJ.veJUo.; -• ~Puede 

~e.le.c.c.J.on~ .in~tJtumento~ que t~r.a.ba.ja.n a. b~e. de. .6eña.le~ 6l 

~J.c.~ que. va.Jr.J.a.n e.n 6oJr.ma. c.ontJ.nua. c.omo pueden ~e.Jr. la. ten­

~i6n. la. c.o~r.~e.n:te., ó la. pJr.e.~.i6n de. dl.~r.e.. · Ge.neJr.a.!me.nte. -

e~ to ~ ~ .i-6 tema.~ -C. O tttJr.O l..a.n una. ~O !a. V a.Jr.J.a.b !e a. !a. V e Z, -y ~e 

eonoc.e.n c.o~-il~nqmb~r.e. de. c.~nve.nc.J.ona.le.~. 

' ' • '1• ' ' ... ' ; ~ ', t+_ .:; ~ 

E4 po4ibt..e. c.ont4ot..a.Jr. .61.multáneame.nte. un nwme.~r.o-ma.yq~r. 
' ' . ,·. ~ .,-. ; - ~ '-

- ¡ -; '~. .., ' 1 " •• • ·.;: .: 

de. va.~a~l..~-6. e.mple.a.ndo ~1.4po4J.tkvo4 a.na.log.ic.o-6, 41.n emba.Jr. 

• 
~ ,_ J •• '¡.... ',·· ' •'. ., -, • ' ~ 

go l~to4 tJ.e.nen la.'de4ve.nta.ja. de 4e.Jr. poc.o 6l..ex-tbl..e4. 
J. ' '\"1 

~ ' - .. . ' ' 

&a.!~a. e4 4upe.Jr.a.da.-c.on l..Ó4 4.i.6tem~ de c.ontJtot· d.igJ.ta.l 

• 

• 

E! n.ive.t.· de. . a.u.toma.tJ.za.c..i6n · e.n uña. · pla.nta. ·- va.~r...Ld. 'Pue . ~- ·• 

de 4eJr. que 4e .. c.ontJtole··un ·ntt:m·elto . . peq·ueiio :de· va.Jr.-ia.bl.e-6 !J'4e 

u..6 e.n a.b u·nda.n.te·-6·-- .o~p.e:~r.a.do ~te~ -·huma.no--6 pa.!La. Jr.ea.!.t·z·a.Jr.- --.6 unc..to ne-6 

de c.ontJto:t.- · E-n·:o.tJr.a.-.6 pl..a.n.ta.:6, _la. "ctu.toma.:t.tza.c.i.ón· e-~ c.a.-~.i. -
..;, ;t _.e~'"·:."~.~ ~ .- -' l. '", '1( -. ~ •• :·.:.--~·~- ,- ;.' 

.tota.t .6obJr.e todo en l..o4 nJ.vel..e-6 de c.ontJr.ol.. de p.toc.e4o, d.i.~ 

rrt-i·r..uye.ndo- e! g~r.a.do de a.utoma.U-6mc a. med-ida. de q_ue 4 e a.va.n-

-o· 
,-

15 

Ha. y 41.~-temu ., que- t~r:a.ba.j a.n 

c.on .4e:ña.le.4 :de va.Júa.c..i.6n 

c.o nt:.inüá. - ·: 

un núme~t~ ma.yo~r. d~ va.Jr.-ia.-

btu 

Se emplean d-iveJL-604 n.i.ue­

le4~de. a.utama.tJ.za.c..i.6n en 



ce je~a.~quica.mente e" la. emp~e.&a.~ como .&e di.&cute en tl 

c.a.p.t.tuto 7. 

0 La.ó computa.do,'ta...& cUg-i..ta.le-6 que .&e e;mpez:a.JtaP. a. in-

t:Jt.oducDt e11 .&.<..&.temu de c.onttr.ot a.u.tomc!tic.o ha.c-i.a. á-i.ne4 

de la. d~ca.da. de 7960~ petr.m-i..ten cott.ttr.ota.tr. .&-i.mut.tfnea.men­

.te va.Jti.a..& va.Jt..ia.bte.&. "'En .e.a. a.ctua.tida.d .& e. emplea.n 6 und~ 

men.ta.tmen.te en c.ua.t~o 6otr.mu: 

En el c.a.p~tuto 7 .&ob~e c.ont~ol d.ig~ta.l d-i.~ec.to, .&e e.&t~ 

dla.n con ma.yotr. deta.lte e.&.ta..& a.pl-i.c.a.c-i.one.& de la.ó c.ompu­

~do~a.~ d~g~~a.le.&. 

dla. ma.yotr. a.pUc.a.c..(.Sr:. c.omo componente~ en .e.a. a.u:toma.üza­

e,.{.ón de t.trr.ea.-6 mode,'tna.-6 de la. pltoduc.c.-i.ón. Con ..ta. ú1.t/r.o 

ducc.i.ón de la.6 m~qu.i.na.ó t~t.an.&6etr. a 6lne.& de la. dlc.ada -

de. l!..a.& 4C 8 6u.é: n.:.c.c.&t .... >c.i.o .Znt'r.odu.c.i.Jt :~[c.n{(~.a-~ de. c.on.t.tc"'r 

o o 

IG 

~ Se emple~n ~amo: 

Reg-i..&.t~a.do~a..& y Ptr.o c." .. : " ... , ! 

de !nóo~ma.c.-i.ón, 

S-i..6.tema..& de Con.tJc.of :/u: >:~- ~ 

fJDtec:to , 

S.i4.tema..& de Con:(...t.oJ:.. 

.&otr..io y 

Sl4.tema.4 de Ccnt~ot ~r ., 

c. o 

El con.ttr.ol .&e em~!ea. ~ 

pa.Jta. a.utoma.U za.rL .f...[ne:~: ~-o 

ptr.o duce.<. ó ~: 

o 



o o 

di..s·po-6.i:üvo.s .-czu:e. -tJta.tr~ poJtta.n, po-6-l.c.i.c tta.n y Jtea.Uza.n va.Jti.a..6 

~ u.nc.i e ne.6 de ma.q u.úta.d o ett una. pi e za.. E' n la.~ pJt.i.meJt.a.-6 m.:!q u.i 

n.u .se Jtequé.-ua. tci inte!Lve•tc.i.ón de un opeiLctdcJt. huma.tto pa..'ta. 

lo& a.ju.ste& &ina.le!t ~e la..pleza. y de la. kek!La.mienta. de ma.--

qu.i.nttdo. Como i.nteiLvett.~a. un o pe.Jt.ttdo-t humano en e& ta..s ope.ta. 
~~-os - - - -

c..ione.!t lo!t J:..i"'l:"-6 :de· ttju!tte.s · élia.n ltt!Lgo.s y .solamente .6 e ju&-
-

U.~-ic.ttbtt e.l empleo-· de, e!t te tip-o·· de mcíq ~ntt.s pa.ILtt .s e.Jti.e& de 
, 

p~oduc.c.i.ón g~ta.n4e..s. 

La. nec.e.&i.da.d de. ma.qu.i.na.IL 4~1Li.e..s. m!4 pe.qu.eña..6, obte.ne.IL 
' - "'~: •• -~ ~ ~ ~ ' 1 t 

.impo Jr.ta. nte..s· g a.na.nci.¡a:.s :en ·la. 'p.íte.s i.c.i.ón de la. ma.nu 6 a.c. tulLa., -

eombi.nada. c.on ope.ILac.i.one4: de~· mó ni.toJti.o -autcm!tlc.o.s Clu!Lante. 
: ~ • • > ' ~ :. .(' ~ ~ '~- ~ ~ ' 

e! ma.qu.i.tútdo-.,· hizo· .néé.é.~ dJti.a. -l~ --intlr:oduc.~ión· ¡ie. 4 i..s te.mM -
- - ~ ~· J, 

eomplejo.s de c.oti~ljot ~~e.th.oali.menta.do!t ·en ·e.s·to.s .si.4tema..s 
' . 

de. pll.ódu.c.é..ión. 
'.· 

Ltt .. eompr.t.-etidoJta. ·di.gi.ta.t:·-poiL· .su ·c.a.pac.1.da.d de. ac.e.pta!L -­

ec:tmbi.o.s Jt.!pldo.s a. nuevo!t p1LOgiLama.4, y ma.~e.ja.IL g!Lande.s c.a.n­

t:ida.de..s . de- valt..é'áble.&, · .lia. 4 ido. :<una. "he.1t1ta.m.ie.nta. imp·oJt:tattte. -

· .en· ~e.s ttt·.·a.u.·toma:t.tza.c...t6n. -i · Adem!.s :·e·t .:c.o:t-r:tfLot~·,cte. -·lazo ·c:e..t.~:.adc 

pellm.ite c.ompe.n.s a.Jt du.lta.nte. el ma.qu.útado en .á o ILma. a.u tcm!tic.~ \ 
':~ ',...,\',_ ~~'\" -,:._. --~~:¡'., ',"'.:·-: ,~,, ...... ~" ... ·.'1_~ .• .,.. :~"':(""~_.,--__ ... -· .. ~ 
cle.\g,ute..s de. he.ILita.m.ien.ta y otlto& "de de-.sa.ju!tte..s. 

o 
ll 

/ 
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Feedback control is a fundamental fa.et of modero. indu.stry __ ~d society. Driving 
an a.utomobile is a pleasa.nt ~k when the auto responds rap"idly-to· the drivers 
eommands. 1\Iany ears ha~ power steering a.nd brs.kes which utifue bydn.ulic 
e.mpliñers for amplification al the Íorce to the brakes or tbe steering wheeL A 
simple block d.ia.grnm of a.l\ a.utomobile ateering control system is aho;m in 
Fig. 1-7. Tbe desircd co~ is compared with s. measu.--eir.ent of the actus.l. 
eourse in order to genera te Q ¡o e asure of the error. This measuremen t. is o b ta.ined 
by visual and tactile (bodt ~ove..rnent) feeüoa.ek.. There is e.n additionaJ. feeu­
back from the fed of the ~ wheel by the bs.nd (sensor). Tbis feedb!I.Ck 
aystem ia a familiar versiot\ ~ the steering control system in an ocean liner or 

··r·· .... ~:. -~ /_ r:-~ ---
iJGo 1-7< ~tomobi!e st&~..Z:i :cntrol system. , 

o 

¡g 

o 
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"""1 E=~: l ,:O,M'u t-1'--_Procesa __ _. 
Fra. t-s. Da.sic cle-.~-loop control sysiem. 
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Flo. l-It A manual control eystem ror a ep~ce vehicle. (Photo courtesy or Lockheed 

Mi'\!!ile ar:-i Spate Co.) 
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the ffight contro13 in a la.rge a.irp!ane. An these ~.ém.s operate in a dosed-loop 
trequence 83 shown in Fig. 1-8. The actual and desired outputs are compared 
Wld a mea..-ure or the dlfference is U9ed to drh-e tbe power ampliñer. The power 
amplHi.er a.ctu.atea the procesa in arder to reduce the error. Tbe sequence is 
such that U tbe ship is bea.ding inoorrecUy to the ri6ht, the rudder is a.ctuated 
iD order to direct the ship to the left. The system ahown in Fig. 1-8 is a r.tVIlliw 
feet!baik control system, since the output is subtracted Crom the input a.nd the 
difference is used as tbe input sign&l to the power ampüfier. 

A manual control system similar to thcse utifued by astron.auts Cor controlling 
the attitude of a manned apa.ce vehicle is showu in F¡g. 1-9. The hs.nd controUer 
on the ann o! the astronaut'a seat ia used to actu.a.te the control jet& The 
measured attitude e.nd error information is usually presented to the a.atronaut 
lll! shown in Fig. 1-9. 

Other very íamilia.r control systems have the same basic element:J a& the 
oystem. shown in Fig. 1-8. A relrigerator has a tempera.tun! setting or desired 
tempera.tu.re. a thermostat to measure the actue.l temperature and the error, 
mnd & compressor motor íor power amplification. Other examples in the home 
sn the oven, fum.ace, and water heater. In indust!y, there are speed controla, 
process temperature and pressure controls, position, thickness, com.posit1on, aod 
quality controla &mong many others [8). 

ID order to provide a lilaS! transportation system !or modem urban a.reaa. 
a large, complex, high-speed system ia necessa.."'Y. Beveral automatic tra.in aya-

. tema are being designed for ttains to run at 2-minute intervals at high speed& 
Automatic control is necessary in order to m.aintain a consta.nt fiow oC traína Md 
for comfortable deceleration a.nd braking conditions at stations. The block: 
diagram of a train control system is ehown in Fig. 1-10 [9]. A measurement of 
the distance Crom the st..ation e.nd the speed of the tra.in is used to deter'minti 
tbe error signa! and therelore the braking signsl. 

Tbere has been con...rtiderable discussion recently conceming the gsp between" 
=ntrol engineering [10]. However, it would be nt.tural J 

....._-. _.-. ~--~ ... 
.... . 

... , .. _ 

Rota t!on of car !.Xle 

FJa. 1-10. Tr.Lin-brake-control system. 



Dn'RODt'C'i'lO!'l TO CO~'TRvL BYSTD!S 

(Slll~ the:ozy r:..~~~~ the appllca~ion.s i.n numy ñeld.s :nf cont...?'Q1 ~eer!;IL34 
Nonet.he~es:s, ;;, w Úl;;ercsiíng to note thr.~ in t:us cle::::1'i:! ~'h'C: idusb.¡, tba 
1~ inC:us'~"Y i.u the Unitro States, 'Che gap i.J ~:>.ti"7':;2:· .iru.i~r:.ant [Hl. 
rroo t'lectri<": p-,'>ltr b:iW:l;..ry is pri.m.srily interes~J k er.erg::v oonv-.:l-i0!4 eoutl'Cl, 
and distribu:;on. The mooern Iarge capaciéy piani.3 w-hlct. \":.Xc-eed. s.evernl huno 

• • • , l .,..,..,+" ., • ;, t eo .. ,,!.., ~....¡¡ o~ m::gswm:~a ,-eqwro e.utomatlC '.!úm!'O! "J'"'""l!l.S wruc_ &:::-::>UD " • " .... " 
mterrelstioru;hi~ of the O!'OCe&l variables a.cci. tbe OOÍUnll.Q powet productioa.. 
!t w oommoD. ~ hsve a,; ma.ny as ninety or mor-.l m-anipu.!~ted va....'isbles unde: 
coord.insted. control. A rumplifie<l. mooelshowir..g ,;evernl o! the impons.nt control. 

• va..ria.blee oi' B l:l.!'gO ooiler-genere.tor aysU!m Í8 ahown in Fig. 1-l!, 1t is estima.t.ed 
th.at e.oout -.cv~nn· romouter control systerruJ ba.ve ~n i.nstaile<i L."":. tha Un!t.....¿ 
9tate3 [U¡.""'~ power mdus::y nas uti:izs::-1 tb moc"'rn e.sp.ó',;t3 or 
oontro! en.;i::- ?'?ri r:g : or 3:¡;rhlicc:1l. and u:: :ef'('stír.;; a;:~:1 · :<:,; ·: xs. Y~ r.p~s....'"':l ih.s.: 

b - j ~ , l t~ . "" ~. l' ~ - '"\1'01"1 ~~ f· ...... m t 0 pto•,J'\~:;'1 :0. ~n~·.rv '~f!f! !'-'"'.C'"" ,~,. 'í"DSJ~'~'bJn8 tf'"l S;('!)_!':S .. ;~JL.~ ._.,.wJ'L" r....; v~.:~ 

gock oi it~-.~~,:: ¡.~ _-., "_~; ~; ;.;c;;~~-,.·:; '~ ;i~: lm;·:- ar_;: p:~::r·.,~ var:::.:-~.-i~:~'l¿¡~: 
: ·:-:--:~--~~~,;-.~.,_ t"2 ··=--~~: ~-\~éuc:~. 

w.,.,ai!s.\...~ ~ ... ., ;_- .-.~· · -, .... · ~·--~_:-::: ~r~e"'JrJ -te :.:1:~·;,·3u..:,~: .::. : ,:- :s :;~h-~i~_:,.· 
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Jñs. !-12. .~ w-ti!ieW í:u\od dev:llooed by Profesoor" Tomovie w cccr-J.';.e~ 0; 
myog:rnphic signa.G l'tom tbe runput~'o st.ump. Ara llJ:Dputee cao ¡p-i!J :l ~~.:_; .-· 

b:esl:ing H OOctu:w the oa.n:l h.a.s force feedMck.. (Photo ro<.!l"'k' ~ oZ ~f:c~·< · .. 
Tcmctvic, Uaivenity cí Belgmde, Yugos.W.via.) 

L-?u:!otb.ey '9"etY Úilfx>:r.:sn~ indu.stty, che met.alhu-gicsJ indt.:::':<r·- :: .• : 
cl6erab1s !!"\!:~ in autornalica.Uy controlling it-1 p!"O<.."e$::'";1'...;. ; __ '::.-:". · -­
Ci:'.zes, thf< con:xo e.poUc.ctiol:..3 are be"'"'t:d ~'-e •h"""'"" r• ';'/ -:::·.- · ... ,..__ -

, J. J..,.. \.ll \1 '"'"VI-.¡ l,~WJ"u - .. ~,. -~-... • -

atrip ir'~" mili wl:ich Lavo! ves a 100-million-<l.oilae il:tv-~:.lC!~:l · -~ :. ;_. 
~mpere.t~. iJ:r:p wid~h, thlckness, e..nd qusJ..ity. · 

~""ile'"" hao ¡.,_r_, • ' b' · • ' ti ' . ' • 

7_0 

"' .... ....., '-'=ll1coru.ue:-a ~e :n:<:lre:;-,; i."'e\:en y m app!Jlclg ::e~ :ee-. .i. .-
trnl e<:>neepts toa u toma tic wr..l"'~howing e.nd invento¡;y con :rol f! ~:. ~-·~u< _ · 
llUtotrlAtic control of agr:cwrJ.ra! sy¡t..ems (farms) iB mef:~l.I:J ·,;;c..;.""'...a..s..""'.:: ,_· 
Automa.tice.Uy r:ontrolled sllos and tracto:rs ha ve been de-v-vio pe¿ :m0: ¡;.¡;~~~'-- , ; - _ 

Aho, tbere hE. ve~ many applicstions of control ~m ~.b¡;o::y te b:t C" __ · . .": 

(?.)lpea'i.mtmtation, dia.gnosl.S, proatbetics, and biological c-or..L"<:.l l!yS.BI'.:. :L:_ ... 
'li:":'le (:OnL'Ol S'f~~.cms under coruñderation ra.nge from thé' ;:-e!~;.;iíll' l.:v-c! :·.; :.·~= 
centrnl í!er;ot:.s sy'Jf.e.cc., and include teoperature l'eg'J..!e.(:~n. nel!.!"C:: ,: -~ 
respíre.tory. anci ca.rcliovascula.r c-ontrol. !\Iost physiolo~;1cs1 rontrol :r; -~-- D-' -~ 
Brn t>io~-Icc::' ,:r.·:;"e:ns, Ho·vo;,·et W•' fi··.~ no• v~~~ -~~trnl:~,. ~:', .. ;:,'T.,.,:-- -·,' 

.. ., '- ~ '"' .._,_ 11 ,._.- 1...-V.!....io - .-\-.. .. • -'" .Jo ~:o ~~ -.. • ..... ~ .¡. 

' ··~-~- ' J . !OO!J 'Y7l.lllli e o:--.:-¡:,¡ COJ"..' ÍOF-:;.ing a b.ierarchy of B',fSCems. Th:' mocd .. n.;; (;: t..::::l 

m:.ructure of bi·~:c¿; e,::.: ¡:!'O{·e:::-t>S , 0.1fr-onts the ans.lyst with a b.Igh..a:r::;~r -:-.~""~~ 
and e. comp!ex ~: n: • :·.tr;:- An srtinc:!t.l ha.nd which uses force recdb3.d: s:::-~ 
lil!ld h1 co:1t:-c::':"d b_y :::c: g:nputt:-e's bioeledric control aigm.l3, which s.."': r~:?J 
e.iectromyot;ra.p!-,k s:¡;:--__ ''· iil snown in Fig. 1-12. 0 
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National 
1-..... - inCIOmll 

J'aG. 1-13. A feedback control ayate~ model of the economy. 

Finally, it has beeome of interest and value to attempt to model the feedback 
proeesaes prevalent in the social, economic, and political spheres. This approach 
io undeveloped at present but appears to have a rea.sonable future. Society, of 
COW'Se, ia comprised of many feedback systems and regulatory bodies such aa 
the Interstate Commerce Commission and the Federal Reserve Board which 
mre controllers exerting the neeessary Corees on society in order to m.&i.ntain -a-­
deeired output (8]. A simple lumped model of the national ineome feedbs.ck 
oontzol ayatem ia shown. il", Fig. 1-13. This type of model helpa the analyst to 
understand the effect.9 of government eontrol--granted ita existenee-and the 
dynamic -effects of government spending. Of course, many other loops not 
ohown also exist, since, theoretically, government spending cannot exceed the 
tu colleeted without a deficit, which in itself a control loop containing the 
lntemal Revenue Service and the Congress. Of eourse, in a communist country 
the loop due to consumera ia deempbasized and the government control in 
empha.sll&ed. In that case, the measurement block must be accurate and must 
respond rapidly; both are very difficult charaeteri.stics to realize from a bureau­
cratic syst.em. This type of political or social feedback model, while usua.lly 
DIOnrigorous, does impart infonnation and uodersta.nding. 

Feedback control systems are used extensively in industrial applications. An 
iodus~rlal rr.anipulator controlled by a human operator is shown in Fig. 1-14. 

The potential future application of feedback. control systems and model.s 
appea.rs to -be unlimited. It appears tha.t the theory and practice of modem 
control ays~ms have a bright and important future, and certainly jwtify the 
study of mod!!m automatic control system tbeory and application. In tbe next 
chapter, we sha.ll study thc sy!!tem model.i further to obt:Un quantitative ma.tbe­
matical mooel'l u.c•eful for engineering analysis and design. 

-----~---

1-3) 

Plo. 1-14. ~ !-ndUJ!ri~~ ;.~ip.lili.tor control~ed by & hum.s.n operstor t:...~ viJ¡uj 
feedb~k. This .ts t.ie :'-.m¡-.,. ~:p, m!l.nufat":ured by ·"-~IF Co. (Photo cou.rt<!:lv cf 
Amencan ~fachine e.:d Fo'Jll¿ry Co ) • 



·, ~ control :;ystem§. Figure 1-5 sbows a prec>sure control system. The 
:uessu.re in thc fumace is coatrolled by the position of the damper. This pressure is 
~easured by a pressure-measuring element. The signal thus obtained is fed to the 
:ontroller for comparison with the desired value. If there is any difference or error, 
he controUer output is fed to the actuator which positions the damper in arder 
o reduce the error. 

Speed control S)s,-:~"JS. 7he bl::;c princ:ple ?;· Watt's governor Cor steam engincs 
1 illustrated in thc s,:her.atic niJ~;nm of F1g. ¿.6. The amouut of stearn admiHed 
. .) the engine cylú'ú:::r i~ .ld]u$L~•,; : r:c.:wiír:g. iC: ihe ddferenc·e betwe~rr 1 lle desire~ 

r,J tr.e actual eogwr.; sp~eú~. 
The se~uence of :IC'í!Ong m:ty be :\tated as follo\1-'S: The rererence input c~et 

. -•) i.s set accoCr to th:;: sp.~cd dcsired. If the actual spcd :k::ps bdow the o 

EXA?-.tPlES OF COSTROL SYSTE~•íS 

l!lig. 1·5. Pressure control system. 

lFfg.. l-6. S:peed control sys!em. 

F':ats~ore 
lllGOS¿,¡ring 
alement 

A Ir 

Conl rol! er 

B~orner 

2.2 

desired value, then the decreasc in the r.entrifuga1 force m- t.he :.;,.;.," "-
causes tbe control valve to move upward, supplying more &<cJm, <u;;f 
of the engine increases un ti! the desired val u e is reachcd. O:t !he o. ;, . --~ , 
the speed of the engine increases above the desired value, then the; ¡¡,,_.rt:_. , - ;_ t 

centrifuga! force of the governor causes the control va! veto rnove dotve\H: 1. _,_. 

decreases the supply of steam and the speed of the engrne decreascs •un~i t' 
desired value is reached. 

Numerical tontrol zystems. Numerical control is a method of controi;mg t: 
motions of m.1.;:l-; ;,..: cumpor.cnrs by u se of n ·.• m bcrs. In r; um~n.::al con tr Jl t 

\la 
motion 0f a wo:kh~J.d m::1y be contr olkJ b) the b;::ary ínformation cont:lined on 
tap-e. 

in such contre>l, s; :nbohc numerical VJlu;:s are con verted into pt(r~ical valu 
(dimensions or quantitic:;) by electrical (or other) stgr:als that are translated into 
linear or circular mo"vement. These signals are either digiLJ.I (pulses) or analc • 
(time-varying voluge)). () 

The system sho\•n in Fig. l-7 Y.ori<.:s as foll.:ns: A tare·~ rrepared in b:r.J 
1 



c~ODUC110:-i TO CO~OL SYSTEMS 

···~p •• . -­••• .. . 
••• •• 

Pulse Feedback 

~ 1-7. Nwnerical control oC a mac:hine. 

Cbap. 1 

)llD representing the desired part P. To start the system, the tape is fed through 
1e reader. The frequency-modulated input pulse signal is compared with the feed­
aclc pcls.e signal. The digital-to-analog converter converts the pulse into an analog 
:gnat whkh represec.ts a certain magnitude of voltage which,' in turn, causes the 
::rvomotor to rotate. The position of the cutterhead is controlled according to 
1e input to the servomotor. The transducer attached to the cutterhead converts the 
lotion into an el~trical signal which is convcrted to the pulse signal by the analog­
Miigital converter. Tben this signal is compared with the input pulse signal. The 
lntroller carries out mathematical operations on the difference in the pulse signal.i. 
: th:re is any diffl!rence between these two, a signa! is sent to the servomotor to 

:duce iL 
An edvantage of nume~ical centre' i;> that complex parts can be produced with 

niform tolerances at the maximum miiling speed. 

Cúmputer control systems. Figure 1-8 shows ~ schematic diagram of the 
omputer control of a olast fumace. i"he Uast furnace is a huge structure about 
00 ft high. Modero furnaces are buÍlt to pr0duce over 4000 tons of pig iron per 
:.ty and must be kept in contiouous operation beca use of the natt.re of the smcltiog 
rocess. 

The iron ore, c.oke, and limes tone are charged ioto the furnace fror.1 the- top in 
1roper proportions. (Approxirnately 2 tons of ore, 1 too of coke, f ton of flux, 
nd 4í tons of air are needed lo produce l ton of pig iroo.) Air, which is quite 
:uportant·in·this'process,'ÍS heated in stoves and·b!own into·thdurnac~. 'fhe·heat 
:¡ the furnJce is produceJ by burning coke, from which carbon monoxide g1s is 
1ro..:L::eJ bv the proc.-:·., of partial combust!on. Trus gas, together wí:h th.! cok:, 
er;~-c~~ ·:.-: ir.J:1 or: 1n thi! furnace to ru:tal, and the limestone acts as a ft:~<t, slaggmg 
:·! :_::- :-... ri:.i::s. The molt.:n iron sinks to th:; bottorn ofthe furnace, aod th~ li"!uid 

o 
' 

EXAMPLES OF CO~TROL SYSTEMsO 2 

JI&. i-8. Computcr control ora blast rumacc. 
1 

slag rises to the surface. The molten iron and liquid slag are periodically draü 
off through tap boles provided for this purpose. 

Since the pre!>ence of carbon, manganes.e-, silicon, sulfur, phosphorus, e1 
depends largely upon the composition of the on:, coke, and limestone used. i: 
quite diflicult for human operators to control the chemical composition of ; 
iron issuing from the furnace. 

In the computer control of such furnaces, information about the compositi~ 
cf pig iron, slag, and top gas. the temperature, aud the pressure in the furna 
as well as the compositions of ere, cokc, and limes tone, are fed to the computet 
c;:ertain time intervals. The complex computations for determioing the optit. 
quantities of various raw materials to be cbarged are handled by the compuL. 
It is then possible to keep the composition of pig iron as desired. It is al so possit 
to malntain thc steady-state operation of the blast fumace at a satisfactory e~ 
dition. 

Nore that in the computer control of such a process it is necesssary te h2 
mathematical models available. But deriving suitabte models may be a diffic 
problem because not all the factors that affect the sys:em dynamics are kno,, 
Note also that the measúrement of all the variables necessary for computer cont 
may be difficult or impossible, in which case the unmeasurable variables must 
estimated by statistical methods. 

Traffic control S}'Stems. As stated in Section l-3,ltaffic control by means 
traffic signals operated oo a time basis coostitutes an oper.-loop control s}ste 
If, bowe\er, tre num'b•.:r ofcars waitiog at each traffic signa! in a congested area o 
city is conti:1uously me:1sured and the information fed to the central control co. 
puter v.hich controls the traffic signals, then such a syst'm becomes closed-loí 

Traffic muvement in net'.ltorks is quite cc:::;:-1-:<t l::-ec.1us: the Yariation in tra: 
votume depends b.:a•ily upon the hour ar.J d.'y of the v.e!k, as v.ell as on m::. 



otherfactors. In sorne cases the P()!S~on distrib,_:·o:: !::..!.) be .lss11:-r.ed fort!:.c am' ~s 
at intersectivns, but tbs is not necessanly valld for a!l traffic problems. In fact. 
minimizing the a-.erage \Ulting time is a -.ery compk.~ control problem. 

Biological systems. Consider the cornpetition of two spe:ies of bacteria whose 
populations are x 1 and x a· The two are competing in the sense that they consume 
the same food supply. Under certain conditioos the populations x, and x1 change 
with time according to ~ 

.t! = a11x 1 - a11 x 1xa 

Zz = auXz- a1.x1x.a 

where aw a11, a1 l, and a:u are positive constants and x1 and x 3 are nonnegative, 
These eq¡¡ations are called Volterra's competition equations. 

Jtf a certaín chemical is given to the species, the populations change according 
to the following equations: 

x1 = a11x 1 - au,x1x.a - b1u 

i 2 = auXz - a 3ax1x 3 - b2u 

where b1 and b6 are positive constants and u is the controlling input (the amount 
of cbemical in this example). An interesting problem is to minimize within a given 
time period the popuiation x 1 while keeping the population Xz as !arge as possible. 
This is an example of a biological system to which control tbeory can be applied. 

Inventory control systems! The industrial programming of production rate and 
inventory Ievei is another example of a closed-loop control system. ·¡ 1.1e actual inven­
tozy Ievei, which is the output of the system, is compared with tbe desired 
inventory leve!, which may ~ange from time l.o time according to the market. If 
there is any diñerence between the actual irrventory level and. the desired inventory 
~evd, then the production ráte is adjusted. so that the output is always at or near 
the desired 1evel which is eh osen to max.imiz:! profit, 

Business sys~ems. A business system may consist of' many groups. Each task 
assigned to a group will represent a dynamic element of the system. Feedback 
methods of reporting !he accomp!ishments or each group must be established in 
such a system for proper operat10n. The crosscoupíing betw.een functional groups 
must be made a mínimum in order to reduce undesirable delay times in the system. 
The smaller this crosscoupling, the smoother the fiow ofwork signals and material~ 
will be. 

A business system is a c!osed-loop syster:1. A good design will reduce the mana­
gerial control required. Note that di~tiJrban-:es in this system are the iack of man· 
power or materials, interruption of ;:omrnunícatwn, human errors, ec:. 

The establish~r;eD.I of a we!l-foundeü cs¡imating sysrem based ;,1r.. staciscics 1s 
mandatory to p>optr manc.c:·:~Jew. ~·T\;t-:: that ¡~ is a wel! ·knoll,;:: ;.·_::.ct tnac. th:­
performance r,;i' >-;..:•:h '" s:'s1e:·. d.: (.(: ·"t!f·'· ·ved by use of "!ead ": ·.1:~ '' Oc '"ar..Lc;_:;,;¡­
tion.") o 

To apply control theory to irnpro\e the perfom1.1:::~ of such a s;ste 
mmt represent the dynamic characteristics of the co~.r-·:::ent groups of C:.e ~ 
by a reiatively simple set of equations. 

Although it is certaioly a difficu!t problem to derive mathematical repre 
tions of the component groups, the application of optimlÜtion techniques t:J 
ness systems represents an inter:sting area in which significant impro•ezre 
performance may be expected. 

1:2.:3 
~ DESIG:"í Pilll'JCIPLES OF CO:.".TROL SYSTE:\iS 

G-eneral requiremeot.s oí a control system. Any control syste:n :_: , ~ ---~ 

Th.is is a primary requi.rement. in addition to absolute stabi!it"J, o:. · 

m\!St ha ve a reasonable relative stability; that i'i, the sp~¿ e:'!<:·'_:··': -;.' J 

FeaSonably fast and this response must show reasonable damoin~.; "-' 
must also be capable of reducing errors to zero or to sorne s:na:J - .·--L ~ 

An.y useful control system must satisfy these re-:uin::me:Jt.> ~ 
The requirementof reasonable relative stability and that of st::<:.::i:'~: --~'e 

rend to be incompatible. In designing control systems, we therefor": i.;:..· .. ''"' 
fto make _the most effective compromise between these two rcq;..:,~,n:•.·\:· 

Basic problems in control system design. Figure 1-9 ::; a bío,;;;: e:.~: ·;o:.r 
control system. The controller proquces control signah ba:..ed ou \:-.;. . -. ~. 

variables and the output variables. In practica! situa\ions :·¡~;r-;; á::r;- ;:: - .. _, 'J' 
tu.rbances actíng on the plan t. These may be of externa! o:' ;nlezí .. :: 
may be random or predictabíe. The contro!Jer must t:;,;~;;: 111~':> ·::. J . :e .·r: 
disturbanc.r;s which will añect the output variables. 

To determine the cptimal control signa!, it is necessary üi •h>-:. 
inde:c 5uch an index is a quantitati\e measure ofthl;'. perúxma;::¡.;,;_ · 
Don from ideal performance. The specification of tú.:- ~-OíL: -

Raference 
;nput 
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o 
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JF!g. 1-9. Block diagram of a control sysJ_j 
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era:iL.J ti:'"'! i"t!;-.,!l is called the controllaw. Mathematically, the basic control 
obkm Íi to detmnine the optirnal control law, subject to various engineering 
d econll:nic constraints, that minimizes a given peñormance index. · 
' For re!.lthely simple systems, tbe control law may be obtained analytically. 
1: complex systems, it may be necessary to genera te the optimal controllaw with 
on-line digital computer. 

1 ~ By the analysis of a control system, we mean the investigation, under 
:cffied conditions, of the performance of the system whose mathematical model 
!mown. 
Since any system is made up of components, analysis must start with a mathe­

!.licaJ descripticm of eadJ compon...ant. Once a mathematic:!J modd of tbe compfete 
;tcm has been de...'ived, the manner in which analysis is carried out is independent 
whether the phys.ical system is pneumatic, electricaJ, mechanical, etc. . 
i Desfp. To designa system means to find one which accomplishes a given task. 
peral, the design procedure is not straightforward and will require trial-and­
:or methods. 
~ . 

: ~ By synthesis, we mean finding by a direct procedure a system that 
!I peñorm in a specified way. Usually such a procedure is entirely mathematical 
1m the sta.rt to the end ofthe design process. Synthesis procedures are now avail­
l.e ror linear networks anJ for optimal linear systems. 

' ~&sk approach to wntrol system design. The basic approach to the design of 
y practica! control syst~m will necessariJy involve trial-and-error procedures . 
.e synthesis or linear control systems is theoretica!ly possible, and the control 
¡pneer can systematically determine the components necessary to perform the 
ren abjectivc. In practice, bowever, the system may be subjected to many con­
a!nts or may be nonlinear, and in such cases no synthesi:i methods are availabte 
presenl In addition, the characteristics of components may not be precisely 
own. Thus. trial-and-error procedures are always necessary. 
~.ituations are often encountered in practice where a. plant is given and the 

ntrol engineer ha.i to design thc rest ofthe system so that the whole will meet the 
I'CD specifica.tions in accomplishing the given task. Note that the specifications 
u.st be interpreted in mathematical terms. 
lt is impcrtant to remember that sorne of the specifications m ay not be realistic. 
such a case, the specification:; rn:;:;t be revi;ed in early stages of the design. 
In many cases, the design of a control system proceeds as follows: The engineer 

:gins the design procedure knowing the specifications or performance index, 
e dyn:!rnics of the given pl.mt, and the dynamics of the components; the last 
voives c!:;sizn paramcters. Tne control engineer will apply synthe3is techniqucs if 
'al13.b!e, along with other tt:chf! q,_.:s, to build a mathematical model ofthe system. 
Or~ he formubtc> th:! dt:, :n prob!:m in terms of this model, he carries out a 

?..t~::c~tical de·;ign v.hich )::;::!:. tre se.,:~ tic:-: to the mather.utical version of the 
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Sec..l-6 

design prcblem. (At this stage, simulation ofthe mathematical modelen a comput~ 
is important. Note th:1t opt1mal control theory is ,·ery useful in this stage of tb 
design because it gives the upper boundary of system performance for a give 
performance index.) 

After the mathematical design has been completed, the control engineer sim\ 
tare, the model on a computer to test the behavior óf the resulting system in n 
sponse to various signals and disturbances. Usually, the initial system configura ti o 
is not satisfactory. Then the system must be redesigned and corresponding analys: 
completed. This process of design and anaiysis is repeated until a satisfacto~ 
system is obtained. Then a prototype physical system can be constructed. 

Note that this process of constructing a. prototype, is the reverse of tha.t ~ 
mcdding. The prototype is a physica1 system tbat represents tbe mathematic:' 
model with reasonable accuracy. Once the prototype has been built, the enginet~ 
tests it to see whether or not it is satisfactory. If it is, the design is complete. If noi, 
the prototype must be modified and tested. Tb.is process continues unti! th: proto 
type is completely satisfactory. 

- - -- - -- -
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A.1. 

o 
ECUACIONES- VIFERENCI ALES LINEALES ·vE 

COEFICIENTES CONSTANTES 

A.1.1 In~oducción 
~· . 

' 1 

En e.6.te. a.plnd-i.ce. .6e. condut.6an a!gano.6 ml.todo-6 

de· ·.6otu·c·-i.án d-i.tr::e.c.to-6 ·a·· e·n· e! dcmfin-i.o de.l ¿t-i.e.mpo de 

:~.~ ~, .. -._~.·' 

.t': ' 

Como no e.xi.6.te.n ml.todo.6 a.na.ll.tico.6 gene.~a.!e..6 

pttlla. la. .6olucián de _e.cua.cione..6 di6 e.~enc-i.a.!e..6 !ine.a. 
1 •• ,_ • ' • -> :-' J-_ ..... '1. ,_ ;_.,. ~ - ' "~ ......_ - -

te:.6 de. coe.n-i.c-i.e.n.te..6 v~ia.b!e.-6 de. ·o~den .6upe.~io~ a.! 

plti.me·Jto ~ -r_ ·en e..6.te. a.plf1.dice. .6 e. e..6.tudia.n .6 ola.me.n.te. -

mé.todo.6 · de ··-.6 otu'C.Zón · pa.~a. ecua. e-f.o ne.6 di· á or.e.nua!e..6 

l.i.nea.te.6 ·de.·· e o e 6-i.C.-i.e.n.te.~ con.6 .tante:6 · (e ~d. t: c.:~ e. j • 
. . ' ' 

, r, ;· , 

' . 

En el ca.p-Ctuto Z de la. p~e..6e.n.te. ob~a, .6e .6eña. 

la. la. impo~.tá.ncúi· que ·Uene.n la..6 ecua.cione..6 di6e.-­

: ~-e,nc.iale.:6·~~·é:ómo: ·.mo dé.tó.6 ···md..te.máuC:o.6 :de. ··ld.6 e• compone.~ 

.te.6 de· S-i..6.te.ma..6 ~:de. Con.t~ot • 

. se (~.tüdia.n-la.6 ·componin.te.-6 de. la -.6otuéián de. 

una. e.d.t.c.c., y .6e. te..6 ide.nti6ica con ta..6 campo-

'., 



En el apéndice 4iguien~e 4e ~evi4an lo~ con 

eep~o4 b~4ico4 del algeb~a lineal y de la 4olue¡ón 

de eeuacione4 de e~~ado. 

En el apéndice C, 4e 4eñalan l~ ba~e~ de la 

eompu~ación analógiea y e~ el úl~mo apéndice 4e 

e4~udian lo4 a4pee~o~ bá4ieo4 de la ~~an~ 0 o~mada -

de lap!o.ee. 

A.f.2 

fn e4~a ~eeeión, ~e in~oduce el ope~ado~ di­

áe~eneial V que po~~e~io~men~e 4e emplea pa~a en-­

eon~a~ la 4oluei6n de e.d.l.e.e. 

Se denine eomo ope~ado~ dine~encial V a un -­

ope~ado~ que apl~eado a una óunción y (.) dá po~­

~e4ul~ado ~u de~vada: 

V IJ ( .t) = 
dy ( ~J 

d~ 

-
________ , __ ~ d

11 
(ti 

n y 
V y (~) = ---

d~n o o 

'~~ -
~'. 

(A.7.7) 

o 



o o 

Et tecto~ puede comp~oba~ que 

' - . - . . • -. • . . : - . ¡- ' • • : • ' -- -. 

·uv·d..!P-·de ta .suma· tj .e:a.~- con.muta:Uvai~,:a~oc.iati~ 

Va..6 :y 'd.iiú.ib'ú.tiva~- 'iie la muttip-UC.au·ón.·. ' En 

Un.a. ecua.~6.n. .d.ióe~eJ-!.c,.fa.:f:. t{~.e.~l, de ___ co_e.ó.i-
- ) :- ~ ' ' - -; ,.. • ' - ' ''<,. - ' ! ~~ ~ _.. ' ., ', \ 

cien.te.-6 con..sta.nte-6 e.s de.t .s.igu.iente-6 tipo: 

donde: 

0'-
.. , ., ¿ 

' 

(A. 1. 2-) 

(a. rJ" + ra.' Vn.) · y' {tr) ,- =. a if'.- IJ {t) ~-+. d rf': IJ { .i:) 
· m n - . :· m - . ;n. . 

. ' 
'-

{A.l.3) 

> ' _ ·0m" (t~J"-y (t) .. ~rrf+ny (t) 

- d" y {t)- cln-1 __ . _ tJ LtJ 

..... a.o "' 
dt'"' 

+ a. . 
J dtn-1 

+ 

-
a., y [ t) '-= e.. -, t) (A.7.4} 

.a.. _ 4 on- co:e.óiuen.te-6 
.(. -

t ta. va.~a.ble-6 .in.depen.dien.te 

y {() ta. va.~.ia.ble ·de pe n.dien.te_ .·o 6un.ción. 

- de. ~e..s pue-6 ta. 



Empleando el ope~ado~ d~óe~ene~al ~n~o­

due~do an~e~~o~men~e 4e ~~ene la 4~g~ente ex 

p~e~~ón pa~a una e.d.l.e.c. 

Tomando en cuen~a la p1t:op~edad a4oe~ativa 

de! ope~ado~ V podemo4 ~n~oduc~~ un nuevo ope 

~a.do~: 

Slmból~eamente una ecuac~án dióe~ene~a! 

de coeó~e~ente4 eon4tante4, pueden e4e~b~~4e, 

empleando el ope~ado~ L de la 4~gu~ente mane-

Ita.: 

E4te nuevo opeJtado~ L e4 tamb~ln ~neal, 

e.6 dee~~= 

o o 

e fi.J la óune~án de exutae~án 

e (t) (A.J.S) 

(A.7.6) 

L tJ (ti =eftl (A.7.1) 

L(e1y
1
(tl + e2y2(tl) = e1Ly1 (ti + e2Ly2 (tl (A.1.8) 

o 



o o 
A.'l SOLUCIONES COMPLEMENTARIA Y PARTICULAR 

A.'l.7 So!uc..i.ón .Comp!eme.nt:a.ll.i.a. 

La. ~o!uc.-<.ón de. la. e.c.ua.uón d.i.áe.lle.nc.~a.! 
' ' 

donde. !a. 6unc.-<.6n de. e.xc.-<.~a.c.-<.ón e.(.t) e~ 

nu.!a., ~e c.onoc.e. c.on e! nomb,te. de ~o!uuón ,_ 

eomp!e.me~~a.ll-<.a. ~e. ta. e.. d .l. c.. c.., e.~ dec.i.ll, __ 
... , ~ ' ' -.: : ¡ ' ,- : \ ~ ~ ,;_ 

' .' r -

' ~- ' 

,. ~ • ¡ ' 

' . 
Emp!e.na.do e! op~lla.doll d-<.áe.lle.nc.~a.t D 
- "t-- ~ ._.-· ... -:- ~ ,~ _. '. ''-.: ~~~ ' { ~ ::.¡ 

ta. eeua.e.i.ón homogln~a. puede e~c.ll.i.b-ill~e c.o 
' : ___ ; - H ' •< _, -~"' ' '. \. -: ,'•: ~~· ' - ~ :-: .... ~ ~ ., -

mo: 

.Con~.i.della.ndo a.:v· como una. va.ll-<.a.b!e., -

:.Jte.·c.-<.b e. e.:t ··::nómbJt.e de · e.é.ú.a.c..i.ón c.a.llilc.~e.W ti-

(A. 'l • 2) de 

!a: .e,. d. t .·c.. e. · (A. 1. 7) e.!· ~ -<.g u-<.e.n~e pat-inó-

m~o e.n D de. glla.do n: 

L~(t) = e. (.t) 

Ly ( .t) = O 

' ' 1 
. la.orl" .,. 4 tvn- . .,. · · · + a. D) y = O n 

, .,n 11n -1 
"'"Ov + a.1~ + .,. a. = o 

n 

'r ' 

(A.1.7) 

(A.2.1) 

(A.'l.2) 

. ' 

{A.2. 3) 

' . 

¡' 



P~a empeza~, 4uponga4e que e~te poiino-

• • • -6 . , n. 
(po4te~o~mente 4e e~tudia~á ei c.a~o de ~a~­

ce4 máltipie~). La exp~e4ión: 

e.6 la 4oluc.i.ón de .ta ec.uac.-<.ón homogénea (A.2.7) 

como el iec.to~ pod~á c.omp~oba~ po~ ~imple 6u6-

tituc.ión. La4 c.on.6tan.te6 • o • o • • o • • • • • • • • 

dependen de ,f.o4 va.lo!Z.e4 -i.n.i.c.-i.ale6 c.omo 6 e 4 eñ~ 

¿a m«~ adelante. A c.on~nuac..<.ón 6e .i.lU6t~a e4 

te ~étodo pa~a enc.ont~a~ la 4oluc..<.án de una 

ecuac-ión. d.i.óe~enc..i.al l-ineal homogénea de c.oeó.i. 

eiente6 c.on.6~ante6. 

Obtenga la 6oluc..<.ón c.omplementa~.<.a de la 

ec.uac..<.6n d-i.óe~enc..i.al l-ineal homogénea de 6egu~ 

do o4den de c.oe6,¿c.-<.ente~ c.on6tante~. 

o o 

Ejemplo A.7..1 

5 d y (t) 

dt 
+ 6 y ( t) = o 

\ 
\ 

(A.2.5l 

o 



_ __.... ____ ........ ___ ___.:. ___ ~ ·- o---------

- - -
, '" ~Emp~le.n5tdp ;;_ .f:a.~ 'no·ta.c-ió n :. op e. Ita. ci:o mtt, · . e~ -

- ' - , ~ 

ta. e.cua.c-ián p'ue.de. e.~ clt.f..b-ilt-6 e como: 

e ~ ' ' • " - ~ - .,. • / ~ ~· 

Su..6 lta..l:ce~ eomo'''poL.i.nom[o de Óltde.n 2' e.h' 

V 4 o n: _ -2 y - 1; e..a . de. c-i.IL: 

La. ~olu~.f..6n A.e.. la. .e.~ua.c.f..6n ~-ió~IL.~nc~a.~. 

e4t~t da.da., PJJIL. lq: f_a.!t~,q .. polt 
• - -k- -\ 

pito pue.4 :ta. • . 

''\ '' 

Soluc-ión: 

(V2 + sv + 6 y) . = o 
~ -·,.. . . 

'-

1)2 + sv + 6 = o 

+ 51) + 6 -, = [ V.. + 2 ) (V + 3) 



o 

. . , 

~~~e~, de~de luego, pod~án 4e~ eomp!e-

~¡emp~e ~P~~eee~á en p~~ej~4 eonjug~d~4, 

d~ndo !ug~~ ~ ~é~m¡no4 aAmón~eo4 ~o~~gu~ 

do4 o no ~mo~~~gu~do4, como 4e ~lu4~~~ en -

e! tex~o en v~~~o4 ejemp!o4 y en e! ejem--

plo A.2.2 

tiene !~ 4o!ue~án p~~~cu!~~ de un~ e.d.l.c. 

c.. , pu.e.de demo.6~~~}[.4e ó~c.ilme.n~e qu.e la. .t.a 

!uc.~6n c.omp!e~~ de la e.d.!.e.c. 

c.on4~~ de la ~uma. de do~ pa~~e4, ~ ~~be~: 

de !~ eeua.c.l6n homoglnea 

o 

A.2.2 

L y ( ~~ ·· e ( ~) {A. 1. 7) 

(A.Z.6) 
'¡ 

o 



o o 
y de una ~oluc~ón pa~t~cula~ yp_ (t) que ~a­

~6ace a ,la ~cuac~ón 
: .-,. 

· :P-aJta; el:' :cát·cu.to- de la ~ O'.tuc-t:ón paJttic~ 

laJt y (t) ~ola ~e e~tud~a~á el método de -
p ' -

coe6~c~e~te~-~ndetimn~~ado~. El-lectoJt ~n-

te~e~ado en ot4o~_método~ puede con~ulta~ -
' ~ ~ ' V • ~ ( • \ '..>- • -' 

cúale~ (R. 7) 

Solamente ~e coM~eMn 6 unc~one~ exc.lta­

doJta~ de .lmpo~tanc~a en p~oblema~ de ~~~te­

mM • La -_ ta. bla. A. 'l • 7, ~lu~ t~a v aJÚa.~ 6 un-­

done~ exutado~a~_ tj ~a .~olu.c~ÓYI. pall_~C~~ 

,,. • r . ', •' -

..... J~, ;__ ..... _~ ._:., .. ' 

' ' 

e~te método de coe6~c~ente~ ~ndete~m~nado~ 
' ~-- ~ . 

., 

y lu mo cU6~c.ac.la tte~ que hay que hace-~- cuan 

do "la. -·ecua~i:on ·caJtacte~~'-Úl'Üca.: :t-iene un·a. --
' 

~a~z nula. o la. 6unc~ón exc~tado~a. coen:t-i.e-

ne un :tl~m~no que apa.~ece en la. ~oluc~6n -­

compleme.nta.Jt~~-

' ' 
L Yp (t) = e {t) 

• " • t ~- ' 

O· 

(-A. J. 1) 

i 
:1 



Funuón ex.úta.doJta.. 

k 

L 
..i..=O. 

K .. t-t 
-<... 

K ex.p ( ·.tl 

F o Ilma. de. .ea. f.l o lu.uó n pcvr.tú .. u.ta.. 't 

k. 

L 
_¿ = o 

A ex.p ( .t) 

A .. ti... 
-<... 

A1 c.o-6 t + A
2 

!.len t 

= A3 ~en ( t +11'1) 

• A4 c.oó ( .t + -rr2 J 

TABLA A.?..l 

Obtenga. la. óoluc.i...ón c.ompleja. de ta. 

ec.ua.c.i...ón'di...6e~enc.la.l lnhomoglnea. ói...gulente: 

La. ec.ua.c<.ón c.evr..a.c..tvr.M.Uc.a. de la. ec.u.a.c.i...ótt hamo 

glnea. e.-6: 

o o 

Ejemp.to A.?..2 

- 2 

Soluc.i...ón.: 

Func<.onu ex.cUa.doJW...6 lJ f.la.tu.c.i...!l_ 

ne.-6 pcvr..Ue:.ula.Jtu c.oltltM poncü.e.n.tu. 

d lJ (.t) 

dt 

+ 2 tJ (.t) = zt+ zt2 {A.2.7) 

o 



o 
cuya~ ~alee~ ~on: 

' ' 

~poli.'' lo>ta-trt.o :la . .6o·.e:u:C.ión- c.omp~le'!'.~~ 

ta.Jr..i.a e.6 ·: ' 

6 61tm(!.!a -.6 e., puede. e.6 c.Júb-i.IL·. c. o m o : 
' ,. ~ ~ , 

' . .. 
·ve la tabla A.2.7, ~e t.-i.ene-la . .6olu 

'' 

1 

' ' 

',, . ' ' 

Su..6t.-i.t.uyend.() é.6t.e va.f.oiL en(A. 2. 7 ,) -

1 

~ bt.enemo .6 .. 
1 

' ' .,"' 1guahtn.do c.oeó-i.c.-i.ent.u de pot.enc.út-6 de 

..igual oiLderi.'. en .. t., .6 e. :t-i.ene.:. 

1 ' ' " -

o ·: 
1 ,, 

; 

~, ::: + 1 j 

. ~2 .= + 7 + j 

Ye = c. 1 exp -(+7-j) :t + c.
2 

e.xp (+7+j) t. 

Yc. = K exp (t.) c.o.6 (t. + e J 

fJP ( t) = Ao + A¡.t A .t'l. ·+ 
'1. 

-

d 
Yp ( t) .:t. Á¡ + 2· A

2 
.t 

dt 

d 2 ( t;J :t 2 Az .. . crt· Yp .· 1' 

o 2A 1. + 2AÓ·= o paiLa. :t :2A2 -

paiLa. t;.: .:.' 4· A{+:' 2A
7 = 2 

paiLa. :t2: 2A = 
2 2 



de donde: 

La ~olu~ón pa~t~cuta~ de e~te p~obl~ 

ma e~= 

y la ~oluc~ón géne~al e~, pa~ la tan-

.to: 

Como A0, A1, y A2 ~an cae6~uentu ducanau 

dO~ , e~te m~todo ~ec~be el nomb~e de mé­

todo de lo~ coe6~c~ente~ ~ndete~m~nada~. 

El .6 ~gu~ente e{empla, U u~ t~a q u. e, en 

ca.6o de tene~ la ecuac~ón ca~acte~~~t~ca -

4~ la ~nteg~al de la ~oluc~ón pa~~cu.i.a~ 

ind~cada en la tabla A.2.1. Ve~de luego, 

en ca~o de .6e~ la ~a~z nu.la de a~de.n n, --

cu.laJt -& eiialada.. 

e.cu.a.c~ón: o o 

y(.t) = Yc (.tJ + YP (t) = K exp(.t)ca~ (.t+9l + Z + 3t 

+ t2 

Ejemplo A.2.3 

-lb dtd.tl 
dt 

= 8t (A. 2 ·C) 



o 

Lo. e·c.ua.c.-i:ón. . c.a.~a.c..te·Jt-t-6 :Uc.a. e-6 : 

C.Ur:Jll-6 Jta..Cc.e.& .&on: 

Lo. 6o.luc..i6n., c.~rtp.le~el1-t~Jt.ia..·e.6. de ~.la.:~· 

6.igu..ien..te: 

to. .ta.b.la. A.2. 1, debe .6eJt de .la. óoJtma. 
' ~~ : 1 ~~ o- '~ ~ l~ ~ ' ~~ 1'' ' ' ~ , ~} ' 

SU6 :U.tuye-n.do e.6·.te va.toJt en. .la.· ec.ua.c..ión. 

(A.2.8) '.le en.c.uen..tJto. que e! mé.todq de .<.gua.-
., ) '.( l¡ ,, "~ ,'t ' -·, •'-~~~'> \ .. : ;~ ""- ~ 

to.c..ión. de c.oe 0ic..ien..te-6 !.leva. o.: 
~ - .. .r ' • ¡ ,~ ' 

ya. que: 

' ' ' 

o 
So.luc.:t6n: 

'6 J = o 
- ~ 

2 = +-l¡ 
~ t¡ . ~ = -,-- ·-· . 3 ' 

( .t) = 

o -!GA,~-. s.t 

d 

dt 
( t) 

o 

.o 

= A, 



Re~utta ev~dente que e~ta ~guaidad no e~ 

po4.ibte. 

Votv~endo a ia e~u~~i6n (A.2.g) ~e puede 

c.on~ide.Jta.Jt qu.e.: 

e4 e.q~vaiente a: 

La. ~oiu.~.<.án paJtt.ic.~aJt de(A.z.9l pu.ede en 

c.on.tJr.a.Jt-6 e 6á~itmente po!t el método de to~ ~o e.­

á.<.c.<.ente4 .indete.Jtminado~ de la tabla A.2.1, 

y (~J debe 4e~ de ta no~ma. 
- p 

Lo4 deJt.ivado~ de e~ta~ exp!te~.<.one4 ~on: 

d~~ (A.2.8) ~e liega a: 

o o 

d yp 
dt 

ll 
- IJP 
dt 2 

d3 
dt 3 ljp 

V (V 
2 

- /Gj y ( t l = 8 t 

( t) = Al + zA 2t 

(t) = 2A 2 

( t) = o 

o 



t> 

o o 

lgu.a.ta.ndo . lo.&- télt.t1úno.& que. c.oltlte.-6 ponde.·n 
' ~ .. ~ ' ~ 1 •• ~' •. -~ ',) 

1 
\ - - ' -. l_. : ( < ~ .. ~ ~ 

~ .ig ua.ie.:.&::~p o te.·nc..ia..& de. ·.t. a.. v a.Jt;f;db·te. .inde.p e. n--
' 

d.ie.~~e.~.&e. ~tle.ne.: 

El· v~lo1t de. A0 no Ue.ne. .impoJtta.nc..ia., ya. 
-~: ;~ 2 ~'..:. y : .. ¡ <;, :: l' ~,.> .. "'- ~ "'- .--~. 

que. en !a.~.&q!uc..i6n: 

_ ~-' ~~.~' ;- ~· .'", ~·V" , ~;:-~"7~}-,~t;-\T ;_~e;,.· ·-r.::~~ ·~ ....... ::~·("r.,._- \~ -··~~'~ _-= 
e! va.-?QJt de: Af/ k~~_dé. ~O!'t~.ide.Jt.aJi.&e. :t.n-' 

c.!~ do en· c. J' e,.6 'de,c..i;Jt.: 

' . 
l • ~."'. ;,~:- ... .::.:~~: .... , ;\: -~~-:)~---~>-::, ~--(~ ... ;~~ ·r, .. ;;~~s ... ;\--
L6.6 v~loJte.~' de. .t'a..6 é.on~tiúí:te..& · C.. 1, _ c. 2 Y 

c 3, de.pe.n4e.n de. la..6 ~o~~.ic..iane..& .in.ic..ia.ie..&. -. 

N6te..6e. que, polt. tJta.ta.~~e. de. una. e.c.u~c..iqn d.i6~ . 
• ' - ,_.. i,., ¡· 

lt:e..nU'a.i ; d~- o~·;:[~ n ~ .6 e. t.ie. ne. n 3 c. o n.& tante.-6 a.Jt . 
. , ,~ ,_ .. ~. -.·':!-'~'\.s~.,.~<~ ., .1 t""'"í '[ '\,-· \" ~/ ·;~.~-:·r·f>Y.~ .... -) ~ .... ~-~ 
bZ~a.Jt.i~.&. P a.h.a. ~'~ '-diteJt~.i~Úic..{ 6·~ ~ e.&,. ne.ce.&a'- · 

( . '-, '1 ·' "\ ( .. .- - - .;;_·-::;c. ~~. ~-· ~ {'t;' ,..~ -· \. --; \ 1 '-. r.t .. _ ·~~ r.: ·.\r t; {' -, -. ', J .i ~~ • 
. tia c.onoc.é.Jt :3 -·c.ond.ic..i·ane.-6.--:<:n.ic..iille.-&. 

,r¡ (.t) = 

í:.. 

•o 

y ( t) = 

"'! 

e' 
J 

f...;. 
o 

' 

+ _c. 2 

-· ' ' ',, ... ,... ~,.. 
- "'' ~- 1• '.;.. 

1 \ ·-

e.~~ r9tl + 

o. 

¡ J t.,.:..-: 
' ' ' - . 

. 
- '"" •,.,. &' '\ l "" ~ 

'\; '-'· ..... ~ \ "\; .. : 

!, 
• 1 

- '!~ 

c3 e.xp 

., ., 

( -~t) 

,, 
\ ' 

-l.~t2 

.• 



A.2.3. ECUACI O .'JES _VE RA 1 CES MU L TIPLES 

Con4ide~e4e la ecuación di6e~~ncial hamo 

glnea de 4egundo o~den con coe6iciente6 con6-

.ta1l.te4 dada potr. 

c.uya ecu.ación c.atr.acte~-C4.U.ca tiene una 

~a..rz doble 6
1

: 

Si ~e emplea la tlenica de la 6ecc.ión -­

(A"2.2) 4e encuent~a que la 6oluc~án comple-

o b-i.en: 

Agtr.upa~do lo6 c.oe6icienteó 

o o 

d~y(.t) dy (t) 
+- a., 

d.t
2 

d:t 

c.l +e, =c. (. 

+ 

(A.2.10) 

o 



o o 
ta. ~otuc...i..6n e.-6: 

' 

Como ta. e.c.ua.c...i..6n (A.2.70)e..6 de .6egundo 
,, 

'• ' 

o~den, ~u-.6otuc...i..6n de.be.,c.on~ene.~ do.6 c.on~tañ 
...._ :~ • • 1- • \.'1' •

1 

"i' ';; '4 ;_, ". '., ' • S- ',..,' t ; ,"' ;•_--. ~~ \ :l • <r> ,:, -.,_! ~ 

.te~ ~b..i..tJia.·ua.~. PoJt e:.6ta. -~a.z6n (·A. 2 • 7 7) no 

e~ ta. ~otuc...i..ón c.ompte.menta.Jt~a.. , 

(t;l- A¡J él] el/c-e l3) 
' ::.~. ~ ;'" .. :. 

q u: e._. 

.60 'de una. ~a...Cz doble .6 1 de, ta. ec.ua.c..i._ón' c.a.~a.c. . . ·,.:)-. 

te:!tl:.6Uc.a.,; e~ de>. tli-~{ci~má:: 

E~ dec..i.Jt la. ·expone.nc..i.~ de la. Jta...Cz debe 

mutt.i.pl..i..c.a.Jt.6e polt un pol..i..nom.i.o ent. 

Lo a.nte.Jt~olt Jte..6ul~a.do puede ge.neJta.l.i.za.~ 

.6e a. ec.ua.c.-i.one-6 c.on Jta...Cc.e.-6 de 'o~tden k.. SJ. 

de mut.t..i..pUc.i.da.d k.¡, la. pa.Jtte de la. ~otuc....i..ón 

o 

(A.2.771 

·, 1 ~ 

·"';._-.....· 

' -, ¡ 

(A.2.72) 

'· 



Con e! .6-ig u.ú.rU:e. e. j emplo , .6 e. -<.. lu.-6 :tJt a .e. a - -

apt-icac-i6n de.t ~e..6u.ttado ante.túo~. 

Encu.ent~e. la .6otu.c-i6n de. la .6-igu.-iente 

ecuac-ión d-i6e~e.nc-iat 

o o 

{A.Z.13) 

Ejemplo A. 2. 4_ 

2 
+ 6 d IJ (t) 

d.tz 
+ 15 d Y (t) + 9 y(t) =-11.6en t + 

cU 
1 1 C0.6 t. (A. Z. 14} 

+ 15V ~- 9 - o 

o 



o o 

anté~~o~ ~e ~ene: 
1 - "1 \ .. • - ', '\1'. , . 

. Ve :;ta. t;bi.a. A. 2: 7~ \~e ob·~ene\'i't:t' .6igtúe\í.1' · · 

~',_,.,,., ~:,-: ~,' .': • :· ---,, , ~ - lr ~"'"},..•.í'C~~- •"':r-.~ "'t·~l; ~-
te .6 o iu.c.~6n palr.U.C.u.:td,~ ~ .. 

', '' ·:(_· .-: '-.. 

'\ ·; 

, .. 

Su.~·.u"t¡¡ye~da· 'e.i··:v'a.t~ti. pilo p·u~~i6 ·'de: .e.cF · · 

.6oluc.~6n · paJt.tlc.u..ta.~ IJ de .6u..6 de~~vado.6 en ia. 
' -"' - ;¡.-· 1 

ec.u.ac.~:6n · d·,¿ ó el'l'e·nc.~·a.[( A~ 2 • 1'.4 J , e ~g u.a.tando c. o e 

6~c.~ente.~ de .6e.n 1 y c.o.6 t .6e obt~ene: 
. '. 

- 3 

. .63~ = - 1 
) 

= 

dyp[.t) 

dt 

d2u (t) 
:1 p· 

¿3:. (t) 

= - A 1 .6 en t + A2 .c.o~ t 

. Yp 
3 = A1 ~e.tt t - A11 .c.o~ t 

d.:t ' 

.6e.n :t.: -14A 1 + 3A2 . =. - 11 

é.ó.6 :t.: 3J1. 1 ~ 14 A2 = 11 

o . '· 



E4te 6l6tema de. e~ua~lone6 llneale.~ alge­

bJr.a..[~a6 en A
7 

y A2 tiene. ~amo 4olu~l6n: 

La 4olu~l6n gene.Jr.al de. la e..d.l.c.~. e.6 -

la 6 uma de. la. 6 olu.c.lón ~omple.me.nta.Jr..la. y palt.Ü.­

c.u.laJt, po!t. lo tanJr.o: 

El .ólguie.nte. e.j e.mplo, 6 e. llu.6 tJr.a o t,'l. a ~a-6 a e. n 

donde. la. 6ol..u~..i..ón pa.Jr.ti~u.la.Jr. na 6e. pu.e.de. obte.­

ne.Jr. dl!t.ec.ta.mente. emple.anda lct6 .tabla.~~ de..!!.. méts:_ 

do de c.ae6-i.~..[e.n-te.'t; -i.n.detetc.mlna.da6. E6.te ~a6o 

.:\e p!t.e.-&enta. ~u.anda .ta óu.n~-i.ón e.x.c..i.:tado!t.ct c.onUe. 

ne u.n :tl!t.mlna que apa!t.e.~e. en la 6un~l6n ~omple.-

o o 

::: 

y(tl = yc.(t) + yp(t) 

~!c. 1 +~2tl ex.p3t + ~3 exp(t) +~o6 t T 6e.n t 

Jr.al de la e..d.l.~.~. 

- 4 y(:t} :: exp (-2-t) (A.Z.15) 

o 



o 

E.6.te. poUn.om,(o .tie.n.e. ia.6 lla-lc.e.-6 .6,(­

gu...i.e.n.te.-6: 

c..c.. (A.2.75) e.-6: 
' 

•, ' .\ t. ! t'"~ \., <t ~~ ¡ / ' 1' '·! \ ; ' ... ~: ~ 

o 

Ve.'~c.Úe.lldo con. la tabla (A.2 ), la .6olu 

',• 

'"' 
. , 
~ ' ., 

..... _ .... .. "' 

{:/~·-.".:., :.·s;ótU.~,¿~n.·: 

·v2 - 4 = o 

uón.·;:~~)/ij_'~u:i.'a.ll- ~~-~Jte..6,p o~·dl~·~~2:~.6 ·=· s·:· '~j''. . . - = k e.>:.p (2t) 

\ ' , "'':;,:" 'l :' _, :,,•.'..i<,:'j ~ • t, ¡. ,. :..- ~ :... 

• 1 : o, ' • • 

S tU U tu y e.n. do e.-6 te. v ato ll . e.n.: la .. e.·. d. • l. C.. c. • . '·-··-r.r'r'· ::". ~-.: -.-(·, __ , ...... ~::.··· .·. :: :-:! i •. ·r -,·_ .. ,. 
(A.2.-75) ~e.,..~e.~e.:, ._, ... ,. e ... --.-r--r·· 'l.,~,/ 

~.._;1< ~ "i, ~., '{ _ ~ ~ f> ~. ';"" t ;r ...... , ~ \.~ ~ . , i, •••• { ~. -', ,., ~ ~ ; , , , ~, • ,- ... •• ~ Q -

4k exp(-Ztl - 4e.x..p (-Zt) = 

e..6 de.dll: 

Eó.te Jte..6u.U.a.do no e.-6 po.6,(bie.. 

c.ua.ndo R:a. 6un.c.-ión. e.x..c.Lta.d·olla. c.on.tie.ne. a:lgún - ~ 
f~~:. - t-7\\-·:~/., ~:{(:s- ~ r .. : ~ r--, ~:-_\.i'~~ .. "'~t ... -- '·. 

téJtm,(no que. a.pa.Jte.zc.a e.n. la .6oluc.ión c.omple.me.~ 

t~,Jt.iq, .6.e. , t+-6 a.,; ~.~ta.~ :tJ:JL6_.tna. .. rté c.·YL{c.a ~que{· e:né -.e. l. c. a.-
.. \... ' < ~ 

.6o de. Jta.~c.e~ múit,(ple.-6. E-6 de.c.-i.Jt, -6e. .6upone. 

O = exp ( -2t) 
'•' 

' ~~ 
. ' ·' ' 

' ' ..... t.-J 

O . 

!. 

exp ( -Zt) · 

1 -



--~~------

Yp(t)= At exp (-Zt) 

~y (t) =A exp (-2t) - 2At exp (-2t) 
cit.. p 

d2 
dt2 Yp (t) = - 4 A exp (-2t) + 4At exp (-2t) 

SCL6til:u.yendo la. }.jOlu.dón pa.lllic.ul.aJL y .6U-6 -

dvr..iva.dM en la. ecu.a.cián (A.2.75) .6e. obt.-i.ene: 

-4 A exp {-2t) +4At exp (-2t) - 4 A.t. exp (-2t.} = 8 exp í-2t) 

Ve donde .6e ob.ti..ene el .6-i.guente. va.loJt 

del coe.6icie.nte A. a. .6a.beJt: 

e.-6 : 

1.- Obtenga. la .6olu.clán gene.~al de la.6 

.6lguiente6 e..d.l.c.c. 

o 
a.) 

o 

A =: - 2 

3 2 d tJ 4_ ':!___ -
=--..:;¿ + 3 ~ + 2 
dt' d.t 

c 2 - 2t J exp r-t} 

~.=o 
dt o 



2.- Ob~enga la ~olución de la~ ~iguien-

2 
a) _4_[ +72_4[_ + 32 - o d7 ar 

y( O} = o ~) = 1 
d~· 

\ ~ ' '' ~ 

2 
..l!K + ·:.·.,b)-~+ 2 1 ox = 5 e o~ ~ 

d~ d.t 
' ' ' 
' ' cfillJ y(OJ = 1 = o 

fr
1

\ J 
d~ 

e) - d3y 2 
~ + 2 df.j - 1 + 4 lj = ex.p {-5tl 

d.t'l dt2 
d~ 

y(O} = du_(O) = 1 d2![(01 = o 
d~ ; d~z. 

d) d2 ,ti!L + !l +9 ZOy = ex.p ( -5 ti 
d~'l.. dt ' ', 

y(OI = 1 d!f.(O) 
= -2 

d~ 



d2 
e.) -~-

dt 
+ 16 lj = ~en 4t 

y (o} ::: 4 c!.li9J ::: 4 
dt 

3.- Obtenga e! vaio~ de la~ cond~c~one~ 

iniciaie~ pa~a que en la ~oiuc~ón de 

a.n:t.eJt.ioJr.. no a.pa.~e. zc.a. e. R. .téll.m-i.no: e.x.p (-4-t) 

o o o 
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En este primer capítulo introduciremos diversos conceptos 
básicos de la teoría de sistemas, como son los conceptos de 
linealidad, superposición e invariar.cia. 

Consideramos que es de fundamental importancia que 
el lector entienda estos conceptos, ya que la mayoría de los 
métodos analíticos de análisis de sistemas son solamente 
aplicables a sistemas lineales e invariantes. 

Posteriormente discutiremos el problema de modelado 
de sistemas o fenómenos físicos. Estos modelos se cons­
truyen inte1·conectando componentes ideales que pueden ser 
de tipo distribuido o concentrado. 

Se discute la descripción matemática de las principales 
componentes tanto eléctricas como no eléctricas de dos ter­
minales. 'En el capítulo 2 se estudian las componentes de 

. cuatro terminales. Se señalan siempre las analogías que 
existen entre las expresiones matemáticas que caracteri­
zan a las componentes de diversos sistemas dinámicos. Es­
te enfoque permite al lector entender mejor las caracte-

. rísticas de las componentes. 
' 1 • -

Se estudian las propiedades de parámetros no lineales. 
Finalmente se introducen las relaciones de energía en los 
principales parámetros. 

--
(oncep_9os bashos · 

Sistema y circuito 

Un sistema es un agregado de objetos físicos o abstractos. 
Un sistema mecánico oscilatorio, esta formado por compo­
nentes m'ecánicas (masa, resortes, amortiguadores) ínter­
conectadas. Pero también podremos hablar de otros siste­
mas, económicos, por ejemplo, formados por partes (con­
sumidores, industriass gobierno) que interaccionan entre 
sí. Un circuito eléctrico en pa::-ticular se forma interconec­
tando componentes eléctricas (resistencias, inductancias, 
capacitancias). 

27 



El objetivo del análisis de sistemas es permitir pre­
decir el comportamiento del sistema si se conoce la inter­
conexión de las diversas componentes físicas o abstrac­
tas que lo forman. 

Empecemos definiendo dos importantes conceptos. 

Excitación y respuesta 

Si conectamos un artefacto eléctrico (una plancha por ejem­
plo) a una fuente de tensión (contactqs de un :receptáculo 
eléctrico) circula por él una corriente. La plancha que se 
calienta al paso de la corriente, la podemos representar por 
una resistencia. Empleando la terminología de teoría de 
sistemas, c;tecimos que la fuente de tensión excitó al circui­
to. La respuesta a esta excitación fue el paso de corriente. 
(que se manifiesta en la pla,ncha por calentamiento). 

\ 

En la bocina de un radio la señal de entrada (una ten-
sión) aplicada a la bobma la excita haciendo vibrar la mem­
brana. Este movimiento que se manifiesta como sonido, es 

'la respuesta a la excitación. 
En un sistema dinámico, ciertas señales llamadas e;c­

citáciones producen otras señales llamadas respuestas. 
Entre las señales de excitación y respuesta se establece, 
convencionalmente, una relación causa-efecto. En un cir­
cuito eléctrico las excitaciones y las respuestas pueden 
ser tensiones o corrientes. En un sistema mecánico las ex­
citaciones pueden ser fuerzas o desplazamientos y las res­
puestas despiazamientos o velocidades. 

En ingeniería de sistemas empleamos los·diagramas 
de bloque para representar a todo un sistema o a una par-- . 

Exczlación Sistema 
S 

Representación de un sistema usando_ un 
diagrama de bloque 

\_ 

Respuesta 

te del mismo (subsistema). En estos'diagramas el segmen­
to de recta dirigido que entra a:l bloque representa la exci­
tación y 'el que sale representa la re~puest~ . . La fig.2;1.1. 

o 

o 

o 



o 

o 

-o 

6 TEORIA DE SISTEMAS Y CIRCUITOS 

muestra un bloque (rectángulo) que puede representar alá 
plancha. La flecha que entra representa ·a la excitación 
(tensión) y la que sale a la respuesta (corriente). 
- - Un sistem~ puede tener una sola excitación y tma sola 

respuesta, como .en el caso de la piancha. En este caso en 
el diagrama de bloque mostr'aremos a la excitación y a la· 
respuesta como en la fig.1.1.1. En general, sin embargo, 
W1 sistema tendrá múltiples excitaciones y respuestas. En 
este caso consideraremos que las diversas excitaciones 
son las componentes de un vector que llamaremos vector 
de excitación o excitación simplemente, y las diversas 
respuestas son las componentes de un vector de respuesta 
o respuesta a secas, como en la fig. 61

8
.2.1. _ . 

Para establecer la relación matemática entre la ex­
citación y la respuesta del sistema, se formulan todas las 
.ecuaciones que simulan su comportamiento y se eliminan 
las variables que no son ni excitación ni respuesta. Entre 
las variables no eliminadas queda establecida una relación 
·ftmcional (usualmente t:!n forma de un sistema de ecuacio­
ñes diferenciales) que en muchos casos, presenta las pro­
piedades de linea~idad q invariancia que definimos a con­
tinuación. 

Linealidad 

SÜpongamos tm sistema, en el cuahma excitac~ón x ]
1 

pro­

duce tma r~spuesta y ]
1

, y tma excitació,n x ]
2 

produce una 

respuesta y ]
2

. Si la exéitación a1 x ]
1 

+ c
2 

x ]
2 

produce 

la res~uesta al y ]1 + a2 y ]2 y lo anterior se cumple para 

cualquier pareja de. excitaciQnes x ]
1 

y x ]
2

, y cualquier 

pareja de números reales, a1 .y a:?se 1.ice entonces, que 
el sistema es lineal. * 

_l.~ fig. 2.2.1 ilustra esta defiJüciób., 

• La not~ción x J represent~ un vector (\er "péndice A). 
.. . 



Fig.z2.1. 

~ 
~ 

S;st;m• --] 

Szstema 
S 

Sistema 
S 

Relaciones excitación- respuesta de un 
sistema lineal 

Superposición: 

30 

El principio de superposición es una interpretación física 
del concepto de linealidad. Por lo tanto en un sistema lineal 
será válido el principio de la superposición que establece: 
La respuesta de un sistema lineal producida por varias ex­
c-itaciones actuando simultáneamente es igual a la suma de 
las respuestas que produce en el sistema cada excitación ac­
tuando por separado_.* 

Todos hemos oído decir que la deformación de muchos 
resortes dentro de ciertos límites es proporcional a la 
fuerza aplicada. Un sistema de resortes es por lo tanto li­
neal. La fig. 1.2.2 ilustra la aplicación del principio de su­
perposición a t.in sistema lineal de resortes. 

Una fuerza F 1 aplicada al resorte I lo deforma-· x 1 m 

y aplicada al resorte Illo alarga x 
2

m (figs.a-2. 2. a y b). 

Al conectarlos en serie y aplicarles las fuerzas que se 
muestran en la fig.12.2c los extremos a y b se deforman 

•oesde luego las condiciones inlcir.les deben considerarse como excita­
ciones. Estos conceptos se defini~án más ajelante. 

o 

o 

o 
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~IST-EMAS-V-GIRBUITOS' 

(a) 

1 •• 1 1 

1 ____ l 
a -- _1 

11 
11 

(cJ . (d} 
! 
1 

Aplicacióndelprincipiod;; superposfción 
a un grupo de resortes lineales 

JI 

-- _l 

F· 
1 

(b} 

:¡_-

C. -

-- _1_ 
'x = 3%

1 

b % = 3%1 + 3%2 

-:..-:-1-

v 
3F

1 
M 



según se indica. Sin embargo, estas deformaciones no son 
más que la suma de las deformacim~ es que producen las 
cargas (fuerzas) actuando solo en el punto a {fig. 1.2.2d) y 
después sólo en b (fig. 1.2.2e)p lo que demuestra la super-
posición. 

lnvariancia 

Si una excitación x(t) 1 produce una respuesta y(t) 1 y una 

excitación x(t-T) 1 produce como respuesta y(t-T) 1 para 

cualquier T, entonce~ se dice que el sistema es invarian­
te. 

Tratemos de visualizar gráficamente el concepto de 
· invariancia considerando un sistema con una sola excita­
. ción x y una sola respuesta y. La fig. 2.2.4a 'muestra las 
señales de excitación x(t)· y la respuesta y(t). La fig.2.2.4b 
muestra la excitación x(t-T) que no es más que la señal 
x(t) atrasada T unidades, y la correspondiente respuesta~ 
que para un sistema invarilmte, es la misma señal y(tj an­
terior at-rasada T unidades, o sea: Y(t-Ti-. 

La mayoría de los sistema8 que estudiaremos satis­
facen las propiedades de linealidad e invariancia. En rigor 
ningún sistema es lineal e invariante, pero varios sistemas 
importantes, dentro de sus límites de operación normales, 
lo son aproximadamente. Analizaremos también casos que 
no satisfacen estas propiedades. Llamaremos a dichos sis­
temas no-lineales o coñ variación ~n el tiempo. Estas últi­
mas propiedades son muy importantes, ya que sistemas que 
las poseen, son mucho más difíciles de analizar que los li­
neales e invariantes. 

Unos_ ejemplos nos servirán para ilustrar los conceptos 
de linealidad e invariancia. 

EJEM.PLO 2.2a Supóngase que un dispositivo tiene una respuesta y(t) pro­
porcional al cuadrado de la excitación x(t); es decir: 

y(t) = K x(t)3 

Diga si es lineal este dispositivo. 

o 

o 

o 
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o 

Fig. 2.2.4. 

o 

.,. ' 

0?LVIPONENTES D,l!; SISTEMAS Y CIHCUII6S 

x(tJ a-fD y(t) f.(J, ·-

1 
1 
,y(l) ' ., . 
i' 

Excitación Sistema 
S 

Respuesta 1-----=--.;....._,C> 
x(tJ 

ExcitaciÓn 

:c(t-TJ 

(a} 

Sistema 
S 

Relaciones excitación- respuesta de Ún' 
sistema invariante 

Solución:. 

y(t) 

y(t K T) 
,~.~~) 

Resfr.t.esta 

. y(t-T) 

.,. 

. 
Sea y 

1 
(t) la respuesta a la excit~ción x 

1 
(t) y y 

2
(t) la de 

x
2

(t). Calculemos la respuesta y(ti a L. excitación a" 
1

(t) 

+ b x 
2

(t). Esta respuesta es: 

y(t) = K(a x
1

(t) + b x
2

(t)) 3 

= K(a3 X 
1 

(i) 3 -t- ~a b X 
1 

(t) x 
2

(t} + b2 X 
2

(t) 3 
;. 
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\ 

Si el sistema es lineal, esta respuesta deberá ser igual a 

Pero como 

y 

entonces 

a y
1

(t} + b y
2

(t} = a K x
1

(t} 3 + b K x
2

(t} 3 

= K(a x1 (t} 3 + b x
2

(t} 3
}' 

que no es igual a la respuesta y (t) a la excitación a x 
1 

(t) 
+ b x 

2
(t). Es decir, el dispositivo no es lineal. 

EJEMPLO a.2b La respuesta y de un sistema es igual al producto de sus 
dos señales de entrada x 

1
(t}y x

2
(t). Establezca sí este dis­

positivo es.Jineal. 

Solución: 

A una pareja de excitaciones x 
1 

(tJ y x 
2

(t) corresponde 
la respuesta · 

o 

o 



t-1 • ' 

o 

EJEMPJ..O a.2c 

C) 

o 

®MPONENT-ES DE SISTEM.é.S.Y CIRCUITOS, 
1 

Si estas excitaciones se multiplican por a·lá respuesta es: 

Por lo tanto, el sistema no es lineal. 

La respuesta y(t) de un sistema y la excitación x(tJ satis­
facen la :relación 

y(t) = x(t} + c. 

Analice s! es lineal el sistema. 

Solución: 

·A una exci~ación x 
1 

(t) corresponde la respuesta. 

y a x 
2

(t) corresponde 

por lo que 

Para un sistema lineal esto debería ser gual a la respuesta 
a la excitación a x 

1 
(t)¡+ b x 

2
(t), que es 

por :lo que el sistema no es lineal. 

"'' ' .. ' 

..... J 
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EJEMPLO 22d En un sistema la relación entre el vector de excitación o 

y el de respuesta 

es: 

"l + 2x2 

¡1:1) y J = • 
o 

"2 - "a 

Diga si el sistema es lineal. 

Solución: 

A Wla excitación 

corresponde de acuerdo con la fórmul~ (1.1.1) Wla respuesta 

o 

1.', ' 
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1 ¡ ••• , 

o 

o 

,· . 

·,' . 

o 

,. J,_ 

CO:UPGN·ENT-ES•DE"'fJJSfiilEMAmntCtJ~..OS 
1 ' -- - - '- - - - -,- - ' ' 

y· a una excitación: 
. ) -

~ t .. ~ 1 1 :; :' 1 

l, 

. corresponde, la respuesta -· · · - •· 
"l • ·- ' 

z = wl + 2w2 ] • ' 

w2 ... w3 

'-

A la combinación lineal de excitaciones 
-' 

co~r~-sponde, se~ la fórmula ~.1.~), la res~est~-

'1 :; 
' ~¡.4~'7,_~ ~ -- ~::- ....... .'"'· 

;-~-.E~' _lector. puede ·.comprobar fác~l~·ente"qu:e 

) '..., ':-~ •• _ ? ,.·._ --~ i, '~' 

. .-~ · s g J = a y J +- b z] r-
' - ', ' - i ~ 

~ " ' ' ,' ' 

y por lo tanto .-
1

el sistema es lineal. 
!, 

' 1 

l-

,. 

'•. 

' ·, 



Un sistema tiene una respuesta 1i(t) dada por . ~ 

y(t) = 3t x(t)o 

·Diga si este sistema es invariante .. 

Solución: 

A tma excitación x(t-TJ corresponde la :respuestay'(lj: 
dada por: 

y'(t) =.3{x(t-TJ 

Esta respuesta es diferente de: 

y(t-T) = 3(t-T) x(t-T) 

El sistem~ no es, por lo tanto, invariante. 

-
Modelos 

Las características de tm sistema físico son tan complejas 
y diversás que para analizarlo es necesario describirlo en 
términos de tm modelo idealizado formado por la intercone­
xión de elementos también ideales. El establecimiento del 
modelo de un sistema físico constituye la etapa más crítica 

··en el estudio de sistemas. Si el modelo es demasiado senci­
llo' pueden perderse en él características que son muy im­
~ortarltes; si se incluyen demasiadbs detalles en el modelo, 
su análisis resulta demasiado dífioil o imposible. Al esta­
blecer el modelo de un sistema es necesario tener en cuen­
ta el objetivo del análisis y la precisión que se necesita en 
los resultados. 

1 

. Los. elementos ideales que al ·interconectarse f~rman 

o 

o 

o 



o 

o 

u 

r;; 
· C.OM~ON.EN..TES.DE .SISTEMAS Y CIRCUITOS _;,j c..¡ 

el modelo de un sistema son modelos simples que se em­
plean para representar a \m elemento o fenómeno físicos. 
Un elemento ideal puede caracterizarse con detalle, mien-
tras que un elemento o fenómeno físico puede describirse 
sólo en forma aproximada. Así,po:r ejemplo, una resistencia 
ideal ~s un elemento que satisface la conocida ley de Ohm. 
Las resistencias reales solo la satisfacen en forma aproxi­
mada. Si la corriente que circula por la resistencia varía 
con el tiempo, se presentan fenómenos de inducción mag-
• 1 

nética; además pueden presentarse fenómenos capaciti-
vos. En muchos casos un solo elemento real se representa 
con la combinación de varios elementos ideales. Una resis-- . 
ter.cia .puede ser necesario modelarla combinando una re-
si-stencia y tina inductancia ideales. El conocido cuerpo rí­
gido también es un modelo ideal de 'tm cuerpo físico, ya que 
en rigor r.mgún cuerpo es rígido, siempre se deforma bajo 
la acción de un sistema de fuerzas. A pesar de que los mo­
delos 'S6lo representan en forma aproximada a un sistema, 
se les emplea con éxito para el análisis y diseño del más 
diverso tipo de sistemas. 

Existen dos tipos de sistemas, sistemas de parámetros 
· concentrados y sistemas de parámetros distribuidos. Los 
primeros se forman conectando parámetros concentrados 
como, por ejemplo, las resistencias, inductancias y capa­
citancias en los circuitos eléctricos. En los sistemas me­
cánicos tenemos las masas concentradas como ejemplo de 
un parámetro concentrado. La característica gen eral de 
estos elementos es su reducida dimensión, en los circuitos 
eléctricos con respecto a la longitud de onda correspon­
diente' 'a su frecuencia normal de operación. En un elemento 
eléctrico concentrado de dos terminales; la tensión y la co­
rriente asociadas a él, son cantidades bien definidas er. 
todo hl1stante de tiempo. 

En este libro solamente estudiaremos sistemas de pa­
rámetros concentrados, er. primer lugar por ser su análi­
sis más sencillo y en segundo lugar por ser la base del aná­
lisis de sistemas de parámetros distribuidos. 

Aclaremos la idea de parámetro concentrado para tm 

circuito eléctrico. Un parámetro puede considerarse con­
centrado, si las longitudes de onda· de las señales son muy 
grandes con respecto a las dimensiones de los elementos. 

· Por ejemplO:, la longitud de onda de una corriente de 50 Hz 
es de 3 x 10:8/50= 6,000 km. Esta longitud es mucho mayor 
que la . dimensión de un circuito, y· se le puede con-siderar 
por lo .tanto .co_ncentrado. Sin embargo, un circuito a la fre~ 
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cuencia de micro-ondas del orden de lOGHz: 10 x 10 9 Hzp 
con una longitud de onda= 3 x 10 8 /19 x 10 9 = 3 cm no puede 
considerarse como un circuito de parámetros concentra­
dos. Sus elementos tienen ya dimensiones comparables a 
la longitud de onda. 

- Empezaremos estudiando las características de mo­
delos ideales lineales, porque el análisis de sistemas for­
mados por la b.terconexión de elementos lineales idea!es 
es mucho más sencilla; además, diversos sisi.amas físicos 
permiten ser analizados con suficiente aproximación con 
estos elementos. 

En la sección 1.8 introduciremos diversos parámetros 
:n9 lineales, ya que en muchos casos no puede analizarse 

. un sistema real empleando W1 modelo formado por la inter­
conexión de parámetros lineales exclusivamente. 

En esta sección estudiaremos cómo se obtiene la respuesta. 
libre de un sistema de se~do orden, lineal e invariar.te. 

La fig. 5.1.1 muestra ~ pér.dulo. Consideremos toda . 
. la masa m concentrada en el punto A y además que no hay 
f~ic_c~pn en el punto B. 

il ¡· 

·Fig •. 5.1.1. Péndulo y su diagrama de campo libre 

o 

o 



•. 
( . 

o 

o 

1• 

q¡ 
Las fuerzas y pares que actúar. sobre el péndulo son: 

a) La fuerza de amortiguamiento f D dada por: . 
• ·: /'# ~ " .... J \ .,,¿_' , ' ~ ' '~ ~ -;.',''\···~. ' -,~t 4 

, _ 
_ ., 

' 
• ~,~ ;~~~. l,'r·' ({··- ''(~-·'·~,·-~·· ·"': 

pero .la velóc1dad ·d·er .pun-to C ;· S , es: -
e 

1• • ,!', 
• \'!,-'V 

-~t ~911$id.f3ramds q~e ~_( movimi~ntq. angular ~el péndulo 
e$-' e, ,Ja :velocidad :~gulat · w · ~stá ctada por.::;;;'-~-._. '-_.~ 

" . -' " . .,. 

w(tJ· = d.e(tJ 
dt 

/ ~ ,.. .... ¿ '' ' ' ~, • :_ ' 1 ' 

- :.-< )• ' ' , . - -

sustituyepdo estos valores. en (5.1~ 1) 

' -
"..-~-~· • 0 L•itll'/~·· •'- ~r·a.-'r• 1(\ • ·"\)-~ ·,~t 

· b) La fu·erza:elastica:·t.R está ~·~da por:·'- ... -~:' ·,_" · :- -"· -

' ' 

_ .1-:. :~~~~ -~~ro\~t q_espl~zal}'li~nt~-.ho~izqnta~ del puntP·C.; :X e (t), es-
. tá daqo por . , . - - . . _ . 

' .;: .l ~.V~~ 1<·~ ~_¡_ .~ .~~ r~ -" . .:..~~ _/ ,· -; ; :~ ~-:', ~ 1 'r .~- J " ·.. .,., ~:, f-. .... ~ \ 

' '' 

/·. ' -:;; t',:· }.-;; ~,~ -·- 1 .~-. ,-:,' ( ., • : ', • :~·~ ...... ' 

en 'esta ecuaéiÓn /Se considera que el desplazamiento X 

es-pequeño. Susti~uyendo este últimovaloren (5.1.3)obf· 
' , 

tenemos: l 
1 

( 



1 

1 • 

(5.1.4) f (t) = K a 9 
R 

e) El peso de la masa dado por 

(5.1.5) -~ = mg· 

(5.1.6) 

d) El momento de inercia T .(t) dado por 
~ 

T .(t) = l ex (t) 
t 

Como hemos considerado toda la masa concentrada en 
el punto AD el momento de inercia l está dado por . . 

1 = ml2 

la aceleración angular a·es por otra parte: 

.Sustituyend~ e~tos valores en (5.1.6) obtenemos: 

' Como hemos inh·oducido el par ·de inercia Ti, la su-

ma de momentos respecto a cualquier punto debe ser nula. 
Tomemos el pivote B. Haciendo referer.cia al diagrama de 
cuerpo libre de la fig. 5.1.1b la suma de momer.tos es: 

e 

o 



o 

o 

(5.1.8) 

~; o 

' 

Sustituyend~ en esta ecuación los valores de fv(t), /R(t) y 

T(tJ. dados por (5.1.2), _(5.1.4) y (5.1~7) se obtiene: ' ' ' " 
' " ~· \ ll" _, 

e , ~: .,:..~ -,.n! l. ·' 
; 1 

~ 
:J' '• ~~ ' V ··· ... 
· ~ dafJ(t) dfJ(t) 
ml . dta . + Daa cos fJ(t) dt 

• ~ . " l ~ ... 

(5.1.10) 

. . . 
+ Ka3 cos fJ(t) ;·~(t). t _mga_ se~ ·fJ(t). = O 

• .., ,1 ¡ " , , ~~ r ~ 

.. 
Esta ecuación diferencial de segundo orden es no lineal._Pa-

. ra poder aplicarle las técnicas de solución dé ecuaciones 
diferenciales lineales es necesario considerar que el des­
plazamiento angular e. es suficientemente pequ_eñq para rea­
liz-ar 'üis ;siguÍEmtes· aproximación es: ~ · ·_--.·.:~ '- · · \ ·-· · · 

; , .~ ;·.., ;..-~ +: ~ ~ ""';r -, ., ~., ... ~~ ~--~ ~- .... -~-..~, __ ., -~~ ..... -:::._ :.-. ,!.;· 

cos fJ(t) -~ 1 

sen fJ(tJ :;=e (tJ 

. 

sustituyendo estos valores en la ec. (5.1.8) obtenemos una 
ecuación diferencial lineal de segundo orden cori coeficien­
tes éonstantes y homogénea. 

ml2 da fJ(~) + Da3 dfJ(t) + (Kaa: + mga) fJ(t) = O -
· dt3 · dt 

DividiEmd.o entre el coeficiente de la segunda derivada obten e-
~.'¡\ f , ¡.) .... ¡ \. ' • , 1 

mos: · 
' .. ._,-.. ' ¡, 

;r . 

'\ ¿ ' ~ • ._ ! 

d2 fJ(tJ 
+ 

Dd3 de(tJ 
+ 

dt3 ml3 dt 

Con objeto de normalizar el estudio de los ·sistemas de se­
gundo orden, o sean aquéllos er. que 1la respuesta .libre está 
caracterizada. por una ecuación diferérfcial·hom9g~nea de 
seromdo orden' ·suel~h desígb'arse los co'ef1cientes del tér­
mirio en la primer derivada y el de la ·respuesta con: 



(5.1.11) 1 
a= 

2 
D Cl o 
ml'2 

La constante a recibe el nombre de constante de amortigua­
miento y w0 el de·velocidad.,angular·:de oscilación ;no a-

nwrtiguada. 
Posteriormente quedarár. justificados estos r.ombres. 
Sustituyendo los valores (5.1.11) en la ecuación dife­

rencial (5.1.1C) obtenemos: 

Esta es una ecuación diferencial homogénea de coefi~ 
cientes constantes. Su ecuación característica es: 

(5 1 13) S 2 + 2 Ol. S + W2 = 0 . . o 

(5.1.14) 

C':Jyas raíces son: 

Las raíces s 
1

·y s 
2 

de la ecuación característica reci~ 

ben el r.ombre de frecuencias naturales del circuito. 
La solución de (5.1.12) depende de lo ... valores de a y w

0 
y su forma general es: . 

donde K
1 

y K
2 

son constantes arbitrarias que se determi­

narán usando las condiciones jnici<. .. :es: 

i 1,, .'· 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

~(t) ~ 

t =o 

de(tJ 
dt 

o sea el desplazamiento'y. velocidades' ·ar.gulares inicialés. 
Para t = o'de (5.1.15) tene~plOS: 

(5.1.16) 8(0) = K
1 

+ K
2 

. _ \, 

(5.1.17) 

Por .otra parté der:ivando (5.1.15) y poniendo t =o 
-,: J 

'• " 

= .slKl .+ s2K2.' 

O· 

Las ecs. (5.1.16)·y (5;Ll7) son· dos ecuaciones''lmea·.: .. 
.. les simultáneas con incógr.it~s K

1 
y K2 . Este sistema se re-

suelve para obtener las constantes K
1 

y K • · · · ·· '. • 
·, • '' ·- ' > ,· ' '·' •• ' 2 : { . 
_ _' .. ·--~~-~~i~~Y~~d~ estos·_ dO§ ~alores y los de-s l y s 2, dados· 

por, la ec. (5.1.14) en la ec. (5.1.15) se obtiene el desplaza­
miento del péndulo en función del tie111po. 

Este sistema mecánico ha servido para ilustrar y ade­
más como puede transformarse en algunos casos una ecua­
c-ión diferencial' no lineal en lineal si el valor de la variable 
es pequeño. 

~-<{~ -·:·. }1 

. · ~- (omportamieni-o de la ··res¡¡use~ta ·Ubre 

Si comp~~amos la respue~tf- -libre del_.si~temade segundo 
orde~_del ejemplo 5.1a con Ht del sistema. del ejemplo 5.1b 
observamos que son de.naturaleza dist-...1ta. En el primer 
ejem'pfo· 1~:-respuesta ·no oscilá

1 
decae exponencialmente á 

cero· a ·partir de su valor inicial. En .el segundo ejemp~o. la 
re~:p~ésta osqiia y J~ ~mplitud de ~stas os~ilaciones dec,ae 
a cero. -Obsel'vamos que en el curso de la· respues(a·no · 
oscilante las raíces. de su ecuación cr racterística son rea­
les, mientras que en el segundo caso ~ ,:m complejas. 

l" "/ J 

r . ·~, • __ ¡; . 



:fe:n:::Jltes formas de la n;spn;.::slr-t l1b1 e cl<3 un ;;;isí.ema de se­
gundo orden y las raíce.s de st! ec:Jación ~:Jrac~erística. 

Las raíces o frecuencút.S nai.urales s
1

, .s
2 

de la ecua-

ción característica (ñ.l.13) dadas por (5.1.14) pueden ser de 
cuatro tipos: 
1. Reales y distintas (cuando a>w

0
J 

2. Heales e iguales (cuando a= w
0

J 

3. Complejas y conjugadas (cuando a< w
0

J 

4. Imaginarias y conj'....igJ.das (cuando . a= O) 
Cuando las raíces son reales y distfutas, la forma más 

conveniente de expresarlasolución,esladela ec. (5.1.15). 
En este caso la respuesta libre, tal como se ilustró en el 
ejemplo 5.la, consta de la suma de dos exponenciales de­
crecier:tes, cuyo valor inicial depende de las constantes K 

1 
y K 

2 
y cuya velocidad de decrecimiento deper.de de la loca-

lización de s 
1 

y s 
2 

en el plano complejo s. Cuanto más ne­

gativo sea su valor, tanto más rápido decrecen dichas ex= 
ponenciales. La fig. 5.2.1a muestra la localización de las 
:raíces sÍ y s 2 en el plano complejo y la correspondiente 

respuesta libre. 
Cuando las raíces son reales e iguales, la solución 

homogénea ya no es de la forma (5.1.15) sino de la forma. 

(5.2.1) 0 (tJ = K
1 

exp(s 
1 

t) + K
2

t exp(s 
2

t) 

en dondes 
1 

= -a es la raíz doble. 

Las constantes K
1 

y K
2 

se determinan imponiendo las 

condiciones iniciales del problema. En la fig. 5.2.lb se 
muestra la localización de s 

1 
en el plano complejo y la for-

ma de la respuesta. 
Cuando las raíces son complejas y conjugadas, la so­

lución homogé1~ea (5.1.15) sigue siendo válida, pero es en 
general más conveniente Pxpresarla en otra form<:_t para evi­
tar la aparición de números compleJOS. Dichos números 
complejos podrían dar la. impresión que la solución es una 
f1mción compleja,pero como las exponenciales de las raíces 

o 

o 

o 
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(oJ Circuito sobreamortiguado 
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(b) Circuito ~ríticamen~e amórtiguado 

lms 
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(e} Circuito subámortiguado 

lms 

's1 jwf}_. 

PLANOs .00 , 
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(dJ Circuito no amortiguado w0 

Fig. 6.2.1. Respuesta libre de un sistema d9 segun­
do orden 

., ~ ,e • ,._ "'' 1 ; } .1, '1 

• ' 1 1" • l .... ~ , 

r 

t 

complejas conjugadas se suman 1 darán una respuesta siem­
pre real, como veremos a continuaci:'n. 

'/' f' i ,. 



(5.2.2) 

• 1 

"t··· " 

*~cuaciót'i! son: 

donde j es el r.úmero complejo 

¡---. 
J = v¡-1 

Sean .Kl y K
2 

las dos constantes de la ec. (5.1.15) y su­

pongamos que son los números complejos dados por: 

K
1 

= a + bj y K = e -1- dj 
2 

. . . 

donde ag b, e y d son números reales. 
Para satisfacer la primera condición inicial se tiene; 

de (5.1.15) 

fJ(O) - a + bj -1- e t- dj 

Pero como el desplazamiento inicial e(OJ es real for-
zosamente b = -d. . 

Para satisfacer la segunda condición inicial dada por 
la ec. (5.L17}, usando (5.1.14) tenemos: 

Como la velocidad inicial w(OJ es también real, la su­
ma de las partes imaginarias del miembro izquierdo de 
la ecuación debe valer cero, por lo que: 

o 

o 

o 



., ' 

o 

0 .. 

o 

¡1 ,. ~ 

/1 1 .• •.. ' ' 
¡ l 

' 
de donde a= c. En vis~a de que las partes. reales de K

1 
y 

K 2 sor. igtiales y sus partes imaginar~as de··signo contrario 

.K1 y K2 ·son conjugadas y podemos _escribir 

K2.=Kl .. 
'' ' •• 1 1 • 

\ ' ; •, 

_donde ~1 es el complejo conju~ado -~e K
1

• 

si definimos: - . 

(5.2.3) w = yw~ -~ a2 . 

' donde~~ recibe el nombre d~· velocidad año~lar de oscila­
'ción amortiguada la solución homogénea (5~1.15) queda: 

L: .... ;'"~,;~ 1."'[_::~·~)-~~" ," • '· , ~ • , • ·'. 1 

(5.2.~). e(tJ = exp(~ atJ [ K1 _e~P(i _wtf ~-K1 _e~p·(-j_~'iJ] . 
•:'}'',_,---:··~~~"""'' _··-·- -· ~. •':'". ',...'· .... - ", '· ···. 

;; '';',;!' ·-· 

' . 
·- ,"¡' ~· ·,e.xp{j(l)_t)· =:· cos .. w t + j sen.,w t· . 
. .- (5.2~_5) -., : --~ :._' ' . ':·. . -

. ..,-;exp(~wt) = 'COS W t - j- sen W t-

-·- ··: · :la ec ... (5.2;4) se puede es·cribir; recor~ando qu~ .. K¡ = a·+ ~j, 

' 1,- • ' ,.,. ~ i .- ' 
¡r ' ,, ~ ·." ' ' ... ~ 

lo cual es una función real, como queríamos demostrar. 
Podemos escribir 0 (t) de otra forma definiendo un 

án~lo fll como se mu-estra .en lá fi·g~ 5.2~2~ 



a 

.Fig. 5.2.2. Definición del ángulo r/J 

(5.2. 7) 

La ec. (5.2.6) se !JUede escribir en términos de r/J como 

= 2 #~ b2 exf' (·· rv. t} r:os (<u t + cp) 

Observemos que a y b son las partes real e imaginaria 
de K

1 
respectivamente. 

Las figs: 5.1.5 y 5.2.1c muestran la respuesta en este 
caso, que es una curva ser.oidal amortiguada. Observemos 
que de Ot. = !Re s 

1 
1 =!Re s 

2
¡ depende la velocidad con que se 

~mortigua la senoide. Entre más negativa e~'5Re(s1 J = Re(s;f 

tanto más rápido se amortigua lr1. respuesta libre. Por otro 
lado la velocidad de oscilación de la respuesta t~epende de 
w = '\lw a - a? p o sea de la parte imaginaria de las raíces 

-
s 

1 
y sz de la ecuación característiéa. EntrE: mayor sea 

iim s 
1

1 = llm s 
2

1 tanto más rápida es la oscilación. El lec­

tor debe recordar estas relaciones entre la posición de las 
raíces de la ecuación característica y el e Jmportamiento 
de. la respuesta libre. 

Finalmente, si las raíces son imagin· rias y conjuga­
das, lo cual sucede cuando or. = O en el sistema. En este ca­
so, usando la ec. (5,.2. 7), la re~puesta se reduce a: 

1 

' ' 

.•. 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

. -11. b) · (5.2.10) .· r/J =-tan. \-;;-

~ < • '' -

;:;. "" " ~ .:- .,. 

' ', ;'Én ~¡a· fig. :5.2.ld mostramos este tipo de l'espuesta li-
bre ·; ··""·"' ··· : · ·- · .,, .. 

• > ' ~.. ... :.•' ' • , } :::-·· 

Suponiendo que los paráme_tro§ del-sistema sean posi-
. · .. ti vos, 'lo 1'que· im'plica' partes real~s negativas en las raíces · 

s j y s 
2 

de la ecuación car3:~t~rísticá, ~e._t.en(jrán ·_cuatro'· ti-

pos de comportamiento para la _respuesta li}?re: 

1. SobYeamortigúafia,· ; la respuesta. es tma suma de expo:.. 
nenciales negativas, y pc,r lo tanto la respuesta tiende a 
cero para· t ... oo. La respuesta está daCia por la e c. 
(5~1.15), y s

1 
y s; están da~as por la ec.- (5~f~~14). Este 

caso se presenta cuandoa:·>w
0

, y la fig. 5;2.1a muestr_a 

la .r~spuesta. - · · · · 1 
• • ., ' " 

2. Críticamente amortiguada; la solución· es el producto de 
una exponencial negativa por una-recta. La soluci(>r{üen·.:. 
de a cero para t- oc • La solución está dada por la ec . 

. /~(~·?·.~>. ~?.9?e si = .s 2:=:=~-a:x a:~ .~0·~~E~.~~s~e ~Jl_so_la :res-
~ ._ '. ' - l • - ' '... ' ~. .. -~ .~ ",. 1" ~ 

·1púesta aparece:en la fig. :5.2.-lh.·rr-, ~._,.,, -· ·~:·:_,_._,. ·. · 
• ' '~---~."'~l- ~~~~~,,~;_::.'JY .. ~;:-;~~'1•~¡;:;"--•·<c' ':., 

3 .. Subamortiguada,·.la solución es el producto de una expo-
nencial por una cosenoide defasada un ángulo r/J. La solu­
ción· tiende a cero cuand.o t-IXJ y está dada por la ec. 
(5.2. 6) o por la ec. (5.2. 7). El ángulo r/J se encuentr,a em..: 
pleando la ec. (5.2.8). ·Las dos raíces son complejas y 
conjugadas y están dadas por la expresión (5.2.2). El ca­
so se presenta cuando a< w

0
, y la formad~ l.a respuesta .. 

aparece en la fig. 5.2.1c. ·. " 

4~ No amortiguada,· la solución oscila y es una cosenoide 
defasada un ángulo r/J. La respue_sta e~}ª.qad~por,:la~ec.; 
(5.2.9) y elángulodefasepor (5.2.10). Este caso se· pre­
senta cuando a. la constante de amortiguamiento de 
acuerdo con (5.1.11) es nula Y·.S 1~2= .:!:..} w01por ·{5.1.14). 

En la fig. 5.2.ld aparece este tipo de respuesta libre. 

EJEMPLO 5.2a Supongamos que los parámetros del sistema mecánico de la 
fig. 5.1.2 son: 

/ 



k = 1,000 fl/111 

D = 200 n.s/m ,__......, ___ ......__......,-- ]-;(0)-= o.i m 
m ~~'e:. • - - • - - • 

m= 10 kg 
Fig. 5.1.2. Sistema vibratorio de segundo orden 

' 

y que las condiciones iniciales sean: 

x(G) = 0.1 m 

s(O) = -0.9 m/s 

Calcule la respuesta x(t). 

Solución: 

Comparando la ecuación diferencial (5.1.21) que rige 
a este sistema mecánico con la ec. (5.1.2), vemos que en 
este caso las constantes a y w

0 
son: 

D 
lO a= --= 

2m 

K 
w2 = = 100 O m 

· La ecuación característica 

-· 

s 2 + 20s + 100 = O 

. tiene raíces dobl~s 

S = S = -10 
1 2 

o 

o 

o 



1 

i 

·.0 

1 

o 

o 

y de acuerdo con (5.2.1) la soluci~n es·: 

(5;2.11) x~t) =· (K
1 

+ K
2

tJ e:xp(-10t) 
<:, 

', .... ''.._. 

-
la derivada de (5.2.11) es la velocidad 

• • • ' ' '' ~-\_~ .. :' ,, ... +-r"'.': ,. ,. · .. :.·~ ~· ,• ¡, 

(5.2.12) . s(t) = (-10K
1 

+ K
2 

- 10tK2 Je 

Usando las ecs. (5.2.11) y (5.2.12) ~~ t = Oy los valores de 
las condiciones ipiciales, se obtienen los siguientes valores 
·par~ la~ constantes K

1 
y K

2
: · . ···- ·, . 

. La solución e~, por lo_ trlnto: 

·. x(t) = 0.1(1 + 10t) exp(-10t) 

Calcule la respuesta x(t~ ,.del. sist~~~~m~cánico.de 13: fig. 
5.1.2, si los parámetros son: 

k = 1·,2so n;m·· 

D ~100 ns/m 
'_ L \*; ~, •' • • • " 

m =10 kg 

y las condiciones iniciales son: 
' .... . ., : ~ . 



' . ' 

/ ·.- o'l·1·· 
J '" ~) Ce;: 

1 
/ 

\ 1, 

s(O) -0.5 m/s 

Solución: 

~as constantes ex y w0. en este caso son: 
1 • 

a= 

' -, 

D. 
-=5 
2m 

'. ! . •- ' 

La ecuación característica 

s 3 + lOs +· 125 = O 

tiene como raíces: 

' + . 
S = -5- ]10 
1~2. 

·De acuerdo con (5.2. 7) la solución es: 

· ~ x_(t) i: A exp(-5t)(cds(10t· +:. ctJ)} _ 

(5.2.13) y derivando (5.2.13) se obtiene la velocidac: 

s(t) ·= A exp(-5t) (- 5 cos (wt + 0) - 10 sen (wt + ctJ)) 

_ Ul'_~f!<!O Jªª _cqpgj.~~9n_~-ª irJjci~les ~e p_ueden ca}c\llªrJa_s 
·constantes A y f/J, a saber: 

J¡ 

'' - ) 

- -.: j 

' ' 
-,. ~~ ...... .;;o..-. ( ~-

o 

o 

o 



o 

o 

o 

Tabla 5.2.1 

para t ·=.O _ 

x(OJ. = A cos ~ = 0.1 

s(OJ = A(-5 cos 0 -· 10. .. sen r/J) = .-0.5 

de· donde: 

A =: 0.1 

o=·~ 

. : ~~- ·-~~ ~ ' _- '.'~~ ;' . ./ (~· ~ 

La respuesta es por lo tanto: 
1 ' • ; , ' ' ~ -

-~(t) = 0~1 exp_(-5t) c_os lOt 

Los eje.mplos 5.1a y 5.2a y·~ ilustran los tres diferentes 
;_tipos de respue~ta libre de W1 sil:!,tema con amortiguamiento 
al O. · 

La tabla 5.2.1 resume los.resultados anteriores: 
• • ~ ~ •, J. .. 

Constan~e_s "' 

Tipo de sistema_ /ResPtfe~ta - ., '. 

a wo . 
• < 

" 
• r 

~ 
r 

. 
Sobr~ "' - . -- o.'J exp(.:..Bt) lO 9.8 .. 0.2 exp(-12t) 
amortiguado 

- '· - . ' .. ~ :\ . ' ,., -

Amorti~a;¡·iento· 't .,~ <, 

'10 lO· 0.1(1 X t) exp(-lOt) 
crítico 

~ 1 .. • 
" : . 

•, . . . .. ·- . 
-· Sub < ',. .~. . 

'5 11.2 0.1. exp(-5t) cos lOt 
am~rtiguados . 



Fig. 5.2.3. 

0,1 

' ',·' 

4 % • 
• . . 

m.;., .. \ 
\ 
' 

\ 
\ 

\ 
\. 
\, . 

" . '·'"' ........ : ·~. 
&••••••••••••••••••o••.,••"'P··' 

(a) Gráfica de x(t) = 
0.3 exp(-Bt) 0.2 exp(-5t) 

k : .. . 

1 

' ' 1 

' \ 
\ 
\ 

\ 

\, ·,, 
.... ...... 

". .·. 

, ... . ---· .. , • • • • • • • • • • • • • • • • "• • • • • • • •P 

(bJ Gráfica de x(t) = 
(0.1. · + O.lt) exp(-lOtJ 

, .. (d, . ~ráf~ca d~ .. x.(t), :;= 0.! .e~P,f-:PtJ 1c..~~,,~~f?(.:c;);.¡ .~~~7:. T(·.r~:r-.: 
~ \, - 1 ~':,J ' \> ' <' ... ¡ ' l. o ~ 

~~.·~,~. \·; .... ¡¡> ~~ 
~. t '1.1' ~ 

~ 

· Los tres tipos de respuesta libre de un 
·sistema de segundo orden según tabla: 

r; ~--r~~ 
' 

; .. __ ~~ , \' .... /, ,~_.. {' ~ ~ :! , , ·_:, ~t, S-~~~ 
. .5.2.1 ' ~: 

o 

o 

o 



.o 

o 

o 

(5o2.14) 

' .-::} :-~~;~ >q'~~ ~ ~ ,_.• I • ; 1 ' ~ , • - • 

La fig.F:5~2:3 1 ·muestré{ las gráficas ·(t~._ xJ ;para estos,tres. · 
tipos de r-espuesta libre'; '·- t·, .. , '. •· • • .• • ;:, ._; 

Los antériores ejemplos ilu.stran cómo depende la/res­
puesta .libre. de un sistema de segundo qrden de la posición 
de las raíces de la ecuación característica en el plano com­
plejo. Esta posición es a su vez función del valor de,.!o~:·pa­
rámetros. A continuación exploraremo_s como varía la·pÓsi­
ción de las raíces al variar los parámetros; Mantendremos 
constahtek·el ~·alar :d.e ·ia' constante~ elástica K y·. de la masa 
~. V~riaremos el. valor de la constante de amortiguamienJo · 
D. ~ - .. · . . .· -· -· · . - : : - - .. ·, · . · ·· _. .. . . 

EÍnpécemos, considerando que 'la cons'tante de alnqr,ti­
guamiento D es nula, por",lo tanto el coeficiente de amorti-
guamiento - · ' ' · · 

a= 
D 

2m 

·es n.ulo. - , . . . _ .. ¡ -.-· ... 

Este caso corresponde al último~ 'es decir" al de"\iria ~ sá-
lu~ión ~no .amorti~~~il. .• Las raíces o frecuencias naturales 
son: · 

' ~ 
"<..''1 '- ' '-

S = + j WO 
1,2 

. ' 

En el pÍ~no complejo s ·esta~ -raíces ~·stán locaú~-il4~s 
sobre ·el eje· imagipar.~o como lo muestra la fig. 5.2.ld. 

La velocidad angular de est~s osc~laGiones no· amorti­
guadas es: 

w·= 

Esta constante, medida en radianes/seg, es la velqcl-. ' ' 

dad angular de os<_!ilación_ w0 .y se llama velocidad de osci-

·lación no amortiguada. La jrecue·ncia en Hertz o ciclos/ seg 
que corresponde a la velocidad de oscilación w 

0 
es: 

'\ ''> 

- ¡~ ' 



(5.2.15) 

y se le llama frecuencia de o.sciln,cióa no .amortiguada. 
Al recíproco de la freeu~n(>.]a I se le llama período t. 

Al período correspondiente a ¡
0 

o sea a: 

1 
= T (seg) 

o 

se le llama pe1'Íodo de oscilación no amortiguada, y se mi­
de en segUI~dcis. 

Consideremos ahora un valor de la constante cie amor­
tiguamiento D mayor que cero, para que o:< ~0 ; las raíces 

s 1 2 
son complejas y conjugadas, a saber: 

' 

El módulo de este complejo es: 

Caso subamortiguado 
a<w0 

Caso cr(ticamente 
amortjguado 

w = o 

lm(s) 

D=O 

a= o 

a= w
0 ~~~~~~------~--------------Re~} 

7 s1 =s~l 

Caso 

Caso no amortiguado 

a= O 

Fig. 5.2.4. Lugar de las rafees de la ecuación ca~ 
racter(stica para K y m constantes 

o 

o 

o 



' 1 

o 

o 

o-

.que resulta independiente de· D. Por lo tar.to al ir var1iar.do 
D, las raíces van describiendo el semicírculo que se mues­
tra en. la fig. 5.2 .. 4 .. 

Mientras 'las ra-íces_ s 1 ·y s 2 de la ~cuación caracterís-

. :. tica se ~ncu~Í1fran sobre el semicírculo de· la fig. 5;2.4 ~la 
-· respuest~ está .dada por. (5.2 •. 7). ;Recordando que··· · · 

\ ( . ·_ 

(5.2.16) . IK~-1 = ~ a2 + b2 ,{x(t) = 2IK1 1 exp(-a.tJ.".~?s(~t + ~) 

. por lo que la constante w, es la veloci~ad con que. oscila la 
respuesta y se 'llama velocidad de .QscÜación aníortiguada. 

. Se ~id e en radianes/ seg. La correspondiente frecuencia en 
.. · H~rtz es:· · · 

·'' 

'~ ,, ( 

(5.2.17) "''¡:-~-~(Hz)'" · · 
. . ~ 2fl . . 

(5.2.18) 

.. 
' 1.., • ~ ,, - ' 

y se llama frecuencia de oscilación amortiguada. A esta 
frecuencia le corresponde un período T: 

1 
T = T_(seg) 

que se llama período de oscilación amortiguada, y se mide 
en segundos. : · . :-. · · · 

Observemos de la fig. 5.2.4 que al {r aumentando D .va 
disminuyendo la 'velocidad de oscilacióü w y aumentando por 
lo tanto el período de oscilación amortiguada hasta que llega 
Ur. momento en que dicho per~odo se vuelve infinit9, es de­
cir, el circuito defa de oscilar. Esto sucede cuando las 

~ t ' ;. ' , , ' 1 T\. • • ,' ' ~.- • 

raíces se encuentran en el e)· e real a lli1a distancia· w · del 
. ' ! o 

origen en el punto -a. En este caso w
0 

= a, es decir: 



o 

\ 
\ 

(5.2.19)' K va ---
m 4m2 

El valor del amortiguamiento que satisface a la ec. (5.2.19) · 
· se llama crítico y es, por lo tanto: 

(5.2.20) De = 2 {K1ñ 

Para valores de D nmyores que D , las raíces son rea-. e 
les, negativas y distinta::; y la respue~Aa es sobreamorti­
guada. Al ir aumentar: do D; una de las raíces se vuelve muy 
negativa y la otra permanece dentro del circulo acercándose 
al origen. En el límite cuando D -.'Y.) tn~a de las raíces tien­
de a (- oc) y la otra al origen por el lado izquierdo. 

' 

En el problema 1 se pide al lector que repita este aná­
lisis para un circuito RLC serie y RLC paralelo. 

1 

1_ 

Fig, 5.2.5. 1 Fotograjfa de las curvas (t - v J de un 
· circuito RLC serie e 

Con ayuda de un osciloscopio puede observarse la for~ 
ma de onda de la respuesta libre de un sistema. En la fig. 

·- . o 

o 

o 



o 

o 

o 

., '7 . ' 

5.2.5 aparece la fotografía de tres ondas ctéúmsión v so-
. - - . . . - . . ,. . . , ' : , e 

br·epue~tas.- La tensión v medida"en las termm.ales"de la . . . . e "·-· ... ,,. 
capacitancia es la r'espuesta libre de un circuito.R, · L, ··e se-

, rie. Cada 'curva corresponde a un valor. diferente de la r.e­
sistencia R., mienttas· c'fue ervalo~~ de la_inctuctanc~a_ 'y ~ªpa­
citancia se mantuvo constante.- Al··:invertirse la resistencia 
R la respuesta libre cambia· de oscilante·a exponencial co-
mo puede observarse-·en dicha· fig .. ,.,. ·:. .: . · ' , · · · 

' -' . ' ...... '',, ', 

',e 

l' 

11',1,., 

... :-Supongamos que ·em-lu~ar: <:~e. un. ·sü?tem~. l~bre !· ~J~~:..e!J"os ~ 
circuito serie RLC ex~J~ado COJ;l ur.·a fu, ente d.e tet:J~~~I?.'::.aph­
cada· en t = o' como se muestra en la fig. 5~ 3.1.- ~ste cir­
cuito tiene una malla y tres ramas. 

r' r• ' :,"•li,~ 

., . 

. ·' 
' ' t ¡ .. 
1 



+ 

·e(tJ 

Fig. 5.3.1. Circuito serie RLr con excitación/or­
zada 

(5.3.2) 

La ecuación de tensiones de Kirchhoff (LTK) aplicada 
a la malla da: 

Si consideramos como respuesta a la tensión en el capaci­
tor, haciendo uso de la relación iR= iL = ic y de las ecs. 

(5.1.31), (5.1.32), (5.1.33) y (5.3.1) se puede escribir la 
ecuación diferencial que caracteriza al circuito de la fig. 
5.3.1 como 

+ 
R 

L 

e(t) 

LC 

Si definimos a= R/2L, w~ = 1/LC la ecuación diferencial 
anterior se puede escribir como: 

Comparando la ec. (5.i.38) con esta ec. (5.3.3) iguala­
da a cero (sin excitación forzada), vemos que tanto uz~ 

o circuito RCL serie como un circuito RCL paralelo estún 
caracterizados por la misma ecuación diferencial {5.1.12), 
si en el circuito p~ralelo la respuesta es la corriente i 

2 

o 

o 

o 



·O 

o 

o 

,•. 

',> 

,. 
~ i ' • -

y· en .... el s~r~e es la tensipn ve._ La única diferen:cia es_ ~ue 
o:= 1/2RC~ para el circuito_RCL paralelo y o:.= R/2L.para 
el circuito RLC serie; mientras qu'e ·w0:::: 1/LC en ambos 
casos. , , 

. La solución de esta ecuación diferencial lineal de coe.:. ·. ,., ¡' . . ~ 

. ficientes constantes, no homogénea, en este caso particular . ' 
de segundo ordel), está dada por la sum~ de la respuesta 
v¡ _de la ecuación homogénea asociada, ·y de una respu_esta 

l • . . . ! • •· . ' • • • 

v p (apéndic: B). · · 

Por lo tanto la solución general de la ec. (5.3_.3) es: 

(5.3.4) .'~e-~ ~h + vp . 
. ~ ~ . . ' . ' - ' ' ' 

En la sección 5.2 estudiamos cdmo se obtier.e la ·solu­
. ción homogénea para difer~r.tes valor'es de los parámetros 

d_e la ec. (5.1.12 ). El lector recordará que hay que obtener 
· las raícessj y s" de la ecuación característica:de (5.3.3,~; 

,_/ ' 2 .C(· .... 

la forma de la solución depénderá de los· ·valores de éstas 
raíces. ~ 

"''";.En :.~~.ta .s~-~._ción_._estud_iareq¡os córrio· sé obt~:en ~ Ja r~~­
puesfá particular v ,·si la excitación es un· escalón: o un"'im~ 

; ' .. ,( ·.. . _ .. , . ·.. . p . . . . . . . 
pulso, cpn objeto de obtener la respuesta total a· estas exci-
tacion_es. Con ur. ejemplo ilustraremos cómo se obtierie·la 
respuesta cuando la excitación es. periódica. 

.. . 

Respuesta a un escq.lón: 

La exitación e (t) es. en ~ste caso igual a ~ (t) = ~O u(t) donde 

u(t) es la función escalóh definida en el apéndice D •. · ·Para 
tiempos positivos, la solución particular de '(5.3.3) 'és: 

es: 

f" ,' 

'• ,· 

··, 



(5. 3. G) v (0 ..:.;; K expls tJ .,L l( ''''}' h(s t) ,.,. Jt
0 

: :, > '~ e l , l :> ~,"V ,_ ') , ._ • ,, v 
-"' &> • ~. ,!(,._.• 

si las raíces rno son dobles y 

si las raíces son dobles e iguales a - a, 

S =S = -a 
1 2 

K
1 

y K
2 

son constantes arbitrarias que d,ependen de las 

condiciones iniciales del problema. Su evaluación se realiza 
de la siguiente manera: 

para t = O de (5.3.6) se tiene; 

y derivando (5.3.6) y recordando que 

dvc(tJ 

dt 

tenemos: 

t =o 

1 
= e i(o> 

Resolviendo simultáneamente (5.3.8) y (5.3.9) obtene­
mos las constantes K

1 
y K

2
. 

Una serie de ejemplos servirán para ilustrar cómo se 
obtiene la :respuesta particular, la homogénea y la total si 

o 

o 

o 



o 

/ 

o 

~ ' j - - .... 

EJEMPLO 5. 3a 
"" ',, ., 'l ~ 

' '-' ,, ' J ~.. •• ' " ~ ' '• " ,,, . '_, 

l'as excitaciones son funciones de escalón y periódicas~ Aq~:­
_más-_sé identificarán todas las componentes d~ la respue~ta 

f y se sefialaran ~sus principáleá 'propiedaéfe's. '' '''! 

) ~ ', 1 

Calcule la respuesta éonsiderada comp la tensión en el ~~~ 
pacitor del circ.uito RLC s·erje d-e la fig .• 5.3.1 si la fu~ht~ 
de 'teri,sibn constáñte e(t)\ de ZOvoltS.se aplica-en t: =·o y :lás 

. condiéiones· iniciales son: '· · 
.. 

vC(OJ = bv 

.. \ ' .._ > ~ 

El valor de los parámetros es: -

R ·- 7 ohm, L = 1 henry y 
1 e 1= 10 /arad 

Solución: 

Sustituyendo:válores en la ec .. (5.3.2) 
1 

• 1 ~ '" 

d3 v (t) dv (t) 

(5.3.?.·0_} ·~" ·dt~ + 7 --:dc;..,.t - + 10 V (t} = 200 -
e. . .· j , -

• '\ ' ~ ,... 1 ' ' . 
' ' J ~ -'" 1 .1 ' _,. ' ' 

' ' 

La ecuación característica es: 

s3 + 7s + lOs = O 

cuyas raíces son: 

S = -2 
1 ' 

'\.' 

' ·~ 



La solución homor;énea es pm: io tanto: 

·y la solución particular es de acuerdo'con (5.3.5) 
.. 

La solución general em.pleando (5.3.6) es: 

Las condiciones iniciales son: 

v (O) = O volt e 

dv (t)' . e 
dt 

1 
= C i(O) = 100 volt/seg 

Sustituyendo en (5.3.11) y su derivada las condiciones 
iniciales se tiene: 

de donde 

-"''! i' 
.' . 

o 

o 

o 



o 

o· 

o 

(5.3.12) 

(5.3.13) 

K =O 1 

Sustituyendo en (5.4. 7) tenemos: 

: e ',, < Í' ' < ,: , 

v (t) = -20 exp(-5t) + 20.t '.?.O e 

Notemos que la respuesta no contiene ningún término 
en exp(-2t) En la respuesta, o sea la tensión del capa'citor 
'para·'1aá' 'coridiciónés'fiiiiéüiles "dadas' no· aparece la cons­
tante de tiempo del circuito correspondiente a la raíz de 
-2. ' . ' 

Identifiquemos las com-ponentes de la __ 'rqspuesta com-
pleta (5.3.12).-·; · --· . · .··· 
- El término de la respuesta total dl3 igual forma de onda 
que la excitación es la respuesta permanente. En este ejem­
P,lo.la excitación. esconst~teapartirdet-.:;: Oto sea: 
~),,' .... -"-·,·~~ ~~-, ·~ :_ ~ ..... ~ ~":.,•, '"" •, ~- 1. ~-, ~- \ ·~' ' 

'.-

e(tJ = 2o t ?.0 

Por lo tanto la respuesta permanente es: 

" .,'> 

~. ·.::·· :--~~ .. :': ;·~~~~üe'~:~~iaen~té, la: res~~~~~~~- ~~ta~-;-;~~~~~~ente 

'(5.3.14) 

' . e's ra respúesta' transttoria~· por lo tánto: '· 

. 
" es la respuesta transitoria. _ 

Identifiquemos ahora la respuesta libre y la forzada. 
Para calcular la primera debemos considerar que la exci­
tación del circuito es nula. La res¡Juesta libre es por lo tar:~ 

. to la solución de la ecuación düerencial homogénea. 

y 

.i 
\....~~. .. 



. .¡. 10 V (0 -· 0 
e 

con condiciones iniciales 

v (O) = O volt 
e 

dv (t) 
e 

. dt 

1 
= lUO volt/seg 

t=O 

El lector puede calcular fácilmer.te que la respuesta libre 
es: 

(5.3.15) v¡ftJ = 1~0 exp(-2t) lOO - exp(~5tJ t ~o 
3 

(5.3.16) 

La respuesta forzada es la solución de la ec. (5.3.10) 
·con condiciones iniciales nulas. Esta solución es: 

100 40 
- exp(-2t) + - exp(-5t) + 20 t ~o 

3 ' .3 

Obsérvese que la respuesta total es la suma de la res­
puesta libre y la respuesta forzada. Se debe aclarar que 
esta situación es válida sólo para circuitos lineales, varia­
bles o invariantes.No es cierta para circuitos no ·lineales. 

La ·respuesta total dada por (5.3.12) puede por lo tanto 
descomponerse en: 

Respuesta transitoria 

------------------·-------------~ 
V (t) = 

e 
lOO 100 

3 
exp(-2t} - -

3
- exp(=St} 

Respuesta libre 

o 

o 

o 



.... 1 

o 

·O 

o 

' r ~' 

<'" 

Respuesta transitoria Respuesta permanente 
/\_ ,, -

~ 
-lOO-- , 
~ .exp(-:-2t) + .

4J exp(-5t) + 20 

Respuesta forzada 

Interpretemos, físicamente el 'comportamiento forzado 
! ' ' ' 1 1 ... y.- • 1 - - ' 1¡. ~ > ' -

deJ·cir~'uito dádo por. ra: ~ecf(5:3~1_2)~ snas 'condiciones irii.:.' 
cialEÚi ·soi'Í'' nulas: ar·cónectar'la fuenúú~n ·r=··o ní'la· tensión 

. en el c~pacifor·ni la corrielüé'en la''Ínductáncia puedeh v'a-
' riar instanfineárrrente, por lo fanto: · · 

' / ~ 
., 

! ' ,, ... 

V (O) - o e 

iL(O) - o 

Como la resistencia está en serie con la inductancia 
la corriente en la resistencia es también nula en t =O. 

Por lo tanto en ~-=-O toda la tensión ~O u(t) aparece en las 

terminales de la inductancia 

. . 
La cor¡·iente de la inductancia: empiez'a a aumentar gradual-
mente. El capacitar en t= O se comport~ como un corto ·cir­
cuito, ya que la ter. sión entre sus terminales es_ nula y la in-

· . ductar.cia como ur, circuito abierto, ya que ·iL(O) =o. 
Posteriormente al ir aumentando la tensión en el capa­

citar irá aumentando la corriente en la Í'" Juctancia y la re-. 
sistencia. Finalmente cuando t-oo Q 

l[A 
0 -¡ 

·~ 



y de acue.~.-uo e.o··4 t<:t tec., {5 .. ~¡ 2.:/ ~,.;J; U:l;i,f :' apu 1cada 
K

0 
u(l) aparece entre las terminales wd capadtúr", y la in-

ductancia actúa como si estuviera en corto CilftC\üto. 

· t ... co 

Observemos que estos resultados, a los que hemos lle­
gado por consideraciones físicas, coinciden con los obteni­
dos al resolver la ecuación diferencial. Recomendamos al 
lector que se familiarice con este tipo de razonamientos fí­
sicos con objeto de adquirir inblición en el análisis de cir-· 
cuitas. 

'""·h / t _.} 
4fv 

o 

o 

o 



o 
Pb 

~,/, 
~R.-o-s-p-.u,e.s.t.a.J.o.tm.d.a .. ~.d"e. . .; .. JJJL .. d.r.c.u,U.Q. 
_ ··"-~e.x.d.i·a~ión~·-arrmón·i·~-~~:-'.·:, .. 

; - ' ), ' ... ~ ' ., / ,. ' '~ ' ' ,, ' . 
·' 

Una función recibe el nombre'~~ ~:.:nóntca, si e~ periódica 
y de forma de onda senoidal. , - · 
-- Una fw1ción es periódica de período T, si: 

(8.1.1) f(~) = f(t + nTJ 
~ 1 '- , 

' ' 

~ , r •' , ' ' 

n = 1, 2, 3 . •• 

Ü y tiene forma de ond3; .. senoidal "(o co~enoic!al) si: 

o 

(8.1.2) f(t) = A cos (wt + "'~(/ 

Fig. 8.1.1. 

La fig: SG 1.1, muestra úna función" armónica. 

f(t) 

Función armónica f(t) =A cos (wt + .;, 0 J 

A recibe el nombre de amplitud, y w el de velocidad an .. 
gular, y -P 0 el de ángulo de desPlCfZamiento. 

Observamos que en (8.11.2), la f,mción repite su valor 
si iJ.'t se incrementa en 21T radian eL. por lo ~~to: 



(8.1.3) 

wT = 211 

T = 21T 
w 

donde T es el período. 
El recíproco del período se conoce con el nombre de 

frecuencia j, o sea 

'"(8.1.4) f = 1 
T 

Consideremos un circuito serie R-L=C (fig. 8.1.2) exc~ 
.citado por Wla fW1ción armónica v(tJ = V 0 cos 'tw1t + t/1 0 i. 

i 
R 

+ + 
v(t} 

e 

Fig. 8.1.2. Circuito S€?rie R-L-C 

La excitación no es más que: 

(8.1.5) v(t) = Re[ V 
0 

exp(jt/1 J exp(jw ¡t) J 

pues, por la fórmula de Euler, 

t:t" ..... 1 • -

( i! 
.. ~ o 

o 

o 



.o 

o 

o 

(8.1. 7) 
' ' . 

7-~ i 'iJI 

cuya parte reaJ. es precisamente cos(.f
0

+w.
1

tJ,o s,.ea: 

;.~"~: ·~- ... ', ~ l. J .. 

' , l ' ' ' ~ , - :... "_ -' ~ • .. , ~ ' >' 

·La· ecuación: düerencial que ca:racte~iza al" circuito q~ 
- la'fig. 8c.l.2 es:·· - _ . _ . · .r:~ . · · 

'' 

\. t l' ' ,_:J ' ~ ' •' ,..._.., 

Si · las condiciones ·iniciales .·s~~ n~las ,y ·derivamo~ 
(8.1.6)J obtenemos: 

L d2 i(!J_ + R di(t) 
- d(a · dt 

d 
= dt .v(t) 

Consideremos que la excitación es del tipo Vexp(st), donqe 
,S' es un"nÚme'r.o complejo; : ,- , 

·En el apéndice B señala11_1os quoe si e~. un s~stema lineal 
invariante. el~término de e,xcitación es aelt~po'V}3xp(st); ~a 

; respuesta:particular es. d~! tip9.l e.xP(st). (apénd~ce 'f-3). . · 
. ·: ~··~Sustituyendo ,.los valqre~ ante-~iores de la excitación y 
respuesta en· (8.1~.7)) qbt~r.emps: ....... ~. . .... , · 

(8.1.8)" L~•re"p(stl + !l~i "eXp(Stl +: f:.~~~p(sil:~ sVexp(stl 
J. 

(8.1. 9) 

dond~ I y V puede~ ser valores complejos. Estos -valores ~e 
conocen con el nombre dejasoresy se estudiarán en el e~~ 
pítulo 9. · , ' 

Dividiendo entre exp(st) ·ambo_s· mfembro's ·de (8.1;8) y 
despejando el cocier.te,I¡'V obter.emos: .. ! .. 

S 

I L 
- = ---------

R 1 -·sf---L CL 
V 

>' 

\ 



Analizaremos con detalle la fér'.nHiht. (~t 1. ? pú¡¡'O pri­
mero introduzcamos una definición. 

Definición: 

La relación I/V recibe el nombre defunción de transferen­
cia. Generalizando podemos decir que la /unción de trans­
fe-rencia de un siste1~1a lineal e invariante,- es la relación 
que existe entre la respuesta particular y el té-rmino exci­
tador de forma exponencial. Más adelante estudiaremos la 
relación de este concepto con la transformada de Laplace. 

El empleo de frn~cicnes de transferencia permite ob­
tener de inmediato las características de ra respuesta par­

. ticular a excitaciones exponenciales. Más adelante estudia­
remos otras importantes propiedades de la fooción de 
transferencia. 

~a ecuación característica de (8.1. 7) es: 

R s 2 + -s + 
L 

1 -=o CL 

Las raíces de esta ecuación representan las frecuen­
cias naturales de la variable dependiente en estudio. 
. Observemos que esta ecuación característica no es 
más que el denominador de la función· de transferencia 
(8.1. 9). En general podemos afirmar que el denominador de 

.la función de transferencia de un sistema lir.eaJ. e invariante 
contiene a la ecuación característica del circuito. Las raí­
ces de este denominador sor. precisamer~te las frecuencias 
naturales de la variable seleccionada como respuesta (va­
riable ir. dependiente), o sea la corriente en este ejemplo. 

La excitación considerada V exp(st) y la excitación 
armónica (8.1.5) están.relacionadas por: 

v(t) - n~{ V exp(st) J 

si el complejo V toma el valor: 

.,....(, r 1 
l .1 
"' / { (¡ 

·O 

o 

o 



--o 

o 

o 

-- '' ' \_ ' ' 

: y la:· yariable compleja to.ma el valor: 

.;· ,¡. 

¡ 

j'-J ,'-"")-~·,~·::_>:,,,-' J ~.,~~ ~ '- f. ~e' ~· •• ·~.:~·~~ .. 1·/; ,-~"" ti' 

· -, La respuesta particul~r a la excitac'ion ar~onica sera: 
' ' • L j • -\ ' ' ~ ' 

Re[! exp(st) J 
- '., 

pero 

s = jwf 

por lo tantoJ la respuesta es: 

donde el complejo 1 está dado p empleando (8.1.4), por: . .. 

En .el .Gapítulo 9 estudiaremos con_ más d~talle respues­
tas particulares" de ci:;:éuitos con .excitación armonica. 

8.2 Solución de sistemas lineoles lnvcuiantes 
empleando la transformad~ de l«Bpl«ue 

Como señalamos en el apéndice C y en la introducción al 
presente capítulo, una de las principales aplicaciones de la . ' 

·­' ) 



(8.2.1) 

transformada de Laplace es la solución de ecuaciones dife­
'""er.cl·"le<.! Q lpf e,a,..Ü·-di fnr•t_,,_.,,, i'l l,p•é• ~~'"ea' P':-- dr) ["t)'-'Ílf"l, r.r··tf'c A • (.\- ......, Jl..-dl t., .1. _. ._ ... \:. a e 'l.".~ 1! '!.. ;j, ""'l\..,l .r. !,L t 1.\. ,,..., ,,_;,; ~ ....... _. , 'L ~· L, \-, ii .., a 

consta1ltes. Un ejemplo nos servirá para Hustrnr b aplica­
ción de este mé:odo y la relación de la transformada de 
La place con la función de transferencia estudiada en la sec­
ción antenor. 

Considet·emos el circuito de la fig. 8.1.2 excitado por la 
función v(t). La ecuación dif~rencial que caracteriza al cir­
cuito es: 

L di(tJ + Ri(t) + 1 
dt e v(t) 

Obtengamos la transformada de Laplace de (8.2.1). 
Empleando la tabla C.l y la propiedad de linealidad de la 
trausformada de Laplace, tenemos: 

V {10~) 

(8.2.2) L[ SI(s) - i(O-)] + R I(s) + C~. I(s) + es = V(s) 

(8.2.3) 

donde 

.l(s) = S! (i(t)) = L~ i(t'J exp(-st'Jdt' 

V(s) =.e (v(t)) = _ L: v(t'J exp(-st')dt' 

Si las condiciones ~iciales i(f{J. y v c(O.~) son nulas, la re~ 

lación I(s)/V(s) es: 

l(s) 
V(s) = 

S 

L 
R 

s 2 + -s + 
L 

1 
CL 

o 

o 

o 



o 

Observemos que la relación (8.2.3) es la función de 
transferencia dada por la ec. (8.1. 9). Otra definición de 1~ 
función de transferencia es. por lo_ tanto: 

Definición: 
''. ' ! 

La·función de transf~rencia de ,un·sistem_a lineal invariante 
es la relación- :entre las transformadás. de La})lace de la 
respuesta -(en ~~~stro ej~rr{plo. I (s) )-y _-la e~cita<;iór.-(f(s) en 
nuestr_o __ problemafsi las condiciqnf3S- iniciales Son nulas. 

Observemos __ que al pasar de -la,e'cuación intégrq-ciife­
r,éncial (8.2.1) _que,,caracteriza al- circuito,_y.cuyás varia­
bles· (i y v) son juncipn ({el tieni.po a·~~- ecuá~ión algebraica 
(8.2.2) cuyas variables (i y v) son función de·la variable 
complejas, las condiciones iniciales (V ·(O~) e i(O-) han que-- . e 
dado automáticamente incluidas en el problema. Es, desde 
luego, má_s fácil trabajar con_ uqa ecuación algebraica (en 
l~s transformadas de :LapÚlCe). que· con una ecuación inte­
gro-diferencial (en las Variables originales, i y V), lo cual 
constituye una· de las ventajas de emplear la trasformada 
de Laplace. Para resolver el problen1a hay que er..contra.r 
·ia.' ·so1Úci6n en términos de ías' tr-ansforínadá.s de "La place, 
y volver a '·ia's va~-iables·. ÓrighÍal'esf·usandó. uila labla de 

·transformadas inversas de La place. 
Volviendo al ejemplo de la fig. 8.1.1, consideremos que 

el circuito en t =O- esta reÚtjado, h· sea las coridicion.es in i-
cia.les" del mismo,- i(O-::) y v (0-), son nulas. · · -- e . 

Si en t = O aplicamos un impulso de tensión unitario, o 
sea: 

cuya transformada de Laplace de acuerdo COQ C.l es: 

(8.2.5) V(sJ = [ o(tJ J = 1 

y sustituimos (8.2.5) en (8.2.3) obten~mos que la transfor­
mada de La place I (s) de la respues1. i(t) esta dada por: 

. 
• .. 

' i' • 

1' 



(8.2. o) I(s} = 
S 

L ----···--'-"' ~·· 
R .L -s + ~­L CL 

La relación (8.2. 6) nos permite definir a la función d..e 
transferencia de tm sistema lineal e invariante en. el tiempo, 
como la transformada de La place de la respuesta si la ex­
citación es un impulso unitario aplicado a un sistema rela­
jado (con condiciones iniciales nulas). 

Hemos definido a la función de transferencia de tres 
maneras distintas que conviene' recordar. · 

En la siguiente sección estudiaremos cómo se obtiem:: 
la funci~n i(t) a partir de su transformada de La place 1 (s) .. 

Para obtener la transformada inversa (.e·~) de l.ll1a función 
en el dominio complejo F(s) puede emplearse la ecuación 

(C.~.S) .f(t) = 2~j L~ F(s) exp(st)ds 

EJEMPLO 8. 3~ 

que es una integral compleja, cuya solución requiere un 
conocimiento básico de funciones de variable compleja. 
Sin embargo, empleando un desarrollo por fracciones par­
ciales y empleando la tabla C.l de transformadas elementa­
les de Laplace puede en muchos casos obtenerse Út trans­
formada inversa, sin nP-cesidad de recurrir a la integración 
compleja. 

Con una serie de eJemplos ilustraremos este método: 

Calcule la velocidad v(t) de la masa de la fig. 8.3.1, si la 
fuerza se aplica en t = O y es constante. 

1 
~· 

o 

Q 

o 



o 

o 

o 

- < 

Fig. 8.3.1. Sistema vibratorio de Ún grado de liber­
tad 

solución; 
' ' ' . / ~ ' ' 

La ecuación diferencial que c-aracteriza al sistema es:l¡< 

Tomando la transformada de La place de los dos miem-
bros de la ecuación) obteneq¡q~:.: .-. , 

m(sS(sJ -. s(O-}) + DS(s) + K_;(s) 

donde 

S(s) = [s(t) J 
y 

F(s) · = [F(tJ] 

.+ Kx(O~) = F(s) 
S 

oCOn '! ,~ \ 1 

1 ~ / 



(8.3.1) 

(8.3.2) 

Despejando a S(s) se tiene: 

S(s) = 

Como la fuerza se aplica en t = O, la excitación es: 

j(t) = Fu(t) 

donde u(t) es la fWlción escalón y F (·S una corsstante. La 
transformada de Laplace de la excitaciún es: 

F 
F(s) =­

S 

Sustituyendo en (8.3.1) tenemos: 

S(s) 
= F - Kx(O-) + ms(O-) 

sam + sD +K 

Consideremos los siguientes valores para los parámetros 
del sistema: 

F 
s(O-) 
x(O-) 

m 
D 
K 

S(s) = 
,. 

= 100 newtons t ~O 
= 10 m/s 
= 10/3 m 
= 1 kg 
= 4 newtons/m 
= 3 YJEWlons/m 

lOO - 10 + slO 
sa + 4s + 3 = 105 - f!!L 

s 2 + 45 + 3 

' ,,. 
/•' .... JJ.., 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

Realizaremos una expansión por fracciones parciales 
de (8.3.2). Factorizando el denominador, se obtiene( 

(sa + 4s + 3) = (s + 3) (s . + l) 

por lo que 
1 

S(s) = 
A 

+ 
S+ l 

B 
S + 3 

. . 
Multiplicando por s_i 3 ambos miembro;;_ ~e:(8. ~· 3) y toman-
do s ·= -3 . · . · · '·· · " · ·· · ~ · · · - ~ 

90 + slO 
S +'1 

S= -3 

90 -.30 = B· 
.. -2 

B = -30 

'(' ......... 

_ A(s + 3) 
S+ 1 

+B 

· s··= -a· 
! .... ... 

Multiplicando por (s + 1) ~mbos miemllros de (8.3.,3) y to-
mando s = -1 · · ·-

90 + slO 
S+ 3 

S= -1 

'A= 40 

= A + B(s + 'íJ 
S +·3 

S= -1 



Por lo tanto: 

(8.3.4) S(s) 
40 =-- 30 

S + 1 S + 3 

En:tpleando la tabla C.l ob~enemos: 

(8.3.5) s(t) = 40 exp(-t) - 30 exp(-3t), t ';!:.0 

. 
que es la respuesta buscada para raíces reales y distintas 
del denominador de S(s). 

' Hemos ilustrado la obtención de la tr~msfor Jllada ~.~~ 
versa de una función (en este caso .:;(s)) cuaudo el rl(::tHJm i­
nadar de S(s) es un polinomio en s con raíces -reales no n: .. 
petidas. 

Repitamos el problema tambiando ·el valor del pará­
metro K a 

K= 4 newtons/m-

En este caso la función "S(s)• es: 

(8.3.6) S(s) = lOs + 86.6 
s 2 + 4s + 4 

(8.3. 7) 

El desarrollo en fracciones parciales en este caso nos 
lleva a: 

S(s) 
A B 

= + 2)a + (s (s + 2) 

lOs + 86.6 A B 
= + 

(S + 2) 2 (s + 2)a (s + 2) 

Multiplicando ambos términos por (s.+ 2F~ y tomando s = -[.;:,\ 
se tiene: 

o 

o 

o 



o 

lOs + 86.6 = A 

S = -2 

A= 66.6 

Para calcular B procedemos a multiplicar (8.3. 7) pQr 
(s + 2) 2 obteniendo: · 

lOs + 86.6 = A + B(s + 2) 

Derivando ·con ·respecto 'a· s· se tiene: 

lO= B 

El lector podrá comprobar estos valores realizando la ex­
pansión de (8.3. 7) e igualando coeficiente·s de potencias 
iguales de s. . ' 

El valor de la transformada de Laplace S{s) es: 
.. ¡ { ~ ' , 

- ,. 

S(s) ·= 
66.6 1'0: 

+ (s'+·2) 2 
· ... (s fi2) 

' .. 

El teorema de la translación en el do-minio complejo (sec­
ción C.4) y las fórmulas 9y 3de la tabla c:1., n·os··permiten 
encontrar: · · 

(8.3.8) s(t) = (66.6t + 10) exp(-2t), t :?.0-

1 • 

que es la respuesta buscada en el caso en que el denomina-
dor d~ .S(s) tiene raíce~ l:"eales repetidas. 

Empleemos ahora los nüsnios parám-etros an'teriores 
Q pero con los siguientes valores: 

D = 2 newtons/m 

K = 2 newtonS/m 



(8.3.9) 

En este caso el valor de S(s) es: 

S(sJ = 
lOs + 93.3 

sa + 2s + 2 

En este caso el denominador tiene por raíces: 

-1 + jl 

Estas raíces del denominador son distintas, por lo quv 
podríamos seguir el método delineado en el primer ejem­
plo para raíces reales no repetidas, o se<! desarrolland(" 
(8.3. 9) por fracciones parciales y lnego encontrando !a 
transformada inversa de la suma de dos expresiones thd 
tipo 

a 
S - b. 

Sin embargo, en este caso de raíces del denominador com~ 
plejas, seguiremos otro método para obtener la solución, o 

·sea la transformada inversa s(t). 
El denominador de (8.3. 9) se pue~e escribir de la for~ 

m a 

(s _ aJa + 13a 

o sea 

Asimismo, podemos expresar S(s) en la forma 

·s(s) ·= A(s + a) + B (3 
(s + ara + {3 a 

o 

o 

o 



¡, 

o 

o 

: ~ ~.,.: ··• ~ · e::;:;:' , · ~ .1 

<·' 

' 1 - ' ' - o en 1 nuestro- ej eq¡plo ' " ¡ • ~ ,' ~, : 

' ' : ': -' .'r- - !.,.. e ... ~ r ~ ~ • ' --: - ~ J 

',•: ~=~~~'- ,.-¿z-·.1 L~··;,._~ ,:-)~.,·. ;.!~ .-:·~:L; '·.: ._:~ ;\'".-•, .. '" r' \ \ 

(~.~.lO) S(s) = (}~(sl)~ ~la + (s +a;;; +-~a 

El teorema de la translaéÍ<)n :en· el.do~inio ·complejo 
. y las fórmulas 4 y 5 de la t,abla e~ 1 ~os íievan. a la solución: 

s(t! = exp(-t) (10 cos t + 83.3 sen t) 
\ ¡ 0 ., ¡ ~ f ~o l ~~ S '\_1 

Esto se puede· expr~sar' de otra forma construyendo un. 
- . -triángúlo como .el mostrado. eri la fig., 8.3.2: 

' \.• -

(8.3,.11) '-:· 
( .:~~· ) ) ~f. 1, 

. ·V(t) = 80.6 exp_(-tJ(cos 84° cos t + sen 84° sen t) 

' .. 
.¿. ,..._ 

8_3.3 

lO· 

• 
Fig. 8.3.2. Triángulo para combinar 10 cos t + 83.3 -

sen t 



Las respuestas de los tres casos estlllllados se mues­
tran ex1Jlícitamente f'n 1a tabla 8.3 .sci"'!,1l.~1ndose el tiro de 
respuesta según las definiciones estudiacJas en el capítulo 
4. Se incluyen los valores de a. (coeficiente de amortigua­
miento) y w0 (frecuencia natural), calculados con las fór-

mulas: 

D a K 
• c:x = 2m ' w O = · m 

·--
Tipo de respuesta Valores de Valor de la 'respueslJ 

·- --==--~=" 

' 1 (X wo 
1 

40 exp(-t) - 30 
Sobrea_mortiguada 2 > 1.7' 

! exp(-Jt) 

.. -... --- ·(66.6t + 10) 
Cr{tica 2 = 2 

Subamortiguada 1 < 1.4 

Tabla 8.3. Respuesta de un sistema mecánico de pri­
mer orden 

exp(-2t) 

80.6 exp(-t) 

cos (t + 84°) 
~ 

Hemos obtenido la trar.·sformada ir.·· ersa de una ftmción 
compleja S(s) con denominador de segundo orden en 3 casos· 
a) Denominador con raíces reales diferentes 
b) Denominador con raíces reales dobles 
e) Denominador con raíces comp'Iejas 

Antes de formalizar los método~ empleados en el ejern -· 
J?l07 introduzcamos una definición: 

1 \ 

.o 

o 

o 



'. 

o 

o 

': 

. (8.3.2) 

Definición: 
1-' 

~.' '\~r!\-•• 1~.;'.._, \ • ,~""'?),"' -" 1 t,.•'""' _ ~ .- ; > • -,_ 

Se'llamán·polos deunafun·cwn devanable compleJa.~a· aque-
:. ·üo~ .~alo.r~s. q~~.;.?~\llar. "~l! 1 fl~nQTil}ac;iq~·.y:, P,o~ -~.9.: j~n~o, na­
, c~ri.: ten.der·· -~~~infinito a'la7fimci_on. Lo.s ,c.eros.:~on .. ~queJlg·~ 

.J \ -.J ( - • ~ \ f t' ' ( > j ._l ,) ' •, -:'' 1'; -., \' ~ • •t>i ~ F ·~ 

que añ'ulan al numerador y, por lo tanto, ha.cen tenc;le.r a ce-
·:,~~~.~ ·~:l''l,\•"ll,f"',\ ~'· • .~~ .. ;~Jl i·'"; .. ' ;~. tO ~...._ ~ .,~ ,. ( '-.t .. • .. M·-·,< • ro a· a unc1on. · · -~ - -- ·-:· .. · .,,_ :-.~-" .,. 

En la función ·(8.3.2) ·~:- · .: - -·'·_; , · -~ · · 

' lO(s + 9) 
S(s) = 

(S + 1) (S + 3) 

"· • .. J ' 

y los polos son 

·p ·= -1 
1 

. ' ,·. 

\ . ' 

En general, las funciones que aparecen en sistemas de 
·parámetr·o·s ·coric·entrados en el'dominio'complejo son un co~ 
· ci~nte de polinomios 

; 'v ' ~ ' 

S m + S m- ~-·b + + b S + b 
m-1 · • • • 1 . O 

(8.3.12). F(s) = K -s~'J-+-.-a-:.-s--=n~-~1 :;:.. __ -+~---+·----· .¿;. ... :.-.. ~--~.-_..~. 
. . n-1 • • • a1s + a0 

de coeficientes reales· positil.Jos •• 
El grado del polinomio del denominador puede ser ma-. . . 

yor que el del numerador. En dicho caso decimos que se 
tr-ata de un.a función rqc,io_na.l propi9-/ ~P. ~1 ~f.SO ~_c;>ptra.;~9~ 
se lla_ma función raciml'álno propi~. Dada una func~'ón r~Gi9~ 
nal F(si no propia, dividimos el numerador entre el den<;>~i­
nador para obtener 



(8.3.13} 

F(s) = _E_(§l_ = 
Q(s) 

F(s) ·f 
lt_(S) __ _ 

Q(s) 

A A 

donde F (s) es e 1 cociente del tipo .l: a .si, su transformada 
JeJ Z 

inversa j(t) es una secuencia de funciones de impulso y sus 
derivadas ya que Lia0 = a

0
ó(t), Li a

1
s = a

1
ó'(t) •••• R(s) 

es el residuo y su grado será desde luego menor que el de 
_Q(s), por lo que: 

R(s) 
Q(s) 

es ur~a fracción racional propia. Para obtener su transfor-· 
mada inversa conviene factorizar R(s) y Q(s) y realizar ex-­
pansiones por fracciones parciales. 

Sea F(s) una función racional propia~ Z. las raíces de z 
su numerador y P. las raíces de su denominador. Podemos~ 

z. 
por lo tanto, escribir: 

(s - Z 1> (s - Z J ... (s - Z m) 
F(s) = K (.s 

- P 1) (s - P} • • • (s - P n) 

Una expresión de este tipo puede siempre descompo­
nerse en una suma de fracciones parciales que en el caso 
'cte polos no repetidos es del tipo: · · 

__ A __ + -=B __ + 
S - p1 S - p2 S - p3 

e (8.3.14} F{s) = 

Empleando la tabla C.l la transformada inversa es: 

(8. 3.15) f(tr = A exp(P 
1 

t) + B exp(P 
2

tJ + C exp(P 
3

tJ + •.• 

o 

o 

ü 



o 

o 

., 

1 

>' • 

. : ·. :El problema·· -éóri'sisfe, como ·s~ vio en· .el e)~mplo, ~n 
¡' encontrar las· .constan.te:S A;·.B, ~· •.• llamada:S· r~~id~ps. ' · 

": é' ;; . ' Pasemos' al cálcu~o ,de estos residuos e~ el caso de PQr. 
· ·ws simples rió repetidos primero~ · ' 

Igualando (8.3.13) y (8.3.14). 
t ,' /. -. ' ~ 

B R . 
K 

+ ••• 

.. : -· -

(8.3.16) ._,. (s - z 1) (s - z :J . . . · 
~K~~~----~---~~--~~-----~----------------

(s ·- p 1)" • • • (s - p K-l 
x (s ... P¡((s - .PK+l) ••• ·(s - Pn) 

~... - 'J :. • ~ • ~. .f ~ ' .. _. 1 _;¡., ~ - 1 --~ i. j 'cy. • ·' \ • ' > J • 

·~·,;·, .. _.~ultipli_c.~r.do,.(~.~.l5).pqr s .- PK 
: ) 

(8.3.17) 

(8.3.18) 

~' •• -,~~ --~ j. \ ··~ \ \ ~.' 
\., "\L~ j 

Si en (8.3.17) hacemos s = P K' obtenemos la fórmula para 

el cálculo del residuo R K correspondiente a W1 po~.~ JW~ múl­

tiple PK: 

::.·· . 

RK = E(s) (s. - Pj/ · · 

s = PK 

._, 



(8.3.19) 

(8.3.2) 

En la fÓrmula (8. 3.18) es r~ecesario t antes de sustituir 
S por p K 1 simplificar primero el factor (s '·e p K} con tJ ~ en~ 

rrespondiente término del denominador de F(s). 
Sustituyendo s = P K en (8.3.17), podemos también ex-

presar RK como: 

' 
(P K - Z 1J (P K - Z j ... 

R =K 
K (P K - p 1) • • • (P K p K-1) 

¡(P K- 1) • • • (P K - p 1/ 

El valor del K-ésimo residuo RK sé puede encontrar 

interpretando geométricamente la fórmula (8.3.19). Para 
hacerlo, primero hay que encontrar los polos y las raíces 
de F(s), o sea hay que factor izar la función F(s) para que 
adopte la forma de la ec. (8.3.13). En el plano complejo o de 
Argand, se indica en un rectángulo el valor de la constante 
K~ con una cruz la localización de los polos y con círculos 
la posición de los ceros de la función F(s). 

Por ejemplo, si la función F(s) es la dada por la ecua-
ción 

10(s + 9) 
(s + 1) (s + 3) 

la raíz única es -9, los polos son -1 y -3, y la constar. te 
vale 1 O; estos valores quedan representados en el plano 
complejo 

s = a+ jw 

en la fig. 8.3.3. 
Los polos y ceros deunafuncié·-.. se conocen corno sin­

gularidade:; dé la función. 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

1 ' 

1 •' 

' ' 
¡ . J ) ' 

-.. -.--~e9~,···~~~~~.'~~~~--.b'.~~~~~--~--------.-.--~-----~a 
-9. ~ . ' -1 •' . 

e • 

1 • 

Fig. 8.3.3. Representación de la constante K, los 
polos y las rafees de Ja ec. lO(s. + 9)/ 

•• 
F~. 8.3.4. 

(s + l!(s. + 3) · 

•' ·'•' 

Observación·.: 
'' r : "'

1
, ~ ~ 1 

-~- Las singtilaridades,·d~. ·ser complefa_s~ aparece~án en 
parejas de compl~jps conjugados. pqr' ser raí_ces de polino­
mios en s. de coeficientes -reales ·-(qu~ es el· cas,o en siste­
~as)5 

Interpretación geométrica de la fÓrmula 
(8.3.19) 



. (8.3.20) 

{8.3.21) 

La fig. 8. 3.4 muestra la localización Je la cm,star.te K 
y de algurws de los polos (P -, P l[ ~l P u·¡ P1 .. 1•1) y ceros 

). S\. ' a A'!, \ . 

(Z 
1

, Z 
2

) de una función F(s). Cou trazo punteado se mnes~ 

tran los segmentos dirigidos que va11 de las raíces de la 
función al polo P K (o sea, (P K - Z 1 ) y (P K - Z 

2
), y con 

trazo continuo los segmentos dirigidos que van de los po­
los de la función alpoloPK-osea, (PK- P1 ), (PK- PK_1 J 

y (PK-PK+l ). Hay que notar que estos segmentos repre­

sentan precisamerüe los factores del numeradu:t y del der:o~ 
minador de la fórmula (8.3.19) para el K-ésimo residuo R K' 

De una observación de la fig. 8.3.4 puede establecerse 
la siguiente regla para la determinación de los residuos co~ 
rrespondientes a polos no múltiples (o simples): El residuo 
del polo K-ésimo es igual a la constante (K) multiplicada 
por los complejos representados por los segmentos que van 
de los ceros al polo K-ésimo dividido entre el producto de 
los complejos representados por los segmentos que van 
de todos los polos diferentes delK-ésimo al polo K-ésimo. 

Para los polos múltiples procedemos de la siguiente 
manera para calcular los residuos. 

Sea la función racional de variable compleja F(s) y P 
1 

un polo de multiplicidad dos. Entonces F(s} puede escri= 
birse como: 

F(s) = 
K(s - Z 

1
J (s - Z ¡ ... 

(s - p l)a (s - pi . • . 

La expansión por fracciones parciales de F(s) es: 

B 
F(s) - + o o o 

. Multiplicando ambos ·miembros de (r:\.5.21.) por (s ·~ P 
1 
)~ 

o 

o 

o 



. ' 

< 1 

.. ~- .. ~ .. ' . 

(~.3.22) 
.. _..,_ . .._-

,,+ ( B ' +' ép' + • · .• ·)· (s - Pl.~_:f 
. S ... p2 S - 3 -

/ . 

Haciendo s = P 
1 

,·negamos a: 
', ' ,\l..-l 

(¡ .¡( 

• 
A

1 
= F(s) (s - P 

1
J a 

(8.3.23) 

,j 

1_ 

·. l '" ' • 

Para calcu~ar A
2 

derivemos (8.3.22) con respecto a~: 

o ''t ' \ .¡"~.,.... ' '"'"' '" 

~. '(8.3.24) + 2(s 

¡ ' f l ~ ~ ~ ' 

-,P¡J[s ~ p2 + s ~ p3 ;_: ·] 

··~ •• 1 .., '+/'(. .. . :p '"):a ... ,.d.,·(· ~B. ·.·.+~ c. - ···· s · - ., j · ds · 's -· :.· ·p
2
· · s .:. ·p· 

n:·3 

y tomando s = P1 

1 ' 

(8.3.25). A
2 

= -Js [F(s) (s - P 1fa] S = p 
' . 1 

o 
Est~ eje~:~lo de un p~l~}~l, ilustra el carr'ino a segu~~;. 

i f • ' ~ \ ' ~ ' • 1 ~; ·- .. • '. "':: • "t , .... _.... • - .... : ~ ~ ~ ' 

cuando se tienen polos de multipliCidad do~; ·si el.orden q~ 
multiplicidad del polo P 

1 
es n, las constantes Al, A

2
, •• ~, 

A de ·lds· términos correspondientes en la exp3.&"1Sión por __... · rrz. .~ y .. ~. f ... ~ r~-.. u .:e. , : · _ ¡ ~ •• ~ •• ¡ ,... ., 

frac~~ónes:parci~les.de F(s),... · 



(8.3.26) 

(s - P >'1 
1 

están dados por 

A
1 

= F(s)(s- P
1

Jni 

ls = P 
1 

s=P 
1 

s=P 1 

. La transformada inversa de Laplace .c.-1.dellll término 
del tipo 

es: 

por el teorema de la translación en el dominio complejo. 
Por la fórmula· de la tabla C.l tenemos finalmente: 

l '• 
1 ~ 

o 

o 

o 



·. 

0: 

o 

o 
F 

(8.3.27) ( {s ~~112 ) = At exp(Pii 

En forma análoga, la transfor.~asia invérsa de La place 
de un término de la forma ·. · · - · · ' · 

A 

está dada por: 

,. 

El ejemplo 8.3b· ilustra la aplicación del método geo-· 
métrico· al. cálculo de r.ésiduos :correspondientes a polos 
compiejQs. Desde luego, este método también es· aplica~le 
a polos reales. 

EJEMPLO 8.3b Calcule el valor de i(t) para un circuito serie R-L-C (fig. 
·· .. ". 8.1.2) con ·excitación:·. ·· '· 

v(t) = 10 u(t) 

donde u(t) es la función escalón parámetros: · 

R = 30 

L = BH 

f" ,'¡· > 

' " !<tfo', 
¡ •' t 



(8.3.28) 

y condiciones iniciales: 

v (0-) = 2. volts 
e 

Solución: 

El lector podrá comprobar que en el dominio complejo 
el valor de la corriente es: 

I(s) = 
3(s + f) 

,!__-

.. 3 1 . s"' + -s +-
8 2 

El cero de la función es: 

y los polos 'son, como era de esperarse, complejos con­
jugados: 

-
3 + i 10·9 = -0.187 :; j 0.68 

16 

La fig. 8.3.5 muestra a la funcif:1 I(s) (8.3.28) en el 
plano complejo y a los segmentos dirigidos que represen~ 
tan a los términos (Z 

1
- P 

1
> y (P 

2
, - P 

1
J que interviene~ en 

el cálculo del residuo correspon~iente al polo 

~ '). = -0.187 + j 0.68 

o 

o 

o 



o 

o 

' .. 
·-~·) .,>~·:~~,~ .-._ , ... ,~~ :~'~~- P~j:" ": ~_¡; ?.~\-' .~~ .. 

·~ D:;i:_",},_~t;·}~~f! • • ' ·;·.~~ ~ :~~'P.,;_(~r~-~ ' i,. ,'t 

'' ~.?2; :;i)~ . 'f' .~,: ' ' . 

~1 

1 

1 

· Fig. 8~3.5. · Represent~ión geométrica de los polos 
· y las rafees de l(s) = 3(s .+ 1/3J/s3 + 
3/Bs + 1/2 

' 3 . 

.. 

de acuerdo cor. la fórmula (8.3.19)· 
La corriente es igual a: 

'. \~\ '~,·~, ".~"""¡ ,_"~'~-; _.-, =.·;,-z:•t;"-\. ',•v~; ~~ ::;! ·~::-'.~•~:,•~,~;-~.:~~}~ ~,,,.. -~ ¡ :~" 

(8.3.29) I(s) = 
(S - p;} 

\ !', 

-- ............... ~ ---·-' ._ __ ..., " - ........ , .. ~- ·- -- F _,. . ' 
l • -r• - -' ~. .....,_, - ' ~ • ~ 

y el ~-é.'sicluo A .por (8.3.19_)"es: · 

y el Bes: 

B = 1.71 /+20° 
; ' 



(8.3.30) 

Se observa que los dos residuos que co1-·responden a 
dos polos conjugados son tam.bién conjugados. 

Con objeto de generalizar más los resultados trabaja­
remos con literales. Sean los polos complejos: 

P = -a - jw 
2 o 

Sean 

A=aL!L 

y 

B = a L::..s!. 

. lÓs residuos, cÓrrespondiendo el primero ·al polo de pa'rtc 
imaginaria positiva. 

Sustituyendo en (8.3.29) 

a l-a 
l(s) = + 

-
Empleando la fórmula 3 de la tabla C.l se tiene: 

o 

o 

o 



.. 
" 

-' .. 
~ l 

Q: ' 
~ ., 

~ 
j 

)1ecordemos que 

:: '' y 

exp(+jwot) .= > cos wot '±j sen wr/ 
' ... 

Sustituyendo éstas. relaciones en la .ecuación anterior:; obte-
t ~ ; - \ '\. T 1, > _. -nemos " "'. ,. > r \ ,, ,: ·, • ,· . ' 

o 
+ (a cos ex - jasen ex~ (cos w0t -.~.~e'!: w0tJ J. . 
. '' . -

.= exp~-at) [<a cos a + a cos ex) cos w0t 

+ (-a sen ex .:. a sen ex) sen w0t J 

= 2 exp( -a t)a I cos ex cos· w 0t - sen ex sen w 0t J 
'. . . ' - . ~ ~ 

r_, ~ ~ ' : I r ¡ ' t 

La transformada inversa correspondiente a los polos 

o 
-a+ jw - o 



(8.3.31) 2aexp(-al) cos (w
0
t +a) 

(8. 3. 32) 

en donde: 
a = magnitud del residuo del polo de parte imaginaria 

positiva. 
a = arg;umento del residuo del polo de parte im.agina­

·ria positiva 
a = _valor absoluto de la parte real del polo. 

w 0 = _ va~or absoluto de la parte imaginaria del polo. 

Para el ejemplo 8.3b. 

i(t) = 2(1. 71) exp[ -(0.187)t] cos [f0.68)t + (-20°)] 

i(t) = 3;42 exp(- .187t) cos (.6Bt - 20°) 

Esta respuesta tiene por velocidad angular . 68, y por pe­
ríodo 

2n 
T = - = 9.2 seg 

wo 

La fig. 8.3.6a muestra a la fWlción 

3.42 cos. (. 68t - 20°) 

y la fig. 8.3.6b muestra al término exponencial 

exp(-0.187t) 

Si 

1 t = 
0

_
187 

= 5.4 = C. T. 

o 

o 

o 



',• 

o 

o / 

o 

1' 

,_ 
> 

' ' 
\~,L,¡¡:r~~r;~':_::t; ~-

¡, 

1 
1 

1, 

- 1-~o·, 

(IJJ 

' 1 ~ 1 ' ·' ' 

1 • ~} 

·~ ' ¡ ' ~ 

, ' 
}1>' 

~ ' i ' 

: :(;'0.36_5 

Flg. 8.3.6, 

1 

1 

-3,18' 

(bl 

r' 

~~~'-·~~ ",-: .... l 

' •' 1 ' ' ' • .¡_,,, 3.18 111t/'f·.'-¡¡l coa·(0.68Il;.·2o'l.t, ·' \7·.............. . 1 ·, \ ..... __ 1 
-·- ... -... :·-

..... 
,.,·'" 

(el 

Factores de la respuesta del ejemplb 8,3b 
dada por la se. (8.3.32} 

' . 
'·' 

'\-. ' j 

l, ' ' ~ ., ' 



el valor del término exponencial h;-ulism.ünüclo a 1/c == 0.:3G5 
Este valor de t se conoce con el nombre de consivflll! 

de tiempo del ci_rcuito (CT) (capítulo 4). 
Finalmente la fig. 8.3. 7c muestra la respuesta com­

pleta (8.3.32). Hemos ilustrado dos formas distintas par;1 
calcular la función del tiempo correspoudiente a dos "polo::. 
complejos conjugados del dommio s. Conviene recordat· 
ambos. El primero, empleado en el ejemplo 8.3b ilustra l~~ 
posibles manipulaciones a las que hay que someter las fwl­
ciones F(s) p<i.ca encontrar expresiones que apare?.r~~u, en 
una tabla de transformadas de Laplac·e. E1 ejemplo 8.31.:. 
ilustra el método gráfico y permite obtener las principales 
características de la respuesta en el dominio t por i.nspec· 
ción de la posición de las singularidades de F(s). 

Comparando los parámetros o (amortiguamiento) y u.
0 

(velocidad angular) de la respuesta en el dominio de lo~:> 
tiempos, ec. (8.3.31), con la localización delospolos de h: 
respuesta en el dominio complejo (ec. (8.3.30)ofig. 8.3.4), 
podemos concluir que, si los polos se alejan del eje imagJ.· 
nario, a crece y la CT, 1/a, decrece, desapareciendo m[i::; 

rápido el transitorio. Si los polos.se alejan del eje real, ü'o 
crece el período T = 2TT/w

0 
decrece y la respuesta tran­

sitoria oscila más rápidamente: 

EJEMPLO 8.3c El circuito de la fig. 8.3. 7 muestra un circuito con ur.a fue1~~ 
te de tensión controlada por corriente.' Si las condicior. e-s1 

iniciales son nulas y e(t) = u(t) > calcule i2 (t) para t ~O. 

3i 1 (t) 

+ 

00 (;) 1 mh +. 

e(tJ 

Fig. 8.3.1. Circuito con una fuente controlada del 
ejemplo B.3c 

o 

o 

o 



•', 

o 

1 

o 

o 

Solución: 

Las ecuaciones integro-diferenCiél;les de malla són: 

e{t) = 20 i
1 

{t) - lO i
2

{i) 
: ',~\ ' 

' 

' ' ' ': \, :' ' ' ' ~· '-' ' 

la tr.ansformada de Lapla,c(3 de e~te sist?ma. de ~c"Qaciones 
es:.··· 

r E,(sJ] [ 20 L o = ·-10 _ 3 
. ' 

-10 

-- • 'i -· ' >' '" 

_ A~licando la ley de Cra~p~r '!2'fs) es:· -· ·· ,, ·- . 

. , 

20 E{s) 

I
2

{s) 
-13 o 

= -ío 20 

-13 . . 10 + 10--~s ~ .- "-

Desarrollando ·las dos detérminantes se obtiene 
1 ~ ) í ~ ~ 

.l
2

(s) = . 650 
s(3500 + s) 

Una expansión por fracciones parciales da por resultado: 



y la transformada inversa i
2

(tJ se obUene de inmedianto: 

{ 
13 

70s -
13 } 

70(3500 + S) 

= 13 [1 - l 
70 

exp(-35~0t) J t "2:. O 

'!:';.a:MPLO 8.3d Muchos sistemas tienen tm comportamienio libre que re­
sulta aproximadamente igual al de un sistema de segtmdr·· 
o_rden de parámetros concentrados" Por ejemplo, la ref). ,. 

------ ~-~- . -~· ·-----. --....-..· 

_j 

. 1 ,, . , L 
j@ 1 

Oscilograma 

(a) 

(bJ 

Fig. 8.3.8. Sistema vibratorio y oscilograma de su 
respuesta del ejemplo 8.3d 

o 

\ 

o 

o 



o 

·O 

.· 

o 

' 'y 

-· ]a-s - - · ·- . 
f= ~ = 12~5 Hz 

' '·0.2 . o 

' 
,.,':~A ~;\' :~~ :h: 1 {:' < ,' ' , ' • ' ,' ~ - ;, ~ ' ~;.. ,, : , ' '•; ~ • ~ • J~ ... r ~\'i~ir;~ :~r..~ri?r~':'"l :.~.~;1 '\"{\:; 

A esta fréc~e~cia corresponde una velocidad angular de 
.... ! •"'"¡ 

,~·~.d;~ t--:::~1~~·,~ ... ~rt-' ··~r. ·-:.. ':/~ _·-. -,·;-f' ·-.-/· ~ ~\ ·~~ :\_·,.;~ ~)·r.~,;;; :~~/~ !..-~.:;t:.;f~·.:~f~;;::'~\1'"~~'>/ 
Ac!,e.mas,.~.e. op$~rva~ ~n·"'~J~_9SJ~H,Qgr~~a.,qu~~l~~ QS<::ilaciones 
, , .,~ •• ,:,..;\~., ... ,., ••• , , • .._ •• _, -..,, -~. 1 ~ ~ ~..:~ r., .•. ~-~ .. ';.-, •. 
dismW.,:4y~ri .ele.. l. 7 a o. 9 de amplitud eri 0.2 ség. 

:Por 1o tanto: 

A exp(-at) 
m 

A - exp(-a(t + o.2JJ 
m 

1.9 = exp(cx0.2) 

~' ' ' j '" • : ·.··:~: -,' 

de donde el coeficiente de amorne:-· .tmiento avale: 

,. .. ,, ~~· 
' 

,, 
·1 1 

~ ·~ ; --



En este capítulo trataremos sistemas generales de orden 
superior. Empezaremos estudiando el análisis nodal y de 
mallas de circuitos. 

Las ecuaciones de movimiento y comportamiento ele 
. diversos tipos de sistemas, mecánicos, térmicos y de flui­

dos, resultan ser análogas. Estas analogías permiten us:n· 
los firmes cimientos ana~íticos que se establezcan para Ull 

tipo de sistemas, en este libro los eléctricos, para estudi:.lr 
sistemas de otro tipo. Formalizaremos posteriormente las 
relaciones entre los circuitos eléctricos y los no eléctricos, 
desarrollando analogías enh·e los sistemas eléctricos y lo·,) 
sistemas mecánicos, térmicos y de fluidos. Para finalizar 
el capítulo estudiaremos algunos conceptos energéticos de 
sistemas. 

6~1 El análisis por mallas o nodos 

En esta sección ilustraremos dos importantes y básico.; 
métodos para analizar circuitos: el de mallas y el de nodos. 
·Los conceptos de mallas y el de nodos fueron introducidos en 
·el capítulo 3. 

Consideremos el circuito de la fig. 6. L l. Por los cm~·­
ceptos estudiados er. el capítulo 3, sabemos que este circui ~ 
to tiene dos mallas independientes, que pueden ser l~s dos 

+ 

v(t} 

Fig. 6.1.1. Circuito de dos mallas 

o 

. '' ,_.' ··-·· . ~--·0 

o 
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mo'stra:das en· la flg. 6.1.-1: La: ra:ma cpn la'· mductan'cm· re-
\ 

t. , ~ " ) '-" ' :t' ( .... - i ' 
s\:ilfci·,, co'~úh á i~s~ éió's' ijlacftas~y· ~p~íc,iáéf~' r<f.' rey -~·e: -~ofrf~~'T: 
_f~i{ ii N?'~?: ~~- ~ 1~ ~or'r·íeñ'fe en: cl~é'fi~ta~~, r€sü1t*· éí'E~ i i (tt é 

'e? ·, • > i2=;(t), en' el sefnÚdc{mdS'feá:cío·f " ', ' '. ·.··:~ 1 .• • 
. .;;. 

(6';l;lj 

. i;a ieY: dé. fénsió'he·~~ a~ j{rr~g~o{i ~i4~c·á:c:fá:· aYí~- ma·íia ~ 
<fá:1 .. ~a: · · -·,· · · · -- -·-· · · , , 

l< ~ • 1 i 1' i " _, . 

4 t ' ._.. 1"1 

y ápfícada a la má:Ua: IÍ:· 

: __ ·_,, 

'P •' • } ~ 1 J ' 

:Oeíhl·amb's c6ill0'. ciirrifi~t.~ ari' m:éiUa a~ ra·cBrrí~ñ'té· que 
pasa pó'r .üis ramás ae-üHci iñ~ila nB s'ífüa:aá:·éñ'fré' aó's má.:: 

.·~"lf:':::! -~~.>f.;L- -~-$-~\~1·.5'..;';-'' t!;"-t·h '-".¡.~ ... '{~, ~ .... ~l,_-;...:¡'\;l<!1·,~'t ... ~:-~ ..::-~~ j' ~ ~{O:I"d''~'l.'ii;,~.~::rt c#"-~:'_t ~'":.. • .. ,~., .. 
I,~a,s~ Qe ,~cu~rdo_c~on _esta·deJ:gn,cron ,:en el'cu~c~uto. de )a flg. 
6:1-:i: i1tt> é' i¡¿lh són ias cór'r1eñfes éfei~§ riiaHifs i: ;¡ 2 res~ 

.r' ' -,. '\ • ;. )!' pecüvimente; ob·sefviHn&s Ciiie' ht corfteñfe ~ñ~ ür rama: éO'~ 
,-;- , ~ -· ~ l '] .¡ ~ 

ffiúil a éiBs. H1á1ias se o.bH~ne' ~ümaaaa:~rg·éof:a1ciHne>B(e {fa:.: 
: manEia en ciieiita ·sü seriHi:lo-) ias córrreñfes' élé'.ías'·matias ~ 
ias "q'·üe 1éi rami{ en cüesüári é's éomím: · · 

<~ c:r ' J ' .ii ¡~ "'!- .r. ._ fA..._ "' 1~ \ 

. , Éfi general; i)_ará ohtenér !~s écs: (6:1·:~g; (~:1:~)' c9ñé?~ 
élaas coffio ééiúíci6n es ''Je maüa ;·sé· prO'ce'áe él e Ia sigüfent~ 

.... , r)l'"l ~,..,1 .{:• 1't'"" ,~ .. ., 

lll.~ era: ~ ~ > • " " ·~ ' • , ¡ • v~ - .. ' . • • .-~-' • • '" 

a> se cónsiéleriCéiué s3ió' éfrcüia ia éBrrHhite e·n íit íñá:üa 
eñ esiiicti&. tás corríérifes en iá:s fest~fes niaiia§ se fs~ 
mari coino igilaies a~éero:,; se esta15fé"cé ía: i'ey éié' fenslo~ 
~~.~~ .:~. ~;· ... ..., ,: .. ) {., ' 

nes de Kirchhdff. . _ , . . 
En nuestro ejeínpló para Ül maJüi i eón ii{ii 1 O e 

i:lt) =o 

v(t) 



b) Luego se toma nula la corriente en la. rnaUa en estudio, 
y se v<m considerando, u.;.a a una9 difcrP1üe.s de re ro las 
corrientes en todas las m~llas adyacentes a la en estu­
dio; se encuentra la caída de tensión que dichas corrí en-. 
tes producen en esas ramas adyacentes, tomando en 
cuenta la polaridad de dichas caídas en la rama en cues­
tión. 

En nuestro caso la rama con la mductancia es comúr. 
a las dos mallas. Con i

1
(t) =O e i

2
(t) 1 O, la caída que 

produce i
2

(t) Eal dicha rama común e.~ 

El signo negativo se debe a que las direcciones re­
lativas de i

1 
(l) e i:Jt> en dicha rama son opuestas. 

La ecuación de malla será igual a J.a suma de las 
ecuaciones así establecidas. Para nuestro ejemplo por 
lo tanto: 

v(t) 

s(IJ 

De manera similar se procede para el restode las 
mallas. 

0 L 0 
i iL 

iR 'c,l 1 

e~ Rl el 

o . 

Fa¡:· 6.1.2. Circuito de 2 nodos. irutependientes 
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o 

o 
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' ' ' ~ _:;. ~' 

·.:; •• • , - o~ En'-'Ios ~apít~'iós 'sub~lguie~tes -ten,dremos .oportunidad 
1 ' ~ -- ' " J ~ ;.~, ~ 

;\:~-j~;~~pl~3;t. fr,e~uentem~n~e _estas ec.uaciones o:las'denqg9s, 
que .estudiaremos .a continuación.-. ' ' ¡ ·-, (l_( ~_:;, a '.; 

~:· · .- ::.~---'-·.: .:~~- ~~, ~ig~ ·-6~1'!~-,~~-~--~u~_sú~a .. ~-circuito ·con; dos ~o~9s. 
';·_.; )f~_pep,eQ_die~tes, :<l. Y: . ~,:..-Sean-_v1 (t) y v2(t):,~as teris~pq~,::; 

-.. ". ¡. · de···est6s' n-odos _con'_r·espec'to:~á-nbdo_· dé· r·er~re·~-~ia (O)~ ·: 
. · ·La ley- de· Kirchhoff apficadi ~ los Iioct6s '(l.) y (2) da: 

··Pai·ael-nodoÜ_) -·- · :r·.,··. , ____ j. ·' · 
-., 

', . 
.... ~ 1 \; 

(().1.3) 

! ' 
l-

(' 

~ ~ ; '.,--~ t'; 

pero 

.. · 
.... "~ i ¡' -.~ ... ',e• J > ~ 

. _, ' 

-, . .:;~ --- , ·- av rt; 
. /: 1 'e ,tJ = e dt 

• 0 ' 1 L;s 

. - . . ' 

' (" > ~·\ ' 

J -

' . 
-· 

. - 1 L i (t) = - (v
1

(t') - v (t'))dt' 
L L ..., 2 ,_ 

Sustituyendo estos últimos valores en (6.1.3) 
',_ ' ~ 1 ' 

~ ' ' 

' 

V~ (t_J ' _- ,dv 1 riJ - ) "L,t --· 
+ .e + (V 1t 1) - u

2
1t 1).)dt 1 

R··- 1 at 'L-· _,.,· p·· '' 

El lector fácilmente puede .encontrar que la ley d~ co-
rrientes de Kirchhoff aplicada al nodo (2) lleva a: · 

t. dv
2

(t) ' 1 
(6.1.5) o = e + V ti - V t' dt' 

\~ 



,. 

1 

1 
1_ 

' 

,' 
/ 
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Las ecs. (6.1.4) Y (6.1. 5) se conocen con el nombre de 
ecuaciones de nodos. Podemos establecerlas de la siguiente 
ma¡1cra sistemática: 
a) Con!:;ideremos nulas las tensiones ele todos los nodos me­

nos la del nodo bajo esb.1dio, considerada positiva. Si en 
estas c01~cliciones aplicamos la ley de corrientes de 
Kirchhoff (LCJ() al nodo en cuestión, encontraremos que 
entra (o sale) al nodo en estudio la corriente proveniente 
de las fuentes de corriente y sale corriente de dicho no­
do a los demás nodos conectados con él (ya que la ten­
sión es mayor que cero en el nodo en estudio y se con­
sidera nula en todos los otros nodos). En nuestro ejem­
plo de la fig. 6.1.2 la regla anterior lleva a: 

i(t) = 
v

1
(t) 

R 

dv 
1

(t) 

+ el dt + 

b) Ahora consideremos nula la tensión del nodo en estudio 
y mayor que cero la de todos los nodos restar. tes adya­
centes al primero. Todos estos nodos "inyectarán" aho­
ra corriente al nodo en estudio. Estas corrientes tendrán 
por lo tanto un sentido supuesto contrario al encontrado 
en el paso a). 

En ~uestro ejemplo; el nodo 2 , al tener una ten­
sión v 

2 
>O y v 

1 
= O inyecta a 1 m: a corriente igual a: 

1 
L Il V (t')dt' 

oc 2 

Finalmente se suman los resultados de los pasos a) y b), 
obteniéndose en efecto para nuestro ej" .nplo la ec. (6.1.4) 

El procedimiento descrito se repitE' para los restantes 
nodos independientes del circuito para ot cner el sistema de 
ecuaciones de nodos linealmente independier~tes. 

En el capítulo 10 estudiaremos varios métodos siste­
máticos para el establecunier.to de las ecuaciones de malla 
y nodos. Si se emplean las ecuaciones de malla, es conve­
niente transformar todas las fuentes,·: corriente en fuentes 
de tensión. En caso de usarse ecuaci( :les de nodos conviene 
transformar todas las fuentes de tensión en fuentes de co_-::. 

o 

o 

o 



o 

o 

• . .r rrJ. ;., 
¡~,-en. ¡·'.'te. Si no se. realizan esta~ transformaciones.; entone e;:; 
~: do::. ~,_c_aso del an~lisfs nodal, l:Ldiferenci~-de. tensión entre 

fut'i·. ~!Odc;JS es un dato del,.pro~J~~ma,·y es, igual af·ialor de. -"l~ 
ec\l::'.c de tensión entre dichó_s nodos. E9' e~ anftlisis por 

_ . _, . fija; done~ de, .. fl:l_allaJ~tma :ruent~. de ·C?Ürri~nte :én una r_aii}~·-! 
· : ·ma\,l'l ~vp.l9r .d~ . .l~_qi~cren?ia·de·las corrie1_1tcs c~e l~rs'dq~ 

. . . cia -~:~:u1 é}<;ly~c~ntes .. -a las .ra,mas_._ En ·la fig. ·6-.1.3 Ja dife1·cri\ 
·le corrientes de malla i .(t)- i .(t) r~sulta-.igmll\·al val'ir 

de l. · . J z . . · -' 

(6.1.6) 

1 ' fuente de corriente i · (tJ por lo tanto: 
S 

,. 

i .(l.' ' 
J - i .(t) = i (t) 

· t· . · S 

es u~ Por lo tanto solamente una de las corrientes.de malla 
.·.·. _: '.lla,i.ncógnita. 

. - . 
':~ ..... j :·;:. .. _f 

1 ,, • 

Fig. 6.1.3. Ejemr'· · · _ · 
mente -)lo de corrientes de malla no lineal­

. independl.entes 

·L 
ClOJj i.,os conceptos de malla y nodo estudiado~ en,e·sta sec-
entre nos ·.pernütirán :an::tliz_~r .fol~~n_a.li~e.I~t~eJa_s ·relac-ione~ 
se es : diversos_ sislemas dinámicos. ;E;n'.la-sig:tíie~tese~ci{m 
meci:· .~tudiará.IY las relaciones de analogía: entre \ill. sisten~~ 

~nico y un Circuito eléctrico. - - ' , .. 
'""· 

6. 2 Sis te.-.. 
<' m G S m e C Ó n i UJS 

En el . 
los ~:. ·_ C'apítulo 1 señalan· · las analogías que existen entre 

i iversos parámetros de un circuito eléctrico y los de 

1 



• 

un sistema mecánico. En esta sen:iod estudi::u:·emos for­
:malmente dichas relaciones con objeto de poder aplicar la 
metodología de la teoría de circuito::> a LJ. solución de p1 u­
blemas dinámicos en general, y mecánicos oscilatorios en 
particular. 

Se establecerán las dos analogías básicas entre un sis­
tema mecánico y uno eléctrico, la analogía fuerza-tens1ón y 
la analo¡:?;Ía fuerza-corriente. Para esto~ demos primero Ufla 
definición: 

Definición: ... 
El número de grados de libertad de tm sistema mecánico, 
está fijado por el número de vanablcs de desplazamiento 
que se necesitan para fijar la pos1c16n de todos sus t.:J;<:>· 

m en tos. 
En la fig. 6.2.la, tenemos por lo tanto 9 un s1stema Irte·"· 

cánico, de un solo grado de libertad. 
Consideremos un s1stewa vibratoric. mecánieCJ de un 

grado de libertad, un circuito eléctrico de una malla con 
elementos en serie y otro de un nodo independiente con ele~ 
mentas e~1 paralelo, tal como lo muestra la fig. 6.2.1. 

En el sistema mecánico de la fig. 6.2.1. el desplaza­
miento x, que fija la posición de la masa m. satisface h~ 
siguiente ecuación diferencial: 

. 
(6.2.~1) · /(~) = m :x(t) + D x(t) + K x(t) 

donde fes la fuerza, m es la masa, D es la constante de 
amortiguamiento, K la constante del resorte y x el despla~ 
zamiento. 

Empleando como variable a la velocidad s = dx/dt, po~ 
demos escribir · 

(6.2..2) j(t) = ms(t) + Ds + J' Ks(ivJdt' + Kx0 o 

donde :x , es el desplazamiento 'inicial del resorte ~x(OJ, o 
d 1 - ,_ ') 11 ) Para la reddeunamallamostr.1 a:cr:Aa Jq.:. tJ ...... .-.u-. tt> 

nemas la siguiente ecuación, de tenswnes ( L J"K P 

o 

o 
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sisiem-~ me'éaiilCo· y· circuitos élééiriéós. :· .. :< 
é4it"iiiazéñiés 

•, 

- v '.Jfi + v· (ti ;¡: ii .(b 
R 11 e · z. · 

',, 

. '' 

,, 

? ( 

., 

,. : .. ·.Las 'c~ída~ dé t~nsiÓI}: expres&l:cfrrs 1~!) fárinmos· efe las 
c'oi;r1entes ~stan· áaéias pór:' ¡• '• ' 

v· .ft> = R i(tJ 
R 

.... 

' i i f ~ ;;., 



(6.2.3) 

V (t) 
e 

1 
= cª{t) 

Pero la carga q (t) está dada por 

q(t) = f~. i(t)dt' = 1: i(t)dt' + f i(t)dt' 

= q(O) + L' i(t')dt' 
o 

por lo que 

1 1 Ll vc(t) = Cq(OJ + C 

.. 

i(t')dt' 

Sustituyendo las caídas de tensión anteriores en la LTK ob­
tenemos: 

v(t) = L d~~t) + R i(t) + Lt l._ i(t')dt' + · q (O) e e 

Para la red de un nodo independiente {fig. 6.2.1c) podemos 
establecer la siguiente ecuación de corriente: (LCKJ 

Tratemos de expresar las corrientes en función de la 
tensión de nodo. Integrando la ecuación 

'' . 

o 

o 

o 
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o 1 
¡ 

obtenemos ,. 

jo,--~;:_'"" - ..,._..._ ....... _-:.-;.~ '•'. J > ... " • _, - " 

¡-

i L(~) = ·: t\ 'El V L(t')dt' + i(O) 

':;;, ·, 

. ' 

Como 
' 

•',' 

entonces 

e v (tJ = q(tJ e ,. , '• ' \ 

o 
~ l ' "" .. 

Derivando esta ecuación óbtenemo~, .· 
' ' ,;,j 

'•'":~ ~-,;·,~e>"'-~-~·;.\ ~ \ ">,_ ¡- '·' ,• ., 

. ' .. ' .1 

- J 1' ,_·} ~:' 

,. •-' ¡'-- • 

~ ,) • ~ ~ ' ' 1 \'~ ~. • ...- • h • ' ' ,, ' . ' ·_ / .. , - \ ~ : ~ ~ ' 

y que V L (t) = V C(t) = V G(t) ~ V(t)~ -la· ec\Úlció~ _d~- cqr~i~nte 
. (L'CjK) ··ar.tério'r 'se puede' ~séribir c"omo:·. :." ,_ · .. · , · . 

' ' . ~ '- 1 r \'- ' ' 

o 
Comparando las ecs. (6.2.2), (6.2.3)'y (6.'2.4) pbd'emos 

estabJecer la siguiente tabla de eqúiva!Emciás. " 



Ta~la 6.2.1 

SISTEMA IÚECANICO DE TRANSLACION 
-~l 

~~-------------------------------------------~~ l 
1 Fu.e-rza 
; ~Masa 
! Velocidad 
' ¡ Amortiguador 
¡ Resorte 
í Desplazamiento 
l 
• 

• 

(/)' 
(m) 
(s) 
(D) 
(K)! 
(X) 

1 

-------------~·i 

SISTEMI!. ELECTRICO 

Analogía fuerza-tensión Analogía fuerf'z.a-co·rriente 

~---------·~-!--~---·~·-~~~--~ 

Tensión 
lnductancia 
Corriente 
Resistencia 
Capacitancia 

j Carga 

{v) 
(LJ 
(i) 
(R) 

(1/C) 
(q) 

Corriente 
e (!,t)acitancia 
Tensión 
Conductancia 
Inductancia 
Flujo 

(i) 
(CJ 
(V) 

(G) 
(1/Ct 

(0) 

i 

Existe, desde luego, analogía entre los sistemas de ro­
tación y translación, de acuerdo con la tabla 6.2.2. 

En la analogía fuerza-tensión, las masas son sustitui­
das por inductancias que podrían ocupar dos posiciones. 
a) En las ramas no comunes a dos mallas, en cuyo caso, la 

caída está dada por L(di/dt)'o por su equivalente mecá-
nico m(ds/dt). . 

b) En la rama común a dos mallas, la i y la j, en cuyo caso 
la caída en la inducta11cia está dada por L(di ./dt- di ./dl) 

l J 
o su equivalente mecánico ~s. -s .J. 

L l ] 

Como la fuerza de inercia depende de la aceleración 
absoluta, es evidente que la primera alterna ti va es la CO·~ 
n·ecta, pudiendo, por lo tanto, establecerse que en la ana-, 
logía fuerza-tensión el elemento que sustituye a la masa d:e­
be ir en las ramas no comWles a las mallas. 

~ 1 .JI' 
¡ ' { 1 

j 1 ¡' 1,} 

o 

---0 

o 



o 

o 

Tabla 6.2.2 

o 

ROTACION 

Par 
Acele-vación angula'Y' 
Velocidad a%01tlar 
lvlomento de ine-rcia 

Coeficiente de amortiguación 

(Rotacional) 

1 Rigidez torsional. 

i Fuérza 
Aceleración 
'Velocidad 

TRANSLACION 

'' 

Masa ' -~--- -·-----~---- ' 

Coeficiente de amortiguación, 

-
(Translación) 

Rigidez 

{r) 
(a) 
(w) 
(!) 

.. 

(FJ 
(a) 
(s) 
(m) 

(D) 

(K). 

De una manera análoga en la analogía fuerza-corrie1~te 
puede demostrarse que el elemen_to capacitivo que equivale 
a la masa debe ir siempre COl~ectado al nodo de referencia, 
que ti en e tensión nula, lo que equivale a velocidad nula en 
el sistema mecá1üco. 

. o 
·- ·-~ En general es mas convenier.te el empleo ae la analo .. 
gía fuerza-corr iet~te, ya que no se altera la topología del 
sistema; -los nodos del sistema mecanice equivalen a nodos 
en el sistema eléctrico.!~ '· 



.EJEMPLO 6.2.a Establezca el circuito equivalente por analog-ía fue:r.za.~co= 
rriente del sistema mecánico mostrado en la fig. 6.2.2a y 
plantee las ecuaciones düerenciales correspondientes. 

. L . 
1 

(a} 

·-! _ ... _______ _ 

l{l) 

• • ·- • ¡. (b) 

Fig. 6.2.2. Sistema mecánico para el ejemplo 6.2a 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

Solución: 

Empleando las relaciones de la tabla 6.2.1, fácilmente 
llegamos al circuito eléctrico de la fig. 6.2.2b. Las ecua­
ciones diferenciales son: 

Nodo 1: 
Para el sistema eléctrico 

1 

0 = q 1 V 1 (t) + L 1 

1 
+ 11 

(v (t') - v (t') )dt' 
. L2 _ -_ __ _ 1 2 

_, 

Para el sistema mecánico 

- -· ----;o -- . •, 

·+K ft (s
1

(t'J -'s
2

(t1))dt+D
2

(s
1

(t) -$
2

(t)) 
2 _.,., 

Nodo 2: 
-- -·- Para el sistema el~ctrico 

dv2 (tJ 2 (t 
0-~z- --dt ___ f._---¡;- j-'-'0 (v 2 (t') - v 1 (t') )dt' 

-:-::_'='"' - 2 

1 

: r 
~ 1 
'1 

'' 



Para el sistema me~~anico 

Nodo 3: 
Para el sistema eléctrico 

i(t) = 

Para ei sistema mecánico 
:: 

j(tJ = K
3 

dv
3 

(t) 

dt 

EJEMPLO 6.2b Determine, empleando la analogía par-corriente, el cü·= 
cuito equivalente al sistema mecánico mostrado en la fig:., 
6.2.3a, que \consta de dos discos conectados a flechas elás~ 
tic as. 

Solución: 

Para la analogía par-corriente la equivalC'ncia entre b,·_,. 
variables mecánicas y eléctricas esta dada por la tab!a 
6.2.3; además¡ el empleo de esta ar~alogía 110 modifica la ttl .. 
pología de los sistemas. Los nodos del sistema mecáni(,~ .. ~ 
corresponden a los nodos del circuito eléctrico. 

El circuito equivalente, indicar. do solamente los p~u·.~:. · 
metros mecánicos, es el de la fig. 6.2.3b. 

o 

~-----0 

o 



o 

o 

(a} 

6(1} 

(bJ .. ' -, ' 

Fig. 6.2.3. Sistema mecánico y circuito equivalente 
para el ejemplo 6.2b 

'', ,,.-

¡ ' ~ , 

-: :·. -·:. ~ ANALOGIA PAR-CORRIENTE----
• • -: ~ -.~.~.~-~ '• 1 - ~ :.:'· • '- ,1: 

' 

Sistema rotacional Sistef··rJ,eléctrico 

Par. ' ' 

~Momento de iner.cia-, 
. ._V~locida{l·,_angulaK - -• .: 
.Coeficiente de· amor 
· tiguam iento 

.Rigidez torsional .... -
..... ,..... '" -

Desplazamiento angular 

Tabla 6.2.3 

.{r) . 
([) 

-_ (w) 

Corriente, . 
~r:;apacitancia ·· 
. .Teiz¿:_ón ;,, ·· 
Co1UI.~Újtancia 

Inductancia 

. 1. (N 
-- (CJ 

(vJ 
(GJ 

(1/L) 

,_ (~) 

l 
1 
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Las ecuaciones de nodos para est.e sistema, emplear.clo 
varialJles mecánicas son: 

Nodo 0: 

Nodo 1: 

Nodo 2: 

Recomendamos al lector que se familiarice con el es= 
tablecimiento de ecuaciones integro-diferenciales de nodos 
o mallas, como las anteriores para sistemas mecánicos y 

emplear~do directamente variables mecánicas, como se hi­
zo en el ejemplo anterior. 

EJEMPLO 6.2c Establezca el circuito equivalente del sistema rotacional 
mostrado en lafig. 6.2.4a. Para representar el acoplamien-· 
to mediante engranes emplee los res~ltados de la seccib;' 
2.3. 

Solución: 

Usando la analogía par-corriente, tal como aparece ~:n 
la tabla del ejemplo 6.lb, el lector podrá establecer fáci,f'c­
mente el circuito equivalente mm· A·ado en la fig. 6.2.4b. 
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Fig. 6.2.4. Sistema mecánico .rot~io1lfll-:y C:!rdutto_ 
-· · eléctiico á'nálogo · · · · · · · 

f' 

EJI::MPLO t>.~d Este ejemplo ilustra cómo ·se emplean lo~ ·conceptos de 
acoplamiento electromecánico estudiados en \la. sección 2.3 
al estudio de sistemas electromécar.icos. Estableceremo~· 

.... ,- "3~:-e'l~éhHo·:·el~'ctr'íc~· 'J:Ón', ~-- 'trarisfor~ado~- ideal._-~ue e~ 
· · _! equ.ivafente .~ai' sistem~ electr'omecáJ.?ic.o. En. el siguien_t~ 

ejemplo ilustraremos comq s·~-ani:iliza.un'cirQÚÚo eléct:éicó 
" ''-.··;·con ·acoplamient'ó' magn~Üco (t~ans,fo~mador) entre,-sÚs par..: 

tes. · - · - · · · · 

La fig. 6.2.5a muestra, en forma esquemática, un ga~~ 
vanómetro. Este instrumento de -medición _eléctrica ·opei·a.­
de la siguiente manera: la fuer.te de tensión hace circular 
por el circuito de la bobina móvil I, que está enrollado al~ 
rededor de ur. núcleo de fierro dulce II, \.m a corriente. Esta 
corriente ~Jroduce al interaccionar con el canwo magnéticp 
radial uniforme, producido por las piezas polares N y S, Wl 



par qu~ tiende ha hacer girJr la bobina. Este giro es re­
gistradp por la aguj~ III suieta a la bobina y depender~ d>" 
la intensidad de la corriente. Trace el circuito eléctrico 
equivalenteQ 

Solució~: 

Hemos visto en la sección 2.3, que la interacción entre 
el sistema eléctrico y el mecánico se puede representar por 
W1 transformador ideal. La relación entre l:! corriente i y 
el par T es: 

donde l es la longitud total de la bobina y ~· su 'radio. En la 
fig. 6.2. 5b aparece el circuito equivalente., 

EJEMPLO 6.Ze La fig. 6.2. 6a muestra un circuito con acoplamiento mag= 
n ético entre sus dos partes. 

En este ejemplo ilustraremos cómo se analiza un pro~ 
blema con un transformador ideal, modificando el circuito 
eliQlinando el transformador. 

Solución: 

Llamemos a la parte del circuito conectada a las ter~ 
minales izquierdas del transformador ."primario" y a la 
conectada a la derecha el "secundario".* 

Las ecuaciones de tensión de Kirchhoffpara el prima= 
rio y secundario son: 

. *En general se considera como primario el embobinado de! trans{onn~dca­
conectado a la fuente de energía. 

' .. 
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(e) 

Fig. 6.2.5. Esquema del galvanóml::tro y su circuito 
eléctrico 
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Fig. 6.2.G. Circuito con transformador 

(6.2.(,) 

Pero 

(6,2. 7) u 1 (t) = 
500 u

2
(t) = 10 u

2
,tJ 

50 

--

{6.2..b) i1 (t) 5~~ i2(t) = 
.). 

i2(t) - - J. O 

Jf) i (t')dl' 
.. 2 

o 
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(6.2.9) 

Sustituyendo estas últimas relaciones en las ecuaciones de 
-Kirchhoff (6.2.5)y (6.2.6) se obtiene al eliminar i

1
{t) y v

2
(t). 

Vf(l) = R
1 

i
1

(t) + v
1

(t) 
- . ~ ~ . ~ 

... •' . -- -

ro i rt')dt 1 L, 1 

El lector podrá comprobar fácilmente que el circuito de la 
fig. 6.2. 6b está caracterizado por estas ecuacior.es. El cir-
cuito de la ;ig. ___ 6. 2. 6b se conoce con el nombre de circuito 
equivalente referido al "primario", pues se usan los volts 
como los del primario, sustituyendo las relaciones (6.2. 7) 
y (6.2.8) en (6.2.5) 

R --- - .' , -~ 

1:0 i2(t) + V 2(t) 

Esta última ecuación y la (6.2.6) caracterizan el cir­
cuito de la fig. 6.2.6c que representa al circuito que se co­
noce con el nombre de circuito equivalente referido al 
"secundario11

• • 

En los restantes cursos de ingeniería eléctrica el lec­
tor usará repetidas veces estos circuitos equivalentes. 

6.3 Sisiemas eledrohidrauHccs e hidrome«:anicos 

Este tipo de sistemas tiene innumerables aplicaciones en 
sistemas de control y de accionamiento de maquinaria de 
todo tipo. En las secciones 1.4 a 1.6 estudiamos la equiva­
lencia de los parámeh·os elér.tricos con los hidráulicos. En 

. ·- .... e · la-fig. 6.1.2·;--se indican estas equivalencias. En el ejemplo 

' t 
' w r 



6. 3a se aplican estas analogías para analizar un sistema hi­
dráulico y el ejemplo 6. 3b no.s sirve pa:ta esl udiar un pro­
blema hidromecánico. En todos estos ejemplos se iluslra 
la metodología para transformar sistemas no eléctricos 
(mixtos) en circuitos eléctricos. 

Resulta de gran utilidad poder analizar sistemas no 
eléctricos o electromecánicos y electrohidráulicos con la 
metodología de la teoría de circuitos, sobre todo cuar.do hay 
que recurrir a la simulación ar.alógica,yaque las variables 
eléctricas son más fáciles de medir y los parámetros más 
fáciles de variar. 

h'' iJii:MPLO 6.3a La fig. 6. 3.1 muestra una bon1ba. que hace circular flm,ir(J; 

por el sistema mostrado. El fluido en el cilindro está su~ 
metido a una presión debid~ al peso que soporta el émbolo. 
La descarga es contra la presión atrnosférica p

0
(t). Er.cuer.~ 

tre el circuito equivalente. 

Solución: 

El circuito eléctrico debe tener un nodo por cada pre~ 
sión diferente en la tubería. A la presión atmosférica la to= 
mamos como presión de referencia y corresponderá a la 
del nodo de referencia. Toda3 las presiones serán difercn~ 
cías de presión con respecto a la atmosférica. 

U san do la fig. 6. 3.1 podemos de inmediato ?ncontrar e~ 
circuito equivalente. R 

1 
y R

2 
representan las resistencias 

hidráulicas de los tramos de tubo entre la bom')a y el tanqve 
y entre el tanque y la descarga respectivamente. Estas re"~ 
sistencias se están considerando concentradas a la entrada 

.. del tanque. La presión ejercida por el peso W sobre el ém­
bolo de área A y el fluido es P 3 (t) = W (tJ/ fu;¡ se represent'' 

por una fuente de tensión. 

Sisiemas lzidYomecánicos 

En general una bomba hace circular el fluido por una hJ­
bería. La bomba hace circular eF."' .1ido con un gasto Q(tJ 

o 

----:0 

o 
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Fig. 6.3.1. Sis'temá lzidrá~lico y su cirdi.ito équiva­
lente pará el ejemplo 6.3a 

(6.3.1) 

' - f l;' ... ' 1 ~ 
-_9ue p~aemos con-siderar" iJr9.Potcióáci:l· a la· velociaa:d angu:.-
lar ó se á · ' · ' '' · --· 

... . . ~ .. _ . 

- -
Q(t) -

donde k p es la· constante de propór"CiOtiaitdad; y · O(t) es lá· 

V:élóddad aligular. _. 
La potenciá mecánica es igual a ó(t) t'(t), y si- no· hay 

pérdidas, ésta; debe ser igual a la jiót-etfcia nidraulica 
p(l). Q(t) de donde: 



(6.3.2) p(t) = + ¡(l) 
.o 

En la fig. 6.3.2a UI;a bomba impulsa un fluido que hace gi­
rar ur. motor hidráulico conectado a una carga mecánica 
:representada por su inercia I0 y su amortiguamiento D0 • 

(el 

1 ~. o.J.2. 1)~1stema IAidromecánico del ejemplo 6.3b ·· 

/ 

..... 

o 

~~--o 

o 



o 

o 

o 

·¡ 

Como existe fuga en el sistema, no· todo el fluido que cir­
cula_ por 1?- bomba, _circula por el motor. Esta fuga está 

~ .... • • l 1 • - ~' ' • 1 • 

representada en la figura-por la tuber1a en paralelo con ·una 
· :re~ist~ricia hidráulic·a. de_ va~or R h: 

,. -~~ ' J ~· ' • > .. ' \ 

,, .-

~ "" ) . 
r 'v • .' 

-Solución: l""' ' 
' ' ' ~ ) ,· . 

,, 
' 

· Lá boinba constituy
1

e-una "fuente--de corrÚmte" Qp(t~ ~~ 

·valor: 

.. .. 
'Qp(t) = kp o p(t) 

El acoplamiento en}r~. el sistema hidráulico y mecáni­
co se realiza como lo muestra la fig. 6.3.2~. Para la parú~ 
mecánica se ha empleado una analogía par-corriente. (Ta-
bla 6.2.3) · 

. Obsérvese- que el acoplamiento entre el sistema me~á­
nico y el- hidráulico· esta representado por una "fuente c:le 
corriente. controlada por corriente": 

6 • 4 Si s i e m as ~ é r m i e o s· 

·En las secciones .1. 3 a l. 6 .señalamos la analogía .entre liD 

cir~uito eléctrico y el pr'óéeso ·de transmisión de calor. .·. 
El siguiente ejemplo ·nustra . como podemos aplic~~¡ 

esas a,nalogías para encontrar un circuito elé.ctrico equivq.-:-: 
lente,a un fenómeno de trasmisión .de calor. " ' 

' ! . ~_' . - ' - .... _,• ' -

' ' 

• EJEMPLO. 6.4 Consideremos el fenómeno ·de transmisión. de. caior del 
cuerpo A _al cuerpo B, como se muestra en .la fig. 6.4.1~~. 

Consideremos que las pared~s·tienen una.capac~tancia 
térmica muy baja;:p_erq -cada una de ellas una resisterici~ 
térmica apreciable R

1
• El material situado entre ~as dos 

parédes tiene Wla capacidad tér~ica e 1 y~~ ~esistenc~a 

Rl~ 

J.; ,· 
' t, • 



l. 

. 
En la fig. 6.4.1 se muestra adem.ás la variación inicial 

1{t:::; 0) y la variación fi¿1al (t := :LJ) f1 ,~ la tlTli(JePatura en el 
cuerpo. Solamente cuan :lo t = Op o sea iniciarse el proees0 
de transmisión, la temperaturag sobre todo la del-material 
btermcdio, puede considerarse uniforme y el s1stcma pue­
de representarse como uno de parámetros concent:::ados. 
Para t > t 

0
, la temperatura en las paredes y el material in-

termedio varía con la distancia; sin embargo, podemos con­
siderar que el material intermedio está formado por varias 
capas paralelas, ::;.uficientemente delgadas, pa.ra considerar 

t-----Paredes---
~ ~ 

Fig" 6.4.1. Sistema de transmisión de calor 

la temperatura en cada una de ellas como cnJ!stante. Cada 
una de estas capas puede representarse 1::ior un e1emento 
concentrado, tal como lo muestra la fig. 6.4.2a. Bsta apro­
ximación será tar.to mejor mientras más capas paralelas 
se consideren. El lector que ha estudiado.~l problema del 
análisis de líneas de transmisión notará ~a ::rr.alog{a de est~~ 
procedimiento con el usado en el estudi ·de líneas. 

Considerando solamer~te dos capas y concentrando la 
:resistencia térmica del material intermedio al centro de 
las dos paredes~ tenemos el :-:;isterna térmi•::;c;: conrc:c.;;r;tr ;-:de· 
de la fig. 6.'4.1. El ~:istema e} éctrico an2Jngo de la Hf:. 

; -6.4.2.c puede establecerse de ira1J.e0iato con ayuda de I~L_:, 

relaciones de la fig. l. 6.2. -
' 

o 

~--0 

o 



o 

-o 

o· 

Solución:, 

Empleandó la analogía fuerza-corriente, obteneinos el 
circuito eqt.tivalente de la fig. 8.4. 9. En este circuito se se .. 
ñala el valor de los parámetros· mecánicos • ... 

>' j(tJ t . -.-M 1 

Fig. 8.4.9. Circtdto equivalente al sistema. de la }ig. 
8.4.8 

1 • ' 

Para establecer circuitos equivalentes al primario o al 
securidariodeurÍ tra.rlsformador (:(igs.:8.4.iO; 6.2.6ay 6.2.6b) 

' .<conviene recordar la 9iguiente regla nemotécnica: si impe­
dar.cias sé refieren a un lado de mayo~ número de vueltas' 

'debe aumentarse ·su-valor y si"s6n admitan,cias debe, dis­
_. 1ninuirse su valor. ·El ·factor cte aínplificaéión ü.ctis~iríución ' - -' - - - ' -

Fig. 8.4.10. 

'es el cuadr-ado ·de la re.lación de tr_an'sformáción o su· recí .. 
proco. Si el cambio se. hace a un embobinado de menor nú­
merp~dc;!. vtu::~lt~s debe seguir~e la· regla_inversa. -: 

- Empleando cuidadQsamente la metodología del ejemplo 
6.2'e eliminamos' los· tras'for:ma~ore~{ y, pod.emios esta}?lecer 
el circuito ~quivalente de la fig. 8.4.10, comó sigue~ ' 

. .J1lj_ 
3 

Circuito ~quivalente dz sistema de la fig. 
8.4.9 ' ' ' 

Tome~os la masa·"'! 
1 

que en la ~a~ogía fuerza-co­

rriente equivale a un capacitar. Su impedancia será: 



1 

El acoplanucnto de la parte del circuito que contiet}e 
a la masa M 

1 
e::, la parte central del circuito a través de 

un transfor:naclor con mayor número de vueltas en el em­
lJobinado conectado a dicha parte. Por lo tanto, al referir 
la impedancia 1/sM.l a la parte central debe .J.'.11Uentar SL·. 

valor; es decir, hay que multiplicar la imped.ax~cia pm· 
n 2 = (3/1) 2

• La imped<tJlCla resultante 9/s1l.d1 ~ o equlvaleu-a . 
temente un capacitar de M

1
/9, debe •::OI'Cr'':;.;:,,se a la p.~,~·· 

eentral. 
Veamos qué sucede con la c.onductancia de valor D?.. 

,J 

Su impedancia es 1/D .. Al refer' . .da a la ¡::..J;.""te centr~ü., l¡-1. ¿ . 

impedancia debe disminuir en 1/nb 2 = (6/12)z ya que el 

transformador de acoplamiento tiene menor número de 
vueltas en la bobina conectada a la parte centraL .La impe­
dancia conectada a la parte central tiene un valor de 1/4D

2 
~ 

tal como aparece en la fig. 8.4.10. 
Para obtener la relación s

3
(s)/ F(s) hacemos un circui-

to equivalente al de la fig. 8.4.10 con todos los parállnetros 
·sustituidos por su admitancia. 

· F(sJ 

1 ? 

Fig. 8.4.11. Circuito equivalente allistema de la fig" 
8.4.10 

o 

C· 

o 
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·( · Caml?io de temperatura en el SISTEMA REAL 

Cambio_ de temperatura en el SISTEMA REALIZADO 

(a) 

fi 

í_ Tp 
2' 

T~ 
..... , ~-· .~ '- .. -- ~ 

,, 

'R 
l R 

' ' 
(b)~ 

Tl , T2 T R Rl R a 

+ 
·r el --r.- el -,- __ 
-a ' 2 2 -'' 

_ Temperalitra de referencia 
"=F (cero absoluto) 

(el 

Fig. 6.4.2. Circuito equivalente del sistema del 
ejemplo 6.4 

·r 
b 

+ 

Tb 



EJEMPLO. 8.4c La fig. 8.4.8 muestra.un sistema de palanca. Deterr&1il;e ~a 
admitar.cia rle transferencia o función de transferePc, ¡¡, 

2 6 ¡, ,._ ________ ~ ~-----------!~----------
j(t) = 20 cos 2l 

. . . 

Fig.-8.4.8. Sistema mecánico del ejemplo 8Ac lod(., 
las unidades en sistema MKS 
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'¡ / 

7' 
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Partiendo del numerador de· la adinitancia de transfe­
ren~ia S

3
(s) calculemos las diferente~ .fuer~~s _(c.orr:i:entes) 

y velocidades (voltajes) hasta relacionar F(s) con S
3

(sl.· 

Dos de· ~as fuez:zas (corrientes}asociaP,as ai nodo 3 son: 
- l, J •• - ' ... '- -

i, 

La suma de fuerzas aplicadas al nodo· 3' permite ca]cular: 

La velocidad entre· 4 y 3 .(caída de ten~ión)· s~~á: 

Por. .ro. que. la velqcid'ad. de 4. (tensi0n .d'e. 4')\ será:: 
j ~... ~- ~ • - - .C L ~ 0 • \ ~ L ' 

Las; fuerzas asociadas- al< nodCY '*· son:· . ' 

.'' 

F . (.' )' JJO S' (. )' ·s··=·- · s~-
6· S 4 

Fina;lmente·. et eq!Jilib:é-io, d'e! fuerzas: apli'cad_3:s1 alí n'Cidb~ 
4. d'a:· · 

' \ 

.. 



~ F(si = ( 0.1 + ~o + 4s) (O.ls + 2s" + 11 SisJ 

+ (0.1 -.' 2s) S
3

(s) 

~ F(s) = S
3

(s) ( 8s3 + 0.6s2 + 26.01s + L2 + ~0-) 

La función de transferencia buscada es: 

Y(s) = 

S 

= 

El conocimiento de la exe:itación f(t) y su transforma~ 
da de La place F(s) y de la función Y (s). permite calculat' 
la respuesta forzada s

3
(s) en el dominio complejo s. L<1 

. transformada inversa permite finalmente calcular S
3

(l}, 

En el siguiente ejemplo ilustraremos cómo se obtiene 
una función de transferencia si el circuito tiene fuentes con~ 
troladas. 

EJEMPLO 8.4d La fig. 8.4.12 muestra ur. circuito de 2 puertos con '!Jl"·J&:<. 

fuente de corriente controlada por tensión" 
a) Calcule la relación de tr-m!:Jioncs de salida a entK'D.d0. 
b) Si la excitación v /t) es un impulso o(t.l de t•snsión,, r;:,1l~ 

cule la respuesta forzada v 
0

rtJ. 

o 
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; " .. /t) 0-. t . . .·· .· + ' ,,. . ' 'C ,. V 

2 1 
- - 1 \ 

1 
~ ~),. - ' '1 ~ l 

¡ ·.1 

L-~~--~---~------~~---~~------~ a = 10 milos 

' ' .0 . "''' . -~ 
~' -~ 

Fig. 8.4.12. ,Circuito para el ejemplo 8.4d 

Solución: 

: EnnJleemos un análisis de.nodos, ya que nos interesa 
conocer la tensión de ··salida. Tran-sformando primero la 
f~en:te ~e tensión vi en. una fuente de corr'íente las ecua .. 

' ciones -de nodos son: 
'; ' 

Nodo 1: 
{ ' 

',- ,'\, 

,, 
., 

'\ ' ,, 

' ' ., 

Nodo 3: 

.. \.l. 

La .transformad~ de Laplace d~ estas ecuaciones, te­
. n iendo. pr;eS ~n te que~ las·. COndiCiÓn es ilÚc1ales'·son nulas ;:·es: 



i 

~+ sc
2 

~-¡ ..., 
j ~ 

V.{s) i ¡ • o {} , V
1

(s) \ - ' l. Gl 1 ' : 

1 
o ::: ·-a +e4 -G j V2(s) 4 e 

+ G 4 + sC 5 J V ofsi o -~ -G 
4 

Aplicat1.do la regla de Cramer podemos obtener V 
0

(sJ 
a saber: 

1 1 + 
sc

2 o V" el ·?> 
"-' 

-a G4 {) 

o -G o 4 v
0

(sJ = 

1 1 + 
sc

2 o o el 
-a G4 - e 

4 

o -G 
4 c4 + sc

5
. 

De donde la función de tr~sferencia buscada es: 

H(s) = = 

-
Sustituyendo los valores dados: 

H(sJ- lOO 
s(s + 10) 

b) Como la función de transferencia es el circuito~ 

o 

------ o 

o 



o 

-o 

ll(s) = 

bajo condiciones iniciales nulas, la .r. de la respuesta for­
zada será: 

pero como la excitación es un impulso ó{t) 

V.{s) = 1 
z -

por lo tanto 

y 

El lector puede comprobar fácilmente que: 

+ 
v

0
(tJ = 10(1 - exp(-lOt)J t~o 

El siguiente ejemplo ilustra la obtt:oción de la función 
de transferencia de un sistema de medie 1Ón mecánico. 

EJEMPLO 8.4e La fig. 8.4.13 muestra esquemáticamente tm dispositivo pa­
ra medir la aceleración (velocidad r· desplu.zamiento) de la 
superficie hori7.ontal II sobre la q, a está colocado. La se·-

,, ' . ' " 



lida es el dcsplaz.amwnlO.t'·D:(ci~l':u:r; 8 c:kL 1n2.sa rro con res­
pecto a la caja del dispositL.·o. lfi·'·'did:l ¿JP1' ~:a ;:r;uia f .suieta 
a la masa sobre la esc~1la .fi:.a a la c.<.na .. ~.ncuentx·e !a Ll.\J-"1¡= ,, " 
ción de transferencia. 

Caja 

r·ig. 8.4.13. Esquema de un acelerómetro 

Solución: 

La ecuación diferencial que caracteriza al movimientú 
de la suma m. es: 

m 
d 2 y(t) d = 

dta + D dt (y(t) - x(t)) + 2K(y{t) = x(t)) o 

obsérvese que y (t) - x(t) es la velocidad re la ti va de la mas:1 
con respecto a la caja, que esta sujeta firmemente a la su-o 
perficie II. Por lo tanto: 

z(t) = y(tJ - x(tJ 

Como nos interesa relacionar la respuesta z ([)con la exd ~ 
tación x(tJ eliminemos a y(t) de la ecuación diferenciaL 

era v .EJ!:.L ~ dt2 (z(t) + x(t)J + dt + 2K .a:((~ ~ O 

o 

o 

o 



\ 

o 

o 

o 

La transformada de La place de la anterior ecuación, con 
condiciones inic~ales nulas, es: 

(msa + Ds + 2K) Z (s) = -ms3 X (s) 

de donde la f\mción de transferencia entre la excitación y -la 
respuesta es: 

H(s) = 
Z(s) 

X(s) 

-sa 
= --------~---------Ds 2K 

+ 'm m 

si la excitació:n es la velocidadx, o sea se emplea el instru­
mento para medir la velocidad de Il1 pu'e.de obtenerse fácil­
mente la función de tr~sferencia a partir de la anterior de 
la siguiente manera. Recordemos que la velocidad s(t) es 
~gual a: 

s(t) 
_ dx(t) 

dt 

Como son nulas las condiciones iniciales 

S(s) = sX(s) 

y sustituyendo en la ec. (8.4.14) se 
1
0}?tiene la ftinción de 

transferencia buscada: 

Z (sJ = ____ -s ........... __ ___ 
Ds 2K· 

S(s) s 3 + m + m 

Finalmente si el aparato se desea usar como aceleróm.etro, 
o sea para -medir la aceleración de la superficie II, la fun­
ción de transferencia será: 

• 'ñ .• 
il.' i 



~¡ /Y 
( \ 

' > 

'-_, : 

A(sJ 

donde' A(s) es la transformada de La place de. la ;H:eler;:ú:.ión 
de ll. El lector puede comprobar fácilmente este úHimo 
resultado. : 

En 'el volumen Ii, al estudiar diagran:ia.:.;· d;;~ r:e~;pué~.¡_:·~" 
a¡~móxlica ~ discutiremo·s · el eri1plco de las fun.cione.s de 
transferencia anteriores para obtener la relación ud.ecua-"· 
da entre los parámetros m, '¡)y K para un medidor· de des= 
p~;azami,ento'. (sismÓgrafo). uno de veJ.O("ic1~1.d y m10d~ ~~ccele.~ 
~&"ación · '(ace'l·~:romerro): · ,. · ·.· . · · · · . , 

- •• • ... _ ... '1' 

" 1 

o 

o 

'J.' o . 
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Isotoling 

e, e, ompllf,er Cz e o 
(go1n K) 

o ---~ 
Fig. 4-11. Electrical systcm. 

1ave negligible loading dTccts and the transfer function of the entire circuit equals 
:he product of the individu:d transfer functions. Thus, in this case, 

1-3 LINEARIZ.-\TIO~ OF A NONLINEAR MATHEMATICAL 
MOD~L 

This scction presents a linearization technique applicable to many nonlinear 
;ystems. \Ve shall :trply this technique to a hydraulic servomotor and obtain a 
ransfer function for a line~rized hydraulic servomotor. 

l.inear approximation of non linear systcms. In arder to obtain a linear mathema­
ical model for a nonl:ncar sy~tcm, wc assurne that the variables deviate only 
lightly from sorne operating condition. Consider a !:.ystem whose input is x(t) 
md output is y(t). The relatiL)nship bctwccn y(t) and x(r) is given by 

y =f(x) (4-17) 

f the normal opcr.tting condition corrc~ponds to .X, j, then Eq. (4-17) may be 
xpanded into a Taylor serie~ about this point as fo!lows: 

y =f(x) 

= f(.~) + 'd~ (x - .i:) -!- 21' ~!/ (x - -~)z + 
, :(IX 

(4-18) 

vherc ti1c derivauves dfjdx, rl 2f/dtz, ... are cvaluateu at x =.X. If thc variation 
r- x is :.•Jla!l, we may ne~lect thc higt11.:r-ordcr terms in x- :i. Then Eq. (4-18) 
nay be writtcn 

vhcrc 

y - y -1 1\(.\ -- .X) 

y' /(.() 

K== tjf 1 
eh:.-~ 

y- y K(x - .\') 

(4-19) 

(4-20) 

o Sec. 4-3 LINL\Riz¡:---.rG /\ NO:--;l.J",I:,\1' •.¡ \l Hlc\!t\TJC•u .. \IU,Jé.L u 
which indicates that y- y is proportional to x- .i. Equation (4-20) g!vcs .t !ir 
mathcmatica1 moJel for the nonlincar sy~tem given by Eq. (4-17). 

Next, considcr a nonlinc,lr systcm whosc output y is :! function of !\•, o ir,; 
x 1 and x 1 , so that 

(4 

In order to obtain a linear apprcximation to this nonlincar system, we may cxr 
Eq. (4-21) into a Taylor series about thc normal operating point .~" .X 2 . T 
Eq. (4-21) becomes 

y=f(xpx 2) + [;fcx.- x1) + #{z (x 1 - x2)] 

+ 1 [az¡ ( - )2 + 2 az¡ ( - )( - ) -21 T:2 X 1 - X 1 r:--a-- X 1 - X 1 X2 - X 2 . ax¡ ax1 xl 

+ az f - )z] J er-e lXz -- Xz T · · · 
11.\! 

where the partía! denvatives are evaluated at x 1 = x., x 2 = x2 • Nea; the nor 

operating point, the h1gher-order terrns may be neglected. The linear mathem.H 
model of this nonl1near system in thc nc1ghborhood of the normal operating co1 

tion is then gi\en by 

where 

y= f(:x 1, x2) 

Ka= a¡ 1 
Oxl, ... ,"".za.~a:::;:.!• 

Kz = a¡ 1 
Oxl¡Ji:t"-Rt,.l•=.r• 

Hydraulic servomotor. Figure 4-12 shows a hydraultc servomoror. It ¡; ess 
tially a pilot-v:.~he-controllcd hydraultc power ampld1er and actt::Jtor. Tne p 
valve is a b:1lanced valvc, in the scnsc that the pres~ure forccs acting on ¡r .~re 

balanced. A very large pO\H!r output can be controlled by a pdot va:ve, \>Ílicl¡ 

be positioned with very little power. 
The operation of this hydraulic servomotor is as fol!ows: If the pilot vo.1\\' 

moved to the right, then por! I is connected to the supply port, anJ the plt:o:,L; 
oil enters the lcft-hanJ s!tk of the po-.·.cr piston Since port l[ is connc:;::t..:J to 
drain port, thc oil in ti, .. r;gl:t-h.JrKI ~idc ofú: po\,~r piston is returncJ to ti'~ ~r. 
The oil tlowing intu tl•l! po-...er ~:ylJqcl~-r is at h1gh pn.:>~ur.:, anJ the oil t1owing 
from the p0\\er cylinJc:r into th.: Jr,tin ¡, .1t low ~r~ssu:.: Th-: rcsu!ting ,!· 1 ~-,:r. 

in pre~su n.: on both sidcs of thc power pi;~0 ~ \\ ill e¡~ use it to m o\ e to t > .- , 
The returned oil is pressurizeJ by a pump and is recircubtcd in the system \' 
the pilot pistan is moved to the lcft, thc pü\\er pi~ton will mo\e to thc 'cft 

In practice, ports a, b, ande shown in Fig. 4-12 are of¡cn •n:1c'·: wi,1 ~r.11• • · 

corrcsponding val ves A, B, and C. In tlti~ La se, thcrc i.> :1lw.•; s Ic,,;.__,g~ t 

thc v:llv~.:. Tb:s impro,.:~ bot!¡ tli.: ~cr.,;t;\ity :~n..:! t!:c :1ne.-:·rty 0! tL,·! · 
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O ti 
.mder 

Power cyllnder 

Fig. 4-12. Schemat1c d1,1gram of a hydraul1c servomotor. 

Chap. 4 

servomotor. We shall make this assumption in the following analysis. [Note that 
sometimes a dither S!gnal, a high-frequency signa! of very small amplitude (with 
res¡:,ect to the max1mum cli~placement ofthe valve), is superin,posed on the motion 
ot' the piiot vaíve ·:-;m al so improvc~ thc 5ensitivity and the lincarity. In this case 
also there ¡s lenkJ_,;; through the valve.] 

Let u s define 

Q = rate of flow of oil lo the power cylinder, lb¡'sec 
t.P = }'2 - P, = pressure diiTercncc across the power pistan, lb/in. 1 

x = displacemcnt of pilot valvc, ÍE. 

Ir: fig. 4-12, O:'"le ::an scc th~t Q is a functi:Jn of x and !:.P. in ~cnmd, the relation­
srcip amor.g th: 'JdfJ,1b:~s (!, x, and L\P is given by a nonline;u equo~don: 

Q = f(x, !:.P) 

Lwcir:Zinf_: ~.l:ls :,r;;l~¡n-~:lr equauon ncar thc noíma\ op-::ratíng point Q, x, L\P, 
we :Jhtair. 

(4-22) 

f~ {- ~ - l ¡ ~ 1 '-'' o o 

se~. - - ~ ", -,-\' 85 

( ~-23) 

fibULl- 4c~' '~V~ 1;;_' '~·~::::tr.;c"_; .~.·t:~~t~Ull)~~l,Z) ~tííl(;!.g "'-- ~::,? .• e: L::..r'= ~i1r' S.t 7 .cr'.~ 

hnes :,howrr ar~ tne ch~raclcn._ ... c C'Jr\t;~ .Jf t}J:~ lic;ü:--:¿.;.::: J-.;..:'r¿~'...:l~: ~.,:-v) ~ :...···> 

This fami;y ·:;t CL:rves consísh :Jl equidistant paraJl;:l straight \tr;e-,, P'~r.l<"·:_ : ~,~ 
by .X. 

Fig. 4-13. Characteristic 
curves of the hnearized 
lwdrauhc servomotor 

Referring to Fig 4-12, we see that the rate of flow e! L•d Q r¡,~ J• 

(sec) is equal to the power piston displacement dy (in.) cir:,;:.~ t:1c .Ji':-,­
(in. 1 ) times the density of oí! p (lb/in. 3f Thus, we o\Jtai:1 

Apdy = Q dt 

Notice that for a given flow rate Q, thc !o.rger the p;stvn <1'f':~ A 
be the veíoc1ty dy!m. Ecncc, íf the p1~ton arca A is m,:.de sm;. ·_ce, th,- r"t' · 

remainin ~ JHlStr.nt, thc velocity dy/dt will beco me llig\,~L r\i,o ::!r: :n·: · 
rate Q_· \,,¡¡,ca_;:": an L1crcascd velocity of t!·e pov.er pi:.~·,r_ ¡¡r,_,~ ,, ' 

rf':oponse wnc ;.;,orter. 
Equ::t:ic·r. t4<~3) c:.;n nc,w b-: writtcn. ,1:; 

-, ¡ {K f dt•\ 
!J.! = ---\ ~~x- "p -:-;· K 1 \ ar 

The force dcveiopcd by the power pisto'1 !S equé!l to ~i>t :"rcssmc d1r. 

Lme~ the pjston arca ti 01 

;,,-..r> • f1"", , r 
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my + fy = : (K 1x -:: Apy) 
z 

Chap. 4 

. _ (! A1n). AK1 (4-24) 
my+ +~Y= Ka x 

re 111 ¡5 the mass (lb-sec2fin.) of the load andfis the viscous-friction coefficient 

ec/in.). . . · t 

\ssuming that the pilot valve displacemeJt x 1s the mput and the power p1s.o_n 
lacement y is the output, we find that the transfer function for the hydrauhc 
:)motor is, from Eq. (4-24), 

Y(s) l ' · 
X(s) = J1(mKz)s +·fKz + Apl 

SL, AK¡ . AK¡ K.~J' 

.. · ·. 

K 
= s(Ts + 1) 

(4-25) 

:e 

K'- . l and T mKz. 
- JKz + ~f!. 'S' fKz -f ·Azp 

AK
1 

K. . ' ~ '~ 

r1 Eq. (4-25), one ca~ see th~t !~f~. t~~~fer ,fUf!C~ion is. or tf¡~ ~cond ?~der ... 
~ratio mK1f(JK1 + ALp) is npgligibly smal~ or th'é tim,e co,nstant Tts negl!gtble; · 
ransfer function can be simplified to ~iv~. · · ':. · 

Y(s) K 
X(s) = s .. ,. 

\ more detaileJ analysis shows that if oil leaka'ge,i éompressib_llity (incl_uding 
:ffects of di;solveJ air), expansión of pi peJines, etc., are taken mto constdera-

' 
the transfcr function becomés · 

Y(s) K 
X(s) = s(T1s + l)(T2s + 1) 

re T and T are !ime constants .. · As a matter of fact, these time constants 
:nd ~n the :olume of oil in the opcrat1ng c:rcuit. The smaller the volume, 
;maller the time constants. 

'. ' 

BLOCK DiAGRA!\iS 

A control sy~tcm m~y consist-of a,.JH~mb:r br~compone~ts:·r~ ord:~~to show·the 
:tions · pcrfúrnh:tl'-by cac_h componcnt, ':tn >Control .. cngmcl!nng; "'" commonly 
a di<lgraru dítlcd-the ··b!0ck diagram.". 

mock, dh10n1111,, A blo~k diag1 ill)l of a system is a pictorial re~resentation 
:!~!! r,nct·h~l'> p;:rfllflil:•l b'y"c,•ch Ctllllp,i!l!.:nt ánd of th: flow of stg1_1als. Such 

1 · 1 ¡t,. ;,. 1,., 1l! .rioii'>LÍ••·, wt.ich c\i~~ b :~'>· • ..:en· the vanous com-ía¡_:rarn ccpH. ~ ,,, · ·. ,.· •-· . 

p 

J 

1 

! 
1 

' .. 

Sec. 4-4 BLOCK D!A~RA:V1S - . o 
ponents. Ditfcrent from a purcly áb~iract, :m:tthcmatical rcpresentation, a blo 
diagrarn has the a·dvantage of indi~ati_¡~g-more rcal!stically the signa! tlows of t • 
actual system. · . : 

In a block diagram, al! system variables are lin~ed to each o~her through fll1 
tional blocks. ::fhe "functional block,'.' or ~iínp.ly."blo"ck,".is a sy'mbol for the m:1tl 
matical opcration' on the inpuLsignal to the block .which produces thc outp· · 
The transfer functions of the componen!~ are usually entered in the correspond1 
blocks, which are connccted by arrows to indicatc the direction of thc tlow of ~igna 
Note that the signa! can pass only in thc'direction of the ar~ows. Tll'us, a b]o, 
diagram of a control systcm explicitly shows a unilateral property. 

Figure 4-14 s~ows an' clCI)lCnt of, thc block·diagram. The arrowhead pointii 
toward ihe block indica tes" the' input and the· arrowhcad léading away from tl 
~Iock r7pre~ents the outp!Jt. Such arrows are referred to as sigri,\Ís.' 

1 ' ·Tronsfer 
--,-----~l funct10n 

_ G(s) 
Fig._4-l~ .. Elemcnt of a block d•~gram.' · - . , -• L...'-' __ __. 

X(s) t'(s) 

Note that the dimensions of the output signa! from the block are the dimcnsio­
~fthe input signal'm~ltiplied by thc diriiensíons of the tr'ansfcr functi~n in the bloc' 

The adv.wtages ·ar the block diagram rcprat:nt:!tion of a systcm lic in t!;c f.J 
that it is easy to form the overall·blofk-diagr~m fór' the entire system by mer.:· 
connecting the b!ocks .of the components according' to the s'ignal t1ow anJ th. 
it is "possible' to evaluaú: .t,he. corjtribution of each component to the ovcrall pe 
form¡mce· of the system. , . '·. · .. ·. - :, , .- . , _ · 

In generál, the functional operation ofthe syst~m can.be visualized more readi! 
by examiiíátion of the block diagr,ám than by examinátion of the physica! systel 
itseif. A block diagram .conÜti~s information 'c~ncerning dynamic be ha vio 
but it does not contain any information cohcerning the physical construction e:. 
the system. Thcrefore, many d}ssi~~il~r _anq unr~lated systems can be represen k · 
by the same block diagrarn. · ·- • ' 

It should be notcd that in á block diagram the m:~in source of encrgy is nc. 
exp!icitly sho\~n and, abo, that a block diagr~m o,f a given ~y~tem is not uniquc 
A numbcr of different block diagrams 'may be.drawn for a sy::.tcm, depending upo" 
the viewpoint of the analysis. , - · 

Error dctcct~r. The error ~cte.ctor. produces a sighal which is thc éifl"crenc 
betwccn the refercncc input and. thc feedback sign.~l of the 'control system. }1 

. design, thc choice ofthc error Jd.:ctor ¡~ qq!h: lri~;"ll~r~:lnt 
, a~d ·mlbl 'be c.·ucfülly decide(!. 'Thi~ _j:, beca u~:: any 
imperfections in thc· error· detector wi!l inevit..tb!) im· 
pair thc performance of the cntirc sy~1em. ·Thc block 
diagram rcprcsentation of the error detector is shown­
in Fig. 4-15. 

Note that a circlc with a cross is the symbol. \yhich 

·R(s) L(s) ---... -: 

C(s) . --
Fi~. 4-15. Bll1.:!-.. ~~ •:;r.>1 
of .tn error t~.:t~ .... ·lur 
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ica'es a Sllmmíqg op.::r:ttion. The plus or minus s;gn at e·ach arrowhead in-
3!~~ '' hethc:r titat signa! is to be added or subt•acteci. It is irnportrrnt that the 
wtitic> b.~in; .tllued or subtracteJ hJ.ve thc samc d1mensions and the s:tme units. 

Bloc!.. ¿¡.1grJm of a clo~~d-loop systcm. Figure 4-16 shows an example of a 
~ck dugrJllt of .1 clo~ed-loop system The output C(s) is fcJ back to the summing 
int, where it is comparcd \Vith thc refcrcnce input R(s). Thc closcd-loop nature 
the system is clearly ind!C.,ttt:J by the figure. The output of the block, C(s) in this 
;e, is obtained by multiplying the transfer function G(s) by the input to the block, 
r). 

R!sl 

Bronch 
pOiOI 

¡ 
C(sl 

Flg. 4-16. Block d1agram of a closed­
loop system. 

Any linear control systcm may be represented by a block diagram consisting 
e blo.::ks, surnming points, and branch points. A branch point is the point from 
··;;ich the output signal from a block goc~ concurrently to otl1cr blocks or summing 
níntg. 

When the output is fed back to the summing poínt for comparison with the 
; )ut, it. is necessary to convert the form of the outr'lut signa! to that of the input -
.-,_ní.'L For example, in a temperature control system, the output signa! is usually 
.- ~ con• ro!!ed tempera tu re. The output s1gnaí, 1.vh ich has the d imension of tempera-
.. re, ;nust ce· convcrtí:d r.o a force or position before it can be compared with the 

')Ul signai. This cor:ver~íon is Jccomp!tshcd by the feedback element ~vhose trans­
, ~ func!ion is }}(::). :;s !>hown in Fig. 4-17. Anothc~ importan'_ role of the kcdback 
·ement is to mou¡fv '.he output bcforc it is comp::.red with the mput. rn thc prcser.t 
'~amp¡e, the fecJback signa! which is íc.:J back to the summing point ror compari­
;on with thc inrut 1s !J(:,·} = Jl(s)C(s). 

_:_'?_(_:;l_,J:;:,'\ f(s) ~ Gtsl l.-----.--C_!_sl-l>-
·c;:y L-~ 

':,¡ '~ 1\ 1 g ' ;) 1 ~1 1 ' 

8( \ ¡ ,--, - ' ' ( 
- -- --- ~ :¡ ) 'l 

J_: 1) ·O 

Sec. 4-4:;--------------------------­
BLOCK DiA.G RAMS 

The rattc - u1., ... rr , . 
forw~ ' . , . ;· •IJ~·· ,_,.) l ro tne actuating erro; s;d ,._: ~e: :, is ::oY:;;d 

• ~r( r:.~ :• S --;- i U~C~tOf\~ ;:.,.:~ tf~-1: 

Feedfonvard t•,¡r.~fer function = ~(!l = C(s) 

If thc feedb.1ck t;an.,rcr func'•·'r ¡, ur
1
•
1
t t' (s) ::_:>: 

th l' -.v ' •-> Y ,]CI] thc Op·'n 10 r · f f ' e 1eeclforv,arrJ tr:.t,hfc~ fun ,· ' V -, o;)·_.~.tns er un;: lk'') ,. 

4 ' cc~on arr tl1•· s "'lC Fo t' -17, the ouwut C(.1'~ nncJ i·wut D() 
1
- '· · · r .:e sy,tcrr¡ >1!0\\r• i·· ~-

, ,, ., ,,s arcr;.;.ttcdasfo!!ov.s: 

C(s) = G(s)E(s) 

E(s) = R(s) -· IJ(s) 

. . . = R(s)- ll(s)C(s) 
Ehm1natrng E(-) fro ti . . .) m 1csc cquat1ons g 1 ve~ 

or C(s) = G(s)[R(s) - H(s)C(s)J 

C(s) _ G(s) 
. R(s)- l + G(s)fJ(s) 

The transfer functtOn relating C(s) to R( ) . . 
11 THs transfer function relates th l s !lis Cd ed the closed-loop trar¡sf,_;r. ,.,,. ; 

f h r • e e osee- oop syst··m U)' . . 
o t e leedfo:ward elements a d r. lb· k ... narrJtcs to tno;: ,;: '···· . n 1cec ,¡e· clcrncnts. 

From Eq. (4-26) C(s) IS given by 

<7(s) ~ ----~(s) 
~· . l + G(s)Tt(s) R(s) 
.1. -- .1s the output of th,. ~¡ 0 J 1 · ~ '- ~e - oup ~ystl:m clcarl d J 
loop tr<~nsfer function and the n llLir~ of ti . y epc:¡ ~ on bot,, lt· 

' ~.: 1e Input. 

Closed-Ynúp sv~tem suhjc:ctcd to a ,,. t 1 
1 - ~ ul~ ur )anc" Figur~ • 1 ~ h 
tOOp ~y~tem 'iUDjC('tcd ·o • 1' t• b· ·• " "'-.b !o .G~'.' 

.. ' •. t.h c~r .tncc. \Vhcn h\o in ,, '. . 
and d!sturbance) are prc~t:n, ¡ 

11 
•
1 1. PLk, ~'k r:;·.~,. 

d ¡ · " · · .1near ~ystcm caer, inout , .. , "- , 
'ent Y of ihe nthcr· and thc ot '¡)L t ' . · ' • _,,, A:,;~·, .. 

.t,¡ , • ' • '' 1 ) corrc!>pond!'i" to -. -' 
llu~,:en to g1ve tlw •'OPlpl , .• _ . 

11 
·., c.!C.l •llput .,-..···-

• • • ~.:,~,; U"lcput. 1C 1\ ¡y l · · 
systern ís >hown .tt til·· ~~tmnti . ' . eac.l Input ¡, m: odt" 

C · , - - ng po:nt L)y Cltk:r a nll'S 0 ;., .· 
on~ldl'l till: sy~tcm ~lh)\'.1\ in rl" 4-1~ l .l •. r m' l!~ ~lg,: 

o· . n ex.tPlll\lllg thc.: efkct of tbc:' ,,, 

o,sturbonce 
N(s) 

'~ 
\._/ 
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ce ,\'(s), we m ay assume that the system is at rest initially with zero error; we 
'then caku!ate the respo,nse CN(s) to the disturbance only. This responsé can 
'ound from 

CN(s) Gls) 
N(s) = 1 + G1(s)G2(s)H(s) 

the other lnnd, in considering the response to the reference input R(s), we may 
¡me t\l:J.t the disturbance-is-zero. Then the response Cis) to the reference input 
) can be obtained from 

Cis) G1(s)Gz(s) 
, R(s) = 1 +'G1(s)Gz(s)H(s) 

: response to the simult~neous application of the reference input and distur­
ce can be obtained by adding the two individual responses. In other words, 
response C(s) due to thc simultaneous ápplication bf the reference input R(s) 
disturbance N(s) is given by 

C(s) = Cis) + CN(s) 

Gz(s) 
- l + G

1
(s)G

2
(s)H(s}r;J1(s)R(s) +.·N(s)J 

Consider now the case where 1 G1(s)H(s) 1 /..>)_ and 1 G1(s)Gz(s)H(s) 1 »l. In 
; case, the closed-loop transfer function CN(s)/N(s) becomes almost zero, 
the e~·':t of the dísturbance is suppres~ed. Thi,s-is an advantage of the closed­

' system. 
On the other hand, the closed-loop transfe~ _fun<;ti_on Cis)f R(sJ approaches 
'(s) a5 the gain of G1(s)G2(s)H(s) increascs. This means that if 1 G1(s)G 2(s)H(s) 1 

:, then the closed-loop transfer function CI<(s)/R(s) bec'Omes independent of 
>) and G2(s) and becomes inverse!y proportiorial to_H(srso that the variations 
r

1
(s) and G2(s) do not affect the closed-!oop transfer fu'nction C~(s)/R(s). This is 

ther advantagc of the closed-loop systén1. ·a citñ ea-sil y be seen that 'any closed~ 
'syslem with unity feedback, H(s) = 1, tend~_to_.eguali~e.the input and output. 

Procedures for drawing block diagrams. To draw a block diagram for a system, 
. writc the equations which describe thc dynamic behavior of each component; 
1 take the Laplace transforms of these equ,ltiOns, assuming zero initial condi" 
1s, and represent cach Laplace-transformcJ cquation individually in block form. 
ally, asscmble the clcíncnts into a complete block diagram. 
Asan example, considcr the RC circuit shown in Fig. 4-19 (a). The equations 
this i::!rcuit are 

(4-27) 

(4-2:.) 

; l.~!J'.!cc 11 :n~f,-,rms of-Eqs. (·i-27) <tnd (4-28), wi!l(an initial condit:on of zero, 

o Sec.4-4 

< ' 

J(s) ·_· :Els) -:- Ea(s). ·. 

- . . R ·:, 
(4-:. 

E0(s) = '!(s) · · 
, · Cs 

Equati.on (4-29) repr:~ents a ~umming / ·.-_. 
opera~ron, and the corrc5ponding. di a-. 
gram IS shown in Fig. 4-19 (b). Equ~~-' 
~ion ~4~30) represents the bloc;~ as shown 

'(4-. 

m Fig. 4:1~ _(e)., Assembling thde ·two · 
elements, we obtain the overall block 
diagram for the system as shown in Fig. 
4-]9 (d). . .. ¡ . ' -

Block diagram reduction. It is impor­
tant to note that blocks can be connected 
~n serie~ only if the output: of one block 
1s not affected by the next fol!owing 
block. If there are any Ioading effects' 
between ~he components, it is ne~essary 
to combtne these components into a · 
single block. 

· A~ y number of cascade-d block~ rep­
re~entmg nonloading con-lponents can 
be replaced by a single block, the tr'ansfer 
function of ~hich is simply thc:product · 
of the individual transfer fu·nctioils. -

R . ¡~MI 
: J CI 
~--------~-~----0 

o 

(o) 

!(s) 

(b) 

/(sJ ITl Eo(s) 

-~ 
(el =· 

A complicated block diagr~m in­
volving many feedback loops ca~ be E,(s~ + 

simplified_ b~ a step-b'y-step re~md~ge~-, 
ment, ustng rules of block diagrani 
algebra. Sorne of the~e im'portant rules 
are given in Table 4-3.-They are obtained-
by writing the same' equation in a dif­
ferent way. Simplification of thc block 
diagram by rearrangements and. ·sub­
stitutions reduces consiúcrably the labor 
needed for subsequcnt mathcrnatic'ál . 

(d) 

Fig. 4•19· (a) RC cm.:lllt; (b) block d1agrarr 
represent~ng Eq ( 4~29)'. (e) block diagran 
represcntmg Eq. (4-JO), (d) block d!,lgrJn 
of the RC c•rcun. 

analysis. It shoulu be nokJ howc\ :r that a~ th, b' •- d' · · · bl k 1 ' '" •· (; .oc~~. 1agr.1rn 1s SlmpldicJ -1c1 
, oc ·s ~ ~·..:o~l~- morc.cornp!~.'\ occ:au~c ncw-po!cs and zcros are ·gqler.l!cc!. , • . 

In SJI.ipltf}tng a blockdtagr.tm, rcmémb::r the followin~: 

l. TJ~¡; ~roduct of tÍte transf..:r functions in the fe..:d~orw.ud. dirt:·tion mus 
rema111 tn•;: s.tme '- · . 
/;~n~te piOduct of thc transf..:r functions '_around thc knp musl-rcm.1in th~ 



A general rule for simpíi!ying a block: diagr:Hn is to move brarv::h pobts anl 
;umming p,)ints, interchange summing points, and then reduc~ intcr~u.>.l feedback 
.oops. 

As an example of the use of the rules in Table 4-3, con~icler the syster.1 shown 
:n Fig. 4-20 (a). By mo'v ing the summing point of the negative f.;dback loop cor · 
taining Hl outside the positi've feedback loop containingl!P we obtain Fig. 4-20 (b). 
Eliminating the positive feedback loop, we obtain Ftg. 4-20 (e). Then, eliminating 
:he loop containing Hl/GP we obtain Fig. 4-20 (d). Fwally, by eliminating the 
feedback loop, we obtain Fig. 4-20 (e). 

Notice that the numerator of the closcd-loop transfer function C(s)J R(s) is 
~:he product of the transfer functions of the fcedforward path. The denominator 
cf C(s)!R(s) is equal to 

Tablc .f-3. RuLES OF BLOCK D:AoR \~t ALGEHRA 

Ongtnot block dtagroms 

~r+A-B+C 
a·· 

1 ' 

r, 
•'\ o-·-

A r+C r-..A-B+C _..,. r·~.(' ... -
8 

1 ¿ 

¿:-_·\SSf LR FUNCT!O;~:, or PHYSICAL SYS-;-[\lS 

9 -y "í " 
,.._ 

--~~rG L A 
1 
1 

1 
.t.G 1 

·-------

... 

~ ~~ 1 A-8 
10 --A-8 A 

A-e , 
;g-~ 
B ¡ A-8 

A : rc::~f':AG, A AG~ A r 11 L G, •• '~ t,,-,G 
G2 AG2 

-

A.<~· 8 ~.,._.- G1 

G2 

l -:S (product of the transfer functions around c,!Cil i 

= 1 - (G 1G2 ll1 - ~:· •• fi
2 

·- " 

= l- G1G2 H1 + G2 C:;r.':.- ~~ 

(Tht positivt feedback loop yields a negativc tcrm in th,; o_::,~.-omlndt·_, 

'~·5 DEf!JV!.'\:G HL\~SFEI< FU.:.\'CT!O;.;s OF PIIYSIC \L 
§YSTf.\í3 

--: 

Co~"rro' sv-,k•P> í·<•Y c0m¡st of comD·:J"•''r.,r.~ of d.·.,r·.···'lc' •.r 
, , ~ J ~ __ ¡ypes, ~~," .L; :. 

\r·sat rn: ~,,. ~-L :,Y-.t:~..n~:1 ,, pnCLtntatíJ .... , or tl ~~n11.tl ~~- ,,_. 11 trui e1·='·.¡· ~-· 
hr f;~rp;t. __ :"" q ~ ' --~~ ~ f, --..e• l' n~ t '1 ' 1 • f 

,¡ !,¡p~, ~ .. lL..J ... ,_ .... rl• ... '. JtJ\',S Uf1!. ... ~rJyir~:; tJ~· ... ~ '~"'· .,\-.:·~.:~t~':l 

t ,,¡- .e; e{~-_ í 1 J_ ""', -- - ~ --~ ..._ ' f ! t ,.. r . 
~- ,_ \_• ,._, .. -, ' U("(i'.'~\..l _f(.l!l)I• • .Í L 1 ~n .. t 1 ~ - í .. )l" ~C\l·¿ ~\ ~' ~- ... ! 

[¡~· tr t~ :,:;Cti~_·, \'"' _: J~f ~-;:~ .. ::~r:: aJditiona! C~:"Inplcs ~h~l''r'ln~ th~ l.~~rh~'~;-=·r~ 
\nn,fc· ,·p- -L.c>'lo 1·:J ., cd' u~ typ.:~ oC physical system,, -

In ¿erÍVWJ lr,cn_.b fuo..:tio!lS, nok thc ~ullo\\ ing: 

l. ~n appro:-..nnatmg physil:al ~y~tcms by line.tr Ium;~;:.'~:.n~:t:, f'1c1~1,-
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' ' 

e 
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Fig. 4-ZO. (a) MuÍtiple-loop sys¡~m; (b).::-(c) successive rcd~ction of the 

blif.k diagram shown in (a). 

rtain ~ssumptions are neccs~ary. Ir~-' gcncr_<~l. thcse assumptions depend on ~~e 
e. t' r" no es of thc systcm. A~sumptiohs ·whiclr ·m ay. be ~good for ccrt,un 
pera ang- u b ' r ticc makin<> 
-'"r·,tin!' condition~ may not b~ suita.Qk for diffcrcnt on~s. n prac , . ' 

1
"' 

.!.~~.~ .-.;.. ~;;~pti~;;s· i:. .1 ~cry implll tant 'p;~rt onhc analySIS of a system s1nce t 1e 
rrop~r .. ~~-~ftl,. r·-~~l~~ :~cp,·n(b on ~he va!idity pf~ut.h ;,.,~un{ption~. fn thi~ conncc--
ccur,!cy o k .:~ .. ·· ". • · · ·- · 1 · · 11- bt · 1 tran~fcr 

' • •• •O llil!~t rc.diLc that .dti.Q,IIgh thc ana Y, tlC<l .Y o alnCl • i->:1 th·: e: ~~~··;t:r -
•• ~,,., 1 ., • :,., .. ,. cL···dl,r tltc ~·ql<:\a.f ~.:tl\:t.l {_tf yariation\ in ~ys•·;n1 ;>ardmctcrs on 

f ¡, L !T ' ' -,~ 

o Sec.4-S TRANS~f~ FUNC!!ONS OF P.HY~ICA~-S~ST,?Q:. _': _ ., 
• • ' • \,. : ~ • ' 1 ~ 1 ' 

9S 

the solutio_n of the equation, numcrical prcdictions obtainablc fromthe analytic,al 
. study of phy_sicaÍ systems m ay not b:: accuratc. I.n othcr words, althóugh q:wlitati-ve. 

chara.cteristics of thc systc.m dynamics' m ay be sccn clearly fr:om. t!1c trari-,fcr func· 
tion,· qu~ndtative informat'i~n rria); l!Ot nc_ccssarily be .accur<'..te:· If. quantitativc_ 
aq::_qracy}s nceded,·it will be ncccssary,to car!y 9ut experimentzd studies in 'additior: 
tó anat'ytical·ones. · " · · _ · ' ··-, -_ : . . .. · 

2. It is desirable to· check the validity of the .transfer. function by assuming 
' < • 

that céftain parameters of the system are·cithcr zcro or.infinity. Since this simplifie~ 
the transfcr function, its· validity can be ·chccked easi!y. · 

~"" • l ' ' ~ • ' 1 • 

'The iransfer functíons obtaincd in the fo!lowing are,bascd. on the assumptior· 
that there is no loading éfTect upon the output.\Reme1nber that if there is an) r 

loading.effect, it must. be accounted for whcn the tran~;fer function is derived.: 

MECHANICAL ANO ELECfROMECHANICAL SYSTL'.lS 

Seismograph. Figure' 4-2.1, sh.o~vs · ~ sc;h'er•.!tic, diagram of a seismograph. A 
seismograph indicates' the'displacerncnt cf its casé ~vith respect to in~rtiai space 
It is used to measure the ground dis'placement durin'g eárthquakes. 

Let us define · ~. ·., . ., . . · · 

x, = displace~ent of tl"Íe c~se r_el~tíve to 
.'inertial space 

;~ = displacement of the ,nwss tn relátív.e x, -, 

to inertial space , ,_ '· = 
y= X 0 - x1 = displacement of t~e mass ~-

, · m relative to the case r--t-1r--_.,-L,...._-:-. ~E-
, - k ~ f (Note that &ince gravity ·produces a steady · ·xo · 

spring dellection, we measure, the displace-·- ~-· ~-~ . 
ment x 0 of mass m from the static equilib- · · · · -~ . 1 
rium_ PQ?ition.) The equation for-this systém ~:; :;:;zí.f);%7,1.% 

is found to be Fig:-4-2t.''sche~atic diagram of a 
~( . ) k( ) ' o' ' ' seismogr'aph. ' nix0 + .1 ·-"o- x, + · X 0 - X 1 = 

.Bisubtituting X 0 =y+ X 1 in this la?t equation, we obtain a differential equatior1 
in y. (Note ihat y is a signa! we caí1 actu\l!Íy measúre,) 

, mj + fy + ky = -m.'C1 •• (4-31~ .o 

Taking the Laplace tran~form of Eq: (4~31), 'assuming~zero inítial ronditions' 
we obtain .- · .. -' · ·, · ' 

[ms 2 + fs + k] Y.~s) = ·::-m.s2 X,(~) 

Considering x, as input antl y as output, -~hc,trpn_sfer furiction is 
' ' ' . .. ,.. 

Y(s) . -"ms1,, 

X,(s) = ms 1 + fs + k 
sz 
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For very !ow frequcncy inputs, the rnass m follows the. case _u~ and down, 

d 
th, sprin" d~nection is quite small. If the input x, constsrs ot ~:gnals whose 

an e: ~ re-- h f f - y be 
frequencies are very much )o\\cr than -v kjm, then t e trans er uncclOn ma 

appro\imateJ by 
(4-32) 

m 

[Note that in Eq. (4-32), s is replaccd .by jw_ Such a transfer function is called :a 
sinusoidal transfer function. For deta1ls, re!er to Chapter 9.] As an example, ,f 
·() ¡- found to be of sinusoiJal formA sin wt, where cu « -/kfiil, then from the 
~~or~lng of y(t) the input signa! x,(t) can be determine<:! as (Afcu~)(kfnz) sin wt. 

Since in seismographs the undampcd natural frequency ~!S ma?e small, 
lf the input frequency is much highcr than -./k{íii, t~e .m~ss m w!ll rem_am alm~st 
¡. d · inertial space and thc motion of the cttse w!ll tnd1cate the relattve mot10n 
txe m h' ¡ f ti en 
bet\\een the case and mass. If the input signa! x1 has a very tg 1 requency, 1 

the transfer function may be approximatcd by 

Y(jcu) = _ 1 
X¡(jcu) 

':ñis implies that if y(t) ís found to be A sin cut, where w ~> ,.Jk[ñi, then the input 

::,(t) can be determined ns -A sin cut. 

Senomotors. The servomotors ,ve shal! consider hcre are two-phase servomo­
fors, armature-controlkJ Jc motors. and fic]J.controlled de motor~ "Ne 'ha!l first 

1
-or.· ~da the effect of load on the servomotor dynamics. 

:;:r:ect of lea~ Dl! sen·omotor dynamics. Most important ~mong the cha.rar­
. ··~s of tl'c servr·n'otOt' is the maximL:m ¡occeleration obtamabk. For a gtven. 

-...ensu~. ._¡_; v~r. . • ~ . o 

.,y,.ihbk toraur. ~PC rotor momcnt of Ín\:~LÍ<l must be a m,D~mum. S~nce th ... 

. :e;~;motor o·p~fatcs undcr cont!nuously varying conditioi ~. acceleratwn and. 
,kce!cration ,)f \he rot::>r occur from ttmc t.J time. The serY·.Jrnot<Jr mu:.t be able 

b
-orb "''"'h''"ir·~l rw•rí!V as weH as to 2,C·~erate it. Th.;; perfO'í:lOlllCC of the 

~o a ) u..,.,..., "tll~ q ""-"""' ..:;¡., • 

~ervomot')r whe(! u~ed ;1> a h1ake :J-.ould be s~~ti~fact~ry. . . 
Let ¡"' and j~ be, rcsp~dively, the momcnt of ¡.ncrti~ and fn~u~n of the rotor, 

d l 
• J a·'(l f b,.. 1-.,sr"ctivcly thc momcnt of mertw and fnctton of the load an o, L n .1' ... , .... \.,o ' 

, --
0 

·¡p ,t 
5
(--r- A$·,t•me thi't the momcnt of inertia ami fri~tion of the gerrr 

on , ti'" u '" ,,,, -- · · • · ¡ 
>ra·;~, :e; eitht:r uc::;L~_,u:.: 01 included in J ~., anJ fL, re~pcctivcly Tf,en, the :qUiva ent 
· · · 'r l ·1-,tf-.. ·'''"~- r·'f'rr•'d 

f 
~ .., l ~' ~~r·.\ ~~· "f~.~ ~~ 1rr~¡r" ..,¡t~lr~ (11\¡~ eq)l•vu t:r ~ll\...\<..~\..~•' )¡,o-~~- ... 

1
11(1t"F'f;f J i i~Í' 1 ')., l'..,..' 1 "' ... ~ • •• '' \ ~ ' <.,. 

~o:' r·<,l·:!'_,¡, .. , .,, ¡, ;-r·· ... ::, ~¡~---~·_J;,,_,.~:c''rc.·.:\:,y; ---,~; 

o 

Sec. 4-.'! TRA<'15FER FUNCT!O:--IS OF Pl !YSIC:\L SY:ú L.\::, 

t ,~ thc- !(>''" ,-_· -,1 '«' TI n ,-,n.-.r~l W!tan t} t' . j ' - r ' 
\..:"" ..., -~~~o) , _¿, -h b ...... ü /> '- 1c gear ra 10/11:,. sr~:a: } .... e ~'"'J:'SL:r r~:~-=t1c 

of thc eh!l'¡~"""!~" ~~::rvomotor ftl\.l'/ EJ~~ obtalfit.J Ytid10U1. t""i ~t;-" -.~,, '"'¡ • '()[ll\r ~ ..,,, \,-,., J U-~ -, ,, , (~v\..- .. l.~~ ./' 

momem o[ .. 1Cl~.a :-.nJ :rictiun. ff neithcr Jm nor nl]1_ is ne~!,gii.Jiy ~rn,t!l co,,,~, ~r: 
with thc ot.\.::r-, ho,vevt·r, then tite cqu:·;:t!cnt moment of in;:rÚa J,q must a2 ~·;;~ 
for evaluattng thc transfcr funwon of the motor-load combtLat!on. 

Two-pha,e seno:'1o:ors. A nvo-pha~c servomotor, common!y user: :) ,. 
strument servomechanisms, i5 s!n11lar toa co'1Vcntional two-pha:;e índuc~ .. 1 , , ,,.,~ 

except for its specía! design considerations. It u'es a squirrel-cage rotor. r ,:".e' 
has a small diameter-to-lcngth ratio to minimizc the momcPt of h•ct ,¡_, .,-,' ' 
obtain a good accelerating characteristic. Thc two-phase servon1otor is vc:rl-

and reliable. 
In many practica! applications, the powcr range for which two-phase ~ 

tors are used is between a fraction of a walt anda hundred watls. 
A schematic diagram of a two-phasc servomotor is shown in !:-';;;: . 

Here one phase (fixed ficld) of the motor is continuously ex:cited frorn th~ ¡... . _, _ 

voltage, the freq uency of which ,s usual! y 60, 400, or 1 OOJ C)ctes; ano r. 
phase (control fic!d) is drivcn with thc control voltage (a suppr•.:ss.::d card,-r ~· ---.,,· 
wh¡ch is 90° phase-shifted in time with respect to the refcr~nce volt<> L é :·. 

control volkg~ ís :Jf variable magnitud·~ ancl po!arity.) · 
Note that the voltage of t!Je control phase is m a de 90c out o: phas(: \>"H·, , · , e'. 

to the voltügc oí thc fixed phasc. The stator wíndings for tr,r~ fiv(' 

pha~es ure placed 90c apart in space. These consil~~ration; ~". \n,;d 
· torque Í3 produc.ed n,ost eflkicntly on a shaft when thc ph '''"'"'''~:~ ,, 

in space quadrature. and voltagcs in the two phases are in ticr::: 'J.c!é!C!'·~'-'"' 
The two stat:Jr windíngs are normally ex.citeJ by a two-pl'U>~: I''C ''':: 

kfa two-ph·~se power supply is not available, however, then 'thc: ¡>:-.ce~ p'>a- · 
may b:! connc:cted toa ~íngle-pha~e power supply through a C"J:1C!tuc, , .. 

provlde the 90" ph,,se ~\uft. Thc amplifler to \vhich thc co;w •); r>:~>c. . 
r;;onnected is st,pp:icJ from thc s<tme singic-phase powcr Sl•Pi1•',, 

in the kWu·ph,"\Se SC!'VOITIOtt,r, the polarity of thc cor,tro) ·,'l'l'.agt: e.· 

~h;.~ direction
1
of rotation. Tt1c instantancous control volt;,¡ge r.·N) is e¡ 

e.(t) = E,(l) sin wr 

= \ E,(t) 1 sin (wt + n) 

for E,(t) >O 

for E.(t) < ~ 

' .. 

Thi) :means that a change ín the sign of E,(t) shifts the phase D)l n radiae., ·; ... 
;¡ c;h.,nge w rh;. st;,;t~ ol' ti•<: CJntcol volt~ge E,iJ) reverses ti1e ~-!~ection ot ; : -~~>:. 
0f thr: mot::-:,·, :.,:,., : 1:1c rd;~~-:,·c voh:t:;c i~ const.lr:t, th~: :. •u;: T ~H1ll ;,. ',l,. · 

,;,n('Cd 6 are ~~.:,u ', ,,n~ttG!h (>f tile control voita::;e E.(r). lf \',:, :::•·Y•S !r1 ~;? 1:<: :1 , 

·k¡•,v cowparc(: '''''h tt"~ ,:,: st:p,>':: frequ~ncy, the torquc dc.c:,·,LJ.::c! by tb.: n:o:' 
g; propvc·~wn.tl k· E,(n. f·¡~urc 4-~·:: (b) ~Íiows the curvcs c,(t) vasus t, E,(!) ver:,v; 

f, and oorq,x J(l) \•·r:,o., (, T';c íl'1DUÍar specd at stc,¡dy ~ta!,· is proponic,n.d ,o­
the, c,.Jntrot vottaze l:,t,t) 

A fa~ily of tOrLJ.ue-~f~;:d curves, when the ~atcd voltagc is¡"'.o!t'J to th~ !!-..ed 
phase wwdtng aml V<I!IOUS voltages are applted to the con,,_) ph.bc winding, 
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!Ftg. 4-22. (a) Schematic diagram of a two-phase servomotor; (b) curves 
showmg e.(l) versus t, E,(t) versus t, and T(t) versus t; (e) torque-speed 
curves; (d) bltKk d1agram of a two-phase servomotor. 

Chap. 4 

gives steady~state characteristics of the rwo-phase servomotor. The transfer func­
tion of ¡¡ two-phase scrvomoto,r may be obtained from such torque-speed curves 
if they are parallel and ,equidi~tant straight lincs. Generally, the torque-s~e~d · 
-;urve~ are parallel ftH ,1 rdativcly widc,,spced range but they ma~ not be eqtm!ts­
tlnt; ¡e., for a givcn spccd, the torque may not vary lincarly wtth respect to the 
control voltage. In a low-spccd .rcgion, hówevcr, the torque-spccd curves ~re usu­
ally strJight Jines.and cquiJi~t::wt irnt rcgion· of lo.w control. voltag,cs. Swce the 
;;ervornotor sddom opcrutc~ at high spccds, thc !mear port10ns of the t~rqu:­
~pl!co curve~ may h~ extended to (he high-srccd regiory. If th!! n~sumpuon IS 

mJJe tlt<lt they .1re cquidi'>tant f',Jr all control voltagc~, then the servomotor may 

be consiJ,~r<.:ll-lin.::ar· · 

o 
1 
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Figure 4-22 (e) shows a sct of torq uc-spccd curves for various val u es of cont 
voltagcs. The torque-spccu curv~ ·corrc'>pof1uíng to zero control vo!tagc 'p:b • 
through thc origin. Sincc tltc_~lope of this curve is normal! y ncgative, if thc cont 
phase voltage becomcs _equal to zcro,. thc mo'tor develops tha-t torque nccess: 
to stop the rotation. 

The servomotor providcs a large torquc at zcro speed. This torque is necess, 
for rapid acceleration. From Ftg. 4-22(c), we see·that the.torquc T'generated 
a function of thc motcr-sha!r angular speed· Ó and the control voltag~ E,. 1 
equation for any torque-spccd line is 

·r=--Kné + K,E~ , (4-: 

where Kn and K. are positive con'stants: The to.rquc-bal~nce equation for the t\ 

phase servomotor is · 

T = JB.+ ¡é . (4-: 

where J is the moment of inertia of thc motor and load refcned to the mo 
shaft and fis the ,viscous-frÍetion. cocrTicicnt of the m~t~r ·and load r .:fened to 1 

motor shaft. From Eqs. (4-33) and. (4-3~), we obtain the following equatic 

JO;+ (f +.K;)~ = K~i. 
Noting that the control voltagc E. is the input and the displacement of the r.:1o 
shaft is the output, we see that. the tramfer'function of the system is given 

0(s) - K. - e Km 
E.(s)- Js 2 + (J--r Kn)s- s(Tms + 1) 

where 

Km= K.f(f + Kn) =.motor gaiñ constant 
Tm = Jf(f +Kn) =motor tim~ constant 

(4-: 

¡;"igure 4:22 (d) shows a block 'diagram for this system. From the transfer fur 
tion of this system, we c~n see that (/ + Kn)s is a viscous-friction term produc, 
by the motor and load. Thus, Kn, the negat!ve of the slopc of the torque-speed e un 
together withf, defines the equivalent viscous-friction of the motor and load cor 
:bination. For steeper torc¡ue-specd curves, the damping of the motor is high 
If the. rotor inertia is sulliciently low, thcn for most of .the frequency range ' 
ha ve 1 T ms 1 <r;:: 1 and the servomotor acts as an integrator. 

The transfer function given by Eq. (4-35) is b<lsed·on the assumption that \ 
servomotor is linear. In practice, ho\'1<:\ .;r; it is not quite so. For torque-speed cur'< 
not quite parallel and equidistan!, the valuc of Kn is not-conslant and, therefo 
the valucs of Km and Tm are also not constant; tl,cy \~ry with thc coritro! volt::: 

Armaturc-controllcd dc.·motors.·_ A>.dc motor is··often employed in ri cont 
systel)l wherc an apprcciablc amount qf ?hAn power js requircd. The ~le mot1 
are much more enlc.icnt than two-phase ac servomotors. 

The de motcrs ha~e scp:uatc!y excitcd ficld~.1 he y are eitl¡cr armaturc-control 
with fixed ficld or ficld-control!ec! wjth fixcd arm,1tun: currl!nt. For examplc, 

\ 
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8(s) 
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Fig. 4-23. (a) Schematic diagram 
or an armature-controlled de 
motor; (b) block d1agram. 

;::
1
otors used in instrumcnts employ ll fixecl pcrmanent-magnl!t fieL~, and the control 

s:gnal is app!ied to the armature ter,-p!n:~ls. 
The performance characteristics of the armature-controlled de motor resemble 

l.l>e idealized cha~acteristics of the two-pha~e ac servomo:or .. 
Consider the armature-controi!ed de motor shown 1t1 Ftg. 4-23 (a). In this 

S)Stt:m, 

R = armature-windm;; resistance. ohms 
o 

1 = arrr.ature.winding inductancc, henrys 
~Q 

; = armature~windt'lf¡ current, ampercs . -
¡
1 

= tidd cun: it, ampcres 
é~ = appiiec: :Fmatu:e voltagc, volt~ 
e = bad( -::r;,r, vo!ts t = <Hh~U~.lí db;Jlz;,:r:ment of thc motor ~haft, radians 
:, - ""r~q,.· ·>d:~·r>c"d [)v the rilotor !b-ft J. - ~'- ~'- ~¿-.,.,_, .... ~ d 1 , 

r • ~P' ,. ~ ....... ~- "•r : - -~:" ~r t;·,~ rnot:}r a;¡d \02. 11 ref.~:~i-ed to d~e 
""'~ ::::=:. eq_L~v=\.:~..,.,~t n,_;tt~_n~,. \.1l ,n\ i L ~ ~¡~ _d.~ 

F-' 
. '· 

¡,-

',,-(' :t Lh_..d~, \' '\. 

~\' 'Cl \.~<!"te!~ [Hv 1 1C.·' 

curr..:nt or o '?' ~-= K1i¡ 

\"'' ·r , ic, fl cnn" 'ni 'íhe torQUC T can, thcreforc, be writtcn 

1 

~ 

i 

l 
1 

1 
\ 

q 
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Where i:1 l3 d CL•ns:ant 
In the ..:r'1Etvre-co:~trol!cc; de motor, thc ficicí current i,s)':+! const<:~'t F 

a c.onstant fíeld currcnt, tl-]e ;~e;~. beco mes con,tant, and tl1e torqc:c becocr1r;s .-;¡;.;e 
proportional to tl!e ~r :-rwture current so that 

T= Kt4 

where K is a motor-torquc constant. Whcn the armaturc i~ rotJting, i' .. )"lJ 

proportional to the product oftl)e flux and angular veclocity is inJuccJ in t:.\: '· ._ 
ture. For a constant flux, the induced voltage eb is dircctly propor:.:c · 
angular velocity de¡dt. Thus, 

where Kb is a back emf comtant. 
The spced of an armature-controlled de motor is cortrúl1cd by ~;-,.: . ,_-. 

voltage e •. The armature voltage e. is supplicd by an amp::~o::r (or by~,>:· ., 
wl!ich is supplied by an amplifier). The difTeren!ial eq UJ!l0:1 for tht> _1 :< ' I: 

drcuit is 

1'he armatun. current proJuces thc torque which is appí~ed ~., 

f>_.n; hence 

i\Ssmn!n¿; •hal a\I init!ni conditions are 7ero, and tat:in; th~ :..ap!·v·' 
of Eqs. (4-3ó), (4·37), and (4-38), \'ve obtain the fl)l!owirg e,¡:.. 1t:o:~:~: 

Kb~G(s) =~ Eb(s) 

(L.s + R.)la(s) +- Eb(s) = E..(s) 

(Js2 + fs)0(s) = T(s) = Kl.(s) 

(:<)¡¡síc'crí '·s EJ s) '' ~ th..: input .1nC: 0(s) .1 ~ the output. we: -:1 con-,[ ··u.:._ 
ch:,f_nrn [¡uf'~ '::.:1;. (4-39), (4-<i;)), and (4-''i), as sh0\\!1 ;.J F _; ..:-23 (b) -,-, ·e·' 
of the b:-td: ;;:·,·· [·; sr:er. to be l 1 ·~ fec~lback signal prop•:>!t¡L, ·~:! to the s¡'.' ,·.c. 
l,notoc 1t~~~ u-.,~.-1: err¡( tLLI~ ir~>..rc~s~~ thc efT~cti\'c Janlp 1

_;:; of the S)~- 'r ~ i 

The indti:tanc~· JJ~ ~~ .. lh.; arn,_ltur~ ClrLu;t is usu~~n; S!na;· ~ :~ ... · Il~d)' b.: r 1 ·-..:·~.~: .• 
:¡;L. ts ne¡;kcted, thcti the 'r:JilSfcr function given by Eq. (-t--Ln rl!ducc> LU 

o (4· -
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ere 
K.= K/(RJ + KKb) = motor gain cpnstant 
T,. = R.Jf(RJ + KKb) =motor time constant 

... = ... ~:- ~-:.""" -r - •-:-)-,..,'" 

... , _..,=-~-,_k -~~ ..... 

From Eqs. (4-42) and-(4-43), it can be seen that the transfer functions involve 
: term 1/s: Thus, this system posscsses. an·-integrating property. In Eq. (4-43), 
tice that the time constant of the motor is sm"itller for a smaiier R., and smalier 
¡Vith sm:-~11 J, as the resistance R."is reduced,· the motor-time constant approaches 
o, an¿ the motor acts as an ideal i'ntegrator. 

amp!e .f-1. Positional Servomeclranis~n. Obtain the closed-loop transfer function for 
: positional servomechanism shown i_n Fig. 4-24. Assume that the input and output of 
: sys!em ar~ the input shaft position and the output shaft position, respectively-:-· As~--
ne the following numerícal values for system constants: ~__ 

r-r 
1 e Amp e0 

IJ 
: 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 11 .. constan! 

1 - -- t 1 1 
L.-- ____ j L----- ----- --:._----r:·-- -------- ___ J 

Fig. 4-24. Positional scrvomechanism. 

r =angular displacement of the refei-cnce input shaft, radians 
e = angula·r displacement of the outp'ut shaft, radians 

7 0 = angular displacemcnt of the motor shaft, radians 
K, = gain of the potcntiometric error detector = 24/7t volts/rad 
K11 = amplifier gain = lO vo!tsfvolt 
e. = applied armature voltagc, volts 
t>~ = back emf1 volts 
R.= armature-winding rcsistancc ='0.2 ohms 
L. = armature-winding inductancc = ncgligiblc 
ie = armaturc-winding curn:nt, ampercs 

1<& = back emf cons~_ant = 5.5 x IQ-1 volts-sccfrad 
K = motor torq1.1c constan! = 6 x w-s !b-ft/amp 

J,. = moment of incrtia of thc motor = 1 x- ~o-s lb-ft-scc2 

f.,= vi;cous-friction codft<.:il!nt of thc motor;--' ncgligiblc 
J,. "" mom-;nt of incrti:l of th•! to;;d ,-"' 4.:1 x ·IQ-l lb-ft-sec2 

fL = viscou~:friction codll .. h.:nt of tlu.: lund -~ 4 X tQ-Z lb-ft/radfscc 
n = gcar ratio J\'1/Nl ,_, 1/10 ' 

Thc cqu.tticHh t!..:>criLing thc sy'stcm dynamics are as follows: 
1r tlu: pult'llfiülllctlic ato'r d<·reclul: · _ 

E(1) --- K,[R(Ir:..:. C(1)] --= 7.64[R(1) - C(~·)l 

:1r fht' run;!iJia: 

(4-44) 

(4-45) 

o 

/ 
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For t/1~ arJ~wtu~e-contr.olled ele motor: Thc q..!;valc!lt moment of irícrtia J and equivaler 
viscot1s.friction /.rcfcrri:d to thc rt:JOtor shat', are, rcspcctivcly,. · 

J = Jm + n2JL 

= 1 X JQ-l. + 4:4 X -10-s, = 5.4' 'X lQ-S 

f=fm +·n2/L 

= 4 x t'o-• 
Referring to Eq. (4-43), we obtain 

where 

0(s) - ··. Km 
E;,(s)'= ·s(Tms + 1) . 

K ' 6 X· JO-S . 
Km = Raf + KKb = (0.2)(4 ·x 10·-4)_ + (6 x IQ-5)(5.5 x 10 l) = 0·72 

T. - R,.J - - ' (0~2)(5.4 X IO-S) ' . -
"'- R.,f + KKb- (0.2)(4 x·l0~4) + (6 X 10 S)(5.S X 10-:2) = 0·:3 

Thus 
0(s) IOC(s) 0.72 
Ea(s) = Ea(s) = s(O.l3s + 1) (4-4i 

Using Eqs. (4-44), (4-45)~ and (4-46), we' can draw the -block diagram of the system: 
shown _in Fig. 4-25 (a) .. S1mplifying t~is block diagram, we óbtain Fig. 4-25 (b). The ctose< 
loop transfer-function of this system is _,_ , 

C(s) : .-- · 42.3 
R(s) = s2 + 1.1s + 42.3 

C(s) 

•_; 

-,(o) 

C(s) 

'-.(bl 

Fig. 4-25. (a) Block diagram of thc ~y~tcri~ sho1\n in F1g ~-2~; (b) sin;­
plificd block d1.1gram. 

. . ' . 
Ficltl-coutrolh:d de mo!or. FigLirc 4-26 (a) is ::t. s¡;hem~tic cli~gram of n ft:::J-co 1 -

troltcd de motor. Lct u<; dd1ne 
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(al 

(b) 

fig. 4-26. (a) Schematic dtagram of 
a field-controih:J de motor, (b) block 
diagram. 

R1 = field-winding resistance, ohms 
L

1 
= field-winding inductance, henrys 

;
1 

= field-winding current, amperes 
e

1 
= applied field voltage, volts 

Ra = su m of the armature resistance and the inserted resistance, ohms 
is = armature current, ampcres 
8 =angular disp!acement of the rnotor shaft, radi::ms 
T = torque developed by the moto;, lb-ft 
J = equivalent moment of incrtia of th<~ motor and load referred to the motor 

shaft. slu~-ft2 
• 

f = e4uivalen~ vis.:.ous-friction cocfticicnt of the motor .:nd load referred 
to the motor shaft, lb-ft/raJjscc 

In this sys!em, thc fidd vo!tagc e 1 is thc control input. It ís tl•e output of an 
i': plifier. The arma! u re current i. is m a int<.1 1ncJ constant; this m ay be accompiished 
;:~ applying a con<tí'nt \'Ol~.tge source to thc ::.rm;\ture and ins•:rting :t very large 
-.osi>t:mce in ser:r:s \'Jith th~ arm::>ture. !f tht: voltagc drop in this resistan.:e is large 
:0mpareJ with til.:: maximurn back emf induced by thc rotation of the armature 
,vindings in th; nDgn,~tic !lc!d, thc efT~.:ct c,f thc back crnf is m a de smal!. Then the 
Hm::l!urc curr,·n: f, can be kert approximatdy con~tant The eflkíency of the 
:·,:)tor ir_ suc!1 :•n o~~~r.ttiPn b r1c:ccsoari!y !ow, bu! sud' a f.ctd-controOed de motor 
':·,JY i;r_: 'L~t:d fur a S").:~J r ',n~ru! s.v::,:~~:,¡· ~~'~~.t · lÍLtt n1dÍ:::~,;,¡;.-.~ a cor,strHl'J :trn,._llL'ft~ 
'l~·rc·-¡i : r·:; rnnr~; dt'\ ~ ,'· rh:tn rrtlJÍblt ' ·'; ~r CI.)~;·J'~dlt ~¡ .... '~ CL 1 if"~I i1 , :.r_.'.;r:::.:_- \:rr 

( :2--, " 

o 
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tion::!l for ,he usun! op~Llting rangc of thc rnr.tor and 1• 1 ~ as·.u-ne,! to be consta 
Eq (4 4~, ', ' ' ¡-- ' -··· · ~ • " ... _._,, ~'t: \.• ._ 1LlCn ,_• 

T = K 111 

where K¡ ¡s a const:tnl. Th·.: equ:ttions for t!liS ~y:,~em are 

F' 

L Mt R . 
f c!t + ¡1¡ =--=e, 

{/lO dO 
J --

1
-z -1-- f -- =- T = K i 

( l ' clt z f 

Taking the Laplace tran,fornls of Eqs. (4-48) and (4-49), a~su:-:1 inf,; 
conditions, w..: JJtain thc fvr!Oi\Íng ec¡uatioll): 

(L1s + R1)!1(s) '"'-E¡(>) 

(JsZ + fs)G(!>) = K2!1(s) 

Con~idering E1(s) as the input anJ 0(s) as tht: output, v,c :P:ty co 
block d!agram from Eqs. ( 4-501 and ( ..j-51), as ~how~ in F1g. 4-26 (b) 
block d1agram, the transfcr function of this sy~tcm is obtaincd as 

0(s) ___ K 2 K 
E1(~)- s(L1s ~---R,)(Js +!) =--= s(T

1
s + ])~:",_; -;- i} 

where 

Km= K2/(R1 /) =motor gain con,tant 
T, = L,!R1 = tim.;: comt.lnt of llc:ld ctrcLiit 

Tm = Jff = t1me coPstant of in;::rtia-fnc.tion e!emer•t 

Sfnce the field inductance Lr is not negligible, the transf~r 
contl o lb! de :<1 Jtor is of the third order. 

(4-' 

r;,, 

,l • 
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llQUID-LEVEL S\'STE~IS 

Fluid-flowbws. In analyzing systems invofving llui-~ ~'o'w, we n·nd it necessary t? 
Iivid~ !low rl.'gimcs into laminar flow a111.l turbulent 11ow;according to the magnt­
udc ofthe Rcynolds numbcr. Ifthe Reynolds numbcr is greatcr than about 30_00"' 
1000, then thc no\v is turbulcnt. The flow is laminar if the ·~cynolds n:lmbcr.lS less 
h:tn about 2000. In the laminar case, fluid ·flow ·occurs· m strcam\mes w1th no 
urbuknce. Systems involving turbulcnt flow often have to be reprcscnted by 
wnlin.:,u dtffl!rential equations, while systems involving laminar flow ~ay be 
epn:sented by linear uifferenti~L.eqt:~tions. (lndustrial proccs:cs often mvolve 
!ow of tiquids through connecttng p1pes and tanks.~.'Fhe flow m such p~ocesses 
s often turbulent and not laminar.) · · 

Resist:mce and capacitancc of liquid.:)cvcl systcms. It is con~enient to in_tr~duce 
.he concept of resistance and capacitance to <.h:s.:ribe dynam1c charactenst1cs of 

iquid-level systems. · . 
Consider the flow thr_ough a short pipe conn~cting two ~anks. The r~SIStance 

ror liquid flow in such a restr_iction is defined as .the change m the levcl d_dTcrence 
rthe diff.:rence of the Iiquid Ievels ~f the two tanks).neces~a_ry tq cause a umtc~ange · 
in flow rate; namely, '· .· · · -.. .. : · 

•" 

R _ changc in leyel d!fference; ft 
- change in flow rate, ft 3/sec 

Control voive 
+ 

~~ 
L~o~ ·vo l_ve .. 

Copac1tonce · 

Heod 

o 

C· R '. 

(o) 

.._ __ .. 
o 
(bl 

''· 

Flow rote 

':_'· 

... 
' 

fig. 4-27. (;1) l.iquid-kv.:l sysh.:m; 

(b) h,.tLI v.:r''·'~ núW f,l!C Cllf\C. 
,.; ! ~ "' ' ~ ' J~ ... t ¡ ' ..... r' ~ 
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Since the relationship bctwccn the flow ratc; and leve! difTercncc diff.::rs for 
laminar flow apd turbul~nt.flow, .. we ~hall consider l:íoth cases in thc followi~ 

Comider thé Iíquid-levcl systcm shown in fig. 4-27 (a). In this systcm thc líe¡ 
spouts through the load valve in the side of the tank. If the flow through .t 
restriction is laminar, the rclatiomhip bctwccn thc stead.y~state flow rate and stea 
state hcad at the leve! of t)1c-r~st~iction· i~ givcn l;>y 

Q ;== Kll 
where 

Q = steady-state liquid flow rate, ft 3fsec 
K= coefficient, ft2fsec' · ·· .. 
H = steady-~ta~e head, ft 

Notice t~at the la\y governing lami11ar flow is ana!ogous to Coulomb's law, wh; 
states that the current is directly proportional to the potential difTerence. 

For laminar flow;the resi~tancc. R 1 is .obtained as'~ 
..... ' . . : .. 'ij¡ ._ ¡j \ ' 

Re=--=-. . .. -~ dQ· Q 
1 -~ •"' ~ • 

The laminar-flow res.istanceis constant and is analogous to the elcctrical r_esistan 
If the flow through ,the rcstriction is turbulent; thé steady~state flow rafe 

given b'y ·· . ' · · 

·: ·Q:=K4ff .,. 
where 

.-; ... -¡. 

Q = steady-state liquid flów rate,. ft 3 /se~ 
K= coeffi.cient, ft 2 s fsec 
H = steady-state head, ft ' , . 

The resistance Re for turbulent flow is obtai11ed from 

·:.R.:··~:dH. ~ 2H 
. ' - dQ- Q o 

(4-: 

- 1 '. 1,. ,1 • ' 

The yátue-?r.the tyrb~tent-ii,ow resistance depends u pon the now rate ánd the hca. 
~ By use of the turbulerlt-flow resistancc, we may line·árize .the nonlincar re!. 

tion;ljip bct\vee~ Q anq' H, as· givcn ,by ·Eq. (4-53). Such lincarization is valir 
provided that changes in the hcad and flo·.v ratc from thcir: respective stcauy-sta· 
valu~s· are smal(The ·¡¡'ncarizcd relati<;m,ship is. given by·· 

'' ~ ' \ , .. 
. . 2H 

Q=--R, 
The value of R, may be considcrcd constant if the changes in hcad and tlow ra· 
are .small. ' 

In many practical.ca~cs, the. valuc<oLthe,.cocfficient K in Eq. (4-53), whic 
depcnds u pon ·the flow coc·mcicnkthd thc 'arca o( restriction, is not known.,Thc 
the re~i!.tance may be dctcrlnincd by plotting thc hcaü versUs fléi\v r.ttc cuh 
b~seu'o'n' ápcrim~cntal d,tta: ami mcasuring the slopc of-th:- curve at thc opcrütil' 
co'ndition. An 'c\,unpfc of !.l!Ch a plot '¡s shown in Fig. 4-:!7 (b), and a stca'dy-~tal 
opcrating pL~int and rc~i~t¡p¡cc R, are indicatcd in the· figure. (Thc rc~istancc J 

+- • l ~ • ' ' ¡ '• , 
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is the slope of the curve at the operating point.) The linear approximation is based 
on the fact that thc actual curve docs not di!Tcr much from its tangcnt line if the 
operating condition does not vary too much. 

The capacitance e of a tank is deflned to be the change in quantity of stord 
liquid necessary to -cause a unit change in the potential (head). (The potential is 
the quantity which indicates the energy leve! of the system.) 

e= change in liquid stor~d. ft 1 

change in hcad, ft 

It should be noted that the capacity (ft 1
) and the capacitance (ft 2) are different. 

The capacitance of the tan k is egua! to its cross-sectional area. If this is constant, 
the capacitance is constant for any head. 

Liquid-le\'el systems. Consider the system shown in Fig. 4-27 (a). The variables 
are defined as follows: 

(1 = steady-state flow rate (befo re any change has occurred), ft 1 fmin 
q, = small deviation of intlow cate from its steady-state value, ft1 /m in 
q0 = small deviation of outtlow rate from its steady-state value, ft 1 /m in 
ii = steady-state head (before any changc has occurred), ft 
¡, = small deviation of head from its steady-state value, ft 

As stated previou~ly, a system can be considered linear if the flow is laminar. 
Even if the ftow is turbulent, thc system can be linca'rized 1f changes in the variables 
are Rept small. Based on the assumpt.on that the systcm is either !mear .:>r linearized, 
the different:at equation of this system can be obtained as follows: Since the 
inflow minus outflow during thc small time interval dt is equal to the additional 
amount stored in ·;he tank, we see that 

e dh = (ql- qo) dt 

From the definition of cesistance, the rclation~hip betweer. qD and :¡ !S given by 

¡, 
qo = R 

The different:a! ~quation for thi~ system for a const.wt value of R becomes 

dh 
RC -.- -1- h = Rq 

()( ' 
(4-54) 

Note t~at RC ¡, lhr tin~c- wnstant of ;i¡c sy~tt.:m T.lk,ng t:1e 1'.<,~bce :ransforms of 
botil ~iJcs o~· E::;. ·~-5-'', D.S~IJ'ni:,~ ¿, ~~ .. ·-~ 11:n:a! ~.. :u..:tllc1:, ·< ol.Jt,ur~ 

wher·_ 

o 

¡- 1 ~ F } ::: ""~ j ¡ ' i 

!!(:,¡ 
Q7S) 

R 
íú':;;~¡::¡ 

1 

1 

o 

If, howev-- .. '?'" '3 ~aken as !he output, thc i· ;-... t b~;:~g tk ~c:-:e, '.::~·: thc tran;,! 
function ,~ 

QJs) 1 
Q/s) = RCs + 1 

where we have used the relatior.ship 

Q 0(s) "'..: _l,.f!(s) 

Liquid-lcvel systcms with inkraction. Comider the sy~tem shown :n ;.:: i:; 4-: 
In this system, the two tanks interact. Thus the transfer funct10n of 1::- - : ' 

not the product of two first-order transfer funct10ns. 
In the following, we shall assume only small variations of the var;,l'-· .. :·o 

the steady-state values. Using the symbols as defincd in F1g. 4-28, we --' ;,:<: 
the following equations for this system: 

h1 - h 1 R =q. 
1 

e dh. 
1 dt =q-q. 

llz 
Rz = qz 

--
e dh 1 z-¡¡¡=q¡-qz 

Ifq is cons1dered the input and q2 the output, the transfer fu(c.:•,un c1· >.r ,·/ ;,,".,, 

Qis) _ 1 
Q(s) - R 1C 1 R 1 e~s 2 + (R 1C1 + RzCz T RlC~ J>.:.. i 

1t is instructive to obtain Eq. (4-59), the transfer fJr.cr ,,, cf ,.,_ 
~;:.tem, by bicck diagram reduction. From Eqs. (4-55) 'hrs- _ .- ~-'-'' 

01-Q T 
-~~ 

Tonk 1 

O, Sreac·;- S~'Jfr.: f.:;;.-. rafe 
H1 SteoJ• -sto·~ 11q ,Id e~el cf ~a"k 1 
H2 S!euG• -sto•e 1•qc:! leve! of 1cr., 2 

IFi~. 4-28. Liqu1d-kvd >ys· ~m \\tth int~ractioO 
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O,!sl 

H
1
(sl ~~~ 1 H2(!) ¡ ,,, 

Col 
0 2!sl 

~' (b) '· 
'•'- -

(el 

(d) 

O(s) " 1 

(e) 

Fi¡;. ~-29. ( .. ) Lkrnents of the b!od;. lkle~am of the sysiem shown in F1g. 
, .; ~~; (b) ·b!o•.k J¡agr.J'll of t~:.; 'Y~tcm; (e)·( c.:) ~uccessivc n:duct¡on of thc.: 
bkd: Ói.!¡:r:uíÍ. 

Chap. 4 o 

! ' 
l 

\ 

' T; •' '~,_' ~ ; ~ • '" ' ' j ' <- • 

Scc. 4-S T~AN_Sr~r:·FU,Nc:n~~? OJ?HY~IC,~l.,SY0.1S, .· · · l •. 

·elemcnts•óf the-·block'dia~ritn1,_~5 ~~~q,;.;;¡ (n_F1·~. 4_~29C~) . .'ny ~onnccting si~P 
·:propcrly, wé ·can· constf~ct ~a blóck ~.i0gra~n, as sl)own in Fig. 4-29 (b). ny·usc'"' 

the r'ulcs of block'"diagram algcbi-'a' givcn Í,n .i'~blc ,4-3: tl11S block diaiTram can 
~ j ' ' • • ' • .::;, 

simplificd; as shown in Fig .. 4~29 (e); F;urthcr,s!r:!plification rc)ults 'in Figs. 4-29 í 
a·nd (e). Figure' 4-29·(c)'is cc¡üivúlef¡et\)~Eq;-;(4~59). 

~ - '. ' ~ ... 

PRESSURE SYSTEMS 

Resistance and capacitance or prCS!>Urc ,systcms. Many industrial procese 
and pnetrmatic controllers involve thc flow of a gas or air through conncct· 
pi peJines_· and pressure vcsscls., •; · 

q 

Col 

o 
(b) 

L?"· 
Copoc11ance'' 

e 

Con<.id~r, the pressure system shown in F 
4-30 (a).-!he gas flow through the rcstriction i• 
function of thc gas prc~surc di!Tcrcncc p, - ¡ 
Such a prcssure systcm may be characterizcd 

· ·'ferms of'a re'sistanée and a capacit<~nce. 
, · "t~e .. gas flow resistance R way be deftned 
follows': -

R = change in gas pressure difference, lb/ft 2 

1:'' change in gas flow rate, lb/scc 

R _ d(llP) 
- dq (4-6 

: '"'. ;where 'd(llP) is a small change in the gas pn 
, ~, -'~ ><· S4re,difference ·añd dq is a small change iri t: 
S tope= R '· _gas .~?w; Coruputation of the value of the gas f10 

resistarite·R··may be. quite time-consuminiT.' E 

q 

\" ~ : o 
.P~;~,n;~l}~a!Jy;,h,o.wever, it can be easily dcterrninr 

· from a plot'of the pressure di!Tercnce versus flci 
~urv~ ~Y- c_alculating the slope of th.: curve at 
gi~·en>opchiting condition, as shown in Fig. -+<" 
(b). 

Fig. 4-30. (a) Schcinatic diagraní 
of a pressurc,systcm; (b) rm:swre 
difTéreríc.: \ crsus f1ow curve. 

- · The capacitancc óf the prcssure vcsscl may t 
defined by 

e= change in ga~orec~ 
ch·a~ge in gas prcssure, Jbjft 2 

or 

(4-6 

where 

e= capacitancc 
m = mass of gc~s 1n vcssd, lb 
p =gas pressun:, lpjft2 



Ch-ap.-4-----~ Sec. 4-5 

l 

TRA~SFCR fUNCTlONS Of PllYSIC/d. sy:,TCMS 

V= volume of vcssel, ft 1 

p = density, lbjft 3 

The cap:~cit:~nce of the prcssure systcm dcpcl!ll~ on the typc of expansion process 
involvc:J. Th~ c,lpJcitance can be calculated by use of thc ide,tl gas iaw. (Scc Prob­
lems A-4-15 through A--t-17.) lf the gas cxpan~ion proccss is polytropic and the 
ch:~nge of state of the gas is bctwccn isothcrmal and acliabatic, then 

P(r__)• = p__ = constant (4-62) 
m .P" 

where 

n = polytropic exponent 

For ideal gases, 

pv =RT or 

where 

p = absolute pressure, lb/ft z 
v = the vol u me occupted by 1 mole of a gas, ft 1 /lb-mole 
R.= universal gds constan!, ft-lb/lb-molc 0 R 
T = absolute temperature, oR 
v = specific volume ofgas, ft 1/lb 

M= molecular weight of gas per mole, lb/lb-mole 

Thus 

pv = ~ = ! T = R8 .. T 

where 

R = gas const:~nt, ft-lb/lb oR a u 

(4-63) 

The polytropic exponent n is unity for isothcrmal expansion. For adiabatic 
t:r.pansion, 11 is equa! to the ratio of spccific hcat!> c 1,/c., wh;r:; "" is the specil1: 
::eat at constant pre)sure and c. is the ~rccifu.: hcat at constant voiume. In many 
practica! cases, the va!ue of 11 is app,oxim~~tcly comtant, and th~1s the c,tpacitancc 
may be consickreJ comtant. Thc valuc of t!pjdp is obtaincJ from Eqs. (4-62) and 

( 4-63) as 
dp-
dp- nRM.,T 

The ca;,acitance is \hen obtaincd as 

(l1 m<"':' rn~ 
~or g~~~: in L.\ 

1 '' 
1 ' ' ' :¡"]•·!~, f''SpCCt.l' ~ c:.:.\(J,• -''L,'l(C '"',ÍL!C", 0":)' ~Vl'.' J c·~\L' .)<, L~1 .._' t .-UH.:~ .,__,fe,~..... ..... .,._ -~-~-"... V.,.¡, J. 

• 1 ¡1 ; , ., , Q , ,_ c··¡i' )i 1 ·:,.~d linear. ''•.T • ¡ .::..1 '--, • 1 - -
o 

P = ga:; P"~S<;Llre in thc vcssc· at steasy-statc (bcC'Jr~ c:. .. ,c:;:;~o ¡,-, p· ;::,-;·;.-_: '~::!' 
Q(:C U rn:ü), lb/ f~: 

p1 = smr:il change in inf1ow gas prcssurc, lb/ftz 
p0 = sma!l cha:1ge in gas pre~sure in thc ve:d:l,lb/ft 2 

V= vol u me of the vcsscl, fl 1 

m = mass of gas in vessel, lb 
q = gas flow r¡tte, lb/scc 
p = dens:ty of gas, lb/rt 3 

For small values of p, and p 0 , t~e resistance R givcn by Eq. (4-60) beco mes e:_.;_' ,1-

and may be written as 

R = p,- Pº 
q 

The capacitance e is givcn by Eq. (4-61), rcwrittcn 

e= dm = vdp 
dp dp 

Since the pressure change '!po times the capacitance e is equal to the gas a 5 
the vessel dunng dt se:::onds, we obtain 

Cdp 0 = q dr 
or 

which can be wmten as 

RCdPo +P = p dt o 1 

Ii p1 and p0 are considered the input and output, rcspeclivdy. •: ""' 
ftwctilm of the system is 

f 0(s) 1 
-P-;(s) = RCs + 1 

where Re has the dimension of time and is the time comtant ~,¡ tr.~; systen: 

~ ' ~ -'. 

R~si!'otan:.:t· ¡¡ ··= ca ,·,adt:•nce of thcrmal sy!'otcms. Therma; oy>tcms arf ~·' >­
wrich :1\VOiv" :'._ '·" :-~,C-:r -):h.;:~: !r~·~n o¡;;; ~ubstancc to anot!l,_ .. Thc11na[ ~· ~'··· .­
{L~.~y b~ ~rLt ~''"''d , ~ ~,_._·-r·¡. f"~ .. .--:sr~~a1iC~ and capac!t~l'1ce, ait~ -;<;11 tb~ t:, ·r 

.;._:p:.;CÍ'r\illC: ;tl1G vl:·.,, :; ;>·,~,, •'--' f'"·:'y ;JO! b..: fC[1fi:~-::lled aCC-."lt.Jy ;;\~ !·.:--~;;: _· 
pa:amdc;;r·: SlJ1CC tl11.¡ .t.-:: _,:,;.U;> CÍbtf!:.J'lt..:J throughulll the Sl!'-:-.t.tllCC. f._¡r [''", 

Cí~C (li::.~ysis, di~tributc,:-p ... a';h;:cr fnOl~Ch lllli~t b..: USt.:d. Herc, howcvcr, in o·c:~r a 

to símpl!fy tlle anaiys~~ ''e ~1wl! a~sumc th,ll a thcrmal system can be rcprc~:nt~l! 
by a \umpecl-p.tramet::r modd, that substanccs that ~re charact~¡;,v~d by r.::);~t"'1_,: 

to he,1t flow hav¡! neg:;31bk hcat cap::~cttance,·and that substancl_/1'.1t a1~.· L:1.••.•-:-
1 ~ .. ,, 
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There are threc ditTerent wJys heat can flow from one substance to another: 
.conductiorí, convection, and radiation. ,_ 

For conduction or convcction heat lran~fer, 

where 

q = hcal flow rate, Btu/sec 
!lB= temperaturc ditTcrencc, °F 
K= coemcient, Dtu/sec °F 

The coefficient K is given by 

where 

kA 
K= .1.X 

=HA 

q =K !lO 

for'conduction 

for convection 

k= thermal conductivity, Btujft sec °F 
A= area normal t'o· heai flow, ft 2 '· 

.&X= thicknes'i ofconductor, ft 
H = convection coefficient, Bi'u/ft 2 sec oF 

For radiation heat transfer, the heat ~ow i~ given by 

·q = K,(81 "'-'- 8!) 
where 

q = heat flow rate, B~~fsec _ , _ 

'-. 

K,= coefficient which depend_s On the cmissivity, size, 'a~d COBfiguration of the 
emanating surface and -t;wse of ihe i-cceiving surface 

81 = absolute tempera tu re o( ~ínit_~er:, -~-R 
el= absolute temperature of rcceiver, OK -

Sihce the constani K, is a very small riumbcr, radiation heat trahsfer is appreciabie 
only if the temperaturc of the emitter is vcry high. . , ,-

The thermal re:,istance .R for heat transfer between two substances may be 
defined as follows: 

R _ change in ternpcrature difference, °F 
- change in heat flow rate, Btufsec 

The thermal resistancc for conductio'n or convcction hcat transfer is given by 

R ~ d(!J.O) = _!_ 
-_ dt; K 

:.mee the tl,ermal conduc<ivity ami convcc.tion coefficient are ::tlmost constan!, 
:he t·krm:d· rc;;istall(:.C f,,Jr. citlla eonduc.tion· or ronvcction is éonstant. "fl1e tll'crm·aJ 
't:5Í~!ance for rauiation hc:at trJm'ft:r i)' givcn by 

'' . 
Rd(6."ó] ~:~ ~ 

. ~iq . 4K,Ol 
r t j "" • ' / ';.:._ ;_:. ~- •' ~ ' 

! 

O' l 
1 
! 

1 

1 

.l 

' 1' ~-

-Sec. 4-S 

where 

_, :,~- .:_' O~ -~tre'crl~; tempcrature d¡fTcrencc of the emitter and rm:iver : 

·, --:The radia'tion resistance is not cons!~nt;_it_varie~.' It, may be ~~nsiuered con: 
-.:oniy_ for a small rang!: óf t!l'e opér:.tfing conuitions. 

or 

-The thermat capacitance e is defincd by 

C _ change in heat stor~d, Btu 
- change in tcmperature, cF 

W = weight of substance considetcd, lb 
e;= specific heat of substance, Btu/"F-lb 

Thcrmal systcms. Consider thc_.systcm sl!own in Fig. 4-31. It j~ assumed 
: tne'tank is insulated to -e!i.miÍ1<!te h~at loss to the surrounding a ir. It is also assu1 
ih_a~- there is no heaLston1g,e 111 _the iri~ulation and that the liquid in the tan 
perf~ctly rhixed so ~hat !ti~ ~t a uni.form temperature. Thus, a single tempera\ 
is_ use,d t?. élescrioe the témpei-ature óf: the Jiqúid ih thé Ü1nk and of the outfiov. 
liqu}_d. . '' r. . • - ' . 

· ·tet us define ;-- ·; 

~~ = steady~state tempciatur-e'-6f iriflowing Íiquid, °F 
0 0 = steady-strite temp~r_aturé óf ,outflowihg JiqiJid, °F 

. G = steady-staie íiqLlii:J ho\v 1-a'fe, lb/~ec , -
~ . · ·_:M==- mass of Iiq'UiJ iri tank,".ib· ': ~ .. : , 

,'C = speciflc heat of Iiquid: -'íÚuj)b 'of: 
R = ther,mal resistance, of- secfBtu­
C ='the'f¡nal capacit-unce,- rit~¡o.F 
J7 = ste,H.Iy-state heat input rute, Btufsec 

, Assui-ne that the tcmperature of the i~flowing liquid is kept constant and ti. 
.- ··the¡ hcat input rate is sudde'1Íy' chi!lg~d:rrom 17 Jo }:¡ + h,, where h, represe 

¡fsinall change in thé heat irfput rate. The hcat ourf1ow rute wi!Hhcn chariae orat 
- - - ' o o 

ally ~rom 1~ t~ 1! -l: 11 0 • Thc temp_eraturc of the óutflowing liquid will abo 
changed from 0a to 0¡¡ + e. For thiS case, /¡o• e, and R are obtained, respective 
as 

,Fig. 4-31. Thcr:n.d S) s•cm. 
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h0 = Gc9 

C=Mc 

R-~-_!_ - h
0

- Gc 

The difft:rcl'ti:ll equation for this system is 

which may be reMitten as 

d9 e dt = h,- ho 

d8 RC- + 9 = Rh, 
dt 

Chap. 4 

Note that the time constant of the system is equal to RC or M/G seconds. The 

transft:r function dating 9 and h, is given by 

0(s) _ R 
H¡(s)- RCs + l 

where 
and H,(s) = 2'[h,(t)1 0(s) = 2'[8(t)] 

In practice, the temperature of the inflowing liquid ma_Y fluc.tuate and may a~t 
as a load disturbance (!fa constant outflow temperature !S des1red, an automattc 
contro!kr may be inst:d!ed to adjust the h<.:at inflow rate in arder to comp<.:nsate 
for the fluctuations in the temperature of the inflowing liquid.) If the tcmpcrature 
of the inftowing liquid is suddenly changed from 0, to 01 + e, while the heat 
input rate JI and the liquid f\ow rate G are kept constant, then the heat outfl~w 
rate wíll be changed from H to H + h0 , and the temperature ~f the ou.tflowm.g 
liquid will be changed from 0o to 0o + e. The di!Terential equatton for thlS case !S 

which may be rewritten 

d9 
C dt = Gc9, - h0 

dO RC--- + 9 =O, 
dt 

The transfer íunction relating O and fJ, is given by 

0(s) 1 
e,(s) = RCs + 1 

of c.: In:~: 

the Ll"<l'-'• · 

RC ~¡q 1 O 
·'' 

O, Rlt. 

Sec. 4-6 

E!, í s) 

1 

H,(sl- ¡ 
-~ 

Fag. 4-32. llloc·, cl¡agc ~r11 or th~ :y,t~r:1 

sho" n m Fag 4-3!. 

A block diagram com;,ponding to th1s case is 5ho;~n in fio 4-3? ("r t ., - .~· -, · ¡ o· -· -~0 ICe.,,,. .. "' 

systern ~nvo ve.s two 1nputs. \Ve shall discus~ multipk-input-rnultípi,:-.j"i·•t 
systems m Scct10n 4-6.) · 

4-6 MULTIVARIABLE SYSTE\IS A~D TRA:\SFER l\lATR!CES 

In Section 4-2, t~e tra~~fer function was dcflned .fur ti1c single-inpJ•---, 0 ·_--: 

output systcn:. In th1s. scct~or we shall extend the transfer-function repre:::·.; , ~. 

to system~ wtth mult1ple wputs and multip!c outputs. 

~ransfcr m~triccs. Consider a sy~tem with m inputs and 1, outpub. ·o· 

cons1der the m mputs to be the components of a vector. We sh,,n caii suc:; ., . ,. 
an tnput ~·ector. Sarnalar!y wc may regarú th~ 11 outpl!tS as thc ,·omol···,o- 1 _ 

outout v..:ctor. Thc matnx which relate~ thc LapL1cc tri::hr~nm ·Y t\i·_ 'Jl,' - . 

te·' . .! Laplace transforrn of thc input vector is c·'l'·'d the 1-· · -u ,..,. r :.,¡!'_ 'Cl 111~{( 

the output vector and thc input vector. -
Consider tbe .~ystem shown in Fig. 4-33 .. Thls sys:.=m has ,- , 0 l'1'H.'' .•. • : 

~~tputs. Fro•1' F1g. 4-33, the relationship betwccn the outputs a 11 ll !i;[li·~ • 

X 1(s) = G11 (s)U1(s) + C 12(s)U 2(s) 

X:(s) = G21 (s)U 1(s) + Cds)U2(s) 

where G,fs) 1s thc trJnsfcr f Jn·~tion relatino 
the ith output to thc jth input. Using vector~ 
wat_:¡\ noLl~ion, we can write thi:; transft.:r 
r;;:a:ion as 

[
X.(s)l ""= :cu(s) G, 2(s)"~ íV1(s)l 

X¡(s)...t I_C\Js) G2 "(s)j 
1_U/.1)J 

A Sj~t~nt h~~~u:.:.:. ltlu!~ll:\.~ inputj a11J 
rnult111\e outpul:. L> e~· :._._; .1 "11 ,riuuab'.! 
systetn. 1f ~ll(il a ~:r'~,_.:n~ iL.t~ ;n Input~ dil~ 

n outputs, and tf tlle u,L>·.C~.:t fLlllction b:­
t\\Ccn the ith output ~l'll¡ jth J¡lput '' gi'.U1 
by GJs), thcn tll:_· Ltpl.tLc· ll.". /<>rm or the 
ith output is reLtk.! trJ t 1 

' ' -- , ,,_: __ c~p,.•c.~ tr.tns-
f:._~rn~ •• n" !'ll 111 ir11·"' 
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X,(s) = G
11

(s)U 1(s) + G11(s)U1(s) + · · · + G1m(s)U,(s) (i = 1, 2, ... , n) 

~ofe tl;:1t in ddining G11(s), only the jth input is co:-tsidered and the other inputs 
1re assumcd to be zero. In matrix form, the Laplace transform of the ouÍp~t vector 
s relát~d to the Laplace transform of the input vector ~y the following equation: · 

X1(s) G11 (s) G11(s) G1"'(s) U1(s) 

X1(s) G11 (s) G12(s) G1 )s) U1(s) 

(4-65) 
'. 

x.(s) 

::quation (4-65) shows the interactions -betweerí the m inputs·and n outputs. Equa-· 
.ion (4-65) can be rewritten ás · ·-

JC(s).= (;(s)U(s) 

~Yhere 
X 1(s) U1(s) 

Xz(s) · U1(s) 

X(s) = 'U(s) = 
.;, 

X.(s) ,,, u,..(s) 

G11(s) G12(s) Glm(s) 

G11 (s) Gn(s)' Gz'm(s) 

(;(s) = 
'. ~.-

C(s) is the La place transformed output ·vector', U(s) - ' ' 
s the La place transforriled input véctór, imd ·G(s) ís -
he transfer matrix betwcen X(s) and U(sj: . · ' · 

:Xampfe 4-2. Considrr the mechani-::al systcm shown in 
:;ig. 4-34. \Ve assume that the system is tnitia!ly at re~t. 

fhis system has two inputs u:(t) and u2(t) ami two 
;utputs ·x1(t) ami x 2(t). 1 he equattons des_cribtng :!-e 
>)!!.t.:m dyn.mlic!> are 

11/¡.i::¡ + J¡{.i:¡- X¡)-:- k¡X¡ = 11¡ 

m2i¡ + /1(-i:¡ - i;) + J~2x1 '= 11¿ 

íJaUng· th\! ~(lpLtcc !ransfonns of- thesc :wo cq~:~_·io'l5 
md sub~tnuting th\! 7cro inHi.ll 'condtti,on~. W\! ob!ai'l 

(111 1s2 ·l·ft!i + k¡)x.c~)- r~~xz(}) =u~ e~) 

(111;1 2 -! [ 1s -1- f..~)X.(\)- f:~X/~) = U¡(o) 

x, 

!?ig. 4-3-!. Me~hamcal sy~tem. 

b 
r 
1 

1 

Sec. 4-6 MU~TI_VARIADLE SYST~'vfS AND TRA~SFER ~f:\TuE~ ·; 

In vector-matrix:form, we obtain 

fnl¡Sz +[¡S -f- k 1 
t -/¡S 

Let us define 

•.J,-

119 

(4-66) 

Then, by pr~multiplying by the inverse of the 2 x 2 matrix in Eq. (4-66), we obtain 

[

mzs2 + fts + k2 '· f 1s ] 

[
X¡(s)J !l. !; [U1(s)] 
Xz(s) = f.s m1s2 + { 1s +k., U2(s) 

-¡; 

The 2 X 2 matrix in this last equation is the transf~r matrix between the outputs and the 
inputs. Clea:Iy, the time responses x 1(t) and x 1(r) are given by 

X¡(t) .= :e.-~[mz_sz.+{tS -\-_kz U¡Ú) ~ !¡; U¡(s)J (4-67) 

. ' . Xz(t) = ,2'-t[~s ifJ("s) + m1s~ +¡ts + k 1 Uz(s)J (4-68) 

To find· the responses··x¡(t) and x¡(r) for u1 -:i:- ~. ui = O (or u1 = o, u2 -:~= O), we simply 
substitute- Uz(s) =O [or U1(s) =O] into Eqs. (4~67) ahd (4-68). 

Example 4-3: Th'é' system shown in Fi¡;. 4-35- has two inputs, the reference input and the 
disturbance input, and one output. Obtaiñ the 'transfer matrix bct\\Ccn the output and 
the i(}PUlS.· 

Fig. '1-35. System having two 
inputs and-one output. 

NCsl 

The Laplacc transform of the output, C(~). can be obtain::d as 

C(s) = .~0)~-zi~_) _ R( ) _::- _· ____ Q2(s_) -~ , 
1 + G1(,;G1(s)li(s) 5 

' l -¡- G1(!t)G!(s)f/(;)Jii(s) 

In vector matrix form, 

C(s) = [ G¡(~.)Gb), , G2(s) J[R(s)J 
1 + Gt(s)Gl.I)H(s). 1 + G 1(s)Gk)11(s) N(s) (4'-69, 

Thc transfcr matrix bctw.:cn thc output C(s) and tb..: inputs R(s) and N(s) is th:: ¡: x·: 
matrix givcn·in Eq. (4-69). · 

o 



------------------------------------------------------------------------------- ---------------------------------------------------------
'~0 t-..í.HIIE11.! ·\TiC: \i.. \!ODELS Of" I'JIYSlCAL SYSTE~S Chan. 4 

Commcnts. In this section, we ha ve prescnted a definition of thc transfer matrix 
and \\e ha\t~ dcri\t::d !he transfer matrices for two systems The tra11sfer-matrix 
represen!.ltion for multivariable systems is an exten~ion of the transfer-function 
representation of single-input-single-output systcms. The analysis and optimal 
control of mullÍ\.HÍJble systems can be carricd out most conveniently by use of 
state variables. We shall therefore postpone thc further anolysis of multivariable 
systems to Chapters 14-15, where we shall study th.,: state-space approach to the 
analysis and opimization of control systems. 

4-7 SIGNAL FLOW GRAPHS 

The block diagram is useful for graphically representing control systems. 
For a very complicated system, however, thc block diagram reduction process 
bccomcs quite time-consuming. An alternate approach for finding the rel.1tionships 
among the system variables of a complicated control system is the signa! flow graph 
approach, due to S. J. Mason. 

Signa! flow graphs. A signa! flow graph is a diagram which represents a set 
of simultaneous linear algebraic equations. When applying the signal flow graph 
method to analyses of control systems, we mu~t first transform linear dilferentia! 
equations into l!lgebraic equatior.s in s. 

A signa! flow graph consists of a network in which nodes are connected by 
directed brancres Each nodc represents a system variable, and each b"anch con­
nected between two nodes acts as a signa! multiplier. ~ote that the signa! fiows 
ict only one direction. The direction of signa! flow is indicated by an arrow placed 
on the branch, and the multiplication factor is indicated along the branch. The 
s¡gnal flow graph dcpicts the flow of signals from onc point of a system to another 
and gives the relationships among the signals. 

As might be expected, a signa! flow graph contains essential!y the same informa­
non as a block diagram. Thc advantagc of using a signa! flow graph to represent 
a control system is tha~ a gain formula, ca!lcd Mason's gain formula, is available 
which gives the relatíonships among systcm variables without requirir¡g a reduc­
tion of the graph. 

Dcfnitions. Before wc discus:; signa! fiow graphs, we must defir¡e certain terms. 

Node. A nodc is a polnt rcpr~;:::nting a variable or sigruL 
Trmmnifla"Cc 'l he tun~mit~:l:l~e is a ¿:.tin bct'.':::::::r. t so nodes 
Brunc!t ;\ fJr:q ~tl i~ 0. dtí~t..<·~~~ !Ir~~- ~c:_:n1~~nt jotr:.l,.,g C'YO no~e5. T·,e g~lir:. vf 

~ br~nch ts t t¡- ~-- _ ~;¡~tt~~q:·: 

Input noJe c·r:; -·ur--' ~ 1.,.n 1 r ~~~~~ n _:r!':; e·~- so~ln e i~ a 110J:- \V 11 íc'~1 !1;1..~ o-'" o~ t :g(;in; 
bran(\J..2.J 1\n ..... ..::r} l "- ~Cllí'-1;. :·.~ ~~:-: r¡~r~-:.1-•' ndr_.;¡', v;tr; ,:.,t·;. 

Ou:¡; 1a ll,h;, ,_, }fr';" l\~~ ou~, ... ~~... ;. ;~¡·~ rp- ~¡¡~; ·~a nvCc v.hlt:h f~a_; ~< ':/ ::LL:ornit'; 
br3tH_,rt....), 1~!1i·~ ~~:..~ cr.:).JLJnU-.. fr.: c:~ .. ~: .. ·:-~.-_r :·~~ ·;~~~ ~a~lc. 

Mixr:d tJnrfe. Q•''eJ n0d;; 1s <~ nock w!dch has both inco:,li:'; ar.d OL'tgoing 
' r 1 r ' 

J 

1 

1 
1 
l 

1 
1 

J 

1 
¡ 

b 
' 

Scc. 4 .. f 12 

Pat!:. ;\. p(1~h ~~ :1 tL .. ver:)0.! of cJnne.>:tcd branch~J in tite di.- 2 ... ~iot1 of thc branc} 
arro,•h If n: Lv(ie is ::~0sscli m·1~e tk:r1 once, tl:c p:tt!"l 1s or~n. !f th·: rath cnd 
at thc same ncdt: f;vr:-1 -~lh~~:h It bc:;:tn ~nc.l C 1 U~', not ero')) C!:ly othcr nod~~ n1orc thlu 
once, it is c!osed. If a path croo>'' SOJ11C nude more t!nn once but o.:lll!, at ;•. di! 
fcrent nodc from which it bcgan, :t 1s nc1thcr opcn nor closcd. 

Loop. A loop is a closcd path. 
Loop gain. The loop gain is thc product of thc branch transmittance> o~~· .c<.Jp 
Nontouclzi1 7g !oops. Loop'> are nontouch1ng 1f thC"y t1o not pu,-;.:~s :•r'y ~.::;¡;,.· .. Jr 

nodcs. 
Fomard path. A forward path is a path from an input nodc (sotirce) tCJ a: 

output node (sin k) which does not cross any nodcs more than once. 
Forll'ard pat/1 gain A forward p:J.th gain í~ thc product of the brancíl tr::n· i1Ht 

tances of a forward path. 

Figure 4-36 shows nodes and branches, togcthcr with transn<ittance~. 

Propcrtics of signa! flow graph~. A fcw importan! prorc~~tc~. of' s~¡.,~ · ,· · 
graphs are listed bclow. 

l. A branch indica tes the functional dependcnce of or.e signa! u pon H,;;, de 

A. signa! passes through only in the direction specificd by the arrO''! n. ~:, 

branch. 

2. A node adds the signals of all incoming branches and transm[t:s ·, :,._ "JI~ 
to all outgoíng branches 

3. A mixed node, wi1ich h.ts both incoming anJ out;oín; 0ra,;á:-:_, , ·.:/ ') 
,_reated asan output node (sin k) by adding an outgoing bran~L o: l'r.é'/ ¡_, :: • _ 

tance. (Scc f¡g 4-36. Noticc that a brJnch with unity trans:11ittaPCto .. d•r···:i ~'­

from x 3 r.o another node, al so denoted by x J·) ~o te, howc ;r.:t-, th:H .,-,=- é ,· "t _ 

change a mixed node toa source by thi, methoa. 

4 for a given system, a signa! flow graph is not unique. il-íany utr:·..:;, •· 
flow graphs can be drawn for a given sy~tcm by writin; t. e :;y,ir:t'' ,' _. 

different!:,. 

IGr,Jt nooe 
lSource) 

e 

SLgn~l f\o" gr:-:~~L ~c,:.:~~~í ••• -\ s~;·1.d _,-J'.'. 2·-.~.~,) 1 1 of:: :~n.:.L;- ~:~tc1n c0.n be c.~Ll\\, 
u~ing ti1..: for..:;_;d·ll~ L':. :r~•J .-, 1:-: LL,,¡•'.;; >0, \1<! u~··.<l!) btlll~ thc input rw,lc. 
(sour.::..:s) to thc kCt ~,,,,_: tl,;; .:ut;;~1c t 1 •.l.'.:~ (j:.l' S) tL> t'1..: r~ght Tllc llll~t::¡'~:l1l1c,, > 

and dcp..:11dent var1::~J:c, of !i1c Cc[ll~tJon, bcLrmc t!1..: input nolks (sourcc',) :1'h 

outpul 110\,,S (sinl:s), r..:s;)cdivc!y. The br,\11\:h tr,\Il>m!tt.l:1CCS Qbc out.lii'c,l frull. 
the coeff¡ci.:nt-, n' •',e e~~~~tÍ0P). 
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To determine the input-output relationship, we may use Mason's formula, 
1ich will be given later, or wé may reduce tl\c signa!' flow graph toa graph con­
:ning only input and output nodes. To accomplish this, we use the followi'ng rules: 

J. The value of a node with one incoming branch, as shown in Fig. ·4-37 (a), 
is x1 = ax 1• 

2. The total transmittance of cascaded branéhes is equal to the product of all 
the branch transmittances.' Cascaded branches can thus bé comoinéd iríto 

~ • ' ' , ' J. . a singl~ branch by multiplying the transmittances, as shown in Fig. 4-37 (b). 
3. · Parallel branches may be conibined by ac.ltling the tr~'nsmittances, a~ ~howri. 
in Fig. 4-37 (e). · , 

4. A mixed node may be eliminated, as shown in Fig. 4-37 (d). 

S. A loop may be eliminated, as shown in Fig. 4-37 (e). Note that 

(O) a. 
xz 

a b 
(bl = x, xz ll;s 

a 

!el ··O·· = 

(d) 

!el 

e> x, 

o x, 
' 

' ''i-b o 
~ 

X¡¡ 

. ' 

a+b ,. 
', ... ,, 

o 
Xz 

ob 
1- be 

~----oo x, 113 

., 

l 
i· 
' ¡ 

Sec. 4-7 SIGNAL FLOW GRAl'H3 

~- '.:' 

Hence 

pr 
x 3 = abx1 + bex3 (4-7( 

ah 
xl = 1 - bex• (4-11 

Equation (4-70) corresponds toa diagram having a self-loop of transmittanc 
be. Elimination ohhndf-loop.yields Eq. (4-7!), which clearly shows that th 
ove"rall transmittance is ab/(1 - be). 

Signal flow graph represcntatíon of linear systcms. Signa! flow graphs are widcl 
applicc.l to linear-system analysis. Here the graph can be drawn from the syster 

Fig. 4-38. {a) S1gnal flow 
gr;,ph representmg Eq. 
(4·72);' ~(b) s1gnal ·flow 
gr.tph rcpresenting · Eq. 
(4-73); (e) s1gnal flow 
graph repr~scnting Eq 
H-74), (d) complete S;f:n.tl 

flow grJph for .thc system 
dc,cnbcd by Eqs. (4-72), 
(~:73), and (4-74). 

(a) 

;· 

(b) 
! 

(el 

(d) 

u, 

: 
·- a22 

az• 
x, X] 

~ 

uz 

O¡] 
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¡uations or, \\ith prJctice, can be drawn by inspection of the physical system. 
óutin.: r,:.Juction by use ofthe foregoing rules gives the rclation between an input 
1d output uriable. 

Consida a system JcfineJ by thc following sct of equations: 

X1 = a11 x 1 + a12 X2 + a 1 3x 3 + b 1u1 

Xz = Oz¡X¡ + OzzXz + GzJXJ + b211J 

x3 = a 31 X 1 -1- a32x 2 + anx 3 

(4-72) 

(4-73) 

( 4-74) 

here u1 and 112 are input variables; x .. x 2 , and x 3 are output variables. A signa! 
ow graph for this system, a graphical representation of these three simultancous 
~uations, indicating the interdependence of the variables, can be obtained as fol­
lWS: First loc:~te the nodes x .. x 2 , and x 3 , as shown in Fig. 4-38 (a). Note that a11 
: the transrnittance between x1 and x,. Equation (4-72) states that x 1 is equal to 
1e sum of the four signals 0 11 x .. a 12X 2 , a1 3X 3, and b 1u1 • The signa! flow graph 
~presenting Eq. (4-72) is shown in Fig. 4-38 (a). Equation (4-73) states that x2 

¡ equal to the sum of a 21 x .. G 22 X 2 , a 23 X 3, and b2 r1 2 • Thc corrcsponding signa! flow 
raph is shown in Fig. 4-38 (b) The signa! flow graph representing Eq. (4-74) 
¡ shown in Fig. 4-38 (e). 

The signa! flow graph representing Eqs. (4-12), (4-73), anc! (4-74) is then obtained 
y combining Ftgs. 4-38 (a), (b), and (e). Ftnally the complete signa! flow graph 
Jr the given simt.:ltaneous equations is shown in Fig. 4-38 (d). 

In dealing with a signa! flow grapl1, the input nodes (sources) may be considered 
ne ata time. The output signalts then equal to thc sum of the individual contri­
utions of each input. 

The overall gain from an input to an output may be obtained Jirectly from the 
ignal flow graph by inspection, by use of Ma~on's formula, or by a reduction of 
h!! graph to a simpler form. 

Sig;¡al flow graphs of control sy~tcms. So me ~ignal fiow graphs of si m pie control 
y:;;:ems are shown in Fí¡; 4-39. For such simple graphs, the closed-loop transfer 
tmction C(s)fR(5) [or C(s)/N(~)J can be obtainctl easily by inspcction. For more 
omplicated ~ignalliow graphs, Mason's g;\Ín formula !S quite useful. 

l\Iason's gain formula for signa! flow graphs. In many practica! cases, we 
vish to dcterrm:1e thc relationship between an input variable andan output vati­
tble of Lhe s;g··,;:¡\ ~;U\' gr:2;¡h. The transmittancc bctv,cen an input nocie and an 
lutput noJ·~ is.theo ,)'.'(;t 1!1 ;:,·,m, or ovcrall tran'>mitt<~ncc, betwecn thcsc two node;. 

~·1~r;;nn~.i zal.1 f/Jr .... l.~L~, ~.~_,~1ic!. ~~ ~'fJ¡:· ::b.r.: ~o U1 : 0\1·.:rnii gainr fs givcn by 

e< • 

~ - -t; 6-: ' 1' j,. Id~ 

P, == !1l'th r:a)q G' t·~~n-.r~!lt' t.1 C(. e(/ 1 'tt ,rJ;v;'~ru path 
A'. tfcterndnr\u[ gr.tpll 

' 
1 

•• ~- ., ,l,fl:r•:llt loor ratn•.) ! r'."'" rol" ',,''i' e->,r:h'•.wh of al! o 

5ec. <;. • 

N(s) 

l 

N(sl 

RlsJ r¡s:) ~Gt ,~+ CC(5) 
--~> +, 1 r;{s): + -.;>-

- l.--t ~ 

~~·~-J ~ 

R,(~) . ~ rt.:'.(s) 
~--~~ !.,;,!\.,5;¡ r---e--s,.'- ' ~ 

1 ~-- • 

' 1 -
! ~~~SG~--~-, 

. 1 ¡ 
l ; 

"7---~ ~ ti 

rL::_~-----' : 
~z(s) 1 ~-, :1 ¡<:,_~ C2{s) 

aL ~--~:<_y--.-

G(s) 
o---.-ll>-- ---e 

R(s) .:::(s; 

G(s) 

R(s) E(s)l\ :',; 
/ 

'---"' -H(sl 

N( si 

r 
'h 

';Jf;¡ 1, 'J,/~,' 
c>o ---'(Er--.-.. --<o--.---~• 

R(s) {(si /:;¡~\ 

"' -His! ,..,"' -~......._~----~ 

(,! < 

'·· 

R,(s) 

o 
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~ L L = sum of gain products of all possiblc combinations of two non-
,.;...J b e , 

._, touching Ioops - . 
:E L.~L.L, = sum of gain products of all possible combinations of three non-
~' r touching Ioops . 

!J.k = cofactor of the kth forward path determinant of the graph with 
the Ioops touchiQg the kth f?rward path removed 

>te th.1t the summations are taken over all posc,ible paths from input to output.) 
In the following, we shall il!ustrate the use of Mason's gain forumla by means 

wo examph:s. 

m pie 4-1. Consider the system shown :in Fig. 4-:,40. A signa! flow graph for this system 
W\\n in F1g. 441. Let us obtain the closed-l!Jop transfer function C(s)/ R(s) by use 

•fason's g:~in formula. 
In tl:is system there is only one for\vard path betwcen the input R(s) and the output 
). Thc forwJrd path gain is 

P1 = q1~2GJ 

m Fig. 4-41, we see that thcre are three indivjdual,loops.·The·gair·s'or theseJ9pP.s:_ 

L¡ = G1G1f/1 

Lz = -GzGJflz 

L 1 = -G1G1Gl 

:e that since all three loops ha ve a common ·branch, .there, are no nontouching loops .. 
1ce, the determinant A is given by 

J ,· 

'• ·., 

-Hz 

e 

Fig. 4-40. Mul!iple-loop 
system. · 

p 

' , 

Sec,. 4-I SIGNAL FLOW GfZA!'Il') 
•' 

'¡,.' .'· .... ,, 

·t,' L •. 
o 

Tne cofacto'r fJ. 1 of the determiñant a long thc forward path connecting thé input 'riod·~·a:n¿ 
output node is obt<lincd by removing the loop> that toucn thts path. Sine..: p~i!; P 1 t'qucl1~~ 
a!l threc loops, wc obtilm · · · 

/i¡ = 1 

Thercfore, !he overall gain bctween the input R(s) and the output C(;), or the closcd­
loop transfcr function, is gtven by 

C(s) = p ~ P 1 .1 1 

R(s) li 

~~~~~~G~1 G. 2Q.~J~--~~~ 
1- G¡GzH¡ + G2Glflz + G 1G2GJ 

which is thc same as the dosed-loop transfcr funct10n obtaincd by block diagram reduc­
iion: f-1~son~§- gain form~la' thu~ giv.es, thc 9vc;all gain C(s)/ R(;) without a r..:duction o 
thc graph. · · ' · · ] 

Example 4-5. Consider the system shO\vn' in Fig. 4-42. Obtain the closed-loop transfe, 
function ,C(s)/ R(s) by use o f. Mason's· gam Jormula. 
. In thls system; there are three forward paths b_e,tween the input R(s) and the outpu 

C(s). The forward path gains ar~ 

·::pi'= G¡GzG3G4Gs 

' .·Pz = G¡GóG4Gs 
·' ., '}/'~·d'(; G 
• .. "' l 1' 2 1· . 

There are thre; individu¿l 'foops .. Th.!! ~ain_s ~~r' ~h-~se loops are 

L 1 = -G4 1/1 

Lz ,= """,GzG..,H_z 

L 3 = -G6G4Gsfl2 

L9oi>. L1 docs ,no~_ touch loop Lz. (l~op L1 tou¿Íi-~'s lo<;>p L3o and loop L2 touchcs loo¡ 
L3) Hencc, thc detcrminánt li is given by 

ll = 1 - (L¡ + L 2 + L 3) + L 1L 2 (4-75: 

The cofactor fJ. 1 is obtaincd from fJ. by rcmoving the loops that touch path P 1• Therefc>Je 
by rcmoving L1 , L 1 , L3 ;and L 1L2 from Eq (4-75), we·obtain 

Fig. ~-42. S•gnal flow graph 
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/),.1 = 1 

imilarly, tht: cofactor ll 2 is 
/),.2 = 1 

ñe cofJctor b.J is obtained by removing L 2 , Lh and L 1 L 1 from Eq. (4-75), giving 

/),.J = 1- L 1 

ñe closed-loop transf~r function C(s)/ R(s) is thcn 

C(s) 1 A A A - = p = A (P¡ U¡ + P¡ U¡+ p) U)) 
R(s) u 

G1G1GJG,Gs + G1G6G 4 Gs -l- G1G2G,(l + G.H¡) 
= 1 + G4J/1 + G2 G7 H 2 + G6G4 G5112 + G4 H 1G2 G7 H 2 

Chap. 4 

Concluding comments. The usual application of signal flow graphs is in system 
iiagramming. The set of equations describing a linear system is represented by 

1 signal flow graph by establishing nodes which represent the system variables and 
'Y interconnecting the nodes with weighted, directed, transmittances, which repre­
;ent the relationships among the variables. Mason's gain formula may be used to 
!Stablish the relationship bctween an input and an output. (Aiternatively, the vari­
lbles in the system may be eliminated onc by one with reduction technic¡~1es.) 
Mason's gain formula is especially useful in reducing Iarge and complex system 
jiagrams in one step, w:thout requiring stcp-by-step reductions. 

EXA\IPLE PROBLEMS AND SOLUTIONS 

PROBLEi\t A-4-1. Figure 4-43 shows the schematic diagram of an accelerometer. Assume 
that the case of the accelerometer is attached to an aircraft framc. (The acceleromcter 
indicates the accelcration of its case with respcct to inertial space.) The tllt angle e mea-

x, 

F1¡;. 4-43. S·.·"·_ <l.iliC ¡_j¡,¡gr.lnl of .1n 
acct!!crunv~' ~r o 

Chap. 4 EXA\!!'L[ PROilLL'..lS A~D ~hLU11()~;:., 

Solution. Let us define 

x1 = displacement of the c:1sc 1 clat1vc to inertial space 
x 0 = displaccmcnt of the mas> m rclat1vc to ircrt1<tl space 
y= Xo - x, = displac:cr.'c'lt of thc ma,s m r·~hti·.c to the casc 

The equation for this system is 

m.to + f(io - X¡) -t- k(Xo - X¡) - mg sin e = 0 

In terms of y, we obtain 

my +/y+ ky = -mi,+ 111[: sin e 
Sin~e e is assumed to be constan! during the mcasuremer.t period, mg sin e ;o c.: 'oLe! 

and it is possible to cal1brate the displaccmcnt and define a new v;;r;Jble z ;;u'-;_. <-

Then we obtam 

mg . e 
Z =y- k Sin 

mi + /i + kz = -mi1 

If the inplit 3.-::-:.;!eration (the accelcré\tion of thc case re!ative t:: .: .. :,-~¡a! 51,"~·'} !;- ,· 

to be the mput to the system and thc d¡splacemcnt z 1s taken to be the out¡:;u:, '-·V"­

transfer function of the system beco mes 

Z(s) 
s2X,(s) = -----~--¡: 

s2 + -s + __:_ m m 

If the ir.put fre.:¡uency is very low comparcd wah vkim, thcr. 

Z(s) . m 
s2 X,(s) ~- - T 

wh¡ch m:ans that;: = Y - (mgfk) Sin e is ncar!y proportiona! tO Ll.O slo1•, !:, , ,, , . ,,: ¡_·.¡; 

accelerat10n. Thus, for low-fr.:qu~ncy mputs, the accelcration of ¡;,,; cJs~ rc·-H• '- · · ·., 
tial spacc car. be giv(:n by 

k ( mg ) x, = - m y - T sm e ,-";_ -~:- --~ 
G~ ~ ~-:_,~ 

Note thlt_?_:t_:h an accekromdcr must !uve a sumciently h1gh •!ndamped n,lc'Jr:l; ,­

quency ,,l.'~ím compJrcd v.!!h th.; h•gf1c>t mput frcqu-:ncy to bc n:c::.surcd. 

PROBLE:\í tiA-"!. G(:ar trai:ls a:-c oftcn us·;d in scrvomech:~n:, ''' to reduce ~o;:~é 
nngmfy t:<r.~··<:, orto obt;ur th<! n1 0St .;r:ín;n• powcr t"an;;~..:r bv m,Hcl11ng :h:. cir1.'1 
mer,l..:-r re· r\ :. :=-·,. ~-~ :;;_:(.~ 

CoP~h1 ~ .. [' ·~ :'--·1 ~- t ·;, ~~-:-,~.._,,¡ s1IO\'.'n. in Fr:d, J-~ ~ lp t~,,.., :;y.) ~-r-q, a Io:1J i~ Jli\.:11 • 

a motor rhr,.HJ;:' ··~: ~~! tr .. "' :'.<<" ~!''.~ ~b:tt th...: s:~:~·~,.;~s of th.; ~h.Jfts of thl.! gc~~r tLI 

ts mfinltc (therc ts nctt'lc,- b:~ci-..Ll>h ror ch'itlc (1cform:1'!•Y1) Rnc tf1::t thc num'xr of tcc 
on r.. tch g·~ar b p!cp,J'tiC.¡-1 1¡ u1 [ 1lc ~Jd1u-; o: llLI...! g..:Jr, ot]tJ'n th~ ~qut\a!ent n10 :1 ~pt b 

tncrtla anJ ClilllvJI;nt fnclton rc:-c:n..:d t•J tb<.: f!FJ:,_,r s'' tfl 2~'d ¡efe¡ r,_;,l to th.:: Io,t,l ,'·.~f: 

In F1g 4--\-l, tite numbc15 of k~th on ~L.,\1> 1, 2, 3, and-\ .1~\'¡, N2 , NJ, and 1\ 

rcspcctivcly. 1hc angu!:tr dhp!.:u.:mcnts of shJfts 1 2 and 3 ard"---JO, "11' O tL''"''i• , J ,, ..,., ,, u JJ -, .... 
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Input torque 
from motor 

T'" (f) 

Geor 2 

Fig. 4-44. ~ear-tra~n syst~m. 

Chap. 4 

torque 
r, Ul 

ly Thus (} ¡(} =N JN2 and (} 3Je2 ~ N3fN4 • The moment of iriertia and viscous fric-'e . , 1 1 1 . , ¡ · 1 
;,00 of each gear train cof!1pone~t are dehoted by l~o / 1 ; J 2 , fi; a~d JJ, 3; respect1ve Y· 
¡J and f

3 
include the mpment o,f inertia and friction.'?f the, load)· ' 

:Oiution. For this gear train system, we can obtain the fo!Íowing three equations: For 
~e first shaft, · ' ' · 

J,D, + ¡JJ, + T1 = T111 (4-76) 

rhere T,. ¡5 the torque devcloped by the m~tor and T1 is the load torque on gear 1 due to 

he rest of the gear train. For the ~econd s~a~t. " , : 

¡¡(j1 + /2~2 + T1 = T1 (4-77) 

lhere T
1 

¡5 the torque transmitted to gear 2 and T 3, is the load torque on gear 3 due to 
~e res! ofthe gear train. Since the work done by gear 1 is equ-al to that of gear 2, 

· Nz 
r,O¡ = T181 qr . X1.=. T, N, 

r N,fN
1 

_¿ 1. the geac ratic;> reduces the ~p.cc'd .as' well ;as maghifies the torq~e. For the 

hird shaft, · 
JJÓJ + fz~l + TL = i. (4-78) 

vhere TL is the load torquc and T4 is the torque transmitted to gear 4. T1 and T4 are 

elated by 

md (J 1 andO 1 are related by 

81 "'~ozZ1 =0,%!_~] 
4 ' l 4 

Elimination of 1"~o T2 , T3, and 7~ from Eqs, (4-76}, (4-77), and (4-78) yiclds 

¡¡ .... ~ N 0- · A- -- N. "N) ¡¡ - ¡-" ; T > - r (4 79) J,u, + faU¡ +N" _I_(Jl ¡+[lUz)+ f{i-((Jlt/3 :J- )u) - L - m -
1 1 f 2 ... --:¡ 

t:limiratin~ 1)
1 

:tml O, rrom Eq. (4-79):a-nt! viriting the cquation in tcrms of e, and its 

'' 

o Chap. 4 

-(4-

· Thus, the equival:::nt-·m..>mccit of incrtia ancl friction of the gear train rcfcrred to' s! 
1 are given by 

, .. q = '· + (%· y,2 + (Z' y (ZJ y,) 
- 2 ' 2. 4 

Similarly, the equivalen! moment of inertia and friction of the gcar train rcferred to 
loa~ shaft are 

·(N. )z. (N )z.(r-.¡ )z 
Jleq =JJ + N: l2 + N~ - ~: -J, 

IJcq = ') + (Z:Yiz-_+ (Z:Y(~:Y'· 
The'relationshipbetween J¡.q and J 3.q is thus 

J t. =:(JI!¡·)' Z(Nl)ZJ 
le~ 1Jii

1 
N,¡ , leq 

and tnat between11 ~~ and/3 .c~'is · · if 

'·~/~ (Z~Y(ffiY!Jeq 
The effect of 12 and JJ ·On an equiv~!e'nt- momént of inertia is d<!termined by !he g 
ratios NdN1 and N3/N4. for specd-'réducing gear trains, the ratios N1/N2 and NJ/N4 

usually less than uó.ity. If N¡,/Nl <:..('1 an-d N3/N~· <i: 1~ theri the' effect of J 2 and JJ on 
equivalent.mqment of inertia J •• q is-negligtble. Similar comments apply to thc equi>al 
fric'tion/1cc1 of the gcar train.-In~terms of_the equivalen! moment of inertia J1 ... and cqt: 
alent frictÍO!l ft.q, Eq. (4-80) can be simplified to give , 

\ ,' ,!<_ JlcqÓ~ + /lcqól + nTL = Tm 
where' 

-_N1 NJ 
n- Nz N4 

" -~ 

Considering Tm - nTL as the input to the system and e. as the output, the l!an~ 
function of this system is -

e.(s) 1 
1"m(S) - n1"L(}) = s(JieqS + /aeq) 

The block diagram is shown m Fig 4-45 (a). Jf (Tm - nT;..) and O 3 are cons1<.!..::tcd to 
the input and output, r.::,r.~.:tivcly, th..::n trc tra'1sfer iun.::rion b..::.:om~s 

J. 
0J(s) . 11 

T.(s)- nTL(sf= .sy:Jcq~-+ /le~) 
Sin ce 

. ' 
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T.,(s} 'fm(s)- nT¡_(s) e,(s) 
----o--<+ 

(al 

'fm(s) 'fm(s)- n T¡_ (sl 8 1(s) 
--"""""{+ 

n7L. (s) 

(bl 

Fig. 4-45. Block dtagrams of the gc..~r-train system shown in Fig. 4-44. 

in terms of J 1.q and / 1.q, this transfér function can be writtcn 

E>/s) n 
T m(s)::..-nTL(Sj = s(J7 1-cq_s_+:-t""".-.q--,) 

The block diagram for this case is shown in Fig. 4-45 (b). 
From the analysis above, it can be sccn that m a system where a servomotor is drivíng 

load incrtia and ioad viscous friction, the load íncrtia and friction are, at the motor shaft, 
the original valuc~ multiplicd by thc square of thc gear rat1o. lf thc gear ratio is a small 
numbcr, thc momcnt of inertia and fm.tion of the servomotor gtve dominant eff.::cts on 
the dynamic behavior of thc systcm. 

PROIJLEM A-4-3. Show tllat the torquc-to-incrtia ratios refcrrcd to thc motor shaft 
and to thc load shaft differ from cach othcr by a f,tc\or of n. Show also that thc torqu..: 
squarcd-to-íncr\ia rallos rcfcrrcd to thc motor ~haft awj to thc load shaft are thc samc. 

Soll'tion. Supposc that Tmu is the maximum torquc which can be produced on the motor 
shaft. The11 thc torquc t:::>-incrtia ratio rcfcrrcd to thc motor shaft is 

!, .. :::-::. rr"í",~r' ,¡,r·[~;rtl..i _)ft~'- rot(;~"' 

Jl .= ~·:C;I ,, r r of .n~.rll~l O~ !~1~~ lu-.lC.~ 

11 - F~.ar--- r,q!./ 

Q.r 
11 

J .• 
o 

1 
1 • 

f 

1 
¡ 

• 

' i l ¡ 
1 
' 
' 

Ch;;p. 4 
EXAMf'LE PRúJ:: .. · !·; :.:-.· 1 ~.(Jf.U riO:--,~ 

Clcarl1, thcy dllTer from c.tch othcr by a fac.tor of 
1

, ~~ , , •.•. 
· ¡· · f ·· e ene~ 10 ~•JP 1-> ·r--•'' te .. , 
mer ,a rat1os o .11otor5, v.c !ind ll ncccssary to sp~ r ·h h 1 ' ··_' ~ J." 

N . 1[ "f ¡ "" . vCI y\\, IC S.:~ft¡<; tl<t.: re'·- e . -
ore. 1ü. t le' atiO o: torqt:c squarcd to in-::rtía n:f,;rred to tltc motor sho:: r¡ ~> 

and that refcrred to ti:" io.:d shaft is 

These two ratios are clcar!y the samc. 

T~ .. 
J:: + n2JL 

J . J,., 
L T -­n2 

PROB~EM A-4-4. Thc momcnt of incrt 1a J of a motor may be av::li1able ¡,, 
~kacturer s catalog or may be computed if the cltmensions and mater· ¡\o~.'· ·-·~•CJ 

nown. · " · ·" ·· • 

. The effect1v~ mo!T'ent of inert1a of a motor and gear train systCil' can ~í,, :- _ ~ 
mmed by expcnmental mco.~ns. D!SC'JSS rnt.:thods for dc:crmming thc. 

0
•

0
.,,:·: ·· 

J of a two·phase ac motor. 1 
¡, VIl• .::: ~l 

Soluti:m. To determine thc cffcct1ve momcnt of incrt·a ¡ f d 
1 , . • 1 o a motor an' g;:a~ t•,,,~ sv 

app Y a ~slt.:_P mput e_1 and record thc trans1cnt response. Tht• ¡, .. nsfer Lmcti~¡~ . ;- ;, 
phase a ... n.otor 1s g1ven by Eq. (4-35) as follows: · 

E>(s) Ke 
E¡(s) Js2 + (f + K.)s 

1f the input voltagc e1 is a stcp input of magn 1tudé E th, ti - - ¡ , 
¡, ~.;n le r~~u ung ~L1ti;, K 

s0(s) = KeEt 
s(Js + 1 +K.) 

Heñce !ht: angular vc!ocity w(r) is 

w(r) = Ó(t) = K, Et_í ¡ _ exp ( f + K. )] 
1 +K.~ \- --·.r· ¡· 

Frorr. thc r'~corcl ofw(t) vc:rsus t.me thc t"TI•' con<•~ntJ¡'(/ ,, , - L y 
' ··• ""·" ~-fl.·C~I1L•<.:t'-'''' 

Smce the st<:ady-statc" guiar .,_,0 '-"Y IS · '·' ' _, '·-· 

'"'3 

~~ W2 

a. 
e:; 

w, 

o 

t .. _''::-) 
e--_ 

..... _ ' 
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:·obtain 

/+K= K,E_~__ 
• cu(oo) 

> d~tcrminc/ -l K., we need to know K,. [E 1 and cu(-:c) are known quantitie~.] The 
lue of thc torquc const,tnt K, can be determmcd iro:n th<:.: torque-specd curves, as 
own in Flg. -l--11í, pro\'idcd thcse cur•:es are paral!c:l. from the curves, \\'C obtain 

K - T 1 -- !~ - l1 
'- E

1
- E2 - E

3 

1ce W.! l..now the time con>tant Jj(f +K.), the stead:t-state angular velocity w(co), 
d the torque constan! K" thc moment of merlla J can be determined. 
1 he mom<:nt of inertia J of the rotor can al so be detcrmined experimer¡tally by means 

a torsion<1l P•'ndulum experimcnt. If the damp1ng coe'"!lc1ent i5 vcry small, the period 
oscil\ation of the pendulum 1s rclated to J by the following equation: 

kT2 
J = 47t2 

1ere 

J = n'or.lerJt of inert:a of the rotor 
k = torsioml sp¡ng const_ant of the e!astic sh2 ft to which the motor rotor is at­

tacheJ 
T = penoJ of the oscillation 

<.OBLE:\1 A--4-5. Obtain the transfe'r function of the two-phase servomotor whose 
·que-specd cur>c is shown 111 F1g 4-47. The ma-.wnum-rated fixed-phase and control­
ase voltagt:s are 1 15 volt5. Thc rnoment of in.::rtia J of the rotor (mcludmg !he efTect 
load) 15 7.77 x I0- 4 oz-in.-sccz and the v!scous-fr1ction coctñcient of thc motor (mclud­
: thc etfect of load) ts 0.005 oz-in.frad/~ec. 

!ution. The equat!On for the torque-speed curve i~ 

T+ K.Ó = KcEc 
:ere 

5 60 . 
K.= 

40
-00 Zn = 0.0!19 o:t-··· /rad/sec 

K = &s = 0.0435 oz-m.fvclt 

1 '~ ' 

1___ ----- --------------~----1>-

Thus 

T + 0.0119D = 0.0435E, 

Thc rr:otor g<,tn constan! Km ís thcn 

K =- -~--
m J-i- Kn 

0.0-!)'i 
= o.ooT-:-¡-:-o~o 1 19 

= 2.57 

Thc rr.o:ur tifl1:: coqstant T,.. 1~ 

c ~SS~ 

o Chap. 4 EXAMPI C I'R0HU'v1S i\ND '>(JI.Ul JO~So 

Using the numcncal valuc-; thu> obta1r<ed, thc tnnsf~.r function g1vcn by E4 (4-35) 1s "(¡ 
follows: V 

EJ(s) _ Km 
t:-;(s j - s( 1'~-~-!-:-1) 

L. 57 
- s(O.o~:~s~T) 

PROIJLE:Vl A-4-6. Assum1ng that a two-phasc scrvorPotor has a 11nc.1r torquc-spccc 
curve so that the no-load spccd 1s CU 0 and the stall torc¡ue is T, find thc max1mum motor 
shaft output power p rrm· 

Solufion. The torque-speed curve is 

T= T- -- 1 ( úJ) . 
• Wo ' 

The shaft output powcr P Í5 gíven by 

P=TW 

= (r - w_r)w 
' C00 ' 

To find P"""" Jet us diffcrentia.te P with respcct to w: 

By setting dPfdw = O, we obtain 

dP w 
- = T- 2--T 
dw ' w0 ' 

OJ _ Wo 
- 2 

Clear!y, d 2P/dW 2 = -2T,/Wo <O. Hcn~e Pis max11num at w = C:J 0 /2 Pm,. is 

Pmu = Twk..~w,/2 

T,W 0 = -4--

For the two phase sct vomotor cons1d-:rcu in Probl.::r.1 A-~-5. T, =o 5 oz-in ami c·J" -

4000 rpm. The maxmwrn pll''· ct OL!tput P,~ .. rs 

5 X 4000 ) 
P,., .. = ----4- --- X TB2 

= 3.7 watts 

Thc maximurn pm~cr occurs at w =- :::00') rpnt. 

PHOBLE\1 A--1-7. The max1mum a·-~ck:,tl!U!l •,o,Jpch the s.:r\olnut 1r c.•n ~lcll'~l.:: m l) t· 
¡nd¡cat~cl by thc tor.:¡L•e-to-•Pc'l::\ L'L!U, •,,!'ilh 1', t'11. r.•::t> of tl:c 11','\l.'lU.n t·Jic!'-'0: ,, 

standstdl to thc rotor incrtu. Tile l11gl:cr th1~ rauo, thc b..:tlcr the oiCLelet.ltr•JII cil,lf,¡¡ 
ter¡st1c t>. Rdnnng to t h.: t \'.'c)·rll~,,c ser\ o·1wto! C"O'l~·Jcr ..:J 111 l'1 u~l.:m A--~-5, tinJ t 11 
torquc-to-incnu r.ttic'. 

So!ution. Thc rotor ll1Uill:!;t (\~ ln~rl'-' J of th...: two-¡;h::sc scr1 u no:o 1 1.;¡ 7.77 ;..: ¡o­
oz-m.-scc:. Thc m,1X'Il'UI11 torw•·: .t' S!,:nc',t•ll ¡, 5 Ol-:n. 1 knce t!lé tll•c·~l..:-to- 1 re 1 ,.,1 1 ,., 

. . - ~~ 

-------------------------------------------------------------------------------------
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Tmn 5 
J- = 7.77 X I0- 4 

= 6435 rad/sec2 

n sekcting a servomotor, it is important 
o satisfy a gtvcn requirement on arce!.:ra­
ions. 

PROIJLE:\ t A-4-8. Consider the armature­
;ontrolled de motor shown in Fig. 4-48. 
[n Section 4-5 it was shown that 

eb = K/1 

Chap. 4 

;, =-constan! 

T = K1i1K1iQ = Ki. 
Fig. 4-48. Armature-cantrolled de 
motar. 

v.here Kb is the oack emf constant, i1 is the 
cor.stant ficld current, and .'\1 ar.d K1 are constants. Show that 

K -¡( = 1.356 watts-sec/ft-lb 

So!ution. Th~ mecnanic;:\ po\ver rO rrust be equal to the e\ectrical power ebi,. developed 
by the :mnature currwt f1owing through the armature back emf. Hence from 

. K }, . ( ) K/J i. (h ) ebla = br:J/0 watts = -746 p 

TÓ = Ki/1 (ft-lb/sec) =: ~~g (hp) 

we obtain 
K K = 1.356 watts->cc/ft-lb 

PROBLE!\1 A-1-9. Reft.rring tl) the de motor shown in Fig. 4-48, for fixed values of the 
armature voltage, the torque versus sp:::ed curves n1ay be represented by 

T =~(e.- Kbo.>) 

Th;tcrmine K and K6 from thcsc to;quc versus spccd curves. 

Solutlon. For thc no loud conc.l•tio'1, T =O, Hence 

whe1e 

W 0 = no-t:nd specd 

if the motor ís Sldlh:t.l, then w - O, 2.nd w ... cbtain 

whcr.:: 

T, -=e st.dl torqu.:: 

::1·. t',:r· rc:r ful'~!ton 0(~)/f:/}) of thc armaturc-con-
'rt;íj'~·' (~C p,(.)~Cii ..,'.'-},','! Ír, ! • J 1 ~, t!!l: J·,·::r •''" 

o 

Chap. 4 

e,= 26 volts 
La = ncgligible 
J = 2.59 x I0- 4 oz-in.-scc2 

f = 3 X I0- 3 oz-in./radfsec 

Assume that thc stal! torquc :s JO oz-in. and thc no-load spced is 52:) radfscc. 

Solution. From Eq. (4-43), the transfer funstion 0(s)/ T:,(s) is 

where 

0(s) }(m 
E"(s) = s(Tmf + !) 

- K~-~~ 
- - s(R.Js + Ra! + KKb) 

Kb = .!_p_ 
Wo 

(T, = stall torque) 

(Ct.>a = no-load speed) 

In Problcm A-4-8, VtC found tha t 

Hence 

and 

Kb 
K = 1.356 watts-sec/ft-lb 

= 7.06 X IQ- 3 watts-sec/in.-oz 

26 
Kb = 52o = 5 ~ 10-z volt/rad¡'sec 

K= Kb 
7.06 X lQ-3 

5 X 10-2 
7.06 X I0- 3 

= 7.08 in.-oz/amp 

The value of Ra is thcn obtained as 

The transfer function 0(s)/ Eo(s) is thcn 

26 
= 7.08 X Tó 

= 18.4 ohms 

0(s) 7:"'--·0~8-~ 
E.(s) "'" S((T8.4)(2 59 X IO-~)f + (18.4)(3 x JQ-J) + (7 08)(5 X [()=-f)J 

17.3 
- S(O.O !T6.f-:¡'- -!) 

137 

=· 

PROBLE!\1 A-4-11. Find thc transfcr function 0(~}/E¡(s) of thc fl-:IJ-coPtwl'·:,i l!, 

motor shown in Frg. 4-26 (a). As~ u me that m tite dt.lgr;tm () 

e1 = 110 volt;; 
i~ = 15 ampc:rcs 

(¡) :-; é oc; 1 '00 rpm 
1 u , -

o 
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L¡ = 20 henrys 
R¡ = 120 ohms 

J = 1 lb-ft-s.:c2 

f = 0.5 lb-ft/radfsec 
Solution. From Eq. (4-52), thc transfer function 8(s)/ E1(s) is 

G(s) Kz 

Chap. 4 

E1(s) = s(L¡s + R 1)(Js + /) 
From this equation, we obtain the steady-statc angular velocity w, as follows: Noting 

that ior a step input e1 = 110 volts, we obtain 
Kz 110 

G(s) = s(L1s + R¡)(Js + f) s 
Hence w .. = lim s[s0(s)] 

,-o 
1' IIOK2 = _'.~ ( L 

1
s + R ¡ )'__,(1:..,-s-+-f~) 

110K2 

= R¡/ 
Smce w,. = 1200 rpm = 20 X 27! radfsec: R¡ = 120 ohms, f = 0.5 lb-ft/radfsec, we 

obtain lt0K2 
407! = l20 X 0.5 

or 
• 407! X 60 1'.
1 

= ----rr0 - ohms lb-ft/volt 

= 68.5 lb-ft/amp 

The transfcr function 0(~)/ r:1(s) is then obtained as follows: 
0(s) 68 5 
E

1
(s) == s(20s + !iO~J.,..-(~-t-0-=-.=s) 

1.14 
= s{ O .16 7 s -1- -¡ )~(2-s _+_1_) 

PROnLE:"vt A--1-!2. Con~id·~r thc positional scrvomechanism shown in F1g. 4-49. Assume 
that the inpuL to the •,ystcm 1s rhe rcfcrcncc s\nCt posttion and thc system output is thc 
output shG f~ posi!ion. A~wmc thc following numcrical val u e> for thc syslem constants: 

r =angular dtsplaccrncnt ofthc rcfcrcncc input shaft, radians 
e= ansular d¡spl:l·~cm-:nt of thc olttput sluft, radians 
6 =angular th>pl:::·~·11Cnt of thc mutur shaft, radmns 

K
1 

= ¡:a in of 1hc po~·~'lllornctcr error tktcctor --" 24/7! voltsfrad 

):, "'" am[)llf1Cf ~·11'> -" 10 VD!t;fvo!t 
R¡ = ftdd-\\irH.Irnz rc>t'>tcncc -- 2 Óhrns 
L¡ = tidd-wrndtn~ indu:..tancc ,-~ 0.1 hcnry 
¡
1 

= lidtl-wintlmg curr•.nt, arnpen.:'> 
e

1 
=' arplicd ticlll volt.t~-:. volt~ 

K. o· motor t(¡rquc cnn·;t,\lll """O OS n..:wton-mjampcrcs 

o 

t. - :_:·~ar n!J} !ll 1J '"'· ; _ .,,-r"- 'Jf ¡'"' n1'J"- '1"·' :c.H' n . .f~1 rccl 10 thc motor 

Chap. 4 EXA\1PLE í•RCJ!JL[~.!', .\'.D SOLU'l !C~>S u 

Fig. 4-49. Posi•1or,:d servornechar.ism 

f = equivalent viscous-frictíon cocf.iclent of the motor and load rcferrr:d t 
motor shaft = 0.02 newton-m/radíscc 

Draw a block diagram of the system F1!1d the transfer function of each block. f¡ 

_simp!tfy the block diagram 

Solution. The equations cescribing thc sy.,tem dynamics are as follow·. 
For rhe potentwmetric errr)r d,·tector: ~ · 

E(s) = K,[R(s) - C(s)] = 2:[R(s) - C(s)] 

For the ampli/ier: 

E¡(s) = KpE(s) = IOE(s) 

125 8~ 

~----------~s(~O~O-Ss-~-+-_~,_j~--1 1~) ~--e~ 
(al 
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, tite field-controlfcd motor: Rdcrring to Eq. (4-52), wc scc that 

ere 

!OCC 

E)(s) }(m 
E1(s) = s(T1s + 1)( r=m-s--:+----,-,1) 

Km = ~~ = 2~:_Qi02 = 1.25 radfvolt-sec 

T1 = ~~ = 
0i1 

= 0.05 sec 

J 002 
Tm -= ,- = O.OZ = 1 SCC 

E)(s) 1.25 
E1(s) = s(0.05s + l)(s + 1) 

Chap. 4 

(4-83) 

From Eqs. (4-81), (4-82), and (4-83), we obtain thc block diagram shown in Fig. 
50 (a). Simphfication of the block diagram of Fig. 4-SO (a) yiclds Fig. 4-50 (b). 

ROllLE/\f A-t-13. In ft:cdback control systems, de gcnerators are used for producing 
.r¡;e powr.r ampl:fication. (Vacuum-tube amp!iflcrs, transistor ampl1fiers, etc., are not 
Jitable for use in directly éontrolllng a de motor of more than lOO watts if small time 
Jnstants ard good line:J.rity are dcsircd) In thc d1agram shown in F1g. 4-51 (a), the de 
~nerator drives an hrrDaLure-controlled de motor. In the sc.:hematic d¡agram of F1g. 
-51 (b), 

R1 = tkld-\\inding resistance of the de go;:nerator, ohms 
L1 = field-windmg inductance of the de gcncrator, hcnrys 
ie = field-wind1ng currcnt of thc de gencrator, ampcrcs 
e¡= app!ied fidd-wnding voltagc of thc de gcncrator, volts 
R.= armature-wincl1ng rcsistance, ohms 
L.""' armature-winc::'g inductan·;e, hcnrys 
t", = armature-;-,ind:rg currcnt, ampcrcs 
e. r~ armatur~-gencrated voltage, volts 
b, = constant speed of the de ¡;cn~rator, radfscc 
;1 = field current of the de motor (constant), ampcres 
eb = back emf, volt~ 
6 = ar.gular displact:ment of t!tc motor shaft, rad1ans 
T = torquc d::!ivt:rcd by the motor, Ib-ft 
J = mo•nent of inct tia of thc motor ami loa u rcfcrrcd to thc mowr shaft, slug-ft2 

f = viscou;-fnctl'Jn. Cút:fTiclcnt of th: motor ancl íoad rcfcrrcd to the motor shaft, 
lb-ft/radf~ec 

Thc ¡,cr¡cr..Hcr t> rot:Jted at a constant specd O 6 • Thc armature gcneratcd voltagc e" i~ 
óc!,:rmmcj by thc voltag'- c1 arp!Jcd to t!...: gcnerator fi:.:1d Daive thc tr.tnsfcr functJon 
l:w::>' <:en O anl\ l'f· 

S';iutiun. EqcJ,lliúll~ fúr t hi~ sy·.t..:m are 
1• 

{ ~~~.. R . ·t dt l· ¡J~ ~-e¡ ( 4-84) 

an~..t 

e. -- xO ~~fl lf 
,. '- r~ K ha .::t~ll ·C:llld 1¡1" ¡., thc a ir [;dfl l111X. Sine~; thc fit.:ld-w1ndin~ Clll renl and thc 
~·~~, ,-.n~:-:.,.:r_r,•1 -.~dt.u!!~t!liiHJÓfl~acon):~tnt,c¡JLdflb'..!'vVrlt!t .. n o 

Chap. 4 

Outputof 
generotor t,rmature 

1 1 

__ Cons1ont ~-----! 

Evenllo:l ~~~e: L c!c 
mo'" ~~TLiJ i"'"_ mo<o. 

Ampl1f1er 

Error 51gnol 

(o) 

Fre11 w:ne!irr; 
(constonr voltc:c;~l 

r-------------¡ r··--------------------------- 1 
1 1 1 

R, 1 1 R0 L0 1 
1¡~ 1 

t>--.-'--'\¡WIJ-, ' :rv. ~- ' + 1 f ¡ 

:;,-l~f} lil: 

r;) 
Constan! 

speed 

( -~ ' 
!10 la er r7:\;;' r J t2J 

11 =constont 

1 
1 
1 ------------ ...... ----------------------------

de genero lor Armolure controlled de mot~r 

(b) 

Fig. 4-51. (a) A de g~n~rator-motor system; (b) schemat¡c d1agram. 

e.= Kai1 

where Jr. is a cvnstant. Elimmati.1~ i8 from Eqs. (4-84) and (4-35), \\.; obt:1m 

L de. R , 
¡ dt + 1e. =- R.e1 

f 

(4-85} 

The transfcr function bct1\C1~n the armaturc-gcncrated voltage e" and field-wmd 1ns 
voltagc e 1 is thcn 

(4-86! 

In thc armaturc-controlkd ¿c. motor, th:.: .~rm,tture i:> encrgizn1 by thc output of th, 
gcncrator and thc ficld cuncnt l'i hcld constant. Thc transf.:r funct!O!l b.:tl\~(;11 e .lnd (", 
was obtaincd 111 S~:ction .t-5 and gt,.:n by Eq. (4-42). Rcwrittcn, it i~ · 

E)(J) K 
1':(5) = .SCL,J~!-+ (LJ-:¡=--R..J r> + R-f~~;::;¡ 

Hcncc ~he transfcr function DCt\\\!(!0 e ande¡ is obt;:lln-::·.1 f¡om E(J4-S6) JJ1(1 (4-Si) il'"-
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'0 
0(s) . KK·~~-~ 
E1(s) = [L¡s + R1)~[L.Js! + (L~f"+ R.J)s +R.!+ KKb] 

Chap. 4 

(4-88) 

The induct3nce L. 111 the arm:~ture circuit is mually small and may be nC'glected. If 
L. is ncgl.:ctcd, then thc tr,msfer function givcn by Eq (4-88) reduces to 

0(s) _ K.Km 
E1(t)- s(T1s + f)('rms + 1) 

where 

K, = K./R¡ = generator gain constan! 
T¡ = L¡/R¡ = generator tirne constan! 
K .. = K/(RJ + KKb) = motor gain constant 
T., = R.Jf(RJ + KKb) = motor time constan! 

PROULE:\¡ A-4-1-1. Con~idering small deviations from stcady-state operation, draw 
the block J¡~gram of the a1r hcating systcm shown in Fig. 4-52. Assume that the heat loss 
to thc surrounding> and thc heat capac1tancc of thc metal parts of thc hcater are ncg!lgi-

ble. 

Solution. Let us define 

0
1 

= stcady-state tcmperature of inlet a ir, oF 
0

0 
= steacly-statc temperature of outlct a ir, oF 

G = ftow rate of air through the heating chamber, lbjsec 
J\f = atr containcd ,n the heating chamber, lb 
e= sp,:cific hcat of a1r, Btu/lb °F 
R = thcrrn;:!l rcSI>t,dl~c. °F s•;c/Btu 
e = thermal capacttJnce of a ir contamcd m thc heating ch::unbcr = 'Me, Btu/oF 
jj = steady-state heat mput, Btu/scc 

Let us assurnc that the he.1t input is suddcnly changcd from R to ii + h and the inlet 
air temrc:rature is suddenly changed from 0 1 to 0 1 + 81• Then the outle~ air tempera­

ture wzll be chans~d from 0o to 0o + ea. 
The equation describing thc systcm bchav10r is 

or 

Notíng that 

f¡, • 9, 

--+- ·-

e d0 0 = [11 + G'c(01 - 80)] dt 

1 
Gc = -­

R 

----------.--
---¡-

H + h Btu/~ec 
(,o+ (Jo 

Fig,. 4-52. A1r hcatzn~ syst~m. 

o Chap. 4 EXAMPLE PRODU::MS ANO ~OLUTIO~S 

we obtain 
,JJ-' \. __ 

or 

RerJ..J~ + 00 = Rh + 0, 

!~~ing the -~aplace tz,!:' forms of uoth side; of thzs Iast equation and suu.;tztutmg t 
wztml cond1tzon that Br.(OJ =~O, 'de obt<>.in 

0o(s) = Re:+ 1 fi(s) + RCsl + l0,(s) 

The block diagram of the systcm corrcsponding to this equation is shown 111 F1g. 4-53. 

Fig. 4-53. Block d1agram of the atr 
heating system shown zn Fzg. 4·52. 

S 1(s) 

PROBLEM A-4-15. Considcr an tdeal gas chang1ng from a state representcc\ by (¡ 
vz, T¡) to a state reprc;cnted by (p 2 , v 2 , T1 ). If we keep the ternperature constant at 
but change the prc'i:>urc from p¡ lo pz, then the volume of gas \\ ill ch:mge from v1 
v' such that 

PzV¡ =p2v' (4-E 

Now keep the pressure constant but change the tcmperature to T2 • Then the vt'lume 
gas reaches v 2 • Thus 

v' v 2 

. T¡ = :G (4-9 

By eliminating v' between Eqs. (4-89) and (4-90), w~ obtain 

p¡V¡ p¡Vz 
--y:= T¡ 

Thís n:cans that, for a fixcd quantity of gas, no mat~cr what physical chang~s occt 
pu/Twill be constant. Wc may tb:zdore write --~,.!lo;') 

pv = J...T e:-.:-:~-!\ 
{;__ ..... (' '! 

where the \al u e ~f constant l. dcp~nds on the qu,Hltlty and naturc: of thc g:1s con~ 1 J:,·r~, 
In dcalm~ Wlth ga~ sysr.cms, we find 1t convo.:n1~nt to \\Ork zn mo1.1r qua:v 1t 1c, s:•\';' 

mole of :llly gas conta~n, tite samc nurr,!Ja of mol..:~ui ·s Thus 1 I"o'1 • 0 'u~ . tll, 1. • ... • ~. .... ~,.,¡,; t"''-~ .... ~h • 

volume tf m.:,,surcJ undcr thc. ~..Jnle cond!l!OO'> of t~mp~r:ltur~ :<,oJ p 1 ~ssurc. 
If wc con:;idcr 1 mole of g • .~o, thcn 

pü = RT (4-S 

lhc valuc of R. IS thc s~ulK f,)r ::.dl ga>c~ umkr ;¡1! conditlons. 1hc con-;rant 1:. "c.1 !1~J 1 

un_tvcrsal gas con>tant. At ~tand.m.l t~.:mpczatur.: and p!essurc: (th.1: is, at 492"R and Jé 
pSl:J), 1 lb-mole of any g,ls ¡, found lO occupy 359 ftl. [1-or C\:lPlple, :1t 492°1\(~ 32' 
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and 14.7 psia, the volume occ:1pkd by 2 lb of hyúrogcn, 32 lb of oxygen, or 28 lb of ni­
nogen is the ~ame, 359 ftl.] This volumc is c<J.I!cú thc mola! volumc and is dcnoted by 
r. 

Obt:Jin the value of thc universal gas constan!. 

Soiutlon. By subst1tuting p = 14.7 lb/in. 2 , v = 359 ftljlb-mole, and T = 492°R into Eq. 
(4-91), we obtam 

R
- _ 14.7 X 144 X 359 

- 492 

= 1545 ft-lb/lb-mole 0 R 

= 1.987 Btuflb-molc 0 R 

PROULE:\1 A--~-16. The molecular weight of a pure substance is the weight of one 
mo!ccule of the subst:mce corrpared to the weight of one oxygen ato m, which is taken to 
be !6. Thnt is, the mokcular we1ght of carbon dioxicle (C0 2) JS 12 + (16 X 2) = 44. 
The molecular wcights of oxygcn (molecular) and w::~ter vapor ue 32 and 18;-respect­
ively. 

Obtain the spe.:ific volume of a mixture which consists of 100 ft 1 of oxygen, 5 ftl 

of carbon di,)X!de, and 20ft 1 of water vapor. Assumc the temperature and pressure to 
be 70'F and 14.7 psia, rcspecivcly. 

Solution. The mean molecular weight of the mixture is 

M= (n X t~) + (44 X l~S) + (18 X {2~) = 25.6 + 1.76 + 2 88 = 30.24 

Thus 
R T 

v=Mp 
1545 X 530 = ----------- == 12 8 ft 3/lb 30.24 X 14.7 X 144 . 

PROBLE\1 A~-!1. The value of thc gas constan! for any gas may be detennin.::d from 
a.:curate ex[Jcrimcntal obscrviltíons of simulta,lcous values of p, v, ar.d T. 

Obtair. th(: gJs .::onstdnt Rm for a ir. Note that at J2'T and 14.7 p~ta th·! specillc vol u me 
of u iris !2.39 f¡l /lb. Tk:n obta1n thc capacitancc; of a 20-f! 3 pn.:s~UI e vcssd which contams 
air :.~t l60'F. Assume t!htt the .:xp<.n~ion ptot-css is í~othcrmal 

So!ution 

R -- P'! = 14 -z_~--!~~-_!__2)9 "" 53 3ft-lb1'1b on 
•Ir - 1' 460 -!- 32 · " 

~'-'-'il.rnng to Ec¡. ( 4-6-1) thc capac¡t;mcc of a 20-ftl r;:-c~wre vessd is 
V 20 lb e ~ ----- = ---------- ~ 6 us x w-~ ----

nR .• "T 1 )(53 J X 620 . lb¡ft? 

f'l\OilL[\[ A-tl-lfl. Constder thc systcm shown in F1g 4-54 Obt:till thc clvsed-loop 
tt:ln>kr functiun !/(1)/Q(~). 

Sc:.:ri 1m. Jn rl••:(·¡n sy:-~ ... -,, the1c is only OIH; fu¡wc~rd p~1~h that connect~ the input 
Qí-1 ,•:ld tk l'di)_J [!f1) fl,u~. C) 

---- ----- --------- ----- --------

Chap. 4 

' O(sl o---l~>--

PROBLEMS 

Fig. 4-5-1. S1gn;¡l flow graph of a control systcm. 

There are three individual loop]_ Thus, 

L, = --~- _1_ 
C 1sR 1 

L~ = __ 1_ J_ 
C2s R~ 

Ll = - _!__ _!_ __ 
R 1 C2s 

Loop L1 does not touch loop L 2 • (Loop L 1 touches loop L 3 , and loop L 1 touches lo 
L¡). Hence the determinan¡ !;, 1s g1vcn by 

ll = 1 - (L¡ + Lz + L1) + (L 1 L 2) 

= 1 + _1_ + _1 __ + __ 1_ + ";<-~~ 
· R 1 C 1s R 2C2s R 1C2s R 1C1R2C2s2 

Since al! three loops touch the forward path P11 wc rcmove L
1

, L
2

, and [
1 

frvm f1 a 
evaluate the cofactor & 1 as follows: 

/1¡ = 1 

Thus we obtain thc closed-!oop transfer function as shown: 

PROflLP.!S 

H(s) _ P 1 A 1 
Q(s)- -6.--

1 + _1 _ _¡ __ 1_ + _1- 1- - l 
R¡C1s ' R 2C2s R 1C2s- R~C--;i~ 2 C2 ~ 2 

- -------- Rz 
R 1C 1 R2C2s 2 -!- (R 1 C1 + R2 C\ + R 2C¡)s + 1 

PROBLE¡I, 1 B--!-1. Obtaín trc tr,tnsft::r funct1ons of the mechr;al systems sho\; 11 <) 

F1gs. 4-55 (a) anu (b). Al so obtam ei.:ctr 11.::11 ana!ogs of the mcch,~r:é,d systcms. 
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Flow Clb/secl 

(b) 

t (': .. p ... 

8oth 

Fig. 4-63. (a) Pressure system; (b) 
Ap versus flow curve. 

Fig. 4-64. Thermomet.:r system. 

!1 ¡5 3.2 oz . .A.ssume a!so that the specific hcats of the thermocoup!e and thermal well 
·. the same . 

. ODLEM B-4-14. Figure 4-65 is the block d iagram of an engine-speed control system. 
e speed is measured by a set of flyweights. Draw a signa! flow graph for this system. 

:efer~nce 

speed 

tsl~ 100
2 

-
-. -. 

7 

.. _ , 5 2+140s+I002 _¡ 

_ Flyweights Hydroulic 
servo 

;-/ • 't 

Load 
disturbonce 

N(s) 

1Fig. ;¡.65> D!oek.dia¡:ram· of an.c~eíno.:=spc.:d:control s¡stern: 

·,· 

Acluol 
speed_ 

C(s) 

};,1
1

L
1
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BASIO CONTRO~L- ACTIONS 
. AND INDUSTRIAL·, 

. ' -' - ) ,• ¡,-

AUTOMA,TIC, CONTROLS 

- 5-1 INTRODUcyiON 

An auto'rriatic, controller compares the actual value of the plant output wit: _ 
the desired vá!ue, determines thé deviátion, and produce_s a control signa! whicl. 
will reduce the deviatioñ to zero orto a small value. The manner in which the auto.­
matic controller -produ-ces the control signa! is ca!Íed the control ~ction. 

In this chapter, we shall present the basic control actlons commonly used i:' 
industrial áutomatic controllers. First we shall introduce .the' p'rinciple of operatioP · 
of automatic controllcrs and the methods for generat_ing vario'us control signals­
such as th'e use of the derivative and. integral of the error signa!. Ncxt 'wc s_haf 
discuss t'he effects of particular control !llodes on the system performance. Thet 
we shall give a brief di~_cussion of mcthods for. reducing the cflccts of cx'terna 
disturbance~ on the c;ystc~l_U?Erfo!_~~c:_~fFiñ-,"ill);;-\\;_: sli~Jnlit-rodt!cc fluid¡i¡j¡plifkrs, 

-~ bi1si~'pruícip!e's.of l~~:~~~~_: __ ~!~d,- d.!~~:~~~--~~p~~~~:ti_~_~s_~~:~~~~~c C~\·:_:~:~-
-~-----------·-·· '' -

~o . Clas~ifications of inc!u<>trial automatic controllrrs. 1 ndustnal automatic ·con, 
)·r trollcrs may 'be classificd accor(ling'tó thcir control action as ~ < 

,-, ~ G. .. n~~~p~si~¡o·n_ or -~n-~IT ~~r;t;~llcrs ~,~-::_ ~--- ({u ·,-
; ----- n v{·i'. ~ • :2, proportio.n¡¡i controlh:rs v / _ 

- 1 . ' 

3. intt!gr:J.l controlkr~ . _ 1 1 -t.-. --" ---- --~~--~----~--~---.' 

----------------------~------~ 
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4. proportional-ptus-integrat controllers 
1 S. proportional-plus-derivative controllers 
! 6. propurtional-ptus-derivative-plus-intcgra 1 controllcrs 

Most industrial automatic controllers use electricity or pressurized fluid such 
oit ora ir as power sources. Automatic controllers may al'>o be classified according 
the J...ind of power employed in thc opcration, such as pncumatic controllcrs, 

·draulic controlkrs, or ekctronic contro!lers. What kinJ of controller to use must 
: dct:ided by the nature of the plant and the <;"Jperating conditions, including such 
msiderations as safety, cost, availability, reliability";--ílccuracy; weight, and size: -, 

. ', - - ........__ ---. ·------ -- _:;,..:. _____ .! -

Etcments of industrial automatic controllcrs. An automatic controtler must 
:tect the actuating error signa!, which is usuatly at a very low power leve!, and 
mptify it toa sufficiently high leve!. Thus, an amplifier is nccessary. The output of 
n automatic controller is fed to a power device, such as a pneumatic motor or 
alve, a hydraulic motor, oran electric motor. 

Error detector 

To octuotor 
Ampli fier 

Actuat1ng error 

Meosuring From plont Fig. 5-l. Block diagram ofan industrial 
element - automatic cpntroller and mcasuring 

element. 

figure S-I shows a block diagram of an industrial automatic controller 
together with a measuring element. The controllcr consists of an error detector 
and amolifier. The measuring elcment is a device which converts the output variable 
into an~:her su!table variable, such as a d1splacement, pressure, or c!ectric signa!, 
which can be. used for cornparing the output to thc rcfcrcnce input signa!. This ele­
ment ¡

5 1
n the feedback path of the closed-loop systcm. The set point of the controller 

mu;t be convertcd lo a rcference input ofthe same units as the feedback signa! from 
the measuring element. The ampl1fier ampl1fies thc powcr of the actuating error 
signa!, v.hich jq turn operates the actuator. (Qt11tc often an amplifier, together 
with a suitable fecdbr,ck circuit, is used lo alter thc actuating error signa! by 
an'pl•f)ing anJ sometimes by diffcícntiating and/or intcgr::~ting it to produce a 
better control signa!) Tl'e actuat'lr is an clcment which alter!> thc mput to the p!.wt 
according to thc control ~ignal so that thc ft!edback signa! may be brought into 
corrt:spond~ncc with thc_ rcf(.;re 1cc inpul si~~nal. 

Sclf-o'l:r·•ted ,5-"u.!lollc:r'>. ln most industri:d automatic cc.Hro!!¡;rs., St!~.lfate 
ur.its :!re u~cd ro0 rnea!:.uring cklllt.:nt an1.! for tht.: actuator. In a very s1mplc 

- ""''" ~e " ,,..!f-ont.:r.ttcJ controllcr, thcsc clcments are assl'rnblcd 

- ~----Se~~;-------- -- --- IN::o~~c ~-~~-----------

m one unit. Self-opcr,~!e<l controllcrs 
utilize po·.ver devdop\:d by th.; mcJ~ur­
ing clcmcnt ar.d are vcry silllplc and 
inexpcns;vc. An examplc o: such a sc:f­
opcrated controller is shown in f1g 5-2. 
The sct point is determined by thc arJ­
justment of the spri ng force. Thc con­
tro!led prcssure is measurcd by the dia­
phragm. The actuating error signa! is 
the net force acting on the diaphragm. 
lts position determines the valvc open­

15 

i 

o 

ing. 
The operation of the self-operated 

controller is as follows: Supposc that 
the output pressure is lower than the 

Volve plug 

Fig. 5-2. Self-operated controlkr. 

~eferenc~ pressure, as determined by the set point. Then the downward spring fon 
IS greater than the upward pressure force, resulting in a downward movemcnt of t[ 
diaphragm. This increases the f!ow rate and raises the output pressure. Whcn tr. 
up":'ard press~re force equals the downward spring force, the valvc plug sta~ 
st.at1onary and the flow rate is constant. Conver~cly, if the output pressure 
h1gher than the reference pressure, the valve opcning becomcs small and reducr 
the flow rate through the valve opening. Such a self-operatcd controllcr is \\ice) 
used for water and gas pressure control. In such a controller, the flow ratc throue 
the valve opening is approx1mately proportional to the actuating error s1gnal. -

Control actions. The fotlowing six basic control actions are vcry -~;~;~~ 
among industrial auomatic controllers: two-position or on-off, propon ion a 
integral,_ pro.Portiona_l-plus-i ntegral, proporti onal-pl us-deri va ti ve, a nd prop,)rtio na 
pius-denvattvc-plus-Integral control action. These six Vdll be discuss¡;d in th 
chapter. Note that an understanding of the bas1c charactemtics of the variot 
actions is necessary in order 'or thc control enginecr lo selcct thc one b.:~t su1tt 
to his particular application. 

T\\o-po~ition or on-off control action. In a two-position control system, ~h 
actuating elemcnt has only t\\O tl\cd positlons which are, in m.1ny c:~scs, simpl 
on and off. Two-posit10n or on-otTcontrolts rclatively Simple anc! inc\n.:nsive anc 
for this rcaSOI1, !S very W!dcly USCd i~bnth tnc!u~tnal z;¡;~id(,-;jíc:tro~~r~)r~m• 

Lel the outp•.!t Sign.d froñ1""-th.~--w-;;t;;";f¡~;-"t;:;-;;;r¡Gl~;:ríilcJClti':t.ilii"~-~¡~·¿ 
signa! h e(t) In two-posJti,)n co,¡trol, :lL -,:gnaln;(r) lém:tilh :ti eithcr .t m.t\imul 
or mínimum valuc, dcp.:nding on whcthcr tht! actu.tting error signa! is positi\e o 

negallvc, so that 

m(t) = M 1 for e(t) >O 

= M 1 fo: e(t) <O 

where AI1 and M1 are constants. T~~: ... :..~~~l_t_t~'~ '! -'~ tQ~i¡ e;tl,,·, , l} e 



o BAS!C COSTROL ACT!ONS Chap. S 

!al 

(b) 

5-3. (a} Block diagram of an on­
cor.tro!lcr; tb) b:ock d1agram of 

=.}!,. Two-~osition controllers :t_!:Lgcn.::rf!lly 1 
electrical uevl~~!:..~~~~~~~id­
opcrat~ vai\~~~~~L~-~___:~~~"S~~S~~~~ 1.­
§}:--Pncum.ttJc proportional controllers \vJth 

1 
very high gains act as two-position controlkrs 
and are sometimcs callcd pneumatic two-posi­
tion controllers. 

Figures 5-3(a) and (b) show the block dia­
grams for two-rosition contr;~;s_-·The range 

throu~_}yh@l..üiCñ_~f~!~:tiJ1g er~~ll;~~\_ n:~st 
ffiOVe before the SWÍtching OCCLfS ÍS called the 
differential gap. A d;tli!rential gap ¡;-¡-;{dfcated 

1 

inFig.N(b). Such a ditferential gap causes 
the controller output m(t) to maintain its pres­
ent value until the actuating error signa! has 
moved slightly beyond the zero value. In sorne 
cases, the di!Terential gap is a result of unin-~ 
tentional fr!ction and iost motion; however, 
quite often it is intentionally provided in order 
to preven! too frcqucnt operation of the on-otf 
mechanism. 

>O-off """"'" "'' h ''""'"'"' 

1 

Consider the liquid-level control systcm 
shown in F1g. S-4. \Vllh two position contrOl, the 
valvc i'S'ei1Tlcr opcn or c!oscü~ñu~Y:lter 
-mt1ow-ru.l~iTC'ifiicr:- p_9>1t~ constant 

en tero. A> ;liowííin F!g..-s:·~)fieoiifpül 
:::;:::;....-----4---'~ISV Signar continuously m e ctween the 

Floot 
two Iimits rcquired to cause the actua­
ting elemcnt to move from onc fixed 
position to thc other. Notice thaLthe 1 
~u( Cll~':!l~:'0~1;-0f ~:;:9_~E_O-

C_,("'"_j_h T ~~-~~~;i, onc corre~_2!.1..~~:g_~o 
L_ ---==l::Kt=-• the fill111g curve ami thc otllcr to the 

R 

Fig. ~- Liquid-lc\el control system 

emptying curvC.Süéíio"'ütpu~Ct'íC{M'n 
b'ct\.;;;c!i. twu lin1its is a typical response 
characte1 istic of a system under two-
posi tion con troJ. 

From Fig. 5-5, wc notic·: thnt the an1p~nudc of lile output osci:lation can be 
uceJ by decre,rsingJ~~_9ifT~~.:.:.!!!ll.r2P· Tii;-;;liüw:\·~r,-lncrc~s tl1C-nun1bú 
)i1·otr ~W1tchrngs pa n11nutc anJ ¡,'.iucc; !he uscful Ji f..: of thc compo11cnt. The 
,,j;ft"J.:'" .,¡;·ti-;NI ;¡rcr.,:n~J!~ P~p· mu"=Jix-:-dctcr mirwd, i;:'ü'~r- st•~,.J¡. comickrat·ions as 

~~~-r:.~;-;-~;;,¡,~Li a11d ti~~ !d"c of tLc comnl)llt'nt. Fu1th~--::n/~-;-s¡; of co~wo! 
.-----~ ... -~·--·-"'•-·--_..._ .. a '---:---1 ____ _... 

:t·) \\ n :: t \', ·J·!hJ~' liLlll '-~llílt 0lkJ, .~ Jckt 1 l:d to C'hartcr 11. ---

Scc. S·l o J<; 

Odre~c ... t: 
1 / ¡;,·~; 

---l,.....--·' 

Fig. 5-S. Leve! h(t) versus t curve for 
the S)Stem shown in Fig 5-4. O 

-:}• ~ Proportional control action. For a controller with proportional control actio• 
- the relationship between the output of the controller m(t) and the actuating erre 

signa! e(t) is ; 

m(t) = Kpe(t) 

or, in Laplace-transformt:d quantíties, ~ 

M(s) =K 
E(s) P 

where KP is termed the i)roportional scnsitivity or~ai;) 
Whatever the actual mechanism may be and whatcvcr thc form ofthc opcra~:f1 

power, the proportional controllcr is-esscntially an amplificr with an adjLislab 
gain. A block d1agram of such a contro!Ier is shown in Ftg. 5-6. 

Integra! control action. In a controller 
with integral control action, the value ofthe 
controller output m(t) is changed at a rate 
proportional to the actuating error signa! 
e(t). Namely, 

dm(t) =K ert) 
dr ' ·· 

or 

m(r) = K1 J: e(t) dt 

where K1 is an adjustable const,wt. The trar.s­
fer function of thc integral contro!lcr is 

M(s) K, 
E(s) = s 

Jf the value of e(t) is doubkd, thcn Lhc value 
of m(t) vnrie~ twicc a~ fa\t. For zcro actu,lt­

E (s) M('>l -
Fig. S-6. Block d1agr~m of a propo•" 
tior¡aJ controlkr. 

L.---------
Fig. S-7. JlJ,,ch. di.l:?r.tm of an mt-:¡;1. 
contro!lcr. 

ing cl"ror, the v,!luc of m(r) n:mains stat1on.try. ~~['ralf~~'.U:'2.! .. ~<_2!1 __ i~ __ '>_n!l'· 
lrmes c,dlcd rcsd control. ftgu¡c 5-7 show; a blück dwgi.tm or~t:cll :' ~.,"il:,\:·: _______ .. - ... ,.-...... ~--· 

r f 

_____________ !l/), t '_.,_ ... _,j]: _____________ , ____________________ ~----------------
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Proportional-ptus-intcgral control action. T~e contro~ action of a proportional­
IS-integrat controller is defined by thc followwg equatton: 

m(t) = KPe(t) + ~; J: e(t) dt 

the transfer function of the controt!er is 

M(s) =K (t + _1 ) 
E(s) ~' T,s 

ter K represents the roportio!]2_~tlvity or ~n, and T~_:;_e_r~~~--~he 
1' otl K nd are adjUSt:tble. The integral time aojusts the mtegral tegr.1 tme. P t • 

1 
d 

~on "'ht .. ·1 chanoc in the val-:-:"· of K affects both the proport10na an OICUI .. n .. u , n '- • o · ~ P • • 

tegral parts of the control action. The i~verse of t~e integral t1me T, IS ~alled the 

1 rate. The reset rate is the number oft1mcs per mmutc that the proport1onal part 
~he control.action is duplicated. Reset rate is measured in te:ms of rep~ats per 
inute. Figure 5-8(a) shows a block diagram of a proporttOnal-plus-mtegral 

E!sl Kp(1+T1s} M(s) 

r,s 

(o) 

''':]L ___ ~_n_i_tst_e_p ____ ~ 
o t 

(b) 

:] ___ . 
1 

Kp 1 - ·-- r \---- ------
1 (Prop only) 

L---~'-----------------~ o ~ t 
(e) 

Fig. S-R. (..t) nlock d1Jgr.1m of a proportion.tl­
p!us-intcgr..tl controll"(Jl and (e) J¡o.~gr.¡mo; 
dcPJC!Ing a unll-~tcp ul¡,.ít ami the eontrüllcr 

E(s} M(s} 

(o) 

0(1)~ 

= o 

m(t) 

o 
"' ,."' 

; ,. 

(b) 

,. ,. 
,"'<(Prop only) 

(el 

.. 

Fíg. S-9. (a) Block di.tgr,un of a porporuonal­
plu:H'~nv.ttivc eontrolk1; (b) and (e) d1.1gr.tms 
d~pi(;l ing a unit-r.IIH[l input ami thc controllcr 

1 ¿ 

Sec. 5-l JNTRODUCTION 

control!er. lf the actuating error signa! e(t) is a unit-stcp function as shown 
Fig. 5-S(b), then trc controllcr output m(t) bccomcs as shown in Fig. 5-8(c). 

Proportional-plu<i-deriY!l.ÜH'SQ.!liiQ.l!!_~tio,!l. Thc control actidn e r proportion 
plus-deriva ti ve controller is ds;fin.cl._b):...th~wmg equation: 

( ) ) 
, de(t) m t = K e(t -1- K T.----

p 1' "dL_ 

and the transfer function is 

M(s)_K(l 'T) "'.E{S) -- P -r ds 

where K2 represents the pror<;)Ui.2.!!í!l.JSN.t!iritu_E.~.LT.¿.J:¡;l?l_~s__~.n!.?_thc (~'~!! 
time. BOth KP and Td are adJustable. Thc denv.1tive control action, sometirr 
called rate control, is where thc magnitudc of the controller output is proportior 
to the rate of change of the actuating error ~ignal. The deriva ti ve time Td is thc tit 
interval by which the rate action advances the effcct of the proportional contt 
action. Figure 5-9(a) shows a blocK: diagram of a proportional-plus-derivati 
controller. If the actuating error signa! e(t) is a unit-ramp function as shown 
Fig. 5-9(b), then the controller cutput m(r) becomcs as shown in Fig. 5-S(c). " 
may be seen from Fig. 5-9(c), the derivative control action has an anticipato 

fig. S-10. (a) Block d1agram of a pro­
J'<Htton.ll-plus-dcnvative-plus-lntegral con­
troller, lb) and (e) dtJgrams depicting a 

- --- ~---·· __ ..... ~-.. ........................ lt ................... t 

m(l) 

o 

·E(s) Kp(l•T,s+T,Tds 2 ) 

T,s 
M(s 

~----------------------

(al 

(b) 

PD 1 control 
OCI10n 

lrl 
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1racter. As a matt-er of course, however, derivativc control action can never 
.icipate any action that has not yet taken place. 
\Vhile derivative control action has an advantagc of being :J.nticipatory, it has 
dis:J.dvantages that it amplifies noise signals and may cause a saturation effect 

the actuator. 
Note that derivative control action can never be used alone because this control 
ion is effective only during transient periods. 

Proportional-plus-dcrivath·e-plus-integral control action. The combination of 
port!ol'al control action, derivative control action, and integral control action 
!rmed proportional-plus-derivative-plus-integral control action. This combined 
on has the advantages of each of the three individual control actions. The 
atiorr of a controlkr with this combined action is givcn by 

· de(t) K J' d m(t) = K~>e(t) + KpTddt +JI: 
0 

e(t) t 

the transfer function is 

M(s)=K (r + Ts+ l) 
E(s) ~' ti T1s 

:re K~> represents the proportional 
;itivity, Td represents the derivative 
~. and T1 represents thc integral time. 
block diagram of a proportional­

;-deri vative-pl u s-in legra! controller 
1own in Fig. 5-IO(a). lf e(t) is a unit­
p function as shown in Fi¡;. 5-iO(b), 
,_ the controller output m(r) becomes 
1.0Wn in Fig. 5-lO(c). 

Sfiec!:i of the measuri11g demrnt on 
~m performance. Since t[ie dynam¡c 
stat!c ch:~r.tctcristics of thc mcasur­
e!em-:nt atlt.:ct the indication of thc 
:li nlue oi the output V3ri~0le, tht: 
S'Jdr:; elc~:1ent p!ays an imrortar·.t 
;fl dcrerrnitwlg thc ovc•·al[ perfor­
,;~ cf t~lL eL~" o! s .. v~tcrn. ~r!~·~ mc~l­

:,: e!er.'er:í. u;,u,tl!y {ktcrnm::::<; tnc 
;(;:r fund!Oll Íl' thL' fcc·dback ralh 
~ tin1e const,tnts of a rrH;asur i'"":f, ct¡; ... 
. :.:re neglíg1biy srv.dl COnlparr_J 'Nlth 
- ¡;;'lt: coll~tan!> of thc co:·rml '>P­
; ::: ·r::n-,ft:~ f:1nction oftl:e n•e:t~•.~r­
>n..:nt ~~~nrly b..:..:OI!h.:s <i •:vP'>ta nL 
:_- ---~ l(.t), lb), a:~d (e~ :>110- '::.)·.'. 

M(sl 

C(sl 

(al 

M(sl 

B(s) 

(b) 

le) 

Fr,; S-Il. IIIOLk drJr,r<~m' cf ¡¡ufüniJ!rr; con-
1ro!kr~ wi¡ 1t (.:J fir~r-ur de •ll~J~u¡' r·.; ckrncnt, 
(b) OvcrJd111p~.J !'J~conll-urucr nlt.:~rsunns e!t;. 
men!, (e) o~nckr,l.llnpcd ~e.:unJ-orda mc.t'iur-

·CJ Sec. S-2 PROPORTIONAL CONTROLLERS o L 

diagrarr::> of autornatic control!ers having a first-order, an overdamped secor; 
order, and an underdam~Jed second-ordcr measuring element, respcctively. T 
response ofa thermal measuring element ís oftcn of the overdampcd second-orc 
type. 

Bloc~ diagrams of automatic control systcms. A block diagram of a simr 
automat1c control system may be obtaincd by connccting the plant to the aut

1 

matic controller, as shown in Fig. 5-12. Feedback of the output signa! is accon 

plished by the measuring element. Th~ equation relating the output variabl~ C(. 
to the reference input R(s) and disturbance variable N(s) may be obtained 2 
follows: 

C(s) = G1(s)Gls) R(s) + Gls) N( ) 
1 + G,(s)G2(s)H(s) 1 + G1(s)(/

2
(s)H(s) s 

In process control systems, we are usually interested in the response to th 
load disturbance N(s). In servomcchanisms, however, thc response to a varyin 
input R(s) is of most interesL \Ve shall post pone the analysis of the;: sy5tem respons, 
to chanzes in load disturbanc~s to Scction 5-4. The system response to changes ¡1 
the re!erence input wi!l be stud1ed in detad in Chapter 6. 

3.9·\-~ PROPORTIO:'-/AL COVfROLLERS 

In this section, we 5h::i!! illustídte the fdct that proportional controlters utilill 
the princip!<: of negati·;e f::c-:tfc.!ck in th~·rmclves. \Ve sh<:Il g1ve a detaded dl~cu>sio 1 
ofthe principie by whicl, !'roponional con t. o!lt.rs operare by cons•der•n¡; pncuma!Jc 
oPr:~. Wc ~:,.di th~:n ~lwv; tln~ ll!l: ~ame prl!lL'plt: ;,ppfit:, lo !Jydr,llflit: ¡¡nd ck:..lriJlllt 
contrJlicr~. Tl~roughout tlli~ Lliscu~;ion, wc s!J,tll pla•:c cmph:t~ís on the funJ.tmcnt.t: 
principies rathcr ikln c..n the Jcraíls of the opcr.l!ion of thc actu:.:l m.:cha 1u~ms. 

Pneun;atic ~y\!l'm\. Lo\,-prc~-.urc pncuiJl:tliL conrro!icr~ llave t•ccn \\cU 

dev<?fop,:d for indu~trial COntrc i sy~!Ci115 <•nd h.tve O•~Cn '..!S~d·e\l\::llSlVCiy in índUS!flíl! 
processes. R..:aso:1., for thc '.vidcsprcad use of rneumar¡c co'ltro!lcrs are thcir 
exr!oStOf,· [líOOf C!1aractcristÍC3,~~-¡ nlQl!CÍt\'._i\nÚ C-l,~~,)t::_;.,_;:,, nr.-•n·• ;,,,, _____ -
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Pneumatic nozzle-flapper amplifiers; A schematic diagram of a pneumatic 
;,ule-ftapper amp!ifier is shown in Fig. 5-13(a). The power so urce for thi·; amplifer 

3 
supp!y of a ir at constant pressure. The hozzle-flapper ~mplilier convc1 ts sm~11 ¡' 1 

1
anges in the position of the flapper into large changcs 111 the back pressure 10 

te nozzle. Thus a large power output can be controllcd by the very litt\e power 

tat is needed to position the flapper. 

l y\L){J~ 
.f. Onf1ce 

. N -- . 1 

·" "'"'' -~ !': 1 
P, 

~ 
To control 

vol ve 

P, 

¡ 1 • 

w~··· 

o (bl 

Input -

Flopper 

X 

Flg. 5-13. (a) Schematic diagram 
of a pneumatic nozzle-flapper 
amphficr; (b) characteristic curve 
relating nozzle back pressure and 
nozzle~tlapper distancc. 

In Fig. 5-13(a), pressuriz~d air is fed through the orifice, and the air is ejected 
from the nozzle toward the fiapper. Usually the supply prcssure P, for such a con­
, troller is 20 psig. The diameter ofthe orificc is ofthe orc!cr ofO.OlO in. and that o~the 
, nozzle ¡

5 
of the order of 0.015 in. The noz7lc di a meter mmt be larger than the onfice 

! diameter for the propcr functioning of the amplificr. Thc flapper is positioned against 
the nozzle opening, and the nozzle back prcssure Pb is controllcd by the nozzle­
flapper distance X. As the flapper approachcs thc nozzle, tht: opposition to the flow 
of air through the nozzle increases, with the rcsult that thc nozzle back pressure 
p

6 
increascs. If the non le is comnktcly closed by the flappcr, t~e nozzle back pres-

~sure p bccomes equal to thc su::ply prcssurc P,. lfthc flappcr 1s moved away from 
the n;zzle, so that the noz7le-11apper di'>tance is widc (of thc ·~rder of 0.01 in.), 
then thcre is pra~VS'-'Illy no rc~triction to flow and thc nonlc back prcssure Pb takes 
on ·a mínimum ( ~.e whiéh dep,'nus on the noz:zlc-flapper devicc. (The lowest 

·· •- ___ ,., .• ., .. ftr hP thf> ambicnt nrcssurc PQ.) 
'Ü 

Scc. S-2 PROPORTIONAL CO:-.ITROLLERS 

Note that because the air jet puts a force against the flapper, it is necessary 
make the nozzle J;ameter as sma!l as possible. 

A typical curve relutin¡; the nozzle back prcssurc P6 to t .. ,. nozzle-fhpr 
d. V. 1 • r. <: 3f ' T rstance ,\ IS s.10wn In cJg, _,. 1 •. bJ. he ~tccp and almost linear p.1rt of thc cut 
is utilized in the actual operation of the noute-flapper amp!tficr. Beca use the ran 
~f flapper displacements is restricted toa small value, thc change in output presst 
!S also small, un!ess the curve happens to be very st(;cp. 

. Th~ nozz~e-flapper U!11Plifier convcrts disRiaccment into a pressu_re sign 

. "Smce tndustnal proce~~:E!2i';~~~9.~~~I2.~~~~ 
large pneumabc actuatmg valvcs, the powcr amplification of thc nozzlc-!1apr 
~mpltft:r ts usual~ not s~0Ct'Cñf.""I hadore, a pñi!um•Ítlc 7é1ay is ófteñé~l''loy 
ifsapo\verañi'Plítler in co~nectton with the ñozzlc-11apper amp!Iticr. -~ 

Pneumatic relays. In a practica! pneumatic controller, a nozzle-flapper amplif 
acts as the first-stage amplifier and a pneumatic relay as thc sccond-stage amplifi 
The pneumatic re !ay is capable cJ handling a large quantity of a ir flow. 

A schematic diagram of a pneumatic relay is shown in Fig. 5-14(a). As t 
noule back pressure Pb increases, the ball va\ve is forced toward the lower se 
thus decreasing the control pressure P,. Such a relay is callcd a reverse acting reJ¡ 

When the ball val veis at the top of the seat, the atmospheric opening is clos 
and the control pressure P, becomes eq_ual to the supply pressure P,. When the b 

Flg. 5-14. (a) Schematic diagram of a 
blccd·typc rday; (b) schemat1c diagram of 
a nonblccd-type re!ay. 

To pneumotic 
vol ve 

Nozzle 
bock pressure ~ 

~ -· b::.v:'l 

Air supply P. 
(al 
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valve ís at the bottom of its seat, it shuts off the a ir s•.1pply and the control pressure 
P. drops to thc ambicnt pressure. The control pressure P, can thus be made to vary 
··:om O psig to fui! supp!y pressure, usually 20 psig. 

The total movem;;:nt of_the ball valve betwecn the upper and lower s~at i~ v~y 
srr.all (of the arder of 0.01 in.). In all positions of thc b.dl \'a! ve, except at the top 
sd, air continues to bleed into the atmosphcre, even after the equilibrium condi­
tion is attained between the nozzle back pressure arJ.d the control pressure. Thus 
the rday shown in Fig. 5-14(a) is called a bleed-type relay. 

There is another type of relay, the nonblecd type. In this one the a ir bleed stops 
-whehcH."e't:qt:JiJ.:ibr-i'tmYeo-ndition is obtained:a.nd, thereforc,_there is no loss of pr:es­
surized air at steady-state operation. Note, however, that the nonbleed type relay 
must have an \ltmospheric relief to release the control pressure P, from the pneu­
matíc'act'uattrfg val\·e::A'Schéthatic diagram-of a nonb!eed:.typt!' relay is shown in. 
Fig. 5-14(b). -

In either type of re!ay, the air supply is controlled by a valve, which is in turn 
controlled by the nozzle back pressure. Thus, the nozzle back pressure is con verted 
into the conlrol pressure with power amplification. 

Since the c.ont10! pressure P, changes almost instantaneously with changes in 
fue nozzle b:.Lck pr ~,,,!:e Pb, the time constant of the pneumatic reJa y is negligible 
compared with the other la_rger time constants of the pneumatic controller and the 
plan t. 

Pneumatic proport!onal controJlers (forcc-distancc typc). Two types of pneumatic 
coatro-HeFs,- 9ne-e0JI~d the force-distance typ_e and thc other the force:}Jalance type, 
.1re u sed e'l.ter.sively i~ ind ust:y. Regardless of how diffcrently industrial pneumatic 
;ontrollers may apps:ar, careful study will show the close sirnilanty in the functions 

--..':..:i-nF---?"-~rr:rí-;:r¡_ié~"eircuit -He re we--sha!l consider only for_ce-distanc;e .pneumatic 
c:on trolfr> rs. 

Figu; e 5-15(a) sl~ow~ a schema tic d Í:Jg(am of su eh a proportional control!er. 
The nozz1e flapper amplifit:r constitutes the firsHtage amplifier, and the nozzle 
b;_,ck pr.:ss:Jre is controlled by the nozzld1apper c!btancc. The relay-type amplifier 
.;on;:itutes the seconc1-stJge ampliEer. The nozzle back pressure determines the 
po~ítion of the ball val ve for the seccnd-stagt: ampEfia, v. hich is capable of har.d!Jng 
a !arge quantity of ail' í1ow. 

1n r:~ost p!ct:matrc contro!!ers, some typc of pncumatic feedback ís employed. 
·,;edback of the pneumJtic outpul reduces the amount of actual rnovement of thc 

_:,cJper. Insr~: td of mounting the flappcr en a fixed po1nt, as shovm in Fig. 5~!5(b), 
;~ ;, often P'\O·· ¿ on the feedback tdtovis, as shown ir~ Fig. 5-!S(c). Thc amount 
c;;{f;;;ccl.>ack can b.: rc~ulatd by ínrro,tucir¡g a v,tria~lc iinkagc bL.t ,.,een th;;: feedback 
::ellow~ an0 t:~c fb.;1per connec.ti·1g point. Tlic f1~:p¡¡cr then hccomes a floatinf:~ link. 
·: c:1.1 be moved by both thr~ error signal anü the f·;cdb:\l:k sign,,l. 

The opemtk•n 0f :he cont~0lier shcJWn in Ftg 5-! ~(a) i~ as foílm"s: The inpu[ 
':'l 1c ti1·; ~,.vo W'::!.~ _?t'('i!nt,•!,c a·np' .fl•-r i; the acl:t.rt•ng errur ',ign::I. lncre,:~!l':_'; 
-ctu;1i~ ~:. :..rr~·r :_r:_;n:.:i rnc w~~r; t:,~-; ~·Lf ~'~·.:!" to tl1..; right. l'hl~ \V,~\ i11 tl·rn, Uc~rcase 
J{ :·l ~~ ~.~J ~~e~. 11 re·', 3 :I! 1; ~ ~..U' d : ~~,~ ~~, ~ ';- ~ :: _C 'Y~¡ l C( !l f L! (t. \\' h 1 C i¡_ re S U 1r ') in a n U [)\Va f J 

o Scc. 5-2 PRO:\)\ l.u:\',·\L t:O:-;TROLLERr~ 
1 -
'.____/ 

Error signo' 

~r-
Error signo! -- -.... 

- ======= 

l 
(bl (e) 

(d) 

é(s) r'-(--¡ Pcls) 
~~ bo 

(e¡ 

Fig .S-15. (a) Scl-:en· Jt:c drr,gr;:cm oí a fé>rce-::!i3t¡¡nce typ<: pneumatrc pro­
poruCi'i!l conlr~lir:r, (b) 11.• r•per r:l-JLHlt.:c; on a ¡; \ed pomt, (e) fbpper 
mou1td ~on a l<'o:Gc:Jc\; 1:-cllull"i. (d) blod t!ragr,1rr, fur thc controiier· 
({;) ~r 11pi!~icd bk,ck dr~~gr:l"11 íor the contro!!cr. • 
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:-1ovement of the ball val ve. This will cause more flow to the pneumatic val ve, and 
lle control pressure will increase This increase will cause the bcllows F to expnnd 
! nd move the ftapper to the left, closing the nozzle. 
! The nozzle-flapper displacement is very smali because of this feedback, h1Jt 
:he ch:mge in the control pressure can be large. T n the case where the actuating error 
·ecreases, the nozzle back pressure increnses and the ball valve moves down, 
·esulting in a decrease in supply flow to the val ve andan increase in bleeding to the 
:tmosphere. This will cause the control pressure to decrease. 

It ¡5 important to note that the feedback bellows should move the flapper Iess 
.!'!á.Tt=tll'at·mo\·enienTtaUse&by the error signal'alone. 1f these:t-wo movements were 
. qua!, no control action would result. 

Equations for this controller can be derived as follws: Whcn the actuating error 
···s·féro;'·or'~ :f o;·a'nd''e'qull!Brium state-·exists· wt~h the noz-zte-flapper ·distarrce 

.qual to X, the displacement of the bellows F equat to :Y, the disptacement of the 
.>ellows B equal to Z, the nozzle back pressure equal to P6, and the control pressure 
qua! to P,. When there is any actuating error, the nozzle-flapper distance, the 
·:soíac-e'merlts of fhe·bellows F and B, the nozzle back pressure, and the control 
:dssure deviate from their respective equilibrium values. Let these deviations be 

:c,y, z,p6, and p,, respectively. (The positive direction for each displacement variable 
'¡s indicated by an arrowhead.) 
' -· Assuming that the relationship between the variation in. the nozzle back pres­
sure and the variation in the nozzle-flapper distance is linear, we have 

Pb = -K,x 

where K 1 is a constant. For the bellows B 

(5-1) 

P6 = K1z (5-2) 

whe~e K
1 

is a éóñsh.nt: The positioti -ür the ball v-ah'e which depends u pon the 
displacement of the bellows B determines the control pressure. If the ball val ve is 
such that the relationship between p. and z is linear, then 

P.= -Klz 

where K
3 

is a constan t. From Eqs. (5-l ), (5-2), and (5-3), we obtain 

K" 
p, = -K~Pb = KAx 

where K,~= K 1K3/K1 is a constant. For the ftapper movement, we have 

e-y 
X= --2-

The bellows Facts like a spring, and the follwing equation t.olds: 

Ap. = k,y 

(5-3) 

(5-4) 

(5-5) 

(5-6) 

· where A is the effective arca cf the bellows F, and k, is the eqPivalent spring coP­

st¡,nt or the stilfnes~ duc to ~he action of the corrugated si de o~ :he bellows. 
Assuming that all variations in the variables are within the linear range, w~ 

! may obtain a Q.k diagr?.m for this system from Eqs. (5-4), (S-5), and (5-6), .t'> 

~~------------------- - ·-----

o 

Sec. S-2 PROPORTIONAL cm-:TROLLERS 

shown in Fig. 5-l~(d)._ From Fig: 5-IS(d), it can clear!y be seen that the pne 
control!er shown m Frg. 5-l5(a) 1tse!f i~ a feedback systcrn. The transfer fL 
between p, and e is give11 by 

l 
P.(s) = TA, = K 
E(s) 1 + ts~~ P 

2k, 

A simplified ~lock diagram is shown in Fig. 5-15(e). Since p. ande are pro por 
the pneumat1c controller shown in Fig. 5-lS(a) is called a pneumatic propc 
controller. · · 

. Note that since the value of K,A/k, is gener,!lly very much greiter thar 
1~ actual c~ntrollers, the t:ansfer function given by Eq. (5-7) can be simpl· 
g1ve 

1 
P.(s) 2K, k 
E(s) = K,A = A' 

2k, 

As seen from Eq. (5-7) or (5-8), the gain of the pneumatic proportional cor. 
can be widely varied by adjusting the effective valuc of k . This can be , 
~lished ~asily by adju~tin~ the ftapper connecting linkage. ["fhe flapper con1 

hnka~e 1~ not shown m Ftg. 5-IS(a).] !n most commercial proportional cont 
~n adj~stt.ng knob or other mechanism is provided for varying the gain by: 
1~g thts ll!}kage. 

Fig. S-16. (a) Pneumatic con­
troller without a ft:edback 
mechanism; (b) curves Pb versus 
X and P, versus X. 

P,~--
0 X 

(o) 

o 

_,_ 
Pc 
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As \\C hw:; ~c.:n previously, the actuating error sign~.l moved tl1e flapper in one 
',irectioP, and the feedback bellows moved thc flappcr in the opposite úirectbn, 
tU! to a smailer degree. The efTect of the feedback bellows is thus to reduce thc 
ensíti,i:y of the controller. The principie of feedback is commonly used to obtain 
1·ide proportiorul-band controllers. 

Pneum~tic controllers which do not have feedback mechanisms [which means 
hat ene end of the f1,1pper is fixed, as shown in Fig. 5-16(a)] have high sensitivity 
nd are '=alkd narrow-band proportional controllers or two-position controllers. 
n suc.ft -a _eonu-olkf. -only_ -<!- s_¡n_alLrpQtion b_¡:tw~pn !)1e_ no.zzl~ a1_1:d_ _ _t~e. flztpper_ is 
~quired to give a complete change from the maximum to the mínimum contra!"' 
ressure. The curves relating P6 to X and P. to X are shown in Fig. 5-16(b). Notice 
1ata· smal! change in X can caill.e.a.la:~:ge cbange in Pb, wh,ich. causes th_e ba!Lyajye, 
J te completely open or completely closed. 

Pneumatic actuating Yalrcs. One characteri:::tic of pncumatic controls is that 
!ley almos! exclusively ernploy pneumatic actuating valves. A pneumatic actuating 
J."iVeCañ~provtde---n-·large power output. (Since a pneumatic actuator requires a 
1rge power input to produce a large power output, it is necessary that a sufftcient 
uantity of pressuriLed air be available.) In yractical pneumatic actuating valves, 
1~ valve characterist!cs may not be linear; i.e., the f1ow may not be directly pro­
ortional tv the val ve stem position, and al so therc m ay be other nonline:tr effects, 
~eh as hysteresis. 

Consiuer the schemJtic diagram of a pneumatic actuating valve shown in 
'ig. '5-17.'Assume thát the ará ofU!e diaphragm is A. Assume also that when the 
~tuating error is zero, r.he corrtrol press He is equal to P, and the valve displace­
H~_ntis equai to X. 

---- Fi~. 5-!7. '>chcrn.ltic diagram of a pncurnotic 
nctuat1ng Vdhc. 

In thC fo!lO\I';flg ,¡¡:;¡Jy~:$ ,é,C ;h\JI COil~Ídcr Sl1l:tll \'::1rÍ:ttÍOr1S Ín the Yariablcs anc! 
,J, le t:l~: pwuma:ic :c.::tuating va!ve. i ct .._,~ dcí.¡~c thc smatl va~i:\tion in thc 
~:o' ;;rt~s~ure ar·d t;1~ -:;r. :·c- .. ~r>:Pt:iPg; t:vc d:<}p!:\cCn't:nt to br.~ Pe nn·J_\, respcc~-
7. S!!(·~ .. t s·"~~i: Lh~;;IL1 '.! : · Utr.: ::nc~ny~~,tic prcssurc fo:~cc :q;rlicd to tbc: d:a-

o Sec. S-2 PROPORTrONAL CO:-JTROLLERS f\ 
0 

Ap. = m.'t +fx + kx 
wherc 

m = mass of the va! ve and val ve stem 
f = vi~cous-friction coeffi.cient 
k = spring constant 

( 

lfthe fo:ce d.ue to the mass and \Íscous fríction are negligibly sma!l, then F. . (. 
can bt> S!mp!tfied to , q 

-:;: ~_: l ' -¡ 

The transfer function between x and P. thus becomcs 

X(s) A , 
- .P.(s) =-k-= r, 

whe:e X~s) ~ ;[xl an~ P,(s) = ~[pJ Jfq1, the change in flow through the pr 
mattc ac.ua,mo va.ve, ts proportronal to x, the change in the vaive-stcm displ. 
ment, then 

Qls) =K 
X(s) 9 

where Q¡{s) = 2[q.J and K« is a constant. The transfer function between rr .:m' 
becornes •1 

Qls)-_ K V e-· 
P.(s) - c•"-q = ''• 

where K. is a constant. 
The st·mdard control pressure for this kind of a pneumat1"c "Ctu t; , 1 , 

1 
, .. - • • "a"ns\<L\, 

betwee_o ~ ªnd_.J) p_srg._ -r:h.e v_alve-stem dispiace::·er~t is Iimited by thc ;ltow;:¡ 
stroke of the dtaohragm and is onlv a few ¡"nc-he• lf a Jon~er- st t- · 

• • • • • J • Jo • o ro .. e 1~ nc·:d 
a ptston-spnng combln::ttiOn may be employed. · 

In pneumatic act~ating ·:a.lve~, the st::~tic-friction fOiz-. :owst be Jimited toa 1 
value so that excesstve ty>terests docs not r·~sult BccaL 0 .. ti · ., 

. . ~ . '' l 1e comprei>'OI: 
ofatr, the control act10n may not be posití\•e· 1. e an erro• 1,-~, .·, t ¡ 

J ., l. -,..,. ""\l.) ''l 'lJ" va e 

stem pos~t:on. The us_e of a val ve positioncr results in impro,:~·,;:c:m ;~ th~ ~pcrf­
mance 01 a pneumat1c actuatiug v.1lve 

A schemc.tic diagr2m of a valve po~tioner is shown in F n 5-18 yr.. · · . . . · Jo. . HC pnnct, 
of operatron of th1s deVIce 1s that if the v;:¡l .;e posit;on does 110 ¡ cor respond to . 

~;if!, 5 H< j' ... hem1tlc ducí\!rn cf J Vttlve 

~J~•ti~: .rr 
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:ontrol pressure, then the pilot .valve will operate until the valve position cor­
:-esponds exactly to the control pressure. 

Uquid-le,el control systcms. Consider the liquid-!evel control system sh0-.vn 
n Fig. 5-19. It is desired to maintain the liquid leve! ata constant value, regardlcss 

Fig. 5-19. liquid-level control system. 

of the change in the opening of the load 
val ve. 

Let us assume that the controller is of 
the proportional type, as shown in Fig . 

. : 5-15(a), -and. ·that: the--control val ve .is thal 
shown in Fig. 5-17. lf the liquid leve! rises 
as a result of a change in the load val ve, the 
-ftoat moves-'upward-;~'Gau-si-~g ·the= fl.apper -ltQY 

move into .closer contact with the nozzle, 
increasing the nozzle back pressure. Since 
the relay is reverse acting, this will resu1t in 
a reduction in the control pressure and will 

cause a decrease in the opening of the pneumatic actuating valve. This is in the 
proper direction to correct for the rising leve!. 

Proportional control of a first-order sy!ttcm. Consider the liquid-level control 
system shown in Fig. 5-20(a). [fhe controller is assumed to be the proportional _ 
control!a shown in Fig. 5-IS(a).] \Ve assume that al! the variables r, q1, hp and q0 

o.re measured from their respective stea_dy-state v~lues R, Q, li, and Q. We also 
assume that the magnitudes of the variabl::s r, q1, h ~> and q0 are sufficienÜy small so 
that the system can be approximated by a linear ""athematical model, i.e., a transfer 
function. 

___ ~- __ Referri!'gJo_S.e.~:ticn 4-5, we can obtain t.he transfer function of the liquid-level 
system as 

H,(s) R 
Q1(s) = RCs + 1 

Since the control!er is a proportional controller, the change in inf!ow q1 is propor­
tional to the actuating error e so that q;·= KPK.e, where KP is the gain of the con­
troller and K. is the gain of the control valve. In terms of Laplace-transformed 
quantitic::s, 

A block diagram of this system is shown in Fig. 5-20(b). A simplified block diagram 
is given in Fig. 5-20(c), where X(.1) = (1/Kb)R(s), K= KPK.RKb, and T = RC. 

In what fol!ows we shall investig,1tc the response h,(t) to a change in t!1e 
reference input \Ve shall a~sumc a unit-step change in x(t), where x(t) = (!/ Kb)r(t). 
The closed-loop transfcr funr:tion between ll,(s) ;q¡J X(s) is given by 

H,(s) K 
X(s) = Ts + 1 + K 

(S-lO) 

Since the La¡f"'· transform of the unit-stcp function is 1/s, substituting X(s) = lfs Q 
. \._./. 
•ntn Fn. (5-lOl I.'IVe<; 

Se..:. S-2 PROPORTIO!':AL CO~TROLLERS 

Fig. 5-20. (a) Liquid-level cen­
tro! system; (b) block diagram; 
(e) s•mphfied block d.agram; 
(d) curve h ¡(f) ~·ersus t. 

f!Z\1_ 
_ ;::-~:._R+r 
O•~ ~ . 
--.. ~ ' - ' 

1 

f+~ 
="·· R 

(al 

(bl 

~ 
.___ _____ 1 

(el 

hl(tl 

Input x(t) 1 1------L _______ f -

Offs~t . '"-='----t-

67¡ 

(dl 

H (s)- K 1 
• - Ts + 1 + Ks 

Expanding H.(s) into partía! fnctions givcs 

( K 1 TK 1 
H, s) = 1 + K-s- -!+K Ts-=r=-1 +K 

Taking the invcrse Laplac'e transforms of both sidcs of Eq. (5-ll), wc 
the following time solution h1(t): 

(t:Q 
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he re 
T 

T•=T+K 

he response curve h,(r) is plotted in Fig. 5-20(d). Fro:11 Eq. (5-12), notice that the 
rc'e cons!ant T1 of the closec!-loop system is diffcrent from the time constant T 
f the feediorward block. 

From Eq. (5-12), wr- see that as t appro:1chcs infinity, the value of h 1(f) 

;:,proaches K/(1 +K), or 

·J... 
h.(=)= 1 +K 

incé ;;~;x;r -:=-_J. therds.._ Uco~t~?9Y·?tate error of 1 f(l ~ K) Su eh ?.n· error is called 
5se:. The value of the offset becomes smal!Ú as the gain Kbecoines lárgef: · 

orr~et i.> a character:Ctic of the proportiona! control of a plc.nt whose trc.nsfer 
Jnction ~~oes not pcssess .::n :ntegrating clencnt (Clearly, we n::ed a nonzero en or 
1 arder to provide a·nor>ze:o output.) To elimir.atc such offset,\\<! must add intcg~al 
c,ntro~ :Jction. (Refcr to Sectio:1 5-3.) 

Prieurnatic proportional controllcrs (force-balance type). Figure 5-21 shows a 
chematJc di~tgram of a force-babnce pneumntic proportional controller. Force­
>:llance ..;;:¡ntrollers are in extensive use in industry. Such cor.tro!lers are someti:nes 
:~Pt2 st<J.ck controllers. The basíc principíe of operation doe~ not difíer from th8t 
,fthc forct:-d:~LH1t:e contro;)er. The main advant2gc ofthe force-balance controller 
,¿,!h.:i.dr e.;hninatcs rn3!1y-meéhnni:a·! linbges a:1d p;\toljoints.; th_ereby reducirg 
he erects of friction. 

A!Inosph~re 

Referc~~ce 
nput r .. e~~L. .. f:. 

Gu!p..t 
prcs•,ure 

Fig. 5-21. Sóemat:c d1agram o: 
a force·b~'J.r;:.e typc pncl.>matíc 
prcr,.ortis~~l cr)ntruHer. 

In"' Lr,t f.:;ll0\\ s, '.'."e s!!a~l •:ors;rJ.:;~ t:H.: ¡;r;nciplc of ~he fJrc:e-balance controll;:r. 
ir. thc con1co!k: showP Í'i Fi;. 5-21, tk. ~~::'crcnce input pressur<: P, and the O,!tput 

~,:cS>UIC Po ;lfC r~c~ trJ !:!:¿~,t' ;::;~·ph~<.1.r .. l1 (.11.\mbc•·:.. Note that '~ :0rce-baíance pneu-
· ....... ,·~ cr l'l"L\I¡~r (lnC""'"' ~ ¡!1.' r íl >)· l :;snr,• "''Pa:s Thcrefo'C, 1! is n.:c-eo.s:.ry lo CO!l-1'1~-t l... .... ) 1 4 '\..- 1~ •'-·-- ,,, 1 ./ ..._, 1. ~ ' .!;.¡ 

ver! thc fl!t,•n:n(.:,; i:·¡:,,_,: c1nd ~y~tcm outrut to corre>po•JChng prr.",sttre stgnr.L. 
As in lhc: c:1~L of ¡\·.c fcrc.:-Ji~lar.cc <.0'1trol!er, thi~ cor,tro'ler ernplc,ys :1 flap!J..:r, 

no?.,~k :1;:t! c~inces. ¡ :• r~~~ 5-2), t:1•; r!rí!lcd Oj)C!ltllg lfl tJ,c 1Ju~fOil. ch;H11DCf IS tl¡e 
f1GltJe ·r:-~~ cJ¡~~p!lrJ ... lJY) Jt 1 ~t :1hcve t!1~ !'l:J?t:lc a(;t~ as el n,~;,~y,:r. 

~-¡ -. ( ' tl- ¡._-_, '. ,_· 1-, ''· ',- ,.' r, ,.,, '.rn '· l,:•r r_, lFlW!l ; i'] F!,c' S-:! l rna\ t<· St: m· el. 1le o:-;cr~1, tct~ ,Jt ~ ,. - , -. .... -

o See. 5-2 PROPORTIO~AL CO:-.ITROL~ERS 
171 o 

marized as follows: 20 psíg air f:-om an air <up¡1ly flows t11roun11 an 
0 

·r: · 
, e • , - • • •• :;, fliiCC, caus¡ng 

a redJCe
1
d presJure m the bottom cha:lioer. A1r m th1s charnbcr ese<! pesto the atmo-

sphere t.1rough the nozzle. The flow through thc nozdc d•'pcnds , ·pon tll·' " ¡ 
, _ • • • ~ "' J ~ o a p a nl 

t11e pre~sure drop across 1t. ,:n :ncrcase m thc refcrence input pressure P,, while 
the out.put pressur: P" remams the same, causes the valvc stem to move down 
decre::smg the gap oetween lht nozzle anJ the flapper diaphragm. Tlm causes th~ 
centro! pressure P< to increase. Let 

p, = P,- P0 

-lf'p;1=·0;:titereis..an equilibrium st~te with the nczzle-flap.per distance eqc¡aJ to .Y 
and the control pressure equal to P,. At this equilibrium state p = p k ( h 
k < 1) and , 1 e w ere 

where a is a constant. 
··X·= fi.(P ¿1 1~- P;!cA

1
) (5-l3) 

Let us nssum:- thatp, :;t: O and define smal! variations in the nozzle-flapper d!s· 
tance and control pres.;ure as x and,., resnectively Tlv·n 'VP obt ;,

1 
r:,~ f ¡·, .. -

• • "'' 1 • - ' • el.. "·~ O !0\\lil!?, equat!On: -

X+ X= a.[(P, + pc)A,- (P.+ P
0
)/.:A

1
- Pc(A

2 
-- A

1
)J 

From Eqs. (5-13) flnd (5-14), ·.ve obtain 
(5-14) 

X= et[p<(l - k)A t -- P,(A 2 - A ¡)J (5-15) 

At this point, w::: r::ust er.arr1ine the quantity x. In the design of pneurn:Jti-::: con­
trol!ers, th; nozzle-f1a~>per d;stance is quite sm;:¡J!. In view of the" fact thu.t x/('.! is 

2 
hll.!her-on:ler term than p (l - k)A o~· p. r 1 --- 1 ') · that 1•5 

"or ~ -'- rt 
"""' " M J e"" 2 4 1 ~ l ' 1' j a - l;, 

X 
-¡¡_-<::,p.[ A.- AJ 

ViC: nMy nc~~ect the ter~1 .1.· In our analysis. Equation (5-I 5) can then be rewr;tten 
te reflec.t tr.J<: assumpt.:m as follows: 

Pc0 - k)A. =~ p (Al -- A.) 
' ~ ~ .1 

and r.h e traq:Jer fu nction b':r·,, e en pe a CJ.d p. bec0mes 

P.(s) __ A2 -A1 I K 
fiXs} -- --x;-- 1 -- k = · j) 

Thu~. tl·e cor.trolier sh-:\\vr: in .F!g 5-21 is a prop.)ft:onal contro!lcr. The valuc 0¡ . r. . , 
ga1n ·"'p Hicrea<:es ,Js K t.t~IJf(},:cne-) U1~~J. i~ote ~[L'tt tlLt Vdlt:e of k tit:pCti(!~ Uf1on thc 
;.li.lmctcr~ of the Órii~c-:5 in rhe inlet and outlet pipes of thc fccdb:1ck cl:ambcr. 
(·r¡ ' of. ' l . 

l 11 .. \'J!t:C: K :lpprcaC.!lCS ULJty a<, t 1.: fCSi~tance to flow Ín tl¡e orifi·~e or ~ht: in!ct 
r•:-·..: l> m:tdc <;;nztlkr) 

íl)dr:wiic propaition:J1 controller~. Ex,-cpt for low-pressu1e pncumatic cor~trol­
kr,, .-o•n;JrC>~cd a1: h,h sell:Oi1' been applícd to thc con~inuous control of tlic rn,)­
¡¡,,n ,,f (kv1cc:.: h:,; ing >iglllf:é.,\íí( m~!'>~ und~r eterna! !o,>J forccs For S'l.:-11 ·1 ,.,.,_. 

.. ~ -.. .... ~ 
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O ti 
under 

pressure 

t t t 

o- -1- -{H---c 

hydraulic controllers are generally preferred. 
Hydraulic controllers are also used exten-
sively m m us ry. n ~ . . d t "'"tth high-pressure 

• 1 ¡rgo "r)("C can be hydrauhc systcms, very ·' · ~; ' - . . . 
b . d R·•p"t·' 'lCl.lO" accurate oosttiOnmg o tatne . ... u-, "' • . 

of heavy loads is possible with hy~rauhc 
systems. A combination of electromc an? 
hydraulic systems is widely used because ~t 
combines the a el vantages_ of both electron_tc 
coñ'erol ahd hydraulic power. . 

A brief description of the operatton ~fa 
h draulic servomotor was give~ i_n SectiOn ,~-.. "í':-r:c- ~"~'"'" . - . tl.l"t· for ·ne'g!Igtbly sma:ll 4-3. t was SttOWn " • . . 
1 d mass the servomotor shown m Flg. 

Fig. S-22. Hydraulic servqmotor. 4~~2 act~ 'as an integrator or an integral 

E (4-25).} Such a servomotor constitutes the basis of the controller. [Refer t? ~-

hydraulic control ctrcutt. . F 5-22 acts as an integral controller. We can 
The servomotor shown m tg. . l controller by including a feedback 

. tor to a proporttona . f 
1 

¡· k modify thts servomo . . . 1 . h F' 5_22 with the exceptiOn o t 1e m 
. · 5 23l' ) 15 tdentlca w1t 1g. • .. · k m

echamsm. Ftgure - a . · · · r edb ... ck link ABC at C. Lm . f th ower ptston JOtnmg te " 
attached to the left stde o e p . bout a fixed pivot. \Ve shall see . r k rather than one movtng a 11 
AC is a ftoatmg tn ·n Fi 5-23(a) acts as a pro~)Ortional contro er. that th_~ ~c;_rxomotor shown I g. - - . . -

_...,.,_~~-_,-- .... -...-- ' '- -"' r-~~ 
Otl .. 

' uríoer 

'1) J(jl;)\ 
s\ L~~-~ 

1 n 

b ;· 
(al 

Fig. 5-23. (a) Servomotor which a .... 
as a proporttonal'controlll:r; (b) block 
rfi ,~;.,m 0 r the servomotar. o 

Sec. 5-3 
DERIVATlVE A~D 1:\'TEGRAL CONTROL ACTION 

The hydraulic system shO\~n in Fig. 5-23(a) opcratc3 as follows: If the inp 
mo\<es the pilot piston to thc left, this wil! uncovcr port J so that high-pressur-1 
flows through po:t I in~o the lcft side of the power pistun and forct.:s thts pi, 
to the right. The pJ\',er piston, in movíng to thc right, will e,• ·y thc fcedb.1ck 
AC wíth it, thus rnoviq~ :he pilot piston to thc right. This action continucs t: 

the pilot piston again covers ports I and Jl. A block diagram of the systcm car 
drawn as in Fig. 5-23(b). The transfer function bctwccn y and x is givcn by 

b K 
Y(s) ti"+b s 
X(s) = l + K -.!!:___ 

sa+b 
bK 

= s{a..¡., b)-+ Ka 
Noting that under normal operation l Kafs(a + b)j » 1, we obtain 

Y(s) =.!!_=K 
X(s) a s 

The transfer function between y and x becomes a constant, and thus the hydrat: 
system shown in Fig. 5-23(a) acts as a proportio"nal controller, the gain of wh 
is K¡¡. The gain K¡¡ can be adjusted by effectively changing the Iever ratio, b 

We ha ve thus seen that the addition of a feedback leve,r will cause the hydrau 
servomotor to act as a proportional controller. 

Electronic proportional control!ers. An 
is an amplifier which receive-s a -small­
voltage signa! and produces a voltage 
output at a higher power leve!. A sche- e, 
matic diagram of such a controller is 
shown in Fig. 5-24. For this controller 

K( Rz) KR• '' 1 eo = e,- e. R, ' R, _..._... 

Thus the transfer functio.1 G(s) of this 
controller is 

electronic proportional control~ 

G(s) = §_g(s) = R, =K¡¡ 
E,(s) R

2 Fíg. S-24. Schematic diagram of an electron 
proportional control!cr. K is the gain of thc proportional con-

tr~ller. The gain Kj} can be adjusted by changing the ratio of resistances (R
1
/R

2 in thc fel!dbJck circuit. 

5-3 O!lTAI~l:'\G DERIVATIVE A:'\D 1'\TEGR:\L CONTROL 
ACTI0:--.1 

In this scction, w-~ shall present mcthods for obtaining de1 i.\cative and integ1 a· 
<:ontrol action. \Ve shall ;1gain place the empha~is on the prin(): and not on thc 
dctaih of the actual mcachanisms. 



e 

Fig. 5-25. Control systcm. 

The basic principie for generating 
a desired control action is to insert the 
inver~..o of thc dcsircd transfer function 
in the feedback path. For the system 
shown in Fig. 5-25, the closed-loor 
transfa function is 

C(s) G(s) 
R(s) = 1 + G(s)H(s) 

;(s)H{s)/» l, then C(s)/R(s) c2:1 be.modified to 

C(s) _ 1 
R(s)- H(s) 

>, if proportional-plus-derivati\ e ~o:1trol action is desired, we insertan element 
ng the transfer function lf(Ts...:.. I) in the feedback path. 

)!>tnininn pncumntic proportior:JI-p!us-dcrivath·c control action. Considcr the 
:m:1tic c~ntroller shown in Fig. 5-26 (a). Th.is is a narrow-band proportional 
roller ora pnetll'1:ttic two-pos!t:o:1 controller. Suppose that the zero actuating 
· e= O corresponds to the nou:e-~apper distance X and control pre~sure Pe. 
smaii cha'l!:!C in the actuating e:-ror from the zero position produces a small 
ge in x in the nozzle-flapper dis!:::-::e, then a small changc Pe is produced in the 
s-1 pn;~s·Jre A block dingmm o: the system (under the assumption of small 
tions) can be drawn, as showr: :n Fig. 5-26(b). The transfcr function betwe_en _ 
de becomes 

(o) 

1>1 

!is) = bK_ =K 
E(s) a+ b P 

Ft<:· 5-26. (,t) A pn~umatlc r)l Joort;or>J.t 
c:,r'trd! 1er, (b) bluL.k d!.'C'~~tn of th~ con­
'-u:l::,-. 

o Sec. S-3. 

/\, 
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We shall next show that the addition of delayed negative feedback to th' 
controller shown in Fig. 5-26 (a) will modify the narrow-band proportional con 
trolkr to a proportiond-plus-derivativc controller. 

Consider the pneu:natic controller ~hown in Fig. 5-27 (a). Assuming agJir: 
soall changes in the ac.uating error, nozzle-llappcr distance, and control pressure. 
we can summarize the opcration of this contro!Ier as fo)Iows: Let us first assume a 
small step change in e. Then the change in the control pressure Pe will be instan-

Ftg, 5 27. (a) ¡._ pneu­
rJJJtíc pro¡_,v.tíon,ll-plu;­
cc;tvative contro!icr; (b) 
stcp changc 1n -· aríd t~1e 

corre<~.t)on,J.ns ch,lP:~cs :n 

p, :-Lr1J x pi.)l.::l~ v-:r_.us t, 

(~) b:o~k dt::gr:>rn of t!1c 
.~ J!¡\:-oHc· 

loJ 

e 

- ____L ________ _ 

t 

Pe t.__ _____ _ 
---L-______ _ 

~-

1 

_L======--
(bl 

(e) 
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aneous. The restriction R \'.-ill momentarily prevent tho feedback bellows from 
ensing the pr¡;ssure change p,. Th'..ls the feedback bellows will not respond momen­
arily, and tht! pneumatic actuéng valve will feel thc fu!! cfTect of t~e movemcnt 
1fthe fl;:¡ppc:r. As time goes on t::e feedback bellows will exp:1nd o; contract. ,.;,,~ 
:hange in the nozzle-fbpper distcr:.ce x ami the changc in the control pn:ssure J'. 
:an. be plotted against time t, as ~~:own in Fig. 5-27 (b). At steady state, the fecd­
¡ack bellows acts like an orcE·,:;-;· feedback mechanism. Thc curve p, versus i 

:learly shows that this contro!!er is of the proportional-plus-derivative type. 
A block diagram corrt!spq,nc::Jg to th}s .pneur:natic con.troller is shown in Fig. 

)-27 (e). In the block di:lgram, K ís a constan!, A is the arca of the be!lows, and k, 
s the equivalent spring constant of the bellows. 1he transfer function between p. 
tn_d e can be obtained f10m the b~ock diagramas follows: 

b 
a+.bK 

l + K a A -=-=..::._-= 
a+ bk, RCs + 1 

In such a controller the loop gain 1 KaAf[(a + b)k,(RCs + 1)] 1 is normally very 
much greater than unity. Thus the transfer function P.(s)/E(s) can be simplified 
to give 

P.(s) =K (1 + Ts) 
E(s) ' d 

where 

K= bk, 
' aA' 

Td= RC 

rhus, delayed ncgative feedback, or the transfer function 1/(RCs+ 1) in the feed­
'ack path, modifies tl:c proportional controller to a proportional-plus-derivative 
:ontróller. 

Note that if the feedback valve is fully opcned, the control action becomes 
proportional. If the feedback \::!ve is fully closed, the control action beco mes 
r1arrow-banJ proportional_ (on-o:t). 

Obtaining pneumatic proportional-plus-intcgral contro! action. Consider the 
proportional controller shown Í!1 Fig. 5-28 (a). Comiclcring small changes in the 
variables, we can draw a block ciagram of this controller as in Fig. 5-28 (b). We 
shall show that thc addition of ce!ayed positivc feedback will modify this propor­
tional controller to a proportío::<!l-plus-integral COI'troller. 

Sec. S-3 DERIVATIVE AND INTEGRAL CO~lROL ACf 1 0~¡ 

Fig. S-28. (a) A pneumatic propor­
tio!lal controller; (b) block diagram 
or the controller. 

(o) 

(b) 

177 

• 

Pe 

· in such a way that the change ÍntJ>ressure in bellows II attains the value p<. Thus 
bellows H will expand or contract as time elapses in such a way as to movc the 
flapper an additional amount in the direction of the original disp\acemeni' e. This 
will cause thc back pressure p, in the nozzle to change continuously, as shown in 
Fig. 5-29 (b). 

Note that the integral control action in the controller takes the form of ~lowly 
canccling the feedback that the proportional·control originally provided. 

A block diagrarn of this controlkr under the assumption of small variations in 
the variables is shown in Fig. 5-29 (e). A sirnplification of this block diagrarn 
yields Fig. 5-29 (d). The transfer function of this controller is 

_b_K 
P"(s) a+ b 
E{s) = 1 + _!i_a -~-i (r ~--1--) 

a+ b k, RCs + 1 

where K is a constant, A is the area of the bellows, and k, is the couivalent spring 
constant of the combined bcllows. 1 f 1 Ka A RCs/[(a + b)k ,(RCs + 1 )JI ::~ .• 1, wlnch 
is usually the case, the transfcr function can be simplift·~d to 

Consiuer thc pncum,1t~s co~::)l!~r shown in F1g. 5-29 (a). The operation of 
this controllcr is as follows: T!~e bdlows dcn~tcd by I i~ connccted to the control 
prcssure ~ource without ,wy res(riction. The bcllows dcno!ed by JI is connected to 
the control prcs<>urc source thro:Jg!-1 a rc'>triction. lct m assumc a small step changc 
in the actu¡tting crr0r Thí~ v.i.J cau~c thc back pn:s~urc in thc noZ?le to change 
instantancously. Thus a cha:1_;;e in the control prc~~lllC p, Jso occurs instan­
tancou>ly. Dueto the r,;:~tric.tio:~ of thc valvc in thc path to tdlows Ii, therc will 
be a prc~~urc drop Qss the v;oi .e. As time goc~ on, a ir will f1ow across the valve O P,(s) = K (1 + _1 ) o· 

E(s) ~' T1s 
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(b) 

Pe -

Pe 

o S~:c. 5-3 

where 
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K = hk, 
P aA' T1 =RC 

17~ 

Obtaining pncumatir: p:·:roportional-plus-derhathc-plus-iutcgral control :'ction. A 
combination cf the pneum1atic contro!:tctions sho\Ht in the sy<;tems of f1gs. 5-'27 (a) 
and 5-29 (a) yields a ¡J•!oportional-plus-derivative-plus-intcgr[•l control :1.c~·on. 
Figure 5-30 (a) shows a scf-Jematic diagrnm of such a controller. f1gurc 5-30 (b) 
shows a block diagram c/f this controller under thc assumption of smt!ll V<!ri.Hions 
in the variables. 

The tramfcr function: of this controller is 

.... 
(al 

Pe 
e b[ a-~b] -Pr-----1' 

F•¡,:. 5-JO. (a) A [J!KdnJ,'IIC prLl[)c1r!!OnJI-plus-dcr•l Q! rvc-plus-rnt~;;· ,¡l 
contru!kr, (b) b'uc•:, 0•.tgr.Hlí vi :lt~ c<nl•rnlia. 
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By defining 

T, = R,C, Td = RdC 

and noting that under normal operation !KaA(T, -1~)s/[(a + b)k,(T ,s + l)(T,s + !)]! 
» 1 and T, » Td, we obtain 

P.(s) _:_ bk, (Tds + I)(T,s + 1) 
E(s) -;- aA -. -<r, - -r--;¡¡-

_:_ bk, TdT,s 1 + T,s -t- 1 
--~ aA T,s 

= K, ( 1 + Tds + i,s) 

~wbere 

K= bk, 
' aA 

Equation (5-16) indicates that the con­
troller shown in Fig. 5-30 (a) is a propor­
tional-plus-deriva ti ve-plus-integral con­
troller. 

Dasbpots. The dashpot shown in Fig. 
5-31 (a) acts as a differentiating element. 
Suppose we introduce a step displace­
mcnt to the piston position x. Then the 
displaccment y beco_mes equal to x momen- '1 

_. 

(5-16) 

ll 

(ol 

.. - -tarily. Beca use of the spríng force, how­
ever, the oil will flow through thc resistance 
R and the cylinder will come back to the 
original position. The curves x versus t 

and y versus tare shown in Fig. 5-31 (b). h 
Let us derive the transfer function 

between the displacement y and displace­
ment x. Define the prcssures existing on 
the left and right sides of the piston as 
P

1 
(lbjin.1) and P1 (lb/in. 2), respcctivcly. 

Suppose that the inertia force involvcd is 
negligiblc. Thcn the force acting on the 
piston mu~t b,llance thc spring force. Thus 

A(P1 -- P,) '= ky 

where 

A = piston area, in. 2 

k= spring constan!, lb/in. 

The flow ro is given by 

X(s) - ... 

(bl 

Y(s) 
r---------.----~ 

(el 

RA'-p 
T=-­

k 

1·!·~. S-31. (,;} D.t~hrot; (b) stcr changc in 
x and tht: wrrc,pomling ch.tngc in y plottcd 

. versu~ 1; (,; ~l!~c'<. dlagr.un or the d.tshpoo 

---------------- ------------------
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where 

q = flow r2.te throug; the restriction, lbfsec 
R.= re5!Stance to flow at the restriction, lb-sec/in.~-lb 

Since the f!ow throe!gb t\e restriction during dt seconds must equal the clwnge in 
the rnass of oil to the le:"t of the p1ston dunng th~ sarne dt scconds, we ob:J in 

qdl = Ap(dx- dy) . 

where 

p = density, lb/in. J 

(\Ve assume that the fluid is incompressible or p = constant.) This last eol!3tion 
can be rewritten as · 

dx _ dy _ .!L _ P2 - P 1 _ ky 
dt d, - Ap - RAp - RA 2 r 

or 

dx dy , ky 
dt = dt 1 RA 2p 

Taking the Laplace transforms o.f both sides of this last equation, assu:ning zero 
initial conditions, \\e obtain 

sX(s) = sY(s) + R- k, Y(s) 
A-p 

The transfer function of this system thus becomes 

T(s) s 
X(s) = s +_k 

RA1 p 

Let us define RA 2p/k =T. Then 

Y(s) Ts 
X(s) = Ts + 1 = --~ 

1 + Ts 

Figure 5-31 (e) shows a block diagram representation for this system. 

Obtaining hyur:wlic p1 o por tional-plu'>-intcgral control action. Figure 5-]2 (a) 
shows a sr!1ern:1t!c c~i:•:_!r~rrl of a hyclr~tul¡c proportion1l-plu,-i•lte¿:ral conlroller. 
A block diagr:.rr1 of t~! 1 5 C0:-Jtrulkr 1s sho\\ n in F1g 5-32 (b) "J !1~ ir,toJ~f..:¡ fun.·t¡c•n 
Y(s)/E(s) is gi\en b) 

o 
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Fi¡:. S-32. (a) Schem<.~ttc dia­
gram of a hydraulrc pro­
portionat-ptus-rntegrat con­
trol!er; (b) block d1agrarn of 
the cor,trol!e~. 

In sr•·~ll a controller, undec nornml opcration JKaTJ[(a + b)(Ts + l)li :?-> ~. with 
the rcsult that 

~~(!2 = K (r + _!..._) 
E(s) P T1s 

where 

K. b 
=:::---S 

a 

Thes the con!roller sbown in f.'ig. 5-32 (<~) is a proportional-plus-in:egr,il control!c.r. 

Obt,:l11ing fi.:ríva~ivc and Íl!tcgral contt0l action iu c!cctronic colltroHcn. PigL:1.,; 
) . .]"-\ o1ww:, thc ¡-¡rÍ'\L.>k e/' obt::tinir1g dcriv.ttivc anrJ in~e~r,tl control act1on 1·1 
ef.::ctron;c CO'l~rclkr_, f:· ,c;Jti:dly WC tllSt:tt an approprint..: cir,':JÍ\. l!l thc fccdb,,_,:h_ 
p:1th to ~ .:r":r.ttt: '.L:,: .· ,, 1 ,·e! cui': rúl aLtto 11. Th~ ! r.tmfcr fu nctiom of Lhc con trol 1cr ~ 

n!:!Y be obl.ii"c'l :1-, ,·ullow,; for tllc cantro!L:r o!town in fig. 5-33 (a), 

o S«. S-3 

e, 

DERlvATIVI: AND J.\;Tf-GRAL CO!'lTROL ACT!0:-.1 

(o) 

e, 

(b) 

---o 
e, 

_é,(s} =-l+-'­
E1(sl T,s 

fig. S-3J. EkctfcJ"i.; controlkrs (a) Proporttor.al-plm-datvative con­
trut!cr; (f¡) proport;onal plus-integral co:¡trol!er; (e) proporttomt-plus­
dedvativ~ ·plus-¡r>te¡;ral controller. 

llcnce, for !K/(R,;C.,r+ l)J» !, 
E0 (s) _ _!!_(RdCds + 1) . Re _t_ ¡ _ T + 1 
E¡(s) - R.c.~s + l +K · d "

5 1 
- ds 

"hcn: Td = R,p_,. 
Simil<:.rly, for the controlkr shown in Ftg. 5-33 (b), 

E1 (s) R,C,s 
:t;(55 = R.CJ_-F_i 

[E,(.<)- E¡(s)]K =-= F:0 (s) 

i!cnu:, for 1 KR,C.>f(R,C,s ~- 1) [ :'::· i, 

E0(s) ·-- K(R,C,s + 1) ___ R,C,s ..C 1 ___ 1 
E,(s) --- Kif,c,s -~-J~.c:;s-+ r-;-- ··xe;~--;-- 1 + '.r:s 

'~'·'lCfi: :~ ce= R, e,. 
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For the controller shown in Fig. 5-33 (e), if the loop gain is very much greater 
than unity the transfer function m ay be derived as follows: 

E0(s) =K a (l + Tds + _!_) 
E,(s) P a 1'/.T.S 

where 

a.= 1 + Rd + !J 
R 1 T 1 

The derivation of this transfer function is ~iven in Problem A-5-5. 

5-4 EFFECTS OF I~TEGRAL AND PE_RIVATIVE CONTROL 
ACTIO:"' O~ SYSTEl\I PERFORl\1.\NCE 

In this section, we shall investigate the efTects of integral and deriva ti ve control 
action on the system performance, but we shall consider only simple systems. 
(In later chapters we shall study more about integral and derivative control.) 

Integ1 al control action. In the proportional control of a plant whose transfer 
function does not possess an integrator 1/s, there is a steady-state error, or offset, 
in the response toa step input. Such an ofT~et can be eliminated if the integral control 

e.' -~--~-aéhon g-mélúdéd in the controller. 
In the integral control of a plant, the control signa!, the output signa! from the 

controller, at any instant is the arca under the actuating error signa! curve up to 
that 1nstant. The control signalm(t) can have nonzero value when the actuating 
enor signa! e(r) is zero, as shown in Fig. 5-34 (a). This is impossible in the case of 

-the proportion...:: controller since a nonzero control signa! requires a nonzero 
actuating error signa!. (A nonzcro actuating error signa! at steady statc mcans that 
there is an offset.) Figure 5-34 (b) shows the curve e(t) versus t ancl the corresponding 
curve ni(r) versus t when thc controller is of the proportiona! type. 

,.,,,~ 

o ~--..... , 
'''1\ 
o~ ' 

m{ll\¿ -::_ --= 
o f 

m{l}~ 

o t 

(o) (b) 

Fig. 5-3-1. tJ) l'luh uf e(r) nnd 111(1) curves showing nonzcro control 
/ SJgn;tl \lhcn .lile,\( (\J,tUIIg crr.or ~it.:n,\1 is Zt:10; (b). p!OlS Of C.(/) illlli 111(1) 

Qcurves ~!Jo~nng 7cro COI'!rol s1gnal whcn thc actu~tmg error s1gnalas zc¡o 

f 

o 

--- -~--- -------
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Note that integral control action, while removing on·-,<::t or ;tl,•l1 )-S'~tt:: er 
m:~y lcad to o~cillatory r..:sporhe of ~!0\'.ly ú..:cr~a~in;; <trnpli~lll~<.: or,ev~.-11 ir~cr..:J· 
amphtuúe, both of which are usua!Iy uncle~nablc. (Fot L!-:t<uls, sce C1urt:.:r 

Integral control ofliqt::tl-kícl con!ro! :.y~tcms. In Scction 5-L, we found th:tt 
proportional control of a liquid-levd sy5tem will n:sult in a steady-state cr 
with a stcp input. \Ve sktll now show t11tlt su eh an error can be eliminat-:cl if in te: 
control action is included in the controllcr. l 

Figure 5-35 (a) shows a liquid-level control !.ystcm. \Ve assume that the e 
tro!lcr is an integral controller. \Ve also assume that thc variables x, q., h, and 
which are measured from thdr respective steady-state valuc~ }(, Q, H, and Q, 
small quantitics so that th~ system can be considercd linear. Under thesc assur 
tions, the block diagrarn of the system can be obtained as shown in rlg. 5-35 ¡ 

From Fig. 5-35 (b), the closed-loop transfcr function betwcen H(s) and X(.' 

Hence 

li~. S-35. (a) Liquid-kvcl con­
Ir•'' ~}~tcm; (b) blu.l. dwgr,lm 

~~r rhc ~> stcm. 

H(s) KR 
X(s) = RCs 2 + s -f KR 

E(s) _ X(s) - H(s') 
X(s)- X(s) 

RCs 2 + s 
~ RCs 2 + s +-Kn 

· ~-X+x 

O••·-~ i 

R+h e 

i I -__,...¿ 
R 

(a) 

EI''~IRb_T 
(D) o 

. 
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iince the sy5tc:•11 io~tab!e one, the stcady-state error for the unit·stcp response is 
>b!.J.I'cd by appl) ing thc ftnal value thcor..:m as follow~: 

e,= lim sE(s) 
•-O 

= lim _ s(RCs 2 + s) _!__ 
•-oRCs 1 +s+KRs 

=0 

:ntegral control of the liquid-level systcm thus eliminates the steady-state error in 
be response to the step input. This is an important improvement over the propor­
ional control alone which gives offset. 

Response to torquc disturbanccs (proportional control). Let us investigate the 
·nect of a torque disturbilnce occurring at the load dement. Consider the system 
hown in Fig. 5-36. The proportional controller delivcrs torque T to position the 
oad element, which cons\sts of moment of inertia and viscolis friction. Torque 
listurbance is denoted by N. 

N 

Fig. 5-36. Control system with 
a torque disturbance.-

Assuming that the ¡eference input is zero or R(s) =O, the transfer function 
dween C(s) nnd N(s) is given by 

Ience 

C(s) -~1-~ 
N(s) = Js 2 + fs + KP 

f 

E(s) _ C(s) 
N(s)- - N(s) = 

"he steady-stilte error dueto a step ciisfurbanc:e torque of 111agnitude T,. is given by 

e .. = lim sE(s) 
•-O 

= lim z -s T,. 
•-o Js + fs + KP s 

- T,. --K-
p 

At steady statt:, thc proportional controllcr provitlcs the torquc -T., which 
; equ:1l in !P.tgnitti'k bc!t oppo~itc ir: ~i¿;rt to ti11.: di~turb.tnce totquc T •. Thc steady­

!:ttc output due tu thc ~kp disturbancc torl¡uc i~ 

T e,, = -e., :::..:..: K'!.. 
p 

o 

\ 
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c(t) o 

Tn 
(Kp'Smoll) 

Kp 

Fig. S-37. Typica! response curves to a step 
torque disturbance. 

The stdady-statc error can be reduced by increasing the value of the gain KP. 
Increasing this va! u e, howcvcr, wil! cause the systcm response to be more osci!latory. 
Typical n:sponse curves for a sma!l value of KP and a largc value of KP are ~hown 
in Fig. IS-37. 

Since the value of the gain Kp cannot be increased too much, it is desirabl.! to 
rnodify:the propor~ional ccntroller to a proportioi1a!-plus-integra! contro!ler. 

1 

Response to torque disturbances (pro¡Jortional-plu~-intcgral control). In ord,'r 
to eliminate offset d u e to torque distur:b:,nce, the proportional controller m ay lx 
r,;:placed by a proportion:tl-plus-intcgral controllcr. 

If i~tegral control action i~ added to the: controlier, then as long as there i~ an 
error s~gnal, there is a torque dcveloped by the controllcr to reduce this error, 
provid~d the control systcm IS a stablc one. 

Figure 5-38 shows the proporttOnal-plus-integral control of the load element, 
consistlng of moment of inertía n nd viscous friction. 

Th6 ciosed-loop tiansfer function between. C(s) and N(s) is 

1 C(s) _ s 

1 N(s)- Jsl + fsl + KPs + ~p 

In the lbsence of thc rebence input, or r(t) = O, thc er~or signa! is obtained from 
1 

fi¡:. 5-_:IS. Proporuonal­
plu>-ml.:gr.d contrúl of a 
(oJJ c!~m~nt cor."sting 
or 010rl'cnt of Jne•tta :ltld 
\i~o.:ous fncunn. 

E(s) = 

N 

R=Oyfj 1 l T~~ 1 1 -- ..- ~ K (1+ --)¡-~ < -, ---~----' - ¡ P T,s ~~~~ 

L__~------------------- ' 

e 



18R BASIC CONTROL ACfiONS Chap. S 

lfthis control syskm is a stable one, i.e., if the roots of the characteristic equation 

J s 1 + fs 1 + K Ps + } = O 
1 

have neoative real parts, then the steady-state error in thr r.::3ponc:e to a step 
disturba~ce torque of magnitude T. is obtainecl by applying th; f1nal value t1·.::.:o­
rem as follows: 

eu = lim sE(s) 
•-0 

= lim -sz T. 
•-o Jsl + fsz + KPs 1- ~ s 

=0 

Thus steady-state er~or to the tórque disturbance >~n be eliminated if the controiler 
is of the proportional-plus-integral type. . , 

Note that the integral control action added to the proport10nal controlkr 
has converted the or!:;inJlly second-order system toa third-order one. Hence thc 
controls)stem may become unstabl~ ~~r a large value of KP since the roots of t~e 
·tna·1~.:t;:;:-~:,·.o- -=.1,.~~;"''' "''¿Y hZlve postttve real parts. (Thc second-order syst.e~ ts 
always stable if the coefficients in the system differcntial equation are al! postttve.) 

N 

1 1 ~l e 
í ;,,. ·:rlJ 1 . 

·tL-------

Fig. 5-39. Integral control ora 
toad element consistmg of 
moment of inertia and vtscou~ 
fricuon. 

lt ¡5 important to point out that if the controllcr were an integral c~ntro~:e:, 
as ir Fig. 5-39, then the ~y~tem always b~.:comes unstable because t~e charucten::.ttc 
equation 

Js 1 + fs 2 +K= O 

will have roots with po~itive real parts. Such an unstablc systcm cannot be used in 

pract!ce. . 1 · d t 
Note that in the system of Fig. 5-38, thc proporttonal contr~ ~ctton ten s o 

stabilize thc system, while the integral control action tcnds to eltmmate or reduce 
steady-sratc error in respo~se to various input' 

Derirathc contwl ac1ion. D.rivativc control action, when ~ddc~1 toa ~:.~~.or: 
tional contro1la, provides a :,eans of obtaini.ng ;~ contr~llcr wtth htg:1 s1c~_,!.t\tt)._ An advanta~c of using deriví~tive control action ts. th~t 1t respomh .~o !.1,~ ra:e ol 
• a ·oe of thc actu,•tin<> Cíf(·f a!'d can ptoJuc<: a str:ntf!c.tnt cotr~.:ct•,)n bJor..: tb.e 

en 11_,_ ' oftlt" acttt'l-;.,,, c•r--·r bccnnocs too l;,rg•e. Dcriva'ÍV>: ~:or,trul thus :11lttct-magt•t'U(!C "'' • '·' -- · ~ - · 
pa!-;'; ;1:,.; actuatiQrror, Tn:t;atcs an e:nly corrcctivc actioa, ancl t-::nds to tncrcase 
thc st,:!_;;!ity or tite ~y:,:t:'1'. o 

'" 1 '• 

Although dcrivative control docs not affcct thc 5tcacly-statc error c!irec~l;. 
Ít adds damping to ti:.: sy~tcm and thus permit~ tite li)C of a !.trgcr \'a~u_: or t:•: g:: i 

K, which \~ill rcsult in ~l'l imptovcment in the ~t..:o~dy-~t~tl<: accuracy. 
Becau~e derivativ-: control opcrates on tl1c r.ttc of chan~c of thc actu:-,ti:' 

error ancl not the actua1ing error itself, this modc i~ never ll)cd , 1)trc. It 1':. ,t].,',:1]· 

used in combin.1tion with p¡oporthnal or proportional-plus-integr.tl ac!tOil. 
•' 

Proportional CO!I!roJ ofsystem~ ,.,;~:: incrtí.tlo:>tl. Bcforc wc tli~cuss !he t:!T,:;t o' 
derivativc action on syst<::rn performance, we ~Ita!! con;;iucr tlíc proportional contro 
of an inertia load. 

Consider the sy~tem shown in Fig. 5-40 (a). Thc closed-loop transfer f unctior 
is obtained as 

C(s) _ KP 
R(Sj- J~-4_:-k~ 

Sine e the roots of the characteristic eq uation 

Js 1 + KP =O 

are imaginary, the response to a unit-step input continues to oscillate inddinitdy, 
as shown in Fig. 5-40 (b). 

Control systems e.xhibiting such response characteristics are not desirable. 
We shal! see that the addition of derivative control will stabilize the sys'~rn. 

Proportional-plus-dcrivative control of a systcm nith incrtiJ load. Let ll'> modify 
the proportional controller to a proportional-plu~-dcrivatt\e controllcr \'. ho~e 
transfer function is KP(l + T,¡s). The torque devclopcd by the control!cr is propor­
tional to KP(e + Tde). Derivative control is esscntially anticipatory, mensures the 
instantaneous error velocity, and predicts the largc ovcr~hoot ahead of ttme <l!lll 

produces an appropriate countcraction befo re too large an ovet shoot occurs. 

f'i¡:. 5-10. (a) Proportion:~l control of a 
'))!cm 11 ith incrtiJ loJd, (b) rc>ponsc to 
a unit ~lcp-input. 

(o) 

q(t) t 

'~z~ 
o---- -- ü --., 

(b) 
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(al 

- , 
(b) 

e 

Fig. 5-41. (a) Proportiorial-plus­
derivative control of a system with 
inertía load; (b) response to a umt 
step-ínput. 

Consider the system shown in Fig. 5-41 (a). The closed-loop transfer function is 
:iven by 

C(s) _ Kp(i + Tds) 
R(s)- Js 2 + KPT4s + Kp 

fhe characteristic equation 

Js 2 + KpTds + Kp =O 

1ow has two roJts with ncg:ttive real pacts for positive values of J, K:>, and Td. Thus 
krivative control introcbces a dan1ping effecL A typical response curve c(t) to a 
mit-step input is shcwn in rig. 5-41 (b). Clearly, the response curve shows a marked 
mprovemcnt over tlle original response curve shown in Fig. 5-40 (b). 

5-5 REDUCfiON OF PARAMETER VAIHAT!ONS llY USC 
Ofo FEEDBACK 

The ~)rir.1r,ry purp0sc of using feedback in cor,trol systems is to reduce the sensi­
tí, .. ;ty of ~he: systcm to paro.r:l.ltcr ''MÍ:ttions and unwa~1~~d disturbances. 

lf ve:· nrc to cons~ruct :.l. st•iiab:c opc~J-loop control sy~tcm, wc must select all 
the compo:¡cnts of t1-,¿ opcrt-hop :r:1:1ofer functi'J'1 C(s) v~ry carefully so tbat t!;cy 
responr~ accur.ltciy. In th·:: GL',' of' cou~trucling a closed-loop cont; ol systcr11, 
howcvc>, tl.t co1nponcnt~ c:u, be kss ac.:L•r<lk since thc ser~oit:vity to parametct 
varh:tions m :7(s) is rcdllcccl by a Í:tctor of 1 + C(s) 

To íll-J•,tr:.H·~ ti1is, CO!'S!'.kr thc opw-!e:up ancl tL<:' closed-loop ~ystem shown in 
}'!g'>. 5-,12 -(a) ,•,~td (b) rcspcc~!Vt')y. ;:,upposc that, duc to péWlP.1C1cr Y<HÍdions, 
G~(~) ;, .uilrl:!reJ ~n :;(;·) -i- !\G(l'): \'rbr·n~ !G(l)j ¿ .. lL\C(s)! 1~~:Cr1, in ti 1C Opt.~n-Joop 

rín . ',. 

o REDUCfiON Of PARA~.!f:rER YP.RlATIO:'\~) 

C(s) + L\C(s) =-= [C(s) + L\G(1)]R(s) 
Hcnct: the cl1ange in the output is givcn by 

AC(s) = L\C(s)R(s) 

In the closed-loop system shown in Fig. 5-42 (b), 

or 

('{s) + L\C(s) = -~J¿) + L\C(s)_R( ) 
1 + G(s) + L\C(s) s 

11C(s)...:.. ~G(s) R( ) 
· 1 + G(s) s 

Thus, the change in the output of the closc:d-loop system due to th 
· · - e·) - , e parameter \'artatrons rn (s , IS reduced by a factor of 1 + G(r) J · ¡ 

. r . . n many practrca case3 th< 
magmtude o, .1 + G(s) is gcnerally much greater than one. ' 

Note t~at In ~ed ucing the eff~cts of the para meter variations of the componcnts. 
we very of,en bndge the offenclrng component with a feedback luop. 

R(s) ¡-1 C(sl 
---J~H¡ G(s) ¡_..-----1· 

! J 

Col 

~->~~~ C(s) 

L ________ _ 
(b) 

J.¡;. 5---ll. (.1) Opcn-!o.Jp sy,v:.n, (b) clos·;.j. 
!.A,:) ~}'ije~~-

R(sl ~) =:; ) C(s) 1> 

~~ 
(a) 

(b) 

(c.) 

F1g. 5-13. (J) Opcn !Ovjl S)'Slc'fTl, (~1) clc,,c,l. 
loop _')st;m 'Vllh ¡¡,,¡~ corh',\nr T,'(l -~ .'\ ), 
(e) l,os~\1-!oor systt:rn \ '!:11 tl[i'• .. • con-;t~uH 
1'-- bK 
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Chanoino time con~tants by use of feedback. ConsiJer the system shown in Fig. 
5-43 (a). Th~ time constant of the system is T. The addition of a negative feedback 
loop around this ekment reduces the time co~stant. Figure 5-4~ (b). shO\vs thc 
system with the same feedforward transfcr funct1on as that shown m ~1g. 5-43 (a), 
with the exception that a negative feedback loop has be~.:n addcd. The t1rnc ,,-.nt'l ·1t 
of this system has been reduced to Tj(l + Ka). Note also that the gain constant 
for this system has also been rcduced from K to K/(1 +Ka). 

If instead of a n_cgative feedback loop, a positivc feedback loop is addcd 
arou~d the transfer function K/(Ts + 1) and if the feedback transfer function is 
propcrly choscn·, then the time constant can be made zc_ro or a very small val_ue. 
Consider the system shown in Fíg. 5-43 (e). Since the closed-loop transfer funct10n 
is 

C(s) _ K 
R(s)- (T'-_-b-r-cK"'""')-s --:-+-;1 

the time constan t. can be reduced by properly choosing the value of b. If b is set 
equal to T/K, then the time constant becomes zcro. Note, however, that if disturb­
ances cause T- bK to be negative instead of zero, the system becomes unstable. 
Hence if oositive feedback is employed to reduce the time constant toa small value, 
we must .be very careful so that T- bK never become~ negative. 

Increasing loop gains by use of positivc feedback. The system shown in Fig. 
5-44 (a) has the u ansfer functiL)!1 C(s)/ R(s) = G(s). Considcr now the c;ystem shown 
in Fll!. 5-44(b). The closcd-Joop transfer function for this system is 

(o} 

(b) 

Fig.cl. (.1) Oren-loop sys!t:m; (b) closL·d-loop :.ys1.:m whosc tr,¡nsfer 
f¡p•<_IIOII ÍS nt,lrly ll11ily. o 

--------~-~ 

Se.:. S-6 
FLUIDICS 

~1~} ___ G(s) 
R(s)- r - a~(j'}~=--ccs) 

lf G1(s) is chos::n nc-arly unity, or G
1
(s) ==i--' 1, thc-n 

"'' ) ~~ _:_ 1 
R(s) · 

f\~entially, this means that the inner loop using pos·¡· r ·db , h · 
h r., Jf d . ' 1 lVC leC :.1C!(', 3S lllC"CJ< 

t e 1\:1;( orwar g21n to a very Iaroe value t\s wc t t ¡ ¡· - · 
. . .. , • · s a C( ear 1cr \\hen tll·' Jo 

pm IS very large, the closcd-loop transf'er fup<·tion C(s)/R( ) b' ' ~ 
1 • · ~ f h . · ·• s ccom.::~ cqual 

llc 10\ers~; o t e transfer funct1on of the feedback ele t S ¡ 
h · F' ' men . tnce t 1e syst" ~ O\\n tn 1g: 5-~4 (b) has ~~ity feedback, C(s)/R(s) becomes almost equa.l to un-¡' 

[ll¡us C(s)fRls) IS not sens¡ttve to tl-¡e parameter variations in G(s)] 

E!imination of intcgration, Addition 
o( a minor loop around an intcgrator 
moJifies it to a first-order delay element. 
Consider the system shown in Fig. 5-45 (a). 
Ncgativc feedback ofthe output, as shown 
in Fig. 5-45 (b), modifies the integrator Kfs 
to a lirst-order de!ay element Kj(s + K). 

Comments on thc use of fcedunck Ioops. 
As we ha ve seen in the previous discussion 
feedback control, or closed-loop control: 
rcJuces the sensitivity of a system to 
r.lramcter variations and therefore 
t.!ccrcases the eiTects of gain variations in 
the feedforward path in response to varia­

R(s) 
{ ; }r--------e (sl ~> 

(o) 

(bl 

tions of supply pressure, supply voltage, Fig. 5-45. (a) Integrattng elcmcnt; (b) firs 
I order delay elemcnt. tcmperature, etc. n the study of controllers 

nlJJe in Sections 5-2 and 5-3, we have aho seen th t th 1 · 
'- . . a e e ements whtch perfor· 

luc: \Jnous control actton~ Me in the feedback part of th ll · ' 
J 1 l r db e contro ~:r Iil.:ck1111 ~ 11 :~n t 1at t Ie 1CC ack ebncnts in a controller es-e t' ll · - ·. 

h l.fi d · ~ 11 la Y In e¡ ea~e thc 1 mea1 ny , 
1 e amp r 1cr an mcrc:ase the ranoe of the propo t' 1 · · · 

. o f IOna SCI1SI!IV!ty. 
The u~c of feedback loops 111 control systems how . ·¡¡ · 

tJ._.. f _ r· • • ever, \\1 1ncreasc the nun 
P .. o cornponcnts o, the systems wdl therebv incrca e tl ¡ · 

• • • • ' J s 1e comp cx1ty anJ al so wi mtrüJucc thc possJbi11ty of Instabillty. ' ' 

~6 l·LVIDICS 

lntroc.luction. Fluid deviccs throu"h which ·1ir g""·s ¡· · ¡ f1 · · ,· "" • , .. ,, , or IC[llll s ow 111 1ntr: 
CJtc .111J prcLJse clwnncls are ca!lcd f/uidic dev1ce·· Stlcl ¡, ·-. 

• • J' .•• 1 l t::VIu;, use solrd cu11 
p.•ncnb, or crrcu1ts, to pcrform scnsing Jogic .-tmplificot" , 1 . ¡ f · · 

• • • " 1011, ,\11( COiltl O llllCllOI\• 
J lu1J1~~. the general ~tudy of fluidic devices ·¡nd syste¡n · _ Q f 

1 
• · 

• . s, 1~ o t 1c ncw.:st :•p, 
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1r circuit which al;Qpas~age:of a signa! o~1ly.if cert~in ,control ~equirf~e~tshave 
~een satisfied.) Tabfe S-1 shows ·a: •féw fluidic' logic gates and their respec.tiv_'e .tr.uth. 
abks. (A 'truth table is a tabular 'cotrelaiiorí of input ·and output relationships- . 
or !o<>ic e!e~1ents.) t'~~- séerí 'rron) Table '5-1;· digitar fluidic devices· can gate, or. · 
1.hibi~· SÍ";lal-transmÍSSÍOI; 'by th~·: applicaiion; remo'vaJ; Qf, Other COínbinatÍOnS . 
. , :::> ' ' 1 ' ) ~ 

f input·signals. .. . . , . · · , , · · · · .:·; ,; · 
Digitaffluidics perform the same !ogi~ f~nctio~s-a~ their electronic ·cóuriterpart. · · :. 

'here are however sorne areas where. each. hás '9isiinct advantages. (Usually, 
~e choic~ is clear.) For example; in applicatio~s· where reliability in extreme 
nviro~ments (e.g~ high\temperafuré or radiation) is more important than speed 
f o·p·~¡ations i11e--diort~rfluidi~~- sh'o\:ííCí'boe cllósen'f·rf,hign~speed lbgic operation in·' 
orn~al envir~nment; is required, electro'nic<cie~-Ítes 'are prefenibté: Applicatio'ns; of. 
ioital fluidics are most often found in":'áütomátic warehousing,· machine feeding, 

::> " ' ' '·, . 
~quencing, handling, etc. · ' . ·, · ; ' " · · 

Many functions of control relays can be performed by fluidic devices, and many 
)gic functions of relays and electroni_c s~~te~1s c!l.~ be i.mplemented by fluidic devices. 

.- ~ f -,.r • •- ',l 

A typical ftuidic applicationt- Fluidic .. cÓmpónents can sénse 
•osilions, provide operating commands,. p,erfoLm logic inter­
oékJn_s,.-mrd eont-r:ol- the valving of a máchine's 'control systcm. 

Consider the mechanical system shown in Fig. 5-53. It is 
lesired to designa controllogic sy~ter.\l9,sequence a dril! head 
o that when the head is retracted and a pils.hbutton is actuated, 
he drill will advance downward The head drills in the down­
l'ard position and then: retu~qs,to the ·u P:I?osi~ion .t~ ~omplete 
he cycle. For emergency return, a pushbutton is rcc!üired to 
etract the head at any tm:e. 

\Vr:: shall preserif a solution to th)~rf!.r(J.b!em using( digit~l Fig.5-53. Mechan­
!uidics. F1gure 5-54 shows a logic éiréuit \ynJ.éli cú{ perfor~ the· ~ · 'ical system. 

' ' 

f1g. 5-5-1. Logic circui¡ 

,; "This e,:anple ¡, t.¡\-.:n from'"Flu(<1 i~..._-r,[~·e~i•,1g th~ f'qntrol Capétb!!:ty G::~p" by Th.~pener-
~1 furpry~t; Control Dr.: 11:1rtn·1cn~J~ G-c~1·.:t;:í [~U-tLtC Cort1r;3}'Y. LUo0'111PQ.tún, I1lrnols. ,._, ... · ~.j • 

o 
~ .. ~ ... - t -.n.lVII'L.L. 1'1\.VULL,YI.:> /\,'<U .:>VLU IIU:'-<'i l:J'J 

desired sequen;~-~f.oper,ati~'n~. FLIP~FLOP chr.::'ni 1 ¡~ st.:'t C'd;e start buttdn. 
The start button is releaseJ,'and the element will continue to.givc rhe sct outr:.:t.''· 
The output1o_f FUP-FLOP·element l is fed to A~D clement, which combiné:. this 
\\ith the lin;._i_t S1Vitch (LS l) signaL This signa! scts FLIP-FLOP 2,.which sh!fts 
.the air :relay anq.starts·.the head moving down. The drill moves down and d;

1
¡¡

5
· 

until the signa! from-tS 2 fills tl}.e delay tank: This shifts OR/NOT e!ement which 
in turn.switches FLIP~FLOP 2, which shifts the·'air relay back to its origin;l st,ltc. 
The dnll head now move~·up. Thecy~!e :vill.repeat when the start button is pushcd 
and LS 1· is activated. · · · · 

If the emerg~:~cystop ?u~ton is pusned at any time; it will shift thc OR/NOT 
. --and F~IP_-FLO~; 1. The ORJNOT will s~i.ft_ EPP-FLOP 2 and i,m_mcdiately cause 

the 'dnll head to1 retract. 
'' f ~ 

t ' 

EXA \!PLE PROllLE~IS. ANO~ SOLUT!ONS 
) ·--, 

1 ~ • ,': 

PROllLEM -~~.s,~;,.jhe tefm .com.~only us~d to d~fin.e the gain or sensitivity of a pro­
portional controller is t~e 'proporti~~wl·ba!rd. Thi5 is the perccnt~gc cha!lf;c in the input 
to the co!ltroller (error signa!) requ1red tp cause 1 oq.% ~hangc in the output of the actuJ­
tor. Thus small proportional band corrcsponds !O high gain 'or high propor'ltona! SCrJSÍ· 
lÍ\Úy. : :· . 1 . 

What i; the proportional band ir the, controller ~~~~d-~ctu~t_or ha ve an overall gain of 
. 4~{,1%? (Note that the total change?~ in \he input to t_he controller and the output of thc 
actuator are given as 100%. Thu~ a ;gai,~ of 4%/% means thht there is a change of 4 /:' 
in the output if the change in input i.~ 1%) o 

jl :! 
Solution _ , · . 

. " 
' - ¡ -'100% ', ,, 

Proportional banci:~-----·-.--0-- d· J..OO% = 25% 
1 

•• -, gam m %/% ~ 4%/% o 
r y 

PROllLEM A-5-2. Consider the liquid-levc! control ~ystem shown in Fig. 5-55. Assume 
rhat the set point of the controller is fixed. Assuming·a step'disturbance of m3gnitude 

11 . ,_ A ¡ • o. 
l.!ctcrmme !"e error. - ssume t 1 ill na is S!T1all and the variations in thc variables from 
ahcir respectrve steady-state valucs are al_so smaii._The controller is a proponional onc. 

if the controller is not a proportional _one, bu,t int_egral, what 15 thc steady-state 
~rror? :. - · 

Sufution. Figure :5-56 is a block diagram of:th~ system when the controller is proponion:.1! 
11.1th gain Kr (\Ve assume the trtinsfer· fur1ction of the pncum::ttic val veto be unity.) Since 

.;:... ·~ '' 1 

fj • • , ' ~ : 1~1 "''"~'""' """"'" --... ~-::~m~ 1 1 rr==-=f><l:== orsrurba~ce (J 

' y 

--~--1------
. : R · . " 
e t T B.~ 

t l¡:'. !\-;!\, Lfr¡uid-kvd co~trol .sys!\:rí{ · L----~~- ' ";'--=e>:=-- . . "' 
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H(s) 

~----------------------------

Cno.~p. 5 

Fig. 5-56. B!ock diagram of 
the liq,'- '.:!·!~\el control system 
shov. n i:l Fig. 5-55. 

th~ set point ls -fix.ed, -the variation in the set point is zero, or X(.r) = O. The Laplace 
transform of lz(t) is 

H(s) = R{/~ 1 E(.r) + RC: + 1 N(s) 

Then 

E(s) = -H(s) = - R{:~ 1 E(s)- RC: + 1.\'(.r) 

Hence 
R 

E(s) = - RCs + 1 + KPRN(s) 

Sin ce 

N(s) = ~ 

we obtain 

E(s) =- RCs + f +.KpR :o 
R.lto ( 1 ) Rno 1 

= 1 + KpR ~~+ 1 --~~~_¿ -1+ KpRs 

The time solution for t > O is 

e(t) = Rnq_[exp (- 1 + JieB,)- 11J 
1 + KPR RC 

Thus, thc time constant is RC/(1 + KpR). (In thc abscnce of tre controller, the tiwe 
cons1ant is equal to RC.) As thc gain of the control!cr is mcrcas::d, the time constan! is 
cecre~sed. Thc Sle~dy-state error is 

e(oo) = - R.lt_o-
1 + KpR 

As the l:ctr> KP of the cor'rolkr ¡, incrcascd, the steady-stclte error, or offset, is reduccd 
Thus, mathcmat!C,llly, the Jarr,er thc ¡;:un Kr is, thc smalk~ t~:e o~-,ct ancl ttmc constant 
are. In pract~,;al sy>tcms, ho,scvcr,tfthc gain Kp ofthc propo"io:'~! controllcr is incrcasecl 
toa very largc valuc, osc.tllatwn may r.:>u!t 111 thc outptlt stncc !n our analy~i~ a!t thc sm:-t!! 
lags and ~rna!l ttrn~ consta:¡t~ wht~:h may cxist 111 th.: actual co-::rol systcm ar.: ncg\cct.:d 
(lf thc~.: ~m,d! l.lg> and ttuc con>tant~ are indudct! in titt: ¡_,n¡,:;s·;, the t1ansfcr funct1on 
b(!comcs hi:_:hn<.kr a:rJ for v.:ry l<~r~t.: va!uc> of K11 th..:: po'· :::J:\ity of oscill.lttnn or cvcn 
lll>~J !:>dny m,{ ___ _,.dlr.) _ Ü 

" 
Chap. S 

to ~f the controller 1s an intcg¡ "1 onc, thcn assuming thc tramfLr funUJcn C•r 1, .• ,,_, .. :-·, 

a =E 
' S 

we obtain 

.Er) Rs 
v

5 = - RCs2--f: s + k7?.N(s) 

The steady-sta!e error for a st~·p disturbancc N(l) -~ 110 fs ¡5 

t{oo) = lim sE(s) 

Oil under 

~ p~~;l ll 
~~-iR~-ir--í 
~---~ 

Fllter 

•-o 
= lím -Rsl no 

•-o RCs2 + s + KR s 
=0 

Butterrty volve 

1 

~ig. ~-57. Sc·h~m.l!JC d1agmm of a O JI\' c,)Jllrol syskm us1Q h) ,¡, n:l 1, 

Jel p¡pc contwlkr. 
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hus an inte~ral contr0ller elim:nates stcady-state error or offset duc: to thc stc:p dl~tur­
lnc~. (Tbe v:1be of K must be chosen so th::~t the transicnt response dueto the command 
1put aPJ 'o~ dJsturbJnce d::lfnps out with a reasonable spccd. Sec Chaptcr 6 for transiem­
:sponse an<!lys:;;) 

ROBLE\ t A-S-3. Figure 5-57 shows a hydraulic jet pipe controllcr applicd to a flow 
)n!ro! system. The jet pipe controllc:r govcrns thc position of thc butterf1y val ve. Dtscuss 
1e o;:¡cr:!tton of this systcm Plot a possib!c curve relating thc displacemcnt x of tre noz­
e to the total force F actmg on the powl.!r piston. 

olutiol1. The óperation of this system is as follows: The flow rate is meas u red by the 
rifice, ané the pressure dtfference produced by this orifice is transmitted to the diaphragm 
f the pressure-rneasuring device. The diaphragm is connectcd to the free swinging nozzle, 
r jet pipe, through a lmkage. High-pre>s_urc oil ejects from the nozzle al! the time. When 
1e nozzle is at a neutral position, no oil flows through e1ther of thc pipes to move the 
oY.<:r piston. If the nozzle is dis[Jiaced by the motion of the balance arm to one side, thc 
igh-prc:ssure oil ftows through the correspondmg ptpe, and the oll in the power cylinder 
ows back to the sump through the other p1pc. 

Assurne tlhli the system IS intttally nt rest. If the reference input is chanzed suddwly 
o a higher ftow rate, then the nozzle is moved in such a d1rcction asto move the power 
1iston ar:d open the butterfty val ve. Then !he flow rate will increase, the pressure d1fference 

acro_ss rhe onfice bccomcs larger, and the nozzle 
will move back to the neutral position. The move­
ment o: the power piston sto;:¡s when x, the dis­
píacemc:rt of thc nozzk, comes back to and st<lys 
at tfJe neutral pos1tton. (Thc jet pipe controller 
thus posscs~es an integrating property.) 

The n.:lationsh1p between the total force F 
3Ctmg on the power p1ston and the dtspincement .\ 
of the nozzle is shown in F1g. 5-58. The total 
force is equnl to the prcssure d1fferencc 1:\.P ¡:_cross 
the p1ston t1mes the area A of the power piston. 
F·ot a sm:J.Il displ.tcement x of the nozzle, !he total 

;¡g, 5-SS. Force versus displ.tce:rnenl for.;;e F and dtsplacement x may Le considered 
:urve. proportional. 

>ROBLE:\f A-5-~. Draw a block d[agram nf the pncumatic controllcr shown 10 Fig, 
i-59. 1hen ceríve thc tr::nsf~r funct:on or thi~ contro!k:r. 

1f tht: res•srance R" is rt:movcd (rcp!ac..:d by thc lme-s1z..:d tubing), what control 
!Ction e o we gd? If tbe r.:mtancc R1 ¡5 removed (replaccd by t'1c line-siL.:d tubing), what 
:ontrol action do we g.::t? 

So!ulio;· Ld U'> :l'>">t•m.; that wkn e - O, tlll: nozzle ftapr:::r di~tance IS equa! to .R and 
the control pres.,ure ~~ equal to fi, In thc pr..:,ent nnalys1s, wc shall assume small dcvtaoon\ 
ítom thc rcspectiv..: tefcrcn.:e vnlue\ r•s follows: 

e = small error sign::~l 
x = sm.Jll c'l''":;c in thc llOILk-O;¡pp..:r dJ~t:~ncc 

p, = srndl! chan~e tn thc control ¡JI<.:>~utc 
¡; 1 -~ sr1:dl [H~S'illll': ch.·r,ge m lldiow:o 1 duc lo sma!! changc- in the con~rol pr.:s-

SUd; 

o 

7_:J 
P, 

EXA\!l'LF P.R.OH!-~:\15 A'·D SOLU1 Io:-.s o 

Pneumot1c 
p1l0t !-::=====:!_~==:-¡_====== volve r·---- ·-t ---..,\ 

Pe =Kx 
ft+p, )~ 

L,--' 
1 
1 

-- _ r'>L·'t __ _ 
1..' • 

Fig. 5-59. Schematic diagram of a pneumatic controller. 

2fJJ 

p 11 = srnall pressure change in bellows If CUt! to small change in the cont1 0 ¡ pres­
sure 

y= sm<!'! dt~placement at the lower end of the f1appcr 

'In this contro!Ier, Pe is transrnittcd to bellows I through the rc51·st'tncc· R s' ''r! • • , , d· .m¡,_,,), 
¡;, 15 tr:J.n5'"1!Ued 10 bellows li through the series of rcsist<.>nc~'s R and P Ana - · . 
n:l.Hionship between p 1 and Pe !S 

. . - ~ •'l· L pp!C<!CTJ,\¡(" 

uh:re 

T,¡ = RdC == derivative time 

S1mÍlJrly Pu and Pr are rc!ateJ by the transfer function 

Prr(~ I l 
P1(s) = R,Cs + l = T,s + l 

\\he re 

T, = R1C = integral time 

The force-ba!an:e equation for t he two beliO>> 5 is 

(p¡ - Pu)A = k,y 

;,,hw: k, i> the stiffncss of thc two conn;:ct<:d b;;l!ow> ami A 1's tl 1c ero" 
5 
.~ 1 · ¡ f ,. c._ 1onn arca o 

thc bdlu\IS T'1c r.:btionshi¡J <1n10n~ the v:>,iatl!c> e,-'', ancl y ¡5 

b a 
X = (i-=¡-:¿,1? - a-¡~Y 

Thc rda:íom~1ip Lc:twcen p. and .\ ts 

Pe~- Kx 

rrol1\ !hC CQU 11!011SjU~I dcriv;;cl, a block di:tgr;:¡m ofthc CO!ltroJ!crC,ln be Cfi\11'11, ,h >"e•\'. ,
1 

tn f 1:.:. 5J,cr_3). S•mp!Ii:c.•tion oft!us block clí,¡go.o.m n.:-,ulls 1n f 1g 5-SO(b) 
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~--X(~-----r 

A f1 (s) c~-~J 
T,¡s.!.!_j 

(o) 

E(s) X(s) Pe (sl 

a A T¡ s 
(a+b) lr,(T¡ S+1)(Tds+1) 

(b) 

Fig. 5-60. (a) Block diagram of the pncumatic controller shown in Fig. 
S-59, (b) simpld1cd block diagram. 

The transfer function between Pe(~) and E(s) is 

_b_K 
P.(s) _ a+ b 
E(s) - a A ( T,s )( 1 ) 

l + K a + b le-; T,S-+1 Tds:t-1 

For a practica! controlkr, under normal opcration 1 KaAT¡sf[(a + b)k,(T¡s + 1)(T0s + 1)]: 
is very much grcatcr than unity and T, » Td. ThcrcfoH:, thc transfcr function can br 
simplified as fo:IO\\~: 

~K (1 + Tds -1- __l_) 
· " T1s 

K =~k, 
11 aA 

Thus thc contro!cr shown in Fig. 5-59 1~ a proportwnal-plus-dcrivattvc-plus-integral 
ene. 

lf thc rtmt:•nc(," is removed, or R. o= O, thc action bccom~_. that of a ptoportional-
plus-intcoal cont"----J. 

---------- ---------------------------------- ------

o 

('hap. 5 EXA~lPLE PRO!lLL'•lS A~D !)(Jl U 1 IO:.c. 

lf thc n:s1stancc R, 1s removed, or !,, ~= O, thc action bcr:.OI'lC'> tk1! of a n.t: en -b:• ,- ,' 
• 1 •• 

proport10na., or two-pos1t10n, control:<.:r (Nut..: that thc ac!1or·, of two f~.:cdback b~Ji 0 _.,. 
cancel eat:h othcr, and th~re is no feedback) 

PRORLE.\J A-S-5. Obt2..,n the t1ansfcr function of the contro!lcr ~hown j11 F 1g. 5-33 
(¡:). 

Sohrtion_ Figure 5-61 shm;-s fl¡c f.:.::dl_>..:!ck cir.::!' '. The cqu:uions for thi5 [e,~db:c;: circl'l! 
are · 

1 
c)l¡(s)- 1:(>)] --:- R4 l 1(s) = E0(s) 

1 1 
c)lz(S) - /¡(s)] + c¡/z(S) + R¡/z(S) =o 

Hence 

/z(s) _ C1s e, 

E0(s) - RtCtRdCds2 + (R¡C¡ + RaC1 + RoCd)s + 1 

E,(s) _ . R1C,s 
Ea(s)- R¡C,RdCds2 + (R,Ct + n-.C::=;-1-+-,--R;;:-d~C"'"a):--s-+-1 

Noting that in Fig. 5-33 (e) 

Fig. 5-61. F~edbacl( circuit uscd in 
the controJier shown in F1g. 5-33 
(e). 

(e1 - e1)K = e0 , 

\lo'e obtain 

[E¡(s) _ Rz ( R1C,sE0 (s) )] , _ , 
R¡ R,C;RdCds2 + (R1C1 + R.C1 + RdCd)s + 1 1<. - EalS) 

1ft>e transfer function E0(s)/E,(s) is 

Eo(s) = KR¡[R,CtRdCds 2 + (R,C1 + RJC1 + RJCJ)s + 1] 
E,(s) KR¡R,C,s + R¡[R¡C,RJCa>2 + (R,C1 + RJC1 + RJCJ)s + !J 

lf t~e loop gain is very much greater than unity, thcn this last cqu.ttion may be simplitied 
to g1ve 

Define 

Thcn 

Ea(s) _ ,, ( 1"j . 1 ) . E.C.~}- n.Pa 1 +lis -,- ~7~ 

Thus, the controlkr is a pioportiona!-plus-dctt\'~ttivc-plu;;-ink:_-r,,, ,-0 
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e 

Colibrat,an .Plan! 

Kc=~ 

e 

~ . - ~- - "'! -·. -- -~ -' ' - -

,. , Fig. s~á .Block, di;gr<Í1~s' ~{ ~n op¿n-Íoop 
• ' '" - • ! ~ ~' • l; 1 \. ~ • .- 1 '-

Plan! 
·~ ' . 

control systcm and a closcd-loop ·control 
system. ' ,: •'' ' ' '"; ': ,·. \. '-· 

'ROBLE~t A-S-6. 'Consider the ·opén-loop and closed-loop cont¡ol, system shown in 
=ig. 's-62. In the open-loop one, gain K. is calibrated so that K. = (/K. Tl,!u,s, ·~~·e .transfé~ 
uncdo'n ofthe open-Ioop control system is ·· _, 

r 1< · 1 
Go(s) =K Ts + 1 =• Ts + 1 

n the closed-loop control system, gain J.;" o'(th~ c~ntroller is set sothat KpK » l. . 
Assuming a·unit-step input,,compare the steady-state erro_rs for thes'e coriti-ol systems. 

-•-- ·~ .. .,~ .. r.;__~_ ._,_ :~~ ........ ;'~(-,_·~,., 

iolutian. Fór the open-loop control system; thc err~r sighal i~ , .. , , ,:.: 
......,.,__.r~~-

)f 

e(t) = r(t) - c(t) 

E(s) = R(s) .-.C(s).,. 
= [1 -:- G0(s)]R(s) 

- - --' ¡ ' 7' ~- • 
[he steady-state error for the unit-step -rcspon'ic is 

. :. e~. ,; lim sE(s) : 
.. •-o 
= lim s[l - G0(s)].! ,_o s 

= 1 - G0(0} 

r ''., 

lf G0(0), the dé gain of the open-loop control syst~m; 'iseqi.ml to unity,then the steady­
;tate error !S zero·. Due to environmenta!-~ha.~gcfai!d'~agi~g of éornj:)oncnts: ho\vévcr, 
the de gain G0(0) will drift from tmity a~ tirnc.élap~és, ahu t~e stc'a·dy:stath~füt ·will no 
iong.:r be equal tÓ zero. Su eh steady-su,te error in an opcn-loop, control system will re-
main until thc system is rd.:J.librc.tccl. .; · · ···. · · ... 

For thc c.lose~-loop c::ontro! systern·, the error sig1~al is ' 

• E(s) '-:~ R(s) :- C(s) 

'' ,.¡. 
':"":J -t:G(s) R(s) 

1:, 

whcrc 

1\,K. · G(1·)---- ".J_ 
~ ¡ . ' -:--1-cs +'1 ., 

o 
lhc s,tcady-state error for a unit-step input is 

,1 • -, ! ,.! ,·! 

Gup. S· EXAMPLE PROilLE~l~ AND SOLU'f IONS o 207 

e.,=lims[ 1 ']_!_~. 
, 1 1-0 1 + G'(s) S 

. ..:~ ' '. 1 
! • -¡ + G(O) 

1 ' . ' ¡, '" ·, 

' "· ' 1 ;-: -1 + K K · • ; •· . ' . ., 
.... JI ,! .. 1 l - .,t • < • • • 

In the clos.ed-loop control_ system, gain K" is sc't ·'at. a '!iirgc' valuc co,mp~·red with 1/ K~. 
Thus !he s,cady-st~tc error-can. be 1,11ade small,· aJthoueh not cxactly zcro. . 

let us assume the following variation.in thc transfcr functi~n of the pl 1 . · •. 
K _, ,, . . . an , assumm .. , anu "''constan!:) · -

,'jll "\' 

" -.¡ K+!1K 
.-Ts + 1 · 

For simplicity, !e; ~s-.~~~~~1~: K-= lO !1K -~ 1 ~r ~K/~,~:_ ~O 1 Then th. t d .. .. , , . . . • • - . . e s ea y-state 
error for a un,!t-~t,ep mput~m the open-Ioop control system becomcs 

- .'e .. =' 1 -'-,_!.·(K+ '!1K) 
. ' - .. 'K . 

··"· '· ~ 1 __:_ ú'' 
= -"0.1 

In .the. ~lo_sed-lpop control syste~1, if KP is sct at lOO/K, then the steady-state error for a 
umHtep mput becomcs. . 

• _,. 1 .., • ·,J ' 'o • ~ ¡ ~ ~, ; .... 1,, ~~o·' , 
--t- - -- "t ~ ~ • - ,1, , ... 

1 ,.. ' -~ • ~ l 

. ¡' -'" ~: ; ' - .. J ~-_!,e'::; ;•, 

1 +_1~.(K +J1K) 

=-·.!._ 
1 + 110 

= 0.009 

' .. 

,e 

' ~ • > 

Thus,· the'close~-!oop control-syst,?in is sup~rior to the open-loop control svstem in 
che pr~sence of cnvtronmental changcs aP-ing of componente etc 1 • h d fi · •1 rr 

• . "' ~, ., W llC C IO!!C y aw,!Ct thc ~te4dy-state performance. 

lf'ROüLE\l A-5-7. The block diagram of ·Fi~ .. 5-6; ~h~~~s a spc d t 1 · _ , . . ·· e con ro system tn 
,..h,~.;h th..: output member ofthe system JS subJect toa torque distu b r h d' 

~ i,¡. 5-6), B!ock di~gram of a 
"-o-..:ní C:J'l!r,·! ~} stcm. 

. . . . . . r ance. n t e 1agram, 
' \ 

N(s) 

!l(sJ _____ r-· 
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l,(s), n(s), T(s), and N(~) are the Laplace trans­
om1s of th.: r.:f.:rcnce spc.:d, output spc.:d, d.!Jving 
orquc, and d1sturb:.1nce torquc, rcspccti\ely. ln the 
:bs.:nce of a d1sturbance torque, the output spced 
s e~u:1l to thc refcrcnce speed. 

Imestigate the rc:sponse of this system to a 
m1t s~cp disturbance torque. Assume that the rcfer­
:nce input is zero, or n,(s) =-~o. 

)o!utio:~. Figure 5-64 i~ a mod1ficd block dingram 
:onvenient for thc p-resent analysi>. The closcd-loop 
transfer function is 

n ... (s) 1 
N(s) = Js +K 

Fig. S-6-t. Block diagram of the speed 
control system of F1g. 5-63 when 
n,(s) =o. 

where n..,.(s) is the Lap\ace transform of the output specd due to thc disturbance torque. 
For a umt-step d1sturbance torquc, the stcady-state output ve\oc;ty is 

WN(oo) = lim sO.N(s) 
•-o 
l
. S 1 

= lffi---­•-0 Js +K s 
l =x 

From this ana\ysis, we conclude that if a step disturbance torque is applied to the 
output membcr of thc system, an e1 ror spccd witl rcsult so that the ensumg motor torque 
wi!l e\actly canee\ thc d1sturbance torquc. To develop this motor torque, it is neccssary 
that there br; an error in speed so !ha! nonzero torque Wlll rcsult. 

PRODLEM A-S-8. In the system considercd in Prob\cm A-5-7, it is desired to climmatc 
as m:.~ch as possiblc the spccd errors dt.c to torquc d1sturbanccs. · 

Is it possible to cancel thc eiTect of a d1sturbance torque at steady state so that a con­
star! disturbance torque appl!cd to the output rncmbcr will cause no spccd changc at 
steady s!a!e? 

Soiution. Supposc w;: choosc a suitablc cont1 ollcr whose transfcr function is G,(s), as 
sh0\\!1 in F1:;. 5-65. Thcn in the abscnce of thc refctcncc input, thc closcd-loop transfcr 
func•ton b<:!\'.C<:n thc tlutput vcloci1Y 0 8 (s) and thc d!Stlllbance torquc N(5) is 

N(sl 

~, G (s) r--~ ' -""i -- --+-
L__j ~ 

u ~----------- -- ·---- F1g. 5-65. Bloc\.. diagr:~rn of 
a ,.,,;.:d control sy>tcm. 

o 

--- ------------ --~---------~--------

ChJ!"J . .5 

n,...(r) JS 
"Fi(Sf = 1 + _1_ e (s) 

' Js ' 
1 

Js + G,(s) 

The stcady-st:J.te output speed dueto a unit-skp disturbance torque is 

WN(oo) = lim s08(s) 
•-O 

= lim- s 
•-·o Js + G,(s) s 

1 
- G,(O) 

In order to satisfy thc requircmcnt that 

WN(oo) = 0 

\\e must choose G,(O) = co. This can be realized if wc choose 

G,(s) = K 
S 

Integral control action will continue to correct until the error is zero. This controllcr 
ho\\e\er, presents a stability problcm bccause the charactcrístic equ:¡tion will h:t\C t\\t 
imaginary roots. 

One mcthod of stabilizing such a system is to add a proportional mode to the control 
lcr or choose 

, K 
G,(s) = lí. +-

P S 

With this controller, the block diagram of Fig 5-65 in the abscnce of the refcr~ncc iPpu 
can be modified to that of F1g. 5-66. The closed-loop transfer function 0 \'(s)/N(s) beco me, 

Úv(s) s 
N(s) = Js! + Kps +K 

For a unit-step disturbance torque, the 
stcady-state output spccd is 

W.v(co) "-~!1m sf.!.v(s) 
s-·0 

l. s! 1 
= lffi----------

,_0 Js 2 + Kps +K s 

=0 

Thus, we sr:c that thc propo1 tional-plus­
intcgral controller cl•minatcs spl.!ed error at 
~:c,1dy S!:l!C. 

N(sl -w 1 

~-J 
s__j 

Fig. 5-66. Bloc!,: cktgr;¡m of the spccd con 
trol system of F1g 5-65 wh.:n G, (s) = Kp -1 
{K/s) and D,(s) = O. 

Thc U>C of mtcgr:.J l control :~ction has inctcased the ordcr of the systcm by onc. (Thi 
lcnds to produce an O>cill.ttory r..:sponse.) 

In thc prcscnt systcm, n step disturbancc torque will cause a transient error in 'h 
output sp.:cd, but the crro1 wlll beco me zcro nt stcady state. Thc intcgr,

1101 
pt ov 1 ct~, • 

o 
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onzero output with zero error. (The nonzero output of the integrator produces a motor 
lrque which exactly cancels the disturbance torque.) 

Note th:1t the intcgrator in the transfer function of the pl~t:~t docs not eliminate the 
eady-state error dueto a disturbance torquc. To elimina te this, we must have an integra­
'C befare the point where the disturbance torque enters. 

ROBLE~f A-S-9. Figure 5-67(a) is a schematic diagram of a pneumatic control device. 
: consists of four 'chambers separated by threc diaphragms which are rigidly linkcd, as 
~own in thc diagram. This device has tw_o- input pipes wherc two control pressures P 1 

nd P
1 

are_ connected. If such pressures ar~ _¡¡pplie~~th~ diaphragm _assembly distorts and 
~uts off either one of the two sÚpply inputs. Ttie o'útput pressure P0 iS thcn eqÚai-fo either 
',orO. The,output pressure Po can be plotted,versus the pressure difference P 1 - P2 , 

s shown in Fig. 5-67(b). Such a device can be used as a logic device. ' 

(al 

o 
(b) 

P1-P2 

Fig. 5-67. (a) Schematic diagram of a pneumatic control device; (b) 
characteristic curve. 

If a bias- pressure is applied to one of the chan1bers,- as shown in Fig. S-68(a), the 
:haractcristic curve is shifted, as shown in F1g. 5-68(b). 

Figure 5-69 shows a combination of two such deviccs. What logic operation can wc, 
get fro.n this combmation? Assurning the supply prcssure is 1 and the input pressures a.t, 
point; A and B are either O or 1, find thc output prcssure at point F. -'- · ' 

Ps 

~ Po 

9L li__ P,~Po 
Ven! -~ 1 e o Pz 

(al (b) 

f'ig. '5-611. (a) S~.hem.1tic dwgram of.--::-.;mcumatic control dcv1ce, (b) 
characlt:risth:- curv<:. 

1 

PI 

o 

'' 

1 -

Fig. S-69: Combination of two pneumatic 
control devices. 

I'RO!JLL'.lS . 

A 

8 

, Solution. From Fig. 5-69, we obtain the following table: 

. { -. ---·-
A B e- p-

o o o 1 
1 o 1 o 
o 1 . 1 o 
1 1 1 ,O 

---

o 

e •1 

Thus, the logic operation obtained i'lthat of NOR; that is, F =A· B. 

PROBLEMS 

.ll 1 -

F} 

PROBLEM B-5-1. ~he schematic diagra~ of a pneumatic controll; is shown in Fig. 
5-70. Draw a block dtagram of the. controller, and then derive the transfer function. · -

Pneumatoc 

p1lot ~=========¡=::=:_==-----, val~e -¡ -----: l 

Pe =Kx 

-1 ol 
P,;+p, ,.J t., 

1 \ 
L-,--1 

1 
1 

___ _:- ... ,t,~----
"'" '...a 

Fig. S-70. Schematic diagram of a pncumatic controllcr. 

PROBLE1\I B-5-2. Figure 5-71 shows ,the schematic diagram of a hydraulic servomotor 
in '' hich thc error signa! is amplificcr in two stages. Draw a block diagram of the S\ ~t<:m 
am! then find thc transfer function bctwccn y a1~J x. . , · 

- j 

----~----~--~' "~-~------------~ ----~--------------------------------------------~------~~-, 
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Cooo:-~te~i jo 

:.E ce: 3CL I. 

:::1 pre.3e:lte instruc~ivo CO:'lsta !e 
de tres ~ertes r~~da~entales: 

o.) Introd~cci6r. a la co::;p•Jtac16n ana16-
~ca. 

b) Frinci;!os y runcion~iento del equ! 
po. 

e) rrácticas. 

o 

Se "Dresenta al alumno 
los principios bisicos de la coorutaclñ:'l a~aló~ica(mcde= 
lado,si~ulación,sol~ción de modelos,escalacie:'lto,etc.). 

Se ha prestado naJor atenc:ón al manejo 
de la computadorc ar.al~:ica en ·r.Lsta de que es ~sta una_ 
de las ~as valiosas ~erracientas de que d!spcne el Inge­
niero. 

En el capitulo I se describe ietallada­
oente el funciore~ie::to de los ~ódulos analó;icos,a::pli­
fic~dores oper:clo~~les,po~enci6~et~os y fua~ces que 
c~.1stitu,ye'1 :m.;. co::pu~adorR anal6c;ica,o.s1 cor.o sus oodc.:; 
de op~rac:ór. 7 ~e¿ició:1. :Sl-la·coratorio dispone de cua­
·~o conputadoras a~al6Dicas E~: 180 a las que se refie­
re 1~ descripci6n,aunque b~sicamente es el cis•o princi­
pio para cualquier tipo de co~putadora. 

:a~ci~n se cuenta con tre~ sarvor.ec~~ls 
mos de CD que pue~en orerar co~o control ~~ velccijad o: 
control 1e posici6n y que se lescri~e~ en I:. 

An!lo.;;anente en II:, r-: y \ se iescri -
ben servoGiste~as té~i:o,neQ"ático je pcsición, y de n1 
vel hidriulico,que t¡:::~ié~ es rarte ~el ~quipo del que -
dispn~·· el le.b?ratorio para e~e..,pl:"!"ic"!.r e:; •iiversos ti­
pos do: s:.ste"las las •;~c:':icas G.e Gontrol. 

.?il!aloen te los ca:¡: 1 tt:los E y ? se re -
rieren nl equiro auxiliar: tescilosco~'ios,~e"'erac1.ores de_ 
se~ale3 ¡ ~~didcreP ~ue se e~;leJ.n rara el ~esarrollo !e 
lli:J pr~r:~iC·!:io · 

Tas ¡:-r_5c".::.ic 4 : S": ::..a!] ":~r. !!3-:~:·it-u.id=.s .-?""'~ 
:.lO<;¡'l~"' ,¡ •• _"!.~.:1!":C"1T: !t1j •::1:~ n: nÍl.-P:'C (:".; blOC:1lC al 

o 
que ;.~:-:en~cen, Y ... ;as_~:~:.:.a~ ¿el f;:;_..t:.;c ~- ~:...; :-2 :-ea:~ 
z~~. Por e;e=~lo,~-I ~k • 

Es':a dis<;ribl!ci6n e:: blo:;.ue se e!\~::·..:5 :;:en­
sa::do en la necesi!J.d .le il!e los te=as :;:..:e se a::e~i=:-_ 
en ca:!a ?r.§.ctica :!e~en r.~:,er:e e·.~ :erto e o:: ~~ :erio:'l -
dad en ei CU!'"SO C..·:! ~ec:'1a. Fre~e'!ldie"'_-:.o c~=-4 ~= t~, ~:=.:~-:-­
nos del laboratorio ~ara co~probar experi=e:::a:~e::te 
los conce~tos desarrollados en la ~a~eria. 

CuRlquier su::;erencia u obser.'"3ci6~ a é;O':e_ 
1r..structivo

1
favor de diri~irlo a la secci6o ·ie Cont:-ol, 

lo cual serta de g¡·an utilidad para ::ejorarlo. 
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' 1.- I~TROOUCCIÓN A LA•co~~UTAOORA A~ALCG!CA. 

l. -1~!01-'':''LOS Y S !';t iJ.CIC'J 

~l hor~rP pdra ~xpltcarse los fer.e~enos que lo rodean, 
recurre a la creaci6r. de modelos. Estos pueden definir 
se co~o la representaci~r. si~b611ca de las caracter!s= 
ticas de un procese z pueden ser reat~~ticas, anal6~i­
ccs, qeo~~tricos, etc. La gran mayor!a de los modelos 
que se enc•:er:trar en la inqenier!a son matel'l~ttcos, -­
predominando los descr~tos por ecuaciones dlferencia-­
les. 

Los modelos maten&ticcs pueden resolverse rn~iante di­
versas t~cnicas. Las cc~putadr.ras nos s·~¡ntstran una 
de las t~c~icas m~s ef1c1entes y r!pidas. SegGn la fo~ 
ma de ~anipulact6n de las variables, se ~lastfican en 
2 qrandes grupos: anal6gicos y digitales. 

En las co~putadcras a~<Il6gicas las var1ables son cont! 
nuas y resuelver lo~ modelos a_partir de la creac:.6n -
de u~ ctr~u~to eiectr6~tco, cuvo ccmEorta~1e~to es an! 
lose al di[)a ecuacl6n -ue se aesea resolv~, a este -
proceso s¿ ~e conoce como stmu ac1 n, para llevar a -­
efecto esta sirr~laci6n la corrputa~ora anal6gica dispo­
ne de o6dulos establecidos (integradores, sumadores y 
poter.ci6r,et::-osl c;ue nos aux1l.1.an para completar el mo­
c!el-:.. ~es cc •. p ... cauürils dl<:J.I.tdles en carnbto enplear: va­
riables c.1.scretas y para la soluci6' de los modelos se 
valen de rnétoccs nUMértcos lterativos. 

Preguf,t., 1.- Describa 3 ~:~odelos mate!Mticos de fen6rroe­
nos f!s1cos. Ce cuántds rraneras diferen-­
tes puede resolverlo? 

rregunta 2.- Cé un ejemplo de un ~:~~todo nurrérico para 
c~mputa~rra dtgita: que nos res~elva ur -
rrodeiv. 

2.- FUTADOR~: ~,LOr-lCA~~ 
Consta de 3 m6dulos princtpales: anal6gicos, de nedici6n 
y de operación. (Vea FICl'RA I-0). 

~(t) 

S~sica.-e:-.:e o:iste:- ~ r~c:!ulcs a:-al~S"lCCS d:.fe:-e:::_ 
tes, a=~:iflc~¿~res opera~!c~ates, pote~c!6~etrcs 
y fuentes de voltaJe. 

2.1.1.- Ampliftcadcr O~eracio~a!. 

a) DESCRIPCION FISICA: Son disoositivos electr6-
nicos gue a~?ltflcan ~r:a se~al de voltaJe. Se 
representan swb6ll.car.er.t:e r-edtar:te la ?"IGURA 
siguiente: 

2._ 
•) ..... -A ... 

Ve 

Donde Ve y V5 son los voltajes de entrada Y -
salida y -A es la ganancia del arr.pliftcador 
que se de!ine como~ l~ ~"' •l 

Note gue el voltaje de salida_\~, tiene signo 
OEUe3t:o a el volta'e de en:raoa; ~sto es de­
Slao a la cardcter1stica del ~plificador. A 
este tipo de ampltficador se les conoce corno 
amplificacor inversor. 

4 ,., ~~ ~:.r¿c..'lo~ ~~"' ~""~"l·-.- EW-Ic.. ~~~ t.-.:) o.. \a. 

~\vob. k 1.1..'\'1 o.-pq ,CDJ'Y ~o.~l d~ ~e--~ 

/l..<t.\00 Lo. so.t:dG. 

W~.ote. ¿~ \a. .to~o.. : 
H,,.r-s) 

.tVr------

--wr----------------~----~~» 
-l 

·10'1 



eLe -:::::;-_~ ... -,- e E(~._:P:ldr!a ::'~,.'le f!:_ 
~i~a ~e .!~J, eL u~lera-cs ~~:a sa:1~a 

e(._·-::)\ ¡ __ .. e es :~stcu.f"'E...,o:.¿ ¡-._cs ... ~1-f ~o~ :!.o d~· 
u~ cu:-c ¿e es~s c3racter!st~~as. La E~n--­
Cl~; ~ crans:ercnc:c Ce un arrp:1:~c~C~r opera 
c~c~a es ne la forwa: -

~(t) 

,. 
por le c;ue para vo~tajes é:e entraea -•:1.c Ve<f.v1 
el V

5 
= + V00 . E~te rolta~e V00 es el volta­

:e ce al1re~t~c16r cel anpliflca=cr (en nuestro 

odsc cproxirnacc! 13V). 

b) ;.Y?l!::'!C.'C:CR O?E"J.C!C;: L ?!';..LI'T.:TAI:'O, 

Pa~a ~o~er t~~ta:~r el ~~!-l~~:c~C~r en ui. ra~qo 
ee Ve -~s sra~~e, es ~~=esar~~ ¿lS~~rclr:e su -

o 

~~-~-~- ---~----------~-

-v .. c. 

Fara lograr €sto lo real~rnentaroos de la siguie~ 
te rr.anera: 

¡lr----t 
._ ___ .. 

o o 



Ccl"'o se l':a viste" er. la t.e-:-r:!:a, la c;a:-a-c:.a ce 
ur 3!stera =ea~i~~~taCc es ~e1or que :a Ce en 
siste~a de l"'~lla abierta. 

Para rea_trer.tar el s1stera s~ ~c~a el V5 
~ed1ante una impedancia ZR,sl se cc~vierte en 
una corr1e~te Cirl que se surra algebralc~e~­
te con la ccrrie~te (iul ge~erando ~a ccrr1en 
te Ciel. Por lo ~ue: 

Pregunta 3.- Exprese el a~pli~icador operacional reali 
mentado med1ante la r.otac16n de diagramas 
de blcsues, y calcule la ganancia global 
del Sl5te:-a. 

e) G.\NJU:Cil'. DE !;N AMPLIFICADOR O?F.RACIONf..L RE.ALI 
ME:i'l'ADO. 

Debido a las caracter!sticas f!s1cas de los -
anplif1cadcres operac1cnales, la ganancia glo 
bal se puede aproximar ce~ su:lcle~te preci-= 
si6n ~ediante la f6rrnula: 

~ partir de esta aproxirnac16n ~s posible d~r­
le al arnpllficador operac1onal d1versos e~pleos 
de acuerdo a las 1mpedanc1as que se usen. 

La demostraci6r. de la f6rmula anter1or puede -
consultarla en Ingenier!a Sl~ct.rica.- Harrmor.d 
PP 399. 

d) SL~t.aDC"::S. (FIGUR.'~ I-8). 

o 

Los s~-adores son amcliflcadores ocera~ionales 
iñlo_S_ aue ~a"'\to la lr71Ded3nc:a ae re3l ~:-e~ta-­
ci6n~o la ne entrad3. sor. reslste<Clas. Su -
represcnt3.Cl6n esqueri& oca $C """'t~Q.o. €-f\ lo.,,!¡""""- Z· ~ 

la f6rnula de ganancia obt.-;!'e:-os -

Ve
1 

,. + 106 1 1Q5 ·e2 

"'U&(t) 

Por lo que ese dispositlVO actGa co~c s~~ador. 
Los factores que rr.ul tipl :.~ar. a los SUI".ar.C.os se 
puede~ variar ya sea ca7biar.do ia re~istencia 
de reali~entaci6n o la resistencia de entrada. 
(NOtese el signo rrenos afuera del corchete) . 

En la co~putadcra ~1-180 existen 6 ~ad~~ 
co~ la s!gu1ente re?resentaci6n: 

F-

y se dispone de botellas ~e 2 y 4 p~tas para 
realir.entar el a.""'pl if1cador operacio:-~al. Esta 
se realiza puenteando una terninal de sal~da 
con una de entrada. Las tern~nales de sal1d3. 
se encuentran en roJO y las de entrada en ver 
de. 

Las resistenclaE etiq~eta~as eo~ u~ 1 so~ de 
10° J\ y las etlquetadas ccr. U!' lC ser. de 
1051\ • 

Varia.,.~c, e.stc.s par!.-~t:-os, es ;:osih!.e obtener 
qa!'3nc~as de 1, lC y C.l. 

8 

~., l·+ 



~. -~~:~E:~tE ~~~L~!:c~-e~tc l''~ =:~c~~tcs 
;a.~-~ -:.-r.::...--~:_.Js Ce 1, :e J C~l .. 

::.. !':2a:l-entarr.os '...n capac1t~r e~ u~ a..,..~lific! 
::-:r cr¿rc:.:-!.0!"'?1 1 la e: ara ·c:.t S€rá \..:-a :ut:cl.6n 
C:e S c;..crc:.C::;r ::e le:t=:l2ce. {La. ~=-.reCa:-cla de 
u~ capacitcr Zc __ 1_ ). De ~occ que: 

1 Se 
s;; g 1 

~ R 

la ':=~~a-c:!t ¿ St: • ez t::r-~·é!" es 1.g·.:al: 

vs (s) 1 vs "' 
1 1 ve 9 ~ 

- S!'C - -S- ~ 
ve ísl 

s~ ant1trans!o~ar~s cb~erer.os que: 

V 5 ft) -= - _1 [ ~ t!! . . 
Pe J e(t¡ ~t 

~. 
C.l.] 

;.cr lo que conc1u:r-os qo.:e ~.;n a~,r-li::o.cador cpe­
::cc:c:-a: ce:-. itrfo=Carc:.a ce ertra~a resistiva -
e J~~~~3-~la ¿e ~eall~e~t2c16r, ur ca~ac~tLr -
..-,: ... s~:.t.l!:'E" t.. ... ~=-teg:--aCcr. 

~~ :a cc~?utacora ~.1-lSO se d1src~e de 6 
¡;-tecra:=c:-es f.l5t:-:.t..:l.Ccs c..ct""oo ~f"'''"N(U..t"C..d ~lo. 

~·~ura~·~rara que éstos fu:-cic~er. es ~ecesP.rlo co­
locar ~~a botella Ce ~ ~ates e~ las te~~:nales 
~arcaCas OP, A. ?, A). 

El caraciJor etlc~etacc ccr. un lCO tie~e un va 
lcr ce lC· f y ~1 de 1 es ce :o-6 f. 

cc-~l~a:~o estos va:cres ce~ lo~ ¿e las resis­
•c-c:~s ;cCe~~~ ~s:;-=~ ~!~~re~~E~ ca~ ~c:as. 

o o 

IC 

'~· e . ., l.-,., 

Pregurta S.- Exprese el Vs(tl en funci6n ce los volta­
jes v 1 ct> y {!2 !tl~,._ V~ ..... ~t·'• 

~as c~~~icic~es i~ic~ales Ce la ir.tegral se i~troducen 
en la >;e::-il'c.l ..-.'rcc.::!a !C. (FIG:.-R.\ 1-9). 

o 



o 

I.C. 

e, 

" o 

El circuito de ccrd~cic~es ir.iciales es e: de :a F!G~ 
RA ~-1t. ~parece ahora el relevador K q~e se ha~1a 
i~r.orado e~ dia~ranas ar.teriores. Ta"~2co apare~e ~J 
sobre el :ablero ce la ~~c~ira. . 

-1 t ID_, ,. 

[>----l--. 

Los Vdlores corresponcen a la ráqut~a EAr-:sc. 

El relevador K3 tiene tres postcio~es controladas ~cr 
los botol'!es de I"odos ~e operacitn. (Ver seccl.ón de ope 
raci6r.). -

OP: ocurre oprimiendo el bot6n del modo de operac16n 
normal. F.l circuito se vuelve idé·.tico al de la -
FIC~?~ ~-\1 . ~~ salló~ es la 1ntesra: ce la: -
señales e¡ " es. 

ele 

IC: a~~rre e~ ~ce 
:e 6 R~ <~~: 1~;1 
e 1 a e 5 ~~e~a~ de 

,, ... 

¿e c~-~:c1c~es :~:e ales, 
: "~~~~~~). tas e~~~ 1as 
:c~ec~a¿as~ r! c:r=~ ~o es: 

" ~~·AP--~-----~vvvv~-, 
re 

El c1rcutto es cast u~ surador, excepto que la prese~ 
cia del ca?ac~tor hace que la salida ~o siga instart! 
nEar.ente a la er.trada. E~ u~os cua~tos n~ltsegundos -
se carga el capac:tor y la sal!dd e 5 alcanza el valer 
es=-vo. 

ED: (Abrevl.atura del ~~glés "!i'OL!:''', detener). En este 
modo de operac16r., el 1ntegrado:- ro se ve a:cctado -­
por ningur.a entrada. La carga del capacttor se r.ar.ti~ 
ne, y la saltda e 5 se rd~tie~e al valor que te~!a al 
~c~entc de pasar a ~D. 

Esta poslCl6:- íi-!D) se t..~lll.za p=.ra "cor.gelar" la si" u 
lac16~ ée u~ siste~a ¿1rá~1co ~n u~ ~o~e~to cualcu~e= 
ra, para pocer hacer redtcl.ones con aparatos de ;es-­
puesta le:--.ta. 



~ ~. ' .... 
~:=~~~~=-~=~~~~~~~~= ~---~ --- ... ~¡" 

El 1-c-t(n ael -cé.~ e:-. us:> s"' 11\::-.ir.ll 1r.!.<er:-a:-er." 
:~, para ~e~~larlco 

a: Op~1~!e~~c el teten IC !II·l). 

A la ea:ica ce les integra~otes te~dr~~cs laa 

ce~dicic:-es iniciales s~e se !e ~ayan sunini! 
traco ~cr la terninal IC con s~gno car.~iado. 

:anbi€n se e~~~ea e=~e ~c~o ce furci~r.anier.to 
para cesat~rar les a:-~ll!icaecres cperaciona­
!es c~anco su capaclaac de salida ha sido re­
::asa::~ ' .! , ¿ v): ~ ~ ~!.~·-:a~ :.er'i se ir.¿ica. !"'.e­
diante .~3 !ccr.s (1!!-:). 

bl Oprirle~cc el bot6n P.P (Il-2). 

Cetier.e el troceso ce ~-~ecrac16r. e~ el ~or.en 
te g~e se opr~:-e el boten HD (del ingl6s r.oL5). 

e) Op:rl!"'ie:-dc el bc·t6n OP (II-Jl. 

o 

Les :rtecraccres se tallan operando er. su ~o­
do r:::rr..aÍ. 

:=.c:.c:-. .:...-.os ~~~ d· Sf .... S!~~\0 c;..:e: ;:rc¿\!Ce SA~e:es 
ce cc-.-;rol re¡:oetit:·:;.s q..:e se er.v1ar. al r.céo 
O? e !C para racer q~e la operac~6n oscile e~ 
tre a~=~s Las :rec~er.c!as de oscilac!en se -
f~e~er. a~ star Pr les rar.gcg ~~e se ~~estran 
er. ::.a tata ::-ec1a::te :as ::e:-:.l:as (!!-5,6,7). 

o o 
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t/!L "TH"Z?" ':!EY?O E~l EL TI!""O E', <e 1 
~C::lO DE C'?. ~ODO IC 

ses. 1 a lO seg. .1 a l ~~;;;.• 

!teg. .1 a 1 ses. .01 a .1 seg. 

I!IS 10 a lOO 1:'5 1 a 10 ms 

ms 1 a lC -,!, .1 a 1 I!'S 

Consta de un v~lt~etro digital (III-2) y 4 boto­
nes (III, 3, 4, S, 6) ~~e controlan su operaci6n, 
una perilla selectora de a~plificator (III-71 y -
los focos (III-1) 1ndicadores 1e saturac16r. 

al V6lt~etro digital (III-2). 

Muestra l~s nediciones en ~~1dades rr~qu1na 

l u.~. = lO volts. 

bl Controles del v6ltl!'etro. 

bll Bot6~ SP (l!I-ll 

Nos 5lrve para leer los voltüJeS que existen -
e~ los pctenc1t~etros ce~ s6lo apretar el ---­
switch cor=espcndlente. El oiag.Jra eléctr~co 
se muestra .1 contJ.nuaci6n: 

~~ -·-·------<~ -;--j_ 
lOv 

I 
.... ¡ 
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!.:A : . .: ~es .c:.é"" r:.~.r1"0al •'l,: Cel <~J..bujo) ?l 
s~1t~h ~o bst$ opr~n1uo. 

De acuerdo al d1agr2~a c~andc !a lectura de -
les pctenc1fmetros se hace cor el bot6n SP, -
los voltaJes serán siempre posltlvos e lnde-­
pendle~tes de la al~mertac16n no:mal. 

e~ c1rcu1to análogo ex1ste para les potenci6-
metros no aterrizados. 

b2) BOTON v~ (III-4) 

Accionando este bot6n P~ v6ltmetro nide cual­
quler voltaJe ertre T lDV por la entra~a DPM 
(III-8) 1 -

b3) BOTON ~~p (III-5) 

M1de l~s sa!idas del anpl1f1cador, que se ha­
lla prev1amente selecc1cnado rred1anle la per! 
lla (III-7). 

b4) BOTON BAL (Ill-6) 

No es ce uso norr..al y se en¡::lea para aJustar -
el voltaJe de desv1aci6n en los operacionales. 

Adenás de los 3 ~6dulos descritos anteriormente -
la corrputacora anal6gica EAl-180 Cl5~one de los -
SlgUlentes d¡spOSltivos: í\'ea FIGU?.A I-0). 

al Generador de pulsos. 

ce la ter~1ral CP se puede obtener un tren de 
pulso de 4 volts y frec~encia variable que se 
aJusta con la penlla ( :t -2 l k'"'- ~·9 Z•O. ~t _a. __ ___ 

b} Generador de i~pulsos. 

o 

En la tern1nal P se observa un tren de -­
l~p~lscs de 4 volt~ y de frecue~c1a variable -
sue se aJusta ce~ la ~1sra perilla. 

o 



o 

\ 

el Generador ce r~~pa. 
¡ 

~e la t'er~!r.al r...:1rcada A-

·~ 
----~-~---~-----·-----··-~------..., 

,..---------,-----: --~ 
OESCRIPC!ON CIRCUITO SIMBOLO DE 

d) Diodos de uso general DEL CIRCUITO PROGRAM.ACION 

1.- POTENCIOMETRO o< k <t 

ATERRIZADO 

2.- POTENCIOMETRC 

NO ATERRIZADO 

~------------~--------------------~----------------~ 

3.- 1 NV ERSOR 

4:SUMADOR 

S.-INTEGRADOR 

el número repr e:" s€'n!c 
la ganancia 

-----···~-- --~- .. .._ _____ "'_,._ ... _....-................ ________ ...,..,. -~""'- ,._, 
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a) l\ ::art¡:: del mocelo nater~·\.ico del sist.e¡:¡a por si 
~~:cr, r.acer un d:agrG~a Ce b:oc~e ccn las cene-= 
x:..:~ es ~:..e se Ge-::;en raal.:zar e'""tr~ .•lJC.ulob. 

~) ~ete~~~-ar los,t·alores ¿e l=s ~ctenc16metros y-­
_as ga~~íc~as ce los :~;:1f1caCores e~ tér~inos -
de lus ::ar~~etrcs del slstema. 

:) Redactar un cor.j~nto de 1nstrucc1ones de control 
y rnedlc16n. 

?es~~e~ de ~6dulcs anal6gicos, sus !~nc1ones y su -­
.s:r--~olo. 

~-lO -------9 +lO ------<1.1 
-~ 

?é't< -e 16;: e tres: 

" • S 

!-:e~raCo:-es: 

9~\lt) ---., V 
Q S 
•&l t ---,--

o 

4 - T roara o e 1 O se_'!:., 

f 1 (t) es en primer lusar una s~~a, por lo cual ser~ 

c~_.erlr.:Í. un sumador. Tor,ando en cuenta la inversión d 

6e slgno que introduce el sumador: 

-~~~ fl(t) "'+4-t 
+t~ 

Generar - 4 no es problema: 
o 11 

- lOV ("'"'\ ... 4. OV 

~ 
La fu~c16n t se p~ede expresar como la integral de ln 
un1dad: ft 

- (-1) dg m t 

-eo'l L 
0 

) 

ca • f. Otó 0.41 __ , 
=\Ow p 

Interconectando: t,(-\}111 i.¡- t 
-\OV 

Dna vez conectados los n6dulos y aJustados los potenc16 
r.etros sagan el diagra~a s6lo resta conectar el a~fl 
cador 3 a un graficador y prender la máquina en ~-­
durante 1() segundos. 

~6tese que los m6dulcs est~n nu~eradcs y que el n~ero 
se acostur.bra escr~bir centro del s1~bolo respectivo. 

Sl se desea g~nerar f2ltl = 4- Se t- t 2, se ocurren­

al nenes 2 yosibilidades. 

ll ~sar un "nult•olica¿or• que Sl"~oliza,cs por una -­
caJa con entra~as x1 y Y1 cuya saliea és XY/10. 

o o 



o 

-\OV::....._ _ _, COI------=-:...:q:!..;,!~~· ·----. '. -.~ 

O.'f, ,~ 

2) Gene:ar t 2 por 1ntegr3ci6n de t. 
' ' ~ , ~ 

En la pr~ctica se prcf~ri d<( !.a' -seguo;¡da f?rma, por -
mot1vos de s~npllc~dad y r.~yor exactitud de los i~te 
gradares respecto de los mult~plicacores." Por extra= 
polación de este eJe'mplo se puede programar cualq!.<ier 
polinomio. PosteriorMente se'dá un m~todo e:fi.:::1.eo.te. 

Con ~claci6n al ejernpló ~nterior es conveniente intro 
ducir los conceptos de escala~1ento de las variables­
y de una corrida en-la•co~putadora.· 

o o 

1,_- • 

3.3) -corrl~a, Saturac16; v·?s=!!~~le-t?. C~a corrida es ~~a 
' Sloulac~6~ co-~!ec~ o ~arcÁ~i~d~ ~~ cco~:e~a oue se ca 

1 ract¿r1za-X.or u"": .. c~clo de cor,dl=i:.nes ~r,1c1.a:.es { GJ f 
· \y.·o¡Jerac.l6n ( ~). de_ ~:-s- ::'1-:egradores de la COiipur:ad~ ~ 

ra; _En ,ei eJe-:t_clo{' anter for ,.;e de.>=r1b2.6 la simulac¡6n 
_de la func¡_6n f1Ctl = 4'- t para O ~ t ~ 10 seg. 

-' '- ,< Para !este fin, se activa·,, los integradores durante lO 
-:~ ~e~•dos. La.-corrida dura lO segt:ndos_-." 

< ' • 

Tambi~n se progr~6-la sirnulaci6n de la funci6n f 2 Ctl= 
4'-'St- t2. Si esta !u~ciOn se'corce durante lO-segun 

·-~'•!ios·, al final de'la cornda, f2!tl= 4-50- lOO =ai'H.. 
·'~" ~- Impltcito er. el prograr.-.a ... está la relaci6n 1 volt == 1 -

¡;.unidad de'f2Cth Ento!'lces el resultado debe ser- 146 
·-:.· --:_volts •. Pero .saber.os que t;anto los ,a.":'plificadores co!l'o -
:· - -los-integ~adores tiene, una·salida Vs limitada al inteE 

. ; 
'·-

-:. valo "-10-<.Vs-< 10 volts.- _ 
- •' :_ ~ - ' ~ . ..~ - -

·. _·. ;-·¿Qué· suceder.1·e·n es.te· caso'?' Sucede 'que el amplificador 
· ::"~ ., , ·'"e sa!:ura _~:-Si. graf1.carnos ·la_ salida del ampll.ficador 

.. ~ respecto a su entrada a ~ar:ar:cia 1.0, obtene!'los la fl.­
qura.,IV-1.. 

·."" . So.\t.1.9o.Coo~ k \.!.M~'·: 
_ (u~oJt!'lr <.oiJ\ ,_..on.c;o. 1. 

"''fO 

.\Jo\"' <S.o.~do.(Y~) ;¡ 
FIGURA IV-l. 

Esto se debe a que los compone!'ltes electr6nicos del 
. amplificador han llegado a su línite de amplificac16n. 

Una vez alcanzado un voltaJe entre 12 y 13 volts ya no 
es posible-seguir a~~er.tando el voltaJe de sal1da. En­
tonces· ~sta per!Í>anece constante, independientemer.te de 
la entrada. 

La condici6n de saturaci6n debe'evitarse a toda costa 
duránte la-corrida. -Si durante la corrida ocurre satu­
;:-aci6n en uno de los !1'6dulos del· prograMa, los resul t~ · 
dos· quedán ·invalidados, pues la ·sa~uraéi6n es una des-;-· 
conexi6n temporal-entre-causa y_efecto, -lo'cual produ­
ce' resul tados:·arbit rarios. 

¿Pero.o acaso· estarr.os>.lini tados a ·simular funciones que 
no pasen de·lO·unidades? 

f 

·. 



Estarnos · .l•'L:..c.~.l·Jc; a 5.!.~.._ .... 1 ...... -r ~x;nc,cnec; c;t..-1? r.o :)"':S·cn de 
lO volts. ~t=~ a tra;6s ¿~ ur1 ~Jetar de e~ca,~ anr0-­
¡;..Lado, r~:' ... ~.: .... .:s :lr.l-.lc:r cu~lc;u:er ,.,('.1'"'·-=.r.o d~~-;-da~es,­
SJ es 1 · •'SilllO s1rr.ular ":' r.2sta t=lO, s1rnula.rno~. -----

1 t3 · ~·) cuc e.: \..12 ~_:1z_!::~c es:.::alaCa -:Lyc: va;J'lr r.ü ... 
1 

y lOO es 1Q vcl~s: C~3ndo t = lO seg, t3 = 1000 

10. 

~or el nomento se 1g~oran los problema~ de escalamien 
~or pues poste=1or~e~te ~e l~s ¿~d1ca una secci5n. 

~l~ulac16n de ecua~!o~~s d1fere~c:alG~ lineales con -
t::'~crtes ccr :;ta;¡·-ts.- Ve::r.os"' corro rá~oll7er raS--
e~nes¿er-c"ir .. -:J~~ - ~ 

"{,"" (4:) • Ga..a ~""-'U.\+ .... + o..t ;.(.;.\"a., ~l~t\-= ttu 
(se ut1l1za la ~ctac16n dn n 

dt X (t} "' X {t) ) • 

~ ~ kx = O, con x !t = Cl = 10 volts. 

Se_p~ede escrlblr 1 = -Kx. S1 de alguna forma dlspu­
Zlera""OS de :{ (tl, s6lc ter.clr1a:r-cs aue conectar un -
l~tegrador ~ara llegar a la func16n: · 

l({o) .a \C'IV 

. 
X 

Pero s1 a la fu~c16~ - x!tl lo ruJt¡clicancs aor una 
co~stante k1 e"cont~aremcs lo que se"ruscaba.· 

+le 

o 
Ya que x!tl -kx(tl la dehr.1c1C~ C.t.l rroblema. 
E~tc~ces basta co~ectar la ~alida del 1~tegrador a su 
ertraca, Fara c¡Jedar resJeltc el problE~a. Si cuere~cs 
sraflcas ~ x(~), se ala~~tra cero ec la ~iQure -IV-2 

o 

FIGURA IV-2. 

A pr1~era v1sta puede causar sorpresa la programac16n 
de ecuacio~es d1ferenc~ales, ESFBOlalmenle las hcmogé 
neas, co~o el caso anter1or. Surge la pregur~a ¿se o~ 
tuvo la soluci6n de la nada?, se com1enza por suponer 
que se dlSFOre de la der1vada, se 1ntegra y luego se 
d1ce cue se ha enco~traeo la der1vada. El proceso se 
aclar~ si recordamos que la soluc16n de: 

~(t) + kx(tl = O, x(O) = xO 
-kt es x!tl = x0 e • 

La excorenc1al es una func16n cuva derivada es una -­
~r~te p('lr la :L~Sr"a :u:-.c~6n. !..o que en la corr.puta­
COia "echa a ar~darll la soluc~n es ~a ccnC.ici6n ini-­
Clal. En efecto, 51 x 0 = O obtendrfa~os la solución -
nula x{t) = O para todo tiempo. 

De este pr1~er eJereplo se deduce el proced1miento pa­
ra resoh·er ~r.a ecuacl.6n del tipo 

~· ,...a • 6 .,:'..,O..... .• ~ ~ O.,..n'IC. ~ ••• + ~.x., O.Ott 11. .q.lJ¿l 
y aéen~s ~(t) co~ocida. 

lo.- r.espe~ar la der1vada de payor orden: 
fi\ 1' o. M•V <;11•\', 
~ '.::! 'klf.\o c. .. 1\ o 0.-a. '\\ -

2o.- Hacer un d1agrar..a de bloque dcrce figuren inte-­
crales suces1vas ee esta der1vada hasta llegar a 
Ía ft.:nci6n: 

o o 



FIGURA IV-3. 

Deben figurar las condiciones iniciales con su signo -
apropiado. 

3o.- Multiplicar cada una de las derivadas por su coe­
ficiente, cuidando de invertir previamente 
no cuando sea necesario. 

o. !)!) 

4o.- Sumar los t~rwinos de func~~n y sus derivadas 
con la fllnci6n fvrzadora si eYiste, para formar -
la derivada de mayor orden. 

o C~J 

~ o rJ • 
Bjecplo: proqranar x + lOx + 2x ~ 4e-0• 2t 

La funci6n exponencial sabe~os generarla a trav~s de 
su ecuaci6n diferencial. 

~a 0.2u, xCOJ = 4 tiene co~o soluci6n 4e-0 • 2t 

Entonces el diaqrana de bloque co~pleto es: 

F:GURA IV-6. 

En realidad hay muchos diagr~~as de bloque que resuel­
ven la misma ecuaci6n diferencial. 

Difieren entre s:!:, s6lo en el ntlrnero y orden de inver­
siones y s~~as. Es relevante distinguir dos variantes: 

a) Cllando 1~ derivada de mayor orden no aparece como -
la salida de un amplificador, sino solamente cerro -
entrada. 

bl Cuando s! aparece como salida. 

Los ejemplos hasta aqu! han sido del prirrer tipo. Esta 
variante es de preferirse CUdndo la derivada de mayor 
orden no se va a medir, ni se requiere en alguna otra 
parte del prograr.d. Las ventajas son: si~plicidad, ec2 
nom!a de m6dulos y el ahorro ce escalamiento para esta 
variable. 

Veamos un ejemplo de problema donde es necesario la v~ 
riante 2 del diagrama de bloque. 



e":~;,." 
~ -...... ~;. ; 

s.~ t"equlere si7Jla.r ur. s1stenci. l"\a.sa r~sc~te con ecu¿c .. ~c~~ = 

"".;; + ex + K.x = f (t) y lo q~:e ncs ir.'eer<ó:l:l corro respLlES.ta 
es precisarnen~e la aceler?ci6n. Entc~ces e~ 6i¿gran~ se g~ 
~era a partir de: .. 

X "' ..l..J.!l. 
:n 

e 
rn 

• 
X 

r--------------------e- C~AfiCADOD 

FIGURA IV-7. 

Si bastara conocer el cesplazamiento, se podr1a alarr~rar: 

FIGVP..A IV-8. 

o 

3-5 

o 

S,.$.~~-i.6n d~ PolJ~~~· Se viC' come 
es"posi~=torffidr potenclas suce~ivas de t por~ 
integraci6n. El polinoT!'io se forma despu~s, sutna;'l 
do las potencias, despu€s de Multiplicarlas por = 
factores constar~es que represen~an loe coeficien 
tes del polinomio. (Secci6n 2). -

Otra manera de progr~~ar polinomios es derivando 
respecto al tiempo N veces hastü llegar a una -
constante y varias condiciones inicialeea 
Por ejemplo: 

Si f tt> "' ~t3 + (i2t2 + @¡t + C. o 
entonces f (O) = (l\~ • 

derivando, f (t) = •• 3CJ.Jt + 2lA 2'l 4- O., , ~{e.) a iCle 

b.~U>.>OM.dc. QJ ~ t(~~ S 6<).9.1 '\, 4- 2Q.l\ e f 11 @\ ti /lG, . 
de.::ivando: "'" ' ,. e 

f (tl aGCi3, f(O) .,O,o, f (Ol .,(1¡, f tOl .. 2Cl2 

es una ecuaci6n diferencial cuyo diagrama de bl~ 
que es: 

FIGURA IV-9. 

3-6 - S~ste~as de ecuaciones diferenciales.- Cuando -
encontrar..os ecuaciones del tipo. 

a • • 
Ml xl + cxl + KXl'" f (t} + cx2 + JOta 

a) .. ' • 
M2 X2 + cx2 + 10{2 .. cx1 + KXl 

o 



o 

b) 

-. 
correspon¿!e~t~s~á probleuas co~o las masas ~aco­
pladas de la FI\;tJRA· IV-9. ,. 

Inicialmente :·xi 

-. 
.· 

,- ., 
,, .. 

el procedim~ento para ercontrar el diagrama'de 
bloque se parece·a~ de la secci6n 4. 

lo.- 'oespejar- las derivadas de más alto orden: 

X¡= f(t) + ___3_ X e . .¿__ e 1 

Ml 2 + -- x2 X¡ - Ml xl M¡ - N¡ M.:_ 
-

X2= e K e 1 

- _!__ X2 M2 X¡ + M2 X¡ --
M2_- x2 M2 

2o.- Suponemos-que existen estas derivadas y por 
integraci6n genera~os:las dem~s·derivadas y 
variables dependientes.- Se introC!uce.1·las 
condiciones'iniciales en les casos en que­
son no nulas. 

Jo.- Multiplicando por lo~ coe~icientes ·apropia-­
dos, se pueden-generar todos· los términos 
del miernl:iro derecho de las ecuaciones b) '; 

_o 

~- j -

.... _~ _-.. 

:~- . ~:_....- "' - ~ ~ 

.; .. 

~-
-~X. ''-; __________ ,..,0-~-·- -' 

... " e: • 
~--
~.-:~1-c ....... --.., 

--' -~;_;. -li; 

>-

' -t~ 

.~~ 

<> . ' 
-"<•" 

J 
' 1( ,. 

¡¡;, ~ ,, 
r!' 

,...... .. ·' ~ 

•'f 

' 1< ;;-/a.-
:.!: Y.t ---~-· ""• 

FIGURA IV-].0. 



Finalrrente, se suman ~os térm:tr.c!l que contribu-­
yen a d2~ ur.a ce las derl.vada< oc, r.•ayor orden. -
FIGURA IV-11. 

Este misro procedin1ento se utiliza para los mo­
delos dados e~ for>~Ynatricial en términos de va 
r:tables de estado. FIGURA IV-12. -

FIGCAA IV-ll. 

o 

~~ 

1 f6 .. 
0." o,, o. \S ""l E )\.~ 

1 1 
x.;t ::. az., O.;tz. O.z.s x .. t ~! ~~ 
. 

)(~J l~~· K~ j 0\:11, Gl<;a a,~ 

"O.V r)J.o_r~ Q.Mo.~¡t.O ~ 

a .. 

FIGURA IV-12, 

o 

b.~ 
., 

¡ 

\ 
\., ¡ \A,l 

1a. l ~~J 
b:.D J 

o 
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Dada la f~ció~-de transferencia 

i) 

. les 
Podemos simularla para co~diciones inicia­

nulas,introducienio.una variable inte~edia: 

··:_ . Sea. X(s~ ·• I lx<t>l• Entonces 

. 11) 

iiia) 

11ib) 

- - - ' ,' ".- - ~ ..- ~ 

~ a
0
X(s)+ a1 sA(s) 

U(s) • b0X(s)~ o1sx(s) 
+ ••••• 

+ •••• + 

Y podemos considerar que 

a
0

sm:i:(s) 
'-'nsni:(s) 

-~C~) ... •:[a
0
.X(s) + a1sX(I[l) ~ •• ·.;·.ams~;(sl 

U(s) =-X[b~X(s) + b1sx(~)~~ •••• b~s'nx(s~ 
Fnra fi~es de relacionar S(s) con U(s),se 

puede ~ie~pre suponer que K = 1.0. 

Se puede decir q-c1e iiia) y iiib) son las 
transformadas de 

iv a) 

iv b) 

s(t) 

u(t) = 

B 
+ a 1x{t) 

+ blxtt) ·+ .. oT 

+ ••• + 

Es~e par de ecuaCiones ~ifere~ciales se -
pueden si!Jlular para encor.tra::- !:(t),;u:!3 u(t) es la 
entrada al s~steca represen~ado por ~(s) 

U(!.) .. tfu(tJ) 
l, - ~----

o o 

;~~ '·:~ ) ~i ~; : - !:~. '-: ' 

-(; ~: ~:: .<~~~- ~{~::;_~:":~ .:. : ; __ Frimero·· se ·s!.~u!a'~ i v •b) ~ 
.<~ : } 0 F' ~ ........ 

. ~ ... ; .. · -~,· ·. ~: .. x.·(;~\,:-:~ \.ÍUl · .. e: 'lf.l~l- ~X(~\<- ~{(t\ 
' - ' . . . ; .,,.. 

-...... 

las a.'e'rivadas de x(t) 
se obtensa s(t) 

Por eje~plo: ~ueremos observar la respuesta 
~e un filtro con f~c~6n de tr~sferer.cia 

actúan 

~& "'W D. - S(6\ 
'P(s) "' P - -

ft~+ 2[w .. '- ,w.: ul•l 
':upona:::.os,· <;.·.re~ nu~cra:.or y d.enc~inai!cr·.~e :;"( s) 

co~o c:¡::ere.C.c::-es" di fe !'er..ciales sobre U!:a~ u( t) -

>< 

./ 

o 



De loe diagranas de bloque que reEultau 
al si=ular !unciones ce transferencia se deduce el 
port;~é de la!l ::·estricciones :.,tfn; Si e n, seria: 
~6ces~1o utilizar la o~eracibn ~e~ivnea para obte 
ner c(t). 

o 

4. ESCAL;.!!I:E3TO 

4.1. Introducci6n .- Zxisten dos tipos de asea 
laciento: Por amplitud y­

por tieopo. Cada uno de estos eecalamJ,entos se reali: 
za general~ente por con~eniencia o preferencia del ope 
ra,\.,r (!actores exter::Joa a la cooputadora an!l6gica) o 
poi· liruts.ciones de los dispositivos que .forman la com 
putadora. Estas limitaciones ~ausan errores en laa so: 
luciones ~ue se pue¿en dis~inuir r~eiendo un escala 
miento. 

••,2. Eseala:oiento :2.2.! ml!.!u~ 
Se oencicn6 qce la salida del amplificador ~ 

operacional está restringida al intervalo -10,+10V • 
Este hecho obliga s realizar un escalamiento 

de tipo lO voltsm M unidades, donde M es el m&xi~o -
de la variable en cueet:!.fln, para loe casos en qua J!)10o 

A es':e eecalaoiento se denomina "por e.opli -
tud". 

En ca~bio,pudiera ser que alguna o todas las 
variables del prcble~ toman ~agnitudes m!xicaa mucho_ 
menores que 10 volte, durante el periodo de s1~Jla --­
ción. ED este caso ta~bién es necesario escalar por am 
plitud. las razo~ee son de preeis16n en loe resultados 

Por ~a par~e ea obvio para el que use la ~ 
quina,que la precisión de los aparatos medidores y re: 
gistradoree,ee bien li=itada. En una c&quina tipica de 
10 volts,el volticetro digital marea volts con cent6s1 
cae. Si el ~xioo de ~a cierta variable y(t) ee -
0.25 volts,la pr&eieión ~ con que se puede dete¡ 
winar su valor ea 0.01 volts/0.25 volts 6 4%' : 2%). 

Cue.r.do la variable toce nlores d~l or4h de 
0.025 volte,el error es del orden de 40% (- 20%) • En 
este caso,~ !actor de escala de 40 baria qua la varia 
ble (40¡) ter.3a :lf!;o ~volte,:e¿ibles con error: 
de O.Ol/10 6 .1% (- 0.05~). Si la variable toma valo 
res ~e un 10;,; del =W~o {40;y)% 1 volt 1y el error aero 
! 0.5'..;. 

~;arte de le ;rec!si6n del volt1~etro di;i -
tal,ctras ~e~:es de e~or son el ruido y el corrim1e~ 
te del cero en los a_~li~icadores. Zatos errores aon ~ 
p=Actiea:ente de :a~itud conste.nte,por lo que convie­
haeer que !as variables s1:~ladae sean lo cae grande -
pos~.:-lu :r:.;:l¡:ec-.:o de ellos, :::s:os errores son 'loe que 

o o 



o 

r.:;3.l~E'n"!.:e .:..!_-:it:u:~ la ;!"episi6n jP.. ::\s -.~'..ic.:~r.es,~­
ci~~do inú.ti.!.. el -;:-"1::-'l~ar ~-:i:;"::r(:iO!"~~ :!~S ¡..:·_c~~c.s. 

4.3 • .:~ d-- ~1~::1-~ :E!:~~. 
,:,1 final de ;.sta seccl6r. "e .t:.rá = ¡:.:·­

ced:m!en~o que es ~,i~ seu<Ur,esfec~al~ente 5 e~ ~~cole= 
mas con cuc~~s va~~ab:es. ~1 pro~ed~~ie~:c suLa~~ cue 
se conocen los ~lxi~o~ ie to~s las v~riables~Fero"nc: 
in1ica cono ct:en¿rlos. Por eso co~enz~re=os ~n~o e -
jecplos en l~s qu~ si se trata el problena d~ la esti­
~ci6n de ~~nos. 

Para esti~ar los n~ximos e~ ~ste 7 mu -
ches otros casos,debe to~arse en cuenta cue si el sis­
te:¡c. OJS lineal es po:uble escalar u!:a ·¡ariatle cual -­
quiera,;scale~d? las Pntr~das. Las derivadas e inte~~ 
les de esta v,<rlable r.o oec~sarianente <¡ued.an ccnve -­
nientemente ~~caladas. 

Se 1.1.11 la secc~on 
n.:-~lowi :'.:! eF>: 

el rtia _;rama de bio.:_ues para la a-

~ Slt) 

-A¡-()-tY-
1 w; 
1 
1 

La marsni tud <le la .::espues~a dependera no solo •!el >;a­
==i.o.si~lC del tipo ,!e (•xritacion"Pri"l"ro e)::uainareaos 
el caso ¿e entr32~ escP-lon l despues el :· un· en~rada · 
periodica. 

A en'·rala e'>calon la respuesta ti·•ne un3. 
part9 o~c~l3.corla ~e rreruenc!a cerc~n- a ,la r~~cu~n-
ciél n\•:-u.r¿l tl~~ C):!,e'":emü, :·e a :~~ ... r-~ co ... ::;~ente. Co,.,c 
'JC v.!...:l ~n ,C.Ci\ .:... u:-:._~!, ~l d..:s ~ct:.~civn.:::s~ 

~(.\\ =: ~ \- OJL.it 1 
u..t~\ = x_·,. 2fUJ ... ~ .a. w,..,a K 

La ~a~!e crrst;a.,~·e .(; ls r~..it::ttesta ;:t. ~s-=a.lcn 
c:;cnrr<J -:•..::;:n<.lr. han J.eca11c los tt· .. ;.nsi ":ot·i3 • :r. ~nc ;;; 

o 

:sto ~e~i~~ esc~lar x e3~~lanic U(t) : ~1 
transitorio :!e la re~pue:;;o:;<. a'!scal:m en ll:l sis':~::a •!a s3-
~~!o no sobrepas~ en =as d~l 10~; a la ;ar~e ~er=~~~~te 
:!-::: 1 ..... res:¡:..¡csta, p. ej:J. · 

C!JObreamortlgl.ICJdo SI.Jbamortig~.~aclo 
FlG V-2 

no ¿tmortiguado 

. ~~onces pa~a que x(t) tenoa maxico 10 v:lts 
de ma;;n~tud ~n u(t) debe ser ur. escalan de .5ato 11 v ie 
altura. ' -

Fara escalar la"! de::-i=da;;; )l.\1 X notese que 
en el peor ~e los casos .la :espuesta de x(t) sera de] 
tipo 5senC..l..,.~+;, entonces CO""''> prioera aproxi.':!acion 

i-: '5w"'c:osw,..t 'j x:- 5UJ,..~~ w"'t 
Si deseamos quP estas te.!abien ~engan ce:;: ::~a--

1 
x:imo 10 vol ts, habria qua '::!'llti::l~car su va3.or ~'<"'<" 2(w". ~ '{w., 
res pe e !. va:aente. El dia:;ra:aa ~-e bloc;.!.! a q•1e:!ari::. e:J :e o-· 
ces: 

FlG V-3 

Claro .;,....~..: t'!s:.-:.3 ca:J,;:to3 de va.r:.d:!e no ~e Can 
solos • tenemos q:.1·· in :,rod.ucir p.;¡teuciol:etro::¡ y .:;ana:acias 
:ie ta!l!;~ ':o a pro: .. <:.~o. 
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4o 

-[x] 

uno deben 
Las variables que entran al 

cum¡::lir 
amplificador 

2x 
u:¡; ... = &L [ u.t~\ - 2l.~x- UJ..,.a x] 

J e::. ter:~inos ..:e les v:J.r~a'bles escaladas 

Zj -:.. ;{-." V.lt) - •. : 2~w .... ~ - x 
l..u,." """' ....,,., o;,.. 
el diay'a::a !:_e _l-;,lo:_ue que.ia 

Para escalar s(t), recor~e~os ~ue 

si x(t)~Ao~w.,.t; ){~OJ,.""Ao~UJ.,.1; ~ 
-;:.tt\-::-fl.o'n,. ... .,..:.-rll.l,..i: t-'JJp&SIW'I lt.lnt , ~ :;;"' ">}I.AJp 

la varinble escalada debe ser 

[w~'ll. ~t-~l]. s.;._ w,...c<.W-p Q.v,+<M""' -s(t\~ ){ 

'S, to,,.,.':::;l,.up 
1 

'1>{{) ~O '1 en ~s:e c:?.so es dificil 
es-:..=e.r el ~:':-:i~: si~ "~:a:" J.~~_'"!':..=·..: ~¿ Bo.ie Ce la fur.cion 
:~ !"é.!::s:'e!"'~!.C!..J.. le:-~ ;.ú:1..; -~:"' ~~- ., ..:·::j!;-~ (:e la. si­
-:-u:.~c~V!! ~eG. ,I;r·::c_G:::1·~:1te: :en--:-" ':" \: ... ~~- -:-:;.::a ..:.e =-~ce ... 
:~ es=c cc2G se F~c~ede~o~ P~-~b~~, sa~~e~ic cue e: todo e:; s: -

"!;)lt\ <..<. (_l_¡,:l '1( 

o 

u(t) 

o 

----~ ------~~---

..__ _____ to-o-J FIGUI1A \!·6 

Si la excitacion es periodica.debe definirse un rango de 
variacion en frecuencia para est~~ar el maximo de la fea­
puesta. El escalamiento se hace de foroa 1e cubr~ el 
~<i~o dentro del intervalo. Si la excitacion ~ puede 
ser de cualquier frecu2ncia , la respuesta maxil::a ocu ri­
ra en r~sonancia y su maxi~o puede esti~arse.de la t~a-
zas de Bod.: para dist~!ltcs a::;ortisual:lientos. --

Una re&}a ~~11 para escalar sistemas ie 
2° o~den y en ceneral s~ste~as con comporta~ento osci­
latorio: 

:x :¡ "i son 

Si x tiene comportamiento parecido a 
Ao~OJo1: 
los factores aproFiacos para esca~ar XEE 

D ' 
-~WJ-Wo w 

Jebe enfatiz~rse que a menos de conocer lot 
máximos precisos,&l proceso de escala~~ento es iterativo, 
es deci~, a prueba y error. 51 ~CSFués 1e de un escala -­
ciento se corre el problema y ocurre saéuración,habr! que 
aplicar un factor de escala oas peque~o. Cu~do se logra_ 
eV1tar la saturación se debe exa~inar la posibilidad de_ 
que al:-ur,a variable ':en :a un valor ce:::asiaio peque::o. 

t!n r.roc-:dinien;;o sisteo~tico para escalar -
ror .:;..,T'litud es ei siguiente: !'ri::ero, con las esti::!acio­
res d~-los oáxi::os ie cJda variable,hacer una tabla: 

........ o 



e 

'; 

"1 

~ 
X 3 

. 
~ 

:.:~xico ju=-a!! t¿ la 
CO!'l'i~ 

., -· .. 
- .. 

-1 

l!c! 
:.:3 

. 
~ 

Sesundo: =st~blecer los rac~or~s d~ escala O< 
~ la tabla -ie c~:d:!!OS se encuen'.:rah ls.s a!.fas ;¡;or ¿_:!.visi6r:.. 

Buscando que la variable escalaia [«¿~)ten~a ~ -
~xi~o menor ~~1 que 10. 

Entcnces ~uestra t~~la ~~edar!a ie ls. si::ie~te ~~ 
nera: 

Variable !.lá.xico Alfa ap:-ox. Variable escalaia 

t M~: o<'._ :.i.IO/M.,_ l.o(,t:J 
~J. M, o(, 1& lO( M, [.e(. ~.1 
X.& P.\g o(~,; \O(AA~ (.ot~~. X 4 ) 

l<.."" 111\ ..... ¡;;.("' ~ 1 o( ..... .. l.,( .... 'IC.,..) 

(tas X:!.s no son nccesaria~ecte in1~~e-di~nt~s,r~ 
diendo ser ~d:tiplos o der!vadns de otras Is). 

Tercero: Substituir las variables escalad.:Js e=. las 
ecUácioner. o:-i¿inales. Je codo que si orisinal~nnte 

'X,q -.:1 Ú., X • + "-~ i( z. + ~ Y. s 
con variabl~s esca1,das 

Q( 14 ){~ u ~ C\, [et, )(,] .&. ~ rh [ ~) +- ::: O:~.lOI"') x_,J 
Cuarto: ?asar ~stas ec·:aciones a dia.:;rarna3 de .blo­

ques. Por eje>:~¡;;lo. Si p:tra el caso ant~rior ;.:4- es ÍJ!al a :;:3 y_ 
¡ 3 ea i¿uaJ a Á2 ,el dia;r~mu quedaria 

o 

F 1r:, -z- r 

CJ 

~o so~pleto f1 escal~~en~o ~ a~;li:uc. 
Sea el siSUiente siete~ en variables de es~aio 

f ><] r-l o]'(,] [¡ 0 1 U,J 
l lt: : l-1 -lo 1{2 _'- o v \)._. 

r····-· 

Se requiere escalar 
u.,-2.){,, ~.~~u.z..-\ox.:l-x. ~ ..:.-: s~\"+X¿ 

concciendo los ~áxi::10s ~o6~o ~ c:k.+ &N\Vr 

\o ._.,~ hr ~ ... ~\.,.. . 
Tabla de máxinos y factores de escal~ 

' \!'Po\l.l~'o\Q. rn.o-1t~o- .L -~~~~op-t~· ---, --v~~b\e ~J:J-_' 

. 
' 1-

2.5 

' 2.U, 

S 



:uocti •uy~T' .. :!o ~n l:J.:; eC'!;:l.C!C!J~3: (.~~ ~e 11.~ in'l e :"á.-
. -~ 'r.l ·.rt.. r\;. :.<..: su &en ·.r~ 5a le be ·.caler :>(; X,¿ ) • 

'.¡ ~ ~~[2u,1- ~ lfl [i.!'ll.J [tf~~J,. ó~~ (.o.~IA~1~ ~~~w['Y~e] 

"' . -~~..t. 
0.!)- ~~ 

F16 '![- g 
' 

4,~. ~ls~iento EQr !ieopo. 

En el ~ecalaDiento se modifica 6nica~ente la -
i-.u":.ci~n de la si::.ul:J.cibn sin ~uedar afecte.::.s.s l!!s eoplitudes. 

31 eec',l;l-i~nto ¡;cr '"ie!:ipo :;e emplE:a cua:1dc un 
.:'t:::~::t:r.o es C.-3-:.uE!.aC. ... r~:-i:.tc o .!e·:t.t.s:.3.do len¡:o J•G.:'a ser '-ra­
~~cs.do; Fcr eje~r-lo,:a vibr&cibn de una estrJc~ura ri~idá ~ue 
"ur~ 0.1 se-u::dos¡ la !'ra-:ue del ce!Je:1to; el !::u-r.:i~::~ien-:o 'e 
~- =~ele o al~~ ~tro !enb~eno de ~e~cocpuaic~ón de Daterial­
~~i1oact1vo. -

Ex:.sten dos fuentes de er::-or l;_t:e son i:::¡;>o:-te.n -
~es p~r~ ~scal~r por tie~po. 

_ a) :::1 a:Jrl:.!'~ca.:or no es un ele:o.ento alsebraico 
SJ.l:.C :::.id.::.i e o ,r:or lo ·.ue I-resen ta :·e"":rasos de t!P::¡;;o ~u e pue 
"'.s~ .::-:r :!.::.:¡:crtan tt s :¡::;ra :Ji::ular fer.~!:lEcnos :ie alta frecuen = 
cio. 

b) ~1 a~pli!ica!or operacional pre~e~t~ desba­
la::c:s(~orri!::.ien':os del cero a entra!!a nu~a e!l su !"alide.,aun 
cpe i:-:stc.'"tll.:-.c:;,.::.ante sean des¡;reciabl(;S e:: cc::-:-ar:cci6n de l'ii:s 
se:.a::.ee,;.u.ode!:. ac•J.::.ulcrne pcr acci6:::~ de los !.::l~e .. ;r:;.dores y 
crecPr ce!:. el '·ie~po. ::stc i=vone ur. 11::.i-.;t- a :a ::=ac!6n -= 
co:c ·:·~e se F..teé.e r~"ali::·•r una si::-ul~t;!.':n. 

Por eJetl!JlO cons10:~:::-eee el si:;-..:.ier:~e c1:-:c•..:.ito 

• -X 
•• 
)( 

o o 

~1 ~j, ;:.=~~;;~!h~t-;,,;:;;_¿~:P 1 ;;!ene ... ~:;:;::;-, '~.~er..~~ ó.o ~~·:·/;\ -~ 
ve 1 ""3 t: \ final de 20 .:;es el er:ro:t· sn ;..a 3;:- ~~ ,;.::., ·:~-: J.::.f1 kl;: 1 · 
:.e!' 2 s-"ra de • co2 vt:,l ts; en la sal idu d.,l a::::¡li:l.;«,d.o~'· 5 ~-::. 
rll. de 0.2 volts~ que no se pued.c despreciar. • ~ 

en :.as 
:::1 esca}a~ien~o por tiempo es un 

ecuaciones que moielan el eieteca 

' 1; .. i3t 
" •• 

cao~io de va~iabj~ 

~ es el tieopo de l:lác¡uina,el ti.e::;po q~e -!u.:Nl la s,!; 
~ulac16n. fl. 

'J es el factor de eacal~ &e tieopo,y t ea el tib~~ 
po que realnente dura el fen6meno que se si::.\üa. :WO <:;_\1S a;;. ~ 
persicua con el escala~iento pon tiempo,ea ~ue las v~riabl<e 
canbien oás rápida e máa lentaoenta 

Para de~ostrar ln rclac16n ~ue exie~e entre le in­
~e rac16n a veloc11~d nornal y la 1ntecraci6n en un ~rcbleoa 
escalado por tie~po en la i'ig se eo~paran los efectos_ 
de c.~~as. 

Se ~uest~an 3 secuencias 
i) ~trada a tieopo noroal 1 1ntegx~c16n a tie:~o not 

1:1al. 
ii) ~tro.da a tie:1po acelerado, intes=ac!.b a tier:po · 

normal. 
11i) Entrada a tieopo acelerado,inte&rac16n escalada 

por tiempo 

o 



o 

• .oal.o.J4 
#1~.,.-· 1 
'i c+J 

-

e-ai-ra 4 
or>"~./sJt:&. 

(...,. .. ,,·J ... ) 
iit~ 

J=J 
,, 

.s) 

~ 

f.c.+) ac#J 
1 

,fT 

.s 

.. ar -----
.tr 

9) 

.~ 

otl ' 

h) i) 

o 

1 

o 

Zl' ~~o~¡c~z~cscalndo-dura la aitaa- del ~ie=pb ~ue­
el prcbl~=~ ~·tie~~o real. 

Zn-~la -secuer.cia d,-r ,¡: se apracia ·el efecto de cae -
biar solo la ra?iiez· de ~a en~rada:: Las int~¿rales se ven ~o~ 
d.!fica\!:!.s -r,or ~ fc~ctv.r/1 ·=ada vez ~'Ju~ se aol!.cac..-. . -, 

3n la secuencia d,h,i .se ha aplicado un !actor'/~ 
a cada' 1nte¡;rac~6n. -::;¡ ef'e'cto es- el- deser_.do,conservar las ca­
racter!s';ic~s de' -la secuencia -a ,o ,c. 

~lize~os·la secuencia de !is~s pa~a d~ 
ducir las :!lOdi'ficaciones necesarias: - -

1.- Si'.exis'!;en,\entro.das,éstas deben aplicarse a 
tie'!!pO esca!ado. 
- 2.:.. La .ganan~ia'. d~ todos- :os inte:;;radores de':le codi 

!ic:1rse p~r· un .!actor '/8"in1ependien te:::¡ en te de las codificaciP' 
nes ~ue se ha~an por concepto de escala~ento por ~plitud. ,~ 

- - ' - ' ' ~~~(~\ 
Ejermlo. l,;n siste".!a-masa resorte ~ 'fi'\ ~ 

' K, 

tTnX.+c:.x + ~)( "'~(-t\ 

_1 



II INTRODUCCION TEORICA AL SEPVOI·!EC'.NIS/'!O 

MODULAR DE C.D. MSlSO 
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IIA.- INTRO~~CCIO~ TBORitA A;, SFRVO~~CANISXO MODULAR 
DE D.C. MS-150. 

1.- r:::- .MLIOAOES. 

Es muy com~~ eacontrar en la industria mecani~mos,de -
control de velccidad o posici6n para el desarrollo de· 
sus pro~esos. Dependiendo de los requerimiento~ de ·és­
tos se complica o simplifica el mecanisno de·'control. 

2.- CONTROL DE VELOCIO!~. 

La veloc~dad de giro de un ~otor de c.o~·se-puede-regu 
lar variando el voltaje 'de alimentaci6ri a ~as·ternina= 
les de arr.adura, ~anteniendo el voltaje'de'ca~po cons­
tante. A-esta conf1guraci6n se le conoce cono·control 
de.armadura. Los d1agr~~s eléctrico y de bloques se-
muestran a continuación:· ' 

TVflXV-

FIGURA II-1. 

Para esta configuraci6n el voltaJ~·de:en~~~da es inde-­
·pendiente de 1~ velocidad angular y por lo.tanto se de­
nomina control de malla abierta. 

St se introducen perturbac1ones en- la carga del motor la 
veloc~dad car.biara del valor deseado. Pára solucionar -­
este problema se suministra una informac~6n sobre la-ve­
locidad a la e:-.trada del s~stema,- lo que constituye-· una 

o o 
re~li~entaci6r.. Los diagranas serian: 

PI CURA II-2: - · 

3.-:CONTROL DE POSICION. 

Si lo que se desea controlar es la PC?S-ic:Í.6n de una .. ma_­
sa, ~· no su veloc~dad de ·g~ro, es nece.sar~o SU!1inistr~r 
infornaci6n de esa pos~ci6n, la cual--se ol:Jtit¡~e a par­
tir de la integrac~6:1 de la velocidad ( 6- = Jt. w(t)dt) • 
un modo de.lograr-esta integraci6n se muestra en la­
FIGURA: 

FIGURA"' li"-3. ~ 

+'ll-~ .. -'{. 
fbh"c.iC:w-.eho 

'-



I p . 

N vi?~ 

igual a cero y ·el ll'Ctor' se parurli. 

Pregunta 1.-. Obtenga la ~r~fica 't. -x.. Vu 
c::.6metro de-entrada. 

5~~~~"'"'-;;:U»:-,.••o l.<:~:<n&.a ·M.,. •t!!.o · 

del poten 

4.- El Y.S-150 'puece funcionar co~o un ccr.trol de posición 
o de velocidad, segfin las conexiones que se realicen en 
H. 

. 

El diagrana ee funcior.am1ento del MS-150 para control 
de velocidad es,el siguiente: 

o u 

\ ' ' 
' " 

N~~ 

o 

' -. 

FIGURA II-4. 
' 

·- El tacogon orador 
se· halla a e o pla_ 
d·o al motor. 

o 

Para el control de posici6n el diagrama es el siguie~ 
te: 

PA ,SA · 

~ngranl?s 

FIGURA II-5. 

1 

o 
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IIB:-. INSTRUCTIVO DE'L; SÉRVO~!ECANISNO MS-150. 

2.- SERVO-AMPLIFICADOR SA. 

Controla di~ectamente- al motor.'"'- ~""-~ k i.'-""'0.: t<ML)(:,::_ fj;,._ • 
El motor es de directa y se cambia su velocidad roe---
diante variaciones en la corriente de'armadura y/o de 
campo. 

o 

Con la éo~exien F el ~~tor (su velc=idadl es nás sen--
' sible a las va::iaciores de vo~taje y"':t.!s·J~~-P"'~sd-<Í-"l"á" 
/11\estaS!-!."ié!ad-: ~ornalr-e:-.~e se usar! i'a .cor.éxi6c··~J!.~ ·a 

l!'.eÍ:OS que Se aclare le¡ CO:!t_rario. r"~c;:::;r:._.t ].";,~~~ 
C\J_;r ............ ,.-;o....'. -4 /"."~, "-.:;)..r:;'! t_..;~: ~.-...,! ,;...i-~ ... 'J;-...l...,..-.. ..... 1: 
a).- Solo funciona c~n voltajes de entrada (en "l" 6·-

02") POSITI:YOS. 

bl.- Con un voltaje en ,"1"_ gira en un sentido, con un 
voltaje en "2" gira en sentido contrario (cada -­
uno est~ cocectado a ur.a bobina del campo y ~stas 
están enrolladas en se~t:ido contrario). 

' ~~h·\.!l ... ;J-. 

Debido' a la fricc~requiere un voltaje m!ni­
mo para ~~e él' ~otor arranque. 

3.- k~LIFICAOOR PA. r -· - "e\.L~~:-r~-'-·"': c.:,......., 
~e~e có_;.e~ct.árEera-6-. + 15 Para que funcione 

y a tierra "COY." r}..:t_\_ SA .. -_, , 
~ 1 -

r~ 15 -15 PA o o 

v, - 15 V 

---~---- ·--,--
/ ocom 

1 

1 
1 

1 
i 
\ 

/ 
1 

1 

\ 

-~-·--
Conexiones para·que el control sea de armadura "A" o­
de campo -"F" (f¡ eld). 

~------- A " (ltnea continua) 

;g_f (c,__;;:_i;~~~_.!_;.r.- --~-/-.,.-.---~ (Hnea cortada) 

-L"a'-'corr-rent:e-ésecO"ñtr""ola 
l'J 2. ~ l ·"'' 

con el voltaje de entrada en 

10 [9> o3 

2o o4 

6j A la-entrada "l" o/y "2" se conecta un voltaJe cual 
quiera._ Si se -conecta un vol taJe a "1" y otro a "'!" 

~-éstos-~e, su~n como en el OU (Ver 4). 

l ,¡ 
'~ \ TJ.. -,..,., ... ~/J:z.¡ 

t~.l' La salida siempre ser~ pcsitiva. 25 veces el volta­
je de entrada (pero 15 V es el VOltaje ID~Ximo de -
salida). 

Si la e!'.trada (ó·~~:éar es pcsitiva la salida ser~ 
en ""3" y acero" i~'-' :'4' 

\ 
j, 



Si es , .:::ativa la er:t:-.:;da, l.:;. '3d1ida s·s=á -:-~)~:t\\e. 
y por ''~~ y cero e:~ "3~. 

..., .... , r -

{) Pcr las c-!!racter!:Eticas ... -c€~cs aY"'pll..f:icaCores la .... 
sa~1C~ puelle no se:- G fcero~· a~n s1-enco la tntra¿a 
rula; por lo que es n~ces~r:c red1r la sal1da y gi 
:-ar la perilla :-;a:-caóa ~"~ZERO" hasta que ~:ectJ.va.-= 
;-,erte lo sea. Ta,.=:é .. se ~uede utllizar ér':o y ha­
cer que el ''cero~ sea el volta3e ~ecesar1o para -­
vencer la fr 1cc16n del r-etor (ver 2.- (e 1) para que 
ccn cualc;_uJ.er entrada por pequeña que sea gire el 
J.~otor. 

La utlhdad del Pre-J._tH)llficador es crue si se co-­
:"ec~;;n s:.s Sé:lid2S a :as entraccs deÍ Servo-An,pli-· 
::lc?C:or :s.:>.) se pued<: ~.acer que el r..otor gl.re (ver 
2.-{é\) a ~esar ce q~e la ent~ada del ?re-Amplifi­
cador sea negativa {y gira en sent:do contrario}. 

4.- ü:\IDAD OPER."'.CIC';AL OP (Operationa'l t:nit). 

Puede tener mu~~os usos {ver ir.structivo de la compu­
tacc:::a aralés:;.cal pero é:qu1 se usa !:"ur:darner.talrente -
corc s.:.~ador. 

~---~- ,--------~~---
Ebt~ qu~ere decir que ~;-voltc"e de salida serS: ~ 

Vs = - {Vl + VZ + Y3) ~ 
Para que func1one es necesaric que est~ cor.ec~ado ---
a + 15 v, - JS _l/ __ y_a_!ierra .. ..':COM!!.- / 

-~,- .AI\A,hA--' _ _____-// 

~") ::o_~ se -: :t- ~r. ~ce::(:-~ ta ;---~~ 1:;-a ~ ~_s_j._:-_t:_r ... ~!l t~_a. 
le. ~is~a en"",:-::;.~::._; ;-.e:-r; s:. se :;:::.r;::.e ccnec~ar e~ !:ll.S 
·:o vol taJe á. 2 · 6 3 C.e ellas (a le. sal!.ta se teniri 
2 6 3 veces dicho volte.¿e). 

~). :a s~lid4 en 4,5 6 6 es i~~ntica. 

~} ::ece ~~ ~~lec:c~ ~ue per=ite 3 ~o¿cs dife -
::-p:: :es -=: !'ec.l:.::o;~. -:é.c _!::; _a ; c::.1c!.6n "":cr-:s.l ser5._ 

o 

la ~ri~~~ '~~~~~~o ~~~ 
:-ezi..stt:n-:i.s.. ..~ -.: .. .... ;-~:' ... 

~: ~1 ~~:~e~ se ~ebe 
':::.!s~a:-(;t"~:_· ;e). 

51)- ~_:._;_2 :~~ (~~ 2LS_¿_~nc;~J 
::s u: _:>..:=:·\,O.e':.c ..}.;:::?.~:·a_o,.G:r:- q~e =~~ "..!!' ... v~::.. ~ ~:·s 

~" .!.'1 vclcciél~J.d a:1~~lz.r del aJ~ :iel -:-,o~or ',e"""1::=f! 
por i.!.J.ci.;. :!.000 rp::.A_,.'~ 

':;~er-ra. 

~ referirlo 

~ o.- ?o':€i1Ci6oetro b1l. c:.-~~.:.YJ?Jl ~) • 

::-: '-?t -'":;;-!C.~~ 1 
2 ' d : ,, 

;,q-..:.i :Se utilizan co:no divisores de volte.ja. 

ó. 
m 
• 1!. lí 

Ejemplo: Si el p~to "1S est~ conectado a tierra Y el 
,. 3" a 15 v; si se ha ¡;ira do la perilla a la ::li te.d (a 5) la -
salida en "2" serA de 7,5 volts. 

~1 voltaje a la s~::da del cu=sor ser~ de ~a ~crcibn 
C.el volt:::.je tote.l,ses\::! la porci6n o;ue se h:.;ya tc::e.do !e la_ 
=esistencia. 

o o 
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?. ?o~'!::lc!6oetro ~ entrada ~ (I~pu~ ~~nci~~eter) 
:1ene las ois~as caracter!stic~s que loa potenci6oe-

troa s.::. -:ea ::!encion('.•ics, (ver 7). · 
ea>- ~~rt.-.!'Os~IJB Si se conecta '.l!l volta,je .!e +15 

vcl ts a :,¡:-, extre;::¡o ( "1 ,, ) y ele ·-15 en el otro e" 2") al gizrar 
¿.,.~o --lt-~ !"< sa:ida (''3") variará entre cichos ·voltaJes y a la mi 

' tnd se=-3 ie O volts). 

~ 
~ 

~5 A cada !ngulo ~i 'Cado ccrrespor:derá un vol taJe 

8.- ?o';enci6mctro de salida OP (ou~put potenciooeter) 
~ene las ~is~as caracter!sticss que los potenc16me 

tros ~';erior~o (ver 7 y 8). 
0· ..:n :s~e 0::'J.20 t:: ~iJ·o· de 1~ :r.eril la no es canu?.l_ 

s:.r.o ::-=i: <l:lte el .;iro .iel "eje l'ento" .!el :;otor. 
4• / d 1 ·;-,) ::1 eje -~ento·.se,,encue~trf. a un .coi>tC\ o de notor 

:¡. ;1::-a 3':.1 veces,:::laS des¡ac¡o r¡us· el eje cen:;ral. 

o o 

' ' 
·Jene:-al:lent<:! ee con'!c';ar~n -.!.5 volts y -15 vol"::s a "1"' 
:.:1 vol'::!.Je en ".3" es ·:¡;z:o:;.o::cic::a.l al in:;ulo ,;ira!o. 

9.- Freno ~a-n~tifo 

El obJeto del. freno :::a_,n~tico es el de sinule.r "carGa" 
en el cotor. v ... ,. · 

Se pue3e colocav a los lado~ del disco de inercia (Cuan 
do se indique) teniendo cuidado de que no lo.roce en nin~.ma 
de ous posiciones. .·-

~~ 3'! .ebe colocar lo pas cerca posible. 

lO.- Precau~iones 

, 1' a • .:. b.-
e.-

::o sobrepasar los e 2 ) dos a:peres. 
;,pagarlo cada vez que se bacen co:1exiones. 
Con~ct~r la ~~idad operacio~al(OJ) y el prea~pli­
ficado~· (FA) a +15v, -15 v y ticr.ra "CO:.I" 1 siem -
pre qne se usen. 

------·----------------·------
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INTRODUCCION TEOR!CA AL ENTRENADOR DE 
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III.- INTROD.UCCIO~ TEORICA_'AL E~;TRENADOR DE PROCESOS-PT326-. 

\. I N T R O D U C e I O N 

El si~lador de procesos PT32é es un sist~~ controlable -
de cale~tamiento de aire. Tiene las caracter!sticas bási-­
cas de una pla~ta real que además del proceso contiene un 

: mecanismo de' control ·versátil er. cuanto que: puede operar -
' ' como-_ un contro_l- proporcional (j- ON-OFT tanto en malla ---- -
" -abierta cor..o 'en walla cerrada. 

=i. P R O e E S O 

El aire de la atmdsfera es forzado mediante un ventilador 
a circular a través de un tubo er. el que se halla local~z~ 
da una rejilla el~ctrica de calentamiento con, la cual el­
aire intercambia calór para obtener la,ternperatura deseada. 

El sisterr~ de control pretende que la temperatura del aire 
sea ig-ual en todo rnorr.ento a una temperatura- determinada o 
valor fijado que se puede variar en un rango de 40° a sooe. 

Gn diagrama del proceso completo es el siguiente: 

o 



:CE SU 1?C:c~; c::L PFOCESO. 

_ ::.c:;c~~'c: e~ d1agrara; r.cv1erdo la perilla del poterc:~rretro 
:=el ··c::.or :¡:ado e'1•;1.l:;.:-~s UDa sc;::al vcltaje hacia e:i prl.-­
-er ' .. -~der. S\lpcr::.encc que no he::~os :Lntrccc:c:Ldo ninguna -
"~ 0 :' , .• la coneln6n D y q;.e el s;.c1tch {Si\1) de perturba-­
·••· -• ~~~~se ~alla desccnecta~o, ser~ !sta la Gnica se-
d~ • e~~rar~ al pri~er sumador y el valor de su sal1da 
·~u) .e pcór~ ~edir en •e en el rredidcr de valor fijadc;-­
e~~: :a ~E~Fe=at~ra a :~ c~e se desea se enc~entre el­
ocrs :~ sal1da del proceso: 

'' cErrl~ales X e Y ro ~e hallan co~ectadas la sali 
Ca d¿l s:;c:·;c.!"'~C:c Sl.rt,a.:":or cJ·e) será igual a la señal fiJada ::­
lVuJ y pcderrcs ~ed1rla en la ter~1nal B. 

:.a seB<l3 (Ve) entra a un ar·pllflcador de ca!"ancia var::.able 
~-- ·• rJ~tlplica por una constante (G) d~ ~odo que a la-
sal:;.éo ce ¡;1, te'"ldre!':'cs \Or_a seña: Ve GVe . 

::1 sc.LG~ SW2 nos per!':'1te pue~tear el a--11•-cad-r para el 
case en cue se desea 1nt~oduc~r alc:;~n ot~; ~;nt~~l entre -
las te~~lnales A y a (control prop~rC1Cnal + lntegral, pr2 
~o~~~cral • 1ntegral + der1vat1va, etc.) A lo largo del­
curso se c~erarl con el sw1tch en la terr1nal super1or. 

El ele-.e::tc de control que va a procesar la sefal Ve puede 
ser ce t1po cont1nuo o un control de 2 pcs1c1ones \encendi 
do-~pagado), el cual se seleccicra ccr. el switch SW3. La­
=cr~a de la seral controladora se cuece olservar en la ter 
n1nal C. · 

Est.-, señal de voltaJe allrenta una fuer.te ce poder que ha­
ce c1rcular c:na corrierte por la reJllla t€r~1ca para dar 
un valor deseado de te:~eratura al a1re q~e fluye a través 
de un dueto. Dentro de este dueto se e~cue~tra una resis-­
te~c~a t~~1ca, la que se halla cc~ectada a un c1rcu::.to -­
pu~nte que tran~duce la te~~eratura ce sal~da a voltaje; -
las var:ac1ones de este voltaJe se p~ecen =~servar en la -
terr1r.al ~/6 leerse directa~er.te en °C en el red1dor de -­
salida. 

';.."'' -....---nc:o ~¿os-,.. ..... c a .... e .... ,... ... -e .. te -,·e:~E r¡Q'"'-es-e. ...... a .. se en-
~;r;~-¿~ ~:agr:;.~~Ce t!c,~~:~· C.~ la:-~l~;e;.~~ r-.a~;r~: 

o o 

FIGL'R.~ III·2. 

De donde se puede observar que al puentear las :e~inalea 
X e y establece:-.os una reallrrentaci6n de la se~.a1 d:ñ:~­
- d (V ¡ hac 1a ~'"' surrador, que lo compara con las u. a y 
de entrada (Vul, gererando una señal de error {Ve), este 
constituye un S1Ster:la de malla cerrada. 

t;. co:<TROL COSTP.'UO. 

Da Gnicar.ente accit-n proporcional, por tl'edio de~ ajuste -
de la banda proForcional ~sto es, el rango.;~~F:eto de v~ 
1

0
res de desv 1acl6~ ~~e causar~n que la sa~_ca cel contr2 

lador varie so~re el rango cc~pleto de trabajo. 

:e la FIGURA I!:-3 se observa que la ganancia es: 

carb1o ce la ~ef.al de salida 
G = CamDlO ~e la sef.al de entrada 

o 
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donde G es adirnensional,por estar el denom1nador y numera­
dor en las mismas unidades. 

Pero, 'en algunos contrnladores las señales de entrada y -­
sallda, -pueden estar en d1ferentes un'idades, .por ejemplo: 
un cambio en la.teop~rat~ra que, produzca un canbio de pre­
si6n, y para ev1tar ractores de conversi6n la relaci6n 
salida puede expresarse como el rango de señales de 
entrada · · 
entrada que causar~n que el controlador opere scbre el ran 
go completo de operaci6n y se expr~sa,como un porcentaje 
de~ rango de la condici6n.controlada a,que la unidad fue­
diseñada, llam~ndose a ~sto banda proporcional. 

La relac16n entre ganancia y porcie~to de banda proporcio­
nal es: 

G., lOO. 
% PB. 

Soiíal en. Salida 

Serial correct1va aAx1mn 

Señal de en~rada 

FIGURA'n!H-3. 

o 

b· CONTROL DE 2 POSICIO~:ES. 

También se les conoce ::c'To control CN-OFF, opera s6lo en -
los estados enccnd~do 6 apagado según el nivel de la señal 
de-entrada. 

Con este tipo de control se tienen aju~tcs de la potencia 
·m~xima de calentaciento y del traslapo introducido en el -
sistewa. 

Potencia ~~xi~a de calentamiento. 

Este ajuste permite·regular la potencia aplicada al calen­
tador durante los per!odos de "encendido" entre 15 y 80 -­
watts. 

t.:raslapo. 

Con traslapo "cer~o la señal de salida del controlador oca 
siena que la potencia aplicada al calentador alterne entre 
los niveles ~ximos y m!ni~s.cuando la condici6n de con-­
trol vaya hacia abajo-o arriba del nivel deseado. 

3elial de Sahda 

aa:rm=c~tt=~c~~ encendido 



Ccn un trasla~o dado, la se~al ¿e sal1¿a eel co~~=c:~eox 
ocasiona que la pctencia aplicada al ca:er{a¿o: 3lt~=re -
e,...,·:..; los n¡veles m~ximos y n!:1irr.s c~al"'dO la Cc'""dl.c:lC:r ~ 
¿~ :0~trol este abaJO de su 11n1te 1nferior o ar~1ba ~e 
', ; ~l'llte superior. 

r·.a;,Japo dado.s<a ~,Q......... """""" ~"'""""',;,. ..!>e.-1-t~: 

1 Sal1da del Co~trolaao~ 

o o o 
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RE~TICO PCM140 ' 
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E:l i'Cl"l40 es un serv~mt-canismo neurático de control de pcsi--

c:ión. 

Tocos sus elere~tos son mecánicos y ~~ hall~n a la vista ---­

para llust~ar su funcionamiento (Fi~J!~l. 

El sistexa se halla estructu~ado oe Modo tal que se dispone -

de móculos que representan eler.entos puros (un amortiguaóor -

co ée malla cerrada para modi;:~ar el orcen del sistema. 

El desplazamtento de un pistón ne.Jr-ático es controlado rrr-dia~ 

te una chapaleta que se halla colocada en~re 2 tobera~ de la 

si',luien te rr an~r a (ve e f · , lil-1 ~ ~ 

q-S¡---- "¡:>~,.,e-;,.~ ~Í'o&. l:!-'\.~<'.11 -:.. 
'=!-:-:-~--..,.-- \":) 'P11>• 

8-"!.o.>l!,-t~c.:c..-ll ll~J\'»1\z_~ 

o 

,21.- A::C:C'' L:F. : · :~.~?;.!..!:':A E'i c;·:::tl.'-· • 
. ~k 

EL "ies;..laze-~cr.to e~ e!. ex~re:-:-oyc¡a_;.al~!.!'~ 

proporcional a el cesrl~za~iPnt~ en las to~e=as (Yl (vaa Fig. 

II) 

I 
1~--;, . 

\ 
r 

.!. 
~<-..Y~~ 1.- ·obten<;¡ a el valor: ce la ga'larcL! cel c<-:".t~ l!·1e:- e; e-. f"---

o 

ciór. oe d ( lons~tud de la ch=;:-:leta 1" 12.5 cm), 

CIOI'f'"'ck- ~ :&.<.<!.. d 1. 

Cuando el si~ter."a se hc?1la o~er:ar-C.o ~ero un sisterr: · ~ prir·ero 

o sequn~o ordrn es po~itle aeb?re:iar l~s efectos de \nerc~\ Y 

ta c,l q,c,st·o ':i. que fluye a través ce C2'l~ 'Jl'O de los ductr.; %: 

aant!an~ corstante (v~a fig~ t)$ s~~a-do les gasto& en la~ to= 

o 



o o 
•. "::o -

·~ ... 
" ;..;:;.Go -,b) :;~..st:.b::¡emlo-b) 

.¿(cperr.~r.r dtfecer.c!aco~ 

en a) 

Go " 1<1 ,. K -¡:¡¡-Y 0 Y en o1agrarr.a ce blc¡;:.:es: · 

Y 1 ~ ¡.eo• Lo q~e s!gn1f1ca que la ccrr~1naet6n uel;pist6n 

:¡ las to~eras rerrcser.ta~ un integrador. 

'3 . .1·- ACC!Ct; CE LA EARR.l CE ?EALH~E~!'TAC!ON. 

Corr~ sabemos de la teor!~, un:s1stema reáli~nteco requiere de 

un sensor Y ur .. , ._;n!.daci :orr.p~·radora que ·r;¡er.ére -1~ sei\aÍ ele --
0'\'\:c. .. -t e· .. ,..t!IM\c.' 

error. ::stéí se lcc_ra '-coloco· nao' :una b • t 1 . a~E:".a<ce: error en re e ex-

trerr.o ce lá .chap~leta .y eÍ punto nedio ce la barr·a ce: realime_ll 
'l - ' 

tec:.én (•:éase -f1g.J.Sl~). 

, .. 

o 

Analicemos su funcionamiento ·t v~aGa ·,r ig • '.-IV) o 

·G-a 

Al aplicar un desplazaml~nto e1 a la barre ue entrada, el pu~ 

to medio de la barra· ce .real1rnentaci5n experimenta un despla-
'j._ > • • 1 ~ - -, - ~ • , 

za~iento X obstruyendo la tobera y generando un rnoHJmen~o eo 
\~' 

en el pistón •. An~lizando Íos tri·ángulos semejant~s obtenero<,~ 

que:~g) .~'X -~-h·<9i_-,9o)l que en diagrama de bloque so re• 

presenta como ·X 

·eo 

Con:luyendo que la barra de realimentación realiza la tunei6n · 

ce. comparacicSn. 

2.- Demuestre la relaeién dada,por la eco a) (aux!liese de le 

ley de ·los senos)': 

~<><,\Uo"\\o.. ':t; 3.- pbtenga el :nocelado en diagral!'a t\e,·bloques de el-sistema, 

~alla cerrada de ler. orden. 



"req. l._~ !n"'1;:iót <..!-: tr--~~· r~-:::!-=­

~e P-~de ex~re~~r ~~~o ~~ 
f•y ~ : ñn de Y y G. -e:-

Oc."'!""l ,..-. 

__ 1 __ . ?.xr-~~SE '="l 't,-

-~e~~ ~.- ~~ra un~ e~Lr~~~ e~~~~~n ~! t' = ~= C-:'t) c~lc•JlP­

.P.e-{ t). ·cue valor tener Á ~o para t='t. 

~e!o: !uto~at!c ~o~trol ~~g. 1ave~ pp s~-~,. ·:n sis­

tema a~~lor.o ~e describe c~n det~lle en el ~~~. ~ 

"P 4r•-111 de los .,~untes de' curso. 

3 ¿ .- :::ida~ de n.tr~~" ·r:~;j!"'.~Cc. 

I.os siste..,..::s r~~lcs rres¿·¡tan c-=tr.::sos Ce t:e~pc de~,i 

do~ fricciores,~or;lt~= -~ 2~3 lineas,et=· ~ar.~ poder sl 
rrrular {stos fenó:r.enos _[, e:-1 r::--~l~U se L_~-ane dt:.. .tn amot­

tig'-lador y .• n r-es<:>rte :¡ue se cclocan co7.o ,, -:uestr,. en -

la fi~ .. :·/-'-J .. ~::. !nc:lus:.,.;n -ji;:;' é. ':es rr.ecan:.s¡::s eleva el~ 

El rrcde:~dc de ~StA unidad de retr~~o se obtie~e a cont! 

~oaci6n. Corre SAnemos: 

a;.-~r:.d OD~r--:·· 
¡~-:.rl,.~/.:::;,:·if-_ 

o o 

X z 

~-\o-.1:\- 6.- E:x¡.¡r~s~ ~ de la ec. el en f •r.::i6n ce 9 y "o. 

" 

.. 

.. 7.- Ai\ada a su diagrama a e b loq•J·~ s la unidad e: e retraso ;r;;,-: á-

nico. 

.. a.- CalcJle la funci6n ae transferencia eo nu•vó • 
~ 

.. 9.- Si expresasernos &o "'-~---"""'-'n!-2-----~ 
81 o2 + 2 ~~wnD .. wn2 

.. 
drían l;' y \\In en función de K, G, B y Ko. 

1 

10.- Calcule la respúest~ a escalG!!I\ e1 (t) "'!-!1 r,- •. 1 (tl 

0""5'C?IPCIC" é SL EQ:J!PO. 

q'-llador (0 - 1) hasta le~r en (0 

C.l.Ón ae 20 psi. 

"¿' ;:t.Y._r.:;.:L .. ,¡L~~~-r?2!.,: (O - 2). ksrestricciones var:l,;;~)les .'1 = 3; 

Cet~n m~ntenecse total~ente abiertas. La cistancia de la> t;o~ 

?:as a la c¡,,,,al>ota se ajusta cor• los tornillos (0 - 4) [ajuste 

-::le ':--..r01 c..- lílc.:Co c;,_e para un Gi = O se ralle er:t posición ver ti­
d¿ 

·"al y la ~~esi6n Gel p!st6n (~ - 10) 3 a aprcxi~aja~ente 10 ps: 

o 
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ta <;"nancia ce la vélv'.Jla,G se aj:J:;ta ccn ~l lnt"n:lllo, (0- 5). 

~.~ ~ED:~~:~ Sobre el marco rel pi~t~n y en 12 parté posterior-

ce .~ barra ~e ent. s~ hallan una cinta de cñ~tón 200i\;~ (Q-11), 

alimentada con 1?. 'S .V para seguir el~ctrica~€r.te los despla-

zamientos ce entrada y salica., Estos voltajes pueden tomarse -

de las terminales (0 - 12). ~ambi4n se cuenta con un grafica-­

oor que funcion3 mediante el apagador {O - 13) •• 

~.4 GS~:SRA!JOR DE SE~AU:S: (0- 14) Es un dbpositivo mec~nico que-

nos puede generar funciones esca16n y rampa nediante una levs, 

y seno con un balero. Se encience ccn el s~itch (0 -¡6). Lu --

frecuencia de la se~al se puede váriar con la perilla'(O 15).· 

-4 S PRECAUCIOtXS. 

1.- Lao barras de entrada y salida c~entan con unos topes pre-

viamente fijadas para linit~ sus rang9s de aesp~azarriento. 

si observa q~e l~s plumas-o la barra de realimentac~ón gol 

~ o.-\~~ .; C:.O"' \o ... "\c¡:es. oe. ~ ¿e_ .. p\"-~·~io~ .~­
....... ~0 el .,..,.iu.uc.-\-o<a.. _'no ~~\.~ to!!. a.~u..de.o.. po"t '5y. ~-t .... , 

\~ ~ul.,.o.Oo~ c!e~u. ~l'n:>.C..~•"=.. ~~eL.,...;;.. ~ ~~-to.s. o..­

j\)~-\u. 

3.- Para operar manualrrer.':e la -:ntraoa retire el re:;c,rte (0 -

'\'-'<l ~olo dek & co'..oco.-.-se c..u..OH>Jo ~ ~e.o~c.o. {c., " 

9-nW.o... I"'Y'€ó•o..otri-e. ·e.\cr~c?d.r ... r , rrn.ec.~;c._, de. ~te:s.. 

o 

-·~S-

4.- .ol variar la c;anancia ae la,válv~la.de cr,ntrol cuide que 

1~ bsrra de ~rror se m¿ntenga horizontalo, 

Q 

s.- cuando opere ccn el amortiguador no-~i~cl!~ porque el 

reci;>iente no es sellado y' o;e sale •el a'ceite. 



V INTRODUCCION TEORICA AL REGU~~OR DE 

PROCESOS CAllOO 
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UNIDI\D P.EGUI.I\DORA DE PROC<:SOS CAllOO 
-e 

- - ~ ; . - ' ' ~ 
1 '; ' -- -. ' 

I~~RODUCCION-TEORICA' 

' -

FIGURA' t:' 

(1) REGULADOR (7) PRESION.DE LA CAMARA 
(2) TRANSDUCTOR DE 'NIVEL RETRASO ,(p )<-

(3) liCTÜADOR '(8) IJNID.i>,D DE RETRASO 

(4) TANQUE DEL PROCESO . (9) CONTROL DE ENCENDIDO 
LA 80!-'.EA (S) PRESION_ DE .CÓNTROL IPcl (lOÍ ' ' cm;TROL DE LA PRESION 

(6) PRESION ,DEL TRANSDUCTOR ALIME!>!TACION (PA) 
(PT)-" 

o 

o 

DE 

DE 

DE 

d 

UNIDAD P..EGl:LADOP.A DE PPCCESOS CAllOO 

'l'EORIA 

Es muy común que en un proceso industrial se desee contro­
lar la cantidad de fluido-contenida en un tanque, ya sea -

, para rrantener un gasto o un nivel constante. 

La unidad CAllOO es un sister.a de control de nivel hidráu­
lico que opera con potencia neu~ática. El aparato se repr~ 
senta esqueQ~t~car-ente én la (FIGURA 1), consta de 4 unida 

, ~ep j:undamentales que· son: ' -

1.- Actúador (1-3) es una válvula de control que actúa me-
,, ~ dian!;e ,= diafra<J.la que obstr,uye el gasto de entrada -

al aumentar la presi6n de control (Pcl'. 

2.- 'P-lanta.(l-A)''constituida por'el'tan(iUe y ·2 válvulas de 
desague. Durante el proceso se mantiene una de las v~! 
,vulas abiertas v se s1.nulan perturbaciones al gaste ~~ 
diante la otra válvula. ~ 

. 3.- Transductor de NLvel (1-2) • ~os convierte la presi6n -
hidráulica de~ido a la al~~ra del tancrue en una oresi6n 
neumática. ·Opera baJO el pr~ncipio _dé ·balance· de --fuer-

-zas, ún diagram~ s~~pl~ficado•se_muestra en•la figura 2. 

FIGURA 2. 



El fuelle (2-1) detecta la ?res16n de la c01~-na de agua -
(Pl 1 q) y eJerce una fuerza sobre la ~rrra '2-~;c E~ ~le~~ 

tremo derecho de la barra se ~alla ura c1n:n ~e:a:ica su~ 
tapa 1~ tobera (2-4) se~eraDdO tJ~ lrcre-e~lO ~e pres16n --

p . Existe~ 2 f~erzas Ce re~cc~tn c~e ba a~cr~~ ~ n • ~ .· . __ , ~ •. liq'' 
€~~os son la cjerc1ca por el r~~crte {2-7) qu~ se tegu~a = 

~~n ~1 torn1llo (~-6) y se csnoce cc~a ~uste de cero y --
. -' ~ue=za deb1da a PT que ~e EJerce s~cre el punto de ap~ 

~r (2-5! al expanderse el fuelle (2-8). Un diagra~a de --­
, .. ' c-r o HbL·e del tran~ductor se muestra en la FlG1]RA 2-b. 

'.\ To~.,.,.\\o .2-<t (!.:<. vx. OJu..,-+e &CM"~CX2.t•~o.""'"~{0 ¿,¿\ \....J\e ~l 
:->'- \ c-\i.o. r "-'JIOJ'rn~l?.. C.JI.)..,l;¡..J..i,x, cl.eba ....-.c>_o;¡,.~ po-t "'IM~~ l'rnc~'""'· 

FIGC"J\ 2-b. 

E: punto de apoyo variable (2-51 fi-a la canancia del trans 
ductor y ter-.!:::..én nos var1a la ~erslll \.;~ca~ del aparato. 

o o 

------------ -

El diafras-a (3-l) de[ecta los PT' y campara esa pres16~ 

con la eJercida por al re&ortE (3-2) geneEando una sefial -
de errcr que viaJa poT la barra (3-3) y se transmice en el 
punto de apoyo (3-4) a ~n Juego de barras que obstruye la 
ver.t~lac:~.l3n y destapa el cuete pro\<enjente de la bon·.ba" :.a 
pres~ón Pe resultante constituye la señ~l controladora y = 
se tra'lsr-,:{ te a la vll.l vula de control. 

La e1stanc1a d del punto de apoyo (3-4), puede variarse y 
as! camb1ar la wagn1tud del nc~ento ejercjdo, esto consti­
tuye el aJuste de la gananc~a. 

El diafrac~a (3-6) se halJa unido a la barra y al deforiT3r 
se pcr la-acción de Pe, eJerce un;¡, !'uerza que restituye 
el eguili~r1o de fuerzas en la barra (3-3). 

AdeM§s de estas 4 unidades fundamentales, el CAllOO cuenta 
con una unidad de retraso (1-8) que trabaja como integra-­
dor oara obtener control proporcional + integral" Este dis 
pcsit:¡so se analizar.'i cuando sea utilizado en un experimeñ 
to posterior. -

del ~OT ~ hQ. \lo.. VM Q.~~ 

{ ~-l) ~\.ltL ÓE.be. k c.oio C:CJ-vse. fo.J'I-0< el ('~ eJ"f\ ~u.e. $4 

oíla...e. c..em ~ b~Ja. l'"""~~o..l 

o 
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A. Q \ \S\Q..oti.Jc.c.,t.On-, ~o R 1 C:f\ 

o 

s~ princ~p~c de operaci6~ bás:co es el siguiente. 

Un dispositivo tér.nico (1) ca:Lc~ta una placa ~et~lLc 
(2) e;. citarc~o sus electror"s " .:crrar:co una n·.11::" :O e e ec­
tro~es l.!.b!cs. Estos electrones son a~ra1dos por- t:n ·¡ lta 
je positivo (5) que: los hace i:1cicir e:1 un<~ pa¡.talla. S1 
apli<:"a.Iros ura diferencia de pctenc:al er. las i?lacas ()) , .• 
obtendrianos dcflexiones de la trayectoria en el eJe Y. -
Si simult~neamente a esta señal apl1camos un diente de -­
sierra (señal de barrido) a unas placas paralelas (4) los 
electrones viaJaran tanto en el eJe X co~o ~n el Y. 

./ 
_.../ 

\-:-~...!(; P'"i""'O~ 
.-.:'-. __ ).L;:;::< __ ~".!:;' ~ .. t4. 

ki~J 

Los osc1loscopios cu~~ntan cor, un barr!.c~0 1. :r..erno de -
frec1·enci.a var~able que nos c1.yuda a par·ar .:..a scfial en 
la ?anc.alla. Pero taX·16r. puede.• emFle.:.;rse '~..!ne. se • .;al -

e= terna que tenc·a la ~~s~a fr~Cllencia d~ l~ sefial de 
entrada y nos ¡;.:rm1 t.,-, ·~.'a !'12Jor v¡__,ua:!. iz ac 1Sn de le -
onca. 

1~}-~"..;J, ("~\(,!~, ~ w~~ '1...:;!\\.)n?JI~ ¿,..~ t!..{ C.t,)/"f,\~~'1.'2,.~ 

~._ó'T\o*I..~'\A.M.c.,.~ "\R..J-.:::4<¡1\..~SvT<~·''"'s; ~~r..t(':l~.l'ñ\'.fl..-1<"\1-_, d:z \o-:. t'">~ .. ~~-

~~ __ -c::y: • .;;.. n'rr~"'no"' .. :vc 
....... , f ' \ -'~ t' ~ ~o.l(.>....s, C:..A':)\ .. \';.:~\ (., \ ..1 i 
11 ~c .... ~ ... ..,~ ~~."'_:¡.."\v.¡~·n t~ f""_,..n..,'\c.. \_.!. r .. ~ •~ W:;I.AQ..;,.\. c-::,. 

o 

Q -Osciloscooic ~-=- Css c~:"'ales. 
11.· -~ ~-

o..) Ces~ricc1tr. e instrJ::c~or,:; d~~ci6~. 

Controles de er.c.~?~.=tco .. Eal~:1c2 ::!~ I~te:~sid2G, Inte~,:;_da.~L 
y Foco. 

Botó~ 1.- Ence~dido y ap~gad~ del a?arato y control de ll~ 
minación de la pantalld. 

Botón 2.- Balance de irtens1dad de las luces de ~no y otro 
canal s1mu!t~nea~ente~ 

Botón 3.- Aunent~ o d1sminuye la inten:;1dad de los dos ca­
nales simultánea~ente. 

Botón 4.- Afoca el canal inferior. 

Botón 5.- Afoca el canal superior • 

!?i.s¡¿aE2_: 

Botón 6.- Sele~::1c~a e: punto de voltaJe sobre la and~ d~ 
d1sparo de donde el bacr1do es d1sparado. 

Selecciona oper~c16~ autorrática o recurrer~~. 

Aut:on.~ttco 50 Hz (Se reccmieroda usar nJ..vec a•!-
tomátlCO siPnpr~). 

Entrada 7.- Lugar al cual se conecta la se~al exter.'1~ :2 -
disparo, de!::c ponerse ar-tes el selec~rr .: !n -
EXT para op~rac16n correcta. 

Bot~~ B~- Scl·ctor de D1sparo: Super1or, Inferior~· 
no, cada uno con n J.vel de OC y AC; s1nc:-o; ; ., ' l c1 

sehal del canal superiot, inter1or o EXterneL cor1 
el !nscante de d1sparo. 

FOP1Ci6n ILine), hace que el d1sparo se haga a -
la fr~~~encia de la línea 50/60 ~z y ~~ura ei 
di S.f·!lr~ , 

o 
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S1d tch 9.- P.rovee de un ne:Ho de. obtener barridos aislados 
-~• :1a pantalla en ~pMe~to~_fijaco~ por el obser 
vador, accionando 'la palanca-~de .• 

Bot6n 10.- Selecciéne el tiempo deseaf!o 'de barrido y puede 
a]ustar~e a.cualquier frecue~cia inte~.edia en­

_tre las que est~n señaladas por medio del bot6n 
rojo que por lo general 0eoe'estar girado hasta 
la derecha· pára estar calibradé: . ' 

Amplificador H~rizont~i~ 
=======================· 

~ ' ... 
Bot6n H:-·s~rve_pa_ra'·amplificar i:. ir.tagen en Ía pa~talla'' 

horizonta l~ente de 1 a_ 2C' veces, toma;¡do corno -
refe:el'!~.ia la par,te central ñe J a pantalla. 

Y para seleccionar u~ h~r~ido :exte~nó y cali---~ 
brar la ar.plitud de.~2cho barrido cof., el fin de 
ocupar u:1a pcrc~t5n det'e=i.nad§- en la pantalla. ' 

Bot6n 12.'- Desplaza toda la imagen horfzo~talmente a la de 
recha.? ~ lá ~zquierda sin dist·.::rcionarla. 

Entrada 13_ • .;· Pá.ra· la .s.ei'!al dé' barrido -éxterno. Poniendo el 
_bot6n ll~en EXT y·calibrando.la amplitud-desea-

·~ _da. · - · ' · -

·¡e ·~-' '. ,- -· . 

. '" ,, . 
... - ~ 

-, 
· · Id~r.tico· para" ambos' cir.ales. · .' 

,~ 1 • - • -

Bot6n 14.-
• " '\! ~ -•. '.,_r~-:~: "~ ' ,' 

'Selector de entrada.·Conecta la entrada que de­
s-ea observa'rse a 1 ar.pl i ficador vertical sel<:<c-­
cionandó ·Según se desee ct servar. ~-C 6 · DC, o 
.tambi~n la diferer.c1a de las dos señales (A B) 
en: AC 6. oc. · . . 

Entrada 15.-: ,P~nto donde se ,¿cnecta -la sefial, que .va a ob­
seryarse sin.irivertir~: 

' ' ~"' ~ ~ . '. ~ ... 
Enirada~~i·~- ~~~i9'do~~e se conecta\la. señal-que desea 

se pero pasando a trav~s·de un inversor • ..... - "" 

Entrada ·i i: -.''Tie,~r.i .del. Osci lcscopii>,:·~;:?II,'>tin _Fa~ a '-SE:~ S 
.nales. 

ve!: 

ca-

, ; 
~ • 1 

o 
85 

Ect6n 19.- Selector de Sensibilidad, ~eleccione la -se~sibi· 
1 idad_ del ar.,plificador vertical, el bot6n rojo­
ceb~.encontrarsc girado .a la derecha para gue-
el. apa·rato ':.esté _calibrado. 

1 

Bot6n 19.- Balance de Señal, hace que el cero;se desplace 
poco o nada al cambiar de escalas en -el bot6n 
18. 

Bot6n 20.- Controla la posici6n de la imagen verticalr-ente 
sin distcrc~onar la señal. ' 

Bot6n 23.- D~sminuye la ganancia del amplificador ver-tical 
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0 
2 

1.-
2.-
3.-

4.-

© 9 ® 3 ·a 

0 0 --cJ-

?ilOtQ de ence~±ido 
S.s-lt.c:h de encend1do 

lO 

o o 
ll 13 

14 ...;...p-
-o-- 0 

l2 1..5 

@ ® @) 
!.7 20 2~· 

~ 
@ 
22 

Q 
Selector de aedo da operaci5~: Sir<e para seleccionar la fo~ en qua so tp&­
rara el generador: ~l orera:!5n aatomatica 0 OATZ l TRIG. operac16~ po~trola­
da por m~dio d'l u..~n ~nde detertr..inada que entra p~r 7,. o aanu:.C por a'ldío do 6. 
Ctlntrol d<O !.ln.cio :: te::-c.inaci5n de fase: Se r~tiliza para fijar la fase de; la 
onda generada. 

5.- Salida de o~d3 de d:s;aro 
6.- Boten de dl~~ar~ m<J.ual 
7.- Entrada de o~da de disparo 

k <:1.- ~\ll tipl cca1or de frecus!lcia por unidad 
~ g .- •• por decenas 

10.- Selector d~ polaridad: §e utiliza para seleceio~ar la parte >~sit17a, negat! 
va o a~baa de la o~1a de salida. 

~ 11.- !))ntrol de rango 1~ !!"<'C'J~nci:~: Sirve para selecciono.r el l'aD.fO de v~riaci•Sn 
1e la frec~encla dQ la onda senJrnda. 

12.- ~cntrol de airnetria de ~nda:~i~V5 ~ara seleccionar las partec si~ttri=as ds 
la onda que se des~~. 

13.- Perilla da expansi6n: Se !lUliza para variar la $oro.a de anl.l.a &.uo.•m\.P:c'.cJl& o 
dism!nuyandola. 

14.- Control cial rMgo de voltaje de e::~tr.lda al VCF('IGO). 
15,- Switch i.nvors<Jr dol V'CF: Sir;re para lnvertlr la variacion da :.a :t'.c-e<:oenr.ia 

dal IJC? en l.'unci6n dul ;oltaje de en tradi\. 
16.- -ntr~1a al GF. 
17.- ~tntrol ie ;~lar1!ad d•l genered:r de o~~a c~a1rad3. 

~ 13.- AtcnJai:r:~~ utiliz~ para aa~entar o dis~lnuir la aoplitud de la ocda g9ner~ 
de,, 

19.- Salida del gane•ador de o~ia cuadrada 
:~ 20,- Selecto~ de onda del genprador mul~1ple 

21.- Rtonuad0r de onda dal genera¿cr c~ltiple 
22,- :'ornillc de ajuste de la forca de onda. 

~ Z-5."' ~1(,1~•J...,J.. ~-::. \o.. C"nrk ~'!.t.~o.. ro-n.~ia \o. ~~U<a 110 _ 
, j i. \- .t- \\ 1 t \..>_,.) ,.,, ;~ 
e_~, "''~~"<><· .,,,..,,. "\~ i'~::. "'"'i'""~ m~\~"'"- <0<>1'1\ 0..11.'-"" <>.> "'-'-"""' ""'""' 
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!'t~CIONI-.!'IE~;:-r, é;fL SEPVOYO':"OR DE C.D. 
MS-150. 

Contrc: 1c te~peratura con rea:imert~ 
ciP.r. 

Func1onKmiento del transductor y res~ 
lador de nivel hidr~ul1co. 

J, 
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El S 

OFI.:'E'!'IVOS 8E • ~RE~/DI7AJE 

al Uso del v6ltmetro dicital 
b) Potenciñrretros 
el Sumadores(Con d!ferentes q~nanciasl 
d) Integradores (Con diferentes qan~ncias,cond~ciones 

iniciales y modos ce operación). 
·~ l Uso de 1 ose i los copio (?ara ob~ervac ion de funcione~ 

de la computadora). 

I. Potenci~metros. H~y dos tirns de pofenci6metros 

Nótese que el cucsor,~~ya rosici6n aep~nde del 

qiro de la perilla,es 1~ ~· Ios potenc~5metro~ ate­

rrizados multiplican el v~l~aje de entrada por u~ factor_ 

que varia desde ~ hasta ~= Para mecír éste factor se 

usa el. v61tmetro e,¡ @:B (Siempre cuando se usa debe estar 

113 computadora e:-1 l.!.sJ y .!l'2 en ")¡:Jeri'ción'. 

q1 En un potenció~etro •terri~oao ~id~ el va-
,..__, 

-- ¡ ~:l y 

o 

~edici6n de voltajes. 

y crr una cene·--

v16n s?! féndo~e .<"'e "~"':"' se puer'e ll'ecir eJ v0ltil ;e er u-

notenci6metro, fuente o ar.~lificador. 

NO'T'A: Cuando se '>acen 'llediciones con~ y ~ la lu~-'::!;!. 
ra del v<'lt •l!'etro debe multiplicarse ~10. 

Conecte un voltaje de -10v a la entrada de un -
SALIDA 

poter>ci6rretro aterrizado -¡ovo-------@-- o rwr< .. 

da R4 _____ volts y vol':s. Mida los l:l'mites "n''"'' 
con una entrada de + lOv RS __ y 

Haga la~iouientc con~x16n (en un potenc16:~ 

no coi:erri-;¡dol 

~idn los l{m!~es ~~ v~riRci6n de voltaJe a !a 

o 
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1!. ~~-=-· t_'·J~te lf4 rcter-c!-:- ... ~ro rn 3ter:izcC:o a 

v·:c= e~ .s.o volts:co~ect~ las entradas a + 10 y -1~ v~lts) 

Conecte ~J cJrs=r J la ~-tr&L~ 'el s~rador con g?­

na~cie 1. ~ida 1~ sa~~ja co~ ~l v6lt retro en IAMPj y con -

el selector de a~pli::ccdores i~dica~co el a~plificacor(su­

::-acorl c¡ue se est~ '.!Sanco. El <.Cuanto marca el véltmetroi' 

~ ¿cuar::tcs volts? 

A'ore al?r~re el ~iqu~ente diar,r~ma 

E.:; .:cuantos volts <arca el vélt.-:-.etro? 

Realirr.er.te el surrador para que tenga gana~cia de_ 

10. Pc.ra la misrr.a entrada !U.Q C:Que voltaje se obtiene a -

~a salida? 

!ara observar la oreracién su~a Freparc un roten-
,-- ~~ r ...... _ ...::; ·,~- - . -; v "'-vr 

ciérr.etro c¡ue suministre -4.0 volts.'Reelirrente el sumador_ 

para cue tenga 2 entradas con ce o.~. Conecte tg 

do como en le fi~ura -1 

'\:1 ~·-~r.tr- es 1a s,oJ~da ce! ;;~.pHficaccr en volts? 

J 
..¡. ·' /\-

o 

. 7\"!':::G'<'-r.C'RES. ,u~mbre e! s!cule!"te clrc:..:ito con -

5 volts ~e condiciones iniciales 

I.NTLC.IZADOii. 

S g ikdt • kt + IC 

Seleccione el amplificador y use r;-;:;¡. F.:" .::a:!lo 

:le ser variable 1a l'l'edl<:iór:,¿igP entre '<'--"" <=.><trer-os var!a. 

<.Cuanto vale en modo l!Cl·2 RD - --
~ <:Cuanto vale e,.. modo8? 

El cpri~ir el botén~ ~ace ou@ la operacién 

c'.Jede fija. Cpr1ma\::jY a los 4 sequndos opril"a H!l • ill 
;cuanto v<~le 1;. saÚdi!? 

~ote que los focos rnjos indican cuando el valor 

cel volt?je lleo6 a su l~mite (Saturac16n). Una ve7 satu­

rado se debe volver a ~ 

Repita las cbserv?ciones con un osciloscopio. S~ 

leccione un barrido interno lento,de 1 cm/seg y una es­

cala vertical de S volts/cm. 

Ceb~observarse la siguiente figura 

o 

lC ~~ OP 
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La f!a,Jr~ ~s 1.Jf"'ñ r~-~~ ¿""= ~.....,'í;:c5.crer.; :_ .... .:c.:a:es 

!7'=l !......:.! • 
Si se c-~sea oroc•1cit u~~ r·y~" ce vé!ta:E' con­

,( ~c-~:riones ini~i~1e~ -~ vo1ts v ~e~~:e8te +?.n v (~eci­
t'l:. 
' cns "' le~ salid" del il"'tear:>dor, ~ ó':'J~rtos volts ceber._ 

1 ~ ~ ~~l!c~rse co~o cor.ciciones iniciales? 312 ¿cuantos volts 
¡\. 

de~e~ apcic~rse a 1;: entr?~a? 

La ra~ra es la integral ce .Jn? cc-nstante. la p~ 

rácola es la ontegral de una ra~pa. Inteqre 1~ ranpa y o2 

tenga ~na par4bola. ~uestre la parábc!a al instructor por 

~ecic cel osciloscopio. 

aalcule la ecuación de la par2bola pe• il"'teora­

c'éro ~e 1" r;.m¡::o<" . ~ i la ec'l"clé~ eo7 (\..lo.~"'\"' 'íe~'""""'<>~~eJ 

o 

Objetives. 

! -- '1"-Y- • ~ .!'~lo•J ~ ;..!..,~ ..... 

= ""+ 

!!.S 150. 

o 

a) Fa~iliarizar al aluwno con el oanejo 
de los ele~entos que constit~en es­
ta unidad. 

b) Comprensión de la fuxción que desem­
peña cada dis~osi~ivo en el funcic~~ 
miento global del siste~a. 

Desarrol1o. Con~iste en o~tener la función de trans 
ferencia de caia uno de los ele~entos = 
que constitll7en el siste=a. 

Caracteristica del potenci6~e~ro de entrada IP. 

Este poter:ci6me~o es un ced.J.o para pro·i;: 
cir un voltaje de entrada al control de velocidad,pro~~2 
cional a la posicí6n an_-t:Ja:- de su ~erilla: 

y,lts; 

RL ::1-ene:·e ~a 0"!'á!:J.ca co!llo la de la f::.~; 
ra 1 danio valo~s al ~~sulo y ~idi~ndo el voltaje de se 
lida. Co~J.ence por locali~ar la uosi~ión del cursor q~ 
dé cero vol ts e o m,) salid a. (:Ssta posición puede no co:r;·.!.'t;;; 
~onier con ~1 c'ro de la esc3la graduada). A partir ~; , 
~~:ór-e punto <:Lela el vol':ólJ6 para :ies:;:>laza!:ientos de )O -
·~~~t:::: llt?::::e.:- a: i'_:Ope'---lel t:'ll..t"sor'ipri=:;ro en un sent1.do Y .. ~ 
.:-:s}):\9-.s S::l ?tro~.... . ., 

R;_:; <!.C~la..L 05 la co::stante de!. potenció::e­
::rt;. .::~ c::~:-·s..ic?-('vo mts/graio)=o f:IP 

-~ ---Ts-~-~0 ~~ ~ 

s·1.::;- :.·"H ... O'~}~ 
....__._ --~ --

aDp~i~~ca~o~ -;o:~=~0¿:: 
al Qs los aJrJlficad~=·~s 

' ...... e -
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Ca~cte.ds.:_~ del atenu~dor @ 
El a.tenuador es un' ¡:o~c:!c~6:¡¡et;ro sJ.m:l.lar al que 

~e usa e~ co:¡¡p~tac~6n anal~~ica ..... ~·r---~0·· s~K(E) 

06K,~l.C 

-;o 

. La const~~ée K ~ebe ser aproxiwa~acentc ~ro~or -
c1o~¿l al desplaz&o~ento an;ular de la perilla cue en és 
te caso está graduada del l al lO. R4 ~e~yéstreio experi 
~~r.tal~~nte por ~edio de ~a Gráfica_acotada de O a 15v7 

V 

e 
• ,l 1 4 C • • 1 "1 tO 

El prea=pli~icador se 1i~:in6Ue Jor tener dos -
alidas. I~ r&z6n es que el =otcr tie~e dus bcbin~s de -
a~po: üna se activa para que el =otor ~ire ~n ~ senti­
o,y la otra pa~a ~ue E~re en se~cldO contrario. El con­
-el ~e a~~d,xra se realiza conect~~ola e'- serie con la 

·::.:Le :.e ca::1;.o ;...;.e se utilice e~ ese ::·ccrnto. 

o o 

- ••••••• "j: • . · .. 

. • . •. r--------=.Vs..~-

Fara obte~er la función de trans~erencia del P.~. 
pri!:lero es nece!;o::rio ajus::ar '1 cero de éste.:::l prccedi­
miento para lo~arlo es el siguic~te: 

Con A. 1_·. en "2" es decir K .e 0.2 ajuste IP para 
que la salida de AU (o sea la entráda del PA) Valsa cero. 

Gire la perilla del PA marcada coh cero basta que 
aohas sali~as ten~an el mismo valor,el cual a su vez es -

.el m!r.i~o posible.· 
Con el servo aJustado var1e el IP para que la en­

trada VEP tome los valores de : o, : 0.1, ! 0.2, : 0.3 1 

: 0.4 y : 0.5 volts.( La entrada puede ser en cualquiera_ 

de las te~inales 1 o 2 del PA). 

R2 Con la tabla de valores obtenidos se deben di­
bujar dos gráficas se~ejantes a las que aparecen en la fig 
5. 

CAP~C:S~IS~ICA ~ ~ 

Se ie3ea observar el modo de operaci6n del motor 
~r cuyas enteE!as se encuentran conectadas oedien~e el -ca 
ble negro e la ~dad S~. Alambre en SA las conexiones pa 
ra control de ar::;adure del t!T (vea la introducción te.Sri'= 
ca II-b(2)). 

~edi~te el IP aplique un voltaje de -5v a +5V a 
una de las te~~ales de SA. ?6 ¿ ~ue cbservb? E? ¿Es la 
velocidad propcrciocal al voltaj~ --

~epita el proceiimiento fara !a otra ~~traea ~e SA 
R8 ¿~e sucede con el ~er.tido de siro? 

Caracte:-:.s:ica ~ técor-;e::.erc.C.cr !Q 

::::::. t"'c,__e-:.eradcr es un siste;::a c~·'é' e!::tr;o.da es 
la velocidad an~ax del eje del motor en ~= ó rads;seg-



----------------------------------

y cuya ~alida son volts ¿er.era~ub. 

Fara medí~ la constante K~ del tacc~e~erador, 
se cc~e~ta el circuito hasta aqu1 ecpl;ado al servoa~plifi­
cador S~ (cocecte las te~inales ~e salida de PA a las de -
entra!a de SA). 

Debe observarse que el tacosenerador se encuen­
tra :nODtad.~ en fo=a inte;:;ral al motor l.!T 

a\'oa~ \o..~~ l'f'J!.~"'''"' ... &.\ 
Te:;. ~ -\..,__ {.._.k,_~~ ,b\ ~..,¡,tQ.. o.~~-

!1 ~o~or debe ta~er acoplado el potenci6~etro Je 
~..-lida a su eje lento. !1o debe usarse el frer.o u otras ca!: 
gas. 

Pa.:-a encontrar Ew ,ajttsr.e IP basta dar una veloci­
dad tal ~ue la salida de :J sean 6 volts co~stantes; a~erri 
ze la -:e=:::~nal ne3ati·1a de }"} y to~e las lecturas del pos;i 
'::ivo a -:::.o::rra. CU"nte las revoluc~ones de OP eu 30 se;. 
:o11 ~:o-:" :::_:¡ero Cé'lcule :;¡ri:!eró las rp:1 del eJe lento y 
l•.-e _e :::.s :iel eJe rf:¡:;¡::lo,record.ar,·io que la :i'"laci6n e .o 
30:_L 

::?9 :;(! la cor.stant~ del generador Kw ,e!: (vol-:s; 
~ad/ses/-y en (vo~ts/lOCO rpTI). 

Eopleare~os tG~bien la const~nte inversa Kw-l= l 
~ 

q•J.e cos c!.2. las reYo:!.,lciones del mot:or corresponii<?n'Ges e 
11:' ."'':,.: .¡,.2j~ --ne::-.. ~10 a ?..e. -;al ida del r~ ... 

~-~~-=f..\:~~-~!") ~ ~lil~ q-r~ 
:::1 (.f et: c.n. pot'.!r..C.l é:Je~.r.J c. ru}.l-sr·.a:~ !? i'!C':1 la 

::.- :~r:· :¡~~;' .~ue s~ "CUP~·~ : ~,)""'-_ r -::1. , tJ~3o.,.. a·~ -;e->~ 

~;~ ·::.-;:or -,:-!'~ ot·.~~n<:;r ...... : .. ..... ~):; ~:- :.·= _;,IJ.3~.:~_Du .. 

o o 

CO~"'I'ROL DE TE~Ei<;.:-::?J.. CC~ RE.~I~iTACION 

Observar el efecto de la real~entaci6n en las relaci~ 
nes entrada-salida del sister.~. 

Se har!n pruebas para la relaci6n valor fijado-valor -
medido, para observar el efecto de realir..entac i6n en -
reducir la no linealidad. 

Tambi~n se har~n pruebas de respuesta a escal6n. 

a} NO LINEALIDAD. 

Mediante la perilla de SET VALUE a~enta la ter.pera 
tura fijada en incre~entos de l0°C leyendo la tempi 
ratura de salida para cada valor. (Aux!liese ce los 
medidores de calor de valor de salida y valor eiJa­
do, vea la FIGURA III-1). 

Rl-H~galo para ro~lla abierta y malla cerrada con '0s -
valores de banda proporc1onal de 200, 50 ~ 30~ de -
modo que obteng;¡, 6 curvas diferer.tes y ditlÜJ€l·>s.-­
Coloque la garganta del aire en 60~ 

~q_""'-el~o 
~,....:..~~ o..~·c:. 

10 

vo\o.- ~d~ 
o<:. 

~= ------:/. 
___ / : 

R2-De las curvas obte-~des seleccione la configutaci6n 
del sistena que"~' se a?roxirre al caso ideal. 

o 
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b) RESPUESTA A ESCALOS. 

AJuste el valor fijado a 40"C ·conservar.do la garga!!_ 
ta en Go•·. 

Aplique el eséal6n interPo ~ediante el switch (SWl). 

En un osciloscopio (barrido 0.5 seg/c~.) observe el 
escal6n aplicado y la señal_de salida para los si-­
~Jientes controles: 

al Malla abierta, % PB a 200, sa ·Y 5. 

b) Malla c~rrada,, % PB a 100, 50 y 30. 

R3-¿0e qu€ val~r es•el escal6n? 
_: ~ ~ '~ ' - ' } ' ' '1 

R~-0-lbuje las"•formas ·,observadas. 
' • 1 .. • ~-·. ~ ' ' 

J ..- ' : ~ • - • " .t ... • • (" 

NOTA: La señal de e~trada ;ara -~i::.'a· abÍerÚi ;puede ob­
servarse' en; el -'punto· (B) y' páia r-alla .'cerrada 'en . 
TRIGGER CRO pero con sígno car.lbiado y multiplica 

--,, _.;.,: :.cor por una constant~.. · -
... " "- .. ~ -· ~ 

RS-¿Qué ·s~c~de con el nh;el de-la señal' de-·salida (an­
t,es .d~ aiJliC:~;- el e_s-~~1~~) ·.al au.."'lentar :la ganancia?. 

' ' 

R6-¿~u€ efecto tiene, este fen~~eno/sobre la respuesta 
' ' 'e's_¿al6n?. , 

,.,' .... ·A~:--:,~ '-J~-~·;-~--~---.;;~--.. "~r:~ "",; ~;--- .' "'"t'..._. ." ,: : 

R7-¿Son iguales la respuesta a escal6n de subida y la 
de b~j.ada?. Explique su re!i¡;¡uest_a. · 

Coloque la per~lla de ~E~ VALUE en "O" y ajuste ~1 
aezerador de señales con f ~ .15 Hz, rango de en-­
tráda ce o-sy,_ para gue en t!n ~anal se' tenga una 
or.da tria~g~lar (OFFSET BIPOLAR, SI~ffiTR!A N, AMP. -
2V). l 

Solicite la ay?~~-~e1 instructor para este punto. 

El"¡:lee la 9n.ca,-.._trianguLJz;, écmo. barrido, externo y -
aplique en ~~:::.t~p!a_l_:' lª,,onda cuadrada. 

o 
qc¡ 

RS-H~galo ·~ara lo's casos.' aÍ y··b) anter,iore's Y, dibu-. 
je las formas observadas. 

R9-Coloque la banda proporcional en 5% para mal1a·­
cerrada, ¿Qu€ se observa? dibuJelo. ¿A qu~ se -­
debe ~sto?.· 

• 1 

•'' ., 
1 _,_-l i t -

·, 

o 

r· 



CAllO O 
PRACTICA t:c.A 

\00 

UNIDAD REGULADORA DE PROCESO=:. 

FUNCION~~~IENTO DEL TPJ~SDUCTOR Y EL REGULADCR. 

a) Que e'!. alumno se faoilia!"ice con los n.ecanismos del 
sisterra y obtE>nga sus c;urvas da comportai".ierto. 

El transductor es un dispositivo que convierte la pre-

=~~~.h!;r~~;i~~e~~~~d~~~i~~~~t~~~~~c~~n~~~~:~~a~~b~~ 
ner un buen dese!".per•o en el sister.ta es necesario c:ue s •. 
relac16n entrada-e~ l!'!a :;;ea. una función lir.e.:-:.!. Sin e~.­
bargo es co~dn q·:~ 6sta presente fen~-e~os de hiE~~re-­
sis. 

o o 

1) 

loa 

Complete la sfgu1u-~~ tabla y graf1quela para zona de 
trano;.-lsi!'in¿e\ ~,J.•(,, (Q~"-_,....,¿., ~·~,.,.~.,..,.,_~'t-. ..... ~-...,.,;.. <•"' 
G\ .,OTI"'\\\\o .t~!) 

~--------~------------~ llenado vacia1o del tanque 

Para llenar el tarque c~ntenga el motor apagado y aux! 
liese de la lata. Recuerde que la pres16n ce: transduc 
tor se lee en el ~edidor (1.6); y que el aJuste de ce= 
ro se realiza con el tornillo (2.6). 

Para obtener una mejor lir.ealiclad se puede au::-.entar el ni­
vel de cero y disminu~r la sensitiv1dad (var~ando la zona 
de transm.). 

2) Repita el inciso 1) para 3 psi de ajuste de cero y una 
zona de transmisión de 20\~ 

3) Calcule e1 DSximo error de h~stéres~s ~~ que se ob-­
tiene de las gr~ficas 1) y 2). 

4) 

5) 

¿Qué efecto tie~e ~~ aJuste de cero e~ el C0~partim~e~ 
te del transductor?, ¿Qué efecto d~ se~sit~vidad?. ¿Q~é 
suceC.e cor> el rango de r-.edici6n?. 

Explique sus respuestas. 

~os c~~tcs da pre~i6~ se'sados por el trd~sductcr -­
son co~parados ~o~ una sefial de referenc1a generando 
asi una señal ce error, esta es ge~eralrente ~rsufl-­
ci.ente para accl.Of'la.r el actLlaC-:.r, po!." lo qt..e es Pece­
sariq tn~c et¿::pa ~E: ar,:Jll-:lc2.:.!..6:-t e:-Ltrc co:-:;:a:-a:::c::- Y -
a~tua¿~~ El reg~1~~~r d2: CnllOO real1za les ~~ocesos 
d: cc~~~~2c~~r l' s-;~l~lC2c~G~. La se~~l ¿e re~~~e~c~a 

o 
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se fija con la perilla-'(3.2) y la'ganar.cia del ampl! 
ficacor se regula ccn el ajuste de bar.da prcporcio-­
na:i. (FB =-'1/Kpx''}OO), me:diante el apcyo (3.4). Kp = 
g~nancia p"oporcior.al. 

La ganancia del regulador se puede ca1cular a partir/ 
ce la de~in~c~6n de·gana¡-¡c~a ccrr.o Kp = APc/A.PT•/ 
donde Pe es la presi6n de control y PT la del trans-
ductor. . 

1) Calcule experi~ntal~ente los valores de Rp para ---­
PB = 40, 20, 10 y 5~. 

~: 

Coloque la sensitividad en su ruáxi.Jno valor (zona de 
tran&misi6n 4%). 

Con la bo~ba apagada ajuste el cero del transductor 
a PT = 4 psi y ~ueva la referencia {valor fijado) 

hast~ que la señal de contro1:Pcl = 7.5 psi. Auxili~ 
ze de la lata- para obtener un .t.. Pe = 7. 5 psi· y mida 
PT

2
• Rep~ta el proceso l?·''a. los diferentes valores 

de PB. 

2) Calcule te6ricamente -Kp para PB = 40, 20, 10 y 5% y -­
ob':enga el error respe~to ,a la_med~ci6n experimental. 

3) ¿En donde se realiza el proceso de.co~paraci6n? Expli­
que su mecanismo. 

===========:~==============~=============~=============== 

¡)\) 
r \....' 

, 

-
lo D 
) ----

~~-) ,-" 
.! ..:. ,\_.,/ 

o 



B L O O U E II 

IIEAI Realimentaci6n. 

IIMS Control de velocidad de un motor. 

IIPCM Sistema de primer orden. 

\ ' 
o Q o 
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rfstica 

de 
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''l't'i;. -.-

l!:n ,arr:bg~ caso~-- el s!;;tern~~ FC'llimeñ,tac!o· pierde ga­

nancia para g<!nar: fideÍ1da::l er. .la,-Salida"éon respeéto'a"la '" 
..... ... >.. " • ~ ' , -

selal de entrada. 

. --
ción repetitivo; sincróni?.a¿lÓn e!~ -uha o~da· p;ri6dica en·-

~ ..... ~ -·~t. • . ..., ~ 1.. i.f':.S;. t~~...- .. (' ""'" 

el oscilosco;io (barrid6 1éxternol;· uso de un generaáór de_ 

ruido. 

'2:.:.•.•)- 't ~ > _.-;_:; F~';t .,, .... ~·-Jj~:'';;> r,n,¡ '<"" .) "< 

r. CisMinuci6;,' de no-unealid?ces. se estudia an 

~~ste~~ del tipo: t 

Al4mbres.c'l 'Jri ~nte""'r~~or co~t:i ~cner!3dnr ~::: s-e~=-1-=s 
·"~"' 

q•Je prn ''J-ea rampils <'-n forrr.á re¡::ct1tlv.o. t'1 formil de las -

o o 
•¡ 

lOS 

- ( ·- ~- -; .... ,_,.~ ;, ~.~--- ~{"¡¿-!7 ~,;·~ "",~, 
ram~as'9 ~!'~1~¿~1~8 3~i 1~~ ge~era so,: 

• ~~~-~ , ... _.~ .... j--'!,:_,' -.:. Y'"' L1·?·~~~}...J .~· ... :,..,J:-.!·'~c¡t"' lt "'~t: -. ,. 

Véalo en el oscilóscó~1o. ~r..cper~ci~~ reretitl 
•' ---·"" >-- _;... ....... ~~·- ~ -- ,................ ' • 7 ?-, 

v~- R :' cJ'~--~·e·i·"~{;zR ~~ i~ ;e~ ~~~t<>rd'~ el' tie .. po de ope-

r:ac10n(con ¡, p-.r!lla~¡ para que lleg:1e la rampa a •lOv-. . 
, .. antes. de ·_volver a 1?:s ·concÚcionés.:·.f.!!iclales (cuyo tiell'po se 

~-J.: :·d:be -r-ed~c:ir"•aLmin¡~~\con la' ~ériila @:. ~-': --'·)·¡::,;¡,·_:"' 

'"{ - : " ,· .•. . . .. • - '. : ~-('.', :;· :>':''_,. <'. 
<O'J ;..-, • '·~2' .C"J:)i''A'",óra 'ai~·::i:ré- ~¡a·.,ianta ··ce ·caraéter!sti~a no 

- ', ' - ; - ·~' • .r•,r ,~ ... ,' - :. :: ', ·:.: :;f' ~ ·~ 
lin-eal;;que ser4 ·Ji;· ·stf;,;ac~c 'co;. di'cdos.'en la trayectoria, de_ 

r ' ..... r---,•-;¡'7.1 -,.._~~ ....... ~t'r~.~ 
real1rréntaé~ér.'; la conc~·;:·d6~ -~e 1~;:¡ cii~c';s 'c!eper.ce'r~ de la .. 
~i;hltud y si~no de I~ sa:ida del ~u~a~or. 

~ / nc:,. _ .~ .... ' '6.•"~ i 1 ~l-

a l0s ~o~tr.~i~~etrOs no ~~ec~!zc=cs. 

~t'-$-erv-e 1=- ~~~Jic!a e .. e~ """S("'!~,...scC'':'!o us:::.r'!C~/---

'' _, 



t•·-e= -···~··re! ~ ~:-~tr:t:c~ (-'"-!'>? ' • ") v:-2 _;., ,ise ~·~ :<ter-

~:.lt...-;:-1- ¿rtr·e '";;- .... '"~.-t~ V"'~ :-;:.-pe cr• • ::n_ 

-s 

1 
~ate el s;~r.o n~~a~ivo ~= 1c s~liCa Cebido a 

.:;•:e el s·Jr.accr '.:~vierte la seflal ce e~trada. 

ÚsC&Lo.t:CO'PIO 

e.: Y !'.-. 

o o 

\ 

~a y en el otro ld Eelica. ?! ¿ r~r0 ~e ~ saliéa re!te~to a 

ner las de~ se~ales a la -~sra esca:~ten el oscilcsccpio) y_ 

aderrás que la se~al ce s~:ica est~ en la entr2da B del osci-

lcsco~!clp?ra aue las c~s se•ales ter1an el mismo sentido!. 

~bserve ~o -~e pasa al aumentar el valor de K. 

con u= ·.~ ~~ :c6~o es ~a s~~icP con res~ectc a 12 entrada 

Pn ~?on5tud ~ y fcrra? 

r!An de la o?rarcia7 

~ebido a -ue 1~ c?~?rcia Ee ~~ reducido,es neces~ 

rio "urrentar le ar.1plit'Jd ce la se"ial el? entrr.da para que la_ 

salida ~e-'1 ce1 rarqo ce~ea-.=o. ~·J~nte r. :-~sta que el sistema 

est~ a runtó de sat'Jrarse. ' ~p?recen de nuevo los quiebres_ 

en la !e~al de salida? B2 • !Q• Explique. 

II. Dismin~c!6~ ce r~ico en una planta. 

Arcra cesala~~re única~~nte la planta no-lineal, 

la c.Jel !:erá su'tstituíca ;:cr ur.a ¡:~ar.ta con ruico. :·na def1_ 

ricién útil en éste ~x~~~i~ento e~ ~a ce la ~elacién Señal-

RSR "J.LCR s::"e_r. 
VALC?< "'.'!;:C 

(se tcm2r~n los valores pico a 
pico) 

•e 1a ~sR sea lo m~ 

o 
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l!nea co~xial ce d~str!~yción. Conéctese ésta al os~ilosc2 

pio. ~ cO·Jé otserva? R9 tre qué magnitud? 

Alambre la siguiente planta: 

~,uii/ALv/f't: A: 

1)f !lUibO 

-14 ¡~ E>cll\1\llA 10e -tr f 1\tA li ..,E., T~tocio.v 

Con objeto de dtsminuir la señal de ruido,se usa 

un sumador con ganancia de 0.1; El esque~a general será: 

M 
OSC. 1 LO.SC:O P 1 O 

ro L-----1\\ 

AjuGte K= 0.0 (realirrentación nula). Var!e la ·­

amplitud de la senal de entrada(variando GJ. E1.2 l.De cu~.!l 

to es la m~xima RSR sin riesgo ce saturac:6n7 ~11 tDe -

cuánto es la m!nind RSR? 

Ahora realirrantamos la planta al máximo con -· 
!( = 1.0. 

to vació la RSR'? 

o 

rosible si., saturaciÓl"' {a·.:~ent;.-:co G) lli ¿ct.:a! es el va-

lor de la '15!<: 

la ganancia? ~ida lo necesario. 
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Ob~~· 1) Cbservar loa efectos da la realimentaci5~ 
en un einte~~ de control el~ctromecánico. 

2) Interccnactar las uni:!ades para fornar un 
control de velocidad. 

Se t~ata de co~str~iD un s:stena de co~trol de 
'e-·.cciG..:.C., t;;.l c:ue ~a vez que se !ija una velocidad ~sta se­
::3._\ter.:;a d€¡:'.;:::-o de cier'::os limites a :¡;eEE_' de que vlrie la :: 
cc.-ea u.el :notor. Se co::~para un control de malla deierta con 
lUlO reali::entad.o. -

~~ra realiza~ esta pr!ctica es necesario r~ber 
c~?~~rto ;ravia~en"e e~ ~~te~ial contenido en el !nstr~ctivo 
eel se~vc~~Cf.nismo de co~iente di~~cta de l&s notas. 

Ala::bre el ei~iente control de malla abierta 

• Efec~e las conexiones con el PS apagado, Ase 
~5~ese ~e que el ~plif:cador ope=acional (Ou)·y el p~eam = 
pl:.ficaa_or (PA) tene;a!l al1r:cntaci6n de + 15 volts y tierra 
''CC!l" q~e se pueden to::.ar del PS ¡ BA. Obser-ve que las res!s 
tencius del AU deben aterrizares. · -

P~nda el aparato. Gira la perilla del poten­
cib:::etro de e::¡t::a·ia ::::? y vea como para cada posici61l del mo 
ter eira a ~a ·;eloci:!.ai! cor.stante di!'eren';e. :~ote .::~e el = 
~otor tarda al:-~cs ~e0J.!)ccs en alcanzr.r su velocU.ád. final 
cada vez ~ue se r~ce ~ ca~bio • . 

Cbserve que r~y ·~a zo~a ~~erta,es decir un -
ran~o pa;-~ e1-__ ~~gulo <!e ___ IP (;D_e_~ c=l >;1 ~Q.tor estL.r:.aradA 

I~ zona =uerta se debe a la f~icc:é~ eetática del 
rotor del r:otcr,puea ~e opoüs a t0~o ~cv~~iento ~!entras­
·~~·"" ": &¿-: -::-:-t,..,.. no lt~gre rp=perla y poner en movi!!liento: 
.::.t r('ltvr. 

Se desGa tacer la velocidad del ~otor propor -----

o 

lll 

cional al desplaza~iento ~~~lar de la perilla IP,a partir 
del ángulo marcado co~o cero. Si al poner IP en cero siBue 
13i.rando el motor,puede C.e~e=se a que IP tieDe la perilla -
corrida y/o a que los a=rlificadores del servoeiatel!la -­
teDban corrimiento del cero a sus salidas. (vea 3c de la_ 
iDtroducci6n te6rica). 

La forma de ej~star loa ceros de los ampli!iC!' 
dores,es comeDzando por las e';apas finales y terminar por -
las etapas de entrada. a) ~sccn6ctese la entrada del pre -
amplificador. Ajuste la pe=~ll~ de cero del m6d~lo PA para_ 
que el motor consUJ!la el ::~o de corrieDte segun el 1o.ed.1 -
dor sobre el módulo de !~e~~e (PS). b) Conecte de nuevo la 
entrada del PA y ahora ~esccnecte el (o las) entrada(s) del 
amplificador operacioDal O~. Para hacer con más precisi6n 
este ajuste,ponga el pc~e~ció=etro atenuador en 10 (para -= 
que no haya atenuación ¿e la señal) y mueva el cero del Oü_ 
basta volver a ajustar el ::.otcr a cero velocidad y m!ni~o -
consumo. Devuelva el ate~uedor a su valor inicial t conecte 
de nuevo la entrada del O'J. 

Si despu~s de ajustar loe ceros no se detiene 
el motor al poner IP en cero,puede deberse a que la perilla 
est§ corrida. Esto se ve~:fica f!cilmente conectando un vo1 
timetrl•o a la salida del :? ajustaeo a cero grados. Si la P! 
ri:la está corr~da pida ayuda al instructor (Si est! muy -­
apretada la perilla,se p~ete rocper el potenciómetro por -­
dentro al tratar ds aj~~~la). Recuerde que ea posible tr~ 
pajar con la perilla cor:-ida si de determina el A.ngulo qua_ 
corresponde a cero volta. 

IIa) ~alla abie~ta • Los experimentos de la --­
rráctica I~S cons~sten en =e~lr la ganancia del servosis­
te~ y los efectos de uca carga progresiva del sistema cou 
calla abierta ¡ con varios ~ados de realimentacibn. 

Primero se ajustarA la velocidad del motor s~ 
carga. Despu~s se deter-~ar! la ~cia (salida/entrada)_ 
sin carga. Por ~ltimo se =edir~ la velocidad del motor dis­
minuida al aplicar un !'~e:lo I!Agnbtico que produce una tuer­
za opositora proporcic=el a la velocidad del motor. 

· C0mo e~t=aro se tomar! el voltaje medido a la 
salida del potenciS~s~o !P. Cooo salida se to~A el vol­
taje que produce el tacose~erador ~"G,que es proporcional a_ 
la >elocidad angular del ao~o 

'-

o 
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Ajuste ~ para que la salida de ·~ (Vw ) sea 8.0+ 0.2 
volta (positivoG o ncbnti7oa). Ei ~gulo a~ qut se ajusta IP 
por lo pronto no.e3 iGpo~tante.·Interesa-tc~er una velocidad 
inicial o::onocida, 'aunque sea en t-érrrLinos de vol ts é - · 

Mueva la perilaa del hU de walla dir€c~a de modo aue -
obtensa U!l!l. S:>n3.::-cie._ QUE:' denoé:!inare:::os K-¡ = 1/10 (por caia -
volt de entrada.-3e t'"·cJ:::':í 0.1 volt de sal:ce). 

Hida Vw al apl'icar el freno en posicié::J.. 2 ( vea inciso 
9 de la introducción teórica) y en-posición 4. Ei y P.2. 

~ • ~ ' ' ~ \ T -

Ilb) Malla cerrada. Retire el freno(f0sic~ón cero) Aho 
ra realimen~ siste:.a conectando la salid3. del taccsénera 
dora la entrada OU,p&san·.ici.por un ate::.t;.ad-::~ AJ ajustado ini 
cialoente a 10. Entonces R2 =. 1·¡00-y la realir::entación e13 ::-
unitaria. ·. 

( . ~ . 

Si ~o SE·hi ocvido IP de- la ncsición cue se colocó -
e.nterior:.1ente·,la velocidad_ debe baj~r al :::-eai'i;::¡entarse el -
siste::rn. Sj, l'a:.ve1ócid.e.d,por lo contr3.:!":.o.se incre::re!lte, le. 
po.laridnd de ::a· realiilientación'·es posi:iva,cue.::'io lo·que -­
quo:-C!JlO:J ec rcalir:1entación netátiva. Fara i~·;2::-ti:!.' la pola­
ridad, invHrt;::.:;o la concxi6n de TG : El ''CC:.!" (tierra) ;¡ la 
salida se intercar:1bian. 

o o 
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, ' .. En:· estas cono;li.~iones -(z1 '!' 0.1 y 
ajusta nueva::rente IP pc=a que ' v~ ~ 8.0: 

!2= 1 .• 0), se -
0.2 volts.· ,. 

!};.- l!~da- .1-a ganancia (Vc.l /u)~ 
Ahora mida la velocidad Vw al colocar el freno -

en posiciones 2' y 4·. llif Y~;'.-~·- ! ,· · · • --" • ·· • •• • 

Para ver.el efectq so':lre al: sistel!la de au::1entar_: 
la gatianda de ::rü.lla sin alll:l<::n:\:a:::' la_real'i::rentación,ba:;a 
~l = l.C(pcsici5~ ,10). Ahora la ganancia de =lla :K2K1 G_ 
e·s d!ez veces cayor. 

· ··· · Con !reno en.cero,ajuste -Vw a 8.0 volts. Mida la 
gananc~ salida/ent:-ada R5 y él válor.de Vw'con freno_· 
en 2, ~y con freno e!l 4 RE ,, __ 

Para observcr el efe~to de canbiab la reali=ent~ 
ci6n,pe~aneciendo constante 12 ganancia de la trayecto­
ria_dirocta,repita las cedicicnee cuando K1=1.0 y ~r.0.5 

(posición 5 del AU correspondiente) Re:uerde poner ini -
cialmente el freno en cero. Vw /u = E$, 'freno en 2, 
'vw = Rl!l'J; freno··en 4, Vw "= ~· -

Re~it~ las medi~iones cuand6 K~1:o y X2; 2.0. 
.--úPa.ra hacer ~= 2.0,uj;ir!ce la posici6n 10 del AU y conec 

te_ot~o al~bre desie Vw tast~ la entrada de OU, (ver--
. fj.gtira) · · · · 

V,.. 

.: 
!<r.= -~.o 

fre-no el}'2;'v~·'=lli; f:::-eno en 

' (•'' I.as' variaciones de i.'.:a velocidad .al .cargar el ;;:o-
tor con el .freno masnético-se pueden observar en ~a s=á 
fica d~ volt!!je de,salidz (.V.., ) contra poei'ci6n del !re:::o 
(-& . ~. Obtenga 'las -diferentes ·gr-áficas para el siste:E. de 
l!ltü1ii. abie:-t<:. y 'z:Jii.lla· cerr~ ·pa:::-a les sanancias que se -
piden. · · 
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:Sl sis';;er::a se p:tede rq;:-esentar en forz:¡a si~ 
COl!; O 

.· 
u--

C.a. es: 
:S~~v~ces la ~nancia es~~t1ca salida/entra-

1U,2 ¿:~úe factor afecta ::.;;.s la so.!lancia Yw /u 
s..::;: on ie!ld.o !~r.1 G 1 • 

ill ~.:.e factor C.eter::i!:.a que la velocidacL é 
a!l:'.!lar sea J:r:·:mne a las variaciones de car¿;a! (C<'nsiclere 
:;1'"-2; 7w/u 6 K1K;:~) 

Si se 
~~.~¿ac ~csible a 
e:1 la ¿'3r.es.cia de 
to ~ete valer K1 7 

nos. pi~e óo:.Dancia Vw/u:: 0,8,:n§.:xima ~ln­
·¡a=l.aclcnes de carga,pero restricci6n 
':lalla t<:l que i:1:t,.,~ 0,675, Rl7 ¿cul\.n= 
R1 8 . K ? ~ ------"Y '2. 

Rl9 ¿ Ve qus f~ctor 6 factores c,?eLde que -
la zona ~uerra-sea pesue~a? (Considere K 

1 
K-, VW/u 7 

?:..¡ r:2~n1.n.ioa::~ente. 1 --¿ 

o o 
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.. ------
SISTE~:A DE PRIMER ORDEN 

NOTA: El re~orte de la práctica debe de acompañarse de 

las gráficas obtenidas en clase,debidamente identificadas. 

Para poder desarrollar la pr~ctica deben de entregarse al -

iniciarse la sesión las respuestas a la~ 5 primeras pregun­

tas de la introducción teórica. 

EX?ERUIE!>."''AR 

a) El efecto de la ganancia sobre la constante de tie~ 
pe para un sistema ce primer orden. 

b) Determinar el valor de la ganancia por el que se -­

?resenta el fenómeno de satur~ci6~. 

DESARROLLO 

Como se vio en la introducción teórica la función de -

transferencia para el sistema de primer orden viene dada 

por: 
1 

1 +os 

Por lo GUe una vez determinada ~ se halla ccmpleta~n­

te definido el sistema. 

Preq. l. tC6mo determinaria usted experimentalmente ~ 

lUtilice una se"al escal6n de entrada) Recuerde que '1: es 

una constante ce tie~po Gue viere daca en segundos,por lo -

cue es recescrio ~~c~r la velocidad del papel. 

o 
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c16n Al como-se indica en 1~ figura rv-¡. AsegJrese ~ue se_ 

t-alle alu~toJo Q.!ORO(!J~a.~t.t~} y en c;~sc contrario­

solicite la ayud-a de su instructor. Ap:ique :r:anualmente la_ 
se"al de entrada. 

Preg. '3. Si se desea obtener un valor de ~ de -0.3 seg, que ganaccia fijaría? 

Preg. 4. Aumente la qanancia h~sta el m~ximo va­

lor (Fig. rv-7). Aux!liese de los tornillos 7-¡ para_soste­

nerlo en ~sa pos1ci6n. Aplique e'l escal6n de entraca. txpl_! 
que qué sucede. 

_} 

o 
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8 L O Q U E III 

IIIEAI Modelado y simulaci~n anal6gica de un 
sistema el~ctrico. 

IIIMS Control de posici6n. 

IIICA Acciones de Control. 

IIIPCM Lugar de las ra!ces de un sistena de -
2° orden. 

o 
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!!04>:SLADO Y SIY.UL:\CI~i ;.:¡r._::c:ÜcA :.l:S UN SIS':E:.~ -, 
ELEC :;:ar cb 

Ob un circuito R!,C 7 siguiendo. un mo-
delo- e var~a les'de estado: Sioular·el oodelo. Ajustar 
un.~ar~etro no ·medible' del. modelo por co~paraci6n de-· 
las· respuestas rea-1. 7 simulada. 'Apreciar. diferencia. en-
tre modelo ;¡ sistema !lsico.. ·· . , 

Utilizar el_modelo para estudiár ~1 cqcporta­
niento del· sist~ma bajo condic~coes iniciales-no nulas. 

• T '• :::- -' -

· .-FTobl~ma. Se tr~ta de ~o1elar-el'si~ieote­
sistema fisico que cons~a eseocia¡m~nte de tres eleoen­
toa. pasivos,(!ig l). -

t---..--'---'--1--'""+· 
L--:--'--~ 

VC!). 

"' .., 
La primera considuraciqn'no cuesta trabajo_ 

aceptarla,y es de suponer que el modelo es como se mu­
es~ en la fig. 2, 

~'~~?----

·.' R. ,., 

va.Y .. l 

Sin e~bargo,la parte ~as -deficiente de este 
,l!lodelo es el induc;;or,puesto que un inductor reo.l tie:' 
ne una resistencia ó~~ica que puede influir a~recia~le 
oente en el cor~otQ~ionto_de d~cho sistema,por lo qúe: 
en el mo'lelo hare!llOs'-la' consideración de une resisten­
cia adicio~úl-~~ que~será-suficiente~para ~roxi~ar 

o o 
111:\ 

el co~~orta=iento ~el.oist9~a y su ~odelo. La rlb 3 res~ 
ce lo anterior y R '· ~s: · 

+ 
vffi 

R 

R' ~ ró=L ica + R • . ~ eficaz por hister9s~s 

Jlc':+,,,· 
'+ -~ .'e ·~~vdt) 

f 
\-

·~· La. ·resistencia 6h:lica se, puede I!ledir- \lirec 
tamente(con un _óhcietro:de CD),pero la resistencia por 
bistéresis se 'tiene que nedir·de u~ oanera indirecta, 
a partir del comporta~iento del 'siste~a,{o .hacer ~ an! 
lisi~ co!llplejo del oa t;erial.del núcleo) •. ~ _ · 

Si se defi~en V(t) co!!lo la entrada,Vc(t) co­
mo 1~ salida~y como vari~bles de ~stado las ~ariables 
Vc(t) e IL(t), entonces el oodelc de estado correspoo 

. diente es -· , 
• .... :- : ~ : 1 < • ~ 1 -

r:; ' 

NOTA. Para e~ahorar ~ste r:odel:.do,ver oá5i­
na 6 Capítulo 4 de notas de Teorla. 
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Y ·J~.O c'~e los r.1i3~T:!J_S !Ue S:i:t"J:!..f_!'j .!.éE ;;cl.o!.acio­
r~s 33ter1or~s es: 

::lebe:r'lt ob~er"";arse que :!.a e;::¡~e~:ls al ir..ter:-ra -
dor <;.ue genera la V<'.ri<."::.le !L ecua va_ores :!lU3' ¡;randes 
(CE~iUo a les valores ~e los ~~rá~~tros ~e: ~is~eoa a 
si~ulcr). De aqu1,el !.r:4;e~aG.or _(!t:.e -~E~e:-a a ! 1 te:::1C.e -

ré a saturarse 1nmed1a:a~s~te. ?ara evL~S~ é"~a si~üa -
cHm, la varia':>le r 1 de":Jerá esc::;.lr,rse por a::1pli tud. 

Esca 1 ~~ient~ ~ '~~li~d. 

La respuesta Ce e~~~a1~ nula ¿el circuito an­
terio!',cOL:O la de t:.n an~loc;o 2:.-: .-:ieL.e ·1~-:. cc::;.o!le!lte -
osc~lato~ia c~a frec~~nc~a an;ular es ar~oxi~a~~ente 

w .... • •/JI;_ 
3ur,é"Jgase rt:e el é.ct:lificadc=- ~ue produce V • ~ . . e 

lo ~ace a es~ala real,es decir, 1 volt cel ~~=li:~ca -
<lor CC'r:"espo::¡de a 1 vol t cel c.Lrcui -;o :.:-::. ~,::,ó~ ~se -
~.de-:3.s ~-c.e tal voltaje ~o :le la fo~~ ·1 ... '~ ~)=-= iose~tu-"c; 
en:o~ces,a la salida del se~QDdo in-;t~~~cr h~brá: 

- 1 ~~ 1 - l. (-t.) .. -¡:- \o~ w,...-; á -r;, = - \o c.o:!. w .... t 
L o ~~ 

que ser~ una se~oi1e ie a==l::~~ i1fere~te a 
la pri~era,por un facto~ 1e 1/~,. 3l r;¿:~ f;c:o~ es -

=ayor ~~o la •midG1,~~~c~c~e l!r --y\):: ¡ !s:c ~=?:i­
lW qt:e se saturará el a:Jr;l:.::'lC'=.¿o;~ ~:.:."' ::~-.:-:'JCe !r(t) -
d~~t0 :a 3i~ulación. ~ 

?ara e~itar la z~~~~~~!~~ ~~ =~~-!g~e ~3ca­
Jo~.!: la variable I 1(t) <ie for::':i 1·_¡e \=-1-- ·:::.c. '"~-;f:,.c 

- __ ,.;r. -

'-~te: ::cB.la "2'..le cu.:-:;.le cc.r. ~s~o es :./3../~!..U-r.(vea 4.3-
~~ :.& !~~ro1~cr,fn tetric3~· :~~~,r~s 

o 

:21 

'/ ' -- 'w - 1.."" 
lw .... 

~w""\:r .. \,..,.o..-c ~ U.v,.,. · -'- · IO\c.o~ W,1\ = O 
l.\.lJ,.,. ........ w 

o 

Ob,er;e qué! }>ara obtener ~ste escalamiento es -
nec~sario: al ~ultiplicar el potenci6metro que est! entre 
los 1ntegradores que 5eneran Ve e IL por el factor de e! 
cala (L~~, Fara QUe V

0 
no se altere,se debe multiplicar_ 

el valor del potenci6metro que est~ entre les inteerado -
res que generan IL y Ve ,por el invPrso del factor de es-

cala,EL cual es 1/LtJl,.... 

El diagraoa escalado se muestra en la figura a! 
guiente. 

OSCILOSCOPIO 

- (l U.\. I~. 

Al compararse con el anterior diagrama,se debe 
notar que la única variable que result6 afectada fu~ la­
corri~nte del inductor y L que se convirti6(1~1). -

' ~eterrninaci5n de R • Fara encont~Rr R se apli-
c~ la ~isr.a en~ra~circuito real y a su ~odelo,obser-

o 

·- : '' ''2: 
- -· ·~ 



1 

' 1 
1 
1 
a 
6 

' 1 

:e~ 
1 

o 

~:tnd•).::e la: ·ios r¿s~,. .. ~ ... ';;;,~ ?b. tL"'l 03Cilo.scopio. ?:-,r...~. ~Ct~ 
Cin,se 11..3.C,2~ l;t~ ~i..:.,ui~-)::tes :::o~ex:cnes. 

o~c. 
• r-1 ,-,-q 
¡J LJ ~o ~ 

J:.----- ----.-- --"':"~- ~--~-------=---- _' __ ; 
La·se:i.al de entP.Ed-é!. (V(t)) a los dos siste­

mas (real y simulado) es U.."'a onda cuadrada -de unos 1_0 Hz_ 
y de -10 a +10 volts de omplitud,q~~ as cenerada por el-
sumador l. _ ' - . 

Én nuestro laboratorio se cuenta con tres ___ 
circuitos denooinados ..:.,B y C que tienen la m_i!3:na conf~~ 
ración de ele:nentos J..I i e pero de valores diferentes,-­
los cuáles usaremos en nuestra práctica como sistema real. 

. . 
R1 ¿cual circuito esta usted empleando.co~o_ 

sistena rcal?~,s o C? 
Las respuestas real"y simulada deben parecer 

se en frecue:::.cia. · · ' 1 - ·· 
N6tese que le. respuesta con :a~ocorresponde 

al noielo de la fig 2. La respuesta si¡:¡ulada se parece a_ 
la real. Jn que caracteristica ·difieren más las repuestas 
con R'= O? (a¡:¡plitud;amortiguan~ento,frecuencia) R2. 

Obtendre'oos ~ valor para R' que hn.ga al oo­
delo conportarse cono el siste~a. Ajústese R1 nasta obte­
ner dos resp·1estas liJ nas paracido posible. ¿cuánto vale_ 
el potenci6netro de R'? g;_. ¿cu~nto vale Rl? ~· 

Una vez ose~ada la bondad del modelo,pode­
mos utiliz11r:!.c p:1:-a cst.udiaL' las propie1ades del circuito 
~(I~ =ue son r-as <llfir.ilPs de observar y nedir dir"'cta:nen­
t-? iel ;ist~•a rL::icc_. Por ej-.r1plo,cc-n el ::~oC.elo es nuy -
:-~cil J'3r ';Ort 'iciones inicial~s"arbitrar~a.s· a l=.s vo.ria -
eles ~~·~ ·:!~":'~·!c.. 

EXfER!"'Ei!'I'O II. Evolución ~€'1 ~ ;Q_Ulo. 

q~ trat.R de l~:e~inar x(t)= ~ (t,u,O,O) pa­
ré<. ti-;opo:> .·ran<!cs y cu.1ndo u=lO volts. 

o 

12~. 

:era ~~cer é=~a -e~:ci6n,eli~ina=e~os la onda cua¿rada -
V~t) ;~e he:nos usado ;ara ali~entar a los siste=as real 
y si~ulado. Ahora ali:nentare~os a nuestros siste=as con­
un vcl~aje positivo de 10 volts(obtenible de las ~uentes 
de referencia de la co::~putadora anal63ica). 

Una vez ~echo ésto;cpri:na el botSn de nade 
de o~eración OP de la co:npucadora y nida la salida-de 

.los ~li!icadores que gener~ IL y Ve. 

en cuenta 
el vector 
es: 1!2• 

. ·-
Una vez_hecha la medici6n de IL y Vc,tc¡:¡e_ 

los factores de escala por amplitud. Zntonces 
de estado cuando el tiempo tiende a infinito : 

Para la SiGUiente experiencia,el vector de 
estado de la respues~a 5 t6oelo cono estado inicial del 
sisteca,conservando la üisaa entrada U= 10 volts,pero a­
través de un po,;enc16:::~etro y una ganancia de 10 en el iñ 
tegrador,(ver fi;ura si;uiente). ~1 diagr~a de co~puta= 
dora quedará completo si se conectan potenció::~etros de -
condiciones-iniciales a la entrada IC de los inte;ra¿o­
res. !a respuesta ·se observa en el osciloscopio en e pera 
ci6n repetitiva. Si el_pctenci6=etro de entrada se pene: 
en K=O inic~alnent€, ¿ con que valor del potenci6wetro -
se-obtiene un vect~r de estad,o x(t) = Cta? E§_._ 

la en-trada=u(~) necésaria es entonces: BZ· 
Pinalwente,co~o se explica lo anterior? -

¿ Que está sucediendo? R8. 

LW.n !t.{ea) 
\0 

-[Lw" l'-] 
o~c. rz. 
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CON'TROL DE PCSICION, 

ll Alar.~=ar un sistema que controle una po­
sici6n angular. 

2) Vodelar en forr.a de recgranas el sistema 
Y a pcrtir de ~l determinar su funci6n -
de transferencia. 

~:r~o d~ ?cs~c16n: Real e Ideal.- Un control de pcsici6n 
pue~e tornar oiversas for;;;as deper.d~er.C:o de aq;;ello cuya 
fosici6n se va ~ controlar. Por eJ~mp:o, la posici6n ver 
"ical de una horquilla de r..c:::tacargas, la ~csJ.ci5n de uñ 
b~ril de un torno de control nur~rico, la ~osici6n (anau 
l~rl de una antena parab6lica para enlace telef6nico via 
sat~lite, la posfc!6n de un e!evador antes d~ a~rirse la 
p:?rta, ct:ya FOSic16n tar.bil!n ha •le controlar.o¿. En esta 
P"~ctica se estudiar~ un ~:trol de posición angular. 

L?s exp~riercias que se logran son directamente traslada 
b~es practicamente a todos los controles de pos1c16n -= 
~odcs ellos tienen señal de error, ganancia de malla; 
fricci6n, inercia, limites a la velocidad, etc. 

Nues;ro proble~a central es hacer que una perilla "de sa 
lida gire por acci6n del sistema de control hasta una = 
posici6n ic€ntica a la de otra perilla "ce entrada" que 
nosotros giraMos con loa dedos. 

ENTRADA SALIDA 

¿C6~o nos s~star!a q~e respordiera la perilla de salida? 
¿Cuáles son las caracter!sticas del servo ideal? 

La respt:esta no es Onica. Pcdr!a~os pedlr qt:e la posi-­
ci~n de la salida fuera ic(;~ti~~ a la ce e~traca ~n to­
do tierpo. Q;;e el siste!'.a ~e:;::"-::'.'·ra 1:-:ster.t:á":•'!a:-ente 
Y con precis16n absoluta. Pero éste ~e es F~e:-pre de~~a 

o o 

ble. (Ade~ás, nunca es posible). No queremos que la-­
puerta de un elevador se cierre demasiado rápido, ---­
pues no dar1a tiempo a la gente de quitarse de su carni 
no. Si la respuesta no es ~nstantánea, habrá que espe= 
cificar el tipo de movi~iento que es conveniente entre 
dos posiciones. 

El rr.edio que utili:z;arernos para mover la perilla de eali 
da es un motor de corriente directa controlado por arra 
dura. La veloc~dad de este motor es aproximadamente pro 
porcional al voltaje aplicado. El voltaje que se aplica 
al motor es proporcional a la diferencia de posici6n -­
entre entrada y salida. Si la diferencia es grande, el 
Motor responderá rápidamente con un movimiento que tie.!! 
de a anular dicha diferencia de posici6n. Si la diferen 
cia es cero, el voltaje es cero, sin embargo el motor = 
puede seguirse movier.do por raz6n de su inercia. En es­
te caso el control pcdr!a incluso ser inestable. 

El control de posic16n se puede representar en forma de 
reograma de la siguiente manera: 

Q~ V¡; Vo v. w 
o ., Q ... 

G,p' kÍ4r t(.r.f,l) ¡ ltp 4 k. 

·4 

e~"~ 

1 
3o 

\(. l<op 8o¡:"'e' 

o 
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Se et~ct~aron.las~sigui~ntes.asignacionesi 

KP '= · K¡~ =. !'op = 'i:·~~~"d~~ 3i~~~~ .pote~~·i~~~~;os de en-

ganancia del atenu~dor de malla directa. 

K2 7 ganancia del atenuador de mall~ df! realimentaci6n.· 

-,~ (. \.' 
GpA·= ganancia del preamplificador. 

f (J, F, S) funci6n de-la inercia J, la fricci6n F y 
la variable·s.que representa la din~mica 
del. motor: 

\(M'\'= ' , ............ c.:..,..~ ....... ,-\.,.. 
Rl.- Obtenga la· funci6n de transferencia 

derando f,.CJ~_F,.S)-=·---.!._.. · 
;lt'G~s· · 

R2.- Determine: 

a) Ganancia de trayecto~ia d~recta. 

b) Gananc1a de rc<;~:limentación. 

e) · Ga,nancia de malla. 
>' ....., .. ~ 1: 

d) . s~Ral de error. 

o 
•"' l ~! 

; ' ... i' 

II ccr.:T?..OL ~:~SE 

' 
Alambre el siguiente sistema. 

. ,• 
No olvide conectár· 1 a· :~ea\imentaci6f! • .P. juste el cero del -
PA-y O~ coroo .. se hizo, con. a.n'ceriorida:l. ·Tenga cuidado al ma 
nejar los acop_lamientos que" _se uti-lizan .para unir el poteñ 
ci6metro ·OP.'con'. la' n·echa -Ú:nta c·a través de la reducci6ñ 

_de engranes) del-motor •. Al!nea las flechas lo mejor posl--
:-ble. •AJuste 1á gánancia.dc los atenuadores. 

- \_ • - - f ••' 

K = ' 1·· 

Si el s~rvomecanisr:>o se desb'Jca, 'ap~guelo :nueva:rente. Pue­
de es,tar equ1voca'd'l la polaridad del potenci6rretro de sal~ 
da. Corr!Ja1a invirtlendo las conexiones de + 15 vo1ts so-
bre el O?. -

Cada .vez que s_e· pida un 'giro del potencilSmetro de entrada 
-IP, ·se l!rplica"un giro brusco con·fos'dedos de o• a 45~ 1 -

aproximada.-ni::nte.· .· (Ó de·-45° a -O."J. : · 

__ Gi:re IP~ El potenc16retro de ~al ida OP · debe_.'girar y final­
rrente·ocupar.una.posici6n·parecida a la de''IP~ Si OP gira 
en se:~tido-contrario -a '!P,' cari.bia:;:-.·las ·conexiones de·+ 15 
vo1ts d"e IP. 
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Pr1.r.1ero se observarán las res¡:.uEstus Ce.t s~ste·•a al var1.ar 
la gar.3nsla ée la trayectoria directa dada pcr el atenua-­
dor !~1 .. 

l .. ::--ll tese ce un cscJ..loscopio pa.ca deterrr1nar sus resp..Jes­
t.es. 

En forr•a aproxl.nada, las repuestas del servorrecanismo ten­
·1r;;:1 alguna de las siguientes formas: 

} ·~.~) 

~ 
~slot:) 

~ 
r 
! 

V v 
) 't ----- 1. 't • A. ~ a c. 

DJ..ga qu6 forma tiene la respuesta, identific!ndola con la -
1etra A, B, C 6 D, para los siguientes valores de AU: (K

2
=1) 

Valor K1 posici6n de AU respuesta No. 

0.05 0.5 R3 

0.1 1.0 R4 

0.2 2.0 R5 

0.4 4.0 R6 

1.0 10.0 R7 

Note que para pequeños valores de AU es posible girar IP 
sin que responda OP. (Veriftquelo con AU = 1, es decir 
R ~ 0.1) Esto se d~be a que loq co~tact s del cotor in­
t~oduc~n fricc26n es~~~ica en ~1 rotor. 1 resu!~ado es­
u~a''zon~ ~uerta'. ~~~ndo el ~clta:·~ :~! :~¿o 31 =o.or e~ 

o o 

~3 n2:ue~o,el rot~r ~o ~ic~e Pl pnr ~,~icicnt~ para ~6=­
;e~arSc,no :~ra y no ~~Y :c2p~esta. ~1 ~recto de la zona 
::::uerta es ~<::.cer poco pr·ec2so al serYo ele posici6n. 

'."ida la zona ::;uerta en forma apro::<i!:lada para 
K, ~ 0.05,~oYiendo despacio IP ~~sta que 0P conienze a_ 
ri.'!aponder. R8 (En gra<'l.os). 

Ahora se observará el efecto de voriar la sanan­
cia de realir.:ientaci6n •. :..juste K1 =0.20 y a:7e¡;ue otra co-· 
nexi6n de realirnentaci6n entre OP y OU; as1 la sanan -
cia de real~entaci6n ~=2.0 • 

Compare las respuestas de K1=0.2 , K2~ 1.0 con 
la de K¡= 0.2 , K2a 2.0 • 

con 

da? 

~ ¿eual es cae rápida? (frecuencia) 
~ ¿eual se amortigua mas rápido? 
Rl2 ¿cual es mas precisa en su condici6n estAti­
-- ca'l' 

Conteste: Fri~era o segunda. 

_ Observe la ganancia -e-8;'6-E para las respuestas -
realimentaci6n X2=l y K2a2. 

E!l ¿cual tiene mayor ganancia de entrada-sali -

Observe el efecto de aumentar la carga de tipo -
fricci6n viscosa. Con K1 =0.2 y 0.6 pruebe a meter el -­
freno totalmente. 

¿~ue efectos tiene el freno sobre las respues -
:as? Rl!:· 

Cbserve el efecto~de aumentar la inercia J. Para 
ésta pt'.l"b?.,ajust~ de nuevo K1= 0,2, K:?·•'l.O , freno en-
4.0. 

Utilizando las llaves españolas aflOJe el disco_ 
.:..' inercia li¡;ero y ceslize el ensamble fuera de .la fle-

o 



o 

l'!iO 

' chn dGl coto::-.· !nserte el,•:iisco,de inercia·epesado en el 
-:ltro~e:ztre:no d. ele ·énsa!:lble-,-sin- apretar.- ni~:;una•-,:tuerca.De§: 
lice el~-ensa!1ble,·de'-ni.ie\ro· s·o'bre •la-·neclia y, aprie.te sua-
V~-:Iente a~bas ttie~cao;;·. ~ -

API?I!TAR 

Observe1ra-!orma· de' las respuestas a ~1-
rcs bruscos po.ra:i:i='-0.1 -, 0.2 _;. 0.4. 'e " ',¿t 

E!2 ¿ Cual es el :efecto de aumentar J? e 

Hay do3 for~as sencillas de compensar el -
. sistema cuando tiene, exceso de' inercia: 

a) Awr.entar la :fr1cci6n; :viscosa:- para< g_u<;>, el· .sistema' aea 
ClaS lento.; f ,b ):·l,3J:'ee¿;ar; una '·realicen toci6!L 1el tacog~ 
nerador ~G al' OU; -Recuerde--que un ·l'ado 'de l'::i ·se co -
necta a CCJ!.~ y eLotro a OU. 

o 

""'-' 
J --·~s ( .:- .... • ~- > 

o 

~--~--=-~--~------~>t 

-:; · ¿Qu~ ·válor~·;·. de AU y~(~osici6n del !'re-
- no) eoplea?: ill&'· ·--

' - . - . 

,_. 
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ACCIOl>ES DE CON'l'ROL. 

-------:J Cl.llOO 
I.'.O].C'TICA ~J.c.~ .--------
O!'JE'l'IVOS: 

a) Observar el deser.t'ef',o del sister.~a ¡;:ara las dife-­
rentes acciones ce control. 

b) Ver el efecto de la ganancia de malla directa pa­
ra un control proporcional. 

T E O R I A 

En los sicte~as de coo.trcl de ~alla cerrada un controlacor 
procesa la señal de error ¡;:ara ~er.erar una rcci6n control! 
dora que tienda a reducir el error. Los controladores se -
cla~ifican de acuerdo a la ~anera en que procesan la señal 
de error. 

La FIGURA l, muestra el diagra~ de bloque de un co~trola­
dor junto con un elemento de medici6n. 

- - - - - - - - - - - - controlador 

'e 
1 al actuador 
~ 

Procesar.iento de 
p.;;..;.."---~ la señal 

·- - - - - - - - - - - - - - - ~ 

~~de la planta 
~--------------~ 

Tra~sductor 

FIGUPA 1. 

o o 

Algunas de las formas más comunes de procesar la señal -­
son: 

1.- Controladores ON-OFF. 

1 i de entre 2 valorea La señal de control toma cua qu eru 
distintos segün la magnitud del error. 

e 
~. 1------!11 

o 

-----IG¡¡ 

FIGUP.A 2, 

2.- controladores proporcionales. 

·obs~rvese que estos presentan un error de 1est~do est! 
ble¡ ya que si e a O e será tamb1En igua a • 

e '" Kp·e 

FIGURA 3. 

3.- Controladores proporcional más integral. 

Hace que la señal de control var!e 2 veces 
si el error se duplica, y ade:nás le su.rna a 
gral del error un valor proporcional a 61. 

mAs rApido 
la inte---

e 

FIGURA 4. 

o 



o 

4.- f?ntroladores proporcic·,"l • ir.tesral + derivat~ve. 

El factor derivativo ce gr,;.:¡ uti!idaC. en los per!odo~ 
trans~tor1cs, se suma CC'l las c:racterística:c de un -
control proporcion~l + integral. 

e ) 

fiGURA 5. 

El funcionamiento de las diferentes acciones de control 

o 

ce puede visualizar si supone~~s una desviaci6n escal6n: . 

} ~ 
.,.'-... ,t • .,.....l . - ./ ,,,-~.z'l" .... 

/', u-------+ --"-0 -4 L .,~: --"'--: r..c-.'....,, 

1.-

t t.. 

FIGUR.a.. 6. 

Para m!s 1~formaci6n sobre acciones de control consdl­
tes'2: Hodern Control Eng.- Ratsushiko Ogata PP. 

La FIGUPA 7 rnue~tra la estructura del d~agrama de blo­
ques del sisterr~ con control proporctonal:~l) Obtenga 
el ~odelado de la planta (tan~ue-v~lvula de-desague);­
y coloque en cada bloqu<2 la f~nci6n de transferenc1a -
corrcspond1ente. Consi<iera~,-:;;o: 

Kp Fu~ci6n de transf~rLncia del controlador. 

K
1 

Funcj~n de transfErencia eel tra'lsd~ctor. 

t 

~ PcrtubacJ.6n al gasto ce dcsar;u<!. Sucede al abr~r \o.,¡o\viA.I, 

E'~ "' "' "" J.. fa.-,.,._ ~\ o 'a'"'"" 
I/ "" "'-""C.'""• ¿~ ~"rON•::: {.o~r_,0 <!,-a\_, v..lwJ<>.. 
K,•¡ 

o 

NOTA: Obs~rvese que la perturbaci6n Qp se considera -
indepen-::iente d~J n~Vt'l h. 

2) Obtenga la funci6n de Lransferencia H(s) y a par 
Op (s) -

tir de ella c;;lcule el e::-ror de estado estable. o\)'~¡tes~:.. 
C.e.l .~ ..... o. ¿..J...,._~ ~ :.,.,.cJ. 

3) Oeter::une expen.:->el"tali:',ente e:i. error de estado est~ 
ble para PB = 40, 20, lú y 5%. Para ello aJuste. la 
zona de transmisi6n oel transductor a 20% y el aJu~ 
te de cero a 3 psi. 

La respuesta a pertu!baci6~ escal6n del sisterra es 
de la forma: h.. __ _¿ ~ t 

~.~=·~-~:-
'h 

Dependiendo €sta de las cardcler!scicas del s~ste-
ma. 

Fije ~o~ 30 cm, introduzca ~a per~ur~2c1Cn Y una 
vez as~~t~~c el t~~~~~t~r~c ~::2r~~~e e~ L~~c~. 



~) ¿0~~ ef~c~o tiene la 0~nancia so~re el ~-ror de es 
t:-!C1o e~~t;~:"~le? 

¿( ·2 -,fecto so!:lre el tiempo ce c.srrt~mie::1to? 

¿:o.i au.-,enti'.se·nos la ganancia ~nC.cfln~d;.z.er.te que -
sucederfa? 

5) ¿Qué "ediua to~rta usted para reducir el error -­
ce esta3o estable? 

¿Qu~ ~edida rara a~ularlo? 

o 

LUC'i'.R DE LAS AA ICES o;; U1-l S ISTE'lA DE 2o. ORDEN 

------------~:AAC;IC~ 1[-~ 
ObJetivos: '-----------J 
a) Que el alumno obt~nga a partir de datos experimentales 

el lugar geométr1co de las ra1ces del Sistema Neumati­
co de control de posiciOn. 

b) Que a partir de la respuesta a escalón determine los -
par~metros del s1stema. 

·mTA: El reporte de la practica debe de acompañarse de -­
las gráficas obtenidas en clase debidamente identi­
ficadas, asi como la respuesta a las últimas pregu~ 
tas de la introdv ·•On te~-:-~ra. 

Procedimiento: 

La t€cn1ca del lugar de las raices requiere expresar la -
funci6n de transferencia en la forma Klq(s) 

P(s) + Klg(s) 

Rl.- Exprese la funci6n obtenida en la pregunta 8 de -
la introducción teOrica en esta forma, denotando 
K1 = K/2G. 

R2.- Obtenga el lugar geométrico de las raices de la -
ecuaciOn caracteristica, definiendo las acotacio­
nes (en funci6n de"tol para K¡ = O y el punto de 
ruptura. · 

R3.- Para qu~ ganancia se presenta el punto de ruptura. 

Para modelar el sistema de la Figura I, es necesario obte 
ner los valores numéricos de R1 y ~o ; los cuales pu~den 
determinarse a partlr de los parámetros "' y e de -
la forma normal1zada de la ecuac16n de seªundo orden: 

s2 + 2 t "'n <; t "'"1
2 

(vea pregunta 9 de la 1ntroducción te6rica). 

o 

R4.- Resuelva la ecuac16n norc¿l1zada y determine sus -
raices para una deterrn~na~a ganancia, anótelo en -
la Figura II. 

o 



o o 
13a 

. 
~fi.. D 

;,), 

,FIGURA I. 

'"' 
' 

X.-

FIGURA TI. 

La respuesta a- escal6n' del- s'~stema se halla def~n~da por: 

t!GURP T11 

- at y(t)=l - e _ 
r~ sen 
u-~2 

Donde a fJ a!"ort~guanie!"!tO real =!;u~ 

( ~ anortiguan-.iento relativo 

wo ~ frecuencia real "'~'r1_:~ 

o 

~~ 

Obsérvese que y(t) est~·conpuesto aa un producto de una­
--J exponencial decrec~ef'lte y un s~:1~ r::cn frecuer.c~a real wc . 

!~ puede deterr¡~arse a part~r ~2 la ~ed~ción del pe-­
r!odo T. (Para ~ed~r el per1pdo real, es necesario ,divi--
dir T entre la veloc~dad del papel v = 2.66 c;n/seg.). 

RS.- Aplique r2:-.•-a~-.ente. u-,· es::al6r. al' sister.a y det'e.::_ 
mine w

0 
para ~t-,Ji¡;:. <;ar:a:c.cia . 

. os 
El sobrepaso rnáxi;-;o Np, se def~ne cc!l'o ~:¡:r =-a;;- (vea Fig!:!_ 

ra IIIJ y dependa del á!l'ortigua:;¡ieo:to 'relat~vo f; por la 
siguiente rela~i6n: 

CJUe g[:Íficarente se puede repr7se:-:tar cbn la siguiente Fi 
gura ·IV. 4'0 

~ 

4/(J 

so 

1\ 
~ 
' r\ 

1 

.. 

~-'•' 

" ---~- --~----
L~-1~- -~~:::::_= 

•ll 
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~r.- Ce 13 Gr!~1ca ¿e res~uesta a escalón mida Mp y 
cietcr~Í~c el valor ¿~ t 

i/.7.- A part~r de wo y calcule un, K1 y t 
0 (C-enta con 2 ecudc1ones s1multánear. c~n 2 inc6g­

ratas). 

S.- :_=cltuya estos valores rumlricos en el lugar de 
l~s raices d1bUJado en R2. 

R9.- Rep1ta el pr0ced1~1ento para la chapaleta en la -
Sl<;..liente pOSlClón(V•~~l 

Dete,rnH:e 

Repita en la m~sma gr~flca,RB para estos nuevos -
valores. 

RlO.- cc~pare los valores de K¡ obten1das.~Por~e se -
r.allan disp~estas las ra1ces de es~ manera? 

o o o 
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IV EAI Respuesta ene frecuencia. 

Estabilidad:y·lugar·geo:n~trico•de las" 
raices,de'·un· controL de posici6n: 

Respuesta· a la 'frecuencia-·.én el entr~ 
nadar de·\~?cesos. 

o 
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Ob~etivo. ~jercitar uno de los ~ét~dos ~As comu­
nes en e ~álisis y diseño de un siste~a fisico: Sl -
diac;raJ:Ia de Bode. 

I. ~~· Se tiene una planta de control con_ 
amortiguamiento ou~y bajo. Para evitar la resonanc~a se 
antepone un filtro en cascada,con función de tra~sfe=ea 
cia 

P'(s) = 

u 

s 2 
+ 3600 

--s""2-=--+60s + 800 

Haga un diagrama de polos y ceros de F(s). Rl. 

Según ésto,cuanto vale el amortiguamiento para_ 
el filtro? P2. 

¿ A que frecuencia tiene resonancia la planta,_ 
es decir,que frecuencia elimina el filtro? g¿. 

?ara sloular el filtro,es necesario encontrar -
un dia3rama de bloque que si~ule F(s),es decir,que t~n 
ga la misma función de transferencia. -

Una manera de encontrar un diacrama de blo~~e,­
es Generar una ecuación dif~r~ncial a partir de F(s). 
Esto se logra introducit:ndo una variable inter::J.edia 
X(s). 

Si 

Entonces Y(s)/U(s) pódr!a ser el resultado de 
tomar la transformada de Laplace del s~ste3a: 

1:\lt.\"' "xt~l ~ sc;oo lO.(ll 

o..l"=-\ .. ;(_(\:.\"- <;o,;.t·ll -1-aoo><{i) 

Ccr_: es~?.E ectl;:..Cl~nen se pued'? Generar el <ll~;::!'a 
ma do bl<:Jqu.:;, .:.s nect:s.J.rl.o esco:;er un escala::~iento por: 

o 

b) 

e) 

o 

.. 
arnpli~uJ t~l qu~ l~s v~r~3~les in~e~e1ias ¿(t),X(t) y 

'x(~) to:ias ten...);.n a.:::;l1.:•,;:~~2 ~e! =is::o o:?:len -ie ::.a:::;nitu:i 
para las frec~e~:~as i~ itlt~r~s. 

Las frecuencias que se 7an a analizar es -
tAn en el inte~lo lO hasta 20) rads/seg. 

Esco5iendo co~o frecu~ncia de escsl~iento 
20 rads/seg. nos queQa un diagrs=a escalado:a,b ó e R4. 

'--------------\0.1 ,__ __ ___. 

l.Cu9.nto valen las constantes de e:s:::ala::~ien 
to Cud y e? R5 , R_~ y gz. -

( C.,"'Suh~ I: ·l.i·~ T'<!<."""'-"'" & ~<.<>\c..-,;,_1¡"' F ~í'l,h .. J, €>A lo.. 

"""....,J.,.....:<.\0"' 0- ¡.,. ~"'""'fNt'-<.<~ "-"'0.1~,~ ..... ) 

o 
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("; ~MT'a.do.,. 
,,.,.,.,.:¿~ 

Eay dos .forna's senc.illas de ·,·é'dir la ·rase: 
a) ro~ plano .fase de salida Vs. entrada 
b) Observando salida y. entr:c.da,ambas con 

tra el :t.:~r:Jpo ;¡ nid~cndo e 1 C.e:"aGaci= 
entes O::c picos.· •- · 

_: 

~6!1 ~ uefa·s;·:lie~tos !:.!! ~q··~: 
Confictese u(tr y y(t) ~ l0s-ejes X~ Y del os -

ciloscopio,respe<-:tivar:ente. AJ"lstese' ls- peril-la;.de·.a¡:¡pli 
r;ud i:asta--ob':e::¡er:.lllla'' f: :;ura ·~-ra;c,de.'y. sin. saturaciones -
en la pa!ltalla. Se 'iebe obtenc!' una· fi::_'"UI'a eliptica,coiii 
posicién de :as ·s·i:msoid.es u( t )'y '• y{~);· Ver· 'fit.,-ura~ si= 
-uiente 

'·' 

. ; 

!1o- se o]vi.c!e:·to:::.":r ·ea: ct:e-¿ta Je.s escalE-s de lL'.s 
:--eriH<:.s de .E.:::;pl'i'.tud· z·y·· '! ·· ;!,-J:' wedir ? ;::. y· e.- ruede·~:¡ 

o o 

sul~ar ~ás c6modo.nedir 

:.·edici6n ~ defa~""'"'ientó comparando ~ !iempo: 

se conectan u(t)_ y ;¡(t) tí_lo~ eJes r1 y Y2 do UD 

osciloscopio·:de .. dos canales. Se ,ajusr;a el barrido inter 
no hasta alcanza= a ver en la panr;alla solo 2 o 3 ciclo3 

~ de anbas señales_ 

rr.agnitud = 
' •' 

i .=lF(s)l· 
a 

No. olvidar e7calas· de·· :!1 y -"[.2 ¡· La· escafa· dé X es 

irrelev-állte· si ;se conoce >la' ·fre.cuencia.~ 

trtH-ize .la hojá:·logar!tni.ca, ánéxa para trazar el_ 
diat;ra::~a' de-;l!lode • 



}".F-! !~IS l~:: E:~-'!'~::'!L!l;A:1 '! ~~'SA~ i"~E::~~=,:-:-~!CC r'E 
'LI-S RAICES i'"-~A P'~ C:C~:'>=<Cl L~ PC.STC!CN Er, ::L 

SE~VC ~f 9.C. -

Cbj~t!vo. al reter~lnar a ~~rtir ~e aatos exper!~en 

tales,el l'lqar aeométrico de las ra!ces. 

b) CbtePer a ~~rtir cel luaar ce l•s ra!-

el Compens'lci~n del ~i~tema rl partir de -

1" ~odi:icaci6n de1 l•Jgar de 1"s ra!ces. 

~CTA. Para la r~?li-aci6n de ésta pr~ctica,lea el--

procedimle~to emplead<' en la pr~ct1ca III PCM y repase los 

concepto~ del lug?r g~nmétrico y anál:sis de estabilidad de 

Routh-Hur~lt'l. La~ preguntas q~e ~eber entre;arse resueltas 

antes de elabo~dr la pr~ctica,son R1,2,3 1 5,7,!0,11 y 12. 

~Eoqr~. Un ~ontrol de pos!ci6n se puece ~o~e!ar ~e-

diilnte el sinniente dii'lar-•"'" :le blc-ue~: 

L __ - --- --~~~..____-------~ 

o 

Conde: {1; :='osic.:.6'1 'lr.g.Jlar cel ;Jotenci6ret-ro ce 
entrada. 

~o :?cs~ci6n a-.(j'-.J lar ce 1 ~oterciél"ietro ce 
salida. 

K¡ :Constanto: cel atenuador. 

\(flt. :Constante de\ ~?-i'\.~.~·-
K :Consta!" te de velocidad del motor. 

m 

b .... :Con5tante ce tie:rpo del r-otor. 

N :Relaci6n de engranes. 

~ .. 
Preg. l. C~tenga la funci6n de transferencia €7..: y 

exprese la ecuaci6n caracter1stica cooo 1-\- ---::~-:K~r~-:-:7"\' _ 
s{ s + •¡r,:J - i,-4- G.('-\\.ltr.) 

o 

Donde K_ " K K 1< •~ -'I lampm~l 

N 

Preg. 2. Obtenga el lugar georr~trico de las rafees_ 

C0 >",->O, sabiendo aue""e-= 0.25 seg. i.Para que valor ce_ 

~ se hace inestable el sistema? 

Preg. 3. Calcule la ra76n de amortiguamiento l Y la 

frecuencia natural (.t).., del sistema para "',- igual a 10. (Vea_ 

práctica III PCP). 

AJUSTES P'<SVlOS 

con el prop6sito de fijar ura ganancia"',- co~ocida,cue 

se rueda medir en forma de volta~e a la salida del taco~ener~ 

a 0 r,reali•e les s!0uientes a5nstes: 

a~ Jl.la.-rbre el siste~? c~r"' ur. c0-tr-cl de velocid~d. 
b) Ajuste e~ cero del ?P. y el C:J. 
e 1 'file ,, il ~P valor <;le '1, 5 " rrveva IP l--a~ta c;ue el -

~0 r 0 ~ 'lno qir-e er 1"1N~,jr, s¿,nt1do. (con ~ta ate;-,~a­
Cl~n-se reCnce el efecto de ?ona muerta • 

o 
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....: __ e- -.-rr~ .. ~:.que:· .a c._r;:.. 'r'ara ev:'t.::r .r...1e se Ce!_ 
LC 'l(. eJ r,oto.c ~:. -!~"1 ,c¿_r );"'tJ entrada),. 

e r. e :? u: f..-. .'...l:c ':·~ 'J ... c ce.s¡:-.:cto a la posic16n or,! 
~i~~~.':~t~ e= lv~:c a ~ntr~~Jclr un radi~n oe error 
-31 :.~te-~j. 

Después ce realic?dcs éstos ajustes,la ganancia~ 

,-·,~:e-le co"' la si::JU~'!r.te celaci6n: 

Donde ~s el voltaj~ a l~ salid~ del 
der. 

t-c:cogenera 

?i'lra :'ijarle •m va:or deseadC: a K.r•'"Ue\'i! la pe::-i_lla del 

:::tenuc;Ccr l-e,r-;ta o'tt0~~~ el vcJt2je 2decuado en el tccoqene:rd -

Ccr. · 

El prccecimientc ~rterior nos ~er~ite otte~er una rola-

cié~ entre un p~r~rr.~tro ~ue podemos ~edir (VTG) y~-

Cbserve ~ue 'sta XT es la misrna para un control de ve -

locidao cue para un control de posici6n. 

r:or e je'l'plo. Si desea ,:s'.:ed obtener un valor de J<.r 

igue~l a 2,cclo-:;ue el v61tmetro a la salida del tacoger-=t·ador y 

CC1Jeva la perilla del at-c!"uaéor h<'!sta leoer t.n voltaje de 1.!:18. 

CESP-:~CLLO DE ~.A FilACT!CJl 

Realirrente el sistema para Jn control de posición con _ 

K.¡. igual a 10. 

Er~lear.do cono entrcda ur.a seral de o~da c~Edr~da posi-

tiva de n.¿ ~z y 6 volts de ñrplitud (En lugar de 1? ~eña1 de_ 

TP,e1 cual se éerc. d•~scc>rectar de l;o entr,.da de CI1l, ~ 

C.eter~">ine C 't W,.. • ~: F;¡ra poder dl'!terl"'ine>r los f'ñrAme -

t ,-~~ t 1 IJ). """'J1te 1? :-rtctic;¡ !!I FCM. !'ara ur.~ r:-.e jc-r visua-

o 
lización de W,.. ,auxiliese del filtro 1c AC de que !'lispona 

el osc~loscopio. 

S2· ~ la traza del lu~ar de las raic~s obteniña en ?.2,señale 

las ra1ccs obtenidas cxperinentalnente en ~· ¿coincide el r! 

sultado exp¿rimental con el ~álincs teórico? ~Porque? 

S:!. se introduce una constante de ,;iempo adic5.o -

nal en la trayectoria d.irecta 9 el-dia¡;rama <\e hloqnes res~JJtBE, 

te ~ueda como sigue: 

Preg. 6. Obtenga el lugar geométrico d~ las rai­

ces para esta nueva configuración ~onsiderando ~~~ 0,1 se~. 
1 

Freg. 7. Mediante el arreglo de ~outh-EU-~tz _ 

determine el valor de KT para el que el sistema se ~~ce ine! 

table. 

El efecto de introducir una constante de tie~o 

~dicional en el US s~ logra realiment~do el OU con una im­

pedancia capacitar-resistencia en paralelo (Selector de re! 

l~entación del OU en la posici6n 2) 

FreG• e. Aplicando al sistema la onda cuadrada_ 



enflenda en R4 determine el•valor de ~T que hace inestable 

el sisteoa. no reb~se és0 vglor uo~e pu~de dañar_el ~qu! 

~ ¿ Que valor tiene K1 ? 

Preg. 9. Calcule el error relativo 

e .. Valor teórico - Valor El~i&_ 
Valor eYper~ental 

La compensación de éste sistema para aumentar 

el rango dinámico de ganancias en modo estavle,se puede lo­

grar realimentando la se~al de velocidad simultánea~ente a_ 

la señal de posici6n; en el diagrama de bloques esto se re-

presenta ~d la siL~ieo~e manera: 

Preg. 10. Obtenga -G-.,(f};,. 

Pre~. 11. Deternine el lugar de las rafees para 

esta nueva configuraci6n. 

Preg. 12. ¿ LleGa a hacerse ineste3le el sist~ 

ma para algún valor de KT ? Explique su respuesta. 

Preg. 13. Compruebe sus resultados experimental 

mPnte. (río olvide intrc1uclr aparte de la real1mentación de 

posición.u.na reo.liw:-ntaci6n de velocidad). Há¡;-alo para K1=1, 

o o 

OBJETIVO: 

101 

E!~'~A!:JCf; !:J~!'OG.SOS 

RESPUESTA A LA F'RECioi' t<C IA 

A partir del diagrama de BodP del sistema a ~alla -
abierta, se obtendr~n algu~os valores característi­
cos del sistema a malla cerrada. 

Un método muy empleado para obtener la traza de Bode -
de un sistema consiste en observar el efecto de la fre 
cuencia en la amplitud y fase de la señal de salida, ~ 
dado que la señal de entrada tiene una amplitud cons-­
tante. 

1).- Explique brevecente en qué consiste la traza de­
Bode y cuáles son sus características m~s sobres~ 
lientes. 

2) .- Para frecuencias O .1 < f < 6 Hz, valer 
fijado de Js•c, ~ngulo del estrangulador 40" y -­
banda proporcional del 100°/e . Obtenga el d~agL~ 
ma de Bode del sistema F~ra malla ab1erta. 

Pa··a obtener un s1stema de malla cerrada puentee X~~. 

3) .- ¿Qul sg entie~de por margen de ganancia? Calc0l~­
lo po- la traza obten1da en el pu~to 2) y d1S3 -­
cu~l es la gar~nc1a m1ni~a de osc1lac16n. 

4) .- Oe~uestre su resultado. Aux1liese de una o~da CL! 
drada que pu~de obtener del g8nerador de s0~alcs 
a una frecuencia de .2 Hz. 

3) .- ~<.:mente el % PB al do!Jle del v:!l~r obtenid0 e:. 3) 
¿Qué sucede al sislema?. Grafique sus respuestas. 

o 
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:\!A nC!, \ l!C.-\1. ~!ODt:LS or- Pl!YS!CAL SYSTBfS Chap. 4 

(el 

' ~ J ..... 
:2 
.... 
Q. 

1 
6: 
1! 
Q. 

<! 

o 

Flow (lb/secl 

(D) 

Fig. 4-63. (a) Pres>ure systcm; (b) 
Ap versus flow C'..:r. e. 

Thermometer 

/ 

~· 
9, 

~ --8oth 

Fig. 4-6-1. Thcrmomt:tcr system. 

11 is 3 2 oz. Assume also that the specific heats of the thcrmocouplc and thermal well 
: tt>e same. 

:OBLE:\1 n-1-14. Figure 4-65 is the block diagmm of an engine-spced control system. 
e speed ¡, n'-:::.sured by a se! of !1yweights. Draw a signa! flow graph for this system. 

leference 
spee~ 

----------

Hyd'Oui>C 
s::rvo 

Load 
d1s1urbonce 

Nlsl Actual 
speed 

C(s) 

,- ---¡- / ) :") 
' / (_. /-· . ' 

o 

BASIC. CONTROL .A_CTIONS 
AND ÍNDUSTRIAL 
AUTOMATIC CONTROLS 

~1 L'iTRODUCfi00l 

An automatic control!er compares thc actual val u e of the plant output \\ it\ 
the desired valuc, determin~s the d;!viat;on, and produces a control signa! whic: 
will reduce thc d..:viation to zero orto a smilll value. The manner in which the auto 
matic contro!!cr prcduc¡;s, th::: control ~ign.1l is cal!ed the control actíon. 

In this chapter, wc shall prc;;er:! t:1e b.tsic control actions commonly used i~ 
industri::l automatic controlkrs. Fnst we sha!l introduce thc principie of operatiür',­
of automatic controllcrs ar.d the method> for g.;necating v:trious control sign:t!s" 
such as tite m:: of thc dcri\.ttrvc and i•1tegral of thc error signa!. Next we shal~ 
discuss t!tc cffc:cts of p:trt;:::ubr control modes on the systcm performance. Thcc:_ 
wc sh;!ll gi\c.. a bricf di~cus~!oP of mcthod~ for rcJucing thc cfTects of externa.~ 
dtS!\•rb:\nc,·, O'l ti•;; svstc.,~ ¡'::rf''"'IPJ!1C'ctFtri:il!y, \\·e- s-1);:!1 Intr(x!tÍce fluid Únplrriers, 

rr:s;:,-t -b.~;c: -¡;~ l ,;-~;¡:!~·~· ~;:-: I~~~~~;c~.~~ ~J. d I~CUS~- :1ppl_!:,~t~~~~-o.f ~1~-'-~~~~~v:~c_>:_- • 
-~ --- ·----- - --- ---

- •' Cla~~ihc:-~tion'i of imlu~!rial :wtomatic controllers. Industrial automatic con-
>· trolkrs m.1y b,; cb~sificcl ac...:o!dtllg to thdr control action as 

-------



152 BASIC CO~TROL ACT!Ol'S Chp. 5 

• J 4. pror.:-, tion:~l-plus-in'q~r:tl CO!'\trolkrs 

~ 5. proronion:.:l-plus-ccnv:.:tive co·1~;ollcrs 

j 6. proportion:~l-plus-d::~IV:.:ti\e-p!us-mtcgrJI controllcrs 

Most indt,stri:.:l nutomatic controllcrs use ckctricity or pressuriz~d f,u¡J such 
:!S 0 ;¡ ora ir:¡, pOI\er sourccs Autoi":ttic controllcrs m:1y al~o be classificd ~L'-·ord111g 
to tiw ~:nJ of pOI\Cr cmplo) cd 1'1 t~1.:: o;1: . , Lm, Sl'Ch as pncurnatic CO''t' ol:crs, 
hycr:-ul·::: controlkrs, or electronic controlkr> What kind of controllcr to use must 
be J~:JeJ by thc nature of t!1e pla'1t and tl'e operating conuitions, includmg such 
consida:!ti(l!\S as s:~fcty, cost,,avL~;:Jbil:ty, rchabiiity','-accuracy, wetght~ and stze -., 

- '-..... ~ ~ - ...... -- -- ...-. - -

Ekmcn!\ o( intlu~!rial :nltW''atie contro11cr~. t}n__,E'L!toma.t!c cor.trollcr_,m~Jst 
detec' t''.:: ::ctu:tttn~ error stg~,:<', \lhich JS usually ata very low ?OWcr lcvcl, and 
;¡~i\·¡-;;::·;. :• tu-~ suili~ier1~1~; higl\ l.::; ~¡~-Thus, an amplillcr is nc..::cs~a1 y. Thc OLttput or' 
ar{:!uto•:i.·~·c contro\kr 15 tl:J to a powcr device, such as :\ pneum<:~tic motor or 
valv.:, a hyJn~ul¡c motor, oran e1ec:nc motor. 

Error d:etector 

Rcferen~e M--~ r~pu' . To oc tu o ro• 
---•_ Arwl•frer J -~>-

\ ------

1 

Actuot"'\J error 

__ ! Meosurtr~.!.:~ p!ont l etem~nt i 
• C--------J 

fig. 5-1. n1ock i!ragr~,m of an industrial 
nuton1ati...: contro!lcr and n1c~sunng 

elen enL 

FrgL,re 5-1 shlw.s a bloc'.; d;agram of an industrial al'tonntic cont10ller 
to;_:d:'a v;ith a mc<,~unn2, el~ me•: t. The cuntr ollet Cl)!lShts of :\n error detector 
arJ w 1p! 1i!e•. Thc r.•e~m11 1Pg elen~cf'\t is a dcvicc which convcrts the output variabic 
mto ~1 r.t>!h(.:r suit,•l-;1,; \:•• ,,tbL::, suc.h as a displac.:ment, pressure, or clcctric stgnal, 
w~uch can b(: u~·:d for co¡;1p:11ing the output lo the rdcicl1ce input signa! Thts clc­
mcnt ;, t:l ti:<.: f.~cdback path ofthe closccl-loop S}'3lcfll. The set point or thc contro!lcr 
mu-;t b:: corv-:rtcd toa r..:fcrcnce input of tl'c same un1t~ a> thc fecdbz¡ck signa! from 
tht: fiJCi\<;Uring clcmcnt. Thc 2-mplofier anJ~)lifle~ thc púWC! or th<.: actu<>ting error 
si'!n~'l, \~hic:1 in turn opcr,ltc-. t!1c actuator. (QL'ltc oftcn an amr1Ir!er, tor,ctltcr 
\;it•, a \tJII,'hl; f~cdbac". cir~u•t, is used to alter thc actuatlllg error sign:!l by 
¡p11 pl 1f)•l:f' ,wd -.omdllilLS by c¡iLrcnti.ding ól"d/or tnlt:~taltng tt lo p10dL'CC a 
bdt·:• cu•1trol \I~:nnl) 'l he ~C.Il'C:i<'l 1'- an clcmeiil v. h1ch altcrs thc mput lo tl'~ pl.1nt 
í'CC<•rtl;: 1:• (O t!J~ Ctl!ll!Ol ~i';" 1 ( ~O tl\,q thc i'cl:db:ILk Slf!Ltl may OC brought int•J 
Cl)frC',¡Jn;;cknc.c w¡tl¡ lk. r~fc:rc•IC.:: input <,:grul 

::,,_'ÍCJ'" ··>fv! col'!!nl!r·r>. !;1 D1L)·,1 iw'.:-.tri.Tl ¡¡uwm:\t;c. CC''1liullcrs, sep.!!ot:c 
UPI~} ,!Ir 'll'l(·d fnr...-l .. f:.~ n1c~!:;~:r!n~r ~l~r···_'l: ~q·d for tl\~; ~tctuar,J!. ln a \'t:ry ~in1p'c 

0 ,,l, ¡, 0 w:.:Y•;r, sLl) :.'> a sdf.o~J.r,•l:.:d Ccii1!rnll.:r, thc,c clcmcnb are as>cmbL.:d 

1 

ó 

Scc 5- l 

rn one t.nit \);,;!f-opc'r:Jt::t~ co:1r,o~!.; 1 , 
util:l·~ powcr l

1 ;,:.:'"!l•:d by r:1c rr.:~:;:¡r. 

1 ng elc'l•cn t a ··:e <t~',; \ r:r) """pie a :•d 
incxpc11~;\~ .·\q e' 11 ~~r':! of ~1.1c!1 ::~e u~. 
op::-ra!cd Ctl'1trot: ... ,- h ''10'.\:ltn f,g 5-:?. 
Thc sct po·:¡~ JS d~te1 rllln-:d b) the <td­
justm2'lt o: ::1~ -;;· 'r··:_: fur..::,~ Tb,-: con­
trollcd prc:s~•.lr e :, I':.:,•surccl by tht.: ckl­
phragm. Thc actuatlng error signa\ ts 
the nct force actrng on the d1apl-tragrn 
lts position dc:e:P•In-:s ti'-: v,tl\c opcn­
¡ng 

Thc op~ntio•1 of t!¡c df-op-::Iat;;d 
contrn!!.:r 1' a, fol!ol\s: S::;,pos~ tll~t 

thl: output P'Css·:'.:: rs lo\,cr thdn thc 
refcrcncc pr-:,;,~¡·,·, ''' cl:t:>: ''li'lecl by thc sd p,,;,,t_ T!-,eq the downl,ard sp 1 iilg ; 01 

is grcatcr tlwr1 •.!:~ up11 ,:~e: p:cssc:re force, resu1•¡ng i'< a downwJrd Pt0\Cí"l2ilt o: t 
diaphragm Th:~ Jilcrc:as;;s tbc flow rate and fi\IS.:s thc O'.!lput pr~3surc w:'C'l t 

up\\~ard prcs~ure force equals the down\',ard spring force, thc vahc plc1g ,t, 

stat10nary anc! the ílo·,v rate is const2.nt. Con\crs.:ly, if thc output ptessmc 
highcr than thc rcfr.:rc:nce pressurc, the valve opcning becomcs small aPd rcc!w 
thc flow r:1tc through the \al ve opening SL•ch a sc!f-operated cont 1 ollcr is v. ··:', 
used for w:ner .:nd g,ls pressure cont¡·ol In su..::h a contro!ler, th;;:; ~:uw r.•re thr,;·.· 
tht valve op:::nmg ts ap1)roximately proport•of'\al t0 the actu:lt1'16 erro:- SJ_:;n •!. 

Control ~ctions. The follow1ng SIX b,1sic control act1o:•s a1c ve• v -c-0 ~ 1 ;,, 
arnong industf!Z\1 auomcttic controlkrs. two-pos::ion or on-ofT pr-un-.-r;,., 

~ 1 - ¡ ~.,_; 1 ~ L 1, 

intcgr,ll, pr-opo1 t!0'1<ll-plus-intcgJ.!1, proportill!r:l!-plus-clenvati\'C, and p· u,.__:. ;e,, 
plus-deti\''':Ivc-j!lLI>-:ntcgral CCJnt:ol act•l':rl. Thc,e SI\ '"tl b;.; d•scus,:·· ,n t 

chaptcr. ~otc thZ~t aq und-:tsta•H.iing ot' thc b.ts!c chauctcii,ttc·s of th~ '''f•·. 
act:on~ i~ nccc'>~:lry in orL;cr for the control cnginecr lo scL::rt ¡\¡¡_; 0 ,1c b:< st·,­
to lus pzr1 ticuLtr app!icZ~tion 

T'~o-po<>itiün or on-ofT control art;on. In a tl,o-positit)ll ('0• 1ttol sy,tcm, r 

aclu:ttlllg cicn,cnt h.1s o•1ly l\'-O tl\cd positiC'IIS 1\br:h ate, in rn.\rty cas::,, '':n¡ 

on ~nd ofT .... ~~_:29_~t1on 01 OP·o:T CL11HrulJ' r~lat1\ e!~· siJl'"l_ L'JH' 11 :,·' n...::''l'. -..~ .. ·' 

for t h 1 s r~.·(1 \011, 1 ~ ver\~~~ L1 ..: l :.~--~;~~~--!-t;"l17;-;T,-í~~íl[¿7~~-~7 -~¡~:~ ~i -) -- -_-:~, ~ ~:~~~~ ;; 1 -l~~ ·.. ~ r __ r' 

-I~ét -ti~~=--¿)~~:t-~;~~~-~:~·~.~J~! .. l~~-~, t;)'-- Ct·,~:~-\.~ 1 1;~-l~~~~-,,~(/) ," !~t\1:~ :t\.11~ ¡! l ~ .. -; 

signa! k c(t) In li'.'Ll·flc''ltltln cun~rul, thc ~::;na! m(:) tc:n.t:I\, 'l c'\!\,r· .¡ ,,.,.', 

or minnnum \:•IL'C, cl.:p:lidtng on whcthcr tl'" ,\C!L',1llll_; c1ru: ~:::;n:tl b plbt!r\,· 
n~gai!\C, '>O that 

for c(r) :.> O 

fL;1 1?(1) < Ü 
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fol 

Q¡fferentiol gap 

m 

(bl 

:. 5-J. (a) Block d1agram oran on­
contro!kr; (b) b!Ol.k dtJgram of 

=-~·· Two-position co:~~~~~I.nlly 1 
~ct~~c0__t._l}_~~~~~!:~~~~~~:~~-~~r~?id-
o!:l;:r.ltt:d v.1hc 1~ \'.!delv uscd 111 su.:h corHrol-

r ---· ... ---~ .. _._o:: ___ ............ ....... ~.~-.-{' ...... ~---- • 

[t:1 s. ""Pnl!uma!tC prvport10nal cvntrollers Wllh 

1 
wy high gains act as two-position controllers 
and arl! sometimcs callcd pneumatic two-posi­
tion con!rolkrs. 

Figures 5-3(a) and (b) sho~~·-~!1~.?~?..ck dia-
grams for two-position controllers. The range 

throus§_~~hfsE.ü!~~~~~~ii1i!!!~!.~lg~~~-~~~L!st 
mo\·e before thl! switching occurs rs calleo the 
differenti•ll gap. A dill'erentlal gap is i~1-di~ated 

1 

inFig~-5-3(b). Such a ditTcrential gap causes 
the controller output m(t) to maintain its pres­
ent value until the actuating error signa! has 
moved slightly bl!yond the zero value. In sorne 
cases, the differential gap is a re;;ult of unin- j 
tentional friction and lost motion; however, 
quite often it is intentionally providcd in order 
to prevent too frequent operation of the on-off 
mechanism. 

.~0·0" """ """ W<'" ,,,," "'' "1 1 Consicler thc liquid-level control system 
sho\:::ñlrtl:;-lg. 5-'C\Vnh l\~0 posttton co~1troi, the 
rnve i'Selllícr opcn or c!OS7:a:-Thus tnc\vatcr 
----int1o\v-r:nTiseinic~'H::fco;Ísta;t 

díllio. As sl'i0Wíili1 Fíg-:--5='5jflC"ülifpL·l 

F----1"'--~v Sig,i:J" continuously m ·e, etwecn the 
1 two limits required to cause thc actua-

..... =V<J=9 : Ftoor ting elemcnt to move from onc fixcd 

N position to the othcr. ~~Jhi~Uhe 1 
\___..... l ~P-~~~r!~.f~~:_v~~~ .. ?L.~~~C?-~~r.,o-

c 1 h ~:~~~l __ ~!:.:'C:?, __ '?!!~..5.9~!.-:~P~! 1 0~~:1-' __ ~o i --= thc fllting cut ve rtPd thc urhcr to tl1c 
- ----- R ~)-;;~g-·c~~\·;·s~,e:·il"ó~[r;~;¡·~~·~;íJ~:!;·~·n 

F1¡:. 5--L Ltqut<l-lcvd control systcm. b~e7~ twu-¡;;niB is a-typlcaltcsponsc 
characteristic of a system unda two­
position control. 

From Fi~. 5-5, wc noticc that thc am:·!itudc of thc output oscilbtion can be 
d"ccd by t!_~~~:.:~:_i__:!_:;;~~:~--~~j_~-~:r ~l.!!~l.f~l1)~f'Fi5;11-ü\\·~.¡c·r~-T;~-~~:,:§5!hc Íltíi11bcr 
Oíl-~~!1---:,-:;.t,hl'l•", p.r !llltlt'L and t.:du..:es tite mcfullifc of thc componcnt. The 
;• (.;;-::::-;:~-:-;-~·;·(,~ ~ •l1 _: '· n: i.~ r ·•;¡ ,, ·¡;¡ u:;i:;~dctu mined ¡-;-:Ó~l su eh con,idcr.ltions a~ 
.---~--- ·- --- -~/·-- -·- ~--.,. 1 ------------

•: ,._._,•:.:·.·: ,,u .,,,ll ,.,¡¡J :11" !,:· .. · 'Jf the cornpl)llcnt. Furthcr an • .l)~i:> of conltul 
·;;-,-, ¡. ~-~~t~i ¡,~ ,):;~:~ ··,¡·~-,-~7; :~;·,¡;·:,¡::;:~~ :¡~~~~~ ~-:r¡~;- Clu¡M1 11. ------- __ .... 

IÍ\ 
:·"-.../ Sec. S-1 

Fig. 5-5. Leve! h(r) versus 1 cune ror 
the S}'Stcm shown m F1g. 5-4. 

INTRODUCIIO'l o JS• 

h(t) 

' ~ 
" li .J P · 1 ' · F 11 . ' . 1 · :_.1' roportwna contra. act10n. ora contro er wttn proport1ona control acl1or 

the rclationship bctwcen the output of the controlkr m(t) and the actmting c1 re. 
signa! e(t) is : 

m(t) = KPe(t) 

or, in Laplace-transformed quantitié,, ~ 

;l-/(s) =K 
E(s) P 

whcre KP is termcd thc proportional sensitivity or~~ 
Whatever the actual mechanism may be and \\hate\er the form ofthe opcratir. 

power, the proportional controller is essentially an ampldler with a11 adjustab' 
gain. A block d~agram of such a controlier is shown in Fig. 5-G. 

Integral control action. In a contr?!ler 
with integral control action, the value ofthe 
controller oulput m(t) is changed at a rate 
proportion,¡l to the actuating error signa! 
e(t). Namely, 

'.!!!!( t) = K e(t) 
dt 1 

or 

m(t) = K, t e(t) dt 

where K, is :J.n adjustable cotlst,tnt. The trans­
fl!r function of thc inkgr.1l cuntrollc! JS 

Jf thc \'::duc of e(r) i~ dvublccl, then tlw v.lluc 
of ni(t) \.lfÍI!~ twic..: a~ f.t~! For zc:ro actuar­

é (s) 

Fig. 5-6. Dlocl... d1~gr:un cf a prc-pc" 
trona! controli<:r. 

~~,,~ 
~ L ______ · ----
Cüntro!kr. 

in~ error, thc v:du.; of m(t) rcmains ~tar:,.,n:,ry. Jllc ir~raL<;:_n'ltrol acti,ln i~ ~·~~~" 
tunes e ·11-:d n.:,:l (Jl:ltrol. rtgure-5-7 !rhows a b:o(:\.. dlagr.llll ur such a controi:L:~, 

________ LL!J;U ~-~_._(') ____________ -_-_--_--_-_-__ ,_"··· ______________ _ 
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Proporlion:tLplu~-in!l'gr:ll control aclion. Thc control action of a proport!Or1?1-
u:;-in!ci_'r.ll controlkr 15 Jc:fincd by thc follu\\J~lg CliU::ltion: 

K f' m(t) = Kpe(t) + ]-!- e(t) dt 
--------~~ ( o 

the tr~ns!'er function of thc conuollcr is 

J..I(.:] = K ( 1 + _1__) 
E(s) P T1s 

her•',{'p re;or.;se~~~~--U,!:_2!2ort:.2!~~ sco~ltivity or ~~n, and T1 _~:_~-r~s_:~~~ -~he 
teg~iiñciíoíTf:! ftnd[!J_~~rc ':.~.:~s,:~~~·ie The intcgr.tl time aajusts the !lltcgmi 
;-¡:¡rro:-::-~7'\on, \ l•:,?.t.changc tn thc ,,.,"~ of KP atTccts both the proport10nal and 
tcgr<:l p.'rt:> of tl1c control act1on Tl•c mvc:r,e of the integri1l time T1 is callcd the 
·sct r<!l<.:. Thc r~set ratc 1s the numbcr oft:n1-::s pcr mtnute tbat thc ptoporl,o'1al pat t 
f th-: control.act,on ts duplicated. Reset r,•k ts mcasured in terms of repeats pet 
>inute. Figure 5-S(a) sho\\s " block d1agram of a proponional-pius-inte:;_rdl 

r
(s\ 1 Kp(1+T;sll M(s) -- ~l r~ --~:>­____ j 

(n) 

e(l)l Un•! stcp 

1 r---- __ }_ _______ _ 

l _______________ ------··· 
o 

m(fl ~ 

2K l--- -· PI 
1 ' K P 1 - - - -- ,- \ --

OCIIOn 

1 ~ 
----~------ -· ____________ ...,_ 

O T, 

le) 

: 1;' C: 1, r.~) E111, \' L' ·''-''·"" of" ;.rup,):tlnn.d-
• 'u".!')'~ •¡.¡! <..•Jlt1ru~''/_......._~,J dnd (\..) t!t~lgr.lf!h 
'.;J,_lí'l< .1 U'l''-~'q) ~~_./· dnd tl¡:,; tl>lllrnlkr 

M(s) __ _,_ 

fa) 

(b) 

mlt) PO conlrol 
octton-..._ 

-------------- ___ ...,..... 
o 1 

(e) 

F1~~ 5-9. (,¡) BloLk cllci~!,\111 ,,f :1 pclrpo:ticll1.il­

[1:u,-tk•tv,,,,\~ cunllnllcr, (b) :u.d (c.) Lkt:;r.lltl'i 

tk:llt..ltnt~ a unit·r.1111p inpu. ,tnd tl:~.: cotllrolkl 

ou!P"'· 

Sec. 5-l l'iTRODCCI !O~ 

controller. !:" thc ac.tu:·~!rl~ error S;:-'1'.:.1 r·(.') '·· :- ti'' · · f 1 -- _ • ..... ... u. ..-~ ... 0 ,!, c~¡n·: ~ 1 "1 s 10'.·.n 
FI¡;. 5-S(b), th-.:r: t!•:; cc•'l'tol:.:r out_'"', •.. r m(1) ·o.','OIJl.',. ........ --- ~~ .::- ¡CJ\\ :1 ¡r1 l 12 5·S(c). 

,' ,)r' 

el)-_ r "'t)' _ !' T de(1'1 
~,;.e\ ·"'· P J í • 

~---·---- ------~--- ---~~I--~---
_and the transfer functio'1 is 

Af (:) - 1' ( l ) E(s) -- '"P -r T.s 
~----.._.. .......... 

V~'hcre ~.L-~er~~~;~~J}_1 :.~1:~'2,1~~.-_t.,~~~~~~~,.?."''J1~_ti_!_\ ':y __ ~~~~{.«>.T¿J..~i?r~Sef!tS tl;·~ t 1 C, 1 ,r ~tl 
t lrll" B·o''' ¡- '"' 7' , , 1 , , 1-, , . "·-·--·-" , __ _ 

.... ~~l _.~.\.? , .:l ¡! ~·r\,. .:c~t·~td.tJ,e ¡1.2 ucr,\ath.::: Cüí·t:--ul tlCttO!J s,Jn~ ·t111 

c,dlcJ ~o1ltr0Ct; \\~"r"?[¡;;~~-i_:gnttulle of th.: coPlro!le1 oL:lput 1s ;topc·c" .. u' 
~o thc ratc ofch;:ngc o!tl¡_ ,1ctu,lttng ermr sign:!l Thc dcri\2!1\'C time Td 1 ~ ¡:;.: t:­
tntcrval by \lh:ch the r,,é_ ,.tC!Ior~ achances the ef!~ct of the proportioné!l cont1 

action. Figure 5-9(a) sho\',s a blocK: diagram of a proportton:t!-plus-der1'.at 1 

conuollcr. If the 2.ctuati11g error signa! e(t) 1s a unit-ramp function as sho·;;;1 

Fig. 5-9(b), then the contro!!er output 111(1) becomes :!S ~hO\Iil in Fig. 5-9(c). , 
mi!y be seen from Fig. 5-9(c), thc cleri,·c!tivc control action k•, an anticipato 

h~. 5-10. (e) flloé'< tklgr~m of :1 píu­
~'rlJon.tl-r'L1\-L~~rt. ~t' 1- c-;-,~u ... 4 1J 1 ! -'~r,, 1 con­

Ull:!t:r; (i)) ~nd (e) (\'.lgr~tn~~ ll.?:lt .... ung a 
lHii(·Lltll~) lf:~J.Jt :lrh.1 t:o,_: C..Ull 1ft..\

11
• ... '! Oll'' 1 l'•. 

,--·-- ------1 

L
•1 ~) 1

[ K''-- -TT. 2¡ 1 
--- ~-... ~, -~~- ) -1- ~__!.~ ._.:_".'' { 5 

l ,-) 1 

L ____ - _______ J 

------------------------ ---~ 

(o) 

(~) 
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aracter. As a matter of course, howcver, derivative control action can never 
ticip::>.te any action tl!at has not yet tal..:cn place. - . . . . 
\\'hile c!uivative control action has an advantagc of bctng anttctpatory, tt has 

.• d 1·-~·'\'"n' '''"'S that it 'tmp!ities noise si~nals and may cause a·saturation cfTcct ,.. ~ ..... '-" ,,. ~¡,_;,.:;,"" ' L .;) 

the actuator. 
Note that dcrivJtivc control action can ncver be used a!one beca use this control 

tion is eA'ccti;e only during transient periods. 

Proportionr•l-plus-dcril'atÍ\ e-plu~-integral control action. The combination of 
:n10nional coptrol action, derivative control action, and integral control action 
t~rmed proponion~l-pl¡!s-derivative-p!us-integral control action. This combined 
:ion h:l'> t!··~ advantages of each of the three individual control actions. The 
uation of .:1 -:ont:ol'c:r with this combined action is givcn by 

de(t) K J' ( ) ¡ m(r) = K e(t) + K Tr- + r--E. e t ll 
¡; ¡; dt ~ 1 o 

the tran:/.:1 functton is 

~f_(sj_ = K ( l + Tds + Tl ) 
E(s) P 1s 

tere J:P reprcsents the proportior<al 
l~itivtty, TJ r.;¡m·senh thc derivati·.,e 
1e, i:\nd T, rcprcscnt:. thc jplegr,l! time, 
1C blod; d;agram of a proportional­
J s-deri vative-pl us- integral con troller 
;hown in F:g. 5-IO(a) If e(t) is a t•nit­
llp functt•Jn as shown in fJg 5-lO(b), 
:n the controllcr outpCJt m(t) bccorncs 
shown in Ftt: 5-!0(c) 

Effeu~ of thc measuring elemrnt on 
·,tc:n ¡H:ríor:u~í'JCC. SIPCC th;: CJ'f13.111!C 

d ~l,\l!C ch.lr.IClcri~t!~.,~ Of tite 111C,1Sllf­

; cL::l~•:tll ,q1,:ct tlic Jlld!catior· of thc 
tu:~! v.•ll•e r;r t:•c output var1~:b!e, the 
~aSllrii'f: 1. 1 cr~ r~~~t pi:ly~ c.!n 1P~porL~~1l 

i(.! }11 d~.-r¡.:l-rt\;ntn~: tl)e ovcr,dl p2: for~ 

..tnc.~ of th~ cun!rt'! syJtt..:rn. T'h·~· Inca­
rJn¿; ekr·~Lfl~ tFu:~l!y d!:tcrPl!'lC') t¡,e 
t">flr funct¡r;•l in tlt•; f::,;dh:td, pc~!ll. 

ti>.: tÍJ!lc C!Jilo!ctlll'> of el Jl1~'.~SU 1 J'lg e!c­
.1~[ are q..:gliglbly \!11,\Íl cump.tr~d \', i:!: 
.(., tildl 1.011 ,r,,nh of tl>¡; cn•i!rul ~) ~­
tl, ti:" tr-,•J',f~_, 1 "'1:)¡np oftl•c ll'<:cl)l'f­

; l.! .'"'-lit ";. 1
' ';>Íy L,_1_1)1~¡:,:':l lt LU''Jt,'IIL 

'llr,-:. li(,•J, r_b), a!•d (l) ;ho\', [)oc~: 

M{sl 

C(sl 

(el 

(b) 

(e) 

l·•i!· 5-11 Blo~k Úl.t[:r.um of .tLiloP•atic l.on­
tro!kJ:, 11 tth (.1) fir>•-orc!•:r mc.»unng c!cmcnt; 
(b) Ov~rd.unp~d ~C' .... ,)'Hl-o,l!cr rn.:.tsunng ck­
l'l~ll!, te) untknl,unp~'' 'ccO'Jd-urLicr mc.hur-
111~~ C"i(.!tlh.'ll~ 

------------~ ----- -----~ 

Scc. S-2 PROPOf~TfO': \L CO".;TROLU ··.:, Q 
diagrams of autornatic contro!\:r~ hJving a fitst-orckr, an 0\.:::rd.:tinp.::d scror. 
orú.:r, anclan l!PccrJampcd scccr1d-orL!:r mcasuring elemcf1r, resp2cti1t:ly. T 
response of a thcm;a! mcasuri:l~ clemcnt i3 oftcn of t!1e ovcrJamp:d s..:cond-orL 
typc. 

Block diagrarm of autor:J:1tic control systems. A block diJgr:!m of .t ~im¡ 
automatic cor.trol systcm may be o~t:1incd by conncctin~ thc pbnt tü tht: aut 
matic contro!lcr, as sfJ0\111 111 Fig. 5-12. Feeduack of the output signa! is accor 

Fig. 5-12. Block dtagram 
of a con!rol ;:rstern, 

plishcd by the mcasuring element. The equJ.tion rdating the output variat.k (..'¡ 

to the refcrer1ce inp•Jt R(s) and ctsturbaf1ce v.:riable N(s) nwy be obt~:incd 
follows: 

Cfs) = __ (j¡(s)GJsl ___ R(s) -t- G¡(s) N's) 
' 1 + G1(s)G 2(s)H(s) ' 1 + G 1 (s)G~(.1')11(sr ~ 

In process control systcms, we are usua!ly intere~tcd in the z.esponse tu tl 
load d1~turb~nce N(s) In servo:-Jir.chanisPlS, however, the response to a v::~rvir 
input r'?(>) 15 of mu~t int:-resr \Ve. ~hall po~tpone the analys!S ofthe systcm resp~l!l 
to ch~rtge~ tr1 !o,(d c!rstt•, b~:JC..:s to Section 5--+ Thc S)Stcrn rcsponc;e to changcs: 
the n:fc:rcncc in;JLri will be >trJ,!íeci ¡,, detail tn Chaplct (j_ 

n r) 
3. 'J· 5-2 PROPORT10:\'AL C0:\'1 lWLLERS 

In tl1iS s:::-~t~on, ':!_:;. sb!I t~lu:;t•-atr:}!~,'c(c~t !Jc~t.!H.O;Jqr_:jo~l,d C0!ltroiicr' utiiJ": 
thc piÍI1~ 1 f ... k. 0r· ll~.:?-~ll\~' I.._:(_{~~~)Cl.. ¡rt tl1.?111~:;:!v2S. \\'~ ShdiÍl''VC ~ 1 t 1 :t:1 !1~J diSCLtSSlC 
t.- • - T 1 • • - •- , ' ._ 

o~ lh~ P""tr)•.._l ),',_ ~)'./ \\ h~ch pr\.)j!O""tl011: 1 ~ LU!'~[fo~,...:r~ llf! ... Tdt· ... • b) CC' _. ~· !l1g pn..:l~'P .. t~~ .. 
Oil~'-~. \\'e ~-,!~.:fJ r{,l:l 'lÍJU\V t!J.•t liH • .' ~~IJ!H . .' rr IilL :pfl· ~tppf:t:~ fp fl)'t 1J dl1 ~,.-~!!id lflLÍff!liÍ _ 

control!u, 'I hrougiwut thís drs...:u~~ion, \'.C ~l¡c~ll place cn,ph~biSl)ll thc funJc~m.:J1t:,: 
princ1plc:" rdt 1Jt.:r th,111 011 t'lc d..:Utib of tl!c op...:I,ltton of thc .tctual 111(1-ll.lnism~. 

J'ncu;P,>!ic '>) ~!t:lll~. Low-prc:-,~urc pncu•~1atic contro!:cr, hc11t: bccn IILr 

dcvclop.:l
1 fo~ Jnr_!u,tri:d control systcms <•nJ ll.tvc becn use:.:! c\tcn~i'.cly in industn.,_· 

proccs~,~- Rc~•,•.:-ns for thc 1\idc~prcad use of pilL'cl'l',t!;, Cl"l!ro!L:rs ar...: ¡l1..;i, 
e\p!osio!l-r;ruc;f dwr,¡.::tc1 istic.s, si111plici!y, nnd c~--o(~;:;-,~~:;~:;,-1;~. 
_.,. _,_ ... -r- .... ~- ~""'-.........---~-""' .._ ..... ~.-.... _____ ......_ 
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Pneum::~tic nonle-flnpper nmpliliers. A schei11atic diagram of a pneum::~tic 
JUk-f1.!pp·~r ampllftcr is shown in f1g 5-! 3(a) The power so urce for th.s ampltfcr 
a supp!y of :1ir at const:~nt ptessur-.: The nozz!c-~~ppcr ampltficr convcrts ,n,~l! 

1:1nges in tl'e pos1tion of the flJpper into l<!rge ch:J.ngcs tn the back pre;;sure 111 

1
e n-ozzle. Thus a largc po\\Cr ou~put can be controllecl by the very little power 

tat is n~ded to positton tlL tlapp~r. 

volv~ 

(o) 

F1~. 5-13. (::1) Sch:ma~": dtagram 
ot a p-:eull1Z~.tic noLL1..>Pt~tpp~r 

amp!d1cr~ tb) c~taractcristtc cur\c 
rdattng nonk 1:-:tck prcssut<: and 
noale)hppt'r dis 1,\lr.:'c 

1 

t 

In r1g. )-13(J), rr,·,sumcd 2-ir is fc:d through the oriflce, and t!1c air i> ejccted 
from thl: 11 oz7le toward thc f1app.;r Usual!y the supply pressurc PJ for such a con­
trolkr is 20 psig. The d1arnctct ofthc oriflce 1s ofthe orcler of8;_910 in and that ot::he 
nonl,: is ofthe orda ofO 015 in. The nozzle diamekr rnust be L!rgcr than tite oniice 
c1iaP'~fcr for thc rropcr ~~~1ct!oning oftl:e <!mpH!Cf. The f1appe! IS posiuonecl ag¡¡inst 
thc: pouL: ú')'.PÍfll', ancl thc nozzle b~~c·-: prc:ssurc Pb is control!ed by thc nozzlc­
fttpper clt'íla~ct X~ As tht: f1apper :•ppro:!C~Jes the nozzle, thc opposition to thc f1ow 
of air tl

1
ro'JI!Il the nonL incrcase~. with l)'e re;ult thH the nonle back prc'>'>Ll''­

P6 incrc:t'.t'> ~If tlr•; no11k 1'> CO"l~ktely closec\ by the f1app::r, the no;ulc back pres-
~~11,.; l't b(<J•r:l·:> eq 11 :~1to tl 1c su:)~\¡ vc:,sur.: PJ lf thc f'.apr~.:r is moved away f:om 
thc nr,nk, ~o t'·~'t tk tlO!th:-~::;¡;x.r (!!~l<~ttC:: is widc (r/ the orJer of O.Ol 111.), 
thr:'l ¡).r;r._ 

1
-, pr .

1
cttL,dly 1,0 rt:'>~r·c.ti0r: to flu'.'l a pe\ ¡he nou:c back p¡c-;;urc l'o tal,. es 

01r a mi 11 i 111 ~,m Q- wltidt de~J.~nd, on tl'c. nozzl•>¡;ar)rJ~r dcvicc. (Thc lo\\c'>t 

nu,{ iL~~· r.¡e~~~~ttt.: \Vti~ b·.: t!tC (ti';'.:t·tnt prc;s~U!"C fJ..,.) o 

S-ce 5-2 PRQPORTlOSAL CO:•d ROLLLR') 

Note that bc:auoc tl¡.; 2ic jet p•Jts a force against the L:.pp~r, 1t JS n-::':cS:- r;· 
fll:J.~e the. noz?!r..: d¡;:,JJC.L(.c 0s :,r:~:l~t as ~o3slbi~. 

. A typical curve rc!a¡¡qg t1ce r'oZLL t,,,;:J. prcssure Pb to th~ noi't_:,_.r! ':lr 
dtstancc X !S shmvn rn Frg 5-13(b). Ti>e Sl::-:.p ::>'lcl :::lfT10St J¡n~ar r:l:' f tlr~ ,-_,~ 

is utii!LCd in thc ;::ctua[ o1·x,raliOi1 of tbc r¡•)77\:-f:·1pl)-'f o •"•P''"'·r [Lo~""- r'¡ r, ..... • ~.. J. '"' 1.- • ' "". } "' ..... ~· - _, - ,_., • ' 1 

~f f1app::r dtsplacemc.:1l> is rcstrictcd toa SfllJ.ll v,:IL•.:, t''c c'-;::·1~c 1n OL'tp~tt ¡~ 1 '·""'­
IS nlso srn~ll, unlcss thc cu;-vc h:!ppcns to b:.: \t:f) str.c~. 

T.b.~.!: 0~!~:~::.~~g_~~~r!~Q~:Y.~~~~SL~?2f: .. ~T11?nt in:o ~ prtS)L,re ~~~ Jr.· 

Sincc tr1dus~r~~.¡ :'·roccc;s CO'ltro! sys~~n~s r-2Cl~~l .. ~· I::t~~~-;;;;~~~ ... r-r;\;:"",~,¿;~~ ·c·~~~--­
fJrg~r1i'i~~~~~i~l:~ -~;:r~ .. ~ r.·;~~ .: ~ ~-', Cs·~~~l;~"~P~~, :~

4

: ·~~ ... ~,~;;;,~~~~~~¡-;~;;~ca(:~~:-":~~~:- r~~)·~~~<~· ~~, 
ftTrrrt.Tí~~r-¡-;:·~·-.;Lr~:1~ 1 1 -:-.~-;~CJ~C: ~~;-- ~ ·~-,~(171-~~í ~r"o e-"-~;~-·~~;~_~;---,~~-~[:. v-~ ~-Lr{~~.":,- ~ ·,:- , 
c,~ ~ .... -'""-""7~--- ,-- :; . ~, -, :~ ---- ~-- .. , ;..~~..:-~~ - - .. : - ~~...__ ,:: _·:, .~.~--: _._. ':::.. . ..:~-~ .. -~ ~· 
,3) ... 1 puon.L .t •';. ~' 1 ~ ,¡r 1• t 1nn \V!t!1 r lC <lu7, _ •, ,..-1 -.-- ¡,·,-.r~l ,.,.-• --· -·~ .... - ~·- ~-r':.'~-1. ,..'•1'-
.......... ~·~-- - _... ----·-"- .. """' .... - ... -.. ........ _... .. _,_....,-,e;;:__ ... ,_.. ___ .~ ... _l..,..,._..;-~-- ... ................ ~ ~ ....... -,-.,......_ "-....;;.•--4 

Pueu! ,~;e lLl.t;~,. Ir::, pr~~ctic,~d pncumattc control!<:r, a noale-!18opcr JJ11Ditl 

t - t, 1 .- • -.' .., ""\. " - 1 r. - 1 • 1 1 

4 

J .., ac s a') ... ., .' . .)L·~ ... J~ .... d,; _'~_'.lCl anc. a pr.cun1:tttc fC:t[lY es tne s.:cond~st::Q::.: n.ntni1:1 

The pnc•JmJtic rday is c.:p.:b!c of l1andlmg a large qu~m::y of a1r flow.- . 
A schcrnatic d!agrarn of a pneumatic relay is sho\~!1 ín F1g 5-14(a). As t 

no>z[e back prc>surc Pb mercases, thc bJII nlve is for.::ed tO\\ard thc lo\',Cf ~: 
thus dccreasin; t:1e contro! prcssure P,. Such a relay is callee! o.. re\erse acttn"' reL 

When the ball valve is ~t thc top of thc seat, the atmospkric openit'g is~r'os 
and the control pre>SU!<:: P, becomes equal to thc supply pressure PJ. \Vhen the b 

Fi¡:. 5-14. (a) Sch~rP.dtC d,J:;r,\m of a 
bh.cJ-typ·~ n:l..:.y; (8) ~cll..:;n~-:.t 1 ...: dt. grJrn of 

;¡, ncnb 1 r.:ed~!¡'pc rcl.ly 

To pn;;ucnaJ,c 
v:Jlve 

To olrnJ5¡1t";erc 

To pl12t.JmJt'c 
va !ve 

(al 

'' 
>0' 

~--~/!..¡r~ ... •¡. 
·~- A 
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ah·e is at the bottom of Ús seat; it shuts off the a ir supply and the control pressurc 
•, drops"to tl{e arnbicnt pressur"e. The cont! o·! pressure.P, can thus be,made to vary 
ro m O psig to .full 'supply ·prcssure, u~ually 20 psig. 

The to~al·ll10'.'emct~t oL!!~b,ri!J~betwc~n .the U PP.~~~~ lower SCi!.~fY 
mal! (o: thc order of ,QJ)_qp.). In illl positions oh he b.lll vlh e,· exce.pt ·at the top 
;;i, a ir 'continues to ol~ into the atmosphere, even after the equilibrium condi­
ion is attai~ec b~twecn the nozzle bapk pressure and the control pressure. Thus 
be relay shown in Fig. 5-14(a) is ca!!ed a blecd-type rday. 
_ There is another type of relay, the noribleed typ~. Iñ. this onc the a ir bteéd stops 

~hen the equilibrium condition is obtaincd ñnd¡- therefore, therc is no loss of pres­
urized a!r at steady7state operation. }Zote, however, that the rionbleed type relay 
nust ha vean atmospheric relief to release the controi pressure P< .from the pneu­
natic actuating valve. A schematic diag~am 6fa nonb!éed-type relay is shown in 
~ig. 5-l4(b ). . 

In either type of rclay, the air supply is controlled by a ·valve, which is in turn 
:ontrolled by the nozzle back pressure. Thus, the nozzle back pressure is converted 
nto the control pressure with power amplification. 

Since the control pressure P, changes alm~st instantaneously with changes in 
he nonle back pre:.s,:te P6 , üie time constant of the pneumatic relay is negligible 
:orPparcd with the other Iarger time constants of the pneumatic controller and the 
>lant. 

Pneumntic proportional controllcrs (forcc-dista.nce typc). Two types of pneumatic 
:ontrollers, one callsd the force-distance type and the other the fo'rce-balance type, 
!re u sed extensivcly in ind ustry. Regardless of how differently industrial pn~umatic 
:ontrollers may uppear, careful stúdy will show the clase similarity in the functions 
>f the pncum:.ttic. circuit. Here we shall consider only fórce-distance pneumatic.; 
:ontrollers. ~ 

Figure 5-lS(a) shows a schematic diagram of such a proportional controller. 
fhe nonle-fiil~per amr>ltfier c~>nstitutt;s_ ti;e __ fiJ?!-st_age árnplifier; g_nd the Q.Qzz!e 
o;:t=~-r..!•·~_:..~~ .. "<"~~f..';-.=o""~- ~~ .... -~.:::r:.~~---.:-::.- -----~~~~'-"'---·--~~--r-.-.:-~. ~-,~--=-~-::.--.r.--::,..~ =-::.-~-~~.,. -..:""":!:, 

ba:!; ~~e:_::_~.~~. ~.~~~~~;-~~J?.x_._t ~~S-:lWJZJe.::.~ap P.~ r_,d j_~~9_n~-~; T.J1L r~_l¿iy.:" !Y P~!l.mPJif~er 
consti!utc::, th:.: -sccond-stage amr.!ttia. Th::! nozzle back pressure determines the 
e~·-~-=--=•·=~~ ~7":><~:--<:"'r"" -~-· .. ~_3 • 

posttton of the ba!l vdve for the second-~tagc ilmplifier, which is capable ofhandling _ 
a large quantity of air flow. ·' · · · · · 

In most pm:urnatic ~ontrollcrs, some-·type of .. pneGmatic f~edb::tck is erhployed. 
Fecdbc.ck _of t(H; pí1cumatic btttput reduces thc <1m~úi1t of'actual movement of the 
fla[>í)Cf. Imt<::,icl ot' i110Untillg the fl,l¡;per O!l n'ftx.ed point,' a;'shown in Fig. 5-l5(b), 
it is often pi\ ott:-~1 ~'n th~ fcc(!back bello\\ s,' 'as sb~o\•,:ñ 'in '·Fi<>. 5-15(~). The amount 

. . , , , , ...., ~ru-.... 1¡:-'.,¿- '..3 

offc-:db:~ck Ccl!lUC r·~:~ulntcd Ly introduCing ,! \'il!'i2h!e linkage b:.:~wccrl t!"te fcc~lback 
b~-1_0-\v·:·.r¡=:uth~ lf:f'í¡i)~~C:oí~r'1éét.Ttii ífOíl~cTHc:'fl.lrp¿~ ili'~~f~¡;of{f~5an~;aiTi11(ü~!k'." 
Jt La~IG"i1l'.:i~\~~~rbTG.:8"((¡~z.'t?rrol~ií·7t:tf' aild thc fc~db~ck s!!!nal. 
. thc opc!·atio;t of·'t!t'·~ cont'rol!cí<~howi'í iíf.Fig ·s·-15(it) i'>~a~ .follow~: Thc input 
si~n.~·1 to·t:H: t\·;,1-·:t~tgc r•Ít.:lwiatic ainp!ificr ¡, thc at:tur~ting c~ror ~ignal. In~r,;a,ing 
th\: ;ittu,.~·i:::; cr ror :,i¡::n;tl movcs·thc't1,q;p.,:l"to thc rigbt.'i·hi~ wil!, in turri; dccr~.:.tsc 
tl:c Wl7tlc: h,•Lk pi•::;,ur.::, ;tnd th~ bdlo\v·, JJ v. ill éonti.tct, which rcsult<;in an t~pward 

o Sec. 5-2. 

Bellows 8 

PROPORTIONAL CO~..;·fROL!...ERS o 

Error s:gnal · -- ,__ 

(bl 

(o} 

Error signa! 

=====:::::,. -r-

(d) 

F .. dbo" 
1 

. . : signa!~ 
(e) 

-
_E_ls_> __ r;;;-,K Pc(s) 

~-
(e) 

Fig .. S-15. (a) SchePl::ttic di.tgram of ::t for;;~-dts,tJP:<: t}p~'pn.:um:tti.: p•o-
porttor.a! COfl!rol' ¡ 'b) tl ")P'' n )'' ¡ 1 ~ · ... , ' , ~~-1 .... 11 • ... r. c..( on a n,~u po,·ra, (e) fi .. tpp:;.'\ 
mou_ntét! on i! fc·~·¿b•c;: bc:jt~\\S; (d) blo·:k d1.1gr,,m for tl1c .:ontrolicr 
(c.) Sl'llpllf¡ClJ bl~h.~ <.:_..lg~~'l1 for th~ COP~Iu'!cr. , 
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·:ovemcn! ofthe b:1ll v,1L.:. This will cause n'ore tlow to the p'1cumatic v:ll'.'c, nnJ 
1e con:rol pre;sure wllltncrcase. This incre,15;;:: \\ :li cause the bcllows F to :;'.:p:tnd 
:1d mo\e tl>e ft.lp[ler to the lcft, closmg the nonlc. 

The novle-t1.1pper c1t-;placement is very sm:1ll becausc of this fcedb:1ck, but 
\-¡e ch:l!lge ifl thc cor:trol prcssure c:1n be l:1rge. In the case where thc actuating error 
'ecrl'.'St:S, thc no:nle b::1ck pressurc increases and the ball valve moves down, 
esul~ing in a c!ecrcasc in supply flow to the vahe ano 2.11 incrcasc in bkcdtng to tlte 

,:mosphcrc This WIII cause the control prc,surc to decrease. 
lt ts inwort,>f\t to ro!c th0t_the fi:cdb:tc\J;~l!ows s1ould movcthe flappcr kss 

, • r- ~ ,. ~~- - ~-- -•~. ~ , , ..,_ .,. _ , _. ") 

:i:lnt1<o'l.r<)\cY::nt ca·.'s~c\-~y the e: r,,r si:::'1~:l ,:lone If the,e l\\O movcmcnto; wcrc 
. á~~~:, n :;·cOl' :r ,,1 3wo ~ would res l'' t 

t:> ' .~ ~,. '- -

Equ.Hion.; f or th ts cont ro!lct can L'c 1lcri\ ed ::1 s foll ws: \Vhcn thc nctu:J tí ng error 
' zero, or e= O, nnd c:qut\tbrtum stnte C\hb with thc nonk-!lapp-:r dt.;~,ll\CC 

qt!:>.\ to .Y, the drsp::tc..:n,cnt of the bellO\\ s F eqt•al to Y, thc cl:sp!Gccmenl of thc 
xl!ow~ Beq•Jnl to 7, thc nonk b:tck pressure eqv,:l to l\, and thc cor'trol ¡:rc:;~ure 

':1Ual to Í''" When tltc•c is aPy :i..:tuating e:ror, the nonlc-flapper disrance, thc 
.,p:acements of thc b~11ows F and B, thc nonle bac1( prcssure, and the control 
essure dt!Viate from their respective equil!brium values. lct these deviations be 

'• y, z, pb, and /\. rc_spectivcly. (The positive di t eccion for e,\ch clisplacemcnt v::~rictble 
.s indtcn!ed by D n ar r0\ÓCC\cl.) 

As~umi'1:; that thc rcL1tionship betwew thc vrríation in thc nonle back prcs­
surc rrr.d tk \MWlton i:t t!1c WJ?lk·f1.1pp~í d;st:111c:e i~ h:1"ar, we havc 

(5-1) 

wh~.-r..-: ,\.1 is a const<1nt for thc bcl!ows B 

Pb = K.z (5-2) 

•.\hcte K 1 is a COPstant. The pos:tion of thc b:~ll VJ.lvc \Vl1ich dcpencls upon the 
(ispL:cer'>Cn.t of tl\c bc:lluws B detc1 n~in~s thc cnr.trol prcssurc lf thc ball v::s.lvc is 
,uch th::s.t t!'c rcL,tiC·lJShip bc.twc..:n Pe and z !S linear, th::n 

\Vh':rc K3 is i\ constant. From Eqs. (5-l), (5-?), ..,,:\e\ (S-3), wc obtain 

- Kj. -K Pe-- --K Pb- A X 
2 

whert:: K.~ =o~ K1K3/K2 ís a constant For thc _D_apfK! movcment, wc havc 
~.:::...::.~-----= ·-

(5-3) 

(5-4) 

e-y 
:~ ~'- _:)~:-, (5-5) 

Th;, \dlo'.'.'> !'ac.ts \¡t,c a spring, and thc follwing cquatiofl ho!cls: 
l:_.¡:.~. 1"'!~~-dt. '•' ' í. A pe o~c k,} (5-6) 

w'·c·•~.. .t1 ¡., •l.,_ el!.,.'ilc. ate,\ of t lC--b~lio\vs 1, ;w,1 k, is the cquiL.knt S!" i'lt C(ln-

._,~{ : 1 '_ or t1¡ .... ~tlíf:!t.'>'"' due t0 thc dCti'l.'l of lil·~ éUI1·ug~tcd SÍl1t.: Of •it .- b~liov/S. 
. 1 1' . . . ¡ . 1' • ' l 

A-;'>''!•1!11!; te· ·~a, \';\fU~IO'l'> !11 llC Var!:\,)1(:~ iliC W!\:"il ::!C .ll:c~\f ¡;\r1f,C, 1\'C' 

m<•Y ob'nl a l ,; (!Í;•¡:•run for t:1i> ~ysk·•: f:o•n !:c:_o () '1; (5-5), ,\nd (5-G), a~ 

Scc 5-2 

l 

Pc(s) -2_-KA 
--- - -···-·---- - !( 
E(s) --. 1 + :0:_<_1 -- J " 

2!:, 

A simplifl.::d ?Iock diagram i~ shown in ftg 5-15(e) SPtce flc ande , 1 ~¡; p: op,):t¡ 
the pncumat1c controller shown in ft~ 5-15(,:) b c,1 1 l.~d a p 11 cun,atic propoit 
controlle; . 

. Note that sincc thc valuc of KAA/k, is f:C'lcra11:, very much grt:,lkr than 
li: actu:tl Ct1 1ltrolkr~, the trctn:,fc; fLPKtion gt\en b:; Eq (5-7) e<tn be ~iml ;ifi 
gtvc -

J.__ K 
Pc(s) 2 -~ k 
~(s) =--= iCT = A, 

-2k, 

As se.::n r:om Eq. ~5-7) or (5-S), the gain of thc pneumatic proportio11id cont 
ca.n be wtd.ely vancd by adju,ti~g the cffcctivc \alue of k,. This can be ac 
~!tshcd ~asdy by adjusting the flapper connecting l!n~agc. [Tht: fhpper connc 
lmka~e ~~no~ shown in f1g. 5-! 5(<·)] In most cofllntercial prorort1ona! cor.tr 
~n adJ~lSti.ng r:.nob or othc:1 mecl1antsm is provid;;J for vnr¡ rnz thc g:,in bv a1 
:.·g thts link:lgc. · 

Fi? 5-J(.. (.,) l'ncu'ut': con­
tro!kr w ~ 1 lout a f~:c:db.lc'-:­

n)ec\L11\i5in, (b) CUf\C'\ P0 v~rsu~ 

X illlJ f'c \'C' Sl'} X. 

Pct 

"'r r 
/_j 

Par-L _____ _ 
o 

(b)o 
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As we ha\·e s::..:n prcviously, thc actuating error signa! moved thc flapper in onc 
rcction, anJ the feedback. bcllows moved thc fbpp::r in the opposite dircction, 
1t to a sm:lller dcgree: Thc dTcct~of the· fccub;!ck bcltows is ·thu:do reduce the 
nsitiv!ty of thc 'contro1lcr. Thé. principie of feedback is commonly u sed to.obtain 
iJe p~oportion;ll-band controllcr:>. ·. ,. · . · · . 
Pneum:~ti~ controllers which 'do not havcJeedback mechanisms [which mcans 

at onc end of thc flappcr is fixed; as'show'n in Fig. 5-16(a)] have high sensitivity 
1d .are ca!led narrow-band proportio'nal controllcrs or ~wq-positión controllers. 
i such a controller, only a small'.motion bctween the nozzle and. the flapper.is 
quir.::J to give a complete change from thc maximum to the minimum control 
·essure. The curves relating Pb to X ami P~ to X 'are shown in Fig. 5-16(b) .. N~tice 
.ata sm::!!l change in X can cause a: large change in Pb, which causes the ball val ve 
1 be complete! y open or complete! y closed .. 

Pneumntic actuating valves. One characteri~ti~ of pneumatic cot1trols is that 
Ley almost exclusively employ pneumatic ~ctt~~ting valves. A pneumatic actuating 
1lve can provide !\ la~ge power Óutpu,t. (Since á pneumatic actuator req~tircs a 
:rge power input tq prod'yce. _a large pÓwer. O~t.tput,_it is necessary th.at a suffic_ient 
uantity of pressurized a,ir be available.) ln practica! pneumatic actuating vatvcs, 
¡e valve chnracteri;.t!cs may not _be linear; i.é., the flow may not be directli pro­
ortional to the valv·e.stcm position: ·ánd a!Só the¡e n~ay be oth~r no.ntinear effects,· 
JCh as hy~teresis. · ' ' 

Consider the schematic diagram of a pneumatic actuating valve shown in : 
ig. 5-17. As,sume that .the area of the diaphr;¡gm is A. Assume also that when the 
:tuating error is· zao, the control gressur_e is equal to Pe arid the val ve displace-- ( . 
1ent is equal to X. · 

-~- -->- '•Fi¿:. 5-17. Schc.r>.ttic dio'gr.tm of a pncumati:: 
~<.:!utlting val ve. 

In thc fo:J(w;i•·!.: analy~is ,wc: <>hall conc;idcr SI1J~tll vnri:~tions.in thc variable~ and 
:r)~;·:il.:.: tlic:.¡;n·:~·n•.ttJc actuati¡,g \:alvc. lct us úcfinc-t!\'t; sm:\ll·vnriation in thc 
cf. .... ,• p• >';•;". ;lnd t 11c cu: rc'i:),)!Jcli'l:_; v;:h·c· Jisp!.:ccmcnt, to. l>c Pe a!l(J x, rc~pr:~t­
·.dy. ~;;, •.e ,. ~~~· tll clt.t"r~.:-iit titL:' pncu:néttic prcssurc force aprtid ·to'thc di:t­
t'.,:.·q·) !t~i). it:lr'' n~~.: ln,~d; cc,J....i-.:tÍI·~ o:!!-~; s~n·!r·~, vi~c;ous f:-~ction~ ~~t:(.! n1a~s, 

o 

• 
• • 

1 ' 

s~. s-2 PROPORTIONAL CONrROLLERS 0' 
Ap. = m.~ +f.~+ kx (~ . 

where 

m = mass of the-válve and·valve stem 
· f = viscous-friction coefficient 
--~ = spring constant 

If t~c ~o.rce e~ u e to thc m~ss and ':i_scouS'friction ~re negligibly small, then E-. (5

1 

~an be simpltfied to · · "~ ·· ·· · q : 

Ap. ~ kx 

The transf~r· function between x and P. ~hus beco mes 
¡.' 1' -,'1 

X(s) _A -K 
P.(s)- k - • 

whe~e X(s) =: .P[x] an~ P.(s)'--:- ![pJ. If q1, the change in flow through the pn1 
m a tic actuatmg val ve, IS proportiOnai· to x, the change in thc valve-stcm displa· 
ment, then 

· Q¡(s) =K K¡=-=: K 
P.(s) ' 9 · • 

where K. is a constant. . . 

The standard con~rol pressure.for this kind of a-pn~umatic actuating val ve 
betw~en 3 and _15 ps1g. Thc v~Ive-stem displacement is Iimitcd by the allow::~' 
str~ke of th~ dwphra_gm _nnd Is only a few in ches. -Ir a longer stroke ¡5 nccch 
a P•~ton-spnng combmatton may be employcd. ' 

In pncumatic actuating valn:s, thc static-friction force must be limitcd to a ¡,~ 
valu_e so that excessi~e hyster_esi~ does not result. Be.:ause of thc compressibi!~ 
of atr, th_e _control actwn m ay not be positive; i.e , fl!1 error m ay exist in th::: , ah.. 
stcm pos!tion. The us_e ofa valve positioner resu!ts in improv..:ments in tlu: pt'tfcte' 
manee of a pncumattc 2Cltwtiug vah·e. · 

A sch_eli1atic d~agrar:l o: a nh:e po~tioner is shown in Fig. 5-18. Thc plincir~~-,. 
of opcrat10n of th1s dev1~e 1s ~hat 1f the v2h e position docs not corrcsponJ to r;;·· ' 

Ptlol valve 

l 

Fi¡:, 5-l~i. S::.ltem,t•ic c.lia3r,11n of a v<~lvc 
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:ontrol pn:s~urc, then thc rilot valvc w!\1 
·esponJs ex~ctly to tlL: control prcsst~r;:. 

until thc positio '\ cor· 

Liqu;d-lc'cl control systcrns. Considt.:r th.:: liqu!d-len:l contwl sy~~em shown 
'1 F1g. 5-19. lt is clcmcd to mJintain the liquiJ levcl ata co,1stant valuc, regJrdlr:'"; 

Fi6. 5-19. Ltqul(.l-kvd control ~)'km 

of the cbange in the op.::nHig of tllc loaJ 
val ve 

Let us assum:: that the cor•rolkr is of 
the prop01 t ion:tl t;, pc, as shown lll Ftg. 
5-JS(a), and th:1t the control vc.lve is that 
shown in F1g. 5-17. Ir the liquid lcvcliiscs 
as a re~t•lt o!: a c1;aqge i•1 thc !oad va! ve, the 
f!oJt Ik1\'CS Up\\~HJ, CdUSing the fJappcr to 
mo\e 1<1to clo"::r contGct with thc non1.::, 
incre0.sing the ill)ZZle back pressure. Since 
trc r.::by is reverse acting, this will rcsult in 
a redL'ction in th.:: control pressun: and wíll 

cause a dec1 case in the opcr• ing of the pneumatic actuatrng val ve. This is tn thc 
proper d!recéiorr to corr,~ct for the rising level. 
'----

Pro~JOrtio:ta! contro! of a f.r~t-ouler systcn1. Consicler the liqU!d-levc! control 
system shown in fig 5-20(a) (The contro!kr i~ assumed to b¡; thc proportional 
cor1trolkr s!wwn i:\ f¡g 5-15(a) J Wc assurne th,tL ,,¡¡ thc v,\t·Jab,es r, q,, tri> and q0 

are me;::~urcd from thc¡r respective s•e:!dy-state value~ R, Q, H, and Q. \Ve also 
assu!Pc th<,! t!te rnag¡¡;ludcs of the v:~ri.,b::s r, q" J,I> and q0 J.re su!1lckf1tly small s0 
that tl:e syst:;m c,·tn \Jc app1 oxintakd by a ltnc:lr mrtb:rnJticai rn,x!el, 1 e, a tr<tnsfcr 
function. 

Rcfcrring to Scctia:l ·l-5, wc ccn obta!n th.:: ti<Cí's!cr fc•nction of thc liquid-!evcl 
system a'i 

S;nce tk CüPtroliu !S a p1oportional cont•·o!~er, the changc in infiow q, is propor­
tional w thr. actu;~trng error e so that q1 = KPK.e, whc-re KP is thc gain of t!!e con­
tro!\cr and K. is thc gain of the control v~:lve In terms of Laplacc-transformcd 
quaf1ticies, 

A block e!:<' ;•111 of tllls '>Y~t·~m !S shown m F1g 5-20(b) A sirq;)ltficd bloc\,: OJ:lgr:!m 
is gthi111l Fl~. 5-20(c), wlkl<.: X(~) oc: (1/Kc)J~(s), K o:c FPJ.:_!;.r,·~,. ar,J T ce- n:_· 

In wlnt fu!!uw~ we ~hall invc.:sti~,,k the re~pons.: li, (1) to a c:1,•n:;e !.1 t!tc 
rcfcrcncr.: input \Ve ~hall ;!'>S~I!l1C a unit-skp chr!'1gc in \(t), \\ hac x(t) '- (!/ Kb)t (t). 
1 he cltw:d-!o,,p t1 ::t~,ftt functio:: b:l\•;ccn 11,(~) ,·nJ X(s) !S g:\cn by 

S•ncc th·~ 1 :~pL·Q:•nsfürr:l of the un•Hkp functiun Í'i L\ SL''J:otit:•tin~ X(s) ~= l/s 
; t • ',, T' n ( 5-! ()) 1• l V~; o 

Fig. 5-20. (.t) Liqt'l2-b,:l CO•'­

trol sy~t..:rn, (b) Lloc~ d~a~~rtrl, 
(e) Sllnplili~d biu.::l( C:,\~rZ>~ll, 

(d) cuf\e h 1(1) versus 1 

K H,(s) =- --------- --
Ts--¡-1--;-Ks 

'.-

(o) 

(b) 

(d) 

I: 1 TK 1 
H,(s) = ------- -----·-----

1 -:- K S 1 + K 7 S + 1 + K 

Tak1ng the invcr:c:: La;)bcc ttansfo1 n.; of both s1dcs of I::q 
tire fo!lo\1jn.:; t:m:: solution hi(r). 

. K 
f¡,(¡) = ------·(1 - e-• r,) ' l . 1\ (r >- oP 

(5 

(5-!1), \\e ob 

(5 ' 



170 (~ DASIC CO~TROL ACTJO;-.;S Chap. S 

wherc 
T r. = 1-i~ K 

The resronsc cune h 1(r) is plottcd in Fig. 5-20(d). From Eq. (5-12), notice that the 
tin'e co~'s:,tnt T1 of the clo~ed-loop s¡stt:m is diffcrcnt from thc time constant T 
of tlle f-::cc!forward bloc. k. 

Fro:'1 Eq. (5-12), wc sce that as t approaches infinity, thc value of h1(r) 
approachcs K/(1 + K), or 

K 
h.(oo) = 1 +K 

Since .\(=) = 1, there is a steady-state error of 1/(1 +K). Such an error iscalled 
offset. The value of the offset bccomcs smaller as thc gain K bccomes larger. 

Offset is a characteri~tic of thc proportionr~l control of a plant whosc transfcr 
function docs not posscs~ an integrating ele~ent. (Clearly, we need a nonzero error 
in crder lo provirJc a·nomcro output) To eliminate such ofl\ct, we must add intcgtal 
con~rol action. (Refr.:r to Section 5-3) 

Pncumatic proportion:.1l control\crs (forec-babncc typc). Figure 5-21 shows a 
schematic diagram of a force-balance pneumatic proportional controller. Force­
balance controllers are in extensivc use iT1 inclustry. Such controllers are sometimes 
cal!ed s~ach. control!crs. Thc basic principlc of opcration docs not differ from that 
ofthc fotce-tli~tanc~ conttollcr. Thc mc.in aclvantage ofthe forc~-balance contiOIIer 
is that it eli'11iuatcs mGny mechanicallmkages and pivot joints, thercby reclucing 
the efTccts of fricti0n. 

Atrr.o~phere 

R€1erer.cé 
1npu• [Hl55•Jre 

Ou!Dul 
pre:'-;;~rc 

Fig. 5-21. Sc!Km,ltiC di~GrJm of 
a force-b,¡l,mcc lyDc pncunuuc 
ptoportiOnal conttollcr. 

· ín wll·,t fnl!o'.'.'>, \'-''- \lv1! cod-;i(!cc u . .: pr;nci;)le oftLc fotc:c-b~!lancc controllcr. 
In t:•: Vlllttu!kc ~l¡()\\!1 in f\~; S-:?1. tlt.:; rcfUCt'CC in;)ut prcssurc r, and thc Ott!put 
I) r ·r'l"t·• !• ·¡r•' f··'ll t,, \·•r"•' tlt" ¡pl¡r··<"l' ( 1,·\IIIDCI S 1'\ote that a forLc-lJ,\lance (111Cl'-l \,;.) ' ' ""' ~ ' ' ""' .... .... j \ ,_ ~ l ' • l• .;l' • .. • 

m,1:ic u~t~!~•>llct oprt tks ;PI y ú'l P' cssurc ~i~n,•ls 1 hercforc, it ¡., nccc'>'>,try to con­
vcrt thc !t:ft:ro.:Pc..: in¡wt nPd ~y~t.cm LWtput lo corcc,¡,oncling prcssutc: ~i~n:t!s. 

1\·. 1n t! 1 ~.- t:l>c ,·,<"t!•c fntcr·-di~t·ncc controllcr, thi~ conttolk:· cm;1luy~ a fhpp..:r, 
nui!' ·, ;1::•! n 1 i!ic,_~ In ]' 1 ~ 5-21, tltc clt:!lcd op::nin~ in thc holtom chambct is thc 
n()'"'¡l. '¡1 !,,. (l¡',,.,•,r t'"ill ·:·~t :thr)VC thc: 11l17tic ac:L ~l'> ,\ O.tppcr 
tl 1 ...... ' ~ ¡ • 1 • l ~ ' 

"[ ¡ , r ti 11 e' •iw '-;•C'' '-·•l·ql'"C co"'toli•·r s1'0Wn ¡,, l'ig 5-21 may be sum----'--1,_: _()
1 

rl• tt ( J l¡ l ._, [\ '.--- 14 •l• .... 1 1 ..J • 

() Scc. S-2 o Íi\ 

marizcu as follow~: 20 psig air from an air supp!) !lo,.,s ~hrc•:;h an orificc, causi:. _ 
a rcclucccl prcs~t·rc m thc bottorn clnmbcr. A ir in this c~~an-.L_,- c-,cap:' to th..: ,,t;no: 
splterc through thc noZlL: The flo\', through thc POZZlc c' 2p.:.:•·,'o upo:1 tk !!,l:J ar. 
the pressure drop acros~ it. An incrc;~sc in t;1c rcfererocc i!:put prc,surc /, wl•r' 

thc out?ut prcssurc P0 rcrnains thc s:tme, causes the valvc stcm to mu\; cJo\', 
1 

decrcasmg the 6é!P bet\'.ct..:n thc nozzle ;,nd the f1,1p;J.::r ciapllra!!rn. T!m C.ll!>l:S ti· 
control prcssutc P, to incrca~c. Let ~ . 

P.= P,- P0 

lf p.= O, there is an equilibrium st~te with the nozzle-flapp.::r distance cqual to. 
and the control prcssurc equal to P,. At this equi!ibrium statc p = p k (\•·!·e 
k < 1) ancl ' 1 

' • ' 

whcre 1:1. is a constant. 
X= a(P,A 1 - P,kA ,) (5- r: 

Let us assumc thatp, 71'::- O ancl define sr1all v.:~riations in the nozzle-fi::tpp::r di 
lance anJ control pressure as x and p,, respecti\e!y. Then we obta1r. the followi

1
' 

equation: 

X+ X= 1X[(Pc + p,)A 1 - (P, + p,)kA 1 - p,(A
2

- A
1
)] (5-J· 

From Eqs. (5-13) and (5-14), we obtain 

·'" =-~ a[p,(! - k)A,- p,(A 2 - A.)] (5-l 

At this point, we must examine tk qu::~ntity x. Ir. the dcsign of pncumatic co 
t~ollcrs, thc nozz!c-f!apper distancc is quite small. In view of thc fact tlwt .\fa ,

5 
h1gher·order ter m than p.(1 - k)A 1 or p .(A 2 - A 

1
): that is, for p. =i= O, 

X c¡«:p,(l- !:)A. 

wc may neglect thc term x in our anal¡sis. Equ::ttion (5-15) can then be rewritt\' 
to rdkct this assumption as follo\\S: . 

p,(l- k)A 1 =-~p.(A 2 -- A
1

) 

ami the tr:u·sfcr ftmction bctwccn P~ ~wd P. bccomes 

!_E(sj_A 1 -·A 1 l _,. 
P.(s)- --A~·-·· r·=--k- .l\.p 

Thus, th:.: controllct shown in lig. 5-21 is a pro;);:~,t!on:t! co!ltrolb. Thc vah·e.;:, 
g:•in KP incrc.bc~ a<; k dpp:o::.:hc~ unity. 1'\o~c th.ot tl!c v:dL".: o!"/. d..:renlts u~o.t r·· 
~li,trPClcr~ of thc otifices in th.:: inlet .ti'd outict p1pcs o!' the fctclbad. cl;,\!nb.: 
(11:¡; v:tlu:.: of k :tj)PfO:tchc~ unity :b tl:;; ft:S 1 ~t.111Ct.: !o Dow i11 th;; orifice of thc in~··,. ! 

pipe Í\ madc srn:·i~' r) 

ll)dr:n,l;c JlíO¡,;¡;{iwn] COntroJ!L-t~. ['Ccpl fc•r hv,\'-prCSSll!.' j)11Cl!!ll,~!i.~ CO'lttc'• 
kr-, CLWlp··c-,,..:d ,•:r has ~cldorn lkC'l '!fl¡):Jc,l to thc \Oilll:lu,ll'~ cc•r1tro~ of thc 1;~., •. 
ill1tl of d~VIlt:, lt.~·¡jqg '>ÍZ·lliic.tl!l Pl,t.;, l'•crJ·:t C\tct n,tl lo:1d for,·.:~ I~Gr ~ctch ~\ Cl·. 



172 

Q,l 
..:nder 

pressure 

B-\S!C CO~TROL ;\CT[O"-S Chap. 5 

h;.dra~lttCCOl'tto~krs ;<.re g:::ncral!y pr~··::nc:d. 
Hydr.u.::!c control~crs are also u:,c,~ e dw­

sivcly in industry. With bigh-ptc>surc 
h;Jr.1uhc systcms, very Ltr¡;e force can l,, 
obtaincd. R.1~)~d-act1ng accuratc posittoning 
of hc:1vy loads ¡, possible with bydraultc 
systems. A combinattOII of clectrontc ar1:~ 
hydraulic systems is widdy uscd bccausc it 
combines t!1e a''vant~gcs of both ekctronic 
control and hyLtrau\rc power. 

A brief descri¡:>tion of the operation of a 
hydraulic servomotor was gtven in Section 
4-3. It \\as shO\\!l th;t :or ner;\igibly srna!! 
load mass, tl1e servomotor sho\\ n 1n Fig. 

Fig. S-22. Hydr.tulic. servqmotor. 
4-12 ach as an inkgrator or a'l integral 

controlkr. [Refer to Eq. (4-25).] Such a servomotor constltutes the basis of the 

hydraullc control cir~.-uit. 
The scrvo:notor shown In Fig. 5-22 acts as an integral control!er. We can 

modify this servoP\otor to a proportional CO'ltroller by including a feedback 
mcchJnism. Ftgurc 5-23(a) is tdent!c<tl wtth Fig 5·22, with the exception of the link 
att;•che:cl to the lcft st,le of the power pistan joinmz feedback link ABC at C. Link 
AC is a tloat1nr; ltnk rather tlian one moving about a fi-.:c:J pivot Wc shall see 
that ti'e servomotor shown in Ftg 5-23(a) acts a~ a propo~tiorw.l control\er. 

A z--•\ 
Otl 

under 
preSSI...'I ~ 

~ 

r- -e___,---\ :---r--
L __ ·-----~--__j 

(al 

f 1g. s-:_1 1;1) c;._rvotnutol wht' h acts Q 
as a p!opart¡t,rl,tl contw\l.:r, (b) block 

-~ •• j 1 " '.~ 1 . r\1111 d 1 '¡f 

Thc h;t'r~u:: .. tT1 ~·--, · J' 5 .,,. ) -~;:e'· ,u\ .. 1 lrt J~ ---'l't O:J· , '··, ·· r,,I~O"'S' Jf ¡1 . 
movc, lhc r¡¡'c-' ,.,, , "t • . , .. -. ¡ . 1 

-- · · " "· • -
1
'; 1'!] 

1 • '- t' ') ... O ! 1 it.: ,-; l.!b \''tll ""CO\ 'r ·· ~r· J • •' • · • flo\v~ tl , , , .. ... '-- }J'-' - .:: , - ~·~ ~~· ':·-~~r'- l-;L' 

~ HOU!.''l po;t] ¡qto t}•·· J.·(¡ Sl'l' cr t'·· · · ~ . 
tothcrJI'l·t._.1l,r· , .. · ... ·~ · . ... c.,_ 1 'epo\v~rpls~oj·:· ~!!cJI .... _}tll!)P 

o' ...... PO\I'.f Ill)cJi:, ,;: mC<\!'1:! to thc rr'o 1,•t \''•ll C'!ll ,,, e " ' AC ·¡. ~ -·· •· ') ·· ,·:.J··· 
Wlt.l tt, thu;; movin" the ptlrJt pi<;lon to ¡11c ,-] t Tl ·- .. · ··~·. th ¡ · . "" · · ' r.g 1 . 11s act10n u 1,, , .,. , 

e pt ot ~J)ton a;;zun covcr, pe>rls I and JI :\ blod: clta·'r,tm of tl,-' ,· ... : 
drawn as In f¡r• s-·:nr¡ ') ·rh~. ·- . r .· . ~ )(.; '-).H'.•ll ca 

o --·,) J ",rakJl.r l ,.,. .• on "• i"'(···n \' ''Jl 1 ' • ' '"" .. -··"-' . "·'. b[il\,' 1 Dj 

b K 
Y(s) a -;.- [; s 
X(s) = -, _K ____ a __ 

1 T -----­
sa-[-b 

bK 
- S ( a-~-=-z;r + Kñ 

Noting that unc!er normal operation ¡ Ka¡'s(a + b) l » 1, wc obtain 

Y~)_ b _K 
X(s)- a- P 

T~e transfcr fu.ncti?n betv.cen y and .\ becomes a constar¡!, and thus the hvC:r.•_' 
sy~tem shown tn Fto 5-23( ) t" • . 

11 

• -· 
• 

1
_, • • o a a~~ a, a propontoDJl controller, the gain of w: 

15 K]J. T,.~ g~tn A11 can be adJu~ted by_ etkctiveiy changt!lg tlic lever rac!O .~ 
We ha ve tnus sccn that the adclitio'l of a feec!uack !~ver wi!t cause the h;d;~, ... 

servomotor to act as a proporti.)nal co:1trol!er. · ~~ 
~ '~. 

Elcctronic proportío;1;1J contwllcr~. 
is an ampl!llcr whtcl¡ receíves a SP1:1ll 

vo!tag;; signa! u,d produces a voltaoe 
t 

. b 

ou put at :l h1gher pov:t.:r kvcl. A sche-
matic ui¿•grarp of such a controller ¡~ 

shown in F1g 5-24. For thi:; contro!lcr 

ea "= K( e -- e ~.J.) K!!.l » 1 
\' OR¡' ¡~ '-¡ 

Thus thc tran~fer function G(s) of th 1s 
controlkr is 

G(s) = §_o(52 _ !? 1 _ y 
E.(s) -- .f\ - '" 

KP is thc galll of thc propot ttonal con­
troller T~1: 2<~"1 KP can be ~llJu~tt.:cl b) 

lr1 !he f,:~ 'iJ,\C.k ClfCL:•t. 

An ekctronic proportiofldl 

K = _!!_,__ 
P R2 

F1g. 5-2-1. Schcnnuc dJJgr.lr.1 of un el~·~tr 
pwpor 1ron.;l contro: 'a. 

5-3 Oll L\l:--\1:\G Dl'HI\'ATIVE N\D 1'\H Cll.\1 CO".· 'TI,'OL 
ACTIO \i J .~ 

. .. 
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~ e The basic principie for gcner:~tfng 
l~-· - a desircd control action is ·to inscrt thc 

ln~~rs~~óf Íl1e ~d-Úir~d tra~sf~r functión 
. in:the .f.::cdb:~ck path.''For the systcm 
shown in' Fig. -5:25, ,the' clos~d-loop 
tra'nsfer ft.;nqion is 

Fig. 5-25. Control systern. 
·C(s) G(s) 
J?.(s) =:= 1 +.G(s)l~(s) 

'i(s)H(s) ¡ » I, thcn C(s)/ R(s) can be 'rhodificd to 

C(~) 1 
R(s) = H(s) 

s, if proportional-plus-dcrivative control action is desired, we insertan element 
ng the transfer function lf(Ts + !) in the feedback path. 

:>btl.!ining pncumntic proportionai-plus-ucrh·atiYc ·control action. Consider the 
Jmatic controller shown in Fig. 5-26 (a). Tliis is a narrow-band proportional 
~rolleJ ora p~eUPlatic two-position controller. Supp~se that the zero acturiti~g 
r é = O corresponds to the nozzle-flapper dist_Jnée X and control pressure Pe. 
small channe in the actuating error' from the zero position produces a small "" . 

1ge in x in the nonlc-flapper distance, then a small change p; is prodticed in the 
~rol pressure A block diagram of the system (under the assumption of small 
ations) can b.:: drawn, as shown in Fig. 5-26(b). The transfer function betwecn 
1d e becomes 

(o) 

(b) 

PJs) _ bK _K 
E(if- a+ b- P 

f¡g. 5-:?G. (a) A pneum,!llC proportional 
contro!:er; (b) block tk:gl.llll of thc con­
trv!lci. 

. o 

• 1 

Sec. S-3 DERlVATIVf· A ';D J"-,1TCrRAL CO~TROL ACTIQ!C''\¡ 
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. - ·\,-1' 
Wc sh~ll, ncxt shov( that _ ti~ e aéldition .of dc!ayccl n.::gali '-e fc:.2cl back to thc' 

coh_trollc.~ shown in F1g. 5-26 (a) \vil! modify the narmw-band proportionztl con- • 
troller to 'a proportional-plus:.dcrivativc controllcr . 

'Considcr the p1Ícumatic controller shown, in .. fjg: 5-27·(o.). Assuming ·again 
small changes in thc actuating error, -nozz!e-flappcr distance, and control prc<sur,.::, 
we can summarizc thc opc_ratlon· of this controllt:r as follows: Let us first as'sumc a 
small stcp changc in e. Thcn the change ip t~1c control pressure p, will b;: instan-

Fig. 5-27. (a) A pncu­
nMtic propoitional-p 1us­
d.:nvativc control!t:r, (b) . 

_/ 

x~:~K ' -¡t 
)i 

·-----~¡ 

b 

(o) 

e{r----
---~------------~ t 

~-
X+ • 

__ }':::::::·====--
(bl 

1 

• stcp changc: Jn e ancl ti1e 

corrcspo•Hiin:; chJng~s.in 
p, ard \ p'ottcu VL'i'l'S t, 
(e) b'od. .. d1:1gr.t1l' of thc 
con~:·ui'~.:r. (el . 1 
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tan.:,)us Tllc rc,tndton R wdl momcnt.lrily prcvcnt tho f<.:ccllnck bcl!ows ft ont 
s~lbl'1g th~ prc~su1c ch,tn~c p,. Thu~ thc fcedb:~ck b-.:llows will noc rcspo td n~omcn­
t.•rd;, and tite pncu1~1.1tic ::~ctu,\til1g valvc will fccl thc full efTcct of ti-c n,,wcmcnt 
of th.: !llJ';'cr. As time go-:s on t~1c fccdback bcllows wdl c\pand or COitcr.:ct Ti''­
c11:Jngc In thc nouk-flappcr dtst,mcc .\ and the change in the control prt:'>'iurc p, 
can b~ pJ,,,r,Ld a:_' llrl-;t t1m..: t, a<; sl10wn in ftg 5-27 (b) At stc:1dy state, thc fccd­
bct.:\,_ b..:lioll's act> ltkc .t'\ otd!l1aty fccuback me.:hantsm. Thc curv;; p, vet~us t 

ck~~rly shO\\ s that this controllcr is of the proportional-plus-c!crivative type. 
A block dia~r,11n corresponding to tlus pneumatic controllcr is shown in Fig. 

5-27 (e). In thc biL)ck d1.1gram, K is n constant, A is the ar..:,\ of the bc11ows, ancl k, 
is thc ::qL•iv~dent ~p1 in~ comtant of the bcllows The twnsfcr function between p, 
ande can be obtaincd I!Olll !he block cliagr,1m as foJ!,)ws: 

---~-K 
P ,( s) _ ._,..,.a_-.:...f-_b·c-----,--
K(s) ---- í-=~ K a _i ___ ! __ 

a+ ó ks RCs -¡- l 

In such a controlb thc loop g:-tin !Ka.·f/[(a + b)k,(RCs + 1)]\ is normally very 
muci• gteatcr th.In unity. Th 1JS thc transfcr funcrion P,(s)/ F:(s) can be simplificd 
to gt ve 

whcr<.: 

Pc(s) ., (1 , T ·) 
-Ec(-~ = J<...P ¡- d' • s) • 

b
,_ 

K=_~'__! 
P aA' 

Thu~. del·,ycd ncg.ttt\'C fecd~ack, or the tr,lllsfe¡ function 1/(RC,· + l) in the fcccl­
b:,d: p:1ti1, modJÍÍc-; ti',; proportio'lal coqtrollcr toa proportioi1al-plus-deiivattvé 
controller 

Note th,tl if thc fccdb:~ck valvc IS fully opcncd, thc contrc•l .tction bccomes 
proportional. If thl: ft-cd\:>:1ck vo.lvc is fully closed, the control nctwn becomes 
n.Hro·.\- h<~ 11 d pro rur \!() n .• I (o n-on). 

Obtain[nr: pneUtuat1c proporticJ11,1l-ph1s-integra! COI~trol action. Con<;iclcr the 
prorortion;:¡l cont' ollc1 sl,own in Fig 5-28 (a). Con~tcle11ng srnall ch:~n:_;cs m thc 
V::!ri,•blcs, wc c~n drnw a block diagram of this conlroller a~ in Ftg 5-28 (b) \Ve 
sita!: show th,\t the add1t1on of dclaycd posit1vc feedback will mod1fy thts propor­
tio:I:Jl cunl•olkr to a piOpo!lwn,tl-plus-lntcgral CO"~'olkr. 

Con~!t.ic:r thc llfl<.-llll!:t!ic comrollcr sl10w:1 in F1g 5-2') (a). Thc opcr<dion of 
tbis coqtrolkr has fll 1 1Ll\'.~: Thc bcllow) dcnotcd by lts connected to thc control 
prc_;surc sourcc: witl:,,,: ,tny rc-,trict!On. Thc bcllows cknoted by Il i~ conllc.ctcd to 
tl•e control [liC'>Wit. SultiC~ thruugh a rbltlction l el m assume a sm,Ill stcp cb<lng.:-
1., th~ <!Ct\',t!Í!I); L' ru ·¡ !11·, will e<n:s<. tltc bad, pt~.-ss::rc in thr: ponlr; 10 cha'1!:}­
Jn>f~nLI'1'.0ll~;ly. 'fhu) <' CÍ¡,\!l[;C in th; (.0!1(10! iH•:o-,lllC ji_ :tisO OCCLII'> il1',[dl1-
!;tnC<"l~hly Duc t(O''-- r<..sttic.tíon of thc _v<>ivc in thc p,1tl\ :(· l~d!ows lf, thuc wiil 
be a p,c,·,urt. r!ro 10' '> thc v,tlvc. A-, ttmc _soc.s on, 21t wl!: l!ow acJoss thc valvc o 

Se~ 5-·1 

Fig. 5-2'i. (a) 1\ pncumallc propor­
"''ral co:Jtroller, (b) b!ot.'.; d1a;;r;1m 
of thc cun<roller 

~--- + e r---¡~ 
~ -

177 

i \ 

j) 

(o) 

(bi 

in suc\1 a way tl1at the change in pressurc in bei!O\\S II :lttains the v::!luc p,. '!'hu 
bellows I [ witl expand or contract ~'S time elapses in such a wny .:!S te; : · Jv•: tlJ, 
f1appcr an aéc!1ttonal amount i,: the drrcctton of thc orig11wl clbplacc•,,,-,, :' ~.-h, 

wtll cause thc oack prcssurc: p_ in tl . .: nonk ro cltange contíilliOU)ly, :~::_.c.-,.,,., 

fig 5-29(b). 
Note that thc integral ccr.trol actton 1n the controlkr t.1tes the for .·1 e· •;;\o\·:: 

cancclmg the feedback th:Jt the pro:'ortional control onginall; plovicbi. 
A block dia;-_;ram of tlm control!,,~ undcr the assumptton of óm~lil va:ution:- i· 

the variables is shown in f1g 5-::~9 (e) A simpltfication of tht~ block dt:1gran 
yiclds f1g. 5-29 (d) Thc traJ'Sfer functto;-~ of thts contr ollcr is 

__ ':__ __ K 
PJs) _ (T -:- h 

E(s)" - ~~-~~~ b {~ e-~ -~~;~\~) 
whcre K is a conc.blít, A í~ thc arca of thc b.:llo\, s, and k, is tl!e C(jtl\\:,L'•ct :;p· in 
consta'll of thc combtncd b:llo\',S 11 ¡¡;(l.lf~C\j[(o -\- b)f;,(RC.1 + l)J: )> 1, \\1,,,_· 
¡~ u<;ually thc C<l>C, thc trc~nsf.:r functicn Cdn b..: <;Í!l'plih'd tü 

o 
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Scc. 5-3 

where 

K = bk, 
P .aA' 

... 
T1 =RC 

Obtaining pueumatic proportionnl~plus~uerirathc-plus-intcgral conttul action 
comb:n:1.tion Qf thc pneurnatic control actions s_110\'.n in thc,systems of F1~s. 5-27 
anJ 5-29 (a) 'yie!c!~ ¡]. prop·J~~io~n!-p~us-deriv2.ti>e-plus-integr::tl control acr: 
Figure 5-30 (a) shO\\S a scherpc.tic dwgram of such a controller. FJ¡;ure 5-30 
shows a .block diagram of this cóntroÍier under the 'assumption ,of small varia ti 

· in the variables. 
The transfer function of this control!er is 

•+-t - \ 
X+x.._] O 

- ~·~ 
(R, :» Rd) 

b 

) 
'''.t (al 

'k' . Pe 

LJ --"-

(b) 
' 

Fíg. S-JO: (a) A pneurp;¡tic propcrtion.ll-p!us·dcm :Hivc-plus-integral 
cnntru:Ier; (b) btuck d1asr,!m clf tk contro!kr. 

~ 
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By ddining 

znd noting that u ndcr nor~!' tl operation ¡Ka A(T1 - Td)s/[(a + b )!: ,(Td> -\-!)(T1s -t- 1 )JI 
» 1 and T1 » Td, wc obt~.Jtt 

P,(s) ~ bk, (Tds + 1)(T1s + 1) 
1:.\ST--;- cA -Tt;-=- T~fs-

___ bk, TJ1s 2 + T1s + 1 
--;- ;;-x -~-s---

= K P ( 1 + Tds + !s) (S-16) 

wberc 

K=?}:__! 
P aA 

Equation (5-16) indicates that the con­
troller shown in F1g. 5-30 (a) is a propor­
tiona!-pl us-deri va ti ve-pi u s-integral con­

trollcr. 

Dashpots. The da~hpot shown in Fig. 
5-31 (a) acts a~ a di!Tcrentiating elerncnt. 
Suppo'ie we introduce a step displo~ce­
ment to tite piston pasition x. Th<::n thc 
di~placemcnty bec.oJ11.;s equcl lo xmourcn­
tarily. Bccause of the ~priog force, how­
evcr, th-:: oil wi!! flow throu,;;h the resist:H:cc 
R and thc cylindcr will co:ne back to thc 
angina! postt:on 1 he curves x versus t 
aml y versus tare show'i ;,l Ftg. 5-31 (u). 

Ld us cler ive the transfer funct!otl 
b.::twecn tlu~ cltspL:cc:ncnt y and Jtsp!~\CC­
w:;nt x Dchnc tl'c prcs<;urcs existing on 
the left JPd ri~l1l s1dcs of thc pisto11 as 
}'¡ (lb/m 2) and P2 (lb/tn. 2), respcctivcly. 
Suppose that thc incrt1a force tnvolvcd is 
n·~~·l!gtblc. Thcn thc force ac!in¿ on thc 
pt·.'O'l 'l't•st bal:tncc thc s¡lfln¿ fnrce Thus 

wh:..n; 

A oc pÍ'.lon are.\, in. 2 

k -- ~r··í'lc'. con-,~,,nt, l bju1. 

Thc flow r;I[L' e¡ is g1ve'l by 

o 

(al 

X ~ ¡-------------. - -
__ L ________ ---- __ _,_ 

t 

(bl 

(e) 

:·!~~· 5-31. (a\ D,>J¡¡l(1\, (l•) ;t~p tlull[;. 111 

X dnd t~H; cr-.. ..... '):)\ll'dPI!..: ~,.!h1'1L,L lfl y piutlLd 

YU ,~1'., /
1 
~: ::,,_L dl:t~r,tíl1 u! thr.; tl~~,hpt)~. 

Scc 5-3 

P, -- p 
Cj ~e ·-----/~--

q = flow ratc through thc rcs~r.cl!O'l, lJ.'scc 
R =- rcS!Stdncr.: to flow al the r.:3trlctton, lb-s~.::::1Z1. 1-lb 

¡::! 

Since thc flo\v t 1 ~rouz11 thc rc:~trictJ0.1 (~~;-lng d! s:?:ür1Js PlUS~ eqL!~~! t:¡,:; r~ .. ··,~, 
the r: 1 JS~ of otl to th.::: kfl of ¡¡·,;: p!:itO:I du¡·¡,>g t'12 s.:n.~ c:l ,;~·c.o·Jc!o, \>'( ob:.· 

q dt = Ap(dx- dy) 

whcrc 

p = density, lb/in. 3 

(Wc a'>sumc tktt thc fluid is incom¿r:;-ssib!e or p = constant) This Ltst eqt'r:•,on 
can be rewritkn as 

or 

dx dy , ky 
dt = dt T R.-1:¡í 

Tal...ing thc La place transforms of both sidcs of tl1is last equ:1tiun, assuming zc1 o 
initial condltion<;, \'.e ob!:~in 

sX(s) = sY(s) + ___ k_~ Y(s) 
· R.1-p 

The transfe! functton of this system thus bc-con•e5 

Y(s) s 
xcs) = -----¡:-

Let us ddir.c R,J1 pjk =-.., T. Then 

s + -~---,-
1~A-p 

Y'_s) Ts 
x(S) ]·5-::;:.--I = 

1 
-L _1_ 
' Ts 

f¡gurc 5-31 (c.) show~ J block d!f'::ir;on, rcprcso-nt;•tion for this systcm. 

Obt:~ inin;; h) tl ra u líe p1 oporl in na 1-phh- !r• t cgra l control a e t ion. Ftg ttl e 5-3 2 (a_• 
shOW> a sc],erlt!l!C dtr•g1:1 fTl of a h)c1r:\l.:l¡c rroportionJI-pll'5-1•1lc:::l,,¡ CC'11tc'l]t, 

A block dwgram of thb control'cr 1s sho11 q 1•1 Ftg. 5-32lb) Thc ttansfcr Ct,,1Cl¡c,­

Y(s)/E(s) JS gt\ en by 

b K 

o o 
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(o) 

(b) 

Chap. S 

Fig. 5-32. (a) Schematic d1a· 
gram of a hydrauhc pro­
portional-p!us-tntegra! con­
trol!er; (b) block d1agram of 
the controller. 

In s~:- 1 : n contrul!cr, u'1dcr normal opera'tion !KaT/[(a + b)(Ts + 1)1\ » l, with 
the r:::~u!L that 

!'_(s] = K (1 + _l ) 
E(~) P T1s 

where 

K =_!Y_, 
P a 

Ti,us thc cor:t:ol:er siw..vtt Id f\g 5-32 (a) is.:: proportion::t!-plus-integrz,J conlrollet. 

í~;•;j•¡l!¡:;; !lcri\a 1ivc :':'t'l inl~r;~~~l C(wtro! actio:. in clcct~onk cou!rol!er~. Figure 
5-33 ~hO'.'.'lJ thc pr·incip:~~ sf obtaii,ii'g cicuvllttv~ ai1d intc¿;r,\l control actíon In 

elc:ctron~c c.onlrolkr~. [:,-;enti.,lly wc lll>~rt a11 appropriatc· circuit in thc fc.cJb~I('K 
Í":tlt to gcncr.lk tl¡,_; dc',ircd co!ltro! actton 1 he tr,\!>skr !unctions of tlt·-: controlkr~ 
may be obté:Í;¡,~d as fo!lu\'.~: r or tllt. conttolkr slJ0\\11 Í'l ri::;. 5-3.1 (a), 

t 

1 
1 
1 ¡ 
1 

f 

1 
1 

t ¡ 
\ 
¡ 

1 
' ! 
f 

S<:c 5-3 DE'.RIVATIVE A~D 1:--ff!.::CiJI.AL Cú~~ 1 KOL /\Cf!O;-..¡ o 

(a) 

(b) 

- _!"o(s) = 1+ _1_ 
E-;rsí T,s 

Eo(s) =K a{¡+ !sz. s + _1 _'\ 
E1lsl P \. a a T, s) 

a=t..-.&+!Jt. 
R, T, 

Fig. 5-33. ElectrO'llC controllers (<>) Proportiona!-plus-deriv~ttve con­
troller; (b) prope>ítlOP~•'-plu:>-mtcg;-;~l controlllr, (e) proporuonJ!-plus­

derivative-p!us-mkgr«l controlkr. 

Jlcm·c, for 1 Kj(RaCd'~ + 1) 1 >.> 1, 

§_oS{)=-~~!?:,/;"' _:-_t_ll = R r ~ + l = T s -j- 1 
.tis) R.c.s + 1 +K ·d~;· d 

\\he re T. = R"C,. 
Simt!,niy, for thc control!cr shown in Fig. 5-33 (b), 

E1 (s) __ R.C,s 
r ;e~ 5 -- .R--:-c:~--=-r=-r 

[E,(s)- E1(s)]f..:" ~"' E0(s) 

lkn~·~. for jKR,C,s/(l<.C,s + 1) 1 )> 1, 

Ei~) ____ };(í~_S_1 _±_1L __ = R{._.l_+l- l + -
1

-;I_,s 
f.}~í) - 1\l~,C, 1· ¡- I(C,s + 1 · R,C,s 

183 
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For the control!:::r shown in f1g. 5-33 (e), 1f t¡,2 lo:::-1' r.:>cÍ11 is \CJ y much g¡catcr 
than unity tbe tr~!nsra function m ay be deriH:d <!3 follO'-"~· 

where 

Ea(s) =K a(1 + 'i<ts + --;-~-~ 
E.(s) P a aJ,s; 

a=l+!?fl+r" 
R¡ TI 

The derivation of th•s transfer function is given in Problem A-S-5. 

5-1 EFFECTS OF I~TEGRAL AND DERIVATIVE CO="iTROL 
ACTIO:-.: 0:-.: S\'STE\! Pf:RFOR\1:\NCE 

In this section, we sh:.¡l1 ;rtvestigate the efTects of integral a,ld deri\ative co'ltrol 
action on the sys~ern perfurmance, but we shall constder only simp~e systems. 
(In later chapters we shall study more about integral and derivative control.) 

Integral control action. In the proportional control of a plant whose transfer 
function does not possess an tntegrator lfs, there is a steady-st?.te error, or offset, 
in the response toa step inpvt Such an ofl'::.et c¡¡n be diminatcd ifthe integral control 
action ¡, inc1uded in t!1e controller. 

In the integral control of a plant, tite control sizn;:\1, thc output signa! from t!1e 
controller, at any im:ant is the urt!a under the actl!J~ing error sig~at cun:; up to 
that instar.t. The control s•g11<t! m(r) cuc havc nonzero va!uc '.'<hen thc actuating 
error signa! t'(t) is zeta, r!.s ~ho\· n in f1g. 5-3'\ (a) Tl··i~ is irnp::m1blc i.1 the case of 
the proportio•1z!.: controi1cr sin<.e a nonz~to c0rt;c\ signd r.~qvircs a r~:1Zc~o 

actuatiP; error s!gnal (A non?cro actuaw•:; enor s¡gna~ at ~tcad;i st.~ttt r,1e<.\11s til:~t 

there i~ nn ofF,.;t.) figure 5-3·1 (b) shows the CLI! ve e\.:) vcrs•Js t am' ~h~ correspo:1d1ng 
curve 111(1) ver :o u~ t \vher. th.:: controller is of clt;: prop~'rtíOnal typc 

m(l)! 

1 

lL= ~ + o t 

(a) 

e(')~ 

o~-~, 

(Di 

Fig. S-3-l. (,1) f'!ots or ~(r) anJ m(l) <.un.:·_ showing nom~ro COIH•c•l 

,,.,n.d v.!tc11 th·,; ~'Ull ,'tr'lg errur s1gnal I:i :_..:•v; (b) p~Jt) o1' f.!~!) an.J ru(r) 

Ü'(;> s:u> ... •:;; 7 ::u L·JJ'"OI ~:;n«: \.'k-. ¡!J,: actL.:\ •ng v ror 51!;1'.:1 is 7~ro. o¡ 

18:: 

i\'::·~ t:,~ 1 lr~--~,;;:d cor:.!r-oi ~~ctior.) \1,' ~!.; r._:;~ (ni' 1 ; o: .. t o~ ~u:;¡c1) r;;t,•'(; error, 
r.1··y 1:--~~ '_J cJ::.c<:_~tor; r\.-~fl:~,...t~~ of~'~~.·~; d::?:'::.•slr;:~ .. ·!,'. _ orf,_·,_' 1 

:. ~.-: ~s~n~ 

an1¡1l1!J~·::, bJ:.h. e/ \1~ht,:..~1 ~"lf(" t.:.:::vo..~;y t· ~l1 ~5!!"c.~~J!c (re); ~.._' __ ·.';, ::-~ _ c_·:,~!j~· .' (Í 1 

Inté;;;í.:d co'ltrol of li•¡u!:l-k1ci co:Jtrol S)~tc:rns. In S::ct[on 5-2,\'.-:! fou:.,· tl1::c th•_ 
pro~o~' o-,_~ control o~ a !tqu[d-:e·.el s:;sten¡ v.ill result in a ~t~d·.'Y-é':··c ,_.;u­
,,¡t;, ~- ~·~;J ~ -.~J~Jt \\';; sh~d! no·.v sho\V (l~t suc!~ GY: ...:rrc>r c .. trt b·,; c!l¡lJitl.tt ... ~) J( lll'_.._~ 

contro: ~cc:o'1 1s includt!J in the contro!!er. 
Figure 5-35 (a) s:-tows Q l1quid-!cv;:l control S)~tern. We ;.¡ssumc that tl1;: cc'l­

troll..:r is <:.n in:e¿r<.i! contro!!er. \\'e t:!!so assun:..:: that the vari~·ui:s x, r¡,. li, ~cnci 

which :ore mcasured from thc.:ir respectl\e stcady-s:ate valuc:. ,Y, Q, H, and Q, ~·­
small qu~n:!t:e~ so that the systern carr be consiJcred linear Undcr t;lc:,.::. ass l:··· .:.­

tions, tf)e b;oc:-: diagram of the system can b~ o')tained as shown in l-'13 5-:J5 (- · 
From F.~· 5-35 (b), the c!osed-loop transfer function bet\\<.:t:n II(s) :l'd Xrs. 

Heno::: 

1-!;:. S-35 (.,) Ll·~u•d-l;vd co:.­
tr,•! \]~· J", lb) blo,;k tll~gr:'·11 

vf lt·.c ~J s·: ·: 

H(~) KR 
X(s) R.c5~, .s--: Kk 

E(s) _ X(s)- H(s) 
X(s)-- X(s) -

RCs 2 
--:- s 

- RCs"..:.. s -~- KR 

(o) 

_ x(sl_OLI__!~Lf 4_ f-_, ¡-6:=-1--- .. __ 
~~ ~ ¡·Res+!: J 

L-----===~ 
(b) o 



1S6 BAS!CCO:.:TROL r\CTIO:--JS Lll<!p. ;¡ 

o· r h . . S1ncc: t~c: sy-;tt!'ll Js· a stable o::t!, the ste.1dy-state error or t e umt-stcp respomc ts 
ou:.·. ··<:e! by appfyipg tl!c fir:.l! V:Jiuc thcort:m as fo!lows: 

e,= lim sE(s) 
•-O 
l . -~s-'-( R~\.C_s_2 + s) = lffi •-o RCs 2 + s + KR s 

=Ü 

Integral control of the liquid-kvel systcm thus elirninatcs the steady-state error in 
thc respo::se to the stcp input. This is an import2.nt im1)rovcment over the propor­
tion::ll control alonc which gives offset. 

Response to torqnc di:;turb:wccs (proportional contioÍ). Let us investigate the 
e!Tect of a torquc drslllrbC!r.ce occurring at the load elcment. Considcr thc systcm 
shown 1'1 F1g. 5-36. Thc proportional controller delivcrs torque T to position the 
lo:1d ele ·¡e ,r_, v. hi,_lt co¡:si,ts of fllOm:nt of inertia and viscous friction. Torque 
C!s:•Jrb;·,•:cc !S dc'lu: ... d D) N. 

N 

~t ____ _ e 

Fig. 5-36. Control system with 
a torque disturbance. 

Assuming that the refercncc input is zcro or R(s) = O, the transfcr function 
between C(1) and N(s) is g~ven by 

C(s) 
N(s) = Js 2 +fs + KP 

Hence 

E(s) C(s) 1 
N(s) = - Nl~~ = -Js 2 + fs + Kp 

The ste?.dy-~latc error dueto 3. step disturbur.cc torquc of magnitudc T. is givcn by 

e.,= lim sE(s) 
•-•0 

. -s T 
=- lt m --, -, -~--- _,. ---~ 

•-·O J S- T S + K P S 

T. 
~- --K-

p 

At ~k:•dy s~.•t•.:, tl:c pror'J' ~Ion~t! control!cr proviclcs the to¡ que -T., which 
is eq~1:·l irt ilt.lL.:ll'\ll<.k b~·t OPí•'))Ítc i:1 si¿n to thc di~turthtllcc torcp.c 7' •. Th:: stcady­
st:•te CJ'J:¡wt tluc tL' thc ~ 1 cp distt:Il)anct: torqt•c i:. 

() 
J l "'t J L.•-.J 1\./\ ¡_, /\ 1 ""l.J j_.J l._,j\.. 1 'j /0 4 l ' ~ ... ..._,.._, ~ ¿ • '- '--" ~~ • •- a ....... A • ~ • a • •- • ,. 

c(t) 8 

...;;:-¡~~-

¡ 
Tn 

- (Kp ·S mol! l 
Kp 

1 

Fig. 5-37. Typical response curves to a stcp 
torque dtsturban•:e. 

K (Kp.Lorge) 1 -r------1-----, o 

The steady-statc ertor can be reduced by increasing the value of the gain Kp. 
Incrcasing thts va!ue, however, wi!t cause the system response to be more ossi!:atory. 
Typic11 w;ponse curves for a small value of KP anda large vclue of KP are shown 
in Fig. 5-37. 

Since the va!ue of the gain K;; cannot be increascd too much, it is desirab!e to 
modify the proportional contro1!er toa proportion.:!l-plus-integw! controller. 

Rc~pon5C: to torquc disturbanccs (proportionnl-plus-intcgra! control). In order 
to eliminate offset due to torque disturbance, the proportional controlkr may be 
replaccd by a proportional-plus-intcgral controllcr. 

If integral control action is added w the contr oller, then as long as therc is :111 

error signa!, thcrc is a torquc devdoped by the controller to reJuce this error, 
provideJ the control system is a stablc onc 

Figure 5-38 shows thc proportional-rlu<>-integral control of the load clement, 
consisti11g of moment of inertia ano viscous friction. ___ ·, 

Th~ clC'~cd-!oop tr~,·1sfcr functio·1 betwccn C(s) and N(s) is 

In thc ;tbscncc or thc refercncc input, or r(t) =--O, thc eífm signa! is obtained from 

1-'i;: 5-3 S. Pro 'lO! tional­
p!th·ln:~gr,d centro! 0f a 
lo..!d dd1'ent cnn¡;;()tin~ 

(,1f (!I.'Jfn¡_n'_ of ,.,,___rtt,l and 
\ :;...:C ~·( ft !Ctl')n 

E(s) = - ------~---- K-N(s) 
j S 3 t j:.· 2 _, y ~ ' _IJ ,.- r 'P" 1 1'¡ 



---------------------------------

18S B-\SfC CON1 ROL AC1 ro·,s- Ch:tp 5 

If this conttOI syskm 1s a st.1ble onc, 1 e, if the roots of thc cku-<tck¡ is~tc cq~~..t:o:1 

Js 3 + fs 1 + Kr~ +~e==' O 
1 

have reg::!L·c real parts, then thc steady-stlte error in thc response to a step 
disturb::r¡c-e torque of m¡¡gn1tuclc T. is obtaincd by applying tite final valu:: theo­
rem as follows: 

e,= Ji m sE(s) 
J-•0 

-s 2 T = !tm ~ ___!! 

•-O J S 3 + js 2 + J:: S -f- !< P S 
p T, 

=0 

Thus steady-state error to thc torque di~tLtrb:mcecan be eliminated if the control!er 
is of the proportional-plu>-l!ltegral typc. 

Note that the integr~d control act1on added to the proportional controller 
has converted thc or•gin,1lly second-orcler system to a third-ordi?r 0'1e. Hence the 
control system m;-~y become unstablc for <> largc value of KP since thc roots of the 
cha~~!r~::·r"nc equat10n m.1y have pos1tive real parts. (The sccor.d-order system is 
-álways stabie if :.he co2!llcicnts in the system differential equation are al\ positive.) 

-r .. 
R~-O [ 1 K~T : ~--; ---l C 

- f- l -, + ~ j---{:-< --- f---·l-·-·>-- L..! Y l...! Lis _:!_U ¡ 
1 1 

1 _____________ j 
Fig. 5-39. Intcgr2! control of a 
lo::~ri e:~m~nt corstscng of 
:non'~nt of incrt!J anct vr;cous 
fr¡c••on. 

It is importrrnt to point ou~ that if the controlia wc1c an. Jntegral controllct, 
as in ftg 5-39, thcn the system :.1lways becom.:s uns¡able b::-::'.usr:. tl1e characteti~ti.:: 

equatio'1 
Js 3 -\-fs 2 -l-K=0 

will ha ve I oots witb positive real pa1 ts. Su eh an unstablc systcrn cannot be u sed in 
practiu· 

Note that in thc system of fig. 5-38, thc proport1on,11 control action tcnds to 
stabt~!LC thc ~ystcm, whilc the intcgr.tl control actron tcncls to c:1minatc or reduce 
ste<•liy-;talc c1 ror in response to various Íll[!Uts. 

Dcrivati1e conl1ol ~ction. Dcrivativc control action, whu1 add ... ,l tcJ a pil)p.>r­
tioPal conlrolkr, p10vi'-'cs a mcans of obt,•ining a colltrolkr with h1gh <.el\_;ttiVI• y. 
An adv,P,t,tgc of u;i:'g derivativc control act1on is that il tcspottlb to thc Lile of 
cl•.o11L~': of th~ ;tctu:'lt'1~: error nncl can produce a sign1ficant corrcc!ion hr..Jotc thc 
r,l.\C ·::"'e,,:· rlJ.

0
., ttl.''"l~~ ~~.rnr bcc.ofllc~ too lar~~· Dcri~~tiv-: con:r~l thu: ai•L:.:I­

P~~~t"l ~:1: ~t'-Lt.~.:~ "r·~Jr) l~t!tlatc--, an c.U</ co:,cct:\'c acllO'..,J Jnd IC1:n-., tu i•)r:~t.:~~sc: 
• :. ' 'r 1 '¡ ,, 11 r,r f 11, ~ \ ,_ t,- f .... 

o 
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C(s) K ___ .f_ ==: __ P __ _ 

R(s) Js 2 + KP 
Sincc the roots of the char<!cteristtc cquatlon 

are imRgÍn<try, the response to, 
as shown in fig. 5-40 (b). 

Js 2 + KR =O 

unit-step input co,1tinues to oscillatc indcfiPit~lj', 

Con~rol s~·stcrns exhi?~ting such response chrrracterístic<> a1 e not ct 2s:r<· blc 
W:: sh:lll s·2•; ~d:tt the additton of dcrivrrtiv~ cont1ol \\'!·¡¡ s' h'¡ 1- t! 1 " "'~: ze . .te sys.cm. 

Proportion:l.l-plus-d.:rhathc contlol of n S)'S(Cillllitl> ¡'nc·t"t" lo'l(l l t e •• ¡·r 
• • 1¡4_~, cu.)n~o~.ItV 

thc ~roportt~J1al_ contro!I~r to a P"ti:'Ortional-plus-c!crtv¡,t 1v,· cont: cd!.:,· \', · ,; 2 ·~ 
t:,tnstcr functton IS 1()1 + TJs). The wrquc devcloped by the COI\l•o!lr;r 1 ~ c·o•ür­
:Ional to KP(e -:- Tae). D2.rivat1ve contro]¡s e'>sent 1zdiy anucip,!tory, me·,,,',,-~ 0

1 
th: 

rm(antaneous error vcloctty, and Dredicts the ]a roe l:I\'CI"llo·~· .,¡ .... ¡ r __ _ . 
• .... C o;:. ::::, vL ~l 1-..dl O! :.!•!11_; G' ltl' 

produces at'\ appiOpnate count:::r::uion bcfore too Iarg;:: an ovcrshoot cL'C'.trc 

1 1;;. S- :n. (.•) PruíJO;t.o<~.ll con~· u: or ;; 
\~r\ 1 C1il \\J.!t :~~L'ltU !u,td, (b) Ii..'-'l!)f\fl~..; t.,_) 
'· Lo 1 J , 1, '"' 1 ~ 1', f 

(o) 

'1" 1 

1~8---------- -8-~---- ' 1 ---- ¡---

0 L ----~----- -"'- ----a--~-- ./__ -, 
{b) 
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!o) 

cltl\ 
1 '"'-r=_ ~-- ==-~ 
o 1 

(b) 

Fi~. 5-41. (a) Proportional-plus­
derivative control of a sys!em wnh 
inertia loa<:1; (b) response to a untt 

step-input. 

Consider thc system shown in Fig. 5-41 (a). The closed-loop transfer fu;tction is 

given by 

The cllaractcristic cquation 

Js 2 + KpTds + Kp =O 

now has two roots with n;g..:~:'í:! real parts for positivevalues of J, KP, and Td. Thus 
derivative control introduces a damping effect. A typical response curve c(t) toa 
unit-step input i~ shown in f1g 5-41 (b). Clearly, thc response curve shows a marked 
improvement over thc ori¡:i'1z·l response curve ~hown in Fig 5-40 (b). 

5-S REDUCI ION Of. PARA~!ETCR VAlHATIONS DY USE 

OF FI:CDBACK 

The primMy purpose oft•>:ng feedback in control systems is to reduce t~e sensi­
tivity o!· thc -;ystcm to pr-ri:!:>'eter variations and unwat,t..:;cl disturbanccs. 

lf w<.. are to construct e suitnbk op-:n-loop control systcm, wc mt•st sc\ect aH 
the co1n:;oncn 1 ~ of the opcP-!oop transfer functio11 C(1) vcry carcfully so that thcy 
r<!~poi)d :~CUII ,tt•Jy. 1 n tk c~o·~ of consttucting a closecl-loop contro! system, 
hov;..:vcr, thc Cütrpo:1cn!s en b~· lc~s ncct•r~tc since thc sensitivtty to par2 rpeter 

variatio•JS i11 G(s) is rcclt:c~~ b:,· •~ factor or 1 + C(5). 
To itlt•:.tt,\k th:., co!'s~~-';! thc op~n-loop and tl,e doscd-loop sys!cm shown in 

ft[','>. S-n (.·) ¡1ml (lJ), r.::,;•·:ctivdy. Supros.:: tita~, t'u-_ to pnr:;n::t..:r nri::ltions, 
G(s) i'> c.l· !ltL;td to G(.1) -:- t-.G(.~). wll(.IC !C(s)\ );- ¡t,C(s)!- Thcn, in tllc opcn-loop 

systc:':l ~!JO'.'.'I: in rl~- S-~?(,·), the output is gi\cn Ly 

o Scc. S-5 191 . 

C(s) -1 L\C(5) = [G(s) + L\G'(>))R(·.) 

lkncc: thc c'-lJng.:: in thc output is given by 

L\C(s) = L\C(s)R(s) 

In the closec~-loop systcm s!wwn in Fig. 5-42 (b), 

or 

C(s) + L\C(s) =-G(s) + 1\G(s) R(s) 
1 + C(s) + /1C(s) ' 

L\C(s) _:__ ~G(s)_ R' ) 
· 1 + G(s) (s 

Thus, the change in tl.t: output of th.:: closnd-loo 5 ·s , 
\'ariations in G(s), is rcduccd by a factor of ~1 ..¡_ Cp( )) I km, duc to t_hc para meter 
magnitude of 1 _¡... C( ) · , 

11 
' s · 11 m:ll1y pr~cttcal c.ascs, thc 

• • ~ 15 g¡;nera Y much greatcr than onc. 
Note that tn ~cductng the ef:ects of the p~r,lmeter variations of the com )Onnnt· 

v.c very often bndge the offending component with a fecdb~ck loop. 1 " ,, 

R(s)'_.__~l C(s) 
-~~__r->-

Col 

~--~--G-(s-): /Cl>~ 
(b) 

t- i¡•. S-~2. (a) O pe n-loop system; (b) closeJ­

""''P S) >l~lll 

(O) 

R(s) 

(b) 

R(s)tl~ -~:;;- -~>-1 ---- C(s) 
~ 1 Ts ~ 1 -> 

L,.: __ 

~-{_ ~5-~~- -- -

(e) 

Fig. 5- D. (a) Opc11-loup sy,•em, (b) closd­
loL'P >),~CPl with ¡,•1~ co.bt,mt 7''1 -:- ,. ·\ 

) 

t \ n .. ,, 

(e el o;-~ J-k1op s:, ,, cn1 with t:r11c co·b', '11! 
1' - bJ\. 
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Changing; tinte con~tants by use of fccdh:t~L Considcr thc systcr>1 sl10\\"n in F1~. 
S-·B (:~) Th~ t'l'IC con<;\:tnt ofthc systcm ts T Thc :tcldition ofn nc~::ttivc fcnlb~1ck 
loop a!Oti"J tlt,; c:c:mcnt reduces thc ttmc co!'stant. Ftgurc 5-43 (b) ~ho\'' thc 
Sj s!em with thc s.1rnc fccdforwarcl transfct fupction as that shown in f'ig 5-43 (fl), 
with the cxccp!ion that a nc:gativc feedb::tck loop has becn Jt!c~cd The time const:tnt 
of tl1i5 system hcts bcen rcdt,ced to T/(1 +Ka) Note nlso that the gain comtant 
for :his systen' h,,, al<;o b..:en rcduceJ from K to K/(1 -i Ka) 

lf, instc,~J o!' a n!~gattvc fccclb,;ck loop, a positi\c fc:dh<1ck loop ¡, aclc!cd 
around the transfcr functton K;'(Ts + 1) ami if thc fccdb,1ck transf..:r function 1s 
propcr!y cltoscn, thcn thc time constan! can be made zcro ora very small valuc. 
Co:1sil!;:t thc ~ystem shown in Fi~ 5-43 (e). Since the closed-loop transfer function 
1~ 

the tin1c constt~nt cctrt be reduccd by rropetly choosing thc va1uc of b. Tf b ís S"t 
equ:tl to r¡r:, thcn the t1me constant b~con1es :zcto. Note, hOI\Cvcr, thc~t if disturb­
ances cause T -- bK to be ncgati\c instcad of :zcro, thc sy;tcm bccomcs tl'1Stab1e. 
Hcnce if po~itivc fecdb:tck is employecl to reduce thc time const::tnt toa sma!l vaiuc, 
we must be vcry catcful ~o that T- bK nevet bccon•cs neg::>tivc. 

Incren.~ing loop gains by th~ of po~it!vc r~ctlhack. Tbc syskm shown in Fig. 
5-44 (a) lws the tic~:lSrL:l fu11ction C(s)¡'R(s) "" C(>). Co11~ickr now ti•e system sho\1!1 
in Fig. 5-4-l(b). Thc ctoscd-loop tr~"lnsfct f.__¡qctior· i'vt thi> :,)stc•-,1 is 

lo) 

,) 

---------~-----~-------------·-' 

(b) 

h~: O (,t) Oren-k"'P ,y .. t,·n•, :b) el:', .. d·•uu¡• S),,,, :• 11 ¡¡_,,e (r,,::,fc:r 

fq""' tO'l ¡, n•·.~rly uni'y. o 

Commcnts on thc u<'· of ¡"cc"H)~cl Jo 
~·-- 1..•1 i.l •'l.. opc 

As\\-: ¡,::J.\c s~cn in th:: p; ::viot,, chscus,iot~: 
f ~ 't' b -,'.!. e \1" r - • 1 1 l 

.. ~.-. 4.,., ... ~ '1 ·~ L--~. 0r C!O:•t~C- OOp COl~ttoJ, 

rcduc:.:~ tn.:: ~t.:r.s¡:¡v¡ty of a syjtcm to 
r.tr,ur.~tcr varir,tions :-tnc: rl¡e¡cforc 
l!éCfl".ISt'5 t~C efl'ects of gdÍn i,lfl<ttions in 
l h,. r" •r0 - 11 o r t' · (~) 
"' "-':' ' •• re, pie •1 1'1 rc,,.,onse lo varIa-

'"'11'> nr ~unply pr·');L'r~' S"P')'y \'Olt Frg. 5·.15 (a) lr:r~¡;rarln_>< c'·-'111·'11! (hí "•· . l ..... - --, l.l .t ; cl~C) ~ l' -

("'f'")r.,..- .. ~tl r ¡ ¡t .J ordcr Cday tl(liknt. · ' ~ ' · • ~~ "' .r.:, e.c n 1 1~ ;tuc:y ofcontrc,l!;>rs 
rn.1,l,· 111 Secuo•rs 5-2 ('r:c! .:;_3 \'t' l¡a"c 81 • , ¡ 
e}.,.. r' • f ' ' ) :- (.. L ,~o SC~..-Tl t l:tt thc ck·!~1C'i!~.) \," ~· 
,,,, >cl.INI> contro, [ICc!O•''i are 111 ¡¡1 .. ~-·, ¡¡ _, , i''-' ,,~ 

1 ' ~- ' 1 • '-' ce( l8Ct, p:1rt Of [l1C l'U!l[tOI,j;•. J" • ;¡n,, t!Lt! \Jll.: r.·cc.bac,: t'].· 1o ·''r'S 1. ~ e_. t 1, . ~· .. Cll'dil~: 
' ' - r . - ',.. ''' Orl ro,¡;::r cssentwlly incrc~· o •' 

Ir:.: :t111["llftc~ r:nc, l'JCrcd,c th.:: .'"dil''' of t) ' . . '·'- , • - ... ~ ~:. 
1-¡ ¡·¡· 1, ..o- lC p,oporl!Oil:l) SCIJ'lll\'11)' 

le' u-,:.: o ccc.uac:: loops 111 control syst"I11S 1 ' ... 
L. f '- , .\0\'.C\t'i \\'1 '¡r¡~¡ ·¡ . tl 
l>d o componc1rts oftltc sys:cm, w!ll tl e 1 ' 1

' ·' e,,:._ -·1C .H,· 
· ·-· 1 ICl)'lltcie.Jsctht·com•)l· 't· , l J 

Hl!roJuce the po>stbdtty o!' Inst<tbiiity. t .r.:\1), ,ti\L [!'o .. , 
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e 
rcircu 1t whicl¡ al!()\\ S p:1ssagc of;¡ sign.1lonly ifcc1tain cont'rol requirements have 
e:n s2 t 1 sfi~d) Tablc 5-1 sho\vs a ft::w f1uid1c logic g:1tcs and their respccti.'c l!t.lth 
tbl.:s. (:\ truth tab:..: is a tabular corrdation of input anc! oc:tput rdat1onshtps 
)f Jogic clc1Pcnts) ,\:; sccn fro•n T<\ble 5-l, digital f1uidic c':.::vices can ~ate.' or 
1hib•t, sigq:JI transPlission by the application, removal, or other combtnatiOns 

f input sig11als. . o · 
Dl•'ital fluiJics pcrform thc snme !c·gic funétions as thetr electrontc countcrpnrt. 

'herc .:;a 1 ~·. howcvcr, SOPle are~s wherc each has distinct advantages. (Usually, 
1c choié.C is clcélí .) For examplc, in app!tcations whcrc reliabiitty in e\trcmc 
nvironrncnts (e g, high temperaturc or radiation) is ~10re import~nt than :pe~d 
t opcrations, the digital fluidics should be chosen. Ifh1gh-speed logtc o~cra.tton In 

.ormal et~vit onmcnts is rcquircd, electronic dcvices are prcferable. Appltcat10ns of 
,igital fh:iJics are most often found 111 automatic warehousing, machine fecding, 
equencing, handling, etc. o o o 

Many functions of control relays can be performed by flll!dtc devtce~, ~nd n~any 
ogic f unctions of relays and elcctronic systems can be implemented by flllldtc devtces. 

A typical fluidic npplicntion* Fluidic components c~n .sense 
pos!:ions, providc operating commands, p.:rform logtc mtcr­
lodoiDl!, and control the valving of a machine's control system. 

Co~sidcr tht mechanical system shown in Fig. 5-53. It is 
desirec to de~:gn a controllogic systcm to sequcnce a drill hocad 
so that when the head is rctractéd ancla pushbutton is actuated, 
the driil will advance dowm\arcl. The hcad drills in the down­
ward position and then return'i to tbc up position to complete 
the cyclc For emcrgcncy return, H pushbutton is rec¡uired to 
retract the hcad at any time. 

\Ve sha\1 present a ~olution to this problcm using digital Fig.SoSJ. f'..·!echano 
fluictcs Figure 5-54 shows a logic circuit which can perform the 1cal systcm. 

--- -~-

FLIP-FLOP 2 

S\cJrf " 

FLIP·fLG, ' AND r:--rjj¡¡O,l ·"'-'-
---- --- --- lo.'_lk___j"LS2 

b 

--eJ-.,. __ :_____ --- ___ LLs1 6· 
Er·,cr'J'"'cy fig. 5-S~. Log1c circ.uit. 

~ tr;;_.. 

o '-•'•11. '• 1 j 1 .. J 1'' '! "1~ 
' ' ' } J J- ~ ~- • "'J •• ~· 

Jr5Írc:d ~cquc.nc.e of operut!G!h H_! ¡·_¡.- ~.01' e:: :·'L.,~ l 1~ S<.:l uyJ start button. 
1!t..: s~art buttún is n:l·::~\cd, anJ th..: LkJ:~.:nt w1ll c.mti!·~' :e> f!:vc thc ~t:t outnclt 
Thc outp~1t ofF LlP-rLOP ekmcnt 1 ts bt to r\:'\D ..:!-.:n1c"~• \~)>ich tomb:nc~·th:s • 
with the limtt sw1tc~ (LS 1) s1_;n:il. Thic; sign~l set~ FLJP-n Ol' 2,~which s':rft) 
the air rday and starts the hcad mming clown. '!"he dril! nw·.c, dCJ'.".:1 <\:'el óil!<; 
until the ~ión.::! fíOm LS 2 fills the delay tank. This shifts OR/NOT c:c:m~·2l, wh;c1

1 
in turn switchc~ í-LIP-FLOP 2, which shifts thc air rclay back to it~ or:S'·rd :,Ltk. 

The dril[ hcad now moves u p. Thc cyclc will rcpcat whcn the ~tart butto~ is pus ice! 
and LS 1 i~ activ.::tcc!o 

lf the CP1er~cnc.y stop button is pushed at any time, it will shift the ORji\OT 
and FLIPOFLOP l. The OR/NOT will shtft FLIP-FLOP 2 and itnmcdiatcly cause 
the dril! hcad to retract. 

EXA\lPLE PRODLE\IS A~D SOLUTIO:--;s 

I'ROI3LE\t AOS-1. The term commonly used to define thc gain or sensitivity of a pro­
rortion..ll controllcr is thc proportíonal band. This !S thc pcrccntagc changc in the inpllt 
lo the control:cr (error s:gnal) rcquircd to cause 100% change in thc outpu, ofthc actu~­
tor. Thus sma!\ proportional band corrcsponds to h1gh gain or high p1 oponwnal sc

115
¡_ 

ll\ÍIYo 

What is thc proportional band if tht:: controller and actuator ha ve an overall gain of 
4;~%? (Note that thc total changes in thc input to thc controllcr and thc output of thc 
:~~;tuator are given a~ lOO/~. Thus a ga111 of 4 %! % means th::r.t thcre i~ a changc of 4 ~~ 
in thc output if thc chansc in input is ! %) 
Solution 

Proportional band = . 100 ~ o = Ioooyo = 25% 
,- gatn m %/% 4%/ /o u 

PR00LE.\T A-5°2. Consider thc liquid-lcv.:l control systcm shown in F1g. 5-55. Assun<e 
th:tt th~ sct roint of thc controllcr is fixcd. Assun1 ing a step disturbance of magnitu:!c 1.

0
, 

Jc:crrninc t!1c error. Assumc t!lat 110 is smal\ ar.d thc variations in thc vari::tb!es from 
thm rcsp·~ctivc st~;·dy-s!atc valucs are also small. Thc controller is a proportiotwl O'k. 

lf the cont1 ollcr is not a proportional onc, but integral, wh.lt ts thc stc_:cly-st::tte 
crrvr? 

Sulutiono Figure 5-56 is a block d1agram of th·~ systcm whcn the coctro!lcr is proportior.a! 
-..nh ~;un K.;. (\Ve assun:c thc transfcr fu:~ctton of thc pncumatic valvc to be l!Pity.) Slllcc 
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X(sl=~E~s) 1 _ __,., • K 
- P 1 RCs t 1 

H(s) 

L ___ --------. F1g. 5-56. Block diagr.1m of 
th.: J¡qu!d-levd control system 
shown 1n F1g 5-55 

thc set point is fi:r.ed, the variation in thc sct point is zcro, or X(s) =O. Thc Laplace 
tr.:~sform of h(r) IS 

Thcn 

Hcncc: 

St!1ce 

we obtain 

H(s) = R{l}I E(s) + RC.~+ l N(s) 

KpR () R ( E(s\ = --H(s) =-~ ----~----E s - -------N s) 
' Res + 1 RCs + 1 

E(s) - ____ [! ___ N(s) 
RCs + 1 + KpR 

N(s) = !!_~ 
S 

Efs) =- ______ f: _____ no 
• RCJ + 1 + Kpf{ S 

= _!!!_10_ (
1 --~1----\ _ ___ [?.n9___ -~ 

1 ..¡ }/ R l 1- K .-, 1 · " !' 
- '-p '- \s -'- ~----.. !'.!5/ - --- t.p-'- s 

' RC / 

The time so!ution for t >O 1s 

R ,- 'l'KR -e(t) =' __ !_/¡¡_ __ ¡ expl- _j·--"-~t\- J t 
_ 1 + KpRL · \ RC / J 

Thus, thc um,: cor,qg,t 1s RC/(1 + Kj!R). On thc absenc:e of th-:: contto!kt, thc time 
C0:1\t<tfl~ ¡, c:.¡u.•l to RC) As thc gam of tht,; controlkt ¡;, !llcrcasL:d, thc time constan! is 
cccr·~a~~d. TiiC st.....·ciy-state en,lr JS 

e(co) = -1 -~~~Pk 
A~ thc C~Jr¡ J:" of thc cont10lkt 1s incrcascd, the steady-state error, or offset, is rcducccl. 
1l1 u,, nJ.•tllcPut, ... ·"!ly, tbc larr,cr tl!c ca!n KP 1s, th~.: ~mallcr thc ofl\ct anc\ t1mc con~t.\ot 
arc In pi,tlltu! sy-,tt;ms, howcvcr, í! thc g.un KP o[ thc pro'poillOnal controlkr :s incJc:a-;cd 
toa YLry \,u:_;..: vc~lu·~. oscJII,\li·Jn may rcsult 111 the output sínc.c 1n ou1 analys1s al!tl!c snull 
!..1gs and >lll.dlt!::.c COI'~tanh wluch 1nay C:>..JSI in thc actual c.onttu! systcm are ncgkctccl 
(lf th<::c: '>lll.tll !.¡¡_:, .tl'd tnnr c.omt.tnb ,\le Jncludcd 111 th~ .t•laly,!>, thc tr:tn-,fcr functJOn 
b·_ ... ,J , •• _., l¡•tl""' O"''.· ... -el L" \..:,y::\!·~~- v:t!~.c·s of KP th: p·J·,o,thll'v t'f u:,ciiLtttLl!l o, C\CI1 

1['')1 .... 1)' '-~...: iild; .) o 

------- - ----------

·_,' · 'TJO:--:s 101 

lftl•ccor~rru 1 '_, 1" ~~ 

(') bt: 

we obtain 

~() Rs 
.e s = -Irc::,q--s+-KRN(J) 

Thc stcady-statc cr ror for a step d1sturbancc N(s) = 1;
0
fs is 

e(c:o) =-~ lim sE(s) 
J-0 

= hm _____ -;::_!!__s_!__ __ ~ 
•-O RC~ 1 + S+ AR S 

=-=0 

Butterfly volve 
1 
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hus, art integral contro!kr elimir.:Jtes ~teacly-state error or offset duc to thc step clistur­
anc.:. (Thc v::!luc of ¡; mciSt b:; cl'oscn so that thc tr:msicnt response duc !o the command 
•put ::t!'J/or d•s!:..r]ancc d:tmps out wit:t a n:a~onable spced. Sce Cha[Jttr 6 for transicnt­
:sponse c.Pal;. "' ) 

'RO:!L[\ f A-S-3. F1gurc 5-57 shows a hydraulic jet pipe controllcr applicd to a flow 
ontro! s;.s!em. Thc jet p1;;e co'1trol'er govems thc position of the butterfly valve. Discuss 
~e operJ.!!on of tl•i> ~y,·~"l Plot a pos~iblc cmve relating the disp'ccef'1ent x of the noz­
k to tl':! to!al force Fe:~~ ; 'f: O'l thc power pistan. 

>o!utior.. The opcratio·: of t'1is system i5 as follows: Thc flow rate is mcasured by th;: 
mflcc:, and the pre'imrc diff..:r~ncc produced by this 01 ifice is transmtttcd to the diaphragm 
lf ti' e pr~ssure-measurir¡g d,;\ ice. Tbe d1aphmgm is conrtccted to ti' e free swmging nozzle, 
lf jet p1pe, throug11 a l111kag~ 1-l:gl¡-prcssure oil cjects from the nozzle al! the time. \Vhcn 
he nov 1e JS at a neutral po;iuon, no 01! flows through either of tbe pipes to movc the 
)0,\C:- piston. lf the non k 1s c•s~!aced by the motion of the bal;~ncc arm to one sidc, thc 
1igh-pres~·.1re oJI flows through ¡J-·c corr..:spomlmg pipe, and the oil in thc powcr cylindcr 
~ows back to the sump through the other pipe. 

As> 1JIT'e thi!t thc SJStem is inttta!ly at rest. lf the reference input is changcd suddenly 
toa higher flmv rate, thcn the nozzle is moved in such a direction asto movc the power 
pis ton and oper¡ the buttcr:ly vah e. Then the flow ratc will inctease, the prcssure dlfTetencc 

across !he orifice becomes larger, and the nozzle 
will movc back to thc neutral position. The movc­
ment of the power piston stops whcn x, thc d!s­
placement of thc nozzle, con•e:; baci-.: to and stays 
at the ncttttal posiuon. (Tbc jet pipe controllcr 
thus posse~s,:s an mtegrating propcrty) 

----x Thc rc1attonship between thc total force F 
acting on thc power ptston and the d1splacement x 
of the nozzle JS shown in F1g 5-58. Thc total 
force is eqtlo l to the prcs;;ure d¡fTercncc f... P ac• oss 
the p1ston t11nes thc arca A o[ the powa p1ston. 
For a smnll d1splacemcnt x of tl-J.c nozzle, thc total 

Ft~. 5-SS. forc:: vcr>us di>rLtc~roJent force F and dtsplacemcnt x may be consickred 
curve. proportional. 

PROBLL\i A-5-~. D: :tw a bloc\. diag1 a m of thc pncumatic co:ltro11er shown in r1g 
5-59 Thert (1cnve th•; trM:>fn fuPction of tlus con!rolkr. 

lf the reshtanct RJ 1s removed (rcplaced b:.· thc ltn<.'-SI7~cl tt1bing), wh:tt control 
actio'1 C:u w~ ~d? lf the rc.sisti!:Jcc R1 is removed (rcpbccd by thc lmc-S!7ed tubmg), what 
control «ctioi' do wc gct? 

~o~u'iv, L•.' us <1''>'-'fliC th:H .,,_.h~!i e= O, thc nonlc-!bppcr d;s!ance is eqt1al to X and 
tl1:.: C'.J '!:o' ¡•rv.'>Urc: 1~ cc¡c::\1 to 1', lfl th<:: prcocnt l'nalysts, wc ~kdl ·\'iS•Jmc srnall Jc:viallor.s 
from"thc r ~'>pc:c! 1vc: r..:fc:rence v,duc, as ·follows: 

e =- srn,dl o.:n or si['11:~l 
Y o-~ S')l.tlJ c!J,lllf;C: in \liC !1ü77k-flappcr distance 

p,. =:;: S'l~ .. ~!l c_11Ltn~¡_; H1 tLc: ce -~t,ol prLS'-)tiiC 

J!r -- ·.r, !'l pr<-s·•-•r<: c.i·, ·e::: :n \x~l!ow:. l dt•c to sm:tll c:h<tr;g.: in the conltol prcs-
:;:•_.r ... 

o Ch:;:>. S 

f\--e 

r;
~=~ci~\-X., 

rr=~-~-u== C ~~j./~+P¡ 
i R¡ 

.----'--'----1 i{ t Po Rd 

1 ';:--= ·~1 -- .. _) 

1 Pneurnat1c 
-¡----, p1:a1 t===-- -----------, 

P..,/ ! vc:;e j J----------:1 
Pc +p, ,.J ~....., 

p, = Kx L ____ \ 
1 
1 
1 

1"' .... r ,.., 
--- f ~ ~---

t.,..' 'J 

Fi:;:. 5-59. Schemattc dtagram of a pncumatic controller. 

203 

Pn = srnJ!I prcssurc changc in bellows II due to smal! changc in thc control pies­
s~~e 

y = sm:::ll dtsplc.cement at the lower end of thc flapper 

In this ccntro!ler, Pe is trans'11itted to bellows I through thc re~ist::ncc Rd. Similuly 
p, is t~rsm~cted to b,;l!ows II through the senes of resistanceo R and R An app 

0 
· 1 ' 

• - J a' .,. , 1 1 xuna.c 
rc!.Hwm!1I~ b.:•v:ecn p 1 and p, is 

v. h~re 

T4 = R.:C = dcriva!ivc time 

S1m'Lu!¡ p 11 :.>.r.c! p 1 are re!ated by the transfcr function 

T, "'"" P1C = int~sral tirn; 

Th<: fon:·:-~::.!an~c cr~:.;:,tiO:l :or the t•so bello\'/~ is 

(p, - Pll)A = k,y 

\\hcrc J., i; t:~: stifTn~ss of th.: two connected bcllow~ andA is thc cw-:s-s~ctional ar~a G: 
~~~-: tv.:!fGW~. j r¡c fC~J:¡r-;nsh1p ~r! 1 0r::; l~l~ VHrJ~lblcl t', _\, aqd y i:) 

b (/ x = ---- e - --- -- -- Y 
a-t-b a+b 

Pe= Kx 

rr0m tl: cc:d.! 1•onsjusl dr;uvccl, a block d1agr;rm ofth-: control'<:, r,\rt be dr,W.tl, ao. 5:.,,,,: 
t-:! ~~ 5-6'J(:,) St'r':;!·fl~w•o,¡ oft!l!s blockdtagt~m r.:>ult~ in Fi::; 5-CO(b). 



(al 

(b) 

F1~. 5-60. (a) U!od: c!:c_;;:;~ of the pncum.o···~ controller shO\;n in F1g. 
5·59, (b) s~rn:1'1fied b~,:-.~'..: :~2l.:~1n1 

The t:ansfc:r function bet\\ ::e:1 P_{s) and E(s) !S 

Cl .tp 5 

For a pDé'•~rrl conlío1kr, un:1:~ ::.ym.al opcratron j KaAT1s/[l,1 + b;k_(1;s ..;.l)(Tds + 1)]1 
is very mu-~h gr.::Jta tban u-,'·:· 2.:-.c\ 1'1 -:» T1. Thcrefon:, tile tn,nsr~, functron c<,n be 

s~mp>!icd ~s fo!low~: 

P,(s) _. bk,(T1s -\ l)(T¿s -\ 1) 
E(s) ~ -----¡¡;¡r,~s ~--

= 9k, (!:Lt-I_d_ + Tds + _!__) 
aA ] 1 T,s 

~- Kp(l -1- Tds + ~~) 

o 

( 1'-:,. 5 2f,_, 

PROBI E\1 A-5-5. Obta:n thc: tra":sfcr function of thc cont¡oll~ .. ,1,uw:1 ¡'"; F1::; 5 33 
(e). 

_C_l__(I¡(s)- Us'l- J\,J !s'; "'~ E!s) ds .. '" r ~ ... ' 'Ü\. 

1 1 
c)l¡(s)- /¡(s)] + c;/2(s) + R¡[z(s) =O 

Hcnce 

/2(sí _ C1s 
fo(s) - R,(¡J</.':"s 2 + (R;c;-=.-:--J["C1 + RdCd)~ -=¡::¡ 

or 

G_i!) = ____ __ R,C,s 
Eo(s) R,C,RJC.~ 2 -t(!:,c; -'- K~c-;-T .R-;;tJ)s'"T1 

Not:ng t!nt 111 Flg 5-33 (e) 

(e1 -- e1)K =e~, 

we obtain 

o---J\IvVv--,-)~-- -'t"-- ------ -v 

~:) \.)¡K, e, 

1 i 
o---- ----L ---- -~1--- - ------<> 

Fig. 5-61. Fccclb.:ck ClrG'ilt v:;:d 1'· 

the controller :,llQ>Y[l in r rg 'i-c3 
(e) 

[ E.(>)_ R_z ( ------~-------A~¿Eo(!l__ )l , 
R¡ l<,C,RJCds" + (R,C1 + RJC, + R.Cd)s +--'L j ]\_ = Eo(5

) 

The trans!"c:r function E0(>)/ E,(:.) 1s 

JEc(;J = ~ _ __!_B_~_[j?.__!__c;'J!.JCis2 + (R,C1 -l- RdC, + RdCJ)~ + l] 
E,(s) ]\_J,:.f~ C,s + R 1[1\,C,RdCo!s 2 + t R C1 + R,C -r·--:R-r;·)·s-I"J-, \. • " e ~ ~1- d , J 

lf thc loop ga1n IS ver y much greater thélfl vruty, thcn tl1is Llst equ:JlJOn may •: · ·:r¡vJlifl,-, 

lO glVC 

- }' rr + (1 , Rd , Td) 1 J - 'P dS T -- T ']' -\- ;--
l ,Rt 1 T,s 

· v. he re 

T,= R,C 

Thcn 
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Coltbrotton Plont 

K "'.t 
' K 

R -... 

P:ont Fig. 5-62. Block diagrams of an opcn-loop 
control sy>tcm and a clo>ed·loop control 
system. 

PROBLE\1 A-5-6. Cor>sider the open-loop and closed-loop control system shown in 
F1g. 5-62. In thc o¡x:n-loop onc, gain K, is cahbrated so that K, = 1/K. Thus, thc tran~fer 
function of the opcn-loop control system is 

1 K 1 
Go(s) = K Ts + 1 = Ts -l~ 

In the closcd-loop control systcm, gain KP ofthe controller is set so that KpK)> l. 
Assuming a Uítlt-step input, compare thc steady-state crrors for these control systems. 

Solution. For the open-loop con~rol system, the error signa\ is 

e(t) = r(t) - c(t) 

or 

E(s) = R(s) - C(s) 

= (1 - G0(s)JR(s) 

The steady-statc error for the unit-step response is 

e., = lim sE(s) 
•-o 

= lim s[1 - G0(s)J_!_ 
•-·O S 

= 1 - G0(0) 

lf G0(0), thc de gain of thc opcn-loop control system, is ec¡ual to unity, thcn the stcady­
stJ!e crrnr is zcro. Due to cnvironmcnt,d changes and aging of componcnts, howcvcr, 
thc Cl- t.:ctlr: GlO) vnll Jr1ft from u'1ity as time clapscs, anc..lthc stcady-statc ctror wt!l no 
lo:1¿:.:r t;~ cqual to z<.:ro. Such stcady-st.t!e C! rot iT1 an opcn-loop conttOl systcm wtll rc­
main un\!! t!'c systcm l'i rcc,d,bratcd 

For t::c duscd-loop co:,rrol ~y~tcm, t!u.: error signa! is 

. KK G(l) = ;-,'.1' __ 
1~ + 1 

o Ctu~. 5 
2(J7 . 

The steac!y-st::rr; error for a unit-stt[l in¡Jut is 

e., = lim s[-l--] ..!_ 
•--o 1 + G(s) s 

1 
= 1 + G(Oj 

1 
= 1 + K;.K 

In !he clo;cd-loop control S;"Stcm, gain KP is sct at a largc val u e comparcd w:th 1/ f:. 
1lJUs thc s·cacly.s:ar:.: c:ro:- C:FJ be madc SPli!!l, nlthough not c::xactly zcro. 

Lct us asst:mc thc fo:!owin¡:: variation in thc transfcr function of t!1c pi" t . " •• ' .. un , assur•l!11s "• anu "¡ con>t::!r.t: 

K+f::..K 
Ts-+1 

for sirnplicity, let us assume K= 10 f.. K= 1 or f::..K{K- o 1 T!
1 

n 1¡ 1 
d . . , , - . . e 1e s ca y-state 

crrl1r for a untt·s!c:p Input rn thc open-loop control system becomes 

e.,= 1 -k(K + f::..A.) 

=1-1.1 
= -0.1 

In _the clo_sed-loop cortrol sy~tem, if KP is sct at 100/K, then the stcady-st:lte error for a 
umt-stcp mpu! bccomes 

1 
e.,= 1 + G(6) 

1 + 1~?(K-!- f::..K) 

1 
-1+TIO 
= 0.009 

Thus, thc c!osc~-loop control systcm is superior to thc opcn-loop cont 10¡ systt:m in 
the pr.:>crxc of cnv,ronn~-:ntal changcs, agin"" of componcnts etc \vl1•1 -11 

I~fi ·, ·1 , n ,., 
! O o "> C. ( ~ llll.L: Y d ~~'-L th•: ~tc.1l y-s:ate pcrformnr.•: ... 

I'IWB!.I:\1 A-S-7. The block d1agr::un of F1g 5-63 s11o\VS a SP""d co t ¡ · 
• • ~o:L n ro sysrcm 1n 

\llht~h th,; outp'Jt me111bcr of the sy~tcrn 1s suh;Pct toa torqL'c c1 1stu bl 1 tl d 

• r.:. S-r.J. 11\Kk l1 ta:;r~:''l of a 
';-..:.:d ..:l)r.'rut ::.ys:'.!i"ll. 

. '"'-'"' - · r '"ncc. n 1c 1~1grarn, 

N(s) 

n,(sl ~E(sl~-~T(s~T BJ- nc"· ___ ,. r -:¡ K -~ ' / > _!_ J) 

- L__ Js ___ l ___ >-

L _________ j 
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O,(s), 0.(s). T(l), ;~nd N(~) are the LapL1cc tran>­
forms or tk r.:'.:rcncc spc:-:d, outrut spccd, dnvrng 
torquc, ar'J é,;•urbJncc: torquc, rcspe.:::tivcly In th~ 
abs.:n:c or;! é•,¡urb:.'icc turquc, thc output spccd 
rs cqu.!l to thc rcfcrt:'ict.: sp-:cd. 

Invcs••gctc t 1 ~~ response of thts systcm to a 
unit s•cp d•,!tYl::>lce torque. Assume tlnt thc rcfcr­
C'l~e r·1~' : ¡, zc:·o, or 0,(.1) "'- O. 

Char. 5 

Solution. fr;urc 5-61 b a mo:!rficd block dragram 
conv~n·~r¡t for th.: prcscnt an.llysis. The closcJ-loop 
transkr funct•on rs 

Fig. S-6-t. Block clr:-~gram of thc spced 
co.ltrol system of Frg. 5-63 "hen 
n,(s) =o. 

~.'<(~ = _1 __ 
N(s) Js +K 

\\here 0,(5) ¡5 the Lo.place transform of thc output speed dueto thc disturbance torque. 
for a unt~-s~c::> drsturbance torql'e, the steady-state output vclocity is 

Ws(c:o) = lim s0,,(s) 
~-·0 

S 1 
=lrm---­

•-o Js +K s 
1 =x 

From th•s analysis, we conclude that 1f a srcp dísturbance torque is applicd to the 
output mcmber of the system, an en or speed wtll rest•lt so that the cnsurng _m_otor torque 
wrll C\actiy canc.el the tbturba:!c~ torquc. To dcvclop thrs motor toiqLrc, rt IS neccssary 
that tl•er.:: be an error rn specd so tl•,!t nonzero torquc w:ll rcsu\t. 

PROI1LE\1 A-S-8. In tl'e systcm cons!dered in Prob1em A-5-7, it is dc~ired to eliminatc 
a; m u eh a:; posstble thc specd error s duc to tor que drsll!l bances. 

};; lt pos'>ib\c to cancel thc cf1'cct of a d•sturba:lCt:. torquc nt steacly slo.te so that a cor.­
st:l'1t dtsltlfbnncc torqt•e app1·~cl to thc output membcr w!li cause PO spccd ch,mgc at 
steJdy stat<.. ~ 

~o'ut;on S•rrpo<;e v.v choo<,c a su'rtabk contro\lct whose trans:er ft•nctio•l is G,(s), as 
shown ir1 Frg 5-65. Thcr: tP the ab<;encc of the rdcrcncc rnput, the c\osed-!oop \tansfer 
fur¡ct•O:J bel\1ccn titv output velocrty 0,v(s) ancl the drsturbancc totquc N(1) is 

N{sl 

r--~ l r---- L fl,(s) ~(s) 1 _ T(s) 6/'L ¡ 1 f).(~l. 
--~ , -, G, ,,, 1 ~<%:>' +l_J'_j r- - --

L __________________ ------------ __ __) 
o 

Fig. 5-65. Block dr:-~gram of 
a sp<:,·d c-onttol systc<:'. 

o 

0: if' 5 

1 

~"~L~} = __ }<__ -­
N(s> 1 -'-, _l_G (

1
, 

Js e, ) 

1 
-- Js-.Fc,(.~"> 

Thc s!t:Jdy-statc Ou!put s,rJ.:cd duc: !o a unit-step drsturbance torqut.: '" 

w,..,.(oo) = lim s0,,(s) 
z-0 

= l1m--5--l 
•-o Js + G,(s) s 

1 
= c,(o) 

In ordcr to s~tisfy the rcquirement that 

W,v(oo) =O 

Yoe must choose G,(GJ = oo. This can b;; realtzed rf wc choose 

lntc¡;ral con!ro! action \~ill continuc to correct until the error is zcro. This wn:roll.: 
::oY.~\er, prc>ents a stabihty prob!cm beca use the characteri;t¡c equZ~tion v. ill 1\z¡v;; t\ 
imJ¡;irary rov::.. 

Onc nv.::hod ofstabil1zing such a systcm is to add a proportion:-~1 mode to ¡¡,,. coq;ro 
lcr or chocsc 

, K G (s) =K + --
' P S 

\\1th th:; controllcr, the block dragram of Frg. 5-65 m tbc :lbsencc of th~ r••ft:rc•1C..: ,,,
11 

cJn be mod¡ficú to that of F1g 5-66. The c!osed-loop transfcr funct!Oíl 0.v(1 )¡'N(s) Geum· 

Q;.!.') = ---~--
N(!J) Js 1 + Kps + K 

For a unit-stcp drsturbn,Kc torque, the 
stcJJy-St:11 c output spcec! IS 

w,,(co) =~ l•m sfl,v(s) 
~-·O 

S~ 1 = lnn 1~-~--, --:-­
•··o s- -r A.Ps -r K s 

=0 

Thus, \\'e s~e that the proportional-plus­
intc¡_:ral con• roller elrmm:11e,; spcecl error at 
~(C;Ilfy ~(.1 1 <.:. 

Fig. 5-66. Blo:~ d:~gr,un of th~ s~ccd Cé> 

t:ül >Y>tcm üf Frg 5-65 wlh:n G',(,J = 1:, 
(l\fs) ::\nd !.1,(~) = O 

T1
1c l'\~ of rnk:_;,a! control ;.JL:lion ha> tn:rc:~.,~d tl:..? otdcr of tl1c '>\~','' 1 L,v ,, , r,"l :• 

1cr,J, tco proc·Jcc '''1 os::rll:ttory r<.:S;'Omc) - -

In thc prcsc:nt systc:m, ;¡ stcp l!•stut bance totqu.: wi\\ cause: n tr;P\Slult er' n: 111 t~ 
output sp~d. bu1 tl1•: error \IJll bcco;11C z.:ro at sléady stGtc Thc ink:_;rator ¡'rOvJ,!•.:s. 

o 
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onzero outp~!t with zc•o error. (The non:z.::ro output of thc int.::gra!or produces a motor 
Jrq:•.:: \\''·el": :::-..:tctly C<!ncc!s t1h: di:>tLuln;<~cc torquc.) 

l"ot.: tl1:>.t t!->.:: int..:grator in tb:: tr::tnsfcr function of the plant c!ocs not eliminatc the 
tea¿:.·s~:t~c error duc toa c':s:urb:>.f'CC torquc. To eliminatc this, we must ha vean ink,era­
or bc:f"ore ~~·.: point '' !•ere th~ disturb::mc.:: torque cnters. 

>f:.OEl E:-.1 A-5-9. Figure 5-67(a) is a schematic diagram of a pn.::umatic control device. 
.t cons:s:s of four ch.:mber~ s~p~r2tcd by thn:c diaphragms which :trc rigidly linkcd, as 
;bowr: :'1 th:: CI2¿ra!'1. This ce\ ice ha~ two input pipes where tw0 control prcssuics P1 

and P2 are con·1<:ctcd. lfsuch prcssures ~re ~pplicJ, thc diaphra!Im asscm!Jly dis:orts ancl 
shuts o:! t:thcr one of thc t'' o supply inp·.Hs. Thc ou 1put pressure P0 is thcn equal to c1thcr 
F, orO. Tr<! output pr<-ssu:e P0 c~n be plottccl versus the pressll!e diffet.::nce P 1 - P2o 
as sho ,,., 1:1 Ftg. 5-67(b). SL·ch a d..:vicc can b.:: mcd as a logic device. 

(o) 

o 

(b) 

Fi¡:. 5-67. (a) Schcrn::nic diagr.1rn of a pneumatic control device; (b) 
char<tctens1ic curve 

If a bia~ prcssurc is a~p~Icd to onc of thc chambers, as shown in Fig. 5-68(a), the 
charactcíis:ic curvc is shiftcd, as shm, n in f1g. 5-GS(b). 

figure 5-69 ~hov;s a con•bi'lation of two suc1¡ dcviccs. What logic opcration can we 
get fro'11 th1s com binatio'l? Assuming tl''~ supply prcssure is 1 and thc input prcssurcs at 
point~ A and /J are cHhec· O or 1, find thc output pres-;L:r.:: at point F. 

[r -- -~- ----------:--
o 

(al (b) 

1'•1!· 5-('L (a) Sc.hcn,.:tif tliagr.~m of a pnt:um;~tic control dcvice, (b) 
cl~¡u~l~,.t,,;·¡st'\.. 't'!"'tt.:. 

C.h:lp 5 

Fig. 5-li?. Co"'l'J,r.,;ticn of t•,;;o pne•Jn'atic 
contra! ce·;; :~s 

Solution. Frorn fig. 5-69, \>e obtain the follov;in~ tab!e: 

-~-·-r---.--l 

AL!_~, F 
o oumo ~ 1 o 1 ! ~ 1 

o 1 1 1 o 
1 1 1 o 

Thus, the logic o;:¡cration obtain~d is that of NOR; that is, F = A·li. 

PROfll!::~!S 

PROBLE:'\! B-5-1. The schem.uic diagram of a pneumatic controller is shown in Fil! 
5-70. Dr2.w a b~oc!c diagram of the controller, and th~n d.:rive thc transfcr furctio'l. .,. 

F1;;:. 5-70. S: 1 •~r;nti: c!:.lgr,•m of a pncLnuti:: controller. 

I'H.OílLE\1 D-5-7.. f¡gurL .5-71 shows the schernatic diJ.gr,¡m of a hydrau11c sciVu'11oto1 
¡., \;h·:'-· ·>·~ crrc:r sign~l is ::tfl•plificd in two st,lg.:s. Draw a blo-:-k di:!E;r~m of th~ s;.s•~rr 
anJ t;¡,;:; f.·1d the trz.Lsf(;r fun::uon h:th~·.:q y aml .\. 



- ------.. - .. - ..... , ........ ,"" r1 t:;-v-uc-;,>r~)-1 ,_-;1-¡-; \J 

Aclr·m,!~ <r puede conclutt de l0~ dm último~ ejemplos, que rnicnlt:ls 
m.ís alcjztdo> esté¡¡ los poloo; dci eje reztl, tanto ma}or .ser :1 b \ clr:>ctcbd el·~ 
oscil.:tctñ;, de b rcspu~·stzt Fmalnl('IJte, cuztnto m:ts ceJC..t del eje iiii;:J.gtnariCJ 
est~n loo; polos, tanto m:1s plontJrJciado ser:t el pico dt.: la curva de la 
magnitud de la función de tr.1mfnencia 

En la siguiente <;(•cción, e<tudtztJemos métodos gr.íftcos ¡Jarzt el t•,¡,r, 

de los diagramas ( w, H ( ¡trJ ) } ( (•J,<tf! (jtf))), y daremos una mterpretacion 
fí<ica de los polos} cero<; de 1/(s). 

!· ------ - ~-- ·- -~ ' - -- -- -- --- ~--- ---- ---- ---, 

¡ 7.6 ~~~.G ~AM~-S __ D_~-~-~~~---------- i 
t-- ---- - ----------- . 

En eqa <;t·cc. ión d,IJL'IJJm un 111é todo p;:u a ti a1ar lm d iag-ran1as de re>­
ptte~ta aJm{Jnica. <tn lH'CT<;tcLtd ck calcula! el valot eh: la func1ón compkp 
fl(j(rJ) dnectanH'nte 

Si lianJan1o~ gallr.llcJa a la 1nagnitud ck id función !-! \;r;J), se defm'? 
COlllo gana neta t 11 dt nfn in ¡f/ (j(•J 1ldb a la fun<.ión · 

(7.6 1) 

Observemo5 qllc la fianancia en decibéles, o sea !H(j(J)) oo: es p-::~s!LÍnt 
st /H(;(rl)l > 1, y t!'~ulta n!'gati\a ~¡ ifi(¡C•l); < l. Eo;to no~ ind1ca que 
la ganancia en dcctbcles 1ru es nna magnitud (que no puede ser ncg<lllvJ), 
aunque la g.1nancia ~¡ lo cs. 

El lcct0r poJ,ía tOIIIjlJobar f.'¡cd!ncntt: las ~iguientes ec¡ut\Jlenc¡a,, 

G~~:;.:;a -- --r--- c~-nanci~-en e;; 
-------- -----------· 

1 

10 

100 

lOO O 

' 1 
1 

1 ¡ 

o 
20 

40 

úO 
------------·----

Si emíllc:a¡¡¡os dccíbc!e~ pata cspcuficar la mat;n:í_ud cie la L•nción del 
sister:•a 1-i(JúJ), c.Jlvnccs los c!Jagra!llas (ü', /H(j0J)i) y (w, < ll(juJ)) seCO· 
noccn cot> d nomL.e de diagrcnzas de Bod~.-. 

En ios dJagraJdas ele Bode, en el eje de las al>';cioa~ (o se« el eje de 
la \ c!ocJcl;,rJ angula, C•J) se emplea 11 na escala logar í tnlica. Esto perm itc 
mcluir un rango m:1, a1npho de f1ccuencta Loo; d1agratnao; de Bode se em­
plean m.'t< frec.ucnteJJ~C'nte cuando los polos y ce1os de la función ll(s) 
e:.t:m en o cerca clci eJe real en d plano de la variable s, pues en e:.tc caso 
el dJaórarJJa de ganancias n deciiJ<·Ics puede <tp10ximarsc por una suma de 
línras rcct.t•,, cor:ro se e:.tuJ,a,;t en esta sección. Antes de introducir este 
método daremos una dcfr nción. 

o 

~----

d Bod•· de un~ resistencia. fig 7.6 1 Di0gramas e 

, · el eJ'e de las alJscÍ"-..'.5,) í~c:·•::c·' ·';-¡ En1:)c·;:Pdo una. c~cala io3;all tll1H .. --a en 
a fa <'C'·Ci5::l Cü!.lO' 

(JJ 1 =-- Iog :o t• 1 ! 7 f) 3) 

' '1 d . cf,'ntc 20 y or+·n::lC•::l a (7 6 2) ''J• cscnta un::t 'reta e pen l. , • ,-
la ecuaCion · · It.:¡ t ¡ cu::tnclo (!) auPh'nta cr. !U, . 2" 1 I Ob , e<c clue (JJ aumen a en , . 
ongcn 'J ng,o , sen . ' 1· lec'¡¡ hmbién c¡ur ! ' rcc,a 

d , ¡ p - ¡0 tanto poc cmos e - ' 
o sea en una ccac a Ol ' 1 ·¡ l, !écacLl tal como lo ¡nuco;tr~' 
(7.6 2) t:c:•C lzll;J pendtcnte ele 20 t CCI Je f S rol ( ' 
la figw a 7.6 2a. 

El arsu mento de Z ( jw) 
( 90")' t<d como a;¡at e ce en b 

e igual a n/2 radJanes . = j(1)L es const:mte 
f1gura 7 6 ?.b. o 
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1 z (¡l•J) 1 db 
4: Z(jw) 

2 ~-----------------

~t----l!1.~ +-~ 10 IO'J 1000 (JJ¡ 10 100 1000 (JJ¡ +-----+---='.o..:>- 1---+---f---> o 2 3 o 1 2 
a) ganancia. b) fase. 

fig 7.6 2 Dtagram~s de Bode de u na iuductancia 

e) En una capacitancia, la impedancia vale Z(s) = 1/sC, por lo que 
la respuesta a la frecuencia es Z (júJ) = 1 j júJC. La magnitud de Z (jw) es 
IZ(jw) 1 = 1/l•lC, y la ganancia exprc~ada en dccibelcs es tí dada por 

1 1 
IZ (jw) ldb = 20 log1o -- = 20 log¡o-- 20 log1o W wc e (7~6.4) 

DefinienJo nuevamente 

w1 = log¡o (IJ 

como abscisa, la ecuación (7.6.4)"-repiescnta una recta de pendiente- 20 y 
ordenada al origen de 20 log 1/C. Esta recta tiene una pendiente de 
-· 20 clecibclcs por década, como se muestra en la figura 7.6.3a. 

El argumento de Z(jú>) = 1/j(J)C es constante e igual a - rt/2 ra­
dianes ( -90°), corno se ilustra en la figura 7 .6.3b. 

4: Z(jw) 

-t---+---+----1>- w 
lO lOO 

w 7t 
---1 ----t-----f----> 

·1 10 •100 1000 (JJ¡ 2 
-1---------f ---+-----·~~ 

O 1 2 3 (b) fase 
(a) J;•trrancta 

f'¡g 7 .G.3 Dtagrarna, de Bode dr: un capacitor. 

A continua,._iüu tr3;.an:Jil'JS lo:, diagtam<t~ de llode, para circuito~ má~ 
'C(Ji! ¡!J' f~ JU', 

,/""""'. 
1 ) 

"-----'' o 
· :e qpJo e' circu:tu n- L Ernpscr:¡¡v:r; <.eHt un ststc1n<1 con 1111 cero, pot ~; •·. • · .. 

serie de la ftzura 7.6 h. L;, impcd;:¡ncia de cs:e orcu1to \Z~le: 

R 
Z(s) =: R + sL =L (s + L) 

R 
Esta funciém del siqnna tient: un cero en Z = gue ap::11 e ce en la 

L 
R 

f¡gura 7.61b, junto con el vector juJ + 

de Bode cl·~ la función del sistema Z(s). 

-. 
L 

Encontremos los diagramas 

¡ lm J 

R L 

--1r-'U'--

(a) Circr&ito R-L S('ric (b) Reprcscntació .. de Z (s) = R + s l. 

D 

1 z (Jtrl)i db • e 

Aodb 

8 ~d~~-
1 7 ~10db 

---~- --
201og¡oK 1A 

1 
Ir''" ·--•--r--. ---1---

10 100 1000 
·f--->> w 

-+---t----t--·- ·-t------.·---> w 1 

o 1 2 3 

(e) Dtagrama de ganancia en decibclcs 

<rZ(Jul) 

-
2 

4 1 -, 
-)==----~----_ __._j~J--~---1----- ;.- w 
ll 10 100 1000 

(d) D1agrama de f:w: 

Fig 7 .6.4 Ctrcuito con un cero y st•s dingramal d~ flodr 



Para tra?ar los cliagr amas ele Bode de una func;ón, es converiicntc reali­
zar las man ipu be iones algcbratca; neccsar ia~ para llegar a factores dd ttpo: 

(<. + ¡)· 
donde n puede ser positi\o o ncgati\o. 

Para el circuito de b ft6ura 764a, se tiene: 

( 
wL ) Z (jw) = R j R- + 1 (7.6.5) 

Si ddinunos como con<;',z.n•c de · " t;e•n po 0J 0 a; 

R 

y a K R, ~-: t:cnc;. 

(!J 

Z(jw) = K(j--- -t- 1) 
t!Jo 

(7 .6.6) 

A continu.,rtón iluctr ~ 1 cn1os co:J 10 se tr;l;a el dtf1~~r~P1a de ganancia 
en dccildc>, sin IH;cestd::u:l el'-' tabuh' lo<; \almcs ~ie /l(Jc:.:)!. 

Elll¡wct:rtlos anah;:Ptr!o el COI'J[lOrt"1ll;icn(o del coll•plcjo Z (júJ) dado 
por ( 7 6 6) ~uando w __,_, co, ¡ cu;.ndo üJ --=-O. 

St 0J _.,...O, Z (;c•J) ___,_ I<, por lo t¡ttc /Z ( ¡t•J) iob -•- 20 1r,g1J{ (que es una 
rcda dr· fl"lldil"IItc m:l.1) )'<tl(¡'•l)-->-0 En las f¡~u¡;-s i G 'le y d apare~ 
ccn b llz:tgr•ilud (en db) -y e! ar guntcnto d-.: í, (¡uJ) cuanc\; tt' -->-O. 

Poc otra p:;· te, si (u » DJ0, o se:~ cu-,ndo :•J ->- o:J, la función (7 6.6) 
puede apro:,int<~rsc por· 

- w 
Z (jrJJ) - _,_ K j----

l'J,¡ 

fJOf lo <jiiC la gall:1!1CIJ. C<; dculJClcS su:,: 

(JJ » l'Jo 

1 
1 
1 

1 
1 

e! 
1 

I.G v . . ~.~~\ 'l, '"'....: ,_.v .. ..: 

Si l:t al,;ci~;:{~ t ·, úl 1 = l!J~; 1 'j:t>, C.}ta ecuación rc1l: c==-·:\1ta un;\ r ( ct~ de pci'' 1 
,,, 

20, o sea d: Lí) Cecd1t·k5 pc•r d:'c2rJJ. Cuando 'JJ =---~ Uh, lZl. :\bcl:;·\ el· · ,lZ' 

rcr. 1<1 vale: 2,-) lo¿ DÍ\·, e¡· :e es ; ,. mto c1c,;.gnado e 0,1 la ktt "1 !.. en l.t !t~;,;ra 

7.6.4.:: 

El aumcr.w de Z(¡c·l) = F.'i(••/r·J,, r;nl;c\o 01 )) 0J 0 tit'd'C un \Zd'.; C'"l.~­

tantc de r:/2 radiar~t) (90°) 1 C0!110 SC Íluc:tra en la f¡zura f C '\, 

La~ comick:-vc;IJncs antct Í·Jrcs nos pcrrnitcn conchur, c¡tzc h tn:·~;¡·,tud 
de la f unci6n l (¡t:J} (lJda por la ecuaCIÓn ( 7 .6.6) ticr.•é c:i C•Jillpo. :;· · ,:,·.:to 
a>I•1t·)~zcn r1uc rt~ucs•ran bs rectas AC y AD en la fii:,.t:a 7 G '\e E,·o., recte}; 

se cru?an en d punto A, de absci:;a t•l = W0 y d~ ordcn<Jcb 20 lo¡_;.rJC 

Analiccmo'> aLorél, para·W =: ulü, en cu<:~nto difiere el ><~lo; lO log:-,K 
que se ol;ticn-: con !?es apr o::Ima::_:or c:s as;n tólica:;, del valor r:::ll o o_,;-; :do 
al apltcar !2 ecu:,ci6n (7 .6 E). 

Pa1 a w = wJ, e: v;::.;.Jt real est:S. dado por: 

z {jú)) = g (j + 1 ) 

r ,. _, r?l Kl'Y~ IZ juJ; i -- ' n.. + '- J 

por la ;.;.u e ia e;anancta es dccibeles es· 

que difiere ck la aproxiqtación en 20 log 1ny2, o ~ca C'1 3.010. L• G.~.'l 
rcai, en lug2r ck pa,;tr por A, p;tsa por el punto D de la f[g. 7 5 <e, 3 ~-·;:) 
decibelcs arriba S1 an:di/Jmc's 1:1 dzfcrcncia entre b apro,,!,n?':iór, 'r l;:, (U:--, 

real a media cl¿cadJ de úJ 0, o sea en til ::-::O Stúo y en tJJ =- 5'''J, se enc ... cn: ;,-, 
que h diferencia ha b:~jaclÓ a un decibel aproxímadamc1;e (ver Pr'J~J~:­
mc 16). 

Ol>scrv~n103 ad~rnf.s qu.::, p:trfl úJ ::-.: ttJ0 , el \.·:dor d,2l ar gut,,r-~ 

de l(¡t1J) e<; ck 7./'}, tal como a¡nrccc en la iigura 7.6 4•_:. 

A continu<:lci6n ir.ci;r ..-emos como se trazan !ns dia;;r JI!l'1.> d(' 
el caso de fur~ríones de s!stC'mas del tipo 

11 (júJ) = [{ ~ ~~- + ~ " 

' •,-

\ 1 .. J.,, 

l 1 · 1 1 E 1 on "' 0
]. ""' --lo c1 

• 1 ''1 '• CUJ.nc OC e> ¡J0!1CI1~C n e; ¡gu~, 2,- . 'rnp C.1rell105 C l.• e e'":' ' • 1 ·, "-

circu;r(' clr: la figuid 7.6.1, al¡:;¡ a e~· c.c ·-~· i·¡_;:b pot su ;;,r1.nít.-:_nn;t 

K' 
Y(ju1) 

o 
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donde K' = 1/R y W0 = RjL En este ca~o Y(j(JJ) es un:1 función con 
un polo P = - R/ L, en cont1 as:e con el ejemplo anterior, en el que 
Z(jhl) tenia un cero (en Z = - RjL). 

El mismo ra7onamiento que en el caso ante1 :or nos lleva a aproxi111ar 
los diagramas de Bode como sigue: 

1) Si w « lrJ0, entonces 
!Y(jw)I-.... K' 
~ 1' (j!t)) --:.- o 

2) S1 {JJ » W0, en ton ces 

IY(jw) 1--->- K' 
Wo 

w 
<r. }' (jtl))--- - Tt/2 

El diagran1a de ganancia en decibcles puede ap10ximarse por las rectas 
AC y AD, que llllleSt!a la f¡gura 7.6.5a. El conespondirnte diagrama de 
fase aparece en la figu1 a 7.6.5b. 

1 Y(jt·l) l db 

20 log¡~ K' A 
D -- -- - " -- - -3.-;;-;rdb 

-"-.---- - __ _j_ 

~ 
~ 

1------t----l--+----·--•----
10 Wo 100 1000 

w 

(a) ganancia en dccibclo 

2 

(b) d;agra:na de rase 

l':S' 7 G. ~ lJ•ac;ram;.; de noc.k del mtc.pa con un palo de la r,gu':l 7 .G.4a. 

A contin•J:tc iún aplica¡ en.o; la mctoJología qt!C arabam05 de estucli;tr, 
::ti tra7o dt dt;J•,¡;,ma~ ele Bode para sistcni;-..s con ntfts de un polo o cero. 
Vcn:n•r,:; la vc;,::;ja de cxprr<sai la ga!lancict de un<t función clP si>tellla en 
clccibck~ 

o r • 
LJ.._j ) .-

o 
Ejemplo 7.6.1 

L:1 ficrura 7 6.G murst1a un cuerpo de s•Tclon cilínrliic:> A, ele ;wnn: 
pc~o c~p·:~ifico r¡ue rl lírp.:do en cl'H: flota SupOT:gamr¡<; qu..: existe f1 _i~u·):t 
vi<;co;a cntte el J:quid0 y e: cuerpo, y qut• la ni;cguttL:tl de la fucr7a pr1 ,,,cite t 

aplicar!;:~ a! Cltr"l po n0 lo lkga a sumc1gii totalmente 

Trace lo<; di;¡grlt'l.\S de Hoclt: ele- J.-¡ funciín, de II:ln<fc;cncia F(s)/X(s), 
comidcr.tnclo r¡11r: Í0 c-,citacifln r> la furr1a F .. cos (JJ/ y h ll''jlllt'<ta el 
dr<¡,L:;;ntiÍPntn \(l1, ,:,~dicln a partÍ! tk !:. poC:ci<Jn de cquilllH.io di'! fll;r!'''· 
Lo<; p<tr:tl!tCIHtS d•:l c;JStellla tienen los si•;uicntc<> \:d;:rc' _en SJ>tcma ~~k~: 
D = 0.60, A p ::-.: O 05 y 111 = 1, donde D es la VJ>cosJdad del flu1do, p 
la densidad del cu~rp0, A el [trca ·de la sección cilíndi ica del cuerpo, ) m 
su masa. 

Fig. 7.6 6 Cuerpo rlotantc del ejcniplo 7.6 l. 

Solució11: 

Para un desplazamiento x(t), el empuje ascendente tiene por \aloi 
A P·' ( t) ; e, te empuje puede considerar se como un resorte cuya constante ~ 
"ale Ap. 

La ecuación clif créncial que ca1 actcrin al sistc:na es: 

tfx(t) dx(t) 
m-------- -1 D ----- + Apx(t) == f(t) 

dt 1 dt 

Tonnnclo la tramfn: macla de Lapbcc ele esta ecuación con conc!icio
1
n
1
cs _i 1l1:-

' • · 1 f .· • d. ti :~n<feicncl;~ e e 51' e-

un se puede e:,p! c.,.u e<1:11~-': l 
CÍale3 nulas y ICOI!jZl!l!lZl.lldO tCrll!lllOS, ;¡ UIIUO!l e ' · 

---------------------------------------------------------------------



------------~· ~-

F(s) 1 
H(s) = -- = ----- ---

X(s) D Ap 
m(t +- s + -) 

m m 

Sustituyendo el valoí ele los parámetros y factotizando ~] denon.inaelor se 
tiene: 

l/(jw) -------------
(j(J) + 0.1) (júJ + 0.5) 

y pasándolo a la iorma no.wal :.:m¡:¡lcada antellorrnente: 

H(jw) -----------------~--

¡0J jw 
0.05(--1 + 1) (-·-;:·+) o.. Ü . .J 

Si emplc<Hnos elc:cibclc; para ·e,1nesar la ganan na se tendi á: 

20 lo¿; 10 20 + 20 lo¡;10 ji (- jw -+ 1) -l 1 
o. i 

Para el ángulo de f<>.sc se tiene 

j(J) jw 
<t H (jto) = <t ( -- + l) - 1 + <t ( --- + 1) - 1 

o i 0.5 

Dr: las dos 1 elaciar,!::s an v:rior es vcr11os que, si s·: c:rn¡¡kan dccibc:lcs para 
evprc>ar la g::manci2., para trazar los elíagram;¡s de Bode ele un Sistema, 
ba:;ta tr;mu bs de: las co1npo:H:ntcs y sumar Ls orcknacbs (tanto ¡;.,:a la 
ganancia COliJO para la fa<~) para obt~ncr lm el1agrarna., ele toda l~ funci6n. 
Esto se iluslr :• p;~r a e> te pror)leiJia en las f1guras 7 ó 7 a y b, eloHc[e a¡.n­
reccn lo:; elw61 arnas tont0 el"! le..' C'Jrnponcntcs COIIIO ele todo el sistema. ti 

o lo 
! 

---------~----

l. 

40 

----------- ~------ -·------ ----------
'-..... 20 ";:·, 

-~ ~---~· --k - ~ - ,_ 
.5 "'-., \' 1 l S lü 

""'' 
1_0 

'-... ~~ 

)~;~, • ......... ,__.20 I0310 1 ( .!_' 1~- -1- 1)-l 1 

20 log¡o 1 ( -6~ + 1 ¡--'"''r. '-.,. "'- ""'-.. 1 \ ü .J ,, 

(JJ 
-:-·-

F 7 6 7 Dl·,, "~r~l!'~l<l~, dr Bode a::l s~stcn1::. con Ju;, p:t~0'( d~l C'JCtn¡,'o. 7 f¡ i ¡g. • , "u . -

Obt~n¡;ct los c!Ia~IJ.ma> ele Bode de la impcd:mci:t l(s) dc:l circLI':' JU.C 
sc1 i:, ck. !" i1gu. ~ 7.f.J .. s~ .. 

o 



o 
• R l 
s2 +s--+-­

L LC 
Z(J) = L--·---

S 

El polo P1 (s) vale erro, ;. los dos ce. m de Z ( t) est.ln dados por: 

R o-----f----
lmJ 

L 

e 

(7.6.0) 

Res 
;>-

a) Circuito St'ric RLC b) Rc-prrscntación de la función Z(l) 
t'n el plano complejo 

fig 7.6 8 Circuito s~:ne flLC > rcprn~nt~ción de su función de impedancia 
t'n el plano compleJO. 

Dependiendo ele los \~!ore' de Jo, par.ímetr os R, L y C, tendremos varios 
casos posible, ele raÍC!.:o; s1 ) s1 : 

1) Si 
( 

R )
2 

1 ' -- > --, s1 y s: son dos raíces reales, ncgati.,as y clifc-
2L LC 1 

rente~ 

2) Si (-/}_-) 

2 

entonces s1 = s1 =- Rj2L son dos raíces 
2L LC' 

reales, negativas y repct::.i"s. 

( l<.) 2 

1 
3) Si --- < --, las raíces s1 y s. son complejas y conjugad,:s. 

2!... LC 

P" ' ·1 . . 1 • 1 " l ' h 1 • • • • <~r., e c.rcuttú 02j') cr,;,:,v:t ;\CI'Jn, na poc. r dn aaJCt ratee; llliC.ólf\ai r<ts 
pUI a··, !Jtl';' C\to irnplicu;,, R == O. 

[n csll' cj•:tnp:o cs:•.!dtarrrn<J'i con detalic los dos prin1etos casos, dejan­
do d tuc.•_ICJ p.•ra d s¡;J •_n:~ Ljcrnplo. 

CJ 
1 

Caso 1 

Supongamos e¡ :re la ecuación (7.6 8) tiene dos ceros reales, rH r:;•ti\o, y 
diferentes d-'do, por s1 ==- Z 1 y s1 == -· Z2, donde 2 1 y 2 2 son rcale> y pG­

siti\OS Esto:; UO'i ce. os y el P:-'ia r, =o se muestran en .la figura 7 6 8b 

En este caso, usanr:h b ecuación (7 6 8), la magnit~cl de Z(juJ) cstar.í. 
dada por: 

jw jw 
1-·+l[l-+11 

1 Z(jr;J) 1 = KZ1 Z: Z1 Zz 

1 jw 1 

donde K= L. 

Si de5ignamos con ce la ganancia en decibelcs de Z (jtJJ) y con a., a,( 
c:t3 y a, la de los factores de Z (jw), podemos escribir: 

donde 

c:t = 20 log¡a j Z(jw) 1 

jw 
Cta = 20 log,a 1 - + 1 1 z, 

jw 
t%3 = 20 log¡u 1- + 1 1 

Z: 

1 
0: 4 = 20 log,a 1-1 

jt~J 

Para el trazo ele! diagrama de fa:;e podemos emple;u b siguiente re!:>.-
ción: 

donde 

~ == <: Z(Jt•l) 

~l = <r (~ + ~ 



jw 
~3 = <t- + 1 

Za 
. 1 

~~ =<-­
'jw 

ya que ~~ = <tKZ1 Z: =O. 

Los diagrarn:~s de Bode de la fu'1ción Z(¡w) se obtendr{m sumando 
simplemente lo~ de' las compoíu·ntcs o faeto> e' de Z(jw), tal cotno muestran 
las figuras 7.G 9a ) b Oosen;-.,nos del dt;->.0~t;~nn ele f<tse (F1r;. 7 6 9b) c¡tiC 
la función de. impecl::u1~.1a Z(jw) cruza el eje de las abscisas en Wc, lo que sig­
nifica que en este punto Z(jW) es un número real. En este ejemplo, el valor 
de la velocidad angula, a !c.. cual el :-.'zulo de filsc es nulo, se puede c,tlcu­
lar de la siguiente manr:ra: 

Como 

S! 

se tiC'nc que 

y po¡ lo t2.r to 

1 
Z(jú>) =-= R + jwL +-: -- -­

¡CJJC 

WcL =~ ---­
WcC 

w, = -----
...¡Le 

Z(jtoc) == R 

por lo que el ci1cuito se con1porta como rcs!stivo puro cuDndo w = w,. 

La frccucm.i? w, rccibc el noml.>tc de frecucnci" de roor:~<liCié! del 
circuito 

o 

(b) Diagrama de f?.>r. 

7.6 9 DJ::-:;r;:.m1l de Bode del cir.:uit(> de b r::;ur~ 7 6 s~ P"f'' t; LL 

de do; ccrol re<:~l~s y difcre::t•.' 

Por o:r:. pa,·te, ven1os el~ la figura 7.6 9a que h1 g:manci:-~ rn d":·¡~-,.;,_ 
tl·e-1" un 1 -11 '1 ~.--- 1 ~ D""'L,--·nos el vZtlor ele (J) para el cu.o.l Z(¡c>J) es ;;Jl<'!P' 

~L ...,. a,.L, .. V, 1.1._¡'i ._..~ 

Se tiene q,¡:: 

1 1 1])' 
1 Z(j(ú) 1 :=: 1 R + J,jtll + -;-C-1 ::· [J~l + (tLlL---·-o· ) ' 

]C!J 
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. 1 . ·, .·. j . . . 
puesto que -· - :::: ~ --. Dado wí' circuito con parámetros R, L y C 

jtr>C wC 
fijos, el mínimo valor de este radicando se -obtiene cuando el segundo pa­
réntesis es nulo, o ~ca ·cuando 

1 
W=:---

..jLC 

Es decir, 1 Z (jw) 1 es mínimo a la frecuencia de resonancia Wc. 

Este re~ultaclo es general; 'y se. puede det'n~stí:~~ qt;e· un citcuito es re­
sonante en los valores de w para los cuales el cliagratÍ1a de ganancia tiene 
máximos o mínitHos. · · · · 

A continuación analicemos el caso de ceros de Z(jw) repetidos. 

Caso 2 

Supongamos que el numerador de Z(jw), dado por la ecuación (7.6.8), 
tiene dos taíccs iguales, reales y negativ'as, dadas por s1 __:: s2 = - R/2L = 
-Zh donde Z1 = Rj2L >O (ver Fig. 7.6.10).'En este caso: 

. .-2 (j~ + 1)1 

Z(jw) = LZ1 _ Z1 
·---
jw 

y 

jw · 1 1 
1 Z (jw) 1 = 1 L z: 1 1 - + 1 1 1 -.- 1 

.Z1 jw 

¡
Ims · 

--©--·r~ili,, 
· s 1,= ·s3 

Fi~. ·~.h.i_Q RjP,~cse_nt~ció_n de_ 1~ (~u},c]h.l ~ (s) Cl) el p)~n~ ~omplejo. 
' •' • . 1 . 

l'ara el diagt ama de ganancia en deci~<2les r;. tenemos: 

ce= a1 + "-•·+ o:3 
} ' ' ' ~ 

donde::· 

I:J 

' 1 
1 

1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 
1 

·1 
'¡ 

l 1 ·, 
1 

por 

. ' 

et = 20 log,o 1 Z(j(J>) 1 

. \ J 
a 1 = '20 'logiO'· L'".Z1 

• .¡(¡) .J 

Ctz .= 20: log,ó 1- + ·ll 
--~-:.·_·. · . ·· ,z'":· · , 

);., .... . 1 

a3 = 20 log10 1 :- 1 
JW . 

~ti, • 

El diagrama de fase-~ tendt .í por co!llponentcs ¡3l y et3, y estará dado· 

donde: 

¡ ' 

Analiccmo~ las c'un·as de ganancia-&:· y_ de fase ~2 que corresrmndcn al 

(

jCJJ • )z ·'· 

t~JillÍ!lO - + 1 
Z,, 

/ . 
con UI}a singularidael- doble. Pa1a la curva de g::mancw. 

en dccibeles se tendr :1: 
tL- ; 

jw 
Ctz = 40 log10 1- + 1 1 

zl 
(7.6.9) 

Esta función puede apro:-.imarse asintóticamentc de la siguiente manera: 
a) Si w » Z¡;' entonces 

Esta función, empleando una escala logarítmica en el eje de las abscisas (o 
sea (J)¡• = log¡o (¡))·corresponde a· una re'cta'dc 'pendiente· igual ·a ,10 uccibclcs 
por d~c.acf,a que Cruza el eje ele las abscisas en e) p'unto Zh tal COlllO a¡~:1rece 
en la figura 7 .6.11 a. 

b) Si (Jl « Z" entonces 



Estas dos apro\.ÍJn;>cioncs :''intul1cas ele la función 0:6 de la ecuación 
(7.6.9) aparecen en la f1gura 7.6 lla. 

Paca d d; 'gcama de f "'' dd téun;no ( ~~ + ~' con una ,;nguJac;dad 

doble, tenemos: 

Si w » Z 1 entonces 

~2 -? 1t 

y si w « Z1 entonces 

~z -~O 

El diagrama de fase con e-;pondiente a este té1111Íno ~. arnrcce en la 
figura 7 .6.11 b. 

(a) Ganancia en dcdbtirs (b) Fase 

1 (,) \% 
Fíg. 7.6_.1 1 Diagram~3 de Bucle dd té.-mí::o 1 j -- + 1} \ z, 

Los diagr;\lll<'-5 dt. g,;,¡anci;; en dccibclc.:; y de fasr· p:~ra la función de 
impcd<~llcia del circUito de· la f1gura 7.6 8a en el caso de ceros dobics apa­
recen en la~ figura; 7 GJ2a y b rcspcct;vanJentc, y se obtienen real!nndo 
gráíicamcntc las sumas 

y 

1 

1 

1 
' 

1 

1 

"1 

1 
¡ 
1 

í .1) .1.'11 .•, 

,r '~) 

"\ L_ - -- ----- ---- -"';:;;~:---- - ---- --

ni 'I ______ J~-~--- , ,, 
-------¡--------------~10- Z¡ !OQO 

2 
-.­r---------------------------- ·--~ --------· . -

(b) [)¡azrann de L1>~ 

Fig. 7.6.12 Di~gr.tma3 d~ Bode del círcuJUJ de b fisura 7 6 P~ en rl (',-,­
reale5 dubic .. 

Ejemplo 7.G.3 

Encucnt1 e la impedancia t!c entrada del circuito mostr:~clo en \;t k;u¡ ,\ 
7.6 13a, rcprc~~ntcb en el plano compkjo, y determine sus dl.'i:;l "' 1 :1s de 
Bode. 

Solucir)¡¡; 

1 • 1 
En la' figur~o. 7.6 13h y e se ilustra el cálculo de la oinFlCt• tnua u-:: 

ent¡a¿;,, cbda po1: 



:ii4 

(a) Circuito en el dominio "1" 

(b) Circuito en el domir11o "s" 

2s(2s + 1) 

1 1 2s2 + 2s + 1 -+--
2J 1 

2 +-
J 

~-3 2s(2s + 1) . + 1 
2s2 + 2s + 1 

o---·-
(c) Cálculo de la irnpcd~nt.ia de entrada. 

!-"ig 7 G 13 Circuito en el dom;'lio 1 y en ( 1 dominio s y cálculo de la 
impedancia de entrada. 

2r(2s + 1) 
Z(s) = ----- + 1 

21 + 2s + 1 

2 1 
1 + -s +-

6 3 6 

2 1 
1 +s+-

2 

L~~ raícc:; dd nunv.rador est:m cl;vlas p01 la solucióu del polino111io 

2 1 
1+-s+-==0 

3 6 

por lo r¡ue lo-; CC'iOS rlc la función Z(s) son: 

o 
Z1, 2 = - - 1 + --1 ( i ) 

3 -- ..j2 

Las raíces del polinorllio rl~l denominador 

1 
l+s+-=0 

2 

son lo> pul os ele Z ( s) dado' pm 

1 
PI 2 = -- (- 1 + i) 

J 2 -

o J• 

En este caso, b impedancia ele ('ntrada es igual al Cf"lcientc de do, hino­
mios de raíces compleja<;, cuy::~s singularidades muestra la figura 7.6 14. 

Los diagran1as de ganancia y de fase en este caso no puede¡¡ tra<::~rsc 
empleando el método de aproximación asintótica il<~straclo anteriormente. 
Para trazar los diagramas de Bode correspondientes a binomios de raíces 
complejas, es comcnicntc escribir cada binomio en 1~ forma 

Im s 

P¡ 'E- 1/2 z,r 1/3 '{2 

Res 

-1/2 --1/3 
1 

L -1/3 '{2 
z2 

-1/2 

Fig 7.6.11 RcprLscntación de las singubridades de Z(s) en d pbno con,p:eje> 

w ·- w 1 -- (--) 2 + 2¡~ --- (7.G 10) 
w.. Wn 

donde la v;tri,tblc lJJ s.~ cncucntta nmm:~lincla (ttlÍL·Iu)· 



37íl 

En l:ts f¡gw;Ls 7.G.l5a ap;uecen diag¡amas de ganancia CO!I'csponclicntcs 
(J) w 

al factor [ 1 - ( ---) 2 + 2j; --] _, pc.ra diversos valores de ~- En caso 
Wn Wn 

de encontrarse d1cho factor en el nu!ner<ldor, o sea elevado a la potencia 
-j 1, deben crnplcarse curvas de ganancÍ;¡ srmétJicas a hs antcrÍotc'>, o S(:a 
invertid.:>..<; alrec:edor del CJC W/Wn, L:1 misma a'cvcr '\CÍÓn es vúllch para las cu,·· 
vas de fase que aparccc.,1 en la frgura 7 6 l.'io 

Transformc-mos a la forma norm<~.l el numer;>clor y el denominvdor de 
la función Z(¡u>) del p;esente ejemplo· 

1- 6w2 + j4w 
Z(;w) ::: ---

1 -- 2ttl + j2(!) 
(7 .6.11) 

Para el numerador, los véllorcs de CJJ 1 y~ cst;Ín dados pür las rdacionr-c;: 

de donde: 

w, = 0.409 

1 
2s -- == 4 

(¡) l 

~=o 818 

En forma simibr, p?.l a d dt:nomin<~dor 

y pm lo ta¡;to 

---· =-- 2 
w/ 

W: =: 0.707 

1 
2~ --- =~ 2 

w1 

~-=o 707 

Usando estos valore;;, l<t irnpcchncia ele e1mada Z (j t:l) se nucde e3cz ibir 
en forma norrn:1 ltz.d;-t coJno 

(¡) w 
1 -- (---~--) 2 + 2] (0.818) --"-·---

0.409 0.•109 
Z(jw) 

w (¡) 

1- (---) 2 + 2i (O 707) ------
0.707 . . 0.707 

E'> nccc.'xt! l<) ob;c¡v;;¡r que en las f1gur2.s 7.6 15, el eje de la, clJs~.-is~.;¡ 
curr,·spurtl;, .1 h \docidad angular norulJ.h:,,da t!ljt!)n Paz,t tta;;,, el clctJCl­
minarlnr eJ .. b futlCÍÓil Z( 'w), se debe wrrJprirni~· la cuzva en un facl'>r 
Wz = 0.707. E·, decir, el punto que c11 b fzgLw: 7.6 t:l:\ tiene por absci'ia 
{!J/t•J• =- 1 y por <fj•:··!·, --3, t..:nd:.'t h fz~_;ur,'. 7.G.16, ;Jor al,,c.:<.:. uJ :.:_: (l)~ 
= 0./U'I y por o,>oéh::;cb -- 3. An:,rcs;':ncJtc, la c.rr·;,, C:;·' .::t.l!u,trlor .;_1e 

1 

1 

·o 
1 

Z (jw) clc h figura 7.6 1 Ga, es~:í C011l¡Jl imiJ,\ hacia b izc¡uicr ,!,\ en un L1clN 

W 1 = U.'IU9 (menor que ttl 4 ), e in"vcrtida respecto al C'Jt: lil. 

L! su1n:1 ele ];1, cuTv:t5 ele b fígur<~ 7.6.1Ga v::~k O cu:::'lc:p ttJ ->O, y 
tiene. un \,1!rJJ cun::.t:~rllc de 

o 



20 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ numer::.ccr 

/ 

/ 20 lo:sll3 , ---- --------
~..:::---- rc.ulta¡Jtc 

O----~-~"-~-~·--;. -----~,~~~->--------<-----+---1-->----1----r-~-

JO 

0.1 o 2 o 4 ....... 1 2 3 4 5 6 7 

' --10 

-20 

-30 

<r Z (jw) 

roo• 

/ 
/ 

so• 

/ 
~oo• / ' .,...,.. --o• ---~---~ __ 0.1 0.2 0.3 -----400 -.... ............ 

....... 

' ' ' ' denominador 

' ' ' 
(a) Curvas de g?nancia 

/ 
/ 

/ 

05 

------.,..,... 
/ , numcr~dor 

........... 

-Do• 

-!'OJ' 

' ' ' ' ', dcnrmlinador 

............ ... ___ 
(b) Cun.:l. de h~c 

..__--

1-'•g. 7.6 16 Diazrama' de Bode dL gJnancia y fas: de Z(jw). 

o 
-6 z (j(J}) __ _._ --- = 3 
-2 

(¡) -o-00 

La figtll .t 7 G 1 G,t lllllc~t• ;¡ l% (Íé•l) ldb en tt ;wo gruc<;O, que es la 'utna de la5 
cu1va'> punteada~ dd ÍHIIIH.:tador y del clcnominZiclor de la ttiiSll•a f11;11r;;. 

I.a~ cutva' de fa'!.! de lo' factnte' de Z(juJ) se <otnptÍttJCn har_ia la 
i_tquierda en fortt•a an:dog.t a las de !;anancia, COIIIO mut·str.l la f¡gura 7 G 1Gb_ 
La n..:,ult<>.nte, o 'Ca la fa,e de Z(¡uJ), IH.:nde a cero cu<.lnclo (JJ___,__O y cuando 
(/J-~>-00. 

De la fig11ra 7 fi.!1n 't' oiJ,cn:t Cjlll', par:J f = jN, d circuito ori¡;-in;1l 
se u·dure al dt' b figtna'7.fi.17a cuando t•J~O, y al d~: la f¡gtna 76.lib 
Citando (IJ-,..oo. Esto' Jl'~ultados coinc;dl'n con los de los d1ag•;una' de 

flode, pues cuando w- O 

<X: Z ( jw) --+- O 

IZ(j(!Jl!db_,....o => !Z(it•Jll -1 

o sea Z ( jüJ) _...,_ 1 Q, y cuando üJ--<>-- oc 

JQ 2Q 

--1 1 1--¡ 
~.L'·· 
(a) Cc•uport.u11it nto drl circuito 

cuando (Jl--<-0 

IQ 2Q 

- __ J~.-----.----'1 

c.a. c.c. 

_________ L _ ___. 
(b) Con'po~tuni•nto Jd circuito 

cunndo {1¡--... :>o 

Fig. 7.6.17 Comport:unimtc' del circuito e!~ la ficu•a 7 C. 13 
cuando w--->-0 y cu.,.nclo w- ,._ oo. 
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~ Z(j<tJ).-+- O 

7.7 PROBLEMAS 

l. S1 en el CJClli!Jlo 7 l 1 1.1' roncllCIOIICS inic1clt' son '(0) 
obtcnp !~; consuntrs k1 > k~ de b wluc1Ón, rru~c1Ón (7 1.1) 

1 y .<(O; 1, 

2. Si en d c¡unpb 7 1 1 d iltrlc'rtigu mw·nto D ,,,le O, c:-,:~ng.1 J..¡ rt sp~i'Sta 
l1bre 

3. Drmostr~r qu•· h r~>put q~ l:b7e d;,d~ po: 1~ !( n,wn en el cap1ciwr C 1 de la 

ÍJgur.l 7.7.l 3 d{LC" conteoc-1 un ténnino COllS.!:'rl~·:. D·1r unJ. intc~p~ct;\c;ún fisJta ::1 estt' 

fenómeno. 

4. Obtr:1g1 !.11 frrc.:cnciJI n~·tur:;l¡5 ck b var:,d-.\· lt(ll chl cirluitO ¿,. la. 
L¡;u;:¡ 7.7.2. 

f¡g 7. 7 .?. CirCuitO para los Problemas 4 ) 5 

5 P.ua c1 rircuitc dtl prob:rínJ. ílntlrJtJl, dctrnPinc q 1 lC" co.~r't:;0!'~' inici~1~3 
CXCltdn la frccuuJCJ,I natur<1l dL !llayor \.tlor absoluto 

o 

/.JL/_(JLL_/ 

l
_._t_. l [J .. (¡ -, ... 

e~~-: ~,--~-

/777~~/?7 

7 DI l1lt't .. tn qut' .$.¡ S;, -=!= () t"'l HP1. fncur•ifl.l nClturl.\ dt UIH Ulíio' r,( c!l· 

~nstJ, rnton<.t'\ t:lllJbu: .... l.S fn·ct~rncJ1 natttr:,l de b Cf;- fr.rond¡,·ntL· ttn"\f;t\ (~~~ ,l!ad1 

B Ju)ttfh¡ll~ P'Jr qt.é b\ rfln:htC'té)~, drl ¡JJoLlr .Jl.1 f'nlfnor no es -..uJ'.2,. j''"~f~ 

Sk =:: Ü 

9 Ernpl{;•ur1o v;,¡t,lbks d~· tlit~1do, la nsp~nst~ hhrt cit. ur1 5iS"tln:\ c-'t~l c.1r¡1.:~ 

terÍ1Y~.1 po1 }¡: rctnrl<.';n 

xíf)J :=: [.4] r(l)j 

10 I), l<rrllm·· l-1 m~tll< [l'(s)] ~ los \rclon·s X(J)j j F(sl] p::.n lc•o ,.,tc,:nl 
(c:rr-uitos) dr lo; rjrrnplo; 7 l 2 y 7 1 3 

i 1 5 1 ~e con3iC,·rzl con'0 h:spnrsLI la veioc 1d ~¿ cl( la n1JS:-1 n: ;. cur¡o e;v;:it;::un 
uní\ fur17;-¡ ~;>1tc.::dJ_ a e!! 1, obtr-ngí\ b. fun,.:H;P de tr':ln"f;::-renct~~ del s¡st,:-111~~ r!c 

b Ítgur~ 7 7 3 

12 ObtcPga ia rcl,,ción de t<:-rJSIO!llS V;:(J)/Vt(J) dd llrt>•Jlc ,,,,.·;,lo en 
la ÍJ<;uril 7 1 .\ 
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11.1 ESTJ\BILIDf-\D DE SISTEMAS Ll~3RES 

11.2 ESTABILIDAD DE SIS'fEMAS FOHZADOS 

11.3 RETROALIMENTACION 

11.4 CRITERIOS P.LGEBRAICOS DE ESTABILIDAD 

11.5 LUG!\R GEOMETRiCO DE LAS Rf.!CES 

11.6 CRITERIO [JE ESTADILIDP.D DE NYOUIST 

11.7 PROBLEMAS 

o () 

En este c:~pitulo solarnent:': estudiaremos criterios de estabilid?.d d': sis­
temas lineales de pard.metcos concentrados, pues el estudio de cr;terim de 
estabilidad de si>lemas nr; lme:-tles en el tiempo es un tema sumamente <~m­
plio, que para su comprensión requiere de conocimientos materof;ticos a\an­
zados. Además, la ma}oría ele dichos criterios resultan poco útiles para e;;>.­

]uar la estabilidad de sistemas en la práctica. 

En la primera sección introducimos varias definiciones reiacionadz,s ro:1 
el concepto de estabilidad de sistemas lib1es, o sea sin e:-.citación. En lz. si­
guiente sección se estud1an algunos teoremas importantes que permiten esta­

blecer condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad de si,:em?..s h­
nealcs forzados. 

En la tercera SE'cción se estudia forma\;nente la estabilidad de sistcrms 
line::~ks retroalimentJdos. Estos sistemas tienen gran impo-rtancia en el estu¿o 
de s¡stemas de control. 

En las tres secciones reotantes son restJ ingi:nos al análisis de sistemas de 
excitación y rcspuest;-1. en forma de escalón. Primero se introduce al:;unc3 
criterios de estabilidad algebraicos, y posteriormente se est~t!ian el cri:er t•) 
de estabilidad del lugar geométrico de las raices y el criterio de Nyquist En 
estas últimas seccio:H'S se trata el probkma del análisis de si<;terna.'- re:ro.·li­
mentados; se cons1drra que el importante problema de síntesis de es:os s:s­
temas debe ser cubierto en cuz sos de teoría de control El lectc•r in:·:1 ::.'?íh 
puede consultar lo~ textos de Truxal, F.lgerd y Takah:-.:;h! dados como re­
ferencia. 

Asimismo nos hcn1os restringido en bs tres última;, secciow' a s:stc:71.15 
con señales escalares. Como los sistem:-t, de c.:>ntrol con se-ñales \ectoriakJ 
son ·cacla clía mfts importantes, rccomcndamo3 como refczencias las obr::ts de 
Elgeid y de Takahashi. 

11.1 ESTP,B!L!D.O.D Di= SlSTt:r·-r:l\S LIE;;{cS 

RestringirC'mO'i tl\zc,tro estudio de cst:Jbilidad a sist~ernas li11c:tles e m­
vazianll':., con e<p::tcio de est2.do de drmcmión finita 
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Estudiaremos fundamentalmente dos COIICC[llos de estabilidad, el pri­
mero relacionado con la respuesta htH e (sin e:-.citación) del si>~cma, y el 
segundo relacionado con la respuesta fouacla (estado inicial nulo) del sistema_ 

Cuando se estudia el problema ele cstahilidad de sistemas, se enfoca en 
gcnc1 al la atención c1' el estado del sistema, y no en su respL,esca E.,to >e 
debe a e¡ u e la rc,puesta ele un sistema es estable (con todas las componentes 
de amplitud clec1ecicnte) cuando su estado es e~table, pero sm embargo es 
pos1ble r¡ue la respuesta muestre un comp01 tamicnto estable mientras que el 
estado p1e1cnta conJ¡)0;1entcs inestables (ele amplitud C!t'c!~nte)_ que no apa­
recen en la respuesta 

Si una componente del vector de estado crece sin límite, entonces se 
considera que ci sistema es inestable, aunque las componentes restantes no 
crezcan sin limite. Un concepto C!UC está relacionilc:o con la:; com¡1onentcs 
de un \ ector, es el de norma Cl:t:;¡f:caremo::. la estabihclad de l0s sis~en:a'i de 
acuerdo con el comportamiento de la norma de! vector x], que deímic·e­
mos a continuaciÓn. 

Para empezar, demos las propiedades que se desea que cumpla la norma 
de un vector, a'iÍ como dos posibles defmicionc3 de no!ln::l. 

La norma 11.\ J! 1 de un vector -'] es una función escalar, que tiene las si­
guientes p10piecbdcs: 

1) 11 x] li =O si y solamente si x] =O] 

(11.1.1) 

3) 11 O: X] ¡¡ = lo: ! 11 X] 1 i 

donde o: e~ un escalar de mag'litucl ¡a:l La segunda pro1;:ccla::l se conor.e con 
el nOinlJfc de desigualdad del triángulo. 

Una P'J'iible rt(lrma deí vector > J que satisface estas prop:edadcs es b 
magnitud de b componente de x de mayor magnitud, es decir 

11 x] 11 = max 1 x, 1 
¡ 

(11.1.2) 

donde x1 es la z-c~1ma componente del vector x]. Otra posible norma está 
d:1cla po1 la relación (ver Problema l): 

{ 

n } ~· 
11 X J 11 = J~ -'~ . 

Id 

(11.1.3) 

La ut;licLd dr·iQ¡¡ko :i•.· una cl·:t·-:rmi;·,~>.da no!;·,n dc 1:": ],; ,:,.; p!üole:"'"· 
p;1rtÍí 11~;-.t bajO CUl'!Sl~}~_'íJ.Cif,n. 

o 

í i.1 i:S 1: ·_ • ;. ,.j ... 

lJnr:> ej~lll¡';03 nu: ser\ P.;¡ p::~:~, il._,,tr;:¡r Ja, relacio.l'.> ( i Í '·') i 
( 11 t ? ) 

Eicmplo 11.1:1 

Solurir:n · 

Como la co•nporcntc de ma¡or valor absoluto rs --- 5, el"' 
la relación ( ll.l ? ) la norm:1 del vector x.] es: 

Eiemplo 11.1.2 

1
1 ] 1' ~ 
1 X¡ IÍ = :J 

Emplcam;o como vector x¡J al del ejemplo anterior} como \lCto· x¡) ;:,.· 

x,] =-!] 
\erifiq~e L1 desigualdad ele! tri:'mguio 

Solución· 

La norma (11.1.2) del vector .\z) es 

1
; X ] ji __:_ i 
1 2 "-. 

por lo C!UC empleando el rcsuktc~o del ejcmp~o anterior, ¡-, :o,· .,,,_ '.e !~ 

norm;cs es 

11 x¡] 1\ + 11 .\2JII =S+ 7 = 1 i 

Por otra parte, la norma de la suma .\¡) + xa] es: 

ll-'d + -'z]\\ = 1~] 
14 
1 

=4 

405+7 o 
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A continu:-trión d~n cmos un ejemplo que ilustra la interpretación geo-

métrica de la no1ma de un veCtor. · 

Elemplo 11.1.3 

. . 
Dar el lugar geom~trico de los vectores de dós componentes cuya norma 

vale uno. 

Solución: 

Para la norma ( 11.1.2), los vectores que satisfacen 

11 x] 11.== mat 11 x1 1, 1 xzlJ = 1 

son aquellos que van del origen a todos .los puntos sobre el cuadrado de la 
figura 11.1.1 a. 

' z 
l 

-1 
Vx] 

1 

' 
-1 -1 

(a) Norma (11.1.2) (b) Norma (11.1.3) 

...........:-·~ 

Fig. ll.l.l Ilustraci6n ~eométriéil tle noima. 

Por otra parte, para la norma- (t.U.3) sc'tié'ne: 

-<kás •cómpondilcs .;x¡ ~y x2 •a él 'vc'ttor 'x] que saÜsfaccn esta rclad6n cstin 
. sob'ic un 'círculo de radio unitario con ccnllO en 'el origen, comoJ muestra b 
figura 11. );J b. rJ 

Del ·ejemplo anterior podemos conduir, que la inlcrprctaci6n gcomé­
V\é'a 'de la norrna de un vector -depende ele la hocfua :particúbr bajo con-
sidcra"ción. · 

o 

¡. 

' 

1. 

,. 

o 
· , 11· [A J~x J 11 

'll [A] ll =-.~~~-:·-: 11-xJI -1 (11.1.1:) 

- ¡ ~ - . - -
Esta nonn'l. representa el máximo valor c!cl cocien~e de las normas de lo> . 
vectores [A ]x·] y x]. con x] arbitrario. Como se pueden definir diferentes 
normas para un mismo vector, vemos que la norma de una m atril [A) 
dependerá de la norma de un vector que se esté ~onsiclerando. · 

Puede demostrarse que la rclc.ción ( 11.1.'1) es cqui\'alente a 

11 [A] 11 == max 11 [A] x] 11 (1 f.l.5) 

11 x] 11 S 1 

De la norma (11.1.4} se concluye que: 

11 [A] xlll L IHÁJ 1111 x]JI (11.1.6) 

La norn~a de una matriz satisface ádemás las siguientes propiedades: 
a) Desigualdad del tri{mgulo: . · · -

11 (A] + [B] 11 ,¿ 1( [A] 11 + 11 [B) 11 {11.1.7) 
• ¡ 

b) Desigualdad de Cauchi-Schwarz: 

, .11 [A] [B] 11 L 11 [A) 1111 [~) 11 (11.1.8) 

.e) 
• (11.1.9) 

·. Tanto l;1. norrna de un vc~t~r como. la nom1;:¡, de uná mat:rz son finit2-> 
si y sól~ si toéla> sus tomponentes son finitas. 

A cor.tinuación daremos un cjcmpl~ que ilustra el concepto de nonua 
de una matriz. · 

Calcular k norma de la matrit: 

[: ~J [A) == ., 'T 
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Solllción: 

Si por comcnicncia tomamos li~:JII =-= 1, de la rcb.ción (11.1.4) vemos 
que 

11 [A] 1! = max 11 [A] x] li 
Cons¡deienlOS primero la relación (11.1 2) como norm:;. ce; bs v,;ctore5 
[A]x] y x]. Com0 la nütma de x] vale uno en todos los p,__,;-,~os ckl cuaclrac;0 
de lé!. figura 11.1.la, es neces~trio calcular [A]x] p:1r2 d.d:c.:; lJLlPtos La 
figura 111.2b muestra los puntos [A]x) correspondientes a algunos punto; 
x 1 de la figura 11.1.2a. 

Ei producto [A]x] se puede es.:ríbir como 

::¡ B' (3,7) ¡ 1 
1 1 
1 . j C' 

IA'¿fl/ 
f /~ 
1 '• 

1' 1 ilj 
~ 1 \~ ,.... 

13. 1'1 A' .!.J 

;{' il/ -
-------..:--,¡'--i-----------

- /..?¡ E' .~:¡' 

/Ji 'i ' 
¡r !¡/ ; F 

11
, t: 

i 
1 

l' 1 

1 1 

/ 1 

//J'{-3,---?): 

(b) 1>-bp•o [A]x] 

.l 
1 

·¡ 

o 

Dado qur~ 

de la rel?c!C·n (-:ntr-~;or \e~-~n~ q·J2 lo: \'Cctorc~ [i~]x~ ¿'2 DIZ1) 1J;';¡J 

nores con>poncntes en e3'r: in,c:r-,?lo son 

3l -3] 
7_1 -7 

corresponcLcntes 2. io3 v~cto "t;·r ~ ~ 

ll -1] 
d -1 

. P' ·-:; .,. 
res~Jccriv~.r:.1cr>te. Estos puntos B(l, 1) y !l(-- 1,-1) y sus ma¡1cCi' ,-' !,,,_,! 

Y 
1-l' ( --- 3 - 7) se mucs~r :m en la f¡gura 11.1.2b La no:-;r.<: r,·c <'-f_icJ0: 

,., ... "'" . ,. .-¿ [!"'.,,., ~~t .... l¡._.~ 
vectores LhP) €'5 t, y como e, la ma;oma normct e hJ.~J C0:1 11· j:._- • 

de !a. rd:tc;ón ( 11. l. 1 O) vcm.Js que la no~ma de la znatnz [A] \ 21 -~ ': 

. 1\[A]\i = 7 

"J 'J,r¡~·-rí1"r r·.,.....,,~l·-¡·cnlr> oj r-1'"\-,,rcnto dP. ,'unción acatarfn. un~, f~1-·:li\;~ v~_,-_ 
!~ CJ. 11a. 1 I.JJ ~ ,(1 (._l_ 1 1 • ~- 1 ._.,'J ~ l. -' -' 

toral f(t) 1 de valor rcai d'2finida en el int<>rvalo ¡· esl{\ «co::: .. :.:. en T, .; 
ex~ste ur1;. c·Jnstante Al tal q~t~ 

11 f(i)] 1i L 1'if ' 11 --- V tE T 

ü n?, func!é.n matricial [A ( t)] d.: 'J.lor re;:d definida en el int-~r,·~.lo T e• t 
acotac_~:;, en T, si exis~~ una comtante ltf tai que 

ll r A (t) 1 !\ ::;. };f V tE T 
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Esta relación ~c1iala que, b~j:; condiciones l!bres (sin excitJción, o sea u] == 
O]ul la trans!ci0n de estado h] <icbe tender al elemento nulo del espz~cio de 
estado O J}; cuando t ~ o.>. 

Otra dcfmición de irn;JOrtancia relacionada con la estabilidad ele un 
sistem2. es la siguiente El sistema dinámico D == (U, L, Y, h], o J ) es estable 
de estado nulo y excitación y respuesta acotadas, si pa1 a cada número po­
sitivo U0 existe un número finito M (U;;, t

0
) tal que 

(11.1.12) 

para toda función de exc1 tación u ( t) J acotada por U
0 

en ( t
0

, O?), es decir 

llu(t)]I/LUo V t~to 

La rebción (11.1.12) es.ablece lo siguiente: La respuesta de estado 
inicial nulo O]Y. debe estar acotada, si la excitación u(t)] lo está 

Las definici0nes anter:ores no agotan el tema de definic_iones de estabi­
lidad, pero son las m:is importantes para sistemas lineales e invariantes. No 
cans;m:mos al icctor con clcfinrciones adicionales. 

1'1.2 ESTABIUD!',D DE SISTEMt.\S FOHZADOS 
, __ 

Como seiialarnos en la introducci6n, solamente estudiaremos el problema 
de estabilidad de sistcn.as lineales e iuvariantes, es deci1 de sistemas cuya 
represen lación es: 

x(t) J =[A] x(t)] + [BJ u(t)] 

y(t)] == [C] x(t)) + [D] u(t)] 

(11.2.1) 

(11.2.2) 

dor,dc [A], [JJ], [CJ y [D] son matr:ccs constantes (invariantes). Como 
~ ·.io en el t:\pÍtiJ!o se::,, la funci6~1 de tra.:;ición de estado h](xo), u], lo, t) 
para c~tc.H; ~i'ltcnrt-:; e:;: 

h] ( .... o], u], t,, t) =fr}p {(A] (l-to)J] Xv] + 

J[exp {[A) (t--;)J] [B]u('t)]d' 
'o 

(11.2.3) 

'\ e_/ 
1 
1 

f 
1 

! 

~~ 

o 
y la función dr: re>puc;t~t: 

rJ (x0 ]. u], t 0 , t) == [C] [ e>-.p {[A] (t --lo) l] xo] f 

1 J [CJ [cxp {[A) (t--;)Ü[D]u~'t)jd- - íD}u(t)J 
'o 

( 11 ·¿ ·í-) 

A conti~uacíón c;tab!ecct crr.os con::liciones nccc>arias '¡ su:íci~~t~s para 
., (, 1 2 1) · ( 11 2 2) sea asJntot!can-.~:-~te que un siste1.n ele reprrse11tacwn • · } · 

estable en el límite 

Teore.T:a 11.2.1 

· d ·' ( 11 2 1) y ( 11 2 2) es asintóticamen~r es-El mtema e representacJOn · , ,· . ¿o ¡ 
table cuanJo t ~ 00 si y solamente si todos los valores caractntsctco, '- a 
matriz [A] tienen parte real negativa. 

Demostración: 

Recordrmos • que la matriz [ exp { [A] ( t- to))) se puPde ex;,reszü 

como: 

.. -t 

[exp {[A] (t-to))] =Lo:, (AJ' (11.2.5) 
loO 

elond~ n es el orden de la matriz cuadrada [A J' y los coeficientes o:, ( t- to) 
se obtiene ele las relaciones 

exp (),1 (t- ta)} == b o:, A~ (11.26) 

1 Valol-es car·acterísticos de [A] (ver ejemplo ll 2 1 y Pro-donde 1.1 son os 
blem;¡, 2). 

' . 1 d •, re~! nooatÍ\:1 entonc¡;s d;; la Si cad<J valor cat ;~_:::~cnsttco 'J es e pai cr.: . '· .. ~t,' : •. : 1 l funrio!'cs 
1 . • ( 11 2 6) e· .-1 • o: (t- ¡,) es una combmacwn !me" e e -re 'icton . . ''"-' · " · ' t -· 
,_. D 1 ,_ .. , (1125) cadaelemen~oclebmatnzc,e r.-.,l-dccrcocntc' e a c~..t,;-~c¡on · · ' ¡ ·-

5
.,.,-'c 

•. '- [ - { [ ~] (t -- t ) } ] tiende a cerC> cuando 1 --> oo, } o 1111on1•1 "''-'-';~ 
srcrol& e:-.p .r

1 0 1 · e el h"-1 • 'e 
1 1· .". ( 11 2 3) Por lo tanto poderno; conc Ull C¡ll ce~ .. - . :' 

con a re ac10.1 · · · ' ¡ C'a·ttiva es co¡¡cLetc':' 
Gltr. los v::tlor~~ car:•cterísticos 1.: teng;m parte re::l 11 ,-~' • ' ' _, t 

~ ~ • • ,._. r·ti:!C'""tl.._'I'C\l2.I11...0 -}C}. f . · . 1 p· r, q 11 c el srstcma sea ;LsrntodC::UlL.l "'· ·-St. zczc,¡ e "- " -

\ • G , G;~is:r y , T • d-- s: l"t? '"S y Cir(tJit~r, ere~ • Ver a¡:>énd!CC 1., tomo I, eOf/d " •• ,J "!-~ e,- • ,•, S A MéxiCO. 1972 
:M. A. Murrq-Las·,o, Rcpresent:;cionc. y ServiCIO~ <•( ln.:,cille•'--· - • 



E'-:arnim:tnos a continuación la condicióa necesaria, Supongamos que 
uno de )o, valores cuactcrísticos tiene parte real positiva. Sea 1,

1 
ese v2.ior, 

y S>:! a u] 1 el \reto¡ caractct ;stico correspondiente. En la sección 7.3 se demos­
tró que, si el estado inicial .\o] se hace i_;,¡;¡) al \Cctor u]¡, entonces solamente 
se excita la frecuencia natural ),

1
, es decir 

h] (.\o), O]u.lo, l) (11.2.7) 

y como pot htpótcsi> 1\c/.1 >O, entonces h](x0, O]u, t
0

, t) rzo tiende a cero al 
tcndct el ticrntJo a infmtto Como este tawnamtento es v:íltclo para cualquier 
valor caractet ístico de [A J ele parte real positiva, se ve que es concltción 
nacsan'a y suftcitnl~ para la cstabiltuad del sistema que todos los \alares 
característicos tengan pa! te real ncgatJ\a, con lo que qu~d;:¡ dcr.1ostraJo el 
tco1 erna. m 

Eiemplo 1 'l.2.1 

Encontrar [exp([A]t}] si 

f-3 --1 l [A] == 1 ! 

Sol!.,ióTJ: 
¡ " Oj L <.. 

:L..a ecuación caJacte,:,t·ca i[AJ -/.[jJ! =O es: 

o 1- =i --- ), 
1 
1 

i 2 

-- L 1 

1::: o 
1 -/, ¡ 

A3 + 3), + 2 =e 
O.+ 1) (i. + 2¡ =O 

por lo que b; valorc3 caractcrÍ>ticoo CC' la r.JatJ ;z [A J S0n A
1 

),3 :::. - 2. De la ecuación ( 11.2.6) pocle1nos establecer que 

y sustituyendo los valo¡ es e:;: A
1 

y A;: 

o 

- l y 

1, '~O 

D . . ''1\' e-,:('_ !'·l,t('¡'lra ( 12 d~~:. r'í',., .. .-.; ..... ,_, .. j1 ~s;Jcpn :o , -- - _ 
ohlcn;'¡• r __ 

O.o :-:~ 2 e::-' (- t)- cxp (-- 2 1) 

[exp {[A)t}) = tto(I} + CI.¡[A] 

Í 2 exp (- 2t)- c·<p (--- t) 

= lz exp í- t) --2 exp (- 2t) 

exp :-- 21} --e::p ( --- t ,' -¡ 
( ?•' ¡' 2 exp (- t) -- exp ,-- --1_ 

Dcspeja·1do X (s)] 
se obtic.rr:: 

sX(s)] =[A] X(s)J + [Bj U(r)} 

Y(s)] = [CJ X(s)] + [Dl U(l)] 

Y(s)] :::.:- (C] (s[l}- [A])-t [B] U(s)] + [D] U(r): 

. [H( )1 _ -.-r.\1[/(·1·,.· f ·' d~ transt'e·, encia del s;ste;n~, s J - ' •,''' ,·' • de donde la unce•'! -
est:l eLle<'_ por: 



C' 

El sistema de repres2;1tación ( 11.2.1) y ( 11.2.2), d~ est?.do inicial nulo 
y respuesta y excitación acotadas, es estable si y solamwte si la función de 
transferencia del sistema 

[H(s)] = [D] + [C] (s[1]- [A])- 1 [B] ( 11.2.8) 

tiene tocios sus polos en el semiplano izquierdo del plaho complejo, e:> decir 
si Re (P¡) < O donde P1 son los polos de ( 11.2.8). 

Danos/ración. 

¡----, 

Empecemos por dcmos:rar que las condiciones señalada.s son suficientes. 
SuponsarnD' que la función ( 11.2.8) sob.mcnte tiene polos con Re(P1) < O, 
Vi. Como la matriz constante [D] no tiene polos (por no ser función de J), 
entonces la matriz 

[C] (s[IJ -·[A]) - 1 [B] 

tiene por polos ?¡. Como ar:!emás las matrices [C] y [B] w:-1 constantes, 
dichos polos P, son los polo; ele (s[ 1 J - [A]) -l. Observemos que no todos 
lo' ;-_¡olo3 ele (s [ 1 J - [A]) -l son necesariamente polos ele [ C] (s[ 1 J -- [A]) - 1 

[B], po:c¡t•c al multipl:car por las matrices constantes [C) y [B] algunos 
polos de (s[1]- [A])- 1 se pueden c<'.'ncclar. Los polos de (s[IJ- [A])- 1 

son los ceros de 

s[I]- [A] 

e;, u•: son precisamente los valores caJ ?.cterísticos de [A]. Es d<:cir, los polos 
de la función ele transferencia fH(s)] e:.tán inc!u;dos en los valores carac­
tcrí'iticoí de b tuatriz [A]. 

Lo. rcsp•Jc>ta del sistema e:;tft dada por 

rJ ( O]l.~'t!J,t,t0 ) == [D]u(t)]+ 

J[cJ [e:~¡¡ {[A] (t---'t)}] [B] u(1:)] d• 
'o 

Tom:mdo h norrr¡a el" ~;~;>, cx?resifm y lnr::•~mlo \Lo Gr: b. (;t:.-.bu'·"·'"j C.:c: 
triángulo (11.1.7), se G'Jt;cnc 

!Ir] ( 0]¡;, u],t, lo) ll~!\ [D] u(t)] 11+ 

ilj 1

[C] [exp {(A] (t--e)}] [B] u(-c)] d-e¡¡ 

lo 
(11.29) 

ErnrJcando la desigu;tldad de Cauchi-Schwarz ( 11.1 8), se puede cst:l· 

blecer qu(' · 

li[D) u(t) lll ~\i[D]JJJJu(t) Jll 
( 

Si la exci t;\c;0n u ( t)] cst5. acctada por U o, o sea 

11 u ( t)] ll L. U0 V t ~ lo ( ll 2.1 O) 

de la exp! es:ón :.wtc~ior tenemos 

II(D] u(t) Jll L.J\[D}IJ Uo (11.'2.11) 

Por otra parte, empleando las relaciones ( 11.1.9) y ( 11.1.8) S~: puede 

establecer que: 

11jlcJ exp ([A) (t-t)}] [B] u('t))d't 1\ L 
lo ¡ 

Jli(C) [exp {(A] (t-'t)}] [B]l\ Uadt 
lo 

do:1de se hizo u>o de la desigllalcl?,cl ( 11.2.10). Sustitu)Cr>clo e.;ta r-,¡.:rc.si6P. 
~ la ( 11.2.11) en 1<~( 11.2.9), se refuc!Zc. la desigualdad pa: a obte;1cr: 

lir] (0]::.;•'!], t, to)ll ~ 1\(D]II Uo + 

u~ ji([C][ exp ([A] (t- 't)}] EBJ\Idt 

to 

(11.2.12) 

Ex.<lminrm'lo el integrcndo. Por b rebción ( 11.2.5) 'cmn:, ql•f 

1\·l 

[C] [exp {[A) (t --'t)}) [B) = :¿:o:,[C] (Al' fln (11213) 
t-0 
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donde o:, e' 1111,1 co.nb:·1aci<~lil li.1e.•! ele t(¡,•,in-J:. de),¡ form:\ exp ().,(t --- C:) l 
Com0 se obsen ó, los \:~lo: es c;u :J.ltc; Í>lico, 1., de b matriz [A J in e luy<?n 
a los polo~ P, de la ft.nc:é,'l ele! 'iistcma [ll(s)) Co:--10 por hip(Jtc:-is lo3 
polos P1 tienen p<"rt·~ rnl ncgati\a, tod.:t, Lts funciones C"\.p {l.,(t -- t) l son 
dccJCCientts, y po: lo tan;o las funciones ?: 1 son drcrccJcntcs. D1c.has fun­
cirmcs 0: 1, tiende,¡ a~intÓtJG\IllCnte a ce1o, por lo r¡uc c~tán acolarlJs, y lo 
mismo se puede afi11nar de la n:i!.ttiz [CJ [cxp {[A] (t -- 't))] [Dj. El 
va:or de la in teg¡ al de la exprc<"'•n ( 11.2.12) es aco~ado, po: lo que b res­
puesta de cs~aclo inici;;.l m::o 

/Ir] (o], .. u], t, to)/1 ¿ t.h(!;[DJII +k} .... 
es acotada. 

Hemos demostrado, FO" lo tar,to, que s; los polos de [ I! ( s)] t:en-~n 
parte real n:g2.t1> a, rl s!stem;: de estado inici;;.l n•.llo y excit~c;ón y lfojlclCsta 
acotacLH, rs est2blc. 

A continuarh),l, d::n1 0S,Iarcrnos p-)r COlltladicuó:l que es ncccsano que 
los po:os de [ H { s)] tr:-:1g::on parte re ;el nc.;ati. a, pa1 a '-i "e ci s:stcma cie es­
tado incial nulo 'i cxcit:,ciñr¡ y respL!csta 2C•Vad;<s, sea estab!: 

Sl!pong;Hl!O<> qu;:: [ !-!(.<)] ~lene un p0lo P1 ck p~·rt·: ;ea] t~•ayor o igc1al 
a cero Cntoncc~ Lls :X, de ;a_ rchción (11 2.13), c¡; .. e s0n con:b¡r,;;.cir)nc>linca­
lcs de términrJs de !a fo1rna c~·p {P¡(t- -r)}, contl•.":t:cn un térn;;r10 corres­
pondiente a P 1 dt"' n1r.~r:itud const-:.:-J:tc o c:cc;·:._ntc Pnr ic t~:¡n~') la nonna 

de (11 2 13, es o c.onst;,nrc o rrccwncc, y d::: la rchc::0n (1 1.2 í?) la rc,,-·uc:sta 
no es acotada, y el sistcrn<~ e:, west~;f)e con lo que :; .c:ó:~ ccm'J3l!ado el 
tcon:o~..-1 ,, 

IJL.h._·¡¡j·')) i1;•ce1 note:¡ q11e un s~:.;tc~r12. P·~:c..Jc c,··r c:.t.a.hlc: r~ro f·~ta:ic P ... dc 

y excilac16n y rc<;p;¡v;tz{ ?co:a(:a•', y S(::· s.n c:l'inJ::;o lfl'"'_))ic c:1 el Fn1itc, 
rs dcc11 con COillfXlilcnlL'' u1 el \Cc.tor e], cstaé:u qL.,· t.c ,,,;é'n ;-, inLntto 
CII;wdo l -+ oo, U1!1H) lilU~ol!a d s:;;uu ntr· r·jcrn;Jio (\·._r t.-,q.'¡;f:·. f'roblcj¡n 
3) L<1 ai;tu¡m es !,~ n Ó:1 que Jdst¡flc_,_, el cn:rlco ck varí:,l .. Ls d-: cstJdo 
para de te¡ lllJn;u Ft c3tJ.l)ihdad d:., un Sl5tr;l1,1. 

Ejem;)ÍO 11 2.2 

i(t)] = 

O ,,, -- ~r¡ 
C\' - l ~ 
'' ' 

¡'l 

J

x(t)]-¡ 
-- 3 

-¡ 
J 1 

1
_¡ u(t) 

¡ 

1 ¡o 

~. ) ) 

1
,,' ,¡ In rl-• 

son 1 y -- 3. Cc¡.,¡n 1 co; ma;or l[L•r n:1o, por el tcorc.n.1 11 ? 
e) as:n~~:,t~c;~ul~·n~:_ ll1f_st.:.Llc en el lín11te cu~uHlo t --> oo 

S -j- 3 

s' -+ 2s -- 3 

o 
(CJ (s[I]-- [A])- 1 [BJ =[O lJ 

¡ --- ¡ i 

' -----~- --- ,~ -, 
l+~s--,•: 

J + 3 

C'o ¡ <; ) ~ (_ J \2 

11. ~! n t: -~- n C)J!J..Lt fv1 Ef~T /\ C~! (ll·l 

' j • ) - ! ' t ~ ~ .... (t1J1 o f~: ~~::l·•¡¡',L :rttC-1 antn !ao; funcione~ que ¡e,\ I7Z1<1 U> su JSIS ei.JJ. · " ,: 
g1arl<) <"Jucclen c\c,crib:rr,C' d('sdt' el punto de \;,la c:•u,,:, Jll·:cl.->;,:n ;:;¡,' 

1 1 1 ' 1 1 n:lacíón rr:t• 1n )'Ir, van~d,lcs de cnt¡;:cla y as t.e ~a1 1 c:' Q 
. 'f 1 1' j ' j ~ C',''•I',.¡J¡•;-~,¡'C üll;-'t5 lt.'L~cion~·; ¡rt! l C~t~'c 1·1 1 lr tJ cr_,lt t:t'l '-'[) (p_'"_:(: l!,'t~t_, - ) 
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pot t;u;~iento clin;'llnt(O u e sisten1ils o subsistcm:~s, como lo son las vuiablcs 
de esta8o 

. • Así pues, el con: por !amiento cot:ll del sistema queda descrito en fun­
cron. del cornpor tannento. de cada uno el? los subsistemas. Si se emplean 
re~c;rone; deo entr.•da y salrdJ. para caractenzar cada subsistema, entonces los 
su s1:tcmas se representan co:-~ di:1gramas de bloque. A continuación demos 
un eJemplo. 

La. fi~ma 11.3 1 ~sc¡L:emat¡;a un control de 11elocidad tipo Ward­
Lconar:l El functon~,ll:·::.:cu d·2! Sistema es el sigu:ente. Un motor muc\c 
a vclocrdad comtdn~c ~' u;¡ generador Su campo, que p10duce la excitación, 
es alPnerHaclo por un arnpi:ficado1, cuya tensión de entrada es controlable. 
La te:1sión en las ~ermÍPJ.Ic; del generador, que es función de la excitación, 
depende por lo tanto. do:: la tensión ele entrada al amplrficador El motor 
que mueve la carga ttene una excitación constante, y su tensión ele arma­
dura .es igual a la tenorón es las terminales del generador. Finalmente la 
velocidad del motor, que varía al variar la tensión de armadura, puede 
controlarse por la tensión aplicada a la entrada del amplificador. 

Gcnccador Motor 

de 
Generador tacométnco 

C>---

Tensión 
de 

entrada 

m¡¡¡ 

de 
e. c. c. c. Tensión proporc1onal 

a la velocidad 

~ () (\)~"))----'te] 
g '' ¡__ J -J 'e Carga 

--..Ó § L ____ ] inercial 
11 ,, 

Accionamírnto 

de vcloci·!~d 

con~t.:tnt~ 

f•g 11.3.1 Si .tclf'<c clc C'l!lltol d: vcb~irlad \Vart.!·Lco.lard 

L.t-; zcL,cioncs funcirmaks dcsCI!tas antcrio11ncntc qut.:d~,n rcprcscnta­
tlas por el dt;cgi:Jtn;t de Llor¡tH.s dt.: la f1gur;:> 1 1.3.2, que el lcc!Ol no debe 
tt.:r•cr l'rülJklll,t<; U1 ÍnlcrpH.tar. 

o ..... ,,,, .,,', 1-

de entrada 

F1g. 11.3 2 D•~gram>. d-: bloque del sistema WarJ-L~onnd 

El sistema rcprcs,'ntado por el diagramJ. ele blo,¡ue el" h fn~\,r;:~ 11 3 2 
es imatisfactor io p:ua controlar la Hlocida:J cl-::1 motor, puc<> cu;J.lquicr "a­
ri~,ción en b \Clocicl<ld del gencr;~clni, en la e'citac.i/m del motror, en b 
carga, etc afecta1Ía la velocidad ¡1or contiO!ar ele! s.stcma P..1,,1 JtJa:1:cnc• 
una vclocida:l clt.:tcnn;nada, es nece::...1.rio influir una acr:ión reguladora e•1 el 
sistema. Una form:1 ele lograrlo es empleando h configurac.5n csc¡u!2m<Hi­
zada en la figut a 11.3.3. 

Fig. 11.3 3 S1stcma de control de velocidad retro~limcntado. 

En dicha figura, un generador tacometnco es actuatlo por la flecha 
de salida del si:,tcma. Su temión de salida e~ proporcional a la vclocicbd de 
la flecha, Esta tensión se retro:1!im~nta a un compar?..clor de tc>lSiÓ.J, cu¡a 
señal de salich. es pro¡Jol cion:1l a !? dtfcrcncia entre la tensión de rcfcrer;::ia 
y la tcmifJn rct• c,ahrncntacla Si e~.to.:e rl;fc;er:r;a entre estas ten~ioncs, lo que 
equÍ\ale <1 hacer una velocidad Je saEda d1fcrentc a la cntr;da, \arh de 
tal wanera la u..citación, que la velocidad de s.'1:ida vuel'e a su "'Jor 
c:lcse2do. 

Un 5i~trm::> conw el cle<:er ito. s..: conoce co.1 el n0¡i1b1c ele si.r'crnu rt'/¡n­
afm¡rntodo, ya que una señal p.roporcií,ll;d a b dife1•:ncia Cl•lte un \~:,-. 
de rcfef(ncia }" b \'J.ri:,ble medida ;,_ la saliri:; ckl ~;stcrn:-~, ~~ ¡ctru.dmccnta 
al sistema La figura 11.3.1 muestra el día¿;; <~lila ele bbquc d·~ un siqc,;l<t 

g::neral de cstr: tii1o. 



A cnntinuar:iún ckducitl'il•l'S h funcitlll de (¡ amrcr \21\11;1. de 1111 S;'ilCJIIJ 

rl'tro.-:!in¡~·ntado. S1 ¡,:e (s) es 1:~ funcrélll tic transf.:rcne~a de! ~istC'!II,1 (k 
contJOI y del SJSlt'IJI:l cont!ül.ldo, y H(s) es la función de tramfcrcnc1a 
ele lo3 sub~i,tcma~ dt· ·' tr <l) ce lona ele- rctiOailllll'lltación (e> dcc1r, entre la 
s.1licla del sistema ' ._ cu:nparadur ele cnl! acla), el ~istcma quccia represen­
tado como ap.uccc e:• !.1 l1gma 11 3 5a La función que rca!i?« el comp;:;­
racloi es obtcnc1 la dr¡. Ul!cia cnt.c la variable de rl'fc¡cncJa C(s) y la"<';¡,,¡ 
rctroalimcntada R (s) lf (s). La f1o_;ura 11.3.5a rnuc;tra los s.gnos que llevan 
l::ls variables pa1 a calcubr d1cha (Lfc1 cncia. 

Variable 

de 

(a) si~!( fll0 ft"'tro~··!f.lln~:'tlt.t 

Va¡¡abk 

de 

1! '} ~ D:~~~~ff)rn,. ~· b:(_l,ll!t d( un ~rH,_r·t·~ !:;t.!l {;'"} rct!c~.'•tn:(!'t;;t,{l tjtiC rl1~JC~tt .. ~ 

Í.1\ ÍUfJf hl 1 ~t ••. ci~ (J.~"I::Oft'ttJl•,....lo~ ÓC' ~~S (0. 1 ~.'0! 1 CI!t{ ') ) t.:J :.1\ L!1.t CC1 U.'/JJeni\_, 

Sr·zm c(t) y r(l) la) St~íi;tlcs ck t'nt•ac!a y sal;da Ic,¡>cct\\,1l•lCntc, )' 
f:'(s) y R(s) Sll'> t.dmfoiii!atL•o, d~· La¡;Ltct: L:1 funci<Ín E(,) repz·cs~rlta el 
error enl!l' Lt ~t.:Í-1.t! d,· rnlracb 1 (t) y b ~l'I-t;d de b Lra¡cct:>ri:t de !Cll\.,alí­
ntu.t.~c 1Ún. J.:'.'> 11 l.•(ionc<> c1rlrv C".t.ts full<'l\"1''; c.~ el d·:l!rli:IiiJ Cv•Il¡Jicjo y 
la) funf i~11Jl) dr..: l! .. \ll:,fctciiCltt ~un: 

{) 

--------- --

y Lr1rt1J;'H.:nrt' la r(L:~cir'H\ 

el sl:.v_n:a, e:.: 

-------

KG(s) 
W(.s) .::._- _______ .....,. = -----------~------

E(s) 1 +KG(s) lf(J) 

Con~:dcrCi1iC~) un ::;~~)tC~Il::.1 

rcnci3 tiene po1 dl no¡,¡,;n;_,dl 

( i u.\) 

~-, ... ~. 1 Z' ( ¡' lj) 

( 11 A ~. 
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U ( () I . . l t.¡ · na OlllJa (il e dcriiJinar SI e Sistema es estau e, comiste en cnconttar 
l<~s r;-¡ÍCcs de la ecuación ( 11.·1.1), o st>a los polos de la función de tr:lnsfc­
rcilcia. SI ningt.na f;J.Í? tiene pa!le re;t) positiva, entonces po1 el tcn1ema 
11.2.2 el sistc;ua es est:Llc de entrada-sabela Empleando prograrua~ de bi­
blioteca en una COillput:~dora chgital, se pucclca detcl!ninar dicha'> raíces sin 

· ma)Or problcina. SI no se tie-ne acccsa a un.:t coinputadora digital, los critc1 ios 
que se exponen a continu;".uÓn son de utilidad para deten11inar la existencia 
de raíces ele parte real poúiva. El p1 imer critef io establece condiciones ne­
ce~r ias, aunque no sufJcientes, y es conveniente aplicarlo siempre, se use 
o no una cont¡Httadora. 

Teorema 11.4.1 

·Para que h función ele transferencia de un sistema 110 tenga polos de 
parte real positl\a, es necesario (aunque no suficiente) que todos los coefi­
cientes de la ecuación característica ( 11.4.1) sean d;fcrenles de cero y del 
mLmzo s1gno. 

En parti:ular, si a 1 > O, entonces az > O, ... , a. > O constituye 
una condición nects::~r ia par a la ausencia de raíces con pa1 te real positiva. 
Sm embargo, poi ser solan•entc nccesana pero no sufiCiente esta condición, 
puede cumpú~e y a pesJ.r de ello existir raíces de parte real positiva, como 
ilustra el sigl!icnte ejemplo. 

La ecuación característica 

i + 2s3 + 29s2 + 28s + 340 =: O 

cumple con las cond;ciones del teorema anterior, y sm embargo dos de sus 
cuatro raíces 

tienen parte real positiva. 

-2 + 4j 

J ± 4j 

Si un sistema no cumple con las condiciones del teorema anterior, no 
('S necoar io proceder con pruebas mis sofisticadas, pues el sistema es in­
estab!c. 

Sin cmb:trgo, sí el !edren: a ante1 ior 110 indica que el sisterna inestable, 
k be pr occdcr Y: a hacer una pr uc!;a que sea suficieT,tc para garantit.ar la in­
:xi~tr.:n:i;, de raíces con p2.r te real po·,¡tiva. Entre estas pn.e:)aS está la dcs­
:~ILÍ~rt~, indcpl uJientcmcnt<; por Routh -y por Hurwit7. Ante:; de cnunci:1.r 
sta prur.:kt, de1no:; unas definiciones. 

Se din: (j'JC un polinomiu es de tipo llurwi!z si tocho; su> raíces tienen 
'u te 1 cal ncg \ti va. 

o • J 't 
' -

.·~ 1 .._...: J" ,. ,. <.,•\..' .J o 
Desde luego, un s:stcrtla lit·~·' r in\;t,-i;¡¡¡l'', cu¡a e-:ua·~i.'m c;;.,;,~,t~.~'ti'-.l 

(o sea el drnornin;tdnr ck h fLnc:rm ele transfc~UJCI·_\) es un ¡wl.nr•,,¡¡.-, tk 
Hurwitz, e~ estable. 

Sea [H] la matriz de n X n ciada por 

a¡ GJ a~ o 
a o az Q¡ o 
o a¡ al o 

(HJ o a o n2 o ( 11.4.2) 

o o o 

formada de la siguiente manera: 

El primer renglón está formado por los coeficientes de la ecuación c~.­
racterística ( 11.1, 1) de o~den non, a 1, a3, ••• , hasta agotar los coeficiente> 
del polinomio. Lar, posiciones 'restantes hasta llegar a n términos en el fF',1-

gl6n, donde n e:; el orden cid polinomio, se ilcn;:.n con ceros El s~gur:<~c 
renglón se !len;; con Jo, codiciente; de orden par, empe;:Jndo con ao, hasr2. 
agotar todos los coef1cicn~":!s, y las posiciones restante> ha.<::a llegar a n tér­
n';inos se llenan con cerm Los renglones tercero y cuarto se obtienen des· 
pla7ando los dos prim<:ros una columna hacia la derecha y ponicnclu ceros en 
la primer columna, y así succs:va!T'cntc, hasta formar ,, reng!oner Para un 
polinomio de orden 7, la matriz (H] es: 

a1 n3 o3 n1 O O O 

o a¡ aJ a;, O¡ o o 

o a~ Gz G~ a a o o 
[H) --" o o ll¡ GJ ll;¡ G¡ o 

o :o a o a2 a~ Ca 

:J o o o ll¡ llJ as 



Los mcncu·_, ¡.,;;,u'f¡alcs ~>~ cll' la Jllatril [ll] de la ecuación ( 11.4-.2) 
son los dctermi nante c, 

Teorema 1íA.2 

La condición nccc>~ri:t y sufic:cnte pata que el polinomio ca:?.ctcrÍ;Lico 
(11.4.1) con a0 >O >C<• un p0lmornio de }lt,r¡c¡tz, es que todos ios menorc3 
principales ele la r.::tril [E!] s~.:tc pos:~ivo;; 

Ejemplo 11.4.1 

Determine si el pc•\;r,c:mio 

es de I-i u~ v:itz. 

So!t,c~·cí PL: 

i2 '2 (;l 
¡ 

1 
[H] 1 í 4- o 

1 
1 

1 

LP 2 ')! 
•..J 

. ) 

Cl•yos f!lGn0 1 es prt~ .:1pt.1 "2S son: 

L~u = 12 1·= 2 > O 

o 
1~ !':: 1 =-- ' l 
1 ¡o 

2 

6>0 

Oi 
nl-12>0 
,., 1 

"1 o 

¡ ' J ~-l. 

(;(.);--¡') fr,_ 1
• r., l.l~. ,¡·r;, !'jJ ~l.; : c1'• i'.j n.:~:~:.-: [!-!] [:'¡'1 rr.:},t,. i_J J ~---~:-

el te<··-:,,.- J l.;~~. f'l ]'')!,r,y,,j,, .-_~ r; lf .. ·~/'} (O•.! •. -, S~!o ¡;_:u· t'· ,,-_11) ¡'-

real nc..~;ttl\Zt (\t~l Ptt,ht.;nl;-t 4). r1 

La dcmo;lr;,.-;é>Il e:: lo:; des t:nr··¡¡:as ~Vlt~'ttD.cs pue~k (nq,·s,. r-.~ ,.; c•,­
terio de cs~{dJ1l!(:;td cl~ I_,~;-.~J·_,!"rl'. Ii lcctoi tr•,_,:_:~lLd'J en cor;c._~1 i e:.:~:·-= c't> 
mo>tr<t<::Íonc.:s f'11Cr1" co:· .:~;(; al~,,,,n de lo3 e -:u·kntrs l1bro~ e_ cp:· c,~ec'':'l 
sobre s:stc:rnz~, "' 

11.5 LUGf~R G:.-C:\;' Tí<!CO DE LAS H:>.!CFS 

En la sr:cci{¡n 11 1 incl!c;un•J.• que un Slstcm,¡ clr· ccontro! \.:1(·,;! v i f'crc, 
alimentado, de entrada y sal1da csca! .. c~cs, pu~c!t·n rcpn.~·:nt:¡r_,.. ¡¡¡1':;.,,::~•: el 
dtagratn<'- dé bhc¡,,L qur: a¡J,,rrc· en le~. figu~<l !15 l 

!._...D ]a ~ecf:¡on 11.3 d~'terrnlnamos au~ la func1Ón rL~ tr~~nsferc e:~ ·~::!1 
sistcr;¡.~ de L~ f1gu· ~ 11 5 l e~tá claclo por la ecuación ( 11.2s.1); 

H' (s) ' J_ 

C-onsidct t;I no-; que Jo:: p.-:)lo~ y cc1 o::; C::c ia3 funciones G (s) y f i 1, J ', ~''n 

conocidos, y .:-¡uc dc;;<eanv 3 conoc.er los polos } ceros de i::. funci•~ 1 ' ' ', • -

ferencÍ:>. ¡¡·\s) (ll.S.l), ¡a qu~ ~sLos detominan el co;uport::_,,licr~(J or:! E;­

tcrtla rctro;:-,]ímentatio i,a rdJc6:1 ent1e los ceros de W(s) y la:. ó:n;~c~~"u,­
daclcs de bs funcio.:1es G(s) y h'(s) SO!': 

a 1) W(s) t1cne un cero do:Jde G(s) tiene un ce1o 

a2) W(s) ttcne un cocJ donde.: H(s) tien::: un pol<J no cancelado r~r L.n 

ccr':J d': C(s) 

* Ver, ror e¡emplo, R j 
C:J.¡:-rtL<~u 

Schwarz e I 



e 
es: La relaci6n entre Jo:; polos de W(s) y Ja3 singularidades de G(s) y H(s) 

b¡) ~~~s) trenc un ~olo donde G(s) tiene un polo y G(s) H(s) es 0 

fm1to o cero o trcne un polo de orden menor. 

bl) W(s) tiene un po:o donde 1 + KG(s) ll(s) =O. 

pe lc.s wnsielcíac~:mé:s antcr ;ores puede concluirse que los ceros de la 
funcrc•n d·: tr ansfc, cr.cJa del sistcrn:t retroa!imc-ntado (o cerrado) se pueden 
encor~trar po:. msp~ccr¿_,, de las fur¡ciom:s G(s) y H(s). L03 polos en el 
caso b¡ tc..mhr!:n se pu:co:-n encontrar en esta forma; en el caso b2 hay que 
encontrar las raíces del po!inr¡,nio 

l + KG(s) H(s) =O ( 11.5.2) 

A continuación ilustrarc;nos las afirmacio11Cs anteriores con un ejemplo. 

Eíem~io 11.5.1 

Las' funciones de transferencia de los elementos de un sistema retro­
alimentado so.1: 

(s + d) (s + b) 
G(s) =----­

(s + d) 2 

S _¡_ d 
U( ' •' S) = ----------

(s + b) (s + e) 

Loca!ir.c los polos y ce¡ o<; de la función de transferencia W (s) del sistema 
retroalimentado. 

Solución 

Empfcando la relac\ñn ( 11.5 1), la función de tl ansfercnch W '\s'¡ de 
• 1 , este CJemp.c• cst~, d?da por 

(.s+a)(s+b) 
K-------

(s + d)~ 
W (S) ~-= ---------- ------- ____ _ 

.(s+a)(.r+b) (s-t-d) 
1 + /í. -------- -----

(.1-+ d)l (s + b) (s +e) 

K(s +a) (s + b) (s +e) 
·- ------- --

(s + d) [ (• + d) (s +e) +K (s +a)] 

~~ 
1 

l 
1 
! 

o 

Zz = -- b 

Los dm primeros ceros d:- W(s) son ta:,1b:r~n lm ceros de G(s) (caso (ll). 
Ei tercc~ cero Z

3 
=-e es uno de los polos de H(s) (cil.SO a;) Sin em­

bargo, el polo -- b de fl'.s) no es ccto ele f~'(s), por est:~r c;•!•crbdo po~ 
el cero-- b ele C(s) (c:cs'> az). 

Un polo el:: W(s) es -d, que es un polo de G(s) (caso b1). El 

pwducto 
(s +a} 

G(s) H(s) = ------­
(s + d) (s +e) 

tiene un polo de orden 1 en - d, mientras G(!) t1enc un polo de o•·dcn 

dos en el rnisrno - d. 

Los otros dos polos de W ( s) son las raíces de 

(s + d) (.r + e) -t K(s + a) =O 

que es precisamente l + KG(s) H(s) ::::O (caso b2)-

Al an:Jlizar un sistcwa ¿e contwl (rctiOalimentado), resulta útil conoce¡ 
no soianwntc si existrn o no ra;éT' de part~ real positi·:<t, sino t:lmb,é'l ¡·n 
cua:1to hét]' que \ari;:>.r f{ par<1 c¡ue el sistema ~e vuelva estable en caso de s2r 
inestaLle Los métodos a1gc1Jraicos no d;=~n este tipo de informaci6n. 

El método ele! lugar geométnco de 1?"5 ra!ccs que exponclrerN•'> a co;,. 
tinuaci6n, pct mi te visu::'in.r la rcbción que !CXi5te entre K y la pmició.1 de 

las raícr·~ del poliuomio ( 11.5.2). 

Cualquier valor do:: b \ ar;able compleja s que s::ttisf;<ce la ecuacÍÓl' 
( 11.5 2) es un ¡Jalo cle-b fu:1ción de tr:msfe!-cncia W(s) del sistema ::errcci.J 

d
. 1 'b . 1 ., (1'~2 1 

P.t_ra cn:::ontrar 1d C.' \a ores, c:o:-n :1mos pnmriO a ccuactc)n 1 J 1 e:: 

la Sl~Uie_::lf..: fo; m<~: 

de donde 

1 
C(r) H(s) ==-­

K 

1 
1 G(s) H(r) i = -­

K 

< G(r) H(s) =- nr:: n impar 

( 11.5 3) 

( 11.5 •i) 



ESTAEliLIDf1C\ Y SISllMAS RETHOAUMENTADOS 

La solu~i¿n· arJ.:\lítica de estas do• ecu:Jcionn es más difícil d b , 
q¡re J.¡ solt·c¡on de ( 11 52) . ' e o tcnl r 
ol . , : . ; sm cm•J:l: ¡;o, pucclC' enrontJ ilrse una si m J]r· 

s ucion gr~lrica !Jasada en la n<tt>llab.: c'ci producto G(s) ll( ) 'el ¡ 
como una fracciún rnci0n:11. ' b rrcc•r'J~'trí~ c]rT pl~rlo llc 1 J c?~"¡I erado 1 . F . ' ,, - " .. " a \'arr;-o",. con1 
P CJa s. actonT:.lnclo el numerado• v ·e: denomin:1clc,1 el, ¡ f ·- : • d-
t f · d · . ' · e a unnon e rans erenc¡a r srstcrna abrer to G(c) lf(s' ~e t' . , , . rene. 

G(c) H(J) ----
(s-s,) (s--J2 ) ... (s--S¡,) 

(11.5.5) 

donde S¡, Sz, . . , Sz son los ceros de G(s) H(s) v j s" • 1 ¡ d 
G(s) lf(s) ' ,, z, · · ·, Sp son o~ po os e 

!m s 

. . Sea A Ull punto de COO! dcnacla s, e ')mn muestra la fie-ura 11 52 s~an e e e 1 • "' , · · • t; l¡ 
2, · · ·, z '!' il!l,f;ulo; d~ las líneas trazadas desde los cc1o., de G(s) H(s\ al 

punto A y O. O O los · , ¡ 1 1. 1' ¡ 1 
' ., ,, · · , r an5u rJs c.c 1<1' meas traz:\c as desde los polos 

de C(s) lf(s) al punt:J A Si A es un ¡.;ub clt· la fu11c.il:,;1 de- tt<tLJe1c11 :.:iJ 
~ W (s), erltuncer, la relaciÓn 

<'( G(sl lf(s) - (n , "u _. e ' ó • • 
1 

• - v¡ • 2 ,- ••• + z ¡ -- (u, + O, + ... + 8r) 

1 'l<'ti",L:cc ia cu:t,: O r 1 J, ¡ .: 1• 1 • ' ~ • • 

( 11.5.6) 1 ¡.o 

11.5 LUG/\íl Gf:Oi1i;: 1 ri:C:O Di: Li ';, ""'G':, 

Si el {l!lgulo ( 11.5 ój P':J es i~;.t~d a rn: (n imr:11·), ent0nrcs el purúo .-: 
no puede s•:r llll<l '"'Í7. ck \ + ¡,· C(s) !f(s) po1 la Icl:~ci¡',rl ( 11.5 ·f). S. f'] 
áng1Ilo (11 5.~) rs igll;-d a ni: (r: im¡)ar), cntnnre-; A fnluic se\ un:~ r.!;, ci; 
l +N H(s) C(s). [,1 \ai!Jr de [( c¡uv hace c¡uc 1l sr~: una I.tíz <J,.¡ c\cnc.HIH· 
nador de IV(t) estará dado p:.r b :rhcit'>n (1L:i3) en h f:>IIl:,t 

donde l¡, l2, ... , lz son la<; longitudes de la.> rectas traz,tdils ele 105 c.r; ,-,, e\ e 
G(s) H(s) al punto A, y L1, Í2, ... , ÍP son l<~s longitudes de las línc~. t1:.r:od;,; 
de>dc los polos de G(s) H(s) al punto A. 

Se ll<ltn:J lugar gcorn/trico dr las rníccJ de 1 +K G(s) ll(s;. a: con­
j1111to de !JIIlltr1; del pl;wo com?:cjo, que para diversos \'alorc:. dr ¡.,· r -:.le:'~~· 
ú a oo) !Jucdcn 5cr raíces ele c¡;cho polinomio. Este lu;ar r;('ü'<l :;,:~--~ s•; 
encuentra hacicnd0 uso de ia rcbr-ión ( t 1 54). Una \'t:7 tr?,;ado r,,,. h.~Jr 
gron:tlttco, es po<ihlc clctt~rmin<'r los \almes de [{ (llatnado ga¡,an:i.~ i ?·'¡" 
los di\ crsn> puntos sobre el hgM ¡renmét1 ico, cmpi-:anr\o la ecl•:~r.if;rt ( · \ S:'.). 

A continu;,cifll1 d<~rcmo~ al:u;n:¡s reglas de con~t¡ ttc:::if•n ckl h. ::_:;.1: g.:o­
rnétJ ico de !<1' raÍ( es, qué' dc;pu~s c!cmoo;ti a1 cmos, y que cktt:rmí,1:-n '1 c0>1-
junto de [')ll!HOs que purclen s~r raíces de 1 +- K G(:,) f!(s) ::.:O. 

Vc¡ctno, c¡·1c una regla y un tr<lll~polt<Jclor son los únicL1> ;:;p:··r, t•.1 IL'­

ce,at ío< ¡~ara r!ete1 rPin.1r r1 hlp:<lt P.,romf-tJ ico de l<1s r::-..ÍC<·:; 

L::1 raí,·c, ele 1 +K C(s) [{(¡) s::m polos de la ru:1c:ón e\., t¡:"\:f•:r::,·:;<~ 

W(s) ch·l sis~-:;ma retto::tlimcntad<J J\o son ln5 único~. polos, I'ttc: ; : - ~ •.ii­
cionales pueden ser cncontraclos Ólrect.mlcnte por im¡wr-:i.St: d1· e;.: ; ' 's) 

C0i110 )'a SC C"..fdlCÓ al C0 1 nicn~o d~~ f~ta ~·;cc:Ó:L (;en ÍOS (.Cll'~ eL: 1 z ~· /" _. dr 

t;1rnbt1;l1 J?L!''ci\Cn ser cncr·;;.r;tdcr. a p:1rt11 de 1<1:. sing,,L:tc;,,dc< d·· G:,,; ) 
H(sj, se cuu:plrta la r;c.: .c:ipción de b funcit.'m ll'(s) dci sis••:''"' , ·•. · .:· 
cei rado. El rw~todn d1:l lu:;::c; gr·ométrico permite localmq J.quc\it•, p:>1G> eL 
W(s) que m> pueden se¡ cnco;1tJados por inspección de Lt:, ;m;;u:,¡Jid:1ck' 
ele G(s) y H(s). 

Lils siguientc'i reglas, q11e después clemostraremo3, pcmntcn b"'Cj1.:'_;;\i 
la g:áf1c<t ele\ lug:1r gcomét,ic.o de las r:tícrs de 1 +K G(s) íf(s) · 

Son pll'les del ltLga¡ geométriw de las 
aq tirllns porCIOI!fl d·- C]f T<'al, Jti!lc,! ':S n la 
dr j•olo· o crrJ¡ rcah r:, G(s) l/(1). 
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El siguientl· cjcn.p!o ih.str a esta reg:a. 

Ejemplo 11.5.2 

Determine el !Pgu geométrico de las r?ÍCes de 1 +K G(s) ll(s) pJ.ra 
el sistc,na retroalimcntado de la figur2 11 53 

~~E· ..:",;.E -K-~-- -~~ --- . (; + 1) (J + 2) T .. 
R(s) H(s) - j 

---1 ' 11-------!-

Fig 11 53 Ststcma retro;~limentado. 

Soluci6rz: 

Comp<tr~nc.lo la f¡gur<! 11 5.3 con la 11.5.1, -.. cmos que para este ejemplo 

1 
_G(s) ::= ------­

(s+l)(.r+2) 

1 
H(s) ::=-

S 

(11.5.8) 

por lo que la funríón de tr<tn<fercncia de circuito abierto G(s) H(s) está 
daJ::>. por· 

1 
G(s) ll(s) =- ----------­

.r(s+ 1) (s+2) 
( 11.5.9) 

Y el pre>blcr,Ja consiste en cnccntr ar el lugar gcométr ico de bs raí cea de 

1 
1 +------=0 

s(s + 1) (s + ?) 

De la ecuación (ll 59), .cmos que l;"L<, ~ingul::<ridadcs de G(s) H(s) 
son O, --- 1 y -- 2, COII!O muc-;tra la figura 11.5.4. 

¡o 
1 

! 
1 

1 
1 
1 

o 
J tiiJ 

11 A J 
--~-- ~! ---- ---}"t----~- ,1 

--->-Res 

-2 -1 oj 

De <IC\;cr do cor h regla d.1c!:t, óün porciones del lugar gl'omrtriro de h5 

raíces el srgnwnto OA y rl scgmcnt0 de B h:E!a - co de la figura 11 5.4 

Con este mismo ejc.nplo iiel.lOS ilustr2,ndo cada reg:a para la construc­
ción del lttgar gcométricr> Gt' la-; raíces La ;e¡:;un::la regla c.;· 

Regla 2 

Lejos del origen, el lugar geométrico de las raíces al aumn.tar- K, 
(que se indzca cmz una flecha), se acerca asir:túticamente a las líneaJ rectas 

q11e pasan por el centroide 

{
Suma partes rrclcS } {S•tma parles reales } ( ll 5 !O 
de polo¡ de C(s)l·l(s) - de ceros de C(s)H(s) ) 

P-Z 

y qlle forman [fJs án¡:;!llos 

COil el eje real, dond,; 

lfl=-­
P--Z 

P = número de polos finitos de G(s) lt(s) 
Z = nt'un-:ro c:C cc~cs fir~itos de G(1) H(-<) 

' 

( II.S.ll) 

De la relación ( 11.5. 1 O), 's·: ve que el ccntroi:le ele los pnbs y ceJes 
de //(s) G(s) está solJtC el eje rea: a una c\!';tancia { 115.10) del urigc.1 

De <-cu·~nlr) CO'l !2. fé.nnu\a ( 11.5 1 O), e: cc:ntroidt' del cjcnlpla 11.5 2 

está en 

--o-- l- 2 
--------- ::-- l 

3 



_...., .,~ .... ,,_,~'"'-'' 1 ..._,..._. 1 Ll,lt"'..,:: 1\L..l lf,VI-\!.~I¡IJ(:I'• 1 /\LJ\..}.._1 

y de <tl'U('t e: o con la fórrmrla ( 11.5.11), L·~ <:t>intc•i,ls fcn m.:t01 con el cj~: r::-.~1 
los ángulos TI/3, ;: y 5._/3. Esta etapa de la consrrucción del luc;::tr ¿;com.:­
trico de las r.1ÍcC's se mucstr a en la frgura 11 5 ). Obs~rves~ que en este 
caso la asíntot.:t que se acerca a la rcct<1 ele án;sulo r. coincide con elia, de 
-2 a.oo. 

1t 

<-·----'0 
-2 

Regln 3 

. Im J 

1 
/ 

1 

j 

S rt/3 e ;!_o __ _ 

5-\ 1 
_·· \ 1 

:; \ ! 
\' 

'i~ 
\ 

---e:>- Res 

l~l lur.;n1 e ont.lt:ir.:o df' las ra:c¿s ¡1rhu if-na (f: =-: D) en l:>s po!os de 
G(r) fi(<) y lr'r,·:.:~ (F' -:::.· c0) en L•; c··r·J rfr G(s) fi(s) f~l desj)a¿a­
;nin«:! r!,· !m 1c;', 1 s e; nu, :.·•,:c~l .!: :e n,¡ .. ,,u: O! :! dias;".n··.·: d{'f hga· 
.~~·r..'.Jn:é!t!((' d{· frg ra{Lt-:. t..''Jll (a.lu·¿(', (i"e //; c',r: 

EY>. 'h!cstr,: {'j.·¡¡;i)Io 'l 52, los t>~To~ f'SL:;T1 ~·n ov ,i:'i c.~r~1-~1R 7 '=lfnicnto se 
!d'!C.S

1
• r~ ~:1 Ja rl_;d; ~~ 11.5 G 

!n ·A 1 
-''¡;;/ 

l/ 
/ i' 

1 : 
/ 1 

,. \l / i 
K=O r,:· 1 ¡;,:-.:0 , 

~ _ -----~--}~------ ---,J~;-.:--.-;:_..:;:--,--- - ------ -------::-~ I ... r~ s 
...____ -2 -1\ !O 

\ 

"\ 1 

"i' 
~~ r,- = 

.. ;:; ' ..._ ',): " d ,. ,, .. 11 ·-r, l). ··;·o .. _, lo 
1 

r:·¡ { "t d [cr r¡;tr.-·s t.S c,Jr~tl~l'i'' } J:,•,¡,'',!l .-, ;,- ;' ... _, L llJ!fl' ['.tOTIIt' 7 I;Q .é . . 

e]' real 

Estas CltJ.~ro tct::,L~ n'J; ~t·: ~~·l~~i1 \ ¡~·.~~li,.~: l:~ ÍDiill-~ (L~l l'\ . ., :' ~~·o.~·,.:-
tr .rco o'c: joc r~'rr< "I' -, -.-,·¡,;"'! ele <!•)ltcar la rrbu<Ín ( 11 ') ·\' :'!. l,lí.t.,, ¡,' C:l.J ~· '' J .,, 1 • - ... - ..... ' - i 

puntos eJ.::! pl~lll(l (I)¡¡J¡.l':j~' S 

R(•) !::( r) W(s) 

• ' cl Jos r'ír~• C:cJ ;'J·~ •. ·r;b fig ¡ l 57 T u~~·r ¡:eo:r.rtlh:l e n u_,, 

ll 5 2 



e 
b) Al aumcnt:J.l b 3an<1ncia K, h:1.r parej:~~ complejas conjugadas d~.: polos 
que se scp;:u an del eje rcal negati\ o. Como cada pareja ,; ± jw con espondc 
a un término de b rcspucsta de la forma. 

e:-..p (~t) cos (wt +O) (11.5.13) 

con X < O (por estar los polos en el semi plano in¡uicrdo clcl plano com­
plejo), la respuesta se \u eh e oscilatoria deCI eciente. 

e) A partir de cierta gan:t'1cia K, alg.mas parejas complejas conjugadas ele 
polos pa<.;~n a la mitad derecha del plano complejo, do:1de su parte real rx 
es positl\a, y J;¡_ respuesta s·~ vucke osc1htolla c¡ec1ente. En este caso el siste­
ma se vuelve ine~tab!e p;ua ganancia K alta. 

De la figu~a l! .Si vcmo; t¡ue, para e! ejet11plo que hemos venido 
estud;;mclo, a p:trtir de ciert:; gan<:~ncia K, la función de transferencia W (s) 
tiene dos polos de parte real positi .. ·a, po¡ lo qu..: el siste111a se vuelve inest<:>.blc. 
El valor m:l"-!I!IO de K para el cual el si, tema toda\ ía es estable, será aquel 
\.alor de !\. para el cu:~l dos de las ram;t~ del lugar geométrico ele las raíces 
de 1 + KG(s) H(s) crucen el eje imaginario (puntos D y F de la frgura 
11 57). I:! s1gu!cnte ejemplo Ilustra corno se localizan estos puntos, y cómo 

se determina el ;alor corrcspond¡cntc de K. 

Eiemp:v 11.5.3 

Localice la> intersecciones del lugar gcométr i~o de las raíces de 
l -f- G (S) lf ( r) == 0 CO<l e 1 eje imagimrÍO par a el sistema del ejemplo Jl.5 2. 
Calcule el villoc correspondiente ck K pud el ct.al los polos de W(s) se 
encucr1~t'an en d1chos ¡:u¡¡;os, y el valor de la tercera raíz de 1 + KG(s) H(s) 
que tiene ese valor ele K 

Solución: 

Para un pun1o A = ic: <;OÜie el Cje Imaginario, los úngulos ol y 03 de 
la figura 11.5 2, m0st1 a el os en la figura 11.5.8, satisfacen las rclact'Jnes 

de donde 

• a 
tan Oa ==-

1 

• a 
tan 03 ==-

2 
. . 

tan 02 == 2 tan 03 

( 11.5.11) 

(11.5.15) 

( 11.5.1 G) 

Por otr;, ¡nrtc, para que A == ia sea un polo de W(s), la relación 
( 11.5.6) debe S;J.ti<J2.CCf la cror~d!C.ÍÓ:t ( 115.4), por lo que con 1l = 1 obtc­
ncm(,-¡ 

·O 1 

1 

o 

lm s 

----------x~--~-~-L 
-2 -1 

f
13

. 11 58 Locali,<Jción de :o! ¡.li.!Pt~~ de cruce dd 
lugar g("ométrico de la\ E!ICO co:-~ d eje de las 

on.knada;. 

de donde 

Sust;tuycnclo este ángulo en la relación ( 11 5.16) se tiene: 

por lo quF! 

tan el = 2 tzm ( 9:)0

- Óz) 

= 2 coté~ 
1 

-2---
- tan el 

tan O,== ..f'L 

De esta rcbci6n s·~ tiene q•Je 

y adem:',s su3tit~:ycr'do en (11'.5.14) 

a=.,¡;-

(11.5.17) 

Sustituyendo e! \ alor de 03 obtenido en la ecuaci0n ( 11.5.1 i) ~ tiene 
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CJ.lculemo; ahoz:t el \'•' ¡ 1 · 
tos D y F De la f . 1 1 ~:og' <e a ganancta K corrcs¡¡ondtentc a los pun-

. tgura .:J. se \C que 

[¡ =.: ,./'t 

la== ..J2+T = vT 
ll == V2+'4= ..j6 

Fis. 11.3 ~~ Cri.lcuio de ia gan~ ncit:. K 

Y sustituyendo la ect!a-:.i6r. (1 i .5. 7) se obti~nc. 

1 

l{ - -./2 yr.;~;¡;; 

1 d T ' 

onuc 011nm el valor 1 al numcradot para e~tc ca.so en que el ceto se en-
, CUf_!rlfrd C~l -~ =:--____: -~- !)~ J ·' • 

w - '- • l.,.. a tC.U~tC!úrt antctlL¡r ci v~.lor de I( Ls 

6. iQ 

TcnenJüocl~ (ll 'il)} (1150) l¡'-'-::· 

' . K 

(s + 1) (s + 2) 
W(s) :-----------------­

K 
1 + -------------

s(s+l)(s+-2) 
Ks 

s(s + 1) (s + 2) + K 

Para K= 6, el denominador de la función de tlansfcrencia W(s\ \;}k 

S;;,ucmos r¡qc par;:> l( .:::: 6 cos de la'i raíc-c> ce este polinomio s-::Jr. \rJs :,,mtr;> 
D y F de Lt figl.r?. 1 l 59. o 5!:a ; 1 = yl 2¡ y s2 = - y 2¡. C0,nn 1. --- s¡) 
( i -- s2) :::: i' + 2, Cl!\ idiendo !,_¡ relación ante1 ior cntr<! este prodl,L~.l en­
contra:n e:; q11c 

S- Sa = S -t-- 3 

El le:tor puede calcular f.'tcilmente (\cr Prob1cl!;::; 5} ~:¡,t·, ['21<1 

K 1 8i.\, los polos de W \S) so:1 s1 = -- 0.25 + i O i 1, ; 1 = --- C.2:. 
j0.71 y : 3 ==-- 2 S. 

Es posibic d~r reglas ad~clon,.:~t~), por ejcrnpio r;t·0_ ca;C\,~; \h.~ to 
en c;tte el l·,¡~Jr ~,_on1~tri~o ci2 !f~'~, !Juntos deja e! eJe te~<, p~-rc :-c..l\- :'·~~--,·~­

anális~~ e~ de ra¡ftctcl' lntrod·;c~otio} Icfcllü10S al lec~C'¡ 3 ur"' 'i:-to ~n~~~ 
espccia:iz:•-1c:. ~-

Ln la figura 11 5 10 a~J:•rrr:ló' el lugn_r geomhr,co dr lao P~.-, dt 
+ KG(s) l!(s) = O, o sr:~ e\ lc~g~r geom~tmo de kv; pobs ¡¡ .. h l'.!O· ;;• 

de tran<Ícrcncia lV(s), para cli\Ctsos ~.-;llores de la 8·'nanc1,, ¡; Vv:no:; c:nc 
al "a1 iar la ganancia K d.: O ,, 6, 'lll polo de W (s) ~": mue\ e <k A ~ t;-, !:.: 5'· 
de lar ··\z, A D C D, otl0 a :o l":go O ll F F,) el tcrcc·ro ::~lo ll•:~·é' w C !f f. 
Unir"1n"'¡nps,. (""~ pt:,tí);:: c;·"rp.r-nto-;. d·l l·H-?1 (fT0Inétt ic-~ el,... ln~ < ~'(\, r-~ rst.·btc 

_, ¡ ~- 1 '- • - - - - t 1' - • '-) • t... ..... - - ' 

el sistenn tc.trc•,thii,cnl::!do de l<t f¡¡;u¡;¡ 11 53. 

" Ve~ /'_ \Y/. bn~ill Jr /iutam.::tc Conrral S1 Jirt.'!J 
:;JG~, Vol. l, (~¡);¡,ole 10 



.. ·• í Ims '. 

i 

K= 1:88 

-3 -2.5 -2- 1 · -L 
~------·--l-~-,D:>1~~lo !_es 

1 H .G A' K= o 
K=6 K=O. K=O 

K:::: 1.88 
K== 1.88 

-j 

'•,, 

Fig. 11.5.10 Lugar geométrico de h!s,raíce~ y.div~rso3 valores de K. 
• - - < 

J ,-.1 ••• ':-_,f' 

Mientras la gan'lncia K es tal''que todos ·lós polos· de W(s) son reales 
la respuesta es exponcial decreciente (ver ecuación (11.5.12) ). Cuand~ 
dos de los polos se vuelven complejos conjugados, la respuesta es una cons­
~ntc mis una oscilatoria decreciente, y su frccu~ncia va aumentando al ale­
Jarse lo:; polos del eje real (ecuación 1"1.5.13) .).·Cuando-' la ganancia K es 
mayo; qu9 6, la respuesta se vuelve oscilatoria creciente, por lo que el sistema 
es mes~ab!c. 

Los ejemplos. 11~5.2 )' 11.5.3 han ilustrado mediante el método del 
lugar geon.étrico de. la~ •raícrs, el d.lculo 'de los límites de la ganancia K 
entre los cuales el s1stcma retroa:imentado es estable. Asimismo, han mos­
trado claramcutc la visu2.!ización geomét1 ica que este método permite con 
rp¡;ecto a la variación de 'la localizacióu de lo:. polos. y por lo tanto de !2. 

'Íorw;>. ·de ·la respue;ta, -.,_¡·variar K. A cóntiñuación se incluye un ejemplo 
·aruc1anal. 

r¡emp!6', '11.5.4 

· ··Er.cucnhc el lugar geométrico de las raíces del sistema retroalimentado 
de la f¡¡::ura n .5.11. 

-0 :_,,¡f 

Fig. "11.5.11 Sistema rctroaErnent:ldo. 

Solución: 

En este ej~mplo _·fi(s) l/s, y G(s) (s + 2)/(s + 1), por lo que 
S -1-2 

G(s) H(s) = ---
s(s + 1) 

'.' j ' .1 

Los polos de esta función son O y - 1, y su cero vale - 2.· De acuerdo 
~on la pfimera regla, son parte cl(!l lugar grométrico de las raíces los seg­
men-to; de - oo a- 2 y ele- 1 a O, como muestra la figura ll.S.l2a. Por 
la segunda regla, el centroicle está en 

·~, , ,-..t J r•. • ~ ~ , \ 

,;· (0-:-l).-,(-:-2) ·=1 
2-1' 

·., y~Ji-:asíntota forma -el ángulo n con el éje real positivo. Esta asíntota coin­
. cicle éon la' porción clcl lugar ge_ométricó ae las raíces que está situado sobre 

~· · el eje negativo y va hacia - ~· 

De acue;d; cm~ la t.erce~l ·;~gla, K ~'O e~ O' y - J, y K == oo en 
;,--:- 2, con las fléchf-5 ¡c:~mo mues~ra la figura :11.5.1 ?a .. 

Observemos lo siguiente de la figura. CuaPdo [{ = co, la funci6n 

K(s + 2) 
1 + KG(s) H(s) == 1 + --­

s{s :t 1) 

no va.le cero en ningún punto del intervalo de- 1 a O; es decir, el lug:Jr 
geométrico que en'pien con K = O en O y en - ~ no tiene aparentcmc,1tc 
fin en un punto con /( = co. Po;: otra parte, en el s~gmento de-?~--- ."0 

no hay lugar douclc K = O, o sea donde empiece f'l lugar geo:nct1 1co c¡ue 
termina en -- co o en.- 2. De acuerJo co:1 la cum ta regla, el lug;::-.r geo· 

métrico debe ser cÜntinuo. 
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P:ua qu·~ se cutnpb cl'cha Jcgl<J, cllug,H gcométJJCo \a a tener que pasar 
por cie1 ,os valores complejos conjug<Jdos, simét!Jcüs al! edcdor del ongen, 
co,no muestra la figlll a 11 5 12b. 

Irnr In1! 

-<1--··----->o-----~,~~--~ 

-2 -1 ol Res 

(;;.) 

fig 11.5.12 Dm ct.lp<t> en la consllc~ctión del lugar gcométnc·o de las r~t:-L'> 

Dc,dc K = O hasta ci "alor en c¡t:c los dos polos se dc~ptenden del eje 
real, la rc>ptlC>t,\ es c:-.onnenci<d d::crccientc-ccuariún (l1.5 12). Cuando los 
po!os se \ucken coJIJpi<'JO~ conjL~¡;::td,,ó, la rcspulsta e~ uscilato:¡;, cknccicille 
-cmpc7ando h frecuencia en ccw, Sl!b!cndo !1<ts~a f!Cl ta itecttenr;,.\ n¡:Í:,it"a, 
y volviendo a baja¡ a ce1c~- COtllO se ve ele la ecuacté>n (11 r, 13). Cu<tndo 
K aurnrnta aúr, n:.'ts, h rn¡JLtcsta se vur.h-e nuc·.ar~~~ntc oscda~rJJi.l decre­
ciente. El sistema e:-. estable para todo \alor de Lt ¡~an,,ncia X. El 

A contimtacJon dcrnr¡sttarcinrJ> );¡<; reg]as de C'JnstrucciGn dc 1 luga¡ 
· mctrico uc las raíces de 1 + KG(s) if(sj :-::-0. 

Regla 1 

qeo-
·> 

· Un gtu¡,o de polos y cctos ele la función C(s) f!(s) se rnuc:;Lran en h 
]figura 11.5.13 De la fli',llla o!w_TV.lliiOS que, conto h. polos y ceros con¡­
: piejos ap.t~cccn en p;u cps complcp'i conjugada,, el úngulo con el que e Oll­

: tril_,uycn a la CC!lilCÍÚn ( 11.5 G) e:; ele 2;: --\ C! ['2 y Pa, y z2 )' ZJ de la 
· íi:;ura Como 2J; e, un múltiplo pat de re, de la relación ( 11 5 •l) \CttH1, 
Cjllt: ln> p0lo:, y u 10, complejo-. conjugaJm. no lt:ocl¡fic<Jn lo:, c.:ílculo:; p;q;1 

tfiUFllr<ll d lt1L;<1r L:TOPlt~tllCD el•: h. r;cÍrr, ~ub.-l e: eje real Pcn otr.t pzut,_·, 
c.:;_;' jXJ!.) o cr~r e' 1 cal neí~·Hl\ o a la dct celta ele A contrilni} e co¡, ;;; a la 
,.;;u if,:l (ll..'i.G) P.na que e,til ecuación sati:fa;::.< ( 11 5.4), d lugar /!,<'0-

1 1 icfl de 1 L> r.tíu.:; debe e;UT a le. izquio el:¡ ck un número ill'f'·'' ck puJo, 
u'>)'; rc,J\·;, de C'Qjj(,¡, .O.J :e; Cjl'~' yuccLt dr:r·:'Jslrad;., la )'"'!ll~'ta regla. 

i. 

!O 

I 1· \ S 

Ftg 11 5 13 Polos y ccro3 d{· G(t~ li(s) · 

Renta 2 

l l 1 . ' ( ll.~i.~·) tt:ll; dl\-,3: Re:tli;,t•<d::> los p~oductos sciia ac os cu a rcuac10n -.., 

Z ' , S _¡ _¡ 5 ) ,:':-1 -¡ .-•. 
¡·- \St T 1 ,· · • · T _}': -'-·-------· 

;;-=-:_-(¡ -~~ ~~-¡--~-. -. ~~ jp) j p .l ~t 

, .. ]' c\r¡ "1'iL~7,,,_ donde z fS el 01 den del pC't~nonlln en 5 r e1 rHIIl\CI a ·' --< • ·-, ·· , , 

1 e( ) f '( p ,. 1 ord 11 dc 1 qol!'1•1 '1ll:' r¡, núnwro de cero:, ftnJto' e e s 1 5)-- y '-' l L • 1 • • • 

-- · 1 e ( ) lf ( ~ l ' 1 • · •" • dcnOllttn,;Jor --o sra el nCtill"' o ~k pulo; lm¡tcn e e -'_ 5. , · • · • · · - · 

el nu:ncrador ele ( 1 i 5 18) entre el é~•'í\011,Ín<~clor se ttt'nc· 

7. P {. . J~,o), -- (Jr + ... ..¡ .lz)}¡Z-f'-'' G {S) ¡ 1 (S) =-: S . - + ( J 1 -t . . . -:· 

PoJertiOS de'>:~;n.\r a ]<, s·J\111 de polos y CCI03 con 

51 + s. + ... + Sz ::-::: Z, 

Corno tanluc jJC>ir,:, como C•~l o> ap.Ht'ccr 1 en 
é:t .. l .. ) Slltt1;~'. t,('~n igua!23 a L.1~ p~)l tes ICZLlcs ele 
t~vanJcPtf' 

(!1.5.1°) 

( ll S ¡r:; 
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Sustituyendo ¡.;_, definici-ones ( 11.5.20) en ( ll.S.l9) obtenemos: 

G(s) H (s) = sz-p + (P, _ z.) sZ-P-1 + ... 

Lejos ~lcl origc;1, ~onde ses grande, podemos aproximar G(s) H(s) por sus 
dos pnmcros tenmnos: 

G(s) H(s) ~ sP-z + (P.- Z,) ?-~-1 

Por otra parte, como de la relación ( 11.5 2) 

podemos escribir 

1 
G(s) H(s) =-­

K 

P,- z. 1 
~-P(l-- >~--

- S - K 

Si ele• amos ambos miembros a la potencia 1/(Z -P) obtenemos: 

1 P.-z. z-p 
S (1 + -) 

S 

Recordemos la expansión en scne 

1 
lz:¡; 

~ (--) ' 
K 

·n-1 -" 
(x + "')" = x" + nx"·l 'Y+ n (---) xn·2 Y+ ... ·. 

" 2! 

Si y es pequeña, esta serie se puede aproximar por 

(x +y)"~ x". + nxit-z y 

(11.5.21) 

( 11.5.22) 

Co~~-~ hc.mos consider_ado ~-u e s es gr~nde, (P,- Z,) /s es pequeño, y .pode-
mos ernpteM la aprox¡¡nac10n ( 11.5.22) en ( 11.5.21): 1 

P,---:- z. \ 
(.Z=.P) s} 

1~ 
~- (---) 

K 

Rcaii%and'0 el ~~oducto por s y despejando <1 s obtener:1os: 

1 
1 'Zr-P P.- Z, 

S-:=(--) + -----
K P--Z 

;O 
1 

1 

1 

l 

1 

1 
i 

1 -

o 
Si representamos - 1 por cxp (- Jll"), n impar, esta rcl_;~cir:m queda cvmo: 

P,- z. ~ jnrt 
s ~ + (Kr-z) cxp (-,---) n im 11ar ( 11.5.23) 

P-Z P-Z 

El número complejo 5 dado por ( 11.5.23) es la su m;¡ de los dos vectot es 
mostrados en la figura 11 5.1'~- Para grand_cs valores des, el lug;u- geomé­
trico de las raíces está dado por la ecuación ( 11.5.23), o sea por la recta 

,que forma el ángulo n7./(P- Z) con el eje_ real, y la cual corta al eje re;~\ 
en el punto (P, - Z.)/(P --Z). Este es precisamente el enunciado de' la 
segunda regla, por lo que ha quedado demostrada. 

lm s 

Pr-Zr 

P--Z 

Fig.' 11.5 14 Lugar geon1étriw de las raíces para s grande. 

Regla 3 

De la relación .(11.5.7) sabernos que: 

1 
1 G(s) I:l(s) 1 =­

K 

Cuando K -> O, !G(s) 1/(s) 1 ~ oo, o sea .G(s) H(.s) tiene un polo. 

CuZ<.ndo K -> 001 ¡e (S) H (S) 1-> O, lo cual su~cclc e:1 l?s. CCl o: de e ( 5) 
11 (s). T'or lo tanto, el lu_:sar gcométt ico de bs ratees p: 111Clp;a {!<;. == O) en 
los polos de C(s) ·lf(J), y termina (K = oo) en" los ce1os de (C(s) ll(s), 
con lo que queda demostrada la tercera 1 egla. 



Regla 4 

La ganancia K puede c.\jH cs.·u se, empleando la fórmub ( 11.5. 7), co1 no 

~ A A 

/¡ [¡ .•• lp 
K=---

1111 ... 1, 

dond · [, r:s la cbt<tllCi:l de~!~ Ull punto 1\ sobre el Jug.:II genrnrtt ico ele Jas 
raíces al polo/'¡,/, es la clt;;t:mcia de t\ al celo Z,. Cuando K \atía en fozma 
continua de O a =, la relZ~ción (! 1 5.2--1-) mucst1 a que un calllblO pcc¡ucíio 
en !{ COl responde il \<loni;!C>'i pcqu ·:ios en las distancias l, > !¡ Vi, vi. (¡IlC. 

son b, ut<;t,lllci,,, al lug:l' gt·omé!J tco de la<; raíces, por Jo qt•c dtcho lug.tr 
gt'OJIH~t, 1co l''i continuo 

Por 011 a p.trlL, el lti!_!,\1 gt·orni t1 ic.o 1 cp1 ,·st·n t :1 :o; po;;,;;¡¡., polus ck! 
sistczz1a lt:tHXdtlJtcntado Conto b funczún dcl SISL'II!J l•"(si e> 11:' cockntc 
dc poltnOlltin<; en J con cod;clcntcs rc<1lc>. lo, j'\\Í:·o ~-:.: ;J:Coí'nt;:r¡ en p:,­
rcja<; de colllplt·jo<; con;ugad"' Collto los conjugados tic·ncn sinwtrh lCspecto 
a\ eje real, el lugar gcotnéu it o debe t•·ncr l~, mis1na si:llct<ia, con lo que 
quct.!a dc•:-•o,tr,•;L b CII<II t?. rcgb lí1 

E,i~tcn rc,tda> <ldicronr~:cc. paza refín.:u el trilro d('l l.i;!,?.r gcor1létiÍC·:- de 
ia~ IaÍcc>; sin t"lld•;-¡,go las antcziotc, 'nn ];-.s n•:\s Íllt¡)(ltt,''lt·"; ~·>1 J.. scc_c:ón 
de prohlcntas ll lcqn1 p11cc:c czxont1 z¡¡ !'rohkmas ,~~-:~ l! iz,cil:l,u itl1 f_>II!Í­
!ian~als•: con f'Stc' llH't•lCh (hoLlc1n \' G a 10), 

Para dt~(·r·uin~,r )i un SI)tr~lll;l f('tto:lllllll'illttd .. t; r~t{\~;!c, c.:-. nccc~:-.río 
looli7ar ias l<llCl''i de 1.1 ecuación 1 + }{ G(s) !f(s: ==O, c:n:¡dc C(s) l!(s) 
ts el prod1tctn ¡k la> f,Hilione; de l!.tmÍl'rl'llC.Íil e:~ b lll.:1::, de retro:Ji­
mcnlación. El n:lu:o de: l\yquist puntllc :lcu:::llllll1<1r ci nÚtllcru lit: po!o3· 
de IV (s) ton p.u t•· real po<;Ítt\ a, cono~.-icnclo la loc.di;ac,l,n ele lo<; polo:. y 
ceros de G( r) JI ( r). Eqc CI itcno se basa en el fmnczjJzn de rcp;cscnlación 
conformr de fullclOnn de variable contpkja, que csbo•.:-.runos a conti­
nuación 

En el c~llldr(, de fllllCIOflC'> realco, de v<~ziabh Ical del tipo 1' =-- {(;..¡, 
con.>: y y Inlr.:-. b;·~ta t'n plano para rcpzL·:.cntar ¡;L~flc;1l!'l'llk h Icbci:'>n 
..J f '" ' 1 I . 1 'lj l •¡ , L uf' ;. \.','~;,~:,¡~; lPC · 1 ,_·i~CJ1~1Jt•~ .... y t'l '~n~.l ,' -::~cpf"r~__~!t~;:~l' ~,~:~~u~; I~u~u .... \ H\ 

íl¡;u,:'. ¡ l.G lo d 

1 Í V ~·\1' '•' 

r~"'~_. 
\ ------- 1 /--- __ , ___ ;_ -----~ i 

'---. _ __...-"''í 

1-Jg 1 J G J Gr:tf1r-.-~ C·_ un,1 furtCic'·rl 1r-:tl d~_ ···'I' \,,, J( 

l·n s Im H"1!,1· 

t < .- ') 
l • ' 



o 
A cop:'inuación', un ejemplo ncs scrvÍIZL para ilust.r::u [a idea de la 

represen taci6•1 g1 .1f1ca de una función compleja de variable compleJ· • a. 

Ejemplo ·11.6.1 

Represente gr:1f1camente la función W (s) = s- 2 -para 
s que quedan sobre las rectas que 
B = 3 + 6¡, e = 6 + 2¡ y D = - 3j. 

los .valores de 
c;onectan a los •puntos A = 1 + j, 

Solución: 

Los valo!cs de la función com¡)lcJ'a 'V( ) 2 B e . , S = S - para los valores A 
, Y D (mostrados en la figura 11.6.3a) de la variable compleja s son:' 

S 'W(s) 

A= 1 + j A'=-l+j 

B = 3 + 6j B' = 1 + 6j 

e = 6 + 2i . e' = 4 + 2i 

D=-3j !Y= --2--3j 

Estos valores de W(s) y b~ líneas que los t · f 
la figura 11.6.3b. conec an aparecen gr~ icaqos en 

D 

Im s Im}Y(s) 

6 
B B' 

4 

2 e C' 

-Res 

-2 

D 
D' 

-4 
',, 

f 

•, . (a) 
'· 

Pianos . (b) Plano W(s) 

• Fig 11 &.3 R~presentaciór d~ h.. funéió:~ IV(s) = s- 2. 

¡·o 
1 

Observemos c¡uc en el ejemplo antcnor li\ f,;nción W(s) == s- 2 tiem· 
un cero en s = 2, y que este cero está encc:Tado dentro de la tw¡ectoria 
cerrada ABCU de la variable independiente s. Por otra pa~ te, la. tra)'ccto­
ria A' B' e' D' _de la variable clcpc;;diente TV(s) encierra al Órigen Esta 
propiedad es un caso especial del siguiente teorema: 

Teorema 11.6.1 

El número de vueltas alrededor del origen que da una tra)fctoria de 
W(s), es igual a la diferencia entre el número de ceros y de polos de H'(s) 
que encierra la, trayectoria corre:;pondiente de s. Si esta diferencia c5 nega­
tiva, W (s) dará vuelta' al o:-igen en sentido contrario al recorrido de la 

trayectoria de s. 

Demosl;ación: 

Si W (s) tiene un número E nito de polos y écros, puede descomponerse 

en Ún cociente de polinomios de la forma 

(s- Zw1) (s- Zwl) ••. (s- Zw.,) 
W(s) =K-·-----------­

(s- Pw1) (s- Pw;) ... (s- Pwm) 

donde Zw1 son los ceros de la función W (s) y p..,, los polos 

Consideremos un::~ trayectoria cerrada en el .plano complejo s recorrida 
en el s~ntido contrario al· de las m:rnccillas de un reloj, tal como la mos­
trada en la figura 11 6.4a. Si d1cha trayectoria cerrida encierra un cero z,:, 
alrecorrer~a el argume:1to de (s-:-Z,,), y'por lo tanto tnmbién el de W(s), 
aumenta €n 2it.; si z.,, está fuera de la trayectoria, el argumento de (s- Z"',) 
no cambia. Por otra parte, si el polo Pw1 está dentro de la trayectoria ce­
rrada, al recorrerla el argumento de (s- Pw1) aumenta en 2n y_cl de W(s) 
disminuye en 2n; si Pw1 está fuera' de la trayectoria, . él argúrn'!nto de - ' . 

Im W(s)~ 

-~~ 
oZ

1 
\ ' , 

1 F¡ e rRP S 

------------r--1~ 
. 

(a) Piano s 
(b) Plano W(s) 

Fig 11.6.4 Trayec:or:::~s e en ad:~> en los piano3 J )' ¡;: (1) · 
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11'( 1) cor rcs¡IOi.dJcntc no c?.mbia Puede ;:¡Jirma.sc, por lo tanto, que ci au­
mento total del argumento de ll'(s) es ele 2;: (M- N), d<>nde M es el 
número de c.nos de ll'(s) dentro de la tra)ectoria cenada en el pl;1no s, y 
N es el númc1o ele polos de W(s) dent,o ele dicha ~ra)cctoria cerrada. 

Este aumento en el ?.rg,mwnto de W ( ;) determina el nt'm1ero ele vueltéis 
alrecledor de-l origen qué da la tra ycctor ;a cen acla en ei pb::o W ( s). Por 
ejc;-1plo, si P' de la frgu:.:. 1 i 6.1b es la imagen de P de la fig~1ra 11.6Aa, el 
nt'm1ero de vueltas alrededor del origen que do:: P', es igual al nún1ero de 
cero:: menos el nt'1mero ele polc.:; ccrr acloo en la trayectoria que rccn!TC P en 
el plano s Con ~sto queda demostfado el tcorem,t. El 

El criterio d¿ Nyquisl, que expondremos a continuación, se basa en el 
teorema anterior 

Para de k! minar si un sistema rctroa!;ment~<,lo es inestabk, es dPcir si 
la función de. tr;¡nsfer cncia W (s) tiene polos ele parte real positiva, se cm­
píen constn¡ycnclo una trayectoria "C" que ?barquc trJdo el scmiplano de­
recho del phnc. complejo, para cuyo; puntos Res> O De~pués se encuentra 
la trayertoria "D" que si,"~''- ~a función l + J( G ( s) H (s) en el pb.no com­
plejo COJr>2o;pondJentc, a! \;t.·iar s a lo largo de la. trayectoria "e". Encon­
trada lA t¡,')':-toria "D", se CLlCnta el nl".rncro de vueltas N que da al cr:gcn 

Por el tco-rcrna 11.6.1, este númclO es igual a la diferencia del númc10 de 
polo; y de c::.ro; de J +K G(s) H(s) encerrados en la trayectoria "C": 

(11.6.1) 

donde 

Jv =:número de vudtas de V <'1 origen. pos1t1vas si son er. igual sentido que 
el de recorrido de ia cuna e, negativas si sr;n en sr:ntido contrario. 

z = núrncro de ccro:l de J + KG(s) H(;) encerrados en 1,\ tray('':'\Olia e 
= n{nncro de CC!OJ de 1 -t- l•:G(s) fl(5) 0e p~~rtc rezd positiva 

P = :1l,mo;r(, de poiv; 1 + KG(5) lf(s) cncocrrar:!os E"'< la t'aycc.turi?. C. 
:= ~:"!ITICln ele FC'Ios d~ 1 -~ l(G(s) If\:) clc fú.:c~ 1t'r.d iJOSÍtivc.. 

E.• k, rvc\,::icz,, en lug::r de mapc<H b iunc;.s!1 i + f:G~:,) H(s), se 
rn:t;l<;~, si•nrbncnlc b fur:c!(.n C(s) H(s), v)r lrJ qHc er~ kgar de contJ.I 

el •1Úr·~cro ele vueltas N qu':: da b Cu!l'd. i + KG'(s) H(s) al O!ÍGcn, se clc­
t'~r:.,··:-1 d ,,,:.n:cw ele ndt.•'i ll/ guc í.L G(s} H(s) al punlo --1/J::. Esfr, 
!:LJU;\',,k a tra•.l;:-,cJ::u --· 1/K hacia L;. i'Cí•Jicrda el eje ele b.s orcJ,_;,ad;ts 

l'or otr.1 ¡1arte, wmo lo;; polo~ ele 1 + KG(1) H(s) '¡ ck G(s) H(s) 
' • (' ,., 1 ' . 1 • 1 • 'l)n 10'• rn:Slilr!'., ~'i l1.lil')lCn e numero (Jt: po.os que ~nc,r:rra " t!.:t¡ecton<~ 

ro j ] l¡ • .1 ' • ' J • • ,..! t, en e ¡J."nn e '-',h.r:Jo úc Jit vana u e ;n:tC;p;n _,¡en te. -

1 ¡o 

Resunr;enrh. d crrterio de Nyc¡11;<>l se pue.de expresar como 
ntÍ111ero de ra;c .. o;. 

- { 1 

Z N+P ( 1!.6.2) 

de 1 + J:G(s) H(s) se obtiene st,;n.míb el nÚ;-rle;o d,~ -.-,¡elt;;.s N q•1c eh 
C(1) fl(s) é'l punto- 1/K, y el número Jt: pc•J\,; P de G(s) H(s) cncc;r;:­
dq, cn la tra¡cr:t0r ia de s Par a e¡ u'; el sistcrra rctro:!lu;~cqtaí~O 5'ca est:.~b<c, el 
núnwtn ele r<>Íu s 7 debe s~r nulo, ya qu~ rLcl:z.:; raíces, ck part': re~\ pu>:­
!l\ a. :;nn lo:; po!c;~ d._ h f•.ncil"l:l ele tramfcrcncia W (.r). 

- 1 · l 1 · ial:>Jn ;ndcp"ncl;t:nt~ 1 dt•bc lli'lllDo scnz:'-•d'J rp!(; a t1:1~;cclona e e .a \ar ~ • ·- · ·--
1 

• 

ah.1rcar t;~:a b paz te dnccha del pl;mo complejo Como la tra;cc;cna C•l'tle 
;1haJCZi.l todo deje irnagirn~io, podemos distinguir: 1) que G(s) !i(s) no 
tt ng:t polos sohp· el eje imaginario, y 2) que sí los tenga Tr:::taremm ambos 
e a~n, __ ,"pa¡ arL1rncntc, dando ejemplos il11Strati\OS. 

Primer caJa. G(s) f!(s) no tiene 7'r'l[;l;n polo sobre el eje imagtnrrw 

E11 este caso j;¡ tra} cetaria cenad~ e va de - j oo a + j oo Y se cierra 
medi:mtc un oem;c:rcu!o de rad1o infl:lito, corno mucstn. la figura 11 S 5 

--- 1 ""' 1 

~~---·-
·¡e- ·r d-. lo_ '"cr 1,,_.bl• 5 cuan:o KC(s) I-r{s) no ticr•e pc)o, f¡g 1 \} ._, .i. ra¡cctona ,- - ... u ..... 

soh:c el CJt> 1111•'!' 1a!1o 

1 • · ' ._. · i "1 ···t¡ •O'f' Jn [";_::,¡¡:< Dctcrrmn•-·. e1nplez-.ndo e cntcr:o ne •')'1'W, SI e ~~, -'· " -
11.6 S es es! abk 
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So!uci6n: 

Empleando el cirterio de :\'}quist, anali?aremos las raíces de 1 + KG(s) 
H (s), o sea los polos de la función de transferencia 

W(s) 

K 

(s-¡--1) (s+ 2) 

K 
1 + --------

(s + 1) (s + 2) (s + 3) 

para determinar si el sistema rctro:t!: -:,·ntado es estable. 

Los polos del + KG(s) H(s), c¡1;e s·Jn los polos de 

C(s) Il(s) = ----·~-~---- ----
(s + 1) (s + 2) (s + 3) 

S0n en estt: ra<._) -- 1, -- 2, 1 --3. Como ninguno de estos polos es irnagi­
itario pUto, tr2:cmos C!l el pJar,Q S b tfél}'CC'lo¡·ja e que D1~IC3t;a h fiz-ura 
11.6. ?:.J., par a la cu:::.l Re J ~- O Cm,w nin;;uno de los tres ¡,oJos c;,LÍ. dentro 
de J_;¡ trayecto: Ía e, en C>lt: C~·W 

(11.63) 

A cc:Tlt;nt•:·ción, <:<:tzdi~c.íto. lXJt- tr«nhJ> la tr<.}C•_ro:ia que rcco:·¡c 
_G(s) !-!(;), u•:!nc.b 1~: V:!.:;abl•~ Íi•dcpc:,•i u1te s recorre la trayc.:ton:;,, 
A B C iJ A u'_: la Íl:•nra ll.f; 7a 

u 

J~1: t:1 lt~'Id-J .Al.l~ la ·,,::r: ~J~dc in 1 (;pcndH_~:t 1_: s vt=~ri;· dc~clc s :::: O h33L1 

.s ::: -i jCn, ro•~os il:,s:t? h fig1wJ ll.í·7b. /,lo ¡,,rgCJ de dich•) tt?dWJ 
Aí:, s t", i;;u<·l ;o j:.:, tlUr lo c¡u~ b va;ialJ!c dcp.-:nd,e:lk G(.r) ll(s) vale 
G(j'o) I)(¡IJJ). L· rray~ctr,;-;-, co:r'_.~¡,c,¡.dt:::nk de C:(J) H(r), r.n ~,~,-;:\ m:'i., 

·O 
1 l,v ....... ~, 1 ~ j \1 \ .. -' ¡_ - o 

Im s 
Im si 

·n 
Bil ¡e.o 

R~~\ 
A o \e Re S 

-~;--~-. "-, ··-7------'-'> -o.--------> 
A Res 

[) 

(a) Pl<1no s 
4: G(jw) ll(¡'...J) 

1 C(joo) H(joo) <o 

---rl_! __ ~ ___ ; ___ _! 
20 !o¡:;¡,-
______..§_¡_ 

2 3 ~) 
·-1------i----..._--!.:-.. =.:::::._ 

-- 27Cl 0 
------ --=- --

1 

(e) c~w:nci? 

T Im G(s) ,'!(,) 

lJ~~trrrcin'lr~~.p de \;. tr?.\ ~c~r)ri-~ d: 1._; (:) 
:1 1::' l:-;:¡~ cto-:.' C (.:1 t-: FL.1.10 ~ 



'Jl·<.: el (li:· .. ;: "''::t p.:!::, c:c ¡z¡ rc< 1 •ucs:~, ~q Illc>IliC<t ele la f11nci6:1, el CIJ.l puC'dc 
cktnmn,~ .. -_ .. ric: L, cl::l;r,,;·,,;,_, GL arnpL,,!d) iasc, como se\ ió en el cap:wi0 
7. Tracrn;,j, pue:, los dr::;ranu;. de f(>pc.c;ta <tlll1Óni~::~ dé' 

e (jw) 1-! (Ji!)) ------------------------- .. ~--
( JL•l -t J ) ( Jl'l -1- 2) ( j:•J -¡ 3) 

1 
-- ------------ ------------
6 jCJJ júl 

(j~l + 1) {----- + 1) (--- + 11 
2 3 

E111piPando L1 m:toclo:o::;ía es.udta,h e; ei c:l;)íwlc 7, les C1:1g. a~nJ.s 
de f1ode de la Íunuun G(¡~·l) f-l~n·J) s,).l le:, ,,.Jc ~;'<',::T<ü c:l las f::;~t·,H 
ll 6.7c y d Esto<; liiJ.~~ram~, r..t,c::qta¡: e¡• te, F<'" -:-:· \-; (o ::c<l 0> ::.- O) !,• 

f,.:n;1"CI' e:; de l /~-, <l il'i';ttl::> de ÍZt>c ''" m:i() r~:::t•J A. ck lit fi~;Lt);¡ 
¡ 1 S.7c. 

Al ¡,- a,¡r¡,, w:; :d,: 0•, !a t!i<~:~i1>t• ·d ~'e G í 1J.J) l! (;:• .. ) d:c :·,ce (F:g. 
l i 6 7c) y ~u :tn~·~uio dr {~\)e p;t-.:~1 p0r ~ - ~}0:: y ---~lB~~:) hJ.~t-l ~':Pdcz a 
--- 27C•? Cll:t'ldc (•) --> v;) (L.-; ll :_j 7::1) c,,,r:ci.) (;) -> ~. i:c i:lc><;nituc: (2e 
Gu(•J) f-íí¡(.tJ) tHnc'•_ ,, «:ct,) (;:.l'Ji!lu B' ~- .. l:• L;_;~it,0 11::;,,¡, '!'ocb e~? 
mb:rn,•c-:•.'>[1 ~o!_,¡¡_ h \,1:.-.c;~,t< U'.' e:,) :J\-) ~,¡ i.,'t.i;•;- S ~~cd-- et Pll"t011 

al"f:i en !.t fJ,~ut:>: l.G ;(', ?.;;z.•c.:-~· en e: cl.<~,ro;;:,:; ;>o:::·.:> h f,~up Jl\:i.7c. 

En ci ti.JOh.J _.C;_tl c::=­
tc:·lz-t '-Je (; ~ _r) fi ( \) St'r ~ 
gu r :1 l : (;.! ¡, 

t l 6 7 !\ ·' =-= Jt J 1 ' . ~ q~:C: t7,. :r:1..¡cc-
/!/,. \.'(~"l':J flJL~c~tr~l b1 J.¡ ... 

Por ldti:llC\ rala p~ t[(l,'lO i?C ~); j ~> ~~), ) ~':"!ro')~~ \_)tJ\'•q (~el d~n·J­
nim¿,,_ir .. úl' G(l) ff(,~ C') r:1:> 1ur (,t·l' el Jvl nu:r•r_r,-,1--. e;.:.·) F()·) ·-> 0 
Por k· l.tnto el r:r,·q•· ít ck h t:·:l~TUori·, Sc'':.,c;rc:.; ¡~: :'' e'.: f l phn:: :._ -:~ 
el OI;g,.n c!l'i pl.¡•¡r¡ e:,_. b \.};¡:¡:_¡Je dqt:_;v.l·cr•:t· G(o) ¡,(:; f:, dt:C'P', ¡,, 
f!Ull\0:; f,', C:' ~ : 1 cn:nricJ .. ,, C!i el mire! ((1_ té! mu:,"c~~. ¡, (:,d::• lJ. b ~-¡ 

~l :u~q~·~u co11 i'llLO d: G(s) lt'(~:; ruanctu l.1 \~-").r~ct'/ 0 cl:.· 1 :.::.-r·c:~c1--:t~ 
rcC.Oitc_· l~Jt 1.L1¡r~Ltcl :~' A B (; U l1, ap:l·':lt l 1 Ll f:¿ .. ur-:-· ~ 1 6 :· 

l)(~~C.di!~~J'.J d1·L_, :!'!tJ~. c.: nún:~..:ro C~L rZJ.Íu ... s clt~ -r J--:c;(s; ff(.~) loc?~.-
u.d<t> en d ~LlJtÍ¡>i "'" ux< ¡z,: s ~ Ü. o sc..l er, la ¡u·¡·)c¡ cr;•,·:~r,•ch pe'; la 
tra;'~~· ... lr;!t2. /! /) :_;[)A. Pz!-d e;lo, e:: n~cr-:,anu clct:::-;r·¡¡I;;~ l¡ u{,n!-.:c"' f.~_· 
Vuf..l.<t'• /\' fi 1

-ll d · ! ~ /\G'(s) ff(.:¡j ZlL ur¡g :~, l' er}Ul\2. -~:t''r~a~~\llt• e! n(, 

llil'ru rlt· vu<:lta~ c1uc C.t C(s) If(s) al fJJnlo (--

( 'f'Ft',/', 

~~ '¿ J' r <.1 ·~· 
1 ¿,•'r _t l! G ..:..' 

(a) (b) 

z :::.. 2 

Q 

'\ 
\ (~~ G t J) f{ (. 
' ~-
1 

J 
/' 

~----

[ 1 ( ~) 

l', ~. ... ~ 
• 1 '~ l,l 
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A continu:·ciéJn, determinc111os los ·v;dorcs de K para los cuales el"sis­
tema retrqJ.limentaclo es· estabie. ·Par a ello, 'empccen1os calculando' !á fre­
cuencia w a la cual el ángulo de fas~ de G(jw) ll(jw) es de- 180°. Se 
tiene que 

G(s) H(s) 
1 

(.r+ l) (s.+-2) (s+3) 
1 

por lo que sustituyendo s - jw se obtiene: 

G(jw) H(ju.1) 
6 - 6w2 + j (- w3 + 11 

Para que esta función sea real, o sea de argumento 0° ó 180°, es necesario~ 
que· 

I m [ G (jcd) H (jCJJ) ] = O 

es decir 

-w_3 + lfw = ó 

cuyas raíces son CJ> = O y w = + yn. La raíz w = O corresponde al 
pubto A srJbre e!' eje imaginario s = jw de la figura 11.6.7a. Este punto se 
m::tpea en el punto A' de la figÚra 11.6. 7f,, CU)O argumento es nulo. Las 
raíces {!) = ± y.rr son las que corresponden al punto C.:e interés E, para 
el cual 

G(jw) H(jw) 
1 

60 

El punto E es fijo, y ti~nc por ~coOtclcnadas (- 1/60, 0). Por otra 
parle, el punto - 1/K es variable, y depende de !a ganancia K. Como 
vi rr.os, el s:~ tema es e:.tablc cu<:<r;do -- 1/ ¡,: cs•{t a 1<> izquierda ele E, o sea 
cuando K < 60. El sist.::ma es :ncstable. para K > 60. 1:1 

Corno cjc¡cicio pc.ra el lector, recomcncL:;rr.cJs r1ue detcnn;ne, empleando 
~·t¡criterio del 1hJg.ir gcométr;co cb las l<?.:écs, l[os· valores de· K para los cuales 
e~. csta_ble r:Lsistcma rctroccliméntado del c.jcii~plo c.nteriot (ver Problema 1 O). 

El ejemplo 11.6?. ha ilustrado la ,apiicación del mftodo de Nyquist. a 

J¡'....IJI~V v ... 111, .._ .. u • ...-' o 
sistemas cuya función de transf errncia ele c11 cuito abierto G (s) 1-í (s) no 
tiene poh, sobre el eje imaginJ.rio, inclu)end; el origen In\csti~;ucmus a 
continuación el segundo caso· 

Segundo caso.'G(s) H(s) tiene í1ólos sobre el eje imaginario. 

Consideremos un sist~ma par¡¡. el cual G(s) H(s) t;cne un polo sobie 
el eje imaginario, por ejemplo en el origen. En este caso la trayectoria de 1 

no puéde p~ar por el 01Ígcn, pues paras =.O la funcinn C(s) fl(s) está 
indefinida (tiende a infinito). Para cYitar este problema constmyamos, para 
la trayectoria de la, \'ariab!e inr:lcpeudicn~.: s, ur\a dcs\1<.\Ción s?rnicrrcubr 
alredeclo: del orizc:n e•.! jO r?.dio tiende a cero, como muestra la figura 11 6 9a 

" 
Analice!~,)$ la tt3}'Cctor;;:;, que recorre G(s) H(s) mientras s 1ecorre esta 

"desviactón". 

A 

Irn s 

Res 
6--~-------------~ 

(a) P!Mo s 

Im.C(s) H(s) 

ReC(s) H(s) 

(b) Plano G(s) H(s) 

F, · · 11.6.·9 Desviación de la tra,ectoria de s alrededor de un polo de Ig. ¡ 

· G(s) lf(s) sobre el eje imn:;i11:J.rio, en el origen. 

Empecemo> cs~Hdiando el comportarnien_to -~c-G(s) fl(s) pa:~ un v~l01; 
s = so, donde sa eó .... -punto, sobtc la dcsvlaCJOn, cerca1;o al or>gen. p..,ra 

este punto se ti~,-;-.;; 1: ; ":: 

G(s0 ) H(so) 
(so-sd (so-t) · .. 

So (so-s2) (so-J:,1 .. 

dm.1dc s, son los ceros de C(s) H(s) y s, los polos Como so Es muy pequeño, 

So<< Jo--s, 



y el térmi:1o m:1s pcquciio cid dcno.:1inad,1r, s0 , será el dom;¡::wtc en la cx­
pn:sióu G(s0 ) H(r0 ). Puede afirmatsr que, cuando .r0 -o> O, 

G(s0 ) H(sJ) --> -- (11.6.4) 
Jo 

Al recorre! s la tla}t?Ct(lria ele E a A de 1? figura ll 6 9a., el argutncnto 
de S; '::>.rÍa de -- >./2 n >./'2, rcco, riendo la mee: ia "uelta en seuticlo anti­
horat:o De la ecuación (1164), wmo< que el argumento de G(so) l-f(sú) 

varia:,\ de >./2 a -- ;;/2, dando la m celta \ uelta en scntici'J hor:~rio En el 
¡¡mr~c CIIJ.n'.ln r0 -)O. la tr;:t¡cctntia ele C(s) H(5) será un scmidrcu!o ¿:­
radí0 ¡nÍJtll:o, tccorricl.: en sentido contr.1rÍCl a la traycctoua C!cJC stgcrr: s 
pilr:-t ltbi:·- el o•i¡;c:1 (\l:r ftgu¡a ll 6 9b) 

Si el orden del polo ~ob:c el ejr ima:;in;:;_. io hubic.-.o. s1do r. e: sc¡-;¡_c,:c:~:i•J 
en el pL1;n s se hub:t·ra mapead0 c0 n serr,icÍ¡cul:;; eL rc:dt;:, ÍnÍll''lO par·, b 
variahk dc¡w'1dtcrl te 

A continuación, algunos ejemplos ilU'itrarán ci caso en c¡uc la [u!'lcÍÓn 
cíe transíerencia tl•:ne polos sobre e! eje :magiu<H io (ver tantniér: Pro::,lr:­
rna 11). 

Ejei'T'¡)lo 11.6.3 

c~;clii}Jlo 11 52 

s(s + 1) (: -!__ ?} 

A :J.1 B d~".., lz¡ Íl[;L':rt 1 ~.C ~Ca i::nlp~cc .. rer:1C'-, ~l )r? c1lo le:: ch:~·-?TJ!2r, dE:; re~~ 
fJUC)I.Ti Z...;-rl("r¡jC't r!t 1 C 81J~~lCC~n CTI J¿s ftf;"llf2S 11.61!1D! C r-:::~03 ü:azJ(t'(~,-:;~-­

llh ir.rill.0f. que, Cl~;l.!lC.b tti ->o (cc:tC?. ckl o:.;;cn, cr• e! runtCt A de ¡,_ 
f¡gt":t 11 (j lOa),! G(¡0J) H(¡úl) \ ->~,y Sll án¡;•,':J (;e f:cs~ tlsndc a--- 9·J 
C.u;:·,rh l:! --t r:."<J (¡)u;llo E ele Íél fi¿L:~c. 116 10~.), j G(¡UJ) H()' .. ü) i- > C•) 
. S'! LÍ-E(Sdlr_, (!~. Ír1 -:.~ tir~¡JcL_ a -- 270:; 

o 

1 I.U \.;,. ' . · ~· .,. 

ln• J 

t 
< G(jrü~) lf(J(!J) 

1 

l 
1 
1. 
. l 2 

----- - ·- -- -- _!_ _______ -¡-- ----- ---------~· 

-- 1' ""? 1 
-· :J•I 1 

{d) p¡, ~~ G(>i f: (:; 

I . ll 6 1 :J Dt -" 1 ~·t ~~ 1 tk .IZ~ t-;.o ... ~.·clnll ~ (,e G(-) 
l;t t1 ,• ~e t•o 1.._t c11 el plan~ .5 

f' (S) U 

ro; . ,• 



. ---o-
que el punto G'' (dt: ángulo de fase 180o 
a la izquierda, del punto (- 1/K o)s¡ G) pu;de est_ar,? a la derecha, 0 

entonces N= 2, y de (11.62) ' . esta a la JZqmerda de -1/K, 

puesto que p = O. En este caso, .1 + K G r i) H r ) • , 
das en la tra}'ectoria Cll el 1 d\ \s -tiene dos raices encerra-

p ano s o '"a e pa t 1 · · es inestable. ' ·- 'r e rea positiva, y el sistema 

Por otra parte, si C' está a la dP,~ecL,a d z O - ,, e -1/K, N= O, p =O y = • por lo que el sistema es estable . - . 
Calculemos los valores d.-. K 1 . -

es estable. - ~ para os cuales el Sistema retroalimentado 

Para s == i~ se tiene que 

G (jw) H (jw) == -:-----~----­
jw ( ¡w + 1 ) (jw + 2) 

1 

En el punto G', esta f~nción- es real, o s:a q~e 

Las raíces dr· esta ecuación son w - o ( . . ' , . 
~i.,ura 11.6.1 Oc!) ._ ± _ 17- - que corn'spo:1c.c al punto F' de la 
GO, está en y w - v 2 ( qt_Ir corresponden al punto G'). El punto 

G(i-/'f) H(iVlJ = __ ~ 
6 

Si- 1/K e~tú a la dcn . .cba de_ 1/6 0 < • 0 . , · 
es estable y ¡Ja1 a F ---~ 6 1 . . ' .ca 51 < lí. < 6, el Sistema 

' l. ,...- e ,c;1stcmz es Inestable. 

Este I csul.tado co;ncide cbn el o~Acnido en el e "cm DI 'l ' 

todo del lugar geoq¡c'trJ-co d. J . ' J l o 11 5.J, por el me-. - e as 1 a, ces 
0 

o 
l 
í 
1 . 

Ejempio 1 í .6.4 

Determine ·para qué valores dt: K es estable el sistema rc:Lroaluncntado, 
cuya función de transfc1 encia de circuito abierto es: 

S -!-.2 
G(s)-H(s) = ---

8 
(s-1) {s+-)' 

. 3. 

. La trayectoria er¡ el plano s aparece en la figura 11 6.11 a. 

Nuestro propósito principal en este ejemplo será ilustrar lo que sucede 
cuando G(s) fl(s} tiene un polo de parte real positiva, por lo que dejaremos 
los detalle:. del desarrollo al lector eri el P10blem?o 12~ 

Los ··diagramas de amplitud y fase de G(jw) fl(jw) aparecen en las 
figura~ 11.6 11 b y e El diagrama de N)quist correspondiente a la trayectoria 
de la figura 11 G.lla, sé muestra en la figura 'll.6.lld. 

De la figura 11.6.11 d obser. ¡unos que, s'i el ptmto - 1/ K está ?. la 
cl_erccha de fi',-la t!ay~c~orja·dc G(s) !-!_(s) da menos uni vuelta (N== -1) 
al punto (...,-- 1/K, 0), .ya que el sr;;-¡tido de recorrido de dicha cúrva es ci 
opuesto' al de la trayectoria en el p!<:tno s. Ob.<:crvemos además que la curva 
cerrada en el pla;--.o s encicna un polo de G(s) il(s), en + 1, por lo que 
P = l. Por lo tanto, de la n;lación ( 11.6.2) se .. tiene ·que 

Z=-1+1=0 

por lo que el sistema retroalimentil.dor es estable. 

Si la posición del punto A' dt< Ja figma 11.6. i le! queda a la de1 echa 
del punto (-1/K, 0), N= O, y como P == 1, de (11.6.2) 

z·= o+ 1 = 1 

y el sistrm;;. 1 ctw:C:61entado es ine~table. 

El punto A', que es real, corresponde al o~igen en el plano s, por !? 
que se encuent,·a en 

2 
G(O) H(O) = --

8 
(-1) (-} 

1 ~ 3 

3 

4 



bv2 

S¡ K> 3/'1, el siste''1la retrc>alinwntildo es co;t<tble, y ~¡ /{ < 3/4 el si~­
leina es incst:tb!:~. En este ejemplo el s:sll'n1:1 es cst:tblc pa1a g1andes valo1cs 
de la ganancia K, e inestable para K I11enor r¡uc 3/L D 

Irn s 

: ~~ .. , 
-J<-----0-----·-- _,.___ --... 
-~ -2 

3 

'D 

3 
:!0 iol(:o -. 4 

1 G(¡úl) ll(¡t·l) 1 a~ 

2 

8 

3 1•1 

1' 

Im G(s) ll(s) 

(e) f;¡l" 

A' ~r--l;) B' C' D' 

--~----~--J--------;,-w = O --2_ __ _!__ ~~ Re G(s) f!(s) 
4 K 

'·~__¡ 
1 

tú) PL-.n;:; C(s) ll(sl 

-Un ::JLJ;nc, r·j•_rn:-•Io no> scrvi::. par;3 ill,,trzu el ca>-:: el::: un s:s:en:a re<ro­
;tJ::IH'ct:HlrJ, e 1l).Q1cj0n tic tr .. 1nsfcrcncia de c~rctt~Ilo abJcrto t1cne polvs 
;.;c'·!r: el f'j\ ÍnL1~~~ .:.· •r,, fuera del orig'_i' o 

-----~------

\f,¡._i \_¡; 1 il-1\l0 UL-: L:~lt\ ... ll.l!..lll~ L..r.- ,,\'vV1.JI 

Eiemplo í 1 .G.5 

Dctr:unine la cstilbilicLtd dd 5:stema retiO::ilmc;ltado cu)a f¡,r:ci6n de 
transfe.-rr,.-_ia ele sio;tcrna ah:cr to C3. 

1 
G(J) ll(s) -- --------­

--(s-!-1)(1+4) 

IG (jr,¡) H (J~l) j;:, 

1 
1 
i 
1 
1 
l 
1 
1 - w 

~------ ,-,-....... -1______ 

' ' 

IG(¡w) 1/(Jl•l)\_·, 

1 ;¡ 

VI ~_¡_ w 

' ! ____ l:__¡ ',, 
)lu + l¡ ....... 

1 

1 
\ 

(a) C:1n~~ncia de lns componente1 

de G(jw) H(w) 

(e) f;¡sc de bs co::o¡wnentc 

cle G(,!(il) H(¡..t)) (cl) F<n de G(JW) H(J'•l) 

1 ' f de 'v'l.•) f{(J) p~ra 0-em,,]o 11.6 5 11 6 12 D~:-.gr::tl,l;J. de an1p ~tt~rJ y ~~e .. 



ói.i1 ESifu3:i..tui\i) Y SISTi:í\iAS RET;\Oil.Lii'/oENTADOS 

Im s 

E 

2j 

A F Res 
----<>-

-1 K 

-2j 

(a) Trayectoria en-d pla~o s-' 

D' J~ ~(jw) H(jw) 

1 
C' · E' K' w = o- Re G (jw) 1! (jw) 

!;____ Vil' - --1> ' ' (;•' _1__ A'w=O~_ 
' 4 

W=:-oo 

\0 ~1 ~8' ¡--- w=2-
(15) Trayectoria en el plano G(s) H(s) 

¡.'irr. l LG.I 3 'Dia.r;rama de Nycjui:t ¡:.ara el cjcrnplo< 11 6 5: 

o 

1 

1 _, 

1 

1 
1 
1 

1 
1 

' 
1 

l 
1 
1 

1 

1 
,. 
,. 

-o .::n.J 

¡Jm s 

2j ~ 

. R~ S 

-1 

-2j 

Fig 11.6.14 Lu¡;ar geométrico d;: las raíces 
•• 1 • " ;'": ,~ - ' -

' ' 
Los diagra'mas clC ma.gnitud .y de fa:;e de las dos componentes d-: li!, 

función de transfcrC'ncia ·de circuito- abiet to se muestran en las figu!.'as, 
1 Lfl:l2a y ,e, 'i su~ rcsultante's en l~s figurzts 1 1.6.12b y d. . ' , ·-. e ... :· · 

'";> ~ ' • l ' ' ' • \ '¡ .. , .. ' ' ' -~ ' - 1 ~. ,........ ~ 
_- La _t.rarcctorja! ,d~ · 1<!-, variable· independiente s aparece en ·la figur<. · _' 

11._6.13á~· Ernplcando, las fiP'ura.s- í 1 6.12b y d,.rccomt{ndamos al lector suét''· 
dctcr~~ine !a'_ trar~cto~ia. d~ e ('s) JI (s) que'' apare~e en' la figma i !.6 13b 
(ver 'Problema 13). 

Como los puntos C' y ¡'_,de' la figura 11.6.13b tienden a -o;, el punto 
(- 1/K, O) sicrnprc e~t;'t a su derecha, por lo que N= 2. Como P =O, de 
la relación ( 11.6.2) 

Z=2 
~ .. ' """" 

o sea que hay dos ceros;dc 1-+.KG(s)H(s) de parte real positiva que 
hacen que el sistema sea inestable pa1a ~oda K. 

Rccomcnclamo:: al l~ctor trazar el lugar geomét..I ico de las raíces de 
1 + KG(s) H(s), r¡uc "': ilu~tra ~~1 b figura 11.6.14. Esta cl!íva muestía 
que, en cf ceLo, la f u;;cl0!1 ·¿e transferencia 

KG(s) 
W(s) =----

1 +K G(s) H(s) 

tiene do3 polos de parte real positi, a, que producen !ncst;~bilidad para cual­
qu;c:, valor de la gan;mcia J(, ' fl 



1. Pueden dt.flnir<ic, coi''IO noíi~':J.~ de un \cctor, dtvcrsJ.s funciortc'> esralart3 
qu~ S.'!r,facrn la, co·rdrc•onn ( 11 1 1). St sr define como ;-.orm:< del , cct'Jr x 1 d~ 
compon~ntu x 1, a 

llxJJI (11.7.1) 

vr:rifiquc la dcsi¡;ualclad c!d tn:'wsu:o para los 'ectores x¡J )' x2] del ejcrrplo 11 1 2 

2 Encontr:~r la fu-:c•6:1 rnatrici:~l [t>xp {[ ljt}] si 

3. Dcm<:e,trc que el mtcna de representación: 

x(t) -- [01 ll -ll 
oJx(t)j + ¡Jr.t(l) 

J(l) :::-[O lJ x(tl] 

no o cst;>.blc ca el límite, pero ,¡ es ntabk de estaclo nulo y e;..citación y respu~1ta 
acotadas 

4. AjJl1quc la' pruebas de ~s•ab1ldad algebratca p:ua de:~rrn;nu SI los siguicD­
tes poli OOlll!OS S')D lí U f\'1'1 :.1. 

a) s4 + 7 s3 + 1 7 s2 + 1 7 s + 6 

b) s4 + !Os3 + 35r + 50r + 24 

5. Calcule b:o poi,;; dr W(~) ~nra el (jcm¡:¡]c¡ 11.5.31 sr 1:. = 1.83 

6. Dt ~':I rninc el !ug? r pro:1r{ ~n< o de las 1 aÍcC's d~l s~st~rna r~tcvJ.1ir:h:Il;_:!do 
pua ti cual 

1 
Gis) :-:---

' s" 
Il(s) =-= 1 

H Eqruc11l!C ~1 l1.J3~r gcoPH~t!".,.l r;~ 1.::.:.. r··í--cs ¿.J ~!,'_::¡,¡J. rc:roai ~" ~ntt1~Jo p1r\ 

¡ 1 ~ 'i-.!~ 1 

C(.r) 

o J + 
¡¡ (s) 

J + ~ o: 

9 .. fracc el lu¿;:1r t;f'o:netiiCrJ de- las raíces y d:tcru1Ir{. lv-; \alvr-:1 e!,. ;,- ,Jlrrl.. 
los cualc" e1 c.stablc cad::1 u'l.o ,•e los sistc r.as retro~lJn'rntado:-> lu~·a func1Ó;1 Ce 
tr~nsf~rcncia de C!fCuJto abtcrto ~s: 

1 
a) G(s) II(s)= --------­

( T ¡r + 1) ( hr + 1) 

b} G(s) H(s) 

t:l C(r) ll(s) 

d) G(s) H(s) 

e) G(s) H(s) 

S+ 3 

(s + 1) (s -5) (s-6) 

s(s + 2) 3 

1 
-----
sl(r + 2s) 

10. Rep1ta el prc•blcma anter:or para el sistema del cje•npio 11 52. 

11. Paró\ cada une, de las func!ones ele tramfercncia de sístcm:h al>,crto" cld P1 v· 
bl~ma 9: 

¡¡) trace el diagt.::mR de Nyqutlt 

b) d!'tcrmr:lc les valc.r·~s de K p:,ra los cuales eL si> tema es cst.1blc-. 

12 Complete los pa,o; C·miticlo3 C<l el cje;r,plo 11 54 

13 Complt.tL los pasen omitidos en el ejemplo 11.6 5. 

o 
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·E.SICrN AND 
()lvfPENSA.TION 

ECI-INIQUES 

:--íTRODUCTION 

: prí:-n:uy objecti\e of this chapter is to preserJt procedures for the design 
Jrnp~r.s~tion of single-input-smgle-output linear time-im·arJant control 
s Compensction is the adjustment of a 5)'Stem in order to sati~fy the given 
·atiO'lS. rhe approaches to the cor¡trol system cesign and compensation used 
cllJpter are the root-locus approach and the frequency.response approach. 
n cesig'l ba5ed on IT'odern control thcory \\ ill be presented in Chapter 16.) 

iorm:Jnce spccifications. Control systems are designed to perforrn speCJiic 
fh.: requirerr:ents imposed upon the control S)Stem Jre usu:llly spelled out as 
11JPce ~pecif1cations. They ge'1erally relate to acct.~ .• ~y. relJti\e stabil!ty, 
~cJ of n:,ponse. 
r f0l 1l!lle design rroblems, tht performance specd1cations may be gi\en in 
o! ;JrCC!Se nurneric:d Hlues. Jn otf-Jer cases, they may be gi\en partl:Jily m 
of prct:!SC !lU!T'tric<:J vall'eS 2nd p:ir!idJJy in terms of quaiJtati\e ~tatementS. 
l,q:;;r c.tsc, the spccd'icdions m..,y h:l\e to be modified cun'lg tf-¡e course of 
~,¡,~ce: ¡l¡e g:\ en s¡xclfic~tioPs P13)' ne·.-cr be S:ltisfied (beca use of conf!tcting 

:rneqts) ür :na y le~1C !O a 1 ery expens1ve system, 
~<r,t!ly ~;J.:.d,jr¡~. 1!1e pc:rforrnancc: spcul'c.•tions shuuld IW! be f'lOre string­
n ,Jc~tJS,Jry to ¡1ertorm t11e g ·.en u,L !f' !he •. LCJrJC)' at >tc.•J)·>Ll!e opera-

o 
tion is cfpr~¡ne ]q,~Jll):f;!n~..-;~ u-- .l. gl'/,_f} ('!JJ1t:"l)! ~y~t:._j¡t, d•._n \l,'(. ',.1()• '~,.] r]'_Jt .... Lj1~ --: 

u~;ncccs·::.arily nr_id pe,forrnancc ~rc.LJflí_::uon::. t:n 1'1:.:; trr~n•JLrlt re:-.·.~c,: 1 ')e ~,¡'d.', 

such ::-,ycc~fications \VJ11 í'.?CILIJ;•: C\fi'-·1S~~"·e C..Clfnpc!:t..nt" Rc,ncn1C. .. r th~~t 1;1~ :~-.~-~":. 

lll'porl:lrlt P~lrt of con troJ :J.JSfCrlJ l
1

:" .~gn J~ te¡ ·-~:¡i2 t:::: r-:-fo. !'i0PC.: '\:I.:L::~c:..·ic!:l 

prc-:1sely so rh~.tt thcy \\jn) 1\~Jd cJP .-\'li.i~"d (_Q¡¡t \.,J ~.:StL'n for tLc ~~\·c.n ~;t"PO'S{ .. 

Tri3l-t!nd-crror ~trprüar11 to ~~'Jrt·n¡ tlc--.,i~~r. Jn TJIOS~ :y·, 1 cL;:~1 c~!S25, the l
1f'';!g• 

mctlwd to be t1SCG :Tié:y be c'dr~· fT\JrJ::c! )y tl~c pcrform;¡nct" :,;)~c,r~c.!l'úr'S appi:c,,blc 
to thc paítlé'U]Jr case. In cie::1gnmg co1~:~ol :.yst~rrs, ¡f¡J-,,~ perfo; n::lilce >?eCIL.:::~t;o:l~ 
are g¡\·en in tcrms of tirPc-doil;:lJP pe1 forma,1ce me::surc~, such :1s f'>C :wre, mJvi­
m urr, oversroot, or ~~:1 1 m¡; :, me. or f¡ Cfl Ut:Pcy-(iOrné1 1 n pc~t-:)fPl~: nce mea su re~ 
such as phase margifl, g~,in marg;n, reson:~nt r~ak valuc, Jr banJwiC:h, then "'' 
ha ve no cboice but to use 2 t; ,;;J-,1nd-error approa.::n !:>a~ec CJr: \he -oN-!o::cs l'lt· 

thod and/or frequcncy-respcuse me:hods. 
T:-:e systems whJCh m:1y be dcsigr¡ed by a tr¡al-nnd-eríOr apnrca('h nre usually 

limited to single-input-singk-output linc:~r !.me-•nv:trJ,Jflt sy~!ems. '[re cesigne• 
seeks to satisfy all performance sp<:cJfJcations by means of educned tri.:.l-nnd-crror 
repeti~ion After a S) stem is dcstgned, the Jesigncr chect,s to s,ee JI t'1e designeé 
system s:~tisfies al! the paform:1nce ~pccific;:¡tions Jf 1t doe~ not, then he repeats 
the dcsign process by adjusting pnr:lr.lcter settings or by changing the systcm con­
figuration until the given spec•ficatio~s are met. ¡\J:!wugh the design is ~:>.sed oa 
a triaJ-:md-CffOf proc.edure, !he ÍflgCllU!l)' and k!lOV,·hO\V Of ihe CC5igT't:f Wd! play 
an ímportant role in a succcssful design An experiePced dcs1gner n<a) be z.bie to 
designan acceptab!e system without using mnny trials. 

:\Todification of plant djnami:..s. In building a control system, we know that 
proper modification of the pl:tnt dynamics may tle a Simple way to rneet the per­
formance specifications. This, howe\er, may not be poss,ble in m:wy practicD.l 
situations because the plant may be D\ed and may no! be mod1íied Then we must 
adjust parameters othcr than those In the fi\ed pbnt. In rhis ch::,pter, we assume 
that the plant is given and unalterable. 

"' ~ 

S;sfcrn compcnsation. Setting the gain is the first step in adjusting the systcm 
for satisfactory performance. In many practica! cnses, howe\'er, the acjustmer.t of 
the gain alone may not pro\'ide sumc1ent alter:Jtion of the system beh:n·ior to mect 
the given specifications. As is frequently the case, Incre;:¡si:lg the gain \ alL!c wili 
i m prO\ e the ste::.dy-sta te beha\'IOr bu t will res u] ti n poor sta bli1 ty or e1 en i ns!.> bil!ty. 
It 1s then necessary to red.::s1gn thc '>) ~tern (by moJJÍ) 1ng thc structu:e or b) ¡r:cur­
porating additional dev1ces or components) in order to 3~ter tre 01 eral] beh.1vior 
so that the S)Stem \\di beh3\'e as des1red. 

An Jd.:lit10nal device 1nserted 1nto the S)Stem for such purpose is cjl!ec .1 com­

pensator. This de \'Ice compensa tes for Jcficient perform.wce oí t!1e origin.::J ~) ~rem. 

Series comprns.Jtion and feedh:1ck (or p:uallcl) co•11pcns:1tion. lf thc compen­
sator C,(s) is pl.lced in senes 11 l[!l the urultcrJble tr.;psrer ft·PCt•ün ce~) .. \S >1lcl\\ n 
In F1g 10-1 (3). then thc compcnsJttor; is C.lllcJ scne'> cc,rnpcns.ltion. 
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(o) 

' i 

1 •--¡ 
L__j H(s) }-.1 ------------~ 
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(b) 

Fig. 10-1. (a) Series com­
pens~"on, (b) feedback or 
parallel cornpensauon. 

n a 1 '~I na ti veto series compensation is to feed back the signal(s) from sorne 
nt(s) and pbce a compensator in the resulting inner feedback path, as shown 
s iG-1 (b). Such compensation is called feedback compensation or parallel 
ensation. 
co:¡;pensating control s~·stems, we see that the problem usually boils down 

uÍI:Jble design of a series or feedback compen~ator. The choice bet\\een series 
~:"JSJt:on anu feedb,1ck comp.ensation depends upon the nature of the signals 
, S)StC>1l, the power leve]< at vanous pomts, avallable components, the de­
's nrcncnce, econom1c consicer<,tions, etc. 
ge¡·erJl, series cumpens:.:tion may be simpler than feedback cornpensation; 

1er, 'itrics co•n¡xnsJtlon frequently requ1rcs ::dcJl!onal amplifiers to increase 
11n ar¡d¡'or to provide isolJtJon (In o1cer to avoiJ power d1ssipation, the 
CL)n,pens,ltor is JnsertcJ at the lowe>t c11c:r~y pl1int in the fc:ecfon·.ard pJth) 
th.·t, 1n ,<itnaal, 1he qumber of COll'PO'lcllls r.::quJrél! 1n fecdb::Jc\.; cornpensa­
,J!l be less than the number of componcnts in senes cornpers:2tion, provided 
able signa! is Jvail3ble, bec::!u~e tl~e encrgy tr,lmícr is from a higl1er pO\\er 
o.: lo\1er v,: (This means that ;,cdJtiOnJI am¡Jidiers may nut be necess:uy.) 

Jmpcn~ators. Jf J compensa10r is nccc~ed to m-.:.:t tl~e rerformance specifica­
\1' • l~cs1gncr rnt~st re.ll,ze a pby;JcJl dc:vJce \1 hch hJS the prescr:bcd trclnsfer 

(¡T' of the cornpo· !or. 
uus p:·_.,·:, .evtccs ha·;e becn uscJ for such p.npüse~ In f.¡ct, many 

o 
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noble and usef~¡ Ideas for phy;icdiy comtruc!ing compcnsators mJy be ¡ouno i 
rhe literature. 

Among the many compensJtors, the widely cmplvyed series compcnsators ar 
the so-called Jead compensators, lag compcnsators, and Iag-leJd compensator! 
In this chapter, we shalllunit our discuss10ns mo,tly to thc~e thrcc typc'>. They ar 
usually electncal, mcchanical, pneumat1c, hydr::ul1c, or comb:·1ac:u,,~ t 11.;rt:of an 
consist of RC networks (electrical, tnechanical, pnwmatic, or hydrau]¡c¡ and ampl: 
fiers. (In many cases, a compensating RC network is an integral part of the ampii 
fier.) 

In the actual design of a control system, whether or not to use an e!cctrica 
mechanical, pneumatic, or hydraulic compcnsator ts a mJtter that mu~t be decide 
partially upon the nature of the controllcd plant For e.,ample, if the controlle 
plant in vol ves ftammable fluid, then we ha ve to e 'lo ose a pneumatic compensatc 
and actuator to avoid the possibil1ty of sp;uks. lf, howevcr, no íire hazard cxist 
then e!ectronic compensators are mo~t commonly used. (In fact, \\C often tran: 
form nonelectrical s1gnals Jnto electrical signals beca use of the simplicity of tran: 
mission, increased accuracy, increased rellability, ease of compensat1on, etc) 

Design procedures. In the trial-and-error approach to system design, we Sí 

up a mathematical model of the control system and adjust the par:>meters of 
c~mpensator. The most time-consuming part of such worl.: is ti1e c!lecl..Jng of tr 
performance specifications by anaiysis with each adjustment of the p:!~::.metc:r 

and the designer should make use of an analog or dignal computer to avoid mue 
of the numencJl drudgery necessary for this checking. 

Once a s:ltisfactory mathematical model has been obtained, the designer mu 
consuuct a prototype and test the open-Joop system. Ifabsolt:te stabillly is assure• 
the designer closes the loop and tests the performance of the resulting closed-loc 
system. Beca use of the neglected Joading effects a mong the components, nonlinea 
ities, distribuied parameters, etc, which wcre not talen into consideration in t! 
original design work, the .1ctual performance of the prototype system wlll probab 
d1ffer from t!le theoretical predictions. Thus, the first de~1gn may not satisfy ~ 

the reouirements on perform.1nce. By tria! and error, the designer must mal 
change.s in the prototype until the system meets the spec1fic::Hions. Jn domg thi 
he must ana~yze each tnal, and the rcsults ofthe analys1s must be incorporated in 
the next triaL The des1gner must sec that the finJ.l system n1eets the performJn• 
specific:~t·ons and, at the s.1mc time, is rel1ab 1:: e:.nc e2onom1cJL 

It is important to note that in des1gn \ IJ a triJ!-:H~L!-error JO;Jroach or in Cesi! 
through anal:sis the gi\en spee~ticJt•ons wlll no! )!Cid a un,que system. In fa 
many (2.nd possibly an infinite number of) ~) stems .,la) sausfy the giHn specific 
tions An optirnJl choice among the many poss1bdities may be m,:ce from su1 
con,JdCI:.ttlons as projccted O\er.lll performance, cost, sp2ce, and \\c1ght. 

Dcsign of complt:x S)stcms. The root-locus 2nd frequencnsponse appro2c1" 
to de51gns \'. 1 11C~l essenti,Jlly consJSI ofg.11n ad~ustPicnt and of'lrtc clesig:1 ofCl'!l'P~ 
s~ - " ,. ·' ¡· , llll ¡, 1 ,, 1~ ,¡ iv 1v ,;.,.n'' ,,, rr 



ve~,J\.JN :\J'il.J LU\li'~:-..'iAI!O~ T[C!~"l!Q:J[S ,.,1" 1:. lO e 
ns. sucl1 as ~in.s;k-!nput-singlc-outpllt ii·;.~::r :irr.e-in\ ..~ri.¡;;t 0ncs. Su.+ ,¡p 
-!~e' ío design suf1er f~·)m scvcre ~iJnii<!ti{w: ::1nr! ,:·lft::u;r;cs \H•cn .sppilt;d to 
~si~r. ,,f rnuluplc-irJput-P1Uitiple-outp.Jt 3nd tirr . ..-:-\arymg systc~n!s. 

·n:!c contTLll ~:.st..-:m desi.::;" vra :r.c roo~-lcctb and ir;:q,rcncy-r..:~po'1>é" ·'!-'" 
-:

1 t:.:; :~ (ln Ci,~~lnccr~~-~~ erl\..lcavor, systtf11 <.le~lgn i'l the con:ext of Ir:(ll:~(n C'0!1trol 
.,. (w b,; prCóCI:tcd 111 Chapter 16) employs m;:nl··cr'ldt!ca! formul.'\l,cns of the • 
.:;,n ;!Pd applles ll'.lihcmatic::l iheory to dcsigr. ¡:robiems in whtcll ¡1--¡e systerr, 
~;,·e mult:p~e inputs anJ outpL.!ts and c<en be time-varytng l1y appJy;ng mudern 
ol ¡J·r:ory, thc desigr.::r is ~,b]c to stut fron. a pcrfl,rman-:e i11dex, to;:;ethcr with 
rawt-; 1mposed on the system, J.nd to pr·Ke;:cl :o ~~esign :-> ~t:Jcle >~stcm by a 

.·L::tJy :--:1alytical proceJure The aclnntc.;e of cc:~¡:;r¡ bascd on ~u:...h control 
y is thJt it en::: bies the designer to procuce a COIVrol systcm \\ hich is optrmal 
re,¡)_:( t to thr.: f)Cr formance ir:Jex considered. 
1s impc.rtc.nt to note, ho\\'cver, that such a dr::sign te::.-h¡ique cannot be app];ed 
~crformance speclfications are g1ven in terms of timt-dom..Jin or frequency~ 

·ir. qu.1ntities, in which case the root-!ocus or frequency-response techniques 
, to be qu¡te useful. 

Pl<l:LI\li~.\RY DESIGN CO:"."S!DERATJO:'\S 

-:e Jesign prob!ems \\e consider in this chapter are those of improving system 
riP::rJce by insertion of a compensator. Cornpensation of a control system is 
:cd to the design of a fi!tcr whosc rh:u:~ctemtics tend to compensate for the 
,ir¿b~e and unaltcrable charactcristics of the plant. 
1 Sections 10-3 through J0-5, we shall specifically consider the design of 
:omp~nsator5, lag compensators, and !..Jg-lead compensators. In such design 
crns, we piare a compensator in series h'Íth the unJlterable transfcr function 
i'1 ortler to obta1n desfrable bchavior. The m:l.:n problcm then imohes the 
íous cl,oice of the pole(s) and zero(s) of the comp;:nsator G<(s) in order to 
the root Jocus or frequency resp0nse so that the performance SFCifications 
Je met. 

oot-locus appro:-tch to control S) stcm decign. Th.e r0ot-locus method is a 
1cal method for dctermining tl1e locatrons of Jll c!oscd-loop poles from t.nowl­
l/ the lo-:~ltlons of thc open-loop pu!c~ JIH.l zt::ros :!s some 1).1f,!l11etcr (l!SU..Jily 
.1rn) 1s vu~ed from zero to infirity Tl1e mtthod) ields a ele u Jncic:.ttJon of the 
5 of p2rametcr ,Jdjustment An aJ,·,¡nt.l~é! of the root-~ocus metl:od is that 
nd that It is poss1blc to obtain !lllorm:Jtion on tl-;e tr.1mient response as \\el! 
1 thc frequcncy rcspo·1~e from the pole-zuo config~.ration of the S) stem in 
plJne. 

1 rr.:ctJce, th.: root-l.:lcus plot of a S)Stem rn.:y JnJic:k th,l! tbc Je~ired per­
.. ,•:;: c.•:not be ;¡chic\Cd ju~t by tiJc ati;J,tn.:::n.t of g:11!1 In L1ct, in SOI'lC CJse~. 

:.• ,'11 '"·'Y :1<1! be st.1ble for ..Jll "'lu..:-, oí !!.:tn Thc11 1! rs n::cc::~s.:ry ro rcsh.1pe 
1 ltiL! tú l!l~...~l !! .:2: ¡,..:rftl.fll1di'l 1.• '\;).:• ¡llr_~ ''·~)'1S 

~,e;· JCI-2 J'Lf-LJ\",•"-/.r'\.Y DCS!C',¡ C(;'\S!D·~IU\ l JrJO 4::'9 

In drsieninr:; 3 cont;o\ S'<Stern, ¡f otf](;r (1-::Jí, 3 !::,:;r. ,,d•l',lí·''~r~t is rccuirr:J, ·"e 
...... ... J ._, J 1 • .. 

n1ust n-lodify ·'~e- or~gin~d reot J~~;CJ ;:;y ~nserit'l:J a ::L'i!Gblc co;y¡p(:r~'~1..\o:-. ú::~c t:-~.~ 

etTccts on the :--::or 1ocus of th~. ... !C~(~J!Ion of p0lcs. í.:.P.(íjo)- /~eros ~~r.e fq\ly unc1 erstuoJ¡ 
''e cJn readrl; -.:ctcrmine the loe: tÍOJ'~ of th:: ;>-:_i::.(s) ;.nc zero(~) of thc compen­
sator wlnch \~ i]l rc,(!ap:: the root lo':_L'~ a~ de'lr::d. 

Effects of ;he ~n1d;Uon of polcs. The ac\dition of a pole to the open-lcop tra:-~sf:;¡ 
!\mction ~as the efí..:ct of puili,¡g the rnot locus to thé right, tending to lower the 
sy~tem 's r el a t1 ve sta bil it:: .u1C.: 1 o siow down thc sett! ¡r,g of t h·.: ;espons,;. (Rcmem ber 
tllJt tJ•c adJitJOll of Ínle;~raJ CO~ttrol :teJÓ a poie c,t the ori¡.;;n, thc!S making the 
~ysteFl less st~.bk) F;gure l0-2 ~~o·ss e:xamplcs of root Joci ¡;JustrJtin;; e!Tec:s of 
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Fig. 10-2. (a) Root-!oc:JS plot of a smgle-pok S)slem, (b) root-locus plot 
of a t,;o-pole S)S!er'l; (e) roo'-locus p!ot of a tl;rc~-pole system. 

the addition of a pole to a single-pole system ;wd the addition of two poks to a 
single-pole system. 

Effccts of the :-tddition of zcros. The addition of a zero to the open-!oop transfer 
function has the effect of pu!l1ng tl¡e root locus to tl1e ieft, lending to make the 
system more stab!e and to speed up the settl1rg l•f tf-¡e response (Physicaily, tl¡e 
addition of a zero in the feedforv.ard !ransfer function means the adcition of deri­
vative control to the system. The e!Tect of such control is to introduce a Jegree of 
anticipJtion into the syste:n and spe~d up the transi.::nt response) Figu;e W-3 (a) 
sho\\s the roN !oci fo¡ a s;stcm 1\h.ich is stabk for small g,¡in but u•'\st.lble for 
brge ga1n. F1gures 1 0-J(b), (e), :!nC (e) sho11 root-loctrs p!ots for tl1e S) stem \\ hcn 
a zero is added to the open-loop tr:Jn~fer function :\otrce that 1\ 11en a zero is a,lced 
to the S)stem of Fig. 10-3 (a), it becomcs !>t:::b!e for :!ll values of gain. 

Frequcnc~-rcspon~e approach lo control S)Sl('m dcsign. In ce:~ling \\l(h the 
probkm of compcnsating cor1trol S)~tcms \la frcqt'cllC)-JomJJn li.'C~lniqt~e:>, we 
se..:ure control O\er the tr:¡n,ient-re,pon~e beha1;or in tcrms of su;:-h frequc'1-:)­
don1din spcciflL .. ltions JS ph~1se Jl"'L!r_:;!n, gain n1.1rg1n. reson~!nt pe~1~ '.! 1 t·~, ~~:zJ 

b:l!1d\\idth. l)csr;;n 111 the freuc enq L',·r~--'11 ¡, !.'L'·c-:,·t ~c..:.!ll5e t'~.: ~:-~i.::'l :s L'::­
sign\?d to S:-lt~sf) thesc frcqu~·nc:-l~.J:1l .. ''1 ~:'.:i..J ·~.... t¡~."~:lS L;! 11cr t:~, ·p .·,'.~(- ... 1 ~.'1YL 1 ''1 
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(b) 

(el) 

(j Fig. 10-3. (a) Root-Jocus 
plot of a thr~-pole sys­
tem, (b), (e), and (d) root­
Jocus p!ots showmg etfects 
of Jddu.JOn of a zero to the 
tbree-pole system. 

JC:ltlons. After the open loop has been designed by tlJe frequency-respome 
Jd, t'"e closed-loop peles and zeros can be obtained Then transient-response 
7!er:jrics must be checked to see whether or not the designed system satisfies 
qu1rements in the time doma in. Jf it does not, then the compensator must be 
icd ar¡d the analy~is repeatcd unt!l a satisfactory result is obtained. 
:sigr: m the frequency domain is s1mplc and straightforward. The frequency­
lSC plot inJicates ciearly the manner 1n \\'hich the syst~m should be mod1fied, 
gh the exact quantitative prediction of the transient-response characteristics 
! be made. The freq:.Jency-response approaó can be applied to systems or 
me:•ts vvhose dyr1amic cllilr?_cteristics are given in the form of frequency­
•se data ~ote thzt because of dlfñculty in ceriving the equations governing 
' con1ponents, such as pneumJtic and hydrau!ic components, the dynamic 
teristJCS of such components are usuc 1ly Ceterm1ned nperimentally through 
'1cy-response tests. The exp~:rimentally obta;ned frequercy-respor.se plots 
C•::'-'-rbin.cc easily with other st.:ch plots ~ote ,;!so tl1¿t jr¡ ce:Jimg wJth hlgh­

r,cy f'OlScS \\C flnd tl"··at the frequcn.cy-response apprOC!C~ ÍS more COil\enient 
'.hcr 2.pproaches. 
ccs't;niPg control systcms in the frequei1C)' domain, if \\e des1re a certain 
iT~,r~:n or gdm margin, \'.e note that BoJe d!;!gr;pns c.re more co:ncnient 
'C po::?.r plo:s (Ir¡ us1ng Bode di;tgr:,m,, un~e-;s the t\act curves d1ffer con­
,ly from t~c str::ight-line asymptotes r·ear the g .. 1n crosso\cr frequeHy, \\e 
11p~o; rhe asympto11c plots for design purposes) On ¡1-e ot':er ~and, if \\e 
ccrt2i'1 v;::lue otQ. the polu plots or the !og-rn,:~J·•:Ll~e versu~ p\¡·,,e plots 
r~ (':()f'\\Cn'~f:t !() tlt;:P Jl·~n thP nA..-'.:-....,~;.,,... .. .,_ 

o 

Sec. 10-2 ?"'.LiMlNARY Df:S!G~~ CO~~!DFRAT!ONS 4f!l 

Inf01 rn:~t!on .JiJ!Jin::blc from opcn-loop frcqucncy_J>Spon~e. Tlie iow-frt:quency 
rcgion (the It[;ion bclow the gam cro~sovcr frcquency) of t!1e locus Jnd1catcs the 
~tcady-st:tte beh;nior of thc closcd-loop sy~tem. The rm:dium-frcqucncy rcgion (the 

1 cgion ne3r the -1 + JÜ ¡:oint) of tl.c !ocu» Í'1Crc;:tcs relative ~tability. Thc high­
fr:quc;Jcy rcgion (thc rcg")!l ahow tloc g;un cros~O'-Cf frcc¡ucncy) Jr1C:ica~c~ the 

compJex¡ty of the system. 

Rcquircments on open-Joop frer¡uency response. Wc might say that, in many 
practica! cases, compemation is csscntJally a compromise between steady-state 

error and relative stability. 
In order to have a high value of thc velocity error coefficient and yct satisfac­

tory relative stabi!Jty, we find it neccssary to reshape the open-loop frequency­

response curve. 
The gain in the low-frequency region should be large enough, and also, near 
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,, G~¡c_¡;~ -\ND COMPE~S-\ TJON TEUIC\IQUES Ch2p. JO 

~ c.ilfl uosso\ cr f!cqucncy, t!1e slope of thc !og-.~-:J.gP:tude curve m the BoJe 
~c.•.1m sl-]ould be: -20 tlb/dtc:'lce This s!opc s'r10t2lJ C.\tcnd o·:er :t sufllcicntlv 
.J~é h:qt.:~ncy b:>nc to as!>ure a propa phJSé: no.~;g¡n For the lm~h-fr.::quency 

.pon, ¡~,e ;a1n sl'O~J!d be :tt!enuared JS r .lp:r~l:; <!S ¡J,·~,:b 1 e 1'1 oJf(Lr to "11nlmÍ7e 
: cfY( .. c¡; cr rl·JlSe 

r=\.;n':> 1.s 0f g.:ncrally Jes1rable anJ undcsJr~:ble open-loor and closed-loop 
- -::J'-~ncy-rL'Sp.)nse cunes are sho\\n in F1g. 10-4. 

RJcrnng to Fig. 10-5, \\e see that the reslnpmg of the opcn-loop f¡equency-
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fig. 10-5. Reshaping of the open-Joop 
frcqucncy-response curve. 

Jonse curve may be done if the high-frequency portion of the locus follows the _ 
'JW) locus, while the low-frequency portion of the locus follows the G2(Jw) 
u~ .. The reshaped Jocus G<(jw)G(jcv) should have reasonable phase and gain 
igins or slJov'd be tangent toa propcr Jf circle, as shown. 

Ba~ic characteristics oflcad, lag, and lag-lcad compcnsation. Lead compensation 
~nt!ally yields an appreciable improvement in transient response and a small 
Jrovement in steady-state accuracy. Lag cornpensation, on the other hand, 
'ds an appreciuble improvement in steJd)-state accuracy at the expense of 
reasing the transient-response time. Lag-!e;;.d COPlpensation combine!. the 
r:::ctcristics of both Je:¡d compem::Jtion and bg compensation. The use of a 
: or ]Jg compensc.tor r~ises the order of tl-]e ~ystern by one The use of a lag­
:! corn¡-.:::n~~tor r~1<:e~ thc order of tr.e sy:::t:~l by :110 (unlcss c;,nccllation occurs 
,, ~~" t ~'e z~ros of thc l ag-kad network d r.d t h; po!..:s of t he uncornpensated open­
/ trc.r~f.:r functJon), which means thd !he S)>ltf'i ~~comes more complcx and 
; •11ore L!Jr.icl'lt to control the transit:nt-rcsponooe b..lé!".'Íor Thc particular situa­
, c'LtcrrnJnés ¡l-]e t) pt.: of the conoper.sation to be u!>ed. 

3 u: \0 CO\lfT'\S \TI O:"~ 

In i 1J'S ~ ... Ltl0~1, -..~ );1.· 11 11r~t .... ¡~[·.e ~;!•..: 1f.tri'-ÍCf ,-·~t""'~'!lt:·~') or nn clc .... ·tr:c~!l Jead 
,~~ 'li"'t: of ~: íi·-..c 1 ~ " 1C.d L. ~ r .:' .,l_'r

1< 1 cr¡ · .. ~ ... ·-~ ' 1 ~rc~.:nt ¡:r.JCl."dL·rcs for 

o .ce. l 0-3 LEr\D Cü\!í"['.;<;,\TION, o -. ,J 

J d t 1 S' 4 on ¡11c 'O<J' lo"'''(, 1llf~ frco.uc·1c·_.-r~(.,;u~'J:! OC'>Jg!111lg C;} con•pcnsJ ors :Ji} t:!J 1 ' • ,-, vvJ ' -

approad•es. 

9>------, 

r'l 
f 'r?~ 11¡ 

2:'-:j 
'-¡ 
~~ 

'·j~ 

r------------~ ' ... 
l 1 ¿,1 

~)f·-~-Z-? -----.-<> 

e, ' R2 t eo 
1 

1 

' 
1 
~ 

(o) (b) 

Fig. 10-6. (a) Electncallcad nctwork; (b) mechanicallead netY.ork. 

· t the output e of the network is also sinusoidal with phase lead. The phast 
mpu e1 o r f · 
lead angle ¡5 a function of the input frequency. Let us derive the :ranster unctiOr 
for this net\\ork. As usual in the deriv,1tion of the tr<Jnsfer fu¡octiOn of 2.ny four· 
terminal network, we assume that the source impedance whtch the network see~ 
is zero and that the output load impeoance 1s infinite. . 

Using the sysmbols defined in F1g. 10-6 (a), we find that the complex 1mped· 

ances Z 1 and Z 2 are 

- R¡ ' 21 - R 1Cs + 1 

The transfer function between the output E0(s) and the input E,(s) is 

E
0
(s) _ Z 2 R, R,Cs + l 

E:Ts) - Z 1 + Z 2 - R;'f-R~ __ !}_1?_:;._ Cs + 
R1 -r R 2 

Define 

R 1C=T, 

Then the transfer function becomes 
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ne J0-6 (b) shows a schcmatic dugram of a mcch:;nicai leJd net1H·rk. 
he dtagram, we obtain thc following cc¡uattons: 

/1U,- io) =-= flio- y) 

f,(io -- >") =--= ky 

the Lapl3ce tr::~nsforms of thcse two equatio~.;;. asst.:mm_g Lero 111itial con­
anJ then climinating Y(s), \~e obtain 

f,s-l-1 
X 0 (s) / 1 k ' 
~Y;(s) = h+J; f.--l-¡"",-s-+-l 

z +/l k 

<he t -ansfer function bctwcen X0(s) and X¡(s). By defining 

1 
Xo(s) Ts + 1 s + T --- = r:J.--- = ---
Xis) aTs+l s+_l_ 

aT 

.racít:rí~tlcs oí lc:1d net"orJ..s. A lead network has thc following transfer 
1: 

1 1 
Ts + l s T T 

C!----- ---
a.Ts + J- + 1 

s aT 

(tX < 1) 

nro at s = - !JT and ?. pole at s = -1/(cxT). Sine<! a< 1, we see that the 
always iocated- to the right of the pele in t}¡e complex plane. Note that for 
\'aL;e of a: the pole is located far to the left. The minimum value of a is 
by thr~ physicJ] construction of the lead net"or~ The minimum value of 

1a!ly lQ.J..en to be about 0.07. lf the value of cr. is small, it is necessary tocas-
amold1cr in orJer to compensate for the attenu.!l!on ofthe lead network. 

urc l 0-7 shows the polar plot of 

a jcuT + 1 
JW:tT + 1 (O< a< l) 

,tven Vdlu::: of cr., the angle tet\\ccn thc positi>e re..:l a\ls anJ thc tangent line 
from thc Oílg!n to thc semic:rcle g1•.es tl'e mc.xin-:um phase lead :::ngle, cf¡.;,. 
!ll cdll tl>e frcq\lcncy Jt thc tangcnt point w,,. Frvm F,g. 10-7, the phase 
. tú)= ú)m !S 

(1 0-1) 

o 

S·x. 10-3 , __ :.o C0\1PEN'3A'l fO'i 

im! 

1 

Fig. 10-7. Polar plot of alead network 
a.(JWT + 1)/(jwa.T + !), where O < a. 
<l. 

db _::F=--1-~~---------j 
-20 ' 

9o"l:------~T~ =1 
r-==;~-¡---rpm ~ 

o·E=.:::=::::::::____ ' ' ---~--
o 1 , .;;o ·o 1~0 
T Y T Y 

w 1n rcdl5ee 

Fig. 10-8. Bode d1agram of a Jead netv. ork. 

Re 

F'igure 10-8 shows the Bode diagram of a lead network \\ hen a = O l. The 
cerner frequencies for the lead network are w = 1/T a"ld w = 1/(r:tT). By examining 
Fig. 10-8, we see that wm is the geometnc mean of the two corner frequencies, 
•)r 

1 r 1 1 l Jog w = --llog - ...J.. Jog -
~ m 2 T ' - o:Tj 

Hence 

l 
ú) =--

"' JiiT 
(10-2) 

1 

As scen from Fi!! 10-8, the lead nctwork is b;:;s•~2:~: J. 1 iigh-p::~ss filler. (The htgh 
frequenc1es are p:~ss-ed but low freqL•cncJcs are att.:~.c:.:.t;;:-2.) Therefore, an acdltional 
gain elsewhere 1s nceded to increase thc low-freqt::1cy gain . 

Lc:~d compcns:llion technic¡ucs based on thc root-locus approach. The root-locu~ 
approach tO des1gn is \Cf) pO\\erfuJ when the sr::c:~C:'tÍons are g¡ven in t~f!l1S Of 
time-clom:.~in quantities, such ::JS maxunum o\er,\oot, rise tir,e, sctt)ing tin'e,. 
d:tmping ratio, ::Jnd undamp-::d n:~tural frequency of ,~,e desiredo1 min~\nt c1vs<.:l:­
loop poles. 
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in JO:nc c,Jscs, ~ft~r !he root lllCi ofth~~ origlnJ.I systcn1 }·a:\ e bccn ()bt~,ncd 3 th~tlc,""nlri'H)i 
.:lJsr:d-\l(l;l pc!~s ,n.ly h: moved to the d;;s1rcd loc:¡¡:on ty Sl!ll;J\e ga:n ;¡Jju~tmcnl. ·¡ hl\ 

1-,, h•J\\'e\er, PPt the c:1se for the pres:e'1t ~y-;tem Tliercfore, v:e shallJnsen a Jc;¡cJ ccr 11f"<"ll· 

~:llO! :1; 1~1,: fccJfon<~rd p::l!h. 
A sc'lér~,] jJ'(1':cdLliC Íur dcteí:i1il1 1 f')ó tl 1e lc~:d ..:úmpc.J·,ator JS Z:S fo11cw~. F·:sr, f;n,Jt!>e 

>lJJii ~_,f tl1t: .rn~~:cs at the Jesm;d ~..:·cJt,or: of oí:e oi the dom<,Ja¡;¡ c.!med-lo0p polc~ \\dh 
¡l¡e orcn-~CO;J poles anJ ltros cf ;he or:g,n.1l systerr, and dcterm1re the neccss:~ry nn,;l: 

9 10 b;; :¡,1ced ~o that ¡l¡e tot.:.l su m of the .Ingles JS es u al !O = j 80°(2k + 1). Thc kJJ 
netwo, 1( must con u 1bu:e this an¡;1e. (If tre ::wg1e JS quite large, then two or more k.1d 
nctworh'> rnay ce m:eded rather than a S1'1sle one.) 

1 f the 01 1g n.:l system h:Js thc op;:n-loop tr::.r·sfcr fur.ction G(s), then thc compcn!..:ltc--J 
sy,tem \VJI!lla\e tl'e open-Joop t!:>.nsfer function 

G 1(s) = ( a.:;s+,\)K.C(s) 

,,h.:re the first tenn on the right-h<'nd sice conespones te the lead netv.ork, !he ~~nJ 
tcr~n K. JS thc g<1in of the amp11fier, apd tlw last term C(s) 1s the original open-loop tramfct 
:Jr>l!:on (Note that the ampldier provid,:s the ccsired nnpcuance matchmg as well ruthc 
r.!~s;rcd ga.m K.) Note that there ;¡.re m:1;-¡y poss1ble values for T that wJll yield the nCQ"""' 
~.ory ;:;r>¡;1c contnbuoon at the desired closed-loop poles. 

Tl>e ne\t step is to determine the lo'cations of the paJe and zero of the lcad net·.-.orl-.; 
:n otl1er worcs, the value of T In choosmg thc value of T, v.e shall introduce a proce,lura 
to o~)':''ll the Jargest poss1ble value for a so t1;at the additional gain requ1red of the :~mrh· 
fio:r ''as small as poss1ble. F1rst, draw a horizontallme passing through pomt P, íhe d~11 c4 
1::>-:at:o:l for ene of the don1m2.nt c!osed-loop poles. This is shown as !me PA in Fig. ¡ 0.11. 
:Or:!w also ::!. !me conP<:cting pomt P and the ongm. B1sect the angle between the lino 
PA ;¡rd PO, :::s shovm in F1g. 10-11. Dr aw t\\ o lines PC and P D which ma l;e anglcl i ~/2 

¡w 

---0' 

f•g. 10-11. Dctcrmin:!lion of the r>olc 1u·.,J 
z.:• o of a !e~d net·.\ork. 

\\ ql¡ tbe bi;;ec10r PB. The intersecuons of PC and PD With the negati\e real ax:~ gh;: 1~ 

r.c.:L·,s:.r; locat:on for the po 1e and zero of t!~e 'e:!d network. The compens:~tor thu~ <k· 
S·b'~~c .,, ¡11 IT'~1...e po1rt P a pJmt on tbe root lo.:us of the compensatcd system. Thc oren­
loop ;:::<n IS cc•crn~II'ed by means oí thc m:-~r:J!uc'e cond'l!On. 

Jn •he pr;;s·~r:t Sj stem, ¡}]e ar~!r:. of G(.r) ;..t ti"' e l~es:rec closed-loop pole is 

~-
4-1 = -210" (•-., . _.=___ __ .=1' J"' -~; ~) 2 .. ') 

o k~- !0-J 

, 1 ~ ,, Root-locus p!ot of the ccm­
~~ ....... 
,--. _,.~cd ~ystem. 

o 

e · , 1 ).. - 10° at ¡l1is pomt By follow-. ,-•¡¡,,u e y-- · 
" h rcregom" cesJgn procedure, V.'· 
": 

1' e · "' 1 d - the pol~ , nd zero of the ea ·'t;'am1ne """ h 

". , asshO\vnmFig.IO-J2,tobe 
::--=~'A \.1r .. , ·-~+ 

R, ~R, r.·le at S= -5.4, Zero al S= -2.9 

..., csults in tl-.e !ead r.et\\ ork having the 
.... :1. r ~•~r ualues sho\\n m F1g. 10-!3. The 
~., _m,., ' · l d 

o>------1-o 
~.-;J compensator conSIStJng of thrs efa 
- , nd an ampLfier has the trans er 
t.::~u(H"' 3 

(s _;_ 2.9) 

R1 =3~5kn 
R2=400 k.f:. 
e= 1¡.1 

C,(s) = (s' 5.4)K, , _400(0345l....!J\=S.,.~9 
Transfer h.r..t1011- 745 o '85s + 1 1 s,. :J 4 

. " open-loop tra '1>l.:f function of the 
~1:~'1 Lle Fig. 10-13. Lead net\\Ork. 
,~"<":·í"ns.ated S)Stem becomes 

(s + 2 9) 4 
G,(s)C(s) = (s + 5.4)K' s(s-:- 2) 

K(s + 2.9) 
= s(s + ·2)(s + 5.4) 

1 
-us plot for the comrens:!ted S)Stem IS shown 1n F1g. 10-12. Tl-]e gain K is n.: rvot· oc . . - . 

j r cm ¡'"-p r··.·.,·r¡•ude conditiOn as !ol!ows. '" .. :t.:~:~c .r .1 ...... -··;: • 

¡~+29)_¡ =1 
l ~(s -;- 2)(s .,- 5.4) •=-1~J1•'l 

K= 18.7 

1 8 7( S -'- 2 9) 
C,(s)ClS) = ~:?.}(s + 5A) 

¡~.::;.:un const:!nt K, of the amphfier is 
K 

K, -= -¡ = ~ 6'l 
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s;Jttc veio..:1ty ~· ,··· coctli.:tcnt K. i, oht.ltncd from the exprcssion 

K. =- l1m 1G,(s)G(s) 
,~o 

sl8 7(s !- 2 9) 
= ltm --------­

' 1 ~~> -,- 2i(s ,-54) 

-= 5u::!~cc- 1 

Ch~p 10 

tlmJ closcJ-loop polc !S found by rltvtdmg the LhJr:ictcmttc cqtnl!on by the known 
ors as follows: 

r(s + 2) (s + 5.4) + 18 7(s + 2.9) = (s + 2 + 1 2./T)(s + 2 -1 2./T)(s + 3.4) 

The foregoing compcnsation mcthod enables us to pbcc the dominan! closed-loop 
s at the desired pomts in the complex plane. The tlmd pole at s = -3.4 is clase to 
added zcro at s = --2 9. Therefore, the effect of this poi e on the transtent response ts 
tivel;· small. Since no restncllon has becn Imposed or thc nondominant pole and no 
!ÍÍCdlt·:~ has bt·en ~Ivcn concernmg thc value of thr Sl<ltiC \elocity error cocfficient, 

:onc1ude th.ll thc prcsent design IS sallsfactory. 

lftnf value ofthe static velocity error coefficient K. were specified, then we must 
.t th"' ,peclf1cat!On by mod1fying the pole-zero Jocation of the lead network or 
nserllng .l dilTerent nctwor!.,:. Note that changing the pole-zero location of the 

! ne!work wit!wut changing th-: angle cp causes a cl1ange in the value of K,. 
~·í:··n ('k::lfC in tl1 e \31ue of K. can tl~us be made by altaing the pole-zero 
110r.:> of l 1

1C iead r:,c.twork. If a large Incrcase In tht:> Vd!ue of K. is desired, then 
11ú>l. a;ter ihe ie:1d compensator toa bg-lead compensator. 

~.eau compcns.ltion tcthniqucs ba~ed on the frcqucncy-rcsponse approach. The 
nar;• function of the lead compcmator lS to reshape the f¡equency-respome 
·'e te• prov:de sutTic1enr phase lead anglc to offset the c\cess!ve phase lag asso­
~d wnh the componen!~ of the fhed system. 

L:t \.'~ ,:s~.umc 1
1
:<11 a unlty feedback system is given \Ve wish to satisfy the 

'orm.ln.::.:: reqc:iremcnt~. which are gi\ en 111 tcrms of phase margin, gain margin, 
; ú'<~'l1cients, etc The proccdures for l1t.:signing ¡_¡ lc::~d compensator by the 
~JeJlC~·rt:>pon~e :1pproa.:h may be statcd as follows: 

D.:terrninc !he open-loop ~.un K to ~Jt1sfy the requirement on the error 
.o.:r11cJents. 

~ U,¡ng !he guin K thus tletcrmincd, cvaluate the ph.tse m:1rgin ofthe uncom~ 
p~ns:\led >ystem. 

3 D~t~r ill'llC thc "'~.::cs,.¡ry phsc lc.~d Jilg 1.: cp to be adl1cd to the syslem. 

•l Dl..l.:;rmi 1c the .:Uenuat1on fJctor a by use of Eq tlO-l) Dct-~rmme the 
:"rcc;ucncy where the m~Ignitude of thc ,p;compePs.n~J S)5tcrn 1, equ,ll to ---:20 
/0; (1/-./ci) Select this frequcncy .!S th.: nc» ~.•in crossover frcquency. 
f'- e frcque!IC)' corresponds to w, • • '•ld the m:1 ll''L>m plusc shift rp,. occurs 

! ·- fr( r~u..:ncy. 

i ),:re:·.,, 'e thc corn~r frcqucPC:cs of thc L:.HJ ndwor)..: from 

o w l 
1' o 

~~~~~~~~~~---------~~~~~ 

Sec. J0-3 i Jl 

Finally, inse1t an :t~nplifier \\lth g;•III t.:qu~d to lja, or incrc~1'>c thc gain of the 
cxisting ampllfla by a factor of lja. 

r\ample 10-2. Consider tllc systcm sllown in 
F.g. 10-1-t. 1 :1e open-loop transf.::r funct10n 
IS 

--o-~;(} __ J-, 4K_
1

1 r---y---· y 1 s,s.¿.:_; 

1 L ___ __j 4K 
G(s) = SCs+ 2) 

It is desired to find a compcnsator for the 1 1g. l 0-J-1. Control s; 'tcrn. 
systcm so that the sta!1c v.::loctty error coef-
ficient K" is 20 sec- 1 , the phase margin IS at lcast 50', and thc g:un margm is at kast JO 
db. 

In the present example, !he phase and gain marg1ns h:~ve bcen specificd. We shall 
therefore employ Bode diagrarns. 

The first step in thc des1gn ¡s to adjust the gain K to .ncet the steady-state perform:wce 
spec1fication or to provtde the required static veloclly error coeillctcnt. Smce this coef­
flctent 1s g1ven as 20 sec- 1 , we obtain 

K , G( ) ¡· s4K "K . = 1Ill1 S S = IITI ------ = L ~-= }V 
",_o ,-.o~(s+2) 

or 

K= 10 

\Vith K= 10, the systcm of Fig. 10-14 satisfies the steady-statc requ1rement. 
We shall next plot the Bode diagram of 

G( ·w) = 40 = __ 2_0 __ 
1 jw(¡w + 2) 1w(O.S¡w-:- 1) 

Figure 10-15 shO\\S the m:~gnitude and phasc angle curves of C(¡C,J\ From tlliS píot; t~e 
phase and gain margtns of the S)Stem are founc to be 17' and -l-oo Jb, respectively. 
(A phase margin of 1 r Implt.::s that the sys1em 1s qutte osctll3tory Tbus, sausfymg the 
5pectficatiOn on the steady state yields a poor transtent-respo·l<;e performaDce.) The 
spec!flCation calls for a phasc n;:~rgm of at le:Jst 50°. We thus find th:H tbe r,dJttional 
phase lead necess::try 10 s<1t1sfy the rel-l!Ivc st:Jbd:ty rcqu.r.:mcnt is 33,. In orucr to ach1eve 
a phase n'arg111 of 50° w11hout dc..:re:lsl!lg thc value of K, 1t IS necess;;.ry 10 ins,rt a suitable 
]e;~d compensator Into thc system. 

Notmg that tre addnion of a 1ead cornpensator modif·cs t!1e m3gnitude curve in t11e 
Bode dtagram, ''e real!ze th:.n the gam ciossover frequcf'·:y ,,,]]!::e sh•f\ed to ¡1-.e r1g11t. 

\\'e must o•Tsct the IncrcJ,cd ph:tsc bg of C(JCD) dueto 111<; •ncrc \Se m 1:1e g::::n .:rüs<cJ\t:r 
freqL;ency. Constdcnng -the sh1ft of th.:: g.un crosso\t:r f• .::;]L'~ .·.:), \\.:: m a) :lSSu:,·e t '1:1t 
cf!m. tl-Je maxnnum phas.; 1e,¡J rt·quircd, ¡,; aprro\IIl1:llely 3S 0 tThts me:JJlS t:->at 5' 'las 
bcw added to compt>n->.lle for the sh1ft in the g.1m crosScl\er frc:c:t•cncy.) S1nce 

1-!X 
Sin 9m = -

1
-.­
TCI. 

if;, = 38° corre-;ponds to rx = 0.~~. Once the attcr1u.11•on f.\.:'or a has bcen cetermined 
on the basiS of the r~c¡uired phas.:: kad .lng1c, t11c rc\t stcp 1s to derermine t'1e correr 
fr~ql'cncies w = 1/T .1nd w = 1 ·C:l T) L1f ;he !c.H.l l1Ll\\c1tk ToLlo so,Qirst 1'0tt: tl1::t 
t'H! r1l~\11num ph:1sc le: U angle ~ .. 0,:.:u1s .lt t 1 ~~ ::;t\..)í'"'('tt ·e rne::.n of the t\\0 (0! r~.:r fr\! .. 



o 

e 

db 

20 

w 1n rod/sec 

40 50 60 '00 Fig. 10-15. Bode diagram fcr 
G(s) = 40/[jw(Jw + 2)]. 

qm:nctes, or w = Jf(.,j(iT). [Sce Er¡. (10-2).] The amount of the modlfkation m the 
m.Jgnnude cwve at w = 1j(...¡ e:: T) i~ 

Note that 

1
1 +jwTI 

1 + jW'J. T '"'e 1/(..r;;n = 
I+j-}r; 

1 + jr:t.:}r¡ 
1 

=-;¡-¡ 

1 1 1 
r~ = rn--~~· = 0-9 = 6.2 db 

V 0. V 0.-4 .4 

and l G(jw) 1 = -6 2 db corrcsponds to w = 9 radfscc. \Ve sh:!ll selcct this frcquency 
to be tlJe new gain crossover frcquency (J)c· Noting that this frequency corresponds to 
1/(../(iT), or Wc = 1j(,JaT), we obt.lin 

1 
T = .faw, = 4.41 

and 

a't = !Jt = 18.4 

The kad f'etwork tl1us detcrmi'lcd is 

s + 4 41' 0.24t,O 227s + 1) 
~::-~~ -1 o_~ --o· u s ~ s -:- 1 

Tu Lu-~:pcr:;_,,c for the atu?nu:!l!On dt•e :o the 'c .. d :->::t.vork, \>.: incre:!se the ampldier 

Scc. 10-3 LEAD CO\íi'G--l~·\TirJN , !3 

g:un by a f:tctur oí 1/0 2~ = ':.17. (í f t1's \;e r:· not done, t!::.: 1 e en·:: c-d ~º vc:oc1!y -;:ror 
cocJiicJent could í11J: be rc·alind) T!·,r:'l ¡}->(.: !í.l'1ókr fur>ct:o.l 1)[ thc: U''l:P-'~''·~tor wJ,,;_!1 
cO:ISISis of \he !ead nctw,)r\.: Jf\d 1:-:c <;;,·,;:¡l,fi.:r bccomc~ 

, s+t-41 0227,·+1 G (>i = (4 •7\--------- --~ --------
,, ···'s-,-1(-;4 0054¡-~J 

The rnagniturJc curve and ¡;hase-3ns1e curve for G,(¡CI)) ~:re ó"cv.n ;n F:g. 10-16. Thc 
compcr~satcd system h:~s tl··e fo!low;r.g opc'1-loo~ transft:r íuPétlon: 

•} 227s -+- 1 20 s - 4 4i 40 
G r~)G(s) = ------- ----- -= r4 17)------ ----

,, 0.054s -;- 1 s~O.Ss + l) ' · s -;· 1 '~.4 s(s + 2) 

Thc so!id curves 1n Fig. 10-16 shm·, the mr.gn:tudc cu·v.: a1d ph.lse-<:ng1e curve ror the 

Fig. 10-16. Bode diagram for 
t~e con'p~nsalcd systcrn. u 1n rcc/sec 

compensated s~stcm. Thc ka..l compensator causes thc gJin crossmer frequcncy to in­
creJse from 6.3 to 9 rad/sec. The mcre:1se in 1h1s frcqucncy mcans an incre:lsc in band­
W!dth. This impltcs an incre.-se in ¡l-,c sp.:.?d of response. Tl:e p'1.1se and pm nurgins are 
seen 10 be appro"\imately 50° and +:::e db, rcspcct¡vely. The compensJted sy~!em sho·,\n 
m Frg. 10-17 1herefore meets both 1hc steady-st.l!c ::md the rc 1.ltiVC-stJbilrty rcq::irc'l·cnts. 

~ote lhal for t~ pe 1 S)Stems, such ::1s lhc S}~tcm just co'lsitkred (w1tl1 trc v:JIL•cs 
considered here), lhe v:1!ue of the sta11c \Cioc,ty error coctlic•em K, 1s mere\) t'1c \alul! 
of thc frequcn.:~ conespondl!lg lo lhe int<:rscctJOn of thc 1n:t•al -:0 Jb',1~c.H'e s1,,¡c 
J¡pe :lnd tl1c 0-db lrnc, ;1s shown in F1g. 10-16. 
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F1g. 10-17. Com¡:cnsatcd system. 
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Fi¡;. 10-18. Polar plots o! the uncompensated and cornpensc.ted open-loop 
transfcr funclloa. (G. uncompersaled system, G,G: compensated system.) 

Chap. iO 

Figure 10-J 8 shows t~e polar plots of G(;w)(v,Jlh K= 10) and of G,(Jw)G(júJ). From 
1g 10-18, \~e see that the resona¡.t frequcn.:y of the uncompcnsated system is about 
rcct!,cc and th:!t oí the compens.:ttd s;stem •s about 7 r;:;dfsec. (This also ind,cates 

1..1' th~ t\2n~.:h ... "(hh h~~ bc:en ¡~-~..::·t~.s· ... d) 
J'"rom Flz 10-18, '-'·C find tl_·_¡ tfJc \al Le of lh¡; rcsorJi:n! pea\;.,\!, for the uncomoen-

' 
,;~d S)Stem w!!h K o_.,_ lO is 3. 1 he \Jhlt of ,H, for :he cornpers::t~d S)stem íS founri to 

-~ 1 :9. T'''" c1(z,.rly sl'lows that the con•pc:·~s;.,ed ~ystcm he:~ .mpro\·-:d relat¡\e stab1!Jtv. 

~v'te 1h .. •. t.~ value of .\f, may be obtL!Incd c:::s1:/ by tr::o.sfer;•rg t':e d:H2. from the Bode 
'.agr:::m lO the r..:;chol's chart. Sce Exuro¡Jle i0-4.) 

)ce. 10-4 

phnse m.nzin, we must t:sc a v~.:ry smnll vc: 1u1.. for ::x Tll1.0 vn~t.;c oí a, ho\\cver, sl1'lli!d 
not be smalkr than O 07 nor should the m<P'Írnurn p!1<t'>C !.:z:d ~'"be mc,rc than 60° 
beca use such valucs \vil! require .1n ~~ddlt!onal gam of cxce)S!VC valuc. [lf more than 
ó0° 

1
s needcd, two (or more) lcad networh may be uscd :n scnc~ with an lSOh!ting 

3.!npllfler.] 

10-4 LAG C0:'\1PENSATIO.N 

Lag nct110rks. Figure J0-19 (3.) ~hows an electrical lag network. The name 
"lag ncti\Ork" comes from the fact tJ,at wbcn the input vo!ta_sc e1 is sJ:1UsOlda1, the 

e, 

<>·--'----

(o) 

.r::\~ 
12 ¡l::::Si 

T 
T r----l 

1 t 

t,(J~ 
l 
' i 

(b\ 

Fig. 10-19. (a) Elccn•c;;l lag net "ork; (b) Mecha meo:! lag network. 

output volta6e e
0 

is sinusoidal but lags the input by ar, ang1e which is a íunction of 
¡he frequency ofthe ¡r,put sJnusOJd. The complex 1mpedances Z 1 and Z 2 are 

Z, =R.+__!_ 
- • Cs 

):;e transfer function between the outp:.:t voltage E 0(s) and the input voltage E,(s) 

is gJ\'CD by 
E 0(s) Z 2 R-Cs + 1 
7:.fi) = Z 1 -:- Z 2 = (R 1 .; RJCs + 1 

Dd1ne 

Then the trJnsfer function becomes 

o o 
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Figu'rc 10-19 (b) shows a mechanicallag nctwork: lt consists o'f a spí-lng aÁd 
two dashpots. The dilTerential equation.for this mechanical net\\ork is 

J 1x0 = k(x1 - x 0) + / 2(x1 - x0) 

Taking the La place transforfils of both sides of this cquation, assuming zero initial 
cond1tions and then rewriting, \\'e ·obtain 

X 0(s) _ J¡s +k 
~Y1(s) - (J1 -i- f 2 )s + k 

·fls+l 
k ' 

If we define 

tben tbe transfer function Xc(s)fX¡(s) becomes 
. 1 

X0(s) Ts + 1 1 (s + T) 
· X1(s) -= ]JTs + 1 = 7f + l_ 

. , .· s pT 

Cbaracteristics of lag net\1orks. A lag ne~work has the following transfer func7 
tion: 

, . - , .. (-S + _!_·) 
Ts+ 1 ·. · 1 · T 

.]JTs + 1 = 7f s + h. 
'• 

(ft > 1) 

In the complex plane, a lag network. has a pole at s = -lf(j3T) anda zero at s = 
-1/T. (The poi e is Iocatcd to the rig.ht of thé zero.) . 

Figure 10-20 s,hows a typical polar P.lot of a lag network. Figure 10-21 shows 
the Bode diagram of a lag network whcn p- JO. The comer frequencies of the 
lag network are w = 1/Tand cv = 1/CPT). As seen from Fig. 10-21, the lag net\\Ork 
is essentially a low-pass filter. · · · · 

Lag compensation techniqucs based. on the root-locus approach. Consider th ~ 
problem of finding a suitc.blc compc-nsation network fonhe case whcre the systerr. 
cxhibits S<~tisfactory transient-rcsponse characteristics. but unsatisfactory steady­
state characteristi.:s. Compcnsation in this case esscntiany consists of increasing 
the open-loop gain without appreciably changing the trdnsient-responsc charac­
tcmtics. This means that the rootlocus in.the. neigh borhood of the dominan! closed­
loop poles should not be ch'anged apprcciably, but the open-loop gain should be 
1ncreased as 111uch as needed. T!Jis c:1'1 be :tcco'lli)lished if a lag corripensator is 
pul in cascade with thc givcn fcedforw,:rd !r:lnsfer function. 

• ~ - ! 

!m . 

'' , 
j 

o 
w•-~co w=O 

Fig. 10-20. Polar plot of a lag 
network. 
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Fig. 10-21. Bode diagram of a lag n.!twork'{jwT + l)j(jwftT + 1) with 
p = 10. 

· To avoid an appreciable change in the root lÓci, the angle contribution of the 
·lag network should be limited to a small amount, say s=. To assure this, we place 
the pole and zero of the lag network relatively close together and near the origin 
of the s plane. Then the closed-Joop peles of the compensatec system will be shifted 
only slightly from their original loc2.tions. Hence, the transient-response charac-
teristics will be essentlally unchanged. • . " 

Note that if we place the pole and zero of th.e lag r.e!\\Ork very close to e:J.ch 
other, then s1 + (1/T) and s1 + (lfPT) are almost equal, w~e¡e s1 istheclosed-loop 
pole. Thus 

1 (S¡+ t)l : * S¡+ 7Ft 1 ' ' 

This implies that the open-loop gain can be increased approximately by a factor of 
P without altering the transient-response charactcristics. :r the pole and zcró are 
placed very close to the origin, the va!ue of p can be mace L:rge. Usually, 1 < p < 
15, and p = 1 O is a good choice. 

An increase in the gain means :~n increase in the S!2tic error coefficients. lf the 
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L)pcn-luop trJJISf~r functJOn of the uncomp~'1S3tcd sy>tcm 1s C(s), thcn the ~~~tic 
vclü..:Ity error coe!Ticicnt K. is 

K.= lim sC(s) 
•-0 

lf the compcmJtor is chosen as 

_ , Ts -i- 1 K, (s -!- -~~) 
G.(s)- 1\,¡rt;,~~~ = 73- ------~-

s -L --
' fJT 

(10-3) 

th:n for the compensated system With the open-loop transfcr function C,(s)G(s) 
tl:e stJtlc vclocity error coefficient f.. becomes 

.K.= lim JG,(s)G(s) 
.-... o 

= lim G,(s)K. 
J-.. o 

= K,K. 

T]¡, o 1f the compcnsator is gi>en by Eq. (10-3), then the static velocity error 
c:".:::1C'ent 1s increased by a factor of K<. 

The proccdurcs for des1gning a lag compensator by the root-Jocus method may 
oc stJtcd as follows: (\Ve assumc that the uncompensated system mects the transi­
c::t-r ~sr,)nse spe.cl:=iCJt\ons by simple gain adJu>tment. If th1s is not the case, refer ' 
!o Scu•c.n 10-5) 

l. Draw the root-Jocus plot for the uncompensated system. Based on the 
'ranslcPt-response spec;!ications, !acate the dom1nant closed-loop poles on the 
root ~ocus. 

2 Dd~rmine the open-Joop gain by use of the magnitude condition. 

3 Ev,:lL;,lte the particular error coefficient spccíficd in the problem. 

-+ D;::term1:1e the amount of increase in the error coemc1ent necessary to satis­
f'y thc ~_;Jecifications. 

5 D~tcrr>1inc the pole and Lero of the lag network which produce t~1e neces­
s::ry jr¡c_rcase 11·, the parlkular error coefficicnt without appreciably altering the 
or,g;ra.l root loc1. 

6 Dra1v a i1CW root-locus plot for the cornpensated system. Locate the de­
Slr2d COP1inant closed-loop polcs on the roút locus. (lfthe :J.Pgle contribution of 
the lag nctwork is very s!T'all, i e, a Íc">> c1egr'-c\ tben ~he onginal and ne\\ root 
loc1 ::re 2lmvst h~cnti.:J: 0!\1tr\VJ~e t 1J:..rc ,~, dl be a -,1¡ghr discrcraqc; b~tv~cen 
tl'~.n TLcn lo:;:te, or¡ ¡1,.; n~~w root locus, thc de:,;red dondPJnt clo~cd-loop 
f'ü1~s b::~~J o.1 t 1:e tr,¡n,¡cnt-J(..>porse s;)c<:,ÍiC'i!Íons) 

7. :\l 1 1 ~.>l the ga111 of tre 3.Infl!Ificr i10n1 \ilC n:a,t_;TJÍtuJe COndl!ÍOn that the 
dom:•J.li~l closed-loop poles J,e at 1hc de\llLd 'uc2c'Lll1 

¡_-,,)111,",¡,. 10-J Cons•Jcr the s;stCJ!1 ~hown In f:g 10-22 (,\), r-e fc~CfOn\3fd trc.nsfer 

o 1 06 
o 

F1¡:. 10-12. (a) Control system; 
¡b) roo:-1ocus plot. 
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T~e root-locus p!ot for the system is shown 1n F1g. J0-22 (b). The closed-1oop transfer 

funct,on becomes 

C(s) 1.06 
R~s) = s(s + T)(s + 2D- 1.06 

1.06 
= (s + 0.33 -JO 5S)(s + 0.33~~ 10 SS)(s + T33) 

Tre dcrn·r.::.nt c1osed-loop poles are 

S =- -0.33 ::.:: j0.58 

T!1c .!.-r-é''llg rallo of 111c dorntn:lnt clos.:d-1oop po!cs 1s C =O 5. Thc undarr.j:'cd natur,ll 
frcquc~.::¡ o:' t 1'<: c~':'"r' .. nt closcd-1oop po 1 ~s 1s O (J7 r;oc! ~~·:. T11c stattc vclo-:JI)' crr0r 
co.:'".:tent 1s O 53 sec- 1

• 

]! ,5 ,•csired 10 ¡;-.;:r.?."<:: ¡}¡e st,,t:..: \~loc't) error coe'Tlc,cnt K,, 10 3bout 5 sec- 1 without 

app:~c:2.:,~) cr·..:ng!ng tl--;~ loc~:uon of ~1'1.! CurT111l~int closcd-LJop poles. 
:u r'<::t t ,_ -~ sr-::c:l;_.:ltü'l, kt us J!',s.:r t a lag comp.;n,_•tur, wl1:.:h consJsts of a 1J~ 

l'f..!l\\Ork 2'1C ~~n d¡ltp!~~~..;r, ¡·¡ c.'~~.~~..~~ \\ ~th tt"c gJ\Cn fccJfor\v~rJ trL1nsfcr funcuun. In 
orccr to ¡rc~~-'Se :he s',it'~ \<::!O,'Jt) error co.:1~1c•::nt by a r,:ctor of ,l'Joul 10, !et e~s pl.t.:e 
thc pu!c and zt:ro of t!'e L1g nct\\l1rk. JI s = --0 01 Jnd s = --0 1, Jcsrccuvcly T:1c tr.lns­
ra fu~;;li-:'1 of tl:e :.:g rctworl.;: 1s thcn o 
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'ff~c ~ng!~ '-Ontnbutlon of th:s lab nciv.:ork ;¡e3r a doP1n1c.nt c1os~;J-1oop pc~~c is ~:~nF1d 
S~\ eral de~rr . .;s. (Th1s is abJUi !he m:n;¡,;mm w;: C3n a:Jow) Dcc:ms.:: t!:c ang:c co·1tl!bu­
tion of :J;,s J;¡g net\':crk is not very st;]all, :llcrc is a sm3.Il c.hange in t!->e new rcot 'Dc.us 
r.oc..~r thc d~.r.:-·d do~1J~3 .. :H ~.:lose.C-!oop nolc.s.. 

1:1 orj..;r to accour1 fcr the atte~'Jati('!1 dueto the ia3 ;tet\1/0ik, \\é" c::.~-:3(:~ ~n-arnpl!ficr 

o!,~~·:: 1::. The feedforw:ud tr::n~fer funcuo;-, of th~ compeus;!!ed s;s:c1~1 t~.u bc.:omcs 

"here 

K= 1.06~ 
10 

The block d¡¡¡gram of the compensated systern lS shown in Fig. 10-23 (a). The root-locus 

S+ 0 f j ~] 1> l 1 Q? _ _=ll----r--l>-
IQ{s+ÜQI} J ¡ ' s(s+1)(s+?}_l 

K., =9 25 

(o) 

j..,. 
1 • 
ij 

Ur.comper.scled sysiem ~ 7J~ 
1 ¡1 

Or,,.m~l ~ . .:;sed -loop pole~:" l 
, <c-"-r;ew closed-loop po:e 

Compensoled system-..________ f \ 1 

1 \1 
-------

- 2 
-----'-!(~ 

-1 

(b) 

1 /'o 11! \ 1 

)~ 1 
\~ 1 \l-¡1 

\ 
i\ 
1 

¡:,g 10·~3. (a) Con'pcns:.td ~:,,tun, (b) roct-lncu, pluts for r:~c COi'>;'tn­

',JteJ S)> 1Cill 3nJ thc Ul·compen,u•eJ ~J'te'll 

S-:c. J0-4 CJ 
pJot for Lhe coinpci,53te~1 ~)stcn1 r:L~r tL~.- do;n·n i!'t Lic-;cd-iuon· po1c~ 1s o;hc-.\on :n ·-;\g .. 
!0-23 tb), togcth::r wirl; thr or1gJ,1,tl ruot ío.~us. 1. 

li t1-:c da!nr!ng r.Jt10 of th.2 fiC\V dcm¡r¡:1n1 clo~cd-loop 1'uk~ :.., k~:pt ti"'c ~~1P1e 1 1!-.cn th~ 

poJes .are ob1c.,'lf'd fr.on11he rd~\\/ ro.J·<~~=-~t~ ~-dc-t ~lS follo ... .~~: 

1: = -0,25 +J051, 

1 ht opcn-loop ga1n K :s 

-': ,.,~ --o n - 1a.s1 

K=js(s-;-OOl)'(~_+_!_l~+ 2¡1¡ . ·-=0.9S 
l S+ O.l ,:•--0 H 'JO ,1 

Hencc t~e amp!!Í1er gam K, is 

Thus the compens::reJ <;_¡<;tcrn has the foliow·ng opcn-loop t1ansf.:r function: 

0 98( s + 0.1) ·~ 9( lOs -i- l ) 
G (5) - ---------· -- -- ---------------

1 - s(s + O.O!)(s + l)(s + 2) ·-· s(!OGs + l)(s -1- l)(O.Ss + 1) 
' 

Tne static ve!ocity error coeffic1ent Kv is 

Kv= lim sG1(5) --= 4.9 sec- 1 
s-O 

In the compensated system, the 5tatlc velocl!y error coefficicm has increased to 4.9 sec-•, 
or 4 9¡'0.53 = 9.25 t1mes thc: ongmal value (Thc steady-st:lle error w1th ramp inputs has 
decre:~sed to about ll ~{ of th:it of the ongma·l systcm) \Ve ha ve t:>S.:Ptt..tlly accomplishcd 
the deSt!:ln obJeCtlve of mcreasing the static veloc!ly error cocí11cicnt to about 5 sec- 1• 

(If ''.: w1sh to incre;:¡se t!1e stat1c velocity error coct1bent to C\JCt 1;. 5 sec- 1 , v.e can 
e1ther modtfy the locatiOns of the pole and zero of the lag nctwork or use the present lag 
net\\ ork and choose K e = 9.44. In ¡f)c Jauer case, however, the d:~mpmg rallo of the 
dominan! closed-loop poles 1s less than 0.5. Iñ the present problem, we may consider the 
present design as qune acceptable.) 

The two other closed-loop poles fo1 the comrcnsated S) ~te m :~re found as fo!!ows: 

S3 = -2.31, 

fhe additJon of the lag network mercases thc order of the S)Stern from three to four, 
adding one add1tional pole close to thc zero of the lag network. 13.:cause tbe adllcd poie 
at s = -0137 is cbse to the <ero at s = --0.1, the efTect of thts pele on thc transient 
response lS small. Smce the pole al s = -2.31 is \Cry far from the jw :l\iS compared wnh 
the dommant closed-locp poles, the e!Tect of this pole on tl1c t!.lnSI.:nt response ts a~so 
small. \\'e may therefOic! d1scard, Wtth ltttle error, the clost.:d-!oop poles ~j .1nd s,. The 
conclus10n JS th2.t the two closcd-loop po1~, s 1 .1nd sl :u e truly llOn''Il,l'll onc-;, \\'e can 
predtct ,l fa1ri) accurate rc:sponse by cons'd~rmg only 1!1e c~ominant c'osc~-loop po'es. 

The undamrcd natural frequen..:y uf thc LOmptm:llcd S):>icm 1s O 6rad,'scc. Th's \alue 
lS about 10~~ Jess than thc ong.nal valuc, O 67 r.1cjsec. T!l'S impl1cS tb.n the tr .. ns:cnt 
respons;: of 1 he compensa ted s~ stem JS ~lowcr t han thJ t of t he or1g1 n:1l. 1t \\ !11 ta ~e a ionger 
ume to scttle dm\n. lf ¡l)is can be tolcratcd, the lag compcnsat1on as d1scussed h~rc rre­
scnts a s:>usf;:;ctory solution to the gi\'Cn llc~1gn p1 oblcm. 

F:f',1lly, note tbat t1·e crossing points of thc root !oci of tlle 0ng1P~l :.l'1U of tbe com­
pen~atcd s:sten's \\tth thc}W 3\IS are .lpfllll\1!11atcly the s.l•Pc Th~~ m.:a11~ t!l.lt ¡

1:ecom­
Jcí's.ncd s)s•.::m 1s stdl stab!e, C\Cll 1fthc op.:n-loop g,un IS tnnc,l>l',i L•; .1 f.¡c:or clf .. ~JOt..t 

10 0,-:r ·!·,;: ,-~ ,;·¡,,¡] ,;rit'CJl ,atue. 
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Lag com1:ensation terhniques b:'scd on thc frcqucnc;-rcspon"c approach. The 
ma1y funct1on of a Llg nctwork is to prov1dc :1\tcnu.Jtron in thc lJ1gh-fr..:qucncy 
1ge rn orJer to give a systcm suf1icicnt ph::1sc marg1n. The phasc lag charactcri~tic 
::f no conscquencc in lag comp~mation. 
The proccJurcs •c·r designing a bg compensator by thc frequency-response 

¡)f0:1ch may be st.li~d as follo\\ S: (\Ve a>sumc th,1t the systcm has unity feedback.) 

l. Determine the open-loop gain such that the rcquirement on the particular 
~:rror cocificJcnt is satisfied. 

2. Using the g:J.in thus determined, draw the Bode diagram of the uncompen­
s.itcd system and determine the phase and gain margins of the uncompensated 
sy,tcm 

3. If the spcc¡fic.ltions on the phase and gain Plargins are not satisfied, thcn 
fllhl ;he frcquency point where the phase angle of the open-loop transfer func­
:;o-_ -.; e qua! to -180° plus the requ1red phase margm. The requin:d phase 
;¡'~-~ir. 1s tPe specti1ed phase margin plus soto 12°. (The addition of seto Ir 
,;e-- -,_..:nsates for the phase lag of the lag network.) Choose th1s frequency as 
~h· new gain crossover frequency . 

. ;. Cl.cose rh~ corner frequency w = I}T (corresponding to the zero of the lag 
;,~, ... crK) onf: octave to ene decade below the new gain crossover frequer:cy. 
~_11 \-,,~ I;; 'e consts.nts of the lag r¡etwork do not become too large, the cerner 
·:·:,;11~.1cy c..;= J¡T may be chosen one decade below the new gain crossover 
f¡_·¡~Jcncy.) 

5. Deterfl1ine the attenuation necessary to bring the magnitude curve down to 
O d:, at the new gain crossover frequency. NotiPg that tlm attenuation is 
- :20 lcg ¡J, Jcterrr1ine the •alue of p. Then the other comer freq!Jency (cor­

r;:s;-,octdrng to the pole of the lag network) is determined from ú) o= Jj(j3T). 

r.ll'ple JD-4. ConsJder the system shown in Flg. 10-24 The open-loop transfer function 
~¡;·en by 

K 
G(s) = s(s + 1)(0.5s + 1) 

--~tYL __¡ __ '!______, 1----.----1'>-1'>-

'<--Y-- i S [S -.- 1 )( 0 5 5 + 1) \ 1 L L ------ -- __ J J 
Fig. 10-'2~. Control S)Slcm. 

Jt 1s ,!c~:J<.:d 10 comp<:n~ate thc sy~t<:m so th,~t the st::tic vclocity error codlicicnt K. 
5 ~ec-', th.: ph:>s·~ n1ugm is Jt k.:st ·10°, ::nJ the g:1m n-,,,¡g,n JS at le..1Sl JO db. 

1 he ]rol ot..:;) r· ;he '~~sq;n IS lO :lCJU~l thc g.:m K lO mcct thc rcqU\rcJ ~tat•c velocity 
1nr coál1L:<.:nt. Thus 

O !1rn ;,G(ó) --, lnn ~1 ---;----:--~E_- ----~K= 5 
, , . ,. ,- ,),05s+ 1) 

Src. 10-4 LAG CQ\lPCNSATlON SGJ 

or 

K= S 

Wllh K= 5, the system of F1g. 10-24 satisflcs tbc stcady-state performance rcquiremcnt. 
Wc shall next plot the Bode diagram of 

G(jw) = jw(jw + J~co-:s}w + 1) 

The magnitude curve and phasc-ang1c curve of G(jc.J) are shown in F1g. 10-25. From this 
plot, the phJse margm is found to be -20°, which means that the system is unstable. 

db 

-270° OOL0~4~--LO~O~I--~0~0~2~~~~~~0~1~--~01=2----0~4~06 08 1 

w tn rod;s~c 

rig. J0-:!5. B0de d1~.gnrns for t\-¡c un.::,1mrcns1ted s: s1cm;-- t'le corPp<:n­
S:-!.lor, 2.nd the c .... •n,flC'1S~:.:.~...J S)S~~~n (G urcon1p.:ns .. tc::J S)St~rn. G,: 
c0rr~pensator, G,G. com~cn;;atcd systcm.) 

4 

Lead compensation is r,11ht:r ;neíiectl\e ;n this case. We shall demonstrate the use of 
bg compens:>t1on io n··e.:: the rcquired s¡:¡ec.fications. J'.:ot1ng t!1.11 the add1tion of a lag 
ncll\ork modil'ics the r':.:'se curve of the Boce d1.1gram, \\C must :1.1!ow 5' to 1::?. 0 to the 
spcC!Red pl1ase margin 10 compens::Jte for th~ 111LlJIIicat 1011 of 1~1e ph:-~se cune S!rce the 
frequcncy corresponding to a r!1.1se margm of 40° 1s O 7 r:ld/sec, the new ga•n c"osso\er 

Oal:e.-.cv (of the cop:·¡:_.;5::tcd sv~tem) rnmt be choscn ncar th1s \ ::lue. ln /~ to 3\'0id 
' . - ''----""' <J\erl) 1 ,·~·-.: :m:e consta•11~ !or tPe 12g nctwork, \\C sh;¡'l cho0sc the corncr frcc;LL'r1C) 
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tJ = i/T (wh1ch corrcspoi•d> to thc Lno of :}1,: i:.:~; nctwo¡J...) to be O 1 radlsec s;ncc thls 
co:nc1 frcqucncy ::> not tou f.¡r bc!o•.v th..: ncw r~:·1n crnssovcr frcqucrcy, thc n1od•ficat1011 

111 the ph::sc Lllr\<.: n•,1Y not b.:: sm:.~l Hence wc add about 12° to thc ~:vt:•• pl'a'i~ margin 
::5 :¡ 11 all0\\3IKe to ;;:.:;.ou,,t for !r.e iag anglc 111troduccd by thc bg '1t:t\• . .::·rk Tbcrec¡:.mcd 

1)113~~ n:Jrg1n ts no\v 52'1. l''he pl'25~ ¡l :~f:ie cf t~~c U 1 1COrnpc;-~.;;i~h:J o~::1-l0op t~ ~tnsfer 
f ur·:· ,:.n 1s -l2S" ::t .. e out w = O 5 r2 d/sec So 1\c chucs~ t he nc\1' gJ · ,1 cru~so1 cr ire­
qucncy to be o 5 ¡:¡Jjs~c. To b.ing the magn:tudc Cl:IVC Jown too ct at th S ne ... ga~n 
crosoova f¡ equency, t he lag nel\> ork must grve the neces5ary att·~nu:'!ll•)T•, wh 1c.h, m 

th1s case, IS -:20 db. Hence 
1 

20 !og 7J = -20 

or 
p = 10 

The other corncr frcqucncy w = lj(j3T) (which concsponds to the pole of '~e Llg nct­
work) IS tl"oen determined as 

1 liT = 0.01 rad/sec 

Thus the transf~r func:tiOn of th.: neccssary lag network is given by 

1 .S+ 0.1 
fo:S+o.oi 

The open-!::>op transfcr function of the compensatcd system is 
5(10.s + 1) 

G,(s)G(s) = s(IOOs + J)(s + 1)(-=-o.'"""ss---:--t--1~) 

f1g. 10-26 Log n'"gntuJe versd~ ph.:>e 
p'.:-·s of tl-c tJr.cur'ip..;n!)..!tc:J S)~·lf'1 JPJ 

1'~ _ L.:·'- ;--:rs:~·: ~ ~)~'crn (G: urL~JfJ,,JLíl-

·- ~~:--·e , ;__·_ r: c~..•,l ·~c"s._:cC ::)';:,k:in) 

The magnitudc and phase-ang!e curves of 
G,(jw)G(JW) are also sho,>n m FJg. 10-25. 
Note that t~e effcct on the ph<:se lag of the 
network is ncglig,ble at h1gh frequencies. 

The phase margin of the compensated 
systcm is about 40", wh1ch is the required 
value. Thc gam margin is about 11 db, which 
IS qune acceptable. The static \elocity error 
cod1icicnt is 5 sec- 1, as required. The 
compcns,!tcd systcm, thcrcfore, s:wsfies the 
r~qu1remo.:n:s on both the stcady state and 
thc rc!auvc stab1hty. 

Note tk.t thc new gain crosso\er fre­
qucncy is d<?crca<:eJ from ::!.1 to O S rad/sec. 
Th1s mc,:m d1;:lt the band\\idti-J of thc S)Stem 
ts rcduccd. Thcrefore, the spced of trans1ent 
response of the comp.::nsa:e-1 5)Stem .,.,¡JI be 
s!owcr th:ln tltat of t!•e onginal S)Stem. 

To funh~:r sho1' th: cffc~ts of lag compen­
~.ltion, thc log-magn1tudc H:r:;us ph;:¡se plots 
of th: uqcomp<:nsa!cd s:;.Slcm (wnh K= 5) 
;!nd of t''c: cOI'1pe'1sJted s;stem ;¡re shown 
:•1 F1:; !ü-2(, nc p1ct ofGuw)ck,:rl~ s1iO\\S 

t>t!t 11·\: unt...Oll~;"'c:,s:: c.:d s~~t-:111 is uns,nble. 

o .1CC. ]Q-4 

Tl1e ndd1tron of the lag r.c•work ~.tz.bilrlcs tb~ ~Y't~1n. Th<: D'r't oír. (;C·'\Gt' •ú)) ''> 1-1., .. '1'' \ 'b 1 TI -' - ~ ~) J\.1 ' • "t.(.; '
1 

.. 

tü the lif ·= 3 u ,ocus 'nus the rc>onant )'ral.;. \·:.luc .'.f, :s 3 clb, c·r 1 4, ~, 1~,1 ¡¡,; 5 pc,tlZ 
occurs at w = O~ radjscc. 

In cor.1paring the C0"1pcns:J.tcrl sysrcrn d::,¡gr. •. J l,cre -,,·; h •iut Jc~J~I'tt! 1n Exa;-npi~ 
10-3, \\C r.otc rhat t¡.,c) :~re r~ultc ciosc. Th1s, howcvc:r, P•,,y rn• "•.i.CS<;anly be •ruc :n otllCr 

r2s2s. Con-.¡JCllSJtors l
1L)1gr'cli by ddT\·rcnt I~1,~tboJ~ or by t: fL ... JL.nt Ut...s!sners (..;,l..n ~s~ 

ing the s:1me ap¡::ronc~) m:1y look suffic1cn;ly LliiTcrcr~t. :.ny uf !!•e \\dl-r.:s1sn;:d s;.s<crr.s, 
howcver, will gi>.: SlllliL1r trans1cnt and stcad;-s: llc pcrfoífT~ncc. The bcsi arn,~n; rnany 
a!tcrnauves may be cho>cn from th.:: ccünom1c consldc:rctt,on that tl1c t•mc co~s~J;¡ts of 
the lag nctv-.ork >hould not be too largc since tbe >JLes o! tf<c re;,istors ~nd cop~c!tor 
rcqu1rcd are duectly related to tl;e magnitud:::~ of thc lliT'C: coP,tanb. 

A few commcnts on lag compcnsoiiion 

1. Lag networks are csscntially low-pa~s fllters Therefore, lag compcnsatron 
permits -~ high gain at low frequenc.ics (wl1ich improvcs the steady-statc error) 
and reduces gain in the higher critica] range offrequcnc•c, ,o asto avoid system 
instability. Núte that in l::lg compensation, wc uti!Jze the attenu:ttion charac­
teristic of the lag network at high frcquenc¡e~ rather than the phase lag 
characteristic. (The phase lag charactcristic is of no use for compensation 
purposes.) ' 

2. The attenuation due to the lag network WJII sl-Jift the ga!n crossover fre­
quency toa lower frequency point whcrc the phase margin is acccptab!e. Thus, 
the lag network will reduce the bandwidth of the system and will result in 
slower transient response. [The phase anglc curve of G.(jw)G(jw) is rclatively 
unchanged near and above the new gain crosso\er frequency.] 

f•g. 10-27. Bode d•agram of a cond•tion­
a!!y stJble system. 

db 

-201---__;_-

' ' t;!>>O ', 

'· ---~ 
1 

·"'-+-----,;2----',.<;--:6,__13."":J--""'=J 

w •n raC/sec 
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3. Smce !he lag compcnsator tcrds to integra te thc input s1gnal, it .1cts approx- · 
Ílllatdy as a proportional-plus-integral controlkr. Bcctmc of this, a lag com­
í'ensatcd system tends to become less stable. In on.kr to avo1d this undesirable 
f..:.Hure, the time constant T should be made sufllciently largcr th::m the largest 
ti m~ constan! of Jhe system. 

-t Cond1tional ~tability nny occur when a system having ' .. tuntion or limiting 
is compcnsated by use of a lag compcnsator. When thc saturation or limiting 
t2~es place in thc system, it reduces thc cffective loop gain. Thtn the system be­
come~ lcss stable, and even unstable opcration m ay result, as sho\\ n in Fig. 
10-27. To avoid this, the systcm must be designed so that the effect of lag 
con1pcns:>tion becomes siqnificant only when the drnplitude of the mput to the 
s:Jturatmg element is small. {This can be done by means of minor feedback­
loo~ compensation.) 

-5 ! :\G-LEAD COJ\1PENSATION 

L~ad cornpens.:tion increases the bandwidth, wh11.:h 1mproves the speed of 
;;po•be, ;.;nd 2lso reduces thc amount of O\ ershoot. However, improvement in 
:oc: ~:ate perrorrr:ance is rather smalL Lag comper.~ation results in a Jarge 
_¡:, c.v::-:¡;,e•,t m ~t;: .. cly-~iate performance but results m slower response d'Je to the 

C'J:=td bac~dwidth. 
lf in,¡.;rovcments in both transient and steady-state response (narnely, 1arge 

cre<;~es in t!::e gam and bandwidth) are desired, then both alead :Jctwork anda 
g nelwork rnay be used simultanec'..Jsly. Rather than introducing both a lead 
:I\'.'Crk and lag ne:work as separate ekments, however, it is economical to use a 
~¡g1e lag-le:ld :nemork. The l::;g-lead network combines the advant<:ges of the lag 
,d kad networks. 

r::e lag-Jead netv.ork possesses two poJes and t'.vo zeros. Therefore, such com­
:~·~c•!on increases the arder of the system by two, unless cancellation of a pole 
''-1 ze~u oc:curs in the con.pensated system. 

Lag-~;:;ad netnurks. Figure 10-28 shcws an eiectricai Jag-lead net\\Ork. For a 
r'J:,o;c:J.i input, the output is ~inuso1dal \,ith a phase ~h1ft \\hiel-¡ is a function 
- t::e l'1P~Jt fre'}uency. Tlm p'1ase angle var:es frorn lag to lead as tht: freLJ.u.:ncy ís 

y-o 
1 

1 
E o 
' ! 
! 

' --~ - -C 
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i:KrcaseJ frorn ¿ero to ir.:m1ty. Note that pha-,c k.1d .1ml l:!g occur in d,fferc••t 
frcq uency bands. 

Lct us obta,n ¡1¡e tr::tnsfa function of thc lag-lead m:· work. The complcx impe-

dances Z 1 and Z 2 are 

The transfer function bet\\cen E0(s) and E1(s) is 

E0(s) Z 2 (R 1C1s-\- l)(R 2C2s + 1) 
E,(s) = Z 1 +z--; = (R 1C 1s + l)(R 2C~~) + R~C2s 

The denominator of this tr-ansfer function can be factored into two re:~.J terms. 

Let us define 

R 1C1 = T 1 , R 2C2 = T 1 

T 
R1C, + R 2C2 + R 1C2 = ¡} -1- [JT2 (fJ > 1) 

Then E0(s)j.l:.)s) can be simplified to 

E0(s) _ (T1s + 1)(T2 s + l) 

E,¡_s) - (!js + ! )CfJT-.s + 1) 

( 

¡ '\ ( 1 ' 
S -f- 'j~~) S + i~) 

= f\s + J_ J (s + _i_) 
1 1 , f3T~1 

CbarJcteristics of Jag-lead neti\orks. Consider the transfer function of the 

lag-lead net\\ork 

The first term 

1 s+-
___L_ = _J_(T, s + 1) 
S -!- fl fJ J! S + 1 

(jJ > 1) 

prode.:es the effect cf the lead net\', ork ::~nd the second ter m 
1 

S ...L _:_ 

--~ = p(J2s + 1) 
• , l ]3T2 s + 1 

_, 'flT1 

(/3 > 1) 

produces the effect of t~e lag net\\ ork. 

O Figure 10-29 S~O\\S the polar plot of the lag-1c.\d nct\\Ork. lt cr'J see~ that 
rO< c:J < w. tr,e retwork acts as a L1g ncti\N\, 11 h• 1e for cu 1 <u.~< e-·'! ::!cts 
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as a lead ndwork. The frequ:...ncy w1 at 
'"lliCh thc phase angle is zero is 

1 
W¡ = ..JT¡ T,_ 

Fig. 10-2:1. Polar plot of a la¡;·lead network. 

F1gL.:re 10-30 shows the Bode dia­
gram of:~ lag-lead network when P =JO 
and T 1 = 1 OT1 • Note that t!1e magnitude 
cune has tl1e value O db at the low­
frequency and high-frcquency regions. 
This is because the transfer function of 
the Jag-lcad network as a \\hale docs 
not contain Pasa factor. 

10 

~ / 
~ V 

1 

o 

db -10 

-20 

-30 

o 90 

1~ 
~ / o o 

~ 
. -90 
COOI 
T 

1 

1 
001 
r; 

_ _, / 
01 , 
r,- Y," 

.., in rod/sec 

Fig. 10-30. Bode d1agram of a lag-ledd network. 

•o lOO 
~ 7;" 

(;wT1 + l)(;wT2 + 1)/[[(JwT¡f{J) + J](;eu[JT2 + 1)) \\Íth p = 10 and 
Tz = IOT1• 

Lag-lead compensation techniqut.s ba~cd on thc root-locus approach. The 
procedures for designing a Lg-~c:Jd cornpcnsJtor m..~y be stated as follows: 

J. From the gi\ en performance ~peclf!cations, determine the desired Jocation 
for the domin:wt closed-Joop paJes. 

2. In order to have the do'lliflant closeJ-Ioop po!cs at the desircd locations, 
C:!lcu]¿¡r; the angk contribu!ion 9 ncedc:d from t~1e phase Jcad portian of the 
lag-leJd network. 

3 L.'s•ng tk follo\\ing tran:fer functJon of thc la;-le:1d compen~ator: 

o '>CC. JI).) 

(s + 7\-)( 1' + i- \l 
G,(s) = 1-¡f ll K, 

\s+T- s t-[J--r- 1 1 l 

determine the con~tant K, from the requircmcnt on thc p;¡r!ic;!lar ..-:rrnr cocf­
ficicnt sp..-:cdied in the Jc~ign probkm. 

.f. For the 1ag-k:1d compcn-;;¡tor, \\C choo>e Tz sunici~.:ntly I:Jrgc >O thdt 

1 
s, +-

Tl 
1 

,s~ + J{Tl 

¡~ ,1pproximately un1ty, where s =~ s 1 is onc of the dominant closeJ-Ioop poles. 
Determine the nlues of T, and ¡3 from the requircrncnt~ that 

'• + tl¡K,G(>,)I ~ 1 

S¡ -f- --~ T, 

5. Using the value of p just determinl'd, choose T2 so that 

l S¡+--
T, =--'= l ---.-, ..... 

S¡+ 11r; 

/

s¡+_!_ 
o< ~l < 30 

t S¡ -f- p'f'; 

The value of ftT:, the largest time con>tant of the L1g-kad net\\Ork, shoulJ not 
be too large to be physically realized. 

E.wmple 10-5. Cons1der the control S) st..-:m 
sho\\n 10 Fig.l0-31. The feedfon,ard transfer 
function is 

4 
G(s) = s(s + 0.5) 

This system has closed-loop po\es at 

S= -025 :.::jJ.98 

4 

s(s + O 5) i 

J"i:,:. 10-31. Cunuul syst.:m. 

The dJmping ratio ISO 125, thc und,11nr.:J n,\lural frcqucncy !S 2 r:J.d;'s.:c, .wJ t''e st:J.tic 
\elodl) error coci11ci.:nt 1s 8 sec- 1

• 
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lt 1s dc·mcJ to 11\Jke the Jampmg r:-ttio of the domin:1nt c.loscd-!oop polcs eqtd to 
O 5 :1nJ to ¡n.:I<.!:l~e the unJ:1m¡ed n~tural frcquency to 5 rad/sec and the stat!C \'elocity 
enor coc!11.:Jcnt to 50 sec- 1 • D.:sign an appropnate compe!lsator to rncet all the pcrfor­

m..Jn.:c >P•.'CJf1catl<':ls. 
f¡,;•n tl~~ pcl<:-"'Yt.11Kc s;·;:.;¡f~_atiOI:", tl:c ¿or.~1nant clos~.:d-loop poles must be 

S = --2 50 ~-: )4.33 

Sin ce 

1 ___!_ 1 = -235° 
~Jl,,=-2 SO+J4 33 

:be phJse le:-td pot !Ion of the lJg-lead net\vork must contnbute 55° so th:l.t the root locus 
p3s,es throu:;h thc dcs1rcd locatJon of the domtnJnt clo-;ed-loop poles. 

~ 1-~ l:1g-lead compensator has the tran~fer funct lOn 

(

S + _!._) ( S + l_ ) 
G,(s) = ----7 ~ K. 

s + T
1 

s + ftT2. 

Ti:us the compensated system wlll have the transfcr function 

·:;-]- · s:¡l¡ic velocny error coefficient then:fore becornes 

K. = J¡m sG,(s)G(s) = lJm sK,G(s) 
1-0 1-0 

Tk requ1rement on the stat1c veloc¡ty error coefFic¡ent 1s K. =50 sec- 1• Thus 

Hence K, is 

K" = lim sK,C{s) 
•-O 

l
. s4K, 

=un-----
1-o s(s -. 0.5) 

= 8K, =50 

K,= 6.25 

Tr,en::fore, tre compensJtcd s;stem 11 illllJ\ e trc opcn-loop transfer function 

fs ~- ,!_1( s ~- _l_ \ , __ __rt r~ l 25 
G,(s)Gp) - ~ f3 1 } - ..:.. 0 _) . . s(s . .) s--r-,-¡s.,--

Tl' flTl 

: 1 

o 

~ce. !0-5 '.AG-LEAD CO~II'[NSATiON 51! 

>[ w~ ¡cqu1re that the closcr\-loop voks l1c at ~ = --2.5 :t ;4.33, thc m.tt;nJtudc cond1tlon 

beco mes 

\ Gc(s)G(s) !,~-2 s +J4 3 3 = 
1 i 1 1 1 S+ T ¡,_25_1 = S+ 7~ , . ..? .. = 1 
/]\,s(s-;- 0.5)lp-l S+J4 33 \-------¡¡-14.77 

S + -- 1 S -!- J'-
~ ~1 

:::1d the angle cond1tion becomes 

S+ _1_1 
___I_¡ = 55° 
S+ j}_ 

L._ __ T_,_ 1a-l 5+/4 3) 

lt is a simple matter to graph1caJ!y determme the values of T1 and P th!tt 5atisfy these 
rn::lg:HtuO:e and angle condltJOns. Rcfernng to F1g. 10-32, we CJn easiiy iocate points 
A ar;d B so that 

PA 4.71 
'j?JJ- -5-

\ l jwt 

1 ¡,. 

1 

-6 

8 
)( 

1 ·~ t~· 
J ~--->-..._ 

~ 1 

.----l·l t-'' 
Fig. 10-32. Rcot-locu~ p!ot of the comp~P;ated S) slem. 

G :-~·' ,,2,:ly, fr0m F1g. 10-32, \\c obtain 

AO = 0.5, 

Hencc 

o --- -05, T¡- -#- = -5 
1 

2 tT 

o 
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Thus 
T 1 =2, f3 = 10 

Thereforc, the p~1:1se lcad portJOn of the h:1-lc:od m .. two1k bccomes 

S -;- 0.5 
s+5 

For the phase lag portian of thc lag-lcad nctwork, it is rcqoired that 

lls+h_ ~t 
1 -;-

S+--­
J0T2,1~-2.5+J4.H 

0< 
S+_!_ 

T2 

To s:ltlsfy these relationships and, at the same time, to assure that the largcst time 
constan! (IOT1) of the lag-Jcad nctwork is not too large to be physically realizcd, we 
choose · 

T,_ e= 10 

Then the transfer function of the lag-lcad com~ensator is 

G,(s) = (ss++055)(: :o%\)(6.25) 
anJ the compensated system will have the open-loop transfer function 

G ( )Cf) _ (s-i- O.S)(s + 0.1)25 
'

5 ,s - (s + 5)(s-;- O.Ol)~(s + 0.5) 

_ 25(s + 0.1) 
- s(s + S)(s + 0.01) 

Because of the cancellation oí thc (s + O 5) terms, the compensated system is a third­
order system. (!\1:J.themallcally this canccllation is cxact, but practically such cancella­
t!On will not be exact beca use sorne approx1mations are usually 1m olved m denvmg the 
mathematical modcl of the system and, as a result, the time constants are not precise.) 
The roct-locus plot of the compcnsatcd S)Stem is shown in Fig. J0-32. 

Bccause the angle contributlon of the phase lag port10n of the lag-lead network is 
qune small, there is no apprec1able change in the loc.:tiOn of the domirant closed-Joop 
poles from the des1rcd location, s = -2.5 ::::: )4.33. Thcref01e, the compensated system 
mcets al! the regu1rcd performance spcciflc:;tiOns. The tlmd closcd-loop po1e of the 
cu•npcnsat.:d system is located at s = -0.102 S mee th1s closed-loop pok 1s \ery clase to 
t11e zero at s = -0.01, thc cffcct of th1s pole on the response is relati\Cl) small. (:--:ote 
ttJ<:t, m general, 1f a polc anda zcro lie el ose to each oth:r on the negatl\e real ax1s near 
t~·.e orig;!"l, tl 1en suc:h a pole-zero wmbination wlll ) ield a long ta1l of s;nall amptnude in 
the tr:::ns¡ert response.) 

Tbc un:t-stcp response cun~:s and un1t-ramp n:spoPS:! cunes 1:-cfo~c and aftcr com­
pens::uon ar..: ~hm\n in F1g. 10-33. 

E:wmple 10-6 Cuns1Jcr the control ~ystcm of E~~mple 10-5. Su;:¡;:)QSC t!-:::t tl'e static 
\clocl') error co~:J'~c•~nt 1s to b:: cO scc.- 1. Th: c;''c:r sp.:c•fic:nwr.s r<:T..:In t11c sJme as 

1 ¡ 

Sec. l 0-5 ¡_;.C-1 l. \•) C(J\Il'l '~-;;\ riUN 

t 
15r 

l 
1 

........_ CoiT'~r;nsoled 
syslem 

o 

0~------L-------~2------~3------~4------~~-~ 

1 

3 

3 
a. 
3 
o 

2 

Steody- >loie error 
al ur.compensoted 
system ,. O 125 

Comptnsoted 

----S:eody-stole error Fig. 10-33. Transient re­
sponse curves for the un­
compcnsated system and 
the compcns:lled S) stem. 
(a) Umt-step response 
curves; (b) unit-ramp re­
sponse curves. 

of compenscted sys,em =O 02 

2 4 5 

those g1\en in Examp1e 10-5. Namely, the damping rallo and the undamped natural 
frequency of the dom1:1ant closed-loop poles are givcn as O 5 and 5, respecmely. Dcsign 
an appropriate lag-lead compensator. 

The requirement on thc stat1c \ clocny error coeffic1ent is that K. = SO sec- 1• This 
results in 

K,= JO 

The time constant T1 r:nd the value of p are dctermmed from 

. 1 1 
s 7 T1 ,, 40 1 = 

, f3 •¡s(s + 0.5) :•=-2 s.¡c Jl 

S- T~~ 
1 

s+-
______I_¡_ 
S -j- f3._ 

.__ ___ T__,_ !•= -2 ', Jc JJ 
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1'' 
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Chap. 10 

Fig. 10-34. D~termination of 
the demed polc-zero iocation. 

rerr.'· w F1g. 10-34, we can eas1ly locate points A and B so that 

PA 3 
{:IPB = 55°, pjj =S 

AO = 2.4, BO = 8.3 

1 
T 1 =lA= 0.416, ft = 8.3T1 = 3.45 

e pnase leed portJOn of the lag-lead nctwork thus becomes 

S+ 2.4 
S -¡- 8.3 

for tl-.e phase lag ponion, we may choose 

Tl = 10 

us, the lag-lead compensa•or becomcs 

G,(s) =e }~~)(/-r~0~0;9)(lo) 
e com¡;ensated system will ha-.e the opcn-loop tran~fer function 

~ (s + 2 4)(s + 0.1)40 
G,(s)v(s) = (-¡:--

1
_ 8 3)(.s -:- O 029).s-,-(s'---t--,0.-.5=) 

::> canceliat 1on oc:curs in tlns cJse, and the comptns,Hed system !S of fourth order. 
·c.>use the angle contr1bu•Jo'1 oi the ph:"tsc l.:.g pon:c.n of th bg-lead network JS quite 
-,~11. the commJnt c'osed-loop poles ;¡re loc:~.ted \ery nc ... r u.e '.ks1rcd location. 

T!•t: t\\O ot'Jer clo~ed-loop po!es are obta:ned as 

S= --0 09, S = -3.74 

nce the clcsed-loop pole at s-= --0 09 and zcro ..11 s = -0.1 almost cancel each other, 
~ L 'Llt 0r th1s clo,~c-loop pok ~~ \.:ry sm.dl. The rcm,unin'g closcd-loop pole (s = 
-: ~,, , :e·~· .,._'·Ü'c 10 tb.: l<:ro .11 s '~ -2 ~. <!ru th: df.:ct of th:s closcd-Joop pole 
-. ,· ~ ·.rJ:,-: v1t ·~o;;;c•JSé ",:1! .::;.:.:111 be n:l~i:v.:ly sm.ill. Th: ¡:o!cs at s = -2.5 ±J-i 33 
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J"ag-Jcad compcnsation ha~cd on thc frtc¡m·ncy-rco,pon'>c npproach. Thc d~.:'>:•~n 

of a bg-lead compensator by thc frcqucncy-n.:~pon'>c apprc :.~c.h IS ha"cd on thc c.o1:1-
b1nation of the de5ign tcc.hniqucs discu;scd umkr lcad compcnsation amll.:g com­
pcnsation. The value of a. for the lcad nctwork mu~t be cqua! to thc rcciproc..d of 
the v:1lue of f3 for thc lag ndwork. If a. 1s choscn to be 1/fi, thcn wc may '>imply 
combtne the individually dcsigneJ JeaJ and lag compc'1sator~ to produce tl1c s1ng!e 
Jag-lead compensator. 

The phase lead portian of the Jag-lead network alters the frcquency-response 
curve by adding phase !ead angle and increasing the phase margin at the gain cross­
over frequency. 

The phase lag portien of the lag-lead network provit~es attenuation near and 
above the gain crossover frequency and thcreby allows an íncrease of gaín at the 
low-frequency range to improve the steady-state performance. 

We s!1a!!J!Iustrate the detai!s of the procedures for des1gning a Jag-lead com­
pensator by an example. 

Example 10-7. Consider the unity-fecdback system whose opcn-loop transfer function 
is 

K 
G(s) = s(s + J)(s + 2) 

It is de~1red that the static ve1ocJty error coeffic1en! be 10 secl, the phase margin be 
50°, and the gain margm be JO db or more. 

Frorn the regUJrement on the static velocity error coefiicient, v.e obtam 

K - ¡; G()- r sK - 10 
•- .~ s s - }~ s(s + J)(s + 2) -' 

Hence, 
K= 20 

We shall next draw the Bode diagram of the uncompensated system \\ ith K = 20, as 
sho\•n m F1g. 10-35. The phase margin of the uncompens:J.:ed system is found to be 
-32°, which 1ndJcates that the uncompcnsated systcm is unstable. 

The ncxt step m the des1gn of a lag-lead compcnsator is to c1oose a new gain cross­
over frequency. From the phase angle curve for G(jw), we not1ce that fG(JW) = -180° 
at w = l 5 radjsec. It is comen1ent to choose the new z:::m cro~sover freguency to be 
1.5 radjscc so that the phase lead angle reqUJred at w = l 5 rad,'s.!C 1s about 50", whtch 
JS c¡u¡te poss1ble by use of a single lag-lead network. 

Once we choose t\-¡é g~in crossO\er frequc.:ncy to be 1 5 r::d.'sec, \\C can determine the 
corner frequency of the p:usc lag p0rt:on of the l::Jg-lead r.eti\Ork. let us choosc the 
comer frequency w = I¡T~ (wh1ch corrcsponds to the ze~o of ;h,~ phase l.1g portion of 
tre r,eti\Ork) to be one decace below thc new gam crossO\er frequency, or at w = 0.15 
rad/sec. !.ct us choose 

p = 10 

Then the cerner frequency w == l/j3T2 (wh1ci-J corrcsro~ds to the pole of the phase lag 
pon,on of the net'>'ork) becomes w =O 015 radisec. Thc !ransfcr function of tl1e phJse 

opOrtiOll of the Jag-!cad network then b..:comes o 
1 

s + 0.15 = 1 ~_§_7s +! 
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u 

.., rn rod/sec 

Fig. 10-35. Bode diagrams for lhe uncompcnsated S}>tem, lhe compen­
sator, and the compen,at.:d system. (G: uncomp~"5Jled s;stem, G,: com­
pensator, G,G: compensate'd system.} 

Char JO 

The phase lead portian can bl.! dctermtred :.lS fol'm~s: Sin.:e ll'e new gain crosso\er 
fíeqL•ency is w = 1.5 radjsec, from Ftg. 10 35, G(jl.5) b found 10 be 13 db Hence tf lhe 
bg·

1
cad nctwork contrtbules -13 db JI w = 1.5 rad,\ec, 1'1en lhe new gain crosSO\Cf 

frcqucncy :s as destred. From thts r~qulft::ment, 11 ts posst~\: to dra\\ a straight ltne of 
slo;:t: :o Jb/decade, p;;ssing lhrough 111<.: potnt ( ·--13 db, 1 5 raJ 'sec). The m:ere;;ections 

of 1'1•s ltne and the 0-db ltne and -20-db lmc d.:tcr•n•n..: t~e corner frequenctes. Thus 
t'le con:..:r fn .. c¡uenctt:s ror 1he l.::1d pottvn .ne w =O 7 r.l,>':o•:(· ,:;nc w ~ 7 rad,lsec. Thus, 
the tr.:r"r..:r fu·-·:tton of the kad portton of thc h!g-h:.td ~-~:v.orl, becomes 

s + O: 1 ( 1 43s : .. 1 ) ---- - --- ----
l 1 7 -- 1 o \0 14 ]} i- 1 

o 

1 

1 
¡ 

¡ 
¡ 
1 

Scc. !0-6 

Fig. 10-36. Polar plols of the 
uncompcns:~ted sys1em and 
the compcnsated S)'Stem. (G: 

uncompcnsa1ed sys1em, G,G: 
compensaled system.} 

-8 

:-.17 

-5 

-6 

-7 

-B 

Combinmg the tr::msfer functions of the bg and lcad portions of the r.etwork, we 
obtain the transfer funct10n of the lag-lead compensa ter 

( s + 0. 7) ( s + 0 15) ( ~ 43s -t- 1 ) (6 61s + ] ) 
s + 7, s + 0.015 = O !43s + 1 166.?s + 1 

The magnitude and pl-¡ase-ang1e cunes of the 1ag-1cad compcnsator just designed are 
shown m Fig. 10-35. The open-loop transfer funclion of 1he compensa1ed sys1em is 

(s + O 7)(s + 0.15)20 
G,(s)G(s) = (s + 7)(s +O 015)l(s + Í)(s + 2) 

_ 10(1.43s + 1)(6 67s + 1) 
- s(0.143s + 1)(66.7s + l)(s + 1)(0.5s + 1) (10-4) 

The magnitude and phase-ang1e curves of the system of Eq. (10-4) are also shown in 
Ftg. 10-35. The phase m:Hg:n of the compcnsated system 1s 50", the g.tin margtn is 16 db, 
and 1he static velocity error coefficient 1s 1 O sec- 1• All the requtrcments are therefore 
mct, and the destgn has been comp1eted. 

Figure 10-36 s!"lCIIS the polar p1ots of the uncompensatcd S)Stc:m and comper.s:~ted 
system. The G.(jw)G(Jw) locus is tangcnt to thc ,\/ = 1 2 ctrc~e :~t Jboul w = 2 r,!d,'sec. 
Clearly, this mdtcates lh31 1he compens,l!t:d sy~tem has satJsfJctory relallve St.l~;l;ty. 
The bandwtdlh of the compcns3ted system is s1tghtly 1;.¡rgcr thJn 2 radjscc. 

10-6 SU\1\1-\RY OF CO~TROL SYSTE\1 CO\IPC~S.\TIO:"rr 
\IETHODS 

In S-:ctions 10-3 t 1Hough 10-5, '~e h.t\'C prcscnted dct.uled pr,occ¿t:rcs lor 
._:~~·grÍi•1_g !c.H.J, IJg, ,¡nJ 1.tg-Jc;¡J CO!llpt:tb,I!Or5 b) li~C 0f Sllllpk C\3mp1;:s. A S.l!:~-
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1ctory lksign of a compcnsator for a givcn sy~tem will rcquire the creativc 3pplica­
on of these bas1c design principies (Rcmember that there JS a we.1lth of liter.tture 
n t!'e dc~ign of complcx control systerns, and the readcr m;¡y \\ 1sh to refcr to them 
H any specific pro:;icms he might face.) 

Cornp.uis8r: of lc'ld, bg, :JnJ 13;;-lead cornpcnsation. 

l. Lead co•npcnsation achieves the dc~ired rcsult through the merits of its 
phase lead contribution; whereas lag compensation accom plishes the result 
through the merits of its attenuation property at high frequcncies. 

2 In the s domain, lead compensation cnables us to resl)ape the root locus and 
thus provide the desired closed-loop poles. ln the frequency domain, lcad 
co'np-:nsation Jncreases the phase margin and bandwidth. Large bandwidth 
mt.,:.ns reducuon in the settling time. The bandwidth of a system With lead 
c.o :J.:nsauon is a!ways greatcr th;:¡r¡ that wlth lag compensation. Therefore, 
Ji L.rge bandwidth or fast re~ponse is desired, le;:¡d compensatlon shouid be 
~- )::,yed Jf, however, noise signals are present, then a large bandw1dth may 
not 2>e d<?sJrable since it makes the system more susceptible to noise signals 
Le:~u3e- of ÍPcrease in the high-frequency gain. In such a case, lag compensa­
t;u;: sl!ou id be u sed. 

3 L::J.!:; COP'pen:oallon improves s:eady-~tate accuracy; however, it reduces the 
c::rc1\l'¡::th lf rhe rc:Juwon of bandwidth is too excess~ve, the compensated 
S) o,IEP! will exhibn sluggish response. If both fast response a;-¡d good static 
2c...:m:cy a~e dcsired, a lag-lead compensator must be employed. 

4. Lead compensation requires an additional increase in gair1 to offset the 
s'!enuation 1nherent in the Jead network. This means that leal:! compensation 
\'- ,n rq:.me a Jz,rger gain than that required by lag compensation. (A larger 
ga:n_ m mosr cases, impl!es larger space, gre:J.tcr \\e1ght, and higher cost.) 

)_ Althou;h a large number ofpractical compens~nion tasks cnn be C!ccomplish­
('~ \>'Íth lead, íag, or lag-Jead networl:s, for compllcated systelT's, simple 
::;::;~T::-ns3t:on by u;e of Lhc~e networks may not y1eld satisfactory rt:'5Ults. Then 
.:Lfícer~t comp.:nsators having dlfferent pole-zero coflfiguratJOns must be em­
¡::::J~ed Note thJt once the pole-zero confi~u1 :Jtic.n cf a compensator has been 
s_;Jec.J-:ed, the necessary pa~sive n,:twork may be re,:1lzed by use of standard 
J'cc\1, ork syntht~l~ techniques. 

Canccll..ttion f¡f unde~irable polcs. Smce tl'e transfer fL:nction of elements in 
bC.!Ct: is t11e prc,>'Ll of tl -::1r JrdJ\JJ\ 1 ..!1 tr~,n<er fu'1CllO'iS, it :s poss1ble to capee! 
)rcc u·¡Je~n..:ok :'o~c:s or zcros b:, pl.tcií:g :t um• 1,en~.!ting eiement in cascade, 
¡¡h its poL_, .::ld ztros bc:1n~ .llljustcd to ctnccl the undesir~b!e po~es or zc:ros of 
~e orig1nal sy,tcm For t:\<.!mple, ,¡ l.tr5c tPJJc .:on:,tJnt T1 may be canceled by use 
[ the le ~J nct'.'.ork (T1 r + l)/(1'2s :- l) ;_¡<,follO\\ S: 

Scc. J0-6 

fig. 10-37. Sicp-r.:sponsc curves ::.hO\\ mg 1 he dTccl of cantclmg a Iarge 
lime constan!. 

T1• Figure 10-37 shows the effect of canceling a large time comtant in stcp transicnt 
response. 

lf an undesirable pote in the original systcm lics in the right-half s p!ane, this 
compensation scheme should not be used sincc although mathematicaily it 15 
possib!e to cancel the undesirable pole with an addcd zcro, cx;:¡ct cancellation ¡5 

_physic;:¡Jly impossible beca use of inaccurac1es 1nvolved in the locatJon of the poles 
3nd zeros. A pole in the right-half s plane not cxactly canceled by tht: compensator 
zero will eventually lead to unstable operation beca use thc response will involve an 
expon,ntial tcrm which increases with time. 

Jt should be noted that the idea! controi system 1s not thc one which has a transA 
fer fu11ction of unity. PhysicJlly, such a contr,Jl system cannot be l:lu!lt since it 
cannot instantaneously transfer energy from rhe input to thc output. In aJdition, 
since no:se is aímost a]ways present in one form or nnotl1er, a system with a unity 
transfer function is not desirable A clesired control systcm, 1n m:1r¡y practica! 
cases, may have one set of dorninant complex-conjugate closed-loop potes w!!h a 
rensonable damping ratio :1nd undamped naturai frequency. The determination of 
the significan! part of the closed-Joop pole-zero configur;:¡tion, such as the Joca­
tion of the dominant closed-loop poles, is b3sed on the specifications that g 1ve 
the réqu~red system performance. -

Cancellation of undesirable complex-conjugate polcs. Jf the transfer function of 
a piant contains one or more pa1rs of comp~cx-conjugate poles, then a Iead, la11:, 
or lag-l~ad compensator may not give sat1sfactory results In such a case, -a net~ 
\\Ork which has two zeros and two poles m.1y pro;e to b;: usefui. Jf the zeros are 
chosen so asto cancel the undesirable complcx-conJugate poles of the plnnt, then 
we can essentially repbce the undesirable poles by ::icc.:ptJble ones. That 1s, ¡¡ the 
undesirable complex-conjugate poles are 1n the left-half s pl.1ne and are in the form 

s 2 + 2(¡w 1s + wf 
then the insertion of a compens~lli:~g nctwor\ ha\ing the transíer function 

~ 2 + 2(¡w 1s + w~ 
s 2 + 2( 2w2s + w~ 

will result in an effc:ctive change of the undesirable complex-conjugate po!es 
to acccptable ones. Note th;:¡t even though the c.1ncellation may not be C\ac!, the 
CO-l-l.."f1Cl1'<lkd system will cxh1bit belter response ch.uacteristics (As s!.l!,..----..earlier, 
t(_)pprü.lch c::111not be used 1f thc unJcsir.1blc complcx-conjugatc poles\cé in the 
rJ[! 11t-h..tlf ~ nl:~ne_) 



510 o DESIGN AND C0\1PENSAT10~ TECH~lQUES 

F.11nilbr nctworks consisting only of RC 
c'c1!i1püncnts whose transfer functions posscss 
tlll) 1-:ros and two po!es are the bridgcd-T 
11-t11 u1ls E\:Hllp!es of bridged-T nctvvorks 
and their tr:~nsfcr functions are shown in 
Fig. 10-38. 

Feedback compcnsation. Tachometer 
feedback is very commonly used in posi­
tionJI servomcchanisms. In Section 6-4, we 
discussed a simple design problem using 
t:~chometer feedback; thereforc, wc shall not 
rcpeat it here. 

A tachomcter is one of the so-called rate 
feedback devices. Another common rate 
fi!cdback device is the rate gyro. Rate gyros 
are commonly used in aircraft autopilot 
systems. 

Eliminating the undcsirable cffects of 
disturbances by fccdfom ard control. Jf 
disturbances are measurable, feedforward 
control is a useful metbod of canceling 
their effects upon the system output. By 
feedforward control, we mean control of 
undesirable effects of measurable distur-

~~= RC1RC2s
2

+2RC2s+1 

E, (s) RC1RC2s2 + (RC1 • 2RC2 }s +1 

(al 

Rz 

eTc 
R,~ 

• 

e, 

o ~ 
E0 (s) 
--= 
E, (s) 

(b) 

Fig. 10-38. Bridged-T nctworks. 

b::.nces by approximately compensating for them before they materialize. This is 
advantageous because, in a usual feedback control system, the corrective action 
starts only after the output has bcen affected. 

Asan example, consider the temperature control system shown in Fig. 10-39 (a). 
In this system, it is desired to maintain the outlet temperature at sorne constant 
value. The disturbance in thís system is a change in the ínflow rate, which depends 
ori the le\ el in the tower. The effect of a cha nge in th is rate cannot be sen sed 
immediately at the output dueto the time lags involved in the system. 

The temperature controller, which controls the heat input to the J,eat exchanger, 
\\lll not act unt!l an error has dcvelopcd. Jf the system involves !Jrge time lags, it 
w1]l take sorne t1me before any correcti\e action takes place. In fact, when the error 
s!,ows up :1fter a certain delay t1me :.Jnd the correcti\e action starts, it may be too 
late to keep t'1e outlet temperature within the dc~ired limits. 

If feedforward controlts providcd in such a system, then as soon as a change 
in t!1e 1nf.ow occurs, a correcti\e mc,t~ure will be ta~:en simultaneously. by adjusting 
the heat input to.the hcat e>.changa. This can be done by feeding both the signa! 
from th: flowmctcr and the Slgli,t! fwm thc tcmperature-meJsuring element to the 
tcmp:r,•turc controller. 

Scc. 10·6 CO~TROL SYSTE:\1 C0:\1f' 1':~SATIO~ \~[Tl¡()/'\ 
'J'. 

Se! po1nl Temperoture 
controller 

Flow 
meter 

(o) 

T ~mperoture 

01slurbonce 

(Chonge) 
m flow 

Temperoture 
meosunng element 

(b) 

Tem;Jeroture 

Fig. 10-39. (a) Temperaturc control S) stem; (b) block diagram. 

FeedforwJrd control can minimize the transient error, but siPce feedfon,,:.rd 
control is open-loop control, there are limitations to its functional accur2.cy. 
Feedforward control will not cancel the effects of unmeasurable disturb¡:nces t:'1der 
normal operating conditions. lt is, therefore, nccess:1ry tl1:1t a fecdfon\Jrd control 
systcm include a feedback loop, as shown in F1gs. 10-39 (a) and (b). 

Essentially. feedfon\ard control minimizes the tra:1s!ent error causec b) me:~sur­
able disturbances, while fccdb.1ck control compensatcs for any impcrfcctio;,s in the 
functioning of the fcedforw.1rd control :tnd provides for corrcctions f0r unme..tsur-
able disturbances. { 

J 



DESIGN. AND C0\1l'J:NS \TJOl"tTI:Cil:"llQUES 0.1p. JO 

N(sl 

~-----.-.~.~~~(s) r------~ 

C(sl 

Fig, 10-tO. Control system. 

f~,odfomard control of a plant. Consider thc system shown in Fig. 10-40. 
3t.:p<. .. e,;:. that the plant transfer funct10n G(s) and di~turbance transfer function 
G.(:-) :re kno\\n. We shall1llustrate a mcthod for deterrninmg a suitable controller 
trJnsfer function G,(s) and d1sturbance feedforward transfer function G1(s). Since 
th:.: uutput C(s) is given by 

C(s) = G,(s)G(s)E(s) + G.(s)N(s) 

E(s) = R(s)- C(s) -t- G1(s)N(s) 

\\e obtain 

C(s) = G,(s)G(s)[R(s)- C(s)] + [G,(s)G(s)C 1(s) + G.(s)JN(s) 

T!ie effec:s of ,\'(s) can be eltminatcd if G,(s) is chosen so that 

G,(s)G(>)G 1(s) + rr.(s) =O 
or 

G ( ) _ G"(s) 
1 s - - G,(s)G(s) (10-5) 

By prop.:r!y designing the controller transfer fcmction G,(s) (as d1scussed in Sec­
:ior:s 10-3 through 10-5), the closed-loop control system can be assured desired 
p::-lormance. Once G,(5) is dcterrPÍned, then the d1sturbance fcedforward transfer 
func.t1on G1(í) can be obtained from Eq. (10-5). 

Concluding con,mcnts. In t 11c des1gn e\amples prese'1tcd in this c!l:Jpter, \\e ha ve 
b;;-::n prim:m1y e~nc.erncd only \\Íth th~ transfer functJOns of compensators. In 
..:ct:Jal de~!gn probkrm, \\e mu~t choo>e tl-:e h:crc.hare. Thus \\e must satisfy addi­
t•oqa\ de>·:;, con~trJ.ints such .1> cmt, ~ize, wei¡;h, o.~•!J rcliability. 

The S) ~t.:,n Jcs1gncd may mcd the ~pcc:ficat¡ons unJer r¡ormJ.! operating con­
cJtions bt:t may devJ:Jtc con~iLJcr,Jbly from the spec,ficJtions "hen en\ ironmental 
chCJ'lges Me con,Jdtr:.:ble. S•nce the changes in the cnvJronrlent ;:¡ffect the gain and 
¡,,11:: constJ.nts of the ~y~tem, 1t 1s necess~,ry to Jlrü\'!CC JUtoP13tic or manual means 
t') ,,d_iu:,t t1•e gQto comp~Ioo.:!e !"or sucl1 Cí\ J!'O!!Pit-t,d ch:.:qg.:s, for JWnllne;:¡r 

., . , '·"·" "''"' nnt t:1kc·n J:;to .~L:ou••t in ¡l;c Jes1~r:. 31:d 3lso to compensate 

Cbp. 10 EX·\!\1PLE PROBLEMS AND SOLU rro;-..~s 

for rnanufacturing toleranccs from unit to unit in the production of ~y~tcm coJTl· 
poncnts. (The elfects of m:1nufacturing tolcr.1ncc~ .1rc Stippre~>CU in a clo~cJ-:oop 
system; therefore, the cfTccts may 

1
not be CJ1tic.1l in clo~cd-loop operatio•1 but 

crJtical in open-loop operatíon.) In addítíon to this, thc l 1 c~,igncr mu~t rcmu.óLr 
that :lny system is subject to small variations duc mamly to t'1e normal tletcrior~tti,m 
of thc system., 

EXA~IPLE PROBLDiS AND SOLUTIONS 

PROIJLE\1 A-10-1. Show that the lead network and l::lg network insertcd in c<!scade m 
an open loop acts as proportional-plus-derivatJvc control (in the regton of small w) and 
proportional-plus-integral control (in the rcg1on of large w), rcspcctJvcly. 

Solution. In the reg!On of srnall W, the polar plot of the lead nctwork Js_approximately 
thc ·same as th:l.t of the proportional-plus-denva1Ive controllcr. This JS shown in Ftg. 
10-41 (a). 

Fig. JO-ti. (a) Polar plots of a lead network 
anJ a proporuonal-plus-deriva1Jve control­
ler; (b) polar plots of a lag nemork and a 
propon ional·p lus-m tegr;¡ J controller. 

PD con!Jo!ler 

~Leed ne:twork 

~~~w=co~ 
a Re 

(o) 

Imt 
---t-1 _ _,~-----· , > 

o¡ ~:,~.:. 
PI controller 

(b} 

Similarly, m the region of l:uge w, the polar plot of the lag networ'< appro\Ímates 
the proportJOnal-plus-mtegra! controller, as sho\\n m F1g. 10-41 (b). 1, 

Pl(0!~LE\1 A-10-:!. 11 thl:: opc:n-loop transfer funct1on G(s) imolves hg~tly damped 
cornpkx-<:OnJug,\1t! pc>lcs, then more than one M locus ma} be wngem to the G(jw) locus. 

Consider the unlly-fccdback system whose open-lüop transfer funCllon is 

9 Q G(s) = s(s -¡- O.S)(s" + 0.6s-'- lO) Q (\0-6) 

. DrJ v the Bode diagram for this opcn-loop tr.msfer funct;on. DrJw also the k·g-n1.1gni-
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o 
40

...-------,,-------,llTT ! 1 ~ 
"10~ ~J· 

~ -o 1--+---+-----t----,! ~ 

1 l::ll -20~----r---~---r_,_, _____ i 

1 
-40 

~-~--_,------~--~-~~----~----,_--r-~ 

1 -9~P=~====~-r~rt---i---~r-r-rl 
!-----~~~~~~==~~~~~--~--~ 1 -leo''I----T . , . 1-+-

- 27Cf' ' 1 '\.. 

-36~L----:~ '----;;:~~;o-;!-.::-:-------;;.j ___ \-:':-=~'-.::'--: Fig. 1 0--n. Bode diagram of 
o 1 0.2 o 4 o 6 o e , 2 4 6 e 10 G(jw) g¡ven by Eq. (J0-6). 

"'sn rod/set 

tude \ersus phase plot and show that two !-.! loci are tanrent to the G(jw) locus. Fmally, 
p'ot the Bode diagram for the closed-loop transfcr function. 

Solution. F1gure 10-·.U shows the Bode d1agram of G(JW). Figure 10-43 shows the log­
magnitude versus phase plot of G(jw). lt 1s secn that the G(jw) locus 1s tangent to the 
M= 8 db locus at w = 0.97 radfsec and it is tangcnt to },f = -4 db locus at w = 
2.8 rad/sec. 

F1gure 10-44 shows the Bode diJgram of the closed-loop transfer function. The 
closed-loop frequency-responsc curv~~ ~how t\\O rcso:1ant ¡::eal..s. ~ote t!-i:ll such a case 
occurs when the closcd-loop transf.:r f unct 10n mvolves the p; éldL ~~ of m o lightly damped 
second-ordcr tcrms and the two corrcspond1ng rcsonant irequenCJes are sufficiently 
scpuatcd from e:Jch othcr. A~ a mattcr of fact, thc closcd-!oop tr:msfer fL:nctlon ofthis 
system can be \\'fllteo 

C(s) G(s) 
R(s) = 1 + G(s) 

9 
= {S~t- O 487l 1- lj(s2 + 0.613s + 9) 

C!c::rly, tht: clos.:d-loop transfcr funu10n is a pro<~uct of t\\O l:gl~tl) d.!mpcd second­
orc<:r tcrms {!he d.!mpln!;; r.!t1os are O~..¡ .:nd O 1), ..1rd thc two rc::son:Jnt frcqt•cnc:es 
are :;¡¡{1ic:::,1t!y scp.ir.lt<:d. 

1 

' ' i 
J 
T 

1 

.o 
"O 

S 

Fig. 10-43. Log-magnitude versus phase plot of GUw) g1vcn by Eq. (10-6). 

Fig. 1 0-~-t Bode diagr a m of 
G(jw)/[1 + G(¡w)] where 
Ci¡w) 1s gi\Cn by Eq. (10-6). 

db 

1 -401----i-----t-1-, __ ;__ __ -+----.--\·---;---; 

1 ¡ 1 

01 
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PR0l3LE1\f A-10-3. Considcr thc system shown in F1g. 10-45. Dc:crmJnc tbe v:~lues 

of the amphfier g:un K .::nd the '>clocity 
feedback g::~in K. so that the followmg 
spec1ficatJOns are satisfied: 

C(s) 
1-'---,---->-

Fig. 10~5. Control system. 

J. dampmg rallo oí the c!osed-Joop 
poles 1s 0.5 
2. settling time< 2 sec 
3. velocity error coefficient K. :2::: 50 
sec- 1 

4. o< KA< 1 

Solution. The spccJtication on the damping ratio requircs that the closed-loop poles lie 
on lmcs at 60° in the lcft-half s plane. The specification on the settling time can be written 
m tcrms of the real part of the complcx-conjugate closed-loop poles as 

4 
t, =a~ 2sec 

or 
a:2=:2 

Hence, the closed-loop poles must lie on the heavy lines AB and CD in the left-half s ' 
planc, as shown in F1g. 10-46. 

z 

Fig. !0~6. Pos~tble locat10ns for the closed­
loop po:es in the s plane for the systcm of 
Problcm A-10-3. 

Since the velocity error cocfficicnt K. is dcfincd by 

K. = lim ~G(s)H(s) 
•-D 

\\e obtain 

K = lim sK(l + Kh~) = K 
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For th1s S)stem, the opcn-loop polcs ::re at s ~O and s = - }. The open-loop Lcro 

is at s = -l/Kh, wh..:re K¡, is an undcterm1ncd constant. F1rst, '~:t thc c.losc(!-loop po~cs 
be --2 :::: j3A (pomts A a nd Cm f1g. 1 0-46). Thc su m of the an2~.::> a t t he cl-Josen closcd­
loop pole location w1th the opcn-loop poles 1s 120° + !15" = 235'. Thus wc nccd a 55° 
contnbution from the zero, so that the total sum 1s -180". To s:,t•sfy thc anglc condl­
tion,, \\e choose thc zero to bes = -4.4. Thcn Kh is 

1 
Kh = 4.4 =--= 0.227 

The magnitude condition states that 

1 
K(! + 0.227s) 1 = 1 

s(2s + 1) •=-l+Jl.4 

Hence 

K= 31 

Since K< 50, the choice of the closed-loop potes at -2 ± }3.4 is not acceptable. 
As a second tria!, Jet the closed-loop potes be -3 ± j5.1. The su m of the angle 

contribLJtions from the open-loop potes is 236°. \Ve nced a 56° contnbution from the 
zero. This implles that the zero must bes = -6.4. 

The application of the magnitude condition y1clds K = 70. This is quite satisfactory. 
Since Kh = 0.156, the requirement on Kh is satJsfied. Thus, al! the given specifications 
are met. Hcnce a set of acccptable values of K and KA is 

K=10, 

PROBLEM A-10-4. A closed loop system has the characteristic that the closed-loop 
transfer function is nearly equal to the in verse of the feedback transfer function whenever 
the open-loop gain is much greater than unity. 

The open-loop characteristic may be modified by adding an interna! feedback loop 
with a characteristic equal to the inverse of the des1red open-loop characteristic. Suppose 
that a unity-feedback system has the open-loop transfer funct10n 

K 
G(s) = (T

1
s + I)(T

1
s + 1) 

Detl:rmine the transfer function H(s) of the elcment in the interna! feedback loop so that 
, the mner loop becomes ineffective at both low and high frequencies. 

Solution. F1gure 10-47 (a) shows the original system. Figure 10-47 (b) shows the addition 
of the interna! feedback loop around G(.1). Smce 

C(s) G(s) 1 G(s)H(s) 
E(s) = 1 + G(s)H(s) = H(s) 1 + G(.1)H(s) 

if the gain around the inner loop is large compared with unity, then G(s)H(s).'[l + 
G(s)H(~)] is approximately equal to unity, and thc transfcr functlon C(s)/E(s) is approxi­
mately equal to 1/H(s). 

On the other h:md, if the gain G(s)H(s) is much lcss than unity, the inner loop be­
. comes inefTective and C(s)/E(s) bccomes approximJtely equal to G(s). 

p ,~-. 0 s(2s + 1) 

From the givcpccJficat!On on thc \clocity error coefficient, V.e obtain 

K::>: 50 
O 

~o make the inner loop incffectiYe at both the low- and high-frcqu<'Q ranges, \\e 
equ1re that 

' 



(o) 

e 

•.._J¡dp lU ~ Li13p. JU 

e Fig. 10-48. Control system w1th 
; fecdforward compensation for 
; the d1sturbance. 
1 
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e -
: errors from all causes can be reduced wíthout rcqtllring a largc loop gain. This isan advan­
. tage from the stability viewpomt. 

' Note that such a scheme cannot be used unlcss the main d1sturbance itself can be 
: measured. (b) 

Fig. l 0-47. (a) Control systcm; (b) addnion of the interna! feedback loop 
to modify the closed·loop charactenstic. 

1 
1 

1 j PROBLEMS 

Smce in this problem 

G(jw) = (1 + ;wT1 ~1 + jCJJT
1

) 

the requirement can be satisfied 1f H(s) is chosen to be 

j ~ROBLE:\1 B-10-l. Draw Bode diagrams of the Jead network and lag network shown 
m F1gs. 10-49 (a) and (b), respectively. 

J 
H(s) = ks 

beC3USC 

). G( . )H( . ) - 1' Kkjw - O lrn ;CJJ ;w - lrn (1 ..J... T) '1 , . T) -
... -o w-0 ' jCJJ 1 t T jCJJ 1 Fig. 1 0-l9. (a) Lcad network; (b) lag 

1 G( · )H( . ) r KkjCJJ O l networl.:. Col 

R 

~ 
T 
1 

.}!!! ;w ;w = ..,1!!2.(1 +jCJJT
1
)(1 +;CJJT2) = 1 

: PROIJLE\f B-10-2. C<-nsider a unity-feedback control s;·stem whose reedrorward Thus, with H(s) = ks, the inner loop becomes meffective at 
frequency regions. 

both the low- and high- · . . 1· t• 
; transfcr functJOn JS g1ven by 

PR0!3LE:\I A-10-5. When a disturbance acts on a planr, it takcs sorne time befare any 
G(s)- K 

- s(s + l)(s + 2)(s + 3) 

effect on the output can be detectcd. If \\e measure the disturbance itself (though this : Determine thc value of K so that the dominant closed-loop po!es ha\e a damping ratio 
rr.:J.y not be poss1ble or m ay be qu1te d1fficult) rather than the response to the disturbance, : of O.S. 
t~1en a correct1Ve action can be t:~hcn sooner, and \~e can e\pe;:t a be! ter result. F1gure ! 
10-~8 is a block d1agram showing fc:cdforw.ud compensatJon for the d1sturbance. PROIILJ:\IIJ-10-3. Consicer a unity-fcedback s;stem whose feedfomard transfer func-

Discuss the l1rnitations of the d1sturbancc-fccdforward scheme in general. Then . tJOn l\ 81\'Cn by 

discuss the advantages and limitatJOns of the scht:me s!1own in F1g. 10-48. · 1 G(s) =-s2 
Solution~ A d1sturbance-feeJforward schcme is :.n open-loop scheme and thus depends ' 

1 
. . . 

on thc constancy of the paramctcr vJiucs. Any dnft 10 thcse u!ues \\J!I rcsult in imper- , 1 15 dntr,J 10 msert a 
1
senes com~ensator 50 that the open-loop frequenc;-response 

fc.:ct cornpensation. , ~~~ern tJn¡;cnt 1 ~ the ,.f = 3 db crrcl_e at CJJ = 3 rad/scc. Thc sys:e!"l is sub.:ccted to 
In th! presert syst .. m, both open-loop and closed-loop sc!":emes are simultaneous1y : lg ' lt''iu~n.:y nOJSCS and sharp cutoff IS desJred. Dt:Sign an appropn:J.te series campen-

. sator - -
in op<:rJtJOn. Lurgc enors due !o tl~t! mJin d:,:urb;~ncc source c;:n be gre::l!ly reduced by · 
the opcr.-!nop coripens,:t:on wJthout reo,tPnrg a h•gl¡ loop gJ:n Smu!lt:r errors dueto PRO!II 1 , 1 n 10 • D h 

__ , n- ..... e•er:"l•r.e t •C \':llucs of K, T, :1rd T of r'•c S\Stem sho - F; 
ot!·er d 'S 1 L!J l;_,rcc sour..:;:s c. n be.: 1.1 ku1 ..:.: ~ .... of by t '··~ c!o,cc-!oo ;J co:>:ro! sc!·~r.lc 1 lene e . 10 

1 z - · · "n m .g. -~0 '--' 1L~t 1hc Jorr:··::-.: l·'oscd-'o,·,p po\·s h,I\C [ = 0 ";:¡.--' (•' =] r¡"'·c-
• -. • &JI..: O:Jn • \.., ~ 1.... 
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tvléx i e o 1 O·, D. F'. 
Tel: 5-57-73-72 

~. JORGE V .. CERVANTES· PEÑA 
SanlgnacioNo.'l42 · 
Col. Olivar de los Padres· 
l'-1é x i e o 2 O , D • ·· F • 
Te 1 : 5-96-45-84 

t; ·, ... ' 
3. 1 NG. MANUE-L E. COL'! MA 

Ave. Huachd 735 · 
Co 1. Li ndavi sta · 
'Méx i e o 1 4 , D • F . 

EMPRESA Y ·O 1 RECC 1 ON 
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Benjamrn Frank1Tn 233--So. Pi so 
Col. Escandón 
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Col. Condesa 
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México 8, o.· F. 
T·el: 5-30-98-:37 

5 •. IGNACIO. F~ANCO SANCHEZ 

'~. 
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8. ING. PABLO E. HERRAN SALVATTI 
Amores 1540-9 
Col . del V al le 
México 12, D. F. 
Tel: 5-34-77-40 

9. RICARDO LARA RODRIGUEZ 
Pino 23 lnt. 5 
Col. Sta. Marra la Ribera 
Méx í e o 1 1 D. F. 

1 O. 1 NG. MAX PETER LASSfvtANN KOLL 
Monte Blanco 1030 
Lomas de Chapultepec 
México 10, D. F. 
Tel: 5-20-14-06 

11. ING.JOSE MA. ANGEL MAGALLON RIVERA 
Fresas No. 5 Depto. 5 
Co 1 • de 1 Va 1 le 
México 12, O. F. 
Tel: 5-59-12-66 

12. GUSTAVO A. OROPEZA GARClA 
Av. Copilco 300 Edif. 7-1 
Copi leo Universidad 
Méx i e o 2 1 , D. F. 

13 •. 1 NG. ROI'I1EO S. ORTEGA 
Xicotencatl No. 238 
Col . de 1 Carmen 
México 21, D. F. 
Tel: 5-48-93-55 

1 4. ING. FELIPE PRAGET MARTINEZ 
Lauro A9ui rre 279-403 
Sanlo Tomas 
México 17, D. F. 
Tel: 5-41-48-21 

EMPRESA Y DI RECCION 

BICA, S. A. DE C. V. 
Ejército Nacional No. 373 
México 17, D. F. 
Tel: 2-50-57-88 

DIRECCION GENERAL DE ELECTRI Cl DAD 
Cuauhtémoc No. 80 
Méx i e o 1 , D • F . 
Tel: 5-78-82-02 

ING. MAX LASSMANN S. 
M o n te B 1 a neo N o . 1 O 3 O 
Lomas de Chapultepec 
t1é x i e o 1 O , O • F • 
Te 1: 5-20-14-06 

SECRETARIA DE RECURSOS HIDRAULICO~~ 
Vailarta 1-403 
Col. San Rafael 
México 4, D. F. 
Te i : 5-46-43-36 

FACULTAD DE 1 NGENIERIA,UNAM 
Ciudad Universl taria 
México 20, D. F. 
Tel: 5-50-00-40 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE 
MEXICO 
México 20, D. F. 

TAYLOR INSTRUMENT (MEXI CO) 
e. v. 
Calle 4 No. 34-A 
Naucalpan, Edo. de México 
Tel: 5-76-81-66 
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