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Resumen 
Dentro de los esquemas de estimación de estados basados en la teoría de Modos 
Deslizantes (MD), se pueden diferenciar dos tipos de problemas, los que conciernen a 
sistemas en tiempo continuo, y los que tienen como objetivo la observación de sistemas 
discretos. Las principales ventajas que ofrece la teoría de MD es la convergencia en 
tiempo finito del error de estimación y la robustez ante incertidumbres paramétricas. El 
presente trabajo centra su estudio en la estimación de sistemas cuya dinámica es posible 
representar por medio de ecuaciones diferenciales pero su salida solo puede ser obtenida 
en ciertos instantes de tiempo, en otras palabras sistemas en tiempo continuo con salida 
es muestreada. Éste problema se deriva directamente de la implementación en tiempo 
real de esquemas de observación o control, donde la entrada al sistema se obtiene en 
términos de sensores, por lo que la eficiencia de los algoritmos propuestos tiene que ver 
directamente con la rapidez de respuesta del sensor. Por esta razón se realiza en ésta 
tesis, el análisis de cómo el periodo de muestreo afecta el proceso de estimación para 
tres esquemas de observación diferentes. Primero se propone un observador basado en 
Modos Deslizantes de Primer Orden (MDPO) para sistemas no lineales, con la 
desventaja de la presencia de chattering en las trayectorias del sistema, un problema en 
esta teoría. Los Modos Deslizantes de Segundo Orden, constituyen una herramienta que 
preserva las características de robustez y convergencia en tiempo finito, además de 
disminuir el chattering, un esquema comúnmente utilizado es el llamado algoritmo de 
Super-Twisting (AST) del cual se realiza un análisis de estabilidad de igual forma 
tomando en cuenta el muestreo en la salida del sistema a observar. Finalmente tratando 
de mejorar el desempeño del AST se adiciona un término proporcional en su estructura. 
Todos los esquemas que se presentan a lo largo de la tesis se proponen en forma 
continua, por esta razón es necesario manipular la señal de entrada del observador, 
traducida en el error de estimación. Para esté fin se utiliza la teoría de retención de 
señales, con el propósito de mantener continua la señal que se obtiene del sistema, se 
analiza el uso de retenedores de orden cero y de orden uno. De esta manera, a pesar de 
que la información disponible para entonar el observador es discreta, al usar los 
retenedores podemos introducir una señal continua para obtener el error de observación, 
es decir, la diferencia entre la señal estimada y la señal muestreada. Una vez 
solucionado el problema de la entrada de los observadores, es siguiente paso realizado, 
es demostrar la estabilidad de los esquemas de estimación a pesar de la falta de 
información consecuencia de las medidas discretas que se tienen en la salida del 



sistema. Los de observación mencionados garantizan convergencia en tiempo finito a 
cero, sin embargo, al momento de tener un muestreo en el sistema, solo es posible 
probar convergencia en tiempo finito a una región, o una o bola, cuyo radio será 
estrictamente dependiente del periodo de muestreo. Para probar estabilidad se emplea 
los resultados recientes sobre funciones de Lyapunov de tipo fuerte desarrolladas en [1]. 
Finalmente, los resultados obtenidos se aplican en simulaciones al modelo de un 
péndulo simple, y se hace una extensión del AST para un caso vectorial, en donde se 
simula un robot manipulador de dos grados de libertad. Las simulaciones realizadas se 
obtienen para diferentes periodos de muestreo, para observar como la calidad de 
estimación se ve reducida si el periodo de muestreo aumenta. 
La tesis se divide en 6 capítulos: En el primer capítulo se da una breve explicación del 
planteamiento del problema, incluyendo la justificación de la realización del presente 
trabajo, los objetivos y las principales contribuciones que se obtienen. En el segundo 
capítulo se explican los conceptos necesarios para entender el resultado principal de la 
tesis, incluyendo que son los modos deslizantes, como se manejan los sistemas 
muestreados y la teoría de estabilidad para sistemas no suaves. En el tercer capítulo se 
plantean los resultados principales de la tesis, el esquema de observación por MD de 
primer orden, los esquemas del AST clásico, y con término lineal, se realiza el análisis 
de estabilidad en términos de funciones de Lyapunov fuertes. En el penúltimo capítulo 
se describen los modelos usados para realizar las simulaciones y se presentan los 
resultados de éstas. El quinto capítulo muestra las conclusiones a las que se llegó con 
los resultados y finalmente el último capítulo es el apéndice de la tesis, donde detallan 
las pruebas de los teoremas realizados en el capítulo de diseño de los observadores. 
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Capítulo 1

Introducción

La implementación en tiempo real de un esquema de estimación o de control conlleva nece-

sariamente, una conversión entre los valores analógicos de las variables medibles a un valor

digital para ser analizado dentro de sistemas computacionales.

En estos casos, existe una reducción en la cantidad y calidad de la información. Lo primero

derivado de que no se cuenta con las variaciones de la salida en todo el tiempo y lo segundo, de

que no se poseen los detalles que caracterizan a la señal medida. Se sabe bien que el diseño de

observadores y su calidad de estimación dependen fuertemente de la riqueza de la información

que la salida posea. Por lo mismo, es de esperarse que la e�ciencia en el proceso de observación

se vea reducida.

Una forma de atacar formalmente el problema de medición de la salida en períodos de

tiempo �jos, es utilizando el concepto de muestreo y retención. Este esquema es muy utilizado

en diseño de sistemas de control discretos que interactúan con plantas de naturaleza continua.

Comúnmente se suelen emplear dispositivos conocidos como retenedores, los cuales son capaces

de tomar los valores de la señal de salida y construir una versión continua de la señal dentro

del periodo de muestreo siguiente.

En realidad no existen muchos trabajos que analicen el efecto del proceso de muestreo y

retención antes mencionando sobre la calidad del problema de observción [2], [3]. Es por esto,

que el presente trabajo pretende realizar un análisis de observación partiendo de la discretización

(muestreo y reteneción) de la salida entendido como una posible consecuencia de una conversión

analógica - digital.
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Los trabajos desarrollados en esta área de estimación de estados han sido enfocados prin-

cipalmente al uso de sistemas continuos estrictamente. Los desarrollos basados en la llamada

Teoría de Modos Deslizantes (TMD) han ofrecido soluciones difícilmente alcanzables por los

observadores tipo Luenberger por ejemplo.

Los modos deslizantes (MD) han sido considerados un tema de interés en varias investiga-

ciones en las últimas décadas (ver los trabajos publicados por [4], [5], [6] y las referencias que

contienen). Algunas características que presentan son el control y estimación de sistemas con

incertidumbres paramétricas y convergencia en tiempo �nito, entre otras. [7], [8]. En la mayoría

de los casos, los modos deslizantes son obtenidos induciendo un término de discontinuidad de-

pendiente del error (tanto en el problema de observación como en el de control). Esta inyección

de discontinuidad es diseñada de tal forma que las trayectorias del sistema sean forzadas a per-

manecer en la super�cie del espacio del error de seguimiento y/u observación. Este movimiento

es referido como el modo deslizante [9]. El término de discontinuidad es el encargado de rec-

hazar perturbaciones [10], [11], [12]. Nuevos resultados han sido desarrollados basados en los

llamados modos deslizantes de segundo orden. Para aplicar este tipo de sistemas es necesario

que la super�cie evaluada sobre las trayectorias del sistema bajo estudio tenga grado relativo

dos bien de�nido. Incluso, el empleo de funciones de Lyapunov se ha generalizado para obtener

criterios de convergencia tanto en el diseño de controladores como de observadores. Todo es-

to hace de los observadores diseñados con base en la TMD una de las mejores opciones para

resolver problemas de estimación de estados con alta con�abilidad en situaciones práticas.

La aplicación en plantas reales de este tipo de observadores nuevamente implica el uso de

retenedores, lo cual es relativamente difícil considerando la naturaleza de los sistemas que usan

funciones discontinuas en su diseño (como es el caso de los observadores basados en la TMD).

Empleando técnicas como los Modos Deslizantes de primer y segundo orden (MDPO y MDSO

respectivamente) y el segundo método de Lyapunov, es posible probar la convergencia de los

estimadores de estado, a pesar de no contar con la salida durante todos los instantes de tiempo.

Un entendiemiento claro del efecto del proceso de muestreo y retención sobre la calidad de la

estimación de estados, permitirá obtener de manera cuantitava el tamaño de la región alrededor

del origen donde el error de observación se ubicará. Más aún, se debe entender que, como el

período de muestreo afecta la calidad mencionada, este parámetro deberá ser seleccionado
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considerando las condiciones de la señal, especí�camente el tamaño del ancho de banda de la

salida del sistema. Un aspecto más que debe clari�carse es como el período de muestreo in�uye

en la pérdida de la convergencia total al origen no importando el uso de esquemas discontinuos.

Las características antes mencionadas deberán poderse analizar no importando que se trate

de observadores que empleen los llamados modos deslizantes de orden uno o bien de alto orden.

1.1. Justi�cación

Uno de los objetivos principales que se busca en el desarrollo de métodos de estimación o

control es la implementación de la teoría desarrollada en sistemas físicos en tiempo real. Al

momento de implementar un algoritmo, ya sea de observación o de control es necesario contar

con los sensores necesarios para poder obtener el valor de las salidas del sistema, en muchos de

estos casos solo podemos tener acceso parcial a todo el vector de estados. La respuesta de los

sensores debe ser rápida, de lo contrario la e�ciencia en el proceso de estimación o control se

puede ver afectado.

Aunado a lo anterior, el tiempo en realizar una conversión analógica digital (CAD) nece-

saria para que los algoritmos que se proponen sean evaluados numéricamente dentro de una

computadora o algún circuito programable digital, contribuye de igual manera como un factor

en la calidad de respuesta de los algoritmos de observación. Esto se suele complementar con

sistemas de muestreo y retención de las señales.

Partiendo de estos aspectos, la implementación en tiempo real de observadores de estado

o controladores, lleva naturalmente a la presencia de sistemas continuos, a cuya salida solo se

puede tener acceso a través de sensores que pasan por una CAD, o en otras palabras se tiene una

salida muestreada (por el tiempo que se tiene que esperar entre dos conversiones consecutivas).

Re�riéndonos al caso de observación, como ya se ha mencionado, muchos esquemas han

sido propuestos basados en la teoría de modos deslizantes, por sus diferentes características de

robustez y convergencia en tiempo �nito entre otras. Dentro de estos algoritmos de observación

se pueden encontrar versiones para tiempo continuo ([11], [12], [13]) y para tiempo discreto ([13],

[14], [15]). Estos últimos se obtienen generalmente a partir de una discretización del observador

continuo.
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El diseño de observadores que empleen señales muestreadas para su ajuste no se ha sido

abordado ampliamente por diversos factores (complejidad en la combinación de algoritmos

continuos con señales discretas, métodos de tratamiento del problema de convergencia, etc). Si

bien, hay algunos trabajos desarrollados en el área de observadores tipo Luenberger, es necesario

entender que no es posible generalizar tales resultados a otra clase de observadores como los de

alta ganancia o los observadores discontinuos que se basan en la TMD.

En el presente trabajo de tesis se busca realizar el estudio de esta clase de observadores,

de manera que se pueda analizar el comportamiento de estos estimadores de estados interpre-

tando como una incertidumbre la falta de información respecto a la variación de la salida en

el tiempo. Si bien, existen métodos de diversa naturaleza para demostrar la convergencia de

los algoritmos basados en modos deslizantes, sería muy complicado tratar de utilizar criterios

de tipo geométrico para obtener las regiones de convergencia dependientes del proceso de re-

tención [11], [13]. Reciéntemente se han propuesto funciones de Lyapunov para el análisis de

la convergencia del algoritmo por modos deslizantes de segundo orden (MDSO) denominado

super-twisting [1]. Basándose en estas funciones de Lyapunov, es posible extender el análisis

al caso de un observador continuo cuya salida solo está disponible en instantes especí�cos a lo

largo del tiempo. En realidad, el uso de tales funciones de Lypunov representarían una contribu-

ción en la implementación de los algoritmos de modos deslizantes. En el contexto del problema

de observación, se debe establecer que no se puede considerar el uso de funciones discontinuas

que en teoría, deberían oscilar con frecuencia in�nita, si este es implementado en un sistema

eletrónico. Por lo tanto, la propuesta de esta tesis estará enfocada a resolver el problema de

observación con funciones discontinuas (modos deslizantes de primer y segundo orden) cuando

la salida está muestreada y retenida, usando el concepto de funciones de Lyapunov y el método

derivado de ellas.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivos Generales

Diseñar un estimador de estado empleando la teoría de modos deslizantes para sistemas

no lineales continuos con salida muestreada a partir de retenedores de orden cero y orden
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uno.

Analizar el efecto del período de muestreo sobre la calidad del proceso de observación para

un estimador de estados empleando la teoría de modos deslizantes convencionales (primer

orden) para sistemas no lineales continuos con salida muestreada a partir de retenedores

de orden cero y orden uno.

Analizar el efecto del período de muestreo sobre la calidad del proceso de observación

para un estimador de estados empleando la teoría de modos deslizantes de alto orden

(super-twisting) para sistemas no lineales continuos con salida muestreada a partir de

retenedores de orden cero y orden uno.

Extender el uso de la técnica de funciones de Lyapunov para el análisis de regiones de

convergencia del proceso de observación basado en la técnica de modos deslizantes cuando

la información de la salida es muestreada.

1.2.2. Objetivos Particulares

Revisar la teoría general de retenedores de señal (Retenedores de orden cero) y encontrar

la cotá máxima del error entre la salida real y la salida muestreada.

Revisar el diseño de observadores por Modos Deslizantes de Primer orden y diseñar un

observador de estado para sistemas no lineales continuos con salida muestreada.

Revisar los resultados existentes de la teoría de Lyapunov por funciones fuertes, aplicada

a las pruebas de convergencia del algoritmo de supertwisting.

Analizar el observador por modos deslizantes de segundo orden basado en el algoritmo de

super-twisting cuando la salida del sistema es muestreada. Implementar un retenedor de

orden cero para mantener la señal de salida continua e inyectarla como término de error

en el algoritmo de estimación.

Extender al caso MIMO el problema anterior.

Analizar un observador por modos deslizantes de segundo orden basado en el algoritmo

de super-twisting agregando un término lineal en su estructura para sistemas no lineales
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con salida muestreada. Implementar un retenedor de orden cero para mantener la señal

de salida continua e inyectarla dentro del término de corrección del observador.

Probar diferentes observadores estimados con retenedores de señal de orden 1.

Aplicar los observadores propuestos a modelos mecánicos para obtener resultados numéri-

cos por simulación

� Modelo matemático de un péndulo simple

� Modelo matemático de un robot manipulador de dos grados de libertad

Analizar los resultados obtenidos y brindar las conclusiones pertinentes

1.3. Contribuciones

El presente trabajo de tesis desarrolló el análisis de observadores basado en modos deslizantes

cuando se tienen incertidumbres en la medición, consecuencia de no tener acceso al vector

de salida del sistema en todos los instantes de tiempo. El análisis de convergencia se realiza

mediante el segundo método de Lyapunov. Este es uno de los primeros trabajos en este sentido,

dado que existen solo algunos resultados previos concretos para la teoría de modos deslizantes

en el campo de trabajo de esta tesis. En realidad, se tienen esquemas de observación para

sistemas discretos y para sistemas continuos solamente por separado. Esta clase de sistemas

busca apegarse más a casos reales cuando se quiere implementar en tiempo real los esquemas

de observación que serán estudiados.

Al momento de tener en la dinámica del observador un muestreo, la salida que se obtendrá

será discreta, por lo que es necesario aplicar alguna función que nos permita mantenerla contin-

ua, de tal manera que sea implementada en los esquemas propuestos de observación en tiempo

continuo. Se proponen dos dinámicas para retención de la señal en cada instante de muestreo.

Primero se hace un estudio de la dinámica de un retenedor de orden cero. De hecho, se obtiene

el valor máximo posible del error entre las trayectorias de la salida original del sistema con la

trayectoria de la salida usando la dinámica de un retenedor de orden cero, cuya función básica

consiste en mantener la señal constante del último valor adquirido en el muestreo de la señal.
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La segunda dinámica estudiada concierne al retenedor de orden uno, de la misma manera se

tiene la máxima cota posible entre la salida real del sistema y la salida muestreada. A diferencia

del retenedor de orden cero, este hace una aproximación de la señal real a través de una línea

recta entre dos instantes de medición consecutivos.

Como primer caso de estudio se presenta la propuesta de un observador por modos

deslizantes de primer orden para sistemas no lineales. Se demuestra que dadas las características

del muestreo de la señal, no es posible obtener convergencia en tiempo �nito a la trayectoria

donde el error es igual a cero. Por lo tanto, usando el segundo método de Lyapunov se demuestra

para este esquema, convergencia en tiempo �nito a una región B� con � de�nido como el radio

de la bola. En realidad, se obtuvo la cota para el error de estimación empleando las funciones de

Lyapunov mencionadas. Se logró demostrar que el radio de B� depende del periodo de muestreo

con el que se obtenga la señal de salida del sistema. Para la correcta implementación de los

diferentes esquemas propuestos y analizados, se asume que la salida y el periodo de muestreo

satisfacen el teorema de Shannon [16], lo que permite obtener la cota máxima de la región donde

converge el error de estimación.

Tomando como base el observador basado en los modos deslizantes de segundo orden (algo-

ritmo de super-twisting) propuesto en [13], se implementa el esquema de mediciones discretas

en la estructura continua del algoritmo. Teniendo como antecedentes los trabajos recientes en

estabilidad del algoritmo de super twisting basados en la teoría de Lyapunov [1], se prueba

convergencia en tiempo �nito a una región aplicando funciones de Lyapunov de tipo fuerte.

A partir de este análisis, se obtiene la cota para el error de estimación, de la misma forma

se demuestra la amplitud de la región de convergencia B�, que es dependiente del periodo de

muestreo. Siguiendo el mismo caso de estudio, se añade a la estructura clásica de super-twisting

un término lineal para observar el comportamiento de las dinámicas del estimador, se observa

que la región de convergencia es similar, pero la convergencia es mas rápida por el término lineal.

La cota para la zona de convergencia B� es calculada. Siguiendo el trabajo desarrollado en [11]

se hace la extensión del agoritmo de super twisting al caso de sistemas no lineales mecánicos

con 2n ecuaciones diferenciales en su dinámica, se analizan sus condiciones de convergencia y

se estima la zona a la cual llegará la trayectoria del error.

Finalmente, se aplican los algoritmos estudiados en dos modelos mecánicos, el primero un
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péndulo simple para un sistema mecánico de dos estados, y un robot manipulador de dos grados

de libertad. Se realizaron simulaciones para diferentes periodos de muestreo y se compararon

cada una de las dinámicas de retención de las señales propuestas.
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Capítulo 2

Marco Teórico

Las herramientas básicas necesarias para entender los resultados obtenidos en esta tésis,

se plantean en el presente capítulo, en primera instancia se da una introducción al análisis de

sistemas discontinuos mediante la propuesta de una función de Lyapunov no suave, es decir,

que su derivada no existe durante todo el tiempo, para este análisis es importante entender los

conceptos de gradiente generalizado, y el subdiferencial proximal. Ambos conceptos son nece-

sarios para establecer conclusiones de estabilidad sobre la derivada de la función de Lyapunov.

Posteriormente se plantean los fundamentos básicos en la teória de MD (de primer y segun-

do orden), y los resultados existentes que servirán de base para la resolución del problema de

observación para sistemas no lineales con salida muestreada. Una vez que se tiene el valor de

la salida en determinados instantes de tiempo producto del muestreo de la señal, es necesario

reconstruir la señal para que sea introducida en la dinámica del observador y este pueda ser

entonado. Como se ha mencionado, para la reconstrucción de la señal, se hace uso de retene-

dores de señal, el retenedor de orden cero (ROC) y el retenedor de orden uno (ROU), la calidad

de la estimación dependerá del periodo de muestreo elegido y del error entre la señal real y la

señal reconstruida, por esta razón, es importante obtener como cambia este error y obtener su

valor máximo durante cara periodo de muestreo, este resultado se explica la sección �nal de

este capítulo.
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2.1. Analálisis de estabilidad para sistemas discontinuos

La solución de sistemas representados en ecuaciones diferenciales que tienen algún tipo

de discontinuidad en su estructura puede ser obtenida en términos de Carathedory [17] si la

discontinuidad se da en el tiempo o en términos de Filippov [18] si la discontinuidad está

presente en el tiempo y en las trayectorias del sistema. Para tener un mejor entendimiento en

el resultado matemático que se plantea en el desarrollo de ésta tesis, se realizará una breve

introducción al análisis de estabilidad para sistemas discontinuos.

Gradiente generalizado

El teorema de Rademacher [19] plantea que toda función que es localmente Lipschitz es

diferenciable casi en todo lugar, en el sentido de una medición de Lebesgue. El principal prob-

lema radica en como poder analizar estos puntos en los que la función no es diferenciable.

En estos casos la información que el gradiente generalizado puede dar es de gran ayuda. Sea

f : Rd ! R localmente Lipschitz, y sea 
f � Rd el conjunto de todos los puntos donde f no es

diferenciable. El gradiente generalizado @f : Rd ! =
�
Rd
�
de f es de�nido como

@f (x) , co
�
l��m
i!1

rf (xi) : xi ! x; xi =2 S [ 
f
�

donde co denota el casco convexo. En esta de�nición S � Rd es un conjunto de medida cero que

puede ser arbitrariamente escogido para simpli�car los cálculos. El conjunto resultante @f (x)

es independiente de como fue escogido S. El gradiente generalizado de f en x consiste de todas

las combinaciones convexas de todos los posibles límites del gradiente en vecindades cercanas

en puntos donde f es diferenciable.

Algunas propiedades importantes del gradiente se puntualizan en el siguiente resultado.

Proposición 1 Si f : Rd ! R es localmente Lipschitz en un punto x 2 Rd, entonces las

siguientes declaraciones son ciertas:

i) @f (x) es un conjunto no vacio, compacto y convexo.

ii) El conjunto valuado del mapa @f : Rd ! =
�
Rd
�
, x 7�! @f (x) es semicontinuo por arriba

y localmente acotado en x.
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iii) Si f es continuamente diferenciable en x, entonces @f (x) = frf (x)g :

Algunas formas de calcular el gradiente y formas de simpli�car su obtención pueden ser

revisadas más a detalle en [20]. Con la siguiente de�nición se obtiene el signi�cado de máximos

y mínimos resultantes del cálculo del gradiente de una función, pero ahora en términos del

gradiente generalizado. Sea Ln: = :
�
Rd
�
! =

�
Rd
�
el conjunto valuado del mapeo que asocia

a cada subconjunto S de Rd el conjunto de los elementos con menor norma de su cerradura
�S. Si el conjunto S es convexo y acotado, entonces el conjunto Ln(S) tiene un solo elemento,

que consiste en la proyección ortogonal de cero en S. Para una función localmente Lipschitz f ,

considere el campo vectorial del gradiente generalizado Ln: = : Rd ! =Rd de�nido como

x 7! Ln (@f) (x) , Ln (@f)

entonces �Ln (@f) implica que el punto x 2 Rd en la función f está en dirección descendente.

Más precisamente si 0 =2 @f (x), entonces existe un T > 0 tal que

f (x� tLn (@f) (x)) � f (x)� t

2
kLn (@f) (x)k22 < f (x)

esto signi�ca, que si tomamos un pequeño paso en la dirección de �Ln (@f) (x), es posible

garantizar que la función f decrece por un valor que crece linealmente con el tamaño del paso

escogido.

Sufdiferencial proximal de una función semicontinua inferior

Una herramienta complementaria para el análisis no suave usando funciones de Lyapunov

se centra en el concepto del subdiferencial proximal. Éste concepto tiene la ventaja de estar

de�nido para una clase de funciones semicontinuas inferiores, conjunto que es más grande que

las funciones que son localmente Lipschitz.

Una función es semicontinua inferior [21] en el punto x 2 Rd si, para todo " 2 (0;1),

existe un � 2 (0;1) tal que, para y 2 B (x; �), f (y) � f (x) � ". El epigrama de f es el

conjunto de todos los puntos que se encuentran sobre o arriba de esta grá�ca, esto signi�ca que,

epi(f) =
�
(x; �) 2 Rd � R : f (x) � �

	
� Rd+1. La función es semicontinua inferior si y solo si
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su epígrafo es cerrado. La función f : Rd ! R es semicontinua superior en el punto x 2 Rd si

�f es semicontinua inferior en x.

Para una función semicontinua inferior f : Rd ! R, el vector � 2 Rd es un subgradiente

proximal de f en el punto x 2 Rd si existe �; � 2 (0;1) tal que, para todo y 2 B (x; �),

f (y) � f (x) + � (x� y)� �2 ky � xk22

El conjunto @pf (x) de todos los subgradientes proximales de f en x es denominado sufdifer-

encial proximal de f en x. El subdiferencial proximal en x, puede ser vacío, convexo pero no

necesariamente abierto, cerrado o acotado.

2.1.1. Análisis de estabilidad para sistemas no suaves

Considere la inclusión diferencial invariante en el tiempo

x (t) 2 F (x (t)) (2.1)

donde F :
�
Rd
�
! =

�
Rd
�
, se asume que la inclusión tiene solución y satisface la hipótesis

de solución en el sentido de Carathedory. Se pueden tomar las soluciones en el sentido de

Fillippov tomando. Es importante recalcar que las soluciones de un sistema discontinuo son no

necesariamente únicas. A lo largo de esta sección se de�nirán las soluciones de estabilidad en

sentido débil y fuerte, para este �n es necesario introducir los siguientes conceptos.

Análisis de estabilidad en términos del Gradiente Generalizado de una Función de

Lyapunov no suave

Dada una función localmente Lipschitz f : Rd ! R, y un conjunto valuado en el mapa

F : Rd ! =
�
Rd
�
, el conjunto valuado de derivadas de Lie �LF f : Rd ! = (R) de f con respecto

a F en x es de�nido como

�LF f (x) =
�
a 2 R : existe v 2 F (x) tal que �T v = a para todo � 2 @f (x)
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Si F toma valores convexos y compactos, entonces, para cada x 2 Rd, �LF f (x) es un intervalo

cerrado y acotado en R, posiblemente vacío. Si f es continuamente diferenciable en x, entonces

�LF f (x) =
n
rf (x)T v : v 2 F (x)

o
Usar el conjunto valuado de derivadas de Lie nos permite estudiar como f evoluciona a través

de la inclusión diferencial, sin necesidad de obtener explícitamente las soluciones. Considere el

siguiente resultado [22]:

Proposición 2 Sea x : [0; t1] ! Rd sea una solución de la inclusión diferencial 2.1, y sea

f : Rd ! R localmente Lipschitz y regular. Entonces, los siguientes puntos son válidos

i) La composición t 7! f (x (t)) es diferenciable casi en todo t 2 [0; t1].

ii) La derivada de t 7! f (x (t)) satisface
d

dt
(f (x (t))) 2 �LF f (x) para casi todo t 2 [0; t1]

Usando los resultados anteriores es posible de�nir un criterio de estabilidad para esta clase

de sistemas usando funciones de Lyapunov discontinuas.

Resultados de Estabilidad

La prosoción anterior, permite establecer un criterio para el comportamiento monotónico

de una función localmente Lipschitz a lo largo de las soluciones de una dinámica discontinua.

Éste resultado conjuntamente con la apropiada de�nición de una función positiva de�nida

(característica necesaria para establecer una función de Lyapunov) nos permite dar algunas

pruebas de estabilidad para este tipo de dinámicas.

Teorema 3 Sea un conjunto valuado en un mapa que satisface la hipótesis de soluciones en el

sentido de Carathedory , sea xe un punto de equilibrio de la inclusión diferencial (2.1), y sea

D � Rd un conjunto abierto y conectado con xe 2 D: Más aún, sea f : Rd ! R tal que las

siguientes condiciones se cumplan:

i) f es localmente Lipschitz y regular en D:

ii) f (xe) = 0, y f (x) > 0 para x 2 Dn fxeg.
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iii) m�ax
�
�LF f (x)

�
� 0 para cada x 2 D

Entonces, xe es un punto de equilibrio fuertemente estable de (2.1). Si adicionalmente, iii) es

sustituida por

iii�) m�ax
�
�LF f (x)

�
� 0 para cada x 2 Dn fxeg,

entonces xe es un punto de equilibrio fuerte y asintóticamente estable de (2.1).

Otro resultado útil en la teoría de ecuaciones diferenciales es el principio de invarianza. Éste

resultado permite determinar propiedades de convergencia asintótica de ecuaciones diferenciales.

Ahora se presenta una generalización para ecuaciones diferenciales discontinuas. Considere el

siguiente resultado para analizar el conjunto invariante al cual las trayectorias de un sistema

discontinuo puede converger.

Teorema 4 Sea F : Rd ! =
�
Rd
�
un conjunto de un mapa valuado que satisfacen la hipótesis

de solucion en sentido de Carathedory, y sea una función regular y localmente Lipschitz. Sea S �

Rd un conjunto compacto y fuertemente invariante para (2.1), y asuma que m�ax
�
�LF f (x)

�
� 0

para cada y 2 S. Entonces, todas las soluciones de�nidas como x : [0;1) ! Rd de (2.1) que

empiezan en S convergen al conjunto mas grande débilmente invariante conjunto M contenido

en

S \ fy 2 Rd : 0 2 �LF f (y)g

Resultados de estabilidad empleando funciones de Lyapunov no suaves en términos

del sufdiferencial próximo

En este apartado se describe el análisis de estabilidad para una inclusión diferencial us-

ando una función semicontinua inferior como candidata de Lyapunov. Y se hace empleo del

subdiferencial proximal para concluir sobre los aspectos de estabilidad. Considere las siguientes

de�niciones sobre la derivada de Lie y su monotonicidad

Sea D � Rd un conjunto abierto y conectado. Una función semicontinua inferior f : Rd ! R

es débilmente no creciente en D en un conjunto valuado en un mapa F : Rd ! =
�
Rd
�
si, para

toda y 2 D, existe una solución x : [0; t1] ! Rd de la inclusión diferencial (2.1) que comienza
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en y y contenida en D que satisface

f (x (t)) � f (x (0))

= f (y) para todo t 2 [0; t1]

Una función semicontinua inferior f : Rd ! R es fuertemente no creciente en D para un

conjunto valuado en el mapa F : Rd ! =
�
Rd
�
si, para todo y 2 D, todas las soluciones

x : [0; t1]! Rd de la inclusión diferencial (2.1) que empiezan en y y contenidas en D satisfacen

f (x (t)) � f (x (0))

= f (y) para todo t 2 [0; t1]

Considere un conjunto valuado en el mapa F : Rd ! =
�
Rd
�
que toma valores no vacíos y

compactos, y la función semicontinua inferior f : Rd ! R, la derivada de Lie superior e inferior
�LF f , L¯ F

f : Rd ! =
�
Rd
�
de f con respecto a F en y están de�nidas respectivamente como

L
¯ F
f (y) ,

�
a 2 R : existe � 2 @pf (y) tal que a = m��n

�
�T v : v 2 F (y)

		
�LF f (y) ,

�
a 2 R : existe � 2 @pf (y) tal que a = m�ax

�
�T v : v 2 F (y)

		
Proposición 5 Sea F : Rd ! =

�
Rd
�
un conjunto valuado en un mapa que satisface la hipótesis

de soluciones en el sentido de Carathedory, y considere la inclusión diferencial asociada(2.1).

Sea f : Rd ! R una función semicontinua inferior, y sea D � Rd un conjunto abierto. Entonces

las siguientes a�rmaciones son ciertas

i) La función f es débilmente no creciente en D si y solo si

supL
¯ F

f (y) � 0 para todo y 2 D

ii) Si en adición, se satisface que F sea localmente Lipschitz en D, o F es continua en D y f

es fuertemente no creciente en D si y solo si

sup �LF f (y) � 0 para todo y 2 D
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Resultados de estabilidad

Considere el siguiente resultado descrito en [20]

Teorema 6 Sea F : Rd ! =
�
Rd
�
un conjunto valuado en un mapa que satisface la hipótesis

de soluciones en el sentido de Carathedory. Sea xe una región de equilibrio de la inclusión

diferencial (2.1), y sea D � Rd un dominio con xe 2 D: Sea f : Rd ! R y asuma que las

siguientes a�rmaciones se satisfacen

i) F es continua en D y f es localmente Lipschitz en D, o F es localmente Lipschitz en D y

f es semicontinua inferior en D y f es continua en xe.

ii) f (xe) = 0, y f (x) > 0 para x 2 Dn fxeg.

iii) sup �LF f (y) � 0 para todo x 2 D.

Entonces, xe es un equilibrio fuertemente estable de (2.1).

iii)� sup �LF f (y) � 0 para todo x 2 Dn fxeg

Entonces, xe es un equilibrio fuerte y asintóticamente estable de la inclusión diferencial (2.1).

Los resultados anteriores son extendibles al uso de soluciones de la inclusión diferencial

de�nida en (2.1) hablando en el sentido de Filippov.

2.2. Estado del arte en la teoría de modos deslizantes

Los sistemas con modos deslizantes han demostrado su capacidad para ser una herramienta

e�ciente en el diseño de controladores de alto orden de plantas dinámicas no lineales que operan

bajo condiciones inciertas, un proceso común para muchos ejemplos de tecnología moderna. Esto

explica el alto nivel de la actividad de publicación e investigación en el área de sistemas con

estructura variable [9], [23]. Los sistemas con estructura variable son una clase de sistemas en

los que la ley de control cambia deliberadamente durante la dinámica del sistema bajo una

regla especí�ca. La teoría de modos deslizantes puede ser presentada como la aplicación de

una señal de control conmutado a alta frecuencia (teóricamente in�nita) que consigue llevar

al sistema a una super�cie � = 0 denominada super�cie de deslizamiento y una vez que la
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alcanza, el objetivo es mantener al sistema en la super�cie a pesar de perturbaciones que

tenga el sistema. La principal ventaja de la teoría de modos deslizantes es la robustez ante

perturbaciones, tanto externas como internas, cuando estas tienen cotas conocidas, otra ventaja

es la reducción del orden del sistema. Algunas desventajas que tiene esta técnica de modos

deslizantes están relacionadas con el grado relativo del sistema, que puede de�nirse como el

número de veces que hay que derivar la función que describe la super�cie de deslizamiento �

para que la acción de control aparezca explícitamente. En el caso de las aplicaciones en modos

deslizantes convencionales este debe ser uno. La segunda desventaja es el efecto de chattering

provocado por la conmutación a alta frecuencias de la señal de control. Los modos deslizantes

han sido ampliamente aplicados en problemas de observación y control [12], [24], [25], [26] por

las características que ya se han mencionado.

2.2.1. Modos deslizantes de segundo orden

Algunas desventajas de los modos deslizantes de primer orden son referidas al chattering que

ya ha sido estudiado en [8]. Algunas de las herramientas usadas para evitar o reducir este efecto

consisten en disminuir la discontinuidad del control cambiando la función signo por la función

saturación. El uso de la función de saturación permite disminuir la amplitud del chattering.

Sin embargo, las características de robustez son parcialmente perdidas. Los modos deslizates de

alto orden (MDAO) constituyen una herramienta para poder trabajar con éstas desventajas.

Considere un sistema dinámico con una función suave de salida �, sea el sistema estabilizado por

una retroalimentación discontinua. Las derivadas de la super�cie, _�, ��, :::,�(r�1) son funciones

continuas de las variables de estado del sistema no lineal retroalimentado, y el conjunto

_� = �� = ::: = �(r�1) = 0 (2.2)

es no vacío y se compone de las trayectorias en el sentido de Filippov [18]. El movimiento en el

conjunto _� = �� = ::: = �(r�1) = 0 se denomina un modo deslizante de orden r [27]. La r��esima

derivada de la función � es discontinua. Para el caso de orden dos, el movimiento que satisface

la ecuación (2.2) se describe en la Figura (2-1). La principal di�cultad para implementar un

modo deslizante de segundo orden es la necesidad de usar la primera derivada de la salida, lo
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Figura 2-1: Trayectoria de un modo deslizante de segundo orden

cual puede causar cierta sensitividad a ruidos en la señal. Dentro de los esquemas por modos

deslizantes de segundo orden, el denominado algoritmo de segundo orden super-twisting ha

sido ampliamente estudiado ([13], [28] entre otros) dado que, a pesar de ser un esquema de alto

orden por modos deslizantes no necesita la primera derivada de la salida. Este algoritmo fue

especí�camente diseñado para sistemas con grado relativo uno con respecto a la variable de

deslizamiento, esto se debe a que el algoritmo esta compuesto por un estado integral.

El algoritmo de supertwisting está de�nido como

ut = u1;t + u2;t

con

_u1;t =

8<: �u si juj > 1

��sign (s) si juj � 1

u2;t =

8<: �� js0jp sign (s) si jsj > js0j

�� jsjp sign (s) si jsj � js0j

Las trayectorias del algoritmo super twisting se describen en la Figura (2-2).
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Figura 2-2: Trayectorias del algortimo Super-twisting

2.2.2. Observadores por modos deslizantes

Para el diseño de observadores, la super�cie de deslizamiento es el error dado por el es-

tado real del sistema y el estado estimado del observador. Dentro de la literatura, existe una

gran variedad de observadores usando la teoría de estructura variable. En [13] se porpone un

observador basado en el algoritmo de super twisting con la siguiente estructura

d
dt x̂1 = x̂2 + z1

d
dt x̂2 = f (t; x1; x̂2; u) + z2

donde x1 y x2 son los estados estimados, y las variables de corrección z1 y z2 son inyecciones

de la salida en la forma
z1 = � jx1 � x̂1j1=2 sign (x1 � x̂1)

z2 = �sign (x1 � x̂1)

y su convergencia es probada en términos de curvas mayorantes. Realizando una discretización

del esquema por el método de Euler, es posible extender el resultado para tiempo discreto

x̂1;ti+1 = x̂1;ti +
�
x̂2;ti + � jx1;ti � x̂1;ti j

1=2 sign (x1;ti � x̂1;ti)
�
�

x̂2;ti+1 = x̂2;ti + (f (ti; x1;ti ; x̂2;ti ; uti) + �sign (x1;ti � x̂1;ti)) �
(2.3)

con � como el periodo de muestreo. Reteniendo la derivada en el punto en que se esta tomando

la salida (en cada instante de muestreo) es posible escribir el observador de la ecuación (2.3) en
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forma continua como:

d
dt x̂1 = x̂2;ti + � jx1;ti � x̂1;ti j

1=2 sign (x1;ti � x̂1;ti)
d
dt x̂2 = f (ti; x1;ti ; x̂2;ti ; uti) + �sign (x1;ti � x̂1;ti)

Con este observador se logra establecer una cota para el error de estimación de

j~x1j � 1�
2

j~x2j � 2�

 > 0, � es el periodo de muestreo

Este esquema de observación es el que más se aproxima a la forma en la que se esta reconstruye

la señal muestreada en este trabajo, principalmente en el uso de un retenedor de orden uno,

análisis que se muestra en la sección siguiente. En la misma línea de investigación se presenta

un análisis del caso vectorial para sistemas de la forma

_xi;t = xn+i;t

_xn+i;t = fi (xt; ut) + �i;t

yi;t = xi;t; i = 1; ::; n

en los trabajos publicados en [11], añadiendo la ventaja de poder identi�car perturbaciones.

Este esquema será retomado en secciones posteriores para el diseño de algoritmos de estimación

para sistemas 2n dimensionales con salida discreta.

Hasta este punto, la estabilidad referente a sistemas con modos deslizantes de alto orden,

en especial los de segundo orden como el algoritmo de super twisting ha sido demostrada

por criterios geométricos. Sin embargo en [1] y [29], se presenta una nueva aproximación para

mostrar convergencia en tiempo �nito en términos del segundo método de Lyapunov, donde se

presenta una función con la siguiente estructura

V (x) = 2k3 jx1j+
1

2
x22 +

1

2

�
k1 jx1j1=2 sign (x1)� x2

�2
Donde x1; x2 2 <, V (�) � 0, V (�) 2 C1 y k1; k3 > 0. Esta expresión puede ser rescrita en forma
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simpli�cada como

Vt (x) = � (x)> P� (x)

donde el vector � 2 <2 se de�ne como

�> =
h
jx1j1=2 sign (x1) x2

i
y la matriz P 2 <2�2 está constituida por los siguientes elementos

P =
1

2

24 4k3 + k21 �k1
�k1 2

35
A través del uso de esta función de Lyapunov, se ha logrando demostrar convergencia en tiempo

�nito para el algoritmo de supertwisting a través el siguiente resultado.

_Vt � �V 1=2t

El tiempo de convergenca en el que el esquema de estimación alcanza la super�cie de desliza-

miento es

T =
2V

1=2
0



En el mismo trabajo se presenta una modi�cación al algoritmo de super twisting agregando

un término lineal en su estructura. Este mismo algoritmo será empleado en el análisis de los

esquemas de super twisting para sistemas con salida muestreada. La convergencia en tiempo

�nito es determinada en términos del segundo método de Lyapunov.

2.2.3. Control por Modos Deslizantes de alto orden

Partiendo de la propuesta de tesis para tratar con sistemas continuos con salida discreta,

es necesario mencionar que entre los trabajos por modos deslizantes se ha desarrollado en dos

vertientes: sistemas continuos en su mayoría y sistemas discretos. Muchos de los esquemas en

tiempo discreto solo son una aproximación de algún esquema de control u observación para tiem-

po continuo ([3], [6], [13], [14], entre otros). En [7] se realiza un control por modos deslizantes

tomando una aproximación por diferencias �nitas de un control homogeneo por HOSM. En
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Figura 2-3: Diagrama de bloques de un Control continuo basado en la salida muestreada de un
sistema lineal

[14] y [15] se realiza una implementación en tiempo discreto para un esquema de control basa-

do en modos deslizantes de segundo orden para sistemas que pueden ser representados en la

forma canónica de Brunovsky [30]. Los efectos de la discretización del esquema de control son

estudiados, y se dan condiciones su�cientes, bajo las cuales, el esquema de control puede dar

como respuesta un comportamiento típico de un esquema por modos deslizantes de segundo

orden (Figura (2-2)). En este mismo trabajo, se encuentra una cota para el error proporcional

al periodo de muestreo a diferencia de la mayoría de los casos de estudio

j�tj � O
�
�3
�

siendo � el periodo de muestreo de la salida del sistema no lineal y �t el error de estimación.

Dentro de los primeros trabajos que se tienen para sistemas continuos con salida muestreada se

encuentra el realizado en [2], cuyo objetivo es obtener periódicamente la salida de un sistema

lineal a través de una función de retención de la señal. Ésto permite generar un control adecuado

en términos de la secuencia de salida del error, marcado como la trayectoria deseada menos la

trayectoria actual del sistema. El esquema de control propuesto se resume en el diagrama de

bloques mostrado en la Figura 2-3, el control resultante se da en tiempo continuo. Sin embargo,

el control es construido bajo la secuencia discreta de la salida.
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Figura 2-4: Muestreo de una señal analógica

2.3. Teoría de Sistemas Muestreados

Dada una señal analógica con ancho de pulso �nito BW , el proceso de muestreo consiste

en la conversión de dicha analógica en una discreta como se puede observar en la Figura (3.3)

donde x (t) es la señal continua y x� (t) es la señal muestreada. El muestreo de ña señal esta

dada por la siguiente expresión

xs (t) = x (t)T
1P

n=�1
� (t� nT )

= T
1P

n=�1
x (nT ) � (t� nT )

(2.4)

El intervalo de tiempo entre cada una de las medidas se denomina periodo de muestreo y esta

relacionado con la reconstrucción de la señal mediante el teorema de Shannon [16].

2.3.1. Teorema de Shanon

Si una señal analógica quiere ser reconstruida a través de su señal muestreada, la frecuencia

de muestreo debe satisfacer

!s � 2!m�ax

en otras palabras, el periodo de muestreo debe satisfacer

T � �

!m�ax
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Figura 2-5: Reconstrucción de una señal por un retenedor de orden cero

donde !m�ax es la frecuencia máxima de la señal analógica. T es el periodo de muestreo y !s es

la frecuencia de muestreo que es igual a !s =
2�

T
.

El proceso de reconstrucción de la señal, puede realizarse en términos de renedores, cuya

aproximación se directamente proporcional al orden de este. En el análisis del presente trabajo

se manejan los retenedores de orden cero y uno.

2.3.2. Retenedor de Orden Cero

Un retenedor de orden cero es un modelo de reconstrucción de una señal muestreada de un

sistema en una señal constante a tramos. La dinámica del retendor de orden cero es decrita por

las ecuaciones (2.5)

xROC (t) = x (kT ) kT � t < (k + 1)T (2.5)

La reconstrucción de la señal de salida se muestra en la Figura (2-5)

Cota máxima del error para retenedores de orden cero

Como se ha planteado en los objetivos de la tesis, el principal problema a tratar es la

estimación de sistemas no lineales por MD cuando la salida disponible para entonar el observador

se obtiene por un muestreo de la señal, al establecer un muestreo de la salida disponible en

términos de retenedores (de primer o segundo orden) siempre existirá un error entre la señal
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real y la señal reconstruida. Si se asume que el ancho de banda del sistema es �nito y se satisface

el teorema de Shanon [16] este error será acotado con una clara dependencia del periodo de

muestreo y de la máxima componente frecuencial del sistema. Los dos siguientes Lemas muestran

la cota máxima posible para cada periodo de muestreo entre la señal real del sistema de�nida

como y (t) y la señal reconstruida de�nida como ys (t).

Para el retenedor de orden cero considere el siguiente resultado

Lema 7 Considere una función no lineal f (�) escalar con ancho de banda BW �nito y com-

ponente frecuencial máxima F+; entonces la cota superior para la diferencia máxima entre la

salida de la función no lineal y (t) y la salida obtenida a través del retendor de orden cero ys (t),

en todo t 2 [TK; T (K + 1)] ; K 2 Z+ [ f0g está dada por

ky (t)� ys (t)k � lkf
+
0 F

+T (2.6)

donde

lk es una constante positiva

f+0 es el valor máximo de la función f (�) en el intervalo [Tk; T (k + 1)]

T es el periodo de muestreo

Prueba. Para un retenedor de orden cero existe una pendiente m1 tal que

k _yk � m1 � f+0

por lo tanto

ky (t)� ys (t)k =


tZ
KT

_y (�) d� � ys (TK)� (TK)

 (2.7)

donde la condición inicial c para la integral en (2.7) está de�nida como

c = ys (TK)� (TK)
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por lo tanto substituyendo en la ecuación (2.7) se tiene

ky (t)� ys (t)k =
 tR
KT

_y (�) d� + c� c


�
tR
KT

km1k d� � f0;kF
+T

lo cual concluye la prueba.

Es evidente dado el resultado obtenido que a mayor periodo de muestro y mayor componente

frecuencial del sistema, como es de esperarse el error obtenido sera mayor.

2.3.3. Retenedor de orden uno

Un retenedor de orden uno (ROU) es un modelo matemático para la reconstrucción práctica

de señales muestreadas que puede ser implementada a partir de un conversor analógico digital

y un integrador, la señal reconstruida es una aproximación lineal en tramos de la salida real.

La dinámica de un retendor de orden uno puede ser descrita como:

xROU (t) =

1X
n=�1

x (nT ) tri

�
t� nT
T

�

donde la función tri (�) se de�ne como:

tri (x) :=

8<: 1� jxj ; jxj < 1

0 otro caso

La reconstrucción de la señal se visualiza en la Figura (2-6)

Cota máxima del error para retenedores de orden uno

De igual forma para el retenedor de orden uno se realiza un análisis del máximo error posible

entre la señal de salida real y (t) y la señal reconstruida en términos del retenedor de orden uno

ys (t).

Lema 8 Considere una función no lineal f (�) escalar con ancho de banda BW �nito y com-

ponente frecuencial máxima F+; entonces la cota superior para la diferencia máxima entre la
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Figura 2-6: Reconstrucción de la señal mediante un retenedor de orden uno

salida de la función no lineal y (t) y la salida obtenida usando la dinámica de un retendor de

orden uno ys (t), en todo t 2 [TK; T (K + 1)] K 2 Z+ [ f0g está dada por

ky (t)� ys (t)k �
�
f0 + F 0

�
TF+ (2.8)

donde

f+0 es el valor máximo de la función f (�) en el intervalo [Tk; T (k + 1)]

T es el periodo de muestreo

F 0 es el valor de la pendiente en el punto t = KT

Prueba. Para un retenedor de orden uno existe una pendiente m2 tal que

ky � y2k � m2T

por lo tanto

ky � y2k � k�f+F+ � � (KT ) f (KT )k

� fo+TF+ + j� (KT ) f (KT )j

f0+TF+ + k� (KT ) f (KT )k

� f0+TF+ + F 0+TF+
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Finalmente

ky � y2k �
�
f0 + F 0

�
TF+

lo cual concluye la prueba.

Los resultados obtenidos, sobre los máximos errores posibles, serán de importancia pri-

mordial en el desarrollo de las pruebas de estabilidad de los estimadores de estado que serán

propuestos. Dado que la e�ciencia en el proceso de estimación estará dependiente del periodo

de muestreo y por lo tanto del error máximo posible entre las señales reconstruidas, el cual, se

plantea como acotado, dadas las características de los sistemas dinámicos que se toman en la

presente tesis.

La cota del error obtenido por el retendor de orden uno, dada la dinámica de reconstrucción

de la señal es menor que la obtenida por el retenedor de orden cero, siempre y cuando se

satisfaga el Teorema de Shanon, como es posible observar en los resultados planteadas en el

Lema 1 y Lema 2.
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Capítulo 3

Diseño de Observadores por Modos

Deslizantes

La teoría de modos deslizantes ha sido ampliamente explotada en el diseño de obser-

vadores, por sus características de convergencia en tiempo �nito y robustez ante incertidumbres

paramétricas [9], [13]. Sin embargo, los resultados existentes están orientados a sistemas en

tiempo continuo y en menor cantidad a sistemas en tiempo discreto. Actualmente, no existen

resultados para esta teoría en sistemas cuyo esquema sea continuo pero su medición discreta.

En el presente capítulo se analizan y proponen diferentes esquemas de observación por MD para

sistemas no lineales cuya salida es discreta o muestreada. Se parte de un observador por MD

de primer orden, se presenta el algoritmo de super-twisting basado en el esquema propuesto en

[13] y se concluye con un análisis de dicho esquema agregando a su estructura un término lineal

[1]. Las pruebas de convergencia se basan en el segundo método de Lyapunov desarrollado en

[1] tomando en cuenta los resultados de estabilidad descritos en el capítulo anterior. Debido a

la presencia de errores en la medición derivados del muestreo de la señal, sólo es posible mostrar

convergencia en tiempo �nito a una región, cuya amplitud está delimitada por el periodo de

muestreo.
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3.1. Observador para sistemas no lineales con salida muestreada

por Modos Deslizantes de Primer Orden

En este apartado se propone un observador basado en la teoría de modos deslizantes de

primer orden (MDPO), la estructura del observador es lineal, y su estabilidad es probada en

términos del segundo método de Lyapunov, la prueba de estabilidad permite delimitar la región

de convergencia del observador. Es importante nuevamente subrayar que solo es posible obtener

convergencia en tiempo �nito a una zona.

3.1.1. Clase de Sistemas no Lineales a tratar

Los sistemas no lineales que serán estudiados en este punto de la tesis, están representados

por la siguiente ecuación diferencial:

_xt = f (xt) + g (xt)ut + �t

yt = h (xt) + �t

x (0) = x0

(3.1)

donde el vector x (�) 2 <n corresponde a los estados dinámicos del sistema no lineal, la señal

de salida del sistema yt 2 <p (p � n) está dado por la función h (�) ; u (�) 2 <m (m < n) es una

perturbación medible externa en el sistema. El vector � (t) 2 <n representa el conjunto de todas

las posibles incertidumbres asociadas a la dinámica del sistema. Finalmente, la señal �t 2 <p

representa las variaciones de la señal de salida asociadas con ruidos no medibles presentes en

los sensores.

Las funciones no lineales f (�) : <n ! <n , g (�) : <n+m ! <n y h (�) : <n ! <p son

continuamente diferenciables, esto es ff (�) ; g (�) ; h (�)g 2 C1.

El sistema no lineal (3.1) cubre una amplia gama de sistemas dinámicos. Existen muchos

observadores diseñados empleando técnicas como el esquema de Luenberger, algunas de las

ventajas implementando MD son fácilmente predescibles, como la robustez ante incertidumbres,

aunque también existirán ciertas desventajas como es el conocido chattering. Para obtener el

resultado es necesario asumir los siguientes puntos

A1. La salida del sistema no lineal de�nida como yt en el sistema (3.1), no se encuentra
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disponible en todos los instantes de tiempo (posible consecuencia de su implementación

en tiempo real a partir de convertidores de señal). Sin embargo aplicando la teoría de

retenedores de señal es posible mantenerla continua mediante un retenedor de orden cero,

cuya dinámica es descrita por la función indicador � (Tk) de�nida como

� (Tk) :=

8<: 1 t 2 [Tk; T (k + 1))

0 otro caso

k 2 Z+ [ 0

(3.2)

Por lo tanto, la información usada en el desarrollo del observador es �yt, la señal de salida

reconstruida a partir del muestreo de la señal real

yt = h (x)

�yt = yt=Tk� (Tk)
(3.3)

se puede observar que a pesar de tener una salida muestreada, la señal �yt permanece

continua.

A2. El sistema no lineal (3.1) nominal

_xt = f (xt) + g (xt)ut

yt = h (xt)

cuando las perturbaciones son cero (�t = �t = 0; 8t � 0) es observable

A3. La entrada externa al sistema es acotada

kutk � u+

u+ > 0
(3.4)

A4. Las funciones inciertas no lineales f (�) ; g (�) ; h (�) satisfacen las siguientes desigual-
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dades:
kf (xt)�Axk � Lf

k(g (xt)�B)utk � Lg

kh (xt)� Cxtk � Lh

(3.5)

con Lf ; Lg; Lh 2 < y Lf ; Lg; Lh > 0, las matrices A 2 <n�n; B 2 <n�1 y C 2 <1�n. El

par (A;B) tiene que ser controlable, y el par (A;C) observable

A5. Las perturbaciones externas del sistema en los estados � (t) y en la salida � (t) están

acotadas en forma elipsoidal

k�tk � �+ �+ > 0

k�tk � �+ �+ > 0
(3.6)

3.1.2. Estructura del observador no lineal

Tomando en cuenta las consideraciones que se presentan para el sistema no lineal (3.1), la

estructura del observador por MDPO propuesto es

d

dt
x̂t = Ax̂t +But +K

et
ketk

; x̂ (0) given

e (t) := �yt � Cx̂t
(3.7)

El error de estimación se de�ne como:

�t := xt � x̂t (3.8)

El siguiente Teorema, representa el resultado principal a la hora de implementar el observador

propuesto descrito por la ecuación (3.7) basado en MDPO, tomando solo información muestrea-

da de la salida del sistema no lineal.

Teorema 9 Considere el sistema no lineal descrito en (3.1), donde la salida puede ser medida

solo en ciertos intervalos de tiempo t = kT (k 2 Z+\0) con T que de�ne un tiempo de muestreo

�nito. El ancho de banda BW de la señal es �nito. El periodo de muestreo es seleccionado de

tal forma que el teorema de Shanon se satisfaga. Usando el observador propuesto en (3.7), que
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usa información muestreada de las salidas y seleccionando la matriz K como

K := kP�1C| k > 0

entonces el error de estimación del observador ajustado por la información disponible para cada

periodo de muestreo T converge en tiempo �nito a una bola B� con radio equivalente a

B� :=

�
�t : k�tk �

�1 + �2
�3

�
(3.9)

con los parámetros �1, �2 y �3 de�nidos como

�1 := �m�ax (�1)Lf + �m�ax (�2)Lgu
+ + 2k

p
n ('+ + Lh + �

+)

�2 := 2
p
n ('+ + Lh + �

+)

�3 := k�1�m��n
�
P�1

�
donde

'+ := m�ax
T>t�0

k�yk

y P la solución positiva de�nida de la ecuación de Riccati

PA+A|P + P
�
��11 + ��12 + 2��13

�
P +Q0 = 0 (3.10)

con

�j = (�j)
> > 0; �j 2 <n�n, j := 1 : 3

Prueba. La prueba del teorema anterior puede ser revisada en el apéndice de la tesis.

El resultado anterior muestra como elegir las ganancias, de tal forma que podamos entonar

el observador descrito por las ecuaciones (3.7) Sin embargo, a través de este teorema solo se

obtienen condiciones su�cientes. Existen un grupo de cuatro condiciones necesarias para poder

encontrar una solución para la ecuación de Ricatti, las cuales se describen a continuación:

Condición 10 La matriz A debe der estable.

Condición 11 El par
�
A;R1=2

�
es controlable, donde R = ��11 + ��12 + 2��13
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Condición 12 El par
�
Q
1=2
0 ; A

�
es observable.

Condición 13 Las matrices (A;Q;R) satisfacen la siguiente desigualdad

1

4

�
ATR�1 �R�1A

�
R
�
ATR�1 �R�1A

�T
+Q0 � ATR�1A (3.11)

Las condiciones anteriores ofrecen un método constructivo para la selección de Q0. El valor

de lambda 1-3 queda previamente de�nido por el tamaño de las perturbaciones que participan

en el sistema no lineal de segundo orden (3.1) y que están determinadas por la desigualdad

desarrollada en el apéndice. Nótese que estos valores no son libres pero tampoco únicos. Del

conjunto solución para éstas matrices solo se seleccionarán aquellas que satisfagan la condición

de que el par
�
A;R1=2

�
sea controlable. Una vez que se ha �jado el valor de R, el valor de

Q0 puede obtenerse de la expresión (3.11) por un simple despeje. Si el valor de Q0 obtenido

satisface la condición de que el par
�
Q
1=2
0 ; A

�
es observable entonces se asegura la existencia

de la solución positiva de�nida para la ecuación modi�cada de Ricatti (3.10).

Por otro lado es evidente que la región de convergencia depende del periodo de muestreo

de la señal, dado que el término '+, que aparace en el numerador de la región de convergencia

(3.9) en los términos �1 y �2, dicho término corresponde al máximo valor posible en un periodo

de muestreo de la diferencia entre yt y �yt, el cual depende del tipo de retenedor que se este

empleando. Resultado provisto por los Lemas 1 y 2, desarrollados en el capítulo anterior.

El teorema anterior da las condiciones su�cientes para obtener el valor de la matriz P =

P T > 0, la cual permite obtener el valor de la ganancia K que será utilizada en el diseño del ob-

servador basado en la teoría de MDPO. La obtención de tal ganancia completa uniquívocamente

el diseño del observador.

3.2. Observadores por Modos Deslizantes de segundo orden con

salida muestreada

Dentro de las características que presentan los modos deslizantes convencionales (o de primer

orden) se encuentra la convergencia en tiempo �nito del error de observación, sin embargo

comúnmente ligado a ésta teoria existe la presencia de chatering (ó castañeo). La teoría de
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Modos Deslizantes de Segundo Orden, reducen este problema y conservan la convergencia en

tiempo �nito del observador. Para ser aplicados en primera instancia es necesario que la super�-

cie cuente con grado relativo dos. En este apartado, se usa la técnica del algoritmo super-twisting

aplicado a sistemas de segundo orden mecánicos. Siguiendo con la línea central de esta tesis:

sistemas continuos, cuya salida es discreta o muestreada (3.3). Se propone el análisis de un esti-

mador de estados basado en el algoritmo propuesto en [13] y se muestra la versión para un caso

escalar, posteriormente se extiende el diseño para el caso vectorial. Tomando como referencia la

teoría de Lyapunov desarrollada en [1], se muestra la convergencia de los observadores tomando

la presencia del muestreo en la inyección del error del estimador y perturbaciones en los estados

y en las salidas.

3.2.1. Algoritmo de Super-twisting para caso escalar

Clase de sistemas no lineales a tratar

El diferenciador basado en el AST, ha sido aplicado principalmente a sistemas mecánicos,

donde solo es posible tener acceso a la posición del sistema. Tomando en cuenta este esquema

de observador, se realiza un es estudio de estabilidad considerando que la salida, que es el

primer estado es muestreada y reconstruida en términos de retenedores de señal. Para aplicar

el observador es necesario que el sistema bajo estudio, es decir, el sistema observado cumpla

algunas características, las cuales se detallan a continuación.

La clase de sistemas no lineales con perturbaciones en sus estados estudiados en este aparta-

do son descritos por las siguientes ecuaciones diferenciales:

_x1;t = x2;t

_x2;t = f (xt; ut) + �t

yt = x1

(3.12)

donde, xt = [x1;t; x2;t]| 2 <2 es el vector de estados, ut 2 < es la entrada de control aplicada

al sistema, la señal �t representa perturbaciones internas en la estructura del sistema y f (�) :

<2 ! < es una función no lineal discontinua que describe la dinámica del sistema. La solución

a la ecuación diferencial anterior se entiende en el sentido de Filipov [18], es decir
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_x2;t 2 �F (xt; ut) + �t (3.13)

Para este apartado es necesario que el sistema no lineal (3.12) cumpla las siguientes carac-

terísticas

A1. Las perturbaciones se encuentran acotadas en sentido elipsoidal

k�tk2�� � �; �� = �
>
� > 0 (3.14)

A2. La salida del sistema está dada por x1;t que no puede ser medida durante todo el tiempo.

Esta salida solo puede monitorearse en intervalos de tiempo de�nidos donde T denota el periodo

de muestreo y satisface el teorema de Shannon. El estimador de estados presentado tiene una

aplicación más cercana a aplicaciones en tiempo real, donde el observador es implementado en

sistemas digitales como una computadora personal, en donde se necesita una versión muestreada

de la salida del sistema. Esta situación se puede observar cuando se emplea un convertidor

analógico digital. La información digital obtenida es manipulada a través de un retenedor de

orden cero, cuya dinámica es descrita en (3.2). La salida usada para ajustar el observador de

estados se describe en (3.3). Se puede observar que a aplicar la función indicador, la salida �yt

sigue siendo una señal continua.

A3. La diferencia entre la función no salida valuada en los estados reales y valuada en los

estados estimados está acotada

jf (x1;t; x2;t; ut)� f (�x1;t; x̂2;t; ut)j � ~F+ ~F+ > 0

Estructura del observador basado en supertwisting

La estructura de observación propuesta para tratar con la clase de sistemas no lineales

arriba mencionados se basa en el algoritmo de supertwisting, el cual se describe por medio de

las siguientes ecuaciones diferenciales con discontinuidad en el lado derecho ():

d

dt
x̂t =

24 x̂2 + �1� (~x1;t) sign (~x1;t)

f (x̂; u; t) + �2sign (~x1;t)

35 (3.15)
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donde x̂t = [x̂1;t; x̂2;t]| 2 <2 es el vector de estados del observador, �1 y �2 son constantes que

servirán para el ajuste del observador, � (�) es una función no lineal, donde la función� (�) se

de�ne como

� (z) := jzj1=2

En las siguientes líneas se muestra el resultado del análisis de la convergencia del AST cuando

se considera que la salida del sistema no es continua. La inyección del error para corregir las

trayectorias del observador se de�ne como

~x1;t = �x1;t � x̂1;t

donde el término �x1;t es la salida empleada reconstruida por las dinámicas de retención prop-

uestas por lo que es evidente que

�x1;t = x1;t � �y;t
~x1;t = x1;t � x̂1;t � �y;t

es la salida muestreada disponible del sistema no lineal 3.12. La ecuación anterior que describe

la salida usada para ajustar el sistema también puede escribirse como

~x1;t = x1;t � x̂1;t +�t

donde �t es el valor obtenido en los Lemas 1 y 2. Por lo tanto la ecuación que describe la

dinámica del error es

~xi = xi � x̂i
d
dt ~x1 = ~x2 � �1� (�x1) S (�x1)
d
dt ~x2 = f (xt; ut)� f (�x1;t; x̂2;t; ut)� �2S (�x1) + �t

(3.16)

El cambio de �x1;t durante el tiempo puede ser expresado como

d

dt
�x1;t =

d

dt
~x1;t + _�t (3.17)
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El término �t aparece como consecuencia del muestreo de la señal. Considerando el uso de un

retenedor de orden cero, se asume una cota para este término de la siguiente forma:

��� _�t��� � v+

Esta cota es �nita dado que el ancho de banda del sistema bajo análisis está acotado, es decir

el sistema no tiene escape in�nito. El resultado principal de esta sección es resumido en el

siguiente teorema, donde se muestra como tienen que ser elegidas las ganancias para poder

satisfacer las condiciones de convergencia del observador. Las ganancias del observador son

calculados partiendo de una ecuación cuadrática de la forma

V := V (~xt; x̂; t) =
h
(� (�x�) S (�x�))

| ~x|�

i24 p11 �p12
�p12 p22

3524 � (�x�) S (�x�)
~x�

35
= �Tt P�

y la matriz P de�nida como

p :=

244"2 + ' 2"

2" 1

35
con "; ' > 0

Teorema 14 Considere el sistema no lineal de segundo orden descrito en (3.12) donde la salida

(de�nida en las coordenadas generalizadas) [31], puede ser medida en intervalos especí�cos de

tiempo denominados t = kT (k 2 Z+ [ 0) con T de�nido como un intervalo de tiempo �nito. El

ancho de banda (BW ) de la señal se asume acotado. El periodo de muestreo es seleccionado de

tal manera que el teorema de Shannon se cumpla [16]. Usando el estimador de estados de�nido

en (3.15) que emplea información muestreada de la salida y seleccionando las ganancias del

observador �1 y �2 como

�1 =
1 + 4" (F

+ + k2)

(4"2 + ')

�2 = �
(
p
8"1�1 � 2 + �2)

�
4"2 + '

�
2 (4"2 + (4"2 + '))

� "1 � 4"2F+
(4"2 + (4"2 + '))

1 > 0

(3.18)
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entonces la matriz Q1 es positiva de�nida

Q :=

24 p11�1 � 2p12
�
~F+ + �2

�
�p11 � p12�1 � 2p22

�
~F+ + �2

�
�p11 � p12�1 � 2p22 ~F+ � 2p22�2 p12

�
1� ��1

�
35 (3.19)

y las trayectorias del error de observación quedan con�nadas a una bola B� de�nida por

B� :=
n
~xt : k~xtk � m�ax

��2
�
; �1

�o
�1 := �v

+ � > 0

�2 := p11v
+

� =
�m�ax1=2 (P )�m��n (Q)

�m��n (P )

(3.20)

Prueba. La prueba de este teorema es desarrollada en el apéndice del presente capítulo

El resultado anterior, muestra como se deben seleccionar las gananciasn del observador de tal

manera que las condiciones del teorema se satisfagan. Esto signi�ca, que siguiendo la selección

de las ganancias del observador sugeridas en (bla ba), la matriz descrita por la ecuación (3.19)

será positiva de�nida necesáriamente. Al existir tal solución, el observador convergerá a la región

dependiente del periodo de muestreo tal como lo indica la ecuación (3.20).

El desarrollo de los resultados que se obtienen en esta tesis para el análisis de observadores

por MDSO se basan en la función de Lyapunov publicada en [1]. Cabe resaltar que, la derivada

de la función de Lyapunov no existe en el punto cero, por lo tanto haciendo uso de los conceptos

de gradiente generalizado y subdiferencial proximal, es posible dar una conclusión sobre la

estabilidad del observador.

Un aspecto importante es el punto donde la derivada de la función de Lyapunov llega a tocar

el punto cero, en este punto la derivada no ésta de�nida. Por lo tanto, las trayectorias podrían

presentar un salto que provoque su salida de la región de convergencia (tal y como lo preveé el

concepto de subdiferencial proximal) para posteriormente ser forzadas a entrar en ella por la

condición (ref, dada en el apéndice de la tesis). El siguiente comentario explic formalmente este

concepto.

Comentario 15 Dado que, si la derivada de la función de Lyapunov _Vt = 0, no implica que

Vt es igual a cero, se tiene que analizar la posible discontinuidad en la trayectoria de Vt cuando
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�x1 es igual a cero. De hecho

Vtj�x1=0 = x22

Tomando en cuenta una suposición que re�ere a

��x22�� � x+2 (3.21)

Lo cual implica que la bola de convergencia queda ahora de�nida como

B� :=
n
~xt : k~xtk � m�ax

��2
�
; p21; x

+
2

�o
Como en el teorema se asume un sistema con escape �nito, entonces es posible acotar la

trayectoria del sistema como en la ecuacuón (3.21).

Nótese además que, si no existe muestreo de la señal de salida del sistema no lineal, entonces,

como se observa en el teorema tendremos convergencia en tiempo �nito al error igual a cero,

dado que �1 = �1 = 0, y se tendría el resultado de [1].

3.2.2. Algoritmo supertwisting para salida muestreada (extensión al caso

vectorial)

Si de�nimos un nuevo sistema no lineal compuesto por pares de ecuaciones como las que

se describen en (3.12), es posible extender el resultado a una clase de sistemas no lineales

con 2n ecuaciones diferenciales, estructura clásica por ejemplo de un robot manipulador con

n grados de libertad. Las consideraciones que se piden al sistema son similares que en el caso

escalar, de igual forma la función de Lyapunov propuesta sigue el desarrollo publicado en [1]. A

continuación se describe más a detalle la clase de sistemas no lineales que pueden ser analizados

bajo el esquema de estimación del AST extendido al caso vectorial.
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Clase de sistemas no lineales de dimensión 2n

La dinámica del sistema no lineal se describe mediante 2n ecuaciones diferenciales

_xi;t = xn+i;t

_xn+i;t = fi (xt; ut) + �i;t

yi;t = xi;t; i = 1; ::; n

(3.22)

donde x 2 <2n, x = [x1; x2; :::; xn�1; xn; xn+1; :::; x2n�1; x2n]> es el vector de estados del sistema,

fi (�; �) : <n+m ! < es una función no lineal incierta pero acotada y derivable. �i;t 2 < es una

perturbación en los estados del sistema. Para tener una facilidad en el manejo del sistema, este

se reescribe como

_xt =
d

dt

24 x�

x�

35 =
24 x�

f (xt; ut) + �i;t

35
donde _x� y _x� están de�nidos como

_x� =

26666664
_x1;t

_x2;t
...

_xn;t

37777775 =
26666664
xn+1;t

xn+2;t
...

x2n;t

37777775

_x� =

26666664
_xn+1;t
...

_x2n�1;t

_x2n;t

37777775 =
26666664

f1 (xt; ut) + �1;t
...

fn�1 (xt; ut) + �n�1;t

fn (xt; ut) + �n;t

37777775
Se asume que el sistema no lineal descrito (3.22) cumple las siguientes características, nece-

sarias para poder aplicar el observador basado en el AST extendido al caso vectorail.
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A1. El conjunto de todos los controles no lineales admisibles esta dado por el conjunto

Uadm :=
n
u: kutk2 � v0 + v1 kxtk2�u <1

o
�u = �

>
u > 0, �u 2 <n�n

v0; v1 2 <+

A2. Las perturbaciones son acotadas de la misma manera que han sido tomadas para los

casos de estudio anteriores. La cota superior para las perturbaciones puede ser observada en la

ecuación (3.14).

A3. La salida del sistema representada por el conjunto [x1; x2; : : : ; xn;t] no se conoce en todo

el tiempo. Esta salida es muestreada partiendo de un retenedor de orden cero a partir de la

función indicador � (k) descrita en (3.2) de tal forma que la salida disponible del sistema es

y> =
h
x1;t x2;t � � � xn;t

i
�y> = y>t=TK� (TK)

Nuevamente se considera una salida muestrada y reconstruida en téminos de retenedores,

como la información disponible para poder entonar el observador

Observador para un sistema 2n dimensional basado en el algoritmo de supertwisting

La estructura del observador por modos deslizantes de segundo orden (MDSOV) se basa en

el AST y se describe como

d

dt
x̂t :=

d

dt

24 x̂�

x̂�

35 =
24 s1 (x�; x̂�)

s2 (x�; x̂�)

35 (3.23)

donde s1 y s2 se de�nen como:

s2 (x�; x̂�) :=

26666664
f1 (x̂; u; t)

f2 (x̂; u; t)
...

fn (x̂; u; t)

37777775�
26666664

�2sign (�x1;t)

�4sign (�x2;t)
...

�2nsign (�xn;t)

37777775
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El estimador de estados es una copia del sistema con 2n parámetros de corrección determinados

como �1; :::; �2n. En forma compacta el El sistema puede ser reescrito de la siguiente forma

d

dt
x̂t =

d

dt

24 x̂�

x̂�

35 =
24 x̂�

F (x̂; u; t)

35
+

24 
1 0

0 
2

3524 � (�x�)
In�n

35S (�x�)
(3.24)

con los siguientes parámetros


1 := diag
�
�1; �3; ...,�2n�1

�

2 := diag [�2; �4; ...,�2n]

�i 2 <+; i = 1; 2n

� (�x�) = diag [� (�x1;t) ; � (�x3;t) ; ...,� (�x2n�1;t)]

� (�xr;t) := j�xr;tj1=2 ; r = 2i� 1; i = 1; n

S (�x�) := [sign (�x1;t) ; sign (�x2;t) ; ...,sign (�xn;t)]

(3.25)

El conjunto de información disponible para entonar el estimador de estados se compone de los

términos

~x� = x̂� � �x�

donde �x� es la información reconstruida del sistema en base a las mediciones discretas que se

pueden tomar, de esta manera el error de observación queda de�nido como

~x� = x̂� � x� +�t

El término �t permance acotado, dado que se pide que el sistema tenga ancho de banda �nito

y que el Teorema de Shannon se cumpla.

k�tk � v+

El resultado principal de esta sección es descrito en el siguiente teorema, donde se dan condi-

ciones de su�ciencia de las características que tiene que tener las ganancias del observador para
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lograr convergencia en tiempo �nito.

Teorema 16 Considere el sistema no lineal descrito en (3.22) donde la salida (de�nida en las

coordenadas generalizadas) [31] puede ser medida en intervalos especí�cos de tiempo denom-

inados t = kT (k 2 Z+ [ 0) con T de�nido como un intervalo de tiempo �nito. El ancho de

banda (BW ) de la señal es acotado. El periodo de muestreo T es determinado tomando la cota

superior para el BW de�nida por (BW+). Por lo tanto, usando el estimador de estados de�nido

en (3.24) que usa información muestreada de la salida y seleccionando las ganancias 
1 y 
2

del observador de tal forma que las matrices Q0 y Q1 sean positivas de�nidas

Q1:= [ai;j ] ; i; j =1; 2

q11= �(�x�;t)
�1

24 �P 11
1+P 11�11P11
+2P 12


35
q12= q21=

1

2
� (�x�;t)

�1 ��
>1 P12+P 11+2P 22
2�
q22= �� (�x�;t)�1

�
P12�P 12��1P12

�
(3.26)

Q2:= [ai;j ] ; i; j =
_____
1 : 4 ; a21= a12= �P 12

a11= a14= a23= a24= 0

a32= a34= a41= a42= a43= 0

a31= a13= �P 12
2; a22= �
�1
1

a33= �
�1
2 ; a44= P 22�1P22+P 22�2P22

(3.27)

entonces el error de observación del estimador de estados propuesto usando salida muestreada

del sistema converge a una bola B� de�nida como

B� :=
n
~xt : k~xtk �

�

�
+ "
o

� := (1 + 2) v
+; 1; 2 2 <+

� :=
�m��n1=2 P�m��n (Q0)

�m��nP
, " 2 <+

Prueba. La prueba del teorema se presenta en el apéndice de éste capítulo

Las ganancias pueden ser obtenidas si se encuentra solución a las desigualdades matriciales

Q1 y Q2. Como es de esperarse nuevamente el teorema muestra que la calidad de la estimación
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traducida en el aumento del radio de la bola B� decrecera si el periodo de muestreo T se

hace mas grande. De contrario es posible encontrar convergencia en tiempo �nito a la región

del error delimitada por cero. Nuevamente el valor del parámetro v+ se determina en base a

los Lemas 1 y 2, desarrollados en el capítulo anterior. Dadas las condiciones del sistema, la

necesidad de tener un menor tiempo de muestro en este resultado es evidente, debido al número

de estados involucrados, las ecuaciones diferenciales que describen la dinámica del sistema

dependen, cada uno de todos los estados. Por ejemplo hablando de un robot manipulador el

efector �nal dependerá de las posiciones de cada uno de sus eslabones.

3.3. Observador por algoritmo de super-twisting con término

lineal

Finalmente se presenta un resultado complementario aplicando el AST, el cual mezcla el

término del error clásico de un modo deslizante, es decir la función discontinua, y el término de

un observador tipo Luenberger. Este esquema de observación fue presentado en el trabajo de

[1], mismo trabajo donde se desarrollan las funciones de Lyapunov que hasta este momento han

sido aplicadas para las pruebas de estabilidad del observador basado en el AST tomando en

cuenta medidas discretas de la salida. Para el análisis de estabilidad, de igual forma que en los

casos de estudio precedentes, es necesario que el sistema no lineal bajo estudio cumpla ciertas

características. Para el problema de observación empleando el AST con término lineal (ASTL)

considere el sistema no lineal descrito por las ecuaciones (3.12), estudiado en la sección del

observador por AST para el caso escalar. Las consideraciones que se piden para el sistema son

las mismas que fueron planteadas para el caso escalar con perturbaciones en sus estados y en

la salida, actoadas en forma elipsoidal (ecuación (3.14)) y la salida del sistema muestreada con

un retenedor de orden cero (ecuaciónes 3.2 y 3.3) considere el siguiente esquema de estimación

de estados [1]

_x1;t = x2;t � k1 j�x1;tj1=2 sign (�x1;t)� k2�x1;t
_x2;t = �k3sign (�x1;t)� k4�x1;t

(3.28)

La ecuación anterior corresponde al algoritmo de supertwisting agregando un término lineal en

su estructura, dicho término será mas fuerte cuando la dinámica del observador se encuentre
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alejada de la dinámica real del sistema. Cerca de las dinámicas del sistema, la función sign tiene

mayor aportacion en la disminución del error de observación El resultado de la convergencia

de este esquema de estimación se describe en el siguiente teorema, con la adecuada selección de

ganancias, es posible lograr que el estimador de estados converga a una región.

Teorema 17 Considere el sistema no lineal de segundo roden e forma vectorial descrito en

(3.12) donde la salida (de�nida en las coordenadas generalizadas) [31], puede ser medida en

intervalos especí�cos de tiempo denominados t = kT (k 2 Z+ [ 0) con T de�nido como un in-

tervalo de tiempo �nito. El ancho de banda (BW ) de la señal es acotado. El periodo de muestreo

es seleccionado de tal manera que el teorema de Shannon se cumpla. Usando el estimador de

estados de�nido en (3.15) que usa información muestreada de la salida y seleccionando las

ganancias del observador cumpliendo las siguientes condiciones

k1 > 0

k2 > �
r
4"2k1
"1

+ 2

k3 < �k21
"1; "2; "3 > 0

(3.29)

y k4 tomando la solución positiva de la ecuación cuadrática

ak24 + bk4 + c = 0 (3.30)

con los parámetros

a := �1
4"1k

3
1

b :=
�
k31k2"1 (2� k2)� 1

4"1k
3
1k2
�

c := �1
4"1k

3
1k
2
2 + "1"2k

2
1k
2
2 � 4k41k22"2 + 1

4k1k
2
2"
2
1 (2� k2)

2 + k31k2"1 (2� k2) k2 � "3
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de tal forma que las matrices Q0 y Q1 sean positivas de�nidas, donde Q0 se de�ne como

Q0 := [qi;j ] ; i; j =
_____
1 : 3

q11 = k1k3 + k
3
1

q22 = 3k1k
2
2 + k4k

2
2

q33 = k1

q21 = q12 =
1
2

�
+2k2k3 + 2k

2
1k2 � k3k22 � ��12 k21k

2
2

�
q32 = q23 =

1
2 (�k1k4 � 2k1k2)

q13 = q31 = �2k3 + 2k3 � 2k21

(3.31)

y Q1 queda de�nida como

Q1 := [ai;j ] ; i; j =
_____
1 : 4

a11 = 2k2k4 � ��12 k21k
2
2 � ��13 k21k

2
2

a22 = ���14 k22 � 2��1k4
a33 = 2k4 + k2 � ��16 k22

a21 = a12 =
1
2

�
�k1k2 + k21k2 + 2k1k4

�
a32 = a23 =

1
2

�
�2k22 � k22k4 � 2k4

�
a13 = a31 = 2k4 + k2 � ��16 k22

(3.32)

entonces el error de observación usando la información muestreada de la salida (con periodo

de muestreo T ) converge a una bola B� con radio

B� :=

(
~xt : k~xtk � m�ax

 �
�1
�1

�2
;
�2
�2

!)
�1 :=

�1=2m��n (P )�m��n (Q0)

�m�ax (P )

�2 := �m��n (P )

�1 := �5�
+

�2 := (�1 + �2 + �3 + �4 + �5 + �6) (�
+)
2

�i 2 <+, i = 1; 6

(3.33)
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Prueba. La prueba del teorema se muestra en el apéndice del capítulo

Si la selección de las ganancias se realiza conforme a lo estipulado en el Teorema anterior,

se puede garantizar que las matricer Q0 y Q1 sean positivas de�nidas, por lo tanto la región de

convergencia a la que el error de estimación llegará estará delimitada por el radio �. Al momento

de agregar el término lineal en la estructura del AST se pierde convergencia en tiempo �nito,

el error de estimación convergera a la bola B� de forma exponencial de forma más rápida que

el clásico AST.
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Capítulo 4

Resultados Numéricos

Los esquemas de observación presentados pueden ser aplicados a sistemas mecánicos cuya

forma general se describe como

M (q) �q + C (q; _q) _q + g (q) + d = � (4.1)

donde q 2 Rn es el vector de coordenadas generalizadas, M (q) es la matriz de inercia, C (q; _q)

es la matriz asociada a las fuerzas de Coriolis y fuerzas centrífugas, g es el vector de fuerzas

gravitacionales, d es un término de incertidumbre en el modelo y � es el vector de control

producido por los actuadores del sistema.

El capítulo está dividido en dos seccions. En la primera sección se presentan los observadores

diseñados por modos deslizantes de primer orden y los basados en el esquema de supertwist-

ing aplicados a un sistema de péndulo simple; en la segunda sección se aplica la extensión al

caso vectorial del observador de supertwisting. Empleando en todos los esquemas la medida

muestreada del sistema, que se podría ver como consecuencia natural de implentar los obser-

vadores en tiempo real, donde es necesario una conversión analógica digital para obtener los

valores correspondientes del sistema físico a partir de los sensores disponibles para efectuar esta

tarea. El tiempo de respuesta del sensor determinará el tiempo de muestreo para las medidas

de la señal.
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Figura 4-1: Péndulo Simple implemantado en las simulaciones

4.1. Descripción de los modelos matemáticos

A continuación se da una descripción de los modelos usados para las simulaciones: un pén-

dulo simple y un manipulador de dos grados de libertad.

4.1.1. Péndulo simple

Considere la imagen de la Figura (4-1) que corresponde a la descripción física de un péndulo

simple, cuyo modelo se constituye por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

_x1 = x2

_x2 =
1

J
u� MgL

2J
sin (x1)�

Vs
J
x2 + �t

y = x1

(4.2)

donde x1 = � es el ángulo de oscilación, x2 = _� es la velocidad angular, M es la masa del

péndulo, g es la fuerza gravitacional, L es la longitud del péndulo, J es el brazo de inercia, Vs

es el coe�ciente de fricción viscosa del péndulo y �t es una perturbación acotada.

4.1.2. Modelo de un manipulador de dos grados de libertad

Para ilustrar el comportamiendo del observador mostrado en (3.24) (Observador de Super

Twisting para caso vectorial) se implementa el resultado en un sistema no lineal referente a un

robot manipulador de dos grados de libertad (Figura 4.1.2). Las matrices del modelo mecánico
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que describe su dinámica M (q), C (q; _q) y g (q) están dados por:

M (q) =

24 (m1+m2) l
2
1 m2l1l2 (s1s2+c1c2)

2

m2l1l2 (s1s2 + c1c2)
2 m2l

2
2

35
C (q; _q)=

24�m2l1l2 (c1s2+s1c2) 0

0 �m2l1l2 (c1s2 + s1c2)

35
g (q)=

24� (m1+m2) l1gs1

�m2l2gs2

35
(4.3)

donde si = sin (�i) y ci = cos (�i) :

Robot manipulador de dos grados de libertad

4.2. Resultados de estimación para el péndulo simple emplean-

do el retenedor de orden cero

Los parámetros utilizados para el modelo (4.2) en las simulaciones son: las condiciones

iniciales fueron escogidas para el modelo como x1;0 = 3 y x2;0 = �1, x̂1;0 = �3, y x̂2;0 = �6

para los observadores. Los parámetros del péndulo son : m1 = 1;1kg, L = 1m, g = 9;81
�
m
s2

�
y

Vs = 0;18
kg�m
s2
. Para efectos de simulación, la perturbación es expresada como:

�t = 0;5 sin (2t) + 0;5 cos (5t) (4.4)
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Figura 4-2: Análisis frecuencial del modelo que describe la dinámica de un péndulo simple

4.2.1. Análisis frecuencial para los diferentes tiempos de muestreo

La Figura (4-2) muestra el análisis frecuencial de la salida del sistema descrito por la ecuación

(4.2). Las componente máxima es aproximadamente

4.2.2. Comparación de los esquemas de estimación para los diferentes esque-

mas de observación

El observador por MDPO fue entonado usando el siguiente vector de ganancias

K =

24 7
80

35
para el observador por supertwisting MDSOL las siguientes ganancias fueron propuestas para

su funcionamiento

k1 = 9; k2 = 10, k3 = 3, k4 = 12

Tomando k2 = k4 = 0, el observador toma la forma del algoritmo clásico de super twisting

(MDSO) ([32] y [1]). El periodo de muestreo para el retenedor de orden cero fue de 0;01 se-

gundos usando un método de integración de paso variable ode45. Es importante resaltar que la

comparación entre diferentes observadores es un aspecto difícil de mostrar, por la elección de

ganancias, es posible que el observador por MDPO muestre un mejor desempeño. Sin embargo,

un aumento en sus ganancias para lograrlo se traduciría en un sobretiro mayor. Es por esto

que se trato de buscar cierto equiilibrio para presentar los resultados de las siguientes grá�cas.
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Figura 4-3: Estimación de la posición del péndulo para los tres esquemas de observación prop-
uestos: a) Modos deslizantes de primer orden (FOSM), b) Modos deslizantes de segundo orden
(SOSM) y c)Modos deslizantes de segundo orden con término lineal (SOSML)

Para los algoritmos basados en supertwisting se usaron las mismas ganancias. Una vez aclarado

este especto se muestran los resultados obtenidos. La Figura 4-3 muestra el comportamiento

de los tres observadores aplicados a la estimación del modelo del péndulo mostrado en 4.2.

En primera instancia se muestra la posición del péndulo, podemos ver que como es el estado

medible y tomando en cuenta que el periodo de muestreo es pequeño, entonces los tres es-

quemas logran estimar el estado, para el observador por MDPO la presencia del chattering es

evidente. En lo que respecta a los algoritmos basados en supertwisting, en primera instancia

el fenómeno del castañeo es reducido y como ya se ha demostrado en trabajos previos [33] el

observador que tiene un término proporcional al error alcanza la trayectoria real del sistema

antes que el observador clásico de supertwisting estudiado en [13]. Para tener una perspectiva

mas clara de las trayectorias seguidas por los esquemas de observación, antes de alcanzar las

trayectorias reales del sistema se realiza un acercamiento a su dinámica. Este acercamiento se

puede observar en la Figura 4-4 Para la estimación de la velocidad del péndulo, los resultados de

simulación muestran que el agoritmo desarrollado por MDPO no tiene un buen desempeño, las

trayectorias reales del sistema son reproducidas parcialmente, al igual que en la estimación de la

posición, es posible aumentar las ganancias del observador de tal forma que se observe un mejor
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Figura 4-4: Acercamiento de las trayectorias de los esquemas de observación

desempeño. Sin embargo, esto implicaría un sobretiro mayor y el aumento en la amplitud del

chattering. En la Figura 4-5 la linea continua negra presenta la dinámica del sistema original, la

linea azul punteada hace referencia al observador por MDPO, se observa un sobretiro grande y

el chattering, característica clásica de un MDPO. La línea punteada roja muestra el desempeño

del observador por MDSO, se puede lograr una mejor convergencia ajustando las ganancias

correspondientes. La principal diferencia de este esquema es comparada con el observador por

MDSOL (línea verde punteada), la convergencia de este ultimo es más rápido por el término

proporcional al error que es más fuerte lejos de las trayectorias reales, una vez alcanzada la su-

per�cie cercana a cero (consecuencia del muestreo de la señal) del error de observación, los dos

esquemas tienen un comportamiento similar y amplitud del castañeo en la super�cie desaparace

parcialmente en relación al resultado obtenido por el esquema de primer orden. Para visualizar

mejor el desempeño de cada uno de los esquemas de estimación de estados presentados, se hace

un acercamiento a los primeros tres segundos de simulación. Este aspecto puede ser visualizado

en la Figura 4-6.
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Figura 4-5: Estimación de la velocidad angular en el modelo del péndulo simple. a) Modos
deslizantes de primer orden (FOSM, b) Modos deslizantes de segundo orden (SOSM) y c)Modos
deslizantes de segundo orden con término lineal (SOSML)

Figura 4-6: Acercamiento de las trayectorias de los esquemas de observación para el estado x2;t
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Figura 4-7: Resultados de simulación para el esquema por modos deslizantes de primer orden
(FOSM) para diferentes tiempos de muestreo a) Posición del péndulo b)Velocidad del péndulo

4.2.3. Análisis del observador por Modos Deslizantes de primer orden (MD-

PO) para diferentes tiempos de muestreo

Hasta este punto, han sido comparados los desempeños de cada uno de los esquemas estudi-

ados para un mismo tipo de muestreo. A continaución se hace un análisis particular para cada

observador con diferentes tiempos de muestreo de manera que se pueda observar la variación

en su comportamiento dependiendo del periodo T:

La Figura 4-7 muestra el comportamiendo del observador por MDPO, se observa en primera

instancia la posición del péndulo comparando tres diferentes tiempos de muestreo. Se consider-

aron T = 0;001; T = 0;01 y T = 0;1, se observa que las trayectorias de los observadores siguen

el mismo patrón. Existe una notable diferencia en la amplitud el chattering conforme el tiempo

de muestro aumenta, cumpliendo los resultados propuestos en el teorema correspondiente. La

amplitud de la zona de convergencia dependerá directamente del periodo de muestreo con el

que adquiramos la señal de salida para inyectarla en el observador. La segunda Figura indica

la velocidad del péndulo, donde el esquema por MDPO no alcanza a reproducir e�cazmente

las trayectorias reales del sistema. La norma del error se observa en la Figura 4-8, el radio de

convergia del estimador se observa más claramente. La diferencia entre el muetreo a 0;001s y
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Figura 4-8: Norma del error de estimación

0;01 no es muy clara, pero es proporcional al chattering que presenta el sistema.

4.2.4. Análisis del Observador por Modos Deslizantes de Segundo Orden

(MDSO) para diferentes tiempos de muestreo

En los resultados obtenidos por el esquema por MDPO, la presencia de esta característica

afecta signi�cativamente la calidad de estimación del sistema del péndulo. Es por esto que

el algoritmo de super twisting logró tener mejores resultados a pesar de la de�ciencia en la

medición de la sañal de salida. En la Figura 4-9 se describen los resultados obtenidos para

tres diferentes periodos de muestreo, los mismos utilizados en la sección anterior para checar el

comportamiendo del observador de primer orden. Primero se describe la posición del péndulo,

no hay presencia de chattering en las simulaciones, el comportamiendo es notoriamente mejor

que el esquema anterior, a pesar de un muestreo relativamente amplio que se simula con 10

mediciones por segundo, que para sensores destinados a la medición de posición es un tiempo

muy grande a comparación de su capacidad de respuesta. Lógicamente, en comparación con

periodos más grandes (0.01 y 0.1) se observa una variación respecto a las trayectorias del sistem

original. La grá�ca b muestra la velocidad del péndulo, donde es más claro el efecto de muestrear

a 0.1, dado que el estimador no alcanza a reproducir totalmente las trayectorias del sistema. La
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Figura 4-9: Estimación de los parámetros del péndulo usando el AST para diferentes periodos
de muestre0 (0;1, , 0.01; 0;001 s) a) Posición del péndulo b) Velocidad del péndulo

norma del error de observación se observa en la Figura 4-10, la región de convergencia dismiuye

al aumentar el periodo de muestreo del estimador.Para analizar la zona, a la que el error de

estimación converge se realiza un acercamiento a la Figura anterior en el área en que los errores

llegan a la zona de convergencia, esta aspecto es posible visualizarlo en laFigura (4-11)La Figura

4-12 describe el comportamiento de la función de Lyapunov y la región de convergencia a la que

las trayectorias del estimador llegan, una vez dentro de la zona de convergencia, las trayectorias

de la función de Lyapunov permanecerán en ella. La grá�ca muestra un acercamiento de las

trayectorias reales, para poder ilustrar claramente este punto. Todas estas grá�cas, exhiben el

comportamiento del observador tomando en cuenta diferentes perdiodos de muestreo, en todas

es evidente que a mayor periodo de muestreo la calidad en la dinámica del observador decrecerá,

las Figuras 4-13 y 4-14 muestran el diagrama de fases del error de estimación para los periodos

de muestreo empleados en las simualciones. En estas grá�cas es más claro la región o bola

de convergencia a las que las trayectorias del error convergen. La vecindad cerca del origen

aumenta a medida que el periodo de muestreo de la señal aumenta, dado que la reconstrucción

de la señal provee un mayor error entre la señal real y la señal muestreada.
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Figura 4-10: Norma de los errores de estimación del observador por super twisting para periodos
de muestreo de 0.1, 0.01 y 0.001

Figura 4-11: Acercamiento a la región de convergencia del error de estimación

69



Figura 4-12: Trayectorias de la función de Lyapunov para los periodos de muestreos usados en
las simulaciones del péndulo.

Figura 4-13: Diagrama de fases del error de estimación para periodos de muestreo de 0.1 y 0.01
segundos
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Figura 4-14: Diagrama de fases del error de estimación para periodos de muestreo de 0.1 y 0.001
segundos

4.2.5. Análisis del Observador porMDSOL para diferentes tiempos de muestreo

Al implementar el término lineal en la estructura del observador (ecuación 3.28), se pierde

convergencia en tiempo �nito. La principal ventaja es lograr un menor tiempo de convergencia,

esta es en forma exponencial, ya se ha explicado el comportamiento del término lineal, que es

mas fuerte que el termino de discontinuidad cuando las trayectorias del observador se encuentran

mas lejos de las trayectorias reales del sistema. Por otro lado el término de discontinuidad es

más fuerte cerca de las trayectorias reales del sistema. La Figura 4-15 muestra los resultados

de simulación del observador de super twisting con término lineal tomando en cuenta falta de

medición en la salida por instantes de tiempo relativos al periodo de muestreo. La convergencia

es más rapida si los comparamos con la Figura 4-9, la grá�ca a muestra la posición del péndulo

y la grá�ca b la velocidad. En ambas, el comportamiendo es igual al algoritmo por MDSO solo

cambia el tiempo de convergencia. Una vez que el observador alcanza la trayectoria del sistema,

el comportamiento de ambos observadores es similar. En la Figura referente a la norma de los

errores de estimación obtenidos para los distintos periodos de muestreo (Figura 4-16) al ser

comparada con la Figura 4-10 se observa un comportamiento similar. La única diferencia es

el tiempo de convergencia de los observadores.La Figura (4-17) realiza un acercamiento a a la
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Figura 4-15: Estimación de la velocidad del péndulo por Modos deslizantes de segundo orden
con término lineal para periodos de muestreo de 0.1, 0.01 y 0.001. a)Posición del péndulo b)
Velocidad del péndulo

Figura 4-16: Norma de los errores de estimación del observador por super twisting con término
lineal para periodos de muestreo de 0.1, 0.01 y 0.001 segundos
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Figura 4-17: Acercamiento a la zona de convergencia de la norma del error de observación kxtk
para periodos de muestreo de 0.1, 0.01 y 0.001 segundos

zona de convergencia, es posible observar que en comparación con el algortimo STA clásico, la

velocidad de convergencia es menor, y la amplitud de la zona es similar. Las trayectorias de la

función de Lyapunov son exhibidas en la �gura El diagrama de fases del error de observación

para el observador por MDSOL se ilustra en las Figuras (4-19) y (4-20).

4.3. Resultados de estimación para el péndulo simple emplean-

do el retenedor de orden uno

En el cápitulo 3, se calculó la cota para el cambio en el error de estimación producto del

muestreo de la señal partiendo de un retenedor de orden cero y orden uno, para esté último

claramente se observó que el valor máximo es menor que el obtenido para el retenedor de orden

cero. Este resultado es consecuencia de la dinámica de los retenedores, puesto que el de orden

cero solo mantiene la señal entre instantes de tiempo donde se adquiere la señal, mientras que el

retenedor de orden uno hace una aproximación de la trayectoria entre dos puntos de la medición.

A continuación se presentan los resultados de los observadores usando un retenedor de orden

uno. La Figura 4-21 muestra el comportamiendo de la estimación de la posición para los tres

esquemas de observación propuestos en este trabajo, un retenedor de orden uno es aplicado
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Figura 4-18: Trayectyorias de la función de Lyapunov para el observador por MDSOL a difer-
entes tiempos de muestreo.

Figura 4-19: Diagrama de fases del error de estimación para periodos de muestreo de 0.1 y 0.01
segundos
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Figura 4-20: Diagrama de fases para periodos de muestreo de 0.1 y 0.001 segundos para el
observador por MDSOL

para muestrear la salida y ser inyectada en los términos de corrección de cada algoritmo de

estimación. El periodo de muestreo fue tomado como Ts = 0;01 el mejor desempeño se obtiene

para el esquema por SOSML con una convergencia más rápida y una reducción del switcheo

en la super�cie del error. Para evitar un número elevado de grá�cas, se presenta una tabla

donde se hace un resumen de los resultados obtenidos para comparar la aplicación de las dos

formas de retener la señal (ROC y ROU). Posteriormente, se dan los resultados detallados

de comparación de ambas dinámicas de muestreo tomando el peor caso, es decir, el periodo

de muestreo más grande utilizado en las simulaciones que fue de 0;1 segundos. La forma de

comparar los resultados de simulación se hizo tomando el índice de desempeño siguiente

ind =

TZ
0

k~xtk dt

El tiempo de simulación máximo fue de 10 segundos. En la tabla siguiente, se puede observar que

la acumulación del error para el ROC es mayor que el de ROU en cada valor del periodo tomado

en particular. No existe una variación signi�cativa cuando con el menor periodo de muestreo,

puesto que casi se puede ver como una señal cuasi continua. Sin embargo, para los dos periodos
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Figura 4-21: Resultados de simulación muestreando la salida con un retendor de orden uno con
un periodo de muestreo Ts = 0;01. a)Estimación de la posición del péndulo, b)Estimación de
la velocidad del péndulo

de muestreo restantes ocuapados en las simulaciones si se observa un mejor desempeño cuando

se muestrea con un retenedor de orden uno. Solo hay una excepción, como se visualiza tomando

el observador por MDPO con un periodo de muestreo de 0.1 segundos. El error acumulado

es mayor para el ROU, sin embargo, es por la presencia del chattering que se presenta este

caso particular. En la sección siguiente se da la simulación para comparar las trayectorias del

sistema.

Norma del error de Estimación

Ts = 0;1s Ts = 0;01s Ts = 0;001s

Esquema ROC ROU ROC ROU ROC ROU

MDPO 11.01 11.33 11.39 11.24 11.24 11.23

MDSO 6.933 6.473 4.079 3.516 3.814 3.513

MDSOL 4.535 3.85 1.319 0.7084 1.083 0.6687

(Tabla 1)
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Figura 4-22: Comparación del efecto del muestreo con un ZOH y un FOH con un periodo de
muestreo de Ts = 0;1s a)Estimación de la posición del péndulo, b) Estimación de la velocidad
del péndulo

4.3.1. Resultados de la implementación del ROU en el observador por MD

de primer orden

Tomando el peor caso de muestreo, se presenta en la Figura 4-22 la comparación del esquema

de observación por MDPO con la dinámica de un retenedor de orden cero y un retenedor de

orden uno. Se observan las mismas trayectorias en la estimación del primer estado. Sin embargo,

el ROC presenta chattering en su estructura. Para la estimación del segundo estado de la

dinámica del péndulo se vuelve a presentar el mismo problema, las trayectorias son las mismas,

no se alcanza a reproducir completamente la trayectoria del sistema. Cuando se usa un ROC

claramente se ve la presencia de chattering con una amplitud mayor que en el caso cuando

la salida es muestreada por el retenedor de orden uno. El índide de desempeño se muestra

en la Figura 4-23, por la presencia del castañeo en las trayectorias del observador, hay una

contradicción clara a pesar de que el error acumulado al usar un ROU es mayor, claramente en

las simulaciones se ve que el estimador con la salida muestreada por un ROC es menos e�ciente.
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Figura 4-23: Comparación del índice de desempeño del observador por FOSM cuando la salida
es muestreada a 0.1 s empleando un ZOH y FOH

4.3.2. Resultados de la implementación del retenedor de ROU en el esti-

mador por modos deslizantes de segundo orden

Al comparar los resultados de implementar las dos dinámicas de retención propuestas en

el esquema de estimación por super twisting [13], se observa en primer plano la reducción del

castañeo, comparada con el estimador de primer orden. Las trayectorias del sistema, empleando

el retendor de orden uno en el peor caso estudiado, son mas suaves que las que presentan

los resutlados siguiendo la dinámica del retenedor de orden cero. La Figura 4-24 muestra la

simulación para un tiempo máximo de 10 segundos. Se muestra la estimación de la posición

del péndulo en la primera grá�ca, y en la segunda la dinámica de la velocidad del péndulo. En

está última al muestrear por un ROU, se alcanzan relativamente más rapido las trayectorias del

sistema original. La Figura 4-25 muestra el índice de desempeño de los observadores, la norma

del estimador con ROU en casi todos los instantes de tiempo se encuentra por debajo de la

norma del estimador muestreando con un ROC. Los valores escritos en la tabla 1 concuerdan

con las simulaciones. Como en los casos anteriores se realiza un acercamiento a la zona de

convergencia para observar que pasa con las trayectorias del error de estimación, es posible

apreciar como dicha zona disminuye si el periodo de muestreo es menor (Figura (4-26)).La
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Figura 4-24: Estimación de la posición y velocidad del modelo del péndulo usando MDSO y
reconstruyendo la señal de salida en términos de un retenedor de orden uno para diferentes
periodos de muestreo a) Estimación de la posición, b) Estimación de la velocidad

Figura 4-25: Norma del error de estimación usando el retenedor de orden uno
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Figura 4-26: Acercamiento a las trayectorias de la norma del error de estimación para diferentes
periodos de muestreo (ROU)

Figura (4-27) describe las trayectorias de la función de Lyapunov y muestra de igual forma la

zona de convergencia del observador, mientras que la Figura (4-28) exhibe el diagrama de fases

del error de estimación.La Figura (4-29) muestra la comparación de la zonas de covergencia del

diagrama de fases del error de estimación usando los dos diferentes tipos de retenedores, el ROC

y el ROU para un mismo perdiodo de muestreo, es evidente que la zona de muestreo disminuye

si se reconstruye la señal en términos de un ROU y es de esperarse, dado que ésta realiza una

aproximación lineal de la salida del sistema entre cada perdiodo de muestreo, mientras que el

ROC mantiene una señal constante, por lo que el error va creciendo hasta que llega el siguiente

perdiodo de muestreo.

4.3.3. Resultados de la implementación del retenedor de ROU en el esti-

mador por modos deslizantes de segundo orden con término lineal

Para concluir con esta sección se presenta la comparación de las dinámicas del estimador

por MDSOL usando las dos dinámicas de muestreo estudiadas. En la Figura 4-30 se visualiza

los resultados de simulación. Para la primer grá�ca se tiene la estimación de la posición del

péndulo. La convergencia es más rápida y se nota mayor e�ciencia al usar el ROU, por el tipo
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Figura 4-27: Trayectoria de la función de Lyapunov usando un ROU

Figura 4-28: Diagrama de fases del error de estimación para el péndulo usando MDSO para
periodos de muestreo de 0.1 y 0.001 segundos
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Figura 4-29: Comparación entre la zona de convergencia del error de estimación del péndulo
usando MDSO y retenedores ROC y ROU

de reconstrucción de la señal al igual que en los casos anteriores. La segunda grá�ca muestra

la estimación de la velocidad del péndulo. Finalmente en la Figura 4-31 se muestra el índice de

desempeño para las dos retenedores muestreando a 0.1 segundos.

4.4. Resultados de simulación para el caso vectorial

Para las simulaciones del robot manipulador de dos grados de libertad descrito por las

ecuaciones diferenciales 4.3, se usaron los siguientes parámetros

m1 = 5 (kg) l1 = l2 = 0;5 (m) g = 9;81
�
m
s2

�
Las condiciones inicales del modelo fueron cero

x (0)1 = x (0)2 = x (0)3 = x (0)4 = 0
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Figura 4-30: Estimación de los parámetros del péndulo usando un ROU a) Estimación de la
posición. b) Estimación de la velocidad

Figura 4-31: Comparación de la norma del error para el observador por MDSOL, usando ROC
y ROU
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Las ganancias utilizadas para entonar el estimador por super twisting fueron tomadas como


1 =

24 2 0

0 5

35 
2 =

24 4 0

0 11

35
Sus condiciones iniciales usadas son

x̂ (0)1 = 2; x̂ (0)2 = 3; x̂ (0)3 = 4; x̂ (0)4 = 5

La Figura 4-32 muestra los resultados numéricos. Fueron implementados tres periodos de mue-

stro diferentes para checar la e�ciencia del estimador (0.1, 0.01 y 0.001 segundos). La primera

grá�ca de la �gura muestra la dinámica de la posición del primer eslabón del robot manipu-

lador, a diferencia del péndulo al momento de aumentar el periodo de muestreo a 0.1 segundos,

las trayectorias reproducidas siguen el patrón de la dinámica real del sistema. Sin embargo

la calidad decrece en comparación con periodos mas pequeños. La segunda grá�ca muestra la

dinámica de la velocidad del primer eslabón para los mismos periodos de muestreo. Se tiene

mucha oscilación en la dinámica del observador: Las grafícas c y d de dicha �gura muestran

la posición y velocidad del segundo eslabón del robot manipulador. Se sigue el mismo patrón,

entre menor sea el periodo mejor será el ajuste del observador a las trayectorias del sistema. El

índice de desempeño del observador se puede apreciar en la grá�ca de la Figura 4-33, es claro

que a un periodo de muestreo de 0.1 segundos la región de convergencia es mayor.

4.4.1. Resultados empleando un retenedor de primer orden

Comparando el uso de los dos retenedores con un mismo periodo de muestreo, es evidente

que al implementar la dinamica del retenedor de orden uno se logra obtener mejores resutlados

numéricos que con la dinámica del retenedor de orden cero. La Figura 4-34 muestra las simu-

laciones tomando en cuenta el peor periodo de muestreo ocupado a lo largo de ese trabajo. La

primera grá�ca muestra la evolución del primer eslabón del robot manipulador; mientras que

la segunda muestra la dinámica de la velocidad. La oscilación en las trayectorias del observador

son mayores usando un retenedor de orden cero. La grá�ca c y d muestra las mismas carac-

terísticas en la dinámica del estimador para la posición y velocidad del segundo manipulador.
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Figura 4-32: Simulación del robot manipulador de dos grados de libertad con periodos de
muestreo de 0;001, 0;01 t 0;1s.a)Posición del primer eslabón b)Velocidad del primer eslabón
c)Posición del segundo eslabón d)Velocidad del segundo eslabón
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Figura 4-33: Norma del error de estimación para los periodos de muestreo utilizados.

Finalmente la 4-35 muestra el índice de desempeño del estimador usando los dos retenedores

estudiados.
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Figura 4-34: Simulación del robot manipulador de dos grados de libertad usando un FOH y
un ZOH. a)Posición del primer eslabón b)Velocidad del primer eslabón c)Posición del segundo
eslabón d)Velocidad del segundo eslabón
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Figura 4-35: Norma del error comparando el uso del retenedor de orden cero y el retenedor de
orden uno
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Capítulo 5

Conclusiones

Con el presente trabajo se han presentado y analizado diferentes esquemas de estimación de

estados para sistemas de segundo orden no lineales basados en la teoría de modos deslizantes,

tomando en cuenta la de�ciencia de la medición de salida en todos los instantes de tiempo.

A lo largo del trabajo se presentaron tres observadores, uno diseñado por modos deslizantes

de primer orden, y dos observadores por modos deslizantes de segundo orden, especí�camente

basados en el esquema de super-twisting, el tercer esquema agregando un término lineal. Estos

dos basados en resultados ya existentes [11], [33].

En trabajos previos, dentro del área de modos deslizantes no se tiene registro de esquemas

similares al propuesto en esta tesis (sistema continuo-salida muestreada-estimador continuo).

Este aspecto si es analizado a detalle se puede presentar en cualquier aplicación en tiempo real.

En el caso del muestreo de la señal se presentaron dos dinámicas: el retenedor de orden cero y

el retenedor de orden uno. Se estudió su comportamiento y se implementaron en los esquemas

de estimación. En el capítulo 3 se desarrollaron las cotas para el error máximo entre la salida

real del sistema y la salida obtenida con los retenedores. De ésta forma se pueden tener casos en

que la dinámica del retenedor de orden cero podría tener un mejor desempeño que el retenedor

de orden uno, aunque este aspecto es proporcional al periodo de muestreo.

Para el observador de primer orden por modos deslizantes se propuso un análisis de Lya-

punov para encontrar el radio de convergencia del estimador de estados. Se probó convergencia

en tiempo �nito a una región, el radio de la región de convergencia depende directamente de las

cotas obtenidas para la dinámica de los retenedores de orden cero y orden uno que es propor-
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cional al tiempo de muestreo. Para los observadores basados en super-twisting, se tomaron los

resultados obtenidos para la convergencia del algoritmo super-twisting desarrollados por [33].

La función de Lyapunov fuerte estudiada en este trabajo fue tomada como base para mostrar la

convergencia de los esquemas de estimación en base al error máximo provisto por las dinámicas

de los retenedores. Se determinó el radio de convergencia para éstos esquemas de observación,

logrando convergencia en tiempo �nito para el caso del algoritmo de super twisting puro, y

convergencia exponencial para el algoritmo de super twisting con término lineal.

Una vez obtenidas las pruebas se implementaron, los esquemas de estimación en tres mod-

elos dinámicos no lineales: un péndulo simple con fricción viscosa para el caso de los esquemas

escalares (sistemas de segundo orden) y un modelos para el caso vectorial, un robot manip-

ulador de dos uniones (2 grados de libertad). Se probaron diferentes tiempos de muestreo,

donde claramente se pudo visualizar como la extensión del radio de convergencia aumentaba

proporcionalmente al periodo de muestreo. En total se tienen en las simulaciones tres diferentes

periodos de muestreo (a 0.1, 0.01 y 0.001 segundos). El observador de primer orden presentó

chattering, como es de esperarse en esta teoría, cuya amplitud también demostró proporcional-

idad en referencia al tiempo de muestreo. Para los observadores por modos deslizantes de

segundo orden, este fenómeno se vio ampliamente reducido, las trayectorias fueron más suaves.

Su e�ciencia como se observó en la tabla uno depende de dos factores, el periodo de muestreo

y el retenedor que se esté empleando. La diferencia con el observador al que le fue agregado

un término lineal radica en el tiempo de convergencia, que alcanza mas rápido las trayectorias

originales del sistema no lineal.
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Capítulo 6

Apéndice

Para realizar las pruebas de convergencia de los observadores mostrados en este capítulo, es

necesario considerar los siguientes dos lemas para obtener los resultados �nales de cada teorema

Lema 18 Considere una función candidata de Lyapunov

Vt := �>t P�t

donde

�t =
h
x2 ��1 (x1) S (x1)

i>
La derivada de esta función en las trayectorias del sistema no lineal f (xt; t) está dado por

_Vt � ��1 (x1) �>t Q�t + � (6.1)

con Q = Q> > 0, entonces la derivada de la función de Lyapunov toma la siguiente forma

_Vt � �
�m�ax1=2 (P )�m��n (Q)

�m��n (P )

p
Vt + �

Prueba. Trabajando con el término ���1 (�x1) �>t Q�t se tiene

k�tk22 = k~x2k
2
2 + k� (�x1) S (�x1)k

2 � k� (�x1)k2
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Además se puede probar que

Vt � �m��n (P ) k�k2

Con los dos resultados anteriores se llega a

k�tk �
p
Vt

�m��n1=2 (P )

Por lo tanto

���1 (�x1) �
�m��n1=2 (P )p

Vt

Finalmente

_Vt � �
�m��n1=2 (P )�m�ax (Q)p

Vt
k�tk2 + �

� ��m��n
1=2 (P )�m��n (Q)

�m��n (P )
p
Vt

Vt + �

� ��m�ax
1=2 (P )�m��n (Q)

�m��n (P )

p
Vt + �

Y el lema es probado

Lema 19 Sea Vt una función no negativa que satisface la siguiente desigualdad diferencial

_Vt � ��
p
Vt + �

donde � > 0 y � � 0 (� = 0 signi�ca una salida continua). Entonces

h
1� �=

p
Vt

i
+
! 0

con

� = �=�

y la función [�]+ de�nida como

[z]+ :=

8<: z if z � 0

0 if z < 0
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Prueba. De�na una función Gt como

Gt :=
hp

Vt � �
i2
+

Tomando su derivada podemos obtener

_Gt =

�p
Vt � �

�
p
Vt

_Vt=

�p
Vt + �

�
+p

Vt

�
-�
p
Vt+�

�
= � 1

�
p
Vt

�
1� �p

Vt

�
+

�
1� �

�
p
Vt

�

si � = �=�+ " llegamos a la siguiente ecuación

_Gt = ��
p
Vt

�
1� �p

Vt

�
+

�
1� �� "p

Vt

�
< 0 (6.2)

Por el teorema de Weiershtass la desigualdad anterior implica que Gt converge (puesto que

es una función no creciente y acotada por debajo), es decir, Gt ! GT < 1 para t < T . La

integración de la ecuación (6.2) con límites de integración de 0 a T implica que

GT �G0 � ��
TZ
0

p
Vt

�
1� �p

Vt

�
+

�
1� �� "p

Vt

�
dt

se cumple que

�

TZ
0

p
Vt

�
1� �p

Vt

�
+

�
1� �� "p

Vt

�
dt � G0 �GT � G0

Dividiendo sobre T y tomando el límite superior en ambos lados de la desigualdad podemos

obtener �nalmente
___
l��m
T!1

1

T

TZ
0

p
Vt

�
1� �p

Vt

�
+

�
1� �� "p

Vt

�
dt � 0

por lo tanto, existe una subsecuencia tk tal que

0 � V�kGTk

�
1� �� "p

Vt

�
+

! 0
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o

GTk ! 0

Tomando que G� = 0; que es equivalente al hecho de que

�
1� �� "p

Vt

�
+

! 0

lo cual completa la prueba

Prueba del Teorema 9. Tomando las de�niciones del sistema no lineal (3.1), la estructura

del observador propuesto en (3.7) y la de�nición del error de observación �t en (3.8) podemos

describir la derivada del error de observación _�t como:

_�t = f + g (xt)ut + �t �Ax̂t �But �K
et
ketk

=

Axt �Axt + f (xt) +B �B + ut
= Axt + ~f (xt) +But + ~g (xt)ut + �t �Ax̂t �But �K

et
ketk

�yt � Cx̂t

usando las cotas para las funciones no lineales f (�) ; g (�) ; h (�) descritas en (3.5) se tiene

~f (xt) := f (xt)�Axt
~g (xt) := g (xt)�B

La derivada del error de observación toma la siguiente forma:

_�t = A�t + ~f (xt) + ~g (xt)ut + �t �K
et
ketk

(6.3)

Se de�ne la siguiente función candidata de Lyapunov

Vt :=
1

2

�(t)2P
Tomando su derivada y sustituyendo la ecuación (6.3) para la derivada del error se tiene

_Vt = �|t P _�t = �|t P

�
A�t + ~f (xt) + ~g (xt)ut + �t �K

et
ketk

�
= �|t PA�t + �

|
t P
~f (xt) + �

|
t P ~g (xt)ut + �

|
t P�t � �

|
t PK

et
ketk

(6.4)
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Aplicando la siguiente desigualdad, cuya demostración es presentada en ([34])

X>Y + Y >X � X>�X + Y >��1Y (6.5)

se obtiene
�|t P ~f (xt) � �|t P�1P�t + ~f> (xt) �

�1
1
~f (xt)

�|t P ~g (xt)ut � �|t P�2P�t + (~g (xt)ut)
> ��12 ~g (xt)ut

�|t P�t � �|t P�3P�t + �
>
t �

�1
3 �t

Sustituyendo en la ecuación (6.4)

_Vt � �|t (PA+A
|P ) �t + �

|
t P�

�1
1 P�t +

 ~f (xt)2
�1

+�|t P�
�1
2 P�t + k~g (xt)k2�2 kutk

2
�2
+ �|t P�

�1
3 P�t + k�tk2�3

��| (t)PK
�
(�yt � yt + yt � Cxt + Cxt � Cx̂t)

k(�y (t)� Cx̂ (t))k

�

Recordando que la ecuación de salida del sistema es y = h (x) + � (t) y las de�niciones men-

cionadas (3.5) podemos llegar a

_Vt � �| (t) (PA+A|P ) � (t) + �| (t)P��11 P� (t) +
 ~f (x (t))2

�1

+�| (t)P��12 P� (t) + k~g (x (t))k2�1 ku (t)k
2
�1
+ �| (t)P��13 P� (t) + k� (t)k2�3

��| (t)PK

0@ �y (t) + � (t) + ~h (x) + C� (t)��y (t) + � (t) + ~h (x) + C� (t)�
1A (6.6)

Donde �yt es la diferencia entre la salida muestreada y la salida teórica continua del sistema.

De�niendo

 (t) := �y (t) + � (t) + ~h (x)

La ecuación (6.6) toma la forma

_Vt � �| (t) (PA+A|P ) � (t) + �| (t)P��11 P� (t) +
 ~f (x (t))2

�1

+�| (t)P��12 P� (t) + k~g (x (t))k2�1 ku (t)k
2
�1

+�| (t)P��13 P� (t) + k� (t)k2�3 � �| (t)PKG
�

 (t) + C� (t)

kG ( (t) + C� (t))k

�
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Tomando en consideración que PK = kC|, es posible aplicar la siguiente desigualdad [35]

2k�| (t)C|
�

 (t) + C� (t)

G k( (t) + C� (t))k

�
� k�1 k� (t)k � 2k

p
n kG (t)k

Tomando las cotas para la dinámica no modelada del sistema no lineal

 ~f (x (t))2
�1
� �m�ax (�1)

 ~f (x (t))2
y la de�nida en (3.5) obtenemos

_V (t) � �| (t) (PA+A|P ) � (t) + �| (t)P��11 P� (t) + �m�ax (�1)Lf

+�| (t)P��12 P� (t) + �m�ax (�2)Lg (u
+)
2
+ �| (t)P��13 P� (t) + �m�ax (�3) �

+

�k�1 k� (t)k+ 2k
p
n
�
k�yk+

~h (x)+ k� (t)k�
Trabajando con el término k�1 k� (t)k es posible llegar a

k�1 k� (t)k = k�1

q
�| (t)P 1=2 (P�1)P 1=2� (t) � k�1�m��n

�
P�1

�p
V (t)

Sustituyendo el resultado anterior llegamos a

�| (t)
�
PA+A|P + P

�
��11 + ��12 + 2��13

�
P +Q0

�
� (t)+

�m�ax (�1)Lf + �m�ax (�2)Lgu
+ + 2k

p
n ('+ + Lh + �

+)� k�1�m��n
�
P�1

�p
V (t)

Si la ecuación de Ricatti PA+A|P +P
�
��11 + ��12 + 2��13

�
P +Q0 = 0 tiene solución positiva

de�nida es posible obtener �nalmente la siguiente ecuacuón

_V (t) � �1 + k�2 � k�3
p
V (t)

donde
�1 := �m�ax (�1)Lf + �m�ax (�2)Lgu

+ + 2k
p
n ('+ + Lh + �

+)

�2 := 2
p
n ('+ + Lh + �

+)

�3 := k�1�m��n
�
P�1

�
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considerando el resultado obtenido en el lema 19, el error de observación � (t) converge a una

bola B� delimitada por

B� :=

�
�t : k�tk �

�1 + �2
�3

�
y esto concluye la prueba.

Prueba del Teorema 10. Se propone la siguiente función fuerte candidata de Lyapunov

V := V (~xt; x̂; t) =
h
(� (�x�) S (�x�))

| ~x|�

i24 p11 �p12
�p12 p22

3524 � (�x�) S (�x�)
~x�

35
Tomando la derivada de la función de Lyapunov y sustituyendo la dinámica del error de esti-

mación se obtiene

_V = 2p11� (�x1) _� (�x1)� 2p12� (�x1) S (�x1)
d

dt
~x2 � 2p12 _� (�x1) S (�x1) ~x2 + 2~x2p22

d

dt
~x2

De�nendo las siguientes variables

_� (�x�) :=
1

2 j�x1;tj1=2
S (�x1)

d

dt
(~x1 +�~x1)

��1 (�x1) =
1

j�x1;tj1=2

_� (�x�) =
1
2�

�1 (�x1) S (�x1)
d

dt
(~x1 +�~x1)

Sustituyendo la dinámica de las trayectorias del sistema no lineal (3.1) se tiene

_V = p11S (�x1) (~x2 � �1� (�x1) S (�x1)) + p11S (�x1)
d

dt
�~x1 � 2p12� (�x1) S (�x1)

�
~F (~xt; ut)� �2S (�x1) + �t

�
�p12��1 (�x1) ~x2 (~x2 � �1� (�x1) S (�x1))� p12��1 (�x1) ~x2

d

dt
�~x1 + 2~x2p22

�
~F (~xt; ut)� �2S (�x1) + �t

�
Desarrollando términos que se encuentren dentro de paréntesis es posible llegar a la siguiente

ecuación

_V � p11S (�x1) ~x2 � p11�1� (�x1) + p11S (�x1)
d

dt
�~x1

�2p12� (�x1) S (�x1) ~F (~xt; ut) + 2p12� (�x1)�2 � 2p12� (�x1) S (�x1) �t
�p12��1 (�x1) ~x22 + p12~x2�1S (�x1)

�p12��1 (�x1) ~x2
d

dt
�~x1 + 2~x2p22 ~F (~xt; ut)� 2~x2p22�2S (�x1) + 2~x2p22�t
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Multiplicando la ecuación anterior por ��1 (�x1) � (�x1) y agrupando términos obtenemos

_V � ��1 (�x1)

26666664
p11S (�x1) � (�x1) ~x2 � p11�1� (�x1) � (�x1) + p11S (�x1)

d

dt
�~x1

�2p12�2 (�x1) S (�x1) ~F (~xt; ut) + 2p12�2 (�x1)�2 � 2p12�2 (�x1) S (�x1) �t
�p12~x22 + p12~x2�1� (�x1) S (�x1)

+2~x2� (�x1) p22 ~F (~xt; ut)� 2~x2p22�2� (�x1) S (�x1) + 2~x2� (�x1) p22�t

37777775
Tomando la cota para el error en la dinámica del sistema no lineal F (~xt; ut) � ~F+

�2��1 (�x1) p12�2 (�x1) S (�x1) ~F (~xt; ut) � ��1 (�x1) 2 jp12j�2 (�x1) ~F+

2��1 (�x1) ~x2� (�x1) S (�x1) p22 ~F (~xt; ut) S (�x1) � 2��1 (�x1) ~x2� (�x1) jp22j ~F

Así se llega a la siguiente expresión

_V � ���1 (�x1) �>
24p11�1 � 2p12 ~F+ � 2p12�2 + 2p12��12 �p11 � p12�1 � 2p22

�
~F+ + �2

�
�p11 � p12�1 � 2p22 ~F+ � 2p22�2 p12

�
1� ��1

�
35 �

+p11

���� ddt�~x1
����+ ��1������ ddt�~x1

�����2
que es equivalente a escribir

_Vt � ���1 (�x1)
�
�>Q� � �v+

�
+ p11v

+

Seleccionando las ganancias como se describe en las ecuaciones 3.18, la matriz Q es positiva

de�nida y la expresión anterior por el Lema 14 puede ser descrita como

_Vt = ��
�p

Vt � p1
�
+ �2

Siguiendo el Lema 19 se obtiene convergencia a una bola B� delimitada por el periodo de

muestreo y de�nida como

B� :=
n
~xt : k~xtk � m�ax

��2
�
; �1

�o
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con
�1 := �v

+

�2 := p11v
+

� :=
�m�ax1=2 (P )�m��n (Q)

�m��n (P )

Esto concluye la prueba.

Prueba del Teorema 12. Considere la siguiente función como candidata de Lyapunov

V := V (~xt; x̂; t) =
h
(� (�x�) S (�x�))

| ~x|�

i24 P11 �P12
�P12 P22

3524 � (�x�) S (�x�)
~x�

35
= (� (�x�) S (�x�))

| P11� (�x�) S (�x�)� ~x|�P
|
12� (�x�) S (�x�)� S (�x�)

> � (�x�)
> P |12~x� + ~x

|
�P22~x�

= S (�x�)
| � (�x�)

| P11� (�x�) S (�x�)� 2S (�x�)> � (�x�)| P12~x� + k~x�k2P22

Siguiendo el segundo método de Lyapunov por diferenciación directa se obtiene la siguiente

ecuación

_V = 2S (�x�)
| � (�x�)

| P11
d

dt
(� (�x�) S (�x�))� 2

d

dt
(� (�x�) S (�x�))

| P12~x�

�2S (�x�)| � (�x�)| P12
d

dt
~x� + 2

�
~x� ; P22

d

dt
~x�

�
Considerando la de�nición del error de observación ~xt := xt� x̂t; podemos obtener la dinámica

del error:
~xt := xt � x̂t

d

dt
~xt :=

d

dt
xt �

d

dt
x̂t

d

dt

24 ~x�

~x�

35 =
24 x�

F (xt; ut)

35�
24 x̂�

F (x̂; u; t)

35
�

24 
1 0

0 
2

3524 � (�x�)
In�n

35S (�x�)
=

24 ~x�

~F (~xt; ut)

35�
24 
1 0

0 
2

3524 � (�x�)
In�n

35S (�x�)
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Sustituyendo la dinámica del error en la derivada de la función de Lyapunov:

_V = 2S (�x�)
| � (�x�)

| P11
d

dt
(� (~x�) S (~x�))� 2

d

dt
(� (~x�) S (~x�))

| P12~x�

�2S (~x�)| � (~x�)| P12
�
~F (xt; ut)� 
2S (~x�) + �t

�
+ 2

�
~x�; P22

�
~F (xt; ut)� 
2S (~x�) + �t

��
Tomando en cuenta las de�niciones usadas en la ecuación (3.24)

_V = 2S (~x�)
| � (~x�)

| P11
�
� (~x�) _S (~x�) + _� (�x�) S (�x�)

�
� 2

0@ � (�x�) _S (�x�)

+ _� (�x�) S (�x�)

1A
|

P12~x�

�2S (�x�)| � (�x�)| P12
�
~F (xt; ut)� 
2S (�x�) + �t

�
+ 2

0@~x�; P22
0@ ~F (xt; ut)

�
2S (�x�) + �t

1A1A
Considerando los intervalos donde la función signo es constante, la función de Lyapunov se

reduce a

_V = 2S (�x�)
| � (�x�)

| P11 _� (�x�) S (�x�)� 2S (�x�)
| _�> (�x�)P12~x�

�2S (�x�)| � (�x�)| P12
�
~F (xt; ut)� 
2S (�x�) + �t

�
+ 2

�
�x�; P22

�
~F (xt; ut)� 
2S (�x�) + �t

��
donde:

_� (�x�) = diag

264sign (�x1;t) ddt �x1;t
2 j�x1;tj1=2

;
sign (�x2;t)

d

dt
�x2;t

2 j�x2;tj1=2
; :::;

sign (�xn;t)
d

dt
�xn;t

2 j�xn;tj1=2

375
=
1

2
diag

"
1

j�x1;tj1=2
;

1

j�x2;tj1=2
; :::;

1

j�xn;tj1=2

#
diag

�
d

dt
�x�

�
diag (S (�x))

=
1

2
diag

"
1

j�x1;tj1=2
;

1

j�x2;tj1=2
; :::;

1

j�xn;tj1=2

#
diag (S (�x)) diag

�
d

dt
�x�

�
=
1

2
diag

"
1

j�x1;tj1=2
;

1

j�x2;tj1=2
; :::;

1

j�xn;tj1=2

#
diag (S (�x)) diag

�
d

dt
(~x� +�~x�)

�

Si de�nimos

��1 = diag

"
1

j�x1;tj1=2
;

1

j�x2;tj1=2
; :::;

1

j�xn;tj1=2

#
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esto conduce a

_V = S (�x�)
| � (�x�)

| P11��1diag

�
d

dt
~x�

�
+ S (�x�)

| � (�x�)
| P11��1diag

�
d

dt
�~x�

�
�diag

�
d

dt
~x�

�
��1P12~x� � diag

�
d

dt
�~x�

�
��1P12~x�

�2S (�x�)| � (�x�)| P12 ~F (xt; ut) + 2S (�x�)| � (�x�)| P12
2S (�x�)

�2S (�x�)| � (�x�)| P12�t + 2�x�P22 ~F (xt; ut)� 2�x�P22
2S (�x�) + 2�x�P22�t

(6.7)

Recordando que
d

dt
~x� := ~x� � 
1� (�x�) S (�x�)

y sustituyéndolo este último resultado en (6.7)

_V = S (�x�)
| � (�x�)

| P11��1 (~x� � 
1� (�x�) S (�x�))

� (~x� � 
1� (�x�) S (�x�))> ��1P12~x�

+S (�x�)
| � (�x�)

| P11��1
d

dt
(�~x�)�

�
d

dt
�~x�

�>
��1P12~x�

�2S (�x�)| � (�x�)| P12 ~F (xt; ut)

+2S (�x�)
| � (�x�)

| P12
2S (�x�)� 2S (�x�)| � (�x�)| P12
2�t
+2~x�P22 ~F (xt; ut)� 2~x�P22
2S (�x�) + 2~x�P22�t

Desarrollando términos

_V = S (�x�)
| � (�x�)

| P11��1 (~x�) ~x� � S (�x�)| � (�x�)| P11��1
1� (~x�) S (~x�)

�~x>� ��1P12~x� + S> (~x�) �> (~x�) 
>1 ��1P12~x� + S (�x�)
| � (�x�)

| P11��1
d

dt
(�~x�)

�
�
d

dt
�~x�

�>
��1P12~x� � 2S (�x�)| � (�x�)| P12 ~F (xt; ut) + 2S (�x�)| � (�x�)| P12
2S (�x�)

�2S (�x�)| � (�x�)| P12
2�t + 2�x�P22 ~F (xt; ut)� 2�x�P22
2S (�x�) + 2�x�P22�t
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Agrupando nuevamente

_V = S (�x�)
| � (�x�)

| P11� (�x�)
�1 d

dt
(�~x�)�

�
d

dt
�~x�

�>
��1P12~x�

���1
h
(� (�x�) S (�x�))

| ~x|�

i24 P11
1 + 2P12
1
1
2

�
�P11 � 
>1 P12

�
1
2

�
�P11 � 
>1 P12

�
P12

3524 � (�x�) S (�x�)
~x�

35
�2S (�x�)| � (�x�)| P12 ~F (xt; ut)� 2S (�x�)| � (�x�)| P12
2�t

+2�x�P22 ~F (xt; ut)� 2�x�P22
2S (�x�) + 2�x�P22�t

aplicando la desigualdad de lambda en los siguientes términos

�2S (�x�)| � (�x�)| P12 ~F (xt; ut) � 4S (�x�)| � (�x�)| P12�1P12� (�x�) S (�x�)

+ ~F> (xt; ut) �
�1
1
~F (xt; ut)

�2S (�x�)| � (�x�)| P12
2�t � 4S (�x�)| � (�x�)| P12
2�2
2P12� (�x�) S (�x�)

+�>t �
�1
2 �t

2~x�P22 ~F (xt; ut) � 4~x�P22�3P22~x>� + ~F> (xt; ut) �
�1
3
~F (xt; ut)

�2~x�P22
2S (�x�) � 4~x�P22
2�4
2P22~x>�
2�x�P22�t � 4~x�P22�5P22~x>� + �

>
t �

�1
5 �t

+S (�x�)
| � (�x�)

| P11� (�x�)
�1=2 � (�x�)

�1=2 d

dt
(�~x�)

� S (�x�)| � (�x�)| P11� (�x�)�1=2 �6� (�x�)�1=2 P11� (�x�) S (�x�)

+
d

dt
(�~x�)

> � (�x�)
�1=2 ��16 � (�x�)

�1=2 d

dt
(�~x�)

�
�
d

dt
�~x�

�>
� (�x�)

�1=2 � (�x�)
�1=2 P12~x�

� d

dt
(�~x�)

> � (�x�)
�1=2 �7� (�x�)

�1=2 d

dt
(�~x�)

+~x>� P12� (�x�)
�1=2 ��17 � (�x�)

�1=2 P12~x�

(6.8)

De�niendo el vector  t como

 t :=
h
(� (�x�) S (�x�))

| ~x|�

i>
y

�t :=
h
S (�x�)

| � (�x�)
| ~F �t ~x>�

i

102



y sustituyendo en la ecuacion (6.8) obtenemos

_V � ���1
 
 >t Q1 t �

  ddt (�~x�)

��16

+

 ddt (�~x�)

�7

!!
+ �tQ2�t

Donde las matricez Q1 y Q2 se de�nen como

Q1 =

24 P11
1 + 2P12
1 + P11�6P11
1
2

�
�P11 � 
>1 P12

�
1
2

�
�P11 � 
>1 P12

�
P12 + P12�

�1
7 P12

35

Q2 =

26666666666666664

4P12�1P12

+P12
2�2
2P12
0 0 0

0 ��11 + ��13 0 0

0 0 ��12 + ��15 0

0 0 0

4P22�3P22 + 4P22
2

��4
2P22
+P22�5P22

37777777777777775
Tomando el resultado mostrado en el Lema 18 se tiene

_V � ��m��n
1=2 P�m��n (Q0)

�m��nP

p
V + �

siguiendo el Lema 19 se tiene que

B� � B� :=
n
~xt : k~xtk �

�

�
+ "
o

con los siguientes parámetros

� :=
�
��16 + �7

�
v+

� :=
�m��n1=2 P�m��n (Q0)

�m��nP

Lo cual concluye la prueba.
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Prueba del Teorema 13. Se propone la siguiente función candidato de Lyapunov desar-

rollada en [33]

V (x) = 2k3 j�x1j+ k4�x21 +
1

2
x22 +

1

2

�
k1 j�x1j1=2 sign (�x1) + k2�x1 � x2

�2
calculando su derivada y desarrollando términos se llega a la expresión

_V (x) = 2k3sign (�x1)
d
dt �x1 + 2k4�x1

d
dt �x1 + x2 _x2

k21sign (�x1)
d
dt �x1 + k1k2 j�x1j

1=2 sign (�x1)
d
dt �x1 � k1 j�x1j

1=2 sign (�x1) _x2

+k1k2 j�x1j�1=2 �x1 ddt �x1 + k
2
2�x1

d
dt �x1 � k2�x1 _x2 � k1 j�x1j

�1=2 x2
d
dt �x1 � k2x2

d
dt �x1 + x2 _x2

Tomando la de�nición del error de observación en la ecuación (3.17)

_V (x) = 2k3sign (�x1)
�
_x1 +

d
dt�x1

�
+ 2k4�x1

�
_x1 +

d
dt�x1

�
+ x2 _x2

k21sign (�x1)
�
_x1 +

d
dt�x1

�
+ k1k2 j�x1j1=2 sign (�x1)

�
_x1 +

d
dt�x1

�
� k1 j�x1j1=2 sign (�x1) _x2

+k1k2 j�x1j�1=2 �x1
�
_x1 +

d
dt�x1

�
+ k22�x1

�
_x1 +

d
dt�x1

�
� k2�x1 _x2

�k1 j�x1j�1=2 x2
�
_x1 +

d
dt�x1

�
� k2

�
_x1 +

d
dt�x1

�
x2 + x2 _x2

sustituyendo el algoritmo de super twisting y desarrollando términos obtenemos la siguiente

expresión

_V (x) = 2k3 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 sign (�x1)x2 � 2k1k3 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 j�x1j1=2

�2k3k2�x1 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 sign (�x1) + 2k4 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 �x1x2
�2k1k4 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 j�x1j1=2 sign (�x1)� 2k2k4 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 �x1

�k3 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 sign (�x1)x2 � k4 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 x22 + k21 j�x1j
�1=2 j�x1j1=2 sign (�x1)x2

�k31 j�x1j
�1=2 j�x1j1=2 jx1j1=2 � k2k21 j�x1j

�1=2 j�x1j1=2 sign (�x1) �x1
+k1k2 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 j�x1j1=2 sign (�x1)x2 � k21k2 j�x1j

�1=2 j�x1j1=2 j�x1j

�k1k22�x1 j�x1j
�1=2 j�x1j1=2 j�x1j1=2 sign (�x1) + k1k3 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 j�x1j1=2

+k4k1 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 j�x1j1=2 sign (�x1)x2 + k1k2 j�x1j�1=2 �x1x2 � k21k2�x1sign (�x1)

�k1k22�x21 j�x1j
�1=2 + k22 j�x1j

�1=2 j�x1j1=2 �x1x2 � k1k22�x1 j�x1j
�1=2 j�x1j1=2 j�x1j1=2 sign (�x1)
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�k4k22 j�x1j
�1=2 j�x1j1=2 �x21 + k3k22�x1 j�x1j

�1=2 j�x1j1=2 sign (�x1)

+k4k
2
2 j�x1j

�1=2 j�x1j1=2 �x1x2 � k1 j�x1j�1=2 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 x22
+k21 j�x1j

�1=2 j�x1j1=2 x2sign (�x1) + k2k1 j�x1j�1=2 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 x2�x1
�k2 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 x22 + k1k2 j�x1j

�1=2 j�x1j1=2 j�x1j1=2 sign (�x1)x2
+k22 j�x1j

�1=2 j�x1j1=2 �x1x2 � k3x2 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 sign (�x1)� k4 j�x1j�1=2 j�x1j1=2 x22
+2k3sign (�x1)

d
dt�x1 + 2k4�x1

d
dt�x1 + k1k2 j�x1j

1=2 sign (�x1)
d
dt�x1

+k1k2 j�x1j�1=2 �x1 ddt�x1 + k
2
2�x1

d
dt�x1

�k1 j�x1j�1=2 x2 ddt�x1 + k2x2
d
dt�x1 + k

2
1sign (�x1)

d
dt�x1

Si de�nimos el vector �t como:

�t =
h
jx1j1=2 sign (�x1) �x1 x2

i>
Agrupamos los términos de la ecaución anterior se obtiene la siguiente forma cuadrática

V = � j�x1j�1=2 �>t

26664
k1k3 + k

3
1 +2k2k3 + 2k

2
1k2 � k3k22 � ��12 k21k

2
2 �2k3 + 2k3 � 2k21

0 3k1k
2
2 + k4k

2
2 �k1k4 � 2k1k2

0 0 k1

37775 �t

��>t

26664
2k2k4 � ��12 k21k

2
2 � ��13 k21k

2
2 �k1k2 + k21k2 + 2k1k4 �k1k2

0 ���14 k22 � 2��1k4 �2k22 � k22k4 � 2k4
0 0 +2k4 + k2 � ��16 k22

37775 �t
+ j�x1j�1=2 �5 (�+)2 + (�1 + �2 + �3 + �4 + �6)

�
d
dt�x1

�2
Se tiene �nalmente la expresión

V � � j�x1j�1=2
�
�>Q0� � �1

�
� �>Q1� + �2

Con Q0 y Q1 de�nidos en las ecuaciones (3.31) y (3.32) respectivamente Tomando las ganancias

como se muestra en las ecuaciones (3.29) y (3.30). Con el resultado mostrado en el Lema 18 se
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obtiene la siguiente solución

V � � j�x1j�1=2
�
�1
p
V + �1

�
� �2V + �2

p
V � �1

�1

V � �2
�2

V � m�ax
��

�1
�1

�2
; �2�2

�
0BBBBBBB@

�1 :=
�1=2m��n (P )�m��n (Q0)

�m�ax (P )

�2 := �m��n (P )

�1 := �5 (�
+)
2

�2 := (�1 + �2 + �3 + �4 + �5 + �6) (�
+)
2

1CCCCCCCA
La solución de la ecuación de Lyapunov es negativa semi de�nida si se cumplen las siguientes

condiciones
p
V � �1

�1
; V � �2

�2

por lo tanto siguiendo el lema 19, el error de observación para el observador basado en el

esquema de super twisting con término lineal converge a una bola que converge a

B� :=

(
~xt : k~xtk � m�ax

 �
�1
�1

�2
;
�2
�2

!)

esto concluye la prueba
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