Capitulo 3

Elementos de Probabilidad y
Estadistica

3.1. Introduccion

En este capitulo se presentan conceptos béasicos de Probabilidad y Estadistica, ya que
dentro del diseno y planeaciéon de una obra hidraulica juegan un papel importante en el
analisis hidrologico de eventos futuros. Un ejemplo seria el disefio de vertedores de una
presa de almacenamiento en donde se necesita predecir lluvias o avenidas de diseno con
una determinada frecuencia o periodo de retorno.

3.2. Conceptos basicos de probabilidad
3.2.1. Experimento

Un experimento es toda accién que se realiza con el fin de observar su resultado. La
experimentacion es una etapa fundamental para llegar al conocimiento cientifico. La teoria
de la probabilidad ha sido motivada por diversas circunstancias de la vida real en las que
se realiza un experimento y el investigador observa un resultado. Un ejemplo que se puede
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considerar es la determinaciéon de la carga de ruptura de una varilla de acero que se prueba
en una cierta maquina y es sometida a un esfuerzo de tension. En este experimento la
accién consiste en someter a la varilla a una prueba de ruptura por tensién; después de
aplicar incrementos de carga, la varilla falla por tensién, que seria el resultado de la
accion; y la observacién es la lectura en la maquina para determinar la carga de ruptura
que ocasiono6 que la varilla fallara (Olivera, S.A., 1987).

Un experimento es determinista si se puede predecir con certeza su resultado antes de que
éste se realice. Un experimento es aleatorio cuando no es posible asegurar el resultado que
se va a presentar al realizarlo; es decir que a pesar de repetirlo en condiciones
aproximadamente idénticas, sus resultados no son esencialmente los mismos.

3.2.2. Espacio muestral

Es el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio y generalmente
se representa a dicho conjunto con las letras S, L, Q.

3.2.3. Evento

Un evento A es una coleccion de puntos muestrales contenidos en el espacio muestral S de
un experimento aleatorio.

Eventos mutuamente excluyentes

Son eventos que no pueden ocurrir simultaneamente. Si se tienen dos eventos A y B
cualesquiera, tales que la ocurrencia de uno implica que no puede ocurrir el otro, esto es,
ANB = @ entonces A y B son eventos mutuamente excluyentes.

Eventos colectivamente exhaustivos
A los eventos A, A,,..., A, se les llama eventos conjuntamente exhaustivos cuando su
unién forma todo el espacio muestral, es decir:

3.2.4. Definicion axioméatica de probabilidad

Sea S un espacio muestral, sea L la clase de todos los eventos y sea P una funcion de
valores reales definida en Z. Entonces P se llama una funcion de probabilidad, y P(A4) se
denomina la probabilidad del evento A, si y sblo si se cumplen los siguientes axiomas
(Borras, H., 1985).

Axioma I
La probabilidad de un evento es un ntimero mayor o igual que cero y menor o igual que
uno:

0<P(A)<1 (3.1)

Axioma II

La probabilidad del evento S es la unidad:

Donde S es el evento formado por todo el espacio muestral
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Axioma IIT
La probabilidad de un evento que sea la unién de los eventos A y B mutuamente
excluyentes, es la suma de las probabilidades de estos dos eventos:

P(AU B)= P(A)+ P(B) (3.3)
Para cualquier secuencia infinita de eventos mutuamente excluyentes A,, A,, A,,..., se
tiene
P(AUAU...UA)=PA)+P(4)+P(4,)+...+ P(4,) (3.4)
3.2.5. Teoremas derivados de la definicién axiomatica

Teorema 1.1
Sea el evento A un evento cualquiera de Sy A’ el complemento de A, entonces:

P(A' )=1-P(A4) (3.5)
Demostracion:
Por el axioma II:
P(S)=1
tomando en cuenta que:
(AUA) =S

obteniendo su probabilidad de ambos lados:

P(AU A= P(S)
aplicando el axioma III

P(A)+ P(A)=1

P(A)=1-P(4)

Teorema 1.2
Sea @ el evento imposible, entonces:
P(g)=0 (3.6)

Demostracion:

haciendo

S=5U¢
obteniendo su probabilidad de ambos lados:

P(§)=P(S)+ P(g)

por el axioma II:

sustituyendo
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Teorema 1.3
Si A y B son dos eventos de Sy AcB (A es subconjunto de B)

P(4)< P(B) (3.7)

Demostracion:

El evento de B de la Fig. 3.1, se puede representar como la unién de los eventos
mutuamente excluyentes A y A’NB, esto es, B = {A U (A’N B)}.

del axioma III
P(B)= P(A)+ P(A'N B)
y por el axioma I

P(ANB)=0

. P(B)> P(A)

Ca D

Figura 3.1. El conjunto A es subconjunto de B.

Teorema 1.4
Si A, A,,..., A, es una coleccion de eventos mutuamente excluyentes y conjuntamente
exhaustivos, como se muestra en la Fig. 3.2.

S

A

n

Figura 3.2. Eventos mutuamente excluyentes y conjuntamente exhaustivos.

Entonces:

PAUAUAU...UA)=P(A)+ P(4)+...+ P(4,)
P(AlUAQUA5U...UA,1)=ZH:P(A1)
con A,NA =¢ para i#]

Este teorema es solo una forma general del axioma III.
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Teorema 1.5
Para dos eventos cualesquiera A y B:

P(AUB)= P(A)+ P(B)- P(AN B) (3.8)
Demostracion:

analizando la Fig. 3.3 se tiene

P(AUB)=P(A-B)+ P(ANB)+ P(B - A) (3.9)
por otra parte

P(A-B)=P(A)- P(ANB)
P(B-A)=P(B)-P(ANB)
sustituyendo las ecuaciones (3.10) y (3.11) en la ecuacion (3.9):
P(AUB)=P(A)- P(ANB)+ P(ANB)+ P(B)- P(AN B)
. P(AUB)= P(A)+ P(B)- P(AN B)

S

Figura 3.3. P(AUB)

3.3. Variables aleatorias

3.3.1. Introduccién

Para dar solucién a algunos problemas de ingenieria, se genera un cierto grado de
incertidumbre debido a la variacion de los fenémenos presentes en la naturaleza. Como
resultado de las incertidumbres, el ingeniero no puede predecir con exactitud el evento que
pueda ocurrir en el futuro, para solucionarlo utiliza modelos estadisticos y probabilistas en
donde la variable esencial se llama Variable aleatoria (Benjamin et al., 1970).

3.3.2. Concepto de variable aleatoria

Dado un experimento aleatorio £, entonces una variable aleatoria X se define como una
funcién real de variable real cuyo dominio es el espacio muestral S de probabilidades,
contenido por eventos simples e , y por otro lado el codominio de la funcién es un espacio

n?

que contiene al conjunto de los niimeros reales /R con valores x, = X (6’11) (Montgomery
et al., 2000).
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Una variable aleatoria X es una funcion real de variable real que asigna a cada evento
simple e, € § un valor numérico real x, € IR, mejor dicho X(e,) = x,. En la Fig. 3.4
se aprecia la naturaleza de la transformaciéon de X : 8 — IR.

S X IR

€1 \ ) > X1= X(81)
e2 > X2 = X(ez)
es / > X3= X(es)
e - Xn = X(en)

Figura 3.4. Concepto de variable aleatoria.

Con respecto a la notacion, se consideran letras maytusculas X para denotar variables
aleatorias y letras mintsculas x para los valores particulares que puedan tomar. En la
literatura es comtn encontrar denotadas con maytsculas a las funciones de distribucién
de probabilidad acumulada F(x) y con mindsculas a las funciones densidad de
probabilidad f(x) (Borras, H., 1985).

El comportamiento de una variable aleatoria " X" se describe mediante su ley de
probabilidades y se caracteriza principalmente por medio de una distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria. Al conjunto de parejas ordenadas (XI., pl.), se le

conoce como distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X . Las variables
aleatorias pueden ser discretas o continuas.

Como podemos observar una variable aleatoria se caracteriza en forma analitica por medio
de una distribucién de probabilidad y a su vez queda definida por una funcién de
probabilidad. A continuacién en la Fig. 3.5 se muestra un cuadro sindptico para
comprender la caracterizacion y definicién de una variable aleatoria.

’

Una variable aleatoria discreta se caracteriza por medio de una
distribucién de probabilidad y esta definida por:
a) Funcion de probabilidad o funcién masa de probabilidad p(x).
b) Funcién de distribucién de probabilidad acumulada o funcién de
Variable < distribucion para variables aleatorias discretas F(x).

Aleatoria Una variable aleatoria continua se caracteriza por medio de una

distribucién de probabilidad y esta definida por:
c¢) Funcién densidad de probabilidad f(x)
d) Funcién de distribucién de probabilidad acumulada o funcién de

distribucién para variables aleatorias continuas F(x).

Figura 3.5. Caracteristicas de una variable aleatoria.
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3.3.3. Variables aleatorias discretas

= Concepto de variable aleatoria discreta

Si el dominio de definicion de una variable aleatoria es un intervalo finito, y los resultados
del experimento aleatorio al que esta asociada dicha variable aleatoria sélo definen algunos
de los valores comprendidos dentro de ese intervalo, se dice que la variable aleatoria es
discreta.

Obsérvese que la distribucién de probabilidad {(XJ-, D; )} de la variable aleatoria, define

completamente el fenémeno al que estd asociada, ya que dichos valores determinan los
resultados del experimento y sus correspondientes probabilidades y la forma de céomo se
presentan esos resultados (Benjamin et al., 1970).

* Funcién de probabilidad o funcién masa de probabilidad p(x)

Una distribucién de probabilidad analiticamente queda definida mediante una funcién de
probabilidad p(XI,), la cual relaciona los resultados de un experimento aleatorio con su

probabilidad de ocurrencia. Cuando el resultado del experimento aleatorio es un numero,
generalmente se le asigna el mismo valor; o sea, la variable aleatoria X puede tomar los
valores de x,. Lo anterior se puede representar mediante la siguiente expresion. En la Fig.

3.6 se representa graficamente la funcion de probabilidad (Montgomery et al., 2000).
p(Xf) = P(X = Xi) (3.12)

La condiciones que debe de cumplir cualquier funcion p(Xi) para que sea funcion de

probabilidad de una variable aleatoria X, y asi poder definir una distribucion de
probabilidad, debe cumplir los primeros dos axiomas de la teoria de la probabilidad.

0<P(x,)<1, Vi (3.13)

2P(Xf) =1 (3.14)

p(x) |

Figura 3.6. Funciéon de probabilidad.
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3.3.4. Variables aleatorias continuas

En el analisis estadistico en hidrologia generalmente se trabaja con variables aleatorias
continuas, por lo que se analizardn con precaucién.

3.3.4.1. Concepto de variable aleatoria continua

Si el dominio de definicion de una variable aleatoria es un intervalo infinito, y los
resultados del experimento aleatorio al que estd asociada dicha variable definen cualquier
valor real comprendido dentro del intervalo, se dice que la variable aleatoria es continua.

Este tipo de variables se presentan con mas frecuencia en los sistemas fisicos debido a que
la masa, el calor, el volumen, el tiempo y otras caracteristicas, pueden tomar cualquier
valor, dentro de una escala continua. Sin embargo, formalmente puede definirse la
distribucién de probabilidades de una variable aleatoria continua X por medio de su
funcién densidad de probabilidad (Benjamin et al., 1970).

3.3.4.2.  Funcién densidad de probabilidad f(x)

En el caso de una variable aleatoria continua no es posible establecer explicitamente las
parejas ordenadas (valor de la variable aleatoria, y su correspondiente probabilidad) que
definen una distribucién de probabilidad continua, por no ser numerable el conjunto de
valores de la variable aleatoria continua. Una variable aleatoria continua X puede tomar
una infinidad de valores en un pequeno intervalo; en consecuencia, la probabilidad de que
X tome un valor en particular es practicamente cero y para estudiar el comportamiento
de las variables se debe de hablar de subintervalos, dentro de los cuales puede encontrarse
el valor de X (Montgomery et al., 2000).

Sea X una variable aleatoria continua en el intervalo—o < x < o0, 0 sea, que puede
tomar cualquier valor real en ese intervalo, por lo que no es posible definir su distribucién
de probabilidad en forma tabular; no es posible expresar explicitamente el conjunto infinito
de parejas ordenadas {(Xi, D; )} que se tiene para todo valor de x en el intervalo. En este

caso deberd definirse la distribuciéon de probabilidad x en forma grafica o analitica.

Por la continuidad de los valores de x en el intervalo, en este caso el poligono de
probabilidad se convierte en una curva continua de ecuacion y = £(x), siendo £(x) una

funcion real de la variable aleatoria X en su intervalo de definicion. A la funcion f (X) se

le llama funcién densidad de probabilidad de la variable aleatoria X .

La funcién densidad de probabilidad se define de tal manera que la probabilidad del evento
P(X1 <X < X2) sea igual al area bajo la curva de la funcion f (X) entre x =Xx, y

X=X, , como se muestra en la Fig. 3.7.

entonces:
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y=fx)

Figura 3.7. Funcion densidad de probabilidad.

Es importante darse cuenta de que f(X) no representa la probabilidad de nada, solo
cuando la funcién integra entre dos puntos se produce una probabilidad.

Una funciéon f (X) debe de cumplir con las condiciones siguientes para que sea funcion
densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua:

a) La funcion £ (X) es positiva para todo valor de x:
f(x)=0 (3.16)
b) El area bajo la curva de la funcion £(x) en el intervalo —o < x < o0 vale uno:

[ f(x)dx =1 (3.17)

3.3.4.3. Funcioén de distribucién de probabilidad acumulada F(x)

Otra forma de caracterizar el comportamiento de una variable aleatoria es mediante la
distribucién de probabilidad acumulada y puede definirse formalmente por medio de una
funcién de distribucién de probabilidad acumulada F(XO), Como:

F(XO) = P(X < Xo) (3.18)

La funcién de distribucién acumulada de cualquier tipo de variable aleatoria discreta o
continua, tiene las siguientes propiedades y su representacion grafica se visualiza en la Fig.
3.8 (Montgomery et al., 2000).
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F ()

X
Figura 3.8. Funciéon de distribucién de probabilidad acumulada.

3.3.4.4. Funcién de distribucién de probabilidad acumulada para variables aleatorias
continuas

Si la variable aleatoria es continua y f (X) es su funcién densidad de probabilidad, la

funciéon F' (X) es:

F(Xo) = P(X < Xo) = J_X;f(X) dx
F(x,) = J.jo f(x) dx (3.19)
3.3.5. Esperanza matematica o valor esperado de variables aleatorias

continuas

En general, en la literatura se le considera a la esperanza matematica como valor esperado
o valor promedio de la variable aleatoria X . Puede ser interpretada como un promedio
ponderado de una funciéon g(x) y como se veré posteriormente es de gran utilidad para
definir algunos parametros poblacionales que caracterizan el comportamiento de la
variable aleatoria (Borras, H., 1985).

= Esperanza matematica de una funcién de una variable aleatoria continua

Si la variable aleatoria es de tipo continua, y su funcién densidad de probabilidad es £ (X),
la esperanza matemaética de g(x) se define como:

Elg(x) = [ g(x) £(x) dx (320

—0

3.3.6. Parametros poblacionales de la distribucién de variables aleatorias
continuas

Como se habia comentado, los pardmetros mas importantes a calcular son la media y la
varianza. Para su estudio se presentaran dos casos particulares de la esperanza matematica
que son: los momentos con respecto al origen y los momentos con respecto a la media
(Olivera, S.A., 1987).
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Momentos de orden n con respecto al origen

Para una distribucion de probabilidad, se define al momento de orden n con respecto al
origen de la variable aleatoria X, a la esperanza matematica de la funcion g(x)
considerando lo siguiente:

tomando en cuenta que:

o(x)= X (3.21)

sustituyendo la ecuacion (3.21) en la ecuacion (3.20), resulta

E{X”}:f; x" f(x) dx (3.22)

donde: 1 es un nimero entero positivo.
3.3.6.1. Momentos de orden n con respecto a la media

Se llama momento de orden n con respecto a la media de la distribucién de probabilidad de
la variable aleatoria X , a la esperanza matemética de la funciéon g(x) considerando lo
siguiente:

£()= (X - ) (329

donde: n es un entero positivo y . la media de la distribucién,

sustituyendo la ecuacion (3.23) en la ecuacion (3.20)

E{(X — Hx )u} = J‘: (X -y )" £(x) dx (3.24)

3.3.6.2. Media de la distribucién poblacional

Tomando en cuenta el momento de orden n respecto al origen para el caso de variables
aleatorias discretas, se tiene:

P} 3o

(3.25)
y obteniendo el primer momento con respecto al origen, n = 1
F{X}= Z x p(x) (3.26)
Vx
si hacemos
Hy = E{X} (3.27)

sustituyendo la ecuacion (3.26) en la ecuacion (3.27)

A&ZZXP@) (3.28)
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Si consideramos que cada x; ocurre con la misma probabilidad p;, entonces cada p; tiene
valor de:

1
P =
n (3.29)
sustituyendo la ecuacion (3.29) en la ecuacion (3.28)
1< 3.30
Hx = Z X ( )
115,

A la expresion anterior se le llama media de la distribucién. La media es uno de los
parametros mas representativos de la distribucién, ya que conociendo la media o valor
esperado de la distribucion se tiene una idea del valor central de la distribucion.

Una analogia del concepto fisico del primer momento, que es la media de la distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria es semejante al concepto de centroide que se estudia
en mecanica. Observando la Fig. 3.9, la media es la abscisa del centroide de la funcion de
probabilidad (Olivera, S.A., 1987).

f() |

Centroide del area

Jx X
Figura 3.9. La media es la abscisa del centroide.

3.3.6.3. Varianza de la distribucién poblacional

Si n = 0, se tiene el momento de orden cero con respecto a la media, y tanto en el caso
discreto como en el continuo vale uno.

Sin = 1, se tiene el momento con respecto a la media, y tanto en el caso discreto como en
el continuo vale cero.

Sin = 2, se tiene el segundo momento con respecto a la media.
de la ecuacion (24)
X — g V= [ (e = e} £(x) dx (3.31)

haciendo

oy = E{(X_ﬂX)Q}
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Por lo tanto el momento de orden dos, n = 2, con respecto a la media, recibe el nombre de
varianza 'y se expresa de la siguiente manera:

oy = Eo (x — gy ) £(x) dx (3.32)

Si se considera a la esperanza matematica como un promedio y a la diferencia (X - ,uX)
como la distancia entre un valor particular de X y su media, entonces se interpreta a la
varianza como el promedio de los cuadrados de las diferencias entre el valor medio (n,)
y los posibles valores de la variable aleatoria (Olivera, S.A., 1987).

Si el exponente n toma cualquier otro valor par, se tendrd también un indicador de la
dispersion de los datos y éste sera siempre positivo, mientras que para una potencia impar,
el momento puede ser positivo, negativo o cero.

La raiz cuadrada de la varianza define el concepto de desviacion estandar de la variable
aleatoria X y se representa por o, donde:

oy =0 (3.33)

La desviaciéon estdndar explica la dispersiéon promedio de los valores posibles de la variable
aleatoria con respecto a su media.

3.4. Conceptos basicos de estadistica
3.4.1. Introducciéon

La estadistica ha llegado a ser un instrumento de uso cotidiano para todos los
profesionistas que estan en contacto con fendémenos de naturaleza aleatoria, y que a partir
del conocimiento de ciertos datos cuantitativos del fenémeno, deben tomar decisiones sobre
su comportamiento general.

3.4.2. Concepto de Estadistica

La Estadistica se ocupa de los métodos y procedimientos para recoger, clasificar, resumir,
hallar regularidades y analizar los datos, siempre y cuando la variabilidad e incertidumbre
sea una causa intrinseca de los mismos; asi como de realizar inferencias a partir de ellos,
con la finalidad de ayudar a la toma de decisiones y en su caso formular predicciones.

Para su estudio, la estadistica se divide en: estadistica descriptiva, cuando los resultados
del anélisis no pretenden ir més alla del conjunto de datos, e inferencia estadistica cuando
el objetivo del estudio es derivar las conclusiones obtenidas a un conjunto de datos més
amplio (Borras, H., 1985).

3.4.3. Estadistica descriptiva

Definicién

Ciencia dedicada a describir las caracteristicas existentes en un conjunto de datos (la
muestra), utilizando métodos numeéricos y graficos que resumen y presentan la informacion
contenida en ellos. Las tareas de la estadistica descriptiva son: La organizacién de los datos
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numeéricos de la muestra a través de las tablas y las representaciones graficas (Borras, H.,
1985).

Poblacién
Es un conjunto finito o infinito de objetos, llamados elementos, que tienen en comin una o
varias caracteristicas particulares que se desean estudiar.

Mpuestra
Es un subconjunto de la poblaciéon. La seleccion de una muestra es una etapa muy
importante dentro del estudio estadistico, debido a que la informacién que presenta la
muestra es la base para hacer suposiciones o inferencias sobre lo que ocurre en la
poblacion.

3.4.3.1. Parametros estadisticos de una muestra

Como ya se vio anteriormente los pardmetros poblacionales se representan mediante letras
griegas 4, 6, &, v, 7% En el caso de una distribucién de frecuencias también se pueden
establecer medidas descriptivas, conocidos como parametros estadisticos o estadisticos
muestrales, y para distinguirlas de los parametros poblacionales se usan las letras latinas

i;'5;‘52; Cv;g’

En el analisis hidrolégico se recomienda el uso de los estadisticos no sesgados, ya que
generalmente se trabaja con muestras relativamente pequenas.

Los datos de una muestra pueden caracterizarse numéricamente mediante los siguientes
grupos de parametros estadisticos:

= Medidas de tendencia central

Media (x)

Se define como el promedio aritmético de los datos de una muestra y esta dada por:

— 1 & 3.34
RN (3:34)
1 ;-
donde
x media de la muestra
X; valores de la muestra
n numero total de valores

= Medidas de dispersion

Como su nombre lo indica, las medidas de dispersiéon reflejan la separacion o alejamiento
de los elementos de una muestra (Borras, H., 1985).
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Varianza (S,?)

En el tema de variables aleatorias se defini6 a la varianza de una variable aleatoria como el
segundo momento con respecto a la media. De manera anéloga, para una distribucion de
frecuencias se define el momento k-ésimo con respecto a la media como:

R (3.5)
my =— Z(Xi - X)
-
y en consecuencia, la varianza muestral (insesgada) se define como:
§2 = 1 S (x, —x)
NP (3.36)

y la desviacion estandar (Sy) como:

S, =[5t (3.37)

Coeficiente de variacién (Cv)

Para una distribucion de frecuencias, se define como el cociente de la desviacion estandar
muestral entre la media muestral; esto es:

S

X
X

C, = (3.38)

= Medidas de asimetria

Para medir en forma adimensional la asimetria de una distribucién de frecuencias, se
utiliza el coeficiente de asimetria por momentos g, que se define como el cociente del
tercer momento con respecto a la media entre la raiz cuadrada del segundo momento con
respecto a la media elevada al cubo; esto es:

de donde resulta

(3.39)




58 Capitulo 3. Elementos de Probabilidad y Estadistica

3.5. Generalidades de inferencia estadistica
3.5.1. Introduccioén

En estadistica se le llama inferencia al proceso de inducir o bien deducir las caracteristicas
o parametros poblacionales a partir de la informacién muestral, midiendo con
probabilidades la incertidumbre (Olivera, S.A., 1987).

Para hacer una inferencia estadistica, se pueden estimar los parametros descriptivos de la
poblacion a partir de la informaciéon obtenida en una muestra, ya sea como un valor
puntual, como un intervalo, o bien establecer valores hipotéticos de los parametros y
probar estadisticamente si son véalidas las hipétesis.

Un estimador es un valor aproximado de un pardmetro poblacional, y es determinado de
los estadisticos muestrales obtenidos de la poblacion. Existen dos formas para estimar los
parametros: puntuales o por intervalos de confianza.

Estimaciéon puntual: cuando solamente se da un valor del pardmetro desconocido.
Estimacién por intervalos de confianza: cuando se fijan dos valores entre los cuales se
encuentra el pardmetro desconocido.

3.5.2. Meétodos para determinar la estimacién puntual de parametros
poblacionales

A continuacién se presentan algunos métodos para la estimacion de parametros mas
comunes en hidrologia, estos son: método de momentos y método de méxima verosimilitud.

3.5.2.1. Método de momentos

El método de los momentos es un procedimiento muy sencillo para encontrar un estimador
de uno o mas parametros poblacionales. Consiste basicamente en igualar los momentos
poblacionales con los muestrales con lo que se genera un sistema de ecuaciones, cuyo
tamano depende del ntimero de parametros a estimar (Montgomery et al., 2000).

Supongase que X es una variable aleatoria continua con funcién densidad de probabilidad
£(x;6,,6,,...6,) (3.40)

Donde dicha funciéon tiene parametros desconocidos 6,,6,,...6,. Sea X, X,,..., X, una
muestra aleatoria de tamano n de X |

Por otra parte definidos los primeros k-ésimos momentos de una muestra con respecto al
origen, resulta:

n
,
D> X
_ i=1

n

(3.41)

1,

Los primeros k momentos de la poblacién con respecto al origen son:
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u=BX")=[" x'f(x;6,0,..6,) dx
(3.42)

t=12,... k X es continua

Al igualar los momentos de la muestra con los momentos de la poblacion se produciran k&
ecuaciones con k incégnitas, esto es:

Hy = 11,

n

X
hd t . —_ =1
[ x'£(x:6,,6,,...6,) dx = p (3.43)

t=12,....k

Con la solucién de la ecuacidén anterior, se encuentran los estimadores de momento
N A

0,,0,,...0, delos pardmetros 6,,0,,...0, .
3.5.2.2. Método de maxima verosimilitud

Uno de los mejores métodos para obtener un estimador puntual es el de maxima
verosimilitud (Montgomery et al., 2000).

Supongase que X es una variable aleatoria continua con funcion densidad de probabilidad
£(x;0), donde 6 es un pardmetro desconocido tnico y asociado a la distribucion de

probabilidad de X . Sean X, X,,..., X, los valores observados en una muestra aleatoria
de tamafnio n. Su funcién densidad conjunta se describe como:

f(XUXZ?"'JXﬂ;e):Hf(Xi;H) (3.44)
i=1

A la expresion anterior es conocida como funcién de verosimilitud y se representa con la
letra L.

L= ﬁf(Xi; 0) (3.45)

A A
Para poder encontrar el estimador de maxima verosimilitud € del parametro @, 6 debe
de maximizar a la funcién de verosimilitud

p . ) 3.46
0 = max f(Xl,XQ,...,XH;Qj (3.46)
“El procedimiento para estimar los parametros en donde la funcién de verosimilitud
alcanza su méaximo, implica realizar la derivada parcial de L con respecto a 0 e
igualando a cero” (Montgomery et al., 2000).
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3.6. Periodo de retorno (Tr)

El objetivo principal del anélisis estadistico de datos hidrologico es la determinacion del
llamado periodo de retorno de un cierto evento hidrolégico.

3.6.1. Concepto de periodo de retorno

El periodo de retorno (Tr) se define como el lapso de tiempo promedio en anos, en que se
presente la ocurrencia de un evento igual o mayor a una magnitud dada.

La probabilidad p=P(X > x,,) de ocurrencia del evento X > x, en cualquier
observacién puede relacionarse con el periodo de retorno, de tal modo que para cada
observacion existen dos resultados posibles: si X 2 x,, (probabilidad p) se tiene un éxito,

en otro caso X < x,, (probabilidad 1 — p) se presenta una falla.

La probabilidad de ocurrencia de un evento en cualquier observacién es el inverso de su
periodo de retorno

P(X >x,)= ;f (3.47)

La ecuacién anterior indica que si un evento hidroloégico X es igual o mayor que x,
entonces ocurre dicho evento por lo menos una vez en Tr afos, de donde 1/Tr es la
probabilidad de excedencia.

De la ecuacion (3.47) se deriva el periodo de retorno con probabilidad de no excedencia,

3.48
P(XsXT,)=1—i (3.48)
Ir

Usualmente cuando se tienen datos de un cierto periodo, y se desea aplacar algiin método
estadistico para extrapolar dichos datos a periodos de retorno mayores al de las
mediciones, es necesario asignar un valor 7r a cada dato registrado. Para asignar periodos
de retorno a una serie de datos es comun el empleo de la ley empirica de Weibull:

7o 2tl (3.49)
k
donde:
n numero de anos de registro
k namero de orden del dato analizado ordenado de mayor a menor
3.6.2. Criterios usuales para fijar un periodo de retorno

= Criterios econémicos

La fijacion del periodo de retorno puede llevarse a cabo por medio de criterios econémicos,
como pueden ser la comparaciéon de los costos anuales de las obras con los danos
producidos por avenidas.
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Segiin la Fig. 3.10, entre mayor sea el periodo de retorno Tr, los costos de una obra
creceran de manera importante y por lo tanto los costos de los danos producidos por
avenidas seran relativamente pequenas. La suma de las curvas 1 y 2 sera el costo total y el
costo minimo sera el punto minimo de dicha curva de costos totales (Monsalve, S.J., 1999).

/ Costo total

/ 1 Costo de las obras

Costos anuales

2 Costo de dafios
/ producidos por avenidas

Tr Periodo de retorno Tr (afios)

Figura 3.10. Analisis de costos anuales de obras
para la determinacion de periodos de retorno.

= Criterios usuales

L Vida 1til de la obra
1L Tipo de estructura
I11. Facilidad de reparacién y ampliaciéon

IR Peligro de pérdidas y vidas humanas

3.7. Funciones de distribucién de probabilidad de variables
aleatorias continuas mas usadas en hidrologia

3.7.1. Introducciéon
Las funciones de densidad mas comunes para el analisis hidrolégico son las siguientes:

Normal

Lognormal

Gamma

Exponencial

Pearson tipo III (Gamma de tres parametros)

Gumbel (Distribucion general de valores extremos tipo I)
Gumbel dos poblaciones (Gumbel mixta)

VVVYVYYVYVYVY

Las primeras cinco obedecen a un tipo de poblacién, mientras que la distribucion Gumbel
dos poblaciones trabaja con dos tipos de poblacién; por ejemplo los gastos producidos por
lluvias ciclénicas y no ciclénicas o bien en sitios, como en el Noroeste de México, en los que
se presentan volimenes grandes debido a lluvias de invierno conocidas como “equipatas”
(Dominguez et al., 2009).
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Las funciones de probabilidad que generalmente se ajustan a lluvias y escurrimientos anuales
son las tres primeras. Las dos ultimas se desarrollaron para el analisis de eventos extremos. La
funcion exponencial es muy poco flexible, se usa para lluvias méximas y para estudios de
voltimenes almacenados.

Como ya se habfa comentado, los métodos estadisticos se basan en ajustar una muestra de
gastos maximos registrados, por medio de una funcién de distribuciéon de probabilidad, para
posteriormente extrapolarlos a un determinado periodo de retorno.

Las distribuciones que manejaremos para ajustar las muestras con el fin de disenar Avenidas de
Diseno, son las distribuciones de valores extremos, o sea, las funciones de distribucion Gumbel
y Gumbel dos poblaciones. De modo que daremos una breve explicacion sobre estas
distribuciones en particular.

3.7.2. Funcion de distribuciéon de valores extremos tipo I (Gumbel)

Consideremos una poblacion en donde se tienen n muestras, cada muestra contiene n eventos.
A hora seleccionemos el valor maximo q de cada muestra. Si el tamafio de las muestras es
suficientemente grande, o sea, cuando n tiende a infinito la funcién de distribucién de
probabilidad acumulada o funcién de distribuciéon de probabilidad de q tiende a una
distribucion de tipo Gumbel;

F(g)=e (3.50)

Ja£] o= (3.51)
f(q):le’e[ }e[ }
a
(—oo<q<oo,a>0)
donde:

parametro de escala

(24

p pardmetro de ubicacién

q variable aleatoria continua (representa a los gastos maximos)
F

(q ) funcion de distribucion de valores extremos tipo I

~

(q) funcién densidad de probabilidad tipo Gumbel

Esta funcién de distribucion se utiliza para determinar la probabilidad de que se presenten
grandes avenidas, debido a que se ha demostrado teéricamente que se ajusta a los valores
méaximos. La tendencia de la funcién de distribucién Gumbel se presenta en la Fig. 3.11.

= Parametros poblacionales de la distribucién Gumbel

Media

U= ﬂ +Ta (352)
donde:

r constante de Euler ' = 0.5772156649
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Desviacién estandar

o= (3.53)

>

Coeficiente de asimetria

7 =1.1396 (3.54)

El coeficiente de asimetria es constante lo cual indica que esta distribuciéon es sesgada a la
derecha para todos los valores de a@ y f. Como la distribucién es asimétrica se

recomienda el método de maxima verosimilitud para estimar los parametros a y [
(Berezowsky et al., 1981).

= Variable reducida de la distribucién Gumbel

La variable reducida z, de la distribucion Gumbel se deduce de la ecuacion (3.50) como:

() elulig]

sustituyendo la ecuacion (3.48) en la ecuacion (3.55), la variable reducida z queda en
términos del periodo de retorno como:

e In [LH ( Tr ﬂ (3.56)
Tr -1

F(q) A
1

7 _

z

Figura 3.11. Funcién distribucién de Gumbel.

= Estimaciéon de parametros estadisticos por el método de momentos

El valor de los parametros @ y f se estiman con las ecuaciones siguientes

/6 (3.57)

ﬂzX_K%er (3.58)

donde:
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media de muestra, calculada con la ecuacion (3.34)
desviacion estandar de la muestra, calculada con las ecuaciones (3.36) y (3.37)
constante de Euler T" = 0.5772156649

1 x|

= Estimaciéon de parametros estadisticos por el método de maxima verosimilitud

El logaritmo natural de la funcion de verosimilitud para la distribuciéon Gumbel es
(Berezowsky et al., 1981).

Ln(L)=nLn(a)- {a g(qj - ﬁ)} - {Z;e “" (qf"ﬁ)} (3.59)

derivando la ecuacion (3.59) parcialmente con respecto a los parametros o y [ e
igualando acero se tiene:

0 n o
—(Ln(L))=na- aZe @=p) = (3.60)

i([/H(L)) = g - i(Qi _ﬂ)+ Z(Qi _ﬁ)e ) =g (3.61)

Se observa que las ecuaciones (3.60) y (3.61) forman un sistema de ecuaciones, la ecuacion
(3.60) puede ser escrita como:

> et (3.62)
sustituyendo la ecuacion (3.62) en la ecuacion (3.61) resulta:

n

aq;
n Z q; ¢

O A = A (3.6

]

o o Z e %

=1

La ecuacion (3.63) es no lineal, de modo que para darle solucion se puede resolver
numéricamente por medio del método de Newton-Raphson, la férmula de recurrencia
queda como:

a,, =—— : (3.64)

Donde la funcién y su correspondiente derivada se muestran a continuacion:

n iqi ’ ei(%j

F(a,):naj—2q1.+n B (3.65)

, 2 ,(&)
T g
i=1
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o [ZU] (Zq | e—[i)} . (Z . .e-(Z:)T
2 i [ZUJ

(3.66)

Una vez encontrado el valor éptimo de « , se sustituye en la ecuacion (3.62) para obtener
S como:

p=a|Ln (11) — Ln ie(zj (3.67)

Los parametros estadisticos iniciales @ y [ que requieren en el método de Newton-
Raphson, se calculan por medio de la técnica de momentos (Ecns. 3.57 y 3.58).

= Estimacién de eventos de diseno ajustados con la funcién Gumbel

Una vez obtenidos los parametros 6ptimos @ y f, y realizando el cambio de variable

q; = Q.o . de la ecuacion (3.50), se despeja @, de la siguiente manera:

alculado ;

Si se aplican logaritmos naturales dos veces en ambos miembros de la ecuacion (3.50),
desarrollando y aplicando propiedades de los logaritmos se tiene:

(Q(,’aloulado i - ﬁj _ —Lﬂ LI] 1 (368)
a F (Qcalr?ulado ,)

de donde los eventos de diseno se calculan como:

1 (3.69)

Qentcwnar, = B = | L | L | - o=
calculado ; F(Q{?ﬂ]{?ﬂjﬁdgi)

Sustituyendo la ecuacion (3.48) (probabilidad de no excedencia) en la ecuacion (3.69):

T (3.70)
' =f-al|ln|L ’
Qm]cu]ﬂdﬂ i ﬂ = ( n (]Z — 1)}

3.7.3. Funcion de distribucién Gumbel dos poblaciones (Gumbel mixta)

= Introduccién

Cuando la Republica Mexicana se ve afectada por ciclones, y conjuntamente por eventos
hidrometeorolégicos, podemos observar mediante la distribuciéon de Gumbel que se
presentan dos poblaciones totalmente diferentes; por un lado precipitaciones ocasionadas
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por fenémenos meteorologicos, y en segunda instancia por avenidas extremas ocasionadas
por precipitaciones ciclonicas.

Para el analisis de esta distribucion se supone que los fenémenos se originan por procesos

diferentes, dando como resultado una distribucién con dos poblaciones. La primera con una
poblacién no ciclénica y la otra corresponde a una ciclonica (Fig. 3.12).

= Deduccién de la funcién de distribucién de probabilidad Gumbel dos
poblaciones

Segtun Gonzalez (1970) debido a la presencia de dos poblaciones, la funcién Gumbel parece
ser inadecuada para determinar su frecuencia, sin embargo se puede suponer que para cada

poblaciéon se puede estudiar por separado analizando la distribuciéon Gumbel.

De tal manera que para los anos donde no se presentan ciclones, los gastos maximos
siguen una distribucion de tipo Gumbel con parametros @, y f, de la siguiente manera:

de la ecuacion (3.50) se sustituyen los parametros a, y f
=] (3.71)

Cuando los gastos maximos son provocados por ciclones, entonces se sustituyen los
parametros a, y [, en la ecuacion (3.50) como:

{Ii”}
Flg)=e" " (3.72)
La pregunta que se plantea ahora es la siguiente:

., Cémo se puede saber o predecir la presencia de que anos son ciclonicos y cuéles no lo son?

Lo anterior se logra a partir de los registros meteorolégicos disponibles con que se cuenta o
en un caso extremo preguntando con gente nativa del lugar.

Otra forma de saberlo es a partir de la siguiente pregunta:

;,Cual es la probabilidad de que en cualquier ano se presente un gasto méximo ) que sea
menor o igual que otro gasto ¢?

Para darle solucién a esta pregunta se utiliza la teoria de la probabilidad elemental; al
considerarse que:

Las variables que se manejan en hidrologia son de tipo continuo, y se definen por medio de
una funcion de distribucion de probabilidad acumulada o funcién de distribucion.

Para conocer la probabilidad del evento (@ < q), se aplica la probabilidad total
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Sea (@ < @), un evento en un espacio muestral Sy sean A y A, eventos colectivamente
excluyentes cuya union es el espacio S. Entonces:

P(Q<q)=P(4)-P(Q<q|A)+P(A) PQ<q|4) (3.73)
donde:
A ano no ciclénico
A ano ciclénico

Al tomar en cuenta la probabilidad para anos no ciclénicos
P(Q<q|A4)=F(q) (3.74)
y la probabilidad de afios ciclonicos (gastos maximo) es

P(Q,.. <q| 4)= F(q) F(q) (3.75)

sustituyendo las ecuaciones (3.74) y (3.75) en la ecuacion (3.73)

P(Q < q) = F(q) P(A)+ F(q) F,(q) P(4) (3.76)

si por otro lado se hace
p=P(4) (3.77)
F(g)=P(Q<q) (3.78)

sustituyendo la ecuaciones (3.77) y (3.78) en la ecuacion (3.76), ademas de aplicar el
Teorema 1.1 de probabilidad (Ecn. 3.5) resulta:

F(q)=F(q)[p+1- p) F(q)] (3.79)

finalmente, la funciéon de distribuciéon de probabilidad Gumbel dos poblaciones para gastos
maximos anuales esta dada por:

Flg)=¢€" p+ ((1 - D) ee[qa?]J (3.80)

y la funcién densidad de probabilidad es:

_[a=hA (a-ph (a-m
roroes [ ) ),
a, a,a,

para: F(g)qa; >0
O<p<l1
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donde:

q gasto méaximo anual, en (m®/s)

o, parametro de escala de la poblacién no ciclénica, en (m?®/s)

B parametro de ubicacién de la poblacion no ciclonica, en (m*/s)
a, parametro de escala de la poblacién ciclénica, en (m®/s)

B, parametro de ubicaciéon de la poblacion ciclénica, en (m?/s)

D probabilidad de que se presenten eventos no ciclénicos

Gasto maximo

Eventos
Ciclénicos

Eventos
No ciclénicos

Tr

Figura 3.12. Distribuciéon de probabilidad Gumbel dos poblaciones.

= Estimaciéon de parametros estadisticos por medio del algoritmo de optimizacién

no lineal de Rosenbrock

Una primera aproximacion de los cinco parametros estadisticos o, B, a,,B8, v P, se
obtiene aplicando la técnica de momentos (Ecns. 3.57 y 3.58) para cada poblacién por

separado, es decir:

a :ﬁS1
T
/6

2 :752

2|5

(3.82)

By = x2 — S,

b

Para estimar los estadisticos muestrales x; y S. de la funcion G2P, primero se debe

definir el namero de Gastos Maximos Ciclénicos nqgc, conocido este valor, se establece el
rango de valores que tendra la poblacion ciclonica (2) y no ciclénica (1).

Segin Campos (2006) una ecuacion para estimar la probabilidad p en que se presentan

eventos no ciclonicos, es la siguiente:

_ - nqc (3.83)
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donde:

n tamano de la muestra de gastos maximos anuales
nqc numero de gastos maximos anuales producidos por ciclones

Gonzalez (1970), propuso para optimizar los cinco parametros estadisticos, minimizar la
funcion de errores cuadraticos pesados E (al, Bi.cy, b, P), de la siguiente manera:

La distribuciéon de probabilidad empirica de gastos méaximos anuales se estima mediante la
ley de Weibull (para muestras ordenadas de menor a mayor)

k (3.84)
n+1

F (qempm'w) =
donde:

g (qemp) distribucién de probabilidad empirica de Weibull para eventos méaximos

k ntmero de orden del gasto maximo anual
n tamano de la muestra de gastos maximos anuales

De tal forma que la funcién de errores cuadréticos pesados se compone por la suma que
resulta de la diferencia de los eventos calculados con la distribucion G2P (Ecn. 3.80) y los
eventos empiricos calculados con la ley de Weibull (Ecn. 3.84)

E (auﬂlaaw,ﬁgap) = Iz: [F(q) — F(qempmm )]2 W, (3.85)

donde:

E (0{1, B.ay, By, P) funcion de errores cuadraticos pesados

W, peso asignado al error cometido en el evento i
La funciéon de errores cuadréaticos pesados es una funcién no lineal, unimodal y dependiente
de maultiples variables, por lo tanto para minimizar la funcién se tendrd que aplicar un
método de optimizacién no lineal. El algoritmo que se aplicard para minimizar la funcién
es el de Rosenbrock para variables no restringidas.

En el Apéndice A se muestra el cédigo fuente programado en lenguaje FORTRAN 2003,
incluidas sus actualizaciones que ha sufrido el presente algoritmo. En ese mismo apartado
se especifican diferentes bibliografias sobre las modificaciones de tal método.

El algoritmo de Rosenbrock requiere condiciones iniciales, algunas de ellas son por ejemplo
los pardametros estadisticos, determinados mediante la técnica de momentos como se
muestra en las ecuaciones (3.82) y (3.83).

= Estimacion de eventos de diseno ajustados con la Funcién Gumbel dos
poblaciones (G2P)

Si ya se dispone de los parametros estadisticos 6ptimos de la funcion, el siguiente paso sera
estimar los gastos maximos de diseno para diferentes periodos de retorno, el procedimiento
es el siguiente:



70 Capitulo 3. Elementos de Probabilidad y Estadistica

A la funcion de distribucion de probabilidad G2P (Ecn. 3.80) se le asigna una probabilidad de
no excedencia para cada evento i, mejor dicho, igualamos las ecuaciones (3.48) con (3.80)

=P
A (3.86)
realizando el cambio de variable q; = Q... _resulta:

T

r

[MJ [w} 1
F(Qc’alczzladu I.) =<e" ! p+ (1 - p) e’ ” — |:1 — (J:| (387)

de donde:

T 0 (3.88)

r

7[lecu]ada ,-’ﬁl] 7[6@1("13(10 ,v-ﬂzJ 1
e p+|l-p)e” - {1 - (H

La expresion anterior es una ecuacion trascendente y la variable () no se puede obtener

calculado ;
de forma explicita, de modo que se resuelve numéricamente. Un método numeérico para

determinar cada evento () es el de Newton-Raphson.

calculado ;
la derivada de la funcién es:

[ Qealeuiado ;=P Qeateuindo ; =P [ Qeateculado ;=P2
dF(Qm]cMadg I.) — o [ a ] D e,( Z Jafl lj X (1 3 p) . [ z ] .
dQca]cu[ddo i al alaQ
(3.89)
7[ Qeatcutado ; =P ]

o

7[ Quaientado ; — P2 j

25

*|la, e +a e

Finalmente para conocer diferentes eventos de disefio ), por medio de la funcién G2P,

calculado ;
se resuelve la ecuacion (3.88) para cada evento i, para un determinado periodo de retorno Tr.

El codigo fuente para estimar los () se muestra en el Apéndice B y fue programado

calculado ;
en lenguaje FORTRAN 2003.
3.8. Estimacion del Error Estandar de Ajuste EEA

Con el proposito de comparar la eficiencia del ajuste realizado a la muestra con otros modelos
mateméticos, se calcula el error estandar de ajuste como: (Kite, G., 1988)

n ) %
EEA 1221: (Qmedidas i - Qca/cu]ados i ) (390)

n—n
donde: P

np namero de parametros de la distribucién ajustada
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3.9. Analisis grafico de las distribuciones de probabilidad Gumbel y
Gumbel dos poblaciones.

Para dibujar las curvas de las funciones Gumbel y G2P de manera adecuada es necesario
contar con papel de tipo Gumbel. El objetivo de realizar las curvas es verificar de manera

visual el ajuste de valores medidos @, .. ; con los calculados @ ;... ;- La grafica se

dibuja desarrollando el siguiente procedimiento:

En el eje de las abscisas los valores se calculan mediante la expresion de la variable
reducida z (Ecn. 3.56), en el eje de las ordenadas se sitiian los valores de @, ;0 ¥

Qca]cu[ado 1 (Flg 3. 13) .

Con la variable reducida en el eje de las abscisas, la curva tiende a generar dos rectas, una
para cada poblacion, debido a que se esta utilizando un papel disenado para generar lineas
rectas en las distribuciones. Esto se hace con el fin de hacer extrapolaciones lineales y asi
evitar extrapolaciones no lineales (Linsley et al., 1975).

35000

¢ Gastos maximos medidos

30000 —e— Gastos maximos calculados

25000

20000

15000

10000

5000

Gastos maximos (m3/s)

0

z=-Ln (Ln (Tr/ (Tr-1)))

Figura 3.13. Ajuste con la distribucion de probabilidad G2P.

Otra forma de dibujar la grafica de la distribucién G2P es en la abscisa x; la probabilidad
de no excedencia, en la abscisa x, el periodo de retorno y en las ordenadas los gastos
méaximos observados y los calculados (Fig. 3.14).

Periodo de retorno Tr

1.01 1.25 2 5 10 25 100 200 500 1000
10000 | s 0EE

9000: Gastos maximos medidos &

1 Gastos maximos calculados  —
8000 4
70001
6000 |
5000 1
40001
30004

2000j .
10004
0 55701 03 05 07 09 095097 099 0997 0.999

Probabilidad P(Q <q)
Figura 3.14. Ajuste con la distribucion de probabilidad G2P.

Gastos maximos (m?/s)
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