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Capitulo 1
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1.2. Resumen

Existe una gran cantidad de sistemas cuyo comportamiento dindmico estd descrito por
Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP), [1]. En afios recientes, este campo ha ido en crec-
imiento debido a que se han introducido modelos matematicos considerablemente mas realistas
en diferentes areas de investigacion como termodindmica, estructuras eldsticas, dinamica de
fluidos, sistemas biolégicos, entre otros, [2], [3]. A pesar del hecho de que optimizacién y control
de sistemas gobernados por EDP y, mas recientemente por desigualdades variacionales, es un

campo muy activo de investigacién, [4], no mucho se ha desarrollado en el disefio de obser-



vadores. Para esta tesis se tienen dos aportaciones principales descritas en [5] y [6]. El primer
trabajo introduce un disefio de observador lineal para sistemas en EDP tipo parabdlico. Este
trabajo involucra una transformacién lineal tipo Volterra que transforma el error de estimacién,
descrito también en EDP tipo parabdlico, hacia un sistema cuya dinamica se conoce es expo-
nencialmente estable. A este ultimo sistema se le denomina sistema objetivo. La transformacion
involucra la solucién de un kernel dado en EDP tipo hiperbdlico lineales. Si esta transformacién
es posible y es causal (invertible), entonces las funciones de correccién de estimacién dadas en
la estructura del observador propuesto, estdn dadas pues dependen del kernel. Algunas apli-
caciones se han descrito en [7], [8]. Por otro lado, el segundo trabajo muestra cémo realizar
un observador de orden reducido de sistemas en EDP multivariable, considerando que se tiene
medicién en todo el espacio de una variable y reconstruye la otra. Se emplean observadores
Luenberger y observadores por modos deslizantes para lograr el objetivo. Algunas aplicaciones
se muestran en [9]. En este trabajo se trata de combinar las técnicas de observacién por Back-
stepping para sistemas en EDP tipo parabdlico con medicién puntual y la técnica de modos
deslizantes con las propiedades que las discontinuidades ofrecen en teoria de control. La técnica
de Backstepping fue desarrollada para estabilizar sistemas dinamicos y es particularmente sat-
isfactoria en el drea de control no lineal, [10]. La idea bésica de la técnica de Backstepping para
sistemas con dimensién infinita fue desarrollada en [11], donde las propiedades de estabilidad
de una clase de ecuaciones en diferencias lineales e invariantes en el tiempo sobre un espacio
infinito dimensional fueron estudiadas. Estas ecuaciones en diferencias lineales e invariantes en
el tiempo fueron estudiadas debido a la discretizacién del sistema original (aquel que se de-
sea transformar), del sistema objetivo (hacia el cual se transformard el sistema original) y la
propia transformacién integral. Esto resulta en una relacion recursiva tipo Backstepping. La
estabilizacion del sistema original se garantiza si el kernel de la transformacion es causal. Esta
causalidad de la transformacion tipo Backstepping, aplicada al sistema original que lo lleva a
la dindmica exponencialmente estable del sistema objetivo, es necesaria par obtener la funcién
de control, aplicada solo en un punto (en la frontera) La extensién de esta idea hacia sistemas
gobernados por EDP para la estimacién de estados fue propuesta en [5], donde el sistema a esta-
bilizar es la dinamica del error entre el sistema original y la dinamica del observador propuesto.

El control por modos deslizantes, aplicado a sistemas modelados por ecuaciones diferenciales



ordinarias (EDO), ha garantizado estimacién de estados en tiempo finito y con robustez ante
perturbaciones y dindmicas no modeladas como se ha estudiado en [12], [13], [14] y [15]. Exten-
der este método robusto hacia sistemas con parametros distribuidos, mas especificamente, hacia
sistemas modelados por EDP ha sido recientemente investigado [6]. Sin embargo, la convergen-
cia en tiempo finito, que es posible en sistemas de dimension finita, bajo ciertas consideraciones,
solo seria posible en sistemas en EDP tipo parabdlico si la medicién se puede realizar en todo
el espacio en todo tiempo. En casos donde la medicion solo es posible en un punto del espacio y
el modo deslizante estd en ese mismo punto, solo se espera tener convergencia en tiempo finito.

Pero, en el resto del espacio, se espera tener convergencia exponencial.

1.3. Contribucion Principal

En esta tesis se analiza la posibilidad de aplicar modos deslizantes y la técnica de backstep-
ping extendida para sistemas con dimensién infinita con la finalidad de disefiar un observador
para sistemas con pardmetros distribuidos, en particular, para sistemas en una clase de EDP
tipo parabdlico donde la salida es inicamente un punto de la variable espacial. No se han re-
alizado trabajos previos donde se empleen modos deslizantes para la estimacién de sistemas
en EDP tipo parabdlico empleando unicamente mediciéon puntual y trabajando conjuntamente

con la técnica de backstepping extendida a sistemas de dimensién infinita.

1.4. Objetivos

= Revisar los resultados existentes referentes al disefio de estimadores de estado para ecua-

ciones diferenciales parciales

= Disenar un estimador de estado empleando la teoria de modos deslizantes convencional

para ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabdlico empleando la técnica de back-

stepping.

= Desarrollar un sistema de software para la realizacién numérica de los estimadores de

estado para ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabdlico



Capitulo 2

Preliminares Matematicos

2.1. Principios de backstepping para ecuaciones diferenciales

ordinarias

El disefio recursivo se compone de algunos pasos simples. Se refiere a un disefio Backstepping
porque se da un paso hacia atrds hasta llegar a la entrada de control en un sistema escalar [16].
En general, Backstepping es un esquema recursivo basado en teoria de Lyapunov propuesto
en los anos 1990’s. Backstepping logra metas como estabilizacion y seguimiento. Esto se logra
debido a la estructura recursiva. Para dar una idea clara, de este desarrollo, se considera un
sistema de ejemplo

T1 = T9 + .%'%
Tog = X3 + x%
t3 = u(t)
donde 1, x2 v x3 son los estados, y u es la entrada de control. El objetivo de control es disenar
un control por retroalimentacion de estados que estabilice el sistema asintéticamente hacia el

origen. Para lograrlo se emplean los siguientes pasos:

1. Se inicia con el estado x1 y se define z; = x1. Se deriva la dindmica de la primera
coordenada

i = xy + 23 (2.1)

En este caso, x2 se visualiza como la variable de control y se disenia una ley de control



virtual para (2.1) por ejemplo a; y se define zo como la variable de error que representa

la diferencia entre el control actual y el control virtual de la forma
29 = X2 — (1 (t)

De ahi que en términos de la nueva variable de estado z se puede reescribir (2.1) de la

forma

= +x% + ay(t)

En este paso, el objetivo es disefiar un control virtual oy tal que z; — 0. Se considera la

funcién de Lyapunov de control

La derivada queda

Vl =21 (Oq (t) -+ 1’%) “+ 2129

Se puede entonces disenar «; tal que el subsistema de primer orden se estabilice. El control

se puede elegir como

1 = —C121 — a:%
& = —(c1 + 2mx1) ($2 + x%)

donde ¢ > 0. Por lo tanto se puede escribir
Vl = —clz% + 2129

y es claro que si z9 = 0, entonces
Vl = —01Z%
se garantiza, entonces, que z; — 0 asintdoticamente.
Se obtiene la dindmica del error para zo = x2 — a1 quedando de la forma

2o = &9 — Q1 (t)

=3+ 23 + (a1 + 221) (w2 + 27)



en donde x3 es ahora la nueva entrada de control virtual. Se define un nuevo control
virtual as y se define también z3 como la variable de error que representa la diferencia

entre el control actual y el control virtual

z3 = w3 — aa(t)

Entonces se obtiene

Zy = 23+ ag(t) + @3 + (c1 + 221) (22 + 23)
El objetivo de control ahora es hacer zo — 0. Se elige la funcién de Lyapunov de control
Vo =Vi + 122
Tomando la derivada con respecto al tiempo se tiene

Vo = Vi + 204
= —c12] + 2120 + 22 (23 + a2(t) + 23 + (c1 + 221) (22 + 27))
= —c12] + 2123 + 22 (21 + @2 (t) + @3 + (c1 + 211) (22 + 27))

Si el control virtual se escoge de la forma
ao(t) = —cozg — 21 — o3 — (1 + 211) (3:2 + x%)

con cg > 0. Entonces la derivada de la funcién de Lyapunov queda de la forma

Vo = —clz% — czz% + 2123

2 2
= — ) in1Gi% + 2123

Claramente, si z3 = 0 se tiene
Vo= - Y2, 22
2 == Zi:l Ciz;

Por lo tanto se garantiza que z; y zo convergen al origen asintéticamente.
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Para finalizar el diseno, se obtiene la dindmica para z3 quedando ésta de la forma
23 = u(t) — 92 (g +a?) - 8‘”(96 + 23)
3 dxy \ 12 1 D 2

En esta ecuacién, aparece la funcién de control u misma que se desea encontrar tal que
21, 22 y 23 converjan a cero. Se escoge una tercera funcion de Lyapunov de control de la

forma

V3=V + %232)
donde su derivada es
Vs=—37 ciz? + 23 ( (t) + 22 — @ ($2+$1) 232 (23 +332)>

Finalmente, es posible disenar el control u tal que la derivada con respecto al tiempo
de la funcién de Lyapunov de control V3 sea negativa definida. Para lograrlo, el control

propuesto satisface
u(t) = 2+ 522 (w2 + 2f) + 522 (3 + 23) — a2
donde ¢z > 0. Por lo tanto, se obtiene

_ 3 2
V3 =— Ei:l CiZ;

Entonces, por el teorema de Lasalle se garantiza que z1, 22 y 23 — 0 cuando t — oo.
También se garantiza que z1, 2 y 3 — 0 cuando ¢ — oco. Como puede observarse de los
pasos anteriores, si el sistema tiene una forma triangular y es de n estados, entonces se

necesitan n pasos para poder completar el diseno del control.

11



2.2. Aplicacion de backstepping para ecuaciones diferenciales

parciales

En [11] y [17] se detalla la extencién de la técnica de Backtepping para la estabilizacién
global de sistemas de dimensién infinita. El método consiste en general, en la discretizacion del

sistema en EDP como la que se muestra a continuacién

ut(x,t) = eugy(x,t) + f (u(x,t)) (2.2)

para x € (0,1), ¢ > 0. Las condiciones a la frontera estdn dadas por

u(0,t) =0
(2.3)
’U,(l, t) = Q1 (u ({E, t))
y condicién inicial
u(z,0) = ug(x
(2,0) = wol2) o
z € [0,1]
Se asume que
e>0 feC®R)
Se busca entonces una transformaciéon de coordenadas de la forma
w(z,t) =u(x,t) — a(u(x,t)) (2.5)

donde a : C ([0, 1]) — C (][0, 1]) es un operador no lineal que se desea encontrar, tal que el sistema
(2.2) con condiciones a la frontera (2.3) y condicién inicial (2.3) mediante la transformacion
(2.5) pueda ser transformado a un sistema exponencialmente estable como el que se muestra a

continuacion
we (x,t) = ew (x,t)

z € (0,1) (2.6)
t>0

12



con condiciones a la frontera
w(0,t) =0

w((1,t) =0

(2.7)

Una vez que la transformacién (2.5) es encontrada, se puede obtener el control por retroali-

mentacion en la frontera con

a(u(z,t)) = a(u(2,1))]z=1

Con la finalidad de encontrar (2.5) en una manera constructiva, se discretiza en la variable
espacial del sistema, con sus condiciones iniciales y de frontera (2.2), (2.3) y (2.4) y se desarrolla
una transformacion de coordenadas del sistema semidiscretizado. El problema principal consiste
en demostrar que la transformacion del sistema semidiscretizado converge a la transformacién
en dimensién infinita (cuando se considera que la variable espacial no estd discretizada). En
general esto es posible si f (u (z,t)) es una funcién lineal, como se ha mostrado en [7], [5], [11]
y [18]. Se define entonces

ul' = u (ih,t)

para 4,5 = 0,1,--- ,n+ 1, n = 1,2,--- donde h = y la discretizacion en diferencias

_1
n+1?
finitas del resto de las funciones se define de manera similar. La version discretizada de la

transformacién de coordenadas (2.5) tiene ahora la forma:

wh = (I - a") (u")

n=12..

(2.8)

donde a” es una funciéon n-vectorial valuada de u™ y

u” = [uf,ul, ..., uZH]T

n

w 1"

— n n n
= [wo,wl y ...,wn+1

13



La discretizacién del sistema (2.2) con condiciones en la frontera (2.3) y condiciones iniciales

(2.4) en versién discretizada se muestra a continuacion

n __
ug =0
—2ultuf

n J— n n n n
up = ap (uf, uy, ..., up)

Con la convencién de que aff = 0, entonces el sistema objetivo (2.6) con condiciones a la frontera

(2.7) en su versién discretizada se escribe como:

wy =0
. w?  —2wh w2 .
bp = ety g (210)
n —
wnJrl =0

Combinando las ecuaciones (2.8), (2.9) y (2.10) y resolviendo para «', se obtiene la siguiente

estructura recursiva

2 i—1 oal 2
of = I () + 207, — afy + S0y Tt (wy — 20 b 2 () (21D)

para ¢ = 1,2,...,n. Algunos de los valores de o] se muestran a continuacién:

2
af = =12 f (uf)
2 2 2 2
of = —12 f (uh) = 22 f (up) — 2 (ut) (g — 2up + 2 f (uD))
2 2 2 2 2
of = —'2f (uf) — 22 f (u) — 3 (uf) — 212 f7 (up) (uf — 2uf + 2 (u]))
2 2 2 2 2
(—’;f” (uf) (ug — 2uf + 2 () = (221" D)) ) (w5 — 20y + 2 1 (u)
2 2 2
— () + 21 () (v — 203 + 2 f (u))
De las ecuaciones anteriores, puede observarse que (2.11) mantiene una estructura de backstep-

ping pues tiene una forma triangular. Por lo tanto, cuando n — oo y debido a este procedimiento

sistematico, la transformacion (2.5) es una transformacién de coordenadas de dimensién infinita

14



tipo Backstepping o que esta técnica involucra la extensién de Backstepping para sistemas de

dimensién infinita, en particular para aquellos descritos por EDP.

2.3. Teoria de modos deslizantes: una breve introduccién

Desde los anos 70’s hasta hoy dia, el control por modos deslizantes ha ganado mucha atencién
en el campo de la ingenieria debido a su insensibilidad ante perturbaciones y variaciones en los
parametros de un sistema. El control por modos deslizantes es un caso particular de sistemas
con estructura variable. Los sistemas con modos deslizantes tienen capacidad para ser una
herramienta eficiente para el control complejo de alto orden de plantas dinamicas no lineales que
operan bajo condiciones inciertas. Los modos deslizantes como un fenémeno pueden aparecer
en un sistema dindamico gobernado por ecuaciones diferenciales ordinarias donde el lado derecho
de la ecuacién contiene términos discontinuos. El termino modo deslizante aparecié primero en
el contexto de los sistemas relevadores. El control por modos deslizantes puede ser dividido en

dos subtareas:

» Disenar una superficie estable para un fin en particular.

= Disenar una ley de control que fuerce a los estados del sistema ir hacia la superficie

diseniada previamente en tiempo finito.

Un ejemplo de motivacién para ejemplificar los modos deslizantes es el siguiente [19]. Se

considera un sistema de la forma

z(t) = ax(t) + bu(t) + &(z, t) (2.12)

donde z(t) € R es el estado, a # 0 y b # 0 son pardametros del sistema, u(t) € R es la funcién
de entrada de control y {(z,t) € R es la perturbacién y las incertidumbres debidas a variacién
en parametros y dindmicas no modeladas. El objetivo de control es estabilizar z(t) cuando
se conocen las cotas de la perturbacién. Para estabilizar el sistema (2.12), cuando z(¢) > 0
entonces se debe cumplir #(t) < 0 y viceversa. De ahi que, dependiendo del signo de z(¢), la

accién del control debe cambiar alternadamente para cumplir con el objetivo de estabilizacion.
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Un caso en particular escogido es el siguiente

u(t) = — (aw(t) + Qsign(a(t))) (2.13)

en este caso, @) > 0 se escoge tal que se satisfaga

€@z, )] < Q
Sustituyendo el control (2.13) en el sistema (2.12) se tiene

i(t) = ax(t) + b [~} (az(t) + Qsign(z(t)))] + &(, t)
i(t) = —Qsign(x(t)) + &(x, 1)

Para analizar el resultado anterior, se consideran los casos mencionados sobre el signo del estado
y su derivada. Primero, si z(t) > 0 implica que #(¢) < 0. y si x(¢) < 0 implica que @(¢) > 0.
Se puede concluir que z(t) decrece y se dirige a x(t) = 0. Visto de otra forma, x(t) se dirige
hacia la linea z(t) = 0. De ahi que, independientemente de la condicién inicial, el sistema es
forzado a caer en la linea x(¢f) = 0. Sobre la linea z(t) = 0, la parte discontinua del control
no estd definida; sin embargo, independientemente del valor que pueda tener, si z(¢) sale de la
linea z(t) = 0 inmediatamente es forzado a volver a z(t) = 0. La fase inicial, cuando x(t) es
llevada hacia la linea z(t) = 0 se conoce como fase de al alcance. Mientras que si z(t) = 0 se
conoce como fase deslizante o modo deslizante. Puede notarse que cuando el sistema estd en la
fase de deslizamiento, las perturbaciones no afectan al sistema mientras que cuando se esta en
la fase de alcance, las perturbaciones afectan al sistema. La linea z(t) = 0 a través de la cual el
sistema conmuta el valor de control se conoce como superficie deslizante o hiperplano deslizante.
Usualmente se representa como s(z,t) = ¢! z(t) donde para el caso anterior, ¢!’ = 1.

Debido a que la ley de control, para el ejemplo anterior (2.13) no satisface la condicién de
Lipschitz, el andlisis no puede realizarse por medios convencionales. Una manera para resolver
la ecuacién diferencial en lazo cerrado que involucra a (2.13) y (2.12) es necesario emplear la
teoria de Fillipov [20] y la otra emplea el método del control equivalente como se muestra en

[21].
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La solucién por el método de Fillipov [20] se emplea en sistemas de la forma

z(t) = f(z,u,t) (2.14)

puede notarse que el sistema (2.12) esta dentro de este caso méas general de ecuaciones diferen-
ciales. Durante la fase de deslizamiento, s(x,t) = z(t) = 0, para cualquier tiempo t3 > ¢; puede
definirse f_ y fi+ como los valores de la funcién f(z,u,t) cuando se aproxima a la superficie
de deslizamiento s(z,t). La propuesta de Fillipov emplea el valor promedio de f_ y fi para

obtener la solucién. Por lo tanto, el sistema (2.14) puede ser reescrito como

i(t) = (1= v)f- +vfs (2.15)

donde el valor escalar 0 < v < 1. se escoge con la finalidad de que

fav = (1= 0)f— +vfy

permanezca tangencial a la superficie s(z,t) = z(¢).

La otra técnica para resolver la ecuacién diferencial en lazo cerrado que involucra a (2.12)
y (2.13) y que es ampliamente aceptada es el control equivalente. Este método reemplaza el
término discontinuo de la ecuacion diferencial por un control lineal al que se le denomina control

equivalente. Para el sistema (2.12) el control equivalente es de la forma

Ueqg(t) = —b"Lax(t)

Para analizar la dindmica del sistema durante el modo deslizante, el control discontinuo se
reemplaza por el control equivalente. Puede notarse que si el sistema fuese ideal, las trayectorias
permanecerian en la superficie s(x, t) para todo tiempo después de haber alcanzado la superficie.
Sin embargo, en practica no se puede tener frecuencia infinita de conmutaciéon por lo que en
general siempre se alcanza una vecindad de la superficie s(z,t). Cabe mencionar que el método
del control equivalente puede analizar problemas que no pueden ser resueltos por el método de

Fillipov, como se muestra en [21].
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De aqui en adelante se han presentado muchos avances y aplicaciones incrementando el
orden de los sistemas, extendiendo resultados a control y observacién entre algunos otros, como

se muestra en [22], [23], [24] y [25] entre otros.

2.4. Aplicacion de la Teoria de modos deslizantes para ecua-

ciones diferenciales parciales

2.4.1. Modos deslizantes en el espacio de Hilbert

La extensiéon de modos deslizantes para sistemas que pertenecen al espacio de Hilbert H se
ha introducido en [6] y [26] donde se introduce la descripcién del comportamiento de un sistema
discontinuo semilineal sobre la discontinuidad de su modo deslizante. La clase de sistemas de

dimensién infinita, que se manejan en el espacio de Hilbert satisfacen

&= Az + f(z,t) + bu(z,t), t>0

(2.16)
z(0) = 2° € D(A)

donde x € H el operador infinitesimal A se asume que forma semigrupos fuertemente continuos
T'4(t) en el espacio de Hilbert U, la accién de control discontinuo estd dada por u(z,t), b €
L(U, H). La funcién operador f(x,t) con valores en H representa las incertidumbres del sistema.
Asumiendo que las condiciones anteriores se cumplen, se garantiza que el sistema no forzado
(2.16) cuando u(z,t) = 0, tiene una unica solucién fuerte x (). Se propone un control unitario

u(z,t) que es continuamente diferenciable en sus argumentos excepto en
cx =0 (2.17)
donde ¢ € L(H,S) y S es un espacio de Hilbert. Se define

Hy=kerc={x; € Hy:cx; =0} C H

18



como un subespacio en el espacio de Hilbert es complementario, existe Hs tal que
H=H, ® H>

Para describir los modos deslizantes en dimensién infinita, se reescribe (2.16) en términos de

sus variables x;(t) € Hy y x2(t) € Hy de la forma

1 = Anz + Az + P f(x1, 22, t) + Prbu(zy, 22, 1)
t>0, x1(0)=2a?
(2.18)

&o = Ao1x1 + Axpxe + Pof(x1,22,t) + Pabu(x1, 2, t)

t>0, x2(0)=x9

donde P; es una proyeccién sobre el espacio H;, A;; = P;A; es el operador de H; hacia Hj,
Aj = Alp; es el operador de restriccién sobre Hj, 7, j = 1,2. Claramente (2.17) en las nuevas
coordenadas tiene la forma

Tro = 0
Asumiendo lo siguiente

= Kl operador P»b de U hacia Hs es invertible y su inversa esta acotada.

= El operador A= A11—GAs,con G = Pib (Pgb)_1 genera un semigrupo exponencialmente

estable T';(t) sobre Hj.

» El operador Gy = AG de Hs hacia H; es gobernado por Ajs, en otras palabras, D(Gy) C
D(A12) y ||Goyl|l < k||A12y]], Yy € D(Gp) y para alguna k > 0.

De acuerdo con el método del control equivalente, la ecuacion de modo deslizante
iy = Az + [P — GPy) f(21,0,1) (2.19)

en la discontinuidad x2 = 0. es obtenida mediante la sustitucién de la solucién continua

Ueg(z,t) = — (Pob) " [As1z1 + Paf(21,0,1)]
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de la ecuacién @3 = 0 en #; de la ecuacién (2.18) para u(z1,z2t). Se asume que la perturbacién

externa satisface
[Pl — GPy] f(z,t) = | P, — Pib(Pyb) "' Py| bh(z,t) =0
por lo tanto el sistema reducido (2.19) queda de la forma
I = flxl
La validez de este método se prueba con detalle en [26].

2.4.2. Estabilizacion de sistemas de fase minima

La extension de la técnica de modos deslizantes para sistemas con parametros distribui-
dos (particularmente a sistemas gobernados por EDP) ha sido desarrollada por Orlov, Utkin,
Dochain y colaboradores en [6], [9]. En estos resultados se ha considerado un sistema de la

forma:
él(%t) = Alél(wi + fl (51?&2) + U(fut)

. (2.20)
Ea(x,t) = Aby(z,t) + f2 (€1, €2)

donde =z € [0,L], t > 0. Aqui se considera que el estado del sistema en EDP &(x,t) =
[£1(z,t),&9(x, 0)]T, &(x,t) € H un espacio de Hilbert. En la descripcién anterior A; y Ag son
operadores infinitesimales que generan semigrupos en los espacios de Hilbert Hy y Ho respec-

tivamente. En el desarrollo de este trabajo se asume que

H = H, © H>
§=(§1,8) e H
§1 € Hy, §o € Ho
u(z,t) € Hy
fi(€1,62) s f2(&1.6) € CH{[0,1] x [0,00)}
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con condiciones a la frontera

96O _ e (0.0) 1)

0
%00 _ e, 00,1

851 (Lt)

=0

aflaﬁv t) —_

ox 0

Las condiciones iniciales son:
& (x,0) =&Y € D(Ay)

€5(w,0) = & € D(Ay)
donde D(A4;) coni = 1,2 es el dominio del operador lineal A;. La aplicacién de modos deslizantes

para la estabilizacién del sistema (2.20) requiere las siguientes condiciones

Medible

&1 (z,1)
! Controlable

Fl desarrollo del controlador requiere las siguientes condiciones adicionales:

1. Los operadores infinitesimales A; y Ao generan semigrupos analiticos 177 y 15 sobre los

espacios de Hilbert H; y Hs respectivamente.

2. A; es no positiva definida sobre su dominio D(A4;). Es decir, (A1£;,£;) <0, V¢, € D(A;).

(-,-) es el producto interior definido en H.

3. &y(m,t) = Agéo(x,t) + f2(0,&,) tiene un punto de equilibrio global y asintéticamente
estable en &y(z,t) = 0.

4. f1(0,0) =0y f2(0,0) = 0 tiene un punto fijo.

5. fa(&,&,) satisface la siguiente condicién de crecimiento lineal en &5, V& € D(A7).

1f2 (€15 €)1l < R ([1€4]]) (1 + [I€211)

6. Las funciones f1 y f2 estan acotadas de la forma

fl (51752)7]02 (51752) < F(é—) <00
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En [10], se propuso un control unitario de la forma

v(€y,t) = =M (&1,1)U (&)

donde
M(&1,t) 2 F(§) + |6l
c¢>0,a€[0,1)
3!

U(f1):m

En el mencionado trabajo.se logro demostrar que las trayectorias de (2.20) convergen asintética-
mente. La estabilidad se prueba mediante el uso del segundo método de Lyapunov, donde la

funcién candidato es la siguiente:

V(fl) - H51H2

A través de la aplicacién del método de Lyapunov, se obtiene

V(&) = —2cV* (&)
ap=(a+1)/2€(0,1)

Por lo que &; converge a cero en tiempo finito y por la condicién 3, &, converge a cero asintética-
mente. El principal problema de esta técnica es debido a que se considera que una de las
variables se puede medir en todo es espacio. Los autores mencionan que con el desarrollo de
micro-tecnologias, como los Micro Electrical and Mechanical Systems (MEMS) se puede resolver
el problema de medicién de una de las variables; sin embargo, no siempre es posible realizar

sensores para logarlo.
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2.5. Desarrollo de observadores para ecuaciones diferenciales

parciales

2.5.1. Observadores por la técnica de Backstepping para sistemas de dimen-
sién infinita

La técnica de Backstepping para sistemas de dimension infinita, aplicada al problema de
observacién, ha sido desarrollada en [5], [7] y [18]. En estos trabajos se tiene como principal
aportacién el poder estabilizar el error de estimacién de estados mediante mediciones puntuales
Unicamente en la frontera. Los controles estabilizantes requieren mediciones, en general, desde
el interior del dominio, que usualmente no estan disponibles. De esta manera se buscan ob-
servadores para estimar la variable de estado u(x,t) dentro de este dominio. Se considera la

siguiente planta:
ur(z,y) = Uge(z,t) + Au(z, t)
u.(0,1) =0 (2.21)
u(l,t) =U(t)

Supéngase que la tinica medicién disponible es en x = 0, el opuesto al actuador (x = 1). Se

propone la siguiente estructura de observador:

G (2, y) = Qe (2, ) + Mz, t) 4 p1(2)[w(0,t) — @(0,t)]
Gi2(0, ) = p1o[u(0,t) — @(0,1)] (2.22)
a(1,t) = U(t)

donde pi(x) y p1o son funciones de inyeccién de la salida. Este observador es una copia del
sistema, mas una inyeccién del error de estimacion de la salida. El error de observacion, dado

por:

IS
Il
IS
|
>
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Satisface las siguientes EDP:

Uiz (0) = —p10%(0) (2.23)

Las ganancias p1(z) y P1p deben ser escogidas de tal forma que estabilicen el sistema del error

(2.23). Para lograrlo, se emplea una transformacién de coordenadas:

w(x) = w(z) — [ plz,y)w(y)dy (2.24)

La funcién (2.24), hace que el sistema (2.21) se transforme en el sistema que es exponencialmente

estable:

v (7,
wx(O t) =0 (2.25)
=0

Sustituyendo la transformacién (2.24), su derivada con respecto al tiempo y su doble derivada
con respecto a z en (2.25) se obtienen un conjunto de condiciones sobre el kernel p(z,t) en la

forma de EDP hiperbdlicas:

Pyy(T,y) — Prz(2,y) = Ap(2,9), para 0 <y <z < 1

dp(d”;’ z) _ A (2.26)
p(l,y) =0

Debido a (2.25) debido a la transformacién (2.24) y al kernel (2.26), el sistema resulta en:
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que comparada con (2.25) se obtiene que las ganancias del observador deben ser escogidas como:

pl(x) = py(:Ea 0)
p10 = p(0,0)

(2.27)

Finalmente se obtiene que dado el sistema (2.21) se disefia un observador (2.22) con las ganancias

(2.27) entonces el error (2.23) converge exponencialmente.

2.5.2. Observador tipo Luenberger para sistemas de dimensiéon infinita

En esta seccién se presenta un resultado mostrado en [6], donde se estabiliza un sistema con
parametros distribuidos con retroalimentacion de estados estimados mediante una extensién
del observador de Luenberger para sistemas de dimensién infinita Se considera una clase de

sistemas con la estructura
& = Az + Bu(z,t), t>0

y=_Cx (2.28)
z(0) = 2° € D(A)

definidos en un espacio de Hilbert H, x € H es el estado, u € R™ es la entrada de control y
y € RP es la salida medible. A es un operador infinitesimal con un dominio denso D(A) que
genera un semigrupo fuertemente continuo 7'4(t), B y C son operadores lineales acotados en el
espacio de Hilbert U y H. Suponiendo que el sistema es estabilizable y detectable, se propone

un observador de la forma .
=A%+ Bu(z) — L(y — C%)

u(z) = DT
donde D es un operador tal que A + BD genera un semigrupo exponencialmente estable
(propiedad de estabilizabilidad) y L es un operador tal que A + LC genera un semigrupo
exponencialmente estable (propiedad de detectabilidad). Ademads, bajo la suposicién de que el

sistema (2.28) es exponencialmente detectable y estabilizable, H puede ser descompuesto en
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H = H; & Hy, y el sistema (2.28) puede ser reescrito como

o1 = A1 + Blu(:p,t)
&9 = Asxy + Bou(z,t)
y = Chiax + Cox

donde H; = R" es un subespacio de dimensién finita, A; = A| yCi=C | H,; son operadores
de restriccién sobre Hj, j = 1,2, B; = P;B y P; esa una proyeccién sobre H;. La separacién de
(2.28) en un subsistema x; de dimensién finita con, posiblemente, una parte inestable y otro
subsistema 9 estable ha sido reconocido como un método eficiente para estabilizar sistemas de

dimensién infinita, como se describe en [27].
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Capitulo 3

Diseno del observador por modos
deslizantes para EDP de tipo

parabdlico

En este capitulo se presenta la integracién de las dos metodologias principales descritas en
los preliminares mateméticos: la técnica de backstepping propuesta por [5] y modos deslizantes

[21].

3.1. Clase de sistemas en EDP

Se considera a una clase de sistemas cuya dindmica puede ser representada por una clase

de EDP tipo parabdlico como se muestra a continuacién

Ut (z,t) = gy (x,t) + b(x) Uy (x, 1)
+é(x)u(x,t)+ g (x)u(0,t)
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donde la notacién usada es la siguiente

Ut (z,t) = aagj’t)
_ _Ou(x,t) _ 0%u(z,t)

El dominio de la EDP es z € [0,1], t > 0, donde x es la variable espacial escalada y t es el

tiempo. Las condiciones a la frontera son

Uy (0,t) = qu (0,1)
u(l,t) =U(t)

(3.2)

donde la medicién se puede realizar en @ (0,t) y la funcién de entrada puede aplicarse en
@ (1,t). Los pardmetros y las funciones no lineales involucradas en (3.1) satisfacen las siguientes
condiciones:
a>0,geR b(),c(),g()€C0,1]
0 b,(0)=0
b(x) by () 4y = b (¥)

=1 = B(x)m:[) =0

Sin pérdida de generalidad, puede ser mostrado que b(x) = 0 no disminuye la cantidad de
sistemas involucrados en (3.1) debido a que existe una transformacién no lineal invertible que
transforma al sistema (3.1) en otro donde b(z) = 0 y la demas estructura del sistema es

mantenida. La transformacién es la siguiente:

1 [* (3.3)

a(x,t) — u(z,t)e®
( b(y)dy

TIL‘)::—% .

Entonces el sistema original (3.1) puede ser convertido en

u (z,t) = augy (x,t) + c(x) u (z,t) + g (x) u (0,1) (3.4)
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donde

() 1= ~be(w) + =50() — 2;62 (@) + ¢ (@) (35)
g(x) = g@ed
e’”(m)

Las nuevas funciones y pardmetros obtenidos deben satisfacer los siguiente

a>0,¢geR  ¢(),g9()eCt0,1]
Je(x)de|pg=1=—p >0 ¢(0)=0

Las condiciones a la frontera se mantienen, no sufren cambios significativos, es decir,

ug (0,t) = g (0,t) = qu (0,t)
au(1,t) =u(1,t) = U(t)

a=eW

La medicién de este nuevo sistema estd en u (0,¢) y la funcién de entrada se aplica en u (1,¢).

La prueba de la transformacién se puede observar en el apéndice A de esta tesis.

3.2. Observador por modos deslizantes - Observador 1

Se considera a la clase de sistemas descritos por (3.1) con (3.2) y como ha sido visto anteri-
ormente, puede ser transformado en (3.4) con (3.5). El disefio del observador, serd desarrollado
empleando al sistema transformado (3.4) con (3.5). En el caso en particular de esta tesis, se ha
trabajado con el arreglo actuacién-medicién conocido como anticolocado donde se considera lo
siguiente

u(0,t) — Medible
u(1,t) = a~1U(t) — Funcién de entrada
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El observador propuesto satisface la siguiente EDP tipo parabdlico

U (x,1) = algy (2,t) + g () u (0,t) + ¢ (z) u(x, t)
+ Ko (z)sign (u (0,t) — 4 (0,t))

Uz (0,t) = qu (0,t) + Ko(t)sign [u (0,¢) — @ (0,1)]

i (1,t) = a tU(t)

Puede notarse que la estructura es similar a la del sistema original agregando dos términos de
correccién en funcién de la salida: Ky (x) sign (u (0,¢) — @ (0,¢)) para el estado y Ka(t)sign [u (0,t) — u (0, t)]
para la condicién en la frontera. Considerando al sistema transformado (3.4) con (3.5), se puede

definir la dindmica del error de la forma
(z,t) :=u(x,t) —a(x,t)
Diferenciando el error con respecto al tiempo
U (x,t) = uy (z,t) — Uy (2, 1)

Sustituyendo u; (x,t) y 4 (z,t) de las ecuaciones (3.4) y (3.7) se obtiene la dindmica del error,

el cual se describe a continuaciéon

Ut (z,1) = aligy (x,t) + c(x) u (z,t) — Ko (z) sign (4 (0, 1))
(3.8)
Uy (0,t) = —Kosign (4 (0,t)) — K3u (0,1)
a(l,t) =0

La idea desarrollada en [5], [7] y [18] consiste en estabilizar el error de estimacién. Para lograrlo

se propone una transformacion lineal tipo Volterra de la forma

@ (2,1) = i (2, 1) — /M(m,y)ﬂ(y, 1) dy (3.9)
0
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Esta transformacién serd empleada para llevar a la dindmica del error (3.8) a un sistema que es
exponencialmente estable en las coordenadas de w(z, t). Para lograr que esta transformacién sea
posible, es necesario encontrar cuales son las condiciones que debe satisfacer el kernel M (x,y).
Posteriormente se verifica que la transformacién sea invertible y asi probar la causalidad de la

transformacion. El sistema objetivo que se propone en esta tesis es el siguiente

Wy (,1) = @y (x,t) — i (,t) + Ko(z)sign(w(0,t))
Wy (0,t) = —gosign(w(0,t)) (3.10)
@ (1,t) =0

La estabilidad del sistema objetivo se probé mediante teoria de Lyapunov. Los detalles se
muestran en el apéndice F. Uno de los resultados principales de esta tesis se resume en el

siguiente teorema.

Theorem 1 Sea el sistema dado por (3.1) con las condiciones a la frontera (3.2) y parametros
y funciones no lineales dadas por (3.6). Mediante la transformacion no lineal (3.3), el sistema
original puede ser descrito por (3.4) con las condiciones a la frontera (6.3) y los pardmetros y
funciones no lineales resultantes (3.5) satisfacen (6.2). Entonces, un observador con la estruc-
tura (3.7) se propone para el sistema transformado (3.4) donde las ganancias de correccion del

error de estimacion se calculan de la forma

Ko (z) = {Ko (y) M (2, y) dy — Ko(x) (3.11)

Ky =qo

donde M (x,y) satisface la siguiente ecuacion diferencial parcial tipo hiperbdlico

fi+c(z) — 2aM, (z,7) — a <jM(x,:c)) =0

—aMyy (x,y) + laM (x7y) + C(y)M (J?, y) + aMyy (.’l?, y) =0
M (z,0)=0

Ko (z) - / Ko (y) M (z,y) dy + Ko(z) = 0
0
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con las condiciones a la frontera

M (2,0) =0
M(1,y)=0 (3.12)
M (LL‘, :L‘) _ ux—s—fgc(x)dx

tal que la dindmica del error de observacion (3.8), mediante la transformacion (3.9) es wvis-
to en el nuevo sistema de coordenadas descritas por el sistema objetivo (3.10) y se obtiene

convergencia tipo exponencial.

Proof. La prueba de este teorema se presenta con detalle en el apéndice B. m
Para completar el disefio, se necesita establecer que la estabilidad del sistema objetivo (3.10)
implica estabilidad en el sistema en lazo cerrado dado por (3.8) y (3.11). Para lograr probar la

invertibilidad de la transformacién (3.9), es necesario proponer una nueva transformacién

xT

w(z,t) = w(z,t) + /L (z,y) 0 (y,t)dy (3.13)
0

El resultado de invertibilidad se resume en el siguiente teorema.

Theorem 2 Sea el sistema dado por (3.1) con las condiciones a la frontera (3.2) y pardmetros
y funciones no lineales dadas por (3.6). Mediante la transformacion no lineal (3.3), el sistema
original puede ser descrito por (3.4) con las condiciones a la frontera (6.3) y los pardmetros
y funciones no lineales resultantes (3.5) satisfacen (6.2). Entonces, bajo la suposicion de que

el teorema 1 se satisface, las condiciones para que el sistema objetivo (3.10) bajo la nueva
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transformacion (3.13) sea descrito por (3.8) son las siguientes:

—c(x) — i1 —2aLy (z,z) — ade2) —

dx
—c(z) L (z,y) — L (z,y) + aLyy (2,y) — aLley (z,y) =0
L(z,0)=0
L(l,y)=0
/ 0(y)L (z,y) dy — Ko(x)
0
q2 = Ko

Proof. La prueba de este teorema se presenta con detalle en el apéndice C. m

3.3. Observador por modos deslizantes - Observador 2

Se considera a la clase de sistemas descritos por (3.1) con (3.2) y como ha sido visto anteri-
ormente, puede ser transformado en (3.4) con (3.5). El disefio del observador, serd desarrollado
empleando al sistema transformado (3.4) con (3.5). En el caso en particular de esta tesis, se ha
trabajado con el arreglo actuacién-medicién conocido como anticolocado donde se considera lo
siguiente

u(0,t) — Medible

u(1,t) = a~1U(t) — Funcién de entrada

El observador propuesto satisface la siguiente EDP tipo parabdlico

U (x,t) = aligy (z,t) + g () u (0,t) + ¢ () u(x, t)
+ Ko (x)sign (u (0,t) — 4 (0,t))
+Ki(x) [u(0,t) —a(0,¢t)]

(3.14)
Uy (0,t) = qu (0,t) + Ko(t)sign [u (0,t) — 0 (0,1)]

+ K3 [u(0,t) —u(0,t)]

i (1,t) = a tU(t)
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Puede notarse que la estructura es similar a la del sistema orginal agregando cuatro térmi-
nos de correcciéon en funciéon de la salida, a diferencia del observador 1. Estos términos son:
Ko (z)sign (u (0,t) —u(0,t)) y K1(x) [u (0,t) — @ (0,t)] para el estado y Ko(t)sign [u (0,t) — @ (0, )]
y K3[u(0,t) —u(0,t)] para la condicién en la frontera.Considerando al sistema transformado

(3.4) con (3.5), se puede definir la dindmica del error de la forma
a(z,t) :=u(x,t) —a(x,t)
Diferenciando el error con respecto al tiempo
Uy (z,t) := uy (z,t) — Uy (2, 1)

Sustituyendo uy (x,t) y Ut (z,t) de las ecuaciones (3.4) y (3.14) se obtiene la dindmica del error,

el cual se describe a continuaciéon
Ut (z,1) = aligy (x,t) + c(x) u (x,t) — Ko (z)sign (@ (0,t)) — K1(z)u (0,t)
(3.15)
Uy (0,t) = —Kosign (. (0,t)) — K3t (0,t)

a(1,t) =0

La idea desarrollada en [5], [7] y [18] consiste en estabilizar el error de estimacién. Para lograrlo

se propone una transformacion lineal tipo Volterra de la forma
x
@ () = (06) ~ [ M (@9) (0, dy (3.16)
0
que se empleard para llevar a la dindmica del error (3.15) a un sistema que es exponencial-
mente estable en las coordenadas de w(z,t). Para lograr que esta transformacién sea posi-

ble, es necesario encontrar cuales son las condiciones que debe satisfacer el kernel M (z,y). Y

posteriormente verificar que la transformacion sea invertible y asi probar la causalidad de la
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transformacion. El sistema objetivo que se propone en esta tesis es el siguiente

Wy (,t) = Gy (1) — b (x,t) + Ko(x)sign(w(0,t)) + K1 (z)w(0,1t)
Wy (0,t) = —q1w (0,t) — gosign(w(0,1)) (3.17)
w(1,t) =0

La estabilidad del sistema objetivo se probé mediante teoria de Lyapunov. Los detalles se
muestran en el apéndice G. Uno de los resultados principales de esta tesis se resume en el

siguiente teorema

Theorem 3 Sea el sistema dado por (3.1) con las condiciones a la frontera (3.2) y pardmetros
y funciones no lineales dadas por (3.6). Mediante la transformacion no lineal (3.3), el sistema
original puede ser descrito por (3.4) con las condiciones a la frontera (6.3) y los pardmetros y
funciones no lineales resultantes (3.5) satisfacen (6.2). Entonces, un observador con la estruc-
tura (8.14) se propone para el sistema transformado (3.4) donde las ganancias de correccion

del error de estimacion se calculan de la forma

Ko (x) = / Ko (y) M (2.9) dy — Ko(x)
0

Ki(z) = /K1 (y) M (z,y) dy — Ki(x) (3.18)
0
Ky =q
K3 =q

donde M satisface (6.6) con las condiciones a la frontera

M (,0) = 0
M(1,y) =0 (3.19)
M (LU, .’L‘) _ ux+f3c(x)dm

tal que la dindamica del error de observacion (3.15), mediante la transformacion (3.16) es vis-
to en el nuevo sistema de coordenadas descritas por el sistema objetivo (3.17) y se obtiene

convergencia tipo exponencial.
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Proof. La prueba de este teorema se presenta con detalle en el apéndice D. m
Para completar el disefio, se necesita establecer que la estabilidad del sistema objetivo (3.10)
implica estabilidad en el sistema en lazo cerrado dado por (3.8) y (3.11). Para lograr probar la

invertibilidad de la transformacién (3.9), es necesario proponer una nueva transformacién

T

i, 1) = bz, £) + / L (2,9) (3, 1) dy (3.20)
0

El resultado de invertibilidad se resume en el siguiente teorema.

Theorem 4 Sea el sistema dado por (3.1) con las condiciones a la frontera (3.2) y pardmetros
y funciones no lineales dadas por (3.6). Mediante la transformacion no lineal (3.3), el sistema
original puede ser descrito por (3.4) con las condiciones a la frontera (6.8) y los parametros
y funciones no lineales resultantes (3.5) satisfacen (6.2). Entonces, bajo la suposicion de que
el teorema 3 se satisface, las condiciones para que el sistema objetivo (3.17) bajo la nueva

transformacion (3.16) sea descrito por (3.15) son las siguientes:

—c(x) — i —2aLl, (z,z) — adL((;’Z) =0

—C ($) L (:I:’ y) - p’L (fL‘, y) + aLyy (JT, y) - aLﬂUI (l’,y) =0
L(z,0)=0
L(1,y)=0

o(y)L (z,y) dy — Ko(z)

Ki(y)L (z,y) dy — K1(x)

@1 = K3
g2 = K>

Proof. La prueba de este teorema se presenta con detalle en el apéndice E. m
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Capitulo 4

Resultados de simulacion

4.1. Observador para EDP tipo parabdlico por Modos Deslizantes

El sitema considerado en este ejemplo esta descrito por las siguientes EDP tipo parabdlico

ug (z,t) = 0,01uyy (z,t)
+ (0,2 sin (7x) + 0,01 sin (27z) + 0,015 sin (0,57z)) u (x, t)

Como se ha mencionado en el erreglo anticolocado, los datos disponibles en medicién estdn
de u (0,t) y la funcién de entrada esta en u (1,t) = 10sin(3t).

La dindmica del sistema inestable, con condiciones iniciales arbitrarias se muestra en la
figura (4-1)

El comportamiento del kernel, que es calculado previamente, antes del observador, se mues-
tra en la figura (4-2), donde es evidente que satisface las condiciones necesarias obtenidas
durante la prueba. Las oscilaciones que se muestran a lo largo de M (z,z) estdnda dadas por
diferentes valores de los parametros y funciones del sistema, en este caso en particular, de a y
c(x).

Una vez que el kernel es numéricamente calculado, las funciones de inyecciéon de salida
pueden ser obtenidas de acuerdo con (3.11). La figura (4-3) muestra la distribucién espacial
de la funcién de inyeccién de la salida Ky(x) de la estructura del observador. De ahi que el
observador puede ser cumputado.

Una vez que el kernel es numéricamente calculado, y las ganancias del observador son cono-
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Dinamica del sistema u(x, t)
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Figura 4-1: Dinamica del sistema inestable en EDP tipo parabdlico

Estructura del kernel M (x,y)
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Figura 4-2: Estructura del Kernel de la transformacién para el observador 1
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Funcion de correccion del
error de estimacion Ko(x)

A7 I I I 1 I I I I I |
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x, unidades arbitrarias

Figura 4-3: Distribucién en el espacio del error de salida por Ky(z) para el observador 1

cidas, puede computarse el observador. En la figura (4-4) se muestra la dindmica del observador.
Evidentemente las condiciones iniciales, que son escogidas arbitrariamente, son diferentes a las
de la planta en algunos puntos del espacio.

Como es visualmente complicado graficar el sistema y el observador juntos, una forma de
mostrar que el observador converge al sistema es mediante la grafica del error la cual puede
ser observada en la figura (4-5). Es evidente que las trayectorias del error en todo es espacio
convergen a cero.

Como es esperado, en la frontera « = 0 el observador converge en tiempo finito. Sin embargo,
en otros valores de la variable espacial x la convergencia se obtiene de forma exponencial. Esto
puede ser visto en la figura (4-6) donde arbitrariamente han sido escogidos algunos valores de z;
y se ha graficado u(z;,t). En este caso en particular, los puntos x; escogidos son los siguientes:

r=0,2=025 =05y x=0,75.
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Dinamica del observador 1 @(x, t)
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Figura 4-4: Dinamica del observador 1

Dinamica del Error u(z,t) — a(x,t)
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Figura 4-5: Eindmica del error de observacién, cuando se aplica el observador 1
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Figura 4-6: Gréfica del error de estimacién en u(z;,t) para los puntos z = 0, z = 0,25, x = 0,5
y = 0,75. El observador aplicado es el 1.

4.2. Observador para EDP tipo parabdlico por Modos Deslizantes

y el término lineal

El sitema considerado en este ejemplo esta descrito por las siguientes EDP tipo parabdlico

ut (z,t) = 0,02uzy (x,1)
—(0,2sin (rz) — 0,01 sin (27x) + 0,15 sin (57x)) u (x, t)

Como se ha mencionado en el erreglo anticolocado, los datos disponibles en medicién estdn
de u (0,t) y la funcién de entrada estd en u (1,t) = 10sin(3t).

La dindmica del sistema inestable, con condiciones iniciales arbitrarias se muestra en la
figura (4-7)

El comportamiento del kernel, que es calculado previamente, antes del observador, se mues-
tra en la figura (4-8), donde es evidente que satisface las condiciones necesarias obtenidas

durante la prueba. Las oscilaciones que se muestran a lo largo de M (z,z) estdnda dadas por
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Dinamica del sistema u(zx, t)

04 ]
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x, unidades arbitrarias t, segundo

Figura 4-7: Dinamica del sistema inestable en EDP tipo parabdlico

diferentes valores de los parametros y funciones del sistema, en este caso en particular, de a y
c(x).

Una vez que el kernel es numéricamente calculado, las funciones de inyecciéon de salida
pueden ser obtenidas de acuerdo con (3.18). La figura (4-3) muestra la distribucién espacial
de la funcién de inyeccién de la salida Ky(z) de la estructura del observador. De ahi que el
observador puede ser cumputado.

La figura (4-10) muestra la distribucién espacial de la funcién de inyeccién de la salida K (x)
de la estructura del observador. De ahi que el observador puede ser cumputado.

Una vez que el kernel es numéricamente calculado, y las ganancias del observador son
conocidas, puede computarse el observador. En la figura (4-11) se muestra la dindmica del
observador. Evidentemente las condiciones iniciales, que son escogidas arbitrariamente, son
diferentes a las de la planta en algunos puntos del espacio.

Como es visualmente complicado graficar el sistema y el observador juntos, una forma de
mostrar que el observador converge al sistema es mediante la grafica del error la cual puede ser

observada en la figura (4-12)
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Estructura del kernel M (x, y)
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Figura 4-8: Estructura del Kernel cuando se aplica el observador 2

Funcion de correccidn del
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Figura 4-9: Distribucién en el espacio del error de salida por Ky(z) para el observador 2
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Funcidn de correccion del
error de estimacion K ()
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Figura 4-10: Distribucién en el espacio del error de salida por Kj(x) para el observador 2

Dinamica del observador 2 u(x, t)
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Figura 4-11: Dindmica del observador 2
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Dindmica del Error u(x,t) — u(x,1)
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Figura 4-12: Eindmica del error de observacion, cuando se aplica el observador 2

Como es esperado, en la frontera x = 0 el observador converge en tiempo finito. Sin embargo,
en otros valores de la variable espacial x la convergencia se obtiene de forma exponencial. Esto
puede ser visto en la figura (4-13) donde arbitrariamente han sido escogidos algunos valores de

x; y se ha graficado u(z;, t). En este caso en particular, los puntos x; escogidos son los siguientes:

r=0,2=0,25, =05y z=0,75.

4.3. Comparacion entre los observadores por modos deslizantes

y el obtenido previamente por Krstic

En esta seccién se presenta la comparacién de dos casos en particular (vénse figura 4-
14), donde en rojo se muestra la norma del error cuando se tiene tnicamente la ganancia
Ko(z) correspondiente al primer observador, en negro se tienen los dos términos Ko(x) y K1(z)
correspondientes al segundo observador y en verde se presenta el caso previo, donde se tiene
unicamente K;(x). Puede notarse que en ambos casos el comportamiento es similar, por lo que

no se puede concluir que algunos de los observadores propuestos sea mejor.
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Figura 4-13: Grafica del error de estimacién en u(z;,t) para los puntos z = 0, x = 0,25, x = 0,5
y = 0,75. El observador aplicado es el segundo.

Comparacion de normas del error
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Figura 4-14: Comparacién de normas entre el observador 1, el observador 2 y el existente
anteriormente
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Capitulo 5

Conclusiones

= En este trabajo se han presentado dos disefios de observadores para una clase de EDP

tipo parabdlico empleando la técnica de modos deslizantes y la transformacion tipo back-

stepping.

= Se obtuvo convergencia exponencial en toda = excepto en x = 0 donde convergencia en

tiempo finito fue lograda para los dos casos

= Una transformacion integral tipo Volterra fue empleada para hacer un cambio de coorde-
nadas de la dindmica del error de observacién (en los dos casos) hacia un sistema objetivo

que es exponencialmente estable.

» Las funciones de correccién en las estructuras de los observadores fueron obtenidas medi-

ante la solucién de un kernel modelado con EDP tipo hiperbdlico.

= La causalidad de la transformacion tipo backstepping fue provada mediante la existencia
de la invertibilidad de dicha transformacion, la cual depende de la solucién de otro kernel

cuya dindmica también estra regida por EDP tipo hiperbdlico
= La estabilidad fue provada mediante teoria de Lyapunov.

= Los resultados numéricos demuestran la efectividad de aplicar este observador.
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Capitulo 6
Apéndices

6.1. Apéndice A. Transformacion de u(z,t) — u(x,t)

La prueba de esta transformacion es como se muestra. Primero, se sustituye « (z,t) —

u(z,t) e"@ en (3.1) obteniendo lo siguiente

('LL (a;, t) eT(IE))t =a (U (m, t) T(I))xx +b (.’L‘) (u <x7 t) er(:p))x
+é(x) (u (z,t)e

Simplificando y obteniendo la derivada con respecto al tiempo del lado izquierdo de la

ecuaciéon y la derivada con respecto a x una vez en el lado derecho de la ecuacién, se obtiene:

ug (z,t) "™ =q (u (z,t) %5 M + @y (, t))
+b () (u (2, 1) €2 4 er(a )ux(:c,t))
+c () (u(z,t) e’"(x)) +g(z) (u(0,2) er(o))

xT

der( NG )um(x,t)) la ecuacién resulta en
x

Simplificando el término a ( (z,1)

ug (z,t) e’ = q (u (x,t) d2 i 24 T(I g (2, 1) + €@y (z, t))
(2 (u( der<z> e )uz(w,t)) (6.1)
+e () (u(z,t) ™) + g () (u(0,8) ")

. r(z) 2r(2)
Donde las expresiones dedx y dder pueden ser calculadas de la forma
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o 1 d< / b(y)dy) 1 *
a

Tdr 2m dx

2 2
1 1 X xr
r(x) _—

0 0

+eT<m>—iab(x)b(x)+eT< )——b(x) / be (y
0

dzdié”’= : ““{ —2b,(x) — /ob <y>dy+fb2< >}
(

{ b() /Ob y)dy+(/:bz<y)dy>2}
(z)

Entonces, suponiendo b b(x),_g=0yby(x),_4 — bz (x),_, = Ose tiene que

r(x 1
der® _er(x)ib(x)

dz 2a

d?er@ _ i r(z) ) _9 i 2
552 = 5o {2ma(0) + 5P

Sustituyendo en (6.1), se obtiene lo siguiente
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up (1) €@ = g <u (,1) [;aer(x) {_sz( )+ %bz( )}D

+a (2 [—er(x)zlb(x)] g (2, 1) + € gy (2, 1)
a
1
+b (z) <u (z,t) |:—€T(x)2b(l‘):| + @y (z, 1)
a
+c (@) (u(z,t) e"@) + g (2) (u(0,t) e @)
Simplificando los términos de la expresién anterior se llega a

Ut (33, t) eT(.’L‘) = —u (.’E, t) er(w)bx(x) +u (LU, t) er(:v)i

4(1/2 b2 (‘T:)

e"@b(x)uy (x,t) + ae" Py, (2,t)
—%zﬂ (@) u (2, 8) @ 1 b (z) @z, £)
+c(2) (u(z,t) e"@) + g (2) (u(0,t) e @)

Dividiendo entre e"®) se tiene

ug (z,t) = —u (z,t) be(x) +u (x,t) ?izlﬂ( ) = b(x)ug (@, t) + augy(z,t)

— 0 () u (o, 1) + b () (1) + () w (2, 1) + 22504 (0, )

Rearreglando la iltima expresién

u (z,t) = augy(x,t) + g (x) u (0,1)
+ | =bg(z) + ébQ(a:) — %IF () +c(x)| u(x,t)

Por lo que se puede concluir de ésta tultima expresion que

& () = —by(2) + %bQ(x) - %IF () + ¢ (x) (6.2)
g(x) = 20

Ahora, trabajando con las condiciones a la frontera se puede emplear la transformacién (3.3)

y sustituir « = 0 de la forma



Por lo tanto

u(0,t) = u(0,1)
Considerando ahora, la condicionm a la frontera, cuando x = 1 se tiene:

a(1,t) =u(l,t)er®

1 [t
r(1) = % Ob(y)dy

Entonces, definiendo a = ") se tiene

u(l,t) =a ta(l,t) = a tU(t)

Para hacer coincidir las condiciones a la frontera tipo Robin, se emplea la primer derivada

con respecto a = de la transformacién (3.3) como se muestra

g (2,1) = g (z,8) €@ + u (3, 1) 4
1 z_
=—— b(y)d
r(z) 2/, (y) dy

. r(z) 1
Pero considerando que ded = —¢'@) =
* 2a

b(x) y sustituyendo x = 0 se tiene

T (0,8) = 1z (0,1) +u (0, ) <—21ab(0)>

Bajo la suposicién de que b(0) = 0 se tiene que

ug (0,t) =, (0,t) = qu(0,t)

Finalmente, se puede concluir que los parametros y funciones del sistema transformado

satisfacen (6.2) y las condiciones a la frontera de este nuevo sistema transformado son

u(0,t) =u(0,t)
ug (0,t) = s (0,t) = qu(0,t) (6.3)
u(l,t) =a ta(l,t) = a tU(t)
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Por lo que queda comprobado que el sistema (3.1) mediante la transformacion (3.3) y las
condiciones a la frontera (3.2) y las condiciones de pardmetros y funciones no lineales (3.6),
puede ser transformado al sistema (3.4), con las condiciones a la frontera (6.3) y pardmetros y

fucniones con condiciones (6.2).

6.2. Apéndice B. Prueba del observador 1

Con la finalidad de obtener las condiciones que se necesitan para que la transformacién sea
posible e invertible, el primer paso consiste en derivar con respecto a | tiempo (3.10), quedando

de la forma

x
@ (0,8) = 0 (20) + [ M (0.9) e (1) dy
0
Sustituyendo . (x,t) en la ecuacién anterior se obtiene
Wi (2,t) = aligy (x,t) + ¢ (x) a (x,t) — Ko (z) sign (a (0, 1))
x
+/M(w,y) [atiyy (y,t) + c(y) @ (y,t) — Ko (y)sign (@ (0, )] dy
0
Simplificando los términos dentro de la integral

Wy (x,t) = aligg (x,t) + c(z) U (x,t) — Ko (x) sign (@ (0, 1))

+/aﬂyy (y,t)M(w,y)der/C(y)ﬂ(y,t)M(w,y)dy
0 0

- / Ko (y) sign (@ (0, 1)) M (z,y) dy
0
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x
Integrando por partes a/ﬂyy (y,t) M (z,y)dy y por lo tanto
0

xT

a/ﬂyy (y, ) M (z,y) dy = at, (z,t) M (z,7) — aty (0,t) M (z,0)
0
—at (x,t) My (z,x) + au (0,t) My (x,0)

T

+/aﬂ (y, 1) Myy (z,y) dy
0

Por lo tanto, la simplificacion queda

Wy (z,t) = aligy (x,t) + c(z) 0 (z,t) — Ko (z) sign (@ (0,))
+ et M / y) sign (i (0,1)) M (z,) dy
0 0
+aty, (z,t) M (z,x) — atiy (O,t) M (z,0) — at (z,t) My (z,x) + at (0,t) My (x,0)

—|—/a z,y)dy

0

Ahora, derivando con respecto a x se tiene

d(/ M(x,y)ﬁ(y,t)dy)
t ° dx

Wy (x,t) = Uy (z,1)

Por la regla de diferenciacién de Leibnitz

d(/ f(:my)dy) x (6.4)

<mm=ﬂ%m+/ﬁ@w@

La expresion queda

Wy (2,t) = Uy (x,t) + M (z,2) 0 (:c,t)—i—/Mw(aj,y)ﬂ(y,t)dy
0
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Derivando con respecto a x por segunda ocasién, se tiene

T

d /Mz (2,) @ (9, ) dy

Weg (2,1) = Ugy (z,t) + M (2, ) Uy (z, ) + (j:EM (x, :E)> a(z,t) + 0

dz

Nuevamente, usando la regla de diferenciacién de Leibnitz (6.4), se obtiene

Wy (:Ea t) =

s (2,8) + i (2, 8) M (2,) + 0 (2, 1) <ddxM (:Jc,a:))

it (2, 8) M, (z,5) + / Mas (2,3) i (3, 1) dy
0

Se tiene ahora, por la sustitucion de wy(x,t) y wzz (2, t) en el sistema objetivo (3.10), lo siguiente:

i@t [ M o) a0 dy | - Kolo)sign(@(o.0)
0

algy (2,t) + ¢ (z) 0 (x,t) — Ko (x) sign (@ (0,t))

T

+{C(y)ﬂ(y,t)M(w,y) dy—{Ko (y) sign (@ (0,2)) M (z,y) dy
+aty (x,t) M (x,2) — atiy (0,t) M (z,0)

—at (x,t) My (z,x) + au (0,t) My (x,0)

T

+ [ at (9, 2 (2.3 dy
0

T

— gy (T,t) — aily (z,t) M (x,2) — ati (,t) (ddM (x, g;)>

—at (x,t) My (z,x) — /CLMM (x,y)u(y,t)dy =0
0

Simplificando se obtiene:

T

i (o) + 1 | M (,) (1) dy ~ Rol)sign(@(0,1)
0
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—aty (0,t) M (x,0)
—2at (x,t) My (x,x) + a (0,t) M, (x,0)

T

+/aﬂ(y,t)M(fc,y)dy
0

—aii (1) <;;M(a:,x)>

T

—/aMm (z,y)a(y,t)dy =0
0

Agrupando términos con @(z,t) se llega a

[;1 4 e(x) — 2aM, (z,2) —a <CZUM (:c,x))] i(z,t)
+ 7 [aMyy (z,y) + oM (z,y) + c(y)M (z,y) — aMye (z,y)] 4 (y, 1) dy
0 —KO(i)Sign(ﬂ(OJ)) — Ko (z) sign (2 (0,1))
- [ Ko () sien (a.(0.6) M (.3 dy
0

—aty (0,t) M (x,0) + at (0,t) My (z,0) =0

Por lo que, con la finalidad de que se satisfaga la ecuacion anterior, y sabiendo que en general,
@ (z,t) # 0, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbédlico que
describe la dindmica del kernel M (x,y). Asi, el comportamiento en EDP tipo Hiperbdlico del

kernel es el siguiente:

fi+c(z) — 2aM, (z,7) — a <$M(m,x)> =0

_awa (.%',y) + :&’M (.%',y) + C(y)M (1'7 y) + aMyy (.’E, y) = 0
M (z,0) = 0 (6.5)

Ko (@)~ [ Ko )M (@.9)dy + Ko@) =0
0
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Una condicién a la frontera del kernel M (z,y), aparece cuando se sustituye x = 1 en la trans-

formacién (3.9), quedando

1
w(l,t) =u(l /Mly&y,)dy
0

M (1,y)a(y,t)dy

||
O
o\»—t

por lo que

M(1,y)=0

Otra condicion a la frontera es obtenida en la primer derivada con respecto a x de la transfor-
macién (3.9)

x

Ty (3,1) = Ty <m,t>—M<x,x>a<x,t>—/Mx (2,9) (4. £) dy
0

Si se evalia en z = 0 se tiene:

0
Wy (0,t) = 4, (0,¢) + K (0,0) @ (0,1) /Kmxy ,t) dy
0
—qosign (w(0,t)) = —Kasign (@ (0,t))

Por lo tanto

Ky = qo

Integrando a lo largo de z la primera ecuacién de (6.5) se obtiene:

px+ [c(z)de —2aM (z,z) — aM (z,2) =0

px+ [c(z)de

M (z,x) = ”
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Anteriormente ha sido probado, por la ecuacién 3 de (6.5), que M (0,0) = 0 por lo que de la

ecuacién anterior, si se evalia en z =0

_ 0+ J (@) dalomo _

M
(0,0) g 0
Se obtiene otra condicidn:
c(0)=0
Ahora, cuando = = 1 el kernel estd en M(1,1) = 0. Por lo que
d r=
My - e @ s

3a

Entonces se concluye lo siguiente
Je(@)dz|o=1 = —p

6.3. Apéndice C. Transformacion inversa, prueba de causalidad

- Observador 1

Con la finalidad de provar la invertibilidad de la transformacién del teorema 1, se real-
izan los siguientes cdlculos Considerando la transformacién de coordenadas u(x,t) = w(x,t) +
€T

/L (z,y) w (y,t) dy, puede notarse que cuando = = 0, @(0,t) = w(0,t), lo que corresponde a

0
las condiciones dadas anteriormente. Derivando con respecto al tiempo (3.13) se obtiene:

x

m@ﬂ=@@ﬁ+/L@@@@ﬁ@
0

Sustituyendo w(x,t) en la ecuacién resultante anterior, se obtiene

Ui (,t) = @y (z,1) — i (z,1) + Ko(z)sign(w(0,t))

T

+ [ L) [aiy, (00) - 0 5.0) + Ro(w)sien(a(0,)] dy
0
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Simplificando los términos de la integral se llega a

Up(x,t) = aWyy (x,t) — Q0 (x,t)
+Ko(x)sign(w(0, 1))

T

¥ / @iy (9,) L (2, ) dy — { i (9,8) L (2, ) dy

/Ko )sign(w(0,t))L (x,y) dy

x
Integrando por partes /dﬂ)m (z,t) L (x,y) dy se obtiene
0

. / oo (,8) L (2, y) dy = iy (4,1) L (2, ) [§ — a (y,1) Ly (2, )
0

+/av7 (y,t) Lyy (z,y) dy
0

Sustituyendo esta integracién por partes en la ecuacién obtenida anteriormente la expresién

queda de la forma

i (,t) = @ty (z,1) — i (z,1) + Ko(z)sign(w(0,1))
~ [ ) L)y + [ Bow)sign(@(0.)L (s.9) dy
0 0

+aw, (z,t) L (x,z) — aw, (0,t) L (x,0)

T

—aw (z,t) Ly (z,x) + aw (0,t) Ly (z,0) + /ZMIJ (y,t) Lyy (x,y) dy

Ahora, derivando con respecto a x se logra
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Usando la regla de diferenciaciéon de Leibnitz (6.4), se obtiene

T

Uy (x,t) = Wy (2, t) + L (z,2) W (x,t) + /Lx (z,y)w (y,t)dy
0

Nétese que cuando la expresién se evalia en © = 0, se llega a tener
Uz (0,t) = wz(0,¢) + L (0,0) w (0,¢)
Sustituyendo u,(0,t) y wz(0,t) de las condiciones iniciales de (3.8) y (3.10), se logra obtener
—Kosign (4 (0,t)) = —qosign(w(0,t)) + L (0,0) w (0, t)

Se puede concluir que
q2 = K2+ L (0,0)
Ahora, derivando con respecto a x otra vez, se tiene

d(/ Lz(x,y)v?(y,t)dy)
dL(z,)

Uge (2, 1) = Waz(,1) + Wy (x,t) L (2, 2) + 0 (2,t) == + ——0

Empleando la regla de diferenciacién de Leibnitz (6.4), se llega a

g (2, 1) = Wi (2, £) + By (2,) L (2, ) + @ (a0, £) LLL2)

T

+L; (z,2)w (z,t) + /Lm (z,y)w (y,t)dy
0

Usando la dinamica del error (3.8) y sustituyendo @;(x,t) and tgs(x,t) obtenidas mediante la

derivacién de (3.13) con respecto a x dos veces y con respecto a ¢, la expresion resultante es la
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siguiente

—c(z)u(x,t) + Ko (z)sign (@ (0,t))

- [ @O L@y dy+ [ Rosign(@(0.0)L (z.9) dy
0 0

Simplificando y agrupando términos se logra reducir la expresién anterior en

[—c () — p—2aL, (z,x) — a% w(z,t)

T

+ / —¢(2) L (2,) — AL (5, 9) + aLyy (2,y) — aLas (v, 9)] @ (4, ) dy
0
+ Ko (x) sign (@ (0,1))

+Ko(x)sign(w(0, 1))

+ / Ko(y)sign(i(0, )L (2, 9) dy

0
—aiy (0,8) L (x,0) + aw (0,t) Ly (z,0) = 0
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Adicionalmente, las siguientes condiciones deben satirfaserse de manera similar y andloga a las

obtenidas en el teorema 1

~ dL(z
—c(x) — it —2aLy (z,z) —a [(ix) 0

—c(x) L(z,y) — pL (x,y) + aLy, (7,y) — @Lge (z,y) =0
L(z,0)=0
L(l,y)=0

/ o(y)L (z,y) dy — Ko(z)
0
— K,
6.4. Apéndice D. Prueba del observador 2

Con la finalidad de obtener las condiciones que se necesitan para que la transformacion sea
posible e invertible, el primer paso consiste en derivar con respecto a | tiempo (3.17), quedando

de la forma

B ,0) = 21 /Mwwwmﬂ@
Sustituyendo 4 (x,t) en la ecuacién anterior se obtiene

Wy (T,t) = alyy (x,t) + c(z) U (x,t) — Ko (z) sign (@ (0,t)) — K1 (z)a (0,t)

+ / M (z,y) latiyy (y,t) + c(y) @ (y,t) — Ko (y) sign (@ (0,t) — Ky (x)@ (0,t))] dy

Simplificando los términos dentro de la integral de la expresién anterior

Wy (x,t) = algy (2,t) + ¢ (z) @ (x,t) — Ko (x) sign (@ (0,t)) — K1 (x)a (0,t)

x x

+/aﬂyy (yi)M(w,y)dva/C(y)@(yvt)M(w,y)dy
0
—/m@w@wmwMMaw@—/m@mmmewmy
0 0
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x

Integrando por partes a/ﬂyy (y,t) M (z,y) dy se obtiene
0

a/ﬂyy (y,t) M (z,y) dy = aily (z,1) M (2, ) — atiy (0,t) M (z,0)
0
—at (x,t) My (z,x) + au (0,t) My (x,0)

T

+/aﬂ (y, 1) Myy (z,y) dy
0

Por lo tanto, la simplificacion queda como sigue

Wy (x,t) = aligy (x,t) + c(z) 0 (x,t) — Ko (x) sign (@ (0,¢))

x x

+ [ @ a0 @) dy— [ Ko ) sign (3 (0,0) M (.3 dy
0 0
+aty, (z,t) M (z,x) — atiy (0,t) M (2,0) — at (z,t) My (x,z) + at (0,t) M, (x,0)

xT x

—/m<y>a<o,t>M<x,y>dy+/aa<y,t>M<x,y>dy
0 0

Ahora, derivando con respecto a x se tiene

d
Wy (ﬁvt) = Uy (:E?t) +

(/ M(x,y)ﬁ(y,t)dy)
0
dx

Por la regla de diferenciacién de Leibnitz (6.4), la expresién anterior queda
x
@ (28) = s (2,8) & M (,2) 2 (0,0) + [ My (09) (0,0 dy
0

Derivando con respecto a x por segunda ocasién, se tiene

d

(/ Mz(z,y)ﬁ(y,t)dy)
0
dx

d
Weg (X,1) = Ugy (z,t) + M (2, 2) Uy (2, 1) + (dacM (z, x)) a(x,t) +
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Nuevamente, usando la regla de diferenciacién de Leibnitz (6.4), se obtiene

Wey (T,1) =

s (2,8) + g (2, 8) M (2,) + 0 (1, 1) <ij (3:,3:))

it (2, 8) M, (z,5) + / Mas (2,3) i (3, 1) dy
0

Se tiene ahora, sustituyendo w(z,t) y wze(z,t) en el sistema objetivo (3.17), lo siguiente:

QG@M+/M@wmwmammmmmw>
0

— K1 (2)W(0,1) + aligy (z,t) + ¢ (z) @ (x,t) — Ko (x) sign (7 (0, 1))

ﬁﬂwmmmew@—{m@m@wme@mw

+aty (x,t) M (x, ) — atiy (0,t) M (x,0)

)
—at (x,t) My (z,x) + au (0,t) My (x,0)

+ aﬂ(y,t)M(m,y)dy—
4

Ky (y)u(0,t) M (x,y)dy

O\& +

—allyy (2,1) — aily (x,t) M (z,2) — at (z,1) (ij (z, a:))

—at (z,t) My (x,z) — /aMm (z,y)u(y,t)dy =0
0
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Simplificando se obtiene:

xT

i (.6) + 1 | M () (y,1) dy ~ Rolo)sign(@(0,1)
0
— K1 (2)w(0,t) + ¢ () u (z,t) — Ko () sign (@ (0, t))

xT

yﬂwmmmew@—/m@m@wme@w@
0 0
—aty (0,t) M (z,0)

—2at (z,t) My (z,z) + at (0,t) My (x,0)

T

+/mmwM@w@—{m@mmmem@

0

xT

Agrupando términos con u(z,t) se llega a

[g (@) — 2aM, (5,2) —a <CZUM (x,x))] i (1)

+/aMwwy-Hwﬂww+d)M@M0—M@ﬂ%wM@JMy
0

—Ko(x)sign((0, 1)) — Ko («) sign (@ (0,1)) — K1(x)a (0,¢) — Ki(2)a(0,1)

7% y)sign (@ (0,4)) M (z,y) dy — /m £ M (z,y) dy

—aty (0,t) M (x,0) + at (0, t) M, (z,0) =0

Por lo que, con la finalidad de que se satisfaga la ecuacién anterior, y sabiendo que en general,
@ (z,t) # 0, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbdlico que

describe la dindmica del kernel M(x,y). Asi, el comportamiento en EDP tipo Hiperbdlico del
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kernel es el siguiente:

it c(2) — 2aM, (2,7) —a <ij(:r,x)> —0

_aMa:a: ((E,y) + :&’M (SC,y) + C(y)M (wv y) + aMyy (‘Tv y) = O
M (2,0) =0

—/waﬂf@wﬁw+RM@=0

/m@Mﬂ%w@+K@Fﬂ

Una condicién a la frontera del kernel M (z,y), aparece cuando se sustituye z = 1 en la trans-

formacién (3.16), quedando

por lo que

M(1,y)=0

Otra condicién a la frontera es obtenida en la primer derivada con respecto a x de la transfor-

macién (3.16)

x

Wy (x,t) = Uy (z,t) — M (z,2) U (x,t) — /Mw (x,y)u(y,t)dy
0

Si se evalia en z = 0 se tiene:

0
By (0,1) = iy (0, ) + K (0,0) i /K y.t) dy
0

—quw (0,t) — gosign (w(0,t)) = —Kasign (@ (0,t)) — K3 (0,1)
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Por lo tanto

Ks=q Ky = qo

Integrando a lo largo de z la primera ecuacién de (6.6) se obtiene:

px + [ c(z)dz —2aM (z,z) — aM (z,2) =0

_ px + [ c(z)de

M (z,z) %

Anteriormente ha sido probado, por la ecuacién 3 de (6.6), que M(0,0) = 0 por lo que de la

ecuacién anterior, si se evalia en x = 0

_ 0+ [ e(@)delo _

M (0,0 0
(0,0) 4
Se obtiene otra condicién:
c(0)=0
Ahora, cuando z = 1 el kernel estd en M(1,1) = 0. Por lo que
dz| =
= et

3a

Entonces se concluye lo siguiente
Je(@)da|p=1 = —p

6.5. Apéndice E. Transformacion inversa, prueba de causalidad
- Observador 2
Para completar el diseno, se necesita establecer que la estabilidad del sistema objetivo (3.17)

implica estabilidad en el sistema en lazo cerrado dado por (3.15) y (3.18). Para lograr probar

la invertibilidad de la transformacién (3.16), es necesario proponer una nueva transformacién
xX
u(x,t) = w(x,t) + /L(:c,y)u?(y, t)dy. Puede notarse que cuando z = 0, @(0,t) = w(0,1),

0
lo que corresponde a las condiciones dadas anteriormente. Derivando con respecto al tiempo
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(3.20), se obtiene:

T

i, ) = iy, 1) +/L<a:,y>wt (v 1) dy

0

Sustituyendo wy(x,t) en la ecuacién resultante anterior, se obtiene

g2, 1) = gy (2,t) — fuab (x,t) + Ko(z)sign(w(0,t)) + K1 (x)w(0,t)

+/L($,y) [@@yy (y,) — fud (y. £) + Ko(y)sign((0,1)) + K1 (y)w(0, 1) | dy
0

Simplificando los términos de la integral se llega a

p(x,t) = aWyy (x,t) — Q0 (x,t)
+Ko(x)sign(w(0, 1)) + K1 ()@(0, 1)

x T

+/awyy<y,t>L<x y)dy—/nmy,th ) dy

/ y)sign(w(0,t))L (x,y dy+/ L(z,y)dy
0 0

X
Integrando por partes /Ezﬁ)m (z,t) L (x,y) dy, se obtiene
0

T

a/wm (z,t) L (z,y) dy = @y (y,t) L (x,y) [§ — aw (y,t) Ly (z,9) [§

0
x

+/au7 (y,8) Lyy (z,y) dy
0
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Sustituyendo esta integracién por partes en la ecuacién obtenida anteriormente la expresion se

transforma en

Ut (z,t) wa (2,1) — b (z,t) + Ko(a)sign(w(0,t)) + Ky (z)w(0,t)

//?cu? y,t) L (z,y) dy+/I?o(y)sign(@(Ovt))L(w,y) dy
0 0

+ / K1 (y)w(0,t)L (x,y) dy + Gty (z,t) L (x, ) — @b, (0,t) L (z,0)
0

—aw (x,t) Ly (z,2) + aw (0,t) Ly (x,0) + /aw (y,t) Lyy (z,y) dy
0

Ahora, derivando con respecto a x se logra

xT

d /L(:vy) (y,t) dy

Gip(2,t) = Wy, ) + —

dx
Usando la regla de diferenciacién de Leibnitz (6.4), se obtiene

T

Uy (2, t) = We(x,t) + L (z, :B)N(l‘,t)-i—/L (z,y)w (y,t)dy
0

Notese que cuando la expresiéon se evalia en x = 0 se llega a tener
Uz (0,t) = wz(0,¢) + L (0,0) w (0,¢)
Sustituyendo u,(0,t) y w,(0,t) de las condiciones iniciales de (3.15) y (3.17), se logra obtener
—Ksign (4 (0,t)) — K3t (0,t) = —q1w (0,t) — gosign(w(0,t)) + L (0,0) w (0,¢)
Por lo que se puede concluir que

= K3+ L(0,0)
P = K>
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Ahora, derivando con respecto a x otra vez, se tiene

w (y,t) dy

Uy (T,t) = Waa (2, ) + Wy (2,1) L (z,2) + 0 (2,1) dL(xx dx

Empleando la regla de diferenciacién de Leibnitz (6.4) se llega a

T (1) = Wi (1) + Wy (2, 1) L (2, ) + @ (0, £) LE22)

x

+L, (x,:v)tb(x,t)+/me (z,y) W (y,1) dy
0

Usando la dinamica del error (3.15) y sustituyendo ¢(x,t) and g, (z,t) obtenidas mediante

derivar (3.20) con respecto a = dos veces y con respecto a t, la expresién resultante es la siguiente

—c(x)u(z,t) + Ko (x)sign (@ (0,t)) + K1 (z)a (0,t)

Uty (z,1) — i (2, 1) + Ko(2)sign(w(0,t)) + K1 (x)w(0, )

T

- [ # @ OL@y)dy+ [ Rosign(@0.0)L .0) dy

+ / K (y)w(0,t)L (z,y) dy + aw, (x,t) L (z,x) — aw, (0,t) L (x,0)
0

—aw (x,t) Ly (z,2) + aw (0,t) Ly (x,0) + /aﬁ) (y,t) Lyy (z,y) dy
0

— il (,) — @ty (2, 1) L (2, 2) — aib (z, ) 482)

T

—alLy (z,x —a / Ly (x y,t)dy =0
0
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Simplificando y agrupando términos se logra reducir a
{ c¢(x)—p—2al, (x,z) — a% w(z,t)
+/ y) = L (2,y) + aLyy (2, y) — @Lex (z,y)] @ (y, 1) dy
.H%@$@<< D)+ K ()i 0.1) + Kola)sign(is(0.0) + K () (0.1
/m)$@ (0.0)1 my@+/K1 B(0,1)1 (2, ) dy
—awg (0,t) L (z,0) 4+ aw (0, t) Ly (xz,0)=0

Adicionalmente, las siguientes condiciones deben satirfaserse de manera similar y andloga a las

obtenidas en el teorema 1

o dL(z
—c(x)—p—2al; (x,z) —a Slz) 0

—c(z) L(z,y) — L (z,y) + aLyy (z,y) — aLgy (z,y) =0
L(z,0)=0 L(1,y)=0

o)L (z,y) dy — Ko(z)

0
mmz/kmmmw@—mm

0

K

3 g2 = K>
6.6. Apéndice F. Prueba de estabilidad sistema objetivo 1

Se propone la funcién candidata de Lyapunov de la forma en que se muestra

Separando los términos de la integral

V=1 @z, t)de + L [ (@, t)w(0,)? dx + § [ @2 (z, t)dz
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Derivando con respecto al tiempo

Vi = [odo(, )i (2, t)da + [} (e, £ (0, ¢) LeBOD gy o (LG, (2, 8) iy 4, t)da
= Jo W(z, t)w(x, t)dx + [y w(x,t)w(0,t) (w(z, t)we(0,t) + Wiz, t)w(0,t)) dx

:ﬁwmw@@A@wqmmﬁ+k@m@m@w»m+ﬁm@mmmmam
+ﬂ)~xﬂ(0ﬂ((xﬂmmt) @@m@qummuw+R@%gmwmwgwm¢»dx

Seleccionando w(0,t) = 0 entonces se obtiene

Vi = afo (2, ) Wyy (x,t) dz [Lf Y(z,t)dz + fO K (x)dzsign(w(0,t))
+ [ aw (@, )i, (z,1) W20, t)de — [ fuo?(x )w (0,t)dx
(,

+ [ K ()sign(@(0, )@ (x, )02 (0, t)dz + [ Wa(x, t)g s (z, t)da

Trabajando con a fo W(x, t)Wyy (2,t) dr e integrando por partes queda

dfol W(x, ) Wey (,t) de = aw(x, t) W, (z,1) |§ — afo

Dado que
Wy (1,t) = w, (0,) =0

Por lo tanto, la funcional de Lyapunov, queda:

=-a fo (z,t)de — “fo (z,t)dx — fol pa? (x, ) (0, t)dx
+ Jo @(a, ) K (z)dasign(w(0, 1))
—i—fo aw(x, t) ey (z,t) 02(0,t)dz
+ Jo K(@)sign(a (0, D), (0 )
+ fo Wal@, t)tg (2, t)d

Ahora, integrando por partes fol aw(z, t) Wy (z,t) w%(0,t)dz y considerando que

daw(z,t)w?(0,t)
dx

di?*(0,t)
dx

= aw?(0, 1), (x, t) + w(z,t)a

= aw?(0, )W, (x,t)
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Se obtiene

[ @ (x, )iy (x, 1) 920, t)da = aw(z, 1)w>(0, )i, (z,t) |§ — a [, ©2(0, )2 (z,t) da

Como se puede hacer

Wy (1,) = 1 (0,) = 0

Reordenando los términos, queda:

=-a fo (x,t)dx — ,ufo (x,t)dx — fol fio? (z, t)w%(0, t)dx
—a fo w2 (z,t) dx + fol Wy (x, t) Wy (x, t)dx
+ [y K x,t) (14 @2(0,t)) dwsign(w(0,t))

Ahora, trabajando con fol K (x)w(z,t) (1 +w?(0,¢

, )) dx integrando por partes se tiene:

w(x w2 D 0
WP 00) _ 5 (1) (1 -+ 02(0,1))

Por lo tanto

S K (@) (,t) (1+ 320, 1)) do

w(z,t) (1+92(0,1)) [y K(x)dz|d
— [y We(z,t) (1+ (0, ¢ )fK )dzdx

Sustituyendo y simplificando

=-a fo (x,t)dx — ,ufo (x,t)dzx — fol f? (x, t)w? (0, t)dx
—a fo (x,t) dx—|—f0 W (2, t)Wa (2, t)dx
—fO Wy a:,t) (1 +1I)2 (0,1)) [ K (z)dwsign(w(0,t))ds

Se debe cumplir que

Wy (z,t) — (1L +@%(0,1)) [ K(x)dasign(w(0,t)) = 0
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6.7. Apéndice G. Prueba de estabilidad sistema objetivo 2

Sea el sistema objetivo

Wt (T,t) = QWgy (2, t) — fw (z,t) + f(o(ac)sign(tl)(o, t)) + K (x)w(0,1)
W, (0, t) = q1w (0,t) + gosign(w(0,¢))
w(1,t) =0

Donde la condicién a la frontera w (0,¢) satisface los iguiente

Wy (Oa t) = QWgy (O’ t) +c (‘T) w (O’ t) — Ko (0) sign (ﬁ} (Oa t)) - K (0)’(7) (07 t)
iy (0,1) = —Kasign (i (0, 1)) — K (0, )

Sea la funcién candidata de Lyapunov
1, - N
V=110 (0,t)w (z,t)* dv
Se obtiene la derivada de la siguiente forma:

Vi = 3 [y 20(@, )i (0,1) (@ (0, ¢) iy (w,t) + by (0,8) @ (w, 1)) da
= [} @20, t)d(x, )iy (z, t) + (0, t)Dy (0, ) D% (x, t)da

Sustituyendo la dindmica de wy(z,t) y we(0,t) se obtiene

= Jo @20, ) (w,1) |atbes (,8) — b (w,£) + Ko(w)sign((0, 1)) + K (2)(0, )]
(0, £) [awm (O,t)—i—c(x)w(o,t)—Ko (0) sign (@ (0,)) — K1(0)1 (0, 1)] &2(, t)dx

Agrupando términos se llega a lo siguiente:

Vi = ai?(0,t) fy cmwwf”<>f 2(z,t)dx

w2 (0, t)51gn (,t)folw (x)da +03(0,t) [ @(x, t) K1 (x)dz

+af0 0,1)Wee (0,1) W (:n t)dm+w (0,1) fo (z) 0% (z,t)dx
~Jy mwm<m@<@»wmwm—m@wmw;ﬂ@ﬁm
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Hasta este momento, los términos no adecuados son los siguientes, considerando que ¢(z) < 0

Vx,t, K()(O) > 0, Vi y Kl(O) > 0, V.

aw?(0, )f W(x, 1) Wy (:Ut)da:

(0, t)sign(w(0,t)) fl w(x, t)Ko(z)dx
@3(0, 1) f w(z, )d:r:
+a [y (0, )Wz (0, ) (m t)dx
—K1 0 f U}

Integrando por partes aw?(0,t) fol W(x, t)Wsy (x,t) dx se obtiene

aw?(0,t) fo (2, )zs (2, ) do = aw? (0, t)w(x, ), (z,t) |}
—aw?(0,t) fo (x,t)dx

Por lo tanto V; queda de la forma

Vi = aw(1,t)w, (1,t) — aw®(0, t)w, (0,t)

(0,1) Jy @2(x, t)dx — (0, 1) [} > (z,t)dz
+2(0, t)81gn( (0,1)) [ (1) Ko(x)da +@3(0,1) [} d(x, t) Ky (x)dz
+a [y (0, )y (0,8) 02 (z, t)dx + @2 (0,1) [ ¢ (x) @ (z, t)da
— [ @(0,) Ko ( 0) sign (@ (0, 1)) w2 (x, t)dz — K1(0)@2(0,t) [} @ (z,t)dz

—aw?(0

Wy

Considerando que w (1,¢) = 0 se reduce a

V, = —zwv?’(o ), (O,t) — aw?(0,t) [y w2(x, t)dz — @i?(0,t) [} ©*(z,t)dz

w2 (0, t)sign(w fo w(z,t)Ko(x)ds +w°(0,t) fo w(x, t) K (¢)d
—i—afo W(0, )Wy (0,1) ~2(3: t)dz + w2 (0,1) fo c(z)w?(w,t)dx
— Ko (0 1) fi @ (x,t)dz — K1(0)@?(0,t) [} @*(z,t)dz
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Hasta este momento, los términos malos son los siguientes:

—aw?(0, )W, (0,t)
@2 (0, t)sign(w(0, 1)) [y w(w,t)Ko(z)dz
@(0,1) [y Wiz, t)K1(z)dx
+a [ (0, )by (0, 1) 02 (x, t)dz

Sustituyendo w, (0,t) en la expresién anterior queda

Vi = —aw?(0,t) (0 (0, ) + gasign(w(0, t)))
—aw?(0,t) [y @2(x, t)dz — pi(0,1) [} @3 (z,t)dz

+w?(0, t)81gn( 0,t) fo w(z,t) Kol )d:L‘+w f w(z,t) Ky (x)ds
+a [y w(0,t) s (0,1) W% (z,t)dx + @2 (0,t) fo c(x)w?(z,t)dx
—Ko (0 O,t)| ) @2z, t)dz — K1 (0)@%(0,t) [, @2 (x, t)da
Simplificando

Vi = —aq1w4(0 t) — agaw*(0,t) [w(0, )]

—aw?(0,t) fo (z,t)dz — pw?(0,t) [, ! W% (z,t)dz
+w?(0, t)81gn( 0,t) fo (z,t) Ko(z)dx 4+ w3(0, t) fo w(x, t) K (z)dx
+a [} (0, )y, (0,1) ~2(:n t)dx + w2 (0,1) [ ¢(x) 0?(z, t)da
—Ko (0 O,t)| fo (z,t)dz — K1(0)w%(0, ) fo W% (z,t)dz

Por lo tanto, considerando que g1, ga > 0 solo quedan los términos

@2 (0, t)sign(w(0, 1)) [y w(w,t)Ko(z)dz

w3(0,t) [y w(z, t) Ky (z)d
afo W(0, t) Wy (0,t) W?(x, t)dx

Trabajando con fol aw (0, )Wy (0,t) W (x, t)dz e integrandola por partes, la expresiéon queda de

la forma

I @w(0, )i, (0,) @2 (x, t)da: = aw(0, t)w? (x, t)i, (0,1) |
—fo aw?(z,t)w2(0,t)dr
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V, = aw(1, t)w, (1,t) — agw?(0, t) — age |w(0,t)]
—afo :Utda:—ufo 2(x,t)dx
+ f) [f(o (2)d(z, t)sign(@(0, 1)) + K (g;)w(a;,t)w(o,t)} dz

Considerando que w (1,t) = 0, se podria tener

Vi = —aqw?(0,t) — agy m(o,t)\
fafo aztdasf/lfo 2 (x,t) dx
-l-fol [f(g x)w(z, t)sign(w(0,t)) + Kl(x)w(a:,t)w((),t)} dx

Donde el término

s [Ko(z)m(m,t)sign(w(o,t)) + Ky (2)d(z, £)w(0, t)} dz

“También descrito por

(1) [Kg(x)sign(w(o, 1)) + K1 (2)w(0, t)} dz

Conlleva a la que se satisfaga

Ko(z)sign(w(0,t)) = Ky (x)w(0,t)
Entonces la funciéon de Lyapunov resulta en

Vi = —aquw?(0,t) — ago |w(0, 1)
—a fol W2 (x,t)dx — i fol w? (x,t) dx
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