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[. Representacion Matematica del Oleaje

I.1 Descripcion del oleaje

El conjunto de ondulaciones continuas que se forman en la superficie del agua, resultado de la
accion de fuerzas externas, es conocido como oleaje y se presenta en mares, océanos, rios, lagos,
canales, etc., dichas ondulaciones son variables en el espacio y en el tiempo, pero de manera sencilla
pueden idealizarse como una superposicion de ondas sinusoidales que se desplazan en cierta direccion
de propagacion. A continuacion se describen los principales pardmetros que se identifican en el oleaje.

Espaciales:

% Longitud de onda (L): distancia horizontal entre dos crestas adyacentes.

% Altura de la ola (H): distancia vertical desde el maximo de la cresta hasta el minimo del valle.

% Amplitud (a): distancia vertical desde el méximo de la cresta hasta el nivel medio del mar
(NMM).

% Profundidad (4): distancia vertical del nivel medio del mar hasta el fondo del lugar donde se

propaga el oleaje.
Temporales:
% Periodo de onda (7): tiempo en que dos crestas consecutivas pasan por un mismo punto.

% Frecuencia (f): inverso del periodo de onda.

% Celeridad (¢): velocidad de desplazamiento de la onda.
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Figura I-1 Parametros espaciales (arriba) y temporales (abajo) del oleaje
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I.1.1 Clasificacion de las ondas oscilatorias

El fenémeno del oleaje es variable en espacio y tiempo, y puede ser clasificado de acuerdo con la
profundidad relativa sobre la cual se propaga, la fuerza principal que lo genera o su periodo de onda.

Clasificacion de acuerdo a la profundidad relativa

Se define como profundidad relativa a la relacion de la profundidad (%) y la longitud de la ola
(L), cuyo valor permite establecer el intervalo de clasificacion de la zona de propagacion del oleaje:

* Aguas profundas: cuando la profundidad relativa es mayor o igual a )/, en esta zona la

profundidad no tiene influencia sobre el oleaje.

% Aguas someras: cuando la profundidad relativa es menor o igual a 1/ , bajo esta condicion el

oleaje esta controlado por la profundidad del agua.
*x  Aguas de transicion: es la zona intermedia entre las aguas profundas y las aguas someras, es

decir, cuando el valor la profundidad relativa se encuentra entre 1/ 'y /.

Clasificacion de acuerdo a las fuerza generadoras

% Oleaje generado por fuerzas meteorologicas: las alteraciones producidas en la superficie del
mar se deben a la accion del viento y la presion. En este tipo de oleaje se propaga la

perturbacion, no la masa de agua, excepto en casos de rotura.
Dentro de esta clasificacion se distinguen dos categorias:

OLEAJE TIPO SEA O LOCAL: se forma y
desarrolla  en la  zona  donde  existe
accion directa y continua del viento en la superficie
(fetch), generandose ondas elementales de altura,
periodo, fase y direccion de propagacion aleatorias
e independientes, cuya interferencia da lugar a un
aspecto caodtico de la superficie del mar. Presenta
generalmente ondas muy peraltadas con periodos y

longitudes de onda pequefios, aunque en una amplia

gama de frecuencias (Figura I-2).

Figura I-2 Oleaje tipo Sea
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OLEAJE TIPO SWELL O DISTANTE: una vez que el oleaje abandona el éarea de
generacion y se propaga a través de superficies maritimas hacia profundidades menores sin
estar sometido a la accion significativa del viento, disminuyendo progresivamente hasta su
extincion en la costa. Presenta olas menos peraltadas que el oleaje tipo Sea, con periodos y
longitudes de onda grandes en una gama estrecha de frecuencias. Da lugar una perturbacion

ordenada y regular de la superficie (Figura I-3).

Figura I-3 Oleaje tipo Swell

% Mareas: son ondas de periodo largo asociadas a las fuerzas generadoras resultado de de la
atraccion de la tierra y su hidrosfera por el sol, la luna y otros cuerpos celestes.

% Tsunamis: olas generadas por fendémenos sismicos, son desplazamientos bruscos de la masa de
agua que se propagan con gran velocidad. La gran energia cinética que adquieren las particulas

de agua mientras se desplazan es lo que hace peligroso este fenomeno.

Clasificacion de acuerdo a su periodo de onda

Las ondas que se presentan en el mar pueden clasificarse en diferentes tipos de onda de acuerdo
a su periodo como se muestra en la siguiente figura, propuesta por Kinsman (1965), la cual incluye

también la principal fuerza generadora, restauradora y la frecuencia a la cual corresponden:

Periodo

Tipo de onda
Supramareal De largo periodo Infragavitatoria De gravedad De ultragravedad Capilares

Principal fuerza generadora

Tormentas, Tsunamis
Sol, Luna Viento
! Fuerza restauradora !

Fuerza de Corillis Tension superficial
Gravedad

I
I
I
I
I
I
I
10° 10° 10* 10° 10° 10" 10° 10 10 10°
Frecuencia en ciclos por segundo

Figura I-4 Clasificacion de las ondas
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1.1.2 Efecto del oleaje bajo la superficie del mar

En aguas profundas, el oleaje genera que las particulas del agua bajo la superficie se muevan
ciclicamente describiendo trayectorias circulares, lo cual implica que mientras una particula en la cresta
de una ola se mueve en la direccion de propagacion de la misma, otra particula en el valle lo hace en
sentido contrario, a este fenomeno se le conoce como velocidad orbital. Las particulas situadas en la
misma vertical describen drbitas de igual fase, pero sus radios disminuyen con la profundidad, por lo

que en profundidades mayores a L/2, la velocidad se considera despreciable (Figura I-5).

Direccién de propagacidn
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Figura [-5 Velocidades orbitales en aguas profundas

En aguas someras el fondo afecta al desplazamiento vertical de las oOrbitas provocando que
tomen forma eliptica y, si la profundidad es muy pequefia, el movimiento vertical se anula y las

trayectorias de las particulas son rectas horizontales.

1.2 Hipotesis basicas del oleaje

Si se considera el oleaje generado por viento como la superposicion lineal de ondas armonicas
simples viajando en varias direcciones (), con diferentes amplitudes (a;), frecuencias angulares (o;) y

fases (&), el perfil de la superficie libre resultante (Figura I-6), 7:(x,y,?), es:

2
n(x,y,t) = Zai co{i(xcosﬁi +ysend)—oit+ 3,} Ec. I-1
i g
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' m% La ecuacion Ec. I-1 expresa que el perfil en el tiempo ¢ esta dado por

;n@&:%_w* un numero infinito de componentes de olas para todas las direcciones y
W para todas las frecuencias que pueden tomar valores dentro del intervalo
W 0<0i<2n,y0<0i<om.

Para el analisis matematico del oleaje se requiere del manejo de los
= e fﬁﬁy ﬁ ~  parametros mencionados, los cuales se suponen variables aleatorias de un

== — proceso estocastico, estacionario y ergodico. Estas hipodtesis permiten
definir las funciones estadisticas de distribucion teoricas de los parametros,

dentro del dominio del tiempo y de la frecuencia, utilizando un niimero

limitado de datos estadisticos obtenidos de una muestra del correspondiente

Figura I-6 Esrtructura del oleaje proceso (sefial).

aleatorio (Pierson et al, 1978)

1.2.1 Proceso estocastico

Un proceso estocastico es un proceso empirico que involucra variables aleatorias y que
evoluciona en funcién de otra variable, como el tiempo, donde dichas variables tienen una funcion de

probabilidad que modela su comportamiento.

El oleaje se considera un proceso estocastico Gaussiano debido a que la elevacidon de la
superficie del mar es un evento aleatorio, 7(?), el cual se observa como resultado de una medicion, y se
le atribuye una funcion de probabilidad normal, lo que implica que el proceso queda determinado por el

valor de la media (Ec. I-2) y la funcion de autocorrelacion (Ec. 1-3).

R
(k) = lim j_w 1, (1)d Ec. I-2
.o Logr
R,, (k) =lim— jo 1,(Om, (1 + 7)dt Ec. I-3

1.2.2 Proceso estacionario

Se considera al oleaje como un proceso estacionario por cierto periodo de tiempo, llamado

estado de mar, cuando se supone al fendmeno estable energética y estadisticamente, lo cual representa
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que durante este lapso el valor medio es una constate y la funcion de correlacion sélo depende de la

diferencia 7=1+¢ + 7.

1.2.3 Proceso ergodico

Un proceso estacionario es ergddico si cada muestra es igualmente representativa
estadisticamente de la totalidad del conjunto, por lo que la media y la funcién de correlacion
estadisticos son iguales a los temporales, es decir, con una sola muestra es posible obtener estos

valores, aplicables al fendmeno dentro del estado de mar analizado.

1.3 Analisis temporal del oleaje

La realizacidon de un andlisis estadistico de la sefial del registro de la superficie libre del mar en
el tiempo se requiere para obtener una serie de parametros que sean representativos del estado de mar y,
que al introducidos en las funciones de distribucion tedricas, permitan la definicion probabilistica del
parametro y, en su caso, la recomposicion, mediante simulacion, de una muestra temporal del proceso.
Los parametros estadisticos de interés son: el nimero de sucesos, la media, la media cuadratica, la

media de los N/n valores mayores y el valor maximo, todos ellos para la altura de ola y periodo.

Debido a que el registro medido es la fuente de datos muestrales para el analisis, se requiere de
un tratamiento previo para evitar errores que puedan alterar la informacidn estadistica que se obtenga
de ellos, el cual consiste en la correccion del nivel medio y la discretizacion de la sefial, para
posteriormente hacer la estimacion de los parametros y las velocidades orbitales y la determinacion de

la direccion del oleaje.

I.3.1 Correccion del nivel medio

La correccion de nivel medio se realiza con la finalidad de eliminar la influencia de ondas
largas sobre el nivel medio del registro; restando el valor medio (ﬁi) a cada uno de los datos (77,) se

tendran los valores corregidos.




Determinacién Experimental del Inicio de Arrastre de Arenas del Estado de Quintana Roo, México | 17

El valor medio puede ser de orden cero (promedio aritmético), de primer orden (recta) o de

segundo orden (parabola), teniendo diferentes aplicaciones cada uno de ellos.

Promedio Aritmético

Cuando las ondas largas no causan un efecto significativo sobre el registro, utilizar la media

aritmética resulta adecuado para la correccion:

7 :izm Ec. 1-4

Correccion lineal

Si el registro esta superpuesto a una onda de marea semidiurna y tiene una duracion menor al
periodo de la marea, y se encuentra en la franja de ascenso de la misma, es conveniente realizar la
correccion utilizando el valor medio de orden cero, que implica realizar un ajuste por minimos

cuadrados para obtener una variacion lineal:

_ Ec. I-5
n,=A4,+An ; n=12,..,N
donde
PR A A 4 NY - N Ec. I-6
0 ’ 1 — s

NoNz_Nl2 NoNz_Nl2

N N
Nr = nl s Yr = nr?]n

nZ::‘ nzz:‘ Ec. 1I-7

Correccion parabdlica

La correccion parabdlica se utiliza para registros en los que se observa una gran influencia de
marea y la alteracidon provocada puede ajustarse a una pardbola. Al igual que en la correccidn lineal, se

utiliza el método de minimos cuadrados para realizar el ajuste:

7,=B,+Bn+Bn’ : n=12,.,N Ec. I-8
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donde

Yy(N,N, = N2)+ X, (NN, NN, + Y, (NN, - N2 .

Y, (NoNy = NN, )+ % (NN, = N3 )+ X, (NN, = Ny s ) |

B =<1
A
B =
A
B, = [ (NN = N2)+ % (NN, = NyN3) + Y, (NN, - Nf)]

A= N,N,N, +2N,N,N,— N, — N,N: = N/N, Ec.1-9

1.3.2 Discretizacion de la senal

Después de haber corregido el nivel medio, se requiere calcular las alturas y periodos de ola
individuales, utilizando algunos de los siguientes procedimientos (Figura I-7):
*  Método de pasos ascendentes por cero
% Método de pasos descendentes por cero
% Me¢étodo de distancia entre crestas

% Meétodo de distancia entre valles

Método de pasos ascendentes por cero

Para definir una ola, se buscan los datos 77, que cumplan con 77, -77;,; <0 y 77;,; >0, los

cuales seran los pasos ascendentes que delimitaran una ola. El tiempo que hay entre dos pasos
ascendentes consecutivos es el periodo de la ola; la altura se determina como la diferencia del valor

maximo y el minimo encontrado dentro del periodo. Para determinar los valores maximos se buscan
tres puntos que cumplan con 77;,_; <7; y 1; >1);,;, y para lo minimos 77;,_; >n; y n; <n,,, los cuales

deben ser ajustados parabdlicamente para encontrar el valor deseado.

Método de pasos descendentes por cero

Un paso descendente satisface la condicion 7; -77,,, <0 y 7,,, <0, y las olas, alturas y

periodos quedan definidos de la misma manera que en el métodos de pasos ascendentes.

Método de distancia entre crestas

Cada ola queda delimitada por dos méaximos (crestas) consecutivos.




Determinacién Experimental del Inicio de Arrastre de Arenas del Estado de Quintana Roo, México

19

Método de distancia entre valles

Cada ola queda delimitada por dos minimos (valles) consecutivos.

a)
7 ~ —
/ o \\ / \\ H / / \
/ \ T / ;
AWARN g
E = o ) — :
Numero de ola 1 2 3
b)
7 _
- “/ \\ I 7 - h
/ \ \ \\ / \
// / N H ™ / \
< W, Tt
K SEra—
\ \
Numero de ola 1 2 3
©)
n N | L +
P \ T~ J» / \
\ / \
// / \\ NN // H _
TN T~ Tt
\/ - _ T — -
Numero de ola 1 2 3 4 5 6
d)
U -
S— \\ Ve B \\\
/ i \ / \\ / \\ / \
/ \ H o O / ‘ -~ ¢
— i —>
‘ / + *F/ T S —F
Numero de ola 1 2 3 4 5

Figura I-7 Discretizacion de un registro de oleaje por los diferentes métodos. a) Pasos ascendentes por cero. b) Pasos descendentes

por cero. ¢) Distancia entre crestas. d) Distancia entre valles

1.3.3 Parametros del oleaje

Una vez obtenidos los valores de las elevaciones de superficie del agua (77;), con el nivel medio

corregido, para todos los datos recolectados (), y el nimero de olas (), sus alturas (H;) y periodos
(T;), es posible determinar los pardmetros estadisticos de interés previamente mencionados, que

permitiran definir un estado de mar.
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% Variacion del nivel medio del mar:

_ 1 & Ec. I-10
H=—> 1,
(0=~ Z 7
% Variacion de la media cuadratica de superficie del agua:
2 =2 i ’ Ec.I-11
= ‘ c. I-
77}""’!6 N —= 771
% Altura media y el periodo medio:
_ 1
H:—ZHI_ Ec. I-12
N, =
— 1 %
T=—)>T Ec. I-13
N, S
% Altura cuadratica media:
1
_ [ 2
o = N, ;H" Ec. I-14
% Altura de ola 1/n, media aritmética de las N/n olas mas altas:
n N/n
Hy, :*ZHZ- Ec. I-15
N 3

% Altura de ola significante o altura un tercio, media aritmética del tercio de olas de mayor altura

del registro:

3 N/3
Hs:H1/3:ﬁ H, Ec.I-16

i=1

% Periodo de ola 1/n, media aritmética de los N/n periodos correspondientes a las N/n olas mas
altas del registro:

nN/n
T,,=—>T Ec.1-17
i NZIZ
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% Periodo de ola significante o periodo un tercio, media aritmética del tercio de los periodos

correspondientes al tercio olas de mayor altura del registro:

3 N/3

i=1

Parametros de velocidades orbitales y direccion del oleaje

Si se tiene el registro de velocidades orbitales del oleaje, los parametros de interés son los
valores maximos y la media para sus componentes Ux y Uy. Ubicadas en un plano cartesiano XY,
rotando el sistema de referencia lo grados que se encuentre rotado el aparato de medicion respecto al

Norte, la tendencia de los datos determinara la direccion del oleaje, cuyo sentido sera hacia la costa.

1.4 Distribuciones teoricas del oleaje

En ocasiones, los parametros estadisticos mas representativos para definir un estado de mar,
resultan de alcance limitado para una descripcion mas detallada del oleaje, por lo que el uso de

funciones de distribucion de probabilidad es la herramienta adecuada para ello.

Las distribuciones de probabilidad existentes para el estudio de las caracteristicas del oleaje se
dividen en:
% Distribuciones de desplazamientos de la superficie del agua (normal, no lineal)
% Distribuciones de desplazamientos maximos
% Distribuciones de altura de ola
% Distribuciones de periodos de ola, y

% Distribuciones conjuntas de periodo y altura de ola

1.4.1 Distribuciones de desplazamientos de la superficie del agua

Distribucion normal

Como se menciond en la descripcion de las hipotesis del oleaje, el andlisis se simplifica

considerandolo un proceso estocastico gaussiano y resultado de la superposicion de numerosos trenes

de olas, con media , y varianza o,. Utilizando el teorema del limite central se establece que la
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variacion de la superficie libre, 7 , es una variable aleatoria normalmente distribuida y se puede definir

la funcidn de densidad de probabilidad para dicha funcidén como:

1

p(n)zx/ﬁa ¢

25, } Ec. I-19

La cual también puede escribirse también de la forma normalizada cambiando la variable » por

&= 77_;77 , quedando definida como:
o,
n

p(&)= \/;—ﬂe[—%fzj Ec. 1-20

Esta distribucion (Ec. 1-20) tiene la propiedad de tener una media igual a cero y una varianza
igual a 1, N(0,1).

Para obtener la funcion de distribucion de probabilidad, se tiene que p(7)=p(¢& )? , Y
n
considerando 7=0y &, =7,,, , la funcion de densidad de probabilidad finalmente resulta:
42
2 Ec. 121

P =— e
NsN 270

Distribucion no lineal

Cuando el oleaje se propaga en profundidades bajas o intermedias, o experimenta el fendmeno
de rotura, tiene un comportamiento que no puede ser descrito utilizando un modelo guassiano, pues la
superficie libre sufre alteraciones que lo alejan de dicho modelo. Para el estudio de estados de mar que
tienen estas caracteristicas existen las siguientes dos propuestas:

% Series tipo A de Gram-Charlier, desarrollada por Longuet-Higgins (1963) aplicando la

funcion de generacidon acumulada.

% Distribucion basada en un desarrollo de Stokes al segundo orden, desarrollada por Tayfun

(1980).
% Distribucion basada en un desarrollo de Stokes al tercer orden, desarrollada por Huang et al
(1983).
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1.4.2 Distribuciones de los desplazamientos maximos

Cartwright y Longuet-Higgins desarrollaron la siguiente expresion, basada en los trabajos de
Rice (1945), para determinar la funcién distribucion de probabilidad de los desplazamientos maximos o
crestas:

P(ﬂ)z\/;? gexp{—%(éj }+(1—52)1/2ﬂeXp(—%ﬂzj'.{‘;H e? dx Ec.1-22

172
o {1 B m; } (parametro de anchura espectral de cuarto orden) Ec. 1-23

Thoax Ec. 1-24

my momento de orden cero
m; momento de segundo orden

m, momento de cuarto orden

Para obtener la distribucion de desplazamientos minimos se requiere sumar 7 a cada fase del
modelo, logrando asi no afectar el caracter aleatorio y cambiar los signos de los valores de superficie
obtenidos en los maximos, esto implica que el resultado sera una funcion de probabilidad simétrica,

respecto al nivel medio, a la funcion de los desplazamientos maximos.

1.4.3 Distribuciones de altura de ola

Al igual que en el caso de la superficie libre del mar, para la definicidon del comportamiento de
la altura de ola por medio de una funcién de probabilidad deben aceptarse ciertas hipotesis que hagan
posible el desarrollo de dicha funcién. Es importante mencionar que las propuestas que existen no
aceptan todas las hipdtesis, pues algunas de ellas son mutuamente excluyentes, pero, en general, todas
ellas asumen que la distribucion del desplazamiento de la superficie libre es normal y que se trata de un

oleaje describe un espectro de banda estrecha (correspondiente a un oleaje de tipo Swell).

Por ejemplo, la distribucién tipo Rayleigh, propuesta por Cartwright y Longuet-Higgins (1956),

define la funcidn de probabilidad del valor de las alturas de ola de un estado de mar tipo Swell puro, y,
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basado en la existencia de una correlacion perfecta entre crestas y valles, establece que la altura de ola
es el doble del valor maximo (27, ), por lo que la probabilidad de que la altura de ola tome un valor

H/H,,,; (de manera adimensional) queda expresada como:

[ H J oA
pl— |=2—-¢ Ec. I-25

Propuesta por Carter (1986), existe una distribucidn de altura de ola que asume que los valores
de las crestas y los valles siguen una distribucion tipo Rayleigh y que entre ellas no existe correlacion
alguna, lo cual resulta acertado para estados de mar muy desordenados. Partiendo de la distribucion de
probabilidad conjunta de ambas variables, Carter define la distribucién de probabilidad de la altura de

ola como:

0w
p(H)—me 2ﬁe +\/;(?0—2]Erf(2\/;0] Ec. 1-26

donde la funcioén error, Erf, esta definida como:

2 %
Erf(X)=—7=|e" du Ec. 1-27
=71
para
uz% Ec. 1-28
Yo = 181 _182 Ec. I-29

donde B, y B> son las amplitudes de cresta y valle adimensionales, respectivamente.

Otra de las hipotesis existentes es que la correlacion entre crestas y valles es intermedia, lo que
implica que el valor de la misma toma un valor entre 1 y 0, y que su comportamiento esta definido por

una distribucion tipo Rayleigh bivariada, lo cual establece la propuesta hecha por Rice (1944).

En aguas someras, como se ha mencionado, el oleaje se aleja de un comportamiento normal y

estd determinado por la profundidad del fondo. Glukhovskiy realizé una modificacion a la distribucion
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tipo Rayleigh donde considera una profundidad finita, la cual afecta directamente el valor de las alturas

de ola obtenidas con su distribucion de probabilidad.

1.4.4 Distribuciones conjuntas de periodo y altura de ola

Existen fendmenos en que la variacion del periodo de la ola tiene una importancia significativa,
como es el caso del run-up o de la estabilidad de piezas en un rompeolas, por lo que la determinacion

de las distribuciones conjuntas de altura son de interés.

Si se considera una distribucion normal, un espectro de banda estrecha para el oleaje y la

asimetria en la distribucion de los periodos, se tiene la distribucion propuesta por Cavani€ et al:

372 RE)™ (s 20 s
ah —— ((rr—a)+ﬁa)
p(h,7)= ——e ¥ Ec. I-30
W 2re(l-eHTe
donde
H
h = — EC. 1'31
Ny
T
T,
2 |m
T,.=— -2 Ec.1-33
a\m,
_ T ) _
T=|— S16£095—>7 =1 Ec. I-34
C

1
a=5(1+\/1—82) Ec. 1-35

2
&

Ec.1-36

B =
1-¢°
Como se observa, la distribucion de Cavanié et al involucra el pardmetro de anchura espectral

de cuarto orden, ¢, el cual, al elevar a la cuarta potencia la funcion de densidad espectral, provoca que

cualquier error existente sea destacado, por lo que el uso de un parametro de menor orden resulta
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conveniente. La distribucion de Longuet-Higgins presenta un parametro de anchura espectral de

segundo orden, v, la cual puede escribirse de manera dimensional de la siguiente manera:
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1.4.5 Distribuciones de periodo de ola
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Pueden escribirse también distribuciones que modelen la probabilidad de que el periodo tome

ciertos valores sin involucrar la altura de ola. A partir de las distribuciones conjuntas de periodo y

altura de ola, se han hecho las siguientes propuestas:

Distribucion de Bretschneider (1959)
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Distribucion de Longuet-Higgins (1975)

22
v,

3/2
2[ VT +(T-T,,) ]

p(T) =

Distribucion Cavanié et al. (1976)

Distribucidon Longuet-Higgins (1983)
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