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PROLOGO

Cada vez es mas notable el avance que ha experimentado en las déca-
das recientes la tecnologia derivada del estudio tedrico-practico de la
Mecénica llevado a un nivel extraordinario debido a la posibilidad de uti-
lizar sistemas de computo para efectuar las operaciones numéricas que
de otra manera resultarian complicadas. Sin embargo es necesario reco-
nocer que los conceptos relativos a la dindmica de los cuerpos rigidos
son parte de los elementos en los que se ha basado principalmente dicho

avance.

El presente fasciculo pretende abarcar de una manera completa el anali-

sisde la

movimie

parte cinética del movimiento de los cuerpos rigidos dotados de
nto plano general utilizando el enfoque denominado de fuerzas.

y aceleraciones, o de ecuaciones de movimiento, el cual estd actual-
mente incluido en los programas vigentes de algunas materias basicas
en la formacién académica de los estudiantes de ingenieria.

La herramienta matematica utilizada para el desarrollo, tanto de la parte

tedrica c

bra Vect

Algunas
de la din
brede T
cuerpo r
de los 1

omo de los Ejemplos ilustrativos que se presentan es la de Alge-
orial, con la cual se supone que esta familiarizado el lector.

de las aportaciones que el autor ha hecho en el campo tedrico
amica se presenta por primera vez en este fasciculo con el nom-
eoremas de Orddfiez sobre cinética del movimiento plano de un
gido. Sus aplicaciones précticas se indican en el desarrollo de 4
8 Ejemplos ilustrativos incluidos, proponiéndose a través del

contexto 15 Problemas por resolver, de los cuales se incluyen sus res-

puestas

a continuacién del enunciado.

Al final del fasciculo se presenta también la bibliografia de la que se han

tomado

El autor
y eficaz

la Facult

algunas ideas para la proposicion de los Ejemplos y Problemas.

agradece cumplidamente el apoyo que de una manera continua
ha recibido de las autoridades universitarias, especialmente de
ad de Ingenieria para la elaboracién de éste y otros fasciculos

gue posteriormente serdn editados y que permitirdn a los profesores y

alumnos

de la Facultad disponer del material idéneo para el tratamiento

modernag de los temas de la Mecéanica Ingenieril.

Considerando que el material incluido puede presentar errores involun-
tarias y omisiones, el autor agradece anticipadamente la atencion de los

lectores

que se los indiquen, y asimismo espera las sugerencias que del

mismo le hagan llegar personalmente con el objeto de mejorar ediciones
posteriores.







11. DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE
LAS FUERZAS Y ACELERACIONES

11.1 INTRODUCCION

El problema fundamental de la dindmica del cuerpo rigido dotado de
movimiento plano general es el equivalente al que corresponde a la dina-
mica de la particula. Su planteamiento en forma general puede estable-
cerse como sigue:

Siendo conocidas: a) La posicion original de un cuerpo rigido en el ins-
tante t = O, b) las caracteristicas de las fuerzas exteriores ejercidas
sobre él durante el intervalo de tiempo bajo consideracién, y c) las res-
tricciones que le impone el medio que esta en contacto continuo con el
cuerpo en ese intervalo, el problema consiste en determinar la posicion
del cuerpo rigido al final del intervalo, o sea en el instante t = t.

Al respecto debe tomarse en cuenta que usando los conceptos cinema-
ticos correspondientes a la particula y al segmento de recta resulta evi-
dente que si se conoce la posicion inicial de un cuerpo rigido dotado de
movimiento plano general, su posicion al final del intervalo de tiempo
bajo consideracion puede determinarse conociendo la posicion final de
un punto cualquiera del cuerpo, por ejemplo, el centro de masa, C, asi
como el @ngulo total, ©, descrito por cualquier segmento de recta tra-
zado en el plano de movimiento, durante el intervalo.

PeYs)

Fig 11.1



En efecto, en la figura 11.1 se indica la posicién inicial de un cuerpo rigi-
do de planta rectangular, representado por el plano de movimiento,
donde se localizan los puntos A, B, C. Por sencillez, el origen fijo, O, se
hace coincidir con el centro de masa, C, siendo el sistema de referencia
el O,x,y, indicado.

En la misma figura se muestra la posicién final del cuerpo, donde las
posiciones de dichos puntos estan representadas por A’, B’, y C’, res-
pectivamente.

Puede verse que esta posicion final del cuerpo es posible determinarla a
partir de la posicién inicial si se conoce el vector?c, y el &ngulo total, 8,
que describié cualquier segmento de recta trazado en el plano de movi-
miento, durante el intervalo de tiempo considerado.

Desde_yn punto de vista completamente tedrico, para determinar el
vector r. se requeriria resolver 'as expresiones

U = J’EI dt + ¢, ceee A
— — —
y Y. = I Vo dt + C, e, M2

correspondientes a la cinematica de la particula.

Andlogamente, la obtencién del 4ngulo © requeriria resolver las ex-
presiones:

D’=j2dt+€§ TR
y ) =I w dt + Cy e MY

correspondientes a la cinematica del segmento e recta.

Por lo que, en conclusion, seria necesario conocer las funciones vecto-
riales 3, yeC. , en el intervalo, siendo la primera la torrespondiente a la
aceleracion del centro de masa, y la segunda la correspondiente a la
aceleracion angular del cuerpo rigido dctado de movimiento plano
general.

Los conceptos anteriores corresponden ai problema fundamenta! de la
dindmica del cuerpo rigido dotado de mevimiento plano general cuando
la trayectoria de C es una curva plana cualquiera.

Sin embargo, Unicamente se estudiaradn los casos en que la trayectoria
del centro de masa es una recta, yna circunferencia, o bien, un punto fijo.

2
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Para est
se trate

flexibles
sortes e

0s casos el problema se reduce en forma considerable, aunque
de un sistema de cuerpos rigidos unidos por medio de elementos
, inextensibles y de peso despreciable, o bien, por medio de re-
lasticos lineales, con tal de que cada uno de dichos cuerpos al

moverse adquiera un movimiento plano general o una d= sus versiones

particula

Bajo es
acostun
sino ma
mas imf
tema cq
angular
velocida
predeter

En este
tedricos

ares.

as condiciones limitativas el problema fundaimental ya no se
bra canalizar hacia la busqueda de la posiciér final del cuerpo,
s bien se enfoca hacia el calculo de los parémetros dindmicos
ortantes involucrados en el movimienty de los cuerpos del sis-
bmo son: la aceleracion del centro de masa, la aceleracion
del cuerpo, las fuerzas ejercidas en los elementos de unién, la
d adquirida, por el centro de masa al recorrer és:€ una distancia
minada, etc.

contexto se conocen clasicamente los tres dife-entes enfoques
que se indican a continuacion:

i) El método de las ecuaciones de movimiento, o de las fuerzas y acele-
raciones.
ii) El método del trabajo y energia.
iii) El método del impulso y la cantidad de movimientc.

Cabe m

encionar que en este fasciculo se estudiaréd exclusivamente el

primer método, ya que los dos ultimos son planteades en otro documento.

Enlos a

rticulos que se analizaradn se tratardn los conceptos relativos a la

Dindmica del Cuerpo Rigido dotado de movimiento plano general y con

las cara

cteristicas siguientes:

i) El cuerpo es simétrico con respecto al plano de movimiento, coinci-

dente con el plano de referencia x y, teniendo su origen, O, coinci-
dente con el centro de masa, C. (véase la figura 11.2).
z)
ii) El sistemma resultante general co-
rrespondiente al sistema de fuerzas o)
exterjores aplicadas al cyerpo rigido
se reguce a una fuerza R alojada en ﬁo*“c l

el plano de movimiento cuyo sopor-
te pasa por C, y a un par de fuerzas

aloja

Plano de
movimiento

do también en dicho plano.

Es decir, la reduccién candnica del sis-
tema def fuerzas exteriores aplicadas al
cuerpo da por resultado 4 Fig 11.2
R = R, 4+ RyJ veee WS
y Mo = Mc = Mc Rk U 1 4




Siendo Rx y Ry los valores algebraicos de las componentes de la fuer-
za R segun los ejes “'x"’, y "'y"’, respectivamente, y M, el valor alge-
braico del momento del sistema de fuerzas exteriores con respecto al

gje z que pasa por C.

iir) En el instante bajo consideracion, la velocidad angular del cuerpo, e,
estaria representada en una figura tridimensional por un vector para-
lelo al eje z (figura 1 1.2) siendo su expresion:

W o= w k vees LW

donde w = valor algebraico de la velocidad angular de cualquier
segmento de recta alojado en el plano de movimiento.

) Ané/ogamenre en el mismo instante, la aceleracion angular del cuer-
po, & , estaria representada en una figura tridimensional por un
vector paralelo al efe z (figura 11.2), siendo su expresion.

= = K K cee. .8

donde o< = valor algebraico de la aceleracion angular de cualquier
segmento de recta alojado en el plano de movimiento.

Con el objeto de simplificar la representaciéon grafica, se acostumbra
indicar solamente el plano de mcvimiento del cuerpo mostrando en él Ia
fuerza R pasando por C, mientras que las cantidades M = M w y o<
se representan por medio de arcos de circunferencia con el senttdo arbi-
trariamente asignado en cada discusién tedrica o practica (figura 11.3).

0}
o4

(o X2)

—

Mo

|
-]

A

x

Fig 11.3 Fig 11.4

De acuerdo con los conceplos de Estatica, el sistema resultante general
correspondiente al sistema de fuerzas aplicadas al cuerpo rigido se re-
duce entonces a una fuerza Unica, R, alojada en el plano de movimiento
xy, pasando por un punto L situado a la minima distancia del origen, de
manera que la expresion que define el vector de posicién, OL, de dicho
punto es

4



En efecto, por definicion:

—

Me =% xR
Luego: R x Me = Rx(\’ «R)=-(R- \’L)R +(R‘)Y

-

]

y coma

,_-f

para el punto L, tal que R -'r.L =0
Véase la figura 11.4.

11.2 METODO DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO O DE LAS
FUERZAS Y ACELERACIONES

Con este método se tratan de obtener, esencialmente, los dos pardme-
tros cinematicos ac, yoc los cuales quedaran involucrados en las ex-
presiones que se resumirdn posteriormente. Una deellasesla(11.10)y
las otras se deducirdn a continuacién tomando como base la ecuacién
{11.11) que se obtuvieron a partir del andlisis de los sistemas de par-
ticulas asi como de la condicién de identidad entre el sistema de las fuer-
zas exteriores aplicadas al cuerpo rigido y el sistema de fuerzas efectivas
correspondiente a las particulas del cuerpo.

MQ‘; R [ A 1)
MA- ﬁ* te e “o \
Es necesario hacer notar que la ecuacién 11.11 es vélida, exclusiva-

mente, para los tres casos siguientes, en lo que corresponde a la locali-
zacion del purito arbitrario A.

i) Si A es un punto fjjo, tal como resulta ser el centro instantdneo de
rotacion en un movimiento plano general.

ii) Si A coincide con el centro de masa C.

iii) Silg velocidad de A es paralela a la velocidad del centro de masa.
Como se vera posteriormente en este mismo fasciculo el término [] A Se
puede expresar en funcién des< , o de &< vy a , de modo que las expre-
siones L1 1. 10) y las basadas en (11.11) permmrén calcular conjunta-
mente @,y ok .

Sin embargo se debe aclarar que aunque puede escribirse una ecuacion
5




del tipo (11.11) para cada uno de los tres puntos indicados anterior-
mente, esto no significa que dichas ecuaciones sean matematicamente
independientes ™. La realidad es que solo una de ellas lo es. Las demas
son formas alternativas que podran usarse dependiendo de las condicio-
nes particulares del problema bajo consideracion, para resolver éste mas
facilmente, o bien para comprobar los resultados.

También se deducirdn dos ecuaciones alternativas con las anteriormente
mencionadas, 1as cuales se refieren ya sea a un punto con aceleracion
nula {como lo es el centro instantdneo de aceleracidon cero en un movi-
miento planc general), 0 a un punto Q cuya aceleracion es un vector
paralelo al vecior QC.

Estas dos ecuaciones no se obtendran a partir de la ecuacién (11.11),
sino de la condicién de identidad entre el sistema de fuerzas exteriores
aplicadas al cuerpo rigido y el sisterna de fuerzas efectivas correspon-
dientes a las particulas del cuerpo.

Desde el punto de vista dindmico conviene aclarar que la ecuaciéon
(11.10) involucra el efecto que en el movimiento del cuerpo tiene el
vector equipolente de la fuerza Unica que equivale al sistema de fuerzas
exteriores aplicadas al cuerpo; es decir el efecto debido a la magnitud y
direccion de dicha fuerza; mientras que la ecuacion (11.11) al involu-
crar el momento de las fuerzas exteriores toma en cuenta el efecto de la
posicién relativa de la linea de accién de dicha fuerza Gnica con re-
lacion al cuerpo.

Las ecuaciones que se deducirdn involucran los tres conceptos si-
guientes:

a) El momento de las fuerzas exteriores con respecto a gjes que siendo
perpendiculares al plano de movimiento pasan por alguno de los
puntos particulares mencionados antes.

b) Una cantidad denominada momento de inercia de la masa del cuer-
po, con respecto a cada uno de dichos ejes, la cual indica en forma
cuantitativa la medida de la resistencia que opone el cuerpo a dejarse
acelerar angularmente alrededor de alguno de dichos egjes, bajo el
efecto del momento de las fuerzas exteriores, y

c¢) La aceleracidn angular del cuerpo.

Considérese primero el ‘caso en que A sea un punto fijo en un instante
determinado; es decir, queg sea coincidente con el centro instantaneo de
rotacion, i, tal queVi = 0. Sea_P una particula situada en el plano de
movimiento, dm su masa, Yy V su velocidad en dicho instante. (Fi-
gura 11.5).

* Véase la demostracion en el ejemplo 11.4.

(S



Sea ,3: el vector de posicién de dicha particula con respecto al centro ins-
tantaneo de rotacion, i.

De acuerdo con la definicion de mo-
mentum angular, resulta:

dH; = F xVdm =
:Ex(@vf)dm T 1N kA
‘A

V=b‘xﬁi

\
Desarrollando el doble producto vec-
torial; |

IR [0S (7B Jdm vy PO

Como W es un vector perpendicular al plano de movimiento donde se
. - . .

localiza el vector £, @+ W = 0, por lo que la ecuacién anterior se re-

ducea: |

dH = W b dm BURNTRT

|ntegran¢io para obtener el momentum angular de todo el cuerpo rigido,
resulta: |

H: -fu'f f"dm e e S

-
y puesto que dJ es la misma para todos los vectores f, en el instante bajo
consideracion, se obtiene:

—

H;, = ) ff; dwm NPT | N 14

La cantidad r 2-5 dm representa el momento de inercia de la masa del
cuerpo con respecto a un eje que pasa por i y es perpendicular al plano
de movimiento.

L2 M T°, y cuya magnitud depende de la posicion relativa de las particu-

Como putde verse, esta es una cantidad escalar cuyas dimensiones son
las del cu

rpo con relacidn al eje mencionado.

Se representaré con el simbolo [, correspondiendo el subindice al punto
por donde pasa el eje; es decir, por convencion-

I, = j A e LY

Sustituyendo (11.17)en (11.16) resulta:

H, = w I, veen M08

&



Asi, al tomar en cuenta lo que establece la ecuacion 11.11; se tiene que:

— ? —
M. = H‘: = L Ij. iee. WL 18

&

ya que @ es un vector que no cambia de direccion.

Ahora, se analizard en forma analoga el caso eri que el punto A coincide
con el centro de masa C, del cuerpo

Sea ¢, el vecior de posicion_ de una pariicula P, de masa dm, con res-
pecto a C, cuya velocidad es V. (Figura 11.6).

Fig 11.6

El momentum angular de la particula P con respecto a C resulta:

—

dH‘ = P‘_x'U'dm Ceeew o0
— —p —_— =
Como 7V =V +wxhfe eeee llL2]

al sustituir 11.21 en 11.20 resulla:

dHe= P x (W + T s e )dm

Jil-:=?:t‘t_f‘ dm +F;x(3:«?’:)3m eeee M
Asi:

He = IP: xVdm *J?:x(mxﬂ)clm e .23

Como VC es la misma para todos los lérminos de la primera integral, la
ecuacién anterior puede expresarse cComo:

e =[ I?:dm] VL, 5?:4;:&;‘““ R



De acJ
ticulas

-
res /.
cién an

Al desa

resulta;

—

fe

y comg

Sustitu

ya que

derado.

Sea

erdo con la definicion de centro de masa de un sistema de par-
resulta evidente que (P dwm = ( cc )M = O ya que los vecto-

tienen por origen precisamente dicho punto; por lo tanto la ecua-
terior se reduce a:

He = I?: x (T x P ) dm ceen 28

rrollar el doble producto vectorial de los términos delintegrando,

2 (T2 )dm =] F w - (P-W) P Jdm ...tz
(f? w ) = 0 Yyaque son veclores perpendiculares:

T:"(Bx.?:)dm=fcm dm ceel LY
yendo (11.27)en (11.25), se liene:
m; [a r: Jm = \_»‘ fe‘tdm cees 1. 28

U - . .
w es la misma para todos los vectores /. en el instante consi-

Ic =jf:4m ee 129

el momento de inercia de la masa del cuerpo con respectd a un eje per-
pendicular al plano de movimiento que pasa por el centro de masa, C.

Sustituyendo (11.29) en (11.28), resulta:

Por lo g

—

e T ;B IC reses 130

ue, de acuerdo con la ecuacion (11.11) resulta para éste caso:

Me = Re = < I ees N3}

Por ultimo se analizard el caso en que el punto A sea un punto cuya ve-

locidad

sea paralela a la del centro de masa, C.

Llamernos L a dicho punto (figura 11 VB!




De acuerdo con los conceptos de la
cinematica del cuerpo rigido dotado
de un movimiento plapo general, en
este caso el vector LC resulta obh-
gadamente perpendicular a V
decir:

L_c.-‘V; =20 vees 1132

Siguiendo una secuela anéloga a los
dos casos anteriores se obtiene:

dF’T:-ﬁ.xFJm eee o LY
De acuerdo con la figura 11.7:

— — —
f= ve +Fe ceee WL3Y

y, por otro lado:

—

- —
Vo= Ve Wy ce.. L3S

Sustituyendo (11.34) y (11.35) en (11.33), resulta:

dA = (T +7)x (& + W« F, ) dm
Jﬁ: = Ec.x.ﬁ: Jm + E xGU. X?:)Jm*?:&'\—rzclm* Ex(\'ﬁx?:)ém

aeee ll.‘éc
Luego:
ﬁ;.Ian'r:am JERICERSL +f?;n‘r:a.\+['f:,@‘m,m
e WY

Tomando en cuenta que LC Y V son los mnsmos para todos los térmi-
nos de las integrales donde mtervnenen y que & » 7 = 0, la ecuacién
anterior se puede escribir como:

R T R R ERY Y [ 31 P
seee Il.28

Como la integral del Gltimo término de la ecuacién anterior es I, (ecua-
cién 11.29),y j' P dmaso vy S dwm = M, la expresién se reduce a:

Ho=(T WM+ W Ie e W29
10



o bien,

—-—

Hy

tomando en cuenta la ecuacion (11.30), resulta:

(VW )m+ e * R

Derivando la ecuacion (11.39) con respecto al tiempo, resulta:

[}

T [Fa@ s g (@XM T T ww

Segun el teorema omega (Relacion de Poisson):

d(12) « Wxie NIRRT

d¢
Sustituyendo (11.42)en(11.41), se obtiene:

M=z« + (TXE), W I M+ ool nys
Desarrallando el doble producto vectorial indicado:

A sl v (W W) -(2-W)T]M+X L.
ycomo W -Ve =o ytambién i< -V =0 en definitiva:

'R’(Exa)M-&z I ceu. LYY
Por lo tanto, al considerar lo que indica la ecuacién (11.11), resulta:

. <* - — -

M= H =(Zxa)m+ XTI oo WLYS

Ahora se deducirdn otras dos ecuaciones de movimiento alternativas de

las expr
dicién ¢
cuerpo

esiones (11.19),(11.31) y (11.45) usando como base la con-
de identidad entre el sistema de fuerzas exteriores aplicadas al
rigido y el de las fuerzas efectivas de sus particulas.

Antes de ello conviene aclarar que a partir de la segunda ley de Newton

sobre 3

aun e

particula, cuya expresion es:

Fmwmo NRT;

el caso en que el cuerpo rigido tenga un movimiento general, siendo dicha

* Enel }jemplo 11.4 se demuestra que esta expresion es vélida para cualquier punto, A,

expre

ion el caso particular, correspondiente al cuerpo rigido.

n




si Ja masa de la particula diferencial es dm y tiene en el instante consi-
derado una aceleracion 3, la fuerza efectiva correspondiente resulta
dada por la expresion

dF = & dm cve. VLYY

En caso de que la aceleracion tenga varias componentes, al multiplicar
cada una de estas por dm se obtendran las respectivas componentes de
la fuerza efectiva.

Considérese ahora la figura 11.8 donde I representa el centro instanta-
neo de a_celeracj_gn cero y P es una particula situada en el plano de movi-
miento, siendo Q¢ su vector de posicion con respecto a L.

Las dos componentes intrinsecas de
la aceleracién de P son:

'a..p,r = <P RURRTRT
y @p, = ~w?fy ceer NLYY f

Multiplicando por dm estos vectores
se obtienen las respectivas compo-
nentes de la fuerza efectiva de la
particula, las cuales se indican en la
figura 11.8.

Usando la nomenclatura convencio-
nal de Estalica, el momento de la
fuerza efectiva de la particula con
respecto al eje que pasa por | resulta
dado por:

d My '[?; (B ?:. ® (‘N‘E.).I dm ... N80

Como el Ultimo término de la ecuacion anterior es nulo, ya que es el pro-
ducto vectorial de dos vectores paralelos, la ecuacion se reduce a:

dTA’,:’f;,‘(&’x?:)dm BRI

Fig 11.8

Desarrollando el doble producto veclorial, resulta:
— T == 2" —- oy
th'[ ?‘°(- ‘(fx'*)ex]dm
pero P; & =p por servectores perpendicualres,
—

Luego: d M, = (’: < dm w82



Al integr
el mome

ar para considerar todas las particulas del cuerpo, e igualar con
nto de las fuerzas exteriores resulta:

M, = Sf:;z L1183

. — .
y como o£ es la misma para todos los veclores ,-‘,’ , se liene:

Mp = & “:‘ dwn en. LSY -

La cantidad fz’fdm representa el momento de inercia de la masa del
cuerpo con respecto a un eje perpendicular al plano de movimiento que:

pasa por |.
Sea I, = g by dm coen lSS
Sustituyando (11.55) en (11.54), se obliene en definitiva:

My = X I, ceee NSC

De manera anéloga al caso anterior considérese ahora la figura 11.9
donde_. Q|representa un punto del plano de movimiento, cuya acelera-

cién, dg

, esta localizada a lo largo del vector QC.

De acuerdo con la cinematica del
cuerpo rigido dotado de movimiento

plano general, si P es una particula

de masa
movimie
vector d

punto Q, su aceleracién resulla
dada por

5._;.-. ELQ + % %

Al multiplicar cada una de estas tres
componentes de la aceleracion por

dm, se

dm situada en el plano de
Eto del cuerpo y 7{, es su
posicién con respecto al

eees 11.S?

obtienen las respectivas

componegntes de la fuerza efectiva
de la particula, las cuales se indican Fig 11.9
enlafigura 11.9.

Considerando los momentos de estas componentes con respecto al eje

perpend

icular al plano de movimiento que pasa por Q, integrando e

igualando con los momentos de las fuerzas exteriores, resulta:

MQ'S

-l:-’\a_; dm +j?: * (sz:)dm +fp: v.(-w‘ F;).. .. 11.§8
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Como el término P w? f ) =0 ya que es el producto vectorial de
dos veclores paralelos y 30 es la misma para todos los términos de la in-
tegral del primer término del segundo miembro, la ecuacion anterior se
puede escribir como:

—

- [qudm] x @y t 5?. $ () dm oo
Segun la definicion de centro de masa de un sistema de particulas

S?;dm = Qc M v .60

y al desarrollarse el doble producto veclorial de los términos del inte-
grando f, x (X« ?: ) dw , resulta

Fa(Ex T Vdm o[ 023 -(F-3)F, Jdm

Como P ‘XL =0 por ser vectores perpendiculares, la expresidon ante-
rior se reduce a:

P alZx B )dm = X dm TR
Sustituyendo (11.60) y(11.61) en (11.59), resulta:

FK;=5<°.M,(E; *yf:;dm e M.62

Puesto que ac M X aQ = 0 ya que es el producto vectorial de dos vecto-
res paralelos, yo& es la misma para lodos los términos de la integral,
resulta:

Mg = < { e: dm vee. W63

j { 2 dm representa el momento de inercia de la masa del cuerpo con
respecto a un eje perpendicular al plano de movimento que pasa por Q.

Sea IQ = ff: 'c‘m eee. N.6Y

Sustituyendo (11.64) en (1 1.63) se obtiene, finalmente

Mq = X Ig cee. 168
14



11.21

A contin

se usara

RESUMEN DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO CORRES-
PONDIENTES A UN CUERPO RIGIDO DOTADO DE MOVI-
MIENTO PLANO GENERAL

ﬁacnén se presenta el resumen de dichas ecuaciones las cuales

para resolver los problemas dindmicos respectivos.
E{ﬁ M a cee s MLV0
Wj_= I‘; ....“k.l‘l
M, =F.& SRR TR
M.~ (Z )M+ I < U TR
M; = 1, RT3
M, = I< oGS

En estas expresiones los subindices i, C, L, | y Q representan puntos
situadog en el plano de movimiento del cuerpo, pasando por cuatro de
ellos losiejes a los que se refieren los momentos de inercia respectivos.

Esos puntos son:

centro instantdneo de rotacion (V; = Q)

centro de masa_del cuerpo

punto tal que V,_ 1 V

centro instantdneo de aceleracion cero (a, O)
punto tal que ao queda situado a lo largo de ac.’

Q~r~0O -~
[

En la aplicacién practica de esas ecuaciones se convendra en considerar

que el

plano de movimiento del cuerpo rigido se localiza en el plano

coordenado. de referencia xy, por lo cual dichas ecuaciones equivalen a
las S|guantes expresiones escalares, (exceptuando la ecuacion 11.70).

R, = Ma, cee . 11,66
RS s Mo, ceee Ho6%
M, =T, < R (Y1
M‘ = I“ = I‘K #.vbo‘lo‘ﬁ
e — . -—
M, = (Era_)m+1 ool Il¥0
* El primer teorema de Ordonie/, que se demuestra posteriormente, indica que el centro
instanladneo de rotacion, i, s un punto cuya aceleracion, en cualquier instante presenta

esta caracleristica.

15




— -
(Al aplicar esta ecuacion, los vectores LC y ac deben expresarse en
forma bindmica cartesiana segun cada caso particular).

M = II < cees VLYY
Mq = IQ_& R (S X4

Recuérdese que de la lista anterior, las ecuaciones 11.66y 11.67, vy
solamente una de las que le siguen son independientes, de modo que,
segun las condiciones de cada problema bajo consideracion se usara la
que permita resolverlo con mayor facilidad, utilizando el reslo de esas
ecuaciones para comprobar los resullados, si asi se desea.

Antes de proceder a aplicar esas ecuaciones en la solucion de ejemplos
de problemas ilustralivos se expondran los conceptos basicos relaciona-
dos con el momento de inercia de la masa de cuerpos sélidos homogé-
neos que sean simélricos con respecto al plano de movimiento.

11.2.2 MOMENTO DE INERCIA DE LA MASA DE UN CUERPO CON
RESPECTO A UN EJE

El concepto de momento de inercia de la masa de un cuerpo con respec-
to a uno de los ejes mencionados anteriormente presenta dos aspeclos
fundamentales; el primero se refiere a su significado fisico, y el segundo
a su definicién matematica.

El significado fisico es facilmente comprensible si consideramos las
ecuaciones (11.19), (11.31), (11.56) y (11.65), a partir de las cua-
les, al despejar el parametro & que corresponde a la aceleracion angular
del cuerpo rigido se obtiene una expresion de la forma:

—

<=M L .
I (143

correspondiendo el subindice * a alguno de los puntos especiales men-
cionados anteriormente, por los que pasa el eje respectivo.

Esta ecuacion presenta la misma forma de la que se obtiene al despejar,
de la expresidon correspondiente a la segunda ley de Newton para el
movimiento de una particula, la aceleracién 3, es decir resulta analoga a:

—

a = _E. eee. WY
™M

Asi, mientras esta ecuacién indica en forma matematica que la masa de
la particula es la medida cuantitativa de su inercia; o sea de /a resistencia
?ue la particula ofrece a dejarse acelerar linealmente bajo la accion de la
uerza F, la ecuacion 11.73 indica, andlogamente, que el momento de
inercia de la masa de un cuerpo rigido dotado de movimiento plano ge-
neral con respecto a un eje que siendo, perpendicular al plano. de movi-
miento pasa por alguno de los puntos i, C, I, 6 Q, es /a medida cuantita-

18
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tiva de /g resistencia que el cuerpo ofrece a dejarse acelerar angular-
mente alrededor de dicho eje bajo el efecto del momento que producen
las fuerzas exteriores con respecto a dicho eje.

La definigdidn matematica del momento de inercia de la masa de un cuer-
po con respecto a cualquier eje, tal como el eje x de la fig. 11.10 esté

dada por

a expresion
-[x = I Padm ve.. M.¥S

x

donde 7, representa la distancia en-
tre el elemento de masa dm, y el gje;

es decir,

de los productos de la masa de cada
una de las particulas del cuerpo por
el cuadrado de la distancia a di-

cho eje.

Andlogamente con respecto a los

YN

ejes’’y
rrespond

I, - I
I, =
Usando

00

y 'yll

dicha cantidad es la suma

y '‘z"’, las expresiones co-
entes son:

r: R TR 13

3
f’e dm ... W¥E / y

¥

Fig 11.10

a relacidbn geométrica existente entre las coordenadas ‘‘x’’,
z'' de la particula Py las distancias 7, 7,, /%, las tres ecuacio-

nes anteriores también se pueden expresar como sigue:

=5f:c‘m= S(s‘n’)ém ce.. 138
=I f’;‘]m =f(x’+‘gz) dm KPR 10.%9
.-.j P’ dm =f (x%+9%) dm ... ll.80

Como puede deducirse facilmente de las expresiones anteriores el mo-

mento gie
dimensio

O,

inercia de la masa de un cuerpo es una cantidad escalar cuyas
nes son:

= *mTe .. 1.8l
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Otra de las caracteristicas propias del momento de inercia de la masa de
un cuerpo es que resulta una cantidad positiva cuyo valor numérico
depende principalmente, de la posicidn relativa de sus particulas con
respecto al eje bajo consideracién, ya que las particulas mas alejadas de
dicho eje contribuyen en forma mas significativa que las mas cercanas,
debido a que en su célculo interviene el cuadrado de la distancia entre
cada particula'y el eje”.

Otro de los conceptos relacionados con el momento de inercia de la
masa de un cuerpo es.el de radio de giro con respecto al eje bajo consi-
deracion.

Con relacién a este concepto se presentan también dos aspectos; su
definicién matematica, y su significado fisico.

La definicion matematica es como sigue:

1

Si se designa por ky al radio de giro de la masa del cuerpo con respecto
al eje x, su expresion correspondiente es:

Ky = ,I; cews 11.82
M

donde I, = momento de inercia de la masa del cuerpo con respecto
aleje''x"',y
M = masa total del cuerpo.

La ecuacidn anterior equivale a la siguiente:

I, =K, ™M eeo- 1183

x

En cuanto a su significado fisico, éste puede deducirse de la ecuacion
anterior, de modo que puede interpretarse como aquella distancia a /a
que, con respecto al eje considerado, puede suponerse concentrada
la masa del cuerpo, de tal manera que en estas condiciones ofrece la
misma resistencia a dejarse acelerar angularmente bajo el efecto del
momento de las fuerzas exteriores aplicadas, que la que ofrece bajo su
forma real.

3

Por esta razén también se le dengynina segundo momento de la masa del cuerpo con
respecto al eje bajo consideracion.

18



a) Tedrema de Steinner o de los ejes paralelos. Este teorema sirve prac-

tica
po

mente para obtener el momento de inercia de la masa de un cuer-
con respecto a un eje cualquiera, z', cuando se conoce el

momento de inercia del cuerpo con respecto a un eje z paralelo al
mencionado, y que pase por el centro de masa del cuerpo*

Con regpecto a lo que se indica en la figura 11.11, el teorema indica que:

Siendo
Yy

I,=1I.*+md’ een IhBY

M
d

masa del cuerpo
distancia entre los ejes paralelos

La demostracion de este teorema se

hard tgmando como base la figu- z

ral11.
cuerpo

cartesianoso x' y' 2’y Cx vy z, sien-

doelo
tament
cuerpo

Como

de momento de inercia de la masa

de un
cuadra
particu
consid
para la
nes so

Por defi

En la fig

Luego:

* Tamb
teoret

11 en la cual se indica un z
rigido referido a los sistemas d dm

o

igen de este Ultimo, supues- c
e, el centro de masa del

<V

en la definicion matgmatica M ~—~——1

cuerpo queda involucrado el
do de la distancia entre cada
a del cuerpo y el eje bajo .
racion, se pueden utilizar 0 o
demostracién Ias proyeccio- c'
re el plano x y de los vec- .

(5% Ias cuales se 2
n por 2 y 5 respec-

te. Figura 11°11. F Fig 11.11

<

nicién tenemos que:
P: dm ce.. .8

= *d o... l.8¢C
f o

jura 11.11 se observa que:

F=cc+T BT

e =(P)(P) = (3+ ) (6T + B)

i 4
f’t (oc z*? +2f -ec e .88

ién se puede usar en_orden inverso; es decir, a partir del conocimiento de L, el
ma sirve para calcular
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Pero  (o0'c)? =d? NNTRY

siendo d la distancia entre los ejes paralelos z' v z.

Sustituyendo (11.89) en (11.88) se obtiene:
e P 4 P e 2P .o
P.=d*+ f‘ +2 f' o'¢' ... .90

Sustituyendo (11.83)en (11.79) resulta:
Ie' = fdldm . ff: dm + )'(2 -f:. ;‘?‘)Jm ceee WU

Como las cantidades d2 y O'C’ son las mismas para todos los términos
de las integrales que las contienen, la expresiéon anterior puede escri-
birse como:

I!. = dz'jdm +IP:JM + Z[J’F:ij.(o'.;) ... 192

Como S dm = W ; ; f:dm = T! y de acuerdo con la definicién

- .
de centro de masa j f§ dm =0 , resulta finaimente:

It. = Mmd? +T.é L2G.0.

TABLA DE MOMENTOS DE INERCIA DE LA MASA DE ALGUNOS
SOLIDOS HOMOGENEOS DE FORMA GEOMETRICA SIMPLE

CILINDRO CIRCULAR
RECTO MACIZO

— 1
k V=TRH , Ig= MR?

\
\
|
|
/
/
ol
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CILINDRO CIRCULAR
RECTO HUECO

Z§ R

'6 !jE* V= TH[R-r] , i‘ =.h7(‘.\.(n‘+r‘)

/’r--"“\ %

i f— :s,] N ]

CILINDRO CIRCULAR RECTO
DE PARED DELGADA

R | _I_Q_-’O

C
"'

—

]

ESFERA MACIZA

U

= 2MRHe T.= MR?

X

w
M rojx

/;tL\ Vs 4R ‘f,f'f,-f.-gma‘
Rl

cSFERA-HUECA

2
m (R3-y? T =T =T E_f
1 — Veym(R-r?) IL-I-T,=2zm R
R
1 (o
y
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ESFERA DE PARED DELGADA

Z!
e—0
T Vs X
R 4
o \ o
C J/
\ J 7
N 7 — —
V= yTR*e I,,‘I\fi;:%'fl\nz

BARRA PRISMATICA DELGADA

<V

Ix' =’Ial = M—L}

<y

Cuando se trata de calcular, con respecto a un eje dado, el momento de
inercia de un cuerpo sélido homogéneo formado por dos 0 méas cuerpos
de forma geométrica simple, conviene primero suponer descompuesto
el sélido en elementos simples y obtener el momento de inercia como la
suma de los momentos de inercia de los cuerpos simples, empleando
para el célculo de cada uno de estos los resultados que indica la tabia
anterior y, si es necesario, el teorema de Steinner.

Los ejemplos que siguen ilustran la aplicacion numérica de estos con-
ceptos.

Ejemplo 117.17. Enlafigura 11.12, se indica una barra delgada homo-
génea, OA, de 2 m de longitud y 10 N de peso, que esté rigidamente
unida aun disco homogéneo, B, de 1 m deradioy 20 N de peso. Hallar
el momento de inercia de la masa del sistema, con respecto a un eje
perpendicular al plano de la figura y que pasa por O.

1 Fig 11.12
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Solucién)

Considérese descompuesto el sistema en dos cuerpos rigidos homogé-
neos de forma geométrica simple, la barra delgada OA, v el disco B.

Con fineg de identificacién se denominar4 a la barra como elemento 1, y
al disco como elemento 2, siendo C; y C, sus centros de masa res-
pectivos. '

Asi:
I,=I,+T, (1)

De acuendo con la tabla anterior se puede calcular directamente L,
como sigue:

= 2 . - m?
I, = MY --:l;(q..l.oé)(z) = L.23cosY Kgem (2)

Para el cdlculo de I, usamos el teorema de Steinner el cual indica que:
I,=T,+ M.ds ()
A partir de la tabla anterior,resulta:

e (24)00 ()

osea: |[I.= 28 (0.5+9) = 19.38%3¢ Kg-m? (v)
1.8

Sustituyendo (2) y (4) en (1), se obtiene:
I .= 20.3183 Kg-m?

Ejemplo 11.2. Unarueda homogénea de madera, de cuatro rayos tiene
las dimengiones indicadas en la figura 11.13, considerando los rayos de
la rueda como barras delgadas de 2.5 cm de radio:

a) Hallar el momento de inercia de la rueda con respecto al eje cen-
troidal|z’z, si el peso especifico de la madera es‘de 0.0008 N/cm3
b) Calcular el radio de giro correspondiente.

FRENTE ng".13 ﬂ.n RTE
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Solucion.

a) Considérese la rueda formada por los seis elementos simples indi-
cados en la figura anterior, los cuales se han numerado con fines de
identificacién, como sigue:

Elemento 1 = '‘pifia’’ delarueda..
Elemento 2 cubo de la rueda.
Elementos del 3 al 6 rayos de la rueda.

Asi, resulta:
I,=T,+I * NI, )

La masa de cada elemento es:

M, = T (3s*-30%) 20 (o_._ana.s = 1.6669c3S Ky
9.9
My =T (:o‘-s‘) 20 (o...gq.os) = 0.38Y685 kq
Q.8 y
- 2 -
M, = [ (2.5)" 20 (a“.egeﬁ) = o0.03205% kg

Para el célculo de I; eI, se usan los resultados de la tabla, correspon-
dientes a un cilindro circular recto hueco.

T,= Lbsay (0.362+0.30") = 0. ¥ 1S kgewm?  (2)
2

I,= e.aeuues (0.10% +0.05%) = 0.002404 kgewm? (3)
2

Para los rayos se emplea el teorema de Steinner.

I, =T+ Mad; = m:'qzas.l (0.20)* 4 0.63205% (0.20)*
osea: . I,=0.0013891 ky+m® «)

Sustituyendo (2), (3), y (4) en (1), resulta:

I,= o.1850%¢ kg'm?
b) Como la masa total de la rueda es:

M= NM+M, + Y M, =2.179883 kg

el radio de giro centroidal correspondiente al eje z'z resulta de:

X, = ’ T = lo..LBSPJ.(-.. = 0.2913 ¥9 w
! Tk 2439883
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Ejemplo 11.3. Tomando como base la condicién de identidad entre el
ot . . P .

sistemd de fuerzas exteriores aplicadas a un cuerpo rigido y el sistema de
fuerzas|efectivas correspondiente, demostrar la ecuacion 11.31, la cual
indica que:

— —

Mc = X I;

Solucid

IS

Diagrama dindmico

Fig 11.15

de masa, P es una particula de masa dm localizada en dicho
U vy & son la velocidad angular y la aceleracidn angular, respecti-
, del cuerpo en el instante considerado.

erdo con los conceptos cinematicos, al tomar como base el
centro de masa, C, la aceleracién de la particula P est4 dada por la ex-
presién;

—

f.

En la figura 11.14 se muestran cada uno de los vectores del segundo
miembro de la ecuacidn anterior, los cuales corresponden a las compo-
nentes de la aceleracién de la particula.

a.‘,=c_f+_o'zx?:.— w? (1)

<

En la figura 11.15 se indican las componentes diferenciales de la fuerza
efectivg de la particula, las cuales se obtienen al multiplicar por dm la
componente de aceleracidn respectiva. .

De acuerdo con la condicidén de identidad entre el sistema de fuerzas
25



exteriores aplicadas a un cuerpo rigido y al de las fuerzas efectivas co-
rrespondiente, al tomar momentos con respecto al centro de masa, C,
se puede escribir:

= j?:xz‘dm 4;‘.’;:&.(5:%—6)&'“ *I-P:i(-w"?:)clm (z) |

Observando que la ultima integral resulta nula, ya que cada uno de los
términos del mtegrando es el producto vectorial de vectores paralelos, y
que la integral f(’; x(eX x 7) dm se reduce a jfc &< dm, ya que al
desarrollar el doble producto vectorial el término 7, * & = 0, por ser és-
tos vectores perpendiculares, la expresion (2) se reduce a:

=5?:,a:am+;rj;:am ()

Puesto que el vector ac es comun a todos los términos de la primera in-
tegral, y & lo es también para todos los términos de la segunda integral,
resulta:

"-}‘:'[S.{-’:dm]xa‘i-ajf:&m )

Como segun la definicidn de centro de masa j 7 dm = 0, y ademas

f (' dm = I, representando esta cantidad el momenlo deinerciadela
masa del cuerpo con respecto a un eje perpendicular al plano de movi-
miento y que pasa por C, se obtiene finalmente:

—

——
M = & I‘_ LQ@QO.

Ejemplo _11.4. Demostrar que para un cuerpo rigido dotado de un
movimiento general, su momentum angular con respecto a un punto
cualquiera, A, esta dado por la expresion.

T-I:=H.+M(Rx-\z) ()

siendo HC su momentum angular con respecto al centro de masa, y Vc
la velocidad lineal de dicho centro en el instante considerado.

La expresion (1) sefiala que las cantidades ﬁA y I'—Tc no son indepen-
dientes.

Solucion.

Considérese la figura 11.16 en la
que se indica un cuerpo rigido dota-
do, supuestamente de un movi-
miento general, referido a un sistema
cartesiano en reposo, o xy z. Cesel
centro de masa del cuerpo, A es un
punto cualquiera del mismo, y P es ,
una particula de masa dm. /’-’ Fig 11.16
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Sea (el yector de posicién de P con respecto a A, y ' el vector de posi-
cién de B con respectoa C.

Por definjcién de momentum angular tenemos que:

d.ﬂ’k = —f. AR TIF dm (2)
Enlafigura 11 16 se observa que:

=5 + P, (3)
Yy, por otra parte, de acuerdo con la cinemética:

1~ ~— — >

Vo= Vo twox T (v)

siendo «}ila velocidad angular del cuerpo rigido en el instante consi-
derado.

Sustituygndo (3) y (4) en (2), resulta:
dH = (R + )« (W + BT ) dm
dﬁl‘ K xVe dm +AC % (31?:)&:1 + T’:ﬂr'., dm +’E§(U;E)Jm (57

Por lo que integrando para calcular el momentum angular de todo el
cuerpo, ge obtiene:

‘i.ejrz.rr; dm 4[“&-(3*?:)c’vn+fz;idm *jﬁ‘(m?:)a.. (6)

— - -
Considerando que las cantidades AC, V_y w'son comunes a todos los
términos (de las integrales que las contienen, la expresion (6) puede es-
cribirse como:

n.-(Ex'\?:)Jdm+ Rx[f»’x}'f:clm] }[’?:Jm]&:r:. +ﬁ’:x (@50, )dm (D

Como | {Jwﬂ M = masa total del cuerpo

[ % dem=5 por definicién de centro de masa

Y | [ F:x (o« F:) dm = T-\',_ momentum angular del cuerpo rigidc
conrespectoa C.
la expresipn (7) se reduce a:

H, = ™M (A2« ) + A, Lg.e.D.
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Ejemplo 711.5. Labarra AB dela figura 11.17 se suelta desde el reposo
en la posicion indicada. Silos planos de apoyo de los extremos Ay B son
lisos, hallar el médulo de la aceleracién angular o¢ y los médulos de las
reacciones en dichos apoyos al iniciarse el movimiento plano general de
la barra. La longitud de la barra es de 5 my su peso es de 100 N.

Fig 11.17

Solucidn.

En la figura 11.18 se indica el diagrama de cuerpo libre de la barra, co-
rrespondiente a la posicién mencionada

6m

Fig 11.18

En el instante en que la barra inicia su movimiento plano general, el
centro instantdneo de rotacion, i, coincide con el centro instantdneo de
aceleracién cero, localizdndose como se indica en la figura 11.18.

M; = I& ol
50 (¢) =100 (@) t[ M,El.' + M(4ss 20° ﬂ.cx = M(ﬁ *zo.zsw)«

Osea: 300 =200 = 100 (26303 ) &
-8
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Luego:

Es decir

Para hall

A = 100.{9.9) = 0.3F215 rvod /‘;
100 (26.3333)

2 = 6.3us R

ar las componentes ax y ay de la aceleracién del centro de

masa C se calcula la aceleracionde dicho punto tomando como base a |,
resultando:

Es decir:

Con

Luego:
o sea:

Con

Luego:
o sea:

Secomp

Sustituy
miembrg

50 (1.5) 1

El segun

loquein

— N . .
x I, = ontus k x (24 -454)
a. - xT: = 1.6YY6BL + 0.¥443 3

@, =

Rl 2}

Ox = 1.6¥Y68 m/p  y Gy = 0.¥YY3 m/ar
Ry = Ma,
50 -0.8 Ng =10.204082 (1.6+468)

0.8 Ng =50 - 1¥.0886 =32.MY

Ng = HI1.1293 . N

N, - 100 + 0.6 (41.1393) = je.2049082 (03443)

N, = 100 + *.59 49 - 24.683¢
N’A = 82.913 N
robaran los resultados utilizando la expresién 11.69 o sea:

M‘=i°<

resulta:

do miembro resulta:

10. 204082 (%g.)(o.-snns) 2 %.91135 Nem

dica que las respuestas son correctas.

endo los valores numéricos hallados anteriormente, el primer

F4i.1393 (0.6)2 + 41.1393 (0.8) 1.5 -82.913 () = #9172 N
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Ejemplo 11.6. La barra AB indicada en la figura 11.19 apoya sus
extremos sobre planos rugosos. Si se suelta desde el reposo en la posi-
cion indicada, hallar el médulo de la aceleracién angular de la barra para
dicha posicién, y las magnitudes de las normales en los extremos Ay B.
La barra tiene 5 m de longitud y pesa 98 N. El coeficiente de friccién en
todas las superficies en contacto es 0.2.

Fig 11.19

En la figura 11.20, se indica.el diagrama de cuerpo libre de la barra co-
rrespondiente a la posiciéon mencionada.

Con M‘.‘,s Ij‘ x>
¢ (02 N+ slox Ny) - z(‘la)=[+zg (25) 4 10 (z02s -»'-t)] ®

0sea: laNp+ Ny = 196 * 263333, ()
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-l
Ahora se calcula 8, tomando como base al punto I:

=

Porlotanto: a.,

Con Ry|= M ay: y con el valor de a, dado en (2):
0.2 Ny 4012 Ny =0.8 Ny =10 (4sa)
0sea: 6.2 N, -0.68 Ng = Ysa (v)
Con Ry =M ay,y tomando en cuenta el valor de ay dadoen (3):

0 sea,

T, =®xT, moeh x (20-4.5)) = 4gox £ 4201

4.5 ot ()

"

Np +0.16 Ng +0.6 Ny =98 = 10 (2a)

Nyito.36¢ Ny = 98 +20 ()

Enla ecluacién (1):

Sustitu

O sea:

Luego:

Sustituy

O sea:

Sustitu

LA
O sea:

Luego:

Es.decir:

Ng = 196 $263.233 o ~-1.2 N, ()
endo (6) en (4), resulta:
0.2 N, =133.28 = \¥1.06CHY K +0.81¢ N, =95

1,016 N, = 133,28 +22Y4.0664Y %

N, = I31.18102 +220 .53 1835 X )

endo (7) en (6), resulta:

Ng * 1964 263.333 X = IS¥. 491 ¥322 —26Y . ¢ysyo2
Ng = 38. 582¢%8 —1.312902 & (s)

endo (7)y (8) en (5), se obtiene:

€2.50393% = ~ |99, 84009 R
® = -0.313239 1ad/gn (a)

&L = -0.313239 k

BI102 4220.53%835 ok +29,322835 ~0.99¥126 X =98 + 20t

31



Sustituyendo (9) en (7), resulta:
N, = 62.loo0s] N

y sustituyendo (9) en (8), resulta:
Ng= 38.9937%¥3 N

Los resultados se comprueban usando la ecuacion M, = 1. o¢. Al susti-
tuir los resultados anteriores en el primer miembro resulta:

62.10008! (2) 1.5 (12.42001) - 2 (6. 236 004) +1.5(9.¢39253) -

“1Ls(s10a5018) - 2 (23.3962¢¥) = 6.525905 Newn

El segundo miembro resulta:
20.83333(0.313239) = 6.5625812 Nem.
Por lo tanto los resultados estan correctos.

11.2.3 EL FENOMENO DE RODAMIENTO DESDE EL PUNTO DE VISTA
DINAMICO

El rodamiento perfecto de un sdlido de revolucién sobre una superficie
plana, o curva, es un caso idealizado de mcvimiento plano que presenta
aspectos interesantes desde el punto de vista dinamico.

A continuacidon se mencionan algunos de los aspectos importantes de
este fenémeno, ya sea cuando el rodamiento se efectia sobre una
superficie plana horizontal, o bien sobre un plano inclinado, ilustrando
posteriormente con algunos ejemplos los conceptos correspondientes.

a) Rodamiento de un sdlido de revolucién sobre un plano _horizontal.
Considérese para el primer caso un cilindro recto homogéneo, de
radio R, en reposo sobre un plano horizontal. Supéngase que el cen-
tro geométrico del cilindro *‘o’’, coincide con su centro de masa C;
es decir, e/ cilindro estd balanceado. (Figura 11.21).

L X

Fig 11.21 Fig 11.22
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.

Las cond
colineal,

iciones de equilibrio obligan a que la fuerza normal, N, resulte
de igual magnitud y de sentido contrario al peso W del cilindro.

Para hacr rodar el cilindro, partiendo del reposo, considérese aplicada
una fuerga horizontal, P, hacia la derecha, pasando por el centro de

masa C.

Como cq
éste roda
en el pun

Figura 11.22).

nsecuencia de esta fuerza y de la forma exterior del cuerpo,
r4 debido a la accion de la fuerza de friccion, F, que se genera
to A de contacto entre el cilindro y el plano horizontal de apoyo.

Como esta fuerza de friccion es la Unica que produce momento con res-

pecto al
debe la g
aplicar lg

Si en es
que éste
neo de rq
siguiente

siendo w
cilindro,

Adema4s:

Y

Esto ultin

leracién
de masa.

Conocidd
el centro

En estas
calcular |
comprob

eje normal al plano de movimiento que pasa por C, a ella se

celeracién angular &, lo cual puede demostrarse facilmente al
ecuaciéon 11.31; es decir:

e —

M‘ = A I‘

a etapa de aceleracion del cilindro se considera, idealmente,
rueda sin deslizar, el punto A coincide con el centro instanta-

ptacion, y en este caso se cumplen las condiciones cinematicas
S:

- .

Ve = WRL n.93

— .

a, = &R A 1.9y

y o< la rapidez angular y el médulo de la aceleracion angular del
en el instante considerado, respectivamente.

o n.as

VU, = 2wR 4 .

Q= wir . a3y

no significa que el centro instantaneo, i, es un punto cuya ace-
se localiza a lo largo de la recta ic que lo une con el centro

s en un instante dado las cantidades @ y &X se puede localizar
instantaneo de aceleracion, 1.

condiciones, para un problema numérico en el que se trate de
as fuerzas P y F, se contaria con varias formas alternativas para
ar los resultados usando para ello como centro de momentos

los diversos puntos especiales que corresponden a las ecuaciones

11.31, ]

El ejempl

1.45,11.566y11.65; esdecir, lospuntosC, L, 1,y Q.

o 11.7 ilustra la aplicacion de estos conceptos.
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Si en un instante dado se suspende la accion de la fuerza activa P, auto-
maticamente desaparece la fuerza de friccion Fy, y el cilindro, idealmen-
te, conservaria constante su velocidad angular &3, rodando hacia la de-
recha en forma continua.

(La razén de esto es que, como se vera posteriormente al tratar este feno-
meno bajo el erfoque del trabajo y la energia, puesto que en el roda-
miento perfecto la friccién no realiza ningun trabajo, el sistema resultaria
conservativo y ya que no hay variacion de la energia potencial gravita-
cional, la energia cinética se conservaria; es decir, las cantidades

M Vg2 y I_C(.u2 resultarian constantes, y como V. = wR, se deduce
2 2 gue w = cte, lo cual obliga a que o = O, por lo cual
es necesario que F; = 0).

Sin embargo, este movimiento continuo no se presenta en la realidad,
sino que, por el contrario, al suspenderse la accidn de la fuerza activa P
el cilindro se detiene posteriormente debido a la generacién de un mo-
mento friccionante que produce una aceleracidon angular en sentido con-
trario al de la velocidad angular.

Lo anterior conduce a afirmar que en la naturaleza no existe el roda-
miento perfecto.

En el caso de un cilindro no balanceado, en el que existe una distancia T
entre el centro geométrico, O, y el centro de masa, C, al soltarlo desde el
reposo en la posicién indicada en la figura 11.23, se podré considerar
gue, Unicamente para esta posicidn inicial es valida la hipotesis de roda-
miento perfecto, pues como se demostrarad posteriormente bajo el enfo-
que del trabajo y la energia, para que el cilindro pueda rodar sin deslizar
es necesario queT = 0, es decir, que esté balanceado.

El ejemplo 11.8 se refiere al caso de un cilindro no balanceado que se
suelta desde el reposo en la posicién indicada en la figura 11.23.

-~
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Ejemplo 11.7. El cilindro homogéneo macizo de la figura 11.24 pesa
49 N ¥ tiene un radio de 1 m. Se hace rodar sin deslizar debido a la
accidn|de la fuerza horizontal P indicada. Si para el instante considerado
la rapidez del centro de masa es V., = 2 m/sy el moddulo de la acelera-
cién de dicho punto es 8¢ = 4 m/s?, determinar la magnitud de la fuer-
za P y de la friccion entre el plano horizontal y el cilindro, comprobando
los resultados de diversas maneras.

P c %

A
49N
R=1m

{Fig 11.24

Solucign.

Enlafigura 11.25 seindica el diagrama de cuerpo libre del cilindro.

Fig 11.25

De acuerdo con los datos se tiene que:

wH'Z\\ [rod/sj
\ ;.\ = -9 h [Yacl/sz] .
Con M; = I, &
Jx Pi =[5_*S](-“h)
z
osea [P R =-30 R luego ; P =30 N
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Con R, = M a, ,ytomando en cuenta el valor de P:

WAL -Frd = S'("li.)
Luego: Fyr = 10 N

Comprobaciones:

1) Con Mhe = & I.
i x (=R 4L) =25 (-4 N)
~Fr = -l0 e Fr =z JON

2) Con W.‘ M (2 xal)s X I
=dw PL -2ix(-Fd) = [-3x 40T+ CyK) 2
P R-2Fr R = 20 Rh=10k =0k

o sea: P-2F =10

Sustituyendo los resultados obtenidos anteriormente resulita:
30-20=10
3) Localizando el punto | como se indica en la figura 11.26. .

Fig 11.26

Con M, = I,
0.5 » Pi-o0.6d x(-Fdi)=[rs+5(e8)] (-4 k)
(o.s B =05 Fr)N = =20 %
osea: 0.§ (P11 Fr) = 20
Pt+Fr = 40 N



Sustituyendo los resultados obtenidos anteriormente, resulta:

30+ 10 =40

4) En este caso el punto i también es un punto cuya aceleracion se lo-
caliza a lo largo de la recta ic, coincidiendo -entonces con el punto
denpminado .Q, comprobandose por lo tanto igualmente los re-
sultados.

Ejempla 11.8. Enla figura 11.27 se indica un cilindro no balanceado
que pega 98 N y tiene un radio de 1 m. Si se suelta desde el reposo en la
posicién indicada y se supone que el cilindro rueda sin deslizar en ese
instante, hallar:

a) La ageleracion angular del cilindro.

b) La ageleracion del centro de masa del cilindro.

c) Las magnitudes de la fuerza normal vy la friccion, ejercidas por el piso
horizontal sobre el cilindro, en el punto de contacto.

d) Comprobar los resultados usando como centros de momentos los
puntosCy L.

Considérese que kg = 0.5 m.

Solucidn.

37




a) Como Ko = 05wm 5 To=10lo.28)=2.5 Rg-wm?

luego: e = Io-MTF* = 2.5~ 10 (0.01) =2.4 g m?
yportanto I, =T + M (i) =24 410 [ 140.01]

I.=12.8§ ks-m'?

A

Con My = T et
a8 (o.10) =12.5 5 o= LB - 0veY red/n

* = -6.984 k Lvad/s2)

b) La aceleracion del centro geométrico, O, resulta:
Qo = o.%8Y A

-_—

Como Q.= a, +Xx 68 - w?oc
al sustituir los datos, se obtiene:

Q. =o.184 4 + (= a.3ey k)x (o.loi,)
a, =o0.y84y.l - o.0¥8Y)

Asii Qg =o.38Y WA § Oy =-0.0%8Y W/

c) Con Ryg = Moy
Fe = Jo (o.¥84) = ¥.89 N

Con R‘ = Moy

N-98 = 10 (-0.0984 ) , luego N =98 -0.¥8Y
N = 9%.216 N

d) Con M = T¢°¢

0.l N -Fr = 2.y
Sustituyendo los resultados obtenidos para N y Fr, el primer miem-
bro resuita:

o.1 (av.216) = %-.8Y = 1.8816 N.m
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-

El segun

do miembro resulta:
2.4 (0.¥8Y) = 1e81¢ Nem

por lo tamto se comprueban los resultados

Con I\
(o1i=j)
osea: -

r‘_ = N\(:E.ra:.)'l' 1,_;
x (=983 )4 (-23) « Fr L =10 (0,104 =3) x (038¥ i -o.ouﬂj)]ﬂ#gc.

9.8k +2F R = 10 (~0.c0tey +0.38Y4) R +2.4K

Sustituygndo en el primer miembro el resultado obtenido para F,

resulta:.

(-9.8+ 15.68) R = 5.88 R

Sustituyendo en el segundo miembro el resultado obtenido para &£,

resulta:

Comprot

b) Roda

10 -(0.9¢616 Yk + 2.4 (-0.7v8Yk ) = 5.88 K

pandose asi también los resultados.

miento _de un sdlido de revolucion sobre un plano inclinado.

Cons

dérese ahora el caso de un soélido de revoluciéon balanceado

(f = D) que se suelta desde el reposo sobre un plano que estd incli- -

nado

segun un &ngulo © con respecto a la horizontal. Figura 11.29.

Fig 11.29

A continuacién se demostrara que dicho sélido rueda sin deslizar hacia

abajo de|

plano si, y solamente si, el coeficiente de friccidn real existente

entre el plano de apoyo y la periferia del sélido es mayor o igual a un
valor determinado que se denor_r_\inaré/-( min, el cual depende del
angulo @, y de las cantidades R y k, siendo R el radio del s6lido de revo-

lucién, vy

k el radio de giro del mismo con respecto a un eje perpendicular

al plano de movimiento y que pasa por el centro de masa C.
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-En la figura 11.30 se indica el diagrama de cuerpo libre del sélido de-
revolucién suponiendo que éste rueda sin deslizar hacia abajo del plano.

Fig 11.30

Sea @ el médulo de la aceleracién del centro de masa, Frg la friccion
critica por rodamiento perfecto, y 4 min €l coeficiente de friccién men-
cionado antes.
Considérense los ejes x y y indicados en la figura 11.30
Con R\a =0

N=Wcse ()
Con Mce = Ig %

RF, = K'*Me ()

Si existe rodamiento perfecto:

= R« )
Con Ry = Ma, y tomando en cuenta el valor de a obtenido en (3):
Wseme - Fre = MR & (v)
De esta expresion resulta qyue
Fris Wseme = MR (s)
En la ecuacién (2):

Fre= M KF ()
R
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Igualando (5) con (6), resulta:

O sea

De dond

Sustituy

Como

Al sustit

En la tah
diversos,

e resulta que:
X = R Sen @
R? + K?
endo (7) en (6), se obtiene:
F’\" = W -‘Zl sen &
R*+K?
ﬂmh\ = F"c
N

Wsene - MRA = M K. &
Mgﬂ.(Rz-th): Mg seno

()

(s)

@)

co-. 1,98

la siguiente se indican los valores de A v, correspondiente a
sélidos de revolucion.
Tipo de sélido de ,‘( min
revolucién homogéneo
balanceado
Cilindro macizo -;— Tan ©
Cilindro hueco de pared % Tan ©
delgada
Esfera maciza % Tan ©
Esfera hueca de pared % Tan ©
delgada
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Resulta evidente entonces que si el coeficiente de friccion real, A{ ., €S
menor que el 4/ min dado por la ecuacion (11.98),que es el requerido
para asegurar el rodamiento perfecto, el solido rodard pero deslizara
simultdneamente, resultando entonces que:

a=a, # R« N TR |
y V. #RwW ... .1l o0
Por otra parte, si el coeficiente de friccidn real , €S mayor e igual al

min. €l rodamiento perfecto del sélido queda asegurado.

Ejemplo 11.9. Para la rueda de cuatro rayos del ejemplo 11.2 hallar el
4 min requerido para asegurar el rodamiento perfecto cuando se suelta
desde el reposo sobre un plano que forma 20° con la horizontal.

De acuerdo con los datos y resullados del ejemplo 11.2 se obtiene que:

R?* = 0.1225 wm?

y K¥= 0.08490% w?
Al sustituir estos valores en la ecuacion 11.98 resulta:
Mo = .0.08v902 (6.364) = o. 149

0.1225 +0.084Y902

11.2.4 TEOREMAS DE ORDONEZ SOBRE LA CHNETICA DEL MOVI-
MIENTO PLANO DE UN CUERPO RIGIDO

a) _Primer teorema. ‘’Cuando un cuerpo rigido estd dotado de un movi-
miento plano general, en cualquier instante, el centro instanténeo de
rotacion tiene una aceleracion colineal con la recta que lo une con el
centro de masa del cuerpo’’

La demostracion de este teorema se basa ¢n las dos condiciones si-
guientes:

— -

1.- Laecuacién 11.11, M, = Hy es vélida para un punto A cuya veloci
dad es nula en el instante considerado; por lo tanto, en el caso del
movimiento plano general de un cuerpo rigido dicha ecuacién toma
la forma:

——

M, = Hy = X1 TR
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Siendo: l_\ﬁi momento de las fuerzas exteriores que actuan
sobre el cuerpo rigido con respecto a un eje per-
pendicular al plano de movimiento, y que pasa por

el centro instantaneo de rolacion (punto i).

— .y ,. .

o< = aceleracidn angular del cuerpo rigido en el instante
considerado.

[ = 5f2i dm = momento de inercia de la masa del

cuerpo con respecto al ¢je mencionado

2 .- Existe una condicion de identidad enlre ¢l sistema de fuerzas exte-
riores aplicadas a un cuerpo rigido y el sistema de fuerzas efectivas
corrgspondiente a las particulas del cuerpo.”

Considérpse la figura 11.31, enla cual se indica el plano de movimiento
de un cuerpo rigido dotado de movimiento plano general. Sea i el centro
instantaneo de rotacion y P una particula de masa_dm situada en dicho
plano, cdyo vector de posicién con respecto aies ff;.

Fig 11.31

De acuerdo con la cinematlica, la aceleracion de P esta dada por:

- — A —
Tp = Oy + X x B —wif; PRTATY

mostrandose estas tres componenles de la aceleracion de P en la fi-
gura11.31.

En la figura 11.32, se indican las correspondientes componentes de la
fuerza efectiva de la particula.

(ExA)dm

Fig 11.32
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Considerando la condicion 2 al tomar momentos con respecto a un eje
perpendicular al plano de movimiento que pasa por i resulta:

Mo = B x @00 dm o (B T ) dt [Pk (T )
: ..oz

Tomando en cuenta que ?: x (~w? E. ) =0, y que el doble producto
vectorial ?: X (6\’ x?: ) = ﬁl ;L’, ya que ?,: *®< =0 |aecuacidn

(11.102) sereducea
M, = g'p: x (a;) dwm + f PIX dm ... ude3

Como las cantidades 8; y &£ son comunes a todos los términos de las
integrales que las contienen, la ecuacion 11.103 resulta:

,q:; = [JE;J'\\]&E: + oL ff: dm ceee ML00Y

Segun la definicidn de centro de masa:

J‘EJM < :‘.:—C. M Nee @ “..os
y como
T
fﬂ. dm = I | ceer NL106

Sustituyendo (11.105)y (11.106)en (11 .104),’§e obtiene:
r/\’;:’ RMx a’z. + X I,; «eee Milo?
Comparando (11.19) con (11.107) resulta:
Lc Mya: =5
Luego:

—

.~ .
o, W ic L.0.9: D,

En los ejemplos (11.10) y (11.11) se comprueba este teorema de
Ordoiiez aplicado a los casos de rodamiento perfecto de un sélido de re-
volucién, y de una barra delgada homogénea que adquiere un movi-
miento plano general después de soltarla desde el reposo.
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b) Segu
gener
caso

"*Si un d
puntos N
expresio

M

0 tambiér

M

M

Siendo:

Como se
en la con
cadas al

En la figy
general r¢

ndo teorema. Este segundo teorema se refiere al movimiento
al de un cuerpo rigido, pudiendo aplicarse en forma particular al
de un M.P.G.

uerpo rigido tiene un movimiento general en el espacio y los
y T son puntos cualesquiera (dentro o fuera de él), es valida la
- .
— — —
W = M FNT x Mo, R [P T.T
N, COMO:
a. = R R T 7
e — — -— )
N = r+N XR ....||.|09
WN = momento de las fuerzas «xteriores que actuan sobre el
" cuerpo rigido, con respecto al punto N
Mt = momento de las fuerzas exteriores que actuan sobre el
cuerpo rigido, con respecto al punto T
M = masadel cuerpo
a = aceleracion del centro de masa del cuerpo en el ins-
c .
tante considerado
verd a continuacion, la demostracion de este teorema se basa

dicion de identidad entre el sistema de fuerzas exteriores apli-
cuerpo y el sistema de fuerzas efectivas de sus particulas.

ra 11.33 se indica un cuerpo rigido dotado de un movimiento
pferido al sistema cartesiano fijo 0,x,y,z.
&dm
z ,3 T
\ g P
P
7 C
r
N
> F
y 7
[r
t Fig 11.33
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— —
La particula P del cuerpo tiene una masa dm, siendo (N Yy 1 Sus respec-
livos vectores de posicidn con respecto a los puntos N, y T, respectiva-
mente.

En la figura 11.33 también se indica la fuerza efectiva@ dm de la par-
ticula P, v las fuerzas exteriores Fy, F,.... F.

Usando la condiciéon de identidad, con respecto a N se obtiene:

MN=J?:;(E' dm R TITT

— —

Pero P = NT + 7, I

Sustituyendo (11.111)en(11.110), resulta:
h—/_\:,‘:f;l—fxa. dm 4 5?7,(3 dwm

Como NT es comun a todos los términos de la primera integral, vy
S P x0a dm = M, resulta:

My = NT x)“d' dm + My oo MR
y segun la definicion de centro de masa, al derivar dos veces con
respecto al tiempo la expresion:

;‘: M = Sde,resulta

Ma, = jE dwn R THTE
Luego: My = M+ NT x M. Leoo. A TR T

Para el caso particular en que el cuerpo tenga un movimiento plano ge-
neral, este teorema, para fines practicos, conviene aplicarlo escogiendo
el punto T de tal manera que el momento M; de las fuerzas exteriores
guede en funcion de pardmetros dindmicos.

Asi se puede escoger como T cualquiera de los puntos especialesi, C, o
para los cuales la expresiéon My, resulta:

M = Tp &<
M, = I. &
y M, = I, K
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En estas

condiciones el segundo teorema de Ordofiez aplicado al movi-

miento plano general de un cuerpo rigido adquiere las tres formas si-
guientes

e -— - —

My = T, + NAL x MO cees WLUS

My = Ic X +NC xMag RN TNT

My = I; X + N1 xma; R T
Enlosejemplos (11.12)y(11.13) se comprueba este teorema aplicado

a diversospuntosN, y T.

Ejemplo 1 7. 70. Un sdlido de revo-

P

a
radio R rueda sin deslizar /
plano horizontal, como se
la figura 11.34. Si en el z
instante considerado & y &< son la c g

velocidad angular y la aceleracién
angular del sélido respectivamente,

lucion de
sobre un
indica en

w
{

R
comprobar el primer teorema de *
Ordoiez
Solucidn, Fig 11.34
De acuerdo con el enunciado:
a. = Rl )

Siendo 6. = Ro (2)

y | oK = = K (3)

Para el centro instantaneo de rotacidn, i, su aceleraciéon, tomando como
base el centro geométrico C, resulta:

O sea:

Luego:

a; = o, + X xci ~w? X Cy)
& = Rk + (~x")x(=R3) - w? (-RrY)
G; =Rod - Rt i +wW?RY

a1.= sz“ Saac
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Ejemplo 117.117. Una barra delgada y homogénea AB, de longitud L y
peso W = Mg se suelta desde el reposo en la posicidn indicada en la
figura 11.35, cuando su eje forma con la vertical un angulo 6. Si los
extremos A y B de la barra se apoyan sobre planos lisos, vertical y hori-
zontal, respectivamente:

Fig 11.35

a) Deducir las expresiones para o, yw?, en la etapa en que el extre-
mo A se mantiene en contacto con el plano vertical.

b) Comprobar el primer teorema de Orddnez para cualquier posicion de
la barra en esta etapa.

Solucidn.
a) En la figura 11.36 se indica el diagrama de cuerpo libre de la barra

en cualquier posicidon de la etapa mencionada, cuando su eje forma
un angulo © con la vertical.
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Con M; = T; « re.u 68
Mg L sen o =[m£+uu.‘]o< = ML?
2 \2 y 3
0sea: | w 3.9 sene (&)
2L
Luego:
Wdw = 3. & seneo
de Z L
obien W dw = :%_ﬂ_ sene de )
L

Integran

4

do esta ecuacion en forma definida; resulta:

[wwdw = %_3‘: o}.esene Je

w? =-3._‘.5..(c.ose-co:e.)
2 2 L
obien: w®* = 3 ﬁ;: ( cos o, - cos o) )

Como en esta etapa el extremo A se desplaza a lo largo de la pared ver-

tical.

—— -

Q, = 04 + 0, (4)

Tomandp como base el punto C, la expresion de ?:l'A resulta:

& = & +Xx TR -wi iR )

Llamandpo ay, y a,, a los valores algebraicos de las componentes axiales
de la aceleracidn de C, la ecuacion (5), resulta:

o;.-raA.)

Desarrol

oita,l= (o.x-}é_.oc cose + JZ. Wisene)i +(@y - pxsene -%w’éose)J

= O, A+ asj +olR x.l;_(-sene i tcose) ) ‘wz%("’_‘c"elf“"ej)
lando los productos indicados, resulta:

¢)

Igualandp los coeficientes del vector i, y despejando ay, se obtiene:

Oy = %(“cme-w’sene) C¥)
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Sustituyendo (1) y (3) en (7), resulta:

Oy= "77 [lz. § senecose - 3 31-. ( cose.-co:e) sev\e]

Lo que simplificado da por resultado:
O..&=3q..3$ene[3cose-2 Cose.} (,B)

Andlogamente, para el extremo B, tomando como base a C, resulta:

a.L+0) =Q.Lta 3+d\kxL.(:»ene.l.-coseI))-w‘L.(sme,L-uué
¢ = 2 2 )

Al desarrollar los productos indicados, ordenar, e igualar los coeficientes
dejresulta:

0., = - )z. (oksme. fu-!"cose) (10)

Sustituyendo (1) y (3) en (10), resulta:

Oy= - & [:{% sente - 33 (cos @,— eos@) c.oso] )

Lo que simplficado da por resultado:

Q,a-ﬁ&[un’etzmseo cose-tw‘o] ()
Como
a, = A+ ay) G3)

con las expresiones (8) y (12) sustituidas en (13) se obtendria @ en
términos de ©.

Tomando como base a C, la aceleracién del punto i tiene por expresion:

—

T, = &, +9x ck -w'cd Cw)

Sustituyendo (1), (3), (8), y (12) en (14) resulta:
a; = -},- 9seno (3cose -2co50,) 1 - ."A‘.% (sente +zwgccso-2m‘)j
+ % SL. Sene R X %(scnoi-ﬁ-w&o 3)
-332 (cos 0, —cose) %[seno}. +co.so.3] Gs)
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Desarrol
ficando,

ando los productos indicados en la ecuacién anterior, y simpli-
se tiene:

al= 39 coseo(Senei.'l-co.se:&) (1¢)

Por lo que para una posicién cualquiera en esta etapa la cantidad
3 g Cos O resulta una constante K, luego:

ol

= K (sene i*l-cose:l) ()

Por otra parte, el vector Citiene por expresion:

—

cL

= -%- (sene i Ycose d) Cis)

Por lo tanto:

d—; ” C:Z. Lea.c.

Ejemplo |17.72. Comprobar el segundo teorema de Orddfiez para el

caso del
punto N

cilindro homogéneo macizo del ejemplo 11.7, usando como
el indicado en la figura 11.37, y como punto T, los puntos

i, C, el, en forma sucesiva.

Solucién

En la figu
sobre el
ejemplo 1

Los valor

Por otra

R/

Fr=10 N

|
05m_|05m

N=49 N

Fig 11.37

ra 11.37 seindican los valores de todas las fuerzas que actuan
cilindro, las cuales fueron calculadas detalladamente en el
1.7.

esdel;, I, e}, resultan como sigue:

= .23 2 = wm

3 MR 23 (M) =35 Kgem? ()
= .h@f.’: ,zs.-(t)’g- 2.5 Hg.wm? ©))
=[Miﬁ~‘+ M(o.s‘u.s')]a 2.5 + S(0.§) =5 Kyem? (3)
arte, Mo. = § (4i) =20 1 )
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Sustituyendo los valores de las fuerzas P y Fren el primer miembro de la
ecuacion

My

I, + NL » MO, e WIS

resulta:
My =[ 0.5 (30) r 0.5 (10)](- 1) = =20 & (s)

Sustituyendo los valores de Ii,SZ , 'N°i, y M-éc en el segundo miembro de
la ecuacion 11.115, resulta:

.5 (-y k) + (o5 4 -o.SJ)x?Oi

= "30k +IDk = -20 R LA,

Usando ahora como punto T al centro de masa C, el segundo miembro
de la ecuacion:

My =T, X +NCx May TR
Se obtiene:
2.8 (-4R) + (o5 i+ 053)x204
= -jok=-10h = -20R loa.c.

Por ultimo usando como punto T el centro instantaneo de aceleracion, |,
el segundo miembro de la ecuacién

Mg = I; X + N1 x Mo NRTALE
resulta:
S(-4R) + 4 X (04) = -0 & La.c.

Ejemplo 11.18. Labarra delgada homogénea, AB, indicada en la figura
11.38 pesa 98 N y tiene una longitud de 5 m.

Los extremos A y B de la barra se apoyan sobre planos rugosos, vertical
y horizontal, respectivamente, para los cuales el coeficiente de fricciéon
es«/ = 0.2. '

Si se suelta la barra desde el reposo en la posicién indicada en la fi-
gura 11.38:

a) Hallar la aceleracion angular &X de la barra, la aceleracién a, del
centro de masa, vy las fuerzas normales N, y Ng que ejercen los pla-
nos de apoyo sobre los extremos de la barra, en ese instante.

b) Comprobar el segundo teorema de Ordoiniez usando como punto N el
indicado en la figura 11.38, y como punto T, los puntosi (1), y C,
en forma sucesiva.
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c) Indig
se ¢
plan

ar la posicion de la resultante de todas las fuerzas exteriores que
jercen sobre la barra en ese instante inicial de su movimiento
o general.

Q75m

Solycion.
a) Enla figura 11.39 se indica el diagrama de cuerpo libre correspon-
diente a la barra al soltarla desde el reposo.
O75m
— Ny :‘] _%
im| O2N, IN / I
im) /
4m I
- I
ls 02Ny
W=98N | -
=MQ,
M\&
——3m .
Fig 11.39
Con |M; =1; &« obtenemos:
18 (1:5) =3 (0.2 N,) - 4 (0.2 N D= 19 (26)e
o sea:
19% -0.6 N, - 0.8 Ny = 83.3333 (©)
siendo entonces:
T; = 83,3233 Wg.m? )
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Con M. =T, o resulta:

1S Ny m2N, TS (02 N,) -2 (02 N, ) = 1 (s

o sea:
)l Ny ="2.3 N, = 20.8333 & - (3)

siendo, entonces:
I.= 20.8233 Rgem? (4

<

Despejando a N en (3) resulta:

Mu = 2.090¢ N, +18.93939] (s)

Sustituyendo (5) en (1), y despejando N, resulta:

N, = 64.c¢g020% - 43.33348 = &)

Sustituyendo (6) en (5), obtenemos:

Ng = 13§.2398 45 —%1. 66682 o (v)

Tomando como base al punto | (que coincide con i para esta posicién
inicial de la barra), y recordando que w = 0, la aceleracién de C, resulta:

&, = < xTIc
a

itagd=otk x(-154-2))

®

2L —1.5 % 3

u

Por lo que:
Oy = 20 (s)
0, = -1.§ & (1)
Con Re = Moy
N,-06.2 Ng = 10 (2t) = 20 - (o)

Sustituyendo (6) y (7) en (10), se obtiene:

6Y.68020F - 43.333495 KX ~2F.69F9469 + N.333305 ok = 20

Luego:
X = 0.%68 rac‘/sl )
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yportanto of = o.%68 R (12)

Sustituyendo (11) en (8) y (9), resulta:
Q.= a L +ayd = lsaed ~1gsed  (3)
Por lo que R = Mc: = 1536 4 —1.52 ] (1y)
Sustituyendo (11) en (6) y (7), obtenemos:
N,= 31.90 N (s)
y Ny = 80.20 N (1¢)
b) Utilizando los valores de N, y Ng para calcular el primer miembro de
la ecuacién:
My = I, + NA » mae veen S
resulta:

[eo.zo (2.25) - 0.2 (e0.20)3 - 98 (o.¥s) -3\40 (1) 0.2 (1.9) o.VS] K

Sustituy

= 22,32 R )

endo los valores de I;, o, y M @; en el segundo miembro de la

ecuacion (11.115), resulta:

- d

3.23s3 (o168 k) + (2254 +3) x (15364 =10.5237)
= Y kR =-25.92 K =36 R = 22.¥2 R 1qqc.

Anélogamente, sustituyendo los valores de I, o, y M 5(: en el segundo
miembro de la ecuacion.

resulta:

c) Para
comd

Dee
linea

—

— — —
M, = I, +NCx Mo, R 1 13

20.8333 (o.v¢a R)+ (o¥s i-3)x Lis.aci-11.523)

= Ji"R=8.¢4Y K +15.3¢ R = 22.%2 R Kaa.t.

localizar la linea de accion de la resultante R = M 3, se tomaré
D punto base el centro instantaneo de rotacion, i.

ste modo, el vector de posicién del punto L situado sobre dicha
a la minima distancia de i esta dado por:

—

ZL = Rx Ny e 19
Rz
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Como R = M3 = §.36 4 -1.52 ) (18)

y M; = T, & = 6y k ()
Re M, = (153¢i-ns23) x YR

RaM; > -¥3%.28 4L —q83.04 (20)

Por otro lado:

R*= (15.3¢)% + (-11.62)° = 368 .¢4 ()
Sustituyendo (20) y (21) en la ecuacién (11.9) resulta:

AL = =24 —¢.(e66% ().

En la figura 11.39 se indica la posicién de la resultante R de las fuerzas
exteriores ejercidas sobre la barra en el instante considerado.

Como puede verse en esa figura, dicha fuerza es perpendicular a la recta
iL, lo cual se comprueba analiticamente, ya que:

—

AL "R = o0

11.2.5 ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA LA ROTACION ALRE-
DEDOR DE UN EJE FIJO

Considérense ahora los casos particulares de movimiento plano corres-
pondiente a un cuerpo rigido simétrico con respecto al plano de movi-
miento, sujeto a fuerzas exteriores cuyo sistema resultante general lo
forman una fuerza, o un par de fuerzas situadas en el plano de movi-
miento, y dotado de un movimiento de rotacién alrededor de un eje fijo
perpendicular a dicho plano, pasando por el centro de rotacién O.

Existen dos variantes de este caso, segun que O coincida, o no, con el
centro de masa, C.

En el primer caso, denominado rotacidn baricéntrica, mientras que el
centro de masa se mantiene inmovil, el cuerpo experimenta un movi-
miento angular caracterizado en un instante dado por una velocidad
angular,w) y una aceleracién angular, & -

Para este caso, el sistema resultante general correspondiente al sistema
de fuerzas exteriores aplicadas al cuerpo se reduce a un par de fuerzas, y
entonces la ecuacién (11.10) se transforma en

— —
R =o P T AT )
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la que equivale a las dos ecuaciones escalares siguientes:
Ry = © oo 1119
y Ry =o ce.. V120

Asimismo, la ecuacion (11.31) da lugar a la siguiente ecuacion escalar
equivalente:

M, 5 T o< R TRTY

Para la rotacidn no baricéntrica en la cual el centro de rotacién, O, no

coincide

con el centro de masa, C, la trayectoria de este punto es una

circunferencia de radio 1, y centro en O. (Figura 11.40), y en estas con-

diciones

para la aplicacién de la ecuacion (11.10) conviene utilizar

como referencia un sistema de coordenadas intrinsecas con origen en C.

El eje r@»rmaldan esta definido por la
recta CQ, siendo su sentido de C

hacia O

de la acgleracién normal de C, v el
eje tangencial ct es perpendicular al

anterior,

por el de la aceleracion angular &<
en el instante considerado.

De esta|manera las ecuaciones es-
calares |que equivalen a la ecua-

cion 11

Adiciona
mentos @

coincidente con el sentido

guedando su sentido dado

10 son:

/

ceew WI2?

_ Fig 11.40
M ¥ o veers NI2D

mente, equivalente a la ecuacion (11.19) que involucra mo-
e las fuerzas exteriores con respecto a un punto fijo, se obtiene

la ecuacion escalar:

Mo = JTo ¢ vee o Y

Para este caso el sistema de fuerzas exteriores aplicado al cuerpo se

reduce a

una sofa fuerza alojada en el plano de movimiento, que no

pasa por 0.
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11.2.6 ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA LA TRASLACION PLANA
DE UN CUERPO RIGIDO

Un cuerpo rigido dotado de un movimiento de traslacion plana no debe
experimentar desplazamientos angulares, por lo cual, durante todo el
intervalo de tiempo bajo consideracion /os parémetros w, y &< son nulos.

Cuando la trayectoria de C es rectilinea, ia ecuaciéon (11.10) tiene como
ecuaciones escalares equivalentes las dos siguientes:

Rx = Ma,, cee LS
Yy Ry = Mac, cee e Me126

Sin embargo, como en la mayoria de los problemas se acostumbra hacer
coincidente el eje x con la trayectoria del centro de masa, C, en este
caso la ecuacién (11.126) se transforma en

R5=° R N A

Si la traslacién es curvilinea, la ecuacion (11.10) también da lugar a dos
ecuaciones escalares equivalentes, las cuales haran intervenir aquellas
componentes de la aceleracion de C que mas convenga usar, de acuer-
do con la forma de la trayectoria de este punto. En caso de que ésta sea
una circunferencia, dichas ecuaciones seran:

R, = MC\-c“ = M2 ... Waeg

siendof el radio de curvatura de |a trayectoria de C.

Y Rt = l\/\Q‘,_.ﬁ = N\I‘I'< = M 3“_ :....Il.|21

Adicionalmente, la ecuacién (11.31) se reduce a,

M, =0 T £ Y-

lo cual significa que /a resultante de todas las fuerzas aplicadas exterior-
mente al cuerpo debe ser una sola fuerza que pase por el centro de
masa, C.

Esta condicidn bésica que caracteriza al movimiento de traslacién per-
mite transformar artificialmente un problema dindmico en uno estético.

En efecto, si se conoce la aceleracion del centro de masa, aC, puede
considerarse una fuerza ficticia — M a pasando por C, denominada
fuerza de inercia 6 de D’Alembert, |a cual aplicada junto con las fuerzas
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exteriores pondréd en equilibrio dindmico al cuerpo, ya que en este caso
la ecuacién (11.10) se transforma en

R - Ma, =0 ’ cee. 11131

La soluciéon de problemas relativos a la dindmica de un cuerpo rigido
. dotado de un movimiento de traslacion plana usando este enfoque reci-
be el nombre de Método de D’Alembert.

El concepto involucrado en este método,consistente en afadir algun o

algunos

elementos ficticios que produzcan el equilibrio dindmico del

cuerpo,se puede aplicar también a la solucién de problemas dindmicos

relacion
rotacion

A partir

ados con un movimiento plano general, 0 un movimiento de
alrededor de un punto fijo.

de la ecuacién (11.116) que corresponde al uso practico del

segundo teorema de Ordériez para el caso de una traslacién plana (ya

que los
cadaal

puntos i e | no existen), se puede deducir una ecuacién que apli-
ps problemas sobre dicho movimiento permite:

1.- Comprobar los resultados obtenidos al hallar las incognitas mediante

laa
tipo
y11

plicacion de las ecuaciones dindmicas correspondientes a este
de movimiento (por ejemplo, las ecuaciones 11.125, 11.126
.130).

2.- Localizar el punto de aplicacion de algunas de las fuerzas que actian
sobre el cuerpo que se traslada. (El ejemplo 11.17 ilustra esta apli-

caci

3.- Calg

on).

ular en forma independiente las incognitas escogiendo adecua-

damente el punto N involucrado en el teorema, vy verificar después si
los resultados estan correctos viendo que se cumplan las condicio-

nes
elc

establecidas por las ecuaciones 11.125,11.126y 11.130en
aso de una traslacion rectilinea. (El ejemplo 11.18 ilustra esta

aplicacion).

Dicha e
miento

11.2.7

gyacién se deduce de la 11.116 al considerar que en este movi-
< = O, por lo cual se reduce a:

M, = N< x Ma, N | N1

CUERPOS RIGIDOS INTERCONECTADOS

Algunog problemas dindmicos se refieren a sistemas o conjuntos de
cuerpos rigidos unidos por medio de elementos flexibles, inextensibles y
de pesqg despreciable (como cables, cuerdas, etc.), interviniendo tam-
bién otrps elementos tales como poleas en los cuales se desprecia su
masa Yy los fenédmenos de friccién que pueden generar.

En la salucién de dichos problemas conviene seguir un procedimiento
sistematico que consiste en:
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1.- Trazar el diagrama de cuerpo libre de cada uno de los cuerpos del
sistema.

2.- Aplicar las ecuaciones escalares de movimiento que correspondan,
de acuerdo al tipo de movimiento que experimenta el cuerpo
en cuestion.

3.- Resolver todas las ecuaciones en forma simultanea.

En algunos casos no bastaran las ecuaciones dinamicas para resolver las
incognitas involucradas, y entonces deberan utilizarse las ecuaciones
cinematicas que resulten de considerar la forma en que estan conecta-
dos los cuerpos del sistema por medio de los elementos mencionados.

Losejemplos 11.15y 11.16 ilustran este procedimiento.

Ejemplo 11.14.- El sistema del ejemplo 11.1 formado por una barra
delgada y homogénea OA, de 2 m de longitudy 10 N de peso, articu-
lada en O y rigidamente unida a un disco homogéneo B, de 1 m de radio
y 20 N de peso se suelta desde el reposo en la posicién indicada en la
figura11.41.

a) Hallar la aceleracién angular &< del siStema correspondiente a esa
posicion inicial de su movimiento.

b) Hallar las componentes cartesianas de la reaccidon que ejerce la
articulacion O sobre la barra OA.

c) Localizar la resultante de las fuerzas exteriores ejercidas sobre el sis-
lema en ese inslanle.

Fig 11.41

(=le



Solucidn.

] Al c
" 0y ON !
o I
. im 2m ¥

Fig 11.42°

a) En Iavfigura-1 1.42 seindicael D.C.L. del sistema.
Comp se trata de una rotacién baricéntrica alrededor de un eje fijo

que
derd

Con

pasa por O y es perpendicular al plano de movimiento se consi-
n los ejes normal y tangencial que se indican en esa figura.

el objeto de localizar la posiciéon del centro de masa, C, del sis-

temd, también se ubicara el sistema de ejes cartesianos x,y, con ori-

gen

en O como se indica. Por simetria, el centro de masa se halla

sobre el eje x, lomando momentos con respecto a dicho punto, y
haciendo uso del concepto de centro de masa, se obtiene: .

Luego:

CCioe420) = 10 (1) +20 (3) =%0

¥ = 30 - % = 2.2333 wn
J0 3

Considerando ahora la ecuaciéon (11.124),; es decir.

MO = I°‘>g

y usando eomo valor de I el resultado obtenido en el ejemplo 11.1;
es decir|l; = 20.7483 kg-m?, se obtiene:

Luego:

L (10)+3(d) = 20.4493 =

A= 30 = 13.3+738 "““/s*
20,48

b) Usando ahora la. ecuacign 11.122, R, = M w?2 r, y tomando en
cuenta que para esta posicion inicial w = O, resulta:

-0, =0 S On =0
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Porlocual Oy = O

Aplicando la ecuacion (11.123) y considerando el valor de T, y de o<,
obtenidos anteriormente, resulta

-0, +10+20 = 32 (2.3333) 3.3¥3%
a.g
Luego: O0p =0y = B0-24.098 = 5.902 N

Asi, la reaccion pedida es:

Re = oi +5.902d [N]
c) Como & = -3.3138 k ()
y ac = ac, t a., . resultandoen estecaso
¢ =0 y G, = F o«“r:-%(-'s.'rneo)
o sea OT:C.= -%.8922 J Lw/st] (2)

El vector equipolente de la resultante de las fuerzas exteriores que
actuan sobre el sistemd liene por expresion:

R=Mma, = qig. (-¢.8%223) =-2v.098s5%1 § ()

Por otra lado, el momento del sistema de fuerzas exteriores con res-
pecto a O resulta:

Mo = ix (-10)) +34 x (=203) = =30k (y)

Sustituyendo (3) y (4) en la ecuacion

oL = Rax Mo
Rl

que permite localizar el punto L, sobre la linea de accién de la resulitante,
a la minima distancia de O, se obtiene:

6L = (=24.0985%1 I Yy (-30R) . 2.905 4 Lwm]

§80 . F4YNY

En la figura 11.42 se indica la localizacién de la resultante de acuerdo
con este resultado.
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Ejemplo| 7117.15. El sistema de la figura 11.43 consiste de un bloque A
que pesa 130 N, el cual se encuentra apoyado sobre un plano inclinado
que forma con la horizontal un 4ngulo © = ang tan (5% ) y se halla unido
por medio de una cuerda flexible, inextensible y de peso despreciable a
la periferia de un disco B que pesa 49 N, tiene 1.0 m de radio y un radio
de giro con respecto a un eje centroidal perpendicular al plano de movi-
miento de k = 0.6 m. Este disco esta fijo al sistema tierra por medio de
las barras CD, y CE cuyos extremos estan articulados y son de peso des-
preciable.

Si el sistema se suelta desde el reposo en la posicion indicada en la figu-
ra 11.43 y el coeficiente de friccién entre el blogue y el plano inclinado
es4 = 0.10, hallar la tensién en la cuerda que une los dos cuerpos, la
magnitud de la aceleracién de cualquier punto del bloque A, y el mddulo
de la aceleracion angular, o<, del disco.

Wg=49 N

W, =130 N

Fig 11.43
Solucidn.

En la Tigura 11.44 se indica el D.C.L. del bloque A,considerando como
referencja los ejes x y y indicados:
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Ry =0
Np — |30(%> =0 N Np= 120 N '(!')
Asi Fe = MNp =00 (i20) = 12 N €))

Llamando a al acelerante del blogue A y usando el valor de Fr obtenido
en(2), con

Re= M, a

resulta: 130 (5.) - T -12 = 120. 0
13 9.8

osea:’” T = 38 —13.265 o G)

En la figura 11.45 se indica el D.C.L. del disco B el cual experimenta
una rotacioén baricéntrica

M, = I,_ oL , se obtiene:

TO) = 49 (0.6)*
.8

osea: T = ].8 & (v)

Fig 11.45

Puesto que el mddulo de la aceleracion tangencial del punto 1 de la peri-
feria del disco es igual al de cualquier punto del blogque A, ya que la
cuerda es inextensible:

0 = RK=z X (s)
Sustituyendo (5) en (4) e igualando con (3), resulta:

1.8 a =38 -13.2¢5 & .. Oz2B =252z m/* (6)
1§.06S
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Asi, de acuerdo con (5)

y sustitu

£jemplo |

X = 2,522 vad /g2 +)

endo (7) en (4), resulta:

T=4.5Y N (8)

17.76. Elsistema indicado en la figura 11.46 consiste de un

cilindro sélido homogéneo, A, de 49 N de pesoy 1 m de radio que esta

unido a U

n bloque B de 98 N de peso, por medio de una cuerda flexible,

inextensible y de peso despreciable. Este bloque se apoya sobre un
plano hortizontal rugoso para el cual el coeficiente de friccion es A = 0.10.
Si ar soltar el sistema desde el reposo el cilindro A rueda sin deslizar,
hallar la tensién en la cuerda que une los dos cuerpos, el mddulo de ace-

leracién

ineal de cualquier punto del bloque B, el méduio de la acelera-

cion lineal del centro de masa del cilindro, y el coeficiente de friccién

minimo d
de apoyq

ue debe existir entre la periferia del disco A vy el plano inclinado
que asegure el rodamiento perfecto de éste.

Wg=98 N

W,=49 N

’ k p=0I0

BT
12
Fig 11.46
Solucidn.
y
En la figura 11.47, seindica el D.C.L.
del bloque B. Tomando como referen- W.=98 N
cialosejes ‘'x"' y ''y"’ indicados: 8
Con RA3=O ; NB =98 N (') dx——-—.r——e-ﬁ
asi Fegs M Ng = 0.1 (48) =9.8 N =
(2) Ng

Con Ry = Mg ag; y tomando en cuen-
ta el valor|de Frg hallado en (2) resulta: Fig 11.47
T-9.8 F 10 & luego
T= 9.8/+ l10ag (3
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En la figura 11.48 se indica el D.C.L.
del cilindro A.

Tomando como referencia los ejes ““x"’

y "'y"" indicados:
Con Ry=o0o ,; N,= 44 H_%)
osea N, = Y5.2308 N (¥)

Con Ry = M, a, siendo a el mddulo
de la aceleracioén del centro de masa del
cilindro, resulta:

9 ()= Fr =T = S0

osea: 18.846/59 = Fr, +T t Sa (s)

Con M =TI

FYA = % (.l)z A, o sea Fr,‘: S R (.‘)

Relaciones cinematicas:
1.- Porlaforma como estén unidos los cuerpos es evidente que:
Qg = @ )
2 .- Como el cilindro rueda sin deslizar:
o Ra= % (s)
Sustituyendo (8) en (6), resulta

Fr, = 2.5 o ()

Sustituyendo (7) en (3), se obtiene:
T =9.8 +100a (10)
~ Sustituyendo (9) y (10) en (5), resulta:
18.84 61549 = 2.5a.1t9.8 +100.t5a
osea: I%.¢ a = 9.0496154
Lluego o = 0.5169 23. /st (n)
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Sustituyendo (1 1) en (7), (9), y (10) en forma sucesiva se obtiene:

Y

Qg =0.516323 m/st G2)
Fr, = 12923 N G13)
T = 1Y.96923 N (1y)
Dividiendo (13) entre (4) se liene:
/Jm-r\ = F\‘a = },2923 = 0.0%85%!
NA 4§ .23 08

Ejemplo |

longitud
plano ho

Siselea

reposo:

a) Hallar

b) Local

de ap

Solucion,

En la figy

oyo sobre la base del bloque.

15m | 1.5 m

[e8 N

LI30N L.__. 2m
T

‘\.,u.=0.40
Fig 11.49
ra 11.50seindicael D.C.L. del bloque.
by
3m
98 N
SON cl . _J_%x |om
im :
Fr
X
Ne
Fig 11.50

el modulo de la aceleracion de cualquier punto del blogue.
zar el punto N, de aplicacion de la reaccion que ejerce el plano

11.17. El blogue indicado en la figura 11.49, tiene 3 m de
y 2 m de altura, pesa 98 N y se encuentra apoyado sobre un
izontal rugoso, para el cual el coeficiente de friccion es 4 = 0.40.

plica la fuerza P indicada en la figura 11.49 y se suelta desde el

&7



Considérese como referencia los ejes x, y, indicados en dicha figura.

Con RGA =0 y) N'p = 98 N (\3
Luego Fr = M4 N, =o0.4(a8) =39.2 N )

Con Ry = M @, y tomando en cuenta el valor de Fr obtenido en (2),
resulta:
§0-239.2 = 10

Luego o = J.og ™/ G)
yentonces a. = 1.08 L v)

Llamando N al punto de aplicacién de la normal, Np, y la fricciéon Fr, con
la ecuacion 11.132, resulta:

Ix(sor)+ (=xi)x(-983) = (~xi43) x10(1084)
osea ~S0R +98¢ k =-10.8 R

Luego 98 x = 739.2 X= 0.Ym

Ejemplo 11.18. En la figura 11.51 se indica una canastilla E que se
traslada a lo largo de guias horizontales. La canastilla tiene articulada en
A una barra AB de 2 m. de longitud y 9.8 N de peso. El extremo B de la
barra est unido a la canastilla por medio de una cuerda BD que la man-
tiene en posicidn vertical al acelerarse el sistema hacia la derecha.

Si la aceleracion_de cualquier punto del sistema tiene como vector
equipolente @ = 5 i, hallar la tensidn en el cable BD, y las componentes
axiales de la fuerza que ejerce la articulaciéon A sobre la barra AB
(Sugerencia: usar primero la ecuacion 11.132 aplicada a tres puntos
adecuados para calcular las incognitas comprobando los resultados

mediante el uso-de las ecuaciones 11.125,11.126y 11.130).
L 2m

} -
n’ 4
im
2m c / able
45°
8
Fig 11.51
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Solucidn.

Enlafigura 11.52 seindicael D.C.L. dela barra.

De acu
indicad

2m
Ax A 0
] y
tm| Ay
[
8| T
Im
45°
B
Fig 11.52

e 00

rdo con los datos y tomando como referencia los ejes ‘‘x
s en dicha figura, la aceleracién del centro de masa tiene por
vector equipolente

O—.;= az_,i. 403

)

y llyll

Asi, la resultante de las fuerzas exteriores que actdan sobre la barra es:

Dicha fu

M&e =+59.(§.i)=s,c N

erza pasa por el centro de masa, C.

(£

Situandp el punto N que se menciona en la ecuacién 11.132 enaA, la
expresion correspondiente resulta:

My = AC A Mae

Aplicando los datos, se obtiene:

O sea:

=23 x T (o.vovi 4 tovo¥lJ ) = 6

)

L4Y2 T R =§ X, luego T=13.5355¢g N. (V)

.Situando ahora N en B, la ecuacién 11.132 resulta;

vconlo

)\7\-: = BC x ML ()
s datos:

23 x Ag 4= Ia(si)

“2A, R=-§RkR, locao Ao =2.¢§ N

(<)
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Por ultimo, situando N en D, la ecuacién 11.132 resulta:
{\-/\_; = DC x Ma €))
y con los datos:
=24 kAN =24 x (F10d) = (mei-§)x (54)
0 sea: “2ZA R t20k = &k

Luego ’ZAS =185, o sea Ay = ¥.5 N (e)

Asi, las fuerzas requeridas son:
T =13.5355¢8 (o.¥0%).L +0.90%(J) = 2.5 L +2.53

y R, = 2.5 L4%5d [n] Cio)

Comprobaciones.

Como ahora se conocen todas las fuerzas que se ejercen sobre la barra
debe verificarse si se cumplen las condiciones que establecen las ecua-
ciones (11.125), (11.126), y (11.130), las cuales en este caso
adoptan las formas siguientes:

R:’_ = M 0“'& = 6 (ll)
Ry =NG, =0 (n)
y M. = o6 2

Verificacién de la ecuaciéon (11).

Al considerar las componentes horizontales de las fuerzas exteriores
resulta:

Ry =A +Tecos 45* =2.542.5=§ Laa.c.
Verificacion de la ecuacion (12).

Analogamente, sobre el eje vertical, resulta:

R“ = A:\ - W+t Tgen Y§® = ¥.§ =jJo+2.§ =0 LeQ C.
Verificacion de la ecuacion (13).

Calculando los momentos de las fuerzas exteriores con respecto al cen-

tro de masa, C, se tiene:
M.‘_ = a XT 1+ a-A- X Ax'

osea: ~dx (2.5i+2.8j)+ix (2.5i)=2.5 k-25k =0 Laac
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11.3 PROBLEMAS PROPUESTOS

11.1 Lalbarra delgada y homogénea AB pesa 49 N vy tiene una longitud

de 5 m. Sus extremos se apoyan sobre planos lisos, horizontal y

vertical, encontrandose temporalmente en reposo. En el instante
t = O sobre el extremo A se aplica una fuerza horizontal P de 20 N

como se indica. Hallar para ese instante la aceleracion angular, &,
de

r

la barra y las magnitudes de las normales N, y Ng que ejercen

log planos de apoyo sobre los extremos de la barra.

Resp.: d

11.2 La

5
Si
ds

a)

. b)

156 k [rad/s?]
0.17 N;Ng = 18.44 N

Z = 0.
\IA=5

barra delgada y homogénea de la figura tiene una longitud de
nypesa19.6N.

se suelta desde el reposo cuando 8, = 30°, y las superficies
los planos de apoyo de sus extremos son lisas:

Hallar el valor del angulo B que corresponde al despegue inmi-
nente de su extremo A con respecto a la pared vertical.

Para © = 45° hallar: la velocidad angular de la barra, la acele-

racion angular de la barra y la magnitud de las normales en los
extremos Ay B.

A
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Resp.:

11.3

Resp.:

11.4

72

Sugerencia: Tomar como bage los resultados del ejemplo 11.11
y calcular N, en funcion de ay (Ec. 7); sustituyendo los valore s de
o< y w? dados por las ecs. (1) y (3), eigualar N, con O para obte-

ner el 4ngulo Al
O.) ﬁ =ons coS [% cos 9°] = S"I.?Béo
b) @ = o0.96¥)' R Lvad /s 1
< = z.08l R [1ad/st]
N, = Y.05 N
Ng= &.9¢ N
La barra delgada y homogénea AB se suelta desde el reposo en la
posicion indicada. Suponiendo que las superficies de apoyo de los

extremos son lisas, que la barra pesa 5 N y tiene una longitud de
2 m, hallar:

a) La aceleracion angular de la barra para dicha posicion.

b) Las magnitudes de las reacciones en los extremos A y B para
esa posicion.

im
4 ____
\\[3
N
N

im

15 N
o.) X = -2.353 R [.‘QJ/"]
b) N,=2.318 N 5 Ng=2.510N

/

El disco de la figura tiene un peso de 15 N, unradioR = 0.20 m
y un radio de giro con respecto a un eje centroidal perpendicular al
plano de movimiento de k = Q.13 m. Si el coeficiente de friccién
entre la rueda y el plano inclinado de apoyo es « = 0.05, y el 4n-
gulo formado entre la horizontal y dicho planoes© = 12°

a) Investigar el tipo de rodamiento que tendra el disco al soltarlo
desde el reposo.

b) Hallar la aceleracién angular, o<, del disco, y el médulo de la
aceleracion @, de su centro de masa.



Determinar el espacio recorrido por el centro de masa del disco
alos 10 segundos después de soltarlo desde el reposo.

O

Calcular la velocidad angular del disco a los 10 segundos des-
pués de soltarlo desde el reposo.

Q

kK=043m
R=z0.2m

a) Rueda y desliza pues Mmin = 0.0631222
b) X = &.6%2 k  TUrad /2]
‘0 = 1,858  w/ge
€) X,0= ¥#.912 wm
d) W, = 5¢.¥2 k Cvadys |

11.5 Elcarrete A de la figura pasa 49 N, tiene un radio de giro de 0.80 m
can respecto a un eje centroidal perpendicular al plano de movi-

miento y se suelta desde el reposo en la posicion indicada.

Hallar:

a)| La aceleracion angular del carrete.

b)) El médulo de la aceleracién del centro de masa del carrete.

c)| El médulo de la tensién en la cuerda.

d)| La rapidez angular del carrete después de que su centro de
masa ha descendido 3 m

-
Resp.:
- a) & = -s.505¢ kR L[rad/e?]
k=0.8m L°"""' b) a¢ = 2.¥528 /gt

e) T = 35.23¢ N

d) w = 8.8 Yed/s
49 N Re3
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11.6 La barra delgada y homogénea tiene una masa de 5 kg. Si se
corla la cuerda en A, determinar la reaccion en la articulacidon O en
las dos posiciones siguientes:

a) Justamente después de haber cortado la cuerda.

b) Cuando el eje de la barra adquiere la posicidn vertical después
de girar 90° alrededor de la articulacion O.

Sugerencia: Para el inciso b establecer primero la ecuacién dife-
rencial que rige el movimiento de rotacion de la barra, e integrarla
para obtener el valor de w2 en funcién del angulo © girado.

m m Resp.:
l OI_ o _cuerda &) R, = 0i+ 28 W]
. A ) Re=oxtar J [N]

11.7 Eldisco de la figura esta sujeto a la accion de un par M de magni-
tud constante, de 20 N-m. La masa del disco es de 10 kg.

a) Hallar la aceleracion angular del disco.

b) Calcular la rapidez angular del disco después de que ha com-
pletado cuatro revoluciones, partiendo del resposo.

M

/‘\ ::o.zs m
z@_ .

Resp.;, a) X = ¢4 K Crad/sr]
B) w = 56.%2 VQJ/S

11.8 En la figura se indica un volante que gira a una rapidez constante
de 180 rev/min. Para frenar el volante se usa un sistema de fre-
naje por friccion. Cuando se enfrena el volante experimenta un
momento constante de 8 N-m. El momento de inercia del volante
con respecto al eje centroidal de rotacién es de 8 kg»m?2.
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a)
b)

¢En cuénto tiempo se para el volante?
¢Cuéntas revoluciones gira el volante antes de llegar al reposo?

w
o~

<
8 Resp.: o) ¢ = 18.85 segondos

b) De = 28.2% vev.

Un cilindro homogéneo macizo de 5 kg de masa se apoya so-
bre una artesa como se indica. Se aplica al cilindro un par de.
10 N«m. en sentido contrario a las manecillas del reloj, en el pla-
no de movimiento. Obtener la aceleracion angular del cilindro.

& = s0.42 kR Liad/s?]

11.10

Si la barra delgada y homogénea de la figura esté girando alre-
dedor de un eje fijo perpendicular al plano de la figura y que
pasa por la articulacién O, calcular su aceleracién angular para
la posicién indicada si la Unica fuerza activa es su propio peso.

Resp.. X = =441k Lrad /s?]
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11.11 En el sistema de cuerpos interconectados de la figura, el sistema

giratorio C tieneunpesoWe = 19.6 N,r=0.6m;R=1.0m,
y k = 0.8 m. Los pesos de ios blogues son:

W49 N, y Wg = 19.6 N. Los coeficientes de friccion son:
Ma = 0.10y ug = 0.20. Determinar los médulos de las ten-
siones T, y Tg en las cuerdas, el médulo de aceleracion a, del
bloque A, el médulo de aceleracion ag del bloque B, y el médulo
de aceleracion angular o¢ del sistema giratorio C. Las cuerdas
son flexibles inextensibles y de peso despreciable.

Resp.:
8 Ty=8.13¢ N
Cohr -
Ta = ¥+.38 N
R \F'a 3 9 |
i } G, = ¥YeT W/st
Ha
Oy = Lvasg ™/t

4

K o= 3.467 vad/s?

11.12 Resolver el problema anterior con los datos siguientes:

Resp.:

W, =200 N ; Wg= 300 N

W, =1s50N ; Moz o028

Hy =025 5 Y=o0bwm , Rco.90m
K = 0.6 wm

=658 , Tsg= 90 N
0,=0.735 ™/ ; 04 =0.49 /i
% = 0.81667 vad /n

11.13 En el conjunto de la figura el sistema A rueda sin deslizar. Si

r=05mR=10mk=08mW,=49N,yWz=19.6N.
Obtener la tensién tensién T, en la cuerda, el médulo de acele-
racion ac del centro de masa del sistema A, el modulo de acele-
racién ag del cuerpo B y el coeficiente de friccidn minimo para
asegurar el rodamiento perfecto del sistema A. El cable es flexi-
ble, inextensible y de peso despreciable, la clavija D es lisa.
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. A > Resp.: T = 12.685 N
1 + Q. = 2.31F ™/t
R H = 3.4712 “/8‘

Q.
Mo = 0.0272



11.14 En el sistema de la figuraW, = 98 N; R = 1 m,,

NB = 98 N. >
$i se suelta desde el reposo, hallar:

a) El mddulo de la tensidn en la cuerda.

b) El mddulo de la aceleracion angular de A.

¢) El mddulo de la aceleracidon del centro de masa de A.

d) El coeficiente de friccibn minimo requerido para asegurar el
rodamiento perfecto de A.

La cuerda es flexible, inextensible y de peso aespreciable.

Resp.: T = 12.%04Y N
o = 2.90Y4 vad /g2
Q. = 2.904 "™/t

M = 0.0855

11.15

n el sistema de la figura el disco A rueda sin deslizar hacia
bajo del plano inclinado.

SiW, = 49N, Ry = 0.5m,ky = 0.5m, Wy = 49N,

Rg = 1.0mykg = 0.6 m, calcular el médulo de la tension en
a cuerda, el'médulo de la aceleracion del centro de masa de A,
el modulo de la aceleracion angular de A, v el coeficiente de fric-
cion minimo requerido para asegurar el rodamiento perfecto de A.

- 1

A, = dIs26 vad fr

Mo = 0.29%6Y
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