
RELACION DE ALUMNOS DEL CURSO SOBRE ASIGNACION OPTIMA DE RECURSOS 

. 
NOMBRE Y DIRECCION 

'· 

~l. SR. EDUARDO ALVAREZ TORRES 

2. ING. MANUEL BORREGO CALDERA 
_Camino Viejo a Chlmalhuacan s/n 
Junto a Granja Guadalupana 
Chlcoloapan, Edo. de México 

3. ING. JUAN JOSE BOTELLO BARRON 
Isla San José No. 16 
México 14, D. F. 

4. SR. JOSE ANTONIO CASILLAS MEJIA 
Calle 1857 No. 25 
Col. El Parque Balbuena 
Méx 1 co, D. F. 

5. ING. VICTOR CHALE CURZ 
Playa Nornos No. 297 
Col. Reforma lxtacclhuatl r· Méx 1 co 1 3 , D • F • 

6. ING. FERNANDO COLCHERO LANDA 

7. LIC. JOSE DE J. ARTURO DE ALBA M. 
Av. Progreso No. 186-103 
Col. Escandón 
México 18, D •. F. 

8. C. P. SERGIO M. DE URIARTE 

9. SR. LUI~ FONSECA ARAUJO 

~-

Fray Servando Teresa de Mler." 
882-C-6 . 
Col. Jardín Balbuena 
Méx 1 co , D • F • 

SR. ARTURO FONSECA ROMERO 
Presa Saclnlllas No. 296-3 
Méx 1 co , D • F • 

EMPRESA Y DIRECCION 

CARNATION DE MEXICO, S. A. 
Av. Insurgentes Sur No. 363 
Méx 1 co, D. F. 

CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO, S. A. 
Melchor Ocampo No. 171-212 
México,. D. F. 

CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO, S. A. 
Melchor Ocampo No. 171 
México, D. F. 

SECRETARIA DE COMUNICACIONES Y TRANSP. 

BUFETE INDUSTRIAL CONSTRUCCIONES,S.A. 
Tolstol No. 22 
Co 1 • Anzu res 
Méx 1 co , D • F • 

FINANCIERA DEL ATLANTICO 
Venustlano Carranza No. 48 3er. piso 
Méx 1 co 1 , D • F • 

BANCO DE LONDRES Y MEXICO 
Venustiano Carranza No. 65 
Méx 1 co 1 , D. F. 

TENERIA TEMOLA, S. A. 
Calle Boleo No. 57 
Col. Maza 
México 2, D. F. 

CENTRO NUCLEAR DE MEXICO 
Salazar, Edo. de México 
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11. C. P. PABLO GARCIA 

12. SR. ARMANDO GINER MARQUEZ 
S i na 1 oa No. 1 00 
Col. Peñón de los Baños 
Méx 1 co, D. F. 

13. ING. J. FERNANDO GOICOECHEA M. 
Miguel Ramos Arlzpe No. 28-3 
Méx 1 co, D. F. 

14. ARQ. JAIME GONZALEZ SALAZAR 
Edif. F34-3-12 
Lomas de Plateros Mlxcoac 
México, D. F. 

EMPRESA Y DIRECCION 

CONSEJO NACIONAL DE CIENCIA Y TECNOLOGI~ 
Av. Insurgentes Sur No. 1677 
Méx 1 co, D. F. 

CONSEJO NACIONAL DE CIENCIA Y TECNOLOGIA 
Insurgentes Sur No. 1677 
México, D, F. 

INSTITUTO MEXICANO DEL GAFE 
Insurgentes Sur No. 421-B ler. piso 
México 11, D. F. 

COMITE ADMINISTRADOR DEL PROGRAMA 
FEDERAL DE CONSTRUCCION DE ESCUELAS 
Fresnos No. 380 
Co 1 • F 1 o r l da _ 
México 20, D. F. 

15. ING. GUILLERMO GONZALEZ ESCAMILLA 
Valentfn Gama No. 420 

SECRETARIA DE COMUNICACIONES 
Diáz de León No. 210 

Y TRANS. 

San Luis, Potosf, S. L. P. 

16. ING. ALEJANDRO JARAMILLO SILVA 
Playa Regatos No. 415 
Col. Marte 
Méx 1 co, D. F. 

San Luis Potosf, S. L. P. 

LABORATORIOS ELILILLY DE MEXICO, S. A. 
Calzada de Tlalpan No. 2024 
Méx l co , D • F. 

17. ING. GIL EDUARDO JIMENEZ AGUILAR SECRETARIA DE RECURSOS HIDRAULICOS 
Ayuntamiento No. 93-108 
México 1, D. F. 

18. ING. FRANCISCO LEAL ALCANTARA TELE INDUSTRIA DE MEXICO, S. A. 

19. 

Calle 1857 No. 28 
Col. El Parque Balbuena 
Méx 1 co, D. F. 

SR. FRANCISCO J. LEYVA GARCIA 
Un i ón No • 2 1 3 
Col. Industrial 
México 14, D. F. 

SECRETARIA DE RECURSOS HIDRAULICOS 
Plaza de la República No. 31 60. y 
México 1, D. F. 

7o. 

.. .... ·1 

p. 

20. SRITA. MARGARITA l. LOPEZ C. 
Sur 124 No. 2760 

SECRETARIA DE RECURSOS HIDRAULICOS 
Plaza de la República No. 31 

-4111 

Col. Villa de Cortés Méx 1 co 1 , D • F • 
México 13, D. F. 
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~1. ING. JOSE ANTONIO LOZANO VILLAFAÑA 
Herlberto Frfas No. 245-3 

EMPRESA Y DIRECCION 

CONDUMEX, S. A. 
Poniente 140 No. 720 
Col. 1 ndustrlal Vallejo 
Méx 1 co , D. F • 

Co 1 • de 1 Valle 
México 12, D. F. 

22. ING. GUILLERMO MACIAS GARCIA V. 
Hortensias No. 9 
México 21, D. F. 

23. ING. CARLOS A. MAIGLER 

24. ING. SERGIO MARISCAL BELLA 
Luis Cabrera 58-A 

25. 
( 

). 

26. 

27. 

Circuito Economistas 
Cd. Satélite, Edo. de México 

ING. GONZALO MARTINEZ CORBALA 
Ayuntamiento No. 21 
Co 1 • Coyoacán 
México 21, D. F. 

ING. FERNANDO MONROY URBINA 
Av. Insurgentes No. 4411 Edlf. 22 
Depto. 403 
Conjunto Residenciar Insurgentes 
Méx 1 co , D • F • 

ING. RAUL ORTEGA SANSORES 
Pachuca No. 157-404 
Co 1 • Condesa 
México 11, D. F. 

28. ING. JOSE MANUEL ORTIZ VEGA 
Uxmal No. 621 

29. 

30. 

Co 1. Narvarte 
México 13, D. F. 

ING. GUILLERMO 
Bartolache No. 
Méx 1 co, D. F. 

PEREZ NUÑEZ 
1804-201 

ING. LUIS ROBERTO REYNOSO B. 
Calzada Obrero Mundial No. 123-5 
Méx 1 co . 0. F. 

COMISION NAL. COORDINADORA DE PUERTOS 
Av. Juárez No. 92 7o. piso 
México 1, D. F. 

ELECTRONICA BALTEAU, S. A. 
Calle Escape No. 21 
Naucalpan de Juárez, Edo. de México 

PETROLEOS MEXICANOS 
Av. Marina Nacional No. 329 
México 17, D. F. 

ORGANIZACION CONSTRUCTORA MEXICANA,S.A, 
Insurgentes Sur No. 1766 ler. piso 
México 20, D. F. 

COMITE NAL. ADMOR. DE PROGRAMA 
FEDERAL DE CONSTRUCCION DE ESCUELAS 
Fresnos No. 380 

SurCol. Florida 
-México, D. F. 

OLIVETTI MEXICANA, S. A. 
Calz. Vallejo No. 1029 
Col. Nueva Vallejo 
Méx 1 co, D. F. 

BUFETE INDUSTRIAL DISEÑOS Y PROYECTOS 
Tol stol No. 22 
Co 1 • Anzu res 
México 5, D. F. 

BUFETE INDUSTRIAL 
To 1 s to 1 No. 2 2 · 
Méx 1 co, D. F. 

DISEÑOS Y PROYECTOS 

CIA. INDUSTRIAL DE PLASTICOS, 
Lago Xochlmllco No. 121 
México 21, D. F. 

S. A. 
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31. ING. CARLOS ROBLEDO PONCE 
Sur 73 No. 320 
Col. Justo Sierra 
México 13, D. F. 

32. SRITA. EUGENIA SANCHEZ DE GINER 
Si na 1 oa No. 1 00 
Col. Peñón de los Baños 
Méx 1 co , D. F. 

33. ING. MARCO SEGOVIA MEJIA 
Unión No. 196-S12 
Col. Escandón 
Méx i co 1 8, D. F. 

34. ING. KENNETH SYDNEY SMITH .JACOBO 
Av. Melchor Ocampo No. 171 
Méx 1 co, D. F. 

3S. ING. RAFAEL SUAREZ ALCALA 
Monte Albán No. 413 
México, D. F. 

36. ING. FRANCISCO TAVERA ESCOBAR 
Gutenberg No. 61-10 
México 1 7 , D. F. 

37. ING. CESAR VARGAS SANTILLAN 

38. SR. CARLOS ANTONIO VELAZQUEZ M. 
Managua No. 14 
Las Amerlcas 

. Naucalpan, Edo. de México 

39. ING. OCTAVIO R. ZENTELLA MAYER 
Palenque No. 399-302 
~éxlco 13, D. F. 

EMPRESA Y DIRECCION 

DESPACHO ROBERTO CASAS ALATRISTE 
Durano No. 81 So. piso 
Col .Roma 
México 7, D. F. 

INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL 
Plomeros y Peluqueros 
Col. Morelos 
Méx 1 co , D • F • 

BUFETE INDUSTRIAL CONSTRUCCIONES, S.A 
Dante No. 36 So. piso ' 
México S, D. F. 

CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO, S.A. 
Calzada de Explanada No. 2S 
México 10, D. F. 

BUFETE INDUSTRIAL CONSTRUCCIONES, S.A 
Tolstoi No. 22 
México, D. F. r 

PETROLEOS MEXICANOS 
Av. Marina Nacional No. 329 
México, D. F. 

COMISION NAL. COORDINADORA DE PUERTOS 
Av. Juárez No. 92 ]o. piso 
México 1, D. F. 

BANCO DE COMERCIO, S. A. 
Bolívar No. 34 3er. piso 
México 1, D. F • 

BANCO DE COMERCIO, S. A. 
Bollvar No. 34 4o. piso 
México 1, D. F. 
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I. LA fEORIA DE OPTIMIZACION Y SUS APLICACIONES 
; 

por 

F. Ochoa * 

l. I NTRODUCCION 

El objetivo de este articulo es fonnalizar los conc~ptos que permiten'-descri 
l' 

bir'la naturaleza y campo de aplicación de la teoJr{.a de optl.mlzaCl6n. se-de-

fine primero el proble~a de optimización y se discuten -los· a'speétos · comple-­

jos del mismo. Se identifican luego los pasos fundamentales del proceso de -

solución de un problema de optimización: a) Definición del problema. b) -­

Formulación de un modelo de optimización. c) Selección de un método de sol!:!_ 

ción. d) Aplicación del método de solución. Cada paso--del proceso y lo que 

cada uno implica se discute en detalle. 

Finalmente se presenta una clasificación tentativa tanto de los modelos de -

optimización como de las técnicas de solución • . 

*Director General, IPESA, Ingenieros Consultores. 

1 



'. 

INGENIERIA Y PROCESAMIENTO ELECTRONICO, S. A. 

2 

2. EL PROBLEMA DE OPTIMIZACION 

Cuando un ejecutivo o persona responsable de tomar decisiones se ve confro!!_ 

tado con el problema de seleccionar un curso de acción entre un conjunto de 

alternativas, se verá· compelido a escoger la mejor, en términos de un cier­

to objetivo u objetivos predeterminados, según la naturaleza del problema. 

Se asume en lo anterior, que el grado en el cual cada alternativa se acerca 

al objetivo puede evaluarse mediante un método cua,ntitativo. En otras pala­
., 

bras, una medida de la utilidad de cada curso de acción puede determinarse, 

permitiendo asi al que toma decisiones, seleccionar la.alternativa que re-­

gistre la máxima utilidad. El grado de acercamiento al .objetivo en cada C-ª. 

so particular es la "figura de mérito". 

" 
DEFINICION - Un problema de optimización se define como la selección, entre 

un conjunto de varias alternativas (posiblemente un número infinito) de un 

problema, de aquella para la cual la figura de mérito se optimiza (se maxi-

mixa o minimiza). 

3. TEORIA DE OPTIMIZACION. NATURALEZA DEL PROBLEMA DE OPTIMIZACION • 
• 
1 

La naturaleza de los problemas de optimización es en general bastante complg_ 

ja y una gran variedad de casos, presentando diversas caracterfsticas, se e.!l 

cuentran a menudo en problemas prácticos. 

Para visualizar la complejidad inherente a la naturaleza del problema, consi 

dérense los siguientes ejemplos: 
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a) El que toma decisiones puede verse confrontado con un· problema que tenga 

un objetivo claramente definido que debe optimizarse, sin embargo el pro 

blema puede estar sujeto o no a una serie de restricciones, las cuales a 

su vez, pueden no estar claramente defini'das. También tendrá que tener -

en cuenta para la soluci6n del problema, si el comportamiento del mismo 

es determinístico o estocástico. ,, 

b) El que toma decj,:¡jones podrá verse en el caso de tener que interactuar y 

competir con otros participantes, cada uno de los cuales trata de tomar 

decisiones que optimicen su propia figura de mérito. 

c) Varias decisiones tendrán que tomarse en un problema de etapas múltiples, 

donde el objetivo es una optimización a largo plazo en contraposición con 

una suboptimización de una etapa particular del problema. 

Es esta naturaleza tan diversa, así como las características estructurales -

tan distintas de los modelos (Ver sección 6), que indican claramente la nece 

sidad de una gran variedad de técnicas para atacar la solución de problemas 

de optimización. El conjunto de todas estas técnicas, o sea las incluidas --
' 
' dentro de los nombres específicos de p4ogJt.amac.i.6n ma-tem.ttlca, teolt.Ca de jue-

go¿,, ;teolt.Ca utadútica de la dew.i.6n, p4og4amaU.6n d.i.námlc.a, ;teolt.Ca del -­

c.on;C4ol, c.tU'.c.ulo de va/Úac.lonu, e;tc.., constituyen, junto con sus bases teó­

ricas, la teoría general de optimización. 

La teoría de optimización, en su acepción más amplia, es la rama ~nificada 

del aná.lll..i.6 m~c.o que proporciona un enfoque formal para la solución -

de los problemas de optimizaci6n. 
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4. PROCESO OE SOLUCION 

El proceso de solución para problemas de optimización puede no ser idéntico 
' en todos los casos y puede diferir debido a la naturaleza especial del pro-

b ema; sin embargo siempre será posible distinguir en el proceso los pasos 

básicos indicados en la Figura 1.1. Las lí,neas ,de retroalimentación indican 

la posible revisión d~ las decisiones anteriores. 

5. DEFINICION DEL PROBLEMA 

En la etapa de definición del problema se identifican las variables de deci 

s1ón o control que lo gobiernan, y se especifica a su vez la fonna de inter 

acción entre ellas. Deberá definirse una figura de mérito en ténninos de --

las variables de cohtrol relevantes, y el rango de los controles debe espe-

cificarse explícita o implícitamente. Finalmente, las restricciones que de-

ben satisfacer las variables habrá que establecerlas. 

6. FORMULACION DE UN MODELO MATEMAT!CO 

Una vez que el problema ha quedado adecuadamente definido, el paso subse- -

cuente es formular un modelo abstracto (usualmente un modelo matemático), -

que ~~presente fielmente la estructura esencial del problema y que pueda t~ 

ner solución mediante la aplicación de un procedimiento conocido. 
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' DEFINICION DEL PROBLEMA 

·Parámetros 
' 

' ' ' ' ' ' 
'. .variables de Control 

l 

FORMULACION DEL MODELO 
' 

MATEMATICO 

·Función Objetivo 

-Restricciones 

SELECC!ON DEL METODO 
. 

DE SOLUCION 

APLICACION DEL METODO 

DE SOLUCION 

-, 

Fig. I.1 Proceso de Solución del Problema de Optimización 
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' Cuando se haga ref~rencia a modelos, lo entendemos en el sentido de Karlin*; 
' 

"un modelo es una a,decuada abstracción de la realidad que preserva la estrus_ 

tura esencial del Pl".Oblema de tal manera que su análisis ,proporcione informa 
1 . -
' ción acerca de la situación concreta asi como de otras situaciones que ten--

gan 1 a misma es true tura forma 111
• 

Es claro que la solución del modelo producirá resultados confiables solo en 

la medida que el modelo sea representativo del problema original. Si el pro­

blema no ha sido modelado apropiadamente, su solución puede, llevar a result!. 

dos dudosos o completamente erróneos; por ejemplo considérese el caso de un 

modelo de programación lineal que da una solución no acotada como resultado 

de no haber incluido una de las restricciones dentro del modelo. 

Se analizan a continuación algunas características distintivas de los mode-­

los de optimización. que permitirán su clasificación. Esto sera útil para ide!!_ 

tificación posterior de los modelos que se tratarán en las demás sesiones -­

del seminario. 

Se distinguen tres componentes principales de un modelo de optimización: 

a. El conjunto de variables del problema. 

b. La figura de mérito por optimizar. 

e; El dominio de definición de las variables del problema (determinado por -

las restricciones del problema). 

* Karlin, S., "Mathematical Methods and ·Theory in Games, Progra11111ing, and 
Economi es", Vol. I, Addi son-Wes ley; 1959. 
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La solución óptima\'para cierta clase de problemas de optimización consiste -

en valores numéricos que toman las variables del problema, satisfaciendo las 

res tri cci ones y opti,mi zando simultáneamente la figura de mérito. 

Otras E1hses de"prob1emas 1de optimización'buscan una curva o función (proble 

mas variacionales), que satisfaga a un conjunto de restricciones y haga ópti 
' 

ma una cierta expresión funcional del conjunto de curvas factibles. 

Para ciertos problemas el objetivo será susceptible de representación matem! 

tica como una función de las variables de control. Para otros problemas esta 

representaci órí explícita puede no ser obtenible, y la figura de mérito para 

un conjunto dado de valores de las variables de control podrá conocerse solo 

después de completar un proceso complejo (como un proceso de simulación, un 

análisis ingenieril, la solución de un programa de computación muy elabora-­

do, o una búsqueda en una tabla}. 

Más aun, el problema puede ser restringido o no restringido. Para problemas 

restringidos susceptibles de modelarse en forma matemática explícita, la n-ª. 

turaleza de las expresiones que representan a las restricciones puede ser -

muy diversa. Por ejemplo pueden ser expresiones algebraicas o trascendentes, 

igualdades o desigualdades, lineales o no lineales y siendo el dominio de -­

las variables un conjunto contínuo o discreto. También, algunas de las res--

tricciones pueden ser ecuaciones diferenciales o integrales. 

A la luz de la discusión anterior, se ha elaborado la clasificación de los -

modelos de optimización en forma de estructura arbolada, mostrada en las - -

Figuras I.2a y b. El árbol obviamente puede ser expandido tanto en la direc-
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ción horizontal cqr.o en la vertical hasta hacerlo tan completo como se re--

. ' quiera o se desee. '' 
" 

' 1 ' <i ll 1 , 

Se distinguen ciertas ramas del árbol que representan a .clases específicas 

de problemas, para las cuales los procedimientos de solución constituyen un 
-' 

desarrollo matemáticQ bien establecido. Por ejemplo, los modelos en la rama 
• 

de optimización restringida para los cuales tanto las restricciones como el 

objetivo puede representarse en forma matemática cerrada, constituyen aque­

lla parte de la teoría de optimización generalmente conocida como plLOg!Ulma.­

c..i.611 matemá;Uca.. 

Como segundo ejemplo, considérese la clase de problemas para los cuales la -

función objetivo en forma explícita, se expresa mediante una integral defini 

da (objetivo funcional) con o sin condiciones subsidiarias. La solución de -

tales modelos cae dentro del campo del cfilc.ulo c..f.iU~co de va!Llac..i.onu.. 

Finalmente, considérense aquellos modelos con restricciones y/o objetivo que 

no aceptan representación matemática explícita. La optimización de tales mo­

delos puede intentarse por medio de técnicas que se designan con el rubro ge 

neral de mltodo~ de bú.6queda <LUtec.t.a. 

Un ejemplo de esta clase sería un cierto proceso estocástico (por ejemplo -­

una línea de espera, un proceso de renovación) que está siendo analizado me-

diante una simulación en computadora. Los parámetros de entrada pueden va- -

riar{;.jY la simulación ejecutarse para cada conjunto de valores. Mediante -­

los resultados de salida de cada corrida puede estimarse una me~da de e6ec­

.tlv~dad (MDE) de los parámetros de entrada correspondientes. Si el problema 
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consiste en seleccionar los parámetros de entrada que optimicen la MDE, se -

requerirá una técnica de búsqueda directa para obtener el 6ptimo al mismo --

tiempo que se minimiza el número de experimentos simulados • 

' ' 
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7. TECNICAS DE SOLUCION 

Las técnicas de sol 1~ción son los procedimientos y algoritmos desarrollados -

para la solución de problemas de optimización. La solución de un problema -­

implica usualmente lii. determinación de los valores numéricos de las variables 

de control y el valor óptimo de la figura de mérito. 

Los métodos de optimización se dividen generalmente en dos grandes catego- -

rías: m~doh ind.Ui.ec.toh y diJi.ec.toh. Con los métodos directos, la solución -

'óptima se busca calculando directamente los valores de la función objetivo -

en diferentes puntos de la región factible. Los valores asi obtenidos se com 

paran y, por me di o de un criterio auxiliar, se analiza ahora un nuevo punto 

que, es de esperarse, mejorará el valor de la función objetivo. 

Alternativamente, los métodos indirectos buscan un conjunto de valores de -­

las variables de control que satisfagan condiciones necesarias de optimali-­

dad previamente conocidas. El método clásico del cálculo diferencial es un -

ejemplo del tipo indirecto. En efecto, se buscan valores de las variables pa 

ra los cuales las primeras derivadas de la función objetivo se anulen, supo­

niendo que se garantice la continuidad de la función y la existencia de las 

derivadas en la región de interés. En esta forma, el problema de optimiza- -

ción ha sido transformado en un problema de búsqueda de rafees. 

El algoritmo Simplex de la programación lineal exhibe aspectos tanto del mé­

todo directo como del indirecto. Lleva a cabo una búsqueda directa solo en-­

tre los puntos extremos de la región factible (puntos que satisfacen la con­

dición necesaria de optimalidad)'en forma tal que la figura de mérito sea 
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' cuando menos ··.an buena como en el paso previo. Finalmente, ,'el óptimo se de-

tecta, de entre el c;onjunto de puntos extremos, cuando el criterio indirec­

to de factibilidad de la solución complementaria del problema dual asociado 

se ha satisfecho. 

Para ciertos modelos raatemáticos de optimización, el método de solución pu~ 

de incluir la tran~1pnnación del modelo original en uno equivalente que pro 

meta ser de más fácil tratamiento que el original. Considérese la metodolo­

gía de la p1Wg!Ulmacl6n geomlttU.ca •:en este caso,,lá optimización polino--,. 

mial se fonnula en términos de su problema dual y e's'te es el modelo que 

realmente se resuelve. Otro ejemplo es la transfonnación en un problema de­

programación lineal de un programa no lineal .1>epMO.b.f.e. 

Las técnicas directas pueden subdividirse en dos grupos principales: méto-­

dos .1>.i.mu.ltán.eo.1> y .1>ecu.encútle.1>. Las técnicas de búsqueda simultánea calcu-­

lan los valores de la función objetivo o superficie de respuesta para un -­

conjunto de puntos determinados a ptU.otU. mediante una cierta estrategia de 
!},, -~ 

I•._.,' 
búsqueda. Los métodos de búsqueda secuencial, por otra parte, se refieren a 

el examen secuencial de los soluciones de cada intento experimental, basan­

do li! localización de intentos subsecuentes en los resultados de los ante--

riores. En las Figuras I.3a y b se presenta un subconjunto de técnicas de -

solución representativas de cada una de la~ clases de métodos discutidos en 

es ta sección. 

* Duffin, R.J., E.L. Peter~on, y C. M. Zener, Geome.óu:c P~og!Canmlng, John -
Wi ley, 1967. 
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8. SELECCION DEL M~TODO DE SOLUCION. 

La selección de un método de solución conveniente para un problema dado de­

pende del tipo de modelo empleado, las técnicas de solución existentes para 

ese modelo particular y las facilidades de computación disponibles para el 

ingeniero analista. 

En el proceso de selección se pueden considerar factores tales como lineali­

dad del modelo, número de variables, número de restricciones, estructuras -

especiales, separabilidad de las variables en las restricciones y/o función 

objetivo, superficies representativas de las restricciones o del objetivo -

de rápida interpretación geométrica, etc. 

La selección final de un método adecuado para un problema particulaar depen­

de por tanto de las propiedades detalladas del modelo asi como de las técni­

cas de solución que formen parte del paquete de hOft.:twalle de la instalación -

de computadora disponible. 
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IVilodelo para la Evaluación de Proyectos 

SINOPSIS 

Se presenta en este trabajo un sistema para evaluar y selecc1onar proyectos de elec­
tnficac1ón rural Puede usarse además como herramienta para la as1gnac1ón de pre­
supuestos a zonas o regiones de un país. 

La 1nformac1ón que se requiere para su aphcac1ón consiste de el presupuesto dts· 
pon1ble para 1nvers1ón, la política de electnficac1ón a seguir, expresada en tcnn1nos 
cuanl!tativos mediante factores de ponderación; indicadores que penmtan llegar a 
una medida de efectmdad y el costo marginal asociado con cada proyecto 

Se obtiene como resultado el con¡unto de proyectos que hace máxima lJ función 
de beneficios, dentro del presupuesto dISpomble y las restncc10nes unpue>lJS por 
la dependencia de algunos proyectos. 

El sistema está integrado por modelos matemáticos unplementados en equipos de 
cómputo electrónico que penmten efectuar anáhS1s hasta de JO 000 proyectos 

13 



l.- INTRODUCCION. 

1 1 · El Problema de Evaluación y Selección de Proyectos. 

El sistema que aquí se presenta constituye un medio para ayudar a los func1onar1os 

responsables de la Electnficac1ón Rural a tomar dec1s1ones No es un sustituto 
mecánico de su JU1c10, su expenenc1a y v1s1ón política sino que simplemente es una 

herramienta para auxiliarlos en las decmones que deben tomar Su necesidad surge 
por dos hechos fundamentalmente 

a) Que es necesario un mecanismo que permita conocer cuando un pro 
yecto. es me¡or que otro, sobre todo porque los beneficios que un 
proyecto de electnficac1ón rural produce no tienen un valor en el 
mercado 

b) Porque los recursos con que cuenta el gobierno siempre son menores 
para poder realizar todos los proyectos en un sólo período. En con· 
secuencia. deben elegirse de esos proyectos aquellos que más contri­
buyan a lograr los ob¡etivos nacionales, para que de esta forma, pue· 
dan liberarse los recursos que son escasos y valiosos y poder reah­
zar más proyectos útiles 

1.2.- Descnpc1ón del Sistema 

14 

El Sistema de Evaluación y Selección de Proyectos que se presenta esta 
formado por un conjunto de modelos matemáticos que, unplementados en 
un computador electrónico, pemuten obtener los proyectos que hacen má­
xrma la función de beneficios 

Los datos de entrada del sistema son 

a) Infonnac1ón estadística, concerniente a cada proyecto, que se reco­
lecta en formas específicamente d1Señadas para tal fin. 

b) Costos asociados con cada proyecto 

c) La política de electnficac1ón rural a segmr expresada mecJ,_n te fac­
tores de ponderación 

d) Un diagrama que ilustre la dependencia o mdependencia de los pro­
yectos 
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e) El prc;upue;to disporuble 

Los rc~ultados que se obtienen son 

a) La l:sta de proyectos que hacen máxima la función de benefic10s, de· 
fimdd en el capítulo 2 -

b) El valor de la función de beneficios 

En el diagrama de la Figura 1 1 se ilustra la interacción de los elementos 
que integran ei sistema 

SISTEMA DE EVALUACION Y SELECC!ON DE PROYECTOS 

DATOS DE LOS 
PROYECTOS 

PROGRAMA 
AAASELEP 

--- -----

DATOS DE LOS 
GRUPOS DE 
PROYECTOS 

PROGRAMA 

AAAPOBLA 

8 
ARCf-llVO 

PE R M A 

NENTE 

PRESUPUESTO 
DISPONIBLE 

---t> 

---~-=L>....~~~~""'-~-=-------
LISTADO DE 
PROYECTOS 
SELECCIONADOS 

FACTORES DE 
PONDERACION 

RESULTADOS 
DE LA 

EVALUACION 

LIMITES DE 

CONFIANZA 
PARA EL 

MUESTREO 

PROGRAMA 
AAAELIGE 

---- ---

FIGURA l. l. 
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1 3 - Ob1et1vo' del SIStema 

Los objetivos que se pretenden alcanzar mediante este Sistema son 
' 

a) ldenllf1car las zonas de cada Estado, que por su potencial económi­
co, sus cond1c1ones sociales y por las 1nvers1ones marginales que 
deban efectuarse para real12ar los proyectos de electnficac1ón rural, 
las hagan más atractivas 

b) Servir a los func1onanos como una herramienta que les permita far· 
mular programas de electrificac1ón rural en los que o;e integren aque­
llos proyectos que meior logren los ob1ellvos f11ados por el Gobierno 
Federal,, y que a través de la Com1s1ón Federal de Electnc1dad reci­
ben las ~untas de Electnficac1ón 

1.4.- Elementos que Integran el Sistema 

16 

Los elementos que mtegran el Sistema de Evaluación y Selección de Pro­
yectos son 

a) Modelo para evaluar proyectos y zonas de un Estado, a par!Ir de ín­
dices prev1.imente definidos 

b) Programa para computadora que calcula los índices de evaluación de 
las zonas 

c) Programa para computador electrónico que permite transformar pro­
yectos dependientes en proyectos mdependientes 

d) Coniunto de programas para computador para ev•luar hasta JO 000 
proyectos, unplementado en una maquma con 256 K Bytes Cada 
proyecto puede trabajarse con el número de md1cadores que se desee. 

e) Modelo matemátlco y algontmo para resolver el problema de selec­
ción de Proyectos baJO Restncc1ones Presupuestales 

t) Programa para computador en los que ::.e implementa al algoritmo 
que resuelve el problema de selccc1on Este conjunto de programas 
pennite trabajar hasta con cinco grupos de proyectos dependientes 
y hasta 80 proyectos Consiste de un coniunto de subrutinas mte­
gradas con las que, a partir de los datos de costos de cada proyecto, 
los índices de evaluación calculados previamente (1nc1so d), e 1nfor­
mac1ón sobre la dependencia entre proyectos, se obtiene el conjunto 
de proyectos que hace máxrrna la función de benefic10s 



g) Algontmo para obtener, mediante métodos heurísticos, el conjunto 
de proyectos cuyos beneficios se aproxima al valor maxuno de la fun­
c1on de beneficios, teniendo una cierta probabilidad de estar dentro 
de las mcJores soluc1ones 

h) Conjunto de programas en Jos que se implementa el algontmo ante­
nor Penrute manejar hasta 1 O 000 proyectos pudiendo formar parte 
hasta de 400 grupos de proyectos dependientes 

' 
En las pagrnas sigmentes se da una exphcación detallada de cada uno de 
estos elementos En la Figura 1 2 se presenta un diagrama que muestra 
la secuencia del proceso de evaluación y selección de proyectos, en don­
de puede observarse la gran íle"ibihdad que se le da para su uso 

2.- MODELO PARA LA EVALUACION DE PROYECTOS. 
2 1 - Alcances y Limitaciones del Modelo 

En el Sistema de Evaluación y Selección de Proyectos desarrollado, el 
objetivo de la evaluac10n de proyectos es el establecuruento de Jerarquías 
en tenn1nos cuantitativos, de cada proyecto en relación a los demás Dado 
entonces un con1unto de proyectos, mediante su evaluac1on se obtiene un 
número que representa una medida de la bondad de cada proyecto en 
relación a los <lemas 

Es importan te aclarar que la evaluac!ón de proyectos en este Sistema no 
establece si un proyecto es o no conveniente desde un punto de vista so­
cial o económico absoluto, sino que se logra dar un número que refleja 
que tan bueno es un proyecto en relación a los demás Por tanto, es ne­
cesario que el sistema se aplique considerando el mayor número de proyec­
tos posibles La aplicación de este modelo por etapas, en las que se tomen 
en cuenta diferentes proyectos cada vez, conducuá a rcsuL .. c:o~ diferentes 

Hechas estas acl&raciones se estará en posibtlidad de ubicar debidamente la parte 
de evaluación que se aba_;ca con el Sistema 

Existen dos problen1as de evaluación y selección d1stmtos, pnnc1palmente porque 
cubren mveles y objetivos diferentes El pnmero se relac10na con los estud10s que 
deben hacerse para definlf la me1or dentro de un conjunto de alternativas con las 
que se pretende resolver un problema específico, en el que se trata de establecer 
cual es el proyecto que deberá proponerse para dotar de energía eléctnca a una 
localidad o a un centro de consumo potencial, mientras el segundo, que es el que 
se resuelve con el Sistema, mtenta defimr el conjunto de proyectos que deben lle­
varse a cabo con un presupuesto previamente determmado, de tal suerte que se 
logre el beneficio conjunto máxnno 
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2 2 - Formul:ic1on del Modelo de Evaluación 

(Modelo 1 en la figura 1 2) 

L.i.s características que debe tener un modelo que permita evaluar (en ténninos 
relallvos) los proyectos de e!ectnficac1ón rural son 

a) Deberá permitir obtener un índice general de evaluación al menor costo 
po"itble, ya que las obras de electnficac1ón rural por su tamaño, no ameritan 
estudios elaborados y costosos 

b) Deberá ser capaz de medir la efect1v1dad de un proyecto en relación a cada 
uno de los objellvos que pretendan lograrse mediante la electnficac1ón ru­
ral Para tal fin se' usarán md1cadores que midan el grado con que cada pro­
yecto contnbuye a lograr un objetivo específico 

e) Deberá ser lo suficientemente flexible para llevar a Cabo una política de 
desarrollo diferente en cada Estado o región del País Es decir, debe per­
nut1r asignar pr1ondades a los proyectos de electnficac1ón a tendiendo a di­
versas cond1c1ones Así, en algunos Estados o Regiones sera el aspecto social 
el que predomine, mientras que en otras, el económico o el financiero 

El modelo que se propone para calcular el índice general de evaluación de un pro­
yecto y que cumple con las características arriba enunciadas es el que se da a 
continuación. 

NOTACION· 
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E 1 = índice de evaluación del proyecto 1-és1ID0 

1 lJ = valor del md1cador J·ÓSIIDO en el proyecto 1-és1ID0 

K J = factor de ponderación del md1cador J·és1mo 

I~ = valor máx1ID0 que alcanza el md1cador J en los n proyectos 

A 
11] = valor mínlIIlo que alcanza el md1cador J en los n proyectos 

n = número de proyectos 

m = número de md1cadores 



Se tiene entonces 
A 

IIJ - IIJ 
---~-X 100 KJ 
¡• A 
IJ- Ilj 

(1) 

De esta forma se logra que todos los md1cadorcs queden medidos dentro de un 
rango ÍIJO entre 1 y KJ' mdcpcnd1entemente de sus valores ongmales. 

3 - SELECCION DE PROYECTOS 

3 1 - Modelos de Selecc1ón Op!Ima de Invemones 

La naturaleza de los modelos matemáticos asociados con problemas de 1nvers1ón 
es muy diversa Sin embargo, las componentes pnnc1pales que son comunes a to· 
dos ellos son 

El coniunto de proyectos, = 1,2, , n propuestos para 1nvers1ón 

b La erogación asociada con cada proyecto y su d1stnbuc1ón en el tiempo 

e El beneficio relativo total asociado con la al.eptac1ón de cad.i proyecto 

d El número de años que cubre la planeac1ón (honzonte de planeac16n) y el 
numero de períodos considerados para la 1nvers1ón 

e Los presupuestos disponibles para cada período 

El coniunto de proyectos puede estar hgado o no por determinados tipos de dc­
pcndenc1a que pueden ser tecnológicas, operacionales o econó1n1cas Los caso-. 
de dependencia e 1ndependenc1a entre los proyectos de electnf1l.ac1011 se analiza· 
rán someramente dentro de este trabajo Sin embargo, se dan las siguiente!:> dcfi· 
c1ones 

Un proyecto es 1ndcpend1ente s1 los costos y beneficios que su e1ecuc1ón involucra 
no se ven afectados por la real1zac1ón de otros proyel.tos El bencftc..10 totdl, en 
consecuencia, es igual a la suma de los beneficios de cada proyecto del conjunto, 
como s1 se llevara a cabo solo 

El modelo que se presenta en este trabaio fue realizado haJO la hipótesis de pro· 
yectos 1n<lcpcnd1cntcs No obstante, 1ned1antc .i.lgunas Jd,1ptJc1oncs puede licgJr 
a manejar cierto tipo de proyectos dependientes Estos se discuten el el 1nc1~0 3 3 
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3 2 - Formación de Program:ii;; de Obras 

Para intcgrJr en un progran1a los proyectos por e1ecutar, es necesJno establecer 
un entena que considere 

a Cuándo un proyecto, con el que pretenden lograrse ob¡ehvos múltiples, es 
mejor que otro 

b Qué proyectos del¡cn formar parte del programa, s1 los recursos disponibles 
no permiten la cons,trucc1on de todos 

1 
El problema planteado eO el 1nc1so a, puede resolverse en términos relativos me­
diante el modelo de evalll::ic1ón propuesto. Par.i el 1nc1~0 b, es importante hacer 
notar que los recursos d1spon1bles no son suficientes para llevar a cabo todos los 
proyectos y por tanto será necesario escoger entre la hsta de proyecto evaluados 
y jerarquizados, aquellos que deberán ejecutarse o a pasar a fonnar parte de la lis­
ta de espera para 'ser conMderados en la formac1on de los s1gu1entes Programas 

Puesto que, como resultado de la evaluación se obtiene un índice cuyo valor se­
li.ala que tan bueno es cada proyecto en relación a los de1nás, en el proce~o de sclec­
c1on deberá tratarse que con el presupuesto d1spon1ble, los Proyectos que se chJan 
para formar el Programa de Obras, conduzcan al max1mo valor posible de !.i suma 
de sus índices de evaluación (benefic10s) 

Los modelos que se formulan para seleccionar entre un c..onJunto de proyectos, 
aquellos que hacen máxuna la función de beneficios para un presupuesto dado 
pertenecen a la rama de Ja programación matemática llan1ada programación entera, 
pues no es posible eleglf fracciones de proyecto 

Los pnrneros algont1nos desarrollados en los últunos años para resolver este pro­
blema, presentan una sene de inconvenientes y hm1tac1ones que los hacen pract1-
camente inoperables Sin embargo, aprovechando la estructura de la m::itrít de co­
eficientes del problema, el Dr Felipe Ochoa Rosso (Rei 1 ) desJrrollo un algo 
ntmo fundJ.n1entado en el método de ram1ficac1ón, con el que es pos1blc resolver 
este tipo de problemas en forma muy eficiente 

Este algontmo nnplementado en la computadora de la Com1s1ón Federal de Elcc­
tnc1dad (IBM-360-50) permite llegar a resolver problemas hastJ de 6 etapas de 
inversión y 80 proyectos Para problemas que involucran un mJvor numero de 
proyectos ( 10 000 ), se desarrolló un método de soluc1on heunst1co, q.ie permite 
encontrar una solución factible con la que se tiene una cierta probab1hd.ad de estar 
dentro de un porcentaje determinado de las mejores soluciones po111blcs An1bas 



cifrJs, la probabtlt<lad y el porcentaJc d\:fin\.!n el tamaño de una muestra, que re­
presenta el nun1ero de pruebas a reaJ17ar p:ir:i verificar que el valor de la func.1on 
objetivo encontrado pnmerarnente no es superado 

3 3 FORMULACION DE LOS MODELOS MATEMATICOS DE SELECC!ON 
( modelo Il en la figura I 2 ) 

En este 1nc1so se formularán los modelos apllcables a proyectos de eh'.!c­
tnficac1on rural, bajo distintas cond1c1ones de dependencia 

3 3 1 ~otación 

Se adoptará la s1gu1ente notación 

Bi = Benefic10 relativo del proyecto 1-ésimo 

C1 = Costo total mvolucrado en la eiecuc1ón del proyecto 1-éSimo 

P = Presupuesto dISpomble 

X = Variable de dec1SIÓn que adopta umcamente valores O ó l 1_ 

Z = Función de beneficios 

G = Coniunto de mdices correspondientes a los grupos de proyectos 
dependientes 

M = Coniunto de pare¡ as ( J 'J) de proyectos pertenecientes a grupos 
de proyectos dependientes en las que el proyecto (J ') depende 

direct.imente del proyecto (J) 

~ = Conjunto de índices correspondientes a los proyectos múltiples 
generados por el grupo k (k E G) de proyectos dependientes 

'(ver párrafo 3 3 4) 

N = Numero total de proyectos conSiderados 

3 3 2 Modelo para proyecto• mdepend1ente• 

En este caso, como se muestra en la figura 3 1, 'º"' proyci..,tos ">Oll t.iJ.:p..:n­
d1entes unos de otros La electnficac1on de cuJlqu1er pobl.1do ">C .~,j..: l!l!var 
a cabo 1ndepend1entemente de la electnficac1on de los <lemas p .. 1 1:.:Jo~ 
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4 
3 

LINEA DE TRANSMIS!ON EXISTENTE 

Fig. 3. 1 

El modelo propuesto para este caso es el siguiente 

max 

sujeto a 

y 

n 
¿; 

n 
z = ¿; 

i = 1 

i = 1 

X1 = Ü, 1 .,. 
i 

( 2 ) 

( 3 ) 

( 4 ) 

El problema corresponde al problema clásico de programación todo entero 
con una sola restncc1ón la restncc1on presupuestal 

3 3 3 Modelo para proyectos dependientes en secuencia (a) 

24 

En este caso, además de proyectós 1ndepend1entes, se tienen grupos de pro­
yectos en los que los proyectos dependen unos de otros para su realización 

2 

l LINEA DE TRANSMISION EXISTENTE 

3 ' 

F1g. 3. 2 



Así, por eiemplo, en la figura 3 2 el poblado.4 se puede electnficar solo 
cu"ndo ya ha Sido electrificado el poblado 3, etc 

El modelo propuesto para este caso es como sigue 

max ( 5 ) 

n 
sujeto a L ( 6 ) 

1 = 1 

(J',J) EM (7) 

y X1 = O , 1 ( 8 ) 

Para el problema de la figura 3 2 se tendrían tres restncc10nes del tipo (7) 

correspondientes a las pareias ( J' J ) de proyectos 
(4, 3)' (5, 3) y(6, 5) 

3 3 4 Modelo para proyectos dependientes en secuencia (b) . 

Se presenta a contmuac1on un modelo alternativo al presentado en el 1nc1so 
333 

La diferencia con51ste en la fonna de tratar Jos proyectos que fonnan pJrte 
de Jos grupos de proyectos dependientes. En vez de considera¡ estos pro­
yectos como proyectos 1nd1v1duales, en cada grupo se generan proyectos 
múltiples de manera de considerar todas las formas de electrificar el grupo 
de poblados 

El modelo para este caso es el s1gu1ente 

n 
max Z= L B1X1 ( 9) 

1=1 

n 
suieto a L C1 X1 .;; p ( 10) 

1=1 

k XJ .;; 1 kEG ( 11 ) 
JENk 

y xi= 0,1 v1 ( 12) 
25 



Es ncccsano hacer notar que el número n de proyectos considerados para el 
n1odelo no•co1nc1de con el ntimcro de proyectos rnd1v1duales propuestos para 
la elcctnficac1ón En el problema de la figura 3 2 se tienen 6 poblados por 
elcctnfic.ir r~uentras que para el modelo se cons1derarian los s1gu1entes 8 pro­
yectos 

Proyecto para 
el modelo 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

" 

Formado por los 
proyecto• individuales 

1 
2 
3 
3,4 
3,5 
3,4,5 
3,5,6 
3,4,5,6 

Para el mismo eiemplo se tendría una sola restncc1ón del l!po (11) en la que 
N1 = 3,4,5,6,7,8 Todos los proyectos que se analizar. son 1ndepend1entes, 
pero aquellos que pertenecen a N 1 son mutuamente exclusivos 

4 E¡emplo. 
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Para ilustrar la aplicación del sistema expuesto, se presentan enseguida los 
resultados obtcmdos mediante el ffilSffiO 

En la figura 4 1 se muestra un con¡unto de poblados La úmca mstalac1on 
existente es la línea de transm1s1ón Asun1smo, los poblados A y B están elec­
trificados Para cada proyecto se consideraron 25 indicadores con sus respec­
tivos factores de ponderación Los resultados de la evaluación se muestran 
en la figura 4 2 A partir de estos resultados se procesó el modelo descnto 
en el mciso 3 3 4 con lo que se obtuvo una soluc10n óptima Z = 273 426 
para el presupuesto dispomble de 4 000 00 Los proyectos elegidos se mu· 
estran con línea gruesa en la figura 4 1 

Fmalmente, en la figura 4 3 se muestra la curva de efectividad-costo corres· 
pond1ente al problema 
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"' 00 

NUM DEL 
PROYECTO 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 

SOCIAL ECONOMICO 

16 832 8 487 
10648 6022 
B 427 1 524 
3113 1 048 

47 375 9 414 
55 341 10 148 
35 645 24 636 
22 500 4 601 
58 795 25 753 
61 808 10 250 
53 842 9 516 
39 086 9376 
41 156 25 154 
31 451 8 764 

6 431 1 752 
45 535 9 931 

9 780 1 578 
12 205 1 605 
35 645 8 815 

5 228 3 773 
38 930 2 830 

1 030 1 030 
18 672 1 708 
23 138 2 194 
16 024 1 656 

2 867 1 040 

FIGURA 4-2 

VALORES DE LOS INDICADORES 

POUTICO FINANCIERO GENERAL COSTO 
(BENEFI 

1 106 2 081 28 505 330 000 
1 055 1 731 19 457 240 000 

1 169 1 464 12 583 169 000 
1 093 1 090 6 344 90 000 
1 144 5 246 63 178 900 000 
1144 5 550 72 182 1043,000 
4 760 8 442 73483 1096 000 
4 648 3288 35 072 535 000 
5 151 10 301 100 000 1606 000 
1 144 6 236 79 438 1279 000 
1 144 5 933 70 435 1136 000 
1 144 5 723 55 328 892 000 
4974 8 984 80268 1300 000 
1 257 5 578 47 050 788 000 
1 030 1 505 10 718 184 000 
1 156 6 690 63 302 1118000 
1106 2 084 14 548 257 500 
1 118 1 972 16 901 300 000 
1 320 5 951 51 731 941 000 
4 583 1 997 15 581 293 000 
1 245 5 726 48 730 1035 000 
1 169 1 030 4 259 92 000 
1 118 2658 24 157 536 000 
1 182 4 220 30 733 721 000 
1 144 2 824 21 647 517 500 
1 093 1 398 6 398 184 000 

BENEF/COSTO POBLADOS QUE FORMAN PARTE 
(POR CIEN) DEL PROYECTO 

8 638 22 . . 

8107 23 , . 
·7 446 ·32 

. 
7 048 30 
7 020 2 7 
6 921 2 7 8 
6705 15 16 33 
6556 14 13 
6 227 15 16 33 17 18 
6 211 2 3 7 8 
6200 2 3 7 
6203 25 
6174 15 16 33 17 
5 971 15 
5 825 12 
5 663 25 26 
5650 24 
5634 2 
5 497 15 16 
5 318 14 
4 708 24 27 28 29 
4630 31 
4 507 2 3 
4 263 24 27 28 
4183 24 27 
3477 1 
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ASIG.lACIO!'l OPTIMA DE RECURSOS 

En esta parte se discutirán los problemas genéricos mos -

trados en relación con: 

Planteamiento del problema 

Procedimientos (algoritmos} de solución 

Aspectos teóricos 

Interpretaciones económicas 

l. Problemas de transporte 

12. Problemas de asignación (assignment} 1 

3. Problema general de asignación (allocation) lineal 

(problemas de programación lineal) 

4. Programación paramétrica 

S. Programación entera 

PROBLEMAS A DISCUTIR 

I. EJEMPLOS DE PROBLE!-IAS DE TRANSPORTE 

l. Pag. 143 del texto. 

2. Problemas del transporte ldescripción general): Las 

cantidades de recursos bi, b 2 , ••. , bi, ••• , bm dis­

ponibles en m "orígenes", deben asignarse andes 

tinos 1, 2, ••. , s, ••• , n, los cuales tienen res -

pectivamente demandas de estos recursos en las can-

tidades a 1 , a 2 , • • • / a f 

j 
.•. , a • Sea c. . el costo 

n iJ 
por asignar una unidad de recurso del origen i al 

destino j. Suponiendo que la cantidad total de re -

cursos es igual a la demanda total (transporte ba -
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lanceado) , encontrar para cada origen i y cada des-

tino j la cantidad x .. de recursos del origen i que 
. iJ 

debe asignarse al destino j, de modo que se satis -

fagan las demandas en todos los destinos a un cpsto 

mínimo. 

Matemáticamente: dados Cij i = 1, 2, •• , m, j = 1, 2, •• , n 

bi~ o 

ªi~ o 
encontrar xij~O 

n m 
de modo que sea mínimo ~ 

j=l 
E 
i=l 

cumpliéndose t X .. = ªi'i = 1, . . , m 
J=l iJ 

m 

~ xij = bjlj = 1, ' • I n 
i=l 

En forma de tabla escribimos 

ORIGEHES DESTiilOS RECURSOS 

1 

2 

i 

ro 

'DEMANDAS 

1 2 ... j . . , n 

Cll (Xll) C12(X12) • .. Clj (Xlj) ... Cln(Xln) 

C21(X21) C22(X22) ···C2j (X2j) ... C2n<X2nl 

. . . . . . . . 

TABLA DE COSTOS Y REQUERIMIENTOS • E1{ LOS 

PARENTESIS U1~A SOLUCION Xij, 

bl 

b2 

• 



- 3 -

3. Una compañía debe producir un cierto producto en can-

MES 

1 

2 

3 

4 

tidad suficiente para cumplir con las ventas contra -

tadas por los siguientes cuatro meses. La capacidad 

de producci6n para este producto está limitada en can 

tidades diferentes para los respectivos meses. Los 

costos unitarios de producci6n también varian de acuer 

do a la disponibilidad de personal. El producto puede 

ser producido en un roes y retenido para venderse en 
' 

un mes posterior, pero a un costo de almacenamiento 

de $ 1.00 por unidad por mes. No se ·incurre en costos 

de alroacena~iento para producto producitlo en ese mis-

roo mes. Por razones de caducidad, la compañía desea 

tener existencia nula de este producto al final de 

los cuatro meses. Según los datos dados en la siguie~ 

te tabla, ¿Cuánto debe producirse en cada uno de los 

cuatro meses con el fin de hacer mínimo el costo to -

tal? • 

VENTAS PRODUCCION COSTO UNITARIO COSTO UNITARIO 

COi,TRATADAS MAXIMA DE PRODUCCION DE ALMACENA.."1IEi•-

TO POR MES 
• 

20 30 B 1 

30 50 12 1 

50 20 11 1 

40 50 14 1 
(1"10) (151>) 

Aparentemente este no es un problema de transporte. Antes 

de hacer ver que así es, consideremos el siguiente modelo 

de nuestro problema, el cual probablemente sería el que 

se plantea~á en un primer análisis: 
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X. = 1 
producci6n en el mes i (iol, 2, 3, 4) 

Minimizar z = Bx1 + 12x2 + 11x3 + 14x4 + (x - 20) + (xl 1 

+ X -2 501 + (xl + x2 + X3 - 100) = Bx1 + 14x2 

con las 

xl <; 30 

x2 ~ 50 

X3 ~ 20 

x 4 ~. 50 

+ 12x3 + 14x4 - 170 

restric¡:;iones 

limi ta'p i6n de 

la· producci6n 

x1 ~ O 

x2 ~ O 

x 3 ~ 0 

x 4 ~ 0 

xl 

x.1 ~ 20 

xl + x2 ~ 50 

xl + X2 + x3 ~100 

+ x2 + X3 + x4 ~140 

producci6n no 

negativa 

cumplir 
ventas 

contrata-

das 

Este es un problema de programaci6n lineal, el cual re-
,, 

quiere para su soluci6n de mucho más operaciones arit -

méticas que el correspondiente modelo de transporte que 

veremos a continuaci6n!' 

Para obt'ene± est'a ,fdrn\ulac:L6n 'es. nedé'sario 'identificar 

los "origenEis '1 ,y -lo's' 1 "des1timds" a~í ··como la'~ Xij, ·Cij, 

ªi y b): 

ox1•¡en .l = l'r<>dUc'ChÍll en el mes i (i = 1, 2, 3, 4) 

destind J= ventas en el mes J () = 1, 2, 3,-4) 

X =cantidad producida en el mes i pá~a 'vender'én el 
1) 

mes J (i ~ J) 
/ 

Cij = costo unitario r )?roducci,6n ' ,dlmac,enamiento) aso-
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ciado con Xij (i ~ j} 

? 

ventas contratadas en el mes j 

En la siguiente tabla se da finalmente el planteamiento 

en un problema balanceado de transporte, agr~gando un 

destino "ficticio" (el número 51 con costos de transpo!. 

te cero. 

DESTINO 

ORIGEN 1 2 3 4 5 RECURSOS 

1 8 9 10 11 o 30 

2 M 12 13 14 o 50 

3 M M 11 12 o 20 

4 M M M 14 o 50 

DEMANDA 20 30 50 40 10 (150) 

M es un número arbitrariamente grande 

TABLA DE COSTOS Y REQUERIMIENTOS 



EJERCICIOS DE TAREA 

( TRAl~SPORTEl 

l. Resolver el ejercicio l(al del texto. 

2. Una compañía ha decidido iniciar la producci6n de al-

gunos o todos, de cinco nuevos productos en tres plan 

tas con capacidad de producci6n excedida. Estos pro -

duetos se venden por peso; y con el fin de poder hacer 

comparaciones, consideramos como unidad de un produc-

to al peso correspondiente a un precio de venta de 

$ 100.00. La capacidad de producci6n disponible (por 

unidad de tiempo) en cada una de las plantas es: 

Planta 

1 

2 

3 

capacidad en nú­

mero de unidades* 

40 

60 

90 

De cualquiera de los cinco productos o combinaci6n 

entre ellos. 

El departamento de ventas ha previsto las siguientes ven 

tas potenciales por unidad de tiempo: 

Producto 

1 

2 

3 

4 

5 

Ventas potenciales 

30 

40 

70 

40 

60 
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Los costos variables unitarios para la producci6n de estos 

productos en cada una de las plantas son: 

Planta 

1 

2 

3 

1 

20 

15 

18 

2 

19 

20 

15 

P r o d u c t o 

3 

14 

13 

18 

4 

21 

19 

20 

5 

16 

16 

X 

La X de la tabla indica que la planta 3 no puede producir 

el producto 5. 

Se desea saber qué cantidades de los respectivos produc -

tos debe produ~ir cada una de las tres plantas: 

a) Hacer el planteamiento como un problema de transpor -

te balanceado. 

bl Resolver el problema de transporte. 

Soluci6n b: Las cantidades 6ptimas que debe producir cada 

planta están dadas por: 

Planta 

1 

2 

3 

1 2 

30. 40 

P r o d u c t o 

3 

10 

60 

4 

20 

5 

30 



PROGR.ZIYJACION DINAMICA Y LA ASIGNACION DE RECURSOS. 

R. CarvaJal. 

Introducción. 

La programación dinámica es una técnica matemática empleada 

en el estudio de procesos de decisiones múltiples. 

A diferencia de programación lineal, no existe una formulación 

canónica del problema de programación dinámica. Más aún, no 

existe un conjunto de reglas simples que puedan aplicarse a 

diferentes problemas con objeto de extraer sus "propiedades 

dinámicas". El reconocimiento de las condiciones que debe 

satisfacer cierto problema para aplicarle las técnicas de 

programación dinámica requiere de experiencia. Esta puede 

desarrollarse a través del estudio de aplicaciones de progra-

mación dinámica y de las características comúnes a los diferentes 

casos. 

Usos de la Programación Dinámica. 

En general los modelos de programación dinámica se aplican a 

problemas de menor tamaño que los factibles para programación 

lineal. Por otro lado, la solución provista por programación 

dinámica contiene mucho más información que la provista por 

programación lineal. 



2. 

A con~inuación se dan varias aplicaciones clásicas de modelos 

de programación dinámica. 

1. Asignación de Proyectos. 

Un empresario o funcionario p~blico tiene la cantidad de 

$ 500,000 para asignarla a 5 proyectos. El beneficio derivado 

de cada proyecto está relacionado con la cantidad que se 

asigne al proyecto. Sólo es posible asignar múltiplos de 

$ 100,000. La relación entre la asignación y los beneficios 

se ilustra en la Tabla l. 

Unidades(l) 
asignadas 

Pro ecto 

1 

2 

3 

4 

5 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

1 

10 

5 

o 

6 

8 

(1) x unidades = xOO 000 pesos. 

2 3 4 

13 14 15 

7 9 12 

8 16 20 

9 12 14 

12 14 15 

5 

16 

15 

21 

14 

15 

Tabla 1. Be~eficio derivado de la asignación de recursos a los 

diferentes proyectos. 

El problema del funcionario es el asigna~ los $ 500 000 de tal 

for~~ que su utilidad sea máxima. 



., 
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2. Problema de la Diligencia. 

Como las diligencias no son ele~entos comunes en el folklore 

mexicano, formularemos el problema de la manera siguiente: 

Un camión lleno de mercancía viene de un país del norte a 

la Ciudad de M€xico. Su duefio ha ''olvidado'' el pagar los de-

rechos de importación de dicha mercancía. Existen diferentes 

rutas a la ciudad de M€xico. El paso entre cada dos ciudades 

mayores está asociado a un costo de "inspección" por parte 

de la policía. El problema del duefio es escoger la ruta que 

minimice los costos de ''inspección" (Figura 1) . 



4 . 

etapas 

( 6 ) .•••••••••••••• 

( 4) •••••••••••••••• 

( 1) .......... . 

1. Orígen 

2. Mexicali 

3. Nogales Figura 1. 

4. Ciudad Juárez 

5. Piedras Negras 

6. I:lermosillo 

7. Jiménez 

8. Monclova 

9. 11azatlán 

10. Tor:::-eón 

11. Saltillo 

12. GuadalaJara 

13. Dl2~ango 

14. Zacatecas 

15. San Luis Potosí 

16. México 
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3. Problema del Matrimonio. 

Durante su, vida don Nicandro conocerá a 4 posibles esposas, 

una a la vez. Don Nicandro tiene la habilidad de reconocer 

si la posible esposa es excepcional (E) , buena (B) , regular 

(R) , o ''no hay de otra'' (NI . El les asigna un valor relativo 

de 40, 30, 20 6 10 unidades respectivamente. 

La frecuencia con que los diferentes tipos de posible conyugue 

pueden preseDtarse varía con el tiempo. Así, en su temprana 

Juventud no hay muchas posibilidades de que se presente una 

mujer excepcional dada la poca experiencia del J6ven Nicandro. 

Esta frecuencia aumenta con=orme don Nican¿ro gana experiencia, 

pero vuelve a decrecer conforme su Juventud se desvanece. 

Don Nicandro puede casarse o no con la novia en turno. Si la 

rechaza no hay forma de encontrarla de nuevo. El problema de 

Don Nicandro es el tomar las decisiones que maximicen su valor 

esperado tomando en cuenta los valores relativos que el as:i.gna 

a cada tipo de muJer (Figura 2). 



' 

l R 1 CóN_T __ _, 

~ 

1 () lo 

Figura 2. Red de posi_bi lidades de Don Nicandro. 

' 

"º ---0 

10 -----o 

"' 
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Enunciaremos brevemente, otras aplicaciones de la progra~ación 

4. Determinación del conJunto óptimo de partes de repuesto que 

minimice el número de veces que una máquina esté parada por 

falta de repuestos. 

5. Selección de los meJores medios de publicidad con obJeto de 

obtener el máximo efecto sobre las ventas. 

6. Determinación de las épocas de revisión y mantenimiento de 

maquinaria con obJeto de cener el menor número de descomposturas. 

7. Determinación de políticas Ó?timas de inventarios consistentes 

en la institución de un nivel en el cual debe ordenarse el 

producto y la cantidad a ordenar. 

Características de los Problemas de Programación Dinámica. 

i. El problema puede dividirse en etapas, con decisiones que 

tomar en cada etapa. 

ii. Cada etapa tiene un número de estados asociados a ella. 

iii. Principio de Opti~al1dad. Dado el estado actual, las decisiones 

óptimas para las e~apas remanentes son independientes de las 

decisio~es tomadas en las etapas previas. En otras palabras: 

Una política óptima (conJunto de decisiones óptimas) debe tener 

la propiedad de que, independientemente de la forma en la que 

llegamos a cierto estado, las siguientes decisiones deben constituir 

una política óptima. 
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EJemplo. En el caso del camión con mercancía, el dueño sabe 

que el camino óptimo rura ir de Torreón a la Ciudad de México 

no de?ende de la ruta por la cual llegó a Torreón. 

iv. El método de solución procede etapa por etapa, empenzando 

por la etapa final. 

v. El problewa puede expresarse por medio de una formulación 

recursiva, es decir, la política óptima dado que se está en 

el estado s con n etapas por recorrer es función de las políticas 

óptimas cuando tenemos n-1 etapas por recorrer. 

La notación empleada en la formulación de modelos de programación 

lineal puede causar dificultades en un principio por l~que hay 

que revisarla con cuidado, sobre ~odo la primera vez que se ve. 

Formulación de ~odelos de Programación Dinámica. 

Denótese por 

s el estado 

n el número de eta?as remanentes 

fn(s) el valor de la política óptima cuando se está en el estado 

s con n etapas remanentes. 

Exaninaremos esta no~ación usando los tres primeros e]emplos: 

l. Asignación de proyectos. 

s número de unidades (1 unidad= $ 100 000) asignadas (O, 1, 

n número de proyectos a asignar. 

fn(s) máxima u~ilidad cuando se asignan s unidades a n proyectos. 
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Jn(s) número óptimo de unidades aue se asignaron al proyecto . ' 

n cuando se dispone de s ~nidades a asignar entre n 

proyectos. 

Relacion recursiva. 

Denotamos por Pn(s) el beneficio obtenido al asignar s unidades 

al proyecto n. 

fn(s) = max {Pn(x) + fn-1 (s-x)} 

x({0,1,2,3,4,S} 

fO(s) =O. 

Esta fórmula expresa el hecho de que se debe corrparar todas las 

formas en que se pueden asignar x unidades al proyecto n (los 

proyectos remanentes son n) y el resto a los otros n-1 proyectos. 

La meJor forma de hacer esta asignación es la que nos maximiza 

las ganancias. 

2. Problema de la diligencia. 

s ciudad en que se encuentra el camión 

n etapas para llegar a México (en este caso hay varias formas 

de dividir el problema en etapas). 

fn(s) costo mínimo de ''inspección'' dado que se está en la ciudad 

s con n etapas por recorrer. 

Jn(s) decisión óptima sobre la próxima ciudad a visitar dado que 

se está en la ciudad s con n etapas por recorrer. 

Relación de recursión. 

Se define coroo Cst el costo de ''inspección"incurrido al viaJar 



de la ciudad s a la t. 

fn(s) = min {Cst + fn-l(t)} 
t 

fo (si - o 

3. Problema del matrimonio 

S tipo de novia (E,B,R,N) 

n número de la novia (1,2,3,4) 

10. 

fn(S) máximo valor esperado dado que 'el tipo de novia actual 

es S y hay n novias por considerar 

Jn(S) decisión 6ptima sobre el problema de casarse o no ca-

sarse dado que el tipo de novia actual es S y hay n 

novias por considerar. 

Relación de recursión. 

Llamemos Pn(S) la probabilidad de que la n novia sea del tipo S 

y C el valor relativo asignado a las novias. s 

El valor esperado cuando hay n-1 novias por venir es l Pn_ 1 (t)fn_1 (t), 
t 

es decir la suma del producto de la probabilidad de que en la etapa 

n-1 la novia sea de tipo t multiplicado por el mejor valor del obJe-

tivo dado que la novia es de tipo t con n-1 novias por considerar 

(incluyendo la actual novia cuyo tipo es t). 
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Por lo tanto: 

fo(S) ~ O 
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METODO DE SOLUCION 

) 

l. Problema de la asignaci6n de proyectos. 

Cuando solamente hay un proyecto remanente la soluci6n es inme-

diata 

f 1 (s) = P1 (s) 

s f 1 ( s) J 1 (s) 

o o o 
1 10 1 
2 13 2 
3 14 3 
4 15 4 
5 16 5 

n=2 

Asignaci6n Asignaci6n Utilidad Utilidad Decir:. ,n 
Asignaci6n Proyecto 2 proyectos Proyecto 2 proyectos Total óptima 

remanentes remanentes 

s X s-x P2 (x) f 
1 

(s-x) J 2 ( s) 

o o o o o o o 
1 o 1 o 10 1.(1 o 

1 o 5 5 o 
2 o 2 o 13 13 

1 1 5 10 15 1 
2 o 7 o 7 

3 o 3 o 14 14 
.1 2 5 13 18 1 
2 1 7 10 17 
3 o 9 o 9 

4 o 4 o 15 15 
.1 3 5 14 19 
2 2 7 13 20 
3 .1 9 10 21 3 
4 o .12 o 12 

5 Q 5 Q 16 16 
l 4 5 .15 20 
2 3 7 14 21 
3 2 9 13 22 3 
4 1 12 10 22 
5 o 15 o 15 
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n=3 

s X s-x p 3 (x) f 2 (s-x) Total J 3 (s) 

o o o o o o o 
1 o 1 o 10 10 o 

1 o o o o 
2 o 2 o 15 15 o 

1 1 o 10 10 
2 o 8 o 8 

3 o 3 o 18 18 o 
1 2 o 15 15 
2 1 8 10 18 
3 o 16 o 16 

4 o 4 o 21 21 
1 3 o 18 18 
2 2 8 15 23 
3 1 16 10 26 3 
4 o 20 o 20 

5 o 5 o 22 22 
1 4 o 21 <1 
2 3 8 18 26 
3 2 16 15 31 3 
4 1 20 10 30 
5 o 21 o 21 

'- 3 n=4 
rr; _ s X n-x p 4 (x) f 3 (s-x) Total j 4 (x) 

o o o o o o o 
1 o 1 o 10 10 o 

1 o 6 o 6 

2 o 2 o 15 15 
1 1 6 10 16 1 
2 o 9 o 9 

3 o 3 o 18 18 
1 2 6 15 21 1 
2 1 9 10 19 
3 o 12 o 12 

4 o 4 o 26 26 o 
1 3 6 18 24 
2 2 9 15 24 
3 1 12 10 22 
4 o 14 o 14 

5 o 5 o 31 31 
1 4 6 26 32 1 
2 3 9 18 27 
3 2 12 15 27 
4 1 14 10 24 
5 o 14 o 14 
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n=5 

s X n-x p s (x) f 4 (s-x) total 

o o o o 
1 o 1 o 

1 O' 8 

2 o 2 o 
1 1 8 
2 o 12 

3 o 3 o 
1 2 8 
2 1 12 
3 o 14 

4 o 4 o 
1 ~ 8 _, 
2 2 12 
3 1 14 
4 o 15 

5 o 5 o 
1 4 8 
2 3 12 
3 2 14 
4 1 15 
5 o 15 

Soluci6n 6ptima 

f 5 (5) = 34 
J 5 (5) = 1 
J 4 ( 4) = o 
J 3 ( 4) = 3 
J 2 (1) = o 
J l (1) = 1 

2 . Problema de la diligencia 

Para n=l la solución es inmediata 

f-1(14) = 6 
f1 (15) = 4 

n=2 
Destino Resto 

Origen intermedio Costo del viaje 

s t cst f 1 (t) 

.12 .16 6 o 
13 14 2 6 

o 
10 
o 

16 
10 
o 

21 
16 
10 
o 

26 
21 
16 
10 
o 

32 
26 
21 
16 
10 
o 

J l (14) = 16 
J l (15) = 16 

Total 

6 
8 

o 
10 

8 

16 
18 
12 

21 
24 
22 
14 

26 
29 
28 
24 
15 

32 
34 
33 
30 
25 
15 

Decisi6n 

j 
2 

(s l 

16 
.14 

J s (x) 

o 
o 

1 

1 

1 

1 



s 

9 

10 

11 

s 

6 

7 

8 

s 

2 

3 

4 

5 

n=3 

t cst 

12 3 
13 3 

14 4 

14 13 
15 10 

n=4 

t cst 

9 8 

9 6 
10 5 

10 9 
11 6 

n=5 

t cst 

6 10 

6 4 

7 7 

8 3 

Soluci6n 6pt:una: 

f 6 (1) = 21 
J5(l) = 3 
Js(3) = 6 
j4(6) = 9 
J 3 (9) = 12 
J2(12)= 16 

15. 

f 2 (t) Total J 3 (s) 

6 9 12 
8 11 

6 10 14 

8 21 
4 14 15 

f 3 (t) Total j 4 ( s) 

9 17 9 

9 15 9 
10 15 

10 23 
14 20 11 

f 4 (t) , Total J 5 (t) 

17 27 6 

17 21 6 

15 22 7 

20 23 8 

En variadas ocasiones un problema puede resolverse usando téc-

nicas diferentes. Asi, el problema de la diligencia puede re-

solverse empleado programaci6n lineal como sigue: 
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si el camión no pasa por la ruta s a t 
Sea 

11 11 " " pasa " " " " 

El problema es 

SuJeto a 

Min I 
arcos 

X¡ 2+X¡ 3+X¡ 4 +XI 5 

X¡z- XzG 

= 1 

= o 

X¡3- X36 = O 

X14-X47 = O 

X¡5-X59 =O 

Xz5+X35-X59 = O 

X47-X79-X710 = O 

Xsa-Xa10-Xa11 = O 
' 

X59+X79-X912-X9¡3 = O 

X71o+Xa10-X1014 =o 

Xa11-X1114-X111s = O 

X912··"'<1215 =O 

x913 -x1314=--o 

l 
conservación de fluJO 

X¡3¡4+X1014 + X¡¡¡4-X¡4¡5 =O 

X11¡5-X¡5¡5-;= O J 
X +X +X = 1 

1216 1416 1516 

X t>O 
s = 
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Este es un modelo de transporte cuya soluci6n con programación 

lineal es entera por lo que podemos ignorar las restricciones 

xst = {O ó 1} 

La soluci6n que obtenemos por programaci6n lineal nos da la 

ruta 6ptima de 1 a 16. La soluci6n que se obtiene con progra-

maci6n dinámica no s6lo nos da esta soluci6n, sino las rutas 

óptimas de cualquier punto a la Ciudad ae México. La soluci6n 

más completa ~e obtiene pagando el precio de un número mayor 

de operaciones. 

3. Problema del matrimonio 

Llamemos suma 
i 

= l Pi(t)fi (t) 
t 

Cuando s6lo queda una novia la decisión es casarse. 

n=l 

s f 1 (s) p 1 (s) Total 

E 40 .1 4 
B 30 .2 6 
R 20 .3 6 
N 10 .4 4 

Suma= 20 

O sea, el valor esperado cuando falta una novia por ver es 

20. 
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n=2 

.s es Suma 1 
f 2 (s) P2 (s) Total Decisión 

E 40 20 40 .2 8 Casarse 
B 30 20 30 .2 6 Casarse 
R 20 20 20 .3 6 Casarse o 

continuar 
N 10 20 20 . 3 6 Continuar 

Suma 2 = 26 

n=3 

s e s Suma 2 f 2 (s) P 2 (s) Total Decisi6n 

E 40 26 40 .3 12 Casarse 
B 30 26 30 .3 9 Casarse 
R 20 26 26 .2 5.2 Continuar 
N 10 26 26 . 2 5.2 Continuar 

Suroa3 = 31.4 

n=4 

s es Suma 3 f 3 (s l P3 (s) Total Decisi6n 

E 40 31. 4 40 .l 4 Casarse 
B 30 3J.. 4 3J.. 4 .3 9.42 Continuar 
R 20 31.4 31. 4 .3 9.42 Continuar 
N 10 3J.. 4 3J.. 4 • 3 9.42 Continuar 

Suma 4 = 32.26 

La interpretaci6n de suma 1 es la siguiente: 

Cuando don Nicandro tiene i novias potenciales por venir en 

promedio, el tendrá una con valor suma,. Así, al empezar su 
i 

vida en promedio él se casará con una rouJer tipo B(32.26). 

Cuando sólo le falta conocer una, en promedio se casará con 

una tipo R(20). 
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PROGRn.MACION DINAMICA Y LA ASIGNACION DE RECURSOS. 

R. CarvaJal. 

Introducci6n. 

La programación dinámica es una técnica matemática empleada 

en el estudio de procesos de decisiones múltiples. 

A diferencia de programaci6n lineal, no existe una formulación 

can6nica del problema de programaci6n dinámica. Más aún, no 

existe un conjunto de reglas simples que puedan aplicarse a 

diferentes problemas con objeto de extraer sus "propiedades 

dinámicas". El reconocimiento de las condiciones que debe 

satisfacer cierto problema para aplicarle las técnicas de 

programaci6n dinámica requiere de experiencia. Esta puede 

desarrollarse a través del estudio de aplicacio~es de progra­

mación dinámica y de las características comúnes a los diferentes 

casos. 

Usos de la Programaci6n Dinámica. 

En general los modelos de programaci6n dinámica se aplican a 

problemas de menor tamaño que los factibles para programación 

lineal. Por otro lado, la soluci6n provista por programación 

dinámica contiene mucho más informaci6n que la provista por 

programaci6n lineal. 
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A continuación se dan varias aplicaciones clásicas de modelos 

de programación dinámica. 

l. Asignación de Proyectos. 

Un empresario o funcionario público tiene la cantidad de 

$ 500,000 para asignarla a 5 proyectos. El beneficio derivado 

de cada proyecto está relacionado con la cantidad que se 

asigne al proyecto. Sólo es posible asignar múltiplos de 

$ 100,000. La relación entre la asignación y los beneficios 

se ilustra en la Tabla l. 

Unidades ( l) 
asignadas 

Pro ecto 

1 

2 

3 

4 

5 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

1 

10 

5 

o 

6 

8 

(1) x unidades = xOO 000 pesos. 

2 3 4 

13 14 15 

7 9 12 

8 16 20 

9 12 14 

12 14 15 

5 

16 

15 

21 

14 

15 

Tabla l. Be~eficio derivado de la asignación de recursos a los 

diferentes proyectos. 

El problema del funcionario es el asignar los $ 500 000 de tal 

for~& que su u~ilidad sea máxima. 



2. Problema de la Diligencia. 

Como las diligencias no son elementos comunes en el folklore 

mexicano, formularemos el proble~a de la manera siguiente: 

Un camión lleno de mercancía viene de un país del norte a 

la Ciudad de México. Su duefio ha "olvidado" el pagar los de-

rechos de importación de dicha mercancía. Existen diferentes 

rutas a la ciudad de México. El paso entre cada dos ciudades 

mayores está asociado a un costo de "inspección" por parte 

de la policía. El problema del d~efio es escoger la ruta que 

minimice los costos de "inspección" (Figura 1). 
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etapas 

( 6 ) ••••••••••••••• 

( 5) •••••••••••••••• 

( 4) •••••••••••••••• 

( 3) ••••••••••••••••• 

( 2 ) .••••••••••••• 

( 1) .......... . 

l. Orígen 

2. Mexicali 

3. Nogales Figura l. 

4. Ciudad Juárez 

S. Piedras Negras 

6. Hermosillo 

7. Jiménez 

8. Monclova 

9. Mazatlán 

10. Torre6n 

11. Saltillo 

12. GuadalaJara 

13. Dc:rango 

14. Zacatecas 

15. San Luis Potosí 

16. México 
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3. Problema d~l Matrimonio. 

Durante su vida don Nicandro conocerá a 4 posibles esposas, 

una a la vez. Don Nicandro tiene la habilidad de reconocer 

si la posible esposa es excepcional (E) , buena (B) , regular 

(R) , o "no hay de otra" (N\ . El les asigna un valor relativo 

de 40, 30, 20 6 10 unidades respectivamente. 

La frecuencia con que los diferentes tipos de posible conyugue 

pueden presentarse varía con el tiempo. Así, en su temprana 

Juventud no hay muchas posibilidades de que se presente una 

muJer excepcional dada la poca experiencia del J6ven Nicandro. 

Esta frecuencia aumenta confor~e don Nicandro gana experiencia, 

pero vuelve a decrecer conforme su Juventud se desvanece. 

Don Nicandro puede casarse o no con la novia en turno. Si la 

rechaza no hay forma de encontrarla de nuevo. El problema de 

Don Nicandro es el to~ar las decisiones que maximicen su valor 

esperado tomando en cuenta los valores relativos que el asigna 

a cada tipo de muJer (Figura 2). 
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Figura 2. Red de ,Posibilidades de Don Nicandro. 
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Enunciaremos brevemente, otras aplicaciones de la prograwación 

dinámica. 

4. Decerminación del conJunto óptimo de partes de repuesto que 

minimice el número de veces que una máquina esté parada por 

falta de repuestos. 

5. Selección de los mejores medios de publicidad con obJeto de 

obtener el máximo efecto sobre las ventas. 

6. Determinación de las épocas de revisión y mantenimiento de 

maquinaria con obJeto de cener el menor número de descomposturas. 

7. Determinación de políticas óptimas de inventarios consistentes 

en la institución de un nivel en el cual debe ordenarse el 

producto y la cantidad a ordenar. 

Características de los Problemas de Programación Dinámica. 

i. El problema puede dividirse en ecapas, con decisiones que 

tomar en cada etapa. 

ii. Cada etapa tiene un nlli~ero de estados asociados a ella. 

iii. Principio de Optiwalidad. Dado el estado actual, las decisiones 

óptiwas para las etapas remanentes son independientes de las 

decisiones tornadas en las etapas previas. En ocras palabras: 

Una política óptima (conJunto de decisiones óptimas) debe tener 

la propiedad de que, independientemente de la forma en la que 

llegamos a cierto estado, las siguientes decisiones deben constituir 

Jna política óptima. 
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EJernplo. En el caso del camión con mercancía, el dueño sabe 

que el camino óptimo 2~ra ir de Torreón a la Ciudad de México 

no de~enae de la ruta por la cual llegó a Torreón. 

iv. El método de solución procede etapa por etapa, ernpenzando 

por la etapa final. 

v. El problema puede expresarse por medio de una formulación 

recursiva, es decir, la política óptima dado que se está en 

el estado s con n etapas por recorrer es función de las políticas 

óptimas cuando tenernos n-1 etapas por recorrer. 

La notación empleada en la formulación de modelos de programación 

lineal puede causar dificultades en un principio por l~que h~y 

que revisarla con cuidado, sobre todo la primera vez que se ve. 

Formulación de ~odelos de Programación Dinámica. 

Denótese por 

s el estado 

n el número de eta?aS remanentes 

fn(s) el valor de la política óptima cuando se está en el estado 

s con n etapas remanentes. 

Examinaremos esta notación usando los tres primeros eJernplos: 

l. Asignación de proyectos. 

s número de unidades (1 unidad= $ 100 000) asignadas (O, 1, 

2,3,4,5) 

n n~mero de proyectos a asignar. 

fn(s) máxima u~ilidad cuando se asignan s unidades a n proyectos. 
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Jn(s) número ópt~mo de unidades que se asignaron al proyecto 

n cuando se dispone de s ünidades a asignar entre n 

proyectos. 

Relación recursiva. 

Denotamos por Pn(s) el beneficio obtenido al asignar s unidades 

al proyecto n. 

fn(s) = max {Pn(x) + fn-1 (s-x)} 

x({0,1,2,3,4,5} 

fO(s) =O. 

Esta fórmula expresa el hecho de que se debe comparar todas las 

formas en que se pueden asignar x unidades al proyecto n (los 

proyectos remanentes son n) y el resto a los otros n-1 proyectos. 

La me)or forma de hacer esta asignación es la que nos maximiza 

las ganancias. 

2. Problema de la diligencia. 

s ciudad en que se encuentra el camión 

n etapas para llegar a México (en este caso hay varias formas 

de dividir el problema en etapas). 

fn(s) costo mínimo de ''inspección'' dado que se estl en la ciudad 

s con n etapas por recorrer. 

Jn{s) decisión óptima sobre la próxima ciudad a visitar dado que 

se estl en la ciudad s con n etapas por recorrer. 

Relación de recursión. 

Se define como Cst el costo de ''inspección''incurrido al viaJar 



de la ciudad s a la t. 

fn(s) = min {Cst + fn-l(t)} 
t 

fo (s) _ o 

3. Problema del matrimonio 

S tipo de novia (E,B,R,N) 

n número de la novia (1,2,3,4) 

10. 

fn(S) máximo valor esperado dado que el tipo de novia actual 

es S y hay n novias por considerar 

Jn(S) decisión óptima sobre el problema de casarse o no ca-

sarse dado que el tipo de novia actual es S y hay n 

novias por considerar. 

Relación de recursión. 

Llamemos Pn(S) la probabilidad de que la n novia sea del tipo S 

y e el valor relativo asignado a las novias. s 

El valor esperado cuando hay n-1 novias por venir es L Pn_ 1 (t)fn_1 (t), 
t 

es decir la suma del producto de la probabilidad de que en la etapa 

n-1 la novia sea de tipo t multiplicado por el meJor valor del obJe-

tivo dado que la novia es de tipo t con n-1 novias por considerar 

(incluyendo la actual novia cuyo tipo es t). 
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Por lo tanto: 

fo(S) - O 
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METODO DE SOLUCION 

1. Problema de ';ta asignaci6n de proyectos. 

Cuando solamente hay un proyecto remanente la soluci6n es inme-

di ata 

f 1 (s) = P1 (s) 

s f l ( s) j l (s) 

o o o 
1 10 1 
2 13 2 
3 14 3 
4 15 4 
5 16 5 

n=2 

Asignaci6n Asignaci6n Utilidad Utilidad Decis_ .m 
Asignaci6n Proyecto 2 proyectos Proyecto 2 proyectos Total 6ptima 

remanentes remanentes 

s X s-x Pz (x) f 1 (s-x) J 2 ( s) 

o o o o o o o 
1 o 1 o 10 10 o 

1 o 5 5 o 
2 o 2 o 13 13 

l 1 5 10 15 1 
2 o 7 o 7 

3 o 3 o 14 14 
l 2 5 13 18 1 
2 l 7 10 17 
3 o 9 o 9 

4 o 4 o l5 15 
l 3 5 14 19 
2 2 7 l3 20 
3 1 9 lO 2l 3 
4 o l2 o 12 

5 Q 5 o 16 16 
-1 4 5 l5 20 
2 3 7 14 2l 
3 2 9 l3 22 3 
4 1 12 lO 22 
5 o 15 o 15 



13. 

n=3 

s X s-x p 3 (x) f 2 (s-x) Total J 3 (s) 

o o o o o o o 
1 o 1 o 10 10 o 

1 o o o o 
2 o 2 o 15 15 o 

1 1 o 10 10 
2 o 8 o 8 

3 o 3 o 18 18 o 
1 2 o 15 15 
2 1 8 10 18 
3 o 16 o 16 

4 o 4 o 21 21 
.1 3 o 18 18 
2 2 8 15 23 
3 1 16 10 26 3 
4 o 20 o 20 

5 o 5 o 22 22 
1 4 o 21 <1 
2 3 8 18 26 
3 2 16 15 31 3 
4 .1 20 10 30 
5 o 21 o 21 

" n=4 
~ < 

,{¡, ... s X n-x P4 (x) f 3 (s-x) Total j 4 (x) 

o o o o o o o 
1 o .1 o 10 10 o 

.1 o 6 o 6 

2 o 2 o 15 15 
1 .1 6 10 16 1 
2 o 9 o 9 

3 o 3 o .18 18 
1 2 6 15 21 1 
2 .1 9 10 19 
3 o 12 o 12 

4 o 4 o 26 26 o 
.1 3 6 18 24 
2 2 9 .15 24 
3 1 12 10 22 
4 o .14 o 14 

5 o 5 o 31 31 
.1 4 6 26 32 1 
2 3 9 18 27 
3 2 12 15 27 
4 1 .14 10 24 
5 o 14 o 14 



14. 
n=5 

s X n-x Ps (x) f 4 (s-x) total 

o o o 
,, 

1 o 1 
1 O' 

2 o 2 
1 1 
2 o 

3 o 3 
1 2 
2 1 
3 o 

4 o 4 
1 ~ 

.) 

2 2 
3 1 
4 o 

5 o 5 
1 4 
2 3 
3 2 
4 1 
5 o 

Soluci6n óptima 

f 5 ( 5) = 34 
J 5 (5) = 1 
J 4 ( 4) = o 
J 3 ( 4) = 3 
J 2 (1) = o 
J l (1) = 1 

2. Problema de la diligencia 

Para n=l la solución es inmediata 

f_i(l4) = 6 
f 1 (15) = 4 

Destino 
n=2 

Resto 

o 
o 
8 

o 
8 

12 

o 
8 

12 
14 

o 
8 

12 
14 
15 

o 
8 

12 
14 
15 
15 

Origen intermedio Costo del viaje 

s t cst f 1 (t) 

12 16 6 o 
13 14 2 6 

o 
10 
o 

16 
10 
o 

21 
16 
10 
o 

26 
21 
16 
10 
o 

32 
26 
21 
16 
10 
o 

J l (14) = 16 
jl(l5) = 16 

Total 

6 
8 

o 
10 

8 

16 
18 
12 

21 
24 
22 
14 

26 
29 
28 
24 
15 

32 
34 
33 
30 
25 
15 

Decisi6n 

j 2 (s) 

16 
14 

J s (x) 

o 
o 

1 

1 

1 

1 ... 



s 

9 

10 

11 

s 

6 

7 

8 

s 

2 

3 

4 

5 

n=3 

t cst 

12 3 
13 3 

14 4 

14 13 
15 10 

n=4 

t cst 

9 8 

9 6 
10 5 

10 9 
11 6 

n=5 

t cst 

6 10 

6 4 

7 7 

8 3 

Soluci6n 6ptl.1Ila: 

f 6 (1) = 21 
J5(l) = 3 
J5(3) = 6 
J4(6) = 9 
J 3 ( 9) = 12 
J2(12)= 16 

15. 

f2 (t} Total J 3 ( s) 

6 9 12 
8 11 

6 10 14 

8 21 
4 14 15 

f 3 (t) Total J 4 ( s) 

9 17 9 

9 15 9 
10 15 

10 23 
14 20 11 

f 4 (t) Total J 5 (t) 

17 27 6 

17 21 6 

15 22 7 

20 23 8 

En variadas ocasiones un problema puede resolverse usando téc-

nicas diferentes. Así, el problema de la diligencia puede re-

solverse empleado programaci6n lineal como sigue: 
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si el carni6n no pasa por la ruta s a _t 
Sea 

11 11 " " pasa " 11 • " " 

El problema es 

Min I 
arcos 

Xl2+Xl3+Xl4+Xl5 

X12- X26 

= 1 

"' o 

X13- x36 = 0 

X14-X47 = O 

X1 5-X5a = O 

X26+X36-X69 = O 

X47-X79-X710 = O 

X5a-Xa10-Xa11 = 0 
' 

X6s+X79-X912-X913 = O 

X71o+Xa10-X1014 =o 

X912·-'{1216 =O 

x913 -x1314=-·o 

l 
conservaci6n de fluJO 

X1314+X1014 + X1114-x1416 =o 

X1115-X1516-;= o J 
X +X +X = 1 

1216 1416 1516 

X t>O s :: 
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Este es un modelo de transporte cuya soluci6n con programaci6n 

lineal es entera por lo que podemos ignorar las restricciones 

x
5

t = {O ó 1} 

La soluci6n que obtenemos por programaci6n lineal nos da la 

ruta óptima de 1 a 16. La solución que se obtiene con progra-

mación dinámica no s6lo nos da esta soluci6n, sino las rutas 

óptimas de cualquier punto a la Ciudad ae México. La soluci6n 

más completa se obtiene pagando el precio de un número mayor 
' 

de operaciones. 

3. Problema del matrimonio 

Llamemos suma = l P. (t)f (t) 
J. ti i 

Cuando sólo queda una novia la decisión es casarse. 

n=l 

s f 1 (s) P1 (s) Total 

E 40 .1 4 
B 30 .2 6 
R 20 .3 6 
N 10 .4 4 

Suma= 20 

O sea, el valor esperado cuando falta una novia por ver es 

20. 
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n=2 

s e s 
suma 1 

f 2 (s) P2 (s) Total Decisión 

E 40 20 40 . 2 8 Casarse 
B 30 20 30 .2 6 Casarse 
R 20 20 20 .3 6 Casarse o 

continuar 
N 10 20 20 .3 6 Continuar 

Suma 2 = 26 

n=3 

s es Suma 2 f 2 (s) p 2 (s) Total Decisión 

E 40 26 40 .3 12 Casarse 
B 30 26 30 .3 9 Casarse 
R 20 26 26 • 2 5.2 Continuar 
N 10 26 26 .2 5.2 Continuar 

Swna3 = 31. 4 

n=4 

s es Suma 3 f 3 (s l P3 (s) Total Decisión 

E 40 31. 4 40 .1 4 Casarse 
B 30 3-1. 4 3-1. 4 .3 9.42 Continuar 
R 20 31.4 31.4 .3 9.42 Continuar 
N 10 3-1. 4 31. 4 .3 9.42 Continuar 

Suma
4 

= 32.26 

La interpretación de suma
1 

es la siguiente: 

Cuando don Nicandro tiene i novias potenciales'por venir en 

promedio, el tendrá una con valor suma
1

• Así, al empezar su 

vida en promedio &1 se casará con una rouJer tipo B(32.26). 

Cuando sólo le falta conocer una, en promedio se casará con 

una tipo R(20). 
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T R A N S P O R T E 

ME'.LODO DE SOLUCim< (.l1INIMIZACION). 

PROBLEMAS BALANCEADOS NO DEGENERADOS 

(O) Construir una solución factible básica inicial. Ir a (2). 

(1) Construir una nueva solución factible: 

a) Incrementar X en 6 
rs 

bl . "Propagar" :t 0 para conservar factibilidad 

c) Dar el mayor valor posible a 0 (lo que anulará a una 

de las variables, antes distinta de cero). 

(2} Tabla de seudo-costos: 

(3) 

a) Para XiJ f o encontrar ui' V 
J 

tales que 

c .. = u. + v. = c (i = 1, 2, . . ' m; j = 1, 2' •• , iJ i J ij 

(en caso que no fuera posible ésto, una de las 

X .. 
iJ 

f o puede tratarse como si fuera cero:) 

bl Para X. = O completar la tabla de seudo-costos 
iJ 

c .. = ui + . iJ 

Encontrar drs 

1) drs >,. O, 

V j • 

= Min{c 
ij iJ 

Se presentan dos casos: 

n) 

en el 1) la solución factible actual es 6ptima y por tanto se 

termina el proceso de cálculo; 

en el 2) no se ha llegado al 6ptimo (por cada unidad que se au 

mente X el costo disminuirá en 1 d 1). Ir a (ll, rs rs 



Origen 

Demanda 

2 

3 

19 

70 

40 

5 

Destino 

2 3 4 

30 50 10 

30 40 60 

8 70 20 ... 
8 7 14 

7 

9 

18 

-TRANSPORTE­
EJEMPLO No 1 

Recursos 

Solución factible básica inicial 
(m+n-1=3+4-1=6 variables x dis­
tintas de cero) en este casd por 
la regla de la "esquina noroeste". 
Los cuauros vacios representan va­
lores cero . c .. 1 

i) -.... 

Toblo de costos y requerimientos (Datos) 
Costo inicial: 5(19+2(30)+6(30)+ 
3(40)+4(70.)+14(20)=1015 

2 

3 

2 

3 

5 

5 

1 

5 

5 

1 5 

5 

2 

2 

6 3 

4 

8 7 

2 3 

2 / 
6-8 ,-., 

2 ?8(7 
8 '4 4-8(0 

8 7 

2 

2-8 

2 11 
4+! 6 

8 7 

4 

14 

14 

Á/ 
/ 

( 
04) 
14 

,4 

8 l 2 

14-~ 12 

14 

7 1@ 

9 2 19 

18 3 49 

Vj o 

1 

7 1@ 

9 2 19 

18 3 -3 

8=4 v¡ o 

7 

9 

18 

8=2 

2 

3 

' 19 

51 

29 

o 

(1) Solución factible (2) 

2 3 4 u¡ 

'30 
' 

40 -10 19 

30 40 -10 19 

60 10 @ 49 

11 21 -29 

2 3 4 u, 
@ 40 42 19 

00 '40 
' 

42 19 

'8 
'- 18 20 -3 

11 21 23 

2 3 4 u¡ 

-2 8 Jo 19 

30 '40 1: 42 51 

'-ª~ 18 ,20 29 

-21 -11 -9 

2 3 4 

l o o 10 20 

2 51 o o 70 

3 -9 -52 o o 
4 

l 2 3 4 

:1 1 1 1-t 

2 3 4 

-
.. La posición del más negativo determina 

dónde hay que aumentar intercambios pa 
rala siguiente solución factible; y al, 
tratar de hacer este aumento lo máximo ' 
posible (en e O), resulta: 

-

, -

' 

lºestamos obligados+de modificar algu­
nas variables en - e 

2ºa e la determina la variable que li­
mita su aumento 

Solo anotamos los negativos 

:1111 ¡-~No hay negativos 
• . . la solución facti­

ble es óptima. 

(3) c -·u 

1 

Costo: 5(19)+2(30)+6(8)+7(40)+2(10)+ 
12(20)=743 

\'.; 



¡ l! 2 

3 

\6) 2 

'5)" 
3 

5 
-· 

e 3 

2 

3-8 

5 

3+80 

2-8 

5 

2 3 

(4) 7 

{I) 8 

"' 8 (4) 7 

2 3 

7 

8 

8 7 

2 3 

8 [IJ 0 
8 8 [§] 

8 7 

Origen - t 

2 

3 

'Demanda-

4 

7 
2) 

7 

"s 
(3) 7 "1s 
í3) 14 

4 

7-8 4 7 

9 

7+8 10 18 

14 9,3 

4-8 [Ijl 7 

9 

10•8 [ill 18 

14 9,2 

2 

3 

2 

3 

19 

70 

40 

5 

30 

@ 
~ 

o 

J9 

70 

29 

o 

19 

51 

29 

o 

Destino 
¡Recursos 

2 3 4 t 

30 50 10 7 

30 40 60 9 

8 70 20,. 18 

8 7 14 'C, 

2 3 4 U¡ 2 3 4 

-2 o 10, 30 

38 @ 50 70 

~ 10 20 40 

-32 -30 -20 

2 3 4 u i 

-2 -11 ~q, 19 

49 @ 61 70 

8 - 1 20 29 

-21 -30 -9 

2 3 4 u 1 

-2 8 @ 19 

'30 
" @ 42 51 

's \. 18 @ 29 

-21 -11 -9 

B 
2 -8 

3 

2 

3 

2 

3 

2 3 4 

0 - 1 

2 3 4 

(1) solución factible ,-{ 2 l - s.eudo' 

costos 

c. - e . 
iJ i) 

Solución factible básica inicial 

mejorada (Pag. 146 del texto). 

Los paréntesis en las variables 

indican el orden en que 'se fue-­

ron encontrando; y los parénte--

.1 sis en las restricciones, el or­

den en que se fueron cumpliendo. 

Ci1-C14+C34-C31=Cll(ul+V4)+(u3+V4) 

-(u3+v1 )= c11-(u1+v1 )= -30=-11 

.·.por cada unidad que aumente x 11 , 

se ahorran 11 unidades de costo 

Sólo se pudieron ahorrar 11x3 = 33 

unidades de costo. 

C22-C21+C11-C14+C34-C32=C22-(u2+v2)= 

30-49=-19 

.·.por cada unidad que au~ente x 22 , 

se ahorran 19 unidades de costo 

Sólo se pudieron ahorrar 19x2=38 unidades 

de costo respecto a la solución anterior. 

:'lo hay negativos • •• no se puede mejorar 

esta solución 



-TRAt.;SPORTE 

PROBLEMT> DEGEdERNJO 

Tabla de costos y 

requerimientos (datos) 2 

1 Cl 3 

Solución factible básica 

inic 

l !! 

4!!. 

2 

3 

2 

3 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

ial 

1 

2 

2 

4 

2 + • 
2 +. 

4 

2- ( -8 

2 + • 
8 2-• 

4 

2+<-8 

2-«8 
4 

4 

4 

4 

2 

1 

1 

1 

1 

(j) 

1 

CD 

1 

2 

1 

1 

3 

2 

• 
,,.. 

5 5 

5+6 V¡ 

• 2 

3+• 

5 5 

5 + • Vj 

(2i•8 2 

3t< 

5A+c 3+ 5 

5 + • 8=2 

® 2 

8 -( 2+< ,_.!< 

3+<-111 5 

5 + 6 8=2 

3 

2 2 

2 3 

1 5 

5 

7 

2 

3 

4 

1 

0 
® 
5 

7 

0 
® 
9 

7 

1 

® 
@ 
1 

1 

o 
@ 

1 

2 3 

3 4 2 

1 3 3 

4 1 6 5 

1 5 

2 3 u, 

6 8 o 
(j) @ -5 

4 © -2 

6 e 

2 3 u, 

6 © o 

CD -1 -5 

e © 2 

6 4 

2 3 u, 

o © o 
(j) ® 1 

2 © 2 

o 4 

1 

2 

3 

La solución factible básica 

inicial es degenerada: cua-

tro 

- 1 

X iJ 
= 3 

~ O en vez de m + n 

+ 3 - 1 = s. 
Con E<< 1 perturbamos al 

problema 

1 2 3 

~ 
2 3 

1~ 

~tííj • 
1 2 3 

:~ 
2 3 u¡ 1 2 3 No hay negativo.s 

2 © 
CD @ 
4 © 
2 4 

o 
-1 

-2 

1 H=l==J<Q-. ·. la solución eE 

~t=t=±=j óptima haciendo 

€= o 

Solución óptima al problema 

degenerado 



PROoLE~ú\ DE ASIGclACION 

1 2 3 4 5 restando 3 9 o 8 12 

1 11 17 8 16 20 8 3 1 6 o 9 

2 9 7 12 6 15 6 1 4 3 o 4 

3 13 16 15 12 16 
'•¡ 

12 4 7 o 11 9 

4 21 24 17 28 ~26 < 21 4 o 2 1 5 

5 14 10 12 11 ··15 10 restando 1 1 o o 4 

1 2 3 4 5 

Q) 9 o 8 8 1 
1 

- -2 :l--6-0--5 2 
1 

o--4-3-o--o 3 
1 

3 7 o 11 5 4 
1 

3--0-2-1 1 5 

@] 7 o 6 6 

2 1 8 @] 5 

o 4 5 o @] 
1 5 m 9 3 

3 @] 4 1 1 

SOLUCION OPTIMA: 

asignar 

. 
rengl6n con columna costo 

1 1 11 

2 4 6 

3 5 16 

4 ·3 24 

5 2 10 

costo 
total 67 



ALGORITMO DEL TRANSPORTE 

l. DESCRIPCION 

El problema general del transporte, consiste en que, da­

do un producto homogéneo, este debe ser enviado en las 

cantidades A1 , A2 , ••• , Am desde cada uno de los m pun -

tos de origen y recibirse en las cantidades B1 , B2 , ••• , 

Bn en cada uno de los n destinos. El costo de transpor -

tar una unidad desde el origen i hasta el destino J es 

CiJ y es conocido para todas las 

deben ser transportadas a través 

combinaciones X . que 
iJ 

de todas las rutas (i,j) 

con objeto de minimizar el costo total del transporte. 

El problema anterior se ha resuelto a través del algorit 

mo número 293 de Comunication of A. c. M. (Vol. 9, Nºl2, 

Dic. 1966). El programa fué escrito en lenguaJe ALG~L y 

está constituido básicamente por un PR~CEDURE llamado 

TRANSP~RTE cuyos argumentos se explican a continuación. 

La versión en FORTRAi.~ que se presenta es una traducción 

del original en ALGOL. 

TRANSP~RTE (N, M, A, C, INF, X, KW) 

donde: 

M Número de cantidades disponibles (orígenes). 

N Número de cantidades requeridas (destinos) • 

A(l:M) Vector con las cantidades disponibles desde cada ori -

gen. 

B(l:N) Vector con las cantidades requeridas en cada destino. 

• 



C(MxN) Matriz de costos unitarios, para todas las combinacio 

nes origen-destino. 
. 

INF Número entero positivo (el más grande que acepte la 

computadora) • 

X(Mxi~) Matriz de flUJOS; contiene las cantidade~ 'que deben 

ser transportadas por todas las rutas i, j (respues -

ta del algoritmo) • 

WK Costo total óptimo (respuesta}. 
' 

NOTA: Durante la ejecución del programa el contenido de los 

arreglos A, B y C es alterado. Además la condición 

para i = 1, 2, ••• , M 

j=.1,2, ••• ,N 

debe cumplirse. 

2. REFERENCIAS 

.l. S. I. Gass, "Programación Lineal", pp. 243-267, 

CECSA (19 6.1) • 

2. I. S. Hiller, G. J. Lieberman, "Introduction to 

Operation Research", pp. 172-.193, i:iolden Day Inc. 

(1967). 

3. M. Simonnard, "Linear Programming", Cap. 1.1, .12, 
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El algoritmo como se presenta a continuación, está 

acompañado de instrucciones adicionales que se·encar-

gan de: 



3. 

l. Leer los datos 

2. Hacer uso del PROCEDURE 

3. Imprimir resultados 

A continuación se presenta un instructivo de uso del 

program~, esto es, la forma como se preparan los da­

tos. 

PREPARACION DE DATOS 

Para resolver el problema general del transporte son 

necesarios los siguientes datos. Su formato y las co­

lumnas, que ocupa en la tafjeta se dan entre parénte-

sis. 

l. Titulo del problema 

2. Número de cantidades disponibles 

(formato IS, columnas 1 a SI 

Número de cantidades requeridas 

(formato IS, columnas 6 a 10) 

3. Vector de cantidades disponibles 

(formato 10I8, columnas la 80l, en tantas tarj~ 

tas como sea necesario. 

4. Vector de cantidades requeridas 

(formato 10I8, columnas 1 a 80) , en tantas tar -

jetas como sea necesario. 

5. Matriz de costos unitarios. Sus datos deben pro­

porcionarse por renglones. 

(formato lOF.2 columnas 1 a 80) 

) ~'-

.· 



3.1 

Cada una de las tar.Jetas debe contener 10 datos 

si es necesario (excepto la última tarJeta del 

rengl6n que puede contener menos); esto'es, cada 

rengl6n debe empezar en el primer campo de.una 

tarJeta. 

EJemplo: (Corresponde al primero del inciso 5.) 

Sup6ngase un problema donde se tienen tres fuentes de 

producci6n (M = 3) y cuatro destinos (N = 4) • 

Las cantidades de que se dispone son: 

25, 24, so. 

y las requeridas en los destinos son: 

15, 20, 30, 35. 

La matriz de costos unitarios para las diferentes com­

binaciones de i y j es: 

i/j 

1 

2 

3 

1 

10 

8 

9 

2 

5 

2 

3 

3 

6 

7 

4 

4 

7 

6 

8 

Las tarjetas de datos son las siguientes: 
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l. Generalidades 

rr1os con x, S el con]unto de todas las de.:::is::...ones ·<. .::~L-2 :::c.n 

(acepta.oles), y 6( ·) ur,.a fu:i.ciór. re;:-2., l2-ar·1c:..5.a ::t.:1'1-

ción ob]etivo, que evalGa las decisiones x. El proolerra de la 

programación ~atemática es encontrar una decisión xºfact1ble 
. 

due minimiza
2

) la función obJetivo li·I; es decir, encontrar 

é' en S tal que S ( x') ::: 6 ( x) para todo é 2r, S. :ste probler.o. se 

acostumbra plantear así: 

min 61 x) 

SUJeto a 

x en S 

6 [ xl 

\ 

1 
i 
' 

1~ J_... 
~í "--"'! 

1 i 

X 

lrs~i~uto de Ingeniería, UN~1 

J . .., -

..(: xj 
v 

f 

l 
1 
1 
1 

! 

L 
7 
' •no 

o y (> 
~ ! 1 

i i 1 1 < 1 l 1 1 ' ' 

1 

1 
1 

1 

• :'acti.bleJ s 
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2. r.: pronlc~~_Ccl transoorte 

P;'. :::i.;cui:so homogéneo se encuentra d:i.sponib le en m orígenes 1, 2, 

... , m, en cantidades b1, b2 , ..• ,bm respsctivamente, y se le 

requiere en n destinos 1, 2, .•. nen cm.tidades a 1 , a2 , ••• ·ªn· 

::1 costo por transportar x . unidades de:!. o:rigc:1 _,.~ al dssti.10 j 
-<-j 

es e.e_ . 
{. j 

\ do~de c. es el cc~~o unitar~c corr.Jspond1ente. s~-
-<-j :... .; 

poniendo que las cantidades totales disponible y requerida son 

(problema balanceado) , encontrar los t:::ansportes x que 
·lJ 

hacen mínimo el costo total, de modo que todos los destinos ~ueden 

satisfechos. Eatc1áticamente se puede plantear el problema corr,o: 

Dados: e . , b > O , a > J, 
-<-j .{,- 1- i..= 1 ' ••• 1 tr1; j = 1 , ••• ' 11 

n1 n 
con I b . = I a encontrar X. • té1:1. c:ue 

.{, j 
, 

.{,,} 
.{, = 1 j = í 

n Hl 
2.1 I " min ¿ e X 

j = 1 .{, = 1 
.{.j -<-j 

sujeto a 

Jl 

I X . = b . , 
.{, j .{, ,¿ = 1 ) .•• ' l/1 

j = 1 

2.2 
íll 

I X = a., 
-<-j j 

j=í, ... ,Vl. 

.{, = 1 

X > 0 
.{, j -
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Este conJunto de restricciones puede maneJarse fácil~ente 

en t:na 

~r cada 

tabla-matriz en que cada renglón repLesenta un origen 

colum.-.;;i ¡¡ un destino. Una solución x .. es factible sJ. 
.tj 

y solo si la suma de los elementos del renglón .t vale b , la 
.(, 

suma de los elementos de la columna j vale ªJ' y todos los 

elementos de la matriz son no negativos. 

d e.1.> ;t.<. no.~ 
ü 7 z 11 JRJ 1 1 

1 í6i' d e.6 ;t ut o 6 2 2 
o!Úgene.6 . . ~ 1 

• 1 º2 . . 
1 ' . n • m 

~ fil J 

1ª1 ª2 ªn 1 fíí 

Para generar una solución factible básica 1 ) (a lo más n+m-1 

transportes distintos de cero) se puede usar la regla "esquina 

noroeste"-, que se ilustra con el eJemplo no. 1: 

Poner en el espacio { 1, 1) el mínimo de (a 1, b 11 = ( 5, 7) , que es 

5. Moverse en el espacio en la dirección del máximo de (a 1,b
1
), 

que es la posición (1,2) (primer renglón, segunda colurr~a). Pone_ 

en esta posición el mínimo de ( a 2 , b 
1

- 5) = ( 8, 7- 5) , que es 2. :-:o-· 

verse en la- d·irección del máximo de ( a
2

, b 
1

- 5) , que es la posició-. 

(2,2). Poner en esta posición el mínimo de (a2-2,b
2
J=(8-2,9), c;i.:•' 

es 6. Continuando con este proceso se obtiene una solución facti·· 

ble de 3+4-1;6 transportes distintos de cero. En el eJemplo no. 

se muestra una solución factible_béisica "meJorada"que sigue re-

glas similares, pero que ~orna e~ cuen~a la matriz de costos. 

1) E:-i. la parte Ce progrc.ma.::ió:. linec..l se. Justifica este no:rJ)rc · 
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a c¿t~~c1_~aQes variables de producc16n, una f§br1ca debe cunpl1r 

a costo r.1ínin10, sus compron11sos lie ventas por los p::-óxJ.rnos 

r-1ES v:E~1 r ... ~.s PRODUCCIQ;:,¡ C0STO U~'IITARIO C0.3TO Ul'<iIT.t .. l~IO 

co,,;T RJ..T l\DAS MhXI1'1A DE PRODUCCION DL ALf1...'.\CEl>JP ... f i:ENTO 

,, POR liSS 

1 ,, o .30 8 1 

2 30 50 12 1 

3 50 20 11 1 

4 40 50 1-:: 1 

l 1:t o 150 

Si x es la producción en el mes .<. (.<.= 1, 2, 3, 4) , el p.coblema 
.{_ 

se puede pl~ntear como 

+ 

+ x 2 - 50) + x
1

+ x
2 

- x
3 

- iOO) 

+ 12x 3 + 14x.¡ - 170 

con los restricciones 

'-¡ " 30 

X < 50 
2 11ill1tac1ón de 

%~ < 20 la producción 
) -

'- 1 > 

' ~z ? 

X3 > 

,( ' " ,, -

-o 

o 

' V 

e 

'( > 2 a , 1 

X¡ + x2 > 50 

X -r X + 
1 2 

+ .<..... -r 
) 

proc~ucc1ón :--~o 

n2gc.._::.i"1/a 

' > JA 0 "4 - .,. 

CU~L;.J.1r 

ven-e.as 

cor¡c.ratadas 
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Este ES u;. p=ograrna l~neal (PL) que ?~ede ser =esuelto pe~ m~-

toC:cs '-,::..,"lt)lcs que se verán depu8s, S:!..r.. :::nbargo, con una repr·2-

sePL~.1C ,,"'. aaccu.:lda, este puede reC.u...::,.¡.,;:,~c a un problema C.~ i:ran~ 

porte. 

Para exhibir una estructura de tra~sporte, se deben identificar 

cada uno c'e los elementos: 

:e • = ca.1tidad producida en el ;:nes ,¡, -:;;ara vende:::: en el rr-e3 
,(,j 

j ( L :" _,·) 

c. .. = costo t:.nic:ario 
,(,j 

(producci6n + alMacenamiento) asociado 

con :e (,i. ::;j) 
,(,j 

a 
j 

= ventas contratadas en el wes j 

b. = 
,{. 

capacidad de producción en el mes ,¡, 

Agregando u.1 destino "f1ctic10 11 (el :-i.G..':1e::o 5) con cos::os de 

transporte cero, y dando un costo de c:ra~sporte grande ?ª-

ra "transportes" no factibles, nuestro problema toma el planea-

miento de un problema blanceado de transporte: 

D E s T I N o 
ORIGE!l 1 2 3 4 5 rtRCURSOS 

1 3 9 10 11 o 30 

2 M 12 13 14 o 50 

3 ~.¡ 11 11 12 o 20 

4 M M M 14 o 50 

DJ:; ¡ 11'.l~ D.'\ 20 30 50 t.~ o 10 (150) 
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4. Alg-o::-J_t:-;--o C<::! tr.::.::.s~·orl.:J. (~ro~J..er.as ~alanceados :io dege:-.erados} 

(O) Cons~ruir una soluci6n factible básica inicial. Ir a (2) 

(1) Construir una nueva solución factible: 

a) Incrementar x!L}., en e 

b) "Propagar" :!:_ e para conservar factibilidad 

c) Dar el mayor valor posible a 6 (lo que anulará a una de 

las variables, antes distinta de cero) 

(2) Tabla de seudo-costos: 

(3) 

a) Pc:.ra '( . / o 
A...j 

encontrar u., v tales que 
.{. j 

c..= u. -r v.= c.. (.<. = 1, Z, •• ., m; 1=1, 2, •.. ,n) 
A...f .{. j A...j 

(en caso que no fuera posible ésto, una de las x. 1 O 
A...j 

puede tratarse como si fuera cero:) 

b) Para x . = O completar la tabla de seudo-costos 
A...j 

I.:ncontrar d = M.ln 
/i_,;j 

.lj 

1) d > o. 
;'¡_j -

c. . - c. . 
A...j A...j 

2) 

' Se presentan dos casos: 

d < o 
/¡_}., 

sn el 1) ld solución factible actual es óptima v por tanto se 

terM1na el proceso de cálculo; 

en el 2) no se ha llegado al óptimo (por cada unidad que se 

aumente x , el costo disminuirá en 
1't~.:i 

) . Ir a (1). 
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3~ 

2 3 

5 2 

2 6 3 

3 4 

5 8 7 

0ernanc1a 

2 

3 

19 

70 
>---
40 

5 

Dcst..1no 

2 3 4 

30 50 10 

30 40 60 
- ,- -

8 70 20 . 
8 7 14 

7 

9 
-
18 

-TRANSPORTE­
EJEMPLO No 1 

Recursos 

Solución f2cli~le cásica inicial 
(m+n-1=3+~-1=6 variables ~ dis­
tinLas de cero) en este ca~a 2or 
la regla Lle la · esr1uina i1oroc"s te · . 
Los cuaJros vacios reprcsenlan va­
lores ce.ca. cij . 

Tablo de costos y requernn1entos (Datos) 
Costo inicial: 5(19+2(30)+6(30)+ 
3(40)+4(70)+14(20)=1015 ' 

4 2 3 4 u, 
7 1 @ @ 40 -10 19 

- -

0,@j-=1_?_ 13 9 2 19 
---.... -~ 

14 18 3 49' 60 (!C•l 20• 49 
_:,/ ,:.; 

14 VJ o 11 21 -29 

2 

o o 
2 51 o 
3 -9 -52 

/) 

2 

3 4 

10 20 

o 70 
-

o o 

3 4 

~ 

La posición del más negativo dcterrnna 
dónde hay qJe aJmen~ar intercarr~1os pa 

-ra la siguiente solución factible· y al 
tratar cle hacer este aumento lo Máximo 
posible (en 9 O), resulta: 
!ºestamos o~ligados+cle !'1061ficar algJ­

nas variaoles en - e 
2ºa e la determina la varia~le que li­

mita Su aumento 2 3 Á 1 2 3 4 U1 

? ·--5-~~--=--~-,~-2~-,-~-J-&J-, _f::I~ ; ~~~ ~: :: ':=:==:~-e----::__-211-:-:;--- Solo anotamos los negativos 

3 G .i 4-G o 'l!:°J¿_l 1s 3 -3 ~ 18 2~ -3 3 ~~~-~~ 

~-~--~--7-~_1_4~9°4VJ O 11 21 23 5 8 

2 3 4 2 3 4 u, 1 2 3 4 

,, 2-G 

2 2 

4+ 3 6 

5 8 

-~ 
2 7 

7 

14-8 12- 1: 

2 

3 

7 _1_4_]9~2 VJ 

19 -2 8 @ 19 
-

51 30 (40 42 51 
-

, 
29 ~ 18 

~ 
29 ..?S 

o -21 -11 -9 

\1) S1luci6n [~ct1bl2 (2) Seudo-Costos 

:111 o<-No hay negatJ vos 
la solución f act±­
ble es 6ptirna. 

(J l e 
i] 

e 
iJ 

Costo: 5(19)+2(38)+6(8)+7(40)+2(10)+ 
12(20)=743 



- '.l'Ri\dSPOHfE -

nest J_no 
¡Recursos 

Oo.gen t 1 ¿ 3 4 ~ 

1 _:_:_ s~[!o ~~ 
2 _70 ~?-~º ~ _ _:_ 
3 40 8 70 :o 18 

i)('r:li\lléb ~ 5 8 l: ;: -( IJ 

J

- 1 2 3 4 

1 713 -+~7-0 4 7 -- -- ------
2-º- 2 2 7 9 

ls 3-0 --~-s -- 1 1/J 10 \~ 
5 ª 1 7 r~ J~:i 

2 3 4 

110 ji] -1·&-[ 

¿ ~g 8 íiJ IIJ -- ---- --- -
8 8 [Ji] IOtÚ [1 

-----r--------
• ·' 8 l M 

-----

2 3 4 u 1 

1 19 -2 -11 (i:9) 19 

? @ 49 (:91 GI 70 
--¡.-..-- -

3 29 ® -1 20 29 

VJ O -21 -30 -9 

1 2 3 4 u 1 

19 -2 8 @j~ 
2 51 ~@~~- 1 

3 29 e~ ¡¡¡ ® 9 

VJ 0 -21 ·11 ·9 

2 3 4 

:L[i§ 
2 3 4 

2 3 4 

'-----------y---------) __ ---y---J ____ v-___ _J 

(J) ;(J]ucJ.011 f.1cnJJ1_, Pl seudo (3) r• Cl_J 
~] J 

coc; t:oc, e 
l ·1 

meJorocl:l (Par¡. 14G del l:r.'··-<-O). 

indican c,1 orde.1 en que se 1"1'"- -

ro11 encon-L:rcu1c10¡ y los fJElrÉ'nLc- _J 

sis en las r8slr1cc1oncs, el ~r­

Uen e11 que se f Jt.~ro~1 l U'[·~Jl i c.1c1o. 

Cll··Clil +C3 4-C3 l=C11 (uf! '7 4) + ( l1J +v 4) 

-(u3+v1)= c,,-(u1+v1)= ·30=-11 

.·. por cctdn uni~ad que aaw~ntc x
11

, 

se ahorran ll unidades de cost0 

Sólo se pudieYon ahorrar 11x3 ~ 13 

unidades de costo. 

c22-c21+c11-cL4~c34-c32=cz;-(u; 1 v2)~ 

30-49=-l'l 

.·. por Cddél uni.dad que uumente x 21 , 

se ahorran 19 unidades de cosL0 

Sólo se pudieron ahorrar 19:,2.=J ¡; Ud 1 dad•'!'" 

de costo resi)ccto a la soll1cJó11 111!·<"·1-1 1)t'. 

;10 hay ncgati vos . ·. no SC! puoeJr, rnr 10.Cd e 

es ti:l sc-Jluc1611 
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-T~71.:.:SPORTE 

~n~la ~e costos y 

xeq~erimientos (datos) 2 

,_! ----<>> 3 

Solución factible básica 

lilJ.C ial 

29. 

( 
1 

t 2 

2 2 

3 

l 4 

r , 2- E 

\

1 _3? 2. + € 

4 

( 2- e -8 
¡1--

2 

' 

1 

1 

1 

1 

l212+c G) 

3:0 l 3 
8 :-·i 

r l 1 

J 2 
2.+t-{I 1 o ¿¡ r .-

13 2-t..+e 
4 

l 1 4 

2 

:: 
' 3! 4 

1 4 

1 

1 

3 -
lo 
,~ 

31-G 
€ -
5 5 

5 + ~ 

-E 2 

- 3• E 

5 5 1 

5 + E 

•81 2 
2 

® i 2 1 

G~J)+<I 3h-<:B 
1 '' 

¡ s + G ¡e,2 .. 

3 

2 

VJ 

v¡ 

2 i 
1 1<-

2 1 3 1 

1 
5 

1 
1 

5 1 
1 

2 3 

7 :, 4 1 2 1 

2 1 3 3 

3 416 5 

4 1 i 5 

1 2 3 u, 

016 8 o 

® (j) ® -5 

5 41@ -2 

7 6 8 

2 3 u, 
016 © o 

® (j),-1 -5 

9 si@ zi 
7 6 4 1 

2 3 u, 

1 o l©i o! 
® CDl®i 1 

® 2 j@¡ 2 

1 1 o 1 4 1 

2. 3 u, 

2 !CDI o 
o Q) (:)¡-1 I 

f*~B 
1 1 4 ¡ 

Solución 

Da solución factible básic~ 

inicial es degenerada; cua­

tro X t O en vez de m + n 
iJ 

- 1 = 3 + 3 - 1 = 5. 

Con E < < 1 perturbamos al 

?!.~ob len1a 

2 3 

1 

2 

3 

2 3 

1 2 3 

1 1 1 1 1 

2 ri-Tz"I 3CIIJ 

1 2 3 No hay 

'8-· 1 
2 f • • ª 
7 6pti~a 
~ ' 

E= o 

óptir;1a al proolema 

negativos 

solució::l 

haciendo 

es 

degenera1:iu 



1 2 e 4 5 res t.:tr1dCl ? • - J 

' i 11 17 3 16 20 8 -• .) 

2 
1 ·~ 7 12 o 15 G ' ... 

3 j 13 16 13 12 16 12 4 

4 1 21 24 17 ?~ -º 26 17 4 
1 

3 14 10 12 11 15 10 resta!ldo 1 

0 

10 9 ¿ 3 s 

_12--1-~-o--s-I 
~o--4-1-o--o i 

1 1 

13 7 ~ 11 5 

-3--0--2--1 1 
1 

SOLUCIO;~ OPTE'..1\.: 

asignar 

renglón con colu::ma 

l 1 

2 4 

3 5 

4 3 

5 2 

costo 
to~al 

~ 11~ l 

3 o 

4 1 

5 3 

costo 

11 

6 

16 

17 

10 

60 

! 

9 o o 12 i 

1 6 o 9 

.¡ 3 o \ • .. 
7 o 11 9 

o 2 1 5 

a o o 4 

2 3 4 5 

7 o 6 6 

1 8 l2J 5 

4 5 o 

5 @] 9 3 

[QJ 4 1 



6. 3li~inaci6n a~ Gauss-Jordan 

Sea S el co:-iJunto de soluciones (Y.¡, ••• x
11

) del siguien-.:e sisi:e:n:t 

de ,~ ecuaciones con n variables: 

( 6. 1) 

a 
7

'é
1
+a 

2
x.

2
+ •• • a x. =b 

111 n1 11m n m 

Se sabe que si a una ecuación c~alquiera se le suma una corrn~nacio~ 

lineal ar~itraria de las m ecuaciones, entorices se ontiene un 11 r.uevo· 

siste~a de ecuaciones cuyo conJunto de soluciones es idéntico al 

or1gi11al. es decir, S. Si alguna ecuación se puede obte!'ler como 

combinación lineal de las demás, entonces las ecuaciones son l:;.,1eal-

mente dependientes (hay al menos una ecuación redundante) . En c~so 

contrario las ecuaciones son linealneni:e independientes. 

Suponga~os que (6.1) tiene alguna sol~ción (S no vacío) y que las 

1·• ecuaciones (6.1) son linealmente i;1dependientes. Si m < n,por eli-

minación de Gauss-Jordan se puede escribir (6.1) co:no 

/ 
a.' 

1 
+ ¡¡¡+)+ ••• +a.'¡ X 

n. 11 
= iJ , 

7 

' + (' I 'o"< J - + a t \ : {... I 
A~ "-2 11 

••• 211""n ""2 -------------------------------------
-,' + +et' X =b 

..__ )1i1/!+ 1 • • 0 

f¡j¡!, /~ 1/1 

en donde se 2~hibe la solución x.. 

j == 1il+ 1 , ••. , H . 

; 
o 

= b ' . L.Jara J = 1 , 2, ... l/l; 
j 

x =O para 
j 

?ar defi~1c16~ asta es una soluci6n o~sica por tener ti-1n va11a~les 

~g~alcs ~cero; a las variaoles x con 1< J~m se les l la:r1a 'tUrl.c.blcs 
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b2si.cas ,o en la base) y al resto, variables no básicas. Si én una 

solt1c16!1 básica Ú:1a de las variables básicas es cero, e:l-conces se 

.J.ic1J q11e dicl:a so] uciór1 es degenerada. 

La eliminación de G-J puede considerarse como una sucesión de ·~i·1~ 

te os" sobre diferentes ecuaciones y diferentes variables. Así ( 6. 2) 

si puede ob~ener de (6.1) como sigue: se despeJa x 1 de la priITera 

ecuación de (6.1) y se eli~ina (X¡) de las demás ecuaciones po~ sus-
0 

titución. Se despeJa x 2 de la segunda ecuación resultante y se eli­

wina del resto de ecuaciones; y así sucesivamente. Este proceso se 

realiza más e=icientemente por medio de una tabla-matriz. 

Consideremos el sistema 

o o 

o o 

X m 
o 

o 
-e 

<I 

a 1 <I 

º·····~················¡········~·····ª·········¡ 

H 

Jt<I 
1 O ••••• ~· •••••••••••••• ~· •••••••••••• ·~n:<I· •••••• , 

en el que se está exhibiendo la solución oásica z=H, 

r 

o 

Si se to~a a como elewento pivote, se obtiene 
Jt<I 

z X¡ X X :e 
'• ,), J 

o e <1 / '' Jtf.; o o 

-a 1,;¡ª1t<1 o o 
............................... 

O O 1/a O ¡· 
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11;·5. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
O O -a la 1 O 

f'i1 J /,,_0, 

l 1 
1 

H-e o /et 
6 1.S ,'(,,5 

b-bct /e~ 
t,¡ 11 .s 'r. s 
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a) una ~~8~3 sclu~~6n b§sica en que saliu ae la base ~ 4 , ~ 

b) para renglon2s dJ.stintos de:!.. pi.vote, los la.:ios dcrechr:>~ 

son: 

para la prirc~a ecuac~Gn 



. ' .!.--: 

7. El prohlema de la programación lineal 

.. , b .•. b (d0ttos) 
i r.1 

de recursos para producir n :'roductos ::
1 

, x., , .. ' =~ I 
1 

• • • I - ~ 

x (incógnitas) los cuales dan utilioades uni~arias c
1

, c
2

, 
n 

e], .. , en respectivamente (datos) . Para producir 11n,.i uni -

daü del nroduct:.o J usando recursos b , se requiere una ~~n-
o - l 

tiuad a de dichos recursos (da~os). El problema es deter­
J. J 

minur las cantidades x de proJuctos aue de~e~ prodúcirse 
i ~ . 

C:::.e acuerdo con las lirni tacior.1.es de recursos, de modo que 

las utilidades sean máximas. 

I•'iatema tic.s.mente
1 

dados: 

(a) bl, b2, .. , bi, ... D 
m 

(b) cl, c2 .. ' c J ' ••• c 
n 

(c) a (i = 1, 2, .. ' mr J = 1, 2' .. ' nl i J 

encontrar x (J = 1, 2, .. , ~) tal que sea máxino 
J 

n 

" z ~ ¿ 
J=l 

C X 
J i 

cuw9l1endose las restr1cc1o~es . 

<l 
i J 

b / 
l 

• • , t.t (1::..:-.ti -e.ación 

J ~ 1, 2, ... , ,.¡ (producción no negat:iva} 

Usando ~~~rices: 

!:.J.;: r> = e:. COf: ¡\:.:~ b, ::;;. 0 

recurso:;) 



1 

i 

. 
1 POR UNIDAD 

PRODVCTO HORl\.S DE 
I'ADRICACION 

1 3 

2 2 

Horas nabiles/día = 18 
¿Qu~ cantidades x 1 y x 2 deben fabricarse por 
'< ? Q..1.c:I • • 

Plante2~rr1iento: 

!!ax Z= 3x
1 

+ 5x
2 

(O) 

U'I'ILIDAD 

3 

5 

, . 

1 

CAP.'\CIDi\D 
tl."-XIMA DE 
PRODUccrm; 

4 1 
6 1 

I_ 

con x 1 :S 4 (1) 

x
2

:SG (2) 

3x1 + 2x2 :S 18 (3) 

x
1

?: O, x
2

?: O (4), (5) 

Introduciendo las variables de holgura x 3 , x 4 , x 5 , el problc -

ma queda: Max Z= 3x1 + Sx2 con las restricciones 

X > 0 
l. -

:::: 4 , 



l~ 

SOLUCION POR SIMPL!:X PRI!l!1I. 

}----t~~~~~~~~~-t--~-

(O) 

(1) 

n (2) 

la. soluci6n factible básica: x
3

,x•, y:_ en 
la t¡.ase yl elem.entos de:r echos no· ncgtlth·c'.J. 
Mint-3,-5)"-S<O , •• x 2 cntradil b.:i.:;c. o 

o 

1 -3 @:o 
' 1 

(1) X ¡ 0 1 0 : 1 
3 1 

(0) z 

1 

(2j x 4 0 0 µJ¡o 1 

o 
1 1 

(3) •'5 o 3 1 2 : o 
(O) z 

("":;\ 1 1 

1C:3' 1o:o 5 

o 
1 1 

1 

o o 

o +4 

o@ 
1 +18 

o 30 

o 4 

{+6 +18} 6 • 1 ' Min I' 2 = r . . S<l. e J: ,¡ ue la b.:l:::c. 

(3) Resolver para las nuevas var. bas. (elinin~c. 
de Gauss-Jordfinl, lo que qued~ la 2<l. soluc.fccL. 

bn.::.. 

( 1) "3 o 1 1 o 1 1 
2º ~ : -

(1) Min{- 3}= -3<0. •• x 1 enlra a ld base. 

(2) Min{+}, +~}= ~ . '. sale x 5 de la base. 

1 (2) i:. o o 1 1 o 
.. 1 

1 

(3) o [] o : o -2 

(0)' z 

(2 )• "2 

(3) x
1 

1 1 o 
1 

o \o 
1 
1º 
~ 
1 

o 

o 

1 o 1 o 
1 
1 

O 1 1 ,-
1 

1 : o 
1 

o : o 
! 

3 

o 6 

1 (6) 

1 

1 
3 

36 

2 

6 

2 

(3) eliminaci6n G-J para construir 3a. solución 
fact. bas. 
(1) no hay negativos en el rengl6n (O} • •• la Ja. 
solución factible básica es la óptima con un cos­
to de MAX z -- 36. 

*Si todos los elementos de una columna no básica (<!Xcluido el elemento (O)) 
son negativos, entoces (no podemor, e1ecutar el paso (2) )el problema es no ,_ , 
acotado: Z = oo, 

¡-• 
e-. 



11ax Z = e:;: 
A:-::.~ b 

)'\ ~o 

].!a>: Z ex 
1\x 'Ó b 

X>. 0 
e '-

DUALIDAD 

!fin w = b'y 
A'y),:. c' 

y)":, o 

l!in w = b'y 

A'y = e' 
y ;, o 

ALCrmrns i::cr.f'.CIOl\l:S ENTF.I: Al,'.EOS PROI3LEI.!AS: 

caaór:uca 

estandard 

1. El p1 oblerta dual del dual es el prinal. 

17 

2. Si ;: y y son soluciones factibles del prical y del dual 
¡~cspect1v·8.n1ente entonces Z = ex~ b' y = ·.v. 

3. Teorema de dualidad· Dados los problemas primal y dual 
e~ su forrna canónica, entonces uno y solo uno de los si­
guientes casos se cunplc: 

a) Ambos problemas -¡; icnen soluciones óptimas finitas 
y Z = w para tales soluciones. 

b) Un problena no tiece sol~cJón factible, y el otro 
tiene al menos una solución fac-¡;ible óptima no fi­
nita. 

c) !-<ineuno de los dos probl21:,as tiene una solución 
:Lactible. 



29 (1) 

(2) 

(0) 

39. (1) 

(2) 

E J E p L o 2 

1 
SOLUCim< POR ~E'IODO S TliPLEX DU.f\L 

y o -1 \o GB'. i o @ ¡ 
4 '>ll : : 

y o o 1 : 2 : o -1 ~r. 
2 ~ . 

l'I ·r·-2--~Q~-z~ -3b 

1 ~ :--1 
y (j 301,30 1 

3 -2 2 
y o 3 l o 3 -1 3 

2 

(O) Solución factible básica del problema dual· una soJ~­
ci6n biisica para el prinal 1 no necesari:u::cnte factible 
(pcr los nef.',ativos de la columna derecha), y en (O) coe 
fJc1entcs no negativos para las y's no b5sicas. 

(1) Mj n[-3, -51= -5 . y sale de la base 
5 

'*(2) l1iax( 6 18\= 6 . y 
tI'1=2 -T 2 

entra a la base con lugar de y 
5 

(3) Eliminación de Gauss-Jordán par:c obtener 2a. solución 
factible básicn del dual. 

(1) Minl-3}= -3 y sale de la base 

1 
' 4 

(2) frl;,x{ _i , Q ~ ~ . . y entra a la base en lugnr de y 
-1 -3 -3' 3 4 

(3) Eliminación de G - J pnra obtenci· 2a. solución facti.ble 
·básica del dual 

(1) Lndo derecho no 
es Iactible . ·. 
y 

3 
= 1 y 

2 
= 3 

negativo .. solución 
solución óptima· 

y = y = y = o 
1 1 5 

bfisica del primal 

w = - 36 

* Si todos los elenentos de renglón con lado derecho ne­
gativo (excluido el elcllianto w) sen no ueg:1tivos. enton 
c 0 s (no podemos eJecut:u el paso (2)) el problema pri:: · 

L no t1cnc solución fnclihle. 
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Apéndice 1: Problemas de Programación Lineal 

1. u_1a cori::Jañ.:;.c:. debe producir u11 cierto 1:;.coducto e11 cu11t:.idad 

st1fic1ente 1Jara. ct11n?lJ.r con J,c:.:.t V•J:\t as co11trata-:tas para 

los siguientes cuatro Meses. La ~apacidad de pr~du=c16~ 

de este proCucto está limitaCa segili~ los difere~~es meses. 

Los costos unitarios de produccibn varían de acuerdo a la 

~lliS 

:!. 

2 

3 

4 

dJ.sponibilidad de personal. i:l producto puede ser produc.Ldo 

en un mes y retenido para ve~de~se en un me.s posterior, pero 

2 un costo de almacenamiento de S 1. 00 por unidad por F.es. No 

se incurre en costos de almacenamier:.to para produc-co produc::..­

do en ese mismo mes. Por razones de caducidad, la co~pañía 

desea -cener existencia nula de este producto al final de los 

cuatro meses. Según los datos dados en la siguiente tabla, 

¿Cuánuo debe producirse en cada u~o de los cu¿~ro meses ce~ 

el fin de hacer miniFo el costo tou2l? 

VENTAS ?RODUCCION COSTO lJNIT;..~~:o C03TO UNIT.".RIO DE 

CONTRATADAS l'L'\XIK:\. DE PRODUCCIOF ?.'!...~ :AC:CNAI/iI ENT O PO:". 

~'~23 

20 30 8 1 

30 50 12 1 

50 20 11 1 

40 50 14 1 
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c~~11d~ ~~nos 40 mesas, :30 s~llas, 30 escr1~0=1cs y no M!S de 

J8 libra_os. y para satisfacerla dispone de dos tipos de madera: 

1,500 metros de tabla de tipo A y 1,000 del t:cpo B. Dispone ade-

más de 800 horas-hombre para efectuar el tranaJO. Las cantidades 

.-;_,~ rr:adera, lc1s hora.s-no;nbre y las utJ.lidades correspondientes a 
o 

cada cantidad de artículo, se indica~ en el siguiente cuad~o: 

.~.::c1culo 
A 3 

horas 
horrtD:::-c= denanda es~iMada utilidad 

L·~2.Sé.[~ s 2 3 cua:lclo rne:ics 40 $ 12 .. O•J 

Sillas 1 3 2 cuando n1e:-ios 130 $ 5.00 

:t::scr:... torios 9 4 5 cuando menos 30 15.00 

Li;::::i-.-.·-r;s 12 1 10 cua:-iclo rr1e . .-1os 10 10.00 

1500 lOOO 800 

Que· rllí:nero de nesa.s / sillo.s, escritorios y libreros debe producir 

para ~aYlM~~ar s~s ganancias. 

artículos: A y B,la ela~c~ació~ Ce 

un1d~d ~21 ar~iculo A requiere de los siguicn~es ins~mos: 

S ~0.00 d~ ~ano de obra 

S 10.00 de m~teria prima 



es $ 8.00 .. 

Para manufacturar una rru.dad del artículo B, se requieran los 

1 
$ L0.00 de mano de o~ra 

$ 30.00 de ma~eria prima 

1.00 por depreciación de equipo 

La uc~lidad que se obtie~é por cada Uhidad J¿l artíc~lo B es 

$ 5.0J 

Los :recursos para produci~ dichos a.ct::culos son: 

$ 100,000.00 para salarios 

$ 180,000.00 para r'lateria prima 

y además, se requiere que la depreciación del equipo no sea 

mayor de $ 40,000.00 

¿Q~é can~idades de artículos A y E dsbsn 9roduc1rse para que 

lu er-presa obtenga las máxi~as ~t1l1d&des? 

4. Una fá;)r1ca de auto111Ó\riles y camio:ies co::sta de los siguier~·.:.es 

de9a_·t:.ar··:.ntos; 

.L • Estar'lpado de planc::ias rre-=álicz.s 

2. Ar!"'laáo áe motores 

3. Monta Je de au~ornóviles 

., . lioni:aJe de ca:r.io:-~es 
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4 

sar12s para ~~,OGO auto~6v1!es o 35,000 camione3, o l~s corres 

pondientes cowoinaciones de automóviles y camiones. C:l depo.r-

~2ITl'3:1tc 2 p.iede armar, po::::- :t•es, 3 3, 33 3 rr10tores de a:.: ... c:-1úv1les 

ó ló,667 motores de camiones, o las correspondientes combina-

c1or.es de motores de auto~óvil y ca~16n. El departa:~en~o 3 -

p~e~e ~ontar y terminar 22,500 autow6v1les y 15,000 cam~o~es 

~~sos y cada caffi1Ón de 250 ¿qué ca~tidades de auto~67iles y 

:::: .:::r11o::es ::12;::,e:-. p:coc1t:c:i..rse, para "-:! .... ._ las utilidades e_ .. :e se e:::--

tE:..J.c;an sean las H,:§.xirras posibles? 

- -u¡ ...... ,.,...d·-.-1-·r~ --; desea a·ece··-mi" ··--e' P""-. ....... ---r,i;:, o ..... -..l.._,.,..,..,,.. ~---,.-'°' .i... .. -ec rre·7 _::¡ • ~- -•· U.;:i L_.....,c:,_ - ¡ ... .1.0...... ..... _ -V'.::J ......... ~. !_.JL ..... H'W _t-1.__.._i..... .._.._ _, .:::.. 

clas distintas que hace diferentes proporc~o~es de pistaches, 

avell~nas y caca~cat~s. Las especificaciones de ca~a una de ellas 

so~: la ~ezcla 1 debe contener 50 por cie~to ~e ~1S~cc~es cono 

míni~o y 25 por cien~o de cacahuates c~ando mes; e¡ ki~o de es~a 

mezcla se vende a 50 centavos. Ll segt:ndo tipo debe c::o .. ttene:::-

25 por cier.tto (:e pistacli.es, pcr lo rle:!os y 50 ~o::- cie.-!"CO de 

caca1-it12tes, cuando m~s y se vende a 35 centavos El 

ce~ t~po no tie~e especificac~ones y SE ve~de a c.:::-_ ta vos el 

Las máx1Aas ca~tidades de materias primas ~Je p~ed~ c8nsegu1~ 

el ~ndúS~Yial ?ª~~ cada periodo son : 100 ~ilos ¿e pl3~ache, 

100 ~<:.le.:; de cacc:.r"lua-.:.e y 60 kilos d2 avellana . ...: ... :C . .J. :i !.o de 

?lstac::e le cussta 65 C-2:'..t:a\:os, le~ de: ca.ca::uate 25 ·:::e:-~-cavos y 



3~ CL~~a70S de avellanas. Se traca de deter!'fl.L:12.r cu2.n-cos !~.!..l::;s 

6.Una fábrica de papel recibe el siguiente pedido: 800 rollos Qe 

-,o c<'.n-t:írnetros de ancho, 500 rollos de 45 c2nti:metros de ancn::o 

y 1,000 de 56 centímetros de anc:no. Si e~ sl almacé~ sola~2~-

L¿ existen rollos de 108 centímet:c-os de anci10 ¿cómo de:Oen co:_-

tarse los rollos para surtir el pedido con el mín.n10 desperc'..:_-

c::.o de papel? 

7. Una empresa tiene tres plant&s con exceso de producción de u:1 

cieto producto. Se ha decid:_do utilizar el exceso de producc~6n 

e;-, la obtención de ese producto en forma óptina. 

Este producto puede ser fabricado en tres tarr,años (grande, r·cC:i~ 

no y chico A,B y C). Que dan una utilidad por unidad de$ 12, 

$ 10 y $ 9 respectivamente. Las plantas 1, 2y 3 tienen c&~cci-

dad para producir 500, 600 y 300 unidades del producto por d~a 

respectiva Mente, independ1enten1er1-ce del tamaño o cor.i.b:.:1ac10:1, 

sin e·nbargo, el espacio disponible par:.¡_ el' ~lmacena:n.iento, i ''t'~ 

~e una limitación. Las plantas 1, 2 y 3 tic:1en 9 ,000, 8 ,000 :f 

3,500 M2 , y cada unidad del producto A, By e requieren 20. 15 

y 2 ~¡2 respectiva~ente. 

800 y 500 unidades -
..:. • I 13 '.! "' 
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Co:i ObJeto de ina.'"ltener u.n1.Eor1T1e .La carga de "craba]O c::tre las 

?lantas,se hd decidido que la producción adicio~al as~g:iada a 

cada ~l~nta sea en porcen~aJe 1 -, -"' rnisma .. 

Se de3ea conocer la cantidad de cada ar~ículo que ss aeue pr~ 

ducir con el obJ eto de maxirr.izar las utilidades. 

8. l-r1.::. compaf..ía de aviación, al considerar la corrpra de ac...:opla.r....:...:; 

d.e pasa] eros de 3 tipos: pequeño, rned1CJ.no y grande, d.:..sponE. c...2 

los siguientes datos Los precios de compra por ur~ic1c:.C son 

S 3,500.000.00, $ 5,000.000.00 y S 6,700.000.00, res;:iectivare"~e 

la cantidad de dinero dis;:ionible para estas cor.1pras ss C:e 

) 150,000.000.00 según cálculos de la e~presa, se s¿ne q~e ca-

e~istir§~ suficientes pilotos para ~anejar 30 aercpl¿nos; que s~ 

se compran aviones de tipo pequeño solamente se podrá dis;ionc=r 

de r1antenJ.I:uento para 40 unidades, en ~anto que el rnaíltenimi'2n-

~o para aeroplanos de ti;:io wediano o grande ser~ de 4/3 o 5/1 

del que se requiere para el tipo 9equeño. 

I.a ut1l1G.ad .:.1cta anual por unidad se estima que sel"'á de~ 2:)0,00J.0 1
) 

para el ~ipo pesu'2ño, $ 300,000.00 para el tipo wed~~~o y 

$ 420.000.00 para el tipo grande. 

Ut:..liza:~do la infor111ación an-cerior en un análisis pr2li111:iar 

SJ..J.1 considerar que el número de aeroplanos debe ser o.--~e::::-o 1 -.a 

cowpafi1~ desea conocer cuantos avionEs ee cad2 tipo dancn ~~~-
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9.Un inversionista t~e~a varias posinlas a~tividades (A, B, e y 

D). ~~s actividades A y B realizables al principio de cada uno 

Por c~d~ pc~a ~nverc~ao en 1.rL 

oués, los cuales pueden ser reinvertidos inrnediata:::lent:e. 1'.l 

inve:c-cir un peso en B, obtendrá$ 1.70 ($0.70 de citilidad/ tres 

Por cada peso invertido en e al principio del 

sesur.do año obtiene $ 2.00 cuatro años después. Por cada peso 

inv8rtiuo en D al principio del quinto año cbtiene $ 1.30 u~ af-o 

después. 

~l inversionista tiene $ 10,000.00 y quiere conocer qué plan de 

i:-:versión maximiza la cantidad de dinero que él puede tener a:'.. 

principio del sexto año. 

10.Un proveedor tiene contratado el servicio de ~banquetes que es-

tá.1 programados pare. n días consecut:ivos. Se saJ:ie que el j-é.s [mo 

banquete se deben ut:ili3ar nj (j=l,2, ... ,n) servilletas liDpias, 

para lo cual dispone de las siguien-ces alternativas: 

costo/servilleta plazo de entregc.. 0·n 
días 

comprd de servilletas 
nuGvas 

servicio nor~al de lavan­
C..erí a 

servicio rá91do de lavan­
dería 

te:1ier1ciose, a. > b > c., 

a o 

b q ( e.n:te.rco) 

c. p ( e.n:te.r..o 

q < p 

Las sc~villetas pueden usarse depués de s~r envi&¿as a la ~ava.1-

deris. ::.:i.d2:1r:1do de \teces. El valor de sal1;a.c1én. ele 
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las se~~illetas ~sadas es nulo. Supo~ie~do que in1c1al412nt~ 1:0 

s12 t..!.er:cr1 sel. VJ..lletas nuevas 11.J.. en 12 la-randería,. ¿c6r•r; Qcbc: 

pro01 :.i4 1a..c su rlesccio el prove..-~aor para -:.ener t:.n coste rt.ínimo al 

fi:-ial del co11trato? 



PROGRAMACION LINEAL 

l!.J J:":MPLO 1 

, POR UNIDAD 

PRODUCTO HORAS DE 
FABRICACION 

1 3' 

2 2 

Horas h:ibiles/d!a a 18. 
¿Qu~ cantidades x1 y x2 deben fabricarse por· 
d!a?, 

Planteamiento• 

ltax Za 3x1 + Sx
2 

(O) 

con x1 S 4 (1) 

x2 S 6 (2) 
Jx 1 + 2x2 S 18 (3) 

x1 2: O, x2 2: O ( 4) , 

UTILIDAD CAPACIDAD 
MAXIMA DE 
PRODUCCION 

3 4 

- 5 6 ' 

(5) 

' Introduciendo las variables de holgura x3 , x4 , x 5, el proble • 
ma quedaa Max Z• 3x1 + sx2 con las restricciones 

' 
para i = i, 2, 3, 4, s. 

Xz 
10 

SOLUCIO~ ORArICA 



SOLUCION POR SIMPLI:X PRIMAL 

as 

(O) z 

(l) XJ 
'fl 

l -3 6 o o o 
o 1 o 1 o o 

(2) x, o o µ;J o 1 o 

(3) XS 0 3 f 2 0 0 1 

(O) z 1 @ 1 O O 5 O 30 

' (1) x 3 O 1 \0 l O O 4 
2 ~ 

(2) x2 O O l O l O 6 

(31 X 0 0 -2 1 
1--.:a+~--!==-~-T-~~~-f-'~ 

(O) z l O O 3 1 36 

2 1 
(ll XJ 0 0 l J - 3 2 

3 
l o l o 6 

o 

(O) 

(l) 

• (2) 

la. solución factible básica: x3 ,x4 , y x§ en 
l~ !fase ~ elenien;os derechos no negativos. 
Mint-3,-~-S<O .•• x2 entrada base. 

{+6 +18} 6 • Min 1 , ""2 • 1 •. sale x 4 de la base. 

(3) Resolver para las nuevas var. bas.(eliminae. 
de Gauss-Jordán~, lo que quedá la 2a. soluc.fact. 

b&a. 

(1) Min{- 3}= -3<0. •• x
1 

entra a la base. 

(2) .Min{+1, +~}= ~ ••• sale x 5 de la base. 

(3) eliminac i6n G-J para construir 3a. solución· 
fact. bas. 
(1) no hay negativos en el rengl6n (O) ••• la Ja. 
solución factible básica es la 6ptima COn UD cos­
to de MAX Z = 36. 

*Si todos los elementos de una columna no básica (excluido el elemento (O)) 
son negativos, entoces (no podemos ejecutar el paso (2))el problema es no . ' acotado: Z • oo • 



7 

""-''" .inr 30 ac:;;·opluno5; qua a:i. so compr.;tn a vio nea do tipo Pº'iU Jño oo:i.n.11 .... n 
" 

:ronoic1erar que el •lfimcro de aoroplanos debe cer entoro 0 la cc,mpr.:i1ia rk -

sea conocer cuantos aviones de cada tipo deben comprarse pnra ma.'ti.m.l.zo;.· 

8. Ul l.nvers:l.onistl". tie1w V<V.:..,,., po.:ibJoD c\1:cJ.Vido.dea, {A,, B, C y fl), L~r, .. 

U.vidb\dar; fl. y E ·, c.lli.zables al. principio de cada ·:ne de loe cinco ."1ío¡ 

:;cguümtesu Pcr cac"\a peso •tnvertido en la actividad A, obtendré\ $ ·tol:O " 

( :) O.,l•o de 1.nJ l.1.dad) do~ años dee;pu~a 1• loa cuaJ..os puede1\ &cr retmro1•l;i .. 

«o.:: l.,1nicdiatancnte, Al :lnV'ertir un peso en B, obtendr&. 11 1o70 (i';0 .. 70 do 

nt'.lidnd) iJr1w nñoo !l.eopués. Poi· cadl\ -p"EJO invertido en C al p~ inc:;_plo .. 

. i.c~o rm D ¡¡J. pr.inc:i.pj,o clol flUl.111·0 año l"i>tion"' $ 1 .JO un afio d.espuo1»> 

,¡1 inve1·s:toniota tione S 10,000.00 y quiere conocer qu& plr.>n do J "'" 

" c1 m.>m r~a::;rnliza la cantidad de dinoro quo fil puede tene1• a.1 prind.p:i.~ · 

I', 

5 



' r::~to pro'iucto puot~e oe1· fubl'J..CtH.lo en trcc .;a1nru1os ( gre.ñ.:ie" r.lC-

cl.Hm'> y r 11i co A, n y ;:;) • ·-?,uc dan naa utilidad por unidad de 3 12, 

'10 y 9 . t·copú<:, i, i ""'"'enteº i,or. pla!l'.:as ·¡, 2 y 3 tJ.1men cl\puc.idacl pe.!· a 

pL·oduci«' 500, 600 y 300 unidalcs d"l pi•oducto por cua rcopcci;ivamoL> -
te, indcpcn.().'.\.cntcmonte del taii1a5o o combinación, ain emll<1l'go, el e::; . --
pncio cll:::pon:i.hlo p¡,-u•a el ~mácena!T.J onto, impo11e una lim:í -cución. I,ao 

µ L:mtns i • 2 y :i j¡i.anol1 9, ooo, í3 ,ooo y 3, 500· tt2 , y cud.;., unidad dC?l 

p¡·ocl.u1,.to A, B y e :requ:..orcn 20, ·15 y 2. rt2 reapoctJ.vamcntoo 

!,u.o ventes j n<l.:!.oan que has ca 600, 800 y 500. unidades A, B y e 

~·•wpoc i:i va>acnto pueden se>' vc;1dl daG po.r d1a. 
' 

' (';un olljoto de nmn~liluor un Lforme la car¡;a de trabajo entre la& 
' ' \ 

p L .. i"tas se J-.u decidido quo la p1·oducción adicional, asignnda a cada 

;.;_, 11cuea. ,~onecer 1 <\ ea11tidad de cada artículo que iae .debo pro-

duclr cor. el o'tlje~o de rna~d.m1zar laa utilidades. 

? Una co~1paaía de av.Lacibn. sl cons.ldernr la compra de aeroplanos de 

6 

paonjeros .ele 3 tipoo i p13qucil.o, mcdil\no Y. grande, dicpone de loo oi­

suiontes tlatosi Los precios de conpra por U11ifuld son ~ 3,5000000.00, 

$ 5,000.000oOO y ~ 6,700.000oOO, rcepec~ivaroentc; la cantidad de d!, 

ncro di.oponible para ,,stt.c cornpro.s ca I} 150,000oOOO.OO según cá.1.cu~ 

loo de lo empresa, ¡¡,e sabo que cad11- oviGn eei-á utili:r.ado casi eie111-

' 
pro a att tJ.futima ci:ipaaidad¡ 'q11e eiti5GiTún su!ic'l.ontea pilotos para ~ 

4 



·:. 11_1r<';¡ \1 ,,, . ._, ,, 

' 1 • 
}.;iS ~t:.Ch.3E. .;olJ""ln ¡-, j_i-_.J.i,lO ? 

,•tJ~~ r ~'.- 1:1.~.'") d\:' CC·' .1n1:-~~ .... 'í~ ·~t~C\J!ÜV f1,l.:iJt ~L1. _1:Jb¡;.; ec csi!::!. TC-C'7t:J.o :.,,o u::n 
·. 



EJEMPLOS DE PROB~EMAS DZ.P~Ou1'.AI-IACION LINEAL 

fl.Al\ITCAMI EIJ,TO ))E PROB\.<MllS ' 

' 
sl.guleHte 

1 

' 
"·,.,-1~ :r Wl'"-'t\C5 1'10 wie.sa~) 1}0 .siJJa.5) 30 c..scrj_-CQli"'

0

1os ,\' >c:1¡1...,~¡ r1c. 'r'! it 
: 
1 

\Orq..v-osj y p,¡¡ra .>atis<ac"r:C.a dlsp<>"1"' d.,. .les tipos d" >fJacl<Z>va: 1 1 500 -
1 

p1e.•s d<'- 'tabla ,l.; t\po A y ft.?ót'.'. deL tipo B· Dis:po>1e. ad~""~'S.; ele. 8'00 
. l 

h~ras llti"1b>'cs p.aY'a ef(.etuar <>1 tYabajo: Las ca,,tc'd'-a& ... s! de V>1ac:llt':ra, 

; '"°" hoyar,"}Jº""br"5J' l"s <.rtit..ldadr,,so co;«>:rz:SpoVld\<1.,,.,tl'.s.'a C-?cla uy11dad el,,, 

12.00: 

s' '-'·~ 
( 
! 1 .5'. ºº ;: 

• ' ~ j ~. ' '" ' h;.\! 

• ' " \!l .00 ,: 
. . 

! Es<>•'- li"O n l) 

.,. 

.. ' ' ~ -

;,;r .... ~'·1 ./ ·:\~}': ~.1J'_. d~he pro<lvclr 
¡ 

. " 4. lJ'l\a J~d-a-stT-ia producq. .1JS".~ :J,Yt:.~ c.uloz~ AJ B., to ..._t .. J.bor.pc\p\'\ di.:. vl}fJ l.. 
,• ' 1 • ' . ' 

u·,,~da<I d,,_l .,,t;fcu'lo A n,.[;¡\,.,rc. ae los r;ig11l.<i>ntes ¡,.s1101i>os~ 
i .·; 

Z0.00 '¿~' r-1r,1\~1u.iüi;;. ohrn .... t(;. c;¡r¡ do ,,ti:¡ i "'i \ '.), fl't 11~a 
; ' 

' .JI; 5.00 pqr \ . . . ' 
'~r,,tiCG1 acJ.01.'1 <h; '~'l 'IJ p<> 

1 

" 



r:.::. l. 

~ 1,1 i (' .1. ~e o .. ¡ rl.Sllr.lo ;¡ ~ 

" ,; 

-· 

' 
' -.:, i.:t· ~.'r;os 'P~"ª pt' :>tltlc~. :- O:i.#;hos &-rL.1:lulou t.1011~ 

\ 
<. 
" 

) .. n,1 .:-'On:.; :.a u<' l .' 

' . 

,,..r;11hi~1ro1 .. •111c:c de ni.1: Ciü5v::i.l0s -:,~ r;:.·ru·!..011< a,, ~1 df'p":J"1.H.il"Ol!t,LJ d 1:u~cil~ & 

" \ ' ' ~ ' ':' - ' ' ', : ' 1 

1i.ir4.n'-~ ... Ji'"'l rr. 0 t? 11 ::~~ .. ·;;,:(no~r:ir::-·:..~ ele~ ntt:.omOvi)dD 'o 16,.667 lt".o\.01•eo d·; 



DESCRIPCION PROBLEMA DE PROGRAHACION 

LINEAL {"PRIMAL'' ) 

Se disponen de las cantidades b 1 , b 2 , •• , bi ••• bro(datos) 

de recursos para producir n productos x
1

, x 2 , •• , xj, ••• , 

xn (inc6gnitas) los cuales dan utilidades unitarias c 1 , c
2

, 

cj, •• , en respectivamente {datos). Para producir una uni -

dad del producto j usando recursos bi' se requiere una can­

tidad ªij de dichos recursos {datos). El problema es deter­

minar las cantidades xi de productos que deben producirse 

de acuerdo con las limitaciones de recursos, de modo que 

las utilidades sean máximas. 

Matemáticamente, dados: 

(al bl, b2' .. , b i, ..• b m 

(b) el, c2, .. , cj, • • • e n 

{el ªij . {i "' 1, 2, .. , ro; j "' 1, 2, . . , nl 

encontrar xj {j"' 1, 2, •• , n) tal que sea máximo 

cumpliéndose las restricciones: 

n 

"Z ªij xj~ bi, i "' i-, 2, 
I .. , m· (lim:t.taci6n de recursos! 

xJ~ O j = 1, 2, ,., n (producción no negatival 

Usando matrices: 

llax Z = ex con !\::~ b, x~ O 

/ 



(O) 

1!:! (1) 

(2) 

(O) 

2g (1) 

(2) 

(O) 

3.9. (1) 

(2) 

LlaJ:Jo~és problema primal a 
~ali: w ~ -4y -Gy. -lSy 

(

-1 o 
o -1 ~. l=~l 

E J E M p L d 2 

:soLUCION POR ldETODO SIMPLEX DUAL 

( X .Z: 
3 4 

X X X ) . 

5 l 2 

se w y y 
1 2 

y :y y Der. 
3: 4 5 

w 

y 
4 

y 
5 

w 

y 
4 

y 
2 

w 

y 
3 

y 
2 

1 +4 t6 +18 o o o .......... -..... 
• 

o -1 o -3 : 1 o -3 

o o 1-1[-2: o 1 @ 
. . 

o -1 \o l-31: 1 o@ 
5 o o .. 1 ~ 2 ~ o -1 

1 
o 3 

-2 
o ~ 

• • 
o . o. . . 

~ .-1 
o 1:3 o 

. 2 
1 o. 3 -1 

1 

3 

(O) Solución factible básica del problema dual: una solu­
ción básica para el primal, no necesariamente factible 
(por los negativos de la columna derecha), y en (0) co~ 

ficientes no negativos para las y's no básicas. 

(1) Min{-3, -sl- -5. y sale de la base 

•c2> MaxÍ6 is\- 6 • y !ntra a la base con lugar de y 
~1:

1

1=2° -"I 2 5 
(3) Eliminación de Gauss-Jordán para obtener 2a. solución 

factible básica del dual. 
(1) Minl-31- -3 . ·. ·y sale de la base 

(2) Maxf 4 > Gl- 6 . '.
4

y entra a la base en lugar de y 
~ ~i~ 3 4 

(3) Eliminación de G - J para obtener 2a. solución factible 
básica del dual 

(1) Lado derecho no 
es factible • . 
y - 1 y - 3 

3 2 

negativo . . solución 
solución óptima: 

y - y - y - o 
1 4 5 

básica del primal 

w - - 36 

• Si todos los elementos de renglón con lado derecho ne­
gativo (excluido el elemento w) son no negativos enton 
ces (no podemos ejecutar el paso (2)) el problema pri­
mal no tiene solución factible. 

r 



PROBLEMA PRIMAL 

Max Z - ex 
Ax~ b 
x~O 

D U A L I D A D 

PROBLEMA DUAL 

Min w • b'y 

A'y - e' 
y~ o 

ALGUNAS RELACIONES ENTRE AMBOS PROBLEMAS: 

FORMA 

can6mica 

estanda.rd 

l. El problema dual del dual es el primal. 

2. Si x y y son soluciones factibles del primal y del dual 
respect ivalJlente entonces Z • ex" b' y • w. 

3. Teorema de dualidad: Dados los problemas primal y dual 
en su fQl'l!la canónica, entonces ~no y solo uno de los si­
guientes oasps se cumple: 

a) Ambos problemas tienen soluciones óptimas finitas 
y z - w para tales soluciones. 

b) Un problema no tiene solución factible, y el otro 
tiene al menos una solución factible 6ptima no fi­
nita. 

e) Niqgpno de los dos problemas tiene una solución 
factible. 
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PROGRAMACION DE REQUERIMIENTOS DE PERSONAL 

Prof. Ariel Kleiman 
--··------ -----· 

El Dop:n:-ta.1'n!imto dlá I'li:iríctléi,6n ele una importa~11:.o '-'fl•!n·c:o..i · 
de fabricaci6n de reloJes, está tratando de decid+r cuantas 
operarias se contrataran y entreuarán.durante el p-cimer se­
mestre del año: próximo para el !):;p.artarncnto de Ai.·ülado. 

El número de horas de trabajo varía de acuecdo con los 
planes mensuales de producción, por lo que se estLmacon las 
siguientes cifras: 

Enei:-o 
,Febrero 
:Marzo 
Abril 
Mayo 
Junio 

Horas necesarlas 

8 000 
7 000 
8 000 

10 000 
9 000 

12 000 

Dos factores complican la programación del reclutamie~· 
to de operarias: 1) Se requiere coóo uu mes para entre~ai: · 
una operaria, antes de que adquiera la habilidad necesaTjQ 
para t'abajar sin errores; por lo que la contratacl6n deb0 
efectuarse con un mes de anticipación; 2) El enti:enmnie,1to 
de una operaria nueva está a cargo de una ope~aria e:.cperte, 
y exige 100 horas de enseñanza y control durante el :.:ec dE: 
capacitación. 

Para el mes de enero no habr.ía oroble.mas, oi.:es se co.-.-
1 1 ló .. 

taria con 60 operarias. De acuerdo con el contrcto colect1-
vo d~ ~rabajo, el número máximo de horas mensuales de acti-•. 
vidad no debe superar de 150, poL" lo que se ter.d::íar. ') OC.) 
horas laborables disponibles. 

El sueldo mensual de una operaria en~;:-enada, incl1.qe~1C:..; 

prestaciones sociales, es de $1,600.00. El suelco ce u~a 
operaria nueva, es de $800.00 durante el período de e~tre~c­
miento. 

Finalmente el Departamento de Personal ha esti~ado en 
el 10% la tasa mensual de renuncias de operarias, (po~ ·~zo­
nes familiares, de salud, cambio de trabajo y ot:::·es caus"'s). 

Se pide: a) Indicar las variables del problema · 
b) Plantear y explicar cada reat=iccl6~ 
c) Formular la función objetivo 
d) Comentar el modele elaborado 

·• 1 



PROGRAMACION DE INSUMOS EN PROCESOS DE PRODUCCION 

12=. 
- •'\ ... 
.!. ; <::.. ~ .,,) ·.; 

.,, ~ - .· 

i .... --"' 

.:.2 

- ---------- --- ~ -----
~ipos desolJC~~cs el 

~)Sq"vtC.~!.~ c2-J71?::esa q_~¿' ~, \_,, j) ¡ c-;~1uct: dos 
_.:... ?l;: ... 1-. ca está 01 ...... i.:'l'.1] 7(..,iJ,; c11 (""t~at:."'o 

'-:11 2:1 rJ.:..a\j:""¿rne. \, • .S 1~ r\ l 

·---------- -------

ü.::.. C.i"'..l.. 2.S ~ .. 'J 

-~ - ,.. .. ~ 

'-'-'~-- .. -~ 
- ~. . . 

,_,_'=r------~ _,::¿., 

1- - --l--:/ 
~º~ 

ele: l 
- -- --- --------

·--------
' 

-~ a~- ~~~e-e-~~-·· . , ce:¡,:_ vS ~ ... "-V l;;;._,.;.\•··-~ .. !'w'..1 .. 

el s~gu::..e: .. ~..:2: 

l::c-
l=-:."l.t.z.. 
C:2t0.3 



Producto Centro de procesi!_ Insumos % de re cupe Cosi:o de ope 
miento itros por ración ración 

hora) ($ por hora) 

A 1 300 90 150 
2 ( 1 e r. paso) 450 95 200 
4 250 85 180 
2 ( 2 • paso) 400 80 220 
3 350 75 250 

1 500 90 ;co 
B 3 480 85 250 

4 400 80 240 

Se pide formular un modelo 1 i nea 1 de prog1·amac 1ón de 1 a producción c;~e per-
m1 ta maximizar las u t 1 1 i dades. E 1 programa óptimo de ;:iroducc iór, debe respO.!J. 
der a 1 as siguientes preguntas: 

a) ¿Cuánta materia prima se utilizará diariamente en 1 a producción dei soi-
vente A por el proceso usual? 

b) ¿Cuánta materia prima se utilizará diariamente en 1 a producció:. de! soi-
vente A por e 1 proceso opcional? 

c) ¿Cuánta materia prima se ut i 1 izará diariamente en l a producción del sol -
vente B?. 



PROGRAMAC 1 ON DE 1 NSUMOS EN PROCESOS DE PRODUCC 1 ON 

----------

Se presento e. corteicleració::i un plan integ:-?.l pc·-·e. 

las operaciones de u11a empresa internaclonal de producció:1, rcf: 2.::a~ 

ción, transporte y distribución de pett>61~:; .crudo, gasclinaa 'J ?ro­

ductos petroquímicos. La denominare:nos 11Petirole:os InteToceán1coc~ 

Sociedad Anónima" (P,I.S.A.). 

La er.1presa P.I .So.t\.. esté organ.i.zarJa. co:11ú :..:n i;:c..nso:.."clo ¿~ tlf.10 

"holding," que ea propiecerlo total o pa-;:c.éal de V!lt'ie.s cc·~~ps?:!'..::.s 

subsidiarias, las que son i:eaponsab!.es por _lc.s opai:ac-'.cr-.e::i espe-:::{_:_ .. 

cas. El problema 

pla:t ilv:cgral que 

fundamentel de ja er.:p::."2~& PQI QSoP .. ~ es leer?.·¿::- ~:~ . ~ 

coordine lG.s cct!--t1léE . ....:2s de 1..:s al.vG:.:.·Ga.~ st..b'.:.~ . .r.::.2 .... . 
rias t optimice los resul tadoo cb la o:_:,:;,r<:lcl6'1p J, i:o. rect::.·i,1j¿ e:-·:c·· 
aivar1ien'Ce la a.utono:nía de dich23 SU~.Jlcli.:::.:-lae c~~.Mle p1e.:.1e:f!c~6:1 e~ 

las acti._1~d.s.des que lee sean p!'"o~ia~" 

El p~imer plan integral se ?Uso.en práctica a ~~l~clpic~ ds 
1968, colncidiendo con la asamblea a~ual del Consejo ~li:ecciv~ de l~ 

empresa "holding"~ en la que se ::me.liza-ron les ·.i'.'ccult~tl:.n: ""-Cv:-:é::::.-:oc 

y finnncl.eros del ejercicio a:1í::e:;icn.· 9 ':J se a;~;:c'b6 <::1 cciq1:.:::::.:::. de .:,.:.2r: 

integral. 

El plan fue elaborado durante~el se;??Undo semestre ~e 1967 ~vr 

el Departamento de Estudios Econ6micos de la e:np:reo!:., coz! el c:v-:,:::c~ 

ramiento de aiguncs. funcionariosn:ijecutivos de les cr.1p-res::cs S'..:.::.si­

diarias, de ir.genieros. petroleros di;l De¡n~ctar:icn:::o de J:s<:· .. d.::.c::: :::!·: 

Operaciones, y de algunos viejos directo::ec cuya :!.n~cist.i.v.;:, h::?:::.!.'.e 
salvado a la empresa en 19s d:!.fíciles a~io~ de la poslguc1--.-;;.. !::. ::.o 

que respecta a SJS ci;:rccte-rísticas fu~1d::m-.entalec, el pl.;:.,; ·;.~.:;::rr.~"' 

la experiencia de los dlversos grupos de inte:i.·eses~ .i.<1c0r;)O~:abl! <::p·:;;.:~ 

ciaciones subjetivas, y evitaba una exce5iva rigidez que perjudlca~a 

la to'lla de decisiones a nivel de empreoa subs.!.diaz·ia. E.ca r:.6.::: bie:: 

un...marco general de eat't'ategia e. corto ~'lazo 0 que p-copc·::::i.onabe. lea 

or!entacionea glohalee -de le empresa~ en la intellgenc.i.a ds que ~as 



/ . 
oxporicncino r¡uo i:io C\cum1:l!:\r1on d\u'nnto ol procoGo de .':lplici:.cxr. 

C:.ol pl;:l.rl., p1:rm1 tir.í'nn ofcctnC\r :r0Yio1onos o:nu<:l.loa o. fin ele y;\J.l:i.:>:'· 

dotn.l.lo 

Al f1nn.li::01r ol. oo.:;untlo c3.o do opci«?.,;io.-i.oo ·c<•jO 32. .n.t..úVv 

ri:.é'-11., so notó que lf\o cosao no ml:'rch.-.bN'l. oor.:o ee ho.D{n ~:€.::,::JE'ClO. 
' I 

,, }•001•r del proceso anual do revioion de mc"GL\D~ ple.neo y ;ioll. -:2 
I 

c210, ln cr.iprosn oo;nenzo a pcrrl.cr terreno f~4cnte ul o.v::-.ncc C.c c:1 

prosflo compoti1lor<1s m<>n BGrcsivC10. Adcmn8 los r~aul t¡;(!.,:¡s CC:-"H::·.::, 

les do opcrC1cicin no erro; muy br:i..ll:;i.n·toa, ya c1uo en :p~~omcuio ::iG 

repetÍr...'1 cc>o1 los miemos vnloros da .:iños ai:. ce:c~:.ores etl los Í.:w 

ces í'1nE1.Ucieroa y eoonÓ1nicos del anf.lioin de l'e:Jultados. ':!. -;.o!:' 

si esto :í'uern poco 0 loa ej ccuti vos de las eJ:prezas svbs:.d:::.2::.-:~¿j$ 

so quejaban de que por lo gen0::.~a1, el ple:1 uc. era. E-1..cfic:i.ent·ar::.e,·, 

te detn.l.lndo y :flexible como pe.ra tomar e:. t::ueLJ.t2. adec'..:.Vdé'.r:.2:.;;c 

les condiciones especificas do oper<\ciÓn de oa.da U:.'lél. de lao m:::..J 

;¡¡as. En algu..-i.os casoo,habia ocurrido quo :i.nic:i.a·~ivci.s :.ntor~sc~­

tes para el dosarrollo do operaciones a ;;,i vcl loe el, q·..ae :1:u.b:. 0-

rnn permitido ga.nf.r mercados especiíicQs. eLJ. razón de orie1s ~o-
' .'.1.:tticas intorne.cionales, no pudieron sor ar;1•ovec112.d1?.s o:po1-',7.;.:r,2.-

mento porque roquerian inversiones qt..0 e::-:-::Gd{&.n le::; marces t;en.::. 

~t\les delineúdos por el plrui. El procoao do a.~rb..ieis de las n\.rd 
vas circunstNloias, hubiera vequerido \=.i.1 lapoo de tiümpo ca:: d~ 
l¡:.tado, quo la oportunidad se habi·i:.:. ¡1crci.idc <le tode-s msr...:!:: 2.s. 

\ 

Asi eo que a mediados. de 1970 se re'1tli6 el Consejo de Di--
rectores y resolvió contrst?r algunos oopocialistos p<:U'a cuc so 
cnfccro·a el problema integral de acuerdo con la u¿cnica de a..-i.á-. . ' 
liG~s de oistemas, que se construyera u.:.1 modelo de descripcion, 

I 1 · 

vnaliaie y prcdiocion, y que se recurriera a los. ¡m~todoa cua.~t~ 

ta·~i vos maei adecuados para la solución 'd.c'i modelo y ele.boraoiÓ::l 
) de:!. lllan integral do o;peraoim·:.·:s. 

~ 2 = 



Los cspccia\1.stus en técnicas cuantitativas trabajar"", <..11 

la realiznci6n de un diagn6stico detallado de la e~t..:uctu~a d~ 
la emprcsn, les ~nterrclaclones entre los di ve"!." sos subsis t•2;1.~s, 

los principnles p:roblerna& a ence.-car, etc,, y sugirie1·c.1 c:-ue :-'! 
orogramación lineal parecía ser la técnica wás acec~a~s ~ara 
englc,:,ar todos los factores involucrados, opt:irr:iZ<il" !os ¡:-es;.;l­
taJ0s de operación, tomar en c~enta condiciono~ específicas d~ 
cperaci6n de cada subsidiaria, y analizar nuevos planes y polf~ 

ticas cuando cambiaran las condicioc.es del n:ercado o va-cia-::-an 

algunos supuestos iniciales del análisis. 

El Consejo de Directores autorizó se continuare adelant0 
en la elaboración de un modelo integral, por lo ~~e se deci~:6 
aplicar la programación lineal a. ni.vel global, resolver el :.::·· 
delo obteniendo u~ plan de operaciones, y anal~zar la senslt~~ 
vi dad de la soJ.uci6n ante var .'..aciones en los r:2ráP:etros es tL·-:e -
dos. El plan se entregó para su aplicaclón al in:clarse el 
ejercicio econémico de 1971; r,e propuse un per.í.odo ae ur• a:"::o 
para verificar resultados, comparar con el sistema anterio~, 
recibir cr{ticas y n~evas iniciativas, y pulir decalles ~o s~­
ficientemente elaborados. En el transcurso del aSo s~ perfc~­
cionar!a el modelo mediant~ el análisis de postoptimal:dad, 
tratando de adecuarse p•ogresivarnente a la realidad, ob::enie.·.· 
do la l!'ayor información posible del plan óptimo ¡n:c,;ucsto, y 

analizando las modificaciones para adecuarse a ca;,-,::iios en las COt1-

d1ciones de operación. En el aRo siguiente, se tomarian en con -
sideración los problemas especificas de la relación entre el plan 
integral y los planes de cada subsid1ar1a, se eva~uarían todos los 
pr9yectos particulares dentro del encuadre globa!, y se obteraria 
el plan def 1nit1vo mediante un proceso de mutuo ajuste, hasta el -
logro de una compatibilidad total de toaas las condiciones y ~zs,c 

tr1cc1ones. 



En las páginas siguientes se presentan las consideraciun0s 
referentes a: estructura genc"al de la empresa, operaciones de 
rcfinac16n, operacio~es de distri~~ci6n y operaciones de trRn$ .. 
porte. 

' 



Estructura y Operaciones Generales 
-· --

Lt\ omprc<ió\ P.I,S.A. cuenta con do;:¡ fuon.toG irnpo1•tMto::i do 

l.'provisioné\lnicnto de poia•oloo, crudo: Pn.:::._oi<>. e J:YJ.dono::1in. El y,!}, 

tróleo de Persia es el más pesado cuestad;s·-dól-ares por.barrif, 

se carga en el puerto petrolero de Abadan, y se tienen asegurados 

cien mil barriles diarios durante todo el año. 
--- ------- --

El petróleo da Indoneoia se oot;i.ene de los campos pc·:ro1_2 

~tia do Brunei. en la ioln de Borneo; GS nrns livia'1.o que _el pez: 

sa, cuesta 2.60 dólares por barril, y se han contratado cuarenta 
mil barriles diarios con la Compañía Petrolera Neerlandesa. 

Hay dos empresas subsidit\l'it1s d,:,.:iicadae excluoive.:ae.1to s;, 
I 

operacio::",cs de ¡•of:i.nacion. Una do ollEcS ·b:i..cne su seco Ot¿ J.''.).$~ 

tralia 1 con UJlO. plr..1.ta de refinación c4 Sid."loJ» cv.ya. 02~2.cu:e.d. 

es de cincucnt~ mil barriles diru:o:i.oa de prooo::io. La empresa ~­

d!..a·~:ri buye sus refinados en el me:.:-ce.do e.u.s·!;ralie.no vY ct;.entz. = 
- ' con cxceden:~es disponibles que e:qiorte. ;;;, los o.eme.a r:ie:..·ce.0.co ~ 

de la empresa. 
' I La otra eubsidiru:oia p~a operaciones do refinació4 ce~~ 

ei tuada en el Jé'pÓn,corca de Nro'a, y su ce.pC1c:i.a.Bd de re.é'i::2.~ 

' cion es de treini:R mil bru:-riles diario::;. ;,hn.stoco el mcrc::.do 

japonés y aue ezcl'ldontes se exportan to..<tbic::i a ot:Aos merc2.C.os. 

Hay dos exprese.a eubsidiflrias dedicr-das e:x:cll..\siv;;unei;.tc e. 
• I 

operaciones de distribucioni u.c.a de ellao en las Filipi~as y 
la otra en Nueva Zoola.".ldie.. Loe r:io:roé\dOs que es·c2.s suba:i.á'.ia- · 

rías surten se proveen de produo;;os refinados en Japón o en 

Australia,o en caeos especlaleG ~o escasez transioor"ª' de la 
I ' err.prooa subsidiaria clo 30lita. Bo:fba:l"G.,Cali:forn:i.a;ü.S • .1'.. v qua 

atiendo rol!Ui::...-menta ol mercado de los Este.don Ur.idos. 

Pinl?.J.t:iGn ;o' la Sfil[.ll:'C?OB. cue.\ta oon WlE\ :f:!.o·¡¡o. de buquos -

tanque i qU€.1 il.'Giliza pe.'.!":?. trli'.nspo1·:;ur oruJ.oe o .refi.."le.dos antro 



las diversas subsidiarias de acuerdo con las necesidades especí­
ficas de cada lugar. 

OQeracioneq de reficación 

La operación de una refinería es un p.-oceso co:roplejo. Cc::-.­

viene utilizar un modelo de prog:;:anación lineal para to~ar e~ 

consideración todas las interrelaciones posibles. Los p•i~clpe­
les factores que influyen en la complejidad del p:;:oceso sen les 
caracter..'.sticas de los petróleos crudos, la te<.:1olcg!a "s¡Jec{fi~ 
ca de la refinería, los diversos productos finales y ::iub:Jrodu.:.­
tos del proceso, los niveles de p·~odu;:ci6n,· y ias .ces<:.:lcci.or,ee 
tecnológicas y económicas del proceso. En realidad, y ~ e~ectcs. 
de prcgramar las operaciones sobre una bese semanal( o a veces 
ciaria),ambas refinerías deberian implantar un ~odeio de ?~ogce~ 
"'ª~lón lineal de sus procesos, Los especialistas estlva:cr: ,¡;_.~ 

esos "'nd~los estarían integrados por ap~oximadam2nte 300 va~la~ 
bles y unas 100 restricciones. 

No obstante, con fines de planeaci6n ;;.nual (y de mantene: 
este problema dentro de un rango manejable) se puede~ acep~ar 
algunos supuestos simplificadores. Por ejer.iplo, supor:drer;os s6-
lo dos tipos de insumo: el petróleo e-rudo persa y el indones_o" 

Ade"'ás reduciremos la gruna de posibles prcductcs del proceso a 
dos grandes varledades: productos de gasolina y p:ocLctos é2 
destilados (como el fuel-oil y &ceites '11inere.les dive::·sos)o .:::::, 

lo Yeferente a tecnologías de proceso, si bien hay por lo gene­
ral una amplia flexibilidad de selección de la inten~idad del 
p'roceso, supondremos que a efectos de pL1neación se consideran 
s6lo los casos extremos, es decir la tecnologí.e. de !:lás alta L1-
tcnsidad y la de rnás baja intensidad de proceso•,, 

/ 



En la tabla siguiente se h1dica.-1 los ?&·.:ámc::.-os del proc"':;:c 
de refinación para· ambas refine;.·ía3 9 da ac-1.l.erdo con el tipo de 
petr6leo crudó utill.zado y con el p:..·ocluc<:o fi::,~l del p;:;·oc~Go. 

Tabla I 

Parárnetr~~ tecnol6glcos del proceso de refinaci6n de petr6leo 

Refinería, insumo y proceso 
utilizados 

Refinería australiana: 

Inoonesio crudo~ baja intensidad 
Indonesio crudo, alta intensidad 
Perss crudo, baja intensidad 
Persa crudo, alta intensidad 

Refinería japo~esa: 

Indone.:Jio crudo, baja intensidad 
.Indonesio crudo, alte. intensidad 
Persa Ct"Ud0 0 baja intensidad 
• 
Persa crudo 0 alta intensidad 

Operaciones de distribución 

7?1~ocluct:o Elna! 

(en ba~riles Ce producto po~ 
ba:.:·ril ae 

• 259 

,365 

.186 

.312 

.259 
0350 
.186 
.300 

,688 
0573 

oGOS 

.688 
c;~i:\8 

.732 
oG20 

Las O?eraciones de distribución se efectúan en las áreas de 
Aust•·alia y Jap6n directamente, y en las de Filipinas y Nuev-a 
Zelnndia" medi.ante el uso de buque3gtanque. Po:: :lntem,edio del 

De¡:i2:;:-t<l .. -e:n:o de Estudios Econ6.-nicc;is se han efectuado estü:iaciones 

de la ¿g;J~~da probable para el año 1971 en cada una de eeaa áreao. 



Tt\blC\ II 

I"stirnr.cioI_1_c.!L.Jl::1r::t la domfl_l!<l;::t _~o __ r;~n_0i.!'::9ª Y dc~t_i3:_e.~-ª~ 
lao di vcrS100 brO['IB d9_§i stri buci.Ón elt'l 191.!-

• 
¡¡jorcúdO do loo 

producto e 
Demruida (on mile~ da ba.rrilco dia~ioe) 

1 

Gasolinas Destil acl.OG 

Au3tr<lli~\ 9.00 21.00 
J 

Jí\pon 3.00 ·12.00 

F~.lipin1:1.a 5.00 a.oo 
Nueva Zeelandia 5 • .36 8068 

~~oto.lee 22.36 49.68 

So dispone tr.mbian da los coato3 promedio do t~a~epo~te de 
g~zo1~naa o destll~Joa desde la.e refinerÍao ~ 1oe ~~~OBdo~ de ~ 
):' .l.l:!.:pinóle y Nueva. Ze;::ler.d:l.a. 

Tabla !'i:iI 

Costos do tr<..i1z;¡;orte d0 gaoolin-"s e düs-ci ... é'.C.0s 

( on d~J.aros po:::> barril de dcs·t;ila.do} 

?iU<:iVé\ Zeele..>idia 

Australia 
( 

Jap.:in 

Oner~cionea· de ~r8nsnorta 

.10 

• cl5 
.20 

Cooo co L~ expresado antariormonto, los buquee-tenque de la 
floto. oo utiliz0.;.;. :pora realizar trru1eporta do :pa·brÓloo crudo a -

·las r<i.:"inor{01a, ademi:\a de. loe ~vrans:po:t<tee de productos rofil1udo.s 
- ,, 

a los merca.do ds consumo. Los costos de ·branspoz-¡;0 a.e !?atroleCI -
c::--.i.do desde Paroia e Indoneeie a laa re:í'inel."ie.e es i~dics..n e. 0011 -I 
~ua.aiong ru.:1 la "tllbla IV. 



Ti.\blu IV , 
Cos "º"' vn_rir.:_'~lcsdc ti:~n.c:ri_oi<t_Q_dc..Jl_~troleo crudo 

(en a61<.-.rcr; por br->rr•il do cr-Lldo) ----· -- - ---- -- - - ---- ··-- -'------·-..--
Tl.}'O do i:noumo y de :prooooo R¡;fj.nc:t>if:I de 

J:ndoneoi o cr-uC:o, ·bojCI in',c'nside.d 

l~doneaic c~-udo, ~lte. inton~id&d 

Pe~sa crudop baja intonsidnd 

Psrsn crudo P al ta i21tenaid¡¡ct 

ques-tr..nquo 
• 1 

utillz8.cion. 

y los r1:1quo:11imie.a.tos 

el.e la oape.cidCld. 

' .1 
J f1 pOl'b 

• 
ques-tmique R fr1:1.ccionos de un buque proto·.;ipo ec;a:.valcr.tep e-::.~ 

yo tonelaje es de 4 7 mil; medido en unid<,des de ·t;ccelaJ e ú.C !~es.e 

mucrto 1 (DWT} º En el cE>.eO particula:r de lti. ¡1o·ia c1L\e co:o.~:-..d..~.!:'""- ~ 

moa P la onpe.cide.d tot8l es da 6. 9 un:i.d::ides equi v-"J..eú-.;Gs de ,j_? ~ 

mil Di'IT. ademas da la ce.pe.c.:idt>-d disponible~ os fe.o'.;:1::..1 e v:c:.li~ 

ze..r los servicios de buquas-ta:1que inde¡_'.lendisn:ces,:fli;:te.coe poz­

comp2.ñ{as tra.-i.eportietas internacionales. El cos·¡;o pro:ilGC.i.o ó.o 

tr~.nsporte resulta ser de 3200 u6laios por ~11·t~~~ilcs ¿~~~1.vs 
de despacho. 

tiene que ~ata varia de 
< 

deP,pden de l~ diate:ncia 
eto. Era la tabla V se 

ruta a ru~a segun divarsos ·F\:\o+c.,"\..-~·~ o·u'8 
- .... OJ - ._,...,, ~. 

recorrida? uso de fo.cilidaéi.cs po,·t·:.12 •. :-_ ,"'.sJ 

indican lao :fi•r,ccior..es de buqu.$--08.:2.".J.'"-e ~ 

e qui ve.lente, de 47 miili DWT 1 :neoesariae pa:ca d.eslJach.32" uil 
I 

lee diE>.riOs de petroleo crudo 0n. le.e rot3o ye. il'l::'.:i..oc.6.a:e.o 

Ta'ola V 

E,"'_GOXJ.'JJ de uso de capBcjJi_<M1 do: 1;.ugueG·•tG\.YJ r<ll§. 
(en fre.cciones dei buqu~-tn.."l.quo equiv;;-.lont.0) 

O:n.¡;cn ~~º''''º l . _ ti.u::;triÑ..ie.' Je:p<fr. 
Poroia 

Ino on o oi n 
PiJ. ipine.e 

Nueva Z ee1i:;.r.6.:.a 

.12 

.05 
002 
oOl 

~- ....... 
.11 
.Ot;~ 

.01. 

.06'. 



Otrns furntrn do [1.bnotcrtmlrnto 

Corno yo.. hcnoi;i i~cnoionc-.clo, ox.1."'ta unt\ J.looibil:!.d<1d Gdic:..oi'.<?l 

U.o surtir los mcrcndpa do lo. cmprcoé\ con s:obrvn"cco tronoi·t;o:ico 

do :po tr61 oo :..~ofinndo o c1 a d oo"l;ilEidos, provcnien "l;es do una pl8.:1-

t~, oi tu;:-,(}n en C[\l:i.fornit\. P<1:rt1 el a.';o 1971, l&\!J ootim;¡1.oio1:cc Q.c 

pro;:':.ucoión y doma"l.da •po.ra loo Estfldos Unidos indicab.?n q;¡.:e na ~ 

p1•oo:::ntu:r{a un oxccdento do 17 mil barriles diarioa de dcs·:::i.la.= 

dos on asa ple.ntag y que no habría e~ccdcn~~z ~G gasolinaº 
El costo dol dostilodo prcducido en 'J,s,1, .• o::i de dos C.Ó'.!. .. :.e' 

~·as :po:..• bm;'1•il. Loe costes da t:..~anapor!íe ;;\ los ;.,i.e:..~c.ados d.e éli.~"' 

·i;ribuc,iÓn, y los requerinile:atc,s de 02.pe.oidQ.d. d.e 'tuo.ues~·br.:t.1q_u.0 "° 
ae inüioo.n au la tabla VI. 

Tabla VI 
Qnsto!.'l de t"t"anspo:..~·:;e ~r :requerimientos de capacidao 'P""'''"" los 

dcsbilado3 pro~ucidos en los U.S.A. 

·costo da trG.nspo~te Re q"U.erimi m;.-.;c:;, 
,'te ca22.ciof;-d 

Nu.ovu Za elai:i.die · 

Filipi::-ias 

Otros co'.ltos 

070 

.55 
.18 

I , / A fir. da cor.apleta:c' los datos econonn.cos 'i:t ·i;ecr.olo¿p.coa nece-

ssrioa pru:t\ armar el modelo :rcpl'esentl:\ti vo de le. o·,;er.:.c:'..6:~ si;:r:i:":.:i .. .. - ~ .... 
, ficad<". del üistema, se L•clUY,en .sn la. "'fabla VII los oc2·,30.ól YEJ.ric}j-

' bles de re.tiu8.cionp que úepe:nden de 1e. :l.;i·¡;enflid3.d .;¡ ol ·~'l!'oo-::.so ;;· ,_, 

del tipo de insumo utilizado. 

Tabla VII 
J 

Costos v~riables de :refin~cion (en 

Indonesio crudo, bnja intcnoid~d 
Indonesio crudog alta in~o::.aitl:;id 

Persa or~do~ baja intens~dad 
?orco. o:,-uc.ov eli:a :'..:ti.tenf.~.a.ad 

('¡ ;:) 
el G. ~I -~3.:..'\ 

.15 020 

º~º 
e .. ~;;., 
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-r_-¿[1s¡oor~at~on and 
D~str~but~o~1 Ana~ysis 

PROGRAM NAME 

TPORT$ 

h;1fl! }C/ór 

Rcp. :r:tc!C :, ú9 

Any and al! material c,_,r 1,1ed here1n 1s suppl1ed w1thout repre 
sentat1on or warranty o .... 1nd The General Electnc Company 
therefore assumes no re:.,. 'S 10111ty a .. d shf~l1 have no l1ab1l1ty of 
any k1nr, 8i1Slílg from - e- 5upply G ,.- " ¡)Ubl1cat1on Oí any 
material conta1ned n~re1r 

INFORMArlON SYSTc .. S 

~ 
~ ~ IAíl ~ ~ r, ,, i -

~ 1:: ~\J U: Ul f;.111 ~ ~ - .... ...: 



Th1s program is ,­
subscr1bers to thf 
Department E,." 
on the system 

Jf an ever-expand1ng 11brary of b.me-shar1ng programs far use by 
..... ; T1me-Shar1ng Serv,ce of General Electr1c's Informat1on Serv1ce 
.;am is des1gnated hy its s1x-character name to store and retr1eve 1t 

'J programs are class1f1ed as on-l1ne and run only. 

• On-l1ne _ ... ~y programs can be accessed from any terminal that is connected to 
the syst .. The crlter1a far plac1ng a 11brary program on-l1ne are 1ts general 
utillty a .. , frequency of use. Unless class1f1ed as run-only (see below), on-lme pro­
gra1ns can be 11sted, mod1f1ed, cop1ed, or run at the d1scret1on of the user. To re­
tr1eve a program from the on-l1ne 11brary, its s1x-character name is used, followed 
by three aster1sks. The three-aster1sk sufflx is not an integral part of the program 
na1ne, 1t is only a requ1rement for retneving the program. A br1ef descr1pt1on of 
LINPRO and LINEP$, wh1ch are addlt10nal on-hne hbrary programs concerned with 
lrnear programmmg, is ava1lable by hsting CATL!N. L1st CATLOG for an mdex of 
ali hbrary programs. 

• The off-lme llbrary cons1sts of programs not m general demand. An mdex to the llst­
mgs of off-lme programs can be obtamed by hsting the hbrary program CATOFF. 
Off-,''"'e 11brary progra1ns are ava1lableford1rectplacement1n a spec1f1c user catalog 
on r ..... '1.~est from your General Electr1c representab.ve. 

• Run-only is a term apphed to programs that cannot be hsted or permanently modified 
by the user. It is poss1ble to have run-only programs m e1ther the on-hne or the off­
lme l<->rary. Run-only programs are des1gnated by a dallar s1gn {$) m the s1xth char­
acter pos1t1on of the program name. 

The terms under wh1ch hbrary programs are made avallable to subscnbers may vary be­
tween programs, or they may varywithag1ven program from time to time. General Electnc 
reserves the nght to change these terms at its dlscretion. Any queshons regardmg use of 
hbrary programs should oe directeo to your General Electr1c representative. 

© 1968 General Elecl' .e Company 
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TRANSPORTATIOf':J & DISTRIBUTION 

:;uction 

TPORT$ ~u:ves transportat10n or d1str1but10n problems where 1t 1s necessary to sh1p a 
homogeneou..:i product from each of a number of sh1pp1ng po1nts, or sources, to each of a 
nurnber of rece1v1ng po1nts, or dest1nat1ons. The un1t sh1pp1ng cost from each source to each 
dest1nat1on is known. Far a g1ven time per1od, each dest1nat1on has a spec1f1ed requ1rement 
for the product. TPORT$ determrnes the quantihes to be slnpped from each source to each 
destmation so that ali demands are satisf1ed wtth the m1mmum, or optlmum, total sh1pp10g 
cost. 

The types of transportat10n problems solved by TPORT$are those m wh1ch the total demand 
equals the total supply, or where a dummy destmahon or dummy source, restr1cted routes, 
or transh1pment transportat10n problems aremvolved. TPORT$ can also be used to sol ve as­
-.t_;nme.1t problems, i.e., problems in wh1ch each requ1red act1v1ty needs one, and only one, 
of the available resources and needs 1t exclus1vely. 

Examples 1llustratmg each of the above problems are mcluded m Sectlon 3 of th1s Gmde. 

----The October 1968 reprmt of TPORT$ does not render the ongmal matenal obsolete. 
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\Vi.ere, 

M N 

T = ¡; A, = I: B 1 
1=1 J=l 

The matrlx form of the solutlon is· 

X, 1 X a , 
• • 

B1 B1 

x, • 
' 

X, N 

' 

T 

The minimum cost is then computed as: 

N 
Mlmmum Cost = i:: 

1 ;:;1 

M 

i:: c11 x,1 
1 :1 

DISTRIBUTION PROBLEM 

Thc technlque used in thls program to solve the transportatlon problem is the Primal-Dual 
Algorlthm. This algorlthm uses the Maximal Flow Algorlthm which Is an efflclent algorithm 
for determlnlng the maxlmum fiow In Network Problema. The Primal-Dual Algorlthm re­
qulrea fewer computatlona In the aolutlon of a tranaportatlon problem than the Stepping Stone 
Algorithm'l and thla efflclency Is particularly advantageous when aolving large transportatlon 
problema. 

Thls algorlthm can alao be apphed to the asslgnment problem. To lllustrate the use of the 
algorithm, the following dlstributlon and aaalgnment problema are glven. 

D1stnbution Problem 

The following example shows how TPORT$ determines the mlnlmum total ahipplng costa In 
a dlatributlon problem. 

A manufacturer has threeplantsln New York, Boston, and Baltlmore, and flve warehouses In 
Chlcago, Cinclnnatl, Dallas, A llanta, and Akron, ali handling Product Z. Far a g1ven time 
perlad, individual plant supply capacltles, Individual warehouae requlrementa, and shlpplng 
coats pP.r unlt of Product Z from each plant to each warehouae are. 

Planta 

New York 
Boa ton 
Baltimore 
Warehouae 
Requlrement 

Chica¡¡o 

4 
7 
6 

400 

Shlpplng Costa (In Dollars)/Unlt 
Warehouses 

Clncmnatl Dallas Atlanta 

6 7 4 
5 8 5 
4 6 7 

700 300 500 

Akron 

6 
8 
5 

500 

Plant Supply 
Capaclty 

1000 
800 
600 

2400 

1. See Hadley, G., Linear Programming, Addison-Wesley Publlshlng Company, Inc., Readlng, 
Maasachusetts, 1963, Pagea 351-359. 
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..... General Descriotion 

'fnc ob)cct1ve of the solut1on far the tra11.spor-:i.t1on proolt>n: • .::. Lu ••••• 1u1 

.NL1themat1cally 1 the problen1 is formu1att>L•, ::i. 1.1.lows. 

?ROGRAM MATHEMATICS 

'.'!Ost funct1on • 

Cons1der a transportat1on problem with M sot. , es and ~ ••L:>L.1.nat1or.:, • f'7 r.·rer to ...,,,.Jrce 
and J to dest1nat1ons, and X1; to the W1Its s.111), :J. from suu .. 1...e i to 00;:,1. ~. 11 • LnC' ~ ... low .. 
rng relatlons can then be wntten. 

N 

E X1J =X11 +X12 + •• 
J: 1 

M 
r; X 11 =X 11 + •• 

1::1 

= 1,. ) ~: 

J = 1, ..• , N 

where, 

A 1 = number of prodi..ct un1ts ava1lable at source 1 
B¡ = number of product umts oesired at destlnat10n ¡ 

Let C1¡ represent the cost of transportlng one unlt from source l to destlnat10n ¡. Then !he 
problem 18 one of determ1mng the X1¡ values lhat will mm1m1ze !he total stuppmg costa, 1.e., 
lt lS des1red to m1mm1ze !he functlon Z where, 

N 
z = ¡::, 

j ;1 

In addlt10n, !he following relatlonsh1p must be satisf1ed 

1 =l J = l 

The transportat10n problem 1s also represented in the following matr1x form and 1t lS the 
form used m ih1s Gu1de. 

c, , 
' 

c, ' ' 
C¡ N 

' 
A, 

e 2,1 e 2,2 C2,N A, 

CM 1 
' 

CM,2 CM N 
' 

AM 

B, B, BN T 
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where, 

M 
T = ¡:; 

1=1 

' H 
A1 = lJ B1 

',J = 1 

The matrlx form of the solutlon is: 

X, H 

' 
X, H 

' 

XM H 
' 

B 1 B, ª" 

A, 

A, 

AM 

T 

The mlnlmum cost Is then computed as: 

N 
Mlnlmum Cost = lJ 

i=I 

DISTRIBUTION PROl:!LtM 

The technlque used In thls program to solve the transportatlon problem Is the Primal-Dual 
Algorlthm. Thls algorlthm uses the Maxlmal Flow Algorlthm whlch is an efflclent·algorlthm 
for determlnlng the maxlmum fiow In Network Problema. The Primal-Dual Algorlthm re­
qulres fewer computatlons In the solutlon of a transportatlon problem than the Stepping Stone 
Algonthm'l and this efficlency is partlcularly advantageous when solving large transportatlon 
problema. 

This algorlthm can also be applied to the assignment problem. To illustrate the use of the 
algorlthm, the follow!ng dlstrlbutlon and assignment problema are glven. 

D1stnbutlon Problem 

The follow!ng example shows how TPORT$ determines the minimum total shlpping costa In 
a distnbutlon problem. 

A manufacturer has three plante in New York, Boston, and Baltimore, and flve warehouses in 
Chicago, Clncinnatl, Dallas, Atlanta, and Akron, all handling Product Z, For a given time 
per!od, Individual plant supply capacitles, individual warehouse requlrements, and shipping 
costa per unlt of Product Z from each plant to each warehouse are: 

Plante 

New York 
Boston 
Baltlmore 
Warehouse 
Requlr ement 

Chlcago 

4 
7 
6 

400 

Shlpplng Costa (In Dollars)/Umt 
Warehouses 

Clnclnnatl Dallas Atlanta 

6 7 4 
5 8 5 
4 8 7 

700 300 500 

Akron ---
6 
8 
5 

500 

Plant Supply 
Capaclty 

1000 
800 
600 

2400 

1. See Hadley, G., Linear Prog1'amming, Addison-Wesley Publish!ng Company, Inc., Readrng, 
Massachusetts, 1983, Pages 351-359. 
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For tlus type of d1str1but10n problem, TPORT$ computes the mimmum total sh1ppmg costs 
for supplymg all warehouse requirements, by determmmg the quantitJ.es m sh1pments from 
plants, sub¡ect to supply capac1ty of eachplant. For th1s example, the followmg computabons 
are obta1ned. 

Quantitie s To Be Siupped To Warehouses 
Plants Warehouses Total Plant 

Ch1ca¡¡o C1nc1nnat1 Dallas Atlanta Akron Sh1pment 

New York 400 o o 400 200 1000 
Boston o 700 o 100 o 800 
Baltimore o o 300 o 300 600 
Warehouse 400 700 300 500 500 2400 
Requ1rement 

Mm1mum Sh1ppmg Cost = $1.!.,_ 700 

For an 11lustrat10n of the mput data format and the fmal printed output of tlus example, see 
SolutJ.on 1, Secbon 3 of th1s Gwde. 

Ass1gnment Problem 

TPORT$ also salves those problems mvolvmg the ass1gnment of resources to ¡obs. The re­
str1ct10ns of tlus type of problem are such that each resource can be ass1gned to only one ¡ob 
and, conversely, each ¡ob can have only one resource. When solved by TPORT$, a dummy 
resource or ¡ob is added 1f the number of resources does not equal the number of ¡obs. 

Mathematically, the reqwrement 1s to fmd a matrix such that: 

N 
¡; Xq = 1 

J =1 
i::;: 1, ... , N 

N 
i:; X11 = 1 
l;:l 

¡ =1, ... ,N 

Th1s matrix should also m1mm1ze the function Z where, 

N 
¡; 

J =1 

In th1s case, the cost matrix (composed of the C 11 elements) may represent costs or ratmgs. 
There may be different methods of determmmg the effectJ.veness associated with each com­
b1natlon of JOb and resource, i.e., the determ1n1ng factor may be cost or it may be a ratlng 
matnx. The problem 1s to max1m1ze the total effectiveness of domg all the ¡obs, e.g., mim­
m1ze the total cost, where cost 1s the measure of effectiveness2. 

The following example 1llustrates how TPORT$ determines the m1mmum cost m an ass1gn­
ment problem. 

Jobs A, B, and C are to be ass1gned to Machines 1, 2, and 3, in any comb1nat1on, on a one­
for-one bas1s. The costs assoc1ated with do1ng any one JOb on any one mach1ne are· 

2. For more detalled mformat10n, see Llewellyn, R. W., Linear Programming, Holt, Rme­
hart and Wmston, New York, New York, 1966, Pages 326-335, or any standard linear 
programmmg test. 
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ASSIGNMENT PROBLEM 

Machine 1 Machlne 2 Machme 3 Job Regu1rements 

Job A $220 $240 $260 1 
Job B 230 280 210 1 
Job e 250 290 330 1 
Mach1ne Resources 1 1 1 3 

The objechve is to 'determine the machines to wh1ch Jobs A, B, and C should be assigned 
simultaneously on a one-for-one bas1s, so as to m1mmize the total cost of performing ali 
three jobs. 

The soluhon comp\)ted by TPORT$ will be: ass1gn Job A to Maclu.ne 2, Job B to Machme 3, 
and Job e to Macl¡i11e l. The total cost is $700. 

' 
For an lllustratiQfl of the input data format and the fmal prmted output of th1s example, see 
Solution 6, SectltilÍ 3 of this Gwde. 

PROGRAM REDIMENSION 
TPORT$ reserves suff1cient storage for a cost matnx of 990 elements. As the program is 
presently wr1tten, th1s cost matrix 1s d1mensioned for 30 rows and 33 columna. If required, 
the cost matr1x can be red1mens10ned as longas the mequality, M·N;;,990, 1s satisfied, where 
M Is the number of rows and N is the number of columna In the new cost matr1x. 

Using these definit10ns, the following program statements should be mserted. 

110 INTEGER A(M), B(N), C(M,N), X" 
190 INTEGER DUM(l), LS(M+N-1), DUN(l), LSV(N) 
200 INTEGER A(M), B(N), C(M,N), X" 
210 INTEGER G(M), LISTU", NLV", R(N), LISTV ", NL(M•N) 

For example, if the cost matr1x had 20 rows and 40 columna, the above inequality would be 
satisfied and the program statements would be: 

110 INTEGER A(20), B(40), C(20,40), X" 
190 INTEGER DUM(l) LS(59), DUN(l), LSV(40) 
200 INTEGER·A(20), B(40), C(20,40), X" 
210 INTEGER Gtitt), LISTU", NLV", R(40), LISTV", NL(800) 

LIMITATIONS·;~: 
' . All input data must ):l~"A11tered as lntegers, includlng elements of the cost matr1x. 

If, in the formul;i.Íion ot t/le cost matr1x, costa are consldered In terms of ck>llars and cents, 
the elements of t/le c11s! matrix must be multiplied by 100 and entered as mtegers. For ex­
ample, if an elen\ent 'o? 1the cost matrix 1s 2.83, lt would be ente red as 283. The program, 
however, will print; the eorrect optlmum cost. 

No quantity, whell1er source or destination, or element of the cost matrix can be larger than 
the mteger 500,0.o o 
TPORT$ salves for one optimum solubon. Multiple soluhons are not cons1dered. 

The program salves those problema for whlcl. the elements of the cost matrix represent 
costa, not proflt, i.e., the maximizat10n problem. 

A restricted route must be represented m the cost matnx by a large integer, such as 500,000 
(or 5E5). 

The elements of the cost matrix must represent the cost of slu.pping one unit from each 
soYrce to each des11nat1on. 
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TPORT$ is written in Tlme-Sharlng FORTRAN and uses the FORTRAN file capabllity to 
process the input data. 

If the file were named TRAN, the program would be called and executed as follows. Supply 
all underlmed mformallon. 

SYSTEM--FORTRAN 
NEW <;liR QLD--NEW 
NEW FILE NAll1E=TRAN 
READY. 

Name the file. 

i----------------Create the Input data file(s). 
SAVE 

¡!)LD 
PLD FILE NAME--TP¡!)RT$*** 
RE AD Y 

100 +TRAN 
RUN 

INPUT DATA 

Save the data flle(s). 

Cal! the program. 

Recall the f!le(s). 
Execute the program. 

Data 1s entered using 'a FORTRAN file In the followlng formal, where each llne number Is 
followed by a blank character; a comma or blank character must separate each ltem of data. 

100 LABEL 

whcrc LABEL Is an ldentlflcation devlce llmlted to 45 characters, especlally useful when 
consccut1ve data cases are created. 

101 M,N 

whcrc, 

M ; number of sources 
N ; number of destlnallons 

102 A(l);-A(2);A(3), ••• ,A(M) 

where, 

A(l),J;l,M, represent the quantlty avallable at sources 1, 2, 3, ••• , M 

103 B(l),B(2),B(3), ••• ,B(N) 
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where, 

B(J),J=l,N, represent the quantlty requlred at destinatlons 1, 2, 3, ..• ,N 

104 C(l,l),C(l,3),C(l,3), ... ,C(l,N) 
105 C(2,l),C:(~.~),C(2,3),, .. ,C(2,N) 

. 
lXX C(M,1),C(M,2),C(M,3), ... ,C(M,N) 

where, 

C(I,J),1=1,M and J=l,N, represent the elements o! the cost matrlx. Note that the ele­
ments are entered row-wlse. 

lYY INT 

where, 

INT = O lf the elements of the cost matrlx are In terma of dollars only. 
INT = 1 lf the elements of the cost matrtx are In terma of dollars and cents and have 

been multlplled by 100, 

lZZ END 

where, 

END defines the last data case. lf thls label Is not provlded, the FORTRAN compller 
diagnostlc S/JUT rpF DATA wlll be printed. 

CONSECUTIVE DATA CASES 
TPORT$ has the capability of processlng consecutive data cases. The format for each data 
caRe Is the same as descrtbed above except that the label END Is the last entry In the last data 
file only. 'l"lgure l lllustrates two consecutive data cases. Note that Linee 100 and 110 ldentlfy 
the data casc.5 as belonging to the flrst and seventh sample problema descrlbed in the next 
scctlon. 

l 00 SAMP~E PR0B~e:M l 
l 01 3 5 
l 02 1000 ~ºº 600 
103 400 700 300 500 500 
l 04 4 6 7 4 6 
l 05 7 5 d 5 d 
l 06 6 4 6 7 5 
l 07 o 
l l O SAMP~E PR3B~EM 7 
1 11 4 7 
l 12 1000 2000 1000 3000 
1 13 dOO 1200 2500 500 600 900 >00 
114 251 321 256 326 5E5 5g5 O 
115 325 266 330 271 335 276 o 
116 5E5 5!> 300 240 305 245 O 
117 5E5 5!5 ldO 200 190 210 O 
1 Id 1 
1 19 g.~o 

Figure 1. Sample Input Data File. 
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Lrne 101 of the first data case and Lme 111 of the second data case g1ve the number of 
sourccs and the number of destmations for each problem. Linea 102 and 112 of each data 
case contam the quanbty ava1lable at each source, wh1le the Linea 103 and 113 contam the 
quanl1ty reqmrcd at each destinat10n. The followmg three lmes of the first data case and the 
follow111g four hnes of the second data case contam the elements of the cost matnx. Lme 107 
mdlcates that the elements are m dollars only, wh1le Lme 118 md1cates that the elements of 
the cost matnx m the second data case are in terma of dallara and cents have been multi­
phed by 100. Computaban for thc !lle lB termmated by the entry m Lme 119. 

OUTPUT DATA 
The program firs1 
mput data caoe 
are pr1nted. 7\1 •l1 
been pr1nted 101 

proceeds to th1 

8 

"!abe! to ldentifythe solubon, as provided by the f1rst line of each 
: rvm each source, the quantibes to be prov1ded far each destination 
the program does not pnnt zero quanbbes. After all quant1bes have 

.uurces and dcsbnations, the mmimum cost lS prmted, and the program 
" consecutlve case, until the data line mdtcating END 18 read. 



DEMONSTRATION PROBLEMS 
TOTAL DEMANDS TOTAL SUPPLJES 

3. Sample Problems and Solutions 

In thia aection, aample problema " .d clolutiona are glven for d1stribution and asalgnment 
problema handled by TPORT$. Spoc1llcally, the problema are: 

• Those distributlon problema 111 whlch the total demanda equal the total supplies. 
• Problema where a dummy destinahon Is requlred. 
o Problema where a dummy source Is requlred. 
o Problema of restrictcd routes. 
• Problema of transhlpment transportation. 
• Problema of ass1gnment of jobs. 
o Problema of asa1gnment of peraonne!. 

It would be posallJ:,. lo "''ter ali,,, 1: .. ·sc problema In a conaecutlve Input data file; however, 
far purposes of rl1 .... ,:.,.on, lhese 11, <1lllctns havebeen sol ved separately. In each solution, the 
underhned ent 11° ,,-e those which musl be lnihated at the teletypewriter. 

PROBLE1
" ... 

In thla problem the total demanda equal the total auppliea. The problem, In matrix form Is: 

DESTINAT!ONS (IN DOLLARS) COST MATRIX 

Sources D-1 

S-1 4 
S-2 7 
S-3 6 

Demand 400 

SOLUTION 1 
N[W 
NEW l'ILE NAME••!!lalil 
READYo 

D-2 D-3 

6 7 
5 8 
4 6 

700 300 

100 T0TAL DEMANDS EQUAL T0TAL SUPPLIES 
101 3 5 
102 1000 eoo 600 
103 400 700 300 500 500 
104 < 6 1 4 6 
1 os 1 s e s s 
106 6 4 6 1 5 
101 o 
108 END 

SAVE 

R EADY• 

D-4 

4 
5 
7 

500 

D-5 

6 
8 
5 

500 

~ 

1000 
800 
600 

2400 
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~LO 

CLD FILE NAME••TPllRTS*** 

READY• 

100 + TRAN 1 
RUN 

TP0RT$ 

TllTAL DEMANDS EQUAL TllTAL SUPP~'"J 

Sil URCE 

OESTINATI0r-I 
DESTINATI0N 
DEST INATI0N 

Sil URCE 2 

DESTINAT!llN 
OESTINAT!llN 

50URCE 3 

DESTINATl0N 
DEST!NAT!0N 

MINIMUM C0ST a 

PROBLEM 2 

1 
~ 

s 

2 
.11 

3 
s 

QUANTITY 
.1100 
.1100 
200 

QUANTITY 
700 
100 

QUANTITY 
300 
300 

11100.00 

' 1 
i 

Th1s problem 1llustrates the use of a dummy destmat10n. In the figure below, the total of 
the supphes at the three sources is 2400 umts, and the total of the flve destmations is 2300 
umts It lS obv10us, then, that 100 umts of the product will remam at one or more of the 
sources alter all demanda are satisfled. A dummy destmatlon with a demand of 100 umts lS 

mcorporated mto the problem so that the problem w1ll flt the transportation model. For th1s 
problcm it 15 assumed that any or ali of the sources may retam the excess supply without 
any extra ass1gned costa, and, therefore, the dummy destmation cost coefflc1ents are all 
zero. 

DEST!NATIONS (IN DOLLARS) COST MATRIX 

Sources D-1 D-2 D-3 D-4 D-5 Dumm.1 SupEli 

S-1 4 6 7 4 6 o 1000 
S-2 7 5 8 5 8 o 800 
S-3 6 4 6 7 5 o 600 

Demand 400 700 300 400 500 100 2400 
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SOLUTION 2 
NEW 
NEW •ILE N~ME··TRAN2 
READY. 

100 PR0BLEM USING DUMMY D~$T;NAT10N 
101 3 6 
102 1000 800 600 
103 400 100 300 400 500 ¡oo 
104 4 6 7 4 " o 
105 7 5 8 ', ,, o 
106646750 
107 o 
108 END 

SAVE 

READY· 

0LD 
0LD YILE NAME••TP0RTS••• 

READY. 

100 + TRAN2 
RUN 

TP0RTS 

PR0BLEM USING DUMMY DESTINATI0N 

S0URCE 

QUANTITY 
DESTINATl0N 1 "'ºº DESTINATl0N 3 200 
DESTINATl0N ... "'ºº 

S0URCE e 
QUANT!TY 

DESTINATl0N e 700 
DESTINATI0N 6 100 

S0URCE 3 

QUANTITY 
DESTINATI0N 3 100 
DESTINATl0N 5 500 

MINIMUM C0ST a 11200.00 

DUMMY DESTINATION 

Note that the extra 100 units are ass1gned to Destmat10n 6, the dummy destmation, from 
Source 2; therefore, the extra 100 unlts remam at Source 2. 
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PROBLEM 3 
1 

Th15 problcm illustrates the use of a dummy source, In the figure below the total of the 
supp!ies at the three sources is 2300 muts, and the total of thr demands at the flvc destma­
tions is 2400 units. It is apparent that ali of the demands ca"'''' ,, ' satlshed. Therefore, a 
durnmy source, w1th a supply of 100 un1ts, is incorporateri ~¡, v tn• roblem, so the problem 
w1ll ht the transportat1on model. Any allocal1r.n' from :.ns du-r 1y source represent the 
unsat1sf1ed demands. The cost coeff1c1ents a-,t>1 ~ned to .. 1e dumn1J source are assurr1ed to 
be zero for th1s problem. 

DESTINAT!ON (IN DC•u..ARS) COST MATRIX 

Sources D-1 

S-1 4 
S-2 7 
S-3 6 

Dummy o 
Demand 400 

SOLUTION 3 
NEW 
NEW FILE NAME-•TRAN3 
READY• ~~ 

D-2 

6 
5 
4 
o 

700 

100 PR0BLEM USING DUMMY 
1o1 .. 5 
102 900 600 600 100 
103 .. ºº 100 300 500 500 
1 º .. .. 6 1 .. 6 
JOS 1 s 8 s 6 
106 6- .. 6 1 s 
107 o o o o o 
1 01) o 
109 ENO 

READY. 

0LD 
0ID FILE NAME••TP0RU••• 

READY• 

100 + TRAN3 
AUN 

TP0RTS 

D-3 

7 
B 
6 
o 

300 

S0URCE 

PR0BLEM USING DUMMY S0URCE 

12 

S0URCE 

DESTi/\.ATI0N 
DEST;;,ATI0N 

1 .. 
QUANTITY 

.. ºº soo 

D-4 

4 
5 
7 
o 

500 

D-5 

6 
B 
5 
o 

500 

Supply 

900 
800 
600 
100 

2400 



S0URCE 2 

DESTINATl0N 
DESTINATl0N 

S0URCE 3 

DESTINAT!ON 
DESTINATl0N 

50URCE 4 

DESTINATIBN 

M INIMUM C0ST • 

QUANTITY 
2 700 
3 100 

QUANTITY 
3 
5 

3 

11000.00 

100 
500 

QUANTITY 

1 ºº 

Note that Dest!nat!on 3 reqmres the addlt\onal 100 unlts. 

PROBLEM 4 

DUMMY SOURCE 
RESTRICTED ROUTES 

Th1s problem lllustrates the use o! restrlcted routes. The figure below mdlcates that cer­
taln condltlons proh1blt any sh1pments from source 1 to dest\nations 4 and 5 and from 
source 3 to destlnat!ons 1 and 2. Note that these restrlctlons are representad by the number 
5E5 m the cost matrlx. Note, also, that the other elements of the cost matrlx are expressed 
In decimal form and that thls problem lllustrates the use o! thls program when costa are 
represented as dollars and cents. 

DESTlNATIONS (lN DOLLARS AND CENTS) COST MATRIX 

Sources D-1 D-2 

S-1 4.05 6.56 
S-2 7.23 5.66 
S-3 5E5 5E5 

DeII14nd 400 700 

.:OLUTION 4 

N'!U 
N[',/ F'IL&: NAME-·TRAN4 
READYo --

100 PR0BLEM WITH RETRICTED 
1 o. 3 s 
102 900 800 700 
103 ~ºº 700 300 soo soo 
104 ~05 6S6 700 5ES s¿s 
IOS 723 S66 807 soo 826 
:06 SES 5E5 625 711 S95 
107 1 
108 END 

SAVE 

READYo 

D-3 D-4 D-5 

7.00 5E5 5E5 
8.07 5.00 8.26 
6.25 7.11 5.95 

300 500 500 

R0UTES 

~ 

900 
800 
700 

2400 
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OLD 
3LD FILE NAME-·TP0RT~•** 

READY. 

100 + TRAN4 
RUN 

TP0RTS 

PR0BLEM WITH RETR!CTED R0uTES 

50URCE 

DESTINATl0N 
DESTINATl0N 
DESTINATl0N 

S0URCE 2 

DESTINATI0N 
DESTINATl0N 

S0URCE 3 

DESTINATl0N 
DESTINATl0N 

M INIMUM C0ST a 

PROBLEM 5 

1 
2 
3 

2 
4 

:i 
5 

13367·00 

QUAN"1"ITY 
4JO 
~vO 

100 

QUANTITY 
300 
500 

QUANTITY 
200 
500 

Tlus sample problem lllustrates the use of the transportatlon model to salve the transh1p­
ment transportatlon problem. The transhlpment problem dlffers from the conventlonal 
transportahon problem In that sh1pments are perm1sslble from more than one source or 
deshnahon. Tlus dúference can be illustrated as follows. 

G1ven 3 sources and 4 destlnahons a d1agram of poss1ble sh!pment flows far the conventlonal 
transportahon program would be as shown In Figure 2. 

Figure 2. Convenhonal Transportahon Problem. 

Note that the !lows are from sources to destmatlons only. 

14 



TRANSHIPMENT TRANSPORTATION 

In the transportatlon problem where the shlpment flows are permlss1ble from any source or 
dcstinatlon, to other sources or destrnations, or to ltself, the diagram of possible sh!pment 
flows would be as shown 111 Figure 3. 

Figure 3. Dlagram of Poss1ble Sh1pment FiowE 

Note that In th1s case, each source and destlnation has 6 posslble flows in elther dlrectlon; 
the seventh flow would be from each source or destlnatlon to ltsell. 

The followlng problem illustrates the transhlpment problem for 3 sources and 4 destlna­
tlons. The cost matrices for costa of sh!pping from source to destlnation, from source to 
source, and from destination to destlnatlon are: 

DESTINATION {IN DOLLARS) 

Sources D-1 D-2 D-3 D-4 

S-1 10 5 6 7 
S-2 8 2 7 6 
S-3 9 3 4 8 

SOURCES {IN DOLLARS) DESTINATIONS (IN DOLLARS) 

Sources S-1 S-2 S-3 Destrnations D-1 D-2 D-3 D-4 

S-1 o 3 2 D-1 o 4 3 2 

S-2 1 o 4 D-2 4 o 1 2 

S-3 3 3 o D-3 3 l, o 1 
D-4 2 2 1 o 

Note that shlpplng coste in the opposite directlon are the same. 

The requirements are 15 units at D-1, 20 units at D-2, 30 units at D-3, and 35 units at D-4. 
The supplies are 25 unlts at S-1, 25 units at S-2, and 50 units at S-3. 

~Rcferring to Figure 3, it is noted that the maximum number of unlts that mlght be shlpped 
via source S-1 Is the 25 unlts available at that source plus the number that may be tran­
shlpped vla S-l. The number of unlts that can be conceivably transh1pped via source l Is 
the total number of unlts ava1lablc al ali sources. Thls condltlon applies for ali sources 
and destlnatlons. In this problem, the total number of units available at the 3 sources and 
requlred at the 4 destlnations is 100. There!ore, 100 units must be added to the number of 
units requlred at each destination and avallable at each source slnce the shlpment of all 
the units could pass through any source of destlnation. 

15 



A clct.ulcd mathemat1cal descnpt1on of the transhlpment problem 1s given m pages 368 
through 373 of Reference l. 

Condens1ng the above rnformallon to one matrlx requ1red as mput by th1s program, the 
matrix is· 

DESTINATIONS (IN v0LLARS) COST MATRIX 

Sources S-1 S-2 . ., D- ~ D- 2 D-3 D-4 Supply 

S-1 o ·~ 10 " " 6 7 125 
S-2 1 4 8 2 7 6 125 
S-3 3 o 9 3 4 8 150 
D-1 10 o 9 o 4 3 2 100 
D-2 r. 2 3 4 o 1 2 100 
D-3 7 4 3 1 o 1 100 
::i-4 " 6 8 2 2 1 o 100 

u1J.nd 100 100 100 115 120 130 135 rl º' 
!\"o,.• i.at the supphes and demanda have been lncreased by 100 umts. Note also that lhe 
m .. 1•1 <11agonal of the cost matrlX contalns zeroes slnce the cost of sh1ppmg to the same 
!:tuu1" , 1)! destinat1on 1s zero. 

SGLJTION 5 

16 

N.:W 
"NE\i i"ILE NAME••TRANS 
READY· 

100 TRANSHIPMENT TRANSP0RTATl0N PR0BLEM 
101 7 7 
102 125 125 ISO 100 
103 100 100 100 115 
104 o 3 2 10 5 6 7 
105 1 o .. 6 2 7 ~ 

106 3 3 o 9 3 .. 
107 10690.o •. 
106 s 2 3 4 o 
109 6 7 .. 3 1 " 
1 1 o 7 6 6 2 2 • o 
1 1 1 o 
1 ¡ 2 END 
S.:IVE 

READY· 

GLD 

100 100 100 
120 130 135 

0LD FILE NAME••TP0RTS••• 

READY. 

100 + TRANS 
RUN 

TP0RTS 

TRANSHIPMENT TRANSP0RTATl0N PR0BLEM 

S0URCE 

DESTINATl0N 
DESTINATI0N 

o.JANTITY 
100 
25 



1RANSHIPMENT TRANSPORTATION 

~~IJRC~ 2 

9UANTITY 
DESTINAT!0N g 100 
P~~TINATIGlN ~ 25 

S~IJr<C¡; ~ 

QUANTITY 
DgST!NATlGN 3 100 
D!:ªT!NATI~N 6 so 

50URC¡; .11 

QUANTITY 
ll!:STINATrnN 100 

S01JR~¡; 5 

QUANT!TY 
DESTINATl0N 5 95 
D!:5T!NAT!0N 6 5 

SBIJRCE: 6 

QUANTITY 
DESTINATl0N 6 75 
DgSTiNATIBN 7 25 

SBURC!i: 7 

QUANTITY 
DESTINATl0N " 15 
oi;:STINATIBN 7 es 

MINIMIJM C0ST a .iies.oo 

In ll!atrix fo;m, the s9lut1011 is: 

J)ESTINATIONS {QUANTITIES) 

Sources S-1 S,2 s-3 D-1 D-2 D-3 D-4 ~ ---- --

S,1 100 o o o o o 25 125 
S-2 o 100 o o 25 (¡ o 125 
s-3 o o 100 o o ;';0 o 150 
D-1 o o o 100 o o o 100 
D-2 o o o o 95 5 o 100 
n-3 o o o o o ':5 25 100 
D-4 o o o 15 o o 85 100 

Demand 100 100 100 115 120 130 135 800 

The quantitles on the majar diagonal of thls matrix represent the difference between rne 
maximum number of units that -could have been shipped and tne qLanhty that actuall., " 
shlpped. These majar diagonal quant!ties represent slacK ' ,h,' ' lntroduced lnto tt.e 
problem in Qrder fol" transh1pment to occur, and thry shnuli"í e;, -rl.Pli ,,,11en interprP. -



ing t11e -solut1011. D1scard111g these quant1t1es and interpret1ng the above matrix row-w1se, 
the sol..it~on is· 

Sü.p 25 units from S-1 to D-4 
Slnp 25 u111ts from S-2 to D-2 
Sl.1p 50 umts from S-3 to D-3 

Si ip 5 umts from D-2 to D-3 
Sl.ip 25 umts from D-3 to D-4 
Sh1p 15 un1ts from D-4 to D-1 

Accordmg to this schedule, the umts remammg at each destinahon would be: 

D-1 15 un1ts 
D-2 20 un1ts 
D-3 30 untts 
D-4 35 umts 

the or1g1nal requ1rements. The ,m1n1mum (qr P,il1mum) cost far shipping accord1ng to th1s 
schedule 1s $48~.oo. 

In general, th1s program can be used to salve transh1pment problems where a dummy 
source or dest1nat1on lb requ1red, where route restr1ctions must be cons1dered, and problema 
whe1 e parhal translnpment 1s in volved. -

PROBLEM 6 

Th1s sample problem illustrates the use of the transportation model to obtain a solution to 
the ass1gnment problem. 

G1ven the ass1gnment problem shown m the ftgure below, the objective 1s to determme the 
machmes to which Jobs A, B, and C should be assigned s1multaneously on a one-for-one 
bas1s so as to-mm1m1ze the total cost of performing ali three ¡obs. 

COST MATRIX (IN DOLLARS) 

Jobs Machlne 1 Machme 2 

Job A 220 
Job B 230 
Job e 250 

Machme 1 Resources 

SOLUTION 6 

18 

NEW 
NEW r!LE NAHE••TRAN6 
READY. ~~ 

100 THE ASSIGNMENT PR0BLEM 
101 3 3 
1 02 1 1 1 
103 1 1 1 
104 220 240 260 
105 230 280 210 
106 250 290 330 
107 o 
108 END 

SAVE 

READY• 

240 
280 
290 

1 

Machme 3 

260 
210 
330 

1 

Job 
Requlrements 

1 
1 
1 

3 



OL!) 
~LD F ll.E NAME••TPC.f<'fS,..** 

REl.DY. 

100 + TRAN6 
filWl. 

TP0RTS 

THE AS •• ., .... ~N'ó PR0BLEM 

OCST1NATl0N 2 

S~URCE 2 

DESTINATl0N 3 

S0URCE 3 

DESTINAT10N 

MINIMUM C0ST a 100.00 

QUANTlTY 
1 

QUANTITY 
1 

QUANTITY 
1 

JOa ASSIGNMENT 
PERSONNEL ASSIGNMENT 

Relatlng the program solutlon to the original problem formulatlon, the followlng 1s obtalned: 

Jobs Machina 1 

Job A o 
Job B o 
Job e l 

Machine 1 Resources 

M!nimum Cost ; $700 

PROBLEM 7 

ASSIGNMENT MATRIX 

Machina 2 

1 
o 
o 

1 

Machine 3 

o 
1 
o 

1 

Job 
Requirements 

1 
1 
1 

3 

Thla sample problem lllustrates the use of the transportatlon model to obtaln a aolution to 
the general personnel assignment problem. 

In the general personnel assignment problem, lt can be sa1d that there are M peraonnel 
ca•cgories w1th A¡ indlvlduals in category l. There are N job types, and Bj mdlvlduals m 
¡ob type j. No Individual can be ass!gned to more than one job, but any !natv!dual can be 
asslgned to any job. However, lnd1vlduals In dlfferent personnel categorles may have d1f­
ferent dcgrees of efflc!ency In the same job. The dlfferences In efflclency may be meaaured 
In terma of cost or a ratlng aystem mlght be uaed (Reference 1). 

19 



G1ven the following general1zed personnel asb1gnment probl, in, the ObJect1ve is to determine 
the 1111n1mum cost of ass1gn1ng the requ1red eng1neers to pruJl 1 ts 

Category 
of Engmeer Pro¡ect 1 

1 8.4~ 

2 7. U11 

3 ¡,_ 7 ¿ 

Number of 
Eng1nee1 s 

Requ1red by 
Pro¡ect 

COST MATRIX (IN DOLLARS) 

¿ ... ' >..'l' ¿ p,· 

7: 

·'l· 
·¡ ~ /¡ " 
13 l; 

Nu1r.oer of 
Avallabl0 Engmeers 

10 
15 
12 

37 

. it cosb ~. ~u lOr any engrneer rn category 1 to work on pro¡ect 1, it costs $6.72 far 
ineer 111 Cctlegory ... tO work on prOJect 2, etc . 

20 

• 1 
•'/ ¡:-:LE NHM,--~iñr\~7 

¡;io GENrnAL PERS0NNEL ASSIGNMENT PR0BLEl't 
101 3 3 
102 1 o 15 12 
103 13 13 11 
104 640 672 840 
105 700 700 112 
106 672 728 728 
107 1 
108 END 

SAVE 

READ\'. 

0LO 
0LD rlLE NAME••TP0RTS••• 

READ\'o 

100 + TRAN7 
RUN 

TP0RT$-- · 

GENERAL PERS0NNEL ASSIGNMENT PR0BLEM 

S0URCE 

DESTINATl0N 

50\JRCE 2 

DESTINATl0N 
DESTINATl0N 
DESTINATl0N 

2 

l 
2 
3 

QUANTITV 
10 

QUANTITY 
1 
3 

11 



DZ5TJNATl0N 

MINJMUM C0ST • 

That is: 

1 
QUANTITY 

12 

l. 10 englne<'<~ ..,; ~;; .. ,gory 1 are .,,;slgned to Pro¡ect 2. 

PERSONNEL ASSIGNMENT 

2. 1 engirn. · v: ~atego_ry 2 ls assi~ed to ?.1:01ect 1, 3 ¿n¡r .... \ 1 ~ ass1gned to Pro1ect 2, 
ano ; • ~ .. ~.11eers of thls category asslgned tp Pro¡ect 3. 

3. l2 cn¡;lneers of ,Category 3 are ass1gned to Pro¡ect l. 

At a mini .. ·.um cost of $188.16. 
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INTRODUCTION 

Typ1cally, a !mear programmrng (LP) problem rnvolves the optim1zrng of a numerical !mear funct1on 
of a number of variables, each sub¡ect to certarn constrarnts. A systematic procedure, called the 
sunplex method, has been developed for solvrng these linear constraints Th1s iterat1ve method is 
read1ly adaptable to modern h1gh-speed computers, it was first used rn theoret1cal rnvest1gations, 
then expanded rnto the petroleum, chem1cal, transportat10n, agncultural, manufacturrng, and other 
types of rndustnes It has been used for solvrng problems of rnventory, ass1gnment, and nutr1t10n. 

In order to use the MARK I LP programs outhned rn th1s gu1de, you do not need to understand the 
soph1st1cated linear programm1ng techmque, the s1mplex method, or to be a mathemat1c1an. You 
should know, however, the elements of th1s method (rn order to formulate your problem most ef­
fectively and to rnterpret the results) and 1ts hmnations Sample Problems are g1ven to illustrate 
the process of enterrng data and runnrng the programs hsted as follows: 

• LINE1$ wh1ch is wr. ,e, .n T1me-:3harrng FORTRAN and employs the two-phase s1mplex 
method ·:1 .. • ,,. "~·· 1m can handle 28 constrarnts and 59 variables, rncludrng 
surplu::i .\ . .Jrut., .. d..11 rec..Lmens1on opt1on is ava1lable. 

• LINPR$ wi11r, " uses the two-ph .. se s1mplex algorithm and is wr1tten rn T1me-Sharrng 

• SENSI$ 

BA::.O.· ••e ,"-"r!,l~ '1' handles a max1mum of 17 constrru.nts and 29 variables, 
in~¡,, ,urplus. Yuu can run larger problems by usrng the program re-
;:- ,, l..1 .::11un opt1on. 

, ne!. is written rn T1me-Shanng FORTRAN solves a linear programmrng 
uurnm and performs a sens1t1v1ty analys1s on d1fferent parameters of the 

, <>rmulation. The program can handle a max1mum of 20 constramts and 40 
,nables, lncluding surplus, slack, and artiflc1al, 

Followmg is a hst 01 other General Electnc MARK I pubhcations concermng hnear progrrunmmg. 

Pubhcat10n :.umber 

904213 

904215 

804218 

AR-6 

T1tle 

Linear Programmmg Apphcat10ns Reference 
Manual 

Integer Linear Programmrng 
User's Gu1de 

Transportahon and D1stnbut10n Analys1s 
User's GUlde 

Zero-One lnteger Linear Programmmg 

As a further ald to your understandlng of linear progrrunmmg, a glossary of terma is given at the 
end of thts gu1de. 



PREFACE 

Tlus user's gmde rncludes the programs Li1'EiS•**,LINPR$***, and SENSI$*** wh1ch are des1gned 
p11n1ar1ly for the solv1ng of LP pr0blt111s us1ng: u.2 s1mplex method and for perfor1n1ng a sens1t1vity 
analys1s of the resulte. The probrams are wrltll'n m MARK I, FORTRAN, BASIC, and , 'ORTRAN, 
respect1veJy, and are part of an eve.t-expand1ng u.brary of t1me-shar1ng prograrns for use by sub­
scr~~rs to the T1me-Shar1ng Serv1ce. 

Ut)\ .. 1 & Ill'ed not be program1ners Hov. -\ 
S11ar1ng Systen1 Manual (publicar 11 •n ., 
manual should be used m con¡u'1C' 

•. • l1ar1ty w1th Lhe system 1s requ1red The Time­
' .6-MAnK 11 µrovides such mformat10n, and the 

, •• ::: ...,u.1de. 

• u1c 11b1 a1:y ar~ pl,1J.1-..J ··rl in the Program L1brary Index 
• , wn1cl1 l1Urar::-.. 1rog-J. ~. :-. are made available to sub­

'ªY vary witt 4 ·~1ve: 1), ogram from time to time . 

L1st1ngs of programs and rfH 

{pubhcat10n number 8000001 
scr1bers may vary bet "', n 
General Electric rP·, , •. 
use of the hbrary ,,. '~·. 

• 1,t, se terms at its aiscr('LlOn. Any questions regard1ng 
...... ..JC u l'' 't:d to your General Eleclr1c J·epresentative. 

© 1969, 1970 and 1971 by GenP.-.,. ~•ectric Company, USA 
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Sect10n l. LINE1$ 

L1NE1$ and LINPR$ are wntten m Time-Sharmg FORTRAN and BASIC languages, respectively, and 
.scek Lo opt1n11ze (max1m1ze or m1rum1ze) a numer1cal linear funct1on of a number of variables, with 
the variables sub¡ect to certam constraints. Both of the programs use the two-phase simplex 
techmque to sol ve a !mear programmmg problem. The. general idea of the two-phase method is that 
the problem is solved in two parts. The first phase dnves ali artúicial variables to zero and pro­
duces a basic feasihle solution In phase two, the actual ob¡ective funct10n is optlmized, startmg 
from a basic feasible solut10n which contams no artúic1al variables. 

METHOD 

The s1mplex method proceeds m systematlc steps from an mit1al basic feas1ble solut10n to other 
bas1c fe asible solut1ons and, fmally, m a fm1te number of steps to an optima! bas1c feas1ble solutlon 
in such a way that the value of the ob¡ect1ve functlon at each iteration is better (or, at !east, not 
wors• J than at the precedmg step. 

!'11~ 1to1ear programmmg (LP) method determines a solution (ú one exists) to the followmg problem: 

Opt1mize Z - clxl + c2x2 

Sub¡ect to the constramts: 

ª11x1 + ª12x2 + 

ª21x1 + ~2x2 + 

ªgl xl + ªg2~ + 

~lxl + ~2x2 + 

+ .. + 

+ ª1nxn 

+ ~nxn 

T a x mn n 

C X n n 

s: bl 
) 

s: b2 ' 

= b 
" o 

= b¡_ 

2 b¡ ) 
) 

2 b ) 
m 

"less than" 
~onstraints 

" qual to" 
cunstJ.·aints 

"greater than" 
constramts. 

The precedmg problem car. be • 'wruoen m compact form as 

where 
+ ax > B n n < 

a = (a
1 

, a.. , ... , a ) ¡ = 1, 2, ••. , n 
l l ~l m¡ 

Optim1ze Z = CX 
The vector B is often referred to as the requirement vector, the a are called activity vectors and 
vector e is called the cost-coefflc1ent vector. l 

Fv• further details of the computational method you may refer to either of the following: 

(1) Llewellyn, R. W. Linear Programming. Holt, Rinehart and Wmston, Inc. , New 
York. 1966. 

(2) G. Had!ey, Addison-Wesley. Linear Programmmg. Wesley Pubhslung Corp., Inc., 
Mass. 1963. 
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LIMIT ATIONS 

LINE1$ contams the followmg hmitations. For problems with more variables and fewer constramts 
(or vice versa) than the following specüy, see the paragraphs under "Program Redimens10n Capa­
bihty. " 

l. Tht total of less than, equal to, and greater than constramts should be equal to, or less 
than, 28, that is, 

KL + KE + KG $ 28 

2. The total of greater than constramts and the number of variables should be less than, or 
equal to, 59, that 18, 

KG + N $ 59 

3. Ali right-hand side constants must be greater than, or equal to, zero. 
If a problem formulat10n results m a right-hand side constant whlch is negative, a re­
formulation after multiplymg the entire equation by -1 will result m a positive right-hand 
side constant. 

4. Values of all variables must be greater than, or equal to, zero, that is, 

.x $o 
V .;¡ . ~ 

where X is the array of variables m A X ~ b 
If a particular problem formulat10n results m one or more variables which may take on 
either positive or negative values, the problem may be reformulated with any such 
variables replaced by the düference of two variables m the new formulat10n. For ex­
ample, if any X(I) is unrestricted m sign, then replace X(I) by Xl(I) - X2(I), that is, 
rewrite X(I) as the difference of two non-negative variables Xl(I) and X2(I). 

As an hypothetical example, consider the following problems: 

-Xl + x2 " 4 

x2 " 2 

x1 " -2 

xl $3 

Max Z ~ -3X1 + 5~ 

The last constramt does not satisfy the fourth restriction. Thus, x 1 can be rewritten as the dif­
ference of two non-negative variables and the problem becomes 

-(Xll - X12) + ~ " 4 

x2 " 2 

(Xll - X12) " -2 

(Xll - X12) $ 3 

2 



where x
11 

and x
12 

are both greater than, or equal to, zero and 

Max z = -3(x
11 

- x
12

> + , 5 x 2 

OPERATING INSTRUCTIONS 

I,INE1$ uses the FORTRAN fue capab1llty to store the mput data. To run the program, name the 
file, create and SAVE the mput dat,., wnere the Data File is named LIPR, and enter the followmg 
underlmed mformat10n. 

,, « 'i' "¡, ~ ?h"" ~ * ;:,; 
,. ', '

0 0LD LINE1$*' · 
} /~~: '.:., ~~ READY. 

100 +LIPR 
'RUN 

Alter' the program is complled,' the data from file LIPR is read m. Dependmg upon the value con­
s1dered for LEVEL (see dehmt10ns), the value of the ob¡ective funct10n and dúferent bas1c variables, 
or the fmal bas1s wlll be prmted out at each step and, fmally, the value of the ob¡ect1ve funct10n 
(uptimum) w11l be prmted out. At the complet10n of the output, the program will loop back to read 
data for the uext problem, lÍ there is one. 

You can run consecutive cases of mput data, that is, more than one problem, by defmmg the mput 
dala, consecut1vely, on the mput file. 

Regardless of how many mput cases you define on the mput fue, the last lme of the fue should con­
tam the word END. If not, the program wlll execute properly but the message ft>UT ft>F DATA wlll 
be prmted. 

Termmology and Input Parameters 

The following def1mtions apply to the parameters used by the program (see Sample Problem 1). 

KL Number of "less than" constramts. 

KE Number of "equal to" constramts. 

KG Number of "greater than" constramts. 

N Number of variables. 

LEVEL - Ind1cator to obtam alternate outputs. 

LG - Indlcator for defimng the type of problem (maxim1zat10n or m1mm1zat10n). 

A(I, J) represent constramt-coefficients, r1ght-hand s1de conscants. ano cost coefflc1ents. 

Ouc¡>ut Data 

Depend1ng upon your choice of pr1nt opt1ons (value of the parameter LEVEL), t.1)• ¡JJ ot:r un t>rtnts a 
bas1s for each iterat1on and then pr1nts the final solut1on. F1nally, it pr1nts the opl · •Y1L Pl value of the 
ob¡ect1ve function or prmt5 N\1) FEASIBLE S¡l)LUTI\Z)N, or SSZ)LUTISZ)N UNBSZ)UNDED lf here lS no 
feas1ble solut10n to the problem, or if the ob¡ective function 15 unbounded. Then the prugram starts 
5olving the next problem, if there 15 one. 

3 



PROGRAM REDIMENSION CAPABILITY 

LINE1$ reserves suff1c1ent storage for a data matrix of 1, 860 elements Th1s data matrix is d1-
mens1oned for 59 variables (mcludmg surpius) and 28 conslra.mts (that is, 61 columna and 30 rows). 
If reqmr_,.~) the data matr1x can be remmens10ned as long ª" the rnequal1ty 

(M + 2) 1{ (NN T 2) " 1, 860 

is satisfled, where NN is the total number of variables mcludmg surplus (ú there is any), and 
M is the total number of constramts. 

Usrng these deflmt1ons, the followrng program statement should be rnserted 

For example, ú the problem had 37 constrarnts (30 less than, 4 equal to, and 3 greater than) and 42 
variables, the above rnequality would be satisf1ed and the program statement would be 

SAMPLE PROBLEM 1 

Maxim1ze the function Z = Xl - X2 - X3 + X4 sub¡ect to the constrarnts 

Data File 

Xl - 3X2 + 4X3 - 4X4 " 5 
Xl - 2X2 " 3 

-Xl - 3X2 + 4X3 - 4X4 :. 5 
2X2 - X3 + X4 :. 4 

The followmg is the Data File for Sample Problem 1. When entermg 1dentical 1tems of data (such as 
O, O, O, O) you can type 4*0, usmg the multiphcat1on s1gn to enter the mformation faster. 
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Explanat10n of Input File 

Lme 100 

Lme 110 

Ident1flcat10n hne wh1ch may cons1st of name of the company, locat1on, pro¡ect 
number, and date of run. 

VALUE of thc pacam,.er .:..EVEL, value of the parameter LG, total number of 
variables, nu11 . , r --~~s than, or equal to, constrrunts, number of equat1ons and 
number cf f>l eait-r u1.J.u, or equal to, constrru.nts. 

~ 

The followmg opt10n ex.seo o get tne output m alternate forms. 

LEVEL = 1 Pro,'.ram will prmt bas1s at each iterat10n and fmal solut10n. 
= 2 Pro gr am w11l pnnt ¡ust the solut1on. 

Dependmg on the type of problem, the value of the mput parameter LG 1s g1ven as follows: 

LG = 1 for max1m1zat10n problem 
= 2 for m1mm1zat10n problem. 

Lme 120 
to 150 

Lme 160 

Lme 170 
' 

Lme 180 

Values of constramt-coefhc1ents (row-wise). 

Values of right-hand s1de constants m correct format. 

Values of cost coeff1c1ents m correct format. 

END md1cates no more data. 
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SOLUTION: SAMPLE PROBLEM 1 

0LO LINE1S***~ 
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SAMPLE PROBLEM 2 

Western Feed, a large-scale d1stributor of leed for farm ammals, purchases feed mgred1ents and 
m1xes them for the farm commumty. Accordmgly, the d1stnbutor rece1ves an order from a 
customer ra1smg beef cattle, of 2, 000 pounds of a feed m1x with the following specú1cation: 

Table l. REQUIRED POUNDS OF NUTRIENTS PER TON OF FEED MIX 

Mm Max. 

l. Crude Protem 207.00 214.00 

2. Digestible Protem 149.00 155.00 

3. Fat 38.00 53.00 

4. F1ber 200.00 530.00 

5. Calcrnm 14.00 20.00 

6. Phosphorous 4.80 15.00 

7. Energy 2,476,000 <,706.000 
KC~ KCal 

8. TDN 1,200 00 l,J:l0.00 

Spec1al L1mltations 

Not more than 1 % Animal Fat = O. 01 *2, 000 - 2ú ,.,~ ,;icr .~ _ 

Not less than 7% Molasses = O. 07*2, 000 = lw . ~& :,~r wc. 

Not less than l. 5% Prem1x for Western Beef ~ :, O~o•2. 00~ 30 1 bs µet ton 

Not less than 1% Sale = O. 01*2,000 = 20 lbs per tor. 

On the bas1s of the nutnent blend reqmred by tt.e customer, Western Feeci : ,. sel, et the ap­
propnate mgrechents from the nutnent breakaown presented m Table 2. 

Befare purchase is made of these necessary mgred1ents, it is requ1red by the d1stnbutor, that he 
opt1m1ze the feed m1x from a nnmmum O&L standpomt, he must also sat:sfy the customer's nutnent 
reqmrements. The following mforma<un must therefore be obtamed 

l. Specú1cat10n of fecd .:;;:ed1ents (from Table 2) wh1ch will satisfy the customer's order. 

2. Specú1cat10n of Lue number of pounds of each feed mgred1ent, thus selected, per ton of 
leed ml1<. 

3. Specú1cat1on of the m1mmum cost per ton of leed m1x. 
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i 

Table 2 NUTRIENT BREAKDO\'/N* 
' ' 
1 

Crude Digestible 
1 

Energy Cost per 
Feed Integndent Protem Protem Fat F1ber Cale mm Phosphorous KCal TDN 1"'nunrt 

l. Milo (xl) .110 . 086 • 030 . 023 . 0003 . 0028 1,420 . 840 $.C 

2. Bar ley (x2) o 087 . 069 . 019 . 057 . 0006 .0033 1,580 . 790 $. 02'11 

3. c.s. Me al (x
3

) . 456 . 374 . 057 . 103 . 0023 . 0112 1,320 . 751 $.0375 

4. c. s. Hulls (x
4

) . 039 . 002 . 009 . 450 . 0013 . 0006 880 • 437 $.0100 

5. Ali. Hay (x5) . 15 .106 • 019 . 286 . 0147 0024 990 . 507 $. 0180 

6. Molas ses (x6) . 067 . 035 o o . 0011 . 0002 1,220 . 606 $.0175 

7. Fat-Arumal (x7) o o . 980 o o o 3,500 2 25 $.0560 

8. Screening (x8) . 092 . 065 . 015 . 156 o o 1,200 . 670 $. 0160 

9. Premix 80 (x
9

) . 800 . 530 . 005 . 060 .050 . 027 400 . 860 $. 1365 

10. Premix 
Western (xlO) . 750 . 570 . 012 . 020 .110 040 400 . 820 $.13GG 

11. Salt (xll) o o o o o o o o $.0091 

*Ali values represent thc number o! pounds of each nutrient m a pound of the given feed mgred1ent, 
for energy wh1ch is represented m KCal/lb. 

except 
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Mix Model-M1mm1ze Cost 

M1n1m1ze clxl + c2x2 + c3x3 + C X 
n n 

S.T. ª11x1 + ª12x2 + ª13X3 + ª1nxn " bl 

where 

ª21x1 + ~2x2 + ~3x3 + ~nxn " b2 

X = 
l 

e = 
l 

a = 
lJ 

b = 
l 

. a "' mn n 

number of pounds oi feed rngredient 

cost/lb of feed rngredient l. 

l 

" b m 

per ton of feed mix. 

pounds of nutnent l per pound of feed rngred1ent ¡. 

pounds ( or KC al) of nutnent l reqmred per ton of feed mix. 

Mathematical Formulaban 

The constrarnts or restrict10ns to the problems are therefore formulated as follows 

. 086x
1 

+ • 069x
2 

+ . 374x
3 

+ . 002x
4 

+ . 106x
5 

+ • 035x
6 

+ . 065x
8 

+ . 53x9 + • 57x10 

03x
1 

+ • 019x
2 

+ • 057x
3 

+ . 009x4 + • 019x
5 

+ . 98x
7 

+ . 015x
8 

+ • 005x9 + . 012x10 

. 023x
1 

+ • 057x
2 

+ . 103x
3 

+ . 45x
4 

+ • 286x
5 

+ . 156x
8 

+ . 06x
9 

+ . 02x10 

0003x
1 

+ . 0006x
2 

+ . 0023x
3 

+ . 0013x4 + • 0147x
5 

+ . 001lx
6 

+ . 05x9 + . llx10 

. 0028x
1 

+ . 0033x
2 

+ . 0112x
3 

+ . 0006x
4 

+ . 0024x
5 

+ • 0002x
6 

+ . 027x
9 

+ . 04x10 

" 214 

2 207 

" 155 

2 149 

" 53 

2 38 

" 530 

2 200 

" 20 

2 14 

" 15 

2 4.8 

1420x
1 

+ 1580x
2 

+ 1320x
3 

+ 880x4 + 990x5 + 1220x6 + 3500x7 + 1200x8 + 400x9 + 400x10 " 2766000 

2 2476000 
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. 84x1 + • 79x2 + • 751x3 + . 437x4 + • 507x
5 

+ • 606x
6 

+ 2. 25x
7 

+ . 67x
8 

+ • 86x
9 

+ • 82x
10

.:1320 

>:1200 

x
7 

" 20 (not more than 1 % ammal faL) 

x6 "140 (Not less than 7% molasses.) 

x10 " 30 (Not less tnan l. 5% Premix for Western beef. ) 

x11 " 20 (Not les- ''" ,r ~a. 

The ob¡ecllve func. 

M1n1m1ze 

. 0225x1 T v~'i0"2 .,. 0375x
3 

+ . 0100x
4 

+ • 0180x
5 

+.0175x
6 

.,. • 009lx, .. 
Dat ......... .1.le 

0560x
7 

+ . 0160x
8 

+ • 1365x
9 

+ . 1365x
10 

The 10.lowmg 'º the Data File for Sample Problem 2. 

10 
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SOLUT!O); SAMPLE PROBLEM 2 

REAOY. 

, ·lO +Li PR3 
RUN 

LINEI$ 1':08 

' ' 

07 M3\¡ 061)5/10< 

fEED Mi x' M~DEL, -MI~ 1 MÚE c0sr 
< ' 

< ¡ 

! § 
Y0UR ,VARIABLES 
SURPLUS VARIA~LES 

SLACK' VARIARLES 
ART~FIC!AL VARIABLES 

ARE 
ARE 
ARE 
ARE 

NUMBEREO F R0"1 « 1 T0 'I 1 
NUM8ERED'FR0M'l2 T0 22 
~UMBERED FROM'23iTO 31 
NUMBEREO FR0~ 32 T0 43 

ANSWERS: , , . 
VARIABLE , VALÚE 

y 9" .,.-f.J ~t> 

, , ,2·,' '82s.3574, 
A 312·3590 ,< 
¿5, « <)645.4062 ;!;.( 

• 6 • : 1 40. ºººº «, 

7 < < < 20. 00000 '1 
ID• 31 ·41289 '1 

11:<, 22.4624¡,¡., ""' 
' .12, 8·936225: "" , 

14 12·78973; *" $ 
/~ts 172y·9929r "',.,. 

17 /; •9544902 A,,${_ <ffo<ij;;.: 

< vl9 73-72361 : ''<- &.,,,; ~ 
~;»; o/ 

~.:::21 1/·412889 »" 
«<Y 

22 2:462411 
24 ~ ~ "6.Q00000 » "';'A t 

25 y,, 2.210266''" .:,;~ 

26 q, < ¡57.0070' 
21*' 6.00000'0 "' , , ' 

28 ', ,9.245510 ''" 
< 29 ' ;290000"·0' < " 

;)Q :!' / ,_.46.'27619::-v ~&;>,:.. 
y <::, <::» 

Explanat10n of Output Data 

-i" "' ' '«" 

~ '>/'~~ 

// .... ""-' {. "" 
.,-: 4 <' ~ ~ + 
t ~ "' ~ "':: 
.t ~ t ~ & 

The computer output shows that m arder to m1mm1ze the total cost and to lulf1ll the nutrient re­
qmrements, 828.35fpounds ol Barley, 312.359 pounds ol C.S. Hulls, 645.408 pounds ol Alf. Hay, 
140. O pounds ol Molasses, 20. O pounds al Fat-Ammal, 31. 4129 pounds of Prem1x Western, and 
22.462 pounds ol Salt per ton ol leed mgred1ent, respecbvely, should be bought. No leed mgred1ents 
other than the spec1fled should be bought. The total m1mmum cost will be $45. 1689 dollars per ton 
of leed rngred1ents (that is, max1mum cost = $45. 1689 dallara). 
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Sec t10n 2 LIN PR$ 

LINPR$ is the T1me-Sharmg BASIC vers10n of LINEl:j,. Th1s program can handle a total of 17 con­
strarnts and 29 variables, mcludm¡¡ surplus, and does not use the Data File capab1hty 

LIMIT ATIONS 

LINPR$ contams the followmg hm1tat10ns. (See the Sect10n 1, "Program Red1mens1on Capalnhty" 
for problems w1th more variables and fewer constramts (or vice versa) than are specú1ed.) 

l. The total of less than, equal to, a:od greater than, constramts should be equal to, or less 
than, 17, that is, 

L T E T G ~ 17 

2. The total of greater than constramts and the number of variables should be equal to, or 
less than, 29, that is, 

G + N s 29 

3. All nght-hand s1de coefflc1ents must be greater than, or equal to, zero. 

4. All variables must be greater than, or equal to, zero. 

OPERATING INSTRUCTIONS 

LINPR$ can be run by typmg the followrng lmes 

) y'" 
'~ l 

·{X.> » 
"~~Y"/ ~ " ' '<\"" ,¿ .., ' ' 

(NOTE. Contmue typmg in data !mes untll complete) 

RUN 

Enter the data startmg at lme 10000 m the followmg constramt arder 

l. The coefüc1ents of each of the problem variables (row-w1se, mcludmg zeros for varia­
bles not appearmg) m each constra1nt, startmg w1th the flrst constramt and proceedmg 
m arder untll all coefflc1ents of ali have been entered m data statements. 

2. The elements of the nght-hand s1de vector (the constants compr1smg the nght s1de of ali 
constramts) m the sa1,1c arder as the constramt. 

3. The cost coeff1c1ents of the ob¡ectlve funct1on, m the same arder as used m the con­
stramts, mcludmg zeros if needed. 

You can run the consccutlve cases of input data, that is, more than one problem, by def1mng the 
mput data (m the same arder as the prev1ous problem), consecutlvely, on the data lme. 

The program reqmres that ali the less than, or equal to, constramts be defmed flrst, followed by all 
the equal to constramts and, fmally by all the greater than, or equal to, constramts. 
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LINPR$ starts compllmg after the command RUN lS typed and the followmg message 18 given on the 
terminal 

('he total number of problems you want to so,''· given .. ", .• '"'· It w1ll be followed by: 

MAXIMIZATION ,;,. 1, :.~. · ,., •.• ;vN = .2' WHICH? 
,,._ ~S" /;""' ,~ 

Spec1fy max1m1zat1on or m1n1m1za"t1on oy éu~~·ing e1ther "l" or "2". In th1s example, m1n1m1zat1on 
lS spec1fled. 

'•l•cc,fv the output opt10n by entermg elther "1" or "O". See "Sample Solut10n: LINPR$" for ex­
,mples of the output opt10ns. In th1s example, the complete output form lS specú1ed. 

Enter the total number of constramts (m} and total number of variables (N} rn that arder separated 
by a comma. In th1s example, there are seven constrarnts and two variables. 

@· 

Enter the total number of "less than or equal to" constrarnts, equat10ns, and "greater than or equal 
to" constramts rn that arder separated by commas 

The program w1ll loop through queshons ®, @, @, and @ far the number of times spec1fied 
rn answer to Queshon (D. Soluhons w1ll then be computed and prrnted. 

Input data far answerrng queshons can be entered by paper tape lf the followrng precaut10ns are ob­
served: 

e Enter each response on a separate lme. 

e Termrnate each lrne w1th a X-OFF, carriage return, and rubout, rn that arder. 
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PROGRAM REDIMENSION CAPABILITY 

LINPR$ reserves sufflcient storage for a data matnx of 540 eléments. This data matrix is di­
mens10ned for 29--vanables (mcludmg surplus) and 17 constramts (that is, 31 columns and 19 rows). 
If reqmred, the data matr1x can be red1mens10ned as long as the mequahty 

(M+ 1) x (NN+ 1) $ 540 

is sat1sf1ed, where NN is the total nun1ber of variables inc ...... c...J.n6 ::. .... r .L:.:us í Lf there is any) 
and M is the total number of constramts. 

Usmg these defmit10ns, the followmg program st~tement s;.;,L.L 

F(NN+ 11 
..,., ~ 11 . 
A A 

h:;:.;;; 

For example, 1f the problem had 25 c¡,,1s~ra.ats (19 less than, 3 equal to, and 3 grearer than) and 16 
variables, the above mequahty wouiri oe Sdt1sfled and the program statement would be 

' , \~' 
~ - ¡ 7' 

'• 
., 

"" 
j ' ) 

1 ' 
. 

" ' '!:;; :~1 ~) • ' 
( , , ~ ~ , ,.,,_; ) ¡ • " %.tú,;i-, 1 ~ " • o.- )."'2\ tA • . .. • . . . 

SAMPLE PROBLEM: LINPR$ 

Maxim1ze the f11nchon 30Xl + 45X2 whlle sahsfymg the followmg constramts. 

Xl $ 6000 
X2 $ 4000 

2. 5Xl + 2X2 $ 24000 
Xl ~ 1000 

X2 • 1000 
3Xl - X2 ~ o 

2. 5Xl + 2X2 ~ 10000 

The pro ble m solution is 

Xl = 6000 X2 = 4000 

This problem has been run two times m arder to illustrate all output options (by defmmg the data, 
consecuhvely, on the data lme). 

SAMPLE SOLUTION. LINPR$ 
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OPTION O 
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OPTION 1 
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OPTION 1 - Contmued 
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Scclion 3 SENSI$ 

Linear programnung (LP) methods are used extens1vely m the solution of many problems, namely, 
alloc.ll10n, transportation, assignment, and manufactunng problems. Although optimum schedules 
and i esulls are eastly attamable, at times a need exists far further analysis of the results. Such 
post analysis is referred to as sens1t1v1ty analys1s. * For example, as a dec1s1on maker who uses 
the i esults of an LP program as a gmde to frnal decis10n makmg, you may want to know the effects 
of tightemng or of relaxmg a certam produc. •:·o<;ciftcanon (that is, changmg one of the cost­
coefftcients or right-hand side constants), o. : "effecrs o' pnce changes for certam raw matenals. 
You may also want to know the return 0:0 ca,).;-· m seve.-.•. ,JOssible places befare decidmg to add 
new capital eqmpment. Sensitivity amuysis c;,1. help m re>Jlvmg sorne of these quest10ns. In ad­
dition, you will have mcreased conlidei:ce ,. your apphc .• uo.1 of the optimum schedules generated 
by the LP method. 

SENSI$ is wntten m Time-Sharrng FORTRAN anct not only sol ves !mear programmmg problems, 
but also performs a subsequent sensitivity analysis. Note that the data for this program is ar­
ranged differently from that of LINE1$ and of LINPR$. 

Followmg are the parameters on which the sens1tiv1ty analysis can be performed 

• Range of the elements of the 
reqmrement-vector (one at a time). 

Range of the cost coefflcients (one 
at a time). 

• ' , 'Complete sens1tivity analys1s wh1ch 
·'shows the effect on other parameters 

of changmg the value of a particular 
parameter. 

• Sens1tivity of proftt to a change m 
a structural coefftc1ent of a con­
stramt. 

• Effect on the solut10n by the add1tion 
of a new variable, 

Far which the optima! solut10n remams 
unaltered although the level of the 
basic activities can be changed. 

LIMITATIONS 

SENSI$ contams the followmg hmits. 

l. Thc total of greater than, or equal to, equal to, and less than, or equal to constrarnts 
should be equal to, or less than, 20, that lS 

GT + E + LT s 20 

2. The total of equal to, less than, or equal to, and twice the number of greater than, or 
equal to, constrarnts and number of variables should be less than, or equal to, 40, that lS 

2GT + E + L + N s 40 

3. All nght-hand side coefflc1ents must be greater than, or equal to, zero. 

4. All variables must be greater than, or equal to, zero. 

*For further rnformation concermng sens1tivity analysis, see the Lmear Programmrng Apphcat10ns 
Manuals hsted rn the Introctuction. 
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"hus SZNSI$ can handle a total of 20 constrarnts and 40 variables (rncludrng slack, surplus, and 
artli1c1ru) 

OPERATING INSTRUCTIONS 

, SENSI$ uses the FORTRAN ftle capabiltty to st<,." the input cto," for original problems. To name 
'; the file, create the input data, and SAVE tne ülc, where SEK , - the name of the Data File, enter 
~ the follow1ng underl1ned informat1on 

1 .... ' ' 
vv 'Y~~·~ y : r Y'?»Z ·~,; f : 

)'.\LD SENSI$*-!*' ~-
READY. ' 

·100 + SENSl 
RUN , ,_,, ' 

,> J,.·' 

'"' ,>:?:e ~.~¡~ 
,. M;:)c ~ ..,_J 

After 1hf' program l& lu1. ih , J1e data f1 "m ft1t' SE:NSl ::::; cead ir.., ::.ne :olli.w1ng n•essage is 
pr11' .~nd __ -' program 15 ~ ~d.U\' to accept input 

( ;t ,¡-~..,,~ 

n'<) y<)u WANT BASE PRINTED AT EACH STEP, TYPE YES <;;R NO? 
, ~ .<>' ,, 

11 you .u e particularly rnterested m seemg the basis prmted at each step, type "YES." The value of 
the ob¡ecuve funct10n and different basic variables wlll be prmted out at each step and fmally the 
optlmum value of the ob¡ectlve function wül be prmted out. Artúicial, slack, surplus and original 
variab1es of the problem will be assigned respective numbers for the purpose of Identúymg them in 
the final solutlon and later m the program 

Now the program will start performmg the sensillvity analysis on any of the parameters of the 
problem by rec¡uestmg 

,c"_"'°'/";w; ....,_ ,,,_•-..w;c,.. <,¡.;:'Wl,~'1-"f.,;;•,,._j~,o,,'~·~,.,..,.fYo<~ ~~.,,"';.-.."='.,.';!',>'_;:"''t';<º'j''f-i'« ~~..,., 

, , , D(j Y9U:1~A~T R<;QUIRE,M_EN1:~VJ'S:Tfu<)R'.R¡ANG¡;:,,'1:,YPE,YES Q~ ~<;;!,?,"'YES 
_," ",,.. '-.r' ..,/ Ó / ~' if / -,(,r /; .,, ,: >; ->-A ?, " ~,j ""~ ;:; ~/ .,,,-/ v> ;,'»"V r .( ' v? /., 4 j ¡ A:fv" > ;:.. 

If your response to the above c¡uest10n Is ''YES" (1. e. , you want to know the range of one of the ele­
ments of the right-hand side vector for whlch the opllmum bas1s remams same), then the progran. 
will ask for the next mput 

." °9 ~;;--rj Y<''v--;.0 "*>-,,.. ,,"\ ~~,,,..~~efry::".,'""1~';°":!.:":.' ""'::t7t ~%.;:. '_>, 

WHAT IS THE C<)NSTRAINT NQ.'? / ,• ,_j* ._,, +4.\:;_<2''" * ': 
~"':~_-.: ~........,;..,. ~< ',..y~~ "*:if ''::'.;<*" ,,. /t-::.2t. *'.:..~0'~ ';;,.,. ~- ~,.¡,)<\.,.~,:<-

to which the constramt number Is given in which the element of the right-hand side vector appears. 
The program will contmue rec¡uestrng the constramt numbers until O IS typed, (I e., when you are 
no longer interested m gettmg the right-hand s1de vector range). Now the program will start per­
forming an analys1s on cost coefhcients by askrng for the input to the followmg c¡uest1on m turn. 

""'?'~"*'//"i/'-//y ~N"*''4>r.;-\J;,=4 .. /'«~* :r,"t «"*'f'. N <: -' 

DO Y\iiU WANTC<)ST C(,iiEFF. RANGE: TYPE-YES (,iiR N<)? 
'~ ~~¿_, -~- ,;,,. ! j/ 0, ';'./<\,., '_: ,k/ _> >/O~ )'' A«~ -0 

If your response IS "NO," the program wül start performing the next set of analyses. If the re­
sponse Is ''YES," the following messages will be typed 
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® 

If the correspondmg variable is m the !mal ba·.:o, rhen your response should be "YES" and the program 
wül then ask for the place of that variable m u.L o .. s1s by .--· .~tmg message a. If the variable is not 
in the bas1s or your response is '"NO," the progr<..1n w1ll tner. ask far the new g1ven number of the vari­
able by pr1ntrng message b. The program w1ll loo._> back ,_i.10 otarl a::.K1ng the same quest1on far the 
next variable. When you are no longer interested ,r, gett1 .. .;, ~.. ,rff1c1ent range, type "NO" in 
response to the f1rst quest1on and "O" in response to mes::._...-!'.._ 

If you are rnterested rn gettrng the complete analys1s "., , ~" , ... 
one parameter on other parameters of tne proo .. ~1n), .._y ,J.: "Y_;.::, -·· ~, -:. 

If your response is "NO," the fo .. 
0 

".¿ssage will be pr1nteu 

·,¡ changmg the value of 
'° the followmg 

Th1s will perform a se.,&.'1Vlty analys1s on one of the structural coefüc1ents (one ata time) of the 
problem. If your response is "YES," the followmg message will be prrnted 

In response to th1s message, give the pertment constrarnt number. The program will loop back to 
ask the same quest10n untü you type "O, " wh1ch me ans you are no longer rnterested m th1s analys1s. 
The program w1ll then prmt the following messages. 

If your response to message a is "NO," the program w1ll loop back to salve the next problem if any. 
If your-response 1s ''YES," message b w1ll be pr1nted and the program w1ll ask for the structural coef­
flc1ents and cost coefhc1ent of the new variable. If the new variable does not affect the optimum 
solution, the program w1ll pnnt "SAME ANSWER AS BEFORE." Otherw1se, it w1ll pnnt a new opti­
ma! bas1s and correspondmg solut10n 

You can run the consecut1ve cases of mput data, i. e. , more than one problem, by defrnmg the mput 
data consecutively on the rnput file. Regarclless of how many mput cases you define on the mput flle 
the last hne of the file should contarn the word "END." 

SAMPLE PROBLEM 1 

A manufacturer produces two krnds of rugs. One is of h1gh qual1ty and can be sold at $18 profit; the 
other a cheap 1 \,g y1elds only $3 proflt. Labor used m production is somewhat sk1lled and is hmited 

20 



to 800 rnan-nou1 s per \Vl.!e-"' On tne other hand, dueto a un1on contract, if less than 800 man-hours 
are u sed, un01nploymeriL ·cor;.1pensat1on of $L must be pa1d for each hour wasted. A qual1ty rug takes 
one 111an-hour to produce, ..i.. theap rug, two man-hours The d1fference in qual1ty l1es in the amount 
used oí sorne spec1al marer1.il wh1ch unp1 oves f1bers and makes them more workable. The expens1ve 
rug nceds three pounas ot th1s material anr. the cheap rug only one pound. The avallab11lty of th1s ma­
teria¡ recently dropped to only 1500 pou.1ds ¡ier week. Nevertheless, the manufacturer is obhgated to 
produce al least 600 rugs a week of any krnd. The problem is to fmd a produchon schedule wh1ch 
meets al! requ1rements and results in max1mum prof1t. 

Problem Formulat10n 

Let 

Xl = the number of quahty rugs to be mac1c per week 

X2 = the number of mexpens1ve rugs to be made per week 

X3 = the slack variable representmg unused labor 

The constra.rnts become 

(1) Product10n Xl + X2 ~ 600 

(2) Labor Xl + 2X2 + X3 = 800 

(3) Spec1al Material 3Xl + X2 " 1500 

and the ob¡echve funct10n is 

Profit/week = $18Xl + $3X2 - $1X3 

wh1ch has to be max1m1zed. 

Data File 

Followmg is a Data FJ.l.e for Sample Problem l. 

' ;0 
~" 

:~" 
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Explanat1on of Data File 

Lrne 100 

Lrne 110 

Lme 120 
to 140 

Identification lrne may cons1st of the name of the company, its locat10n, the pro¡ect 
number, and the date of run The total numuer of characters must not exceed 51. 

Value of the parameter LG, nurr.Ge.,.. of var1J. ...... Lti, r._rnber of greater than, or equal to, 
constra1nts, number of ec;_u~....... :;, uJmber o¡ .. eti.::. r: .... -., or equal to, constra1nts. De-
pending on the type v · , un:: value of the inptu. 1Ju.ca.meter, LG, is given as 
follows. 

LG 1 for 
2 fe 

·~L """'"ºn problem 
.. . liZ.~t1on problem 

Values of i.. ...... -11..t11d s1de coeff1c1ents {row-w1se). Frrst, greater than, constra1nts, then, 
str1ct equaJ.1t1es iollowed by less than, constra1nts. Include zero for variables not 
appear1~.¡; 

Lrne 150--Vii.lue of right-hand s1de constants rn correct format. 

Lrne 160 Values of cost coeff1c1ents (mcludes zero for variables not appearrng). 

L1ne 170 END md1cates no more data. 

SOLUT'ON: SAMPLE PROBLEM 1 
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SOLUTION: SAMPLE PROBLEM 1 - Contmued 

WHAT IS THE C ... --;~ .:..~.~:..:·:: -'-?· '! 2 
750 00 ,GQ ~C 1.00000E.+7,0 

,,,, 

WHA T IS ~'F ,'G '\STRAINT N!i'). ? 3 
1400.~o 1500.00 Tsoo.oo 

' . WHAT IS THE q!JNSTRAINT N!i').? .· o 

D!i') Y!i')U WANT C~ST C!i')EFF. RANGE, TYPE YES !i')R N!i')? YES 

IS V ARIA BLE IN BASIS, TYPE YES !i')R N!i')? YES 
WHAT IS THE PLACE !i')F THE VARIABLE IN BASIS? 1 ·- ~H '. 14.00 . 18.00 2.00000E+60 , 'º .. .· , 

<'~ .. 
,' ,' (' 

y ;;. ' .. , 

IS VARIABLE IN BASIS, TYPE YES !i')R N!i')? YES 
'',. ', 1 

WHAT IS THE PLACE !i')F' THE VARIABLE IN BASIS? 2 
-6. 66667E+59 3 00 4.3333 

' .. 
IS VARIABLE IN BASIS, TYPE YES !i')R N¡i)? YES 
WHAT IS THE PLACE !i')F THE. VARIABLE IN BASIS? • 3 

.-1.80 -1.00 4.00000E+59 

IS VARIABLE IN BASIS, TYPE YES !i')R N¡i)? N!i') 
WHAT IS THE NEW GJVEN Np. !i')F THE VARIABLE? 3 

::'' ' -l.OOOOOE+70 ' .• 00 · .· ·, 7.00 · . 
' 

,< '::\ 
IS VARIABLE IN BASIS, TYPE YES !i')R N!i')? . N!i') 

, .. ,, 
"' 

WHAT IS THE NEW GJVEN N!i'). !i')F THE VARIABLE? 7 
·LOOOOOE+70 .00 2.00 

IS VARIABLE IN. BASIS, TYPE'·YES ¡i)R N!i')? N!i') 
WHAT IS THE NEW GJVEN N!i'): !i')F THE VARIABLE? .Q 

• ... '"DP Y!i')U WANT C¡i)MPLETE ANALYSIS, TYPE YES ¡jR N!i')? YES 
.5000E+OO .OOOOE+OO • 5000E+OO 

-.1500E+Ol .OOOOE+OO . 5000E+OO 
.2500E+01 -.1000E+01 -.5000E+OO· 
.2000E+01 .1000E+01 -.7000E+Ol.: 

D¡i) Yj'jU WANT SENSITJVITY !i')F PR!i')FIT TP A CHANCE • \ ·" _;.·:cICIENT ¡jF A 
Cj'jNSTRAINT, TYPE YES ¡i)R N(ó? YES 

WITH RESPECT .. TP WHICH C¡;)NSTRAINT(N!i').)? 
4 .90000E+03 
5 . 30000E+03 
6 .10000E+03 

WITH RESPECT TP WHICH C¡;)NSTRAINT(N!i').~? 2 
A .4500Q;;;+03 
5 .1500ÓE+03 
6 . 50000E +02 
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SOLliTION SAMPLE PROBLEM 1 - Contrnued 

WITH RESPECT Tc;i WHICH Cc;iNSTRAINT(Nc;i ) ? 
-----4 -. 31500E+04 :: 

5 -. 10500E+ 04 
6 -. 35000E+ 03 

.. ' ' ,- ,- 1'> i 

WITH RESPECT Tc;i WHICH C<;/ÍNS'_ :;"uNT(NQJ. ) ? _Q_ 
~, ~ ' <) >µ 

'\ 

' " 

' , ' ..¡.. ~ } 

DQJ YQJU WANT Tc;i ADD NEW VAfüABLE,'-TYPE YES c;iR Nc;i? 
Ó ' < O<, 

EXPLANATION OF OUTPUT DA'::'A 

Original variables Xl, X2, and X3 are renamed as 4, 5, and 6, respect1vely. 

Rlght-hand Side Vector Range 

The flr st constramt corresponds to the production constramt whole right-hand side value is 600 (that is, 
nummum rug product10n is 600). The output shows that this value can vary between 500 and 620 
without changrng the opt1mal basis Simllarly, the number of man-hours whose original value is 
800 can vary between 750 and +ro (infmity), the availabllity of material can vary between 1, 400 and 
1, 800 pounds per week without changing the optimal basis (although the levels of dúferent act1vities 
may change). 

Cost Coeff1c1ent Range 

In th1s analysis, the range of the cost coeff1c1ent is given for which the opt1mal bas1s remams unal­
tered. The cost coeff1cient of variable #4 (original Xl), wh1ch is on the first place in the basis, can 
vary between $14. O dollars and (+ ro) (original value $18. 00 dollars), cost coefficient of variable #5 
(original X2) can vary between $(-ro) and $4. 333 dollars, and cost coefücient of basic variable #6 
(original X3} can vary between $(-1. 8) and (+ro) without changrng the optima! basis. S1mllarly, the 
cost coefficient of the slack variable (#3, representmg unused availabihty of material) which is nr,: 
rn the optima! basis can vary between $(-ro) and $7. O dollars without changing the final basis. : .• e 
above analysis, it has been assumed that only one parameter is changed while the others remai1. 
fixed to their original values. 

After groupmg the dúferent headmgs, the complete analysis tableau can be rewritten ~ lollow, 

Table 3. ANALYSIS TABLEAU 

(1) (2) (3) 

Production Labor Spac1;:U l'.: o..ter~al ---
(4) Quality Rugs 0.5 o -. 5 

(5) Cheap Rugs -1. 5 o - 5 

(6) Unused Labor 
Availab1hty 2. 5 -1 - o 

(7) Profit 2.0 1 -7. 

The three columns, namely, (1), (2), and (3) represent three cons,~~m~ \, .. : " 
and special material). Rows (4)-(6) represent the dúferent acnvnio& (or v::.r1""" 
as they appear rn the optima! basis. The last row (7) is a Proflt row 
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Interpretat10n of Results 

It is clear from Table 3 that reduct10n rn producnon of rugs by one umt w1ll mcrease the proflt by $2. 
The nurnber of quallty rugs w1ll be mcreasea by one-ha11, the product10n of mexpensive rugs will be 
decreased by three halves, and the unused m .. n-hours w1ll oe mcreased by flve halves. The second 
column shows the mcrease, or decrease, of »an-hours (withm its range) has no effect on the nurnber 
of qual1ty and inexpens1ve rugs producea But decreas1ng one man-hour will decrease the unused 
man-hours to 49 and the proflt will be rncreased by $1. Sumlarly, decreasmg special material by 
one pound will decrease the profu o¡ ~7 

The precedmg answer is given .. , 
of change but which apply for ~ 
substitution. 

11s of subst1tut1on rates, wh1ch are not 11m1ted to JUst one un1t 
-• witlnn tne range (nght-s1de vector range) of validity of the 

It is advantageous to :· .. vw .vw, .e prolu will change if one of the structural coefficients (the left-hand 
side) is sllghtly van.. Ren,emoer that th1s analysis is correct only u a small change in a coefficient 
of a constraint is consJ.aered. Th1s analys1s is not quite val.id for larger changes. 

First of the last three results (with respect to constramt 1 - product10n constramt) is reproduced as 
follows: 

Table 4. RATE OF CHANGE OF PROFIT 

Variables Product10n 

Quality Rugs 900 

Inexpensive Rugs 300 

Unused Man-Hours 100 

Proflt mcreases 900 times as fast as does the amount of product10n (of all rugs) per quanbty of the 
quallty rug mcreases. Profit mcreases 300 times as fast as does the amount of product10n per 
quantity of the mexpensive rug mcreases, and 100 times as fast as the amount of production per 
hour of unused man-hour rncreases. 

It should be remembered that Table 4 gives the rate of change of profit (for coefflcient values very 
clase to their original values). Far large mcreases, the rate varies, considerably. 

For the last analysis (addrng a new variable), see Sample Problem 2. 

SAMPLE PROBLEM 2 

Consider a hypothetical problem: 

16Xl + X2 + 
Xl + 5X2 -

3Xl + 2X2 + 
Xl, X2, X3, ~ 

X3 ~ 4 
10X3 ~ 10 
5X3 " 20 

o 

Mmimize Z = -Xl - 4X2 - 5X3 

After solvmg the problem, you may have omitted an important acbvity or variable (which we'll cal! 
X4) that has a sufflcient bearmg on the solut10n to the problem. 
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P- m Formulat10n 

Let the new_problem constrarned be as follows. 

16Xl + 
Xl + 

3Xl + 
Xl, 

M1mmum Z ~ 

X2 + 
5X2 
2X' 

x: 

- , ---
-.• 

.. -

J-.v 2X•. 

4 
,o 
20 

After gettrng . 
added a.r1d a ht.. 

...1
11 ¡:_,, fl'l-'.._ .. ~1g ... ;.~ ?ro ... ~. (w .. ,, VL._ .. ao ... e >...'l. vu .. __ .._cd), the variable X4 18 

'._;,1 ~ 1 '.: • .Ju l' '-CJ,.~1'1 

~~ File 1or Sample Problem 2 1s shown as follows. 

". +• • 
*• ($ -,. 
'~ §: .>;, ~<« 

"'''f°t'> ~-'Ü'*' 
'<-f.:b( 

""~0«" 
N:i\ ., ,, 
~+,r / ! , y 

t-n~~ :~i~~~.,~ 

SOLUTION: SAMPLE PROBLEM 2 
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SOLUTION SAMPLE PROBLEM 2 - Contrnued 

BASE VALUE 
8 40.00 
5 >' 10.00 :· ; 
7 . 6.00 

\l>PTIMUM VALUE = 4.00000E+Ol 

D\l> Y\l>U WANT REQUIREMENT-VECT!1)R RANGE, TYPE YES !1)R N!1)? N!Ó 

D\l>. Y!l>Ú WANT cpsT c!1)EFF. 'RAJ:IGE, TYPE YÉs !1'.>R N!1)? , ·ri'!l> 

D\l> Y!1)U WANT C!1)MPLETE ANALYSIS, TYPE YES !1)R N!1)? N!1) 

D!Ó Y\l>U WANT SENSITIVITY !ÓF PR\l>FIT T!Ó A CHANGE IN A C\l>EFFICIENT !1)F A 
CPNSTRAINT, TYPE YES !1)R NP? N\l> 

'• . -
D!1) Y!1)U WANT Tj1) ADD NEW VARIABLE, TYPÉ YÉS \l>R N¡i'.>? . ' 

. YES 

GIVE STRUCTURAL AND C!1)ST C\l>EFF. \l>F THE VARIABLE? 2, -3, 1, -2 
TRIS VARIABLE IS GIVEN N\l> 9 

BASE VALUE 
9 7.2727 
5 6 3636 " . 
7 16.9091 

j1)PTIMUM VALUE = 4.00000E+Ol 
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GLOSSARY 

ARTIFICIAL VARIABLE: A variable wh1ch is added externally to the problem m order to obtam 
an in1t1al bas1s is called an art1f1c1al variable and, once it has been 
dr1ven out of the bas1s or has ach1eved a zero level, the s1mplex 
procedure woc.ict not !et it enter the bas1s agam (that is, it w1ll not be­
come non-71Jl•_11. 

BA.S:C FEASIBLE SOLUTION: A soLt.'"' co::, ..... ec;uations wh1ch has non-zero variable 

NONFEASIBLE SOLUTION 

OBJECTIVE FUNCTION: 

SLACK VARIABLE: 

SOLUTION UNBOUNDED: 

SURPLUS VARIABLE: 
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valuP-; a a v .... ~i.. .. so .. J l¡vn and, if it sat1sf1es the non-negat1y¡ty 
restt ! r1v .. .::. .. .::. called ..... OL..sr ...... :ea.s:;.ble solut1on. 

Any s.1~.J:~1ui. wn1ch does not sat1sfy tn.:. non-negat1VIty restr1ct1ons 
is Cd....i..1..ec a nonfeas1ble solut1on 

An auxil1ary variable • 
( s) to an equat10n. 

__ ,ed tne obiective function. 

<:rl the mequallty constramt 

The proble1n is s31d LU .... v~ .t11 \.tiiD01.<1.l:, • ..,olut101, ·..vl1en a problem 
has no f1111 .. e O}Llmun~ vaiue of its ob1ecc1ve funct10.l 

An au~J,. ~d y variable introduced to convert the incqual1ty constrru.nt 
(~) to "'' equat10n 
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Preface 

Th1s manual, wh1ch combines and supersedes two other rnanuals--BASIC Language Refer­
e•<• Manual (202026A) andBASIC Language Extens1ons Reference Manual (802207--describes 
the vers1on of the BASIC language used with the General Electr1c Mark I 'fune-Sharmg 
Se.rV\ce 

Anot\\er manual, Mark I 'f1me-Sharmg Serv1ce Comrnand System Reference Manu«l (229116) 
u~l~rns al! of tke 5ystem commands that are a part of the Mark I T1me-Snar1r.g 8erv1ce. It 
sho\lld be consulted far system informahon. 

'l'he o rig1nal developrnent of the BASIC language was supported by the Nahonal Sc1ence 
f'10undllllon \lne!er the térms of a grant to Dartrnouth College. Under th1s grant, Dartmouth 
Collas• devéloped, under the dlrection of Professors John G. Kemeny and Thomas E. Kurtz, 
the BASIC language compller. Smce that developrnent, BAS!C has been offered as part of the 
'l'1me-Snu1ng Serv1ce of General Electric's Inforrnahon Serv1ce Department. 

Ger1er:ol Eleetrlc has contmued to expand the capab1hhes oí BASIC, adclmg s-ich versatilc 
feat\IN"s as str1!'g .~ª~!pulahon, elata files, formatted lme output, and others. 

,1 

© 1969 General Electric Company 
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MARK 1 BASIC 

lntroduction 

A program is a set of dlrect10ns that is used to tell a computer how to prov1de an .mswer to 
so:ne problem. It usually starts \Vlth the g1ven data, conta1ns a set of mstruct1ons to be car­
r1ed out in a certa1n arder, and ends up with a set of answers 

Any program must meet two re4mrements before it can be carned out. The í1rst is that it 
must be presented in aform that the computer Wlderstands. If the program 1s a set of 1nstruc­
t10ns íorsolvmgasystemoflmearequat10nsand the computer is an Enghsh-speakm!( person, 
the program w1ll be presented m•a combmat10n oí mathematical notat10n and Enghsh. If thc 
computer is a French-speakmg person, the program will be presented m French rathcr than 
Enghsh. And J.f the computer is :a lugh-speed dlgital computer, the program must be pre­
sented m a programmrng language that the dlg1tal computer understands. 

The second reqmrement for any program is that it must be completely and prec1sely stalcd. 
Tn1s requ1rement is crucial when dea11ng with a d!g1tal computer, wh1ch has no ab1l1ty to 1nfC'r 
what you mean. It does what you tell it to do, not what you mean! to tell it. 

We are talk1ng about programs that prov1de numencal answers to numer1cal problcms. lt 
would be easy to presenta program m the Enghsh language, but such a program·would pose 
msurmountable dlfüculties for the computer. Enghsh is nch with amb1gu1ties and rcdun­
danc1es, the quahties lhat make poetry poss1ble but computrng imposs1ble. Instead of vsrn[( 
Engl1sh, you present your program in a programm1ng language that resembles ordln.1ry 
matnemat1cal notat1on, that has a simple vocabulary, and that perm1ts a complete and precise 
spec1f1cat1on of your program. The programm1ng language you w1ll use is BASIC, BC'g1nncr's 
~ll-purpose ~ymbohc ~nstruction ~ode. BASIC is precise, simple, and easy to undcrsland. 

An introduct10n to wnting a BASICprogram1sg1ven in Chapter 1, wh1ch mcludes all lhat you 
need to know to wnte a vanety oí useful and mteresting programs. Chapter 2 dcals with mor~ 
advanced techmques. The Append!xes contam a var1ety oí reíerence materials. 



l. A BAS1C Prirr1er 
1 

AN EXAMPLE 
The followmg example is a complete BASIC program for solvmg a system of two simultaneous 
linear equations in two variables: 

and then solvmg two systems, each chffenng from th1s system only in the constants c and f. 

If ae - bd is not equal to zero, you should be able to solve th1s system to fmd that 

a-hl ai-~ 

x = ae - bd and Y = ae - bd 

If ae - bd is equal to zero, e1ther there is no solut!On or there are infmitely many, but there 
1s no umque solution. If you are rusty on solvmg such systems, take our word for 1t that th1s 
is correct. For now, ,we s1mply want you to understand the BASIC program for solving th1s 
system. 

Study the followmg program carefully--the purpose of most lmes m the program 1s self­
ev1dent--and then read the commentary and explanation. 

100 READ A~BgD1E 
110 LET G=A*E-B*D 
120 iF G=O THEN 180 
130 READ C.of~ 

140 LET X=CC*E-B~Fl/G 

!SO LET Y•<AoF-C~Dl/G 

160 PRINT X1Y 
170 G0 T0 130 
180 PR!NT "f'o0 UN!QUE S0LUTI0N" 
J90 DATA 11214 
200 DATA 2,-7,5 
2JO DATA 113141-1 
999 END 

You can see, f1rst, that th1s sample program uses only capital letters, because the teletype­
wr'1er has only capital letters. 

Second, you can see that each lme ofthe program begms with a hne number. These numbers 
a_re' called line numbers; they identify the lmes, each of wh1ch 1s called a statement. A pro­
¡¡ram 1s made up of statements, most of wh1rh are mstructions to the computer. The hne 
"umbers also serve to specify the arder m wh1ch the statements are to be performed by the 
computer. Th1s ineans that you may type your program m any order. Befare the program is 
rc.n, the computer sorts out and edits the program, puttmg the statements mto the arder 
specú~ by_their lme numbers. Th1s echtingprocess also fac1htates correcting ¡¡.nd changmg 
programs,-as we shall explam later on. 

- ' 
Tnird, note that each statement starts, aiter its hne number, with an Enghsh word. The 
word denotes the type of the statement. Thereare several types of statements m BASIC, nme 

2 
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SAMP~E PROCRfl.M 

of which are rhscus:.d in thlS chz.pter. Seven / P~ésc n1ne appear in the sanlple program we 
are now conslC'L-lng., { 

Note also that, á..ltnouf;'r.~t . s not obvious frli thr program, spaces have no s1gn1f1cance in 
BASIC '3tate~:Jen~~, exccp. '

1
n n1essages th; are to be pr1nted out, as in 11ne nwnber 180 

Spaces may be u.::iea o:- nc,t, .. wiJl to inakeL pr5ram more readable. Statement 100 could 
have been tY',>ed as lOOREADA,-. n' E and su,,rant 110 as llOLETG=A*E-B*D . ' 

W1th tlu& prcface, !et's e-o through '1e prorrl'a step by step. The f1rst statement, 100, 1s a 
READ s'atemcnt. It must be accrnnpa. •ed by/' or more DATA statements. When the com­
puter encounters a READ stateinentwhi.:..~ exf.ingyourprogram, it will cause the variables 
l1st~d cifter the word READ to be given val'J.f ccord1ng to the next ava1lable numbers in the 
D..-\'I'A. state1nents. In ot:r san:ple proo-rarn 1 ~ read A 1n statement 100 and assign the value 
1 to n from statement 190, and sim~!arl· ith B and 1, cnd w1th D and 4. At th1s pomt, we 
have exho.usted the ava!lable data m stat.ant 190, but there 1s more m statement 200 We 
p1ck 1.;p tl::ere tne mrr.1ber 2 to be ass1gne<' E. 

Nex~ we go to statement 110, a LET ,•tement, where we flrst encountcr a formula to be 
evaluatcd. (The aster1sk, • 1s used 1Jenote mulhphcation.) In th1& statement we cl!rect 
' ' thc computer to fma the value 01 AE _ J, and to call the result G. In general, a LET state-
ment du ects the computer to set a. vaiJle equal to the formula on the nghthand s1de o~ the 
equal s1gn. ' 

We know that lf G 1s equal to zero'ne system has no umque solution. Therefore, we next 
ask, m lme 120, whether G is eqúal 1zero. If the computer fmds a Yes answer to the ques­
tion, 1t 1s cl!rected to go to Jine 11. Lme 180 tells 1t to prmt out Nf1) UNIQUE Sf1)LUTif1)N. 
From th1s pomt, 1t would go to theiixt statement. But lmes 190, 200, and 210 g1ve 1t no m­
struct10ns, smce DATA statemeÍ' are not executed, and 1t then goes to lme 999, wh1ch 
cilrects 1t to END the program. j 

' 
If the answer to thequest1on "Isc-:1.ual to zero?" is No, as it is in our sarnple prograrn, the 
computer s1mply goes to thenexJ·atement, m th1s case statement 130. (An IF--THEN state­
ment tells the computer where tgo 1f the IF concilt10n ex1sts, but to go on to the next st;,te­
ment lf I' does not ex1st) sta:'~ent 130 cl!rects the computer to read the next two entnc·, 
from the DATA statements--in.us case -7 and 5, both m statement 200--and to ass1gn thcm 
to C and F respectively. The cnputer 1s now rea¡:ty to salve the system: 

4x+2y=5 

In statements 140 and 150, e d1rect the computer to fmd the values of x and y accordmg LJ 
the formulas prov1ded. Note.hatwemúst useparentheses to show that CE - BF 1s d1v1dcd by 
G. Without parenthescs, onr BF would be cl!v1ded by G, and the computer would fmd 

BF 
X= CE - G 

¡' 

1 
The computer is told m ,.ne 160 to prmt the two values computed, those of X and Y. Havrng 
done so, it moves on to lile 170, where lt 1s cl!rected back to lme 130. If tnere are add1honal 
nu101bers m ,the DATA süements, as there are here m 210, the computer 1s told m hnc UO 
to take the next numbeiand ass¡gn 1t to C, and the one •iter that to F. The computer 1s now 
ready to solve the syst~'n: 

X+ 2y = 1 4x + 2y = 3 

As befare, lt fmds tie solut10n m 140 and 150, prmts out the values m 160, and then 1s ct1-
rectect in 170 to go b~ck to 130. 

In llne 130 the co1muter reads two more values, 4 and -7, wh1ch 1t fmds m Une 210 It then 
salves the system· í 

1 

x+2y='¡ 4x + 2y = -7 

! 



and prmts out the solut10ns. It is cllrected back agam to 130, but there are no more pairs of 
numbers aviulable far C .md F m the DATA statements. The computer therefore mforms you 
that it 1s out of data, prmtmg on the paper m the teletypewriter j1)UT j1)F DATA IN 130, and 
stops. 

Let's look at the importance of the var1ous statem-cnts. For example, what wou!d have hap­
pened Ji we had om1tted lme number 160? The answer is simple. The computer would have 
solved the equations three times and then to!d us it was out of dala. Howevcr, since lt was 
not told to show us (PRINi') tne ansv1ers, it wouid not do so, and 1.!.e :::cluuons would be the 
cornputer's secret. 

What would ha ve happened ú we had left out 11nc 120? 1n thiE. proble:.1.!l Jt:.St s0!vt::d> noU11ng. 
But Lt G were equal to zero, ~.ve would have set the co1nputcr the llil,tJCne1ble t.l.Gk üi' d!v"'ó.ng 
by zero in 140 and 150, and 1t would tell us so by prmting out DNISifÓN BY ZEH[Ó iN ;1n 
mé DfV!S!PN BY ZERj1) IN 150. Suppose we had left out ototement 170? Thc computer •¡,otJd 
!:av: solved the f1rst system, pr1nted out the valuet: o:: X Md 'Y, and. ~h.an gane on to line \80. 
AG d:i~ected, lt would prmt out Ntl UNIQUE S:VLUTl;bN, ::.nd then oto:r;. 

A natural q:iest1on that may arise IS, why this select1on of line numbCi'S? rfhe annwer IS that 
tiie parb.cul~r cho1ce of line numbers is arb1trary. 1'he only reqw. ... ~ement is that ;,late1.rJe11t.:: 
he numbered in the order that we want the CO{t1puter to follvv1 in c:"..':!Ctrttng the prograrri. 'í.:/c 
could have nurnbered the statements 1, 2, 3) ~' ... , 13; but we do nut .1.·ccommend t~Ie num­
bermg. We would normally number the statements 100, 110, 120, ... , 999. We p.>: u1~ r.u.n­
bers such a distan~e apart so that we can later insert addlt1onal s~t:..l~n1ents ea.:;:;.ly. Ji'oi' ex­
amplc, if we find tha'1. we have lei't out tv10 staternents belonging belvJeen tho~e nu.ü-::.bered 140 
and 150, we can g1ve them any two numbers between 140 and 150, say 144 and 146. In the 
ed1ting and sorhng process, tl e cc.,mputer wtll put them m the correct place. 

Another queot10n thatmaya1·1sehastodovnth the ¡:,lacmg of the elements of data m the DATA 
statements: Why place them as they are m the sample program? Tne cl>o1ce 'ª arblll'.iry. We 
1eed only arrange the numbers m the order that we want them read--the f1rst for A, the 
3econd for B, the th1rd for D, the fourth for E, the f1!ili fo:r C, the r,1xth for F, thc seventh 
rnr the next C, and so on. In place cf the lhree statements numbered 190, 200, 210, we could 
ha.ve put 

195 DATA 1, 2, 4, 2, -7, 5, 1, 3, 4, -7 

or we cotJd nave written, perhaps mo»e Iog1cally 

190 LATA 1,2,4,2 
200 DATP. -7, 5 
210 DATA 1, 3 
220 DATA 4, -7 

pu:t1rg the coeff1c1ents m thefirstDATAstatementand the three pa1rs of righthand conscants 
m the followIPg DATA statements. 

After typmg the program, we type RUN followed by a carriage return. Up to tlus pomt the 
com)1Jter stores the program and does nothmg else wlth it. It is the command RUN that 
direc,o tne computer to execute the program. 

",'~8 &ample program and the resultrng prmtoutare shown now as they appear on the teletype­
vn:¡ter 

4 

100 READ Ags~o~E 
i 1 O l.CT G=A*E-B*D 
120 Ir G=O THEN 180 
!00 READ c~r 
140 LET X•CC*:-B*r>/G 
150 LET Y• CA•r-C•D )/G 
160 PR!NT X1Y 
::·o G3 T0 130 
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.!e co 1 .p...1tc1 ~ .n e ti:ry out :i f:!!'C~t rra.ly 0perat1ons. !t can add, subt?.:t.(..t, mul.Uply, divide, 
t;i .~::t sot .. <1r1 ·cots ra.-'1L ar.u1r·bertoapov1cr, f1nd. the sn1e oí a number on a.n anglc meas­
t ¡_, 1~1 r,.:.(!l lT,; ~ne, ::.o 0 11 .. \Vt.J sllall now learn hov1 to tell the compuier to carry oul U1e5c 
'") • _ ) .... :--, t1r,e1 ,.~·- .. 11n~ in t:1C> otc.ic1 !hat \Ve warit Ulem done 

; •1r ..,rnrirut2r c.r'::;p.Jte.s by DVJ.iuat1ng formulas that are suppl1ed 1n a program. The formulas 
r r. S!l1 il.1r t·· 1.•lObC uscd in 0rd1nJ.ry mathcmab.cal calculation, exccpt th.tt each BASIC 
JOJ.tnuL1 n1 1J};.t be wr11ten on a ranc'le l1nc. !.-'1ve arithmetic operat1ons can be used to wr1te a 
t.nn.ulo.. Thcy o.:·c l1&kd in Uie followmg table. 

T 

/ 

Exan1plc 

i\ + B 
¡, - B 
A•B 
!; / 13 
}. 1 2 

Meaning 

Addltwn. Add B to A. 
Subtract10n. Subtract B frorn A. 
Multtpllcation. Mulbply B by A. 
D1v1s10n Divide A by B. 
Ra1sc to the power. Frnd X'. 

"'l~~ lrust be r.· ll'f'll.l ·r1th parP11{UE'Ses to 1:1J.L0sure that \Ve group togcther tne tt.1ngs we want 
.. :Jr;Pll1t ~. 1.4/e 1.1u::t :1.1.:;,1 urui:.1c~<tnd tl·c o.:-der In \'1il1ch the computar does its work. 

,'~>.· :_1;"arnpl1~, 1!_ \V2 tvpL: ú tB*Ct D, ti.e ..!omputer will f1rst ra1se C to the power D, then 
.on•lt,ply th1s resu!t byB, andthenaddA to the resultmg product. Tlns is the usual convent10n 
J! t1 +BCD. Iftn1s1snot 1..hu intcndPd oraer, we niust use parcnthcses to indl.catc a difíercnt 

~ r 1, S'J!Jrose it lH t':t. prouuct o! 13 a.id C tilat v1e v1ant ra1sed to the power D. We must wr1te 
\"!f}', •'', ()1, if •,C' 1\,:1 tcmPll1plyP.~+BbyCtothPpo\verD,v1ewrite(A+B)*CtD.We 

.. ,._.1~: ,\e,.. ~ +o Ii, 1:;.u t1r 1 J the11 su1n by C. and ra1sc the product to the power D by writing 
:' 1/J..-il.i)*C)rD 

111(\C'' OÍ ,l¡lt: •• •, :;(H~1puun~. 13 1 <'cord1ng to tl1e follow1ng- rules. 

., ' , , 1 'U~ 1 11 " l(, :11:itta ~.fe; 1::. ron1putcd beforc thc E.nclo3ed quant1ty IS used in 
' ' j 

~ • r.L.d. 

tr , , , '.it::;-··.. , 11Ul• .. ¡. ) ;.1 , :'l ~inul i tt·rtt 111cludcs J.t..Clll1on, rnulltpl1cat1on, and 
• l :- i • t',l'd i ,4 " 1 10., 1 L· :· .. , t!1•' ...,,in1p1üc1 I1rst ra1$<·s t!ie number to thc powcr, 
,}1•1 L!('"·) 1f·t 't'"' " 1ll'.llt•.>L 'u¡Jr,•J!..&lhl<1~1ill.tl{)nlast. J)1v1&1on has the samc pr1oc1ty 
,·~ 1J1 1l 1 .r 1 l•' .t,ci,1 , ,(,, ."1 ,l") :1.nr- orunc d.R .1adil1on. 

vol ,1 1¡• ,,];~1 ~ p, ,• ¡,< C1Hl•1", :0:, l i01.nuJ3 thll inC1UclC5 C..'lly mult1plH .. at1on .1nd d1v1-
G!~Jn tur oulv ,~r-•,!,J.,n a110 s11bt rn.C~lon), thc co?nputcr v;orl\s irorn left to l lGhl. 

"1':ic '·.l.':-. ''tr> 1llt1'-'! ., c1! ,,1 J," ".l~ninle !JJOgram already cons1c!i .,,d 'l'he rule& :ilso tell u<> 
11 ,•' -..r 1 i""t - .. '1\ _1i,_, , ,,,1, ::.ubtr:tct B trom AandthL!uC from thc1r dlfference. 
~ 1 \ .\/ ;,'~, 'l ,v11~ ~·~ ...• LY u,...,¡"' ..!:en ~ha.t qJ.C~li::nt by C G1ven AtBtC, the computer 



will raise the number A to the power B and tnen ra1se the re&ultmg number to the power C. 
If there is ever any quest1on in your m1nd about the pr1or1ty, put in more parentheses to 

, avo1d possible amb1guitles. 

In add1t1on to the f1ve ar1thmet1c operat1ons, the cornp:.iter can evaluatc several mathemat1cal 
·funct1ons. The funcb.ons are g1ven 6pec1ai three-letler;;.ames, as shovm in the following table. 

Funct1on 

SIN(X) 
Cl!)S(X) 
TAN(X) 
ATN(X) 
EXP(X) 
Ll!)G(X) 
ABS(X) 
SQR(X) 

!'l!eart!.>1g 

F1nd lhe sine of X. 
F,na the cosme of X. 
F1nd the tangent of X. 
Fmd the arctangent of X. 
F1nd ex. 
Fmd the natural loganthm of X (ln X). 
Fmd the absolute value of X ( [X!). 
Fmd the square root of X (./X). 

X mterpreted a3 

a number, or as 
an angle measured 
in radlans. 

Three other mathematlcal funct10ns are available m BASIC INT, RND, and SGN. These are 
reserved for explanation m Chapter 2. 

In place of X, we may substltute any formula or number m parentheses fol!ow.nz any of the 
funcuons llsted above. For example, we may tell the computer to fmdJ.f+X' by wntmg 
SQR(4+XT3), or the arctangent of 3X - 2e' + 8 by wr1tlngATN(3*X-2*EXP(X)+8). 

Smce we have mentloned numbers and variables, we should be sure we understand how to 
write numbers far the computer and what variables are allowed. 

Numbers 

A number may be pos1tlve or negative, andit may contam as many as mne dlgits, but ;t must 
be expressed m decimal form. For example, all of the fol!owmg are numbers m BASTC: 

2 -3.675 123456789 -.987654321 483.4156 

Thc followmg are not :rnmbers m BASIC 

14/3 .00123456789 

The f1rst two .'--'}formulas, butnotnumbe1s. The last one has more than n1ne dlg1ts. We rnrt¡ 
teli the computer to fmd the decimal expansion of 14/3 or ./7, and to do somethmg w1th the 
resultmg number, but we may not mclude either m a llst of DATA. 

We gam flex1billty by use of the letter E, which stands for "times ten to the power." Usmg 
E, we can wnte .00123456789 rn severa! forms acceptable to the computer .123456789E-2 
cr 123456789E-11 or 1234.56789E-6. We can wnte ten million as 1E7 and 1969 as 1.969E3. 
We do not wnte a number as E'7, but must wnte 1E7 to mdlcate that it is 1 that 1s multiplled 
b·l 10 7

• 

Variables 

A variable m DASIC is denoted by any letter, or by any letter fol!owed by a smgle dig1t. The 
computer w1ll rnterpret E7 as a variable, along with A, X, N5, !O, and ¡11. A variable m BASIC 
stands for .> .iumber, usually one thatis not known to lhe prog1ammer at the time the program 
is wntten. Variables are given or assigned values by LET, READ, and INPUT statements. 
All variables ha ve the mltlal value of zei o, so that if you want thc startlng value of a variable 
to be zero you need not ass1gn it that value. (Another kmd of variable, the strmg variable, is 
discussed later on m C::t.pter 2.) 



LOOPS 

.. t...l:hough the ccmputer Caes lrltle in the way of correct1ng dur1ng computation, it will son1e­
ür.'cs help you when you forget to mdlcate absolute va!ue. Far example, ü you ask fax the 
sq_uare root of -7 or the logar1thrn of -5, the computer w1ll g1ve you the square root of 7 with 
tl1e elror messagc that you have asked far the square root of a negat1ve number, or thc 
lcg:inthm of 5 w1th the error message that you have asked far the logarithm of a negallve 
number. 

Thre8 other n1athemat1cal symbols, symbols of rel2.t1on, are ava1lable 1n BASIC to indlcate 
any of s1x standard relat1ons. Tr.cse ;J.::.·2 i:sed lr. I?--TCEN statcments, where values must 
be compared. The s1x poss1ble :relat10ns are shown m die followmg table. 

Symbol 

= 
< 
<= 
> 

>= 
<> 

LOOPS 

Example 

A=B 
A<B 

A<=B 
A>B 

A >=B 
A< >B 

Mean1ng 

Is equal to. A is equal to B. 
Is less than. A is lcss than B. 
Is lcss U:an or eqiJa! to. A is less than or equal to B. 
Is greater than. A is greater !han B. 
I::. gre~tcr than or equal to. A 1s greater than or equal to B. 
Is not cqual to. A lS not equal to B. 

We are o!t.::::'1 l'"l'\:21.'JSt-=G. l \1.::-::.t1::--i :. p1·cgram in \vh1ch one or more parts are traversed not 
JUSt once, b'..!t a r ..... ::nter of times, perhaps with sl1ght changes each time. In arder to wr1tc 
t..11e simple. ,;1•,)g.ram, ene in W!.l.:!h the part to be repeated is wr1tten 1ust once, we use the 
programm. ~; :'cv1ce kno\vn as a loc!J. 

The use .... __ QJDS can be :::.:~Btra-.:.:c. by two programs for the simple task of pr1nt1n~ out a 
table of U:- •• rst 100 '°'°'°· . -~'-~sc:·s together with the square root of each. Without a loop, 
our progr.:._. \VOuld be :.2· __ :-:::.., ~ r.~: 

100 i'RlNT J,,.SQRCI> 
105 ?R!NT 2,,SQRt..2> 
11 o PRINT J,,SQR<3> 

590 PRINT 99,5QR:C99> 
595 ¡J¡--\INf IOQ,SGR<lOOl 
600 _,-.,¡O 

W1th the :!..J~.!.OWlng pror- _,,. 
o:&: instr..ic~_..,;-i lnste3.c:. ... 

10G L~T X=l 
110 ?RINT x,sQR\~) 
12,0 LET X=X• l 

. _n;; one type oí loop, we ca..'1 get the same table w1th only 5 lincs 

130 IF X<;JQO THEN !JO 

999 •·'º 
St8..ten1ent 1 JO ~.:.ves th.:; v.::.1ut! of 1-:..ox, \Vh1ch in1t1al1zes the loop. L1ne 110 causes thc pr1nt­
li1b oi both 1 and ::.ts squa12 lOOt. L1ne 120 increases the value of X by 1, to 2 L1nc 130 asks 
whether X lS less than or equal to 100-·a Yes answer directs the computer back to llnc 110 
Here it prmt& 2 and Ji. a·w [Ces to 120 Agam X is mcreased by 1, th1s time to 3, anda\ 
l.JO lt goes bo.cK to 110. ~, :e _,.'0~es31s rcpeated--lme 110 (prmt 3 and J'J), lmc 120 (X= 4). 
!me 130 (smce 4 lS lcss than or equal to 100 go back to lme 110), and so on--t.".~•1 lhc loop 
'las been traversed lGO times. Then X becomes 101. The computcr now f1nc.s 3- ~~·-· answcr to 
the quest10n m !me 130 (X is greater than 100, not less than ar equal to lGO). It thcrcforc 
docs not return to 110 but movesonto 11ne 999, and ends the program. 

A!l loops contarn four elements m1tiahzat10n (hre 100 m our program), \he body (lrnc 110), 
mooü1cat10n (ime 120), and an eYJ.t test {lrne 130). Because loops are so :m~0rtant, BASlC 



provides a pa1r of statement& that specJ.J y a loop even morP simply than the prev10us prograrn. 
They are the F~R and NEXT statemenls. The1r use is lllustrated m th1s program: 

100 F0R X•I T0 100 
110 P~INT x,SQRCX> 
120 ~Jl::l'(T ~' 

9'79 Er ... o 

v:h1ch does exactly the same th1ng as the t\vo prev1ous programs. In 11ne 100, X 1s set equal 
to 1, a..;t' a test is set l!:.J, l1ke that of 11ne 130 above. L1ne 120 causes X to be int..:-C?~~sed by í, 
and also carr1es out the test to decide whethe:- to go oac!-.:: to i1ne 110 orto go c=i. 'I'hus 11nes 
:'..00 an:! i20 take place of 11nes 100, 120, r..nd lJJ .1.1: tnc prev1ot'S p:-OJ.i."'ar.!l ~- a1>d thcy are 

1Totc th~t the vaiue of X is increased by 1 each t1r.ae we go th:-ou'-~h t.ae loop. ;,... ,.,.,,:, V/t."'nted a 
) ctLf~01er:.'~ .. ncre2;:;e, we coulct specúy it by v1r1t1ng, fo_· cx;:ilnpic. 

100 fGí A:::! 'f0 1 on STEP :; 

ar:cl tne co1nputer would ass1gn 1 to Xor y :1:-LJ: t1in-= th 1 a11g11 tno J.OOp. 6 :u)~.•' ta.e S(:(.OIÚ 
lur1a trirough. 11 on the th1:rd time, ari,· 1 .v en :Pe t~.ven::.1e~ri t11ne. Anoth.;::r step- cr :::- \"-'OlÜd ta!<:e 
l~ bev'.).1<.t tOO, so the pro¡;;oorn wo ... 1lr.1 ~o on to the .and after pr1nt1r.g 0b and .1.L ... so\lare root. 
';."'he step value may be e1ther pos.:~ve or negauve. \Ve c0tüc: obt~l¡n the f.1.rst :.-i..oJe pr1:-ited i.n 
revcrss orde:- by v1rit1ng 11ne 100 a& 

In the absenec of a S1'EP instruct1on, aster s1ze of +~is assun1ed. 

More cc}mp! caLed F;óP.. -statements are allowed. 'T'l'!~ .in:t1a1 value, tne t:i..nai va1u .. 2> afLO tne 
ste1 .. '">"~e rnav a.ll b:: .. íormu!as of any complexrry. l' 01 exai.npie, If If ana Z have beeti. .:::pe:'.'..'1· 
.: ad ;"1Jie:- ::· t:te prog1am, \11e cocld v1r1te 

.::'or a po-:·~l''C cter :=i17.'2, tl1c Joop co.:1b.nue$ P.s long as tne con\.roi val'1able '~le..;~ ti~c.J .. ,·J ... 
cquai to the !,, ú:i.l iralue. For a negab.ve step s1ze, the loop contrnues as iong as thc cor.!::·o~ 
vartable is greater than or equal to the f1nai value 

If the m1tlal value is greater than the fmal valuc (or less than for a negat1ve step s1zP), then 
tho bod,r of tne loop will not be done even once. The computer will immedJ.etely pass to tne 
st.::tcment following the NEXT. As an example, the foliow1ng program far adct1ng up the f1r3t 
n lntcgGrG v11ll g1ve the correct result O when nis O. 

100 '\EP!i N 
l ! o F'0R K•I T0 N o 

120 LE! S=S+K 
\' ~ 

130 NEXT K 
:.!!O PRINT s 
150 G0 rn 'ºº 160 DATA 3,.1010 
999 ENC 

It is oftcn useful to have loops withm loops. These are called nested loops They can be ex­
pressed w1th F~R and NEXT statements. But they must actually be nested and must not cross, 
as the following-skeleton examples illustrate. 
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Allowed 
r-FORX 
1 ¡-- Ffi)R Y 
: ¡__ NEXT Y 
L.._NEXT X 

Not Allowed 
n~x 
FPR y 
NEXT X 
NEXT Y 

USTS ANO TABL:::;: 

Allowed 

FPR X ;11 
FPR y 
FPR z 
~~~T;:Jl 
NEXT W=:J 1 
NEXT Y---' 

Fl1'JRZ ~ 
NEXT Z =:J 
KEXT X 

LISTS ANO TABLES 

In add1tion to the ordmary numenc variables used m BASIC, there are variables that we 
can use to des1gnate ~ne ele;t~an;.s oi a 11st or table. We use these where we would ord1nar1ly 
use a subscr1pt ar a double .s..i.bsCrlp~, as ior the coeff1c1ents of a polynom1al (a0, a 1, a2, •.• ) 
or the elemen:s oí a matnx (b., 1 ). The variables that we use m BASIC cons1st of a single 
letter, whlct we call the name of the hst or table, followed by the subscnpts in parentheses. 
Far the coefflc1ents of the polynom1al we would write A(O), A(l), A(2), and so on; for the 
elements of lne matrix we would wnte B(l, l), B(l,2), and so on. 

We can enter the hst A(O), A(l), ••• A(lO) mto a program very s1mply with four_lmes· 

100 r0R I=O T0 10 
110 READ A<I> 
120 NEXT 1 
130 DATA 2131•51712•2141-91123141-413 

We need no spec1al mstruchon to the computer rl no subscnpt greater than 10 occurs. If we 
w::mt larger subscripts, we must use a d1mens1on (DIM) statement, to tell lhe computer to 
save extra space for the hst ar table. When m doubt, md1cate a larger dimens1on than you 
expect to use. Far example, rl we want a hst of 15 numbers entered, we m1ght write: 

100 DiM A<25l 
110 READ N 
120 F"0R 1=1 T0 N 
130 RE:AD A<I> 
140 NE:XT l 
150 DATA 15 
160 DATA 2,3,5,7,¡¡,¡3,17,19,23,29,31,37,41,43,47 

Statements 110 and 150 could have been ehmmated by wntmg 120 as F(iJR I=l T(iJ 15, but 
the !orm we used allows us to lengthen the hst by chang1r.g only statement 150, so long as 
the number of elements m the hst does not exceed 25. ·-· 

We would enter a 3 x 5 table mto a program by wr1tmg: 

100 F'0R 1=1 T0 3 
11 o F"0R J• I T~ 5 
120 READ B<I1J) 
130 NEXT J 
140 NE:XT ! 
150 DATA 2ir3.,-S .. -9.2 
160 DATA 4, .. 7,,3,,4,,.-2 
170 DATA 3,,-3,5,7.,5 

We may enter a table with no d1mens1on statement, and the computer w1ll handle ali the 
entries frorr. B(O,O) to B\:~. 10). But .: you try to entera table with a subscnpt greater than 
lO, w1thout a .:;,;.,. state1r.ent, you w1ll get an error message tellmg you that you have a sub­
scr1pt error. Tn1s e:.; J:1 eas1ly corrected by entermg, for example, the lme: 



95 D!M B<20,30> 

whKh w1ll reserve space for a 20 by 30 table. 

1'be single letter denot1ng a 11st or table name may also b.:. used to denote a simple variable 
v•ithout confus10n. But tne same letter may not be used to denote both a hst and a table m 
the saine program. 

The form of the subscnpt :s c¡-J.te flexible. You nnghr have the hst item B(I+K) or the table 
items B(I,K) or Q(A(3, 7),B-C). 

Let's look now at a &ample program that uses both a hst anda table. The program computes 
the total sales of each of f1v-a salesmen, each of whom sells the same three proauc~s. 

SALES! 14•36 

100 F0R l=l T0 3 
<lo READ P< I> 
120 NEXT l 
,30 f0R l=l T0 3 
140 F0R J:::! T0 5 
150 HEAD S('I,J) 
160 NEXT J 
170 NEXT I 
180 F0R J=l T0 5 
190 LET S=O 
200 F0R I=l T0 3 
210 LET S=S+P<I>•S<I,J> 
220 NEAT 1 
230 PRINT "'T0TAL SALES J'0R SAL.ESMAN "JJ, .. $"JS 
240 NEXT J 
250 DATA 1.25,4.30,2.so 
260 DATA 40,20,37,,29,,.Q2 
270 DATA t01l613 .. 2118 
280 DATA 35,47,29,16133 
999-END ____ 

RUN 

SALES! 14139 

T0TAL SALES F0R SAL.ESMAN 1 s ISO·" 
T0TAI.. SALES F0R SAl..ESMAN 2 !,) 211.:. 
f0TAL SAL.ES F0R SAl..ESMAN 3 $ 13: .. _js 
T0TAI.. SALES F0R SAL.ES MAN 4 s '..: .• ::s 
T0TAI.. SALES F0R SAL.ES MAN 5 $ \69·4 

The hst P g1ves the price per , each o! lhe three products. The table S tells now many 
itel11s of each product each n1 .... H ;:;.ulo. As you can see from the program1 product number 1 
sells lor $1.25 per item, nun-_L : -or $4.30 per item, and number 3 for $2.50 per item. You 
can see also that salesm.1. r .~a 1 sold 40 items of the hrst product, 10 of the second, 
and 35 of the third, and so 0·1. 'l'ne program reads m the pnce hst m !mes 100, 110, and 120, 
usrng data m !me 250. lt reads m the sales table m !mes 130-170, usmg data 111 !mes 260-
280. The same program cot.ld oe used agam, modúymg only !me 250 1f the pnces change, 
and only !mes 260-280 to enter the sales m another month. 

The sample program d1d not need a d1mens1on statement, smce the computer automatically 
s:ives enough space to allow subscnpts to run from O to 10. A DIM statecr.c~t is normally 
u sed to s:ive more space. But m a long program, requirmg ºmany small tables, DIM may 
be used to save less space for tables, m arder to leave more for the program. 

Srnce a DIM statement is not executed, it may be entered mto the program on any !me befare 
END. It is convement, though, to place DIM statements near the begmnmg of the program. 

¡o 



ERRORS AND DEBUGGING 
Occas10nally the ürst run of a new problern w11l be free of errors and g:ve the corree! 
answers. Usually, though, errors w1ll have to be corrected befare the program runs nght. 
Error3 are of two types. errors of form t'1at prcvent the runn1ng of the program, and log1ral 
errors in the progra'TI that cause the co1nputer to produce e1ther wrong answers or no 
answers at all. 

Er1 ors of forin w1ll c.:iu'>c error messag,:as to be pr1ntect. The var1ous error messages are 
l1bted and explained 11t .i\ppr:!lidD. /i. ... LDg1cal errors are often much harder to find, par­
t1cula1 ly 'vhen i..t~e prof;:r~"'m (;l.V\::~ :-d'~'t1er:.:, that are nearly cor rect. In e1ther case, after 
you fu1d the errors, vou can cot .r1~L' "'.r, by chang1ng 11nes, insert1ng new 11nes, or delet1ng 
11nes fron1 the 11rof>r .... rn. A 11ne i., ·~: . ,-,_.,:1 by typ1ng it correctly \V1th the same 11ne number. 
A lmo is mserted Ly typmg 1t w1li. i _, .. , Jmber Letween !hose of two ex1stmg !mes. A !me 
:s deleted by typ1, e .ts h: e nnmLc. , rd pcessmg the RETURN k "y. Notice that you can 
insert a line C'1iy lf the 01 tJ1nal l.re 'ii!':lberb 2' • .L & not consecut1ve. For th1s rea son, most 
progra1nr1ers si.art out u~:!.i.g lino n~·r.bsrs t.f•-.1 • .:I.re multiples of five or ten, but that is a 
rna.tter of choice. 

You can malee correci1ons at any 'l.!.r:1c th.l.t you r.ot1ce them, either befare or aftcr a run. 
S1nce t.he comput~r oort~ bnes a.nd ar1:inges 't.hG1'1 :i.n arder, a 11ne may be retyped out of 
.sequenco. Simply ratype tho b.1d 11ne; \Vtth :ls or1g1nal lino nurnber. 

As w1th inost problems u1 co111put1ng1 V/f:: can best 1llu&trate the process of f1nd1ng errors 
(or bugs) in a program, ancl co11ed1ng (or debuggmg) it, by an cxample. Let's cons1der the 
problem of frnd1ng the value ot X betwcen O ai.d 3 !01 wh1ch the sme of X lS a max1mum, 
and prrntmg out th1s value of X and t•1e value 01 tls ~ine. If you have stud!ed tngonometry, 
you lrnow that rr /2 1s lhe correct valuo of Y., but we shall use the computer to test succebs1ve 
values of X from O to 3 First we shall use mte1 vals of .1, tl,en of 01, and fmally of .001. 

Tlms, we shall tell the computer to frnd tlle s111e o! O, of .1, of .2, of .3, .. , of 2.8, of 2.9, 
and of 3, :tnd to determme winch o;f tllcse 31 valucs is the largest. It w1ll do so by teshng 
SIN(O) and SIN(.!) to see wh1ch is largor, and callmg the larger of these two numbcrs M. 
Tl,en lt Vllll p1ck tho largor of M and SJN(.2), and call lt M. Th1s number it Wlll check agamst 
SIN(.3), and so on clown thc llne. E.tch lime a largar value Of M lS found, the value Of X lS 
romembered m XO. When the computer flmshed the series, M w11l have the value oí the 
largBst o! the 31 smes, and XO will he the argument that produced that largest value. It w1ll 
then repeat the search, thrn time chccking the 301 numbers O, .01, .02, .03, ... , 2.98, 2.99, 
ard 3, fmrlmg the srne of each and chockmg to see wlnch stne 1s the largest. Ftnally, it w1ll 
check the 3001 numbers O, .001, .002, .003, .•. , 2.998, 2.999, and 3, to hnd wh1ch has !he 
l.irgest sine. At tl1e end of each of the three searches, we want the computer to prlnt three 
numbe1 s the value XO that has the largest sme, the sme of that number, and the 111terval 
nf search. 

l3ofore go111g to the termm3l, we wnte a program. Let's assume 11 is !he followmg· 

--100-READ D 
JlO LE'!' xo~o 
120 F\iÍR X=O TO 3 STEP D 
130 IF S!N{Y.) =M THEN 190 
1'!0 LET xo~x 
150 LET M=SIN(XO) 
160 ?HINT XO,X,D . 
170 NEX'.i' XO 
180 GO T0 110 
190 DATA .1,.01,.úül 
990 END 

We shall 1llustrate the ontire sequence on the teletypewrt!er, and make explanatory romme1.t; 
on the 11ghthand s1de. 
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- ' 

•'.E ll 
Nf!..\l FILE NAMO::--MAXSIN 
REA.O V. 

100 READ D 
, 1 O Ll-JR XO::O 
'20 F0R X=O T0 3 STEP D 
130 IF S!NCX><=M THEN 190 
!-'l'J LET XO=X 
150 LET M=SINCX) 
160 PF.INT X01X1D 
l70 NEXT XO 
• 80 G0 T0 11 O 
110 LET XO=O 
190 DATA •l1•0l1•001 
999 END 
RUN 
WAIT• 

MAXS IN 14:42 

INC0RRECT F0RMAT IN 
NEXT ~-JITH©UT i='0R IN 
l'0R ~IITH0UT NEXT 
UNDEFINED NUMBER 190 

USED 0·83 UNITS• 
160 PRINT X01X1D 
170 NEXT X 
130 IF SINCX><=M T~:N 170 
RUN 

MAXSIN 

• 1 
•2 
.3 

srnp. 
READ Y• 

, 14: 44 

110 LET M=-1 
RUi'J 
WAIT. 

MAXS IN 

o 
• 1 
·2 
·3 

~ TC3 P" 
RE AD Y· 

160 

14:45 

l7S PRINT X01M1D 
kUN 
Wt\IT. 

• l 

o 
• 1 
·2 
.3 

160 
170 

• 1 
• l 

• ! 
• 1 
• l 

Ai'tE-r cypu1t,_ !in<:;' 13L 1 ';,~ "•Jt1c.e thr1t 
LET ~vas P:.: .)tyr,r.:cl !'. - ·- 11.J, so 
we l c!yr:'=: _ .. , rr:1J t1r:i2 _o_!'·.:;, ~ 1 , 

Wñen v1e receive tne f1r&t e1 ror 
message, we inspect 11ne 160 a1 d 
f1nd that we used X.0 in::.tead of XO 
for a variable. The nexo;: t' ·o ....... 1 úr 
messages refer to l1"1es 120 and 
170, where we see tnat wc; in1xed 
variables. We correct th1', ny chang-
1ng lme 170 The fourth error mes­
cage points out that line 130 dl­
rected the computer te a DATA 
statement and not to hne 170 wnere 
it should go. We correct tn1s by re­
typing lme 130 

This is obv1ously inrorrect E:ve1 y 
value of X is be1ng p1·F1ted V. 1.- • top 
the pnntmg by pressmg the El<E.-;K 
key. Then we ponder the p:cgrí.~ 
{or a wh1le, trying to figure out 
wl-iat's wrong w1th it. 
We notice that SIN(O) is campo.red 
w1th M on the hrst Lme through the 
loop, but wc had ass1bned no value 
to I.1. So \Ve \VOnaer if gi;•ing a va1t•e 
less than tt;.e rn~x1n4um v¿lue of the 
srne \Vlll Ju it. ' 11e g1ve ¡¡: t i1e va:~2 
of -1, by <!hang1ng 11ne 110, where 
"J/G n~.d incorrectiy in1t1c:l1zed XO 
1nslead of rVI. 
We are about to p1·1nt ot:t alrno;::.t 
tne same table as befo"e· lt1sprrnt­
:'1g o..it XO, ~he current value oí X, 
and the interval s1ze each time it 
goes through the loop 
We flY. this by moving the PRINT 
statement outs1de the loop. We de­
lete lme 160, and hne 175 is outs1de 
of the loop. We also reahze that wc 
v1ant J1 pr1nted and not X. 
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SINE 

1 • 
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(7r11 '-¡¡; OltfA IN JOO 

U.$.Eb 
l.1 $ I' 

RESlilLUTl0N 
.J 
•01 
·001 

9'; Pn Ii.JT "X \IALUl:::". "S XNE", 11 R.;S0LUT I0N" 
l\JO RE/ID D 
tl(J Li~':' M"': .. J 
1~~ V/"!'i X•rr TI! 3 STEP D 
!30 .,,, :.moD«•M Tlll(N 170 
i40 Lt:1' X0"1X 
150 LET M•SINIX> 
170 NEl\'1' X 
¡75 PRlNT XOoMoD 
1 GO G~ TO 100 
l?O DllTll •l••Olo•OOI 
99~ END 

SAVE 

REAllYo 

Wc eee t'1'.:l.t wa ir• do1ng tfte sarne 
th,ng over and over ag;.1n, Use ta.Se 
for D-::::.1. f:f> \Ve stop thc priN1.n¡ 
and inspe<..1. t.w ~.-c.gram again . 

Of course. Lrnc 180 sent ua back to 
to l!ne 110 to repeat the opc~· •• on 
rather than lxick to lii"'lc 100 to p1ck 
up a new v~lue for D. We also de­
ciáe to prá in he&dir.gs for our col­
wnns by a PRTN-or stateme~. 

There is an error in our PRJNT 
statement~ no lefth?..nd quotat1on 
mark íor the tlnrd item. 

Vle rútf!-'c; Jfnr; 9b •,ñtn J.11 oí the rc­
qu1red quo .. J.t1on marks..-

Exactly the clesired results. Of the 
31 nurnbe .. ·s O, .. 1, .2, .3, .•. , 2.8, 
2.9, 3, it lB A.6 t?.:-H h&s the largest 
sine, nameJy ,f;9~:.:;7-. :i:rnilarJy for 
the finer Sll~.d .1¡,~ u •. s. 

'"J'he whole vi oce.&t:. used ori!y ja.;,3 
cornputer resource units. 

Having c•1an¡;ecl so rn.rny parts ofthc 
program, we ask for a llst of the 
corrected program. 

We sa;e thc program !or Jater use. 
Th;,& should not be done tJllless we do 
expec. to use thc prog1 an1 iater. 
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In so1·~1ng, th1<:> vrobl<·m, thzre are two co1nmon dev1ces we d1u not use. One is the insert1on 
of a PRINT statement when wc wonder whether the machme l& computmg what we thmk we 
askod it to compute For example, 1f we wondered about M:, we could ha ve mserted 155 PRINT 
M, and we would have seen the values. 1'he other dev1ce is us¿d after several correct1ons 
h;ive been n1.i.dc and you are not qu1tc sure what lhe progra.n row looks llke. S1n1ply type 
L!ST or L!STNH, and the computcr w1!! type out the pro¡;raftl •r. 1ts curr~nt form for you to 
inspect. 

SUM!\llP-RY OF ELEMENTARY BASIC ::)T/TEl\~ . .:J~ rs 
in Lh1s secl1on, v1e shall g1ve a concise descr1p'..1Jn o~ .. v-;h af U.s l.ypes of BASIC .stateraents 
you w.1.ll f1nd 1nost useful in wr1t1ng ihe ~impl-cr R111d:~ of BA.SlC pro{5rarns. l"or each for1n, 
w0 shall as.su1ne a l1ne nuinber and i...Se unaerl1n1ng to dtnote a f~~nerai type. Thus, va!"ld.ble 
means any variable, wh1ch is a single letter, poss1bly followed by a single d1g1r. ---

1 r-T --· 
The LET statement 1s nota statcmer.t of algebra1c eqnality. It >s an instruct10n to the com­
puter to do ccrta1n computat1ons <,nd to ass1gn tne an&\ver ~o a certa1n variable. Each LE'f 
stateme11t 1.3 of troe torm 

LET variable = formula ---
Examplc": 
100 LET X=X+l 
259 LET W7=(W-X'''~ "e •.,'' ,-.',)-17 

RE,;D and DATA 

\Ve use a READ stal.-:-. ::n .. to &.ss1~n to thc !1sted v'a.:·1ables valúes obtained írom a DATA 
statemcnt. Ne1th.:r statt .1.:=r:.t 1G u sed \v1thou~ one ofth.; ... ltner ty;it /,. READ statement causes 
ih< ... va¡·1able:-:. i1sted !r i~ to 02 g1v.::'1, i 11 OJ.·der, t!1e rext ava1lab~e rumbers in the collect1on 
OÍ DAT P .. st::.tc1T1entr,. iJe!"o1 e th2 progra1n ts run, the compu:e1 puts all of the DATA state­
ments, in tr . .:: C'rder ::..n \Vh1ch they a1J¿ear, 1nto a lar ge data block. Each time a READ state­
men't !S c".::Ountered any\'1hero ¡n the program, the elata block suµpl1es the next ava1lable 
!iU~T.b2!' 01 {'UL.1b2rs. !i thc data block run& out of data, \Vlth a lC.r.:AD statement st1Il ask1ng 
íor r!10- f), .. he :-1:-og1·am 1.s assJincd Lo be done. 

S1nce '''e llave to read in data beíot'e we can 'vork \v1th it, RE/•.D ~tatements '10rfl -:i..lly are 
placeu ~1f'ar thc bcg1n111ng of a program. The locat1on of DA'f f\ siatements is uP1rr pr'.,.1.Znl, 
so Jc-ig as thf-~ a .. ~e 1n the corre::!t 01 d.er. A co1nn1on pract1ce is tJ put all DA,.i A state.a1.1t!'':.is 
togE.thc:.. Ju.St ba:o:.e ttie ~NLJ stateme11t. 

E.te! R~/\.D blatement is of ÍJ!f' ·•'L m 

READ\sequence of va112 tú. :? 

and each DATA statement is O! •'L :to1 m 

DAT J\ sequen ce of !.1 1J!'l:~ _.:.:. 

Exan•ples 

150 READ X, Y, Z,}~l, l 2,Q~ 
·,.-)'~ :..)J>.rfA 4,2,1.7 

·, 2.\'I'A 6.734E-:,, -.:.7i: 32.t,3.141592G5 

"-' ".D B(K) 
.:.J.'>..TA. 2,3,5, 7 1 D,~ i,10,U,C,".?. 

.r \¡ F.'.E1\D R(l,J) 
:·.O [; 4. Ti\. -3,5,-0,' 
150 DATA 2.'165,5.o 

I~cn1e:11ber that only 
fo1 n1ul.,,,

1 
-nt n .. :nberc::: 

) /' ., ., ~,. '' 
'_,. J .... 1() -'~v • . - ,, .. , 
1,!. • .:;, 

...... 

..:~1E-5 

m d DATA statement, and that 15/7 and J3 are 



' 
-~' f\JJ:O~J ::.UCt~::J t>·~ 1 ' -:\;''''T ,'1)1 

1 :~~l¡'J.1.~i~'GZt 1 
1 \.,';!IVi1g• 1 ,~'SU,lA\r .. .:" '; 1JH{ 11Ei-

INPUT 
.. _:Jor:p qf11nii"U.:.'#"" :?tf!•)!-;.:: 'J1."" g;:: !" ... ~~.: ...,., ' '•.J \, :,r~!,..'!:..., -:.iU i!.U;G'- i' (' .. ,; •1 t:,) 

'1·u t1n1es C~t! i~ rJps·\itablc tOi-:h,lv-e "ctata..!'éntefed dur1ng rún'n1ng·Óf"a-;pr6gr~in11'Th1s is•PJ.r-" 
t1cularly f1i:.i'e<j'whéí'i.'?.on8,11ér8ón: \Vf1tcS1'.the pro~grarn anct saveS it in 1the ·cómputer~s memory,," 
and other persons are to supply the dala. Th1s may be done by usrng an INPUT statcment,- ., 
whrch is very rnuch 111.e a READ statement, but does not d1aw nurnbers from a DATA state-
ment. Each INPUT statemem is of the form 

INPUT seguence of variables 
,_ 

If, for exan1ple you \V~ult thc user to supply yalue1:i te:; 2f" and _Y in a p1 ogram, you include 
the statement jlJO Jl!l •'1 'it:; 1 ,' ..: .. .-~ • .. G!''>:>V :_¡u; 'i''.)¡,_•i..¡·~¡ ~~ .... r 

140 INPUT X, Y " 
bn.fore the f1rst statement that is to::use:.,..e1iher-of,the- two~Vilues:'"Wheri it.éncounters the 1 .. _: 

INPUT statement, thc coinputer types a quest1on mark on the pr1ntout and wa1ts for input. 
,.rhe u ser type~ two numbers, separated by a romn1a, and p:f€sSes 'the-;-return léey;-and the, ~ 
<.orr1puter gocs on w1th lhe re&t of the prog\'J.m . 

• '-)Jf'{f.~ <: \Í ft!n!Ul oJ bSBIJ C.1. f!ú~ü~r,11. - ~ '- 1;t ~:) :"'" ' • • .... , 1 ::; !Jl 

Frcquently an INPU'l' stateniont is accornpan1ed by a PRINT_ statement, t'o make ~s~re that 
the user knows what +.he quest1on mark is ask1ng far. If you include in your prog?amT~ ' . t ", 

120 PRINT "YOUR V ALUES OF X, Y, AND Z ARE", 
130 INPUT X, Y,Z 

,u,,!f!J .. bil::. C•fl1 C~.f.5 d• •' , .!.!. •\'7fl111 stul ~!·(1 J5':_.~ ... : .. 1f 9.)!lEV~·~ ... :.td • • 

thc compuccr w1!1 type out 

YOUR VALUES OF X, Y, AND Z ARE? ,•I .~ . _, 

V.'1thout ther::se1niC:olon,'ati the~end of.l1neP120, the ,quest1on~1nark~would,haye1 }?een1 pr!nted •on ·:, f'-' .. :·!:' 
the riext Iine., .. ,r· tq :' • .'..P."-J ••• .'\;:'I ... r:1 r¡l- 11 UJ!>!JO 1,- J]: J &Í(• •• 1 .") 11A .rt'-t r''h)Iq '~rf) ff.( 'tr.ct"r•.B '·"'" ¡ .. ; •t r: 

'o • ' o .. / /\ ... r ~1.' ~ .1,,,. 'Í' . b . " A • A 

••• ~ .. , ~· .·.,¡i - ........ fh .... f~ .). 'iJ') ;::¡•11 ll~\J unr. t-l ~\ .... ,!J-:_, ,r.·o:,:. .;cf\ ,•: J~:'" o·' l 'i.:.w 
Data enteredu by:lIN•P.lJ~.:,Stat__em'ent~·1s,,not saved ~1tti ,the program!' AlsO,:Jlt111)ay1take--a long 11 ·v 
lune to enter~.aO!arge'amount·Jof.;,datat usrng. INP,.UT'.vINPU'n should be:used only. when small •. ,., ~·.•, 
an1ounts of data are to be entered, or when it is1necessary,1to1enter;rdata.'du.r1ng the program ~ . , ., ·' 
run, as it is w1th game play1ng prograrns. 

-:t • ..!. .• .:.!·~., 1 ; 

PRií'IT 

'f'ha Jlf{II~rr staternent has a 11u1nber of d1fferent uses. It is d1scussed in more detall in 
Chapter 2. 1'he common use5 are· 

A To prrnt out the result oí some computat10ns 
B. To pr1nt out ':tverbat1m a,message included 1n the program ,, 
c. TÜ.,dÜ,:¡á ~o'mb'ífi:if10n' Óf A and B ... ,,., ,J ' ' ''. uJ.d '~ ~· ur~v-q j¡, Hn.Jl~m t,rf ... ...: 1-.·. ~ ·,. 
D .... fo bklp a line • l -'1'~J1~ 2 ,., :o 1'' • 1)1 s.••'.C 4_..,1,, .. • l .'.:.:'.i.:!~C'ld ... ¡JJiJm.. ',. ,-r· J11::rr1 

Wc have seen examples of oñ1Y~Á:'á'Ocf·B!1n·our S7irñpI0-Pfográ.m'S:'•EaCh:type_,1~Sl1ghtly d1f- v; ·-;. 
ferent m form, .:>ut ali start w1th PRINT after the hne number. 

- U!Jt!l!J, 01 $;-' .ti1 9";<.i 2'l!..Olff/ff¡ :J Ul 0nj bf1.l~ ({1)t,;:~ ~1.q~ e '.JTBA8 t·I1.GV 'tnr; ;:l íl\JI. \ •1,,:•s ~.rr 

Exan1ples of type A· ¡.,.,} r:: ... H:t\f!X9 ;:ir:• .:o !}.Jf.filf ~t!j 'lü '[1 '1Jb¡T"(j')h ~~1an.a.·,,11t~vr) t"'1 J'l;il1 or:t 

100 PRINT X,SQR(X) 
135 PRINT X,Y,Z,B*B-4•A*C,EXP(A-B) 

,1t; ,uri- ;ra L•c @-:::; Y•X ';(:. ¡;~s 
The fu st w1ll prmt the value of X and then, a few spaces to the right,' its square roo!. The 
::.ccond w1ll pr111t f1ve d1tf erent numbers X, Y, B 2 -4AC, and e A-u. The computer w1ll con1-
putc the two formulas and pr1nt the values for you, if you have already given valuob to A, 
B, and C. It can prmt up to f1ve numbers per hne m th1s formal. 
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Examples of type B: 

100 PRINT "N0 UNIQUE S0LUTI0N" 
430 PRINT "X VALUE", "SINE", "REOOLUTI0N" 

You r..avc seen both in the satnple pro~rams. The f1.1 st pr1nts thc stateme11t withln the quota .. 
,"';1 ti1.~r"1.;:c. Tn.a sc;ond prmti:; the three labols Wi:;1 <:P?~ce::; bctv1een thcm. Thc labt?ls in 430 
out:1.i2.'~ic41J~, l·.r..~ ü 1J with tr:-e~· r, Mb~;:c:. .;:,i~}~.:t fu 1-i ro J?RINI' statement, as see:i. in che 
pro~r:? r.... !.~_!\.i'-'"S~ .... 

~~n Pli.ilIT "'i'l-IE Vll.LüE \61" X IS";X 
SlB PRINT ''TlIE SQUARE R0:,zí•r 0F";X;"IS";t~~~).\"'.t-~ 

o 

!! ::he f:,rri has computed the val~e c.f Y. ao 3, i~ \V1il pr11u. out 

TI-.~ V ALUI: t;ÓF X rs 3 

In stalem :;!1~;:-; cf ~7Pª C, tht' S'""' :.h.1...olon is used to mm1n11zp sp'lce. 

Exarr .. ! Z·J ::,: typa D: 

The com¡:. ... ~e~ w1L. Rdvance th::: papeí.' 0110 11ne vrher. it. 1:.. .c~.n'!.nters th1s ~n:atemcnt. 

T!1cre are tJ.r.1.os in a progra111 \Vhen you do not want rtll statcments execut.cd in the o:;.·f!er 
in which ~11ey appear in thP program. An c;:'3.mple o'f ttu.s occurs in tn2 l'IIP-'"\SIN prJr,r?1.u 
\Vhora the comp!.!tar has comp.1ted ~~O, M, and D and printPd thom out in l!..,e 100. \Ve ó1c; no:. 
'V2.nt ins ¡:-og-am to go on to ti°''J END staten1~üt yct, but wc v.·anted l~ to e'l through the &aui? 

r=oce<>s ;o· a d1!i~ .. ·ent value 0f D • .30 we d1rec~Pd the com;;iutcr to go back to linr 100 vniíl a 
G:j ~·~~ c~r: ::r:e:-,,1~. Eacn 00 TV.· st~te~r1ent is of the form 

\ 

Tbe sir,1ple 00 T0 statement provides a smg\e branc:~zd s" itcl"'. TO.e \ÍN--00 T~ stale­
ment prcv>des a multl-branched sw!lcn. The form oí thc statemenl is 

<.ON excression G0 T0 line number, 11ne number, ••• , 11ne number 

The expression is any vahd BAS!C expression, and the hne numbers are those to which 
the statement will transfer depending on the value o! the expression. · 

Example: 

230 0N X+Y 00 T0 575, 490, 150 
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Thio Gtatcment w1ll transfer to Ju,e 575, 490, or 150 depend1ng on whether the value of the 
express1on X+ Y is 1, 2, or 3. 

The e:;pre&sion value w1ll be lrtrncated to an mteger if it lS not already an mteger. Far 
cx~mple, if X+Y equab 2.5, the v~kt w1ll be truncated to 2, and the program will branch 
to 11ne 490, the second lino nl'!:nbi:!r ir1 rno 11.si. 

Branch1ng to a 11ne conl::;;.1p~.1e. a D!i\1, R:S.ll, or DA~r A statement is not allowed. As many 
!me numbers may be mclucicd rn ar, \ÓN---G-J T(2S statement as w1ll ftt on one !me. 

IF-THEN 

At times we w.int to ¡ump the normal ;,equence of statements if a certam relahonsh1p holds. 
Far th1s we use an ff--THEN statement, somehmes called a cond1honal G<ii. T0 statement. 
Such a statement occurred at ll!le 130 of MAXSIN. Each IF--THEN statement lS of the forro 

IF formula relat!on iormula THEN line number 

Exam¡>les: 

340 IF SIN(X)< ~M 'I'HEN 630 
120 ff G~O TlfEN 155 

The f!rst statement asks whether tne sine of X is less than or equal to .M, and tells the 
coin;n.,ler to go to line 630 1: ..1 .... s. 'l'he second statement asks ú G is equal to zero, and 
tells the computar tn go to i1'le ic::; :i ic is .• n cach case, ú the answer to the queshon is No, 
tne coznputer w1ll go on to the neXL 11ne of the program. 

F\ÜR and NEXT 

We ha ve already e-1~ ·.P .. :~~ ('l. 1 üf "¡ _,.fl. .. ._1.._¡ NEXT stG.tements in loops, and. ha ve seen that 
they go together, e: .< _. "' • • e "' lh.; !cap and one at the exit, d1rectmg the computer 
bacl< to the entranc...:: . '•! L_, .• \;._-~ ... t .. terr1ent is oí the form 

~10st commonly, ·ü. <, __ .. ~as \V1ll be integets and the STEP will be or.i11t'..ed, wh1ch means 
that a step s1ze c..: plu.t> o.1e is assumed. 'i'he accompany1ng NEXT statement is &imple in 
form, but thc vano.:O!c :nust be ei<actl;• th& same one as that followmg F0R m the F(2SR state­
n1ent. 1'ne iorm of 1..he NEXl' staterner.t is 

NEXT varia.ble 

Examples: 

130 F(;iR X=O T(;i 3 STEP D 
leo NEXT X 

120 F(2SR X4~(17+C\iÍS(Z) )/3 T(2S 3*SQR(l0) STEP l/ 4 
235 NEXT X4 

240 F\iÍR X=B T(2S 3 STEP -L 
270 NEXT X 

456 FOR J=-3 T(2S 12 STEP 2 
470 NEXT J 

l{otlce tl>at the step s1ze may be a formula (1/4), a negatlve number (-1), ora pos11lve 
number (2). In the example w1th !mes 120 and 235, the success1ve values of X4 will be 
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' 1 

.25 apart, in increasing order. In the next example, the succe&s1ve values of X w1ll be 8, 
7 6, 5, ~. 3. ln the last example, on successive tnps through t!le loop J will take on values 
-3, -1., 1, 3, 51 7, O, and 11. 

lf t..'1e in1t1al, final, or Gtep s1ze vi1.lt2.s are given as formuJr . .JJ tnt,) furm~ulan are evaluated 
~nce a1~d fo1 .tll t•pcn enter1ng the 17\11\. r.:JJc1n0nt. fhe co?t:..~~...,. va~ !able can be ch..1.nged in 
the oody o:!. t11c !ocp. Of co~rse tne e1~1t tGSr 2: 1 vn.v.:: u5c;:, tne l,tted~ val~.: o; t.11::.s varl2.blt:. ,, 
' 

J.~ you v.r1·1te 150 F~R Z=2 T0 -2 w1thou. et ·1cg2J.1ve ,T .-'P Sl'.!....:, 11 t~ /1•::>p • ... 11ll 11ot be executcd. 
a.~C. tne co1npute,;.~ v.·111 go immeo1at~~Jy ... 'ne s:a:r .i1t ín 1 • ~r.., r;1e lVrr~~¡;onJ1ng' N.EX'J' 
[:tatem2nt. 

Dl~il 

V..henever \Ve w~int to ar.ter _ l;.:..: 1.1.l '·"-·-~ wi~ .. i :~ s ... ..!ccr.1.'J .~ -, 'J fíJ 1 ::n '''ª L.1 ~~ t·t~c ú 

D:Iv! statement to tell the ...,:.",.:.1.()' •. h.Z;' ~o ¿,, '~ tnougn rv;:;~n fo;: ~ii' J.10
1 tJ_• t.-:.::.•.::._ 

Ex;.mp.:.es· 

~20 I. n_ Ii(~S; 

:35 Dil11 Q(5,Zó) 

Tne f1rs~ ;.:'~a'::cmen .. v.ou:.:1 cnaole us to entera 11E:'~ ~1f ::Sb l~.:'~-,~s--::.::. ti VJB U$e WCO) ~ a11d tha 
secor.ct a .. a1Jlc> 5 x ciO--o.r b x 20 lI v1e use row O and \'Oiun1n J. 

"t.:v8r:? .... ' c~,-2'.rn rncst llave an END statem:ant, and it 1nust bG :hé c:d.;.en::ni. w/.r.. ~.·:- •\1~::.::>r.t 

l,,.r,,~ ;;.u~f'b< .... r; !:he progra1n. Its fo::-tn 1s s•mple· a hne number v1!in E}-TD. 



2. Advance~; 

In Chapter 1, you learned how to write programs m BASIC. In th1s chapter we w1ll d1scuss 
some capab1hties of BASIC that were not d1scussed yet. These lnclude: 

o Alphanumenc data and strmg mampulahon 

o Files 

• Matrices 

We w11l also cor.s1'1er some advanced capab1hties m prmtmg output, severa! funchons that 
we ha ve not yet ment10ned, and severa! statements e1ther m more deta1l or for the flrst time. 
And, !mally, we will cons1der two sample BASIC programs that make use of many of the 
advanced capab1hhes of BASIC. 

ALPHANUMERIC DATA AND STRING MANIPULATION 
Alphanumenc data, names, and other idenhfymg mformat10n can be handled m BASIC usmg 
str1ng variables. You can enter, store, corripare, and pr1nt out alphanumer1c and certa1n 
spec!al characters In the Mark I character set. 

A strzng is any sequence of alphanumeric and certam speclal characters m the Mark I 
character set not used for control purposes in the Mark I system. Strmg size is hmited to 
15 vahd characters. 

A strzng variable is denoted by a letter followed by a dollar s1gn. For example, A$, B$, and 
X$ denote strmg variables. 

DIM 

Strmgs can be set upasone-d1menslonalarraysonly. If you request a two-dlmens1onal array 
you wlll rece1ve the error message DIMENSI0N T00 LARGE. 

Examples: 

100 DIM A(5),C$(20),A$(12),D(10,5) 
200 DIM R$(35) 
300 DIM M$(15),B$(15) 

In lme 100, only C$ and AS are strmg variables. R$, as d1mens1oned m lme 200, w1ll save 
storage space for 35 fifteen character arrays. Any or ali o! the 35 strmgs may m fact be 
less than flfteen characters long. 

LET 

Strmgs and strmg variables may appear m only two forms o! the LET statement. The hrst 
is used to replace a strlng variable w1th the contents o! another strlng variable. 
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156 LET G$=H$ 

The second 1s used to ass1gn a st1 ing to a str1ng Vd.r1able. 

Example 

160 LET J$="TH!S STI' L\C" 

Ar1thn1et1c operat1ons inay not Je done on str1ngvar1ables. Requests for add1t1on,' subtract1on, 
n1ult1plicat1on: or d1v1s1on 1nvclv1ng str1ng variables produce the error mesbage 11.JLEGAL 
STR!NG 9)PERATIQÍN AT XXX. 

The LET statement permits multlple variable replacement. 

2G2 LET X=Y=Z=21*N/2 
~35 LET A$=G$=J$~"TH!S STRING" 

Tnc úrst statement places the value of the expression 21*N/2 m variables X, Y, and Z. TI .. , 
secona statement assigns the strm¡; THIS STRING to variables A$, G$, and J$. Any rn"'' 
express.i.on or str1ng may be usad. 

' 

READ and DATA 

READ statements can co11ta1n str1ng variables intermixed v11th orá1nary v8.t~1b1es. Jn thf' 
correspondmg DATA statements, every item corrcsµondmgto astnng variable'" the Rl!:/.¡) 
state1rtent must be a val1d strmg. ll +.:ne str1ng conta1ns any cnaracters 1.h ...... r:ave spec1ai 
mean1ng in BASIC--such as commas, sem1colons. ledd,ng or tra1l1ng spaces, and so on · 
it must be enclosed m quotahon marks. Unqumed strmgs must begm w1th an alphabctlc 

Example· 

100 Ri;;AD A$,B$,C$,D$,A,E$ 
20') DATA THE," ", uPE\ÓPLE,",YES--,500,VÍF THEM. 
3CO "PRINT A$,B$,C$,B$,D$;A;E$ 
~H)9 ZND 

Th1s 1orogram will prmt out THE PE0PLE, YES-- 500 ~F THEM. The DATA statement has 
quctahon marks around B$ because it 1s a blank space, and around C$ because it mcludes a 
comrr.~":.. 

IN?UT 

L1ke REi\D and DATA statements, INPUT statements can contam strmg variables mter­
nnxed w1th ordmary variable&. Every item correspondrn¡: to a strmg variable m the INPUT 
statemenl must be a vahd strmg variable. Ifthe strmg contams characters that have special 
meanmg m BASIC, it must be enclosed by quotation marks. If the strmg begms w1th other 
than an alphabehc character it must be enclosed m quotat10n marks. 

Example· 

110 INPUT L$(17),M$,N$(I) 



PRINT 

The PR!NT statement also can contarn strrng variables rntermixed with ordmary variables. 
When a strlng variable is encountered that has not been assigned, the PRINT statement w11l 
produce for that variable a strmg of 15 blank spaces. A sem1colon after a string variable 
m a PR!NT statement causes t(le prmtout of the v,uiable following that strrng to be d1rectly 
connected to the strrng variable. 

Examples· 

135 PRINT A,16,B$,C$,N 
140 PR!NT lOO+I, "DATA" ,L$,M$,N$ 
150 PRINT S$ 

IF-THEN 

Only one strmg va. iable 1s allowed on each s1de of the !F-THEN relat10n sign Ali of the 
s1x standard relat10nb are val1d (=,< >, <, >, < =, and > =). When str1ngs of d1fferent lengths 
are compa1 ed, lhe shoner strmg and the correspondmg part of the longer string will be 
used. lf they campo.re, the sho1 ter strmg IS taken to be the lesser of the two. 

Examples: 

100 IF N$="SMITH" THEN 105 
200 IF A$< >B$ THEN 205 
300 IF "JUNE"< =111$ THEN 305 
400 IF D$>="FRIDAY" THEN 600 

You must use quotat1on marks around the str1ng to be compared, as above, unless it is 
referenced rn the !F--THEN statement by a_strrng variable name. 

Characters are compared rn the1r BAS!C code representahons. The collatmg sequence used 
-- rn-comparmg IS hsted m Appendix C. 

MORE ABOUT PRINTING 
Although the formal of the prmtout is automatically supphed for the begmner, the PRINT 
st.llement, the TAB function, and image formatted output permit a greater flex1bihty for the 
advanced programmer m settmg up d1fferent formats for his output. 

PRINT 

The teletype,vr1ter 11ne is d1vided into f1ve zones of f1fteen spaces each. Sorne control of 
the use of these zones comes from the use of the comma. A comma is a signa! to move to 
the next prmt zone or, if the f1fth prrnt zone has been used, to move to the flrst prmt zone 
on the next !me. 

Sliorter zones can be made by u.se of the sem1colon. The zones are thrce spaces long for 
l-d1g1t numbers, six spaces long for 2-digit, 3-d1g1t, and 4-d1g1t numbers, n1ne spaces long 
for 5-digit, 6-dlgit, and 7-digit numbers, twelve spaces long for 8-d1git, 9-digit, and IO-d1g1t 
nun1bers, and f1fteen spaces long for ll-d1g1t numbers. As with the comma, a sem1colon 
is a signa! to move to the next short prrnt zone or, 1í the last such zone on the !me has be en 
u,,ed, to move to the flrst prmt zone of the next !me. 

The f1rst space m any prrnt zone is resprved for the s1gn, ,even though 1t 1s not p11nted out 
il lt is plus. 
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Ii you typed th~ pr ug1 arn 

100 FOH l=l TO 15 
110 PRINT l 
120 NEXT l 
999 END 

the teletypewriter would prmt 1 at the begmnmg o: the f1rJt !me, 2 at the beginn1ng of the 
next !me, and so on, fmally prmhng 15 at the begmmng of the iúteenth lme. But ú you changed ' 
!me 110 to read 

110 PRINT I, 

you \\.Ould have lhe numbers prmted in zones, readm.g 

l 
6 
1 1 

2 

' 12 
8 
13 

4 
9 
14 

5 
10 
15 

If yo u wantecl the number s prmted m the bame fash!on, but more hghtly packed, you could 
change !me 110 to replace the comma w1th a sem1colon 

110 PRINT l, 

,rnd tho result would be prmted 

2 3 4 s 6 1 s 9 io l l !3 ¡5 

You should remember that a !abe! ms1de quotahon marks is prmted ¡ust as it a¡,pears, and 
also that the end of a PRINT statement s1gnals a new Une, unlcss a comma or som1co!on is 
tne last symbol. The mstruct10n 

150 PR!NT X,Y 

\, !ll resu1t in lne pr1nting of two numbers and the return to the next 11ne, but 

150 PRINT X, Y, 

w.t: result 111 the prmtmg of t wo numbers and no return. The next number to be prmted wlll 
be pri~ted m the th1rd zone on the same hne a& the values of X and Y. 

Sirce !he end of a PRINT statement s1gnals a new !me, a statement such as 

250 PRINT 

w:!l c.rnse the teletypewriter to advance the paper one !me, It will put a blank !me m your 
pr111tout, if you;want to use it far vertical spacing of your results, or it w1ll cause the com­
plet10n of a padly fllled !me, as 1llustrated m the follow!ng part of a program: 

100 FV)R M=l TO N 
110 FOR J=O TO M 
120 PR!NT B(M,J); 
130 NEXT J 
140 PRINT 
150 NEXT M 

The progrom w11! prmt B(l, O) an<l nextto it B(l, 1). W1thout lme 140, the teletypewriter would 
then go on prmtmg B(2,0), B(2, l), and B(2,2) on the same !me, and even B(3,0), l'l(3, 1), and 
so en, 11 there were room. Lme 140directs the teletypewriter to start a new line after prmt­
rng the B(l, 1) value correspondmg to M=l, and to do the same thmg after prmtmg the value 
o! 8(2,2) corre&pondmg to M=2, and so on. 
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TAB 

The prrnt funct10n TAB verm1ts tabb1ng of the teletypewriter. Whcnever the TAB lunchon " 
used in the PRINT statcment, 1t w1ll cau::.e the pr1n1. !Jeacl to move over to the pos1t1on ind1-

__ , atect_by_ the argument of TAB. 

Example: 

150 PRINT X; TAB(IO); Y, TAB(2'N), Z 

The argun1e11t of 1'AB ref~rs to a pr11h ::i.__•s1t1on or. the tel\'" v:.Jc:V.'r!te·~ hne. The pos1t1ons are 
assun1ed to run fron1 O tnrough 74. I1 tne ex.'.."".; .. ~. n ~"<: '"il e ví :-... is 10, the pr1nt head 
w1ll move to the loth prmt positlú~ alter ¡,1, ,ti,,;; the v ,!>ie 01 X, and to the 20th prrnt 
pos1hon alter pr1nt1ng the value ol Y. 

\Vhen us1n~ the TAB fu11ct1on, you sf')l!lG u.se the &>..?1n1colon ln the PR1N'I' '-iLlte111ent in arder 
to m1mm1ze lield w1dth. 

If the argument of TAB is Iess th3n thc current tel2type\vr1ler pr1nt ho:-tcl pos1t1on, it !"> 

ignored 

Ali arguments of TAB are t: ~c'.cd modulo 75. 

Rules far Printmg f'' H11bas 

The follow1ng rul.. ~0. trii;: pr1nt1ng of 1hnnLers \1111 hclp you 111 1nterprct1ng pr1nted rcttultc;, 

• If a r.t-. _ l--> an intf(.~ .. , t.,~ aecllnal po1nt is not pr1nted. If the integer is l..i.rger 
than 0 

follo• 
:lpfi 

... l to 2;º (.1. ~ l,:.,·: .. , 741,824), the teletypewr1ter w1ll pr1nt the f1rst d1g1t, 
_. 11} a c,ec:.'r..! •. -, , ._ (2) tne nc'":°t f1ve d1g1ts, and (3) an E followect by the 

•• l2 t...{f..;)Pe11l Jnte~e. :-).texample, it 1N1llpr1nt32,437,580,259 as 3.24376E+l0. 

o Fo ·,r dcc1rnal ntunlJer, no inure than s1x s .. gn~ficani. d1g1ts are pr1nted 

o Fe~ _ •h?t1J-.~1 lcss than 0.1, the E uotat1on l& usea un les~ the ent1re s1gn1f1cant part 
oI "-' t .tn1ber can be p1 inted as a s1x decimal nu1nber. I<'or exainple, .03456 mean t. 
th \l tb.e nun1ber I& exactly 0345600000, but 3.45600E-2 mean& that the number has 
ucün 1 011nded to .03 1:15000. 

u 'fr.:..1l111g ZBroes after the decimal po1nt are not pr1nted. 

'l'ne tollow1ng program, in wh1ch we pr1nt out the f1rst 45 powers of 2, &hows how number":> 
are pr1nted. 

100 FOR I=I T0 45 
11 o PHINT 2?11 
120 NEXT I 
999 EN[) 
RUN 

PR!NT 14 t53 

16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 
32760 65536 131072 262144 524288 1048576 2097152 
838860G 16777216 J3~54432 67108664 134217728 

536870912 1·07374E+09 2·14148E+09 4·29497E+09 

2 4 6 
16384 
4194304 
268435456 
8·5B993C+09 Je1J799E•IO 3.~3597E+lO 6e8719SE+JO 1·37439[•11 
2.7..:a_78E+J J 
8-7960Sic.+l2 

5o49756E•il )o09951E+12 2·1990PE•l2 4o39805E•!2 
lo75922E•l3 Jo51844E•13 
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PRINT USING AND IMAGE STATEMENTS 

You c~n set up formatted !me output by use of the PR!NT USING and 1mage statements. 

The fo1 m of the PRINT US!NG statement 1s 

PRINT USING !me number, output list 

where the !me number 1s that ofthe 1moge statemem to be used m formattiog the output lme, 
áncl the output 11st can cons1st of numbers, variable:.,, str1ng co;1;:,tcd1ts, st ... ~::.ng variables, and 
fhnct10ns. 

The form of the image statement is 

l1ne numoer:l1ne image 

where the 11ne number is tha .. ot the image statement in the program, and tl1e 11ne image 
cons1sts of format control c"':.aracters and pr1ntable constants. 

Formal control characters .;re 

" " 

(apostrophe) a one-character fleld that 1s fllled with the first character m an 
alphanumenc stnng regardless of the strmg length. 

(quotat10n marks) the replacement field of an alphanumenc strmg of two or more 
characters, the f1eld w1dth mcludes the quotahon marksas well as the characters 
(1! any) contamed wllhm the marks. 

(pound s1gn) the replacement f1eld for a numeric character. 

1 r 11 (fou:r up-arro\vs) 1nd1catei:. sc1entú1c notat1on for a numeric field . 

.!..ll other characters are treated a& prtn'lable constants. 

···r.e :ollov 1lng simple example is part of a program, show1ng the use of the PRINT USING 
~tr..teraerit, the 11ne image staterllent, and format control cnaracters. 

Exan.ple· 

110 ?R..1.Ni US!NG 1201A$1"'$ .. ,.A,3:?41X 
120:'" " 'lllfll•fltl 1111/IQI/ 

U the values of A$, A, and X are FffiST, 12.9, and 24687, output is 

FJRS1 $ 12. 90 324 2·47E:+04 

. ,.___:) 
An 1mage statement must begm with a colon. It 1s composed of flelds wh1ch form the pnnt 
lme. There are flve types of flelds· 

ª Intege.c f1elds 

o Deci: .al fields 

e Exponent1al f1elds 

• Alphanumenc helds 

• Literal flelds 
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1 nteger F1elds 

The followmg rules apply to mteger flelds. 

• An mteger fleld lb compo&ed of pound blf,115 (11). 

o Numberb m an integer field are r1ght ¡ust.ifleú and trunrated if they are not integral. 

• The field w1ll be w1dened to the r1ght ú the number is too b1g. 

~ The f:eld mus! rese1 ve a place for the algebca1c s.gn. 

• _¡ the number is gre.iter than 1,073, 741,823 m absolule value, an asterisk w1ll be 
prmted. 

Example: 

1001 llHN ~#1#1 #11 
11 O l~EAD A1B1C 
120 PRINT USING I001A1B1C 
130 G0 T0 l ! O 
140 DATA 123•45,-34o856145o7,457o34,-17189o999 
999 END 
RUN 

PRINTU 

123 
457 

15100 

-34 
-17 

45 
89 

0UT 0r ~ATA IN 110 

Decimal Fields 

The íolluwing rules apply to decimal fie1ds. 

• A decunal fleld is a string of pound s1gi1s (#) with an imbedded period. Note that .### 
is not a decimal field because the period is not imbedded. 

o The number will be rounded to lhe number of places spec1f1ed by the pound signa 
followmg the decimal. 

• The number is right ¡ustú1ed, placrng the decimal as g1ven m the fleld definition. 

• The fleld w1ll be widened to the nght ú the number is too large. 

• The fleld must mclude a place for the algebraic sign. 

Example: 

tOOi Q#Ut.#N Ul#l•#IN# #11#1• 
1:0 READ A181C10 
J20 PRINT USING I001A181C1D 
130 G0 T0 110 
140 DATA 123•4561-34•856147•71-•0177 
150 DATA lo9991876o551•1710B93 
999 END 
RUN 

PRINTU 

123046 
2o00 

15103 

-3408560 
87605500 

0UT 0r OATA IN 110 

480 
-11. 

,.,,, 

-·018 
•893 
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Exponent1al F1elds 

The followmg rules apply to exponenhal helds. 

• An exponenhal held is a decimal held followed by four up-arrows(1 ), which reserve 
a place for the exponent. 

• The pound signs precedmg the decimal represent the factor by which the exponent 
will be ad¡usted. 

• The number will be roWlded as with decimal fields. 

• A place must be reserved for the sign. 

Example: 

1001 
i 1 o 
120 
130 
140 
150 
999 
RUN 

Ue#Q#Q#tfft #l•l##tttt 111.tttt 
RCAO A,.s,.c.o 
PRINT USING I001A,s,.c,o 
G0 T0 11 O 
DATA 123•456.-34·856.47•71-•0177 
DATA l•9991876e551-171•893 
END 

PRINTU 15105 

•l2346E+03 
• l 9990E+Ol 

-3• 486E-o-Ot 
B·766E+02 

0UT 0F DATA IN 110 

Alphanumeric F1elds 

The followmg rules apply to alphanumer1c fields. 

··IBE:-01 
• 89E+OO 

• The apostrophe is used to prmt the hrst character from a strmg variable or quoted 
constant. 

• A fleld bounded by quotahon marks is used to prmt two or more characters. 

• In an alphanumeric fleld of two or more characters, the strmg is left ¡ushf1ed withm 
the f1eld and blank filled or truncated on the right. 

Example: 

100 l ''23456" "THE NAME G0ES HERE" 
110 READ A$18$1CS10S1E$ 
120 PR!NT USING I001AS1BS.CS1DS1ES 
130 DATA ABCDCFGHI 
140 DATA ABCDEF 
150 DA:A ABC 
160 DAfA ABC 
170 DA-, ~.ABC 
999 E.~ ... -
RUN 

PRINTU 15108 

ABCDEFG ABCDEF 

.. 

A AA 



l.1teral F1elds 

A l:teral f1eld is composcd of characters or character strmgs that are not control charac­
tcrs. lt will appear on the prmt !me exactly as it appears m the image. 

Example: 

1001 THE VALUE F0R A IS 
110 LET A=100·54 
120 LET A$="$ .. 
130 PRlNT USING 1oo~A$1A 

999 ENO 
RUN 

PRINTU 15:09 

THE VALUE f0R A ¡s s : 00· 54 

General Rules 

The folloWlng rules apply ir. f;(.neral to formatted 11ne dutput. 

e. A program m:ay cont'11n up to 100 in1ages. 

I 

ª The 11st e";_=n1ents ir. tl1e PRIN''"f USING statement may be express1ons, variables, 
nuroer1c con.5tants, and quoted 11terals. 

" Nwn2y .... i .. st elements must rep1ace numcr1c f1elds, and alphanumer1c elemcnts n1ust 
repl::-~c.2 alph<l!1wnE:r1c f1elds, or you w1ll rece1ve the error message BAD IMAGE. 

o If thl:: Oütput 11st conta1ns more elements than there are rcplaceable f1elds in the 1map;e 
&tatement, a carr1age xeturn is suppl1ed after the last f1eld in the image, and the imagc 
rn rcused. The extra elements will be pr111ted on a second !me only if they match the 
u».i.ge f1elcls that are to be used. 

Example: 

!~O PR!NT USING 120 
110 PRINT 
.20: 1 !•2 1•3 
J30: ~CUl##Q #lll#IQ ####### 

140 F0R 1=1 T0 6 
150 LET A<l>=I 
160 LET B<l>=l•2 
170 LET CCI>=l•3 
17~ NE ,O- I 
160 r-0R 1=1 r0 6 STEP 2 
190 PRINT USlNG 1301A<I>1BCI>1CCI>1ACI+l)18Cl+l)1CCI+l) 
200 NExT I 
999 END 
RUN 

PR INTU 15114 

1 1'2 I t3 

l 1 
2 4 6 
3 9 27 
4 16 6·1 
5 25 125 
6 36 216 
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The followmg program demonstrates one kmd oí appllcahon m which the íormatted output 
lme 1s useful. 

E>.ample: 

100 PRINT US!NG 170 
11 O PR INT 
120 F0R l=l T0 4 
130 READ A$,,A,,B 
140 LET T=A*B 
150 PRINT USJNG 1801A$,1.,a~··s··.T 

160 m:xr I 
170:NAME HF... 1( qr<::D RATE PAY 
180: .. 
190 DATA 
200 DATA 
999 END 
RUN 
k1AIT• 

r0RMAT 

NAME 

ANDREWS 
KE:LL Y 
MANLEY 
ZUMPAN0 

" ,;,¡11,7.,q(I 1111.,~UQ/HR 'IJllllH•lltl 
ANDRE\15, -' ! .. ::;,, 3 .. 987, KEl.l.. Y 1 40.1 2 • 865,, MANLEY, 46 .. 3. 020 

15: J 9 

HRS W0RKED RATE: PAY 

47 ·50 3·937/HR $ 189·38 
40·00 2•865/HR $ 114·60 
46·00 3·020/HR $ 138·92 
42·34 4·255/HR $ 180· l 6 

FUNCTIOf\JS 
There are two íunctlons that were hsted m Chapter 1 but not _\lescr1bed· INT and RND. 

Three other functwns that you Wlll sometimes ímd useíul are SGN, CLK, and TIM. And you 
can wnte your own functwns by use oí the DEF statement. 

INT 

The lNT functwn 1s the one that frequently appears m algebraic computation as [ x], and Jt 
g1ves thc greatc~t mteger not greater than x. Thus INT(2.35) equals 2, INT(-2.35) equals -3, 
and INT(í 2) eqL _ ,: 12. 

Onc uJe of the INT functwn l& to round numbers. We can use 1t to round to the nearest m­
tegc' t•r o.sinng far INT(X+.5). Th1s w1ll round 2.9, for example, to 3, by findmg 

!NT(2.9T.5) = !NT(3.4) = 3 

You should convmce yourself that!NT(X+.5) Wlll do the roundmg guaranteed for 1t, that it w1ll 
round ::. number m1dway between two mtegers up to the iarger oí the mtegers. 

It can also be used to round to any spec1í1c number of decimal places. For example, 
INT(lO*X+.5)/10 w1ll round X correct to one decimal place; INT(lOO*X+.5)/100 will round 
X corre et to two decimal places, and!NT(X*lOr D+.5)/10r Dw1ll round X correct to D decimal 
pl~ces 

RND 

Thc funct10n RND is a pseudo random numbergenerator. It requ1res a single argument, wh1ch 
has the folloWing mean1ngs. 



o If the a1gument is pos1Llv~, the argurnent lS used to 1n1t1ate the random number se­
quence. 

o If the argument is negat1ve, a random number is used to in1b.ate the random number 
sequencc. 

• If the argument is zero, RND w1ll supply a random number. The f1rst use of RND(O) 
m a program wi!l a!ways y1eld the same random number. 

A pos1tive or negative argumer.l w¡,uld probably be used to m1hate a sequence of random 
numbers, after wh1ch a zero argumcnt wuuld be used repeatedly. 

If the m1tial value used for the argument is any power of 2, the same imtial random number 
results as when 2 is used. 

If we want the ftrst twenty random numbers, we cari use the follow1ng program to get twenty 
s1x-chg1t dec1mals. 

Example: 

100 LET X=RNDCJ) 
JJO F0R L=l T0 20 
120 PRlNT RND<O>, 
130 NEXT L 
999 END 
RUN 

RNDTS1 

-~-¡3599 

• 123976 

15123 

2. 976230:-02 
·260064 

«142519 
s.68505E-02 
.7544¡ 
• 159309 

·498805 
4o06526E-02 
·498551 
·211611 

·373168 
·341097 
·242898 
·042684 

·921321 
·468696 
9·31652E-02 
•383241 

If, on lhe other hand, we want twenty random one-dlg1t mtegers, we can change !me 120 to 
re ad 

120 PR!NT INTClO~RND<O>>J 

anr ~~:~e then obta1n 

RNDTST 15124 

4 4 4 3 9 o o 3 4 o 7 4 2 o 2 2 o 3 

We can vary the kmd of random numbers we get. For example, lf we want twenty random 
numbers rangmg from l to 9 mclus1vc, we can change !me 120 as shown below 

120 PRINT INTC9~RNDC0>•1>1 

RUN 

RNDTST 15125 

545492 4 5 7 5 3 3 2 2 4 

Or we can obtam random numbers wlnch are rntegers from 5 to 24 inclusive by changmg !me 
120 as follows 

I 



120 PRJNT INTC20~RNDC0)+5)J 

RUN 

RNDTST 

14 
10 

15:26 

13 14 12 23 
8 9 5 12 

7 6 5 11 14 5 20 14 9 6 

In general, 1f we want our random numbcrs to be chosen from A lntegers of which B is the 
smallest, we would cal! for 

!NT(A*~ND(O)+B) 

after first hav1ng in1t1ated the randorn number sequen ce with a posrtlve or negat1ve ~rgument, 
as _n lme 100 of our sample program. 

If you were to run L11e f1rst vers1on of our sample program aga1n, you would get the same 
ówenty numbers m thc same arder. But we can get a d1fferent set by throwmg away sorne of 
rne random numbers. In the followmg program we fmd the first ten random numbe1 s and do 
nothmg with them. We thcn fmd the next twenty and prmt them. You can see, by compormg 
th1s with the earher program, that the f1rst ten of these random number& are lhe same as 
the second ten of the f1rst program. 

Exan1ple 

SGN 

100 LET L•RNDCll 
110 F0R l•l T0 10 
120 LET Y•RND<Ol 
130 NEXT 1 
140 F0R l•I T0 20 
ISO PR!NT RNDCQ), 
160 NEXT 1 
999 END 
RIJN 

2·97623E-02 
·280064 
8·8994BE-02 
-795665 

.7544¡ 
·159309 
•140658 
•6ó257 

·498551 
.211611 
·643944 
·364661 

• 242698 
•042684 
·029565 
·817653 

9.316!,.:?E-02 
•38324')~ 

Sa32J46E-C2 
·942~~7 

The funct10n SGN allows you to test far the s1gn of any value. The form 1s SGN(argument) end 
1t y1elds +~, _ _:!,_or O_depend.Ing on thc value of the argument. The opt1ons are 
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Argument Value 

Ze10 
Po.c:;!tlvc, not zero 
Negat1ve, not zero 

Bxamples 

SGN(O) 
SGN(-1.82) 
SGN(989) 
SGN(-.001) 
SGN(-0) 

y1elds O 
y10lds -1 
yields +1 
y1elds -1 
y1elds O 

Y!elds 

o 
+1 
-1 



CLK 
The funct1on CLK(X), X bemg a dummy argwnent, yields the ti.me of day m m1htary hours. 

TIM 

Examples: 

100 PRINT CLK(X) 
295 IF CLK(X)>l5.00 THEN 1000 
130 IF A-CLK(X)<.5 THEN 1000 

The funcb.on TIM(X), X bemg a dwnmy argwnent, y1elds the program elapsed time in seconds. 

Examples: 

l 00 P RJNT TIM(X) 
688 IF TIM(X)>lO THEN 1000 

DEF 

In addltion to makmg use of thestand,1rJiunctions, you can defme any other funcb.on that you 
expect to use several times m your program. You use a DEF statement to define such a 
funcb.on. The name of the defmed fcr.cuon must be three letters, the flrst two of wh!ch are 
FN. Hence you can define up to 26 funclions m one program: FNA, FNB, FNC, and so on. 

The usefulness of DEF you can see in a program, for example, where you often need the 

funcb.on e-•'. You mtroauce the funchon by the hne 

130 DEF PNE(X)=EXPí-Xt ~I 

and later on canfor var10us values of the funcb.on by PNE(.1), PNE(3.45), PNE(A+2), and so 
on. DEF can be a great b.me-saver when you want values of sorne funct10n for a nwnber of 
d¡:~t?rent values of the var1able. 

Thf' DEF strttement may be p1!t ar.J'"";r.cr¡;!' in the program, and the express1on to the r1ght of 
'"e equal s1gn may be any form"Ul.a that can be fltted on one lme. It may mclude any comb1na­
uon oi other funcb.ons, mclud!ng ones defmed by other DEP statements, and it can mvolve 
uther vanables bes1des the one denob.ng the argwnent of the funcb.on. Por example, ü PNR 
is defin ed by 

170 DEF PNR(X)=SQR(2+LOG(X)-EXP(Y*Z)*(X+SIN(2*Z))) 

__ and_ycu_have prev1ously ass1gned values to Y and Z, you can ask for PNR(2.175). You can 
g1ve new values to Y and Z befare the next use of FNR, ü you want to. 

DEF is generally hmited to cases where the value of the function can be computed withm a 
smgle BASIC statement. Often much more comphcatedfunctiona, or even p1eces of a program, 
must be calculated at several düferent pomts witlun a program. For these functions, the 
G)')SUB statement w1ll ftlequently be useful. It is descnbed m the next secb.on. 

ADDITIONAL BASIC STATEMENTS 

Several innds c,¡ ¡}ASIC atatements were not covered m Chapter l. These are dlscussed In this 
secb.on. They are: 
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• G0SUB and RETURN 
• CALL 
• STOP 
o REM 
• REST0RE 
• CHAIN 

G¡DSUB and RETURN 

When a particular part of a progran1 is to be used more than one time, or poss1bly at several 
duferent places m the overall program, it is, most efüciently programmcd as a subroutme. 
The subroutrne1seiitered with a G0SUB statement. 

Example: 

190 G0SUB 310 

The lme number, 310, is the lme number of the f1rst statement m the subroutrne. 

The last lrne of the subroutme should be a RETURN statement, chrectmg the computer to re­
turn to the earher part of the program. 

Example: 

450 RETURN 

Th1s statement, if it is the last lme m the subroutme entered m the prev10us example, tells 
the computer to go back totheflrstlme numbered greater than 190 and contmue the program 
there. 

You may use a GOSUB statement ins1de a subroutrne to execute yet another subroutrne. Th1s 
is called nested GOSUBs. It is absolutely necessary that a subroutme be left only with a 
RETURN statement. Usrng a GO TO oran IF--THEN to get out of a subroutme will not work 
correctly. You may ha ve severa! RETURNs m the subroutrne so long as only one of them will 
be used. 

You should be very careful not to write a program m wh1ch a G0SUB appears rns1de a sub­
routme that refers to one of the subroutmes already entered. Recursion is not allowea. 

The followrng example, a program for determimng the greatest common chv1sor of three m­
tegers usrng the ~uchdean Algorithm, illustrates the use of a subroutine. 
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Example. 

100 PRINT .. A"1"8 11 1ºC"1"GCD11 

11 o REAO A,. s ... e 
120 LET X=A 
130 LET Y=B 
140 G0SU9 230 
150 LET X=G 
160 LET Y=C 
170 G0SUB 230 
180 ?RINT A181C1G 
1 90 G0 T0 11 O 
200 DATA 601901120 
210 DATA 38456,64872,98765 
220 DATA 321384172 
230 LCT O=INTCX/Yl 
240 1..ET R=X-Q•Y 
250 IF R=O THEN 290 
260 LET X=Y 
270 LET Y=R 



280 G0 T0 230 
290 LE:r G=Y 
300 RE:TURN 
999 END 
RUN 

GCD3N0 IS130 

A 
60 
36456 
32 

0UT 0f' DATA IN 

8 :.; GGD 
?O 120 30 
Vl'J872 967o!j l 
384 72 b 

llO 

The J.1rst two nt.tü1b0!'.:'.> are eelei:..tcJ. Jn .1.1r1~~ 120 and 130, and the1r GCD is determ1ned in tl\e 
sub1~oul1ne, 11nt:s :-:.30 - SlJO. '1'he G\..!u JUSt !ound is called X in 11ne 150, tlte th1rd number 1 s 
called Y 111 line lvü, a.HJ dH: subroulineis C=!1tered from 11ne ¡r¡o to f1nd the GCD oI these two 
nuinbers. 'fb1s tn¡r.aber, the GCD of the thr~e g1ven numbers, is pr1nted out with the three 
numbers in 11ne 160 

CALL 

The CALL stJ.tement is used to cal! an e>.ternal prcgram fer use as a subroutme wtthm the 
marn prog:ram ¡usl as the G~SUB sta!~ment calls a subroutme mside tite mam program. The 
statement form is CALL savcd prOblaU]~ne. 

ExalniJles· 

100 CALL HISD'.'lN 
200 CALL EQCLS* 

You can call e1therprev1ously&a\rE.dprogran1sofyour own, as in 11ne 100; common program.s 
in your catalog llbrary, as m lme 200; or system hbrary programs, eitlter regular or run­
only. 

The standard program naming rules apply. 

Exan1ples: 

140 CALLA B 
150 CALL AB 

Siatements 140 and lüO botlt cal! a program named AB, srnce BASIC ignores all leadrng, 
traihng, ancÍ imbedded blanks. No argumer.ts are perm1tted after the program name m the 
CALL statement. Subroutmes may call otlter routmes, but no program may cal! the mam 
prog .... ·am or itself. 

The return from a subroutme to the calhng program is by a RETURN statement. Multiple 
returns are perm1ss1ble. The return is always to tite statement tmmedtately followmg tite 
statement rn wh1cll the program was called. 

Ali var1ab~es :md defmed functionG a re common to tite m'!m program and tite called sub­
routmes. They need not be defmed separately m each program. 
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Exainple 

NE l.¡ 
NEH FILE NAME--DEl'PRT 
READY• 

100 1..ET y;;4 
110 !..ET X=7 
22G LET A=l'NPC3> 
230 RETURN 
999 END 
SAVE 
\JAIT· 

READY• 

N~W 

NEW l'ILE NAME--MAIN 
READY• 

100 DEI' l'NPCZ>=SQRCX•2+Y•2+Z•2> 
11 O CALL DEf PRT 
120 PRINT A 
999 END 
RUN 
WAIT• 

MAIN 15135 

8·60233 

Staterr.ent 110 calls DEFPRT, w1·.1ch stores 4mY and 7 m X, and calculates a value for A by 
use oí a funct10ndefmedmlmelOOof MAIN. The funct1011 uses the value 3 for Zas defmed in 
statement 220 of DEFPRT. DEFPRT then returns tothe statement immedlately following the 
CALL statement, and the calculated value for'A, 8.60233, is prmted. 

A..'l 2ND or STf/)P statement termmates all executJ.on, whether it is executed m a subroutine 
or in the ma1n program. 

The llr.e numbers m the dlfferent programa are completely mdependent. G1) Tfl) and IF-­
THEN statements reference !me numbers m the1r own program only. 

Da:.a :?.S co1np1led from the ma1n program f1rst, and then from each of the c:llled programa in 
the o~der m wh1ch the CALL statements are encountered. 

Cons1der the followmg example. 

Example: 

~:.D 

0LD i'ILE NAME--SUBR 

RCAD't• 

i...IS1' 

,:)!JGR 15:36 

'ºº REAO x .. y,,z 
tlO DATA 6 .. 7 .. 8 
120 >(E:1'URN 
999 END 



BLD 
OLO rru: NAMI::- ... ;.JAlt... 

READY• 

LIST 

MAIN 15139 

100 REAO A,8 
11 o CAL!.. SUBR 
120 READ c .. o .. e 
130 DATA 1.2 
140 DATA 3,,.q,,5 
150 PRtNT A•B 
llO PRINT x .. y,,z 
170 PRINT C1D.1E 
999 END 

RUN 

MAlll 15140 

1 2 
3 4 5 
6 7 8 

Statement 100 rcads the numbers 1 and 2 rnto A and B. Statement 110 transfers control to 
SUBR, wh1ch reads 3, 4, and 5 (not 6, 7, and 8) rnto variables X, Y, and Z. After the return 
to statemem 120, 6, 7, and 8 are read rnto C, D, and E. 

The CALL statement allows more effective use of program space availab!e. A program re­
ferred to by a CALL state:nent w1ll be comp1led only once no matter how many times 1t 1s 
called m each of tr.e routmes. Ob¡ect code generated by the called program counts toward 
ob¡ect code limitaban, but the characters In the called program do not count toward the 
BAGIC character hmitatlon. 

;.s many as 10 dúferent programs may be called. 

STQ)P 

Tl e ST(iJP statement is equlvalent to G\j T\j XXXXX, where XXXXX is the !me number of 
thc END statement In the program. lt is useful In programa havlng more than one natural 
fm1ahing pornt. For example, the followlng two parta of programa are exactly equ1valent. 

Example: 

250 G0 T0 999 250 ST0P 
• . . 
• . 

340 G0 T0 999 340 ST0P . . 
• • • • 

999 E:ND 999 E:NO 

REM 
' The REM statement allows you to rnsert explanatory remarks in a program. The form is REM 

anv comm~1t. Thc computar completely ignores the part of the !me followrng REM, allowrng 
yoUTo-mcluw:.chrect10nsforuo1n¡¡the program, identa1cat10ns of the parts of a long program, 
or Jnythlng else. Although what follows REM 1s 1gnored, you may use the !me number ol a 
REM statement w a G¡Z)SUB or IF--THEN statement. 
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100 REM INSERT DATA IN LINES 900-998• Tf:E FIRST 
110 REM NUMBER IS N, THE NUMBER 0F PGINIS• THEN 
120 REM THE DATA P0INTS THEMSELVES ARE ENTEREO, Bf 

200 REM THIS IS A SUSR0UTINE F"0R S0LVING EQUATl01•,,. 

300 RETURN 

520 G0SUB 200 

REST~RE 

Sometlmes lt IS necessary to use data rn a program more than once. The REST51)RE state­
ment permits readrng the data as many add1t10nal times as necessary. Whenever REST51)RE 
IS encounterec ' a program, the computer restares the data block pomter to the f1rst !tem 
of data. A subsequent READ statement w1ll then start readrng the data al! over agarn. 

Onc word of warning if !.:1c data 1tems you w1sh to use aga1n are preceded by code nurnbers 
or par~meters, superfluous READ statements should be used to pass over the numbers. 

Asan rv.f'.:r.p~c, the fol!o\-r..r.g part of apro&ram reads the data, restares the data block to its 
ongwal stc.:o, and reads the data agarn, Note the use of lrne 570 to pass over the value of N, 
wh1ch is a.1.ready known. 

Example 

100 READ N 
110 FOR I= 1 T0 N 
120 READ X 

200 NEXT ¡ 

560 HEST0RE 
570 READ X 
>SO F0R ¡ = 1 T0 N 
590 READ X 

CrlAIN 

The CHAIN statement allows you to stop the execut10n of the current program and begm 
compllahon and execut10n of another program without direct rntervention. The CHAIN state­
ment is equ1valent to givrng the commands ST51)P, PLD, a program name, and RUN. 

The statement form IS 

CHAIN saved program name 

'"" or 

CHAIN saved program name, lrne number 

Cnly one program name n1ay appear in a statement. The name must conform to the rules 
L.-:.Qd :a. nan-:.1ng BASIC programs. 



Examples· 

100 CHAIN NEXT 
100 CHAIN NEXT, 100 
100 CHAIN PLPTER*** 
100 CHAIN TUTOl $*** 
100 CHAIN PAYR¡l>L, 555 

Nohce that, as shoi>n m tr.e exarr.plcs, BASJC hbrary programs may be chamed. 

When a number appears after t~e &avecprogram name, as m the second and f1fth !mes of the 
examples, thc number indlcates the 11ne number of the named program at wh1ch execub.on 1s 
to begm. When no number appears, execut10n begms with the flrst executable statement of the 
named program. 

Once a CHAIN statement is executed, the curren! program is stopped and the named program 
brought m. Because there is no logic path to any statements following the CHAIN statement, 
all needed current program statements must be executed before the CHAIN statement. 

DATA FILES 
An externn.l data file is a saved program m which you can record mformahon for later use. 
There are two types of data files: BCDand bmary. The data m a file mus! all be of one type. 

BCD data files may be created with a BASIC program or they may be typed m as a saved 
progr·~-;n. Thus all of the edlhng commands, suchas LIST, EDIT DELETE, and so on, may be 
used ·,1r-accessmg and modlfymg BCD files. 

Bmary data files can be created only with a BASIC program. They cannot be created from a 
terminal or altered m the same manner as BCD files. 

If a BCD or bmary file is to be wntten durmg program execuhon, an area on the dlsc large 
enough to contam the enhre file to be generated must be reserved m your hbrary before 
program execut10n. This is done by renammg andsavmg special files available m the system 
hbrary (see "Dummy Catalog Files"). These files are empty. Their purpose is to preset the 
size of the files to be generated. 

Example: 

fbLD 
i!íLD FILE NAME--CH0768*** 
READY 
RENAME 
NEW FILE NAME--WFILE 
READY 
SAVE 
READY 

In the example, the data flle WFILE has been created, it has a storage capacity of 768 char­
acters. 

File Reference 

The form of the file reference statement is 

FILES name 1; name 2; ... ; name n 

wi-iera namP 1, name 2, and so on are thc r.an1es of files to be read or wr1tten by the program. 
The ftle refererce shte,ncnts mu•t precede ali executable statements in the program. The 
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numbcr of files that can be uscct in a plCJgram depends on the s1ze of the program, but you 
can alwayS' reference at least 8 fil¿.& 1n any program. 

Thc named files must be saved rn your catalog befo re runnrng the program. Files referenced 
b.it not savcd produce the error messa;,e FILE N;'.ÍT SAVED when you run the program. 

File nam1ng must conform to the est&.ti1shed convent1ons far nam1ng programa, except· 

o File names must not conta1:-i ser11icolons. They wlll be interpreted as file name sepa­
rators. 

o Leadrng and imbedded blanks are ignored. 

o Tne file name is left-¡ustlfied. 

° File names should not contam slashes or commas. 

Examples 

100 FILES A,B;C 

or 

100 FILES A 
110 FILES B,C 

The follow1ng f1le narnes are ident1cal. 

100 FILES XYZ 
100 FILES XY Z 
100 FILES X Y Z 

File Oas1gnator 

The tile designator is used m all statements referencmg files. It singles out a file named m 
the file reference statement. Itmaybe an integer, an express1on, a variable, ora subscr1pted 
variable. 

Sxamp1e· 

!00 FILES P;Q 

170 READ #1,A(I), B(I) 

195 READ #A*B, A(I), B(I) 

Statcment 170 refers to file P. Statement 195 refers to a file dependmg on the value of the 
expre;s10n A*B, which must be an integer. If the value of A*B is 1, file P is selected; !f the 
val u~ of P.* B 1s 2, ftle Q is selected. 

r: the value of the file designator is less than one, non-mtegral, or greater than the number 
oi flles.re.erenced, the error message ILLEGAL FILE DESIGNATl!)R will be pr!nted. 

Dummy Catalog Files 

S1nce it is necessary to save a file of a s1ze large enough to conta1n the data to be wr1tten, 
the system llbrary contams the following sJ.X files which you can rename and save m your 
catalog. 



L1brary Name 

CH0192* .. 
CH0384h* 
CHO'i68*U 

Characters 

192 

'/68 

L1brary Name 

CH1536*** 
CH3072*** 
CH6144•** 

Cliar2cters 

1536 
3072 
6144 

The nu1nber of data po1ntt. that can be v,11 rttGn into a file is a funct1on of the number oí charac­
ters in each dáta po1nt. LJne number& and spaces n1ust albo be cons1dered in the count. 

BCD DATA FILE2 

BCD files are .scq_up;,t::., __ acc.(?SS files. l"or each e;:acut1on of ~.:.._- r. c.P-D or WRITE statement, 
data is transm1ttcJ se.t1arly. BCD files 1..-onta1n 11ne numbers a...... -= l_..:.table. 

If a BCD i1le vr..th 1n1tJal valuer:. 1·~ ~.; ue read fro•n thc G,.s" ,ou r'-üSt ;)repare it befare 
prograril execut1on ¿r.J 3a,·0 >t in ;ou1 c.aialog. 

E~camplo: 

N";i;'vV 
~'i!:W FILE NAME--fü'ILE 
llEADY 
lt~O 11 1.G,2,2.J,J 
110 s.o,4,4.5,5,5.5 
SAVE 
READY, 

When preparmg a BCD file, you miy if you w1sh use a blank m place of a comma as a data 
separator. Th1s ophon al!ow'l ille3 prepared m F(¡ÍTITRAN to be processed m BASIC and 
convarsely. RFILE in the prev1ous c:•ample can be preparec:J as 

100 1 1.5 2 2.5 3 
110 3.5 4 4.5 5 5.5 

Note that tne word DATA is ~o~ necded m these files. The hrst number on each !me is the 
11r1e nurnber. 

All f;,!es are in e1ther read 1noac or wr1te mode. In1t1ally, the FILES statement resnlts in 
al! files berng set to the read mode. Th1s protects you from acc1dentally destroyrng valuable 
fdes. You can later change the mode of any file by isswng a SCRATCH or RESTQJRE state­
ment. The SCHATCH statement estabhshes the des1gnated file as wr1te mode. The REST(/JRE 
statement estabhshes the des1gnated file as re ad mode. 

File Read1ng 

The form of the BCD read flle statement Is 

READ #file cles1gnator, 111put hst 

where thc flle de&1gnator is as prev1ouslydescribed. The pound s1gn denotes a BCD file. 

The mput !lst cons1st& of the variables, separated by commas, mto wh1ch the dat" is to be 
reJ.d. The hst may conta1n non-strmg and strmg variables, and any of them may be sub­

- _sLnpted. 



Example 

A file contammg 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5, 5, 5.5 1s to be read mto A(!) and B(I). 
100 FILES RFILE 
l!O FGR I=l TG 5 
120 READ #1,A(I),B(l) 
130 NEXT l 

For each execution of the READ # statement one value is read mto an A(!) and B(I) so that, 
at the termmation of the loop 

A(l) = 1 B(l) 1.5 
A(2) 2 B(2) 2.5 
A(3) = 3 B(3) 3.5 
A(4) 4 B(4) = 4.5 
A(5) = 5 B(5) 5.5 

The file pomter w1!! remam posit10ned followmg the last read data 1tem (5.5 in the example) 
until further file statements des1gnatmg the file (RFILE m the example) are executed. 

File Writ1ng 

The form of the BCD write file statement 1s 

WRITE #flle des1gnator, output llst 

where the file des1gnator 1s as prev10usly described. 

The output llst cons1sts of the variables, separated by sem1colons, from whu-t, the file 1s 
¡;enerated. The list may conta1n nor-str1ng variables, str1ng variables, str1ngs, and expres­
sions. Subscnptmg is perm1ss1ble m the output hst. 

WRITE # always generates a file begmnmg with lme number 1000, mcremenlmg by 10 
for each new !me. The !me number sequencmg can be modihed, 1f you w1sh, by EDff 
RESEQUENCE. 

Each WRITE # statement generatcs one !me of output unless the teletypewnter Jme .:rn1l 
is exceeded or the last llst item is followed by a semicolon When the teletypevn ;ter !,n~ 
11m1t is exceeded, wr1t1ng cont1nues on the next 11ne with the next data itero. \.Vhen the Gi1L1 •'t 
11st is followed by a sem1colon, subsequent writ1ng occurs on the same 11ne in a clo~;,3ly 
packed format. 

Examp!e· 

100 FILES WFILF. 
110 SCRATCH #1 
120 FGR I=l TG 25 
130 WRITE #1,I,I*l 
140 NEXT I 

When hsted WFILE would contam 

1000 1 l 
1010 2 4 
1020 3 9 

1240 25 625 
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!"ollov11ng is an exarr.ple !:>hOWlng now st.t .. ::..gs a~c..s~ .. ~l....;;_ var1aoles are t..bed w1th files. 
\ l•.J .;--; , I • L 

Example: • 1 1 '· ' 

100 FILES STRING 
110 SCRATCH i.'1 
120 LET A$="STRING1" 
130 WRITE ill,A$,"STRING2" 
140 WfüTE ill,"STRlNG2";A:) 

Then hstmg the file STRING g1ves 

1000 STRINGl STRING2 
, 1010 STRING2 STRINGl 

(¡¿ J)(.\J• r¡ L .... 1 ,); 1 J• 1. ' J .. ;. ,, " 
,~· "; ' .... 

·' i •' 1 ' 

End-of-F1ie and End-of-Space .. , , ,. . 
.01 .. •'r .. . ~ '1. '; J ..... • • ............. '· • " · 

" 
' ' 

¡' ¡,, 

'h.- • ~- •• ,, • 1' 1 t 

The end-of-file (EOF) is a special mark written,by,BASIC .itself that md1cates the end of 
data in the f11e.;u::l<:oir '•~ •• '' ·' ··· 

The end-of-space (EOS) is the phys1cal end of the d1sc area reserved for a file. When a file 
1s completely filled with data, EOF = EOS; otherw1se EOF< EOS. 

Whenever a word is generated w1th a WRITE # statement, an EOF mark is placed 1m­
mediately followmg the last word wntten. Subsequent transm1ss1ons '.to the file move the 
EOF mark so that it always follows thc last word written. When a file is generated from the 
teletypewr1ter, an EOF mark 1s placed immed1ately after the la&t data item m the file as 
soon as the file is saved. 

' ' 
End-of-F1le Test 

The form¡~~j:he .statement¡that<tests.for an EOF 'mark" or the EOS is.''¡ 
.hA .1" ·'-~ ~·"- 1 ,,, O j , ·' 

J ,' ll 

IF E ND #file des1gnator THEN !me number 
,,.., , •• ,,.. , ,11,,,•J:"I L~" ',. .•. .i J. ' " 

where the file des1gnator, is.as ipreviously described. 
" . ·" 

The statement w1ll test •vhether an EOF was detected by the last command readmg the 
dcs1gnaced file. When writmg a ü!e, the statement w11l test whether an EOS was detected. 

Ti the last READ # statement found a< EOF mark, the program w1ll go to the !me number 
spec1f1ed in the IF END # staten1ent. C1.c.:.erwise the next sequent1al statement is executed. 

Ji the program contmues readmg or wntmg a file after the EOF or EOS has been detected, 
an error message (END (iÍF FILE or END (iÍF SPACE) will be prmted and the program w1ll 
wntrnue. The error message will be ptinted out each !lme an attempt 1s made to exceed the 
EOF or EOS hm1t. 

Example: . 

100 FILES Fl;F2 
110 SCRATCH #2 
120 DIM X(lOO),Y(lOO),Z(lOO) 
130 FOR I=1 TO 100 
140 IF END #1 THEN 180 
150 READ #1,X(l),Y(I),Z(I) 
160 WRITE #2,SQR(X(J)r 2+Y(l) 12+Z(I)1 2) 
170 NEXT 1 
180 STOP 

· .. 



ll file Fl eo11talned 300 <J~in item", no EOF woulci bo cncounterod; but.lf.1t,conta!necl'only1 
150 data ltcmR, for exnmple, the IF END # statement.(lme 140) 1woulcl cause·a.transfer1tO> 
line 180 lollow!ng the 50th oxocut!on ol the loop; 

File Restoring 

Tho form of tho DC D re atore fila ot c. • .:u.it is 

REST0RE #filo desh(\~ 

whore the !lle dos!gnr.tol i.; .is prcvloi.sly cioscr!bed. 

Tha REST0RE # s(.',\ :,:Mnt causes che poslt!on of the deslgnated file polnter to .be rn(•Ved so 
thnt tho noxt trnni.mlsbiOn is from tlle b~glnn!ng of ti.e f!la. 

lf a f!Jo .,, '1lready rastored, the RESTalRE # statement merely sets the file to read mode, 

BAS!C nutomnt!cally restares the referenced files bafore a program beglns executing. 

Exnmple: , 

100 FILES UT!L 
110 SCRATCH 111 
120 FalR I=l T0 50, 
130 WR!TE 111,l;SQR(I) 
140 NEXT I 
150 REST0RE #l 

170 READ #1,X,Xl 

In tho cxample the REST(/JRE # stutcment. (llne lGO) .la ,rec¡ulred .to restore-the·wrltten .file 
beforo r~adlng lt. Read!ng then beglns at the flrst data,ltem .In .the file • 

• >,, file be!ng wr!ttr.n'catmot be read before lt Is restored. A file being read cannot.b~ wrltten 
beforo lt Is scratched. Thls mcane that !f any modlficattons are to,be made to an e.ds~!ng 
i:le vla tho progrnm, 1t muat be copled (wrltten) to another file up to the modlhcah0n ¡;.i!nt. 
The mod!flcatlon can then be wrltten lnto th~ aeconc;I file. 

File Scratch1ng 

The form of lhe BCD scratch lile atatement 1s 

SCRATCH #file des.ignator 

where the hle des1gnator 1s as prevlously descrlbed. Th!s statement causes the deslgnated 
file to be ;cratched, or made ready for wrltmg. If the file Is already reset or restored the 
statement merely sets the file to write mode. Followmg the SCRATCH # statement, trans­
mlss1on to the file commences at the begmmng of the file. 
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Ex:unple. 

100 FILES UTIL 
llO SCRATCH #1 
120 F(/JR l=l TIO 50 
130 WH!TE lll,RND(O) 
140 NEXT I 
!50 REST0RE #l 
160 READ lil,X, Y,Z 



In the example, the SCRATCH # statement (!me 110) must be executed before the write !nto 
the file. The RESTORE # statement must be executed before readmg from the written file. 

File Backspacing 

The form of the BCD backspace file s~atement is 

BACKSPACE #file desi:;r.ator 

where the file des.gn:;.',or ,s as prev10usly desuibed. This statement is permitted only on 
files m the read moc;;. 

The BACICSPACS # s~atoment c.auses the pos1t1on of the data po1nter for the file bemg read 
to 'be mciverl bac •. w:ud ene data ,tem. li the data po!nter is already at the beg!nn!ng of the 
file, !he backspace s!: .... tement is ignor~c!. 

1 

Scme appltcations reqmre a file to be processed forward and then backward. The followmg 
example illustrates how thls C:ln be done. 

Example: 

100 FILES Fl 
110 IF END #1 THEN 210 
120 READ #l,A 
130 REM COUNT NUMBER OF POINTS IN FILE 
140 LET N=N+l • 

200 G0 TO 110 
210 FOR I=l TO N 
220 BACKSPACE #l 
230 READ #l,A 
240 BACKSPACE #l 

300 NEXT I 

BINARY DATA FILES 
B!nary data f,les are not hstable. The file space normally used for !me numbers m files 
can be used for data. They are random access files; that is, data can be written mto or read 
from a binary lile in any order. S1nce data convers1on routmes are elim1nated in processing 
b1nary files, program eff1c1ency 1s increased. 

For bmary files, the restrictions on file mode are ehm!nated. Bmary files may be read or 
wntten without havmg been previously restored or scratched. The RESTORE and SCRATCH 
statements serve only to move the data element pomter to the first element in the file. 

File Wrtttng 

The form of the b1nary write file statement Is 

WRITE : file designator, output llst 

where the f;le d<>s1gnator 1& as previously described. The colon denotes a b!nary file. 
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The output 11st may con~a1n numer1c var1ablet:., str1ng variables, or 11terals. The numer1c 
variable or literal w11! cause a two-word entry mto thc file. The strmg variable or literal 
w11! cause a six-word entry mto the flle. Each two-word entry is defmed as a data element. 
Consequently each numer1c var1ablc OP nu.mer1c literal cons1sts of one data element, and 
each str1ng variable or str1ng 11te.i: al cons1::.ts of three data elements. 

For example, a nun1eric variable or literal may appear in a WRITE : statement as: 

100 WRITE:l,A 
l!O WRITE 1,10 

(numeric variable) 
(numenc hteral) 

A strmg variable or literal may appear m a WRJTE statement as: 

120 WRITE:l,A$ 
130 WR!TE:l," ASTRN" 

(strmg variable) 
(strmg literal) 

The fol!owmg diagram illustrates how each of these w11! be entered mto the flle. In the 
d1agram, each block represents one computer word. 

VARIABLE OR LITERAL 

A 10 A$ ASTRN 

~I 1 ;t:=:::;::::I 1 :Jt::=::::;:=I 1 ~I 1 :±=::;::,I ~I 1 ~I 1 ~I l~I 
l 2 3 4 5 6 7 8 

DATA ELEMENT 

Bmary flles contam no !me numbers. Data may be wrilten mto the flle sequenhalll, or 
ranaomly. 

The followmg is an example ot a sequcnhally created flle. 

Exan1ple. 

100 i"ILES WFILE 
110 SCRATCH l 
120 rí'JR I=l TC)Í 25 
!30 WRITE.l,I,I•I 
140 :iEX1' I 

Filo VJFILFIL.E ll contam 25 pairo of numbers, or 50 success1ve data elements. 

In the follow1ng exan:ple, string informat1011 is wr1tten into a b1nary file. 

Ex.:mple· 

100 FILES S'fRING 
110 SCRATCH 1 
120 LET M$="MSTRING" 
130 WRITE l,M$,"NSTRING" 

'· 

'" 

File STRING w1!! contam two strmgs or s1x data elements, three data elements far 'each 
strmg. 



File Read1ng 

The form of the bmary read flle state:nent 1s 

READ : flle des1g.iator, mput !ist 

\vhere the file des1gnator is as prev1ously descr1bed. 

The input 11st may conta1n numer1c variables or .st1 ing variables. The 'numer1c variable w1ll 
cause one data element (two v1ords) to be l'ead fron1 the file. 'I'üe str1ng variable w1ll cause 
three data ele1nents (srx \VOrds) lo lle rear~ irom thc I11c. 

Data may be read sequent1ally or rct1aO:rü.J from a file. 

Jn the followmg example data is read .:;2· .. uentrally. 

,Example: 

100 FTLES RFILE 
110 F0R I=l TQ 5 
120 READ:l,A{I),B{I) 
130 NEXT I 

The flrst ten data elements m flle RFILE w11l be read alternately mto arrays A and B. 

Rc.ndom Access1ng 

The form of the 1 andom-access statement is 

SET : Ivo des1g"nator, variable 

wn.ere the file des1gnator is as prev1ously descr1bed. 

Tne SET staternent w11! positwn the pomter of the des1gnated file to the element spec1fled 
:Oy the var1able. 'fhe variable may be an integer or an expression. If the value of the variable 
l& less than one, non-integral, or greater than the length of the file, the error me&sage 
ILLEGAL P0INTER w11l be prrnted out. 

Exan1plG 

100 FILES VFIL 
110 SCRATCH·l 
120 Ft;lln I= 1 T0 25 
130 wnrrE · 1, r•r 
140 NEXT l 
150 SET.l, 7 
160 READ:l,X,Y 

File VFIL w1ll contaín 25 elements. In !me 150, the pomter w1ll be po;it10ned to the 7th 
elernent. Readmg then begms at the 7th element, and the values 49 and 64 w1ll be read into 
X and Y. 

If the file bemg processed contams strmg variables, the length of a strmg entry mu5t be 
cons1dered before the SET statement rs used. 

1tx~mple. 

100 FILES RNF 
110 SCRATCH.l 
120 WRITE 1, "ASTRN" ,"BSTRN" 
lóO SET 1,4 
140 READ.l,8$ 
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i 
'' .1211 tl18 \VúITE statt:1.1ern i. ..... ~..{...,(,Ll ... eet, ~-,.~Illt. v1_ll ,.H ... c..u.py tne 1Lt.Sl three entr1es o! file 
J'\F, J.r.d B:3TRN \v1ll occupy the ne>..i three entr1es. To acC'ess the second str1ng, the po1nter 
. 1Lst be set to lhe posit10n where the second str.ng begms, v•h1ch is done by lme 130. The 
':>tl 1ng data, BSTRN, is then read into the str1ng variable, B$. 

Tne follo.;;_ .g uses of the SET · state1nent are: accF1itable ... 

180 SET. l,A *B 
195 SET·3,A(I) 

In each case the value of th2 var1abl(:: r:?.us'~ be a-i !.ll.t ...... t:;er w1~~1r the l .. m1is of t.1e tile. 

elen1ent Do1·1te.r can be rnovec randor.1:y in a b1nary file, it is useful to ha.ve a 
:.nd1n¿; out wne.re rhe po1nter isat any t1me dur1ng thc axecut1on of a program. 

_ ,1" .. t10n w11! prov .de the Iocat10n of the pomter m the file referenced. 

LOC(f1le des·gnator) 

~~c1nent, X repI esents any numer1c variable, and the file designator is as previously 
t~:: ',(... :-:t. 

:oo FILES Fl;F2 

210 LET Al=LOC(l) 

'290 PHINT LOC (2) 

, Thií value of the element pomter mto file Fl w1ll be stored m Al (lme 210). 
·-:t,.t.\ 

, ~:_he value of the element pomter mto file F2 w1ll be prmted (lme 290). 

,:File Scratch1ng 

The form of the bmary scratch 11le stateire~t s 

SCRATCH : file des1gnator 

wherc the file designator is as prev.i.ously described. 

Thc SCRATCH statemcnt causP the data element pomter to be reposit10ned so that trans­
mibs1on to the file stn.rts at thc beginn1ng of the file. 
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E"{ample 

iOO "F!LES VFIL 
1_15 ~CHATCH 1 
:25 Fl1)H I = l TlD 20 
'.40 W:\!TE l, INT(lO*RND(X)) 
155 NE.XT I 



The SCRATCH. statcment may be rcplaced with a SET . statement to accompl!sh the same 
purpose: 

115 SET:l,l 

A file be:üg read can be w11tlen \Vlthout be1ng scratched. Th1s means that files can be rnoct1-
f1ed d-...:.!;:;.g progra!n e.r::ecut1on. 

~ ~~'J i'J..LES li.l:i'"L 
l' o l. .. ;~':' '.61 ::;Q 

,_40 ... r:;'l' Sl = 26 
1:10 ~J~'T:l,E:! 

140 ~¿,/-\D·1,X 

1 bfJ J.~ X= O '1 !-~EN lbO 
100 S <;T: 1, L¡'..C(J¡-1 
1'10 WRJ.TE.1,Zl 
1BO IJET 81 ~ Sl + 26 
19(; IF Sl< Ef)V(l) T!IEN 130 
200 END 

'I!"1.LS e;-::a1nple rea.Js every 26U1 dc.\la e1ernentanC:goes back and wr1tes over that element w1th 
a zoro, prov1ded t.hat the eleri1ent is not <:..lready ze1·0. 

The forrn of the bmary remare file statement IS 

REST'1RE : file de~1gnator 

where the hle dcSignator JS as prev10usly described. 

Tte REST;üHE . stalement wiil move uie element pomter to the begmning ot the des1gnatcd 
f.:.1e. 

Example· 

1 OC f' J LLS Vl"Il .. 
110 scrv\TCJl: 1 
120 I'.tr:.:i J = 1. T~ 50 
130 WRlTE:l,J,SQR(J) 
110 NEX'r J 
150 RESTORE: 1 

180 READ: 1, X 

'l'his progra:,1 wnteo l 00 dala elements mtu VFIL. Then the element pomter is moved to the 
begmnmg of the fúe (hne 150), and the first data element IS read mto X. 

A file bcmg w:itten can be read befare It 1s restored. If hne 150 m the last example lS 

omitted, readmg w1ll be¡;m wherc writmg stopped, and the lOlst data element w11l be rcad 
mto :{. 

End-of-F1le Test 

Far brnary fI:es the end-of-flle test is a test far the end of file space. The IF END statement 
WI!l test whet:1H an end-oJ-J.JC-ópacc condlhon was detected by the last READ: or WRITE 
stdlement. Wllen reactmgapartiallyfllledbmaryhle, lhc READ statement should be executed 
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or1..,.- the 11ur.1Jc1 of 1..1.4 ............ rcq..:.1rc .... t.:.. ~ c~.j 'Jlü le:o,1L .. n1d.~e L"lata ir. tne file The IF END test 
\\'OUld allow su.ch a file to be read ...in~1l all tne space in the 11le had been exhausted. 

The fo1 n1 of the statement is 

If the las1 READ statemcnt or \'/Rl':'S s1r...t2rnent .8-• .:,ountered the end of file space, the pro­
gra1n 'Nlll go to the line number S)2C::.f1ed in the r¡' 2ND Jtatement. Otherwise the next se­
que1<:1al s.atement 1s executcd. 

100 FILES Fl 
110 SCRATCH 1 
120 F1/)R J = l Ti!) 1000 
130 IF END: 1 THEN 160 
140 WRITE · 1, J/2 
160 NEXT J 
160 END 

An mtrrns1c funct10n is also prov1ded to test for the end-of-flle cond!lrnn. Thc f1mct10n L~F 
w:ll retrieve the length of the referenced file. For e:rnmple: 

LET X= Lf!)F {file des1gnator) 

In th1s statement, X represents any numer1c variable, and the file des1gnator is as p1 ev1ously 
dcscnbed. 

The funct10ns Lf!)C and Lf!)F can replace the IF END : statement rn the prev10us sample pro­
gram as fo!lows 

130 IF Lf!)C(l) = L¡')F(l) THEN 160 

When the element pornter rnto flle Fl reaches the end of the file, writmg stops. 

Ii a progra1n cont1nues read1ng or wr1t1ng afile after the end-of-f1le-space cond1t1on has been 
dctccted, the error messagc END ¡')F FILE SPACE w1ll be prmted, and the progr .. m w1!l 
c...:.1it1nue exel'.!ut1ng. 

~''ie >natrrx operat10n statements ava1lable m BASIC are among the most powerful and uselul 
." !!1e ent1re language. 

I'o:lcnv1ng is a 11st of matr1x staten1ents. 

1'1AT READ A,B,C, 

:vIAT PRINT A,B,C 

YJATC=A+B 

MAT C=A-B 

MAT C=A*B 

MAT C = INV(A) 

Re~d inatr1ces A, B, and C, the1r d1rnens1ons hav1ng been pre­
viously spec1f1ed Data is read in row-w1se sequence. 

Prmt matrices A, B, andC, w1thAand C rn the regular formal, 
but B closely packed. 

Add matrices A and B and store the result m matnx C. 

Subt:-act matr1x B fro1n matr1x A and store the result in matr1x 
c. 

Mulllply matr1x A by matr1xBandstorethe result m matrix C. 

Inve.L·t matr1x A and store the result in rnatr1x C. 



MAT C - 'T'HNÍ ·' - ... ,.1-'~J Trar spose 1nat1 i>. A and store thc result in rnatr1x C. 

11AT C = (K)'A\ Mulhply matnx A by the value representcd by K. K may be 
• c1tner a number or an cxpress1on, but in e1ther case it must be 

encloscd in parenthcses. ~ 
r 

Yl.A'f C = C¡i')N .Set each element of matrix C to one. CPN means constant. 

MAT C=ZER Set each elcment of matnx C to zero. 

MAT C=IDl; 8-ct the diagonal elernents of matr1x C to one's and thc non­
iliagonal elements to zeroes, yieldJ.ng an idenllly matrix 

M/H READ and MAT PRINT 

lJs::.ng the ~IJ'AT READ and lv.cy\T PRli\IT staten1ent::-,~ you l:!2n ! ... ac! d2t:-.. :--'r; ~·- p,·1nt data fro¡-n 
a mat .. ¡x vn.thout hav1ng to reference each clemcP. _:: i--~ rr.at.r.ix inruv1C.:Jd.lly. 

E.:-.an1plcs. 

100 Mfa n 

' ·' r - .· ' -- ' -150 Iv:! r" .. - (, 

1 r¡'5 " ' 
- ,-- 'n 

- ' ...... • _J /~ 

190 rir_.: " !.~it.GJ'_ J, 
., 

... ~, 

,J.:n~1:::ü .... , ¡.-:J ... c' ••• iu a~'J.1d.tA1x ll:::.1ng: lhe Dli'I'A statement. The elemcnts in the DATA 
_ ... cn1c.I.: _, __ c. t .. -kei1 :..1 ... vv1 c.:.·c.er, that is, 

, . ,, ... ,A-, ,.t1., ,A,,, ... ,A, ,~1···1An m" 
•• - ' ' - J. } ' .. .. , 

1.1forn1 .... __ ,,. IS : .:a.:!,f1on1 L.·-' .•. ::., .1, 2.11ents unt1l the matr1x array is completely f1lled. Part1al 
mat ... ·,.cl..., 2a ·not oe l'eaq o:.· :-.,.r.i.:0\..<. 

DD/, ;'.,(2,3), 1'!(2,?) 
P,';_ll.'"J." I--fE .. P .. l.J ~~· ~~ 

;.,F.T LJ(2,2) ~ -~"' !. ... (2,2) 
, :~A/.' ::... 2Il'lf"i' L, ¡v'.L 
;)·'.'f.~. !,2,3,·1,5,G,~,-12,0,7 

L•)nl.. .: .!.l c..:i:1ncL f:i" 2-~ a 2 uy 3 mat1·1x and Mas a 2 by 2 matr1x. Thc MA'f F.:i:A .. J statci:ncnt 
rG:t.ds in row order frorn the DATA statement at 11ne 500. The matr1x elemcnt L.1. "'- is rC'-
com;mted at lme 160. The two matrices are then prmted to yield. ' 

2 

:J and 
-10 

Matrix Add1t1on, Subtract1011, and Mult1pl1cat1on 

You can add, subtract, and 1~ult1ply matrices us1ng the rnatr1x ar1thmet1c st3.tcmcnts. ThC' 
.. natr1x rum0ns1ons r.:u.st be·confor1nable for each operat1on. If chmens1ons ara not conform­
aole, execLt1on is sto1Jped anti you iece1ve a d.Jmens1on error message. 

lV1at.1.·1x a.c1th1nct1c stalen1cnts rnay talce the forms 

MAT C=A-B MAT P=Q*R 
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• 

Only one oper.i~~or1 ~un Ü3 ú.Oi10 J.11 eaLr.. s~tement. 

Example: 

Calculate [H) a,a= [E) a,a-[K) a,a +[A) a,3*[B) 3,o. 

612 MAT H=A*B 
615 MAT H=H+E 
618 MAT H=H-K 

Scalar Mult1pl1cat1on 

You can mult1ply <.!. matr1x by a scalar ex:press1on u.s1ng a statement of the form 

- whei.e X and ;) .ire matrices and the e>..-press1on in paientheses is a scalar quantity. The 
p::i.rcn...neses are requ1red to inmcate scalar rather than matr1x mulb.pl1cat1on. Only one 
0p;;.rat1on per statoment is allowed. 

Examples 

100 MAT F = (2)*G 
150 MAT Q=(2.33+M)*Q 
750 MAT B=(N)*A 

ident1ty Matnx 

An identity matr1x is defmed by a statement of the form 

MAT B=IDN or MAT R=IDN(express10n, express1on) 

In the first statement, matnx B is set up as an identity matnx. If B is not defmed to be 
square, you w1ll rece1ve a chmens1on error message. In the second statement, the s1ze of the 
identity matnx R is determmed at execution time by the value of the expression enclosed m 
parentneses 

Examples: 

190 MAT A=IDN 
100 MAT V=IDN(2*N+l,2*N+l) 
120 MAT B = IDN(Q,Q) 
130 MAT W=IDN 
140 !V1AT C =IDN(l,1) 

Matrix Transpos1t1on 

Matrices are lransposed usmg the form 

MAT Y =TRN(Z) 

where Y and Z are both matrices. The matnx Z transposc mll replace matrix Y. Y and z 
must conform Matr1x transposit10n m place (MAT A=TRN(A)) is not allowed. 

Examplcs. 

300 MAT G=TRN(H) 
400 MAT U=TRN(V) 



Matrix 1 nvers1on 

1'/!at;.·¡res are inverted us1ng the forn1 

ivlA T I=!N-V (J) 

'.'lhCt'~ r ar:...: J file bJ:..:-: u::~·1'.!.;s. I ·.-n:í ,y_;-'--.:;_~n t.L? :--. ... ~ ....... J i.lV(:!.'Se. ¡ ¿nd, J m.J&[ (..út1Ío.cm 

Í'•.J.lrr'< in.~·:::·2 .. 0?~ ::.~. r:·~·::..:-, {iY.:::.!:.r!' /', =- ':"~..\t(¡~}) lR no: ?.'..!,..,,1 ·~d. If ~ rn;~tri:: !.S s:n~~.J.i', jt'OU \•!!l 
~·:- ... · .. ,s ti~·! r:'let-~~:':' !:~>· .. e:;_. y E:Il,-·~ i11_.'\:- I.iL\Tru::ir.. 

; , .: ' IX Z!:t\ :~no 

.:. .. _!T C=~i<..J.i 

v11ll z3.co out the elem3nts of matrix C. 

'1 t!e C~N funct1cn is used to set all elements of a matr1x to one's. As an exarnple 

w1ll set all elcments of matr1x C to one's. 

Every matrix var1ab:e used in a program must be g1ven a s1ngle-letter name. 

i' rR1,n.r1x va11able mustbcdef1ned1naD!M statement, wh1ch sets as1de the amount of storage 
• <.:'~'J· i¿d by tne matrLX var1able dur1ng execut1on of the program. For example: 

DT:\1 P(3,4.),Q(5,5) 

r !"~ J=,·E"v: ;::;taten1cnt defines two matrices, P and Q. P is def1ned as a 12 element rnatr1x, and 
r a 2o Glemcnt i.iatnx. Note that the first element of P is P(l,1) and the last element 
.,Í'·': The ele<ncnts of Q run from Q(l,1) through Q(5,5). All matrix variables must be 

.... outú.y chmenc1oncd. as shown here. 

i:i .__,,,:; J 2 .. y cuia..1putat10!1 us1ng tne MA T statements, you must declare the prec1se-dunens1ons 
:: .! niatr1c..e.s to be used 1n the computaton. Four of the MAT statements are used for th1s 

Ml\T EEUJ C(M,N) 
]'.." \ 'T' C = Z ER(M,N) 
1•(0/f C=-·-:':'>l'!(M,7~) 

IV" I~ 't' C ;-_ ;)!.'T(l\T N") 

'.!ne :1:-st ;:~1i'Ce statements spcc1fy matrD:r C as cons1st1ng of M rows and N colwnns. The 
fO ... l tn ct..at.;::rner;.: .spec1f1es n • .;t¡·¡x C ;io .. a a sq_uare matr1x of N rows and N colwnns. 

Th0~e sarne statcments lnay be u.sed to red1mens1on a matr1x dui:1ng runn1ng. A matr1x may 
he 1~ect1mens1oned t.o e1ther a lar{~er or n smalle~ matr1x, prov1ded the new dlmens1ons do not 
:rcqu1rc more sto1 age spacc than was or1g1nally reserved by the DIM statement. To illustrate, 
(!C".::.1aer the follow1ng. 
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110 DIM. A(8,8), B(8 8), C(8,8) 
150 MAT READ A(2,2), B(2,2) 
í60 MAT C =ZER(2,2) 

200 MAT A= IDN(3,8) 
210 MA'"l' READ B(1, 1), C(4,4) 

Note that the DIM state1nent reserves cnough storagf to accornrrtodate three n1cl'l.11ces. each 
cons1st1ng of 64 elen1ents. The in1t1al MA'T READ spec1f1es the d11nens1ons of büth rnatr1ccs 
A a.nd B as 2 rows arid 2 columns. 

Thc lVL<\'I' READ also rea di:. the nun11J¿r of values 1 equ1red by thc dlmens1ons in to tne stoL·age 
that v1as reserved by the DIM sta.tcmcnt. lt rcacls thP11'. in ro·.u-w1se sequence. 1n tne 1n1t1a.l 
MAT READ, the elements m the arder read ar0 A(l,1), A(l,2), A(2,1), A(2,2), I;(l,1), E(l,2), 
B(2,l), and B(2,2). Statement 160 uses the ZER to specúy d1h1ens1ons and to ~ero the ele­
ments of matnx C. Statements 200 and 210 illustrate redlmens10mng. :v!atr1x A is red1men­
s1onea as an 8 row, 8 column 1dcnt1ty n1atr1x, and matrices B and C are recUmens1oned as 
4 row, 4 colurnn matrices in.to wh1ch data is to be read. 

The combrnaticn of 01drnary BASIC statcments and MAT statements makcs BASlC very 
p0\11erful, but you must be careful about ch1nens1ons. In add~t1an to hav1ng boto a DIM sL1te­
ment and a declarat1on of current d1mens1on, you should \vatch your use of the MAT &tate­
ments. For examole, a matr1x productMATC=A"'Bmay be illegal for e1ther of tvro rcasons· 
l·i and B may have such d1mens1ons that the product is not dei1ned, or C may have t.ne wroi1g 
d1mens10ns for the answer. In either case you w11l receive the D!MENS!i!'.>N ERRfDR message. 

Examples 

Two programs follow that illustrate sorne of the capab1hties of the MAT statemems. In the 
í1rst pr0gra1n, the values far MandNare read. Us1ng these two values as inchres, statement 
12C sets the d11nens1ons for matrices A, B, D, and G. The •alues for the eiements of tncse 
fou:r matrices are read, 1"'hen, in sequcnce. 

o 'T'he d1mens1ons al matrix C are spec1f1ed and the eiements set to zero (l1ne 130). 

o MéJ.:~'.1.x A 1s pr1nted {l1ne 150). 

o Ma:!lx R is pnnted (lme 170) 

• The sm., r· matrices A and Bis found and storea m C (lrne 180). 

o Matrn. C lS prmtea (lme 200), 

o The dlmens1ons far matr1x F,avector,areset and the elements set io zero (l1ne 210) 

• The pronuct of matrices C and D is computed and stored m F (line 220). 

o The d1n1ens10Hs far matr1x H (single value) are spec1f1ed a.nd the elen1et-:.ts set to zero 
(111:8 230). 

• Fmally, the product of matrices G and F is found and sto=ed m H and prmted (!mes 
240, 280). 

In the secona program, a value N is read tha!. determines tne order of the fi1lbert matr1x 
scgmcnt to be computed, stored, andpnnted. Nextt!le matr1x is rnverted and punted. Fmally 
tne H1lbert rnatr1x is mult1pl1ed by its own inverse, and the result1ng product matr1,;., is 
pnPted. Nohce that !me 290 spec1fles N as equal to 2 to produce the first thrce matrices of 
arder 2, and later returns toread in tne data ''3/ 1 redlmens1ons to a larger array--larger 
than 2, but smaller than the or1gmal 20--and produces more output. 
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MATRJX PHCGR\M EXAMPLE 2. 

51 

100 OIM AC20120>1BC20120)1CC2Q,2Q) 
11 O RCAD N 
120 M~~ A=CON<N~N> 
130 r1Ar s~caNcN,N> 

1~0 ~!f C=ZERCN,N> 
~so ~e~ I=! r0 N 
I60 FGP J=! T0 N 
170 LET ACI,J>=l/CI+J-IJ 
160 Nf.XT J 
!90 ~ic>.T ! 
200 PR !NT "HILBERT , .. IMYR .!. ...< U' Ql RVEr..:" tN 
210 MAT PRINT Al 
220 MAT B=If\HJ(A) 
230 PRINT "It~VCR.SE 0F r:.LB:RT MATRIX 0F 0ROEa"JN 
2~0 ~AT PP!N! B; 
'::5.J .~¡)J C:;;:A>:S 
~60 PRINT "H.o.L9CRT MA7RIX TIMES ITS 0WN lfJVJ:RSE 0RDER .. .JN 
27C M~T PRiN; CJ 
2SO G%i T0 : l O 
:90 OC',"" H 2.,3 
9; ':J E't'D 
hú\' 

MAf-2 

HILSERT MATRIX 0F 0RDER 2 
1 • 5 

!NVERSE 0F' HlLBERT MATRIX 0F' 21RDER 2 
4.. -6· 

-o.. 12· 

~!l3C~T MATRI~ TIMES ITS 0WN INVERSE 0RDER 2 
¡. G 

l·LLB!:RT MAT~t.Y eF' 0RDER 3 
.,5 0333333 

.. :. .333333 .. 25 

¡~vc~sr or H!LBCRT MATRIX ZF 0RDER 3 
0 ~ -3,s., ..... v~ 

30· -180· 180· 

H~!LBE~~-! tJ1t,1-iirx TIMES ITS 0WN INVERSE 0RDER 3 
l• -t.7S8!4E-07 O 

1 • -S.960A6E-08 

0UT ~F DATA IN 110 

'• r • 



E)(A.MPLE:S OF /l.flVANCE.D BASIC PROGRArvlS 
Follo\Vl'1g a.L~e t'"!O .::a1nple prog1 a?ns illustrat1ng the use of many of the advanced capab1l1t1es 
of Bí-'..S!C. 'fhf:: i· !"SI prograrn is developed 1n an inventory case problern, and rnakes use of a 
E.CD 'file. Thc .s2conu :;.?. r;-g.rar¡1 use::> a b1n1ry file to store personnel informat1on. 

»2.~ f::...-J'ii, :.-~ L~~rre'_csne.r, \LO~üc !~- 1 c :1.,, ! .. no J hn'·1 'i!1J f1ve lltms in h1s &tare are sell1ng In 
'.)..i;y t:'-1·..-t: !!Jc.-1LL !i::: '\Jt,,:!.!c.. l¡J.¡::e .i _,,_"':.!.;"~!'E"1t .Z1le 0~ L 10 lt2ras th::u: were sold each 'veek over 
·- l•)l!.l' \!{'.Jlc ri2r1cd. rlc •,\:::-1t.J to u_,l'.b.tt• ::t.f.. ~.le ~.t J1e end of oach v1eek, and he mayor may 
~ ~,_ 1 «...11.t 1..0 g:d .... t_:r1mrl-·~P v1r2t1.12.1 . e('c::d vi h10 s:'l103. He may v1a•1t ~o gct a wr1tten report 
, ~ ·~'-~"! t1.:rle ti"i.il'lí ~ r~1e ::-i~Oüth .. 

,..l'h13 !'•3cord :2'i10~~ <'Oi!Slót of an t.?asy tci : S3.d table _1!Jtm& the lterns a.nd the number sold in 
o?[:.c~·1 yrttk. The tabíe Hhcuid a.tso shoi,v U.1.e to~a! .1U."11ber o::. i' ... (':;.!8 :or eacn week, thc total 
>.L.J1bor of each ltern sold to dato, and lhe letal nu1r.ber o: all ile~.•:s E,.,Jlc! ... o date. 

·rte Ziup itCl'rlS tliat 1\1.r. S'\lr..i'tv:oilldlu:eto cht::ck ar2 salt, pcpp.3r, sugar, ;-,~trneg, and tof~c2 
~rne :-:;or:th :!. • .; Jlr.n.::-ch. 

Ti¡¿ +'olloi¡¡1~:, !):>. ..... r,ram redul~ ír0n1 1\1r. s~.v:ft's rcqmrements. Thc pro¡;rar11 ts expla1nea l)./ 
:. en,a.:!i::s !!H.:.lu~a...: in it .. 

i 00 l'!LE.S STeCK 
iiO O!!-~ A\4.:13> 
!![10 l'·e;n IcQ .f0 5 
1.JO RF..AD ASCI) 
!40 ll:E:XT I 
150 
i60 Ré:M v~INli!t'L ?ASS f.""LAü1 P.:?RINf0UT F'LAG 
!70 P.ZM '·J=O INlT!AL PASS,, P=O PRINT0UT OESIREO 
!SO REAO w,? 
190 IF W<O 7HE:~ 300 
20<) 
210 REM .'l:JR T~E !NlTIAL PASS• WRITE THREE ZER0ES• THE:RE IS N0 
3ZQ t?EM DJ.:\TA !Nll!ALLY• AND Sl?JME"fHING, MUST BE WRITTEN BEF0RE 
:-:~ú R::l¡ I f CAN BE READ• 
'~40 SCRr.\TC'i .. " l 
s~i:: t'F:~TE:6'tt .uo;o:o 
•;(,,.;i rd.• .. S"í!uHEt' t 
.: -o 
:~.~'-' :~EM ';"!::AD tt'1 OG.TA \iR.tTTEN INT0 THE. F"ILE F'R0M PREVI0US WEEKS• 
~·~·O HC:n ).. • .,.,,,1r:r-1,,. V•o01 1'1E:i!:rí.P A<>C1Y) .... NUMSERS 0F ITEMS S0LD T0 DATE· 
3v0 RE~D~¡~~PY~~cx~Y> 
310 Jr SN0,71 7~EN 350 
~"''" CD T0 300 
~30 

3.r .. ,:i R;:::r1 Rt..~D DP'i"(t 1•0R THIS UEEK 0R DATA MISSED F'R0M PREVI0US WEEKS• 
J.50 REl'.D r.;, '( •' ~ 
:""6C If X<O THCN 430 

..;so íl:!:M l';;.Ci-l X is N~G,4'¡1,'¡VE.ól TH.:: DATA READ IS F'INISHED· 
390 LCT P.(X#V>~Acx:v>+Z 
400 GO Te 350 
410 
-<120 Ré:M f'FilTC THE: UPDATED INf"0 T0 THE PE:RMANENT DATA F"ILE• 
•130 SCRA7CHQ 1 
~40 F!'JR X•O T0 "· 
450 F'0R Y;:Q ·1'1 3 
460 WRiTE#]pÁJV;~cx.Y)J 
470 NC><T u 

480 NCXT X 
490 
500 REM IS A PPINTeUT lVANl'E:D? O···YES 
510 Ir P<O THE:N 870 

-1 • • .N~ 
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..)?.O 
530 RS~ PRIN, T•1E i.,0NTH .. 
5~Q ?~INT A$~5> 

5SC ;"':., 1.JT 
~G0 PRINT TABC10>J 
s·10 RCM PRINT THE CULUi'1\J 1'..:-'!Jl::R i"0R ;::.o.c,1 lt1EEV ~ 
S3G ~0R !;C ~0 ~ 

59G PRI~T US!N3 C!Oa.,:> 
.;oo i\CXT : 
6? :J! j.I¿'¡';'¡,. 

t20 PRINT VS!NG 030 
C--....C: T0TPLS 
(.~O D?.!NT 
'50 
(,oO REM BEGl"; -,·;-, G':r·.C 1~,.;-;::: Tt:l Yt~E:::...E 0;: •./t..Lt..• _•,.. . 
. -;e i='0R I;;-:; ,.0 

020 º~INT A~<-):7A~í!Q); 
J9G FOG Jc0 19 3 
700 REM ~ut~ 0;:' CACH !TCM ;•GR THF.: ~i-f'?S.:;:;. tJ¡; :,·,: 
•JC' L;-T "i"(!)..:1"1,I)-',PCI,J1 

7 20 REM ~~~S F0R CACh LJE~, 

j.: (' 
7~0 

7:. (' 
150 
";70 

soc 

~ET S!J'~r<J)+~<!~J) 

P~JNT J$JNG 610;k(l;J), 
t\l:, r ! 
P~I~T US!NG 6to~T<I> 

NCX• I 
?P!Nl 
P:tINT T~Bl10>J 

<:.t(. ?CM P~Itrr SLlB.,.C'!/\l..S F'0R EA(..n U~~l( L.r!:; lné: Tf_J-;t,,~ ¡:¡;~ , r1!!.. ns;r1r1'1 .. 
C;?O :'"'OR ,..:o ~ ' J 
''JL P/.!\.:"•" ."~ 1'...1 ''1C.:-)•i·)~ 

s~o -ET 5;~*~'~; 

aso fli::.YT v. 
860 r:."IN7 LS!rlG :S:o,s 
8 i f.., Ef\1;) 

sao ~l::M o~~·t::ti?.T ~ ..... PEPPE.k" 2·oSll&t'f<,, 3o~ .. /\!UTMEG.D .l..••oC'.3Fi::t 
09C ü:'.if'- S ~ - :' 0e~;::~~ ;$l.;GAR;!'-¡UTrí~6ftC~;;'V'Ef.:o 1JA•!G•.! 
11<;)t) 0''.T~ 

S•ppo.s~ l!K~ ,, 'C . ,..,.s rA<r '· J , -- • 

· .:. '_,~_:::,eec. ,-,,~._ -'.::-. úv.ilic \~.1:3n~o a recor:! e:; bs c;.:z:s {e a...;.Le-. l.i. 
_. :.~ ... ~1.::- .. .Juú ai:; r>no;, ·n a'Oove. ?ne ~1 op3c~-\1f:.1 nct ~.J:¿. .f1r.-.:;~ \ l-:: , 

':.'_'::;..:~.:-:"...~ • .:.:::.e d~ta. P.J.so h.) zr:.ters et.ta m i 1ne l.010 a.J ~:1c"\1,'n 'i.tcvc-• 
. • . :; __ , iur. ;:..: ..:::a, a..."'1ct lhe ~1 o J.tna.l zewea ar3 d::;..1.:r:.r::.7 da~a _Jt.t in :.o 

--"- ... _:... ~'~r/; :"cs-.il.-:z. 
1 h.~ -1 _,e~ C,?_~e¡; : .i:­

:S1 li JJy lrte.f~PD. ::-_ 

- ~ : J 

... ;~c ..... 

:- ,... '-T 

'_-:PPER 
::,.._.Cl\R 
l'J7 l•'SG 
.::;5¡·¡:-:E 

5C 

e , 

? 
7 
4 
3 
2 

24 

2 ~ ~ 70TAl.S 

4 ~ e 7 
5 o e 12 
3 o o 7 
7 o o 15 
9 o o 1 ¡ 
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i~ ~ ~.1-:: ..:nJ Ci! lr.~ Ln1rd viet::K, l'dr .S\11llt w ..... lt.J to :r • .:!e~ a.n t:.pc!a~c.. He v:ants a pr1ntout. All he 
2r.~st do is 1 cplace lrue number 1\JlO, as sho\vn belo\v. The BCD data file is updated, and the 
prmtout shows the entries for th& third weel< and the resultmg changes m the totals. 

1010 DATA 0 .. 2,7,. l112.ii5.t 2.a2.1l11 311211511 4112111211 -1,.0110 
RUN 

SAL T 1.t:e ::..1J 

- ---MAñ.CH 

2 3 4 TGTALS 

SALf 3 "' 7 o 14 
PEPPER "/ 5 5 o 17 
SUGAR 4 3 l o 8 
Nl''!'1,l:•3 8 7 5 o 20 
C0í*FE~ 2 9 12 o 23 

2~ 2(; 30 o 82 

PE:rsonn81 1 nfoi-rnat1on 

~'c,!lowrng 1s a ty¡ncal example of the useof bmary files. There are lwo programs. Wf{JRKER 
~stabhzhes the data base m the file INFf{J. Wf{JRKl shows how values can be altered at w1ll. 

~00 F1LES INJo-0 
l 10 SCRATCH ' 1 
120 READ AS.tS1Al11D11Sl11V 
!30 WRITE:!.ASJSJAIJO;SllV 
! -GO E.O re 1 ::;o 
lSO Oi';:ft..G0R00N119345.v27,.0 .... 4~0 
160 ~t1.1A?LU:'1MER.v10200 ... 301410,s 
! 70 fJ,"',l1~G!'.R1:.NTIN0,. S.SOO, 22., o .. 211 7 
!~O DAT~TH0MAS1111sso,.29,.3,o,2 

1 i;u CA"¡ A.CHZNEY" asco .. 25 .. º" 4, 6 

14:06 

eur ©f.' D,\TJi IN 120 

j\)(; to~!IL..ES INF'O 
~lo Rt' ".r) A,. u., e 
120 G0Sl\S 200 
1~0 Sr"T-: t,. tr··:-> >8 
! ~:, l\:. ... '.)J1"X 
1 5<1 L r·r X<1X+C 

"'" • Uv ::::.í,.LVJCC1l ... 2 
170 l•?.!TC; i ,.x 
! :):.) e~ sun 240 
190 STUP 
200 PRINTU~ING 220 
210 PRINT 
220:NAME SALARY AGE OEPENOENTS 
230 :" "$flflf;#¡~f) 11/ffi (J(JiJ 

240 SET1 J,AQ8+I 
2so RCADr 1,,As ... s,.A1,.o,,s1,.v 
260 PRINTUSING 2ao.As,.s .. A1,o,.s1 .. v 
1<70 RETURN 
280 

SICJ{ DAYS 
fl ti fl (J 

VACAT!GN OAYS 
(}i) 11 () 
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290 RE.~ 

300 REM 
3:0 REM 

DATA rnR1~AT --- t.-NAME, 3-C0DE W.LUE• C-AM0UNT T0 BE ADDED 
NAMES- - - - O-G0ROGN, 1-PLUMMER, 2-GARANTI N0, 3·TH3MAS 

4-CHENEY 
320 
330 REM CGDE-........ 1-t\..':--.C.:i 4-St.1 fl.RYD 5-AGE, 6-DEPENDENTS.,. 7-SICK OAYS 
3~0 REM 8-VPCATí0N úAYS 
350 
360 REM FOR DATA--· 2,4,820 --- ALTER MR. GARANTIN0'S SALARY BY $620 
370 
J80 DATA 2141820 

\..'0RK1 1 4. 11 

NAME SAV,RV AGE 

GARANT1N0 S 5600 
GAqANTlN0 $ 9420 

22 
22 

DEPENOE:NTS 

o 
o 

SICK DAVS 

2 
2 

VACATl0N DAVS 

7 
7 

The second lme of the prmtout shows the ~820 mcrease m Mr. Garantmo's salary. 



Appendix A Error !V]essages 

Because most programs unde ... ~ c:.evelo)m~;nt conta1n errors, a series o! error messa.:ges is 
included in BASIC. Sorne oi fr.~ ::.¿ssagcs .... re rece1ved dur1ng comp1lab.on and others"tiur1ng 
execuhon of a program. :\·1~-:y ..,: t..11.G messages not only ident1fy the type of error, but 2nd1cate 
the lme number where t."le error occurred. In the followmg table, XXX means a lme number. 

Dur1ng execut1on, sorne 1nessages occur that do not stop execution, but inform you of rrregu­
lar condlhons eXlshng 111 ldentñied lmes of your program. Other messages, however, pomt 
out more senous errcrs that cause executwn to stop. 

Comp1lation Errors 

MESSAGE 

CUT PRS!)GRAM f1)R DIMS 

DIMENSif1)N Tf1)f1) LARGE IN XXX 

FILE Nf1)T DEFINED IN XXX 

FILES Nf1)T FIRST IN XXX 

Ff1)R WITHf1)UT NEXT 

ILLEGAL Cf1)NSTANT IN XXX 

ILLEGAL Ff1)RMULA IN XXX 

ILLEGAL INSTRUCTI¡1)N IN XXX 

ILLEGAL NUMBER IN XXX 

ILLEGAL PRIÓGRAM NAME IN XXX 

MEANING 

E1ther the program lS too long, or the amount of 
space reserved by the DIM statements lS toamuch, 
or both. Cut the length of theprogram, reduce the 
s1ze of the hsts and tables, reduce the length of 
prlnted labels, or reduce the number of simple 
variables. 

The SlZe of a hst or table lS too large. Make it 
smaller. Maximum dlmens1on IS A(1022). 

The file reference statement lS mlssmg. 

The file reference statement IS preceded by an 
executable statement. 

A NEXT statement IS m1ssmg. This message can 
occur m con¡unchon with NEXT WITHf1)UT Ff1)R. 

A number IS out of bounds(> 5.78960E76). 

Perhaps the most common error message. May 
mdlcate m1ssmg parentheses, Iilegal variable 
names, m1ss1ng mulb.ply s1gns, illegal numbers, 
or other errors. Check the statement thoroughly. 

Other than one of the 26 legal BASIC mstructions 
has been used following the lme number. 

The lme number IS of mcorrect form or contams 
more than 5 dlgits. 

A program name m a CALL or CHAIN statement 
is a name with more than 6 characters ano !;; 
other than a hbrary program name. A program 
cannot call itself. 
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MESSAGE 

ILLEGAL RELATJ¡')N IN XXX 

ILLEGAL VARIABLE IN XXX 

IMAGE TABLE ¡i)VERFL¡')W 

INC¡i)RRECT F¡i)RMAT IN XXX 

NEXT WITH¡i)UT F¡i)R IN XXX 

N¡') DATA 

¡')VER 10 SUBR¡i)UTINES 

PR¡i)GRAM N¡i)T SAVED (Program 
Name) 

P R¡i)G RAM T¡')p L¡i)NG IN XXX 

PR¡i)GRAM w¡')N'T F!T (Program 
Name) 

REDIMENSI¡i)NED ARRA Y IN XXX 

STRING T¡')!Z) L¡i)NG IN XXX 

T!Z)¡') MA!\ C: C¡i)NSTANTS IN XXX 

Tf!lf!l MANY FILES 

Tf!lf/J MANY GPT¡i)'S IN XXX 

TjZ)íi'.l MUCH DATA 

UNDEFINED FUNCTifDN 

MEANING 

Sornethrng is wrong with the relat10nal express10n 
m an IF--THEN staternent. Check to see 11 you 
have used one of the 6 perm1ss1ble relational 
symbols. 

An illegal variable nan1e has been used. 

More than 100 image statements have been in­
cluded rn the program. 

The format of the statement is wrong. 

Thel'e is an incorrect NEXT statement, perhaps 
w .. tn a wrong variable g1ven. Check also far in­
correctly nested Ff!lR statements. 

There is at least one READ statement m the pro~ 
grarn, but there are no DATA statements. 

The program tried to cal! more than 10 dlUerent 
programs. 

A program named m a CALL statement is not 
saved. 

The program is too long for the avallable storage. 
Cut the s1ze of the program or dlmens10ns • 

• 
The program called is too large to fit m the re-
mammg ava1lable space. 

An array has prev1ously been dlmens1oned. 

A strmg has more than 15 characters. 

A staternent contams constants that result m more 
than 75 dlfferent constant¡¡ m the program. Ex­
ample: LET A(4) = 1.24, 4 and 1.24 are constants. 

The number of files referenced caused the pro­
gram s1ze hm1t to be exceeded. (At least 8 files 
will always be allowed.) 

More than 79 dlfferent lme number references 
were made m GfDTfD, IF--THEN, G¡')sUB, or 
fDN--G¡')Tp statements. 

There are more than 26 FfDR--NEXT combma­
t1ons m the prograrn. 

The program contams more than 1280 n'wnbers, or 
too many numbers andstrmgs, ortoo many strmgs 
as data. 

A funct.on such as FNF( ) has heen c:~•'d mthout 
appear1ng m a DEF statement. Check for typo­
graptucal errors. 



MESSAGE 

'(jNDEFINED IlV'.AGE XXX 

Exccution Er:·ors--!'!:xecut:cr. ConUnued 

A1EC.SA.GE 

ASS,tlLUTE VALUE RAISE:;::i T¡ó 
P;'.)WER IN XXX 

A TTEMFT Tl!'.> READ A NU:Y..::;ER 
AS A STRING VARIABLE 

DIVlS!:!)N BY ZER>1) IN XXX 

END ~F FILE IN XX~ 

rt·:~Jl.i"f ::JArf A N):'.11"' !l~ C$ÓR~~Y~C f' 
Ff)RítiJ..r\T, RETYPE !T 

~VERF'i.;'.lW IN XXX 

SQUAP.É •Ri.')JZ)T ¡t)F A NEGATIVE 
NUMBER IN XXX 

UNDERFL~W IN XXX 

MEANING 

A PHINT USING statement references !me XXX, 
but !me XXX e1ther does not exlst or is not an 
m1age .:tatement. 

The f;tcttement number appearL"lg in aG~S{>, IF.-­
'1" :EN, G;t-SUB, or l!'.>N--Gfl}'rfé) statement docs not 
::.ppear as lme number in the program. 

MEANING 

A com;mtatlon of the forro (-3)' 2. 7 has been at­
tempt~d. The computer sUj)pues (ABS(-3) )• 2.7 
ar.d conjmuas. Note: (-3)1 3 is correctly com­
r,uted t<> g1ve -27. 

Self exrl~atory. 

A G.v1:::10n by zero has been attcmpted. The com­
¡outer ::mpplles + ~ (about 5. 78960E76) and con­
tu1ues runn1ng the program. 

P.n •.ttempt has b3en made to read data from a 
úCD 11le af\.E:.r al.1 data has been rGaa. The file 
:; J!nte¡· ia located at tt,e end. e! ti.1e file. No data 
:; traiosni,tted. 

'...::cer a1l phys1cal space in a file nas bezn used, 
an attempt has been rnadetowl'.'iteinto a BCD file, 
c;:t an attempt hasbeenmadeio reaclfrom or v1nte 
m~o a bmary file. No data is transm1tted. 

~rle progra.."11 has attempted to calculate tne 
lcgantlli'"n of a negabve number. The computer 
supphes the loganthm cf the absolute value and 
cont1nues. 

Tile program has atternpted to calculate the 
lc;:anthm of zero. The computer supphes 
-5. 78S60E76 and contlnues.. 

A number larger than about 5. 78960E76 has been 
generated. The computer supphes ,±5. 78960E76 
and ccntmues runnmg the program. 

The program has attempted to extrae! the square 
root of a negative number. The computersupphes 
the square root of the absolute valuirand continues. 

A number smaller m absolute s1ze than about 
4.31809E-78 has been g·enerated. The .computer 
supphes zero and ,cont.tnues 1n many crrcum­
stances, underflow 1.S perm1 ss.ble and may be 
1gnored. 
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MESSAGE 

ZERP TO A NEGAT!VE POWER 
IN XXX 

Execution Errors--Exec~t1on Term1nated 

MESSAGE 

BAD IMAGE IN XXX 

CALLS PR Gi1)SUB NESTED TPP 
DEEPL Y· IN XXX 

DATA FILE (L!NE XXX) 
FPRMAT ERRPR 

DIMENS!ON ERROR IN XXX 

EXPRESSIPN PUT PF RANGE 

FILE NPT BCD 

FILE NPT BINARY 

:"ILE(S) NPT SAVED· (File 
Narne) 

ILLEGAL FILE DESIGNATÓR IN XXX 

ILLEGAL. POINTER 

NEARLY SINGUJ; .. AR MATRIX IN XXX 

... 
' o • 

MEANING 

A c0:,,putat10~ of the form 01 (-1) has been at­
tc ~;.'.2:1. The i.'.!8mputer suppl1es + oo (about 
;s '1 :,s .. OE76) ar1d conhnues. 

MEANING 

There are sy::-itax errors in the image statement 
referenced by l!'le number XXX, oran attempt has 
been macte to put nuinpr1c data in an alphanumer1c 
field, or alphanumeric data 111 a numeric field. 

Too many CALLs or G>'.)SUBs without aRETUHN. 
It may be that subroutmes are bemgleftby c~;·Tó 
or IF--THEN statements rather than by RETURNs. 
The program stops. 

At !me XXX of the data file bemg re ad, data is not 
111 the required format. 

A dlmens1on rncons1stency has occurred in con­
necb.on with one of the MAT statements. The 
program stops. 

The range of an PN--GPTO statement is mcor­
rect. Example: ON X GOTO 10,20,30. When the 
integer value of X is e1ther rn1nus, zero, or 
greater than 3, the expresswn is out of range. 

An attempt has been made to do a BCD file read 
or write on a bmary file. 

An attempt has been made to do a bmary file read 
or write on a BCD file. 

The files mdlcated have been referenced but are 
not saved m your hbrary. 

The flle designatoris less than umty, non-mtegral, 
or greater than the number of referenced files. 

The element po1nter 1s less than Wlity, non­
mtegral, or greater tt.an the length of the refer­
enced file. 

The INV operat10n in MA T has encountered a 
matnx with zero or nearly zero pivota! elements. 
The rnatr1x be1ng inverted, is singular or nearly 
so. Note, however, that this check is notlOO per­
cent rehable. For mstance, th1s message neednot 
occur even lf the inverse is mean1ngless, as with 
high arder Hllbert matrices. If th1s error occurs,.,, 

. , the program stops. 

¡()UT OF DATA IN XXX 
"' ... , J 

A READ slatement for wh1ch there is no DATA 
has been cncountercd. If th1s means a normal end 
of your program, ignore the message. Otherwise, 
it means that you h::ven't supplled enough DATA. 
In e1ther case, t.he p1ogram stops. 



MESSAGE 

READING BCD IN XXX 

RETURN BEFl'.>RE G~SUB ~R CALL 
IN XXX 

SUBSCRIPT ERR.óR IN XXX 

WRITING BCD IN XXX 

MEANING 

An attempt has been made to wnte mto i BCD 
read IT".Ode file. Inchcates a log1c error or no 
SCRATCrl statement encountered befare read 
mode activ1ty. 

A RET:.,RN has been •ncou"'eted befare the first 
GPSUS or CALL lll u.e program. Note BASIC 
does not reqmre the GPSUB to have an earher 
statement number--only to execute a GPSUB be­
fare executmg a RETURN. The program stops. 

A subscr1pt has been ca!led far that hes outs1de 
the range speclf1ed m the DIM statement, or, 1! 
r,o DIM statement apphes, outs1de the range O 
through 10. The program stops. 

An attempt has been made to re ad or backspace 
a BCD wr1te mode file. InchCatcs a log1c error or 
no RESTPRE statement encountered befare read 
mode activ1ty. 
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Appendix B Lin1itations on BAS!C 

'There a1 e sorne 11m1tat1ons 1mposed en BASIC by tne 11r111ted a1nouni 0f' ( 0.11".,1· ! :,;:i ci~ -',e 
L1stcd below are son1e of these 11n11tatlons, in part1cu1ar, tl1ose tu~.!.l a1 ,; _ ._.. 1 •• , ,J '.v , __ , 0r 
messages in Appenchx A. The reader should real1ze that allhough Lh-J :· \'...'I ., . , 1 • :,,· ! 

is f1xed, m time sorne of these 11m1tab.ons may be rela..."'ed sl1~hrly. 

!TEM 

Source program s1ze 

Con::.tants 

Data 

F~R statements 

G~ T~, IF--THEN, G~SUB, 
and ~N--G~ T~ statements 

Comp1led program s1ze 

Image statemcnts 

D1mcns1on of ar ray 

Nam1ng of variables 

Subscnptmg 

The source program may nor CVTlS.1..s: (if 1 101 e~:•"'"'. /_. :,,, ! ~ 1 -:.. .... 

It may not cont.a1ri 1nore r!.8 .. 6í-4'! r..:n"trJ.ctc.1.·::. 

There c::in D-3 "º n1ore tn~P1 1280 data nu!l1t:.~'r~> 

Thei:e c:.:r :..e :io rr.ore ihan 2.6 Ff)n -,tatt'rri\:fl(~ in '"'" proi:;, ran1. 

T:-h, tctn.l numbcr of mf!c1 cnt rcferenccs in tnese suitt.me11ts 
r.. ...... :vt cxc.eed 70. 

Cannot exceed 4148 i.vvrcts. 

Max1mum of 100. 

.A.. s1ngly a1mens1oncd ar!",''/ c.l!'nc .. ~ e~c~ef1 1022 ':'he: 11rr.1L1-
t1ons on a aoubly ~ 1 1r..:.i.s:on:--:>a A.1.r~y vitth carncns.Lon.s X. Y, 
are· (1) X cannot exceea 1022, (2) Y cannot c>.ceed 510, Jnd 
(3) the producr of XTl andYü cannotexc~·od 20'74. 

The~var1able A is chst1nct froM tne clemc,,t i\(O) 

Numer1c variable n2mes cons1st1ng cf t\1,0 c.harac ters rriay 
not be subscnpted. 



Order for BASIC 

- -- ----- ----
l->A-3!C c!1::::.-_1acter.d a1·t: ~-.:,, 1 n:,.,~~d 1r • .!.1e1_ l::jS!C Cü1...0 r¿¡:_.::.::&.11~at1ons. The following table 
e1vcs th~ B.A.S1C ccd.:! '-::1~---t-.t rv ... é.:t.Ch cna.Lut.ter. Cot.·3S úI nonpr1nt1ng characters are en­
c!o~ed 1i1 l1are11t..~:..sG.;;i. 

e.o~¿ Charactér Coc!e Ct1aractar Code c:.~~racter -----
íiO o 24 D 53 $ 
Ú1 1 25 E 54 • 

(55) 1'i;~,~ of iV:essage 
ü2. , 26 F 55 > 
Ll3 J 2'1 G ~,., 

04 4 30 H GJ 1space) 
o·_, 6 31 I 61 I 

(32) Bel! 
Oó 8 33 . {per:o~) 62 s 
O't 7 34 '' (quOl~} 63 T 
10 3 35 ? 64 u 
11 9 36 < 65 V 

(37) C~~ .. tage Ret. 
u ' (a}A'lbl°rc.:iI1ej 40 - (mums) 66 w 
1~ 41 J 67 X 
¡~ 42 K 70 y 

)~ 43 L 71 z 
(72) Lme Feed 

. "' •V ~ ·14 M '"13 , (comma) 
""I " 45 N 74 ) ' ' 
jl;I + 46 o 75 [ 
~.1. ¡. 4'1 p 76 J 
~¿ B 50 Q (77) ·F1ll 
~j e 51 R 

(52) Tab 
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Appendix D Using the -¡ in1e-Sharing 
Systei11 

The Mark I T1me-Sharmg System cons1sts of a GE-235 computer with a number of mput­
ou:put stations, currently Model 33 and Moctel 35 Teletypes. Those -usmg the mput-output sta­
twns are able to share the use of the computer v.1th eacn other so as to suggest that earh 'me 
has sale use of the computer. The teletypewrlters are the dev1ces through wh1ch the user 
commumcates vnth the computer. Th1s appencilx contams elementary rnstruct1ons far usmg 
the T1me-Sharrng System. Far complete mformat10n, see the Mark I Time-Sharmg Serv1ce 
Command System Reference Manual (229116). 

The Key:ioard 

The teletypewnter keyboard is a standard typewnter keyboard far the most part. There are 
three special keys the user must be familiar with. 

RETURN 

CTRL 

The RETURN key is located at the nght-nar.d end of thc t.:ud row of !<eys, 
and does more than act as an ord1nary c.irr1age return. The computer 
ignores tne lme bemg typed until this key is pushed. 

The CTRL (control) key is located at the left-hand end of the third lOW of 
keys. When it is pressed along with thc X Key, the co~nputer deletes the 
entire lme bemg typed. This also acts as a carriage return. 

The backwards arrow key is the shrlt of ¡1. It w used te, dcl~te the character 
ar space immediately prececilng the - • lf tlus key is preso ea N times, the N 
precedmg characters ar spaces will be deleted. 

Examples. 

ABCWT--DE appears as ABCDE when RETURN is pushed. 

AB C--CDE appears as ABCDE when RETURN is pushed. 

Sorne languages available on the Time-Shanng System use the three characters\, [ , and]. 
They are hrqted on the keys L, K, and M, respechvely, when either SHIFT key lS pushed. 

Teletypew. <id' Operahon 

Bes1des the keyboard ltself there are four control buttons necessary to operate the machme. 

Bc:tton 

l)RIG 

CLR 

L~ LF 

Location 

Leftmost of six small 
buttons on the r1ght. 

Next to l)RIG. 

Left of the space bar 
on Model 35 Teletypes 
only. 

Funct1on 

Turns on the teletypewr1ter and connects it 
to the phone hne. 

Turns off the teletypewriter and d1scon­
nects the phone circwt. 

Fceds paper t•~ ¿erm1t tear1ng lt off. 



BUZ-RLS Rlghtmost of &1x small 
buttons on the right. 

Turns off the buzzer that s1gnals a low 
paper supply. 

If the teletypewrlter 1s on a dlrcctlme to the c~,:1putar, pushmg the PR!G button 1s ali that 1s 
neccssary to connect up w1li1 the computa.e. To dlsconnect from the computer, type Gl!)PDBYE, 
or BYE. If that fa1ls, pusn CLR. 

In arder to connect w1th the computer frc::i a t~letypewnter not on a dlrect !me: 

o Push the jÓfilG button and v;a1"t: .Lcr tt..-! ....:-1 ton.e. 

0 Dial ene of the nurubo:..·a at t1..:.. r!'1 .... 1. .... -~!!! ... nng Center. 

In order to dlsconnect, t}?e G:j_,J._~::_,3 ':IE o .... BYE, and Ji that fa1ls, pust CLR. 

Control Commands 

There are a number oi cn .. -.: .. ~ands thhL ¡n.:y ~"J~ giver~ to ü1z cor::!)l:ter ty tJl=i!ng the command 
at the start of a nev; l. .. r .. e, vr.i.ch 4¡..:,. 11r:..:: ;;.iu:~.:.ier, and follovn.ng the c,:Hn .. r.t.nd Wlth a carr1age 
return. The following. l[..bl..s 11sts ~om~ 0:1 Jlf' r.ao.::t frequently used oí these cornmands. 

Command 

CATALW 

EDIT 

LENGTH 

LLST 

NEW 

RENAME 

!WN 

RTJ''\ (typea dunng 
•..:.ol!lputat1on) 

SAVE 

SCRATCH 

'" -~ 

STATUS 

Meanmg 

Th8 c.omput2_ .. t"JpeG a l1st'of tne names of all the programs cur­
re.nly savcC:. u.11dcr that user.number. 

G•ves z:. n~·1~..:: 2X!Jlanat.J.on of the forrnat used in the EDIT com­
!n~1.1.::. 

;::, , ª' ¡.,_ o. .. '~ea of the length of the program, to t.'le nearest 200 
:.:.: _".._..:..;r~r.s. s· ... ~ r.aaximum length of one program is-64.CO charac-

. -;.-.v-c.ate listmg of tnc program to be typed out. 

l...::.-'f..::.3 .... t! u;..-;:o-date 11shng of the progran1 to be typed out bc­
~ll'..111!:6 at hne number XXXXX ~-id cont1nwng to tl1e ena . 

.S::-~ses Í!'Om \VOrkmg storage the program Ck!"rentlybe1ng workcd 
on, 2..'ld asirn far a NEW FILE NAME. 

~r'-3~B ..:: .. torn y;orlung storage tr1e program cu:.~r.or.t:ybeingworked 
on, a.i-id as:{s for an fÓLD ~"1LE NAME. 

Pe?n1¡ts you to change the name vf theprogram-y.cu a;.·e currently 
workmg on, but does not desti·oy the program.. 

Beg1ns the co1nputation of a prograrn. 

G,ves :m ind:cahon that a program 1s runmng and how much ma­
cr.!!ne b.me has el:!.psed since the rllll began. 

Saves the p!'Ogram mtact far later use. To retneve a saved pro­
gram, typc PLD. 

Des•.roys the program curren:ly t>emg worked on, but leaves the 
user number a.'ld program nanie intact. !t g!ves you a clean sheet 
to work on. 

Gives an xndicab.on ci the status oi the teletypewr1ter you ::i.1 c .. 
usmg (rumung, •elle, ar disconnected). 

Stops the computaban at once. It ·can be typed only when the tele-­
typewnte¡• is not prmtmg. 

- ' " 



Command 

SYSTEM 

TTY 

UNSAVE 

Meamng 

Permits you to change systems (BAS:C, ALGl')L, etc.) without l!".lmg 
through the s1gn-on scqu.ence aga1n. 

Suppl1es the !ol1ow1ng :.1fa .. :mat1Gil · :elc~y~ev1r::i:::í .~ n\.l~Dber, user 
nur:,ocr, !.s.ngt1age be1ng t.sed, p:ro~,- r.m -... .... .:.1.~ ......... ,~ j, ~í.d. status of 
teletypewr1ter. 

Erases a saved program from .-;:~:).-:..~ory. S1nce tne rncmory of the 
computer 1s fmite, th1s cornm::na should be us;;d to free space .~ 
storage for other users' prograrns. 



Acronym &ASIC exp!amed . • • . • • • • • 1 
Advanced BASIC • , •..•.•••••• 19-58 
Advanced BASIC statements •••••• 31-37 
Alphanumenc data 

Defmit10n of strmg • . • • . . • . • • • 19 
D1mension1ng • . • • • . . • • . • . . . . 19 
IF--THEN statcment& •••••.••• 21 
INPUT statements • • • • • • . • . • • . 20 
LET statements ••••...••••• 19, 20 
PR.NT statcments • • • • • • • • . . • • 21 
READ and DATA stata:nents •..•. 20 
Süing s1ze • • • • . • • • • • • . • • • • • 19 
Str1ng v ar1able . . . . . . . . • . . . . . 19 

Arithmetlc operat1ons. . . • . • • • • • • • 5 

BASlC acronym eiq>lained • • • • • • • • • 1 
BCD files • • • • • • • • • • • • • • • • • • 39-43 

Backspacmg • • • • • • • • • • . • • • • • 43 
Data separator option • • • • • .. • • • • 39 
End-of-file • • • . • • • • . • • • • • . • • 41 
Er.d-of-f1le test • • • . • • • • • • . 41, 42 
End-of-space • • • • . • • • • • • • • • • 41 
l"!odc • • • • • . • • • • • • • • • • • • • • • 39 
Readmg ••• , •••• , • • . • • • . 39, 40 
Restormg • • • • • • • . . • • • • • . • . • 42 
Scratchmg. • • • • . • • • • • . . • • 42, 43 
Writiag • . • • • • • . • • • • • . . . 40, 41 

Emary files • • • • • • • • • • • . . • . 43-48 
Block Ó!b..f:,T~ •••••• , ~ . • . • • . . 44 
End-of-f1le test. • • • . • • • • • • 47, 48 
Loc;;tmg elen:cnt pc-..'c' • . • • . . • • 46 
Random access;.ng. . . . . . . 45, 46 
Restorrng . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 
Scra±chmg • • • • . • • • . • • • • • 46, 47 
Wr 1üng • . • • . . . • • . • • • • • • 43, 44 

C!,L1" statement • • . . • • • • • • • • 33-35 
CH.AIN statement . • • • • • • . • • • • 36, 37 
Co::nmands • . • • . • • • • • • • • • • • 67, 68 
Corr~par1.son order- • • • • • . • • • • • • • • 65 
Ccmputed G(t Tc;j • • • • • • . . • • • • 16, 17 
Control commands • . • • • • • • . • • 67, 68 

Data files see also BCD files, Bmaryflles 
BCD f:les ctefmed. • • • • • • • . . • • • 37 
Bmary files defmed • • • . • • • • • • • 37 
Dummy catalog files. • • • • . • • 38, 39 
File dcs1gnator • • • • • • . • • • . • • • 38 
F1!e rcference. . . . . . . . . . . . 37, 38 

Nammg • . . . • • • • . • • • • • • . • • • 38 
Saving space for • • • • . • • • • • 37-39 

Data statement •.•••••••.••• 3, 4, 14 
Debuggmg see Errors and debuggmg 
Deflmtwns 

Lme number • • • • • • • • • • • • • • • • 2 
Program • • • • • • • • • • • • • • • • • • 1 
Statement • • • • • • • • • • • • • • • • • • 2 

DIM statement. • • . . • • • • • • • • • 10, 18 
D1mens1on1ng 

Lists and tables. • • • • • . • • • . 9, 10 
Matriceo • • . • • • • • • • • • • • • 51, 52 

D1vis10n by zero • . • . . . . • . • • • • • • 4 

E notat10n. • • • . • . • . . . . • • • • • • • • 6 
Elementary BASIC $latc.r.~;;ts ••.• 14-18 
END statement . . . • . • . • • • . • 18 
Enter1ng daca. . . . . . 3, 4, 14, 15 
Error nlessage· .. , :.aLte . . 59-63 
Er:or 3 and debuggrng • . • . . . • . • • L-14 

Files see BCD fl!es, Brnary files, Data files 
F<;'R and NEXT statements 17, 18 
Format control characters . • • • • • 24 
Formulas . . . . • . • . • . . • . • . • . . . • 5 
Funct1ons see also Mathemat1cal funct1on-:> 

CLK •••••••••••.•••••..•• 31 
DEF • • • • . • • • • . • . • . • . • • • • . 31 
INT . • . • . . • • • • • • • • • • • • • • . 28 
RND . • • • • • • • • • . • • • • • • • • 28-30 
SGN • • • . • . • • • • . • • • • • • • • • . 30 
TIM • • • • • . • • . . • • • • • • • • . • • 31 

G<;j Tc;j statement • • • • • . . • • • • • • • • 16 
G<PsUB and RETURN statements,1 .• 32, 33 

IF--THEN statement • • • • • • • . • • 3, 17 
Image statement ..••••••••••• , 24-28 
INPUT statement .• , • • • • . • . • • . . • 15 

LET statement . • • • • • • • • • • • • . 3, 14 
L1ne numbers . . . . . . . . . . . . . . 2, 4 
Lists and tables 

Dimens1omng • • • • • • • • • • • • • 9, 1 O 
Sample program • • • • • • • • • • • . . 1 O 
Subscr1pts .•.••••.•••• , • • 9, 10 

Loops . . • • • • • • . • • • • . . . . • • • . 7-9 
Nested !oops . • • . • . . • • • • • • . • 8, 9 
Step s1ze •••••••.••.••.•••.• 8 
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1 
! 

MJthcmJlH .il funct10ns ....•.. 6, 28-31 
Mdlr!CC5 ••••••••••••••••• 48-54 

Add1t ion . . . . . .. "/ • . . . • • 49, 50 
C<)N funct1on. . . . . . . . . . . . • • . . 51 
D1mens1on1ng ... . l. . . . . . . . 5í, 52 
Ex.cmplc' ..•... / . . • . • . . 52-54 
Idcntity matr1x . :' . ........... 50 
Invcrb1on . . . . . . . . . . . . . . • . . . 51 
MAT PRINT statement . • • • • • . • . •rn 
MAT READ statement •.•.•••.• 49 
Matr1x statements, hst . . . . . . .:8, 4.9 
Mult1phcat10n • . . . • • . • • • • • 49, 50 
Scalar mult1pl1cat1on . . . . . . . . . . SO 
Suhlract1on . . . . . • . • . • • • • • 49, 50 
1'ranspo&1t1on • • • • • • • • • • • • • • . ~O 

ZER funct10n. . . • • . . • . • • • . • . • 51 
M1dt1ple variable replacement . . . . . . 20 

Numbcrs • . . • . • • • • . . • • • • . • • • • 6 
Rules for prmtmg . . . • . • • • • • • • 23 

Numer1c variables . . . . . . . . . . . . . . 6 

1 
- -e<;;! T~ statencent • • • . • • • • 16, 17 

v: . .:rat1ons • . • . • • • • . • • • • • • • • • • 5 

P .irentheses . . • . . . • . . • . • . • . • • • 5 
PRINT statement • . • . • . • • • • • • 15, lti 
Pr1nt1ng 

Format control characters •••• :. 24 
Formatted hne output , • • • • • • 24-28 
Ima~e statement. • . • . • • • • • • 24-28 
PRI::<"T stat~ment • . . . . . • • • • 21, 22 
PRINT USING statement • • . • • 24-28 
Rules for pnntmg numbers • • • • • • 23 
TA B funct10n. • • . • • • • • . • . • • • • 23 

Prionties for computmg • • • • • • • 5, 6 
Pro¡:ram 

Dehmt1on • . • . . • • . . • • • • • • • • • 1 
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Examples 
Greatest common d1v1sor •• 
lllustratmg debugglng ••••• 
Two eauallons m two variables • 

32, 33 
11-14 

üs1ng BCD files . ....... . 
Us1ng b1nary files ...... . 

55-57 
57. 58 

READ statement • • . • • • • . • . • 3, 4, 14 
REM statement . . . • . • • • • • . • • 35, 36 
REST¡jRE statemcnt. . . • . • • • • • • • • 36 

Spaces :r. :i~og"ams . • . • . . . . . . . • . 3 
8tat.2::-.1e:-.~s 

CALL ........••......•• 33-35 
C:'!AIN . . • • • . . • • . • • • . . . • 36, 37 
DThl. . • • . . . . • • . • . • • . • • . 10, 18 
END • • . . . . • • • • . • . • • • . . . • • 18 
F\Z:l and NEXT • • • • • • . . . . • 17, 18 
F~R ar.d NE;(T • • . . • . • • . . . l '7, 18 
G;b T¡j. . . . • . . • • • . • . . . • . • . . 16 
~SUB and RETURN • • • . . • • 32, 33 
lF--THEJ\' • . . • • . . • . • • . • • 3, 17 
INPUT . . • • • • . • • • • • • • • • . • . • 15 
LET • . . . . . . . . • • • • . . • • • 3, 14 
PN--@ '1'9) • • • • • • • • • • • • lb, 17 
PRINT . • • • . • . • • . • • • • . • • 15, 16 
READ and DATA • • • • • • • • • 3, 4, 14 
REM . • . . • • • • • • • • • • • . • 35, 36 
RESTÓRE. . • • • . • • • . • • • • • • • • 36 
ST¡jP. . • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 35 

STí'>P statement. • • • • • • • • • • . • • • • 35 
Strrngs see also Alph•ummeric dat~. 

Dellmt10n • • • . • • • • • • • • • . • • • • 19 
Str1ng s1ze . . . . . . . . . . . . . . . • . 19 
Strmg variable defined • • • • • • • • • 19 

Subscripted variables • • . • • • • • • • 9, 10 
Symbols of relahon . . • • • • • • • • • • • 7 

Tables see Lists and tables 

U srng the syslem ••••••••••.• 
Control commands ••••••••• 
Special keys and controls •••• 

Var<ables 

66-68 
67, 68 
66, 67 

Multlple variable replacement. • • • • 20 
Numeric. • • • • • • • • • • • • • • • • • • 6 
String • • • • . • • • • • • • • • • • . • • • 19 
Subscripted • • • • • • • • • • • • • 9, i O 



EJERCICIO PARA APIJCAR IAS TECNICAS DE EVALUACION DEL 
RENDIMIENTO DE IAS INVERSIONES 

La evaluación financiera de las inversiones tiene por finalidad determinar 

cual es la inversión mas rentable. 

Evalúe los siguientes proyectos empleando los tres siguientes métodos 

de evaluación: 

I Plazo de recuperación 

II Tasa de recuperación 

III Valor presente 

PROYECTO INVERSION EFECTIVO POR OBTENER 
INICIAL AÑO 1 AÑO 2 AÑO 3 

A $ 1, 000 1,000 

B 1,000 500 500 500 

c 1, 000 100 500 1,500 

D 1,000 1,000 100 100 

E 1,000 700 300 500 

F 1, 000 800 800 400 

Se supone una tasa de descuento requerida del 4%, 



Nótese que este método no diferencia entre las inversiones A y D 
a pesar de que Des preferible pues se obtienen $200 más. y es 
que el método ignora toda entrada de efectivo después del plazo 
de recuperación. 

II. - Tasa de recuperación 

Inversión A, Aplicando nuestra fórmula: 

Substituyendo valores: 

I :: Ua l 
{li- r) 

1,000 -::: 1000 
1-t r 

ó l-+-r=l,000::1 
l.ooo 

r.,. 0% 

I-1.ooos 
Ua'l.000$ 
r "incógnita 

El resultado es lógico ya que los $1, 000 invertidos. regresan al 
año srn redituar nada. 

Inversión B. 

]::. 1,000= 500 + 500 21" 500 3 
l~ r (h-r) (lt-r) 

Para despe1ar r hay que resolver una ecuación de tercer grado, sin 
embargo. podemos resolver por tanteo en la forma siguiente: 

a) Asignar un valor cualquiera ar. 

2. 

b) Buscar en las tablas de valor presente los factores 1 .1 1 1 
1-t r (l"" r)2 " (1-t- r)3 

c) Resolver el lado derecho de la ecuación. 

d) S1 l'S igual .:i J (en esta caso $1,000) entonces hemos encontrado r. 
Si no, entonces dar otro valor a r y volver al punto (b). 



3. 

Por e1 emplo para la inversi6n B 

a) Supongamos que r tiene el valor 20%. 

b) En las tablas de valor presente encontramos que: 

1 1 ------ --- 0,883 
1-tor lt0.2 

1 _ 1 
2
_o,694 

(lt- r) 2- (1-t O, 2) -

e) Aplicando a nuestra fórmula: 

1=o.883 x (500) -1- (o. 694)(500) ;-o. 579 (500) 

-= $1,028 

d) Como $1,028 es mayor que 1,000 r tiene que ser mayor que 20% 

de aquí procedemos a tantear 25% 

de donde: I: $978 

o sea que r está entre 20% y 25%, - -
Podemos resolver en forma s1mllar las otras alternativas con los 
s1gu1entes resultados: 

Alternativa r 

e 32. 5% 

o 15. 5% 

r: 25,2% 

F so. 0% 



Por lo tanto, nuestra clasificación conforme a este criterio es: 

METODO DE TASA DE RECUPERACION 

Tasa de 
Inversión Recuperación Clasificación 

A o.o% 6 

B¡ 23.5% 4 

e 32.5% 2 

D 15.5% 5 

E 25,2% 3 

F 50,0% 1 

III. - Valor presente 

K=tasa de descuento requerida:::- 4% = 0, 04 

Inversión A: 

VP :. I, 000::. l, 000 = l, 000 :::: 962 
l't k 1.,.0, 04 1, 04 

Inversión B : 

en las tublas de valor presente: 

..il 4% por 1 año: 1 = 0.962 

lt º· 04 

cll4'Y.por2años: 1 - 0,924 
(lt-0.04) 2 -

al 4% por 3 años: 1 _ 0.889 
(l+0,04)3-

por lo tanto VP e- 500 (O, 962)+" 500 (O, 924)+ (500) {O, 889) 
::= $1,387,5 

4. 



5, 

Inversión C: 

VP _ 100 + 500 t 1,500 - $1 1 892,2 
H 0,04 (l-t-0,04)2 (11'"0,04)3 -

Inversión D: 

VP_ 1,000 + 100 . z 100 _ 
- lT 0.01 (l"'º· 04) (l-t-0,04)2 -

$1,143.4 

Inversión E: 

VP 700 ¡- 300 rt' 500 
3

"" $1,395.40 
- l+ o. 04 (lo\'º· 04) 2 (l~ º· 04) 

Irversión F: 

VP _ 800 + 800 'f 800 _ 
l+ O, 04 (H O, 04) (l+ O, 04) 3 -

$1,865,2 

y los proyectos de inversión estarán clasificados de la forma siguiente: 

METODO DEL VALOR PRESENTE 

Proyecto VP Clasificación 

A $ 962 6 

B $ 1, 3 87 D 5 4 

e $ 1,892.2 1 

D $ 1,143,4 5 

E $ 1,395.4 3 

F $ 1,865,2 2 



RESUMEN 6. 

CLASIFICACION SEGUN CRITERIO 

PROYECTO PLAZO DE TASA DE VALOR 
DE RECUPERACION RECUPERACION PRESENTE 

INVERSION 

A 1 6 6 

B 4 4 4 

c 6 2 1 

D 1 5 5 

E 4 3 3 

F 3 1 2 

Puesto que ya hemos discutido que el criterio de 'plazo de recupera-

ción" tiene algunas deficiencias prácticas, la solución final se toma-

1 

ría en base a cualquiera de los otros dos métodos utilizados. 

En este caso tendríamos que decidir entre los proyectos C y F puesto 

que la tasa de recuperación dice que C es preferido y el Valor Presente 

prefiere a F. 

El entena a segun es: 

* Si se pueden invertir los fondos anuales a un mterés mayor que el 

costo de capital (4%) entoncP<;, escogeríamos ''!'"ya que'F'nos daría una 

1 ,¡,,recuperación mayor que 4% (recordamos que r para"r"era igual a 

50%). 

* S1 los fondos anuales que se reciben no se pueden mvertir a más de 4% 

ento1.v0s escogeríamos 'C" ya que 'C" tiene un VP mayor que''!'" al 4%. 



• 
. "PETROLEO<; INTERCONTINENTf,LES,' S. A•·" 

DESCRIPCLON DE LA SOLUCION 

Nomenclatura 

' ~ Comenzaremos el proceso de aolucionJindicendo explioitame~ 
te la nomenclatura a utilizar para indicar las variables de de-, 
cision del problema. 

símbolo Si@i:fioado 

Petroleo crudo 

IBA 

IAA 

PB'A 

PAA 

IBJ 

IAJ 

PBJ 

PAJ 

GAP 

GAN 

GJP' 
GJN. 

DAP' 

DAN 

• 

.. 
a 

a 

.. 

.. 
Gasolinas 

.. 
• .. .. 

Destilado a 

.. .. 

Producido en Indonesia y procesado a b! 
ja intensidad en Australia 
Producido B1l Indonesia y procesado a a,! 
ta inteneidad en Australia 
Producido en Persia y procesado a baja 
intensidad en Australia 
Producido en Persia y procesado a alia 
intensidad en Australia 
Producido en Indonesia y procesado a b~ 

1 
ja intensidad en Japon 
Producido en Indonesia y procesado a a! 

I ta intensidad en el Japon 
Producido en Pereia y procesado a.oaja 

• intensidad en el JapOJI"\, 
Producido en Peraia y prooeea4o a alta 
.intensidad en el Jap¿n 

Gasolina enviada de 
Gasolina enviada de 
Gasolina enviada de 
Gasolina enviada de 

Australia a Filipinas 
Australia a H.Zeelandi~ 

I • 
Japon a Filipinas 
Jap6n a N~eva Zeel&n6.i.a 

• 

Destilados de AuetrE\lia a Filipinas 
Destilados de Australia a Nueva Zeeland1a 

... 11 -

--



• de JapÓn a Filipinao DJF .. Destilados 
DJN a Destilados 

r 
de Japon a Nueva Zcclandia 

DUF ID Destilados de u.s.A. a Filipina.a 
DUN ID Destilados da u.s.A. a Nueva Zeelandie 

' Buguea-tMques 

BTR ... Buques-tanque rentados para tranoporte 

L~s primeras 18 variables se expresen en miles de barriles 
diarios (de petróleo crudo, gasolinas o destilados). La Última 
variable representa el nÚmero de buques-tanque equivalentes,en 
unidades de 47 mil toneladas de peso muerto. ~oias las variables 
aceptan valoras reales no-negativos. 

Restricciones 

En base a la nomenclatura anterior comenzamos a elaborar lee 
restricciones del modelo de programación lineal. Habré reetric--, 
ciones de demanda, de oferta, de transporte, y de tecnología de 
las refinerías. En particular las restricciones de transporte -
permiten construir una matriz de transporte (unimodular), 1' las 

' restricciones tecnologicas permiten construir una matriz de in-

sumo-producto. para el par de refinar!as existentes, 

Restricciones de oferta 

El petróleo crudo que 'se envia de Indonesia a Japón y a Aus­
tralia, para ser refinado -con cualquiera de los procesos- se ha 
fi~ado por contrato en 40 mil barriles diarios1 

IBA + IAA + IBJ + IAJ = 40 (en miles de b/d) 
1 

El petroleo crudo que se envía de Persia a Japón y a Austr~ 
lia con la misma finel.idad, puede alcanzar cualquier magni.tUd -­
que no supere los 100 mil barriles diarios disponibles en el ~ 
puerto de Abad~1 

PBA + PAA 1+ PBJ + Pi.AJ !Si, 100 ( en miles de b/d) 

.. 12 -



Loa destilados que se envÍrui d'e u.s.A. a Filipinas y Uue~a 
Zeelandia, para abastecer ooaaionalmente esos mercados, pueden 
alcanzar oualquier magnitud que no supere loa l 7 mil barriles - · 
4iarioe 41eponiblea en Santa Bl'Ú-blU"a, Oalifoniia1 

' DUF + DUN ~ 17 (en miles de b/d) 

Restricciones de capacidad 

' La capacidRd de procesllllliento de petroleo crudo de ronb~a r! 
fjnerÍas esta limitada: el tope es de 50 mil barriles diarios en 
Australia y 30 mil barriles diarios en Japón. Estf»reatricoiones 
operan independientemente de donde provengan loa petroleoe cru--

, , 
dos pl'ra refinaoion y cual sea el nivel de intensidad de proceso 
que se aplique. 

IBA + IAA + PBA + PAA 6 50 

IBJ + IAJ + PBJ + PAJ !: 30 

Restricciones de demenda y 

excedentes disponibles 

(Australia) 

(Japón) 

La dellll3Bda local del mercado australiano y japones se sati~ 
tace en base a la producción local de gasolinas y destilados.Los 

1 excedentes quedan disponibles para su envio a los merc~doa de F1 
' . lipinas y Nueva Zeelendia. El nivel de producoion de ·refinRdos -

I 1 1 ea una funcion lineal de los pare.metros tecnologicos que c~ract~ 
rizan la operación de las refiner{as. Esos parE{metros contemplan 
el tipo de petr&leo crudo· que se utilillla y la intensidad de pro­
ceso seleccionada. 

, 
Para la produccion de gasolinas en Australia, se tiene: 

.259 IBA + .365 IAA + .• 186 PBA + .312 PAA ~ 

9.0 + GAP' + GAN 
I 

en que el miembro izquierdo de la inecuacion lineal indica el v~ 
lumen de oferta en f\mció'n de la tecnologÍa.de la refinería aus­
tralian~, T el miembro de la derecha indica la oomposioi~n de la 

-13 -



' 
de~anda, dividida entre la demanda local y los excedentes expor­
tables a las Filipinas y a Nueva Zeelandia. 

Para la produooión de destilados en Australia, se tiene an~ 
logamente& . • 

.688 IBA + .573 IAA + .732 PBÁ + .608 PAA ~ 

21.0 + DAF + DAN 

Para la produooi6n de gasolina en el Japón, se tienes 

.259 IBJ + .350 IAJ + .186 PBJ + e300 PAJ ~ 

3.0 + GJF + GJN 

.Para la producción de destilados en el JapÓn, se tienes 

.688 IBJ + .588 IAJ + .732 PBJ + .6ao PAJ ;!:. 

12.0 + DJF + DJN 

Restricciones de distribución 

La demE\llda local de gasolinas y destilados en los mercados 
de Filipinas y Nueva ZeelEmdia se satisface en base a los exce­
dentes de les plantas de Australia y Jap;n, as! oomo de envios 
eventuales de loa Estados Unidos. Le.a restriooionss del mercado 
filipino son las siguientess 

1 

GAP' + GJP' ~ 5.00 

DAP' + DJF + DUF ?- 8,00 

Las restricciones· del mercado de Nueva Zeelandia son las siguien . -
tesa 

GAN + GJN ;11. 5. 36 

DAN + DJN + DUN ?/ 8,68 

Restricciones de transporte 

La capacidad de transporte disponible mas la que pueda ren­
tarse eventualmente, se utiliza en el transporte de crudos y re­
finados de acuerdo oon los coeficientes denominados "factores de 
uso" de.la capacidad disponible. Una restr1ooi6'n ~c~ resume -

- J:! --



' las relaciones do oferta y demanda de transporto, en terminos de 
capacidad disponible y capacidad requerida, como sigues 

.05 IAA + .05 IpA + .12 PBA + .12 PAA + 

+1045 IAJ + .045 IBJ + .ll PBJ + .ll·PAJ + 

+ .02 GAP' + .02 DAF + ,Ol GAN • .Ol DAN + 

+ .61 GJF + .Ol DJF + .06 GJN + .06 DJN + 

+.015 DUF + .18 DUN 6 6.g + BTR 

Función objetivo 

'ne acuerdo con loa datos disponibles se observa que el pro­
blema a resolver tiene por objetivo la minimización de loe coa -
tos total.ea de refinación, distribución y transporte de todos -­
los productos del sistema. Por lo tanto, ea necesario determinar 
loa coeficientes de costo variable que afectan a cada una de las 
VE>.riablea del problema, considerElndo para ello loe costos del b~ 
rril de crudo, loa costos de transporte ~or barril, y loe costos 

' ~ de refinacion por barril. La informacion ae resume en la tabla 
siguiente. 

Tabla VIII 
' Costos de refinacion, transporte l materia prima 

Refineria,ineumo y proceso 
utilizado 

Refinería australiana: 

Indonesio,proceso baja intens. 
Indoneeio,proceso al.ta intene. 
Persa, proceso baja intensidad 
Persa, proceso al.ta·intenaidad 

costo del 
orudo 

2.60 
2.60 
2.00 
2.00 

costo de 
transporte· 

.26 

.26 

.62 

.62 

costo 'cl:e 

refinar 

.12 

.28 

.15 

.30 

val.oree que sumados horizontalmente nos permiten obtener l9s si­
guientes costos total.es, respeotivamentes 2.98 , 3.14 , 2.77 1 
2.92 ' en d~laree por'barril de petróleo orado de' oada tipo • 

• 
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Refinería jnponeBaa 

Indonesio, proceso baja intens. 
Indonesio, proceso alta intens. 
Persa, proceso baja intensidad 
Persa, prooeso alta intensidad 

, 
em que en la ultim~ columna se . 

2.60 
2.60 
2.00 
2.00 

han indicado 
por barril de petroleo crudo de cada tipo. 

.24 .16 3~ºº 
• .24. • 34 3.18 

.59 .20 2.79 

.59 .39 2.98 

loe costos totales , 

En la tabla III se han detalleo.do loe ooetoe de transporte dq 
loe refinados ( gasolinas o destilados) desde las refinerías a ~ 
loe mercados de ooneumo. 

De la tabla IV se obtienen loe costos totales de loa destila 
dos de loa Estados Unidos en loe mercados de destino, que resultan 
ser de 2.70 dÓlares por barril para Nueva Zeelandia y de 2.55 dó­
lares por barril para las Filipinas. Finalmente, ee sabe que el 
oosto de buque-tanque rentado es de 3200 dolares por iip.l barriles • 

El conjunta de datos reunido,nos permite elaborar 
objetivo del problema, que se detelil.a a oontinuacions 

.. 
la flmoion 

2.98 'IBA+ 3.14 IAA + 2.77 PBA + 2o92 PAA + 

3.00 IBJ + 3.18 IAJ + 2o79 PBJ + 2.98 PAJ + 

0.15 GAF + .15 DAF + .lO GAN + .lO DAN + 

0.20 GJF + .20 DJF + .10 GJN + .lO DJN + 

2.55 DUF + 2•70 DUN + 3200 BTR = z 

Es interesante advertir a efectos de la aplicación del a1go-
, ' I 

ritmo de descomposicion de De.ntzig, que las unioaa dos expresio--
, 

nea que vinculan a todas las variables del problema son lR fUnoion , 
objetivo y la restricoion de transporte. Esto implica de que exie -; . 
to una sola restriocion" de liga", la del transporte, lo que fa-

' .. oilita en gre.n medida las labores de oalculo de la soluoion. 
, . 

A oontinuacion se presenta la primera tabla del problema de 
·' progremaoion lineal de este sistema • 

. - 16 -
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Solucion 
' I La eolucion de eete problema ae obtuvo por el metodo simplex. 

Para la elaboración del programa de cómputo se utilizó el len 
gua,1e de proBramación Basic. El proceso de cómputo se efectuó en .. 
el sistema 360/67 de la Universidad de Stantord. 

I , • 
La eoluoion optima fue la aiGlliente1 

Variable a Valores 

Problema Primal 

l. IBA º•ººººº 
2. IAA . 21.27299 
3. PBA . º·ººººº 
4o PAA 28.7'2697 
5. IBJ' 10.130947 
6. IAJ ; 8. 596004 ' 
1. PBJ 0.000000 

8. PAJ 0,000000 

9. GAP 4.552343 
10. DAF o.oooooc 
ll. GAN 3.175135 
12,+•DAlll 8.655457 
13. GJF 0.4476541 
14. DJF o.coooco 
15. GJN 2.184866 
16. DJN 0.024554 
17. BTR o.cooooo 
lB. DUF 8.000000 
19. DUN 0.000000 

Se obtienen adema'e los siguientes 
de holgura: 

valores para las variables 

20. HCP 

22. BRJ 

23. HUD 

71.27303 

ll.27302 

9.00000 

. - 17 .. · 

hol!!Ul'a en la oferta de 
petroleo crudo persa 
holBUI'a en la capacidad 
de refinación japonesa 
holgura en la oferta de 
destilados de u.s.A •. 

• 



Problema Dual 

Variables Valores 

l. º·ººººººº 
2. - .1084481 
3. º•ººººººº 
4. º•ººººººº 
5. - .8333855 
6. -4.366457 E-03· 
1. 4.877697 
8. 2.642454 
9. 4.836029 

10. 2.600782 
11. 5.044359 
12. 2.675007 
13. 4.986031 

, 
14. 2.750788 

La funcion objetivo alcanza un valor mínimo de 230.9845 .­

So extraen las siguientes conclusiones generales: 

a) el petróleo crudo de Indonesia se utiliza totalmente en los 
procesos de refinación; aproximadE1111ente un 55~ en la refiner1a 
austre.liElll.a y el 45~ restante en la refinería japonesaJ 

b) el petróleo crudo de Persia se utiliza sólo en un 28.7~; 
o) el velor negativo de la sexta variable due.l,asociada con la 

restricción de petroleo crudo de Indonesia, indica que el co~ 
to total del programa puede reducirse si se renegocia el volu . -
men actual- de 40 mil barriles diarios, para obtener un incre-

' ' mento. El analisis de postoptimaJ.idad permitira determinar el 
volumen mas conveniente de ese contrato; 

4~ la refineria australiana trabaja a plena capacidad (50 mil b~ 
rriles diarios);las operaciones se efectuan a la más alta in-¡ 
tensidad de proceso; las proporciones de utilización de petr,i 
leos crudos son de 43~ de crudos indonesios ~ 57~ de crudos • 
persaa;todo el petróleo crudo persa flUl'e a esta refinería; • 
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e) la refineria japonesa treb~ja a'un 67% de su capacidad- de 30 
' mil barriles diarios; proceoa exclusivrunente petroleo indo~e-

sio; utiliza ambas tecnolog{as de proceso, la de baja intens.:!:, 
dnd en un 60% y la de alta intensidad en un 40%; 

!) el valor negativo de la variable dual,eegunda, asociada con -
la restricción ~e capacidad de refinación de la refinería au~ 
traliana, indica que el costo total del programa puede redu~ 

I . 
cirse si se runplia la capacidad instalada en la misma; 

g) para este progrruna ÓpDimo no se utilizan buques-tanque renta­
dos; el valor negativo de la 5a. variable dual, asociada con 
le restriccion de transporte, indica que el costo total del -
progrruna puede reducirse aumentando la capacidad disponible o 
renta.ndo unidades de transporte; 

h) la demanda de destiledos en Filipinas se 
con excedentes de los Estados Unidos; 

abastece totalmente 

1) para abastecer la demanda local y ademas 
tes requeridos en loe demás mercados, loe 
deben alcanzar loe siguientes volumeness 

producir -loe exceden. , 
planes de produccion 

Refineria japonesa 
Refineria australiana 

Gasolinas 

5.632 
16.727 

Destilados 

12.024 
29.655 

y algunas otras conclusiones de relevanci~ menor. 

Este plan Óptimo calculado a partir del modelo de progrema_. , , 
cion lineal puede compararse con un plan preparado por los meto~ , 
dos tradicionales de planeacion, a fin de detectar las deficien-
cias ~ue se producen al no considerar todas las interrelaciones 
entre el conjunto de variables de un sistema complejo. Por otra , , 
parte, si un analisis ex-post facmo jindica que el programa op-
timo no permite alcanzar los resultados espere.dos, lo correcto 

' , 
es efectuar una revision del modelo para detectar cuales de los 
supuestos del mismo simplifican excesivamente la realidad, o im 
plican relaciones entre variables que no reflejan la naturaleza 

I 

autentica del sistema. 
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Sujeto a n+l 
z p 
i•l 

Con este enfoque. se reducen las restricciones pero se aumentan los pro-

yectos. 

As1 para el caso de la figura 3·2. se tendrfan que analizar. las siguien­

tes agrupaciones de proyectos. 

Proyecto l l Proyecto 8 1.2.3.4y5 

Proyecto 2 1 y 2 Proyecto 9 1, 3. 4. 5 y 6 

Proyecto 3 l y 3 Proyecto 10 1. 3. 4. 5 y 7 

Proyecto 4 l. 2 y 3 Proyecto 11 l. 2, 3. 4. 5 y 6 

Proyecto 5 1. 3 y 4 Proyecto 12 l. 2. 3. 4. 5 y 7 

Proyecto 6 l. 2, 3 y 4 Proyecto 13 l. 2. 3. 4. 5. 6 y 7 

Proyecto 7 l. 3, 4 y 5 

Asf por ejemplo. el proyecto 12 esta fonnado por el conjunto de proyectos 

1. 2, 3. 4. 5 y 7. 

En este caso se analizarfan. en luga~ de 7. 13 proyectos pero sólo se aña­

dirfa una restricción. 

60 



Para el primer caso (A): 

Sujeta a: 

Para el segundo caso (B) 

Sujeta a: 

Xz + 

Para el tercer ta5o (C). 

Sujeta a: 

64 



Donde: 

pero 

" donde (1-X¡ - x2 + x1 x2) + L2 (l-X2) 

, Sustituyendo y simplificando se obtiene la siguiente restricci6n: 

/\ /\ /\ f\ " " " x1 (R1 + L1) + X2 (R2 + L1 + L2 ) + x3 (R3 + L1 + L2 + L3)· x1 x2 L1 • 

/\ " /\ /\ · x1 x3 L¡ • x2 x3.L1 • x2x3 L2 + L1 x1 X2 x3 
p 

Se llega entonces a un problema de programa.ci6n matemática con las s1gu1en. 

tes caracter1st1cas. 

Funci6n objetivo lineal 

65 
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Figuro 3.4 
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SISTEMA DE EVALUACION Y SELECCION DE PROYECTOS 

DIAGRAMA QUE MUESTRA EL MANEJO 

DE PROYECTOS DEPENDIENTES 

LINEA DE TRANSMISION A 

B 

Figura 4.3 
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• 
!>lSft:1~ Li~ U1"1LlJ,.;LJt;, 1 St.LECC!CJ,1 DE Pr.OYECTOS 

PROYECTOS SELECCIOliADOS EN LAS DIVERSAS PRUEBAS CON EL PRESUPUES f') DISPONíBLE 

ALGORITMO DE SELECCION P R E S U P U E 5 T O D I 5 P O N I B L E ~ 4 000.00 
METODO HEURI5TICO 5=100 5=100 S=O S';O 5=0 5=70 S=60 5=25 5=40 

E=lOO E=O E=lOO E=O E=O E=20 E=25 E=60 E=30 
POBLADO NUMERO 

. 
P=lOO P=O P=O P=lOO P=O P=O P=5 P=5 P=20 
F=lOO F=O F=O F=O F=lOO F=lO F=lO F=lO F=lO 

1 6 10 
2 4 3 6 9 4 4 5 6 7 
3 
7 4 3 6 4 4 5 6 7 
8 3 6 6 

12 7 8 8 
13 1 l 6 4 

14 1 4 1 6 4 4 
. 

15 2 8 3 3 1 7 6 3 3 
16 2 3 3 1 7 ó 3 3 
17 3 

. 
18 3 
22 3 2 1 11 1 1 1 1 
23 4 2 10 2 2 2 2 

24 6 7 2 8 8 9 
25 5 5 5 3 6 7 7 
26 
27 
28 
29 
30 4 5 5 4 5 5 
31 9 2 
32 6 1 5 3 3 . ., 6 
33 2 3 3 1 7 6 3 3 



SISTEMA DE EVALUACION Y SELECCION DE PROYECTOS 

PROYECTOS EL.EGIDOS CON LAS SIGUIENTES CONDICIONES 
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I 

OfEl<,JJCtDtJ /NJJU5TR,/AL /NTE61GAOA 

se presenta a co~sideraci6n un plan integral para 
'las operaciones de una empresa internacional de producci6n, refina­
ci6n, transporte y distribución de petr6l~o crudo, gasolinas y pro­
ductos petroquími.cos. La denominaremos "Petroleos Interoceánicos, 
S~ciedad Anónima" (P,I.S.A.). 

La empresa P.I.S.A. está organizada como un ~onsorcio de tipo 
"holding," que es propietario total o parcial de varias compañías 
subsidiarias, las que son responsables por las operaciones específi• 
cas. El problema fundamental de Ja empresa P.1.s.A. es lograr un 
plan integral que coordine las actividades de las diversas subsidia• 

' rias, optimice los resultados de la operación, 
sivamente la autonomía de dichas subsidiarias 
las actividades que les sean propias. 

' y,po:restrinja exce• 
en. .. la planeaci6n de 

El primer plan integral se puso.en práctica a principios de 
1968, coincidiendo con la asamblea anual del Consejo Directivo de la 
e111presa "holding", en la que se analizaron loa resultados -e~on6rnicos 
y financieros del ejercicio anterior, y se aprobó el esquema de plan 
integral. 

El plan fue elaborado durante el se~ndo semestre de 1967 por 
el'Departamento de Estudios Económicos de la empresa, con el aseso­
ramiento de, algunos. funcionarios<rejecutivos de las empresas subsi­
diarias, de ingenieros petroleros del Departamento de Estudios de. 
Operaciones, y de algunos viejos directores cuya in~ciativa había 
salvado a la empresa en l~s difíciles años de la postguerra. En lo 
que respecta a sus características fundamentales, el plan t"•:?swnía 

la ~xperiencia de los diversos grupos de intereses, incorporaba apre­
ciaciones subjetivas, y evitaba una excesiva rigidez que perjudicara 
la toma de decisiones a.nivel de empresa subsidiaria. Era más bien 
un.:.ma.rco general de estrategia a corto plazo, que proporcionaba las 
or~entaciones globales 4e la empresa, en la inteligencia de que las 



t ¡ 
oxpericnoino quo so noumulnrinn dm·nnto ol procoao do l.'\plicaci:n 
del plnn, p1:rmi tirí'nn o:f'cctut\r rovioionoa anualoo o. .fin do pulir" 

·dotnllo nfinnr proocdimiontoo, incorporar nuovoQ critorioo y 
:mas que n~do, rdoo~nroo a lno condiciones oombiantoa dol merc!i:l­
·do intol71nciono1 do o:rudoa y rofinados. 

Al .finnliz~r ol. oo.:;undo ciio do opore.oionoe bajo ol nuevo ; 
plan, so notó que lf\o cosE1a no mt>rchi"b<>n como oo hab{n pen::mdo. 
11 poo1•r del proceso anual do revioiÓn de mctlu~, planco y polí t2:. 

' I 
cao, ln empresa oomenzo a perder ~orrcno fronte nl nv::-.noo do e~ 

proatlo compoti•loras m1'1'1 aarosi vno. Aclcmñ'e los reaul te> dos cene:rr-\ . -
les do oport\ción no orcm muy brillantoo, ya que en promedio oe 
repet{e.n cPoi los miemos vrloroa do o.ños anteriores en los {n~ 
oca íinElllcioros y eoonÓmicos del an~liois de resultados. Y ~or 

si esto fuera poco,'' los ejecutivoe do las empresas subaidierias 
so quejabe.n de que por lo general, el plan no era suficientemen 
te detallndo y flexible como para tomar en cuenta adecuadru:iento 
l~s condiciones especificas do operación de cada una de las mi~ 
~as. En algunos casoo,habÍa ocurrido que inioiatives interesan­
tes para el desarrollo do operaciones a nivel loce.J., que nubie­
rAn perrnitido ganf\r mercados espeoÍ!icas,en razón de crisis po-_, 
ltticas internacional.es, no pudieron ser aprovechadas oportuna-
mente porque roquer!liUl inversiones que excedían los marcos gen~ 

rf?J.es delineados por el plan. El proceso de e.n"1.isia do las n~ 
vas circunstancias, hubiera uequerido un lapso de tiempo tan d_:h 
l~tado, quo la oportunidad se habrÍa pordido do todas me.nora~. 

\ 

Asi es que a med~os de 1970 se reunió el Consejo do Di--
' ~actores y resolvio oontrater al.aunes oopeoialiatas péU'a que se 

ónfocora ol problema integral de acuerdo con la t&cnioa de a.n~­
lieis de oietemaa, que se construyera un modelo de 

0

descripciÓn, 
~ I 1 

Dnaliais y prcdiccion, y que se recurrieja#a loa metodos cu&ltá_ 
' I 1 

tativoa maa adecuados para'.la solucion del modelo~ elagoracion 
del plan integral de operaniones. 



Los especialistas en técnicas cuantitativas trabaJaru11 "''' , ' 

la realizaci6n dé un diagn6stico detallado de la estructura de 
1 

la empresa, las ~nterrelaciones entre los diversos subsisteu•as, 
los principales p~oblemas a encarar, etc., y sugirieron que la 
programaci6n lineal parecía ser la técnica más adecuada para 
englobar todos los factores involucrados, optimizar los resul­
tados de operaci6n, tomar en cuenta condicione~ específicas de 
operaci6n de cada subsidiaria, y analizar nuevos planes y poli• 
ticas cuando cambiaran las condiciones del mercado o variaran 
algunos supuestos iniciales del análisis. 

El Consejo de ~irectores autoriz6 se continuara adelante 
en la elaboraci6n de un modelo integral, por lo que se decidi6 
aplicar la programación lineal a nivel global, resolver el mo­
delo obteniendo un plan de operaciones, y analizar la sensitiª 
vidad de la soluci6n ante variaciones en los parámetros estima· 
dos. El plan se entreg6 para su aplicaci6n al iniciarse el 
ejercicio económico de 1971; ~e propuso un período de un año 
para verifica~ resultados, comparar con el sistema anterior, 
recibir críticas y nuevas iniciativas, y pulir detalles no su­
ficientemente elaborados. En el transcurso del año se perfec­
cionaría el modelo mediante el análisis de postoptimalidad, 
tratando de adecuarse progresivamente a la realidad, obtenien• 
do la mayor informaci6n posible del plan 6ptimo propuesto, y 
analizando los , .... ei.1<<i;-:-.c1cN.;_, para adecuarse a cambios en 
las condiciones de operación. En el año siguiente, se tomar!«~ 
aa:i en consideración los problemas específicos de la relaci6n 
entre el plan integral y los p~anes de cada subsidiaria, se 
evaluarían todos los proyectos particulares dentro del encua­
dre global, y se obtendría el plan definitivo mediante un pro­
ceso de mutuo ajuste, hasta el logro de una compatibilidad to­
tal de todas las condiciones y restr1cciones • 

• 3 .. 



En las páginas siguientes se presentan las consideracione~ 
referentes a: estructura general de la empresa, operaciones de 
refinación, operacio~es de distribución y operaciones de trRn~·· 

porte. 
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Ll\ omprcoo P.I,S.A. cuenta con doa :f'uontoa import~too do 
oprovisionrunicnto de potrolco, crudo: Poroia e Indonotiia. F.l P! 
trÓleo do Poroio oo el m~a poaado,(Pft/l.~tff~cuoeta do~ dólares 
por bm·ril, se cEirt;a tin ol puerto petrolero de Abndrui, y oo tia 

nen aaeG'U'ados cien mil bnrriloo di~ioa duranto todo ol eño.tp¡r 

MrJ'~ .. 
El p0troloo do Incl.oneaia aa o'otiene de loa campos petrolo -

~pe de Brunei, en la isla de Borneo: ea mas liviano que el per 
ti ¡..} -

aa1 r¡¡j(íf,~~V cueota 2.60 dólares por barril, y se ~con 
trat~D~cuarenta mil barriles diarios oon ll\ Compeñ{a Petrol.! 
ra Neerlandesa. 

Hl'Y dos empresas subsidiarias dedicadas exclusivamente a 
operaoionca de ro:f'inaciÓn. Una do ellas tiene su aedo en Aua­
tral,ia, con una pli>.nta de refinación en Sidney>cuya capacidad 
ea de cincuenta mil barriles diarios de prooeoo. La empresa -
distribuye sus refinados en el mercado auatr&J.iNlo,y cuenta -, 
con excedentes disponibles que exporta a los demas mercados -
dj; la empresa. 

La otra subsidiaria p~a operaciones de refinacio"n eG~{ 
situada en el Japón,corca de NIÚ'a, y au capacidad de refina­
ci6n es de treintE\ mil barril.es diarioo. Ab::i.stece el merct>.do 
~e.ponéa y sus eso~dentes se exportan tEUllbien a otros mercados. 

Hl'Y dos expresas subsidiarias dedicadas exclusivronento a . , 
operaciones de distribuciona una de ellas en las Filipinas y 
l~ otra en Nueva Zeelandia. Los meroadoa que estas su?siaia­
rias surten ae proveen de prod\i.otoa :ra:f'inados en Japó'n o en 
Austr&J.ia,o en casos especiales de escasez transitoria, de la 
empro ea subsidiaria do San'ta ni;{rbara, Cali:f'orn:i.a, U. S .i., que 
at~endo reaufarmente el mercado do loa Estados Unidos. 

Finalmente, la empresa CU8l\te. oon una." :flota de buques -
tanque,que utiliza para transpO:t'.)~ar orudoa o refinados entro 



las diversas subsidiarias de acuerdo con las necesidades especí­
ficas de cada lugar~ 

Opcracione~ de ref inac16n 

La operact6n de una refinería es un proceso complejo. Con• 
vtene utilizar un modelo de programaci6n lineal para tomar en 
cQnsiderac16n todas las interrelaciones posibles. Los principa• 
Les factores que influyen en la complejidad del proceso son las 
características de los petr6leos crudos, la tecnología específi• 
c·a de la refinería, los diversos productos finales y subproduc­
tos del proceso, los niveles de producci6n,, y 1as restricciones 
tecnol6gicas y econ6micas del proceso. En realidad, y a efectos .. 
de programar las operaciones sobre una base semanal( o a veces 
diaria),ambas refinerías deberían implantar un modelo de progra­
maci6n lineal de sus procesos. Los especialistas estimaron que 
esos modelos estarían integrados por aproximadamente 300 varia· 
bles y unas 100 restricciones. 

No obstante. con fines de planeaci6n anual (y de mantener 
este problema dentro de un rango manejable) se pueden aceptar 
algunos supuestos simplificadores. Por ejemplo, supondremos só­
lo dos tipos de insumo: el petr61eo e-rudo persa y el indonesio. 
Además reduciremos la gama de posibles productos del proceso a 
dos grandes variedades: productos de gasolina y productos de 
destilados (como el fuel-oil y aceites minerales diversos)º -En 

lo referente a tecnologías de proceso, si bien hay por lo gene­
ral una amplia flexibilidad de selecci6n de la inten&idad del 
p~oeeso, supondremos que a efectos de planeación se consideran 
a6lo los casos extremos, es decir la tecnolo~!a de más alta in• 
t~naidad y la de máa baja intensidad de proceso-~ . 

, ' 

-' , 

' i 
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En la tabla siguiente se indican los parámetros del proceso 
de refinación para' ambas refinerías, de acuerdo con el tipo do 
petróleo crudó utilizado y con el producto final del proceso • 

. , 
Tabla I 

Parámetros tecnológicos del proceso de refinación de petróleo 
1 

Refinería, inslUllo y proceso 
utilizados 

Refinería australiana: 

Indonesio crudo, baja intensidad 
Indonesio crudo, alta intensidad 
Persa crudo, baja intensidad 
Persa crudo, alta intensidad 

l 

Refinería japonesa: 

'indonesio crudo, baja intensidad 
" '.Indonesio crudo, alta intensidad 
J?ersa crudo, baja·in~ensidad 1 

' Persa crudo, alta intensidad · 

Operaciones de distribución 

Producto final 
(en barriles de producto por · 

barril de insumo) 

Gasolinas Destilados 

.259 .688 

.365 .573 

.186 .732 

.312 .608 

.259 .688 

.350 .588 

.186 .732 

.300 .620 

Las operaciones de distribución se efectúan en las áreas de 
~ustralia y Jap6n directamente, y en las de Filipinas y Nueva 
~elandia, mediante el uso' de buques-tanque. Por intermedio del 
Depart<t•t,nto de Estudios Econ6mic<?& se han efectuado estimaciones 
de la demanda probable_ para el año 1971 en cada una de esas áreas. 

' ' " '' ¡ 
•) . 
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TtlblE.\ II 
&etirn!\cion_~~ra la domr_~~E.\ }.o __ ¡;~s_olinns Y de~_t_i~~~o.l!Y_a~ 

lae diversas 6roas dp~distribucicin e~ 19.'.Q. 
• 

• 
~ercodo do loo Demo.nda (en milos de barriloa diarios) 

' 1 

productos Gaaolinaa Destilados 

Australia 
I 

Ja pon 
Filipinas 
Nueva Zeelandia 

~o tal ea 

9.00 
3.00 
5.00 
5.36 

22.36 

21.00 
-·12.00 

8.oo 
8.68 

49.68 

So dispone ttlmbien do loa costos promedio de tr&nsporte de 
~asolinae o deatil~dos desdo las refinerías a los meroe.cloe de • 
rilipinae y Nueva Zeelendia. 

Tabla !CII 
Costos de trSJlaporte do gaoolin~s o destilados 

(en d~larea por barril de destilado) 

Australia 
I 

Je.pon 

I)~~ •. 

Nueva Zeelandia Filipinas 

.10 

.10 

OPerecionesºde trElllsporte 
• • 

Oomo'ae ha expresado anteriormente, los buques-tenque do la 
' flota ao util1zpn pora realizar trenaporto do petroleo crudo a -

·las refiner!ae,edem~s de.los transpo~tes de productos refinados .. 
a loe merca.do de consumo. Los oostos de treJlaporte do petrole~ -
crudo desde Peraia e Indonesia a lee retinariae se indioan a con -, 
tinuaoion, en 1.a tabla IVº .· 



To.bll\ IV 
• l 

Costo!:! Vn_!'irtlfl.c!.do tx:f1n.C!P_~t_Q_dcJ_C!troleo crudo 
---~<_en ~Ól"!'_c_ij~~ _.P!"r.~±;_ de crudo_),_ ____ ..,...._ 

~ipo do inoumo y de procooo Rofinor!a do 
' " Austro. ia Jppon 

. 
Indonesio cruci.o, ,bajli' in t.:naidli\d • 26 .~4 ... 
Indonesio crudo, ,ita intonlil1de4 ;26 .24 
:Persa crudo, baja in t onsi dl:ld .62 • 59 
Persa crudo, alta intensidad .62 .59 

Debemos considerar adom~a, la capacidad de la flota de bu­
quea-tanquo ~ loa r~querimientos do trensporto en terminoa do -

, I 
utilizacion do la capacidad. Se acostumbra a convort~r los bu-

• 
ques-tanquo a fracciones de un buque prototipo equivalente, cu-
yo tonelaje es de 47 mil,medido en unidades de tonelaje de peso 
muerto,(DWT). En el caso particular do la flota que conaid.era -
moa, la oapl:lcidad total os do 6.9 unidades equivalentes de 47 -
mil Dl'IT. Ademas de la cap~cide.d disponible, ea factible utili­
zar loa servicios de buques-tanque indopendientes,fletados por 
compañ{as transportistas intarnaoionalea. El costo promedio de 
transporte rotiul ta sor de 32.00 dÓlaros por mil barriles diarios 
de despacho. 

En lo referente a la capacidad do transporte requerida,se. 
tiene que ésta VE\l'!a de ruta a ruta segun diversos factores,que 

t.. del'.l{lden de la distancia recorrida, uso de facilidades portu~riasJ 
eto. Ei;a la tabla V se indican las fracciones.de buque-tanque -
equivalente, de 47 miQi DIV'r, necesarias para despachar mil. ba.rr¿ 

I 
lee diarios de petroleo crudo en las rutas ya indicadas. 

Tabla V 
~c.t..o~s de uso de capa~i..flad do buguea-trut!U!§. 

en fracciones do bu ue-tnngue eguivalonto) 
Origen 1>i0.'>i:1i00 

Peroia. 
Indonesia. 
Filipinas 
Nueva Zeelandia 

.12 
,• .05. 
'• .• 02 ,. 

: . • 01 

I Jt\pon 
' .ll 

.04) 

.Ol 
006'' 



OtrEls fuC'ntC'o do nbn9·tccirni. rnto 

Como yo. hcr:1oa ~cnoionci.do, existe una pooi bilidEld Pdioion::>l 
P.e surtir los mcrcndps do lt\ cmprc::m con sobrento::i trsnsi torios 
do petróleo rofinndo ,o do clootilEldos, provonientoa do una ple.n­
ta oituatla en C~litorria. Para el año 1971, l~o estim~o~onoQ do 
producoiÓn y demanda •prxra los Estndos Unidos indicaben rute so -
prosentnr{n un oxceden,to do l 7 mil barrilas diarios de destila­
dos on esa ple.nta, y q~o no habría e~ccdontes da gasolina. . ' El costo dol destile.do producido en u.s.A. es do dos dola-
res por barril. Loa oootoa de transporte a loa mercados de die-· 
tribuc~ón, y loa requerimientos de capacidad de buques-tanque -
ª' indican en la tabla VI. 

Tabla VI 
Costos de transporte y requerimientos de capacidad para los 

destiledoa producidos en los U.s.A. 
De atino ·oosto de transporte Requerimientos 

de cap<>.cided 
Nueva Zeelanclia' 

·Filipinas 

Otros oootos 

.70 

.55 
.18 
,15 

A fin de completar los datos eoonÓmicoe y tecnolÓgi.coa nece­
eaFios para armar el modelo representativo de la operaoi6n simpli . -

, ficada del sistema, se incluy:en en la'"lhbla VII loa costos v&ri~-, 
bles da refinaoion, que dependen de la intensidad del ·proceso 7 -
del tipo de insumo utilizado. . 

Tabla VII 
Qostos v~riables de refinación (en d~lares por barril) 

• I 
Australia Japon 

Indonesio crudo, baja intensidad ·.12 .16 
Indonesio crudo, alta intonaidad 
Persa crudo, baja intensidad 
Parea oruclo, alta intensidad 

... lO -

.28 

.15 

.)O 

.• 34 
.20 

.39 



' , 
ft.oGl!AHl¡CION JJ€ 

El Departamento de Planea~ión de una importa~te empresa• 
de fabricación de reloJes, esta tra~ando de decid~r cuantas 
operarias se contrataran y entrenaran_durante.el primer se­
mestre del año próximo para el D~partamento de Annado. 

El número de horas de trabajo varía de acuerdo con lo~ 
planes mensuales de producción, por lo que se estimaron las 
siguientes cifras: 

Enero 
.Febrero 
¡Marzo 
Abril 
Mayo 
Junio 

Horas necesarias 

8 000 
7 000 
8 000 

10 000 
9 000 

12 000 

Dos factores complican la programación del reclutamien· 
to de operarias: 1) Se requiere todo un mes para entrenar 
una operaria, antes de que adquiera la habilidad necesaria 
para tTabajar sin errores; por lo que la contratación debe 
efectuarse con un mes de anticipación; 2) El entrenamiento 
de una operaria nueva está a cargo de una operaria experta, 
y exige 100 horas de enseñanza y control durante el mes de 
capacitación. 

~ara el mes de enero no habría problemas, pues se con­
taría con 60 operarias. De acuerdo con el contrato colectf­
vo d~ trabajo, el número máximo de horas mensuales de acti-• 
vidad no debe superar de 150, por lo que se tendrían 9 000 
horas laborables disponibles. 

El sueldo mensual de una operaria entrenada, incluyendo 
prestaciones sociales, es de $1,600.00. El sueldo de una· 
operaria nueva,·es de $800.00 durante el período de entrena• 
miento. 

Finalmente el Departamento de Personal ha estimado en 
el 10% la tasa mensual de renuncias de operarias, (por razo­
nes familiares, de salud, cambio de trabajo y otras causas). 

Se pide: ªl Indicar las variables del problema · 
b Plantear y explicar cada restri'cc16n 
e Formular la función objetivo , 
d Comentar el modelo elaborado -

= 

' -· 
·. 

... , 
' " 



., .. \ll~~ -~. Ú¡1~. p~q;;c11~ - en;;ret~~ ~:i-;;·¿~,·~ ~~~ ~:·~d~:~ ~~; ~~;_,;;s ~~ ~~~~e~tes, el ~· 
.~,¡!

11 Y el B. La planta es a orn;int7.i'rln en ('uatro centros de procesamiento: 
"· 1 -----~·213 y 4, El diaqrama usurll úcl proceso es el siguiente: 

,.,. 1 ' i i""'-1\ fl • ,_ ,' ,, . ,,.. 
1 1 . 

Producto A 1 1 . 
,,, ·n lro .: ' 

1 Ce¡itro ' 1 Centro 14 

Producto B \ ! - -Centro 3 ' 
J .. .. -- / --~ /\ - :-0.f' ('. -., ~1 1 

---;:\.2-'f_- -·; El centro de proccsminento 3 presenta capacidad en exceso a la r~ 
'- ~ querida por el producto B •. Por lo tanto, es posible procesar el produE 'º A pasando por el centro 3, en vez de pasarlo dos veces por el centro · 

2. En tal caso, la utilización de la capacidad estaría mejor balanceada 
funque los costos por unidad serian algo mayores, El diagrama de proce­
so seria el siguiente: 

Producto A ,. Centr-o 2 

. ' Centro l Centro 4 
Producto B 

Cent·o 3 . 

-:-:1 "ll/),, l 
~~,' Los centros 1y4operan16 horas diarias; los centros 2 y 3 sólo 

12 horas diar1as. No hay limitaciones en la ~apacidad de almacenaje, 
pero la capacidad de los duetos limita el volumen diario producido d~ 
ampos solventes a un mAximo de 2500 litros. . 

:·' Se conocen los costos de materia prima, el precio de venta por li­
tr~, las ventas mAximas diarias y los requerimientos de materia prima 
pof hora de operación para ambos productos en.cada proceso. Los datos 

.. son los sigui en tes: ' : · ----; ·'1 oJv(}}\./ 
_ ~"\ · P:rqducto Costo de materia '. 

prima (por litro) 
· Precio de venta 
-<l- (por litro) 

Ventas mAxirnas 
diarias (en litros) 

R 

y 

B 

5 

6 

Centro de procesa-
miento 

1 
2 (ler paso) 
4 
2 (2° paso) . 
3 

1 
3 
4 

• 

Insumos 

20 

18 

(litros por 
hora) 

300. 
450 
250 
400 

' -
350 

500 
480 
400 

% de recupe 
ración -

90 
95 
85 

' 80 
75 

90 
85 
80 

1700 

1500 

Costo de ope1·a 
ci6n -
(S por hora) 

150 
200 

~d;; 180 
220 
250 

300 
250 
240 



3 

' se pide formular' un modelo lineal de programación Ge la producci61\ 
i:¡ue pern1i ta maximizar las utilidades. El programa óptimo de producción 
debe respona~r a las ·siguientes ptcguntas: 

~.~ ·~ ~)¿Cuanta materia prima se utilizará diariamente en la producción 
®A µ.yv'r;tu,~ A por el proceso usual? 

, p)¿Cuanta materia prima se utilizará-diariamente en la producción 
Jt9.. t~' A por el proceso opcional? 

c)¿Cuanta ma·teria prima se utilizarll diariamente en la producci6n 
JJ_~~B'l . 



I 
ProcrPmPc1on de objetivos finencieros 

:n contri:ilor finE>nciero de lfl cmpresfl comercii>l "V1en"-
' BruselE>s" h? tr!'tE>do de ree>olver mPtemPtic?mente el problemfl 

, / 
de lfl plflneflcion finflnciera pflrfl el periodo septiembre 1971 
fl febrero lQ7?, Dg~140 ~l ino~ement~ de lfls ventfls de fin -
de fl~e, lP empreefl necee>itfl disponer de unfl flmplia disponib~ 
lidPd de dinero, en especif11 en los r.1esee de noviembre y di­
cie '~re. En los primeros meses del flño, y en especial en fe­
brero, hey erendes excedentes moneterios, que provienen de ~ 
los cobros de los documentos firmedos por loe clientes en -­
loe meses enteriores. 

L"s fuentes de finflnciflmiento son lfle> siguientes: 
l. Dei:icuento de documentos comerci@les. El" B1>noo Industr1.'ll 

y Financiero" ha ofrecido prester h@sta un 75% de loe> im­
portee> mene>uflles de los documentos firmfldoa por los clien 
tes, sobre un? bese eetrictflmente mensual. El costo de le 
operE>ciÓn es del 1.5% mensuE>l del importe descontedo, 

?, Prolongación de los plazos perfl el pego de lfls compri>s. 
I·oe> nroveedores de le empres<> "Vien?-Bruseles" eceptPn r-u<; 
el plF>zo perfl cobrar se prolo.1gue h8sta un mes como m~ximo 
En cqso de que se recurra E\ ese tipo de finF>nciemiento,l" 
empresA pierde el descuento del 3% por pronto pep,o,Pl nue 

' 
normPlmente tiene derecho. 

I 1 ~ 

3, Prestflmo E\ corto plflzo. El Bflnco Servicifll hA ofrecido nr2: 
t<>r cui"lquier importe comprendido entre 40 mil y 100 m::..l Í'~ 

sos sobre unP bpse semestrel. UnP vez decidido el importe -
de ese prést<1mo, quedf\_fijo por un periodo de seis meses,cl.:1 
ri"nte el cufll no se puede f\umentEtr ese importe, ni disminuir 
lo mediflnte pflgos P"rci<>les. El préstamo debe contraterse (~ 
Septiembre y reembolsetrse en Febrero. El costo de estP oj1c­
recion es del 1% meneuel, y debe p?gerse csdP mes. 

Por otrf\ pE>rte,si lP empresa "Viene-BruselPs" lleg!'I fl di: 
poner de excedentes monetPrios, puede invertirlos en bonos fed.:' 
rRles El corto pL0>zo, oue rinilen el 0.5% mensufll y son de conv,··: 

tibilid~d i~"edifltEt. 



En 18 formulAciÓn del modelo mas adecuado pRra este problem8 

se pueden Rcopt8r muy diversoo st·.puestos 8dicion::>leo,.cc;feren-­

teo a l::> interpret~cidn do ciort8e cifr8D y ::> 18 sccuencLon16n 

de l~s ActividRdcs. p,-rfl í'l:'lc:i.ll t<i.r el pl;:1nteo se suponclr ¡::, --

ouc tod2a 12s tr8ns~cciones ocu~rcn ~l principio do c0dA .~eqQ 

El saldo en efect1vo 81 cou1icn~o del por:odc ac plF1i1er1c:!.,~~ s:::i 
supone nulo. El efectivo neces::<!'1o pF>l~i-1 l<'s o;ieriicionec,.y el 

efectivo sobrPnte de lPs operaciones cOl'responden R c8,:1bios -

aue ocurren durRnte el mes, y no oon f1cun1ul;:ibloi;. de t....'1 mes 11 

otro. LAS cifr~s correspoadien~es 8 pF5oe nor c0:ni):-"S8 sol.1 1.r8 - - -
lores netos es d-e~ir d- ---.-.o u"o a-~·-c··-, 0 1_ 1 1... t.:,~ ,-;..04'1"'-·\•<...., .:.U.V • .:_:., ,,;,; 

p 1 '"'ZO p;;-ir8 el p8~0 de -1 
E'· J COi11:pl ... f131 ~j_ ... !·~·~:orto "¡,¡(, L2}. 3S if$-UF·l ... 

Al~~lor neto mAo el 3% 8dic1onsl, 

Los importes quo Ge l .. Gcil;en jJV.C d0$Cl.-.8(.1.to e 0 doc1 ... ~; .:.:·J.. ~Ofi co·.1~.c-~ 

c18les se recibc:1 t=il ir.1.J.c.LO d0 C8df1 i.108 y 8C :.."Ge.:.::.J !..88;:".!. Fil inJ 

feder8les FÜ in:..cio Ü. G ClildCI El / 
úO:'tO pli.-UOf-1 l~1CS" prcs·Gr-ir:.o p. 

zo se obtiene el primer dÍi:l del r.1es de Sep·U e:m~·e y S~3 re~ ... 1Jl)ol 

S8 el '5.ltimo dia del meo de J:'ebrero. 

• 
Formule este C!'lSO de i;oma de decisbnes sobre :f.1.r..8ncl¡;r.iietl·~o 

a corto plazo, como un problemR da f\sign~1ció:i. Óp-tlr.1<:1 do recu1° 

l'IOB, 

; 

.· 




