Capitulo 3

Micromecanica de un Acelerémetro

3.1 Sistemas para Medicién de Vibraciones

En este capitulo se describen los elementos que permiten modelar un sistema para medicion
de vibraciones. En general, son cuatro los elementos que conforman a un sensor de este tipo:
I)uno o mas elementos de inercia, o masa de prueba, para generar una fuerza debida a una
aceleracion o incluso una desaceleracion; 2)elementos de rigidez, o una suspension en forma
de uno o varios resortes eldsticos, para proveer a la masa un soporte mecanico y regresarla a
su posicion de equilibrio, una vez retirada la fuerza; 3)elementos de disipacion, o
amortiguamiento, para controlar el movimiento de la masa de prueba y poder obtener una
respuesta en frecuencia favorable, usualmente es el volumen del aire o un ambiente
controlado, dentro de la cavidad interna del dispositivo; y 4)un método para medir el
desplazamiento de la masa, el cual convierte el desplazamiento mecanico a una salida
eléctrica.

En este capitulo se tratardan a detalle solo los 3 primeros elementos antes mencionados y en
el siguiente capitulo se estudiard a detalle el método de sensado.

Cada uno de estos elementos tiene caracteristicas diferentes de excitacion-respuesta; la
excitacion estd en la forma de una fuerza o momento, y la respuesta correspondiente estd en
la forma de un desplazamiento, velocidad o aceleracion. La naturaleza de estas relaciones
puede ser lineal o no lineal. Ademas, deben considerarse las fuerzas y momentos aplicados
externamente y las alteraciones provenientes de desplazamientos y/o velocidades iniciales.
Las unidades asociadas con estos elementos y sus simbolos mas usados se muestran en la

Tabla 3.1.

Movimiento Nomenclatura Unidades
Masa, m kg
. Rigidez, k N/m
Traslacién glee?, . .
Amortiguamiento, ¢ N™s/m
Fuerza externa, F N
Momento de inercia de la masa, I kg*m’
) Rigidez, k N*m/rad
Rotacion SICCA T P——
Amortiguamiento, Ct N*m*s/rad
Momento externo, M N*m

Tabla 3.1 Unidades de los elementos que constituye un sensor inercial y sus simbolos convencionales. [11]

3.1.1 FElemento de Inercia: Masa de Prueba

El movimiento de traslacion de una masa se describe como el movimiento a lo largo de la
trayectoria que sigue el centroide. La propiedad de inercia asociada depende solo de la masa
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total del sistema y es independiente de la forma como se distribuye la masa en el sistema. Sin
embargo, para un movimiento rotacional, la propiedad de inercia es una funcién de la
distribucion de la masa, momento de inercia de la masa, el cual se define con respecto a su
centroide o a un punto fijo 0. Cuando la masa oscila con respecto a un punto fijo O, su
Inercia rotatoria Ip es.

I, = I; + md? 3.1

Donde m es la masa del elemento, I es el momento de inercia de la masa con respecto al
centroide y d es la distancia desde el centro de gravedad hasta el punto 0. Los momentos de
mercia Ig ¢ Io de la Ec. 3.1 estan definidos con respecto a los ejes normales al plano de la
masa. Esta relacion se deduce del teorema de los ejes paralelos.

A continuacion se examina como las propiedades de inercia se relacionan con las fuerzas y
como éstas afectan la energia cinética de un sistema. La Fig. 3.1 muestra una masa m que se
traslada con una velocidad de magnitud v en el plano x-y. Con base en el principio de la
cantidad de movimiento lineal, el cual establece que en un marco de referencia inercial, la
razoén de cambio de la cantidad de movimiento lineal de un sistema es i1gual a la fuerza total
que actta en este sistema. Se define la fuerza como:

_ dp
T odt

F

3.2

Fig. 3.1 Masa en traslacion. [11]

Donde Frepresenta la fuerza total que actia sobre el sistema y p la cantidad de movimiento
lineal total del sistema, la cual estd definida como:

p =mv 3.3

Donde m es la masa del sistema y v su velocidad. Si la masa m es constante, la Ec. 3.2 toma
la forma conocida como La Segunda ley de Newton del Movimiento:

_d(mv)  dv

F dt ™~

ma 3.4

De la Ec. 3.4 es evidente que para el caso de movimiento de traslacion, fa propiedad de
merciam es la relacion de la fuerza y la aceleracion. [11] La energia cinética de la masa m se
expresa como:

1 1
Tzim(v*v)zzmvz 3.5
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Para un cuerpo rigido, que esta sometido a rotacion en el plano con una velocidad angular o,
el principio de la cantidad de movimiento angular expresa que la razén de cambio de
cantidad de movimiento angular de un sistema con respecto al centroide o un punto fyjo del
sistema es igual al momento total con respecto a dicho punto y se establece como:

M i 3.6
T odt '
Donde M es el momento neto sobre el punto fijo O y H es la cantidad de movimiento angular
del sistema con respecto al punto 0. La cantidad de movimiento angular de un cuerpo rigido
que se desplaza en el plano, con respecto a un punto fijo 0, es:

Ho = 100) 3.7

Por tanto:
M—d(lw)—ldw—l 18
T Tar ar ¢ '

Donde « es la aceleracion angular del sistema. De la Ec. 3.8 se deduce que en el movimiento
rotacional, /a propiedad de inercia I es la relacion del momento y la aceleracion angular .
Esta propiedad de inercia se conoce como inercia rotatoria. [11] La energia cinética del
sistema es:

1
T = Elwz 3.9

3.1.2 Elemento de Rigidez: Resorte Elastico

Estos elementos almacenan y liberan energia potencial en un sistema, ademds, son
requeridos para brindar un desplazamiento en el eje de mayor sensibilidad y deben ser lo
suficientemente rigidos en los demas ejes para eliminar cualquier sensibilidad de movimiento
en dichos ejes. Considerando la Fig. 3.2, donde un resorte se mantiene fijo en el extremo 0,
y en el otro extremo esta sometido por una fuerza de magnitud F; entonces, bajo la accién de
esta fuerza, el elemento se estira desde una longitud micial Lo hasta una longitud Lo + x. Al
sufrir esta deformacion, la relacion entre F'y x puede ser lineal o no lineal.

Si Fs representa la fuerza interna que acttia dentro del elemento de rigidez, como se muestra
en la Fig. 3.2, entonces Fs es 1gual y de sentido contrario a la fuerza F, es decir,

A medida que el elemento de rigidez se deforma, la energia se almacena en el, y conforme
regresa a su configuracion inicial se libera la energia. La energia potencial V se define como
el trabajo efectuado para llevar al elemento de rigidez desde la posicion deformada hasta la
posicion sin deformacion. Lo anterior se expresa como:
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de rigidez
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a) b)

Fig. 3.2 a)Elemento de rigidez con una fuerza que acttia en el y b)Su diagrama de cuerpo libre. [11]
0 0 X
V(x):stdx:f—Fdx:dex 3.10
X X 0

Si se aplica una fuerza F a un resorte lineal, ya sea de traslacion o rotacién, como se muestra
en la Fig. 3.2, esta fuerza produce una deflexion x tal que:

F(x) = kx 3.11

Donde el coeficiente k se denomina constante de resorte y existe una relacion lineal entre la
fuerza y el desplazamiento. De acuerdo a las Ecs. 3.10 y 3.11, la energia potencial se expresa

CcCOmo:
V =
(X) —I(.)

Cuando se tienen 2 o mds resortes en paralelo, como se muestra en la Fig. 3.3b, y la barra
sobre la cual actia la fuerza F permanece paralela a su posicion original, los desplazamientos
de ambos resortes son iguales, por tanto:

X X X 1
F(x)dx = f kx dx = kf xdx = Ekx2 3.12
0 0

F(x) =F(x)+ F,(x) = kyx + kox = (ky + ky)x = kox 3.13
Donde ke es la constante equivalente del resorte en paralelo dada por
ke = kl + k2 3-14‘

Cuando hay 2 o mas resortes en serie, Fig. 3.3c, la fuerza sobre cada resorte es la misma y el
desplazamiento total es:

A A VA A '

Donde la constante equivalente del resorte ke es:
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1 1\
k, = (—+ —) 3.16

& | & I |
—_— B — fo} £
z
lr \F
=
—1 0
lF
a) b) c)

Fig. 3.3 Configuraciones de resortes: a)Resorte simple, b)Resortes en paralelo y ¢)Resortes en serie. [11]

Similarmente, para resortes de torsion, tenemos que para una combinacién en paralelo la
rotaciéon @ de cada resorte es la misma, por lo tanto:

T(G) = tl(e) + tz(e) = kt16 + ktzg = (ktl + ktz)e = kteg 3.17

Donde ke es la constante equivalente.

Para resortes de torsion en serie, el par de torsion es el mismo, pero las rotaciones son
desiguales, entonces:

0=206,+0 ‘ + ‘ ( ! ! ) ‘ 3.19
= = — — —_ — T = — .
VU ke ke \ky o ke kte
Donde la ngidez ke equivalente es:
o= (v ) 3.20
ke ke '

Para determinar la constante de resorte de numerosos elementos estructurales elasticos se
pueden usar las relaciones conocidas entre fuerza y desplazamiento. Dicha constante esta
asociada con la geometria y las propiedades de los materiales usados. [11]

3.1.3 Elemento de Disipacién: Amortignamiento
Por amortiguamiento se hace referencia a la disipacion de energia en un sistema mecanico.
Existen muchos mecanismos de disipacion de energia, como por ejemplo, el calentamiento

de un metal bajo deformacién mecanica constante; la radiacién de sonido cuando una placa
estructural es golpeada.
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Como una primera aproximacion, una fuerza de amortiguamiento, Fg, es proporcional a la
velocidad del movimiento:
F d= —C X

Donde c es el coeficiente de la fuerza de amortiguamiento y el signo negativo indica que la
fuerza es opuesta a la direccion del movimiento.

Para maquinas convencionales, si la velocidad de sus partes moviles no es muy alta, los
efectos de amortiguamiento causados por el aire circundante pueden ser ignorados, debido a
que la razéon de energia disipada por amortiguamiento de aire es mucho mas pequena que la
energia suministrada al sistema. Sin embargo, en el microdominio es vital considerar los
efectos del amortiguamiento por aire, debido a que éste se relaciona con el area de las partes
moviles. [12]

Para algunos dispositivos micromecanicos la energia consumida via amortiguamiento por aire
debe minimizarse para que el movimiento de las partes mecanicas pueda maximizarse con
una fuente de energia finita. Para otros casos el amortiguamiento por aire debe controlarse
para que la energia del sistema se consuma de forma apropiada, logrando con esto que el
sistema tenga un 6ptimo desempeno dinamico.

3.1.3.1 Flyjo de un Fluido Viscoso

Aunque un fluido en reposo es incapaz de resistir que un esfuerzo cortante modifique su
forma, fuerzas viscosas aparecen para oponerse al movimiento relativo entre las diferentes
capas de un fluido. Por tanto, la viscosidad es una friccion interna entre las capas adyacentes
moviéndose con diferentes velocidades.

Las fuerzas cortantes internas de un fluido viscoso son proporcionales al gradiente de
velocidad. Si el flujo esta en la direccion x y su velocidad esta distribuida en la direccion y; es
decir, la velocidad del flujo en el eje X, u, es una funcion de y, la fuerza cortante zx es:

du(y)

dy 3.21

Tyx = U

Donde u es el coeficiente de viscosidad del fluido y tiene unidades de pascales por segundo,
Pa”s. Para un gas, si el flujo es estable, el coeficiente de viscosidad es constante. Para muchos
liquidos puros su coeficiente de viscosidad también es constante y son llamados liquidos
Newtonianos. Aunque ambos, liquidos y gases, tienen viscosidad, estos tienen diferentes
propiedades para diferentes mecanismos.

En un liquido estable, la posicion relativa de las moléculas adyacentes en la misma capa estan
estables, pero las posiciones relativas de las moléculas en capas adyacentes de un fluido
laminar cambian debido al flujo. La Fig. 8.4 muestra el cambio de la posicion relativa entre
las moléculas A y B en capas adyacentes con diferentes velocidades de flujo, donde la
molécula A tiene una velocidad mas alta que la molécula B. Una aproximacion entre Ay B
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es acompanada por un decremento de energia potencial intermolecular y un incremento en
la energia cinética molecular, produciéndose una unién temporal entre ambas placas. Una
fuerza externa debe actuar para separar las moléculas, realizando un trabajo que corresponde
a una energia aleatoria.

Velocidad Promedio de

Avrclativaa B
_—

A @ L ®
B & @ @

tl: Aproximacién t2 Unidn 13 Separacidn
Temporal
Fig. 3.4. Mecanismo de viscosidad de un fluido. [3]

Acorde al mecanismo mostrado para un liquido, un incremento en la temperatura significa
que se necesita de menos energia para separar las moléculas. Por tanto, la viscosidad de
muchos liquidos decrece con la temperatura.

Para los gases, el movimiento térmico de una molécula es mucho mas grande que su
movimiento de deriva relacionado al flujo del gas. En la Fig. 3.5, la molécula A, con una
velocidad de dertva mas pequena, cruza la frontera CD (debido al movimiento térmico)
adquiriendo una velocidad de deriva mas grande, junto con un momento de derva, y
experimentando una fuerza hacia la derecha; por lo tanto, la molécula ejerce una fuerza a la
1zquierda de la capa mas alta, lo cual tiende a retardar la capa mas rapida.

Velocidad de Deriva
G s
&G—

(TR S

B
B

Fig. 3.5. Mecanismo de viscosidad en un gas. [3]

A

De forma similar, la molécula B en la capa mds rapida cruza la frontera CD (debido al
movimiento térmico) efectuando una fuerza a la derecha sobre la capa mas lenta en la cual se
mueve.

Debido al mecanismo descrito, un incremento en la temperatura ocasiona que las moléculas
tenga una velocidad térmica mas grande, lo cual incrementa la razén a la cual las moléculas
cruzan las capas. De esta manera, la viscosidad de un gas se incrementa con la temperatura.
Un andlisis cuantitativo de un modelo simple sobre la teoria cinética de gases predice que:

1
U= §p17/1 3.22

31



Donde p es la densidad, ¥ es la velocidad promedio de las moléculas y A es la distancia libre
media de viaje de una molécula (mean free path). De acuerdo a la teoria cinética de los gases
tenemos:

8RT 1 M

‘E)/ = ), = —— =n
an ﬂ\/indz yorp Nav

Donde R es la constante Universal Molar, My es la masa molar, d el didimetro molecular
efecivo del gas, T es la temperatura absoluta y Ng es la constante de Avogadro.
Sustituyendo, tenemos:

2VR

nnd?

JM,T 3.23

La Fe. 3.23 muestra que p es independiente de la presion, P. Experimentos hechos por
Maxwell confirman este hecho, sobre un amplio rango de presiones, asumiendo que la

lj':

presion no sea muy pequena. Ademads, la Ec. 3.23 indica que g aumenta en proporcién
directa con /M,, v VT. Experimentos han confirmado que p se incrementa con la
temperatura pero la potencia excede ligeramente el %.

La dependencia de u con respecto a la temperatura puede expresarse por una relacion
empirica conocida como la Ecuacion de Sutherland:

_ 1+Ts/Ty |T 324
W= Yoo |1, '
Donde Typ = 273.16K, uo es el coeficiente de viscosidad en Tp y Ts es una constante. oy Ts

son dependientes del gas considerado. Usualmente, el coeficiente de wviscosidad de un
liquido es mucho mds sensible a la temperatura que el de un gas.

3.1.3.2 Ecuaciones para Flujo Viscoso

Considérese un elemento cibico en un fluido, como el de la Fig. 3.6. Hay 6 componentes de
fuerza cortante sobre su superficie, causados por el gradiente de velocidad del flujo zxy(x0),
wy(xo + dx), tvz(yo), tvz(yo + dy), 7zx(x0), 7zx(zo + dz). También hay 6 componentes de
fuerza normal sobre su superficie, causadas por la presion: P(x)dydz, P(x + dx)dydz,
P(y)dxdz, P(y + dy)dxdz, P(z)dxdy, P(z + dz)dxdy.

Asumiendo que el peso del fluido estable es despreciable, el balance de fuerzas para el cubo
en la direccion z es:

[P(z) — P(z + dz)]dxdy + [z,,(x + dx) — ¢, (x)]dydz + [7,,(y + dy)
— tyz(y)]dxdz = 0 3.25
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(x+dxy+dy,z+dz)
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v Ty Tz
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¥ ’ dy
F
A dx

Fig. 3.6 Esfuerzos cortantes sobre la superficie de un cubo. [3]

Por lo tanto, tenemos:
0P O0ty, 0Ty,

— = 3.26
0z 0x * dy
ow ow
Como Ty, = oo Tyz = ,u@, tenemos:
op _ (0*w N 02w 397
0z~ M\ ox2 dy?2 '

Donde w es la componente de la velocidad en la direccion z. De igual forma, para u y v, las
componentes de la velocidad en las direcciones x y y, respectivamente, tenemos:

oP  (0%v N 0%v 308
ay ~ M\ox2 " 022 '
oP 0’u  0%u

a - a—yz'l' ﬁ 3.29

Las Ec. 3.27, 3.28 y 3.29 son las ecuaciones para el flujo viscoso de un fluido ocasionado por
una presion, P.

3.1.3.3 Modelos de Amortiguamiento

Para superficies MEMS moviles que interactian con gases o liquidos, hay dos modelos
basicos para disipacion de energia: amortiguanmiento por pelicula deslizante, la cual se
presenta cuando dos superficies estin moviéndose de forma paralela entre si, cortando el
flyjo entre las superficies, como se ilustra en la Fig. 3.7a, y amortiguamiento por pelicula
comprimida. Fn aplicacitones MEMS, uno o ambos tipos de amortiguamiento pueden
ocurrir; sin embargo, para el presente trabajo solo se tomard en consideracion el
amortiguamiento por pelicula comprimida, el cual se trata a continuacion.
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Direccion del

movimicnto

b)
Fig. 3.7 a)Amortiguamiento por pelicula deslizante y b)Amortiguamiento por pelicula comprimida para
dispositivos MEMS. [12]

3.1.3.4 Amortiguamiento por Pelicula Comprimida

Cuando una placa esta paralela a una pared y se mueve hacia la pared, la pelicula de aire
entre la placa y la pared se comprime, por lo que parte del flujo de aire es expulsado del gap.
Por tanto, se desarrolla una presion Ap en el gap debido al flujo viscoso del aire, Fig 3.7b. De
manera contraria, cuando la placa se aleja de la pared, la presion se reduce dentro del gap
para mantener el flyjo del aire dentro del gap.

En ambos casos, las fuerzas sobre la placa, causadas por la concentracion de presion,
siempre estin en contra del movimiento de la placa. Asi, el trabajo hecho por la placa es
consumido por el flujo viscoso del aire y transformado en calor. La pelicula de aire funciona
como un amortiguador y este efecto es llamado amortiguamiento por pelicula comprimida.
Para amortiguamiento por pelicula comprimida, la fuerza de amortiguamiento depende de la
distancia del gap; para un gap pequeno, la fuerza de amortiguamiento es grande y viceversa.
Por tanto, la fuerza de amortiguamiento puede controlarse mediante la distancia del gap de
aire, o cualquier otro fluido, y asi poder obtener un mvel de amortiguamiento esperado para
microestructuras.

Ecuaciones Bésicas

Supongase un par de placas paralelas sobre el plano x-y, Iig 3.8, con dimensiones mucho
mas grandes que la distancia entre ellas, de manera que el flujo del gas entre las placas,
causado por su movimiento relativo, es lateral (sobre los ejes x y y). Ademais, considérese una
columna, hdxdy (donde h = hz — h;), como se muestra en la Fig. 3.8, donde gx es la razén del
flyjo en la direcciéon x, por unidad de longitud en la direcciéon y, v gy es la razon del flujo en
la direcciéon y, por unidad de longitud en la direccién x.
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Fig. 3.8 Flujo de masa. a)Columna elemental y b)Definicion de la razon del flujo. [3]

El balance para la masa del flujo es:

dph,

(PA)xdY — (PGx)x+dxdY + (Pqy)ydx — (PGy)y+aydx = ( 3t

Ocupando las relaciones siguientes:

9(Pqx)

(P9 x+dax = (PGx)x + ox dx, (pqy)y+dy = (pqy)y +

Tenemos:

0

0 0 d(ph
(Pax)  0(pqy)  9(ph) _
0x dy ot

dph,
ot

)dxdy 3.30

a(pqy)

ay dy

3.31

Para hallar gx v qv, es necesario encontrar la distribucién de la velocidad en la direccion z.
Para hacer esto, se corta un elemento de la columna entre z y z+dz, Fig 3.9. El balance de

fuerzas en la direccion x, es:

P(x)dydz + Tyx(z + dz)dxdy = P(x + dx)dydz + T,x(z)dxdy 3.32

£

Tzy(z+dz)
P(x) Plx+dx)

_d:; dy

ax
¥
a X

Fig. 3.9 Balance de fuerzas sobre una columna elemental. [3]

Por lo tanto:

0T,x _ daP
0z  0x
Acorde a la Ec. 3.21, tenemos:
du
sz = /UE

3.33

3.34
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Donde u es la componente de la velocidad en la direccién x, por tanto:

aP_ 6( au) 335
ox 0z \Moz '

Para un gap pequeno, P(xy) no es funcion de z; asi, mtegrando 2 veces la ecuacion,
tenemos:

dP 1
_ZZ+ 61;Z+CZ 3.36

1
u(z) = 21 9%

Si las placas no se mueven lateralmente, se fija el origen de coordenadas en la parte inferior y
las condiciones de frontera para la Ec. 3.36 son u(0) = 0 y u(h) =0, tenemos:

1 0P
u(z) ==——z(z —h) 3.37
21 0x

La razon del flujo en la direccién x por unidad de longitud en la direccion yes:

= [utz= -2 () 338
©e= ) M7= T \ox '
De forma similar:
3 h3 (OP) 339
b= " 12u dy '

El signo negativo indica que la direccion del flujo va con el decremento de la presion.
Sustituyendo las Ecs. 3.38 y 3.39 en 3.31, tenemos:

o ([ h3®oP o ([ h3®0P d(hp)
—\|p—= ]+ —|p—5) =12 3.40
ox\' u ox ody\' u oy dt

La Ec. 3.40 es conocida como la Ecuacién de Reynolds. De la Ec. 8.40, s1 h es uniforme en x
yy, tenemos:

3.41

d ( OP d ( 0P 12ud(hp)
2oi) e aloig) -
ox\'" Ox dy\" dy h® dt

Para una pelicula 1sotérmica, la densidad del aire, p, es proporcional a la presion P, es decir;
p= Pipo, asi, la Ic. 3.41 puede escribirse como:
(0]
02 0% 24ud(hp) _ 24pd(hp)

— _p24 _—_p2_— 2p2 —
OxZP + asz TR V-P 5 dr 3.42

Ademas, la Ec. 3.42 puede desarrollarse como:
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(aP>2 N (ap)2 Lp 02 P2y 02 pz) _ 12u (P dh N PdP) 243
ox dy Ox2 dy? ~ h3\ dt dt '

Asumiendo que h = hg + Ah y P = Py + AP, para pequenios movimientos, tenemos Ah<<hg y
AP<<Py. Bajo estas condiciones, la Ec. 3.43 se aproxima a:

OZAP+ 0%AP _ 12u L (1 dAh+ 1 dAP) 3.44
o\ ox2 ay2 ) h3 °°\n, dt P, dt '
Si ap K %, tenemos:
(0] hO
02AP 0?AP  12udAh 02P 0%P 12udh
= 0 = 3.45

2 Ty - B @t Pt Bt

En las ecuaciones anteriores, P es equivalente a APy h es equivalente a 4h.

Placa Rectangular

Considérese una placa rectangular, con longitudes en las direcciones xy y dadas por B=2a y
L=2b, respectivamente, como se muestra en la Fig. 3.10. La ecuacion diferencial para la
presion de la pelicula de aire es la Ec. 3.45, con las condiciones de frontera:

Ptay) = 0, P(x,#b) = 0 3.46
¥ h
b
3 a X
b
o L
-b

Fig. 3.10 Placa rectangular. [3]

La solucion a la Ec. 3.45 puede dividirse en 2 partes: P = p; + p2, donde p; es la solucion
especifica y pz es una solucion general a la ecuacion de Laplace.

Para encontrar p1, se asume que es de la forma: p;=A4 + Bx + Cx?. Conociendo la condiciones
de frontera, p1(#a) = 0, se tiene:
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p1 = —5—-(a?— x?) 3.47

Para p2, de la definicion de P = p; + p2 y las condiciones de frontera p(#a,y) = 0, tenemos:
pi(fay) + p(ta,y) = 0 3.48
Acorde a la Ec. 3.47, las condiciones de fronteras para pz en x = #a puede ser:
p2(ta,y) = 0 3.49
Acorde a la Ec. 3.46, las condiciones de frontera para P en y = #b debe ser P(x,#b) = 0, es
decir:

p1(x) + po(x,+b) = 0 3.50

Por lo tanto, las condiciones de frontera para pz en y = #b son:
p2(x,£b) = —p;(x) = 5——(a® — x?) 3.51

Asi las condiciones de frontera para pz son las Ecs. 3.50 y 3.51. Para hallar la solucion de pa,
separamos las variables suponiendo que: pz = X(x)Y(y). Sustituyendo esta ecuacion en la Ec.
3.52, obtenemos la Ec. 3.53:

0°p,  0%p, _

o2 -I‘a—y2 =0 3.52
. ; N (N (O}
XYY+ YX(x)=0 o X0 - _Y(y) =1 3.53

Por lo tanto, se tienen 2 ecuaciones independientes: X(x) — AX(x) =0y Y(y) — AY(y) =
0. Para X(x) se asume que:
X(x) = Ajcosax + A, senax 3.54

N 2nm
Como X(#a) =0, tenemos Az =0y @ = — para n = 1,3,5,etc.
a

2nmx

X(x) = A, cos 3.55

Para Y(y) se asume que:
Y(y) = C, coshyy + C,senhyy 3.56

Donde y = 2271

y n=1,3,5, etc. Usando las condiciones de frontera para Y(y), es decir, Y(b)

=Y(-b), se encuentra que Cz = 0. Por lo tanto:
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2nny

Y(y) = C, cosh 3.57
De las Ecs. p2 = X(x)Y(y), 3.55 y 3.57, tenemos que:
nmwy nwx
y) = h——cos——
p,(x,y) Z @y cosh——-cos —
n=1,3,5
Para satisfacer las condiciones de frontera de la Ec. 3.51, tenemos:
- nmy nm
Z a, cosh——cos —x = —h(a — x2) 3.58
2a 2a

n=1,3,5

Las constantes an’s estan definidas por:

6 nu. . . NI

" hé‘h(a — x?) cosz—dx 192uha? sin—-
In = b a g2 X - n2n3h3 bt = 1,3,5, etc. 3.59

cosh 222 Sq f_a cos? == dx cosh 52
Por lo tanto:
o0 . NI
192ua? . sin—- nmy  nux

p2(x,y) = s h —— coshﬁcosﬁ 3.60

3

13,5103 cosh
n=1,3,5 2a
Asi, la solucion final para la presion es:

6udh

P=p1+p2:_ﬁa(a - x2)+

192ua’h ~ sin—- pRY
—_— —— % _ cosh——cos— 3.
3Kh3
n3h W s coshm;b 2a 2a

La fuerza de amortiguamiento ejercida por la placa rectangular es:
f . f pix gy — 16 3buh . 192(a) — L, nmh
a x (e y)dy = h3 5 \b ns M

n=1,3,5
uLB3
= h,B ( ) 3.62

Donde el factor 8 (%) es una funcién de la razén de aspecto (%), es decir:
(B) N 192(3) i - 263
FO)= 1w ns " 2B '
n=1,3,5
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En la Fig. 3.11 se muestra la relacion entre 8 (?) y (g) Donde, para una placa muy larga,
p=1, y para una placa cuadrada, (a = b), f=0.42. Asi, ¢l coeficiente de amortiguamiento es:
3
uLB B
cree =555 (1) 3.65

EEss=toe
0.7 \

g RNE
eSS

a 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Fig. 3.11 Dependencia del factor S (B/L) sobre la razon de aspecto (B/L). [3]

0.4

~lm

3.2 Estuerzo y Deformaciéon

Como el silicio es un excelente material de estado sélido, sus propiedades mecanicas estan
gobernadas por la teoria clasica de la elasticidad en un amplio rango de temperaturas.
Cuando la geometria de una estructura mecanica de estado solido es miniaturizada sus
propiedades mecanicas pueden cambiar, sin embargo, no se han observado cambios
significativos en las “micromaquinas de silicio”. Por tanto, se asume que las propiedades
mecanicas de una microestructura de silicio son idealmente eldsticas. El silicio, ya sea en su
forma cristalina o policristalina no es mecanicamente homogéneo, es decir, sus caracteristicas
mecanicas no son las mismas en todas las direcciones; pero, si se asume que sus propiedades
mecanicas son homogéneas, se simplifica el analisis, obteniéndose errores msignificantes en
los resultados finales. En muchos casos, los resultados finales son afectados por la variacion
en los procesos de fabricacion, mas que por las aproximaciones.

3.2.1 FEsfuerzo

Acorde a la teoria de la elasticidad; las fuerzas externas que actian sobre un cuerpo de
estado solido producen fuerzas internas entre las porciones del cuerpo y provocan
deformacion. Si las fuerzas externas no exceden cierto limite, la deformacién desaparece una
vez que las fuerzas son removidas. Para describir las fuerzas internas, se introduce el tensor7

40



de esfuerzo. Matematicamente, el esfuerzo es un tensor de segundo orden, el cual tiene 9
componentes, como se muestra por la matriz:

TXX TXY TXZ
T = TYX Tyy Tyz 3.66
TZX TZY TZZ

Donde las 3 componentes de la diagonal principal son referidas como esfuerzos normales, y
los 6 restantes, como esfuerzos cortantes. En la Fig. 3.12 se muestra un cubo elemental, parte
diminuta, de un cuerpo. Las 6 caras del cubo son nombradas como x,X%,y,¥,Zy Z acorde a
la direcci6n normal de las caras.

Una componente del tensor esfuerzo esta definida como la fuerza por unidad de area sobre
una superficie especifica del cubo elemental. Txx es la fuerza normal por unidad de drea de la
cara X, Txy es la fuerza en la direccion y aplicada sobre una unidad de area de la cara x, Txz es
la fuerza en la direccion z aplicada sobre una unidad de area de la cara x, y asi
sucesivamente.

Los signos de las componentes del tensor estin definidos acorde a la regla de la mano
derecha del sistema de coordenadas.

jrmmmmmmm———— e

Fig. 3.12 Componentes del Tensor de Esfuerzo. [3]
De acuerdo a las condiciones de equilibrio, los Txx en dos planos paralelos opuestos (x y X)
deben ser 1guales en cantidad y signo. Lo mismo ocurre para Tyy y Tzz. De las condiciones
de equilibrio, también se cumple que:

Txy = Tyx, Tyz = Tzy, Txz = Tzx 3.67

Esto significa que el tensor de esfuerzo es simétrico y solo tiene 6 componentes
mdependientes. Por lo que se puede reducir la notacion del sistema.

Ty =Txx, Ty = Tyy, T3 = T57, Ty = Tyz,Ts = Txz, Te = Txy 3.68
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3.2.2 Deformacién

Acorde a la teoria de la elasticidad, la deformacién dentro de un material serd producida por
los esfuerzos. Si las componentes del desplazamiento para un punto P(xy,z) son u(xy,z),
v(xYy,z) y w(xy,z) en las direcciones X,y v z, respectivamente. Entonces, el desplazamiento
incremental entre el punto P(x,y,z) v P’(x+A4x, y+Ay, z+Az) pueden expresarse como:

rdu  Odu ou
ox dy 0z
Au av ov ov|[AX
Bl-% 5 (o]
ow ow aJdw
9x 3y ozl
EPS T BT Y UL YL
dx 2\0y 0x/ 2\0z O0x
ov Ax 1/0u ov 1/0v  ow|[AX
1% Yt 5t 0 i@t H
ow 1/0u ow\ 1/0v oJw
00 5l 2Ga+a) 2Gatay)
1/,0u ov 1/0u 0w\
0 5(@‘&) 2557 %)
1/0v ou 1,0v  aw |[AX
im0 G H >0
10w o0uy 10w 0dv
(55~ 32) z(w‘&) 0

Si el material de estado solido no tiene movimiento rotacional, el ulimo término del lado
derecho de la Ec. 3.69 es cero y la ecuacion se reduce a:

I ou 1,0u o0Jv 1/0u Ow\T
ox z(a*a) 5(5 a)
Au 1,0u 0dv ov 1,00 owy|[AX
& z(a*a) ay 5(5 @) ﬁg 3.70
1/0u ow 1/0v oJw ow
E(£+$> 5(5+@) oz

Los componentes de la diagonal principal en la Ec. 3.70 son denominados componentes
normales de la deformacion.

ou

€xx :a:

v
oy’

ow
€zz = -

3.71
0z

Eyy =

Las cantidades de la Ec. 3.71 son unidades de elongacion a lo largo de los 3 ejes
coordenados. Las 6 componentes fuera de la diagonal principal son referidas como las
componentes cortantes de la deformacion.
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_1 0u+6v) _1(6v+aW) _1<6u+6W) 372
eXY_Z(ay ox)’ 2= 2\az dy)’ ¢2x =5\92 " ox '

Por lo tanto, la deformacion puede describirse por un tensor de segundo orden, el tensor
deformacion, e, que relaciona el desplazamiento con la distancia ast:

Au €xx €xy €xz Ax
Av | = |€vx €yy eyz Ay = (e) |Ay 3.73
Aw €77 €zy €77 Az

Como el tensor deformacion (e) es simétrico con solo 6 componentes independientes,
puede ser simplificado a: er=exx, ez=eyy, e3=ezz, es=eyz=ezy, es=ezx =exz, es=exy=eyx. Las 3
componentes de la deformacion cortante estan relacionadas con la distorsion angular del
material. Para explicar esto, consideremos la distorsion de un angulo en un elemento de
seccion PA = dx y PB = dy en el plano x-y, Fig. 3.13. Si u y v son los desplazamientos en las
direcciones X y y para un punto P(X,y) respectivamente, el desplazamiento del punto A en y 'y

el desplazamiento del punto B en x son v = (x +dx,y) = v(x,y) +( )dx y u=
(x,y +dy) = ulx,y) + ( )dy, respectivamente. La nueva direccion P’A’ ahora esta
inclinada respecto a su direccién inicial, PA, por un pequeno angulo y; = E' De 1gual
forma, la nueva direccion P’B’ esta inclinada un pequeno angulo y, = Z—;L. Ahora, el dangulo
micial APB esta distorsionado por un angulo y; +y, = — -t a—u. Por lo tanto, la deformacion

+ 1(0 ou
cortante es=exy es la mitad de la distorsion angular € _)'12)/2 =E(£ 5) Los

componentes ez y es tienen el mismo significado.

L

0] X

Fig. 3.13 Deformacion angular debida a esfuerzo cortante. [3]

Sin embargo, en ingenieria, la deformacién en un material esta definida como:
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€1 & &5
E= €6 €2 €4 3.74

€5 €4 €3

Las componentes de la Ec. 3.74 son €1=€e1, €2=€2, £3=€3, £4=2€4, €5=2e5y £6=2€6. Acorde a la
definicion en ingenieria, la componente cortante eg = y; + ¥, es igual a la distorsion
angular entre el plano z-x y el plano z-y en el matenal, y asi sucesivamente.

La deformaciéon es una cantidad adimensional, sin embargo, por conveniencia se usa una
unidad llamada microdeformacion, ue, definida como una deformacion de 10°. Asi, una
deformacion de 10" es nombrada como 100 pe.

3.2.3 Leyde Hooke

La relacién lineal entre el esfuerzo y la deformacion es conocida como Ley de Hooke. Para
un material homogéneo y considerando un paralelepipedo rectangular, con sus lados
paralelos a los ejes coordenados; si un par de lados opuestos del paralelepipedo, paralelos al
eje x, son sometidos a la acciéon de un esfuerzo normal Txx, la elongacion relativa del
elemento esta dada por:

Txx

eXX = T 3.75

Donde E es una constante relacionada con el material llamada médulo de Young. E es
usualmente muy grande en comparacion con los esfuerzos permitidos por lo que la umdad
de elongacion € es menor a 1000 pe. Por lo tanto, la superposicion puede utilizarse para
deformaciones en muchas aplicaciones sin causar errores significativos.

La extension del elemento en la direccion x siempre va acompanada por una contraccion en
sus direcciones laterales.
eyy == _Uexx, eZZ = —Uexx 3-76

Donde v es otra constante relacionada con el material llamada razon de Poisson. Para
cualquier material esta razon varia entre 0.25 y 0.3.

Si el elemento es sometido simultineamente a la accion de esfuerzos normales Txx, Tyyy Tzz,
las componentes resultantes de deformacion pueden obtenerse de las Ecs. 3.75 v 3.76 por
superposicion:

exx = [Txx — v(Tyy + Tz2)]/E

eyy = [Tyy —v(Txx + Tz2)]1/E 3.77

ezz = [Tzz — v(Txx + Tyy)1/E

De las Ecs. 3.77, el modulo de Young, E, v la razon de Poisson, v, definen las relaciones
entre deformacion normal y esfuerzo normal.
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Para materiales homogéneos, las relaciones para deformacién cortante y esfuerzo cortante
estan definidas como:

Txy Ty, Tzx
exy :Ereyz :ﬁ:ezx =5c 3.78

Donde G es el modulo cortante, definido como:

G £ 3.79
2(1+v) '
Las Ecs. 3.78 indican que una componente de la deformacion cortante solo depende de la
correspondiente componente del esfuerzo cortante. Si se utiliza la definiciéon de ingenieria

para deformacion, g, la Ec. 3.78 puede expresarse como:

Txy Ty, Tzx
Exy :T'eyz :Tlezx =c 3.80

3.2.4 Esfuerzo y deformacién en una Viga

Considere una viga recta y delgada con una seccion transversal rectangular de ancho by
espesor h y un sistema de coordenadas con origen en el centro de la secciéon transversal, el
eje x a lo largo de la longitud de la viga, y el eje z apuntando hacia abajo y sobre el espesor de
la viga, Fig. 3.14. Si la viga se flexiona hacia arriba, sobre el plano x-z, debido a un momento
flexionante, M, Fig. 3.15, la parte superior (lado concavo) de la viga se comprime y la parte
mferior (lado convexo) se alarga. Sin embargo, existe un plano neutral, el cual no se
comprime ni se alarga por el doblamiento. Se comprobarad que el plano neutral esta justo a la
mitad de la viga rectangular para flexion pura (por flexion pura se entiende que no hay fuerza
pura axial sobre la seccion transversal de la viga).

a -
b
X A
S .::ﬁ..- wh
z ﬂ:ixci

Fig. 3.14 Elemento dx de la viga. [3]

Considérese un elemento, dx, de la wviga entre 2 planos verticales, aa’ y cc’. FEl
desplazamiento en la direccion z de la viga, w, es una funcién de la posicion, x, es decir, w =
w(x). Dicha funcion es referida como la funcion de desplazamiento de la viga. Si el radio de
curvatura del elemento dx es r, Fig. 3.15, para una seccién horizontal del plano central (z =
0), tenemos dx = rd6. Sin embargo, para una capa de la viga mas allia del plano central (z #
0), el material es comprimido o alargado en la direccion x debido al doblamiento. Esta
elongacion del material en la direccion x de la capa en z es:
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A(dx) = (r + 2)d0 — rdO = zd0O 3.81

GJ’
dd
r
M M
\""-..____ i} c ___-l—"""F‘II
.. Plano neutral 0
\"h-._-______ ‘ d:; | ___—-""J
a’ c'
'\"z

Fig. 3.15 Doblamiento bajo un momento flexionante. [3]
La deformacion de la capa es la elongacion relativa del material, es decir:

A(dx) zd® z

E(Z) = dx = % = ; 3.82
Acorde a la ley de Hooke, el esfuerzo de la capa en z es:
E
Tyx(2) = TZ 3.83

El signo del esfuerzo o deformacién es posiivo para alargamiento y negativo para
compresion. Como se asume que la viga es delgada, entonces se tiene un problema
unidimensional, por tanto, no se consideran los demas esfuerzos normales y cortantes.

3.2.4.1 Desplazamiento de una Viga
Para una curva, el reciproco del radio de curvatura es el valor absoluto de la segunda
dervada, es decir:

1
~= w0 3.84

De las Ec. 3.83 y 3.84 tenemos:
IT(2)| = Ez|w"(x)] 3.85

Para una flexion en z > 0 (por debajo del plano neutral, como la mostrada en la Fig. 3.15), la
capa es alargada, es decir, T > 0, y viceversa. Por lo que, se puede establecer la siguiente
relacion:

T(z) = —Ezw'"(x) 3.86
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3.2.4.2 Momento Flexionante y Momento de Inercia de una Viga

La definicion de flexion pura dice que la fuerza axial total sobre la seccion transversal es
cero. De la Ec. 3.86, la fuerza axial total sobre la seccion transversal es:

h/
F = fT(z)bdz = —Ebw”(x)fhzzdz 3.87
=/2

La condicion de F = 0, nos permite determinar el plano neutral de cualquier seccion
transversal. Como ya se menciond, para una seccion transversal rectangular el plano neutral
estaen z = 0.

Dentro de una viga flexionada hay fuerzas internas a través de sus secciones transversales. El
momento que provoca la flexion es la integral de los momentos de dichas fuerzas a través de
la seccion transversal de la viga:

M(x) = fzdF = fZT(Z)dA = —fEZZW”(x)dA 3.88

Notar que para la integracion, el origen del eje z debe tomarse sobre el plano neutral. Si el
origen no esta en el plano neutral y la posicion del plano esta en z = a, entonces debe
reemplazarse z por z — a en la Ec. 3.88. Ademas, s1 el ancho de la secciéon transversal no es
uniforme, b = b(z), tenemos dA = b(z)dz, y:

M(x) = —EW”(x)fzzb(z)dz 3.89

La integral de la Ec. 3.89 es conocida como el momento de inercia de la viga, I, es decrr,
h
I = f_,{? z2b(z)dz. Para una viga con seccion transversal rectangular de ancho b y espesor
2

h, su momento de 1nercia es:

I = b_h3 3.90
12
La Ec. 3.89 puede escribirse como:
M(x) = —EIw" (x) 391
De las Ecs. 3.86 y 3.91, tenemos:
()= 2 I(x) 3.92

Las 2 ecuaciones anteriores son utiles para encontrar la funcion del desplazamiento, w(x), y
el esfuerzo en la viga s1 se conoce el momento flexionante.
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Acorde a la definicién, el momento flexionante es positivo en signo si la viga se flexiona hacia
arriba sobre ambos extremos del elemento, porque dF es positiva para z > 0 y negativa para Z
< 0, como se observa en la Fig. 3.16. Para las fuerzas externas que crean los momentos
flexionantes, la regla de los signos es: si observamos del lado 1zquierdo del elemento dy, el
momento causado por una fuerza en sentido horario, es positivo. Sin embargo, si
observamos del lado derecho el elemento dx, el momento causado por una fuerza en sentido
anti horario, es positivo. Por el contrario, el momento flexionante es negativo si la viga se
dobla hacia abajo en ambos lados.

ﬂ.l'

M M
\ﬁ--__ ____.*-‘"
... Plano neutral
\'h-._-______ ___—-""J

Fig. 3.16 Momento flexionante causado por las fuerzas. [3]

Considérese una viga cantiléver rectangular con una carga concentrada, Fig 3.17, con ancho
b, espesor h y longitud L. Si F es la fuerza causada por una masa M, anclada en el extremo
libre de la viga y la aceleracion de la gravedad, es decir, F = Mg. Ademads, supdéngase que la
masa de la viga, Mp, es despreciable, con respecto a M. Para balancear la fuerza F, debe
existir una fuerza Fy, actuando sobre la viga en el extremo que se encuentra fijo, por tanto en
la direccion z tenemos F = Fp. Ademas, debe existir un momento, my, en el extremo fijo de
la viga para balancear el momento, FL en sentido horario, causado por la fuerza F.

De la Fig. 3.17, el momento de lado 1zquierdo de la posicion x es (-mo + Fox) v el momento
del lado derecho es -F(L - x). Aplicando la condicién de equilibrio se tiene que:

(—mg + Fox) = —F(L —x) 3.93
dx ‘tf
l‘“ 11 |
Mo Fo
o L ! :X
X L
Z &

Fig. 3.17 Viga cantiléver con carga concentrada en su extremo libre. [3]

El momento flexionante de la 1zquierda es igual al momento flexionante de la derecha, es
decir, M(x) = -F(L - x), por tanto, la ecuaciéon diferencial para w(x) es:
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—EIw"(x) = —F(L —x) 3.94
Y las condiciones de frontera para este problema son:
w(0) =0,w'(0) =0,w"(0) =0 3.95
La solucion a las Ecs 3.94 vy 3.95 es:

F(2L—x)x 6F(2L —x)x

R Ty 3:96
F(3L—x)x? 2F(3L — x)x?
w(x) = <] = v 3.97

El méaximo desplazamiento (x = L) es:

FL? 413
Wmax = 3p1 = w(l) = Ebh3 F 3.98

Por lo tanto, la constante de rigidez de una viga de seccion transversal rectangular es:

Ebh®  3EI : : ,
k= A ERRTEL donde I es el momento de inercia del drea transversal.

De la Ec. 3.86, el maximo esfuerzo sobre la parte superior de la viga (z = -h/2) es:

hy Fh(L—x) 6F(L—x)
() = —E(-5)w' @ = o = 3.99
De la Ec. 3.99, el maximo esfuerzo en x = 0 es:
T _ FhL _ 6FL .
MAX ™21 = bh? '

En el andlisis anterior se analizaron las relaciones entre fuerza y desplazamiento para
determinar la constante de rigidez de una viga de seccion transversal. En la siguiente seccion
se determinara la constante de torsion de una viga, la cual esta bajo la accion de un torque.

3.2.5 Torsién de Vigas

Cuando un torque, 7, es aplicado sobre el extremo libre de una viga cantiléver, la viga
experimenta un desplazamiento angular (torsion) hasta que un torque de restauracion
balancea al torque aplicado. Dentro del rango elastico, como se reviso en la seccion 3.1.2, la

relacion entre el angulo de torsion, @, y el torque es:

T = ke® 3.101
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Donde k¢ es denominada como la constante de torsion de la viga. Este tipo de vigas son
llamadas barras de torsion.

Primero se tratard el caso de una barra de torsion con seccién transversal circular. Para
determinar la constante de torsion hay que considerar un cilindro solido de radio a y
longitud L, y seguir el siguiente andlisis:

aF _—
7 Yedr

(7
\\ NSO

e

Fig. 3.18 Barra de torsion circular. 3]

Considerar un elemento cilindrico entre ry r+dr. El area efectiva dA sobre la cual una fuerza
tangencial, dF; se aplica es la mitad del area de la seccion transversal, es decir, dA = 7rdr. De
acuerdo a la definicion del médulo cortante (shear modulus) G, tenemos:

dF

Donde y es el angulo cortante como se muestra en la Fig. 3.18. Como y = @171, tenemos:

nr?Go

El torque sobre la parte superior del cilindro es:

Ga*

2L

a T
T = 2[ rdF = b =kg? 3.104
0

Por tanto, la constante de torsion de un cilindro solido es:

nGa*

- 3.105
@ 2L

Ahora bien, el analisis de la constante de torsion para una barra de torsion con seccidén
transversal rectangular es un poco mas complicado. Segun Bao [3] la relacion teorica es:
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T = ! GPadb| 1 192a . ! t hnnb 3.106
= 3L 5h ) '

n=1,3,5...

Donde @ es angulo de torsion de la barra, a y b las longitudes del lado mas corto y mas largo
de la seccion transversal rectangular (b > a). En general, esta relacion puede ser expresada
como:

k,GPa®b
T = —"#—+— 3.107
L
e = T k,Ga3b 3108

Donde k; es un factor numérico que depende de la relacion a/b. Algunos valores son dados
en la Tabla 3.1.

b/a| 1.0 1.2 1.5 2.0 2.5 3.0 4.0 5.0 10 o
ki | 0.141 ] 0.166 | 0.196 | 0.229 | 0.249 | 0.263 | 0.281 | 0.291 | 0.312 | 0.333

Tabla 3.1 Factores para la relacion de torsion. [3]

3.2.6 Frecuencia de Vibracién

La vibracion de una estructura mecanica puede simplificarse considerando un modelo masa-
resorte, Fig. 3.19. El ongen del eje x comcide con la posicion de balance de la masa. Un
desplazamiento x de la masa, desde su posicion de balance, causa una fuerza de restauracion
sobre la masa debida al resorte, F = -kx, k es la constante elastica del resorte, El signo
negativo indica que la fuerza esta en direccién opuesta a la del eje x. Si no hay otra fuerza que
actue sobre la masa, M, la ecuacion diferencial del sistema es:

3.109
Masa M
e
i
=+ |
I
ox
Fig. 3.19 Modelo masa-resorte. [3]
Si @ = k/M, tenemos:
¥+ w*x=0 3.110

La solucion general para la Ec. 3.110 es una vibracion de la masa; x = A sen(wt + ). Donde
 es la frecuencia radial, A es la amplitud y « el dngulo de desfasamiento de la vibracion.
Como puede observarse, s6lo los parametros k y M determinan la frecuencia radial @.
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3.111

| =

Este mismo método puede utilizarse para barras de torsion. Si consideramos una barra de
torsion con una masa en su extremo libre. Esta estructura puede ser considerada como un
sistema masa-resorte. Cuando la barra es torsionada un angulo @ en su extremo libre, el
torque de restauracion que actiia sobre la masa es:

T= —kyd 3.112

Si para la rotacion de una masa, I» es el momento de ercia, por la Segunda Ley de
Newton, tenemos la ecuacion diferencial para el movimiento de torsion:

Ig + keyp =0 3.113

La solucion a la Ec. 3.113 es una oscilacion angular; ¢ = A sen(ot + ). Por lo que, la
frecuencia radial de oscilacion es:

ke

3.114
Iy

w =

Cabe mencionar que existen diversos métodos para calcular la frecuencia de vibracién de un
sistema mecanico, como el método de Rayleigh-Ritz, con los cuales se obtienen resultados
similares, sin embargo dichos métodos requieren de un analisis mas complejo.

3.3 Imstrumentos Medidores de Vibraciones

El elemento basico de muchos mstrumentos medidores de vibraciones es la unidad sismica
mostrada en la Fig. 3.20, la cual consiste de una masa, un resorte y un amortiguador.
Dependiendo del rango de frecuencias que excitan al instrumento; el desplazamiento, la
velocidad o la aceleracion pueden ser registrados por el movimiento relativo de la masa
suspendida, con respecto a la caja.

J"ﬁ’_ —ﬁ

[ ]

Fig. 3.20 Sistema masa-resorte-amortiguador. [13]

Para determinar el comportamiento de un instrumento medidor de vibraciones
consideremos la ecuacion de movimiento de m, que es:
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mi=—cx—y)— k(x—y) 3.115

Donde x y y son los desplazamientos de la masa sismica y del cuerpo vibrante,
respectivamente, medidos con respecto a una referencia inercial. Si nombramos el
desplazamiento relativo de la masa m con respecto al del cuerpo vibrante como:

Z=x-y 3.116

Y se supone que el cuerpo vibrante tiene un movimiento senoidal, es decir, y = Y sen wt,
podemos obtener la ecuacion:

mZ + cz + kz = mw?Y sen wt 3.117

Tratandose de una ecuacion diferencial de segundo grado, segiin Thompson [13] la solucion
estacionaria es de la forma:

z = Z sen (wt - @) 3.118

Por lo que la amplitud y la fase de la ecuacion anterior se calculan sustituyendo la Fe. 3.118
en la Ec. 3.117, asi mismo mencionar que en el movimiento armonico las fases de velocidad
y aceleracion estan adelante del desplazamiento en 90° y 180° respectivamente, donde Z
queda defimida como:

2
7= ma?¥ - ' (‘“ﬂn) 3.119
Jk—mw?)? + (cw)? 2 , '
(1= G)) + ()
0 @
tanf = —— = g“;’; ; 3.120
1= (w_n)

Donde an y € son la frecuencia natural de oscilacion y el factor de amortiguamiento del
sistema, respectivamente, los cuales estan dados por:

k
w, = o 3.121
c
= 3.122
¢ 2mw,

De las Ecs. 3.119 y 3.120 los principales parametros involucrados son la razon de frecuencias
w/wn vy el factor de amortiguamiento €. Las Figs. 3.21 y 3.22 muestran un grafico de estas
ecuaciones. Il tipo de mstrumento, sismometro o acelerometro, que se obtenga esta
determinado por el rango util de frecuencias con respecto a la frecuencia natural w, del
mstrumento.
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Fig. 3.21 Respuesta de un instrumento medidor de vibraciones, |Z/Y| vs o/o.[13]

160

Q?[::fﬂ i} i ﬂ_!ﬁﬂl
I"

"
140 e
A

120 /‘

100

—
-
e
pu™ _.,-'-.-
—
—

|

AN

BO

=7

/0.

0 1 2 3 4 5
Fig. 3.22 Respuesta de un instrumento medidor de vibraciones, Angulo @ vs /. [13]

3.3.1 Sismémetro

Cuando la relacion w/wy es un nimero muy grande, debido a que la frecuencia natural, wp,
del nstrumento es baja con respecto a la vibracion que se va a medir, el desplazamiento
relativo Z se aproxima a Y, no importando el valor del amortiguamiento. Por lo que la masa
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m permanece estacionaria mientras que la carcasa se mueve junto con la base. A este tipo de
mstrumentos se les denomina sismémetros.

Una desventaja del sismometro es su gran tamano. Como Z =Y, el movimiento relativo de la

masa sismica debe ser del mismo orden de magnitud que el de la vibracion que se va a
medir, teniendo una frecuencia natural de 1 a 5 Hz y un rango til de frecuencia de 10 a

2000 Hz.

3.3.2 Acelerémetro

Cuando la frecuencia natural es alta comparada con la vibracién a ser medida, el instrumento
registra aceleracion. Examinando el denominador de la Ec. 3.119, se observa que el factor

(L)) + (22)

Se aproxima a uno cuando la relacion de w/wn, 2 0, de modo que

w? Aceleracion

7 = Yy=———— 3.123
wp? Wy, >

De manera que, Z es proporcional a la aceleracion del movimiento que se va a medir, con un
factor 1/wn?. Fl rango util del acelerometro puede verse al graficar la siguiente expresion:

(1-G)) + Ges)

La grafica de la Fig. 3.23 muestra el rango de frecuencias ttiles para diferentes factores de
amortiguamiento del acelerémetro. Para el caso en que el amortiguamiento es nulo, =0, su

2

rango de operacion es muy limitado. Sin embargo, con un factor de amortiguamiento de & =
0.7, el rango de frecuencia util es 0 < w/wn < 0.2, con un error maximo menor al 0.01%. Asi,
un instrumento con una frecuencia natural de 100 Hz, tiene un rango de frecuencia util entre
0y 20 Hz, con un error despreciable. De manera que los disenadores buscan obtener un
factor € de 0.7 que no solo extiende el rango de frecuencia util, sino que también evita
distorsion de fase para ondas complejas, como se muestra a continuacion.

Algo muy importante a considerar es que para reproducir una onda compleja sin cambiar su
forma, la fase relativa de todas las componentes armonicas debe permanecer invariable con
respecto a la fundamental. Esto requiere que el dngulo de desfasamiento sea cero o que
todas las componentes armonicas sean desplazadas igualmente.
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Fig. 3.23 Error de Aceleracion vs Frecuencia (@/m.) con € como parametro. [13]

El primer caso, de desplazamiento nulo de fase, corresponde a & = 0 para w/wn < 1. Para el
segundo caso, de igual desfasamiento en todas las componentes armonicas, casi se satisface
para § = 0.7 st w/wn < 1, por lo que, en este caso el angulo de fase puede expresarse como:

IR
N
£le

@ 3.124

Asi, para £=0 o &= 0.7, la distorsion de fase es practicamente eliminada, sin embargo, en el
primer caso el ancho banda decrece considerablemente, mientras que para & = 0.7, la
distorsion de fase es aproximadamente cero y el ancho de banda se incrementa, un resultado
que es de gran utilidad en las consideraciones de diseno.

3.4 Escalamiento de Dispositivos Micromecéanicos

Una persona puede tener la sensacion del tamano de las cosas con solo observar a su
alrededor. Las bacterias y los virus son de muchos érdenes de magnitud mas pequenas que
las hormigas; el sistema de carreteras de algun pais es varios 6rdenes de magnitud mas
grande que la ballena mas grande; y la 6rbita de la Tierra es de muchos 6rdenes de magnitud
mas grande que el sistema carretero de cualquier pais. Incrementando otros ordenes de
magnitud llegamos a las distancias iterestelares.

Cuando la escala, o tamano, de un sistema cambia por muchos 6rdenes de magnitud, el
sistema tiende a funcionar de forma muy diferente. Por ejemplo, considerar un recipiente de
agua de aproximadamente 5 cm de lado. Al verter el agua en el vaso sobre una tabla, se
observa como el agua fluye y se va a los bordes de la tabla. Si el tamano del vaso de agua es
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decrementado por un factor de 100, ahora el vaso es de 0.05 cm (0.5 mm) de cada lado. Al
verter el agua contenida en el vaso sobre la tabla, se observa como la tension superficial
retiene el agua en una gota que se mantiene sobre la tabla. Si se gira la tabla sobre uno de sus
lados se observa que es dificil hacer que la gota fluya a uno de los bordes de la tabla. Ahora
bien, si se vuelve a decrementar el tamaino del vaso por otro factor de 100, ahora el vaso es
de 0.0005 cm, o 5 um, de lado. Si se intenta verter una gota de este tamano sobre la tabla, es
muy probable que inclusive no alcance la tabla, alguna corriente de aire se presente y se lleve
la gota lejos.

En cada caso, la sustancia es la misma, agua, y la tabla es la misma, pero el cambiar el tamano
de escala del agua provoca que su comportamiento sea muy diferente. Inclusive el hecho de
verter el cristal sobre la tabla es diferente. En el primer caso el agua fluye, mientras que el
agua en 0.05 cm y 0.0005 cm esta limitada por la tension superficial.

Es asi como, la teoria de escalamiento es una valiosa guia que permite saber que puede
trabajar y que no podra trabajar.

3.4.1 Leyes de Escalamiento

Cuando el tamano de un sistema cambia, sus parametros fisicos también cambian, a veces de
forma dramatica. [14] Para entender estos cambios, considérese el factor de escala S. Este
factor es similar a la notaciéon de 1:10, usualmente usada en los dibujos técnicos, la cual
mdica que el objeto es 10 veces el tamano del dibujo. En el microdominio, la escala debe ser
10:1, la cual significa que el objeto es 10 veces mas pequeno que el dibujo. Cuando la escala
cambia, todas las dimensiones del objeto cambian exactamente por la misma cantidad S, tal
que 1:S.

Este factor de escala S puede ser usado para describir como los fenomenos fisicos cambian.
Todas las longitudes de la escala de un dibujo se escalan por el factor S, pero otros
parametros como el volumen se escalan diferente. El volumen V es la longitud L por el
ancho W y por la altura H, o también:

V=L+«xWsxH
Cuando la escala cambia por 1/100 (decrece por un factor de 100), la longitud, el ancho y la

altura cambian 1/100, y el volumen decrece por (1/100)"o 1/1,000,000. El volumen decrece
por un factor de un millén cuando la escala decrece por un factor de 100.

V=258 S1=g3
Por tanto, el volumen es un ejemplo de un parametro que se escala como S3. De 1gual forma,
la masa es un parametro que se escala como el volumen, sabemos que la masa M de un

objeto se define como la densidad p del material por su volumen V, o también:

M=pxL«Wx*H= px*xV
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Donde se asume que la densidad es constante (S§9), por lo que la masa de un objeto se escala
como:

M: p*V:SO* 53253

3.4.2 Notacion Vertical de Trimmer

Esta notacion matematica captura las leyes del escalamiento en una forma conveniente. Este
arreglo muestra diferentes leyes de escalamiento en una sola notacion y puede utilizarse
facilmente para entender que ocurre a los diferentes términos y parametros de una ecuacioén
cuando el tamano de la escala cambia.

En esta notacion, por ejemplo, si se consideran 4 diferentes leyes de fuerza, F =81, F =83, F
=83, F = §%, y se agrupan dentro de una matriz vertical:

El elemento del primer renglon de este arreglo se refiere al caso en el que la fuerza se escala
como S, el siguiente elemento cuando se escala la fuerza como §2, y asi sucesivamente.

Veamos como la aceleracion y el tiempo de transicion cambian para diferentes fuerzas. La
aceleracion a es igual a la fuerza F dividida por la masa m:

1

a= =F+m~

m

Sabemos que la masa se escala como S3, y m1 se escala como S-1, quedando:

SUIs3T [s'1[s-3 52
_Iszlls3] L ls2|]s—3] L |st
= szl ls2| T |s3|ls-3 T [ s0
s4]ls3 s4]ls-3 st

Este es un resultado interesante. Cuando la fuerza se escala como S, la aceleracion se escala
como S$<. Si el tamano de un sistema se decrementa por un factor de 100, la aceleracion se
incrementa por (1/100)* = 10,000. Por tanto, si el sistema es mas pequeno, la aceleracion se
mcrementa. Una de las fuerzas predominantes en el microdominio son las escaladas como
S2. Para estas fuerzas, la aceleracion se escala como S, si decrece el tamano por un factor de
100, la aceleracion se incrementa por un factor de 100, todavia existe un buen incremento de
la aceleracion. En general, los sistemas pequenos tienden a acelerarse rapidamente. Cuando
la fuerza se escala como $3, la aceleracion permanece constante, (1/100)° = 1, y la aceleracion
decrece para fuerzas que se escalan como §%. Es asi como, en una sola notacion se muestra el
escalamiento para 4 diferentes leyes de fuerza.
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El tiempo de transicién ¢ para mover un cuerpo desde A hasta B puede ser calculado como:

1 2x
x:Eat2 t= ’jzﬁ*xo.s*a—o.s

SO Sl 0.5 5—2 -0.5 SO SOS 515
= SO 5'1 S—l _ SO SOS 505

SO Sl SO SO SO .5 SO .5

SO Sl Sl SO SO .5 S— 05

Para el caso donde la fuerza se escala como 52, el tiempo de transicion t se escala como ST
Si el sistema decrece por un factor de 100, el tiempo de transicion decrece por un factor de
100. De nueva cuenta, sabemos de forma intuitiva; las cosas pequenas tienden a ser rapidas.

Dependiendo de la ecuacion y las variables de mterés, la notacion vertical de Trimmer
puede ser configurada de formas diferentes.

Veamos como se escala la fuerza gravitacional entre un objeto y la Tierra (la masa de la
Tierra permanece constante y la masa del objeto se escala como su volumen, S3). La fuerza
entre 2 objetos es:
M, * M
1 2
F=6——
r
Donde F es la fuerza; G es la constante gravitacional (G = 6.670x10" NmZ2kg-2), la cual no
cambia con el tamano de la escala; M7y Mz son las masas de los objetos; y r es la separacion.
De esta forma, la fuerza gravitacional F se escala como:

S3x §3
F: 505—2: 54

Ahora, suponiendo que la densidad no es constante con el tamaiio de la escala. La densidad
podria ser representada como:

SO
_ |s7t
5—3
Entonces la fuerza gravitacional F queda como:
M, M V: x pV.
F=G——p—"= F:Gplr#c* p2xVyx Vyxr?
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Del primer renglon, donde la densidad no cambia con la escala, la fuerza se escala como S4,
que es el mismo resultado obtenido en el andlisis anterior. Del tercer renglén, cuando la
densidad se escala como §2, la fuerza gravitacional permanece constante cuando el tamano
de la escala cambia. Esto es, si los objetos astronémicos llegaran a ser menos densos
entonces llegarian a ser mas grandes (ya que p = §-9), entonces la fuerza gravitacional entre los
objetos permanece constante (F = S9).

Continuando, sabemos que el trabajo W es la fuerza F por la distancia D, o:
W=F=xD

Aplicando la notacién, tenemos;

S [s? S?

_ _ s st _ |[s3
W=F=xD = o3| 1| = [
SS

Sabemos que la fuerza gravitacional se escala como S%, observando el dltimo renglén, vemos
que una fuerza escalada como %, que da trabajo o energia, es escalada como §°. Si el tamario
del sistema decrece por un factor de 1000 (es decir, de 10 ecm a 0.1 mm), la energia
gravitacional requerida para mover un objeto del fondo de una maquina hasta la parte
superior bajo consideracion decrece por (1/1000)" = 1/1,000,000,000,000,000. El trabajo
gravitacional decrece significativamente, Aunque esto se conoce intuitivamente, si se deja caer
a una hormiga desde 10 veces su altura, esta sigue como si nada hubiera ocurrido.

§1 Tension superficial

S2 Electrostatica, Presion, Biologicas, Magnéticas (] = S™1)
F = = , . _05

S3 Magnéticas (J = S7%°)

s* Gravitacional, Magnéticas (J] = S°)

El histado de arriba muestra como se escalan las diferentes fuerzas. La tension superficial
tiene el factor de escala S' y se incrementa relativamente mas rapido que otras fuerzas cuando
un sistema llega a ser mds pequeno; sin embargo, cambiar la tension superficial usualmente
requiere cambiar la temperatura, alterando algin parametro que es dificil de controlar.
Muchas fuerzas usadas por los microdiseniadores se escalan como S”. Estas incluyen fuerzas
electrostaticas, fuerzas generadas por presiones, y fuerzas bioldgicas. Las fuerzas magnéticas
se escalan dependiendo de como se escala la densidad de corriente (corriente por unidad de
area de las bobinas). Si la densidad de corriente J en las bobinas permanece constante (59), la
fuerza magnética entre 2 bobinas se escala como S%, y en este caso las fuerzas magnéticas son
débiles en el microdominio; sin embargo, se puede eliminar calor mas eficientemente de un
volumen pequeno, y la densidad de corriente de una microbobina puede ser mucho mas
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grande que el de una bobina grande. Si la densidad de corriente se escala como S cuando el
sistema decrece por un factor de 10, la densidad de corriente se incrementa por un factor de
10. En este caso, la bobina tiene mayores pérdidas resistivas, por lo que la fuerza con mas
ganancia es la que se escala como §2.

Por dltimo, el escalamiento provee una buena guia de cémo funcionan las cosas y ofrece
1deas en los sistemas pequenos, pero el escalamiento es solo eso - una buena guia.
Usualmente no provee soluciones exactas. Por tanto, la creatividad e mtuiciéon son partes de

un diseno excelente: e/ escalamiento es una guia para entender cuales elementos de diseno
son importantes. [14]
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