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dado el apoyo financiero para cursar los estudios de maestŕıa a través de la
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Resumen

Esta tesis trata sobre la simulación numérica de un flujo incompresible
en estado estacionario bidimensional empleando el método local sin malla de
Petrov-Galerkin. Las ecuaciones de continuidad, de cantidad de movimiento
y de enerǵıa se resuelven en su forma débil en un sistema de coordenadas car-
tesianas con subdominios locales de integración. El esquema de interpolación
por mı́nimos cuadrados móviles se usa para generar las funciones de expan-
sión. La función de peso utilizada en el método de los residuales pesados es
una función spline de cuarto orden, la cual es la misma que aquella emplea-
da para generar las funciones de expansión basadas en mı́nimos cuadrados
móviles. Los aspectos teóricos y la implementación numérica del método local
sin malla de Petrov-Galerkin se describen resolviendo la ecuación de difusión
de calor en estado transitorio en tres dimensiones. En el caso de difusión
de calor se obtiene la distribución de temperaturas en anulos esféricos, em-
pleando coordenadas cartesianas. Para la simulación numérica del flujo de
un fluido se emplean variables primitivas y para satisfacer las ecuaciones de
cantidad de movimiento y de continuidad, el campo de presiones y el de ve-
locidad se obtiene utilizando un procedimiento iterativo en el que se corrigen
simultáneamente el campo de presiones y el de velocidades. Los resultados
que se presentan son para bajos números de Reynolds: (1).- flujo de Couette
en cilindros rotatorios concéntricos, (2).- flujo alrededor de un cilindro infi-
nito, (3).- flujo alrededor de un automóvil y (4).- convección natural en una
cavidad triángular con bajo número de Rayleigh.



Caṕıtulo 1

Introducción

La motivación de este trabajo es la solución numérica de las ecuaciones
de la Dinámica de Fluidos para un flujo incompresible. Estas ecuaciones
(ecuación de continuidad, ecuaciones de cantidad de movimiento y ecuación
de la enerǵıa) son ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) de segundo orden,
no lineales, que resultan muy complicadas de resolver con técnicas anaĺıticas.
Resolver estas ecuaciones es de mucho interés no sólo en el campo de la
ingenieŕıa, sino también en el campo de las matemáticas aplicadas y de la
f́ısica.

Aunque a lo largo de los años se han desarrollado importantes herramien-
tas matemáticas para resolver las ecuaciones de la dinámica de los fluidos,
siempre es necesario hacer ciertas idealizaciones del problema f́ısico para po-
der obtener una solución anaĺıtica, que en ocasiones se encuentra muy lejos
de la realidad. Las soluciones anaĺıticas que se disponen hasta el momento
son para flujos en configuraciones geométricas sencillas.

El surgimiento de las computadoras ha tenido un gran impacto en la
ingenieŕıa y en particular en el campo de la Mecánica de Fluidos, dando
lugar a lo que ahora se conoce como Dinámica de Fluidos Computacional
(DFC), en la que se emplean métodos numéricos para resolver las EDPs que
rigen el comportamiento de los fluidos. La DFC nos permite la elaboración
de algoritmos numéricos para resolver problemas a los que comúnmente se
enfrentan los ingenieros cuando interviene un fluido.

La DFC ha tenido un avance muy importante con las computadoras cada
vez más rápidas, tanto, que existen en el mercado códigos computacionales
que permiten resolver muchos problemas en la industria e incluso en el campo
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de la investigación.

Estos códigos emplean los tradicionales métodos numéricos basados en
mallas computacionales, tales como el método de los elementos finitos (MEF)
y el método del volumen finito (MVF), entre los más populares. Sin embargo,
estos métodos se enfrentan a serias dificultades cuando se desean resolver
problemas complicados y de mucho interés en ingenieŕıa tales como los de
cambio de fase, problemas de flujos con fronteras móviles, flujos con superficie
libre, flujos alrededor de cuerpos con partes con movimiento independiente,
etc.

Esto no quiere decir que esos métodos no puedan resolver este tipo de
problemas, la cuestión es lo complicado que resultan los procedimientos para
resolver las ecuaciones debido a la dependencia en una malla, que se traduce
en un alto costo computacional. La generación de las mallas computaciona-
les, en ocasiones consume hasta un 70% del tiempo total de computo para
resolver el problema (Muñoz et al., 2005).

Aunque actualmente se lleva a cabo una intensa investigación para su-
perar esas complicaciones empleando métodos basados en mallas, en los últi-
mos años han surgido una gran variedad de métodos numéricos conocidos
como métodos libres de malla ó métodos sin malla (Meshfree Methods) en
los que se elimina la dependencia del mallado computacional y las ecuaciones
se resuelven completamente en términos de nodos (Belytschko et al., 1996).

En general, los métodos libres de malla se encuentran en la etapa de
desarrollo y han sido aplicados con cierto éxito a la solución de problemas en
Mecánica de Sólidos. Pero los intentos para simular flujos incompresibles han
sido pocos y por lo general utilizan una formulación de variables derivadas
(vorticidad y función de corriente) (Wu et al., 2005). Con esta formulación se
tiene la ventaja de eliminar el cálculo de las presiones durante la simulación,
ya que la presión es un término que aparece en las ecuaciones de cantidad de
movimiento y de la cual no se tiene una ecuación expĺıcita para encontrarla,
pero la principal desventaja de la formulación de variables derivadas es que
no puede extenderse a flujos 3D.

La otra alternativa es el empleo de variables primitivas, pero el uso de este
enfoque también tiene sus dificultades, ya que como se mencionó, no se tiene
una ecuación expĺıcita para calcular el campo de presiones. El problema es el
mismo cuando se usan métodos basados en malla y para superar esta dificul-
tad un método muy conocido es el método SIMPLE (semi implicit method
for pressure linked equations) utilizado ampliamente cuando se resuelven las
ecuaciones de gobierno con el MVF (White, 2005).
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Lin y Atluri (2001) propusieron un método para resolver las ecuaciones
de Navier-Stokes para un flujo incompresible utilizando un método libre de
malla. Su método se basa en añadir un término de perturbación τ , a la formu-
lación débil de las ecuaciones, lo que genera una ecuación para encontrar las
presiones. Se tiene la desventaja de que es necesario encontrar el parámetro
τ adecuado para no obtener presiones espurias (Lin and Atluri, 2001).

El objetivo de esta tesis es presentar los fundamentos teóricos necesarios
para implementar numéricamente un método libre de malla y con estas ba-
ses desarrollar un código computacional capaz de resolver las ecuaciones de
Navier-Stokes para un flujo incompresible en estado estacionario utilizando
el método local sin malla de Petrov-Galerkin (MLPG, Meshless Local Pe-
trov Galerkin), acoplado a un algoritmo iterativo impĺıcito para encontrar
el campo de presiones. Los casos que se presentan son para bajos núme-
ros de Reynolds 1 < Re < 40, y son para el flujo entre cilindros rotatorios
concéntricos, flujo alrededor de un cilindro infinito en dos dimensiones, flujo
alrededor de un automóvil con geometŕıa simplificada y convección natural
en una cavidad triangular a bajo número de Rayleigh.

El procedimiento para implementar el MLPG se presenta en detalle a
partir de resolver la ecuación de difusión de calor en tres dimensiones y en
estado transitorio. Esta ecuación se resuelve con el objetivo de encontrar la
distribución de temperaturas en anulos esféricos. También se presenta el caso
en el que los anulos esféricos son de materiales diferentes.

La simulación, primero, del problema de distribución de temperaturas en
los anulos esféricos y luego del flujo entre cilindros rotatorios concéntricos nos
permite validar el código computacional ya que existen soluciones anaĺıticas
disponibles para esos problemas cuando las condiciones de frontera son ho-
mogéneas. Además el procedimiento para resolver el problema de conducción
en los anulos esféricos puede ser utilizado para futuros trabajos orientados a
simular problemas del tipo de cambio de fase en geometŕıas esféricas.

Cuando se resuelven problemas de difusión de calor o de dinámica de
fluidos en esferas lo más común es emplear coordenadas esféricas, pero esta
técnica presenta algunas desventajas cuando se discretizan las ecuaciones
diferenciales parciales ya que se presentan singularidades en los polos (Ronchi
et al., 1996). En la literatura esto es conocido como el “problema del polo”,
el cual se evita en este trabajo empleando el método del cubo-esfera que es
un algoritmo muy útil para resolver problemas en geometŕıas esféricas, pero
utilizando coordenadas cartesianas.

Por otro lado, en la simulación del flujo incompresible, el algoritmo para
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encontrar el campo de presiones se detalla en este trabajo y consiste básica-
mente en un procedimiento iterativo para obtener el campo de presiones y el
de velocidades a través de correcciones a ambos campos. En el primer paso
del procedimiento se proponen un campo de velocidades u∗

i y uno de presiones
p∗ arbitrarios, con los que se resuelven las ecuaciones discretas de cantidad
de movimiento, para obtener nuevos campos u∗∗

i los cuales serán forzados a
satisfacer la ecuación de continuidad mediante correcciones al campo de velo-
cidades u′

i y al de presiones p′. Usando los campos actualizados ui = u∗∗
i +u′

i y
p = p∗ + p′ en las ecuaciones discretas de cantidad de movimiento se generan
un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas, u′

1, u′
2 y p′ para cada nodo

dentro del dominio. Luego de resolver este sistema se satisface la ecuación de
continuidad y los campos actualizados se utilizan como valores propuestos
para la siguiente iteración, hasta que se alcanza convergencia. Posteriomen-
te, es posible resolver la ecuación de la enerǵıa con el campo de velocidades
obtenido.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el caṕıtulo 2 se
presenta el procedimiento matemático necesario para poder aplicar la meto-
doloǵıa del MLPG a cualquier ecuación diferencial dada. A fin de introducir
al lector algunos de los conceptos más importantes que se manejarán a lo
largo de este trabajo, en la sección 2.1 se presenta una breve introducción al
método de los residuos pesados del que pueden deducirse los métodos numéri-
cos existentes (método de los elementos finitos, volumenes finitos, elementos
espectrales, etc.) y desde luego el MLPG. El procedimiento para construir las
funciones de expansión basadas en el método de interpolación por mı́nimos
cuadrados móviles, las cuales son empleadas en los métodos libres de malla,
se presenta en la sección 2.2.

En las secciones 2.3–2.4 se presenta la aplicación del MLPG para resolver
la ecuacion de difusion de calor en tres dimensiones y en estado transitorio,
utilizando coordenas cartesianas. Aunque esta metodoloǵıa puede aplicarse
a cualquier EDP se ha elegido la ecuación de difusión porque nos permite
mostrar la forma en que puede llevarse a cabo la discretización temporal y
como se satisfacen las condiciones de frontera. El caṕıtulo 2 concluye con la
sección 2.5 presentando a manera de resumen los pasos a seguir para desa-
rrollar un código computacional que resuelva numéricamente una ecuación
diferencial parcial.

El caṕıtulo 3 trata sobre la aplicación del método MLPG para resolver
las ecuaciones de Navier-Stokes. La forma débil de las ecuaciones de conti-
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nuidad, de cantidad de movimiento y de la enerǵıa se obtienen para el caso
bidimensional, que son las que se resuelven en este trabajo. En la sección 3.2
se detalla el algoritmo iterativo que se emplea para encontrar el campo de
presiones y velocidades.

En el caṕıtulo 4 se presentan los resultados que se obtuvieron utilizando
el MLPG. Se presentan primero, los resultados de difusión pura en una esfera
hueca cuando se tienen tanto condiciones de frontera homogéneas como no
homogéneas y cuando la esfera hueca esta compuesta de materiales diferentes,
en el que para cada material se tendrá un anulo esférico. Posteriormente, se
presentan los resultados aplicando el MLPG en la solución de las ecuaciones
de Navier-Stokes para un fluido incompresible con bajo número de Reynolds.
Los casos resueltos son: (i) flujo entre cilindros rotatorios concéntricos, (ii)
flujo que pasa alrededor de un cilindro infinito bidimensional (iii) flujo alre-
dedor de la geometŕıa de un automóvil y (iv) convección natural en el interior
de una cavidad triangular con bajo número de Rayleigh.

La sección 5 finaliza esta tesis presentando las conclusiones y los trabajos
a futuro en el área de la simulación numérica de fluidos incompresibles utili-
zando métodos libres de malla. En los apéndices se presentan aspectos ma-
temáticos muy importantes a tomar en cuenta para implementar el MLPG,
aśı como el método del cubo-esfera que se utiliza para generar la posición y
vecindad de los nodos en el dominio f́ısico para el caso de difusión.



Caṕıtulo 2

Fundamentos teóricos del

método local sin malla de

Petrov-Galerkin

En este caṕıtulo se presentan los fundamentos matemáticos del MLPG.
Con la finalidad de introducir algunos conceptos importantes que se manejan
a lo largo de este trabajo, en la sección 2.1 se presenta brevemente el méto-
do de los residuos pesados siguiendo el procedimiento utilizado por Fries y
Matthies (2004). En la sección 2.2 se presenta el procedimiento estandar pa-
ra generar las funciones de interpolación por mı́nimos cuadrados móviles, las
cuales son utilizadas en el MLPG como funciones de expansión.

Las secciones 2.3–2.4 presentan la aplicación de la metodoloǵıa MLPG en
la solución de la ecuación de difusión de calor en estado transitorio (3D). El
caṕıtulo concluye con la sección 2.5 presentando un algoritmo general para
escribir un código computacional empleando el MLPG.

2.1. Método de los residuos pesados

La mayoŕıa de los métodos numéricos pueden deducirse a partir del méto-
do de los residuos pesados (WRM, Weighted Residual Method). En términos
generales, el objetivo del WRM es resolver numéricamente una ecuación di-
ferencial parcial dada:

Lu(x) = f(x) (2.1)
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en donde L es cualquier operador diferencial, f(x) es un término fuente y
u(x) son las funciones que satisfacen la ecuación.

Se comienza proponiendo una función de aproximación uh(x) ≈ u(x), la
cual se expresa como la sumatoria de un conjunto de Funciones de Expansión
Φ (también llamadas funciones de forma) y parámetros nodales desconocidos
u (incógnitas), esto es

uh(x) = ΦT (x)u =
N

∑

j=1

Φj(x)uj (2.2)

en donde N es el número de términos de la sumatoria, de tal manera que con
este pueda obtenerse una buena aproximación.

Al reemplazar uh por u en la EDP dada (ec. 2.1), obtenemos un error
residual r = Luh − f , ya que en general la aproximación no satisface exac-
tamente la ecuación. El residual r es “pesado”por medio de un conjunto de
Funciones de Prueba Ψ, haciendo que ambos conjuntos de funciones sean
ortogonales, esto es:

∫

ΨrdΩ =

∫

Ψ(Luh − f)dΩ = 0 (2.3)

La expresión anterior es la forma discreta de la EDP y debe ser evaluada con-
siderando las condiciones de frontera dadas. De la ec. (2.3), puede obtenerse
un sistema de ecuaciones del tipo Au = b que debe resolverse para determi-
nar las incógnitas u, como se explicará en la sec. 2.3 de forma detallada.

Dependiendo de la elección de las funciones de prueba Ψ usadas en el
WRM pueden producirse diferentes métodos numéricos, tales como coloca-
ción, volumen finito, método de momentos, entre otros (Karniadakis and
Sherwin, 1999). Para el método que nos interesa, el MLPG, las funciones de
prueba Ψ son diferentes a las funciones de expansión Φ. En este trabajo,
las funciones de interpolación por mı́nimos cuadrados móviles se emplean
como funciones de expansión Φ y las funciones de prueba Ψ son las mismas
funciones de peso w que se emplean para obtener las funciones Φ (ver sec.
2.2)

2.2. Mı́nimos cuadrados móviles

El método de los mı́nimos cuadrados móviles (MLS, Moving Least Squa-
res) se desarrolló para interpolar datos aleatorios con exactitud (Lancaster
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and Salkauskas, 1981). Los métodos MLS son ampliamente usados en los
métodos libres de malla para generar las funciones de expansión ya que son
fáciles de implementar en problemas n-dimensionales y estos métodos son los
utilizados en el método MLPG para este propósito. Existen diversos proce-
dimientos para generar las funciones de expansión basadas en los métodos
MLS. En esta sección las funciones de expansión Φ se obtienen minimizando
una norma discreta L2 (Fries and Matthies, 2004).

Suponga una función u(x) definida en un dominio Ω, con frontera Γ.
Dentro de este dominio, colocamos un conjunto de nodos xi, i = 1, .., N .
Deseamos obtener una aproximación local uh de la función u en algún punto
x, por lo que en su vecindad definimos un subdominio Ωx, ambos localizados
completamente dentro del dominio del problema Ω (ver fig. 2.1).

Figura 2.1: El punto x y su vecindad, definida por el subdominio Ωx. El
conjunto de nodos del problema se muestran en puntos negros y los nodos en
la vecindad del punto x se muestran en gris. El dominio global se representa
por Ω cerrado por su frontera Γ (2D).

Los métodos MLS definen la aproximación local de u alrededor de x como:

uh(x) =

m
∑

i=1

pi(x)ai(x) = pT (x)a(x) (2.4)

donde m es el número de términos del polinomio base, pi(x) son funciones
monomiales y ai(x) son sus coeficientes, los cuales están en función de las
coordenadas espaciales x = (x1, x2, x3). Las bases más frecuentemente utili-
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zadas son las bases lineales:

pT (x) = [1, x1] para 1D; m = 2 (2.5)

pT (x) = [1, x1, x2] para 2D; m = 3 (2.6)

y las bases cuadráticas:

pT (x) = [1, x1, x
2
1] para 1D; m = 3 (2.7)

pT (x) = [1, x1, x2, x
2
1, x1x2, x

2
2] para 2D; m = 6 (2.8)

Para obtener los coeficientes a(x) construimos una funcional con norma L2

entre la aproximación local y la función:

J(x) =

n
∑

j=1

wj(x)[uh(x) − u(xj)]
2

=

n
∑

j=1

wj(x)[pT (xj)a(x) − uj]
2 (2.9)

donde xj son las posiciones de los n nodos que se encuentran alrededor de la
vecindad del punto x, esto es, dentro del subdominio Ωx; wj(x) son funciones
de peso de soporte compacto asociada a cada nodo (que se discuten más
adelante en ésta misma sección) y uj son los valores de la función u evaluada
en cada nodo (ver fig. 2.2 para el caso 1D).

La ecuación (2.9) puede escribirse en forma matricial como:

J(x) = (Pa− u)Tw(x)(Pa− u) (2.10)

donde:

uT = (u1, u2, ..., un) (2.11)

P =











p1(x1) p2(x1) . . . pm(x1)
p1(x2) p2(x2) . . . pm(x2)

...
...

. . .
...

p1(xn) p2(xn) . . . pm(xn)











(2.12)

y

w(x) =











w1(x) 0 . . . 0
0 w2(x) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . wn(x)











(2.13)
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Figura 2.2: La función de aproximación uh(x) y los parámetros nodales uj

en la aproximación por mı́nimos cuadrados móviles (1D).

Para encontrar los coeficientes a(x), calculamos las derivadas de J(x) con
respecto a a(x) y las igualamos a cero, esto es:

∂J(x)

∂a
= 0 (2.14)

Aplicamos este procedimiento a la ecuación (2.9) y obtenemos:

n
∑

j=1

wj(x)p(xj)[p
T (xj)a(x) − uj] = 0

ó
n

∑

j=1

wj(x)p(xj)p
T (xj)a(x) =

n
∑

j=1

wj(x)p(xj)uj (2.15)

que puede reescribirse en forma matricial como:

M(x)a(x) = B(x)u (2.16)

donde M(x) es llamada matriz de momento y está definida como:

M(x) = PTw(x)P (2.17)
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y
B(x) = PTw(x) (2.18)

Por lo tanto de la ec. (2.16):

a(x) = [M(x)]−1B(x)u (2.19)

y reemplazando esta última en la ecuación (2.4) tenemos:

uh(x) = pT (x)[M(x)]−1B(x)u (2.20)

Finalmente, la aproximación uh puede ser expresada de manera semejante a
la ec. (2.2) :

uh(x) =

n
∑

j=1

Φj(x)uj = ΦT (x)u (2.21)

de donde obtenemos las funciones de expansión MLS:

ΦT (x) = pT (x)[M(x)]−1B(x) (2.22)

Para evaluar estas funciones deben definirse puntos en donde se desea
conocer su valor empleando un código numérico para invertir la matriz M(x).
Más adelante se verá que estos puntos corresponden a los puntos de integra-
ción por cuadratura de Gauss-Lobbato-Legendre. En la literatura esto es
conocido como “evaluación digital de una función de expansión”, ya que no
conocemos su forma expĺıcita como las usadas en el método del elemento
finito (Bathe and Wilson, 1976).

Las funciones de expansión Φ solo están definidas cuando la matriz M(x)
es no singular. Una condición para ello, es que al menos m funciones de peso
sean diferentes de cero para cada punto x ∈ Ωx y que los nodos en Ωx no
esten distribuidos con algún arreglo especial, por ejemplo, en una ĺınea recta
(Fries and Matthies, 2004).

Las primeras derivadas parciales de las funciones de expansión MLS se
obtienen con la regla del producto (Fries and Matthies, 2004):

ΦT
,k(x) = pT

,kM
−1B + pTM−1

,k B + pTM−1B,k (2.23)

en donde M−1
,k = −M−1M,kM

−1 y los ı́ndices precedidos por una coma
representan derivadas parciales, esto es, ( ),k = ∂( )/∂xk. Las segundas
derivadas se obtienen de manera análoga (Fries and Matthies, 2004):

ΦT
,kl(x) = pT

,klM
−1B + pT

,kM
−1
,l B + pT

,kM
−1B,l

pT
,l M

−1
,k B + pTM−1

,kl B + pTM−1
,k B,l

pT
,l M

−1B,k + pT M−1
,l B,k + pT M−1B,kl, (2.24)
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en donde:

M−1
,kl = M−1M,lM

−1M,kM
−1 −M−1M,klM

−1 + M−1M,kM
−1M,lM

−1.

La suavidad de las funciones de expansión Φ(x) está determinada por
las funciones base p(x) y las funciones de peso wj que se elijan (ver subsec.
2.2.1).

La fig. 2.3 muestra las funciones de expansión MLS en un dominio unidi-
mensional Ω = [0, 1] con 11 nodos uniformemente distribuidos. La función de
peso que se empleó tiene un parámetro de suavizado dmax = 2.3 · ∆x = 0.23
(ver subsecc. 2.2.1). Las figs. 2.4 y 2.5 muestran las primeras y segundas de-
rivadas de las funciones de expansión MLS, respectivamente. Con respecto a
estas gráficas podemos hacer las siguientes observaciones:

1. La ĺınea punteada en la fig. 2.3 es la sumatoria de las funciones de
expansión

∑

i Φi(x) y esta es igual a 1 en todo el dominio. Cuando
esto ocurre se dice que las funciones {Φi} forman una partición de
unidad (Partition Unity, PU). Las primeras y las segundas derivadas
de las funciones de expansión MLS, forman una partición de nulidad
(Partition of Nullities, PNs), o sea,

∑

i Φi,x(x) =
∑

i Φi,xx(x) = 0. Esto
es muy importante porque es una condición que debe cumplirse en
cualquier punto x en donde sean evaluadas.

2. Las funciones de expansión MLS son suaves y pueden ser consideradas
como polinomios para propósitos de integración de la forma débil de
la EDP a resolver. Sin embargo, también se aprecia que las segundas
derivadas pierden esa caracteŕıstica, no siendo aśı para las primeras
derivadas que siguen siendo suaves.

3. En cada nodo existe por lo menos una función de expansión MLS cuyo
valor no es la unidad, por lo que se dice que estas funciones son no
interpolantes o que no poseen la propiedad de la delta de Kronecker,
como ocurre con las funciones de expansión utilizadas en el método
de los elementos finitos. Esto hace que en ocasiones sea complicado el
tratamiento las condiciones de frontera. En la sec. 2.28 se presenta una
forma de evitar este problema.
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Figura 2.3: Funciones de interpola-
ción basadas en el método de los
mı́nimos cuadrados móviles

Figura 2.4: Primeras derivadas de
las funciones de interpolación basa-
das en el método de los mı́nimos
cuadrados móviles

Figura 2.5: Segundas derivadas de
las funciones de interpolación basa-
das en el método de los mı́nimos
cuadrados móviles
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2.2.1. Funciones de peso

La selección correcta de la función de peso tiene un papel muy importante
en la implementación numérica del MLPG, entre otras cosas porque es esta
quien le da el caracter local al método, como lo indica su propio nombre.
Ademas, por medio de ella, podemos seleccionar la forma de los subdominios
de integración de la forma débil y se emplea tanto para la construcción de
las funciones de expansión Φ al igual que se emplea como función de peso Ψ

en el proceso de residuos pesados para obtener el MLPG.

Existe una extensa lista de funciones de peso que se usan comúnmente
en los métodos libres de malla (Liu, 2004). Primeramente se presenta la
definición de la función de peso “spline” de cuarto orden en una dimensión
y posteriormente la manera en que ésta función puede extenderse a casos
n-dimensionales, que son las que se utilizan en este trabajo.

La función de peso “spline” de cuarto orden en una dimensión está dada
por:

wj(x) =

{

1 − 6d2 + 8d3 − 3d4 d ≤ 1
0 d > 1

(2.25)

en donde d =
||x−xj ||

dmax
es la distancia que va del punto de interés x a la posición

del nodo xj , dividida por el parámetro de suavizado dmax. Este último es el
que define el subdominio para el cual wj 6= 0 y por ello las funciones de peso
son llamadas funciones de soporte compacto. La fig. 2.6 muestra la curva
correspondiente a la ec. (2.25).

Para obtener funciones de peso n-dimensionales podemos definir funciones
del tipo w(‖x‖) en donde los dominios son de forma circular (2D) y esférica
(3D) o bien definir un producto tensorial:

wj(x) =
n

∏

i=1

wj(xi) (2.26)

del que resulta un dominio de forma rectangular (2D) o de un paralelepipedo
(3D) que son los dominios utilizados en este trabajo (ver fig. 2.7 para los
casos 2D) . Es importante señalar que en el método MLPG cada nodo tiene
una función de peso asociada, la cual determina la “influencia” o “peso” del
nodo xi dentro de Ω. En este trabajo el subdominio asociado a cada nodo
es designado por ΩQi y su frontera por ΓQi. En este subdominio es donde se
fijan los puntos de cuadratura para integrar la forma débil de la EDP (subsec.
2.3.1).
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Figura 2.6: Función de peso “spline” de cuarto orden de soporte compacto

Figura 2.7: Formas que pueden tener los subdominios de las funciones de
peso asociadas a cada nodo xi: rectangular, circular o eĺıptico (2D). El nodo
de referencia xi se muestra en gris.

2.3. Aplicación del método local sin malla de

Petrov-Galerkin: Ecuación de difusión de

calor

En esta sección se presenta el procedimiento para aplicar el método
MLPG para resolver la ecuación de difusión de calor en estado transitorio
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en tres dimensiones, empleando coordenadas cartesianas. Este procedimiento
es aplicable a cualquier ecuación diferencial parcial, sin embargo, esta ecua-
ción nos permite mostrar cómo se lleva a cabo la discretización temporal,
que podŕıa aplicarse en trabajos posteriores para resolver numéricamente las
ecuaciones de Navier-Stokes para flujos en estado transitorio. El procedimien-
to descrito a continuación es el que se aplicará para discretizar las ecuaciones
de continuidad, de cantidad de movimiento y de la enerǵıa, para un flujo
incompresible en estado estacionario bidimensional (ver caṕıtulo 3)

Como se mencionó anteriormente el método MLPG puede formularse a
partir del método de los residuos pesados, por lo tanto seguiremos con detalle
los pasos mencionados en la sec. 2.1. La ecuación de difusión de calor en el
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares cuando las propiedades del
material son constantes, puede escribirse como (Cervantes, 1999):

∂2T

∂x2
1

+
∂2T

∂x2
2

+
∂2T

∂x2
3

+
Q̇

k
=

1

α

∂T

∂t
(2.27)

en donde T ≡ T (x1, x2, x3, t) es el campo de temperaturas (K); α es la
diffusividad térmica (m2/s); k es la conductividad térmica (W/m · K); Q̇ =
Q̇(x1, x2, x3, t) es un término fuente (W/m3) y t es el tiempo (s). Se tienen
las siguientes condiciones de frontera:

T = T en Γ para t > 0 (2.28)

−k∇T · n = q̄ en Γ para t > 0 (2.29)

donde Γ es una superficie en donde se especifica un campo de temperaturas T
o un flujo de calor por unidad de superficie q̄ y n es el vector normal unitario
a la superficie Γ. La condición inicial esta dada por:

T = T0 para t = 0 en Ω (2.30)

donde T0 es el campo inicial de temperaturas y Ω es el dominio del problema.

2.3.1. La forma débil

A continuación se obtiene la forma débil de la ecuación de difusión de ca-
lor. Comenzamos proponiendo una aproximación al campo de temperaturas,
T ≈ T h = T h(x1, x2, x3, t) y la reemplazamos en la ec. (2.27), para obtener
un error residual r dado por:

r =
1

α

∂T h

∂t
−

(

∂2T h

∂x2
1

+
∂2T h

∂x2
2

+
∂2T h

∂x2
3

)

− Q̇

k
(2.31)
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En el método MLPG se definen subdominios locales de cuadratura ΩQi

asociados a cada nodo que se encuentre completamente dentro del dominio
Ω, es decir, no tomamos en cuenta los nodos que están en la frontera Γ. La
integral del residual pesado, en cada uno de los subdominios de cuadratura
es igualada a cero, esto es (WRM, sec. 2.1):

∫

ΩQi

rΨidΩQi = 0 (2.32)

donde Ψi es una función de prueba (sec. 2.1) que sólo depende de las coor-
denadas espaciales y que es diferente de cero solamente dentro de ΩQi. Sus-
tituyendo la ec. (2.31) en la ec. (2.32), obtenemos:

1

α

∫

ΩQi

∂T h

∂t
ΨidΩQi

−
∫

ΩQi

∂2T h

∂x2
1

ΨidΩQi −
∫

ΩQi

∂2T h

∂x2
2

ΨidΩQi −
∫

ΩQi

∂2T h

∂x2
3

ΨidΩQi

−
∫

ΩQi

Q̇

k
ΨidΩQi = 0

A continuación integramos por partes el segundo término de la expresión
anterior:

∫

ΩQi

∂2T h

∂x2
1

ΨidΩQi =

∫

ΩQi

∂

∂x1

(

∂T h

∂x1

Ψi

)

dΩQi −
∫

ΩQi

∂T h

∂x1

∂Ψi

∂x1

dΩQi

y aplicamos el Teorema de Gauss:
∫

V

∂

∂xi
λdV =

∫

S

λnidS, donde λ =
∂T h

∂x1
Ψi

al primer miembro del lado derecho de la igualdad para obtener:
∫

ΩQi

∂2T h

∂x2
1

ΨidΩQi =

∫

ΓQi

∂T h

∂x1

n1ΨidΓQi −
∫

ΩQi

∂T h

∂x1

∂Ψi

∂x1

dΩQi (2.33)

donde ΓQi es la frontera del dominio local de cuadratura ΩQi y n1 es la
componente en la dirección x1 del vector normal unitario n a la superficie ΓQi.
Aplicamos el mismo procedimiento al tercer y cuarto término para obtener
la forma débil de la ecuación de difusión de calor :

∫

ΩQi

(

1

α

∂T h

∂t
Ψi +

∂T h

∂x1

∂Ψi

∂x1
+

∂T h

∂x2

∂Ψi

∂x2
+

∂T h

∂x3

∂Ψi

∂x3
− Q̇

k
Ψi

)

dΩQi

−
∫

ΓQi

(

∂T h

∂x1

n1Ψi +
∂T h

∂x2

n2Ψi +
∂T h

∂x3

n3Ψi

)

dΓQi = 0 (2.34)
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Esta expresión es valida para los nodos que se encuentran completamente
dentro del dominio del problema Ω y como puede verse, el MLPG establece
una ecuación para cada nodo. Los nodos que se encuentran sobre la fron-
tera Γ tienen un tramiento aparte (ver sec. 2.4). Las integrales se evaluan
numéricamente utilizando cuadratura de Gauss-Lobato-Legendre (GLL).

En general, esta integración debe llevarse a cabo en regiones ΩQi de forma
arbitraria, por lo que es necesario transformarla a una región estandar Ωst pa-
ra facilitar la tarea. El procedimiento para llevar a cabo esta transformación
se presenta en los apéndices B y C.

2.3.2. Discretización de la forma débil

Para la discretización de la forma débil de la ecuación de difusión, la
función de aproximación T h se expresa como la combinación lineal de las
funciones de expansión Φj que son funciones únicamente de las coordenadas
espaciales y de los valores nodales de las temperaturas a encontrar Tj las
cuales dependeran únicamente del tiempo, esto es:

T h(x1, x2, x3, t) =

n
∑

j=1

Tj(t)Φj(x1, x2, x3) (2.35)

en donde n es el número de nodos vecinos a algún nodo dado i. De esta
expresión vemos que podemos escribir las derivadas temporales como:

∂T h

∂t
=

n
∑

j=1

dTj

dt
Φj (2.36)

y las derivadas espaciales:

∂T h

∂x1
=

n
∑

j=1

Tj
∂Φj

∂x1
,

∂T h

∂x2
=

n
∑

j=1

Tj
∂Φj

∂x2
y

∂T h

∂x3
=

n
∑

j=1

Tj
∂Φj

∂x3
(2.37)

En este trabajo, la función de prueba asociada a cada nodo Ψi que se
utiliza para la forma débil, es la misma función de peso wi (ec. 2.25) que se
utilizó para generar las funciones de expansión Φ vistas en la sección anterior,
esto es:

Ψi = wi = wi(x1, x2, x3) (2.38)
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Ahora sustituimos las ecs. (2.35)– (2.38) en la forma débil (2.34) para
obtener:

∫

ΩQi

( n
∑

j=1

1

α

dTj

dt
Φj −

Q̇

k

)

widΩQi

+

∫

ΩQi

n
∑

j=1

(

Tj
∂Φj

∂x1

∂wi

∂x1

+ Tj
∂Φj

∂x2

∂wi

∂x2

+ Tj
∂Φj

∂x3

∂wi

∂x3

)

dΩQi

−
∫

ΓQi

n
∑

j=1

(

Tj
∂Φj

∂x1
n1wi + Tj

∂Φj

∂x2
n2wi + Tj

∂Φj

∂x3
n3wi

)

dΓQi = 0 (2.39)

Colocando las sumatorias fuera de las integrales y reordenando términos
podemos reescribir la expresion anterior en forma de un sistema de ecuaciones
lineales, que es válido para todos los nodos que están completamente dentro
del dominio Ω. El tratamiento de los nodos que se encuentran en la frontera
se describe en la siguiente sección. La forma matricial de la ec. (2.39) es:

CṪ + KT = f (2.40)

en donde las matrices y vectores se definen como sigue. La matriz K llamada
en la literatura matriz de rigideces contiene los términos que son coeficientes
de las derivadas espaciales, sus elementos son:

Kij =

∫

ΩQi

[

∂Φj

∂x1

∂wi

∂x1
+

∂Φj

∂x2

∂wi

∂x2
+

∂Φj

∂x3

∂wi

∂x3

]

dΩQi −
∫

ΓQi

[

∂Φj

∂x1

n1wi +
∂Φj

∂x2

n2wi +
∂Φj

∂x3

n3wi

]

dΓQi (2.41)

La matriz de amortiguamiento C contiene los coeficientes de las derivadas
temporales, sus elementos son:

Cij =
1

α

∫

ΩQi

ΦjwidΩQi (2.42)

El vector de cargas f contiene la integral del término fuente:

fi =
1

k

∫

ΩQi

Q̇widΩQi (2.43)

De igual forma, los vectores incógnita Ṫ y T están dados por:

Ṫj =
dTj(t)

dt
, Tj = Tj(t) (2.44)

respectivamente.

Para obtener el sistema lineal que habrá de resolverse es necesario llevar
a cabo la discretización temporal de la forma débil.
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2.3.3. Discretización temporal

La derivada con respecto al tiempo es discretizado usando el esquema de
Crank-Nicholson, como se describe en (Sterk et al., 2005). En este esquema
se supone que los valores nodales de las temperaturas Tj son una función
lineal del tiempo. Si usamos la notación vectorial, la razón de cambio del
campo de temperaturas entre dos instantes de tiempo (t) y (t + ∆t), puede
escribirse como:

Ṫ =
dT(t+∆t/2)

dt
=

T(t+∆t) −T(t)

∆t
(2.45)

Si sustituimos la ec. (2.45) en la ec. (2.40) en el tiempo (t), tenemos:

C

[

T(t+∆t) − T(t)

∆t

]

+ KT(t) = f (2.46)

y para el tiempo t + ∆t:

C

[

T(t+∆t) −T(t)

∆t

]

+ KT(t+∆t) = f (2.47)

Sumando las ecs. (2.46) y (2.47), y reordenando los términos, obtenemos el
sistema final que habrá de resolverse para cada paso de tiempo:

AT(t+∆t) = F(t) (2.48)

donde A = 2C + ∆tK, and F(t) = (2C− ∆tK)T(t) + 2∆tf .

Como se mencionó, este sistema es válido únicamente para los nodos
que se encuentran completamente dentro del dominio del problema. A este
sistema habrá que agregarle las ecuaciones de los nodos que están en la
frontera. De esta forma A tiene un tamaño de (N ×N), T de (N ×1) y F de
(N × 1), en donde N es el número total de nodos en que se ha discretizado
el dominio.

2.4. Condiciones de frontera

El tratamiento de las condiciones de frontera es en ocasiones una de las
tareas más complicadas en los métodos libres de malla y en general en los
métodos numéricos. En el caso del MLPG se han propuesto varios métodos
para satisfacerlas, estando dentro de los más comunes el método de los mul-
tiplicadores de Lagrange y el método penalty (Fries and Matthies, 2004).
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En ambos, se tienen algunas dificultades para implementarlos, en el caso del
primero se tiene la desventaja de que los multiplicadores de Lagrange son
una incógnita adicional a las variables que necesitamos resolver y por tanto
el tamaño del sistema matricial a resolver se incrementa.

En el caso del segundo método el tamaño de la matriz es el mismo que el
número de incógnitas que deseamos encontrar, pero es necesario asignar un
valor adecuado a un parametro α denominado término penalty. El problema
es que pequeñas variaciones en el valor de α influyen en el condicionamiento
de la matriz A que habrá de invertirse (Liu, 2004).

En esta tesis, se emplea el método de interpolación directa propuesto por
Liu (2004) que aprovecha el hecho de que el MLPG establece una ecuación
para cada nodo, como se ha mencionado. De esta forma para algún nodo
localizado en la frontera del dominio Γ, se pueden utilizar las funciones MLS
para forzar las condiciones de frontera de Dirichlet, esto es:

T h
i (x) =

n
∑

j=1

Φj(x)Tj = T i (2.49)

en donde T i es un valor especificado del campo de temperatura en el nodo i
ubicado sobre la superficie Γ. De igual manera se puede proceder cuando se
especifica alguna condición de frontera de Neumann:

−k

n
∑

j=1

∇Φj(x)Tj · n = q̄i (2.50)

en donde q̄i es un valor especificado del flujo de calor en el nodo i.

Como puede apreciarse, este método es directo, simple y las condiciones
de frontera se satisfacen exactamente. Ambas ecs. (2.49) y (2.50) pueden
agregarse directamente al sistema final (2.48).

2.5. Implementación numérica del método lo-

cal sin malla de Petrov-Galerkin

El propósito de esta sección es presentar el procedimiento que se uti-
lizó para desarrollar el código en el lenguaje fortran para resolver numérica-
mente la ecuación de difusión de calor en estado transitorio (3D) y que puede



2.5 Implementación numérica del método local sin malla de Petrov-Galerkin 23

utilizarse para resolver cualquier otra EDP. De hecho, este mismo procedi-
miento es el que se aplica para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes (2D)
para un flujo incompresible, y que se presentan en el siguiente caṕıtulo.

La implementación numérica del MLPG puede llevarse a cabo de acuerdo
al siguiente procedimiento:

1. Colocar cierto número de nodos N dentro del dominio f́ısico Ω y sobre
la frontera Γ. Se deben seleccionar las funciones base pT y la función
de peso wi para construir las funciones de expansión Φ.

2. Determinar el número de nodos vecinos n para cada uno de los nodos
y de igual manera determinar los sub-dominios locales de integración
ΩQi para cada nodo.

3. Determinar el número de pasos de tiempo y el ∆t del problema.

4. Hacer un ciclo sobre el número de pasos de tiempo

Hacer un ciclo sobre los nodos que esten completamente dentro de
Ω.

a) Determinar el número de puntos de cuadratura xQ de GLL
dentro del subdominio ΩQi.

b) Hacer un ciclo sobre el número de puntos de cuadratura

• Generar las funciones MLS para cada nodo dentro del
subdominio ΩQi evaluadas en el punto xQ.

• Encontrar las derivadas de todas las funciones asociadas a
cada nodo dentro de ΩQi utilizando las transformaciones
del apéndice B.

• Evaluar numéricamente las integrales de volumen que apa-
recen en la forma débil utilizando las transformaciones de
los apéndices B y C.

• Formar la matriz A y los vectores T y F.

c) Terminar el ciclo sobre los puntos dentro de ΩQi

d) Determinar el número de puntos de cuadratura xQ de GLL
sobre la frontera ΓQi

e) Hacer un ciclo sobre el número de puntos de cuadratura

• Generar las funciones MLS para cada nodo dentro del
subdominio ΩQi evaluadas en el punto xQ.
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• Encontrar las derivadas de todas las funciones asociadas a
cada nodo dentro de ΩQi utilizando las transformaciones
del apéndice B, además de los vectores normales unitarios
a la superficie ΓQi en cada punto xQ.

• Evaluar numéricamente las integrales de superficie que
aparecen en la forma débil utilizando las transformaciones
de los apéndices B y C.

• Sumar las contribuciones de estas integrales a la matriz
A.

f ) Terminar el ciclo sobre los nodos que se encuentran en ΓQi.

Terminar el ciclo para los nodos que estan completamente en el
dominio Ω.

Hacer un ciclo para los nodos que se encuentra sobre la frontera
Γ y generar sus ecuaciones para agregarlas a la matriz A.

Resolver el sistema lineal AT = F para el tiempo t.

Ir al siguiente paso de tiempo haciendo t = t + ∆t.

5. Terminar el ciclo sobre el número de pasos de tiempo.



Caṕıtulo 3

El método local sin malla de

Petrov-Galerkin para la

solución de las ecuaciones de

Navier-Stokes

En este caṕıtulo se presentan las ecuaciones que rigen el comportamiento
de un fluido incompresible en estado estacionario y se obtiene su forma débil.
La forma débil de las ecuaciones de continuidad, de cantidad de movimien-
to (ecuaciones de Navier-Stokes) y de la enerǵıa se presentan para el caso
bidimensional que son las que se resuelven en este trabajo. Posteriormente,
se explica el algoritmo iterativo que se emplea para encontrar los campos de
corrección de velocidades y corrección de presiones.

3.1. Las ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de la dinámica de un flujo incompresible en estado estacio-
nario, cuando las propiedades del fluido se consideran constantes son (Currie,
2002):

La ecuación de continuidad:

∂ui

∂xi
= 0 (3.1)
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Las ecuaciones de cantidad de movimiento:

ρuj
∂ui

∂xj

= − ∂p

∂xi

+ ρgi +
∂τij

∂xj

(3.2)

La ecuación de la enerǵıa:

ρcpui
∂T

∂xi
− k

∂2T

∂xi∂xi
= 0 (3.3)

en donde τij es el tensor de esfuerzos cortantes dado por:

τij = µ

(

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)

(3.4)

ui es el campo de velocidades (m/s), p es el campo de presiones (N/m2), T
es el campo de temperaturas (K), ρ es la densidad del fluido (kg/m3), µ es
la viscosidad dinámica (kg/m · s), k es la conductividad térmica (W/m · K),
y cp es el calor espećıfico (J/kg · K).

Se suponen las siguientes condiciones de frontera:

Condiciones de frontera de Dirichlet:

ui = ui en ΓD (3.5)

T = T en ΓD (3.6)

o bien, condiciones de frontera de Neumann:

∇ui · n = ti en ΓN (3.7)

−k∇T · n = q en ΓN (3.8)

en donde ui, T , ti y q son dados y n es el vector normal unitario a la superficie
ΓD. A continuación se presenta la forma débil de las ecuaciones (3.1)–(3.3). El
procedimiento para obtenerlas es el mismo que se empleó para la ecuación de
difusión de calor en la sec. 2.3. Las ecs. (3.1)–(3.3) son pesadas por funciones
de prueba w y son integradas en subdominios locales ΩQ. El procedimiento
para obtenerlas se presenta con detalle en el apéndice D.

Continuidad:

−
∫

ΩQ

uj
∂w

∂xj

dΩQ +

∫

ΓQ

ujwnjdΓQ = 0 (3.9)
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Cantidad de movimiento:

ρ

∫

ΩQ

uj
∂ui

∂xj

wdΩQ −
∫

ΩQ

p
∂w

∂xi

dΩQ +

∫

ΓQ

pwnidΓQ

−ρ

∫

ΩQ

giwdΩQ +

∫

ΩQ

τij
∂w

∂xj
dΩQ −

∫

ΓQ

τijwnjdΓQ = 0 (3.10)

Enerǵıa:

ρcp

∫

ΩQ

uj
∂T

∂xj
wdΩQ + k

∫

ΩQ

∂T

∂xj

∂w

∂xj
dΩQ

−k

∫

ΓQ

∂T

∂xj
wnjdΓQ = 0 (3.11)

donde nj son las componentes del vector normal unitario a la superficie ΓQ.

Con el fin de simplificar la notación y evitar un uso excesivo de sub́ındices
que pudiese llevar a una confusión se han omitido los sub́ındices que asocian
los términos de las ecuaciones anteriores a cada nodo en el dominio del pro-
blema. También es importante señalar que es necesario expresar los campos
de velocidades ui y el de presiones p en términos de las funciones de expan-
sión Φ para poder obtener el sistema lineal a resolver como se hizo con la
ecuación de difusión de calor.

3.2. Corrección de presiones-velocidad

En esta tesis se trabaja con un fluido incompresible, en donde se tiene el
problema de encontrar el campo de presiones que aparece en las ecuaciones
de cantidad de movimiento, ya que no se tiene una ecuación expĺıcita para
ello y sin embargo debe hallarse para satisfacerlas junto a la ecuación de
continuidad.

Para flujos bidimensionales, como los que aqúı se presentan, ésto quiere
decir que debemos resolver un conjunto de tres ecuaciones (la de continuidad
y las dos de cantidad de movimiento, una para cada dirección) con tres
incógnitas: u1, u2 y p, con el problema de que en la ecuación de continuidad
no aparece la variable p. Para evitar este problema comúnmente se emplea
una formulación de función de corriente-vorticidad en el que el término de
presión desaparece de las ecuaciones de Navier-Stokes (Wu et al., 2005). Esta



28

El método local sin malla de Petrov-Galerkin para la solución de las ecuaciones de

Navier-Stokes

formulación, llamada de variables derivadas, tiene el inconveniente de que no
puede extenderse a flujos tridimensionales.

La otra forma de abordar el problema de encontrar el campo de presiones
es utilizando variables primitivas. Patankar desarrolló un método iterativo
que es ampliamente utilizado en la simulación de flujos incompresibles lla-
mado método SIMPLE (semi implicit method for pressure linked equations).
El método simple se emplea cuando las ecuaciones se resuelven con el método
de volumen finito principalmente (Patankar, 1980).

Este método consiste básicamente en proponer valores iniciales para las
velocidades y las presiones (u∗

1, u
∗
2, p

∗) que se “corrigen” mediante un proceso
iterativo a nuevos valores (u1, u2, p):

u1 = u∗
1 + u′

1 u2 = u∗
2 + u′

2 p = p∗ + p′

donde las variables primas denotan las correcciones (White, 2005). Las ecua-
ciones anteriores se sustituyen en la ecuación de continuidad y en las de can-
tidad de movimiento para generar una ecuación de “corrección de presión”
que expresa p′ en términos de los valores propuestos del campo de velocidades
(u∗

1, u
∗
2). Los detalles de este procedimiento se explican en (Patankar, 1980).

Para resolver el problema de encontrar el campo de presiones, en este
trabajo se utiliza un algoritmo iterativo que resuelve simultáneamente la no
linealidad de las ecuaciones de Navier-Stokes y calcula los campos de correc-
ción de presiones y velocidades (Ávila and Pérez, 2008). Con este algoritmo
se tiene la ventaja de conservar la información de la vecindad de cada uno
de los nodos aprovechando la naturaleza de las funciones de expansión MLS,
lo que incrementa la razón de convergencia.

Para mostrar como trabaja el procedimiento iterativo propuesto, a con-
tinuación se presentan de forma desarrollada la ecuación de continuidad y
las ecuaciones de cantidad de movimiento en su forma débil para un fluido
incompresible en estado estacionario bidimensional, haciendo uso del tensor
de esfuerzos cortantes ec. (3.4) en la ec. (3.10).

Continuidad:

−
∫

ΩQ

(

u1
∂w

∂x1

+ u2
∂w

∂x2

)

dΩQ +

∫

ΓQ

(

u1n1 + u2n2

)

wdΓQ = 0 (3.12)
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Cantidad de movimiento en x1:

ρ

∫

ΩQ

(

u1
∂u1

∂x1

+ u2
∂u1

∂x2

)

wdΩQ

−
∫

ΩQ

p
∂w

∂x1
dΩQ +

∫

ΓQ

pwn1dΓQ − ρ

∫

ΩQ

g1wdΩQ

+µ

∫

ΩQ

[(

∂u1

∂x2

+
∂u2

∂x1

)

∂w

∂x2

+ 2
∂u1

∂x1

∂w

∂x1

]

dΩQ

−µ

∫

ΓQ

[(

∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1

)

wn2 + 2
∂u1

∂x1
wn1

]

dΓQ = 0 (3.13)

Cantidad de movimiento en x2:

ρ

∫

ΩQ

(

u1
∂u2

∂x1
+ u2

∂u2

∂x2

)

wdΩQ

−
∫

ΩQ

p
∂w

∂x2

dΩQ +

∫

ΓQ

pwn2dΓQ − ρ

∫

ΩQ

g2wdΩQ

+µ

∫

ΩQ

[(

∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1

)

∂w

∂x1
+ 2

∂u2

∂x2

∂w

∂x2

]

dΩQ

−µ

∫

ΓQ

[(

∂u1

∂x2

+
∂u2

∂x1

)

wn1 + 2
∂u2

∂x2

wn2

]

dΓQ = 0 (3.14)

El proceso iterativo comienza como sigue:

Primer Paso. Proponemos un campo de velocidades u∗
i a fin de “lineali-

zar” la ec. (3.13) y un campo de presiones p∗. Con ellos resolvemos la ecuación
de cantidad de movimiento en la dirección x1, en donde nuestra incógnita es
la componente u1 del campo de velocidades:

ρ

∫

ΩQ

(

u∗
1

∂u1

∂x1
+ u∗

2

∂u1

∂x2

)

wdΩQ

−
∫

ΩQ

p∗
∂w

∂x1

dΩQ +

∫

ΓQ

p∗wn1dΓQ − ρ

∫

ΩQ

g1wdΩQ

+µ

∫

ΩQ

[(

∂u1

∂x2
+

∂u∗
2

∂x1

)

∂w

∂x2
+ 2

∂u1

∂x1

∂w

∂x1

]

dΩQ

−µ

∫

ΓQ

[(

∂u1

∂x2

+
∂u∗

2

∂x1

)

wn2 + 2
∂u1

∂x1

wn1

]

dΓQ = 0 (3.15)
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Segundo Paso. Una vez que se resuelve la ec. (3.15) se tiene una nueva
componente u1 del campo de velocidades, llamemosle u∗∗

1 . Utilizamos esta
componente para resolver la ecuación de cantidad de movimiento en la di-
rección x2 (3.14), en donde ahora nuestra incógnita es u2:

ρ

∫

ΩQ

(

u∗∗
1

∂u2

∂x1
+ u∗

2

∂u2

∂x2

)

wdΩQ

−
∫

ΩQ

p∗
∂w

∂x2
dΩQ +

∫

ΓQ

p∗wn2dΓQ − ρ

∫

ΩQ

g2wdΩQ

+µ

∫

ΩQ

[(

∂u∗∗
1

∂x2
+

∂u2

∂x1

)

∂w

∂x1
+ 2

∂u2

∂x2

∂w

∂x2

]

dΩQ

−µ

∫

ΓQ

[(

∂u∗∗
1

∂x2
+

∂u2

∂x1

)

wn1 + 2
∂u2

∂x2
wn2

]

dΓQ = 0 (3.16)

A la nueva componente u2 que encontramos luego de resolver la ecuación
anterior le llamamos u∗∗

2 .

Tercer Paso. Sustituimos el campo de velocidades u∗∗
i encontrado an-

teriormente en la ecuación de continuidad (3.12) para obtener un residual
de masa ∆ṁ, ya que en general este campo no satisface a dicha ecuación
exactamente:

−
∫

ΩQ

(

u∗∗
1

∂w

∂x1
+ u∗∗

2

∂w

∂x2

)

dΩQ +

∫

ΓQ

(

u∗∗
1 n1 + u∗∗

2 n2

)

wdΓQ = ∆ṁ (3.17)

Cuarto Paso. Se proponen campos de corrección para las velocidades y
las presiones:

u1 = u∗∗
1 + u′

1 u2 = u∗∗
2 + u′

2 p = p∗ + p′ (3.18)

y se asume que con estas correcciones se satisface la ecuación de continuidad
(3.12), por lo que tenemos:

−
∫

ΩQ

(

(u∗∗
1 + u′

1)
∂w

∂x1

+ (u∗∗
2 + u′

2)
∂w

∂x2

)

dΩQ

+

∫

ΓQ

(

(u∗∗
1 + u′

1)n1 + (u∗∗
2 + u′

2)n2

)

wdΓQ = 0 (3.19)

y al restar la ec. (3.19) a la ec. (3.17), obtenemos el residual de masa en
términos de las correcciones:

∫

ΩQ

(

u′
1

∂w

∂x1

+ u′
2

∂w

∂x2

)

dΩQ −
∫

ΓQ

(

u′
1n1 + u′

2n2

)

wdΓQ = ∆ṁ (3.20)
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Quinto Paso. De manera similar, como se hizo con la ecuación de conti-
nuidad, se sustituye el campo u∗∗

1 en la ecuación de cantidad de movimiento
(3.15) e igualamos el residual a cero, obtenemos:

ρ

∫

ΩQ

(

u∗
1

∂u∗∗
1

∂x1
+ u∗

2

∂u∗∗
1

∂x2

)

wdΩQ

−
∫

ΩQ

p∗
∂w

∂x1

dΩQ +

∫

ΓQ

p∗wn1dΓQ − ρ

∫

ΩQ

g1wdΩQ

+µ

∫

ΩQ

[(

∂u∗∗
1

∂x2
+

∂u∗
2

∂x1

)

∂w

∂x2
+ 2

∂u∗∗
1

∂x1

∂w

∂x1

]

dΩQ

−µ

∫

ΓQ

[(

∂u∗∗
1

∂x2

+
∂u∗

2

∂x1

)

wn2 + 2
∂u∗∗

1

∂x1

wn1

]

dΓQ = 0 (3.21)

Ahora proponemos las correciones u1 = u∗∗
1 + u′

1 y p = p∗ + p′ en la ec. de
cantidad de movimiento en x1, resuelta en el primer paso del proceso iterativo
(ec. 3.15) y obtenemos:

ρ

∫

ΩQ

(

u∗
1

∂(u∗∗
1 + u′

1)

∂x1

+ u∗
2

∂(u∗∗
1 + u′

1)

∂x2

)

wdΩQ

−
∫

ΩQ

(p∗ + p′)
∂w

∂x1
dΩQ +

∫

ΓQ

(p∗ + p′)wn1dΓQ − ρ

∫

ΩQ

g1wdΩQ

+µ

∫

ΩQ

[(

∂(u∗∗
1 + u′

1)

∂x2

+
∂u∗

2

∂x1

)

∂w

∂x2

+ 2
∂(u∗∗

1 + u′
1)

∂x1

∂w

∂x1

]

dΩQ

−µ

∫

ΓQ

[(

∂(u∗∗
1 + u′

1)

∂x2
+

∂u∗
2

∂x1

)

wn2 + 2
∂(u∗∗

1 + u′
1)

∂x1
wn1

]

dΓQ = 0 (3.22)

Obteniendo la diferencia entre la ec. (3.22) y la ec. (3.21), se obtiene una
ecuación para la corrección de velocidades u′

1 y p′, que puede escribirse como:

−ρ

∫

ΩQ

(

u∗
1

∂u′
1

∂x1
+ u∗

2

∂u′
1

∂x2

)

wdΩQ

+

∫

ΩQ

p′
∂w

∂x1

dΩQ −
∫

ΓQ

p′wn1dΓQ

−µ

∫

ΩQ

[

∂u′
1

∂x2

∂w

∂x2
+ 2

∂u′
1

∂x1

∂w

∂x1

]

dΩQ

+µ

∫

ΓQ

[

∂u′
1

∂x2

wn2 + 2
∂u′

1

∂x1

wn1

]

dΓQ = 0 (3.23)

Si llevamos a cabo un procedimiento similar con la ecuación de cantidad de
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El método local sin malla de Petrov-Galerkin para la solución de las ecuaciones de

Navier-Stokes

movimiento en x2, obtenemos:

−ρ

∫

ΩQ

(

u∗∗
1

∂u′
2

∂x1

+ u∗
2

∂u′
2

∂x2

)

wdΩQ

+

∫

ΩQ

p′
∂w

∂x2
dΩQ −

∫

ΓQ

p′wn2dΓQ

−µ

∫

ΩQ

[

∂u′
2

∂x1

∂w

∂x1

+ 2
∂u′

2

∂x2

∂w

∂x2

]

dΩQ

+µ

∫

ΓQ

[

∂u′
2

∂x1
wn1 + 2

∂u′
2

∂x2
wn2

]

dΓQ = 0 (3.24)

Sexto Paso. Las ecs. (3.20), (3.23) y (3.24) forman un sistema de tres
ecuaciones con tres incógnitas u′

1, u′
2 y p′ para cada nodo, que debe resolverse

para obtener las correcciones del campo de velocidad y del campo de presiónes

Una vez resuelto el sistema, utilizamos las ecs. (3.18) para obtener un
campo de velocidades ui y de presiones p actualizados. Luego, se regresa
al primer paso del proceso iterativo proponiendo éstos campos actualizados
como campos propuestos, o sea, u∗

i = ui y p∗ = p. Las iteraciones se de-
tienen cuando se alcanza convergencia. Posteriormente es posible resolver la
ecuación de la enerǵıa (ec. 3.11) con el campo de velocidades que se obtiene.



Caṕıtulo 4

Resultados

En este caṕıtulo se presentan los resultados obtenidos utilizando el méto-
do MLPG para la solución de la ecuación de difusión de calor y la solución de
las ecuaciones de Navier-Stokes para el flujo de un fluido incompresible. Se
presentan primeramente los resultados numéricos que se obtuvieron durante
el proceso de validación del método MLPG con la solución de la ecuación
de difusión de calor en una esfera hueca considerando tanto condiciones de
frontera homogéneas como condiciones de frontera no homogéneas. Aśı mis-
mo, se presenta el caso en el que la esfera esta compuesta de dos materiales,
en el que para cada material se tiene un anulo esférico. Posteriormente se
presentan los resultados para el flujo entre cilindros rotatorios concéntricos,
el flujo que pasa alrededor de un cilindro infinito y el flujo alrededor de la
geometŕıa de un automóvil, todos considerando un fluido incompresible en
estado estacionario, en dos dimensiones y con bajo número de Reynolds. Fi-
nalmente se presentan los resultados para la convección natural en el interior
de una cavidad triangular con bajo número de Rayleigh.

4.1. Distribución de temperaturas en anulos

esféricos

Como se menciono en la sec. 2.3, la implementación numérica y la valida-
ción del método MLPG se llevó a cabo resolviendo la ecuación de difusión de
calor en estado transitorio y en tres dimensiones empleando coordenadas car-
tesianas a fin de conocer la distribución de temperaturas en una esfera hueca.
Se han usado coordenas cartesianas en lugar de coordenas esféricas, que son



34 Resultados

las que naturalmente se emplean en problemas con geometŕıas esféricas para
evitar las singularidades que se presentan en los polos cuando se discretizan
las ecuaciones diferenciales usando coordenadas esféricas. Estas singularida-
des son conocidas en la literatura especializada como el “problema del polo”
(Ronchi et al., 1996).

Para evitar estas singularidades, en este trabajo se hace uso del algoritmo
del cubo-esfera para generar la posición y la vecindad de los nodos en el in-
terior de la esfera. Este algoritmo básicamente consiste en la descomposición
de una esfera en seis regiones identicas obtenidas por medio de la proyección
de las caras de un cubo inscrito hacia la superficie de la esfera. De esta for-
ma, inicialmente lo que se discretiza son las caras de un cubo, y luego las
posiciones en este se mapean a la superficie de la esfera. La metodoloǵıa se
describe en detalle en el apéndice A.

Por otro lado, los problemas en geometŕıas esféricas tienen multiples apli-
caciones en ingenieŕıa, por ejemplo, en la refrigeración de alimentos como
frutas o carnes los cuales muchas veces se modelan como esferas (Virseda
and Pinazo, 1998). Tambien se encuentran aplicaciones cuando se analiza
la transferencia de calor en polimeros compuestos, los cuales son modelados
como microesferas huecas y que se utilizan para la fabricación de materiales
para aislamiento térmico (Liang and Li, 2007). Por el lado de la mecánica de
los fluidos encontramos aplicaciones para el modelado de circulación oceánica
y atmosférica (Adcroft et al., 2004).

Los problemas que se presentan en esta sección, son puramente de con-
ducción de calor, y los casos considerados son tanto para condiciones de
frontera homogéneas como para condiciones de frontera no homogéneas. El
primer caso que se considera es el de la distribución de temperaturas en una
esfera hueca. En la fig. 4.1 se observa un corte de dicha esfera en la que la
superficie interna se encuentra a un radio r1 y a una temperatura T1 y la
superficie externa a un radio r2, a una temperatura T2, para cuando t > 0.
La condicion inicial es T = 0 para todo el dominio en t = 0.

El modelo matemático correspondiente al problema anterior esta dado por
la ecuación de difusión de calor en estado transitorio (ver ec. 2.27) presentada
en el caṕıtulo 2 sin condiderar el término fuente, o sea, Q̇ = 0. Cuando esta
ecuación se formula en coordenadas esféricas, entonces es posible encontrar
una solución anaĺıtica a este problema cuando las condiciones de frontera son
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Figura 4.1: Sección de una esfera hueca.

homogéneas, dada por la expresión (Osizik, 1993):

T (r, t) =
r1T1

r
+

(r2T2 − r1T1)(r − r1)

r(r2 − r1)

+
2

rπ

∞
∑

n=1

r2T2 cos nπ − r1T1

n
sen

nπ(r − r1)

r2 − r1
e−αn2π2t/(r2−r1)2 (4.1)

donde r es la coordenada radial.

En la fig. 4.2a puede verse la distribución de temperaturas para cualquier
dirección radial obtenidas con el método MLPG y las que se obtienen a
partir de la ec. (4.1) para tres diferentes tiempos. En la fig. 4.2b se presenta
la comparación de los flujos de calor. En ambas figuras la ĺınea continua
representa la solución anaĺıtica y los puntos la solución numérica dada por el
método MLPG. Las condiciones de frontera que se utilizaron fueron T1 = 1.0
en r1 = 0.035 y T2 = 0.5 en r1 = 0.1. Para esta simulación, y las demás que
se presentan en esta sección, se han utilizado 3256 nodos cuyas posiciones se
generaron utilizando el algoritmo del cubo-esfera que se detalla en el apéndice
A. Podemos ver que los resultados numéricos son, para propósitos prácticos,
iguales a los dados por la solución anaĺıtica (ec. 4.1).

El código computacional que se desarrollo es capaz de trabajar con una
esfera hueca compuesta de materiales diferentes, en el que para cada material
se tendrá ahora un anulo esférico. Se llevó a cabo una simulación numérica
empleando dos materiales. En la fig. 4.3 puede verse una sección transversal
de dicha esfera. La interface entre los materiales se encuentra ubicada a un
radio ri = r1 + (r1 + r2)/2 (Pérez and Ávila, 2007).

En dicha interface es necesario fijar determinado número de nodos sobre
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(a)

(b)

Figura 4.2: Distribución de (a) temperaturas y (b) flujos de calor en la direc-
ción radial. La ĺınea continua es la solución anaĺıtica y los puntos representan
los resultados numéricos obtenidos con el método MLPG
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Figura 4.3: Sección de una esfera hueca compuesta de dos materiales, en el
que cada material es un anulo esférico.

los que se hace un balance de flujos de calor del anulo interno hacia el exterior
y del anulo interno hacia el centro de los anulos. Lo anterior se expresa
matemáticamente como:

−k1∇T · n = −k2∇T · n (4.2)

donde k1 y k2 son la conductividad térmica de los materiales del anulo interno
y del anulo externo, respectivamente. La condición de frontera de interface
anterior es muy fácil de implementar en el método MLPG, ya que este méto-
do establece una ecuación para cada nodo, como se vio anteriormente (ver
subsecc. 2.3).

Con el fin de validar el adecuado planteamiento de la condición de fronte-
ra de interface, se hace una simulación en la que las conductividades térmicas
son iguales, esto es, k1 = k2, pero imponiendo dicha condición a los nodos en
la interface, con el fin de estar en posibilidad de comparar nuevamente los re-
sultados numéricos con los dados por la solución anaĺıtica, ya que f́ısicamente
la esfera esta compuesta de un solo material.

Los resultados se muestran en la fig. 4.4 en donde puede verse nuevamente
que los resultados que arroja el método MLPG son prácticamente iguales a los
que se obtienen a partir de la solución anaĺıtica. Se muestran la distribución
de temperaturas y los flujos de calor. Se observa un ligero salto en la parte
central de las curvas de temperatura en los diferentes tiempos debido a la
condición de interface que se esta imponiendo.

La fig. 4.5 muestra las temperaturas y los flujos de calor en la dirección
radial para los anulos esféricos, en el que el anulo interno es de un material con
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(a)

(b)

Figura 4.4: Distribución de (a) temperaturas y (b) flujos de calor en la direc-
ción radial. La ĺınea continua es la solución anaĺıtica y los puntos representan
los resultados numéricos obtenidos con el método MLPG. Estos resultados
difieren de los previos en que se ha impuesto una condición de interface en
un radio ubicado a la mitad del radio interno y el externo.
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(a)

(b)

Figura 4.5: Distribución de (a) temperaturas y (b) flujos de calor en la di-
rección radial. Los puntos son los resultados dados por el MLPG unidos por
ĺıneas. En este caso la esfera hueca esta compuesta de dos materiales, en el
que cada material es un anulo esférico
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una conductividad diez veces mayor que el material del anulo externo (k1 =
10k2). En este caso no se dispone de una solución anaĺıtica para propósitos de
comparación, sin embargo, puede verse que las temperaturas en los diferentes
tiempos si corresponden a lo que f́ısicamente se espera, ya que el calor se
conduce más rápidamente en el anulo interno por tener una conductividad
térmica mucho más alta que el anulo externo.

Los casos que se presentan enseguida son para mostrar la capacidad del la
metodoloǵıa que se esta proponiendo para tratar condiciones de frontera no
homogéneas en problemas de conducción de calor con geometŕıas esféricas.
La fig. 4.6 muestra la esfera hueca cuya condición inicial es una temperatura
de T0 = 0.5 para todo el dominio en t = 0 que corresponde al color verde.
Para t > 0 la superficie interna de la esfera es “calentada” a una temperatura
T1 = 1.0 (color rojo) y la temperatura de la superficie externa se mantiene
con la condición inicial, excepto en las regiones polares, las cuales se “enfrian”
a una tempertura Tpolos = 0.0 (color azul), con el fin de tener una condición
de frontera no homogénea en la superfie externa.

Figura 4.6: Esfera hueca en donde se muestra la ubicación de los polos.

La fig. 4.7 muestra un corte de la esfera que pasa por los polos con cuatro
instantes de tiempo desde la condición inicial hasta que se alcanza el estado
estacionario. En este caso la esfera hueca es de un solo material y ambas
regiones polares, norte y sur, se enfrian a la misma temperatura. En la fig.
4.8 se tienen la misma condición inicial, solo que a diferencia del caso anterior,
el polo sur es enfriado a una temperatura Tpolo sur = 0.25, ligeramente menor
a la temperatura a la que se enfria el polo norte, Tpolo norte = 0.25.

La situación correspondiente a las figs. 4.9 y 4.10 es parecida a los dos
casos que se muestran en las figs. 4.7 y 4.8, respectivamente, pero ahora
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(a) t = 0.11 s (b) t = 0.22 s

(c) t = 0.33 s (d) t = 1.0 s

Figura 4.7: Distribución de temperaturas en una esfera hueca con condiciones
de frontera no homogéneas y regiones polares enfriadas a la misma tempera-
tura
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(a) t = 0.11 s (b) t = 0.22 s

(c) t = 0.33 s (d) t = 1.0 s

Figura 4.8: Distribución de temperaturas en una esfera hueca con condicio-
nes de frontera no homogéneas y regiones polares enfriadas a temperaturas
diferentes
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(a) t = 0.11 s (b) t = 0.22 s

(c) t = 0.33 s (d) t = 1.0 s

Figura 4.9: Distribución de temperaturas en anulos esféricos. El material del
anulo interno tiene una conductividad diez veces mayor que el anulo externo.
Las regiones polares son enfriadas a la misma temperatura
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(a) t = 0.11 s (b) t = 0.22 s

(c) t = 0.33 s (d) t = 1.0 s

Figura 4.10: Distribución de temperaturas en anulos esféricos. El material del
anulo interno tiene una conductividad diez veces mayor que el anulo externo.
Las regiones polares son enfriadas a temperaturas diferentes
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se considera a la esfera hueca compuesta por dos materiales, teniendo un
anulo esférico para cada material. La conductividad térmica del anulo in-
terno es diez veces mayor que la conductividad térmica del anulo externo.
Las imagenes que se estan presentando son fotograf́ıas de un video que se
generó en 3d para su visualización en el Laboratorio de Visualización Ixtli
de la Universidad Nacional Autónoma de México. Los datos y animaciones
estan disponibles para su uso en ese laboratorio con la ayuda del software
Amira.

4.2. Flujo entre cilindros rotatorios concéntri-

cos

En esta sección se presentan los resultados de la simulación numérica de
un fluido incompresible confinado entre dos cilindros rotatorios concéntricos.
El flujo se mantiene por la rotación de alguno de los cilindros, o de ambos.
El cilindro interno tiene un radio r1 que se mantiene a una velocidad angular
ω1 y el radio del cilindro externo es r2 a una velocidad angular ω2, como se
muestra en la fig. 4.11a.

(a) (b)

Figura 4.11: Flujo incompresible entre dos cilindros rotarios concéntricos: (a)
Geometŕıa del problema y (b) distribución de nodos.

Es posible encontrar una solución anaĺıtica al campo de velocidades a
este problema cuando se plantean en coordenas polares (White, 2005). Por
la geometŕıa del problema la única componente del campo de velocidades
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(a)

(b)

Figura 4.12: Solución para el flujo entre cilindros rotatorios: (a) Campo de
velocidades obtenido numéricamente con el método MLPG y (b) comparación
con la solución anaĺıtica disponible
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diferentes de cero es la de la dirección angular uθ la cual será función sola-
mente de la coordenada radial r. Esta solución viene dada por la siguiente
expresión:

uθ(r) = r1ω1
r2/r − r/r2

r2/r1 − r1/r2

+ r2ω2
r/r1 − r1/r

r2/r1 − r1/r2

(4.3)

La fig. 4.11b muestra la distribución uniforme de los nodos, en donde se
han empleado 60 nodos en la dirección angular y 20 nodos en la dirección
radial, para hacer un total de 1200 nodos.

Los radios tienen una razón de aspecto de r2/r1 = 0.35 y la velocidad
angular del cilindro interno es ω1 = 8.79x10−3 rad/s en el sentido contrario
a las manecillas del reloj, manteniendo el cilindro externo fijo. Para obtener
el número de Reynolds, la longitud caracteŕıstica esta dada por la diferencia
entre los radios:

Re =
ρω1r1(r2 − r1)

µ
= 20.0 (4.4)

En la fig. 4.12a puede verse el campo de velocidades que se obtuvo con el
método MLPG y en la fig. 4.12b la comparación de los resultados numéricos
con la solución anaĺıtica dada por la ec. (4.3). Nuevamente puede observarse
que los resultados que se obtienen empleando el método MLPG son una
buena aproximación cuando se comparan con la solución anaĺıtica.

4.3. Flujo alrededor de un cilindro

En esta sección se presentan los resultados de la simulación numérica del
flujo alrededor de un cilindro circular infinito sumergido en una corriente
uniforme en dos dimensiones a bajo número de Reynolds. La geometŕıa de
este flujo tiene muchas aplicaciones en ingenieŕıa y además es un problema
ampliamente estudiado y documentado, por lo que se ha convertido en una
referencia en la investigación de problemas de flujos incompresibles tanto en
estado estacionario, como transitorio, aśı como para la validación de métodos
numéricos que se encuentran en desarrollo, como los métodos libres de malla.

Existen muchas publicaciones para este tipo de flujo, en los que se pre-
sentan resultados teóricos, experimentales y numéricos, por lo que estamos
en posibilidad de ver los alcances de la metodoloǵıa que se esta proponiendo
en este trabajo (Taneda, 1956), (Gerrard, 1978), (Zhang et al., 2005).
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Figura 4.13: Distribución de nodos alrededor del cilindro

En la fig. 4.13 se muestra la distribución de los nodos alrededor del ci-
lindro, en donde se utilizaron 657 nodos con una distribución no uniforme.
La longitud caracteŕıstica para el número de Reynolds se toma del diame-
tro D del cilindro, esto es, Re=ρU∞D/ν, en donde U∞ es la velocidad de
la corriente uniforme que entra de izquierda a derecha de la figura. En la
fig. 4.14 pueden verse las ĺıneas de corriente que se obtuvieron a diferentes
números de Reynolds detrás del cilindro.

Para este tipo de flujos, uno de los parámetros caracteŕısticos más im-
portantes es el coeficiente de arrastre CD. El CD puede expresarse como el
resultado de las contribuciones de un coeficiente de arrastre por fricción y
un coeficiente de arrastre por presión:

CD = CD,fric + CD,pres (4.5)

El CD,fric es causado por las fuerzas cortantes que actúan sobre la super-
ficie del cilindro y el CD,pres por el gradiente de presiones entre la región de
estancamiento de la parte frontal, de alta presión y la región de recircula-
ción en la parte trasera, de bajas presiones. En este trabajo, se llevó a cabo
únicamente el cálculo del CD,fric, ya que es necesario mejorar el algoritmo de
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(a) Re= 10.0

(b) Re= 20.0

(c) Re= 40.0

Figura 4.14: Detalles de las estelas detrás del cilindro a diferentes números de
Reynolds. Las ĺıneas de corriente de la izquierda corresponden a los obtenidos
utilizando el método MLPG y las de la derecha a los reportados por Zhang,
et al. (2005).
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corrección de presiones-velocidad para que el código que se desarrolló pro-
porcione el campo de presiones correcto (Ávila and Pérez, 2008).

Para obtener el coeficiente CD,fric, primero se determina el vector de es-
fuerzos fs que actúa sobre un punto en la superficie del cilindro:

fs = τ · n = τijiiij · nkik = τijnjii (4.6)

en donde ii son los vectores unitarios base en el sistema de coordenadas
cartesianas rectangulares, nj son las componentes del vector unitario normal
a la superficie del cilindro y τij es el tensor de esfuerzos (ec. 3.4). De la ec.
(4.6), podemos obtener la componente normal de la fuerza que actúa sobre
la superficie S del cilindro:

fnorm =

∫

S

fs · ndS =

∫

S

τijnjii · nkikdS =

∫

S

τijninjdS (4.7)

y la componente tangencial:

ftang =

∫

S

fs · tdS =

∫

S

τijnjii · tkikdS =

∫

S

τijnjtidS (4.8)

donde ti son las componentes del vector tangencial unitario a la superficie
del cilindro (vectores covariantes, ver apéndice C). Haciendo uso del tensor
de esfuerzos (ec. 3.4) y desarrollando las ecuaciones (4.7)–(4.8), es posible
escribir:

fnorm = 2µ

∫

S

(

∂u1

∂x1
n1n1 + µ

(

∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1

)

n1n2 +
∂u2

∂x2
n2n2

)

dS (4.9)

y

ftang =

∫

S

(

2µ
∂u1

∂x1

n1t1 + µ

(

∂u1

∂x2

+
∂u2

∂x1

)

(n2t1 + n1t2) + 2µ
∂u2

∂x2

n2t2

)

dS

(4.10)

en donde las derivadas de las velocidades pueden escribirse en términos de
las funciones de interpolación MLS (ver sec. 2.2). De esta forma, podemos
definir la fuerza de arrastre por fricción que actúa sobre el cilindro como la
suma de ftang + fnorm multiplicada por L:

FD,fric = (fnorm + ftang)L (4.11)

en donde L es la longitud del cilindro. Finalmente podemos expresar el coe-
ficiente de arrastre por fricción CD,fric en términos de FD,fric como:

CD,fric =
FD,fric

1
2
ρU2

∞A
(4.12)
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en donde A es el área de la sección longitudinal del cilindro A = DL.

Los resultados obtenidos aplicando la ec. (4.12) se comparan con una
expresión anaĺıtica reportada para bajos números de Reynolds (Khan et al.,
2005):

CD,fric =
5.786√

Re
(4.13)

Los resultados se muestran en la tabla 4.1, para Re=10, 20, 30 y 40 y
puede verse que la metodoloǵıa que se propone es una buena aproximación,
comparada con la expresión dada en la ec. (4.13), en donde los valores de los
coeficientes son bastante cercanos.

Re=10 Re=20 Re=30 Re=40

Khan et al. (2005) 1.82 1.29 1.05 0.91
MLPG 2.55 1.54 1.1 0.89

Tabla 4.1: Comparación entre los valores del coeficientes de arrastre por
fricción obtenidos con la expresión de Khan et al. (2005) y los obtenidos
con el MLPG

4.4. Flujo alrededor de un automóvil

A continuación se presenta a manera de ejemplo y de forma cualitativa los
resultados que arrojó el código computacional que se desarrolló, para el flujo
incompresible alrededor de la geometŕıa de un automóvil. Estos resultados se
presentan a fin de mostrar el tipo de geometŕıas que en algún momento dado
podŕıan manejarse con el programa. En la fig. 4.15 puede verse la distribución
no uniforme de los 1491 nodos que se emplearón para la simulación.

La longitud caracteŕıstica para el número de Reynolds se basa en el largo
de la geometŕıa y la simulación que se presenta corresponde a Re= 20. La
fig. 4.16 muestra los vectores de velocidad alrededor de la geometŕıa, los
cuales tienden a seguir el contorno del automóvil, con una pequeña zona de
recirculación que puede observarse en la fig. 4.17, debido a la baja velocidad
que se esta manejando.
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Figura 4.15: Distribución de nodos alrededor de la geometŕıa de un automóvil.

Figura 4.16: Campo de velocidades alrededor de la geometŕıa de un au-
tomóvil.

4.5. Convección natural en una cavidad trian-

gular

En esta sección se presentan los resultados de la simulación numérica
de la convección natural de un fluido incompresible en el interior de una
cavidad triangular. El tema de convección natural en cavidades es de mucha
importancia puesto que tiene multiples aplicaciones en ingenieŕıa y existen
muchas publicaciones que tratan el tema tanto desde el punto de vista teórico,
numérico y experimental (Bejan, 1995).

Sin embargo, la mayoŕıa de los estudios se han llevado a cabo para el
estudio de la convección natural en cavidades rectangulares, cuando en la
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Figura 4.17: Detalle de los vectores de velocidad en la estela detrás del perfil
del automóvil

práctica se encuentran cavidades con geometŕıas diversas, como trapezoidales
o triangulares. Estas últimas, las cavidades triangulares, son algo d́ıficiles de
estudiar desde el punto de vista experimental y también desde el punto de
vista numérico por la geometŕıa misma.

Los primeros trabajos teóricos y experimentales para la convección natu-
ral en cavidades triangulares fueron llevados cabo hace relativamente poco
tiempo. Flack (1980) lleva a cabo un estudio experimental de la transferencia
de calor en cavidades triangulares para bajos números de Rayleigh, en don-
de el fondo de la cavidad se calienta o se enfŕıa (Flack, 1980). Poulikakos y
Bejan (1983) hacen un estudio experimental y teórico, considerando también
bajos números de Rayleigh y varias condiciones de frontera. (Poulikakos and
Bejan, 1983a), (Poulikakos and Bejan, 1983b).

Por la parte numérica se ha hecho una búsqueda detallada de los traba-
jos publicados para resolver el problema de flujo en cavidades triangulares.
Las primeras publicaciones se centran en resolver el flujo en una cavidad
triangular pero se considera que el flujo se mantiene por un esfuerzo cortante
reportando resultados para números de Reynolds de hasta 500 (Ribbens and
Watson, 1994). Li y Tang (1996) con el uso de transformaciones geométricas,
obtienen resultados para números de Reynolds de hasta 1500. (Li and Tang,
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1996). La caracteŕıstica de ambas publicaciones es que el método numérico
que emplean es de diferencias finitas, junto a una formulación de función de
corriente-vorticidad.

Con respecto a los métodos numéricos que se emplean para resolver los
problemas de flujos en cavidades triangulares, puede decirse que se han utili-
zado pocos métodos alternos a los métodos numéricos tradicionales. Para el
tema que nos interesa, el de la convección natural, se continúan empleando
las mismas técnicas numéricas que se mencionaron en el parrafo anterior, con
la excepción de algunos trabajos que emplean el método de los elementos fi-
nitos y algunos software comerciales (Haese and Teubner, 2002), (Kent et al.,
2007), (Basak et al., 2007).

En este trabajo se propone el empleo del método MLPG como una al-
ternativa para resolver problemas de convección natural en cavidades trian-
gulares y lo que se pretende es comparar nuestros resultados con los que
se reportan en la literatura empleando otros métodos numéricos. El modelo
f́ısico del problema que se resuelve se muestra en la figura 4.18, donde se
considera una cavidad triangular con ángulo recto, cuyo fondo está aislado,
con la pared vertical caliente y la pared inclinada fŕıa.

Figura 4.18: Diagrama para la convección natural en una cavidad triangular

Suponemos que las propiedades del fluido son constantes, excepto para
el término fuerza de cuerpo que se encuentra en la ecuación de cantidad de
movimiento en la dirección de x2 (ver ec. 3.14). Esto es, que para la simulación
del fluido incompresible se utiliza la aproximación de Boussinesq, por lo que
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el término fuerza de cuerpo en dicha ecuación se convierte en ρgβ∆T , en
donde ∆T es la diferencia de temperaturas entre la pared caliente y la pared
fŕıa y β es el coeficiente de expansión volumétrica a presión constante (1/K).

Las gráficas que se muestran son para bajos números de Rayleigh:

Ra =
gβ∆TL3

αν
(4.14)

y números de Prandtl de orden unidad:

Pr =
α

ν
(4.15)

en donde L es la altura de la cavidad triangular.

La figura 4.19 muestra el campo de velocidades y las isolineas de tempe-
ratura que se obtuvieron con el método MLPG para un número de Rayleigh
de 1000 y un número de Prandtl de 0.7. Como el número de Rayleigh es muy
bajo, en este caso, el proceso de transferencia de calor que domina es el de
difusión.

En la fig. 4.20 se muestra el campo de velocidades y las isolineas de tempe-
ratura correspondientes a Ra=20000 y Pr=0.7, en donde comienza aparecer
la convección. Los resultados anteriores son prácticamente los mismos que
los reportados recientemente por Basak et al. (2007) en donde las ecuaciones
de gobierno se formulan en términos de la función de corriente-vorticidad y
posteriormente estas se resuelven utilizando el método de los elementos fi-
nitos (Basak et al., 2007). En dicha publicación se hace un amplio estudio
de los efectos de diferentes condiciones de frontera en la convección, lo cual
está fuera de los objetivos de este trabajo. Sin embargo, es posible compa-
rar cuantitativamente algunos de los resultados que se reportan con los que
aqúı se obtuvieron empleando el método MLPG. Estos se muestran en la fig.
4.21 en donde se grafica el número de Nusselt local a lo largo de las paredes
vertical e inclinada.

El número de Nusselt nos permite medir la razón de transferencia de calor
por convección y la transferencia de calor por conducción que ocurre en una
superficie en donde se mueve un fluido:

Nu =
hL

k
(4.16)

en donde h es el coeficiente de transferencia de calor por convección:

h =
qn

∆T
=

−k∇T · n
∆T

(4.17)
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donde qn es el flujo de calor normal a la superficie y n es el vector unitario
normal al plano de la superficie.

Sustituyendo la ec. (4.17) en la ec. (4.16) :

Nu = −L

k

k

∆T
∇T · n (4.18)

La derivada de la temperatura con respecto a la normal se evalua con ayuda
de las funciones de interpolación MLS (ver sec. 2.2):

∇T · n =
∂T

∂xj

nj

=
∂T

∂x1

n1 +
∂T

∂x2

n2

=
9

∑

i=1

∂Φi

∂x1

Tin1 +
9

∑

i=1

∂Φi

∂x2

Tin2 (4.19)

De esta forma, sustituyendo la ec. (4.19) en la ec. (4.18), se tiene que
para la pared vertical en donde [n1, n2] = [1, 0], el número de Nusselt local
se puede expresar como:

Nuv = − L

∆T

9
∑

i=1

∂Φi

∂x1
Ti (4.20)

y para la pared inclinada, donde [n1, n2] = [1/
√

2, 1/
√

2], se tiene que:

Nui = − L

∆T

9
∑

i=1

( 1√
2

∂Φi

∂x1
+

1√
2

∂Φi

∂x2

)

Ti (4.21)

En la fig. 4.21 se muestran mediante ĺıneas continuas las curvas corres-
pondientes a las ecs. (4.20)–(4.21) para un número de Prandtl Pr = 0.7 y
números de Rayleigh de Ra=1000 y 20,000. Los puntos corresponden a los
reportados por Basak, et al. (2007). De acuerdo a una correlación que los
autores proponen en esta publicación, se puede encontrar que el número de
Nusselt promedio en la pared vertical es de Nuv = 6.1 y el número de Nusselt
promedio en la pared inclinada es de Nui = 4.3, para Ra=20,000.

En este trabajo, el cálculo del número de Nusselt promedio en la pared
vertical se obtiene como se muestra a continuación:

Nuv =
1

L

∫ L

0

Nuvdx2 =
1

L

100
∑

i=1

(Nuv)i(∆x2)i (4.22)
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en donde el número 100 corresponde al número de puntos en donde se eva-
luó el número de Nusselt local a lo largo de la pared vertical. Como las (∆x2)i

son iguales, entonces L = 100∆x2, por lo tanto, la ec. (4.22) queda como:

Nuv =
1

100

100
∑

i=1

(Nuv)i (4.23)

de manera semejante puede encontrarse Nui. En este trabajo, los números
de Nusselt promedio que se obtuvieron empleando el método MLPG para
los mismos valores de Pr = 0.7 y Ra=20,000 fueron de son Nuv = 5.3 y
Nui = 3.83. La diferencia de nuestros resultados y los que presentan Basak.
et al. (2007) se debe a que se presentan grandes cambios de los números de
Nusselt local en las esquinas derecha y superior, lo que influye mucho en el
promedio. Es posible que estos autores también se hayan enfrentado al mismo
problema al momento de reportar sus gráficas, hecho que se ve reflejado en
las figuras 4.21a y 4.21b, puesto que las curvas que se presentan no abarcan
las esquinas. Este problema debeŕıa considerarse en futuros trabajos que
aborden el problema de convección natural en cavidades triangulares (Pérez
and Ávila, 2008).
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(a)

(b)

Figura 4.19: Convección natural en el interior de una cavidad triangular para
Ra= 1000 y Pr=0.7: (a) Vectores de velocidad e (b) isolineas de temperatura,
en donde la gráfica de la izquierda se obtiene con el método MLPG y la gráfica
de la derecha es la que reporta Basak, et al. (2007)
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(a)

(b)

Figura 4.20: Convección natural en el interior de una cavidad triangular para
Ra= 20000 y Pr=0.7: (a) Vectores de velocidad e (b) isolineas de tempera-
tura, en donde la gráfica de la izquierda se obtiene con el método MLPG y
la gráfica de la derecha es la que reporta Basak, et al. (2007)
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(a)

(b)

Figura 4.21: Variación del número de Nusselt local con la distancia en (a) la
pared vertical y (b) en la pared inclinada para Pr = 0.7. La ĺınea continua
es el número de Nusselt local que se obtiene en este trabajo y los puntos
corrresponden a los reportados en (Basak et al., 2007).



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha presentado la teoŕıa necesaria para la implementa-
ción numérica del MLPG para problemas de flujo incompresible. Para mos-
trar esta metodoloǵıa, se utilizó la ecuación de difusión de calor en estado
transitorio en tres dimensiones y se resolvieron algunos problemas de difusión
pura. El problema f́ısico fue el de conocer la distribución de temperaturas en
una esfera hueca y esto nos sirvió, además, para validar el código compu-
tacional. En este caso se tiene la ventaja de haber utilizado un sistema de
coordenadas cartesianas en lugar de las coordenadas esféricas que son las que
comúnmente se emplean para problemas en geometŕıas esféricas.

Para poder trabajar con las coordenadas cartesianas, se utilizó el algorit-
mo del cubo-esfera para generar la posición y vecindad de los nodos dentro del
dominio. Los resultados que se obtuvieron muestran que el empleo del algo-
ritmo cubo-esfera, junto a la metoloǵıa del MLPG son capaces de dar buenos
resultados cuando se quieren resolver problemas de difusión de calor en cuer-
pos con geometŕıa esférica. Los resultados numéricos que se presentarón se
aproximan bastante con las soluciones anaĺıticas disponibles. El acoplamien-
to de estas dos metodoloǵıas nos da la posiblidad de atacar problemas de
difusión de calor cuando se tienen condiciones de frontera no homogéneas,
que es una cuestión complicada de abordar utilizando coordenadas esféricas,
además de que el tratamiento de las condiciones de frontera es fácil y directo.

En los casos en que se simula un fluido incompresible los resultados que se
presentaron fueron para bajos números de Reynolds y los campos de veloci-
dad que se obtuvieron son bastante aproximados a los dados por la solución
anaĺıtica, como fue el caso del flujo entre cilindros rotatorios concéntricos.
Los coeficientes de arrastre por fricción para el flujo que pasa sobre un cilin-



62 Conclusiones

dro que se obtuvieron con el MLPG, fueron comparados con una expresión
previamente reportada y los resultados numéricos presentados son semejan-
tes para propósitos prácticos. Los resultados que se presentaron para el caso
de convección natural en una cavidad triangular nos permite ver otra de
las ventajas de trabajar con los métodos libres de malla, sobre todo en el
momento de tratar con las condiciones de frontera en geometŕıas complejas,
como la triangular.

Por lo anterior podemos decir que algoritmo iterativo de correccion de
presiones-velocidades que se presentó, funciona adecuadamente, al menos pa-
ra el cálculo del campo de velocidades. Además ofrece varias ventajas ya que
aprovecha la naturaleza de las funciones de interpolación MLS y no despre-
cia la información de la vecindad de cada nodo, por lo que rápidamente se
alcanza convergencia. Este algoritmo iterativo tiene la ventaja de corregir
simultaneamente el campo de velocidades y el de presiones. Sin embargo es
necesario incluir en esta metodoloǵıa, algún modelo que sea capaz de encon-
trar el campo de presiones correcto y de esta forma poder manejar números
de Reynolds (de Rayleigh para convección) más altos.

El camino que queda por recorrer para presentar una teoŕıa sólida sobre
los métodos libres de malla todav́ıa es largo. En la actualidad existen de-
sacuerdos aún en la terminoloǵıa que debe manejarse e incluso en el nombres
de los métodos por la gran diversidad de métodos libres de malla que se han
desarrollado. Sin embargo, las ventajas que ofrecen son evidentes ya que re-
ducen el tiempo de cómputo al no generar el mallado computacional. Con
respecto a las desventajas, la mayor es la gran cantidad de memoria que se
requiere para invertir las matrices, que se espera se reduzcan en un futuro
con los avances en los algoritmos numéricos para invertirlas y con la ayu-
da del cómputo paralelo, ya que los métodos libres de malla son altamente
paralelizables.

Resolver numéricamente las ecuaciones de la Dinámica de Fluidos no es
una tarea fácil y se requiere más investigación sobre el empleo de los métodos
libres de malla como método numérico en la solución de estas ecuaciones. Su
futuro es prometedor ya que eliminan la dependencia del mallado y por lo
tanto se tendran ventajas al abordar problemas más complicados como los
de flujo con fronteras móviles, flujo con superficie libre, cambio de fase, etc.
que podŕıan incluso resolverse en tres dimensiones. El objetivo central de este
trabajo fue el validar el método MLPG como herramienta para la simulación
de flujos de fluidos utilizando variables primitivas para resolver las ecuaciones
de la Dinámica de Fluidos, esperando que sirva como punto de partida para
el estudio de problemas más complejos en el futuro.



Apéndice A

Algoritmo cubo-esfera

El algoritmo cubo-esfera es utilizado en este trabajo para generar las posi-
ciones y la vecindad de los nodos dentro del dominio Ω. Este algoritmo se ha
empleado como una poderosa herramienta para resolver EDPs en geometŕıas
esféricas (Ronchi et al., 1996). Esto se debe a que al resolver algún proble-
ma numéricamente usando coordenadas esféricas se presentan complicaciones
cuando se discretiza la superficie completa de la geometŕıa, especialmente en
los polos. Esta desventaja se conoce en la literatura como “el problema del
polo”.

La idea principal de este algoritmo es la descomposición de una esfera en
seis regiones identicas obtenidas por medio de la proyección de las caras de un
cubo inscrito hacia la superficie de la esfera, ver fig. A.1. Las caras laterales
son las etiquetadas I-IV y las de arriba y abajo la V y VI respectivamente.

A continuación se presentan las relaciones que nos permiten transformar
cualquier posición en la esfera hacia el cubo inscrito o viceversa, tal y como es
desarrollado en (Nair et al., 2004). Considere un cubo con lados de longitud
2a inscrito en una esfera de radio R = a

√
3 de tal manera que los ocho

vértices del cubo toquen la esfera. El cubo esta orientado de tal manera que
los ejes del sistema cartesiano (X, Y, Z) sean normales a sus caras (ver fig.
A.2).

Las coordenadas cartesianas (x, y) son las correspondientes a la cara del
cubo de tal manera que x, y ∈ [−a, +a] y (λ, θ) son las coordenadas de
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Figura A.1: Descomposición de una esfera en seis regiones, cada región se
obtiene por la proyección de las caras de un cubo inscrito hacia la superficie
de la esfera.

Figura A.2: Esquema para la transformación de posiciones de la esfera hacia
el cubo o viceversa.

longitud y latitud respectivamente, en donde:

X = R cos λ cos θ
Y = R sin λ cos θ
Z = R sin θ

(A.1)
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En la fig. A.2 se muestra solamente la cara I normal al eje X y el primer
octante del cubo. Del esquema es posible obtener las siguientes relaciones
trigonométricas:

sin θ =
Z

R
= Z, tanλ =

x

a
=

Y

X
,

Y

Z
=

x

y
,

r2 = a2 + x2 + y2 (A.2)

Relacionando las ecs. (A.1) con las ecs. (A.2) es posible escribir:

x = a tanλ
y = a tan θ sec λ

(A.3)

Las ecs. (A.3) son llamadas transformaciones gnómicas básicas entre el
cubo y su esfera circunscrita. Las leyes de transformación para las caras
restantes se obtienen rotando la esfera y se presentan detalladamente en
(Nair et al., 2004). En la siguiente tabla se presentan las ecuaciones que nos
permiten relacionar las coordenas cartesianas para las posiciones en la esfera
(X, Y, Z) y las coordenadas cartesianas para las posiciones en la cara del
cubo (x, y), empleadas en este trabajo.

Cara Transformaciones básicas Cubo-esfera Esfera-cubo

I x = a tan λ (X, Y, Z) = R
r
(a, x, y) (x, y) = a( Y

X
, Z

X
)

y = a tan θ sec λ
II x = −a cot λ (X, Y, Z) = R

r
(−x, a, y) (x, y) = (−X

Y
, Z

Y
)

y = a tan θ csc λ
III x = a tan λ (X, Y, Z) = R

r
(−a,−x, y) (x, y) = a( Y

X
, −Z

X
)

y = a tan θ csc λ
IV x = −a cot λ (X, Y, Z) = R

r
(x,−a, y) (x, y) = (−X

Y
, −Z

Y
)

y = −a tan θ csc λ
V x = a sin λ cot θ (X, Y, Z) = R

r
(−y, x, a) (x, y) = a(Y

Z
, −X

Z
)

y = −a cos λ cot θ
VI x = −a sin λ cot θ (X, Y, Z) = R

r
(y, x,−a) (x, y) = a(−Y

Z
, −X

Z
)

y = −a cos λ cot θ

Tabla A.1: Ecuaciones para la transformación de las seis caras del cubo





Apéndice B

Transformaciones de superficies

curvas

Las derivadas e integrales de volumen que aparecen en la forma débil
de la EDP a resolver deben calcularse en subdominios de forma arbitraria.
Para ello es necesario transformar el subdominio local de cuadratura ΩQi en
términos de (x1, x2, x3) en una región estandar Ωst definida en términos de
un nuevo sistema de coordenadas cartesianas (ξ1, ξ2, ξ3), por medio de un
mapeo uno a uno:

x1 = χ1(ξ1, ξ2, ξ3), x2 = χ2(ξ1, ξ2, ξ3), x2 = χ2(ξ1, ξ2, ξ3) (B.1)

En la región estandar Ωst se llevan a cabo todas las operaciones: inte-
gración, generación de las funciones de expansión MLS, definición de las
funciones de peso y derivación y luego se mapean a ΩQi. La región estandar
esta definida por un cubo de dimensiones −1 ≤ ξ1, ξ2, ξ3 ≤ 1, en donde se
colocan n = 27 nodos, como se muestra en la fig. B.1. Para las part́ıculas
que se encuentran completamente dentro del dominio f́ısico Ω la denominada
“part́ıcula piloto” se encuentra ubicada justo en las coordenadas (0, 0, 0), es-
to es, en el centro del cubo. Para los nodos que se encuentran en la frontera
Γ se tiene el mismo arreglo y solamente cambia la ubicación de la part́ıcula
piloto moviendose hacia alguno de los lados.

En este trabajo las funciones de mapeo χ1, χ2 y χ3 se definen por medio de
una representación isoparamétrica basada en las funciones de interpolación
MLS, esto quiere decir que estas funciones son utilizadas para representar
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Figura B.1: Esquema que muestra el mapeo isoparamétrico. Todos los calcu-
los se efectuan en el sistema estandar (ξ1, ξ2, ξ3) y luego se mapean a las
coordenadas f́ısicas (x1, x2, x3).

tanto a la geometŕıa del problema (coordenadas) como a las variables desco-
nocidas. Con esto en mente, podemos escribir:

uh =
n

∑

j=1

Φj(ξ1, ξ2, ξ3)uj (B.2)

en donde uh es la variable desconocida (temperaturas, presiones, velocidades,
etc.) y uj son los paramétros nodales de la variable. Para las coordenadas se
tiene:

x1 = χ1(ξ1, ξ2, ξ3) =
n

∑

j=1

Φj(ξ1, ξ2, ξ3)(x1)j (B.3)

x2 = χ2(ξ1, ξ2, ξ3) =
n

∑

j=1

Φj(ξ1, ξ2, ξ3)(x2)j (B.4)

x3 = χ3(ξ1, ξ2, ξ3) =

n
∑

j=1

Φj(ξ1, ξ2, ξ3)(x3)j (B.5)

Para evaluar las integrales de volumen sobre ΩQi que aparecen en la forma
débil se debe transformar este domino a la región estandar Ωst (Karniadakis
and Sherwin, 1999):

∫

ΩQi

u(x1, x2, x3)dx1dx2dx3 =

∫

Ωst

u(ξ1, ξ2, ξ3)|J|dξ1dξ2dξ3 (B.6)
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en donde |J| es el determinante de la matriz de Jacobi, llamado jacobiano de
la transformación. La matriz J esta definida por:

J =







∂x1

∂ξ1

∂x2

∂ξ1

∂x3

∂ξ1
∂x1

∂ξ2
∂x2

∂ξ2
∂x3

∂ξ2
∂x1

∂ξ3

∂x2

∂ξ3

∂x3

∂ξ3






(B.7)

Cada uno de los términos de la matriz J es evaluada usando el mapeo isopa-
ramétrico definido anteriormente (ecs. B.3-B.5):

∂x1

∂ξ1
=

n
∑

j=1

∂Φj

∂ξl
(x1)j

∂x2

∂ξ1
=

n
∑

j=1

∂Φj

∂ξl
(x1)j

∂x3

∂ξ1
=

n
∑

j=1

∂Φj

∂ξl
(x1)j

∂x1

∂ξ2

=
n

∑

j=1

∂Φj

∂ξl

(x2)j
∂x2

∂ξ2

=
n

∑

j=1

∂Φj

∂ξl

(x2)j
∂x3

∂ξ2

=
n

∑

j=1

∂Φj

∂ξl

(x2)j (B.8)

∂x1

∂ξ3
=

n
∑

j=1

∂Φj

∂ξl
(x3)j

∂x2

∂ξ3
=

n
∑

j=1

∂Φj

∂ξl
(x3)j

∂x3

∂ξ3
=

n
∑

j=1

∂Φj

∂ξl
(x3)j

Para encontrar las derivadas en el dominio de cuadratura local ΩQi, usa-
mos la regla de la cadena:

∂

∂x1

=
∂ξ1

∂x1

∂

∂ξ1

+
∂ξ2

∂x1

∂

∂ξ2

+
∂ξ3

∂x1

∂

∂ξ3

∂

∂x2
=

∂ξ1

∂x2

∂

∂ξ1
+

∂ξ2

∂x2

∂

∂ξ2
+

∂ξ3

∂x2

∂

∂ξ3
(B.9)

∂

∂x3

=
∂ξ1

∂x3

∂

∂ξ1

+
∂ξ2

∂x3

∂

∂ξ2

+
∂ξ3

∂x3

∂

∂ξ3

en donde las derivadas parciales de las coordenadas estandar (ξ1, ξ2, ξ3) con
respecto a las coordenadas f́ısicas (x1, x2, x3) estan dadas por:

∂ξl

∂xk

=
1

|J|

(

∂xk+1

∂ξl+1

∂xk+2

∂ξl+2

− ∂xk+1

∂ξl+2

∂xk+2

∂ξl+1

)

(B.10)

en donde los sub́ındices l y k son ciclicos, por ejemplo para l, l + 3 es equi-
valente a l (Liseikin, 1999). La expansión de la expresión anterior nos lleva
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al siguiente conjunto de ecuaciones:

∂ξ1

∂x1

=
1

|J|

(

∂x2

∂ξ2

∂x3

∂ξ3

− ∂x2

∂ξ3

∂x3

∂ξ2

)

∂ξ1

∂x2

= − 1

|J|

(

∂x1

∂ξ2

∂x3

∂ξ3

− ∂x1

∂ξ3

∂x3

∂ξ2

)

∂ξ1

∂x3
=

1

|J|

(

∂x1

∂ξ2

∂x2

∂ξ3
− ∂x1

∂ξ3

∂x2

∂ξ2

)

∂ξ2

∂x1
= − 1

|J|

(

∂x2

∂ξ1

∂x3

∂ξ3
− ∂x2

∂ξ3

∂x3

∂ξ1

)

∂ξ2

∂x2
=

1

|J|

(

∂x1

∂ξ1

∂x3

∂ξ3
− ∂x1

∂ξ3

∂x3

∂ξ1

)

∂ξ2

∂x3
= − 1

|J|

(

∂x1

∂ξ1

∂x2

∂ξ3
− ∂x1

∂ξ3

∂x2

∂ξ1

)

∂ξ3

∂x1

=
1

|J|

(

∂x2

∂ξ1

∂x3

∂ξ2

− ∂x2

∂ξ3

∂x3

∂ξ1

)

∂ξ3

∂x2

= − 1

|J|

(

∂x1

∂ξ1

∂x3

∂ξ2

− ∂x1

∂ξ2

∂x3

∂ξ1

)

∂ξ3

∂x3
=

1

|J|

(

∂x1

∂ξ1

∂x2

∂ξ2
− ∂x1

∂ξ2

∂x2

∂ξ1

)

Para propósitos de programación, la derivada de una función u puede
escribirse en forma matricial de acuerdo a las ecs. (B.9) como:





∂u
∂ξ1
∂u
∂ξ2
∂u
∂ξ3



 =







∂x1

∂ξ1

∂x2

∂ξ1

∂x3

∂ξ1
∂x1

∂ξ2
∂x2

∂ξ2
∂x3

∂ξ2
∂x1

∂ξ3

∂x2

∂ξ3

∂x3

∂ξ3











∂u
∂x1

∂u
∂x2

∂u
∂x3



 = J





∂u
∂x1

∂u
∂x2

∂u
∂x3



 (B.11)

Se han presentado las ecuaciones básicas para las transformaciones de
superficies curvas en tres dimensiones. Las transformaciones para el caso bi-
dimensional son más sencillas que las presentadas y pueden obtenerse fácil-
mente. Tambien se ha expuesto como se evaluan las derivadas y las integrales
de volumen. El cálculo de las integrales de superficie que aparecen también
aparecen en la forma débil de una EDP merecen un tratamiento aparte y
por ello se presentan en el siguiente apéndice, sin embargo, alĺı se hará uso
de muchas de los conceptos y expresiones que se han presentado en este
apartado.



Apéndice C

Transformaciones de vectores e

integrales de superficie

Para evaluar las integrales de superficie que aparecen en la forma débil de
una EDP es necesario encontrar el vector normal unitario n = n1i1 + n2i2 +
n3i3 a la superficie ΓQi que encierra al subdominio local de cuadratura ΩQi

y la diferencial de superficie dΓQi. Cada uno de los puntos de cuadratura de
GLL que se definen sobre la superficie ΓQi de acuerdo al orden de integración,
tiene un vector n asociado.

Las componentes del vector n estan dadas por los vectores contravariantes
gi que son normales a las coordenadas curvas. Si hacemos uso de las funciones
de mapeo introducidas en el apéndice B, tenemos:

gi =
∂ξi

∂x1
i1 +

∂ξi

∂x2
i2 +

∂ξi

∂x3
i3 (C.1)

El desarrollo que se presenta a continuación es para expresar una diferencial
de superficie dΓQi en términos de las coordenadas estandar (ξ1, ξ2, ξ3). Como
se mencionó en el apéndice B, el dominio de cuadratura local ΩQi es una
región en el espacio f́ısico encerrada por seis superficies (ver fig. B.1).

En el sistema de coordenadas cartesianas del dominio f́ısico, un cambio
diferencial del vector de posición p esta dado por:

dp = dx1i1 + dx2i2 + dx3i3 (C.2)

y la métrica del espacio ds2 en términos de la expresión anterior es:

ds2 = dp · dp = dxidxi (C.3)
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en donde el sub́ındice i sigue las reglas de la sumatoria. Para las coordenadas
estandar podemos escribir dp como:

dp = dξigi (C.4)

en donde gi son los vectores contravariantes los cuales son tangentes a las
superficies. De igual manera, la métrica del espacio ds2 es:

ds2 = dp · dp = dξigi · dξjgj = gijdξidξj (C.5)

De la ec. (C.4) se tiene:

gi =
dp

dξi
=

∂p

∂xj

∂xj

∂ξi
=

∂xj

∂ξi
ij (C.6)

entonces gij esta dado por:

gij = gi · gj =
∂xk

∂ξi

ik ·
∂xl

∂ξj

il =
∂xk

∂ξi

∂xk

∂ξj

(C.7)

La matriz gij es llamada tensor métrico covariante del dominio f́ısico a las
coordenadas estandar. Este nos permite defninir una métrica de la distancia
ds con respecto a las coordenadas estandar:

ds =
√

gijdξidξj (C.8)

Una diferencial de área dΓQi en términos de las coordenadas estandar, en
donde ξi es una constante, se obtiene por medio de:

dΓQi = |gj × gk|dξjdξk (C.9)

donde los sub́ındices i, j y k son ćıclicos. Sin embargo:

|gj × gk|2 = (gj × gk) · (gj × gk)

usando la identidad vectorial:

(a× b) · (c × d) = (a · c)(c · d) − (a · d)(b · c)

tenemos:

|gj × gk|2 = (gj · gj)(gk · gk) − (gj · gk)(gk · gj) = gjjgkk − g2
jk
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entonces podemos reescribir la ec. (C.9) como:

dΓQi =
√

gjjgkk − g2
jkdξjdξk (C.10)

en donde i, j y k son ćıclicos. El elemento de superficie normal a cada direc-
ción xi en términos de las coordenadas estandar esta dado por:

dΓ1
Qi =

√

g22g33 − g2
23dξ2dξ3 (C.11)

dΓ2
Qi =

√

g33g11 − g2
31dξ3dξ1 (C.12)

dΓ3
Qi =

√

g11g22 − g2
12dξ1dξ2 (C.13)





Apéndice D

Forma débil de las ecuaciones

de Navier-Stokes

A continuación se presentan los desarrollos para obtener la forma débil
de las ecuaciones de Navier-Stokes para el flujo de un fluido incompresible
en estado estacionario bidimensional. En términos generales se seguirá el
procedimiento que se utilizó con la ecuación de difusión de calor en la sección
2.3.

Ecuación de continuidad:
∂ui

∂xi
= 0 (D.1)

Ecuaciones de cantidad de movimiento:

ρuj
∂ui

∂xj
= − ∂p

∂xi
+ ρgi +

∂τij

∂xj
(D.2)

Ecuación de la enerǵıa:

ρcpui
∂T

∂xi
− k

∂2T

∂xi∂xi
= 0 (D.3)

en donde τij es el tensor de esfuerzos cortantes dado por:

τij = µ

(

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)

(D.4)

ui es el campo de velocidades (m/s), p es el campo de presiones (N/m2), T
es el campo de temperaturas (K), ρ es la densidad del fluido (kg/m3), µ es
la viscosidad dinámica (kg/m · s), k es la conductividad térmica (W/m · K),
y cp es el calor espećıfico (J/kg · K).
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D.1. Forma débil de la ecuación de continui-

dad

Primero se obtiene el residual pesado a partir de la ec. (D.1) y se iguala
a cero (WRM, sec.2.1):

∫

ΩQ

∂uj

∂xj

wdΩQ = 0 (D.5)

Posteriormente utilizando integración por partes es posible escribir la ec.
(D.5) como:

∫

ΩQ

∂uj

∂xj
wdΩQ =

∫

ΩQ

∂

∂xj
(ujw)dΩQ −

∫

ΩQ

uj
∂w

∂xj
dΩQ, (D.6)

Aplicando el teorema de Gauss:
∫

ΩQ

∂

∂xj
λdΩQ =

∫

ΓQ

λnjdΓQ (D.7)

al primer miembro del lado derecho de la ec. (D.6), donde λ = ujw, podemos
escribir:

∫

ΩQ

∂uj

∂xj
wdΩQ =

∫

ΓQ

ujwnjdΓQ −
∫

ΩQ

uj
∂w

∂xj
dΩQ

donde nj son las componentes del vector normal unitario a la superfie dΓQ.
Finalmente la forma débil de la ecuación de continuidad está dada por:

∫

ΩQ

uj
∂w

∂xj
dΩQ −

∫

ΓQ

ujwnjdΓQ = 0 (D.8)

D.2. Forma débil de las ecuaciones de canti-

dad de movimiento

De la ec. (D.2) el residual pesado, está dado por:
∫

ΩQ

(

ρuj
∂ui

∂xj
+

∂p

∂xi
− ρgi −

∂τij

∂xj

)

wdΩQ = 0 (D.9)

desarrollando:

ρ

∫

ΩQ

uj
∂ui

∂xj
wdΩQ +

∫

ΩQ

∂p

∂xi
wdΩQ −

∫

ΩQ

ρgiwdΩQ

−
∫

ΩQ

∂τij

∂xj

wdΩQ = 0 (D.10)
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Integrando por partes y posteriormente aplicando el teorema de Gauss (ec.
D.7, donde λ = p) al término de las presiones de la ec. (D.10), se tiene:

∫

ΩQ

∂p

∂xi
wdΩQ =

∫

ΓQ

pwnidΓQ −
∫

ΩQ

p
∂w

∂xi
dΩQ (D.11)

Aplicando el mismo procedimiento al término que contiene el tensor de es-
fuerzos cortantes (donde λ = τij):

∫

ΩQ

∂τij

∂xj

wdΩQ =

∫

ΓQ

τijwnidΓQ −
∫

ΩQ

τij
∂w

∂xi

dΩQ (D.12)

Sustituyendo las ecs. (D.11)–(D.12) en (D.10), y reordenando términos, po-
demos escribir finalmente la forma débil de la ecuación de cantidad de mo-
vimiento:

ρ

∫

ΩQ

uj
∂ui

∂xj
wdΩQ −

∫

ΩQ

p
∂w

∂xi
dΩQ +

∫

ΓQ

pwnidΓQ

−ρ

∫

ΩQ

giwdΩQ +

∫

ΩQ

τij
∂w

∂xj
dΩQ −

∫

ΓQ

τijwnjdΓQ = 0 (D.13)

D.3. Forma débil de la ecuación de la enerǵıa

De la ec. (D.3), el residual pesado, está dado por:

∫

ΩQ

(

ρcpuj
∂T

∂xj
− k

∂2T

∂xj∂xj

)

wdΩQ = 0 (D.14)

desarrollando:

ρcp

∫

ΩQ

uj
∂T

∂xj
wdΩQ − k

∫

ΩQ

∂2T

∂xj∂xj
wdΩQ = 0 (D.15)

Integrando por partes y posteriormente aplicando el teorema de Gauss (ec.
D.7, donde λ = ∂T

∂xj
w) al término de segundo orden de de la ec. (D.15) se

tiene:

k

∫

ΩQ

∂2T

∂xj∂xj

wdΩQ = k

∫

ΓQ

∂T

∂xj

wnjdΓQ − k

∫

ΩQ

∂T

∂xj

∂w

∂xj

dΩQ (D.16)
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Sustituyendo la ec. (D.16) en la ec. (D.15), y reordenando términos, podemos
escribir finalmente la forma débil de la ecuación de la enerǵıa:

ρcp

∫

ΩQ

uj
∂T

∂xj
wdΩQ + k

∫

ΩQ

∂T

∂xj

∂w

∂xj
dΩQ

−k

∫

ΓQ

∂T

∂xj

wnjdΓQ = 0 (D.17)
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Lista de śımbolos

Alfabeto Español

dmax parámetro de suavizado [m]
h coeficiente de transferencia de calor [W/m2·K]
k conductividad térmica [W/m·K]
N número total de nodos
n vector normal unitario [ ]
p campo de presiones [N/m2]
p′ corrección al campo de presiones [N/m2]

Q̇ fuente de calor [W/m2]
q flujo de calor por unidad de superficie [W/m2]
T vector de temperaturas desconocidas [K]
T campo de temperaturas dado [K]
T temperatura [K]
T0 campo de temperaturas en t = 0 [K]
t tiempo [s]
u = (u1, u2, u3) campo de velocidades [m/s]
u′

1, u
′
2, u

′
3 correcciones al campo de velocidades [m/s]

x = (x1, x2, x3) coordenadas espaciales [m]

Śımbolos Griegos

α difusividad térmica [m2/s]
β coeficiente de expansión volumétrica [1/K]
ρ densidad del fluido [kg/m3]
ν viscosidad cinemática [m2/s]
µ viscosidad dinámica [N·s/m2]
ξ1, ξ2, ξ3 coordenadas cartesianas en la región estandar [m]



XIV Lista de śımbolos

Supeŕındices

′ corrección de una variable
˙ derivada temporal
h aproximación de una función
T transpuesta de una matriz o vector

Sub́ındices

i nodo piloto, renglón de una matriz
j nodos vecinos, columnas de una matriz
( ),k = ∂( )/∂xk derivación espacial

Números Adimensionales

Nui Número de Nusselt promedio en la pared inclinada
Nui Número de Nusselt local en la pared inclinada
Nuv Número de Nusselt promedio en la pared vertical
Nuv Número de Nusselt local en la pared vertical
Pr Número de Prandtl
Ra Número de Rayleigh
Re Número de Reynolds

Abreviaturas

DFC Dinámica de Fluidos Computacional
EDP Ecuación Diferencial Parcial
GLL Gauss-Lobatto-Legendre
MDF Método de las Diferencias Finitas
MEF Método del Elemento Finito
MVF Método del Volumen Finito
MLPG Meshless Local Petrov-Galerkin
MLS Moving Least Squares
WRM Weighted Residual Method
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