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1. INTRODUCCION

En el presente trabajo, como su nombre lo indica, se aborda el proble-
ma de diseno de control para sistemas con perturbaciones no acopladas. El
problema de disenio de control para sistemas no lineales con incertidumbres
es un problema atun abierto a propuestas de nuevas soluciones. Cuando se
trata de perturbaciones que cumplen la condicién de acoplamiento, existen
diferentes técnicas que permiten alcanzar cierto nivel de robustez del con-
trol disenado. El rediseno de Lyapunov y el control por modos deslizantes
(Utkin 1992), por ejemplo, son técnicas en las que el control obtenido es
discontinuo y que pueden asegurar robustez a perturbaciones acopladas, sin
embargo cuando se habla de incertidumbres o perturbaciones no acopladas la
técnica mas usada para el diseno es la conocida con el nombre de backstepping
(Kokotovié et al. 1991).

El backstepping es un procedimiento recursivo que combina la obtencion de
una funcién de Lyapunov con el diseno por realimentacion, en esta técni-
ca el problema de diseno para el sistema completo se separa en una serie
de subsistemas de menor orden, que incluso pueden llegar a ser escalares.
Aprovechando que para sistemas de menor orden y sistemas escalares hay
una mayor flexibilidad de diseno, se puede resolver el problema de estabi-
lizacion, seguimiento y control robusto con condiciones menos restrictivas que
las que exigen otros métodos. El backstepping se puede aplicar en sistemas

con estructura triangular, al menos a bloques. Dicha estructura es tal que



cada estado puede ser controlado por otro, es decir que algunos estados son
usados como control virtual, en una forma escalonada, hasta llegar al estado
en el que aparece la entrada de control real. Se puede ver como una conexiéon
en cascada donde el primer estado tiene como entrada un segundo estado a
través de un integrador, este segundo estado a su vez, tiene como entrada un
tercero, también a través de integrador, y asi sucesivamente hasta llegar al

estado en el que aparece la entrada de control real.

El procedimiento de diseno consiste en tomar el primer subsistema y aprove-
chando la estructura del sistema disenar un control suave, que lo estabilice.
Luego se busca una funcion de Lyapunov para este primer control virtual que
asegure la estabilidad asintotica del primer subsistema. Enseguida se procede
a hacer un cambio de coordenadas tal que la derivada del primer control
virtual aparece ahora en el segundo subsistema. Lo que se obtiene después
del cambio de coordenadas es que el primer subsistema es estable cuando su
entrada es cero. Para el segundo subsistema se procede a disenar un con-
trol agregandole a la funcion de Lyapunov, conocida del primer subsistema,
un término que depende de la variable introducida para hacer el cambio de
coordenadas antes mencionado. Al calcular la derivada de la funcién de Lya-
punov a lo largo de las trayectorias del sistema se elige el control de tal forma
que asegure que dicha derivada sea negativa, es decir que asegure estabilidad
asintotica. Este procedimiento se repite hasta llegar a la entrada de control re-
al. En presencia de perturbaciones desacopladas, con la condicion de que sean

acotadas por la norma del estado, es posible asegurar estabilidad asintética.
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Estado del Arte

Como se puede apreciar por lo arriba mencionado, el backstepping hace del
diseno por retroalimentaciéon un procedimiento sistematico que involucra una
transformacién de coordenadas paso a paso y la obtencién, en cada paso, de
un control virtual basado en una funciéon de Lyapunov. El problema es que se
llega a leyes de control complejas que demandan gran capacidad de computo,
que se incrementa con el orden del sistema, por lo que en ocasiones no es rea-
lizable, practicamente hablando. Tratando de solucionar esta desventaja se
han propuesto esquemas que combinan el disenio por backstepping con otras
técnicas de control robusto, especialmente el control de estructura variable
(Freeman y Kokotovi¢ 1993), (Liu y Zinober 1996).

En (Bartolini et al. 2000) se estudia la combinacion del control por modos
deslizantes de segundo orden con backstepping, esto con el objetivo de reducir
la demanda de céalculo del backstepping. Después en (Ferrara y Giacomini
2001) se vuelve a estudiar esta combinacién, pero en este articulo lo que se
busca es aplicar modos deslizantes de segundo orden a sistemas con pertur-
baciones no acopladas. El procedimiento de diseno es igual al de backstepping
con la diferencia de que es detenido en el paso n — 1 y se introducen dos
nuevas variables obtenidas mediante la apropiada seleccion de la superficie de
deslizamiento. Los resultados obtenidos aseguran estabilidad asintotica local-
mente. En (Scarrat y Zinober 2000) se extiende la viabilidad de la aplicacién
de un diseno que combina modos deslizantes y backstepping, a sistemas que
no estan en la forma triangular, con la condicién de que sean observables y
de fase minima, separando el diseno del control de la identificacion de los
parametros con incertidumbre; los efectos desestabilizadores de la identifi-
cacion se compensan mediante la introduccion de amortiguamiento no lineal.

En (Koshkouei y Zinober 2000) se sortea la condicién de fase minima para
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sistemas que pueden ser transformados a una forma especial (forma de re-
troalimentacion semiestricta). Todos estos trabajos se basan esencialmente
en el diseno por backstepping y solo en los pasos finales introducen el control

por modos deslizantes.

El control por modos deslizantes, que como se ha mencionado no compensa
perturbaciones desacopladas (Drazenovic 1969), también ha sido combinado
con otras técnicas de control con el fin de robustificar el diseno ante pertur-
baciones no acopladas (Davis y Spurgeon 1993). En (Choi 2003) se desarrolla
un método de diseno en el que la superficie de deslizamiento es conmuta-
da usando un criterio basado en desigualdades matriciales lineales (LMI).
En lo que se refiere a la eleccién de la matriz de proyeccién, (Castanos y
Fridman 2006) propone un método de eleccién que asegura que las pertur-
baciones desacopladas no seran amplificadas y se minimiza su efecto, en este

método se combina el control H,, con control por modos deslizantes integrales.

El problema de control robusto para sistemas en la forma no lineal con-
trolable por bloques (forma NCB) (Loukianov y Utkin 1981), es abordada en
(Loukianov 2002) en donde se aplica modos deslizantes para compensar la
incertidumbre acoplada y la dindamica de orden reducido que se obtiene, una
vez que se alcanza el modo deslizante, es estabilizada mediante el enfoque
de alta ganancia. Para ello se realiza una transformacién de coordenadas
adicional a la forma NCB, la cual lleva al sistema a una forma lineal, y se
introduce la nueva dinamica deseada. Los parametros de la forma lineal se
eligen lo suficientemente grandes, en forma jerdarquica, y tomando en cuen-
ta la cota de las perturbaciones, para que la dinamica estable domine a la
dinamica de las perturbaciones, logrando acotamiento final de las soluciones.
En esta misma linea en (Huerta-Avila et al. 2007), se estudia una aplicacion

practica de compensacion de perturbaciones desacopladas en el control des-
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centralizado de generadores sincronos. El esquema propuesto combina control
por bloques (Loukianov 1998), control integral por modos deslizantes (Utkin
et al. 1999) y control por modos deslizantes anidados (Adhami-Mirhosseini
y Yazdanpanah 2005). Las dos ultimas se aplican para suprimir las pertur-
baciones desacopladas. Siguiendo la técnica de control por bloques algunos
estados son usados como controles virtuales. De nuevo se realiza una trans-
formacién de coordenadas que introduce una dinamica lineal pero ademaés se
incluye un término adicional destinado a compensar las perturbaciones de-
sacopladas. Debido a esta transformacién es necesario que cada control virtual
sea suave, ya que es necesario diferenciarlo, por lo que en el término adicional
se usa la funcién sigmoide en lugar de la funcién signo, lo cual provoca pérdi-

da de exactitud.

Planteamiento del problema

Hasta aqui, se han mencionado trabajos que combinan diferentes técnicas
para disenar controles robustos ante perturbaciones desacopladas. A excep-
cion de los métodos que se concentran en la seleccion de la matriz de proyec-
cién, todos los otros usan la idea de control virtual. Con backstepping se corre
el riesgo de llegar a leyes de control tan complejas que el calculo numérico
demande una capacidad de cédlculo enorme. Por otra parte, debido a la necesi-
dad de diferenciar cada control virtual, es necesario que estos sean suaves por
lo que no es posible aplicar en ellos modos deslizantes estandar, empleados en
gran variedad de aplicaciones por sus caracteristicas de robustez y tiempo de
convergencia finito. Esta dificultad puede eludirse sin tener que recurrir a la
introduccién de funciones sigmoide. La solucién que en esta tesis se propone
es utilizar modos deslizantes de alto orden (Fridman y Levant 2002). Los mo-

dos deslizantes de alto orden fueron desarrollados para superar el problema
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de castaneo (chattering) de los modos deslizantes estdndar. Dicho problema
se presenta principalmente debido retardos en la conmutacion y a dinamica
no modelada que incrementa el grado relativo del sistema y provoca pertur-
baciones del modo deslizante ideal. Se han hecho grandes avances en esta area

que hacen posible la aplicacion practica de estos controladores de alto orden.

Contribucion de la tesis

El algoritmo de diseno que aqui se propone es aplicable a sistemas en la
forma de retroalimentacién estricta (Krstic et al. 1995), (Khalil 2002). No
necesita transformacién de coordenadas y logra seguimiento exacto en tiem-
po finito de la senal deseada en presencia de perturbaciones no acopladas.
El tipo de control por modos deslizantes de alto orden usado aqui es el lla-
mado cuasi continuo, el cual tiene la caracteristica de ser discontinuo tnica
y exclusivamente en la variedad de deslizamiento correspondiente, la cual
esta determinada por el orden del controlador. El diseno se realiza en una
forma jerarquica, definiendo en el primer paso la dinamica deseada para la
salida mediante la senal de referencia y en cada paso subsecuente la dindmi-
ca de cada estado estda determinada por el anterior con lo que el disenioo es

sistemaético.

Estructura de la tesis

Este trabajo presenta una algoritmo para de disenar controladores robus-
tos ante perturbaciones no acopladas mediante el uso de modos deslizantes

de alto orden. Esta organizado de la siguiente manera:

En el capitulo 2 se presentan una serie de conceptos que posteriormente

son utilizados en el algoritmo de diseno. El capitulo consta de cuatro secciones
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en las que se presenta el concepto de grado relativo, después se introduce la
transformacion de coordenadas que lleva a un sistema no lineal, afin en el con-
trol, de una forma general a la forma no lineal controlable por bloques y un
caso particular de ésta llamada forma de retroalimentacion estricta. La parte
final introduce los conceptos sobre inclusiones diferenciales y homogeneidad,
conceptos en los que se fundamentan los controladores por modos deslizantes

de alto orden.

En el capitulo 3 se describe el algoritmo de diseno propuesto, se da la
prueba de convergencia y se presentan los resultados obtenidos en simulaciéon

para validar los resultados tedricos.

Por ultimo en el capitulo 4 se presentan las conclusiones generales, se
discuten los resultados obtenidos y las lineas de trabajo futuro que permitirian

complementar o generalizar dichos resultados.
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2. ANTECEDENTES

La finalidad de este capitulo, es introducir el tipo de sistemas para los
que es aplicable el esquema de control propuesto y estudiar los conceptos
matematicos en los que se basa dicho diseno. En la primera seccién se da
la definicién de grado relativo (Isidori 1989). En la segunda seccién se des-
cribe una transformacién que hace posible llevar a un sistema no lineal, en
forma general, a la forma no lineal controlable por bloques (forma NCB)
(Loukianov 2002). También en esta segunda seccién se dan las condiciones ba-
jo las cuales dicha transformacion es realizable. La importancia de la transfor-
macién a la forma NCB es que el esquema de compensacion de perturbaciones
desacopladas propuesto, es aplicable a sistemas cuyo modelo tiene una forma
que es un caso particular de la forma NCB, llamada forma de retroalimenta-
cién estricta (Khalil 2002), que es definida en la tercera parte de este capitulo.
En la seccion 4 se introducen conceptos referentes a inclusiones diferenciales y
sus soluciones, se dan las definiciones de homogeneidad y de orden del modo
deslizante. En las tultimas dos secciones se estudian las propiedades de homo-
geneidad de los modos deslizantes de alto orden y finalmente se presenta el

control cuasi continuo por modos deslizantes de alto orden.

2.1. Grado relativo

A lo largo del presente trabajo el concepto de grado relativo de un sistema
es utilizado frecuentemente. Es por ello que se incluye aqui su definicion for-

mal, primero para sistemas con una entrada una salida y luego para sistemas



2.1 Grado relativo 9

con miultiples entradas y multiples salidas.

Considérese el siguiente sistema no lineal con una entrada y una salida
&= f(z)+g(x)u
y = hix) (2.1)

donde f, g, h son suficientemente suaves en D C R" (f,g son campos vecto-

riales). La derivada de la salida estd dada por

. Oh

g =5/ (@) +g(@)u] 2 Lyh(z) + Loh(@)u
donde Lyh(z) = 9 f(x) se denomina la derivada de Lie de & con respecto a
f (o alo largo de f), de forma analéga Lyh(z) = 2g(z) es la derivada de

Lie de h con respecto a g. Esta notacion es conveniente cuando se realizan
diferenciaciones repetidas, ya sea respecto del mismo o respecto de otro campo
vectorial. Suponiendo que Lyh(z) = 0, al calcular la segunda derivada de y

se tiene

d(Lysh)
ox

Si el término que multiplica a la entrada es distinto de cero, se dice que el

j= [f(2) + gla)u] = L2h(x) + LyLsh(x)u

grado relativo del sistema es 2. Tomando en cuenta lo arriba mencionado, se

introduce ahora la definicién de grado relativo.

Definicién 2.1.1 (Isidori 1989) Se dice que el sistema tiene grado re-

lativo v en un punto x° si
1. LyLh(z) = 0 para toda x en una vecindad de z° y toda k <r — 1.
2. LgL' ' h(z) # 0

Lo anterior significa que la entrada aparece por primera vez en la r-ésima
derivada total de la salida y. Nétese que pueden existir puntos donde el grado

relativo no estd definido.
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2.1 Grado relativo 10

Considérese el sistema multivariable ([2.2]), por facilidad unicamente se consi-

deraran aquellos sistemas con el mismo nimero de entradas y de salidas.

& = flx)+g(@)u

y = hiz) (22)
con x € R" y donde
u = (ug,..., un)"
yo= (Wym)”
9(x) = lo(z) ... gm(x)]; g(x) € R
h(z) = (hi(2),..., hp(2)"
Definicién 2.1.2 (Isidori 1989) Se dice que el sistema tiene grado re-
lativo vectorial (ry,...,rm) en un punto z° si

1.
Ly, Lihi(z) =0

paral <j<m, 1 <i<m, k<r;—1, y para toda x en una vecindad

de .

2. La matriz A(z) € R™™ es no singular en x = x°

Lo L} 'hy(x) ... Ly, L} 'hy(x)
Alz) = LglL?Tth(ZB) . LgmL?._lhz(x) (2.3)
I LglL;m;lhm(x) LgmL’}m;lhm(x) |
Cada uno de los ntimeros ry,...,r, estd asociado al i-ésimo canal de salida

del sistema. Por definicién para toda k < r; — 1 el vector renglén

[Lg, L5hi(x) ... Ly, Lihi(z)]
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2.2 Transformacién a la forma no lineal controlable por bloques 11

es cero para toda x en una vecindad de 2° y para k = r;—1, este vector tiene al
menos un elemento diferente de cero en z; esto es implicado por la condicién
de no singularidad de A y no a la inversa es decir: la existencia de al menos un
elemento diferente de cero en cada renglén no implica la no singularidad de A.
Esta condicién de no singularidad, aunque muy restrictiva, es muy importante
y puede verse como la versién multivariable de la condicién LgL;’lh(x) #0
del caso escalar. Como consecuencia de la primera condicion se tiene que para
cada 1, existe al menos un valor de j tal que el sistema (una entrada y una
salida) con entrada u; y salida y; tiene exactamente grado relativo r; en x°
y para cualquier otro valor de j (i.e. de entrada) el correspondiente grado

relativo, si existe, necesariamente es mayor o igual a r;.

2.2. Transformacion a la forma no lineal controlable por

bloques
Considérese el siguiente sistema
&= f(z,t) + Bz, t)u + g(z,1t) (2.4)

donde x € X C R" es el vector de estados, u € U C R™ es el vector de
control, el mapeo g(z,t) es desconocido y caracteriza perturbaciones externas
y variaciones de los parametros. Se supone a los campos vectoriales f, g y las
columnas de B como mapeos suaves y acotados de clase C[c(’foo], f(0,t)=0y
el rango de B(x,t) = m, para toda x € X y ¢t > 0. Se desea llevar al sistema
no lineal afin en el control descrito por , a la forma NCB. Esto se logra
aplicando el método de transformacién integral (Loukianov y Utkin 1981), el

cual se describe a continuacién.
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2.2 Transformacién a la forma no lineal controlable por bloques 12

La forma NCB, formada por r bloques, se presenta en la ecuacion ([2.5))

Ty = f1<x17t)+Bl(x17t)x2+gl($1,t)
:tr = fr(:i‘T’t) +BT(fT7t)u+gr(jrat)

donde z se descompone en x = (z, T, ..., 1,)"

- T
, T = (@1, .., x)", x; es un
vector de n; renglones; los indices (nq,ng,...,n,) definen la estructura del

sistema y cumplen con:
.
n<ny<...<n.<m y Znizn
=1

ademas
rango B;=mn; Yre X CR" y te€[0,00), i=1,...,7.

El método de transformacion integral para llevar a cabo la descomposicién
de la ecuacion (2.4)) a la ecuacién ([2.5)) consiste en un procedimiento iterativo

que consta de una serie de pasos:

Paso 1. Suponga que la matriz B en (12.4)) puede descomponerse a la forma
B4 ()

, con B, € Rv*m
BT(')

siguiente: B(:) =

donde rango B, = rango B =n, <m Vr € X y Vt > 0, se realiza un
cambio de coordenadas tal que el estado se divide en x = (z,_,2,)T, x, €
X, CR"™ z,_;€X,_; C R"™. Larazén de esta descomposicién es poder

llevar el sistema a la forma regular:

Tpog = fT—l(IT’—17 t) + Br—l(xr—ly t)a:r + gr—l('rr—la t)
x‘)r = fr(xrflv Ty, t) + Br(mrfla Ly, t)u + gr(xrfla Ly, t)

Para lo cual se hacen las siguientes suposiciones:
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2.2 Transformacién a la forma no lineal controlable por bloques 13

S1) El mapeo desconocido g(z,t), que representa las perturbaciones, puede
descomponerse para dejar separadas las perturbaciones acopladas de las

desacopladas, es decir:
glx,t) = g*(zp_1, 2, t) + g4 (2,1, 1)

con g*(x,t) € spanB(x,t), lo cual representa perturbaciones acopladas.
S2) El sistema (12.6)) es completamente integrable (Isidori 1989)

Q.(d) = dr,1+ A(xp_y, 2, t)dz, =0 (2.6)
donde A,(z,t) = B, i(z,t)B}(x,t)

donde ©,(d) es una forma diferencial, ¢ es un parametro, B;- = BY[B, B!
es la pseudoinversa de B,.. Bajo esta suposicién es posible demostrar que
una solucién de la ecuacién (2.6)) estd dada por:

_ _ _ 0p _

Tt = @r(xet, ), @ = (Qr1,- .- ,gpm_m)T, rango 6_g =n—1n,
donde ¢ es un vector de n — n, constantes de integracion. Usando el
teorema de funciones implicitas, puede obtenerse este vector como ¢ =
Or(Tr_1, T, 1), ©r = (Pr1s -+ @rnn.)? y tomando un cambio local de
variables 4., = ¢.(z,_1,,,t), y bajo la suposicién de separabilidad

del mapeo ¢g(-) es posible transformar al sistema ([2.4]) en:

i,y = fla(@ g xet) 4 g (2, t)
i'r = fr(x;_l,xr,t)+Br(x;_l,xr,t)u+gr(x;_1,xr,t)

. , !/ , .
S3) Si ademas el mapeo f, ; es afin en su segundo argumento es decir:

fvi—l(x:"—h T, t) = f:—1(I;—17 t) + B:"—l(x;—la t)xT
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2.2 Transformacién a la forma no lineal controlable por bloques 14

Entonces se pueden considerar tres casos, respecto al rango de Bl._(+):

1) rango B._,(-) =0
2) rango B._{(-) =n,_1 =n — 0,
3) rango B._,(-) = ny—1 <N — Ny

En el primer caso se tiene un sistema no controlable por lo que en lo sub-
secuente se considera que el sistema es localmente controlable. En el segundo

, . ’ " ’
caso, después de definir z, 1 =2, 4, fro1 = f,_1, Br-1 = B_{, Y gr—1 =

gr_y, sellega a:
:‘Urfl = frfl(xrfly t) + Br71<xr717 t)xr + grfl(xrflu t)
i = fo(Tro1, 0, t) + Br(@r—1, T, )u + g (@1, 70 t) (2.7)
si se estaen el segundo caso la descomposicién terminaria aqui.
Para la tercera posibilidad, se vuelve a realizar una descomposicion, en forma
andloga a la anteriormente descrita, que separe a las perturbaciones que son
acopladas de las desacopladas cuando se toma a x, como control ficticio.

Supongase que el procedimiento se repite ¢ veces, entonces:

Paso q. Se tiene el siguiente sistema obtenido en el paso ¢ — 1:
’i:"—q = f;—q(x:ﬂ—w t) + B:ﬂ—q<x:ﬂ—q7 t)];?"*lfrl + g;—q('x;—qa t) (28>
'I'i = fi(m;—w <oy Ly t) + Bi(x;—qa <oy Ly t)$i+1 + gi(x;—qa <oy Ly t)
it=r—q+1,...,r—1
T = fo(h g mpt) + Be(a, o ap tu+ gr(2h . 2, 1)(2.9)
Suponiendo que rango B;_q % 0, esto es que el sistema es localmente
controlable, entonces se descompone el subsistema (2.8 en:
jjr—q—l = fr—q—l(xr—q—la t) + Br—q—l(a:r—q—l? t)xr—q + gr—q—1<xr—q—1; t)

-i'rfq = frfq(xrqula Lr—q, t) + Brfq(xrqula Lr—q, t)xr7q+1 + grfq(ajrqul; Tr—gq, t)
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2.2 Transformacién a la forma no lineal controlable por bloques 15

donde z,_, = (Zr—q-1,%r—g)", Trqg € Xo—g C R™, xp_ g1 € Xjg1 C

R ="M rango B,_, = n,. Para lo cual se han generalizado las suposi-

ciones S1 y S2 denotadas para este paso Sql y Sq2:
Sql) El mapeo desconocido g,_,(z,t), puede descomponerse en:
Gr_g(@,t) = g0 (g1, gy ) + G (Tr_g1, )
donde g;_ (z,t) € spanB,_ (z,t).
Sq2) El sistema es completamente integrable (Isidori 1989)
Qd) = drr_g1 + Ar_g(xr_go1, g, t)dx,—y = 0 (2.10)

donde A,_, = —BT_q_lB:“_q

Entonces es posible hacer un cambio local de coordenadas, dado por

"

T = Prq(T) 41, Tr—g, 1), tal que el sistema queda descrito por:

r—q—1
i"/r‘—q—l = ;—q—l(x;’—q—h Lr—q; t) + g;—q—l(gj'/r—q—h t)
jji = fi(l’;_q_l,...,l’i,t)‘f’Bi(fﬂ;_q_l,---,xi:t)xﬂrl +gi(m;—q—17"'71"i:t>
t=r—q,...,7r—1
T = fr(@ gy T t) F B ut (T, T )

Si se hace ahora una generalizacion de la suposicion S3:

Sq3) El mapeo f/_, ; es afin en su segundo argumento es decir:
f;—q—l(m;—q—h Lr—q; t) = f7l’/—q—1(x;“—q—1’ t) + B;—q—l(‘r;—q—h t)l’r_q

Entonces se llega a la siguiente representacion:

i"/r‘—q—l = ;—q—l(x;’—q—h t) + B;’—q—l(l‘;’—q—lﬂ t)fr—q + g:“—q—l('xg"—q—l? t)
; = fi(x;—q—lw"axiat)—*—Bi(x;”—q—lw"axi:t)xﬂrl +gi(w;—q—17"'7wiat)
t=r—q,...,7r—1
T, = filrr_go1,. . 20 t) + Br(zp_gon, . xp )u+ gi(zp—goa, . T, 1)
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2.3 Forma de retroalimentacién estricta 16

Lema 2.2.1 (Loukianov 2002) Usando de forma iterativa el algoritmo arriba
descrito, si el sistema es localmente controlable y en cada paso se cumplen

las suposiciones Sq1,5q2 y Sq3, entonces existe un numero r < n tal que el

sistema toma la forma no lineal controlable por bloques .

2.3. Forma de retroalimentacion estricta

El sistema de una entrada-una salida dado por la ecuacion (2.11]), estd en
la forma de retroalimentacién estricta (Khalil 2002). Nétese que si en el al-
goritmo descrito en la seccién anterior r = n, la forma NCB, ecuacién (2.5)),

es equivalente a ([2.11]).

jjl = fl(.iUl, t) + Bl<ﬂf1, t).TQ —+ gl(l’l, t)
in = fu(Tn,t) + Bu(Tn, )t + gulz,t) '
1 = 2,.,n—1
donde x € R™ es el vector de estados, x; € R, T; = [z1...7;]7; u € R es

el vector de control. Ademéds se supone que f;(T;,t) y B;(T;,t) son campos
vectoriales suaves y que el término desconocido g;(-), debido a incertidumbre
de los pardmetros y a las perturbaciones externas, es acotado; B;(+) # 0 Vz €
X C R",t € [0,00). Nétese que fi(-) v Bi(-) y ¢i(-) dependen tnicamente
de los estados x1...z; de ahi el nombre de retroalimentacién estricta. Esta
relacion de dependencia es importante, como se vera en el siguiente capitulo,
debido a las condiciones que se deben satisfacer respecto al grado relativo del

sistema, para aplicar el algoritmo de disenio propuesto.

2.4. Inclusiones diferenciales y homogeneidad

A continuacion se presentan algunas definiciones y conceptos que son usa-

dos en la seccién para llegar a los resultados ahi obtenidos.
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2.4 Inclusiones diferenciales y homogeneidad 17

Definicién 2.4.1 Una inclusion diferencial & € F(x) es llamada una in-
clusion diferencial de Filippov si el conjunto vectorial F'(x) es no vacio, cerra-
do, convexo, localmente acotado y semicontinuo por arriba (Filippov 1988).
La tltima condicion significa que la mdzrima distancia entre los puntos de
F(z) y el conjunto F(y) tiende a cero cuando x — y. Las soluciones estdn
definidas como funciones del tiempo absolutamente continuas. Dichas solu-
ciones siempre existen (Filippov 1988) vy satisfacen la inclusion diferencial en

casi todas partes.

Las soluciones de inclusiones de Filippov existen para cualquier condicién
inicial y tienen la mayoria de las propiedades estandar conocidas, excepto
unicidad (Filippov 1988).

Definicién 2.4.2 Se dice que una ecuacién diferencial & = f(x) con el lado
derecho localmente acotado y medible en el sentido de Lebesque se entiende en
el sentido de Filippov si sus soluciones estin definidas como las soluciones de
una inclusion de Filippov especialmente construida & € F(x). En el caso mds
usual, cuando f es continua en casi todas partes, el procedimiento es tomar
F(z) como la cerradura conveza del conjunto de todos los posibles valores
limite de f en un punto dado x, obtenido cuando el punto de continuidad

y, tiende a x. Una solucion de & = f(z) es por definicion una solucion de
T € F(x).

Los valores de f dentro de un conjunto con medida 0, no influyen en las
soluciones de Filippov. Como ya se ha mencionado, el diseno de controladores
del tipo HOSM se simplifica cuando esta basado en la homogeneidad de las
inclusiones diferenciales consideradas. En las definiciones siguientes se aborda

el concepto de homogeneidad y algunas propiedades asociadas a él.

Definicién 2.4.3 Una funcién f : R — R (y respectivamente un conjunto

de campos vectoriales F(x) C R", © € R", o un campo vectorial f : R" —
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R™) es llamada homogénea de grado q € R con el operador de dilatacion
dy @ (T1,29,...,2,) — (K™ x1, K™ xs, ..., K" x,) (Bacciotti y Rosier 2001),
donde my,...,m, son nimeros positivos (pesos), si para cualquier k£ > 0
se cumple que f(x) = k™ 1f(d.x) (respectivamente F(x) = k™ %d_'F(d.x), o
f(@) = k79d " f(dwz) ).

El grado de homogeneidad ¢, diferente de cero, de un campo vectorial siem-
pre puede ser escalado a +1 cambiando apropiadamente los pesos my, ..., m,.

Como se puede observar la definicién de homogeneidad es diferente para
una funcién que para un campo vectorial, esto se debe a que en el contexto que
aqui se aborda, un campo vectorial estd asociado a una ecuacion diferencial.
Considérese la funcién f(x) con grado de homogeneidad ¢y es decir f(z) =
K™Y f(d,x), si f(x) es vista como campo vectorial estd asociada a la ecuacién
diferencial © = f(x), por lo que & = k=% f(d,x), aplicando la dilatacién al

lado izquierdo se tiene:

j((/j:ft)) = kY f(d.x); myesel pesodet
dx g 11
de donde o = K 4 f(dex); q=qr —my

Como puede verse el grado de homogeneidad del campo vectorial f(x) es
igual al grado de homogeneidad de la funcién f(z) menos el peso de la variable
t. Es importante resaltar que la homogeneidad de un campo vectorial (un
conjunto de campos vectoriales F'(x)) puede definirse de forma equivalente
como la invariancia de la ecuacién diferencial & = f(x) (la inclusién diferencial
& € F(x)) respecto a la transformacién combinada de tiempo y coordenadas
Gy : (t,z) — (K%, d,T).

Se dan a continuacion tres propiedades de las inclusiones diferenciales e

inmediatamente después un teorema que relaciona a las tres.

1. Una inclusién diferencial & € F(z) (ecuacién diferencial & = f(x)) es

global y uniformemente estable en tiempo finito en x = 0, si es estable
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2.5 Modos deslizantes de orden superior 19

en el sentido de Lyapunov y para cualquier R > 0 existe T" > 0, tal
que cualquier trayectoria que inicia dentro del disco ||z|| < R converge

ax =0 en el tiempo T

2. Una inclusién diferencial & € F(x) (ecuacién diferencial & = f(z)) es
global, asintética y uniformemente estable en x = 0, si es estable en el
sentido de Lyapunov y para cualquier R > 0, existen € > 0,7 > 0, tales
que cualquier trayectoria que inicia dentro del disco ||z|| < R, entra al

disco ||z|| < € en tiempo Ty permanece ahi V¢ > T

Un conjunto D es llamado de dilatacion contraible si d, D C D para cualquier

Kk <1.

3. Una inclusién diferencial homogénea (una ecuacién diferencial & =
f(x)) es contractiva si existen dos conjuntos compactos Dy, Doy T' > 0,
tales que D, contiene al origen y esta en el interior de Dy, Dy es de di-
latacion contraible y todas las trayectorias que inicien dentro de D en

el tiempo 0 se localizan en D, en en el tiempo 7.

Teorema 2.4.1 (Levant 2005a) Sea & € F(x) una inclusion de Filippov ho-
mogénea con un grado de homogeneidad negativo —p. Entonces las propiedades
1,2 y 3 son equivalentes y el tiempo mdzrimo de asentamiento es una funcion,

continua y homogénea, de las condiciones iniciales y del grado p.

Es evidente que 1 implica 2 y a su vez, que 1 y 2 implican 3. La prueba de

que 3 implica 1 y 2 se incluye al final de este trabajo como apéndice.

2.5. Modos deslizantes de orden superior

El enfoque de control por modos deslizantes se basa en mantener, exacta-

mente, una restriccion debidamente seleccionada (e.g. 0 = z—y; = 0). Esto se
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2.5 Modos deslizantes de orden superior 20

logra mediante conmutacion a alta frecuencia de la senal de control. Ademas
de que los modos deslizantes estandar son aplicables tinicamente cuando el
grado relativo es uno, la conmutacién de alta frecuencia provoca vibraciones,
efecto conocido como castaneo (en inglés chattering). Esta exigencia en cuan-
to al grado relativo, asi como el efecto de castaneo, pueden removerse cuando
se usa debidamente el enfoque de modos deslizantes de alto orden, conser-
vando las propiedades de convergencia en tiempo finito y mejorando atin su
precision. El diseno de estos controladores resulta dificil debido a la comple-
jidad del problema, sin embargo, practicamente todos los controladores por
modos deslizantes de alto orden (HOSM por las siglas en inglés de Higher
Order Sliding Modes) poseen la caracteristica de homogeneidad. Al construir
nuevos controladores HOSM, basandose en el enfoque de homogeneidad las
pruebas de convergencia se vuelven estandar y se asegura la mayor precision
posible en presencia de mediciones ruidosas, retardos y considerando la dis-
cretizacién (Levant 2006). Supongase que se desea mantener una restriccion,
dada por la igualdad de una funcién suave o a cero. Como se supone que el
grado relativo del sistema es conocido y es constante, existe un ntimero r tal
que si la funcion o se deriva r veces aparecera la entrada, es decir, tratandose
de un control por modos deslizantes, una discontinuidad. Entonces los modos
deslizantes se clasifican por el nimero de la derivada total, o), en la que
aparece por primera vez dicha discontinuidad. A este ntimero se le denomina
orden de deslizamiento. A continuacion se estudian las propiedades del con-
trol HOSM homogéneo y se presenta un metodo de construccién de una clase
de estos controladores, los cuales son funcién de o y de sus r — 1 derivadas.
Para realizar el cédlculo de las » — 1 derivadas de o que el control requiere,
se utiliza el diferenciador robusto exacto (Levant 1998),(Levant 2003), cuyo

desarrollo también se basa en los conceptos de homogeneidad.
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2.5.1. Propiedades de homogeneidad de modos deslizantes de orden

superior

Antes de comenzar el planteamiento del problema se da la definicion for-
mal del orden de deslizamiento. Por simplicidad, se tratan tinicamente modos
deslizantes respecto a una restriccién escalar. Considérese una ecuacion dife-
rencial discontinua @ = f(z), donde € R" y f(-) es una funcién vectorial
localmente acotada y medible. Entiéndase esta ecuacién diferencial en el sen-
tido de Filippov y considérese una restricciéon dada por o(z) = 0, donde

o : R" — R es una funcién suficientemente suave.

Definicién 2.5.1 Suponga que las derivadas respecto al tiempo 7,5, ...,00 Y,
a lo largo de la trayectoria del sistema, existen y son funciones continuas (uni-
valuadas) de x. Entonces el conjunto deslizante de orden r, que forma una
condicion de dimension r en los estados de la dinamica del sistema, estd de-

terminado por las iqualdades:
c=6=6=..=0c"V =0 (2.12)

Sea el conjunto dado por , no vacio y localmente un conjunto integral
en el sentido de Filippov (i.e. son trayectorias de Filippov). Entonces se dice
que las trayectorias correspondientes, dentro del conjunto , estan en el

modo deslizante de orden r, respecto a la restriccion o.
Considérese ahora el siguiente sistema una entrada-una salida

£ = at,&)+b(t,u, Ee€R ueR (2.13)
o (t,8) —o(t,§) € R
donde o es la salida medida del sistema, u es la entrada de control. Las

funciones a,b son desconocidas. Lo que se desea es lograr que la igualdad

o = 0 se cumpla en tiempo finito y una vez que se satisface mantener esa
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igualdad; para ello se utilizara una retroalimentacion discontinua. Primero se
extiende el sistema mediante una ecuacién ficticia £ = 1, con ello es posible
considerar sistemas no autonémos. Haciendo las siguientes definiciones: é =
&7, af) = (a(t, &), )T, bE) = (b(t,£),0)7, el sistema toma la

forma de la ecuacién ([2.14))

§=a(8) +b()u o=0a(f) (2.14)

Se supone que el grado relativo r del sistema ([2.14]) es conocido y constante.

Entonces, la siguiente ecuacién se cumple (Isidori 1989).

o = h(t,&) +g(t,u, g(t,&) #0 (2.15)
donde h(t,&) = "o
_ 9
g(tvf) - aua

Debido a la incertidumbre en las funciones a(-),b(-) y a que sélo se conocen

cotas para ellas, no es posible llegar a la forma (2.15) a partir de ([2.13)).
Suponga que las siguientes desigualdades

0
0 < Kp < =0 <Ky, o"]umol <C (2.16)
Uu

se cumplen para algunos valores de K,,, Kj;,C > 0. Estas condiciones se
cumplen, al menos localmente, para cualquier sistema suave (2.13) con un
grado relativo bien definido en un punto dado 6 = 5 = ... = ¢} = 0.

Supéngase que las desigualdades ([2.16|) se cumplen globalmente. Entonces
(2.15)),(2.16)) implican la siguiente inclusién diferencial

ol € [~C,C) + [Km, Knu (2.17)

El control acotado de retroalimentacién

w="V(o,5,...,0"Y) (2.18)
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es construido de tal forma que la igualdad 0 = ¢ = ... = o) = 0,
se establece en tiempo finito. Obsérvese que si el u fuera continua, su val-
or serfa cercano a la constante ¥(0,...,0) en una vecindad del origen, di-
cho valor tendria el objetivo de estabilizar el origen de o) = ¢ + ku, pero
ce[-C,Clk € [Km, Kyl; por lo que la funcién ¥ tiene que ser discontinua
en el origen. Supongase que el control , impone propiedades de homo-
geneidad a la inclusién ,, el lado derecho de s6lo puede
ser una funciéon multivaluada con grado de homogeneidad 0; esto debido
al término [—C,C], ya que si el grado de homogeneidad fuera positivo en-
tonces el lado derecho de (2.17),(2.18) tiende a cero cerca del origen (con
0< k<1 flx) =r"9f(dez) > f(dex)), lo cual no es posible con C' > 0.
Con un grado de homogeneidad negativo este lado derecho es no acotado cer-
ca del origen (f(x) < f(dxx)), lo cual contradice el acotamiento local de W.
Por lo tanto el grado de homogeneidad de , debe de ser 0 y el grado
de homogeneidad de la funcién ¢~ debe ser opuesto al grado de homo-
geneidad del sistema completo (i.e igual al peso de la variable de tiempo).
Para verificar esta tltima afirmacion suponga que el grado de homogenei-

dad de la funcién ¢~ es m,_;, entonces 0"V (z) = k10D (d,2) y el

do=1 ()

sistema completo 0" = deberd ser invariante a la transformacion

Gy : (t,x) — (k™ %,d,x), sustituyendo se tiene:

do"Y(d.x)

o"(z) = d/@*qz(f i
My o (r—
o - A
es decir m,_; = —q, q es el grado de homogeneidad del sistema completo;
obsérvese que para o""? m,_, = —2¢. Escalando el grado de homogenei-
dad a —1, se tiene que los pesos de t,0,6¢,...,0"Y son 1,r,r —1,...,1

respectivamente.
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Definicién 2.5.2 La inclusion , y el controlador , son lla-

mados deslizantes homogéneos de orden r si se cumple que para cualquier
k> 0yo,0,...,00Y la transformacion combinada de tiempo y coorde-

nadas:
Gp:(t,o,6,..., 0" )= (kt,k"0, k"o, ..., ko"™D) (2.19)
preserva la inclusion diferencial ,.
La transformacion convierte a la inclusion , en:
o e [—C, 0 + [Km, Kn]V (k"o k" 26, ... koY)
Por lo que es deslizante homogéneo de orden 7 si y solo si:

V(Ko k"o, . ko™ V) =T(g,0,...,00) (2.20)

2.5.2.  Control cuasi continuo homogéneo por modos deslizantes de orden

superior

Con la finalidad de reducir el efecto de castaneo, se disena un controlador
que es continuo en todas partes excepto en el conjunto deslizante de orden 7:
c=6=6=...=c" Y =0. Debido a esta propiedad dicho controlador es
llamado cuasi continuo. En la practica, el conjunto o =6 = ... = ¢ =0
nunca es alcanzado debido a retardos de conmutacion, ruidos de medicién y
perturbaciones que no se desvanecen en el origen. La dindmica estara en una
vecindad del modo deslizante de orden r. Considérese el método de construc-
cion del control dado por las expresiones

o, = 0, No, = |o|, Wo, = @o,r/No» = signo
Pir = ol + ﬁz’Ni(ii?/(PiH)‘I’i—l,r

(2.21)
N, = |a(")| + @Ni(:;)/(r—iﬂ)

\Iji,r(') = SOi,r/Ni,r; 1=0,...,7r—1
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donde f1, ..., 3,_1, son numeros positivos. La siguiente proposicién se puede

probar por induccién.

Proposicién 2.5.1 (Levant 2005b) N;, > 0. La funcion V;.(0,6,...,0")
es continua en todas partes (i.e. puede ser redefinida por continuidad) excepto

en el puntooc =6 =...=0c® =0.

Teorema 2.5.1 (Levant 2005b) Puesto que 3y, ..., Br—1,a > 0 son escogidos
suficientemente grandes en el orden dado, el controlador homogéneo de orden

T
u=—a¥(o,d,..., 00" Y) (2.22)

asequra la estabilidad en tiempo finito de ,. El modo deslizante

de orden r, estable en tiempo finito, o = 0 es establecido en el sistema
Neez))

La prueba del teorema [2.5.1] dénde se especifican las condiciones que deben

cumplir los parametros f;, a, se incluye en el apéndice.

En la practica, no es necesario conocer los valores exactos de C, K,,, K); para
aplicar estos controladores. Con « suficientemente grande, cada eleccion de
los pardmetros (3, determina una familia de controladores aplicable a todos los
sistemas del tipo con grado relativo r. Como resultado de la proposicion
, se tiene que el control es continuo en todas partes excepto en el

modo deslizante de orden 7 es decir, en el conjunto: 0 =6 = ... = oY = 0.

A continuaciéon se dan ejemplos de controles cuasi continuos con r < 4.

1. uw= —asigno

&+ |x|2signo

2. = —
T A
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G +2(|6] + |o]**)V2(6 + |o**signo)

3. u=—
e 5+ 2(]6] + [o[2/3)172

6 43[4 (|6]+0.5|0]%/4)~1/3 (6+0.5)0[3/ *signo)|[|5|+ (|6 |+0.510]3/4)2/3]1/2
G305+ (o105 [2/1)2/3]172

4. 4 = —«

Con la finalidad de presevar las propiedades de exactitud y estabilidad en
tiempo finito, se incluye como parte del controlador el diferenciador ho-
mogéneo, robusto y exacto (Levant 2003) para calcular &, . .. .o en tiem-
po real. Su aplicacion es factible debido a que ¥ en es acotada lo que

implica que (") es acotada. El controlador con el diferenciador queda de la

forma:
u = —a¥(zp,...,2—1) (2.23)
0 = =MLYz — 0|V sign(zg — o) + 2
21 = —/\1L1/T71‘21 — Z’O|(T*2)/(T*1)sign(zl — Z()) + Z9
Zr—2 = _/\r—2L1/2|zr—2 - 2r—3|1/28ign<zr—2 - ZIT—3) + 21
Z'r,1 = —/\r,lLsign(zr,l — 271,2) (224)
con las condiciones iniciales zy = 0g, 2; = 29 = ... = z,_1 = 0, ademas se

debe cumplir que L < C'+sup|V|K); v los pardmetros \; son seleccionados de
tal forma que A\g > A\; > ... > \._1. Una posible eleccién de estos parametros
parar >6es A1 =11, A\ _o=15XN_3=3 A4 =5, \_5=8\_g=12.
Si se consideran los pesos r — i, para cada z; con i = 0,1,...,7 — 1, se obtiene
la inclusién diferencial (2.17)),(2.23)),(2.24)) con grado de homogeneidad —1.

Debido al tiempo finito de convergencia del diferenciador (Levant 2003), la

inclusion diferencial de Filippov correspondiente también es uniformemente

estable en tiempo finito.
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3. COMPENSACION DE PERTURBACIONES
DESACOPLADAS MEDIANTE MODOS DESLIZANTES DE
ORDEN SUPERIOR

En este capitulo se propone un nuevo algoritmo de diseno de control para
aquellos sistemas en la forma de retroalimentacién estricta dada por .
Con este algoritmo de diseno, se obtiene seguimiento exacto y en tiempo finito
de la salida deseada, en presencia de perturbaciones no acopladas. El procedi-
miento se basa en un enfoque jerarquico de diseno y hace uso de controladores
cuasi continuos por modos deslizantes de alto orden, descritos en el capitulo
2. Este método usa la idea de control virtual, pero tiene la ventaja de evitar
la transformacién de coordenadas y el enfoque de alta ganancia. Como primer
paso se define la dinamica deseada de la salida, esta dinamica estd determi-
nada por la tarea a realizar, ya sea esta de regulacién o seguimiento. Una
vez que se ha definido la dindmica para el estado que representa la salida del
sistema, la dinamica de los estados subsecuentes estard definida por la del
estado anterior. Para lograr el comportamiento deseado, cada control virtual
se divide en dos partes, una estd destinada a compensar la parte no lineal
nominal del sistema y la segunda es responsable de lograr la dinamica desea-
da aun en presecencia de perturbaciones. Puesto que la senal de referencia y
las perturbaciones se suponen acotadas, los controles virtuales también seran
acotados. Es en esta segunda parte del control donde se incluye un algoritmo
cuasi continuo por modos deslizantes de alto orden, sin embargo, no es agre-

gado directamente si no a través de un nimero determinado de integrales que
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dependera del grado relativo del estado en particular.

3.1. Planteamiento del problema

Considere la clase de sistemas no lineales en la forma NCB especial de la

ecuacion (3.1)):

Lt'l = fl(l'l, t) + Bl<£ll'1, t)l'g + gl(xl, t)
in = fu(Tn,t) + Bu(Tn, t)u + gulz,t) ‘
1 = 2,..n—1
donde z € R™ es el vector de estado, #; € R, T; = [v1...2]"; v € R

es el vector de control. Ademaés f;(7;,t) y B;(Z;,t) son campos vectoriales
suaves, g;(+) es una perturbacién desconocida pero acotada con al menos n—i
derivadas acotadas, este término toma en cuenta variaciéon de parametros y
perturbaciones externas, B;(-) # 0 Vax € X C R",t € [0,00).

Se busca disenar un controlador para que la salida, y = x1, realice seguimien-
to exacto de una senal de referencia suave, y,(t). Esto es, la igualdad y = yq4
debe establecerse en tiempo finito, 7', y mantenerse V1" > 0.

Se supone el completo conocimiento del vector de estados x. El estado
2o es usado como control virtual de x; y para garantizar que x; realice el
seguimiento de y4, la primer superficie de deslizamiento se elige como la difer-
encia entre estas dos senales. Luego se incluye la (n — 1)-ésima integral del
controlador homogéneo deslizante de orden n como parte del primer control
virtual; la prueba de convergencia deja claro el porqué de este procedimiento.
El error entre el control virtual mencionado, valor deseado del estado, y el
valor real del estado es considerado como superficie de deslizamiento para el
siguiente control virtual. El procedimiento se repite hasta llegar a la entrada

de control real. En la siguiente seccién se describe paso a paso el algoritmo.
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3.2. Algoritmo de diseno

Considerando el estado x5 como control virtual en la primera ecuaciéon
de , la perturbacién g¢;(x1,t) aparece como acoplada. Se propone el si-
guiente algoritmo de diseno para realizar el seguimiento de 4, en presencia
de perturbaciones.

Paso 1:

Tomando a xs = ¢1(x1) como control virtual, se elige como superfice
de deslizamiento a 07 = x; — y4. El controlador cuasi continuo homogéneo
deslizante de orden n es incluido en ¢ (x;). El control ¢;(z1) deberd ser una

funcién diferenciable n — 1 veces:

d1(z1) = Bi(-)"H{—=fi() +ura}

Uil = Uirg

(3.2)

. . . (n—1)
Uln-1 = —041‘I’n—1,n(01701,~-701 )

La funcién W, ,(-) es el control cuasi continuo descrito en el capitulo 2, es
decir (Levant 2005b):

Yon = 0, Noy = ’U|, Won = SOO,n/No,n = signo
Pin = o4 ﬁz’N-(nii)/(niHl)\I’ifl,n

1—1n
(3.3)
Nin = |o@| 4 gNT /it
‘Ijnflyn(.) = gpnfl,n/anl,n; 1= O, e, — 1
A su vez las derivadas 01,071, . .. ,aﬁ"‘” se calculan mediante el diferenciador
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robusto y exacto de orden (n — 1) (Levant 2003):

u = —oqW(20,...,2-1) (3.4)
2y = —)\ng/T|zo — 0|(’”_1)/rsz‘gn(zo —0)+ 2
21 = —/\1L1/T_1|Zl — 20|(T_2)/(T_1)sign(zl — Zo> + 29
Zr_p = —)\rszl/Q‘erz - Z'r73|1/23i9”(2r—2 — Z_3) + 21
Z':r—l = —/\T_lLsign(zr_l - 2':7»_2) (35)
donde ‘0(”)‘ < L y los parametros A\, > A\,_1 > ... > A1 > 0 se eligen
de manera apropiada para que las estimaciones zg, ..., 2,1 converjan a los
valores o4, . .. ,UYL_I) en tiempo finito.

Paso i:

Dado que la dindmica deseada para x; es ¢;_1(z;), entonces o; = x; —
¢i—1(x;_1) debe elegirse como la i-ésima superficie de deslizamiento. El control
propuesto es analogo a , pero con algunos cambios en el orden:

¢i(ri) = Bi(-)"H{~fil}) +uin}
U1 = U2 (3.6)
Uin—i = _ai\lln—i,n—i-i-l(aia Oiy---,0; )
Es claro que ademaés del orden del control cuasicontinuo ¥,,_; ,,_;+1(+), también
se cambia la restriccion siendo esta ahora o = o;.
Paso n:

En este paso se obtiene ¢, (z,), que de hecho es la senal de control real
u. Para este paso no es necesario usar un control cuasi continuo, ya que
tedricamente no es necesario que este estado se comporte de manera suave.

Por lo tanto se elige el siguiente control con o,, = x,, — ¢p_1(Tp_1):

u o= Bu() H{=ful) + ttna} (3.7)

donde u,; = —aysign(o,)
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El término u,1 = —ay,sign(o,) en el control (3.7) ha sido elegido por sim-
plicidad, sin embargo, también se puede usar un algoritmo que brinde mayor

suavidad al control, e.g. el algoritmo de super twisting.

Teorema 3.2.1 (Estrada y Fridman 2008) Dado que yq y gi(-) en el sis-
tema son funciones suaves, conn yn—1i deriwadas acotadas respectiva-

mente, el control obtenido como resultado final del algoritmo de diseno

jerdarquico arriba propuesto, con aq,...,q, debidamente seleccionadas, ase-
. : . . -1

gura la estabilidad en tiempo finito de 01 =11 —yg=01=... = 05" ) =0,

La seleccién de oy, . . ., ay, debe asegurar la convergencia en tiempo finito

de la inclusion diferencial particular de cada paso del diseno, como se explica
en la prueba de convergencia.

Como se puede apreciar, es necesario calcular en tiempo real cierto nimero
de derivadas del error, para cada control virtual, el controlador resultante
tiene un orden mayor al del sistema y existe cierta complejidad numérica
para la realizacion de estos cdlculos; por otra parte debe recordarse que la
tarea de control requerida es compleja pues no se tiene entrada de control
real sobre la salida que ademés esta perturbada. Como punto a favor puede
mencionarse que no aparecen derivadas parciales lo cual representa un nivel

de complejidad mayor y que el procedimiento asegura seguimiento exacto.

3.2.1. Prueba de convergencia

s Para el estado n
T = fu(") + Ba()u+ gn(w,t)

con u = B,(") H{=ful) + ansign(o,)}
Op = Tp— Gn_1; ¢n_1 suficientemente suave
Por lo que 6, = —ansign(o,) + gn(x,t) + dn_1, tomando a, > |gn()| +
|gﬁn_1| asegura la aparicién del modo deslizante estandar (de orden 1) para la

restriccion o,,.
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» Para el estado (n — 1).

El control virtual ¢, 1 como se defini6 en (3.6). La restriccién estd definida

por 0,_1 = X1 — ¢n_9, derivando y sustituyendo ¢,,_; se tiene:

dn—l = i‘n—l - Q‘ﬁn—Q
== fnfl(') + anl(')(bnfl + gn71<fn717 t) - ¢n72
Opn-1 = Up—11+ Gn-1(Tn_1,1) — an—Q

derivando de nuevo

Fn-1 = Up-11+ Gn-1(Tn-1,t) — éb.n—2 (3.8)
y de acuerdo a ({3.6):
unfl,l = _anflqjl,2<an717é—n71)

Esto es (3.8)) toma la forma (con i =n — 1):

con hz(t, Iz) = 5-z’|ui:0 = gz() - g.zén—Q
(t,x) = 0 Gi
gl ’ - auz 2
u; = —O[Z‘\I/LQ(O'Z‘, Jz) (310)

Si existen constantes K,,;, Ky, C; > 0 tales que se cumple que

0< K < i < Ky |03

o wo| < C; (3.11)

entonces ([3.9)),(3.11]) implican la inclusion diferencial

Gp-1 € [=C;, Ci] + [Kmi, Kprilui (3.12)

y el controlador (3.10)) asegura la estabilidad en tiempo finito de (3.12)),(3.10]).

El modo deslizante de orden 2 estable es establecido para la restriccion o,_1.
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= Para el primer estado.

01 = X1 — Yg, ¢1 como se definié en (3.2)). Derivando o; y haciendo las susti-

tuciones correspondientes se tiene:

o1 = T1— Y4
= fi() + Bi(-)o1 + gi(x1,t) — ya
= w1+ g1(z1,t) — Ya

aﬁ") = Upp-1+ 9§n71)($1, t) - y((zn) (3-13>

donde 1,1 = —ay V1 (01,071, . .. ,ainil)). Notese que la ecuacién ((3.13])

es analoga a (3.8]), por lo que siguiendo el mismo procedimiento

o™ = ht )+ gtz (3.14)
mite) = oo =g"""() =y
9
t = —
gl( 7wl) 8“1 04
Uy = —Ozl\I/n_Ln(O'l,O.'l,...,O'gn_l)) (315)
Si las desigualdades
0
0< Ky < 6—0? < Ky, |o1|u=0] < C4 (3.16)
Uy

se cumplen para algunas K,,1, Ky, C7 > 0 entonces (3.14)),(3.16)) implican la

inclusién diferencial
o\ e [=Cy, C1] + [Km1, Kanu (3.17)

y el controlador (3.15)) asegura la estabilidad en tiempo finito de (3.17)),(3.15]).

El modo deslizante de orden r, estable en tiempo finito se establece para la

R . (n—1)
restriccion o1 y 0y =01 = ... =0, = 0.
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3.3.  Ejemplos
e Sistema lineal.

Considérese el siguiente sistema de tercer orden con perturbaciones:

Ty = 2x7+ 1.519 + gl(:vl,t)
.ij = X9+ T3+ gQ(EQ, t) (318)
3 = —1.bxg+ 2u+ g3(x,t)

las funciones g1, go son perturbaciones no acopladas acotadas y la funcién g3

es una perturbacion acoplada. Estas funciones estan definidas por

g1(z1,t) = 0.2sin(t) + 0.1z + 0.12
g2(T2,t) = 0.3sin(2t) + 0.2z + 0.229 — 0.4
gs(z,t) = 0.2sin(2t) + 0.2z1 + 0.3x2 + 0.223 + 0.3

Se desea un controlador para que la salida, es decir xy, realice el seguimien-
to de la senal de referencia yq = 2sin(0.15t) + 4cos(0.1¢) — 4. Siguiendo el
procedimiento dado en el algoritmo de diseno, la primera superficie de desliza-
miento se elige como 07 = x1 — Yy v se construye el primer control virtual,

xo = ¢1(x1,t), como sigue

1
(bl(xl,t) = 1—5{—2x1 +U11}
Uy = U2

Uy = —041‘1’2,3(01, o1, 51)

donde

614 2(|61] + |o1|3)V2(6) + |01 Psign(oy))

Wy s(-) =
2,3() ‘5’1‘+2(’é’1|+’01‘2/3)1/2
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con lo que la segunda superficie es 09 = x5 — ¢1(x1,%) y el control virtual

correspondiente es

Pa(x,t) = —x9+ ugy
Uy = —042\111,2(027 52)
Gy + |o9|V2sign (o)

Uy 2(02,02) o] + ]02|1/2

Finalmente para el estado z3, se elige o3 = 3 — ¢o(22,t) y se introduce un

control por modos deslizantes de primer orden
1 .
u= 5{1.5x3 + agsign(os) }

Los resultados obtenidos en simulacién se muestran en las figuras —.
Se usaron los siguientes valores de parametros a; = 0.92, a0 = 1, a3 = —2.

Para que el control virtual ¢, pueda realizar la tarea de mantener oy = x; —
ya = 0, es necesario que haga una compensaciéon exacta de las perturbaciones
que entran por ese canal. Lo anterior significa que se debe cumplir que Biu;; =
Ua — g1(+) para lograr que z; siga a la senal de referencia 4. En la figura (3.3))
se muestra el comportamiento de estas senales, apreciandose que en efecto se

tiene el comportamiento esperado.
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Fig. 3.3: Senales Biui1 y 9a — g1(+)
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Fig. 3.4: Senal de control u
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e Sistema no lineal.
Considérese el siguiente sistema:

1 = 2sen(xy) + 1.5x9 + g1(x1,1)
1"2 = 0.8$1$2 + 23 + gg(fg, t) (319)
i3 = —1.573 +2u+ gs(w,t)

las funciones ¢, g2, 93 y la senal de referencia gy, son las mismas que en el

ejemplo anterior, es decir

gi(x1,t) = 0.2sin(t) +0.1xq + 0.12
g2(Ta,t) = 0.3sin(2t) + 0.2z + 0.225 — 0.4
gs(z,t) = 0.2sin(2t) + 0.2z + 0.3x2 + 0.223 + 0.3
ya = 2sin(0.15t) + 4cos(0.1t) — 4

Eligiendo o1 = x1 — y4, se tiene

1
é1(x1,t) = 1—5{—23€n(x1) + up1}
Uy = U2

Up = —061‘1’2,3((717 o1, 51)

donde

61 4 2(|61] + |o1|*3) 72 (61 + |01 [*Psign(o1))

Uyy() =
2a(") Gl + 2061 & o1 )12

Ahora se elige 09 = x5 — ¢1(x1,t) y el correspondiente control virtual

¢2($2, t) = —0.8$1I2 -+ U21
Uy = —062‘111,2(027(72)
Gy + |oa| P sign(o)

alon ) = T [ ol
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Finalmente para el estado z3, se elige o3 = x3 — ¢a(22,t) y se introduce un

control por modos deslizantes de primer orden

1
u = 5{1.5x§ + agsign(os)}
Las figuras (3.5))-(3.8)), muestran los resultados de simulacién. Se usaron los
siguientes valores de parametros a; = 0.92, ay = 1, 3 = —3.2.

Es evidente que tanto la senal de control real u asi como los controles virtuales
To v x3 cambian su comportamiento para realizar la tarea de control con la
nueva dindamica.

Como se menciond anteriormente es posible usar el control denominado super
twisting, en la etapa final del diseno, para suavizar la senal de control real.

El término u,; en la ecuacién (3.7) quedarfa entonces:

Un1 = — Mo, |2signo(o,) + u; (3.20)
. —U1 si |un,1| > UM
Uy =
—apsigno(oy,) st up1| < Uy

Con el fin de comparar el comportamiento de la senal de control u al utilizar
la funcién signo con su comportamiento al usar super twisting, se realizé una
simulacion usando como parametros del super twisting los siguientes valores
A =38,a=1,5,Uy = 2. Las graficas obtenidas usando super twisting son muy
similares a las obtenidas con la funcién signo, la mayor diferencia esta en el
control por lo que en las graficas ,se muestra un acercamiento que

permite ver el contraste entre estas dos senales de control.
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Fig. 3.8: Senal de control u
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Fig. 3.10: Control u con super twisting
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4. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se presenta un nuevo algoritmo de diseno para una
clase de sistemas no lineales con incertidumbres no acopladas. El algoritmo
asegura seguimiento exacto y convergencia en tiempo finito. El tipo de sis-
temas a los que el algoritmo propuesto es aplicable son aquellos cuyo modelo
puede ser representado en la forma denominada de retroalimentacion estricta.
Se presenta un método de transformaciéon para llevar un sistema no lineal afin
en el control en forma general a la forma de retroalimentacion estricta.

El esquema propuesto es probado en simulacion con dos ejemplos, uno para un
sistema lineal y el otro para uno no lineal. Los resultados obtenidos muestran
la eficacia del diseno de control propuesto ya que en ambos casos el sistema
es inestable con perturbaciones no desvanecientes y es necesario ademas de
compensar la parte nominal, rechazar el efecto de las perturbaciones para
lograr estabilizar el sistema.

Las principales ventajas de usar los algoritmos de control por modos deslizantes
de alto orden son la robustez que tienen ante incertidumbres en los paramet-
ros y que permiten obtener resultados del tipo convergencia exacta y en tiem-
po finito. Por otra parte, se tiene la desventaja de tener que calcular cierto
nimero de derivadas en tiempo real para cada paso del algoritmo; ademas es
importante resaltar que las condiciones necesarias para asegurar la conver-
gencia solo permiten asegurar estabilidad local.

Otra ventaja es que a diferencia de los métodos anteriormente propuestos,

mencionados en la introduccion de esta tesis, en los que es necesario una
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transformacion de coordenadas adicional a la forma de retroalimentacion es-
tricta, en el algoritmo propuesto en este trabajo no es necesario dicha trans-
formacion.

En el segundo ejemplo se hicieron dos simulaciones usando dos algoritmos
de modos deslizantes diferentes en la senal real de control. En una se usa
la funcién signo de los modos deslizantes estandar y en la otra el algoritmo
supertwisting. Lo anterior muestra que es posible usar una senal de control
suave y el controlador sigue realizando la tarea de control deseada.

Como trabajo de investigacién futuro se puede mencionar el estudiar el com-
portamiento del controlador cuando no se tiene todo el estado, haciendo nece-
sario el uso de observadores. En cuanto al alcance local de los resultados, una
idea es usar modos deslizantes integrales de alto orden para ampliar la region
de convergencia y poder obtener estabilidad semiglobal. También queda por
estudiar como aplicar el esquema a sistemas de multiples entradas y multiples
salidas. Como se puede apreciar son varios los puntos que ain quedan por

explorar referentes a los resultados aqui obtenidos.

Como comentario final es importante mencionar que los nuevos resultados
tedricos en el area de control por modos deslizantes, hacen posible ampliar
el espectro de aplicacion de estos y, como es el caso de este trabajo, abordar

problemas que no pueden ser resueltos mediante modos deslizantes estandar.
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A. PRUEBA DEL TEOREMA 2.4.1

Eﬁe debe probar que la propiedad 3 implica a la propiedad 1 y 2. Existe un
nimero 0 < k < 1 tal que Dy C d,D; C D;. Esto se infiere por la continuidad
de la distancia entre D y la frontera de d,. D, con respecto a k en métrica de
Hausdorff. Por lo tanto las trayectorias que inician en Dy entran a Wy = dD;
en tiempo 7. Sea W; = d/.Dy, j € Z, Wy = Dy, las trayectorias que inician

en W, terminan en W, en tiempo &?T, por lo que:

...DW713W03W1...DWJ'
UW_1UWOUW1UW] == Rn
...ﬂW_lﬂW()ﬂwl...ij =0

donde 0 es el origen. De donde, toda trayectoria que se inicie en W; converge
en tiempo finito al origen. El tiempo de convergencia es estimado por la

siguiente expresion.

KPT(1 4+ KP + K + ...+ kP) = 7P /(1 — KP)

Para cualquier R > 0, existe u < 1 tal que cualquier trayectoria que inicie
en d,D; no podré abandonar el disco || X|| < R en el tiempo p*T" debido al
acotamiento local de F'(z). Esto prueba estabilidad de Lyapunov. Aplicando

la transformacion inversa ;-1 se obtiene que las trayectorias que inician en

! Esta prueba ha sido tomada de (Levant 2005a)
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D, son confinadas a algin conjunto compacto Dy en el tiempo T'. Denotando
D; = dZ;Do, se obtiene una secuencia de conjuntos embebidos que se con-
traen hasta el origen 0. Por lo que toda trayectoria que inicie en 0 tiene que

pertenecer a todos estos conjuntos y por lo tanto no puede abandonar 0.

El conjunto de trayectorias transitorias que inician en un punto dado es
compacto en la métrica C (Filippov 1988). El tiempo méximo de convergencia
© de todas las trayectorias que inician en x es una funcién homogenea O(x).
Es igual a cero en el origen. Su continuidad en el origen se deriva de su
homogeneidad: el tiempo maximo de convergencia tiende a cero cuando el
disco d,D de condiciones iniciales se contrae hacia el origen con x — 0.
Cualquier solucién que se inicia cercana a x llega a un punto cercano al origen
en un tiempo O(x). El tiempo de convergencia residual es pequeno debido a

la continuidad de la funcién ©(z) en el origen.
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B. PRUEBA DEL TEOREMA 2.5.1

signense los pesos, grados de homogeneidad, r—iac® i =0,...,7—1,y
at el peso 1, grado negativo de homogeneidad del sistema, lo cual corresponde

a la homogenidad del modo deslizante de orden r.

Lema B.0.1 El peso de N;,, es igual a r —i,i = 0,...,r — 1. Cada fun-
cion homogénea localmente acotada w(o, ¢, ...,0%) de peso r — i satisface la
desigualdad |w| < ¢N;, para alguna ¢ > 0.

Por lo tanto N;, es una funcion positiva definida localmente acotada, lo
que implica que w/N;, es acotada por una esfera unitaria y por lo tanto en

todas partes.

Lema B.0.2 Sea 1 < ¢ < r — 2, entonces para cualquier (3;,7;, Vi1 con

Bit1 > 0 suficientemente grande, la siguiente desigualdad:

|0-(i+1) + /8i+1Ni(T_i_1)/(r_i)\Ili,T| < 7i+1N(T—i—1)/(T—i)

T 1,7

asequra el establecimiento en tiempo finito y posterior mantenimiento, de la

desigualdad:

’0—(1) + ﬂiN‘(TIi)/(T*iJFl)\Ijiil r’ < ,yiN(Tfi)/(T‘*iJrl)

i—1,r i—1,r

Prueba: Considérese el conjunto Q(¢) = {(o,5,...,6®) | |¥;,]| < £} para
alguna determinada & > 0, £ < v;/(30:), € < 1/3. La desigualdad |¥;,| <¢,

! Esta prueba ha sido tomada de (Levant 2005b)
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implica que |o@| < 28;N"] Z)/(T ")y por lo tanto Q(&) € Q4(€), donde el
conjunto () esta deﬁmdo por

‘ _'_ﬂz (r— z)/r i+1) \IJ, rl <3£/87, —1i) (r i+1)

Esto es equivalente, en su caso, a ¢_ < o < ¢,; donde ¢_, ¢, son
funciones homogéneas de o,¢,...,0% Y del peso r — i. Restringiendo ¢_ y
¢, a la esfera homogénea de radio p = 1, donde p? = o?/" 4+ oP/"1 4 . +
(o=1)p/(r=i+1) *h — 2. se obtienen funciones ¢;_, ¢;, continuas en dicha
esfera. Estas funciones ¢;_, ¢, pueden ser aproximadas por arriba y por

abajo por funciones suaves ¢o_, @9, respectivamente.

Cualquier funciéon ¢ definida en la esfera homogenea p = 1 es univoca-
mente extendida a la funciéon ® de peso w = 0 definida en el espacio completo

0,0,... ,a(ifl) por la formula:
¢(O_, ('77 e ’O-(i_l)) = pqu(p( )0— p( T+1) . ’p(_r_i'i‘l)o-(i—l))

donde la funcién p es la arriba definida. De esta forma las funciones ¢o_, ¢o
son extendidas por homogeneidad a las funciones continuas homogéneas ¢_
v ¢4 de o,6,...,00Y de el peso r — i, y son suaves en todas partes excepto

en 0, se tiene entonces Q(&) C Qg = {(0,5,...,00 V) | ¢_ <@ < ¢, }.

Ahora se demostrara que {2 es invariante y atrae a las trayectorias cuando
Bi11 es suficientemente grande. La frontera ”"superior”de (25 esta dada por la

ecuacién
7T+:O'(Z)—q)+:0

Fuera de Q2 se asegura la desigualdad |¥; .| > £. Supdéngase que en el momento

inicial m4 > 0 y por lo tanto ¥;, > £. Tomando en cuenta que <i>+ es ho-

mogénea de peso r—i—1y, de acuerdo al Lema [B.0.1{ |V, | < /-aNi(’Tfifl)/(””')

UNAM 2008



50

y |7+ < k1N, para algunas s, k1 > 0, se obtiene al diferenciar que para ;41

suficientemente grande:

IN

(=Bt + ’71+1)NiE:_i_1)/(T—i) _ b,
< (=B &+ i1 + K/)Né:fifl)/(rfi)
< (=B + Yigr + &) (k7 iy ) D/,

R

Por lo que 7, se desvanece en tiempo finito con ;. suficientemente grande.
De tal forma que la trayectoria ingresa inevitablemente en {25 en tiempo fini-
to. De forma similar, la trayectoria ingresa en )y cuando 7, es negativo y

por lo tanto ¥, , < —¢. Por lo anterior es evidente que €2y es invariante.

Eligiendo ®, y ®_ suficientemente cercanas a ¢, y ¢_ en la esfera ho-

mogénea vy i1 suficientemente grande, se obtiene del Lema que
Qe € U (7:/(36:)) v la afirmacién del Lema |B.0.2|

Se puede ahora relacionar el presente andlisis con los modos deslizantes

estandar, es decir de orden uno, de la siguiente forma, cuando ¢ = 0 el Lema
quedarfa de la siguiente forma:

Lema B.0.3 La desigualdad |6 + B1]o |/ sign(o)| < 1 |o|"=V/", con 0 <
v1 < By asequra que la identidad o = 0 es establecida en tiempo finito y una

vez establecida se mantiene.

Para terminar la prueba se procede de forma analoga a la prueba del
Lema [B.0.2] se prueba que para toda v > 0 con « suficientemente grande se
establece en tiempo finito la desigualdad o) +ﬂ7«,1NT11227T\IJT,27r] < PyN:fQZT

y es mantenida posteriormente.
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