CAPITULO 7

FLUIDOS VISCOSOS NEWTONIANOS

7.1 CONCEPTOS GENERALES

En los sdlidos, tales como los metales, se ha observado que su deformacién es proporcional
a las solicitaciones aplicadas; sin embargo, medios como el agua y el aire presentan
comportamientos muy diferentes, ya que éstos no son capaces de soportar ni siquiera los
esfuerzos de corte, producto de su propio peso. Por ejemplo, al aplicarse una solicitacion a
corte entre dos placas (figura 7.1), el fluido continuard su deformacion a corte mientras la
solicitacion permanezca. Queda claro, entonces, que cualquier fluido sera incapaz de
soportar solicitaciones de corte sin deformarse de manera permanente. La velocidad de
desplazamiento serd proporcional a la solicitacion aplicada y al eliminarse la carga, la

deformacién permanecera.
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FIGURA 7.1 SOLICITACION A CORTE ENTRE DOS PLACAS ENTRE LAS
QUE SE ENCUENTRA UN FLUIDO

En presencia de la gravedad un fluido como el agua, tomara la forma del recipiente que la
contiene, resultando imposible que mantenga su forma al retirar las paredes del recipiente.
Lo anterior significa que no soporta esfuerzos cortantes generados por su propio peso,
siendo entonces que en presencia de estos cortantes el fluido se deformard de manera

permanente y continua, limitada esta deformacion solo por la tension superficial existente
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entre el fluido y la superficie sobre la cual se extiende. Con base en las condiciones de
movimiento del fluido, se define a éste como un medio idealizado que durante su movimiento
como cuerpo rigido (considerando el propio estado de reposo) es incapaz de soportar
cualquier tipo de solicitaciones a corte. Asimismo, se tiene que para algunos casos la
densidad del fluido es aproximadamente constante. Esta situacion aplica, por ejemplo, para
el agua, en la cual en condiciones de carga muy variadas se considera que su densidad no
se altera (por lo tanto se describe como incompresible), por otra parte, el aire, como todos
los gases, se analiza sobre la premisa de que al variar la presion su densidad también se ve
afectada. Sin embargo, la descripcion de compresibilidad o invariabilidad de la densidad en
un fluido depende de las condiciones del estudio; por ejemplo, el aire a bajo nimero de
Match se le analiza como si se tratara de un fluido incompresible; por lo contrario, cuando se
estudia la propagacion de ondas elasticas en el agua se describe a ésta como un fluido

compresible.

En los fluidos se observa que la resistencia al flujo depende de la velocidad y, por
consecuencia, de su velocidad de deformacién, esto de manera analoga a lo que sucede en
los solidos con relacidn a su deformacion. Analisis mas detallados revelan que existen fluidos
en los que la relacion de las cargas aplicadas con la velocidad de deformacion es lineal; tal
como pasa en los sélidos de Hooke con la deformacion. Por otra parte, fluidos como la miel o
la propia sangre no presentan relaciones lineales. Es entonces que se pueden clasificar a los

fluidos como:

1. Fluidos newtonianos. Son aquellos en los que la relacion esfuerzo de corte-
velocidad de deformacion es lineal 7 =Cg. A esta relacion de proporcionalidad se le
denomina como viscosidad, razén por la cual este tipo de fluidos se describen como

linealmente viscosos.

2. Fluidos no newtonianos. En este caso la relacibn es no lineal, presentandose
fendmenos de almacenamiento de energia a la vez de los disipativos caracteristicos

de los fluidos, a este tipo de medios se les denomina como fluidos viscosos no

lineales (r=cy"; n#1)

Desde el punto de vista de la variacion de su densidad se describen como:
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a) Fluidos compresibles
%7& 0
Dt

b) Fluidos incompresibles. Se puede considerar idealmente que la densidad del fluido

bajo estudio permanece constante

@:0 S, Vv=0
Dt
= V-u=0

Como ya ha sido mencionado un fluido es un medio idealizado, el cual en cualquier punto,
durante movimiento de cuerpo rigido o en reposo, no es capaz de soportar esfuerzos de

corte, por lo que con cualquier base que se analice el sistema, el estado de esfuerzos

siempre se presentara como

Esto debido a que el fluido en reposo 0 en movimiento de cuerpo rigido no presenta ningun
esfuerzo de corte; por otro lado, partiendo de la misma ldgica se tiene que para un elemento
diferencial cualquiera en el seno del fluido al cortar éste con cualquier plano, solamente se

presentarén esfuerzos normales, lo gue se expresa entonces como:
Tn=An

Para cualquier n, el esfuerzo en cualquier punto y para cualquier plano es normal al plano.

Considerando que el punto (elemento diferencial de fluido) es cortado por dos planos

cualesquiera cuyas normales son Ny, N,, entonces se cumplira que

Ty =4m

Tny = AN,
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= My =4 n-ny
Por otra parte,
TNy =4, -ny
dadoque T =T"
= TNy =Ty =0= (4, —A4)ny - Ny

Existen entonces dos posibilidades:

a) n-n, =0
b) A—4=0
Ya que los planos no necesariamente son perpendiculares = NNy, #0

En otras palabras, en todos los planos que pasan a través del punto no s6lo no existen
esfuerzos de corte, ademas todos los esfuerzos normales son iguales, a estos se les
denomina como esfuerzos hidrostaticos y representan una componente esférica. Como los

esfuerzos en el seno del fluido deben ser compresivos, entonces

oy =-Pp
p = presion atmosférica
T=-pl

En notacion indice se expresa

ajj == PJ; (7.1)

donde el escalar p representa la magnitud de los esfuerzos normales compresivos y por

consecuencia se define como presion hidrostatica.
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7.2 FLUIDOS COMPRESIBLES E INCOMPRESIBLES

Como ya fue explicado, en diversos fluidos, como el agua, al variar la presion hidrostéatica su
densidad se modifica en magnitudes tan pequefias que se definen a éstos como

incompresibles, por lo cual se cumple que

Dp _y
Dt

razén por la que la ecuacién de conservacion de la masa

oV
% + p_l =0
Dt 8Xi
se reduce a
V-v=0
O en notacion indice
Mg
6Xi

Un fluido, aun cuando se considere como incompresible, no necesariamente debera
presentar uniformidad espacial en la densidad, de ser asi se considerara como homogéneo.
Resulta evidente que la suposicion de incompresibilidad simplificara el andlisis y por
consecuencia la solucion de los problemas, simplemente es necesario en cada caso evaluar
la conveniencia de considerar al fluido como compresible o incompresible, de tal forma que

se obtengan soluciones simples y con un alto grado de aproximacion.

7.3 ECUACIONES DE LA HIDROSTATICA

Un fluido, como todo medio continuo, deberd cumplir con las ecuaciones generales, entre

éstas la ecuacion de Cauchy, la cual considerando condiciones de equilibrio queda como
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Por otra parte, se ha definido que el estado de esfuerzos para un fluido en reposo se
representa por

ojj = — P

por lo que sustituyendo ésta en la Ecuacién de Cauchy, se tiene

op
—Eé‘” +pBi =0
op
_ P B =0
6Xi !
op
— = pB. 7.2

Lo que en notacién general se expresa como

= Vp=pB

EJERCICIO 7.1 Determine la variacion de la presion de un objeto que se encuentra sumergido
en un liquido de densidad o, si se conoce que la presion sobre la superficie del fluido se

describe como py.

Con base en la ecuacién 7.2, se puede determinar la variacion de la presion en funcién de la
profundidad a la que se encuentra inmerso el medio al interior del fluido. Considérese que la
unica fuerza de cuerpo es producto del campo gravitacional y que el eje X3 corresponde con
la vertical, mientras que el plano horizontal esta dado por X X, ; la aceleracion producto de

las fuerzas de cuerpo sera

B; = 08, + 08, + gé;.

El fluido como cualquier otro medio deber4 cumplir con las ecuaciones de Cauchy en

equilibrio:
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ajj = —PJ;
op

P _ B
o P
Vp=pB

Considerando la aceleracién gravitatoria

B]_:O, BZZO, Bgzg

o Po 0 . X
“F oo > X
0%
X, ¥ v X,
@ _,
OXo
op _
o, =9

Por lo tanto, se tiene que p(X;, X,) = cte para cualquier xq, X, ; por otra parte:
p=p0x+C
dado que en X3=0 — p=p, , se tiene que
p=pgh+ pg
EJERcCICIO 7.2 Cuando se presentan diferencias de altitud menores, se puede considerar que

la atmdsfera se encuentra a temperatura constante. Con base en lo anterior, determine las

ecuaciones que describan la variacion de presién y densidad de la atmosfera.

Con base en la ecuacion de la hidrostatica _6_p

(@] =0 = p =cte
0%
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Para el eje X,

(@]:0 = p =cte

Para el eje X3

o |__ Xy X2
(axsj i

Considerando la ecuacion de estado para un gas ideal, y ademas que la temperatura es

constante

pV =mRé&

p=pRH, con O =cte

p:i

RO
Sustituyendo resulta entonces que
P [_1) g
0X3 RO
Resolviendo la ecuacién diferencial se tiene
dp)_(_9d
p RO

g
Lhp=———-X3;+C
p RO 3

Para X3 =0 = p=p, (presion de referencia)

—0
Lnh pn =—(0)+cC
Po RH()
= p=poexp(ﬁjxs
RO
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De forma analoga se puede proceder para determinar la razon de variacion de la densidad

con la altura
p=pRO
opRO _
" j og
d_'o =_idx3
o, RO

g
Lhp=——Xx,+¢C
P RO 3

Para X3 =0 = p = py (densidad inicial o de referencia)

= P = Po EXP (%) X3

7.4 MOVIMIENTO DE CUERPO RIGIDO DEL FLUIDO

En los casos anteriores se consider6 que el fluido se encontraba en reposo o en condiciones
de equilibrio, por lo que se definid que su aceleracién era igual a cero, ahora se analizara
considerando que se trata de un movimiento de cuerpo rigido, por lo cual Vv =0, es decir,
las deformaciones y velocidades de deformacion son cero, por lo que la ecuacion de Cauchy

para este caso se expresa como

op
—5 0 +PBi =3

j

op ov;
——+ 0B = il B
ox pPB =p at
= -Vp+ pB = pa (7.3)
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EJERCICIO 7.3 Un recipiente con un fluido incompresible en su interior se mueve
verticalmente hacia arriba con una aceleracion constante a. Determine la presion en un
punto gue se encuentra a una profundidad H de la superficie. Considere que en la superficie

H =0 la presion esta dada por p,. La densidad se expresa como p .
El sistema coordenado se define considerando que la direccion positiva del eje X3 es hacia

abajo, mientras que los ejes X1, X, corresponden al plano horizontal. La aceleracion producto

de las fuerzas de cuerpo queda (solo se considera el campo gravitacional).

>
/

X]

&

X3

FIGURA 7.2 RECIPIENTE MOVIENDOSE EN DIRECCION VERTICAL

Bi = Oél +Oé2 +0§3

Movimiento de cuerpo rigido

Eje X,

* +p9=—-pag
0X3

La solucién de la ecuacion diferencial queda

p:p(g+a3)x3+ Po
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EJERCICIO 7.4 Un vehiculo arrastra una pipa de seccion cilindrica (figura 7.3), la cual tiene
una divisién central. El tanque tiene una longitud de 15 m por 2 m de diametro. El fluido
dentro del tanque ocupa un 50 % del volumen de éste. Al ponerse la luz del semaforo en
verde el vehiculo debe acelerar con una magnitud constante (aceleracion en direccion
horizontal). Considerando movimiento de cuerpo rigido, determine el &ngulo de la superficie
libre del tanque (@) con relacion a la horizontal; asimismo, desarrolle la ecuacion que define
la presién para cualquier punto del tanque, tal que p = p(Xq,X,). Calcule la altura maxima

que alcanza el fluido al chocar con la pared vertical si a = g/4.

Fo=10

OO0 =0 (L) (8

t:to t>t0

FIGURA 7.3 MOVIMIENTO DEL AGUA AL PRESENTARSE UNA ACELERACION

La superficie del agua es normal a la resultante de la fuerza, si solo existe la aceleracion
producto del campo gravitacional, la superficie permanecera horizontal; sin embargo, al
acelerar el vehiculo el agua, por efecto de su inercia, tiende a desplazarse hacia atrds dando
lugar a una superficie inclinada con angulo & con respecto a la horizontal. Esta superficie

sera perpendicular a la componente de la aceleracion resultante, por lo que
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A partir de lo anterior y considerando las dimensiones del tanque (§,¢), donde ¢ representa
la longitud de la camara y ¢ su diametro, se calcula facilmente la altura que alcanza el
liquido durante la aceleracion del vehiculo. Ademas, a partir de la ecuacién de movimiento
de cuerpo rigido de un fluido se puede determinar la ecuacion que defina la presion para

cualquier coordenada.

Tomando como referencia la superficie del fluido

P(¥1, %)= Po+ PYX, + pYX tan &

hmax =h +Ah = ﬁ+§tan 4 =1+7—;tan14° =1.9375 m

Nenin =N —Ah = ﬁ—gtan6=1—%tanl4°:0.065 m

= Pmax = Po + 29 (hmin +§tan 0)

EJERcCICIO 7.5 Demuestre que para un flujo unidireccional (figura 7.4) que corre en un plano
inclinado con relacion a la vertical, la cabeza piezométrica h es constante en cualquier punto

dentro del flujo (se considera que el cambio de alturas z es mucho mayor que la dimensién

en direccion del eje X;).

h=— 1,
P9
p - densidad

g - aceleracién gravitacional
h - cabeza piezométrica
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FIGURA 7.4 FLUJO UNIAXIAL EN DIRECCION DEL EJE X

p

-—+pB, =0 7.4
OXo Ph2 (7.4)
p

———+pB; =0

% PPB3

Como z apunta hacia arriba (figura 7.4), las fuerzas de cuerpo por unidad de masa se

expresan como

B =08, +08, - gé,

Entonces la proyeccion del campo gravitacional en direccion del eje X, esta dada por

A

B,=B-6=-9(&&)

El vector de posicién de cualquier elemento diferencial del fluido queda
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Entonces la proyeccion del vector de posicién con respecto del eje vertical es

2=8,r =((6,6) % +(8;6;) % +(&,63) xg)

Es evidente que

(éz .§3) =0
Por otra parte la variacion de
O gr=6,8
8X2 z 7°%2
Se puede escribir entonces que
0 /o A oz 09z
B, ——98—(% 2):— ~ - A
Xo OXs OXs
Sustituyendo en la ecuacién 7.4
0 op
pax2 (g ) OXy
0
—(p9z+p)=0
o (p9z+p)

Entonces, para todos los puntos de un mismo plano el cual es perpendicular a la direccion de

flujo se tiene

Por lo tanto
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7.5 FLUIDO NEWTONIANO

Como ya ha sido mencionado, se define como fluido newtoniano al medio continuo que se
caracteriza porque la relacion de los esfuerzos de corte a la velocidad de deformacion es

lineal, por consecuencia el estado de esfuerzos se podré describir como

Uij :_péij +Ui'j (75)

donde el tensor O'i'j depende de la velocidad de deformacién y representa la componente
viscosa del estado de esfuerzos; en un fluido newtoniano, en cualquier punto asociado al
medio continuo, el esfuerzo Ui'j depende en forma lineal de las componentes del tensor de

rapidez de deformacion (Dj;)

UU=U(D”)
_lfow o)
Vo2( ek ox

No existe ninguna razén experimental por la cual se pueda considerar que las propiedades
del fluido se madifican con la posicién, asi como que éstas dependen de la direccién. De lo
antes mencionado, se describe a éste como un fluido homogéneo e isotrépico. Por analogia
con un sdlido elastico, homogéneo, lineal e isotrépico, se define un fluido viscoso,

homogéneo, lineal e isotrépico (fluido newtoniano); por lo tanto
, )
aij = Cjjuéu

Realizando las mismas consideraciones que fueron efectuadas para el solido eléstico

homogéneo e isotropico, se tiene que:

El tensor de esfuerzos y el de rapidez de deformacion son simétricos

Oij = Ojis €k = €Ik
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El tensor de constantes viscosas es simétrico
Cii =Cjiis Cij = Cijix
Cijir = Cuij

Por otra parte, el tensor de constantes viscosas Cjjiy es isotropico, esto es no se modifica

bajo cualquier base, razén por la que el sistema se puede representar en la forma
oij = AéGij + 2116

lo cual representa que solo existen dos constantes viscosas linealmente independientes:

Como a través de la Segunda ley de Newton se encuentran relacionadas la fuerza, masa,

longitud y tiempo, se tiene que

donde u representa la razén de proporcionalidad entre el esfuerzo de corte y la rapidez con
la que decrece el angulo entre dos lineas materiales mutuamente perpendiculares. A esta
constante se le denomina como primer coeficiente de viscosidad o simplemente viscosidad.
Por su parte, A no tiene un significado fisico, ambas en el Sistema Internacional tienen

unidades de pascal-segundo, unidades que para la mayoria de las aplicaciones practicas

resultan muy elevadas. Es por lo anterior que se define el Poise {L} , en sistema inglés

cms

las unidades son Ibg =S 0 Slﬂ .
pie? | | pie=s

En la mecénica de fluidos es muy comun el empleo de la viscosidad cinematica

v=~£
yo,
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entidad que proviene del cociente de la viscosidad y, con respecto a la densidad p. La

L e . . 12 . . .
viscosidad cinematica v tiene unidades de {T . En sistema métrico la unidad de la

cm? 4| m?
viscosidad cinematica recibe el nombre de Stoke | —— |=10""| — |.
S S

Retomando la expresion a través de la cual se define el estado de esfuerzos, el tensor total

de esfuerzos queda
ojj = —P&jj + ADy i +2uDy;
o113 =—P+ADy +2uDyy
O =—P+ADy +21Dy,)
033 = =P+ ADy +24Ds3

Cii = —3p +(32+2/J) Dkk

OH :—p+(/1+§,u]Dkk

Donde

1 D
Dy =——
kkd

v E(dV)

representa la rapidez de cambio de volumen y esta dada por

\VA
_ _ I_~ . .
Dkk —V‘V——a - —6'11+6'22 +€33
1

0 Dk = D11+ Dyy + Dgg

Si el fluido es incompresible Dy, =0, el esfuerzo hidrostatico estard dado por la presién, sin
embargo, en el caso de que Dy, #0, la presion p representard solo parte de la presion

hidrostatica, siendo necesario definir el coeficiente de viscosidad volumétrica

2
K=1+—
3,11
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. . . . 2
Por otra parte, si el fluido es compresible y oy =—p, solamente si ﬂ+§u =0, lo cual se

define como Condicién de Stokes.

Fluido newtoniano incompresible

Para el caso de un fluido newtoniano incompresible, el estado de esfuerzos se expresa como

ajj =—Pdjj; +2uDy;
Por lo que

O = =3P+ 24Dy
Dkk =0 = Okk :—3p

oy =-P

Es por tanto que en un fluido viscoso incompresible la presion hidrostatica no depende de
ninguna cantidad cinematica y es indeterminada con relaciéon al comportamiento mecanico
de éste; por otra parte, para un fluido viscoso incompresible se podra superponer cualquier
presion al fluido sin que esto afecte su comportamiento mecanico. Por consecuencia, la
presién resulta indeterminada desde el punto de vista de las ecuaciones constitutivas que
caracterizan a un fluido viscoso incompresible. Retomando la ecuacién constitutiva

0ij = —PJjj + AD S +2uD;; y considerando que

1oy o)

) P

se tiene entonces que

v,
o =—PSj + | -+ —+

J OX j 8Xi
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o =—p+u 21
11 H %
o ——puf 22
22 H o,

oV
O33 =—p+2y(§3
3

N OV
O1p = H a—+—
Xo 0%
ov.
O3 = H ZV—2+—3J
X3 OXo
ov
e
1 3

Ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos incompresibles

Sustituyendo el estado de esfuerzos definido para un fluido newtoniano incompresible en la

ecuacion de Cauchy, se tiene

9, B - pa
+ pB; = pg
6Xj
6Uij Dv
- B = p—L
o 0T ot
99 CUC
o PO TP e
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op v,

-—+
OX; ”axjaxj

OX; OX0X;j

Para un fluido incompresible

ovj
—=0 =
8xj

Lo cual en notacién general queda

+ i%_{_ B = %-FV'%
Poxlox |77 7P T

-——+u i +pBi=p %+v-%
o oaxgox; ot ox;

j +pBi =p %+v-%
oxox; ot ) ox;

-Vp+uV-Vv+ pB = p(%+VVVj

(7.6)

A la ecuacién anterior se le conoce como ecuacion de Navier-Stokes, la cual describe el

movimiento de fluidos newtonianos incompresibles.

Para este sistema vectorial de

ecuaciones, las incognitas estan representadas por el campo de velocidades y la presion

(v,Vv,,Vs, P), por esta razon se requiere una cuarta ecuacion que es la de la continuidad

(Conservaciéon de masa)

V-v=0

En coordenadas rectangulares las ecuaciones de Navier-Stokes quedan en la forma

op o> ¢ &
T RN TN
aX:I_ axl 6X2 8X3

Xy o oxs oxs

+
Oxg e

2 a2 A2
—$+y[a + 2490 ]v2+p82:p[avz+8V2v1+avzv2+avzv3j

2 2 A2
_8p+ﬂ{6 o .2 }v3+p83:p(av3+av3v1+av3v2+av3v3j
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EJERCICIO 7.7 Si todas las particulas de un fluido tienen sus vectores de velocidad paralelos

a una direccion fija, el flujo se definira como uniaxial.

Demuestre que para un flujo uniaxial de un fluido newtoniano incomprensible el esfuerzo
normal compresivo en cualquier punto de cualquier plano paralelo y perpendicular a la

direccion de flujoes p.

Considere que la direccion de flujo corresponde con el eje X3, por lo que las velocidades en

direccion de x;, X, seran igual a cero
= V3 #0; vy =V, =0
De la ecuacion de la continuidad

Ny vy, Vg _

V-v=0 = 0
OX; OXy OXg

%:0 = V3:C

OX3

= V3=V(X, Xp; t)
= Dy =Dgp =Dy =0
ojj =—Poj; +2uD;;

= 011 =02 =033 =—P

Ecuaciones de Navier-Stokes en coordenadas cilindricas (r,8,2)

Dado que en este caso las incognitas son V,,Vy,V,, P se requerira emplear las ecuaciones

de Navier-Stokes y la Ecuacién de la continuidad, las cuales quedan

Dp
=L 5(V-v)=0
o FP (V)
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Como el fluido es incompresible

Do _y =  V.v=0
Dt
Por lo que
V'VI%-I-E %+Vr +%
or r\ o6 oz

r or r\ 06 0z

A

El gradiente del campo de velocidades queda

ov, 1(ov, ov,
or r\ o6 0z
VV: % l %_'_VI’ %
or r\ o0 0z
¥ 1) v
or r\ oo 0z

Por su parte, la ecuacion de Navier-Stokes en notacién general se expresa
ov
—-Vp+uV-(VVv)+pB=p E+V(Vv)

La divergencia de un tensor de segundo orden (V -T )r 0, €N coordenadas cilindricas es

05 e

(diVT) — aTHr +£ aTGH +Tr¢9 +T€r+aT92
o \or ) r oo r oz

(divT), =[ Lo | 1 Too |, x| Tor
z or r\ 00 oz r

donde, por analogia, se puede considerar que T =Vv
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Sustituyendo lo antes expuesto en la ecuacion de Navier-Stokes se tiene

-3 -r

®,, azvr+iazvr+azvr+lavr 2 v, g
or? r200* o* ror r?a0 r? '

2
o 8v,r+vr 8vr+v_98errVZ Ny Vg
ot or r 00 oz r

2 2 2
———+4u %_{_i& Ve_{_ava_f_lavg +£8Vr _V_g +pB€=
r o6 o> r?00° o> ror 200 r?

=p[8v9 +V, Vo , Yo N +V, Vo, ViV
ot or r 00 0z

2 2 2
—@+,u 8\/22+i26 v22+6v22+£8vz + pB,
oz orc rco60° oz° ror

=p oy +V, oy +V—‘98VZ +V, g
ot or r 06 0z

Ecuaciones de Navier-Stokes en coordenadas esféricas (r,0,¢)

Dado que en este caso las incognitas son v, WVg.Vy, P SE requerira usar las ecuaciones de
Navier Stokes y la Ecuacion de la continuidad, las cuales quedan:

Dp
—— 4+ oV-v=0
Dt °

Como el fluido es incompresible

@=o = V=0
Dt

Sea v=V(r, 6, #) una funcion vectorial, entonces

ov
= V-v=divv=%+1 %+er+ ! _¢+v_,+_v9cot0
or r\ o0 rsen@ o r r
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2 ov
V-v=i orev, N 1 8V95en9+ 1 P
r2| or rsend 06 rsené o¢
Ne l(%_ Hj L [V 45eno
or r\ o6 rsend\ og¢
Vv = No 1(aﬁ+vrj L [V _ 4 COS 0
or r\ oo rsené\ o¢
M A L (%), v, Yocotd
| or r\ oo rsené\ o¢ r r

Por su parte, dado que la Ecuacion de Navier-Stokes en notacién general se expresa

—-Vp+uV-(Vv)+pB= p(%+v(Vv)j

La divergencia de un tensor de segundo orden (V'T)ra en coordenadas esféricas esta

¢
dada por
o(reT oy Top+T
(divT) == ( rr) bt i(Tngs,en<9)+ L __% o
rop2 or rsend o6 rsend 0¢ r

80 m) 1 0

oT, T.,-T, —T,,cotd
N 1 9¢+ ro ~ lor — g
r3 or rsen@ o6

rsenéd o¢ r

. 1|0(r Ty 1 0
(dIVT)¢:r_3 (8r r) +rsen¢9£( ¢Hsen0)+

0Tys  Tog—Ty +Tysc0L0
1 9l Irg~lgr* lop
rsenéd o¢ r

Sustituyendo lo antes expuesto en la ecuacién de Navier-Stokes se tiene
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2 or

2 ov
yﬁ(ii(rzv)J+ 1 a[sengavj 12 avzr_zz a(vgsene)_zz 61,
or r?seng 06 r’sen’6 o6¢°> r?seno 06 rcsend 0¢

o Vo OV Vg N, Vot
or r 06 rsenf 0¢ r

oV
PB; pL atr +Vy

18p

r80

10[0v] 1 0] 1 @ 1 0%y  20v, 2cotd N |,
U ——|r°=2+= —(vysend) |+ 5 ot
r2or| or | r200|sen6 o0 r’sen?0 o¢> r? 060 r?send a¢

2
v vy cotd
pPBy=p (3V9+Vr Vg +V_96V6’+ 4 a\/6’_,_\/rV¢9_ ¢
ot or r 06 rsené o¢ r r
1 ap
rsené?ago

1o ,04] 1o 1 o 1 0%y 2 v, 2cotd av,
| = —| r? = —(vysen o) |+ . £ +— += +
r2or|  or | r?06[sen6 06 r’sen’d og*> r’send 04 rsend O¢

B — av¢ 6v¢ av¢ Vy  OVy  VyVp  Vuvgcotd
PBy =p Ve + +
at 6r r 89 rsené op r r

7.6 LINEAS DE TRAYECTORIA Y LINEAS DE CORRIENTE

Para la mecéanica de fluidos es necesario disponer de una representacion visual de un
campo de flujo, tal representacion se puede realizar a través de la descripcién de las

trayectorias de las particulas del fluido.

Una linea de trayectoria esta constituida por la curva que se traza a través del movimiento
de una particula, esto es, si se pretendiera determinarla fisicamente habria que tomar una

imagen del flujo (empleando por ejemplo tinta o colorante) durante un intervalo de tiempo,
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obteniendo asi la descripcion de la trayectoria. Matematicamente, la linea de trayectoria de
una particula la cual estaba en X para un tiempo t; puede ser obtenida a partir del campo

de velocidad v(x,t). Si x = x(t) es la linea de trayectoria, entonces

EJERcCICIO 7.8 Para el campo de velocidades descrito por

2X
Vi :(Zt—jl); V, =0; V3 =0Cxg

Determine la linea de trayectoria de una particula X = X(Xi,to), esto para el tiempo de

referencia t.

A partir de la definicion de velocidad y considerando la relacion entre coordenadas

lagrangianas y eulerianas, se tiene que

%_ _ 2Xl X]_%_ t 2dt
at T (2+D) Jxl X _Ito 2t+1
1
= Lni: Lnﬁ = X = X M
Xy (2t +1) P (2t +2)
dx,
—L =y, = =X
dX3 X3 dX3 t
—2=Vy=¢C —==| cdt
dt =M= J.><3 X3 o
Lnﬁzc(t—to) = Xg = xsec(t—to)
X3
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Las lineas de corriente son lineas dibujadas en el campo de flujo, de tal manera que en un
instante dado se encuentran siempre tangentes a la direccion de flujo en cada punto del
campo que describe éste. En otras palabras, una linea de corriente en un tiempo t es una
curva cuya tangente en cualquier punto tiene la direccion instantanea del vector velocidad de
la particula en ese momento. Experimentalmente, estas lineas son obtenidas adicionando
particulas reflejantes en el fluido al efectuar una toma fotografica sobre la superficie del fluido
con una apertura corta del obturador. Cada elemento reflejante produce una linea corta
sobre el flujo, la cual se aproxima a la tangente de la linea de corriente. Matematicamente,

las lineas de corriente pueden ser obtenidas a partir del campo de velocidades V(x,t).

Considere que X = X(s) representa a la ecuacion paramétrica para la linea de corriente al

tiempo t, la cual pasa a través de un punto dado X,, entonces una s puede ser escogida tal

que

%zv(x,t) x(0) = X

El perfil de las lineas de corriente puede cambiar de un instante a otro si la velocidad del flujo
es funcion del tiempo (flujo no establecido). Dado que las lineas de corriente son tangentes
al vector velocidad de cada punto del flujo, el fluido nunca puede cruzar una linea de

corriente.

EJERcCICIO 7.9 Para el campo de velocidades descrito para el ejercicio 7.7, determine las

lineas de corriente que pasan en el punto p :

dx 2% ~
P(PL P2, P3) = d—s'=V(X,t)=(2t+11)el+0e2 +CXg65
q od 2s
Xlﬁz s S _ (2t+1)
Im X, IO (2t+1) = TR
vz =0 = X=Pk
dX3 X3 dX3 S
V3:CX3_E_J‘F)3Z_ OCdS




INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

Las lineas de trazo se definen al observar un punto en el espacio correspondiente al flujo,
identificando todas las particulas que pasan a través de éste y que al unirlas dan lugar a

dicha linea. Una linea de trazo a traves de un punto fijo X; es la linea a un tiempo t, formada
por todas las particulas que han pasado a través de X, para 7<t. Considere que X=X (X,
t) denota la funcion inversa de x = x (X, t), entonces la particula que estaba en X, para un
tiempo 7 tiene las coordenadas materiales dadas por X = X (Xo,r), por lo que la misma
particula esta en x =X ( X (X, 7), t) al tiempo t. Es entonces que la linea de trazo a un

tiempo t esta dada por x =x (X (X,,7), t) para un tiempo fijo t y variable z.

EJERCICIO 7.10 Para el campo de velocidades descrito en los ejemplos anteriores

2X
v :(Zt—jl); V, =0;  V3=0xg

Determine la linea de trazo formada por las particulas que pasan a través de la posicion
espacial p(p;, P2, P3)-

Las ecuaciones de trayectoria fueron determinadas en el ejercicio 7.7, quedando:

(2t+1)
l(2t0 +1)

Xl = X
X2 = X2
X3 = Xsec(t_to)

las cuales tienen las funciones inversas

_y (2ty +1)
T (et
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Entonces, la particula que pasa a través de la coordenada p( P P2, p3) a un tiempo resta

dada por

(2ty +1)

X, =p ~—° 7/
SN Py

Xa = P2
—c(7—1p
X3 = Pst (==0)
Sustituyendo en las ecuaciones de trayectoria, se obtiene la ecuacién paramétrica para las

lineas de trazo

“ (2t+1)
LY PRy

Xo = P2

X3 = psec(t_r)

7.7 FLUJO ESTABLECIDO Y FLUJO TRANSITORIO

El flujo denominado como establecido es aquel en el cual para cualquier localizacién fisica
las condiciones no cambian en el tiempo. En un flujo establecido las lineas de corriente, de
trayectoria y de trazo no cambian con el tiempo. Un flujo transitorio por su parte se

caracteriza en que ya sea la velocidad, aceleracion o temperatura cambian con el tiempo.

. . . . L4
Por ejemplo, sea i una variable cualquiera en un flujo transitorio E #0.
7.8 FLUJO LAMINAR Y FLUJO TURBULENTO

Los flujos viscosos se pueden clasificar en laminares o turbulentos, de acuerdo con sus

condiciones de movimiento. El flujo laminar se caracteriza en que el movimiento se da en
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capas, de tal forma que no existe mezcla entre las lineas de corriente. Se trata de un flujo
muy ordenado en el cual las particulas que fluyen se desplazan formando finas capas. Este
tipo de flujo se relaciona fundamentalmente con condiciones de baja velocidad.
Experimentalmente en este caso, si se inyecta tinta en el seno de la corriente se tendra que
no existe mezcla, manteniéndose en el tiempo, separado el marcador del resto de la
corriente. En un flujo turbulento se presentan movimientos tridimensionales aleatorios de las
particulas del fluido. Si se inyecta tinta a un flujo turbulento, se tendra que ésta rdpidamente

se dispersa en todo el campo del flujo.

Para el caso de agua fluyendo en un conducto de seccién circular, Reynolds observé que un
parametro adimensional (conocido ahora como nimero de Reynolds) Ny :V,ody_1 v,
velocidad promedio; d, diametro del tubo; p, 4 densidad y viscosidad del fluido] describia
las condiciones del flujo, de tal forma que para valores menores del orden de 2100, el flujo se
presentaba en capas, y donde un filamento de colorante introducido en el fluido permanecia
intacto. En dicho caso, cualquier alteracion en el flujo es rapidamente eliminada. Si Ng se
incrementa, el flujo se vuelve sensible a la presencia de pequefias perturbaciones, de tal
manera que se llega al punto en que el filamento de colorante introducido al flujo se rompe,
mezclandose con la totalidad del flujo. A este fendmeno se le denomina como flujo
turbulento. Las condiciones en las cuales se presenta un flujo turbulento son dificiles de

precisar con exactitud, dependiendo entonces de la alteracion que se genere.

Dada la complejidad de su analisis, en primera instancia se procedera a estudiar la dinamica
de los fluidos considerando flujos laminares, por consecuencia, los resultados obtenidos

estaran limitados a dichas condiciones y definidos por su nimero de Reynolds caracteristico.

7.9 FLUJO DE COUETTE

En este apartado se va a analizar un flujo uniaxial entre dos placas planas semi-infinitas
(véase la figura 7.5). El flujo se considera uniaxial y se presenta en direccion de ¥ cuando la
placa superior se mueve a una velocidad v. Dado que el movimiento del fluido es uniaxial,
entonces vy = f (Xz),vz =V; =0. Se trata de un fluido Newtoniano incompresible por lo que
la ecuacion de la continuidad queda V-v =0y a partir de las ecuaciones de la continuidad y

de Navier-Stokes, se tiene que:
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vy _

0 Vi =ax, +b
6x§

Resulta por demas evidente que los valores de las constantes a y b estaran determinados
por la posicion en que se coloque el sistema de referencia; si el origen se coloca en la placa
inferior, tal como se muestra en la figura, se tiene que v; =0 para X, =0 y v; =V para

X, =d , es entonces que

VX,
Vi(Xe)=—+
(1) =2
Flujo uniaxial
inducide por velocidad

v A
B
d ? " V(Xz):_2
| Vi d

i

Xy
FIGURA 7.5 FLUJO UNIAXIAL ENTRE PLACAS PLANAS SEMI-INFINITAS
INDUCIDO POR VELOCIDAD ( FLUJO DE COUETTE)

7.10 FLUJO UNIAXIAL PRODUCIDO POR PRESION (FLUJO DE POISEUILLE)

El flujo denominado como de Poseuille se describe como un flujo uniaxial inducido por
presion, el cual se produce entre dos placas planas semi-infinitas (figura 7.6), donde la

presion p = p(x ) (figura 7.7).

De acuerdo con lo observado, se tiene que:

vy = (%)
Vl(o) = Vmax

vi(@) =y (-2) =0
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X2
Xy

X3

ot s —ef o B

FIGURA 7.6 FLUJO UNIAXIAL ENTRE PLACAS SEMI-INFINITAS, INDUCIDO POR PRESION

Ecuacion de Navier-Stokes considerando flujo establecido:

op vy

> =0

k.
L4

Xy

FIGURA 7.7 PERFIL DE PRESION

No se consideran fuerzas de cuerpo B, = B, = B3 =0

»_,
0%
o u
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T2y g 0:%a2+0+2c2 = czz—%a2

N U

vl=%x22+clx2+c2 0=0+2ca+0 = ¢ =0

. OV
Para la condicion de frontera en X, =0, V; = Vs = 8_1 =0
X2

0=0+2¢a+0 = =0

yen X, =4a,Vv =0

O:ga2+0+2c2 = sz—ia2
U 2u
v@=0=2a?+ca+c,
24
vi(-a)=0=-2a% —ga+c,
2p
De lo anterior se tiene que
a 2 a 2
Vi(X)=—xXx; ——a
100) =56~
a (2 .2 a (2 2
vl(xz):—(xz—a ) = vl(xz):——(a —x2)
2p

De lo cual se concluye que la velocidad del flujo v;(x,) es proporcional a aa—py se presenta
X1

en sentido contrario a la direcciéon de crecimiento del gradiente; por otra parte, la velocidad
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méaxima del flujo se presenta en el plano medio entre ambas placas semi-infinitas y esta

2
0 .
dada por; Viax =2—(—pJ por lo que el gasto volumétrico V se puede describir como

0%

. ra a 2a°
V= I_a WV; (Xp)dXo = w;?

donde w representa el ancho de las placas, y la velocidad promedio V se describe a través de
2

1a aa
V== v(X)dxy =——
2o ute)de =2

EJERCICIO 7.11 Para el mismo flujo uniaxial descrito en la figura 7.4, determine la presién en

el punto A.

PrY

FIGURA 7.8 CAMPO DE VELOCIDADES DEL FLUJO EN UN CANAL INCLINADO

De la figura queda
PA = Pam +£9(Zg —Za)
PA = Pam +pghcosé

donde pg, representa a la presion atmosferica.
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Por otra parte, no existe restriccion al movimiento del fluido en la superficie superior, por lo
que su velocidad serd maxima. ¢ Como son las velocidades para el fondo del canal inclinado

y en la superficie libre del flujo?

El fondo del canal no presenta movimiento por lo que la velocidad en este plano es nula; por

¢,Como sera el perfil de velocidades?

Dado que las paredes del canal estan inmdviles, lo que genera el movimiento del fluido es la
diferencia de presion debida a la inclinacion del canal, razén por la que se trata de un flujo de
Poiseuille (inducido por presién) por lo que el perfil de velocidades es parabdlico, tal como

se observa en la figura 7.8.

7.11 FLUJO INDUCIDO POR PRESION A TRAVES DE UN CONDUCTO DE
SECCION CIRCULAR (TUBO)

Este flujo también denominado como de Hagen-Poiseuille, se describe como un flujo
uniaxial, axisimétrico inducido por presion. Resulta evidente que el analisis se facilitara si

éste se realiza en coordenadas cilindricas. De lo antes expuesto se tiene que:

vV, =0, vy =0, v, =Vv,(r)

V(O0) =V = %:o
v(R)=0
s Fae

wir) '
R \\

FIGURA 7.9 PERFIL DE VELOCIDADES PARA UN FLUJO DE HAGEN-POISEUILLE.
LA PRESION ES FUNCION LINEAL DE z
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Ecuacion de la continuidad, considerando que se trata de un fluido incompresible

Resulta entonces que la divergencia del campo de velocidades se expresa

V°V:%+l(%+vrj+%
or r\oé /4

De lo antes expuesto se concluye que

ov

V, =Vy =0; —L =
0z

En virtud de que el gradiente del campo de velocidades descrito en coordenadas cilindricas

esta dado por

o,

g

ov
00

Ny

%,

Ny
0z

or
Ny 10 ) g
or ri o0 0z

¥ Lfon) v
or r\ 00 0z

Vv =

Considerando la ecuacion de Navier Stokes correspondiente al eje z

2 2 2
®, {a v2+%a v, o, +16v2]+ Bz=p(a"2+vr8vz

+V—98VZ +V o,
oz ore  r2 00%° &2 ror ot or r 00

L oz

Esta se simplifica al ser un flujo establecido ya que

8Vz +V, aVz +V_98Vz 6Vz
ot or r 06

Ademas de que v, =V(r).

Por consecuencia la ecuacion de Navier-Stokes para el eje z se reduce a

2
_a_p_|_/u ﬂ_Fl% =0
o2 ror
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La ecuacion se puede simplificar considerando

o, 10y 1

a[ avz) 1 (arj(avzj o2V,
I = r=2 | == = || = |+r
or2 ror rlor\ or ri\or )\ or or?

Por lo que la ecuacion se presenta como

_@4_& g r% =0
oz rior\ or

Entonces, despejando

e integrando

ov, ar?
r—-=—+¢
or 24
N, __ar g
or 2u r
ar?
vZ:—E+oanr+c2

De las condiciones de frontera, tenemos

Para r =0 aaiz 0, dado que V, =V ax
r

2

0=_9" +—2’UCl = O=ar2—2,ucl
2ur  2ur
=0
2
ar
= v, (r)=———+c
z( ) 4/1 2




INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

vV, =0 para r=R=

de lo cual se concluye que

vz(r)=%<R2 _rZ)Zi(Rz _rz)(_z_gz)j

La méxima velocidad se presenta en el centro del tubo r =0, por lo que esta dada por

v _d_z(a_pj
P16\ oz

donde d es el diametro del tubo.

La velocidad promedio queda

2 Vo os
v:ijvsz:d_(a_pJ:m
7d? 5y 32u\ oz 2

Por lo que el gasto volumétrico se describe por V = VA

EJERcCICIO 7.11 Andlisis del flujo inducido por velocidad (Coutte) para dos capas de fluidos

newtonianos incompresibles, cuyo movimiento corresponde a un flujo laminar en régimen

permanente.

Se tienen dos capas, con espesores d;,d, (figura 7.10) que corresponden a fluidos

newtonianos incompresibles con viscosidad 4, ,, los cuales se encuentran entre dos

placas paralelas y semi-infinitas. Considerando que las placas se desplazan entre si,

determine el perfil de velocidades correspondiente. Para el analisis desprecie el efecto de las

fuerzas de cuerpo.
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Para ambas capas

v = ()
Vp=0

Considere que el origen del sistema coordenado se establece en la interfase entre ambas

capas.
L f—

/ﬁz-ﬁz :‘fz 2 .

TE i, P, ::tf: xSI

FIGURA 7.10 MOVIMIENTO UNIAXIAL INDUCIDO POR VELOCIDAD EN DOS
CAPAS DE FLUIDOS NEWTONIANOS INCOMPRESIBLES

Para la capa 1, las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a

2.1 1
ul—a \;1 0 = Mg
V%:aXZ +b
para x, = —d, = =0

Vi (X)) =ax, +ad;

Realizando el mismo andlisis para la capa 2

y—3-=0 V2 (%) =Cxp + f
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Para X, =0,=> v12 =V, (velocidad de la placa)

Analizando en la interfase (x2 :0) las velocidades deberan ser iguales (no existe
deslizamiento):
v (0)=v;(0) #0
Para la capa 2 en contacto con la pared maovil
2
Vi (dy) =v, =cd, + f = f=vy-cd;

v12(x2) = (Vp —cd2)+cx2 =c(X —dy) +Vv,

Vf (0) =v;(0) = ¢(0—d,) +v, =a(0+d;)

Vp =cd, +ad;

En virtud de existir equilibrio de fuerzas en la interfase, los esfuerzos de corte definidos en el

seno de cada fluido (evaluados estos en la interfase) seran iguales:

1 2
012 =012
1 1
1 1 1 ov oV
o12 = 24Dy =244 5[871+8—X2j
2 1
D - velocidad de deformacion
2 2
012 =210y
1
1 oy 1
012 = ﬂlaTI , Vi =axp +ad;
2
ot 1
—l:a; = 0'112=,ula a:&
0%y i
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2 5'V1 . 2 1
O1p = Hy — o Vi =CX; +;
2
2
6V1 _ c= 0'12
OXy M

En la interfase los esfuerzos de corte son iguales, por lo que:

Parala capa 1

Para la capa 2

2
0112 =0y =aty =Cly

A
Ha

C=

Vi =a(x +d;)

v :ﬂa(xz —d,)+vVv

Ho

Como ya se menciond, en la interfase las velocidades son iguales ya que se considera que

no hay deslizamiento entre los fluidos

Vi :vlz =a(x, +d;) :ﬂa(xz —d,)+v

Hy
i :
ady =——ad, +v, (d1+ dj o a=—->
/12 Hy d,+4L d,
Hy
Vo hy
Vi (%) = —2—2— (%, +dy)
1) Hp0y + 1dy

Vi
(x) = A —P2—(

Xo —dp) +V
Hy Hply + pndy P

Vi
2 1
vV =— (o, —dp)+v,

o0 + 1dy
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7.12 FLUJO INDUCIDO POR VELOCIDAD ENTRE DOS CILINDROS
CON LONGITUD INFINITA

Al flujo laminar bidimensional, en estado estable, de un fluido newtoniano incompresible
entre cilindros concéntricos de longitud infinita se le denomina como flujo de Couette para
una base en coordenadas cilindricas. Para el analisis de este caso considere dos cilindros
concentricos, de radios 1,1, y altura infinita h, tal como se muestra en la figura 7.11; éstos
giran a velocidades angulares constantes (@1, @ 5). De un primer andlisis resulta evidente
que el flujo se puede describir como uniaxial e inducido por velocidad, de tal forma que si el

origen se define en el centro del arreglo se tendra que

Ve =V, =0; vy =V(r)

LS

FIGURA 7.11 MOVIMIENTO DE UN FLUIDO NEWTONIANO INCOM-
PRESIBLE ENTRE DOS CILINDROS COAXIALES

Al tratarse de un fluido incompresible, la ecuacion de la continuidad se expresa como

V'V:%-i-l %+VI’ +%:O
or r\od

De lo que se tiene que
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situacion que resulta evidente al tratarse de un flujo establecido; por otra parte, de las

ecuaciones de Navier-Stokes se tiene para el eje 6

———+

or> r? 9% @&* ror 200 r?

p Vg Vg +v_98v9 v, 8v9+vrv9
ot o r 00 oz r

2 2 2
1p (a Vo 1%, 9Ny 10y 2 v V9]+p59:

El sistema se simplifica en virtud de que se realizan las siguientes consideraciones:

a. Flujo establecido

b. Se desprecia el efecto de las fuerzas de cuerpo
c. El flujo es inducido por velocidad

d. El gradiente de presion es igual a cero

Es por consecuencia que se reduce a

2
avg+lav9_v_9:
or2 ror

La solucién de la ecuacion diferencial esta dada por

Vg (r)= Are2
r
Por lo que
0
No _p_B
or r2
0%y _28
or? r

Sustituyendo en la ecuacion diferencial se comprueba la validez de la solucién planteada

%+1(A—%j—i2(Ar+Ej:0
r r r r r
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Demostrada la solucién se tiene que las velocidades en cada cilindro concéntrico estan
dadas por

B
r=rn,Vy(n)=aon = Vo() = oy = A +?
1

B
r=ry, Vy(r) =w,r, = Vo (rp) = w,r, = A, +r_
2

Por lo que, considerando las condiciones de frontera, se llega a que las constantes de

integracion estan dadas por

2 2 2.2
_Woly —win B (W —wW,)

A y B=

rZ — 2 r2 —r?

Por otra parte, a través de lo expuesto se pueden calcular facilmente los esfuerzos de corte
en la pared de cualquiera de los cilindros y, por consecuencia, es posible calcular el
momento transmitido para hacer girar éstos. Se concluye, por ultimo, que dicho momento es
funcioén de la viscosidad del fluido y de las caracteristicas geométricas y dimensionales del
arreglo, por lo que el sistema en analisis puede ser empleado facilmente para determinar la

viscosidad del fluido.

La velocidad de deformacién en coordenadas cilindricas se expresa como

N Lf1fov vp] ) Lfow v |
or 2\r| o8 r or 2\ oz or

1(ov 1(ovy 1ov
L R s
ov
Dzr Dzé’ 6_ZZ

Como para el caso en estudio
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Para el caso analizado, el tensor de velocidad de deformacion se reduce a

0
1(0vg Vy
pr, —| = Yo _Ye
oz 2(6r r
0

1

2

J

Ny Vo
or r
0
0

Dado que el campo de velocidades se expresa como

Vg (r)=Ar +B
r
de lo que se tiene
No _p_B
or r2

Por consecuencia,

Por otra parte, los esfuerzos viscosos se expresan

tgr = A(V V)1 +2uD

Entonces, el tensor de esfuerzos queda

O roz =

(%v_e

or r

Ny Vg

ﬂ(é‘r r
j 0
0

¥
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Por lo que

1 1 B
O'Hr:O'rezzﬂr_z

Considerando, por ejemplo, el cilindro exterior, el esfuerzo de corte que existe entre éste y el

fluido viscoso esta dado por

B
Ogr = 2u —
)

La fuerza aplicada estar4 dada por la integral de dicho esfuerzo a través del area de

contacto, de tal forma que

f =jA09,dA:j§”joz%rdedz

f= 4szZ
i

Por consecuencia, el par aplicado al sistema para producir el movimiento sera

T = fd :4,u7zEr22
2

T =4unBz

donde éste queda en funcion de los pardmetros geométricos a través de los cuales se define
la constante B, por consecuencia se puede determinar la viscosidad a través de evaluar el

par aplicado

T
e

7.13 FLUJO ROTACIONAL E IRROTACIONAL

Durante su movimiento los fluidos pueden describir un flujo rotacional, donde, la rapidez de
rotaciéon @ de una particula de un fluido se define como la velocidad angular promedio de

dos segmentos de linea, los cuales son mutuamente perpendiculares.
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Dado que el gradiente de velocidad VvV es un tensor de segundo orden, entonces éste se
puede descomponer en su parte simétrica, la que describe al tensor de rapidez de

deformacién D, y su componente no simétrica, la cual representa la rapidez de rotacién @

Vv = %(Vv + (Vv)T ) + %(Vv - (Vv)T )

%(Vv+(Vv)T ) =D
%(Vv—(Vv)T ) =w

A partir de lo anterior se define el vector de vorticidad ¢ que, en notacion indice y con auxilio

del permutador, se representa de la forma siguiente:
@ = —2&ij D

b =—2(@2361+d)31é2 +a')1263)
Ny OVy ). oV  OVa ). Ny OV .
o = Y Y2 & + on _Yv3 &, + 2“1 &
8X2 6X3 8X3 8X1 8X1 8X2

Por tanto, el vector de vorticidad ¢ esta dado por el rotacional del campo de velocidades
(v). Para un sistema coordenado rectangular (cartesiano) se tiene que el rotacional del

campo de velocidades se describe como

él é2 é3
0% OXy, OXg

_[ v Ovp 6 + oM OV &, + Ny v 6,
OXy  OX3 OX3 0Xq 0% 0%
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Por su parte, a partir de que el rotacional esta dado por la componente antisimétrica del

gradiente de velocidades se tiene que en coordenadas cilindricas se expresa como

1w, avy). (v ov,). [(ovp 1(ov.) Vp)s
=| 2| =2 | -2 |8 4| -2 |8, +| =L = +-2 |8
Pro. (r(aej azjr (az o ) aor Ylee) T )

Mientras que, en coordenadas esféricas

1(ovy) vgootd 1 ov, ). 1 (ov,) Vy V).
Proz == + - € + —~— | ——= |%
r{ oé r rsené o¢ rsen@\ o¢ r or

+ %_}_V_g_l % é¢
or r r\ o6

Flujo irrotacional

Se caracteriza porque V xVv =0, esto es, las particulas que constituyen el flujo se mueven
sin presentar rotacion, es por consecuencia que la condicién antes expresada se debera
cumplir, respectivamente, en cualquiera que sea la base, cilindricas y esféricas. Por tanto, se

tiene que

vy ) (0w o) (v ),
Ox, ) \Oxg 0% ) \Ox 0%

1 ov, _6V9 3 av,r_avZ B 8v9_l oV, +v_9 0
r\ 00 0z oz or or r\oé r

1) Vo0 1 vp) (1 (v ) Ve Mg)_ L_z(a_j _o
r\ oé r rsené o¢ rsené@\ o¢ r or or r r\oé

Es entonces que el vector de vorticidad ¢ asociado a un flujo irrotacional debera ser nulo

¢ =0
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Los flujos irrotacionales se caracterizan en virtud de que pueden ser descritos con auxilio de

una funcion escalar (7=77(x, X,, X)), tal que

v=-Vp
Vi :_8_77§i

OXi

on - on on -
Vp=——"6; Vy=——"8); Vg=——"8&
1 8xlel 27 o, 2 BT

El vector de vorticidad ¢ (para coordenadas rectangulares) queda
o[ o 0 [0 ~ o (0 of(o A o0 o (0 ~
oo|| L[ On |2 [\l [ O [On|_ 8 f0n]ls [ O[O0 O[]
OXy | OX3 ) OX3\ OX, OX3 | 0% ) O% | OX3 0% \ 0%y ) 0%y | O%q

Por lo tanto, siempre que el flujo se pueda representar por una funcion escalar 7, tal que

on 4 , L . ., ,
Vj =—a—77ei, entonces sera un flujo irrotacional, donde la funcion n(xl,xz,x3,t) define un
X.

1
flujo irrotacional.

Considerando la ecuacidn de la continuidad para un fluido incompresible e irrotacional, ésta

Se expresa como:
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Estado de esfuerzos para un flujo irrotacional de un fluido

incompresible de densidad homogénea

El estado de esfuerzos en un fluido Newtoniano se expresa como
oc=-pl+o’
_ ’
ojj = —PJjj + ojj

oij = A Gij + 2ué

donde o’ representa a los esfuerzos viscosos, si el fluido es incompresible &, =0, por lo

que el estado esfuerzos para un fluido newtoniano incompresible queda:

agjj = —PJjj +2ué;

Si se considera que el flujo es irrotacional, entonces es posible describir el campo de
velocidades a través de una funcion escalar v=-Vr, tal como se explicé anteriormente,

entonces sustituyendo ahora en la ecuacion de Navier-Stokes

~Vp+uV-(Vv)+pB = p(%+V(VV))

se tiene que

2 - -
8Xi OX 18X j 8Xi ot OX j

op o o%n N o
——tpu—| — |+ pBi = p| —L+v, —L
8Xi IuaXi GX? PE p( ot ) aXJ }
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Dado que el fluido es incompresible, la ecuacion de la continuidad se expresa

o%n 2
—=0; 0 Vin=0
ox? 7

De lo que se desprende que el término que representa el efecto de la viscosidad del fluido es

igual a cero, por lo que la ecuacion se reduce a

op Vi Vi
——+pB, =p| —+Vv, —
&’Xi Ph p[ ot ) 8XJ
En notacion general queda
-Vp+ pB = p(%+V(VV))

Dicha ecuacién corresponde con la ecuacion de Euler, la cual describe el comportamiento de

un fluido viscoso e incompresible.

7.14 FUNCIONES DISIPATIVAS EN FLUIDOS NEWTONIANOS

Dw
La rapidez de trabajo (potencia) ?t: P desarrollada por las fuerzas (de cuerpo y de

superficie) aplicadas sobre el MC se ha demostrado que se puede descomponer en:

DW_ D ceyipay
Dt Dt
ov;
Ps =05 —-
S ij axj

donde el término Pg representa la potencia desarrollada para cambiar la forma y

dimensiones de la particula de volumen diferencial (elemento diferencial de volumen), y

E(EC) representa la rapidez de cambio de la energia cinética asociada al elemento.
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En el caso de un fluido incompresible, el término P se puede expresar
Gij = _péij + O'ij

v, OV
=-p

i
% 3,
J

8Xi OX j

Dado que se trata de un fluido incompresible

Ni _

OXi -

8Vi ' 8Vl
ij =0ij

OX 154

GIIJ = /1Dii5ij + 2,uD”

Antes de continuar es conveniente recordar que para describir la velocidad de deformacion
se emplea en este texto

D; = ¢&;
Como se trata de un fluido incompresible
D,=0 =
© OV Vi
% 5y
J ]
Por otra parte desarrollando, se tiene que
ov; oV oV OV oV ov ov
Di — =Dy —+ Dy, —2 + Dy —= +Dyy —2+ Dyy —2 + Dyy—2
ij ox; Dy o%, Di2 %, 13 % 21 o%, 22 %, 23 s
oV oV oV
+ Dy —+ D32—3+ D33—3
0% Xy 0X3
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Reagrupando y considerando que Dij = Dji (el tensor de rapidez de deformacion es

simétrico)
Dij%: DlI%_l_ D12 1 %_{_% +D13 1 %4_%
OX; 0% 2\ 0x, 0% 2\ OX3 0%
+D21 1 %_{_% +D22%+ D23 1 %.}.%
|2\ 0% 0% ) 2\ OXg  OXo
+D31 1 %4_% _|_D32 1 %4_% +D33%
|20 OX3 2\ OXy  OX3 OX3
ov;
DijaT;:DijDij
ov; © OV,
= GIJXZGIJXZZ”DUDU
Por lo que

El término Pg representa el trabajo realizado por unidad de volumen y por unidad de tiempo

(el cual siempre ser& positivo), para cambiar la forma del elemento diferencial. Esta parte del

trabajo realizado se acumula con el tiempo en funcién de la variacion de la velocidad de

deformacion Dj;, entonces, la funcion &qis (funcion de disipacion) representa la velocidad

con la que el trabajo se convierte en calor para un fluido newtoniano incompresible.

2 02 . n2 2 2 2
Sindis = 2#(D11 + D2 + D33 +2Dj; +2D2; + 2D31) = 2uD;Djj

395



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

Funcion disipativa para un fluido newtoniano compresible
Como

Glj :_p5ij +1Aé‘lj +2/UD|J

A=V-v

La rapidez de trabajo desarrollado por los esfuerzos queda

av.
Tij = = —PA+AA? + Epgis = —PA+E
an

donde & = A(Dyy + Dgy + Da3)® + Eingis

Lo anterior debido a que

oy Mo p Mg 2 XM oy D
X X OX; OX; ! ox; i
an 8Xi 8Xi 8Xi

v, 2
Gij 6TI = —pA+ﬂA + Z,UDU DIJ

donde &iscom €S la funcion disipativa para fluido compresible, la cual se puede representar

también como

2 2 2
Sgdiscom = A(Dll + Dy + D33) + gindis

Endis = 244(Dfy + D3, + DZ; +2Df +2D%; + 2D%)

2 2
Ediscom = (/1 +§ﬂ](D11 + Dy, + Dyg)? +§ﬂ[(D11 —D,,)? + (D33~ Dyy)? +(Dgy - D33)2]

+4ﬂ(D122 + D123 + D223)
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Resulta evidente que la funcién de disipacion (rapidez con la que el trabajo se transforma en
calor) asociada a un fluido compresible sera siempre mayor que la correspondiente para un

fluido incompresible.

7.15 DIFUSIVIDAD TERMICA

En el caso de difusiébn de una especie en un solvente se ha demostrado experimentalmente
gue existe una relacién entre la concentracion C del soluto en funcién de la posiciéon x, y del
tiempo, a dicha relacion se le conoce como Segunda Ley de Fick y se expresa como

oC 0 DGC

ot OX; X
A partir de considerar que el coeficiente de difusion D no depende de la posicion, esta
ecuacion se simplifica a

oC  _o°C oC

ot ox? ot

De manera analoga se define una ecuacion diferencial en derivadas parciales que relaciona
la temperatura con la posicién y el tiempo, empleando para esto un pardmetro definido como
difusividad térmica « . Para su determinacién considérese la ecuacion de conservacion de

energia, la cual en notacion general se expresa
Du .
pE—TVV‘l‘V’q—pqs =0

donde prepresenta la densidad, mientras que u es la energia interna; T o o es el tensor

de esfuerzos, q es el calor por conducciény (s 0 h representa la rapidez de generacion de

calor en el interior del medio continuo. Si solamente existe un flujo de calor por conduccién,

el cual sigue la Ley de Fourier q=-xV 8, donde & representa la temperatura, « es la
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constante de conductividad térmica y la rapidez de generacién de calor al interior del medio

continuo es igual a cero; a partir de lo anterior se tiene que

Du v 020
P, ~C%ijL, K =
Dt OX; OX; OX;

En notacion general se tiene que
D
Pt TV —xV%0
Dt

Por otra parte, considerando la funcion de disipacion para un fluido incompresible &4is Y
que la energia interna es una funcion de la temperatura U=c#, donde ¢ es el calor

especifico, entonces
Dé 2
Pcﬁ_findis —&V°0=0
donde la funcién de disipacion representa la energia disipada como calor por efecto de las
fuerzas viscosas. Existen, por otra parte, una gran cantidad de condiciones en las cuales la

energia disipada es muy pequefia cuando se compara con la magnitud del flujo de calor,

razon por la cual la ecuacion de simplifica a
29 _
Jolo -xkV°0=0

Reordenando la ecuacién, ésta se puede representar como

Do _ X v2=0
Dt pc
Sustituyendo o = x (difusividad térmica), por lo que
pC
D
bo =aV?0
Dt

Ecuacion similar a la de Fick, cuya solucion, permite determinar la temperatura en funcion
de posicion y tiempo. La difusividad térmica es una nueva constante de proporcionalidad a la
constante de conductividad térmica e inversamente proporcional al producto de la densidad

por el calor especifico (energia interna por unidad de volumen).
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7.16 FLUJO IRROTACIONAL DE UN FLUIDO NO VISCOSO DE DENSIDAD HOMOGENEA

Como ha sido mencionado anteriormente para el caso de un fluido no viscoso, el estado de
esfuerzos Tij se puede representar como Tij = —p5ij , de lo que la ecuacion de conservacion

de cantidad de movimiento se expresa como

O, en notacion general

-Vp+pB = p(@+ vij
ot
descripcion que es conocida como Ecuacion de Movimiento de Euler.

Ecuaciéon de Bernoulli

Cuando se estudia un fluido no viscoso, incompresible y cuya densidad es homogénea, sera
siempre posible que se presente un flujo irrotacional. Considere que los campos son
conservativos, de tal forma que el vector de fuerzas de cuerpo se puede desarrollar a partir
de una funcién de potencial Q, tal que; B=-VQ. El caso mas comln es aquel en que el
medio continuo se encuentra exclusivamente bajo el efecto de la fuerza de gravedad,
considerando que el eje X3 coincide con la vertical se tiene que = QgxXz, por lo que

- e - o : T
B; = 0€, + 0e, — gé;, por otra parte al tratarse un flujo irrotacional, Vv = (VV) .

A X3

v
x
S

X4

FIGURA 7.12 PARA LA DEFINICION DE LAS FUERZAS DE CUERPO
EL EJE X3 SE HACE COINCIDIR CON LA VERTICAL
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Sustituyendo en la ecuacién de Euler se tiene

OX; pa

6p 8(2 8Vi av]
N N — — 4V
at I oox;

Por lo que, reordenando

8p GQ_V_ 8\/] aVi

8Xi pﬁ_X,
Como

Nj 10vyv; 10 , 190
Yo, 2 o 20 ' 20 !

Ademads, para un flujo irrotacional el campo de velocidades se puede expresar a través de

una funcion ¢, tal que
_%¢

V: =
'

Es entonces que

0 1 5 8(/))
—— | P+ pQ+=—pv-—p—|=0
axi[p P 2,0 Pat

Por lo tanto, se puede concluir que

1 > Op
+pQ+=pv-— p—=Kk

donde k = constante con la posicién

= p+p§2+%pv2 =pf(t)

0
Si el flujo es establecido (estacionario) = E(D =cte, por lo que

2
[£+Q+V—J=Cte
Yol 2
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Lo que entonces permite deducir la ecuacién de Bernoulli:

2
v
P+pYatp— =C

Siendo C una constante.

Esta expresion es muy util en aquellos casos en que la viscosidad pueda ser despreciada o

también cuando, como se demostrard mas adelante, el flujo se idealice como irrotacional.

Ecuaciéon de Torricelli

Considere ahora un fluido incompresible y no viscoso. De acuerdo con lo expuesto, si el flujo

es estable se cumplird con la ecuacién de Bernoulli:

V2
p+,07+,09X3 =C

Ahora bien, si el nivel del recipiente (figura 7.13) permanece constante y la presién sobre el

nivel del fluido es la misma que la de descarga, se cumplird que

v V3
Py +p7+p9h1 =P, +p?+p9hz

donde la condicién 1 se refiere al plano de entrada (superficie del liquido en el tanque),
mientras que la 2 se refiere a la descarga; ademas de lo anterior, se considera que el nivel

del fluido en el tanque es constante por lo que v; = 0, por consecuencia

P1 = P2 = Patm presion atmosférica

vi=0 = h —h, =Ah diferencia de nivel

V, =4/2gAh
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La cual es conocida como Ecuacién de Torricelli.

FIGURA 7.13 UN TANQUE CUYO NIVEL DE FLUIDO, CON RESPECTO A LA
POSICION DE DESCARGA, ES h PRESENTARA UNA VELOCIDAD DE

SALIDA, LA CUAL ESTA DADA POR V = ,/2gh

Flujos irrotacionales como solucion a la ecuacion de Navier-Stokes

Considérese en primera instancia la ecuacion de Navier Stokes para un fluido incompresible

—-Vp+uV-(Vv)+pB= p(%+vij
En notacién indice, ésta queda

o, N v
o Maxox; TP T e

El campo de velocidades para un flujo irrotacional se puede describir a partir de una funcion

escalar 7, tal que
_on_,,
0X;

entonces, sustituyendo

o & (_a_nj__i o’y
anan GXJGXJ aXi aXi 8X18XJ
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Pero se ha demostrado que la ecuacion de la continuidad (fluido incompresible) se expresa

en la forma

Por lo tanto, para un flujo irrotacional de un fluido Newtoniano incompresible se tiene

2 - -
_@4_# _i 877 +Bip=p %—I_Vj%
8Xi 8Xi OX 18X j ot OX j

Por lo que el término que representa los esfuerzos viscosos se hace cero, entonces la

ecuacioén constitutiva se reduce a

la cual corresponde con la ecuacion de Euler (para un fluido no viscoso).

Por lo tanto, todos los resultados desarrollados para flujos no viscosos corresponden
también al caso de flujos irrotacionales. Sin embargo, en todo problema real existiran
fronteras fisicas en las cuales la velocidad del fluido sera de cero (o la velocidad de la
frontera) en virtud de que el fluido se adhiere a ésta. Es por consecuencia que la condicién

v =—-V¢ no se podra cumplir en las condiciones de frontera.

7.17 ECUACION DE TRANSPORTE DE VORTICIDAD PARA UN FLUIDO VISCOSO
INCOMPRESIBLE DE DENSIDAD HOMOGENEA

La imposibilidad de que exista una funcién 7, la cual se cumple para las paredes (frontera)

que confinan el movimiento del fluido, da lugar a la existencia de vorticidad confinada a una

capa adyacente a la frontera.
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De nueva cuenta, retomando la ecuacion de Navier-Stokes

2 - -
+£[&J+B :%+V'
Yo 8XJ8XJ

1 op

p 0%

Asimismo, sustituyendo de tal forma que w = u/p (viscosidad cinemética) y que

B=-VQ Q=g

Vi

o _ov
8xjaxj ot

Vi

) ox

+Qj+l//
j

_ofp
X\ p

0 : »
Empleando el operador gmnia— (tomando rotacional de ambos lados de la ecuacion
n

anterior):
o O (M)_of N|_9
mni x| ot o | cmni ox, 6‘t7/m
g-iv%—g-avjavi+va el
Moxa | Toxg ) Mok axg o Tax U oxg
. Vj o OVm
i o ox
n J J
> (p p
gmni—(—JrQ]:O = Vx(—+Q]=O
X 0% \ P P
o [ 0% 0 i) %y,
= Emni P = Emni =
Xn | OXjOXj | OXjOXj Xy ) OXjOX;

La ecuacion de Navier Stokes toma entonces la siguiente forma

OYm

ot

OYm

ov j aVi

a27m

+V

] ] mni
OX; OXnOX;

anan
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Por otra parte, se puede demostrar que el tercer término del lado izquierdo de la ecuacion es

igual a cero, por lo que

avjavi 0
Empi —— =
mni 6Xn5Xj
D/m :8Vm v+ a27/m
Dt aXn n 8XJ<3XJ

Lo cual en forma invariante se expresa

D)/ 2
—=(V V
- (W)y+W<y

En una frontera soélida el fluido se adhiere, lo que da lugar a que las velocidades en esta
interfase estan definidas por la superficie. Los vortices son generados en la superficie
difundiéndose al flujo. En algunos casos los vortices quedan confinados a una capa delgada

en la vecindad de la frontera, de tal forma que fuera de esta capa el flujo es irrotacional.

7.18 EL CONCEPTO DE CAPA LIMITE

De lo que ha sido discutido con antelacion se ha comprobado que las funciones que
describen el comportamiento en un fluido viscoso y no viscoso son iguales, sin embargo,
debido a la presencia de esfuerzos cortantes en el seno del fluido viscoso, la condicién a ser
satisfecha en las superficies rigidas de fronteras S, en contacto con el fluido viscoso son
diferentes que el caso no viscoso. Para el caso del flujo del fluido viscoso, en la superficie de
frontera S, la velocidad estara dada por Vg que representa la velocidad a la que se mueve la
superficie. Si ésta se encuentra en reposo es evidente que Vg =0. Sin embargo, las
condiciones impuestas al fluido implican que la componente normal de la velocidad de éste
sea la misma que la de la superficie sélida (en el punto de contacto), lo cual representa en si
una restriccion a la componente tangencial. Esto en consecuencia representa que el fluido
en contacto con la superficie solida se deba mover en conjuncién con dicha superficie, lo

cual representa que el fluido estad adherido a la superficie y por consecuencia no
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puede deslizarse sobre ésta. Esta condicion fue primero propuesta por Stokes, y es
conocida como condicion de no deslizamiento. Con la intencion de satisfacer esta condicion
de frontera, Prandtl en 1905 propuso la hipétesis que en una zona muy cercana, adyacente a
la superficie de la frontera, la velocidad relativa del fluido se incrementa muy rapido desde
cero (en la frontera soélida) hasta la del flujo en la zona exterior de dicha zona. Esta delgada
capa es denominada como capa limite, al interior de la cual los efectos de la viscosidad son
predominantes. Fuera de ésta, las condiciones se pueden considerar como de un fluido no

viscoso. Por consecuencia, los fenbmenos disipativos se presentaran en dicha capa.

Ecuacion de transporte de vorticidad para fluidos viscosos

incompresibles de densidad constante (homogénea)

Se asume que las fuerzas de cuerpo son derivables a partir de una funcién de potencial (Q)

e

Bi == _—
OXi

condicion que aplicada a las ecuaciones de Navier-Stokes se expresa

- - 2 .
%_ijai:—i £+Q +ﬁ&
ot GXJ (3Xi 1%

como ya se menciong, el término 2 _ v representa la denominada viscosidad cinematica.
Yo

Flujo irrotacional como solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Si bien en las ecuaciones de Navier-Stokes al considerar la descripcion de un flujo

irrotacional para el cual v; :—2—77 y dado que a partir de la ecuacion de la continuidad se
X
o’y Oy &%
2 2 2
OX; OX; OX3

debe cumplir con V277 =0;
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Esto se traduce en que las ecuaciones de Navier-Stokes se expresen en la forma

—EVp+ﬁV-(VV)+ B :@+vVv
p p ot

En el caso de un fluido viscoso en flujo irrotacional, la ecuacion, como se ha demostrado con

antelacién, se transforma en la ecuacion de Euler, la cual corresponde a un flujo no viscoso.

—EVp+B:Q+vVv
ot

yo)

Los resultados indican que un flujo irrotacional no es factible (dinamicamente posible) para
una situacion en donde se presentan fronteras sélidas. Un fluido viscoso se adhiere a las
fronteras de tal forma que las componentes normal y tangencial de la velocidad del fluido
corresponderan a la frontera. Esto representa que las componentes de la velocidad estan
predefinidas en la frontera. Por ejemplo, si y =0 representa a la frontera solida la cual se
encuentra en reposo, entonces en ésta las componentes tangenciales v, =v, =0 y la
componente normal vy=0. Para un flujo irrotacional las condiciones preestablecidas 7

(funcién de flujo) en la frontera son 7 = constante para y =0 lo mismo que v, =V, =0
n=k

8770

ay

Pero es conocido que en general no existe solucion para la ecuacion de Laplace Vzn =0

0 : :
cuando 7=k y Vi-n =a—77 =0 en las fronteras del sistema. En consecuencia, a menos que
n

las condiciones en las fronteras del sélido tiendan a ser consistentes con las condiciones de
irrotacionalidad, se presentara la formacion de vortices en las fronteras, los cuales tenderan
a propagarse en el seno del fluido de acuerdo con ciertas restricciones. En condiciones
adecuadas, la vorticidad generada por las fronteras solidas es confinada a una capa delgada
de fluido en la vecindad de la frontera, de tal forma que el exterior de la capa de flujo es
irrotacional. Dicha capa a la cual se limita la presencia de vértices se denomina como capa

[imite.
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Demostracion de la imposibilidad de cumplimiento
de la ecuacién de Laplace

V20=0

Considere un problema de conduccion de calor en estado estable. Un fluido se encuentra en
reposo entre dos placas de dimensiones infinitas. La placa inferior se encuentra a una

temperatura constante ¢ y la superior, a 6, .

— B, —

=L

&7

FIGURA 7.14 LA TEMPERATURA VARIA EN FORMA LINEAL ENTRE LAS DOS PLACAS

La distribucién de temperaturas en estado estable, de acuerdo con la ecuacion de Laplace
%0 %0 8%

7t 2t 5=0
OX{ OX5 OX3

es

que en el caso en estudio se reduce a

Fo_y . 00
X2 X

=C O=CX +C,

Empleando las condiciones de frontera 6 =6, para X, =0; =6, para X, =d, entonces
las constantes de integracion quedan

6=+, = G=¢

9n=01d+6’| G =
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Como se puede observar, cuando los valores de € son predefinidos en las placas, los

do ; .
valores de F R en ellas estdn completamente determinados.
X2
dg 6,-6
dx, d

Esto permite ilustrar que en un problema de conduccion de calor en estado estable
(gobernado por la ecuaciéon de Laplace) en general, no es posible prescribir los valores de
y de las normales a las derivadas de ésta en los mismos puntos de la frontera, a menos que

estos resulten consistentes uno con otro.

En una frontera sdlida el fluido se adhiere, lo que da lugar a que las velocidades en esta
interfase estén definidas por la superficie. Los vértices son generados en la superficie
difundiéndose al flujo. En algunos casos los vortices quedan confinados a una capa delgada
en la vecindad de la frontera, de tal forma que fuera de esta capa el flujo es irrotacional
(figura 7.15). Por ejemplo, en las alas de un avion la capa limite se extiende en un espesor
no mayor a un centimetro de la superficie del solido, esto es, las velocidades varian
rapidamente desde la correspondiente al avion (en la superficie del ala) hasta la del medio
(velocidad del viento) quedando limitados a esta zona los elevados valores del nimero de

Reynolds, reduciéndose rapidamente éstos conforme el flujo se aleja del ala.

La viscosidad es la responsable de la generacion de vortices en la region adyacente al

solido, su efecto dependera de la velocidad del flujo v, . A elevados valores de la velocidad

V,, la influencia del solido se confina a sus zonas adyacentes, mientras que a bajas

velocidades su efecto se extiende en el fluido en todas direcciones.

Por consecuencia, a elevadas velocidades, el efecto de formacion de vortices es confinado a
una pelicula delgada alrededor del obstaculo a la cual se denomina como capa limite. A las
afueras de esta capa el flujo es irrotacional. Este concepto permite, al plantear la solucion de
un problema, dividir el flujo en una region externa irrotacional y una capa limite viscosa. Esto

simplifica la complejidad de aplicar las ecuaciones de Navier.
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FIGURA 7.15 CONCEPTO DE CAPA LIMITE. LA INFLUENCIA DE LA VISCOSIDAD DEPENDE DE
LA VELOCIDAD DEL FLUJO. A ELEVADAS VELOCIDADES LA VISCOSIDAD (SUS
EFECTOS) SON CONFINADOS A UNA CAPA DELGADA (CAPA LIMITE)

7.19 FLUIDO NEWTONIANO COMPRESIBLE

Como ya ha sido mencionado con antelacion, aquellos flujos en los que las variaciones de
densidad son insignificantes se pueden describir como incompresibles; situacion que
favorece la solucién del problema al reducir el nimero de variables. Cuando las variaciones
de densidad en el flujo son importantes y su efecto no se puede despreciar es necesario
definir al fluido como compresible. No se puede generalizar de entrada y relacionar con el
estado de la materia (liquido o gas), de tal forma que se considere a los liquidos siempre
como incompresibles y a los gases como compresibles. Dicha generalizacion, si bien
corresponde con la mayoria de los casos préacticos, presenta sus limitaciones ya que los
gases se pueden describir como incompresibles cuando el flujo se caracteriza por

velocidades muy por debajo de la del sonido en el flujo. Definiendo al nimero de Mach M

como la relacion existente entre la velocidad del fluido v y la del sonido vy de tal forma que

es entonces que se ha demostrado que los cambios de densidad son del orden del 2% para
M < 0.3, esto representa que para el aire a temperatura ambiente se puede considerar
como incompresible a velocidades menores de 100 m/s. Por otra parte, existen una infinidad
de aplicaciones de ingenieria para las cuales los efectos de la compresibilidad de gases y

liquidos son fundamentales para la correcta descripcion de los fenémenos.
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En un fluido compresible para ser consistente con el estado de esfuerzos para el reposo y

movimiento la presion p no dependera explicitamente de algun término cinematica, por lo

que p=p(p,0)

Por ejemplo, para los gases ideales se considera que

p=pRO
donde R es la constante universal del gas ideal (R =8.31 J/molxK )
ojj =—P(p,0) + AAS;; +2uD;;
011 = =P+ ADy Gy +2uDyy
099 =—P+ADyGjj +2uDyy
033 =—P + ADy i +2uDg3
oji =—3p+ (34 +244) Dy
En el caso de que el fluido sea compresible

Oij

p¢3

La presion no representa entonces a los esfuerzos compresivos totales.

Por otra parte, se define la compresibilidad volumétrica como
2 - -
k= /1+§y compresibilidad volumétrica

Cuando se trata de gases monoatémicos

2

A+—u=0

3

Por consecuencia, la ecuacion de esfuerzos para un fluido compresible se expresa

2
ojj =—PG; —E#Dkk@j +2uD;j + KDy 5
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Sustituyendo en la ecuacion de movimiento, queda entonces

00 Dv
_U+pB p_

OV :
_op —— 3 laDkké +2u 0 |11 M +pB=p ﬂ+v ﬁ
o oy j o o

2y, oV; : :
_6_p+/’iaDkk + U av' _|_i e +pBi:p %.}.Vj%
8Xi 8Xi OX j OX j axi OX j ot OX j

Reordenando

P 0y L HuD GRY v oV
+k—Dy + =—Dy + +pBi = p| —+Vv; —
Ta ok % T3a a0 TP

Dy =—

= =V-.v=divv
OX; OX OXp OX3

En forma general, la ecuacion constitutiva queda

Dv

~Vp+ é‘v(v V)+ V(W) +KV(Vv)+ pB=p

Por consecuencia, se tienen 6 incognitas Vy,V,,Vs, p, p,d, por lo que a las anteriores 4
ecuaciones (ecuacion de estado —escalar— y ecuacion de movimiento —vectorial-) habra que

adicionar la Ecuacion de Continuidad

D oV;
Lo, + oo

Dt OXi

donde la sexta ecuacion es la de la Energia, sin considerar el calor que se genere al interior

del MC

Du__ o 0%
an6Xj

—_— =0 —+
Pt~ e
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De la ecuacion anterior surgen nuevas incégnitas, ya que es necesario determinar el estado

de esfuerzos ij ¥ la energia interna u:

u=_C,0
donde C, representa el calor especifico a volumen constante; en general, se cumplira que
u=u(p,0)

Se concluye entonces que el analisis para un fluido compresible ser& mucho mas complejo

que para el caso de que éste se declare como incompresible; las incégnitas estan dadas por:
i) Campo de velocidades v,
i) Densidad p
i)y Presion p ; p=p(p, 9
iv) Temperatura 6

v) Energia interna u

7.20 ONDAS ACUSTICAS

La propagacion del sonido puede ser aproximada, considerando la propagacién de disturbios
infinitesimales en un fluido compresible no viscoso. Para un fluido no viscoso negando el

efecto de fuerzas de cuerpo, la ecuacion de movimiento queda

Dv

-Vp=p—

P=rT;
_op_ v, M
oX; ot 1 ox

De otra forma
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Considerando que se parte de condiciones de reposo
P = Po, vi =0, P=Po

donde p y Py son la densidad y presion en un tiempo inicial.

Se supone que a partir del reposo se producen los disturbios

p=po+p'(%,1), Vi =V(x, 1), P=po+P(x,t)

2, p 2

FIGURA7.16 LA PROPAGACION DE ONDAS ACUSTICAS GENERA
VARIACIONES DE PRESION Y DENSIDAD

Sustituyendo en la ecuacién de movimiento

o, oV 1 op
ot X (o + £ 0%

Como los disturbios generados son muy pequeiios (infinitesimales)

i
1

vVi— —> 0 +p -

j ox; PoT P £o

L, M__ 1o
o py 0%
De manera anéaloga, si se considera la ecuacion de conservacion de masa se

Dp
—+p(V-v)=0

o TPV )

PEQUERNAS

tendra

(7.6)
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ot 8Xi 8Xi

o 1+£ %+ai+vi'a£=0
1% 8Xi ot 8Xi

Al ser un disturbio infinitesimal

Vi o — 0, £ 50
25 Po
o op'
—t = 7.7
Pox ~ ot (7:1)
Derivando 7.6 con respecto a X
oy 1 o°p
M __ - 9P (7.8)
5Xi5t £0 5Xi8Xi
Derivando 7.7 con respecto a t
oy 18y
a0 py o’ (7.9)

Igualando de 7.8 y 7.9, se tiene que

82 py ~ azpl o
8Xi8Xi a‘[z

Se puede considerar sin incurrir en un error mayor, que el flujo es a temperatura constante,

de tal forma que la presion depende explicitamente solo de la densidad. Considerando que

PV _ Py
a 6

p=pRO

= p=p(p)
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Expandiendo la ecuacién en series de Taylor y considerando que se trata de un fluido

barotrépico p = p(p), entonces la presion se puede expresar como

0 1(0"
P=po+(a—pj (p=po)+-moee +m(a EJ (p=po)"
P/ py NP py

Si despreciamos el efecto de términos de orden superior, se puede definir

p=py+p'(xt)

p- po+(6—pj (0~ 0)
P0

op
= pfzcop!
-]
P £0
p'=p-py
P'=p-py

Entonces, para un flujo barotrépico (la densidad s6lo depende de la presiéon) se tiene que,

partiendo de la ecuacion diferencial en derivadas parciales (ecuacion 7.10):

62 p/ _ 82 p/
D

) 62pr 62p¢
Co 2 2
oX; ot

Esta ecuacion es equivalente a la de la onda elastica (solido elastico, homogéneo, lineal e
isotropico) que ha sido definida en el capitulo 6; razén por la cual se concluye que las

variaciones de presién y de la densidad se propagan en el fluido con una velocidad

&
dp 20
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Dicha velocidad C,es definida como la del sonido en condiciones de estancamiento, donde

la velocidad local del sonido C esta dada por C = j—p

o,

C
Para un flujo isoentrépico se tiene p=Kkp”, donde 7/=C—p, siendo estos los calores

\
especificos del fluido a presién y volumen constante. En este caso la velocidad del sonido se
P
expresa C = 7/—.
P

Con la finalidad de comprobar la relacion antes desarrollada con la establecida para SEHLI,

considerando desplazamientos infinitesimales (ecuacién de Navier), se tiene

azui
Po=7 = (A+u)

o€ 2.
P Ly oy, + poB;

U
6xj6xj

Como el fenbmeno es lineal, se pueden estudiar por separado las ondas longitudinales y

transversales. Si se considera una onda longitudinal,

U = asen277[(x1 —-V,t) ; u, =0 ; uz =0

Considerando un fenémeno lineal, la ecuacion diferencial que gobierna queda

qul _ V2 82U1

> =V —— ? Up =u(x,1t)

ot OX{
A+2

Vl? = [ 'UJ Yy UZ = U3 = 0
£o
por analogia VE = (@j

/ o0
PO

1/2

Por lo tanto, la velocidad del sonido esta dada por Cj = (S—pJ
0
0
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Un elemento cilindrico de radio r, longitud | y densidad o, esta sujeto al fondo de un

recipiente de acuerdo con la siguiente figura. El fluido en el que se encuentra inmerso el

elemento cilindrico presenta una densidad p, Con base en lo antes expuesto, determine

el nivel de esfuerzos o en el cable C cuyo diametro es d y su limite elastico es o .

Al

FIGURA 7.17 RECIPIENTE CON DENSIDAD © INMERSO EN UN FLUIDO

CON DENSIDAD O, Y SUJETO AL FONDO

SOLUCION

Tomando en cuenta el principio de Arquimedes:

d=2r
f=(o-p)Vg
2
V=7Z'd—|
g2
f=—r1(p-p1)0
—2d?l(p—
N (p-m)9

—~—t

H
C r

FIGURA 7.18 SI LA DENSIDAD DEL CUERPO ES MAYOR

QUE LA DEL LIQUIDO LA CARGA SOBRE EL
CABLE SERA DE COMPRESION
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2. Un recipiente con un fluido incompresible se mueve verticalmente hacia abajo con una
aceleracion constante a. Determine la presion en un punto que se encuentra a una
profundidad h de la superficie. Considere que en la superficie (h=0) la presion esta

dada por p, y que la densidad se expresa como p .

SOLUCION

Al moverse el recipiente hacia arriba, la inercia del fluido genera un efecto adicional.

IRERE

e |l

o

FIGURA 7.19 EL RECIPIENTE QUE CONTIENE AL FLUIDO DE DENSIDAD QO SE
MUEVE HACIA ABAJO CON UNA ACELERACION a

= para un fluido se tiene: —Vp+ pB = pa
. op _
Eje X1 —=0 p = cte. con respecto a X
0% !
. op _
Eje X —=0 p = cte. conrespectoa X,
OXo
B3 = g a3 =-a
: op
Eje x —-—+ pBy = pa
J 3 8X3 Pb3z = pd3
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3. Un vehiculo arrastra un contenedor rectangular separado por una divisién central. El
contenedor tiene una longitud | de 6 m por 2 m de ancho e igual de altura, el fluido en
reposo dentro del contenedor alcanza una altura de 1 m. Al ponerse la luz del seméaforo
en rojo, el vehiculo debe desacelerar con una magnitud constante (a-aceleracién en
direccion horizontal). Considerando movimiento de cuerpo rigido, determine el angulo &
de la superficie libre del tanque; asimismo, determine la ecuacién que define la presion
para cualquier punto del tanque. Calcule la altura maxima que alcanza el fluido al chocar

con la pared vertical (a = g/3).

L1

a

f—
O
=Cx

FIGURA 7.20 AL ACELERAR EL VEHICULO POR EFECTOS DE LA INERCIA EL LIQUIDO TIENDE A
MOVERSE HACIA ATRAS (FIGURA SUPERIOR); POR OTRA PARTE AL PRESENTAR UNA
ACELERACION NEGATIVA (FIGURA INFERIOR) EL FLUIDO SE DESPLAZA HACIA ADELANTE

Para el caso en que el vehiculo acelera a partir del reposo, el liquido por efecto de la inercia
se inclina hacia atras, en caso de acelerar la inclinacion serd en sentido opuesto, situacion

que corresponde al caso en estudio.
a =—a, a=a3=0, B =B3=0, B,=¢

SOLUCION

FY

N,

%

£/3 Xz

FIGURA 7.21 EL ANGULO DE INCLINACION DE LA SUPERFICIE
ES FUNCION DE LA ACELERACION
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g
€ = angtan é =18.43°
g 18 4
+ X g L~ ko
B =06, + g6, + 06, 2 n T
&y i
a= %él + 08, +0e FIGURA 7.22 LOS EJES SE COLOCAN EN EL VERTICE
DE LA SUPERFICIE DEL FLUIDO
-Vp+pB=pa
op
—=0 = p =cte. conrespecto a X,
OX3
p
—87+,09=0 = p(x)=p9x+ T (x)+ P
2

p(xl’ Xz) = pOXy + paXy + Po

X X
Z_tang = ox=—

X tan o
El fluido es incompresible por lo que el volumen ocupado por éste antes y después de
su desplazamiento son iguales, asimismo debe recordarse que el tanque tiene una

division en el centro

h2=hl+|5tan0 - hz:h0+lztan6? = h2:1+%tan18.43°:1.5m

V:Cte : VOZhOIEb

b = cte : | =cte

v :h1+h2

> (ljb — h=hy—Ah=05m

2
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4. El tensor Gj describe el estado de esfuerzos para un punto X; de un fluido
incompresible. Para Gjj determine el tensor ai’j gue depende exclusivamente de la

velocidad de deformacién, asimismo determine la presion hidrostatica asociada.

45 6 10
oj=| 6 -15 15|x10° [Pa]
10 15 0

Si la densidad del fluido es de 1000 Kg/m?, indique la profundidad (de ser esto posible) a

la que se encuentra el punto en estudio.
SOLUCION
ojj = —Pdjj + Tjj
gjj = —Pdjj + A Oy + 2 &
Fluido incompresible
gjj = —PJjj + 2ué;
o113 = —Po +2uép
099 =—Pojj +2uép
O33 = —Pojj +2/4é33
oji = =3P+ 24&;;

Como ‘é‘ii =0:>O'ii =—3p

UH:%Z_p:_zoxw [Pa] =  p=20x10%[Pa]

oy = pgh ; p=1000 {k—%}
m
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m

h£2m

!
ajj = ojj + Pd

20 0 0
—p=oy=| 0 -20 0 |x10° [Pa]
0 0 -20
25 6 10
of=| 6 5 15x10° [Pa]
10 15 20

5. La compuerta AB de la figura es rectangular de 1 m de anchoy 4 m de largo, ésta gira
sobre el punto A. Sila masa de la compuerta es de 400 kg, encuentre las reacciones en

Ay B. Elfluido en el tanque es agua.

FIGURA 7.23 COMPUERTA SUMERGIDA EN UN TANQUE CON AGUA

SOLUCION

Para analizar el problema se puede considerar a la compuerta como una viga simplemente
apoyada en A, B; la carga se incrementa linealmente de acuerdo con la profundidad
f, = pA=pgh,A, mientras que en B, la carga sera f, =f,+ pgAhA. Entre estos dos

puntos la carga varia de acuerdo con f = f, +pgxsend. Donde x se mide en la direccion
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de la compuerta a partir de A(x=0) y hasta B(x=4m). Si se considera el peso de la

compuerta, éste debera colocarse en el centro de cargas, tal como se observa en la figura 7.24:

. .
a7

FIGURA 7.24 DISPOSICION DE LA COMPUERTA

Pa=p0ha; hay=3m
Ps = pghg = pg(ha +Ah)
Ah=Isenfg =4sen70°=3.75m

hg =h, +Ah=3+3.75=6.75 m

g 08 g

l i 0K @
L 4

FIGURA 7.25 DESCOMPOSICION DE CARGAS
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CAPITULO7. FLUIDOS VISCOSOS NEWTONIANOS

Dado que se trata de un sistema que se encuentra en equilibrio, entonces
Z f=0; ZM =0, lo momentos en los apoyos es nulo, por lo tanto,

Xf=0= mg COSH+(P9hA)WI+(’ngAthI =RA+Rg

M, =0 = O:RBI—(mgcos@)%—[(pghA)wI]%—(%Ahjwl(%Ij

4Rg —(2681.43+ 235200 +196000) =0
Rg =108470 N

R, =83970.7 N

6. Desarrolle (en coordenadas rectangulares) la ecuacion de conservacion de cantidad de

movimiento para un fluido newtoniano incompresible. Indiguela en forma general

SOLUCION
Ecuacion de Cauchy

. Dv
divo+ pB=p—
pb=p Dt

V-T+pB= p(@+VVV]
ot

T=-pl+T’

T'- esfuerzos viscosos

T = AAl +2uD

T=—pl+A(V-v)I +2/JB(VV+(VV)T )}
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Sustituyendo en la ecuacion de Cauchy:
V{—pl +A(V-v)l +2yB(Vv+(Vv)T )ﬂ+pB =p(%+vVv)
ov
P+ AV(V V) 4V (V)4 ¥ (V V) + pB =p(E+VVVj

Considerando incompresibilidad

~Vp+u[V+(VV)]+pB = p(%Jervj

7. Eltensor de esfuerzos asociado a un punto ( de un fluido newtoniano incompresible esta

dada por:

60 3 -4
Gijg=| 3 -100 8 | [kPa]
4 8 20

—_———— e ——

FIGURA 7.26 UN OBJETO SE ENCUENTRA SUMERGIDO A UNA PROFUNDIDAD h

Si la densidad del fluido es de 1000 kg/m®y B; = 0¢; + 0€, — g€; donde g es la aceleracion
de la gravedad, determine la profundidad a la que se encuentra inmerso el cuerpo en el seno
del fluido. Si la viscosidad u es de 9.82x10™ Pa-s, determine el tensor de rapidez de

deformacién y sus valores principales.
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CAPITULO7. FLUIDOS VISCOSOS NEWTONIANOS

SOLUCION
-60 3 -4
oi=| 3 -100 8 [kPa]
-4 8 -20
Fluido incompresible
Ojj = —P&jj + 2ué;;
oy =—P+2ug Op =—P+2us; | 033 = —P +2ué;

Ol =—3P+2u(&yg+Exp +E33); & =0

oy =—3p =30y

P9
_ 60 kPa A
1000x9.8
-60 O 0
Uin 0 -60 0 [kPa]
0 0 -60
ojj =—Pdjj + Tjj
O'i’j = lgkké‘lj +2/J€u = O'i,j = 2/,!8”
. Ojj
gij :Z
1=9.82x10"* ﬂz-s
m
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0 3 -4
oj=| 3 -40 8 [kPa]
-4 8 40

0 1527.5 -2036.6
& =| 15275 20366 4073
-2036.6 4073 20366

20570 0 0
Gip=| 0 307 0 |s*
0 0 -20877

8. Sea ¢(X;,t)una funcion escalar la cual define el campo de velocidades del medio

continuo en el intervalo analizado, como

o
Vi=———; v=-V
T ¢

a) ¢Qué caracteristicas debera cumplir la funcién para que el flujo en el intervalo sea
irrotacional?
b) Si la funcion ¢(x;,t) estd asociada a un medio incompresible ¢Cémo quedara

expresada la ecuacion de conservacién de masa, en el intervalo en estudio?

SOLUCION

_ilx __99
¢=¢(x, 1) tal que v, ™

a) El rotacional se expresa como:

B T
Vo2laxy o

w0 28\ o o] 1 % %
Yo2lax e ) ax | ax; )| 2| axjox %o

]

sustituyendo
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CAPITULO7. FLUIDOS VISCOSOS NEWTONIANOS

w; =0 si 3 ¢(x;,t) tal que

_%

Vi =
! Gxi

b) Medio incompresible

V-v=0 = Coordenadas rectangulares
¥
6Xi
O_9¢_g
8X, 8Xi
2
=N 6—? =0 . V2=0
O%;

9. Analice si la funcién escalar ¢:A(—xf—x22+2x§)t describe un flujo irrotacional, si
t—s, x—-m, A=1 572, Asimismo, determine el campo de esfuerzos asociado
considerando que la viscosidad estd dada por u . Verifique si el campo de esfuerzos

satisface las ecuaciones de Navier-Stokes. Las fuerzas de cuerpo se pueden despreciar.

SOLUCION
o= A(—xl2 —x§ +2x32) t

Flujo irrotacional

W:%(VV—VVT):O

vy =2x At Vo = 2%, At V3 = —4x3At

V=0 — At(2+2-4)=0

Por lo tanto, se cumple la condicién de incompresibilidad.
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Vv=(Vv)T = w=0

Por consecuencia, se cumple la condicion de irrotacional.

El estado de esfuerzos esta dado por

!
ogjj =—Pdjj + Tj
donde oj; = esfuerzos viscosos

Por analogia con SEHLI se tiene que la ecuacion constitutiva para un fluido est4 dada por

. OV
o'i'j :ﬂ%é‘u+2ﬂ 1 %4__]
Xy 2( Oxj  OX;

M _

V24 =0
8Xk ¢

Por lo tanto, un fluido irrotacional e incompresible la ecuacién se reduce a

o = %_{_%
' —H 8XJ 8Xi

Por lo que o, =—pS; + %4__1
’ T ex, ox,
—p+4uAt 0 0
Ojj = 0 -p+4uAt 0
0 0 —p—8uAt

430
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10. Considere que entre las placas A y B existe un fluido newtoniano incompresible. La placa
A se desplaza a una velocidad de 5 m/s, mientras que la placa B permanece en reposo.
Si la distancia entre ambas placas es de 1 m, determine la velocidad del fluido a 0.2 m de

la placa A. Considere que las placas estan horizontales y que sus dimensiones son muy

grandes.
A
F 7 7 A —

T To.2 : v =5m/s
k )
[I>

E 7 7 i

B
X3y
h=1Im, x=02m
FIGURA 7.27 FLUJO INDUCIDO POR VELOCIDAD (COUETTE)
SOLUCION

De las ecuaciones de Navier—Stokes

op Vi
OX; OXjOX;

_Dbv
Ph="5

Considerando que es un flujo inducido por velocidad y establecido

a_p:() y %:0
0% Dt

De la ecuacion de conservacion de masa

%4_%_{_%20

V.v=
OX OXy OXg
Como Vv, =v3=0 = %:O
0%y

V; esconstanteen X,y V=V, (X)
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En la ecuacion de Navier-Stokes para el eje X;
o
= ,U—zl +pB; =0
OX3

Despreciando el efecto de las fuerzas de cuerpo

o™y _

> =0 = [T aXtf
OX3

De las condiciones de fronteraen X;=0 , V;=V,=5 = f=5

En Xx,=h=1 , v =0 = a=-5

L =X+

Para X, = 0.2 = v=4m/s

11. Para el flujo que se describe en la figura, determine el perfil de velocidades en la zona del

conducto que va de AA’.

A Al
ld /|A//f

LS
¥ » v
]

777707

RN

Sistema de hombeo

{

FIGURA 7.28 FLUJO INDUCIDO POR PRESION

Considere que se trata de un fluido newtoniano incompresible con viscosidad u . El canal
es rectangular con un ancho igual a 2e y altura d, donde d <<€ y por consecuencia se
puede despreciar el efecto en las paredes laterales. El flujo en el canal es uniaxial de tal

forma que v, =v; = 0. Determine el gasto volumétrico.
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SOLUCION

e Se trata de un flujo de Poiseville, es decir, un flujo uniaxial inducido por presion.

d 4/, rz

Fy \ ’xI
df(z .'-I:S

-

#xl

FIGURA 7.29 EL FLUJO VA EN SENTIDO OPUESTO AL GRADIENTE DE PRESION. EN
LAS PAREDES DEL CONDUCTO LA VELOCIDAD ES NULA (LA DE LAS
PAREDES) Y EN EL CENTRO ES MAXIMA

v =V(Xp)
V2—V3 :0
2 2 2
—@+,u 82+ 82+ 82 vi+pB =p %+vl%+v2%+v %
6X1 6Xl 6X2 6X3 8'[ 8)(1 8X2 8)(3

No considere el efecto de fuerzas de cuerpo, y ademas se considera flujo establecido
oM _
ot

0

Condiciones de frontera

d
para X :E = vy = 0

d
para Xl:_E = v, =0

para X =0 = Vi = Vinax
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Ecuacién de Conservacion de masa

oV, OV, OV

2 + 72 + 3 =0

OX OXy OX3

ovy : .

e =0 El flujo no se acelera a través del conducto
1

De las ecuaciones de Navier-Stokes

@0 g ﬂ:(a_pji

0% ox2 oxs  \ox ) u
%z(a_p)x_zw
8X2 aX]_ H
op ) %
V= — | =5+ % +C
1 Laxljzﬂ G Xo +C3

En un maximo, la primera derivada es cero

M _0_(6_pjx_z+c1 6 =0
OXo Xp=0 0% ) 1
Cuando X9 =% = =0

o __[op)d*
27 | ox J8u
d 2
w34 4] &

—> El perfil de velocidades es parabdlico para un flujo inducido por presion, y éste va en

sentido contrario al del gradiente de la presion.
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12. Sea ¢(Xi,t) una funcion escalar a través de la cual se pretende definir el campo de

velocidades en un medio continuo, de acuerdo con

_99

V: =
by

a) ¢Qué caracteristicas deberd cumplir la funcion para que el flujo en el intervalo sea
irrotacional?
b) Si la funcién ¢(Xi,t) estd asociada a un medio incompresible ¢(Cémo quedara

expresada la ecuacion de conservacion de masa en el intervalo en estudio?

SOLUCION

a) La funcién debera ser continua y continuamente derivable en el intervalo.

V; :—% 0 v=-V¢
i

V x (—V ¢) =0
b) La ecuacién de conservacion de masa para el intervalo de estudio queda expresada

V-v=0 =  V%=0

13. Un continuo con una ecuacion constitutiva de la forma
0jj = A& Oij + 2 ué;

presenta un flujo irrotacional e incompresible, el cual se describe a través de una funcion
escalar ¢, que permite describir el campo de velocidades a través de v=-V¢.

a) Con base en lo anterior, determine la funcién disipativa VVV = 0jj g'ij oW, =oé

b) Determine la ecuacién de Cauchy para el material en cuestion considerando la

descripcion de su campo de velocidades y de su ecuacién constitutiva.
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SOLUCION
Tij = A& Oyj + 2 uEj

V=—V¢ = Vi :—%él—%éz—%és
0% OXy OX3

W/ = Gij 8”
Para un flujo irrotacional e incompresible
V24=0

Y la ecuaciéon constitutiva

ojj = Z,Uéij
= W =o0y8 = 2084
Wy = oyi&j = 2#(5121 + i + 65 + 2(3122 +é3 + 59?1))
Ecuacion de Conservacion de masa

2 2 2
0°¢ N 0°¢ N o0°¢
OX(0X]  OXo0Xy  OXg0X3

V=0

14. Dado el siguiente campo de velocidades de un fluido viscoso newtoniano incompresible

a) Demuestre si el campo de velocidades es irrotacional.

b) Determine el tensor de esfuerzos.

c) Determine el campo de aceleraciones.

d) Demuestre si el campo de velocidades satisface la ecuacion de Navier-Stokes, y esto
permite determinar la funcidon de presion (distribucion de presiones). Para lo anterior
desprecie las fuerzas de cuerpo y considere que p = p, en el origen.

e) Determine la rapidez de disipacion de energia mecanica en calor.
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f) Si X, =0 representa una frontera fisica, ¢qué condicién no es satisfecha por el

campo de velocidades?

SOLUCION
a)
Irrotacional
0%
& & &
vxy=| L O 0| [N OV 6 + o V3 6, + Ny _ My 6
0% OXy, O0X3 OXy  OX3 OX3 0% 0% 0%
Vi V2 V3
Vg OV, . OV OV3 avz_avl_o
X, O%g  OX3 O%  Ox OX
Vxv=0 Campo irrotacional
gjj = —Pdjj + Tjj

Gi’j = /16"kk + 2/,!8”

—k—k+0=0

& :%4_%4_%
K OX; OXy OXg
k 0 O
&j = -k 0
0 0 O
k 0 O
O'i'j =0 -k 0|2u
0 0 O
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b)
—p+2uk 0 0
O'ij: 0 —(p+2/,lk) 0
0 0 0
DV]_ _ aVi aVi v
Dt ot ox; !
Dy, _ v v, 0w,  ov,
Dt ot ox OX OX3
%: k2X1
Dt
Dt ot ox 0% OX3
Dv
2 _ k2,
Dt
c)
_ Dby,

= k% (%8, + X,€, + 083

' Dt

Ecuacién de Navier-Stokes

~Vp+uV-(Vv)+pB = p(%+(Vv)vJ

_a_p+ ﬂ'i‘ B = @_’_%V.
RS FE A I P

Despreciando fuerzas de cuerpo y considerando incompresibilidad

Eje X
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d)

Eje X,

Eje X3

2,2
—p:pTl+ f (Xz, X3)+Ctel

op 2 2 Ny ( zj
———+ Ul —= |+ pBy=p| =+ —= |V
Xy {a%} 2 [8t Xy )
op 2
—— = pk“x
%, PR X2
2,2
—pzpﬂ+ f (%, X3)+cte,
2
8X3 aXS
p(xg)=ctes
k2p
p =T(X12 + x§)+ Ppo  Incompresible
. 6Vi . aV|
w ZO'ij EZ(—pé‘” +2ﬂ8ij )a
2
W:o-ij%+2yéijé‘ij = ﬁzo Irrotacional = %:O
OX; OX; OXi

W= 2u(el + &3 + s +2( sy + 3 + 641
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e) Alsustituir &;

= W=24(K’ +k2) = 44k?
f) No se cumple con la ecuacion de conservacion de masa (Ecuacién de la continuidad)

$x, =—K, para cualquier X, .. en X, =0, v, #0

15. Demuestre si la ecuacién de movimiento para un fluido newtoniano compresible se puede

expresar como:

-Vp+kV(V-v) +§V(V )+ uV-(VVv)+ pB = p(%+vVvJ

a) ¢Cuantas incognitas se presentan en este sistema?

b) ¢Cudles son éstas?

c) ¢A qué otras ecuaciones se puede acudir para resolver el sistema?
d) Exprese la ecuaciéon en notacion indice.

SOLUCION

Fluido newtoniano compresible
Tjj = —PJjj + A&y Ojj + 2418
Ecuacion de Cauchy

Dv eley Dy;
V-oc+pB=— = — 2 4+ pB = p—L
oTp Dt ox pPB =p
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ov; oV 2y, .
_a_p_i_ki _ 1 +ﬁi _ 1 + u 0 VI :p%
6Xi aXi 6XJ 3 6Xi 6XJ 8XJ6XJ Dt

—Vp+kV(V-v)+§V(V-V)+yV(V-V) :p(g—\t/+(VV)Vj

Numero de incognitas: 5y son V;, V,, V;, oY P

Para resolver las ecuaciones se debe recurrir a las ecuaciones de conservacion de masa y

conservacion de energia.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Fluidos newtonianos. Hidrostatica. Movimiento de cuerpo rigido
1. Un fluido en estado de reposo presenta una ecuacién de estado de la forma

p=4p"

donde A y k son constantes, y p es la densidad.

La unica fuerza de cuerpo al que esta sometido el sistema es la gravedad. Considerando
una orientacion de ejes como se muestra en la figura y que la presién en la referencia
esta dada por pg, determine:
X1
a) Variacion de la presion en los ejes X, X, . X2

b) Variacion de la presion en funcion de X;.

X3

2. La compuerta AB de la figura es rectangular de 40 cm de ancho y 3 m de largo, la cual
rota sobre el punto A. Si el peso de la compuerta es de 400 kg, encuentre las reacciones

en Ay B. Elfluido en el tanque es agua.

3. La compuerta de la siguiente figura tiene 6 m de largo por 4 m de ancho. Si el peso de la
compuerta es de 1000 N, determine el nivel del agua h al cual la compuerta empieza a

caer.
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Un sistema hidraulico soporta las masas M; y M, en cada uno de los vasos
comunicantes, los cuales contienen fluidos de densidad y viscosidad o, 05,14, i .
Determine la masaM, que garantiza el equilibrio del sistema, esto a partir de
P1, P2, My, h. Considere que los fluidos son newtonianos incompresibles y no existe

mezcla.

¢, Qué caracteriza a un fluido newtoniano? Dé algunos ejemplos de fluidos que se pueden

modelar como newtonianos.

¢ Como se describe el comportamiento de un fluido no newtoniano? Dé algunos ejemplos

de fluidos que se pueden modelar como no newtonianos.

Desarrolle la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento para un fluido
newtoniano incompresible. Indiquela en forma general y en notacién indice. Desarréllela

en coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas.

Los liguidos en los vasos comunicantes de la siguiente figura estdn en equilibrio.

Determine h, como una funcién de p;, p,, ps3, hy, hs.
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10.

11.

12.

13.

Los liquidos no se pueden mezclar.

T Ps h,
h,

I A

Un recipiente con agua se mueve verticalmente hacia arriba con una aceleracion a.

Determine la presion a la que se encuentra un punto en la profundidad h.

En aplicaciones de astrofisica, una atmoésfera que tiene una relacion de la forma

n
P_ (ﬁj
P \mo
donde By y pq son la presion y densidad de referencia, se denomina como atmosfera

politrépica. Para este tipo de atmdsferas determine la distribucién de presion y densidad.

Defina el concepto de capa limite.

La ecuacion de estado de un fluido barotrépico presenta la forma p = /ka ,donde Ay k
son constantes; siendo el flujo isoentropico. Verifique si para este caso la ecuacion de

Bernoulli en estado estable esta dada por

0+r—P 12 e
k+Dp 2
. . . L. ., . Ln P 1 2
y si el flujo es isotérmico la ecuacion de Bernoulli queda Q + p—+5v = cte
o,

Verifique que el gasto volumétrico para un proceso de extrusion de un polimero, el cual

se desarrolla mediante un tornillo extrusor esta dado por

7 D h3sen?

Q=052 D® N hsené cosé - p
12 il
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Para lo cual, considere que el fluido se puede modelar como newtoniano y que las

condiciones son isotérmicas.

h = espesor de la pelicula » . .

p = presion D = diametro del cafion o barril

11 = viscosidad rI:l_z veI?cu(jjz_ig ((jjedrcitamor; ((jjell EUS'IIIIIO

va= velocidad del cojinete (tangencial) - pro undidad de (’:a_na el husi 0_,
0 = angulo entre la hélice y la direccion

vg= velocidad de la flecha (tangencial) : X
perpendicular al husillo

P = presidn de descarga del husillo
I = longitud del husillo
= viscosidad

Husillo

1 W /
v " “

v
)

Canal de flujo % Barril
p

Modelo simplificado del canal

7 7
- -
Flujo de arrastre (Qa) Flujo de presion (Qr)

Para lo anterior, se define que el gasto volumétrico neto Q se puede expresar como la suma
de un flujo de arrastre por velocidad Q4 (Couette) menos un flujo de presion Qp , este Ultimo
generado por el incremento de presion que se produce hacia la zona de descarga. El flujo de

arrastre se desplaza hacia adelante y ocurre por el movimiento de la superficie del husillo en

contacto con el fluido, mientras la otra permanece fija.
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Para facilitar el analisis al calcular el flujo de arrastre, suponga que el barril gira y el husillo

permanece inmovil; ademas, considere que el flujo esta dado por Q = VA., donde v es la

velocidad promedio y A, la seccion transversal del canal.

w - velocidad angular del husillo
p - paso del husillo

Considere que Q= Q5 — Qp

14.

15.

16.

Demuestre que la ecuacién de movimiento para un fluido newtoniano compresible se

puede expresar como

-Vp +kV(divv) + %V(divv) + pdiv(Vv) + pB = IO(Z—\:-F vij

a) ¢Cuantas incognitas se presentan en este sistema?
b) ¢Cuales son éstas?
c) ¢A qué otras ecuaciones se puede acudir para resolver el sistema?

d) Exprese la ecuacion en notacion indice.

Para un fluido newtoniano incompresible con flujo irrotacional, deduzca la ecuacién de
Torricelli a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes. Considere que sélo existe el campo

gravitacional y que el flujo es establecido.

Deduzca la ecuacion que describa el comportamiento de un fluido newtoniano
incompresible, preséntela en forma invariante (notacién general) y en notacién indice
para coordenadas rectangulares, en este Ultimo caso exprese las ecuaciones a las que

se da lugar.

a) ¢Cuales son las incognitas y qué otras ecuaciones se emplearan para poder resolver
las incégnitas?

b) Exprese las ecuaciones complementarias.

c) ¢Qué pasa en el caso de que el fluido newtoniano sea compresible?

d) ¢Cuales seran las incégnitas adicionales, qué otras ecuaciones son empleadas para

la solucion del problema?
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17.

18.

19.

Considere que entre las placas A y B existe un fluido newtoniano incompresible. La
placa A se desplaza a una velocidad de 1 m/s, mientras que la placa B permanece en
reposo. Si la distancia entre ambas placas es de 1 m, determine la velocidad de placa del
fluido a 0.3 m de la placa A. Considere que las placas estan horizontales y que sus

dimensiones son muy grandes.

Al término /1+§/,z en un fluido newtoniano se le denomina viscosidad volumétrica. En

un fluido newtoniano, en una coordenada (xl, Xo, x3) a un tiempo t el estado de
esfuerzos esta dado por Tjj - Si el fluido presenta una viscosidad volumétrica igual a cero,

determine la profundidad a la que se encuentra inmerso, si las fuerzas de cuerpo estan
dadas por B;. La densidad es de 1000 kg/m®.

98 4 6 %
oj=| 4 -392 2 | kPa 9 l
6 2 -98 “
X1

Asimismo, determine el tensor de esfuerzos viscosos. Considere que:
B; =08, + 08, — gé; g = 9.8m/s?

El tensor oy describe el estado de esfuerzos para un punto X; de un fluido

incompresible. Para Gj determine el tensor ai’j que depende exclusivamente de la

velocidad de deformacion; asimismo, determine la presidn hidrostatica asociada.
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20.

21.

22.

23.

-25 8 -5
Gij = 8 -15 12
-5 12 -5

Para un flujo irrotacional de un fluido no viscoso, homogéneo e isotropico, deduzca la

ecuacion de Bernoulli a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Determine el tensor de esfuerzos asociado a los siguientes campos de velocidad,

considerando que se trata de un fluido viscoso.

a) Vl = O, V2 = O, V3 = X2
b) v; =0, V, = xg, V3 = —2Xy X3
c) Vi =V (X, Xo), Vo =V, (X, Xp), v3=0

Para un flujo axisimétrico estable inducido por presiéon a través de una tuberia de

diametro d, compruebe que el gasto masico esta dado por

and?
128

M = p

considerando que se trata de un fluido newtoniano incompresible de densidad p, donde

a representa el gradiente de presion

_op

p= 0z

donde p esla presiony z es la direccion de flujo.

Demuestre que el campo de velocidades dado por

2 2
X — X 20 % X
Vl:a —1 42 y VZZ(—aiZJ’ V3:O
R R

donde « representa una constante diferente de cero y R? = X12 +X§ #0 obedece a la

ecuacion de movimiento de Euler. Asimismo, determine la distribucion de presiones

asociada al campo de velocidades.
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24,

25.

26.

27.

28.

29.

Para el siguiente campo de velocidades en coordenadas cilindricas:

Ve = Vv(r,0) , vyg= 0, v, =0
. ., o . f(0)
A partir de la ecuacion de la continuidad verifique que v, = ——
r
o2 f (f)?
En ausencia de fuerzas de cuerpo, compruebe que —2+4f +p——=0 vy
06 H

f
p= 2y—2+ c , donde c representa una constante.
r

Explique usted, con base en conceptos fundamentales de la MMC, por qué un chorro de
agua lanzado verticalmente hacia abajo tiende a adelgazarse (reduce aparentemente su
seccion) conforme se desplaza hacia el suelo. ¢Qué pasa ahora cuando el chorro se

lanza verticalmente hacia arriba?

Determine la ecuacién constitutiva para un fluido newtoniano para el cual su condicion de

Stokes es cero.

Demuestre que para el campo de velocidades V, :v(xz, xs), v, =V, =0, las ecuaciones

de Navier Stokes, despreciando el efecto de las fuerzas de cuerpo, se reducen a

ov, o, 1léop
— = —— =Y, Y=Ce.
OXy  OXy %

Determine el gasto (inducido por presion) de un fluido Newtoniano incompresible a través
de un tubo de seccion transversal eliptica: El tubo tiene un semieje menor « y un

semieje mayor .

Dado el campo de velocidades para un fluido Newtoniano incompresible

v, = k(xf—xzz); V, = —2kxX,; Vy =0

Desarrolle la ecuacion de Navier Stokes.

Determine el tensor de deformaciones y de esfuerzos asociado.
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30.Si va usted a analizar el flujo de la sangre en venas y arterias, indique cuales
consideraciones debera realizar. Para dicho andlisis, ¢es factible emplear las ecuaciones

de Navier-Stokes?

31. Explique el principio de sustentacién de un objeto mas pesado que el aire. ¢la velocidad

de despegue de un avién, por cuales variables estara determinada?

32. Para el disefo estructural de un submarino, ¢ qué parametros deberan ser considerados?
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