CAPITULO 5

ECUACIONES GENERALES

5.1 INTRODUCCION

En la mecanica de medios continuos, las ecuaciones generales, o también conocidas como
leyes de balance, son principios de la fisica ampliamente demostrados. Su forma mas
adecuada es con base en un volumen finito del continuo. En este caso se expresan como
ecuaciones integrales sobre el volumen del continuo. En la ingenieria, la representacién de
los fendmenos fisicos analizados se realiza con base en sistemas de ecuaciones
diferenciales; es por consecuencia que los principios generales cominmente se presentaran
en forma diferencial definiéndose entonces como ecuaciones de campo, las cuales
frecuentemente son derivadas a partir de las ecuaciones integrales. Se trata en este caso de

ecuaciones definidas para un elemento de volumen diferencial (particula).

La denominacion de ecuaciones generales se debe a que representan principios de la Fisica
gue se cumplen por cualquier medio continuo, para cualquier tiempo, y posicién. Estos
deben satisfacerse, tanto por cualquier elemento diferencial del medio continuo (ecuaciones
de campo), como por el total del volumen material asociado a éste (forma integral de las
ecuaciones). Se denominan también como ecuaciones o leyes de balance por considerar
que son derivadas a partir de principios de conservacion de alguna propiedad fisica asociada

al medio continuo, éstas son:

i. Principio de conservacion de masa

ii. Principio de conservacién de cantidad de movimiento

iii. Principio de conservacién de energia

iv. Desigualdad entrépica (de Segunda Ley de la termodinamica) o también

conocida como desigualdad Clausius - Duhem
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5.2 ECUACION DE CONSERVACION DE MASA

La ley de conservacion de masa indica simplemente que cada particula material de un
cuerpo o porcion de éste, y por consecuencia el total, tendra asociada una cantidad escalar
positiva denominada como masa. Fisicamente, la masa es asociada con la inercia,
propiedad del cuerpo que representa su tendencia a resistir el cambio en las condiciones de
movimiento. También se puede describir a través de la cantidad de materia asociada a un
determinado volumen. Es entonces que su medicién dependera de variables de espacio y

tiempo. Por consecuencia se tiene que si Am representa la masa contenida en una pequefa

fraccion volumétrica AV del cuerpo £, su densidad esta dada por

Am

=lim —
P AV -0 AV

donde p = p(x;,t) es definida como la densidad de masa del cuerpo para la configuracion
determinada en el tiempo t, por lo que, en consecuencia, la masa m del cuerpo £ con

volumen V es
m= J-V pdV

Como la masa no se crea ni se destruye (principio de conservacion de masa), se tiene que

su razén de cambio en el tiempo debera ser igual a cero

bm_y
Dt
D

Considerando las formulas de transporte presentadas en el capitulo 1, se tiene que

D ro(x _(B2, ,v.
D fo(x.tav = j[ 0 oy vjdv (5.2)

172



CAPITULO 5. ECUACIONES GENERALES

Por tanto, al aplicar la formula de transporte, expresada en la ecuacion 5.2, a la expresion de

conservacion de masa indicada en la ecuacion 5.1 se tiene que

Dp(x,t
%jvp(xi,t)dv=0=jv($+pv-v]dv (5.3)

Como se integra sobre un volumen material (siempre Iv dV >0) cualesquiera, se cumple

entonces que

%er(v-v) 0 (5.4)

Dt

esto para cualquier elemento diferencial y tiempo; donde la ecuacibn 5.4 es la
correspondiente ecuacion de campo (forma diferencial). Esta ecuacion se denomina como
Ecuaciéon de conservacion de masa o Ecuacion de la continuidad y representa la Ley de
conservacion de masa en forma espacial (coordenadas eulerianas). Esta ecuacion
diferencial de primer orden constituye una de las ecuaciones fundamentales de la mecanica
del continuo. Al desarrollar la derivada material de la densidad, la ecuacion 5.4, también se

expresa como

.4(Vp)-v+ p(V-v)=0 (5:5)

La expresion 5.4 es una ecuacion diferencial de primer orden la cual se presenta en funcion

de p, t; en el caso de que p se mantenga constante, la expresion se simplifica, quedando

de la forma
V-v=0 (5.6)

El término de Ecuacion de la continuidad se orienta a indicar constancia de masa.

Dicha ecuacion fue desarrollada primero por Euler en 1757, sin embargo, ya en 1752
d’Alambert habia desarrollado una forma particular de ésta, la cual en ocasiones puede ser

de utilidad, se presenta como

D
—(I +V-v=0
t(og,o) v
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INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

D(1
p—|—|=V-v
Dt{ p
ecuacioén que se puede expresar en la forma alternativa

%O+v-(Vp)+p(V-v):O (5.7)

%D—FV(,DV)=O (5.8)

5.3 ECUACION DE LA CONTINUIDAD EN FORMA MATERIAL

Dado que la ecuacion de conservacién de masa demanda que la masa sea la misma en
todas las configuraciones del MC, se puede derivar esta expresion a partir de la comparacion
de la representacion de la masa en la forma lagrangiana (referencia) y espacial (euleriana).

Por tanto, a partir de la descripcion de la masa se tiene

m= jv (X%, t)dV = jvo 2o (X, 1)dV,

Considerando el desplazamiento de la configuracion de referencia a la actual X = X(X ,t), se

tiene
[, P[x(X.t),t]dv =jvo po(X,t)dV,
Reordenando la expresion e igualando a cero
Ji [P (X DIF1=po (X .1) aVp =0
Dado que la integracion se realiza sobre un volumen arbitrario, se tiene que

p|F|=py

174



CAPITULO 5. ECUACIONES GENERALES

Derivando la expresion anterior con respecto al tiempo, se tiene

%(p“:D:O (5.9)

A esta Ultima expresion se le denomina como ecuacion de la continuidad en forma

lagrangiana, donde
F=VyX =detF =|F|
IF|=J

La ecuacion de la continuidad en forma lagrangiana también se puede desarrollar a partir de

D .
—(pd)=pI+pJ
Dt(p) pI+p

DJ
= (V-
5 =2 (VY)

de donde se tiene

D

—(pd)=0

¢ (P7)
Por otra parte,

P(X. 1) =py

Para la configuracion inicial en donde t=t, y X=X setiene que J =1, porlo que

pI=py (5.10)

Ecuacion que es equivalente a la 5.9. Esta expresién también fue desarrollada por Euler.
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Dado que
D Dp
—(pdVv L+ =
ot PV =P 5 o
Dt ot

y en forma general

p(V-V)+%O+V-Vp:O

Por lo que para coordenadas rectangulares (es conveniente recordar que la notacion indice

solo se puede aplicar para coordenadas rectangulares), entonces:

AN [%+%+Mj+6p Py, Ly P o 51y

ox ot ox ok oxg oxg) ot Lox loxg  Cox

Por otra parte, en coordenadas cilindricas se expresa como

0 %4_} %4.\/[_ +% +a_p+vra_p+v_‘98_p+vza_p:0
or r\ o6 oz ) ot or r o0 oz

Mientras que en coordenadas esféricas se tiene

ov, Vv
o, %4_1 %+Vrj+ 1 _¢ +V_r+M +a_p+vra_p+v_06_p+—¢a_p=0
or r\o6f rsenéd\ o¢ r r ot or r 06 rsend o¢

Como ya ha sido mencionado, si el material es incompresible
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= divv=0

% _g
0%

M, Ny Ny
OX; OXy OXg

En un sistema coordenado cilindrico esto queda como

%4_1(%4_\/")4_%:0
or r\ o6

y considerando coordenadas esféricas, se tiene que

oV
%4_& %"'Vr + 1 _¢+V_r+—V9COt0:O
or r\ o6 rsenf op r r

5.4 ECUACION DE CONSERVACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO
(ECUACION DE CAUCHY)

Esta ecuacion representa la conservacion de cantidad de movimiento de cualquier medio
continuo, de acuerdo con ésta, cada particula para cualquier tiempo debera cumplir con la

ecuacion de movimiento de Newton (principio de conservacion de cantidad de movimiento).

Desarrollo de la Ecuacion de conservacion de movimiento en forma integral

La cantidad de movimiento lineal p asociada a cualquier cuerpo se expresa por:

p=mv
donde

m=IpdV
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INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

Por lo que

p :J'M vdm

Entonces,
p= Iv pvdV
Por otra parte, existen dos tipos de fuerza

a) De contacto o de superficie

b) De cuerpo
Por lo que la fuerza resultante ( fr ) esta dada por
fr = feontacto + fcuerpo

La ecuacion de movimiento de Newton (segunda ley de Newton) indica que la razén de
cambio en la cantidad de movimiento asociada al medio continuo es igual a la fuerza

resultante:

Dp
=Pt
Dt

Para el caso de las fuerzas de cuerpo, éstas se describen a partir de la aceleracion B que

produce un campo sobre el cuerpo de masa

m= J‘V pdV
por lo que

fcuerpo = J-V pBdV

Por otra parte, las fuerzas de superficie se expresan a partir del vector de esfuerzos t

descrito en la superficie del medio continuo, de tal forma que

fcontacto = J.A tdA
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En consecuencia, se tiene que

fa = [, PBAV +[ tdA

Sustituyendo con la razén de cambio de la cantidad de movimiento

D
Ff:jv pBAV +[, tdA

R(J.pvdV} [ pBdV + [ tdA (5.12)
Dt \Y \Y A

Considerando la férmula de transporte en la parte izquierda de la ecuaciéon 5.12

Bl v f [ 2L v o

Dp Do Dv
P[22y p(vev) v Vv
Dt JV[Dt“’( V)j +\~[p£Dtj

donde el término que se encuentra entre paréntesis dentro de la primera integral representa
la ecuacion de conservacion de masa, por lo que es igual a cero. Por tal motivo, la ecuacion

gue representa la razén de cambio de la cantidad de movimiento se expresa como

D Dv
EJ.V deV —J.V pEdV
Por su parte, para las fuerzas de superficie

[, tdA=] (T-n)dA

Aplicando ahora el teorema de la divergencia, se transforma el término de una integral de

superficie a una de volumen.

179



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

[, (T-n)dA=] (V-T)dv

Sustituyendo en la ecuacion 5.12 e igualando a cero

Dv
jv(pa—pB—V-TjdV=O (5.13)

Como se esta integrando sobre un volumen V arbitrario, se tiene que los términos que se
encuentran entre paréntesis deberan ser igual a cero, por lo que la forma integral se reduce

a una ecuacion de campo

Dv
——-pB-V-T=0
P Dt P
Lo anterior se puede expresar como
Dv
V-T+0oB=p— 5.14
PB=P 1 (5.14)
Entonces, en notacién indice queda
Dv:
oi i +pB =p—+
ijj TPB =P Dt
0 de otra forma
Ty Dv;
+pB = p—L 5.15
P P =p Dt ( )

donde T, Tij, o, Ojj representan el tensor de esfuerzos de Cauchy, mientras que V, V;

representan el campo de velocidades.

La ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento, en su forma diferencial, también se
puede desarrollar a partir del analisis de un elemento diferencial (figura 5.1), en este caso se
procede a sumar todas las fuerzas presentes, esto en direccidén de los ejes de referencia, de

tal forma que:

180



CAPITULO 5. ECUACIONES GENERALES

FIGURA 5.1 FUERZAS DE SUPERFICIE Y CUERPO DESCRITAS SOBRE
UN ELEMENTO DE VOLUMEN DIFERENCIAL

Resulta evidente que al sumar en direccion del eje X, la expresion resultante es

ale DVl
—_ — - =
OX j PBI=p Dt

Para los ejes X, y X3, las expresiones seran similares por lo que se puede generalizar a

través de
aT” DVi

LB = pdi
oX; PEI=P 5

La ecuaciéon de conservacién de movimiento es una expresion vectorial, la cual tiene el

siguiente desarrollo en funcién de la base de referencia.

Coordenadas rectangulares

oTyq N Ty, N oTi3 B, = p%
0X; OXy 0OX3 Dt

181



INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

oX; Xy  OXg Dt
T3 N T3 N 0T33 4 pB, = p%
X, Xy 0OX3 Dt
Coordenadas cilindricas
Oy _i_laTrH +Trr —Too + s +pB, =p %+Vr%+v_9(%_vgj+\/z%
or r 06 r Z ot r r\oé 0z
or , 1 Tap | oy , Tro* Tor +pBy=p %+vr N, Yo (%Jrer+vZ -0
or r o0 0z r ot or r\ oo
a-r_zr+l5r_29+Tl+a-r_zz+sz =p %+Vr%+v_9(%J+VZ%
or r 06 r 0z ot r r o0 0z
Coordenadas esféricas
2
1 a(r Trr) 1 8(Tn9 sen 0) l 8Tr¢ Tge +T¢¢
— + + - +pB, =
r2 or rsend 06 rsend oOg r
v
P ol +V, OV +v_9(8vr —v9]+ ¢ %—vgﬁsené’
ot or r o6 rsen@\ o¢
ié(r Hl’) 1 6(T99 sen 9) N 1 6T9¢ _TI’9 _THI’ —T¢¢ cotd +pB€ _

_I_
2 or rsené le rsené o¢ r

v
P 6v9+vr No Vo av9+vr o (o _ 5C0S0
ot or r\oé rsené\ o¢
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iﬁ(rST¢r)+ 1 6(T¢9 sen 0)+ 1 8T¢¢ +Tr¢ —T¢r +T9¢ cotéd

+pB, =
r3 or rsend 00 rsend o¢ r s
ov ov ov v ov V,V, Vv, coté
p—¢+vr—¢+v—‘9 bl —2 bl 2L 40
ot or r {06 ) rsend\ o¢ r r

Simplificaciones de la ecuacién de conservacion de cantidad de movimiento

Dv
La ecuacion de Cauchy V-T +'OB:'OFt por condiciones de equilibrio se simplifica

igualadndola a cero, de tal forma que

V- T+pB=0

En ocasiones, por ejemplo, en el analisis de esfuerzos es muy comun despreciar el efecto de
las fuerzas de cuerpo, por lo que se deberd cumplir que

V-T=0

Ecuacion de movimiento en forma material

Considerando un estado inicial, la ecuacion de conservacién de movimiento se expresa

D
EJVO povdVy :.[vo poBdVg + I " (To)ngdAy
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Aplicando el teorema de la divergencia a la superficie integral y partiendo de que V y V,

representan un volumen arbitrario, entonces, la ecuacidon de movimiento se expresa en

funcién del primer tensor de Piola-Kirchhoff.

. Dv
div + pnB = py —
(To) + B =py Dt

Dicho concepto se emplea entre otros casos para el analisis no lineal.

Considerando los tensores de Piola-Kirchhoff

Primer tensor de Piola-Kirchhoff T = —( FT ) - Tp= | F|T (F‘l)T

_ T _
Segundo tensor de Piola-Kirchhoff T =|F| FflT(Ffl) N To=FT

Para el primer tensor de Piola Kirchhoff se tiene

Dv
V'TO +poB:poa (516)

Mientras que para el segundo tensor de Piola Kirchhoff se tiene

= Dv
v-(FT)Jr,oOB=pOE (5.17)

donde F representa el gradiente de deformacion (V X), por otra parte, dado que

Xi = Xi +Ui
entonces,
8Xi _ 8X, + 8ui :5” +ajui _ FiJ
oX oX; OX;
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O, en notacion general, se tiene que el gradiente de deformaciéon F =1+Vu, por lo que
. = Dv
div| (1 +Vu)T |+ pyB=p— 5.18
[(1+Vu)T J+ B =p— (5.18)

Las ecuaciones 5.17 y 5.18 son formas alternativas de la ecuacion de movimiento expresada
considerando la ecuacién en funcién del primer tensor de Piola Kirchhoff (5.14). Siendo mas
conveniente la aplicacion de las ecuaciones de conservacién de cantidad de movimiento en
su forma material (5.16, 5.17), que la ecuacion de Cauchy, esto es para el caso de analisis

de elasticidad no lineal.

Las ecuaciones 5.16 y 5.17 fueron primero desarrolladas por Piola en 1833.

5.5 PRINCIPIO DE ESFUERZOS DE CAUCHY

El vector de esfuerzos t en cualquier lugar y tiempo tiene un valor comun en todas las partes

del material, teniendo un plano tangente comun p y quedando en el mismo lado de éste.

Sea t=t(X,z,n), donde 7 es el tiempo, si

t=Tn
donde T es el tensor de esfuerzos Cauchy. De acuerdo con lo que se ha revisado se tiene
que

df =tydA,

donde t; es un seudovector de esfuerzos definido para el area sin deformar, el cual no

describe la intensidad actual de (esfuerzos), sin embargo, tiene la misma direccion que el

vector de esfuerzos de Cauchy t.

Sea T, el primer tensor de esfuerzos de Piola Kirchhoff (Tensor lagrangiano de esfuerzos)

to =ToNo
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La relacion entre el primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff (PK) vy el tensor de

esfuerzos de Cauchy se obtiene como

df =tdA=tydA,

Como ya se demostrd, se tiene entonces

T
-1
To=|FIT(F)
Recordando que

_ aXi -1 %
m ax 0 m 8Xm

o OX 0%

0Xy 00X, 0Xj

F vy OXy  OXg  OXg

o0Xy 0X, 00X,

OX3 OX3  OXg

0X; 0X, 00X,

oX; O0X; 0Xg

0% OXp  OXg
-1 | OX, OX,  OX,
0X; 0%y 0OX3
0X3 O0X3 0Xj
OX  OXp  OX3

A partir de lo anterior se puede plantear la ecuacién de conservacion de la cantidad de

movimiento (ecuacion de Cauchy) para la configuracion de referencia como

0 (To )im Dv.
— C7m B. = 1 _ a
X Pobi = Po Dt Lo
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donde (TO) representa las componentes cartesianas del primer tensor de (PK) y py.

im

la densidad en la configuracién de referencia.

o(Ty).
(8+r1”‘1+p|F|Bi - p|Fa,
Como
dv =|F|dV,
p|F|=po

Por lo que en notacion general queda

V-To +poB = poa

5.6 ECUACION DE CONSERVACION DE LA ENERGIA

Este principio lo que representa es un balance de energias. Para tal fin se debe realizar el
balance de las energias en transito y del remanente en el cuerpo. En este caso se considera
gue la energia en el medio continuo esta determinada por la denominada energia interna U ,
la cual es un pardmetro fundamental a la que habra que sumar el efecto de la energia
asociada al movimiento o energia cinética K. Por otra parte, sobre el medio continuo
también se puede efectuar trabajo W y se presentaran energias en transito, las cuales se

representan a través de los flujos de calor (Q).

La energia cinética K de un cuerpo S, que ocupa una configuracion A, de volumen V , en

un tiempo t, es definido como:

1 2 1
K =Em|v| :EIV p(v-v)dV
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Superficie del elemento dS

Superficie S

FIGURA 5.2 CUERPO [# EN UNA CONFIGURACION A A UNTIEMPO t,
CON VOLUMEN V , MASA M , Y SUPERFICIE S

Asimismo, la potencia desarrollada por las fuerzas externas actuando sobre £ en V estan

dadas por la suma del efecto generado por las fuerzas de cuerpo, méas el correspondiente a
las fuerzas de superficie; en este punto se debe de recordar el concepto de potencia

mecanica, que W= f.v;, de tal forma que
W ZWfC +WfS

La potencia asociada a las fuerzas de cuerpo se expresa
Wi, = | pB-vdV
La potencia desarrollada por las fuerzas de superficie es

Wi = IAt -vdA

Por lo que la rapidez de cambio de trabajo producto de las fuerzas presentes en el MC es
W =jv pB-vdV +jAt-vdA

Si el continuo es conductor de calor y si existe una diferencia de temperatura entre el interior

y el exterior, entonces existira un flujo de calor Q,

Q: =, a-ndA

188



CAPITULO 5. ECUACIONES GENERALES

donde  describe vectorialmente al flujo de calor.

Si el calor es generado dentro de V (cantidad de calor generado H dentro de V), éste por

unidad de tiempo es

H = IV phdv

donde h es la capacidad especifica de la fuente de calor interna o capacidad de la fuente de

calor (calor unitario) y h es la rapidez con la que se genera calor al interior del medio

continuo.

El monto de calor contenido en V por unidad de tiempo esta dado por el calor que se genera

menos lo que se pierde:
Qr=H-Q

Se considera que ademas de la energia cinética, el continuo presenta otra energia definida
como energia interna y que la energia total del continuo es la suma de la energia cinética e
interna. El concepto de energia interna es primitivo a semejanza de la masa, tiempo, fuerza,
etc.

La energia interna U que posee el cuerpo £ en la configuracion A es
U= J'M udm
U= jv pudV

donde u es la energia interna por unidad de masa.

De todo lo antes expuesto se tiene que la rapidez de cambio de la energia (potencia)

asociada al medio continuo esta dada por la velocidad de intercambio de calor y de trabajo

D .
E(K+U)_F>+(H—Q) (5.19)
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Sustituyendo cada una de las expresiones que representan una aportacion de calor o

trabajo, se tiene

% y p(%(v'v)+ujdv :J'V(pB'v)dV +J'A(t-v)dA+jV(ph)dV —IA(q-n)dA
donde

u energia interna especifica

v velocidad

K energia cinética

B aceleracion generada por la presencia de campos

t vector de esfuerzos

Yol densidad

q vector de flujo de calor

h calor especifico generado al interior del medio continuo (flujo por radiacién,
calor producto de una reaccion quimica, en general representa calor que fluye
al medio por otros fendmenos diferentes de la conduccion)

n normal al elemento dA

En el caso de la energia cinética se tiene, a través de la formula de transporte, que

D

1 D(1
ey p(;(V'V)HdeV =IVPE[E(V-V)+UjdV =va(V-—t+— dv

Por su parte, para las fuerzas de superficie considerando el teorema de la divergencia

J‘A(t-v)dA=J'A(T -v)-ndA:J'V V(T -v)dV
jv div (Tv)dV =jv (v-(V-T)+T :Vv)dV
Y el calor, de conduccién, considerando el teorema de la divergencia, se expresa como

jA(q-n)dAzjV (V-q)dv
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Sustituyendo, igualando a cero y reagrupando términos en la ecuacion de conservacion de

energia, se tiene

Du Dv .
—+V| p— =V T—pB |-T:VVv+V-q-—ph |[dV =0
fv(p = (p S P j q p}

Pero de la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento (5.10) se sabe que

Dv
— V- T-pB|ldV =0
J,(por-vT-pe)

Entonces la ecuacién se puede simplificar a

Du .
—-T:Vv+V-q-ph|dV =0 5.20
fv(p Dt q pj (5.20)

Dado que se integra sobre un volumen cualquiera mayor que cero, entonces

Du .
p——-T:Vv+V-q—ph=0 (5.21)
Dt
Despejando se tiene la ecuacion de conservacion de energia
Du -
p—=T:Vv-V-q+ph (5.22)
Dt
Al realizar el desarrollo se tiene

T:Vv=traza T;;Dy =traza T ® D =T;; D

donde Dy, representa el tensor de rapidez de deformacion.

En notacién indice, la ecuacion 5.22 se expresa como

St A B N (5.23)
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En notacion general, la ecuacion 5.23 se expresa como

p%:traza(l'D)—V-q+ph (5.24)

5.7 ECUACION DE LA ENERGIA EN FORMA MATERIAL
A partir de la ecuacion de conservacion de energia en su descripcion euleriana, se puede
facilmente pasar a su correspondiente descripcion material:

Du :
2T WV g ph |dV =0 5.25
jv(p = q pj (5.25)

Esta ecuacion se puede descomponer en sus elementos, de tal forma que

Du(x,t) . Du(X;,t)
A W el

Iv (T:vv)dV = Ivo (To : VxVv)dVy
J.v (V-q)V :IVO(VX -q)dVy

IV (ph)dV = IVO (Pohx )dVO

Sustituyendo en la ecuacién 5.25

Du -

J. pO—X_TO:VXV+VX 'q—pohx dV0:0 (526)
Vo Dt

En la ecuaciéon 5.26 al igual que en la ecuacion 5.25 se esta integrando sobre un volumen

cualquiera (en este caso V) mayor que cero, se puede concluir entonces que la suma de los

términos dentro del paréntesis es igual a cero, situacion a partir de la que se define la

ecuacién de campo correspondiente (en este caso en su descripcion material).

Du -
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5.8 DESIGUALDAD ENTROPICA

Todo cuerpo, asi como tiene una energia interna asociada; también presenta una propiedad

primitiva denominada entropia H, la cual se modifica en funcién del flujo de calor que se
presenta desde y hacia el cuerpo. Esta se incrementa cuando el calor fluye al medio continuo

y disminuye cuando sale calor del cuerpo. Se define que la entropia asociada a un medio

continuo H se expresa como
H= j ndm
M
H= jpndV
Vv

donde 7 =7(X;,t) representa la entropia por unidad de masa.

Dado que la entropia esta asociada con el calor contenido en el cuerpo, entonces estara
relacionada con la temperatura @. El calor contenido en el cuerpo esta dado por la diferencia

de lo que se genera menos lo que se disipa, por lo que se definira un término que represente

la rapidez de incremento de entropia (j dicho término esta definido por:

donde al término Sg se le denomina como fuente de entropia; mientras que S representa el

flujo de entropia. Considerando las definiciones empleadas en la ecuacion de balance de

energia se tiene que

De lo antes expuesto se define que la entropia en el cuerpo se incrementara con una

velocidad mayor, y en el limite igual, que con la que ésta ingresa al cuerpo:
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Al sustituir, se tiene que
ijndv > [ Ay —j[ﬂj-ndA
DtV v 0 A 0

Al utilizar la formula de transporte para el término de la izquierda, reagrupando la

desigualdad y aplicando el teorema de la divergencia al segundo término del lado derecho,

[ p%—p—hw-{ﬂ} v >0
Aot e 0

se tiene que

Como la integral se realiza para un volumen arbitrario de un medio continuo, se concluye

entonces que

Dry q)_ph
—iv |2 |-L£2>0 5.28
- (ej 0 (5.28)

la ecuacion 5.28 se le denomina desigualdad de Clausius-Duhem, ya que se desarroll6 a
partir de sus trabajos publicados en 1854 (Clausius) y 1901 (Duhem). Resulta evidente que

la desigualdad se exprese en la forma

Dy _ h qj
—L>p——V |2 5.29
Poi=Pg (9 (5.29)

Por lo que también se le denomina como Ley de desigualdad de entrépica.

Desarrollando el término correspondiente al flujo de calor, se tiene

(9 Lw.o-L(ve.
Y (ej gV D5 (VO)d

Por lo que si se sustituye en la ecuacién 5.28:

Dn - 1
01 _ ph+V-q—=(V8)-q=0 5.30
PO P q 9( )-q (5.30)
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Una forma alternativa desarrollada a partir de los conceptos expresados en la ecuacion de la

energia es [despejando los términos referentes al calor de la ecuacion de la energial

pH——p—+TZD—5(V6’)-qZO (5.31)

El calor fluye en direccion inversa al gradiente de temperatura, por lo tanto, el tensor de

rango uno que describe el flujo de calor g; y el tensor resultante de (V#); van en

direcciones opuestas, por lo que

(V0)-q<0

Es entonces que se plantea la desigualdad de conduccion de calor

5.9 DESIGUALDAD ENTROPICA EN FORMA MATERIAL

Retomando la forma integral de la ecuacion de entropia y reescribiendo los términos,

considerando la configuracion inicial (referencia lagrangiana) se tiene

Dix  pohy 1 Y%
J.VO[,OOF—T'FV ? dVO (532)

Considerando igualmente que se integra sobre un volumen arbitrario se tiene

Dny hy do
—2 o2 +V | =120 5.33
£0 Dt £0 0 0 (5.33)

Ecuacién conocida como desigualdad de Clausius-Duhem en forma material.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Deduzca la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento (ecuacion de Cauchy),

la cual representa que cada particula del continuo debe cumplir con la segunda ley de

Newton. —+ pB; = py

Considere un sistema coordenado cartesiano X;, X,, X3, densidad p, aceleracion total
de la particula a, fuerzas de un cuerpo B, fuerzas de superficie 0jj -

2. Si el campo de velocidades asociado a una particula esta dado por V; :T'a, a partir de

la ecuacion de conservacion de masa

Dt ox; Dt
a) Determine la variacion de la densidad de la particula en funciéon del tiempo.
b) Considere que para un tiempo igual a uno la densidad es p, (densidad inicial) y para

cualquier tiempo (t) la densidad asociada es p .

3. La distribucién de esfuerzos en un cuerpo esta dada por Tij. Considerando lo anterior,
éexistird equilibrio? O, en su caso, ¢,qué fuerzas de cuerpo se requeriran para garantizar
éste? Considere que el material presenta una densidad p .

2 3 2
AX[ + Xy 2% =Xy X

2
X{ 3%3 Xq

4. Determine si la ecuacion de conservacién de masa es satisfecha por el siguiente campo

de velocidades v =v(r,6,2)

1 O 1 O
vV, =———, vy =0, Vv, =——=
pr or

Ladensidad p es constantey a = a(r,z) tiene segundas derivadas parciales continuas.

5. Considerando que se tiene un fluido viscoso, lineal e incompresible, para el que el campo

de velocidades, en coordenadas cilindricas, esta dado por

v, =V(r,0) Vo =0 v, =0
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a) A partir de la ecuacion de la continuidad analice si cumple que

f(9)

r

Vv, = , donde f (&) es una funcién cualquiera de 6

b) La ecuacion constitutiva de un fluido viscoso, lineal e incompresible es
Ojj = —P3jj + 2u&;;

Por otra parte, en ausencia de fuerzas de cuerpo y con base en la ecuacién de

conservacion de cantidad de movimiento verifique si

2 2
0 f(26?)+4f+pf (0)+k=0
o6 y2

con p=2yi+k—ﬂ+c ,donde k y C representan constantes.
r2  2r?

Dado el siguiente campo de velocidades
2 2 12
vi=ax;—bx, ;  V,=bxj+ax, ; v3=c(x1 +x2)

donde a, b y ¢ son constantes, determine si la ecuaciéon de conservacion de masa se

satisface o no.

Dado el siguiente campo de esfuerzos en coordenadas cilindricas.

3Pr?z _ 3pz®
O = gs =0 Ty s
2
O'rZ=—3PrZ ; Org=0,9=0; RZ=r?+7°

27R3

Verifique si dicho campo de esfuerzos satisface las ecuaciones de equilibrio en ausencia

de fuerzas de cuerpo.

Para el movimiento irrotacional de un continuo cuya velocidad esta definida por v=V¢

Dp

—£ 4 pV2p=0.
Dt PV Q@

demostrar que la ecuacion de la continuidad se expresa

Deducir que si el continuo es un medio incompresible, entonces ¢ es una funcion

armonica, esta es una funcién dos veces continuamente derivable y satisface la ecuacién
o%f  o°f o2 f

de Laplace ——+—>+...... +—=0 o Vf=0.
oXy  0X5 OXpy
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9. Para la ecuacion constitutiva oj; =Cjjqég si 0 =0y &j =¢ji €l tensor Gy no tiene

mas de 36 diferentes componentes. Verifique si bajo las condiciones antes enunciadas y

considerando que la rapidez de desarrollo de trabajo se expresa como

bw 1 . . : DW 1 oy
jJ,JdE,J — Oijj&ij » esta también se puede expresar mediante ——=—o0j; — . Se
2 Dt 2 7o
av 8v
conoce que & = > ax 8x .
i

10. Un flujo bidimensional de un fluido incompresible se describe como

(6 K), L),
vi:—el+2a €, + 08,
ré ré

r2 =x12+x§

Verifique si éste cumple con la ecuacion de la continuidad.

11. Para un medio continuo que presenta una ecuacion constitutiva de la forma

—Pdij + A6 Gij + 2uéj;, desarrolle sus ecuaciones de conservacion de movi-

ov; OV
+

m|ent0 recuerde que 8” 2 P P
X X

12. El flujo de un fluido incompresible se describe como

2 _ 2
2(x1x2x3)A (xl—xz)x3

r.4 r4

r?=xt+x

~ X9 A
V; = ez +r—ze3

Verifique si éste cumple con la ecuacion de la continuidad y si se trata de un flujo rotacional o

irrotacional.

t
13. La ecuacion de movimiento de un MC esta dada por X; = (1+Bj X;, donde b es una

constante. La densidad para t =0 es p;, ¢Cudl sera la densidad para cualquier tiempo?
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