CAPITULO 4

ESFUERZOS

4.1 CONCEPTOS GENERALES

Como una primera etapa se ha estudiado la descripcion del movimiento del medio continuo
sin considerar las causas que lo provocan, asimismo se ha procedido a definir la
deformacion tanto para el caso finito como infinitesimal. En la teoria clasica de medios
continuos, el concepto de esfuerzo es introducido a través de la descripcion de fuerzas de
cuerpo y fuerzas de superficie. Las definidas como fuerzas de cuerpo son aquellas que
actiian sobre el volumen del MC a gran distancia (sin que exista contacto); ejemplo de éstas
son la fuerza gravitacional, las electrostaticas y las magnéticas; estas fuerzas son resultado
de la presencia de campos (gravitacionales, electrostaticos 0 magnéticos) y se representan a

través de la aceleracién que generan en el MC, de tal forma que

fo = [, pBAV

donde p = p(X,t) es la densidad del medio en un punto x del cuerpo a un tiempo t y B

representa la aceleracion producida por las fuerzas de cuerpo; este término es referido como

fuerza de cuerpo por unidad de masa o simplemente como aceleracion de fuerza de cuerpo.

Por otra parte, las fuerzas de superficie son aquellas que para transmitirse demandan
contacto y que actian sobre una superficie real o “imaginaria” (definida al separar en partes
el cuerpo). Las fuerzas de superficie son solicitaciones externas que actuan sobre la
superficie del cuerpo; por ejemplo, la fuerza que genera el viento al hacer contacto con una
estructura o las que se producen al sumergir un cuerpo en un liquido o también al estar en

contacto dos sélidos. Las fuerzas de superficie totales que actian en una superficie S del

cuerpo de volumen V y configuracion £, se expresan en la forma

f =jstds,
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donde t representa un vector cuyas unidades son fuerza por unidad de area, el cual es
funcion de x, y representa una coordenada que corresponde a la superficie S. Dicho vector
es denominado como vector de fuerza superficial por unidad de area de S o vector de

esfuerzos o tracciébnen S.

Las fuerzas, sean de cuerpo o de contacto, representan solicitaciones sobre el MC; sus
efectos dependeradn evidentemente de su magnitud y direccion, pero también de las
condiciones geométricas del cuerpo. Por tal motivo y para facilitar el andlisis del efecto de
estas fuerzas es necesario describir el area sobre la que se presentan para definir el

concepto de esfuerzo.

Considere un MC (figura 4.1), el cual es sometido a una serie de fuerzas f; . Si se corta el
cuerpo con un plano 7, la seccion remanente debera estar en equilibrio, de tal forma que
sobre el plano = aparecerd una fuerza resultante fg, dicha fuerza se representa en
principio en el centroide del area descrita sobre el plano de corte 7; sin embargo, resulta

evidente que la carga se distribuye sobre el area de la superficie A_, por lo que se puede

definir el concepto de vector de esfuerzos t_ de la forma

Af

tﬂ = II’mAA,IAO AA;;

Por otra parte, es evidente que f_ se puede descomponer en su componente normal a la
superficie

fiZ'N = fzz Ny
donde n, es el vector normal unitario del plano 7 ; mientras que su componente tangencial
es
2 2
fﬂT = |f7z| _|f7rN|

de tal forma que se pueden definir entonces los esfuerzos normales

. Af
G:||mAAﬂ_*>0 AZ:
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y los tangenciales o de corte

r=limu, Lo Ay

Resulta evidente que para definir al esfuerzo es necesario describir la direccion de la fuerza
y la normal al plano, entonces

Af;
ASn

Tij =1imMas 0 ——-
j

por lo que los esfuerzos en un punto del MC se describiran a través de un tensor de segundo
rango [T,Tj] o [0, 0] por esta razon se requerira de nueve términos para definir éste. Sin

embargo, por condiciones de equilibrio, como se demostrara méas adelante, el tensor es
simétrico (considerando el area instantanea) y se representa en un espacio

hexadimensional.

Ceniroide

FIGURA 4.1 MEDIO CONTINUO SOMETIDO A UN CONJUNTO DE FUERZAS DE CUALQUIER ORIGEN,
LAS CUALES GENERAN UNA SERIE DE SOLICITACIONES AL INTERIOR DEL MISMO

4.2 VECTOR DE ESFUERZOS

Se considera que el vector de esfuerzos permite describir la fuerza en un punto de la
superficie del cuerpo, el cual no toma en cuenta la curvatura en la superficie del elemento
diferencial bajo andlisis. Esto es asumido como principio de esfuerzos de Cauchy, que es un

axioma basico de la mecanica del continuo.
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Sea el cuerpo de la figura 4.2 y s un plano que pasa a través de un punto arbitrario P, cuya

normal es n.

FIGURA 4.2 PARA LA DETERMINACION DEL VECTOR DE ESFUERZOS SE CONSIDERA UN PLANO S
QUE CONTIENE UN PUNTO P . EL PLANO S CORTA AL CUERPO EN DOS PORCIONES
DANDO LUGAR A UNA COMPONENTE F QUE GARANTIZA EL EQUILIBRIO DEL CUERPO

El plano corta al cuerpo en dos porciones. La parte | se considera como un cuerpo libre,

razén por la que en la superficie s debe considerarse una carga resultante Af que actla en
un area AA en la que se encuentra P . Se define al vector de esfuerzos que corresponde al

punto P del plano scomo t,, donde éste esta dado por:

Af

tp =lim
p AA—O AA

Si la porcién del cuerpo marcada como Il es considerada ahora como un cuerpo libre, a
partir de la Tercera Ley de Newton que considera que a cada accién corresponde una
reaccion de igual magnitud pero en sentido contrario, entonces, en el mismo punto P
enunciado anteriormente, pero considerandolo parte del elemento Il , se tiene que la normal
del plano es la misma pero en direccion opuesta a la definida anteriormente para el cuerpo,

es entonces que

Sip = —Sip
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Con relacion al punto P se puede hacer pasar un namero infinito de planos de area A,,
considerando que la solicitacion permanece constante donde Af es la fuerza resultante en el

area AA, en la superficie A, . El vector de esfuerzos de Cauchy en P de A, se define como:

to=1lim ﬂ—I|’m AT
nP AA—0 AAn As,—0 nAsn

A partir de lo antes definido se describe el Principio de esfuerzos de Cauchy. El vector de
esfuerzos en cualquier lugar y tiempo tiene un valor comun en todas las partes del material
que cuentan con un plano tangente comun, entonces, si n representa la normal al plano y t

es el vector de esfuerzos, a un tiempo 7, se tiene que
t=t(x z,n)

Es entonces que el vector de esfuerzos asociado a un plano que pasa a través de un
elemento espacial x, esto para un tiempo 7, dependerd solo de la normal n asociada al

plano. Esta dependencia, como se presentara mas adelante, se expresa como
t(x,7,n)=T(x7)n

donde T representa una transformacion lineal.

4.3 TENSOR DE ESFUERZOS DE CAUCHY

De acuerdo a lo mencionado en lineas anteriores, el vector de esfuerzos referido a un plano
gue pasa a través de un punto espacial x a un tiempo r depende solamente de la normal

unitaria n del plano, sea entonces una transformacioén T, tal que:

A esta transformacion se le denomina tensor de esfuerzos o tensor de esfuerzos de Cauchy.
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Componentes del tensor de esfuerzos

Las componentes del vector de esfuerzos estan relacionadas con el tensor de esfuerzos T por:

L =Tijn;&
t2 =T2jnj§2
t3 =T3jnj§3

Esto se puede expresar como f; :Tijnj, 0 en notacion general como t=T -n, o también

comot; =n;T;; o t= nTT. La forma dependera de la definicion con la cual se manejen los

indices. Si el primer indice (i) se emplea para describir la direccién de la componente del
esfuerzo y el segundo (j) para la normal del plano sobre el que esta resuelto, se empleara

la expresion descrita en primera instancia. Por otra parte, si el primer indice representa la
normal del plano y el segundo la direccion de la componente del esfuerzo, la transformacién

se premultiplicaré por la normal quedando de la forma:

4 =mT11€8 +NyT51€5 +NgT51€5
ty =MT12€ +NyTp€) +N3T30es

t3 = MT13€ +NpTp3€) +NgTa3€s

En este libro se considerara, a menos de que se precise lo contrario, que el primer indice
representa la direccidén del componente de esfuerzo y el segundo la direccion de la normal al
plano; asi, t; es el vector de esfuerzos que actia en el plano cuya normal es €;. Es claro que
Tj Vi=] representa a las componentes normales, mientras que T; Vi= | a las

componentes tangenciales.

A la descripcion del estado de esfuerzos Tj; referida al elemento diferencial (X, t) se le
define como tensor de esfuerzos de Cauchy. Dicho tensor es simétrico (Tj; =Tj;), en

virtud de la existencia de equilibrio de momentos sobre los tres ejes coordenados.
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Simetria del tensor de esfuerzos de Cauchy

Considérese un elemento diferencial sobre el plano XX, (figura 4.3), por facilidad se definira
el origen en el centroide del elemento de tal forma que los esfuerzos normales (oy4,05;)

pasen a través de éste; por otra parte, los esfuerzos de corte (oy,,0,1) se definen a una

: - dx, dx : :
distancia 7271 del origen respectivamente, el cual representa a su vez el punto de

rotacion del sistema.

X 004, (1
A 21+ 21 (Ed 2)
O X2
>
o + 66012 (l dxlj
‘ T X, \2
< > X

ok \2
v X, \ 2

FIGURA 4.3 CARGAS SOBRE UN ELEMENTO DIFERENCIAL DESCRITO EN EL PLANO X X5 . EN ESTA

REPRESENTACION DEL ESTADO DE ESFUERZOS Gij , EL PRIMER INDICE REPRESENTA

LA NORMAL AL PLANO Y EL SEGUNDO LA DIRECCION DE LA CARGA

A partir del hecho de que solo los cortantes producen momento sobre el origen del sistema

coordenado, siendo X; el eje de giro

(z M )X3 = (012 — O'21)dX1dX2dX3 =0

Por lo que
012 =0n1
asimismo, se puede demostrar que
013 =031
023 =03
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entonces, en general se tiene que
Oij = Tiji

se concluye por tanto que el tensor de esfuerzos es simétrico
L T=TT

Por lo que el espacio vectorial de los esfuerzos es hexadimensional, es decir, esta

representado con solo 6 componentes linealmente independientes.

Esfuerzos principales

En virtud de que las componentes Tij asociadas al tensor de esfuerzos pertenecen a los

reales y que dicho tensor es simétrico, entonces existiran al menos tres eigenvalores
(esfuerzos principales) mutuamente perpendiculares entre si (eigenvectores de T). Los
planos cuya normal corresponde a la direccién de los esfuerzos se denominan planos
principales. En estos planos el vector de esfuerzos es normal y a estos esfuerzos normales

se les denomina esfuerzos principales.

Entonces, los esfuerzos principales (eigenvalores de T) incluyen los valores maximo y
minimo de los esfuerzos normales considerando todos los planos que pasan a través del

punto.

Los esfuerzos principales se pueden determinar de la ecuacién caracteristica asociada al
tensor de esfuerzos:

2=l 6% + 1,0 —13=0
donde, de acuerdo con lo deducido, para esfuerzos y direcciones principales, se tiene que

I = 0jj =011+ 09 + 033
I 1 - = + + — (0% + 02 +05)
275 0ii0jj — 0ijOji | = 011022 T 022033 T 033011 —\O12 T 023 T 031

I _1 2 3002 | = 2 2 2 2
3 =5\ ii%i%k T 20ij0 ki ~30iiTk | = 011022033 + 01073031 — (011073 + 099031 + 0330712)

donde Iy, I,, e I3 son los invariantes asociados al tensor de esfuerzos.
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Esfuerzos cortantes maximos (z;)

Si bien en las direcciones principales las componentes de corte asociadas son nulas, en los
planos inclinados a un angulo de — se presentaran los cortantes maximos. En esta seccion

se demostrara que los esfuerzos cortantes maximos estan dados por un medio de la
diferencia de los esfuerzos principales maximos y minimos que actlan en el plano que

bisecta el &ngulo entre las direcciones de los esfuerzos principales, esto es

O'J —Gk
2

Ti:

Sean €, é,, é3 las direcciones principales de T, donde T, T,, T; son los esfuerzos
principales. Si n; =& +n,€, +Ny€; es la normal unitaria al plano, las componentes del

vector de esfuerzos en el plano estan dadas por

b L 0 0 |y Ty
t2 = 0 T2 O n 2 = n2T2
ts 0 0 T; Na NaT3

y el esfuerzo normal en dicho plano se define por Ty, =t-n, por lo que
2 2 2
TN :t'n = n1T1+n2T2 —H‘l3T3
entonces Ty denota la magnitud del esfuerzo cortante en el plano
2 2 12
T =]t -T¢

2
T =Tnf +T/ng +Tnd —(Tlnl2 +T,n3 +T3n§) 4.1)
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FIGURA 4.4 DESCOMPOSICION DEL VECTOR DE ESFUERZOS 1, DEFINIDO
EN UN PLANO CUYA NORMAL ESTA DADA POR I

Para valores conocidos de T;,T,,T3, la ecuacion 4.1 establece que Tg es funcion de n;,
entonces

TSZ = f (nl,nz,n3)

donde T debe corresponder con un maximo y sera necesario determinar n,n,,n; al cual se

presente éste. Dado que los cosenos directores no pueden variar independientemente uno

del otro, se debe de cumplir que

nZ+ns+n3 =1 4.2)

entonces, para determinar un maximo respetando lo indicado por la ecuacién 4.1 es
necesario derivar con respecto a la normal al plano e igualar a cero
AT ot ot Gl

dn; =—dn, +—=dn, +—-dn, =0 4.3
no ' om T oon, 2 ong ° (*:3)

dT;

Al derivar la ecuacion 4.2, se tiene que:

mdn; +n,dn, +nsdng =0 (4.4)

Si se considera que dn;,dn,,dn; pueden variar independientemente una de la otra (lo cual no

es el caso), entonces la ecuacion 4.3 define la condicion para determinar T, de tal forma que:

0

oTe _ o o _ o ot _
oy  on,  ong
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Pero la realidad es que n,n,,n; (como ya fue mencionado) no pueden variar

independientemente ya que éstas presentan una relacion de acuerdo con lo establecido en

las ecuaciones 4.2y 4.3.

Considerando que

oTZ ot ot
> = Ang; > =n,; —=]n, (4.5)
on on, ong
Entonces se tiene que al sustituir en la ecuacion 4.3
Andny +Anydn, + Angdng =0 (4.6)

La ecuacion 4.6 es satisfecha a la vez de que se cumple con la ecuacién 4.2, en tal caso las

ecuaciones 4.2 y 4.5 representan un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas
N, Ny, N3 y A, lo cual corresponde a valores estacionarios de Tsz. Este es el método del

multiplicador de Lagrange y el parametro A recibe tal denominacion.

Calculando las derivadas parciales a partir de la ecuacion 4.1, las ecuaciones 4.5 quedan:

2 = 2ny | T2 ~2(Tinf +Tn3 +Tgnf )T, | @.7)
o2 =20y T£ = 2(Tonf + Ty +Tand )T, | (4.8)
o/ = 21| T2 =2(Tinf +Tn3 +Tgnd | T, | (4.9)

A partir de las ecuaciones 4.2, 4.7, 4.8, 4.9 y considerando que las direcciones principales

son (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), las cuales corresponden con los minimos de los esfuerzos
cortantes en Tg =0, entonces las direcciones que corresponden a los planos donde se

presentan los cortantes maximos son

(&,

I+

o
sk

o) (0350 ) @1
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Los planos definidos por las ecuaciones 4.7 a 4.9 son los principales, los cuales se

caracterizan porque los valores T, son minimos, de hecho Tg =0; entonces dichos planos

definidos por las soluciones 4.10 permiten obtener los valores de TSZ.

Para

2
1. 1. 2 (1-Ty)

n 261 292 = s 4
2
1. 1. 2 (T1-Ts)

n Zel 2 3 = S 4
2
1 . » (T-Tp)

ezi—3 = TS =

1
V2 2 4
Por lo tanto, la maxima magnitud del cortante T esta definida por el mayor de los valores

1T L-T [T

2 2 2

En otras palabras,

(Ts)méx — (TN )max ;(TN )min

donde (Ty)maxY (Tn)min Son los valores maximo y minimo de los esfuerzos normales. Se

puede demostrar que en el plano de maximo esfuerzo cortante, el esfuerzo normal se

obtiene a partir de la expresion

T= ‘(TN )méx _(TN )min‘
2

Entonces, los cortantes maximos se expresan

_ |T3 _TZ‘_ _ |Tl _TS‘ . _ |T2 _Tl‘
rl—T, 2 = 73 ==
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4.4 CIRCULO DE MOHR PARA ESFUERZOS

Considere un estado de esfuerzos biaxial Tij (plano), de tal forma que

Para determinar los valores principales la ecuacion cubica queda

GS_IlUGZ + |260—|3O. =0

donde para el estado biaxial de esfuerzos los invariantes asociados estan dados por

li; =011 + 09
I = .
2c — 011022 — 012

ISO'ZO

por lo que la ecuacién se puede expresar como

o(o? - lh,o+15,)=0

de esta ecuacion se desprende que una de las raices (esfuerzos principales) sera cero,

mientras que los otros dos se determinan a partir de una ecuacién cuadratica de la forma

ax’> +bx+c =0, de tal manera que
a=1

b=—(o1; +07)

_ 2
C=01109» — 0y

(O' +0 )2 —4(oy105, — 02
o1+ 0 11 22 11222 12
_01t+0p»

=
1.2 2 2
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2
o1 +0O O11— O
— o1y = 11 22 + ( 11 22) 2

+ O
2 2 12

2 2
o1 +0 Oq1 — O
o (e-ma) (mea g

En un sistema coordenado cuyos ejes son los esfuerzos normales o (eje horizontal) y los

cortantes r (eje vertical); la ecuacion anterior representa dos puntos de un circulo (el circulo

. . 2
tiene su centro sobre el eje ¢ ) de la forma: (a— a) +7% =r?; cuyo centro se encuentra en

(011 + 09 Oj
2 )

y cuyo radio esta dado por

1
011 — O 2 E
( 11 > 22) +6122

En este caso los cortantes maximos estaran dados por el radio

2
011 =0 2
T, =% (—2 +01,

Es entonces que los esfuerzos principales asociados son

2 2

Oq1 + O O119 — O

o, 2011102 1-02 | | 2
1,2 > 5 12

Para el caso de un estado triaxial de esfuerzos, el cual en valores principales se representa

como
(o} 0 0
Oijp=| 0 o O 01 >0y > 03
0 0 O3
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Para un plano P cualesquiera, el esfuerzo normal oy esta dado por
GN = Ulnlz + Uzng + G3n§
dado que o, es el esfuerzo cortante, entonces se tiene que
of +0% = ot + o505 +oing
Y como los cosenos directores cumplen con
nl2 + n§ + n§ =1

Considerando las 3 ecuaciones anteriores con 3 cosenos directores

n2 :(UN ~a,)(on —03) +op
. (01—02)(01—03)

2 (on—03)(oy —01)+0c2
’ (02—01)(02—03)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

01,0,,03 son valores conocidos mientras que o)y Y o, son funcion de los cosenos

directores ng, n,, n3. Para las ecuaciones 4.11 a 4.13 y considerando los valores extremos

que pueden tomar los cosenos directores (n; vale cero o uno). Para la ecuacion 4.11 y

ni=0

O'1>O'2 >O'3

= 01—-0,>0
= 0-1—03>0
n12>0

Como consecuencia

(on —02)(on —03)+0¢ 20
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Esta ecuacion se puede reescribir como

(50 -Lor-02)) 0 = Lton—2)|

Entonces, un estado triaxial de esfuerzos se podra representar en un plano ¢ —7 con tres
circulos que pasan por oy, 0, ;0,,03 ;03,01 Y cuyos radios estaran dados,
respectivamente, por

01 =03 0p—-03 0301

2 2 2

Cortante octaédrico

Cualquier estado de esfuerzos se puede descomponer en un normal octaédrico o esfuerzo

hidrostatico y un cortante octaédrico, como se demostrara mas adelante. Considérese en
primera instancia un elemento diferencial sometido a un estado de esfuerzos Oijj » el cual se
presenta en la figura 4.5.

011 012 O13

Ojj =| 021 022 O3

031 O3 O33

/

X

FIGURA 4.5 DESCRIPCION DEL ESTADO DE ESFUERZOS EN UN ELEMENTO DIFERENCIAL DE VOLUMEN

158



CAPITULO 4. ESFUERZOS

Dicho estado de esfuerzos se puede representar en valores principales como (véase figura 4.6):

O'ip =0 (o] 0

FIGURA 4.6 DESCRIPCION DEL ESTADO DE ESFUERZOS EN VALORES PRINCIPALES
EN UN ELEMENTO DIFERENCIAL DE VOLUMEN

Ahora bien, si se determina el esfuerzo equivalente sobre un plano octaédrico (igualmente

inclinado con todos los ejes) tal como se muestra en la figura 4.7, se tiene que:

X3

FIGURA 4.7 EL ELEMENTO DIFERENCIAL DE VOLUMEN ES CORTADO POR UN PLANO IGUALMENTE
INCLINADO CON RESPECTO A LOS EJES PRINCIPALES (PLANO OCTAEDRICO). EL ESFUERZO
RESULTANTE SOBRE EL PLANO (0, ) SE PUEDE DESCOMPONER EN DOS TERMINOS; UNO
NORMAL (O’ ) Y EL OTRO TANGENCIAL ( 7Tt )
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La normal unitaria al plano octaédrico esta dada por
1,
n; =—3(el +8 + &)

Por lo tanto, se tiene que

Entonces,

tlﬂ zi(glél +02§2 +03§3)

NE

La magnitud del esfuerzo normal sobre dicho plano esta dado por

4T
GN —ti 'ni

1
ON =§(O-l+(72 +U3)
por otra parte

T 2 2
‘ti ‘ =ON * Toct

donde 7, representa al cortante en el plano octaédrico, despejandolo se tiene
2 1o o2 oy 100 2
Toct =3 o] +05 +03 ~g\%i + 05 +03 —2(0102 + 0503 +6301)

Por lo que reordenando como binomios, el cortante octaédrico queda expresado por

1
Toct =§((01 -0y )2 +(oy —03)2 +(03 — 07

)2 )%

o considerando los cortantes principales

%

42'3? +4z'12 +4722
Toct = 9
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4.5 TENSORES DE ESFUERZOS DE PIOLA-KIRCHHOFF O TENSOR
DE ESFUERZOS LAGRANGIANO

Primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff o tensor
de esfuerzos lagrangiano

Esta representacion del estado de esfuerzos considera las solicitaciones aplicadas; no desde
el punto de vista del 4rea instantanea o deformada (tensor de esfuerzos de Cauchy), sino del
area inicial (antes de la deformacion) del medio continuo. Esta condicién es una situacion
gque en muchos casos, sobre todo en ingenieria, es practicamente una condicién implicita.
Desde cualquier 6ptica es necesario determinar el valor de esta representacion del estado de

esfuerzos en funcién del tensor de esfuerzos de Cauchy T que resulta la mas usual. Para lo

anterior, considérese un &rea diferencial material (lagrangiana) dA, (figura 4.8), la cual tiene

una normal ny, esto a un tiempo de referencia 7.
n

i i)

d.n‘ﬂl.ﬂ

FIGURA 4.8 LA SUPERFICIE DIFERENCIAL DE AREA LAGRANGIANA OA; SE CARACTERIZA POR SU
NORMAL g . DICHA SUPERFICIE PARA CUALQUIER TIEMPO (DESCRIPCION EULERIANA) 0A
SE DESCRIBE POR LA NORMAL N

Para un tiempo z esta area se transforma en dA con una normal n. Es entonces que dA,

representa el area sin deformar (inicial) y dA el area deformada. Considere que df

representa la fuerza actuante (causal de la deformacién), es entonces que:

df =tdA
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Donde t representa al vector de esfuerzos, por tanto, se tiene que

t=Tn 0 ti:Tn

i

y T representa al tensor de esfuerzos de Cauchy. Por su parte, la fuerza también se puede

representar con base en el area no deformada, es entonces que df =tydA,.

Por otro lado,

ty =ToNg

donde T, se denomina como primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff, el cual describe

el estado de esfuerzos desde la perspectiva del area inicial, de ambas maneras se

representa la solicitacién aplicada, por lo que
df =tydA, =tdA
= TyngdAy =TndA (4.14)

Como ya se demostré en el capitulo anterior, el area inicial y el area para cualquier tiempo se

relacionan a través del gradiente de deformacién F , de tal manera que
ndA = dA, (det F)(F )" n,
por lo que sustituyendo en el lado derecho de la ecuacion 4.11, se tiene que:
ToNodA, =TdAg [F|(F 1) ng

donde |F| representa al determinante del gradiente de deformacion, es por tanto que

To =|F|T(F )T
T-TopT
[F|
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Entonces, en notacién indice queda

= (To)ij =|F|TimFjm

1
Tj = E(To)im Fim

De todo lo anterior resulta evidente que como el gradiente de deformacién no
necesariamente es simétrico, entonces el primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff

tampoco lo sera, con todos los inconvenientes que esto representa.

Segundo tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff ('r)

Este tensor no tiene un significado fisico y resulta de la aplicacion del gradiente de

deformacién a un seudovector de fuerza df , el cual se define como df_=ﬁjﬁo donde
df = Fdf_, esto equivale a dx = FdX ; que como ya se menciond, la seudofuerza diferencial

df se transforma bajo el gradiente de deformacién definido para la posicion deformada;

entonces, el seudovector de esfuerzos t esta, en general, en direccion diferente que el

vector de esfuerzos de Cauchy t. Es por tanto, como ya se comentd, que T no tiene

significado fisico.

El segundo tensor de esfuerzos de Cauchy es una transformacion lineal T tal que

donde n; es la normal al area no deformada, resulta entonces que

= df_ = fnod:%
Sustituyendo en la definicion se tiene que

df = FTnydA,
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por otra parte,
df =TndA

y también
df :tOdAO :TonodAO

Igualando

F-rnod:% = TO nodAO
Por consecuencia

= Ty=FT

por tanto, el segundo tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff esta relacionado con el primero
de Piola-Kirchhoff a través de

T=FT,
y también con el tensor de esfuerzos de Cauchy como

T=FFTET
T=|FIF'T(F)T

En general, para la descripcion de esfuerzos se emplea el tensor de esfuerzos de Cauchy, el
cual considera la configuracion actual. Para algunos casos, por ejemplo la elasticidad no

lineal, es conveniente la definicibn de una fuerza superficial medida con relaciéon al area

inicial dA,, y de ahi la conveniencia de emplear el primer tensor de esfuerzos de Piola-

Kirchhoff.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. El estado de esfuerzos en un punto de un medio continuo esta dado por

20 aoc fo
gjj =|ac —o yo

po yo -o

Determine los valores de las constantes «, f y y, de tal forma que el vector de

esfuerzos en el plano octaédrico (igualmente inclinado con relacién a los ejes) no exista.

a) ¢Cual serd el esfuerzo normal y esfuerzos de corte asociados a dicho plano?

b) ¢Cual sera la magnitud de la deformacién hidrostatica asociada al punto analizado?

c) Defina el tensor de deformaciones asociado.

d) ¢En qué magnitud difieren los esfuerzos principales asociados al tensor y desviador
de esfuerzos correspondiente?

e) Determine los esfuerzos principales en el punto analizado.

2. Enunpunto P(x;) de un continuo, el estado de esfuerzos esta dado por

-200 20 30
Tij, = 20 100 10
30 10 -300

Con base en lo antes expuesto determine:

a) El vector de esfuerzos t; correspondiente al plano de la figura.
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Xz

b) Magnitud del cortante y normal asociados al plano.

c) Si se trata de un solido elastico lineal e isotropico ¢Cual sera la deformacion
hidrostatica definida para el punto en cuestion?

d) ¢En qué magnitud difieren los esfuerzos principales asociados al tensor con relacion

a los asociados al desviador?

3. Un plano octaédrico es aquel que esta igualmente inclinado con los ejes principales

asociados al sistema.
: I
a) Demuestre que el esfuerzo normal en un plano octaédrico esta dado por oy = Ao
b) Demuestre que el esfuerzo de corte en el plano octaédrico esta dado por

oo =3 (0102 + (07 0 + (01~ 0)2) 2

donde o7, 0,, o3 son los esfuerzos principales.

4. El estado de esfuerzos en un punto p de un material esta dado por

30 10 20
O'ij =10 15 -10 MPa
20 -10 5

Determine el vector de esfuerzos en un plano que pasa por p y es paralelo al plano
2% + X, — X3 =1, asi como el &ngulo que describe con respecto a la normal al plano y

sus componentes normal y tangencial.
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5. El estado de esfuerzos en un medio continuo esta dado por

X% X5 0
O'ij = ,8 X32 0 Xg MPa
0 x2 0

Determine el vector de esfuerzo en el punto p=(L1,2)correspondiente a la
superficie

x12 + X% = X3
6. Enun punto p de un medio continuo se han determinado tres diferentes vectores de

esfuerzo para los planos que pasan por p, estos son

tl(n) = él + 2é2 + 3é3 para ﬂl = _él

t,(n) = 2+/38, + 2/36, para n, = i(é1 +€,+8&3)
J3

t3(n) = Z(él + éz +é3) para I’l3 = éz

¢, Cudl es el tensor de esfuerzos para p ?

7. Ladistribucién de esfuerzos en un medio continuo esta dado por

0 100% —100x,
O'ij =K 100)(1 0 0 MPa
_100x, 0 0

Determine el vector de esfuerzos para un plano que pasa por (]/2,@/2,3) y que es

tangente a la superficie cilindrica X12 + X% =1

8. Una barra eliptica con una superficie lateral definida por X% +2X§ =1 presenta la

siguiente distribucion de esfuerzos:
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0 -2X3 X,
O'ij =A —2X3 0 0 MPa
Xy 0 0

Demuestre que el vector de esfuerzos en cualquier punto (X;,X,,X3) en la superficie

lateral es cero.

9. En algunos analisis es conveniente definir el estado de esfuerzos considerando el area
sin deformacion, de tal forma se definen el primer y segundo tensores de esfuerzos
Piola-Kirchhoff.

En particular al primer tensor de esfuerzos Piola-Kirchhoff también se le conoce como

tensor lagrangiano de esfuerzos Ty. Si T es el tensor de esfuerzos de Cauchy y
OX;

F =—L, demuestre que
6XJ—

To = (det F)T(F™)T

i ToF'
detF

10. ¢Qué representa el segundo tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff?

y por lo tanto

11. Si el segundo tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff T se relaciona con el primero T,
atraves de

= -l
T =F1,

Demuestre que el tensor de esfuerzos de Cauchy T esta relacionado con el segundo

tensor de Piola-Kirchhoff a través de

T =(detF)F'T(F )T
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12. La configuracion de equilibrio de un campo esta descrita por

1 1

Si el tensor de esfuerzos de Cauchy esta dado por
00
T=/0 0 O MPa
00
a) ¢Cual es el correspondiente primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff?

b) ¢Cual es el correspondiente segundo tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff?

13. La configuracién de equilibrio de un cuerpo esta descrita por

Si el tensor de esfuerzos de Cauchy esta dado por T;; = 750 MPa, mientras que los

otros Tij =0, determine el primer y segundo tensores de esfuerzos de Piola-Kirchhoff.

14. Considere la siguiente distribucion de esfuerzos para una barra de seccion circular

0 —aX3 aX2
T=|-ax3s 0 0 MPa
aX2 0 0

¢ Cual seré la distribucién de esfuerzos en la superficie circular X; +x; =47

¢, Cudl es el vector de esfuerzos sobre las superficies que limitan a la barra en ambos

extremos sobre el eje X, (x, =0;x, =1)?

Determine el momento sobre una superficie cuya normal es n, = ¢, + 0€, + 0g,
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15. Se puede demostrar que el cortante octaédrico esta dado por
1
i =3 (0,20 +(0, -0 +(0,-0))

donde o,,0,,0, son los esfuerzos principales. Por otra parte, el criterio de cedencia

de von Mises (energia de distorsién) indica que la cedencia se presenta cuando el

segundo invariante del desviador de esfuerzos J, =6k*, donde krepresenta el

cortante critico. Con base en lo anterior determine:

a) El criterio de Von Mises en la forma o, = f (ol, o,, 0'3).

b) El esfuerzo de cedencia en funcién del cortante octaédrico
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