CAPITULO 3

DEFORMACION

3.1 CONCEPTOS GENERALES

La deformacién en cualquier medio continuo se puede describir como recuperable, condicion
que se define como elastica o, en su defecto, puede ser permanente o plastica. El rango
elastico de la deformacion se presenta previo a la existencia de las deformaciones no
recuperables. En muchos de los casos, como por ejemplo metales y ceramicos, las
deformaciones elasticas son muy pequefias, razén por la cual se describen como
infinitesimales; sin embargo, existen algunos materiales como los elastémeros (hules) que se
caracterizan por presentar grandes deformaciones elasticas, las cuales se describen como
finitas. Las deformaciones plasticas presentan, normalmente, mayores magnitudes que las
encontradas en el rango elastico; no obstante, existen casos (materiales fragiles) en los que
el rango plastico de la deformacion puede ser despreciable o de magnitud comparable al
elastico, por ejemplo en cerdmicos y metales muy endurecidos. Por su parte, los metales
suaves y muchos de los polimeros se caracterizan por alcanzar grandes deformaciones no
recuperables antes de la fractura. Resulta evidente que la descripcion de la deformacion
dependera de las magnitudes que ésta alcance, ya que las condiciones de desplazamiento
infinitesimal permitiran la simplificacién de las expresiones, sin embargo, para el caso de

deformaciones finitas, se incurrird en graves errores si se tratan asi.

Ahora bien, para describir la deformacién de cualquier medio continuo se debe partir del

analisis de su movimiento sin atender, por el momento, a las causas que lo producen.

Cinematica del continuo

En el capitulo 2 se ha explicado la forma en que el movimiento del medio continuo puede ser
descrito. En principio es conveniente recordar que en los cursos basicos de mecanica, para

definir el movimiento de los cuerpos, se declaran a estos como rigidos y por lo tanto
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cualquier descripcién de su desplazamiento se descompone, a lo mas como la suma de
traslacion y rotacion. Ahora bien, al considerar un cuerpo como deformable se deberan
efectuar las observaciones que permitan la descripcion de la deformacion de cada uno de los
elementos diferenciales en que se puede descomponer el MC. Como ya se menciond en el
capitulo anterior, dada la definicion de MC, la descripcion de sus movimientos se debera

realizar a partir de identificar cualquier elemento diferencial del cuerpo por la posicién que

ocupa para un tiempo de referencia t;; esto es:

P(to) = (X1, X2, X3)

X,
Xy

FIGURA 3.1 DESCRIPCION DE LA POSICION PARA UN TIEMPO CUALQUIERA
DE UN ELEMENTO DIFERENCIAL ] DEL MEDIO CONTINUO

Con base en lo antes expuesto sera factible describir el campo de desplazamiento u(X ,t)
de cada una de las particulas correspondientes al MC. Para esto es necesario definir las

ecuaciones de trayectoria X( X ,t) , a partir de las cuales se tiene

u(X,t)=x(X,t)-X

Xy

FIGURA 3.2 DEFINICION DEL VECTOR DESPLAZAMIENTO U PARA UN TIEMPO CUALESQUIERA
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CAPITULO 3. DEFORMACION

Es por tanto que conocidas las lineas de trayectoria (ecuaciones de trayectoria) x(X,t),

entonces queda establecido el campo de desplazamientos u(X,t), de tal forma que

X(X,t)= X +u(X,t)

3.2 DEFORMACION INFINITESIMAL

En una gran variedad de aplicaciones de la mecéanica de los sélidos se considera que el
efecto de las solicitaciones a las que se somete el MC se traducen en pequefios
desplazamientos de las particulas que forman el medio continuo, los cuales se definen como

infinitesimales. Para lo anterior considere la figura 3.3, en ésta se presenta un MC a un

tiempo de referencia t;. En este medio continuo se consideraran dos particulas, las cuales

se encuentran originalmente a una distancia dX , donde dicha distancia se modifica a dx

como consecuencia de la deformacion del objeto. De la figura mencionada se constata que
dx=dX +u(X +dX,t)-u(X,t)

Esta ecuacién, a partir de la definicion de gradiente se expresa como

dx = dX +VudX

Xy

FIGURA 3.3 DESCRIPCION DEL DESPLAZAMIENTO ENTRE DOS ELEMENTOS DIFERENCIALES VECINOS
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INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

donde VU es un tensor de segundo orden al cual se le denomina como gradiente de

desplazamiento, que en coordenadas cartesianas se expresa como

oy Ou;  Ou
0X; 0X, 0Xj
VU= ou, Ou, Ou,
0X; 0X, 0Xj
Ouz Ouz  Ouj
| OXy  OX, 0Xj |

Mientras que para una funcion vectorial U= u(r, 0, Z) , Su gradiente esta definido por

[ ou, 1(6ur j au, |
or r\od oz

vuz| Yo 1fQg ) N
o r\or oz

| or r\ oo oz |

y para u=u(r, 6, ¢) , su gradiente queda

ou, 1(ou, 1 ou,
— —|—=——Uy — —ugsend
or r\ 06 rsenéd\ o¢

Vu= Ny 1 %-Fur L 8u—9—u¢cos0
or r\ o6 rsenéd\ o¢
My N} 1 [Ny) up upcot
or r\ oé rsené\ o¢ r r

Cualquiera que sea la base Vu, al tratarse éste de un tensor de segundo rango se puede

descomponer en su parte simétrica y su componente antisimétrica, de tal forma que

vu =%(Vu +(Vu)T )+%(Vu —(Vu)T )
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CAPITULO 3. DEFORMACION

En el caso del analisis de la deformacion infinitesimal ambos términos tienen un significado
fisico. La parte simétrica se denomina deformacion infinitesimal y se expresa como ¢ o E,
que a su vez se representa en un espacio hexadimensional; por su parte, la componente

antisimétrica tiene tres grados de libertad, por esta razén se puede presentar como un tensor

de segundo grado o en forma vectorial por ¢;, el cual se puede comprobar que es

proporcional a
Vxu=24

Es entonces que el tensor ¢ caracteriza los cambios de longitud en el continuo para
pequefias deformaciones y también su distorsién angular. Para ejemplificar el significado de
lo antes expuesto considere un pequefio elemento el cual es deformado de manera uniaxial

(figura 3.4). En ésta se definen dos particulas adyacentes (p,q), las cuales a un tiempo de
referencia t; se encuentran a una distancia dX , al aplicar una carga colineal f, las

particulas (p,q) variaran su distancia a dx.

Y Para {,
/]
; P . 4q _ X
] I
P, | |
- = dY
| |
| |
| |
| le—psl X
7 ' | Para t
Vi | |
; 2 q — [y
/ - -
N TR .'H-_mf' dX

FIGURA 3.4 BARRA DE LONGITUD | SE ENCUENTRA ORIENTADA COLINEAL CON EL EJE X

Resulta entonces que
dx =dX +(u +a—udX —u]
oX

dx = dx +- Y gx
oX
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INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

por consecuencia, el incremento unitario de distancia entre las particulas p y q esta dado por

Al dx—dX _au(Xt)
b, dX X

Generalizando, se tiene que la deformacion normal unitaria en cualquier direccion tendra
la forma

ouy ou, B %

U, PTx, BT
1 2 3

donde
U =y (X, 008 +Up (X, 1) € +uz (X, t)€3

Representa, como ya ha sido mencionado, al campo de desplazamientos asociado al medio

continuo.

Para el caso de deformacion a corte, considérese de igual forma un elemento diferencial, el
cual se presenta en el plano X X,; donde para un tiempo t; no presenta deformacion, sin
embargo, a un tiempo t es sometido a un estado de corte puro (fuerzas tangenciales al

plano, en equilibrio estatico), de tal forma que se distorsiona de acuerdo con la figura 3.4.
t

Xo & to X, &
O12
_f -~
dx
1 o1 O
¢ ’ X1 ‘- X
1
dXi o1
X2
—_—
O l ]
X1

912
FIGURA 3.4 DEFORMACION DE UN ELEMENTO DIFERENCIAL POR CORTE PURO
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CAPITULO 3. DEFORMACION

La deformacion en el elemento diferencial, considerando desplazamientos pequefos, se

puede describir a través de la distorsion angular del elemento diferencial (7/12), de tal forma

que en el plano XX, se tiene:

donde
_10u
912 = tan 1—6 2
1
_ u
921 = tan 1 ﬂ
2

Al ser los angulos de distorsion muy pequefios, se puede considerar que

O ~tand
ou;  Ou,
2= Tav
oX, OXy

por lo que, generalizando, la distorsion angular se expresara como

. 0U;
}/ij =ﬂ+_1v i # J
X oX;

Se comprueba entonces que el tensor ¢ 0 E representa la deformaciéon normal y angular,
esto bajo la consideracién de desplazamientos muy pequefios (infinitesimales), y esta dada
por la componente simétrica de VU. Al ser todas las componentes de VU parte de los reales
se tiene entonces que el tensor ¢ (componente simétrica VU) tendra asociados tres valores

caracteristicos (deformaciones principales: &, &,, &), las que a su vez tiene asociados tres

direcciones (ejes principales), que al ser mutuamente perpendiculares forman una base.

Se tiene entonces que el tensor de deformacion, considerando desplazamientos

infinitesimales, en notacion indice se puede describir como

1( ou; ou;

5ij = _—
2\ X ox,
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INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

Por lo que en coordenadas cartesianas, queda:

| oy 1( du; oup ) 1f ou Oug
00Xy 2\ 0X, OXy ) 2\ 0X3 0Xg
g = 1( ouy N oy ou, 1( ouy. . Ouy
2 oX; 0X, o0X, 2 o0X3 0X,
1( dug N ay | 1 6u3 ou, Oug
|2\ 0Xy  OX3 2 00X, 6X3 0X3 |
Y en coordenadas cilindricas y esféricas
auy Y dy b)) Lo |
or 2 00 o r 20z ar
. 1foug 1 (8u uj fou, 1foug 1 (au]
(ne.2) =\ 5| ar 00 ° 00 " 2\ & 06
Lfou,  ou HEEAR au,
A 2 E 0z 0z |
_ o Yy, ) 11 My U
or 2 00 ) ar 2\rsend 09 or r
u cotd ou
o0 - 1 1(6ur_u0j+% 1(6u9+uj 1 1 dug Ugeotd 1fouy
e 2 00 or 00 2| rseno o¢p r 00
1 1 %Jr% Up) 1f 1 duy U¢C0t9+l U 1 8U¢ Uy |, Ugcotd
2 rsend ¢ or r 2| rsend o¢ r 00 rsené 6¢ r r

Para la determinacion de los valores principales asociados al tensor de deformacion es

necesario resolver la siguiente ecuacién cubica caracteristica

6'3 — |1882 + Izgg— |3€ =0

110

)




CAPITULO 3. DEFORMACION

donde los invariantes del sistema estan dados por

li, = &11 + &9 +&33
l,, = + + —(ed + &2 + &2
2e = &1180p T Exp&33 T E33811 —| €12 T E23 T €31

2 2 2
3, = 11620633 + 2612823831 — (511523 tépéant 533512)

Con lo que se tendra una representacion del estado de deformaciones de la forma

g 0 0
gp =0 &r 0
0 0 &3

Dilatacién unitaria

Este concepto también es cominmente descrito como cambio unitario de volumen, se
representa a través de
52 A(dv) :Vf -V

dv Vo

la cual se puede expresar a partir de considerar un elemento diferencial que al tiempo de

referencia t; presenta un volumen dV, = dX;dX,dX5, mientras que para un tiempo t se ha

deformado (dilatado) de tal manera que existe deformacion normal en todas direcciones,

entonces, el volumen estara dado por

av, =| dx, + 2% ax, || dx, +292dx, || dx, +- 248 dx,
oX, oX, X5

Por consecuencia,

ouy N ou, N Ous N ou; ou, N Ou, Ous N Ouy Ouy N Ou; Ou, Ous
0Xy O0X, OX3 OX{0X, OX,0X3 0OXg30X; 0Xq0X, 0X5
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INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

Considerando que las deformaciones son infinitesimales, entonces es posible despreciar el

efecto de los productos de las parciales, por lo que la expresion anterior se puede simplificar a

oy, Ou, ou
o= l+ 2+ 3:511+522+833:5":|1
Xy X, Xz o

Lo que significa que el primer invariante del tensor de deformacion infinitesimal (traza del

tensor) representa el cambio unitario de volumen asociado a la deformacién (dilatacion).

Tensor infinitesimal de rotacion

Retomando la expresion dx =dX +qu(X,t)dX se tiene que ésta se puede presentar
como dx =dX +(g+Q) dX , donde Q representa la parte antisimétrica de Vu, a la cual se
denomina como tensor de rotacion infinitesimal. Se puede constatar que el cambio de
direccion de dX puede provenir de dos fuentes; el tensor de deformacion infinitesimal y el
tensor de rotacion infinitesimal. Sin embargo, para cualquier dX que se encuentra en la
direccidn de un eigenvector de &, no habra cambio en la direccion debida a £ y solo sera por
efecto de Q). Por lo tanto, el tensor Q representa la rotacién infinitesimal de la triada de
eigenvectores de &, esto puede ser descrito a través de un vector g, de tal forma que se

cumple

gxdX =QdX

donde

g =376 + 38y + 2185

Es entonces que

Q327 Q13’ QZl

son los angulos de rotacion con respecto a los ejes €,6,,8; de la triada de direcciones

principales de ¢&.
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CAPITULO 3. DEFORMACION

3.3 TENSOR DE RAPIDEZ DE DEFORMACION (D)

Considérese un elemento material dX el cual emana a partir de un punto material X (figura
3.5). El término

D

— |dx

Dt

representa la velocidad de cambio de longitud y direccion del elemento dx, a partir x =X ( X, t).

X3

X1

FIGURA 3.5 CONCEPTO DE RAPIDEZ DE DEFORMACION

Se tiene que

dx =x(X +dX, t)—x(X, t)

tomando la derivada en el tiempo queda entonces

e Geseocn G

Dado que
D

(ajx(x,t):v(x,t):v(x,t)
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(%)dx:v(x +dX,t)—v(X,t)=v(x+dxt)-v(xt)
Entonces, de la definicién de gradiente, se tendra que
D
(a] dx =(Vyv)dX =(V,v)dx

Esto representa que el gradiente del campo de velocidades, descrito con una referencia

lagrangiana VyV es igual al gradiente bajo una referencia euleriana V,v, por lo que en

general este término se refiere simplemente comoVVv, sin enfatizar sobre la base de

referencia, es decir
Vyv=V,v=Vv
Por lo tanto,

(%j dx =(Vv)dx

La expresién
(—1 j(—] dx =Vv
dx Dt

representa entonces la razén de cambio en el tiempo de una longitud unitaria.

Considerando una base rectangular (cartesiana) el gradiente del campo de velocidades esta

dado por
v o |
OX OXy OX3
Ny OV, OVy

Vv =
0% OXp OX3

V3 OV OVj
O% OXy; OXg |
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Al tratarse de un tensor de segundo grado, éste se puede descomponer en su parte

simétrica y su componente antisimétrica, por analogia se tiene que
Vw=D+w

donde D describe la componente simétrica, por lo que la rapidez de cambio unitario de

volumen se expresa a traves de

dv \ Dt 0X; 0% OXy OXg

Se tiene entonces que:

D=%(Vv+(Vv)T) d)z%(VV—(VV)T)

El tensor D o &£ representa entonces la rapidez de deformacién, mientras que @ representa
la rapidez de rotacion, en coordenadas cartesianas (notacion indice), la relacion se expresa

segun

1( ov; ov; . 1oy 0y
Dij =—| ——+— a}u =
2\ ox; O 2\ oxj O

Por lo que el tensor de rapidez de deformacién en coordenadas cartesianas se expresa

como
M Lo, on)  1fow o)l
0% 2\ 0%y 0% 2\ OX3 0%
o= | L N2 O Ny 1f vy OV
L AN e v, 2\ Oxg O,
1jovg ow | 1fovs ovy Ny
|2\ 0 OXg 2\ 0ovy  0vy OX3 |
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Por su parte, el tensor de rapidez de deformacion infinitesimal en coordenadas cilindricas se

expresan como

e 1 l(%}%)’i 3(%+%]
or 2\ r\ o6 or r 2\ 0z or
b0 =] = %g(%_vgj 1(%%) 1 %g(%j
e 2L or r\ o6 r{ o6 2\ 0z r\ 06
1fov  ov, 1fovg 1(ov, Ny
i 2\ 0z or 20 0z r\ o6 0z |

y en coordenadas esféricas

' v, EEEE 11 Y
or 2lrloe 7)) or 2\ rsend og or r
s | Yfov ), N v, U 1 vy VeOotd 1[0V
(rn6.¢) | 2lrloe ?) or rioo 2| rsend o¢ rrloo
UL v Ny V) 1f 1 vy VeCOtO 1[0V 1L N v Vpcotd
2\rsen@ 6¢p or r 2\ rsend o¢ r ri{ oo rsenf og¢ r r

Como ya ha sido mencionado, el tensor antisimétrico a},j es equivalente a un vector de

rapidez de rotacion. El vector 77; es denominado como vector dual o vector axial asociado al

tensor @ y se relaciona con las tres componentes diferentes de cero del tensor, de tal

manera que
17 = —2( 938 + 318 + )83

Se utilizan los mismos conceptos empleados con el tensor de deformacién & para

determinar los valores principales asociados a ¢ .
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Rapidez de cambio unitario de volumen (&)

Por analogia con el concepto de cambio unitario de volumen )

Vi =Vo
Vo

.1
S=——A(dV)=
v Aav)

es posible definir la velocidad de cambio unitario de volumen )

oo

“av| bt

Dado que la velocidad esta dada por la rapidez de cambio de posiciéon y considerando que

ésta se puede representar como

g.Do s O Ny V3 vy VN V3OV Oy OVp Vg
Dt OX; OXp OXg OX OX, OXo OXg3 OXg OX OX OXp OXg

Expresion que se puede simplificar partiendo de la consideracion de que se trata de
deformaciones infinitesimales, por lo que el producto de parciales se puede despreciar, por lo
tanto,

oV, oV
B

3 . . .
S+ 2 =g +Eyy +égg =y,
o oxy | % 11+ & Té33= 1

o

I

resulta entonces que la traza del tensor de rapidez de deformacion D representa la

velocidad con la cual se modifica el volumen, esto por unidad de volumen.

3.4 ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD

En el caso de que se defina el campo de desplazamientos u o el de velocidad v, el tensor
de deformacion infinitesimal o de rapidez de deformacién infinitesimal existira siempre y
cuando la funcion de desplazamiento u o en su defecto la de velocidad v sea continua y
continuamente derivable en el intervalo en que se haya definido el tensor de deformacién

infinitesimal o de rapidez de deformacion infinitesimal. En el caso de que se proponga el
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tensor de deformacione o de rapidez de deformacion D, no necesariamente existira un
campo de desplazamientos u o de velocidad v para el intervalo en consideracion. Para
garantizar la existencia de los campos de desplazamiento o de velocidad sera necesario que
las funciones de deformacién o de velocidad de deformacién cumplan con la existencia de
las ecuaciones de compatibilidad o integrabilidad. Las cuales se expresan, para el caso de

deformaciones infinitesimales, como:

62811 + 62822 -9 62812
X2 oXE  OXpoXy

0% +52533 _9 %6y
X2 oXZ  OX30X,

62<933+52511_ 52531
OXZ X2 OXy0X3

62811 _ 0 (_ 6823 n 6831 n 8812
OX,0K5  OX | X,  OX,  OXs
82822 _ 0 _ 6331 n 8812 N 6823
XK, X, | X, Xy Xy

82533 _ 0 _8812+8£23+8831
XX, OXg\ OXs Xy OX,

Para la rapidez de deformacién se debera cumplir con las siguientes 6 ecuaciones para

garantizar la existencia del campo de velocidades v

9°Dyy N 0°Dyp _ 5 0Dy
ox2 Ox? DXy 0%

2 2 2
0"Dgp , 0"D33 _, 0" Dag
o oxs OX30%;

2 2 2
0 D33 + 0 Dll =2 0 D31
axlz axg 6X16X3
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OXo0X3 0% 0%  OXy  OX3

0°Dyy _ 0 Dy . Dz Dy

3°Dyy D D3 , 3Dy, 9Dy
OX30% OXp | OX,  OX3  OX

0°Dy3 _ 0 oDy 9Dz D
OX0Xy OX3\ OXg 0%  OX

Es evidente que tanto en el caso del campo de deformaciones como de velocidad de
deformaciones, la existencia de un campo de desplazamientos o de velocidades (segun sea

el caso) solo se garantizara al dar cumplimiento a todas y cada una de las seis ecuaciones

de compatibilidad o integrabilidad.

3.5 GRADIENTE DE DEFORMACION (F)

Como ya ha sido manifestado, el movimiento de un continuo se describe en general como

x=Xx(X,t)

to

u(X+dx, t)

X1
Xz

FIGURA 3.6 MOVIMIENTO DEL CONTINUO
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Considérese un medio continuo que para el tiempo de referencia estd descrito por
X = x(to),, mientras que para cualquier tiempo queda X = X(X,t), donde x representa la
posicién espacial a un tiempo t de la particula material descrita a través de la coordenada
material X (figura 3.6). Una particula material, la cual se encuentra a una distancia dX para

el tiempo de referencia ty, es transformada a través del movimiento, de tal forma que a un

tiempo t se encuentra a una distancia dx. La relacion estara dada entonces por

dx = x(X +dX,t)—x(X,t) = (Vx)dX

Al gradiente de las funciones de trayectoria se le conoce como gradiente de deformacion en

X , de tal forma que Vy x=F, por lo tanto, en coordenadas rectangulares se tiene que:

L
ToX

0% 0% 0%
0X4 OX, 0X3

OXo 0%y OXy
0Xq o0X, 0X3

VXX:

0X3 0X3 0X3
0X4 o0X, O0X3

Dos puntos adyacentes en el medio continuo pasan de estar a una distancia dX para el
tiempo de referencia t; a una distancia dx para un tiempo t>t,, como la posicién a

cualquier tiempo t se puede expresar como

x=X+u(X,t)

Por lo que
dx =dX +Vu(X,t)dX

Entonces, el gradiente de deformacion (F) Se expresa como

dx=(1+Vu)dX

= F=Vyx=VyX+Vu=1+Vu
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0% OXj oy oy,
= = =05 +
Yoox; ox; aX; ! oX
donde
[ ou, ol ouy |

0Xyq 0X, 0X3
ou; ou, ou, ou,

Vu=—1=
X: |oX, X, Xy

OUs Ous OUs
0Xq o0X, 0X4

Si F es simétrico = F =U , situaciéon que representa un estado de estirado o de tracciéon
pura, por otra parte, si U es constante esto implica que todo el cuerpo se encuentra en
traccion pura. Entonces, para F simétrico dx=UdX . Por otra parte, al no existir rotacion
las direcciones principales del cuerpo no deformado y del cuerpo deformado son las mismas,
pudiendo existir un cambio dimensional, el cual estara descrito por los eigenvalores y la

deformacién o dilatacion s estara dada por

Por dltimo, es conveniente mencionar que los eigenvalores de U representan las

deformaciones principales.

Si F es ortogonal representara una transformacion con la cual se mantienen los angulos y

magnitudes relativas, por lo que solo existira rotacion. Ademds, en este caso

FFT =1 = F =R. De lo antes expuesto se puede concluir que cualquier tensor F para el
cual |F |0, se podra descomponer en el producto de un tensor ortogonal y de un tensor

simétrico; a esto se le denomina teorema de la descomposicion polar, de tal forma que:

F=RU

F =VR
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INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

donde U,V son tensores simétricos y R es un tensor ortogonal. En cualquier condicion, la
descomposicién sera unica, por lo que sélo existird un tensor R,V,U para cada caso. Al

tensor U se le denomina como tensor de dilatacion por derecha y al tensor V se le describe

como tensor de dilatacion por izquierda. Es por tanto que

dx = FdX = RUdX
F=RU =VR
Considerando las operaciones con matrices se tiene:
RU =VR
=  R'RU=R'WR
U=R'VR
RUR™ =VRR'

—  V =RURT

F=RU =R

=  F'F=(RU) RU=UTR"RU
FTF=U"U
FFT =VR(VR)" =VRR'VT

FFT =w'

Considerando a U como tensor diagonal (valores principales):

u 0 O
0 u, 0|=U=U"T
0 0 wu;
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donde u;,U,,U; representan los valores principales asociados al tensor U , por lo tanto,

uw 0 0
utTu=uuT=| 0 ui 0 |=U?
0 0 u?
dado que
FTF=UU

= U®=F'F

Como consecuencia, se puede expresar que

1/2
U=(F'F
Asimismo, se tiene que
F=RU -  FUl=Ruu™ = FUl=RI
R=FU™
Por consecuencia
F =VR - VI¥=v%Ww= VIIF=IR
VIF =R

Tensor de deformacién de Cauchy — Green por derecha (C)

Considere la existencia de un tensor C tal que C =U2, dicho tensor se conoce como tensor
de deformacion de Cauchy-Green por derecha o simplemente tensor de deformacion de

Green. Resulta evidente que si no existe deformacion, entonces C =U =1

C=F'F
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Las componentes del tensor C tienen un significado geométrico muy simple, considerando

dos elementos diferenciales (1) y (2), tal que dx¥) = Fdx ¥ y dx? = Fdx? . Lo anterior

para los elementos materiales dX @) y ax?

dxPax? = Fax Wrdx @ = dx VT Fax (@ = dx By 2qx (2)
= dxYax® = ax Ucdx @

Por tanto, si dx=nds; representa al vector deformado del elemento material dX =dS;e;,

entonces para elementos materiales iguales,

dx® = dx (?) = dx = dsg,

se tiene que

dx®edx(® = (ds)® = (dS)? &Cq;
Despejando se tiene:
2
ds; "
Clp = [Ej para el elemento dX =dSe
1

2
Cyp = (dﬁ para el elemento dX = dSe,
ds,

Cy3 = (ﬁ para el elemento dX = dSe;
dS,

Considere ahora dos elementos materiales dX(l):dslél, dX(2)=d82§2, los cuales se

deforman en dx(l):dslm , dx(z):dszn, donde los vectores unitarios m,n describen un

angulo S entre ellos, se tiene entonces ds;ds, cos S = dS;dS,€, -Ce,, de tal forma que

_ Us,ds, D) 442
Cpp = 45,05, cos[dx ,dx J
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En consecuencia, se puede definir a

_ U5y, cos[dx(z),dx(s)}

C =

2 ds,dS,

Cy = ds3dsy cos[dx(?’),dx(l)}
dS,dS,

3.6 TENSOR LAGRANGIANO DE DEFORMACIONES FINITAS (TENSOR
LAGRANGIANO DE DEFORMACION)

Este tensor permite describir el campo de deformaciones finitas (mayores al 1% de

deformacién) para una referencia material, se define como

E-[c-1]

donde C es el tensor de deformacién de Cauchy-Green por derecha e | representa al

tensor identidad. En el caso de no existir deformacion, C =1 y por lo tanto E =0.

Dado que el gradiente de deformacion F esta definido a su vez por

F=1+Vyu

FT=(1+Vyu)T =1+(Vyu)'

Donde F' describe la transpuesta del gradiente de deformacion.

Desarrollando los términos se tendra entonces:

C=F'F :(I +VXuT)(I +Vyu )= I +qu+quT +VXuTVXu

E:%H|+vxu+vqu+vﬂﬂvxu}4}

1 7y, 1 T
E_E(qu+vxu )+vau Vyu
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En notacion indice esto queda expresado como

.ouy
E; _ 1} oy, M +l OUp, || Oup,
2\ 0X;  0Xy ) 2( OX; )| OX;

Desarrollando el término correspondiente a la deformacion normal en el eje €, este queda

51121 <3u1+au1 +£ ouy, || ouy,
2\ 00Xy 0Xy) 2\ 9X; )| OX;

2 2 2
£, - Ouy N 11 oy N OU, N OUg
oXy  2[\ 0Xq oXq 0Xq

_Ou
X,

Lo cual equivale a

11

para deformaciones muy pequefas (infinitesimales). Las deformaciones normales en las

direcciones €,,8; quedan a su vez

2 2 2
EZZZ%_’_E ﬂ + % + %
X, 2|\ax, ) lax, ) L ax,

2 2 2
UL R O e )
Xy 2|l oXg) (oXg) |axg

Por su parte, al desarrollar los términos del tensor lagrangiano de deformacion, en lo

referente a la distorsién angular, se tienen los siguientes términos:

Elzzi %Jr% +1 ouy | Ouy N ou, | ou, N Ouz | Oug _E,
2\ 0X, 0OXq ) 2|\ 09Xy )\ 6X, Xy )L OX, 0Xq )\ OX,

E13:£ %+% +£ ou; || ouy N ou, | ou, N Ous |[ Oug £y
2\ 0X3  0Xy ) 2|\ 09Xy )\ OX3 0X1 ) 0X3 0Xq1 )\ OX3

Ezszl %+ Ous +£ ou; || ouy N ou, | ou, N Ous | Ouj _E,,
2\ 0X5 0Xy ) 2|( 00X, )\ OX3 0X, )\ 0X5 0X, )\ 0X5
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3.7 TENSOR DE DEFORMACION DE CAUCHY-GREEN POR IZQUIERDA

Sea B :VZ, donde V es el tensor izquierdo de deformaciéon. B se denomina como tensor
de deformacion de Cauchy-Green izquierdo o tensor de deformacion de Finger. En el caso

de no existir deformacion resulta evidente que
V=B=I

Dado que F=VR y RRT =1, por lo tanto, B se puede calcular directamente de F , de tal

manera que:

F =VR

=  F'=(\R) =R"VT
FFT =VRR'V'

=  FFT=vIVI =wW'=v2=8B
B=FF'

=  B=RU(RU)" =RUU'R'
uuT =c=U?
B=RCR'
RTB=RTRCR" =CR"
CRTR=R'BR

— C=R'BR

Desarrollando B = FF | se tiene que
B:(I +qu)(| +VXUT)= I +VXUT +qu+vXquuT

8ui 8ui auj
ij = 9jj -t +
oX; OX: OXpy X

j
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Para desplazamientos muy pequefios se puede describir un nuevo tensor &ij (tensor de

deformaciones infinitesimales), de la forma:

=B T ) X, Tk Ak

1 1) ou  Ouj oy
2 2

j

g:%[vxu +(qu)TJ+%(qu)(qu)T

expresion que equivale al tensor lagrangiano de deformacion E para deformaciones muy

pequenas.

A

&

N

[qu + (VXU)T:|

e2E

3.8 TENSOR DE DEFORMACION EULERIANA

Al tensor descrito a través de la relacion

ezé(l—B‘l)

Se le denomina tensor euleriano de deformacion. Resulta evidente que de no existir

deformacion B =1 e implica que e=0.
Se ha demostrado anteriormente que
B=FF'
-1 T
= Bl=(FFT) =(F) F?

Donde

x=X+u(X,t)
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6Xj 8Xj axj
Dado que
dx = FdX

= Fldx = FIFdX = IdX

dXi :Fij_ldxj
~  Floyx=2
OX;
Por otra parte,
x=X+u(X,t)

- X =x-u(X,t)
= X =x-u(x,t)

au(x,t)
OX

= dX =dx-— dx

Sin embargo, para que exista congruencia se debe presentar en la forma

oXi o Oui(x.t) oy (x.t)

= = Jjj
8XJ 8XJ aXJ aXJ

= ViX=1-Vuu

Resulta entonces que
S =F'F=I

Fl=v,X=1-V,u(xt)
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Donde

OX i
F) =21
) =5

Por lo tanto, al sustituir en la definicién del tensor euleriano de deformacion se tiene que:

00Xy 0Xq o0Xy
0% OXy OX3
-l oX SV X = o0X, o0X, o0X,
OX; 0% OXs OX3
0X3 0X3 0X3
0% X OX3
Por definicién
Xi = Xi +Ui
= Xi —Ui = Xi
dXi —dui = Xm
0% ou;  OX;
:} —_ =
OX; OX; OX;

] ] ]

Se ha definido al tensor de deformacion de Finger como

B=FF'

Por consecuencia

l=(FFT) " =(F 1)

Pero como

-1
Fl=l-vu

=B =((1-v,u) (1-V,0))
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Por lo que

B =1 —(V,u)=(Vyu)' +(Vyu)' Vo

ya que
e :1(| - B_l)
2

Entonces, el tensor euleriano de deformacién queda expresado como

e %((qu)+(vxu)T )—%(VXU)T (V,0)

o L[ [ ou +5Uj 1 duy, duy,
2\ 0x; 0% ) 2 0% OX;
En coordenadas rectangulares, al desarrollar la notacion indice se tiene que
2 2
o 2| oxg oxd 0%
- :1{%+%]_£ L%aul}_[auz 8u2j+£6u3 au3J
2\ 0%y 0% ) 2\\ 0% OXy 0% OXy OX; OXg

En el caso de desplazamientos muy pequefios u(X;,t)=u(x,t), por lo que se puede

concluir entonces que para deformaciones infinitesimales

eij = gij
ya que
i i

X~ ox
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3.9 CONDICIONES DE COMPATIBILIDAD PARA EL TENSOR
DE DEFORMACIONES FINITAS

Las ecuaciones de compatibilidad o integrabilidad presentadas en el subtema 3.4
corresponden a condiciones de deformacion infinitesimal. En el caso de deformaciones

finitas y considerando el tensor de deformacion euleriana se tiene que:

0%y, . 0%y, ~ ey ey [0e L Oens  Oe | Oeis  Oems Oy
OX|OXy  OXOX, OX|OX, OXOXy, \ OX, OX¢ OX5 J\OXy, OX  OXg

+ Oeys +aems _aekm 08y +aens _aeln +2e.| -2 Oy +aenr _8ekn 08y +8ems _aelm
OXm  OX¢  OXs )\ OX, OX  OXg Xy OX¢ OX J\OXyy OX  OXg

-4 8ekr +8emr _aekm aeIs _l_aens _aeln +4 aekr +aenr _aekn aeIs +aems _aelm =0
OXm  OX¢  OX J\OX, OX  OXg OXp  OX  OX J\OXy OX  OXg

Se puede demostrar con facilidad que la ecuacion anterior para deformacion infinitesimal se
reduce a
2 2 2 2
0 €n N 0 €Im _ 0 € _ 0 €in
OX|OXy  OX OXp  OX\OX,  OXOXp,

3.10 CAMBIO DE AREA DEBIDO A DEFORMACION

Considere dos elementos materiales
[dx @ _dsg , dx@ = dSzéz]

los cuales emanan de la coordenada X , entonces, el area definida por dichos elementos

materiales, a un tiempo de referencia t; estara dada por:

dA, = dX Y xdx ?) = ds,ds, e, = dAyE;

132



CAPITULO 3. DEFORMACION

donde dA, representa la magnitud del area sin deformacién cuya normal es €;, para un
tiempo cualesquiera t los elementos se deforman de acuerdo con

dx® = Fdx® | dx?) = Fax (?
razén por la cual el area se modificarda como
dA = FdX  x Fdx (?) = ds,dS, Fe, x Fe, = dA,F&, x Fé,

Por lo que la normal del area deformada sera perpendicular al plano descrito por Fé; ,Fé,,

esta direccion es descrita a través de la normal n, por lo que
dA =dSn =  dSn=dA)(Fe xFe,)
Fé\3dA:dAﬂ(Fé\3 Fé_LX Féz)

Por otra parte, se tiene que
Fé;-Fé xFe, =|F|=det F
entonces

Fé;-dAn = dA |F|

Despejando y utilizando las propiedades del producto entre tensores eF = FTé setiene que
~ d
& FTn=[ %% F|
dA

como consecuencia de que F'n esta en la direccion de €5, de tal forma que
d ~
FTn=[ % |Fe;
dA

dA n=dA0||:|(|:‘1)T &

por tanto,
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Generalizando el desarrollo anterior para cualquier superficie, se tendra que en lugar del

vector unitario €;, ahora habra que definir la normal de la superficie antes de ser deformada

Ny (la cual remplaza al vector €3).

= dAn =dA0|F|(F1)T g

Ecuacion que define la transformacion de la superficie por efecto de la deformacién del MC.

3.11 CAMBIO DE VOLUMEN DEBIDO A DEFORMACION

Considere tres elementos materiales dX ) = dse , dx (?) = ds,e, , dx ) = dS;€; los cuales
proceden de la coordenada material X ; éstos, a un tiempo de referencia ty, forman un

prisma de volumen dV, =dS;dS,dS;.
Para un tiempo t el elemento diferencial se deforma segun
dx® = Fdx® | dx® = Fax @ | ax® = Fax @
razon por la que el volumen se transforma en
dv = FdX MFdx Prdx (¥) = ds,ds,ds, (Fe, - Fe, x Fe,)
dVv =|F|dV,

Por otra parte, la densidad p se puede expresar, considerando una densidad inicial pg

como
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3.12 DESCRIPCION DEL GRADIENTE DE DEFORMACION PARA UNA REFERENCIA
CILINDRICA (r,6,2) Y PARA UNA BASE ESFERICA (I,6,9)

Para el caso de que la descripcion del movimiento se realice con una referencia cilindrica o

esférica, el gradiente de deformacion se expresa como:

[ or or or |
R RO oz
= _|reo  roo  rog
(r02) 71" RO® oz
oz 0z 0z

L OR RO oL |

donde la referencia original se indica con (R, O, Z) , esto para ty, mientras que la descripcion

para cualquier tiempo (t) se expresa con(r,6,7).

Por otra parte, para el caso de coordenadas esféricas se tiene

ﬂ or or
OR Ro® Rsen ®od

F | roee roo roo
(r.6.¢) R ROO R sen ©od

I sen 80¢ rsen 8¢ rsen 80¢
oR RO® Rsen ®0d |
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. ¢Qué son las ecuaciones de compatibilidad o integrabilidad? Demuestre su validez, tanto

para el caso de deformaciones como de rapidez de deformacion.

2. Para el siguiente campo de desplazamientos:
_ 2 _ 2 _ 2
Ul—atxl X2, U2 —ath X3, U3—atX3 Xl
Determine:

a) Vu parte simétrica de VU ; componente antisimétrica de Vu; Vxu

2

b) Si azi{—
20 | m°-=s

] determine para el punto q y tiempo t =1s, cuyas coordenadas

para t; son (10, 8, 15) cm

c) Deformaciones principales
d) Méximas deformaciones a corte
e) ¢El medio continuo se comporta en general como incompresible? Justifique su

respuesta.

3. El campo de velocidades asociado a la deformacion de un medio continuo esta dado por:

Vi = a(2ax; +bxt)é +(2ax, +bxyt)é, +(bxst)é;
donde
a=1(s")
b=1(s?)
a) ¢Es factible determinar la rapidez de deformacion (Dij) del medio continuo? En caso

de ser afirmativa su respuesta, qué condiciones (en caso de existir éstas) debera

cumplir el campo de velocidades propuesto.
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b) En caso de ser factible, determine el tensor de rapidez de deformacién (Dij) y de

rapidez de rotacion (a),j ) asociado al campo de velocidades.
c) Si se trata de un solido rigido plastico (no presenta deformacién elastica), el cambio
de volumen asociado a la deformacion es cero y por consecuencia la rapidez de

cambio de volumen en cualquier punto y para cualquier tiempo también lo es

1 D
[——(dV )= 0) . ¢, Cudl sera entonces la magnitud del escalar o ?

dv Dt

d) ¢Qué caracteristicas en particular tiene la rapidez de deformacion descrita?

e) Determine los valores principales de la rapidez de deformacion (Dij ) :

4. Un cuerpo es sometido a una serie de solicitaciones que provocan la distorsion del mismo,

situacion que se puede representar con el tensor VU para el elemento diferencial

Xi =(Xy, X5, X3). Con esta base defina los tensores de deformacion &j Y de rotacion @;

10 8 9
vu=l6 2 3|x10% M
m

5 3 17

5. Para el tensor Dij, Jexistird un vector velocidad que garantice su existencia? Dij
representa el tensor de rapidez de deformacion.

X X3
X, In— X1 + Xo + X =
2 QT Xy + X3
X9 Xp
2
_ X/%3 X | K
Djj =| X + X + X3 X,e XpIn—=5-| —
x|t
2 2
X3 % In>2 *1X3
2 2
Xo X{ Xp
donde
k=171
t—tiempo

Justifique su respuesta.
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6. El campo de desplazamientos asociado a la deformacion de un medio esta dado por

3 2
u; = At {%]él +[X25en(%né2 -k [3)(;_2>(3+ XﬁGI’l(%j) 63}
2 1 2 1

2=10"s7h t=s; X;=[metros]

a) Defina X

b) ¢Es posible obtener el tensor de deformacion a partir de U;, 0 es necesario verificar
la existencia de la funcién a través de los criterios de compatibilidad?
c) Considerando que el medio es incompresible, determine para ¢ :(0.1, 0.1, 0.1) [m];

t=2s, las deformaciones principales.

7. Para el siguiente campo de desplazamientos U; = 3X3€; — X6, —2X,€5, determine:

a) Gradiente de deformacion F

b) Tensor de Cauchy-Green por derecha C

c) Tensor lagrangiano de deformacion E

d) Larelacion del volumen final al volumen inicial
e) Eltensor de Cauchy por izquierda B

f)  Tensor euleriano de deformacion e

8. Si C se define como el tensor de Cauchy-Green por derecha, deduzca la representacion

del tensor lagrangiano de deformacion E en funcién del gradiente del vector

desplazamiento (VyU), si

1

S(c-1)

E=

donde

C=F'F | -Identidad

Indique la descripcion de E en notacion indice y en notacién general.
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9. El tensor de deformacion euleriana e se define como

ezé(l—B‘l)

donde B! representa la inversa del tensor de Cauchy—Green por izquierda. Con base

en lo anterior, deduzca la representacion de e en funcion del inverso del gradiente de
-1 0X| . : .
deformacion F :g, y en particular del gradiente del vector desplazamientos (qu),
j

cuando éste se describe en forma euleriana.
e=e(V,u)

10. Demuestre que para una deformacién infinitesimal el cambio unitario de volumen esta

representado por la traza del tensor de deformacion infinitesimal.

11. Se muestra un arreglo de galgas extensométricas para un estado de deformaciones

plano, que mide las deformaciones normales (longitudinales) a lo largo de los ejes X, X,

(base original) y del eje X'; (nuevo sistema de referencia), tal que:
£1=6x107" ; £ =4x107" ; g, =8x107"

Determinar la deformacion angular &, , la deformacion normal &5, y verificar que:

&1 tép =8&1+8&y

X5 - .
450 450

45°
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Para el estado de deformaciones en la base original, determinar las deformaciones

principales y las direcciones principales asociadas.

12. A partir de la ecuacion de compatibilidad expresada en notacion indice para

deformaciones infinitesimales

azekn + 829Im _ 82ekm _ azeIn
OX\OXpm  OX OX,  OX|10X,  OX Oy

Demuestre si las ecuaciones de compatibilidad o integrabilidad se pueden expresar como

2 2 2
0 311+5 €22 _o 0”&
OXZ  AXE  OXp0Xg

0%z 82533_2 0293
X2 aXZ  OXg0X,

82833 62811 _ 82531
XE  oX§  OXy0Xg

82811 _ 0 _6823+8831+8812
OX,0K5  OXy| X,  OX, s

62822 _ 0 _8831+8€12+8823
OX30X, OX,\ OX,  OXg  OX,

62833 _ 0 _8812+a€23+8831
OX 0K, OXg| Xy Xy OX,

13. Un MC presenta un movimiento que se describe como:
X, = Xq + 20X t2
Xo = Xy + 20X t?
X3 = X3 9=107357
a) ¢Como es el movimiento?

b) Determinar la velocidad en t = 3 s para el elemento diferencial que ent=15s se

encuentra en (2,4,5).
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c) Determinar la aceleracion en t =5 s para el elemento diferencial que ent=1s se
encuentra en (2,3,5).

d) Determine el campo de desplazamientos.

e) Determine, de ser esto posible, el gradiente de deformacion F .

f) Tensor de Cauchy-Green por derecha C y el tensor de dilatacion por derecha U ;
F=RU

g) Tensor de Cauchy-Green por izquierda B.

h) Tensor de rotacién R.

i) Tensor lagrangiano de deformacion E .

J) Tensor euleriano de deformacion e.

14. Para el campo de desplazamientos

Uj :1[3(x2 +X3)8 +2( Xy + X3)8 — (X +2X, + X3)6 | =107
@

Determine;

a) Gradiente de deformacién F .

b) Tensor de Cauchy-Green por derecha C vy el tensor de dilatacién por derecha U ;
F=RU

c) Eltensor de Cauchy-Green por izquierda B .

d) Tensor de rotacion R.

e) Tensor lagrangiano de deformacién E .

f) Tensor euleriano de deformacion e.

g) Larelaciéon del volumen final al volumen inicial.

h) El area deformada para el elemento diferencial cuya normal antes de la

deformacién estaba dada por:
1. - -
n = 5[91 +2€, + 265 ]

Determine la seccion final y calcule el incremento de area (efecto de la deformacion) en

porcentaje. Asimismo, calcule el volumen final del MC (F es homogéneo a través del

MC), donde V, —~10cm®
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