CAPITULO 2
CINEMATICA DEL CONTINUO

2.1 INTRODUCCION

El objeto de la mecanica, en términos generales, es relativo al estudio del efecto que tienen
solicitaciones tales como fuerzas o flujo de calor sobre un objeto fisico. Tanto la mecénica de
sélidos como la de fluidos fueron cimentadas durante la segunda mitad del siglo XVIII y
primera del siglo XIX por notables cientificos, como Leonard Euler (1707-1783), Agustin
Louis Cauchy (1789-1857), Simeon Denis Poisson (1781-1840), George Green (1793-1841)
y George Stokes (1819-1903), entre los mas destacados. El examen de los fundamentos de
estas disciplinas revela que los postulados basicos y los principios generales sobre los que
se basan la mecéanica de sdlidos (MS) y la mecéanica de fluidos (MF) son los mismos. Las
ecuaciones matematicas que describen leyes fisicas aplicables a cualquier medio son
denominadas como ecuaciones generales y son aplicadas a cualquier medio continuo (MC).
Sin embargo, resulta evidente que fluidos y sélidos son diferentes en esencia, por lo que sus
propiedades se describen en forma particular a través de las denominadas ecuaciones
constitutivas. Como se menciono6 al inicio del primer capitulo, las ecuaciones que describen
el comportamiento de un medio idealizado infinitamente divisible, el cual se denomina
continuo, se definen como ecuaciones generales y son formuladas con base en leyes

fundamentales de la fisica (Conservacion de Masa, de Momentum y de Energia).

Histéricamente, los conceptos de esfuerzo y deformacion fueron introducidos por Cauchy
entre 1823 y 1827. El desarrollo de la cinematica del continuo y las ecuaciones de campo se
deben en esencia a Euler. En cuanto a las ecuaciones constitutivas, éstas han sido

desarrolladas por dos diferentes vias:

i. Experimental: Por ejemplo, Ley de Hooke para soélidos elasticos, Ley de Newton
para fluidos viscosos.

ii. A partir de postulados tedricos
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Nocién de continuo

Como ya fue mencionado en el capitulo 1, los constituyentes de cualquier continuo (&tomos,
moléculas, fases o particulas) no se encuentran continuamente distribuidos sobre el cuerpo,
es por esto que la mecénica del continuo se basa en la condiciébn macroscopica del objeto.
En consecuencia, un MC sera un objeto fisico hipotético en el cual se desprecia su
estructura a nivel atbmico o molecular y, por consiguiente, se considera que la materia esta
continuamente distribuida sobre la totalidad del objeto. Por lo tanto, un MC puede ser
descrito como un conjunto de particulas interconectadas de forma tal, que cada una de éstas

es descrita por su posicion espacial.

En este punto vale la pena reflexionar que existe una relaciéon Unica de cualquier particula
del MC con su posicién para un tiempo determinado y que, por consecuencia, sera imposible
gue mas de una ocupen el mismo lugar en el espacio para el mismo tiempo y que una
particula esté en dos posiciones diferentes a un mismo tiempo. Es entonces que para
cualquier tiempo la posicion de cualquier particula de un continuo y la configuracion de éste
son univocamente determinadas. Una parte de un continuo cuya posicion es referida a un
punto geométrico se describe como punto material, y si se identifica a través de una curva se
denomina curva material o arco material. Un arco material de longitud infinitesimal se
denomina arco material elemental. Un cuerpo material ocupa una posicién en el espacio
tridimensional y sera parte total o parcial de un continuo. Por ultimo, es conveniente
mencionar que cuando una descripcidén se realiza con base en la particula, ésta se define
como descripcién material, mientras que cuando la atencién (descripcion de fenbmeno) se
orienta a un punto en el espacio y se analiza lo que sucede en dicho punto, se refiere
entonces a una descripcién espacial. En la mecanica de sélidos es mas util la descripcion

material, mientras que en la mecanica de fluidos es mas adecuada la descripcion espacial.

2.2 CONCEPTOS GENERALES DE CINEMATICA DEL CONTINUO

La descripcién del movimiento de un continuo es mucho mas compleja que lo que
corresponde a una particula 0 a un conjunto de ellas. En cinematica de particulas la

trayectoria es descrita por un vector funcién del tiempo:

r=r(t)

r(t) =% (t)& + %, (t)é, + X3(t)é; es el vector de posicién
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CAPITULO 2. CINEMATICA DEL CONTINUO

Resulta evidente que si se describe el movimiento de N particulas sera necesario definir

igual numero de funciones de trayectoria.
rn:rn(t) n=123, ... N

Por su parte, un medio continuo esta formado (considerando su definicién) por un nimero
infinito de particulas, con un infinito nimero de vecinos en el tiempo. ES por consecuencia
gue resulta imposible describir su movimiento a través de simples funciones de trayectoria,
por extension del concepto empleado para un grupo de particulas. Sin embargo, existe una
relacion univoca entre cada uno de los elementos que constituye el medio continuo y la
posicién que éstos ocupan a un tiempo determinado. Como resultado es factible identificar a

cualquier elemento diferencial del cuerpo, y para cualquier tiempo, por la posicion que ocupa

para un tiempo de referencia t;.

Esto es X(ty) = (X1, X3, X3)

T

Por lo tanto, la posicion que ocupa cualquier particula del MC en el tiempo se puede describir

X

como:

Xx=x(X,t) con x(ty) =X
X =X (Xq, Xg, X3, 1)
Xp =X (X1, X, X3, 1)
X3 = X3(X1, X3, X3, 1)

X =% (X, 1) (2.1)
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INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

2.3 DESCRIPCION MATERIAL Y DESCRIPCION ESPACIAL

La descripcion de la posicién, para el tiempo de referencia, de cada uno de los elementos
diferenciales que integran el medio continuo se conoce como coordenada material (X;),
mientras que las ecuaciones 2.1 permiten especificar el movimiento del continuo. Estas
ecuaciones explican el concepto de lineas de trayectoria o funciones de trayectoria para
cada particula del continuo, las cuales también son denominadas como ecuaciones

cinematicas.

Cuando un continuo esti en movimiento, las propiedades asociadas a éste, por ejemplo,
temperatura @, velocidad V; o esfuerzos Oijj . estan relacionadas con cada uno de los

elementos que constituyen el MC, razén por la cual se definiran en la forma:
6’=9(X1, Xz, X3,t)
V:V(Xl, X2, XS' t)

O-:O-(Xl, X2, X3, t)

Cuando una propiedad ¢ (¢ de cualquier rango) presenta la forma (oz(p(Xi,t) , se dice
gue esta definida con una descripcidbn material o lagrangiana. Dicha descripcién permite
conocer el comportamiento del MC para cualquier tiempo, pero no aporta datos con relacion
a la posicién que ocupan las diferentes particulas para cualquier tiempo (t). La descripcién

material o lagrangiana describe el comportamiento en funcién de una referencia fija.

Por otra parte, cuando las propiedades asociadas al MC se describen para el espacio en

cualquier tiempo, en la forma
026()(1, X2, X3, t)
V=V(X, X9, X3, t)
O'ZO'(X]_, X2, X3, t)
se dice que estan definidas con una descripcion espacial o euleriana. Si bien este tipo de

descripcion permite definir lo que pasa en el espacio, no ofrece informacidén con relacion a

los elementos que constituyen el continuo (al comportamiento de las particulas en si), ya que
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CAPITULO 2. CINEMATICA DEL CONTINUO

una coordenada en el espacio puede ser ocupada por diferentes particulas para diferentes
tiempos. Es por tanto necesario conocer las funciones de trayectoria (ecuacion 2.1), para asi
relacionar las coordenadas espaciales X; con las materiales Xj , 'y de tal forma describir el
comportamiento de manera precisa y simple.

2.4 DERIVADA MATERIAL

Cuando se refiere a una propiedad cualquiera asociada a un medio continuo, de la forma
@=@(Xj,t), y en particular si se demanda analizar el cambio de dicha propiedad

(temperatura, velocidad o esfuerzo) en el tiempo, se define el concepto de derivada material
D .
(E) Esta representa la rapidez de cambio de la propiedad para cada uno de los

elementos diferenciales que constituyen el MC.
Cuando se tiene una descripcion material, por ejemplo

4929()(1, X2, X3, t)

entonces, la derivada material se expresa en la forma

%:(%]
Dt L at Jy; fija

Por el contrario, si se presenta una descripcién espacial del tipo 6 =6(X;, X,, X3, t), donde
X; son las posiciones de particulas materiales a un tiempo t y estan relacionadas con las

coordenadas materiales a través de

Xi = X(Xl, Xz, X3, t)

De acuerdo con la regla de la cadena se tiene:

Do_(0)  _tody 000 203 (%)
Dt (ot )y fja O% Ot 0% Ot oxg Ot \ 0t ) g

donde resulta evidente que
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Considerando coordenadas rectangulares se tiene entonces que

DO_(%0) 0
Dt ot Jygja 0%

bo = (%) +(VO)v
Dt ot

En forma general

De lo antes expuesto, para coordenadas cilindricas, se tiene:
p=p(r,0,z1) Referencia espacial
p=p(R, 0,Z;1t) Referencia material

donde p es una funcion escalar, entonces:

Dp(t;R,®,Z) _op(t;r.0,2) +Vr5_p+V_ea_P+Vz (a_/’j
Dt ot or r o0 oz

Por su parte, en coordenadas esféricas se tiene

p=p(r, 0, ¢ t) Referencia espacial

p=p(R, 0,0;1t) Referencia material

v
Pp_p P Velp, Y [P
Dt ot or r 06 rsengl o¢

Derivada material de un tensor de primer rango
Sea g; la aceleracion de una particula del continuo, ésta representa la rapidez de cambio de

velocidad de cualquier particula del MC, con respecto a la que la misma particula presentaba
para una diferencial de tiempo anterior.
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CAPITULO 2. CINEMATICA DEL CONTINUO

Si el movimiento del continuo esta dado por:
X=X(X,t) con X =x(X,t)
entonces, la velocidad v, a un tiempo t, de una particula X esta dada por
(6xj Dx
V=| — -
0ot Jx; fija Dt
Por su parte, la aceleracion queda

() o
ot )y, fija Dt

entonces, si se cuenta con una descripciéon de la velocidad de la forma V(X ,t), la obtencién
de la aceleracion es trivial
g = Mi(X;,1)
' ot

Por otra parte, si de lo que se dispone es V(X;, t), que ademas representa la forma mas
usual para describir la velocidad, entonces la aceleracidén queda

_ DVi _6’vi v aVi

a =—o>*"
I Dt ot ) 8XJ

0, en notacion general
ov
a=—+(Vv)ev
ot

Dado que VV en coordenadas (r,8,z), esta dado por

v, 1(%_\,} o |
o r\eo ?) a
o 2 Y2,,) 2
or rlor oz
ov,  1(ov, ov,
o ?[%j |
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Entonces, la aceleracion en coordenadas cilindricas es descrita como

ar:Dvr(R,®,Z;t):8vr(r,e,z;t)Jr\/r(avr}rvf(avr j

—L—vy |+V N
Dt ot 9)" " &

_ Dvy (R,©,Z;t) avg(r,e,z;t)wr(avg}rvg (8v9 jwz%
0

a =
0 Dt at

o\ = DvZ(R,®,Z;t)=8vz(r,0,z;t)+v (avz}rvg(avzj v,
: Dt ot '

Para el caso de coordenadas esféricas, donde la velocidad se expresa en la forma
V=V, (10,808 +V,(r,0,8,1)8) +V,(r, 0, 4,1)E,

y el gradiente se expresa como

o, 1(ov, 1 (ov,
— ==V —Vsend
or r\ o6 rsend a¢
w=| Lo 1 %w L [ _ 4C0S0
or 00 rsend\ ¢
Ny 1[0V 1 5V¢ Ve , VgCOto
| or r\ oo rsend | o¢ T ro|

Entonces, la aceleracién se describe a través de:

Dv,(R,®,®;t) ov,(r,0,¢;t v
a, = r( ): r( ¢ )+Vr Ny +V_9 %_VB +—9 N —v,sené
Dt ot or r \ o6 rsenéd 8¢

00

agz

Dvp (RO, @;t) _ vy(r.0.4i1) v, [avg}rvg (ava +Vr]+ Vy [a\/a

= —-—V,c0s0
Dt ot or r rsené\ o¢

Dv,(R,®,®;t) ov,(r,0,z;t ov ov v ov
a,= o ): o )+v ¢ | Yo | T\, Y ? +V,5en6+v,Cos0
? Dt ot or 06 ) rsené| o¢
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CAPITULO 2. CINEMATICA DEL CONTINUO

2.5 CAMPO DE DESPLAZAMIENTO

El campo de desplazamiento de una particula correspondiente a un MC esta dado por un
vector definido a partir de la posicion de referencia, tal que

u=x(X,t)-X

De lo anterior queda claro que conocidas las lineas de trayectoria (ecuaciones de trayectoria)
X(X,t), entonces queda establecido el campo de desplazamientos U(X,t). Es por
consecuencia que el movimiento de un MC puede ser descrito a través de las ecuaciones de
trayectoria o del campo de desplazamientos.

Ecuacién de movimiento para un cuerpo rigido

Se puede describir como la suma de una traslacion mas una rotacion, de tal forma que:
i.  Traslacion de cuerpo rigido. Para este caso la ecuacién de movimiento esta dada por
X=X +c(t)
en consecuencia el vector de desplazamientos queda descrito como
u=c(t)

y entonces
Vu=0

Esto significa que cada punto material perteneciente al continuo se desplaza de
igual forma.
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Rotacion alrededor de un punto fijo. En este caso la ecuacién de movimiento esta
descrita por

x—b=R(t)(X —b)

donde R(t) representa un transformacion ortogonal, para R(ty)=1,y b es un
vector constante. Para el punto material X =b esta siempre en la coordenada
espacial X =D, y por lo tanto representa la coordenada fija alrededor de la cual se
presenta la rotacion del medio continuo. Si la rotacion se define alrededor del
origen, entonces b=0 y x=R(t) X

Movimiento general de cuerpo rigido. La ecuacion que describe este tipo de
movimiento se expresa como

Xx=R(t)(X —b)+c(t)

donde R es el tensor de rotacion, con R(t;) =1 (no existe rotacion alguna) y c(t)
es un vector para el cual C(ty) =b. Esta ecuacion establece que el movimiento es
descrito por la traslacion C(t) de un elemento material arbitrario cualquiera X =b,
mas una rotacion R(t).

De lo anterior se concluye que la velocidad de un punto material del cuerpo rigido se

expresara como

Pero

v=R(X —b)+6(t)
=  (X-b)=RT(x-c)
= v=RRT (x—c)+¢ct
RR" =1 y RRT +RR" =0

= RRT =—RR" =—(RR")"

RR" es un tensor antisimétrico el cual es equivalente al vector dual @ = (RRT)a: wxa

para cualquier vector a

=  v=wx(X—C)+c(t)

si se mide el vector de posicién rde un punto material cualquiera para un tiempo t del punto

base elegido r=(X—C), entonces

V=a@xr + ¢(t)
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CAPITULO 2. CINEMATICA DEL CONTINUO

2.6 CONCEPTOS Y DEFINICIONES
Condiciones estacionarias (Estacionalidad)

En algunos casos las caracteristicas asociadas al MC, tales como densidad, temperatura,
velocidad, etc., no varian en su descripcién espacial (euleriana); situacién que no debe ser
entendida como que las propiedades son constantes en el tiempo ya que la descripcion
material

%;&O,esto es o =p(X,t)

Lo anterior supone que para un mismo punto en el espacio, la propiedad en cuestion no

varia en el tiempo

¢=¢(Xi.t)3%¢ =0

Xj fija

Por ejemplo, para dos particulas distintas (@,b) cuya densidad se expresa como (Par Pp)
se cumplira que (o, =p,) cuando se encuentren en la misma coordenada espacial X, esto
para los tiempos t y t" donde es por demés evidente que t=t . Razon por la que para un
observador situado fuera del medio se tendra que la propiedad, en este caso la densidad,

sera siempre la misma.

Trayectoria —Lineas de Trayectoria (Pathline)

La trayectoria es el lugar geométrico de las posiciones que ocupa una particula a través del
tiempo. Con base en el tiempo de referencia y las posiciones que las distintas particulas que
integran el MC presentan en dicho tiempo, se generan las ecuaciones particulares de
trayectoria de cada una de ellas.

Descritas las ecuaciones de movimiento X=X + f (X;,t) se tiene que por cada punto en el
espacio podra pasar una trayectoria descrita por las coordenadas materiales; es por
consecuencia que las ecuaciones de movimiento definen una familia de curvas que

representan las trayectorias de los diferentes elementos que constituyen el MC. Para obtener
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INTRODUCCION A LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

la imagen de las lineas de trayectoria es necesario utilizar tiempos de exposicion
prolongados de flujos en los que se dispone de trazadores reflejantes. La ecuacion de
trayectoria de una particula puede ser obtenida a partir del campo de velocidades, de tal
forma que la particula que en el tiempo de referencia t; se encontraba en X, para un

tiempo t debe cumplirse lo siguiente:

dx
— =v(x,t
ot (x,1)

X(th) =X

Por ejemplo, sea el campo de velocidades

v(X, t)— 2el+—e2+0e3

v = [=t
dt 1o w2214 42

1 2 2
—  Lnx-Ln Xl—ﬂ[Ln(Hﬂt )—Ln(1+it0)]
1
2\ \24
N szlaﬁg
1+t5)

dx, X X t
__2__2:>IX2d_2: dt
dt t X2 X, ot

= Ln X2—LnX2:Lnt—Lnt0

t
= XZZXZ—

0
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Lineas de corriente (Streamline)

Representan el trazo definido por las trayectorias de los diferentes elementos que constituyen el
MC. Por definicion, la tangente de una linea de corriente tiene la misma direccion y sentido que
el vector velocidad en dicho punto del espacio. Experimentalmente las lineas de corriente en la
superficie de un fluido son obtenidas a través de la insercion de particulas reflectivas y
fotografiadas con un tiempo de exposicion corto. Asi, cada particula generara una linea corta
aproximadamente tangencial a la linea de corriente. Matematicamente éstas pueden ser
obtenidas a partir del campo de velocidades v(x,t). Considere que Xx=X(S)representa la
ecuacion paramétrica de una linea de corriente a un tiempo t, la cual pasa a través de un punto
Xg ; entonces cualquier s puede ser escogida tal que:

dx
P v(X,t)
X(0) = X

Por ejemplo, para el campo de velocidades dado por

axgt
vy = Vo =bx, Vv3=0
1+t

determine la linea de corriente que pasa por el punto («, £,¢) para un tiempo t.

De lo antes expuesto se tiene que:

dx axit . dx
Loy =L 2 _vy,=bxy;

dxs
ds © 1+t2" ds

=V, =0
ds 3

oo ® s 292 has, [P ax =0

a ¥ 1+t B Xy
Lnxl—Lna:iSz; Lnx, —Ln g =bs; X3=¢
1+t
= a5
' 1+t
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= Xo = 3 exp(bs)

Lineas de traza (Streakline)

La linea de traza relativa a un punto fijo del espacio X' es el lugar geométrico de las posiciones

que ocupan en un instante t todas las particulas que han pasado por X’ entre ty y t.

Lo anterior corresponderia con lo observado en un tiempo t en un flujo, si en éste se depositara
un colorante en un punto definido como punto de vertido (a partir de un tiempo t,),

visualizandose asi la traza (linea de color).

Sea X = X(x,t) la funcién inversa a x = x(X,t), entonces la particula que se encontraba en
X"a un tiempo 7 tiene las coordenadas materiales dadas por X = X (x',7); asi, esta misma
particula se encontrard en x = X(X (x',7),t), por tanto, la linea de traza a un tiempo t esta dada

por x=X(X(x',7),t), para t fijay z variable.

Sea el campo de velocidades

Xt
v(x,t) =—=2
1+ct?

A Xo oA A
el+Te2 + 08,

determine la ecuacion para la linea de traza que pasa por («, f,¢). Se ha demostrado que
las ecuaciones de trayectoria para este campo de velocidades son:
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CAPITULO 2. CINEMATICA DEL CONTINUO

cuyas funciones inversas a su vez estan dadas por:

Xlz—xl
(1+ct2)
(1+ctd)
t

X=X, 2

2= %25

Entonces, la particula («, #,¢) que pasa a untiempo 7 esta dada por:

xlzL
1+c7?)
(1+ct?)
X2=,3t£
T

Sustituyendo 2.4 en 2.2 se obtiene la ecuacién paramétrica

~ /a+a%
=a @+ Crz)
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. La posicion de una particula en un tiempo t la cual inicialmente se encuentraen X es

X(tp) =X

que esta dada por

X1=X1—aX22t2, X2:X2—bX3t, X3:X3

a=-2 (cm-s2 )_1

b=-3 (s'l)

a) ¢Cudl sera la velocidad para t=0.1 min del elemento diferencial que originalmente se
encontraba en (1, 3, 1)?

b) ¢Cual sera la velocidad para t=0.1 min del elemento diferencial que para ese tiempo se
encuentra en la coordenada (1, 3, 1)?

c) Silatemperatura esta dada por
0 =6y +C(x +X)t

¢, Cual sera el valor de ésta para el elemento diferencial anteriormente descrito a un

c=1 ( c j
Cmxs

6, =30 °C

tiempo t; =0 yaun t=0.1 min?

d) ¢Cual sera la rapidez de variacion de temperatura para (X,t)?

SOLUCION

a) Velocidad para t=0.1 min del elemento diferencial que originalmente se encontraba en
@ 31

X = Xl—aXézt2 Vi =
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X3:X3 V3 :O
t=0.1min=6s

= Vi =—2aX22tél—bX3 éz +Oé3

vy = (=2)(-2)(3%)(6) = 216 cm/s
v, =3 cm/s

v3=0 cm/s v; = 2166, + 3¢, + 0&;

b) Velocidad para t=0.1 min (6 s) del elemento diferencial que para ese tiempo se

encuentra en la coordenada (1, 3, 1).

Parat=6s
1= X, —aX 26 X, =3+bX56=—15 X5 =1
3=X,—bX;6 X, =1+aX 236 =1+ (—2)(~15)%(36) = —16199
1=X,4

X(ty) = (-16199,-15,1) cm
v(X;,t) =5400€, —3&, + 08,

c) Temperatura en (1, 3, 1) para un tiempo t; =0 y a un t=0.1 min. Resulta por deméas
evidente que para un tiempo t; =0= 0 =46, ; esto es, que la temperatura del cuerpo sea
la de referencia.

0 =6+ C(x + %)t
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paraty=0s
6, =30°C
parat=6s

0 =30+c(1l+3)6
6=54°C

d) Rapidez de variacion de temperatura para cualquier posicion y tiempo.

Do 06 00 06 00 00
—=—+(VOV=—"t+—V +—Vo +—V3
Dt ot ot 00X Xy OX3

Sustituyendo
X, = X, —aX2t?, X, =X, —bXst? en @
0 = Gy +C(Xy —aXst? + X, —bX gt )t
0= Gy +(Xy + X, —(aX 22 +bXt))t = Gy +c(xt + X,t) — (aX2t3 + bX4t?)

Do o6 2,2
—=—(Xj, 1) =c(X;+ X, —3ax5t” —2bx,t
Dt at( i ) ( 1 2 2 3)
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EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Un medio continuo presenta un movimiento definido por:
2
Xl = Xl +C¥X2t
_ 2
X2 = X2 +05X1t
_ 2
X3 = X3 +0{X3t

donde las x; representan coordenadas eulerianas y Xj , lagrangianas.

a) Determine los componentes de la velocidad para t=2 de una particula que se
encontraba en (1, 2, 4) cuando t=1.

b) Determine la ecuacion de trayectoria de la particula antes definida.

c) Determine la aceleracion para t=4.

d) ¢Cual es el tiempo de referencia?

2. Laposicién en un tiempo t de un medio continuo esta dada por
X = Xy L+ Bt)?, Xo=Xo(+Kt%),  x3=Xg(L+ 1)

Para el medio continuo antes definido, determine la velocidad y aceleracién en
coordenadas lagrangianas y eulerianas.

3. El movimiento de un medio continuo esta dado por
¥ = X €™ + X5(e™ -1)
Xp = Xp + X5 (e —e7M)
X3 = X3

a) ¢ Cudl es el tiempo de referencia?
b) ¢ Existen las funciones inversas?

c) Determine la velocidad de x(X,ty) =(1,2,5) para t=2.
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4. ¢Qué representa una descripcion lagrangiana y a qué hace mencién una euleriana?

5. Expligue el concepto de derivada material. Ademas, si p es una funcion escalar,
determine su derivada material considerando coordenadas cilindricas, rectangulares y
esféricas.

Dv
6. Si la aceleracion se define como la derivada material de la velocidad (th gue se

expresa en notacién indice como

Dy, oV oV
— =4 =— +Vj —_—
Dt ot 8Xj
y en notacién general
bv_ a= @+ (Vv)v
Dt ot

Desarrolle las ecuaciones que representan la aceleracion tanto en coordenadas
rectangulares, cilindricas y esféricas.

7. Sila velocidad en un continuo se describe en forma euleriana Vv, :v(r,H); Vg=0;v,=0

determine la ecuacion que representa las diferentes componentes de la aceleracion.

8. Un medio continuo presenta el siguiente campo de desplazamientos:
Ul = 0

up =%(X2 +X3)e™ +%(X2 ~Xg)e " =X,
1 77t 1 —I]t
U3:§(X2+X3)e —E(Xz—xs)e — X3

a) Indigue la ecuacion de trayectoria.

b) ¢En qué plano(s) se define el movimiento del medio?

c) ¢Existirdn funciones inversas de la forma X; = X (x,t) ?

d) En el caso de existir las funciones inversas, determinelas.

e) Determine la velocidad y aceleracion tanto en referencia euleriana como lagrangiana.
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CAPITULO 2. CINEMATICA DEL CONTINUO

9. La velocidad de un medio continuo esta descrita por

v 6+ 2Xy A N 2X3 5
T+ T @+t) 2 @)

Con base en lo anterior, determine:

a) La ecuacion de trayectoria.

b) Aceleracion en descripcion euleriana y lagrangiana.

10. El movimiento de un medio continuo se describe como:
% = kX2t + X
AV 1

X2 = ath+ X2

X3:X3

a) Para t=0 las esquinas de un cubo estdin en las coordenadas
A(0, 0, 0), B(0, 1, 0), C(, 1, 1), D(1, 0, 0), indique las posiciones que

ocuparanen t=2.
b)  Determine la descripcién espacial de la velocidad y aceleracion.

c) Silatemperatura esta por 8= Ax + BX, determine la variacion de la temperatura

en el tiempo.

11. La velocidad de un medio continuo esta descrita por:

- X1 g, e 5, K5 g
) T (L) P (L)

Con base en lo anterior, determine la ecuacién de trayectoria.

12. Considere la relacion

1+t
Xo =| —— | X
2 [1+aj 2
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a)
b)

c)

d)

e)

f)

¢, Cudl es el valor del tiempo de referencia?

Determine la velocidad en coordenadas materiales y espaciales.

Si a=2 el tiempo de referencia es t=2, y x(X,t5)=(L11), determine la
posicion de la particula para t =4.

Determine la velocidad de la particula que en t =4 se encuentra en (1, 2, 2).
Si el campo de temperaturas 6 = (x,t) Se expresa en un sistema euleriano como:
0 = C(X2 + X3)

determine la descripcion material de la temperatura.

Determine la rapidez de cambio de la temperatura para cualquier tiempo y

posicion, asi como para x(x,4)=(1,2,2).
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