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Resumen

El objetivo de este trabajo es desarrollar el análisis dinámico de la extremidad de un
robot caminante. Esta extremidad consiste en un mecanismo de cadena cerrada de cinco
barras, con seis juntas rotacionales y tres grados de libertad.

Para la determinación de la posición, velocidad y aceleración de los eslabones de la
extremidad se emplea la cinemática inversa. Para llevar a cabo este análisis se definen los
movimientos para la extremidad y el cuerpo, planteando trayectorias de seguimiento que
producen que estos sean suaves y continuos.

El movimiento planteado para el robot consta de dos fases:

1. La extremidad se eleva, realiza el paso y se posiciona en el terreno, mientras el cuerpo
se desplaza.

2. La extremidad se encuentra posicionada en el terreno y empuja al cuerpo hacia
delante.

Para el desarrollo del análisis dinámico se implementa la formulación Newton-Euler,
la cual incorpora todas las fuerzas y torques aplicados sobre los eslabones, por lo tanto,
las ecuaciones dinámicas resultantes incluyen todas las fuerzas de restricción entre dos
eslabones adyacentes. Esto es de gran importancia, ya que la solución de este análisis
determinará la selección del material de los cuerpos, la selección de rodamientos que estarán
en la juntas no actuadas y la selección de los motores que proporcionarán el movimiento
del mecanismo.

Para el análisis dinámico se plantearon dos sistemas lineales, uno para cada una de
las fases de movimiento. Para la primera fase se obtuvo un sistema indeterminado confor-
mado de 36 ecuaciones con 33 incógnitas. Para la segunda fase, un sistema determinado
de 36 ecuaciones con 36 incógnitas. La solución al sistema indeterminado se realizó por
medio de la implementación del método de mínimos cuadrados. Finalmente, con la infor-
mación obtenida del análisis dinámico, se realiza la propuesta de material, rodamientos y
actuadores.
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Abstract

The goal of this project is the development of a dynamic analysis for the leg of a
walking robot. This leg consists of a closed loop mechanism formed by five rigid links, with
six rotational joints and three degrees of freedom.

Inverse kinematics is used to determine the position, velocity and aceleration of the
links of the leg. In order to carry out this analysis, the movements for the leg and body
of the robot are defined by raising tracking paths that provide a smooth and continuous
motion.

The two motion conditions are:

1. The leg raises, performs the step and touches down the ground while the body of the
robot moves forward.

2. The leg is positioned on the ground and pushes forward the body.

For the development of the dynamical analysis, the Newton-Euler formulation is intro-
duced. This method incorporates all the forces and moments acting on the individual robot
links. Thus, the dynamic equations obtained include the constraint forces acting between
adjacent links. This is of fundamental importance, since the solution of the analysis will
determine the selection of material for the bodies, the selection of the bearings that would
act as rotational joints and the selection of the motors that power the mechanism.

In the dinamic analysis two linear systems of equations were obtained, one for each mo-
tion phase. The first one yields an undetermined system of 36 equations with 33 unknowns.
And the second phase, a determined system of 36 equations with 36 unknowns. For the
solution to the undetermined system, the method of least squares was implemented. Fi-
nally, with the gathered information from the dynamic analysis, the proposal of material,
bearings and actuators is made.
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Capítulo 1

Estado del Arte

1.1. Justificación

El uso de extremidades como mecanismo de locomoción ha permitido a los organismos
biológicos tener acceso a la mayoría de las estructuras y terrenos existentes en el planeta.
A pesar de que el hombre ha creado otros medios de locomoción muy eficientes como lo son
las ruedas, su eficiencia depende casi por completo del terreno, ya que necesitan terrenos
lisos y bien preparados. No obstante, en la naturaleza se encuentran terrenos generalmen-
te irregulares, en los cuales las ruedas están muy lejos de proporcionar las capacidades y
habilidades con las que cuentan los animales con extremidades en este tipo de entornos.
Si bien los avances en robótica en los últimos años han sido muy grandes, la investigación
sobre robots con extremidades es un campo aún reciente.

Por otra parte, la mayoría de los trabajos que existen hoy en día sobre robots con
extremidades están relacionados al control, y es de comprenderse ya que es un problema
muy complejo, sin embargo, se ha hecho a un lado la investigación sobre el diseño me-
cánico de las extremidades, en la que los trabajos al respecto son muy escasos. Por esta
razón surge la necesidad de este trabajo por crear un análisis dinámico enfocado al dise-
ño mecánico, utilizando el método de Newton-Euler, que permite encontrar los datos de
fuerzas y torques presentes en las juntas, así como para determinar los torques requeridos
para los actuadores, que son los motores que proveen de movimiento al mecanismo. Esta
es información fundamental para un diseño óptimo de la extremidad y del robot en general.

Al contar con estos datos es posible disminuir la complejidad del control y la programa-
ción posterior, ya que se puede optimizar el movimiento de las extremidades y del robot,
para que tenga un andar más suave y continuo, resultando en una mayor eficiencia.
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CAPÍTULO 1. ESTADO DEL ARTE

1.2. Objetivo

Realizar el análisis cinemático y dinámico de la extremidad de un robot, con la finalidad
de obtener la información necesaria para realizar la propuesta de material, actuadores y
rodamientos para su diseño mecánico posterior.

1.3. Metodología

Análisis Cinemático

• Análisis de Posición

• Análisis de Velocidad

• Análisis de Aceleración

Análisis Dinámico

• Formulación Newton-Euler

• Solución Dinámica

• Propuesta de material, actuadores y rodamientos

1.4. Robots

En la actualidad los robots están teniendo un impacto considerable en diversos aspectos
de la vida moderna, desde la manufactura, el transporte, sector de salud hasta exploración
espacial, terrestre y marítima, sólo por mencionar algunas. En las últimas décadas, la ro-
bótica ha experimentado una gran transformación que ha sido posible gracias a los avances
en las áreas de investigación en mecánica, eléctrica, electrónica, control, matemáticas y
computación [1].

Muchas instituciones e investigadores se han dado a la tarea de crear una definición
general de lo que es un robot, sin embargo, las definiciones que existen difieren mucho unas
de otras. Esto puede ser atribuido al gran cantidad de desarrollos en el área de la robótica,
por lo que es realmente dificil dar una definición adecuada que englobe todo la gama de
robots existentes en la actualidad.
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1.4. ROBOTS

1.4.1. Clasificación de Robots

Hacer una clasificación de robots es una ardua tarea, en virtud de la intensa actividad
desplegada en las áreas de investigación robótica, diseño robótico, innovación y aplicaciones
[2]. Debido a esto, no existe una clasificación completamente aceptada, existen clasificacio-
nes por tipo, aplicación, tamaño, función, movilidad y muchas otras más.

Una de las clasificaciones más usadas es de la Sociedad Japonesa de Robótica, sin em-
bargo, a pesar del intento de englobar a la mayoría de robots, aún no es del todo integral.
La clasificación es la siguiente [3]:

Manipulador manual: Dispositivo de manipulación que no contiene ningún programa,
sino que es operado directamente por el usuario.

Robot de Secuencia Fija: Dispositivo de manipulación que opera de acuerdo a un pa-
trón de movimiento constante. El cambio del movimiento es relativamente complejo.

Robot de Secuencia Variable: Dispositivo de manipulación que realiza lo mencionado
para la secuencia fija, pero con la posibilidad de modificar el movimiento de manera
rápida y sencilla.

Robot de reproducción: El movimiento de este dispositivo es realizado por un operador
para después guardar la programación. Con esta información guardada el movimiento
puede ser repetido.

Robot de Control Numérico: Este dispositivo de manipulación funciona de manera
similar a un máquina CNC. El movimiento es introducido por medio de botones,
interruptores o por dispositivos de almacenamiento de datos.

Robot Inteligente: Es la clase más alta, está pensada para los dispositivos equipados con
diversos sensores y por lo tanto, capaces de operar adaptándose automáticamente a
los cambios tanto de la pieza de trabajo como a los del entorno.

3



CAPÍTULO 1. ESTADO DEL ARTE

1.5. Robots Móviles

Hoy en día, la mayoría de los robots se encuentran en actividades industriales, espe-
cialmente robots manipuladores fijos. La mayoría de estos son robots paralelos o brazos
robóticos y pueden encontrarse como simuladores de vuelo (Stewart 1965; Pisla et al. 2009),
sistemas quirúrgicos como daVinci System (Intuitive Surgical Inc. 2000), asistencia a dis-
capacitados (McCaffrey 2003), en rehabilitación (Harwin 2003), teleoperados en ambientes
biológicos o radioactivos.

A pesar que la mayoría de los robots manipuladores son fijos, la posibilidad de agregar-
les movilidad se ha estudiado en los últimos años, los primeros trabajos en esta disciplina
se realizaron en la universidad de Stanford y de la misma manera se han desarrollado
proyectos en la universidad de Carnegie-Mellon (CMU), la universidad RWTH Aachen y
en el centro aeroespacial alemán (DLR) [8]. Sin embargo, estos no han sido del todo in-
troducidos en la industria. Cuando se comenzó a incorporar robots móviles en fábricas,
se hicieron vehículos guiados automáticamente (AGV), que son esencialmente plataformas
propulsadas por ruedas omnidireccionales, y son empleados para transporte de herramental
y materiales a lo largo de trayectorias predefinidas [9].

Es claro que los robots móviles necesitan un mecanismo de locomoción que le permita
moverse a través de su entorno. Pero existen diversos tipos de movimiento, por lo que la
elección del tipo de locomoción es muy importante en el diseño de un robot móvil. En la
actualidad existen estudios sobre robots que pueden caminar, brincar, correr, deslizarse,
nadar, volar y rodar. La mayoría de estos sistemas de locomoción han sido inspirados en
su equivalente biológico, la excepción es la rueda, ya que es una invención del ser humano.

La Federación Internacional de Robótica define a un robot de servicio como aquellos
que no opera en manufactura. Estos usualmente incluyen capacidades de movilidad y por
esta razón los robots móviles encuentran su mayor aplicación como robots de servicio [9].
Existen diversas configuraciones para los robots móviles, cada una adaptada para el en-
torno en el que deben operar.

En general hay robots aéreos (Howard y Kaminer 1995, Braun et al. 2004, Chao et al.
2007), robots acuáticos (Jalbert et al. 1995, Yuh 2000, Terada 2000, Rigaud et al. 2007, Bo-
wen et al. 2004) y robots terrestres, dentro de los cuales existen robots saltadores (Raibert
et al. 1984, Zeglin y Brown 1998, Arikawa 2002, Niiyama 2007), trepadores (Nagabuko y
Hirose 1994, Cutkosky 2006, Fu et al. 2007), pero principalmente robots con ruedas, con
bandas oruga y con extremidades.
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1.5. ROBOTS MÓVILES

La figura 1.1 muestra algunas aplicaciones de robots industriales y de servicio.

Figura 1.1: Distribución de Robots de acuerdo con su aplicación y movilidad [9]

1.5.1. Clasificación por Tipo de Contacto con el Suelo

Si se toma la consideración del tipo de contacto con el suelo que tienen los robots mó-
viles, se pueden clasificar en dos categorías: Robots móviles de contacto continuo y Robots
móviles de contacto discreto.

Los robots móviles de contacto continuo (RMCC) son aquellos que trazan trayectorias
continuas a lo largo del terreno al desplazarse, en esta categoría se encuentran los robots
con locomoción por medio de ruedas y bandas oruga. Por otra parte, los robots móviles
de contacto discreto (RMCD) utilizan sólo puntos de contacto con el suelo, dentro de esta
categoría se encuentran los robots con locomoción por medio de extremidades.

Ruedas
Orugas︸ ︷︷ ︸ Extremidades︸ ︷︷ ︸
RMCC RMCD︸ ︷︷ ︸

Robots Móviles

Figura 1.2: Clasificación por tipo de contacto con el suelo
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CAPÍTULO 1. ESTADO DEL ARTE

1.5.2. Locomoción por Medio de Ruedas
La rueda ha sido por mucho el mecanismo de locomoción más popular en los robots

móviles y en vehículos en general. Pueden alcanzar eficiencias muy buenas, como se demues-
tra en la figura 1.3, y lo hacen con una implementación mecánica relativamente simple [25].

Además, el balance no es un problema común en los diseños de robots con ruedas, ya que
por lo regular estos son diseñados de tal manera que todas las ruedas tengan contacto con
el suelo en todo momento. Por lo que tres ruedas son suficientes para garantizar equilibrio
estable, aunque en algunos casos, dos ruedas pueden ser también estables [25]. Cuando se
emplean más de tres ruedas, se requiere de un sistema de suspensión que permita a todas
las ruedas mantener el contacto con el suelo en los casos que el robot encuentre terreno
irregular. En lugar de preocuparse por el equilibrio, la investigación sobre robots con rue-
das tiende a enfocarse en los problemas de tracción, estabilidad, maniobrabilidad, y control.

Debido a que la rueda es la locomoción más empleada en robots móviles, existen diver-
sos campos en los que se les emplea, se pueden encontrar en aplicaciones como exploración
planetaria, silvicultura, construcción, operación en ambientes peligrosos, minería, trans-
porte, búsqueda y rescate, tareas domésticas, ayuda a personas con discapacidades, entre
algunas otras.

Figura 1.3: Gráfica de Potencia-Velocidad de varios sistemas de locomoción [25]
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1.5.3. Locomoción por Medio de Banda Oruga
Las bandas orugas han sido el medio de locomoción todo terreno más conocido, proveen

a los robots con la habilidad de superar obstáculos de diversas geometrías y moverse en
terrenos difíciles sin incrementar la complejidad en el control [9]. Fueron originalmente con-
cebidos para propulsar tanques durante la primera guerra mundial y después se emplearon
en varios campos. Hoy en día se han convertido en piezas esenciales para la mayoría de la
maquinaria pesada utilizada en la ingeniería civil. Sus aplicaciones en la robótica son en
su mayoría, para uso militar, entornos peligrosos (Trevelyan et al. 2008; Zhao et al. 2008;
Welch and Edmonds 1993), exploración en lugares inaccesibles, y sillas/plataformas para
discapacitados (Lawn et al. 2001; Hirose et al. 1992).

Los robots con bandas oruga son vehículos que permiten giros con un radio de curvatura
pequeño, sin embargo, el deslizamiento sobre el suelo es necesario para girar. Por otra parte,
para superar obstáculos, se requieren coeficientes de fricción muy altos entre la banda y el
suelo. por lo que las bandas se desgastan rápido y deben ser reemplazadas frecuentemente
[30]. Otras desventajas son la baja velocidad en comparación con los vehículos con ruedas
y el deterioro de la superficie al moverse en ambientes urbanos y domésticos.

En el caso del trasporte de personas, el confort se ve muy reducido debido a la falta
de amortiguadores. Adicionalmente, la estabilidad de los robots con bandas de oruga se
pierde en ocasiones al superar obstáculos ocasionando fuertes sacudidas.

1.5.4. Locomoción por Medio de Extremidades
La locomoción por medio de extremidades tiene ciertas características que no compar-

te con otros tipos de locomoción. A diferencia de los robots con ruedas, estos deben ser
capaces de superar obstáculos y tener un gran desempeño al moverse a través de terrenos
suaves y duros. Otras características son las capacidades de moverse en diversas direccio-
nes sin afectar la orientación del cuerpo, y cambiar la orientación de este sin despegar las
extremidades del suelo. Si los RMCD pudiesen alcanzar por completo todas estas caracte-
rísticas, podrían remplazar humanos en distintos trabajos peligrosos, sin embargo, hoy en
día existen pocos robots que sean prácticos para este tipo de trabajos. La razón principal
es la complejidad mecánica, especialmente por el bajo desempeño de actuadores, como los
motores eléctricos [31].

Para los RMCC, dos actuadores son suficientes, uno para su locomoción y el otro para
la dirección. Por otro lado, para los RMCD, regularmente dos o tres actuadores están ins-
talados en una extremidad, no obstante, para realizar el movimiento se necesitan dos o más
extremidades, por esto los RMCD tienen más actuadores que los RMCC. Ya que los RMCD
cuentan con varios de estos, tienden a no ser prácticos, ya que con dificultad soportan su
propio peso mientras que consumen demasiada energía. Por tal razón, el mecanismo de la
extremidad es de vital importancia para desarrollar un robot de desplazamiento discreto
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CAPÍTULO 1. ESTADO DEL ARTE

lo más práctico posible. Debido a que el presente trabajo está dedicado al análisis de una
extremidad, en la sección 1.6 se profundizará en el tema.

1.5.5. Robots Híbridos

Los robots híbridos son sistemas que combinan los diversos sistemas de locomoción,
con la finalidad de aprovechar las ventajas que cada uno de ellos ofrece. En la tabla 1.1 se
presentan algunos de los robots híbridos que se han desarrollado.

Locomoción Robot Investigadores Año País

Rueda/
Extremidad

RoboTrac Schweitzer y Werder 1991 Suiza
Chariot II Dai et al. 1996 Japón
Walk’n Roll Adachi et al. 1999 Japón
Roller-Walker Endo y Hirose 2000 Japón

Shrimp Estier et al. 2000 Suiza
Hydrobug Cubero 2000 Australia
Wheeleg Guccione y Muscato 2003 Italia
ALDURO Germann et al. 2003 Alemania
HyLoS-II Grand et al. 2004 Francia
Athlete NASA/JPL 2007 EUA

Rueda/
Banda Oruga

Helios VI Hirose et al. 2001 Japón
Elbit VIPeR GMI 2006 EUA

Extremidad/
Banda Oruga

Helios VII Guarnieri et al. 2005 Japón
COMET III Nonami et al. 2003 Japón
TITAN X Hodoshima et al. 2005 Japón

Tabla 1.1: Robots Híbridos
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1.6. Robots con Extremidades

Caminar es una fascinante invención de la naturaleza, es versátil, flexible, perfectamen-
te adaptable al entorno y en sus diversas facetas, permite a sistemas biológicos tener acceso
a todas las estructuras naturales del planeta. Es de comprender que por esta razón en la
naturaleza se han desarrollado extremidades, debido a que los organismos en la naturaleza
deben operar en terrenos irregulares [47].

El caminar ha sido estudiado por ingenieros alrededor de 30 años, aunque antes ya se
habían intentado realizar mecanismos con la capacidad de caminar. Actualmente los avan-
ces en la computación y en una gran variedad de tecnologías le dan una alta probabilidad
de éxito a los RMCD. La mayoría de las RMCD toman como ejemplo algunos sistemas
biológicos, con dos , cuatro o seis extremidades. Esto tiene sentido ya que la evolución
natural ha creado una gran variedad de soluciones excelentes. También por muchas razo-
nes, no tiene sentido copiar sistemas biológicos al detalle, la evolución tuvo que encontrar
soluciones dentro del marco de sus posibilidades: sin ruedas, músculos en lugar de motores
rotativos, nervios y sinapsis en lugar de cables y sensores [47].

En general, la locomoción por medio de extremidades requiere más grados de libertad,
por lo tanto, tiene una mayor complejidad mecánica que la locomoción por ruedas. En la
figura 1.3 se muestra como es que las ruedas son de dos a tres veces más eficientes que
las extremidades en terreno plano y duro, sin embargo, si la superficie se vuelve suave,
las ruedas acumulan ineficiencias debido a la fricción por rodamiento, mientras que las
extremidades no sufren de tal problema dado que su movimiento consiste en puntos de
contacto en el suelo. Se puede apreciar que la locomoción por medio de ruedas depende en
gran parte de las cualidades del terreno, particularmente en la dureza y lo plano del piso,
mientras que la eficiencia de las extremidades depende de su masa y la del cuerpo, ya que
el robot debe soportarlos durante su movimiento.

Los RMCD están aún lejos de lo que se espera de ellos, esto es particularmente a que
el desempeño del robot depende en varios factores, incluyendo el diseño mecánico, el cual
algunas veces no puede ser modificado por el diseñador del control [49].

Por lo que se puede ver que es de vital importancia el trabajo en conjunto de especialis-
tas en las distintas ramas que incluye la robótica para poder obtener el diseño más óptimo
posible.
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1.6.1. Configuración y Tipos de Robots con Extremidades

Hasta el momento, la pregunta sobre cuál es el número óptimo de piernas para ciertos
tipos de caminar es, incluso para los biólogos, algo incierto [50]. Las diferencias en el nú-
mero de extremidades depende probablemente en la importancia del tipo de condiciones
ambientales, como caminar bajo el agua, correr a gran velocidad, generar gran potencia
para excavar en la tierra o mantener una gran estabilidad para escalar. Estudios realizados
(Fischer y Witte 2006) muestran como es que las extremidades surgieron en la naturaleza
en las fases más recientes de la evolución. Los detalles son aún desconocidos, lo que sí
se sabe, es que la evolución ha optimizado de manera excelente estos tipos de resultados
biológicos.

Los robots con extremidades son inspirados en la naturaleza, es útil examinar sistemas
biológicos exitosos con este tipo de locomoción. Un número de diferentes configuraciones
se presentan en varios organismos (Figura 1.4). Animales grandes, como los mamíferos y
reptiles cuentan con cuatro extremidades, mientras que los insectos cuentan con seis o más
piernas. En el caso de algunos mamíferos la habilidad de caminar en dos piernas ha sido
perfeccionada.

Figura 1.4: Arreglos de extremidades en varios animales [25]

Con respecto a las configuraciones de extremidades en robots, hay principalmente tres
tipos de investigación: extremidad articulada, extremidad pasiva-dinámica y extremidad
desacoplada [9].
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Extremidad articulada: La mayoría de las extremidades actuales usan diseños que
son hechos de cadena de eslabones de acuerdo con lo mostrado en la figura 1.5.
Las extremidades articuladas tienen problemas relacionados con el tamaño de los
actuadores. Debido a la estructura acoplada, durante el posicionamiento, traslado,
ascenso o descenso de la extremidad, el robot debe accionar todos los actudores.

Figura 1.5: Extremidades Articuladas: a) Insecto, b) Mamífero [9]

Extremidad Pasiva-Dinámica: El caminar es un movimiento repetitivo en el cual
cada eslabón de la extremidad acelera, desacelera y se detiene a cada paso, esto puede
llevar a perdidas de energía y a una disminución de la eficiencia. Existen algunos
ejemplos de extremidades con una gran eficiencia, la mayoría de ellos están basados
en el concepto del caminar pasivo-dinámico, en el cual emplean péndulos invertidos
acoplados que se balancean y debido a la inercia son capaces moverse en superficies
planas (McGeer 1990).

Figura 1.6: Extremidad pasiva-dinámica [53]
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Extremidad Desacoplada: Dado que los movimientos horizontal y vertical tienen
diferentes características en términos de torque y velocidad, para este tipo de extre-
midad, se desacoplan ambos movimientos y emplean distintos tipos de actuadores
para cada uno, lo que en algunos casos lleva a obtener mejores eficiencias.

Figura 1.7: Ejemplos de extremidades desacopladas: a) Scara, b) Pantógrafo [9]

En la tabla 1.2 se presentan los robots con extremidades más representativos, así como
los proyectos más recientemente desarrollados.

Robot N° de
Extremidades Investigador Año País

3D Hopper 1 Raibert 1983 EUA
Bow Leg 1 Brown y Zeglin 1998 EUA
Jumping
Robot 1 Arikawa y Mita 2002 Japón

Johnnie 2 Pfeiffer et al. 1995 Alemania
ASIMO 2 Honda 2000 Japón
Flamingo 2 Pratt 2003 EUA

WABIAN-2R 2 Takanishi Lab. 2006 Japón
PV-II 4 Hirose y Umetani 1980 Japón

TITAN III - XI 4 Hirose et al. 85-05 Japón
continúa
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Robot N° de
Extremidades Investigador Año País

Dante II 4 Bares y Wettergreen 1994 EUA
BISAM 4 Berns et al. 1999 Alemania
SILO4 4 G. de Santos 2003 España
KOLT 4 Nichol et al. 2006 EUA

Kamambaré 4 Bernardi y Da Cruz 2007 Brazil
BigDog 4 Raibert et al. 2008 EUA
Gorilla 4 Sawada et al. 2008 Japón
ASV 6 Waldron 1986 EUA
Max 6 Pfeiffer et al. 1995 Alemania

Harvester 6 Plustech 1997 Finlandia
RHex 6 Altendorfer et al. 2001 EUA

DLR-Crawler 6 Görner et al. 2008 Alemania
Lauron IVc 6 Ziegenmeyer et al. 2009 Alemania
Robug III 8 Luk et al 1996 Inglaterra
Moritz 8 Pfeiffer et al. 1998 Alemania
Scorpion 8 Spenneberg et al. 2002 Alemania
Lobster 8 Ayers et al. 2007 EUA

Tabla 1.2: Robots con Extremidades
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1.6.2. Aplicaciones de Robots con Extremidades

Existen diversas aplicaciones en las que los RMCD pueden ser utilizados, en algunas
de estas ya se han implementado, otras son aplicaciones potenciales que se espera que
desempeñen en el futuro.

Varios investigadores han detallado las diferentes aplicaciones para los RMCD [61] [75]
[76] [77], algunos creen que existen más de lo que otros consideran, pero en general coinci-
den en varias de ellas, estas aplicaciones podrían resumirse en las siguientes:

Teleoperación en entornos nocivos

Exploración terrestre, marina y espacial

Construcción

Agricultura y Silvicultura

Minería

Rehabilitación, prótesis y usos médicos

Búsqueda y rescate

Tareas domésticas

Transporte

Apoyo a tecnologías de inteligencia artificial

Estudio de locomoción y organismos biológicos

Educación, arte y entretenimiento
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1.6.3. Ventajas de los Robots de Movimiento Discreto

Dependiendo de la aplicación requerida, cada uno de los sistemas de locomoción ofrecen
un desempeño distinto, con la finalidad de identificar estas diferencias, algunos investiga-
dores han previsto las ventajas potenciales de los RMCD sobre los RMCC para sus diversos
usos [61]. Esto será discutido a continuación.

1.6.3.1. Movilidad

Los robots de movimiento discreto exhiben una mejor movilidad que los robots de mo-
vimiento continuo, debido a que esencialmente son sistemas omnidireccionales. Esto es,
porque puede cambiar de dirección independientemente de la orientación del eje del cuerpo
principal, simplemente cambiando los puntos de apoyo. Por otro lado, un robot de mo-
vimiento continuo tiene que realizar diversas maniobras para cambiar de dirección. Del
mismo modo, un RMCD es capaz de mover y orientar su cuerpo mientras mantiene su
posición sólo al cambiar la extensión de sus extremidades.

Figura 1.8: Movilidad [61]
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1.6.3.2. Superación de Obstáculos

Un RMCD puede superar obstáculos que están por encima de su máxima altura, sim-
plemente al posicionar sus extremidades sobre el obstáculo. Por otra parte, un RMCC sólo
puede librar obstáculos con alturas menores a la mitad del radio de su rueda (McKerrow,
1991). Las bandas oruga consisten de una rueda virtual de radio de la mitad de la banda,
así que este tipo de robots puede superar obstáculos más altos que un robot con ruedas,
pero realizando mayores movimientos del cuerpo.

Figura 1.9: Superación de obstáculos [61]

1.6.3.3. Suspensión Activa

Un RMCD provee una suspensión activa al adaptar la extensión de sus extremidades
a las irregularidades del terreno. De esta manera, un RMCD puede recorrer terrenos irre-
gulares manteniendo el cuerpo nivelado y proporcionando un movimiento suave y cómodo.
En contraste, el cuerpo de un RMCC se mantiene paralelo al terreno y adopta inclinaciones
similares al mismo.

Figura 1.10: Suspensión Activa [61]
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1.6.3.4. Eficiencia de Energía

Hutchinson sugirió en 1940 que la eficiencia de RMCD pesados podría ser mejor que la
de RMCC. Posteriormente Bekker probó a través de experimentos que Hutchinson tenía
razón. La tabla 1.3 muestra los datos obtenidos por Bekker en el estudio comparativo de
vehículos y animales.

Velocidad promedio
en terreno irregular

(km/h)

Potencia requerida para
moverse sobre una tira plástica
de 25 cm de ancho (HP/ton)

Vehículos
con bandas

oruga

8-16 10

Vehículos
con ruedas

5-8 15

Animales > 50 7

Tabla 1.3: Estudio de Bekker sobre vehículos y animales [79]

1.6.3.5. Terreno Natural

Los RMCC requieren superficies pavimentadas muy costosas para moverse eficientemen-
te. En principio, los RMCD no requieren de terreno preparado, además pueden moverse
en terrenos arenosos, lodosos, duros y suaves con eficiencia similar. Otra ventaja de los
RMCD es que no necesitan de terrenos continuos para desplazarse.

Figura 1.11: Terreno Natural [61]
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1.6.3.6. Deslizamiento y Atascamiento

Las ruedas tienden a hundirse en terrenos suaves, lo cual hace difícil su movimiento. Sin
embargo, si una extremidad se posiciona verticalmente sobre el suelo, esta lo compacta en
la misma dirección. De igual manera, la extremidad se eleva verticalmente sin interferencia
del suelo. Cuando el cuerpo es impulsado, las extremidades rotan sobre sus juntas, por lo
que, no interactúan con el suelo, lo cual no provoca problemas de atascamiento y tampoco
problemas de deslizamiento.

Figura 1.12: Deslizamiento y Atascamiento [61]

1.6.3.7. Daño Ambiental

Los RMCD requieren puntos de contacto con el suelo, mientras que los RMCC utilizan
un par de trayectorias continuas a lo largo del terreno. Por lo tanto, los RMCD tienen
menor contacto con el suelo que los RMCC, por esta razón causan un menor daño al
ambiente.

Figura 1.13: Daño Ambiental [61]
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1.6.3.8. Velocidad Constante

Vehículos tradicionales pueden moverse a altas velocidades en terrenos preparados. Sin
embargo, cuando el terreno es irregular, la velocidad de vehículo desciende rápidamente.
Los RMCD son capaces de adaptarse muy bien a las irregularidades del suelo, y también
son capaces de mantener una velocidad promedio similar en diversos tipos de terreno.

Figura 1.14: Velocidad Constante [61]

1.6.3.9. Desventajas de los Robots de Movimiento Discreto

Es claro que los RMCD no son la solución general para locomoción, también tienen pro-
blemas y desventajas. El primer problema es su complejidad, no sólo en términos mecánicos,
sino también de electrónica y de control. Los RMCD requieren más sistemas electrónicos,
dado a que ocupan más sensores. El control también es más complejo, ya que deben de
coordinar el movimiento de actuadores, al igual que los sensores para proporcionar un mo-
vimiento estable. Otro problema es la velocidad, ya que son más lentos en comparación
con los RMCC.

1.7. Selección del Mecanismo
Ya se ha descrito la importancia que tiene la selección del mecanismo de la extremidad

en los RMCD, por tal razón para este proceso se tomaron algunas propuestas y posterior-
mente se realizó un análisis para poder determinar la opción más adecuada según criterios
y características deseadas en el mecanismo final. En la figura 1.15 se pueden apreciar los
cuatro mecanismos evaluados, los que se denominarán de la siguiente manera:

a) Mecanismo de cadena abierta
b) Mecanismo de seis barras
c) Mecanismo de cinco barras
d) Mecanismo de brazo de excavadora
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 1.15: Propuestas para la extremidad
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En la tabla 1.4 se muestra el número y tipo de juntas, así como el número de grados
de libertad (GDL) del mecanismo.

Mecanismo GDL Juntas

a 4 4R
b 4 3R,1P
c 3 6R
d 3 14R, 3P

Tabla 1.4: Características de los mecanismos propuestos

Para seleccionar el mecanismo de la extremidad, se realizó una matriz de decisión [80]
en las que se evaluaron todas las propuestas según los siguientes criterios:

Peso: Se toma en cuenta el posible peso de la extremidad, en función del diseño,
piezas, actuadores y su posicionamiento.

Espacio de Trabajo : Considera el alcance que tiene el mecanismo, entre mayor sea el es-
pacio de trabajo mayores serán las posiciones que podrá adoptar.

Control: Se considera los tipos de actuador con el que cuenta el mecanismo, fuente de
energía, precisión, la complejidad de implementación y de control.

Potencia requerida: Se toman en cuenta la cantidad y tipo de actuadores, el peso y tipo
de energía necesaria.

Capacidad de carga: Se analiza la carga que puede soportar el mecanismo, tomando a
consideración el peso mismo de la extremidad, cantidad y tipo de actuadores y
energía empleada.

Diseño mecánico: Se examina la complejidad mecánica de la propuesta, como la cantidad
y tipo de piezas, ensambles y complejidad de manufactura.

Costo: Se determina la viabilidad de la propuesta según su costo estimado, tomando
en cuenta posibles materiales, número de piezas, manufactura, actuadores y
fuente de energía.
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La tabla 1.5 muestra la matriz de decisión en donde las propuestas se calificaron según la
escala de puntuación siguiente:

[ **** Muy buena, *** Buena, ** Regular, * Mala ]

a b c d

Peso ** *** **** *
Espacio de trabajo **** *** *** ***

Control *** ** **** **
Potencia requerida *** ** **** *
Capacidad de carga ** *** ** ****
Diseño mecánico **** ** *** **

Costo ** *** **** *
Total 20 18 24 14

Tabla 1.5: Matriz de decisión

Como se puede observar de la tabla 1.5, el puntaje más alto lo obtuvo la propuesta
c, el mecanismo de cinco barras; por lo que este es el mecanismo seleccionado para la
extremidad del robot. Este mecanismo tiene sólo actuadores rotacionales que cuentan con
un buen control y precisión, además de que todos están posicionados en el eslabón que
está directamente conectado al cuerpo, por esta razón hace que la extremidad sea más
ligera, ya que el peso de los actuadores no está distribuido a lo largo en la extremidad,
sino localizado en el cuerpo, reduciendo de esta manera también la potencia necesaria de
los propios actuadores y de igual manera su costo.
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1.8. Arquitectura de la Extremidad
Una vez seleccionado el mecanismo, se realizó un estudio más a fondo sobre el espacio

de trabajo con el que esta extremidad cuenta, la finalidad de hacer este análisis fue la
de realizar cambios en las longitudes de los diversos eslabones para poder obtener el ma-
yor espacio de trabajo posible en este mecanismo. Este análisis se muestra en el apéndice A.

De este modo, se obtuvo el mecanismo mostrado en la figura 1.16, mecanismo de cinco
barras que cuenta con seis juntas rotacionales y una esférica. Las tres juntas actuadas se
encuentran en el eslabón 1, el cual va unido al cuerpo del robot. El elemento añadido al
final del eslabón 4 es propuesto, ya que esta parte será la que esté en contacto con el suelo
y el proveerlo de este elemento con una junta esférica le permite una mayor adaptabilidad
y posicionamiento en terrenos irregulares.

Figura 1.16: Arquitectura de la extremidad
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Capítulo 2

Análisis Cinemático

La cinemática analiza los aspectos de movimiento sin considerar los efectos externos,
fuerzas y/o torques que ocasiona este movimiento. Dentro de este análisis se estudian la
posición, la velocidad, la aceleración y todas las demás derivadas de alto orden de las varia-
bles de posición [81]. Aplicado a sistemas multicuerpo, la cinemática describe las posiciones
lineales y angulares de todos los cuerpos dentro del sistema y provee métodos para calcular
sus velocidades y aceleraciones. También toma en cuenta las direcciones del movimiento,
ya sea con o sin restricciones, lo cual ocurre cuando los cuerpos están unidos por ciertas
juntas [82].

La cinemática de sistemas multicuerpo requiere definiciones precisas y únicas de los
sistemas de referencia y de las trasformaciones entre ellas [83] [84]. Para esto se emplearán
dos tipos de sistemas de referencia cartesianos: sistemas de referencia fijos o marcos iner-
ciales y sistemas de referencia relativos o marcos locales.

2.1. Análisis de Posición
Para la determinación de la posición y orientación de los eslabones de la extremidad,

se emplea el análisis de la cinemática inversa, en el cual:

Dada la posición del cuerpo (Xc, Yc, Zc) y de la extremidad (xe, ye, ze), se
determina el valor de los ángulos correspondientes a las articulaciones de cada
uno de los eslabones.

Para hacer el análisis de posición de la extremidad se utilizan transformaciones homo-
géneas, las cuales combinan vectores de posición y matrices de rotación en una notación
más compacta.
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Las transformaciones homogéneas se definen como:

T =
[
R d
0 1

]
(2.1)

donde:

R =Matriz de rotación
d =Vector de desplazamiento

Las transformaciones homogéneas para una translación sobre los ejes x̂, ŷ y ẑ son:

T1 (x) =


1 0 0 x
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.2a)

T2 (y) =


1 0 0 0
0 1 0 y
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.2b)

T3 (z) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 z
0 0 0 1

 (2.2c)

Las transformaciones homogéneas para una rotación θ sobre los ejes x̂, ŷ y ẑ son:

T4 (θx) =


1 0 0 0
0 cθx −sθx 0
0 sθx cθx 0
0 0 0 1

 (2.3a)

T5 (θy) =


cθy 0 sθy 0
0 1 0 0
−sθy 0 cθy 0

0 0 0 1

 (2.3b)

T6 (θz) =


cθz −sθz 0 0
sθz cθz 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.3c)
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En la figura 2.1 se muestra los sistemas de referencia (x0, y0, z0) y (x1, y1, z1), siendo
el primero la base inercial para cada una de las cadenas cinemáticas con las que cuenta
el robot, y el segundo, la base local para el cuerpo del robot. Aplicando transformaciones
homogéneas se tiene que:

T0,1 = T1 (Xc) T2 (Yc) T3 (Zc) (2.4)

Donde T0,1 representa la matriz de transformación para desplazarse desde el sistema
inercial (x0, y0, z0) hasta el local (x1, y1, z1).

Figura 2.1: Sistema de Referencia Inercial
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En la figura 2.2 se observan las transformaciones requeridas para llegar al sistema de
referencia (x3, y3, z3) partiendo desde el sistema (x1, y1, z1). Lo cual se expresa:

T1,3 = T1 (d2x) T2 (−d2y) T3 (−d2z) T6 (−θ3) (2.5)

Figura 2.2: Sistemas de Referencia Locales 1, 2 y 3
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En las figuras 2.3 y 2.4 se pueden observar las transformaciones requeridas para lle-
gar del sistema (x3, y3, z3) al sistema (x5, y5, z5), y del sistema (x5, y5, z5) al sistema
(x7, y7, z7) respectivamente. La matriz de transformación correspondiente es:

T3,7 = T1 (d4) T3 (d5) T2 (d6) T5 (−θ7) (2.6)

Figura 2.3: Sistemas de referencia Locales 3, 4 y 5

Figura 2.4: Sistemas de Referencia Locales 5, 6 y 7
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Para llegar del sistema local (x9, y9, z9) partiendo del sistema (x7, y7, z7) son necesarias
las transformaciones representadas por T7,9, éstas se pueden apreciar en la figura 2.5.

T7,9 = T1 (d8) T2 (d9) (2.7)

Figura 2.5: Sistema de Referencia Locales 7, 8 y 9

30



2.1. ANÁLISIS DE POSICIÓN

En la figura 2.6 se puede apreciar que las transformaciones necesarias para alcanzar el
sistema local (x12, y12, z12) desde el sistema (x9, y9, z9) son:

T9,12 = T5 (θ10) T1 (d11) T2 (d12) (2.8)

Figura 2.6: Sistemas de Referencia Locales 9, 10, 11 y 12
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Las transformaciones para desplazarse del sistema de referencia local (x12, y12, z12)
hasta el sistema (x15, y15, z15) están mostradas en las figuras 2.7a y 2.7b.

T12,15 = T5 (θ13) T1 (d14) T1 (d15) (2.9)

(a) (b)

Figura 2.7: Sistemas de Referencia Locales 12, 13, 14 y 16
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Al utilizar las transformaciones que se observan en la figura 2.8, se llega al sistema local
(x17, y17, z17) desde el sistema (x4, y4, z4). Esto es:

T4,17 = T3 (−d16) T2 (d17) (2.10)

Figura 2.8: Sistemas de Referencia Locales 4, 16 y 17
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Mostradas en las figuras 2.9 y 2.10 están las transformaciones necesarias para despla-
zarse del sistema de referencia local (x17, y17, z17) al sistema (x21, y21, z21), representadas
por la siguiente matriz:

T17,21 = T5 (−θ18) T1 (d19) T2 (d20) T5 (θ21) (2.11)

Figura 2.9: Sistemas de Referencia Locales 17, 18 y 19
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Figura 2.10: Sistemas de Referencia Locales 19, 20 y 21

De lo anterior se puede apreciar que las incógnitas que se deben determinar para el
control del movimiento de la extremidad del robot son:

θ3, θ7, θ10, θ13, θ18 y θ21

En la tabla 2.1 se muestran las características geométricas de la extremidad del robot.

d2x = 0.228 [m] d11 = 0.16 [m]
d2y = 0.20 [m] d12 = 0.023 [m]
d2z = 0 [m] d14 = 0.11 [m]
d4 = 0.07 [m] d15 = 0.39 [m]
d5 = 0.08 [m] d16 = 0.06 [m]
d6 = 0.023 [m] d17 = 0.023 [m]
d8 = 0.100499 [m] d19 = 0.220227 [m]
d9 = 0.023 [m] d20 = 0.046 [m]

Tabla 2.1: Características geométricas
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2.1.1. Solución del Ángulo θ3

Una vez que ya se han definido los sistemas de referencia, se continúa con la solución
de las incógnitas. Para esto, se define el movimiento de la extremidad y del cuerpo, cada
uno sigue una trayectoria propia con un perfil de velocidad definido. Esto es detallado en
el apéndice B.

Para poder encontrar este ángulo es necesario crear un lazo vectorial (Fig. 2.11).

Figura 2.11: Lazo Vectorial

De tal modo que para este lazo vectorial se tienen las transformaciones siguientes:

T0,1 T1,3 T1 (d4) T4,17 T17,21 T1 (d15) = T0,15 (2.12)
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donde:

T0,15 = T1 (xe) T2 (ye) T3 (ze)

Para poder determinar el ángulo θ3 se despejará de tal manera que únicamente este
ángulo se encuentre presente en una ecuación.

Aplicando T−1
3 (−d16) T−1

1 (d4) T−1
1,3 T−1

0,1 en ambos lados de la igualdad de la ecuación
2.27 se tiene que:

T2 (d17) T17,21 T1 (d15) = T−1
3 (−d16) T−1

1 (d4) T−1
1,3 T−1

0,1 T0,15 (2.13)

Cada una de estas matrices homogéneas tiene la forma:

m11 m12 m13 m14
m21 m22 m23 m24
m31 m32 m33 m34

0 0 0 1



De tal manera que al aplicar las transformaciones de cada uno de los lados de ecuación
2.13 se tiene:

T2 (d17) T17,21 T1 (d15) =


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
0 0 0 1



T−1
3 (−d16) T−1

1 (d4) T−1
1,3 T−1

0,1 T0,15 =


b11 b12 b13 b14
b21 b22 b23 b24
b31 b32 b33 b34
0 0 0 1


donde a24 = b24 es:

d6 + d20 = (d2y + ye − Yc) cθ3 + (d2x − xe +Xc) sθ3 (2.14)

Se observa que la ecuación 2.14 solamente contiene al ángulo θ3. Reacomodando:

− (d6 + d20) = − (d2y + ye − Yc) cθ3 − (d2x − xe +Xc) sθ3 (2.15)
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se obtiene una ecuación de la forma:

A3 cθ3 +B3 sθ3 = D3 (2.16)
donde:

A3 = − (d2y + ye − Yc)
B3 = − (d2x − xe +Xc)
D3 = − (d6 + d20)

Resolviendo la ecuación 2.16 se obtiene:

θ3 = arctan
(
B3

A3

)
− arc cos

 D3√
A2

3 +B2
3

 (2.17)

El desarrollo de la solución a la ecuación trascendental se encuentra en el apéndice C.

En la figura 2.12 se muestra la gráfica del comportamiento del ángulo θ3 según la
condición de movimiento y las trayectorias establecidas para el cuerpo y la extremidad del
robot.
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Figura 2.12: Ángulo θ3
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2.1.2. Solución del Ángulo θ18

De la misma forma en que se obtuvo el ángulo θ3 y utilizando el mismo lazo vectorial
se obtendrá el ángulo θ18. Tomando los elementos a14 = b14 y a34 = b34 de la ecuación 2.13
tenemos respectivamente:

d19 cθ18 + d15 c (θ21 + θ18) = −d4 − (d2x − xe +Xc) cθ3 + (d2y + ye − Yc) sθ3 (2.18)

− d19 sθ18 − d15 s (θ21 + θ18) = d16 − d2z + ze − Zc (2.19)

Como el ángulo θ3 ya se obtuvo, el lado derecho de ambas ecuaciones contiene sólo
valores conocidos. Renombrando:

d19 cθ18 + d15 c (θ21 + θ18) = α18 (2.20)

− d19 sθ18 − d15 s (θ21 + θ18) = β18 (2.21)
donde:

α18 = −d4 − (d2x − xe +Xc) cθ3 + (d2y + ye − Yc) sθ3

β18 = d16 − d2z + ze − Zc

Despejando c (θ21 + θ18) y s (θ21 + θ18) de las ecuaciones 2.20 y 2.21 respectivamente y
elevando al cuadrado ambas ecuaciones:

d2
15 c (θ21 + θ18)2 = (α18 − d19 cθ18)2 (2.22)

d2
15 s (θ21 + θ18)2 = (−β18 − d19 sθ18)2 (2.23)

Sumando las ecuaciones 2.22 y 2.23 y empleando la identidad trigonométrica sθ2+cθ2 =
1 se obtiene:

d2
15 = (α18 − d19 cθ18)2 + (−β18 − d19 sθ18)2 (2.24)

Despejando cθ18 y sθ18 de la ecuación 2.24 y simplificando:

A18 cθ18 +B18 sθ18 = D18 (2.25)
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donde:

A18 = −2d19 α18

B18 = 2d19 β18

D18 = − (−d2
15 + d2

19 + α2
18 + β2

18)

Resolviendo la ecuación 2.25 para el ángulo θ18 se tiene:

θ18 = arctan
(
B18

A18

)
+ arc cos

 D18√
A2

18 +B2
18

 (2.26)

En la figura 2.13 se muestra el comportamiento del ángulo θ18 según la condición de
movimiento y las trayectorias establecidas para el cuerpo y la extremidad del robot.
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Figura 2.13: Ángulo θ18
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2.1.3. Solución del Ángulo θ21

Para obtener el ángulo θ21 se utilizará el mismo lazo vectorial empleado para los ángulos
θ3 y θ18. Aplicando T−1

1 (d19) T−1
5 (θ18) T−1

4,17T−1
1 (d4) T−1

1,3T−1
0,1 en ambos lados de la ecuación

2.13 se tiene que:

T2 (d20) T5 (θ21) T1 (d15) = T−1
1 (d19) T−1

5 (θ18) T−1
4,17T−1

1 (d4) T−1
1,3T−1

0,1T0,15 (2.27)

Si se considera la forma matricial, la ecuación 2.27 se expresa:
f11 f12 f13 f14
f21 f22 f23 f24
f31 f32 f33 f34
0 0 0 1

 =


g11 g12 g13 g14
g21 g22 g23 g24
g31 g32 g33 g34
0 0 0 1


Se toman los elementos:

f14 = g14 (2.28)
f34 = g34 (2.29)

donde:

f14 = d15 cθ21

g14 = −d19 − (d4 + (d2x − xe +Xc) cθ3) cθ18 + (d2y + ye − Yc) cθ18 sθ3
+ (−d16 + d2z − ze + Zc) sθ18 + (−d16 + d2z − ze + Zc) sθ18

f34 = d15 sθ21

g34 = (d16 − d2z − ze + Zc) cθ18 − (d4 + (d2x − xe +Xc) cθ3 − (d2y + ye − Yc) sθ3) sθ18

Renombrando g14 = α21 y g34 = β21 , y sumando las ecuaciones 2.28 y 2.29 resulta:

A21 cθ21 +B21 sθ21 = D21 (2.30)

donde:

A21 = d15

B21 = d15

D21 = α21 − β21
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La solución a la ecuación 2.30 está dada por:

θ21 = arctan
(
B21

A21

)
+ arc cos

 D21√
A2

21 +B2
21

 (2.31)

En la figura 2.14 se muestra muestra el comportamiento del ángulo θ21 según la con-
dición de movimiento y las trayectorias establecidas para el cuerpo y la extremidad del
robot.
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Figura 2.14: Ángulo θ21
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2.1.4. Solución del Ángulo θ7

Par determinar el ángulo θ7 se emplearán los lazos vectoriales mostrados en la figura
2.15.

Figura 2.15: Lazos Vectoriales

Las transformaciones correspondientes a estos lazos vectoriales son:

T3 (d5) T2 (d6) T5 (θ7) T7,9 T9,12 T12,15 = T4,17 T17,21 (2.32)

Se aplica T−1
5 (θ7) T−1

2 (d6) T−1
3 (d5) en ambos lados de la ecuación 2.32, obteniendo:

T7,9 T9,12 T12,15 = T−1
5 (θ7) T−1

2 (d6) T−1
3 (d5) T4,17 T17,21 (2.33)

De forma matricial:
h11 h12 h13 h14
h21 h22 h23 h24
h31 h32 h33 h34
0 0 0 1

 =


k11 k12 k13 k14
k21 k22 k23 k24
k31 k32 k33 k34
0 0 0 1


Se toma h14 = k14 y h34 = k34 , esto es:

d8 cθ7 + d11 c (θ7 + θ10) + d4 c (θ7 + θ10 + θ13) = d19 cθ18 (2.34)

d8 sθ7 + d11 s (θ7 + θ10) + d4 s (θ7 + θ10 + θ13) = − (−d5 − d16 − d19 sθ18) (2.35)
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Y también h13 = k13 y h33 = k33:

s (θ7 + θ10 + θ13) = s (θ21 + θ18) (2.36)

c (θ7 + θ10 + θ13) = c (θ21 + θ18) (2.37)

Ahora sustituyendo las ecuaciones 2.36 y 2.37 en las ecuaciones 2.34 y 2.35 respectiva-
mente, resulta que:

d8 cθ7 + d11 c (θ7 + θ10) + d4 c (θ21 + θ18) = d19 cθ18 (2.38)

d8 sθ7 + d11 s (θ7 + θ10) + d4 s (θ21 + θ18) = − (−d5 − d16 − d19 sθ18) (2.39)

Despejando d11 c (θ7 + θ10) y d11 s (θ7 + θ10) de las ecuaciones 2.38 y 2.39, agrupando
términos conocidos y renombrando se tiene:

d11 c (θ7 + θ10) = α7 − d8 cθ7 (2.40)

d11 s (θ7 + θ10) = β7 − d8 sθ7 (2.41)

donde:

α7 = d19 cθ18 − d4 c (θ21 + θ18)

β7 = − (−d5 − d16 − d19 sθ18)− d4 s (θ21 + θ18)

Al elevar al cuadrado las ecuaciones 2.40 y 2.41, se obtiene:

d2
11 c (θ7 + θ10)2 = (α7 − d8 cθ7)2 (2.42)

d2
11 s (θ7 + θ10)2 = (β7 − d8 sθ7)2 (2.43)

Se suman las ecuaciones 2.42 y 2.43, y se simplifican utilizando la identidad trigono-
métrica sθ2 + cθ2 = 1:

d2
11 = (α7 − d8 cθ7)2 + (β7 − d8 sθ7)2 (2.44)
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Desarrollando la ecuación anterior y agrupando términos semejantes que contengan la
incógnita θ7:

A7 cθ7 +B7 sθ7 = D7 (2.45)
en donde:

A7 = 2d8 α7

B7 = 2d8 β7

D7 = d2
8 − d2

11 + α2
7 + β2

7

Por lo tanto:

θ7 = arctan
(
B7

A7

)
− arccos

 D7√
A2

7 +B2
7

 (2.46)

En la figura 2.16 se muestra el comportamiento del ángulo θ7 según la condición de
movimiento y las trayectorias establecidas para el cuerpo y la extremidad del robot.
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Figura 2.16: Ángulo θ7
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2.1.5. Solución del ángulo θ10

De igual manera que el ángulo θ7 y utilizando los mismos lazos vectoriales podemos re-
solver θ10. Para esto se toma la ecuación 2.32 y se aplica T−1

1 (d8) T−1
5 (θ7) T−1

2 (d6) T−1
3 (d5)

en ambos lados, lo que da como resultado:

T2 (d9) T9,12 T12,15 = T−1
1 (d8) T−1

5 (θ7) T−1
2 (d6) T−1

3 (d5) T4,17 T17,21 (2.47)

De manera matricial:
p11 p12 p13 p14
p21 p22 p23 p24
p31 p32 p33 p34
0 0 0 1

 =


q11 q12 q13 q14
q21 q22 q23 q24
q31 q32 q33 q34
0 0 0 1


Empleando los elementos p14 = q14 y p34 = q34 :

d11 cθ10 + d14 c (θ10 + θ13) = (d5 + d16) sθ7 + d19 c (θ7 − θ18)− d8 (2.48)

− d11 sθ10 − d14 s (θ10 + θ13) = − (d5 + d16) cθ7 + d19 s (θ7 − θ18) (2.49)

así como p13 = q13 y p33 = q33:

s (θ10 + θ13) = s (θ7 − θ21 − θ18) (2.50)

c (θ10 + θ13) = c (θ7 − θ21 − θ18) (2.51)

Sustituyendo las ecuaciones 2.50 y 2.51 en las ecuaciones 2.49 y 2.48 respectivamente:

d11 cθ10 + d14 c (θ7 − θ21 − θ18) = (d5 + d16) sθ7 + d19 c (θ7 − θ18)− d8 (2.52)

− d11 sθ10 − d14 s (θ7 − θ21 − θ18) = − (d5 + d16) cθ7 + d19 s (θ7 − θ18) (2.53)

Despejando términos que contengan θ10 de ambas ecuaciones:

d11 cθ10 = (d5 + d16) sθ7 + d19 c (θ7 − θ18)− d8 − d14 c (θ7 − θ21 − θ18) (2.54)

d11 sθ10 = (d5 + d16) cθ7 − d19 s (θ7 − θ18)− d14 s (θ7 − θ21 − θ18) (2.55)
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Dividiendo la ecuación 2.54 entre la 2.55:

cθ10

sθ10
=
A10

B10
(2.56)

donde:

A10 = (d5 + d16) sθ7 + d19 c (θ7 − θ18)− d8 − d14 c (θ7 − θ21 − θ18)
B10 = (d5 + d16) cθ7 − d19 s (θ7 − θ18)− d14 s (θ7 − θ21 − θ18)

Por lo que la solución para el ángulo θ10 es:

θ10 = arctan
(
B10

A10

)
(2.57)

En la figura 2.17 se muestra el comportamiento del ángulo θ10 según la condición de
movimiento y las trayectorias establecidas para el cuerpo y la extremidad del robot.
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Figura 2.17: Ángulo θ10
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2.1.6. Solución del ángulo θ13

Finalmente para obtener el ángulo θ13 se utilizan los mismos lazos vectoriales de la
figura 2.15. Debido a que los ángulos θ3, θ7, θ10, θ18 y θ21 son ya conocidos, se busca una
ecuación en la que la se encuentra incógnita . Para este fin se aplican las trasformaciones
T−1

1 (d11) T−1
5 (θ10) T−1

7,9T−1
5 (θ7) T−1

2 (d6) T−1
3 (d5) a la ecuación 2.32, esto es:

T3 (d5) T2 (d6) T5 (θ7) T7,9 T9,12 T12,15 = T4,17 T17,21 (2.58)

De forma matricial:


u11 u12 u13 u14
u21 u22 u23 u24
u31 u32 u33 u34
0 0 0 1

 =


v11 v12 v13 v14
v21 v22 v23 v24
v31 v32 v33 v34
0 0 0 1



Utilizando los elementos u14 = v14 y u34 = v34 :

d14 cθ13 = −d11 − d8 cθ10 + d19 c (θ7 + θ10 + θ18) + (d5 + d16) s (θ7 + θ10) (2.59)

− d14 sθ13 = −d8 sθ10 + d19 s (θ7 + θ10 + θ18)− (d5 + d16) c (θ7 + θ10) (2.60)

Dado que en el lado derecho de las ecuaciones 2.59 y 2.60 se encuentran sólo valores
conocidos, se dividen ambas ecuaciones, de lo cual se obtiene:

cθ13

sθ13
=
A13

B13
(2.61)

donde:

A13 = −d11 − d8 cθ10 + d19 c (θ7 + θ10 + θ18) + (d5 + d16) s (θ7 + θ10)

B13 = d8 sθ10 − d19 s (θ7 + θ10 + θ18) + (d5 + d16) c (θ7 + θ10)
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De la ecuación 2.61 tenemos que la solución para el ángulo θ13 es:

θ13 = arctan
(
B13

A13

)
(2.62)

En la figura 2.18 se muestra el comportamiento del ángulo θ13 según la condición de
movimiento y las trayectorias establecidas para el cuerpo y la extremidad del robot.
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Figura 2.18: Ángulo θ13
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2.2. Análisis de Velocidad

El problema cinemático inverso para la velocidad es:

Dada la velocidad del cuerpo
(
Ẋc, Ẏc, Żc

)
y de la extremidad (ẋe, ẏe, że), en-

contrar θ̇3, θ̇7, θ̇10, θ̇13, θ̇18, θ̇21, los cuales definen la velocidad de las juntas.

En el análisis de velocidad, se asume que la posición y la orientación de los cuerpos
son conocidos y que son resultado del análisis de posición. La velocidad de un punto o un
cuerpo rígido que experimenta movimiento, puede ser obtenida por la derivada respecto al
tiempo de la posición.

2.2.1. Velocidad Angular θ̇3

Para obtener θ̇3 se toma la ecuación 2.16 y se deriva con respecto al tiempo, obteniendo:

θ̇3 = ẋeV1 + ẊcV2 + ẎcV3 + ẏeV4 (2.63)

donde V1 y V2 se obtiene al agrupar todos los términos que contienen a ẋe y Ẋc res-
pectivamente, al derivar θ3 con respecto al tiempo. De igual manera V3 y V4, al agrupar
términos semejantes de Ẏc y ẏe.

En la figura 2.19 se muestra la gráfica correspondiente a la velocidad angular θ̇3 de la
extremidad del robot. Se puede observar el comportamiento de las fases del movimiento,
durante los primeros dos segundos comienza el traslado del cuerpo y de la extremidad a
lo largo de sus respectivas trayectorias definidas, mientras que después, se posiciona la
extremidad en el suelo y se continua el desplazamiento del cuerpo. Estas velocidades son
de esperarse, ya que se trata de la junta entre el cuerpo y el eslabón 1, la cual permite el
avance tanto del cuerpo como el de la extremidad.
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2.2. ANÁLISIS DE VELOCIDAD
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Figura 2.19: Velocidad angular θ̇3
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CAPÍTULO 2. ANÁLISIS CINEMÁTICO

2.2.2. Velocidad Angular θ̇18

Obteniendo el ángulo θ̇18 al derivar con respecto al tiempo la ecuación 2.25, resulta:

θ̇18 = ẋeV5 + ẏeV6 + żeV7 + ẊcV8 + ẎcV9 + ŻcV10 + θ̇3V11 (2.64)

donde V5, V6 y V7 se obtienen al agrupar términos que contienen a ẋe, ẏe y że respecti-
vamente, al derivar θ18 con respecto al tiempo. Así mismo V8, V9 y V10 al agrupar términos
de Ẋc, Ẏc y Żc . Finalmente V11 para términos de θ̇3.

En la figura 2.20 se presenta la gráfica correspondiente a la velocidad angular θ̇18 de la
extremidad del robot. Se puede apreciar claramente el momento en que que la extremidad
es posicionada en el suelo, ya que después de que ocurre esto la velocidad de este ángulo
se ve reducida en gran medida.
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Figura 2.20: Velocidad Angular θ̇18
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2.2. ANÁLISIS DE VELOCIDAD

2.2.3. Velocidad Angular θ̇21

Al tomar la ecuación 2.30 y derivarla con respecto al tiempo, se obtiene:

θ̇21 = (ẋeV12 + ẏeV13 + żeV14 + ẊcV15 + ẎcV16

+ ŻcV17 + θ̇3V18 + θ̇18V19)V20 (2.65)

donde V12, V13 y V14 se obtienen al agrupar términos que contienen ẋe, ẏe y że a res-
pectivamente, al derivar θ21 con respecto al tiempo. Así mismo V15, V16 y V17 al agrupar
términos de Ẋc, Ẏc y Żc, V18 y V19 para términos de θ̇3 y θ̇18. V20 se obtiene al factorizar
valores semejantes en todas las variables.

La gráfica de la velocidad angular θ̇21 de la extremidad es presentada en la figura 2.21.
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Figura 2.21: Velocidad Angular θ̇21
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CAPÍTULO 2. ANÁLISIS CINEMÁTICO

2.2.4. Velocidad Angular θ̇7

Tomando la ecuación 2.45 y derivando con respecto al tiempo se tiene:

θ̇7 = θ̇18V21 + θ̇21V22 (2.66)

donde V21 y V22 se obtienen al agrupar términos que contienen a θ̇18 y θ̇21 respectiva-
mente, al derivar θ7 con respecto al tiempo.

Se puede observar el comportamiento de la velocidad angular θ̇7 de la extremidad en
la figura 2.22.
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Figura 2.22: Velocidad Angular θ̇7
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2.2. ANÁLISIS DE VELOCIDAD

2.2.5. Velocidad Angular θ̇10

Tomando la ecuación 2.56 y derivando con respecto al tiempo se tiene:

θ̇10 =
(
θ̇18V23 + θ̇21V24 + θ̇7V25

)
V26 (2.67)

donde V23, V24 y V25 se obtienen al agrupar términos que contienen a θ̇18, θ̇21 y θ̇7
respectivamente, al derivar θ10 con respecto al tiempo. Para obtener V26 se factorizan los
valores semejantes en todas las variables.

En la figura 2.23 se aprecia la gráfica de la velocidad angular θ̇10 de la extremidad.
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Figura 2.23: Velocidad Angular θ̇10
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CAPÍTULO 2. ANÁLISIS CINEMÁTICO

2.2.6. Velocidad Angular θ̇13

Tomando la ecuación 2.61 y derivando con respecto al tiempo se tiene:

θ̇13 =
(
θ̇18V27 + θ̇10V28 + θ̇7V29

)
V30 (2.68)

dondeV27, V28 y V29 se obtienen al agrupar términos que contienen a θ̇18, θ̇10 y θ̇7 res-
pectivamente, al derivar θ13 con respecto al tiempo. Al factorizar los términos semejantes
en todas las variables se obtiene V30.

En la figura 2.24 se muestra la gráfica correspondiente a la velocidad angular θ̇13 de la
extremidad.
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Figura 2.24: Velocidad Angular θ̇13
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2.3. ANÁLISIS DE ACELERACIÓN

2.3. Análisis de Aceleración

El problema cinemático inverso para la aceleración es:

Dada la aceleración del cuerpo
(
Ẍc, Ÿc, Z̈c

)
y de la extremidad (ẍe, ÿe, z̈e),

encontrar θ̈3, θ̈7, θ̈10, θ̈13, θ̈18 y θ̈21, los cuales definen la aceleración de las juntas.

En el análisis de aceleración, se asume que la posición, orientación, y velocidad de
los cuerpos son conocidos y que son resultado del análisis de posición y de velocidad.
La aceleración de un punto o un cuerpo rígido que experimenta movimiento, puede ser
obtenida por la derivada respecto al tiempo de la velocidad.

2.3.1. Aceleración Angular θ̈3

Tomando la ecuación 2.63 y derivando respecto al tiempo:

θ̈3 = ẍeV1 + ẌcV2 + ŸcV3 + ÿeV4 +K1 (2.69)
donde:

K1 = ẋeV̇1 + ẊcV̇2 + ẎcV̇3 + ẏeV̇4

La gráfica correspondiente a la aceleración angular θ̈3 de la extremidad del robot se pre-
senta en la figura 2.25. En esta se observa el cambio del comportamiento, correspondiente
al traslado y al posicionamiento de la extremidad, y al movimiento del cuerpo.
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Figura 2.25: Aceleración Angular θ̈3
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2.3. ANÁLISIS DE ACELERACIÓN

2.3.2. Aceleración Angular θ̈18

Tomando la ecuación 2.64 y derivando respecto al tiempo:

θ̈18 = ẍeV5 + ÿeV6 + z̈eV7 + ẌcV8 + ŸeV9 + Z̈cV10 + θ̈3V11 +K2 (2.70)

donde:

K2 = ẋeV̇5 + ẏeV̇6 + żeV̇7 + ẊcV̇8 + ẎcV̇9 + ŻcV̇10 + θ̇3V̇11

En la figura 2.26 está mostrada la gráfica de la aceleración angular θ̈18 de la extre-
midad del robot. De igual manera se aprecia un cambio considerable en la aceleración,
correspondiente a los movimientos de la extremidad.
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Figura 2.26: Aceleración Angular θ̈18
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2.3.3. Aceleración Angular θ̈21

Tomando la ecuación 2.65 y derivando respecto al tiempo:

θ̈21 =
(
ẍeV12 + ÿeV13 + z̈eV14 + ẌcV15 + ŸcV16 + Z̈cV17 + θ̈3V18 + θ̈18V19

)
V20 +K3 (2.71)

donde:

K3 =
(
ẋeV̇12 + ẏeV̇13 + żeV̇14 + ẊcV̇15 + ẎcV̇16 + ŻcV̇17 + θ̇3V̇18 + θ̇18V̇19

)
V20

+
(
ẋeV12 + ẏeV13 + żeV14 + ẊcV15 + ẎcV16 + ŻcV17 + θ̇3V18 + θ̇18V19

)
V̇20

La aceleración angular θ̈21 de la extremidad del robot es mostrada en la figura 2.27.
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Figura 2.27: Aceleración Angular θ̈21
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2.3. ANÁLISIS DE ACELERACIÓN

2.3.4. Aceleración Angular θ̈7

Tomando la ecuación 2.66 y derivando respecto al tiempo:

θ̈7 = θ̈18V21 + θ̈21V22 +K4 (2.72)

donde:

K4 = θ̇18V̇21 + θ̇21V̇22

La figura 2.28 muestra la gráfica de la aceleración angular θ̈7 de la extremidad del robot.
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Figura 2.28: Aceleración Angular θ̈7
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CAPÍTULO 2. ANÁLISIS CINEMÁTICO

2.3.5. Aceleración Angular θ̈10

Tomando la ecuación 2.67 y derivando respecto al tiempo:

θ̈10 =
(
θ̈18V23 + θ̈21V24 + θ̈7V25

)
V26 +K5 (2.73)

donde:

K5 =
(
θ̇18V̇23 + θ̇21V̇24 + θ̇7V̇25

)
V26 +

(
θ̇18V23 + θ̇21V24 + θ̇7V25

)
V̇26

La gráfica de la aceleración angular θ̈10 de la extremidad del robot se presenta en la
figura 2.29.
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Figura 2.29: Aceleración Angular θ̈10
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2.3. ANÁLISIS DE ACELERACIÓN

2.3.6. Aceleración Angular θ̈13

Tomando la ecuación 2.68 y derivando respecto al tiempo:

θ̈13 =
(
θ̈18V27 + θ̈10V28 + θ̈7V29

)
V30 +K6 (2.74)

donde:

K6 =
(
θ̇18V̇27 + θ̇10V̇28 + θ̇7V̇29

)
V30 +

(
θ̇18V27 + θ̇10V28 + θ̇7V29

)
V̇30

En la figura 2.30 se aprecia la gráfica correspondiente a la aceleración angular θ̈13 de la
extremidad del robot.
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Figura 2.30: Aceleración Angular θ̈13
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Capítulo 3

Análisis Dinámico

En este capítulo se presenta la formulación Newton-Euler para el análisis dinámico de
la extremidad de un RMCD. La formulación de Newton-Euler incorpora todas las fuerzas
aplicadas sobre los eslabones, por lo tanto, las ecuaciones dinámicas resultantes incluyen
todas las fuerzas de restricción entre dos eslabones adyacentes. Estas fuerzas de restricción
son útiles para el diseño de los eslabones y rodamientos.

El método consiste en el cálculo adelantado de las velocidades y aceleraciones de cada
eslabón, seguido por el cálculo reiterativo de las fuerzas y momentos de cada junta. Para
el desarrollo de este análisis se emplean matrices de rotación básicas que nos permiten
representar la rotación de un cuerpo en el espacio. Ya que la rotación es un giro en el
espacio de tres grados de libertad, un conjunto de tres parámetros independientes son
suficientes para describir la orientación de un cuerpo en el espacio [86].

Las siguientes matrices representan la rotación alrededor de los ejes x̂, ŷ y ẑ respecti-
vamente:

R4 (θx) =

1 0 0
0 cθx −sθx

0 sθx cθx

 (3.1a)

R5 (θy) =

 cθy 0 sθy

0 1 0
−sθy 0 cθy

 (3.1b)

R6 (θz) =

cθz −sθz 0
sθz cθz 0
0 0 1

 (3.1c)
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De igual manera se definen las matrices antisimétricas que representan las traslaciones
para los ejes x̂, ŷ y ẑ:

S1 (x) =

 0 0 0
0 0 −x
0 x 0

 (3.2a)

S2 (y) =

 0 0 y
0 0 0
−y 0 0

 (3.2b)

S3 (z) =

 0 −z 0
z 0 0
0 0 0

 (3.2c)

El problema general en el análisis dinámico, es la determinación de los efectos de las
fuerzas externas que aseguran el movimiento requerido para ciertos cuerpos, la determina-
ción del movimiento de los cuerpos restantes y finalmente el cálculo de las reacciones en
todos los pares cinemáticos.

Figura 3.1: Momento de una fuerza
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Una fuerza actuando sobre un cuerpo rígido tiene la misma característica que un vector
sujeto a una línea. Este es un vector de línea cuyos efectos pueden ser expresados en
cualquier punto, sustituyéndolo por un vector fuerza F, y una vector acoplado M = r× F,
donde r es el vector radio y determina la posición del punto actual P de la fuerza sobre la
línea de acción con respecto al punto escogido O (Fig. 3.1). Se expresarán los efectos de
esta sustitución de acuerdo a la siguiente definición [87]:

F0 =
[

F , M
]

= [Fx, Fy, Fz, Mx, My, Mz] (3.3)

Para ensamblar las ecuaciones básicas se utilizan diagramas de cuerpo libre. Existen
fuerzas de tres tipos actuando sobre un cuerpo libre j: fuerzas activas o aplicadas, fuerzas
de reacción y fuerzas de inercia. Se denotarán estas fuerzas con el símbolo F con los
superíndices A, R e I respectivamente. Los efectos de todas estas fuerzas deben estar en
balance, de acuerdo al principio de d’Alembert. Para poder comparar estas fuerzas, estas
deben estar expresadas en el mismo sistemas de referencia de coordenadas. Esto puede ser
en un marco de referencia fijo. Sin embargo las ecuaciones también pueden ser definidas
en un sistema de referencia local. Se toma el sistema de cuerpos en la figura 3.2 para
ejemplificar estas definiciones.

Figura 3.2: Sistema de dos cuerpos
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Es posible separar los cuerpos y hacer diagramas de cuerpo libre, montando sistemas
de referencia en los ejes de revolución como se muestra en la figura 3.3.

Figura 3.3: Fuerzas y momentos ejercidos en los eslabones

Las ecuaciones de equilibrio dinámico se definen como:

∑
F = m aG (3.4a)

∑
M = Mg + r×m aG (3.4b)
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donde m aG y Mg son las fuerzas y momentos inerciales respectivamente definidos en
la base inercial (x0, y0, z0).

Figura 3.4: Fuerzas y momentos definidos en la base (x1, y1, z1)

Aplicando las ecuaciones de equilibrio dinámico al cuerpo 1 y definiéndolas en la base
local (x1, y1, z1) (Fig. 3.4), se tiene:

fa + f1 + R1,2 (−f2) + R1,0 w1 = R1,0 (m aG1) (3.5a)

τ a + m1 + R1,2 (−m2) + r2 ×R1,2 (−f2) + rG1 ×R1,0 w1 =
R1,0 MG1 + rG1 ×R1,0 (m aG1) (3.5b)
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donde:

fa = [0, 0, fa]T

f1 = [f1x, f1y, f1z]T

f2 = [f2x, f2y, f2z]T

w1 = [0, 0, m1 g]T

aG1 = [aG1x, aG1y, aG1z]T

τ a = [0, 0, τa]T

m1 = [M1x, M1y, 0]T

m2 = [M1x, M1y, 0]T

MG1 = [MG1x, MG1y, MG1z]T

Los vectores fa, f1, τ a y m1 están definidos en la base (x1, y1, z1). Los vectores f2 y m2
están definidos en la base (x2, y2, z2). Los vectores w1, aG1 y MG1 están definidos en
la base (x0, y0, z0).

Por otro lado, se tiene que R1,0 y R1,2 son matrices de transformación, para desplazarse
de la base (x0, y0, z0) a la base (x1, y1, z1) y de la base (x2, y2, z2) a la base (x1, y1, z1)
respectivamente. Los vectores que no son transformados, ya están definidos en la base
(x1, y1, z1). Se emplean matrices antisimétricas para definir el producto cruz, esto es S =
r×, por lo tanto las ecuaciones 3.5a y 3.5b se reescriben como:

fa + f1 + R1,2 (−f2) + R1,0 w1 = R1,0 (m aG1) (3.6a)

τ a +m1 +R1,2 (−m2)+S2 R1,2 (−f2)+SG1 R1,0 w1 = R1,0 MG1 +SG1 R1,0 (m aG1) (3.6b)
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Ahora se agrupan las ecuaciones en un arreglo matricial:

[
fa

τ a

]
+
[

f1
m1

]
−
[

R1,2 0
S2R1,2 R1,2

] [
f2
m2

]
+
[

R1,0 0
SG1R1,0 R1,0

] [
w1
0

]
=[

R1,0 0
SG1R1,0 R1,0

] [
m1 aG1
MG1

]
(3.7)

Renombrando:

Fa + F1 −Q1,2 F2 + Q1,0 W1 = Q1,0 FG1 (3.8)

donde:

Fa = [fa, τ a]T = [0, 0, Fa, 0, 0, τa]T

F1 = [f1, m1]T = [F1x, F1y, 0, M1x, M1y, 0]T

F2 = [f2, m2]T = [F2x, F2y, F2z, M1x, M1y, 0]T

W1 = [w1, 0]T = [0, 0, −mG1 g, 0, 0, 0]T

FG1 = [f1, m1]T = [aG1x, aG1y, aG1z, MG1x, MG1y, MG1z]T

Q1,0 =
[

R1,0 0
SG1R1,0 R1,0

]

Q1,2 =
[

R1,2 0
S2R1,2 R1,2

]

Agrupando en fuerzas aplicadas, restrictivas e inerciales se tiene:

FA + FR + FI = 0 (3.9)

donde:

FA = Fa + Q1,0W1

FR = F1 −Q1,2F2

FI = Q1,0FG1
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Estas ecuaciones se definen como:

FA: Torsor de fuerzas y momentos aplicados al cuerpo.
FR: Torsor de fuerzas y momentos de reacción del cuerpo.
FI : Torsor de fuerzas y momentos inerciales.
Qi,j: Matriz de transformación de torsores de la base i a la base j.

Para un análisis estático se tiene que:

FI = 0

La ecuación 3.9 representa las ecuaciones de equilibrio dinámico mediante el uso de
torsores de fuerzas. Un torsor de fuerza es un vector de 6 componentes, los primeros tres
componentes son fuerzas asociadas a la traslación del cuerpo y los segundos tres compo-
nentes son torques o momentos asociados al giro del cuerpo. Una expresión similar puede
ser obtenida para el cuerpo 2.
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3.1. ANÁLISIS DINÁMICO DE LA EXTREMIDAD

3.1. Análisis Dinámico de la Extremidad

Para poder realizar el análisis dinámico de la extremidad se definen los cuerpos mos-
trados en la figura 3.5.

Figura 3.5: Cuerpos que integran la extremidad
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3.1.1. Análisis del Cuerpo 1

En la figura 3.6 se muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) para el cuerpo 1.

Figura 3.6: DCL para el cuerpo 1

Tomando la suma de las fuerzas que actúan en el cuerpo 1 (c1) respecto al sistema de
referencia (x1, y1, z1), se deduce:

FA
c1 + FR

c1 + FI
c1 = 0 (3.10)

donde:

FA
c1 = Q1,0 W1 −Q1,3 T1

FR
c1 = −Q1,3 F1,2

FI
c1 = [FG1, MG1]2

Se define:

FG1 = −m1 aG1

MG1 = − (IG1A1,0 + Ω1,0 × (IG1Ω1,0))
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3.1. ANÁLISIS DINÁMICO DE LA EXTREMIDAD

IG1 es la matriz de inercias medidas en el centro de gravedad del cuerpo 1 y está definida
como:

IG1 =

I1xx I1xy I1xz

I1yx I1yy I1yz

I1zx I1zy I1zz



También se tiene:

T1 = [0, 0, 0, 0, 0, τ1]T

F1,2 = [F1,2x, F1,2y, F1,2z, M1,2x, M1,2y, 0]T

W1 = [0, 0, −mG1 g, 0, 0, 0]T

Definiendo nuevamente:

Qi,j =
[

Ri,j 0
Si,jRi,j Ri,j

]

donde i es la base local en la que se está midiendo y j la base donde están aplicados
los torsores.

Entonces:

Q1,0 =
[

R1,0 0
S1,0R1,0 R1,0

]

Q1,3 =
[

R1,3 0
S1,3R1,3 R1,3

]

Tomando las matrices antisimétricas y de rotación antes definidas se tiene que:

R1,0 = R6 (0)

R1,3 = R6 (θ3)

S1,0 = S1 (0) + S2 (0) + S3 (0)

S1,3 = S1 (d2x) + S2 (d2y) + S3 (d2z)
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3.1.1.1. Velocidad y Aceleración Angular

Debido a la trayectoria que se ha definido (Apéndice B), el cuerpo 1 describe una línea
recta y no realiza cambios en su orientación a lo largo del movimiento, por lo tanto se tiene
que:

Ω1,0 = 0 A1,0 = 0

3.1.1.2. Aceleración del Centro de Gravedad

Figura 3.7: Centro de gravedad del cuerpo 1

Definiendo el vector RG1 de manera inercial, esto es, medido desde el sistema de refe-
rencia (x0, y0, z0). De la figura 3.7 se tiene que:

RG1 = R1 (3.11)

donde: R1 = [Xc, Yc, Zc]T
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Derivando respecto al tiempo RG1, se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

VG1 = V1 (3.12)

V1 =
[
Ẋc, Ẏc, Żc

]T
Ahora para encontrar la aceleración del centro de gravedad del cuerpo 1, se deriva

respecto al tiempo la ecuación 3.12.

AG1 = A1 (3.13)

A1 =
[
Ẍc, Ÿc, Z̈c

]T
AG1 se encuentra definido en la base local (x0, y0, z0), sin embargo, las ecuaciones para

el cuerpo 1 han sido definidas en la base (x1, y1, z1), pero debido a que no existen rotaciones
entre estas dos bases, resulta que:

aG1 = AG1

Siendo aG1 la aceleración del centro de gravedad del cuerpo 1 definido en la base
(x1, y1, z1). El comportamiento de aG1 se observa en la figura 3.8.
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3.1.2. Análisis del Cuerpo 2

Figura 3.9: DCL para el cuerpo 2

Realizando la suma de las fuerzas en el cuerpo 2 respecto al sistema de referencia
(x3, y3, z3), se tiene:

FA
c2 + FR

c2 + FI
c2 = 0 (3.14)

donde:

FA
c2 = T1 + Q3,7 T2 + Q3,18 T3 + Q3,0 W2

FR
c2 = F1,2 −Q3,7 F2,3 −Q3,18 F2,6

FI
c2 = [FG2, MG2]T

Definiendo:

FG2 = −m2 aG2

MG2 = − (IG2A3,0 + Ω3,0 × (IG2Ω3,0) + SG2 (m2 aG2))
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Medida desde el centro de gravedad del cuerpo 2, IG2 es la matriz de inercias y se define:

IG2 =

I2xx I2xy I2xz

I2yx I2yy I2yz

I2zx I2zy I2zz



El vector que representa el brazo de palanca medido desde el sistema local (x3, y3, z3)
al centro de gravedad del cuerpo 2. Es expresado en términos de la matriz antisimétrica
SG2, cuyos términos son el vector del centro de gravedad rG2 = (xG2, yG2, zG2).

SG2 =

 0 −zG2 yG2
zG2 0 −xG2
−yG2 xG2 0



También se tiene:

T2 = [0, 0, 0, 0, 0, τ2]T

T3 = [0, 0, 0, 0, 0, τ3]T

F2,3 = [F2,3x, F2,3y, F2,3z, M2,3x, 0, M2,3z]T

F2,6 = [F2,6x, F2,6y, F2,6z, M2,6x, 0, M2,6z]T

W2 = [0, 0, −mG2 g, 0, 0, 0]T

De igual manera se tiene que:

Q3,0 =
[

R3,0 0
S3,0R3,0 R3,0

]

Q3,7 =
[

R3,7 0
S3,7R3,7 R3,7

]

Q3,18 =
[

R3,18 0
S3,18R3,18 R3,18

]
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donde:

R3,0 = R6 (−θ3)

R3,7 = R5 (θ7)

R3,18 = R5 (θ18)

S3,0 = SG2

S3,7 = S1 (d4) + S2 (d6) + S3 (d5)

S3,18 = S1 (d4) + S2 (d17) + S3 (−d16)

3.1.2.1. Velocidad y Aceleración Angular

La velocidad angular asociada al cuerpo 2 medida desde el marco de referencia inercial
es:

Ω0,3 = ω3 (3.15)

donde:

ω3 =
[
0, 0, θ̇3

]T

Se necesita la ecuación 3.15 medida desde la base (x3, y3, z3), pero debido a que no
existen rotaciones entre las bases, resulta que:

Ω3,0 = Ω0,3 (3.16)

Ahora para obtener la aceleración angular, se toma la ecuación 3.15 y se deriva con
respecto al tiempo, quedando:

A0,3 = α3 (3.17)

donde:

α3 =
[
0, 0, θ̈3

]T
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De la misma forma que para la velocidad, se lleva al sistema de referencia (x3, y3, z3),
obteniendo:

A3,0 = A0,3 (3.18)

Las gráficas de Ω3,0 y A3,0 se muestran en las figuras 3.10 y 3.11.
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3.1.2.2. Aceleración del Centro de Gravedad

Figura 3.12: Centro de gravedad del cuerpo 2

Definiendo inercialmente el vector RG2, como se muestra en la figura 3.12, se aprecia
que:

RG2 = R1 + R3 + R′G2 (3.19)

donde:

R3 = [d2x, d2y, d2z]T

R′G2 = R6 (θ3) r′G2 , con: r′G2 = [xG2, yG2, zG2]T

Para obtener la velocidad del centro de gravedad se deriva con respecto al tiempo la
ecuación 3.19, esto es:

VG2 = V1 + V3 + V′G2 (3.20)
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donde:

V3 = 0

V′G2 = Ω0,3 ×R′G2

Y finalmente para obtener la aceleración del centro de gravedad del cuerpo 2, se deriva
la ecuación 3.20:

AG2 = A1 + A′G2 = A1 +A0,3 ×R′G2 + Ω0,3 ×V′G2 (3.21)

AG2 se encuentra definido en la base local (x0, y0, z0), sin embargo, las ecuaciones para
el cuerpo 2 han sido definidas en la base (x3, y3, z3), por lo que la aceleración debe ser
transformada a esta base, lo que resulta:

aG2 = R3,0AG2

El comportamiento de aG2 se observa en la figura 3.13.
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3.1.3. Análisis del Cuerpo 3

Figura 3.14: DCL para el cuerpo 3

Para el cuerpo 3 se realiza también suma de fuerzas respecto al sistema de referencia
(x7, y7, z7), esto es:

FA
c3 + FR

c3 + FI
c3 = 0 (3.22)

donde:

FA
c3 = −T2 + Q7,0 W3

FR
c3 = F2,3 −Q7,10 F3,4

FI
c3 = [FG3, MG3]T

Se define:

FG3 = −m3 aG3

MG3 = − (IG3A7,0 + Ω7,0 × (IG3Ω7,0) + SG3 (m3 aG3))
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La matriz de inercias medida desde el centro de gravedad del cuerpo 3 se define como:

IG3 =

I3xx I3xy I3xz

I3yx I3yy I3yz

I3zx I3zy I3zz



La matriz antisimétrica SG3 representa el brazo de palanca medido desde el sistema local
(x7, y7, z7) al centro de gravedad del cuerpo 3 en términos del vector rG3 = (xG3, yG3, zG3).

SG3 =

 0 −zG3 yG3
zG3 0 −xG3
−yG3 xG3 0



También se tiene:

F3,4 = [F3,4x, F3,4y, F3,4z, M3,4x, 0, M3,4z]T

W3 = [0, 0, −mG3 g, 0, 0, 0]T

Las matrices homogéneas utilizadas para trasladar W3 y F3,4 al sistema de referencia
en el cual se han planteado las ecuaciones del cuerpo 3, son respectivamente:

Q7,0 =
[

R7,0 0
S7,0R7,0 R7,0

]

Q7,10 =
[

R7,10 0
S7,10R7,10 R7,10

]

donde las matrices de rotación son:

R7,0 = R5 (−θ7) R6 (−θ3)

R7,10 = R5 (θ10)
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y las matrices antisimétricas:

S7,0 = SG3

S7,10 = S1 (d8) + S2 (d9)

3.1.3.1. Velocidad y Aceleración Angular

La velocidad angular asociada al cuerpo 3 medida desde el marco de referencia inercial
es:

Ω0,7 = ω3 + ω0,7 (3.23)
donde:

ω0,7 = R6 (θ3)ω7 , ω7 =
[
0, 0, θ̇7

]T

Ahora definiendo la ecuación 3.23 en la base (x7, y7, z7):

Ω7,0 = R7,0Ω0,7 (3.24)

Para obtener la aceleración angular del cuerpo 3 se toma la ecuación 3.23 y se deriva
con respecto al tiempo, obteniendo:

A0,7 = α3 +α0,7 + ω3 × ω0,7 (3.25)

donde:

α0,7 = R6 (θ3)α7, α7 =
[
0, 0, θ̈7

]T

De la misma forma que para la velocidad, se lleva al sistema de referencia (x7, y7, z7),
obteniendo:

A7,0 = R7,0A0,7 (3.26)
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Las gráficas de Ω7,0 y A7,0 se muestran en las figuras 3.15 y 3.16.
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3.1.3.2. Aceleración del Centro de Gravedad

Figura 3.17: Centro de gravedad del cuerpo 3 (El CG fue desplazado para una mejor visualiza-
ción)

En la figura 3.17 se muestra el vector RG3, el cual se define desde el sistema de referencia
(x0, y0, z0):

RG3 = R1 + R3 + R7 + R′G3 (3.27)

donde:

R7 = R6 (θ3) r7 , con: r7 = [d4, d6, d5]T

R′G3 = R6 (θ3) R5 (θ7) r′G3 , con: r′G3 = [xG3, yG3, zG3]T

Para obtener la velocidad del centro de gravedad se deriva con respecto al tiempo la
ecuación 3.27:

VG3 = V1 + V3 + V7 + V′G3 (3.28)
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donde:

V7 = Ω0,3 ×R7 , V′G3 = Ω0,7 ×R′G3

Se obtiene la aceleración del centro de gravedad del cuerpo 3, derivando la ecuación
3.28:

AG3 = A1 + A7 + A′G3 (3.29)

donde:

A7 = A0,3 ×R7 + Ω0,3 ×V7

A′G3 = A0,7 ×R′G3 + Ω0,7 ×V′G3

AG3 se encuentra definido en la base local (x0, y0, z0), sin embargo, las ecuaciones para
el cuerpo 3 han sido definidas en la base (x7, y7, z7), por lo que la aceleración debe ser
transformada a esta base, lo que resulta:

aG3 = R7,0AG3

El comportamiento de aG3 se observa en la figura 3.18.
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3.1.4. Análisis del Cuerpo 4

Figura 3.19: DCL para el cuerpo 4

Para el cuerpo 4 se realiza también suma de fuerzas respecto al sistema de referencia
(x10, y10, z10), esto es:

FA
c4 + FR

c4 + FI
c4 = 0 (3.30)

donde:

FA
c4 = Q10,0 W4

FR
c4 = F3,4 −Q10,13 F4,5

FI
c4 = [FG4, MG4]T

Se define:

FG4 = −m4 aG4

MG4 = − (IG4A10,0 + Ω10,0 × (IG4Ω10,0) + SG4 (m4 aG4))
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La matriz de inercias medida desde el centro de gravedad del cuerpo 4 es:

IG4 =

I4xx I4xy I4xz

I4yx I4yy I4yz

I4zx I4zy I4zz



La matriz antisimétrica SG4 medida desde el sistema local (x10, y10, z10) representa
el brazo de palanca al centro de gravedad del cuerpo 4 en términos del vector rG4 =
(xG4, yG4, zG4).

SG4 =

 0 −zG4 yG4
zG4 0 −xG4
−yG4 xG4 0



También se tiene:

F4,5 = [F4,5x, F4,5y, F4,5z, M4,5x, 0, M4,5z]T

W4 = [0, 0, −mG4 g, 0, 0, 0]T

Las matrices homogéneas utilizadas para trasladar W4 y F4,5 al sistema de referencia
en el cual se han planteado las ecuaciones del cuerpo 4, son respectivamente:

Q10,0 =
[

R10,0 0
S10,0R10,0 R10,0

]

Q10,13 =
[

R10,13 0
S10,13R10,13 R10,13

]

donde las matrices de rotación son:

R10,0 = R5 (−θ10) R5 (−θ7) R6 (−θ3)

R10,13 = R5 (θ13)
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y las matrices antisimétricas:

S10,0 = SG4

S10,13 = S1 (d11) + S2 (d12)

3.1.4.1. Velocidad y Aceleración Angular

La velocidad angular asociada al cuerpo 4 medida desde el marco de referencia inercial
es:

Ω0,10 = ω3 + ω0,7 + ω0,10 (3.31)

donde:

ω0,10 = R6 (θ3) R5 (θ7)ω10 , ω10 =
[
0, 0, θ̇10′

]T

Ahora definiendo la ecuación 3.31 en la base (x10, y10, z10):

Ω10,0 = R10,0Ω0,10 (3.32)

Para obtener la aceleración angular del cuerpo 4 se toma la ecuación 3.31 y se deriva
con respecto al tiempo, obteniendo:

A0,10 = α3 +α0,7 + ω3 × ω0,7 +α0,10 + (ω3 + ω0,7)× ω0,10 (3.33)

donde:

α0,10 = R6 (θ3) R5 (θ7)α10, α10 =
[
0, 0, θ̈10

]T

De la misma forma que para la velocidad, se lleva al sistema de referencia (x10, y10, z10),
obteniendo:

A10,0 = R10,0A0,10 (3.34)
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Las gráficas de Ω10,0 y A10,0 se muestran en las figuras 3.20 y 3.21.
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3.1.4.2. Aceleración del Centro de Gravedad

Figura 3.22: Centro de gravedad del cuerpo 4 (El CG fue desplazado para una mejor visualiza-
ción)

En la figura 3.22 se muestra el vector RG4, el cual se define desde el sistema de referencia
(x0, y0, z0):

RG4 = R1 + R3 + R7 + R10 + R′G4 (3.35)

donde:

R10 = R6 (θ3) R6 (θ7) r10 , con: r10 = [d8, d9, 0]T

R′G4 = R6 (θ3) R5 (θ7) R5 (θ10) r′G4 , con: r′G4 = [xG4, yG4, zG4]T

Para obtener la velocidad del centro de gravedad se deriva con respecto al tiempo la
ecuación 3.35:

VG4 = V1 + V3 + V7 + V10 + V′G4 (3.36)

94



3.1. ANÁLISIS DINÁMICO DE LA EXTREMIDAD

donde:

V10 = Ω0,7 ×R10

V′G4 = Ω0,10 ×R′G4

Se obtiene la aceleración del centro de gravedad del cuerpo 4, derivando la ecuación
3.36:

AG4 = A1 + A7 + A10 + A′G4 (3.37)
donde:

A10 = A0,7 ×R10 + Ω0,7 ×V10

A′G4 = A0,10 ×R′G4 + Ω0,10 ×V′G4

AG4 se encuentra definido en la base local (x0, y0, z0), sin embargo, las ecuaciones para
el cuerpo 4 han sido definidas en la base (x10, y10, z10), por lo que la aceleración debe ser
transformada a esta base, lo que resulta:

aG4 = R10,0AG4

El comportamiento de aG4 se observa en la figura 3.23.
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3.1.5. Análisis del Cuerpo 5

Figura 3.24: DCL para el cuerpo 5

De la figura 3.24 se tiene que la suma de fuerzas respecto al sistema de referencia
(x13, y13, z13) para el cuerpo 5 es:

FA
c5 + FR

c5 + FI
c5 = 0 (3.38)

donde:

FA
c5 = Q13,0 W5

FR
c5 = F4,5 + Q13,14 F5,6 + Q13,15 F0,5

FI
c5 = [FG5, MG5]T

Se define:

FG5 = −m5 aG5

MG5 = − (IG5A13,0 + Ω13,0 × (IG5Ω13,0) + SG5 (m5 aG5))
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La matriz de inercias medida desde el centro de gravedad del cuerpo 5 es:

IG5 =

I5xx I5xy I5xz

I5yx I5yy I5yz

I5zx I5zy I5zz



La matriz antisimétrica SG5 medida desde el sistema local (x13, y13, z13) representa
el brazo de palanca al centro de gravedad del cuerpo 5 en términos del vector rG5 =
(xG5, yG5, zG5).

SG5 =

 0 −zG5 yG5
zG5 0 −xG5
−yG5 xG5 0



También se tiene:

F5,6 = [F5,6x, F5,6y, F5,6z, M5,6x, 0, M5,6z]T

F0,5 = [F0,5x, F0,5y, F0,5z, 0, 0, 0]T

W5 = [0, 0, −mG5 g, 0, 0, 0]T

Las matrices homogéneas utilizadas para trasladar W5, F5,6 y F0,5 al sistema de refe-
rencia en el que se definieron las ecuaciones para el cuerpo 5, son respectivamente:

Q13,0 =
[

R13,0 0
S13,0R13,0 R13,0

]

Q13,14 =
[

1 0
S13,14 1

]

Q13,15 =
[

1 0
S13,15 1

]

donde las matrices antisimétricas son:

S13,0 = SG5

S10,14 = S1 (d14)

S10,15 = S1 (d15)
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y la matriz de rotación contenida en Q13,0 es:

R13,0 = R5 (−θ13) R5 (−θ10) R5 (−θ7) R6 (−θ3)

3.1.5.1. Velocidad y Aceleración Angular

La velocidad angular asociada al cuerpo 5 medida desde el marco de referencia inercial
es:

Ω0,13 = ω3 + ω0,7 + ω0,10 + ω0,13 (3.39)

donde:

ω0,13 = R6 (θ3) R5 (θ7) R5 (θ10)ω13 , ω13 =
[
0, 0, θ̇13′

]T
Ahora definiendo la ecuación 3.39 en la base (x13, y13, z13):

Ω13,0 = R13,0Ω0,13 (3.40)

Para obtener la aceleración angular del cuerpo 5 se toma la ecuación 3.39 y se deriva
con respecto al tiempo, obteniendo:

A0,13 = α3 +α0,7 + ω3 × ω0,7 +α0,10 + (ω3 + ω0,7)× ω0,10

+α0,13 + (ω3 + ω0,7 + ω0,10)× ω0,13 (3.41)

donde:

α0,13 = R6 (θ3) R5 (θ7) R5 (θ10)α13, α13 =
[
0, 0, θ̈13

]T
De la misma forma que para la velocidad, se lleva al sistema de referencia (x13, y13, z13),

obteniendo:

A13,0 = R13,0A0,13 (3.42)
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Las gráficas de Ω13,0 y A13,0 se muestran en las figuras 3.25 y 3.26.
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3.1.5.2. Aceleración del Centro de Gravedad

Figura 3.27: Centro de gravedad del cuerpo 5 (El CG fue desplazado para una mejor visualiza-
ción)

Se define el vector RG5 desde el sistema de referencia (x0, y0, z0) (Figura 3.27):

RG5 = R1 + R3 + R7 + R10 + R13 + R′G5 (3.43)

donde:

R13 = R6 (θ3) R5 (θ7) R5 (θ10) r13 , con: r13 = [d11, d12, 0]T

R′G5 = R6 (θ3) R5 (θ7) R5 (θ10) R5 (θ13) r′G5 , con: r′G5 = [xG5, yG5, zG5]T

Para obtener la velocidad del centro de gravedad se deriva con respecto al tiempo la
ecuación 3.43:

VG5 = V1 + V3 + V7 + V10 + V13 + V′G5 (3.44)
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donde:

V13 = Ω0,10 ×R13

V′G5 = Ω0,13 ×R′G5

Se obtiene la aceleración del centro de gravedad del cuerpo 5, derivando la ecuación
3.44:

AG5 = A1 + A3 + A7 + A10 + A13 + A′G5 (3.45)
donde:

A13 = A0,10 ×R13 + Ω0,10 ×V13

A′G5 = A0,13 ×R′G5 + Ω0,13 ×V′G5

AG5 se encuentra definido en la base local (x0, y0, z0), sin embargo, las ecuaciones para
el cuerpo 4 han sido definidas en la base (x13, y13, z13), por lo que la aceleración debe ser
transformada a esta base, lo que resulta:

aG5 = R13,0AG5

El comportamiento de aG5 se observa en la figura 3.28.
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3.1.6. Análisis del Cuerpo 6

Figura 3.29: DCL para el cuerpo 6

La suma de fuerzas respecto al sistema de referencia (x18, y18, z18) para el cuerpo 6
según se muestra en la figura 3.29:

FA
c6 + FR

c6 + FI
c6 = 0 (3.46)

donde:

FA
c6 = T3 + Q18,0 W6

FR
c6 = F2,6 −Q18,21 F5,6

FI
c6 = [FG6, MG6]T

Se define:

FG6 = −m6 aG6

MG6 = − (IG6A18,0 + Ω18,0 × (IG6Ω18,0) + SG6 (m6 aG6))

La matriz de inercias del cuerpo 6 medida desde el centro de gravedad es:

IG6 =

I6xx I6xy I6xz

I6yx I6yy I6yz

I6zx I6zy I6zz
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El brazo de palanca al centro de gravedad del cuerpo 6 en términos del vector rG6 =
(xG6, yG6, zG6) se representa en la matriz antisimétrica SG6:

SG6 =

 0 −zG6 yG6
zG6 0 −xG6
−yG6 xG6 0



También se tiene:

W6 = [0, 0, −mG6 g, 0, 0, 0]T

Las matrices homogéneas utilizadas para trasladar W6 y F5,6 al sistema de referencia
en el que están definidas las ecuaciones para el cuerpo 6, son respectivamente:

Q18,0 =
[

R18,0 0
S18,0R18,0 R18,0

]

Q18,21 =
[

R18,21 0
S18,21R18,21 R18,21

]

donde las matrices de rotación son:

R18,0 = R5 (−θ18) R6 (−θ3)

R18,21 = R5 (θ21)

y las matrices antisimétricas son:

S18,0 = SG6

S18,21 = S1 (d19) + S2 (d20)
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3.1.6.1. Velocidad y Aceleración Angular

La velocidad angular asociada al cuerpo 6 medida desde el marco de referencia inercial
es:

Ω0,18 = ω3 + ω0,18 (3.47)

donde:

ω0,18 = R6 (θ3)ω18 , ω18 =
[
0, 0, θ̇18′

]T

Ahora definiendo la ecuación 3.47 en la base (x18, y18, z18):

Ω18,0 = R18,0Ω0,18 (3.48)

Obteniendo ahora la aceleración angular del cuerpo 6 se toma la ecuación 3.47 y se
deriva con respecto al tiempo, obteniendo:

A0,18 = α3 +α0,18 + ω3 × ω0,18 (3.49)

donde:

α0,18 = R6 (θ3)α18, α18 =
[
0, 0, θ̈18

]T

De la misma forma que para la velocidad, se lleva al sistema de referencia (x18, y18, z18),
obteniendo:

A18,0 = R18,0A0,18 (3.50)
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Las gráficas de Ω18,0 y A18,0 se muestran en las figuras 3.30 y 3.31.
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3.1.6.2. Aceleración del Centro de Gravedad

Figura 3.32: Centro de gravedad del cuerpo 6 (El CG fue desplazado para una mejor visualiza-
ción)

De la figura 3.32 se define el vector RG6 inercialemente:

RG6 = R1 + R3 + R18 + R′G6 (3.51)

donde:

R18 = R6 (θ3) r18 , con: r18 = [d4, d17, −d16]T

R′G6 = R6 (θ3) R5 (θ18) r′G6 , con: r′G6 = [xG6, yG6, zG6]T

Obteniendo la velocidad del centro de gravedad derivando con respecto al tiempo la
ecuación 3.51:

VG6 = V1 + V3 + V18 + V′G6 (3.52)

donde:

V18 = Ω0,3 ×R18

V′G6 = Ω0,18 ×R′G6
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Para la aceleración del centro de gravedad del cuerpo 6, se deriva la ecuación 3.52:

AG6 = A1 + A18 + A′G6 (3.53)

donde:

A13 = A0,3 ×R18 + Ω0,3 ×V18

A′G5 = A0,18 ×R′G6 + Ω0,18 ×V′G6

AG6 se encuentra definido en la base local (x0, y0, z0), sin embargo, las ecuaciones para
el cuerpo 4 han sido definidas en la base (x18, y18, z18), por lo que la aceleración debe ser
transformada a esta base, lo que resulta:

aG6 = R18,0AG6

El comportamiento de aG6 se observa en la figura 3.33.
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3.2. Solución a la Dinámica
Como se puede apreciar de la figura 3.5, la cadena cinemática para la extremidad consta

de 6 cuerpos. Para cada uno de los cuerpos se pueden escribir 6 ecuaciones dinámicas, es
decir:

3 ecuaciones de la suma de fuerzas

3 ecuaciones de la suma de momentos

Por lo que, para la cadena cinemática se tienen 36 ecuaciones dinámicas.

El número de incógnitas en el sistema está asociado a las juntas cinemáticas con las
que cuenta la extremidad, se tienen 6 juntas rotacionales. Para cada una de estas juntas
se cuentan con 5 incógnitas de reacción y para la junta esférica del cuerpo 4 se consideran
las fuerzas de reacción presentes cuando la extremidad tiene contacto con el terreno.

Por otra parte, tomando en cuenta los grados de libertad que tiene la extremidad, se
observa que son necesarios 3 torques externos para realizar el movimiento de la extremidad.

Entonces para la fase del movimiento en la que la extremidad es desplazada, esto es
para 0 ≤ t ≤ 2 [s], se tiene:

6 Juntas Rotacionales → 30
3 Torques externos → 3

Total → 33 Incógnitas

Por lo que se tienen 36 ecuaciones y 33 incógnitas, siendo un sistema indeterminado.
La solución para el sistema indeterminado empleada se muestra en el apéndice D.

Y para la fase del movimiento en la que la extremidad está posicionada en el terreno y
el cuerpo se desplaza (2 ≤ t ≤ 4 [s]), se tiene:

6 Juntas Rotacionales → 30
1 Junta Esférica → 3

3 Torques externos → 3
Total → 36 Incógnitas

Por lo que para esta fase se tiene un sistema determinado de 36 ecuaciones con 36
incógnitas.
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El material propuesto para la extremidad es aluminio, debido a su densidad, resistencia
y facilidad de manufactura, en la sección 3.3 se detallan las propiedades de la aleación es-
cogida. Con base en el material propuesto, las propiedades físicas de los cuerpos empleados
en el análisis dinámico son:

Cuerpo 1:

m1 = 11.4146 [kg]

IG1 =

 0.3194 0 0
0 0.6231 0
0 0 0.9040

 [kg m2]

Cuerpo 2:

m2 = 1.59357 [kg]

rG2 =
[

0.05174, 0.00124, 0.00004
]

[m]

IG2 =

 0.00487 0.00012 0
−0.00012 0.01028 0

0 0 0.00574

 [kg m2]

Cuerpo 3:

m3 = 0.18603 [kg]

rG3 =
[

0.05296, 0.00068, 0
]

[m]

IG3 =

 0.00002 −0.00002 0
−0.00002 0.0009 0

0 0 0.00089

 [kg m2]

Cuerpo 4:

m4 = 0.23763 [kg]

rG4 =
[

0.08370, 0.00053, 0
]

[m]

IG4 =

 0.00002 −0.00003 0
−0.00003 0.00267 0

0 0 0.00266

 [kg m2]
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Cuerpo 5:

m5 = 0.56362 [kg]

rG5 =
[

0.22662, −0.00131, 0
]

[m]

IG5 =

 0.00005 −0.00007 0
−0.00007 0.04343 0

0 0 0.04343

 [kg m2]

Cuerpo 6:

m6 = 0.32845 [kg]

rG6 =
[

0.12688, 0.00263, 0
]

[m]

IG6 =

 0.00005 −0.00021 0
−0.00021 0.00775 0

0 0 0.00775

 [kg m2]
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De la figura 3.34 a la 3.40 se muestran las gráficas pertenecientes a las fuerzas de
reacción obtenidas en las juntas de la extremidad, así como las fuerzas de reacción debidas
al contacto con el terreno.
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Figura 3.36: Fuerza F2,6
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112



3.2. SOLUCIÓN A LA DINÁMICA

0 1 2 3 4

0

10

20

30

40

50

t@sD

F
4,

5@
N
D F4,5 x

F4,5 y

F4,5 z

Figura 3.38: Fuerza F4,5
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Ahora de la figura 3.41 a la 3.46 se muestran las gráficas de los torques obtenidos en
las juntas de la extremidad.
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Figura 3.43: Torque T2,6
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Figura 3.45: Torque T4,5
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Para los torques externos, es decir, los que deberán proporcionar los actuadores, se
realizan dos análisis, uno estático y otro dinámico. El análisis estático tiene la finalidad de
conocer los torques necesarios para lograr que la extremidad mantenga una cierta posición
sin efectuar movimiento alguno

(
FI = 0

)
, mientras que en el dinámico se toma en cuenta

el movimiento.
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3.3. Propuesta de Material, Actuadores y Rodamien-
tos

Como se había ya propuesto en la solución al análisis dinámico, el material seleccio-
nado para la extremidad es el aluminio debido a sus principales ventajas, como lo son su
baja densidad, buena relación resistencia a peso, excelente maquinabilidad, resistencia a la
corrosión y un costo razonable. La aleación de aluminio escogida fue la 6061-T6, algunas
de sus características se muestran en las tablas 3.1a, 3.1b y 3.1c.

Composición de la Aleación

Elemento %

Aluminio 95.9 - 98.6
Silicio 0.4 - 0.8
Cobre 0.15 - 0.4
Manganeso 0.8 - 1.2
Cromo 0.04 - 0.35

(a)

Propiedades Físicas

Densidad 2780 [kg/cm3]
(b)

Propiedades Mecánicas

Módulo de Elasticidad 68.9 [GPa]
Coeficiente de Poisson 0.33
Esfuerzo Máximo de tracción 310 [MPa]
Esfuerzo de Fluencia 276 [MPa]

(c)

Tabla 3.1: Características de la aleación de aluminio 6061-T6
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Para la propuesta de los actuadores de la extremidad se toman en cuenta los torques
dinámicos máximos (Fig. 3.48), las fuerzas de reacción, así como las velocidades angulares
presentes en las juntas actuadas, correspondientes a los ángulos θ3, θ7 y θ18. La tabla 3.2
muestra algunas de las características de los actuadores propuestos para suministrar los
torques T1, T2 y T3 de la extremidad.

T1 T2 T3

Actuador
EtaCrown

52.2 BCI4240
60,0:1

Compactline
91.3 BCI6325

67,3:1

Compactline
92.3 BCI6325

142,0:1
Proveedor Zeitlauf Zeitlauf Zeitlauf
Potencia [W] 15 25 34
Torque de
Salida [N m] 2.7 9 14

Velocidad de
Salida [RPM] 51.7 26.9 22.2

Máxima Carga
Radial [N] 720 150 150

Máxima Carga
Axial [N] 150 50 50

Peso [kg] 1.15 1.6 1.7

Tabla 3.2: Actuadores Seleccionados
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De igual forma, tomando en cuenta las fuerzas de reacción y las velocidades angulares,
se realiza una propuesta de rodamientos para las juntas no actuadas, correspondientes a
los ángulos θ10, θ13 y θ21 de la extremidad. El rodamiento propuesto es adecuado para las
tres juntas, las características de este se muestran en la tabla 3.3. También se propone la
junta esférica para el elemento final de la extremidad (Tabla 3.4).

Rodamiento SKF 61900-2Z

Carga
Dinámica [N] 2080

Carga
Estática [N] 850

Velocidad
Límite [RPM] 3600

Peso [kg] 0.010

Tabla 3.3: Rodamiento propuesto

Junta Hephaist SRJ012C

Carga
Dinámica [N] 720

Carga
Estática [N] 770

Ángulo
Permisible [°] ±30

Peso [kg] 0.18

Tabla 3.4: Junta esférica propuesta
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Capítulo 4

Conclusiones

La selección de la extremidad resultó en un mecanismo de cadena cerrada de cinco
barras. Este mecanismo permite agrupar todas las juntas actuadas en el eslabón que está
conectado directamente al cuerpo, por lo que, el peso los actuadores estará concentrado en
el cuerpo, permitiendo de esta manera reducir el peso en la extremidad.

Por otra parte, el estudio del espacio de trabajo para este mecanismo muestra que la
extremidad cuenta con un buen rango útil de alcance, teniendo una buena apertura, así
como un cierre que permite posicionar el elemento final por debajo del cuerpo del robot, e
incluso la extremidad es capaz de posicionarse por encima de la altura del eslabón que está
conectado al cuerpo. Por lo tanto, espacio de trabajo proporciona una buena adaptabilidad
a diversos entornos así como capacidad de superar distintos obstáculos.

En el análisis cinemático realizado, el movimiento para la extremidad se tiene en función
de pocos parámetros, como lo son el tiempo en que se desea que se realice el movimiento,
la altura y longitud del paso. Proporcionando esta información se define por completo
los movimientos de la extremidad. Incluso podrían definirse nuevas trayectorias para la
extremidad y/o el cuerpo, sin que esto se vea reflejado en una mayor complejidad del
cálculo.

Con respecto a las trayectorias definidas, en el caso de la extremidad, se planteó una
curva que permitía una clara reducción en las aceleraciones angulares, lo cual da la posibi-
lidad de reducir la exigencia a los actuadores, resultando en un movimiento con una mayor
eficiencia para el andar del robot. Esto también puede proporcionar algunos indicios de
por qué diversos organismos biológicos al andar, tienden a emplear trayectorias similares
a la planteada.

123



CAPÍTULO 4. CONCLUSIONES

Por otro lado, el hacer uso del polinomio de quinto grado para los perfiles de velocidad
de la extremidad y el cuerpo, proporcionó el comportamiento esperado, es decir, movimien-
tos suaves y continuos. Esto permite a la extremidad ascender, aumentando su velocidad
gradualmente hasta un máximo y reduciéndola después al descender, hasta posicionarse
sobre el suelo con suavidad. El contar con este tipo de movimientos permite también redu-
cir la exigencia a los actuadores, ya que la actuación de estos no se proporciona de manera
instantánea.

Además, al contar con un movimiento suave, se reducen las sacudidas, vibraciones,
colisiones y posibles daños. Por lo que, de igual forma, el tener este tipo de movimien-
to ayuda a que la extremidad tenga una mejor eficiencia. Finalmente para la cinemática
descrita, resultó un conjunto de seis incógnitas a resolver. Para las trayectorias de segui-
miento definidas, como se explicó anteriormente, se obtuvieron valores y comportamientos
esperados.

Para el análisis dinámico de la extremidad fue empleada la formulación Newton-Euler,
la cual toma en cuenta las fuerzas de restricción existentes en las juntas que unen los
eslabones. El uso de este método fue de gran utilidad ya que el objetivo del análisis de la
extremidad esta enfocado a la selección de rodamientos y actuadores, así como para un
diseño mecánico posterior.

Al implementar la formulación Newton-Euler a la extremidad, se obtuvieron dos siste-
mas lineales, el primero conformado de 36 ecuaciones con 33 incógnitas, siendo un sistema
indeterminado, mientras que el segundo está conformado de 36 ecuaciones con 36 incóg-
nitas, siendo un sistema determinado. La solución al sistema indeterminado se realizó por
medio de la implementación del método de mínimos cuadrados.

Los comportamientos obtenidos en este análisis fueron los esperados, en ellos se pueden
apreciar las fases del movimiento que se plantearon para la extremidad. En la primera fase
del movimiento, la extremidad se translada a lo largo de la trayectoria propuesta para el
paso, mientras que el cuerpo se mueve de igual manera a lo largo de su trayectoria. Esto es
debido a que se planteó un movimiento enfocado a lo que se presentará al implementar otras
extremidades, en que estas últimas, apoyadas en el terreno, estarán desplazando al cuerpo
mientras que la extremidad da el paso. En la segunda fase de movimiento, la extremidad
que daba el paso en la primera fase está posicionada en el terreno y ahora empuja al cuerpo,
mientras otra extremidad da el paso.

Con el análisis dinámico descrito se realizó la propuesta de actuadores y rodamientos,
sin embargo, la propuesta realizada no es definitiva, estos pueden variar dependiendo de
varios aspectos. Por un lado, al haberse realizado únicamente el análisis de una extremidad,
esta estaría soportando el peso del cuerpo. Sin embargo, el robot no contará solamente con
una extremidad, ya que para el caminar se requieren como mínimo, dos extremidades. Por
lo que, los torques obtenidos en el análisis serían mayores a los que se presentarían en
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configuraciones de dos o más extremidades. Esto resulta en una selección de actuadores
de mayor capacidad. Por lo tanto, esto deberá ser tomado en cuenta dependiendo de la
configuración de extremidades que sea seleccionada para el robot.

Por otro lado, en el diseño mecánico posterior, muy probablemente las características
físicas del cuerpo y la extremidad cambiarán, la forma de estos deberá ser adaptada para
contener los actuadores y rodamientos. Esto lleva a un posible cambio en los pesos y
centros de gravedad, dando como resultado un análisis dinámico inadecuado para estos
nuevos cuerpos. Aquí es donde se entra al proceso iterativo propio del diseño, sin embargo,
el análisis dinámico para la extremidad ya ha sido planteado, por lo que, sólo es necesario
proporcionar las nuevas características de los cuerpos para obtener los valores buscados
de la nueva configuración de la extremidad. Esto simplifica de gran manera el proceso de
diseño y permite de esta manera contar con un diseño mecánico, rodamientos y actuadores
óptimos para las características de la extremidad.
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Apéndice A

Espacio de Trabajo

El espacio de trabajo de un robot manipulador es el volumen total barrido por el efector
final al ejecutar todo tipo de movimientos. El espacio de trabajo está determinado por la
geometría del manipulador y los límites de los movimientos de las juntas que contiene. Es
más específico definir el espacio de trabajo que se puede alcanzar, como el total de puntos
en los cuales el efector final puede posicionarse [75].

La generación del espacio de trabajo de un robot es un problema complejo, se requie-
ren de algoritmos y una gran cantidad de cálculos. Actualmente existen muchos trabajos
realizados específicamente para generación de métodos que logren obtener los espacios de
trabajo de robots de una manera más rápida y sencilla (Merlet 1995, Gosselin y Jean 1996,
Gallant y Boudreau 2002, Goyal y Sethi 2010, Arrouk y Bouzgarrou 2010). Sin embargo, la
mayoría de los trabajos desarrollados al respecto están enfocados a robots manipuladores,
los cuales por lo regular, cuentan con un mecanismo de cadena abierta.

Aplicado al mecanismo de la extremidad del robot, el espacio de trabajo es el rango útil
de trabajo, es decir, todos los puntos que puede alcanzar el extremo del eslabón 4 (el que
hace contacto con el suelo) en las diversas configuraciones de movimiento del mecanismo.

Realizando este tipo de análisis se pueden conocer los alcances de la extremidad y poder
optimizar el mecanismo dependiendo de los requerimientos, además de que proporciona
información útil para definir las trayectorias y el andar del robot.
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APÉNDICE A. ESPACIO DE TRABAJO

La determinación del espacio de trabajo de la extremidad se complica debido a que se
trata de un mecanismo de cadena cerrada, en el cual se pueden llegar a presentar puntos
de singularidad (desensambles e inversiones).

En las figuras A.1, A.2, A.3 y A.4 se aprecian diferentes vistas del espacio de trabajo
de la extremidad, donde los puntos que alcanza la extremidad se representan en color azul.

Figura A.1: Área de trabajo en el plano YZ
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Figura A.2: Espacio de trabajo
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APÉNDICE A. ESPACIO DE TRABAJO

(a) Vista Frontal

(b) Vista Lateral

Figura A.3: Espacio de Trabajo
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Figura A.4: Espacio de Trabajo (Vista Superior)
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Apéndice B

Trayectorias y Perfiles de Velocidad

Los movimientos realizados por los sistemas robóticos deben ser, como regla, lo más
suaves posibles, los cambios abruptos de posición, velocidad y aceleración deben ser evi-
tados. Los movimientos bruscos requieren cantidades muy grandes de energía, la cual los
motores no pueden proporcionar, debido a sus limitaciones físicas. Por otro lado, los movi-
mientos abruptos se presentan cuando el robot colisiona con un objeto, una situación que
naturalmente debe ser evitada.

Aún cuando los movimientos suaves pueden ser planeados con técnicas simples, no hay
garantía alguna de que no se presentarán movimientos bruscos. Si bien la mayoría de los
sistemas robóticos tienen su mayor aplicación en ambientes bien estructurados, como en la
manufactura, también son utilizados en terrenos naturales e irregulares. La planeación de
los movimientos de un robot son más desafiantes en el segundo caso que en el primero [2].

El caso de la planeación de trayectorias en los RMCD, como se ha visto, tiene mucha
importancia, ya que las extremidades deben acelerar al elevarse y desacelerar al aproximarse
al suelo, de lo contrario podrían presentarse colisiones, sacudidas, vibraciones, movimientos
bruscos y muy probablemente daños. Por esta razón, se definen trayectorias de seguimiento,
tanto para la extremidad como para el cuerpo, de igual manera se proponen perfiles de
velocidad para ambos, estos perfiles permiten que se tengan movimientos suaves a lo largo
de las trayectorias.

En primer lugar, se definen las trayectorias que seguirán la extremidad y por el cuerpo.
La trayectoria escogida para el movimiento de la extremidad es una parábola, esta curva
tiene características adecuadas para ser utilizada como trayectoria al dar un paso.
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APÉNDICE B. TRAYECTORIAS Y PERFILES DE VELOCIDAD

La ecuación paramétrica de la parábola elegida es:

xe∗ (φ) = φ

ye∗ (φ) = 0

ze∗ (φ) =
4

H

cos (γ) (de − φ)φ

d2
e

Donde:

φ : Parámetro para la extremidad
H: Altura del paso
de: Longitud del paso
γ : Ángulo de inclinación de la parábola

Se puede observar que la parábola está definida en términos de γ,H, y de. Esto permite
generar parábolas específicas según las necesidades, de una manera más fácil, en función
de datos de interés, como lo son la altura y longitud del paso a realizar. El parámetro φ
representa la distancia en x que tiene que recorrer la extremidad, este parámetro puede
tener otro significado físico dependiendo de la aplicación.

En algunos animales, las trayectorias que realizan las extremidades al andar, tienden
a seguir curvas con ciertas inclinaciones respecto al suelo [51]. Con ayuda de simulaciones
del movimiento de la extremidad, se propusieron diversos grados de inclinación para la
parábola y se observó que para ciertas valores del ángulo, las aceleraciones en las juntas
de la extremidad tendían a los valores mínimos registrados. Por lo tanto, el grado de

inclinación γ elegido para la curva es igual a
π

4.
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Figura B.1: Ángulo γ

Haciendo uso de transformaciones homogéneas, se realiza la rotación de la parábola
Rcurva:

T4 (γ) =


1 0 0 0
0 cγ −sγ 0
0 sγ cγ 0
0 0 0 1

 T (re∗) =


1 0 0 xe∗
0 1 0 ye∗
0 0 1 ze∗
0 0 0 1



Rcurva = T4 (γ) T (re)

Por lo que la ecuación paramétrica final de la parábola es :

xe (φ) = Rcurva14 + xe inicial (B.1a)

ye (φ) = Rcurva24 + ye inicial (B.1b)

ze (φ) = Rcurva34 + ze inicial (B.1c)

con :

xe Inicial = 0, ye Inicial = −0.50, ze Inicial = 0
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APÉNDICE B. TRAYECTORIAS Y PERFILES DE VELOCIDAD

En la figura B.2 se puede apreciar en color rojo la trayectoria que sigue la extremidad.

Figura B.2: Trayectorias definidas

Una vez definida la curva, se genera un perfil que permita que la extremidad tenga un
movimiento suave a lo largo de la trayectoria, para esto se emplea el polinomio de quinto
grado, también llamado polinomio 3-4-5 [2]:

p (τ) = 6 τ 5 − 15 τ 4 + 10 τ 3 (B.2a)
p′ (τ) = 30τ 4 + 60τ 3 + 30τ 2 (B.2b)
p′′ (τ) = 120τ 3 − 180τ 2 + 60τ (B.2c)

para 0 < τ < 1, donde:

τ =
t

T

Donde T es el tiempo total requerido para realizar el movimiento.
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El polinomio 3-4-5 y sus primeras dos derivadas (ecs. B.2b y B.2c), normalizado dentro
del rango (−1, 1), son mostradas en la figura B.3. Se puede apreciar que para la velocidad,
este polinomio nos proporciona el comportamiento buscado, un aumento de la velocidad
hasta llegar a un máximo para después disminuir gradualmente. Es decir, la extremidad
se elevará desde el suelo aumentando su velocidad progresivamente hasta alcanzar una
máxima velocidad para después comenzar a disminuirla para posicionarse sobre el suelo
con suavidad.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Τ

p�pmax

p'�p'
max

p'' �p''
max

Figure B.3: Polinomio 3-4-5 y sus derivadas

Como la ecuación de la parábola está en función del parámetro φ, es necesario definirlo.
Para hacer esto, se toma en cuenta que:

ds

dt
=
ds

dφ

dφ

dt
(B.3)

despejando para φ, se obtiene:

dφ

dt
=

ds

dt
ds

dφ

(B.4)
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APÉNDICE B. TRAYECTORIAS Y PERFILES DE VELOCIDAD

Para determinar
ds

dφ
, se emplea la definición de longitud de arco:

s =
ˆ
‖ṙ‖ dφ =

ˆ √√√√(dx
dφ

)2

+
(
dy

dφ

)2

+
(
dz

dφ

)2

dφ

se deduce que:

ds

dφ
= ‖ṙ‖ (B.5)

Ahora para
ds

dt
, que es el perfil de velocidad para la curva, se emplea la ecuación B.2b,

y definiendo para la curva resulta que:

ds

dt
= p′ (τ)

ˆ de

0
‖ṙ‖ dφ (B.6)

Una vez definidas las ecuaciones B.5 y B.6, se sustituyen en la ecuación diferencial B.4
y se resuelve para:

0 < te < 2
H: 0.10 [m]
de: 0.60 [m]

Para estas condiciones, el parámetro φ y sus primeras dos derivadas, se aprecian en las
figuras B.4, B.5 y B.6, respectivamente.
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Figura B.4: Parámetro φ
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Figura B.5: Primera derivada del parámetro φ
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Figura B.6: Segunda derivada del parámetro φ

139



APÉNDICE B. TRAYECTORIAS Y PERFILES DE VELOCIDAD

De una forma similar que para la extremidad, se resuelve para el cuerpo. Como se puede
observar en la figura B.2 en color azul, se elige la siguiente línea recta como trayectoria:

Xc = δ +Xc Inicial

Yc = Yc Inicial

Zc = Zc Inicial

donde:

δ : Parámetro para el cuerpo representando la distancia recorrida en x
Xc Inicial, Yc Inicial, Zc Inicial : Posiciones iniciales del cuerpo

con:

Xc Inicial = 0, Yc Inicial = 0, Zc Inicial = 0.40

Y ahora para 0 < tc < 4 , se resuelve la ecuación:

dδ

dt
=

ds

dt
ds

dδ

(B.8)

De igual manera, conociendo δ es posible determinar Xc, Yc, Zc y sus derivadas. En
las figuras B.7, B.8 y B.9 se muestra los resultados para el parámetro δ y sus primeras dos
derivadas.
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Figura B.7: Parámetro δ
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Figura B.8: Primera derivada del parámetro δ
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Figura B.9: Segunda derivada del parámetro δ
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Apéndice C

Solución a la Ecuación
Transcendental

Para resolver la ecuación 2.16 se procede a realizar lo siguiente [93]:

A cθ +B sθ = D (C.1)

Dividiendo ambos lados de la ecuación C.1 entre
√
A2 +B2:

A cθ√
A2 +B2

+ B sθ√
A2 +B2

+ D√
A2 +B2

(C.2)

Figura C.1
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APÉNDICE C. SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN TRANSCENDENTAL

Tomando en cuenta la figura C.1 se define:

cδ = A√
A2 +B2

(C.3a)

sδ = B√
A2 +B2

(C.3b)

cϕ = D√
A2 +B2

(C.3c)

Sustituyendo las ecuaciones C.3a, C.3b y C.3c en la ecuación C.2:

cδ cθ + sδ sθ = cϕ (C.4)

Notando que cδ cθ + sδ sθ = c (θ − δ), la ecuación C.4 toma la forma:

c (θ − δ) = c (ϕ) (C.5)

Debido a que cϕ y c (−ϕ) son iguales, se puede escribir:

c (θ − δ) = c (±ϕ) (C.6)

Obteniendo θ al despejarla de la ecuación C.6:

θ = δ±ϕ (C.7)

Ahora dividiendo las ecuaciones C.3a y C.3b:

sδ
cδ =

B√
A2 +B2

A√
A2 +B2

tδ = A

B
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Por lo tanto:

δ = arctan
(
B

A

)
(C.8)

Tomando la ecuación C.3c y despejando ϕ :

arc cos (cϕ) = arc cos
(

D√
A2 +B2

)

ϕ = arc cos
(

D√
A2 +B2

)
(C.9)

Sustituyendo las ecuaciones C.9 y C.10 en C.7 resulta que:

θ = arctan
(
B

A

)
± arc cos

(
D√

A2 +B2

)
(C.10)

siendo la ecuación C.10 la solución a la ecuación transcendental C.1.
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Apéndice D

Solución al Sistema Lineal
Indeterminado

Supóngase el siguiente sistema de ecuaciones lineales indeterminado con m < n [2]:

Ax = b (D.1)

donde A es una matriz de m× n, mientras que x y b son vectores de dimensiones n y
m respectivamente.

Este caso no admite una solución, a menos que el vector b se encuentre dentro del rango
de A. Este es un caso específico, por lo que se debe de reformular el problema y más que
intentar resolver la ecuación D.1, se busca una aproximación al sistema de ecuaciones.

Se tiene que el error e en la aproximación de la ecuación D.1 está definido como:

e ≡ b−A x (D.2)

Una manera obvia de imponer una condición de optimización sobre la solución x, es
especificando que esta solución es la mínima norma de e.

Toda norma de e pueden ser expresadas como:

‖e‖p ≡
(

1
m

m∑
1
ep

k

)1/p

(D.3)

siendo ek el k-ésimo componente del vector e de dimensión m. Cuando p = 2, la
norma anterior es conocida como la norma euclidiana. Cuando p → ∞, se obtiene la
norma infinita, también conocida como la norma de Chebyshev.
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APÉNDICE D. SOLUCIÓN AL SISTEMA LINEAL INDETERMINADO

Resulta que al buscar el valor de x que minimiza a la norma e, lo más sencillo es la
norma euclidiana, donde la minimización de su cuadrado lleva a un sistema de ecuaciones
lineales cuya solución puede obtenerse directamente. Por lo que, planteando el problema
de minimización:

z (x) ≡ 1
2 ‖e‖

2
2 → min

x
(D.4)

La condición de normalidad del problema de minimización descrito se deriva al plantear
el gradiente de z con respecto a x igualado a cero, esto es:

dz

dx
= 0 (D.5)

Ahora, por la regla de la cadena y por la matriz antisimétrica que define el producto
cruz, podemos escribir:

dz

dx
≡
(
de
dx

)T
dz

de
≡ −AT e (D.6)

y por lo tanto, tenemos el primer resultado:

El error en la aproximación de la ecuación D.1, para la matriz A de rango
m × n, con m > n, es la mínima norma euclidiana si se encuentra dentro del
espacio vacío de AT .

Además, si la ecuación D.2 se sustituye en la ecuación D.6, y a la vez, el resultado es
después sustituido en la condición de normalidad, se obtiene:

AT A x = AT b (D.7)

a lo cual se le conoce como la ecuación normal del problema de minimización del
problema descrito. En virtud de la suposición sobre el rango de A, AT A es positiva y
por lo tanto, tiene inversa. Como consecuencia, el valor x0 de x que minimiza la norma
euclidiana del error de aproximación del sistema dado es:

x0 =
(
A AT

)−1
AT b (D.8)

donde la matriz coeficiente de b se conoce como la inversa generalizada de A. El error
obtenido con este valor es conocido como el error de mínimos cuadrados de la aproximación,
esto es:

e0 ≡ b−A x0 (D.9)
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