Capitulo 4: Estimacién maximo a posteriori

Capitulo 4

Estimaciéon méximo a posteriori

4.1 Generalidades

Cuando queremos minimizar la probabilidad de error o minimizar el riesgo de
clasificar erroneamente un elemente dentro de una clase, podemos hablar de dividir
un espacio de caracteristicas en M clases diferentes. Si dos regiones R, y R, son

contiguas, entonces ellas estan separadas por una superficie de decision en dicho
espacio.

Para el caso del menor error de probabilidad, este es descrito por la formula
P(wi | x)—P(w | x) =0 donde w representa a una clase; en este caso de un lado de la
superficie la diferencia es positiva y del otro lado es negativa.

En algunas ocasiones, en lugar de trabajar directamente con probabilidades (o
funciones de riesgo), es mas conveniente, desde un punto de vista matematico,
trabajar con una funcién equivalente de ellas, por ejemplo g,(x)= f(P(w, | x)) donde

£() es una funcion creciente mondtona, en ese caso g,(x) es conocida como una

funcion discriminante. La prueba de decision se establece como: clasificar x en w;si
g(x)>g,(x) Di# j [11]

4.2 Teoria Bayesiana

Sean X y Y dos variables aleatorias de un experimento aleatorio con un
espacio de muestras y una probabilidad P. Supongamos que X toma valores dentro
del espacio de muestras S y Y toma valores dentro del espacio de muestras T. Las
distribuciones de X y Y son llamadas distribuciones marginales.

Si X y Y son independientes, la probabilidad de que ocurra A y B estd dada
por el producto de sus probabilidades individuales, es decir P(4, B)= P(4)P(B)

Si por el contrario, las variables no son independientes, la probabilidad de que

ocurra A dado B, estd determinada por la expresion P(A ] B) = P(A’B)

De acuerdo a esta ultima expresion, tenemos que P(A,B) = P(B | A)P(A), y
juntando las ecuaciones, llegamos a la regla de Bayes, la cual esta determinada por la
P(4)P(B] 4)

P(B)

La ley de la probabilidad total dice que si {Al, A,,4,,...., AH} es un conjunto de

expresion P(A ] B) =

variables independientes cuyo espacio es una particion del espacio de muestras, y si
una variable aleatoria B es dependiente de las variables 4,,4,, 4;,...., A, entonces la
k=n

probabilidad de B esta dada por P(B)=> P(B| 4,)P(4,).

k=1
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4.3 Caso binario de Segmentacion

Tomemos un caso binario [14] en el cudl cada patron X tenga elementos
binarios independientes como se muestra a continuacion:

X=[x1,x2,...,xn]r x, =100
Para un problema de dos clases (M = 2), la funciéon discriminante es
d(x):dl(x)—dz(x) donde d —log[p(X‘wl) (Wl)] y d( log[p(X\wz)p(wz)]
(X‘ ) (Wl)

porlotanto:d(X) log ( ‘ ) log ( )
2 pWZ

Dado que es un problema de 2 clases tenemos p(w1 ) + p(wz) =1 y por lo tanto

2(00) =10 A7) 4 1o 200)

plxw,) 1= plw)

Dado que los componentes Xi son independientes:
p(X‘wj)= p(xl‘wj )p(xz‘wj )p(x3‘wj ) --p(xn Wj)= lnE! p(x,. Wj) y

_N\ P\X%iW ) p(W)
diX)=)> _lo +lo
)= 2018 )21 )
Dado que los elementos de X son binarios para este caso, simplificando

tenemos p(xi = 1‘w1)= p; por lo tanto p(x,. = O‘w1)= 1-p, y de manera similar
tenemos p(x,. = l‘wz) =q,y p(xi = O‘wz) =1-g,
p(x w)

Entonces podemos decir que: log =x,log~—" Pi 4 (1 X, )log I=p, _ y
g; 1-g,
Reescribiendo tenemos ) =log p(xi Wl) =x, log P (1 ) + log1 P
p\xw, qi(l P,) l_ql‘
Y sustltu}(/endo) en la funci(’n(l ) discriminante tenemos
dXx)=>" x1 log—Pi +1 P donde odemos
()=2es qul( P:) "2 g 1-g, Ogl-p(wl) P
pii- 61) 1-p, p(w)
representar a lo PN "4:) como w;ya lo L+]o 7= como wy..
*a0-p) va 2 leg, g C1-plw) "

Por lo tanto tenemos que la funcion discriminante queda como
( ) Z wx, +w,,, en donde vemos que la funcion discriminante optima es linear

en x;.

4.4 Aproximacion maximo a posteriori-MIAP

Para la obtencion del estimado de mayor parecido, consideramos 6 como un
parametro desconocido; consideramos un vector aleatorio, y estimamos su valor con
la condicion de muestras ocurridas x;, ... xy [11]
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Siendo X = {xl...xN} nuestro punto inicial es p(<9| X ) y del teorema de Bayes

enemos (@) 18)= p{x)pl61x) o lo1x)= AL
p
La probabilidad maximo a posteriori (MAP) estimada éMAP estd definida en el
punto p(6| X ) maximo.
O ;a"ep(e\ X)=06 O ;;’e(p(e)p(x 16))=0

4.5 Caso aparte: Algoritmo de k-medias

El algoritmo de clasificacion conocido como k-medias o isodata es uno de los
algoritmos mas populares y mejor conocidos [13]. Este algoritmo realiza ajustes
iterativos del centro de los diferentes sectores a clasificar.

La idea central del algoritmo es minimizar la distancia entre los patrones y el
centro del sector. Normalmente, excepto en casos de un pequefio numero de
patrones, una busqueda exhaustiva de todas las particiones de n patrones en c¢ sectores
es prohibitivo. En vez de eso, la distancia minima local dentro de un sector es
buscada iterativamente ajustando los ¢ centros de los sectores, m;, y asigando a cada
punto el centro mas cercano.

E= ¥y

J=x;0w;

2 .y .
X, —ij donde E puede ser también visto como el error de la

clasificacion de los patrones.
El algoritmo puede ser descrito como sigue:
1. Fijar ¢ como el nimero de sectores, maxiter como el nimero maximo
de iteraciones permitidas; A, el umbral minimo de la desviacion del

error en iteraciones sucesivas. Asignar ¢ centros iniciales m /.( ' para la

iteracion k = 1.
2. Asignar cada x; en el conjunto de datos al sector representado por el

r k
mas cercano m/.( )

(k+1)

3. Calcular para la ultima clasificacion los nuevos centros m;, y el

error E*
4. Repetir los pasos 2 y 3 hasta que k=maxiter o ‘E("”) - E(k" <A

Existen variaciones a este algoritmo, dependiendo la eleccion inicial de los
centros, la regla de asignacion de patrones, el computo del centro (usualmente
calculado como la media del sector) y el criterio de finalizacion. Normalmente el
algoritmo finaliza después de un nimero pequeiio de iteraciones (k < 10). La
eleccion inicial de los centros puede tener una fuerte influencia en la solucion final,
por lo que se puede realizar de diferentes formas, siendo una de ellas la aproximacion
estadistica o SPSS.
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