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Introduccion

El presente trabajo corresponde a un interés pooi@ssobre la Teoria de decisiones y su
aplicacion docente en Ingenieria de Sistemas etampo disciplinario de Investigacion de
Operaciones.

Durante el desarrollo el desarrollo de la Maesieaos comprobado que la literatura
existente en el idioma espafiol sobre el tema ded de Decisiones es muy escasa, por tal razén
el trabajo que presentamos pretende ayudar atleresados en el desarrollo y aplicaciones de la
teoria de decisiones.

Para tal efecto en el trabajo se muestra con deghliso de los Arboles de decisién y una
metodologia que nos sirve para resolver problereagedisiones bajo incertidumbre en los que
se puede utilizar un arbol de decision. Ademasngestran con detalle las demostraciones de
los resultados tedricos basicos para la existgnaiaicidad de las funciones de valor y utilidad.
A parte de lo anterior se desarrolla en forma titallas funciones de utilidad para las diferentes
situaciones de la prima de riesgo, obteniendo de fesma, un repertorio de funciones de
utilidad, lista a utilizarse en un problema paitacu

OBJETIVOS

* Proponer una secuencia de pasos para resolveeprablcon incertidumbre en los que se
cuente con informacién cronoldgica, la solucidn gaebusca esta basada en los arboles
de decision.

e Construir paralelamente un desarrollo tedrico stdsepreferencias en las funciones de
valor y utilidad con algunas de sus aplicaciongSon respecto a las aplicaciones en la
mayoria de ellas tratamos de enfocarlas a situasida decision de tipo administrativo y
econdmico, pero como se apreciara facilmente ségpugeneralizar a otras situaciones.

» Elaborar un listado de funciones de utilidad pamdacuna de las situaciones que se
pueden presentar al calcular la prima de riesgmblén proponemos una secuencia de
pasos para poder determinar la funcién de utilefadn problema de decisiones.

* Proponer una secuencia de pasos para resolveeprablcon uno y varios objetivos.



Introduccién

Prefacio

La importancia de este trabajo radica en que ddenoenstruccion teorica de las funciones de
valor y las de utilidad, probando en cada casxmtescia y unicidad. Mostrando un ejemplo de
cada uno de los diferentes tipos de funciones iidaat que pueden presentarse ante situaciones
de riesgo, y segun se trate del tipo de decisor,as@rsion, propension o neutralidad al riesgo.
Con base en ejemplos mostramos una metodologiadeteeminar, en un problema particular,
una funcién de utilidad que corresponda a las peteas del decisor segun la loteria construida
para el problema y la prima de riesgo corresponelien

Otro punto que es relevante en el trabajo congsteue la mayoria o casi todas las
demostraciones de los resultados que se realizaal #abajo no son copias de ningun otro
trabajo o texto, ya que fueron realizadas de fomdapendiente e incluso algunas de ellas no
estaban hechas o eran ejercicios en la bibliografisada. De tal manera que el material queda
disponible a los comparieros de la maestria parpagaan consultar sus demostraciones.

ESTRUCTURA DEL TRABAJO

Esta Tesis se divide en 5 capitulos, en los cs&atan bases tedricas para justificar la validez de
las aplicaciones que revisamos paralelamente addd.

En el capitulo 1 se hace un estudio sobre losésli@ decisiones, una herramienta sencilla
pero poderosa para resolver problemas de decisifaniticertidumbre en los que se tenga una
secuencia cronologica de resultados.

El capitulo 2 es de caracter teodrico, y damos an&ila construccién axiomatica de las
relaciones de preferencia de orden débil y se aaVigs resultados mas importantes para poder
ampliar el estudio a relaciones estrictas y defeneincia. Esto con el objetivo que en las
aplicaciones el decisor tenga contemplados losnsegoque deben cumplir sus reglas de
preferencia establecidas, para aplicarse al camjdet alternativas que €l mismo establezca.
Posteriormente se revisa la parte tedrica de kengia y unicidad de las funciones de valor, que
seran fundamentales para la justificacion de lasifunes de utilidad, funciones que revisaremos
en los capitulos posteriores.

El capitulo 3 es practicamente una prolongaciomidaddel dos, pero a las loterias y
funciones de utilidad para un atributo. Se revisa bases axiométicas para la justificacion del
uso de loterias en Teoria de decisiones, aplicadasconjunto de premios. Se vera que el uso
de las loterias es de fundamental importancia ganak aplicaciones, cuando se construya la
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Introduccién

funcion de utilidad. Pero antes de iniciar corsludio de las funciones de utilidad, se revisan
algunos conceptos basicos en las aplicacionessdei@iones de utilidad, como son precio de
venta, precio de compra, valor esperado de la rmoidn perfecta, etc. Similarmente al
Capitulo 2, el tres contindia con la justificaci@drica de la existencia, unicidad y construccién
de funciones de utilidad para un objetivo.

El capitulo cuatro es una continuacién del 3, ggam dos o mas objetivos. Es decir,
veremos la construccion de las funciones de utilelados o mas objetivos y las complicaciones
que resultan en las aplicaciones de las funcioeagilidad en estos casos. Razon por la que se
requiere agregar algunos supuestos sobre las hexide utilidad, como son independencia en
utilidad e independencia aditiva, para relajarebfema y sea factible su solucion.

En el Capitulo cinco se revisan algunas aplicacisubre preferencias en el tiempo. Es
decir, se investiga sobre el VPN (valor present®m)ni&a TIR y los factores que en ellas
intervienen.

En las conclusiones veremos la importancia delassruado de la teoria de decisiones,
mostraremos por medio de algunas paradojas y pnalsigarticulares las incongruencias a las
que puede llegar un decisor, si en su decision amdempla la racionalidad de un sistema
axiomatico, como los propuestos en el desarrolldrdieajo.



Introduccién

RESUMEN

En este trabajo se estudia la construccion tedpieajustifica el accionar de las relaciones de
preferencias de un decisor. Proponemos una meigidoén cada parte fundamental del estudio
de la teoria de decisiones que nos facilite, dendomas clara y simple, la solucién de un
problema en esta area.

El trabajo esta dividido en tres lineas, la prindgallas se refiere a los arboles de decision.
En donde, se muestran las etapas de solucién dbagamas de arbol de decisiones. Para esto
planteamos 3 ejemplos que ilustran el uso de égmstde solucion.

La segunda y mas extensa de las lineas se refitas funciones de valor a las que
agregamos incertidumbre, obteniendo las loteridisngiones de utilidad. Esta parte lleva el
mayor peso del trabajo porque se habla y demuestmnprincipales resultados teoricos
relacionados con dichas funciones. Para esto sgeplain sistema axiomatico basada en las
relaciones, inicialmente son las binarias y seeexién a mas dimensiones, y que sustente la
construccion de las funciones de valor que seréada para las funciones de utilidad. Funciones
que tienen una importancia relevante en las apiinas de la Teoria de decisiones, ya que nos
sirven para modelar las preferencias de un de@stiene aversion, propension o neutralidad al
riesgo. Para esto ultimo hablamos de los concegp¢osquivalencia bajo certeza, precio de
compra, prima de riesgo y valor de la informaci@nfgcta, mismos que utilizamos con algunos
ejemplos para su comprension del tipo de decisoen#as, de lo anterior se desarrolla en forma
detallada las funciones de utilidad para las difi@® situaciones de la prima de riesgo,
obteniendo de esta forma, un repertorio de funsialeeutilidad, lista a utilizarse en un problema
particular.

Finalmente, pasamos a la tercera y ultima linedrdbhjo en donde hablamos sobre otro
tipo de problemas de Teoria de decisiones en dsadenen preferencias en el tiempo y que
resultan con frecuencia en los problemas econdémicos
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Introduccién

ABSTRACT

In this work the theoretical construction is stutivehich justifies working of the relationships
of preferences of a decisor. We propose a metbggioh each fundamental part of the study
of the theory of decisions that facilitates usaimlearer and simpler way, the solution of a
problem in this area.

This work is divided in three lines; the first dfeim refers to the trees of decision.
Where, the stages of solution of the diagrams @é wf decisions are shown. For this we
outline 3 examples that illustrate the use of thlat®on stages.

The second and more extensive of the lines redetiset functions of value to those that
add uncertainty, obtaining the lotteries and fuwrddi of utility. This part takes the biggest
weight in the work because one speaks and they miEnate the main theoretical results
related with this functions. For this | think ani@xatic system based on the relationships,
initially they are the binary ones and they extemdhore dimensions, and that it sustains the
construction of the functions of value that andythell be the base for the functions of
utility. They have an excellent importance in #ggplications of the Theory of decisions,
since they are good us to model the preferencegoftakes a decision, if he has aversion,
propensity or neutrality to the risk. For thistla® speak of the equivalence concepts | lower
certainty, purchase price, risk premium and valuth® perfect, same information that we use
with some examples for their understanding of theisbr type. Also, of the above-mentioned
it is developed in detailed form the functions diflity for the risk premium different
situations, obtaining this way, a repertoire of duons of utility, lists to be used in a
particular problem.

Finally, we pass to the third and last line of W&k where we talk about another type
of problems of Theory of decisions where prefereraes had in the time and that they are
frequently in the economic problems.

11



Capitulo 1

ESTRUCTURA DE UN PROBLEMA DE
DECISIONES CON USO DE LOS ARBOLES DE
DECISION

En el capitulo inicial del trabajo veremos una &mienta sencilla, pero muy poderosa de la
Teoria de decisiones, nos referimos a los arbatedetision, con los cuales mostraremos la
forma de resolver un problema de decisiones bajerfidumbre cuando el decisor cuenta con
informacién cronoldgica.

El Capitulo comienza con una introduccién a losokad de decision, su construccion,
componentes y estructura. Posteriormente, segalaribs pasos a seguir por el decisor para
llevar a cabo una solucién completa de los probdedeadecision bajo incertidumbre basados en
los arboles de decision.

El Capitulo continda con tres ejemplos que ilusttl@nsecuencia de soluciéon de los
problemas con arboles de decision. Se planteaac#ines en donde el decisor puede o no llevar
a cabo un estudio preliminar sobre el problema.

Finalmente para la solucion de los arboles de iecidilizamos el softwarBrecision tree
for Excel, el cual se puede bajar gratuitamente de la pégipa/www.palisade.com

Para la redaccion del capitulo se consulté ladgbdifia [1], [3], [4], [5] v [9].

12



Estructura de un problema de decisiones con uso tes arboles de decision

1.1 ARBOLES DE DECISION

Como se sabe del estudio de las probabilidadesagnadha de arbol es una herramienta util para
ilustrar cdmo resolver problemas de probabilidaglesvarias etapas, sobre todo hace facil la
aplicacion del Teorema de bayes, mismo que sidilgramas de arbol de probabilidades puede
resultar un poco complejo.

El arbol de decisidon es simplemente un diagramasidllema real que tiene el decisor. El
andlisis del arbol de decisiones le permite alsteddentificar la mejor accion inicial, asi como
las mejores acciones subsecuentes.

El arbol de decisiébn se construye de izquierda recth@ y su lectura es de derecha a
izquierda, identificando los puntos de decisiéng/éventos, anotando en el diagrama los valores
de la incertidumbre de los eventos y sus pagostmsa@orrespondientes. Una parte importante
de los diagramas de arboles de decisiones comsist presentacion de una manera facil de la
trayectoria histérica para cada una de las alteastue tiene el decisor.

Los rasgos principales del arbol de decisioneda®puntos de ramificacion y cada punto
designa la seleccion de acciones, una de las cdelesser elegida por el decisor, 0 un grupo de
resultados con incertidumbre, uno de los cualeriogu

Finalmente, podemos decir que las reglas establect teoria de decisiones para los
nodos es la siguiente. Los nodos de decision m@gentan por cuadrados mientras que los
nodos de incertidumbre, son representados porla$iciCabe aclarar que en general no existen
reglas estrictas para la construccion de un arbaletisiones. El Unico requisito es que el arbol
describa el problema perfectamente, tamas sus actividades ordenadas cronolégicamente

1.1.1 COMPONENTES DE UN ARBOL DE DECISIONES

« Alternativas de decision o acciones en cada punt@ dlecision A estos nodos también
se les conoce como nodos de decision y se repagsentel arbol mediante un cuadrado.

Nodo de decision

» Eventos que pueden presentarse ante una accion eeahativa de decision A estos
nodos también se les conoce como nodos de incebiduy se representan en el arbol

13



Capitulo 1

mediante un circulo. Cada nodo de incertidumipeaetla caracteristica de que todos sus
eventos deben ser exhaustivos.

_| Nodo de incertidumbre

* Probabilidades de los eventos que resulten de lagaisiones Aparecen solo en los
nodos de incertidumbre y cabe recordar que su siengre debe ser igual a 1.

_| Probabilidades(nodo de incertidumbre)

* Los resultados de las combinaciones alternativas akecisién-evento A éstos también
se les suele llamar consecuencias. Pueden ap&aatzren los nodos de incertidumbre,
como en los de decision.

Consecuencias en un nodo de incertidumbre:

40

_| Probabilidades(nodo de incertidumbre)

130

Consecuencias en un nodo de decision:

Nodo de decision

60

1.2 SOLUCION DE UN PROBLEMA CON AYUDA DE ARBOLES D E DECISION

En teoria de decisiones al utilizar los arbolesddeision se puede estructurar la solucién
mediante las siguientes etapas.

14



Estructura de un problema de decisiones con uso tes arboles de decision

Etapa 1.
Construccion de un arbol de decisiones

e Se determinan las acciones de los nodos de decisiordonde se hacen Hipotesis
simplificatorias y se determina un horizonte denphcion.

* Se determinan los eventos y sus nodos de incerticum

Etapa 2.

Evaluacién de los impactogcalculo de consecuencigs)las probabilidades

Etapa 3.

Establecer urtriterio de decision (generalmente se usa el criterio de valor espemadaimo
para pagos y minimo para costos).

Etapa 4.

Identificacién de las estrategias de solucionSe obtienen al resolver el arbol de decisiones y
analizar las diferentes alternativas que se putsden en el arbol final.

Ahora vamos a ejemplificar la metodologia con &jesnplos.

Ejemplo 1

Una empresa que produce cierto articulo tuvo gaasneste afio de 150 millones, el
administrador de la empresa quiere aumentar laang&s con la introduccion de un nuevo
articulo similar al anterior. Para esto €l puedstratar una consultora que hace estudios de
mercado, la cual le cobra 20 millones, los resolkgabsibles de la demanda son: a)aregular

(r) y baja p). Con base en el historial de la consultoraeseetia siguiente tabla de errores en los
prongsticos.

Pronésticol Porciento de desaciertos de |p
consultora
Real a r b
A 5 5 0
R 2 10 8
B 0 15 15

La tabla se interpreta de la siguiente formdaslemanda fue altad) y se pronostico
regular €) la consultora falla en el 5% de los casos. paia las demas situaciones.

Si la demanda fue alta y se pronostico alta, lssuibora acierta en el 95% de los casos
(fallé en el 5%), Si la demanda es regular y s&@stico regular la consultora acierta en el 90%

15



Capitulo 1

(falld en el 10%), de los casos y finalmente sidé&amanda es baja y se pronostico baja la
consultora acierta en el 85% (fallo en el 15%)lodecasos.

El administrado ha estimado lo siguiente parares tipos de demanda posibles en caso de
que se introduzca el articulo nuevo:

Demanda altaX), con P(A) = 0.3 y una ganancia de 300 millones.
Demanda regulaR), con P(R) = 0.5 y una ganancia de 100 millones.
Demanda bajaB), con P(B) = 0.2 y una ganancia de100 millones.

¢, Cual sera la mejor decision que pueda tomar eingtrador de la empresa?, utilizar el
criterio de valor esperado.

Solucion

Etapa 1.

Construccion de un arbol de decisiones.

Se inicia con un nodo de decision, del cual satenrdmificaciones, para las acciones:
» hacer un estudioy
> no llevar a cabo € estudio.

Si se lleva a cabo el estudio se pueden pronostisatemandas, r y b. En cada caso se
elige una accion; quedarse con el articulo antericambiar al nuevo, si se cambia al nuevo
pueden ocurrir, con cierta incertidumbre, cualquike las demandds Ry B.

Si no se lleva a cabo el estudio se elige una accjdedarse con el articulo anterior o
cambiar al nuevo, si se cambia al nuevo puedernrigcewn cierta incertidumbre, cualquiera de
las demandag, Ry B.

Graficamente el arbol de decisiones se ha hecleb swftwarePrecision tree for Exce) y
se muestra a continuacion.

16



Estructura de un problema de decisiones con uso tes arboles de decision

2]
R]
2]
Rl
8]
2]
Rl
8]
Rl
8]
Etapa 2.

Evaluacién de los impactogcalculo de consecuencias) las probabilidades Tenemos que
calcular las probabilidade®®(A|a),P(A|r),...,P(B|b), para esto primeramente se requieren

17



Capitulo 1

las probabilidades d& r y b. Estas se pueden calcular commgol de probabilidades, el cual

es diferente del arbol de decisiones y se forma goton los nodos de incertidumbre, y
empleando el Teorema de Bayesolocamos los eventos segun se conozca la seaudec
ocurrencia de los eventos (no necesariamente gsstaa que en el arbol de decisiones), ver
arbol siguiente:

B 95.0% g 0.285
30.0%
5.0% 0.015
B 0.0% g 0.000
B 2.0% g 0.010
E 50.0%
90.0% g 0.450
B 8.0% g 0.040
B 0.0% g 0.000
E 20.0%
15.0% g 0.030
B 85.0% g 0.170
Del arbol de probabilidades, se puede observar que
P(a) = 0.285+ 0.010+ 0 = 0.295.
P(r) = 0.015+ 0.450+ 0.030= 0.495.
P(b) =0+ 0.040+0.170=0.210.
Ahora las probabilidades condicionales
P(A|a):%:o.966 P(A|r):%:0.030 P(A|b):L:O
0.295 0.495 0.210
P(R|a) :%;: 0.034, P(R|r) :8:%22: 0.909y P(R|b) :8:%‘118: 0.190
P(Bla) = 0295 =0 P(B|r) = 8238 =0.061 P(B|b)= % =0.810

El diagrama de arbol con las probabilidades ysymctos, se muestra a continuacion.
18



Estructura de un problema de decisiones con uso tes arboles de decision

30
E 29.5%
96.6%
280
E 3.4%
80
0.0%
E -120
Anterior
| Anterior }——
49.5%)
3.0%
280
91.0%
E 80
E 6.0%
-120
Anterior
m 21.0%
0.0%
280
19.0%
E 80
81.0%
E -120
30.0%
300
50.0%
E 100
20.0%
E -100

Etapa 3.

Establecemos un criterio de decisiGnEmplearemos el criterio de valor esperado yesgra el
maximo por tratarse de pagos.

19



Capitulo 1

Se calculan los valores esperados en los nodoxddidumbre y se elige al mayor, similarmente
en los nodos de decision se elige la mayor opdifirarbol obtenido se muestra a continuacion.

130
E 29.5% Decision
0 273.4
96.7%
280
Valor esperado
0 273.4
E 3.3%
80
E 0.0%
-120
Valor esperado
0 172.303
, - 0.495
130 130
49.5% Decision
0 130
3.0%
280
FALSO Valor esperado
0 74
E 91.0%
80
E 6.0%
-120
130 130
m 21.0% Decision
0 130
0.0%
280
FALSO Valor esperado
0 -82
E 19.0%
80
E 81.0%
-120
Decisién
172.303
150 150
FALSO Decision
0 150
30.0% 0
300 300
FALSO Valor esperado
0 120
E 50.0% 0
100 100
E 20.0% 0
-100 -100
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Estructura de un problema de decisiones con uso tes arboles de decision

Etapa 4.

Identificacion de las estrategias de solucionSe obtienen al resolver el arbol de decisiones y
analizan las diferentes alternativas que se puteshem en el arbol final.

29.5% Decision

273.4

Valor esperado
273.4

3.3%

Valor esperado
172.303

130
Decision
130
0.21

Decisién
130

130

Decision
172.303

La estrategia a seguir seria la siguiente.
Se elige la accion de llevar a cabo un estudio eieaxo, de donde puede ocurrir:

» Si el estudio arroja un resultado de demanda a}taeitonces la mejor decision seria
fabricar el nuevo producto.

» Si el estudio arroja un resultado de demanda re@leentonces la mejor decision seria
guedarse con el producto anterior. Es decir, hodar el nuevo producto.

* Si el estudio arroja un resultado de demanda (jaentonces la mejor decision seria
guedarse con el producto anterior. Es decir, hodar el nuevo producto.

Ejemplo 2
Supongase que Octavio tiene un problema de deesiehcual consiste en elegir una de dos
opciones:

« adquirir una camara digital nueva con un costo5jea®

e comprar una camara digital usada a su amigo Héot&é¢,000.
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Héctor le permite a Octavio que previamente hagarawision de la cAmara para su evaluacion.
Octavio conoce a un técnico en camaras que poeMviaidn le cobra $300, por experiencia
Octavio sabe que el técnico se equivoca en su adigo el 10% de las veces, es decir,

» el técnico puede diagnosticar que la cdmara estéd driando en realidad estd mal en el
10% de los casos

« el técnico puede diagnosticar que la cAmara est&umado en realidad esta bien en el
10% de los casos.

Por otro lado, por intuicion propia Héctor estimee da probabilidad de que la lente salga mala es
de 0.30 y que salga buena de 0.70. Finalmenteni® Icuesta $1,500. ¢Cual sera la mejor
decision que pueda tomar Octavio?, utilizar ekdat de valor esperado, considerando el precio
de la camara nueva como el costo base en los iogpacbnomicos.

Solucion

Etapa 1. Construccion de un arbol de decisiones

Etapa 2.

Evaluacién de los impactos (célculo de consecuergjd las probabilidades
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0
1000
-500
Ejemplo 2

-300
700
-800

-300
700
-800

El arbol de probabilidades se forma sélo con latosale incertidumbre obteniendo:

90.0% 0.63
10.0% 0.07
0.03
90.0% 0.27
063
P(LB|DB) =———— = 0.955, P(LM |DB) =1-0.955= 0.045.
0.63+0.03
007
P(LB|DM)=———=0206, P(LM |DM) =1-0.206= 0.794.
0.07 +0.27
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Etapa 3.

Establecer un criterio de decision Emplearemos el criterio de valor esperado ylsgira el
maximo por tratarse de pagos.

Se calculan los valores esperados en los nodosadgtidumbre y se elige al mayor,
similarmente en los nodos de decisidn se eligedgomopcién. El arbol obtenido se muestra a
continuacion.

FALSO 0
0 0
(S Revison]
0 550
1000 1000
ERDADERO Chance
0 550
500 500
Ejemplo 2 Decision
550
FALSO 0
-300 -300
0 632.5
700 700
Usada |_YERDADERO Chance
0 632.5
Lente Mala 4.5% 0
-800 -800
0 315.45
VERDADERO 0
-300 -300
34.0%) Decision
0 -300
700 700
FALSO Chance
0 -491
-800 -800
Etapa 4.

Identificacion de las estrategias de solucidnSe obtienen al resolver el arbol de decisionas y
analizan las diferentes alternativas que se puteshem en el arbol final.

550
1000
Chance
550
-500
Decision
550

La estrategia a seguir consiste en comprar la Gosada sin revision.
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Ejemplo 3
Supongase que el contador Federico lleva la cdidathide dos grandes empregasg B, y que

no recuerda en cual de ellas ha cometido un emocamtabilidad. Federico estima que las
probabilidades de haber cometido el error en lggesasA, B son P(A) = 060 y P(B) = 040,

respectivamente. Ademas le quedan 2 dias paragantta contabilidad y solo puede buscar
durante el dia. Si encuentra el error duranteieigy dia lo puede corregir y entregar a tiempo,
por otro lado, si lo encuentra en el segundo ded@wsuceder que lo encuentre y lo alcance a
corregir o que lo encuentre y no lo alcance a gatreSi agregamos que las empresas estan muy
retiradas, de tal forma que en un dia so6lo puedednien una sola empresa. Por otro lado, el
contador estima que puede tener los siguientedibiese

« Encontrarlo en el primer dia y corregirlo con undféecio de $5,000.
» Encontrarlo en el segundo dia y lo alcance a corteg un beneficio de $5,000.
» Encontrarlo en el segundo dia y no lo alcance @egwrcon un beneficio de $3,000.
* No encontrarlo en los dos dias con un beneficisbd®00 (pérdida)
Finalmente el contador estima las probabilidades
* Probabilidad de encontrar el error en la empfesaiando buscamos énes 0.30.
* Probabilidad de encontrar el error en la empBsaiando buscamos &nes 0.80.
» La probabilidad de que lo encuentre en el seguialy b alcance a corregir es de 0.90.

Encuentra las estrategias de solucion.
Solucion

Etapa 1.

Se construira el arbol de decisiongsniciando con la basqueda en la empreseen laB.
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Etapa 2.
Obtencion de las consecuencias y probabilidades
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5000

5000

3000
-4000

5000

3000

-4000
Ejemplo 3
5000
0%
5000

3

000

-4000
5000

0
3000

-4000

Para el calculo de probabilidades se tiene quezanan las diferentes situaciones.
Situacion 1A.

El arbol de probabilidades cuando buscamo# eh primer dia estard formado de la siguiente
manera:
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Buscar en A

Encontrar en A 1 dia

P(E,) = P(A)P(E, | A) + P(B)P(E, | B) = 060x 030+ 040x0 = 018.

Situacion 2A.

El arbol de probabilidades cuando buscamaoA ks dos primeros dias sera:

30.0% 0.18

Buscar en A los dos dias

Encontrar A 2 dia Chance

0

De donde las probabilidades estaran dadas por:

P(E, n NE,) _ 0.126
P(NE,) 082

= 015.

P(E, INE)) =

Situacion 3A.

El arbol de probabilidades cuando buscama& ehprimer dia y el segundo dia buscamoB en
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30.0% 0.18

Buscar en Ay en B 2do. Dia

Charece

P(E, n NE;) _ 032
P(NE)) 082

P(E, [NE;) = = 039.

Similarmente par8.
Situacion 1B.
El arbol de probabilidades cuando buscamoB ehprimer dia.

0

0

0.6

Buscar en B 0

Encontrar en B 1 dia

0.32

0
0.08

0 0

P(E,) = P(A)P(E, | A) + P(B)P(E, | B) = 060x 0+ 040x 0.8 = 032.

Situacion 2B.
El arbol de probabilidades cuando buscamoB ks dos primeros dias estara dado por:
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Chance
0

100.0%

Buscar en B los dos dias

Encontrar en B 2 dia

Chance

De donde las probabilidades estaran dadas por:

P(E, n NE,) _ 0.064

P(E, | NE,) =
(E INE) P(NE,) 068

=0.0941

Situacion 3B.

El arbol de probabilidades cuando buscamadB ehprimer dia y el segundo dia buscamogé.en

0.0%

0

100.0%

Buscar en By en A 2do. Dia

0 0
De donde las probabilidades estaran dadasR(d&; | NE,) = P(E, n NE)) = 018 =0.2647.
P(NE,) 068
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Etapa 3.

Establecer un criterio de decision. Emplearemosrigdrio de valor esperado y se elegira el
maximo por tratarse de pagos. Se calculan loseslesperados en los nodos de incertidumbre y
se elige al mayor, similarmente en los nodos désidecse elige la mayor opcion. EIl arbol

obtenido se muestra a continuacion.

0 5000
100.0% 0
5000 5000
[Buscar A chance
0 434.24
5000
150%gh  Chance
0 4800
0.0%
3000
0 -2680
0
-4000 -4000
0 -568
5000
0 4800
3000
Chance
0 -568
-4000 -4000
Ejemplo 3 Decision
435.84
20y Chance
0 5000
100.0% 0.32
5000 5000
----- : Chance
0 435.84
5000
200%gh  Chance
0 4800
3000
----- =
0 1712
0% g 05032
-4000 -4000
0 -1712
5000
90l  Chance
0 4800
3000
Chance
0 -3208
-4000 -4000
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Etapa 4.

Identificaciéon de las estrategias de solucidnSe obtienen al resolver el arbol de decisionss y
analizan las diferentes alternativas que se putethen en el arbol final.

Decision
435.84

5000

Chance
435.84

==\
Buscar B f——

0

Chance
4800

No corregir

Chance
-1712

No encontrar 2

Buscar A =
O

0.5032
-4000

74.0%

Decision
0 -1712

No encontrar 1

La estrategia a seguir seria la siguiente.
Se elige la accion de buscarrel primer dia:
» Si el error estaba @y se encuentra se termina.
» Siel error no se encuentraBrml primer dia el segundo dia se busca.en

La estrategia encontrado lo que nos dice es gpeséible buscar de inicio dhy en caso
de no encontrarlo buscar el segundo di&.enAl realizar la busqueda varias veces tendriamos
que en promedio tendriamos un beneficio de 43%84sta estrategia.
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PREFERENCIAS DE ORDEN Y
FUNCIONES DE VALOR

En el presente Capitulo, iniciaremos la investiacidando un analisis detallado de la
construccion Tedrica de las preferencias de ord@sandonos en la relacion de orden déhil
Para tal efecto, iniciamos con un brevisimo repskas relaciones binarias y su clasificacion, en
relaciones: reflexivas, simétricas, transitivas,uieglencias, antisimétricas y asimétricas.
Recordamos las clases de equivalencia, su probdienrapresentatividad y su correspondencia
con la particiéon de un conjunto.

Visto el repaso de relaciones, damos inicio a efecion particular, a la que se le ha dado
el nombre de preferencias de orden, para las cdal®®s su sistema axiomatico en el que se
construyen los teoremas que justifican la valideiod resultados a emplearse en las aplicaciones
de la Teoria de decisiones a la economia y finanzas

Posteriormente, revisamos una explicacion Tedneajgstifica la existencia y unicidad de
las funciones de valor que se pueden aplicar glotmde alternativas del decisor y con base en
ellas las relaciones de orden, entre alternatilas, podremos comparar como relaciones
numeéricas.

Las funciones de valor, las veremos en su primegaepara un atributo, posteriormente
revisaremos las funciones de valor para el casod#pendencia de 2 y mas atributos, asi como
las funciones aditivas.

Para la redaccion del capitulo se consulto ladghpéifia [1], [4], [6], [8], [11] ¥ [13].
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Capitulo 2

2.1 RELACIONES BINARIAS

En esta seccion veremos brevemente las relacidnasds y una clasificacion elemental de
éstas, iniciamos con la definicion de relacion.arBes conjunto®\ y B, sobre los cuales nos
interesa establecer de alguna manera una correspoadentre sus elementos, hecho que da
origen al siguiente concepto matematico.

Definicion 1

Sean los conjunto8 y B, y P(x,y) un enunciado légico definido eAx B, se dice

gue existe ungelacion binaria entre los elementos de los conjunfog B, y ella esta
determinada poP(x,y) .

La relacion entre los conjuntds y B, la simbolizaremos pof, la cual representara la

correspondencia que existe entre estos conjuntosmedio de su enunciado l6gico, y suele
denotarse de la siguiente manera:
® =(A B,P(x,Y)).

Cuando los elementas] A y b0 B estan relacionados, se representan por

ak b.

2.1.1 CLASIFICACION DE RELACIONES

Existen relaciones entre los elementos de un m@nfunto que cumplen ciertas propiedades y
que son de interés en la Teoria de Decisionesntinoacion se enlistan las mas usuales en
Teoria de Decisiones.

1 RELACIONES REFLEXIVAS

SeaA un conjunto yP(x,y) un enunciado légico el x A, entonce® = (A, A P(X, y)), es una
relacionreflexiva sipara todoelementoa [J A, a esta relacionada con ella misrad,a.

2 RELACIONES SIMETRICAS

SeaA un conjunto yP(x,y) un enunciado l6gico el x A, tendremos qué = (A, A P(x, y)),
es una relaciorimétrica, si para los elementas,b 0 A, se cumple que

cuandoak® b, entoncedH® a.

3 RELACIONES TRANSITIVAS

SeaA un conjunto yP(x,y) un enunciado l6gico e x A, tendremos qué = (A, A P(x, y)),
es una relacidtransitiva, si para los elementas,b,c 0 A, se cumple que
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siak b y b c, entoncesal c.

Observacion
Para algunos ejemplos es mas conveniente defimireiacion transitiva por medio
de su opuesta, esto es cuando una relacid@s transitiva

4 RELACIONES NO TRANSITIVAS

SeaA un conjunto yP(x,y) un enunciado légico el x A, tendremos qué = (A, A P(x, y)),
es una relaciotransitiva, si para los elementas,b,c [0 A, se cumple que

ak by bR c, peroafc.

Nota
De la definicién anterior, se deduce que una réfees transitiva cuandono existen
elementosa,b,c 0 A, para los cuales se cumple @b y bZ c.

5 RELACIONES DE EQUIVALENCIA

SeaA un conjunto yP(x,y) un enunciado l6gico el x A, tendremos qué = (A, A P(x, y)),
es una relacion dequivalencia sif es:

a).- reflexiva,

b).- simétricay

C).- transitiva.

6 RELACIONES ANTISIMETRICAS

SeaA un conjunto yP(x,y) un enunciado l6gico el x A, tendremos qué = (A, A P(x, y)),
es una relacidantisimétrica, si para los elementagb [ A, se cumple que

cuandoa® by bk a, entoncesa =b.

Observacion
Para algunos ejemplos es mas conveniente defiairalacion antisimétrica por medio
de su opuesta, esto es cuando una relacid@s antisimétrica

7 RELACIONES NO ANTISIMETRICAS

SeaA un conjunto yP(x,y) un enunciado l6gico el x A, tendremos qué = (A, A P(x, y)),
es una relaciono antisimétrica, si existen elementos,b [0 A, para los cuales se cumple

al bybR® a, peroa # b.
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8 RELACIONES ASIMETRICAS

SeaA un conjunto yP(x,y) un enunciado l6gico el x A, tendremos qué = (A, A P(x, y)),
es una relacion asimétrica, si existen elemeatb$] A, tales que se cumple

ak b perob X a.

Notas

1.- Es obvio que una relacidmo puede sessimétrica y asimétrica al mismo tiempo,
aunquesi puede semo simétrica y no asimétrica a la vez.

2.-lgualmente debe de estar claro que una relatiopuede sereflexiva y asimétrica
alavez.

3.- Puede ocurrirque una relacion sea simétrica y antisimétria\aek, por ejemplo la
relacion enAx A, ® ={ (11),(22),...,(99)}, es simétrica y antisimétrica a la vez.

2.1.2 CLASES DE EQUIVALENCIA

SeaA un conjuntoy P(x,y) un enunciado légico e\ x A, tal que® = (AA, P(X, y)), es una

relacion de equivalencia, llamaremos clase de atpneia del elementa [J A, al conjunto de
todos los elementos de que estan relacionados can Las clases de equivalencia del elemento

a, se simbolizan p(ﬁa], 0 por medio de los conjuntos indizadRas
B, =[a] ={xOA| aR b}.

A) PROPIEDAD DE LA REPRESENTATIVIDAD DE UNA CLASE D E EQUIVALENCIA

De la definicion de clase de equivalencia estéoaimre surge la interrogante sobre el elemento
que represente a la clase, dicha pregunta se pstai#ecer en el siguiente Lema.

LEMA 1

Una clase de equivalencia, se puede representammatio de cualquier elemento gue
pertenezca a dicha clase.

Demostracion

v SeaA un conjuntay P(x,y) un enunciado légico e x A, tales quet = (A A, P(X, y)), es una
relacion de equivalencia, representemos[px])mna clase de equivalencia &n Por otro lado,
escogemos un elememtade dicha clase, esto e@][a], entonces por definicion de clase de
equivalenciaatx, como la relacion es simétrica, tenemos xftee de donde se obtiermD[x],

con lo que se demuestra la afirmacian.
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TEOREMA 1

Dos 0 mas clases de equivalencia diferentes, ndgrutner elementos en comun.

Demostracion
v SeaA un conjunto yP(x,y) un enunciado l6gico el x A, tales quet = (A A, P(X, y)), es

una relacion de equivalencia, veamos los elemeafio§] A, tales que no esté relacionado con
b, esto es representan a dos clases diferentds ({aa] Z [b] ahora supongase que existe un

elementox OA, tal quexO[a] y xO[b], esto esalx y bRx, como® es una relacion de
equivalencia, tenemos quees simétrica y por lo tantefb, ademas?t es transitiva y de las
relacionesalx y x®b, se deduce quatb, lo cual no puede ser, ya q{la] Z [b] y el teorema

qgueda demostrado, ya que se contradice la suposieida existencia de un element@l A tal
quexO[a]n[H. a

B) RELACIONES DE EQUIVALENCIA Y PARTICIONES

En el estudio de las relaciones se tiene una conéxastante estrecha, enlms relaciones de
equivalencia y las particionespor medio de los siguientes dos teoremas.

TEOREMA 2
Sea el conjunto A, y enunciado 16giBgx,y) en Ax A, cont = (A, A, P(x, y)) una

relacion de equivalencia A, entonosefectlia en A unparticion .= {[a], [b]} :

en donde los conjuntds], [b], etc. son clases de equivalencia en A dadas?por

TEOREMA 3

Sea A un conjunty A;, Az ..., Ay, subconjuntos de\, tales que la familia«#

:{Al, A,..., Ah} forman una particion del conjunto, &ntonces« define sobre e

conjunto A una relacion de equivalencia.

Nota
De los teoremas anteriores, se puede concluir xjgeeaina correspondencia uno a uno
entre todas las clases de equivalencia y todgmléisiones de un conjunto.

2.2 PREFERENCIAS DE ORDEN

En las preferencias de orden al igual que en lasiomes, se tiene un conjunfo(finito) de
alternativas, sobre el cual se define una relabiéaria y algunas de las relaciones revisadas
Ccomo son: transitiva, asimétrica, simeétrica, raflay antisimétrica.
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En la teoria de niumeros son de fundamental impxetdas relaciones de,> ylade=,

en Teoria de Decisiones el conjupno necesariamente es un conjunto numerico, efionuc
mas general, sus elementos representan las altesatel decisor ante una situacion de
incertidumbre. Por lo tanto, surge la necesidadini®ducir relaciones equivalentes a las
anteriores, para poder llevar a cabo una mejor tar@ecisiones.

Debido a la generalidad de los elementos en qudepastar constituido el conjunto de
alternativasA, en teoria de decisiones se acostumbra usardagsies relaciones binarias de
preferencia de orden

a > b, a preferente sobrie (preferencia estricta).

a~b, aal menos tan preferente comm@preferencia débil).

a~b, aes indiferente & (no existe preferencia, indiferencia).

En el estudio de las preferencias, al igual quéasrareas de matematicas, las teorias son
creadas con definiciones, se formulan axiomas geseuestran Teoremas, Lemas y Postulados.
De esta forma hemos iniciado el estudio, definieledopreferencias de ordem>-b, a b,

allb. Ahora falta establecer el sistema axioméaticeespondiente, que nos permita desarrollar
una teoria sobre las preferencias de orden deaisode

2.2.1 PREFERENCIAS DEBILES

En teoria de decisiones entenderemos por prefasedébiles a las relacionas_b, y pediremos
que cumplan los siguientes axiomas sobre el comnjimalternativas.

AXIOMA 1. Comparabilidad o completez.

Oa,b0A se cumple alguna de las siguientes relacioaesb, b’—a o ambas. Otra

forma equivalente, no existenb[] A talesqueatb y b’ta.

AXIOMA 2. Transitividad.

Oa,b,cOA,siazzbyb>zc =azc.

AXIOMA 3. Consistencia entre indiferencias y preferenciagekb

Oa,b0A, si a~b = (azb y bza). Otra forma equivalente[Ja,bOA, si
atb < (axbobia).

AXIOMA 4. Consistencia entre preferencias estrictas y pretes débiles.

Oa,bOA,sia>b < bzta. Otraforma equivalenté)a,bJ A, sib-a < a#b.
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Nota
El axioma 3 se puede considerar como la definid®ta indiferencia y por eso algunos
autores prefieren utilizar la preferencia estratdugar de la débil.

Con base en los 4 axiomas anteriores, llamadagdin débil, se formula y demuestra el
siguiente teorema, que resulta ser la base ersatrddio de las preferencias de orden, puesto que
nos muestra la consistencia que existe entrededipos de relaciones de orden.

TEOREMA 4

Sea la relacion de orden débil- y supdngase que se cumplen los 4 axiomas de
preferencias débiles, entonces

I. = es transitiva.

ii. > esasimétrica.

iii. /Jes reflexiva.

iv. [Jes simétrica.

v. [Jes transitiva.

vi. Oa,b,cO0A, (a~byb>c)=a>c.

vii. Oa,b,cO0A, (a>~byb~c)=a>c.

viii. Oa,bdA se cumple exactamente una de las relacianeb, a> b, b > a.

Demostracion
v

i. Se prueba por reduccion al absurdo, es decigrggsea,b,cJ A y son tales que

a-byb>c =cxa. (1)

De b c y el axioma 4, se concluye quetb. Luego, del axioma 1 resulta gbec. Con la
relacion anteriobzc y c—a se concluye del axioma 2 qea, pero esto no puede ser porque
de las condiciones del teoreraa b, y del Axioma 4 esto ultimo es equivalentbga.

Asi, se obtuvo un absurdbz-a y b*a no se pueden cumplir al mismo tiempo. Por lodiant
de (1)a>b y b>c = cta. Finalmente, del axioma 4 se concluye gquec.

ii. Supongase,b] A y quea esta relacionado cdmpor medio de-, esto esa>-b. Luego,
por el axioma 4b ta. Asi, del axioma la’~b y otra vez por el axioma B a (en su
forma equivalente). Es decirho esta relacionado can

iii. Se prueba directamente por contrapuesta. Supéraga A y quea no es indiferente a,
a t a, esto implica que > a, luego del axioma 4a 7 a. Se concluye del axioma 3.
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iv. Supongase,bA y quea es indiferente &, a~b, luego del axioma 3,
a~b e (azbybrza)= (bzayarb)- b~a.

v. Supodngase qua,b,cOA Yy a~b yb~c luego del axioma 3,
a~b - (azbybza)yb~c < (bzcyczb)

Por transitividad de la relacion de orden débiloma 2,a~b y b’ c implica a’-c,
similarmente,c zb y ba implica c za. Finalmente, del axioma 3 se concluye quec

vi. Supongase quea,b,c0A, a~b y b>c, luego del axioma 3,
azbyb~ay b>c= axzbyctb.

De las dos dultimas relaciones se concluye gquga. Esto se verifica facilmente por
reduccion al absurdo, puesto que si ocurriese g@iec, entonces déb—a y el Axioma 2
(transitividad de~ ), se concluye qué ~c, pero esto no puede ser ya que por suposicisic.
Asi, se cumple quecita, finalmente del Axioma 4a - c.

vii. Se demuestra de forma similar que el incisoSiipongase quéa,b,cC0A, a>by b~c
luego del axioma 3,
Axioma 4
a-byb~cyczb = btayczb= cta = a>c.
viii. Supdngase quéa,b] A, la demostracion se puede hacer los 4 casos gliespua ocurrir.
* arbybra,luego del Axioma&a~b.

* arbybza,luego del Axiomad:>b.
* aztbybra,luego del Axioma 4> a.

* a’tb y bXa, no puede ocurrir este caso porque se obtendriaxdEma 4,b>a y
a> Db, lo cual no puede sar.

Nota
De lo expuesto arriba, se puede concluir que lasiomes de orden débif;, deben

cumplir la completez y transitividad, mientras dgrelaciones de orden estricto,
deben cumplir con la asimetria y la transitividdithalmente las relaciones de
indiferencia deben ser de equivalencia.
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2.2.2 CLASES DE INDIFERENCIA

De forma similar que en las relaciones de equiviemenemos que la relaciones de indiferencia
forman una clase, llamadalase de indiferencias Asi, si all A, denotamos su clase de

indiferencias portl (a), y se define como:

I(a)={babTA, y bOa}.

LEMA 2
Si se cumplen los axiomas del 1 al 4, entonces
1) Siafb=1(a)=1(b).

2) Sil(a)y I(b) tienen un elemento en comn, entondés) = 1 (b).

3) SiabentoncesTcO1(a) y dO1(b) se cumplec>d.

Demostracion
v 1) Seacll(a), luego por definicion de clase de indiferencida y por otro lado de las

condiciones del lema ~ b, asi por transitividad de indeferenda- b, finalmente por definicion
de clase de indiferencial] | (b) y se concluye qué(a) O | (b).

Similarmente, se concluye québ) U | (a), de dondel (a) = 1(b) .

2) Suponga queA es el elemento comun dda) e I(b), luego,c~a y c~b. Por
simetria en el primer termin@a~c y c~b. Por la transitividadh ~ b, finalmente del inciso
anterior del lema se concluye qu@) = | (b).

3) Supongase quelll(a), entoncegor definicion de clase de indiferencia resulta que

c~a Yy del hecho de qua > b aplicamos el punto vi del Teorema 4, se concloyeb.
Similarmente, sea | (b) por definicién de clase de equivalenda- b por simetria de la

indiferenciab ~d. Finalmente de >b y b~ d aplicamos el punto vii del Teorema 4, se
concluyec>d .A
Las clases de indiferencia son similares a lagslds equivalencia en las relaciones, luego

se cumplen los mismos resultados de la seccionri@antgero ahora para las clases de
indiferencia. Sus demostraciones se omiten paisglares al caso de equivalencia.

A) PROPIEDAD DE LA REPRESENTATIVIDAD DE UNA CLASE D E INDIFERENCIA

LEMA 3

Una clase de indiferencia, se puede representarnpedio de cualquier elemento que
pertenezca a dicha clase.
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TEOREMAS

Dos 0 més clases de indiferencia diferentes, nad@uéener elementos en comun.

B) RELACIONES DE EQUIVALENCIA Y PARTICIONES

TEOREMA 6

Sea el conjunto A de alternativas y | una reladi@indiferencia, entonces | efectfia
en A una particiéae={I (a,),1(a,),...}, en donde los conjuntaga,),(a,), etc. son
clases de indiferencia en A

TEOREMA 7

Sea A un conjuntde alternativay A, A, ..., Ay, Subconjuntos dé, tales que Id
familiavd:{Al, A,..., Ah} forman una particion del conjunto, &ntonces« define

sobre el conjunto A una relacién de indiferencias.

Nota
De los teoremas anteriores, se puede concluir xjgeeaina correspondencia uno a uno
entre todas las clases de indiferencia y todgsdegiones de un conjunto.

2.3 CONSTRUCCION DE LAS FUNCIONES DE VALOR DE UN A TRIBUTO

En la seccion 2 revisamos los conjuntos de altsastA, y la parte axiomatica que debe
respetar un decisor al emplear sus preferenciase do0b objetos dé\, para que la toma de
decisiones que se haya hecha con el apoyo deilmsastenga un sustento racional.

Al trabajar con conjuntos de alternativas, entramosin mundo de comparaciones entre
objetos que no necesariamente son numeros, loificdtd su estudio y razén por la cual en las
relaciones se usan en su notacién simbolos m&salen sobre los cuales se construyen las
relaciones de comparacion, vistas en la secci@riantLogicamente surge la pregunta sobre la
factibilidad de poder llevar a cabo comparacionemdo tenemos alternativas de decisiones en
contextos mucho muy variados.

¢ Existira algun método que permita llevar a cabangparaciones entre las alternativas y reglas
de relacion que cumplan el sistema axiomatico deségcion 2?

La respuesta a la pregunta se daré en esta seorida construccion de funciones soBre
a las que se les da el nombrefdeciones de valor Con estas funciones se podran asignar
valores a las alternativas para poder transpat@eoria de preferencias a la Teoria de numeros,
en donde estan bien establecidas las relacionesumnuglen el sistema axiomatico revisado en la
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seccion anterior. Es decir, las relaciones deepeatias-, -~ y [J utilizadas en las alternativas

del decisor, seran transformadas, con la funciénader, a las comparaciones numericas, por
medio de las relaciones conocidas en Teoria de noéme, > e =, respectivamente; las
equivalencias entre las relacionescon >, ~ con = y [Jcon = es s6lo por conveniencia de
notacion.

La idea intuitiva de asignacion de valores, coasst encontrar una funcion
v(D: A - R, )

tal que si tenemos,bJ A, y la relacion de orden dékil, entrea y b, se pueda establecer la
relacion de orden déebi entrev(a),v(b) DR . A la funcién que de esta forma se construye le

llamaremoduncion de valor. Los siguientes 2 teoremas justifican la exiseede la funciorv.
El primero para el caso particular en el dues un conjunto finito y el segundo para un comunt
infinito.

TEOREMA 8 Existencia de la funciéwncaso finito.

Sea el conjunto de alternativas A finito, exista tumcion de valowv(): A - R, tal
que

arb < v(a)=v(b), Da,bOA *)
si y solo sk, es de orden débil (cumple las condiciones deXmsras 1 a 4).

Demostracion
v Primero demostraremos que si exis{®: A - R, tal queazb = v(a)>v(b), OabOA,
entonces la relacioir, es de orden débil.

Completitud.

Para la completez analizamos la propiedad de ¢meiat de los numeros, la cual consiste en que
dados dos numerosg yOR , se cumple una y sélo una de las relaciones:

(x>yoy>x)ox=y.
La cual es equivalente a

(XPyoy#x) o(x?yy y#x)

sonnimeros de(*)

i) Sivia)¢v(b) = v(b)=v(a) = bra.

sonnimeros de(®

i) Sivib)#v(a) = v(@=v(b) = azb.
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iii) Cuandov(a) # v(b) y v(b) # v(a), entonces se cumplen amdwsa y a~b.

Nota
Si atb, por (*) se cumple que(a) 2 v(b), luego como éstos ultimos son nameros
resulta quev(b) >v(a). Por lo tanto, hemos probado que

b>a < v(b)>v(a) . (**)

Transitividad. Si azb y b>zc por (*) tenemos que/(a) = v(b) y v(b) = v(c), luego por la
transitividad de la relacior entre nimeros, resuliga) = v(c) y por (*) azc.

Consistencia entre indiferencias y preferencias débs. Oa,b0A, si v(a)=v(b) y
v(b) = v(a), entonces de la relacion entre nimeros esto spleisiny solo siv(a) =v(b). De
(*) esto significaquga by b>~a) = a~b.

Consistencia entre preferencias estrictas y prefeneias débiles.Ca,b0 A, si v(b) = v(a),
entonces de la relacion entre numeros esto implieav(a) # v(b), de (*) esto significa que
si b ~a, de (**) esto es equivalenteat b.

En segundo lugar, demostraremos que si existddeida - y es de orden débil, entonces
existe una funcion de vals()) : A - R, tal queazb = v(a) 2 v(b), Oa,b0A.

Supondremos que la relacign es de orden débil y denotaremos al conjunto
V(a)={b|a,b0Ayax-h}.

Se define la cardinalidad dé(a) por v(a). Es decir,#(V(a)):v(a), tenemos que probar
gue ésta es una funcion de valor que represem&aleion —. Es decir, cumple con (*), y
tenemos que demostraf_b = v(a) =2 v(b), Da,bOA.

Necesidad.Suponemos quea-b, entoncedb [V (a) y por transitividad para cualquieque
cumpla bz-c resultaazc. Luego, c00V(a), de tal forma queV(b) OV (a), de donde
#(V (b)) <#(v(a)), es decirv(a) = v(b).

Suficiencia. Suponemos que&(a) =v(b) y demostraremos qua—b. La demostracion se
hara por contrapuesta. De esta forma suponemosgbepor el axioma 4 resulta - a.
Por definicion deV(a) tenemos qué[1V(a), peroallV(b). Es decir,V(a) OV (b), esto
es v(b) >v(a), equivalentemente a(a)#v(b). Luego, se concluye que sia)=v(b),
entoncesazb.a
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TEOREMA 9 Existencia de la funciéwncaso infinito.

Sea el conjunto de alternativas A, existe una fimde valorv()): A - R, tal que
arb < v(a)=v(b), Da,bOA *)
si y solo sk es de orden débil, es decir, cumple las condicialeels axiomas la @

de orden denso de A con respecto de la relagion

Definicion 2

SeaB un subconjunto dé, B es llamado ursubconjunto densode A, con respecto 3
> sila,a, A cona, > a, existebIB, tal quea,zb=a,.

Ahora veremos un teorema que muestra la unicidédal fuecion de valor

TEOREMA 10 Unicidad de la funcion.

Sea el conjunto de alternativas Ay una relacion de orden débil, es decir cumple

los axiomas 1 a 4, entoncef) y w() son ambas funciones ordinarias de valor ¢on

=~ siy solo si existe una funcigh estrictamente creciente tal que
w(a) = ¢(v(a)), OaldA

Demostracion

v
Necesidad.Suponemos que(l) es una funcién ordinaria de valor cgny que ¢ es una
funcion estrictamente creciente. Luego, de logdieas 8 y 9a-b = v(a) = v(b),a,b0A
ahora por serg una funcion estrictamente crecientga)=w(b),Ja,b0A y por los
Teoremas 8 y & es una funcién ordinaria de valor.

Suficiencia. Suponemos que& y w son funciones ordinarias de valor con las mismas
preferencias. Es decir,

a-b = v(a)2v(b) y w(a) = w(b), Ja,b0A.

Luego, definimos una funciog, tal que w([ﬂzq)(v([ﬂ) y por las relaciones anteriores
tiene que ser estrictamente creciente.
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2.4 SISTEMA AXIOMATICO DE LOS MODELOS DE DIFERENCI A DE VALOR

En la seccidén anterior revisamos la existenciaigidad de la funcion de valor, funcion que se
utilizara en los conjuntos de alternativds, para que a través de ella se lleve a efecto la
asignacion de valores a los elementog\dede esta forma podamos llevar a cabo un rangeeo d
alternativas. Posteriormente, con base en la dungue veremos a continuacién se asignaran
mayores distancias a mayores preferencias y de neateera podremos ranquear todas las
preferencias intermedias del conjuAto

Seaa ~ b la representacion deitercambio de la alternativd por la alternativaa. Con
dicho intercambio y la funcién ordinaria de vaigf) , definida en las relaciones de orden débil,

~, entre los objetos del conjunto de alternativAs tal que si a,b[JA entonces
azb = v(a)=v(b). Podemos introducir una relacion de orden détdileeintercambios de la
siguiente forma.

SeanA un conjunto de alternativas y paagb,c,d [0 A, definimos los intercambioa — b
y ¢ — d, entonces diremos que el intercamhbio- b es al menos tan preferente que- d, y
denotaremos dicha preferencia xor, de tal manera qu@ — b)-.(c — d). Luego,

(8 « b)zo(c « d) = v(a)—v(b) = v(c)—v(d). (3)

Representando graficamente las situaciones queepuedurrir a mayores preferencias
hacia la derecha tendremos:

v

b d c a

o d % C >

o 2 d :
J 5 C 3 >
T ¢ o p >

Con lo anterior se concluye la definicion de unacfan ordinaria de valoy, dada en las
relaciones de intercambiabilidad, tal qué& — b) =v(a) -v(b). Asi, tendremos qué representa

una funcién ordinaria de valor para las relaciatemtercambiabilidad, puesto que
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(@< by (c—d) = V(@e-hb)=V(c < d).

De esta forma podemos estableceremos los axiomasspondientes a la relacion de
preferenciaz, sobre los intercambios.

AXIOMA 1. Orden débil.

Los 4 axiomas de la seccion 1.2.1 sobre las pretere de orden débiles sobre el
conjunto de objeto#, se cumplen para el conjunto de intercambios relacion de
orden’,.

AXIOMA 2. Consistencia de; y 7.

Oa,b0A,siazb < (a « b)z .(c — c) paralcOA.

Notese que el axioma en realidad representa laidéfi de la funcidén ordinaria de valor,
ya que

arzb < (a < b)z(c—c)e v(a-vb)=v(c)-v(c) =0 = v(a)=v(b).

AXIOMA 3.

Oa,b,c,dOA, (a « b)Z.(c « d) « (d « C)Z(b - a).

El axioma se deriva al multiplicar por menos 1 ddaigualdad (3)

(@ « b)Ze(c ~ d) = v(a)—v(b) 2 v(c) - v(d)
<= v(d) —v(c) 2 v(b) —v(a)
< (d ~ ¢)Z(b ~ a)

AXIOMA 4.

Oa,b,c,d,e, f OA,
(a<Db)z.(d - ¢

(b — 0)zc(e - f)}j(a - C)Ze(d < ).

El axioma lo podemos ilustrar por medio de la sigte grafica. Supongase que las
preferencias crecen a la derecha, entonces segusitleaciones anteriores que se pueden

presentar, una de ellas seria la mostrada enfiaagsiguiente.
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- _Ma-vo_ _ _ _ _ _ _ N
vd) —v(f) _
iy P S 3 iy >

AXIOMA 5. Solubilidad.

() Ob,c,ddA, CalA,talque(a ~b)~,(c~d)
(i) Ob,cOA [CalA,talque(b ~a)~,(ac)

Gréficamente el axioma representa lo siguiente

———— e ——T———
———— — — — — — — >
d b c a

Con la ayuda de este axioma y la funcion ordindgadiferencia de valor aplicada, de
acuerdo a las preferencias del decisor, sobrerglimio de alternativag, en donde el decisor
ranquea a sus elementos de tal forma que

T i:an zan—li:' . i:aZ ﬁaliao :

Podemos graficar los elementos del conjuktoontra los valores que se les asignen en la
funcion ordinaria de valor, los cuales se recomagmatcerlos de la siguiente manera.

Asignar el valor cero al elemento menos desealleotgunto de alternativas
v(ag) = 0.

Posteriormente, al siguiente elementoAdgue sea mas preferente cgyg denotado pogy
asignarle el valor 1

v(ay) =1.

De esta forma al siguiente elementoAdgue sea mas preferente ogie denotado pom,,
podemos relacionarlo coay, y & mediante una relacion de indiferencia de intercasnb

(@ « &)~ (3 < ).

Luego, resulta
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v(az) —v(ay) =V(ay) —v(ag)
v(a,)-1=1-0
v(ay) =2

Continuando con el procega; — a,) ~, (8, « &) ~ (&4 « ag)

v(ag) —Vv(az) =Vv(ay) — V(&)
v(ag) =3
En general, obtenemos para las indiferencias decarnbiabilidad
(@ < @) ~e (A « ) ~e (83 « @) ~e "~ (@y « Aq)-
Mientras que al evaluar la funcion de valor

v(ag) =0, v(ay) =1,...,v(a,) =n,...

Graficando el procedimiento anterior, lo podema®aigr en la figura 1.

v

Fig. 1 Curvas de dos comportamientos de la funcion te va

En la figura la se muestra una funcion de valodemde se asigna menor valor a las
alternativas que estén mas alejadas, esto se phsdevar ya que a mayor alejamiento de las
alternativas igual incremento en el valor de lacfon. Similarmente en la figura 1b se tiene
mayor valor a las alternativas que se encuentrenategadas. Una interpretacion adecuada la
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tendremos al revisar las funciones de utilidad ypel de decisor en el Capitulo 2. Para valores
intermedios de las alternativas se lleva acabdniagpolacion.

AXIOMA 6. Arquimedeano.

Cualquier secuencia estandar estrictamente acesfilsita.

Unasecuencia estandaesta definida por:
{a, 1@, < a,4)~. (8, — a,) paran=2,3,..} .

Se dice que unsecuencia estandaesestrictamente acotadasi se expresa de la siguiente
forma

{a,lb-a,; (@, « a,4) = (a < a)}.

TEOREMA 11 Existencia de la funcion de diferencia de valor.

Si se satisfacen los axiomas 1-6 de esta seccrion@es existe una funcion fle
diferencia de valor con la cual se representay -, tal que

VD:A- R, azhb = v(a)=2v(b) y (a « b)z.(c —~ d) = v(a)—v(b) =v(c)-v(d).
Ademas los axiomas 1-4 y el 6 son necesarios paragpresentacion.

Ahora veremos un teorema que muestra la unicidadal fuecion de diferencia de valor

TEOREMA 12 Unicidad de la funcion de diferencia de valor.

Bajo las condiciones suaves de solubilidad en ejwdo de alternativas Ay(l) y
w([) son dos funciones de diferencia de valor con lasmas preferencias: y 7.

si y solo si existen numeros realesy S cona >0 tales que
w(a) =av(a)+ £, OalA.

2.5 FUNCIONES DE VALOR MULTIATRIBUTOS

En la seccidon anterior revisamos, entre otraas;da funcién de valor con un atributo, pero
como es esperarse en la vida real los problemdeasiones generalmente estan constituidos de
2 0 mas atributos. De tal forma que iniciamosoihticiendo la notacion correspondiente.

2.5.1 CONCEPTOS BASICOS DE FUNCIONES DE VALOR MULTI ATRIBUTOS

En general, en el caso de problemas de decisionqcatnibutos, denotaremos al vector de
alternativas
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a=(ay,a,.--,3) .

En donde,
allA=A x A, x---x A, es decir, la alternativa, T A parai =1,...,q.

De esta forma el problema general de las prefexgeen el caso multiatributo se complica,
porgue se tiene que explicar como se entienden.éB@ar ejemplo, que represerigb, y como

seria la funcién ordinaria de valor para este caso.

Asi, en la investigacion entenderemos por las pr@gasa~b, cuando se cumplen todas
término a término. Es decir,

azh = a b, a,7b,,...,a,2b, .
Con respecto a la funcién ordinaria de valor mulbato, tenemos que tendra que ser una
funcion

V:A- R, esdeciryv: A x---x A - R.

De tal forma que cumpla

azb < v(a) 2 v(b)
(&, 3,0 8) (0, by 1) = V&g, @,,...,84) 2 V(by, by, ... by)

La dificultad para trabajar con multiatributos seg@e apreciar en este momento ya que en
la seccion anterior la introduccion de las funceor@dinarias de valor para un atributo
simplificaba el trabajo con las preferencias. R&rda expresion anterior podemos apreciar que
la introduccién de la funcion ordinaria de valorltiadributos da como resultado un problema de
mayor complejidad, ya que la funcidon es multivdeap por consiguiente su comparacion no es
tan sencilla, aun en el caso de valores numérichsiego, un primer paso en el caso
multiatributos consistira en revisar las situac®ongs simples de funciones ordinarias de valor,
bajo diferentes hipotesis, como son:

> Preferencias independientes,
» funciones aditivas sobre los atributos y
> las funciones lineales de valor.
Antes de revisar cada una de las hipétesis quergkian que hacer para simplificar el

estudio de las funciones ordinarias de valor, féemos un teorema que muestra la existencia de
una funcién ordinaria de valor en el caso en gsi@l@rnativas son valores numéricos.
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TEOREMA 13 Existencia de la funcion ordinaria de valor.

Supdngase qué =Ry que se cumple lo siguiente.
i) Orden débil Para’- se cumplen los axiomas de orden débil.

if) Dominancia estricta Sia, >b,, parak=12,...,q entoncesa>-b.
iif) Continuidad Sia>b > c, entonces existd ,0<A<1,y da+ 1-A)c~Db.
Entonces existe una funcién ordinaria de valor.

Gréaficamente el teorema representa lo siguiente.

Curva de
indiferencia par®

Fig. 2 Representacion grafica de la existencia de leidmnordinaria de valor

Ademas debido a que se trata de un caso numeriatietaativas, se puede establecer el
valor de A, de la siguiente forma

B-e paratoda =1, 2,...,q.

ai _CI

A=

2.5.2 PREFERENCIAS INDEPENDIENTES DE DOS ATRIBUTOS

En esta subseccion tomamos en cuenta que cadaatitarpuede ser representada solo por dos
atributos, es decirA=X; x X, y damos las siguientes definiciones.

Definicion 3

Se dice que ehtributo X, es preferencialmente independiente del atributax, si
para todax,, x; 0 X,

(x,@)=(x,a) para algina O X,, implica que(x,, 8)7=-(x, B) para todogiX,.

Similarmente, se dice que atributo X, es preferencialmente independiente de
atributo X, si para todax,, x, 0 X,

(a,x)=(a,x,) para alguna 0 X, implica que(s,x,)=(83,x,) para todoglX, .

Si ambas se cumplen se dice gg y X, son mutuamente preferencialmente
independientes
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De forma similar que en el estudio de las probddles se pueden definir las preferencias
de orden marginalmente independientes.

Definicion 4

Si X, es preferencialmente independienteXlg se denota Ipreferencia marginal
de orden 1y sobre el conjunto,, si

X Zx, X = (X, a)Z(x,a) paraalgina 0X,.

Similarmente, si X, es preferencialmente independiente og, se denota la|
preferencia marginal de ordenzy, sobre el conjuntX,, si

XoZx, Xo = (@,%)7Z(a,%;) para algina 0 X;.

De las definiciones 3 y 4 se puede deducir el sigaiLema.

LEMA 4

Si X; y X, son mutuamente preferencialmente independientds’y es de order

1%

débil en A= X, x X,, entonces las preferencias marginaleg, y Zx, son ambas d

orden débil.

Demostracion
v Completitud de zy . Seanx;,x; 0 X, y por serX; preferencialmente independiente Heg,

tenemos que para cualquien X, y la comparabilidad de;
(X, 0)=(x,a) O (X,a)=(%,a) 0 ambos.

Similarmente para la completitud dg,, .
Transitividad de Zy . Seanx;,x;,x 0 Xy, tales quex; Ty, % Y X Zx, X - Luego,

X Zx, X = (%, @)Z(xq, a) por definicionder x

X Zx, X = (%, a)Z(x,a") por definicionder

Pero X, es preferencialmente independiente de,, luego, tenemos que para
cualquierr 0 X, eligiendoa’ =a, resulta(x;,a)=(x,a) . De la transitividad de- resulta

(%, ) Z (%, @) 20X, @) = (X0, ) Z(X, 0) = X Ty, X -

Similarmente para la transitividad ¢g, .A
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2.5.3 MODELO ADITIVO DE VALOR PARA DOS ATRIBUTOS

La funcién ordinaria de valor mas simple que podeestudiar, en el caso de dos atributos, se
obtiene bajo la hipdtesis de aditividad, ya quereblema se puede reducir al caso univariado.

Definicion 5

Una funcion de valor v(x;,X,) es aditiva si  V(x,X,) =Vv;(X) +V,(X,) para

0 * 0 *
XP SX <X Y X3 S X S Xy

CONSTRUCCION DE UNA FUNCION DE VALOR ADITIVA

Para construir una funcion de valor aditiva se paeseguir los siguientes pasos.

Paso 1.
Seav(x,y) una funcion de valor aditiva, §x,,y, 9n punto del dominio de la funcion, tal que

el decisor asigna un valor cero a la funcion
0=V(Xo,Yo) = Vi (%) +Vy (Vo) luego0=v, (%) =V, (Yo)-

Paso 2.
Se elige un valo, al cual el decisor arbitrariamente asigna un vaeneralmente se utiliza el

valor 1,v,(x) =1

Paso 3.
Se le pregunta al decisor a que punto sobre eldejéas ordenadas el pun{x,y, €s

indiferente. Es decir(x;,Y,) ~ (X,,- ,)endtese este valor pgy, entonces

(%, Yo) ~ (%05 Y1)

L (Xo0» Y1)

AN
N

Y1

N
vl N )
Xo X

v

Fig. 3 Representacion grafica de la curva de indifesepara(x,, Y,) ~ (X, ;) -

54



Preferencias de orden y funciones de valor

Luego, v(X;, Y,) = V(X Y; ) €n el caso que estamos analizando

V(X1 Yo) = Vy (%) +Vy(Yo) =1+0=1=v, (%) =1

V(%) Y1) = Vi (Xo) +Vy (V1) =0+Vv, (y;) =1= v, (y;) =1
Paso 4.

Con los resultados del paso 3, se evalla la furdsdralor en(x,, y,), obteniendo
V(X Y1) = Vo (%) +Vy(y1) =1+1=2.

Ahora se le pregunta al decisor que puntos solseejes son equivalentes (x;,y,), Y
denotémoslos pofX,, Y, ¥ (Xy,Y,), obteniendo

(%, Y1) ~ (X2, Yo) Y (X1, 1) ~ (%o, Y2) -

y

A

(%0, Y2) N

(Xo0» Y1)

Yo N J -
%o (% Y0) (%00 Vo)

> X

Fig. 4 Representacion grafica de las curvas de indiééagrara
(Xl, yo) - (X01 yl) 1(X11 yl) - (X21 yo) y (X11 yl) - (X01 yz)-

Nota

Una forma de determinar si la funcion de valor @isivea consiste en preguntarle al
decisor sobre la relacion entre,,y, YY) (X,.Y,). Si él contesta que no hay
indiferencia entre ellos, entonces la funcién ncadsiva, ya que una relacion de
indiferencia debe ser transitiva, luego @¢,y;) ~ (X,,Yo) Y (X, Y1) ~ (X, Y,) Se

tendra que deducir qu&,, Yo) ~ (X5, Y2 - )

En caso de que la funcién de valor pase la pruebadiividad, se puede continuar y
entonces,2 =v(x;, ¥;) = (X5, Yo )Y 2=V(X, Y;) =V(X,, Y,). Por la aditividad de la funcion
resulta
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V(Xo, Y2) = Vi (Xo) +Vy (Vo) =0+ Vv, (Y,) =2= vy (Y,) =2
V(X2, Vo) = Vy(X2) +Vy (Vo) =Vy (X) +0=2= v, (X;) =2
Asi, el proceso se continuda, preguntandole al deqgise punto sobre el eyees indiferente
con (x,,y;), denotémoslo cor(xs, Yy, .) Posteriormente que punto sobre el eje deylas

indiferente con(x;, y,), denotémoslo conx,, ys) .

AY
(X07y3) \
AN
\\ (%, Y2)
(X0 Y2) \\ E\\
_______ > (Xl_'_)_/l_)_ - }_5 (X2, Y1)
(XO’yl) N ?\\ ' ~
N i N I ~
N N ~
Yo \“: \‘: ~,
%o (%, Yo) (X2, ¥o) (X35 Yo )*

Fig. 5 Representacion grafica de las curvas de inditggigrara(x,, ¥,) ~ (X5, ¥; )
(%, Y1) ~ (X2, Yo) Y (X1, Y1) = (X5 Y2) i (XasYo) ~ (Xa, Y1) ~ (%4, Y2) ~ (%o, ¥3) -

Con la ayuda de la aditividad de la funcion de valamos a calcular el valor dgx,,y;)

y V(X Y2).
V(Xz, Y1) = Vi (X)) +Vy (y;) =2+1=3
V%, Y2) =V () +Vy (y,) =1+2=3

Luego, por las indiferencias y la funcién de valor

V(X3, Yo) =V(Xp, ;) =3
V(Xo, Y3) =V(X,Y,) =3

De esta forma hemos obtenidpl@apiedad de Thomson

(X0, Y1) ~ (X1, ¥o)

Para todaxy,x;, X, OX Y Yo, ¥:,Y,0Y,
o 072 (X2, ¥o0) ~ (X0, Y2)

}3 (X2, ¥1) ~ (X1, ¥2)

Asi, sucesivamente con la indiferencia y la adiad de la funcion de valor, podemos
calcular los diferentes valores para la funcioy las funcionesv, y v,, cuyas graficas se

muestran en la figura 6.
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v

Yo Y1 Y, Y3

Fig. 6 Representacion grafica de las funciones de vglorv, .

En un problema préacticocomo se puede construir una funcion de valor ach?

La construcciéon de la funcién de valor aditiva cratributos, se puede llevar a cabo

siguiendo los siguientes pasos.

1.

Rankear cada uno de los atributos, denotémoslosapob, iniciando con el menos
preferentea, < a, <---<a,;b, <b, <---<b, (nétese que dependiendo del atributo, no

necesariamente es el que tenga menor valor).

Colocar los puntos rankeados en el paso antefioreeos preferente del atributo 1 con el
menos preferente del atributo @,,b, , gsi sucesivamente hasta terminar con el mejor

rankeado en cada atribut@,,b,), (a,,b,),...,(a,,b,) -

Asignar un valor a la funcion de valor para el cdsatributos con menos preferencia, se
recomiendaniciar con cero, v(ay,b,) = 0.

Con el valor asignado en el punto anterior y lap@dad que la funcién de valor es
aditiva, se puede asignar el valor a la funcion wor con un atributo,

0=V(ay,by) =V,(ay) +V,(by) , por ejemplo0 = v, (ay) = Vv, (b, )

Se elige el siguiente valor de uno de los atribybos ejemploa, , y se asigna un valor

mayor al anterior (paso 4) a su funcion de vaeud atributo. Si en el paso 4 se asigno
cero, entonces se recomienda ahora asignar el }alor

1=v,(ay) =V,(a4) +0=v,(a) +V,(by) = v(ay,by) .
Se pregunta al decisor que punto sobre el ejetoeltributo es indiferente cofa,,b, . )

Sea este valob, , el valor que menciona el decisor puede o no @iinoon (a,,b,) .
« Encaso de qub, =D, y utilizando la aditividad de la funcién de valor
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1=v(ay,by) =V(ag.by) = V(@ b) =V, (ag) + Vi, (Br) = 0+, (by) = v, (By).

« Encaso de qub, # b, y utilizando la aditividad de la funcién de valor

1=v(ay,by) = V(ay,b;) = Vv, (a,) +V, (b)) = 0+v, (by) = v, (by).
Ahora para encontrar el valor de(b, , 9e puede utilizar una proporcion cop b, y

by Y V(o) V(b)) Y Vb(bi)-

Vo (by) = vy (by) _ b -by o Vi (by) = v (by) _ b -b
Vo (01) =V (B) By =by vy (br) —vy(b)) by by

De donde se despeja y encuentra el valor,ds) .

o alguna otra.

7. Repetir los pasos 4, 5y 6 pa@,b,), (a,.b,)....,(a,,b,), obteniendo de esta forma los

valores parav(a;,b; )Vv,(a) Yy V,(b;), para toda, j de cero a.

Finalmente veremos los teoremas que justificanxiatencia y unicidad de la funciéon
ordinaria de valor para el caso bidimensional

TEOREMA 14 Existencia de la funcion ordinaria de valor aditoidimensional.

Si los siguientes 6 axiomas son satisfechos, eesoegiste una funcién aditiva g¢le
valor con la cual se represeritaen el conjunto de alternativas= X xY tal que

(X VZXLY) = Ve (X) + vy (Y) 2V (X) + W (Y) -
Ademas los axiomas 1-3 y el 5 son necesarios parapresentacion.
Axioma 1.0rden débil de-, en A= X xY.
Axioma 2.IndependenciaX y Y son mutuamente preferencialmente indepetedie
Axioma 3.Condicién de Thomson
Axioma 4.Restriccion de solubilidad

Axioma 5.Arquimediana

Axioma 6.Condicién de esensiabilidad de atributos

El atributo X es esencial si existen x,,x 00X tales que (x;,y)>(Xy,y) OydY o
equivalentemente; = X, .

Ahora veremos un teorema que muestra la unicidéda fdecion de diferencia de valor.
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TEOREMA 15 Unicidad de la funciéon ordinaria de valor aditivditmensional.

Bajo las condiciones de solubilidad dos funciongitivaas de valor
V(X Y) =V (X) + Wy (Y) Y WX, Y) =Wy (X) + Wy (Y),

concuerdan con las mismas preferencias si y soltenginexistena >0 y By, By
tales que

Wy (X) =avy (X) + Bx Y Wy (Y)=avy (y) + By .

2.5.4 MODELO ADITIVO DE VALOR PARA TRES O MAS ATRIB UTOS

Los conceptos y resultados de la seccion antpueden ser generalizados a 3 o0 més atributos,
la Unica diferencia es que no podremos graficaotestruccion de la funcion de utilidad para el
caso de mas de tres dimensiones.

En esta subseccidon tomamos en cuenta que cadaatiltarpuede ser representada por tres
0 mas atributos. Por ejemplo, para=X;xX,xX,; el atributo preferencialmente

independiente puede tener 6 situaciones;? casos de un atributo preferencialmente
independiente de los otros dosCy casos de dos atributos preferencialmente indepetadi del

otro. Es decir, cuando tenemos tres atributos modehablar dec? +C3 =2° -2=6 variantes
de preferencias independientes.

Utilizando la notacién anterior las preferenciaggimales seran:
NXl’ NXz’ NX3 NXl,Xz’ r'>\_1X1,X3’ r'>\_JX2,X3

Es decir, el atributoX, es preferencialmente independiente de los atisbdtpy X, Si
(X0, V2, V3)Z(X, V2, v3) para alginy, OX, Y y3 0 X5 = (X, 8,,85) (%, 02, 05) 0, 0 X5, 05 0 X;.
Podemos denotar la preferencia independientéxpor,, y3)Z x, (X1, V2, Va) -

Similarmente, el atributoX, es preferencialmente independiente de los atisbXtoy X,
Si (Y1, %2, ¥3) 21, %o, ¥3) para alginy, O Xy, y3 0X3 = (3y, %2, 03) (01, Xp, 83) 06 0 Xy, 83U X
Podemos denotar la preferencia independientéox,, y3)2Zx, (V1. X2, Va) -

También el atributoX, es preferencialmente independiente de los atsbXtoy X,, si
(V1 V2 %)V V2, %3) para alglny, OX, Y y, OX, = (01,0,,%3)2(01, 07, %) 06 O Xy, 5, O X,.
Podemos denotar la preferencia independientéjop, , x3) 2 x, (11, V2, %s) -
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Asi, la pareja de atributoX, x X, es preferencialmente independiente del atrilytosi
(X0, %o, V3) 7 (X1, Xo, ¥5) Para alguny,; O X5 = (X, X, 05)75(%, X5, J5) 03 0 X 5. Podemos denotar
la preferencia independiente pog, X,, 3)Z x, x, (X1 X2+ ¥3) -

La pareja de atributosX, x X; es preferencialmente independiente del atriBytosi
(X1, Vo, X3) (X1, Vo, X5) para algany, 0 X, = (X, 0,,%3)7(Xq, 9, x3) 0J, U X,. Podemos denotar
la preferencia independiente pOg, y,, X3)Z x,, x, (X1: V21 X3) -

Finalmente, la pareja de atributoX, x X; es preferencialmente independiente del
atributoX,, si (y1,%,,X3)Z (M1, X0, X3)  para algan y; OX; = (dy, Xy, 95)7(dy, X5, X3) 00, O X .
Podemos denotar la preferencia independient&ox, , X3)Z x, x, (Y1, X2, X3) -

Cuando todas las combinaciones posibles de prefasnndependientes se cumplen,
entonces se dice que los atributos,, X,,X; son mutuamente preferencialmente

independientes

En general paran atributosA=X, xX,x.--xX_ el atributo preferencialmente
independiente puede tenerC'+CJ +---+C;, =2" -2 situaciones,C" casos ded atributos

preferencialmente independiente de los otmosi, para 1<i<n-1. Cuando todas las
combinaciones posibles de preferencias indeperediesg cumplen, entonces se dice que los
atributos X, X,,..., X, son mutuamente preferencialmente independientes.

n n
En el caso generalx;, Xy,..., X,)Z(X, Xa,..., Xp) = Y Vx (%) 2D Vy. (X). Mientras que en
< <
las relaciones de indiferencia

(X112, X201+ Xno) ~ (X0, Xa11-- Xno) ~ =+ ~ (X190, Xz0, -+ Xn1)
(X12: X20:- 1 Xno) ~ =+~ (X10: X201 -1 Xn2) ~ (X2, Xo1,-++3 Xno) ~ =+~ (X101 X205+ Xn-11 %)

Etc.

En dondex, OX; parai=12,...,n, k=0,12,..., tales quex, =x; parakzj.

ik ~

Para entender la generalizacion, introducimos tuiesnte notacion al particionar el
conjunto de indices, ={12,...,n} en I ={k|kO1,} y su complemento, tal que la cardinalidad

de 1,=q, con q=12...,n-1. De esta forma denotamo¥ = XX; y Y= XX;. Asi, los
idlq idlg
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elementos dé\, los podemos representar paflA=a=(x,y) en dondexOX y yOY con
(X,Y) una descomposicién conocidaAle

La motivacién de utilizar la notacién anterior, site en que de esta forma el caso general
lo podremos trabajar como en el caso bidimensional.

Definicion 5

Se dice que eatributo X es preferencialmente independiente del atributoy si
para todax,x' 0 X

(x,a0)=(x',a) para algunu0Y, implica que(x,B)=(x',p) para todogY .

Similarmente, se dice que atributo Y es preferencialmente independiente de
atributo X si para today,y'0Y

(a,y)=(a,y") para alginu X , implica que(g,y)=(B,y") para todopX .

Si ambas se cumplen para cualquier posible desionfo (X,Y) deA se dice que
y Y sonmutuamente preferencialmente independientes

De forma similar que en el estudio de las probddniles se puede definir las preferencias de
orden marginalmente independientes.

Definicion 6

Si X es preferencialmente independienteYdese denota lpreferencia marginal de
orden =, sobre el conjunty, si

XZx X' = (X,a)=(x',a) para algineOY .

Similarmente, se obtiene qiees preferencialmente independienteXde

Finalmente veremos los teoremas que justificanxiatencia y unicidad de la funcion
ordinaria de valor para el casalimensional

TEOREMA 16 Existencia de la funcién ordinaria de valor bidirsienal.

Si los siguientes 5 axiomas son satisfechos, eesoegiste una funcién aditiva gle
valor con la cual se represeritaen el conjunto de alternativag=X; x X, x---x X,

n n
N3, tal que (X, Xy, ..., X, ) (4, X5, Xp) = DV (%) 2 D vy (X)) .
i=1 i=1

Ademas los axiomas 1,2 y 4 son necesarios parapatsentacion.
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Axioma 1.0rden débil de-, en A= X xY.

Axioma 2.Xy Y son mutuamente preferencialmente independientes.
Axioma 3.Restriccion de solubilidaghara cada atributo

Axioma 4.Arquimediana

Axioma 5.Condiciéon de esensiabilidad de cada atributo

Ahora veremos un teorema que muestra la unicidadal fuecion de diferencia de valor

TEOREMA 17 Unicidad de la funcion ordinaria de valedimensional.

Bajo las condiciones de solubilidad dos funcionditi\eas de valor
V(a) = ZVXi (ai ) y W(a) = ZWXi (ai ) ’
i=1 i=1

concuerdan con las mismas preferencias si y soleamen existena>0 y
B, Bs,.... B, tales que

Wy (a) =avy (g)+ 5 parai=12...,n.

2.5.5 MODELO DE FUNCIONES LINEALES DE VALOR

Supoéngase que estamos en un problema multiatriestajecir, el conjunto de alternativas
A=X; x X, x---x X 'y tenemos una funcion de valgrtal que

V(X) =D 0% -

i=1
En donde, los coeficientes se conocen compesos de la funcionA este tipo de funciones se

les da el nombre diinciones lineales de valar Son las funciones lineales de valor son otro
tipo particular de funciones de valor que simpéificel estudio y aplicaciones a la economia y la
investigacion de operaciones.

Una de las primeras aplicaciones de las funcidneales de valor que se han revisado esta
en la programacion lineal. Puesto que hemos degdacque en esta area de la Investigacion de
Operaciones, tanto la funcién objetivo como susiocesones son lineales.

Ahora veremos los teoremas de existencia y uniaigdd funcion lineal de valor.
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TEOREMA 18 Existencia de la funcién lineal de valor.

Si los siguientes 3 axiomas son satisfechos, eesosgiste una funcion lineal dle
valor para A=R"con la cual se representaen A

Axioma 1.0rden débil de, enA.

Axioma 2.Existe una constantp; :1 entre a; y a; si y solamente si para cualquier
alA: (ag,...,&,...,8},....,a,) ~(&,....& + gjK,...,a; —k,...,a,), para cualquier K
positivo 0 negativo y par de atributos.

Axioma 3.Monotonia Sea0OR" entonces existe ualAtal quea-0. Ademas
para cualquierb J A y cualquierA >0 se cumpléb + Aa>-b.

TEOREMA 19 Unicidad de la funcion lineal de valordimensional.

SeaA=R" y dos funciones lineales de valor
n n
V) = 0% Y WX) =) T,
i=1 i=1
concuerdan con las mismas preferencias si y soltar®meexisteny >0 tal que

w(a) =av(a) es decir,;;; =ap;, parai=12...,n.
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LOTERIAS Y FUNCIONES DE UTILIDAD
DE UN OBJETIVO

En el Capitulo anterior se discutieron las relaggode preferencia de orden y se construyo la
funcion de valor, la cual como veremos en el preseapitulo sirve de base para construir las
funciones de utilidad, tema central del capitulo.

Antes de iniciar con las funciones de utilidad,emeos qué sucede cuando en un problema
real se lleva a cabo la introduccién de incertidtenba introduccion de incertidumbre se debe a
que en la realidad las decisiones raramente séticast.

La incertidumbre el decisor la puede introduciilswnte con ayuda de, un juego al azar,
las Loterias. El tiene una medida de valpr, a la cual le puede aplicar el criterio de valor

esperado y tomar la mejor decision. Por ejempicglecaso de pagos o beneficios, en donde se
tienen los evento$4,,6,,...,6,} y funcién de valorvy; la eleccion de la mejor accioa, de

{a,,a,,...,a,} estara dada por:
D P,y = m_ax{ P(8,)v; } (1)
= !

En donde,P(6;) es la probabilidad de que ocurra el estado deataralezad,, de tal

n
forma quez P(6;) =1. Por otro ladoy,; es la funcién de valor para la accibly eventoj.
j=1

n

Mientras que az P(6,)v,; le daremos el nombre ddilidad esperada de la acciéna, . Por lo
j=1

tanto, la regla de decision la llamaremBegla de la utilidad esperada

Primeramente debemos notar que la utilidgdes mas que una funcién ordinaria de valor.

Las funciones ordinarias de valor son solamentestoamaciones crecientes y con respecto a su
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valor esperado o promedio no tienen sentido. [wnm@o, se lanza una moneda no cargada y
tenemos que el decisor acepta una de las siguieptemes.

Opcién A: Ganarl0 pesos con probabilidad 0.5 y perdeis6geon probabilidad 0.5.
Opcidn B: Ganar1000 pesos con probabilidad 0.5 y perd@mp®8os con probabilidad 0.5.

En términos de valor esperado resulta:
Opcion A: 05(@0) + 05(-6) = 2.
Opcion B:  05(1000 + 0.5(-500) = 250.

Podemos apreciar que en la opddresulta el valor esperado en dinero mas granéeo P
sin embargo, se puede predecir que mucha genteizllegopcionA, porque el precio de perder
es pequeiio, 6 pesos, comparado con el precio derpam la opciom, 500 pesos. Es decir, el
riesgo monetario en la opcides pequefio. Por otro lado, no se quiere decisgadrracional
elegir la opciorB, ya que si el jugador es rico, perder 500 pesassrgignificante para él. Pero
decidir que la opciolB no es racional por ser cara no tiene base matan&in embargo, si
adoptamos el criterio de valor esperado ésa sededision.

Puesto que mas dinero invariablemente es prefemssitee menos dinero, la funcion
ordinaria de valor es absolutamente valida paraeseptar a todas las opciones en sus
preferencias en los juegos de dinero. Sin embaigoe latente la eleccidén de la opc®para el
caso de jugadores que no tengan demasiado difolo tanto, es necesario tener una mejor
funciéon que nos ayude a tomar decisiones racionedts se puede lograr si bajo un sistema de
preferencias, bien establecido, el decisor defime funcion en la que él puede implantar sus
preferencias, desde la peor a la mejor situaciBor ejemplo, el decisor puede introducir la
funcion u, tal que en la peor y mejor situacion toma losoned u(-500 = -1 y u(1000 =1,
respectivamente, mientras que a las opciones testahdecisor les asigna valores en este rango
con respecto a sus preferencia$;6) =-0.1 y u@0) = 02. Entonces, tenemos que bajo el
criterio de valor esperado

Opcion A: 05u Q) + 0.5u(-6) = 0.5(0.2) + 0.5(-0.1) = 005.
Opcion B:  05u(1000 + 0.5u(-500 = 05(1) + 05(-1) =0.
De tal forma que el decisor preferiria la opcidsobre |aB.

Sin embargo, el exigir que cualquiera de estadudusonesu(-) o v(-) sea tomada como

una representacion universal de todos los decigsras error. Durante el Capitulo veremos que
para cada decisor existe una funcia@), la cual representara sus preferencias bajo cierto

sistema axiomatico de racionalidad y veremos 2 dostale construccion de dichas funciones:
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 Con base en las preferencias del decisor, apoyaneoslaaversion propensiono
neutralidadal riesgo del decisor.

» Con base en funciones analiticas que cumplan lescteaisticas de una funcion de
utilidad.

Primeramente, veremos algunos conceptos basicos sgueutilizan en problemas
econdmicos en los cuales existe incertidumbre pusglen trabajar en las loterias, como son:
Prima de riesgo, precio de compra, valor de larm&zion perfecta y el equivalente bajo certeza.
Posteriormente, estudiaremos las funciones deladilcon un solo objetivo, con 2 objetivos o
mas las veremos en el Capitulo 3.

Para la redaccion del capitulo se consulté ladmipdifia [1], [2], [3], [4], [7], [8], [9], [10],
[11], [12] y [13].

3.1 PREFERENCIAS REFERENTES A LOTERIAS

En esta seccion se estudiardn las decisiones aesromadas en los juegos que estan
determinados por simples mecanismos como las dsterPara tal efecto asumiremos soélo un
namero pequefio de premios. SXa:{xl,xz,...,xn} el conjunto de posibles premios. En

particular se asumira que uno de los premios peeatio de perder, es decir, ganar nada.

Una loteria la representaremos por
L= (Pu X Py Xaiei P X)) - 2
Donde p, 20, denota la probabilidad de ganar, parai =1, 2,...,n y deben cumplir

n
z p; =1. El casop, = Qindica que los premios seguros no son posiblda kteria. A estas
i=1

loterias les llamaremdsterias simples Por otro lado, el decisor debe ser capaz deidsnas
loterias compuestas entendiendo por éstas a las loterias en dondws todalgunos de los
premios son también loterias. Por ejemplo,

L =(0 115 Gz i O ) - 3)
Donde g, = Odenota la probabilidad de ganar y entrar a laite parai =1 2,....my

m
deben cumplirz g; =1. Denotaremos al conjunto de todas las loteriad, po
i=1

En las loterias simples se tiene en forma dir@eptemiosX ={x,,X,,...,X,}, mientras
que en las loterias compuestas los premios finkdesa loteria son aquellos elementoX den
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los cuales se obtienen los Ultimos resultados dietéaia compuesta, las cuales consideraremos
que sorloterias finitas compuestas Entendiendo por loteria compuesta finita a tsnjunto
de premios del conjunts, que se obtiene después de un numero finito déoaieaciones.

Sea.« el conjunto de todos los premio(s:{xl,xz,...,xn}, gue incluye al conjuntb de
todas las loterias que intervienen en las lotedagpuestas. Es decir,

=X0OL.

Se verd mas adelante que bajo suposiciones raesnaldl decisor, acerca de la
consistencia de sus preferenciagxiste una funcion de utilidad(-) en X tal que el decisor

lleve a cabo las relaciones

X 2ZX; = u(x)2u(x;) Ox,x; OX (4)
(Pu Xei s P X )2 PLs Xaie o5 P Xa) = D PUCX) 2 D piu(x) Oxi,x; OX (5)
i=1 i=1

Para cualquier par de loterias simples#£n

Considerando (4) se muestra que) es una funcion ordinaria de valor en un conjw&o
premiosX, considerando (5) se muestra qe posee las propiedades de la utilidad esperada en

un conjunto de loterias simples. Es decir, estplica que es apropiado elegir entre loterias
simples, de acuerdo a la regla de la utilidad esl@er Aunque cabe aclarar que las suposiciones
también justifican elegir entre loterias compuedtaacuerdo a la regla de la utilidad esperada.

La primera suposicion que haremos es que el detimoe sobre« una preferencia de
orden deébil (comparable y transitiva). En este mumeabe recordar que en genevatontiene
tanto, premios como loterias, de tal forma queolamarabilidad o completez se complica para
cualquier premiox; o loterial simple o compuesta. Asi, el decisor tiene quatievcabo

X ol , 17o% 0 ambos.

En otras palabras el decisor debe estar prepam@a@ocpmparar y jerarquerizar premios y
loterias. Tales comparaciones no son faciles derhpor ejemplo,
¢, Qué prefiere usted,
* $25 con certeza o
* una loteria de $1,000 con probabilidad 0.15 o

* una loteria de $500 con probabilidad 0.30 o
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* una loteria de $200 con probabilidad 0.45 o
* una loteria de $1,100 con probabilidad 0.10?

Por otro lado, si tales comparaciones son dificiles
¢, Qué tan dificil sera comparar 2 loterias?

Sin embargo, cuando se construyen loterias supmidreue el decisor esta capacitado
para asumir tales comparaciones y nos concretarsglosen ver los axiomas bajo los cuales
esta construida la teoria de las loterias y lasifunes de utilidad.

3.1.1 AXIOMAS DE COMPORTAMIENTO RACIONAL

En el Capitulo anterior revisamos la parte axiocadsiobre las preferencias de orden, vimos las
relaciones estrictas, débiles y de indiferenciaorAlen esta seccion prolongaremos el estudio de
las preferencias aplicado a las loterias.

AXIOMA 1 de orden débil

Sobre el conjunto# se cumplen los axiomas de orden deébil para > y ~
1).- Completez:a~b, b>—a o ambos.
2).- Transitividad: Oa,b,c.#, siazb y bzc, entoncesa’zc.

3).- Consistencia de la indiferencia y preferenciasil@éb a,b[J.«# si a~b solo si
azby bra.

4).- Consistencia de preferencias estrictas y prefaeandébiles: Oa,b0.«# sia>b
solo si azb.

De esta manera el decisor podra y debera etiglostaremios, de tal forma que

X X e Xy

En ocasiones para no asumir trivialidades se pidedferencia estricta en la jerarquia de
los premios.

AXIOMA 2 No trivialidad

El decisor debe llevar a cabg > X, .

Aunque existen loterias que no tienen prefererestgctas. Por ejemplo,

Loteria A: Ganar $100 pesos si se lanza la moneda y resuitia.ag
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Ganar $0 pesos si se lanza la moneda y resulta sol

Loteria B: Ganar $100 pesos si se lanza un dado y resultaraero par.

Ganar $0 pesos si se lanza un dado y resultamenotimpar.

De esta forma se puede apreciar que en ambasaseritiene el 50% de probabilidades de
ganar $100 y 50% de probabilidades de no ganar nada

AXIOMA 3 Reduccién de loterias compuestas

Sea una loteria compuesta:<q1,ll;q2,lz;---;qm,lm>, la cual tiene como premios |a
las loterias I,1,,...,l,, con I, :<pj1,x1; pjz,xz;---;pjn,xn> para j=12,...,m,

entonced ~1", endondd” =(p;, X;; P, Xoi**; Pny Xy) CON P, =GPy ++++ Gy Py

En este axioma podemos notar que una de las inmg@saen la suposicion reside en que
la probabilidad p, de ganar el premic;, resulta de la loteria compuestaAsi, de esta manera,

la suposicidén es una simple demanda de que larpneia del decisor depende solamente de los
altimos premios y las probabilidades corresponéerbn las cuales ellos se obtienen. Aqui el
namero de cambios en los mecanismos envueltos genkeracion de dichas probabilidades es
irrelevante.

Este axioma tiene la siguiente implicacion, congge la loteria
1 =(0,%:0, %, 1, %;5...50, X, ) .

Es decir, una loteria que con el 100% de probatukd recibe el premi® y no recibe

nada mas. De tal forma que para el decisor eseirdife entre recibir el premig y la loterial.
Por consiguiente,

X ~(0,%0, %, %;...;0x,) Ox OX.

AXIOMA 4 Sustitubilidad

Seanb,c.«# tales queb~c y | 0.« cualquier loteria simple o compuesta tal que

| = (...;q,b;...), entonces si los demas resultados no se cambian

I=(.;ab..)~{.;00c.)=I".

Notaremos los siguientes puntos del axioma.
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* b,c0.#, cada uno de ellos puede ser premio o loteria.

« Enl, g es la probabilidad de que resulte directo. Similarmente dn, q es la
probabilidad de que resulte directo. La Unica diferencia es qusistituye &.

* Si b~c, surge la pregunta ¢como puede el decisor entendgrrecibe & o c,
como un resultado de una loteria?. Por ejempjmrsga qud es un premio ¢ una
loteria, entonces al sustituc por b se incrementa la incertidumbre, porque
minimamente se agrega un mecanismo mas de pratzabili Es decir, antes del
altimo premio de la loteria €ém se tiene que llevar a cabo otro mecanismo aieator
para la loteria en.

» Debido a que el conjuntoz contiene a los conjuntos de premky loteriasL el
decisor debe saber elegir entre ellos.

Por otro lado, con frecuencia en la toma de dewsicse tienen situaciones en donde la
loteria soOlo tiene dos resultados con probabilidadéerentes de cero. Es decir, loterias
hipotéticas que denotaremos pQipx. Yy representan una situacion en donde el decistrerel
premio preferentex, con probabilidadp sobre el premio menos preferente con probabilidad
1-p. Asi,

X, PX :<p1X1;0'X2;"' 0, X 1= p1xr>'
es una loteria simple que asignagael premio preferente d& con probabilidad y a x, el

premio menos preferente &ncon probabilidadl— p. Cualquier otro premio en esta loteria es

imposible. Por lo tanto, dicho tipo de loteriagpseden representar como loterias binarias de la
forma:

x,px, =(p,x;1-p,x,)Op0[0,1].
Esto implica que se cumple

X% ={p,x;1-p.x ) 0., OpO[o,1].

Nosotros asumiremos que el decisor esta prepanadmresiderar sus preferencias para
cada loteria de cualquier valor ge 0< p<1. Asi, de esta forma hemos introducido un

problema sobre la escala de referencias o reglaetjdecisor debe tener para medir sus
preferencias.
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Al conjunto de loterias{x,px |0< p<1 se le da el nombre de “Experimento de
referencia”, o “Experimento auxiliar”, mientras cauéas loterias de la forngpx se les conoce
como “loterias de referencia”.

AXIOMA 5 Experimento de referencia

X, px O.« paratodap, tal qu&®< p<1.

Con este axioma se tiene una situacion en cualat@structura de« . Puesto que dicho
conjunto contiene a todos los premiosXodas las loterias éntodas las loterias de referencia
posibles, juntas con todas las loterias finitas pgestas que pueden ser construidas por
sustitucion para una salida de loteria cualquiemi o loteria de referencia e que sea
indiferente a la salida.

La razon de introducir las loterias referencialessiste en que de esta forma el decisor
puede tener mas claras sus preferencidsyeasi tomar una mejor decision. Pero queremos que
la introduccion de las loterias referenciales, seansideradas por el decisor para sus
preferencias en todez y no sélo er.

AXIOMA 6 Monotonia

X, px =X p'X siysolosip=p .

El axioma indica que el decisor prefiere la lotegéerencial en donde él tiene mayor
probabilidad de ganax;.

AXIOMA 7 Continuidad

Para todax [0 X existe unu,, 0<u; <1, tal quex, ~ xu,X, .

El axioma nos indica lo siguiente, supongase= $100 y x, =$0 y que algunos otros
premios son $40 con certeza. Considerando lotbiiasias x, px. , para diferentes valores ge
Por ejemplo,p = 0.9999, entonces el decisor prefiere

$100(0.9999%0 >~ $40.
Pero sip = 001, entonces el decisor prefiere

$40 - $100(001)$0.
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Si ahora se considera una secuencia de loteriasidsncuand@ se incrementa desde O
hasta 1. Resulta que inicialmente el premio $40referido que la loteria, px, , pero cuando el
valor dep aumenta esto se invierte. De tal manera queeenistvalor intermedio dp tal que
tomar una decision entre la lotevigpx, y la certeza $40 es indiferente.

Nota

* El axioma 7 puede no cumplirse en situacionescasties decir puede haber premios
X, tales que no exista un valar, tal quex, ~xu,x. . Por ejemplo, supongase que
x, =$1, x. =$0 y x, =la muerte del decisor. Asi, para cualquiex1 el decisor

tiene que elegir entre recibir $0 con certeza eontra loteria en donde él corre el
riesgo de morir. Obviamente la mejor loteria pé&lraonsiste en ganar $1, pero si
u, =1, entonces$1(1)$0 ~$1, sin embargo$l~$0 porque incrementa el valor

monetario. Pero en esta situacion no existe war tal que$lu, muerte~$ Q

* En muchas situaciones si existe un valptal que x, ~ x,u, X, , pero en la practica el

decisor no puede discriminar a un valor precismdd@or ejemplo, en la situacion de
$10Qu, )$0 ~ $40 supongase que el decisor estableci6 gue 0.7 es el valor

frontera entre decidir $40 $100(u.)$ ,Pero qué se puede decir con respecto a los
valores proximos a 0.4, =0.69999 0 u, =0.70001 Como veremos el analisis de
decision basado en la Teoria de utilidad esperadtemanda una precision.

En el axioma 7 se ha preferido usaren lugar dep, que denota a la probabilidad en la
loteria binaria, la cual da una indiferencia con Posteriormente, se probara que dicho valor de

u, dara la existencia de la funcion de utilidadal queu(x;) = u, .

PROPOSICION 1 Unicidad deu,

En el axioma 7 el valou, es unico.

Demostracion
v

Supoéngase que existen 2 valotes u , tales que

XU X~ X~ XU X,
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y que u, >u;, esto implica por el axioma de monotonia gu@ X > XU X , pPero esto
contradice la suposicion deu x ~ x ~ XU X , ya que por transitividac,u x ~ x,u x . Por

lo tanto,u, <u; .

Similarmente paral, <u; se concluye que; > u; , de dondey, =u; .

PROPOSICION 2 Existencia deu,

Sea la loteria(0,x; 0,X,;++;1%;-++; 0,x, }, entonces existe un valer, O<u; <1,

tal que x, ~ XU X, .

Demostracién
v De la observacién del Axioma 3 tenemos que

% ~(0,%;0,X,; ;L% 0, ).

b X
Por el axioma 4 de sustitucion y la condicin- x,u, X,
X ~{0,%; 0,%; -+ LU X ;-5 0%, ).
Por el axioma 3 podemos expresar la loteria contpeesotra equivalente pero simple
X~ (U, %5 0,55 0,5+ (=U ), X, ) -
Por definicion de loterias binarias
X~ XU X,

A

3.1.2 EXISTENCIA DE LA FUNCION DE UTILIDAD

Con base en este resultado podemos pasar a latdaecis de la existencia de una funcién de
utilidad.

TEOREMA 1 Existencia de la funcion de utilidad

Si tenemos un método para llevar acabo preferens@se.«# que cumplan lo
axiomasl-7, entonces existe una funcion de utilida@) en X, la cual representg
en el sentido

a) XX, = u(x)zu(x;), Ox,x, 0X.

\"zJ
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b) (P X5 Pa Xoie+5 Py X )2 DL X0 P Xoieo 5 PLa X ) = D pU() = Y piu(x,).
i=1 i=1

Demostracion
v Considerando la loteria simple

= (0% o X5 P X, ) -

Por el axioma 7 de continuidad, tenemos que caeliprx, es indiferente de la loteria
referencial x, ~xu,x,, parai=12....,r. Luego llevando a cabo una por una de rlas
sustituciones, segun el axioma 4, resulta

I ~<pl,X1U1Xr; pZ’Xluzxr;”'; pr’xlurxr> .

Pero por definicion de loteria binaniau;x, = (U;,X;; 0,X,; =3 0,%;+; 1=u;), X, ) y por el

axioma 3, reduccién de loterias compuestas
| ~<D1U1+ PU, +ooe+ Pl %50, %510, Xy Py A= Uy) + P, (L-U,) +-o- 4y (1—U),Xr>-

Pero
P (1= Uy) + P L=U) ++o+ P (L=U) = P = 2 P =1=3 P -
i=1 i=1 i=1

Luego,

! ~<2 P 0 0%, 1= Y piuwxr> =x[ 3 pu x.

i=1

Por transitividad de la indiferencia
I - Xl(z piui jxr :
i=1
Similarmente pard” = < Py X Py Xoio e p:,xr> , resulta
"~ &(Z p?ui]xr-
i=1

Del axioma 1 referente al orden débil y el axionsobre la monotonia, tenemos dug ",
luego

IZI" - &(Zr: piuijxrixl(i pi*uijxr < Zr: Py = Zr: PY; -
i=1 i1 i1 i1
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De esta forma para(x;) =u, se demuestra el inciso (b).

Para el inciso (a), tenemog Zx;, luego por el axioma 1 sobre el orden débil y la
continuidad existe un valar, D[O, 1], tal que(x, ~ xu X, Yy X; ~xu;x ). Asi,

AX.6
X 22X = XUX XU X = U 2U; A

1~ 1777 ~

3.1.3 UNICIDAD DE LA FUNCION DE UTILIDAD
En la Proposicion 1, vimos que %0 X existe unu;, 0<u, <1, tal quex, ~ xu,x, y dicho
valor u; es unico. De tal forma que surge la preguntaasiuhcion de utilidad, dada por

u(x;) =u; esta definida de manera unica, la respuesta €gosio esto requiere que la funcion de
utilidad que representa las preferencias del deerscualquiera de los sentidos vistos

* XX = u(x)zu(x;) Ox,x; OX.

© (P X P X )P X5 PR Xa) = DL PUOG) 2 D) piu(x) Ox,x; OX.
i=1 i=1

= PP = [ pOu(dxz [ p (Yu(x)dx = E(u|p) = Eu|p’).
X X
sea apropiada.

De lo anterior se puede concluir que una funciontdielad debe ser una funcion ordinaria
de valor sobreX y el orden de las loterias estard dado por slidagtes esperadas, las cuales
deben ser igualadas por las preferencias del deciso

TEOREMA 2 Unicidad de la funciéon de utilidad

Si u(l) es una funcion de utilidad en X (conjunto de poeientonces
w() =au() + B, cona >0,
también es una funcion de utilidad representandaiégsmas preferencias.

Reciprocamente, gi()) y w() son 2 funciones de utilidad en X representado| las
mismas preferencias, entonces existertn0 y SOR tales que

w() =au() + 5.
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Demostracion
v Primera parte:
Seau(l) una funcion de utilidad eX, por el axioma de orden débil y el Teorema detenéa del

valor u;, tenemos:
X; ixj e u(x)=2 u(xj)
= au(x)+ Bz au(x;)+ B paraa >0

= W(X)=wW(X;)
Por otro lado, para las loterias obtenemos del miswrema de existencia
(Pu X Pas Xoio o3 Pr X ) PL X Pas o503 Pr %) = D PUOg) 2 D plu(x;)
i=1 i=1

= @Y pux)+ A2y pulx)+f

E(au+B|p)2E(au+B| p)
= E(w| p) 2 E(w| p)

8

Por lo tanto, se concluye que(l) = au() + £, si es una funcion de utilidad que representa
las mismas preferencias que

Segunda parte
La demostracion se hara por reduccion al absurdo.

Seau(l) y w() funciones de utilidad eX que representan las mismas preferencias vamos

a suponer que
w() # au(l) + 5, paraa >0 *)

Por otro lado, representemos en el plano cartestsnountos(u,,w, )en dondeu, =u(x, )
y w =w(x). Estamos suponiendo que ellos cumplen con ()oK consiguiente podemos

elegir tres puntos que no sean colineaf@sw,), (u,,w,) Yy (u;,w;), ver figuras siguientes.
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W, W3
] Y= v+ (Lo P |
! !
| 2 'r
" S W " R D
h

v

v

2 U, u, Uy
(a) (b)
: . . defy, —u .
Sin perdida de generalidad suponemos gueu, <u,. Seap = —2—2 y consideremos
Uz —U;

la loteriax,px . En términos de la funcion(l), la loteriax, px, tiene utilidad esperada

u, —u u, —u
PU(x;) + (L= Plu(x) = —E——tu; +[1-#Jul

3 1 u; —u,
— (uz - ul)u3 + (us - uz)ul
u; —u,
=Uu, =Uu(x,)

ASi, X, ~ X3 PX .

De donde tenemos que

pU(X;) + (L= PU(X,) = U(X,)
pau(x,) + (L- p)au(x,) = au(x,)
pau(x,) + pA+ (- p)au(x,) + (L- p)B = au(x,) + 3
plau(xs) + B+ - p)[au(x) + B] = au(x,) + 3
PW(X3) + (L— p)W(Xy) = W(X,)

Es decir,

W, = pw; + (- p)w;, para un valorp [O, 1]. (**

Por otro lado, de la condicidon de no colinealideslitan dos situaciones:
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* Cuando w, esta entrew, y w,, ver figura anterior (b). Por la condicion de no

colinealidad, existe un valory # w,, tal que por triangulos semejantes se cumple la
relacion

De donde resulta

y-w U~ _ D
W3 =W, Uz~ U

Por lo tanto,y =w, + p(w; —w,;) = pw; + (1- p)w,, comoy # w,, se deriva:

w, Z pw; + (L- p)w,, para todapD[O, 1]. (***)

* En el caso en que, no esté entrev, y w;, ver figura anterior (a), resulta obvio (***),
porque no existe una representacion convexagda través dew, y w,. Finalmente,

esto no puede ser ya que se contradice con (**}tablédorma que por reduccién al
absurdo se concluye que existear O tal que

w(h)=au(D+45.

A

3.2 CONCEPTOS BASICOS

En teoria de decisiones se trabaja constantemens#uaciones bajo incertidumbre, ejemplo
clasico las loterias. Por ejemplo, supdongase fadreinistrador de una empresa se encuentra
ante una situacion de inversion en la modificaclérun producto (que ha ido en decadencia) en
Su negocio, pero no conoce la probabilidad de tjneevo producto tenga mayor 0 menor éxito
que la del producto existente. El administradoede estimar que sus ganancias con el nuevo
producto serian de 15 millones con una probabilgadiientras que si continda con el mismo
producto tendria pérdidas por 3 millones con unabaivilidad 1- p, de tal forma que su

situacion la puede representar mediante una Idter'(ap,’lS;l— p,—3>, con premios en millones.

Podemos decir que bajo estas condiciones si aldgliefieciera al menos 15 millones con
certeza a cambio de la situacion de inversion equi@ él se encuentra, el administrador
aceptaria. Por otro lado, viendo que con el prmdaaterior, el negocio va en quiebra, los
trabajadores le pidieran al menos 3 millones coteza, para que no tuviera que continuar con
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tal situacion econdmica, €l administrador se nagariundamente y continuaria con la loteria
(situacion de negocios).
3.2.1 EQUIVALENTE BAJO CERTEZA

De lo anterior, podemos deducir que se desprendssituacion en la que al administrador le de
lo mismo obtener la cantidad que se le ofrezca taijteza, que continuar con la loteria, a dicho
valor se le conoce como su equivalente bajo ceptseadefine de la siguiente forma.

Definicion 1

Dada una situacion incierta de decision, se ll&gaivalente bajo certezaEBC, a la
minima cantidad por la cual el decisor esta digpuggambiar esa situacion que posee,
loteria por la cantidad bajo certeza.

¢, Como obtener el equivalente bajo certeza?
En una situacién dada el equivalente bajo certezaiede obtener de diferentes formas.
1. Sino se conoce la funcidn de utilidad analitica
2. Cuando se conoce la funcion de utilidad analitica.

En esta situacion se puede utilizar el hecho quabtene de la definicion d&BC,
gue indica EBC ~|. Posteriormente, se usa la funcion de utilidagdmbndo

u(EBC) =u(l).
Resultando una ecuacién con respectoBal, cuya solucion sera el valor deBC.

Ejemplo 1

Considerando una empresa que produce cierto artydulvo ganancias este afio de 150 millones,
el administrador de la empresa quiere aumentagdaancias con la introduccion de un nuevo
articulo similar al anterior. Para esto €l puedstratar una consultora que hace estudios de
mercado, la cual le cobra 20 millones, los resoligabsibles de la demanda son: a)aregular

(r) y baja b). Con base en el historial de la consultoraesgetia siguiente tabla de errores en los
prongsticos.

Prondsticol Porciento de desaciertos de |p
consultora
Real a r b
A 5 5 0
R 2 10 8
B 0 15 15
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La tabla se interpreta de la siguiente formdasiemanda fue altad] y se pronosticod
regular €) la consultora falla en el 5% de los casos. paia los demas casos.

Si la demanda fue alta y se pronosticé alta la dtora acierta en el 95% de los casos
(fallo en el 5%), Si la demanda es regular y se@sticé regular la consultora acierta en el 90%
(fallo en el 10%), de los casos y finalmente sdémanda es baja y se pronostico baja la
consultora acierta en el 85% (fallo en el 15%)lodecasos.

El administrador ha estimado lo siguiente parattes tipos de demanda posibles si
introduce el articulo nuevo:

Demanda altaX), con P(A) = 0.3 y una ganancia de 300 millones.
Demanda regulaR), con P(R) = 0.5 y una ganancia de 100 millones.
Demanda bajaB), con P(B) = 0.2 y una ganancia de100 millones.

Calcula elEBC, en el caso que no se lleva a cabo un estudioedeano, si se sabe que la
funcion de utilidad en esta situacion @) = (x +100)2.

Solucion

Primeramente trazamos el arbol cuando no se hastuglio

Articulo anterior

30.0%

Articulo nuevo

-100

Notamos que la rama del articulo nuevo se puedeoreo una loteria

| =(0.330Q 05100 02-100).

Aplicando la funcién de utilidad(x) = (x +100)?, obtenemos
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Decision
68000

160000
Utilidad esperada
68000

Articulo nuevo

50.0%

Lo cual implica que
u(l) = 030(300+100)? + 050(100+100)? + 0.2(~100+100)* = 68,000.
Finalmente aplicand&BC ~ | y la funcién de utilidad se obtien§EBC) = u(l). Asi,

u(EBC) = u(l)
(EBC+100? = 68000
EBC+100= +/68000
EBC = -100+ /68000

De donde EBC=160.77, esto implica que el administrador esta dispuesto llevar a
cabo un estudio de mercado, a recibir minimo 16@aAlbnes con certeza, para vender el
negocio del nuevo producto.

Una caracterizacion deEBC, estad relacionada con la condicibn de que en estas
circunstancias el decisor es duefio de la loterthfeaencia de la situacion en la que él quiere
comprar la loteria.

3.2.2 PRECIO DE COMPRA

Cuando un decisor quiere conocer el mayor preceoagia dispuesto a pagar por adquirir una
loteria (negocio que se encuentra bajo incertidaniét se enfrenta a una situaciémpdecio de
compra.

Definicion 2

Dada una situacion incierta de decision, se ll&@rexio de compra PC, a la maxima
cantidad que el decisor esta dispuesto a pagaduopiirir la loteria.

¢, Como obtener el precio de compra?
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El precio de compra se entiende como la cantidadacoual existe indiferencia entre tener
la loteria habiendo pagadRC y no tenerla, sin haber pagado algo. Es déeif?C ~ 0. De tal
forma que si conocemos la funcién de utilidadP€lse puede obtener de forma similaE&C
por medio de la ecuacion

u(l - PC) =u(0).

Ejemplo 2
Calcula el precio de compra para el ejemplo 1, sigoolo que el administrador es el comprador
y tiene una funcion de utilidag(x) = (x + 200)2.

Solucion

Notamos del ejemplo anterior que la lotetia (0.3300 05100 0.2,—100), mientras que la
funcion de utilidad esta dada pofx) = (x + 200)2. Luego, para obtener BC se tiene

u(l = PC) = 030(300- PC + 200)* + 050(100— PC + 200)? + 0.2(-100- PC + 200)?

= 030(500- PC)? + 050(300—- PC)? + 0.2(100- PC)?

= 030(250000-100CPC + PC?) + 050(90000- 600PC + PC?) + 0.2(10000- 200PC + PC?)
= PC2 -640PC +122000

Mientras que
u(0) = (0+200? = 40000.
Asi,
u(l = PC) = u(0)

PC? - 640PC +122000= 40000
PC? - 640PC +82000=0

Resolviendo la ecuacion

PC

_ 640+ /6407 —4(82000 _ (17717
- 2 - 46283

Se elige el valor mas pequeiio de compra, el cuéledemaximo que el decisor estaria
dispuesto a pagar para comprar la loteria. De doR@e=17717, esto implica que el
administrador esta dispuesto, sin llevar a cab@sindio de mercado, a pagar como maximo
177.17 millones con certeza, para comprar el negtsl nuevo producto.
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Una caracterizacion dePC, esta relacionada con la condicion de que en estas
circunstancias el decisor no es duefio de la |ot@hi@ara él quiere comprar la loteria.

3.2.3 PRIMA DE RIESGO

Cuando un decisor (administrador, gerente o0 persimanegocios) se encuentra ante la
probleméatica de vender o comprar un negocio que ti@nancias bajo incertidumbre, el primer
problema que debe resolver consiste en determitiansaversion (repudio, odio, prevencion o
miedo) opropension (preferencia, aficion, apego o devoci@hyiesgg, resultante de la posible
inversion. De esta forma se origina el siguientgcepto.

Definicion 3

Dada una situacion incierta de inversion (represinpor una loteria), se llarRaima
de riesgo de una loteriaPR, a la diferencia del valor esperado de la lotgriel
equivalente bajo certeza, segun la funcion dedatili

PR= VE-EBC, si u(x)escrecienteu’'(x) >0
EBC-VE, siu(x)esdecrecient u'(x) <0

¢, Coémo interpretar los valores de la prima de rie8go

De la definicién de prima de riesgo se tiene quedpa suceder tres situaciones

1. Prima de riesgo positiva. En este caso se dice que el decisor @emeesion al riesgoy
PRrepresenta la cantidad que el decisor esta digpaatejar de ganar por esa aversion.

2. Prima de riesgo negativa. En este caso se dice que el decisor tmopension al
riesgoy PRrepresenta la cantidad que valUa la preferentidesésor.

3. Prima de riesgo cero. En este caso se dice que el decisor trendralidad al riesga
La neutralidad al riesgo se presenta cuandticads igual aEBCde la loteria.

Notas

Para determinar si una funcién es creciente o dietrte, se tienen las reglas:

» Una funcionu(x) es creciente si al aumentar el valoxdgeimente el valor da(x)
y una forma de comprobarlo es con la derivadafuhaion u(x) es creciente e

=)

el intervalo en donde’(x) > 0.

» Una funcionu(x) es decreciente si al aumentar el valoxdiminuye el valor de
u(x) y una forma de comprobarlo es con la derivada.fureion u(x) es
decreciente en el intervalo en dongéx) <O0.
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Ejemplo 3

Calcula la prima de riesgo para el caso del ejerhpkuponiendo que el administrador establece
la funcién de utilidadu(x) = (x +100)%.

Solucion

Del ejemplo 1 se obtuvo éBC =160.77. Ademas la loteria a la que se refiere el problpara
el articulo nuevo estaba dada ﬂ)@r<0.3,300 05100 O.2,—100>. Luego, su valor esperado sera

VE =) p;x =03(300 + 05(100 + 0.2(-100 =120.

i=1

Por otro lado, tenemos que determinar si la fund®ntilidad es creciente o decreciente en
los valores de la loteria, es decir 4200 a 300. Para esto calculamos la derivada de @dan
de utilidad u(x) = (x+100)?

u'(x) = 2(x+100.

Asi, la funcion de utilidad es creciente para \@dodex, tales queu’'(x) =2(x+100) >0.

Es decir, parax>-100. Luego, PR=VE-EBC, de esta forma se tiene la prima de riesgo

PR=VE-EBC=120-160.77=-40.77.
Es decir, el administrador tiene propension abwegluada por 40.77 millones.

Posteriormente regresaremos al estudio de la pen@esgo y su relacion con la funcion
de utilidad, en donde daremos una descripcionlddtabe los tres casos mencionados arriba y
sus posibles funciones analiticas de la funcioatifidad.

3.2.4 VALOR DE LA INFORMACION PERFECTA

Debido a que el decisor (persona de negocios, @straidior, gerente, etc.) ante un negocio se
encuentra con la disyuntiva de invertir, sin comaum certeza el resultado, €l esté interesado en
conocer la informacién que le indique que ocurrird.

Definicion 4

Dada una situacion incierta de inversion (represkinpor una loteria), se llarwalor
de la informacion perfectg VIP, a la maxima cantidad que el decisor esté dispueq
pagar por la informacion.

—

¢, Como obtener el Valor de la informacion perfecta?
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El valor de la informacion perfecta se entiendan@da cantidad con la cual existe
indiferencia entre eEBC y las mejores consecuencias de las decisionedotdda habiendo

pagadoVIP por la informacion. Es decit, -VIP ~ EBC, en dondd " representa la loteria que
contiene las mejores consecuencias. De tal fomeasgconocemos la funcion de utilidad, el
VIP se puede obtener de forma similaP@l por medio de la ecuacion

u(l” =VIP) =u(EBC).
Ejemplo 4
Calcula el Valor de la informacion perfecta paraegmplo 1, con funcion de utilidad
u(x) = (x+10072.
Solucion

Del ejemplo 1 la loteria eB=<O.3,3OQ 05100 0.2,—100), mientras que la funcion de utilidad
estaba dada par(x) = (x+100?, y SUEBCfue 160.77. Luego, para obteneWéP se tiene

u(EBC) = (16077+100? = 68001.

Por otro lado, para calcular(l” -VIP), se necesita la loteria, la cual obtenemos del
arbol de decisiones del ejemplo 1

Articulo anterior

30.0%

Articulo nuevo

-100

Para elegir las mejores consecuencias de las deessi tenemos en el primer caso
3003 150, 150100y 150> -100, de esta form&” =(0330Q 05150 02150). Luego,

u(l” =VIP) = 030(300-VIP +100? + 050(150—VIP +100)? + 0.2(150-VIP +100)?
= 030(400-VIP)? + 050(250-VIP)? + 0.2(250-VIP)?
= 030(160000-800/IP +VIP?) + 070(62500- 500/I1P +VIP?)
=VIP? - 59(VIP +9175(
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Finalmente, obtenemos la ecuacion pand el

u(l” =VIP) =u(EBC)
VIP? —=590/IP +91750= 68001
VIP? -590VIP + 23749=0

Resolviendo la ecuacion

VIP =

590+ /5907 — 4(23749 _ (54655
2 14345

Se elige el valor mas pequeiio el cual sera el ntaxjuoe el decisor estaria dispuesto a
pagar por la informaciéon. De donde se puede conqlie si se llega hacer un estudio de
mercado el decisor estaria dispuesto a pagar ma¥3é millones por el estudio.

Nota

El VIP tiene similitud con eVEIP dado por la férmula

m
VEIP = mip{VE(mejoresaccioneqaorevent() —VE(accioni )}
1=

3.3 CONSTRUCCION DE LA FUNCION DE UTILIDAD CON UN SOLO OBJETIVO

Se coment6 en la parte introductoria de Teoriardfegencias que la funcién de utilidad es una
de las bases motoras de la Teoria de decisionapjeyda la opcion de pasar las preferencias a
valores numéricos y poder comparar diferentes gaoas, por ejemplo las loterias o problemas
de negocios bajo incertidumbre.

Debido a lo anterior tiene una gran importancipagler construir las funciones de utilidad.
Hasta el momento las funciones de utilidad séldase utilizado, sin ver como se construyen.
Pero en esta seccion veremos dos métodos paradawxion de una funcion de utilidad.

» Método grafico

* Método analitico.

La construcciéon de una funcion de utilidad se pusaar en la prima de riesgo, para lo
cual analizaremos los tres casos suscitados ahidédi prima de riesgo, para funciones de
utilidad ascendente y descendente.

3.3.1 AVERSION AL RIESGO VARIANDO CAPITAL

Cuando se definié la aversion al riesgo se menajp@desto ocurre cuando la prima de riesgo es
positiva, lo cual nos lleva a funciones de utilidae tienen que ser
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 coOncavas a la izquierda (fig. a) para el casaideidnes de utilidad crecientes.

* coOncavas a la derecha (fig. b) para el caso dadnes de utilidad decrecientes.

Ver figuras siguientes.

u(t)A Concava a u(t)A Céncava a
la izquierda la derecha
uty) f------- querta u(ty) |- - —
u(ty) +u(t,) | L U(to) +u(ty) ______________
2 | ! 2 |
4- t,+t, 1---1
ut)] T 1 VE=— 2 ute)) ! ']
' 'EBC | 2 L : | EBC, "
T ' o i g
ty +t !
@ boo@ T vese b

PR=VE-EBC>0

PR=EBC-VE>0

Fig. 1 Muestra las funciones de utilidad con aversiamesgo, en (a) la funcion de
utilidad es creciente’'(x) >0, y en (b) es decrecienté(x) < 0.

» Sialcrecerel capital la prima de riesgm varia se tieneaversion constanteal riesgo.

» Sialcrecerel capital la prima de riesgmmentase tieneaversiéncrecienteal riesgo.

» Si al crecer el capital la prima de riesgdisminuye se tieneaversion decrecienteal

riesgo.

3.3.2 PROPENSION AL RIESGO VARIANDO CAPITAL

Cuando se definié la propension al riesgo se madaijme esto ocurre cuando la prima de riesgo

es negativa, lo cual nos lleva a funciones dedatilique tienen que ser

 convexas la izquierda (fig. a) para el caso deines de utilidad decreciente.

» convexas a la derecha (fig. b) para el caso dgdoas de utilidad crecientes.

Ver figuras siguientes.
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u(t)A Convexa a u(t)“ Convexa a
u(t,) la izquierda u(t,) la derecha
u(to) +u(t,) u(to) +u(t,)
2 i 2 '
u(t,) u(t, )
(b) (b)
PR=EBC-VE<O0 PR=VE-EBC<O0

Fig. 2 Muestra las funciones de utilidad con propensigieago, en (a) la funcién de
utilidad es decrecienta’(x) <0, y en (b) es crecientg'(x) > 0.

» Si al crecer el capital la prima de riesgwo varia se tienepropension constante al
riesgo

» Si al crecer el capital la prima de riesgtisminuye se tienepropension creciente al
riesgo

» Si alcrecer el capital la prima de riesggumenta se tienepropension decreciente al
riesgo

3.3.3 NEUTRALIDAD AL RIESGO VARIANDO CAPITAL
En el caso de neutralidad al riesgo no existen @snbla funcion de utilidad es una linea recta.
Notas

» Obsérvese que el crecimiento de la aversion ydpeursion son inversos.

* El capital y la aversion al riesgo son proporciesaki uno aumenta o disminuye la
aversion también aumenta o disminuye.

* El capital y la propension al riesgo son inversagno aumenta el otro disminuye y
viceversa.

3.3.4 METODO GRAFICO PARA CONSTRUIR UNA FUNCION DE UTILIDAD

Supdéngase que deseamos conocer la funcion deadtiligk) entre X' y X", y se conoce que
para cualquiex, tal quex’ < x < X"

* a mayor preferencia de mayor utilidad (equivalentemente a una funcionutkdad
creciente,u’(x) > 0).
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* A mayor preferencia d& menor utilidad (equivalentemente a una funciénutikdad
decrecientey’(x) <0).

En caso de una funcién de utilidad creciente podeseguir los siguientes pasos para su
construccion. Si la funcidn de utilidad es decneigiese hace de forma similar.

Paso 1. Asignacion arbitraria de valores de utilidad pafay x" (recuérdese que se supuso
X' <x=<x", luegox’ menos preferente que'). Generalmente, se asigna cero para el
menos preferente y 1 para el mas preferente. Ufgi) =0 y u(x") =1.

Paso 2. Se eligen 3 puntos cualesquiera entrey x", tales quex’ <x <X, <X; < X" y se
determinan sus utilidades.

Para la asignacion de valorexa< x; < X, < X3 < X", se utiliza la informacion del tipo de

decisor, es decir, si el decisor tieagersion, propension o neutralidad al riesgo.Se supone
que la funcion de utilidad entn€ y X", s6lo puede ser de aversion (funcion concava eqtse
x"), propension (funcidn convexa entkey x") o neutralidad (linea recta entkéy x").

En el ejemplo suponemos que se trata de un demisoaversion al riesgo. Luego, los
valores asignados ® < X, < X, < X3 < X", dan como resultados los siguientes puntos

U(X;x
uxXV=1} = = = = = ————— e — - ;
U(XS) | 1
I
u(XZ) _____ -: 1 :
—_——— | 1
U(Xl) 1 : 1 I
| 1 1 |
1 [ | [
1 1 I 1
, | 1 1 1
u(x)=0 ] 1 1 L,
XI Xl Xz X3 Xn

Paso 3. Con los 5 puntos construidos de la curva y @tildo la caracteristica de monotonia de
la funcion de utilidad se suaviza la curva.

Monotonia. Se supone que la funcion de utilidad entfey x", es monotona es decir,
creciente o decreciente entre dichos valores.

Con las consideraciones anteriores podemos elincieaias regiones en donde no puede
pasar la funcion de utilidad, para que pueda curgdicaracteristicas dadas por el decisor.
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Las regiones que se pueden eliminar se obtienea tieelos rectdngulos que se forman al
encerrar cinco parejas de puniosu(x)), formadas porx’ < x; < X, < X3 < X" y sus valores en
la funcion de utilidad. Como se muestra en laisige figura.

u(t)
u(x =1
Uu(X3)

u(xy)

u(x)

u(x) =9

De tal forma que la funcién de utilidad sélo puéal@ar valores dentro de los rectangulos
que quedan sin sombrear.

Podemos reducir aun mas la region en donde pud¢deladuncion de utilidad al trazar
lineas rectas entre pares de pur(tdgi(x)) Yy (X;,u(X,)); (X, u(x)) Y (X,u(x,)); (X,,u(X,)) Y
(X3,U(X3)) 5 (X3,U(X3)) Y (X",u(x")) y eliminando:

» las regiones por debajo de la recta en su proptamgulo, para esto nos basamos en el
hecho de que estamos suponiendo un decisor cosi@ve riesgo, 1o que significa que
la funcidén de utilidad en este caso es concaveabg @star en la mitad de arriba de cada
rectangulo

» en los rectangulos contiguos se elimina la reg@mapriba de la recta trazada en el punto
anterior, esto se hace porque la funcién de utiligerderia la suavidad si pasa por estas
regiones. Finalmente queda el area sin sombread@ule puede pasar la funcién de
utilidad, ver figura siguiente.
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Finalmente en el area factible para la funcion tiedad se hace un bosquejo de ésta,
guedando la figura siguiente.

Para terminar dejamos libre a la funcion de utilidaazada, que cumple con las
restricciones que fueron establecidas por el deciso

1. La funcidn es creciente.
2. El decisor tiene aversion al riesgo.

3. la funcion pasa por las coordenadasu(x’)), (X,u(xy)), (X,,u(X5)), (X3,u(x3)) Y
(X", u(x") .

En la siguiente seccion veremos la parte analifieaas funciones de utilidad de un
objetivo y la forma de llevar a cabo la comprobagi@ra identificar de qué tipo de funcién se
trata. Se da un ejemplo de cada tipo de funcidntiidad que puede ocurrir segun el tipo de
decisor.
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3.4 FUNCIONES ANALITICAS DE UTILIDAD DE UN OBJETIV O

En esta parte utilizamos el resultado demostradddpward Raiffa, quien prueba que en el caso
de funciones de utilidad crecientes, la prima @sgo de una loteriaPR=VE - EBC), esta
relacionada con la funcidn de aversion local agie

1(x=x\?
PR~E( > jr(x),

en donder (X) = —UT(X)) y <O.5, x; 05, x') cuandox’' — x pequefa.
u'(X

Funcién de utilidad creciente

u(x) creciente x crece, y _ Forma de la gréficeu
' r(x) Ejemplo deu(x) de u(x)
u'(x)>0
A CX.
(1) Constante No varig ba> (I)oe " [ f
Aversion C -
PR>0 a+bx—cx?; . b
u(x i G | X =—
' (x) (2) Creciente aumenta > O,x<£ I e X =
concava 2 —
izquierda

u"(x) <0 . - a*cln(x+b);
D t i
(3) Decreciente disminuyg c>0,x>-b

a+be™;

#/ X = _b
4
A
(4) Constante No varia j
i6 b>0c>0
Propension |
b
X=—-—
2c
1
I X=Db
i

PR<O0 2
a+bx+cx’;

u(x) (5) Creciente aumentg b
convexa ¢>0,x>-—

derecha

u"(X)>0 ) ] .
(6) Decreciente | disminuye & cin(b-x); j

c>0,x<b

Neutralida
PR=0 @) a+bx; b>0

u"(x)=0
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Comprobaciones

Aversion

Propension

(1)

(4)

u(x)=a-be™
u'(x) =bce ™ > 0sib>0,¢c>0= u(x) crecs

u"(x) = —bc?e™ < 0'si b>0=> u(x) concavg

r(x)y=——————=c>0=r(Xx) novaria
bce ™

u(x) =a+be™
u'(x) =bce™ > 0si b>0,¢c>0= u(x) crecs
u"(x) =bc?e®™ > 0 si b>0= u(x) convexa
bce™
bce™

=-c<0=r(x) novaria

r(x)=-

()

u(x) =a+bx-cx?

u'(x) =b—2cx> 0si x<2£:>u(x) crece
C

u"(x)=-2c< 0si c>0= u(x) concava

()

u(x) =a+bx+cx?
u'(x)=b+2cx>0si x>—2£:u(x) crece
c

u"(x)=2c> 0si c>0= u(x) convexa

-2 _ 2 . b _ 2c 2c . b
r(x)=- = >0, sl Xx<— r(x)=- =- <0 s Xx>——
b-2cx b-2cx 2c b+2cx b+ 2cx 2c
2 2
r'(x)=&2>03 r(x) crece r'(x):&z>0:>r(x) crece
(b—2cx) (b—2cx)
3) (6)
u(x)=a+cin(x+b) u(x)=a-cin(b-x)
u'(x) = ib > 0 si x>-b= u(x) crece u'(x) = bC > 0 si x<b=u(x) crece
X —
u"(x) :—%< 0sic>0=u(x) concava ||u"(x)= c > > 0si c>0=u(x) convexg
(x+b) b-
. cC c
2 W2
() =——X¥0° 1 S5 six>-b (=P -1 g six<b
c X+b c b-x
x+b b-x
r'(x)=- <0=r(x) decrece r'(x)=- <0=r(x) decrece
M=y () M= 7 (X)

(7) Neutralidad

u(x) = a+bx
u'(x)=0
r(x)=0

u'(x) =b> 0si b>0= u(x) crece

93



Loterias y Funciones de Utilidad de un objetivo

Cuando la funcion de utilidad es decreciente, exeetique la prima de riesgo se calcula como
PR=EBC-VE, y es indiferente com(x) =u"(x)/u’'(x) de una loteria que esta relacionada con
la funcion de aversion local al riesgo, para funesde utilidad decrecientes

en dondeq(x) =

u'x
u'(x)

Funcién de utilidad decreciente

PR~1(X_X'j q(x) ,

2

2

u(x) decreciente X crece, y _ Forma de la gréficall
Ejemplo deu(x) d
u'(x) <0 a(x) e u(x)
A
X
(8) Constante No varig a-be”;
Aversion b>0,c>0
_
PR>0
u(x) | a+cin(o-x): 1
concava | (9) Creciente auments >0 x<b '
derecha =% '
u"(x)<0 N
a+bx—cx?;
(10) Decreciente || disminuyg c>0 x> b
2c L 5
A
, a+ be—CX.
.. |l (11) Constante No varig !
Propension (D b>0c>0 \
_
PR<O0
A
u(x) (12) Creciente auments a >c(;n(x> 3)) K
convexa c=>UX L~ 5
izquierda
0'(%)>0 a+bx+ex; !
(13) Decreciente | disminuyg b
c>0,Xx<-—
2c _
Neutralidad|
PR=0 (14) a-bx; b>0
u'(x)=0
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Comprobaciones
Aversion Propension
(8) (11)
u(x) =a-hbe*

u(x)=a+be ™

u'(x) =-bce” < 0si b>0,c>0= u(x) decrect

u"(x) = —bc?e™ < 0 si b>0= u(x) concava
- bc?e™

©

u'(x) =-bce ™ < 0sib>0,c>0= u(x) decrect
u"(x) =bc?e ™™ > 0'si b>0= u(x) convexa

bCZG—cx
q(x) = =c>0=q(x) novaria q(x) = — =—c<0= q(x) novaria
- bce™ -bce ™
9) (12)
u(x)=a+cin(b-x) u(x)=a-clin(x+b)
u’(x)=—bC < 0si x<b,c>0= u(x) decrecg | |u'(x)=- ib< 0 si x>-b,c>0= u(x) decrec
- X
. c .
u"(x)=- < 0si c>0= u(x) conciva "(x) = > 0si c>0= u(x) convexa
() (b=’ (x) (x) (x+b)? (x)
_cC c
(x+b)? 1 . (x +b)? 1 .
X) = = > 0, si x<b X) = == <0,si x>-b,c>0
G0 =— = ==
X+b X+b
1 1
'(X) =—————>0=q(x) crece '(X) =————<0=(g(x) crece
q'(x) (x+b)? a(x) q'(x) (x+b)? a(x)

(10) (13)

u(x) =a+bx-cx? u(x) = a+bx+ cx?

14

u'(x) =b-2cx< 0si x >2£ = u(x) decrect
C

>

u'(x)=b+2cx< 0si x< —23 = u(x) decrect
c

u"(x) =—2c si ¢>0= u(x) concava u"(x)=2c> 0si c>0= u(x) convexa

-2c . b 2c . b
X) = >0, sl Xx>— X) = <0 si x<—-——,c>0
a0t b—-2cx 2c a0t b+ 2cx 2c
. (20)? . (20)*
X)=————"—<0=g(x) decrece X)=———2 < 0= (q(x) decrece
q'(x) (b- 2097 a(x) q'(x) b+ 2007 a(x)

(14) Neutralidad

u(x) =a-bx

u'(x)=-b< 0si b>0= u(x) decrec¢g
u'(x)=0

q(x) =0
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Loterias y Funciones de Utilidad de un objetivo

Notas

 En general, ocurre que la funciéon de utilidacgdmi ser en algunos segmentos
cOncava y en otros convexa, la combinacion de estogportamientos depende del
decisor, si tiene aversion o propension al riesggpectivamente. Cuando se trata
de dinero, el comportamiento del decisor se puegle influenciado por las
cantidades de dinero que estén en juego. Por Eempdecisor podria tener
neutralidad al riesgo en cantidades pequefas, dumdie importe mucho, después
tener aversion al riesgo y posiblemente cuandatdidad sea elevada él podria
estar dispuesto a correr grandes riesgo con unasamiento de propension.

e Cuando se utiliza la funcion de utilidad en peolhs de decisibn se deben
involucrar decisiones basadas en valores referaritesariable.

Para encontrar la funcion de utilidad adecuada seacomienda seguir la siguiente
secuencia de pasos:

a) Determine el tipo de funcion de utilidad, crecientgecreciente.
b) Calcule la prima de riesgo, definicién 3
_ {VE— EBC, si u(x)es crecienteu’(x) >0
EBC-VE, siu(x)esdecreciert u'(x) <0
c) De las 14 funciones propuestas elija la adecuadstenl proponga alguna otra.

d) Para encontrar la o las constantes que intervienela funcién elegida, utilice el
hecho de qu&EBC ~1 vy la funcion de utilidad.

Sug. Se usan todas las loterias posibles, pero inieiatiense usa la loteria que abarque
el mayor rango posible.
Ejemplo 5

Construya la funcion analitica de utilidad paracato en que el decisor prefiere cantidades
mayores de premios y conoce las siguientes indiééas de 3 loterias con EBC

$2600~ (05$500Q 05,-$100),
$12600~ (05$15000 05$9900) y
$22600~ (05$25000 05%$19900

Solucion

a). Se tiene una funcion de utilidad creciente, pugske el decisor prefiere cantidades mayores
de premios. Con este hecho, los 14 casos posielasiciones se reducen a 7.
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Capitulo 3

b). Calculamos la prima de riesgo, para esto de ¢g&gnmos que la funcién de utilidad es
creciente, lueg?®PR=VE-EBC .

Loterfa 1: VE = 05(5000 + 05(-100) = 2450, luego PR=VE - EBC = 2450~ 2600= —150.
Loterfa 2: VE = 05(1500Q + 05(9900 =12450, luego PR=VE — EBC =12450-12600= —-150.
Loterfa 3: VE = 05(25000 + 05(19900 = 22450, luego PR=VE - EBC = 22450~ 22600= —150.

c). De la prima de riesgo calculada en (b) notamas @gl constante y negativa. Luego, el
decisor tiene propension constante al riesgo yraibn de utilidad puede sar+ be™.

d). Busqueda de los valores de las constantes, garaeutiliza lau(x) y EBC~ 1. Es decir,

2600~ (05,5000;05,~100) .
Asi,
u(2600 =u(l)
a +be?®®® = 05u(5000 + 0.5u(-100)
a+be®® = 0.5(a +pe>®® ) + O.5(a + be‘looc)
be?®® = 0.5be>%® + 0.5be10*

Dividiendo entre0.5b, y pasando todos los términos a un mismo ladalteea ecuacion
f(c)= 22600 _ o500@ _ o100 _ (g

Cuya solucién aproximada; = 4.62428734107° = 0.000046242834, y se muestra en la
tabla 1, que resulta de realizar los calculos copaguete matematico.

#1: NSOLUE(2 -EXP(260@-c) — EXP(50808-c) - EXP(- 1@B-c), c, 0.8AABRZ, 1)
]
#2: c = 4.624287348-10
#3:  NSOLUE(2 -EXP(@.26 ¢} — EXP{B.5-c} - EXP(- @.A1 ¢}, c. B.8@821, 1)
#4: ¢ - B.4624287338
5 NSOLUE(2 -EXF{8.026 -c)} — EXP{(8.B5%-c) — EXP{- B.801 -c), c, B.882, 18)
6= c = 4.624287348
Tabla 1. Muestra la raiz de la ecuacidr(c) = 2e?*°* - >%°® —™0® =,

Una manera de simplificar la basqueda en estossceswsiste en encontrar la raiz de
f(kc') =0, en lugar def (c) =0 (c=kc ). Por ejemplo, en esta ecuacikmr10™ =0.0001y
asi la ecuacion a resolver sera:
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f a0—4c*) — 260260 _ eO.5C _ e—0.0lc =0.

Cuya raiz diferente de cero se muestra en las @rpes #3 y #4 de la tabla 1, luego la raiz
original aproximada seré=10"c” =107 (0.462428733p= 4.62428733&10™° y coincide con
la anterior.

Similarmente, par& =10 =0. 00001a ecuacion a resolver sera:
f (10—5 C*) - 2eo.026c* _ eo.05c* _ e—o.ooac* -0

Cuya raiz aproximada diferente de cero se muestiaseexpresiones #5 y #6 de la tabla 1,
c=107c" =107 (4.62428733p= 4.62428733& 10 y coincide con la anterior.
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Capitulo 4

FUNCIONES DE UTILIDAD DE VARIOS
OBJETIVOS

En el Capitulo anterior iniciamos el estudio de flagciones de utilidad con un sélo atributo.
Entendiendo poatributo la medida del logro del objetivo del decisr. Por ejemplo, en el caso
de dos consecuenciag y X,, el arbol de decisiones puede tener ramificacidleels siguiente

manera

(X1, %2)

_| Ejemplo 2 consecuencias

En donde se muestra que las acciones disponilelegia pueden tener mas de un atributo.

Asi, de forma similar que en las funciones de val@stas en el Capitulo 2, para el caso de
varios atributos, primeramente veremos las sitimesgara dos consecuencias, y posteriormente
lo generalizaremos para 3 0 mas.

Para la redaccion del capitulo se consulté ladmipdfia [1], [2], [3], [4], [7], [8], [9], [10],
[11], [12] y [13].
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4.1 FUNCIONES DE UTILIDAD CON DOS ATRIBUTOS

En situaciones en las que existe incertidumbréyger de utilizar la funcién de valor, se emplea

la funcion de utilidad. Pero resulta que en ebades dos o mas atributos la construccion de la
funcion de utilidad es mas compleja, requiere derégambio constante de informacién con el

decisor para su construccién y conocimientos geldie funcion de que se trate.

Ejemplo 1

Al inicio del 2000 se pensé en la construccion denuevo aeropuerto o la ampliacion de uno
existente, para satisfacer la demanda en vuelesnationales y nacionales. Supdngase que
existen dos alternativas que representaremos pgofeteasA y B. Cuyos resultados de los
objetivos, tiempo de acceso al aeropuerto y catdtla personas que resultarian afectadas en
caso de un accidente, asi como sus probabilidadesuestran en la siguiente tabla.

Sitios Probabilidad Tiempo (min.) de Personas afe(?tadas en
acceso caso de accidentes
Y3 90 1,000
A 1/3 60 1,500
1/3 20 3,000
B 1 120 500

Emplear la funcion de utilidad con sus objetivosapia toma de decisiones de la mejor
alternativa para la construccion del aeropuertoosngrobar las dificultades que representa
encontrar dicha funcion junto con las funcionesiil@lad unidimensionales de cada atributo.

Solucion

Tenemos los objetivos
» tiempo de acceso en minutod. (

» personas afectadas en caso de accidgnte (

Las incertidumbres y los valores de los atribummsestran en la siguiente figura.
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33.3%

(90,1000)

(60,1500)

33.3%

(20,3000)

Ejemplo 1 Utilidad

(120,500)

Para analizar la situacion, debido a la incertidwnge recurre a su funciéon de utilidad

33.3%

33.3%

u(20,3000)

Ejemplo 1 Utilidad

Siguiendo el procedimiento del Capitulo 2, en lastauccion de funciones de valor, el
siguiente paso consiste en asignar valores a &gsade atributos de los objetivos en la funcion
de utilidad, pero como veremos en estd secciOnakignaciones requieren de mayores
suposiciones sobre la funcion de utilidad.

Por ejemplo, en el caso de funciones de valor enadobutos, se dijo que la funcion
ordinaria de valow(x,y) eran funciones de valor aditivas si cumplig®, y) =v, (X) +v, (y . )

Pero con las funciones de utilidad veremos quesitaceos aun mas supuestos que las funciones
de valor.

Sea el espacio (conjunto) de consecuencksY sobre el cual las preferencias
establecidas por el decisor cumplen los 6 axioredesiTeorema 14 y 15 sobre la existencia de
y unicidad de la funcion de valor bidimensional @alpitulo 2. Por otro lado, supdngase que
dichas preferencias sobre loterias envuelven lesips enX xY que pueden ser representados
por una funcion de utilidadi(x,y). Es decir, la funcion de utilidad es una funacaddinaria de

valor en X xY, de tal forma que por el Teorema 10 del Capityladbre la unicidad de la
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funcion ordinaria de valor con las mismas prefasnen el mismo espacio de consecuencias
resulta

u(x, y) = dv(x, ) = dvx (3 + vy ()
En donde, la transformaci@() es estrictamente creciente, pero la aditividadenoumple

si ¢(l) es exponencial (aunque si es estrictamente ctegieDe tal forma que para poder hablar

de la aditividad en las funciones de utilidad esesario considerar condiciones mas fuertes, por
ejemplo, en la seccion veremosridependencia en utilidady laindependencia aditiva

4.1.1 INDEPENDENCIA EN UTILIDAD

Para poder establecer la aditividad de la func®émitdidad, una primera condicion esta dada en
la hipotesis de independencia, condicion que r@sd@t mas deébil que la hipétesis de aditividad,
pero en la practica puede ocurrir con mayor freciaen

Definicion 1

X esindependiente en utilidaddeY si las preferenciasntre loterias con valores ¥e
y un valor comun d¥ son independientes del vaiér

Similarmente,Y esindependiente en utilidadde X, si las preferencias entre loterias
con valores d& y un valor comun d¥ son independientes del valorXe

Cuando ambas se cumplen se llammrtuamente independientes en utilidad

Después del comentario veremos un Lema que nosngiopa una expresion para el hecho
de queX es independiente en utilidad ¥e

Comentario

X es independiente en utilidad ¥esignifica que la funcion de utilidad(x,y) no
cambia la forma que tiene en, valor fijjo deY. Es decir,u(x,y) es el resultado de

trasladar y cambiar la escala déx,y, , epto esu(x,y) =a(y) +b(y)u(x,y, ) Ver
figura siguiente.
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u(x,y) y

/
/y3y\4\

\

Y1 Y

> X

Fig. 4.1 Muestra queu(x, y;) no cambia, solo se desplazaafy) y su amplitud
se altera er(y) > 0.

Por otro lado, el hecho de gifesea independiente en utilidad dey queY no sea
independiente en utilidad d¢ significa queu(x,y) cambia su forma con respecto de

u(x;,y), cuando se cambia ver figura siguiente.

u(x,y)

Y1 Y

» X

Fig.4.2Muestra quau(x,, y) cambia al variax.
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PROPOSICION 1

Si X es independiente en utilidad de Y, entonces preferencialmente independie
de Y.

nte

Demostracion
v

Notese quex, y) ~(L(x,Y)), loterias binarias. Luego, para alggin

(x@)z(x',a) = (L(x @)=L (X, a)).
Utilizando queX es independiente en utilidad Yetendremos
(x@)Z(X,a) = (1(xB))=(1(X,B)) para todas.
De las loterias binarias

(X, B)= (X, B) para todag.

LEMA 1 Representacion de la independencia en utilidadacumcion de utilidad

X es independiente en utilidad de Y siy solo s pa y, fijo se cumple
u(x, y) = a(y) +b(y)u(x, ¥o) 0(xy)OXxY.

Dondeb(y) >0 y a(y) son funciones que estan definidas con relacioy, a
Similarmente, Y es independiente en utilidad diey)66lo si para unx, fijo se cumple
u(x, y) = c(x) +d(xu(Xy,y) D(xy)OXxY.

Donded(x) >0 y c(x) son funciones que estan definidas con relaciox,.a
X'y Y son mutuamente independiente en utilidacgéloysi para uny, fijo se cumplen
u(x,y) =a(y) +b(y)u(x, o) D(xy)DXxY.

u(x y) = c(x) +d(xuXo,y) 0 (xy)OIXxY.

La demostracion resulta de la definicion de indepenia en utilidad.

Ejemplo 2
Supongase que tenemos una estacion de bomberesanues analizar dos objetivos:
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» x- Tiempo de respuesta de los bomberos a una llaeradaxilio por parte de la ciudadania,
* y- Tiempo de respuesta del carro con agua.

Por otro lado, esta claro que el atribMtes independiente en utilidad del atribM{geroX
no es independiente en utilidad e En el estudio se conocen los mejores y pecagpts por
atributo, paraxX son cero y 80 minutos, pava cero y 45 minutos. Se conocen los valores de la
funcion de utilidad al evaluarse en cada una dpdasjas de combinaciones de estos valores.

u(,0) =1, u@0,45 =0, u@0,0) =05 y u(0,45 =05. Se desea determinar el valor de la
funcion de utilidad que se tendria cuando el atoibu=20 y y =30

Solucion

Representamos en la gréfica siguiente las paregaatributos, obsérvese que las preferencias
aumentan para el atribut6 a la derecha, luego los valores xdelisminuyen desde el menos
deseable, 80, hasta el mas deseable, 0. Similaezrpand el atributd, pero sobre el eje de las
abscisas.

Y
A
(80,00 - oo (20910, 0)
1 i
Preferencias T i \
en forma T i |
ascendente T i |
paray Jieoso _ ___ (20,30)
I
(80, 35) T : \
(80, 40) 1 \
1 1 1 1 L l 1 | > X
1 I 1 | I 1 1 T >
(80, 45) (60, 45) (20, 45) (0, 45)

Preferencias en forma
ascendente paba

De la condicion,Y independiente en utilidad d¢ tenemos que para ux, fijo se
cumple

u(x,y) =c(x) +d(xu(xy,, y) O(xy)dXxY.
Para emplear esta informacion debemos obtenen&diu de utilidad eru(2045) a partir

de los valores conocidas@0, 45 =0 y u(0, 45) = 05, de forma similar se tiene que encontrar
u(20,0) de los valores conocidas(0,0) =1 y u(80,0) = 05.
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Otra vez podemos apreciar que requerimos de infaémadicional para poder determinar
los valores requeridos patg2045) y u(20,0). Para esto existen varios caminos a explorar.

* Por el axioma de continuidad, tenemos que existevalor u O (0,1, tal que

(20,45) ~ (u, ,(045;1-u,,80,45)). Similarmente existe un valou 0 (01tal que
(20,0) ~ <u,’ ,(0,0)1—u; ,(80,0)>.

» Empleando proporciones entre los atributos y ldsrea de la funciéon de utilidad en dichos
atributos.

» Conocimientos sobre el tipo de funcién de utilidad.

Vamos a utilizar el segundo método referente aragorciones.

80 20 0
. .
u@0,0) = 05 u200) u(©0) =1

De donde,

u(00) ~u(200) _ 20
u(00)-u@®00) 80

1-u(200) _ 1
1-05 4
7
u(20,0) =—
(20,0) 5
Similarmente,
80 20 0
o | .
u@o4s5 =0 u(2045 u (045 =05

De donde,
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u (045 —-u(045 _ 20
u(045-u@045 80
05-u (2045 _1

05-0 4
3
u (20,45) = g

Asi, tendremos parg, = O

= u(200) = ¢(20) +d (20)u (00) = c(20) +d 20)(1) = c(20) + d (20) = g

wolw |~

=u(2045) = c(20) +d (20)u (045) = c(20) + d (20)(0.5) = 2c(20) + d (20) =§
Finalmente, resolviendo el sistema de ecuaciones
c(20)+d(20) =

—c@0) = -1, d@o =1
2¢(20) +d (20) = 8

0|l ol

Sustituyendo estos valores a(x, y) = c(x) +d(x)u(x,,y), parax, =0, resulta
u(2030) =c(20) +d (20)u (030) = —% +u (030) .

Falta encontrau (030) , utilizando proporciones en la vertical

45 30 0
[ = @
u@©49 =05y (030 u(00) =1

u(00) —u (030) _ 30

u(00)-u (045 45
1-u(030) _2
1-05 3

u (030) = é

Sustituyendo este valor obtenemos el valor deilidad para (20, 30)
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1 1 2 13
u030)=——=+u(030) =—-——+—=—=0.5417.
(2030 3 (030) s 3722

TEOREMA 1 Mutuamente independientes en utilidad

Si X y Y son mutuamente independientes en utilidddmas(x,,y,) es tal que
u(x,,Y,) =0, entonces

8) U(X, Y) = U(X, o) +U(Xp, Y) +Ku(x, Yo)u(%p, ¥) 0 (%) DX XY.

b) Sik#0 (1+ku(x y))=[1+ku(x, yo))L+ku(xy,y)) O(xy)OXxY.

Demostracion
v

Por definicion de atributos mutuamente independeeh utilidad, se cumple

u(x, y) =a(y) +b(y)u(x,yo) O(%y)OXxY.
u(x, y) =c(x) +d(x)u(Xy,y) O(xy)OXxY.

Luego, de la condicion(x,, y,) = @esulta, paras, y Y,
u(Xo,Y) = a(y) +b(y)u(xo, ¥o) = a(y).
u(X, Yo) = c(x) +d(x)u(Xo, Yo) = c(X) -
De esta forma

“ {u(x, y) =U(Xo, Y) +b(y)u(x, yo) T (xy)OXxY
U(X, y) :U(X, yo)+d(X)U(X0,y) 0 (X, y)|:| X XY.

Igualando ambas expresiones
U(Xo, y) +b(Y)u(X, Yo) = U(X, Yo) +d(X)u(Xy, y) -
De donde

U(Xo, ) —d(X)U(Xy, ¥) = U(X, Vo) —b(Y)u(X, V)
U(Xy, Y)(1=d(x)) = u(x, y,){1-b(y)), parax £ x,,y # y,
1-d(x) _1-b(y)
u(x,yo)  U(Xy, )

O(x,y)OXxY

Pero la dltima igualdad se cumple solo cuando eslar constante
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1-d(9 _1-by) _,
u(x,¥o) u(x,,y)

Finalmente, al despejal(x) o b(y) y sustituir en su igualdad correspondiente de (*)

u(X, y) =U(X, Yo) +U(Xo, y) + Ku(x, yo)u(xe, y) O (x,y) O X %Y.

El inciso (b) se obtiene al multiplicar por k lgpegsion de (a)

ku(x,y) = ku(x, ¥o) + Ku(X,, y) + kZU(X’ Yo)u(Xy, Y)
1+ Ku(x, y) =1+ Ku(x, yo) + Ku(Xo, y) + K2U(X, Y5)u(Xo, y)
(14 ku(x, y)) = [+ Ku(x, yo)) + ku(xo, y) L+ Ku(xo, )
L+ ku(x, y)) = 1+ ku(x, yo))L+ Ku(Xy, ¥))

Del teorema se deriva el siguiente corolario, gré ge utilidad en el siguiente tema sobre
independencia aditiva entre atributos.

COROLARIO

La condicion de aditividad del Teorema 1 para alggnx, DX y y,,y, 0Y
<0-51 (X11 yl); 05, (Xzi y2)> - <O-5! (X11 yz); 05, (X21 y1)> *)
ademas

(%1, ¥0) 7 (%2, ¥o) Y (%0, Y1) # (%o, ¥2) s ()

entonces

u(x, y) = u(x, ¥,) +u(X,, y) - (***)

Demostracion
v

En la relacion (*) aplicamos la funcién de utilidad

05u(x;, y;) + 05U(X,, ¥,) = 0.3U(x;, ¥,) + 05uU(X,, y;)
u(xy, yy) +U(X,, Y,) = U(Xy, Y,) +U(X,, Y,)

Ahora hacemos uso de la relacion del Teorem#x,y) = u(X, Y,) +u(X,, y) + Ku(X, Y, )u(X,, ),
en la igualdad anterior
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(U(x,, Yo) +u(Xo, Y1) + KU, Yo )u(Xo, ¥o)) + (U(X,, Yo) +U(Xo, Y,) +KU(X,, Yo U(Xy, ¥,)) =
(U(Xy, Vo) +U(Xg, ¥,) +KU(Xy, Yo)u(Xe, ¥2)) + (U(X,, Yo ) +U(X,, Yy) +KU(X,, Yo )u(Xo, 3))

Eliminando términos iguales en ambos lados
(ku(x,, Yo)u(x, ¥))+ (KU, Yo)u(%o, ¥2)) = (KUOx, Yo)u(xg, ¥2))+ (kuCx, Yo)u(x,, v2)).
Abriendo paréntesis y simplificando

k(u(X11 Yo U(Xgs Vi) +U(X,, Yo)Uu(Xy, Y, ) —U(X;, Yo)Uu(Xy, Ya) = U(Xy, Yo )U(Xo, yl)) =
k(u(xm yo)(u(xw Y1) ~u(Xy, yz)) —u(x,, yo)(u(xo' Y;) —u(X,, yz)))
k(u(X07 yl) - U(Xo’ yz))(u(Xy yo) - U(Xz’ yo)) =

0
0
0

Pero de la condicién (**) y la funcion de utilidsshdremos

u(xl’ yo) - U(Xz, yo) 720
U(Xo’ yl) - U(XO! yz) 20

De donde se concluye, qlke= 0 y por consiguiente
U(X, Y) = U(X, Yo) +U(Xy, Y) +KU(X, Yo )u(Xy, Y) =U(X, Yo) +U(X,, Y) . A

4.1.2 INDEPENDENCIA ADITIVA

Otro tipo de independencia entre atributos se bta hacer una suposicion mas fuerte que la
independencia en utilidad, por lo que Supdngasesguienen las loterias

I, =(05,06, %1); 05,(X,,¥5)) ¥ I, =(05,(x;,¥,); 05,(%;,¥1)) -
Cuyos valores se representan en la siguiente figura

y

A

(X1:|y2) I(X2IY2)
Yo T T -

e (Xl'yl)i i (X2, Y1)

v

X X2
Resulta que si existe independencia entre elladriteque dar lo mismo enttgy |,. Luego,
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|, ~1, paratodox,,X,, Y;,Y,.

Cuando esto ocurre se dice que se tisdependencia aditivay por lo tanto,
u(x, y) = Au, (x) + Ayuy (y),

Esta representacion se puede justificar por meglisiguiente Teorema.

TEOREMA 2. Independencia aditiva

Supongase quel(x,y)es una funcion de utilidad eX xY, y X y Y cumplen |

=2

independencia aditiva, ademas (sj, y,) es tal queu(x,, y,) = 0, entonces

u(x, y) =u(x, y,) +u(Xy, y) -

Es decir, la independencia aditiva es una condicidacesaria para est
representacion.

je3)

Demostracién
v Del corolario del Teorema 1, se concluye que€x,y)=u(X,Y,)+u(X,,y , d¢ donde

u(Xy, o) =0.4

Es decir, del teorema 2 se concluye qu&X $ Y cumplen con la independencia aditiva,
entonces al igual que en las funciones de valoemod encontrar a,(x) sin considerar &y y

viceversa. Ademas, podemos observar qu¥ giY cumplen con landependencia aditiva
entonces se tiene la representacion de la fun@anilidad

u(x, y) =A,u,(x) +A,u, (y),

conu, u, y u, en escala de 0 a 1,resulta qug,> 0, A, > Oconstantes. Falta determinar las

restricciones que deban cumpli, y A, que nos permitan encontrar un valor particular.

De esta manera, si en el conjunto de consecuesheis<Y representamos pdix,, Y,) las

peores y por(x ,y') las mejores consecuencias por atributos, entopaesa independencia
aditiva se cumplira

U(Xy, Yo) =U, (%) = uy(yO) =0

u(x,y’) =u,(x) =u,(y’) =1
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Empleando estos valores podemos determinar conégigara encontran, y A, .

Evaluando la funcién de utilidad éx',y, y)(X,,Y ), tendremos:
u(x',Yo) = AU (X)) + A, (Y,) = A, optimista erX y pesimista etY.
U(Xe, Y ) = AU (%) + AU, () = A, , pesimista eiX y optimista ery.
De tal forma que
ux',y')=A,+A,=1y A, 20,4, 20.
Nota

Cuando en los problemas de decisiones con dos oamasitos se establece la
hipotesis de la independencia aditiva, la solu@énsimplifica grandemente y el
problema no representa dificultades en su solucion.

Finalmente, se usa el criterio de decision, qugnasia mejor alternativa aquella que tenga
el mayor valor de la utilidad esperada.

Ejemplo 3

Supongase que se tienen las inmobiliarias ARAYGEO @), de las cuales nos interesan los
objetivos: costo de la casa en pesos y tiempo tlegande la casa en meses. Ademas conocemos
que la inmobiliaria ARA entrega una casa con proioaol 0.6, si el costo es de $700,000 pesos
en un tiempo de 6 meses, y con una probabilidddl4lpara una entrega inmediatamente, pero a
un costo de $1,200,000 pesos. Por su parte labitiarta GEO siempre tarda en entregar la casa
tres meses a un costo de $900,000 pesos. El praldensiste en llevar a cabo un analisis de la
situacion para determinar por medio de la funciénutilidad que alternativa es mejor para
invertir, la inmobiliariaA o la B. Para esto disponemos, adicionalmente a la infddéma
mencionada.

» Se cumple la hipétesis de independencia aditiva.

» Conocemos las funciones de utilidad unidimensianplga cada objetivo, dadas por las
gréficas de abajo y en donde se muestra que edatesn costo tiene propension al riesgo,
mientras que en el tiempo de entrega tiene aveatidesgo.

* Se puede hacer preguntas adicionales al decisor.
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u.(costg

1

0.8

Preferencias en

0.6 forma ascendente

0.4

0.2

0

u, (tiempog

Preferencias en
forma ascendente

700000 1200000

(@)

Funcion de utilidad para el costo

Solucion

(b)

Funcion de utilidad para el tiempo

Asignaremos una metodologia para la solucién deblpma., cuando se cumple la
independencia aditiva y se conocen las funcionegilidgad unidimensionales de los atributos.

Paso 1. Establecer las alternativas de decision y los objebs a estudiar En este caso se
trata de dos alternativas inmobiliaria ARA y GEMientras que los objetivos ya estan
definidos, costo de la casa y tiempo de entrega.

Paso 2. Determinar la mejores y peores alternativas de cadabjetivo. De los datos del
problema podemos apreciar que en el caso de celsfEor es $1,200,000 pesos y la
mejor $700,000 pesos, por otro lado, en el casdig®po, la peor son 6 meses y lo

mejor es la entrega inmediata.

Paso 3. Asignacion de valores a la funcion de udihd. Se ha visto que lo mejor consiste en
asignar valores entre 0 y 1 a las funciones delatil Cero para las peores alternativas
y uno para las mejores. La razén de esta asignacidsiste en establecer relaciones
entre A, y A, para poder determinar sus valores. De lo expukestpués del Teorema

2, resulta.
Situacion c-costo | t-tiempo u(c, t)
Pesimista eg y t 1,200,000 6 0
Optimista erc y t 700,000 0 A +A =
Optimista erc y pesimista ert || 700,000 6 c
Pesimista ery optimista ert || 1,200,000 0 A
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En caso de requerir mas valores se recomiendarnsda la siguiente forma.

Primeramente se decide o pregunta al decisor daéidge de preferencia existe entre las
dos ultimas parejas de atributos de la tabla amtdfis decir, cual de las siguientes relaciones se
cumple

(7000006) - (12000000) ; (12000000) > (70000Q6); (70000Q6) ~ (12000000).

Noétese que estas relaciones son equivalentes, @eama funcion de utilidad entre las
parejas, a lo siguiente.

A SATA <A A=A .

a). Cuando el decisor dice que se cumple la igualdenhos obtenido otra relacion entig y

A, , de tal forma que

A +A =1
1 =4 = A, =4, =05=u(c,t) = 05u_(c) + 05u,(t).
c 7t

b). Cuando el decisor dice que se cumple cualquiertasl otras dos relaciones, por ejemplo,
A. > A, o equivalentement€é70000Q 6) >~ (12000000), podremos obtener una relacion entre

A. Y A, de la siguiente manera.

El decisor estableciéo qu@0000Q6) > (12000000), ahora se busca una pareja de valores
decyt, sea éstdc,,t,), tal que(7000006) > (c,, t,) ~ (12000000), dicha pareja existe por el
axioma 7 sobre la continuidad, visto en el Capifylpuesto que

(70000Q6) > (120000Q0) - 1= u(70000Q6) > u(12000000) = 0.

Para simplificar la busqueda dg,,t,), utilizamos la pareja que se empleo en la
comparacion(70000Q6), fijamos un valor y variamos el otro hasta qudesisor indique que
se alcanzo la indiferencia. Por ejemplo, fijanus® meses y variamos el costo hasta encontrar
uno con el cual el decisor indique q@@0000Q06) > (c,,6) ~(12000000), sea dicho valor
c, =$850000, su representacion grafica se muestra abajo, @dedse muestra la region
admisible de Funcion de utilidagc, t).
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A
(700000, 6] __(850000,6) _______ .
| I
| | :
Preferencias + I i
en forma T I !
ascendente T i .
parat + i i
T | :
1 : (1200000, 0)
( ' 4+—~——+—1+—+++++> ¢
700000 1200000

Preferencias en forma
ascendente paa

Con el valor encontrade, = $850000 y la funcion de utilidad unidimensional para el
costo encontramos un valor dg(850000. omo se puede apreciar(850000 = Q38

u.(costg

A

1-

0 L 1
I I I
700000  ge6n00 1200000

Ahora con la indiferencia encontrad@5000Q6) ~ (12000000) y la funcion de utilidad
podemos determinar la otra relacion que requerpacs encontrad, y A,
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u(85000Q6) = u(120000Q0)
A_u_ (850000 + A u, (6) = A_u_ (1200000 + A u, (0)
1,038+ 1, (0) = A_(0) + A, ()
0381, - A =0

De esta forma hemos llegado al sistema de ecuacione

1 038
= u(c,t)=———u.(c)+—u,(t).
(€1) = Jgu(@+ou ()

°© 138" 138

A +A =1
ctA=1_ 1, _038
0381, - A =0

Paso 4. Evaluaciéon de alternativas con la funciéde utilidad encontrada. Finalmente, con

u(c,t) :f&;uc(cﬂgg:ut(t), evaluamos cada una de las alternativas, y empkeaincriterio
de decision:

“Mayor utilidad esperada mejor alternativa

Recordemos la situacion que estamos resolviendo

0 O
60.0% 760000, 6

(1200000,0

.| Independencia aditiva

Inmobiliaria B

Es decir, requerimos conocer los valoreg700000, u_ (1200000, u, (900009, u,(3),
u, (0) y u, (6), de los cuales no tenemag(900000 y)u, (3), pero los podemos encontrar de la

misma forma que se determing,(850000, Ver graficas siguientes.
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cost ' i
U, (costq U (iempd [ b oterencias en
‘T forma ascendente

0.8

Preferencias en

0.6 forma ascendente

0.4
900000

0.2
ol | .
700000 gs6000 1200000 0 3 5
(a) (b)
Funcién de utilidad para el costo Funcién de utilidad para el tiempo

Luego, u (900000 = 025y u, (3) = 08, con estos valores tendremos la utilidad esperada
de cada alternativa.

E(A) = E(u(c,t)| p) = 0.6u(70000Q 6) + 0.4u(12000000)

. 06(—u (700000 + 238 t(e)j 4(—u (120000()+£8 t(0)j

g 06(— 0 +°—38 (0)j 4(— 0 +228 (1)]

138 138 138
= 0.4406
E(B) = E(u(c,t)| p) =1u(90000Q3) —%u (900000 +%8 u, 3
038
=—— (025 +—= (08
138( )+ 138( )

=04014

Finalmente, del criterio de decisid(A) > E(B), se prefiere la alternativasobre |aB.
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4.2 FUNCION DE UTILIDAD CON N ATRIBUTOS

De forma similar que en las funciones de utilidadiéneralizacion de la funcion de utilidad para
el caso deg atributos se lleva a cabo de una forma simpleesletplizar los conceptos y
resultados vistos para el caso de dos atributos.

Primeramente, supéngase que tenemos el espacmndectencia®h = X, x X, x---x X,
e introducimos la notacion al particionar el comjude indicesl , ={12,...,n} en I ={k|kO1,}
y su complemento, tal que la cardinalidad de=q, con g=12...,n-1. De esta forma

denotamosX = XX; y Y= XX;. Asi, los elementos dé, los podemos representar por
idlq idlg

adA=a=(x,y) endondexdX y yOY con (X,Y) una descomposicion conocidaAle

Asi, en la descomposiciaiX,Y) los atributosX se llaman independientes en utilidad de los
atributosY si sus preferencias por loterias p&¥a y) con una y fijada no depende del vajor
Similarmente, los atributos(,, X,,..., X, son mutuamente independientes en utilidad si para
todas las combinacioneéX,Y) X es independiente en utilidad d¢ En caso de que
X, X,,..., X, sean mutuamente independientes en utilidad, eleie 3 se puede generalizar
con la forma multiplicativa de la funcion de utdu

n

1+ku(X;, X, ..., X,) = I_J (1+ku, (x)).

En donde, entenderemos poKx) = u(x),xJ,..., % ,...,x°) y u(x?,x3,...,x%) =0.

La funcion multi-lineal sera de la forma:

u(xl’XZ""’Xn) = ul(xl) +”'+un(xn) +
+ k12ul(xl)u2(xz) Tt knn—lun(xn)un—l(xn—l)

+ klZ“,nul(Xl)uz (Xz) Uy (Xn)

Finalmente, la independencia aditiva. Los atribu¥o, X,,..., X, son independientes
aditivamente si para cualquier descomposig¢i#nY) y paratodax,x' O X y y,y'0Y

(05,(x,y); 05,(x',y") ~(05,(x,y"); 05,(X,y)).

En el caso de independencia aditiva, la funcionttdielad es aditiva
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U(X X500 %) = U () + U, () + -+ U, (X)) -

en dondey, (X)) =u(x’,x3,...,%,....x> Yy u(x?,x3,...,x%) = 0.

CERA

Finalmente, podemos comentar que el concepto debdigon de probabilidad
marginal puede ser encontrado con frecuencia ealt@sativas de independencia aditiva
y en utilidad. Ambas son usadas con frecuencla bteratura de teoria de decisiones. Por
ejemplo, en la descomposicidiX,Y) de A= X, x X, x..-x X_, X es independiente en
utiidad deY, las preferencias entre loterias solipé,y) para unay fija, depende
solamente de la distribucién marginal de probaadas sobr& y no del nivel de fijado.
Mientras que en el caso de qu€, X,,..., X, son independientes aditivamente si sus

preferencias entre loterias dependen solamente asnn-Esimas distribuciones de
probabilidad marginales sobr¥X,, X,,..., X, y no de su distribucion de probabilidad

conjunta.

La solucién del problema, en general, puede sercmd@plejo en algunos problemas
practicos en donde no se cumple la condicién depeddencia, porque es razonable
considerar condiciones de dependencia. En estasnstancias las preferencias de un
decisor sobre algunos atributos pueden dependesl eivel de otros atributos. En las
dltimas tres décadas algunos investigadores haeaditea cabo estudios para los casos de
dependencia de atributos en los cuales plantearofadiciones apropiadas para identificar
las funciones de utilidad correspondientes, perel érabajo no las veremos.
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PREFERENCIAS SOBRE EL TIEMPO

En los Capitulos previos revisamos la parte tegaéarente a las preferencias, la construccion de
funciones de valor y utilidad con uno o varios tibEs. Revisamos paralelamente algunas
aplicaciones sobre inversiones como son: la mirgargidad que el decisor estaria dispuesto
aceptar para vender su negocio, la maxima cantjdacel decisor estaria dispuesto a pagar para
adquirir un negocio, la maxima cantidad que unsitecestaria dispuesto a pagar por la obtencion
de la informacion perfecta, la prima de riesgo, éibora revisaremos algunas aplicaciones mas
sobre las preferencias sobre el tiempo.

Las preferencias sobre el tiempo, tienen cabidadmgas consecuencias de una decision
con frecuencia no se tienen todas simultaneamBaetéal forma que el decisor puede considerar
sus preferencias sobre la consecuencian un tiempot, y la sus preferencias sobre la

consecuencia y en un tiempg, esto implica que el decisor requiere conoceollmé de llevar a

cabo sus preferencias en el tiempo. Este temanws a tratar en el capitulo, para tiempos
discretos.

Los problemas que se estudian en Teoria de deessison mucho muy variados, y se
aplican a la mayoria de las areas de la cienaigernRos resaltar que en las ultimas décadas han
tomado gran auge las aplicacionesfieanzas economiay problemas administrativos del tipo
organizacional

Por tales razones aqui veremos problemas de deessigobre algunos de los criterios
financieros que se pueden utilizar en la toma desiames, como son: la tasa media de
rendimiento, el valor presente neto y la tasa maete rendimiento.

Para la redaccion del capitulo se consulto ladgbéifia [4] y [11].
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5.1 PREFERENCIAS SOBRE EL TIEMPO EN EL TIEMPO

Ahora veremos otro tipo de problemas que se puadahzar en la Teoria de decisiones, nos
referimos a situaciones en donde hay inversiénagates. Es decir, problemas que consideran
como tomar una decision para llevar a efecto umer&on de capital, cuando el decisor conoce
el tiempo en el que se puede recuperar la inversion

EJEMPLO 1

Supongase que se tienen seis proyectos de losscoat®cemos su inversion original (en
millones de pesos) y la recuperacion de la invarsid afios. Los datos se muestran en la tabla
siguiente.

Anos A B C D E F
0 -8 -12 -12 -2 -18 -18
1 4 6 8 1 16 5.4
2 4 6 4 1 5 19.2
3 0 5 5 1 0 0
4 0 5 5 2 0 0

La tabla anterior muestra lo siguiente, en el aiSe @enen los capitales invertidos en cada
proyecto. En los afios 1, 2, 3 y 4 serian las reagmmes del capital. Podemos apreciar que los
proyectos A, E y F sélo estan programados en dos afios, mientraoogyedyectos, C y D se
programan a cuatro afios.

En general, conocemos que los problemas de tonzsadecision en cuanto a un proyecto
se refiere, el decisor tienen sélo dos opcicmeeptaro rechazarel proyecto. Por lo tanto, la

cantidad de casos a ocurrir s@i:= 64 combinaciones de tomar decisiones para los progect

Un decisor que sélo quiera utilizar sus ideas fivas, referentes al reembolso, puede tener
ciertas dificultades al tomar una decision. Pomeje, en el problema de la eleccién de los
proyectos a seleccionar (en cuanto al critericeg@enbolso), se pueden ranquear los proyectos de
la siguiente forma.

Primeramente los proyectds B, D y E recuperan la inversién en dos afidsB y D el
50% en el primero, mientas qi&erecupera el 89% en el primer afo. El proydetecupera la
inversion en dos afios, en el primero 30% y en glirsdo ya gano. El proyectd recupera la
inversion en dos afos 67% en el primero y 33% seglndo.
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Asi, el ranking tomando en cuenta el criterio deiperacion queda de la siguiente manera.
E,C,A B,DyF.

Con este criterio, quedan muchas incégnitas potves ya que el criterio no diferencia en
cuanto al monto de la inversion original, pueste qu es lo mismo invertir dos millones a
invertir 18 millones. De esta forma el decisor oaal, requiere de mayor conocimiento de las
inversiones, para tomar una mejor decision.

En este tipo de problemas se tienen algunos ostaie decision para la inversion de
proyectos.
5.1.1 TASA MEDIA DE RENDIMIENTO, TMR (ARR —ACCOUNT ING RATE OF RETURN)

Un método que utilizan los decisores financieros pa inversion en proyectos se basa en la
Tasa media de rendimiento TMR (ARR(.)) la cual se define como:

[=)

“El Promedio contable de ganancia de un proyecti® exh capital desembolsado por 1009

De tal forma que los célculos para los proyectasranmes son los siguientes.

(-8)+4+4

TMR(A) = +x100% = 0%
(-12)+6+6+5+5

TMR(B) = 142 x100% = 2083%
(-12)+8+4+5+5

TMR(C) = 142 x100% = 2083%

(-2) +1+1+1+2

TMR(D) = ‘2‘ x100% = 37.5%
(-18) +16+5

TMR(E) = 1—28 x100% = 833%
(-18) + 54+192

TMR(F) = 128 x100% = 1833%

Posteriormente, el criterio indica que se eliggpmyecto con la mayor tasa media de
rendimiento. Por lo tanto, con el criterio de laRNbs mejores proyectos son:
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D, B, C, F, Ey finalmente e/A.

Deficiencias ddl criterio
a. Este criterio no contempla las diferencias de isioer. Por ejemplo, obsérveBeC y D.

Proyecto | Inversion
B 10
C 10
E 18
F 18
A 8
D 2

Como se puede ver no hay ningun tipo de pondergzdalos capitales de las inversiones,
luego, los riesgos de pérdida para las inversitararan que ser muy diferentes.

b. No se toma en cuenta la distribucion de ingresgesyos, obsérve&y C; Ey F.

Proyecto Inversion
A 8 4 4 0 0
B 12 6 6 5 5
C 12 8 4 5 5
D 2 1 1 1 2
E 18 16 5 0 0
F 18 5.4 19.2 0 0

Con base en las diferencias anteriores, podemasidesar algin otro criterio, que si
contemple las diferencias anuales.

5.1.2 VALOR PRESENTE NETO, VPN (NPV — NET PRESENT VALUE)

Otra forma de evaluar las inversiones de los ptoggeara tomar una mejor decision, se obtiene
ponderando la recuperacion por afios de la inversin este criterio el decisor considera la
razén,r, para calcular el Valor Presente Neto, VPN(.Euell se calcula de la siguiente forma.

) ., N recuperadnenelanoi delainversior.
VPN(.) =inversion() + > P ) .

= @+r)

Es decir,
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Recuperadin Recuperadn Recuperadin
enellerafio. N enel2doano. .t enel afion.
L+r (1+1)? (1+1)"

VPN(.) = Inversion+

Para nuestro ejemplo consideremos un interé40%.

VPN(A) = -8+—2 +— % — 1058
1+01 (@1+01)?2
VPN(B) = -12+ 6 ,_ 6 ~+ > ~+ > - =5585.
1+01 @+01)? (@+01° @+01)
VPN(C) = -12+ 8 , 14 ~+ > -+ ®> 5750,
1+01 (@+01? @+01° (@+o01*
VPN(D) = -2+ t 1 S+ 1 ~ 2 _1gs3
1+01 (@+01)? @+01% @+01*
VPN(E) = -18+ 16 ,_ 5 _oers
1+01 (@1+01)?2
VPN(F) = -18+ o4 192 oo

1+01 (@1+01)?

Posteriormente, el criterio de decision indica qeeelige el mayor valor presente neto. Por
lo tanto, con el criterio del valor presente sedl@a cabo la eleccion de los proyectos, la cual
quedara de la siguiente manetaB, F, D, Ey A.

Un problema de este criterio es que se considerasiaa tasa para todos los proyectos, la
cual en general puede variar de proyecto en proyd&dra evitar este problema se utiliza el
siguiente método.

5.1.3 TASA INTERNA DE RENDIMIENTO, TIR (IRR — INTE RNAL RATE OF RETURN)

Para poder variar la razdren el criterio anterior se utiliza una modificagidl criterio resultante

y se le conoce con el nombre Tasa Interna de RendimientoTIR(.). La TIR se calcula de
forma similar al VPN(.) pero determinando el valer para cada proyecto, el cual se expresa en
porciento.

El calculo del valor de la TIR(.), se lleva a cayxontrando, primeramente, el valorrde
para cada proyecto, éste se obtiene igualandmaet¥PN(.) y resolviendo la ecuacion para

> TIR(A)
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VPN(A) = 8+ +— 2 —0= =0
1+r  (@+r)?

TIR(A) = 0%

. C . . 1
Para la solucion la ecuacion, se puede hacer defloila varlablele—, con lo cual
+r
resulta la ecuacion
4x* +4x-8=0 0 x*+x-2=0.

Resolviendo, obtenemos las raices,= y Ix, =-2. Despejando a& de la variablex
tenemos:

1
r=—-1.
X

Sustituyendo los valores deen la igualdad parg tendremos los valores de la tasa de
interés que estamos buscando

n=t-1=11=1-1=0yr,=t-1=L 1=—05-1=-15,

Pero el interés no puede ser negativo, luego lecEol serar, = 0

> TIR(B)

VPN(B) =-12+ 6+ © P
I+r  @+r)® @+ @+n)*

TIR(B) = 309%6

=0 = r=0.3099

La solucién de la ecuacion, se obtiene definieadeatiable,x :1—, de donde resulta la
+r

ecuacion

—12+6x+6x% +5x° +5x* = 0.

Resolviendo, con ayuda de algun paquete maten@agpoo algin método de aproximacion
se obtienen las raiceg, =-1.479022674.. y x, =0.7634089321.. Luego, los valores de
son:

1 1

~1<0yr,=———-1=03099..
~1.479C 0.763408932

Pero el interés no puede ser negativo, la solusséar, = 0.3099....
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Similarmente para los otros casos.

> TIR(C)
VPN(C) = 12+ >+ 42+ 53+ > _0=r=03200
1+r  @+r)? (@+r)® @+r)*
TIR(C) = 3200%
> TIR(D)
VPN(D) = 2+ 1+ 12+ 13+ 2 0= r=04327
1+r  @+r)?2 @+r)® (@+r)*
TIR(D) = 4327%
> TIR(E)
VPN(E) = -18+—2 + > —0= r = 01339
1+r  (L+r)2
TIR(E) =133%%
> TIR(F)
VPN(F) =18+ 2% + 192 _ 5 _(01036
1+r  (L+r)?

TIR(F) =1936%

Finalmente el criterio elige al mayor valor de IR{T), de tal forma que en este ejemplo la
ordenacion de la eleccién de los proyectos quetkata siguiente manera:

D,C, B F Ey A

Comentario

Los ultimos tres tipos de problemas econdémicos traresituaciones deterministicas
de decisiones, ya que no existio incertidumbre aeeléccion del decisor, pero se
pueden llevar a un problema de decisiones contidaetbre, con o sin muestreo, al
suponer que se tendran diferentes tasas de intguéspueden ocurrir con cierta
probabilidad, o al llevar a cabo sus preferenanasl éiempo.

5.2 FUNCIONES DE VALOR Y VALOR PRESENTE NETO

Primeramente notamos que las situaciones bajotithgstore a que se enfrenta un economista o
inversionista al tomar una decision son muy comagleporque influyen demasiados factores,
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tanto, internos como externos de una economia.sotkis N0s apegaremos a un caso simple y
que se refiere al valor presente neto.

Primeramente, supongase que el tiempo lo hemodidiivienn periodos discretos, que
pueden ser semanas, meses, anos, etc. Y>gue,...,Xx,) indican el vector de consecuencias,

en dondex; representa la consecuencia enédimo periodo. Por ejempla; puede representar

el flujo de dinero en el valor presente neto paefiei, ahora vamos a trabajar con las funciones
de valor para determinar vectores de consecueiuiiferentes con el primero, pero que los
podamos reducir hasta un solo valor. Es decgalidasta un vector de consecuencias

(% .0,...,0) ~ (X, X5,..., %) -
Para esto tenemos que los vectores de consecuencias
X = (X, Xpyee0 %)

Tienen que cumplir las propiedades del capitulara gl caso n dimensional, de donde se
concluyen las propiedades siguientes.

1).- Dominancia x>y < x >V;,0i.
2).- Atributos mutuamente preferencialmente indepedientes

3).- Lineas en pares de indiferencia paralelasPara cualquier, las lineas de indiferencia de
X Y X, son paralelas.

4).- Invarianza en pares Si las lineas de indiferencia en los espac®s+1 son las mismas
para toda < n, entonces decimos que las preferencias son eg ipaggiantes.

TEOREMA

El dnico criterio de evaluacion que cumple con faspiedades 1-4 es el valor
presente neto usando una razon constante.

Por ejemplo, el valor presente neto para la ingaGia una razon constante 10%.

Periodo
vector 0 1 2 4
X -12 8 4 5
X' -12 8 4 9.545 0
X" -12 8 12.677 0 0
x" -12 19.525 0 0 0
X" 5.70 0
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Luego, podemos concluir que el valor presente egtona funcion de valor que cumple las
propiedades dadas en multiatributos en el Cap2tulo

Notese que el valor obtenido por medio de las pdgales de la funcién de valor coincide
con el valor obtenido en la seccion anterior.

Facilmente, podemos observar que al concluir gwalel presente neto es una funcién de
valor, estamos diciendo que la TIR también lo asquye la TIR no es mas que el valor presente
neto cuando se hace cero.

Finalmente, podemos concluir el capitulo mencionqae el agregar incertidumbre a los
problemas del valor presente neto no es una taresencilla, porqué para poderlo llevar a cabo
requerimos de varios factores econémicos comolesringresos y los costos totales; entre los
que tenemos la produccién, administracion, vefitzencieros, etc. Con los cuales obtendremos
la utilidad antes de impuestos y tendremos queahabbre la utilidad después de los impuestos
del 28% ISR mas 10% del reparto de utilidades. niéede estudiar la depreciacion, el pago del
capital del préstamo, para que finalmente lleguesh@igjo neto de efectivo.
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Durante los capitulos 1-5 revisamos un materiaianés completo sobre: Arboles de decision, el
sistema axiomatico de preferencias de orden, faesiode valor, el sistema axiomatico de
comportamiento racional, las funciones de utiliggubr altimo las preferencias en el tiempo.

En el trabajo vemos que el uso de arboles de dacss puede explicar mediante 4 etapas,
mismas que se explican con varios ejemplos queotiueiisefiados para revisar diferentes
situaciones que pueden presentarse al realizavd@azion de los impactos econdmicos del
problema, junto con sus probabilidades en dondie g@gan uso el Teorema de Bayes.

El trabajo muestra la forma de construccion de sistema axiomatico, utilizando
unicamente las relaciones de orden. Con el sissamexplica la creacion de las funciones de
valor con uno o varios atributos, se formulan y destran los Teoremas de existencia y unicidad
de dichas funciones. La importancia en la cread®mlichas funciones reside en que con ellas
podemos evaluar cualquier problema de decisiércaalyuier tipo de alternativas incluyendo las
de preferencias de orden aplicadas a problemasscayibutos no tienen caracteristicas
numericas.

Uno de los resultados del trabajo que puede teaer @plicacion se refiere a los ejemplos
de funciones de utilidad que se construyen para cexb de todos los diferentes casos que
pueden ocurrir al aplicar las funciones de utilidadn tipo cualquiera de decisor, con aversion,
propension o neutralidad al riesgo. De esta foehdecisor que se encuentre ante un problema
de decision y que requiera modelar su utilidad ooa funcion, puede utilizar la funcion
correspondiente y llevar a efecto una cuantificadl@ la utilidad que tendria. Para esto se
muestran algunos ejemplos diseflados para moktrao ee las diferentes funciones de utilidad.

Finalmente, podemos mencionar que el trabajo pr@s$enlustra a un estudioso de la
Teoria de las decisiones las bases teoricas ne&xesgue le ayuden a comprender y aplicar en
situaciones con certidumbre, las funciones de watar el caso de incertidumbre las funciones de
utilidad.

En la literatura existente, no se encuentran noddgéhs como las que se muestran en el
trabajo, que faciliten el uso de los arboles desitaty las funciones de valor y utilidad, que nos
permitan resolver problemas complejos con mayalidad.

Durante la revision del material sefialado en loggmianteriores podemos observar que los
problemas de teoria de decisiones tienen la caistata principal que su toma de decision debe
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estar basada en lecionalidad de un sistema axioméatico con el cual se garantiza la
racionalidad de la decisiobn tomada por el decisBor tal razon, podemos concluir que los
problemas de decision en donde no se considercianalidad del sistema axiomatico para la
toma de decisiones (lo cual ocurre con frecuenni@, puede llevar a situaciones cuya decision
resulta errénea.

Para reforzar lo dicho en el péarrafo anterior,reit@dos algunas paradojas que se conocen
desde tiempos muy remotos, “La Paradoja de Allgida “Paradoja de Sant-Petersburgo”.
Dichas paradojas mostraran que la solucion toretea,un problema de decision, sin recurrir al
analisis de la racionalidad de la decision, poregar obvia, la eleccidon nos puede llevar a
incongruencias ya que no cumple con los requisiéogn sistema axiomatico.

Posteriormente veremos otro problema que refuerzenportancia de tomar en cuenta la
racionalidad de las decisiones. Estamos hablaolie €| problema del ranking en una toma de
decisiones. Este problema se refiere a situacienedonde se toma una decision grupal (un
grupo de decisores, que podrian ser inversionigtases, etc.), por ejemplo, sobre un proyecto,
un concurso, etc. Es decir, situaciones en dond& decisor evalla a los participantes y después
eligen el que tenga un puntaje extremo (minimo giM@, segun se requiera), y se pregunta qué
pasara cuando debido a ciertas circunstanciagmse gue eliminar al concursante ganador, cual
sera el concursante que ocupe su lugar. La solymadeciera obvia, elegir al concursante en
segundo lugar del ranking, pero veremos que esteoesariamente es asi.

C.1 PARADOJAS

En la toma de decisiones con frecuencia puederripsituaciones cuya solucién en primera
apariencia sea erronea, para ejemplificar estacitn hemos elegido dos paradojas, que nos
muestran la incongruencia del decisor al tomardewsion sin considerar la consistencia en la
las decisiones.

C.1.1 LA PARADOJA DE ALLAIS

Supongase que tenemos dos situaciones difereasesjdles consisten en lo siguiente.

Situacion 1

Se tiene que hacer una eleccion entre dos opcianeB, tales que en la opcioh el decisor

ganaria un millon con certeza. Mientras que enpeiém B se puede tomar alguna de las
siguientes decisiones.

1. Eldecisor tendra el 10% de probabilidades de ghhanillones.
2. El decisor tendra el 89% de probabilidades de gamaition.

3. El decisor tendréa el 1% de probabilidades de gamaitlones.
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Como se puede apreciar en las dos opciones, nsepigen l& hay una certeza del 100%
de ganar el millon, en IB se puede ganar 15 millones, un millon o nadaatétma que el
decisor en la opciom estaria incurriendo en un riesgo que dependerasuddecision. En
apariencia el decisor elegira la opci®fes mas atractiva).

Situacion 2
Supongase algo similar a la situacion 1, pero abmmeopcione€ y D. En la opciorC el decisor
toma parte en un juego en el cual
1. con el 11% de probabilidades puede ganar un millon,
2. con el 89% de probabilidades gana cero.
Por otro lado en la opcidd el decisor tiene
1. el 10% de probabilidades de ganar 15 millones y

2. el 90% de probabilidades de ganar cero.

De forma similar a la situacion 1, el decisor dliega la opcionD ya que es mucho mas
atractiva que I£.

Sin embargo, este problema se estudié desde Iescafimuentas y se ha notado que tiene
una inconsistencia. Puesto que podemos notar qugeeeral la gente eligd y D en las
situaciones 1y 2, respectivamente (ya que pegfien millon con certeza, situacion 1, o ganar
15 millones, situacion 2). Pero en la Teoria deisittnes se tiene que reforzar la toma de
decision con un procedimiento matematico racioiizd. decir, un método que sea consistente en
cualquier situacion.

Asi, de esta manera para el problema calcularessgzrbbabilidades correspondientes.
Una forma de asignacion de probabilidades podritassonstruccion de una loteria de 100

nameros con los premios correspondientes al prablesar tabla de abajo), y posteriormente
seleccionar de manera aleatoria un boleto deéaigot

Numero de boletos de loteria

1 2-11 12-100
OpciénA || $1,000,000| $1,000,00¢ $1,000,0Q00
OpcionB || $0 $15,000,00( $1,000,000
OpciénC || $1,000,000 | $1,000,00¢ $0
OpcionD || $0 $15,000,00w $0
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La consistencia en la racionalidad de la decis@sllevara a la situacion que si la decision
tomada en primera instancia fuese valida se tempgréacumplir con el mismo criterio para la
tabla de premios anterior. Por lo tanto, de ldatggmdemos observar que si se considera la
opcionA el decisor tendria que elegir@ porque sus premios son iguales. Similarmenten si
la situacion 1, se elige By, en la situacion 2, el decisor tiene que elegb.ldo cual demuestra
que la primera decision tomada intuitivamente egional A conD y B conC).

C.1.2 LA PARADOJA DE SANT-PETERSBURGO

En Teoria de decisiones en la parte de juegose kb que se llama yaego justo, el cual se
define como un juego en donde el decisor a la l&gaina empatado. Es decir, no gana ni
pierde. Ahora supdngase que se tiene un juegd emakse lanza una moneda y en caso de
acertar el decisor gana $2 pesos, esto ocurre mampnobabilidad dd/2. En caso de perder el
decisor dobla su apuesta, esto es puede gaRarpisos con probabilidadl/2)?, y asi
sucesivamente, el decisor emetnésimo lanzamiento puede ganar $pesos con probabilidad
@/2)". Se pregunta, ¢cual es la ganancia esperadagdebj?

Lanzamiento|| Ganancia | Probabilidad|| Suma
1 2 L7 1
2 4 (vaf 1
3 v 2y 1
n 2" (a)' 1

Solucion

Para calcular la ganancia esperada del decisone@mente definimos la variable aleatoXia
que representa la ganancia del decisor. Es decir,

X : cantidad a ganar en el lanzamiextparax =1, 2, 3,... con probabilidades respectivas
1 X
P(X =Xx) =(Ej , X=123...

Ahora comprobaremos quéetiene una distribucion de probabilidades. Esrdeci

Esto se debe a que
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1 n+l
i i-1 k 1+| =
> (1 1&(1 1. (1 1. (Zj 1
2] == 2] =2im Y[ 2] =2 tim—2 =] =2
=\ 2 2:3\2 2n 2
cambiok=i-1
Ahora calculamos el valor esperado de la varidelgtariaX,
@ 1) (1) 1 @
E(X) =Y xP(X =x) =2 = |[+2°| Z| +-+2" | +..=) 1. .
x=1 2 2 2 x=1
Como se puede ver la ganancia del jugador es tmfipor lo tanto, para que el juego sea
justo el decisor deberia apostimia cantidad infinita, lo cual no puede ser posible.

C.2 PROBLEMA DE ASIGNACION DE PRIORIDADES NUMERICA S

En ocasiones cuando una decision es tomada panjunto de empresarios, por ejemplo para la
licitacion de alguna construccion. Ellos asigrssgun su criterio, calificaciones de prioridades a
las constructoras. Supongase que ocurre unaisitu@c la que por ciertas circunstancias una de
las constructoras tiene un problema y sera elinairdel la licitacion, las preguntas que surgen
son:

¢,Como quedaran ordenadas las constructoras restsiite
¢la solucién consistira simplemente en recorrer lagsiciones?
Veremos en el siguiente ejemplo, que la soluciéhater un recorrimiento no siempre sera

la respuesta correcta.

Por ejemplo, se tienen cuatro constructorgsB( C y D) y siete socios, cada socio debe
calificar a cada una de las constructoras y posteente ganara aquella que tenga mejor
puntaje.

Sean los puntajes obtenidos los siguientes:

S| S| S| S| S| S| S| TOTAL
Al4| 12| 4] 1| 2| 4 18
B|3|4] 1| 3| 4| 1, 3 19
Cl|l2|3| 4| 2| 3| 4, 2 20
Djl1} 2| 3| 1| 2| 3| 1 13

Como se puede apreciar la constructoes la ganadora.

133



Conclusiones

Ahora supongase que se descubrieron ciertas am@m&li la constructora ganadora y se
tendra que eliminar ¢en esta situacion quién seganador?

En apariencia al quitar una constructora extremaletweria influir en la posicién de los
demas, sin embargo, puede ocurrir que al efectuauavo ordenamiento todo cambie. Asi, en
este caso al recorrerlo, tendremos:

S| S| S| S| S| S| S| TOTAL
Af3|] 1| 2} 3| 1| 2 3 15
B|l2|3| 1| 2] 3| 1| 2 14

112 3] 1| 2| 3| 1 13

Ahora el ganador seria jla constructdta no laB, que era la que se esperaba que resultara
ganadora al eliminar la construct@apor estar en segundo lugar en el ordenamiengmati

Las secciones 6.1 y 6.2 nos dejan una muestraaala importancia que tienen las bases
tedricas sobre las que se sustenta la Teoria d&atexs y que fueron revisadas en el desarrollo
del trabajo.
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