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Resumen

En este trabajo se presenta un modelo de transporte de contaminantes conservativos
tridimensional que puede ser utilizado en cuerpos de agua que estan sometidos a la accion
de marea astronémica y/o viento, dicho modelo resuelve la ecuacién de transporte de
masa basandose en los resultados obtenidos por un modelo hidrodinamico que soluciona
las ecuaciones no lineales de aguas someras bajo un esquema de volumen finito y sobre
una malla jerarquica adaptable a la batimetria. Para resolver la coordenada vertical se
transforma la coordenada z-cartesiana en una coordenada sigma (o), lo cuél permite tener
la misma cantidad de capas en la vertical independientemente de la profundidad.

El modelo hidrodindmico es verificado bajo tres escenarios diferentes: una onda larga
propagadndose sobre un canal de ancho y fondo variable, viento actuando sobre una
cuenca cerrada de fondo variable y viento actuando sobre una cuenca rectangular.
Finalmente se presentan los resultados para un caso practico obtenidos para la descarga
de un emisor submarino en la bahia de Campeche - México.

El modelo desarrollado es rapido y eficiente comparado con los modelos presentados por
otros autores, teniéndose la gran ventaja que al utilizar mallas adaptables se puede
resolver con mas detalle las zonas de interés, como puede ser la linea de costa, el area
cercana a un emisor submarino y/o la zonas con un gradiente de velocidades que supere
cierto umbral.

Abstract

This thesis presents a new three dimensional model for conservative contaminants
transport which can be used for bodies of water which are affected by winds and/or tides.
The model solves the equation of mass transport, based on results obtained using a
hydrodynamic model for shallow waters using a finite volume scheme and a hierarchical
grid adaptable to the bathymetry. To solve the vertical coordinates, the coordinate z is
transformed into a sigma (o) coordinate, thus allowing the same number of layers in the
vertical regardless of depth.

This hydrodynamic model is validated using three cases: a long wave propagated in a
channel of variable width and bottom, wind action in a closed basin of variable bottom,
and wind action in a rectangular basin. Finally, the results obtained are presented for a
hypothetical single port outfall in the bay of Campeche, México.

The model developed here is both quick and easy to use, and is efficient when compared
with models presented by other authors since it uses adaptable grids which allow detailed
solutions to be obtained for areas of interest such as coastlines and the area around an
outfall.
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Introduccion

Uno de los principales problemas a los que se ven expuestas las ciudades costeras, tanto
en México como en otras partes del mundo, es el concerniente a la correcta disposicion de
sus aguas residuales. Las normas actuales (p.e NOM-001-ECOL-1996, NOM-CCA-031-
ECOL-1993) enumeran los valores maximos de los contaminantes que se admiten en el
agua residual, esto con el objetivo de terminar con la practica, comdn en el pasado, de
descargar directamente a la playa el agua residual sin ningun tipo de tratamiento. Tales
disposiciones conducen a la implementacion de sistemas de saneamiento litoral que
garanticen, como minimo que las caracteristicas fisicas, quimicas y biologicas del agua
residual sean menores a las estipuladas por las normas aplicables (Posada 2002).

Para cumplir con lo sefialado en el parrafo anterior, es necesario crear en las ciudades
costeras sistemas de tratamiento de agua residual los cuales estén compuestos
basicamente por: una red de tuberias que recolecten las aguas residuales domésticas e
industriales, una planta de tratamiento que garantice en su efluente ciertos niveles en los
parametros caracteristicos del agua y un sistema de disposicion que permita la adecuada
vinculacion final del agua tratada en el medio ambiente.

En funcion del nivel de tratamiento al que se somete el agua residual puede optarse por la
construccion de un emisor submarino, si este se encuentra bien disefiado y construido, se
utiliza el mar como agente final para tratar el agua (Revilla et al 2003), y se logra, una
afectacion menor en la salud de las personas y/o especies marinas que se encuentren en
la zona de disposicién final si esta se compara con la afectacion que se tendria si no se
construyera ningun tipo de saneamiento. (Hughes, K, 2004)

La zona de vertido de un emisor submarino debe ser aquella en la cual exista un equilibrio
entre los costos de construccion y la dispersion del contaminante descargado; es de
esperarse que las mayores diluciones se presentaran en aquellas zonas donde las
velocidades son mayores, pero que a su vez la construccion de un emisor submarino en
esta zona puede implicar altos costos que hagan inviable el proyecto. Para esto es
necesario contar con herramientas que permitan conocer tanto el campo de velocidades de
un cuerpo de agua como la dispersién de los contaminantes descargados en éste, ya que
de esta manera es posible seleccionar la zona de vertido optima.

Estas herramientas de computo para el célculo de la dispersion de contaminantes se
pueden dividir en dos tipos: los modelos paramétricos (como el modelo CORMIX-GI
desarrollado por Doneker, R y Jika, G 2001 y modelos numéricos como los desarrollados
por Borthwick et al 2000 y Castanedo 2000, cada uno de ellos tienen ventajas y
limitaciones. En los ultimos afios, los modelos numéricos se han impuesto sobre los
paramétricos debido al considerable aumento de los recursos de cémputo (velocidad,
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capacidad de almacenamiento y costo de los computadores) que permiten ahora hacer
modelaciones en minutos cuando antes se demoraban semanas.

Dentro de los modelos numeéricos, estan aquellos que resuelven la estructura
tridimensional del flujo (actualmente se encuentran en desarrollo), ya que al estudiar la
evolucion de un contaminante con un modelo bidimensional se obtendran las
concentraciones medias de éste en la vertical, las cuales pueden ser muy diferentes a las
obtenidas si analiza el mismo caso con un modelo tridimensional.

En esta tesis se presenta un conjunto de modelos numéricos que permiten conocer tanto
el comportamiento hidrodinamico (velocidades y superficie libre) de una zona costera
debido a la influencia de la marea astronémica o al viento, para que después y tomando
como base la hidrodinAmica se pueda estimar la evolucion de la descarga a través de un
emisor submarino de un contaminante conservativo.

Dichos modelos mencionados resuelven, sobre una malla jerarquica de tipo Quadtree, las
ecuaciones de aguas someras. Al aplicar la técnica “splitting” (Castanedo 2000), se divide
el problema tridimensional en dos partes; en una primera instancia se resuelven las
ecuaciones de aguas someras promediadas en la vertical con un método de volumen finito
bajo una aproximacién numérica tipo Godunov (Bautista, 2005), y en una segunda parte
se resuelve la estructura vertical del flujo en un esquema de diferencias finitas
transformando el dominio vertical de coordenadas cartesianas a coordenadas sigma (o). El
transporte de contaminante se resuelve en tres dimensiones bajo un esquema similar a la
segunda parte del modelo hidrodinamico

El modelo de generacion de mallas adaptables a la batimetria tiene la virtud que permite
subdividir el dominio de célculo en varios sub-dominios para de esta manera se optimice el
tiempo de computo.

Objetivos

El objetivo general de esta tesis es desarrollar un conjunto de modelos matematicos que
permitan conocer la distribucion espacial y temporal de un contaminante conservativo
cuando éste es descargado en un cuerpo de agua que esta sometido a la accion del viento
y/o marea astrondmica. Ello permitira el disefio de acciones encaminadas a mejorar la
calidad de agua en zonas litorales.

Para cumplir el objetivo anterior se plantean los siguientes objetivos particulares
e Desarrollar un sistema de mallado adaptable a la batimetria y al trazado de un

emisor submarino que sea rapido, y permita tener un ahorro considerable en el
tiempo de computo
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e Desarrollar un modelo hidrodinamico tridimensional que obtenga las velocidades en
distintas capas asi como la superficie libre. El problema es dividido en dos partes,
una bidimensional que resuelve las ecuaciones de aguas someras discretizandolas
bajo un esquema de volumen finito y otra que obtiene la estructura vertical del
flujo.

e Asegurar que el modelo numérico proporcione resultados confiables para lo cual se
validé tanto con soluciones analiticas como con soluciones propuestas por otros
autores.

e Desarrollar un modelo numérico que permita conocer la evolucion de un
contaminante conservativo cuando este es descargado por un emisor submarino en
un medio marino no estratificado.

Para cumplir los anteriores objetivos se han planteado los siguientes capitulos. En cada
uno se describe con detalle los procesos llevados a cabo para la obtencion del modelo
hidrodinamico principal.

Capitulo 1

En este capitulo se desarrolla la malla Quadtree que es adaptable a la batimetria. Con esta
malla se permite el acceso rapido a la informacién requerida, a la vez de que es robusta y
facil de generar.

Capitulo 2

Se presentan las ecuaciones que resuelven los modelos hidrodinamicos en dos y tres
dimensiones, asi como la descripcién de cada uno de los términos involucrados. Se incluye
la ecuacion para estudiar el transporte de un contaminante conservativo y sus términos

asociados.

Se realiza la descripcion del método numérico empleado para resolver las ecuaciones
fundamentales presentadas anteriormente.

Capitulo 3
El modelo hidrodinamico se valida con tres casos: una onda larga propagandose sobre un
canal de ancho y fondo variable, viento actuando sobre una cuenca cerrada de fondo

variable y viento actuando sobre una cuenca rectangular.

Los dos primeros casos validan el modelo bidimensional; el ultimo, al modelo
tridimensional
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Capitulo 4

Se presenta como caso de aplicaciéon la modelaciébn de una descarga de agua residual
proveniente de una planta de tratamiento en la Ciudad de Campeche.

En la parte final de ese trabajo se realizan las conclusiones y se hacen los comentarios a

cerca de los modelos desarrollados y se presentan las posibles futuras lineas de trabajo,
gue por cuestiones de alcance, se han dejado para un futuro.
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1 Sistema de mallado

1.1 Introduccion

En la dinamica de fluidos computacional tanto la exactitud en la solucién de un problema
determinado como los requerimientos de recursos computacionales necesarios para
obtener esta solucion dependen de la calidad de la malla. Sobre esta malla las ecuaciones
de gobierno y las condiciones de frontera son discretizadas y se emplea un método
numeérico para resolver las ecuaciones de gobierno.

Con el fin de maximizar la eficiencia computacional es deseable minimizar la cantidad de
calculos en aquellas zonas donde las variables dependientes (p.e. la sobreelevacién de la
superficie libre, la velocidad, la temperatura, la concentracion del contaminante... etc.)
tienen pequefos gradientes y el flujo es basicamente “suave”. En aquellas regiones donde
existen gradientes pronunciados de las variables estudiadas es necesario realizar un
calculo méas detallado. El tipo de malla que se utilice debe reflejar lo anteriormente
mencionado.

Para obtener una malla con las caracteristicas sefialadas se tienen tres opciones: a)
utilizar una malla estructurada con anchos de celda pequefios que garantice una alta
definicion en las zonas importantes tiene la desventaja que resuelve con la misma
definiciobn zonas menos importantes.

b) recurrir a las mallas no estructuradas, en las cuales se generan dos clases de datos, una
de éstas tiene la informacion de de cada celda y la otra contiene la informacién
concerniente a sus vecinos.

¢) Recurrir a las mallas jerarquicas, en las cuales se maneja una sola estructura de
informacion y en donde las zonas con poco interés se resuelven con anchos de celda
grandes y las zonas en las cuales se desea una solucion mas detallada tienen anchos de
celda pequefios. Al ultimo tipo de mallas se conocen con el nombre de “jerarquicas” ya que
la informacién de cada celda se guarda de manera similar a la estructura de un éarbol
genealdgico, en donde cada celda tienen hermanas, ademas de que proviene de una celda
madre y ésta a su vez también proviene de otra celda madre.

Una ventaja importante de utilizar mallas adaptables es que no es necesario hacer
transformaciones matematicas en las ecuaciones, ya que se puede trabajar con las mismas
ecuaciones de una malla regular. Sin embargo es necesario realizar interpolaciones entre
celdas vecinas, aunque ellas son simples y su implementacién no disminuye la precision de
los resultados.
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A continuacion se expone brevemente las cualidades y deficiencias de cada uno de los
tipos de mallas mencionados.

1.2 Antecedentes y estado del arte

1.2.1 Mallas estructuradas

Este tipo de mallas ha sido utilizado en diversidad de sistemas, tales como cartesiano,
cilindricos o esféricos o incluso en sistemas curvilineos. Entre sus principales ventajas esta
gue la conexién entre una celda y sus vecinas es inmediata, lo que conlleva a un tiempo de
calculo bajo. Tal vez su principal deficiencia aparecen en problemas donde se requiera una
alta resoluciéon en los resultados, se vuelven deficientes desde el punto de vista
computacional, porque todo el dominio de calculo es resuelto con la misma ademas
cuando se tienen fronteras irregulares es posible que se generen oscilaciones numeéricas
importantes.

Para disminuir sus desventajas, se puede realizar anidamiento de mallas, o utilizar mallas
comprimidas. Aldridge y Davies (1993) utilizan este tipo de mallas en coordenadas polares
para representar un flujo hidrodindmico tridimensional, Aguirre, P (1995) resuelve las
ecuaciones de cantidad de movimiento empleando un sistema de coordenadas cartesianas,
Ziegler y Harold (1997) utilizan un sistema anidado para resolver diversos fendmenos
fisicos, Timothy (1997) utiliza mallas comprimidas, Castanedo (2000) hace uso de este tipo
de mallas en su modelo hidrodindmico bidimensional.

1.2.2 Mallas no estructuradas

Para generar este tipo de mallas es necesario utilizar dos estructuras de datos, en la
primera se almacenan la informacidbn geométrica de cada celda; la otra contiene la
informacion necesaria para conectar las celdas con sus vecinas, es necesario un manejo
matricial eficiente.

Puede generarse una malla de elementos triangulare a partir de dos métodos: los basados
en la triangulacion de Delauney y los métodos de avance frontal, Mavriplis (1997) realiza
una comparacion entre estas dos técnicas. Mourad (2000) utiliza elemento finito para
resolver problemas de flujos someros. Segin Mavriplis los métodos de la triangulacion de
Delauney se basan en las propiedades matematicas de los triangulos, una de éstas es que
el circunscrito de cualquier triangulo dentro de una malla solo puede contener los vértices
de este triAngulo. La alternancia de caras de celdas se utiliza para conectar una nube
arbitraria de puntos dentro de una malla no-estructurada. La técnica de insercion de
puntos se utiliza para generar una malla a partir de un conjunto de puntos semillas
sembrados en la frontera del dominio de analisis.
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Uno de los inconvenientes de este tipo de mallas es que la identificacion de las celdas
vecinas no es automatica, lo que puede llevar a un aumento en el tiempo de computo.

1.2.3 Mallas Jerarquicas

Las mallas jerarquicas permiten crear sistemas de celdas no estructurados con la ventaja
de que la informacion es almacenada en un arbol de datos, una estructura similar a un
arbol genealdgico, este tipo de mallas puede aplicarse a dominios bidimensionales (se
conocen con el nombre de Quadtree) 6 a dominios tridimensionales (Octree). En el primero
de estos casos el dominio esta compuesto por cuadrilateros, en los octrees esta compuesto
por hexaedros. Las mallas son irregulares ya que contienen celdas de diferentes tamafos,
con lo cual se logra una alta definicién en las zonas de interés y baja resolucion en otras
partes del dominio.

Este tipo de mallas se utilizé inicialmente en el procesamiento de imagenes, tal como lo
reporta Samet (1982 y 1990). Los quadtrees pueden utilizarse bajo diversos esquemas
numeéricos, Yerry y Shepard (1994) describen la generacion de estas mallas para un
analisis estructural basandose en elementos finitos. Gaspar y Jozna (1991), Gaspar (1996)
y Greaves y Borthwick (1998) utilizan este tipo de mallas para la prediccién de flujos
incompresibles separados con bajos numeros de Reynolds. Rogers, (2002) utilizé mallas
jerarquicas para resolver la rotura de embalses bajo un esquema Godunov, Bautista,
(2005) utiliza éste tipo de mallas para analizar el fendbmeno de marea de tormenta.
(Borthwick, 2000) aplica mallas jerarquicas al transporte bidimensional de contaminantes.
Koo Yong Park y Borthwick (2001) describen una malla adaptable para un modelo
interaccion oleaje corriente

Los principales beneficios de este tipo de mallas son: su construccidbn es
computacionalmente eficiente, se pueden utilizar para cualquier dominio, no es necesario
transformar las ecuaciones de gobierno, proporcionan una estructura ordenadas de datos
que permiten una identificacion plena de cada tipo de celdas. Dentro de sus
inconvenientes estad que se presentan celdas vecinas de diversos tamaros, por lo cual es
necesario realizar un proceso adicional para otorgar una relacion adecuada entre vecinos,
esto con el fin de evitar interpolaciones complicadas

En esta tesis se utilizar4 un tipo de mallado jerarquico, basado en el trabajo de Stallard,
2002 pero con una numeraciéon de celdas mas eficiente. Se escogié este tipo de mallado ya
que es el que proporciona un adecuado balance entre generacién, estructura de
almacenamiento y facilidad de aplicacibon a los modelos numeéricos posteriormente
utilizados

1.3 Modelo de generacion de malla

El objetivo del modelo implementado en este trabajo es crear una malla jerarquica multiple
en dos dimensiones alrededor de un conjunto de puntos semillas que pueda ser utilizada
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por los modelos hidrodinamicos (en dos y tres dimensiones) y de transporte de
contaminantes. Entre las ventajas que se tienen al utilizar esta técnica de mallado
jerarquico se encuentran: la generacion de la malla es automatica, sin importar la aparente
complejidad del dominio. Las variables estudiadas son almacenadas de una forma
semejante a un arbol genealdgico, lo cudl permite su facil ubicacién. El mallado jerarquico
permite un gran refinamiento en aquellas zonas con grandes gradientes de flujo. No es
necesaria una transformacion del sistema de coordenadas.

Para realizar este tipo mallado jerarquico (del tipo Quadtree ya que cada celda es siempre
dividida en 4 cuadrantes) son necesarios cuatro pasos: division en submallas, generacion
inicial, regularizacion y verificacion, a continuacion se describen cada uno de estos pasos.

1.3.1 Division en submallas

Las zonas costeras donde se desarrollan proyectos de descarga de agua residual pueden
idealizarse como un rectangulo, donde la dimensién que debe ser analizada a lo largo de la
playa es mucho mayor que la longitud del emisor submarino, en términos generales un
emisor submarino puede tener entre 2 y 3 km de largo mientras el area de costa cercana a
éste que debe analizarse es del orden de 10 km, lo anterior conlleva a que es deseable que
el tipo de mallado utilizado permita adaptarse a regiones rectangulares pero en el cual las
celdas que hacen parte del mallado tenga forma cercana a la cuadrada.

Este tipo de mallas jerarquicas, se denomina Multi-quadtree, el primer paso para la
generacion de la malla de célculo general es subdividir el dominio de célculo en
subregiones o submallas para lo cual se deben seleccionar los puntos batimétricos y
topogréaficos que se encuentren comprendidos en cada una de estas zonas. Las mallas
Multi-quadtree, ademas de que tienen las mismas ventajas de una malla quadtree,
presentan las siguientes tres ventajas: son mas rapidas de generar ya que la cantidad de
puntos semillas sobre la que se crea la malla de cada una de las subregiones es menor a la
cantidad de puntos semillas de la region general, permiten que el modelo numérico se
ejecute en menor tiempo ya que la basqueda de los vecinos en cada una de las submallas
es mas rapida que la busqueda similar en la malla general y, en caso que la malla se tenga
gue revisar entre pasos de tiempo, existe la posibilidad de dejar varias submallas fijas.

La Figura 1.1 muestra una region costera que contiene un emisor submarino y las
subregiones sobre las cuales se creara la malla Multi-quadtree, se observa que aunque la
region es rectangular, las submallas son cuadradas, y por lo tanto las celdas que las
conforman también lo seran, con esto se logra representar mejor el comportamiento
hidrodinamico de la zona, ya que no se obtendran los mismos resultados con celdas de
longitud 125 por 20 m, que con celdas de 25 por 20 m, las primeras son demasiado largas
y pueden conllevar a inestabilidades numéricas.
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Figura 1.1. Region costera rectangular con emisor submarino.

El sistema de numeracion de esta submallas es de abajo hacia arriba y de izquierda a
derecha, tal como se indica en la Figura 1.2.
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Figura 1.2. Sistema de numeracién para mallas Multi-quadtree.
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1.3.2 Generacion inicial

Se denomina generacion inicial al proceso de creacion de la malla alrededor de los puntos
semillas que se encuentran comprendidos dentro de cada submalla, este proceso finaliza
cuando se alcanzan alguno de los dos siguientes criterios: a) el maximo nivel de
refinamiento es alcanzado (este es un dato inicial) y b) un punto semilla queda sd6lo en una
celda.

Es normal esperar que la malla obtenida después de esta primera generacion tenga zonas
con problemas, ya que la relacion de tamafo entre una celda y sus vecinas puede ser
mayor al doble o menor a la mitad (2 a1 6 1 a 2), debido a que esta es la maxima relacién
que es posible aceptar es necesario un segundo paso donde se revisen las celdas para
garantizar que no existan relaciones 1 a4 6 1 a 8.

Los datos iniciales necesarios para la realizacion del segundo paso son los siguientes: una
malla base y regular de puntos semillas que representan la batimetria, topografia y el
trazado del emisor submarino, en la cudl la cantidad de puntos por cada lado de la malla
es potencia de 2, dicha condicién es necesaria para que al realizar la malla Quadtree, en
cada una de sus cuadros quede como minimo un punto semilla que permita conocer la
profundidad de esta celda. Estos puntos semilla deben tener coordenadas en x, yy z (una
coordenada en z positiva indica que el punto esta en el mar y una negativa que se
encuentra sobre la tierra), los limites maximos y minimos de las elevaciones entre los
cuales se quiere desarrollar la malla jerarquica, los anchos de las celdas en las direcciones
Xy 'Y de la malla base.

Con los datos anteriores se realiza una seleccién de aquellos puntos que estan entre las
elevaciones antes mencionadas, por ejemplo, aunque el area de estudio se encuentre
comprendida entre las elevaciones 50 y -15 m, la malla jerarquica puede desarrollarse
entre las elevaciones 25 y -5m. Es importante mencionar que aunque el calculo de las
velocidades y sobreelevaciones no se realiza en celdas con profundidades negativas, es
necesario que en la linea de costa se tenga la misma resolucion de la malla en la parte
positiva y negativa.

El proceso de creacion de la malla Quadtree es el siguiente: todas las coordenadas X y Y
de los puntos seleccionados son escaladas a un cuadrado unitario, se seleccionan los dos
primeros puntos y se comienza la subdivision en cuadrantes hasta que se satisfacen uno
de los dos criterios mencionados anteriormente, luego se seleccionan los puntos dos y tres
y se realiza nuevamente el paso anterior, Finalmente se revisa que el Gltimo punto y el
primero se encuentren en celdas separadas.

En la Figura 1.3 se presenta el esquema de creacién de una malla guadtree para 3 puntos,
en el primer paso se encuentran los puntos A, B y C dentro de un cuadrado que ya ha sido
escalado unitariamente, en el paso B se han tomado los puntos A y B y se ha dividi6 el
cuadrado en cuadrantes hasta que los puntos queden en celdas diferentes, en el tercer
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paso se toman los puntos B y C y subdivide el subcuadrado donde se encuentran hasta
que quedan en celdas diferentes, finalmente se revisa que los puntos C y A estén en celdas
distintas.

"o

|:I

Paso A Faso B

C'

Faso i

Figura 1.3. Esquema de creacion de malla jerarquica para tres puntos.

Para cada celda de la malla se obtienen los siguientes resultados: numero de
identificacion, tipo de celda, coordenadas del centro de la celda, ancho, nivel de

25



subdivision y numero de identificacion asi como el nivel de subdivisién de sus vecinos. A
continuacion, se describen el sistema de numeracion y la manera de obtener las
coordenadas del centro de la celda.

1.3.2.1 Sistema de numeracion

La subdivision de una celda consiste en la creacion de cuatro nuevas celdas que
representan los cuatro cuadrantes ortogonales de la celda inicial, estas nuevas celdas son
conocidas como celdas hijas y la celda inicial se denomina celda madre.

Para cada celda hija, un nimero de identificacion (N) es asignado, de la siguiente manera,
a la celda inferior izquierda se le asigna el numero 1, superior izquierda, el 2, inferior
derecha el 3 y a la celda superior derecha el 4. Considerando el tercer paso de la Figura 1.3
la celda que tiene el punto A tiene como numero de identificacion 12, la celda con el punto
C tiene 133. La ventaja de éste sistema de numeracion sobre los anteriores trabajos con
mallas Quadtree es que el sistema empleado identifica cada celda con un solo digito, los
sistemas anteriores necesitan 2, con este sistema se logran ahorros importantes de
recursos de computo.

1.3.3 Geometria

Las coordenadas X y Y del centro de cada celda se obtienen a partir del namero de
identificaciéon de la celda (N), (Posada, 2004), con las siguientes formulas:

M —
XMy :0.54{“2&+1 (ZINT(N“‘Z 1)—1} (1.1)
m=1

11(2Nm—4INT(Nm2_1]—3J (1.2)

M
Vg =05+ —
i 2

Donde M es el nivel de subdivision, e INT se refiere a la parte entera de niumero entre
paréntesis. Para la celda que contiene al punto C de la figura 1 las coordenadas en Xy Y
son 0.4375 y 0.0625 respectivamente.

1.3.3.1 Ancho

El ancho de una celda se obtiene con la férmula (2.3), donde M se definio anteriormente:

Para la celda que contiene el punto C de la figura 1 el ancho es 0.125
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1.3.4 Regularizacién

El objetivo del tercer paso es garantizar que entre celdas vecinas la relacibn méaxima es
1:2, esto es necesario para evitar interpolaciones excesivamente complicadas entre celdas
adjuntas. Dicha relacion provee ademas un balance adecuado ente la eficiencia numérica y
la uniformidad de la malla.

La regularizacion comienza con las celdas de menor tamafo, si sus vecinos tienen una
relacibon mayor a 1:2, estos se subdividen hasta que la relacibn sea alcanzada, a
continuacion se repite este proceso con los vecinos de los vecinos hasta que todas las
celdas son revisadas. En el paso D de la Figura 1.4 presenta la malla Quadtree ya
regularizada para los 3 puntos semillas.

EI

E:I

Faso D

Figura 1.4. Malla regularizada para el ejemplo 1

Después de que se realiza la regularizacién cada una de las celdas es clasificada con
respecto a su ubicacion (en el mar o en la tierra), si es frontera o se encuentra en el
interior de la malla y relativa al tamafio que esta tiene con sus vecinos, esto es necesario
para conocer que interpolacion deben realiza los modelos hidrodinamicos. En la Figura 1.5
se presenta la clasificacién correspondientes a las celdas con profundidad positiva que se
encuentran dentro del dominio de calculo y estan rodeadas por celdas con agua, en total
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se identificaron 409 tipos de celdas diferentes dentro de las cuales es necesario clasificar
cada una de las celdas

1 B m [
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=1 ] [ ] ‘ | ‘
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es 26 27 s L[]
[ L] L] ‘ ‘ =] | ‘
‘ ‘ L[] LI
29 1] 30 31 2 [L1]
=l | | E . |
33 [[] 3¢ || 35 36
[ ] [ H L] ‘ ‘ ]
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Figura 1.5. Tipos de celda interiores con profundidad positiva
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1.3.5 Verificacion

El altimo paso necesario para la generacion de una malla Multi-quadtree es la concerniente
a la verificacion de que todos las submallas coincidan exactamente en sus fronteras
interiores, para este paso se seleccionan las celdas de cada quadtree que estan en el
interior y se repite su punto medio en la celda contigua, cuando se ha realizado para todos
los bordes internos, se repite nuevamente el procesos desde la generacion inicial, hasta
garantizar que todos los quadtrees coincidan

1.3.6 Caso de aplicacion

Para ejemplificar los pasos descritos anteriormente se desarrolla una malla Multi-quadtree
de 2 por 2 subregiones para la bahia de Acapulco, en la Figura 1.6 se presenta la
batimetria de la zona. Para la construccion de la malla se han seleccionado los puntos
comprendidos entre 25 m de profundidad y 2 m de altitud, la malla regular base que sirve
para conocer la profundidad asociada a cada celda es de 128 por 128 celdas con un ancho
de celdas de 68 por 58 m. La Figura 1.7 indica la numeracion de cada submalla.

La Figura 1.8 indica el resultado obtenido después de la primera iteracion, cada una de las
submallas se realiza con los puntos comprendidos entre las profundidades antes
mencionadas que estdn dentro de un area de 64 por 64 celdas, la primera submalla
comprende 515 puntos, la segunda 1691, la tercera y cuarta 2154 y 1526,
respectivamente. Al comparar cada una de las mallas con sus vecinas se observa que la
concordancia entre celdas es baja, entre las submallas 1 y 2 solo concuerdan una celda de
cada submalla; aunque entre las celdas 3 y 4 la concordancia es adecuada. Para resolver
esto se seleccionan los puntos medios de las celdas de los bordes y se duplican en las
submallas vecinas, se realiza nuevamente el procedimiento de generacion de la malla
multi-quadtree hasta que las celdas de las fronteras coincidan, como maximo seran
necesarias 3 iteraciones.

En la Figura 1.9 se muestra el resultado final de la malla Multi-quadtree final que puede
ser utilizada para la ejecucion de los modelos numeéricos, se observa que en las submallas
coinciden completamente en los bordes, de esta manera la informacién pueden pasar
limpiamente de una malla a otra sin necesidad de hacer interpolaciones, con lo cual se
evitan calculos innecesarios.

Para comparar la malla Multi-quadtree se realizd6 para el mismo caso de aplicacion una
malla quadtree tipica, esta se presenta en la Figura 1.10, la malla es similar, se tienen los
mismos anchos de celda minimos y maximos (58 por 68 m y 464 por 544 m
respectivamente) pero la malla quadtree tipica se demora en generarse el doble de tiempo
que la malla Multi-quadtree.
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Figura 1.6. Batimetria de la bahia de Acapulco.

2 4

1 3

Figura 1.7. Numeracion para cada submalla de la bahia de Acapulco
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Figura 1.8. Primera iteracién de las submallas.
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Figura 1.9. Malla Multi-quadtree final




Figura 1.10. Malla Quadtree tipica
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2 Ecuaciones de Gobhierno

2.1 Introduccion

En este capitulo se presentan tanto las ecuaciones de gobierno que resuelven los modelos
numeéricos implementados en esta tesis, como el método de resolucion y las condiciones
de frontera utilizadas. EI modelo numérico puede calcular la circulacién inducida por marea
astrondémica y viento, ademas permite considerar la influencia de la curvatura de la tierra
incluyendo la aceleracion de Coriolis.

Para obtener el comportamiento hidrodinamico de un cuerpo de agua, en este trabajo se
hace uso de la técnica “splitting” la cual permite dividir un modelo tridimensional en 2 sub-
modelos; en el primero de ellos se resuelven las ecuaciones de aguas someras
promediadas en la vertical, obteniéndose las velocidades medias en las direcciones Xy YV
para cada celda. La velocidad en la direccion X se denomina U, en la direccion VY, V
también se obtiene la sobrelevacion de la superficie libre con respecto al nivel medio del
mar, la cual se denomina n. El segundo modelo considera como datos iniciales los
resultados del modelo bidimensional y obtiene la velocidades para cada celda en la
direcciones x, y y z, las cuales se denominan v, vy w, respectivamente. Una de las
ventajas de hacer la subdivision del problema en dos partes que es que el incremento en
el paso de tiempo de la parte tridimensional puede ser varias veces mayor al paso de
tiempo en la parte bidimensional.

Las ecuaciones de gobierno se discretizan con un esquema de volumen finito, para el
calculo se utiliza una malla jerarquica en coordenadas cartesianas para la parte horizontal
y una transformacion sigma para la coordenada vertical.

2.2 Antecedentes

Con respecto a los esquemas numeéricos que se pueden implementar para resolver un
problema hidrodindmico las opciones mas utilizadas son diferencias finitas, elemento finito
y volumen finito; en los ultimos afios, gracias al mejoramiento de la rapidez de los
computadores, el método de volumen finito se utiliza con més frecuencia, la ventaja de
éste sobre los otros es que permite representar de una manera mas real las
discontinuidades y el flujo en las fronteras cerradas.

Los modelos tridimensionales disponibles trabajan bajo alguno de los tres esquemas
siguientes, resuelven el problema tridimensional completamente (MIKE 3, DHI 1995),
(Casulli y Cheng, 1992), para lo cual es necesaria la disponibilidad de grandes recursos de
computo que en la mayoria de las veces hace inviable esta opcion, el segundo esquema
abarca los modelos que dividen el problema en dos pasos, en el primero de estos se
calcula la parte bidimensional, en el segundo paso se calcula la estructura vertical del flujo

35



a partir de coeficientes y funciones espectrales, estos modelos se denominan espectrales
(Davies y Aldridge,1993), el inconveniente de los modelos espectrales es que las
ecuaciones de movimiento se convierten en 77 ecuaciones z dependientes, lo que hace
esta técnica poco operativa, lenta y ademas el método no se relaciona con la fisica del
problema original. La tercera opcion que se tiene es aplicar la técnica Splitting en la cual el
problema se divide en dos partes, la primera resuelve las ecuaciones de aguas someras
promediadas en la vertical y calcula, por lo tanto, las velocidades medias y la superficie
libre. ElI otro mdodulo calcula la estructura vertical de las variables, (Castanedo, 2000).
Dentro de las ventajas que tienen estos modelos es el ahorro de tiempo de cémputo ya
que se elimina el calculo de la superficie libre en la parte 3D, ademas que esta técnica se
basa en las caracteristicas fisicas de la circulacién costera, donde las variaciones en la
vertical se producen en una escala de tiempo mucho mayor que las variaciones de los
valores medios. Un inconveniente de estos modelos es que al dividir el problema en dos
modulos se pueden producir un desacoplamiento entre ambos, este punto y la forma de
solucionarse se presenta mas adelante.

La estructura vertical se puede trabajar en diferentes tipos de coordenadas, siendo las mas
comunes las cartesianas, pero tienen una gran desventaja cuando se utilizan en zonas con
grandes gradientes de profundidad, ya que las zonas someras quedan representadas con
muy pocas celdas. Para resolver este problema se puede recurrir a la transformacion de las
coordenadas cartesianas a otro tipo de coordenadas que represente el flujo de una mejor
manera; es aqui donde la implementacibn de las coordenadas-c adquiere gran
importancia. Ya que a través de estas se logra tener la misma cantidad de capas en
cualquier punto del dominio de célculo, sin importar que tan somera sea la batimetria.

2.3 Modelo Bidimensional

El modelo en 2 dimensiones resuelve las ecuaciones de aguas someras discretizandolas
bajo un esquema de volumen finito tipo Godunov sobre una malla jerarquica, se utiliza el
solucionador de Riemman para resolver la aproximacion de Roe con la cual se determinan
los flujos no viscosos. (Bautista, 2005), la integracion en el tiempo se realiza con el método
de primer orden de Adams-Bashforht.

Las ecuaciones promediadas en la vertical, las cuales se describen con detalle en el anexo
1, resueltas por el modelo bidimensional son:

2.3.1 Ecuacion de continuidad

oH 9(UH) a(VH)

e 5 =0 (2.1)

Donde H=h+n
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11, sobrelevacion en la columna de agua con respecto al nivel medio del mar

h , profundidad del fondo con respecto al nivel medio del mar

2.3.2 Ecuacion de cantidad de movimiento en la direccion X

2 n n
O0(UH) ouH 0 J-(u‘)deJr@UVH +3ju‘v‘dz:
oy

ot OX oX *y
2 2]
fVH —gH (j’)_Zeri(T”(”) —sz(ih))-‘r He, [ng+ zyLZJ J+ (2.2)
2 8_U%+ H aﬂ 6_U+8_V
OX OX oy \ oy 0OX
Donde:
u;,, variacion vertical de la velocidad respecto al valor promediado
f,  factor de Coriolis
C,, coeficiente de arrastre de viento
C,, coeficiente de friccion por fondo
&,, coeficiente de viscosidad de remolino
2.3.3 Ecuacion de cantidad de movimiento en la direccion Y
a VH n 2 n
( )+ UVH +£J‘u‘v‘dz+av H +iJ.(V‘)2 dz =
ot ox  ox-, oy °,
2
—fUH - gH %7+pi(ryz(”)—ryz(_h))+ He, [%+Zy\£]+ (2.3)
oy V08 05 (U v
oy oy ox \ oy Ox

En el anexo 1 se indica detalladamente el procedimiento matematico necesario para
obtener las ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3)

2.3.4 Condiciones de frontera del modelo bidimensional

Las condiciones de frontera utilizadas por el modelo bidimensional son las siguientes:

2.3.4.1 Fronteras cerradas
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Se considera que la velocidad normal a la frontera es cero, ademas para el flujo paralelo se
implementa una una condicion deslizante, con este tipo de condicion el flujo en la direccién
perpendicular a la frontera es reflejado y el flujo paralelo no sufre alteracion.

2.3.4.2 Fronteras abiertas

2.3.4.2.1 Fronteras laterales abiertas

En las fronteras abiertas se consideran dos casos, el primero para la sobreelevacion y la
velocidad paralela en el cual esta frontera se toma como absorbente, es decir, su valor es
igual a cero, el segundo caso para la velocidad perpendicular a la frontera se considera
gue esta se mantiene a través de la frontera

2.3.4.2.2 Frontera superior abierta

Los esfuerzos cortantes debidos al viento son de la forma

TXZ(r]) = CapanW (24)

Donde C, es el coeficiente de arrastre del viento, el cual tiene un valor de 0.0026,

Falconer 1994. Los esfuerzos cortantes debidos a la friccion en el fondo del mar se evallan
con la expresion

Tya(-ny = PoCo |V|Up (2.5)

donde C, es el coeficiente de arrastre, el cual es funcién del coeficiente de Chezy, y

M =+/u® +v? es el modulo de la velocidad en la Gltima capa

g
Co=z (2.6)

2.3.4.3 Coeficiente de viscosidad de remolino en dos dimensiones

El modelo numérico presentado tiene dos opciones, considerar un coeficiente de viscosidad
constante o un variable calculado con la siguiente expresion.

UV (VY 1fou av )]
g =1’ (—j | — | +=| —+— 2.7)
OX oy 2l oy OXx
Donde: I? = 0.1AxAy seguin (Blumberg, 1987)
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2.4 Modelo tridimensional

El modelo 3D trabaja sobre coordenadas sigma (o) para representar la coordenada
vertical, para representar los gradientes horizontales se utilizan coordenadas cartesianas,
(Castanedo, 2000), las coordenadas sigma (o) permiten tener la misma cantidad de capas
en todo el dominio de calculo sin importar la profundidad del fondo; situacion que no es
posible considerar en los modelos tridimensionales que trabajan con coordenadas
cartesianas, ya que en aguas profundas se tiene gran cantidad de celdas pero en aguas
someras se tiene menos cantidad de celdas.

Las ventajas de utilizar este tipo de transformacion son las siguientes:

e Se obtiene ahorro en el tiempo de calculo numérico, ya que en el modulo
tridimensional no se realiza el célculo de la superficie libre, con lo que el incremento
en el paso de tiempo puede ser varias veces mayor que el paso de tiempo en el
modulo bidimensional.

e Es posible, si se desea, ejecutar solamente la parte bidimensional para conocer la
superficie libre y las velocidades medias del flujo.

Este método se basa en las caracteristicas de los flujos que se van a resolver, en los cuales
las variaciones de las caracteristicas verticales varian con una escala de tiempo mucho
mayor que la variacion de las caracteristicas de la parte media del flujo, es importante
mencionar que debido a la transformacion vertical utilizada, pueden existir intervalos de
tiempo en que para zonas con una profundidad muy pequefia no sea posible obtener el
perfil vertical del flujo y por lo tanto solo se ejecute la parte bidimensional, esto con el fin
de evitar errores numéricos.

Para poder utilizar las coordenadas sigma (o) es necesario transformar las ecuaciones que
gobiernan el flujo.

La transformacion sigma se define como

O-=Z__77 (2.8)
h+n

Donde z= profundidad de la capa con respecto al nivel medio del mar.

Como puede observarse en la ecuacion (2.8), O varia entre 0 y -1, 0 para la superficie
libre y -1 para el fondo. La transformacion de las ecuaciones se lleva acabo con las
siguientes expresiones:

o__ L, oH  on)\op (2.9)
OX H OX* OXx*)oo
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%:_i( oH _ n ] o¢ (2.10)

o H o oo
o9 _1099 (2.11)
oz Hoo '
%:(ﬂ_i(lﬂf)a_’?j% (2.12)
o (H H ot* ) oo

Donde:
X=X*; y=y* t=t%*
z=0oH +n; ¢=variableanalizada

La ecuacion de continuidad, transformada en coordenadas sigma (o) queda:

u v 1low . (2.13)
ox oy H oo
Las ecuaciones de cantidad de movimiento en las direcciones X y Y quedan

respectivamente.

1
ou  ou.  ou [w (+0)8n}6u .y on

— 4+ U— - -0 —°L
ot ox oy |H H ot |do OX
Z (2.14)
8[ 6u} 0 ou ov 1 6[ au} 1[ 8W}
t—|26,— |+—| 26| —+— ||t & — |t | &=
OX x| oy| '\oy ox)| H*0c “dc| H| *ox
Q+u@+v@+ ﬂ_wa_n ﬂ+ fu:_ga_I7
o4 ox oy |H H ot oo oy
- (2.15)
0 ou ov 8[ ou 1 8[ av} 1 ow
t—| 26| —+t— ||+ —| 26— |t —| &= |t | & —
OX oy OX oy ox| H°0o| "0o| H oy

Las ecuaciones tridimensionales anteriores se resuelven mediante un algoritmo en
diferencias finitas que calcula, de manera implicita, la difusiébn vertical de momento
mediante un esquema Crack-Nicholson y la aceleracion convectiva vertical con un esquema
up-wind de primer orden, tal como lo propone Castanedo (2000).

De las ecuaciones de cantidad de movimiento en las direcciones X'y Y se obtienen las
velocidades totales provisionales, uflk),. Para asegurar la correcta conexion entre los

modelos bidimensional y tridimensional las variaciones verticales de la velocidad respecto
al valor promediado, u;, , se calculan con la siguiente expresion

n
o, =u®_ % Iu(l)dz (2.16)

ik " HT+1
i -h
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Finalmente, Las velocidades definitivas se calculan con la expresion:

Donde

Uy =U; +U;, (2.17)

U.= velocidad promediada en la vertical calculada con el modo 2D

En la Figura 2.1 se presenta el esquema de descomposicion de variables mencionado
anteriormente. Una vez obtenidas las velocidades horizontales u y v para cada capa se
procede a calcular la velocidad vertical w a partir de la ecuacion de continuidad

z (m)
&
[}

0z
u{m's)

04

ow_ _[ou ov (2.18)
oz oX oy
U u
0 ——— 0=
1t 1=
o 2 -
ded L
&5 > -5

L] 1 L) ) L] L] L I I "
04 [ 03 04 05 04 02 0 0z D4

u {mi's) u{m/'s)

Figura 2.1. Esquema de descomposiciéon de variables

2.4.1 Coeficiente de viscosidad de remolino vertical

En éste trabajo se adopta un coeficiente de viscosidad de remolino con perfil vertical
parabolico, el cudl se calcula con la siguiente formula.

Donde:

e, :k‘u*‘(h+z)(1—%j (2.19)

k = constante de von Karman
‘u ‘— max

Ub
\/Z \/* (2.20)
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Donde 7,y 7, se calculan con las ecuaciones (2.4) y (2.5) respectivamente.
2.5 Modelo de trasporte de contaminante conservativo

Una vez obtenidas las velocidades v, vy w;, y los coeficientes de viscosidad de remolino en
las tres direcciones se resuelve explicitamente la ecuacion (2.21), para obtener el
transporte de un contaminante conservativo,

@+u@+v@+w@:i(5‘x@j+i & aC a(D @j G(n,z,t) (221)
ot ox oy 0z oOx\ "ox vyl 8y oz oz

Donde G(x,z,t) considera la descarga de un contaminante en la celda ny en la capa z.

2.6 Ecuaciones de gobierno del modelo bidimensional discretizadas en
volumen finito

Las ecuaciones de aguas someras, describen el flujo en aguas de poca profundidad donde
la aceleracion vertical del fluido es despreciada y la presién se supone como hidrostética.

Las ecuaciones en forma diferencial son las siguientes:

8(UH)+8(VH) oH

LI (2.22)
OX oy ot
a UH 2 n i n .
( )+8U H iJ'(u)zdz+aUVH +ijuvdz:
ot OoX oX *, oy oy °,
on 1
fVH —gH §+p_0(7“<”> —sz(fh)) (2.23)

2, 2
e, [2Y Y +2Hau(aghj+Hagh u v
ox® oy OX \ OX oy oy OX
o(VH 7. 2 no.
( )+8UVH+£Iuvdz+aVH aj(v)zdz=
ot OX oy oy *,

1
—fUH - gHE—+p—O( RS (2.24)

He, az\£+az\£ +H% 8_U+8_V +2H8—V(%J
ox~ oy ox \ oy OX oy \_ ox

Los esfuerzos cortantes en la superficie y en el fondo se evalian con ayuda de las
ecuaciones (A.177) y (A.182).
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El término gH dn/ox es usualmente dividido de la siguiente manera para permitir la

formulacion hiperbolica utilizada por diversos investigadores (Alcrudo y Garcia-Navarro,
1993)
on 1 0(H?)
H—L=gHS, += 2.25
gH —" = gHS,, + g —— (2.25)

donde S, es la pendiente del fondo en la direccién X. Sin embargo, cuando se utiliza esta
formulacién con batimetrias no uniformes la aproximacién crea problemas numéricos
relacionados con la conservacion de continuidad y cantidad de movimiento para cada celda
si se utiliza la aproximacion de Roe en el solucionador de Riemman. La division del término
gue representa el gradiente de la superficie libre en dos componentes, una de fuente y
otra de gradiente de flujo, causa un desbalance a pesar de que el esquema de volumen
finito es intrinsecamente conservativo. Este problema es independiente de la configuracion
geométrica que posee el dominio de célculo.

Una consecuencia de utilizar esta formulacion convencional es que el esquema produce
resultados absurdos cuando se aplica a fondos no uniformes Esta dificultad es superada
dividiendo y redistribuyendo el término gH d7/0x de la siguiente manera (Rogers, 2001)

o(n® +2nh
gHﬁngsoﬁlgM (2.26)
OX 2 OX

La formulacién (2.26) mantiene la naturaleza hiperbdlica de las SWE"s (Shallow Water
Equations, por sus siglas en inglés) y permite que la exactitud al segundo orden de este
esquema se preserve.

Al aplicar una operacion similar al término gH 07/dy de la ecuacion (2.24), las ecuaciones
de ondas largas quedan de la siguiente manera

oH 3(UH) o(VH)

o e 0 (2.27)

1 f “\2 1 .
6(UH)+8{U2H +Zg(772+277h)+j;(u ) dzlra(UVH +J;uvdzJ
ot OX ay

_(azthu , PHeU ]_GZZHUgh _HeU  °HgV

= (2.28)

ox? oy? ox? oy? Oyox

fVH — gHS,, + pio(fxz@) i)

43



1 T2 T
8(UH)+({U2H +Zg(,72+277h)+J;(u)dz}Jr&(UVH +J;uvdz}
ot OX oy

2, 2]
_He atg+atg oy Y ouU (8ghj Hagh oy av
ox~ oy ox \_ Ox oy 8y 8x

fVH — gHS,, + pio(fxz(n) - sz(—m)

UVH+]7‘u'v'dzJ a{v H+z g(n +25h)+ j( )Zdz}
_ i -h

8(VH) 6(

+

ot X oy
2 2 2 2
_[oHay  O'HaV | (O'HeU  o'HaV ) 02HVe, (2.29)
X oy oxoy ox Oyox

1
—fUH —gHS,, + —(ryz(n) - ryz(,h))

]

n o ) 1 ) n 2
8(\/H)+5[UVH +jhuvdzJ+a{V H+Zg(77 +2nh)+_jh(v) dz}
ot X oy

[ Te DY) 20 2Hﬂ[%j=
ox- oy ox \ oy oXx oy \  ox

—fUH — gHS,, +i(r

0

ve(n) ~ Cye(-h) )

donde S, es la pendiente del fondo en la direccion y. Es posible obtener otras
formulaciones matematicas, pero cuando se construye el sistema de flujo Jacobiano y se
discretizan las ecuaciones utilizando volumen finito, estas ecuaciones pueden producir
resultados no hiperbdlicos e incondicionalmente inestables. La formulacién adoptada
permite utilizar la aproximacion de Roe en el solucionador de Reimann para evaluar el flujo
no viscoso entre dos celdas adyacentes para toda la batimetria.

2.6.1 Solucionador numérico

Las ecuaciones de aguas someras bidimensionales se discretizan bajo un esquema de
volumen finito, utilizando la funcion de flujo de Roe para representar los términos
convectivos no lineales. La integracion en el tiempo se realiza por medio de la técnica
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Adams-Bashforth de segundo orden. Las oscilaciones no deseadas son superadas
utilizando un limitador de pendiente no lineal.

Las ecuaciones (2.27), (2.28) y (2.29) pueden escribirse en forma integral como:

5 of &
aqud9+£(&+agjdg=jghdﬂ

donde Q es el dominio del problema, g es el vector con las variables conservativas, fy g
son los vectores de flujo y A es el vector con las funciones. Los vectores q, f, g y h estan
dados por:

(2.30)

’ UH
n
q=|UH f =|U%H +lg(772+277h)+J'(u')zdz+athU L 021U,
2 ’ OX OX
VH
n
UVH + IU'V'dZ—aH &v dHgU dHgV
I i OX oy OX |
VH
n
o= UVH + _[ u,V,dz_aH U dHgU  dHgV
% oy oy X
1 2 OHgV 02HV ¢
VZH +=g(n° +2nh)+ | (v ) dz- ho _ n
597" +2nn) Ih( ) |
0
H op, gH’ dp, ot - 1
h=| fvH-gHs, ——~Pa_ 97 P —lf —Ipdz d”_(fxz(n)‘fxz(—h)) 2.31
Po X 2p, OX  p, 5| 0Xy Po (2.31)
2 n n
~fUH —gHs, — 1 Pa_OH Op, O ifp'dz d”i(fyz(n)_fyz(—h))
£, ay Zpo ay Po h 5)/2 Lo

Aplicando el teorema de Green (o de Gauss) al segundo término de la ecuacién (2.30) se
obtiene:

%qudmc_ps f ds = | _hdQ (2.32)
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donde S es la frontera de Qy f es el vector de flujo de las funciones a través de S, dado
por:

f=1fn +gn, (2.33)

En la ecuacion anterior 71,y n, son las componentes cartesianas de 7, el vector unitario
normal a S. Esta ecuacion puede escribirse en términos de los flujos viscosos y no
viscosos, de la siguiente manera.

f=flogfY (2.34)

donde:

UHn, +VHn,

fl= (UZH +%g (7* +27h)+ .’f(u')zdz]nX +(UVH +.Thu'v'dz]ny

-h

/I 1 o
_(UVH +_jhuvdanX +[V2H +§g(772+277h)+ I(v )zdz]ny

o (2.35)
0
Y (GHU 82HU€] oHU oHU oHV
f'= + n, +| — - - n
OX OX oy oy ox )’
_GHV _OHU aHV)  ( BHV a2HV )
L ox oy ox ) oy ox )7

Las ecuaciones anteriores son discretizadas en una malla con UH, VHy H localizados en el
centro de cada celda. Como se muestra en la Figura 2.2.
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};

Figura 2.2. Volumen de control en el que se indican las variables

para cada celda del dominio de calculo, la ecuacién (2.32) puede rescribirse de la siguiente
manera:

| =—J‘qc_q f dS+VH | (2.36)

donde g;y A; son los valores centrales de la celda, I denota el area de la celda / El
término /g dentro del diferencial con el subindice /se refiere a la derivada temporal de la
celda de area ljy el vector g.

Para las celdas del Quadtree JC; representa la integral a lo largo de las cuatro caras de
este y el flujo se considera uniforme a través de las caras. La integral de superficie de la
ecuacion (2.36) puede evaluarse en forma discreta con:

.[aci qfds :(fE— f,, + fy— fsjAS (2.37)

A n n

donde f., f,, fy y f; son los vectores de flujo a través de las caras este, oeste, norte y

sur de la celda como se muestra en la Figura 2.2, y A4S es la longitud de cada lado de la
celda

2.6.2 Estados de Reimann

Si se considera la celda /la representacion de los estados de Riemman en cada una de sus
caras es la siguiente
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Figura 2.3. Estados de Riemman para la celda 7

Para cada una de las caras se calculan a continuacion los estados de Riemman

2.6.2.1 Estados de Riemman en la cara este

Ee, = 14 + (Dgr)(ﬂi ~ t4, ) (2.38)
Donde: ®(r)=max|o,min(Ar,1),min(r, )]
r— M, — 1 ’
M — 4, (2.39)

Si‘ﬂi_ﬂiw‘>0 Y 1>t By >,L1M,q)(r)=0

Expandiendo las ecuaciones anteriores al flujo en la direccidon este se obtiene:
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o(r

—’7)(’7i -1, )

ne =mn+

2
Qxg; =UHe; = Qx; + CD(ZrQX)(QXi _Qxiw )
O
Qye, =VHe, =Qy; + (ZrQy)(Qyi -Qy,, )

B puede obtener un valor entre 1 y 2, generalmente se toma como igual a 1.

2.6.2.2 Estados de Riemman para la cara oeste

Ew, = 4 _%r)(ﬂi _:U'M,)

Donde: CD(r):max[o,min(ﬂr,l),min(r,ﬁ)]
r— M — K

lLli_lLliW’
Si‘/ui_ﬂiw‘>0 Y > B B> (D(I’)=O

Expandiendo las ecuaciones anteriores al flujo en la direccién oeste se obtiene:

O
nwW; =17; _%ﬂ)(m —T1, )
Qxw; = Qx; _w(()xi _QX;N )
O
Qyw, =Qy, —@(Qyi -Qy,, )

2.6.2.3 Estados de Riemman para la cara norte

®(r)
2

En, = g +—— (4~ 4, )

Donde: ®(r)=max|o,min(Ar,1),min(r, )]

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)
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Hy, —H
r=-n~_°_

ﬂi_:uis,
Si‘ﬂi_ﬂis‘>o Y Hi > B B> q)(r):O

Expandiendo las ecuaciones anteriores al flujo en la direccidén este se obtiene:

@(r,)

=+ — (=, )
Q= Qg + (ZrQX ) (% -Qx,)
Q= Qy, (ZrQy ) (Qvi-Qv.)
2.6.2.4 Estados de Riemman para la cara sur
ES, = 44 —%r)(ﬂi )

Donde: ®(r)=max[o,min(Ar,1),min(r, )]
r— K, —H

ﬂi_ﬂis’
Sl — g4, | >0y 1> 1 4> g, () =0

Expandiendo las ecuaciones anteriores al flujo en la direccion este se obtiene:

nsizni—(b(r”)(m—ms)

2

Qxs, = Qx, — ¢ (Zer ) (Qxi —-Qx, )
D

Qys, = Qy. —@(Qyi -Qy,)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

Para cada celda se obtienen las siguientes matrices con los valores correspondientes a los

estados de Riemman.
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2.6.3 Flujos no viscosos

ne; W, N 175,
Qxe,, Qe Qxy, Qs
Qye;, Qyw;, Qyn;, Qys,

(2.50)

Los flujos no viscosos son funcion de los estados de Riemman de la cara de la celda en la
gue se estan calculando. A continuacion se presenta el calculo de los flujos no viscosos

para las caras este y norte

2.6.3.1 Flujo no viscoso este

Fie, :%[f (EWIW )— f (Eei)+|Ae|(ﬂiE —H )J

Donde:
f(Ew,)
f (Ee)
Donde:
hsw,_

Qxw,_
(wa )2
h—iE+ g |:77\Ni 2 +2nw._hsw, ]
W, : -
hw,_
Qxe;
2
N (Q;(j) +g |:77ei2 + zneihsei]
I he, il

=%(hiE +hi), hw, = hsw,_+nw,_

hse, =hsw,_, he, = hse, +7e,

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)
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. (c+u)ju—c|+(c—u)lu+c| |u+c|—|u—c|
|Ae|:z (c+u)(u—c)[Ju—c|-Ju+c|] (u+c)u+c|-(u—c)ju—c|

v[ 2c|ul+(c+u)fu—c|+(c—u)u+c|] v[]u+c|-|u—c|]

:u* h*+u’\/h_’. A h*+v’\/h_’_ e g(h++h‘)

, V=
\/hT+ h™ x/hT+\/h7’

XW, _ : _
+ Q e . u*:QXeI V+:QyVV|E. szde|

2

u = y ) 1
hw; he, hw, he,

ic ic i

2.6.3.2 Flujo no viscoso norte

Fin :%[f (Es, ) f(En)+|An|(s, - s )]

Donde: i i
Qys;,
f(Es, )= %W,
h hs,
(s,)
:]/Si” +( [nsiN 2 + 215, hss; ]
Qxn,
' hn,
2
(Q;/:‘ ) +g [nni2 + 277nihsni]
Donde:

hss, =%(hiN +h ), hs, =hss, +7s,

hsn; =hsn, , hn, =hsn; +7n,
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(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)



(c+v)v—c|+(c-V)v+c| 0 v+c|—|v—c|
1
|Ag|=—| —2culv|+u(c+V)lv—c|+u(c—v)jv+c| 2cl|y| v[|v+c|-|v—c|] (2.62)

(c+v)(v—c)[v—c|-|v+c|] 0 (v+c)lv+c|-(v—c)v—¢|

+ + - - + - +h
u:u h* +u x/h_;vz h +V\/h_ (2.63)

Vh ++ho Jho+h

XS, : S ]
oo S L\ T Qys, VR, Ll (2.64)
hs. hn, hn,

iy i iy i

2.6.4 Flujos viscosos

Para el calculo de los flujos viscosos se discretizan en diferencias finitas hacia delante los
términos que estan acompafiados por el término de la viscosidad de remolino como
resultado de lo anterior se obtienen 4 flujos por cada celda

2.6.5 Flujos totales y fuerzas externas

Una vez obtenidos los flujos no viscosos y los viscosos se procede a calcular los 12 flujos
totales (4 para n, 4 para UH y 4 para VH ) con las siguientes expresiones

Fte, = Fie, — Fve,
Ftw, = Fiw, — Fvw,
. (2.65)
Ftn, = Fin, — Fvn,
Fts, = Fis, — Fvs,
Las fuerzas externas se calculan bajo un esquema de diferencias finitas
2 2
W W J{(W +W +W, +W D
CapWW _ Cyp, Xi ( Xi) Yi Yi, Yi, Yi (2.66)
PoH Py 1 ( ‘ ‘) '
(z(his+hi)+2 77iE+77i
- 148t £ \2 2
CDvu_h Ui2 (U|)+(V)

=C (2.67)

I TR
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2.6.6 Variacioén en el tiempo de las variables conservativas

La formulacién de volumen finito, de manera simple es:

ou
AxAyE = —95 Ft, , + AXAYS, | (2.68)

ij

Resolviendo la integral

AXAy 22
ot

=—(Fte, — Ftw, ) Ay — (Ftn, — Fts, ) AX + AXAYS, (2.69)

ij

Para el calculo del valor de la sobreelevaciéon 7, los caudales UHy VH en la celda i en el
tiempo t+ At se aplican las siguientes ecuaciones:

t+At At t

a— [ (Ftne, — Ftyw, ) Ay —(Ftgn, — Ftys, ) Ay |+ 7, 2.70

7 AxAy[( ne, — Ftyw, ) Ay — (Ftyn, — Ftys, ) Ay |+7, (2.70)
H =%[—(FtUHei — FtUHw, ) Ay — (FtUHn, — FtUHs, ) Ay + SUH, |+UH;  (2.71)
VHE = ﬁ;y[—( FtVHe, — FtVHw, ) Ay — (FtVHn, — FtVHs, ) Ay + SVH, [+VH]  (2.72)

El proceso de calculo es el siguiente

e Se calculan los estados de Riemman para cada lado de las celdas, es necesario
utilizar un limitador de pendiente para realizar adecuadamente este célculo

e Se calculan los flujos no viscosos con la aproximacion de Roe para el solucionador

de Riemman

Los flujos viscosos se calculan por medio de diferencias finitas

Se obtienen los flujos totales

Se calculan el vector con los términos de fuerzas externas

Se realiza el calculo de las variables conservativas en el siguiente paso de tiempo

2.7 Ecuaciones de gobierno del modelo tridimensional discretizadas

Las ecuaciones tridimensionales se resuelven mediante un algoritmo en diferencias finitas
que calcula de manera implicita, la difusion vertical mediante un esquema Crack-Nicholson
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y la aceleracion convectiva vertical con un esquema up-wind de primer orden, tal como lo
propone Castafiedo (2000).

La Figura 2.4 muestra la ubicacion de cada una de las variables en la malla de calculo

Figura 2.4. Malla de calculo vertical

Para simplificar se define la velocidad asociada al nuevo sistema de coordenadas Sigma
(Reeuwink, 2002).

W, 1 o™
a)iTk = HiTmed - HiTmed (1+O-) 61: (273)

Donde 7,4 €s el tiempo al que se refieren todas las variables del modo bidimensional que
utiliza el modelo tridimensional para evaluar las incognitas en el tiempo 7+s, como se
observa en la Figura 2.5

Trea = {—(T ?_T} (2.74)
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Figura 2.5. Posicion temporal de las variables en 2D y 3D.

Aplicando diferencias finitas la ecuacién de cantidad de movimiento en la direccion X
queda:

T+1 T T T4 T T T
Uiy, +coi,k+‘a)i,k‘[uiv,j+1—uika+ ! ‘a’lk‘EU*—ui’li

AT 2 Ao 2 Ao

- : N\ |:5iT,k+1(UiT,k+1 _UiT,k)_giT,k (qu _UIk-1):| (2.75)

_ 2(Aa)21( HiT+1)2 [&T,ku (UIKH - UIk ) - €iT,k (UiT,k - UIH)] = (TX )ITk

Donde el término (T, ).T

ik incluye a todos los términos explicitos de la ecuacién y los datos

del moédulo 2D que alimentan el modulo 3D

Desarrollando y agrupando términos, la ecuacién anterior queda:
ATao(Hi= ) (W72 (o], o) AT (R ) o, Jur s
_Z(AO')Z(HW )2(|—|J+1) —ATAO'(H.‘med) (HI) (a)iTk+‘a)iTk‘)+_
ATAG(HP= ) (HI) (@], ~[@],|)+ AT (HP ) &+ ult+
T

AT(Ht ) el

ATAJ( td) (H1) (@ +|l|)- AT (Hi ) ,kﬂ}ujkil— (2.76)
28T Ao (H ) (HIY (T, ), +2(A0 ) (He= )" (HT) [uf, ]+

AT(HTH) [ |k+1(u|Tk+l uITk) giT,k (qu_UIk—l)}
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Al resolver el sistema tridiagonal anterior se obtienen las velocidades totales provisionales
uiijk(l). El procedimiento en la direccion Y es el mismo, como resultado final se obtienen las

velocidades provisionales en la direccién Y v, ;.

Las velocidades definitivas se calculan de la siguiente manera, tal como se indica en la
Figura 2.1

U =U; +u{,k (2.77)

Donde
Ui,j , velocidad promediada en la vertical calculada con el modo 2D

U; ;. variaciones verticales de la velocidad respecto al valor promediado, su valor
se calcula con la siguiente expresion

u, =u, 1 J'” (ui'k(l))dz (2.78)

1

Al calcular las velocidades totales de esta manera se asegura el acoplamiento de los dos
modulos, ya que son inevitables los desajustes debido al diferente error de truncamiento
de los mismos.

Una vez obtenidas las velocidades horizontales UyV para cada capa se procede a calcular
la velocidad vertical W a partir de la ecuacion de continuidad

w_ _[ou ov (2.79)
oz oX oy

La ecuacién anterior al ser discretizada queda:

T+1 T+1 T+1 T+1 T+1 T+1

Wi = Wik :_(ui,k — Yy +Vi’k _Vis'k] (2.80)

Az AX Ay

2.8 Modelo de calidad y transporte

Una vez que un contaminante se descarga en el medio marino, ya sea a través de un
vertido directo de una planta de tratamiento 6 de una pluma procedente de un emisor
submarino; éste es transportado, dispersado y si es el caso, decaido en funcion de las
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propias caracteristicas del contaminantes y de las condiciones hidrodinamicas proximas a la
zona de descarga.

Existen numerosos modelos matematicos que resuelven el problema, pero debe siempre
tenerse en mente que, en general, la variacién de la concentracion de un contaminante
depende mas de la adveccion que de la dispersion, por lo que es mas importante disponer
de modelos hidrodindmicos coherentes que de modelos de dispersion muy elaborados.

A continuacién se describe el funcionamiento que tendra el modelo de transporte de
contaminantes utilizado en esta tesis.

2.8.1 Modelo de transporte de un contaminante conservativo

La ecuacion de conservacion de masa o de transporte de una sustancia diluida en un fluido
se expresa en funcién de las velocidades y concentraciones instantdneas a través de la
siguiente ecuacion:

oc oc 0q
—+u +—=

— 0 2.81
ot ’axj X, ( )

Donde: C:Concentracién instantanea de la sustancia
U:velocidad instantanea
X.coordenada cartesiana

j =1, 2,3 direcciones del sistema coordenado

g 2 o-1
(- flujo de masa kg m-S
La ecuacidon anterior expresa que siempre y cuando no hay aportaciones de masa

procedentes del exterior del dominio, los cambios locales y advectivos en la concentracion,
sumados al cambio de flujo de masa q, tienen una resultante nula.

Para la integracion de esta ecuacién, resulta conveniente expresar el flujo de masa en
términos de la concentracion de la sustancia, esta relacion esta dada por la ley de Fick, la
cual se enuncia a continuacion.
oc
qg=-K— (2.82)
OX;

Donde K es la constante de difusiébn molecular de Fick, la cual es funcion del tipo de fluido,
de la sustancia diluida en él y del estado termodinamico de la mezcla.

Al sustituir (2.82) en (2.81) se obtiene la ecuacion de transporte (conservacion) de masa
en funcion de la concentracion de una sustancia determinada
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2
oc ac_Kﬁ

u L (2.83)
ot ox 8xj2

La ecuacion (2.83) desde el punto de vista practico es dificil de resolver (solo si el flujo es
laminar, lo que dificilmente ocurre en la realidad) ya que para obtener las velocidades

instantaneas U j para los flujos turbulentos es necesario grandes esfuerzos de calculo.

Es comun utilizar la descomposicion de Reynolds para sustituir las concentraciones y
velocidades instantaneas por valores promediados en el tiempo

u=U-+u (2.84)
c=C+c
Donde: U y C velocidad y concentraciéon promediadas para un intervalo de tiempo

determinado
U Y C desviaciones instantaneas sobre los valores medios de la velocidad y

concentracion
Reemplazando la expresion (2.84) en(2.83), se obtiene

6(E+c') _ 8(6+c’) 0’ (6+c’)
— +(U +uj) x =K o (2.85)
o gac Aue) _ & (2.86)

ot OX J. OX. ax]?

]

En la ecuacién (2.86) el tercer término del lado izquierdo es funcion de las desviaciones
instantaneas U; C |, para sustituir este término por otro en funcion de valores medios, se
puede reescribir la ecuacion de la siguiente manera:

S (2.87)

oC —oC 0 oC —
ot axj axj

Si el segundo téermino después del igual se pudiera expresar en funcion del gradiente de la
concentracion media se obtendria una ecuacion con la misma forma que la ecuacién (2.83)
, para lograr esto Boussinesq propone la siguiente relacion:
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-u.'c=¢ — (2.88)

Donde &; son los coeficientes de difusion turbulenta para cada direccion ortogonal, que

en un principio son distintos y expresan el grado de difusién de la concentracion C debida
a las fluctuaciones turbulentas.

Analizando la expresion (2.88) la mezcla turbulenta depende del gradiente de
concentracion pero también del grado de turbulencia. Aceptando lo anterior, la
concentracion de un contaminante no podria cambiar si la mezcla es completa (gradiente
de concentracion igual a cero). También, para un mismo gradiente, la mezcla es mas

intensa entre mas intensa sea la turbulencia, esto lleva a deducir que los coeficientes &;

son indicadores del grado de turbulencia, ya que el gradiente de la concentracion se
considera de manera explicita en la ecuacion (2.88)

Sustituyendo (2.88) en (2.87).

@.i_lj%:i Kﬁ_’.gj% (2.89)
ot 8xj 6xj axj 8xj

Comparando la constante de difusion molecular K con cualquiera de los coeficientes &;

se deduce que esta es varios 0rdenes de magnitud menor que estos coeficientes, por lo
que el primer término del lado derecho del signo igual puede despreciarse, la ecuacion
(2.89) queda por lo tanto,

o€ g _9o ng (2.90)
ot oX;  OX; OX;
La ecuacién (2.90) expresada para cada direcciébn queda como:
§+U §+V§+W§=i(8x§j+i £ o« +2(52£j (2.91)
ot OX oy oz ox\_"ox) eyl Yoy ) ez\ "oz

Los coeficientes &; dependen exclusivamente de las caracteristicas locales del flujo, por lo
qgue para tener una idea confiables de su valor es necesario realizar medidas “in situ”.

Partiendo de los trabajos de Taylor sobre los coeficientes de difusion turbulenta, si en un
flujo unidireccional se introduce instantaneamente una cantidad de sustancia, en un punto
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especifico, su dispersion a lo largo del tiempo se puede expresar a través de las siguientes
ecuaciones

e, =U%; t<<r
(2.92)
&, =U?%; t>>1

Donde T es el tiempo transcurrido entre el momento del vertimientoy 7 es un intervalo
de tiempo dado, para comprender el porque el coeficiente de dispersion aumenta con el
tiempo hasta un instante 7 y luego de este permanece constate.

Este proceso se puede analizar de la siguiente manera: al inicio del vertimiento la mancha
de contaminante es pequefia y la difusion es debida a remolinos de pequefia escala, para
este instante, los remolinos de mayor escala solo transportan la sustancia sin causar
difusién, conforme el tamafio de la mancha se va haciendo mayor (alcanza el tamafio de
los remolinos mas grandes) la difusion ya no puede crecer y permanece constante, por lo
anterior se entiende que a menudo la difusion turbulenta no debe representarse mediante
valores constantes durante todo el tiempo.

En esta tesis el célculo de los coeficientes de dispersion se lleva a cabo en funcion de la
propia discretizacion del dominio de calculo, con las siguientes ecuaciones

& =0.5([ujAl - At?)

g =KAlu (2.93)
& = K,Atuu

Donde:

Donde: & - coeficiente de dispersion en la direccién del flujo

Al tamario de la celda en la direccion del flujo
u. Velocidad del flujo

At: paso de tiempo utilizado en la modelacion
K, ¥ K, coeficientes de ajuste

K,=0.03a 0.15
K,=0.07 a 0.34

El coeficiente de dispersién perpendicular al flujo € se considerara un orden de magnitud

menor que &, La proyeccion de los coeficientes sobre los ejes coordenados se calcula a
partir de:
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— _]/2

2 ] 2
COSa SInNx
g, = +
& &

: 2 2:]/2 (2'94)
(sin a] [cosa)
&, = +
& &
Donde
a=tan™ Gj (2.95)

En cuanto a la evaluacion del coeficiente de dispersion en la direccion vertical se
consideran dos opciones, si se asumen condiciones homogéneas (no estratificacién), segun
Bloss et al (1988), los remolinos turbulentos transportan la de la misma forma la cantidad
de movimiento que el calor o la masa, por lo que se puede asumir

g, =D, (2.96)
Reemplazando la expresibn en (2.91) se obtiene la ecuacién de transporte de un

contaminante conservativo que se resuelve en esta tesis, la cual en su forma general
(considerando fuentes o sumideros) es:

§+U $+V§+W£=i(a§x§j+i & o +£(DZ£)+G(x,y,z,t) (2.97)
ot OX oy oz ox\“ox) oy\ Yoy ) oz 0z

Para resolver las ecuacion (2.97) se utiliza un esquema up-wind para la parte convectiva y
un esquema centrado para la parte difusiva, es importante hacer hincapié que estas
ecuaciones se resuelven también en coordenadas sigma, a continuacion se presenta la
discretizacion
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t+1 t+l |yt t t t+l t+1
C|T< _C + ‘u Ci+l,k _Ci,k I ‘u
AT 2 AX 2

t+1 t+1 t t t+1 t+1 t t
Vik —|Vik G ik —Cijk + Viiik T Vi Ciik ~Ciiak +
—t+1 |—t#l PRSI e
ix — i t t Wik +|Wik t_¢t
ik ik Ci,k+1 _Ci,j,k i ! Ci,k Ci,k—l -D
+ - ik
> Ao 2 Ao

Donde:

(O T
@ =

2
La discretizacion del término difusivo es:

Di,k = (A::() [DX ( i+1,j,k CIj,k)_DXi—l,j,k (Ci-l,-j,k _CiT—l,j,k):|+
A];/) [Dyljk( i,j+Lk — Ijk) Dylj—lk( ITjk_Ci-I:j—l,k):|+

(A]O-) [DZ|J|(+1( ikl |Jk) Dzljk l( ITJk—CIijil)}

Cit,k - Cit 1,k
AX

(2.98)

(2.99)
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3 Validacion modelo numérico

3.1 Introduccion

Para utilizar con certeza y confianza un modelo numérico éste debe ser validado con
soluciones analiticas y contrastado con resultados obtenidos por otros autores. En este
capitulo se presenta la validacibn de los modelos hidrodinamicos en dos y tres
dimensiones.

El modelo bidimensional se valida comparando los resultados numéricos con la solucién
analitica, primero, de una onda larga propagandose a través de un canal de ancho y fondo
variable y, después, con los resultados obtenidos por Rogers (2001) para el caso de un
viento constante actuando sobre una batimetria cerrada de fondo variable.

El modelo tridimensional se valida comparando los resultados numéricos obtenidos con el
modelo propuesto y los presentados por Kogyigit et al (2002) para el escenario de un
viento actuando sobre una batimetria cerrada y fondo constante, asi como viento actuando
sobre una mase de agua a una latitud de 45 grados.

3.2 Modelo Bidimensional

3.2.1 Propagaciéon de una ondalarga en un canal de ancho y fondo variable

Para este caso se propaga una onda larga con amplitud de 0.02 m y periodo de 100s, por
un canal con las siguientes dimensiones: largo de 2500 m, ancho de b =nx, donde 7=0.2
y profundidad inicial de 25 m. Las profundidades se obtienen en funcién de la longitud del
canal con la siguiente expresion, h = MmX, donde m, = 0.01. Dado que la solucién analitica
presentada por Rahmna (1995) no incluye términos disipativos éstos son despreciados.

3.2 1.1 Batimetria

Al analizar este caso de validacion se observa que el largo del canal es 4 veces mas grande
gue su ancho, por lo cudl se construy6é una malla Multiquadtree de 4 por 1, con los puntos
semillas comprendidos entre 25.0 y -0.1 m. En la Figura 3.1 se presenta la batimetria
obtenida para cada una de las submallas.
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Figura 3.1. Batimetria del canal que tiene ancho y fondo variable

3.2.1.2 Malla utilizada

La malla Multiquadtree tiene las siguientes caracteristicas: La primera submalla tiene 982
celdas, la segunda 826, y la tercera y cuarta tienen 634 y 430, respectivamente. Las celdas
mas pequefias son de 19.6 por 19.6 m, mientras que las celdas mas grades tienen un
dimension de 76.8 por 76.8 m. En la Figura 3.2 se presenta la malla sobre la cual se
resolverd el problema planteado anteriormente.

Figura 3.2. Malla MultiQuadtree de 4 por 1 para el canal de ancho y fondo variable

3.2 1.3 Resultados obtenidos

Las Figura 3.3 y Figura 3.4 muestran las variaciones de la superficie libre del agua en el
canal cuando se alcanza la maxima y la minima altura respectivamente, estos valores
maximos se alcanzan en la parte mas estrecha y somera del canal. La maxima
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sobrelevacion obtenida con el modelo numérico es de 0.181 m y la minima es de 0.226 m.
Se observa que en el canal caben 3 ondas de marea.

e T

Figura 3.4. Superficie libre del agua en el momento de la minima sobrelevacién

A continuacién se presenta el patron de velocidades en cada una de las malla multi-
guadtree en las que se ha dividido el canal. La Figura 3.5 presenta las velocidades para el
momento en que se alcanza la maxima altura, la cuél es de 0.30 m/s, mientras que la
Figura 3.6 muestra el instante cuando se experimenta la minima altura, la cual es de
alrededor de 1.0 m/s. Es importante mencionar que la velocidad es mas alta en el
momento de minima superficie libre dado que la profundidad total de la celda es pequefia,
es decir que la celda esta casi seca.

En cada malla multi-quadtree se especifica la escala de velocidades, no se utiliza la misma

escala para todo el dominio ya que en las mallas 1, 2 y 3 las velocidades son pequefias y
para fines de visualizacién no se notarian los vectores de velocidad.
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3.2.1.4 Solucion analitica

A continuacion se reproduce Rahma (1995) de forma resumida la solucién analitica para el
caso de la propagacion de una onda larga en un canal con ancho y fondo variable.

La ecuacién de cantidad de movimiento simplificada y la ecuacion de continuidad se
pueden expresar como (3.1) y (3.2), respectivamente

ou on
ot gax (3.1)

o(bh
o, 1o(bhy) (3.2)

ot b ox

Velocidad del flujo
Superficie libre

Ancho del estuario
Profundidad del estuario

Donde:

> O 3 <

Al combinar las ecuaciones anteriores, la ecuacién de onda se puede reescribir de la
siguiente manera

2
a—?=gi(bha—nJ (3.3)
ot b ox OX

Para un canal con ancho y profundidad variable se supone que la profundidad y el ancho

con respecto a la longitud de onda en x=0y x=L son h:ho% y b:bo%, tal como se

indica en la Figura 3.7.
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Figura 3.7. Canal de ancho y fondo variable

Al reemplazar los valores del ancho y profundidad en (3.3) se obtiene

n g i(boho Xza_nJ
o’ Xox\ L ox

oL

& _ghy 2 (0 0n
ot2  Lx ox OX
az_n:g_hoi XZ@-FZX&—”
o2 L x| ox? OX
Al simplificar (3.6) se obtiene

2 2
6727=gh0 X6727+2677
ot L\ ox OX

Las condiciones de frontera son:

en x=0, n=amplitud
en x=L,n=acos(ot+kL)

Si se considera que la marea en una bahia es una funcién armoénica
17 =y(x)cos(ot+kx)

Si se sustituye (3.9) en (3.7) se obtiene

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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2
—azyzg—m{xﬂm@j (3.10)
X

L | ox*  ox
Por lo tanto:
o’y 20y A?
202 v=0 3.11
o xox x 7 (3.11)
Donde:
42 o’L
ghy
Por otro lado la ecuacion de Bessel general (MacKachkan 1955) tiene la forma
2 - -2
0 )2/+[205 2ﬂv+1jg+ ﬁzyzxzﬂ_era(a : Bv) y=0 (3.12)
OX X OX X

Al comparar (3.12) y (3.11), se obtiene 2a—-28v+1=2,23-2=-1, f°y* = A*. El sistema
anterior tiene como solucion =0, =1/2, y =24, v=1

La expresién (3.11) tiene como solucién:
y=x""“[ Ad, () +BY, (4x”)] (3.13)
Donde J, y Y, son las funciones de Bessel de primer y segundo tipo de orden v

Por lo tanto al reemplazar en (3.13) los valores obtenidos de la comparacion entre (3.11) y
(3.12) se obtiene:

y =x¥?[ A3, (22x77)+BY, (Ax )] (3.14)

La condicién de frontera, x=0, es satisfecha si B, =0, por lo tanto y = x™"? [Ai\]l(Z/”tx”2 )}

la elevacion del agua es

n= x’]/z[AlJl(Zﬂx“)]cos(aHkx) (3.15)

La condicion de frontera ,x=L, implica que A =al*? J1(2/1x“/2), si se reemplaza la

expresion anterior en (3.15) se obtiene la expresion para calcular la sobrelevacién en un
canal con ancho y fondo variable

UZaJl(Z/lxyz)(L

12
— | — cos( ot + kx 3.16
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3.2.1.5 Comparacion con solucion analitica

Las Figura 3.8 y Figura 3.9 presentan una comparacion entre los resultados obtenidos
numéricamente con la solucién analitica. En estas figuras se observa el efecto de tres
ondas 3 ondas y particularmente en la primera mitad del canal ambas soluciones,
numeérica y analitica, son practicamente iguales. Al comprar la méaxima sobrelevacion
obtenida numéricamente con el valor analitico en la Figura 3.8 se ve que este valor es un
poco menor, sin embargo la forma final de la superficie libre es similar en ambas
soluciones, lo mismo se observa en la Figura 3.9.

Comparacion entre solucion
analitica y numérica

0.3 —

0.2

Selucien analitica ’
®—e 8 Solucién numérica fl

Scbrelevacion superficie libre (m)

0.3 — =
. | : | I ! | .
2500 2000 1500 1000 500 0

Longitud {m)

Figura 3.8. Comparacién entre soluciones numérica y analitica para la maxima
sobrelevacion.
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Comparacion entre solucion
analitica y numérica

0.3 —

0.2

Solucion analitica
O————0 Solucién numeérica

Sobrelevacion de la superficie libre

0.2 —

0.3 T |
2500 2000 1500 1000 500 0

Longitud ()

Figura 3.9. Comparacion entre soluciones numérica y analitica para la minima
sobrelevacion.

3.2.2 Accion del viento sobre una cuenca cerrada de batimetria variable

Como segundo caso, se presenta el funcionamiento del modelo en dos dimensiones para
una batimetria cerrada y variable sobre la cual actia un esfuerzo inducido por un campo
de viento variable, tal como lo propone (Rogers, 2001). La batimetria de analisis es circular
de radio maximo 190 m, con una profundidad en el centro de 0.80 m y en el contorno de
0.50 m. El esfuerzo de viento inicia en cero y llega 0.02 N/m? al cabo de 1000 s, a partir
de este momento permanece constante con una direccidbn de incidencia del viento
actuando desde el noroeste durante toda la simulacion.

322 1 Batimetria

Al analizar este caso de validacidén se decidié construir una malla Multiquadtree de 2 por 2,
con los puntos semillas comprendidos entre 0.65 y -0.1 m. En la Figura 3.10 se presenta la
batimetria obtenida para cada una de las submallas.
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Figura 3.10. Batimetria de la cuenca circular cerrada de fondo variable

3.2.2.2 Malla utilizada

La malla Multiquadtree tiene 4 submallas, las dos primeras estan compuestas por 1930
celdas, la malla nimero tres tiene 1936 y la Ultima malla se compone por 1918 celdas, las
celdas mas grades tiene 25.6 m en cada uno de sus lados, mientras que las menores son
de 3.2 por 3.2 m. En la Figura 3.11 se presenta la malla utilizada para le ejecucion del
modelo bidimensional
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Figura 3.11. Malla MultiQuadtree de 2 por 2 para la cuenca circular con fondo variable

3.2.2.3 Superficie libre para circulacion estable

La Figura 3.12 presenta la variacién de la superficie libre una vez que el viento a llegado a
su méximo esfuerzo, la superficie libre se apila en la direccion del viento.
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0.00025
-0.00020
- +0.00015

-0.00010
- 0.00005
- 0.00000
-0.00005
-0.00010
+-0.00015

.~ ~-0.00020
-0.00025
--0,00030

+-0.00035
-0.00040

--0.00045
--0,00050
-0.00055

Velocidad

Figura 3.12. Superficie libre en la cuenca circular cuando la modelacién es estable

3.2.2.4 Velocidades para circulacion estable

En la Figura 3.13 se presenta el patron de velocidades para el instante de tiempo t=1800s,
el cudl coincide con lo reportado por Rogers (2001), Figura 3.14.

El resultado obtenido para el instante de tiempo t=1800s, el cual al compararse con el
resultado obtenido por Rogers (2001) es idéntico. La velocidad méaxima obtenida es de
0.012 m/s y se observan dos remolinos simétricos cuyas velocidades son opuestas a las del
viento en el centro de la cuenca con la misma direccién en los bordes de ésta, lo anterior

es producto del efecto inducido por un viento constante sobre un fluido contenido en una
batimetria variable.
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Figura 3.14. Patrén de velocidades de circulacion inducida por viento reportada por

En la Figura 3.15 se muestra un detalle de los vectores de velocidad de la submalla 1, en
la cuél se observa la presencia de un remolino que gira en el sentido de las manecillas del

reloj.
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3.3 Modelo tridimensional

3.3.1 Circulacion inducida por viento en una cuenca cerrada

Para ilustrar la precision del modelo, se realiza la comparaciéon con los resultados
reportados por Kogyigit et al (2002), para la evaluacion de la circulacién inducida por el
viento, con una magnitud de 10 m/s, actuando en la direccion mayor de un lago
rectangular con una longitud de 10 m, con un ancho de 1.4 m y una profundidad de 10 m.
Para este caso se consideraron 20 capas de subdivision en la direccion vertical.

3.3.1.1 Malla utilizada

La malla Multiquadtree tiene 1 submalla, construida a partir de los puntos semillas
comprendidos entre -0.1 y 10 m y en total se tienen 128 celdas en la direccion X y 16
celdas en la direccidon Y. Los anchos en cada una de las direcciones son de 0.082 m y de
0.1 m, respectivamente. La malla aunque puede considerarse como una malla regular es
una malla jerarquica.

3.3.1.2 Superficie libre para circulacion estable

En la Figura 3.16 se presenta la forma que alcanza superficie libre del lago por accion del
viento. La superficie del agua se apila en la direccion del viento, donde el nivel es mayor y
menor en el otro extremo. La sobreelevacién es simétrica e igual a 1.6x10™° m.

!:0_000016
0.000014

0.000012
| 0.000010
| 0.000008
- 0.000006
| 0.000004
| 0.000002
- 10000000
L 0000002
L 0.000004
- 0000006
L 10.000008
L 0.000010
L 0.000012
L 0.000014
- 0.000016

Figura 3.16. Superficie libre estable, viento actuando en direccion X
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3.3.1.3 Velocidades para circulacion estable

En la Figura 3.17 se presenta el comportamiento bidimensional del modelo. Las
velocidades son méaximas en la parte media del lago y minimas en las fronteras este y
oeste, la magnitud méaxima de la velocidad es de 3.35 x 10 ® m/s.

Para una mejor visualizacion de los resultados y en virtud que todas las velocidades tienen
una direccion este-oeste, en la Figura 3.18 se muestran los modulos de las velocidades en
X. A partir de esta figura se observa que las magnitudes maximas estan en el centro y las
minimas, las cuales son 10 veces menores, estan en las fronteras. Si este ejemplo se
analizara solamente con un modelo bidimensional daria la impresion que el agua esta en
reposo.

20 40 60 80 100 120
t 7.58682E-07 m/s

Figura 3.17. Patron de velocidades, modelo bidimensional

15 -
10 $itiss R T s i
i o mmp mmm g
5 sasssss ssssasassss ssssassasssssssassisss sassase i
sassese o EE 0 sEm sssase
I I I I I I
20 40 60 80 100 120

0.00000002 a 0.00000017
0.00000017 a 0.00000028
@ 0.00000028 a 0.00000038
0.00000038 a 0.00000047
0.00000047 a 0.00000055
0.00000055 a 0.00000062
@ 000000062 a 0.00000068
@ 000000068 a 0.00000072
@ 0.00000072 a 0.00000075
@ 0.00000075 a 0.00000076

Figura 3.18. Patron de velocidades, modelo bidimensional

En la Figura 3.19 se presenta el comportamiento en vertical de un corte realizado en la
mitad del canal. Se observa que en el centro del lago las velocidades en las capas
superiores tienen el sentido del viento, mientras que en las capas inferiores se mueven en
sentido opuesto. Al analizar la frontera este, a medida que el agua va llegando a la
frontera, la direccion de la velocidad cambia de este-oeste a norte-sur, en tanto que en la
frontera el movimiento solo se da en sentido vertical. Cuando el agua se aproxima a la
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esquina inferior derecha, la velocidad cambia gradualmente su sentido de norte-sur a
oeste-este. Un comportamiento similar se presenta en la frontera oeste.

5
_10_ :
154
-20-=

*  0.006m/s

Figura 3.19. Patron de velocidades, modelo tridimensional
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0.00000000 a 0.00026866
@ 000026966 a 0.00046249
@ 000046249 a 000087177

0.00087177 a 000082885

0.00082885 a 000104816
@ 000104616 a 0.00117030
@ 000117030 a 0.00124100
@ 000124100 a 0.00136361
@ 000136861 a 000208125
@ 000208125 a 0.00598600

Figura 3.20. Patron de velocidades, modelo tridimensional

Para el caso descrito, la magnitud maxima que se presenta en la estructura vertical se
encuentra en las fronteras este y oeste con un valor de 0.006 m/s, mientras que en el
centro la velocidad maxima es de 0.0025 m/s, la cual es 3000 veces mayor que la obtenida
con el modelo bidimensional.

En la Figura 3.21 se presenta el comportamiento reportado por Kogyigit et a/ 2002. El
patron y valores reportados coinciden con los obtenidos el modelo desarrollado en el
presente trabajo. Al observar la esquina inferior izquierda, el modelo de Kogyigit et a/ 2002
presenta los vectores de velocidad con sobresaltos, lo cual se ha mejorado notablemente
con la aplicacion del modelo numeérico de esta tesis.
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Figura 3.21. Solucién numérica Kocgyigit et al 2002

3.3.1.4 Comparacion con solucion analitica y numérica de Drago et al 2000

Drago et a/ 2000 presentan una solucion analitica bajo el siguiente ejemplo: viento
actuando con una magnitud de 22.8 m/s (1.5 N/m2) en la direcciéon X de un lago que tiene
3400 m de largo y 10 m de profundidad. Se utilizan 10 capas para representar las
coordenadas verticales y se realiza la misma comparacion con el modelo desarrollado en
esta tesis. En la Figura 3.22 se realiza una comparacion entre las soluciones numérica con
el coeficiente de viscosidad de remolino vertical constante y variable de las velocidades en
la direccion x en funcién de la profundidad. La Tabla 3.1 presenta una comparacion entre
las 4 soluciones: resultados analiticos, solucién propuesta por el mismo Drago y el modelo
desarrollado en este trabajo de investigacion con. De la Figura 3.22 y la Figura 3.22 se
puede ver que el modelo desarrollado en este trabajo reproduce significativamente mejor
la solucion analitica cuando el coeficiente de viscosidad de remolino es constante, ya que
en la solucién analitica este tiene un valor fijo, particularmente en la superficie libre se
obtiene una solucion similar y ligeramente diferente en el fondo.

Solucién analitica Solucién Drago, Modelo Propuesto Modelo Propuesto
Ley Logaritmica Ley Logaritmica Ley constante

Superficie Fondo Superficie Fondo Superficie Fondo Superficie Fondo

(m/s) (m/s) (m/s) (m/s) (m/s) (m/s) (m/s) (m/s)

0.39 -0.186 0.367 -0.101 0.417 -0.08 0.38 -0.12

Tabla 3.1. Comparacion entre solucion analitica y numérica de Drago y modelo
propuesto

Es importante mencionar que para este caso de validacion la mejor solucion se obtuvo con
el coeficiente constante, pero para casos reales para obtener una mejor aproximacion a la
realidad, dicho coeficiente debe ser variable.
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Figura 3.22. Solucién numérica al ejemplo propuesto por Drago et al 2000.



4 Caso de aplicacién sobre una batimetria real

4.1 Introduccion

Es este capitulo se presenta la aplicacion de los modelos desarrollados en esta tesis sobre
una batimetria real, la bahia de la ciudad de Campeche, en el estado de Campeche. Se
selecciond este caso ya que existe una iniciativa por parte del gobierno de esta ciudad para
crear una playa en sus costas que permita aumentar el turismo nacional e internacional,
sin embargo y debido al nivel de contaminacion de sus aguas sera necesario realizar, antes
de la construccion de la playa, medidas de saneamiento costero que conlleven a que las
aguas de bafio cumplan con los requisitos estipulados por las normas mexicanas. A priori,
una de las alternativas mas conveniente es la construccién de un emisor submarino, ya
que de esta manera se realizaria una descarga controlada de las aguas residuales.

Como una opcidn a esta alternativa se presentan los resultados del comportamiento
hidrodindmico en dos y tres dimensiones cuando actia sobre la bahia la marea
astronOmica, asi como del comportamiento asociado de un vertido de aguas municipales
ubicado a 1000 m de la playa.

4.2 Batimetria de la bahia de Campeche

4.2.1 Campafa de campo de enero de 2004

La batimetria de la bahia de Campeche se realizd en enero de 2004 por medio de una
campafia realizada por el centro EPOMEX, la Secretaria de Marina y el Instituto de
Ingenieria de la UNAM. Se utilizd un ecosonda Midas Surveryor y el software de
navegacion Hypack, propiedad del Instituto de Ingenieria. En la Figura 4.1 se presentan los
transectos realizados y en la Figura 4.2 se muestra la batimetria obtenida a partir de estas
mediciones. La profundidad maxima medida fue de 4.0 m a 4.0 Km de la base militar de
Lerma.
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Figura 4.2 Batimetria obtenida a partir de los transectos



4.2.2 Complemento de batimetria

En virtud que la campafa de campo fue limitada a la medicion de cotas batimétricas en la
zona menos profunda, para complementar el &rea de andlisis se adicion6 informacion de
los datos batimétricos de la carta 28265 comprendidos entre las coordenadas UTM
(734856, 2190.0957) y (762856, 2199944), publicada por la armada de los Estados Unidos
(HYCOOP). En la Figura 4.3 se presenta dicha carta.

o “CAMPECHE

- B 0

5 )

& = |8

] [&

i § &
Y

) il

Figura 4.3 Carta batimétrica No 28265 de HYCOOP

Combinando ambas fuentes de informacion, la batimetria final de trabajo que se obtuvo de
la bahia de Campeche se muestra en la Figura 4.4. Esta batimetria tiene 25.5 Km de largo y
12.5 km de ancho, la méaxima profundidad es 5.0m, ubicada en la esquina Noroeste. La
linea de costa de la ciudad de Campeche estd comprendida entre el puerto conocido como
“El Embutido” y la base de la Secretaria de Marina de Lerma, tal como se indica por medio
de la elipse roja en la Figura 4.4.
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Figura 4.4 Batimetria final de la bahia de Campeche

4.3 Malla Multiquadtree utilizada

El dominio de célculo se dividié en 2 por 1 mallas, dos en el sentido longitudinal y una
malla en el sentido transversal. La maxima resolucion espacial se establecié entre las cotas
0.80 m y -1.5 m con anchos de celda de 49.87 m y 49.16 m en las direcciones X y Y
respectivamente, las celdas mas grandes tienen una resolucién espacial de 3191.68 m por
3146.24 m. En la Tabla 4.1 se presentan las caracteristicas principales de cada una de las
mallas que componen el Multi-Quadtree y en la Figura 4.5 se muestran las dos mallas
utilizadas para la bahia de Campeche. La numeracion y ubicacion general de las mallas es
de oeste a este, se indica en la Figura 4.6. El paso de tiempo de la modelaciéon fue de 1.0 s
para la parte bidimensional y 50 s para la tridimensional. En el modelo tridimensional se
consideraron 5 capas.

Malla Multi Quadtree Cantidad de celdas

1 2173
2 2389

Tabla 4.1. Caracteristicas de las mallas Multi-quadtree que componen el dominio de
céalculo
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Figura 4.5 Numeracién y ubicacién general de las mallas Multi-quadtree para la bahia
de Campeche

Figura 4.6 Mallas Multi-quadtree utilizadas para definir la bahia de Campeche.

4.4 Modelacion hidrodinamica

Para estudiar el comportamiento hidrodinamico de la bahia de Campeche se model6 una
marea astrondémica con periodo de 12 h y amplitud 0.65 m. Dicha marea incide por la
frontera norte de cada una de las mallas, los resultados que se presentan a continuacion
corresponden al quinto ciclo de marea, ya cuando la solucion se estabilizé.

4.4.1 Pleamar

La Figura 4.7 presenta la superficie libre el agua cuando se presenta la pleamar, la maxima
sobrelevacién se presenta en la malla 1, equivalente a 0.28 m, en la malla 2 es de 0.2 m
para la malla 2.
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Figura 4.7. Superficie libre del agua para la pleamar en el primer Multi Quadtree

A continuacion se presenta el patron de velocidades, tanto para el modelo bidimensional
como para el tridimensional, en cada una de las malla multi-quadtree en las que se ha
dividido el dominio. La Figura 4.8 presenta el comportamiento bidimensional, las maximas
velocidades se obtienen en la malla 2, y son equivalentes a 0.39 m/s, la escala grafica de
las dos figuras es igual, para realizar una comparacion visual.

Las figuras Figura 4.9 a Figura 4.11 presentan el comportamiento hidrodindmico obtenido
por el modelo tridimensional para tres capas diferentes, la Figura 4.9 para la capa
superior, la Figura 4.10 para la capa intermedia y la Figura 4.11 para la capa inferior, el
patrén de circulacién en todas las capas es similar al obtenido por el modelo bidimensional,
pero las magnitudes de los vectores no, para las capas superiores, estas son superiores a
la velocidad media, para las inferiores son de menor magnitud, manteniendo la misma
direccion
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Figura 4.8.Patrén de velocidades para la pleamar en el primer Multi-Quadtree

En la capa 01 la velocidad maxima calculada es cercana de 0.60 m/s, en la capa del medio
es 0.40 m/s, para la capa 5 la velocidad es 75% menor de lo calculado para la capa 01,
esto debido al efecto de la friccion.

Lo anteriormente mencionado se ejemplifica en la Figura 4.12 en la cual se compara para
una misma celda los resultados obtenidos con los modelos en dos y tres dimensiones, esta
celda se encuentra a 1500 m de la playa en la malla 2, se observa que el modelo
bidimensional predice una magnitud de su velocidad igual a 38 cm/s, el modelo
tridimensional para la capa 01 obtiene 57 cm/s y para la capa mas cercana al fondo 0.10

cm/s.
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Figura 4.9. Patrén de velocidades en la capa 01 para la pleamar en el primer

Multiquadtree
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Figura 4.10. Patron de velocidades en la capa 03 para la pleamar en el primer

Multiquadtree
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Figura 4.11. Patron de velocidades en la capa 05 para la pleamar en el primer
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Velocidades para el punto 502 MQ 1
Pleamar 5 ciclo de marea
x=9051m,y=1745m

0. 0.5665
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Velocidad horizontal (m/s)

Figura 4.12. Perfil en dos dimensiones vs perfil en tres dimensiones

4.4.2 Bajamar

La Figura 4.13 presenta el comportamiento de la superficie libre cuando se presenta la
bajamar, la cual es equivalente a -0.36 menlamallaly de 0.27 m
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Figura 4.13. Superficie libre del agua para la bajamar en el primer Multi Quadtree

La Figura 4.14 presenta el comportamiento bidimensional para la bajamar en el quinto
ciclo de marea, el sentido de los vectores de velocidad es opuesto al obtenido para la
pleamar, la marea ahora sale del dominio La maxima velocidad se presenta en la malla 2 y

es equivalente a 0.40 m/s.
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Figura 4.14. Patron de velocidades para la bajamar en el primer Multi-Quadtree
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La Figura 4.15 presenta el comportamiento obtenido por el modelo tridimensional para la
capa superior, el patron de circulacion es similar al obtenido en la Figura 4.14 pero la
magnitud de las velocidades es mayor en un 50% aproximadamente, en la malla 2 se
presenta la mayor velocidad, la cual es un poco superior a 0.64 m/s
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2000 4000 6000 5000 10000 129 14000 16000 18000 20000 22000 24000

Figura 4.15. Patrén de velocidades en la capa 01 para la bajamar en el primer
Multiquadtree

La Figura 4.16 y La Figura 4.17 presentan el comportamiento para las capas del medio e

inferior, conforme las capas se acercan al fondo la velocidad disminuye.
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Figura 4.16. Patron de velocidades en la capa 03 para la bajamar en el primer
Multiquadtree
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Figura 4.17. Patrén de velocidades en la capa 05 para la bajamar en el primer
Multiquadtree

En la Figura 4.18 se presenta para la celda 4288 ubicada en la malla 3, misma celda de la
Figura 4.6, las magnitudes de las velocidades obtenidas en por el modelos en dos y tres
dimensiones, se observa que para las capas superiores estas son 25% mayores a la
velocidad media, para la capa inferior es 48% menor, comportamiento similar al obtenido
para el instante de pleamar.

Velocidades para el punto 512 MQ 1
Bajamar 5 ciclo de marea
x=9051m,y=1745m

03285 0.4048
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Velocidad horizontal (m/s)

Figura 4.18. Perfil en dos dimensiones vs. perfil en tres dimensiones para bajamar
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4.5 Modelacion emisor submarino

Se considera la descarga puntual de un emisor submarino en la celda 1966 de la malla 2
gue tiene como coordenadas 15759 my 2163 m, este se encuentra a 1000 m de la costa
con una profundidad de 1.2 m, el emisor comienza a descargar al inicio del quinto ciclo de
marea en la capa 5 con una concentracion inicial de 100 mg/l. A continuacién se presentan
los campos de concentraciones para las capas inferior, media y superior en los instante de
pleamar y bajamar del quinto ciclo de marea.

Para la pleamar el area de afectacion es reducida, concentrandose principalmente en las
capas inferiores cercanas al punto de descarga, para la bajamar, esta area a aumentado
considerablemente, el contaminante ha llegado a la costa y se observa que cerca del
puerto de abrigo “El Embutido” existen niveles importantes de contaminante, esto debido a
que esta estructura funciona como una barrera fisica que impide el paso de contaminante
hacia la zona norte de Campeche y por lo tanto en sus inmediaciones las concentraciones
son altas.

Las Figura 4.19 a Figura 4.21 representan el mapa de contaminantes para la pleamar en
las capas 5, 3y 1, las Figura 4.22 a Figura 4.24 representan las mismas capas pero para
el instante de bajamar, 6 horas después. Estas graficas estan elaboradas con la misma
escala, con el fin de hacer una comparacion adecuada. Las Figura 4.25 y Figura 4.27
muestran el comportamiento del contaminante para la pleamar del sexto ciclo de marea,
cuando han pasado 15 horas desde el inicio de la descarga del contaminante, se observa
gue en todas las capas, el puerto de abrigo tienen importantes concentraciones de
contaminante cerca de la playa, también el contaminante ya se encuentra en las celdas del
lado este de la primera malla.
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Figura 4.19. Mapa de contaminante para la capa 05 en las mallas 1 y 2, pleamar 5to
ciclo
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Figura 4.20. Mapa de contaminante para la capa 03 en las mallas 1 y 2, pleamar 5to
ciclo
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Figura 4.21. Mapa de contaminante para la capa 01 en las mallas 1 y 2, pleamar 5to
ciclo

100




Figura 4.22. Mapa de contaminante para la capa 05 en las mallas 1 y 2, bajamar 5to
ciclo
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Figura 4.23. Mapa de contaminante para la capa 03 en las mallas 1 y 2, bajamar 5to
ciclo
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Figura 4.24. Mapa de contaminante para la capa 01 en las mallas 1 y 2, bajamar 5to
ciclo
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Figura 4.25. Mapa de contaminante para la capa 05 en las mallas 1 y 2, pleamar 6to
ciclo
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Figura 4.26. Mapa de contaminante para la capa 03 en las mallas 1 y 2, pleamar 6to
ciclo
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Figura 4.27. Mapa de contaminante para la capa 01 en las mallas 1 y 2, pleamar 6to ciclo
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Conclusiones y futuras lineas de trabajo.

A continuacién se presentan, capitulo a capitulo, las conclusiones y comentarios obtenidos
en el presente trabajo.

Capitulo 1. Sistema de mallado

Se presentd un nuevo sistema de mallado, basado en la técnica quadtree, que permite
subdividir una determinada region en varias submallas, de esta manera se hace mas
eficiente el calculo numérico, ya que no es lo mismo trabajar, por ejemplo, con una malla
que tiene N celdas que trabajar con cuatro mallas, cada una de ellas con N/4 celdas, en la
primera, el tiempo que al computador le toma ejecutar un paso de tiempo es mayor que el
tiempo necesario para ejecutar el mismo paso de tiempo con las submallas.

Se verificd que con las mallas Multi-quadtree se logran ahorros de tiempo considerables, y
se obtuvieron soluciones numéricas similares a las obtenidas con malla regular.

Capitulo 2. Ecuaciones de gobierno

Se desarroll6 un modelo hidrodinamico para lagunas y zonas costeras que puede trabajar
en dos o tres dimensiones.

La parte bidimensional resuelve las ecuaciones de aguas someras bajo en esquema de
volumen finito, la parte tridimensional trabaja en diferencias finitas, con la ventaja de
utilizar la dimension vertical bajo coordenadas sigma, con lo cual se obtienen, sin importar
la profundidad, el mismo numero de capas en todo el dominio de calculo. Este modelo es
rapido y estable. Ambos versiones del modelo pueden trabajar con coeficientes de
viscosidad de remolino constantes o variables.

Se desarroll6 un modelo de transporte en tres dimensiones que permite analizar
exitosamente el comportamiento de un contaminante conservativo.

Capitulo 3. Validacion modelo numérico.

Se valid6 el modelo numérico bidimensional con dos casos, el primero con la propagacion
de una onda larga en un canal de fondo y ancho variable, aqui se obtuvieron resultados
congruentes a los predichos por la solucion analitica, el segundo caso de validacién fue
para el viento, con el cudl se obtuvieron resultados similares a los obtenidos con otros
modelo numéricos.

El modelo tridimensional se probd para un viento actuando sobre una cuenca cerrada, los

resultados obtenidos al ser comparados con la solucién analitica dieron una mejor
aproximacion lo publicado por otros autores.
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Capitulo 4. Caso de Aplicacién.

Se presentd el comportamiento hidrodindmico de la bahia de Campeche cuando sobre esta
actua la marea astrondémica. Segun los registros medidos en campo en la costa esta marea
tiene una amplitud de 0.70 cm, el modelo numérico obtuvo un valor de 0.65m. Las
velocidades en la capa superior son aproximadamente un 50% mayores que las obtenidas
por el modelo bidimensional.

En la capa inferior son, en promedio, un 25% menores a la velocidad media. Esto es
importante, ya que influye directamente en el transporte de un contaminante conservativo.

Se realiz6 el vertido a un kilbmetro de la playa, en cercania del puerto de abrigo, de un
emisor submarino hipotético. Se observa que las mayores concentraciones del
contaminante se dan entre el punto de descarga y la costa; en mar adentro es poca la
concentracion, esto conlleva a desechar la ubicacion que se ha propuesto del emisor
submarino, y que es necesario llevarlo a una distancia mayor de la costa.

Futuras lineas de trabajo
Considerar que un trabajo de investigacién como el de esta tesis culmina al cien por ciento
es erroneo, siempre se abren nuevos caminos que podrian mejorar los resultados
obtenidos, por ello se proyectan las siguientes lineas de trabajo.
e Considerar la variacion de la presién atmosférica y de esta manera tomar en cuenta
la que se presenta debido a ciclones tropicales. Esto permitiria conocer el campo de

velocidades, ya no bidimensionalmente, sino en tres dimensiones.

e Analizar el orden de integracion temporal del modelo numérico para poder utilizar
pasos de tiempo mayores y de esta manera obtener resultados mas rapidamente.

e Mejorar el sistema de mallado, para que este sea dinamico en el tiempo y la
hidrodindmica se adapte mejor al secado y mojado de celdas.
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A Ecuaciones resueltas por el modelo bidimensional

Las ecuaciones que resuelve el modelo son las ecuaciones de Reynolds para un flujo
turbulento.

A.1 Ecuacién de continuidad

Se considera un volumen de control infinitesimal de caras AxAyAz con las componentes de

velocidad u,v,w, definidas en el centro del volumen, como se observa en la Figura Anexo
A. 1.Se considera que se conocen todas las derivadas en ese punto.

z
A

Az

AX

y

Figura Anexo A. 1. Definicion volumen de control

Aplicando el desarrollo en series de Taylor, definido para cualquier caracteristica del fluido
¢ (presion, velocidad, salinidad...)

Direcciéon x

q{xi&}:¢(X)i1{a¢(x)¥}+1{M£}il{%£}+... (A1)

Direccion y
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¢[yi%}=¢(y)i£{Mﬂ}+l{MA—w}il{MA—q+... (A.2)

2| oy 11| 4| oy* 21| 8] oy 3!
Direccion z
¢{Zi£}:¢(z)ii[_a’”(z)E}E{—y‘éﬁz“—ﬂil{—y‘”ﬁz)A—Zg}... (n.3)
2 2| oz 1| 4| oz 2V | 8] oz 3!

En las ecuaciones anteriores se puede asumir que los términos mayores al segundo orden
son despreciables.

El flujo de masa se define como la cantidad de masa por unidad de tiempo

Fmasa :? (A.4)

m
- A.5

Lty (A.5)

Fmasa = % (A.6)
Vv

Q= T (A.7)

Fmasa = pQ (A.8)

Q=VA (A.9)

Fmasa = pvA (A.10)

donde: m ,masa; ¢, tiempo; p, densidad; V, volumen; @, Caudal; v, velocidad.

Apoyandose en el desarrollo en series de Taylor, el flujo de masa por unidad de area en
cada una de las caras del cubo infinitesimal es:

pu(x—% :pu—aéixu% (A.11)
pu(x+% :pu+ag;xu% (A.12)
pu(y—% :pv—%% (A.13)
pu(y+% :pv+aaL;v% (A.14)
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of 2-22 2 pw- WAz
p 2 )P w2

Az OpW Az
poul 2+— |= pW+——
2 0z
Lo anterior se indica en Figura Anexo A. 2
D H
C G
dpu AX | dpu AX
| —— P U+ ——
ox 2 B______ o ox 2
. F
A E

Figura Anexo A. 2. Flujo de masa en un volumen de control

(A.15)

(A.16)

Para la direccion x, el flujo de masa que entra a través de ABCD en un intervalo de tiempo

At es:

ent

M :{pu—@ﬂ}AyAzAt
ox 2

el flujo que sale por EFGH es:

M = [ puU+ @';Uﬂ} AyAzAt
ox 2

el flujo neto de masa en la direccion x es

M Neto — Ment - Msale
opu AX opu AX
M_. =| pu——— |AYAZAt —| pu +—— |AYAZAL
- s 2225,
M. =P Avayazat
OX

Si se realiza lo mismo para las direccion yy z, el flujo neto para cada direccion es

M = - 9PV axayazat
oy

netoy ~

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)
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_opw

M = AXAYAZAL
z

netoz

El flujo neto de masa en todo el volumen de control es

La cantidad de masa en un instante ¢, dentro del volumen de control es

M. = —(a”“ LoV, aijAxAyAzAt

oXx oy oz

M = pAXAyAz

con base en el desarrollo de Taylor, se obtiene

d

M (t +%) = PAXAYAZ + (

t —%) = PAXAYAZ —

0( pPAXAYAZ) At
2

O( pAXAYAZ) At

el incremento de la masa en At, es

M (At) = pAXAYAZ +

2
M (At)=M [t+£j— M (t—gj
2 2
0( pAXAYAZ) At _ oAXAYAZ+ O( pAXAYAZ) At
ot 2 2
M (At) =—6(pA2tAyAZ)At

Igualando (A.24) y (A.30) (1.30) se obtiene
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OX

|

oy

opu N opv N opW N

8( pAxAYA
apu+apv+aijAxAyAzAt=—(p XAyAz) oy

OX

% AXAYAz =0
oy oz ot

8pu+8pv+6pw+8_p:0
ox oy oz ot

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)



La ecuacion (A.33) es la ecuacidén de continuidad tridimensional, esta ecuacion se aplica a
todo tipo de flujos, incluidos los flujos turbulentos compresibles no estacionarios.

Si el flujo es incompresible dp/ot =0, la ecuacion (A.33) queda

opu N opv N OpW

=0 (A.34)
ox oy oz
pa—u+ua—p+pﬂ+va—p+p@+wa—p:0 (A.35)
oX  OX oy oy 0z 0z
pl M oW, wa—":o (A.36)
oXx oy oz oz
pdivw +Vgrad p=0
como grad p=0, pdivw =0y p=#0
divw =0 (A.37)
u, v ow_g (A.38)
ox oy oz

A.1 Ecuacién de cantidad de movimiento

A.1.1 Formulacién general

Para obtener las ecuaciones de cantidad de movimiento para un flujo no estacionario
tridimensional, la segunda ley de Newton establece que la sumatoria de las fuerzas
externas actuando por unidad de masa debe ser igual a la variacibn de cantidad de
movimiento, es decir:

mV
SF- ) _m2Y .y Dm (A.39)
Dt = Dt

Donde F es la fuerza resultante, m es la masa y V es la velocidad, si se establece la
conservacion de masa, ém/ot =0

SF-m>v (A.40)
Dt
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Esta ecuacion se puede desarrollar considerando las componentes de las fuerzas en la
Figura Anexo A. 3 para un volumen de control de caras dx,dy,az.

0o,, AZ
! O-ZZ —_
| 0z 2
|
| 01, Az
| sz —_—
! oz 2
| or, AZ
| —_—
| ZX
| oz 2 ot Ay
0T Ay r o272
 —— =L ooy 2
; / i ay 2
ol, A oo
o e o L)
8y 2 : Xz ox 2 ay 2
| ot Ay
| T, _—
ey N drgAx %y 2
ooy 2 T 2
o 00, AX
s O yx
d ox 2
z
y
X

Figura Anexo A. 3. Esfuerzos actuantes sobre un volumen de control

En los esfuerzos anteriores el primer subindice indica la cara donde actua el esfuerzo en la
direccion indicada por el segundo subindice. Las fuerzas en la direccion X, incluyen dos

tensiones tangenciales y una tension normal, las cuales estan dadas por o,,,7,,.7,, Y la
fuerza mésica X. La tensién normal incluye la presion y esta dada por:
o,=—P+1, (A.41)

Si se asume que el volumen de control del elemento permanece constate, al aplicar la
ecuacion (A.40) se obtiene:
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prAyAzgz PXAXAYAZ +| o, 00y AX AYyAZ—| o _ 0oy AX AyAz
Dx X 2 ox 2

0

N sz+afzx£ AxAy — TZX_OTZXE AXAY — Tyx+iﬂ AxAz  (A.42)
ox 2 ox 2 ox 2
ot

+| Ty T AY | avaz
ox 2

Du o 0T, or
prAyAzD— = pX AXAYAz + —= x T AXAYAZ + P AXAYAZ + —2 P Cax —2 AXAYAzZ (A.43)
X

si se reemplaza (A.41) en (A.43) se obtiene

0
PAXAYAZ bu_ PXAXAYAZ - P» + Ot AXAYAZ + I AXAYAZ + Oy AXAYyAz  (A.44)
Dx oX  OX OX OX
Du oP 82’ or, ot
X -y Doy oy Ol A.45
Pbx Dx =7 8x oX OX  OX ( )

La ecuacion anterior es conocida como ecuacion de Saint-Venant en la direccion X.
La derivada total se define como :

Du _au ou ou ou
—4tU—+V—+w—
Dx ot ox oy 0z

En la cual el primer término a la derecha del signo igual representa la aceleracién local y
los otros tres términos la aceleracién convectiva.

A.2.1 Flujo laminar

Para expresar la ecuacion (A.45) en términos de las deformaciones, es conveniente
establecer que la propiedad fisica que caracteriza la resistencia de los fluidos a la
deformacion es la viscosidad, p . se utiliza el siguiente ejemplo parra entender la ecuacion
mencionada.

Considérese un fluido entre dos placas paralelas suficientemente largas de area A,
separadas una pequefia distancia ). Si se observa que pasa cuando la placa ubicada en la
parte superior de la figura Figura Anexo A. 4, inicialmente estética, es puesta en
movimiento en el tiempo t = 0 con una velocidad constante, V, a medida que el tiempo
transcurre el fluido empieza a moverse y después de un cierto tiempo el perfil de la
velocidad presenta una distribucion uniforme. Cuando este estado es alcanzado, una
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fuerza constante, F, es necesaria para mantener la velocidad de la placa superior con area,
A, con dicho valor inicial de velocidad, es decir.

\ > \

y =0 y t>0 y t>>0

| \ | \ |
Figura Anexo A. 4. Distribucién de velocidades entre dos placas paralelas

F= uﬂ (A.46)
y

Recordando que el esfuerzo cortante, t , ejercido sobre el fluido, es la fuerza entre el area
de las placas, F/A, y que la velocidad, V/y, se puede expresar como odu/dy, entonces el

esfuerzo cortante queda expresado como

ou
T, = p— (A.47)
T oy

Este esfuerzo cortante debe estar complementado por otro esfuerzo de igual magnitud
pero en sentido contrario de tal manera que el elemento no se acelere rotando con una
velocidad angular infinita a medida que su tamafio se hace cada vez mas pequefio, Figura
Anexo A. 5, en caso de que no existiera este esfuerzo equivalente, el elemento rotaria y el
flujo no se podria considerar como irrotacional.
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Figura Anexo A. 5. Deformacién debido a esfuerzos cortantes

Para determinar el esfuerzo cortante que se opone rz, , se considera un flujo cortante en el

Xy ’
cual las placas estan orientadas en la direccion, por lo que el esfuerzo cortante sobre esta
superficie esta dado por

ov
T, =M— A.48
yX ’ll aX ( )

Cualquier combinacion de los flujos en la figura 5b genera esfuerzos viscosos que estan
definidos como la suma de las contribuciones independientes

au a"} (A.49)

Txy :Tyx :,LI(E‘F&

Relaciones similares pueden obtenerse para los planos (x,z) y (y,z) de tal manera que

ou  ow
7 =yl &L A.50
TXZ TZX /’l( az aX J ( )
T, =Ty =U @4‘@ (A.51)
oz oy

Por analogia con los esfuerzos tangenciales, los esfuerzos normales a los planos x, y, z, se
pueden expresar como

121



ou ou ou
_ LU, M A.52
P 'u( OX  OX j H OX ( )

ov
7, =2u (A.53)
Y oy
ro=ou W (A.54)
0z

Sustituyendo las ecuaciones (A.49), (A.50) y (A.52) en las ecuacion (A.45) se obtiene,

ou ou ov ou ow

Rl | 7] it ol ul &9
Du oP a(zﬂaxj [ﬂ(ﬁy @XD (ﬂ(az GXD
p—=pX——+ + +

(A.55)
Dx OX OX oy 0z
Du oP o’'u o o (ov o°u o (ow
—=pX ——A2U St p——t p—| — |+ p—+ p—| — A.56
Pox 7 T T ﬂayz ﬂéx[ayj Hor ﬂﬁx(&j (A:59)
Du oP  ou  du  du o (ou o (ov o (ow
—=pX——+ + + tU—| — |t U—| — |t — A.57
Pox 7 T e Ty T e ”ax(axj ”ax(ayj ”ax(azj (A7)
2 2 2
p%: X—Ejty al:+al:+al; +yi ML v oW (A.58)
Dx OX ox® oy° oz OX\ Ox oy oz

La ecuacion anterior es la ecuacion de Navier-Stokes en la direccion X para un flujo
compresible. Al aplicar la ecuacién de continuidad se obtiene

2 2 2
Du oP ﬂ[au o%u auj (A.59)

—=pX—-——+ + +
Pox " T ax ox* oy’ o1’

La cual es la ecuacion de Navier Stokes para un flujo incompresible.

A.3.1 Flujo Turbulento
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En las zonas someras y estuarios el flujo es altamente turbulento y la ecuacién (A.59) debe
ser modificada. Para obtener la ecuacién de cantidad de movimiento, en la direcciéon X,
para flujos turbulento incompresibles, se multiplica la ecuacién de continuidad, (A.38), por
u, y se le suma (A.59), como se describe a continuacion

dM LY LM (A.60)
ox oy oz
2 2 2
,0 8_u+u@+va_u+wa_u = X—E—i-lu al:+alj+al: (A61)
ot oXx oy 0z OX ox® oy® oz
a_u+ ua—u+ V8_u+ Wa—u+ua—u+u@+u@—
Pa o oy P T ey
, , , (A.62)
oP ou o0°u ou
pR—— 2t o2 2
OX ox~ oy° oz
ou 0 ou
p—+pU—+U—+pV—+U—+ pW—+U—=
ot 0 0 oy oy 0z 0z
, , , (A.63)
oP ou o0°u ou
pR—— 2t =2 2
OX ox- oy oz
a a a 6 2 2 2
(o) , olpuu) , o(pwa)  o(pwu) o 2P (0 0% o (A.64)
ot OX oy 0z OX oXx® oy® oz
8 a u2 P 0 2 2 2
(pu), 2(2¥)  o(ow) o(pww) o P, ou odu, ou (A.65)
ot OX oy 0z OX ox- oy° oz

Si lo efectos de la rotacion de la tierra se desprecian y se asume Z como la coordenada
vertical

X =0
Y=0 (A.66)
Z=—g

donde g es la aceleracion de la gravedad.

Sin embargo, cuando este efecto no puede despreciarse, aparece una aceleracion debida
al movimiento relativo, conocida como aceleracion de Coriolis,
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Esta aceleracion se debe a que diferentes partes de la tierra rotan con diferentes
velocidades dependiendo de la distancia de estas al eje de la tierra, en el hemisferio norte,
siempre una particula tendera a desviarse hacia la derecha de su trayectoria, en el
hemisferio sur siempre sera hacia la izquierda, como se observa en la Figura Anexo A. 6

Rotacion Rotacion
de la tierra de la tierra

Direccion de

movimiento \ movimiento
deflectada *" -'\ inicial

Direccién de V\V\ Direccion de

movimiento deflectada movimiento inicial

Figura Anexo A. 6 Direcciones de la aceleracion de Coriolis

A.1.1.1 Aceleracion de Coriolis

La obtencion de la aceleracion de Coriolis en las direcciones x y y se detalla a continuacion,
Figura Anexo A. 7 CUAL ES EL ANEXO A .....? Debes entonces cambiarle la numeracion al
anexo, cierto? Ahora lo tienes como “1”
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Us U

S

Figura Anexo A. 7. Esquema para la obtencion de la aceleracion de Coriolis

A es una particula en movimiento

@ es la latitud

U es la velocidad de la particula

Us componente sur de la velocidad
Ue componente este de la velocidad

Uscos®@ y Wsen® no son parte del efecto de Coriolis, no contribuyen a la desviacién de
la particula

Se consideraran Unicamente las componentes que intervienen en la fuerza de Coriolis (Ue,
Us sen®, y W cosd), suponiendo que la particula A se mueve en un plano perpendicular
al eje N-S de la tierra, cortandolo en el punto 5.

M es un punto fijo en la tierra, que gira con ella.

La posicion de A se determina con la latitud @, la distancia al centro AB = r, y el angulo
MBA = 6. 6 es positivo si A esta al este de M.

La particula A tiene una velocidad en direccion este debida Unicamente a la rotacion de la
tierra, dicha velocidad es igual a rw, donde @ es la velocidad angular de rotacion de la
tierra.

Ademas la velocidad relativa de A respecto a la tierra, en direccion este, es Ue = r
(dl/dt); y en direccion ABes Ussen® — W cos® = drl dt.
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Entonces, la velocidad total de la particula A tiene una componente este: {w + (d6/d?)]; y
una componente radial dr/dt.

Considerando un vector definido por dos componentes:
X=Rcosa, Y=Rsena

Las derivadas de dicho vector con respecto al tiempo estan dadas por las derivadas de sus
componentes:

dX dR da
E:ECOSCX—RSGHCZE
(A.67)
dy dR da
— =—s5ena—Rcosa—
dt dt dt

La derivada del vector estd dada por la suma de los vectores; la primera parte en la
direcciébn de un vector de magnitud dR/dt, y la segunda en direccion de un vector de
magnitud R(do/dt), de tal forma que

—sena = cos(a +%); y cosa= sen(a +%) (A.68)

Se ha hablado de las componentes de un vector contenido en un plano XBY, perpendicular
el eje N-S. Observando la figura, pareciera que la componente 1 d6/ dt) es perpendicular al
vector (X, Y), pero realmente se encuentra al este de (X, Y)

Los resultados anteriores se aplicaran a las componentes de la velocidad total de la
particula A, la componente radial: dr/dt; y a la componente este: Hw + (dé/d?)].

La aceleracion radial (en dr/db), tiene una componente o”r/df en direccion radial, debida
a la aceleracion centrifuga, y una componente este, perpendicular a la linea AB, igual a:

ﬁ(md—aj (A.69)
dt dt

De igual forma, la aceleracion en direccion este {Ho + (d6/ df)]} tiene una componente

(A.70)

dr( dej d2eo
—| O+— |+T
dt dt dt?

en la direccion este, y otra radial igual a
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r(m‘l—fj (A.71)

La aceleracién total se integra por las cuatro componentes descritas anteriormente, que se
muestran en la figura.

Si la componente radial : o + (d6/db]?, se expresara de la siguiente forma:
r| @ +20(d0/dt)+(do/dt)’ | (A.72)

se pueden hacer las siguientes observaciones:
1.- Los términos independientes de @
2 2

wodsE o en
son debidos a la aceleracion relativa de la particula respecto a la tierra.
2.- El término re?, que se dirige hacia el punto B, es la aceleracién centrifuga.
3.- Los términos 2a(dridt) y 2wr(dé/df) son perpendiculares a los componentes de la
velocidad:

do

dr )
—=U.sing—-W cosg; r—=
at s ¢ ¢ y at

U, (A.74)

respectivamente, y son los términos de la aceleracion geostrofica.
Para encontrar los términos de aceleracion geostrofica, se multiplican las aceleraciones por
la densidad p. De esta forma, las fuerzas de inercia geostrofica son:

2pa(Ug sin® —W cosd) (A.75)

en direccion horizontal hacia el este; y

2pal (A.76)
en direccion de la linea AB.
Ademas, el término (ZpwUg) tiene una componente horizontal (Zp@wUrs send), y una

componente vertical descendente (ZpwUscos®). Us + Us = U es el vector suma de las
componentes de la velocidad. El vector obtenido de sumar (2wUs sen ¢) y (2oUe sen ¢)
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es (2wU sen ¢) sobre la horizontal perpendicular a la direccion de U, y a la izquierda de
éste.

De tal forma que, la fuerza de inercia geostréfica se compone de los siguientes tres
términos:

1.- Una componente horizontal (2p@wU sen @) perpendicular a U, y a la izquierda de éste.
En el hemisferio Sur ¢ es negativo, y la componente horizontal (2pwU sen @) esta a la
derecha de U.

2.- Una componente horizontal (2pwlW cosd), con direccion hacia el oeste (dada por el
signo de la expresién anterior), es despreciable cuando el movimiento es casi horizontal, y
cuando W/ U es muy pequeiio.

3.- La componente vertical (2poUs cos®) dirigida hacia abajo (o hacia arriba, si el signo

de Ur es negativo), que es sumada o restada con la gravedad, no es de magnitud
comparable con ésta.

Estas aceleraciones se incluyen en las ecuaciones de cantidad de movimiento como:

X =+2vwsin ¢
y =—2uwsin ¢ (A.77)
Z=-0

Donde o es la rotacién de la tierra, igual a 7.3 x 10® rad/s y ¢ es la latitud de la zona de
interes

si f =2wsing y se sustituye (A.77) en (A.65) se obtiene

o(pu) , o(p®) a(pw) o(puw) oP (52“ ou azuj (A.78)

=pfv——~=r+ +—+
ot ox oy a P a My

En la practica, resolver esta ecuacion en detalle, debido al enorme rango de escalas que
intervienen en su célculo, siendo las escalas espaciales y temporales mas pequefias
menores del milimetro y del milisegundo respectivamente, es imposible.

A.4.1 Aproximacion de Reynolds

Para el objeto de esta tesis, o que interesa no son las escalas microscopicas sino las
caracteristicas medias del flujo como con las distribuciones medias de la velocidad. Por lo
tanto, se utiliza para describir un flujo la aproximacion sugerida por Osborne Reynolds, que
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consiste en separar las ecuaciones en dos grupos: uno que representa el movimiento
medio y otro que describe las desviaciones respecto a la media:

U=u+u, (A.79)

donde u es la componente de la velocidad promediada en el tiempo y u, es la velocidad
fluctuante, dadas por

tHAL
1

u=— | udt A.80
A (A.80)

t

u, udt=0 (A.81)

_Et

At es el periodo de promediacion adecuado para separar correctamente el movimiento
medio de las fluctuaciones

Expresando las velocidades, presion y densidad segun la ecuacion (A.79) y sustituyendo en
(A.78) se obtiene:

G Gy Gt G Gy G CR )

+ +
ot OX oy
a(;)+p;j(a+u;j(v‘v+w;) R a(ma’j
+ =f| p+p ||V+V, |-————2L+ A.82
. (p pj( j — (A.82)
aZ(a+u;j 62(\7+v;) aZ[v‘Hw;j
+ +
o oy? o7’
al desarrollar el término
(;a+p;j(a+u;j= Pl pU,+ pl U+ PU, = pi+ A (A.83)

ya que:
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+At t+At

— t . .
PU, :i '[ (put)dtzﬁ j udt=0 (A.84)
t

Operando de la misma manera con el resto de los términos y teniendo en cuenta que, en
el agua, generalmente, las fluctuaciones de densidad son muy pequefias comparadas con
la densidad media, mientras que las fluctuaciones de la velocidad pueden ser del mismo
orden que la velocidad media, los términos que tienen correlaciones entre fluctuaciones de
densidad y de velocidad son pequefios comparados con aquellos que contienen relaciones
entre componentes de la velocidad, como se indica a continuacion:

(;)+p;j(u+u;][a+u;]=

(,_oﬂ+,bu;+p;d+p;u;j(l]+u;j= (A.85)

PUU+ PULL + p UU+U Pl + pUL, + UL + p, UL, + UL,

= puu+ pu,Uu,

se obtiene

0pl, 0pUl  dpuy,  0pUv_ 0puY,  2piw dpuw

a O Ox oy oy oz oz
_ _ - _ (A.86)
_f‘\;_a_P_I_ 82u+82v+82w
P OX H ox*  oy* orf
é’pu+6puu+8puv+apuw
ot OX oy Ford
_ . - (A.87)
D 20 25 2~ - - —— J—
=f/3\‘,_5_P+ﬂ 0 2u+6 ;/+a W) 0puUY,  DpuY, 3 puw
La ecuacion de continuidad, (A.38), multiplicada por u, queda:
l]a—u+l]@+l]@:0 (A.88)
OX oy oz
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a(mu;j a(m;j a(v‘ww;]
u +u +u =0 (A.89)

U—+U—+U—+U—+U—+U—=0 (A.90)

du -0u -0u -ou - 10P 10 ou -—
—+U—+V—tW—=Ffv———+ U—— puu,
ot OX oy 0z bax /—Oax OX

(A.91)
1o ou -l 1o ou_—os
> ﬂfﬂy o oz| " oz e

al comparar (A.91) con la ecuacion original de Navier-Stokes,(A.59), se aprecia que los
valores instantaneos de velocidad, presion y densidad han sido substituidos por sus valores
promediados en el tiempo y ademas han aparecido tres nuevos términos

N 1T - cn o yriv) R ety
aptt’ _ayptt’ o2 P U W
p P P

los términos entre los paréntesis son conocidos como tensiones de Reynolds y representan
el transporte de cantidad de movimiento debido al movimiento turbulento. Pueden
interpretarse como un mecanismo disipador. Estos términos, en el flujo turbulento, son
mucho mas grandes que las tensiones viscosas, excepto en las proximidades de una
superficie sdlida.

Al despreciar las tensiones viscosas y eliminando la barra de las cantidades promediadas,
para simplificar las expresiones, la ecuacion (A.91) se convierte en:

-4 V— - = —_

ot ox oy 0z p OX poOX

ESCH BpSreval NE SR BRprew
payptt 00z P UW;

ou o6u ou  au 1 0P 18( j
— fv PpUU,

(A.92)
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La expresion anterior es para el eje x, realizando un procedimiento similar para los ejes y y
z, se obtienen las ecuaciones de cantidad de movimiento para flujo turbulento, las cuales
se escriben a continuacion

ov ov oV ov 10P 10 —
E“FU&‘FVE‘FWE: fu—za‘i‘;& —putvt

(A.93)
S vl RSN BSviv

50y P VeV b o1 P VW

OW OW Ow oW 1P 10 ——
—+tU—+V—"+W—=-"0g———+——| — oWV,
ot OX oy 0z p 0L pOX

(A.94)

A.5.1 Hipotesis hidrostatica

Los dominios de aplicaciéon del modelo a desarrollar son areas cerradas o semicerradas
como bahias y estuarios, cuya caracteristica principal es el diferente orden de magnitud
entre sus dimensiones horizontales y verticales: la extension horizontal generalmente es e
varios kilbmetros, mientras que su profundidad es del orden de decenas de metros. Debido
a lo anterior los procesos de cantidad de movimiento y de transporte se realizan en una
escala diferente en las direcciones horizontal y vertical.

La circulacion en el dominio anteriormente definido es predominantemente horizontal, lo
gue supone que las aceleraciones verticales son despreciables frente a la aceleracion de la
gravedad. Lo anterior conduce a la hipotesis de distribucion hidrostatica de presiones, cuya
validez ha sido probada incluso en el caso de flujos propagandose sobre fondos con
apreciables irregularidades en la vertical (Koutitas y O” Connor, 1981).

Al introducir la hip6tesis hidrostatica en la ecuacion (A.94), se eliminan las aceleraciones
verticales y las tensiones tangenciales, la ecuacién que se obtiene da como resultado una
ecuacion de variacion de la presion hidrostatica

oP
- =-pY (A.95)
0z

A.6.1 Aproximacion de Boussinesq

Para flujos que cumplan unas determinadas condiciones, Boussinesq (1903), propuso que
se pueden despreciar las variaciones de densidad en el fluido, excepto en el término de
gravedad, donde aparece el producto og .
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Un primer caso en el que no se puede aplicar esta simplificacion, es un flujo estacionario
con un ndimero de Mach grande. Este nimero se define como u/c, donde u es la velocidad

tipica en el fluido y c es la velocidad del sonido en el medio.

En nameros de Mach grandes lo efectos de compresibilidad no son despreciables debido a
gue grandes cambios de presién causan cambios en la densidad del fluido,, sin embargo,
este efecto deja de ser importante para numeros de Mach menores a 0.3. Para el agua
c =1470m/s y la velocidad u es mucho menor, por lo que esta hipétesis es aceptable.

Cuando la escala vertical del flujo es tan grande que las variaciones de la presion
hidrostatica causan grandes variaciones en la densidad, se tiene una segunda situacion en
la cual la compresibilidad es importante, para que se cumpla la aproximacién de
Boussinesq se requiere que la escala vertical, L, cumpla L << c?/g .

Debido a lo anterior, la aproximacion de Boussinesq en este trabajo esta justificada, dado
que en los casos de aplicacion con el modelo 3D se cumple que u/c << 0.3y L << c?/g.

Para introducir esta hipotesis en las ecuaciones de movimiento se asume que el estado
basico del fluido es hidrostatico (no existe movimiento) definido por presion, p,, Yy

densidad p,. Por lo tanto, el movimiento se produce sélo por las variaciones de presion p

y densidad p :
P=p,+p
Po P (A.96)
P=pPytp
donde p << p, Y p << p,
Al sustituir (A.96) en (A.92) se obtiene
( Du o(p+p) 8 —
(po+p )(Ft_ WJ:%'F&(_IOUNJ
(A.97)
0 —) 0 ——
+a_y —P UV, +§ —pUW,
al aplicar Boussinesq
Du o of —) o —) of —
——p,V=—"+—| —puu, |[+—| —puyV, |[+—| —puw, A.98
Popr P V="7, ax[/?uj ay[ptt} az(puJ (A.98)
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Una vez introducidas las dos hipotesis (hidrostatica y de Boussinesq) se necesita expresar
el término desconocido de variaciones de presion, p, en funcion de las cantidades

conocidas. Para esto se utiliza la ecuacion (A.95) expresada segun (A.96)

oP

= ="9(ptp) (A.99)

Integrando la ecuaciéon anterior desde cualquier profundidad z hasta la superficie libre
z =n(x,y,t)

n n

J.dP =—J-g(p0 +p')dz

z z , )

P-P=-9 (J.podz +J.p'd2] (A.100)
n

P,=P.==0p,(1-2)-g[ pdz

teniendo en cuenta que la presion en la superficie libre es igual a la presion atmosférica y
que la presion en cualquier profundidad es igual a p, — p , (A.100) queda:

n
P =P, — P +0p,(n-2)+g[pdz (A.101)

con lo que se obtiene que la variacion de presion es funcion de p, ,presion atmosférica,
p,, presion hidrostatica, 7, nivel de superficie libre y por dltimo la estratificacion de la
densidad.

Al introducir (A.101) en (A.92), se obtiene la expresion para el eje x

a_u ou ou ou _i%

A v wE =

-g Lo 2 | pdz+
ot ox oy oz P, OX oX p, oX  p, OX?

20 vy =Ly |+ =2 —puw,
D, X P UL . Oy P UV 0, 0 P U

Al introducir (A.101) en (A.93), se obtiene la expresion para el eje y

0 0 0t
_’7_&(,7_2) Po_ 9
(A.102)
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6/)o g 0 t
—+U—+V—+W—= fu————g———(n—z)————jpdz+
oo ox oy oz Py Oy N P N Py,

1 0 — 10 — 1 0 —
/0_05 —pP Uy, +,0_05 —pP UV +705 —pPUW

Las ecuaciones (A.38), (A.95), (A.102) y (A.103) constituyen las ecuaciones de gobierno
que debe resolver el modelo hidrodindmico tridimensional

(A.103)

A.1 Ecuacion de continuidad promediada en la vertical

Para promediar en la vertical las ecuaciones tridimensionales se aplica la Regla de Leibnitz,
cuya expresion es:

o "t o B(x) da(X)
~ ) f(x z)dz= (Ixa— (x, z)dz+7f(ﬂ,z)—7f(a,z) (A.104)

para promediar la ecuacion de continuidad de masa

n n n
ja—udz+j%z+j%z:0 (A.105)
<, OX <oy 0z

a los dos primeros términos se les aplica el teorema de Leibnitz, para obtener las
expresiones con el simbolo de la derivada fuera de la integral, el tercer término es una
deriva exacta, al operar se obtiene

ot 0 oh 0
&J'udz—u(x,y,n) dn u(x,y,h) d—+—_[vdz—
h

(A.106)

0 oh
v(X, y,n)d—g—v(x, y,h)d—y+w(x, y,7)-w(x,y,h)=0

Para seguir desarrollando la ecuacion (A.106) se utilizan las condiciones cinematicas en la
superficie libre, z=7n y en el fondo z=-h, para lo cual se aplica la definicion de la

derivada total a la funcion de profundidad z, tanto en la superficie libre como en el fondo

Para z=r7n
Dz _on

0
Dts., ot vu(n)Zlrv(n) ST (A.107)

OX

w(r)=
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Para z =-h

w(-h)= [[’;Z i -2y (- h)Z: —v(—h)% (A.108)

sustituyendo (A.107) y (A.108) en (A.106)

n .
%_J;Udz-u(x' ylﬂ)@—u(x, y’h)a_h+ideZ—v(x, y’n)z_;y

dx dx (A.109)
—v(x,y,h)a—h+a—77+u(77)a—77+ v(n )677 6h +u(- h)ah+v(—h)a—h:0
dy ot OX oy ot OX oy
n
9 udz +—Ivdz+ 877 oh —=0 (A.110)
OX =, ot 6t
si se define
H=h+p
1 n
U=—|udz A111
al (A111)
n
Vv =ifvdz
H ~h
al reemplazar (A.111) en (A.110) se obtiene
H VH
oY )+a( ) M =0 (A.112)

OX oy at
La ecuacion anterior establece que la suma de todos los flujos netos en la columna de
agua debe ser compensada por un incremento de fluido en la columna, que en el caso de

un fluido incompresible, se manifiesta como un cambio en la altura (volumen) de esta.

En la ecuacion (A.112) no se ha realizado ninguna hip6tesis para su obtencién, por lo
tanto, se trata de una expresion exacta..

A.1 Ecuaciones de cantidad de movimiento promediadas en la vertical
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A continuacion se presenta el procedimiento para promediar en la vertical la ecuacién de
cantidad de movimiento en la direccion X, en la direccion Y se realiza un procedimiento

similar.

A la ecuacion (A.102) se le suma una ecuacion de continuidad, (A.38), multiplicada por u.

n
a_u+ua_u+va_u+wa_u= fv_ia&_g@_i(n_z)%_iijp,dz_k
ot ox oy 674 P, OX oX P, OX OX
(A.113)
L9 pu |+ =L oy |+ 22 - puw
1, OX P U, . Oy P UV 0. 02 P UW
ua—u+u@+u@:0 (A.114)
ox oy 0z
ou ou ou ou ov ou OW 1 op, on
—+U—+U—+V—+U—+W—+U—=fv———2—g——
ot OX oXx oy oy oz 0z P, OX OX
0 ot - 10 ——) 1 0 ——) 1 0 e
i(77—2)&—i—jpdz+—— —pul, [+——|-puy, [+——| —puw,
Po X p, OXy Po OX Po Oy P, Oz
(A.115)
T
X z X X X X
Po Po Po O3 (A.116)

se aplican los limites de integracion en toda la columna de agua a la ecuacion anterior,
obteniéndose.

n 2 n 7
J»[@_quéu +8uv+6qud :J.fvd ;L Topy ony,

ot ox oy oz “h J ax , OX

g | op, g flof 1 ¢ o ——

- —-z7)=2dz—-—= || —|pdz dz+— | | —| — uu dz + A.117
pojh(n )5X pojh[axlp pojh x|’ ( )
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Integrando los términos a la izquierda del signo igual, con ayuda de la regla de Leibnitz

n n
J.a—udz :ﬁjudz—u( )@—u(fh)@ (A.118)
et ate ") ot ot
n 2 n
J'aidz:ijuzdz—uz(”)@—uz(_ oh (A.119)
< OX oX =, OX X
n n
J' @dz _ 9 I uvdz —u, v, on _ UnVien) Gl (A.120)
he) oy %, oy oy
T ouw 877 oh
J;—Zdz =— j uwdz — Ui, g — Uy W) = = Uiy Wiy ~ U Wi (A.121)

Sumando (A.118), (A.119), (A.120) y (A.121) y reemplazando (A.107) y (A.108) se obtiene

o on oh o4, on ah
— |udz-u,_,—-u u’dz —u®;) ——u
atI gt Mgt axj T
on oh on on on
_J'uvdz— Vo0 2y u(_h)v(_h)a—y+u(ﬂ)(5+u(n)&+v(n)6—y - (A.122)
on oh oh
u ——u(-h +-v(-h
(-h)(at (1))
n n n
2 J' udz +2 J' u®dz 2 J' uvdz (A.123)
ot ? oX %, oy *,
al reemplazar (A.111) en (A.123) se obtiene
o(UH i i
( )+ﬁfu2dz +£Iuvdz (A.124)
ot oX =, oy *

Ahora integrando los términos a la derecha del signo igual (dejando indicados los términos
con los esfuerzos de Reynolds) y sustituyendo (A.111) cuando sea necesario, se obtiene
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n n
j fvdz = f jvdz: fvH (A.125)
~h ~h

n n
ij%dz:i%j dz = 1 9P (A.126)
Po % OX P, OX % P, OX
ton on |t on
Tz =qZL | dz=gHZL A.127
g.fh OX ‘ gaxJ:1 2=9 OX ( )
ton on ¢ on
Zdz=a=L | dz=gH Xt A.128
g_fh OX ‘ gax_jh 2=9 OX ( )

g f 0 0 g apo g po|: 1 2 2 j|

= —z7)=dz==12 dz = —=(n"—=(-=h
o =) e =2 [ (n=a)iz =22 mlneh) =3 (' ~(-h)')

g 0p,| 2 1,5, g op 772 1.,

9 YF h==(p?=h?) =L | L L ph+2h? |= A.129
Oax["m AL )} 0, ax{zﬂ7 "2 } (A.129)
g %1( h)z_gHzapo
P, OX 2 2p, OX

g n a n ) B g n a n i
p—oj;[&-!.de]dz—p—oJ.h[&!‘pdz dZ (A130)

sumando (A.124),(A.125),(A.126),(A.127),(A.128),(A.129) y (A.130) se obtiene

o(UH f f 2
( )+£J.u2dz+i_|.uvdz: fVH —i%—gH on_9H" op,
ot oX =, oy °, P, OX oxX 2p, OX

—ij' 2j,o'dz dz +ij i[—pututJ dz+ij. i[—putvtj dz +ij' 2(—putth dz
po —-h ax z po -h aX 100 -h ay 100 —h az

(A.131)

Si se desarrollan los términos convectivos, descomponiendo una variable como la suma de
una media en profundidad mas la desviacion respecto a esa media Figura Anexo A. 8
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u=U+u

v=V +v (A.132)
pP=pytp
u U u

z (m)
&

z (m)
w

J I L) I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
u (m/s)

Figura Anexo A. 8. Descomposicion de variables

u, v son las fluctuaciones en vertical de las velocidades horizontales
p es la fluctuacion en vertical de la densidad

Analizando el segundo término a la izquierda del igual

ot 0 | 2 ot . N2
—{u dz=—j(U +U') dz:—IU +2Uu +(u') dz
oX *, OX =, OX %,
5(n ) ) (A.133)
, \2
— J'Uzdz+j2Uu dz+_|'(u ) dz
X -h -h -h
Primer término: debido a que U es una constante en el intervalo de tiempo.
2 1y au2 AV H)
— dz=——-—= A.134
~ I j (A.134)
Segundo término: debido a que el valor medio de u” es cero, segun (A.81)m
n n
9 [2uudz |=2u 9 [udz=20x0=0 (A.135)
ox |\ %, oX *,

Tercer término: u” puede ser positivo 0 negativo, pero u”? es siempre positivo y por lo
tanto su valor medio es diferente de cero
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%[I(u')zdzlzg_ (u')zdz (A.136)

-h h

Reemplazando (A.134),(A.135)y(A.136) en (A.133) se obtiene:

0 n , n ; o, o
&(jhu dz+'[hZUu dz+'fh(u )dz |= +—j(u ) dz (A.137)
analizando el tercer término a la izquierda del igual, con el mismo procedimiento anterior

0T d Gﬂu )V +v ) aﬂuv Uv +uV +uvd
a—y.[huv Z_E‘L( +u')( +V)Z_5Ih +UV +UV +uVvdz

(A.138)
d(UVH)

aUUVd J’ZUd' ]L'Vd de af"d
— Z+ Vvaz + | U Z+|1uvaz |= +— | uvaz
ay -h —-h -h —h ay—h

Al incluir las dos ecuaciones anteriores en (A.131). se obtiene la ecuacién de cantidad de
movimiento en la direccidbn X promediada en la vertical, el desarrollo de los términos que
incluyen las tensiones de Reynolds se realizara en el siguiente apartado

a UH 2 n i n o
( )+8U H, 9O (u)zdz+aUVH +£juvdz=
ot oX  OX= oy
2 n n n N
fVH —i%—gH on_GH"%p, 9 iJ.,o'dz dz+i'[ 9 —puu, | dz+ (A.139)
P, OX oxX 2p, X p, 5| OX, Po | OX

1% o — 1% o ——
—||=] -puv, |dz+— || =—| —puw ||dz
Po h{ay( P HH poj;[ﬁz( 7 tﬂ

Realizando un proceso similar, la ecuacién de cantidad de movimiento en la direccion Y,
promediada en la vertical es:

N*H 0%, .\
5 +5Ih(v)dz

2 Ui n n _
Ciun-HPa g 0n oo o [ﬁ ;p'dz]dﬂi i P(_,,V;u; ﬂd
oy Po | OX

o(VH) , OUVH

ot .-
+—Iuvdz+
ot OX oX *,

P, Oy o 2p, O P,

ARSI

(A.140)
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En las ecuaciones (A.139) y (A.140), se considera que la presion atmosférica no es
constante, en caso de serlo, el segundo término después del signo igual se hace cero. De
manera similar, si la densidad se considera como constante, todos los términos que
incluyen al variacion de esta propiedad son cero.

A.1.1 Tensiones de Reynolds

En la hidraulica, como en muchas areas de la mecéanica de fluidos, los flujos que
generalmente se presentan son turbulentos, esto significa que el movimiento del fluido es
altamente aleatorio, inestable y tridimensional. Debido a estas complejidades, el
movimiento turbulento y los fendmenos de transporte de masa y calor asociados a este
son extremadamente dificiles de describir y por lo tanto predecir teéricamente, de todas
maneras, la funcion de la hidraulica es predecir el comportamiento del agua y debido a
que estas predicciones, si son realizadas por la via experimental son generalmente muy
costosas, los métodos numéricos de calculo son muy apetecidos, por lo que se debe
realizar el mayor esfuerzo para predecir el comportamiento de los flujos turbulentos.

Las ecuaciones que describen el comportamiento exacto de un flujo turbulento ya existen,
son las ecuaciones de Navier-Stokes y los procedimientos numéricos para resolver estas
ecuaciones también estan disponibles, pero la capacidad de almacenamiento y la velocidad
de los computadores actuales aun no son suficientes [“son” porque hay “capacidad” Y
“velocidad”]para solucionar practicamente ningun flujo turbulento de importancia.

La razén de esto es que un flujo turbulento contiene elementos que son mucho mas
pequefios que el dominio donde estos se quieren resolver, generalmente son del orden de
10 veces mas pequefios, por lo que para resolver el movimiento de estos elementos con
un procedimiento numérico se necesitaria una malla muy refinada, del orden de 10° puntos
para cubrir el dominio en las tres dimensiones, el almacenamiento de estas variables
sobrepasa la capacidad de los computadores actuales.

Para resolver las ecuaciones anteriormente mencionadas, y debido a que a los ingenieros
generalmente no estamos interesados en los detalles del movimiento turbulento, una
aproximacion estadistica se realiza (propuesta inicialmente por Osborne Reynolds) por lo
que las ecuaciones son promediadas en una escala de tiempo mayor que la escala en la
que varia la turbulencia del flujo.

Las ecuaciones resultantes describen la distribucion media de la velocidad, presion,
temperatura y concentracion de especies en el fluido, desafortunadamente, en este
proceso de promediacion se crea un nuevo problema, las ecuaciones ya no conforman un
sistema cerrado debido a que estas contienen términos desconocidos que representan el
transporte medio de cantidad de movimiento, calor y masa debido al flujo turbulento. El
sistema puede cerrarse solamente con la introduccién a este de datos empiricos, por lo
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cual los métodos de célculo basados en las ecuaciones promediadas son conocidos como
semi-empiricos

La informacion empirica puede introducirse en el sistema de ecuaciones de dos maneras
distintas, utilizando un método integral o un método de campo, el primero de estos
transforma las ecuaciones diferenciales parciales en ordinarias y necesita como dato
especificar el efecto de la turbulencia a nivel global, el segundo utiliza las ecuaciones
diferenciales parciales originales, requiriendo la especificacion de los términos de
transporte turbulentos en cada punto, esto es lo que se conoce como modelo de
turbulencia.

Un modelo de turbulencia se define como un conjunto de ecuaciones, diferenciales o
algebraicas, que determinan los términos de transporte de turbulento en las ecuaciones
promediadas en la vertical y permiten que el sistema de estas ecuaciones se convierta en
un sistema cerrado, los moldeos de turbulencia se basan en hipétesis sobre los procesos
turbulentos y requieren como datos empiricos en forma de constantes o funciones, es
importante recalcar que estos modelos no simulan el flujo turbulento a detalle, solamente
simulan los efectos de la turbulencia en el comportamiento del flujo promediado en la
vertical.

Los modelos de turbulencia son problemas dependientes, por ejemplo, dependen de las
condiciones geométricas a gran y pequefa escala, efectos viscosos y efectos de flotacion,
solamente, como se describié anteriormente, si se resuelven las ecuaciones primarias se
pueden describir el comportamiento del flujo bajo cualquier condicion, por lo tanto los
modelos de turbulencia solo son aplicables o para un cierto flujo o un rango de flujos, Lo
ideal es tener un modelo que, a partir de constantes o datos experimentales, sea capaz de
interpolar y cuando sean necesario extrapolar con criterio, para asi poder abarcar un rango
mayor de flujo para los cuales pueda aplicarse.

Finalmente, el modelo de turbulencia mas universal no necesariamente es el mas util para
un problema particular, en las situaciones practicas, la economia en cuanto a tiempo y la
facilidad de uso de un modelo son factores importantes, por lo que un modelo muy
universal es muy complejo y requiere mucho tiempo de calculo, por lo tanto, para cada
problema, el nivel correcto de complejidad de cada modelo debe ser escogido dentro de
los modelos disponibles.

A.2.1 Modelos de Turbulencia

Como se menciond anteriormente, para resolver las ecuaciones de conservacion de
cantidad de movimiento ((A.102) y (A.103)) se necesitan conocer los valores de las
tensiones de Reynolds. A continuacion se presentan las diferentes opciones existentes para
su obtencion y se realiza la escogencia de la opcion mas adecuada para resolver las
ecuaciones desarrolladas en esta tesis
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A.3.1 Hipé6tesis de Boussinesq

La propuesta méas antigua y de uso mas extendido hoy en dia en modelacion numérica
hidraulica, es el concepto de viscosidad de remolino de Boussinesq (1877), el cual,
haciendo analogia con las tensiones viscosas en flujos laminares, asume que las tensiones
de Reynolds turbulentas son proporcionales a los gradientes de la velocidad media.

_ o
U =r(%+§’] (A.141)

j i

donde T' es la viscosidad de remolino absoluta, u, , la fluctuacion turbulenta de la
velocidad y u la velocidad media del flujo turbulento.

Al aplicar (A.141) a los términos de Reynolds en las ecuaciones (A.102) y (A.103) se

obtiene:
T =20 o |+ 22 oy |+ 22 —pum
X_p06X ptt poay ptt poaz ptt
{r(a_uﬁ_uﬂ+ii{r£5_“+@ﬂ+iﬁ{r(a_“+@ﬂ (A.142)
oX OX P, OY oy ox P, 0Z 0z OX
i ( auﬂ a[ {ﬁu avﬂ a{ (au awﬂ
T,=—le|l2— ||+—| | —+—||+—| €| —+—
OX X oy oy Ox oz 0z OX
(NN vl IRE K iyl NE BCH DS
P S MPI-Y U AP G
{r(ﬂ+@]}+ii{r(@+ﬂﬂ++LEHQ+@H (A143)
ox 0y)| p, oy \%y Oy P, 0z \oz 0y
5555 )5S
T, =—|&| —+—||+—|¢|2— ||+—| &| —+—
Y ooox| \ox oy oy oy oz| \oz oy

donde ¢ es la viscosidad de remolino cinematica ¢ =T/ p.

Existen varias posibilidades para calcular el valor de la viscosidad de remolino .

A.1.1.1 Suposicion 1
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Suponer un valor constante, en este caso, apoyandose en la expresion (A.142) se obtiene:
o’u  du o’u o o’u  o°w
T=¢| 5+ |te| 5+ tel—+
oX~ 0oX oy~ 0Oyox 0z° 00X
o°'u ou ou ou oV ow
§ —t—t+—+ + +
OX® o0y® 0z° OXOx Oyox 010X
ou o @ (a_u v awD

(A.144)

X RPN RN ~N Ay
ox~ oy® oz° ox\ox oy oz
o°u o’u o

X 2 + 2 + 2
ox® oy° oz

esta expresion no es valida para aplicarse a la zona de estudio de esta tesis, ya que para
zona someras ¢, >>> ¢,

A.2.1.1 Suposicion 2

Admitir un valor variable para la viscosidad de remolino. La expresion de Ty, dependera del
modelo utilizado para calcular . La alternativa mas extendida para flujos costeros y
estuarinos, consiste en aplicar un modelo de turbulencia de cero ecuaciones, basado en la
hipétesis de longitud de mezcla de Prandtl, donde para la direccién x (Abbot y Price, 1994)

PELEN (A.145)

Siendo /una longitud caracteristica y

Z(G—UTJQKQJ +2(@jz+[@+@J
OX oy 0z oy oz
(au awj2 [av au]2
+| —+— | +| —+—
| \dz Ox ox oy

para determinar el valor de |, Prandtl sugirié | = Ky cerca de un contorno, donde K es la

constante de Von Karman (0.4) e y es la coordenada perpendicular al contorno, con y=0
en el mismo.

N |-

(A.146)

Existen otras expresiones para /, como por ejemplo la propuesta por Von Karman

IZKFU 52‘;} (A.147)
ay/ oy
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En modelos numéricos lo mas comun es determinar / en funcidon de la resolucién de la
malla de calculo con | =C,Ax, donde Cs es una constante que depende de la constante

universal de Kolmorogov y cuyo valor puede tomarse como Cs=0.1825 (Madsen et a/,
1998).

Otro tipo de modelos mas sofisticados, utiliza ecuaciones de transporte para calcular la
energia cinética turbulenta y la disipacion de energia como por ejemplo el modelo k-¢
(Rodi,1984). La viscosidad de remolino, en estos modelos, se calcula a partir de estas
cantidades turbulentas.

Por lo tanto, si se supone ¢ variable, independientemente del modelo que se eligiera para

determinar la viscosidad de remolino, la expresion Ty de la ecuacion (A.144) no se puede
simplificar.

A.3.1.1 Hipotesis de Boussinesq modificado

Generalmente en los flujos geofisicos se acepta que las velocidades verticales son mucho
mas pequefias que las horizontales, esto implica que el intercambio de cantidad de
movimiento a través de una superficie horizontal es mucho menor que a través de una
superficie vertical y por lo tanto se asume que la viscosidad de remolino vertical, ¢, es
mucho mas pequefia que la horizontal, €4, y que las tensiones turbulentas se pueden
expresar de la siguiente manera (Kundu, 1990)

S A (pSvergl IV G (vl INE SCH BRpATE™
X poax ptt poay ptt poaz ptt

szi ghiza_uj _|_i &, 8_U+@ +i|:gza—u+gh@j| (A148)
OX OX oy oy OX 0z 0z OX

PG Rpverel IREICE pRvevel INESLCH GRpSviv
X poaX P Vil ,Oan P ViV ,OOaZ P VW

A e I
OX ox oy)| oy oy)| oz| "er oy

146



Notese que tratamiento tensorial de 1y, ¥ 1y, NO €s correcto, ya que las tensiones deberian
ser independientes de la rotacién del fluido y depender solo de la deformacion (Kundu,
1990)

Normalmente la hipoGtesis anterior se utiliza en modelos que asumen g, constantes en
(X,y), puesto que en este caso tx quedaria

a{ (auﬂ a{ (au avﬂ a{ ou aw}
T, =—|¢&|2— ||+ —+— ||+ &, —+& —
OX OX oy oy OX 0z 0z OX

0 (éu 6uj o(ou ov o’'w 0 [ 6u}
T, =& = +— |t —| —+— |t+¢&, +—| &=
OX\ OX OX oy\oy ox 010X 0oz oz

2 2 2 2 2
T,=5, 045 0M  , 0Y,, OV +ghaw+g[gza_u} (A.150)
OX OXOX oy 0yOx 010X 01 0z
82u azu 0 [ 8u} Ofou ov ow
—+& —5 +& —t—t—
8 oy? ay " ox | ox oy oz
o°u 82u Kl 8u
T =¢—+t&—
ox ay* ay

Este modelo es utilizado por Casulli y Stelling (1998)

En casi de que se suponga que la viscosidad de remolino horizontal no es constante, al
desarrollar (A.148) se obtiene

0 ( ou), of ou), of au) 0 ( avj 0 ( 8uj 0 ( awj
T, =—|&—|+— +t—l g —|+—| & — |+t—| &,— |+ —| &,—
OX ox ) Ox ax oy oy ) oy\ "ox) oz oL) oz OX

0 ou 0 ou) 0 ou) 0 ou) 0 ov) 0 oW
T=—|le—|+—|&— |+—|—|+—|&a— |+—| & — | +—| & —
OX ox ) oy oy ) oz oz ) ox ox) oy\ ox) oz OX
0 ou 0 ou 0 ou
Ti=—l—|+=—|&— |+t—| & —
OX ox ) oy oy ) oz oz

0 auy 0 ov) 0 ow
donde A=—| ¢ +—| & — |+—| & —
ox " ax oy ox) oz OX

El asumir A como igual a cero solo es correcto si g, es constante, lo cual solo es vélido en
los casos en que oh/ox >>>

(A.151)

A.4.1.1 Hipotesis de Boussinesq + Hipotesis hidrostatica
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En esta hipdtesis se asumen que existen g, y €, pero no se modifican la ley de tension
deformacién, como se hace en la hip6tesis anterior, sino que se admite que el movimiento
es hidrostatico, por lo que:

~0 (A.152)

Al reemplazar (A.152) en (A.148) se obtiene

- a{ (28—“ﬂ Q[gh(a_uﬂj}i[gzﬁ_“} (A.153)
OX OX oy oy OX oz "oz

al desarrollar la expresion anterior se llega a

T, :3(@, a—“)+i(gh a—“j+3(82 a—“}{ 0 ( 5Uj+£(8h @ﬂ (A.154)
OX ox) oy oy ) oz 0z ox " ox oy\ = ox

La expresion (A.154) es idéntica a (A.151) si se puede asumir la hipotesis hidrodinamica, lo
que es importante es no hacer A=0, cuando no se utiliza la viscosidad de remolino
horizontal constante.

De las tres hipdtesis anteriores, se escoge para ser aplicada la hipdtesis de presion
hidrostatica mas hipotesis de Boussinesq, por lo que las ecuaciones de cantidad de
movimiento tridimensionales quedan en la direccion xy y

Zt—u+ug—u+v%+w2—u:fv—i%—g?—i(ﬂ—z)zﬁ 8J- pdz+
X z X X X X
Po Po Po (A.155)
0 8uj 0 ou  ov 6[ 6u}
—| 25| — | |+— —t—||t=| &=
ax{ X 8y 8y OX 0z oz
n
%+u?+v%+w?: fu—i%—g%—i(ﬂ—z)%—i%bﬂjﬂ
X z
Po Po Po 01 (A.156)

(33l
+—& | —+—||+—| 26| — ||+ —| &, —
OX ox oy oy oy 0z oz

Si se desarrolla la expresion (A.142), obtenida al aplicar a las tensiones de Reynolds la
hipotesis de Boussinesq sin ninguna simplificacion se obtiene
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szg(eha—u}ri gha—u +£(826—uj+3(5h8—uj+i(5h@j+i(eh@) (A.157)
OX ox) oy oy ) oz oz ) ox ox) oy ox) oz OX

A.4.1 Modelo de cierre en dos dimensiones

Como se ha mencionado anteriormente existen gran variedad de expresiones que calculan
las tensiones de Reynolds para su uso promediado en la vertical, muchas de estas no son
atiles para aplicarse a dominio de célculos donde 6h/ox >>>

Se utiliza la regla de Leibnitz para promediar las ecuaciones correspondientes
Partiendo de la expresion (A.151) para calcular las tensiones de Reynolds promediadas en

la vertical, asumiendo que las variaciones de v, vy g, en Z son despreciables y que
W<<<, se obtiene:

n n
IlzJ.i(ghé—ujd2=ijgha—udz—(€ha—uJ @_(ghﬁ_uj oh
<L OX\  OX ox %~ OX oX J, OX OX )_, OX

n n
=2 e [Par =2 | L Judz-u, 2o, -2 g(%j (A.158)
ox\ % OX OX oX =y, OX OX OX OX

L= H g(gh ﬂj
OX OX

Aplicando el mismo procedimiento que en la expresion anterior a los otros 5 términos de la
ecuacion (A.151) se obtiene

n
I, = j%(gh %ujdz =H %[gh %} (A.159)
a
n
|3 = Ii[gza_ujdz =(gz 8_UJ _(gz 8_UJ =7,—T4 (A.160)
0z 0z oz ), oz ),
n
= 98 M4 oy 28 Y (A.161)
“,\ OX OX oX OX
n
|2:J' O&y OV dz:H%ﬁ (A.162)
“WL 0y OX oy OX
n
1= (%@sz ~0 (A.163)
“w\ 0z 0OX
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desarrollando las ecuaciones (A.158), (A.159), (A.160), (A.161) y (A.162) se obtiene

2 2
Fone YL 0 an U as U 0s OV

2 &y, 2 + +T,7 T ,+H— -
OX X OX oy oy oy ox OX oy ox
2 2,
To=He| 29+ ), o +2H8U(a‘9hj+Ha‘9h NN
ox* oy ox \_ OX oy ay ax
(A.164)

Segun Castafiedo, 2000, la formulacién anterior es la mas recomendable para utilizarse en

una modelo promediado en la vertical, utilizar una ecuacion mas compleja no otorga
avances significativos en los resultados a obtener

La expresion en la direccién Y quedaria

2 2
T, =Hg, g+a—\2/ +7, -7, +H—" 9, [ U [NV on ﬂ(%j (A.165)
ox° oy ox \ oy oOx oy \ oX

Las ecuaciones promediadas en la vertical quedan finalmente

Direccion x
o(UH 2 o (R
( )+8U H +£I(u )2d2+aUVH +£J'uvdz=
ot X  ox* oy
2 n n
wH - Py 97 _GH 00, G ij'dz dz + (A.166)
P, OX oX 2p, OX p, 7| OX3

2 2
He, aLZJ '|'6L2J +i(7xz(ﬂ)_ Tia(-n )) +2H Q(%j_FH% Q-'_ﬂ
OX ay o OX OX ay 5')’ OX

Direccién Y

n 2 n
o(VH) JOUVH 0 J' s+ Y H L O I (v')zdz =
ot OX oX =, oy oy

2
_fUH — H apa a2 _gH a_n_ﬂ%_i jpdz dz + (A.167)
P, 0y o 2p, O P\ 0y,

He, 62V+82\£ +i(rz()—rz(fh))+Hagh 6U+6V +2Hﬁ(%j
ox> oy p, N ox\ oy 0Ox oy \ ox
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A.5.1 Coeficientes de difusion de cantidad de movimiento (viscosidad de
remolino)

A.1.1.1 Viscosidad de remolino horizontal

Para el célculo de la viscosidad de remolino horizontal se emplea el modelo desarrollado
por Smagosinsky, extendido para flujos 2D (Madsen et al 1988)

2 2 22
. _|{(6_U) +(6_vj A(@_Uﬁ_q } (A168)
OX oy 2\ ox oy

Donde Uy V'son las velocidades horizontales promediadas en la vertical, /es una longitud
caracteristica de mezcla que puede expresarse como > =C_AXAY y Cs es una constante

empirica a la que Blumberg y Mellor (1987) dan el valor de 0.1
A2l11

A.3.1.1 Viscosidad de remolino vertical

Se adopta una viscosidad de remolino con perfil vertical parabdlico, esta formulacién se
basa en ensayos de laboratorio, datos reales y estudios tedricos, por los que es sabido que
en un flujo turbulento desarrollado, la viscosidad de remolino en el fondo cumple:

g, = Ku,z (A.169)

Siendo K 'la constante de Von Karmén, u~la velocidad de friccion en el fondo y z la altura
desde el fondo, esta distribucién parabdlica ha sido utilizada por numerosos autores entre
los que se encuentran (Jin y Kranenburg, 1993, Koutitas, 1987, Grenier y Luettich 1996,
Madsen et al 1988)

La férmula que se utiliza para calcular la viscosidad de remolino vertical es:

& =k

z

U*

(h+z)[1—%} (A.170)

)

donde |u”| = maxQu;

u

up_ es la velocidad de friccion en el fondo, la cuél se calcula con
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u, = [-> (A.171)
Po

donde Ty, es el esfuerzo tangencial en el fondo

us es la velocidad de friccién en la superficie libre, si esta es causada por la accién del
viento se calcula con:

ul = |- (A.172)

donde Tw es el esfuerzo tangencial producido por el viento sobre la superficie de la masa
de agua

A.4.1.1 Coeficientes de difusion horizontal, Dx y Dy

Para resolver las ecuaciones de transporte promediadas en la vertical para la temperatura
y la salinidad, es necesario calcular el valor de los coeficientes de difusion horizontal, estos
se calcula en funcién del flujo con una ecuacion de tipo

D,0 D, =k,Axu (A.173)

A.5.1.1 Coeficientes de difusion vertical, Dz

Para calcular Dz, se asume que en las condiciones homogéneas (sin estratificacion), los
remolinos turbulentos transportan momento practicamente de la misma forma que
transportan calor o masa, por lo que se puede asumir segun Bloss et al 1988

D, ~ ¢, (A.174)

A.6.1 Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno utilizadas en la superficie libre, z=n(x,y) y en el fondo
z=h(x,y) son las siguientes:

A.1.1.1 Tension tangencial en la superficie

La tensidon tangencial en la superficie libre, es condicién de contorno de las ecuaciones 3D
y modelo de cierre de las ecuaciones promediadas:
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ou ov
PoE, (5’5j = (Tt Ty (A.175)

Esta tensidn se considera producida por el viento y se supone proporcional al médulo de la
velocidad del este y a la proyeccion de esta velocidad sobre el eje que se considere:

T © T WW, (A.176)

Para su formulacion es usual la utilizacion de siguiente ley cuadratica, (Falconer 1994)

T = CaPIWW (A.177)
donde:
Cq= coeficiente de arrastre del viento, que adquiere un valor de 0.0026 segun Falconer
1994
p, = densidad del aire
W,= componente de la velocidad del viento en la direccion x, W, =W cos¢

¢ = es el angulo formado entre el viento y el eje x
W = es la velocidad del viento a 10 metros de altura sobre el nivel medio del mar.

A.2.1.1 Tension tangencial en el fondo

La tensién tangencial en el fondo es, como la tensién en la superficie, condicion de
contorno del modelo 3D y modelo de cierre de las ecuaciones promediadas

ou ov
10082 (&’EJ = (sz(,h)v Tyz(—h)) (A178)

Este es un término que sirve de acoplamiento entre los dos modulos, ya que en el 2D se
utiliza la tension tangencial calculada con la velocidad en el fondo obtenida con el 3D.

La condicién de contorno en el fondo deberia ser flujo cero, es decir, condicién de no
deslizamiento, sin embargo, esto implicaria tener que resolver la capa limite del fondo con
una gran resolucion. EI método mas comun consiste en aplicar una condicion de
deslizamiento en una altura zj, por encima del fondo y relacionar las tensiones
tangenciales, tyx;(n) Y Tyz(-ny CON las velocidades, ucny Y V(.ny de esa altura (Davies et al 1997)

La expresion de la tension tangencial en el fondo se obtiene suponiendo que, en una zona

cercada al fondo, el perfil de velocidades es logaritmico, la ecuacion que resulta en el eje x
es:
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Ty = PoCo |V|Uy (A.179)

donde v es el médulo de la velocidad horizontal en el fondo

=(u, )2 +(v., )2 (A.180)

el coeficiente de arrastre de fondo se calcula segun Blumberg y Mellor (1987)

1. (h+z, *
CD:{EIn[ . H (A.181)

0

K= constante de Von Karman, 0.4

h. es la profundidad del punto respecto al nivel de referencia, Nivel medio del mar

Zpm Up Vg sOn la coordenada z del punto de la malla mas cercano al fondo y sus
correspondientes velocidades

Z, €s una parametro que depende de la rugosidad del fondo

El valor de z, no es libre, sino que sirve de enlace entre los dos médulos, ya que, como se
ha mencionado anteriormente, en el modo 2D se calcula la tension tangencial a partir de
las velocidades en el fondo calculadas previamente en el 3D. La expresion de la tension en
el 2D es:

Uy U]

—nihl A.182
C?H ( )

(74 )yp = P09

Siendo C el coeficiente de friccion de Chezy, el cual se calcula con la férmula de Colebrook-
White

C =18log [1l2<—HJ (A.183)

S

en el cudl ks es un parametro que al igual que Zz, depende de la rugosidad del fondo, la
expresion que una delas tensiones tangenciales en los dos modulos es:

C, == (A.184)

de donde resulta la ecuacion que relacion zo con ks, la cudl es:
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_h+z,
o C
—
e2.59

z (A.185)

En la Figura Anexo A. 9 se aprecia donde esté referida la ecuacion (A.179)

Zp h

TTTTTT/{

/7/>/
e

Figura Anexo A. 9. Tension tangencial en el fondo

La ecuacion de cantidad de movimiento en la direccion x que se obtiene al reemplazar las
ecuaciones (A.177) y (A.179) en la ecuacion (A.166) es:

o0(UH 2 T .
(UH) au’H & (v e PV 2 s
ot ox  OX* oy oy °
2 n n
fVH —i%—gH on_QH° %, 9 i.[,o'dz dz +
P, OX oX 2p, ox p, 5\ OX3
2] 2
i CdpanW_pOCD \_/u_h _+_th g g +2 y%-l—H% Q_Fﬁ
o oy OX OX oy \ oy ox
(A.186)

La ecuacién de cantidad de movimiento en la direccién y es:

155



Jd(VH T 2 7o
( )+6UVH +ijuvdz+av H +ij.(v )Zdz:
ot ox  OX°, ox oy’
2 n n
—fUH —i%—gH@——gH %_9 iIp'dz dz + (A.187)
pO ay ay 2p0 8y /00 —h ay z
i CdpaWyW_pOCD \_/V—h +th ﬂ—i_ﬂ +2 ﬁ%-l—H% Q.Fﬂ
Po ox~ oy ox oy ox oy ox

Si se considera la densidad constante y no existe variacion en la presion atmosférica, las
ecuaciones de cantidad de movimiento en las direcciones X y Y resueltas por el modelo
bidimensional son las siguientes:

a(UH)+aUzH d j.(u,)deaUVH +ij|7'u'v'dz=

ot OX oX *, oy oy
on 1

fVH — gH 8_+_ CipWW —p.C_ vlu, |+
X [0}

2 2,
He,| 99 OY ) oy M Gan 06OV OV
ox- oy OX OX oy

v

ot OX oX =, OX

8(VH)+8UVH +2 ]]‘u'v'dz+avzl_| +%]l(v')2dz—
h

vhj+
0

2
th(OZVﬁV}ZHG_V%H%(a_Uﬁ_V]

—fUH —gH %’Hi[cdpawyw —p,Co IV

x> oy° ox oy oX
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