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Introduccion

La sociedad depende cada vez mas de los sistemas computacionales: la bolsa de valores,
los programas de planeacion logistica, la maquinas fabriles automatizadas, los buscadores de
internet, los dispositivos de navegaciéon basados en GPS (Global Positioning System), entre
otros, se han convertido en herramientas esenciales para el funcionamiento de una economia
moderna. Esta dependencia, consecuentemente, provoca grandes pérdidas materiales y sociales
cuando alguno de estos sistemas falla. Es por esta razén que el diseno de software robusto y
a prueba de errores es esencial.

Dos técnicas comtnmente utilizadas para probar el funcionamiento de los sistemas compu-
tacionales son el uso de casos de prueba y la simulacién [1]. En el uso de casos de prueba,
el dispositivo creado es puesto en funcionamiento y alimentado con entradas particulares,
para cada una de estas entradas se conoce con anticipacién la salida correcta que deberia
de tener. La prueba consiste en verificar que el sistema efectivamente produce dichas salidas.
La simulacién, por su parte, consiste en la creacién de un programa de computadora que
asemeje el comportamiento del aparato que se desea probar. Utilizando esta simulacion, se
puede analizar el sistema original de manera indirecta, verificando que el comportamiento de
la simulacién cumple con las especificaciones hechas durante el disefio.

A pesar de su popularidad comercial, estos métodos tienen deficiencias que los pueden
volver insuficientes para asegurar el correcto funcionamiento de sistemas criticos, en los que
una falla implica grandes pérdidas econémicas e incluso humanas. Por ejemplo, ambos mé-
todos tnicamente pueden mostrar la presencia de errores, pero carecen de la capacidad para
determinar con certeza su ausencia. Cuando se encuentra un error en un caso de prueba o en
una simulacién y el mismo se corrige, sigue siendo incierto si aiin existen errores presentes, la
cantidad de estos y su naturaleza. Un famoso estudio sobre técnicas para reducir el nimero de
defectos en software estima que del 40 % al 50 % de los programas utilizados por los usuarios
presenta defectos no triviales [2].

Otra limitacién importante de estas técnicas es la carencia de rigor en su uso. La calidad
de un caso de prueba muchas veces depende de la habilidad y la creatividad de la persona que
lo estd disenando y es vulnerable a sus limitaciones personales (por ejemplo, el mismo estudio
menciona cémo la adicién de mas personas a la revision de codigo puede permitir encontrar
hasta el 60 % de los errores).

Con el objetivo de corregir algunas de las deficiencias que tienen los métodos informales
de verificacion de hardware y software, se han creado y estudiado técnicas basadas en teorias
matematicas rigurosas que puedan ayudar a asegurar el funcionamiento de los dispositivos.
Dos ejemplos relevantes de estas técnicas son el uso de demostraciones acerca del sistema
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INTRODUCCION

estudiado [3] y la verificacién de modelos [4, pag. 16].

Huth y Ryan [5, pdg. 172] resumen de la siguiente manera la diferencia entre ambos
métodos: Para poder verificar un sistema utilizando demostraciones se debe de contar con una
codificacién del sistema a estudiar como un conjunto de férmulas I', y con una codificaciéon ¢
de cada una de las propiedades que se desean probar utilizando algtin lenguaje légico (se suelen
utilizar l6gicas de primer y segundo orden). El proceso de verificacion consiste en obtener una
demostracién de las propiedades a partir de la codificacién del sistema, esto es, mostrar que
I' F ¢. Para la demostracion, se suelen utilizar herramientas de software llamadas asistentes
de prueba que poseen técnicas que simplifican el proceso de comprobacién.

Algunas de las cualidades que presenta el uso de demostraciones sobre sistemas son: la
capacidad para lidiar con sistemas infinitos o ilimitados, asi como la expresividad para especi-
ficar propiedades de alto nivel acerca de los mismos. Entre sus inconvenientes se encuentran la
necesidad de contar con extensa supervisién humana, las limitaciones inherentes del asistente
de prueba con el que se esta trabajando, asi como el alto grado de abstraccién que tiene el
sistema formal respecto al sistema real que se desea estudiar [3]. Otra gran desventaja, no
independiente de las ya mencionadas, es el alto grado de conocimiento técnico necesario para
poder realizar este tipo de pruebas. Se trata de una actividad que requiere una gran capacidad
matematica y que suele ser hecha por l6gicos profesionales.

Por otro lado, la verificacion de modelos esta basada en un principio légico distinto. En
ella, el sistema estudiado no es codificado como un conjunto de férmulas, sino como una
interpretacion de alguna légica formalﬂ7 esto es, una estructura matemaética M en la que
se puede satisfacer dicha légica. La propiedad que se desea estudiar se codifica como una
formula ¢. El objetivo es probar que la férmula que representa a la propiedad se satisface en
la interpretacion del sistema, es decir, que M = ¢.

Para la especificacion de las propiedades dentro de la verificacién de modelos suelen uti-
lizarse logicas temporales. Estas poseen la propiedad deseable de modelar de manera natural
el comportamiento de sistemas que cambian con el tiempo, en los que suelen estar incluidos
muchos sistemas convencionales de hardware y de software.

Para asistir en la verificacién de modelos también se usan aplicaciones de software espe-
cializadas llamadas verificadores de modelos, que suelen contar con un lenguaje formal para
especificar la interpretacién M, asi como las n propiedades ¢1, ¢2, ... , P, que se quieren veri-
ficar en el sistema. Ademads, poseen herramientas para visualizar el modelo, notificar errores
en la codificacion y estudiar el comportamiento del sistema en ejecucién.

Baier y Katoen [4, pag. 14] destacan algunas fortalezas de la verificacién de modelos:

= La generalidad en la aplicacion de la técnica a diferentes problemas de hardware, software
y sistemas embebidos.

» A diferencia de otras técnicas (por ejemplo, el uso de casos de pruebas), la verificacién
de modelos no es vulnerable a la probabilidad de la presencia de un error, es decir, no
tiene una dificultad inherente para encontrar errores poco probables.

!Se utiliza este término en lugar del de modelo con el objetivo minimizar la posibilidad de confusién con
sus otros usos en esta introduccién.
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INTRODUCCION

= Es una técnica para la cual existen algoritmos bien definidos y que requiere poca inter-
accion con el disefiador.

= Tiene un fundamento matematico sélido. Estd basada en la logica matematica, los al-
goritmos sobre grafos y las estructuras de datos.

Entre las desventajas que tiene, los autores mencionan:

= Verifica un modelo del sistema y no el producto real que se busca analizar. La cali-
dad de la verificacién depende de la calidad del modelo creado y estda limitada a las
caracteristicas que se pueden especificar en la abstraccion que implica la creacién del
modelo.

» Unicamente verifica aquellas propiedades especificadas por el disefiador y, por lo tanto,
se ve afectada por la calidad y la exhaustividad de estas especificaciones.

= Es vulnerable al problema de la “explosién de estados”. El ntimero de estados posibles
en el sistema crece de manera exponencial con el incremento en el niimero de variables
involucradas en el mismo, esto puede impedir la verificacién de sistemas relativamente
complejos.

= Debido a lo explicado en el punto anterior. La verificacién de modelos suele ser menos
efectiva en sistemas que tienen tipos de datos muy grandes (por ejemplo, el modelado
de programas escritos en lenguajes de programacién comunes). El nimero de estados
posibles en este tipo de aplicaciones suele volverse intratable computacionalmente.

= Suele ser ineficiente para lidiar con generalizaciones, tipos de datos parametrizados o
sistemas con un ntimero arbitrario de componentes.

La interpretacion M suele ser implementada utilizando grafos dirigidos, sin embargo, esta
codificacién es especialmente susceptible al problema de la “explosion de estados” mencionado
en la lista anterior. Una técnica para intentar minimizar este problema es la utilizaciéon de
una representacién simbolica del grafo, a esta técnica se le llama verificacion de modelos
simbdlica y fue desarrollada principalmente por Kenneth McMillan [6] y Edmund M. Clarke
[7] durante los afios 90. La idea detras de la verificacién simbdlica es la de codificar conjuntos
de estados en el grafo utilizando funciones booleanas y manipular estas funciones en lugar del
grafo. Las funciones booleanas correctamente implementadas poseen la capacidad de eliminar
redundancias y de explotar regularidades existentes en los conjuntos de estados codificados
[7, pAg. 143], esto permite, en algunos casos, representar conjuntos relativamente grandes con
férmulas pequenas.

La utilidad de la verificaciéon de modelos simbdlica depende en gran medida de la estructura
de datos con la que se implementan las funciones booleanas. Representaciones comunes como
las tablas de verdad o formas normales como la forma normal conjuntiva y la forma normal
disyuntiva poseen propiedades que las hacen inadecuadas para la verificacién de modelos
(por ejemplo, las tablas de verdad ocupan una cantidad de espacio en memoria exponencial
respecto al nimero de variables presentes en la formula y en las formas normales suele ser
complicado realizar ciertas operaciones booleanas [5, pag. 361]). La estructura de datos mas
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INTRODUCCION

comunmente utilizada para la verificacién simbdlica son los BDT (Binary Decision Trees,
arboles de decisién binarios), y especificamente su versién reducida, los BDD (Binary Decision
Diagrams, diagramas de decisién binarios). En los BDT, la funcién booleana es representada
como un arbol binario, en el cual los nodos padres representan las variables presentes en
la férmula booleana, un hijo representa la eleccion del valor verdadero a esta variable y el
otro la eleccion de un valor de falso para la misma variable, ademas, todos los nodos hoja
estdn asociados a las constantes booleanas verdadero (T) y falso (L). De esta manera, un
camino de la raiz del &rbol a una hoja representa una asignacién de valores de verdad a las
variables presentes en la férmula y el nodo hoja al que se llega indica el valor de verdad de
la féormula para dicha asignacién. Los BDD, por su parte, son grafos aciclicos dirigidos que
representan BDT a los que se les han eliminado estados redundantes (perdiendo en el proceso
la propiedad matemética de ser drboles). Los BDD poseen caracteristicas que los hacen ttiles
en la verificacién de modelos. Por ejemplo, los BDD suelen ser representaciones compactas,
verificar si un BDD representa a una tautologia o a una contradiccién toma una cantidad de
tiempo constante y las operaciones booleanas entre ellos suelen ser razonablemente répidas
[5, pag. 361]).

Con esta pequena explicacién, ya se puede resumir el objetivo principal de este proyecto
de tesis:

El objetivo de este proyecto de tesis es el disefio y la construccion de un verificador de
modelos simbélico para la légica temporal CTL. Esto es, la construcciéon de un programa
de computadora donde se pueda especificar rigurosamente el comportamiento de un
sistema en el tiempo, asi como las propiedades que se quieren verificar del mismo. Una
vez hecha la especificacion, el sistema se codificard simbélicamente y se verificara que
dicha codificaciéon cumpla con las especificaciones hechas utilizando algoritmos definidos
sobre los BDD.

El lenguaje en el que se programara el verificador de modelos es Haskell. Haskel]E] es un
lenguaje de programacién funcional puro, perezoso y con una jerarquia de tipos elaborada
[8]. Creado durante los anos 80 y 90, Haskell se ha vuelto un estdndar en la programacién
funcional. Basado en elegantes teorias de la computabilidad (el cdlculo lambda y la légica
combinatoria, principalmente), y disenado por un comité integrado por algunos de los pioneros
en el campo, la creacién de Haskell materializ6 el deseo de tener un lenguaje de referencia
para este paradigma de programacién [§].

En la investigacién realizada para esta tesis, no se han encontrado verificadores de modelos
implementados en Haskell o en algin otro lenguaje funcional, por lo que en ese sentido, el
verificador seria el primero en su tipo.

La utilizacién de Haskell implica retos tedricos y practicos interesantes. En la parte teérica,
la implementacion del verificador en este lenguaje obliga al replanteamiento de todos los algo-
ritmos necesarios para la verificacion, que generalmente se presentan en forma procedimental,
a un marco funcional. También, las estructuras de datos deben de ser modificadas para poder
ser procesadas de manera correcta y eficiente bajo este paradigma. Caracteristicas interesantes
de Haskell como las funciones de orden superior y las clases de tipos, por mencionar algunas,

2Nombrado en honor al matematico y légico estadounidense Haskell Brooks Curry (1900 — 1982).
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pueden ser de utilidad para dar una solucién elegante al problema de la verificacion de mode-
los. En la parte préactica, la creacion del sistema requiere de la utilizacién de herramientas de
ingenieria de software que se han creado en Haskell y que difieren considerablemente de sus
contrapartes procedimientales, algunas de las més importantes son:

= Parsec: analizador sintactico funcional basado en mdnadas, una estructura computacio-
nal adaptada de la teoria de categorias a la programacién funcional por primera vez en
1922 por Philip Wadler [9]. Wadler formé parte del comité que disenié Haskell.

= Haskell Cabal: arquitectura para construir e instalar aplicaciones desarrolladas en Has-
kell. Posee una interfaz de linea de comandos que facilita la construccién e instalacién
de bibliotecas y aplicaciones |10].

= Haskell Stack: entorno para el desarrollo de aplicaciones en Haskell, hace uso de Cabal
y busca superar algunas de sus limitaciones. Stack permite la creacién de paquetes de
software y ambientes de desarrollo replicables, donde se pueda distribuir cédigo con la
seguridad de que funcionaran en cualquier maquina.

» FFI (Foreign Function Interface, interfaz de funciones externas): extension de Haskell
que permite definir funciones que hacen referencia a cédigo escrito en otros lenguajes
de programaciéon. Permite la manipulacién, dentro de Haskell, de funciones que son
ejecutadas en ultima instancia como cdédigo escrito en otro lenguaje. Esta extensién
permite la reutilizacion de cddigo sin perder la pureza funcional caracteristica de Haskell.

La realizacién de este proyecto de tesis nos permitird resolver algunas preguntas impor-
tantes sobre la verificacion de modelos:

= ;Qué tan adecuada es en general la verificacion de modelos para se tratada funcional-
mente?

» Especificamente, ;qué partes del proceso de verificacién se ven afectadas positiva o
negativamente por el uso de lenguajes funcionales en general, y Haskell en particular?

= Como herramienta para el desarrollo de software, jcuan conveniente resulta Haskell para
construir un verificador de modelos?

El presente trabajo se encuentra dividido en dos grandes secciones: los capitulos [1] y
explican los fundamentos teéricos de la verificacién de modelos y los capitulos 3]y []se encargan
de describir los aspectos practicos del sistema construido.

La primera seccién del capitulo [I| hace una recapitulacion histérica, tanto de la logica
temporal como de la verificacion de modelos, con la intenciéon de dar una vision general de
qué se quiere estudiar al utilizar este tipo de légicas y cémo es que una rama del conocimiento
originalmente creada con fines filoséficos, principalmente, encontré aplicacién en el estudio
de los sistemas computacionales. La segunda seccion del capitulo introduce los elementos
principales (sintaxis y semdntica) de la 16gica temporal que utilizara el verificador: la logica
CTL. Se mencionan también algunos teoremas que seran de utilidad posteriormente.
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El capitulo[2| describe los algoritmos de verificacién que implementara el verificador creado.
Como es convencional en la bibliografia, primero se explicardn los algoritmos sobre la forma
mas directa de entender la interpretacién mediante grafo dirigido. Posteriormente se mostrara
cémo codificar la interpretacién simbdlicamente y, finalmente, se describiran los algoritmos
de verificacién en este nuevo dominio, que es el que en ultima instancia utiliza el verificador.

El capitulo[3|explica el sistema computacional construido. En la primera seccién se mencio-
nan las herramientas de software utilizadas para su construccion, posteriormente se describe,
utilizando una notacién formal, el lenguaje de entrada al sistema y finalmente se explican a
grandes rasgos los médulos que conforman al verificador creado y su funcién, se muestran
ademas fragmentos de codigo para cada uno de ellos.

El capitulo [ se encarga de poner a prueba el sistema construido y de medir su desempeno.
En la primera parte del capitulo se codificaran diferentes sistemas computacionales junto con
las propiedades que se buscan verificar en ellos y se alimentaran al sistema. Estos ejemplos
tienen la intencién de comprobar que, para cada uno de ellos, el verificador creado produce
salidas correctas y que el sistema codificado tiene el comportamiento deseado. En la segunda
parte se medird el desempefio, tanto en tiempo como en memoria, del verificador para los
ejemplos descritos en la seccién anterior y se analizard qué etapas de la verificacién estan
consumiendo la mayor cantidad de recursos y por qué.



Capitulo 1

Verificacion de modelos

1.1. Recapitulaciéon histérica

El lenguaje que la verificacién de modelos utiliza para estudiar los sistemas computacio-
nales es la logica temporal. En las siguientes dos subsecciones se hard una resefia superficial
de la historia de la logica temporal y de la verificacién de modelos. Esta recapitulacién tiene
la intencion de introducir al lector a los temas centrales detras de las explicaciones técnicas
que se haran mas adelante en la tesis.

1.1.1. Légica temporal

El desarrollo histérico de la légica temporal puede ser dividido, a grandes rasgos, en tres
etapas principales: la antigiiedad, la edad media y el desarrollo moderno. Aqui se describiran
algunos de los temas y debates caracteristicos de cada una de las épocas y el lugar en el que
estos encajan en la concepcién contemporanea que tenemos sobre la légica temporal.

Las reflexiones sobre la naturaleza del tiempo y las particularidades de las proposiciones y
argumentos que lo toman en cuenta se remonta hasta la antigiiedad. Al igual que en muchas
otras ramas de la légica, la primera articulacién conocida sobre reflexiones acerca de razo-
namientos temporales fue hecha por el filésofo griego Aristételes (384 — 322 a.C.) [11], pag.
10]. En el capitulo IX de su obra Sobre la interpretacion, Aristételes hace notar la dificultad
asociada a establecer valores de verdad definitivos a proposiciones que hablan sobre el futuro.
.Se puede saber con certeza si la proposicién “habra una batalla en el mar mafiana” es ver-
dadera o falsa hoy? Si no es asi, jse debe de considerar que esta tienen un valor de verdad
adicional a los dos tradicionales? Los debates en torno a la correcta interpretacién de los
pasajes de Aristoteles se extiende al menos hasta el siglo XX[H Las preguntas que él planted
se encuentran en el centro del debate sobre la correcta forma de razonar sobre el tiempo y las
formalizaciones asociadas a estos razonamientos.

!Por ejemplo, el légico polaco Jan Lukasiewicz (1878 — 1956) argumenté que Aristételes consideraba que las
proposiciones sobre un futuro contingente no podian considerarse verdaderas o falsas. Lukasiewicz propuso un
sistema logico trivalente en el que, ademés de los valores convencionales de “verdadero” y “falso”, se anadiera
un valor “indeterminado” que caracterizara a estas proposiciones.



CAPITULO 1. VERIFICACION DE MODELOS

Otra figura antigua importante para la logica temporal es Diodoro Cronos (c.a. 340 — 280
a.C.). Diodoro fue un filésofo de la escuela megarica, reconocido por construir argumentos y
paradojas filoséficas ingeniosas [11, pag. 15]. Su principal aportacién a la 16gica temporal fue
el llamado “Argumento Maestro”, interpretado en la antigiiedad como un argumento a favor
del determinismo filoséfico |11, pag. 15]. A pesar de que el argumento no se conserva en la
actualidad, se sabe por los relatos que hizo Epicteto [12] que el mismo relacioné los conceptos
l6gicos de “necesidad” y “posibilidad” con las nociones temporales de futuro y pasado, y
que probablemente buscaba argumentar que tnicamente son posibles aquellas proposiciones
que ocurrirdn eventualmente. Los temas de los que trata el argumento y la relacién de los
conceptos que se realiza en él tendrian una gran importancia para el debate en las etapas
futuras del desarrollo de la l6gica temporal:

= Para la edad media; el debate sobre la relacién entre el libre albedrio, el conocimiento
de Dios de los hechos futuros y el determinismo filoséfico.

= Para el desarrollo moderno; las formulaciones modales de la l6gica temporal y la seméan-
tica de estos sistemas.

Para los que ignoramos la historia, la Edad Media (que se extendié desde el siglo V hasta
el siglo XV) podria parecer un periodo de dogmatismo religioso y poca actividad intelectual,
la l6gica temporal nos brinda un excelente ejemplo de que este no es el caso. Inspirados por
problemas relacionados con la teologia como el libre albedrio, la interpretaciéon de los textos
sagrados y la independencia de la fe del tiempo |11 pag. 33], los pensadores medievales se
adentraron en un andlisis sumamente detallado de nociones temporales que hacen parecer
a los sistemas modernos como superficiales y simples. Entre los problemas con los que se
entretuvieron, se pueden enumerar los siguientes:

= La ampliacién temporal: el valor de verdad de proposiciones como “el rey de Francia
era calvo” depende del momento temporal al que refiere la proposicién. Durante este
periodo se buscé aclarar y reformular estas proposiciones para poder determinar a qué
tiempo hacian referencia.

= La duracion del presente: en el lenguaje coloquial utilizamos el término “presente” para
referirnos a periodos de tiempo variados; este preciso instante, este dia, este afo, esta
era, entre otros. Los pensadores medievales estudiaron este fenémeno a profundidad,
ideando un sistema donde se especificara claramente el intervalo de tiempo al que hace
referencia una afirmacién sobre el presente y determinando los criterios bajo los cuales
una proposicién se consideraria verdadera o falsa.

= Los conceptos de inicio y el fin: proposiciones como “me comienzo a banar” o “me
termino de banar” indican un estado de las cosas en las que suceden cambios y el
valor de verdad de una proposicién (“me estoy banado”) se transforma (de falso a
verdadero o de verdadero a falso). Los pensadores medievales intentaron aclarar este
tipo de proposiciones.

= Silogismos temporales: los pensadores medievales estudiaron argumentos cuya validez
dependia de las caracteristicas temporales de las proposiciones involucradas en ellos y
articularon clasificaciones generales para estudiarlos.
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» La naturaleza del tiempo: ;jpuede Dios saber todo lo que va a suceder en el futuro?
si es asi, jel futuro estda predeterminado y tnicamente existe un futuro posible? o por
el contrario, jel futuro esta indeterminado y existen muchas posibilidades de eventos
futuros? Todas estas preguntas relacionan problemas metafisicos y teoldgicos con la
l6gica temporal y fueron analizados y discutidos en la época medieval, lo que llevo a la
creacion de diferentes logicas del tiempo.

El renacimiento trajo consigo una concepcién negativa de la légica temporal. Los argumen-
tos medievales se consideraron abstractos, artificiales y barrocos. La légica tinicamente debia
dedicarse a estudiar el razonamiento correcto para la actividad cientifica, y, bajo la con-
cepcion renacentista, la ciencia lidiaba con verdades atemporales. Estos ataques debilitaron
gradualmente el interés en el estudio l6gico del tiempo, llevando a que, para el siglo XIX, se
consideraran como “irrelevantes” las nociones temporales en la légica [11, pag. 122].

Poco a poco, la légica temporal fue recobrando interés en la modernidad. Charles Sanders
Peirce (1839 — 1914) fue uno de los primeros filésofos modernos en interesarse por aspectos
temporales; estudiando los conceptos de presente, pasado y futuro; describiendo la naturaleza
temporal de las proposiciones y reflexionando sobre la continuidad del tiempo. Jan fukasiewicz
(1878 — 1956) cre6 un sistema logico formal donde ademas de los valores tradicionales de
verdad “verdadero” y “falso”, se anadia un valor “indeterminado” que podia ser interpretado
temporalmente en proposiciones futuras contingentes. El filésofo aleman Hans Reichenbach
(1891 — 1953) cred un sistema formal para articular los distintos tiempos verbales (presente,
pasado, futuro, entre otros) [11, pdg. 156]. A pesar de todos estos avances preliminares, la
concepcién moderna de la légica temporal fue creada por Arthur Norman Prior (1914 — 1969).

A Prior le debemos la utilizacién de los operadores P y F' para hacer referencia a los
tiempos pasado y futuro, respectivamente. La creacién, junto con Charles Hamblin (1922 —
1985) del primer sistema axiomdtico para formalizar la l6gica temporal de tiempo lineal [11]
pag. 176]. La formalizacién, junto con Saul Kripke (nacido en 1940), de la nocién de futuro
ramificado, en la que, a partir del presente, se considera el futuro como una ramificacién de
posibles estados (y sobre la cual estd basada la l6gica temporal CTL) [11, pag. 190]. El estudio
de los aspectos temporales de la teoria de la relatividad espacial [11, pag. 197], asi como la
creacién de un sistema formal donde se especifica métricamente cuantas unidades de tiempo
en el futuro o en el pasado sucede una proposicién (P(z) y F(x) que indican: “ocurrié hace
x unidades de tiempo” y “ocurrird en x unidades de tiempo”, respectivamente), entre otros
descubrimientos.

1.1.2. Verificaciéon de modelos

Concentramos ahora nuestra atenciéon a la que probablemente sea la aplicacién practica
mas exitosa de la légica temporal: la verificacién de modelos. La verificacién de modelos hace
uso de la légica temporal para demostrar propiedades temporales de abstracciones de sistemas
de hardware y de software que permiten asegurar su correcto funcionamiento. La verificacion
de modelos tiene aproximadamente 35 afios de existir [13], aqui se hard una descripcién breve
de algunos de los momentos méas importantes de su historia.

Durante los afios 70, diversos autores propusieron la utilizacion de la légica temporal lineal
para razonar sobre programas de computadora |13, pag. 9], especialmente importante fue el
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articulo de 1977 “The Temporal Semantics of Concurrent Programs”|14] de Amir Pnueli, ya
que fue el primero en utilizarla para la especificacién de programas concurrentes, problema
que resultaria central para la verificacion de modelos. En dicho articulo, Pnueli mostré cémo
asignar a un programa P una férmula en légica temporal W (P) y cémo la férmula R de
una propiedad del programa se podria demostrar a través de la implicacién W(P) — R. Una
desventaja de esta formulacion era que la demostracion se hacia a mano, lo que complicaba
el proceso.

A inicios de los anos 80, se comenzaron a estudiar logicas de ramificacién y su aplicacion
en el estudio de sistemas computacionales. En 1980, Edmund M. Clarke y E. Allen Emerson
propusieron un sistema basado en arboles y lo relacionaron con el calculo-p de puntos fijos.
En 1981, Ben-Ari, Manna y Pnueli utilizaron una sintaxis que hacia uso de letras mayusculas
en lugar de la notacién basada en logica de primer orden utilizada hasta entonces. Esta
sintaxis resulté muy popular y es la que se usara en esta tesis. Lamport en 1980 [15] fue el
primero en comparar el poder computacional de una légica de ramificacién con una logica
de tiempo lineal, mostrando cémo existian propiedades que podian ser expresadas en cada
una de ellas pero no en la otra, haciendo su poder expresivo estrictamente distinto. En 1986,
Emerson y Halpern [16] analizaron el problema planteando una tercera légica CTL* que podia
expresar tanto propiedades de légica lineal (LTL) como propiedades de légica de arbol (CTL),
utilizando esta logica ampliada, se pudo comparar de manera unificada qué formulas de LTL
no podian ser especificadas en CTL y viceversa.

La articulacién moderna de la verificacion de modelos fue dada en 1981 por Clarke y
Emerson |17] y en 1982 por Quielle y Sifakis [18]. En ambos articulos, se utilizaba un enfoque
basado en la teoria de modelos y no en la teorfa de pruebas (a diferencia del articulo de Pnueli
del 77). En ellos, el sistema a estudiar se expresaba como un diagrama de transiciones (tam-
bién llamado estructura de Kripkeﬂ) y las propiedades del sistema que se deseaban probar se
articulaban como una férmula en légica temporal. El objetivo era mostrar que el diagrama
era modelo de la féormula especificada (en el sentido l6gico del término). En ambos articulos,
ademas, se desarrollaron los algoritmos que permitian probar las propiedades automaticamen-
te, Clarke y Emerson ademaés analizaron la complejidad del algoritmo que propusieron. Esta
mecanizaciéon del proceso de verificacién supuso una simplificacién considerable respecto a los
métodos basados en demostraciones a mano.

Junto con estos desarrollos tedricos vinieron los primeros programas verificadores de mode-
los. En 1983, Clarke, Emerson y Sistla propusieron un algoritmo que mejoraba asintéticamente
la complejidad con respecto al descrito en [17] y lo implementaron en el verificador EMC' ( Ez-
tended Model Checker, verificador de modelos extendido), con esta mejora, se pudo lidiar con
sistemas de hasta 10° estados |13, pag. 14]. El verificador de modelos MCB (Model Checker
B, verificador de modelos B) implement6 por primera vez la capacidad de mostrar contra-
ejemplos en propiedades universales CTL que no se cumplieran y testigos en propiedades
existenciales CTL que si se cumplieran. Esta funcionalidad resultaria esencial en verificadores
futuros. También durante los afios 80, se utilizé6 por primera vez la verificacién de modelos
para comprobar un circuito electrénico, este ejercicio seria la antesala de una serie de articulos

2 En honor al légico y filésofo norteamericano Saul Kripke, cuyas contribuciones al campo ya se han
mencionado en la recapitulacion histérica de la logica temporal.
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donde se aplicaria esta técnica a diferentes dispositivos de hardware [13| pag. 15].

Alrededor de 1990 se invent6 una técnica que permitiria lidiar con sistemas considerable-
mente mas grandes que con los que se habia trabajado anteriormente y en la cual esta basada
esta tesis: la verificacion de modelos simboélica. Kenneth McMillan, estudiante doctoral de
Edmund Clarke, ideé codificar los diagramas de transiciones utilizando funciones booleanas
e implementar estas mediante arboles de decisiéon binarios. Esta representacién permite cap-
turar, en ciertos casos, regularidades presentes en el diagrama de transiciones que permiten
lidiar con sistemas considerablemente méas grandes que las representaciones explicitas basa-
das en grafos. Utilizando esta representacion, se pudieron lidiar con sistemas de hasta 10%°
estados [7]. Como parte de su doctorado, McMillan, creé el verificador SMV (Symbolic Model
Checker, verificador de modelos simbdlico) que implementaba esta técnica para la verificacion.
El verificador mostré su utilidad al modelarse en él el protocolo de coherencia de caché en el
estandar IEEE Futurebus+ en 1992. El verificador creado en el trabajo presente utiliza una
sintaxis restringida de SMV para la especificacién, tanto de la estructura de Kripke como de
las formulas en légica temporal.

Un problema que histéricamente ha sido complicado para la verificacion de modelos es
el andlisis de sistemas asincronos (aquellos en los que ocurren eventos que no se encuentran
sincronizados con la ejecucién principal), ya que la “explosion de estados” es particularmente
grave en ellos. Una técnica para tratar con este tipo de sistemas es la reduccion parcial del
orden, la cual busca explotar las partes “independientes” de los procesos asincronos (aquellas
cuyo orden no afecta el resultado final del proceso) con el objetivo de reducir el tamatio del
sistema a verificar. Durante los anos 90 McMillan y otros publicaron estudios detallandola
[13, pag. 18].

Ademas de estos métodos establecidos, existen algunos otros procedimientos ad hoc para
la solucién de ciertos tipos de problemas que se desarrollaron durante los 90. El razonamiento
composicional busca explotar la estructura modular de algunos circuitos para poder separar
su estudio en partes mas pequenas que sean tratables. La abstraccion busca simplificar el
estudio de un sistema mediante el uso de un nimero pequefio de estados que representen
de manera general operaciones complejas. La reduccion simétrica busca aprovechar simetrias
inherentes en un sistema para reducir su tamano. Finalmente, el estudio parcial de sistemas
parametrizados puede ayudar, en ciertos casos, a reducir el tamano de un circuito que se desea
estudiar.

Edmund Clarke, en una resena sobre la historia de la verificacién de modelos, cita los
siguientes desarrollos como algunos de los més importantes que se han hecho en el campo
desde los anos 90 [13, pag. 20]:

Autématas cronometrados e hibridos,

La verificaciéon de modelos para protocolos de seguridad,

Verificacién de modelos adjunta,

Verificacién de modelos y aprendizaje composicional,

Abstraccion de predicados,
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= Sistemas con un nuimero infinito de estados.
Entre los retos mas importantes para el futuro, el autor destacas:
= La verificacién de modelos para software,

= El estudio de la interaccién entre la demostracién de teoremas y la verificacién de mo-
delos,

= Explotar el problema de la satisfaccién booleana (SAT) y el de satisfaccion médulo
teorias (SMT) para el beneficio de la verificacién de modelos,

= Verificaciéon de modelos probabilistica,
= La interpretaciéon de contraejemplos,

= El andlisis de la cobertura en las especificaciones, es decir, estudiar si las especificaciones
cubren adecuadamente el comportamiento del dispositivo.

Como podemos ver, la verificacion es un campo de estudio fértil, con una vida relativamente
corta y con una gran oportunidad para el desarrollo futuro.

1.2. Légica de arbol de computacién (CTL)

La légica temporal CTL se basa en una interpretacién no deterministica del tiempo. A
partir del presente, existen miiltiples estados futuros a los que se puede llegar y de estos,
también se puede llegar a otros multiples estados, de ahi que a esta logica también se le suele
llamar de ramificacién.

Al igual que otros sistemas formales, la légica temporal estd conformada por dos par-
tes: sintaxis y semantica. La sintaxis indica el conjunto de expresiones correctas dentro del
sistema, a las que se les suele llamar formulas bien formadas. La seméantica, por su parte,
determina la forma en la que estas expresiones adquieren un valor de verdad especifico (ver-
dadero, falso, posiblemente verdadero, necesariamente falso, entre otros), asignando entonces
un “significado” a las expresiones inertes especificadas en la sintaxis.

1.2.1. Sintaxis

Para formar las expresiones de la l6gica CTL debemos contar con un conjunto de variables
proposicionales (AP) que representan hechos atémicos de interés. La légica temporal CTL
amplia a la légica proposicional con operadores de dos tipos: de trayectoria y de estado.
Los operadores de trayectoria: estado siguiente (X), globalmente (G), hasta (U) y futuro (F)
indican propiedades de una trayectoria a lo largo del arbol. Los operadores de estado: existe
(E) y para todo (A) que cuantifican a las trayectorias a partir de un estado. Todas estas
nociones se formalizaran cuando se estudie la seméantica del sistema.

El conjunto de formulas bien formadas de la l6gica CTL en notacién Backus-Naur es:
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Definicién 1.1 (Sintaxis de la légica CTL).

pu=T |p| ¢ [ d1Ada | AXg | EX¢ | AGo | EGo | AF¢ | EF¢ |

Alp1Ug2] | E[¢1U¢2]

donde p € AP. Es importante notar cémo todo operador de trayectoria estd precedido por un
operador de estado y que las combinaciones de estos se pueden tratar de manera independiente.

Como es convencional en la légica proposicional, se pueden definir otros simbolos y ope-
radores a partir de la negacién (—), la conjunciéon (A) y verdadero (T):

Definicién 1.2 (Operadores proposicionales derivados, en orden decreciente de precedencia).

def

1 =-T

$1V 2 = = ((-61) A (- 62))

def

$1 D g2 = (p1 A (—d2)) V((—é1) A ¢2)

G — b2 E (2 1) Vo

def

d1 <> P2 = (91 — P2) A (2 — ¢1)

Existe una convencién para simplificar la notacion de las formulas CTL. Los operadores
unarios tienen la precedencia mds alta, y dentro de estos, la negacién (—) tiene mayor pre-
cedencia que los operadores temporales (EX, AX, EF, AF, EG y AG). En los operadores
binarios, los operadores proposicionales (A y V, &, — y <) tienen mayor precedencia que los
operadores temporales (EU y AU). Cuando los criterios de precedencia no sean suficientes
para determinar inequivocamente la agrupacion de una expresion, se debe de tomar en cuenta
la asociatividad de los operadores légicos; todos los operadores unarios son asociativos por la
derecha; A, V, <> y @ son independientes de la asociatividad y — es asociativo por la derecha.
Bajo esta convencién, la expresion:

EX-pAqgVs+ AG-s = p — s

se agruparia como:

(EX(=p)) A g) V s) & ((AG (=s)) = (p = 9))
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1.2.2. Semantica

Una vez establecidas las reglas para la construccion de las formulas bien formadas en la
légica CTL, debemos de especificar una estructura matemaética sobre la cual se van a inter-
pretar las férmulas y un método para determinar si para una férmula y una estructura dadas,
la férmula se satisface en la estructura, es decir, debemos de especificar una interpretacion de
las féormulas y una relacion de satisfaccion para las mismas |4, pag. 320]. Estos dos elementos
conforman la semdntica de la légica.

La interpretacién de las férmulas se hard sobre un diagrama de transiciones (también
llamado estructura de Kripke) definido formalmente como:

Definicién 1.3 (Diagrama de transiciones). Sea M = (S, —, I, AP, L) un diagrama de
transiciones, los elementos que lo conforman son:

= S es un conjunto finito de estados,
= — C .5 x § es una relacién de transicién,

= [ C S es un conjunto de estados iniciales,

AP es un conjunto finito de variables proposicionales y

L : S — 247 es una funcién de etiquetado que asigna a cada estado un conjunto de
etiquetas.

Durante el trabajo presente se considerard que Sy AP son finitos, reescribiremos (s, s’) como
s — s’ para dos estados cualesquiera sy s’, diremos que s’ es sucesor de sy que s es antecesor
de s’. Se establecerd la restriccién de que para todo estado s € S debe existir al menos un
s’ tal que s — s, esta restriccién evita la condicién de “punto muerto” donde un sistema,
estando en un determinado estado, ya no tiene a dénde ir.

Se suele representar graficamente a los diagramas de transiciones mediante un grafo di-
rigido. El diagrama de transiciones representado por la Figura [1.1| estd conformado por los
siguientes elementos:

» S = {so, s1, S2, S3},

» — = {sg — s1, S1 = S0, So — S2, S2 — Sp, S2 — S3, S3 — S2, S| — S3, S3 — S1},
= I = {so},

AP = {q, r},

L = {(s0,9), (s1.{q}), (s2,{r}), (s3,{r,a})}-

También se considerara que L es una funcién inyectiva, esto es, que estados distintos nunca
tendrén asociados el mismo conjunto de variables proposicionales. Esta restriccién nos permite
identificar a un estado por las variables que se satisfacen en él de manera tnica y permite
eliminar la etiqueta con el nombre de los estados de las figuras (sg, s1 , S2 y s3 en la Figura
, con lo que también se simplifica el diagrama.
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Figura 1.1: Representacion de una estructura de Kripke como una grafo dirigido.

Ahora definiremos un camino, que intuitivamente se refiere a una ejecucion particular del
sistema, el cual transcurre a través de estados de manera indefinida.

Definicién 1.4 (Camino en un diagrama de transiciones). Sea un diagrama de transiciones
M = (S,—,1,AP, L) cualquiera con las restricciones establecidas, un camino 7 es una
secuencia infinita de estados sg, s1, ... en S tales que para todo i > 0 se tiene que s; — S;11.
7[i] se utilizard para representar el i-ésimo estado de la secuencia.

Una forma de visualizar la ejecuciéon de un diagrama de transiciones es a través de un
arbol en el cual los hijos de un nodo representen las transiciones que ese nodo puede realizar.
La Figura muestra la ejecuciéon de las tres primeras transiciones del sistema representa-
do por la Figura evidentemente, este arbol tienen una profundidad infinita. Bajo esta
representacién, un camino del sistema de transiciones seria una rama particular del arbol.

Definicién 1.5 (Conjunto de caminos de un diagrama y conjunto de caminos a partir de un
estado). Sea M = (S, —,I, AP, L) un diagrama de transiciones, Cam(M) es el conjunto de
todos los caminos posibles de formar en M y Cam(s) es el conjunto de todos los caminos 7
en M tales que w[0] = s con s € S.

Con estos conceptos, ya podemos definir la interpretacién de una féormula temporal en un
diagrama de transiciones.

Definicién 1.6 (Relacién de satisfaccion CTL para estados). Sea M = (S, —, I, AP, L)
un diagrama de transiciones , a € AP, s € Sy ¢, ¢1 y ¢ tres férmulas CTL cualesquiera. La
relacién de satisfaccion = sobre M se define inductivamente de la siguiente manera:

s =T siempre,

" skEa Syss a € L(s),
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Figura 1.2: Representacién de la ejecucion de un diagrama de transiciones a través de un

arbol.
" sE¢ Syss
" s P A b2 Syss
- s AX S syss
= sk EX¢ Sy
« s =AG syss
= s EEGo syss
. s AF G syss
« sEEF¢ syss
= 5= Al¢1Ugs] syss
» 5= E[¢1Ugy] syss

s = ¢,

skEd1ysE ¢,
Wr € Cam(s) se cumple que #[1] |= o,
3r € Cam(s) tal que 7[1] o,
Vr € Camf(s) se cumple que ¥j > 0 (x[j] = 6),
Ir € Cam(s) tal que ¥j > 0 (x[j] |= ¢),
Vr € Cam(s) se cumple que 3j > 0 (x[j] £ &),
I € Cam(s) tal que 3j > 0 (x[j] = 6),

(

Vr € Cam(s) se cumple que 35 > 0 ((7[j] = ¢2)
y VO <k <j(nlkl = 1))y

Jdr € Cam(s) tal que 35 > 0 ((7[j] = ¢2)
y V0 <k <j(r[k] = 1))

Hasta ahora, la definicion de satisfaccién se ha hecho sobre estados de un diagrama de
transiciones. Se dird que un diagrama satisface una féormula si todos los estados iniciales de

este la satisfacen.

Definicién 1.7 (Relacién de satisfaccion CTL para diagramas de transiciones). Sea M =
(S, —, I, AP, L) un diagrama de transiciones y sea ¢ un férmula CTL, la relacién de
satisfaccién entre ambos se define como:

M = ¢ si y solamente si Vs; € I se cumple que s; = ¢.
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1.2.3. [Equivalencia entre operadores

Con las definiciones y ya se cuenta con un proceso para saber, a partir de una
estructura de Kripke arbitraria M y una férmula cualquiera ¢, si M = ¢ 6 M [~ ¢, sin
embargo, el proceso descrito puede ser simplificado. Si se logra mostrar que algunos operadores
temporales pueden ser escritos en términos de otros, entonces se puede reducir el niimero de
algoritmos de verificacion que se deben de programar a un nimero menor a los ocho definidos
con anterioridad. Para lograr esto sera necesario definir dos conceptos: el de equivalencia ldgica
entre formulas CTL y el de conjunto adecuado de conectivos.

Definicién 1.8 (Equivalencia légica entre férmulas CTL). Dos féormulas CTL ¢ y ¢2 son
equivalentes, denotado como ¢; = ¢9, si y solamente si, para todo diagrama de transiciones
M se cumple que:

M = ¢1 syss M [ ¢

Definicién 1.9 (Conjunto adecuado de conectivos). Un conjunto adecuado de conectivos para
un sistema logico es un subconjunto propio C,, C C del conjunto de todos los conectivos C
de manera que toda férmula generada con los conectivos en C es equivalente a una férmula
generada con los conectivos en Cf,.

Un articulo importante sobre este concepto (y del cual se tomé la definicién [1.9) es [19].
En ¢él, se demuestra el siguiente teorema:

Teorema 1.1 (Teorema de Adecuacién). Los conjuntos adecuados de conectivos para la 16gica
CTL son exactamente aquellos que contienen al menos uno de los operadores en {AX, EX};
al menos uno de los operadores en {EG, AF, AU} y el operador EU.

Corolario 1.1. El conjunto {EX,EU,EG} es un conjunto adecuado de conectivos para la
légica CTL.

De este corolario, se define el siguiente concepto:

Definicién 1.10 (Forma normal existencial para CTL). Una férmula CTL se encuentra
en forma mnormal existencial si los tnicos operadores temporales que aparecen en ella se
encuentran en el conjunto {EX, EU, EG}.

Aunque por razones de espacio no se demostrara el resultado principal descrito en el
Teorema [1.1] si se mostrard cémo obtener una férmula en forma normal existencial a partir
de cualquier formula CTL y las equivalencias necesarias para hacerlo.

Teorema 1.2 (Transformaciéon a Forma Normal Existencial). En la légica CTL se cumplen
las siguientes equivalencias:

1. AX ¢ = -EX-¢,
2. AF ¢ = -EG-9,
3. EF ¢ = E[TUg¢],

11
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4. AG¢ = —\EF—\d)y
5. A[p1 U] = —E[-¢2U (=1 A—¢2)] A 2EG = ¢o.

Demostracion. Las primeras cuatro equivalencias se pueden mostrar utilizando tinicamente
equivalencias de la logica de primer orden:

1. De acuerdo con la definicién de EX ¢:

“EX ¢ & ~(3Ir € Cam(s) (w[1]
& Vr e Cam(s) ~ (n[1] & ¢)
& Vr e Cam(s) (r]l] = ¢
< AX o

2. De acuerdo con la definicion de EG ¢:

& VY1 € Cam(s) (— (V¥ 9)))
< Vr € Cam(s) (37 > 0 (n[j] & 9))
< Vr e Cam(s) (35 >0 (7[j] E ¢))

Las demostraciones de los incisos [3] y [ se realizan de manera similar a los ya demostra-
dos.

5. La demostracion de la Gltima equivalencia implica un razonamiento méas complicado que
no es traducible directamente a légica de primer orden. Se prueba la equivalencia:

Alp1U¢z] & =E[-¢2U (=01 A—¢2)] A -EG ¢

De lo obtenido en el punto 2, = EG — ¢ se puede reescribir como AF ¢s:

Alp1Ugy] & —E[-d2U (=1 A—¢2)] ANAF 2

Se trata de un argumento de la forma p < ¢:
=
Se debe mostrar que:
Al¢1Ugs] = AF ¢

y que:
Alp1 U] = ~E[~d2 U (=1 A= ¢a)]

AF ¢, se obtiene de manera directa de la definicién de A[¢; U ¢2 .
Para demostrar:

Alp1Ug2] = —E[=¢2U (= g1 A~ ¢2)]

12



1.2. LOGICA DE ARBOL DE COMPUTACION (CTL)

Se utilizara la equivalencia:

“(A[p1 U] A E[-¢2U (= g1 A= 2)])

Supongamos que se cumple A[¢; U ¢ ], esta férmula establece que, para todo camino,
¢9 se cumple en un estado y para todos los estados anteriores se cumple ¢;. Por su
parte, E[ = g2 U (= ¢1 A = ¢2)] establece que, existe un camino en el que en un estado se
satisface = g1 A ¢ v en todos los estados anteriores se satisface = ¢y. Si por A[ ¢1 U ¢2 |,
¢2 se ha de cumplir en algin estado, este estado debe de ocurrir después de que haya
ocurrido = ¢; A = ¢2 (ya que hasta ese momento, siempre se cumple —¢9 de acuerdo
con E[— ¢ U (= ¢1 A = ¢2)]), sin embargo, en el estado en el que se cumple = ¢1 A = o
evidentemente no se cumple ¢, contradiciendo lo que postula A[¢; U ¢y ]|. Ambas for-
mulas no pueden ocurrir simultaneamente.

—:
Debemos probar que:

“E[-¢2U(=¢1 A=¢2)] NAF ¢ = Al¢1 U o]

Para un camino arbitrario, E[ = ¢2 U (= ¢1 A = ¢2)] puede ser falso en cualquiera de los
dos siguientes casos:

a) Si = ¢1 A ¢2 nunca se cumple, entonces ¢1 V ¢o se cumple indefinidamente. AF ¢y
forza a que en algin estado se cumpla ¢9 eliminando la posibilidad de que satisfacer
esta condicién cumpliendo globalmente solo ¢1. Si ¢ se cumple eventualmente y
@1V ¢2 se cumple en todos lo estados, entonces A g1 U ¢a | se cumple.

b) Si —¢1 A— g se cumple en algtiin estado, pero en un estado anterior ¢o se cumple.
Tomemos la primera ocurrencia de —¢; A —¢2, en los estados anteriores a este
estado donde se cumpla — ¢9, forzosamente se debe de cumplir ¢ (de no ser asi,
no serfa la primera ocurrencia de = ¢ A = ¢2) esto fuerza a que, sin importar en
qué estado se cumpla ¢9, en todos los anteriores se habra cumplido ¢;. Con ello se
cumple A[¢1 Uga].

O]
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Capitulo 2

Algoritmos de verificacién

2.1. Algoritmos de verificacion explicitos

En el capitulo anterior se describié un método para determinar si una estructura de Kripke
satisface una férmula CTL o no. A pesar de ser matematicamente correcto, este método resulta
inapropiado para ser implementado en una computadora, por dos razones principalmente:

1. Se debe de trabajar con caminos de profundidad infinita, lo cual es evidentemente im-
posible en una computadora real.

2. El procedimiento solamente estd descrito para la satisfaccién en un estado, lo cual lo
hace ineficiente para lidiar con estructuras que tienen multiples estados.

Para tratar con el primer problema, debemos recordar que todo diagrama de transiciones
tiene un numero de estados finito, de esta manera, todo camino infinito estara conformado
por una secuencia finita de estados que se repite de manera indefinida. Si se lleva un registro
de los estados que se han visitado, entonces se puede determinar el criterio de satisfaccién en
una cantidad de tiempo finita. El segundo de los problemas se resuelve utilizando el concepto
de conjunto de satisfaccion, para verificar si una determinada férmula se satisface en una
estructura, se determinard, para cada subférmula de esta, el conjunto de estados en los que
dicha subférmula se satisface y, posteriormente, se combinaran estos conjuntos de acuerdo
con la seméntica de la légica CTL para determinar el conjunto de estados que satisfacen la
féormula original. Finalmente, se debe de verificar si todo estado inicial de la estructura de
Kripke satisface a la férmula o no y emitir el criterio de satisfaccion final.

Una forma de visualizar la estructura recursiva del algoritmo es a partir de un arbol
de derivacién. Supongamos la siguiente férmula CTL en forma normal existencial (véase la
Definicién :

EXqg A EG(=q V —7)

Un arbol de derivacion es un arbol que representa la estructura sintactica de una expre-
sién definida inductivamente. Para una féormula arbitraria CTL, los subarboles del arbol de
derivacién indican las subférmulas que lo conforman, la raiz es la formula principal que se
estd estudiando. El arbol de derivacién de la formula anterior se muestra en la Figura [2.1
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CAPITULO 2. ALGORITMOS DE VERIFICACION

Figura 2.1: Arbol de derivacién de la expresion EXq A EG(—-q V —r).

Bajo esta interpretacién, el conjunto de satisfacciéon un nodo dependerd directamente de los
conjuntos de satisfaccion de sus hijos. El caso base del algoritmo son las hojas, que siempre
estaran conformadas por variables o constantes proposicionales. El conjunto de satisfaccion
para variables proposicionales se obtiene directamente y se trata de todos los estados donde se
satisface la variable proposicional que aparece en la hoja, los conjuntos de satisfacciéon de T y
1 son Sy @, respectivamente. Inductivamente, para los nodos que no son hoja, se combinan
los conjuntos de satisfaccién de sus nodos hijos una vez que estos se han obtenido utilizando
la semantica descrita para la l6gica CTL.

La funcién Ant(X) es de utilidad para introducir conceptos futuros. Esta obtiene el con-
junto de estados que tienen como sucesor un estado que pertenece a un conjunto arbitario

X.

Definicién 2.1 (Funcién anterior). Sea M = (S, —, I, AP, L) un diagrama de transiciones
y s € S, la funcién Ant se define de la siguiente manera:

Ant(s) = {q € S| existe una transicién g — s}
de manera similar, si X C S:
Ant(X) = {q € S| existe una transicion ¢ - r yr € X}

Con esta definicién, ya podemos describir un proceso algoritmico para determinar el con-
junto de satisfaccién de cualquier féormula CTL:
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2.1. ALGORITMOS DE VERIFICACION EXPLICITOS

Algoritmo 2.1 Conjunto de satisfaccion

1: def SATSET(M, ¢):

2: if ¢ == :

3: return S

4: else if ¢ € AP:

5: return {s€ S | ¢ € L(s)}

6: else if ¢ == —¢q:

7: return S\ SATSET(M, ¢1)

8: else if ¢ == ¢1 A ¢a:

9: return SATSET(M, ¢1) N SATSET(M, ¢2)
10: else if ¢ == @1 V ¢

11: return SATSET(M, ¢1) U SATSET(M, ¢2)
12: else if ¢ == ¢1 — ¢a:

13: return SATSET(M, —¢1 V ¢2)

14: else if ¢ == ¢1 < ¢a:

15: return SATSET(M, (¢1 — ¢2) A (¢p2 — ¢1))
16: else if ¢ == ¢1 @ ¢o:

17: return SATSET(M, (o1 A ¢2) V (h1 A —¢2))
18: else if ¢ == AX ¢1:

19: return SATSET(M, “EX-¢q)

20: else if ¢ == EX ¢1:

21: return SATSETEX(M, ¢1)

22: else if ¢ == AG ¢1:

23: return SATSET(M, —EF—¢;)

24: else if ¢ == EG ¢;:

25: return SATSETEG (M, ¢1)

26: else if ¢ == AF ¢1:

27 return SATSET(M, —EG—¢1)

28: else if ¢ == EF ¢1:

29: return SATSET(M, E[T U ¢4])

30: else if ¢ == A[¢1 Ugyl:

31: return SATSET(M, —E[-¢2U(—=¢1 A = ¢2)] A ="EG—¢2)
32: else if ¢ == E[¢1U ¢o]:

33: return SATSETEU(M, ¢1, ¢2)

17



CAPITULO 2. ALGORITMOS DE VERIFICACION

El Algoritmo [2.1] estd basado en otras tres subrutinas que corresponden a la obtencion de
los conjuntos de satisfaccion para los operadores presentes en la Forma Normal Existencial,
el pseudocddigo de estos se muestra a continuacion:

Algoritmo 2.2 Conjunto de satisfaccién de EX

1. def SATSETEX (M, ¢):

2: X = SATSET(¢)

3: Y = Ant(X) # Todos los estados anteriores
4: return Y

Algoritmo 2.3 Conjunto de satisfaccién de EG
1: def SATSETEG (M, ¢):

2: X=0

3: Y = SATSET(¢)

4: while X #Y :

5: X=Y

6: Y =Y NAnt(Y) # Todos los estados con una transiciéon hacia Y
T return Y

Algoritmo 2.4 Conjunto de satisfaccién de EU

1: def SATSETEU(M, ¢1, ¢2):

X =0

Y = SATSET(¢2)

Z = SATSET(¢1)

while X #Y :
X=Y
Y=YU(ZnNAnt(Y)) # Todos los estados anteriores donde se cumple ¢;

return Y

2.2. Algoritmos de verificacion con equidad

A pesar de tener la capacidad de expresar muchas propiedades ttiles sobre sistemas compu-
tacionales, la l6gica CTL posee limitaciones para describir otras que también resultan impor-
tantes. Una especialmente relevante es la incapacidad para expresar propiedades de equidad.
Las propiedades de equidad buscan eliminar ciertos caminos de ejecucién de un sistema que
podrian considerarse “injustos” si se tratara de un dispositivo real. Para ejemplificar el concep-
to imaginemos una ventanilla de atenciéon en un banco que cuenta con dos filas que atienden
a clientes distintos, una fila es para clientes “preferentes” y la otra para clientes “conven-
cionales”, ademas, imaginemos que existe una politica empresarial en la que, de haber una
persona esperando en la fila preferente, los asistentes del banco siempre la deberan de atender
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2.2. ALGORITMOS DE VERIFICACION CON EQUIDAD

antes que la persona que se encuentre en la fila convencional. Si los clientes preferentes del
banco no pararan de llegar a la sucursal, los clientes convencionales nunca serian atendidos,
lo que indicaria una operacién injusta del sistema que idealmente deberia de ser eliminada.
Técnicamente, a esta situaciéon se le conoce como inanicion y es un ejemplo comun de un
sistema donde no se cumple la propiedad de equidad.

Mateméaticamente, la situacién descrita en el parrafo anterior podria modelarse de la
siguiente manera: asignemos la formula ¢ a la situacién en la que se atiende al siguiente cliente
que se encuentra en la fila convencional. Eliminar las ejecuciones injustas seria equivalente
a no considerar aquellos caminos en los que nunca se cumple ¢. Una posible férmula CTL
para describir esto podria ser AG (AF¢ — () donde S es la propiedad que queremos probar
solamente en los caminos “justos". Esta férmula intenta eliminar de la consideraciéon de [
a aquellos estados en los que, para algin camino no se cumple ¢ en ningin estado futuro.
El problema con esta especificacion es que, si existe algtin estado donde se da esta situacion,
todos los caminos que parten de ese estado se eliminarian aunque solamente uno fuera injusto,
eliminando de la consideracién caminos que deberian de analizarse para . Esta limitacién para
seleccionar caminos especificos se debe a que, toda propiedad de camino en CTL (F, X, G, etc.)
siempre es precedida por un cuantificador (A y E), lo que imposibilita el poder discriminar
caminos de ejecucion individualmente. Si queremos incluir este tipo de propiedades dentro de
un verificador CTL, tenemos que ir mas alla de los algoritmos descritos en la seccién anterior.

La siguiente definicién (tomada de [5, pag. 231]) clarifica esta idea de equidad, general-
mente llamada equidad incondicional [4, pag. 129] o justicia |20, pags. 24-25]:

Definicién 2.2 (Camino con equidad incondicional o justicia). Sea M = (S,—,I, AP, L)
un diagrama de transiciones arbitrario, equi = {¢1, ¢2, ... , ¢p} un conjunto de n férmulas
CTL llamadas restricciones de equidad y w un camino cualquiera en M. 7 es un camino justo
con respecto a equi, denotado como e;z - Syss para toda restriccion ¢; existe un nimero infinito

de estados 7[j] sobre 7 tales que w[j|] E ¢;. Es decir, que para todo estado w[k] con k > 0
sobre 7 existe | > k tal que 7[l] | ¢;. Se llamard Cam(M) al conjunto de todos los caminos
equi

justos en M respecto a equi y se llamard Cam(s) al conjunto de todos los caminos justos en
equi

M tales que 7 [0] =sconse€S.
equi

La siguiente definiciéon describe de manera general la semantica CTL con restricciones de
equidad afiadidas.

Definicién 2.3 (Semantica CTL bajo equidad incondicional o justicia). Sea M un diagrama
de transiciones arbitrario, equi = {¢1, ¢2, ... , ¢n} un conjunto de n férmulas CTL llamadas
restricciones de equidad y ¢ una férmula CTL cualquiera. M satisface a ¢ bajo equi, denotado

como M = ¢ syss se cumple con la descripcién hecha en la Definicién [1.6| para satisfaccién de
equi
la l6gica CTL, con la tnica diferencia siendo que los operadores de cuantificacion existencial

(E) y universal (A) unicamente cuantifican sobre caminos con equidad equi de acuerdo con
la Definicién Los operadores temporales bajo la restricciéon equi se reescribiran como

AX, AF, etc. La relacién de satisfaccion bajo equidad = podré reescribirse como la relacién
equi  equi equi
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CAPITULO 2. ALGORITMOS DE VERIFICACION

de satisfaccién convencional =, si es evidente que todos los operadores temporales presentes
en la férmula a evaluar se han sustituido por sus versiones “justas”.

De la misma manera que para los operadores convencionales, existe la Forma Normal
Existencial cuando se consideran restricciones de equidad.

Teorema 2.1 (Transformacién a Forma Normal Existencial bajo restricciones de equidad).
Las equivalencias descritas en el Teoremall.2|se cumplen de la misma manera bajo restricciones
de equidad arbitrarias equi.

Demostracion. La tnica diferencia que existe entre los operadores tradicionales y los que se

encuentran bajo la restriccion equi es que la cuantificacion se realiza sobre caminos justos

(Cam) en lugar de caminos convencionales (Cam). Las equivalencias en légica de primer
equi

orden se siguen satisfaciendo bajo esta nueva interpretacion y los razonamientos metalégicos
siguen siendo validos también. O

El proceso de verificacion bajo restricciones de equidad puede ser simplificado atin mas

si se analiza con detenimiento la naturaleza del operador EG. EG T determina si, para un
equi equi

estado cualquiera, existe un camino donde se cumple T de manera indefinida (que sabemos
que son todos los caminos), bajo la condicién de que se cumplan las restricciones de equidad
equi en él, es decir, los estados que satisfacen esta férmula son aquellos que tienen al menos un
camino justo que emana de ellos. Todo estado que satisface alguna férmula en FNE bajo las

restricciones equi debe de satisfacer EG T. Utilizando esta operacién, podemos definir E[U]
equi

equi
en términos de E[U] y de EG y también podemos definir EX en términos de EX de EG.
equr equt equi

Formalmente:

Teorema 2.2 (Interdependencia de operadores existenciales con equidad). Las siguientes
equivalencias se cumplen para operadores existenciales con equidad:

1. EX¢ = EX(¢ AEGT)
equi equi

2. E 01U = Elo1 U (92 AEGT)]

Este es un resultado conocido y comin en la bibliografia sobre la verificaciéon de modelos,
por lo que se omite la demostracién por razones de extension. Si se desea un desarrollo
detallado de todos los elementos necesarios para obtenerlo se puede consultar [4, pag. 366].

Con este teorema se puede reducir el problema de la verificacion de modelos con res-
tricciones de equidad equi al problema de verificacién convencional junto con la adiciéon de
un algoritmo EG ¢ para la obtencién de los caminos justos. El siguiente teorema establece

equi
un criterio para determinar los estados que cumplen con EG ¢ en una estructura de Kripke
equi
M= (S, —, I, AP, L) , vista M como un grafo G = (V,E) donde V =Sy F =—:
Teorema 2.3 (Satisfacciéon de EG¢). Sea s un estado de un diagrama de transiciones arbi-
equi
trario M, y sea equi = {¢1, ¢2, ..., dn}, s = EG ¢ syss existe un camino que comienza con
equi

el fragmento: s) — s; — ... = s y un ciclo 09 — 01 — ... = oy tal que:
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2.2. ALGORITMOS DE VERIFICACION CON EQUIDAD

Figura 2.2: Descripcion grafica de s = EG T

equi

1.VO<j<k(s; E¢)yV0<i<I (o5} ¢),es decir, ¢ se satisface en todos los estados.

2. S§=S80yY S, =00 = O0].
3. Existe al menos un 0 < i <[ tal que o; = ¢, para todo 1 < r <n.

En otras palabras, el camino tiene un componente fuertemente coneX(ﬂ que se repite indefi-
nidamente en el cual se satisfacen todas las férmulas de equidad.

Demostracion. =: Supongamos s = EG ¢, el camino infinito que satisface la férmula es
equi

s — 81 — ... y por la definicién de camino justo bajo equi sabemos que, para todo estado del
camino sp, existe un estado futuro s; (¢ > p) tal que s; = ¢,. Como el nimero de estados
del diagrama de transiciones es finito, los estados donde ¢, se cumple se deben de repetir
indefinidamente, lo que obliga a la existencia del ciclo (punto 2). El ciclo debe de cerrarse
en algin momento, lo que forza al punto 1. Como se trata de la formula EG¢, ¢ se debe de
satisfacer en todo estado del camino.

<~

Supongamos que existe el fragmento finito sg — s; — ... = sx y el ciclo 09 = 01 — ... = 0y
con las caracteristicas especificadas en los puntos 1 y 2. De acuerdo con el punto 1, el ciclo
es alcanzable por el estado inicial del camino s y, de acuerdo con el punto 2, en el ciclo se
cumplen indefinidamente todas las férmulas de equidad ¢,.. Como todo estado en el camino
satisface a ¢, entonces el estado cumple con EIS‘; o. O

!Para la definicién de este y otros conceptos de grafos véase el Apéndice
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CAPITULO 2. ALGORITMOS DE VERIFICACION

Como se menciona en el punto [I| del teorema anteriormente demostrado, solamente aque-
llos estados que tengan al menos un camino en el que se cumpla indefinidamente ¢ podran
satisfacer a EG ¢ por lo que, dado M = (S, —, I, AP, L), debemos restringir S y — de

equi
la siguiente manera:

So = {s€S|sk ¢}

—p ={(s5) e— [ sk y ¢}

Se puede describir ya un algoritmo para la satisfaccién de este problema:

Algoritmo 2.5 Conjunto de satisfaccion EG ¢

equi

1: def SATSETEGEQUI(M, ¢, [p1, ... ,dn]):

2: S=254 # Obtenemos el diagrama restringido

3 — = —¢

4 equiC = @ # Componentes fuertemente conexos justos

5: SCC = Componentes fuertemente conexos en M

6 for scc in SCC :

7 for iin [1, ... ,n]:

8 if Js € sce (s = ¢;) =

9: ifi==n:
10: equiC = equiC U scc # scc cumple con todo ¢; € [p1, ... , Pp]
11: else:
12: continue
13: else:
14: break
15: # equiC ya contiene todos los componentes fuertemente conexos justos
16: return {s € S | s puede alcanzar a cualquier estado en equiC'}

Donde el concepto de alcance refiere a la existencia de un camino mediante el cual se
pueda llegar de un estado a otro de M.

Con este procedimiento, el problema de verificacién de modelos ¢ bajo n restricciones de
equidad arbitrarias equi = {¢1, P2, ..., ¢n} se podria subdividir en los siguientes pasos:

1. Transformar ¢ y toda férmula en equi a forma normal existencial.

2. Reescribir ¢ utilizando las equivalencias descritas en el Teorema de manera que la
férmula tinicamente se encuentre en términos de los operadores existenciales sin equidad
y de EG ¢ (un caso particular de esta férmula es EG T).
equi

equi

3. Realizar la verificaciéon de modelos con equidad utilizando el Algoritmo [2.5]y los algo-
ritmos de verificaciéon convencional (Algoritmos -2.4)).
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2.3. VERIFICACION SIMBOLICA

2.3. Verificacion simbdlica

Cuando se introdujo la semdantica de la 16gica CTL en la Seccién [1.2.2] se mencioné que,
dado un diagrama de transiciones arbitrario M = (S, —, I, AP, L), un estado s € S seria
identificado por un subconjunto tnico de AP, por lo que si |[AP| = n, el nimero de posibles
estados en M puede ser de hasta 2". Como las variables proposicionales generalmente denotan
situaciones de interés en el sistema, esta caracteristica produce un crecimiento potencialmente
exponencial en el nimero de estados conforme se agregan variables de interés. A este fenémeno
se le conoce como el “problema de la explosién de estados” y hace que la verificacién de modelos
se vuelva intratable incluso en sistemas relativamente pequenos.

La forma en la que se intentara lidiar con este problema durante el presente trabajo es
mediante la codificacion de la estructura de Kripke utilizando variables y funciones boolea-
nas. Se definiran las variables y funciones booleanas asi como ciertas operaciones ttiles sobre
ellas y se mostrara una estructura de datos eficiente para representarlas en una computadora:
los diagramas de decision binarios. Utilizando estos elementos, se describird cémo hacer la
codificacién de la estructura y cémo resolver el problema de la verificacion de modelos en
este nuevo dominio. Se espera que utilizando esta nueva codificacién se puedan representar
conjuntos de estados de manera compacta, asi como explotar ciertas regularidades en la es-
tructura de Kripke que nos permitan lidiar con sistemas considerablemente mas grandes que
las representaciones explicitas basadas en grafos.

2.3.1. Funciones booleanas

Definicién 2.4 (Variable y funcién booleana). Una variable booleana, denotada por los
simbolos en el conjunto var = {x,y, z, 1, y1, 21, T2, Y2, 22, ... } €s una variable que puede tomar
valores en el dominio booleano B = {0, 1}. Una funci6én booleana 1 es una funcién de la forma
v :B" — B.

Las funciones booleanas se pueden definir inductivamente de la siguiente manera:

1. 0 y 1 son funciones booleanas sin argumentos que toman el valor de la constante.
2. Una variable cualquiera x € var es una funcién booleana cuyo valor es el asignado a x.
3. Sean v, 1 y ¥ tres funciones booleanas cualquiera:

= 1) es una funcién booleana con valor 1 syss ¢ = 0. A este operador se le conoce

COMO Neqgacion.

= Y1 + o es una funcién booleana cuyo valor es 0 syss ¢ = 0y o = 0. A este
operador se le conoce como suma.

= ) e 5 es una funcidn booleana cuyo valor es 1 syss ¥ = 1y ¥ = 1. A este
operador se le conoce como multiplicacion.

= YY1 @ 1o es una funcién booleana cuyo valor es 1 syss los valores de 11 y 1o son
diferentes. A este operador se le conoce como suma exclusiva.

23



CAPITULO 2. ALGORITMOS DE VERIFICACION

Como es convencional, denotaremos una funcién booleana cualquiera ¥ con f(vi,va, ... ,vp)
donde las variables v, vo, ... ,v, son las variables de las que depende la funcién . Dado un
elemento cualquiera A = (a1, ag, ... a,) € B" del dominio de 1, denotaremos mediante 1(A)
6 (a1, az, ..., ap) ala evaluacién de la funcién ¢ para A.

De manera similar a como lo hicimos para la légica CTL, definiremos operadores booleanos
derivados.

Definicién 2.5 (Operadores booleanos derivados).

def
Y1 =12 = (2h1) +abo
def
Y1 = (Y1 @)
Una operacién que nos serd tutil para definir conceptos futuros es la operacién que nos da
la capacidad de “renombrar” o “reemplazar” una variable por otra en una funcién booleana.

Definicién 2.6 (Operador renombre). Sea ¢ = f(v1, v2, ... , v,) una funcién booleana
cualquiera, definimos al operador renombre, escrito como ¥ [v; = v] donde 1 < i < ny v es
una variable cualquiera v € var, como la reescritura de toda ocurrencia de la variable v; en
la férmula ¢ por la variable v. Extendiendo esta notacién, la funcién booleana (... ((¢ [v;, =
Vs, ) [Vl = Vs, ]) -or )[V1,, = Us,,] se reescribird como ¢ [vy, = vs,, Vi, = Vs, e, Ul = Vs, |-

Definicién 2.7 (Operadores sustitucion, para todo y existe). Sea ¥ = f(v1, va, ... , Uy)
una funcién booleana cualquiera, definimos al operador sustitucion, denotado por |y, — =
f(v1, va, .., Vg—1, V41, - , Up) donde ¢ € By 1 < k < n, como la sustitucién de toda
presencia de la variable vy en v por c. Se representard a (... ((¢|v,,=c1)lvey=c2) )
mediante [,

|Usm =Cm

=C1,Vsg =C2; e, Usyy, = Cm]*
La operacion eziste se define de la siguiente manera:

3’1}.1,[1 = ”I,Z)|IU:() + 7l)|v=1

Denotando mediante 3[vy, va, ..., v,]. 90 a Jvy,.( ... (Jve.(Fv1.4))) ... ) La operacion para todo a
su vez como:

Yv.ap = 1/)|v:0 g Q;Z)|v:1

Donde la abreviacién para la aplicacién iterada del operador a una funcién es similar a la de
la funcién existe.

Un concepto esencial es de la equivalencia entre dos funciones booleanas, para definirla,
necesitamos algunas otras definiciones.

Definicién 2.8 (Tautologia y contradiccién). Sea ¢ = f(v1, v, ... ,vy) una funcién booleana
cualquiera, decimos que % es una tautologia si, para todo elemento A € B™ en el dominio de
la funcién se cumple que 1(A) = 1. Decimos que 1 es una contradiccion si (A) = 0.

Definicién 2.9 (Equivalencia de funciones). Sea 11 y 19 dos funciones booleanas cuales-
quiera, decimos que 1 y Y9 son equivalentes, denotado por 11 = 19, syss Y1 @ P9 es una
contradiccién.
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A continuacién se establece la siguiente convencion para simplificar la notacién de las
funciones booleanas. Los operadores unarios tienen mayor precedencia que los operadores
binarios y en los operadores binarios, la precedencia en orden decreciente es: o, +, ®, =, &

y =.

Teorema 2.4 (Teorema de expansion de Boole). Sea ¢ = f(vi,v2, ... ,v,) cualquier funcién
booleana de n variables, se cumple la siguiente equivalencia:

Y = v @ Ply=1 + U @ Yly—0
donde 1 <k <n.

Demostracién. Tomemos una tupla cualquiera A = (a1, a9, ... ,a,) € B" del dominio de .
De acuerdo con la definicién de equivalencia:

Y @ vp e Ply—0 + vk @ Yfy—0
Sustituyendo el valor de las variables en la funcién:
Y(ar, ag, ..., kg, ..., ap) S ar ® Yly.=1(a1, a2, ..., Ak—1, A1, -, On)
+ —ai @ 1/}|Uk=0(a17 az, ..., Qp—1, a’k}-‘rla cee an)
Evaluando el caso en el que ax = 0:
Y(ar, az, ..., 0, ..., ap) @ 0o Y|y, =1(a1, az, ..., Ak—1, Akt1, -, Qp)
+ le vazo(ah Ay woy Qg—1, A1y - 5 On)

Utilizando las definiciones de los operadores booleanos podemos simplificar la expresion an-
terior de la siguiente manera:

Tr[}(alv az, ..., 07 cee an) @ Wuk:(](ah az, ..., Qg—1, Qk41, .-, CLn)

El valor del lado derecho y del izquierdo de la suma exclusiva anterior es el mismo ya que, si
se evalia la funcién con A sustituyendo 0 por vg, o si primero se sustituye vy por 0 y luego
se evalda la funcién con (aj, a9, ..., ag—1, agi1, -, ap), €l resultado es el mismo.

Para la demostracion con ai = 1 el proceso es dual, por lo que la equivalencia se cumple. [

2.3.2. Diagramas de decisiéon binarios

Primero se introduciran los arboles de decisién binarios y, a partir de estos, los diagramas
de decisién binarios.

Definicién 2.10 (Arbol de decisién binario). Un arbol de decisién binario (BDT, Binary
Decision Tree) es un arbol binario completo T' = (V, E)E| al que se anaden las siguientes
propiedades:

2Para la definiciones formales de drbol, 4rbol binario y 4rbol completo véase el Apéndice
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» El conjunto de nodos V estd subdividido en dos conjuntos disjuntos V}, (el conjunto de
nodos hoja) y V), (el conjunto de nodos padre).

= El conjunto de aristas F esta subdividido en dos conjuntos disjuntos Fy y E1 de manera
que cada uno forma una funciérf}

. Eo:‘/;,%v,
o El‘/p—>V

» Existen dos funciones de etiquetado:

o I : Vi = {0,1}, que asigna a cada nodo hoja una constante booleana,

e l,:V,, = var, que asigna a cada nodo padre una variable booleana.

En los arboles de decisiéon binarios, un camino del nodo raiz a un nodo hoja estd determi-
nado por una asignacién A de las variables asociadas a los nodos padres en V,,. Comenzando
con el nodo raiz, para cualquier nodo padre v, en el arbol, el siguiente nodo en el camino de
la raiz a una hoja estard determinado por la asignacién que A hace de la variable z = [,(v),
si x = 0 en A, entonces el siguiente nodo serd Ey(vp), si = 1 en A, el siguiente nodo serd
E(vp). Gréaficamente, la arista que une a un vértice padre con un vértice hijo suele ser puntea-
da si tiene asociado el valor 0 y sélida si tiene asociado a 1. La Figura muestra un ejemplo
de un arbol de decisiéon binario asociado a una funcién booleana bajo esta convencion.

El siguiente resultado nos permite crear un arbol de decisién binario para toda féormula
booleana.

Teorema 2.5 (Existencia de un arbol binario asociado a toda funcién booleana). Dada una
funcién booleana cualquiera ¢ = f(vy, va, ..., v,), se puede construir al menos un arbol de
decisiéon binario tal que, para cualquier elemento A = (ay, az, ... , a,) del dominio de ),
existe en el arbol un camino de la raiz a alguna hoja determinado por la asignacién A como se
mostré anteriormente, tal que la constante booleana asociada a esa hoja por [j, es exactamente
el valor numérico ¥ (A).

La demostracién de este teorema hace uso de la construccién del arbol utilizando reite-
radamente el Teorema de Expansion de Boole, asi como de la posibilidad de la existencia de
nodos redundantes |4, pag. 385] [5, pag. 361].

Los diagramas de decisiéon binarios (BDD, Binary Decision Diagrams) consisten en una
representacién compacta de los arboles de decisiéon binarios. Los BDD se obtienen a partir de
la eliminacién de ciertos elementos redundantes en los arboles:

1. Eliminacién de nodos padre repetidos: puede existir el caso en el que dos o mas no-
dos distintos de un arbol de decisiéon binario formen exactamente el mismo subérbol,
esta repeticion se puede eliminar redirigiendo las aristas que llevan a la raiz de estos
subarboles a un solo subérbol idéntico a estos, eliminando de esta manera la repeticién.

3Para que se pueda cumplir la condicién de funcién, forzosamente una de las dos aristas asociadas a un
padre debe de pertenecer a Ey y la otra a Ej.
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Figura 2.3: Dos representaciones distintas, en forma de arbol de decisién binario, de la
funcién booleana (x 4 y) e —z.

2. Eliminaciéon de decisiones redundantes: cuando los dos hijos de un nodo en un &arbol
de decisién binario sean exactamente el mismo nodo, el valor de la variable asociada
a dicho nodo no tiene importancia en el hijo siguiente y, por lo tanto, el nodo puede
eliminarse.

3. Eliminacién de nodos hoja repetidos: un arbol de decision binario puede tener dos o mas
nodos hoja que tengan asociada la misma etiqueta numérica (véase Figura . En lugar
de mantener todos estos nodos separados, se pueden utilizar tinicamente dos localidades
de memoria con los valores numéricos 0 y 1 y redirigir todos los nodos tnicamente a
estas dos localidades.

Como se explica en el Apéndice una de las propiedades que definen a los arboles es
la existencia de un camino tinico que une a la raiz con cualquier nodo del arbol, la aplicacién
del punto (3| de la lista anterior elimina esta propiedad, por lo que la nueva estructura de datos
pierde el nombre de drbol y recibird el nombre de diagrama.

Definicién 2.11 (Diagrama de decisién binario). Un diagrama de decisién binario es un grafo
aciclico dirigido que cuenta con un tnico vértice inicial y donde todo vértice no terminal v
cumple con |Post(v)| = 2. Ademés, se cumple que:

» El conjunto de vértices V' esta subdividido en dos conjuntos V,, (vértices no terminales)
y Vi (vértices terminales).

= El conjunto de aristas F esta subdividido en dos conjuntos disjuntos Fy y E1 de manera
que cada uno forma una funcién:

o« Fy:V, =V,
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Figura 2.4: Diagramas de decisiéon binarios reducidos obtenidos de los arboles de la Figura

B3

o« Fh1:V,—> V.
» Existen dos funciones de etiquetado:

o Iy : Vi —{0,1},
e I, :V, > var.

La interpretacién de los BDD se realiza de la misma manera que para los BDT.

Definicién 2.12 (BDD reducido o RBDD). Se dird que un diagrama de decisién binario esta
reducido (RBDD, Reduced Binary Decision Diagram) si ya no es posible aplicar en él alguna
de la reglas de eliminacién

La Figura muestra los BDD reducidos obtenidos de los drboles en la Figura

Una operaciéon que resultard computacionalmente 1til més adelante es la de probar la
equivalencia entre dos RBDD, sin embargo, la representacién con la que contamos actual-
mente no permite hacer esto de manera sencilla. A pesar de que los RBDD de la Figura [2.4]
representan a la misma funcién booleana ((x + y) e —z), estos son notoriamente distintos y
no parece sencillo determinar esta equivalencia. Una forma de lograr una representacién tnica
o canonica de un RBDD es forzando un ordenamiento en la ocurrencia de las variables para
cualquier camino del nodo inicial a los nodos terminales.

Definicién 2.13 (Ordenamiento de variables). Sea var; C var un conjunto finito de variables
booleanas de tamano n. Un ordenamiento | = [uj,ug2, ... ,u,| es una lista ordenada que
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contiene a todas las variables presentes en vari. [ ademés induce un orden total estricto <; E|
sobre vary, donde u; <; u; syss i < j, esto es, si u; ocurre antes de u; en [.

Definicién 2.14 (Ordenamientos compatibles). Sean l; y lo dos ordenamientos. Se dice que
l1 y lo son compatibles syss no existen dos variables v y w distintas tales que v <;; w'y
w <, V.

Definicién 2.15 (Ordenamiento en un BDD). Sea B un BDD cualquiera, sea

l = [u1,ug, ... ,up] un ordenamiento del conjunto V,, de B y m = vpv;v2...v, un camino
cualquiera en B. Se dird que B se encuentra ordenado de acuerdo con [ (OBDD, Ordered
Binary Decision Diagram) si, para cualesquiera vértices v, y v4 en 7 tales que v, ocurre antes
que vy en 7 (esto es: p < q y p,q € [0,7]) entonces la variable u; asociada al vértice v, ocurre
antes que la variable u; asociada al vértice vy en la lista [ (1, (u;) <; ln(uy)).

El siguiente Teorema es un resultado importante:

Teorema 2.6 (Canonicidad de un OBDD). Sea una funcién booleana cualquiera

Y = f(vi,ve, ... ,v,), y sea una | = [uj,ug, ... ,up] un ordenamiento cualquiera de las
variables presentes en 1. Existe solamente un RBDD asociado a i que se encuentre ordenado
(ROBDD, Reduced Ordered Binary Decision Diagram) de acuerdo con [. La demostraciéon de
este teorema puede ser consultada en [6, pag. 34].

Algoritmo de reduccién

Existe un algoritmo inductivo para reducir un OBDD que aplica de manera ordenada
las reducciones [I§3] mostradas para BDT comenzando por los vértices iniciales y subiendo
de manera que todas las reducciones ya hayan sido aplicadas a los nodos hijos de un nodo
cualquiera. El algoritmo procede de la siguiente manera:

1. Vértices terminales: Si para dos vértices v;, vj € V; se cumple que l¢(v;) = l;(v;), entonces
dichos vértices son equivalentes y se deben de colapsar en uno solo. Esto se hace con-
virtiendo las aristas Fo(v) = vj a Ey(v) = v; y Fi1(v) = v; a Ei(v) = v; para cualquier
nodo v, eliminando el nodo v; de V; posteriormente.

2. Eliminacién de decisiones redundantes: Si para un vértice v € V,, se cumple que Ey(v) =
E1(v) = u, entonces el vértice v realiza una decisiéon redundante y esta se debe de
eliminar. Esto se hace convirtiendo las aristas Eg(w) = v a Ep(w) = uy Ei(w) =v a
E;(w) = u para cualquier nodo w y eliminar el nodo v de V;.

4 Un orden estricto [21] < es una relacién binaria sobre un conjunto A que es:
1. Trreflexiva: a < a no se cumple para elemento alguno de A.

2. Asimétrica: Si a < b, entonces b < a no se cumple.

3. Transitiva: Sia < by b < c entonces a < c.

Ademads, un orden estricto se dice que es total si, para todo a,b € A se cumple que a <bb6b<aba=na.
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Figura 2.5: De izquierda a derecha, ROBDD de 0, de 1 y de una variable proposicional
cualquiera v, respectivamente.

3. Eliminacién de no terminales repetidos: Si para dos vértices v;,v; € V,, se cumple que
ln(vi) = ln(vy), Eo(vi) = Eo(vj) vy E1(v;) = E1(vj) entonces sus subarboles son equiva-
lentes y se deben de colapsar en uno solo. Esto se hace convirtiendo todas las aristas
Ey(w) =vj a Ey(w) = v; y E1(w) =vj a E1(w) = v; y eliminando el nodo v; de V;,.

Este proceso garantiza la obtenciéon de un ROBDD a partir de un OBDD y se suele llamar
reduce |4, pag. 402].

Algoritmo de combinacién

Aun falta describir un procedimiento mediante el cual, dada una funcién booleana cual-
quiera, podamos construir un ROBDD asociado a esta. Esto se puede hacer utilizando la
definicién inductiva de las férmulas booleanas: se describen los ROBDD asociados a los casos
base (0, 1 y las variables booleanas) y luego se describe un procedimiento inductivo para
obtener los ROBDD de expresiones compuestas. La Figura muestra los ROBDD para los
elementos base en la sintaxis. La dificultad para implementar el paso inductivo se debe prin-
cipalmente a dos requisitos: la necesidad de mantener el resultado de la operacién reducido y
la necesidad de mantener un ordenamiento en el diagrama. El primer problema se puede solu-
cionar aplicando el procedimiento de reducciéon descrito con anterioridad, el segundo requisito
necesita la introduccién de un algoritmo que asegure que el ordenamiento se preserva.

Descrito por primera vez por Bryant en [22], el procedimiento apply permite, dados los
nodos iniciales de los ROBDD de las funciones booleanas f; y fa2, obtener el ROBDD de la
funcién booleana f1 op fs, donde op puede ser o, + 6 . Ademas, mantiene el ordenamiento
de las variables presentes en los ROBDD correspondientes fi y a fo cuando estos tienen
ordenamientos compatibles. El algoritmo estd basado en una descomposicién de la funcién
booleana f; op fo utilizando el Teorema de Expansiéon de Boole:

fiop fo = vi e (filoy=1 0P faloy=1) + — vk ® (filv,=0 OP f2|u,=0) (2.1)
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Donde vy es cualquier variable que ocurre en fi o en fs.

El algoritmo procede de manera inductiva comenzando con los vértices iniciales de los
ROBDD asociados a f; y fo hasta llegar a los nodos hoja, utilizando el ordenamiento [ que
se forma de combinar los ordenamientos compatibles l; y Iy asociados a fi1 y fo, respectiva-
mente. Dependiendo de la naturaleza de los vértices n; y no visitados en el procedimiento
apply(op, ni,n2), se presentan distintos casos de comportamiento de la Ecuacién

= Si ny y ne son ambos terminales. Ambos representan constantes booleanas por lo que
filog=1 = filop=0 = le(n1) ¥ folo,=1 = f2lvy=0 = l¢(n2). Como ni f; ni fo dependen de
variable alguna, el resultado de la descomposicién descrita en la Ecuacion [2.1] seria un
vértice terminal con etiqueta l;(n1) op lt(n2).

= Si n; y my son vértices no terminales con la misma etiqueta v (esto es, l,(n1) =
ln(n2) = wvg), entonces fily, =0 estard asociado al vértice Ep(ni), faly,=o0 estard aso-
ciado al vértice Ey(ng) y lo mismo para fi|,,=1 vy f2ls,=1 con los vértices asocia-
dos a E1(n1) y Ei(n2). De acuerdo con la descomposicién, se debe de crear un no-
do n etiquetado con v cuyo hijo izquierdo (es decir, Ey(n)) sea la llamada recursi-
va al procedimiento apply(op, Eg(n1), Eg(n2)) y su hijo derecho (es decir, E1(n)) sea
apply(op, E1(n1), E1(n2)).

= En caso de que n1 sea un nodo no terminal con etiqueta v y ng sea un nodo terminal o
un nodo no terminal con etiqueta v,, >; v, sabemos que la funcién fs no depende de vy,
(debido que es un ROBDD) y por lo tanto fa|y,—0 = f2|v,=1 = f2. Debemos crear un no-
do n con etiqueta vy, cuyo hijo izquierdo sea la llamada recursiva a apply(op, Ey(n1), ne)
y su hijo derecho sea apply(op, E1(n1),n2). El caso en el que el vy >; vy, se trata de
manera simétrica utilizando el mismo razonamiento.

Para que el resultado de la operacién anterior se encuentre reducido se debe de aplicar el
algoritmo de reduccién descrito en la seccién anterior.

Algoritmo de restriccion

Finalmente, para poder codificar cualquier estructura de Kripke utilizando ROBDD de-
bemos de contar con un procedimiento que, dado un ROBDD de una funcién booleana f
cualquiera, y una variable v presente en esta, obtenga el ROBDD de las funciones existe
(Ju.f) y para todo (Yv.f). Las sumas y las multiplicaciones involucradas en estas funciones
se realizan con el proceso apply descrito en el parrafo anterior; sin embargo, ain requerimos
un procedimiento que realice la operacion sustitucién. A este procedimiento le llamaremos
restrict(a, v, B) (donde a es la constante booleana que sustituye a v y B es el ROBDD que
representa a f) al igual que lo hizo Bryant [22]. El algoritmo realiza la operacién descrita
visitando cada vértice no terminal p (con el algoritmo BF'S descrito en el Apéndice . Si
l,(p) = v, se redirigiran todas las aristas que lleguen a este nodo a su hijo izquierdo (en caso
de que a = 0) o a su hijo derecho (en caso de que a = 1), si p es el nodo raiz, entonces este
se sustituird por el hijo correspondiente. Formalmente, se convertird toda arista Ey(q) = p a
Ey(q) = E.(p) y E1(q) = p a F1(q) = Eq(p). Finalmente, el resultado se debe minimizarse.
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Procedimiento Entrada Salida Complejidad
Algoritmica
reduce OBDD B. ROBDD equivalente a B. | O(|B]log|B])
ROBDD B1 y BQ
apply de las funciones f1 y fo | ROBDD de f1 op fo. O(|B1||Ba|)
y operacion op.
ROBDD de f
restrict variable v en f ROBDD de f|y=q. O(|B1] |B2|)
y constante booleana a.

Tabla 2.1: Operaciones sobre los OBDD y sus complejidades algoritmicas.

La complejidad algoritmica de las operaciones anteriormente descritas depende conside-
rablemente de la implementacién computacional tanto de los BDD como de los algoritmos
sobre estos. Para mayor detalle acerca de los algoritmo descritos, su implementacién y su
comportamiento se puede consultar el articulo original de Bryant [22]. La Tabla muestra
la complejidad algoritmica convencional para las operaciones descritas. Para un OBDD B
cualquiera, se denotara mediante | B| al nimero de vértices en él.

2.3.3. Codificacion simbodlica del modelo

A lo largo de la seccién anterior se introdujeron las funciones booleanas y una representa-
cion eficiente de estas: los diagramas de decisién binarios. La verificacién de modelos simbélica
consiste en codificar un diagrama de transiciones arbitrario M utilizando funciones booleanas
(implementadas con ROBDD) y resolver el problema de verificacién de modelos utilizando al-
goritmos sobre funciones booleanas. Como ya se ha mencionado anteriormente, en la practica
esta codificacién ha sido sumamente 1til y ha permitido incrementar radicalmente el tamafio
de los sistemas que se pueden verificar |7]. Para que este objetivo se pueda realizar, evidente-
mente es necesario traducir los sistemas y algoritmos de verificacién descritos hasta ahora a
este nuevo dominio. Este es el objetivo de la presente seccién.

Codificacién de los estados

Dada una estructura de Kripke arbitraria M = (S, —, I, AP, L), el primer paso sera
la codificacién de los estados s € S y subconjuntos de S utilizando funciones booleanas.
Como se mencioné en la Seccién la funcién de etiquetado L es una funcién inyectiva,
lo que permite identificar de manera tnica a un estado por las variables proposicionales que
se satisfacen en él. Aprovechando esta caracteristica, podemos identificar a cada estado s € S
con una asignacién booleana cod(s) = (a1, az, ... ,a,) € B" de las n variables proposicionales
en AP. La asignacion se hara de la siguiente manera: dado un estado s € S cualquiera y una
variable proposicional p € AP cualquiera, el valor de la constante booleana a; asociada p sera
1siskEpy0sisf~p, de esta manera se puede determinar la asignacién correspondiente a
cada estado dada L.
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Utilizando esta convencién, representaremos cualquier subconjunto Sy de S mediante una
funcién booleana.

Definicién 2.16 (Funcién caracteristica de un conjunto de estados). Sea M = (S, —
, I, AP, L) un diagrama de transiciones arbitrario con |AP| = n, representaremos a cualquier
subconjunto Sy C S mediante una funcién booleana, llamada funcion caracteristica de Sy,
definida de la siguiente manera:
fSo :B" —> B
tal que:
fsy(cod(s)) =1 syss s€ 5

Es decir, la funciéon evaluard con 1 inicamente para la codificacién de aquellos estados que
pertenecen a Sy y con 0 en caso contrario.

Codificacion de la relaciéon de transicién

Definicién 2.17 (Funcién caracteristica de la relacién de transicién). Sea M = (S, —
, I, AP, L) un diagrama de transiciones arbitrario con AP = {ai, ag, ..., a}, la funcién
caracteristica de la relacién de transiciéon — es una funcién f_, : B?® — B. Por cada
variable x; € AP crearemos una nueva variable z; de manera que f_, serd de la forma
f(z1, 2y ooy T, @), 2%, ..., ) vy su comportamiento serd el siguiente:

f—(cod(s),cod(s)) =1 syss s— s

2.3.4. Algoritmos de verificacién simbdélica

La funcién Ant definida en la Seccién [2.1]es esencial para poder implementar los algoritmos
de verificacién, por lo que debemos de representarla simbdlicamente.

Definicién 2.18 (Funcién Ant simbdlica para un estado). Sea M = (S, —, I, AP, L) un
diagrama de transiciones arbitrario con |[AP| = n, sea f_, la funcién caracteristica de su
relacién de transiciéon y sea cod(s) = (a1, asg, ..., ap) € B™ la codificacién de un estado s € S.
La funcién caracteristica del conjunto Ant(s) de estados anteriores a s se define de la siguiente
manera:

fATLt(S) = f—)’[:lj/l :(Zlvr,Q:aZ)-“,r,n:an]
Esta definicion se puede extender para conjuntos de estados de la siguiente manera:

Definicién 2.19 (Funcién Ant simbdlica para conjuntos de estados). Sea M = (S, —
, I, AP, L) un diagrama de transiciones arbitrario con |AP| = n, sea f_, la funcién carac-
teristica de su relaciéon de transicion — y sea fg, la funcién caracteristica de Sp C S. La
funcién caracteristica del conjunto Ant(Sy) se define de la siguiente manera:

fAnt(So) = El[xllv $/2a ey x;’L](f—> b fSo[xl = x/h T2 = $/2, ey I = x;L])

La intuicién detrés de esta representacion es que la formula fg,[z1 = 2}, xo = ab, ..., 2, = 2]
forza a que los estados “siguientes” en la relacion de transicién estén en Sy, es por ello que se
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multiplica. Sin embargo no nos interesa ningin elemento de Sy en particular sino cualquier
posible combinacién de valores que produzca un elemento en el conjunto, es por esta razén
que utilizamos la funcién existe con todas las variables “siguientes”.

Con esta funcién definida, podemos ya codificar los equivalentes simbdlicos a los algoritmos
convencionales de satisfaccion [Algoritmo - Algoritmo . A continuacién se supondra
que el modelo de entrada M ya se encuentra codificado simbélicamente.

Algoritmo 2.6 Conjunto de satisfaccién EX simbdlico

1: def SATSETSYMBEX(M, f5):

2 fy = fane)
3: return fy

Algoritmo 2.7 Conjunto de satisfaccion EG
1: def SATSETSYMBEG (M, fy):

2: fx=0

3 fy=Jo

4: while fx 75 fy :

5: fX = fy

6: Ty = fr ® fany) # Todos los estados con una transicion hacia Y
7 return fy

Algoritmo 2.8 Conjunto de satisfaccién EU
1: def SATSETSYMBEU (M, f4,, fo,):

2: fx=0

3: fY = fd)z

4 fz=Ts

5: while fx # fy :

6: Ix=1fy

7 Iy =fy+fze fauw) # Todos los estados anteriores donde se cumple ¢
8: return fy

2.3.5. Equidad simbdlica

Para describir en su totalidad el proceso de verificaciéon simbdlica también se deben re-
presentar simbélicamente los algoritmos de verificacion con equidad. El Teorema explicod
cémo solamente es necesario describir un algoritmo que obtenga el conjunto de estados que
satisfacen la férmula ggiz ¢, junto con los algoritmos de verificacién sin equidad, para poder

realizar la verificacién de modelos con equidad. Dada una estructura de Kripke arbitraria
M = (S, —, I, AP, L) y un conjunto de restricciones de equidad equi = {¢1, ¢2, ..., &n},
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existe una caracterizacion del conjunto de estados Sy que satisfacen la férmula EG ¢ que su-
equi

giere un proceso algoritmico para obtenerlo. El conjunto Sy C S es el subconjunto méas grande
que cumple con las siguientes dos propiedades |7}, pag. 157]:

= Todos los estados en Sy satisfacen a ¢.

= Para todo estado s € Sy y para cada una de las restricciones ¢; en equi, existe un
camino que comienza en s de longitud al menos uno que satisface a ¢; y todo estado en
el camino satisface a ¢.

Traduciendo estas caracteristicas a funciones booleanas:

» En un inicio, se consideran todos los elementos en el conjunto Yy = {s | s = ¢} como
posibles candidatos.

= Mientras el resultado de la operacion siga cambiando, restringir el conjunto Y a aquellos
que cumplan con la caracterizacién hecha anteriormente:

Yar1=fs o [[EXElfs U (Yo fs,)]
=1

El Algoritmo [2.9 muestra cémo realizar este procedimiento.

Algoritmo 2.9 Conjunto de satisfaccién EG¢ simbdlico

equi
1: def SATSETSYMBEGEQUI(M, fg, fequi = {fo1s [o2s > fon}):
2: X=0
3 Z = fy # Suposicién inicial
4: Y=7
5: while X #Y :
6 X=Y
7 Y =1
8 for fy, in equi :
9: U = SATSETSYMBEU(M, Z, X e f4,.)
10: Y =Y e SATSETSYMBEX(M, U)
11: Y=ZeY
12: return Y

Finalmente, juntando todo lo que se ha desarrollado hasta ahora, el Algoritmo[2.10]muestra
como realizar el proceso de verificacién simbdlica con equidad en su totalidad. Todos los
operadores derivados se pueden obtener a partir de los que se muestran en el codigo de acuerdo
con la Definicién y las equivalencias descritas en el Teorema Se omite el pseudocddigo
del algoritmo general de satisfacciéon sin equidad debido a su similitud con el Algoritmo [2.1
la implementacién de dicho algoritmo se realizaria de igual manera, pero sustituyendo cada
una de las operaciones y llamadas a cddigo por sus equivalentes simbolicas definidas a lo largo
de esta seccion.
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Algoritmo 2.10 Verificacién de modelos simbdlica con equidad
1: def SATSETSYMBEQUI(M, ¢, equi = {p1, ¢2, ..., dn}):

2: ifp=="T:

3: return 1

4: else if ¢ € AP:

5: return fy

6: else if ¢ == -

7 return — SATSETSYMBEQUI(M, 9, equi)

8: else if ¢ == 11 A gt

9: return SATSETSYMBEQUI(M, 1, equi) ® SATSETSYMBEQUI(M, 9, equi)
10: else if ¢ == EX¢:

11: F = saATSETSYMBEGEQUI(M, 1, equi) # Estados justos
12: X = SATSETSYMBEQUI(M, v, equi)

13: return SATSETSYMBEX (M, X e F)

14: else if ¢ == EG:

15: return SATSETSYMBEGEQUI(M, ¢, equi)

16: else if ¢ == E[¢1Uy]:

17: F = saATSETSYMBEGEQUI(M, 1, equi) # Estados justos
18: X = SATSETSYMBEQUI(M, ¢1)

19: Y = SATSETSYMBEQUI(M, ¢2)

20: return SATSETSYMBEU(M, X, Y e F)

A lo largo de este capitulo se describieron los algoritmos que permiten realizar la verifi-
cacién de modelos. Inicialmente, esta descripcion se hizo sobre la representacion directa del
diagrama de transiciones basada en grafos y, posteriormente, sobre la codificaciéon simbdlica
mediante funciones booleanas implementadas sobre diagramas de decisién binarios. Con esta
nueva representaciéon y los algoritmos descritos sobre ella, contamos ya con todos los elemen-
tos tedricos para poder construir el verificador. El siguiente capitulo se encargard de explicar
el sistema de software concreto que incorpora todos estos elementos tedricos.
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Capitulo 3

Descripciéon del sistema

A lo largo de este breve capitulo se explicard de manera concisa la implementacién inge-
nieril del sistema verificador de modelos. Inicialmente se hara un resumen de las tecnologias
utilizadas para implementar el verificador y posteriormente se describira cémo se realiza el
procesamiento de la informacién, desde el cédigo de entrada hasta el criterio de verificacion
de modelos.

3.1. Herramientas utilizadas

3.1.1. Haskell

El principal diferenciador del verificador de modelos implementado en este proyecto de
tesis con respecto a otras alternativas comerciales es que se trata de un verificador funcional.
Practicamente toda la implementacién, desde el procesamiento del cdédigo fuente hasta la
prueba del funcionamiento de los algoritmos de verificacién se hizo utilizando el paradigma
funcional.

La escritura de un programa utilizando un lenguaje funcional no implica solamente un
cambio de sintaxis en el cddigo con respecto a otras alternativas no funcionales, sino que
involucra una reestructuracion completa en la forma que se realizan todos los algoritmos.
Elementos de programaciéon utilizados en los lenguajes estructurados de manera rutinaria
como los ciclos for no existen en los lenguajes funcionales rigurosos. El origen de las diferencias
se debe a que, en tltima instancia, los lenguajes de programacién estructurados y los lenguajes
funcionales estan basados en diferentes paradigmas de la programacion.

Tomemos el ejemplo del lenguaje C. C surgié de la necesidad de incrementar la capacidad
expresiva de los lenguajes ensambladores para la realizacién del sistema operativo UNIX (que
hasta entonces habia sido programado en lenguaje ensamblador). C' posee ademaés la capacidad
de referir directamente localidades de memoria mediante apuntadores, reservar memoria del
sistema operativo de manera dindmica, asi como la capacidad para manipular directamente
los bits en alguna localidad de memoria especifica [23]. Todas estas caracteristicas sugieren un
enfoque de programacién orientado al hardware, donde el lenguaje de programacion se encarga
de manipular los elementos de la miquina en la que estd implementado. La programacion
funcional proviene de una tradicién distinta. Desde su surgimiento con el lenguaje LISP en
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los afios 50, tanto la sintaxis como el funcionamiento de los lenguajes funcionales estuvieron
profundamente influenciados por un modelo de la computacién inspirado en las matemaéticas
tedricas y alejado de las consideraciones sobre el dispositivo fisico en el que seria ejecutado:
el célculo-A (pronunciado como “célculo lambda”).

Desarrollado durante los anos 30 por Alonzo Church (1903 - 1995), 16gico de la Univer-
sidad de Princeton, el calculo-A es un sistema formal para expresar computacion basado en
funciones; el cilculo-A hace explicitas ciertas nociones del comportamiento de las funciones en
las mateméticas como la dependencia del valor de una funcién f en el valor de la variable x
(conocida como abstraccién), la sustitucién de un valor determinado v por una variable x en
una funcién f (aplicacién), asi como el proceso de evaluacién de la funcién para dicho argu-
mento (reduccién-f). Church utilizarfa su modelo para demostrar resultados fundamentales
sobre los limites de lo que es computable [24]. El cdlculo-\, ademés, resultaria ser equivalente
a otros modelos tedricos de la computaciéon como las maquinas de Turing [25] y, en tdltima
instancia, con la nocién “convencional” de computaciérﬂ A pesar de sus notables diferencias
con la teorfa matematica, los lenguajes de programacién funcional modernos, incluido Haskell,
comparten con el calculo-A tanto el poder de expresar cualquier computacién posible como el
enfoque central de la funcién mateméatica como elemento computacional.

Volviendo al tema que concierne este capitulo, Haskell, nombrado asi en honor al mate-
mético estadounidense Haskell Brooks Curry (1900-1982), es un lenguaje de programacién
funcional, estdticamente tipado, puro, perezoso y con clases de tipos, entre otras caracteristi-
cas [8]. Haskell surgié de la necesidad de muchos investigadores a medidados de los anos 80,
trabajando todos de manera independiente en sus propios lenguajes funcionales, de contar
con un lenguaje de programacién puro y perezoso del que todos se pudieran beneficiar. Entre
las motivaciones iniciales para el diseno del lenguaje se encontraban las siguientes:

= Ellenguaje de programacién deberia ser ttil para la ensefianza, investigacién y aplicacion
comercial.

= Deberia ser disponible sin costo.

= Deberia implementar ideas probadas y que fueran ampliamente aceptadas por la comu-
nidad.

= Kl lenguaje deberia reducir la innecesaria diversidad de alternativas de lenguajes de
programacién funcionales que existia en aquel momento.

Los anos 90 fueron un periodo de arduo trabajo para el grupo encargado de disenar y
desarrollar Haskell. Se crearon diversas versiones y especificaciones comenzando con el reporte
de Haskell 1.0 en 1990 y culminando con el estandar conocido como Haskell 98. La siguiente
revisién mayor del lenguaje no vendria sino hasta el reporte de la versiéon Haskell 2010.

En lo que respecta al lenguaje en si, algunos elementos importantes lo caracterizan:

LA esta caracterizacién se le conoce como la tesis de Church-Turing y hace referencia a la hipétesis (no
demostrable mateméticamente) que las nociones intuitivas de un proceso “mecénico”, “algoritmico”, “compu-
table”, etc. son precisamente las que formalizan los modelos matematicos como el cdlculo-A y las maquinas de

Turing.
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= Estaticamente tipado: Se dice que un lenguaje es estaticamente tipado si el valor de
una variable u operacion se puede saber en tiempo de compilaciéon. Generalmente, esta
caracteristica exige la definicion de un tipo cada vez que se crea una variable. En Haskell,
el valor de toda variable y funcién debe de tener un tipo especifico asociado.

= Pureza: Una de las caracteristicas que hace la experiencia de programar en Haskell tan
distinta a otros lenguajes es la pureza de las funciones al momento de programar. En
un lenguaje funcional puro, la llamada a una funcién con un argumento determinado
siempre da el mismo resultado. En C| por el contrario, dos llamadas a la misma funcién
con el mismo argumento podrian dar valores distintos si la funcién depende de otro
valor que ha cambiado de una llamada a otra. Esta caracteristica lleva a que en Haskell
no exista un “estado” del programa que pueda cambiar el resultado de una llamada a
la funcién respecto a otra, el valor de una funcién solamente depende de su definicién y
del valor de sus argumentos.

= Pereza: En un lenguaje perezoso, el valor de una expresién no se calcula cuando se
le asigna una variable, més bien, se espera hasta que el resultado de la expresion se
requira explicitamente (por ejemplo, para imprimir en pantalla el resultado) [26]. Una
de las caracteristicas mas importantes que surgen de este tipo de implementacién es la
capacidad de definir estructuras potencialmente infinitas en el c6digo de Haskell, como
dichas estructuras no se utilizan inmediatamente sino hasta que se requiera su valor, no
existe problema en definirlas.

= Clases de tipos: En Haskell, las clases de tipos permiten definir un conjunto de funciones
que un tipo debe de implementar si desea formar parte de la clase (convertirse en una
instancia de la clase). Por ejemplo, la clase Eq, que implementan tipos que se quieren
comparar para la igualdad de alguna manera, define las funciones de igualdad (==) y
de desigualdad (/=) y algunas de sus instancias son los tipos Integer, Bool y Float. Las
clases de tipos en Haskell son una forma de lograr polimorfismo funcional.

Haskell ha cumplido con los objetivos que motivaron su creaciéon con creces. Hoy en dia
Haskell es un lenguaje internacionalmente famoso, su compilador mas popular, el Glasgow
Haskell Compiler (GHC) es ampliamente utilizado tanto en la academia [27] como en la
industria [2§]. Empresas como Google, AT&T, Intel y Bank of America hacen uso de él y
frecuentemente se publican libros y desarrollan herramientas para expandir su funcionalidad.

3.1.2. Foreign Function Interface

Al inicio del diserio del verificador de modelos que se presenta en esta tesis, se buscé realizar
una implementacién puramente funcional de los BDD y de sus operaciones. La referencia
mas completa que se encontrd sobre el tema fue la tesis de licenciatura [29] y la posterior
publicacién en un articulo cientifico [30] del trabajo de Jan Christiansen de la Universidad de
Kiel en Alemania.

De acuerdo con el resumen del articulo cientifico, el objetivo del trabajo es aprovechar
la evaluacién perezosa para mejorar el desempeno de algunos de los algoritmos sobre los
ROBDD que se han mostrado previamente en este trabajo. En el articulo se explican dos
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formas distintas de implementar la estructura de datos. La primera de ellas hace uso de
mapas basados en arboles para identificar individualmente a los nodos, pero debido a que no
aprovecha al maximo la pereza del lenguaje, en la segunda implementacién se decide relajar
la propiedad de no redundancia en los nodos y por lo tanto permitir la existencia separada
de nodos equivalentes en el diagrama. Esta modificacion, a pesar de eliminar propiedades
utiles de los BDD como la canonicidad y alterar la implementacién de ciertos algoritmos, trae
ventajas en términos de desempeno, brindadas por la pereza.

A pesar de contener ideas interesantes sobre un enfoque funcional para la implementa-
cién de los BDD, en ultima instancia se decidié no utilizar alguna de las implementaciones
mostradas en el articulo por diversas razones. Para la primera propuesta se consideraron los
siguientes puntos:

= Los nodos equivalentes en la estructura no se presentan de manera tnica. Estos siguen
estando presentes en una localidad distinta de memoria pero con un identificador especial
que senala su redundancia. Esto implica un gasto innecesario de espacio.

= Los marcadores de redundancia complican considerablemente la implementacién de las
operaciones sobre los BDD.

= Debido a que se trata de una implementacién puramente funcional, el mapa en el que
se busca la informacién de los nodos estd implementado utilizando arboles. La consulta
en este tipo de mapas es asintéticamente mas lenta (O(log n) donde n es el ntimero de
nodos en el mapa) que su equivalente no funcional (O(1) si se utiliza una funcién hash).

Para la segunda implementacion, en la que se aprovecha la pereza y se evita la visita de
todos los nodos en las operaciones de los BDD, la caracteristica principal que desincentivd
su uso fue la pérdida de la canonicidad en los ROBDD. La canonicidad permite verificar
la equivalencia de dos funciones booleanas en tiempo constante, por lo que al perderla se
empeora el desempeno en esta operacion.

Finalmente se decidié utilizar un paquete de BDD reconocido y eficiente para realizar la
operaciones: CacBDD [31] (el cual se explicara en la siguiente seccién). Como CacBDD no esta
escrito en Haskell, fue necesario utilizar una interfaz entre el c6digo del verificador en Haskell y
el paquete escrito en C++, ahi es donde entra la FFI (Foreign Function Interface, interfaz de
funciones externas) de Haskell. La FFI permite crear definiciones funcionales dentro de Haskell
que ejecuten cdédigo escrito en algiin otro lenguaje de programacion y regresen un determinado
valor que posteriormente pueda ser utilizado. La declaracién debe incluir la especificacién de
la conversiéon entre los tipos de datos tanto de las entradas como de las salidas del lenguaje
origen del c6digo que se desea utilizar y Haskell. La documentacién oficial de Haskell incluye
informacién sobre la realizacién de este proceso [32] y existen un sin nimero de paquetes en
la base oficial de Haskell que hacen uso de la interfaz.

3.1.3. CacBDD

Los paquetes modernos de BDD generalmente utilizan dos tablas basadas en funciones
hash para agilizar los algoritmos de reduccién y las operaciones booleanas sobre los ROBDD
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[4, pags. 409-421] [31], [33]. La primera, llamada generalmente tabla inica, es una tabla re-
dimensionable que identifica a cada nodo a partir de la variable presente en él y sus nodos
hijos, y permite la eliminacién de nodos no terminales repetidos. La segunda, llamada tabla
computada (también llamada tabla caché [33]), es una tabla de tamafio fijo que guarda re-
sultados parciales de las operaciones sobre nodos de los BDD para evitar recalcularlos si es
que se utilizan méas adelante. Como tiene un tamano fijo, cuando ocurre una colisiéon en la
funcién hash, el valor presente previamente se reemplaza por el nuevo valor (de manera similar
a como ocurre en las memorias fisicas del mismo nombre presentes en la computadora). Es
un problema de investigacién abierto cémo gestionar correctamente la tabla computada para
lograr un desempefio 6ptimo en los algoritmos sobre los ROBDD [31].

CacBDD es un paquete relativamente reciente (publicado en 2013) de operaciones sobre
ROBDD que utiliza un algoritmo dinamico de gestion de la tabla computada con la intencién
de mejorar el desempeno sobre otras alternativas disponibles. El paquete calcula constante-
mente el tamano de la tabla computada, asi como la proporcién de todas las llamadas que
son atendidas por la tabla computada (es decir, que no tienen que ser recalculadas) y altera
dindmicamente el tamafio de esta con la intencién de aprovechar la memoria de la mejor ma-
nera posible. El articulo reporta un desempeno ligeramente mejor que el del famoso paquete
CUDD (Colorado University Decision Diagrams, diagramas de decision de la Universidad de
Colorado) tanto en uso de memoria como en tiempo de ejecucion, para la mayoria de los casos
probados.

3.1.4. HasCacBDD

La interfaz utilizada entre el cédigo en C++ y Haskell es HasCacBDD. HasCacBDD
fue creada por Malvin Gattinger del ILCC (Institute for Logic, Language and Computation,
Instituto para la Légica, el Lenguaje y la Computacion) de la Universidad de Amsterdam.
Disenada inicialmente como parte de un proyecto para implementar un verificador simbélico
para Légica Epistémica Dindmica [34], esta interfaz funciona impecablemente, a diferencia de
las demds opciones encontradas en otros repositorios [35], [36]. La interfaz implementa todas
las operaciones comunes que se pueden necesitar para hacer la verificacion simbélica y cuenta
con una suite de pruebas robusta que verifica su funcionamiento correcto.

3.1.5. Parsec

El analisis sintactico de oraciones, dada una gramatica formal, es uno de los grandes éxitos
de la programacién funcional en aplicaciones reales [37]. Existen varias clases de tipos que
se adecuan particularmente bien a este proceso (principalmente las clases Functor, Monad y
Applicative [38]). La investigacién original sobre el tema dio lugar a diversos paquetes para
el anédlisis sintéctico, siendo Parsec [39] uno de los més exitosos. Parsec es una biblioteca de
analisis sintactico basadas en moénadas, eficiente en términos de memoria y espacio, y con la
capacidad para documentar errores sintacticos. Utilizando Parsec, se pueden especificar todos
los elementos de la gramatica: la definicién de los componentes 1éxicos, la especificacién de
expresiones con operandos con distinta precedencia y asociatividad, asi como la definicién de
la graméatica misma y mensajes para reportar errores. Se utilizaron todas estas funciones para
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la definicién del lenguaje de entrada.

3.1.6. Hspec

La herramienta que se utiliza para probar el correcto funcionamiento de los programas
es Hspec [40]. Hspec es un marco de pruebas puramente funcional desarrollado en Haskell.
Hspec tiene una sencilla interfaz para explicar los casos de pruebas y los resultados esperados
para cada uno de ellos y posee ademas interoperabilidad con otras herramientas de prueba en
Haskell como HUnit y QuickCheck. La motivacién original para utilizar este paquete fue su
simplicidad de uso vista en el paquete HasCacBDD.

3.1.7. Stack

Finalmente, y también motivado por la recomendacion personal por parte de Malvin Gat-
tinger (creador de HasCacBDD), la herramienta utilizada para importar las bibliotecas y crear
el proyecto fue Stack. De acuerdo con su documentacion [41], Stack tiene un fuerte enfoque en
la creaciéon de proyectos reproducibles, multi-paquete, con un alto grado de personalizacién y
faciles de usar. Stack incluye el compilador de Haskell GHC, Cabal y repositorios con paquetes
para la creacion de software aislado. Stack fue creado con la intencién de extender a Cabal y
corregir algunas de sus limitaciones més notorias [42], principalmente los problemas ocasiona-
dos por solicitudes de paquetes incompatibles en diferentes proyectos. Stack crea un entorno
aislado para cada paquete que se define, con una instalacién propia de GHC asi como de todas
las dependencias necesarias en cada proyecto. Este aislamiento ayuda a minimizar los pro-
blemas de compatibilidad. La experiencia personal en el desarrollo de este proyecto confirma
estas ventajas; la instalacion de HasCacBDD, que fue desarrollado en Stack, fue infinitamente
mas sencilla y rdpida que la de los deméas paquetes de BDD que utilizaban solamente Cabal.
Ya en el desarrollo del proyecto, la utilizacién de las dependencias, la creacién de los casos de
pruebas y la creacion de los diferentes médulos se dieron sin mayor dificultad, salvo ciertas
excepciones relacionadas con la utilizacion de cédigo en C++ incluido en HasCacBDD.

3.2. Arquitectura del programa

Volvemos nuestra atenciéon al estudio del sistema construido. En esta seccion se explicara
la estructura general del programa y los diferentes médulos que lo conforman. La estructura
asemeja a la de otros verificadores de modelos. La entrada al programa es un archivo con la
especificacion de la formula CTL y el modelo a verificar utilizando una sintaxis formal, pos-
teriormente se lee tal archivo y si la especificacion es correcta, sintactica y semanticamente,
entonces se obtiene una representacién interna de los elementos especificados. Esta represen-
tacion interna debe de convertirse a sus correspondientes BDD para la verificacién simbdlica
y, una vez que se tienen las estructuras como BDD, se deben de implementar los algoritmos
de verificacién y emitir el juicio de satisfaccién final al usuario. En esta seccién se describira
formalmente la sintaxis que debe de tener la entrada y posteriormente se explicara de manera
general qué realiza cada médulo del programa.
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3.2.1. Lenguaje de entrada

La entrada al programa es un archivo de texto escrito de acuerdo con una gramatica
formal. La sintaxis escogida asemeja a la del famoso verificador de modelos NuSMV, con
algunas simplificaciones hechas [20]. A continuacién se describen los elementos con los que
debe de contar un programa y se especifica formalmente su sintaxis utilizando la notacién
EBNF (Extended Backus-Naur Form, notaciéon Backus-Naur extendida)ﬂ

Variables de estado

De esta manera se nombran a los elementos en el conjunto AP. Cada estado en el diagrama
de transiciones serd identificado de manera tnica por un subconjunto de AP, por lo que todas
las variables que se usen en la definicién del diagrama o en la especificaciéon de la férmula
CTL deberan haber sido declaradas con anterioridad. La definicién formal de una declaracion
de una o mas variables es la siguiente:

vardec = "VAR" varlist

varlist = variable ";" {variable ";"}
variable = lower {lower | digit | "_"}
lower = "a" | "b" | ... | "z"

digit = ll1" | ||2ll | .. | "9"

Variables de entrada

Muchas veces es ttil especificar variables booleanas de entrada al programa que pueden
modificar su comportamiento en algin momento (como se verd més adelante en los ejemplos
mostrados en las Secciones y . Su valor no se sabe con anticipaciéon por lo que puede
ser 0 6 1 en cualquier instante, ademas, no forman parte de la definicién de los estados. Su
sintaxis es:

ivardec = "IVAR" varlist

Evidentemente, no se puede utilizar el mismo identificador que el de una variable que ya haya
sido definida anteriormente como de estado.

Variables compuestas

Las variables compuestas permiten asociar una etiqueta a una expresiéon booleana. Es-
ta etiqueta puede utilizarse como abreviatura posteriormente en el programa para evitar el
manejo de expresiones muy extensas.

2Para, esta tesis, los elementos de la notacién que se utilizardn son los siguientes: las palabras entre comillas
denotaran simbolos terminales (p.e. "VAR" y "a"); los simbolos no terminales estaran ligeramente remarcados
y sin comillas (p.e. vardec); las llaves indicardn elementos que pueden repetirse 0 o mds veces
(p.e. {variable ";"}); y las barras verticales indicardn la separacién de opciones alternativas (p.e. "a" |
np" | "C").
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definedec = "DEFINE" defexplist

defexplist = variable ":=" simple_exp ";"
{variable ":=" simple_exp ";"}
simple_exp = constant
variable

|
| "(" simple_exp ")"

| "I" simple_exp

| simple_exp "&" simple_exp
I

|

I

|

simple_exp "|" simple_exp
simple_exp "xor" simple_exp
simple_exp "->" simple_exp

simple_exp "<->" simple_exp

constant = "TRUE" | "FALSE"

Conjunto de estados iniciales

Como ya se ha visto en la secciéon dedicada a la verificacion de modelos simbdlica, un
conjunto de estados en el diagrama de transiciones puede ser especificado mediante su fun-
cién caracteristica. Asi especificamos al conjunto de estados iniciales I utilizando la siguiente
sintaxis:

initdec = "INIT" simple_exp {";"}

Relacién de transiciéon

Para expresar la relaciéon de transiciéon debemos de poder especificar las variables “actua-
les” (que corresponden al estado del que sale una transicién) y las variables “siguientes” (que
corresponden al estado al que llega la transicién). Eso se hace a través de la introduccién del
no terminal nextvariable que se muestra a continuacién:

transdec = "TRANS" nextexp {";"}

nextexp = constant
| nextvariable
| variable
| "(" nextexp ")"
| "!" nextexp
| nextexp "&" nextexp
| nextexp "|" mnextexp
| nextexp "xor" nextexp
| nextexp "->" nextexp
| nextexp "<->" nextexp
nextvariable = "next" "(" variable ")"
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Especificacion CTL

La especificacién de la férmula CTL que se quiere verificar en el programa es una traduc-
cién directa de la sintaxis vista en la Definicién Formalmente:

ctlspec = "CTLSPEC" ctlformula {";"}
ctlformula = constant

variable

"(" ctlformula ")"

"1" ctlformula

"EX" ctlformula

"EF" ctlformula

"EG" ctlformula

"AX" ctlformula

"AF" ctlformula

"AG" ctlformula
ctlformula "&" ctlformula

ctlformula "|" ctlformula
ctlformula "xor" ctlformula
ctlformula "->" ctlformula

ctlformula "<->" ctlformula
ctlformula "EU" ctlformula
ctlformula "AU" ctlformula

Propiedades de equidad

Finalmente, describimos como se especifican propiedades de equidad en el verificador. Al
igual que como lo hace NuSMV [20], restringimos las propiedades de equidad a cumplirse
unicamente a expresiones booleanas sin operadores temporales, esto es, a la restriccion de
aquellos caminos donde una férmula booleana arbitraria ¢ se cumple de manera infinitamente
frecuente. En general esta caracteristica es suficiente para definir las propiedades de equidad
de interés. La sintaxis de la especificacién se muestra a continuacién:

faircons = "FAIRNESS" simple_exp {";"}

El programa estd subdivido en 5 médulos distintos que se muestran en la Figura[3.1] donde una
flecha del médulo A al médulo B indica que B depende de A. A continuacién se describira
cada una de las fases del verificador y se hara referencia a los médulos de acuerdo con su
relevancia para cada una de estas.

3.2.2. Definicién del lenguaje y andlisis sintactico

El analizador sintactico se encarga de leer un archivo escrito de acuerdo con la especifica-
cién realizada en la subseccién anterior y generar una representacién interna que pueda ser
posteriormente manipulada. Parsec hace este trabajo sumamente simple [39], la definicién del
lenguaje genera de manera practicamente automatica el analizador sintactico, solamente es
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DataTypes

LanguageDef

SMVParser

'IIHHHHHH%II'
ModelCheck

Figura 3.1: Interdependencia de los médulos en el sistema.

necesario especificar las palabras reservadas, la estructura gramatical de los identificadores,
la definicién de los comentarios y otros elementos y Parsec genera automéaticamente los ana-
lizadores sintacticos. Parsec ademds permite definir operadores unarios y binarios y definir
su precedencia y asociatividad de manera muy simple. El médulo LanguageDef es donde
se realiza esta especificacién. El médulo SMVParser, por su parte, utiliza la definicién del
lenguaje para generar los tipos correspondientes dentro de Haskell.

22
23
24
25
26
27
28
29
30
200
201
202
203
204
205

languageDef =
emptyDef{
Token.

Token.

Token.

Token.

sOperators = [

commentLine

identStart =
identLetter =
reservedNames =

[Prefix(
reservedOp

)],

lower,
lower <|> digit,
[
"next" ,
"MODULE",

"1"  >> return (SUnary Not)

Cddigo 3.1: Definicién de palabras clave y definicién de operandos en expresiones CTL
en el modulo LanguageDef.

46



3.2. ARQUITECTURA DEL PROGRAMA

82 | varDecParser :: Parser VarDec

83 varDecParser = do

84 reserved "VAR" -- uno o mas

85 list <- endByl variableParser semi -- punto y coma
86 return $ VarDec list -- warDec es tipo en Haskell

Cédigo 3.2: Definicion del analizador sintactico para la declaracién de variables en el
moédulo SMVParser.

3.2.3.

Representacion interna

Para poder convertir el archivo de entrada a objetos que puedan ser manipulados dentro
de Haskell se deben de definir tipos que representen cada uno de los elementos. Se deben de
crear tipos para expresiones en légica CTL, para la definiciéon de variables, identificadores y
los otros elementos sintacticos definidos anteriormente. Todas estas definiciones se hacen en

el médulo DataTypes, del cual se muestra un fragmento en el Codigo

99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74

data CTLF =

newtype
newtype
newtype
newtype
newtype
newtype

VarDec
IVarDec

CConst BConstant

| CVariable Variable

| CBUnary BUnOp CTLF
| CCUnary CUnOp CTLF
| CBBinary BBinOp CTLF
| CCBinary CBinOp  CTLF
deriving(Show)

= VarDec [Variable]
= IVarDec [Variable]

InitCons = InitCons BSimple

DefineD
TransCo
CTLSpec

ec = DefineDec [DefineExp]
ns = TransCons BNext
= CTLSpec  CTLF

-- Operadores booleanos unarios (Not)

-— Operadores CTL unarios (AX, ...)
CTLF -- Operadores booleanos binarios
CTLF -- Operadores CTL binarios (AU, EU)

deriving
deriving
deriving
deriving
deriving
deriving

(Show)
(Show)
(Show)
(Show)
(Show)
(Show)

Cdédigo 3.3: Modulo DataTypes, se muestra la definicién de tipos que codifican a las
formulas CTL y a otras declaraciones necesarias para la verificacion.

3.2.4.

Transformacién y analisis semantico

47

Una vez que se cuenta con una representaciéon interna de los elementos descritos en el
archivo de entrada, se debe revisar que se cumplan con todos los criterios necesarios para
poder hacer la verificacion de modelos. La revisién sintactica ya fue hecha por el analizador
sintactico, sin embargo, atin se deben de verificar aspectos semanticos antes de proceder a la
verificaciéon. Entre las comprobaciones que se deben de hacer se encuentran la verificacién de
que todas las variables usadas hayan sido declaradas, que se encuentren todos los elementos
necesarios para la verificacién, que se sustituyan las variables compuestas donde se utilicen,
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que se unan las variables que fueron declaradas en distintos lugares del c6digo y demas ope-
raciones. El médulo Preprocess se encarga de hacer estas verificaciones.

233 | -- Verificamos que ninguna variable declarada en IVAR fue declarada en VAR
234 checkInputDec :: Set.Set Variable -> Set.Set Variable -> Bool

235 checkInputDec vdc ivdc = Set.null (vdc ~Set.intersection” ivdc)

236

237 checkInitVars :: InitCons -> Set.Set Variable -> Bool

238 checkInitVars (InitCons bsimple) = checkSimpleVars bsimple

239

240 checkInitIVars :: InitCons -> Set.Set Variable -> Bool

241 checkInitIVars (InitCons bsimple) = checkNotSimpleVars bsimple

242

243 checkTransVars :: TransCons -> Set.Set Variable -> Set.Set Variable -> Bool
244 checkTransVars (TransCons bnext) = checkNextVars bnext

Cédigo 3.4: Mdédulo Preprocess, en el fragmento de cédigo mostrado se verifica que
las variables utilizadas se hayan declarado adecuadamente.

3.2.5. Verificacion de modelos

Finalmente, y ya que se ha verificado que la entrada fue correcta tanto sintactica como
semanticamente, se debe de realizar la verificacién de modelos, esto es, implementar funcio-
nalmente los algoritmos de verificacién simbdlica utilizando Haskell. El médulo ModelCheck
se encarga de esto. Como ya se ha mencionado en la subseccién anterior, para la implemen-
tacién de los BDD y sus operaciones se utilizé el paquete CacBDD y la interfaz para Haskell
HasCacBDD, es por ello que una parte considerable de las operaciones que se realizan en este
modulo consisten en la utilizacién de funciones descritas en esta interfaz para implementar
los algoritmos de verificacién simbélicos [Algoritmo - Algoritmo [2.10]. Esto incluye la
consideracion de propiedades de equidad en caso de que estas hayan sido especificadas.
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259 | satEU :: Bdd -> Bdd -> Bdd -> Bdd
260 | satEU fc fj trans = 1let

261 postj = satEX fj trans

262 term = fc “con’ postj

263 fjpl = fj “dis” term

264 in

265 if(fj “equ” fjpl) == top
266 then fjpl

267 else satEU fc fjpl trans
268

269

314 | satEGFairA :: Bdd -> Bdd -> Bdd -> [Bdd] -> Bdd
315 | satEGFairA subf fixed trans xs = let

316 bigconj = satEGFairCon subf trans fixed xs
317 newfixed = subf “con” bigconj

318 in

319 if (newfixed “equ’ fixed) == top

320 then newfixed

321 else satEGFairA subf newfixed trans xs

Cdédigo 3.5: Fragmentos de funciones que implementan los algoritmos de verificacion

para los operadores EU y EIE ¢ en el moédulo ModelCheck.

Con la descripcion de las herramientas de software utilizadas para construir el verificador, la
sintaxis del lenguaje de entrada y los diferentes médulos de software que realizan la verifi-
cacién, se cuenta ya con una nocién suficientemente clara del funcionamiento del programa
como para describir algunos ejemplos practicos. El siguiente capitulo se encargard de poner
en marcha el sistema creado verificando varios dispositivos sencillos.
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Capitulo 4

Evaluacion

A lo largo de este capitulo se mostraran varios ejemplos de sistemas temporales con la
intencién de poner a prueba el verificador disefiado, asi como para evaluar su desempefio en
tiempo y memoria. Este capitulo, ademas, servirda para entender de manera més clara cémo
es que la verificacion de modelos ayuda a probar el correcto funcionamiento de los sistemas
estudiados y cémo este propdsito se relaciona con los conceptos matematicos abstractos vistos
durante los capitulos anteriores. Cada uno de los ejemplos que se mostraran tiene la intencion
de estudiar diferentes aspectos de los sistemas temporales, por lo que tanto el dispositivo como
las propiedades a verificar son de distinta naturaleza en cada uno de ellos.

Antes de mostrar cada uno de los ejemplos, es til describir las categorias generales de
propiedades que se buscan verificar en los sistemas que se estudiaran.

= Ausencia de puntos muertos: la mayoria de los sistemas que se estudian se espera que
trabajen por una cantidad de tiempo indefinida. En sistemas de esta naturaleza, aquellos
estados que no tienen estado siguiente indican situaciones de error y deben de evitarse.

» Seguridad: este tipo de propiedades buscan evitar situaciones que, de acuerdo con la
especificacién del sistema, se consideran no deseables o de error, o verificar que ciertas
propiedades deseables del sistema se cumplen.

» Fquidad: las propiedades de equidad, como ya se ha mencionado anteriormente en este
trabajo, buscan evitar situaciones que se consideran “injustas” dentro del sistema y
que se solucionan asegurando que eventualmente se satisfaga alguna condicién en todos
los caminos. En el sistema creado, las propiedades de equidad se especifican utilizando
la palabra reservada "FAIRNESS" seguida de la férmula booleana que se quiere que se
cumpla indefinidamente en el sistema.

= Vitalidad: las propiedades de vitalidad estan estrechamente relacionadas a las de equi-
dad, y hacen referencia a que siempre que un sistema solicite acceder a una situacion
particular, se le permita hacerlo. Como se verd méas adelante, ciertas propiedades de
vitalidad se pueden asegurar afiadiendo propiedades de equidad al sistema.
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4.1. Contador

4.1.1. Descripcion

El primer sistema que mostraremos es un ejemplo sumamente sencillo: un contador de
n bits. Se trata de un dispositivo digital que cuenta desde el nimero 0 hasta el nimero
2" — 1, utilizando la representacién binaria del mismo. En cada ciclo de reloj, el niimero en el
contador aumenta en uno, esto se hace prendiendo y apagando los bits correspondientes en el
dispositivo. En este ejemplo se considerard que n = 3.

Figura 4.1: Representacién gréafica del diagrama de transiciones de un contador de 3 bits.

4.1.2. Codificacion

Para poder verificar el modelo es necesario describir su comportamiento en términos de las
variables en el conjunto AP para después alimentarlo al sistema. Una posible caracterizacién
de un contador de n bits se puede hacer si se considera que, para cada bit en el contador,
su valor numérico cambiard (de 0 a 1 6 de 1 a 0) en el siguiente ciclo de reloj, tinicamente
cuando todos los bits menos significativos que dicho bit se encuentren prendidos. El bit menos
significativo siempre cambia en cada ciclo de reloj. Este comportamiento se puede modelar
utilizando sumas exclusivas y conjunciones, como se describe en el Cédigo
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1 | vAR —-- Declaracion de variables a utilizar
2 P; -- Bit mas significativo
3 q;
4 g -- Bit menos significativo
5 | INIT
6 'p & !q & !'r; -- Estado inicial con todos los bits apagados
7 | TRANS -- Estructura de Kripke
8 (next(r) xor r) & (next(q) <-> q xor r) & (next(p) <-> p xor q & r);

Cédigo 4.1: Especificaciéon de la estructura de Kripke para un contador de 3 bits.

4.1.3. Propiedades a verificar

A pesar de ser un dispositivo sencillo, se puede utilizar la 16gica CTL para demostrar
algunas propiedades que un contador bien disefiado deberia de tener. Algunas opciones de
propiedades, junto con su categoria, se muestran a continuacion:

1.

4.

Todo estado tiene un camino que eventualmente llega al estado con el nimero 2" — 1
(seguridad).

. El siguiente estado del estado con el niimero 2™ — 1 es el estado con el nimero 0 (segu-

ridad).

Para todo estado, existe un estado siguiente que es diferente a él (ausencia de puntos
muertos).

Todo estado solamente tiene un camino que emana de él (seguridad).

Cada una de estas cuatro propiedades se muestran especificadas en el Codigo [.2] en el mismo
orden que en la lista.

9
10
11
12
13
14
15
16

CTLSPEC
AG(AF(p & q & 1));
CTLSPEC
AG(p & q &t > AX('p & 'q & 'T));
CTLSPEC
AG(p -> EX(!'p) | q -> EX(!q) | r -> EX(!1));
CTLSPEC
AG((EX(p) <-> AX(p)) & (EX(q) <-> AX(q)) & (EX(r) <-> AX(r)));

Cddigo 4.2: Especificacién de las propiedades a verificar para el contador de 3 bits.

4.1.4. Resultado

El programa deberia de cumplir con la especificacion y efectivamente lo hace como lo
muestra la salida del cddigo. Esta es la salida de la prueba realizada con la suite Hspec de
Haskell.
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Especificacion #1: satisface

Especificacion #2: satisface

Especificacion #3: satisface

Especificacion #4: satisface
Counter3

U W N =

Cdédigo 4.3: Salida de prueba para contador de 3 bits.

4.2. Registro de corrimiento

4.2.1. Descripcion

El segundo ejemplo que se mostrard trata con un sistema considerablemente mas com-
plicado al contador: un registro de corrimiento universal. Los registros de corrimiento son
memorias electrénicas volatiles que almacenan informacién en diferentes localidades de me-
moria conectadas en cascada y que tienen la capacidad de mover dicha informacion a través de
las localidades de manera sincronizada en uno u otro sentido de la conexioén. Los registros de
corrimiento universales, ademas de poder realizar los corrimientos, cuentan con la capacidad
para cargar de manera paralela valores arbitrarios a todas las localidades de memoria en un
solo ciclo de reloj, asi como la de mantener el contenido de la memoria intacto. Los registros
de corrimiento son uno de los bloques basicos para la construccién de todo tipo de sistemas
digitales entre los que se encuentran los siguientes: convertidores serie paralelo y paralelo
serie, contadores, generadores de secuencias, sumadores y restadores binarios y generadores
pseudoaleatorios binarios [43].

Pa Pb Pc

§1 —

S0

Sr S

Figura 4.2: Registro universal de corrimiento de 3 bits.

El registro de corrimiento que se estudiard aqui se muestra en la Figura [£.2] Este registro
tiene tres localidades de memoria a, b y ¢, las cuales almacenan un bit cada una. Los valores
de las lineas de control sg y s1 determinan la operacion que realizard el registro en el siguiente
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,_
2]
[y
—
V2]

0 L Operacion

0 Sin cambio

1 Corrimiento derecho
0

1

Corrimiento izquierdo

= el E==] K==

Carga paralela

Tabla 4.1: Operaciones que realiza el registro de corrimiento en funcién de las lineas s y So.

ciclo de reloj, la operacién asociada a cada combinaciéon de los valores de estas lineas se
muestra en la Tabla La linea s, alimenta el valor de la localidad de memoria a cuando
se realiza un corrimiento hacia la derecha y la linea s; alimenta a la localidad ¢ cuando se
hace un corrimiento a la izquierda. Finalmente, cuando se selecciona la carga paralela, las
localidades a, b y ¢ tomaran los valores de las lineas p,, pp v pe, respectivamente.

4.2.2. Codificacion

En este ejemplo se utilizara por primera vez en el verificador a las variables de entrada.
Como se explicé en la Subseccién las variables de entrada son variables booleanas cuyo
valor no determina el usuario del dispositivo sino que lo adquieren de manera no determinis-
tica. Para este ejemplo, es una suposicién razonable que las lineas de corrimiento s, y s; y las
lineas de carga paralela p,, pp v pe se consideren como variables de entrada, esto quiere decir
que el verificador no tiene la capacidad de determinar su valor durante el funcionamiento del
dispositivo, por lo que se tiene que considerar tanto el caso en el que la linea toma el valor de
0, como el caso en el que toma el valor de 1.

La clave para poder realizar la codificacion del modelo en el lenguaje descrito es recordar
que el valor de las variables del registro de corrimiento en el siguiente ciclo de reloj estara
determinado por el valor actual de las lineas sg y s1, esta caracterizacion se puede realizar
utilizando implicaciones légicas. Ademds se considerara que el estado inicial del sistema es
aquel con las localidades de memoria a, b y ¢ en cero. El Cédigo muestra la codificacion
del registro para el verificador.

4.2.3. Propiedades a verificar

Como ya se ha visto con el ejemplo anterior, la especificacién depende del disenador y del
poder expresivo de la légica CTL. El proceso de diseno, por lo tanto, involucra el pensar qué
comportamientos deberia tener el sistema y qué situaciones de error se deberian de evitar.
Algunos ejemplos interesantes para el registro de corrimiento pueden ser:

1. Cuando las lineas sg y s1 se encuentran ambas apagadas (valor se mantiene), la memoria
tendrd exactamente el mismo valor en el siguiente ciclo que en el actual, independien-
temente de las lineas de entrada (seguridad).

2. Sin importar en qué estado nos encontremos, siempre podremos llegar a un estado dos
unidades de tiempo més adelante con la memoria vacia (considérese el caso en el que en
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OOk W

= e e e
OO Uk W —O

VAR

si;
IVAR
sT;
sl;
pa;
pb;
P¢;
INIT
la & 'b & !'c;
TRANS
((1s0 & !'s1) -> ((next(a) <-> a ) & (next(b) <-> b ) & (next(c) <-> c ))) & -- igual
(('s1 & s0) -> ((next(a) <> sr) & (next(b) <-> a ) & (next(c) <-> b ))) & -- sr
(( s1 & !'s0) -> ((next(a) <-> b ) & (next(b) <> c ) & (next(c) <-> sl))) & -- sl
(C( s1 & s0) -> ((next(a) <-> pa) & (next(b) <-> pb) & (mext(c) <-> pc))); -- carga

Cddigo 4.4: Especificacion del registro universal de 3 bits.

una unidad de tiempo se prenden ambas lineas sg y s1 y en la siguiente se carga con 0
a todas las localidades) (seguridad).

Si en un instante de tiempo estd seleccionado el corrimiento a la derecha, siempre habra
un estado el en instante de tiempo siguiente con el valor 0 en la localidad de memoria
a y otro con el valor de 1, pero eso no pasa con la localidad b ni con la ¢ (seguridad).

La traduccién a légica CTL de estas especificaciones se muestra en el Codigo

20
21
22
23
24
25

CTLSPEC
AG(('s1 & 's0) -> ((a <-> AX(a)) & (b <> AX(b)) & (c <> AX(c))))
CTLSPEC
AG(EX (EX ('a & 'b & !'c)));
CTLSPEC
AG(('s1 & s0) -> EX(a) & EX('a) & !(EX(b) & EX(!'b)) & !(EX(c) & EX('c)));

Cddigo 4.5: Especificacion del registro universal de 3 bits.

4.2.4. Resultado

=W N

Se puede ver cémo efectivamente el modelo disefiado cumple con la especificaciéon:

Especificacion #1: satisface

Especificacion #2: satisface

Especificacion #3: satisface
Shift3

Cddigo 4.6: Salida de la prueba para el registro universal de 3 bits.
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4.3. Exclusion Mutua

Un campo de conocimiento importante en la computacién concierne al estudio de sistemas
en los que existen dos o mas componentes que pueden acceder a un mismo recurso compartido
de manera independiente. Un caso particular de este problema es el de la exclusion mutua en
el que, por la naturaleza del recurso compartido, los componentes no pueden tener acceso a
este de manera simultdnea (al acceso al componente compartido en este tipo de sistemas se
le suele llamar acceso a una seccion critica). En problemas de esta naturaleza, es necesario
coordinar el acceso a la seccién critica de los componentes para evitar condiciones de punto
muerto o condiciones donde propiedades de vitalidad no se cumplen, ya que un componente
acapara por completo algiin recurso, evitando que otros puedan tener acceso a él (condicién
de inanicion).

Un ejemplo clasico que ilustra las dificultades asociadas con la exclusién mutua es el
problema de los filésofos comedores. Propuesto inicialmente por Edsger W. Dijkstra (1930-
2002) y posteriormente formalizado por Tony Hoare (1934) en 1978. La formulacién textual
del problema es la siguiente:

Cinco filésofos pasan su vida pensando y comiendo. Los filésofos comparten un
comedor comin donde se encuentra una mesa redonda rodeada de cinco sillas,
cada una de las cuales pertenece a uno de los filésofos. En el centro de la mesa
se encuentra un gran tazén con espagueti, ademas, la mesa esta puesta con cinco
tenedores (véase la Figura tomada del articulo original de Hoare). En cuanto
le da hambre, un filésofo entra al comedor, se sienta en su silla y toma el tenedor a
la izquierda de su lugar. Desafortunadamente, el espagueti estd tan enredado que
también necesita utilizar el tenedor de la derecha para poder comérselo. Una vez
que ha terminado, pone ambos tenedores sobre la mesa y sale del cuarto [44].

El objetivo del ejercicio es el de coordinar correctamente como es que los filésofos toman los
tenedores para que todos puedan comer y no ocurran problemas de sincronizacion entre ellos.

4.3.1. Descripcion

Una soluciéon relativamente sencilla al problema, y la que modelaremos aqui es la de usar
un drbitro. En este caso, el arbitro es una entidad central que coordina cuando un filésofo
puede tomar los tenedores, de manera que se asegure que no hay problemas de coordinacion.

Por razones de simplicidad, se modelara el problema tUnicamente para dos filésofos y dos
tenedores en la mesa, como se muestra en la Figura [£.4] Las variables presentes en la misma
denotan diferentes situaciones de interés:

= Las variables s; y so representaran el deseo del filésofo 1 y del filésofo 2 de comer,
respectivamente. Estas variables se modelardn como variables no deterministicas de
entrada, ya que no se sabe a priori cuando un filésofo solicitard comer o dejar de
hacerlo.

= Las variables i1 y d; representaran que el filésofo 1 estd ocupando el tenedor izquierdo y
derecho, respectivamente. Y la misma situacion con las variables io y do para el filésofo
2.
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Figura 4.3: Diagrama del problema de los filésofos comedores.

il dl

ig d2

Figura 4.4: Modelado booleano del problema de los filésofos comedores.
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Por su parte, el sistema tendra el siguiente comportamiento:

1.
2.
3.

El fil6sofo 1 y el filésofo 2 podréan solicitar al arbitro los tenedores en cualquier momento.
En cuanto a un filésofo se le concedan los dos tenedores, este debera empezar a comer.

El arbitro concederd al filésofo ambos tenedores en el siguiente instante de tiempo Uni-
camente cuando el otro filésofo no los esté utilizando ni solicitando en el instante de
tiempo actual. Si se le conceden los tenedores a un filésofo, este debe tomar los dos y
no tnicamente uno.

Si los dos filésofos solicitan los tenedores en un instante de tiempo y estos se encuentran
libres, el arbitro se los concedera a uno de ellos y al otro no, de manera no deterministica.

Si en un instante determinado un filésofo estd ocupando los tenedores y continua so-
licitandolos para el siguiente instante, se le permitird mantenerlos en dicho instante
siguiente.

Si un filésofo se encuentra comiendo y deja de solicitar seguir haciéndolo, se liberaran
los tenedores en el siguiente instante de tiempo.

4.3.2. Codificacion

La formulacién matemaética de la descripcién hecha en la lista anterior es considerable-
mente mas elaborada que con los ejemplos anteriores. Por esta razén, antes de mostrar el
codigo se iran traduciendo las diferentes caracteristicas del comportamiento del sistema a sus
equivalentes 16gicos:

Como ambos tenedores se tomaran y regresaran al mismo tiempo de la mesa, crearemos
variables booleanas compuestas "oca := da & ia" y "noca := !da & !ia" donde a
es 1 6 2, que representaran las situaciones en las que el filésofo a estd haciendo uso de
ambos tenedores y cuando no los estd usando, respectivamente.

La consideracién hecha en el punto 2] de la lista anterior se modelard implicitamente,
suponiendo que en cuanto se cumpla oca, el filésofo a estd comiendo.

La restriccion (3| se modelara con la implicaciéon "sa & nocb & !'sb —-> next(oca)",
donde si al filésofo 1 se le conceden los tenedores a sera 1 y b serd 2 y viceversa si se le
conceden al filésofo 2.

La condicién {4 se traducird de manera directa a la implicacién:
"sl & s2 & nocl & noc2 ->
(next(ocl) & next(noc2) xor next(nocl) & next(oc2))"

La caracteristica [b| se modelara con la implicacién "sa & oca -> next(oca)" con a
siendo 1 6 2 dependiendo del filésofo del que se trate.

El comportamiento [6] se traduce a "!sa -> next(noca)" donde a toma el valor del
filésofo correspondiente.
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= Finalmente, para cubrir algunas situaciones no contempladas ain en las que un filésofo
estd ocupando los tenedores al mismo tiempo que el otro los solicita, crearemos dos
condiciones que fuerzan a que un filésofo tinicamente pueda tomar los cubiertos una vez
que el otro los haya puesto sobre la mesa. La codificacion de esta propiedad se hace a
través de la férmula " (oca -> next(nocb))", donde si el filésofo 1 estd ocupando los
tenedores entonces a serd 1 y b serd 2, y viceversa si el filésofo 2 los estd ocupando.

Una vez hecho esta explicacién, la definicion de las variables y del conjunto de estados iniciales

es:

© 00O Ui Wh -

10
11
12
13
14
15

VAR
i1;
i2;
di;
d2;
IVAR
si;
s2;
DEFINE
ocl := il & di;
oc2 := i2 & d2;
nocl := !'il & !'di;
noc2 := 1i2 & 'd2;
INIT
nocl & noc2;

Cébdigo 4.7: Especificacion de las variables y estados iniciales del problema de los
filésofos comedores.

La codificacion de la funcion de transicién es entonces:

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

TRANS
(s1 & noc2 & !s2 -> next(ocl)) & -- pt. 3
(s2 & nocl & !s1l -> next(oc2)) & -- pt. 3
- pt. 4
(s1 & s2 & nocl & noc2 -> (next(ocl) & next(noc2) xor next(nocl) & next(oc2))) &
(s1 & ocl -> next(ocl)) & -- pt. 5
(s2 & oc2 -> next(oc2)) & -- pt. &
('s1 -> next(nocl)) & --pt. 6
(1s2 -> next(noc2)) & -- pt. 6
(oc2 -> next(nocl)) & -- extra
(ocl -> next(noc2)); -- extra

Cdédigo 4.8: Funcién de transicion en el problema de los filésofos comedores.

4.3.3. Propiedades a verificar

Las cuatro propiedades que se verificaran son:

= No existe un estado donde se cumplan de manera simultanea iy e io 0 d; y do. Esto
es, no existe la situacién en la que ambos filésofos estdn tomando el mismo tenedor
(seguridad).

60



4.4. EQUIDAD

= Para todo estado y para cada uno de los fil6sofos; o dicho filésofo estd utilizando ambos
tenedores, o no estd utilizando ninguno de ellos (seguridad).

» Existe un estado futuro en el que el filésofo 1 esta comiendo y otro en el que el filésofo
2 lo esta haciendo (vitalidad).

= Existe un estado futuro en el que el filésofo 1 no estd comiendo y otro en el que el filésofo
2 tampoco (vitalidad).

La entrada con cada una de las especificaciones descritas se muestra en el Cédigo [£.9}

27 | CTLSPEC

28 V'(EF (i1 & i2)) & '(EF (d1 & d2));

29 | CTLSPEC

30 AG((ocl) | (mocl)) & AG((oc2) | (moc2));
31 | CTLSPEC

32 EF (ocl) & EF(oc2);

33 | CTLSPEC

34 EF (nocl) & EF(noc2);

Cadigo 4.9: Propiedades a verificar en el problema de los filésofos comedores.

4.3.4. Resultado

Si el modelo esta bien disenado, deberia cumplir con las 4 especificaciones, lo cual efecti-
vamente hace, como muestra el Codigo

Especificacion #1: satisface

Especificacion #2: satisface

Especificacion #3: satisface

Especificacion #4: satisface
Dining2

T W N

Cdédigo 4.10: Propiedades a verificar en el problema de los filésofos comedores.

4.4. Equidad

A pesar de que la especificacién hecha ya cumple con algunas de las caracteristicas deseadas
para el sistema, ain existen situaciones “injustas” que pueden presentarse en él. Una situacion
evidentemente injusta en el sistema creado se puede dar si, una vez que un filésofo cuenta con
ambos tenederos, este sigue solicitindolos de manera indefinida, acaparando los tenedores y
evitando que el otro filésofo pueda comer. El punto [5] de la lista de caracteristicas descritas
para el sistema concede al filosofo los tenedores de nuevo en caso de que se dé esta situacion.
Como las variables de solicitud s; y so son variables de entrada, existe un camino en el que
esto sucede de manera indefinida violando la propiedad de vitalidad en la que a un filésofo
que solicita comer se le permite eventualmente hacerlo. Formalmente, las dos especificaciones
mostradas en el Cédigo denotan los casos en los que el filésofo 1 y el filésofo 2 acaparan
ambos tenedores a partir del segundo instante de tiempo (el operador EX se tiene que anadir
ya que en todos los estados iniciales los tenedores estan sobre la mesa).
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35 | CTLSPEC
36 EX(EG(oc1));
37 | CTLSPEC
38 EX(EG(0c2));

Coédigo 4.11: Especificacién de situaciones injustas en el problema de los filésofos
comedores.

Y el sistema satisface ambas situaciones injustas, como se muestra en el Cédigo

1 | Dining2
2 expected: [True,True,True,True,False,False]
3 but got: [True,True,True,True,True,True]

Cdédigo 4.12: De las seis especificaciones hechas hasta ahora, el sistema cumple con
las ultimas dos propiedades injustas.

Para evitar que el sistema cumpla con dichas caracteristicas injustas podemos agregar propie-
dades de equidad que fuercen a que eventualmente se cumplan las férmulas booleanas "oc1"
como "oc2" en todos los caminos. Los elementos sintacticos necesarios para especificar dichas

propiedades ya han sido definidos en la subseccion El Codigo muestra la entrada
el sistema de estas dos nuevas propiedades.

39 | FAIRNESS

40 ocl;
41 | FAIRNESS
42 0c2;

Cdédigo 4.13: Propiedades de equidad anadidas al problema.

Con estas propiedades adicionales, el sistema ya no satisface a la condicidnes injustas con las
que cumplia antes, como muestra el Cédigo

1 | Especificacion #5: no satisface
2 | Especificacion #6: no satisface
3 Dining2

Cobdigo 4.14: Las dos situaciones injustas se han resulto agregando propiedades de
equidad al sistema.

El sistema construido, junto con los ejemplos descritos y el codigo para probarlos se encuentra
disponible en el siguiente repositorio de Github:
https://github.com/javierdiegof/HaskellSMV H

La instalacién y la ejecucién es casi instantdnea si se cuenta con Stack. El repositorio estd ligado a la
herramienta de integracion continua Travis CI para asegurar que el paquete funciona en un sistema arbitrario
sin las configuraciones particulares de la maquina en la que se creé.
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4.5. DESEMPENO EN TIEMPO Y MEMORIA
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Figura 4.5: Consumo de tiempo y memoria para el contador (parte superior) y el registro
de corrimiento (parte inferior) en funcién del tamano del modelo. Nétese que el eje de las
ordenadas tiene una escala logaritmica.

4.5. Desempeno en tiempo y memoria

4.5.1. Caracteristicas generales

En la verificacién de modelos, tanto la naturaleza como el tamafio del sistema estudiado,
asi como las formulas a verificar en el mismo influyen en la cantidad de memoria utilizada por
la computadora y en el tiempo que le toma en realizar la verificacién. La Figura muestra
el desempeno en tiempo y memoria para el contador y el registro de corrimiento universal
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en funcién del tamano del modeloEHﬂ (con el tamatio de formula creciendo proporcionalmente
para cada modelo). De esta figura se puede ver que, a pesar de que para todas las espe-
cificaciones se observa un crecimiento exponencial tanto en el tiempo que toma realizar la
verificaciéon como en la cantidad de memoria consumida, la tasa de crecimiento depende en
gran medida de la formula CTL a verificar. Como se esperaria de los pseudocddigos descritos
para obtener los conjuntos de satisfaccion simbolicos, aquellas féormulas con un mayor nu-
mero de cuantificadores toman la mayor cantidad de tiempo en verificarse para los ejemplos
mostrados.

4.5.2. Componentes principales

1 Tue Jun 25 18:39 2019 Time and Allocation Profiling Report (Final)

2

3 test-exe2 +RTS -N -p -RTS 15

4

) total time = 3.81 secs (3811 ticks @ 1000 us, 1 processor)

6 total alloc = 5,475,663,936 bytes (excludes profiling overheads)

7

8 | COST CENTRE MODULE SRC time alloc

9

10 | withBDD Data.HasCacBDD hs/Data/HasCacBDD.hs: (93,1)-(94,65) 25.3 8.7
11 | allVars0f Data.HasCacBDD hs/Data/HasCacBDD.hs: (273,1)-(276,101) 24.8 25.6
12 | fromTwoBDDs Data.HasCacBDD hs/Data/HasCacBDD.hs:(109,1)-(111,38) 19.3 27.3
13 | finalize Data.HasCacBDD hs/Data/HasCacBDD.hs:46:1-70 13.4 32.6
14 | fromBDD Data.HasCacBDD hs/Data/HasCacBDD.hs: (104,1)-(105,31) 3.5 2.8
15 | same Data.HasCacBDD hs/Data/HasCacBDD.hs:179:1-37 3.4 0.0
16 | firstVar0Of Data.HasCacBDD hs/Data/HasCacBDD.hs: (256,1)-(259,70) 2.7 2.8
17 | == Data.HasCacBDD hs/Data/HasCacBDD.hs:176:3-23 2.7 0.0
18 | manager Data.HasCacBDD hs/Data/HasCacBDD.hs:82:1-83 1.7 0.0
19 | withTwoBDDs Data.HasCacBDD hs/Data/HasCacBDD.hs:(98,1)-(100,68) 1.4 0.0

Cédigo 4.15: Funciones que ocupan el mayor porcentaje de tiempo y memoria en
la verificacién para el registro de corrimiento con 15 celdas de memoria y la tercera
especificacién.

Si se desea analizar mas detalladamente el tiempo y la memoria consumida en cada instancia
de la verificacién de modelos se puede estudiar qué porcentaje del total estd siendo consumido
por cada funcién que se ejecuta en el cédigo. Esta informacion puede ayudar a entender qué
componentes estan acaparando la mayor cantidad de recursos, y a estudiar si se puede hacer
algo para mejorar el desempeiio en estos.

Afortunadamente, el compilador GHC de Haskell cuenta con una herramienta para obtener
precisamente estas métricas: se trata del médulo RTS (Runtime System, sistema de tiempo
de ejecucién). Dentro de este mddulo existen opciones para entender, al nivel del sistema

2El sistema en el que se realizaron las verificaciones es una computadora Linux de 64 bits, 8 GB de memoria
RAM y un procesador Intel® Core™i5-7300HQ@2.50GHzx 4.

3Estas graficas fueron creadas con un cédigo en Python que autométicamente generaba el programa a
verificar para el nimero de variables establecido, lo ejecutaba y posteriormente obtenia los valores de tiempo
y memoria, finalmente utilizaba estos para crear dichas graficas con la biblioteca matplotlib.
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operativo, como es que el programa estda utilizando los recursos a lo largo de su ejecucion,
desglosando qué componentes estan ocupando la mayor cantidad de tiempo y memoria.

De manera consistente para todos los ejemplos estudiados, e independiente del ntimero
de variables en el modelo, RTS muestra que al menos el 90 % de la cantidad de memoria
consumida por el verificador y del tiempo de ejecucién estan siendo utilizadas por funciones
relacionadas con las operaciones sobre los BDD, es decir, con operaciones que realiza el médulo
HasCacBDD discutido en la Subseccién El Cédigo muestra un ejemplo de la salida
de la medicién para uno de los puntos en la grafica anterior.

A pesar de que esta distribucién es la esperada para un verificador de modelos simbdlico
yva que las operaciones sobre los BDD son el proceso méas computacionalmente demandante
de la verificacion. Los tiempos de ejecucién observados para el verificador junto con el por-
centaje correspondiente a HasCacBDD hacen dificil de explicar por qué el verificador creado
es considerablemente mas lento que otras alternativas en el mercado como NuSMV} Las dos
referencias encontradas en la bibliografia que comparan el desempeno de CacBDD con otros
paquetes indican un desempefio comparable en tiempo y memoria [31] [45]. Esta observacion
sugiere que es probable que la interfaz entre el c6digo en Haskell y el cédigo en C++ tenga
la responsabilidad, al menos en parte, de la diferencia de desempefnio. En las conclusiones se
sugieren posibles acciones para lidiar con ella. En tltima instancia, el verificador puede ve-
rificar sistemas cuyo nuimero de estados sobrepasa sin problemas los millones, por lo que las
limitaciones no resultan especialmente restrictivas en términos practicos.

4La comparacién de los tiempos de ejecucién entre el verificador creado y un sistema de estado del arte
(como NuSMV) no se agrega en el trabajo. Basta con decir que el desempefio de dichos verificadores es
considerablemente mayor al aqui construido.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

Una vez construido el sistema verificador y realizadas las pruebas y mediciones correspon-
dientes, nos encontramos en posicién de contestar algunas de las preguntas que motivaron la
realizacién de este proyecto y que se mencionaron en la introduccion.

., Qué tan adecuada es en general la verificacion de modelos para se tratada funcional-
mente?

En principio, cualquier algoritmo que pueda ser programado en un lenguaje de programacion
procedimental puede ser programado en un lenguaje funcional. Por lo tanto, esta pregunta
no hace referencia a si fundamentalmente la verificacién de modelos puede ser realizada de
manera funcional, si no més bien a qué tan robustos y eficientes son los algoritmos con los que
se cuenta en este paradigma para poder realizar todo el proceso de verificacion, desde la lectura
del cédigo fuente, hasta la emisién del criterio de satisfaccién final. Es importante recordar
que la verificacion de modelos no solamente involucra la implementacion de los algoritmos de
verificacién sobre la estructura de datos de eleccién sino que existe una cantidad considerable
de elementos adicionales que se deben de construir: la lectura del cédigo fuente, el despliegue
de informacién al usuario, la recabacién de informacién acerca de la ejecucién, la prueba y
distribucién del cédigo, entre otras tareas. La realizacién de este proyecto de tesis muestra
que la gran mayoria de los elementos que involucra la verificacién de modelos pueden ser
implementados de manera adecuada utilizando el paradigma funcional. Desde su invencién a
finales de los afios 50, la programacion funcional ha sido ampliamente desarrollada y estudiada
desde el punto de vista préactico y teérico. Se han inventado técnicas para lidiar con problemas
(como el andlisis sintactico e incluso el manejo de dispositivos de entrada-salida) para los
cuales no existian anteriormente métodos robustos de solucién. Se puede decir entonces que
ya existen todas las herramientas necesarias para hacer la verificacién de modelos simbdlica
sin mayores impedimentos bajo este paradigma.

Especificamente, ;qué partes del proceso de verificacion se ven afectadas positiva o
negativamente por el uso de lenguajes funcionales en general, y Haskell en particular?
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Esta pregunta puede ser analizada desde distintos puntos de vista y la solucién a la misma
dependeré del enfoque que se le dé. Es verdad que, si se analiza inicamente desde el punto de
vista del desempeno en tiempo y memoria, es probable que no haya implementacion funcional
que pueda competir con los paquetes programados en lenguajes como C 6 C++. Estos son
lenguajes de bajo nivel comparados con cualquier lenguaje funcional y tienen la capacidad de
manipular directamente algunos elementos de la computadora, sin tener que pasar por capas
de traduccién como el caso de los lenguajes de alto nivel, entre los que se encuentra Haskell.
Esta relativa desventaja tiene beneficios para el disenador y programador del verificador.
Al ser un lenguaje de alto nivel, Haskell tiene la capacidad de representar computaciones
complejas y elaboradas con relativa simplicidad y con una elegancia matemética de la que
carecen la mayoria de los lenguajes procedimentales. Por ejemplo, en etapas como el anélisis
sintdctico o la realizacién de casos de prueba, el paradigma funcional permite la programacion
de los algoritmos de manera sumamente simple y robusta. Este es el caso no solamente para
estos dos elementos sino también para muchas otras etapas del proceso: la definicion de los
tipos de datos en el verificador, la integracién de los diferentes paquetes en una solucion,
la definicién de las operaciones asociadas a los BDD, la creacién de la interfaz que llama a
la paqueteria de los BDD, entre otras. Quizas la omision mas importante para el paradigma
funcional en este proyecto sea que los BDD no fueron programados en Haskell (las razones por
las cuales se tomo esta decision se mencionan en la Subseccién . A pesar de las fuentes
que se han mencionado que investigan cémo implementar estos componentes funcionalmente,
se considera que las limitaciones asociadas a dichas implementaciones son considerables y atn
es necesario investigar si es posible aprovechar el paradigma funcional y otras propiedades de
Haskell (como la pereza) para crear una paqueteria funcional robusta y eficiente. En el resto
de los elementos del verificador, el programa construido nos sugiere que nos hay limitaciones
importantes de funcionalidad o desempeno para hacer un verificador funcional tan completo
como se desee.

Como herramienta para el desarrollo de software, jcudn conveniente resulta Haskell para
construir un verificador de modelos?

Finalmente, queda discutir si las herramientas y paquetes con los que cuenta Haskell son sufi-
cientes para realizar un producto de software de calidad que pueda ser utilizado en la academia
y en la industria. Nuestra experiencia sugiere que este si es el caso. Ya se han mencionado en
la Seccion algunos modulos y programas que sirven para trabajar las diferentes etapas del
desarrollo de un producto de software, como la implementacién o el mantenimiento. Existen en
Haskell herramientas para crear paquetes reproducibles y distribuibles (Stack); médulos para
implementar suites de pruebas (Hspec, Criterion y otros); repositorios de software libre pa-
ra distribuir codigo (Hackage); opciones para implementar integracién continua (Stack posee
configuraciones para utilizar Travis CI); entre otras. El compilador GHC, como ya se ha visto
en la Seccion tiene la capacidad de dar informacion detallada acerca del desempefio en
tiempo y memoria, y muchas otras herramientas se encuentran disponibles en el archivo antes
mencionado. Haskell ha alcanzado una etapa de maduracién en la cual no se tienen omisiones
importantes para realizar productos de calidad que se puedan utilizar ampliamente.
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5.2. Trabajo futuro

Los verificadores de modelos modernos son herramientas de software bastante avanzadas
y con funciones que escapan lo que se puede construir de manera realista en una tesis de
licenciatura. El verificador implementado en este trabajo ain puede ser ampliado tanto como
se quiera e incluir funciones que son comunes en verificadores del estado del arte, entre las que
se encuentran: la capacidad de lidiar con tipos de datos elaborados (enteros, arreglos, etc.),
la capacidad de declarar, instanciar e incluir médulos dentro de un archivo, la capacidad de
analizar la ejecucién y muchas otras. De manera maés urgente, existen tareas a realizar para
incrementar la utilidad del verificador creado y mejorar su desempeno.

Una funcién til en la verificacién de modelos que no se pudo incluir en el verificador
construido es la capacidad para mostrar contraejemplos en caso de que alguna propiedad no se
cumpla, esta informacion resulta util para el disenador del sistema ya que sugiere una situacion
errénea que pudiera estar provocando que el sistema no cumpla con la especificacién. Para
poder mostrar estos contraejemplos es necesario contar con una representacién del diagrama
de estados como un grafo, como en el verificador creado los elementos sintacticos se traducen
directamente a diagramas simbdlicos, no es posible mostrar estos contraejemplos.

En lo que respecta al desempeno del verificador, una labor importante seria investigar con
mayor detalle la razén de la discrepancia en el desempeno de las operaciones sobres los BDD
entre el sistema creado y las alternativas del estado del arte. Una posible forma de aumentar el
desempernio es a través del estudio de diferentes ordenamientos en las variables sobre los BDD,
yva que el tamano de un ROBDD depende considerablemente del ordenamiento utilizado en
él. Para el verificador creado se utilizé un ordenamiento simple sugerido en la bibliografia [4,
p. 409], sin embargo, es posible que el uso de otros ordenamientos o de un reordenamiento
en tiempo de ejecucion pudiera aumentar el desempeiio. También, seguir probando la interfaz
entre el cédigo de Haskell y CacBDD, o probar una interfaz con alguna otra paqueteria
también podria ser benéfico. Idealmente, seria conveniente poder implementar las operaciones
sobre los BDD de manera puramente funcional y sin recurrir a un paquete externo escrito
en otro lenguaje. Este cambio, sin embargo, implica investigaciéon a detalle sobre cémo hacer
las operaciones sobre estas estructuras de datos eficientes con Haskell, de manera que su
desempefio pueda ser comparable a la alternativa utilizada aqui.

El desarrollo de software es una tarea de mejora continua en la que siempre se pueden
incluir funciones nuevas y mejorar componentes creados anteriormente, no existe un limite
real al trabajo que se puede hacer para mejorar esta herramienta.
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Apéndice A
Apéndices

En estos apéndices se definen de manera mas detallada algunos conceptos técnicos que
se utilizan a lo largo del presente trabajo. En su mayoria, las definiciones extraidas en estos
apéndices fueron tomadas de [4, pags. 920-925] con algunas diferencias de estilo.

A.1. Grafos

Definicién A.1 (Grafo, sucesores y predecesores directos). Un grafo dirigido es una pareja
G = (V, FE) formada por un conjunto V cuyos elementos se llaman vértices o nodos y una
relacion £ C V xV cuyos elementos son llamados aristas. En el presente trabajo se considerara
que V es finito (y por lo tanto E también lo es).

Dado un grafo G = (V, E), y un nodo v € V, definiremos a Post(v) como el conjunto
“sucesores directos” de v de la siguiente manera:

Post(v) ={w | (v,w) € E}
El conjunto de “predecesores directos” Pre(v) se define de la siguiente manera:
Pre(v) ={w | (w,v) € E}

Definicién A.2 (Nodos iniciales y terminales). Sea un grafo dirigido cualquiera G = (V, E)
y sea un vértice cualquiera v € V, si Pre(v) = & diremos que v es un vértice inicial, si
Post(v) = @ diremos que v es un vértice terminal.

Definicién A.3 (Camino en grafos). Dado un grafo G = (V, E'), un camino 7 se define como
una secuencia de vértices finita, 1 = vg vy ... v, con r > 0, o infinita, m = vg v1..., tal que para
todo i = 0,1, ... se cumple que v;+1 € Post(v;).

Definicién A.4 (Alcance en grafos). Dado G = (V| E), el conjunto Alc(v) denota el conjunto
de todos los vértices a los que se puede llegar a partir de un vértice dado v, formalmente, Alc(v)
es el conjunto de todos los vértices w € V tales que existe un camino finito 7 = vg vy ... v, €n
G con vy =vy v, =w.
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Definicién A.5 (Ciclo en grafos). Dado G = (V, E), un Ciclo en G es un camino finito
T =01 ... Uy tal que vg = v y r > 0. Se dice que G es aciclico si no contiene ciclo alguno,
en caso contrario se dice que G es ciclico.

Definicién A.6 (Componente fuertemente conexo). Dado G = (V,E) y C C V, se dice que
C' es fuertemente conexo si, para todo par de vértices (v1,v2) tales que v; € C'y vy € C, vy
puede alcanzar a ve y viceversa, formalmente, v € Alc(ve) y vo € Alc(vi). Un componente
fuertemente conexo C de G es un conjunto fuertemente conexo de G que es también maximo,
esto es, C es un componente fuertemente conexo si C' es fuertemente conexo y no esta contenido
en algin otro conjunto fuertemente conero D de G, esto es, no existe D tal que C C D'y
C # D. La complejidad algoritmica temporal de determinar los componentes fuertemente
conexos de una grafica G es ©(N + M) con N = |V|y M = |E| [4, pag. 921].

Existen algoritmos para visitar sistematicamente cada uno de los vértices de un grafo, dos
comunmente utilizados son DFS (Depth-First Search, busqueda primero en profundidad) y
BFS (Breadth-First Search, bisqueda primero en anchura) [46]. El cédigo siguiente detalla
una implementacién general del algoritmo de BFS, donde a cada nodo del grafo se le asocia
una “profundidad” desde uno o més vértices arbitrarios considerados como “vértices origen”.
Para propésitos de esta tesis, nos serda de utilidad describir la distancia maxima que existe
entre cada vértice y su origen, asi como la distancia méxima que cada vértice tiene con el méas
lejano de sus origenes, debido a que comiinmente solo se asocia un vértice origen al algoritmo,
a este lo llamaremos “BF'S generalizado”. Para implementar este algoritmo haremos uso de una
estructura de datos llamada “cola”, esta estructura de datos almacena la informacién en forma
FIFO (First-In, First-Out, primero en entrar, primero en salir). Se supone familiaridad basica
con este concepto. En las estructuras de datos que se utilicen (conjuntos, colas, diccionarios,
etc.), se hard uso de notaciéon de Python 3 para métodos y funciones. Para que el algoritmo
funcione correctamente, debemos de ser cuidadosos de que todos los vértices en la lista O
sean vértices terminales, de no ser asi, puede ocurrir un comportamiento inesperado donde se
asignen profundidades incorrectas.

A.2. Arboles

Definicién A.7 (Arbol). Una grafica dirigida T = (V, E) es un arbol si existe un vértice
vo € V que cumple con Pre(vg) = @ y ademads, para todo vértice v € V vy puede alcanzar
a v Unicamente por un solo camino (en los drboles, los caminos también suelen ser llamados
“ramas”). El vértice vy debe de ser tinico y recibe el nombre de raiz de T'. A un vértice v sin
sucesores directos (Post(v) = @) se le llama hoja de T'. Cualquier vértice v distinto del vértice
raiz tiene tnicamente un predecesor (|Pre(v)| = 1), donde a este predecesor tinico w de v se
le llama el padre de v y se dice que v es hijo de w.

Definicién A.8 (Subdrbol). Un subéarbol de un arbol T' = (V, E) es un arbol que consiste en
tomar a cualquier nodo v € V' como el nodo raiz (esto es, descartar a todos sus predecesores)
y formar un arbol con todos los sucesores de v, de esta manera, existe un subarbol por cada

nodo en V. Cuando el nodo v es el nodo raiz de T, el subarbol que se forma es precisamente
T.
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Algoritmo 1.11 Busqueda primero en anchura generalizada (BFS)
1: def BFSGEN(G = (V, E), O = [o1, ... ,0p)):

2: # Yo, (Oi S V)

3: profundidad = {} # Diccionario de Python

4: for 0in O :

5: cola = ||

6: visitados = &()

7: cola.append (o)

8: profundidad[o] = 0

9: while cola # [] : # Mientras no este vacia
10 act = cola.remove()

11: for h in Post(act) :

12: if h not in visitados :

13: visitados = visitados U {h}

14: cola.append(h)

15: if h not in profundidad :

16: profundidad[h] = profundidad[act] + 1
17: else:

18: profundidad[h] = max(profundidad[h], profundidad|act]+1)
19: return profundidad

Definicién A.9 (Arbol binario). Se dice que un drbol T = (V, E) es binario si ademés cumple
con la propiedad de que, para todo vértice v € V' se cumple que |Post(v) < 2|, es decir, que
cada nodo del arbol tiene como maximo dos hijos. Si, para todos los nodos padre se cumple
que |Post(v) = 2|, entonces se dird que es un drbol binario completo.
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