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Nomenclatura

Simbolo Significado Unidades

p Densidad kg/m?
or Vector velocidad m/s

t Tiempo S

T Direccion j-ésima m

u Velocidad en direccion x m/s

v Velocidad en direccion y m/s

x Direccién horizontal m

Y Direccién vertical m

Oij Tensor de esfuerzos Pa

b; Vector de fuerzas de cuerpo N/kg

P Presion Pa

0ij Delta de Kronecker adimensional
Sij Tensor de esfuerzos deviatiorio Pa

n Viscosidad Pa-s
D;; Tensor de rapidez de deformacion Pa

Pe Densidad de carga eléctrica C/m?
E; Vector de campo eléctrico N/C
U Energia interna especifica J/kg
\Y Operador nabla 1/m

q Flujo de calor W/m?
4y Calor generado W/m?
Cp Calor especifico J/kg- K
T Temperatura K

k Conductividad térmica W/m - K

I Corriente eléctrica A

o Conductividad eléctrica S
Uns Velocidad de Helmholtz-Smoluchowski m/s

d Potencial eléctrico total J/C

Y Potencial eléctrico inducido J/C

10} Potencial eléctrico aplicado J/C
E, Campo eléctrico en direccion horizontal N/C
E, Campo eléctrico en direcciéon vertical N/C

€ Permitividad eléctrica C?/N - m?
n Viscosidad Pa-s
Ea Energia de activacion J/mol
R Constante universal J/mol - K
0 Variable adimensional de temperatura adimensional
T Temperatura inicial K

>




Incremento de temperatura caracteristico
Constante adimensional de temperatura
Constante adimensional de energia de activacion
Viscosidad a la temperatura inicial
Energia interna
Potencial zeta
Velocidad de Helmholtz-Smoluchowski

Velocidad de Helmholtz-Smoluchowski a viscosidad g

Variable adimensional de longitud en x
Variable adimensional de longitud en y
Variable adimensional de relacién de tamano
Variable adimensional de la velocidad en x
Variable adimensional de la velocidad en y
Variable adimensional del potencial inducido
Variable adimensional del potencial aplicado
Variable adimensional relaciéon de potencial
Presion modificada
Variable adimensional de presion
Numero de Péclet a velocidad Ugysg,
Numero de Reynolds a velocidad Ugsg,
Inverso de la longitud de Debye a temperatura Ty
ko adimensional
Variable adimensional de campo eléctrico en =
Variable adimensional de campo eléctrico en y
Potencial eléctrico inicial
Parametro térmico adimensional
Nimero de Biot
Parametro adimensional de viscosidad

K
adimensional
adimensional

Pa-s
J

J/C

m/s

m/s
adimensional
adimensional
adimensional
adimensional
adimensional
adimensional
adimensional
adimensional

Pa

adimensional
adimensional
adimensional

1/m
adimensional
adimensional
adimensional

J/C
adimensional
adimensional
adimensional
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Abstract

In this work a new thermal analysis was performed for an electroosmotic flow in a rectangular
microchannel. The central idea behind this work is simple: the Debye length that defines the
thickness of the EDL as a function of the electrical charge density, and the viscosity depend
on the temperature 7. If there is any reason to include variable properties with temperature,
Debye length and viscosity should be used with caution because it appears in most mathematical
models of electroosmotic flows.

The Joule effect is present in the microchannel due to the application of an electric field,
the heating is inevitable; generating significant temperature gradients along the microchannel,
so that the isothermal hypothesis is no longer valid. In this way, the Debye length and the
magnitude of the viscous effects are modified; leading to important changes in the velocity
profiles and the volumetric flow. For this purpose, a dimensionless parameter ~ is introduced
to quantify the viscosity deviations due to the temperature gradients. The numerical solutions
for this problem are obtained using FreeFem-+ freeware.



Resumen

En este trabajo se realiz6 un nuevo andlisis térmico para un flujo electroosmoético en un
microcanal rectangular. La idea central detras del presente trabajo es sencilla: la longitud de
Debye que define el espesor de la EDL en funcion de la densidad de carga eléctrica, y la visco-
sidad dependen de la temperatura 7. Si existe alguna razéon para incluir propiedades variables
con la temperatura, la longitud de Debye y la viscosidad deben usarse con precauciéon porque
aparece en la mayoria de los modelos matematicos de flujos electroosmoticos.

El efecto Joule esta presente en el microcanal debido a la aplicaciéon de un campo eléctrico, el
calentamiento es inevitable; generando importantes gradientes de temperatura a lo largo del
microcanal, asi entonces la hipotesis isotérmica ya no es valida. De esta manera, la longitud
de Debye y la magnitud de los efectos viscosos se alteran; induciendo cambios importantes en
el perfil de velocidades y el caudal volumétrico. Para este proposito, se introduce un parame-
tro adimensional v para cuantificar las desviaciones de viscosidad debido a los gradientes de
temperatura. Las soluciones numéricas para este problema se obtienen utilizando el software
gratuito FreeFem —++.
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Capitulo 1

Introduccion

La Microfluidica ha tenido un gran auge en los tultimos anos. Mas y mas trabajos sobre el
tema aparecen cada dia. Pero, jqué es la Microfluidica? La Microfluidica es la ciencia e inge-
nierfa de sistemas en donde el comportamiento normal de los fluidos en estudio difiere de la
teoria de flujo convencional, debido principalmente a las pequenas escalas del sistema [23].

A partir de la década de los 60’s, el avance tecnoldgico se ha acelerado, éste comenzd con la
miniaturizacion de los dispositivos electréonicos. La Microelectronica ha cambiado la forma en
la que trabajamos, inventamos y descubrimos. Hasta hace poco, la miniaturizaciéon de los dis-
positivos no electronicos quedo rezagada respecto a la Microelectronica, pero, a finales de la
década de los 70’s, la “tecnologia de silicio” se extendid a los microdispositivos mecénicos; que
mas tarde fueron conocidos como sistemas microelectromecéanicos (MEMS). [23] La primera
“M” en MEMS representa la palabra micro, entonces, seria razonable pensar que el tamano del
dispositivo debe ser menor que un milimetro, sin embargo, la escala de longitud importante
para la microfluidica no es el tamano promedio del dispositivo, sino la escala longitud que de-
termina el comportamiento del flujo. Sin embargo, es importante recalcar que es inapropiado
(aunque comin) usar el término MEMS para la microtecnologia que se usa hoy en dia. Cuando
se integran componentes fluidicos y 6pticos a los microdispositivos, tecnologia de microsistemas
(MST por las siglas de Microsystem technology) es una descripcion mas apropiada. El desarro-
llo tecnolégico en microsensores de flujo, microbombas, y microvalvulas a finales de la década
de los 80’s dominé la etapa temprana de la Microfluidica.

La Microfluidica tuvo su auge después del trabajo de Manz et.al. en la Quinta Conferencia
Internacional de Sensores de Estado Solido y Actuadores, donde se enfatiz6 y justifico que la
Quimica y las Ciencias Bioldgicas son los principales campos de aplicacion para la Microflui-
dica [33|. Las anteriores serian consideradas aplicaciones biologicas, también conocidos como
“bioMEMS"; las aplicaciones no biologicas més relevantes se pueden resumir en sistemas de
enfriamiento forzado para la tultima generacion de microchips, los llamados “lab-on-a-chip”,
reportando una capacidad de enfriamiento de hasta 100 W/cm? [5].Las aplicaciones de los feno-
menos de transporte abordados por la Microfluidica son muy diversas en areas de alta tecnologia
como la Biotecnologia y la Ingenieria Biomédica, impresiones por microinyecciéon de tinta, y
gestion térmica de sistemas/dispositivos electronicos. No obstante, la Microfluidica no es muy
funcional por si misma; requiere una interfaz de control robusta, ademas de avanzados proto-
colos de fabricacion en miniatura para que los equipos y sistemas fluidicos sean funcionales y
efectivos.

Actualmente, existe la tecnologia necesaria para desarrollar sistemas en los que fuerzas motrices
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son utilizadas para aprovechar los beneficios que nos pueden dar los dispositivos microfluidicos.
Dichos fluidos, son generalmente bombeados, controlados y manipulados, utilizando volimenes
que van desde cientos de picolitros hasta cientos de microlitros. Microbombas, microvalvulas,
y micromezcladores se integran en dichos sistemas. En estos dispositivos se hace uso de par-
tes moviles: haciendo delicada su operacion y fabricacion [23]. Para evitar lo anterior, una de
las vertientes més recientes son las microbombas integradas sin partes moviles, utilizando el
transporte electrocinético su mejor medio de control. Los efectos electrocinéticos son utilizados
satisfactoriamente para el control de flujo y la manipulacién de sustancias coloidales i6nicas:
inyeccion, separacion, mezcla, concentracion y reaccion de muestras [9)].

El estudio de los flujos electrocinéticos se remontan a las primeras observaciones realizadas por
Reuss en 1809 [6], quien demostré que el agua puede percolar a través de un medio poroso me-
diante la aplicaciéon de un campo eléctrico. Hay que tener presente que los sistemas coloidales
estan fuertemente relacionados con los efectos electrocinéticos, es decir, donde las particulas
coloidales se mantienen en suspensiéon en el medio; formando una solucion heterogénea. El plan-
teamiento teodrico formal para el estudio de estos flujos electrocinéticos requiere de la teoria de
la doble capa eléctrica.

En 1870, el médico y fisico aleman Hermann von Helmholtz desarrollo la teoria de la doble capa
eléctrica (EDL por sus siglas en inglés), complementada méas adelante por Guoy y Chapman;
relaciona los parametros eléctricos y los parametros de flujo en un transporte electrocinético
[34]. Cuando un fluido ionizado entra en contacto con una superficie que posee una carga eléc-
trica, la carga de la superficie tiene una fuerte influencia en la migracion de cargas dentro del
liquido cercano a la pared. Los iones presentes en el medio son fuertemente atraidos y forman
una capa muy delgada -del orden del radio atémico- conocida como capa de Stern en la que
los iones del liquido estan emparejados con las cargas de la superficie. Las fuerzas de Coulomb
presentes en esta capa debido a la diferencia de potencial son grandes en comparacion con las
presentes en el resto del fluido, inmovilizando las particulas en contacto con la pared, haciendo
que para potenciales aplicados pequenos, se respete la condiciéon de no deslizamiento.

La capa de Stern, a su vez, tiene una influencia en la distribucion de cargas mas alejadas de
la pared; formando una capa significativamente més gruesa con un exceso de cargas del mismo
signo, pero con una densidad de carga eléctrica menor a la capa de Stern. Esta capa es conocida
como capa difusa o capa de Guoy-Chapman. Juntas, las dos capas anteriores forman la doble
capa eléctrica (EDL) [23].

Opuesto a lo mencionado en la capa de Stern, la capa de Guoy-Chapman tiene una carga neta y
puede ser transportada con la aplicacion de un campo eléctrico. Consecuentemente, la frontera
entre la capa de Stern y la capa difusa es llamada con frecuencia superficie de corte por el
movimiento relativo que ocurre en ésta. El potencial en la pared es llamado potencial de pared
1, v el potencial en el plano de corte es llamado potencial zeta (. La mayoria de los dispositivos
microfluidicos tienden a fabricarse de vidrio y bases poliméricas que facilitan su fabricaciéon a
esas escalas, por lo que es comtn encontrar estructuras quimicas con superficies deprotonadas o
de carga negativas, dando a la EDL una carga positiva. El potencial puede resolverse mediante
una relacion de Poisson [23]:

Vi = L
€

Al asumir una distribucion de Boltzman entre la densidad de carga eléctrica p,. y el potencial
¥, v que el electrolito es simétrico, la ecuacién del potencial se convierte en la ecuacion de
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Poisson-Boltzman [23]:

d*>y  2Fzn. . 2F
= sinh

dy? € ( kT )
Claramente, es una ecuaciéon no lineal, sin soluciéon. Sin embargo, el espesor de la EDL es tan
pequeno que el término del seno hiperboélico puede ser remplazado por el primer término de su
expansion en series de Taylor (inicamente su argumento). Esta simplificacion es conocida como
aproximacion de Debye-Hiickel para el limite en EDL delgadas. Para lo anterior, se introduce
un parametro conocido como longitud de Debye que es la regiéon en donde la transferencia de
cargas y caida de potencial eléctrico es mas relevante debido a la carga de la pared del canal.
La longitud de Debye, referida como A\p representa la dimension de la EDL, en funcion de la
energia ionica, determinada por la relacion

€26 (1.1)

QXjonic = ]{IBT

donde e es la carga elemental, z es la valencia de la sustancia iénica y ( es el potencial zeta,
que es la energia por unidad de carga que se presenta en la frontera de la longitud de Debye
con el bulto del fluido [12].

) ,ﬁ Stern Layer

Shear Layer =
@/EI-;) s> y
5 -
SO @
PO ® ©
e ©
S= ®

P
© @@@@@@

«—+tDl—

N

-G

010/0YONONON0

Figura 1.1: Doble capa eléctrica. La figura fue tomada de [5].

Los parametros anteriores han servido como herramientas para plantear modelos matemé-
ticos que modelan con precision los fendémenos electrocinéticos que son ocupados para sustituir
las partes moviles de los dispositivos microfluidicos mencionados anteriormente.

Existen cuatro tipos de efectos electrocinéticos [28]:

= Flectroosmosis: Es el movimiento relativo de un liquido ionizado respecto a una superficie
inmovil con carga debido a la aplicaciéon de un campo eléctrico. Véase la figura 1.2.
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» Flectroforesis: Es el movimiento relativo de una superficie cargada y macromoléculas
respecto a un liquido estatico debido a la aplicaciéon de un campo eléctrico.

= Potencial de transmision: Es el fenémeno de un campo eléctrico inducido por el movi-
miento relativo de un fluido ionizado a lo largo de una superficie inmovil con carga (lo
opuesto a electrodsmosis).

» Potencial de sedimentacion: Es el fendmeno de un campo eléctrico inducido por el movi-
miento relativo de particulas con carga respecto a un liquido estacionario (lo opuesto a
electroforesis).

Figura 1.2: Esquema representativo del fenémeno de electroosmosis. La figura fue tomada de
[14].

El presente trabajo aborda tnicamente el fenémeno de la electroosmosis, que, con mas detalle,
se trata de una dispersion coloidal formada por un electrolito y particulas coloidales es conte-
nido en un microcanal. Al entrar en contacto el electrolito con la pared del canal ocurre una
transferencia de cargas y se forma una doble capa eléctrica (Electric Double Layer, EDL por
sus siglas en inglés). La variacion de la densidad de iones en esta capa obedece la distribucion
de Boltzman. Aplicar un campo eléctrico a lo largo de la superficie cargada (denotado en este
trabajo como F) provocara que fuerzas de Coulomb en los iones de la region de la doble capa
eléctrica. El movimiento de los iones ocasionara el transporte del flujo por efecto viscoso, lo que
resultard en un flujo electro-osmotico. Los flujos electroosmoticos se caracterizan por tener un
bajo nimero de Reynolds. [12] El flujo electroosmético es un fendémeno acoplado, puesto que
existen efectos eléctricos, inerciales y térmicos.

Como mencionado con anterioridad, los efectos electrocinéticos son importantes para aplicacio-
nes de transporte de masa en la escala micro y nano. Por ejemplo, la electro6smosis permite
controlar el transporte de un fluido a través de campos eléctricos, eliminando asi la necesidad
de bombas mecanicas o valvulas con componentes moéviles. Ademas, la comparacion de un flujo
transportado por electroosmosis y un flujo transportado generado por una diferencia de pre-
siones revela diferencias importantes. Primero, el flujo volumétrico (por unidad de profundidad
del canal) en un flujo electroosmotico varia linealmente con la altura del canal (H), habilitando
la posibilidad de inducir un flujo en microcanales con pequenos campos eléctricos. Sin embargo,
el flujo volumétrico inducido por diferencias de presion varia con el cubo de la altura del ca-
nal (H?). Lo anterior indica que se requieren caidas de presién “irreales”, haciendo impréacticos
a los flujos inducidos por diferencias de presiones para microcanales. Segundo, los perfiles de
velocidad para flujos electroosmoéticos son (en su mayor parte) uniformes (flujo tapon) [22],

14



mientras que en los flujos inducidos por una diferencia de presion los perfiles de velocidades
son parabolicos. Esta diferencia tiene efectos importantes en el transporte y dispersion en las
aplicaciones de la microfluidica. Estos perfiles uniformes han podido ser observados por medio
de la técnica de observacion Micro-PIV.

Micro-PIV: También denominado puPIV por sus siglas en en inglés Micro Particle Image Ve-
locity. Es una técnica para observar y medir la velocidad instantanea de las particulas en un
dispositivo microfluidico [7]. Consiste en implantar particulas sencillas de rastrear en el fluido
en cuestion. Se busca que la densidad y viscosidad sean muy similares para no afectar el flujo del
mismo. Por medio de una camara digital con un chip de carga acoplada (CCD por sus siglas en
inglés) y una alta resolucion temporal (alta frecuencia de muestreo), se rastrean las particulas
y con el método de diferencias finitas aproximan las velocidades instantaneas de las particulas
trazadoras, que representan el perfil de velocidades del flujo en cuestion. Con la instrumentacion
apropiada se ha podido observar que, en efecto, la teoria de Helmholtz-Smoluchowski formu-
lada para encontrar la velocidad de un flujo electroosmoético, también denominada velocidad
de Helmholtz-Smoluchowski esta en funciéon de la conductividad del medio, el campo eléctrico
aplicado, el potencial ¢ y la viscosidad. Esta definida como [16]:

eFE.C
n

Uns = — (1.2)

Esta ecuacion representa la maxima velocidad que puede alcanzar un flujo electrocinético. Para
el presente trabajo, la viscosidad sera tratada como una funcion de la temperatura, por lo que
la velocidad electroosmética caracteristica sera expresada como Ugg, cuando la viscosidad 7
tenga el valor de la viscosidad caracteristica 7.

Recientemente, articulos como el de Lizardi et. al. [8] y el de Tang et. al. [13] han demostrado
que la influencia de la temperatura en los fenémenos eléctricos no es despreciable; la densidad
de carga eléctrica p., asi como el potencial ( y la longitud de Debye Ap son funciones de la
temperatura. Los anélisis de los flujos electroosmoticos con propiedades dependientes de la tem-
peratura y condiciones de frontera no isotérmicas han alcanzado un importante lugar dentro
de la comunidad cientifica para una mejor comprension de los fenémenos electrocinéticos. A
pesar de plantear y resolver el fenémeno de formas diferentes, todas las contribuciones ante-
riores toman en cuenta que el parametro de la energia idnica a;n;c, €S constante si y solo si la
temperatura es uniforme.

En el presente caso de estudio, ademéas de en las referencias citadas en este trabajo, el campo
de temperatura de un flujo electroésmotico no es uniforme. Existen importantes gradientes de
temperatura originados por la presencia del efecto Joule en conjunto con la presiéon. En conse-
cuencia, los parametros de energia adimensional, asi como la longitud de Debye seran funcién
de la temperatura. Una constante en los trabajos citados, asi como en diferentes referencias
de la literatura, es expresar la longitud de Debye por medio de su inverso x; es referido como
parametro de Debye-Hiickel [12] y se define de la siguiente forma:

1 [222€2n4
" )\D EICBT ( 3)

Para realizar un apropiado analisis de momentum y poder relacionar los efectos que tiene la
presion en conjunto con los efectos eléctricos Adjari [2] propone usar la presion modificada p/
adoptada por la mayor parte de las referencias citadas en este trabajo. La presion modificada

15



esta en funcion de la presion en conjunto el parametro de Debye-Hiickel y el potencial inducido
1 debido a la transferencia de cargas.

, et
P=p-—

(1.4)

Notese que la presion modificada también podria estar en funcién de la temperatura, puesto
que la longitud de Debye lo esta, al igual que la conductividad eléctrica. Sin embargo, por
razones de simplicidad para el presente trabajo, el parametro x en su forma adimensional sera
referido como kg, refiriéndose al inverso de la longitud de Debye adimensional a una tempera-
tura caracteristica Ty. La conductividad serd tratada como constante.

En la gran mayoria de los articulos y trabajos que abordan este tipo de problema, las ecua-
ciones son planteadas con ciertas consideraciones para facilitar la solucion. Trabajos recientes
como el de Vargas et. al. [4] hacen la consideracion de expresar propiedades fisicas dependientes
de la temperatura como la viscosidad, el potencial ( y la conductividad eléctrica. Literatura
especializada y trabajos como el de Venditti et. al. [27] demuestran que el potencial zeta es-
ta fuertemente influenciado por la temperatura. Complementando lo anterior, los articulos de
Ramos et. al. [8] y Lizardi et. al. [15] demuestran, con diferentes métodos de solucion, que la
densidad de carga eléctrica p, tiene también una fuerte influencia en el caudal, permitiendo asi
controlar la magnitud del mismo con la variaciéon de parametros térmicos caracteristicos.

Las consideraciones anteriores conducen al presente trabajo a tomar en cuenta la dependencia
de las propiedades fisicas con la temperatura de las (ahora) variables: densidad de carga eléc-
trica p.(T') y viscosidad n(T).

La justificacion de la tesis y el argumento principal es que para un flujo inducido por una
diferencia de presiones para una escala macroscopica es dificil observar cambios importantes
en la temperatura debido a la disipacién viscosa que ocurre por el flujo mismo. Es necesario
que el fluido viaje largas distancias para que se pueda apreciar un cambio en la temperatura,
y, ain asi; seria irrelevante para el analisis global del flujo. Sin embargo, en el caso de los flujos
electroosmoticos es necesaria la aplicacion de un campo eléctrico, que induce una corriente en el
medio y debido a esto el efecto Joule esté presente en el fendmeno, por ende, los efectos térmicos
no pueden despreciarse, y a su vez, los efectos que tienen los gradientes de temperatura en las
propiedades fisicas del medio tampoco son despreciables. Si el medio tuviera una alta conducti-
vidad térmica y el efecto convectivo elevado, podrian asumirse condiciones isotérmicas cuando
el flujo ya ha alcanzado el estado permanente, sin embargo, es posible que los gradientes de
temperatura que se producen por una baja difusividad térmica del medio tengan repercusiones
importantes en el flujo.

Es posible encontrar soluciones numeéricas para las variables que conforman el conjunto de ecua-
ciones gobernantes de un flujo electroosmotico: si se asignan valores conformes a la realidad de
las propiedades fisicas del sistema y condiciones de frontera para controlar la magnitud de cada
uno de los fendémenos involucrados, entonces es posible determinar la importancia de los efectos
termoviscosos para cada caso. Asi, el objetivo fundamental del analisis presente es determinar
si los efectos térmicos tienen una influencia significativa en el comportamiento del flujo debido
a los gradientes de viscosidad que inducen; de ser asi, identificar los casos en los que no pueden
ser despreciados.
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Capitulo 2

Planteamiento del problema

En la Figura 2.1 se describe graficamente el modelo fisico a estudiar. Es un sistema bidi-
mensional (2D) con un sistema de coordenadas rectangular (z,y). El origen se sitia al centro
del canal en direcciéon vertical y en el extremo izquierdo del mismo. Aqui, se asume un flujo
laminar [12], [3] de un fluido newtoniano. El canal tiene una altura de 2H y una longitud L,
de tal forma que H << L. El espesor de las paredes del canal es mucho menor que H, y se
asume que es un excelente conductor de calor. Ademas, el flujo es forzado a través de fuerzas
electroosmoticas que se inducen por la aplicacion de un campo eléctrico Fy en la direccion
longitudinal del canal y esta dado por Ey = ¢o/L, donde ¢q es el valor del potencial eléctrico
aplicado. Ambos extremos del microcanal estan conectados con dos sumideros, cuya presion
y temperatura son Py y Ty respectivamente. El flujo de calor en las fronteras en el intervalo
0 <z < L estan controlados por un proceso convectivo conocido.

Estas pérdidas de calor provocan que exista un gradiente de temperaturas en direcciéon longi-
tudinal y transversal. Debido a que las paredes del microcanal estdn cargadas negativamente,
existe una delgada capa conocida como “Doble capa eléctrica” (EDL) [5] de longitud Ap. El
potencial ( entre la superficie cargada y la solucion electrolitica permanece constante. La capa
de Stern, en donde se encuentra el potencial (, es mucho més delgada que la altura del canal
Ap < 2H [12], por lo que se asume que este potencial se encuentra en las paredes (y = +H).
Se asume que la densidad de carga eléctrica p. y la viscosidad 1 son funciones de la temperatura.
La conductividad térmica k y la conductividad eléctrica e permanecen constantes.

o O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O
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Figura 2.1: Flujo electroosmotico en un microcanal
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2.1. Ecuaciones gobernantes
Ecuacion de continuidad

La ecuacion de conservacion de masa en forma diferencial [21] tiene la siguiente forma:

Para el analisis presente se considera un flujo completamente desarrollado, es decir, en estado
estable; por lo que las derivadas temporales son iguales a cero. Adicionalmente se considera un
flujo incompresible, por lo que los cambios espaciales de la densidad también son iguales a cero.
Asi entonces:

avj

)
61’]‘

Desarrollando las derivadas parciales para el caso de un analisis bidimensional, la ecuacién toma
la siguiente forma:

ou Ov
— +—=0 2.1
ox + oy (2.1)
Ecuaciones de momentum

Por razones de simplicidad, el desarrollo de la modificaciéon de la ecuaciéon de Navier-Stokes
para un fluido con viscosidad variable se encuentra en el Apéndice A.
Las ecuaciones desarrolladas son las siguientes:

ou  Ou\  Op Pu  u onou 9y (Ou v
<u£+ ay) ——%‘i‘ﬁ(w‘i‘a—?ﬁ) +28x8x+8y ay+a$ —I—peEx (22)

dv v\ _ Op v 0% onov On (Ov  Ou
p(ua—+ ay)——a—y—Fﬁ(@—l—a—yz)—l—Qayay—l—ax(ax—Fa>+peEy (2.3)

Ecuaciéon de la energia

La ecuacion de la energia en forma diferencial es [21]:

DU

Dt tr(cD) =V - ¢+ pg,

El término tr(cD) ser refiere al trabajo mecénico que esta ingresando al sistema, para el caso
particular del anéalisis, éste término es cero. Ademas aparecen los términos de disipacion viscosa,
que es despreciable en términos de orden de magnitud en comparaciéon con el Efecto Joule, por
lo que también se desprecia. Desarrollando la derivada material con la consideracion de que es
un anélisis en estado estable:

pv-VU = =V - q+ pqq

El cambio en la energfa interna VU, donde dU = mC,dT" [26] puede interpretarse como el
gradiente espacial que presenta el campo escalar de temperaturas, asi:

IEsta expresion estd en unidades de energia, pero para el caso de la ecuacion, ésta se expresa en energia por
) m
unidad de volumen V= o
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C,oT
8xj

pv - VU = pv;

Si el calor especifico es constante:

oT
PV - VU = pvaj%
J

Desarrollando la suma:

or T
pv - VU = pC, <u% + va—y)

El término V - ¢ representa la divergencia del flujo de calor presente en el sistema. El flujo de
calor ¢ es debido a conduccion, por la Ley de Fourier [11]:

or
8(13i

0 oT

Si se considera una conductividad térmica k constante:

0*T

Si se desarrolla la suma para el caso de coordenadas rectangulares en el caso bidimensional:

o*T  0°T
Vo=t (G 57

q=—k

Su divergencia es:

El ultimo término ¢4 se refiere al calor generado. Como en un flujo electroosmoético se aplica un
campo eléctrico, debido a la resistencia del electrolito y la corriente eléctrica, el Efecto Joule
esta presente. El calor por unidad de volumen debido al efecto Joule esté definido como [12]:

]2

Qg = ;

Donde I es la corriente eléctrica, que, para un flujo electroosmético es:
I'=pUns+o|E|

Pero, en el caso de EDL muy delgadas, el término p, se desvanece en la mayor parte de la region
de analisis, entonces se puede aproximar:

pUns + o ||E| ~ o |E]
Y asi, el calor generado debido al Efecto Joule es:

2
g9 = o || Ef
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La ecuacién de la energia toma la siguiente forma final:

9T AT 2T 0T )

Ecuaciones de campo eléctrico y conservaciéon de carga

El campo eléctrico puede escribirse como (menos) el gradiente del potencial total [14], que, en
el caso particular de un flujo electroosmotico serfa la suma del potencial aplicado y el potencial
inducido.

® = o(z) +¥(y)

Aplicando el gradiente, entonces:

_ 0%(z,y)  do

Bo=— or dx (2:5)
0% (zy) Y

R (2.6)

El potencial eléctrico total satisface la ecuacion de Poisson [19]:

Vi — P
€

Donde V? es el operador laplaciano y € es la permitividad del medio. Entonces si se aplica el
operador al caso bidimensional de coordenadas rectangulares:

0?P n v pe

0z Oy €
Entonces:

d*¢ N PP pe

dz?  dy? €
El campo de potencial eléctrico debido a un potencial aplicado se puede resolver con la ecuacién
diferencial de Laplace [12]:

(2.7)

Vi =0
Con lo anterior se obtiene la ecuacion:
0? 0?
ox?  0y?
Para el caso de estudio, el campo eléctrico aplicado depende tinicamente de x, entonces:

d2
d—gjs =0 (2.8)

Modelo de viscosidad

La viscosidad es una propiedad que varia en funciéon de la presion y la temperatura, pero los
gradientes de presién deben ser muy grandes para conseguir que los cambios de viscosidad
sean significativos. Existen muchos modelos para expresar a la viscosidad en funciéon de la
temperatura.
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Para el presente trabajo, se escoge un modelo de Arrhenius modificado, citado en trabajos
como el de Haj-Kacem [25] y referido en la literatura especializada de la Asociacion Francesa
de Fisico-Quimica [18]. El mismo modelo puede ser encontrado en el libro de Mezger [32].

n = Ae Ait) (2.9)

Donde 7 es la viscosidad, A es una constante con unidades de viscosidad, Fa la energia de
activacion, R es la constante universal y 7" es la temperatura.

Se propone el cambio de variable

T—1T,
0 = 2.10
AT, (2.10)
AT, es el incremento caracteristico de temperatura?. Por lo tanto:
T =AT.H+ T,
Si AT
= - 2.11
o= (211)
entonces:
Fa

n = AeRTo(1+a0)

Para descomponer el argumento de la exponencial se propone una funcion F'(#) de la siguiente

manera;
Fa FEa

RTyo(1+ab)  RT,

Fa ab
FO) =-zr, (1 +a9)

Se propone el parametro adimensional ~:

+ F(0)

Asi la funcion F'(0)

FEa

- ¢ 2.12
BT (2.12)

Y

Con las consideraciones anteriores, el argumento de la exponencial toma la forma

Fa Fa 0
= —
RTy(1+ad) R, “'"\1ta#

La ecuacién de la viscosidad entonces

n = Aewts o1 (Ha)

ue se puede descomponer como el producto de dos exponenciales

Q de d | ducto de d ial

’)” — AeREiq%e_a'y(lfﬁ)

Notese que cuando T' = Tj, sustituyendo en la ecuacion 2.9, se obtiene la viscosidad a la
temperatura de referencia 7j. Que, para el presente trabajo, se denominara 7,. La ecuacion

entonces toma la forma
= _‘W< 1+0 9)
= "€ o

2Se obtiene en la seccion 2.3.
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Se propone una variable adimensional como el producto de o y ~:

¥ =ay (2.13)

La exponencial se puede expresar como una expansion en series de Taylor:
00 ~n [ n
(= Z — (1 0)
7706 7(1+ou9) e n —m

Para la region de estudio, los primeros dos términos son los mas relevantes, entonces, el modelo
linealizado de la ecuacion de viscosidad:

n=no(1-5—"° (2.14)
()

1+ af

2.2. Sistema de ecuaciones y condiciones de frontera

Las ecuaciones gobernantes se obtuvieron en la secciéon anterior, conforman un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales, algunas no lineales, que describen al fenémeno.

La ecuacién 2.7 puede simplificarse sustituyendo la ecuacion 2.8, ésta simplificacion se considera
para expresar la ecuacion en su forma adimensional més adelante.

Del sistema de ecuaciones, las variables de las que se busca obtener la solucién numérica son:
u, v, p, ¢, ¥y T. Para obtener las soluciones es necesario establecer las condiciones de frontera.
Primero, por la condicién de no deslizamiento, la velocidad en todos los puntos en la superficie
del canal es igual a cero. La temperatura y presion en los extremos del canal corresponden
a la temperatura del sumidero Ty y Py respectivamente. Debido a las Leyes de Kirchoff, la
suma de potenciales en una malla cerrada debe ser igual a cero [29], por lo que el potencial
aplicado en el extremo derecho del canal es igual a cero. El potencial ¢ en el punto donde
termina la capa de Stern es el potencial (, pero se asume muy delgada, entonces el potencial se
modela como si se encontrara justo en la pared del canal. La extraccion de calor por las paredes
es conocida y se modela con la ley de enfriamiento de Newton. Adicionalmente, se considera
un fené6meno completamente simétrico respecto al eje z, y para garantizar esta simetria se
proponen condiciones de frontera de Neumann [11]. El sistema de ecuaciones con sus respectivas
condiciones de frontera es el siguiente:

g—z + Z—Z ~0 (2.1)

p @% + v%) - —% 4 (% + g%;) + 222 gz + gz (gz + %) Y pBr (2.2)
p(u%%—vg—Z)——g—‘ly)—%n(gi—l—%)+nggz+%<g—z+?>+pel€y (2.3)
oC, (ug—z+vg—§) k (%+%) o ||E|? (2.4)

ot 09
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a

=3 (2.6)

i % _ L (2.7)

% =0 (2.8)

u(w,y =+H) =0=v(z,y=+H) =0 (2.15)
T(z=0,y)=T(x =L,y) =Ty (2.16)
p(x=0,y) =plx=L,y) =K (2.17)
¢z =0)=¢o, (v =L) =0 (2.18)
W(a,y=+H) = (2.19)

y=+H : —k;g—z = WT —T) (2.20)

2.3. Adimensionalizacion de las ecuaciones

El sistema de ecuaciones obtenido en la secciéon anterior es altamente no lineal. Es compli-

cado obtener funciones analiticas que resuelvan el problema sin hacer aproximaciones como un
analisis asintotico o teoria de lubricacién, sin embargo, es posible resolverlo numéricamente sin
estas consideraciones.
Para hacer la resoluciéon numérica mas eficiente, se manipulan las ecuaciones para expresarlas
en términos de parametros adimensionales®, que también seran ttiles para comprender la fisica
del problema y la importancia de cada término en las ecuaciones. Es necesario obtener variables
adimensionales de longitud, velocidad, potencial, campo eléctrico, temperatura y presion para
adimensionalizar las ecuaciones. En ésta seccion las variables adimensionales son determinadas
con la herramienta de un anélisis de escalas. En el que se comparan magnitudes de diferentes
fendbmenos presentes en un flujo electroosmoético para determinar los parametros correspondien-
tes a cada una de las variables originales.

Variables adimensionales de longitud

Las variables x y y se adimensionalizan con las longitudes caracteristicas correspondientes a
cada direccion L y H.

(2.22)

(2.23)

3 Algunos de ellos (2.10), (2.11) y (2.12) ya fueron propuestos en la secciéon 2.1.
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Adicionalmente podemos proponer otra variable adimensional que nos permita observar la
relacion que existe entre la longitud y el alto del canal. Si es un canal muy largo respecto a lo
alto, entonces esta variable tendera a disminuir.

£ = (2.24)

~| =

Variables adimensionales de velocidad

La velocidad en la direccién x se adimensionaliza con la velocidad caracteristica de un flujo
electroosmotico, la velocidad de Helmholtz-Smoluchowski [12], definida en la ecuacién 1.2. La
velocidad de Helmhotz-Smoluchowski es funcién de la viscosidad, que, para el presente ana-
lisis no es constante. Por lo tanto, para facilitar la adimensionalizacién, se escoge un valor
caracteristico de Upg para la viscosidad de referencia 7. *

eE.C

Mo
U

Ugy = — (2.25)

(2.26)

u =

Uns,
De la ecuacion de continuidad:
Ju Ov
oz " oy
Para que la ecuacion se cumpla, ambos términos deben tener el mismo orden de magnitud.

ou_ o
Jor Oy

=0

Y por lo tanto:
UHSO Ucary

~

L H

Despejando la velocidad caracteristica en y:

HUpgs
Ucar = :
Y L

La velocidad adimensional en y seria entonces la velocidad v entre la velocidad caracteristica.

vL
HUHSO

(2.27)

U=
Variables adimensionales de potencial eléctrico

El potencial eléctrico ¢ se divide entre el potencial eléctrico aplicado ¢, quedando el potencial
adimensional de la siguiente manera:
¢

¢:% (2.28)

Para el potencial inducido 1, se ocupa el potencial zeta.

Y=

&

(2.29)

4Véase la seccion 2.1.
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Para expresar la relacion que existe entre en potencial aplicado e inducido se introduce el
parametro adimensional:
_ %o
g — —

¢

Variables adimensionales de campo eléctrico

(2.30)

El campo eléctrico caracteristico en la direccion x es el potencial eléctrico aplicado ¢y por la
distancia en la que se aplica L, entonces:

_ %,

Ey i3

El campo eléctrico en su forma adimensional sera el cociente del campo eléctrico y el campo

eléctrico caracteristico Ej.

L
E,=-E, (2.31)
Po

Analogamente, el campo eléctrico caracteristico para la direccion y es entonces:

Y la variable adimensional del campo eléctrico en direccién y:

E, = %Ey (2.32)

Variables adimensionales de temperatura

El cambio de temperatura caracteristico se obtiene a partir de un anéalisis con la Primera Ley
de la Termodindmica. Se establece el volumen de control en las fronteras exteriores del canal.

mC,AT, ~ o Esw2HL + 2g,wL

Desarrollando el flujo mésico como velocidad por densidad por area y el calor con la Ley de
Fourier:

AT,
pUss, 2HWC,AT, ~ o Egw2HL — 2k = wl.

El factor 2w es una constante en todos los términos de la ecuacién, por lo que se puede factorizar
y eliminar de la ecuacion. Agrupando los términos comunes con la variable de interés:

L
AT, (,OUHSOHCp + kﬁ) ~oEXHL

Diviendo ambos lados de la ecuacion entre L y utilizando la variable € definida en la ecuacion
(2.24):

k
AT, (5PUHSOCp + ﬁ) ~ O‘E&H

El término € es muy pequeno, y, la conductividad térmica k esté dividida entre H que también
es muy pequeno. Lo que se deduce de lo anterior es que el término de conduccion es mucho mas
importante en términos de magnitud que el término de conveccion.
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k
— >> ¢pUps,C),

H
Con la consideracién anterior:
k k
Uys C+ — ~ —
PPusC T g Ry
Finalmente: [y
AT, =2 > (2.33)

Variable adimensional de presiéon

El gradiente de presion en direccion x es del orden del campo eléctrico aplicado en esta direccion.

dp
eE ~ 3
Pe s I

A su vez, las fuerzas eléctricas son del orden de los efectos viscosos en y.

0%u
Eo ~ 1ny=—
Pelso any2

Entonces, el gradiente de presion en x también es del orden de los efectos viscosos en y:

op d*u
or Oy?
Esto significa que
Ap Uns,
Tz TP
Por lo tanto Ap, que es el cambio de presion caracteristico:
Ups,L
Ap ~ oV HS,
2
La variable adimensional sera:
P — Do
II =
Ap

Donde p’ es conocida como la presion modificada, referida en la ecuacion 1.4. Es importante
resaltar que al introducir este parametro, las ecuaciones de momentum estan mas entrelazadas
con los fenémenos eléctricos, ademas de las evidentes fuerzas de Coulomb debidas al campo
eléctrico aplicado. Finalmente, la variable adimensional de presion:

¥ — po)H* (2.34)

I =
NoUrs, L
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2.4. Sistema de ecuaciones y condiciones de frontera en su
forma adimensional

Las variables adimensionales que se obtuvieron en la seccién 2.3 se sustituyen en las ecua-
ciones planteadas en la secciéon 2.2.
A continuacién se enlistan dichas variables.

x Y H u _ vL - 0 - Y
= -, Y:—, 8:—, u = s v = y = -, = —
I H ST T Uk T HUms T VTG
E2H? ' — po)H? T — T,
k Mo UHSOL ATC
Adicionalmente se consideran los siguientes parametros adimensionales:
Ups, H C,Uys, H
g:@’ Rey = 2ol po o PSR s
¢ 7o k
o 22%€%ng AT. Ea
Kn = o = = — = ¥
0 Gk'BTO ) TO ’ 9 RTO ) 9 0

Por motivos de simplicidad, las adimensionalizaciones detalladas de las ecuaciones se encuentran
en el Apéndice B.

Para que exista congruencia con las ecuaciones, las condiciones de frontera también deben
expresarse en su forma adimensional.

Condicién de no deslizamiento
La condicion original (2.15):
w(z,y=+tH)=v(z,y=+H)=0
En su forma adimensional:
u(, Y =21)=0(x, Y =+1)=0 (2.35)
Condiciéon de temperatura

La condicion original (2.16):

En su forma adimensional:

Ox=0,Y)=0(x=1Y)=0 (2.36)

Condicién de presion

La condicion original (2.17):

En su forma adimensional:

Ix=0,Y)=II(x=1Y)=0 (2.37)



Condicion de Kirchoff

La condicion original (2.18):

En su forma adimensional:
p(x=0)=1,0(x=1)=0 (2.38)

Condiciéon de potencial ¢

La condicion original (2.19):

En su forma adimensional:

v(x, Y =41)=1 (2.39)
Condiciéon de conveccion
La condicion original (2.20):
oT
=+H: —-k—=h(T—-T,
y o ( )
En su forma adimensional:
kAT, 00
00 B hH N hTy—Tw)H
oy k ocE2H?
00 hH h(Ty — Tw)
- _ _9 4+ -
oY k oFE3H
%__h(TO—TOO) ocE:H? 641
oy oE2H E(Ty — Tio)
Se introducen dos pardmetros adimensionales:
hMTy — Two)
AN=——-——7 2.40
oE2H (240)
Y E2H?
0Ly
= 2.41
=T - ) 24

El parametro A compara los efectos de conveccion contra los efectos de generacion, éste contrasta
qué tanta extraccion de calor hay a través de la pared en comparacion con lo que se genera
debido al efecto Joule. Por otro lado, el parametro  compara los efectos de generacion contra
los efectos de conduccién, éste contrasta qué tanta de la energia generada en el canal llega a
las paredes debido a la conduccion térmica del fluido para poder ser extraida por conveccion.
Finalmente:

06
Y =£H: oo = —A(1+ 50) (2.42)
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Ahora, ésta condicion de frontera estd comparando efectos conductivos y convectivos, por lo
que el numero adimensional de Biot puede ser introducido en la ecuacion 2.42 de la siguiente

manera.:
00 _ (b, WTy T
oy k oE2H
= —(Bif+A)

Entonces la condicion de frontera de la ecuacion 2.42 también puede expresarse en términos del
numero de Biot como:

00
Y=4+H: —=—(B1 A 2.4
Iy (Bif+ A) (2.43)
Condicion de simetria
La condicion original (2.21):
ou 0T 00
y=0: —=—=—=
oy 0Oy 0Oy
En su forma adimensional: . .y 05
y—o. 2L _% 00 _, (2.44)

ay oy oy
Este nuevo sistema gobierna el mismo fenémeno, con la particularidad de que algunos para-
metros adimensionales (2.12, 2.40, 2.41) podran ser modificados con facilidad en la resolucion
numeérica, que seré equivalente a modificar los valores de las propiedades fisicas del medio
y darle un “peso"numeérico a cada uno de los pardmetros y fenémenos. Tomando en cuenta,
las variables adimensionales anteriormente, el sistema de ecuaciones adimensional queda de la
siguiente forma:

ou  0v

ou , ov _ B.1
oy "oy (B.1)

Qu _ou\ Ol _,a Y 0f

efteo (“a_x * “aTz) y 92 (1+ ah)?

(1o 0 282a+82u
T5a0) \" 52 " ay2

o, 1 Quow

O S G LB LAY
Tara02 \" ax "oy ) oy
_,52—& d_gg
 (1+ab) dy
e3Re ﬁ@ @@ — _a_H _,{22L%
"\ Y Yy " 2% (14ah)? oy
0 v 0%
2 -y 27 7 i
e (1 714—046) (6 ox? * 8Y2) (B.3)
— 9225 1_@Q |
T+ a0y oy
Ta+a02 \" oy "oy ) o
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crip (12 4o 20) <20 (Y L (Y

0 oY ox?  0Y? dx e2¢2 \dY
P m
= B.
dy? 14 ab (B7)
d*¢
- B.
=0 (5.5)

La dependencia de _CTD de la variable 1) fue omitida debido a que en el presente caso de estudio,
el campo aplicado ¢ depende tnicamente de la direcciéon y y la variable ¢ depende tnicamente
de la direccion Y. Con sus respectivas condiciones de frontera:

u(, Y =21)=0(x,Y =+1)=0 (2.35)
Bx=0,Y)=0(x=1,Y) = (2.36)
My =0,Y)=T(y=1Y) =0 (2.37)

px=0)=10(x=1)= (2.38)
DY = +1) = (2.39)
00
Y= £H : o2 = A1+ 60) (2.42)
S ou 00 o B
V=0 oo = s = o= (2.44)

Las ecuaciones de campo eléctrico son omitidas por razones de simplicidad y eficiencia en la
resolucion numérica. Todas las ecuaciones son expresadas en términos de parametros caracte-
risticos adimensionales que describen el flujo. Debido a ésto, los analisis de escalas deben ser
coherentes con la fisica del problema.

Notese por ejemplo, que en la ecuacion adimensional de momentum en x (B.2) aparece un ¢ en
los efectos inerciales del flujo, lo que es coherente con la fisica porque los flujos electroosmoti-
cos estan dominados en su mayor parte por los efectos viscosos. Y, como H < L implica que
£ < 1. Notese ahora que en los términos inerciales de la ecuacién adimensional de momentum
en y (B.3), aparece un ®, comparando los términos inerciales en direccién vertical y direccion
horizontal (2 < ¢), lo que es fisicamente coherente, ya que el flujo se estd moviendo principal-
mente en la direccion horizontal, y por lo tanto, sus efectos inerciales en esta direccion son mas
importantes.

En ambas ecuaciones de momentum (B.2 y B.3) del lado izquierdo de la igualdad se encuentran
los efectos inerciales, compitiendo con los efectos viscosos en el lado derecho de la ecuacion,
pero, los términos adicionales que surgen en la ecuaciéon debido a la modificacion de viscosidad
variable (7 # 0) tienen un signo contrario a los efectos viscosos, lo que fisicamente representa
una disminuciéon en la magnitud de los efectos viscosos.

En la ecuacion de la energia el ultimo término se refiere a los efectos generadores de calor (Efec-
to Joule) y es el mas importante en términos de orden de magnitud, ya que tiene el coeficiente
1/€? > 1; compite directamente con los términos de adveccion y difusién de calor.

Teniendo el sistema de ecuaciones con sus respectivas condiciones de frontera ya adimensio-
nales, se procede a resolverlo numéricamente. Nos auxiliamos de las tablas 2.1 y 2.2 con los
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valores correspondientes a las propiedades fisicas del medio y los limites que tienen las variables
adimensionales propuestas para que sean coherentes con la fisica del problema. Por ejemplo en
la ecuacion 2.14, hay valores limites para « y . Numéricamente es posible resolverlo sin esos
limites, pero una viscosidad negativa involucraria una contribucién de la viscosidad a los efectos
inerciales, lo que es fisicamente inadmisible.

Adicionalmente, para que las ecuaciones puedan ser reconocidas por el software Freefem-+-+, es
necesario expresar las ecuaciones en su forma débil (variacional).

Parametro Valor Unidades
H 50 — 200 wm
L 100 cm
C, 4180 J/kg K
p 998 kg/m?
To 293.15 K
=) 101325 Pa
k 0.68 W/mK
h 20 — 100 W/m? K
¢ 102 V
oo 10 \%
€ 10710 C/Vm
o 5 S/m
EQ 103 V/m
AD 10719 —107* m
Mo 1073 Pa-s

Tabla 2.1: Propiedades fisicas y geométricas

Parametro Valor

€ 0.01
S 10°

Ko 40

Reo 0.1

Peg 0.01 —0.5

A 04-1

Bi 0.0008 — 0.0032
Y 0—-1

«Q 0-0.1

Tabla 2.2: Parametros adimensionales

Los limites de los parametros adimensionales son encontrados con valores reales de las
propiedades fisicas del medio.

La relevancia de los cambios en la viscosidad se controlan por medio del valor de 4 definido
en la ecuaciéon 2.13 como el producto de a y . Aun asi, a y v con calculados de forma
independiente, lo que puede resultar en un valor de 4 sobredimensionado; obteniendo resultados
incoherentes con la fisica. En las ecuaciones de momentum se observa que el término 4 forma
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parte de un factor que multiplica al laplaciano. Es posible que para valores de 7 altos, el término
que multiplica al laplaciano cambie de signo, alterando la fisica del problema y asumiendo
errbneamente que la viscosidad esté teniendo una contribucion a los efectos inerciales, lo que
es fisicamente inadmisible. Teniendo en cuenta lo anterior los limites de v y v en conjunto van
a ser funcion de la temperatura méaxima que exista en el canal.
Resolviendo la ecuacion

emam —1
1+ aemax B
para el valor maximo de « se deduce que cuando o = 0.1, el valor de v no puede alcanzar el
valor maximo propuesto de v = 1.

ary

En el apéndice C, la figura C.2 demuestra el poder de resoluciéon numérica de FreeFem+-+. A
pesar de que los parametros fisicos adimensionales propuestos salen de los valores obtenidos en
esta seccion, el software es capaz de resolverlo, obteniendo resultados coherentes numéricamen-
te.
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Capitulo 3

Solucién numeérica

Numerosos articulos abordan este fenémeno con diferentes enfoques, obteniendo resultados
que han contribuido a la formalizacion de la teoria y haciendo posible su fabricaciéon e imple-
mentacion en MEMS. Estos diferentes enfoques incluyen diferentes acercamientos a la solucion
del problema que representa modelar un flujo de este tipo, entre ellos se incluyen soluciones a
través de métodos numéricos, método de elemento finito, diferencias finitas, soluciones asinto-
ticas y aproximaciones por medio de la teorfa de lubricacion.

Para los modelos solucionados con métodos numéricos y elemento finito se ha recurrido a he-
rramientas computacionales de alto nivel, tales como ANSYS, OpenFOAM, Abaqus, COMSOL
CFD, CONVERGE CFD, NUMECA OMNIS, FreeFem-+++-, FluidSIM, etc.

El presente trabajo recurre al uso de FreeFem++-++, por ser (al igual que OpenFoam) un soft-
ware de uso libre. Fruto de un largo proceso de maduracion, FreeFem-++-++ es un entorno de
desarrollo integrado (IDE) de alto nivel para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales
parciales (PDE) en dos y tres dimensiones. Es una herramienta muy ttil para aplicar el método
de elemento finito, también destaca en el ambito de la investigacion para probar nuevas teorias
fisicas complejas.

FreeFem-+ tiene un generador de malla automéatico avanzado, capaz de adaptarse a una malla
a posteriori, tiene un resolvedor diferencial eliptico de propoésito general que esta interconec-
tado con algoritmos de soluciones rapidas como el método multifrontal UMFPACK, SuperLLU,
MUMPS. Resuelve problemas iterativos preescritos por el usuario con el lenguaje de alto nivel
que maneja. Tiene una gran diversidad de elementos finitos triangulares, incluyendo elementos
discontinuos [10].

Tiene la ventaja de ser un software altamente adaptable, esto permite particularizar un fe-
némeno por medio de las ecuaciones fisicas que lo representan. Recientes trabajos de analisis
térmicos como el de Nguyen et. al. [31] y anélisis especificos de conveccion como el de Castro
et. al. [1] demuestran la alta capacidad de resolver problemas integrodiferenciales/sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales.

A diferencia de los software comerciales, para que FreeFem+-+-++ pueda resolver el problema
requiere el planteamiento del problema en su forma variacional. En resumen, para poder re-
solver el problema planteado en el capitulo 2, se siguié una serie de pasos que se enlistan a
continuacion.

1. Identificar el problema.
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2. Plantear las ecuaciones que modelan al fenémeno.

3. Proponer pardmetros caracteristicos para adimensionalizar las ecuaciones.
4. Expresar el sistema de ecuaciones en su forma adimensional.

5. Expresar el sistema de ecuaciones en su forma variacional /débil.

La ventaja que ofrece el protocolo anterior es favorecer la posibilidad de hacer un analisis de
escalas para la simplificaciéon del problema, adicionalmente se obtiene un mejor entendimiento
del fenémeno al identificar los pardmetros caracteristicos adimensionales que intervienen en
cada una de las ecuaciones; permitiendo asi anticipar la influencia que tendran en cada una de
las soluciones numéricas del sistema. Malla

Se comenz6 por definir la malla, que es de tipo triangular con cincuenta nodos a lo largo y
cincuenta nodos a lo ancho del canal como se muestra en la figura 3.1.

Figura 3.1: Malla triangular en el canal.

Este tipo de malla se conoce como "malla estructurada”, porque sigue un patron reticular a

lo largo de la geometria. Particularmente es una malla estructurada de tipo triangular con un
dominio rectangular.
Los elementos estéan espaciados de forma homogénea, por lo que se garantiza una distribuciéon
apropiada de los nodos a lo largo y ancho del canal. Adicionalmente a esto, el codigo se disenara
de tal manera que guarde las soluciones en cada uno de los nodos para valores constantes de x
y Y, en multiplos de 0.1.

Convergencia
Si una ecuacion diferencial no lineal se resuelve por métodos numéricos, es necesario establecer
un criterio de convergencia que convenga para el método de solucién. Si existe una funciéon
f(z) que se resuelve con un método numeérico, partiendo de un valor semilla xy, dard como
resultado f(z9) = x;. Como es un proceso iterativo, la sucesion logica serda que se resuelva
para f(z1) = x2 y asi sucesivamente. Se dice que converge a un resultado cuando se cumple la
siguiente condicion:

|f(zim1) — 2| <&

Donde € es el parametro de convergencia, también referido como el error de la i-ésima iteracion.
Para escoger este valor, se refiere al trabajo realizado por Lizardi, J. J. et. al. [15]. El valor
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de & como funciéon de soluciones asintéticas obtenidas por medio de Teoria de Lubricacion,
proponiendo a & con un valor de 1 x 107 para cada variable. Este criterio de convergencia es
valido para todo el sistema.

Funciones semilla
Para aumentar la velocidad de convergencia y garantizar computos eficientes se proponen fun-
ciones de partida para cada una de las variables, el trabajo realizado por Ramos et. al. [§]
aproxima soluciones analiticas por medio de la Teoria de Lubricacion, asi, las funciones respec-
tivas a cada una de las incognitas parten de la solucién teorica en la iteracion cero, perdiendo
esta referencia y tomando la solucién numérica como la solucion del tiempo n para hallar n + 1
en la siguiente iteracion.

Métodos numéricos
FreeFem+++-+ cuenta con una amplia variedad de métodos numéricos para solucionar el pro-
blema, se ocuparon diferentes métodos para las diferentes ecuaciones.

UMFPACK
Las ecuaciones de continuidad, momentum, energia y potencial aplicado se resolvieron con la
libreria UMFPACK, que es un método de resoluciéon de ecuaciones por descomposicion LU
multifrontal. Lo anterior se refiere a que no es relevante si la matriz de coeficientes es simétrica
o si tiene un comportamiento aleatorio. Este es un tipo de acercamiento con un enfoque iterativo
muy util para resolver los problemas no lineales. [30]

Crout
El método de Crout consiste en descomponer la matriz de coeficientes en una matriz superior e
inferior, funciona cuando se cumplen condiciones aunque la matriz de coeficientes sea singular.
Si su determinante es igual a cero se dice que es una matriz indefinida y por lo tanto el método
no funciona. Al igual que el método de Gauss ocupa pivotamiento, por lo que muchos ceros en
la matriz serd un problema y el algoritmo fallara en encontrar la solucion. [17]

3.1. Formulacién variacional del problema

Para que el programa sea capaz de resolver las ecuaciones, es necesario expresarlas en su
forma variacional (o débil). Asi se pueden enunciar las ecuaciones de forma integral en el
dominio correspondiente a cada una de las ecuaciones y condiciones de frontera. Por razones de
simplicidad y eficiencia computacional, el software resolvera las ecuaciones para la mitad del
canal (deY =0aY = H), y, la condicién de simetria garantiza soluciones simétricas respecto
del eje x, adicionalmente se refiere a este dominio como €2 y a sus fronteras como 0, 08,
03 v 0S4, partiendo de la frontera coincidente al centro del canal y recorriendo el perimetro
del dominio en sentido contrario a las manecillas del reloj. El diferencial de area de la region €2
se abrevia como df) = dydY Las variables auxiliares necesarias para expresar el sistema en su
forma variacional seran expresadas con un subindice w.

Ecuacién de continuidad
Partiendo de la ecuacion adimensional B.1, multiplicando la ecuacion por una variable auxiliar
e integrando en el dominio se obtiene la siguiente ecuacion

// (g—z + g—;) I1,d$2 = 0 (3.1)
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La anterior consideraciéon de multiplicarlo por la variable auxiliar relacionada directamente con
la presion es para interconectar los espacios de elemento finito donde se resuelven las variables,
facilitando su solucion.

Ecuaciones de momentum

Para definir un criterio de convergencia, es necesario agregar la parte temporal de la ecuacién
aunque se esté resolviendo en estado estable, este tiempo virtual es necesario para renovar las
variables en cada iteracion. Por razones de simplicidad, los coeficientes constantes que aparecen
multiplicando a los términos de la ecuaciéon serdn omitidos en el proceso de la formulacion
variacional.

Partiendo de la ecuacion adimensional B.2, se multiplica la ecuacion por la variable auxiliar u,,,
que cumple con las condiciones de frontera de u y se desvanece en 0f2, se integra en el dominio
Q). Para los términos difusivos que contienen las segundas derivadas se ocupoé el teorema integral
de Green e integracion por partes para reducir el orden de las derivadas.

//( ua_u—l—vg—;) U = // (an (%) g—iuw> i
//( i) (G e oy o)
// (7 a7y 5y
// e (51 57 ) gy
_é/<1foz9;i¢ )dQ

Es necesario discretizar la parte temporal para que los incrementos de tiempo sean controlados
y se pueda definir con criterios de convergencia, asi, la ecuacion variacional de momentum en
x en una forma semi-discreta se puede expresar de la siguiente forma:

n+1 n+1 n+1
// deQ+ // (‘”“au v"“agy )uwdQ— // ol U, d§)
wn—i—l aen-ﬁ-l
— Q
// <1+a9”+1 Ox U d
Q
9n+1 a,an-i-l au aan-i-l au
- 1—7 - =) dQ
//< 71+oz9n+1)( ox ox | oy ay)
Q
1 a,anJrl 88n+1
- wd$2
é/ (I+af™t1)2 0x  Ox Y
- / / 1 ot purty o o
1+ra0m 2\ oy '« oy ) ay ™
Q
77Z_)TLJrl dggnJrl
//<1+a9"+1 5% thy | A2
Q
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Anélogamente para la direccién Y:

// 'deQ+ // (_”“(%Wr1 v”“ag:1> Vpd§) = — // 83:;1 Vo d§)
Q Q
n+1 n+1
() 5
NAGEETDIC = I
Q
- é/ (1+ algn+1)2 32’;1 ag;jlvwdfl

/ / 1 vt N oumtty 9ot i
(1 +afmt1)2 \ ' 0x Y ox
Q
Ecuaciéon de la energia

Siguiendo el mismo procedimiento para la formulacion variacional de la ecuacion de la energia
en su forma semi-discreta se llega a la siguiente ecuacion:

0n+1 on 9n+1 6n+1 9n+1 89w aen-H aew
Q Q= Q
// o +//( 8Y)9d //(ax ox oy ay)d
06\ >
— ] 0,dQ
+// (0><) “
Q
o\’
+// (8_1/) 0,,dS2
Q
Ecuacion de Poisson

En el caso de esta ecuacion y la siguiente, también se agrega una parte temporal que renueva
las funciones en cada iteracion.

4/ W@defz_é/ dﬁ”y“%dg - 4/ ﬁdjnﬂ%dg

Ecuaciéon de Laplace
La formulacion variacional de las segundas derivadas se traducen en un producto de las derivadas
de la variable auxiliar y la variable original respecto a la misma direccion.

e

Las ecuaciones del campo eléctrico son omitidas en la formulacion variacional debido a que
se busca optimizar el codigo para realizar la mayor cantidad de simulaciones con diferentes
condiciones que seran importantes en el andlisis de resultados; con la anterior consideracion,
el sistema de ecuaciones con sus coeficientes respectivos y en su forma débil toma la siguiente

forma: 5 55
U v
// <a + E)_Y> qwdQ =0 (31)
Q
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antt — o+ o1 H” +1
uwdQ +eR // PR SIS R -
oo+t
g [ g ()
/ / ( B e ) 20U 0wy | 00T D
1+ afntl oy Ox oY oY

ount! oo+l
— 972
e / ox  Ox ——— Uy df2

) (L4 admrl)? ax oy ) oy "™

=2 1 _n+1dq§n+l
Ko //1+a6’”+1¢ i Uy dS)
9

@n+1 — " 5 8?Jn+1 Ov n+1 8Hn+1
—n+1 —n+1
// NEE U, d§2 + €” Reg // ( 3X +v Y ) VypdS) = // ——— VU, dS2
Q Q
- 9 89n+1
n+1 n+1 n+1
_62// (1_71 0 nH) (81} 8vw+80 (%w)dQ
g + ab ox Ox aY Y
- 1 8,Dn+1 aenJrl
— 9¢2
=7 / / a2 oy oy

/ / 00" 0wttt 0pn
- 5
P)/ 1+ aen—i-l ( 8X + oY ) aX deQ

// i s ep o0 oo (33)
+ —
) eO//( oy >9wdQ
// < R +89n+1 P dQ
ox Ox  9Y oY
(3.4)

+é/ (&> 0,,d)
2%2// (52) oo
[ i [ 45 i o [ et 9
Q
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Con las ecuaciones expresadas en su forma adimensional FreeFem+-+ es capaz de resolverlo, se
hicieron diferentes casos para analizar el comportamiento del flujo en funcién de los parametros
adimensionales. Las condiciones de frontera permanecen sin cambios, puesto que FreeFem-+
asume que las variables auxiliares cumplen las condiciones de frontera de las variables originales
y se desvanecen en la frontera.

La formulacién del problema en su forma varacional permite reducir el orden de las derivadas. En
las ecuaciones adimensionales, existen derivadas de segundo orden, lo que impone una condicion
de continuidad en las soluciones hasta la segunda derivada. Sin embargo, en la formulacion
variacional, la méxima derivada es de primer orden.

Computacionalmente es mucho mas viable la resolucion del problema expresado en su forma
variacional.

Interfaz
Se vinculd el procesador de texto Geany para establecer comunicacion con FreeFem-+-+. Del
lado izquierdo de la figura 3.2 se observan las ecuaciones de momentum y continuidad, asi como
la ecuacion de la energia y potencial expresadas en su forma variacional en Geany. Del lado
derecho de la pantalla se observa el resolvedor de FreeFem+-+ y la grifica de temperatura.

Simbolos Documentos

& Funciones
#ChEs) 192 macro a22(v)  powle,2
& vh [84] 193 macro dl2(u,v) (dy(u) +
@ xh [83] e
& fie [87) 196
@ fle0x0 [90] 197 T e

+2

@ et (52] - press * diviuf, ve) - pt
@ fle0ALO [110] | 200 - int2a(T) ( alpha * (convect(Lu
& fie0x20 [94] 2L (e e
@ fie0x30 [96]
& fie0x40 (98] 204 + int2d(Th) (£gv3™vE)
& fleoso [100] || 295 + int2d(Tn) (£k27uf)

206 + int2d(Th) (£qu2ut)
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Figura 3.2: Interfaz de Geany y FreeFem-++- resolviendo un cédigo.
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Capitulo 4

Resultados

Después de resolver numéricamente el codigo con los datos presentados en la tabla de para-
metros adimensionales 2.2 se realizo el procesamiento de datos para interpretar los resultados
con ayuda de graficos que se presentan a continuacién con sus respectivos anélisis.

Los diferentes valores de los parametros adimensionales representan distintos escenarios con
condiciones fisicas especificas y diferentes entre ellas para analizar distintos casos en los que se
puede afectar la soluciéon numérica de forma significativa.

El objetivo del trabajo es determinar los efectos térmicos que tienen influencia significativa en
el flujo, por lo que la atencién del mismo se centrara principalmente en las variables adimen-
sionales 0, u como funciones de a y 7.

4.1. Potencial aplicado

La expresion adimensional del campo eléctrico se reduce a una ecuacion de segundo orden
homogénea, con condiciones de frontera definidas. Por lo que tiene solucién analitica y es trivial.

Integrando la ecuacion B.8 respecto a x se obtiene

5
@ _
dx
Integrando nuevamente: B
¢ =Cix+ Cy
Sustituyendo las condiciones de frontera para ¢ referidas en la ecuaciéon 2.38 se obtienen los
valores para las constantes C| = —1 y C5 = 1, por lo tanto, la soluciéon analitica para el
potencial aplicado es la funcion B
o(x) =—x+1

que se observa en la figura 4.1.
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Figura 4.1: ¢(x) para diferentes valores de a.

Lo mas importante a resaltar de la figura 4.1 es que la solucién para la variable ¢ es una
linea recta, con pendiente —1, ésto seréd relevante para el analisis de las soluciones de II. No
es dependiente de la temperatura ni de los parametros adimensionales « y 7, por lo que su
solucion permanece estable en todos los casos.

4.2. Potencial inducido

Los efectos térmicos si tienen repercusiones (aunque no relevantes para el trabajo) en el
potencial inducido. La ecuacién B.7 refleja que tiene una ligera influencia de los parametros
adimensionales Ky, « y la variable adimensional #. Lo anterior se debe a que los gradientes del
potencial adimensional son severamente afectados por la longitud de Debye, que a su vez, esta
en funcion de la temperatura.
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Figura 4.2: ¥(Y) para diferentes valores de a.

Es importante mencionar que la region de Y en la que se desvanece el potencial inducido
es mayor conforme o aumenta, lo anterior permitira que exista un efecto osmotico/viscoso en
una zona mas amplia cercana a la pared, lo que sera reflejado en los perfiles de velocidad.

Esta grafica representa la fuerte dependencia de los fenémenos eléctricos de la temperatura.
Es importante observar que cuando los fen6menos térmicos son importantes (valores de «
elevados), las simplificaciones de Debye-Hiickel y de que el potencial ¢ se encuentra en la pared
ya no son validas. Lo anterior se puede verificar en la figura C.1 referida en el apéndice C,
donde se observa claramente que el potencial zeta ya no se encuentra en la pared y la tinica
razén por la que cumple 1)(Y = £1) = 1 es por la condicién de frontera que se programo.

4.3. Temperatura

En el caso de la temperatura adimensional 6, se grafico en funcién de la coordenada longi-
tudinal para diferentes nimeros de Biot. Los cambios de la variable 6 en direccion transversal
son despreciables, por lo que sera tratada tnicamente como funciéon de y. En la figura 4.3 se
representan los cambios de # para diferentes valores de o y un valor de 7 fijo.
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Figura 4.3: 0(x) para diferentes valores de a y v = 0.01.

Anélogamente, se observan en la figura 4.4 los cambios en el perfil de temperaturas para
diferentes valores de + y un valor de « fijo.

e 180 T T T T T T T T
160 .
140 4 ; .
120 - #* | —=—y=0.0001 \ ]
| A —e—y=0.001 ]
p v=0.01
100 _ _
4 4 ¢ 'Y:01 K0= 40 |
80 ' i
J 162 °
60 - 161 E
| 160
40 .
| 159
20 158 |
1 055 060 065 0.0
O T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6

Figura 4.4: 0(x) para diferentes valores de v y a = 0.01.
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Figura 4.5: 0(x) para diferentes ntimeros de Biot.

Los valores de la temperatura permanecen constantes en las figuras 4.3 y 4.4. Esto se explica
porque los parametros A y 3 estan fijos. Como se menciona en la secciéon 2.4, 5 compara el efecto
Joule contra la conduccion que existe en el medio, mientras A compara los efectos convectivos
contra el efecto Joule. La temperatura del canal depende tinicamente de la sinergia que exista
entre los tres efectos mencionados: el efecto Joule, la conduccion en el medio y la extraccion de
calor por conveccion. Al fijar los parametros A y [ se garantiza que el perfil de temperaturas
permanece constante sin importar el valor de los demés pardmetros adimensionales. Asi, se
concluye que los parametros o y v no tienen ninguna influencia significativa en la soluciéon para
las temperaturas. Sin embargo, existen variables que no aparecen explicitamente en la ecuacion,
sino en las condiciones de frontera: A y el nimero de Biot, que seran fundamentales para el
analisis de la temperatura. Recordando la definicion del namero de Biot como Bi = hH/k,
un incremento en el mismo significara fisicamente que el efecto convectivo incrementa y/o
que el flujo de calor por conduccién es menor, lo que representa un decremento relevante en
las temperaturas maximas alcanzadas en el canal. Es importante notar que las variaciones del
numero de Biot no afectan el punto en x del canal en el que se presenta la maxima temperatura.
De la definicién en 2.42, la variacion del numero de Biot se controla dejando A fijo y variando
el valor de f3.

El namero de Péclet, por el contrario, si afecta el punto en x donde se presenta el valor maximo
de temperatura. Fisicamente esté representando que el campo de velocidades esta transportando
el campo de temperaturas mas rapido en direccion longitudinal del canal, asi, si los efectos de
adveccion son mas importantes respecto a los efectos difusivos la temperatura ird aumentando
a lo largo del canal. Se observa una disminucién en la temperatura justo antes de llegar al
canal debido a la condicion de frontera 6(x = 1) = 0, pero para canales que no estén sujetos a
esta condicion, la temperatura seguird aumentando a lo largo del canal. En la siguiente grafica
se observa el comportamiento antes mencionado, a mayor nimero de Péclet, mayor sera la
coordenada x en la que se presente el valor maximo de temperatura.
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Figura 4.6: 0(x) para diferentes nimeros de Péclet.

Adicionalmente se observa que a pesar de transportar en direcciéon longitudinal el pico de
temperatura, también el valor maximo para cada caso es menor.
Analogamente, para el caso de la figura 4.5, si se grafica () para diferentes valores A, se
obtiene un resultado similar, puesto que estda variando el nimero de Biot, definido en éste
trabajo como Bi = SA.
Para la figura 4.7 se controla la variaciéon del ntiimero de Biot con un f fijo y para diferentes
valores de A. La gréfica esta expresada en términos de A y no en términos del niimero de Biot,
esto se debe a que identificar la relevancia del parametro convectivo A sera fundamental para
el anélisis del caudal como funciéon de los efectos térmicos.
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Figura 4.7: 0(x) para diferentes valores de A.

El valor de A compara la magnitud del efecto convectivo y el efecto Joule. Cuando A =1 la
extraccion de calor es entonces igual a la generacion en el canal, por lo tanto, los incrementos
de temperatura que se presentan son despreciables, dando asi un caso isotérmico, en el que
todo el calor generado es extraido casi de forma inmediata a través de las fronteras del canal,
permitiendo asi mantener la temperatura constante en todo el dominio de estudio. Como los
cambios de viscosidad estan en funcion de la temperatura, un valor de A = 1 hard que los
efectos de 7 no tengan ninguna influencia en el flujo.

De esta seccion se concluye que los perfiles de temperatura estan tnicamente determinados por
la magnitud de las variables Lambda y 3, por lo tanto, también por el niimero de Biot.
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4.4. Presion

El parametro ~ introducido en este trabajo aparece tinicamente en las ecuaciones de mo-
mentum: B.2 y B.3, al igual que la presion. Los gradientes de velocidad que generan los efectos
térmicos también tendran una repercusion importante en la presion. Por lo anterior, se deduce
que los efectos térmicos por si mismos representaran un cambio en la presion a lo largo del
canal.

Como un primer acercamiento a la solucion, la figura 4.8 representa los resultados obtenidos
de la presion en funcion de efectos térmicos. En las figuras de presion en las que se varia a o v,
se incluye el caso isotérmico o = 0 como referencia, en el que los gradientes de presion.

T T T T T
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0.004 4 —— Bi=0.0032 1
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 X 1.0

Figura 4.8: II(x) para diferentes valores del nimero de Biot.

En la figura 4.8 se observa que los gradientes de presion se acenttian conforme el niimero
de Biot disminuye. Trabajos como el de Ramos et. al. [8] y Lizardi et. al. [15] demuestran que
los efectos térmicos inducen gradientes de presion. En la seccion 4.3 se comenta que el valor
del ntiimero de Biot se obtiene fijando un valor de A y variando los valores de 3. Al variar los
valores de 8 que compara los incrementos de temperatura caracteristicos causados por el efecto
Joule contra los decrementos caracteristicos de temperatura ocasionados por la conductividad
del medio hacia las fronteras donde existe el efecto convectivo. Al incrementar el valor de j3, los
gradientes de presion son menores.

En el caso isotérmico a = 0 la presion se mantiene constante e igual a cero, teniendo un flujo
electroosmotico puro [24]. La presion se ve directamente afectada por el pardametro térmico «,
como demuestran Ramos et. al. [8] y Lizardi et. al. [15] y corroborado en la figura 4.10. En la
figura 4.9 se observa el efecto que tiene tinicamente el parametro « en el perfil de presiones, se
escogio un valor de v = 0.0001 para que los efectos termoviscosos sean despreciables.
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Figura 4.9: TI(x) para diferentes valores de o y v = 0.0001.
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Figura 4.10: II(x) para diferentes valores de o y v = 0.01.

Cuando el valor de « alcanza el valor critico de 0.1, el comportamiento de la presiéon se
invierte por completo. La tendencia de aumentar el valor maximo de presion conforme o au-
menta coincide con los resultados obtenidos por los dos trabajos mencionados, sin embargo,
para valores grandes del parametro «, los efectos considerados por 4 también aumentan consi-
derablemente. Las figuras 4.11 y 4.12 demuestran que el pardmetro v tiene una fuerte influencia
en los gradientes de presion si y solo si el valor de a es considerable.
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Figura 4.11: TI(x) para diferentes valores de v y a = 0.0001.

En todos los casos de la figura 4.11 el perfil de presion es creciente al inicio, alcanza un valor
méaximo y después disminuye, pero en el caso de v = 0.1 tiene el comportamiento opuesto. Lo
anterior significa que existe un cambio en alguna otra variable que esta provocando estos cambios
de presion. De la anterior figura también se puede deducir que los efectos termoviscosos de vy si
pueden tener influencia cuando ~ alcanza su valor méximo, aunque el valor de o sea pequeno.
En contraparte, cuando un valor grande de a permite que los efectos termoviscosos tengan
mayor importancia en el flujo, para cualquier valor de v el comportamiento seré equivalente a
invertir el perfil original de presiéon, como se muestra en la figura 4.12
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Figura 4.12: TI(x) para diferentes valores de v y o = 0.1.

El comportamiento de la presion al aumentar «y es consistente con la fisica y coincide con el
comportamiento de la presion respecto a «, sin embargo un anéalisis de escalas permite concluir
que los cambios que se inducen variando v y un « pequeno son despreciables respecto a la
influencia que tiene el niimero de Biot. El comportamiento para el caso de a = 0 se justifica
con un analisis de orden de magnitud de la ecuacion B.2, en el que los términos de orden de
magnitud (e, eReg y £2) son despreciados. Asi, el término 9,11 = 0.

En la figura 4.12 se aprecia que el campo de presiones se invierte por completo, alcanzando
valores pico de hasta 3 veces lo alcanzado para valores inferiores de . Lo anterior se debe a
que la velocidad estd aumentando de forma significativa, y, a pesar de que en un flujo inducido
por una diferencia de presiones significaria completamente lo contrario, es necesario recordar
que las fuerzas eléctricas estan presentes en todo momento.

En el comentario de la figura 4.1 se mencioné que la solucién analitica del campo eléctrico es
una linea recta con pendiente —1. De la definicién del campo eléctrico expresada en la ecuacion
B.5, se obtiene la fuerza resultante en su forma adimensional, que es igual a la unidad. La fuerza
inducida en el fluido debido al gradiente de presiones es contraria a la fuerza eléctrica presente,
sin embargo, de las figuras 4.8 - 4.12, se observa que su magnitud es (en el mejor de los casos)
del orden de 1072, por lo que las fuerzas electroosmoticas predominan en el flujo, dejando a la
presiéon como un término de orden mucho menor.

Las variaciones en la presion inducidas por los efectos térmicos permiten que el perfil de velo-
cidades se modifique, rompiendo la uniformidad del mismo. Si se realizara un anélisis del tipo
“Bernoulli”; una caida de presion significaria un aumento en la velocidad, lo anterior se confirma
analizando los efectos que tiene v en el campo de velocidades .
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4.5. Velocidad

Para el caso de las velocidades como funciéon de « y = es necesario referirse a la ecuacion
B.2, en la que se observa que en ningtun término aparece el parametro v sin el pardmetro «,
por lo anterior es que se llevé a cabo la consideraciéon de la ecuacion 2.13. En el trabajo de
Lizardi [15] se demuestra que numéricamente en el caso de viscosidad constante, el incremento
del parametro « tiene un efecto adverso al flujo, disminuyendo la magnitud de la velocidad,
como se muestra en el caso de la figura 4.13. Coherente en relacion con el perfil de presiones de
la figura 4.9, sin embargo, la presion en el caso de @ = 0.1 tiene un comportamiento diferente.
Lo que quiere decir que existen cambios también a lo largo del canal que pudieran inducir esos
cambios de presion. De la figura 4.13, se observa que la influencia que tiene el parametro ~
es minima, sin embargo la velocidad que se alcanza en el perfil plano si se ve afectada por
el pardmetro a en los tres casos, coherente con los resultados reportados por Ramos et. al.
[8] v Lizardi et. al. [15], y con el gasto como funcion de parametros térmicos presentado mas
adelante. En la figura 4.14 se aprecia que no hay cambios relevantes cuando los efectos de a y
~ son pequenos. Sin embargo, dejando a un lado los efectos de 7, el valor de o por si mismo si
involucra cambios longitudinales del perfil de velocidades, como se refleja en la figura 4.15.
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Figura 4.13: u(Y") para diferentes valores de o y v = 0.0001.
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Figura 4.14: u(Y’) para diferentes valores de yx, o = 0.0001 v = 0.0001.

Los valores de las velocidades en la figura 4.14 corresponden con los valores de presion en
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Figura 4.15: u(Y") para diferentes valores de x, a = 0.1 v = 0.0001.

La figuras 4.14 tiene una relacion directa con la figura 4.9. El valor de la presion en x = 0.3
es mayor que en la coordenada xy = 0.5 y ésta ultima es mayor que el valor en la coordenada
x = 0.7. Los gradientes de presiéon inducidos por los efectos térmicos estan generando cambios
en las velocidades, las caidas de presion de la figura 4.9 corresponden con los aumentos de
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velocidad de la figura 4.14. En el caso de la figura 4.15, el comportamiento es diferente. La
magnitud de la velocidad disminuye conforme la coordenada y aumenta. En la figura 4.9 se
observa que la presion en y = 0.3 es el valor minimo que alcanza en ese caso, mientras que
su velocidad es maxima; cuando xy = 0.5 el valor de la presion aumenta respecto a II(y =
0.3) y la presion es ain mayor cuando y = 0.7. De las figuras anteriores se concluye que los
gradientes de presion inducidos por los efectos térmicos tienen repercusiones en el perfil de
velocidades. Un aumento en la presiéon conllevara una disminuciéon de la velocidad en ese punto
de la coordenada x, mientras que una caida de presion significa un aumento en el valor de la
velocidad. La comparacion de las figuras 4.14 y 4.15 refleja que se altera la magnitud del perfil
de velocidades en cualquier punto longitudinal del caudal cuando a aumenta, despreciando los
efectos termoviscosos (v = 0.0001), al considerarlos (con un valor de v = 0.1) el comportamiento
de la velocidad respecto a « es opuesto, es decir, la velocidad incrementa; como se muestra en
la figura 4.16.
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Figura 4.16: u(Y") para diferentes valores de v y v = 0.1.

Lo anterior es prueba suficiente para concluir que para v = 0.1, los efectos termoviscosos
predominan sobre los efectos térmicos que controlan el caudal en el caso de un fluido con
viscosidad constante. El valor de 4 alcanza su valor méximo cuando o = 7 = 0.1, en la
figura 4.17 se muestra este caso para diferentes valores de x. Para el caso de la figura 4.16,
el comportamiento de la velocidad respecto a « se invierte, ahora aumentando conforme «
aumenta. Este resultado coincide con los obtenidos de la presion, con lo anterior se deduce que
los efectos de los cambios de viscosidad s6lo tienen relevancia en el flujo para valores de v > 0.1.
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Figura 4.17: u(Y") para diferentes valores de y, « = 0.1 y v = 0.1.

Un flujo electroosmotico de estas condiciones todavia podria ser considerado un flujo tapon,
sin embargo, el perfil de velocidades ya no es recto en su mayor parte. Cuando los efectos
térmicos van adquiriendo importancia con el incremento de la variable «, la zona en donde el
potencial inducido tiene el mayor gradiente es mas amplia (figura 4.2), por lo tanto, la zona
en donde la velocidad del fluido pasa de ser relativamente uniforme a cero también es mayor.
Se puede observar que en el valor superior de 7 el perfil deja de ser plano, debido a que los
gradientes de presion inducidos por el aumento stbito de la velocidad para este caso son ya
muy considerables. Por conservaciéon de masa, una disminuciéon en la zona cercana al centro
del canal, significara un aumento en la velocidad cercana a la pared. Un anélisis mas profundo
sobre el tema se puede encontrar en el articulo de Masilamani et. al. [20] y Tang et. al.[13].

La importancia del parametro v se muestra en las figuras 4.18 y 4.19, en donde se observar los
perfiles de velocidades en funcién de . Las velocidades fueron analizadas en y = 0.7 debido
a que en ese punto se presenta la mayor temperatura para un Pey = 0.05; como mencionado
en el analisis de la figura 4.6. El efecto del parametro ~ sblo sera relevante para valores altos
del parametro a. Esta aseveracion se puede comprobar con la figura 4.19, donde se toma el
valor méaximo de «, (que es cuando 7 alcanza el valor maximo), y se grafica la velocidad para
diferentes valores de 7.
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Figura 4.18: u(Y') para diferentes valores de v y a = 0.01.

Nuevamente, se corrobora que al aumentar el valor de v, la velocidad aumenta en el canal,
en la figura 4.19 se observa el mismo comportamiento, pero con un valor de & mayor.
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Figura 4.19: u(Y") para diferentes valores de v y o = 0.1.

o4



4.6. Caudal

Como resultado global del presente trabajo y como manera de cuantificar los efectos termo-
viscosos, el calculo del caudal es relevante. Se grafico el caudal (Q) volumétrico adimensional
como funcion del parametro A y para diferentes valores de a. Ambos regulan simultaneamente
el flujo volumétrico como deducen Ramos et. al. [§]. Los presentes resultados numéricos mues-
tran que los flujos electroosmoticos sujetos a condiciones no isotérmicas pueden ser alterados
de forma significativa.

Como mencionado anteriormente y como conclusion de la seccion 4.5, se asevera que el valor
de v = 0.0001 es insignificante, por lo que se podria considerar el caso ideal de la viscosidad
constante, reflejado en la figura 4.20; se observa que para valores grandes de a y bajos de A
el caudal disminuye significativamente. Congruente con los perfiles de velocidad obtenidos en
funcion de « en la seccion 4.5.
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Figura 4.20: Q(A) para diferentes valores de a y v = 0.0001.

De la figura 4.7 se concluye que para valores de A = 1 se presenta el caso isotérmico, por
esta razon es que todas las lineas intersectan en ese punto, porque los parametros térmicos no
tienen importancia en un escenario en el que el sistema tiene temperatura constante.

En la seccion 4.5 existen dos fendomenos térmicos visibles en los resultados:

a) Los efectos que tiene el incremento de a en la velocidad @ para el caso de viscosidad
constante es reducir la magnitud de la velocidad y por lo tanto el caudal serd menor
(como se ve en las figuras 4.13 y 4.20). Para el caso en el que la viscosidad tiene cambios
en funciéon de la temperatura, « tendra el efecto contrario, reduciendo la viscosidad y a
su vez, aumentando la velocidad conforme o aumenta.

b) De nuevo, en el caso ideal de viscosidad constante, el caudal aumenta conforme A también
aumenta, contrario al efecto que tendrén los efectos termoviscosos, que disminuiran con-

95



forme A aumenta porque las temperaturas maximas alcanzadas seran menores, referirse
a la figura 4.7.

Los dos fenomenos opuestos anteriores a) y b) estardn compitiendo en magnitud para aumentar
o reducir el caudal, la trascendencia de los efectos térmicos sobre la viscosidad estédn controlados
por el parametro adimensional . En la figura 4.21 se observa la contraparte de la figura 4.20,
en la que los efectos de v eran despreciables.

1.030 ~

1.025q [=—0a=0 e
] |—e—a=0.0001
1.020 - 0=0.001
—— a=0.01
1 e o=0.1
1.015
1.010 H

——82—98 9o 9o 9o o ¢ — -

1.005 T T T T T T T T T T T
04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 « 1.0

Figura 4.21: Q(A) para diferentes valores de a y v = 0.1.

Conrtario a lo supuesto, el valor maximo para el caudal no se encuentra en el valor méximo
de 4 y minimo de A, que es cuando la temperatura es mayor. Para una representacion mas clara
del efecto de 7, en las figuras 4.23 y 4.24 se plasma el comportamiento del caudal como funcién
de A y v para valores fijos de a. En la figura 4.22 se observa que para valores pequenios de « los
caudales tienden a acercarse al caso isotérmico. En la figura 4.23 se observa un comportamiento
similar; en ambos casos, cuando v = 1 los efectos termoviscosos predominan para controlar el
caudal. De lo anterior se concluye que cuando o > 0.001 y v = 0.1, entonces los cambios que
inducen efectos térmicos en la viscosidad del medio no son despreciables.
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— 1.014

1.012

1.010

T T T

—a— =0
—e— vy=0.0001
vy=0.001
—o—v=0.01
——y=01 .

1.008

1.006 -
1.004 "
| B=0.008
a=0.001
1.002 T T T T T T T T
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 4.22: Q(A) para diferentes valores de v y o = 0.001.

—1.04

1.03

1.02

1.01 4

T

—a— =0
—e—v=0.0001

v=0.001 | J
—+—v=0.01

—e—v=0.1

1.00

0.99

0984

0.4 0.5

Figura 4.23: Q(A) para diferentes valores de v y o = 0.01.

Para un valor mas alto de «a:
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= 1.04

1.02 A

1.00 ~

0.98

0.96

Figura 4.24: Q(A) para diferentes valores de v y o = 0.1.

Definitivamente existe un incremento en los efectos incerciales del flujo cuando los efectos
térmicos son importantes, sin embargo, la disminuciéon de la viscosidad no garantiza un in-
cremento de la velocidad tnicamente en la direcciéon longitudinal. Cuando los gradientes de
viscosidad son importantes, se generan incrementos en la velocidad transversal v. Lo anterior
afirma un incremento en magnitud de los términos inerciales, pero no garantiza un incremen-
to en el gasto volumétrico. Las figuras 4.25, 4.26 y 4.27 reflejan que los efectos inerciales en
la direccion transversal al flujo también incrementan. Se hizo un zoom a la solucién vecto-
rial de la velocidad en la zona rectangular delimitada por los puntos de coordenadas P(x,Y):
A(0.75,0.8) y B(0.75,0.8). La consideracion del flujo unidimensional para soluciones analiticas
ya no es valida.
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Figura 4.25: Solucion vectorial de la velocidad para v = 0.0001 y o« = 0.0001.

Figura 4.26: Solucion vectorial de la velocidad para v = 0.01 y a = 0.1.
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Figura 4.27: Solucion vectorial de la velocidad para v = 0.1y a = 0.1.

Se puede apreciar que la velocidad en direcciéon transversal también aumenta considera-
blemente, dando como resultado una disminuciéon neta del caudal, debida a los gradientes de
viscosidad y velocidad. Al igual que en el analisis de la presion adimensional y la velocidad,
para valores de v = 0.1 el comportamiento se invierte completamente. El significado fisico de
lo anterior es que los efectos del cambio en la viscosidad estan predominando sobre los efectos
que intervienen en el caso ideal de la viscosidad constante. Existe un incremento en el caudal
respecto a la referencia. La solucion analitica referida en [8] expresa el caudal como funcion de
los pardmetros y variables:

= tanh (I_ﬂlo) 1 d90 0 dHO 1
=1—-—> 4+ = ~ — h10p0 — : 4.1
Q - + 304 <91 d 100,0 I (4.1)
Donde: 5 ) b (250) A
sinh (2kq B 5
- = — cosh 270 — —
I 166 cosh® (Ro) ( DRy oo 3”0)
y

3 tanh (K

hl = — (tanh2 (Ro) —+ ﬁ — 1)
2 )

Para todos los casos de =, cuando o = 0, sblo estda expresado tnicamente en funcion del

parametro de Debye Hiickel 1.3, no obstante, cuando a comienza a ser relevante, los gradientes

de temperatura y presion comienzan a tomar importancia en el caudal. Se concluy6 en la seccion

4.4 que el efecto que tenia vy en los gradientes de presion era invertirlos a partir de que v = 0.1.

do, dIl
Asi, en la solucién analitica 4.1 estarian compitiendo los efectos de ¢, 99 con do’l , que ahora
x x

son opuestos a lo que eran con la consideracion de la viscosidad constante.

El modelo lineal de la ecuaciéon 2.14 representa la disminuciéon de la viscosidad con respecto
a la temperatura. Lo mas razonable seria pensar que para el caso donde los efectos térmicos
tienen mas relevancia o = 0.1 y A = 0.4 la viscosidad serd minima y eso llevaria a la falsa
conclusion de que en ese punto se obtiene el maximo en el caudal. Los gradientes de viscosidad
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para el caso mencionado, provocan que exista un incremento considerable en la velocidad v, que
ocurre en direcciéon vertical. Lo que provocara una disminucion légica en el caudal calculado
por unidad de area transversal al flujo. Los efectos mencionados en la seccion 4.6 enlistados
como a) y b) también tienen relevancia en la disminucion del caudal. Se observa que en los
casos no isotérmicos, y con « despreciable, la influencia que tiene « en el caudal es disminuirlo,
para cualquier caso, a excepciéon de A = 1, ya que en ese punto se regresa el fenémeno al estado
isotérmico.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se obtuvieron soluciones numéricas para un flujo electroosmotico, la vis-
cosidad y la densidad de carga eléctrica son funciones de la temperatura. Para los valores
seleccionados de los parametros adimensionales usados en el presente trabajo, se concluye que
al omitir la dependencia de la temperatura de variables y parametros fisicos se subestima el
valor numérico del caudal. En particular, en este trabajo se demuestra que el caudal se in-
crementa en al menos un 11 %. Por lo tanto, en cualquier trabajo en el que el efecto Joule
provoque un incremento de temperaturas considerable, la variacion de la viscosidad no puede
ser despreciada.

Los efectos que tiene el parametro ~ sblo son relevantes para valores de a mayores a 0.001 y
~v = 0.1. Sin embargo, la combinacién de los dos resulta en un cambio considerable en el caudal,
permitiendo asi controlarlo por medio de condiciones térmicas, ademas de eléctricas.

El trabajo futuro incluye realizar un anélisis mas completo del fenémeno, en donde la conductivi-
dad eléctrica, la longitud de Debye y el potencial zeta también son funciones de la temperatura.
Ademés de acoplar un segundo fenémeno conductivo que represente la transferencia de calor a
través de las paredes del canal hacia el fenémeno convectivo. Para un campo eléctrico fijo, el
caudal esta determinado en su mayor parte por el proceso convectivo, y los parametros o y 7.

Valores elevados para el pardmetro v no son sinénimo de aumentar el gasto volumétrico, porque
los nuevos gradientes de viscosidad que se generan también inducen pequenas vorticidades en
el flujo, haciendo que la velocidad transversal aumente. S6lo es necesario considerar los cam-
bios de viscosidad para ntimeros de Biot menores a 0.0032, en los que el proceso convectivo de
extraccion de calor es pequeno en comparaciéon con la conductividad del canal.

Para obtener valores de v que permitan que la consideracion del pardmetro v sea admisible, es
necesario tener un medio que sea muy buen conductor de calor y un campo eléctrico aplicado
superior a los 10 V/m.

Los gradientes de presion inducidos en el caso de v = 0.1 y a = 0.1 son lo suficientemente
importantes para alterar el perfil de velocidades y romper la uniformidad del mismo, formando
una pequena concavidad en el mismo. Si se necesita tener un control preciso del caudal (por
ejemplo, en aplicaciones biomédicas), se requiere un analisis que contemple estos cambios y asi
tener mayor precision en el manejo del gasto volumétrico, o, en su defecto, un efecto convectivo
de la magnitud suficiente para controlar los incrementos de temperatura y asi reducir los efectos
termoviscosos presentes.
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Apéndice A
Ecuaciones de momentum

Partiendo de la ecuacion de momentum lineal en su forma diferencial [21]:

avi 80ij i b
vi— | = ;
P J @xj 8:1cj P
Donde b; son los componentes del vector de fuerzas de cuerpo y o;; los componentes del tensor
de esfuerzos. El tensor de esfuerzos puede dividirse en dos partes:

0ij = —poij + 5ij

De tal forma que S;; depende solamente de la velocidad de deformacién, asi, cuando es cero, la
unica contribucion al tensor de esfuerzos es la presion hidrostatica. Para un fluido newtoniano,
el tensor de esfuerzos viscosos S;; esta definido de la siguiente manera:

Sij = )\A(SZ] + ZUDZ]

Donde A y n son propiedades materiales, A = Dy y D;; es el tensor de rapidez de deformacion.

1 /0v; 0v;
Dij - = - + J
2 (%zzj 8@
La traza del tensor D;; fisicamente representa un cambio de volumen, entonces, para el caso de
un flujo incompresible A = 0. Sustituyendo en la ecuaciéon de momentum:

U-% — _i( 5)+i 8% + avj + pb;
P J@JIJ‘ n 8x]~ Poij E):ch n(‘?xj T]al'z P

Aprovechando la propiedad distributiva de la derivada:

U-% —_i( 5)_|_ 0 8%’ + 0 avj + pb;
P ]al'j N (993]- Poij 8:15]- n@x] 827]' n@xz poi

Si se desarrollan las derivadas de los productos:

JOUN __Ops P owon Py 0y 0y
P ]aiL'j 8:15]- " n@a:jaxj 83:j al'j n@xjﬁxz 8:162 3:16]-

an 8vj .
oz, ((3_%) , pero 8_% =0

como obtenido antes en la ecuacion de continuidad. Tomando en cuenta lo anterior y agrupando
términos:

En el antepentultimo término, se pueden agrupar las derivadas como n
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v-% ——%(5-«1— 0?v; N on (v, +8vj b,
P ](%j B axj K n(‘?xjaxj 8xj al‘j 8@ P

Las fuerzas de cuerpo en el caso particular de un flujo electroosmotico se refieren a las fuerzas
eléctricas que se ocasionan a partir del campo eléctrico aplicado, se representan como pb; = p. E;
[8] donde E es el campo eléctrico y p. es la densidad de carga eléctrica. Asi, el conjunto de

ecuaciones escrita en forma abreviada es:

ov; op 0%v; on (0Ov;  Ov,
L E,
P (”ﬂaxj) “02,0 T 5000, T o, (amj e ) T et

Se desarrolla la suma en notacién indicial para el caso bidimensional:

2 2
p<ua—z+v%> :_@+n(8_+8_>+2677@u+@(a_u_'_@)_'_peEI

0 dy ox ox?  Oy? Oxdxr Oy \ 0 ox

ov v op v 0% ondv On (Ov  Ou

D)= gU LAY oo i E
p(“m”a;,) oy (8x2+8y>+ dyoy ox \ox oy ) TP
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Apéndice B
Adimensionalizacion de las ecuaciones

Ecuacion adimensional de continuidad
Partiendo de la ecuacion (2.1):

O(Ups,u) 9 (M) _0
d(xL) ovH)

Uns, Ou  Ugs, 0v
L 0x L oYy

ou 0v
— +—=0 B.1
ox "oy (B.1)
Ecuaciones adimensionales de momentum

Partiendo de la ecuacion (2.2) y adimensionalizando por partes, en direccion x:
Los efectos convectivos:

Ui v Uhg H Ou
p u@—l—v@ =p Hsoﬂ@—l——Hso 17%
L 0x

ox dy LH 0Y
_ pUfs, (- Ou _Ou
L u@x * Yoy
Los efectos de presion':
o (L
Op  mUns,LOIl  2*e*nq(? (m)
or H2L 0Oy kpToL ox

~ Uns, O 2**nePa 9> 06
- H?2 0y kgToL (1 + af)?dx

Los efectos difusivos (viscosos):

moUns, Ou 00

g0 _ . 2mUns, 0u 00
L2(1 + af)? Ox Ox

0xor -¢

1Véase la ecuacion 1.4 y 1.3.
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877 ov  Ou\ B NoUms, ov 5 0l 8_
ay <3x N ay> = L0 1 b <H oy T F 8Y> oy

__mUnsy (200 Ou 09
m(1+a02 \" oy "oy ) oy

Los efectos de las fuerzas de cuerpo (eléctricos):

o (_22262%@) (_@)
Pebe = kﬁBT ox

22PN (Y o D9
k:BTo(l +af) L dy

——¢

H2
Multiplicando todos los términos por

. MnoUns,
Los efectos convectivos:

pUks, H? [ 0u _ou\ HpUps,H [ 0u _0Ou
L noUns, ( 3_X va_Y> - Mo (u@+va_Y)
= eReyg (a@ + 17@>
dx oY

Los efectos de presion 2:

~ mUns, H? on N 22e?n oo H? 2 90
H2 UQUHSO 6)( k’BTOL 770UHSO (1 + 09)2 aX
_ oo Pt o

ax 2 (1+af)?dy

Los efectos difusivos (viscosos):

UHSOT]O H2 0 262’& 82ﬂ 0 8 U u
1-— =(1- i
7 s\ 15a0) "oz T oy Tra0) T2 T

. _2mUns, H* 0udd _ _, , 1 0udl

7LQ(l + ad)2 nyUps, Ox Ox 7 (1 4+ af)? 0x Ox
noUxs, H? 8'0 N du\ 90 _ 1 01} L ou ou
H2(1 + af)? nyUps, ax Y ) oy 7(1 + af)? 0)( )%

Los efectos de fuerzas de cuerpo (eléctricos):

2ol H? 35 22%e*noo (o0 H? L 3¢
LkpTy(1 4+ o) noUgs, Ox LkBTO( + af) noeC oo 8)(
222’n o H? 1) 0

ekpTy (1+af)dy
., ¥ 09

" (1+af)dx

ZVéase la definicion de Ugg en la ecuaciéon (1.2).
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Finalmente: . . ol &2 ”
u  _Odu) Ol =2 o Pt
efteo < v ) ay 92 (1+af)? oy

Yox oy
(1o 0 82 +62a
TTra8) \" 02 " a2

. 1 _ouon
(14 af)? 0x Ox

N 1 200 Ou) 0f
Ta+a02 \" oy "oy ) oy

oW 09

* (1+ ab) oy

Partiendo de la ecuacion (2.3) y adimensionalizando por partes, en direccion y:
Los efectos convectivos:

< (91) 5’1}) <UHSOH (921 UHSOH 81])
p = +

— 2ve

2 oy 12 ‘ay
. pUIQJSOH (_aU 8U>

L? u@x —H]@_Y

Los efectos de presion:

dp _ LnoUps, 011 22en.o % - 06 o
“oy  HP oYy HkBTO(l o \Way "2t al)5y
_ LnoUns, oIl 2e2n00C2p%a 06 222, (%) a¢

T HY Y HkBT0(1+a9)2aY HkgTy(1 + ab) 8Y

Los efectos difusivos (viscosos):
v 0% noUxs, 0 , 0%, 0%
CU 2 = 1 7 ey R
n(@ﬁ +8y2) HIL3 ( 714—049) < ox? * 8Y2)

noUm s, 7 82‘ 0%v
= oS (g +
HL 1+ ab GX Y2

877 ov 2noUys, Ov 00
Ay dy HL(l + af)? Y 9Y
On (v Ou) _ noUms, 5 00 , 0u\ 00
ox <8x N ay> HL3(1 + af)? (H ox + L%y Y ) dx
ﬂ 2 o OU Lo ou\ 00
HL(1+a0) ox | dY ) dy

Los efectos de fuerzas de cuerpo (eléctricos):

P —22%2e®noo (Y ¢ o
() 5(8)
- 220, (%) O
T HkgTy(1+ af) 9Y
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H3

Multiplicando todos los términos por ————:
noUns, L

Los efectos convectivos:

2 nlUnsl \“ox "'ov) T B ox ov
ov ov
= €3R€0 ( a + Ua_Y>

Los efectos de presion:

_ LnoUns, H3 8_H+ 22e2n.. 2o H3 % B 222€*n. (%) H3 8_@5
H  noUns, LY ' HkpTo(l + a2 oUns LY  HkgTo(l + af) noUnsiL 9Y
oIl 22e®n H*al  ?* 00 22%e*n H?> (o oY
T ko b I+ abROY | ekgTy  do(l+ab) Y
on o P00, b0
oy O xatroy O (i+ab) oy

Los efectos difusivos:

3 2 2 25 25
noUps, H ¢ 8 +afu _(1-¢ 0 58 +8
HL nyUgs,L 1—|—a9 8 2 0Y? 1+ ab ox? 0Y?

e mUns M 0000, 1 v op
HL(1+ af)2nUys, L OY 0Y (14 ad)20Y 9Y
¢ noUm s, H3 31} L o8 ou\ 060 _ge? 1 81} L o8 ou '\ 06
HL(1+ ab)?noUys, L (9)( oy ) ox (1+ah)? ax Y ) dx

Los efectos de fuerzas de cuerpo (eléctricos):

222N (2 H3 8_@@ B 22%e*n. H? ¢y o

Hk’BT()(]_ +Oé€) nOUHSOL oY T EI{JBTO ¢0(1 —|—040)8_Y
_ o2 ¥
* ¢(1+ab)dY
Finalmente:
ov 00N _ O o o8 b dd
SRQO( ax U ay) STy " ranzoy M o (1 +ab)dY
0 , 00 0%
2 —
e (1 §1+a9>< 9 2+ay2)

1 0v 00
(1+ab)2 Y oY

9 1 , 00  Ou\ 00
o £(1 + af)? ( dx N aY) ox
I

(14 ab)dY

— 2e%¢
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Simplificando:

ey (427 45 0) _ 01 o @ o
© "oy T oy v " 2 (1 +ah)2oy
9 *v 0%
2 _ 2~ 7 ~ 7
T <1 f1+oz0> (6 8X2+8Y2) (B.3)
_2525—1 @% |
(1+af)2oY 8y
e L (a00 ou\ 08
gé(l—l—oz&)Q © 8X+8Y ox

Cuando se analicen los resultados mas adelante, se espera que cuando la variacion de la visco-
sidad sea cero respecto a la temperatura (§ = 0), entonces se obtendrian los mismos resultados
reportados en los analisis que no consideran la viscosidad variable. Si en las ecuaciones anterio-
res (B.2 y B.3) se hace esa consideracion (£ = 0) y que 9 no depende de ;, se obtiene la misma
ecuacion que la reportada en el articulo de Ramos et.al. [§].

Ecuacién adimensional de energia

Adimensionalizando término a término, partiendo de la ecuacion (2.4):
Los efectos advectivos:

oT  oT\ Uns,AT. 00  Ups, HAT, _
 pCAT.Uns, (09 90
N L u@x * Yoy
_ pCpUHSOUQS(%Hz I—L% _}_@ﬁ
kL3 ox Y

Los efectos difusivos:

o*r  o0*T AT, 0%0 AT, 9%0
k\=—+—==) =k +
022 " 0y 2 02 ' H? 9Y?
kAT, [ ,0%0 020
H? ax?  0Y?
o2 0%0 0%
= (82 e " aw)

Los efectos generadores:

g 09\ ” 0\ °
o1e = ( (-5;) *(‘%))
(P06 CovN (o]
-7 (m*za—x) *F(a‘y))
(B (06N (00N eCObO) ()
= 2(5) +=(5) T ()
o [ 5 (90N 2[00\ 220600 1 [P\’
" \° (a) *?(a) T&&*?(a‘y)
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L2
Multiplicando cada término por F, la ecuacién completa toma la forma:
)

00 00N L% %0 [(96\® 1 [\ 20600 1 [P\’
5P€°(“&*“a—y)—5a—wm+(a) *?(a TSavax T \ay

Como el campo eléctrico inducido no depende de la direccién horizontal, entonces:

00 00 ,0% 920 (de\® 1 [dp\’
v =2 [ — (== B.4
ePey (uax + U@Y) = toye T (dX + = \ay (B.4)

Ecuaciones adimensionales de campo eléctrico

En direccion z, partiendo de la ecuacion (2.5):

do
E,=-22
dx
- o do
EoE, = — 2%
0 L dyx
Gy _ovdd
L L dy
d¢
g, =2 B.5
-z (B.5)
En direccion y, partiendo de la ecuacion (2.6):
drp
E =_—=
Y dy
- ¢ dy
Pl =5 0y
_ dy
Sp--Ld
H HdY
dy
v = oy (B.6)

Ecuacién adimensional de Poisson
Partiendo de la ecuacion (2.7):
0?d 0P P
ox dy €
0%¢ N 0% N 9% 22%€*ngt)
ox2  0x2  Oy:  ekpT

@@ + iﬁ + L 82& = 22’2627100@])
L2Ox2  L20x2  H20Y?  ekgTy(1 + ab)

C (81 20, 2O) _ _2inaty

L te = ekpTo(1 + af)

ox? ox?  0Y?
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2 ﬁ_ﬁ_gﬁ)?dj O 22%e*n HE )
E T S T av2 T ekgly 1+ab

Finalmente:

52§82$ 82821/; + >y = o W
0x? ox? 0Y?2 1+ab
Como el campo eléctrico inducido no depende de la direcciéon horizontal, y la segunda derivada
del potencial aplicado es igual a cero:

d?1) KE -
= B.
ay? 1+ a@w (B.7)
Ecuacion adimensional de Laplace
Partiendo de la ecuacion (2.8):
o _
da?
s
L? dx?
d?¢
— =0 B.8
e (B3)

71



Apéndice C
Apéndice de figuras

En la figura C.1 se observa la importancia de los fendémenos térmicos en el anélisis y so-
lucion del potencial inducido. La consideracién de que el potencial ¢ se encuentra en la pared
es incorrecta, provocando cambios bruscos en la soluciéon numérica debido a la condiciéon de
frontera impuesta. Cuando los efectos térmicos son importantes, entonces la aproximacion de
Debye-Hiickel para el limite en EDL delgadas deja de ser véalido, ya que se considera la densidad
de carga eléctrica como funcion de la temperatura.

3.5 T T T T T T T T
Was.

2.5

2.0 1

1.5+

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 Y 1.0

Figura C.1: ¢)(Y') para diferentes valores de oy v = 1.

En la figura C.2 se observan las soluciones que tiene el perfil de velocidades con consideracio-
nes de los parametros adimensionales que tienen como consecuencia el plantear incongruencias
con la fisica del problema, como valores tan grandes de 4 que representen una viscosidad nega-
tiva. FreeFem++ es capaz de resolverlo, no obstante, la fisica del problema pierde coherencia
y se obtienen resultados fuera de la realidad.
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Figura C.2: (YY) para diferentes valores de vy a = 0.1.
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