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Nomenclatura

Simbolo Unidades Definicion
m kg Masa
t S Tiempo
vV m Velocidad
S
a m Aceleracidn
52
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s
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y rad Angulo de deformacion
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o)
)
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] kg m* Momento polardeinercia
U ] Energia potencial
K ] Energia cinética
D N'm Energia disipativa
S re
0 rad Angulo
T Nm Par
k N/rad Constanteeldstica
£ vV Fuerza electromotriz (fem)
B T Campo magnético
(O Wb Flujo magnético
w, ﬂ Frecuencia natural
Ba S Relaciénde diametros
D, m Didmetro delaturbina
Leurp m Espesor delaturbina
Ltiecha m Longitud dela flechadela turbina
Dfiecha m Diametro delaflecha
u kg/ms Viscosidad cinematica



Modeladode una turbina Pelton

1 Introduccion

1.1. Antecedentes

1.1.1 Historia de las turbinas hidraulicas

Las turbinas hidrdulicas que hoy conocemos parecen tener como primer ancestro una maquina cuyo
objetivo era el de irrigar el agua en las cosechas. Una de estas maquinas se conoce como Rueda persa o
sagia, la cual es una rueda grande montada en una rueda horizontal con cucharas en su periferia. Aln se
pueden ver estas ruedas trabajando en regiones de Egipto, acopladas a engranes y movidas por algin
animal de carga, como un bufalo, burro o camello.

Alguien debié darse cuenta que, si se desenganchaba al animal del mecanismo, la corriente haria que el
mecanismo girara en sentido contrario, y asi se podria aprovechar la energia que tiene el fluido para
producir movimiento. Lasprimeras aplicaciones de este mecanismo fueron en molinos para moler el grano
del maiz

La primera alusion literaria de una turbina hidraulica, hecha por Antiparter de Tesaldnica, en los afios 80
a.C. “Dejad vuestra labor vosotras doncellas que trabajdis en el molino... Porque Ceres ha ordenado a las
ninfas del agua que hagan vuestra tarea”.

Los romanos ya utilizaban ruedas hidraulicas; se cree que el muro Adriano levantado entre los afios 122-
132 para defender el territorio britano de las tribus de los Pictos se tenian unas cuantasruedas hidraulicas
para mover molinos de trigo. Quiza los romanos no explotaron la idea de extraer la energia de un fluido
debido a que teniansuficientes esclavos para generar este movimiento; los molinos de trigo solian moverse
amano, los cuales aun pueden encontrarse en lo que fueron colonias romanasen la actual isla de Inglaterra.

En aquella época el trabajo de un constructor de molinos era el de viajar por todo el pais y construir molinos
nuevos o reparar los ya construidos. Se registran mas de 5000 molinos en el censo de 1086 (Cérdova).

Las primeras ruedas hidraulicas fueron construidas posiblemente en Asia, China y la India, hace unos 2200
anos. De Asia pasaron a Egipto, y desde alli a Europa y América.



Leonardo da Vinci, Galileo y Descartes realizaron estudios matematicos sobre las ruedas hidraulicas, vy el
francés Parent (1666-1716) realizé por primera vez un estudio del funcionamiento de las ruedas hidraulicas,
prediciendo una relacion entre la velocidad de la rueda y la velocidad de la corriente del agua.

Leonard Euler en 1754 publica en su memoria de Berlin sobre maquinaria hidraulica: “Théorie plus compléte
des machines qui sont mises en mouvement par la reaction de I’eau”. En estas memorias, se desarrolla por
primera vez la ecuacidon fundamental de las turbomaquinas.

Claude Burdin (1790 — 1873) escribe en su memoria de la academia de ciencias la teoria: “des turbines
hydrauliques ou machines rotatoire d grande vitesse” usa por primera vez la palabra “turbina” al vocabulario
técnico. Turbina viene del latin turbo-inem que significa rotacién o giro.

Burdin tuvo un discipulo, Fourneyron (1802-1867) quien en 1827 construyd la primera turbina hidraulica
experimental. Esta turbina fue exitosa, pues era capaz de explotar saltos mayores que los explotables con
las antiguas ruedas hidraulicas, era radial centrifuga, de inyeccién totaly escape libre.

Después de la turbina de Fourneyron, se crearon otros disefios como el de Henschel, Jonval, Fontaine,
Girard, entre otras. Sin embargo, estas turbinas han dejado de construirse debido a que sus eficiencias son
menores al 70% en plena carga y tienen velocidades de giro muy reducidas, lo que genera una potencia
baja.

En general, se puede resumir la historia de las turbinas de la siguiente manera:

- Siglo XVIII: gestaciénde las turbinas hidraulicas

- Siglo XIX: nacimiento (en este siglo nacen las turbinas Pelton y Francis, las cuales son dos de las
turbinas hidraulicas mas utilizadasen todo el mundo)

- Siglo XX: desarrollo

A principios del siglo XX se creanlas turbinas hidrdulicas de granvelocidad:

- 1905: en USA existen turbinas hidraulicas de 7360 kW girando a 250 rpm (turbinas Francis gemelas)
- 1915: Creacidn de la turbina Kaplan

- 1918: Creacién de la turbina Banki

- 1919: Creacion de la turbina Turgo

- 1950: Creacidn de la turbina Deriaz

- 1970: Creacién de la turbina Bulbo

Con el paso de los afios las turbinas hidraulicas han modificado su diseiio y sus condiciones de
operacién para lograr una mayor eficiencia y una mayor generacién de potencia para satisfacer la
demanda energética en aumento de la poblacién. Sin embargo, todas conservan el mismo principio:
transformar la energia cinética de un fluido en energia de rotacidn de una flecha para generar trabajo
mecanico.



1.1.2 Demanda de energia eléctrica en el mundo

Vivimos en una era donde la energia eléctrica se ha vuelto algo indispensable para realizar nuestras
actividades diarias. La usamos en los medios de comunicacién, transporte, abastecimiento de alimentos,
trabajo, hospitales, alumbrado publico, entre otros elementos de una lista innumerable. Llegamos a un
punto en la historia donde no podriamos realizar muchas de nuestras actividades diarias sin energia
eléctrica.

La Agencia internacional de Energia (IEA por sus siglas en inglés) es una autoridad energética global fundada
en 1974 creada para ayudar a los paises a coordinar la demanda energética de la poblacién y administrar
los recursos que se necesitan para la produccion de energia, como gases, petrdleo, carbono, entre otros.

En 2017, se calcula que se tuvo un consumo de energia eléctricade 25 570 TWh, (Agency, s.f.) siendo este
unincremento del 3.1% (780 TWh) del consumo de 2016, con China y la India como los dos paises con una
mayor aportacion a este incremento.

Electricity generation in 2017

23570 TWh

Renewables 25% -

-,

~ Coal 37%

MNuclear 10%

Oil 4% -~

Gas 23%

Figura 1. Consumo energético mundial en el afio 2017. Delos 25 570 TWh que se consumieron en este afio, se calcula queel 37%
se produjo con fuentes de carbon, 23% con la combustion de gases, 4% con la combustion de petréleo, 10% con generacidn de
energia nucleary 25% con energias renovables, en las que se incluye la energia generada por plantas hidroeléctricas. (Secretaria
de Energia)

Entre la generacidn de energia eléctrica con energias renovables, encontramos la energia solar fotovoltaica,
energia edlica, hidroeléctrica y otras. La energia hidrodindmica es la energia que se produce en plantas
hidraulicas.



1.1.3 Energia eléctrica en México. Historia, produccion, distribucion y demanda

En el periodo de 1897 a 1911 en México se tenian mds de cien empresas eléctricas encargadas de la
generacion de la energia eléctrica en el pais, de las cuales la mayoria eran plantas aisladas para industrias,
alumbrado publico y algunos servicios domésticos. Se tenia una capacidad de 31 039 kW.

En 1925 se tuvo un incremento en la demanda de 31 a 390 MW. Es por esto que el 14 de agosto de 1937
se credla Comisién Federal de Electricidad (CFE), con la finalidad de una planeacion, explotacion y ubicacion
de recursos destinados ala generacién de energia eléctrica.

Para el afio de 1943 México contaba con una capacidadde 680 MWW, y asi siguié un constante crecimiento:
los 720 MW en 1945 y a los 1400 MW en 1951. Para el afio de 1960 el gobierno mexicano adquirié
practicamente la totalidad de los bienes eléctricos en todo el pais.

En 1960 se tenian 41 plantas hidroeléctricas relativamente pequefias, y se iniciaron proyectos para la
creacién de plantas hidroeléctricas en locaciones con caudales de agua mayores y caidas menores.

El primero de estos proyectos hidroeléctricos fue el denominado Infiernillo, ubicado en el rio Balsas, el cual
entré en servicio en 1965. Fue necesario un aumento en la transmisién del voltaje, pasando de 230 kV a
un valor de 400 kV.

En esta misma época hubo un periodo en el mundo donde el petrdleo eraabundante y barato, por lo que
las plantastermoeléctricastendrian un periodo de auge, dejando en segundo planoa las plantas hidraulicas.

En la actualidadlas fuentes de generacién de energia eléctrica estan interconectadas mediante una red de
lineas de transmisiéon de altatension a lo largo de todo el territorio nacional.

México es miembro de la IEA desde 2018, y tiene un registro de consumo de energia eléctrica de
280.62 TWhen el afio 2016 (International Energy Agency México, s.f.)

Por planeacidn, el sistema eléctrico nacional se divide en nueve regiones que son el Sistema Interconectado
Nacional (SIN), y los sistemas aislados de Baja California y Baja California Sur.
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Figura 2 Mapa del sistema eléctrico nacional (Secretaria de Energia)

En el afio 2016, alrededor del 98.5% de la poblacién contaba con el servicio de energia eléctrica, divididos
en: Residencial (88.6%), Comercial (9.8%), Industrial (0.8%), Servicios (0.5%) y Agricola (0.3%).

. Servicios
Industrial

0.5%
0.8% _\/ " Agricola
0.3%

Comercial
9.8%

Residencial
88.6%

Figura 3. Participacion de usuarios por sector. 2016 (Secretaria de Energia)

El crecimiento en el consumo de las 9 regiones en el periodo comprendido entre 2006 y 2016 puede verse
en la Figura 4.
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Figura 4. Consumo de energia eléctrica por region (GWh) (Secretaria de Energia)

Al cierre del afio 2016, se reportd un consumo totalde 298,791.7 GWh. Los porcentajes de este consumo
por regién se pueden ver en la Figura 5.

MNoreste
17.5%

Peninsular
4.1%

Baja California
N Sur
J N 0.9%

[

| SIN: 282,662 GWh |

SEN: 298,792 GWh

Figura 5. Porcentaje de consumo de energia eléctrica por region (Secretaria de Energia)

Por otro lado, la demanda de energia eléctrica involucra factores como la evolucidn de las ventas en las
distintas zonas, pérdidas eléctricas, comportamiento histérico, escenarios de consumo sectorial, entre
otros. La demanda maxima (carga horaria durante un afio medida en MWh/h) de cada region puede verse
en la Figura 6.
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JE—
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Figura 6. Demanda mdxima integrada por region (MWh/h) (Secretaria de Energia)

Del total de 73 510 MW generados en el afio 2016, 71.2% corresponde a centrales de tecnologias
convencionales, y el 28.8% restante a centrales con tecnologias limpias. De esas tecnologias convencionales
se encuentra en primer lugar el ciclo combinado con 37.1% (27,724 MW), seguido por la termoeléctrica

convencional e hidroeléctrica, ambascon 17.1% (Figura 7).

boeléctrica
7.3% Edlica
Turbogas  5.1%
6.9%

Combustion Interna y
Lecho fluidizado
2.8%

Nucleoeléctrica

Termoeléctrica 2.2%
convencional Bioenergia y
17.1% Cogeneracion
eficiente
2.6%
Geotérmica, Solar,
FIRCO, Generacion
Distribuida y Frenos
Regenerativos
1.8%

Ciclo
Combinado
37.1%

Figura 7. Porcentaje de energia generada por tipo de tecnologia en 2016 (Secretaria de Energia)

En la Figura 8 se puede ver el crecimiento de la demanda energética en el periodo de 2006-2016 dividido

en tipos de tecnologia.
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Figura 8. Evolucion de generacion de energia eléctrica por tipo de tecnologia. (Secretaria de Energia)

La transmisién y distribucion de la energia eléctrica se lleva a cabo por la Red Nacional de Transmisién (RNT),
la cual es un sistema integrado por un conjunto de redes eléctricas agrupadas en 53 regiones de
transmision: 45 interconectadasy 8 pertenecientesa los sistemas aislados de la peninsula de baja california

(Figura 9).
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Regiones de Transmision

5048 %5 1 Hermosillo 19 Huasteca
2 Cananea 20 Tamazunchale
3 Obregdn 21 Giémez
4 Los Mochis 22 Tepic
S Culiacdn 23 Guadalajara
6 Mazatian 24 Aguascalientes
7 luarez 25 San Luis Potosi
8 Moctezuma 26 Salamanca
‘_____22'/‘12 9 Chihuahua 27 Manzanilo
,5_} ; 5 % 10 Durango 28 Carapan
‘é 13 11 Laguna 29 Lazaro Cardenas
"% 12 RioEscondido 30 Querétaro
»tﬁ“w“wls 13 Nuevolaredo 31 Central
21 14 Reynosa 32 PozaRica
t}; 15 Matamoros 33 Veracruz
16 Monterrey 34 Puebla
17 Sattillo 35 Acapulco

18 Valles 36 Temascal

—— Hasta 499 MW
" De500a999 MW
~" De 1,000 a1,500 MW
======> Mayor a 1,500 MW

Figura 9. Enlaces entre las 53 regiones de transmision en 2016. (Secretaria de Energia)

37 Coatzacoalcos
38 Tabasco

39 Grijalva

40 |xtepec

41 Lerma

42 Mérida

43 Cancin

44 Chetumal
45 Cozumel
46 Tiuana

47 Ensenada
48 Mexicali

&2 a‘al-:gok‘o
50 gﬁstitucién
51 LaPaz

52 Los Cabos
53 Mulegé

Las lineas de transmision de 161 a 400 kV representanel 50% del total de 104,133 km, y las lineas de 69
a 138 kV representan el 48.3%. El 1.7% restante corresponde a otras lineas con niveles de tensién de 400

y 230 kV (Figura 10)

5400 kV
H230kV
H161kV
245 m138kV
W 115kV
0.4% " 85kV
13% 69 kv

400 kv*

230 kv*

Figura 10. Porcentaje de lineas de transmision divididas en tension transmitida en kV. (Secretaria de Energia)
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1.2. Hipotesis

Es posible modelar matematicamente una turbina Pelton para calcular sus modos de operacion y asi
modificar sus pardmetrosde disefio antes de construirla, en vez de obtener los valores de forma empirica,
asi como para evitar factores que pueden poner el peligro el proceso de operacion y la integridad de los
componentes, como el golpe de ariete y la cavitacion, y reducir el tiempo en el que la turbina entra en
operacién.

1.3. Objetivos

Realizar el modelado matematico de una turbina Pelton con el uso de mecanica de fluidos, mecanica de
sélidos, mecdnica lagrangiana, teoria electromagnética y teoria de control, con el fin de calcular variables
de disefio como velocidad de chorro, didmetroideal de tobera, cargaideal, velocidad de la turbina y fuerza
electromotriz generada, para conocer la respuesta de un caudal de entrada considerado como un sistema
de primer orden con un estado transitorio y un estado permanente. Con esta informacién y el modelo
matemadtico se sustituyen los valores de disefio reales de una turbina Pelton, y se comparan con los valores
finales reales como potencia, velocidad angular y par, y se sugiere una mejora en el disefio de los puntos
identificados.
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1.4. Vanguardia tecnologica

El desarrollo de la mecénica de fluidos y su implementacion a la teoria de las turbinas ha tenido como
objetivo incrementar su eficiencia. La continua mejora en el disefio de lastoberas ylos dlabes de las turbinas
Pelton ha incrementado su eficiencia en alrededor de un 90% (Zhang, 2016)

A pesar de las mejoras de los disefios en los Ultimos afos, aun no es bien comprendido el funcionamiento
del proceso del fluido en una turbina Pelton, a diferencia de otras turbomaquinas como las bombas o las
turbinas Francis, por lo tanto, al disefiar una turbina Pelton ha sido necesaria la experiencia practica de su
funcionamiento. Por ejemplo, el nimero de alabes que tiene una turbina Pelton aun se calcula por
experiencia o modelos de prueba.

La investigacidn experimental se ha concentrado en el estudio de las mediciones de los chorros de aguaa
alta velocidad y el flujo de agua enlos dlabesde la turbina Pelton, por ejemplo, la implementacién de tubos
de Pitot y visualizaciones de flujo como las hechas por (Berntsen, 2001) y (Brekke, 2005). Las fotografias del
chorro de alta velocidad han sido Utiles para comprobar su estabilidad y expansion (Staubli, 2004). Técnicas
mas avanzadas como la medicién con anemometria Doppler laser (LDA por sus siglas en inglés) han sido
utilizadas por (Zhang Z. B., 2003) que permiten una medicion dptica precisa del chorro.

Debido a la dificultad de medicion del fluido en los alabes de la turbina, los estudios de esta zona se han
limitado a visualizacién de flujo, no existen medidas experimentales, por lo tanto, se asume que la velocidad
del fluido relativa a la de los dlabes es igual. A principios de este siglo, se han hecho medidas de la
distribuciéon de presiones del fluido en las superficies de los alabes en rotacién (Angehrn, 2000) (Kvicinsky,
2002) (Perrig, 2006)

Lasmedidas realizadas en laboratorios han sido realizadas con modelos de las turbinas Pelton, sin embargo,
las eficiencias finales siempre difieren del modelo real, esto es debido a una diferencia significativa de los
nuimeros de Reynolds obtenidos. Por lo tanto, las eficiencias de las turbinas reales han sido calculadas
utilizando las eficiencias de los modelos prototipo (Grein, 1986) (ZhangZ., 2006).

Ha sido posible optimizar el nimero de alabes de las turbinas Pelton con una funcién que relaciona el radio
del didmetro de la rueda Pelton con el didmetro del chorro de agua (Taygun, 1946).

Debido a los altos costos de los modelos prototipo, se ha aumentado el estudio de las turbinas Pelton por
medio de mecanica de fluidos computacional (CFD por sus siglas en inglés), este estudio comenzé en los
anos 90. Estudios relevantes hechos por (Kubota, 1998), (Parkinson, 2005), (Muggli, 2000) , (Mack, 2002)
han tenido como objetivo la interaccién entre el chorro y los alabes rotando, asi como en la velocidad
relativa del fluido en la superficie de los alabes.

El desarrollo de métodos de analisis ha tenido una gran importancia en el aumento de la eficiencia de las
turbinas Pelton. Basicamente se utilizan los métodos Euleriano y Lagrangiano para analizar el movimiento
relativo de las particulas del chorro en la superficie de los dlabes, y como estas interactian con fuerzas
como la centrifuga, la fuerza generada por el efecto Coriolis y fuerzas inerciales. Las ecuaciones de
movimiento que hansido obtenidas no hansido de gran utilidad para generar conclusiones. (Kishioka, 1972)
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son del pequefio grupo de investigadores que se han dedicado a obtener las ecuaciones que describen el
flujo en un alabe en rotacién, y determinar las pérdidas de flujo, sin embargo, debido a la complejidad del
estudio analitico, no se realizaron mas avances.

(Zhang Z. &., 2007) realizaron estudios del denominado jet layer method, en el cual hacen un analisis entre
la friccidn viscosa entre una capa de aguay la superficie del alabe, la cual representa una de las principales
causas de las pérdidas de la eficiencia en una turbina Pelton. La friccién viscosa entre el flujo y el dlabe ha
sido denominada como el teorema de friccion de flujo (flow friction theorem), el cual ha demostrado que
paraincrementar la eficiencia es necesario hacer la superficie de los alabes tan lisa como sea posible.
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2 Marco teodrico

2.1. Mecéanica de Fluidos

2.1.1La ecuacién de Bernoulli

La siguiente ecuacion se conoce como la ecuacidn de Bernoulli para flujo estacionario sin friccion a lo largo
de una linea de corriente (White, 2004)

(Error!
1 Reference
&+—V12+ gzl=p—2+—V22+ g z, = cte source
p 2 p 2
not
found.1.1)

La interpretacion de esta ecuacion es que, si no consideramos los efectos de la friccidn, el fluido sigue una
. , , , . P i . .
trayectoria por una tuberia en la que conserva su energia. El término 5 se refiere altrabajo realizado por el

campo de presiones, mientras que los términos EVZ + g zse refieren a la energia cinética y potencial del

fluido respectivamente. Debido a que no existen pérdidas de friccidn, la suma de estos tres términos en
cada punto de la trayectoria del fluido sera un valor constante.

Aunque la ecuacién de Bernoulli es una interpretacién matematicamente correcta de un fluido, se debe
tener cuidado al usarla, ya que en los problemas reales nos encontramos con la friccién entre el fluido y las
paredes de la tuberia, compresibilidad y pérdidas de carga o intercambio de energia con los alrededores.
Para poder usar la ecuacién de Bernoulli, debemos tener en cuenta que el fluido cumple con los siguientes
puntos:

1- Flujo estacionario

2- Flujo incompresible

3-  Flujo sin friccion

4- Flujo a lo largode una linea de corriente

5- Sin trabajomotor entre los puntos 1y 2

6- Sin transferencia de calor entre los puntos 1y 2

Estos 6 puntos siempre existirdn en un problema real, pero si se considera que su aportacion al problema
no es considerable, se puede usar la ecuacion de Bernoulli para describir el comportamiento del flujo.
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2.1.2Teoria de la obstruccidn de Bernoulli. Toberas

Una tobera es un dispositivo que obliga a un fluido a pasar por una seccidn mds pequeiia, incrementando
su velocidad. Existen dos tipos de toberas; las de radio grande (o curvatura suave) y las de radio pequefio
denominadas toberas ISA1932. (White, 2004) Una tobera de radio grande se muestra en la figura 11.

3 7]
aosa] T
Flujo B B ¢
.l

1 <13 mm

—»‘ «— £, <0.15D

Figura 11. Representacion de la salida de una tobera de radio grande (White, 2004)

El flujo viene de una seccidn con un diametro D, y es obligada a pasar por una seccién disminuida de
didametro d. Podemos definir el coeficiente 8; como la relacidon entre ambos diametros

(Error!
Reference
source

not
found.2.1)

_d
ba =7

En una tobera de curvatura suave se recomienda utilizar la siguiente expresion para el coeficiente de

descarga (White, 2004):

(Error!
1 6 % Reference
Cq~ 0.9965 — 0.00653 2 (ﬁ> source
b not
found.2.2)

Paratoberas de radio pequefio (ISA 1932) se recomienda la siguiente expresiéon (White, 2004)
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(Error!
6\ 115 Reference
) source
not
found.2.3)

Cq~0.9900— 0.2262331(0.000215— 0.0011258 + 0.002498;7) <ﬁ
D

Las toberas suelen tener valores de 8 entre 0.2 y 0.8. Los coeficientes de descarga suelen tener valores
entre 0.6 y 1. Un coeficiente de descargaigual a 1 significa que no hay pérdidas en la tobera, por lo tanto,
al disefiar una tobera se desea un coeficiente lo mas cercano posible a 1.

2.1.3Turbomaquinas

Una turbomdaquina es una maquina que se encarga de transformar la energia de un fluido con un
mecanismo de rotacion. Si la turbomaquina extrae energia del fluido, se denomina Turbina, y siaumentala
energia del fluido, se denomina Bomba.

Las turbinas se dividen en dos clases: aquellas que llenan por completo los canales entre dlabes y el cambio
de carga ocaida de presién tiene lugar en el rotor (reaccidn), y aquellas que convierten la carga enun chorro
de alta velocidad con una tobera para luego impulsar la turbina (impulso).

Una turbina de impulso trabaja con cargasgrandesy potenciasrelativamente bajas, ademas de trabajar con
velocidades demasiado altas debido a la implementacion de una tobera. (White, 2004).

Las turbinas Pelton (nombradas asi en honor a Lester A. Pelton (1829-1908) quien realizé el primer disefio
eficiente) pertenecen al grupo de turbinas de impulso. Existen dos tipos basicos de turbinas Pelton:
horizontales y verticales, esto se refiere a la posicion del eje acoplado a la turbina (figura 12).

Figura 11. Turbinas Pelton Vertical (izquierda)y horizontal (derecha). (Zhang, 2016)
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Las turbinas Pelton pueden tener una o mas toberas, esto incrementa el par aplicado en la turbina. En este
trabajo modelaremos las turbinas Pelton de una sola tobera.

Enlafigura 13 (a) se tiene una representacion de una turbina de impulso; una toberay una valvula de aguja
reducen el area de seccidn transversal de la tobera a un valor 4j, lo cual incrementan la velocidad V; del
chorro de agua que golpea las cazoletas de una turbina que tienen una velocidad u, ubicadasa una distancia
r del centro de giro, produciendo una velocidad angular w de la rueda.

Cazoleta Vi—u _—= — =g
.
-
) -
f
z

Valvula
de aguja

= r ——|

;’_7
l.f u

(a) (©)

Figura 13. Representacion de una turbina de impulso (a) dngulo de salida del chorro deagua (b)y suma de los vectores de
velocidad del chorro de agua (c) (White, 2004)

La ecuacidon que define la potencia neta de la turbina es la siguiente (White, 2004):

(Error!
Reference
B, =190 = pQu(V; — u)(1—cos B) source
not
found.3.1)

Si se quiere obtener la eficiencia de la turbina, se debe dividir este valor de potencia entre la potencia
disponible

P pQu(V; —uw)(1— cosp) LErfror!
= - eference
paet poeHt source
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not
found.3.2)

La variable ¢, se conoce como el factor de velocidad periférico, y se define como la relacion entre la
velocidad del dlabey la velocidad ideal del chorro de agua

(Error!
u Reference
bp = W smtjrce
no
found.3.2)

Si se sustituye este valor en la eficiencia de la turbina, se sustituye el valor de la velocidad real del chorro
V; = C,(2gH)*? y se factoriza, se llega a la siguiente expresion

(Error!
Reference

n =2(1-cos )¢, (C, — ¢) source
not
found.3.3)

Esta es la expresion de la eficiencia de una turbina en términos de la velocidad periférica. Se tiene un
maximo cuando ¢ = %y C,~047. En la figura 14 se muestran las graficas de las eficiencias de una turbina
ideal, con valores de 8 = 180°,C, = 1, para las condiciones tipicas de trabajo(f = 160°,C, = 0.94) y los
datos reales de una turbina Pelton de 2 ft de didmetro. Los datos de las condiciones tipicas de trabajotienen
Una Nmax = 85 cuando ¢, = 0.47, sin embargo, los datos de la turbina Pelton real dan una eficiencia
menor, esto es debido a las holguras, la friccion mecanica, el chapoteo y el flujo no uniforme en los alabes.
Las eficiencias reales de las turbinas de impulso suelen encontrarse alrededor del 80 por ciento, las cuales
son menores a turbinas como las Francis.
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Figura 14. Grdfica que muestra las eficiencias con datos ideales (linea continua), de trabajo tipicas (linea discontinua) y de una
turbina Pelton real de 2 ft de didmetro (linea punteada). (White, 2004)

Otro parametroimportante esla velocidad especifica de turbinas Ny, el cual relaciona la potencia de saluda
con la altura neta, y se obtiene de la siguiente forma

(Error!
%1/2 1/2 Reference
’sp = ‘o : = n(Pf) source
C,’_}S/4 p1/2(gH)5/4 ot
found.3.4)

—pz S€ conoce como el coeficiente

manomeétrico, y n son las revoluciones por segundo de la turbina. Esta es una forma rigurosa de calcularla
velocidad especifica. En la practica, suele calcularse de la siguiente manera

P - . H
Donde C; = —— se conoce como el coeficiente de potencia, Cf; = g
P pn3DS

(Error!
1/2 Reference
P [H(ft)]5/4 not
found.3.5)

De esta forma se pueden clasificar las turbinas de acuerdo a sus velocidades especificas y al coeficiente
manomeétrico (figura 15)
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Tipo de turbina Margen de V| Margen de C,,

Impulso 1-10 15-50
Francis 10-110 5-25
Hélice:
Agua 100-250 1-4
Gas. vapor 25-300 10-80

Figura 15. Clasificacion delos tipos de turbina segun su velocidad especifica y su coeficiente manométrico (White, 2004)

1.0
Francis
Hélice
Impulso
n 09 P AN
0.8 4
1 10 100 1000
Ny

Figura 16. Eficiencias de los tipos de turbina (White, 2004)

En la figura 16 se pueden comparar las curvas de eficiencias de los 3 tipos de turbinas. Como puede verse,
las turbinas de impulso se encuentran entre las de menor eficiencia, sin embargo, son las Unicas que pueden
trabajar con un rango de velocidad especifica relativamente bajo, es decir, grandes cargas y potencias

relativamente bajas.
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2.2. Mecéanica de Materiales

2.2.1 Esfuerzos en el rango eldstico

Consideremos en este capitulo que el par de torsidn T aplicadoal eje es tal que todos los esfuerzos cortantes
en el eje se encuentrandebajo de la resistencia a la cedencia 7, lo cual significa que se puede aplicar la ley
de Hooke 7 = Gy (donde G es el médulo de corte del material) y no habra deformacién permanente.

Si se sustituye la ley de Hooke eny = %ymax (Beer, 2010):

p
Gy ==G Ymax

C
T = ngax (2.2.1.1)

Esta ecuacidon muestra que mientras se tenga un esfuerzo cortante por debajo del esfuerzo a la cedencia
Ty, el esfuerzo cortante en la flecha varia linealmente con la distancia p desde el eje de la flecha. (Beer,
2010). Este resultado se puede ver en la figura 17, donde el esfuerzo cortante es nulo en el centro del eje,
y es maximoen p = c.

a)

Figura 17. Diagrama que muestra la distribucion de los esfuerzos cortantes en el interior de una flecha sélida. El esfuerzo cortante
es maximo en el radio c de la seccion circular, y es cero en el cento. (Beer, 2010)

Si sustituimos T = %Tmax en la ecuacion de la distribucion del esfuerzo cortante en cada una de las caras

del eje (Beer, 2010)

T
T=[pTdA =% [ p2dA (2.2.1.2)
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Donde el término | p2dA es la definicion el momento polar de inercia J de la seccién transversal con

respecto a su centro O. Entonces se tiene que

Tmax ]
Cc

T =
Despejando para T,y

TJ

Tmax

Este resultado se conoce como la formula de torsion elastica.

., . . . . 1
Nota: Para una seccion circular de radio ¢, el momento de inercia se calcula como | = Enc“

(2.2.1.3)

(2.2.1.4)
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2.3. Control

2.3.1 Sistemas de primer orden

La forma general de la funcién de transferencia de un sistema de primer orden invariante en el tiempo tiene
la forma

T(s) a

G =R “51b

(2.3.1.1)

Si se conoce la funcidn de transferencia G(s) de un sistema, puede aplicarse una entrada R(s)y conocer cuadl
sera su respuesta en el dominio de la frecuencia, para luego usar la transformada inversa de Laplace y
conocer la respuesta en el dominio del tiempo T(t).

La funcidn de transferencia se indeterminard sis = — b, por lo que al valor de p = — b se le conoce como
polo del sistema.

. . , . . . . 1
Si se aplica una entrada de escalén unitario al sistema, es decir, R(s) = u.(s) = = podemos conocer el
valor de T(s)

5B
SHES

_ _a 1 _ a _
T“)—G(S)'R(S)—m<;)—m—s s

Usando la transformada inversa de Laplace, se tiene el siguiente resultado

T(t) = (% _ %e‘bt) u (6 (2.3.1.2)

Si se hace el limite cuando el valor de t tienda a infinito, se puede obtener el valor final de la salida
a

a a
T() = rllilrc}o (3 —Ee—bt) =5 (2.3.1.3)

. a . . . . . . .z
El couente; es el valor al que la salida tiende en un tiempo infinito. Por supuesto, la funcidon nunca alcanza

este valor, por lo que se introduce la definicién de la constante de tiempo 7, la cual se obtiene al sustituir

1 . .
t = —en la salida del sistema

b b b b e ' b o

Lo cual significa que en el tiempot = 7 = ﬁ, la salida ha alcanzadoel 63.2% de su valor final
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Una variable conocida como el tiempo de asentamiento t; se usa para considerar que la respuesta ha
alcanzado el régimen permanente, es decir, las variaciones entre el valor de la salida evaluado en un tiempo

infinito y el valor de la salida evaluado en un ¢, difieren en un porcentaje segun la siguiente tabla

ty=>57 Criterio de 1%
ty =41 Criterio de 2%
t.= 3t Criterio de 3%

Se pueden identificar estos valores en la figura 18.

T(n) 4
|
0.632 | T ‘ | |
= =X =X =
& 7 2 & -
2 2 ES ES =\
0 T 2T 37 4t 5T t

Figura 18. Visualizaciéon del porcentaje alcanzado por las constantes de tiempo. (Ogata, 2010)
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2.4. Mecanica Lagrangiana

La mecdnica lagrangiana es una reformulacion de la mecdnica clasica de Newton. Fue formulada por Joseph -
Louis de Lagrange en 1788. Tiene como fundamento el cdlculo variacional, el cual se encarga del estudio de
las variaciones de lasfunciones. Leonard Euler postulé en 1744 el principio de minima accidn, cuya solucién
describe el camino mas corto de llegar de un punto a otro. Aplicado a mecdnica analitica, es posible calcular
la energia o trabajo minimo que se requiere para llegar de un estado a otro.

2.4.1 Ecuacién de Euler Lagrange

La ventaja de la mecanica lagrangiana es que no es necesario hacer un diagrama de cuerpo libre, solo se
necesita calcular una propiedad llamada lagrangiano (Fowless, 2005)

L=K-U (2.4.1.1)

El cual se define como la diferencia entre las energias cinéticas y potenciales de un cuerpo o sistema.

Es importante mencionar que el lagrangiano depende de dos variables independientes: posicion x vy
velocidad x.

Si se aplica la ecuacién de Euler Lagrange (Fowless, 2005) al lagrangiano, se tiene la siguiente ecuacién:

————=0 (2.4.1.2)

Aungue con esta ecuacién podemos describir el comportamiento de un cuerpo o sistema conociendo sus
energias cinéticas y potenciales, no podemos involucrar las pérdidas que tiene el sistema por fuerzas
disipativas ni las fuerzas externas que actiansobre el cuerpo/sistema.

Una modificacién ala ecuacién de Euler-Lagrange (Goldstein, 2002) permite involucrar estos términos:

d oL dL 6D_Qj-b'sj+rj-6sj

_ 2.4.1.
dtox ox 9% ox 5% (24.1.3)

, . aD ) S .
El término 35 S€ refiere a las fuerzas de elementos disipativos en el cuerpo/sistema, donde D es el

coeficiente de disipacién viscosa. Una fuerza disipativa es aquella donde hay pérdidas de energias, es decir,
un proceso irreversible.

(. Qyésj Tj6s; ) . . .
Los termlnos# ,#se refieren a las fuerzas y momentos generalizados que actUan sobre el sistema.
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En la ecuacidn de Euler Lagrange construida hasta ahora, solo hemos considerado una direccién en la cual
tanto el lagrangiano como las fuerzas, momentos generalizados y fuerzas de disipacion viscosa pueden
variar, sin embargo, el caso mas general es que pueden variar en un sistema coordenado arbitrario.

Por ejemplo, la energia cinética y potencial elastica de una barra delgada que girarespecto a un eje Z son
las siguientes

1 .
K =J,6° (2.4.1.4)
1

En estas expresiones, ], es elmomento polar de inercia, el cual para una barra delgada de radio r y de masa
m se calcula como

1

Jz= Emrz (2.4.1.6)

En la energia potencial elastica aparece el término k, la cual para una barra circular sometida a torsion se
calcula como

k=4 (2.4.1.7)

La energia cinética de la barra depende de la velocidad angular 8, mientras que la energia potencial eldstica
de la barra depende de la posicién angular 6.

La energia cinética de un disco circular grande se calcula exactamente igual que la energia cinética de la
barra circular, sin embargo, el valor de J,, cambiard debido a que cambia el radioy la masa.
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2.5. Induccion Electromagnética

Ainicios delsiglo XIX los cientificos tenian la idea de que la electricidad y el magnetismo eran dos fenémenos
distintos, y fue gracias a las ideas de Michael Faraday y las matematicas de James Clerk Maxwell que
demostraron que ambos son manifestaciones de un mismo fenémeno; el electromagnetismo.

Entre los ingeniosos experimentos que realizé Faraday para buscar la relacion entre la electricidad y el
magnetismo, consiguid generar una corriente eléctrica a través del trabajo realizado por un objeto
ferromagnéticoen un campo magnético. Enla actualidad este principio es el que ilumina nuestro mundo y
hace funcionar todos los aparatoseléctricos.

Faradayllegd ala conclusion de que una Fuerza Electromotriz (fem) inducida es igual al negativo de la tasa
de cambio del flujo magnético @ a través de una espira con respecto al tiempo. Simbdlicamente, esto se
representa de la siguiente manera (Young, 2009)

ddg

__ 4% 2.5.1
€ 7 ( )

Donde ¢ es el dngulo que forman los vectores de campo magnético B y el vector normal a la seccidn de
area A. Si en vez de una espira cerrada se tiene una bobina con N espiras idénticas y si el flujo varia a la
misma tasa a través de cada espira, la ley de Faraday tiene la siguiente modificacién para la fem inducida
(Young, 2009)

dd,
dt

e=— (2.5.2)

Esta ecuacion tiene dos sentidos; si la fem es la encargada de producir el movimiento, hablamos de un
motor eléctrico, y si el movimiento es el que produce la fem, hablamos de un generador eléctrico.

Por ejemplo, la figura 19 muestra una versién sencilla de un generador eléctrico. Una espira cerrada se hace
girar con una rapidez angular constante w alrededor de un eje. La espira se encuentra en un campo
magnético B uniforme y constante. Los anillos colectoresy las escobillas son el mecanismo encargado de
mantener la continuidad del circuito eléctricoaun cuando la espira se encuentra en rotacion
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Escobilla\

Anillos
colectores

a

Figura 19. Representacion de un generador eléctrico. Una espira que forma un drea A gira alrededor de un eje con uan velocidad

angualr w. Através de la seccion existe un campo magnético B. La espira estd conectada a las terminales ab por unas escobillasy

unosanillos colectores, los cuales mantienen la continuidad entre las terminalesy la espira atin cuando la espira se encuent ra en
rotacion. Atravezde las terminales ab se crea una fuerza electromotriz €. (Young, 2009)

Debido a que el campo magnético B es constante, el cambio temporal del flujo magnético depende
Unicamente del cambio de la seccidn de area A de la espira, debido a la rotacion que esta tiene respecto al
campo magnético. El angulo ¢ entre el campo magnético y la seccién de drea se puede calcular en funcion
de la velocidad angular y el instante de tiempo ¢ = wt. Cuando el vector normal a la seccion de area A es
paralelo al campo magnético, se tiene un valor de flujo magnético maximo, y cuando son perpendiculares,
se tiene un valor igual a cero. Esto se repetird cada media vuelta de la espira, es decir, cada ¢ = 180°,
(figura 20) por lo que se puede calcular el flujo magnético con una funcién cosenoidal

&y = BAcos¢ = BA cos wt (2.5.3)

—

Espira —3 g 3 * A B
riats S . W S S R E— ) |
(vista desde 1 T o
el extremo) El flujo disminuye El flujo atimenta
con mdxima rapidez, con maxima rapidez, i
fem positiva médxima. fem negativa maxima. §
3 dDld {  Elflujo alcanza su El flujo alcanza
T= —d] : ) . : h ) .
€ i?f d i valor mas negativo, su valor mas positivo,
& Dp \ i lafemesigual acero. la fem es igual a cero.
>< !
‘ g

Figura 20. Grdfica de la fuerza electromotrizy el flujo magnético respecto al tiempo. (Young, 2009)

Y segun la ley de Faraday, la fem inducida es
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ddg
£=— Pl wBA sin wt (2.5.4)

Como la fem varia enforma sinusoidal, la corriente en el circuito es alterna. Es por esto que los generadores
eléctricos reciben el nombre de generador de corriente alterna (CA). Si en vez de una sola espira se tienen
N espiras todas de una misma area A, entonces la fem inducida sera proporcional al nimero de espiras
(Young, 2009)

& = —N wBAsin wt (2.5.5)

El principio del generador eléctrico es valido si es la espira la que se encuentra en rotacién respecto al
campo magnético fijo o si la espira se encuentra fija respecto a un campo magnético en rotacion. El
problema de un generador eléctrico es entonces buscar una fuente de energia que pueda generar la
rotacioén de la espira, para asi transformar la energia rotacional en energia eléctrica.
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3 Modelado

Con el fin de tener una secuencia ordenada y estructurada, se ha realizado el siguiente diagrama, el cual
explica las variables obtenidas en cada uno de los temas del modelado:

Mecanica de [ Cy VT
Fluidos

Control

Mecanica de
Sdlidos

Mecanica
Lagrangiana

Induccién
Electromagnética

Diagrama 1. Metodologia utilizada de cada uno de los temas

En el capitulo de mecdnica de fluidos, se obtendra el coeficiente de friccidn, el coeficiente de descarga, la
velocidad a la salida de la tobera o velocidad de chorro, y el par aplicado en la turbina. En el capitulo de
control se genera la seccién de area y el par dependientes del tiempo con los resultados obtenidos en el
capitulo previo de mecdnica de fluidos. En el capitulo de mecdnica de sélidos se genera una ecuacién que
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describe el didmetro minimo necesario de la flecha. En el capitulo de mecdnica lagrangiana se obtiene la
velocidad angular de la flecha dependiente del tiempo, y en el capitulo de induccién electromagnética se
obtiene la ecuacién de la fuerza electromotriz inducida dependiente de la velocidad angular.

La figura 21 representa una version simplificada de la turbina; el fluido en reposo de la presa hidraulica
convierte su energia potencial en energia cinética al pasar por una tuberia, entonces transfiere su momento
lineal y genera un par en la turbina y la flecha, los cuales comenzaran a rotar, y en un generador eléctrico
se producird una fuerza electromotriz inducida.

ava

Embalse

N

Turbina H
impulso

Salto: L, D

Figura 21. Representacion simplificada del modelo de la turbina (White, 2004)
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3.1 Mecanica de Fluidos

Asumiendo que se tiene un flujo incompresible en toda la trayectoria del fluido y que en las paredes de la
tuberia no hay efectos viscosos, podemos aplicar la ecuacidn de Bernoulli entre los puntos 1 y2 de la carrera
del fluido, donde el punto 1 corresponde a la superficie libre con un drea de seccion transversal A4, y el
punto 2 a lasalida de la tobera, con una velocidad V, y un area de seccién transversal A,. Las presiones en
ambos puntos son iguales a la presidon atmosférica, por lo tanto, sustituyendo esto en la ecuacion de
Bernoulli se tiene lo siguiente

P + %pr +pghy = P, +%PV22 +pgh;
pghy + %le = %szz +pgh;
V¢ — V¢ =2g(h,— hy)
Dela conservacion de la masa (White, 2004) se sabe que
Ment = Mgy

Sin embargo, como se tiene un flujo incompresible, la densidad del fluido no cambia enla entrada yla salida,
por lo que la ecuacion de la conservacién de la masa se reduce a:

Qent = Qsar
AV = Ay,
A,
V= A_lvz

Si se sustituye este valor en el resultado obtenido con la ecuacion de Bernoulli, y se revuelve para I, se
tiene la siguiente expresioén

Z_Zg(hz_hl)
P = a2
-7

Debido a que el area de la superficie libre es mucho mayor que el drea a la salida de la tobera, el cociente

A _ R
A—z es practicamente cero, por lo que se puede hacer la aproximacion siguiente:
1

Vi ~2g(h, — hy)

Este resultado nos dice que, segun Bernoulli, la velocidad a la salida de la tobera depende Unicamente de
la diferencia de alturas, como si una particula cayera libremente. En otras palabras, la energia potencial de
la superficie libre se convierte en energia cinética. Enla salida de una tobera existen ciertas condiciones del
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fluido y de la misma geometria de la tobera que alteran la velocidad de salida, por esto se agrega el
coeficiente de descarga c; adimensional:

V, =c¢q [\/ 2g(hy— hl)]

Al término h, — h se le denomina altura o carga dela turbina, y se representa con una H

V, = Cd[\/m]

Esta seria la velocidad a la salida de la tobera si se considera que no existen pérdidas en la tuberia. Si se
desea conocer la velocidad del chorro de agua a la salida de la tobera considerando las pérdidas por friccion
en la tuberia, se debe hacer una modificacién utilizando la ecuacién de Bernoulli incluyendo el término hf

y la ecuacién de continuidad (White, 2004):

P p? P V2

—+-—+z| =(—+5-+z]| +hs

pPg 29 . \pg 2g 5
V;D? =VD?

Deigual manera, el punto 1 corresponde a la superficie libre, y el punto 2 a la salida de la tobera. Debido a
gue las presiones en ambos puntos son iguales, se eliminan y se resuelven ambas ecuaciones para la
velocidad de chorro V; =V,

Este término es similar al obtenido antes de considerar las perdidas por friccion. Podemos incluir el
coeficiente de descarga para obtener la expresién final de la velocidad de chorro

(3.1.1)

El valor del coeficiente de descarga dependera de la geometria de la tobera. El factor f dependera del
numero de Reynolds y la rugosidad de la tuberia.
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La salida a la tobera es un chorro de agua a alta velocidad V;, el cual empujara las aspas de la turbina. En
este trabajo las aspas de la turbina se consideran como cuerpos rigidos. En el capitulo de turbomaquinas
introdujo la ecuacién de la potencia neta de una turbina (2.1.3.1)

Py = pQu(V; —u)(1 = cos )

V; es la velocidad del chorro a la salida de la tobera, Q es el caudal de agua que sale de la tobera, p esla

densidad del fluido de operacion, 8 es el angulo de disefio de las paletasa las que sale el chorro de agua, y

u es la velocidad del alabe de la turbina.

En el apéndice 6.1 de valores dptimos se demuestra que la velocidad éptima de la turbina ocurre cuando
1 . . . . .

u= ;Vj, es decir, la velocidad del alabe es dos veces mayor que la velocidad de salida del chorro de agua.

Si se sustituye este valor en la expresién de la potencia generada, se obtiene lo siguiente

1
R, = 3PQV7 (1= cos )

La potencia generada por la turbina es igual al par generado por el chorro de agua multiplicado por la
velocidad angular de la turbina, y la velocidad angular de la turbina es igual a la velocidad del dlabe entre el
radio de la turbina:

P*=T*0)*
1

gt 24 Y

T %Dt D,

Sustituyendo estos valores y resolviendo para el par ideal generado, se tiene lo siguiente

1
Tt = ZDtijzAj(l— cos f3)

Si se sustituye el valor de V; se tiene una expresion del valor 6ptimo del par de la turbina

T

2
T,* :—DtijC§| —————— (1 =cosB) (3.1.2)
4 L (D;
\/5(3) +1)

Este es el valor final del par 6ptimo de una turbina de impulso con una velocidad constante V;. Enel capitulo
siguiente se modificara esta expresion para que el diametro D sea una funcidn del tiempo.
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3.2 Control

Supongamos que se tiene la turbina en reposo, y en un instante se libera el caudal Q = V; A final deseado
con el valor de V; calculado en el capitulo anterior, entonces se tendria un par instantdneo. Esto tiene
consecuencias, ya que la generacion instantanea de un gran par podria ocasionar que los alabes de la
turbina generen fracturas, y se puede generar cavitacion o golpe de ariete en la tuberia (figura 22). Es por
esto que el caudal debe incrementarse de forma gradual, es decir, en la ecuacién del par 6ptimo es
necesario introducir un término que dependa del tiempo.

Figura 22. Dafio por cavitacionen los dlabes de una turbina Pelton (Best Practice Catalog Pelton Turbine).

Al inicio de la tuberia se tienen grandes valvulas de mariposa o esféricas como las de la figura 23, las cuales
permiten el paso de una cierta cantidad de agua deseada. Enla practica suelen abrirse de una forma gradual
para restringir el paso del agua, esto ocasiona que el término del area dependa del tiempo

A=At

Paralograresto, se hard uso de la solucién de una ecuacién de primer orden con una constante de tiempo
T de 30 minutos, es decir, en 30 minutos el valor de A pasara de un valor inicial cero a un valor final.

Figura 23. Valvula de bola (izquierda) y de mariposa (derecha) (Vdlvula de Bola) (Vdlvula de Mariposa)
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Se puede sustituir el tiempo de asentamiento t = 57 = 30 min = 1800 s en la solucién de un sistema de
primer orden

AW =K(1—e) =K (1 - e‘%)

Donde K es una constante arbitraria, y b es el polo del sistema de primer orden. Nétese que se ha elegido
el criteriode t = 57. Sustituyendo las condiciones de t = 57 = 1800sy A(1800) = A* donde A*es el valor
final del drea, se obtienen la solucidn particular de la ecuacion del sistema de primer orden

1800

T—T=36OS

_1800
A(1800s) = K(l —e 360 ) = A*

K A
(1-e)
A* _1,
A(t) = T (1—3 360 )
Esta es una ecuacién exponencial, la cual comienza a crecer desde A(0) =0y ent = 1800s ha llegado al

63.2% del valor final de area deseada A*. En la figura 24 se puede ver la curva que describe cémo el area
converge a su valor final respecto al tiempo.

A(t)

Figura 24. Crecimiento del drea respecto al tiempo. Ent = 1800s el valor del drea convergea A*
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Sustituyendo este resultado en el par ideal generado obtenido en el capitulo anterior y el valor del rea
. x _ It 2 . . .
final A" = ZD se tiene lo siguiente

1 29H zD? 1 1 1
o(t) = ZDtpC(ﬂ L+ | (1-cos B) 14_—6_5<1 —e 360t) =15 5 L<1 —e 360t)
fﬁ(f)l) +1 T eb
1 —sest
(t) = 14 1 (1— e 360 ) (3.2.1)
1=

Debido a la dependencia del drea respecto al tiempo, la velocidad a la salida de la tobera también dependera
del tiempo, y por lo tanto, el par ideal.

Hasta este punto solo hemos considerado las pérdidas en la tobera con el coeficiente de descarga. Debido
a que consideramos la turbina como un cuerpo rigido, no tenemos deformaciones, y el par es
completamente transferido a la flecha. En la prdctica el par transferido también dependera del nimero de
alabes que tiene la turbina, y el dngulo de disefio 5 no es un valor constante debido a la rotacién de la
turbina, sin embargo, a altasvelocidades angulares de la turbina w el chorro de agua golpea tanrapido los
alabes que se puede ignorar el nimero de dlabes, y se puede tomar el valor de § como una constante.

Segun las dimensiones de la flecha se pueden tener distintos cojinetes para evitar la frecuencia natural. En
las turbinas suelen usarse dos tipos de cojinetes: hidrostaticos e hidrodindmicos. Los cojinetes hidrostaticos
son aquellos que utilizan materiales con bajos coeficientes de friccidén, y suelen tener un elemento
lubricante como aceite, y los cojinetes hidrodindmicos son aquellos en los que no existe un contacto fisico
entre los elementos, sino que son separados por una delgada pelicula de lubricante. Los cojinetes
hidrodindmicos tienen ventajas debido a que pueden transmitir grandes cantidades de potencia sin tantas
pérdidas.
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3.3 Mecanica de Sdlidos

La flecha debe disefiarse de tal manera que pueda transmitir la potencia de la turbina sin tener esfuerzos
cortantes cercanos al limite de cedencia t,,,,. La potencia de rotacion de la flecha viene dada por la
expresion

P=1w

Donde 7 esla potencia aplicada por el chorro a la turbina, y w la velocidad angular de la flecha. Si se sustituye
la ecuacion de la torsién elastica se tiene lo siguiente:

J T

c Tmax

Donde ] es el momento de drea, y ¢ el radio de la flecha. Si se sustituye el valor del par éptimo obtenido y

se despeja el radio c, y el valor del momento de drea de uncilindro | = Enc3 se tiene la siguiente expresion

D,pA;C?V?(1— cos
c= pA;Cal( A (3.3.1)
2T T

De esta forma se puede saber el valor minimo del radio de la flecha para evitar deformaciones en la zona
plastica.
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3.4Mecanica Lagrangiana

La turbina y la flecha constituyen la masa del sistema que se desea modelar, por lo que el material del que
estan hechas y sus dimensiones determinardn el momento de inercia J total.

J = Jtwrbina +]flecha

Se puede considerar que la turbina es una rueda grande, y la flecha es un cilindro, entonces ambos
momentos inercia se calculande la siguiente manera:

_1 RZ

Se puede calcular la masa de ambos elementos multiplicando la densidad del material por el volumen total.
Sustituyendo esta expresion en los dos resultados anteriores se tiene lo siguiente:

1 Deurbina 21 Dfiecha i (3.4.1)
]=§pturbinavturbina T2 +§pfl€Chavfl”ha 2 o

Lo siguiente es calcular el lagrangiano del sistema. Despreciaremos la energia potencial de la turbina y la
flecha, por lo que ellagrangianoserdigual a la energia cinética. Sabemos que la energia cinética de la turbina
y la flecha se calcula de la siguiente manera:

1 1 1,
L =K = 5] turbina0?+ _]flechae2 ==Jo0?
2 2 2
Sustituyendo este valor en la ecuacién de Euler-Lagrange (2.4.1.3) Se tiene lo siguiente
] =1

Para comprobar qué pasariasi se considera un par constantey uno dependiente del tiempo, se hardn dos
analisis; uno donde el par T se considera constantey luego como un par con dependencia del tiempo.
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3.4.1 Parconstante

Si se sustituye el valor 8 por su equivalente w y el par constante 7 de la ecuacion 2.1.14.4 se tiene una
ecuacion diferencial de primer orden

da) 1
i =D.pA; (V u)(1— cosB)
Pararesolver esta ecuacion diferencial, se puede factorizar el valor de V; del segundo miembro, por lo que
se tiene:
do_ DY |
]dt ———(1 —cos BV, 1_V]

. e . . D, . .
El valor de u es la velocidad periférica de la turbina, es decir, u = w (?t) = 2mn. Si se sustituye esta

definicién tanto en el valor de u como en el valor de w se tiene lo siguiente

dn DV nDn
2] — = 2 ]p(l—cosB)V<1— : >

dt 7

Ordenando los términos se tiene una ecuacién diferencial de primer orden, la cual puede resolverse
separando los términos de la siguiente manera

dn DV, A p nDmn
— (1—cos BV 11—

dt 4m] v
dn DtVJ}l]p
(1 _nDtn) i (1—cos B)V, dt
V

]

n dn D.V;A
f ) :f t jp(l cos B)V; dt
0 (1_M> 0

J

nDmn\ D/ V;A;
—ln<1— L >= L) ]p(l—cosﬁ)Vjt

v, 4]
DVjAj
n= Y 1—e t41jr]]p(1_°°s Rv;t
D,

Esta es la soluciéon de la frecuencia de la turbina desde el tiempo cero hasta un tiempo t. Si se multiplica el
resultado por 27 se tiene la ecuacidn exponencial de la velocidad angular

DViAip
o i)v (1 DG s B)Vjt) (3.4.1.1)
t
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3.4.2 Pardependiente del tiempo

La solucién de la ecuacidon diferencial con el par dependiente del tiempo es muy similar a la del par
constante. La ecuacidn diferencial por resolver es la siguiente

-0 =) 1)
J— T ( cos,B)(V u) 1o e
Sustituyendo en ambos miembros los valores de u = 2th = w (%) y ordenando los términos se tiene lo
siguiente
dn Dt Jj ],0 1 —Lt
(1-m0a) " i =05 ¥y (== (1- 7 e
V:

J

n dn tD,V, DV;Ajp Jp 1 1,
[ o))
V.

J

Es en este paso donde se tiene una diferencia con el par constante, ya que aqui el segundo miembro
depende del tiempo, por lo que la solucién de la integral es distinta

nDn\ D/ VjAjp ( 1 )( ( " ) )
_ _ — — 360 —
1n<1 v > e (1—cos B)V; e 360( e 1)+x)t

J

DeVjAjp ) 1,
n= (1 _ e_ 4mj (1—cosl3)Vj(m)<360(e 360 —1)+x> t>

V;
Dim
< thnzlj!_p(l—cos ﬁ)Vj($)<36o<e_31?)t—l>+x> t)

(3.4.2.1)

ad
D,

. L. . L. 2V . .
De igual manera, esta es una ecuacion exponencial con un valor maximo D—]. La diferencia entre las
t

soluciones de ambos analisis es que se tienen distintos tiempos de asentamiento

La razoén por la que no se ha incluido el término de disipacién viscosa en la ecuaciéon de Euler-Lagrange es
porque los cojinetes hidrodinamicos tienen el siguiente comportamiento: durante el arranque resulta
bastante complicado vencer la fuerza de inercia del fluido en los rodamientos (friccién viscosa sdlida), sin
embargo, una vez que la flecha se encuentra en rotacién la friccion en el fluido de los cojinetes disminuye.
Una vez que se ha vencido la inercia de los elementos y el valor de la constante de disipacion alcanzé su
valor minimo, es necesario incrementar la velocidad angular, por lo que la energia rotacional de los
elementos debe seguir creciendo, y de nuevo la constante de disipacién aumenta (figura 25). Este
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comportamiento de los cojinetes genera una constante de disipacion dependiente del tiempo C(t), y la
ecuacion diferencial resultante hubiera sido no lineal, es por esto que se ha omitido el valor de dicha

constante en la ecuacion de Euler-Lagrange.

LL A .. 1.
' Friccion sdlida

Friccidn mixta

AVA

Friccidn fluida

n

NN

Figura 25. Comportamiento de los rodamientos respecto a la velocidad angular de la flecha. (Zhang, 2016)

Se puede calcular la frecuencia natural de la turbina y la flecha de la siguiente manera. Puede considerarse
que la turbina y la flecha estdn sujetas a dos cojinetes como lo muestra la figura 26:

1 P
[
!‘ L >

Figura 26. Sistema simplemente empotrado en ambos extremos. (Beer, 2010)

Debido a que es un sistema simplemente apoyado en dos extremos, el sistema se deformara en su centro
una distancia §. Esta deformacion viene dada por la ley de Hooke (Beer, 2010)

F=k§S (3.4.2)
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La constante de rigidez k puede calcularse para un sistema doblemente apoyado con un disco en el centro
como (Beer, 2010)

48E1

(3.4.3)

Donde E es el médulo de Young del material, yla constante I es el momento de area de la flecha, la cual se
calcula

[ = E (Dflecha>4

4 2 (3.4.4)
Por dltimo, la frecuencia natural del sistema viene dada por la ecuacién
k
wy, = - (3.4.5)
Donde la masa es la masa del disco (turbina) y la masa de la flecha
M = Mgiecha + Meurbina = pflechavflecha + Peurbina¥ turbina (3.4.6)
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3.5Induccién electromagnética

De la ley de Faradayse sabe que

Pp

dt

También se sabe que la corriente alterna en México se transmite a una frecuencia f = 60 Hz, por lo que

£e=— = NwBA sin(wt)

rad
w = 27‘[f= 1207'[[7]

. . . d
Entonces se tiene la condicién de que la velocidad angular de la flecha en el alternador debe ser de 12071%

03600 rpm. La velocidad angular a la salida de la flecha corresponde a la coordenada 6, por lo que se tiene
la condicién de que 8 = 1207 en el régimen permanente, es decir, cuando el caudal saliente de la tobera
haya llegado a su estado permanente, el par aplicado a la flecha deja de depender del tiempo, por lo que
ya no existe un angulo de deformacidn, y la flecha en el generador debe girar a una velocidad angular w =
3600 rpm. En las turbinas hidraulicas de reaccion se tienen velocidades angulares muy bajas, menores a
36000 rpm, por lo que es necesario una caja de cambios de velocidades para poder acoplar una flecha en
el generador eléctrico que pueda producir dicha velocidad angular.

La flecha en el generador eléctrico es de un material ferromagnético y proporciona el valor de la variable
de campo magnético B, mientras que la jaula del generador es el estator de un generador eléctrico, el drea
A dependera de la forma de cada una de las N espiras que se tengan. Con estos valores y la velocidad
angular de la flecha se tiene el valor de la fuerza electromotriz generada:

e =—N wBAsinwt (3.5.1)
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4 Experimentacion y Resultados

La siguiente tabla muestra los datos utilizados en el modelado de este trabajo. Estos son valores reales de
una turbina Pelton obtenidos de distintas referencias (White, 2004), (Zhang, 2016) (USAID Hydropower
Investment Promotion Project)

Variable Descripcién Valor
H Carga 450m
L Longitud tuberia 5000 km
D Didmetro tuberia 1.2m
D; Didmetro salida tobera 0.2m
€ Rugosidad tuberia 2mm
D, Didmetro turbina 3.2m
Liyrp Espesor Turbina 0.524m
Dfiecha Digmetro flecha 0.396 m
Leiecha Longitud Flecha 2.28m
B Angulo de salida 165°
Pagua Densidad agua 1000 kg/m3
Hagua Viscosidad cinemdtica agua 0.001 kg/ms
Pacero Densidad acero 7850 kg/m3

Se considera que la flecha y la turbina estdn hechas ambas de acero, y el material de la tuberia esta hecho
de hormigdn, con un valor promedio de rugosidad de 2 mm (White, 2004)

El valor de la velocidad final a la salida de la tobera viene dado por la ecuacién (3.1.1)

Es necesario calcular los valores del coeficiente de descarga C,; (2.1.2.2) y el valor del coeficiente de friccion
f (White, 2004)

1

17106\2
Cq4~0.9965 — 0.00653 [ <ﬁ>
D
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Para calcular el coeficiente de friccién f (White, 2004), se divide la rugosidad entre el diametro de la tuberia

£ 0.002m — 0.00166
D 12m
El numero de Reynolds viene dado por
V.D
Re = skt
u

Sin embargo, el valor de V; es el objetivo de este calculo, por lo que es necesario hacer iteraciones para
llegar al resultado de los valores de Re, f y V.

Los resultados finales de la iteracién generan los siguientes valores

Re = 3x10"6
f =0.0189
C; =0.96

m

V; =91.23—

S

Este ultimo es el valor de la velocidad del chorro de agua a la salida de la tobera. Lo siguiente es calcular la
inercia de la turbina y la flecha (ecuacién 3.4.1)

_ 1 Dturbina 2 1 Dflecha 2
J —Epturbinavturbina T Epflechavflecha T

Donde el volumen de cada elemento se calcula de la siguiente manera

T
V =—D?
4

Sustituyendo los valores se llega al siguiente resultado
]turbina =42'344.86 kg m2
]flecha =43.21 kg mz

Estos resultados pueden sustituirse enlas ecuaciones (3.4.1.1) y (3.4.2.1) para obtener las soluciones de las
velocidades angulares. Para un par constante (3.1.2) se tiene:

[, \

" =—A;D;pC> D, |(1—cosﬂ) =379 KN
\fD

w(t) = 54.739(1— e 14819%) rad/s

Y para el par dependiente del tiempo (ecuacién 3.2.1)
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\ Tp2

2gH 2 1 _1
— |(1 —cos ) 14—(1 - e_360t> = 381.57 (1 —e 360 t) KN

1
T(t) = ZDtpC§| e

g
\r5(5) +1)
0, (0) = 54.739( 1 - e—(1.492)(t+360<e‘(ﬁf)—1)> rad/s

Las curvas de las velocidades angulares w(t)y w, (t) se ilustran en la figura 27. Ambas soluciones tienen
un valor final de 54 rad/s, sin embargo, la solucién de w(t) tiene un valor instantdneo, es decir, crece
rapidamente en el tiempo hasta el valor final. La solucién w, (t) crece de forma suave debido al par
dependiente del tiempo.

807]

w (rad/s)

60

40

20

W

—40 -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440

t (s)

Figura 27. Grdfica que muestra la solucion de las velocidades angulares para cada uno delos pares. La curva azul presenta la
solucion para un par constante, y la curva verde presenta la solucion para un par dependiente del tiempo.

En la figura 28 se ilustran los pares. El par sin dependencia del tiempo es una linea recta en todo el tiempo,
es decir, desde el momento en el que se abre la tobera se deja que todo el caudal de agua golpee las aspas
de la turbina, por lo que se generanfuerzas de reaccién bastante grandes. Esto es peligroso, ya que puede
poner en riesgo los materiales como los dlabes o la flecha de la turbina debido a la deformacion. Para evitar
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esto se ha introducido el par dependiente del tiempo, el cual crece de forma gradual desde el tiempo cero
hasta un tiempo de asentamiento de 30 minutos, esto gracias a la apertura gradual del caudal de agua al

inicio de la tuberia.

T (kN m)

500

400

300

200

100

—400 -200 0, 200

—foo

-200

3
1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3406

t (s)

Figura 28. Grdfica que muestra el par de entrada constante (curva azul)y un par con una entrada que depende del tiempo (curva

roja)

En la figura 29 se muestra la potencia de la turbina. Estas graficas son generadas multiplicando los valores
del par por su respectiva solucién de velocidad angular P = tw y P, = T(t)w,(t).Como se esperaba, la
primera potencia es una potencia instantdnea, lo cual pone en riesgo los elementos de la turbina. La
segunda potencia es una que crece de forma suave, desde un valor de cero hasta un valor final de
aproximadamente 20 MW. Este valor de potencia es ideal, debido a que hemos usado los valores ideales
en cada elemento (carga, tuberia, tobera, turbina y flecha) sin embargo, en la realidad se tienen pérdidas
en cada uno de estos elementos, es por eso que la potencia real generada sera siempre menor (figura 30).
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Figura 29. Grdfica que muestra la potencia de la turbina para un par constante (curva verde)y un par dependiente del tiempo
(curva azul).

Potencia util

Pérdidas en
la transformacion 4%

Potencia a plena
carga (potencia

Pérdidas en Pérdidas en disponible)

0
el generador 15% la tuberia
de presion 10%

Pérdida en
el canal 5%

Pérdidas de
transmision 10%

Pérdidas en la turbina 20%

Figura 30. Representacion de las pérdidas en la conversion de energia (Disefio y construccion de una turbina Pelton)



Ahora se puede calcular si el didmetro de la flecha es suficientemente grande segln lo permitido por el
criterio de limite de fluencia. En la ecuacion 3.3.1 se sustituyen los valores del par generado y el esfuerzo a
la fluencia del acero 7,,,5,, = 60 X 10® N/m?

5, [(2)(379% 103 N m)
CcC =

7 (60 X 106%

=0.159m

Es decir, el radio debe ser igual o mayor a 0.159 m, o en términos del didmetro, igual o mayora 0.318 m.
El didametro utilizado para este modelado fue de 0.396 m, por lo que se cumple con el criteriode limite de
fluencia.

La frecuencia natural del sistema viene dada por la ecuacion (3.4.5)

w, = |—
nIm

La constante de rigidez equivalente del sistema viene dada por la ecuacion (3.4.3) y (3.4.4) (El mddulo de
Young para el aceroesde 210 GPa)

481 48(210x10° Pa) (§ (0.396 m)*)

N
k=" = (2.28m + 0.524 m)3 = 5517921289.52.
N
551'921'289.52: rad
Wn = |7 kg =4011—
1*7850W * ((3.2m)%2%0.524m+ (0.396m )2+ 2028 m) S

Este resultado esunas siete veces mayor a la velocidad angular maxima que se tiene enla turbina yla flecha,
por lo que no se tendran problemas de resonancia causada por la frecuencia natural.

La deflexion en la turbina viene dada por la ecuacion (3.4.2), donde la fuerza F esigual a la ejercida por el
peso de la flecha y la turbina:

F omg 98lg+ge 7850%% +((3.2m)? 0.524 m+ (0.396 m )2 * 2028 m)

551’921’289.52ﬂ
m

§=6.271x10"*m

La deflexidon es menor a un milimetro, por lo que no se tendradn problemas de giros no baricéntricos.

56



5 Conclusiones

Las turbinas hidraulicas son una de las formas principales de generacién de energia eléctrica en México y
en el mundo, por lo que necesario entender su funcionamiento para una correcta operacién. Durante el dia
se tiene una demanda baja de energia eléctrica, la cual puede satisfacerse con la energia generada con
turbinas hidrdulicas, y en la noche se tienen picos de alta demanda debido a la iluminacién, por lo que se
encienden turbinas de gas para compensar este incremento de demanda.

Las turbinas hidraulicas tienen una gran cantidad de masa, y en operacion esto genera una gran cantidad
de inercia, la cual toma bastante tiempo en reducirse. Cuando se planea el mantenimiento o la reparacion
de una turbina hidrdulica deben anticiparse dias o incluso semanas para apagarla, realizar las operaciones
necesarias y volver a arrancar. Asi como se toma un tiempo en esperar a que la turbina deje de rotar, al
volver a arrancar debe hacerse de forma gradual, o se pone en riesgo la integridad de los componentes,
desde la misma presa hidrdulica, la tuberia, tobera, asi como los alabes de la turbina y la flecha. Este
arranque gradual se logra con la obstruccidn del flujo en la tuberia, la cual se libera conforme la turbina
ganainercia.

Los resultados en este trabajo muestran que una apertura subita del caudal genera aceleraciones angulares
instantaneas, lo cual generara esfuerzos en los dlabes y deformaciones en la turbina, lo cual podria llevar a
la fractura de dichos componentes. Con la liberacién gradual del caudal se tiene un par que cambia con el
tiempo 7(t), locual genera curvas de velocidad angular y potencia suaves. Ademas, se evitan los fenémenos
de cavitacion y golpe de ariete, que podrian provocar el desgaste de la tuberia y los dlabes por corrosion
y/o cavitacion.

El didmetro de 0.3156 mes el didmetro al que la flecha comenzaria a experimentar esfuerzos cortantes
que estan en la zona plastica, sin embargo, en este trabajo se ha utilizado un valor del didmetro de la flecha
de 0.396 m, con el cual se asegura que no se excede el criterio de fluencia.

. rad . ‘. . s
La frecuencia natural calculada es de 4017, 7 veces mayor a la velocidad angular maxima de operacién

. rad s . P .~ .
de la turbina de 547. Esto significa que la resonancia no sera un problema de disefio, Sin embargo, un

redisefio de la turbina cambiara la frecuencia natural, por ejemplo, aumentando la longitud de la flecha o
disminuyendo la constante de rigidez, por lo que debe prestarse atencion en un redisefio para evitar tener
una frecuencia natural cercana a la velocidad angular de operacion de la turbina, lo cual causara resonancia,
y pondrd en riesgo la operacion de la turbina y sus componentes.

La generacién de 20 MW es un valor de potencia elevado comparado con un valor de 10 MW de una
turbina real de las mismas dimensiones, sin embargo, en este trabajo solo se consideraron las pérdidas por
friccién en la tuberia con el coeficiente de friccidn f y las pérdidas a la salida de la tobera con el coeficiente
de descarga Cg , es por eso que la potencia calculada en este trabajo es mayor al valor real de la potencia
de una turbina Pelton, sin embargo, es una buena aproximacién de los modelos que se tendrdn en
condiciones de operacidn reales. En los antecedentes se ha hablado de cdmo se trabaja en mejorar las
eficiencias de cada uno de los componentes necesarios para la generacion de energia eléctrica con una
turbina hidrdulica; presa hidraulica, tuberia, tobera, turbina y dlabes y la flecha. El desarrollo tecnoldgico
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en el disefio y desempefio de estos componentes ha dado lugar a una generacion y distribucién mas
eficiente de energia, desde la potencial gravitatoria delfluido hasta la energia eléctrica.

Se cumplieron los objetivos principales de este trabajo, los cuales eran modelar matematicamente los
pardmetros de disefio de la turbina Pelton como la velocidad de chorro, el diametro de la tobera, la carga,
la velocidad de la rueda de la turbinay la fuerza electromotriz generada con el uso de la mecdnica de fluidos,
mecanica de sdlidos, mecanica lagrangiana, teoria electromagnética y teoria de control. Se obtuvo una
ecuacion diferencial considerando las pérdidas de carga entuberia y pérdidas en la tobera, y la solucién de
esta ecuacion diferencial generd una ecuacion con la que se puede predecir la potencia de la turbina en el
estado transitorio y permanente.

Este trabajo puede servir como futura referencia a aquellas personas que busquen mejorar el disefio de
cada uno de los elementos mencionados, como el material de las tuberias, el disefio de la tobera, las
dimensiones y material de la rueda de la turbina y la flecha, y con esto disminuir las pérdidas de carga para
mejorar la eficiencia de las futuras turbinas Pelton.
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6 Apéndices
6.1 Calculo de valores dptimos de la turbina

En el capitulo de turbomaquinas, se introdujo la ecuacién que determina la potencia neta de la turbina
P, = pQu(V;— w)(1— cos f)
Si derivamos respecto a la velocidad u e igualamos a cero, obtendremos el valor maximo de la potencia

dp,

E—Osz—Zu

De este resultado podemos concluir que la potencia de la turbina tiene un valor maximo cuando la velocidad
de la cazoleta es igual a la mitad de la velocidad del chorro de agua que sale de la tobera

1
27
Si se sustituye este valor en la ecuacién de la potencia de la turbina, se tiene lo siguiente

1 1
Py = pQu(V; —uw) (1~ cos ) = pQ (57,) (V ~ 5 V) (L~ cos )

= pA; ([/]3) (#)

La carga en una tuberia circular estd relacionada con la pérdida debido a la friccion (White, 2004)

.7 . . ’ . V'2 7 . ’ . 7. .7
En esta ecuacién, hemos incluido el término de i gue es el término de la energia cinética en la ecuacion

. A L V? P o L o .
de Bernoulli, el término fgg es el término de pérdida de carga por friccion hy y el término V? se refierea

la velocidad del fluido en el interior de la tuberia, el cual es diferente de la velocidad a la salida de la tobera,
y puede ser calculado usando la ecuacién de continuidad (conservacién de la masa)

Q=0
AV = AV,
T T,
2DV =20

2
Dy
D

v=(5)v
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Si en la ecuacion de la carga se despeja V; y se sustituye el valor de la velocidad en la tuberia previamente
obtenido, se obtiene lo siguiente
L
2
V" =2gH— fBVZ

4

2
Vi

V,> = 2gH —f£(&)
J D\D
V;? =2gH— 2ghs

Si se despeja ij y se sustituye en la potencia maxima obtenida previamente

o= o ) (5 = o () a5 3)

Derivando respecto a V; e igualando a cero para volver la potencia maxima se tiene el siguiente resultado

4

de L<D]> 2
de—O—ZgH—3fD > ) Vi

L (Dp\* L(vZ\ ,
29h=315(5) P =35 7)Y

2gH =3 LVZ
gH =3f5
., H

Este resultado nos dice que se tiene una potencia maxima cuando el valor de la pérdida por friccion hf es
tres veces mayor que el valor de la carga.

Si sustituimos hy = gen ij = 2gH — 2gh;y se despeja V; se tiene que

.4
Vi = |39H

Con esta ecuacién podemos conocer elvalor ideal de la velocidad de salida del chorro de agua de la tobera.

Si ahora sustituimos el valor de la pérdida de friccion ideal hf* = %en la definicion de la pérdida de friccion

2
hy = f%;—g podemos obtener la velocidad ideal por la que el fluido pasa por la tuberia

2gH
v= |22,
3f5
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Conociendo este valor de velocidad podemos sustituirla en la relacidn de velocidades de la tuberiay la salida
de la tobera, para obtener

D; 2gH
V2:<_]) VjZZLL
3f5

i DS 4
-5

Este es el valor ideal del didmetro de salida de la tobera, el cual depende de las condiciones de la tuberia

(D,L,f)

=
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