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Introduccion :

Habituaimente el proposito de la Estadistica Aplicada es el de sacar conclusiones de una
poblacion en estudio. examinando solamente una parte de etla denominada muestra.

Este proceso. denominado Inferencia  Estadistica. suele vemir precedido de  otro.
denominado  Estudistica Descriptiva, en el que los datos son ordenados. resumidos v
clusificados con objeto de tener una vision mds precisa v conjunta de lus observaciones.
ientande descubrir de esta manera posibles relaciones entre los datos, viendo cuales
toman vilores parecidos. cuales difieren grandemente del resto. destacando hechos de
posible interés. etc.

También estan entre los objetivos de la Estadistica Descriptiva el presentarlos de tal modo
gue permitan sugerir o aventurar cuestiones a analizar en mayor profundidad. asi como
estudiar s1 pueden mantenerse algunas suposiciones necesarias en determinadas inferencias
como la de simetria.. normalidad. homocedasticidad. etc.

El propésito de este hibro es el de dar conceptos v explicar écnicas que permitan realizar
ambos procesos. a los cuales de {orma conjunto se les suele denominar Andalisis de Daros

(%)
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Comenzaremos definiendo algunos conceptos propios de la terminologia de la Estadistica
Descriptiva.

Caracteres

Cada uno de los individuos de la poblacion en estudio posee uno o varios caracteres.
Asi por ejemplo. si la poblacion en consideracion es la de los estudiantes de una
determinada unmiversidad. éstos poseén una serie de caracleres. o si oS¢ quiere
caracteristicas. que permiten describirlo. Los caracteres en este ejempio pueden ser
"facultad en la que estd matriculado™. "curso que sigue”. "sexo”. "cdad". etc.
Precisamente la observacion de uno o mas de esos caracteres en los individuos de la
muestra es lo que dard origen a los datos.

LLos caracteres pueden ser de dos clases: cuantitativos. cuando son tales gque su
observacion en un mdividuo determinade proporciona- un valor numerico como
medida asoclada. como ocurre por ejemplo con los caracteres "edad" o "curso gue
sigue”. v cualitativos. cuando su observacion en los individuos no suministra un
namero. sino la pertenencia a una clase determinada. como por ejemplo ¢f "sexo™. o
la "tacultad en la que esta matriculado™.

Modalidades de los caracteres

Consideremos un cardeter cualquiera. como por ¢jemplo of "eusto™. Este cardacter. al
ser observadoe en un individuo (una sustancia). puede presentar cuatro posibilidades.
¢s decir. es posible percibir cuatro sensaciones diferentes: dulce. amargo. salado v
dcido. Pués bien. a las posibilidades. tipos o clases que pueden presentar los
caracteres las denominaremos modalidades.

Las modalidades de un caracter deben ser a la vez incompatibies v exhaustivas. Es
decir. las diversas modalidades de un caracter deben cubrir todas las posilidades que
¢ste puede presentar v ademas deben ser disjuntas un individiio no puede presentar
a la vez mi.s de una de ellas y ademas debe presentar alguna de eilas).

Asic al estudiar algun caracter. como por ejemplo la raza. el investigador debera
considerar wdas las posibles modalidades det cardcter (todas las posibles razas). con
objeto de poder clasiticar a todos los individuos que observe.
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La matriz de datos

Hubitualmente. la informacion primaria sobre los individuos. es decir. la forma mas
clemental en la que se expresan los datos es la de una matriz. en la que aparecen en
fa primera columna los individiios tdentificados de alguna manera v en s
sigulentes columnas las observaciones de los diferentes caracteres en estudio para
cada uno de los individuos. tal v como aparece en la tabla 2.1. Dicha matriz rectbe
el nombre de matriz de datos.

caracter | cardcter 2 ... caricler p
Individuo 1 * * S
Individuo 2 * * S
[ndividuon * *

Matriz de Datos

Asi. los datos correspondientes a una investigacion llevada a cabo para el estudio de
una posible contaminacién radioactiva en un determinado lugar produjeron como
resultado fa matriz de datos. en donde se recogen las observaciones de los caracteres
"edad”. "sexo”. "cdncer”. "caida anormal del cabeflo” v "profesion” en los 100
individuos seleccionados en la muestra.

edad  sexo cancer cuida cabello protesion
mdividuo 1 32 masculino no no agricultor
individuo 2+ 29 {femenino  no no maestra
mdividuo 100 61 masculino si st agnicultor

Estudio de Contaminacion Radioactiva

En algunas ocasiones se reserva el nombre de matnz de datos a lu obtemida de la
anterior eliminando la primera columna.

Clases de datos
Es habitual denominar a los caracteres variables estadisticas o simplemente

variables. calificandolas de cualitativas o cuantitativas segun sea el correspondiente
caracter. v hablar de los valores de la variable al referimos a sus modalidades.
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aunque de hecho solamente tendremos verdaderos valores numéricos cuando
analicemos vanables cuantitativas.

En ocasiones. con objeto de tacilitar fa toma de los datos. el investigador los agrupa
en ntervaios. Asi por ejemplo. resulta mas sencillo averiguar cuanios individuos
hay en una muestra con una estatura. por ejemplo. entre 1'70 v 1'80 que medirlos a
todos. en especial si tenemos marcas en la pared cada 10 em.

Observemos. no obstante. que siempre se producird una pérdida de informacion al
agrupar los datos en intervalos ¥ dado que hoy en dia la utilizacion del ordenador
sucle ser de uso corriente. un agrupamicnto en intervalos es en  ueneral
desaconsejable.

No o obstante. por razones docentes  admiatiremos  esta posibibidad. va o que
precisamente el agrupamiento en intervalos traerd complicaciones adicionales en el

calculode algunas medidas representativas de los datos.

Consideraremos. por tanto. tres tipos posibles de datos:

. Datos correspondientes a un caracter cualitativo
[l Datos sin agrupar correspondientes a un caricter cuantitalivo
UL Datos agrupados en intervalos correspondientes a un cardeter cuantitativo

Agrupamiento en intervalos

Stotenemos la opeion de poder agrupar los datos en intervalos. lo primero que
debemos plantearnos (independientemente de lo que mas arriba comentibamos) es
fa cuestion de cuantos v cuales intervalos elegir.

Previamente daremos algunas definiciones. Si los intervalos o clases. como a veces
se denominan. son:

[So N DX oN) o X e X ) e I e X

Hamaremos amplitud  del intervalo j-dsimo a N, - x.. j=1...k. hablando de
mtervalos de amplitud constante o variable segun tengan o no todos la misma
ampliwd.

Llamaremos extremos de la clase j-¢sima a x;; v a x,. v por ultimo. llamaremos
centro 0 marca de clase correspondiente al intervalo j-ésimo al punto medio del
mtervalo. es dectr. a ¢= (X + X V2.

A lo largo de la pagina consideraremos que ¢l dato x) pertenece al intervalo j+1.
7= oo k-1 Csiendo el x i del k-ésimo. Hacemos notar también que el primer y
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alumo intervalo generalmente uenen. respectivamente. el extremo inferior v
superior indeterminados con objeto de incluir observaciones poco frecuentes.

Respecto a la cuestion que nos plantedbamos al comienzo de este apartado.
podemos considerar como regla general la de construir. siempre gque sea posible.
mrervalos de amphitud constante. sugiriendo sobre el nimero k de mtervalos a
considerar ¢l propuesto por Sturges

k=1+33221log ¢ n

siendo n el namero total de datos.

Una vez determinado ¢l numero k de intervalos a considerar. v osi es posible
tomarlos de igual amplitud. esta serd:

en donde X, es el dato mayor v x), el menor.

' Ejemplo 1:.."Niveles de Colinesterasa”

Se midieron los niveles de colinesterasa en un recuento de eritrocitos en
wmaol/min/ml de 34 agricultores expuestos a insecticidas agricolas. obteniéndose los
sioulentes datos:

Individue Nivel Individuo Nivel Individuo Nivel

| 0.6 13 102 23 1.8
g 125 14 08 26 12.7
3 IRERE 165 27 1.4
4 92 1p 150 28 9.3

5 s 17 103 29 8.6

6 09 18 124 30 8.5

7 H9 19 90 3 104
8 116 20 78 32 124
O 149 21 113 33 1Ll
10 125 22 23 34 102
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12 123 24 12.0
Niveles de Colinesterasa
Aplicando la formula de Sturges obtenemos:
k=1+533221og034=1+3"322- 1'55148 = 6'08757

¢s decir. una sugerencia de 6 intervalos. Como el mayor valor es X3y = 165 v el
menor X3, = 7'8. la longitud sugerida es

Parece. por tanto. razonable tomar como amplitud 1'5. obtentendo como mervaios
en los que clasificar fos datos

[7'5 -0V 19 - TSy 1105 - 123 [12- 13'5) L [13'5 - 15) . [15 - 16'5)

Distribuciones Unidimensionales.de Frecuencia. ., *

[Zn este apartado consideraremos gue lenemos datos correspondientes a un solo caracter. ¢l
cual. como antes dijimos llamaremos variable estadistica v representaremos por X.

Liamaremos frecuencia total al numero de datos n. Llamaremos precuencra absofia n, de
la modalidad M, (valor x, o ntervalo 1) de la vanabie X al numero de datos que presentan

la modalidad M, (valor x, o valor del intervalo 1,). Si existen & modalidades posibles. se
verifcari

nL=n+m-..+tn=n

Llamaremos frecuencia relativa §, de 1o modahdad M, (valor x; o mtervalo [,) de la vanable
X ai coclente f, = n/n. verificandose:
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Llamaremos frecuencia absoluia acumulada N, hasta la modalidad M, (valor x; o intervalo
1) ala suma

Claramente es N= - n=n

Plamaremos frecuencia relativa acumnlada F; hasia la modalidad M, (valor x, o intervalo
1) al cociente F=N/N_ o io que es lo mismo. a

siendo Fi= """ [=1
Distribuciones unidimensionales de frecuencias

[La tabla formada por las distintas modaiidades (valores o ntervalos) del caricter N v por
las frecuencias absolutis (relativas. absolutas acumuladas o relativas acumuladas) recibe el
nombre de distrthucion de frecuenciay absoliras trelativas. absoluras acumddaday o
retativas aenmudadas respectivamente ).

Tenemos. por tanto. para cada tpo de datos. cuatro distribuciones de trecuencias.
abtemiéndose a partr de una cualquiera de ellas las tres restantes. supuesto que se conoce la
frecuencia total, :

Las cuatro distribuciones de frecuencias se expresan en tablas como siguientes dependiendo
del tipo de datos que sean:

. Caracter cuahitauvo:
M. I f, Ni Fi
Cualidad. 1 f| N[ F;
Cualidad n» L N» Fa

Anclisiy Estadisnico 9
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Cualidad; n, N F,

Cualidad, n, fi Ng&=n F=I

n 1

Caracter Cualitativo

[

Cardcter cuanutativo sin agrupar:

X; n, f, N; F;

X| o] l‘| N| F|

X2 N~ 12 Nj F:

X; n, f, N, F,

NN 1, {L Nkzﬂ Fk:]
n 1

Caracter Cuantitativo sin Agrupar

-

3. Cardcter cuantitativo agrupado en intervalos:

IR 1, f; N; F,

I; AR l‘l N| Fi

I: 1> f: Nj F:

I; n, 1 N, I,

1, 1y, th, N.=n Fi=1
n }

Caracter Cuantitativo Agrupado en Intervalos

‘Ejemplo: "Tratamiento de Radiacién’y Cirugia'
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En un estudio sobre las razones por las que no fue completado un-tratamiento de radiacion
secuido de cirugia en pacientes de cancer de cabeza v cuello se obtuvieron los datos dados
por la siguiente distribucid de frecuencias absolutas.

Causas n,
Rehusaron Cirugia 26
Rehusaron Radiacion

Empeoraron  por  una

. . 1)
enfermedad gjena al cancer '
Otras causas 1
40
Datos
Las cuatro distribuciones de trecuencia seran.
Causas n; f N, F;
Rehusaron Cirugia 20 0650 26 (630

Rehusaron Radiacion 300073 29 (725

Em_pcururon. por  una 0230 39 0975

enfermedad ajena al cineer

(OHras causay I o2y 40 1
40 1

Distribucion de Frecuencias

Tras encuestar a 25 familias sobre ¢l numere de hilos que tenian. se obtuvieron fos
stoutentes datos.

N de hijos(X)) 0 |
/

N de familias(n;) > 6 ¥ 4

D

12
2
()

Datos

Las cuatro distribuctones de tfrecuencia seran:

dpiciiises Lstadistico 11



0 5 020 5 020
16 024 11 044
' 19 076
34 'O'm 3 092

I
oo
0_
[P
1
o

Ee
2
~—
=
O]
try

|
25 1

Distribucion de Frecuencias

Los datos del de los Niveles de Colinesterasa. agrupados en los intervalos alli obtenidos.
proporcionan las cuatro siguientes distribuciones de frecuencias

Ii n, fi i\'. Fi

7'5-9 rO88 5 ('088

(9]

9105 8 0236 11 07324

10'5-12 10 0294 21 0618

12-13'5 10 0294 31 0912

I3'5-15 1 0029 32 0941

(3-16'5 2 (050 34 |
M1

Distribucion de Fecuencias

Representacmnﬁ.-,.Graﬁca« de::. las ..... Dlstnbucmnes

Un1d1mensmnales de Frecuencias... i

La representacion grafica de una distribucion de frecuencias depende del tipo de datos que
la constituva

Anteilesis Fstadistico 12



d.

Datos correspondientes a un caricter cualitativo

Lu representacion grafica de este tipo de datos esta basada en la proporcionaiidad de
fas dreus a las  frecuencias  absolutas o relativas. Veremos dos upos de
representaciones:

1 Diaerama de sectores

Esta representacion grafica consiste en dividir un circulo en tantos sectores
circulares como modalidades presente el caracter cualnatvo. asignando un
angulo central a cada sector crreular proporcional a fu frecuencia absoluta i,
consigwendo de esta manera un sector con drea proporeional también a n,.

Asl los dngulos que corresponden a las cuatro modalidades de la tabla
adjunta seran:

Numero de casos  Angulo(grados)

Rehusaron crrugia 20 234°
Rehusaron radiacion 3 27°
Empeoraron por

un: enfermedad 16 DIeN

ajenit af cancer

Otras coausas ] ye

Y su representacton en un diagrama de sectores serd:

Aty Estadistico 13



Diavrama de rectansulos:

sta representacion grifica consiste en construir tantos rectangulos ¢como
modalidades presente el caracter cualitativo en estudio. todos etlos con base
de teual amplitud. La altura se toma igual a la frecuencia absolua o relativa
{segun la distribucion de frecuencras que  estemos  representando).
consiguiendo de esta manera rectangulos con dreas proporcionales o las
frecuencias que se quieren representar.

La representacion grafica de la distribucion de frecuencias absolutas del
ciemplo anterior sera de ta tormua:

dinilises Estadistico ' 14
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b, Datos sin agrupar correspondientes a un caricter cuantitativo
Lstudiaremos  dos  tpos  de  representactones  grificas.  correspondientes  a
distribuciones de trecuencias tabsolutas o relativas) no acumuladas v acumuladas.
| Diagrama de barras.
Consiste en levantar. para cada valor de la vanable. una burra cuva altura sea

su frecuencia absoluta o relauva, dependiendo de lu distribucidén de
frecuencias que estentos representando.

AsiL la representacion grifica de la distribucion de (recuencias del ejemplo
del n? de hijos sera:

Andilises Estadisuco 13
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Dhagrama de rrecuenciay acumdadas.

Esta representacion grafica se corresponde con la de una funcion constante
entre cada dos valores de la variable a representar. ¢ rpual en cada tramo a la
frecuencia refativa acumulada (o absoluta acumulada s1 se wata de
representar una distribucion de frecuencias absolutas) hasta et menor de los
dos vaiores de la variabie que construven el tramo en el que es constante.

Tambien para ¢l cpemplo del Nimero de Hyos, se tendra un dicerama de
frecuencias acumuladas como el del siguente gritico:

m
-—: _
_
';*
i
b ! ] i
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C.

Datos agrupados en intervalos correspondientes i un cardcter cuantitativo

Al 1gual gue antes. existen también dos upos de representaciones graficas
dependiendo de si la distribucion de frecuencias en estudio es de datos acumulados
o de datos sin acumular.

V. Histograma.
Al ser esty representacion una representacion por areas. hay que distinguir si
los intervalos en tos que aparceen agrupados los datos son de 1gualamplitud

O o,

St la amplitud de los intervalos es constante. dicha amplitud puede tomarse
como unidad y al ser

Frecuencia (drea) = amplitud del intervalo - altura

o altura correspondiente a cada intervalo puede tomarse igual a la
trecuencia.

St los mtervalos tienen diferente amplitud. se toma aiguna de ellas como
unidad (generalmente fa menor) v se levaman alwuras para cada imervaio de
torma que la ecuacion anterior se cumpla.

0 el ejemplo de los Nrveles de Colinesterasa. al wener los intervalos 1gual
amplitud. fa representacion gratica serd:

Andlists Estadistico 17



Stowvidramos  una  distribucion  de  frecuencias  como i siguiente.
correspondiente a puniuaciones obienidas en un test psicologico v en la que
los intervalos son de diferente amplitad

[ n, {

-20 8 870

20-30 9 970

30-40) : 12 12/70
40)-45 10 1O/70)
43-50 9 9/70)

S0-60 10 10/70)
6O-80 3 8/70

SO-100 4 4/70

=70 N=1 \

Tomando la amplitud 3 como unidad. deberemos levantar para el primer
intervalo una altura de 2/70 para que el drea sea la freceuncia relativa 8/70.
I'rocediendo de la misma manera con ¢l resto de los intervalos obtendriamos
como representacion grafica la figura siguiente:

Anciaay Estadistico 18
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Obsérvese que la suma de 1odas las areas debe ser 1. tanto si los miervalos
de la distribucion de frecuencias relativas son o no de igual amplitud.

Poiigono de frecuencius acumuladas:

Se utiliza para representar  distribuciones  de frecuencias  (relativas o
absolutas) acumuladas. Consiste en representar la grafica de una tuncion que
una por segmentos las alturas correspondienties a los extremos superiores de
cada mtervalo. engan o no wdos eual amplitud, siendo dicha altura 1eual a
la trecuencia acumulada. dando una altura cero alb extremo inferior del
primer intervalo v siendo constante a partir del extremo superior ded Gltimo.

Asi. para ¢l ciemplo de los Niveles e Colinesierasa. ¢t polizono  de

greciencias relativas acunniadus tendrd una representacion yradica de fa

torma:
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MEDIDAS DESCRIPTIVAS

Medidas de. Tendencia Central -
f2n esta seccion definiremos una serie de medidas o valores gue tratan de representar o
resumir a una distribucion de frecuencias dada. sirviendo la cual ademds para realizar
comparaciones entre distintas distribuciones de frecuencias. Estas medidas reciben el
nombre de promedios. medidas de posicion o medidas de tendencia cemral.

4. Nedia arsitmética

Llamando x;. ... xp a los datos disuntos de un caridcter en estudio. o fus marcas de
clase de los ntervalos en los que se han agrupado dichos datos. v nooy o lus
correspondientes  frecuencias absolutas de dichos valores o marcas de clase.
Hamaremos media arumética de la distribucion de {recuencias a

= 0516283040402 A2
4= = =——=1%8

15 Nz

¢s decir. las familias encuestadas uenen un numero medio de hijos de 1'68.

Se midieron los niveles de colinesterasa en un recuento de eritrocitos en
&mugmol/min/mi de 34 agriculiores expuestos a insecticidas agricolas,
obteniéndose los siguientes datos:

iidisns Estadistco 21



Individuo Nivel Individuo Nivel Individuo Nivel

| 106 13 22 25 118
> 125 14 08 26 12.7
q IRERE 6.5 27 4
4 92 16 150 28 9.3

5 s 17 103 29 8.6

o 09 1% 124 30 §.5

7 o 19 - o1 31 101
$ 6 20 78 32 124
y 149 21 3 3 IR
10 125 22 123 34 10.2
¥ 125 23 9.7

2 123 24 12.0

ia distribucion de Irecuenctas las marcas de clase sera:

— ;TR o s 1. (35 1
Hivrvido e s 12 135 13 16'5
Marc e yas 075 1125 1275 1425 1573
Clase

Frecuencia no3 8

10 1} I 2 =23
L cuitl proporciona una media arnmétics de
RIS

Q= = e ==y ] ].—126
n 34

b, Medrana
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La mediana es ora medida de posicion. la cual se detine como aquel vaior de la
-arlable tal que. supuestos ordenados los valores de ¢sta en orden creciente. la nitad
son menores o iguales v la otra mitad mayores o tguales

Asi. si en la siguiente distribucion de frecuencias.

v, , N

(} 3 3

| 2 2

2 2 7
, ]

ardenuamos los valores en orden creciente.

00 0 1 1

]
S

el b osera el valor que cumple la definicion de mediana.

Fogicamente. en cuanto ¢f valor de la frecuencia total sea hgeramente mavor. este
procedimiento resulta inviable. Por esta razon. daremos a conunuacion una formula
gue permita caleularla, No obstante. serd necesario distinguir os casos en los que
los datos vengan agrupados de aguelios en los que vengan s agrupar.

o Datos sin _ AErupir:

Las grificas sigutentes. correspordientes o un diagrama de (recuencias
absolutas acumuladas. recogen las dos siuaciones que se pucden presentar:

1.2
L
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St la situacion es como la de la figura de la derecha. es decir. si

St L situacion gue se presenta es come la de la figura de la zquierda.
entonces la mediana queda indeterminada. aunque en esie cuso se o loma
como mediana la media ammeénca de los dos valores enuce los que se
produce it indeterminacion: asi pues. si

N =n/2 <Nj

cntonees la mediana es

La distribucion de frecuencias acumuiadas del ejemplo del mimiero de frijos
eril

N de hijostx,) 0 1

-2
3
A

2
L

Frecuencias Acumuladas(N) 5 11 19 23
voeomo es 11/2=12'5 v en consecuencia
[T-212'53<19

la mediana sera M= 2.

Datoes Agrupados
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Las graficas siguientes. correspondientes a poligonos  de frecuencias
absolutas acumuladus. nos plantea de nuevo dos situaciones diferentes a
considerar:

El mas sencillo. el de la derecha. en el que existe una frecuencia absoluta
acemulaga Ny tal que n/2 = N la mediana es M, = x,.

S1asituacion es como la que se representa en b ligura de la izquierda, en la
que

N <n/2 <N,
entonces. la mediana. estd en el tervalo |x. X)L o8 decir entre X, ¥ X,

tontindose en ese caso. por razonamientos de proporcionalidad. como
mediana el valor

Intervalo I,

b
Lh
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=

~4

Frecuenciy A,

Frecuencia . . .
. N, 3 1 21 31 32 4
Acumulada -

Al ser /2 =17 v estar
1 <i7<21

la mediana estara en el intervalo [10'5 . 12). v aplicando la [drmula anerior.
seTd

TS eEeee 1S L

Maoda

La moda se define como aquel valor de ia variable ai que corresponde maxima
frecuencia (absoluta o refativa). Para caleularla. también serd necesario disunguir s
fox datos estin o no agrupados,

- ALos s ag .
Datos s agrupar:

Para datos sin agrupar. la determinacion del valor o valores (va que puede
haber mas de uno) modales es muy senciila. Basta observar o que valor e
corresponde una mavor sz, Ese serd la moda-

Asioen ¢l gemplo del namero de hijos. Ta simple mspeccion de la tabla
siguiente proporciona como valor para lo moda ¢l M= 2.

N de hijos(x;) 0 1 2 3

o

N" de familias(n;) 5 ¢ 8§ 4 2 "n=2>

< Datos agrupados:
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Si los datos se presentan agrupados en mtervalos es necesurio. a4 su vez,
disunguir s1 €éstos tienen o no igual amplitud.

Si tienen amplitund constante ¢. una vez identificado el mtervalo modal | x,..
). es deenr el intervalo al que corresponde mayor frecuencia absoluta ny =
max oy ... ng ). la moda se define. también por razones geométricas. como

Fste ejemplo presenta un caso de distribucion bimodal. va gue tanto el
miervalo F1O'S - 12) como el {12 - 13'3) ttenen frecuencia absoluta maxima.
Deberiamos aplicar. por tanto. para cada uno de los dos intervalos la tormula
anterior. determinando asi las dos modas de la disuibucion. No obstante.
este ciemplo presenta ademas la peculiaridad  adicional de ser ambos
mtervalos modales contiguos. En esta situacion se considera la distribucion
unimodal. chiglendo como moda el extremo comtmn. Mg = |2,

Si los intervalos wivieran distinta amplhitud ¢, primeros debemos normalizar
las Trecuencias absolutas n,. determinando los cocientes

voluego aplicar To regla detinida para el caso de mnervalos de ampiitud
constate a fos L. Es decir. primero caleular el |} = maxih..... i para
determmuar el intervalo modal [x,.1. x,) v luego aphcar la formula

Las trecuencias normalizadas correspondientes al ejemplo de intervalos con
Aisunta amplitud serdan.
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d.

1, 1, L,

0-20 8§ 04
2030 9 (g
30-40 12 1”2
40-45 T S
43230 9 Iy
50-60 10 ]

60-80 8 (3 '
R0-100 4 ¥

con o que el intervalo modal es el [40 - 43) v la moda

[
-
I

4=
..I..
i

=

A diferencia de lo que ocurre con la media o con la mediana. si es posible
-determinar la moda en el caso de datos cualitauvos, Asi. cn el cjemplo del
tratamicnio de radiacion seenido de cirrugia puede aftrmarse que la capsa
modal por la que no tfue completado el tratamiento es My = rehusaron
clrugia,

Cuantiles

Los cuanules o cuantilas son las dltimas medidas de posicion gque veremos. De
hecho algunos autores las incluven dentro de tas medidas de dispersion al ser
medidas de posicion no centrales.

Bl cuanid o4 r= 1200 K - | se define como aquel valor de la vanable gque divide la
distribucion de frecuencias. previamente ordenada de forma creciente. en dos partes.
estando el (100-1/k)% de ésta formado por valores menores que f2,,4.

Si Kk = 4 los (tres) cuanules reciben el nombre de cuartiles. Sk = 10 los {nueve)
cuantiies reciben. en este caso. el nombre de deciles. Por 0ltimo. si k = 100 los
(noventa v nueve) cuantites reciben el nombre de centifes.
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Obsérvese que siempre que r v k mantengan la misma proporcion (r7k) obtendremos
e) mismo valor. Es decir. por ¢jemplo. el primer cuartit es igual al vigésimo quinto

centil.

En este sentido. la mediana 3, es el segundo cuartil. 0 el quinto decil. ete.

Para ¢l calculo de tos cuantiles de nuevo hav que considerar si los datos vienen o no
agrupados en mtervalos.

o

Datus sin agrupar:

Si los datos vienen sin agrupar v es

¢l r=ésimo cuanud de orden k serda p,= x.0 valor al que corresponde |

frecuencia absoluta acumulada N,

St la sttuacion fuera de la ferma

Datos agrupados:

Silos datos se presentan agrupados y. para algin J. fuera

< N_|

el réstmo cuantil de orden k seria p.a= x;.

Anclises Estadistico



Por alumo. si fuera

el mtervalo a considerar seria el [x.. xp). al que corresponde trecuencia
absoluta n, v absoluta acumulada N, siendo entonces el cuanul el dade por fa
expresion,

ent donde ¢, es La amplitud del intervalo N0 x,).

St el intervale a considerar fuera el [NXg . xp). se tomaria en fa expresion
antertor N = ().

Vamos a determinar la tercera cuartila del ejemplo del mimero de hijos.

N" de hijos{x,) a1 2 3 4

N de familias(n;)) 5 6 & 4 2 n="3

N de familias(n) 5 11 19 23 23

Como es

v = P8'75 < LY serd pag=2.

. Ejemplo:
Vamos o determinar la sépuma decila del ejemplo de los nmiveles de
colinesierasia.

Intervalo L 75 0 1()'5- 12- 13'3- 15-

Aucihists Lstadistico 30



9 1073 12 133 15 16'3
Frecuencia TR T 10, _ 10 ] 2
Frecuencia R . -
N, 3 11 21 3 32 4
Acumulada
Como es:
el na s
L K
21 <23'8 <31, el intervalo a considerar sera el [12 . 1331 stendo
R R
T | A
K
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Las mediday de posicion estudiadas en la seccidén anterior servian para resumir la
distribucion de trecuencias en un solo valor. Las medidas de dispersion. a las cuales
dedicaremos esta seccion. tienen como proposito estudiar fo concentrada que estd la
distribicion en torno a aleun promedio.

Estudiaremos las cuatro medidas de dispersion mds uuhizadas: recorrido. varianza,
desviacion tipica v coeficiente de variacion de Pearson. estando definidas las tres primeras
medidas en unidades concretas v estandolo la cuarta en umdades abstractas.

d.

Recorrido

S ¥ e es el dato mavor o la ultima marca de clase. si es que los datos vienen
aerupados en intervalos. v ¥,y €l dato menor o primera marca de clase. Hamaremos
recorrido a

R=x e = X g

Ast. en el ejemplo de los niveles de colinesterasa el recorrido es
R=1375-825=75

veen el ejemplo del mimero de hijos sera R =4 -0 =4,

L.a principal ventaja del recorrido es la de proporcionar una medida de la dispersion
de los datos tacil v rapida de calcular,
“arianza

Denotando por x;.....x; los datos o fas marcas de clase. Hlamaremos varianza a

stendo ¢ la media de la disuibucion.
Asien el ejemplo del nimero de hijos la varianza es
s° =424 - (1'68) = 1'4176.

v en ejemplo de los niveles de eolinesterasa

L2
(R
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d.

s = 13397 - (11'426)7 = 3'42,
Al valor

I o N uo”
Tix,-al n, = ——

n- 17, n- |l

se le denomina cuasivarzanza,
Desviacion Tipica

[La varianza tene un problema. v es que estd expresada en unidades al cuadrado.
Esto puede producir una talsa imagen de la dispersion de la distribucion. En su
lugar suele utilizarse su raiz cuadrada. denominada desviacion tgnea. Asi. la
desviacion tpica de la distribucion de frecuencias del ejemplo de los mveles de
colinesterasa es » = 1'1906 v la del ejemplo del mimero de hijos v = 1'83.

Covficiente de Variacion de Pearson

Lo desviacion tipica sirve para medir de forma eficaz la dispersion de un conjunto
Jeodatos entorno aosu media, Desgraciadamente esta medida puede  resultar
engafiosa cuando tratamos de comparar la dispersion de dos conjuntos de datos. Asi.
s1 por ejemplo tenemos dos grupos de mujeres de 11 v 25 anos con medias v
desviaciones tipieas dadas por fa tabla stewiente:

Peso Medio Desviacion Tipica
11 afos 40 Ker. 2 Ker.
235 anos 50 Kgr. 2 Ker.

puede parceernos. al observar en amboes grupoes una desviacton tipica igual. gue
ambos grupos de datos tienen la misma dispersion. No obstante. como parece
[ogico. no es lo mismo una variacion de dos kilos en un grupo de elefunies que en
uno de congjos. L cocficienie de Fariacion de Pearson chimina csa posible
confusion al ser una medida de la variacion de los datos pero en relacion con su
media. Se defide como

11

P

siendo s v ¢ respectivamente la desviacion tipica v la media de la distribucion en
estudio v en donde el factor 100 tiene como Unico objetivo el evitar operar con
valores decimales.
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De la deficion de V|, se deduce facilmente que aquella distribucion a la que
corresponda mavor coeficiente tendra mavor dispersion.

En el ejemplo anterior. al grupo de mujeres de 11 afos le corresponde un
coeficiente de variacion de Pearson igual a

vl grupo de las mujeres de 23 anos

R DT

' ot
fo que indica una mavor dispersion en el grupo de mujeres de 11 afos.

Para el ejemplo del numero de hijos V, toma el valor
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-Médiﬂé_s___dgﬁsimetriagt .

Diremos que una distribucién es simétrica cuando su mediana. su moda v su media
aritmérca coincidan. Claramente las distribuciones de los ejemplos de los niveles de
codinesterasa v del 7° de hijos no son por tanto. simetricas.

Diremos que una distribucion es asiméirica a la derecha st las irecuencias (absolutas o
reiativas) descienden mas lentamente por la derecha que por la izquierda.

Sifas frecuencias descienden mds lentamente por aizquierda que por la derecha diremos
que L distribucion es asunétrica a la izquierda.

Extsten varias medidas de la asimetria de una distribucion de  frecuenctas.  Aqui
cstudiaremos dos de ellas. ‘

4. Coeficiente de Asimetria de Pearson

Se detine como:

stenao cero cuando la distribucion es simétrica, positivo cuando existe asimetria a la
derecha v negativo cuando existe asimetria a la izquierda.

En el ejemplo del numera de hijos A es 1gual a

mdicundo una hgera asimetia o la wequicrda en la distribucion Jde frecuencias
correspendiente.

De la nusma manera. para el ¢jemplo de los niveles de colinesterasa también se
observa una ligera asimetria a la izquierda. al ser

g e
i

(O]
4
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De la definicidn se observa que este coeficiente sole se podrda wlizar cuando la
distribucion sea unimodal. La otra medida de asimetria que veremos no presenta
este 1nconveniente.

Coeficiente de Asimetria de Fisher

Se detine como

T

siendo x, los valores de la variable o las marcas de clase v §= ¥~ | llamada a
veees cuasidesviacion tipica.

La inerpretacion del coeficiente de Fisher es la misma que la del cocficiente de
Pearson. st la distribucion es simétrica vale cero. siendo positive o negativo cuando
eNisla asimerria o la o derecha o izgyuierdu respectivanente,
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Toda probabilidad cumple una serie de propiedades. las cuales se obtiencn como
consecuencia de los axiomas que debe de cumphir. A continuacion vamos a.demostrar las
Mis importantes:

[ efecto Stoconsideramos la sucesion iniinita

a7 - oAy O
VAL ALY

S al

-1

poar le que. por el axioma 3. debera ser:

o dectr.
)
PeAY=(A)Y + - PUAY)

=3 A '
de donde sc deduce que PIA)= P~ ). para todo i=2...... no debe sumar nada. es
decir. debe ser

P =0,

2. Se cumple la aditividad finita para sucesos incompatibles. Es decir,
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£n efecro: Basta considerar fa suceston

es decir. la propiedad descada.

‘e
.

La probabilidad del complementario de un suceso A es
P(A)Y=1-DP(A)

L efecto: Aplicando primero el axioma 2 v luego ta aditividad finita acabada de
demostrar. sera

P (AU A= Q) =1

PEAY+ PLAY = |
de donde se obuiene la propiedad propuesta.
4. Si dos sueesos son tales que A = B, entonces '(A) <P(B).

I'n crecto: B se puede poner de la forma

B=A -(B-A)

con lo que. por la adiuvidad tinita de ta probabilidad. serd

.

P(B) =P(A)+ P(B - A)

Anethisiv Estadistico

-~

8



h

0.

LLa propiedad enunciada se-tendrd ahora como consecuencia de ser P(B - A) > O por
el axtoma 1.

La probabilidad de todo suceso A ¢s un numero entre 0 v [
A=PAY L

£n etecto De hecho. el que sea mavor que cero es una de fas exteencias requernidas
para que sea probabilidad (axioma 1).

21 que sca menor que | se obtiene de la propiedad anterior observando que 1o0do
suceso A esta contenido en el suceso seguro. A = Q.

Si dos sucesos no son incompatibles, fa probabilidad de su union debe
caleularse por la siguiente regla:

PA~) B)=P(A) + P(B)-P(A | B).

En efecto; Los sucesos A y B se pueden escribir como union de sucesos disjuntos de

[ forma.

I

A=A Bl By =0y B bar

con lo que. por la propiedad de aditividad init antes demostrada. serd

rar=pa Byspal ey yp@i=r@al Byera e

es decrr.

Andlises Estadisnco



P(A" BY=PA)-PA' ' ByvPal lBy=PB)-PA 'B)

Como. por otro lado. A U B se puede expresar ¢t uniion disjunta de la forma

aun=@i!l Bu; Tevua! B

su probabilidad sera

PLAUBy=P (A‘ "By + P (A B PAT
\. sustituyendo los valores antes calculados para los dos dltimos sumandos.

quedura

PrA U B)=I’(A' "B)+ P{AY-P (A‘: iB)-‘r PBYy-P A T ID

o en defimuiva.

POA U BY=PA)+P(B)-P (A | B)
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LEYES DE DISTRIBUCION DE VARIABLES ALEATORIAS

l.as distribuciones de probabiiidad son idealizaciones de los poligonos de frecuencias, Ln el
caso de una variable estadistica continua consideramos ¢l histograma de trecuencras
relativas. v se comprueba que al aumentar el numero de datos v el numero de clases el
histograma tiende a estabilizarse ltegando a convertirse su perfil en la graiica de una
tuncion.

=1

LLas distribuciones de probabilidad de variable continua se detinen mediante una funcion
yv=1{x} llamada funcion de probabilidad o funcion de densidad.

Asl como en el histograma la irecuencia viene dada por el drea. en td funcion de densidad ta
probabilidad vience dada por el area bajo la curva. por io que:

o El area encerrada bajo ia totalidad de la curvaes 1.
» Para obtener la probabilidad PtaZ X b) obtenemos la proporcion de drea gue hay

hajo L curva desde a hasta b. .
« La probabilidad de sucesos puntuales es 0. P(X=a)=0

Funcion de densidad y funcion de disTribucién.

Llamaremos funcion de densidad de una variable aleatoria continua X a una
funcién f que cumple:

» &S positiva
« el drea total bajo la curva, es decir entre f(x) y el eje de abscisas, es 1
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+ el drea determinada por f(x), el eje de abscisas y las rectas x=a, x=b, es
la probabilidad de que la variable continua X esté en el intervalo [a,b],
P(a<X<b)

Considera la funcion:

0 si x <0
f{x} =405x si 0<x<2
0 si X > e

Comprueba que se trata de una funcion de densidad

» Enefecto f{x)20vy el drea total bajo la curva, en este caso un tridngulo es 1

51 X es una variable aleatoria cuya funcion de densidad es f calcula

. P(X<0.75)=
« P(X< 1,25):
. P(0,752X < 1.25):

Cambia el valor de a y b y calcula el drea

Como has visto en el ejercicio anterior la p(a<X< b) viene dada por el drea
entre la curva y=f(x) y el eje de abscisas desde a hasta b, si has estudiade ya
cdiculo integral sabrds que este drea és:

~

L'F(x)dx

pla <X <b) = "drea bayjo la curva desde a hasta b" = =

Dada una variable aleatoria X la funcion que asigna a cada nimero real la
probabilidad p(X< x) se llama funcidn de distribucidn. Viene dada por

Fix} = p(Xz x) - _Ef(?)df

La funcidn de distribucidn correspondiente a la funcién de densidad anterior
es El

Ancthises Esradisecn 472



0
F(x) = ¢0,25x"
0

x <0
0<x <2

x > 2

e Observa gue el drea bajo la curva de O a x es la del tridngulo de base x y altura

Calcula en la grdficay compara los resultados con los obtenidos

anteriormente

.« P(X <0,75)=F(0,75)=
. P(X<125)=F(1,25)=
. P(075<X 1,25)=F(1,25)-F(0,75)=

Parametros en una distribucion de probabilidad

Por analogia con las variables estadisticas podemos definir También aqui la

media 1y la desviacion tipica ¢ de la variable aleatoria.

La media p, También llamada
esperanza matemdtica, es un
valor representativo de todos
los valores que toma ia variable
aleatoria X, lo podemos
imaginar como el punto sobre el
eje de abscisas donde al poner
una cufia la figura plana definida
por la funcion de densidad
quedarad en equilibrio, Para
calcularta hemos de hacer:

H= E:f(x)dx

La desviacion Tipica o es una
medida de la dispersion de los
valores que toma la variable
aleatoria de la media. Como
ocurria con las variables
estadisticas la desviacion tipica
sera mds pequena o mds grande
segun la grafica de la funcién de
densidad sea mds estrecha o
mds ancha en torno a la media.
En este caso se calcula:

c= ,Illllrx:f(x)dx -
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Comprueba, si sabes integrar, que en ejemplo anterior la media es 4/3 y la
desviacion tipica 0,47

Considera la funcion de la escena:

[

0
x -1
x 1 3
0

x
X X

“i [P}
w oA A

w M

) =4

(A
~ P2

"
x
.

Comprueba que se trata de una funcion de densidad

Calcula, mediante las dreas de las figuras correspondientes:

« P(X<1D5)=
« P(1,75<X <2,25)=

¢Por simetria, cudl crees que es la media en este caso?

EJEMPLOS DE DISTRIBUCIONES DE VARIABLE CONTINUA

La distribucion uniforme

Las distribuciones uniformes corresponden al experimento de elegir dos puntos
al azar entre dos fijos m y n. Como la probabilidad de elegir cualquier punto es
la misma, la funcién de densidad tendrd la misma altura en todos los puntos
entre my n, es decir se trata de una funcién constante desde m a n, de altura
1/(m-n).

Supdn que tenemos una cuerda de 2 m de longitud que queremos cortar por
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un punto al azar a distancia x de uno de los extremos.

¢Cudl es la funcion de densidad?

Se trata de elegir un punto al azar entre Oy 2, como el drea debe ser 1, la altura
del rectdngulo serd 1/2

Calceula:

« P(X<0)5)
« P(0H<X<125)

Cambia el valor de a y b y calcula el drea
ahora se reduce a la de un rectrdngulo,
fijate gue b debe ser mayor que a

Si la cuerda mide 3 m ¢cudl seria ahora la funcion de densidad?, ¢y la

probabiiidad de cortar la cuerda de forma que uno de los trozos mida como
maximo 1 m? (Utiliza la escena anterior cambiando m y n)

« En esta distribuciones la media coincide con el punfo medio del segmento
a-b
=

[a.b], e

b-a
- La desviacién tipica es 412

i

Sea X el momento elegido al azar en que una persona llega a una cita entre la
1y las 2 de la tarde.

¢Cudl es en este caso la funcion de densidad?

¢Cudl es el valor medic esperado?, ¢con qué desviacidn tipica?

®

Calcula la probabilidad de que llegue en la primera media hora P(X <1,5)

Caleula la ﬁrobabilidad de que aparezca en los (ltimos 15 minutos P(1,75 <
X <2)
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La distribucion exponencial

Las distribuciones exponenciales se utilizan como modelo para representar
tiempos de funcionamiento o tiempos de espera. Su funcion de densidad que
depende de un pardmetro k es de la forma f(x)=ke *

» La media de esta distribucién es 1/k y la desviacion tipica tambien es 1/k

La variable X representa el tiempo en horas que una persona tarda en
realizar determinado frabajo y sigue una distribucion exponencial con
parameTro 2

¢Cudl es el tiempo medio en que se espera realice dicho trabajo?

¢Cudl es la probabilidad de que lo realice en menos de 30 minutos?, ¢y en
mds de 1 hora?

En este caso para calcular el drea hay gue recurrir a calcular la integral, pero puedes
ver ef resuftado dando los valores adecuados a a, b

£l Tiempo, en meses, de espera en determinado servicio sanitario se disTribuye
exponencialmente con media 2; ccudl es la funcion de densidad?, ¢y la

probabilidad de que un paciente espere menos de 1 mes, ¢y entre 2 y 4 meses?
(Utiliza la escena anrerior cambiando k)
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Introduccion a la inferencia estadistica

La construccion de modelos probabilisticos presentada en el capitulo antenior es el caso
tipico de razonamicnto deductivo: se establecen hipotests respecto al mecanmisino generador
de lus datos v con ellas se deducen las probabilidades de los valores posibles. La Inferencia
Fstadistica realiza ¢l proceso inverso: dadas las frecuencias observadas de una variable.
inferir el modelo probabiiistico que ha generado los datos. Para ello debemos calcular los
parametros que detfinen las distintas distribuciones. pero esto requiere conocer los valores
de la variable que estemos estudiando para todos y cada uno de los elementos de la
noblacion (conjunto de homogéneo de elementos en tos que se estudia una variable dadu).
lo cual no es posible por varias razones:

Impoxsibilidad fisica de acceder a toda la poblacidn. por ciemplo para calcular la
probubilidad de cara de una moneda requiere su lanzamiento infinitas veces.

Imposthididad econdmica de acceder a woda la poblacion., p. ¢. no se podrian pagar los
analisis para determinar el nivel medio de colesterol en un pais.

Impasibilidad por destruccion del individuo. p. e. ¢l estudio de la duracion media de un
modelo de marcapasos impiicaria esperar la destruccion de toda la produccion.

Sea cual sea el caso. con poblaciones de un tamano N suficientemente grande fa unica
alternativa tactible es su determinacion aproximada a través de una muestra (subconjunto
representativo de Ja poblacion).

Lo inferencia Estadistica es el conjunto de métodos que permiten obtener una conclusion a
cerca de una poblacion a través de fa informacion proporcionada por una muestra. un
procedimiento mductivo que va de lo particular (muestra) a lo general (poblacion). Cuando
la intormacion deseada de la poblacion es el valor de alguno de sus parametros. la téenica a
utilizar es ta estimacion.

La estimacion puede ser de dos tipos. Mediante estimacion puntual se persigue dar un
unico valor aproximade del parametro desconocido. quedando sin especificar como de
buena es tal aproximacion. Mediante L esrimacion por intervalo se persigue dar un
intervalo de valores. alguno de los cuales es ¢l verdadero valor del parametro desconocido.
con una cicrta seeundad de que la afirmacion sea clerta. En el primer caso se afivmaria " la
proporcion de varones en Espaia ¢s aproximadamente el 499" en ¢l segundo. "la
proporcion de varones en Espafia es algin numero entre el 48% v el 530% caso con
seguridad”. El valor 49% se dice que es una estimacion puntual de p(la verdadera
proporcion de varones en Espaia): el intervalo (48%-50%) se dice que es un imervalo de
conjianza para p.
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Muestreo aleatorio

Ya que el conocimiento de la poblacion lo va a proporcionar la muestra. es logico gque la
misma no se deba womar de un modo arbitrarto. smo que debe representar adecuadamente @
toda Ta poblacion. Sila muestra no es representativa. nada de o que se coneluva a partir de
el serd vilido para la poblacion de interés. sino que lo serd para la subpoblacion que
representa. Asi. para determinar el nivel medio de colesteroi de todos los espafioles. la
muestra no puede tomarse solo de personas de edad avanzada. ni sélo de individuos que
aparezean en lu pwia telefonica. mi solo de individuos que acuden a un hospital. e, Para
gue lu muestra sea representativa de la poblacion. es preciso que sca extraida de elia de
modo gue:

1 Todos fos individuos de la poblacion tengan la misma probabilidad de ser seleccionados
¢ incluidos en la muestra (igual probabilidad)

27 La seleccron de un individuo no influva para nada en la seleccton o no de otro individuo
cualquiera (ndependencia).

Cuando ello se verifica diremos que la muestra es una muestra aleatoria. La obtencion de
tna muestra aleatoria requiere en primer lugar la identificacion completa de la poblacion en
estudio: a continuacion se numeran los individuos de 1o poblacion v. por medios similares a
un serteo. se extrae al azar un conjunto de nimeros. los mdividuos correspondientes a ¢llos
forman una muestra aleatoria de tal poblacion. Para hacer esta seleccion podemos utilizar
timbién las tablas de numeros aleatorios.

ESTIMACIONES
Estimacion puntual

Supongangs que se desea conocer la estatura media p de todos los espaiioles. Si tomamos
una muestra de n = 100 espafioles ;que valor elegiremos como el mas aproxmmado.
presuntamente. a 1 Parece razonable que s1 170 cm es la estatura media de dicha muestra.
debemos atimmar que p=170 es inexacto (pues la media muesiral no comcide en gencral con
1 b convengumos en indicar lo antertor asi: g = 170, indicando el subindice en el
parametro que la cantidad es una estimacion puntual del mismo. De un modo general. una
estimacion puntual es un valor que se propone para el parametro desconocido. valor que se
obtiene determmando en la muestra el parametro muestral paralelo al poblactonal. Asi. una

.. : : % .
estimacion puntual para la media u de una v.a es la media muestral 1= " . para la varianza
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“de una v.a. es la varianza muestral “ =s~ 6 para la proporcion de una Binomiai p es la

proporcion muestral py.

Estimacion por intervalo de confianza

l.os esumadores puntuales sélo dan una idea aproximada del valor del parametro a estimar.
no conociéndose como de buena es la aproximacion: ellos simplemente proporcionan el
mejor ntmero que pueda proponerse como valor del parametro. Por ejemploe decir que
=170 em significa gue la estatura media de todos los espafioles es aproximadamente 170
cm. pero el término "aproximado" no se sabe si alude a 1 em arriba o abajo. o a I metro
arriba o abajo. De hecho no puede esperarse gran cosa de un esumador,

I.os problemas anteriores eran de esperar pues realmente es demasiado pedir que a partir de
una muestra pueda calcularse el valor del parametro tan exactamente como s1 se tomara

. P - . - r
todla ta poblacién. En realidad o que importa es que el valor de la media muestral * por
cjemplo. no esté demasiado alejado de u. v esto se comprucba con los intervalos de
conlianzit.

Ll objetivo es realizar atirmaciones del tipo: "la estatura media ( de los espaioles no sé
exactamente cuanto es. pero es casi seguro alguno de los valores 1698 v 2372 con una
cierta seguridad. La seguridad alude a la probabilidad de que la atirmacion sca cierta. con
lo que ¢ problema de obtener intervalos de confianza para un parameuro & radica en
encontrar dos valores a v b tales que Fra £ @ L 8)=1- gonde (a.Db)esel intervalo de
conlianza para @ . | - e el nivel de confianza del intervalo (usualmente proximo a ) v el
imivel de error del intervalo (usualmente proximo a 0).

intervalo de Confianza para una media
Variables Normaies.

Supongamos una v, a. x con distribucion N(p o) en donde la media poes desconocida v la
varianza . la stiponemos por ahora conocida. Con ¢l fin de estimar p (colesterol medio.
nivel medio de glucosa. altura media de los varones mayores de edad. etc.} se va a tomar
una muestra aleatoria x, .x,....v, que proporciona una media que serd una estimacion
puntual de . Aceptaremos sin demostrarlo que:

T-19%—= L LT +19%—

i 5 (4.1)

con probabilidad del 93%. v asi tenemos el intervalo buscado. Esta expresion debe
interpretarse adecuadamente. Ella indica que el 93% de las muestras de tamaiio n tendran
una media que. al sustituirla en la expresion, da lugar a un intervalo que contiene en su
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interior a4 Y. en tanto que otro 5% no sucedera esto. Notese que se ha dicho que "el intervalo
"o

contiene en su interior a p. v no que "u cae en ¢l interior del intervalo™ la primera

X

alirmacion es crerta pues los extremos del mtervalo son v. a. por depender de * que
también lo es. la segunda afirmacion es falsa pues g es un parametro (valor fijo aunque
desconocido). no una v.a.. no pudiendo variar. Asi pues debe decirse que hay una
probabilidad del 95% de que el intervalo contenga al pardametro.

En el ejemplo de la estatura media p de los espafioles. st se tiene que 1698 #2172 dado
que el 93% de los intervalos contienen a p. diremos que "tenemos la esperanza de gue este
sea uno de los 935 intervalos de cada 100 que dejan en su Interior a ., esperando no haber
tenido Lo mala suerte de que el intervalo obtemdo sea uno de los 3 de cada 100 intervalos
erromeos”. Mas abreviadamente. diremos que g esta entre (169 : 172) "con una conflanza
del 93%": de ahi ¢l nombre de ntervalo de confianza. Conviene notar que ahora se habla de
"confiunza" . v ne de "probabilidad” como antes. pues los extremos del mtervalo va son
naneres fjos v uo esta o no esta denuo.

El intervalo (4.1) podemos expresarlo abreviadamente como W debiéndose
el valor 1.96 al 3% de error tomado. es decir z... = 1.96 en la tabla de la Distribucion
Normil,. De unmodo general. sien fugar de una confianza del 95% tomamos una de (1 - @
) toen lugar de un error del 5% se toma uno de & ), entonees el intervalo ser:

LT

“.": 4.2)

con ~z.en latabla de la DL N

Eiemplo i Para determinar la estatura media de los varones adulios espuiioles. se
tomo una muestra al azar de 10 de ellos en la que se obtuvo los valores 162, 1706.
169, 165,171,169, 172,168, 167 v 175 em. Determinar el valor de o estatura
medt. supomendo que 7= 10.

Lin estimador puntual para la estatara media wes la * que en este cuso es 1094,
Yara dar un intervalo de contlanza hemos de suponer que es una v. a. normal, Como

n=10. * = 169.4 v 6= 4. para el intervalo de conflanza al 95%. Ia expresion (4.1)

o4 _ o s
a2 1694 2196 ——= = 1693 £2.48 = 166,92 . 171.23].
indica que St .

Asi pues. esperamos que este intervalo sea un de los 95 de cada 100 que contienen a
i 0. mas brevemente. la estatura media de los espanoles varones adultos es algan
valor entre 166.92 em v 171.88 cm con una confianza del 95%.
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Es evidente que un intervalo de confianza para un 2 dado serd tanto mas preciso cuanto
mas estrecho sea. Asi. serd preferible afirmar que la estatura media estd entre 170 v 171 ¢m
al 93% de confianza. que afinmar que la estatura esta entre 165 v 175 con igual confianza.
Como la longitud del intervalo es dos veces su radio. el mismo puede disminuirse
aumentando ¢l valor del tamano de la muestra (pues n aparece dividiendo). Ello responde a
una regla que serd general en toda la Estadistica: cuanto mas grande sea una muestra. imas
informacion da v mas precisas son las conclusiones que se obtengan a partir de ella.

l.a otra forma de estrechar el intervalo es dismuinuvendo la contianza ( es decir. cumentando
¢l error). Asi z... = 1.96. pero z,,.= 1.44. que por ser menor da un mtervalo mas estrecho.
Sin embargo ahora la anchura del intervalo ha disminuido a costa de la seguridad
{conitanza) del mismo. v ello no es deseable. Lo usual es considerar errores & del 3%.
aungue en ocasiones se utilizan otros como los del 1% o del 10%. Nos podemos preguntar
se puede dar un intervalo al 100% de confianza?: 1a respuesta €s que esto eXigirma una Z.,
= con lo que el intervalo seria ( -, @) que en el caso del ejemiplo daria lugar a la
atirmacion "la estatura media de los espaiioles estd entre -@ v =", que es absolutamente
crerta v absolutamente inatil también.

i

Flasta este momento hemos supuesto que la varianza de la poblacion era conocida. lo que
no sucle ser real. Cuando oes desconocida. 1o logico es sustituirla por su estimador s,

=

L= o .
) . S 2 .
obteniendo asi gue A Sin embargo s es una v. a. v unas veces serd mas grande
Yue Ty otras mas pequeiia. lo que da una cierta imprecision ai mtervalo, Conviene

ensanchar un poco el mrervalo para que la confianza del mismo permanezca. El modo de

=4

—

hacerlo consiste en aumemar ¢f valor de <= . tocalizandolo en una wbla distint:e. Ahora
tendremaos:
—

¥ (4.3)

SE TR —

con tee en latabla de la distribucion t de Student con (n-1) grados de libertad. tabla que
presenta los valores de ta en un formato similar al de la distribucion normal. excepto en
gue la nueva variable depende de un nuevo parametro Hamado gradoes de liberad.

- . - . . 2
Fjemplo 2: Resolver el ejemplo anterior sin suponer conocido el valor de .

Do antes se conoce que n =10 v = 169.4. Ahora es preciso caleular la varianza
muestral por la tormula correspondiente lo que da s = 4.3. Como L. (9 g.1.y= 2.262
en lu tabla . entoncees es el intervalo de contfianza para u al 95% de confianza.

Lu mterpretacion del nuevo intervalo es idéntica del que resultaba cuando la varianza era
conocida. ki anica diferencia es que ahora no solo el centro del intervalo es variable. sino
que también lo es su radio.
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Tamuno de la muestra,

En la fase de disefio de una experiencia suele plantearse cudl debe ser el tamafio minimo de
Ja muestra para lograr una precision dada en la estimacion de la media. Asi. jcuantos
espanoles debo tomar para determinar su estatura media con una precision de 1 em? Con
cllo se quiere indicar que si concluvo que debo tomar n = 100 espafioles v tomo una

muestra de 100 de ellos. fa estatura media en la muestra ¢ * 3 distard de la media de T

poablacion () en menos de 1 em (en general d cm). es decir que S una crerta

- . - - Ly
conhanza. Otro modo de decir lo mismo es alirmar que st es * =170 ¢en e muesura de 100
Jue s ha decidido comodoneu, entonces sé que ( va a estar entre 169 v 171 ¢ s decir

tr_ - d = —=

= , s
¥ habra de ser RUERN

-

. - — SE
entre * -dy * +d). . Como ademas se tiene
despejando n queda:

47 (4.4)
.. . . ] .
Laexpresion (4.4) tiene la desventaja de depender de . valor desconocido usualmente.
Tenemos varias alternativas para resobver este inconveniente:

1" )Sustituir < por el valor maximo que se piense pueda tomar. segdn nuestras experiencias
previas. £n el peor de los casos n sera mavor de lo necesario. Quedaria:

[ at
| Max S

£ (4.5)

o=

2 Tomur una muestra piloto de tamano n' pequeno. obtener en ella su varianza v

CHLONCES!

™

tos
B

o=

rs

7 (4.6)
con te en lu Tabla de lat de Student conn'-1 gl

37 Enuenciar la precision en térnunos de fracciones de @, Asi. si deseamos ocurra

i
<

T o= ., 7 - - R z
quc|"‘ { = &7 con una confianza 1-a . cambiando d* por K27 en la (4.4) gueda:
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Liemplo 3: Determinar el tamaifio de muestra requerido para obtener la estatura
media de la poblacién. con una precision de | eni. si fu vananza poblacional es =
25,

Tomando n=97 individuos. segin la formula (4.4) la media de ellos estard en ¢l
intervalo x¥ 1al 93% de confianza. El redondeo se hace siempre por exceso pasa

asegurar la precision.

Ejemplo 4: Determinar el tamano de la muestra para obtener la estatura media de
una poblacion con una precision de 0.5 .

Ahora n=43. segun la expresion (4.7).v. entonces la media estien * 037

Ejemplo 3: Con datos del Ejemplo 1 como muestra piloto. determinar n con
precision d=4cm

2262 43¢
p=|22 T =539

n
LaN

I

Ahoran=10vy . Como 6 < 10 =n", ello indica gue con

la muvestra piloto nos basta para la precision deseada.

Liempto 6: lgual que el anterior pero exigiendo un d = 1 em.

T
]
da
131

3

p=| 0 =462 9

[

_n

—

De nuevo n'= 10 v ahora
individuos mas que antes,

-con o gue son precisos 85

Intervalo de confianza para una proporcion.
Vamos a empezar este apartado planteando un ejemplo.

Liemplo 7: 81 de 100 personas encuestadas, 50 se manifiestan a favor de un
determiado paruido politico. jgué porcentaje de votos obtendria dicho partido de
celebrarse en ese momento las elecciones” (confianza del 95%)

Obsérvese yue x="n" de individuos. entre tos 100 encuestados. que votarin al
candidato® es una Binomial de parametro n = 100 v p desconocido. El objetivo es
deternminar p teniendo en cuenta que X sigue una B(n.p). conn =100y x =30 ef
vitor obtenido experimentalmente de esa Binomial. Conviene expresar que todo lo
que sigue contiene las tormulas para p expresadas en tantos por uno. no en %.

Intervato.
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La distribucion Binomial. bajo ciertas circunstancias. se aproxima a una Normal. Los
resultados siguientes se basan en esta aproximacion. La expresion mas radicional del
mtervalo de confianza para una proporceion p s la siguiente:

(4.8)

Esta expresion es valida st x > 20 v n-x >20. Tiene la vemaja de ser comoda. pero a cambio
es mds imprecisa vtiene unas condiciones de validez mas exigentes. La siguiente expresion
¢ MMds exacta {(pero mas incomoda) ¥ para su validez basta con que secan x> v n- x> 3

(x 20,505 - x £0.5)
2 ‘ :11'—;1_ i

%= (4.9

Ejemplo 7(coniinuacion):

Aquin= 100y x=30. Como x > 20 v n-x= 70> 20. se puede utihizar (4.8):

== __‘] &} 1,96 20 70 0 5¢ = rO OJ—: 0 8‘
= 2T ,9@ LRV 202, ,J,.:J'j:’

_ ] . es decetr gue piensan votar al
purtido entre un 20.32% v un 39.48% de lu poblacion. Siousamos la (4.9) que es mas

vxactia:
1 1.96° 1.96° [30x0S{70£05)
DEW [30+ 05 +— +1.96, P + 0
0+ o0 o 2 1y
ARG U ‘ =(0.2145 :
0.4011)

para obtener este intervalo. se han considerado en primer lugar todos los signos (<) v
después todos los signos (+).

Tamano de ia muestra

Ljemplo 8: En relacion con el ejemplo anterior. el partido politico desea realizar una
encuesta con el fin de determinar el porcentaje de votantes con una precision del 3%
oA cudntos individuos hayv que encuestar (confianza del 93%).

L1 objetivo es decidir a qué ntmero n de individuos hay que preguntar para que el
porcentaje de votos favorables entre ellos difiera del porcentaje nacional en menos
de d = 3%.
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Esto garantiza que. tomada la muesira. si el porcentaje en ella es de 30% el
porcentaje nacional serd 27% < p < 33%. es decir que p estd en 30% *3% con una
confianza del 95%

De un modo general. si d es la precision (maxima diferencia a admitir entre la estimacion v
). hay una formula paralela a la (4.4):

bong 2174
4% (4.10)

3y =

LLa 1dea es tener garantias de que tomando una muestra de tamarfio n. la proporcion
pohlactonal p de individuos que verifican la caracteristica es. con una conflanza de (1 - a).
alzuno de los valores entre p,2d. con p, la proporeién en la muestra y d un niimero dado de
antemano.

1 problema. una vez mas. es que la expresion anterior depende de p ( que es desconocido).
Pucde demostrarse que pg es tanto mayor cuanto mas se aproxime p a 0.5 alcanzando ¢l
maximo cuando p = 0.5, o sea.

Maxr pg=-—

L TS T}

Como sucede en todas las formulas de tamafio de muestra. n ¢s tante mas grande cuanto
mavor sea la contflanza del intervalo v cuanto menor sea d (cuanta mavor precision se
desee). La (4.11) aporta una novedad: ¢l tamado de la muestra es mds grande cuanto mas se
aproxime p al valor 0.5, disminuvendo cuando nos enfrentemos a caracteres raros (p
pegueio) o muy frecuentes (p grande). fgual sucede con la anchura de los intervalos de
conflanza para p: son mas anchos cuanto mas se acerque p a (L5, Volviendo al problema del
desconocimiento de p. la aplicacion de (4.10) puede hacerse de dos modos:

[") S1no se tiene idea alguna acerca de su posible valor. sustituir pg por 1/4. quedando:

447 (4.12)

2%y N1 se tiene alguna informacion. sustituir p por el valor mas cercano posible (v
compatible con fa informacion) a 0.5.

Eyemplo 8 (continuaciony:

Si el partido es nuevo v no se tiene idea acerca del porcentaje posible de votos

#2169 A +2 260 =2 =169 £3.08 = (166,32 . 172,48)
R R . [ E] 1
favorables. seria 10
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Si el partido sabe que nunca en elecciones anteriores ha obtenido mis del 30 de
los votos v le sorprenderia que esto no siguiera siendo asi. seria
1.96°+ 0,307

[0.03)°

21

Analisiy Estadisuco
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