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FACULTAD DE INGENIEAIA U.N.A.M. 
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

A LOS ASISTENTES A LOS CURSOS 

las autoridades de la Facultad de Ingeniería. por conducto del jefe de la 

División de Educación· Continua, otorgan una constancia de asistencia a 

quienes cumplan con los requisitos establecidos para cada curso. 

El control de asistencia se _llevará a cabo a través de la persona que le entregó 

las notas. Las inasistencias serán computadas por las autoridades de la 

División, con el fin de entregarle constancia solamente a los alumnos 'que 

tengan un mínimo de 80% de asistencias . 

. -~· ...... 
Con el objeto de mejorar los servicios que la División de Educación Continua 

ofrece. al final del curso "deberán entregar la evaluación a través de un 

cuestionario diseñado para emitir juicios anónimos. 

Se recomienda llenar dicha evaluación conforme los profesores impartan sus 

clases. a efecto de no llenar en la última sesión las evaluaciones y con esto 

sean más fehacientes sus apreciaciones. 

Palacio de Minería Calle de Tacuba 5 
T eletonos: 512-8955 

·Atentamente 

División de Educación Continua. 

Primer piso Deleg. Cuauhtémoc 06000 México, D.F. APDO. Postal M-2285 
512·5121 521-7335 521-1987 Fax 51~73 521-4020 AL 26 
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FACUL TAO DE INGENIEAIA U.N.A.M. 
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

CURSOS ABIERTOS 

XXV CURSO INTERNACIONAL DE INGENIERÍA SÍSMICA 

MÓDULO 11: 

ANÁLISIS ESTÁTICO Y DINÁMICO DE ESTRUCTURAS SUJETAS 
A SISMO 

TEMA 

ANÁLISIS SÍSMICO DE SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD 

.. PRESENTADO: DR. OCTAVIO A. RASCÓN CHÁVEZ 
PALACIO DE MINERIA 

AGOSTO DE 1999 

Palacio de Mineria Calle de Tacuba 5 Primer piso Dele<¡. Cuauhtemoc 06000 Mexico, D.F. APDO. Postal M·22B5 
Telelonos: 512-8955 512-5121 521-7335 521·1987 Fax 510-0573 521-4020 AL 26 · 
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VTNAM1CA r~ rRIICTl/R,\1 

DR. OCTAVIO A.RASCON CH. 
VEF1 NI C1 ON. 

GRADOS DE LIBERTAD = NUMERO DE COORDENADAS GENERALIZADAS (DESPLA-

ZAMIENTOS O GIROS) QUE SE REQUIEREN PARA DEFINIR LA POSICION DEL 

SISTE~ffi EN CUALQUIER INSTANTE. 

EJEMPLOS 

UN GRADO DE 
LIBEHTAD 

1 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

,rr~ 
.3 ¡,..· 7TTJ.-b777 

2 

n GRADOS DE 
LIBERTAD 

\. 

l 
DOS GRAD0S DE 

LIBERTAD 

Chimenea •.• ; ., 

/ 

/ 

1 • 

rrh)JI/l/11 

DJFINITO NUMERO DE 
GRADOS DE LIBERTAD 



!IETOVOS VE VISCRETIZACIO~' DE SISTE/:A~_~!}-~~TIWO~ 
·----~---~---------·- . --;:-----

l. PO~ CONCENTRACION CE ~~SAS 

!.\ASA POR UNIDAD 

DE LONGITUD ~ m 

ff:IIII/J/1~71711 1177117 /)/ 717117~ 

. ""E I 

17 'n 7 'm 

2. l::XPRESANDO LA CONFIGUPACIO!-J DE VIBRACION DE LA ESTTIUCTURZ'. C01!0 

C:li'. SE?.IE DE F'ut<CJOnSS ESPECIFICI1DAS. POR E.JE~'iPLO, SI ESTAS 

F'Ui,:CIONES SON AHNONICAS: 

Z(x,t) 

-+--L--+-

N 
l. 

i=l b. se :e 
l 

inx 
L 

2 

/ 



':·. 

EN GENERAL, PARA CUALQUIER TIPO DE FUNCION ~' (x) : 

N 
z(x,t) = l: 

i=l 
z.,(t)lj!. (x) 

J. J. 

L 

3. ~~2IANTE ELEMENTOS FINITOS 
/ •\. 

! 1 1 1 1 ,, /' 
nodos 

3 

~~ 
elementos 

L 

;:,;'11' 
•. '1t-.· 

., ·, 



RESPUISTA DINAIIICA VF SISTEMAS ELASTICO~ LINEALES VE UN GRAVO VE L71fRTAV 

CO~ AMORTIGUAMIE~ITO VISCOSO 

p ( t) 

< > K,C P(t) 

- Xo(t) FricciÓn nulo 

t = TIEMPO 

M = MASA 

K = RIGIDEZ 

e = AHORTIGUAMIENTO 

f ( t) = FUERZA EXTERNA 

X (t) 
o = DESPLAZAMIENTO DEL SUELO 

EL A~10RTJG!JA~UENTO VISCOSO ES TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA DE RESTJ\U-

MCION PR0PORCIONAL A LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA RESPECTO AL 

SUELO. 
. / \ 

EL AMORTIGUA11IENTO SE DEBE PRINCIPAL'1ENTE A LA FRICCION INTERNA 

ENTRE LOS GRANOS O PARTICULAS DEL MATERIAL DS LA ESTRUCTURA, Y A 

r:'RICCTO') EN LAS JUNTAS Y CONEXIONES DE LA >US'lA. ES EL ELEMENTO 

DEL SISTE'L"' QUE DISCIPA ENERGIA. 

Za. LE Y VE ,IJf(:'f(liJ: 

"LA RAPIDEZ DE CAMBIO DEL ~~OMENTUi"' DE CUl'.LQUIER NASA, m, ES IGUAL 

A LA FUERZA QUE ACTUA SOBRE ELLA" 

4 
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p(t) 
d 

dt (mx) 

p(t) = FUERZA ACTUANTE 

x = DESPLAZA!'IIENTO 

t = TIEr~PO 

.. 
SI m ES CONSTANTE: p(t) = mx 

PRINCIPIO DE !)' ALAIIEERT 

SI LA 2a. LEY DE NEWTON LA ESCRIBI~IOS COMO 

p(t) - mx = O 

AL SEGUNDO TER'liNO DE LA ECUACION SE LE CONOCE COMO FUERZA DE INERCIA; 

EL CONCEPTO DE QUE UNA MJ\SA DESARROLLA UNA FUERZA DE INERCIA PROPOR­

CIONAL A SU ACELERACION Y QUE SE OPONE A ELLA SE. CONOCE CO.MO PRIN-. 

CIPIO DE D 'ALAMBERT, Y PERMITE QUE LAS ECUACIONES DE HOVI!HENTO SE 

EXPRESEN ·coMO ECUACIONES DE EQ_UTLI T'RIO VINAMTCO. 

ECUACION DE EQUILIBRIO 

X o 
~~-1 --· -K 

1 1 

IV\ 1 1 fe 
1 

1M f- p ( t) --1 P( t) fa fi 1 

otl • ~ 

Xo(t) DIAG~~ DE CUERPO LIBRE 

EQUILIBRIO: 

PA?A UN SISTE'1.~ ELASTICO: 

PARA AMORTIGUAMIENTO VISCOSO: fa= c(x 

X ) = ky o 

POR EL PRINCIPIO DE D'ALAMBERT: fi = mx' = m(y' + 'x
0

) 

(1) 

( 2 ) 

5 

p ( t) 



SUSTITUYENDO LAS ECS. 2 EN LA EC. 1 SE OBTIENE: 

m(y + x ) + cy + ky = p(t) o 

DE DONDE 

cy + Ky = p(t) -~X o 

DIVIDIENDO ENTRE M Al'mOS MIEHBROS DE LA EC. 3: 

+e + K = p(t) _ 
y M y M y M xo 

( 3) 

SI 
e K 2 M = 2h, y M. = w , DONDE w = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, EN 

2 2h y + w y 
... 
X o ~+ 

------------------------~ 

RAD/SEG: 

(4) 

CUA~lDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL SISTE'IA SE TRATA DE UN PROBLEHA 

DE VIBRACIONES FORZADAS; EN CASO CONTRARIO EL PROBLEHA ES DE VIBRA-

CIONES LIBRES. 

EN ESTE CASO L.'\ ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

2 
y + 2h y + w y = o 

CUYA SOLUCION ES 

y(t) = e-ht(c
1 

sen w't + c
2 

cos w't) ( 5) 

DONDE to' = lw 2 - h
21

= FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL AJ'10RTIGUADA 

Y c 1 Y c 2 SON CONSTANTES QUE DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES 

6 

... 



(EN t::-0) DE DESPLA.7.AMTENTO Y VELOCIDAD OUE TENGA LA. ~1.ASJ\ DEL SIS-

TEMA. 

ESTAS RESULTAN SER 

.___c_l_=_y ___ ' o_)_:_. h_y_< o_)___,, Y 1 e 2 = Y < o l 

LA EC ( 5) SE PUEDE ESCRIBIR TAMBIEN COMO: 

y(t) 
-ht 

(w 't 8) = Ae_ cos -

Jcz c2 
-1 -· -1 el-

DONDE A = + y 8 = tan = ANGULO DE FASE 
1 2 c2 

LA GRAFICA DE LA EC (7) ES 

y 
T' ------

--- ---
T': 2n 

w' = PERIODO NATURAL JIJ.10RTIGUADO, SEG 

( 6) 

(7) 

f' = 
1 

~- FRECUENCIA NJl.TU'<AL AM0.RTIGUADA, cps 

VEMlOS EL CASO ESPECIAL DE LA EC. ( 5) EN ()UE h-+•.;. EN TAL CASO, 

~· = /.
2 

- h 2 -~0, co~ '"'t-+1 Y sen rD't-··.,'t, CON LO CUl>LLA EC. (5) SE 

REDUCE A 

y (t) -wt 
=e 1 [:y(O) + hy(O) )/,,•'] (w't) + y (O)} 

7 



f,/\ GTU\PTC/1 DE ES'r/1 ECUIIC:TON ES 

T 
y (O} 

J.-t------====--- t 

Y OBVIAHENTE NO REPRESENTA UN HOVII\\IENTO OSCILATORIO, POR LO CUAL 

SI h = w SE. DICE QUE SE TIENE /010P.TIGUAMIENTO CRITICO. EN TAL CASO: 

DE DONDE 

h cr 

e = 2/K'l'. cr 

=if M 

( 8) 

DESPEJA~DO A M DE LA EC. (8) Y SUSTITUYENDOL~ EN LA EC.h = C/(21\\) 

SE OBTIENE: 

h 
e 

= = c2 
2 cr 

4K 

ADEMAS: 

w' .= toÁ 

e 
e cr 

2 

2K 
= 

¿ lr<.>·l' 

2 2
1 

w 

"lf = l;w 

( 9) 

LOS VALORES USUALES EN ESTRUCTURJI.S OUE ASUHE ¡; VARIAN ENTRE 2 Y 5%. 

EN ES'T'E INTERVALO ~·' Y "' SON CASI IC:UALES; VEAMOS, POR EJEHPLO, 

EL CASO EN QUE ¡; = 0.1 

8 

8 



· W 0 = lo\ ( 1 - 0. 01 1
• = 0 • 9 9 5 lo\ 

OTRA FOID~ DE MEDIR EL GRADO DE AJ.lORTIGUAHIENTO QUE TIENE UNA ES-

TRUCTURA ES MEDIANTE EL DECRE~lENTO LOGARITMICO, EL CUAL SE DEJ:' INE 

CO~O EL LOGARITMO DEL COCIENTE DE DOS A~PLITUDES CONSECUTIVAS 

L = 1n y(t) 
y(t-+ T') 

-ht 
e = 1n{ -h(t+T') e 

'ht 
1n{ e = -ht e 

+hT' = 1n e 

e -hT' 

= hT' 

= 1n 
-ht Ae cos(w't-9) 

-h(t+T')- ~ J Ae cosLw' (t+T')-9 

cos(w't 9) - } 
cos(w't w'T'-9) + 

cos(w't 9) -
2T) } cos(w't 9 - + 

= t;wT' = 

IL = 2 n t. 1 
1 2' 

' ..__! _·_' 1--"_____.! 

SI ¡; ES PEQUE"lO, 

9 

( 1 o) 

(11) 

'i 

... 



VETERMI.'IACION EXPERI/.!EMTAL VE ¡; EN ESTRUCTURAS REALES O EN MODELOS 

SI SE REALIZA UN EXPERIMENTO EN EL CUAL SE SACA A LA ESTRUCTURA DE 

SU POSICION SE SACA A LA ESTRUCTURA DE SU POSICION DE EQUILIBRIO . 

ESTATICO Y SE DEJA VIBRANDO LIBRE~!ENTE, EL REGISTRO DE LAS ACELERA-

CIONES QUE SE REGISTREN Elll LA MASA TENDRA LA HIS'1A F0~1A QUE LA GRA-

FICA DE LA EC. 7, 

Y(t+T'l 

y ( t) 

Acelerómetro ~~Amplificador 

y ( t) 

t 
1 
1 

----- --r--
1 
1 

H Registrador 

SI DE DICHO REGISTRO SE ~IDEN i(t + T')y i(t) SE PUEDE OBTENER L Y, 

DE LA EC. ( 11) , DESPEJAR A 1; 

. L 
1; =-

2-rr 

10 

t 

lli 
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Ec)EMPLO 

CALCULAR EL PERIODO NATURAL DE VIBRACION DE LA ESTRUCTURA HOSTRADA 

EN LA SIGUIENTE FIGURA: 

Peso W7 Xest 

p H p = carga estática 

T p 

I :._/ 
K = --". X = desplazamiento 

X est 
p est producido por p 

h 
I de inercia de las columnas 

1 ---z_ le 
= momento e 

I = momento de inercia del sistema 

r 
p piso 

L L. '1 

MEDIANTE EL ANALISIS ESTATICO DEL HARCO SE ENCUENTRA QUE 

3 
I L I L + e 6 e 

r 2 I h + I h Ph 6EI .x = =>·K = 
~ est 6EI 

6 I L 3 
I L e + e e 

I h 2 + I h p p 

Período natural T 27f 2rr 27f~ = = = = 
w /f 

3 
1 c L 

T = 2TI 
h3 ~ + I h , en seg 

Si 

g6EI Ic L 
6 + 

I >> I 
p e 

I h 
p 

(I +oo), 
p ';/;, / 

11 

ESTRUCTURA DE CORTANTE: 
CUANDO LAS DEFOP./1ACIONES 
OCURREN PRINCIPhLMENTE 
DEBIDO A LA FUERZh COR­
TANTE DE ENTREPISO. 

de 



E,JEM.PLO 

A UNA ESTRUCTURA DE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA HORIZONTAL DE 

20 TON EN SU MASA, OBSERVANDOSE UN DESPLAZA~IENTO ESTATICO DE 0.2 CM. 

AL SOLTAR SUBITA'1ENTE LA FUERZA SE REGIST~ UN PERIODO DE OSCIU\CION 

DE 0.2 SEG, Y QUE LA A-'1PLITUD EN EL SEGUNDO CICLO ES DE 0.14 CM. 

K 

l. 

2. 

3. 

P=20ton. 

(aplicada 
estáticamente) 

CALCULAR W, w~f~L y ~ 

DE T' - 2TI 
w 

SE OBTIENE 

= 
n2 

lf 
= 2oriW' = 0.2 

/Kg' 

y ( t) 

y K= 2.0 
0.2 

= 100 TON 
CM 

2 ? 
(0.2) X 100 X 981/4,;- = 0.04 X 100 X 981 

4 9. 87 

~.iJ = 9 9 . 4 TON 

(1) ' 
2'11 2-, 

lOe RAD f' 1 1 
S = T' = 0.2 = = T' = 0.2 = CI_:JS SEG 

L ln 
0.~ 

ln l. 4 3 0.357 = 0.14 = = 

- L 0.357 
0.0568 o 5.68 o. = = = ~ = ' 2 ~í 2 '· " 

12 
e = ¡;Ccr = ¡;2/r<n' = 0.1132 /101) X 99.4/981 1 

= 1.132 x 0. 313 = 0. 36 TON SEG/01 

t 

. ·• 
' ' 



1.: 

· EJEMPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTHIA DE UN GRADO DE LIBERTPD SUJETO 

A LA SIGUIENTE.EXCITACION, CON C = 0: 

p (t) 

p 
o 

mx +. kx = .¡J . o 

x = c
1 

senwt + c2 coswt + p
0

/k 

t 
SI EN t = O, x = O Y x = 0: 

p . 
x = ko ( 1 - coswt); 

B = FACTOR DE AHPLIFICACION DINAHICA = 

Bt.!AX = 2, EN t = T/2, 3T/2 .. , 

AHORA, SI LA EXCITACION ES DE DURACION t 
o 

p ( t) SI t < t 
.... 

Po 

o 
... t 

lt., 
1 '-' __ _..t', 
o 

13 

o 

X = 
Po 

e, k 

x e t) 
/) p o 

= -k-

E'i t = t . o· 
p 

X et ) = o 
o k 

cJP 
x(t ) =-_Q 

o· k 

y c
1 

= o 

- coswt) 

senwt 

e, - coswt ) o 

senwt 
o 

CONDICIO­
NES 11\'ICIA 
LES PARA 
t>t 

o 



SI t>t , o x = 1\ coswt' + B senwt' CON t' = t - t 
' o 

EN t' =O ( t = t
0

),SE DEBEN CUMPLIR LAS CONDICIONES INICIALES AN­

TERIORES, LO CUAL CONDUCE A 

POR LO QUE 

Po 
A = -k (1 - coswt ) . o 

= Po 
( 1 coswt ) X k -

O· 

y 

coswt' + 
Po 

senwt
0 

senwt' T. 

1 Po /e, . 2 2 = k coswt
0

) + sen wt
0 

sen(wt' - 9 

o 

· CU:\:\DO 

Bmax ~ 

't o 
---y = 

x = Po /2 (1 - cos t
0

/ sen(wt' - 8) 
k. 

T. 

T 

Pko (2 sen~) scn(c,t' - 8) 

--v-
B= FACTOR OE AMPLIFICACION 

' wt
0 

t 
BMAX = 2 sen-2- = 2 senCn.¡?l 

B - o 
HAX - " 

20~j 
o 0.5 LO 1.5 

EL l.!i\XH!O EL /-1AXH10 OCURRE DURA:-JTE LA EXCITACION 
OCURRE T)ES- __ __.___ 
PUES DI: LA 
EXCITACIO!'J 

~t 

SI t
0

/T ES ~!UY PEQUE10, sen--0 = nt /T T o 

) 



2p
0

_TT_t
0 Zp wt 0 Po t I y o = o = = = xMAX -k- --y- m k -2- mw mw -m 

EN DONDE i = p t . = AREA BAJO LA EXC I TAC ION 
o o 

> 

EJEMPLO: EXCITACION DADA POR UN IMPULSO~SEA UN I~IPULSO APLICADO 

DURANTE UN INTERVALO DE TIEMPO t.t ~1UY PEQUEÑO, TAL QUE t.t/T « 1: 

p ( t) 

t.t 

··Impulso=! =/p{t)dt 
. o 

~~~==·~-------------t 
t'· 

· POR EL PRINCIPIO IMPULSO -.~!OMENTO SE TIENE QUE 

l>t 
I = J p(t)dt = mx 

o 
l> x = I/m 

EN DO:--;DE x ES L\ V EL OC T DAD QUE EL Hll'ULSO LE HIPI< HIE i\ J,,\ ~lASA DEL 

SISTDIA. DESPUFS DE ,H EL SJSTniA QUEDA VIBRANilO LIBRDIENTE CON 

VELOCID,\D INICIAL x(O) = _l , mDIENilO EL TIDIPO EN LA ESCALA DE 
m 

t', Y CO:-i DESPLAZAMIENTO INICIAL QUE PUEDE CONSIDERARSE NULO, DEBIDO 

A QUE [N EL CORTO INTERVALO DE TID!PO 6t LA ~!ASA ADQUIERE UN DES-

" '·' 

PLA:MíiE~TO DE MAGNITUD DESPRECIABLE. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA .,; 

xro> x(t') = ~ senwt' 
~' 

SI EL SISTEMA TIENE MIORTIGUAMIENTO, 

= -
1-senwt' 

mw 

I -r;wt' x(t') ~- e senw't' mw 

15 



SOLUCION AL PROBLEMA VE VIBRACIONES FORZADAS 

A. FUE~7.~ F.XTEnNA 

VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QUE EXISTE p(t) Y QUE x
0

(t) = O, 

SIENDO p(t) ARBITRARIA 

p (t} 

t 

t 

PUESTO QUE d~«T, LA FUERZA APLICADA EN t= T' PRODUCIRA UN. INCREMENTO 

INSTANTANEO EN LA VELOCIDAD.DE LA MASA IGUAL A 

y = p(T)dT 
M 

.. Y UN I'lCREt!E~TO INSTANTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO_, ES DECIR, y= O. 

TOHAtiDO ESTOS INCREI·!ENTOS CallO CONDICIONES INICIALES EN t= "t, LA EC. 5 

DA COMO RESULTADO 

y(t) = p(T)dT 
"lw' 

sen w' (t-T) 
-h (t-T) 

e 

PUEST0 QUE EL SISTE~~ ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPONER LOS EFECTOS 

OCASIONADOS POR LOS DIPULSOS APLICAD0S EN CADI'. T QUE HAYAN OCURRIDO 

ANTES DEL INSTANTE t DE INTERES; ES DECIR, 

16 



1? 

(12) 

t ~- . ~ 
y(t) = Mw1

1 
J p(T)e-h(t-T)senw 1 (t-T)dT 

-oo 

1 -h(t-T) . 
LA FUNCION Mw 1 e senw 1 (t-T) ,QUE ES LA RESPUESTA A UN IMPULSO INS'C'.'\1-:'T'.'I-

NEO UNITARIO DE FUERZA, .SE LE CONOCE COMO FW!CI0/1 VE TRAIISFERENCIA VEL 

SISTEMA. 

. y ( t) 

p (b') 

T I- 2iT 
-UF 

LA SOLUCION DADl'. EN LA EC ( 12) SE DENO:"'INA INTEI";RAL DE DUHA"!El·. ESTA 

CONSTITUYE LA SOLUCION~ARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI-

LIBRIO; LA SOLUCIO~ GENERAL ES: 

., 

y ( t) 
-ht 1 

- Ae cos(w't-8) + Mw' 
t -h (t-T) 

p(T)e senw' (t-T)dT 
-oo 

EN DONDE A y 8 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENTO 

Y VELOCIDAD, y(O} Y y(O), RESPECTIVAMENTE. EN GENERAL LA PARTE DE 

LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES LA NAS IMPORTANTE, 

YA QUE LA OTR..l\. PARTE SE ~l\..t•!ORTIGUA RAPIDAMENTE. 

B. I·!OVIIliE!.'JTO DEL SUELO 

PARA ESCRIBIR LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE 

EQUILIBRIO PAR.'\ EL CASO DE VIBRACION FORZAD~l\. POR MOVIMIENTO DE LA 

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA CN\Bil'.R p ( T) /'1 DE LA EC. ( 12) POR -x 
o 

YA OUE EN DICHA ECUACION APARECE ;EN EL l'IIE'IBRO DERECHO p (t) /1'1. CUANDO 

LA EXCITI\CION ES P (t) Y 1\P.'\?ECE -X CU.'-\~lDO Ll'. EXCI':'ACION ES PO:'< o 

MO'li11IENTO DEL SUELO. EN ESTE~CASO 

17 



1 
,. 
" 

LA SOLUCION PARTICULAR ES, ENTONCES 

y ( t) 

EJEMPLO 

-1 t 
=- r 

w' -
-ro 

;; (T)e-h(t-T) senw' (t-T)dT 
o 

(14) 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD CON A.l\IOR-

TIGUAMIENTO NULO, CUANDO LA EXCITACION ES LA SIGUIENTE: 

. . . ~ 

~J ¡; = o 

X (t) = a, SI O<; t.;t 
o o -t(l t X ( t) o, SI t<O • = o t>t 
o o 

CONSIDERESE QUE y(O)=O Y y(O)=O. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES 

SON NULAS SE TIENE QUE A=O (UTILIZANDO LA EC (13) Y LA SOLUCION PAR­

TICULAR QUE SIGUE, EC. (A) ) : 

y ( t) -1 t 
= 

"' -ro 

a senw(t-T)dT =-a 
w 

t 
r sen ,,l(t-T)d, 
o 

= -a (1- coswt) 
? 

SI O<t<t 
- - o 

w 
(A) 

PA~ FINES DE DISE~"!O ESTRUCTURAL ES I:lPOrtTANTE CONOCER LA RESPUESTA 

¡:._;:>:rHA; ESTA OCURJ<.E CUANDO e os <Jt = -1, O SEA, CUANDO 

u1t o t 
1f ~ '!' 

= :r = - = ~ w 2 
T 

18 



Y VALE 

MAX {[y <tDl . 2a = 2 
w 

T 
0<>-2~t . o 

., 

o 

PARA t>t , O SEA, PARA T/2>t ES NECESARIO OBTENER LA RESPUESTA EN VI-o o . 

BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES DE VELOCIDAD Y DESPL.Z\ZA-

MIENTO CORRESPONDIENTES A t=t : o 

y(t ) = ~ (1 . o 2 
w 

coswt ) 
o 

APLICANDO LJI.S ECS. ( 5) Y ( 6) OBTENE~lOS: 

= -a senu1t 
w o 

y (t) -a [ senwt' ( 1 coswt ) coswt '] = -· ·senwt - -2• . o o w . 

hen
2
wt 

-a ? 
(wt' = 2 + (1 - coswt ) ·- sen -

o o 
w 

y(t) 
-2a 

senwt0 sen ( u>t' fJ) = 2 -
w 2 

1 
1.-COSu>t 

DONDE t' ¡r - o 
= t -t y = tan ( 

o senwt
0 

EL VJI.LOR ~lAXHlO DE LA RESPUESTA EN ESTE Il-iTERVALO ES 

11AX { [y ( t ) J } 2a wto 
= 2 sen-

2
-

ltl 

SI t>t o 

19 
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l·:xc 1 '1'/\C 1 ON /\HMUNJC/1 

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO-EN QUE LA ESTRUCTURA ES EXCITADA POP. L/1 

FUERZA ARJI10NICA 

DE DURACION INDEFINIDA. 

p(t) = o · senllt -o 

LA SOLUCION DE ESTE PROBLE>ffi SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A 

p(t) = o sen¡;:t EN LA INTEGRAL DE DUHA'lEL Y OBTENIENDO SU SOLUCION. <o 

SIN E~~BARGO, EL RESULTADO LO OBTENDRE~~OS DE LA CONSIDERACION DE QUE 

")\PJ\ QUE E:S ~HE'lBRO DE'<ECHO DE LA ECUACION DilO'ERENCIAL DE EQUILIBRIO 

APAREZCA UN TER~\INO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE 

TENGAN C0'1BINACIONES DE TEru<INOS TAI1BIEN AR"'~ONICOS. CONSIDEREMOS, 

POR LO .TANTO, LA SOLUCION 

y(t) =A senllt + B cosllt ( 14') 

Y DETEP,::I!'JEr-lOS LOS VALORES QUE DEBEN TENE~ A Y B PA~ SATISFACER LA 

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR 

l\ y (t), y (t) Y y (t) EN LA ECUACION DI"'E!l.ENCili.L. HACIENDO ESTO Y FAC-

TORIZl\NDO: 

p -o 
M. senf2t + O x cosf2t 

?.".Rl\ ()UE ESTl\ IGU.l\LDAD .SE Cm\PLA SE T:EOUIERE QUE 
D 2 2 • o 

-AS'2 -2hQB + w A = 
M 

2 2 
-BS'2 + 2h0A + w B = O 

20 
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RESOLVIENDO ESTE SJS1'F.I~I\ DE ECUACIONES SE OBTIENE: 

o 
(il2 2 ·o 

M 
-w ) 

A = 
-112)2·+ 4h

2
11

2 
(w 

2 

Po 

B 
-2h11 11 = 

(w2 _ 11 2 )2 + 4h
2

11
2 

SUSTITUYENDO A Y B ·EN LA EC. (14'): 

Po 

y(t) = '"""M { 2 2) -~_..:...:~=-----,..2 -,-2 ( 11 -w senilt - 2hl1 cosl1t} 
(w 2 

-11
2

)
2 + 4h il · 

(15) 

O, TAHBIEN 

(16) 

0 = ANG TAN (-:-~) = ~lAN-1 2hil ~=-=--,- = ANGULO 
W

2 _n2 
" DE FASE 

( 17) 

2 
DIVIDIENDO NU11ERADOR Y DENOHINADOR DE LAS ECS (16,, Y (17) ENTRE w 

SE OB'C'IENE: 

.o ··o 

y(t) 
]( 

sen(l1t 0) = 
~2 2 1 

-

/(1 - -''-) + p-f:)2 
"' 2 

~ ">(.;\ 

(18) 

? ¡; 

'C'AN- 1 
.. r,-

0 
lú 

= 
¡:2 

1-~ 

( 19) 

w 

21 
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ll 

SOLUCION· GENERAL PARA EL CASO ~= 0 

p 
y(t) = c 1 sen wt + c 2 cos wt + Mo 

SI EL SISTEHA PARTE DEL REPOSO, LAS CONDICIONES INICIALES SON 

y(O} = O y y(O) = O. EN ESTE CASO: 

y (O) 

p 
o 

= O = c1 sen (wO) + c 2 cos (wO) +M 

p 11 
o 

= c
1 

w cos (wO) - c
2

"' sen (wü) + M 

p [l 
o = Clw +M 

-P o 
11 

1 
= o 

y ( t) = 
p 

o 
M 

e¿ sen wt 

(J,2 -:\.:2 

(P /N) 
o 

y (t) t 
1 

sen 

22 

=s (roO) = 0 
{L./-.0.2 

t 
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SI SE TIENE EXCITACI0N ARMONIC~ EN lA RASE DE LA ESTRUCTURA 

X (t) 
o. 

o o 2 
= asen>lt, O SEA, x =·aQ sen>lt. BASTA CA.'IBIAR A p /N EN LA o . o 

2 
EC, (16) POR -aQ ; HACIENDO ESTO SE OBTIENE 

y(t) 
(>l/w)2 

--¡=========;-a sen ( >lt- ¡;!) 
1 Q2 2 

1(1 2) + (2¡;!:!.)2 
w w 

FACTOR DE AJI<.PLI'"ICACION DINMHCA DE· DESPL. = Bd 

3 

2 
~=0.5 

~ 

y=o 

r=o.2 

( 2 o) 

= MAX [Y (t) J 
. a 

FIG; l. CUR'Jl\S DE MIPLE'ICACION DINA.MICA PARA EL CASO DE FUERZA 
EXTE'l.N.l\ 

r------------------------
1 ( 21) 

_..{)... 

w 

LOS FACTOR.ES DE AJIIPLIPICACION DINAJIUCJ\ DE VELOCIDAD \' ACELERACION SE 

SE PUEDEN OBTENER DERIVANDO RESPECTO A t LA EC. (16) O LA (20), SEGUN 

SEA EL Cl>.SO. LOS RESULT_Z\DOS sn~¡, RESPECTIVA!IENTE, 

MAX [Y.i!l..] = B 
aw · v = ~IAX [Y ( ~ ) J ( 2 2) 

aw 

23 



~ '1¡ 

EJEjiiiPLO 

CON UNA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS AR1'10NICAS 

SE PROBO UNA ESTRUCTURA, AJUSTANDO LA MAQUINA EN LAS FRECUENCIAS 

- ?5 RAD 0 Y 112 - - SEG' CON UNA FUERZA ~1AXII1A DE 5 O LB EN CAD.". 

CASO. LAS AJ'1PLITUDES Y ANGULOS DE FASE DE LA RESPUESTA QUE SE ~liDIE-

RON FUERON: 

7.2 -3 
.0'1 15° (cos.0'1 0.966 sen.0'1 0.259) pl = X 1{) in, = = = 

14.5 -3 
.0' = 55 o (cos.0'

2 0.574; sen.0' 2 0.819) p2 = X 10 in, = = 2 

EVALUAR LAS PP.OPIEDADES DINAJ"ICAS DEL SISTE~1A. 

HACIENDO: 

1 } l/2 

[2¡;B/(1-S
2 ll 2 

i 

cos_0'. 
l 

S = Sl/tu 

o 
' 

k - kGL = ( 2 3) 

SUSTITUYENDO LOS \~LORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS: 

? 
k - (25)-m 

= 500 (0.966)l 

7.2 X 10
3 >><k= 100 000 lb 

ln 

= 500 (0.57~1j m= 128.5 
14.5 X 10 ~ 

w =íf = 
m 

24 
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-· .. · 

USANDO LAS ECS. (17} y'(23} SE OBTIENE: 

~ = 

p sen,0. 
o l 

2 e. kp. 
l l 

RESONANCIA 

DE DONDE ~ 
500 (0.259} 

2 2 ;~ 9 
100 ÜÜÜ (7. 2 X 10-

3
}. 

= 15.7% 

CUANDO LA EXCITACION TIENE FRECUENCIA IGUAL A LA NATURAL DEL SIS-

TEMA, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CASO DE RESONANCIA .. ·DE LA EC. (20). 

ES EVIDENTE QUE SI 8=,>2/wo:=l. SE TIENE 

y ( t} 

O(Bd}res = 2~ EN .CASO DE MOVIMIENTO. DEL SuELO y DE FUERZA EXTERNA: 

SIN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA MAXIMA, ESTA 

OCURRE CUANDO 
··--"2 

¡¡ = wll-2c . EN EL CASO DE y(t} y y (t}, EL MAXIMO OCU-

RRE, RESPECTIVAMENTE, CUANDO 

y ¡¡ (<) 
SI ;:_:: 20%, LOS VALORES DE ESTAS n NO 

DIFIEREN EN ~~S DE 2%. 

EL M.i\XIMO VALOR DE Bd (PARA 

1 o 

SI SE TIENE FUERZA EXTERNA ci MOVH!IENTO DEL SUELO, RESPECTIVA.'lENTE. 

SE OBSERVA EN ESTAS ECUACIONES QUE SI ~=O, (B.) . = oc 
. e MP.X 

25 
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. ,, 

SI SE ANALIZA LA SOLUCinN GENERAL DE.LA ECUII.CION DIFERE!-!CIAL DE 

MOVIMIENTO PJI.RJI. EL CASO DE CONDICIONES INICIALES NULAS Y 8=1 SE TIENE 

QUE: 

y(t) 
-ht Po 

= e (A sen w 1 t + B cos w 1 t) - k 

y(O) = B - p /(2~k) = O o . 

DE DONDE, HACIENDO y(O)=O Y y(O)=O, SE OBTIENEN: 

A = 

POR LO QUE 

1 
21; 

1 
Y(t) = 

21; 
senw 1 t + cosw 1 t) - coswt] 

PARA !VlORTIGUA'HENTOS PEOUE"lOS: 

y(t) 
p /k o 

-ht (e -1)coswt 

• 

-----¡ 

----
Si~>Oyj3=1 

1 
2~ 

SI ~=0, .li.PLICANDO LJI. REGLA DI.: L'HOSPITAL, SE OBTIENE: 

y(t) = -
2
1 (senwt - wt coswt) 

p /k o 

26 
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.. 

' ' 

CARACTERISTTCAS VWAMICAS VE LOS REGISTRADORES VE SISMOS . 

t 

. SI IA ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRUMENTO ES ARJI10NICA, DADA POR LA 

ECUACION 

... 
x (t) = a sen¡¡t 

o 

EL FACTOR DE N1PLIFICACION RESULTA SER 

¡¡ 2. 
+ (2¡;-) 

(¡) 

1 
2 
(¡) 

PUESTO QUE LA FIG I CORRESPONDE A B0 , Y EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA 

;: = 0. 7 SE TIENE Br¡ ;, 1 PARA O ::.1'/<ú :': O. 6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA­

ZA!~IE'ITO DE LA I~SA DE UN SIST:SI~ ES PROPORCION.l\L A LA ACELERACION DE 

SU BASE, SI ESTE TIENE AH(;RTIGUA''1IENTO DEL 70% Y SI LAS EXCITACIONES 

QUE SE TRA~AN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAS INFERIORES AL 60% DE 

LA FRECUENCIA NATURAL DEL SISTEM~. SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO 

RESULTA SER UN ACELERO,lETRO. 

EN ;J:NGENIERIA SIS!HCA LA 11AXÜ11'. FRECUENCII\ DE INTERES ES DEL ORDEN DE 

10 CPS (T = 0.1 SEG) 1 POR LO QUE LI)S ACELER0'1E':'ROS TIENEN FRECUENCIA 

NATURAL DE 16 A 20 CPS. 27 



POR OTRA PARTE SI LA EXCITACION DEL SUELO ES x
0 

= a sen¡¡t, O SEA, 

2 x =-a ¡¡ sen¡¡t, ENTONCES F.L FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER EL 

SEDALADO EN LA ECUACION (20), ES DECIR, 

B' 
d 

= (¡¡/ui)2 

t/ ( 1- ( 0/ ,,, l2 ) + 
) . 

(2¡;¡¡/w)-

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERV~. QUE SI ¡;=O. 5 Y rl>w EL DES-

PL.I\ZJI_"\IENTO DE LA 1'1.ASA ES PROPORCIONJIL AL DEL SUELO: SI ESTO SE 

CU~\PLE, EL APAR.I\TO, CONSTITUYE UN DF~PV.?.O,·!ETRO, CONOCIDO TAMBIEN 

CO~IO . SI '"1011ET?O. 

,f., 

'1 \ 
~ = o 1 1 \ ~ = 1/6 

'ir~~~·'·" 
1 11 1 ...... :---.. "'..::::-- ~ = 1 

--7771~ -.-= ~ .-:::, -/ 
/ .. · 1 '-/ 

".:;:/ / ~ = 0.5 ¿.·. 

0~~~~--L---~----L---~--~--------
0 2 

B' 
d 

3 

2 

3 

DFTBR'HNACION EXDER.H'ENTAL DEL -"'"'1()P'T'IGUNHENTO DE UNA ESTRUCTUR.l\ ~1E-

DJANTE VIBRACIONES PORZADAS AP.~·'O~liCAS 

'" ' ·" 

B' 
d Po = Desplazamiento estático 

= Po/k 
3 Po 

1 

1 
1 

1 

1 

1 1 

H: 1---1 

1 : 
1 . 1 

o 1 1 

/ 

o ft.1~ 
1 2 

NOTA: • =Resultados de los pruebas 

7va de Ampli~c~ción Experimental 

i 
2 

1 

3 
b 



SI SE DF:TEP-'1"1 NA rld EXPI-:RIMf·:N'l'l\UlENTE I>IEDIANTE UNA SERIE Df: PRUEBAS 

DE VIBRACION FORZADA CON l"UERZAS ARMONICAS, Y ADEMAS SE DETERMINA 

p , ENTONCES 
o 

1; - ( 2 4) 

OTRO HETODO PARA DETERMINAR 't; CON BASE EN LA CURVA EXPERP.lENTAL DE 

Bd SE CONOCE CON EL NOl"BRE DE "l·lETODO DEL l<NCRO DE BANDA DE LA MITAD 

DE POTENCIA''. ESTE SE BASA EN DE7ERMINAR LAS FRECUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VALO"< rms DE LA·A!lPLITUD EN RESONANCIA, EL CUAL VALE 

(Bd)!JlAX//2; SEAN B
2 

Y F
1 

ESTAS FRECUENCIAS. DE LA ECUACION DE Bd 

.. , 

SE OBTIENE: rms = _A_ = R.AIZ CUADRADA DEL VALOR ~lEDIO CUADRATICO 

1 

V2 

12 7 
(---+-P-+--v-+-C>.~b-r---c -;) 

1 2 2 2' 
= P

0 
/1 ( 1- S ) + ( 2 1; S) 

ELEVANDO AL CUADRADO MIBOS !>'IIE~IBROS: 

1 

8~2 
= 

1 

DE AQUI, DESPRECIANDO ~L TE~MINO z; 2 
DEL RADICAL, SE OBTIENE 

., 
2 ., L. . 

1 2¡; 2¡; • 2 
~1 61 1 1; - 1; 

B2 • 1 2¡; 
2 2 

2 + 2¡; 82 - 1 + 1; - [ 

s2 - B1 
. 

2¡; 

29 



DE DONDE 

EJEMPLO 

6 

4 

2 

( 2 5) 

5.67xl0-2 
-2 

-t----<r=~. .r-2 pulg.= 4.01 x 10 pulg. 
1 
1 
1 
1 
1 

1 1 
1 1 
1 1 

~ll nr-:-
: 1 

1 1 

OL--------L----~~~------~-------L--------

15 . J 20 \_ 25 
!11 = 19._55 !12=20.42 rod .n, seg 

DE LA EC (25) A[) = ¡¡2 - 11 1 

- _¡¡ __ 1_ 

= 0.87 RI\D 
SEG 

• 
~ 2 

¡¡ 
res = 

¡¡2 -

"2 + 
¡¡1 0.87 = 2.18% 
¡¡1 39.97 

DE NE\'1~1ARK PAP.I\ RESílLVE'l. FJ. PROBLEMA DE VIBRACIONES 

FORZADAS. 

EL ~IE'l'ODO QUE A CONTINUACION SE DESCRIBE ES ADAPTABLE A SISTEMAS NO 

LI~EALES CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD. 

l. 

2. 

PROCEDI~HENTO: 

SEAN y 1 , y
1

.y1'i' CONOCIDOS EN EL INS'l'AJTE t 1 , •• t 1 + 1=t
1 

+ dt. 

SUPONGJIJ10S EL VALO". DE v 
"i+l 

C.I\LCULENOS y i + l • y. + 
l 

( 2 6) 

30 
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3. CALCULEMOS yi+ 1 

-... 
4. CALCULE~!OS UNA NUEVA APROXH1ACION PAR.". yi+

1 
A PARTir< DI: LA 

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO: 

(23) 

(27) 

5. REPITA'10S L_ZI.S ETAPAS 2 A 4 E~PEZANDO CON EL NUEVO VALOR y Ú
1 

HASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUT!VOS SE TENGAN VALORESDE yi+
1 

CASI IGUALES. 

SE ~ECO/HENDAN VALORES DE S DE 1/6 A 1/4 Y llt~0.1T PARA ASEGURAR 

CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD. 

31 
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2 M =41bSeg/pulg. 

~=0.2 

lb 
K= 36pulg. 

0.4 

•• -12 
'X.0 ( t) =-30! 

CALCULAR LA RESPUESTA DE LJl. ESTRUCTU!V\ .li.PLICANDO EL METODO S DE 

NEhll'lARK 

w = /K;~'. = = 

h = tw = 0.2 x 3 = 0.6 

3 
P~D 

SF.G 

1o 
~ = :¡ = 2.09 SEG 

TO'lARE110S 8=0.2 Y Clt = 0.2 (~ o.lT) SUSTITUYENDO EN LAS ECS. (26), 

(27) y (28): 

EN t=O SABSMOS QUE SE TIENE y=O, y=O Y y=O 

? 
EN t=O + & = 0.2·SEG: SUPONGAMOS Y. l = 5.0 IN/SE~-,· x =-6 

. -J.+ o 

V = o - i 

V = o . i 

32 



• 

o 
_j 
u 
u 
~1 -

o 
_j 

u 
(.) 

{ 

-'-· 

Y;+1 () + o . 1 (O + 5) = o.s y.+1 .. 
. l 

o + o + o + O.OOR X 5 = 0.04 

yi+1 =-1. 2 X 0.5 - 9 X 0.04 - (-30 X 0.2) = 5.04 

yi+1 • O+ 0.1 (O+ 5.04) 0.504 • 0+ O + O + 0.008 x5.04 = 

= 0.04032 

~ 

yi+l =-1~2 X 0.504 - 9 x 0.4032 - (-6) = 5.033 IN/SEG• 

"'STOS CALCULOS C:E PURDEN ORGANIO:AR "EDIANTR UNll 'TABLA COMO LA SIGUIENTE: ~" ... ·' . . . . . ' . . . . .. . . 
t X y y y 

o 
IN/SEG 2 2 

ING/SEG SEG IN(;/SEG IN 

o o o o o 

0.2 -6 5.0000 0.5000 0.04000 

5.040 0.5040 0.04032 

5.033 0.5033 0.04026 

5.034 0.5034 0.04027 

0.4 - -12 8.0000 1.8078 0.26536 

7.442 l. 7510 o. 26079 

7.534 l. 7602 0.261&3 

7.533 l. 7601 0.26162 

0.4+ o -4.467 l. 7601 o. 26162 

o. 6 - o -6.0')0 o. 7134 0.51204 

-5.464 0.7670 0.51633 

-5.550 0.758~ 0.51564 

. 

t = 0.2 + 6t = 0.4 SEG: x
0 

= -30 X 0.4 = -12 

V. = 5.034, V. = 0.5034, VJ.. = 0.04027 
. l - l . 

33 
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• 

SUPONJP.'lD0 Vi+ 1 = R.00n SE OBTIENR: 

o yi+l = 0.5034 + 0.1 (5.034 + 9.000) = 1.8068 
.J 
~ 
u yi+1 = 0.04027 + 0.2 X 0.5034 + o. 012 X 5.034 + 0.008 X 8 = 0.26536 
:;;¡ 

IN/SEG
2 

yi+1 = -l. 2 X 1,8068 - 9 X 0.26536 - ( -12) = 7.442 

EN t = o 4+ SOLn CA~'BIA y y o;¡!'+ = Yo.4- + X = 7.533 - 12 = -4.467 
o 

EN t = o. 6' y. =-4.467) y. = 1.7601: y = 0.26162 
l - l 

34 



ESPECTROS VE RESPUESTA ESTRUCTURAL 

RECORDE~10S ()UE LA SOLUCION DEL PROBLE'ffi DE VIBRACIONES FORZADAS CON 

EXCITACION SISMICA ES 

-1 
Y(t) = 

t . . ( . ) · - W t-T f x (t-T)e 1; sen w' (t-T)dT 
o 

., 

DE U\ OBSER'!ACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE ()UE EL DESPLAZAMIENTO 

~ELATIVO, Y(t), ES FUNCION DEL TIEMPO, t. EL A'10R'riGUA!I!IENTO, e, Y 

LA "'RECUENCIA CI"CULAR N.l\TU"-.1\L; w (0 DEL PERIODO NATURAL) : 

y ( t ) = f ( t , ,,, , r. ) 

FIJEMOS UN VALOR DE r,, POR EJEMPLO ¡;=0, Y.LUEGO ASIGNEMOS VALORES A 

'', POR EJE'1PLO 0 .1, O. 2 . '0. 3, ETC, HASTA CUBlUR UN INTERVALO DE INTE·-

RES, Y PARA CADA CASO CALCULE~lOS LA FUNCION RESULTANTE DE APLICJ'.R LA 

ECUACION ANTERIOR. CON ESTA OBTENEr·lOS 

yl (t) = fl (t, o. 1' O) = i'l (t} 

y 2 (t) = f 2 ( t' o. 2' Cl) = f 2 ( t) 

y 3 (t) = f 3 ( t' o .3' O) = f 3 ( t) 

SEAN Dl = ~L'\X:yl (t) 1 = D(w
1

,r;l 

D2 = ~'Al( 1 y 2 ( t) 1 = D(w
2

,¡;) 

D3 = r.mxly
3 

(t) 1 = D(w
3

,¡;) 

• 
• 
• 
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Desplazamiento relativo, 
'<(t ), pulg. 

-1 

-2 

-3 

o 5 

Máx lx(t)l =3.28pulg ... 8.35cm. 

·lO 15 20 25 

Tiempo,t,seg. 

Respuesta de un sistema amortiguado simple 

con T1 = I.Oseg y s =0.10, al sismo de 

El Centro, Cal., 1940, componente N -S 

36 
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EN TAL CASO, Ll\ GRJ,r IC/1. 
o 

- i 
o .,l .2 

37 

'S = o 

w _, 

ES EL ESPECTRO VE RESPUESTA VE VESPLAZAHIE.VTOS PARA t =O. SI ESTE PROCESO DE 

REPITE FIJANDO OTROS VALORES DE S, POR EJE!-'IPLO, ~ =0. 02, O .OS, O .1, 

O. 2, ETC, SE OBTENDRAN LOS ESP~CTROS DE DESPLAZA'!IENTOS COn_>:~ESPONDIENTES. 

DE MANEP~ ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS PA~~ OTROS TIPOS DE 

RESPUESTA, TALES cm10 VELOCI7JAV RELATIVA, ACELERACION ABSOLUTA, ETC, QUE SON, 

• 
V= J1AXIy(t) 1 

, S, ul 

• • 
. A= !'iAxlx<tl 1 

PSEUDO - ESPECTROS 

ESTJ\DISTICN1ENTE SE HA ENCON'!'RADO ()UE 

• 
S = wD = u 

V 

2 • • 
SA = 

'" D = A wv 

A S y 
"'-~ SE LES LLJI.!-IJ\ PSEUDCESPECTROS. 

V 

¿;;,w 
( 2 9) 

( 3 o) 

( 31) 

DE LA EC. (30): loa D = loa \' log w= log V + log T - log 2-

DE LA EC. ( 31) : log A = log \' + log w= log V log T + log 2" 

. ESTAS ECUACIONES CORRE.SPONDEN .1'\ LINEA.S RECTAS EN PAl'EL LOGARITMICO; 

LA PRIMERA. CON PENDIENTE -1 Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1, SI SE USA 

w COI'-10 VARIABLE INDEPENDIENTE; SI SE USA T, LA PRIMERA TENDRA PENDIEN-

TE + 1, Y LA SEGUNDA, -1. 37 



V 

D 

E,"TE~1PLO 

V 

A 

lliJERNIITfVAMEfv íE, EN 
TERMINO$ DELPERJOW, 
T, ¡ 

UJ 

A o 

T 

CALCULAR EL BSPECTR0 CORRESPONDIE~-ITE A LA EXCI~ACION (CONSIDERESE <;=O) 

o 

_L- '------+-------
0 to t 

EN UN EJENPLO AliJTERIOR SE OBTUVO 

y 

-a -
y(t} ~ -

2 
~1 - coswt), SI O<t~t 

w . - o 

D = f.1AX 1 Y ( t ) 1 

_ 2a 
- wi 

T 
; 0<-?<t ' ---- o 

SA = wV = 2a 

wt 2a 
D '1AX 1 y ( t) 1= o = sen -2-2 w 

<a ~út 

S = :oD = ]sen ~1 SA V '-" 2 1 

·t 
w o 

LH! S 
LI 11 , 

{at
0 

sen-2-
= J -

cu·-... 0 V u'-* O cJt o 
-2-

= 

(O<T<2t ) 
- - o 

SI T>2 t 
o 

wt 
u.; V = ? 1 o 1 __ a¡ sen-

2
-, 

at 
o 

C~SO PARTICULAR: SI t = 1 SEG y a = 100 IN/SEG
2 

o 

.S V 
2 X lOO lOO 

T SI O < T < 2 SE~ = = 21T ~ 

T 
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lOOT 1 n 1 = --
11
-- sen jf SI T>2 SEG 

LIN SV = lOO IN/SEG 
T _,. oo 

. . . . 
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Mdx {IX, (tll} 

3.0 

2.0 

Componente N-S 

"-~ =0.10 

1.0 2.0 3.0 4.0 
Periodo natura 1 T1 , en seg 

Componente N- S 

Max{lxo (tll} = 207.67 cm/seg 2 

0~0----~--~~~----~--~--~~--~--~~-----
1 .o 2.0 31) 4.0 

Periodo natura 1 T1, en seg 

Espectros de veloc1dad.es y de aceleraciones .. Sismo de Tokachi­
Oki, Japón (1968). Según H.Tsuchida, E. Kurata y K. Sudo, ref.4 
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DISTRIBUCION DE FUERZAS CORTANlES DIRECTAS Y POR TORSION 

••• 

C.G. 
@ 

Vx=Fx¿g?}_Tx .+ 

C\J 
1 
e: 
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DIST!UBUCION DE LAS FUERZAS CORTAN~ES EN UN ENTREPISO 

n 

1 
1 . 

1 

1 
1 . 

1 
1 

1 

1 
• 1 

1 
1 

.1 

L 

é K.X. 
i = i 1 1 

n 
E. K· 

• • 1 
1 = 1 

EM· = 1 

E. F. = K 
1 

8 + K
2 

6 + ... + K 8 = V = K 8 
1 n . eq 

SE. K¡ = 8 Keq 

E. K. n ¡ 
t=t 1 

EF¡ X¡ = EK¡ SX¡ = SK·X· = 1 1 

POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES __,_. -~ 
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VEA~OS COMO SE DISTRIBUYEN LAS FU~RZAS CORTANTES EN LOS ~~RCOS 

F K n-1 n--1 
------

y 
Kx m 

POR LO ()UE 

K 
n 

K . '2 X. 
yi l 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 ' 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

6Xm 
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"' = K.6 "i l 

EF. = EK.cl 
l l 

"' = V ,i X 

F 
xi 

F x. 
l 

= ·v 
X 

K. 
l 

n 
¿ K. 

i=1 l 

= I< x. 
l 

= K 
yi 

o 

ó 

o = 

= 
X. 

l 

= 
V. 
- l 

V 
X 

I ,. 
.Ki 

K x. 
l 

K 
yi 

y· 
i 

¡:¡ 

x: e 
l 

= l:F Y: +:F x: 
X. l y. l 

l . J. 

( 
V' 2 = e :K .: + 

X. l 
l 

DE DONDE fl = 
CK '2+ ¿_ y. 

X. l 
l 

'·' 
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Espectro de respuesta de un sistema elastoplástico con 
10% de amortiguamiento (.parte elastica). Sismo de El 
Centro. Cal. (1940). Según Blume, Newmark y Corning. 
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METODO S DE NEWMARK 

SI S TEMAS ELAST I COS LINEALES DE V AR JOS GRADOS DE LIBERTAn 

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTHIA DE N GRADOS DE LIBERTA]) Y 

COMPORTAMIENTO ELASTICO LINEAL SE E~IPLEAN LAS HISMAS ECUACIONES QUE 

PARA UN SISTE~ffi DE UN GRADO DE LIBERTAD. 

• • ? 

xj (ti+ 1) = xj (ti) + xj (ti)llt + [(1/2-s)xj (ti) + sxj (ti+ 1.l] (ót)~ 

EN DONDE j = 1,2, ... ,N. 

E:l ESTE CASO SE RECOMIENDA TA~IBIEN UN VALOR DE G COMPRENDIDO ENTRE 1/4 

Y 1/6, Y QUE ót - O .1 TN' EN DONDE TN ES EL PERIODO NATURAL DE VIBR:. 

CION ~~S PEQUE~O. 

71 



' . ·'·' 

SISW1AS IJO LINEALES VE U~l GRADO 1JE LIGEr-TAV. 

ECUACION DF. '!01lPHENTO • 

Mx + Q(y,y) = P(t) Y = x-x = DESPLAZNHENTO .'\ELATIVO . o 

SI Q (y, y) = KY + cv . S.E .. TIENE EL SISTE"1A ELASTICO LINE.l\L 

/10DELOS PA'l.TICULA!l.F.S. 

l. RIGIDO-PLASTICO 

Q =-Ql + Cy, SI 

Q = Q2 + Cy, SI 

y<O 

y< O 

Q¡ ' 

' 

Q ·~ 

• 

EN D0NDE C = CONSTANTE. SE HA EMPLEADO COMO 

~WDELO EN EL ANALISIS DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA 

V ENROCAIIIENTO 

2. ELASTO-PLASTICO 

------------~~-------L--.. y 
ye yu 

Q = Ql (y) + Cy 

SE E~1PLE_:'\. C0.'10 ~WDELO EN I:L ANALISIS DE ESTRUCTU!'.AS DUCTILES. 

fACTOR DE DUCTILIDAD = " = yu/ye 

y = DESPV,ZA'UENTO 'lAXI'-!0 QUJ: PUEDE SOPORTAR. SL SI.STE~!l'. SIN 
u 

55 



3. ~~ 1 STI·:~tl\ n J J.l NJ·:!\1, ·Q 

CON ENDURECI'HENTO CON ABLA.IIIDAMIENTO 

SE USA COMO MODELO PARA ANALIS!S SE USA cm10 MODELO DE SISTEMAS 

DE PUENTES COLGANTES QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-

HI:SNTO (HU ROS DE 1'1AMPOSTERIA, 

POR EJEM), 

4. TIPO 1>\ASING 

(INCLUYE A LOS ANTERIOF.ES COMO CASOS ESPECIALES) 

_.y 

Esqueleto de lo 

curvo 
0

0 
= ~UERZA EN y = v - .. o 

y
0 

= DESPLAZA'liENTO EN EL CUAL I:L PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO 

DE SIG~W) POR ULTH\JI. VEZ 

CASO PARTICULAR DEL ESQU~LETO 

{1-lODELO RlVlBER - OSGOOD) 

DONDE y 
1

., Ql, a y r SON CONSTANTES POSITIVAS 

/ 

/ 
,"'2-o(= o 

~o<=O.I,r=4 
----------~---- . 

y 
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EJE!1PLO: CASO BILINEAL 

Q 

y 

EJEHPLO CASO ELASTOPLASTICO 

AIETODO S DE NEW~I~RK 

PARA EL ANALISIS DE SISTEc\AS NO LINEALES SE PUEDE USAR EL METODO e 

DE "JE\•Jl'IARI< DESC~ITO ANTElUOR~ENTE. 

57 
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EJEMPLO 

Qtons 

30 ----

l•---+-K = 32 t on/cms 

--;:;'10 ~--;;0,-l;. 9:-::3:-:=7:::-5-cm_s _____ __.: _ _. y 

5 ----------------
-ot--------

0
-'-,.

5
-------_. t segs. 

ECUACIO~l DE E()UILIB~IO DINAJ'HCO , rlY + Q (Y) = P (t) 

y P(t) 
= 

- O(Y) = P(t) -(}(y) 
2 

(I) 

P.li«A L_l\ APi,ICACION DEL HE'I'ODO DE NE'-1'1AR!< ?E TIENEN LAS SIGUIENTES 

EXPRCS IONES: 

ti+1 = t. + At 
]_ 

yi+1 = V -i + (Yi + yi+1) Llt/2 

? 
(Llt) 2 

yi+1 = Y. + Y. At + (o. 5 - B )'\Ti (Llt)- + S yi+1 ]_ ]_ 

CONSIDERANDO Llt = 0.10 SEG. Y S = 1/6 SE PUEDE F.SCRIBIR; 
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.... - 1 
V· = Y. + 

20 (Yi + yi+l) "i+l ~ 
( 1I) 

. yi+l Y. + Y. (0.10) + 
1 

(2Y i + yi+1) = 60.0 ~ l. 
__ (III) 

EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE: 

' SE ASUME ·yi+1 

SE CALCULA yi+1 CON LA ECUACION (II) 

SE CALCULA y 
i+1 

CON LA ECUACION (III) 

SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE Yi+l CON LA ECUACION (I), 

·ETC. 

PARA LA "'UNCION DE RESISTENCIA Q SE TIENEN LOS SI<;UIENTES CASOS: 

Q ----- Qmóx 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Oo ----

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

y mát' y 

1. COMPORTA!-1IEN"'0 ELASTICO Q = 32 y TONS 

2. CNIBIO DE ?.It;IDEZ Q = 30 + 18 (Y-Y ) 
o 

3 .. DESCARGA TONS 

EST.ll. ULTI"lA EXPRESION MANTIENE SU VALIDEZ HASTA QUE, (Y
1
1AX-Y) 

59 
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i Q0 = 30,0 TON 

PARA t =O, 
p 50 25 O; o y = = = . ' y = y = 
~~ .2 

PARA t = 0.11), yi = yi = o ; yi = .<5 

1er. CICLO 

SEA yi+1 = 20 COMO PRIMER TANTEO. EN TAL 

2o. CICLO 

3er. CICLO 

o + 1 (:2.0+ 25) 2.25 yi+1 = 20 = 

o + 0.10 o + 1 
yi+1 = X 

600 

Q = 32 X 0.1167 = 3.7330 

y 
i+1 

y 
i+1 

=~5~0--~3~·~7~3~3 = 23.134 
2 

= 23.134/2 = 16.567 

yi+1 = 73.134/600 = 0.1219 

Q = 32 X 0.1219 = 3.9000 

(2 

y i + 1 = (5o - 3. 9) /2 = 2 3 . o 5o 

60 

X 25 

CASO 

+ 20) 
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4o. CICLO 

yi+1 = 23.052 

yi+1 = 23.052/2 = 2.4026 

yi+1 = 73.052/600 = 0.12175 

Q = 32 X 0.12175 = 3.9960 

y= (50 - 3.8960)/2 = 23.052 ETC . 

.. · ,· ( 
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LOS CALCULOS BASICOS SE r1UEST"RAN EN LA TABLA SIGUIENTE: 

.. 
t p y 

-~ y -l y 

SEr, S ¡ TONS cr.' SEG C~! SEG C"'1.S 

o. o i : 50.00 
1 

7.5.000 o.on 0.00 

0.10 1 50.00 20.000 2.2500 0.1167 
23.134 2.4070 O .1U9 
23.050 2.4025 0.12175 

1 23.052 2.4026 0.12175 
' 

0.20 50.00 20.000 4.5552 0.4722 

' 17.445 4.427() 0.46793 
17. 513 4.<1310 0.46804 
17. 511 4.43075 0.46204 

0.30 

1 

50.00 10.000 5.8060 0.98610 
9.560 5.784() 0.98540 

1 
9.569 5.7848 0.98543 

' 0.40 1 50.00 0.00 6.2630 l. 5958 
' 

1 

4.0750 6.4fi70 1.6026 
4.0141 6.4640 l. 6025 
4.0150 6.4(;40 l. 60250 

1 

0.50 -
1 

50.00 0.00 fi.6650 2.2623 

1 
-1.9230 

1 
1 1 

-l. 9000 6.56975 2.2591 
1 

1 ! -1.8944 1 

! 1 ! -1.894fi 1 6.5700 2.2591:2 
1 i 1 ' i 

' 
·-----------

1).50+ 5.00 -24.39M; 

0.60 5.80 -30.000 3.8503 2.7848 
-29.126 3.8Q4() 2.7862fi 
-29.136 1.89347 2.78624 
-29.138 3.89347 2.786c4 

0.70 5.01) -32.000 
-31.289 
-31.320 

0.83657 3.025127 

1 
1 0.87057 3.02626 

-31.299 
-31.301 

1 
() 

'T'ONS ! 

o.ool ---..., 
3.7330 1 

3.900(\ 
3.3960 
3.8960 

15.110 
1<1.970 
14.977 
14.977 

30.8750 
30.8620 
30.86Yl 

41.849 
41.972 
41.970 
41.970 

53.846 

53.789 

53.789 

53.789 

63.251 
63.278 

.• G.3 .. :2 7 7 
63.277 

67.577 

67.598 

1 

1 

! 
' ! 
' 
! 
1 

1 
l 

1 

0.871-'7 i ~.07.G41 1 67.600 
~---t-----'-----L....----+-----·r-·---~ 

0.7278 5.00 -31.620 -0.00313 3.03850 1 67.818 1 

-31.409 . 1 

-31.420 -o. 000352 3. 03853 J 67.818 11 

-31.4093 -0.000205 3.03853 - 67.818 . 

En t=0.5 + SEG, e:,y =-45/2·= -22.5 .".-22.5- l.S946 = -24.3946 
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:' 1 

CONTINUJ\CION DEL CUADRO 1\NTE:I.IOR 

..• • ! 
t p y y y Q ' 1 ... 

0.80 5.0 -28.000 -2.1449 2.959611 65.293 1 

-30.146 
-30.000 -2.21708 2.957874 65.237 
-30.118 .•. 
-30.117 -2.22127 2.CJ5777 65.7.3~ 

1 
: 1 

' 0.90 5.0 -27.00 -5.07712 2.59025 53.473 
-24.236 
-25.00 -4.97712 2.59358 53.580 
-24.290 
-24.294 -4.94182 2.59476 53.617 
-24.308 -4.94242 2.59474 53.617 

l. 00 5.0 -14.00 -6.85782 l. 99614 34.461 
-14.7305 
-14.7200 -6.89382 l. 99494 34.423 
-14.7120 -6.89342 1.99495 34.423 .•. 

.. - ··---- .. ____ __. 

EN ESTOS CALCULOS SE INTRODUJO t = 0.50 Y 0.50+ PORQUE PARA ESTE 

INSTANTE SE PRODUCE UN CN1BIO B~USCO EN LA CARGA P(t) DE 50.00 TONS 

A 5. 00 TONS, CON LO CW\L SE l.'"'.ODUCE UN Cli.'1BIO BRUSCO EN LA ACELERA-

CION DEL SISTF~U\ Y. EN ESTE INSTANTE "JO SE PRODUCEN CAI'IBIOS EN Y 

Y Y. EL TIE~lPO t = O. 72 7 3 SEG. SE INTRODULTO .POR LA NECESID.'\D DE 

CALCULAR LOS VALORES. DE Y Y DE n, PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE 

SE Ill1Cil\_ LA DESCARGA DEL S ISTE/11\. ES"'A CONDICION SE ENCONTRO SOBRE-

LA BASE DE APROXI~~.R Y A CERO, OBTENIENDOSE v --~LIIX=3.03853 CMS y 

;)'!AX = 67.818 TON. 

E"l EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESU11EN DE LOS RESULTl'.DOS. 
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0':) 

~ 

t 

Seg. 

0.0 

0.10 

0.20 

0.30 

0.40 

0.50 

0.50+ 

0.60 

o .. 70 

o. 7278 

0.800 

0.90 

l. 'l () 

-~----·.-------.--. . . . 
Y(supuesta) p y 0 Y(calci.Jlado) 

Cm Seg 
-2 

Ton Cm. Ton Cm Seg 
-2 

.. 

- - 51J.OO O.OIJ o.oo· 25.00 
2 3.1)520 50.00 0.12175 3.896 23.0520 
1 7.5110 50.00 0.46804 14.977 17.5110 

9.5690 50.00 0.98543 30.863 9.5690 
4.0150 50.00 l. 60250 41.970 4.0150 
1.8946 50.00 2.25912 53.789 -l. 8946 
- - 5.00 2.25912 53.789 -24.3945 

-2 e¡. 1380 5.'l0 2.786:24 63.277 -29.1380 
-3 1.3010 s.nn 3.02641 67.600 -31.3010 
-3 1.1093 5.00 3.03851 67.818 -31.4093 
-3 0.1170 5.on 2.95777 65.234 -30.1170 
-2 A.3()80 5.0'l 2.59474 53.617 -24.3080 
-1 4.717.() 5.0'l 1.99495 34.423 -14.712n 

RESPUESTA ~11\X1MA 
{

V máx 

Q. máx = 67.818 tons 

= 3.03853 cms 

. 
y "l< 

Cm Sea 
-1 

0.00 ' 

2.40260 ' 
4.43075 

5.78480 - 1- CAMBIO 

6.4640 

6.5700 

6.5700 . f- CAMBIO 

3.89347· 

0.87147 

-0.000205- - Qmáx, 

-2.22127 
1 

-4.94242 ' 

1 
-6.89342 

o T A S 

! 

' 
' 

DE RIGIDEZ 

DE CARGA 

Ymáx. 

•.. 

C> 

'" 



X.-----~-~~~- ----- ------ --------'---r-------,----------, 

X móx = 3.03853 

0.728 seg. 

~0~------4------~-F-----+-----~------4 

P(t) M X 
•IAXAXN< YX XX X X X X 

1.0 1-----------~ -----11-------~+-

0 ~o~-------~oL_~~~-~o~------~--o.~-------~o.~s-----. 
.2 .4 6 Seq 1.0 



CRITERIOS PARA TRAZAR ESPECTROS VE VISE~O ELASTOPLASTICOS A PARTIR VEL ELASTTCO 

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MAXHIO DEL SISTE~IA ELASTTCO 

Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO: 

Q Qp = Kyy = 
Qe ------------. ., 

/1 
// 1 

/ 1 

// 1 
Qp ---,,¿__ __ _, 

Yy 1 Yy 
Y ; - "·Yy max _, 

y~1AX 

D 
p 

= D 
e 

= De 
~ 

2~ CRITERIO DE IGUAL ENERGIA ABSORVIDA 

Q 

K Y e 

= 
Ky V V. ,~ 

2 
+ K\· (y - V l - r - P - r 

1 2 1 2 
- y =-2y}_ + V y -2 ·e · ·y p 

1 
2 

V 
'(' ,. 
·v 

(~e)Z 
y 

n 
= ~ 2 V 

~ y ' y 

= •2u- 1 

= ~ - 2 

66 

= ~Y y = 

POR LA 

,. y 

= 

\JDP 

ESTRUCTURA: 

¡,1¡ 



Yy MAX = 

y-,. 
e_ HAX 

/z¡J- 1 

POR LO TANTO 

D = D ¡¡z¡;~-,-c 
p e 

y 

D -·· 
e = _....:::__ 

¡z-_ -,--

n = n 1 ¡z¡;-: -,-
'P '"e 
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20 

1 1 1 1 

o \1 = Factor de ductilidad 
E 
~ 15 

" 
-·-- --- ---- ----· ··----

"' E o 
o E 
ü ·~ 10 
·~ " +' "' " E 

"' .-< o 
p. ü 05 o ~ 

H- - t ----

\ j\ ~ ,..... 
\ 

+' +' 

" " ro "' .-< .-< 
a) Amortiguamiento nulo, ~ = 4 

Q) Q) o 
o o ..., ..., 
" " Q) Q) 

¡~ 
·~ -~ 15 E ~ ro 

--- ---- f-· -·· . ---- ·----- --- ----

" " ro ro 
.-< .-< 
p, p. 

10 " " Q) Q) 

o o 

11 

,E 1 

05 
o 

" 

_,...,...,.., 
,.-'\ V 1\. .A. 

~ '-..! 

~ -----~ 1---- 1 

b) 10~ de amortiguamiento, 
~ 

= 4 
1 1 1 

05 10 15 20 25 

Perlodo natural, seg 

Comparación de la respuesta mOxima de un sistema elas­
toplóstico y uno elóstico. Sismo de El Centro, Cal. 
(1940). Segun Blume, Newmork y Corning. 
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00 
Q) 

" --00 
.-< 

" "' . 
> 
. 

"' '" "' ·.-< 

" o 
.-< 
Q) 

> 

• 
65.2 

80 

50 

40 

30 

20 

' '-...,x ... :K•J'I / " ' /' .,oo 
o<>l )1 = Factor de ductilidad , V -: [7_~)?·'-.., i ' 

['-..., Yi~-- -~-;--IXT F" IX~ 1 
'"' 17 

x --;;>q X '.... i :.;p 
~1'\ 1 ) / A\ J~ 1"' ~1 \:'v )~'"~~I 1 f-- ,o 

r'< !/ / "> l/ r"r.....,l ¡xft" j//) 1 /N ~0 . '~ tx L-' - , : -b ~ -. : 
['\ "~1'< lXI IX 1 l"l 1 IX ;/ X' 1 1 >:: ~--~):.. ¡ • 1 ,¿:; ' 1'1 

~ V' ¡.....! ~~+'\ / ¡-......... I/¡ í> Y!' v[';.?\i / ~ c\YST 
t,/'v ¡J~>"...."'- V Wr/1):..! ~-""'~ V rt-"·'25~ /'{/ J i/f'.. í/. :' . ·/'-.. / 

10 

~/l/ JK "'~X><vYt?V V N--.........::~ 1 ~~~r·'K ...... 

'xl"--. o""' ~ ~ ln,_ ~ "~~ Yti,_""~i_¡ í> 1 1 
1 ' 
1' / 1)<.. ·"-' L: "'2:\.. • '· ...... 

r......l 1 / '- o•~/!'>é }.. 7 7\: ~-..:: k . '..i 
1 ~ / V ;x. /o""' / \ V , "\V '.. IX. '.. ' , .. 

' •' . ""' '/ 1 Xl/~¡;x: h;"', ""- j /~ 1 / lXI ~ iX " ! /f /: : . 

"' V ! ' p /Í/\)< ~- 1'- v'\.~ 0 1 ').;'\/! ~-~ .~?'f-..... · · )k'. i 
~ KJ y ' ~:. ,.n / '>J"' 't.' ' ·¡._~ . . . e 1 1 , r , , • : 

1><1 ~~ ; v v , VY 1 "''·el ,., 'h: -1 / .. v 1 ! _... 1 · 

1 'l 1 XI)U 1 Xi/ 1'+<[ (1 ~dt,~l 1 !X .·'1 "l 
'-..( y'h{~/ /Í f ' <:- . <'• ' ·o" "' • y¡ ' 1'· ' 

1 •. ·: ..,¡ ! 1 '"'""' ·[ 1 /::-~"o""' "e-;¡ 1'· .... 1 : . '-...! 

l/}Q 1 
• ............ >J:\i~'<'\.1 -~/~ ]/f/ ¡. ~'- ¿,-{ 0

Q· j' : ).....,] ¡ ·'t..' 1 

5 

4 

3 

2 

/ ' :-../"'b,~ ¡ 1/--l(l, j/í !--!./'-......:',o~~, 1 1
'\ : 1 'l '-/1 ¡ , o0<"- 1o_., ¡oa,?s~ yr _/\ ,Y.''I 1 .-1"--.. :..__,o;"' 1, [ , .. l 

1 1 ·' ~ • • 1 1 ' 1 • J ' •. 1 1 1 ' ' 

005 e: 02 03 o .. 05 2 3 4 5 

Perlado natural, seg 

Espectro de respuesta de un sistema elastoplóstico con 
amortiguamiento nulo (parte elOstica). Sismo de El 
Centro, Cal. (1940). Segun Blume, Newmark y Corning. 
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.~ 

.EJEMPLO 

SEA UN SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO, 

CUYAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON: 

M ·J :] 
USANDO EL HETODO S DE NEWMARK CON llt=0.2 seg·Y s= 1/6 CALCULE LA 

RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZAmENT\.OS 

DEL SUELO: 

X o = 1.2 t SI o <•t < 2 - seg . (x
0 

EN CENTIMETROS) 

X 
O· 

= 4.8-.1.2 t SI 2 < t < 4 seg - -

X o = o SI t < o o t > 4 seg 

PUESTO QUE ESTA EXCITACION UIPLICA QUE x
0
(t) = O PARA.TODO t, SE 

TIENE QUE LA ECUACION ~~TRICIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 
. . . . 

HY + KY = MY + Q. = Q 

POR LO QUE 

CON lit = 0.2 seg Y 8= 1/6, LAS ECUACIONES DEL METODO S DE NEWMARK 

QUEDAN EN LA FO~~ 

= x.(t.) + 0.1[x.(t.) + x.(t. 
1
)] 

J 1 J 1 J 1+ 

o o 

= x.(t.) + 0.1 x.(t.) + 0.04[x.(t.)/3 + x.(t. 
1
)/6] 

J 1 J ] J 1 J 1+ 
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o 

EN t = O, yi = x. = O, y. 
1 1 

.l 

= x. = O, 
1 

y. = X. = 0. 
1 1 

EN t -::::: 0.2, X . o = 1.2 x 0.2 = 0.24 cm; SUPONGAMOS x 1 
= y

1 
= 1.35 

.. 
y X = 2 y 2 = 1.50 cm/seg: 

PRIMER CICLO 

PARA LA MASA 1: xl = o + o. 1 (O + 1 . 3 5) = 0.135 cm/seg 

X¡ = o + o + 0.04(0 + 1.35/6) = 0.009 cm 

Y¡ = 0.009 0.24 = - o. 2 31 cm 

PARA LA MASA 2 : x2 = o + 0.1(0 + 1 . 5o) = o. 1 5 

x2 = o + o + 0.04(0 + 1.50/6) = o. o 1 

Y2 = o. o 1 0.24 = - 0.23 cm 

= 

¡l ¡-o. 231l 

[::: :: :] 1 = 
5' l-0. 230J 1 

J 

POR LO QUE v 1 = x 1 = 2.54/2 = 1.27 # 1.35 

Yz = x 2 = 1.381/1 = 1.381 ,¡ 1.so 

SEGUi\DO CICLO 

x1 = o. 1 X 1 . 2 7 = o. 1 2 7 xz = o. 1 X 1 . 38 1 = o. 1 38 

x1 = 0.04 X 1.27/6 = 0.0085 xz = 0.04 X 1.381/6 = 0.0092 

\' = 0.0085 - 0.24 = -0.2315 . 1 Y2 = 0.0092 - 0.24 = -0.2308 
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G'J 

~,~o :] l"· ,; '] [·2. "'] = 
-0.2308 - 1 . 38 6 

DE DONDE x, = y1 - 2.546/2 = 1 . 2 7 3 "' 1. 27 

x2 = y2 e 1.386/1.= 1.386 = 1.381 

EN t = 0.2 + 0.2 = 0.4 seg SE TIENEN x
0 

= 1.2 x 0.4 = 0.481 

x 1 (ti) = 0.0085 x2(ti) = 0.0092 
. . 
x, (ti) = 0.127 .x2Cti) = o. 138 
.. .. 
x, (ti) = 1 . 2 7 3 x2Cti) = 1 . 386 

PRIMER CICLO 
.. 

SUPONIENDO x 1 (ti+l) = 2.3 Y x 2 (ti+l) = 2.1 ·sE OBTIENEN: 

x, = o. 1 2 7 + o . 1 ( 1 . 2 7 5. ,+ 2. 3) = 0.484 

x, = 0.0085 + o. 2 X o. 1 2 7 + 0.04(1.273/3 + 2.3/6) = 0.0662 

y1 = 0.0662 0.48 = -0.4138 

x2 = o. 138 + 0.1(1.386 + 2. 1 ) = 0.486 

xz. = 0.0092 + o. 2 X o. 1 38 + 0.04(1.386/3 + 2.1/6) = o .-0693 

y = 0.0693 0.48 = -0.4107 - 2 -· 

í 

1l l-0.4138l ['·'"1 1 1 ~~ 
1 ,, 

º = ., = 
1 

: 1 51 i-.4107 ' -2.468 
1 

L J ' '- ~ 

DE DONDE x, = y = 4.548/2 = 2.274 , 2.3 . 1 

x2 = Y2 = 2.468 f 2. 1 

ETCETER,.'\. LOS RESULTADOS DEL PROBLEMA SE PRESENTAN EN LA TABLA 1 . 
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. SISTE)L\5 Lt~~-:-'U:::>. CO'i -V.t,.Rl!JS GR-'.D~1S 01"'. UBPJtTAO 

Tornado del libro de N. Newrnark y E.Rosenblueth D. 

r-----------------------------·------------~ 

' 

o 

o' 

3. 
ton 

o 

~ 
cm./Seg' 

~-!_u 
cm 

o o o 

~­ton 

o 

\' ! 
cm!sP.:;~ •::n.'sl';:; 

o o o o o 
( . .3~0 01'~ 0.009..;-0ZliO t!IOO 01~0 00100-02-.300 0~4 

-~~z~r~o:_~o~':'~'-4-=o~.o~o~':'~-~o~z:'~':'i-~'·:':'~'~~'c·':':o:_~o~.~·:':'-{~o:·:o:':':'+--:ocz:>:o:'C}Co:":"'-j 
02 2 ~46 !.273 o 127 0.00!!5 -0.2315 1.386 1.3116 0136 OOOH-02301:1024 

-l--
o 4 4 ~41J +.?.lOO 0484 +0.0~62 -0.41Ja 2.4'53 z 10':) 0480 •OO"'!B -04107 04!1 

0.4 4.5.16 2 274 00600 -0.-4140 2.4!>5 o.Otle -o 4~82 0.48 

0.4 ·-~·1') 2 274 0451 o.o 6 ;;:¡ -04140 2.4~5 e l . .a~5 o.!ill o0717 -0.40SJ o . .-e 
~=-~:..__¡-'-'-=t-"---1 -

04 4 ~48 2.274 04'!• 0.0660 -0.414':1 2.4~5 2.455 O Sll 0.0717 -040d3 048 
+---+---+---! 

o' 
f-
0 ' 

1700 0916 02105 050'>5 29'i0 l200 I,OB.i 0.2WII-0.43')9 0-~" 
2193 o<Ja< ozd'' -O!V~9 z<J.,~z<:~so 1064 o.zns -0<~915 o.rz 
Z7:1J Q<ISi 02111 -0506"' 29"ti 29'>7 106~ 022:'!!;-049•4 Oll 
----- r--· ---- --+--- -----,.------
2 T9o o q~7 o z1 • 1 -o so~'l 2 ".;" 2 9t>ti 1.063 o.?Z':IG -:J ~914 o.rz 
----f--- --1---- -------+--- ---- ---

2"1'J\) 1.~~,; Q4S50 -Q4j50 2 790 2"1SJ 1,66J 0:!1010 -04590 09•; 

2.7 90 
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04J)r -04603 09'i 

o 4'1913 -o 4&02 o 'h 

0990Z -0.3196 1 :ZO 

0.8767 -QJ213 1,20 

0871F -03213 1.2C 
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E}crnpin- ·;¡·{r.ont.) ---------
TARLA 2 L. 2 

~ 
-:- ~ \' .!~ !'.! ::-~ !.E ~2- ~.2 -~ 

o m o m "'" cm/t-ec' C!n/!lE'O: cm ('ln = 
- ~ 200 o 46 1 :s ce 1:. C.S27~ . ' "' -' 460 O. "' 3,0408 C.• ~f!OS ~- 16 

Q,4t;l) 3 OBB:S o.~<"~~~ -' "' 
_, 

332 o. "' ~ 0<11 7 O fiB 17 Z.t6 

o. ., 3 OEIB:S 0,926'3' :, '" - 5 3 37 o. ... 
. 6 900 -o. 70, 3 07 3 • l. 1 ~3 1 - 6.3P..6 - 6.2'00 -0.9 t•B 2.~(-65 

·e <t:9 -o ... -:..0772 l. 1512 . 6.383 . 6.386 -c. 987 1.~6~2 

- 2. !-43 -' 703 1.6513 e <-5t3 1,3 78 - ' ,. ' 
,., 

1.:'>8~4 0,1 (~4 

--1--- ------------
~-~~9 - ,_ 704 1,6 ~ 1 3 o 4513 ' .. ne ' ,. ·3. 7 E4 ~:~-=~ ~-·t-~<. 

·:3. 8!:9 e ts 45 -o o -:o~:. l. 7 48 l. 700 ., "' C.ú<' :-:. 

-. ••• c.ee;&:e ·OC772 1, 7 ce l. 7 4 8 
_,_ 

727 Cl f>Z:. S c.~~<> • 

.'-
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z-e e 
S 

PROBLEMA DE VIBRACIONES DE TORSION 

ACOPLADA CON TRASLACION 

~----------------~b~--------------~ 
1 

1 
1 
1 

z 

1 ), 

[-
_: ---------.¡t~t§~= -~~~J;;~ej z 

---Y -----=---+-------J 
C.T C.G. 

IMz 
1 K(z-e e) 1 

: z ·_1~------------------' 
1 

K = rigidez en traslaci6n 

e = cb 
S 

¿p = Mz ,+ K(z-e e) = o 
Z S 

Je + Le - Ke z = o 
S 

EN DONDE L = L + Ke 2 
t S 

Lt = rigidez en torsi6n 

( 1) 

( 2) 

PUESTO QUE LAS VIBRACIONES SON ARMONICAS: 

•• ? 

8 = -w-G y 

Sustituyendo en e e ( 1) : 

-w 2Mz + Kz - K e e = o 
S 

(K - w2 H) z - K e 
S 

e = o ( 1 1 ) 

77 

72 



Sustituy~ndo (3) en (2lL 

Det 

KLT - KJ '-',2 - ,./~14, 
" 

+ ·MJw4-

K,T + MLT KL~ 
w4 w2 + " - MJ MJ 

DIVIENDO POR (K/M) 2 : 

KJ + ML'T 

(MJ) ( K/H) 

K2e~ 
K2e2 

- MJ 

KLT 
+ 

S 

= o 

= o 

MJ (K/M) 
2 

K2 e~ 
---=---=- = o 
MJ (K/M) 2 

SI ,z = w2/ (K/M) Y CONSIDERANDO es = cb: 

= o 

A4 - A 2 (1 +. 1) + n- c2 /j 2 = o 

A2 + 1 :!:¡(,: + 1)2 2 n e .. = + -:2 ' 1, 2 2 4 
J 

2 2 => "'1 = .\1 (K/M) y w2 = A" (K/M) 
L 
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'Jlf 

J 
SUSTITUYENDO A 

2 w , 
.1 

EN (1') O EN (2'): 

¿1 1 

~1 = = >.2 1 -
El 

1 
1 cb 

SUSTITUYENDO A 
2 

w2: 

z 

l 
1 1 

2 

~2 = = ¡,2 o: z = >.2 1 - -n 1 -
82 

2 n 
.J · cb cb 
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Efectos--sísmicos. en estr'ucturas en forma 
de péndulo invertido 

Octal'io RASCO N CH. • 

INTRODUCCION 

En la·· práctica se presentan estruct_uras consti­
tuidas por una sola columna la cual sostiene una 
cubierta que puede ser una lo~a o un cascarón. Su 
corilportamiento dinámico debe estttdiarse consi­
·dernndo el efecto que la inercia rotaciOnal de la 
cubierta induce en el movimiento total de la es­
tructura. 

A principios de este año se presentó en Califor­
nia. EUA tm trabajo 1 en el cual se tr_ató este pro­
blema desde uri punto de vista energético. Se cal­
culó sólo el período fundamental y con. base en 
él. la respuesta de la estructura a un determinado 
temblor. Lo5 períodos calculados para cuatro es­
tructurag de este tipo ya construidas ·fueron me-
11C'TCS que los medidos in. situ. Ll discrepancia fue 

· éltribuida a efectos. de rot<lción y· traslación de la 
~... . 

. El objeto de c~te trabajo es introducir un análi­
sis modal. el cual nos propcrcionará los efectos del 
clCoplanllctHo que ex1~te entre lo.s modos de vibra; 
'ción. Tt!mbién se tomarán en cucnt~ en forma 
aproxí::1ada los efectos de rotaCJón )-' traslaCión 
de la bose. 

CALCULO DE FRECUENCIAS Y 
CONFIGURACIONES MODALES 

DE VIBRACION 

1. Socf.._., II,(J:'do 

Par<l el caso en que- el centro dl' f¡ri!vedad de la 
cubicrt¡l se cncul'ntra loc;:lh::acio en la prolongactótl 
del eje de \<1 columna. el ino\'itni~nto de la estruc­
tura podril cstta.--li.1rse en dos c;lirc!..'cioncs pcrpcn­
dkul;~re~ entre s1. En tal caso el prohlrma podrá 
d1s.rreti:::1r ... -c como de dos modo-" de- \'Jhración aco­
plado:-: cr; cada dirección. 

Para el cáh.:ulo de la~ frccucnci¡-¡ .. •; de \"ibración 
~ ... · id.:-a\i:¡¡:-á b c~tn1ctura \·omo de comportamiento 
hnc¡-¡\ con_.;.tituid.J r0r una cuhicrta m fmHamcnte 
ri~1id:1 ~.k m.1s1 ~lml'tr!(¡um•ntl~ di:o.trihtnd<l y sopor­
tad,¡ p0r 1111:1 sola l-("1\1\mll<l. Como rrimcr O:il~O se 
n,n~Jdcr~ua .:1! sudo 111 finit.tnH.:ntc ríHido ( fig. 1). 

En fiR 1 

lV == pc~o de ]¡¡ cuhicrt¡-¡ má~ la parte tributa­
ria de b col u m na 

/ ::::: momento de ínercm de la masa de la cu­
bierta rcspecro al eje :: 

A:-.1.'\t,·ntc ~C" Investigador. Instituto dl' lngcmeri<J, 
UNAM. 

X 

L 

. i _ _] _____ . 
x' 

z 
Fu;. 1. Pérldll/,, irwcrtid,• 

E = módulo de elasticidad del material de la 
columna 

J.. = momento de inercia de la ~ección transver­
sal de la columna con respecto al eje :: 

C.G. ==centro de gravedad de l¿] cubierta 
L =distancia de C.G. al suelo. 

P<1ra la columna mostrada en las fi9s. 2a y 2b. 

J 

L 

k = n~1idc: por traslación ( fm·r:íl hon:ont<ll 
<lp11L".1dil en C.G. tH .. 'rcs.:Jn;l paril •lliC L'st\' 
se desplace la umdad) 

k,=:. ri~1dc: por rotación (par 01plicado en C.G. 
ncccs<1rio para producir un giro lmÚario 
o \,¡ altura de C.G. 

H ::=rotación en C.G. debida ¡-¡ la fucr:a le 
S= despla:am1ent~ latera! de C.G. debido al 

momento k,. 

' 1 

z 

! 

L 

z 

P1c. 2. Rigideces 

... 
:t. 3Eic. 

k"-­
L' 

Ele 
kr=-­

L 

k Lz · · 3 
8 " 2Elc __ "2L 

krl2 l 
8•--"-

2Elc · 2 
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Despreciando 1.1s dcformildonrs por cortilntc. 
'las expresiones pam k. k,. t•l y 3 pueden encontrar-
se por estiatica y valen -- · · 

k = 3E/,.¡ L-•; 

k,= El,./L; 

(·> = 1.5/L 

8 = L/2 

( 1 a) 

(2a) 

( 1 b) 

(2b) 

Para una fuerza de magnitud ak. el desplaza­
miento será a y el giro a0. Para un par de magni­
tud f3k, el giro será f3 y el desplazamiento (38. Al 
aplicarse ambos simultáneamente, el desplazamien-" 
to total de C.G. será x, y el giro ,, ( lig. 3). 

i 
1 
1 

1 

L 

1 

r 

€ 1 =a9+/3 

FIG. 3. Dcspla::amu:ntos .11 giros torales 

Por tanto los valores de x1 y c1 quedan dados 
por 

x, =" + (38 

f 1 = nH + (3 

( 3) 

( 4) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 3 y 4 para 
n. v ¡J. y utilizando las ecs 1 b y 2b se obtiene 

en las cuales 

a= (.YJ-J...-ry<¡)/J>..:' 

.B = (r,- kyx,)/K 

(Sa) 

(Sb) 

y= U!2EI,.: (6a) 

K = 1 - kL"/4E/, = 0.25 ( 6b) 

P¿lr.1 las oscilaciones del péndulo mostrado .en 
la f¡!l l. el d1agrama de cuerpo hbre de la cubierta 
csrii indicado en la fig 4. Las ecuaciones de movi­
miento. despreciando efectos gravitacionales. serán 

];:, + k,(3 =o 
(7) 

(81 

...; ... 

.... . l 

posición de 
equilibrio_ 

l.. x, 

E o 

' 

_J 
¡ 

. ·¡ 
,; 1 = dcspla?omiento 

del centro de gro 
vedad de lo cubie! 
to 

e 1 : rotodÓn del e en· 
tro de gravedad 
de lo cubierta 

J e, + k, 13, o 

FIG. 4. Diagrama de cuerpo libre 

Sustituyendo a (S a) y ( 5b) en ( 7) y ( 8) se 
obtiene 

m~:,+ (kx, - kk,yr,) /K= O (9) 

Ji",+ (k,,, - kk,yx,) /K= O ( 10) 

Las ecs. 9 y 1 O se pueden expresar matricial~ 
mente en la forma 

[
m O][~']+~[ k -ykk'][x'l=O(ll) 
0 1 <1 K -ykk, k, ro J 

Utilizando las ces la. 2a y 6a se encuentra que 

ykk,=Lk/2 ( 12) 

Puesto que el movimiento es armónico se tiene 
que 

y (13) 

en donde w es la frecuencia Circular natural de vi~ 
bración. 

Sustituyendo las ecs. 12 y 13 im ( 11 ) se obtiene 

_ í"' Ol '[x']J.. ~ [ k _ L2k l [x']-
L J'" ' , [k J -0 

-- k. 1 o 1 ,, 2 . 1 ,, 

( 14) 
Factorizando en la ce. 14 

( 15) 

La ce 15 representa un SIStema de ecuaciones 
homogéneas, el cual. para tener solución diferente 
de la Crlvial. necesita que su determinante sea nulo. 
Por tanto 

1 
k ,, 

.--- mw~ 

~ K 

Lk ¡ __ _ 

Lk 

2K 

k 
-'- -lf•l~ 

K . 

=0 (16) 
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Desarrollando el--dctenninantc se llega a 
1 . .. 

m¡ ... • ---(k/+ mk,),,' + 
K 

1 . 
+ - (4kk- L'k') =0 

4 .. ' K" 
( 1 7) 

Dividiendo ambos miembros entre m} ·y conside-
rando que Fk" = 3kk, se obtiene . . 

o ( 1 S) 

. que es una ecuación de segundo grado en ·t·l:!, cuyas 
. soluciones son 

k/+ mk, _,_ 
2m/• 

i (k/-j-mk,)' _,_ ' _.:__~~.,...:,.:...-

- \i 4m' /'•' 

'k kr 
-~- (19) 

4m/ •' 

Dividiendo' numerador y denominador de.( 19) 
entre m] 

kim+k,j/ 
2< 

1 _;--· ------------ -- ~-- - --·~ 

:': 2• '1/ (k/nt +k,_.'/)'- (k/ m) (k,·'/) 

' (20) 
Llamando a 

h:. m = p~' =cuadrado de la frecuencia circular na-

n 

'dividiendo numerador y denominador de ( 24) en­
tre· m y considerando que K == 0.25. kjm = p' y 
que A11 = (JI~.IP~ se llega a 

x,,,.¡,,_. = 2L/(4-.\.) (25) 

Si se desean tomar en cuenta las deformaciones 
por cortante basta con. modificar las rigideces me­
diante un análisis de estática y partir de nueYo de 
la ec 17 sin considerar que L'k' = 3kk,. Si existe 
excentricidad en alguna dirección su efecto podrá 
tomarse en cuenta introduciendo un grado dt: liber­
tad adicional. 

En las figs 5 y 6 se encuentran representados los 
resultados de las ecs 22 y 25 . 
:>.., 

1.0 

0.5 

"-2 
35 

30 

25 

20 

' 1 j .. __ ;;....:...~· .;,;.;·--.:.;.-·::-i-..;;;.=4· ! --
, 

2 3 4 5 6 7 6 f' 

1 

! 
;---,--

tural por traslac1ón 1 5 

k,·/ =o~ =cuadrado de la frecuencia Circular na­
tural por rotació~ 

se obtiene 

,.,- = 2(r'' -'.· ~!' ., 1,:." 

\ \r,'-t-<!'1'---r'''') ( 21 ) 

DiYldrcndo ombo.'" Imembros dr (21) entre p: y 
hacJcndo ,.,: :p: = ,\ y ~!-' !': =.¡t !lC llega a 

.1,,=2(1+."=\·~c:,_·,.v=~ . .-.) (221 

E~ mtcresante notar que 51 J == p (masa concen­
trad,,) dr- l~• ce 17 se obttenc ~''.: = k_. m = p:: 

La..- o..·onfl<:-llllth-tOn¡;s mod.:1i!!s p11cdcn obtenerse 
de ~.:u.llqu¡c¡,l de b~ des c..:u,ll"IOno..~s .:-t!~cbra1ca~ 
l"l'!lll"llld.~,:; Cll ],l l':CU.:-tC\011 nli:ltflll<ti d.Jda ~ll t:C 15 
L1 pruncr;~ de ella:- es 

k lh 
( -- - • ~~~ •• ,..:) .\ 1 •. - __:___ 1 1 , ~ :: O 

~ " 2... . ( 2J 1 

donde el índ1cc n indiGl el numero del modo y de 
la cual se obt1cnc 

x,, " ''" = ;~-/(~- "'"'') . ( 2~ 1 

10 

o 
o 

(X/U/E .¡ 
,¡ 

1 

2 ¡. 
' 

1 ¡ , 

-4 

2 

F¡¡;_ 5. 

1 ,. 

3 4 5 6 7 6 f' 
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2. Sueh' Jlcxihh: 

., ... 

.L oJ 

Al os~.:ilar n11.1 estna·1ura r-imCntad.t en -suelo 
blando. c~1str mtnal·riilll dutfunil'a ~uclo-cstrurtu­
ra qHc en la mayoria de los ntsos tto d.che dcspn·­
darse nJ CélkuJar )as rfl'l"\ICilCt<\S y Jos llJOJos de 
vihración. En lo que siHuc se propoqc la adaptélCión 
de un método numérico para tomar en cuenta .di­
cho efecto. 
' Las restricciones del suelo serán idealizadas me-

. diante resortes de comportamiento lineal: uno para 
desplazamientos lineales honzontales y otro pa­
ra deformaciones angulares de cabeceo de ]a ci­
mentación::.:~. 

En la fig. 7 se hace referencia a los parámetros 
(]ue a continuación se mencionan 

K = rigidez del resorte correspondiente a la 
traslacrón de la base ' = C,A 

Cr = coeficiente de cortante elástico uniforme 
del suelo. 

A área de contacto de la cimentación. 
R rigidez del resorte correspondicnt~ a rota­

ción de la base ' = C,h- W'i/ 
Cop = coeficiente de compresión elá~t1ca no uni­

forme del suelo. 
/,::::: momento de inercia de árcé\ de la base de 

la cimentación con rc!'pecto ill eje :' 
\1 .. = peso total de la estructura 

\· - alrura del centro de gravedad de la c.:.­
tructura sobre el niYel de desplante 

F 

M 

f 

T1l<o1~,.\" 

despla:amiento /;n~a./ total en C.G. 
J.,;;,F 

desplazamiento angular tata! en C.G. 

' Posicion 
de equilibrio 

L' L 

, bose 

r 
_r__ 

1 

l.' ~.:. altur;¡ <k C.U. ~ohn; d nivd dt: dl·:-plantL" 
Xu ··· trasl.:ll'iún dl' la bHsc 
lu .-:: rotación de lil b¿1sc 
x 1 ::::: rr +/Ni 
i· 1 =.:: f3 + crH 

X:,:= [',..o 

a Fjk 
fl = Mjk, 

f, L. 8. H. k. k,. x,. r 1 y W ya dcfimdo> ante­
riormente. 

El problema será resuelto utilizando un proce­
dimiento iteratiVO y la tabulación propuesta por 
.N. M. Newmark4

; se despreciarán l.a variación 
de la rigidez de la columna debida a la fuerza 
normal W y los momentos en la misma. causados 
por la excentncidad del pesó debida a deforma­
ciones de la columna. 

Se~n 

F., = fuer:a honzontal en la base de la cimen­
taetón = F 

!vi,= momento flcxionante en la b<tse de la ci­
mentación = M + FL' 

X,. F.,JK 
,,. = M,jR 

A continuación se describe el procedilmento él 

seguir: 

J. Suponer Yalores para x y ¡.· 

2. Calcular F y M usando las expresiones 
F = mw~.x y r = /(oJ~f. En .esta etapa el valor 
de w, aún no se conoce; por tamo se llevará 
como factor común' en el resto del cálculo 

F 

¡------ X o ---¡ R 
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"'4 - ~ 
J. Cakular la rlll'I'!ÍIV l'ilii011JCIIIO ('11 la h;ISC' mc-

dianh.~ la!'i fórmula~ 
F .. :.: F y M.,= M+ FL' 

4. Encontrar los valores de los desplazamientos 
x .. --_, 1',¡ K y ,, ~' M .. / R 

5. Cnlcul;u los valores de los par.iunctros a == F /J..: 
y_(3=M/k, · 

6. Efectuar los productos {35 y nH . 

7. Calcular x1 =a+ (3B y r 1 = (3 +aH 
8. Efectuar el producto x~ = L'~(l 
9. Calcular los desplazamientos lineales y angula­

res totales de C.G. mediante las expresiones . 
x' = Xo + X¡ + X: Y E

1 = eo + E1 

JO. Encontrar el valor de ,.,;
1 

medtante los cocien~ 
tes x/x' y ~lc.' 

11. Si los valores de m~ calculados en el paso an­
terior son aproximadamente iguales. el proceso 
habrá concluido. En caso contrario repítase la 
secuela utilizando como valores de partida para 
x y F. los encontrados en etapa 9 o valores 
cuyo cociente sea igual al de x' entre f'

1
• El 

proceso deberá continuarse hasta lograr la 
aproximación deseada. 

EJEMPLO DE APLICACION 

Con moti\"O de ilustrar los con((~Ptos enunciados 
anteriormente se calcularán las frecuencias v mo­
dos de vibración de un cascarón va construido en 
California. EUA (fig 8). Los datos necesarios 
han sido extraídos de la ref l. Se comoutarán tam­
bién las respuestas s1smicas suponiendo que esa es- · 
tructura fuera a constrmrse en la zona blanda de 
la ciudad de México. Se utilizarán por tanto los 
parámetros elásticos de las arcillas del Valle de 
MéxiCo y los espectros de d1seño propuestos en el 
re¡::¡lamento de construcción para el Distrito Fede­
ral ··. 

Los datos necesanos de la estructura son 

.L 
L' 
\• 
\V 
\F' == 
1 '• 

419 cm 
4.:-\0 cm 
249 cm 
20. 4·j0 kg (m= 20.81 kg seg';cmj 
43. 600 kg 
l. 775 >~ 1 0 1'cm 1 

1 -· l.Cifl5 )( 1 o•:cm~ 
k 
k, 

1 

1.266 -:-; 104 kg; cm 
711 '( 10' kg cm rad 
1 .3S6 >< 1 O'' kg seg' cm 
0.00358 rad/cm 
20S cm.'rad 

Ltts expresiones para e T y clf son las sigu¡cn­
tes .: 

E' e,= F,--
-¡·:! ·JA 

E' 1 e,= F,---- (26\ 
1 -¡·;!\lA 

En ces 26 

E' 
,. módulo de elasticidnd del suelo 

relación de Pmsson del suelo 

A fln~a dt.• i.:ontill"tO u~.~ ¡,, l"llllC'lltarión 

-. 1•\. F'.! ~= fat.·ton·s de forma de la cimcntal."ión 

Para el caso de la zona bland~ del Valle de 
México un valor represen.tativo de E' es 50 k~/ cm!! 
y·, . ...:.. 0.5 ,:_ P~ra una cimentación cuadrada lo:-­
valores de F, y F, 'on 0.704 y 2.11 rc,pcctiva­
mcnte. 

Sustituyendo valores en ecs 26 se obtiene 

-. ··~ 

e= 0.123 kg/cm" 
c.= 0.369 kg/cm" 

CAso 1. SuELO RiGioo 

a) Cálculo de frecuencias '1 modos de !'ibración 

Para el cálculo de las frecuencias de vibración 
usaremos la fórmula dada en ec 22. Los valores de 
los pa~ámetros a sustituir son 

p' = kfm= 608 (rad¡scg )' 
ll'·= k,ff =·535 (radjseg)' 

p. = P.' 1 p' = 0.882 

con 1o~ cuales 

,\ .. , = 2(1.882"' ,,_ü·s-=-o~ss2)= o.494: 7.034 

Por tanto 

"'' = VÓ~4-94 x-6-68 = \!)(j() = 17.32 rad/seg 

,,, = \/7"~634-x-668 = \Í4260 = 65.30 rad/scg 

Los períodos naturales son 

T, = 2~¡,.,, = 0.362 seg ( T, obtenido de ",;n regis­
tro de vibraciones libres de la estructura y 
reportado en ref 1 = 0.483 seg) 

T, = 2r.(w, = 0.096 seg 

Comparando los valores calculado y medido de 
T1 se puede \'er la importancia de la mteracción di­
námica suelo-estructura. 

Las relaciones modales se obtienen de las ecs. 25 
y sus valores son 

' ' 
2 X 419 

~4:_:_-'--,:0 '--o_ 
4
"'
9

...,.
4 

= 2 3 8 e m; r a d 

,, 
2 X 419 x,;,, = -4~-.,.7 _""o"""J;"'" =·275 cm/rad 

b) Respuesta sísmica 

Para el cálculo de la respuesta sísmica de siste­
mas de ...-arios grados de libertad es necesano 
calcular los coeficientes de partiCipación de 'c<~da 
modo de vibración. Se puede demostrar~ que para 
este caso es aplicable la stguiente ecuación 

xr -­
e, =-~~i 

X~ MX, 
. ( 27) 
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L---if~ L¿ 
r------~---1 915 

PLANTA 

l_ ---- 915 - .. -----1 1 

~~~==============================~;l___J __ 5 10 . --·11 
152 

--- ·----·--__j_ 

346 

1 
B B 

1 ELEVACION 
-'-·~--.--_..J..-'---, 

61 _T___ j 
_ L-----362 ---

- 1 1 

CORTE A-A 

Acotaciones en centímetros 

1=56~-• • • • • T 
• • 
• -. 56 

• 
•••• 

CORTE 

: _ _j_ 

B-B 

FIG. 8. Cascnrón utilixi!do pnra ejemplo. (DespuCs df.' R. McLcan) 

en la cual 

r es un vector que representa los desplaza­
mientos estáticos de cada grado de liber­
tad de la estructura inducidos por un 
desplazamiento estático unitario de la base. 

X-[238] 
1- 1 1 

- - [- -275 J x,_ 1 

20 
1 ·-

' 

.X,. es el vector modal para el enésimo Inodo 
(n) 

1.386 ~ 10°] 

M es la matnz de inercia y 

X,; es el vector traspuesto de J? u 

Para nue:-~tro caso se tendrá 

Sustituyendo valores en ec 27 y efectuando los 
productos matriciales en ella. indicados se obtiene 

4.960 
e,= 2.566 X lO"= 0.00193 

-5,720 
e"= 2_959 x 10, = -o.ooJ93 
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El valor absoluto_ de .la respuesta máxima en 
cada uno de los modos será 7

• _ 

[
V,. = fuerza cortante J = ¡e,¡ í 'o" o

1 
J X 

M" = momento flexionan te 1 

X[::] S •• ' (28) 

donde 

Sun = ordenada del espectro de ace:leraciories 
afectada por el coeficiente sísmico e = 
= 0.15. 

El espectro que será utilizado es el propuesto 
en el reglamento de construcciones del Distrito 
Federal ' ( fig. 9) . Los valores de las ordenadas 
espectrales correspondientes a Tt y T2 son 100 
cm/seg' y 80.6 cm/seg2 respectivamente. 

Sustituyendo valores en ec 28 se llega a 

~~:] 
~~~] 

[ 
957 kg J 

268,000 kg cm 

[ 
893 kg J 

216,000 kg cm 

(29) 

(30) 

El criterio propuesto en rel. 8 será utilizado 
para el cálculo de la respuesta total (considerando 
los electos combinados de los dos modos). Por lo 
anterior la respuesta total de la estructura valdrá 

V= V Vi + V~ ; M= VM"r-+M~ 

(3la, 3lb) 

En ecs 3la y 31b 

V = fuerza cortante total en la columna 

S a 
g 

1.0 

0.5 

g = ocelerocio'n de 
1~ gr~vedod 

So 2.5 
_9°T 

S a 
-goQ,5(1+T) 

g 1 

00~----+-----~.~----+.------.L----=~ 
o T ( SOQ 1 

FIG. 9. E~pectro de ncc/cracionc~ 
(Después d<' E. Roscnblueth y ~· Esteva) 

M = momento flexionante total en C. G. 
Sustituyendo los valores dados en ecs 29 y 30 

en ( 31 ) se obtiene 

V= 1,310 kg M = 344,000 kg cm 

El momento en la base de la columna valdrá 

M,= 344,000 + 1.310 X 419 = 893,000 kg cm 

Los resultados de este caso se resumen en la 
fig. lOa. 

CAso 2. SuELo FLEXIBLE 

a) Cálculo de freet:encias y modos de vibraciót. 

Para considerar la~ restricciones del suelo em­
plearemos el método propuesto anteriormente pro­
cediendo en forma tabular. Sustituyendo valores 
en ecuaciones para K y R se obtienen 1.88 X 1 O' 
kg/cm y 6.35 X 10" kg cm/rad respectivamente. 

PRIMER MODO 
Parámetros Valores ( ler. ciclo) Factor común 

---------- --~-----,------~ 

x. e (supuestos) 

F,=F. M.,=M+FL' 

x, =F.,/ K. '" = M,/R 

a = F/k. f3 = Mfk, 

(H. a 8 

x, = " + f3 8, '• = f3 + a O 

x=400cm 

F = 8320 

F.,= 8320 

Xo = 0.'1420 

a= 0.6570 

f3 8 = 0.3892 

x, = 1.0462 

x, = 4.0650 

x' = Xn +X¡ +X:=. ,.' = l'u + r¡ x':::: S.5S32 

72.0 

e= 1 rad 

M = 1.386.000 

M, = 5,376,000 

'" = 0.00847 

f3 = 0.00187 

a O = 0.00235 

,, = 0.00422 

,' = 0.01269 

78.7 

x' f..' = -43R. x·:· = r 43R 11 

w¡ 

w' 1 

w' 1 

w' 1 
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PRIMER MODO_ 

P;¡riJmctros V ;,/ore~ ( 1'' cid u} F.1ctur comr.in 

X,' 438 

F. M 9130 1.386.000 w¡ 

Fu,Mn 9130 5.766,000 (11~ 

' 
Xu. Fu 0.4860 0.00910 w:: 

' ' 
"· {3 0.7210 0.00187 w.J: 

{38.a0 0.3892 0.002585 (1)2 

' 
X¡, e¡ 1.1102 0.004455 w' 

' 
x2. e2 4.365 , w, 

x' e' · 5.961 0.013565 w' 
' 

' w, 73.5 75.8 

Suponiendo que la aproximación es suficiente 
resulta 

x'/e' = 440, X¡= [HO.l]. w;...:.. 74 (radjseg)' 

T, = 0.731 seg. 

El procedimiento para el cómputo de los para­
metros del segundo modo es el mismo, sólo que 
la configuración supuesta deberá "limpiarse". an­
tes de proseguir el cálculo, de las componentes del 
primer modo que pudiera contener. Se demues­

tra 1 que si X~ es el vector de la configuración 

supuesta, el vector libre de componentes del pri­
mer modo queda dado por 

X"" M .X.. 1 

1 1. 
X,·= )(',- xr M .. X X, 

' ' 
(32) 

Suponiendo para el primer ciclo 

y ~ustituyendo víllon:.•.., rn la ecunc.:ión miltriri;ll 32 
se obtiene 

que nos da los valores de partida para el primer 
ciclo de cálculo. 

SEGUNDO MODO 

P,1rñmctru ... v.,Jurc.,: (lcr. ciclo) F.1ctor común 

X,,._ -151 

F. M -3143 1,386.000 w~ 

Fu,Mu -3143 -123,000 hJ; 
Xn, fu --0.1672 -0.0001940 , .. ~ 
a.{3 --0.2481 0.0018700 w; 
{38,a0 0.3892 -0.0008890 w' 

' 
Xt, f:t 0.1411 0.0009810 w; 
X:=. E':: --0.0930 w; 
x', r' -0.1191 0.0007870 (1); 

w; 1267 1270 

x'/r' = -151, x; = [-151 1]. T, = 0.176 seg. 

En este caso se supuso un valor cercano al real 
y por tanto sólo se necesitó un ciclo para que se 
obtuviera la aproximación deseada. Si el valor su­
puesto no hubiese sido ese sino otro cualquiera 
seguramente no hubiera sido suficiente un ciclo 
de cálculo. En los ciclos subsiguientes se proce­
dería en igual forma que antes: suponer inicial­
mente la configuración obtenida en el cic1o ante­
rior: limpiarla de las componentes del primer mo~ 
do; etc. 

b) Respuesia sísmica 

Los valores de los coeficientes de participación 
y de las ordenadas espectrales para este caso son: 

e,= o.OOI689. e,= -ü.001689 

S,, = 127.4 cm/seg'. S,,= ~6.6 om/seg' 

Las respuestas máximas para cada modo valen 

í v,J _ [ I.970kg J 
l. M, - 298.200 kg cm 

l v, l _ [ 461 kn l 
M, .1 - _203.000 kn cm 

La:-. respuestas .máximas lotnles serún (fig JOb) 

V= 2.030 kg 

M = 361.000 kg cm 

M, = 1,209.000 kg cm 
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M = 3 4.<1_ ton cm 361 ton cm o 

,-
1 

1 209 ton cm 
':~t 

808 ton cm 
-~ 

(a) ( b) (e) 

FIG. 10. Respuestas si.smicas 

CASO 3. BASE RÍGIDA Y MASA CONCENTRADA 

Para comparación de resultados se verá cuál es 
el valor de la respuesta máxima en el caso de des­
preciar la inercia rotacional y la interacción suelo­
estructura. 

Para este caso p" = 608 (rad/seg) 2, T = 0.325 
seg. O.ISS, = 92.6 cm/seg'. V= mS, = 1.930 kg y 
M,, = 808.000 kg cm ( fig 1 Oc). . 

CONCLUSIONES 

En la siguiente tabla se resumen los resultados 
de los tres casos. indicados como porcentajes del 
segundo caso. 
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Estudio estadístico de los criterios 
para ·estimar la respuesta 

de sistemas 
grados de 

sísm1ct 
lineales 
libertad con 

RESUMEN 

El objeto de este trabajo es verificar el grado de 
aproximación de dos métodos que con frecuencia se 
utilizan para estimar la respuesta sísmica máxima de 
sistemas lineales con varios grados de libertad. Para 
ello se aplica el método de Monte Cario en el estudio 
de tres. tipos de estructuras con dos grados de liber· 
tad: torsión y traslación,' cabeceo y traslación, y tras· 
lación en dos pisos. Como excitaciones se utilizan · 
sismos simulados y reales; se comparan las respuestas 
estimadas con las exactas, se hacen recomendaciones 
acerca del empleo de d1chos métodos, y se obtienen 
·las distribuciones de probabilidades de los cocientes 
de las respuestas exactas entre las estimadas. 

dos 

ABSTRACT 

Octavio A. Rascón 
Augusto G. Villarreal* 

· The purpose of this work is to verify the degree of 
approx imation of two methods u sed frequently for · 
estimating the maximum seismíc response of linear 
systems wíth varíous degrees of freedom. To do this, 
the Monte Cario method is used in the study of three 
types of structures with two degrees of freedom: 
torsion and translat1on, rocking and translation, and 
translation in a two story building. Simulated and real 
earthquakes are u sed as ground excitations; estimated 
responses are compared with the exact ones, recr · 
mendations for the use cif such ·methocts·are givc 
and ·the probability distributions of the ratios of 
exact to estimated responses are obtained. 

1. INTRODUCCION 

En este trabajo se analiza el comportamiento diná· 
mico de algunos tipos de estructuras de comporta· 
miento lineal de dos grados de libertad cuando se les 
sujeta a solicitaciones slsmicas. El objeto es verificar 
el grado de aprox i mac1ón de dos métodos propuestos 
por Rosenblueth (refs 1 y 2) para estimar la respuesta 
máxima total, mediante su comparación con las res· 
puestas máximas exactas obtenidas con el método de 
análiSIS modal, al superponer en el tiempo los efectos 
del s1smo en los dos modos naturales de vibración de 
la estructura. 

El método 1 consiste en est1mar la respuesta máxima 
total, O, extrayendo la raíz cuadrada de la suma de 
los cuadrados de la respuesta en cada modo natura! de 
vibración, o,, es decir 

0=~ ( 1 . 1 ) 

90 1= 1 
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.. ·:método 2 consiste en aplicar la fórmula 

siendo 

donde 

a, 

W¡ 

( 1.2) 

. . 
W¡- Wj 

(1.3) €¡j = 
t: W¡ +tj Wj 

respuesta máxima en el i-ésimo 
modo de vibración, tomada con el 
mismo signo que el de la corres­
pondiente función de tránsferen­
cia cuando esta alcanza su valor 
máximo absoluto 

r-ésima frecuencia circular natural 
de vibracion del sistema sin amor-
tiguamiento 

1 

i-ésima frecuencia circular natural 
de vibración del sistema amorti­
guado 

t; fracción del amortiguamiento 
crítico en el i-ésimo modo natural 

tí=¡-,+ 2/(w,S) fracción· del amortiguamiento 
critico equivalente 

S duración del sismo con el que se 
excita al Sistema 

El Interés pnmord1al al real1zar esta verificación radi­
ca en que el método 1, actualmente en uso en varios 
reglamentos de construcción (refs 3 y 4). podrla lle­
gar a sustituirse por el método 2. 

Se han propuesto c-~ros procedimientos para est1mar 
O (reí 51 que son tunc1ón no l1neal de los resultados 
del método 1. s1n embargo, no se discuten en este 
traba1o porque 11an SidO estudiados. con base en es­
tructt~ras sin amort1guam1ento. las cuales, como se 
verá, conducen a conclus1ones diferentes de las que 
corresponden a estructuras amortiguadas. 

Para realizar estadlsticamente este estud1o, se emplea­
ron técnicas de reducción de vanancia del método de 
Monte Cario. 

:n cuanto al anál1sos, este se l1mita a tres casos, los 
cuales se detallan en el Apéndice. 

1. Torsión en estructuras de un piso, considerando 
que las respuestas dmám1cas son la fuerza cortante y 
el momento torsionante. 

376 
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con1u respuestas la luernJ cortante y d rno¡n,~ntu du 
cabeceo. 

3. Traslación eQ estructuras de dos pisos, tomando en 
cuenta las fuerzas cortantes en los entrepisos uno y 
dos. 

2. CALCULO DE LAS RESPUESTAS MAXIMAS 

Las respuestas elásticas máximas de los d1versos tipos 
de estructuras se calcularon utilizando: 

:-a) Método 1 (ec 1.1, criterio del Reglamento de Cons­
trucciones del Departamento del Distrito Federal, ref 
3) 

b) Método 2 (ec 1.2 y nuevo criterio de Rosenblueth, 
ref 2) 

e) Análisis modal (respuesta exacta). 

Los resultados del análisis modal sirvieron como.base 
de comparación del grado de aproximación de las esti­
maciones logradas con los otros dos criterios. 

Como excitaciones slsmicas se emplearon·'cuatro sis­
mos Simulados de acuerdo con el método indicado en 
la ref 6 (figs 1 a '4). y uno real (fig 5). regisirado en la 
zona blanda de la ciudad de México (re! 7). 

El análisis de los tres casos se realizó empleando el 
método de Monte Cario, que consiste en .estudiar el 
comportamiento de un modelo matemático deter­
minado, mediante la simulación de los datos de entra­
da (generalmente en computadora digital) y del 
estudio estadlstico de los resultados. Cada vez que se 
introduce un conjunto de datos y se obtiene la res­
puesta del modelo, se dice que se efectua un experi­
mento conceptual del problema; la colección de resul­
tados constituye la muestra que s1rve de base para 
rnferir cuál es el grado de aproximación con que 
d1cho modelo matemático represe1ita el fenómeno 
para el cual se formuló. 

Conforme aumenta el número de parámetros que 
rnterv1enen en el modelo mátemát1co, se incrementa 
la cantidad de experimentos necesarra para drluc1dar 
cuáles influyen en el problema. es decir, para verificar 
si en los resultados que se obt1enen al varrar los valo­
res de los parámetros exiSten drferenc1as estad lst1cas 
s1gnif1cativas, s1n embargo, eso representa un costo de 
computación que en ocas1ones hace proh1bit1vo tal 
tipo de estudios, a menos que se emplee alguna técni­
ca de reducción de variancia (refs 11 y 121. lo que 
perm1te un ahorro considerable en el número de expe­
rimentos necesario para obtener conclusiones adecua­
das. 

La técn1ca de reducción de varranc1a que se emplea en 
este traba¡o es muy común y cons1ste en: 
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Fig 5. Sismo r~al regi.rtmdo t!n la Alameda Central, Mt:.:ico, D. F., ~1 1 O de diciemb~ de 1961 

al As1gnar d1versos valores a cada parámetro que 
interv1ene en el problema, de manera que se cubran 
los 1ntervalos de 1nterés de cada uno_. 

bl Calcular la r<?spuesta máxima exacta y las estima­
das con los métodos 1 v 2 para cada combinación de 
•Jalores de los dlfPrentes parámetros. 

el Obtener las respuestas normalizadas dividiendo los 
valores e'actos entre los est1mados. esto se hace para 
cada ,·omblllaciÓil de valores de los parámetros, con 
lo cual se el1m1na la dispers1ón en los resultados oca­
Sionada por la magn1tud y variac1ón con el t1empo de 
los datos de entrada (se reduce la varianc1al. 

ci) Estudiar s1 ex1sten d1ferenc1as estadlst1cas s1gn1fi­
cat1vas entre los resultados obten1dos al vanar los 

1lores asignados a uno de los parámetros. Si las hay, 
"e inf1ere que los resultados logrados con cada valor 
de d1cho parámetro corresponden a poblaciones esta­
dlstlcas diferentes, en caso contrario, la poblac1ón 
estad lst1ca es la misma y, por consigu1ente. las mues-
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tras respectivas pueden agruparse en una sola de 
mayor tamaño, a partir de la cual es factible obtener 
conclusiones más genera les y confiables acerca del 
modelo en estudio, ya que la variancia del promedio 
de la est1mación se reduce en proporción a 1 /n (ref 
11). Esta etapa se repite sucesivamente para cada uno 
de los<parámetros restantes, con lo que se realiza, de,-·. 
hecho, un anál1sis de variancia. 

2.1 Resultados del problema de torsión (caso 1) 

Para diseño slsm1co de edificios, los.elementos mecá­
nicos que usualmente interesa conocer son las fuerzas·_ 
y momentos que obran sobre cada elemento estruc­
tural. Para simplificar, con objeto de aislar los efectos 
de la- fuerza cortante y del momento torsionante, en 
este problema de torsión se considerará una estruc­
tura (fig 61 con masa uniformemente distribuida. con 
un solo muro en dirección Z que resista la fuerza 
cortante directa, y dos idénticos en dirección Y (per-
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Frg 6. EnructU1TI tipo coruid~l'tlda en el prob~nuJ de torsión 

pendicular al movimiento). de manera que cada uno 
_de estos t.íl timos resista una fuerza cortan te igual a 
"M/d, donde M es el momento torsionante dinámico y 
d es la separación de los dos muros. En este caso, la 
_estructura presenta excentricidad solo en dirección 
. perpendicular a la de excitación, Z. 

Los parámetros que se escog1eron para estudiar· el 
·problema de torsión fueron (fig 6)· 

A = b/d 

b dimensión en la dirección Y 

e = e,/b 

T1 penado fundamental de vibración = w 1 /2-ri = 
= A1 /(2rrK/m) 

"!· fracción de amortiguamiento respecto al crítico 
en ambos modos de vibración 

11 coc1ente de la frecuencia angular entre la lineal 
= (L/J)/(K/m) 

. Los valores que se asignaron a A, b y e son los consig­
nados en la tabla 1; los de¡- son O, 0.05 y 0.10; los de 
11. 0.5, 0.9. 1.0, 1.1, 1.5. 2.0. 2.5. 3 y 4, y los de T 1 • 

0.1, 0.3. 0.5. 0.7. 1.0. 1.5, 2. 3 y 4 seg. Los casos de 
11 = 1. 0.9 .y 1.1 se estudiaron con especial cuidado 
debido a que para valores de 11 = 1 y cercanos. sucede 
que las dos frecuencias naturales de vibración resultan 
más próximas entre sí (ec A.31 y, en consecuenc1a, el 
término d 2 de las ecs A.B y A.9 del Apéndice puede 
asumir valores pequeños (ec 1.3), en cuyo caso se 
oueden presentar diferencias considerables entre los 
resultados de ambos métodos, puesto que el término 
de la doble suma de la ec 1.2 asume valores tanto 
mayores cuanto menores son los de d 2 • 

Para cada uno de los casos de la tabla 1 se obtuvieron 
·las fuerzas cortantes y los momentos torsionantes 
rnáXJmos correspondientes a todas las combinaciones 
de¡-, T 1 y 11 . 

En las figuras que aparecen más adelante no se hace 
distinción de los resultados obtenidos con cada sismo 
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ni con cad;¡ colnhin¡¡ción dt> A, b y e, ya qtH' 1.¡:-; 

numst1as 11!spnc:t1vas se rne;claron al no hahtnSt' 
encontrado diferencias estadísticas Signiticativas e 
un 95 por ciento de nivel de confianza en los misn 
a pesar de la marcada diferencia entre los valores'-'~ 
dichos parámetros y de las características de los sis­
mos, tales como duración y frecuencia dominante. 

· :i 1.1 Mome;to torsionante 

En las figs 7 a 9 se presentan los resultados corres­
pondientes a los casos en los que T 1 = 2.0 seg y ¡- = 
=O, 0.05 y 0.10, respectivamente. En el eje de las absci-

..... sas se localizan los valores de 11. y en el de las orde­
nadas los cocientes de los momentos torsionantes 
exactos, M, entre los estimados, !V! y M, con los méto­
dos 1 y 2, respectivamente (Apéndice). 

.. 

En la fig 7, en la que el amortiguamiento es nulo, se 
aprecia mayor dispersión en los resultados de ambos 
métodos que corresponden a r¡ = 0.9, 1.0 y 1.1 que 
para los demás valores de~- En cambio, en las figs 8 y 
9, que corresponden al' = 0.05 y 1 = 0.10, respecti­
vamente, se observa que la dispersión de los resul­
tados del método 2 es prácticamente la misma para 
todos los valores de r¡ (el coeficiente de variación es · 
cercano a 0.2), cosa que no sucede con los resultados 
del método 1, para los cuales se tiene mayor disper­
sión cuando r¡ = 0.9, 1.0 y 1.1. Estas observacic · 
llevan a la conclusión de que para el método 1 _r. 
pueden mezclar las muestras correspondientes a todos 
los valores de 11. ya que los resultados dependen de 
este parámetro. mientras que para el método 2 po­
drían mezclarse las que no se refieren a amortigua­
miento nulo si se verificara que los valores medios 
correspondientes a cada r¡ son estadísticamente igua­
les . 

Para lograr dicha verificación, se mvestigó primero si 
los resultados del método 2 son independientes del 
penado fundamental, T1 • Con este fin se trazó un 
juegc de 71guras del mismo tipo que las figs 1 O a 12, 
que corresponden a r¡ = 1.0 con 1 = O, 0.05 y 0.1 O, 
respectivamente. En la fig 1 O, que corresponde a ¡- = 

=O. se obsc:rva que los resultados sí dependen de T1 , ya 
que los valores medios son sensiblemente más grandes 
para periodos mayores de 1.0 seg que para los meno­
res. Por lo contrario, en las figs 11 y 12 se nota que 
los valores medios son prácticamente independientes 
de T, en el intervalo de periodos estudiado, por lo 
que las muestras de cada periodo pueden agruparse en 
una sola (esta conclusión también es válida para los 
resultados del método 1 ). 

Para verificar estadísticamente la conclusión anter;,..., 
se realizó una prueba de hipótesis acerca de si la . 
diente de la recta que se ajusta a los datos puc 
cons1derarse nula, habiéndose aceptado con 95 por 
ciento de nivel de confianza. 
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En la fig 13 se presentan en el eje de las ordenadas los 
promedios, (M/M) y (M!M). de los resultados obte­
nidos resper.tivamente con los métodos 1 y .2, consi­
derando que estos son independientes de T, ; en el eje 
de las abscisas se localizan los valores de 17- Se observa 
que, para 17 = 0.9, 1 .O y 1.1, el método 2 sobrestima 
ligeramente la respuesta media (en 10 por ciento), 
tendiendo a subestimarla en 5 por ciento conforme 
los valores de 11 se alejan de 1 .0, cuando ~ = 0.05 y 
0.10 

Con objeto de verificar si con el método 2 los resul­
tados son independientes de 11. se realizaron pruebas 
de h1pótes1s de igualdad de medias, siendo aceptables 
con 95 por ciento de nivel de confianza. Por lo con­
trario, los resultados del método 1 no fueron indepen­
dientes de 17 , lo cual es obvio, puesto que con~= 
= 0.1 O se tiene que el promedio de M/M es 0.31 para 
17 = 1 (el mínimo valor fue0.04 y el máximo 0.68), y 
0.99 para 11 = 4 (el mínimo fue 0.66 y el máximo 
1.28). 

En la f¡g 13 se observa también que los promedios 
obtenidos con el método 1 se acercan a los exactos 
conforme 17 aumenta, presentándose muyores errores 

· para valores de 17 muy cercanos a _1.0, para el cual las 
frecuencias naturales de la estructura resultan más 
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próximas entre sí (ec A.3). lo que trae como conse­
cuencia que en muchas ocasiones las respuestas máxi· 
mas en ambos modos de vibración ocurran sir '· 
neamente y con signo contrario, por lo que la re;, 
ta combinada máxima es la suma algebraica de ambas 
respuestas, que da resultados menores que los de la c:c 
A.11. 

Otra conclusión inmediata que se obtiene de la f1g 1-l 
es que los resultados del método 2 son prácticamente 
independientes de ~ cuando ~ ;;. 0.05 y que el méto­
do 1 pierde aproximación conforme aumenta ~, y TI 
se aproxima a 1 

De lo anterior se concluye también que en estructuras 
amortiguadas, que son las de interés práctico, el méto­
do 2 proporciona, en promedio, mejores resultados 
que el método 1, aunque el 2 subestime más y con 
mayor frecuencia la respuesta máxima. En estructuras 
no ·amortiguadas, que únicamente son de interés 
académico, el método 1 proporciona mejores resulta­
dos. 

Otro punto importante de discusión es el del coc1ente 
de la excentricidad dinámica exacta, ed, entre la está­
tica, e,. En las f1gs 14 a 16 se tiene TI en el e¡e de las 
abscisas, y ed le, en el eje de las ordenadas. 

1.5 ~------~------,------,,------,-------,-------,-------,-------, 

(~)·(~) s 
/ "~ / --_:t:;:::::.=.::=-t--=i:::==-~-=====d'· 

-1 
----=-.~-

1.0 .:-:=--

e o 

• • 

J 
oL-----L-----~----L-----~----~----~----L-----~.-

2 3 4 

Fig 13. Van'ación con TI dt' los promt•dios de lo.t mumt'IIIO,f tor'iiOmlllfPS rstimados 
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S<J observa en la f1g 14, que corresponde¡¡ amortigua­
-ciento nulo, que para r¡-=-0.9, 1.0 y 1.1 hay una 

rcada diferencia entre los resultados obtenidos 
¡;ara el caso 1 con los casos 11 y 111 (la de estos últimos 
entre si no es tan importante). As(. cuando r¡ = 1.0, 
en el caso 1 el promedio de e die, fue 38.5 y la desvia­
ción estándar 16.6; en el caso 11 estos parámetros 
estadisticos valieron 5.4 y 0.6, respectivamente. Para 
valores de r¡ separados de 1.0 en 0.5 unidades o más 
hay diferencias menos apreciables entre los resulta­
dos de los tres casos. Además, ed/e, disminuye rápi- _' 
damente conforme r¡ se aleja de 1.0. 
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En las figs 15 y 16, pnra 1 ~~ O. OS y O. 1 O, r<>s¡m:l i·:;J 
mente, casi no hay diferencias entre los resultados eJe: 
los dos casos. aunque' persiste la dependencia respecto 
a r¡. Comparando estas tres últimas figuras se nota 
también que e.le, disminuye conforme el amortigua­
miento aumenta. Así, para 1 = 0.05 el promedio fue 
4.6y la desviación estándar 1.3, mientras que para 1 = 

· = 0.1 O, los valores córrespondientes fueron 2.7 y O 7. 

De las figs 15 y 16 se concluye que la disposición del 
Reglamento de Construcciones del Departamento del 
Distrito Federal de que se tome e" /e, = 1.5 subesti· 
ma el valor promedio para todos los valores de r¡ 
mayores de 0.5 y menores de 4.0 (aqui se omitió el 
término ± 0.05b que se agrega a 1.5 en la disposición 
del Reglamento, porque dicho término tiene como 
finalidad prevenir excentricidades accidentales ocasio-. 
nadas por variaciones imprevisibles de masas y rigide­
ces ·v posibles excitaciones torsionales). 

Con objeto de estimar probabilidades de eventos rela­
cionados con los momentos torsionantes, se trazaron 
en papel de probabilidades los datos de frecuencias 
acumuladas correspondientes a diferentes casos. Las 
distnbuciones de probabilidades empleadas fueron la 
logarítmico normal, la extrema tipo 11 y la normal, de 
las cuales, por apreciación visual, se consideró que 
esta última daba en general mejores resultados (figs 
17a19). · 

Para verificar que las poblaciones bajo estudio tienen 
distribuciones normales, se realizaron pruebas de 
hipótesis estadisticas con un 95 por ciento de nivel de 
confianza. ·• 

Los resultados fueron: 

Método 1 

(Con resultados de r¡ = 1.5. 2.0. 2.5, 3.0 y 4.C mez· · 
ciados; f1g 17) 

1 =0: se mchaza la h1pótesis nula de que la· distn· 
bución es normal con media 1 .16 y desviación están­
dar 0.12 (esta hipótesis se rechoza también con un 99 
por ciento de nivel de confianza) 

1 = 0.05 y 1 = O. 10: se aceptan las hipótesis nulas de 
que las distribuciones son normales con med1as 0.96 y 
0.85, y desviaciones estándar 0.15 y 0.17, respectiva­
mente . 

Método 2 

(Con resultados de r¡ = 1.5, 2.0, 2.5, 3.0 y 4.0 mez· 
ciados; fig 1 8) 

1 = O. 0.05 y 0.1 O se aceptan las hipótesis de que las 
distribuciones son normales con medias 1.15, 1.06 y 
1.DO, y desviaciones estándar 0.15, 0.15 y O. 15, 
respectivamente. Para ¡- = 0.05, la hipótes1s se acepta 
con 99 por c1ento de n1vel de confianza; las otras con 
95 por c1ento . 
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Fig 16. Cocl~nteJ de la exct'ntricidad dinámica exacta ent" la estática, pai'O f = 0.1 O 

Además, para 1 = 0.1 O se estudió el caso en que se 
mezclaron los resultados de~ = 1 y~= 1.1 (f1g 191, 
obteniéndose una d1str1bución normal con med1a 0.88 
y desviac1ón estándar 0.17. Tamb1én se mezclaron los 
resultados de los valores den de 1 a 4, para los cuales 
se obtuvo una d1str~buc1ón de 1gual t1po con med1a 
O.t1S v des' iación estándar O. 16. Ambas hiPÓtesis 
f.__;~'JL)/1 aceptables. pero con 97.5 por c1ento de nivel 
el~ ílmt1an2a. 

¡::., todos los casos descntos en que se acepta la hipÓ­
tes' S nula. se observa que la desviación estándar es 
rnuv semejan te, ya que varia de O. 15 a O. 17, m 1entras 
que la media va de 0.86 a 1.15. 

2.1.2 Fuerza cortante 

Los resultados obtenidos con los métodos 1 y 2. 
correspondientes a n = 1.0 y 1 =O, se muestran en la 
í1g 20. En el eje de las absc1sas se tienen los per~odos 
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fundamentales, r,' y en el de las ordenadas las fuer­
zas cortantes normal izadas, V/V y V/V, obten1das al 
div1d1r las fuerzas cortantes, V, calculadas mediante 
análisis modal entre las estimadas con los métodos 1 y 
2, li y il1:respect1vamente. 

De la fig 20 y otras Similares se concluyó que las 
fuerzas cortantes normalizadas obten1das con ambos 
métodos son independientes del periodo fundamen­
tal. T,, con 95 por c1ento de nivel de confianza. 
Además, para valores de n menores de 0.9 y mayores 
de 1.1, los resultados fueron Independientes de los 
pa¡ámetros A, b y e, con errores de ± 5 por ciento. 
Esta independencia también se obtuvo para el método 
2, inclusive cuando 11 = 0.9, 1.0 y 1.1, con errores 
máximos de 40 por ciento en defecto y 20 por ci• 
en exceso para 1; =0, tendiendo a reducirse confo1 
aumenta el amortiguamiento; asi, para 1; = 0.05, se 
obtuvieron errores máximos de ± 20 por ciento, y 
para 1 = O. 1 O dP. ± 1 O ror ciP.nto. 
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Para el método 1, con 11 = 1.0, los errores máximos 
fueron: 41 por ciento en defecto para la estructu· 
ración del caso 1 y 32 por ciento en defecto en los · 
casos 11 y 111. Los errores medtos respecttvos fueron 
36 y 15 por ctento, ambos en defecto. Para 11 = 1.1, 
la estructuración del caso 1 tuvo errores máximos de 
± 5 por ciento, y las ttpo 11 ·v 11 1': 38 por ciento en 
defecto y 11 por ctento en exceso. ... 
Respecto al amortiguamtento; se concluyó que las 
fuerzas cortantes normalizadas son prácttcamente 
tndependientes de este; así, para 11 = 1, los promedios 
globales de los métodos 1 y 2 fueron 1.23 y 1.11, 
respectivamente, para 1 =O; para 1= 0.05 de·1.30 y 
1.02, y para 1 = 0.10 de 1.30 y 1.0. 

Como puede apreciarse mediante los promedios ctta· 
dos en el párrafo anterior, los resultados que se 
obtienen con el método 2 son mejores que los del 1 
cuando 11 = 1.0. Una conclusión semejante se obtuvo 
cuando 11 = 0.9 y 1.1, aunque las diferencias se redu-

-jeron en un 1 O por ciento. Para valores de 11 fuera del 
intervalo 0.9 ,;;;; 11 ,;;;; 1.1, los resultados de ambos 
métodos fueron prácticamente tguales. 
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Fig 20. Fue nas cortantes normalizadils euimadas con los métodos 1 y 2, para 17::;:; 1.0 y f::;:; O 

·. 2.2 Resultados del problema de cabeceo (caso 2) 

Los parámetros que se escogieron para estud1ar el pro­
blema de cabeceo fueron: 

m masa total 

L distanc1a del suelo al centro de gravedad . d 
per~o o 

T, periodo fundamental 

¡- fracc1ón de amortiguamiento respecto al crít1co 
en ambos modos de vibrac1ón 

ry, coc1ente de la frecuencia angular entre la lineal 

Los valores que se asignaron a T1 fueron 0.3, O. 7, 1.0, 
í _::,, 2.0, 3.0 y 4.0 seg, a¡-, O, 0.05 y O. 1 O, y a ry,, 0.2. 
0.~. 1.0, 1 .5, 2.0, 2.5, 3.0 y 4.0. En cuanto a m y L, 
ci!liGlnk'nte se usaron 2.0 ton seg' /m y 4 m, respec­
ti,·;,•nénte, ya C]Ue por los resultados (fuerzas y 
nwrn~ntos normalrzados) que se obtuvieron con estas 
,·llflll'111Llcront1S se JULgó rnnecesano el uso de otros 
\~llon-'!s, por ltl mrsrna razón se emplearon Unrcamente 
tres rir' los s1smos del problema de torsión. 

E1• ,.,;¡e problema, igual que en el de torsión, no hubo 
dd1:1 enc1as apreciables entre los resultados obtenii:los 
con los tres s1smos que se emplearon como exc1tación, · 
por lo cual se agruparon los resultados en una sola 
muestra. Además, tanto las fuerzas cortantes como 

los momentos de cabeceo máximos normaliz" __ , 
fueron estadísticamente independientes del periodo. 
fundamentai, __ T,, con. nivel de confianza de 95 por 
ciento. 

Otra conclusión interesante es que los resultados 
obtenidos con los métodos 1 y 2 (Apéndice)· son prác­
ticamente 1guales, con d1ferenc1as máx1mas entre ellos· 
de 5 por ciento. Esto se debe a que los valores de d l 
(ec 1.31 son grandes porque las frecuencias de vibra­
ción no resultan con valores muy cercanos entre si, 
aun cuando se usaron 11, muy pequeñas, de manera­
que el radical de la ec A.17 fuera también pequeño y, 
por tanto, que las diferencias entre las dos frecuencias 
fundamentales fueran mínimas. Esto hace que los 
términos que contienen a <il en las ecs A.24 y A.25 
resulten muy pequeños y que estas ecuaciones sean 
casi iguales a las ecs A.22 y A.23, respectivamente. 

.Aprovechando las conclusiones anteriores, se acumu­
laron las muestras correspondientes a todos los perio­
dos fundamentales, y para cada amortiguamiento se 
elaboraron dos gráf1cas: una de fuerzas cortantes y 
otra de momentos de cabeceo normalizados, emplean­
do únicamente los resultados del método 2 .. En ellas, 
el eje de las abscisas representó a 1Jc, y el de las o· •,_ 
nadas a los cocientes V/V o M/M, donde V y M o 
tan la fueua cortante y el momento de cabeceo ex, 
tos, y V y M los mismos elementos mecánicos estima­
dos con el método 2. 
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(')dudo d qttt! líl:; coru:lu~.iollt!:: o!JII!IIHI<is dt! ~~.as~Jt{llt· _ 

~·; ~;ort prcklicarl)f!lth! la$ nli$1"Tlas, un wilt! tr;¡!JaJO ~ulo 
reproducll ·la corn<spondll!nte a las llH!IIas cor­

tantes con ¡- = 0.1 O (fig 21). Dichas conclusiones 
fueron, además de las mencionada~. las siguientes: 

- Los resultados són estadísticamente independientes 
de 17 con 95 por ciento de nivel de confianza, cuando 
¡-;;. 0.05 

- La respuesta normalizada se subestima con mayor 
frecuencia que lo que se sobrestima; en proporción de 
2 a 1 · 

- El error máximo en defecto fue 29 por ciento, y en 
exceso, 22 por ciento 

- El prqmedio global de los resultados con¡-;;. .05 es 
-1.05, y el coeficiente de variación, 10 por ciento· 

Los rt!sult.tdos V<Hiom ltljt~I.Jtlll!llln ;rl trllto~hh:ll 

:miortiguamiuntu ti 1:1 t!SÍilu:ltHil, St! ltnct: not;u qu~~ 
para ¡- = O, I.J 1~spuesta normaliL(Jda promedio se 
subestima aproximadamente en 10 por ciento más 
que con ¡- = 0.05 y 0.10 (fig 22). En estos dos últi­
mos casos no se aprecia diferencia significativa en los 
promedios de las respuestas ni en las dispersiones. 
Así, los errores máximos que se tuvieron para ¡- = 
0.05 alcanzaron 31 por ciento en defecto y 19 por 
ciento en exceso; en cuanto a ¡- =. 0.1 O fueron, res·_· 
pectivamente, 27 y 21 por ciento 

- Dado que existe gran incertidumbre en otros lacto· 
r.es del d1seño sísmico, tales como magnitud del sismo 
de diseño (o en las amplitudes del espectro de dise- · · 
ño). contenido' de frecuencias, duración· y variación 
temporal del mismo, se puede conclu1r que las estima·. 
c1ones obtenidas con los dos métodos son, en prome­
dio, satisfactorias en este tipo de estructuras. · 
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Fig 21. Fuerzas cortanres normalizadas estimJidas con el método 2, para t = 0.10. Problr!ma dr! cabr!ceo 
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Fig 22. V1:1riación con flc de lo~ promedlo3 de las fueruu cortante3 estimadas ~on el método 2. Problema de c1:1beceo 

2.3 Resultados del problema de traslación (caso 3) 

Para estudiar este problema se escogieron como pará­
metros: 

ry, = (k 2 /m2 )/(k 1 /m 1 ) 

periodo fundamental 

fracción de amortiguamiento respecto al crí­
tico en ambos modos de vibración 
relación de masas 

Los valores que se as1gnaron a 17 1 fueron 0.1, 0.2, 0.~. 
1.0, 1.5 v 3; a T1 , 0.3, 1.0 V 4.0 seg; aL O, 0.05 y 
0.1 O; va m2 /m,, 0.5 1.0 y 2.0 

Los resultados se anal1zaron rned1an.te gráficas con 17 1 

o T, en el e¡e de las absc1sas, y cocientes de las fuerzas 
cortantes exactas entre las estimadas en el eje de las 
o:·denadas (fuerzas cortantes normalizadas). Deb1do a 
oue íos resultados no difilleron mucho de los de cabe­
ceo, se empleó únicamente un sismo como excitación. 
Las conclusiones a que se llegó son: 

-- Las estimaciones que se obt1enen con los métodos 
1 y 2 son prácticamente 1guales, debido a que los 
va1o1es de las frecuencias de v1bracíón no resultan 
muy cercanas entre sí en cada caso, lo cual hace que 
las <] 2 (ec 1.3) resulten grandes y, por tanto, que el 
trlrm1 no de las ecs A.36 y A.37 que las incluye sea 
muy pequeño, en cuyo caso las ecs A.34 y A.35 son 
cas1 iguales a las ecs A.36 y A.37, respectivamente. 
Esto se observó aun cuando se estudiaron casos adi­
CIOnal,~s de m 2 /m, y 17 1 , para los cuales el radical de 
l:1 ec A.29 fue mín1mo. con lo cual hubo las dite-

rencias mínimas posibles entre las dos frecuencias 
fundamentales y, por tanto, los valores más pequeños .. 
de E¡ 2 . Esto ocurre cuando 

1 -m2 /m 1 . 

Tlt = (1 + m2/m,)'' SI ml/m, < 1 

Dichos casos adicionales fueron: m2 /m 1 = 0.2 con 
171 = 0.555; m2/m1 = 0.5 con 171 = 0.222, y m2/m, 
= 0.8 con Tlt = 0.062. En estos, la diferencia máxima 
que se obtuvo entre los resultados de los dos métodos 
fue de '13 por ciento, siendo mejores los del -método 
2 

- Las estimaciones normalizadas son estadística­
mentG inoependientes del per1odo fundamental, T1 , 

con nivel de confianza de 95 por ciento 

- En la fi¡; 23 se observa que las estimaciones de -V1 
y V2 t1enen, en promedio, errores muy parecidos, por 
lo que en las conclusiones no es necesario hacer dis-
tmciones entre ellas ~-

- La respuesta se sobrest1ma solamente en 30 por 
ciento de los casos. El enor máximo en exceso que se 
observó fue 46 por ciento, y en defecto 41 por cien-· 
to. El coeficiente de variac1ón para !; = 0.1 O alcanzó 
12 por ciento ' 

- En la fig 24 se observa que los promedios de 
est1 maciones con !; = 0.05 y 0.1 O son mejores que 
que corresponden a!; = O, lo cual hace pensar que las 
conclusiones obtenidas en la ref 5 respecto a!; = O no 
pueden generalizarse para!;> O 
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In.<. prornudio~; qlolJ;¡h~!: d1! l;¡·; I110rlt1S c:órf;u.llt!S 
'flfrllUIÍ/üdils lllt:<OII, para¡ -.-,~.-0, 1.1 ~J; pdr;¡ ¡· .e U.O!i, 
.04, y en cuanto a 1 ,; 0.10, 1.01\.-/\ilerni,;; sr\'ob"'r 

va que rcspuc:to J 1 :.o· 0.05 y 0.10, los resultadO:~ son 
muy similares, es decir, son rndependrentes.de 1 si 1 
;;. 0.05 

- Las medias de los resultados normalizadas son ~~ta­
di'sticamente independientes de la relación de masas, 
m2 /m 1 , con un nivel de confianza de 95 pcir ciento, 
pero los casos especiales de m2 /m 1 y lit indicados 
anteriormente tuvieron mayor dispersión 

1 

1 

1 

1 

I'<Hd ~· ~- O.O!'l y 0.10, las t•slllll;lcronl:!; nurrlhlll 
;;ula!~ son t!Siad ístlc<llllt~ll\1~ mdt!p(~mJiuntc:s dL! r¡t, con 
un nivd du con fiar11a du Df) por cronto, como ptwde 
apmciarsn en la fig 24 en la que aparecen úmcarnente 
los resultados del método 2. Para 1 = o esta hipótesis 
no se aceptó 

- PÓr la 'misma· razón indicada en el último ·párraio 
de conclusiones del problema de cabeceo, las estima­
ciones obtenidas con ambos métodos son en prome­
dio satisfactorias en este trpo de estructuras 
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3. CONCLUSIONES 

U "'""TI"'' th' las conclusiones ohten1das de los tres 
problemas estudiados P.s: 

En cabeceo y traslación: 

- En promedio las estimaciones normalizadas de las 
respuestas máximas logradas con los métodos 1 y 2 
son satisfactorias .Y prácticamente iguales; esto último 
debido a que d 2 >> O 

- La respuesta se subestimó con mayor frecuencia 

APENDICE 

A.l ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTUR 
SUJETA A TORSION 

La ·fig A.1 representa un edificio de un piso, de forma 
arbitraria, con la 1 ínea del centro de torsión (CT) al 
centro de gravedad (CG) perpendicular a la dirección 
del sismo considerado~ 

En dicha figura se tiene que 

masa total del sistema m 
que lo que se sobrestimó, reduciéndose el error al 
considerar amortiguamiento en la estructura. Además, .. J 
los valores exactos divididos entre los estimados fue-

momento polar de masa respecto al centro de 
gravedad · 

ron estadísticamente independientes de T, y 71, o 'lt, 
asi como del tipo de respuesta que se trate (momento 
de cabeceo o fuerza cortante) 

En torsión: 

_ Las conclusiones si difieren al tomar en cuenta el 
momento torsionante o la fuerza cortante. Además, 
debido a que en algunos casos E~ 2 es pequeña, los dos 
.métodos dan resultados diferentes 

- Las estimaciones del momento torsionante al consi­
derar amortiguamiento estructural nulo dependen en 
gran medida de la relac1ón de frecuencias, 7J. Además, 
estos difieren al usar el método 1 o el 2, siendo más 
aproximados los del 1 para valores de '1 comprendidos 
'en el Intervalo o 0.5.;; 71.;; 1.5 o muy parecidos fuera 
de él 

- Para los tres amortiguamientos estudiados, los re­
sultados del método 2 son estadísticamente indepen­
dientes de 71 , no así los del 1. son meJores los del méto­
do :>.cuando 1 = 0.05 y 0.1 O 

- Cuando se tenga 0.5 .;; '1 .;; 2, se recomienda usar 
el n1étodo 2; en los demás casos es indistinto el em­
pleo de cualquiera de los dos métodos 

- La relación de excentricidad dinámica a excentri· 
cidad estática se subestima en las disposiciones del 
Reglamento de Construcciones del D1strito Federal, 
si8ndo esto más cuando el valor de '1 queda compren­
elidO entre 0.8 y 2. En particular, para 0.9.;; '1.;; 1.1 
esta relación vale, en promedio, 4.6 para 1 = 0.05 y 
2.7 para 1 = 0.10. De lo anterior se concluye que es 
necesario realizar estud1os exhaustivos sobre este 
aspecto, considerando vibración torsional en estruc­
turas de .var~os pisos y con comportamiento inelás­
tlco 

- Las distribuciones de probabilidades del .cociente 
del valor exacto sobre el estimado son normales con 
desviación estándar cercana a 0.16 y media compren­
dida en el intervalo 1 ±O. 12 (f1g 19) 
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K 

rigidez torsional respecto al centro de torsión 

rigidez lineal en la dirección del movimiento 

e, excentricidad estática 

b dimensión de la estructura en dirección Y 

e = e,/b 

Considerando que la rigidez torsional respecto al cen­
tro de gravedad es 

y aplicando el principio de D'Aiambert para obH 
las ecuaciones de equilibrio del sistema en vibracio''"' 
libres, se llega al siguiente sistema de ecuaciones dife­
renciales lineales de segundo orden (ref 8) 

mi+ K(z- e, o!>) =O 
(A.l) 

J ¡p + L o!>- K e, z =O 

Sustituyendo en la ec A.l a l = - w' z y ;¡, =- w' <1> 

(por ser v1 braciones 1 ibres), donde 41 es la frecue1lc1a 
circular natural del sistema, y resolviendo el sistema 
de ecuaciones algebraicas resultante, se obtiene la · 
ecuación característica: 

A 4 
- A 2 

( 1 + 7J) + 7J - e2 
//' = (A .2) 

donde A' = w' /(k/m). /' =' J/(mb') y 71 = (L/,1)/(K/m). 
Las raíces de la ec A.2 son 

'1 + 1 j ( '1 - 1 ) ' e'' 
A' =--± +-'·2 2 4 i' 

mientras que los vectores de las configuraciones 
modales son 
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83-18 

z-
___ _b. _______________ _ 

• 1 Dirección del 
l movimiento 
1 

' 
K(z -e5 8) m'í ----------

Fig A. l. DiagralffiJ de cuerpo libre de una est~ctura su¡eta a torn6n y traslación (vista supen·or) 

zn 

= ·; n = 1. 2 (A.4) 

<Pn 

En términos de las raíces x; 
2 

de la ec A.3. se puede 
demostrar (ref 8) que los coel1c1entes de partic1paci6n 
de los modos 1 y 2 (las proporciones en que contri­
buyen los modos a la respuesta total del sistema) se 
encuentran da~os por 

(A.5) 

Ahora. si se suponen conocidas las aceleraciones 
espectrales de cad_a modo. a •. la fuerza cortante máxl-

- ma vale ... 

v. =m a. c. ; n = 1, 2 (A.6) 

y el momento tors1onante máximo respecto al centro 
de torsión es 

(1 -X 2 )J Vn 
M 0 " ;n=1,2 
· ebm 

(A.7) 

una vez conoc1dos los valores de V 1 , V,, M, y M,, la 
aplicac1ón de la ec 1.2 conduce a la estimación de la 
fuerza cortante y del momento tors1onante máximos 
med1ante el método 2; ellos son, respectivamente 
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j
r----------, 

17 ' + 2 
v, v, 

= V, + V,' 
1 +•' 12 

M= M¡ +M¡ -2 M, M, }
r------------~\ 

1 + e 2 
12 

(A. S) 

(A.9)· 

donde e[i se obt1ene aplicando la ec 1.3. E_l s1gno 
negativo asociado al doble producto que aparece en la 
ec A.9 se debe a que las funciones de transferencia de 
los momentos en el primero y segundo modos tienen 
signo contrano, ya que el factor ( 1 -t. 2 ) que aparece 

n 
en la ec A.7 es positivo para el primer modo (n-= 1) y 
negativo para el segundo (n = 2), lo cual se demuestra 
como sigue: 

De ia ec A.3 

X' =T)+ 1_¡(7)-1)
2 +e'' 

1 '2 4 i' 

por lo que 

T) + 1 
X'<;;;--

' 2 

Análogamente 

T) - 1 

2 
=1 

T) + 1 j (T) - 1 )2 

X'=--+ 
2 2 4 

deahlque,s1 Tl;;. 1 
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2 1)+1 T)-1 
:\ :;;.--+--=!) 

2 2 2 

O, SI T) <; 1 

1)+1 1-T) 
;>.2:;;.--+--=1 

2 2 2 

En consecuencra, ( 1 -A¡) :;;. O y ( 1 -A~) ,;;; O 

Además. según el Reglamento del Drstrito Federal 
(método 1) las respuestas dinámrcas máximas del 
mrsmo sistema estarían dadas por (ec 1.1) 

v=J v¡ +Vi' (A.10) 

(A.11) 

Final mente, por el método exacto. las respuestas 
máxrmas totales. V y M, se obtienen localrzando los 
máximos en el tiempo, t. de las sumas de las respues­
tas (cortante o momento, según sea el caso) en los 
modos 1 y 2. es decir. 

V= Máx 1 f m e 1 a1 (t) +m e, a2 (t)} 

(A.12) 

M= Máxl j r 1 V1 (t) + r2 V2 (t)) (A. 13) 
' 

donde 

( 1 -A~) J 
r= ,n=1.2 

n cbm 
(A.14) 

A.2 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A CABECEO 

Es frecuente que en la práctrca se presenten estruc­
turas consttturdas por una hrlera de columnas o una 
sola columna que sostrene una losa o un cascarón 
(péndulos rnvertrdos). tal como la que aparece en la 
frg A.2. La respuesta dinámrca de una estructura de 
este tipo se debe obtener (ref 9) consrderando el efec­
to que la inercra rotacional de la cubrerta induce en el 
movimiento total del srstema. 
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En la fig A.2 se empleó la notación: 

W peso de la cubierta más la parte tributarra de 
columna 

m Wlg 

g · aceleración de la gravedad 

J, momento de· rnercia de la masa de la cubrPrl:l 
respecto al eje Z 

E módulo de elasticidad del material de la columna 

1, momento de inercia de la sección transversal de 
la columna respecto al eje Z 

CG centro de gravedad de la cubierta 

L distancia del suelo al centro de gravedad 

El diagrama de cuerpo libre de la estructura ante"rior 
aparece en la fig A.3, en la cual se tiene que (ref 9) 

K rigidez por traslación = 3EI ,!L 3 

K, rigidez por rotación= EI,/L 

x desplazamiento del centro de gravedad de la 
cubrerta 

<1> rotacrón del centro de gravedad de la cubrerta 

a = (x-k, -y rp)/k 

¡J = l<t>- k -y x)/k 

-y =U 12 El, 

k = 1- K L3 /4EI, = 0.25 

Las ecuacrones d rferenciales de movimrento corres-­
pondientes al diagrama de cuerpo libre de la estruc­
tura son 

m x + (Kx - K K, -y <1>)/k =O 

J, <!>+(K, <1> -K K, -yx)/k =O 
(A.15) ' 

Consrderando que se satisfacen las relaciones x =­

- w 2 X y ¡j =- w 2 8, donde w es la frecuencia· circular 
natural de vrbracrón de la estructura, y resolviendo el 
srstema de ecuacrones A.15, se obtiene la ecuación 
caracter ístrca 

4 
K J, +m K, 

2 w - w 
mJ, k 

K K, 
+ -0 

4mJ, k 2 -
(A.16) 

que es una ecuacrón de segundo grado en w 2. Si se 
efectúan algunas transformaciones algebraicas ' 
considera que 

K/m = p 2 cuadrado de la frecuencia circular natu­
ral por traslacrón 
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Kr!J,. !! 1 c:¡J;Jdrc!dn d!! 1.-1 1rncuÚ(1Ciil circuku n;JtiJ· 
tal por rot¿H . .:ióh--

X= w 2 /p' 

Tlc = n• /p' 

se llega a 

'Y -2 (1 + n + j (1 +n,) 2 -n,)\ 
1 2 - ., e - '' '' (A.17) 

Por otra parte, los vectores de las. confrguraciones 
modales son 

"'· 
4- An 

2L 

; n = 1, 2 (A.18) 

Se puede demostrar (ref 9) que los coeficientes de 
· particrpación correspondientes a los modos 1 y 2 se 
"ncuentran dados por la expresión 

Xn m c. = 
2 2 

; n = 1 , 2 . 
xn m +4>n Jc 

(A.19) 

Partiendo del hecho de que se conocen las acelera­
ciones espectrales de cada modo, a., la fuerza cortan­
te máxima y el momento máximo de cabeceo 
corroespondien tes valen 

v. = m a. c. x n = m a. c.; n = 1, 2 

4- An 
M. = J a. c. <1>. = J a. Cn 

2
L = 

(A.20) 

(A.21) 

Las respuestas dinámicas de la estructura de acuerdo 
con los crrterios del Regi<Jmento de Cpnstrucciones 
del D. F. (método 1) y de Rosenblueth (método 2). 
se obtienen haciendo uso de las ecuaciones 
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' +M' 2 

(A.22) 

(A.23) 

·-.ÍÍ."C.)v.; +V:~ + 2 v, v,' 
1 +ci 2 

(A.!.4) 

(A.25) 

·· :donde •i 2 se calcula mediante la ec 1.3. El signo 
menos aparece en la ec A.25 debido a que la función 
de transferencia del segundo modo es de signo opues· 
to a la del primero, ya que se puede demostrar, a 
partir de la ec A.17, que A1 .;; 4 y A2 ;;. 4, por lo que 

... el factor 4- An que aparece en la ec A.21 tiene signo . 
positivo en el modo 1, y negativo en el 2. · 

La respuesta dinámica exacta se obtiene utilizando las 
expresiones 

V= Máx 1 {e, mx1 a1 (t) +C2 mx2 a2 (t)} ltA.26) 

M= Máx 1 { C1 J, <1> 1 a 1 (t) + C2 J, <1>2 a, (t)) 1 .. (A.27) 

A.3 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A TRASLACION 

Consideremos ahora el caso de una estructura 'de cor-· 
tante de dos pisos, en la cual no existe rotación en los 
planos horizontales en los niveles de los pisos ( frg 
A.4). 

La ecuación matncial de equilrbrio de este sistema es 
(ref 1 O) 

m 1 w 2 - K 1 - K2 K> Z¡ 

=[O] 

K2 m2 w 2 - K 2 z2 

(A.28) 

donde m 1 y m 2 son las masas concentradas en los 
niveles 1 y 2, y· K,· y K 2 son las rigrdeces de los 
entrepisos 1 y 2, respectivamente. 

Partiendo de este sistema de ecuaciones y haciendo 
r¡, = (K2 /m 2 )/(K1 /m 1 ) YA=w 2/(K 1 /m,),seobtie­
nen las raí ces 
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/////: /, 

DirecciÓn del 
movimiento ·-----· 

Fig A.2. Estructura ~n fornuJ d~ plrtdulo inW!rtido (vina lDt~ral) 

PosiciÓn de 
equilibrio 
estático --...J 

X 

Fig A.3. Diagrama de cuerpo libre de la estructurad~ la flg A.2 

z, 

I-IK A.4. Estructuro de dos pisos SUJ(."ta a traslación (vista lateral) 
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+ (m2/m 1) 11, + ~ - 41), 

83-22 

(A.2!l) 

Además, los vectores de configuraciones modates 
resultan ser 

Zt, n 

= 
; n = 1, 2 (A.30) 

1 +(K1 /m 1 )-w~ 
111 (K,/m,)(m2/m1) 

Además, se puede demostrar (ref 1 O) que los coefi­
Cientes de participación de los modos 1 y 2 se encuen­
tran dados por 

z,,n + (m,/m1) z,,n • 
Cn = ; n = 1, 2 z;.., + (m,!m 1 ) r, ,n 

(A.31) 

Si se conocen las aceleraciones espectrales de cada 
modo, a

0
, la fuerza cortante máxima correspondiente 

al entrepiso 1 en cada modo vale 

(h.->L) 

en tanto que la fuerza cortante máxima correspon­
diente al entrepiso 2 es 

V2 ,n = Cn a" m 2 z2 ,n ; n = 1. 2 (A.33) 

Ya conocidos los valores de V, n y V2 n , las respues-' . . 
tas máximas dinámicas totales de la estructura esti-
madas con los métodos 1 y 2 se calculan haciendo uso 
de las fórmulas 

=.) vt, ' 11, + Vt2 (A.34) 

v, = j VL ' 
+ v~2 (A.35) 

=} vt1 
' 

v, +V~ 2 + 2 
v,,1 v,,2 
1 + .;2 

(A.36) 

=)v: 
' 

v2 + ~. -2 v2,1 v2 2 
2,1 1 + .;, 

(" '37) 

donde e;2 se calcula mediante la ec 1.3 
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V¡= Máx IL ~ 
1 

C~ a.(t) [m, z,,n +m2 z2 •• ]} \ 

(A.38) 

V2 = Máx 1 .! 
1 

C. a.(t) m2 z 2 ,n 1 (A.39) 
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VIGAS VE CORTANTE NO AMORTIGUADAS 

SON SISTEMAS CONTINUOS CUYOS.CAMBIOS DE PENDIENTE SON PROPOR­

CIONALES AL CORTANTE QUE ACTUA EN LA SECCION. 

SEAN m y p LA MASA Y FUERZA EXTERNA DISTRIBUIDAS POR UNIDAD DE 

LONGITUD, Y SEA k LA RIGIDEZ POR CORTANTE: 
X 

m, k 
l-..;--' 

X L 

dx¡ 

k = FAG 

F = FACTOR DE FOR~~ 

A = AREA SECCION TRANSVERSAL 

T 
dX 

+ 
S=k.!!.. ax 

G = HODULO DE ELASTICIDAD DINA~IICO AL CORTANTE 

F J = (mdX) 

POR EQUILIBRIO: 

. 2 

d X + pe!\ - m 3 ~ el X = O 
Jt"" 

p (t) ( 1 ) 

113 
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.. 

LA EC HOMOGENEA QUEDA (CON p=O) 

(2) 2 
- V 

. 2 
a x = 
a x2 o ; 

,., . .... 

ESCRIBIENDO x(t) = Zn(X)9n(t), LA EC (2) QUEDA 

.. .. .. . e n(t) 
v2 

z 9n(t) 2 z 2 
_B. = o => n CONSTANTE 

en(t) 
-

9n(t) 
= V 

zn 
=-w = z ·. n n 

2 
2 .. w 

=> 9 + 9 o z n z o w = + 2 = n n n. n n 
V 

w 
9 = B sen w ( t- t ) z =A n (X - an) sen -

n n n n ' n n V 

LAS CONSTANTES a Y w ,SE DETER~1INAN EN CADA PROBLH1A EN FUNCION 
n n 

DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA. 

CONDICION DE ORTOGONALIDAD; 
L 

r X (X) X. (X) = o 1 SI n " J 
! n J 
o 

EJBIPLO 1: CUERDA VIBRANTE DE LONGITUD L Y EXTREMOS FIJOS: 

EN EL EXTREMO X=O SE TENDRA 

(3) x(O,t) = O 

L 

j = 0,1,2, ... =>a =O 
n 
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EN EL EXTREMO X = L SE TENDRA 

w L 
(4) x(L,t) = O =)--7 = nrr n" 1,2, ... 

PUESTO QUE EN LA EC (3) SE TOMA j=O, YA QUE j=1,2, ... DAN LA mS~lA 

SOLUCION, LO CUAL CONDUCE A an =O. 

DE LA EC (4): n = 1,2, ... 

FRECUENCIA FUNDAME:"-JT AL 

~ rrv SI n= 1 · w1 = T w = n w1 ' n 

y T1 = ZL T = 
T1 

- -
V n n 

LAS CONFIGURACIONES MODALES QUEDAN: 

CONDICION DE ORTOGONALIDAD: 

L 
inX irrX. Ai sen-1- Aj sen~x = O, SI i i j 

o 

EJEMPLO 2: VIGA DE CORTANTE APOYADA EN X = O Y LIBRE EN X = L. 

DE x(O,t) = O => a = O n 

DE x' (L,t) = O (PUESTO QUE EN X = L SE DEBE CUMPLIR QUE LA FUERZA 

CORTANTE, S, SEA NULA), 

x'(~,t) 
wn wnX 

= A cos - sen<•' (t·t ) n v v n n 
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x'(L,t)= o = e os 

o V 1T (Zn-1) w = 
L 2 n 

SI n=1, rrv 
~ w1 = cz 

wn = w 1 ( Zn -1) 

w L -n---
V 

T1 = 41 -
V 

n = 

• '1 

1 ' 2 ' ... 

T 1 T 1 
AS!: T2 = :¡ , T3 = ~ , ETC. 

DISTRIBUCION DE CORTANTES: 

S =k~-=A k 
n ax n 

wn wnX 
- cos -- senw (t-t ) 
v v n n 

'\ ~X \ 1..-z_-X \ " \ 1 . 
~'\·....-z-S . 1 

\ 1 / 

~-
/ 1 

1 \ 1 1 

1 '...-z- S 
1 / 

1 / 

J/ 1 1 1 
1 1 . 

\ ( 
1 . f\ 

' 1 ' 1m 

1er. HODO(FUNDAMENTAL~ zo. ~IODO 
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VIBRACIONES FORZADAS EN VIGAS VE CORTANTE 

SEA x
0

(t) LA EXCITACION DEL TERRENO. LA RESPUESTA, x(t), DEL 

SISTEMA ES 

(3) x(t) ~-E 
n~1 

L 
DONDE 

Jn sen 

(4) ~ 
o a n 
fLn sen 

o 

t 

sen :n X J ~0 (,)senwn(t-•)dT 
o 

wnV 
-- dx X 

~ 4 
(Zn-1) rr-2 wnv 

----¡¡- dx 

TAREA: DHIOSTRAR ECS (3) Y (4) Y ESTUDIAR SECCION 3.15. 

EJEMPLO: CALCULAR EL LIMITE SUPERIOR DEL CORTANTE EN UNA VIGA DE 

CORTANTE A CUYA BASE SE LE SOMETE A UNA ACELERACION CONSTANTE, 

a. 

EL ESPECTRO DE ESTA EXCITACION ES V ~ a/w 

1 ro an wn x)]v POR LO TANTO, S ~ k la~ ( E sen -
n~1 wn V 

<r; 
l 
~[; n ka V w wn 

J 
e os 2L (Zn-1 )X 

S n n 2 
- 1 -

---- e os = con V = 
wn V V n v n=l V n ) 

¡n~1 (Zn-1 )L z-C2n-1 
L 

í -¡· 

"' i 
1 

S 8aLm 
·E 

1 (2n-1)1TX 
1 

< -2- 2 1 e os -
1 

2L 
rr n=1 ( .ln -1) 

L J 1 ! ,..: 

-'- - ; 

k -m 



~ 

I'N X , O: ·1 

S ~ (8aLm) /n 2 
l: 

1 
= aLm 

n=1 (Zn-1) 2 

( 
S "-Í 

1 
1 

1 . 
_L 
+aLm 

1T"I• 
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7 

VIBRACION DE VIGAS EN FLEXION 

AMORTIGUA~HENTO NULO 

X M( VI 

z +- dz 

av · V + pdz - (V + az dz) - fidz = O 

EN DONDE 
. . a 2 

f dz = (mdz) ~ 
I at2 

SUSTITUYENDO (2) EN (1) Y SI~PLIFICANDO: 

av . 2 
= a x 

p - m 
at2 az 

:\1 + Vdz U·! + 
a~! Jz) = o aH = V . -az az 

9t) 

oM d 
~+-¡rz z 

l ov 
V+ 0zdz 

---+ 
( 1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(DESPRECIANDO LOS TE~1INOS DE SEGUNDO ORDEN DE LOS ~!OMENTOS 

DE p Y f
1

). 

SUSTITUYENDO (4) EN (3) SE OBTIENE 

M Tm!ANDO EN CUENTA QUE EI 

2 
_a -(EI 
az 2 

a 2x 
= - SE OBTIENE FINALMENTE 

a:z 
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.·~ 
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b. AMORTIGUAMIENTO VISCOSO 

ov 
oz 

FUERZA DE AMORTIGUAMIE!.JTO POR 

VELOCIDAD TRANSVERSAL = 

= P - m ax 
-eat 

e(z) ax dz · 
at 

(6) 

- FUERZA DE AHORTIGUN1IENTO POR DEFORMACION DE LA VIGA. 

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAVIER DE DEFORMACION PLANA 
o E. . 

,-----,.-=~~""-7 <T" = C d eH . • . 
·'M =.fayd~ 

-t- dZ + 

amort 

· ed= AMORTIGUANIENTO 
PO~ DEFORMACION 

I:-<CORPORANDO EL Mot·!ENTO DEBIDO AL AMORTIGUAMIENTO EN LA 

EC. (S) 

7 ,Zx a3x a2x a~ 
(EI e • + Cdi ) + + 

ax = (6) 
~ ----z 

az 2at 
m-2 eat p 

8:::. a z at 

SI LA EXCITACION ES POR ~IOVIMIENTO DE LOS APOYOS, SE PUEDE 

DEr!OSTRAR (CLOUGH y PENZIEN, PAG 303) QUE: 
~ .i :, ir 

02 ? o3x o2x (EI O-X 
Cdi ) ax 

-2 oz 2 
+ + m- + e ot = Pefeet. o: a z 2 at ot 2 

E~~ DO:-IDE 

' 
? 

c;3xs a2xs - 3.::... ~-xs ax 
= (EI + Cdi ) S (7) Pe Cect -, --, - m-- - e 7 

at 2 at az dZ~ az~at 

xtOt(z,t) = x
5

(z,t) +x(z,t) 120 
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x
5 

: DESPLi\ZAMIENTO PSEUDOESTATICO OCASIO~~?O POR EL MOV. DE 

LOS APOYOS DE MANERA ESTATICA 

x : DESPLAZA.\liENTO DINAHICO 

>I SE TIENE UNA ROTACION Y UNA TRAS­
~a=9L L LACION POR APOYO: 

x5 = desplazamiento 
'pseudoestátlco 

INCORPORANDO es) EN e7): 

4 . 

4 
x

5 
: E IJ.ó. et) 

. 1 1 1 1: 

DEBIDA A ó.:1 
1 

es) 

2 
:l 0-ez). 

Pefect :-E {m0 . .s.et) 
. 1 1 1 

+ e 0.o.(t) 
1 1 

[ I e z ) 1 

2 ( ó . e t) cd +E)] } 
a z 1 1: 

(9) 

EN LA MAYORIA DE LOS CASOS EL AMORTIGUAMIENTO INFLUYE POCO EN LA FUERZA 

EFECTIVA Y LA EC.(9) SE SIMPLIFICA A 

.. 
Pefect : - ¿ m0. (:)0. (t) 

1 l 

E~· EL CASO DE UN VOLADIZO: 

y .. 
Pefect: - mez) o1(t) 
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ANALISIS DE VIBRACIONES LIBRES 

CONSIDEREHOS UNA VIGA DE SECCION CONSTANTE (El= CONSTANTE m=MASA 

POR UNIDAD DE LONGITUD) .. 

DE LA EC.(S): 
4 . 

EI a x --+m 
az 4 

o 

o 

RESOLVIENDO LA EC. (10) POR SEPARACION DE VARIABLES: 

x(z,t} = 8(z) Y(t) 

-

8IV (z) Y(t) + ;I 8(z) Y(t) = O 

POR LO QUE 

8 IV ( z) = 
8 ( z) 

.. 
-~ ri!l = e = a 4 

EI Y(t) ( C = CONSTANTE) 

( 1 o). 

POR LO TA~TO OBTENE~DS DOS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS: 

9IV (z) 4 9(z) o - a = 

w
2Y(t) 2 4 

y ( t) + o, DONDE , a EI = w =·---m 

4 2-
o = w m a El 

LA SOLUCION DE LA SEGU:;DA DE ESTAS ES: 

y (t) = UEl senwt w + Y(o) coswt ( 11 ) 
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LA SOLUCION DE LA PRINERA ES: 

1 l 
,¿ .: 

9(z) = A1 sen az + A2 cos az + A3 senhaz + A4 cosha: (12) 

EN DONDE LAS A. SE CALCULAN EN FUNCION DE LAS CONDICIONES DE FRON­
l 

TERA DE LA VIGA EN N~BOS EXTREMOS.-

EJEHPLO 

VIGA SIMPLEHENTE APOYADA 

LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON: 

u 

en z=O: 9(o)=O, Pl(o)= El B(o) = O 

en z=L: 8(L)=O, M(L)= EI8"(L) = O 

SUSTITUYENDC) 8(o)=O Y 8"(o)=O EN LA EC.(12) Y SU SEGUNDA DERIVADA: 

8(o) = A~ + A4 cosh O - O } 

= a (- A2 + A4 cosh O) = O " g (o) 

HACIENDO LO msno CON 8(L) = o y 8"(L) = o: 

8(L) = Al sen aL + A- senh aL = o 
J-A3 

.) = o 
" a2 (-A 1 8(L) = sen aL + A3 senh aL) 

POR LO TANTO, 8 (L) = A sen aL = o 1 

PUESTO QUE A1=o ES LA SOLUCION TRIVIAL, SE DEBE TENER QUE A1 SEA 

AR!liTRARIA Y QUE 

senaL=O-+aL=n~; n=O,l,Z, ... ,m 

POR LO TANTO, a = nn/L. RECORDANDO QUE 

a 4 = w2m/EI, SE TIEN[ QUE 

123 
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o 

_, "1 
.;__ f.• 

IEum 1 

SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALES DE VIBRACION DE LA VIGA. 

LAS CONFIGURACIONES ~IODALES SON 

L 

2 
w1 - ~ fEI/ñi 

1 

L2 

1 er. ~IODO 

fEI/m' 

3nz 
-L-

2 
"'i = n w1 

124 
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1 

VIBRACION DE SISTEMAS DISCRETOS DE VARIOS 

GRADOS DE LIBERTAD 

ff eni- Joe~e ?.e/.vcG 
Ejemplos de sistemas de n GL 

Características: 

{
concentradas 

- masas ... d 
r~g~ as 
C~c;..i-,..__..__.-..+ ........ 

- columnas solo se deforman 
lateralmente 

1. 

- con una coordenada por ma­
sa queda definida la config~ 
naci6n del sistema 

- equivale a: 

; )/?>? 

Además, la consideramos elástica,lineal 

Mi'lt h-1z 1N'r1'J> 

~----+C>~~é)cr-,é)~~¿ 

Supongamos: 

" t x, Yz. Y..a 
~ bk.::-C-~é::r----fd5?:~=---...,·¿;¿;:-~-;:_-::.:·-~--. mas as con e entra das 

1 P1 (t) 1 P 2 (t) f P3 (t) fuerzas concentradas exte-
1 f rio~es 

aislemos una masa: 

1 P, u-) 

= Lfuerzas resistencia elásti­
ca a la deformaci6n 



·.··-· 

Las ecuaciones condensadas de.movimiento serán: 

Fuerzas asociadas al. desplazamiento.,, 
NO al.movimiento 

la· determinación de estas. fuer.zas es. un. problema. 

estático. 

Coeficientes de influencia, 

1. De flexibilidad 

f.. 
l.) 

= despl. de la coord. i debido a una carga unitaria en 
coord. j (desplazamiento y fuerza en = dirección) 

superposición 

xl = fll Ql + f 12 Q2 + f13 Q3 

x2 = f21 Ql + f22 Q2 + f23 Q3 (1) inv. 
o' 

x3 = f31 Ql + f32 Q2 + f33 Q3 

2. De rigidez: 

fuerza en coordenada i por un desplazamiento unitario 
en coordenada j. 

2. 



), 

Por s~uperposición 

Ql = KÚ xl + K12 x2 + K13 xa 

Q2 = K21 x1 + K22 x2 + K23 xa ( 2) 

Q3 = K31 xl + K32 x2 + K33 xa 

Desde luego K .. = K .. (y f .. = f .. ) (Maxwell-Mohr) 
~) )~ ~) )~ 

La ecuación 2 también puede escribirse: 

K •. X. 
~) J 

o bien, en notación matricial 

Ql K11 K12 K13 xl 

Q2 :: K21 K22 K2 3 x2 

Q3 K31 K32 K33 xa 

matriz de ri-
gideces 

Ponemos: 

Sustituyendo (2) o (3) en ecuaciones de movimiento: .. 
m1X1 + K11x1 + K12x2 + K13 xa = P

1
(t) .. 

m2X2 + K21x1 + K22x2 + K23 xa = P
2
(t) .. 

m3X3 + Ka1x1 t Ka2x2 + K33 xa = p 3 (t) 



~~ 

o. b'ien: 

.. 
rol o o xl Kll KÜ K13 xl P

1
(t) 

o m2 o x2 + K21 K22 K23 x2 ::= P
2
(t) 

.. 
x3 P

3
(t) o o m3 x3 K31 K32 K33 

o también: 

rM~ fx1 + [K] H - ¡P(t)J (vibración 
forzada) 

=' Jol (vibración 
l1bre·) \ 

1 .. VIBRACION LIBRE 

~] lx( + [K] fx] = jo r ( 1.1) 

· ,.5 upongamos la solució.n 

( 7 
!"<S = LL (A sen pt + il sen pt) = f rJ y ( t) 

constante 
con t 

~define: 
escalar - variación armónica 

- amplitud 

Oí;":.en.,mos: 

f·<l = {r} (A sen pt + B ces pt) = r Y(t) 

' • 1 
fr} (Ap 

.. 
pt) ( 1. 2) _,X' -= e os pt - B p sen 

l J 

[xj { rJ ( -Ap 2 
B 

2 
pt) - 'P 2 Sr] Y(t) ·- sen pt - p cos = 

Su .. :.ituyendo 1.2 en 1.1 y dividiendo entre Y(t) nos queda: 

o sea: 

( 1 . 3) 

4. 



[K] { r} 
2 tMJ {r] [K] {r} 2 [M] [r J = p = p 

[M]-1 x [Krl' 1 
pre x pre 2 

p 

[M]-1 [K] {rJ 2 {r] 1 
{ r} = [K]- 1 [MJ .frj = p 

p2 

En las dos formas llegamos a un problema de VAC 

= 

Problema de valores característicos: 

- Dada una matriz cuadrada de orden (nxn) [L], que representa 

una transformación lineal de vectores n-dimensionales, debe 

encontrarse un vector Ju1 que transformado por [L} resulte 

en otro vector ) lu( en la misma "dirección". O sea, [L} solo 

cambia la magnitud de ~u3 sin cambiar la dirección. 

El vector es un vector característico (o eigenvec,tor) de [LJ. 

~(escalar) representa la relación entre las "longitudes" an-

tes y despuls de la transformación y para llegar a los VEC de-

be tomar-valores de un conjunto de valores característicos 

(YAC) (o eigenvaloresl. 

El prolílema de ·encontr.ar frecuencias y modos naturales puede 

considerarse un problema de YAC.-- (STD)¡ 

Tenemos 

2 
- p = 

. ~. 

(1. 3) 



6. 

Si en el sistema de ecuaciones 

= 

(A] es no singular, la solución única es la trivial 

Jo}) de donde; nos interesa el caso en que [A] es 

singular. En este caso la adjunta* [1] existe y puede pre X 

por ella, -con el resultado 

!A 1 )x] = ~o1 
porque (_A] [A] = 1 A 1 [rJ f[AJ (nxn) 

Puesto que jA \ = o' ¡x S no necesariamente es nulo, pero si 

se asigna un valor dado a uno de sus elementos los demás qu~ 

dan determinados en forma única. 

También notamos que si ixJ es solución de [A] {x} = 
y (?( es una constante, entonces tXixJ es también solución. 

Por lo tanto, hay un número infinito de soluciones. Todos es-

tqs se considerarán junta.s y hablaremos de una "solución" ce-

mo un conjunto de relaciones entre los elementos de 

.. Volvemos a [[K~~ 5r) = ( 1. 3) 

Al desarrollar \El = O llegamos a una ecuación de grado n 

2 
en p , cuyas raíces son los VAC. 

- Como [M] son simétrica.s y positivas definidas*, 

*Transpuesta de la matriz de cofactores. 

**[A] es POS. DEF. si fcí1 [AJ fq1>o para todo [cíf no nulo 



puede ·demostrarse que las ra!ces de la ecuaci6n caracter!stica 

l, 2 2 
son reales y positivas. Las llamamos 'fl , p 2 ' ... 2 

• p • 
n 

Las n frecuencias naturales son 

los términos positivos de las ra!ces y la más baja es !Jama-

da frecuencia fundamental. 

- Para la gran mayoría de los casos de interés las frecuencias 

son diferentes entre si. 

- Para cada frecuencia pi existe una VEC asociado: 

= i = 1 , ... , n 

o sea para cada pi existe una soluci6n iri no trivial 

- Normalizaci6n (solo conveniencia, sin significado fisico) 

Varias formas: 

(modos normales) 

- Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades 

caracter!sticas derivadqs de las propiedades de inercia y ri-

gidez expresadqs por los elementos de [M] y [K]. 

- Llamaremos matriz modal [R] a la que tiene los v~c. ~ vecto-

res modales, como columnas. 



ORTOGONALI-DAD DE. MODOS DE VIBRACION 

Se dice que dos vectores )a! y ~bk son ortogonales con res 

pecto a la matriz simétrica [J] si 

ia~ 1 [J] {bÍ, = {b1 1 [J] {a3 = O 

8. 

Demostremos- que- dos vectores• modales-Jr} i y· [r} j, asociados a· 

frecuencias diferentes <ri t rj> son ortogonales con respecto a 

las matri~escde inercia y ellsti~a~ 

- Cada uno de estos vectores satisface la ecuación 1.3 

p2 [MJ ir] = [l<JH [M] {r} = ~2[KJ [r] 
es decir: 

2 
[M] fri i -= [K] {IL [M] ¡rJ i .!_2 [KJ {rJ . pi = 

Pi ~ 

[M] fr} j = [)(] {rL [M] {rJj = ~j 2 [K] {r) j .! 

1rf ~ 
1 

--·. 
,, 

i y j por y ¡r] i respectivamente •. 

2 ( ) 1 

[M] {r5 i = {r}'j [K] ir} i H j[MJfrL 
1 1 

pi 1" • • = 1rk j [K] {r? i : ) J 
Pi

2 
(a) 

2 .~ ; ' 
[M] {rJj ={rJ

1

j[i<JMj H ~[MJ frJ j 
1 

{r} ~"[K] {r} j pj :r ._ .. 
Pj2 l ! l 

pero •:omo [MJ y '[KJ son simétricas: 

{ 1 1 [K] {r{ i -r [KJ fr~ j r l j = 2r . 
1 1 

} ri : [M] {rL 
( 7 1 

[M] {rj. = Ír) i 1 J ' J 

. . . restando miembro a miembro en ecuaciones (a ) : 



Tenemos ecuaciones de ortogonalidad; 

f 

~ r} ~ [rlJ [rL = O 

{ ri ~ [K] fr) j = O 
si i f. j 

La ec 

(a) 

y la matriz modal [R] · 

Hagamos: 

~ sustituyendo en (a): 

premultiplicando por [R'] 1 : 

0 diagonales _____.1 

----·-
frj. 

d 
! 
\ M, K 

1 ! 

L~ 
i t j 



Llamemos 

[R) 1 [M) [R] 

[R] 1 (K] [R) 

= 

= 

la ec (b) (p. l4) puede ponerse: 

(M~ 

que equivale 

fe .. 
m1:1' y1 

** •• 
m22' y2, 

* .. 
m Yn nn 

de las que 

* k11 

1yl + 

a: 

+' 

* + k22 

- -
+ k 

nn 

= ~ , ..... ' 
m 

n 

Recordar que para 

.. 
1DX .+ kx = o 

•• 2 o X + p X = y 

-

2 
p 

= 

y2 = 
-
Yn = 

O' 

o: 

o 

* k nn 
=-*­

m nn 
o-=-

k = m 

o sea, con la transformación 
' 

= 

aplicada a la ecuación 

+ {x} 

= 

= 

{o~ 

ro:> 
'¡ 1 

10. 



hemos descompuesto un sistema de nGL en n sistemas de lGL in-

dependientes. 

Consideremos el producto 

[M*_]- 1 [KJ= ([RJ 1 [M]{R]t 1 

= [R]-1 [M]-1 
1-1 

[~ 

1 

[RJ [K] [RJ = 

1 
[RJ f [K] [RJ 

= [1'J 

11. 

Cf] contiene las frecuencias naturales en la diagonal principal 

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales equi 

vale al de encontrar la matriz [R] que diagonaiice [HJ y [K] 

de acuerdo con 

[RJ 1 [MJ [R] = LM*] 

[RJ 1 [KJ [RJ = tK~ 

Las frecuencias naturales se obtendrán de 

[M'\J-1 [K*] = [K*] [Mi>J -l ··- ll'~ 
~ 

Veámoslo en otra forma 

'[M) fxf + [K] 1xJ = {P(t)J 

Sustituyendo fxr = [R] fyJ 

fM) [R) {Y1 + [K) [R] {Yl = ~P Ct 1~. 



' premultiplicarido por ~rJ j 

}f [M] [R] {yJ ' [K] [F,] {Y! ~rJ; {P(t~ + {rL = 
~ 

(a) (b) escalar 

En los productos (a) y (b) solo queda (por ortogonalidad): 

y 

M~ 
J 

para 

i<· 
M. 

J 

o bien 

el· modo 

.. 
y. + 

)' 

* M • y • 
J J 

j tenemos:. 

2 *·· *·, 
Pj, M . yj = p. Ct:) 

J· J 

+ * = P.(t} 
J 

· an~loga a la ecuación de movimiento para 1 GL: 

m x + k x = P(t) 

En ( ~.5) tenemos: 

ecyaciones independientes para nGL 

1 ecuación independiente para cada modo 

Para vibración libre (lGL) 

.. 2 
X + p X = 0 

z 
p = k 

m 

( 1. 5) 

12. 



la solución es: 

x = A cos pt + B sen pt (e) 

y para el modo j tendremos (P.(t) = O) 
. J 

Si en (e) hacemos 

., 
~ t=O = 

llegamos a 

e os 

X 
o 

p.t +B. 
J J 

x(t) = X
0 

cos pt + 

y en ( d): 

sen 

• 

• 
X 

o 

. X 
o 
p 

(d) 

sen pt 

Cualquier configuración del sistema puede expresarse como una 

suma de. formas modales multiplicadas por ciertos coeficientes. 

Esquemáticamente: 

{x} = 
estática 

o 
dinámica 

= 

+ 

+ · f r}2 

+ + ..... l 

Y 2 + . ~ r? 3 Y 3 + • • • • 

(Y = Y(t)) 



14, 

En nu~stra expresión 

= 1.4 

~xJ puede no ser función de t, por ejemplo: 

= e~) 

dond·e {e) 
que prex [R] 

es el vector d~ constantes 

nos da la configu~ación {1j 

De la ec. (e}': 

= [RJ -1 

En 1.4 también podríamos hacer 

?ero sigamos otro 

.... por ' Sr) . 
1 S J 

camino, 
. ' 

premultiplicando por fr(. 
J 

' ' .. + ¿ rf . 
1 J 

y 
n 

Por ortogonalidad todos estos productos son nulos excepto el 

término 
' ~ ' 1 rr. 
\ ; J 

' Ml ' ' L ; Y. 
J 



de donde tenemos 

= 

de donde: 

(coeficiente de participaci6n) 

Ejemplo (vigas rígidas) 

""z= 1,5 1 ---60 T/cm 

] 
m,;. 2.o J 

--120 T/cm 

t --180 T/cm 
////7?/ / ,· / 1' 

Matriz de rigideces 

~'" 
o = ~ 

K21 = .-120 'f.=/ z 
x= 1 L '--K11 = 300 

/' / 
18o 

[K] = 

t~'" 
-120 o 

120 180 -60 

o - 60 60 

K32 = -"60 

= 180 

K12 = 120 

5 

= 60 -2 

o 

15. 

y. 
J 

o 
1.5 

o 
~]ton seg

2 

1. O c:m 

/(¡..::.'7 
60 ·-ro = . 33 

/ 

K23 = -60 

K13 = o 

-2 (jl 

-~ ·3 (T/cm) 

-1 



= 60 ( 5 

[d = 60 

M = r: 1·~-5 ~l 
lo· o 1j 

[

( 5- 2d )• -·2 O• 

- 2 (3-1.5 dl - 1 

o -1· (1-d)l 

1 E/ = O = 6 O ( d 3 - 5 . 5 d 
2 + 7 • 5 d. - 2 ) = O 

d1 = o. 35 

d2 = 1.61 

d3 = 3.54 

f2 60 d: 1'1 
2 

21.0 t'1 4.58 = = = 

f2 
2 

g 6 • 5 1'3 '." l frecuencias 
= = naturales 

13 
2 

212.4 1'3 14.56 = = 

Modos: 

3.285 

/ 

0.~1?-
6':---i ~ 

-l,o4~~-
...t> - 14.56 1 3 -

16. 



[R] = ! 1. 000 1.00'() l.OO~l 

l'·"" o. 899 -1.044 

3.285 -1.474 .o. 411J 

,- ... -
[R ]' ÍM \ ' . '1 M A' = 19.629 0.038 0.007 .:,! = LR j - L.-~ 

0.037 5.386 -0.014 

0.006 -0.014 3.804 

Ej : 

{ ) t 
[MJ 

\ O· * .,... 2 
19.6296 = r) 1 )r)1 = M1 = L r. 1 

m. 
i ~ ~ 

rK~ = [R]' [i<J [R] = 60 6.899 0.042 o; o 34 

0.042 8.651 -o. o 40 

0.034 -0.040 13.473 

Comprobación con r- *J LK = 1>2 *] M~ = 

= r. 1412.209 o o 
1 tt2 ~:*J ,L 

o 5.19.749 o = 

o o 807.970 

1K*J = 413.940 O••· O·. • 

o."' 5.19.060 o .. \ 

O• ... O• .. ' 808.380 



/ / 

y01 

Y02 

Y03 

Modo 

'Cn p. 

.x30 = 3 cm 

x2a = 2 cm fxo S 

.X10 = 1 cm 

// ,. 
[M] f<o~ = = fr] 1 2.0 + 6 •. 405 + 9.855 

* M 
1 

fr l2 [M] f'o] 
H2 

H3 [M] 0J 
= M* 

3 

0.930 cm 

0.051 cm 

0.026 cm 

= 

1'9'·· 6 29' 

2.0 + 2 •. 6 9 7 - 4.422 

5.386 

2 .o- 3.132 + 1.233 

3.804 

·. 

son amplitudes de los 
modos 

18. 

= ~~ J 

= o. 9 30 3 cm 

-· o •. 0511 

= 0.0266 

p3 = 14.56 



Para obtener los desplazamientos de las masas debemos multipli-

car por las configuraciones modales: 

¡rL l.o } xi1 = y 1 (t) = 2.135 
3. 2 85 

0.93 ces 4.58 t 

r··O ~ xi2 = {rt 2 y 2(t) = 0.899 
-1.474 

0.051 ces 9.82 t 

xi3 = rJ 3 y 3 ( t) + ~·: ~~4 f 
0.411 

0.0266 ces 14.56 t 

y sumar. O sea los desplazami-entos xi ( t) de las masas serán 

{x(t >J = [RJ { y(t >] 

x 1 (t) = r11 Y1 (t) + r 12 

x 2 (t) = r21 Y1 (t) + r22 

x
3 
(t) .. - r31 y 1 (t) + r 32 

Otro ejemplo 

~-~a lGL teniamos 

~-GJ o o 
?/))//} 

!-d. e e: 

2 
X + p X = 

P(t) 
-- = m 

y ¿ara CI = O la solución 

y 3(t) 

Y2 (t) 

Y
2
(t) 

p 
o 
m 

+ r 13 Y
3
(t) 

+ r23 Y
3
(t) 

+ r33 y 3 (t) 

p(t.) 

X = 
p 

o 
K ( 1 - ces pt) 



20. 

Tenemos ahora·el problema de encontrar la respuesta de 

p¿+) 

! 

Para el: modo· )':: 

. ir * •• t2 
p. (t) P. 

y. + Y. = J 

* = ~ J J M. M. 
cuya solución es: 

J J 

* * pjo 
-(1 Pj t) 

p. 
Y. = - cos = ~ 

J * 2 * K. p. M. 
J J J 

* Cálculo de p. 
J 

* {r] ~ {P(t)} ¡r¡ ~ r60 { p . = = 120 
J 60 

modo 
1 
l 

* 1 p1 = P1r11 + P 2r 21 + p3 r 31 = 360+256.2+197.1 = 813.3 

* 2 p2 = P1r12 + P 2r 22 
.,. p 

r32 = 360+107.88-88.4 = 379.48 3 

ir 
3 p3 = P1r13 + P2 r23 + p3 r33= 360-125.28+24.66 =259.98 
¡ 

.'.hora bien, * ir 
p . P. 

yj(st) = J = + r: * M • K . 
J J J 



21. 

Y1(st) 
813. 30 

1. 9 73 = = cm 
21 X 19.629 

y2(st) 
379.1!8 = 0·730 = cm 965 X 5 . 3 86 

Y3(st) 
259.38 

o. 321 = = cm 
212.l!x3.80l! 

de donde 

* P. 
Y. = ;¡ 

J 2 * p. M. 
J J 

y, finalmente: 

' 
~x(t)¡ = {r1 t Y1 (t) + ~r 2 J Y2 (t) + ~r 3 ~Y 3 (t) =[R] {Y] 



EXCITACION SISMICA 

A. Sistemas 1GL 

Para 

xüt} 

2~~-~ 
P(t} cualquiera y 

. . 
X o 

-- xocos· pt +· r· 

.. 
m x + kx + P(t) (a) 

para CI t-

sen·· pt• + 

O la soluci6n de (a) es: 

-1--1~(,&)· sen. pCt-b)d' 
mp " 

Para. excitaci6n sismica:. 

~X: /Hf 
1 : . ., 

1~~7 : p e-

m(x + Ü) + k X = 0 

o sea~ 

m x + k x = - mü (b) 
/ i ;.:..-· / . ~_.-- ·' 

De la comparaci6n de (a} y (b}, la soluci6n completa de ésta 

es: 

x(t) = X o 

• 
X o 

cos pt + p 

B. Sistemas de nGL: 

/ 
sen pt - ~J. .ü<¡p 

P"(t) 
n 

= 

sen p(t-¡s;) dZ 

= 

-m Ü 
1 .. 

-m u 
2 

m 
n 

ü= 

22. 



Es de e ir, tenemos: 

[M] H + [K] sx J = ~p ( t l} = 

sust. ~x] = [, -f ' LR_j Yj 

1 

pre x [r J j 

por ortogonalidad: 

y queda: 

. 

* M. 
J 

. . 

Para 

Para 

.. * 
y j + Kj y j 

la solución 

* P. 
J 

yj(t) = 

* UJ: 

yj(t) = 

= = 

( CI = o) de 

r 
1 1 p; t "' jMj 

t: 
1 1 u; * f.M. 

J J 

23. 

- 5 m] .. 
u 

* -= m. u 
J 

esta ecuación es: 

(~) sen fj(t-i)d~ 

(¡) sen f.Ct-?.ldZ . J 



que puede escribirse:· 

y.(t) = 
J 

* m. 

* f .M. 
J J 

+ y . CO S J.,: t + 
OJ T J' 

senf.t· 
J 

término.J a 
para 
CI. -¡.. O 

Una vez obtenidos los elementos· de 1y} solo falta pr.emul-

tiplicar por [R] para' obtener· fx"} 

GENERALIZACibN DE LAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD 

Tenemos la ecuación: 

qu~ ~onvenimos en escribir en la forma: 

como cos vectores modales la satisfacen: 

y 

K 

prc~ultiplicando 

1 

r. 
~ 

r. = 
J 

por: 

f~ M r. 
J J 

1 M M-i r .·. tenemos: 
~ 

(a) 

24. 



que puede escribirse 

1 

r. 
~ 

M (M- 1 ~~ 2 r. = O 
.J 

y así podría seguirse para llegar a: 

1 -1 2 {f. entero 
r . M (M K) r. = o - -oo..::: L~b-<1 
~ J 

1 (M-1 '-r . M K) r. = o 
~ J 

en forma análoga podemos obtener 

1 Q 
r . (MF) M r. = o 

1 J 

o 
1 -1 P. 

r. (K M } K r. = o 
1 J 

En (b 1: 

¡= - 2 M (M-1K}-2 = M (M-1K)-1 (M-1K)-1 

(en Ce), 1=2) M -1 M -1 M M F M con = K K = 

Q =-1 M(M- 1 K)-1 M -1 M M F M = K = ·-

.P_:.o M (M- 1 K{ = M 

;_~, M . (M- 1 K)1 M -1 K-= K = M 

f.=Z M (M-1K)2 M -1 -1 -1 
= M K M K = K M K 

º-=-~ M (M-1K)3 M -1 
= M K M -1 

K M-11(= K M -1 

(b) 

(e) 

-' 

F M 

K M -1 
K 



26. 

VIBRACION LIBRE Y FORZADA' DE SISTEMAS DE N GL CON AHORTIGUAMIEh , · 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico son: 

Ya tenemos:: 

= [MJ {x] 

=~[KJ {x} 

y ahora hacemos 

donde 

= ~P(t >} 

y c<; = fuerza de amortiguamiento en la coordenada i debido a 
-J 

una velocidad unitaria en la coordenada j. 

e . . = e .. 
l.] Jl. 

La ecuación de movimiento es 

indica 
acopramiento 

= 



Hagamos: .. jx} =[RJ Jy}premultiplicando por !rJ; 
1 . 

~r}j@J[!Dfy}+?r]; [CJ[RJfyJ+{r]; [KJ[RJ~y] = {r}; r<t1 

Para desacoplar estas ecuaciones debemos tener 

~r}; [M] {r} i = o i 7- J cierto por 

({ 
~ r j [KJ{r}i = o ~ 7- j ortogonalidad 

{rJ; [e] ~r] i = o i 7- j ¿pero ésta? (a) 

10 admitamos que se cumple: 

Ya definimos 

~rJ; [M] [rJ j = M~ 
J 

~r]; [K_] {rj j = K~ 
J 

y ahora 

==C~ = 2fl.f .M~ 
J J J J 

y nuestra ecuación para el modo j queda: 

M*.y.+2fl.f.M~y.+f~M~y. = P~ 
J J J J J J J J J J 

o bien: 

p~ 

=Mt 
J 



Como las· sol1.1ciones para un sistema de 1GL (cuya ec. es 

· · P(t)' x+2Spx+p 2 x =----)>ya las conocemos, solo.nos falta saber m 
cómo debe ser [e] para que se cumpla 

J. f. j 

además¡ claro, de 

~r)~. [M] 5rJ j. =- Q,. ¡ i ' j y 
1 

~rJi [K] {r]j = o 

La ec. (a) se satisface si 

i) [e] es proporcionala [MJ o a [K] 

ii) [e] es una combinacion lineal de [M] y [K] , o 

sea: 

esto es muy restringido. 

iii) En forma más general; 

28. 

(a) 

[e] = (38 .1) 

pues ya sabemos que todas las posibles formas 
,---

[i1-1Kf satisfactorias (38.1) :MI son y es 
~ -

una c. L de matrices de este tipo. 



La selecci6n ~decuada de dará a [e] las propiedades de-

seadas, o sea;podremos dar valores específicos a les elementos 

de rcJ ¿Cuáles le damos? 

Asignamos un cierto valor de 8 a cada modo. 

= 28ljMj = ifr]; [c1] {rL = 

De 38.1 y A 
~ .. 

Por otra parte, para vibración libre: 

Kr. 
J 

(K-J,~M)r. = O í J . J 

= .l2M 1 . = l"'· r.-++- .52 r . 
. J J t j J 

FMr. 
J 

premultiplicando por r~M: 
J 

es decil' 

1 1 
E2r.Mr. 
•t; J J 

J 

1 -1 -1 r.M(M K) r. 
J J 

y así podríamos llegar a que, para cualquier 1: 

l:C>'i 
1 ]l 

(3~.2) 

(38.3) 

29. 



De 39.1: 

C* jl 

C•' jl 

1 -1 1 r.M(M K) r. 
J J 

= <f~) 1M'~ a 
J. J 1 

= <1>2)1M·' j jal 

=eh 
a· 

1· 
---,_.-----' 

por 38.3 

y sumando sobre 1: 

pero ya teníarno~ que 

de donde: 

1 
213 ·f .Mi; 

J ~J 

ECO:: = 213 .-f' .M'~ 
1 ]l J J J 

--~-·-----

13 . -j -
1 

2fj 
,. (),2 )1 
¡, r. al 
1 J 

39.1 

Con los n valores de para los n modos podemos resol-

ver para los n valores de a 1 y formar nuestra [e] con 

la ecuación 

30. 



[-e] 

Por ejemplo para nuestra estructura de 3GL asignemos: 

131 = 0.10, 132 = 0.05, 13 = 0.02 
3 

131 = 0.10 = 1 
[al <1'~) -l+ao Cf~) o +al <t~) ~] 

~ 

132 = o. os = 1 
ra-1 <f~>-1+ao<t~>o+a1 <t~>~ 2f; 

133 = o. 02 = 1 
la -1 Cf~) -1+ao <h) O +al <t~) ~ 

-~ 

o, en forma matricial: 

5~:~~¡ = ~ 1 o. 02 

+~11 
1/f~ 
11f3 

11f1 tl 
11f2 1'2 
111' 3 --t 3 

al resolver para a 1 resulta 

En p. 

sísmica 

+a 
1 

tenemos que para CI = O y 13 = O, para excitaci6n 

* m. ttj 
P.ihTo u (ló)sen Pj(t-J;)d~ • 

J J . . . , . "'..J 
coeficiente de part~c~pac~on = M~ 

'J 

)1. 



y podemos poner: 

( 7 1 ( 7 
Ir ( . <'l!l( 
1 1 

Yj (t) = C.z.(t) 
J J. 

= 

en la que c. 
J 

está definida arriba y 

(y semejante si a ~ 0) 

y j (t) = 

Además, tenemos 

C.z.(t) 
J J 

m 
E m.r .. 

i=1 l. l.J 

m 
E m.r~. 

i=1 l. l.] 

X n rn1 ..... r . 
nJ 

..... r nn 

32. 



tt 

X. = 
~ 

n 
¿ r .. y. = 

j=l ~J J 

n 
l: r .. C.z.(t) 

j=l ~J J J 

De aquí (sin sumar para todos los modos) 

IX. ·1 ~J max = r .. c.¡z.(t)l 
~J J J max 

S = pS a v 
= r .. e. 

~J J tj 

De esta ec. pasamos a: 

1 X ·1 , ~ max = 
ABS 

n 
¡; r .. c.sd = 

j=l ~J J 

n S a l:r .. C.,¡;z 
j = 1 ~J J f j 

33. 
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METODOS DE STODOLA-VIANELLO-NEWMARK Y DE HOLZER PARA EL CALCULO 

DE FRECUENCIAS Y CONFIGURACIONES MODALES 

ENRIQUE DEL VALLE C* 

Para calcular las frecuencias y configuraciones moda­

les de estructuras idealizadas como una serie de masas unidas 

por resortes, sin amortiguamiento, en vibración· libre, se puede 

suponer que cada masa se mueve en movimiento armónico simple d~ 

finido por X=Xo cos wt o X=Xo sen wt donde x
0 

define la ampli­

tud y w la frecuencia circular del movimiento. 

La 

" 2 wt ó X=-w x
0 

sometida cada 

rán Fi -; mX = 

,. 2 
acelerac;ón estará dada entonces por X=-w x

0 
cos 

sen wt=-w X y las fuerzas de inercia a que. estará 

masa, de 
2 

-mw X. 

acuerdo con La segunda ley de Newton, se 

Por otro lado, la fuerza restitutiva que aparece en ca­

da resorte estará dada por Fe:R~X, donde R es la rigidez de en­

trepiso, que podemos definir como la fuerza cortante que es ne-· 

cesario aplicar para producir un desplazamiento unitario entre 

dos niveles consecutivos: R = V/~X, para ~X=1. 

Vernos entonces; 

cada masa dependerán de X 

que las 
2 

y de w 

fuerzas a que 

únicamente. 

se verá sujeta 

Por otro lado, sabemos que para conocer un modo rde vi 

brar necesitamos conocer tanto la frecuencia w (o periódo T) co 

mo la configuraci6n modal relativ~, y que si la estructura está 

vibrando en un modo dado, la frecuencia del movimiento de cada 

masa será la misma. 

Tomando en cuenta lo anterior, se pueden emplear dos 

métodos numéricos para el cálculo de las frecuencias y configu­

raciones modales. 

*Profesor Titular, División de Estudios de Posgrado, Fac. de Ingeniería UNAM. 



siste en: 

2. 

El método propuesto por Stodola-Vianello-Newmark, con 

1. Suponer una configuración deformada de la estructu 

ra: 

X. 
1.supuesta 

2. Valuar las fuerzas de inercia asociadas a esa con-

. ·- . 2 . d. d 2 f t fJ.gurac1.on Fl.= -mw X1., eJan o w como ac or co-

mún cuyo valor no conocemos. 

3. Valuar la fuerZa cortante en la estructura, como 

la suma acumulativa de las fuerzas de inercia de 

arriba abajo del edificio: 
i 2 

V.= L Fi (función de w ) 
1. 1 =n 

4. Calcular los incrementos de deformación'correspon-

dientes a las fuerzas cortantes. 

'v, _ Vi 
o. ..... l. - Ri 

2 
(función de w ) . 

5. Obtener la configuración calculada de la estructu­

ra como la suma acumulativa ~e los incrementos de 

deformación, de abajo hacia arriba. 

X = 
n 
¿ 

i cale i=1 
!',xi = coef. 

2 
w 

2 
Esto nos dará un co~ficiente multiplicado por w 

para cada masa. 

6. Si la estructura está vibrando en un modo la confi-

guración calculada será proporcional 

y el factor de proporcionalidad será 

para cada masa podremos calcular. 

2 X 
w supuesta 

= 
Coef. de X 

1 ca c. 

a la 
2 

w 

supuesta, 

Est.o es., 

En general, 2 los valores de w calculados para cada 

masa, no serán iguales en el primer ciclo, pero el 



método es de rápida convergencia si se usa como 

n~eva configur'ación supuesta la obtenida al final 

de cada ciclo, de preferencia normalizándola, es­

to es, haciendo que la deformación de una de las 

3. 

masas, por ejemplo la primera, tenga siempre el 

mismo valor, con objeto de observar como se modifi~ 

ca la configuración relativa después de cada ciclo. 

Los valores de w2 obte;idos en cada ciclo nos dan 

también un intervalo de valores que se va cerrando 

hasta que se obtiene finalmente los mismos valores 

para todas las masas. 

El.~étodo descrito ant~riormente converge siempre ha­

cia el modo más bajo que esté presen.te en la configuración su­

puesta, y dado que al suponer una configuración ésta estará~fo~ 

mada por una combinación lineal de todos los modos posibles, el • 
modo más bajo será el primero o fundamental. Más adelante se 

indica como hacer para ·calcular mo~os superiores. 

Ejemplo. Calcular la frecuencia y configuración mo-

dal del primer modo de vibrar de la estructura representada por 

el modelo matemático siguiente. 

f< = \oO 

""' = 2 

1 



Para-realizar los pasos antes indicados 

usar una tabulación como la siguiente: 

conviene 

1er. Ciclo. 

ton 
2 

ton seg --cm cm cm* ** 
Nivel Xsup 

. 2 
V !lx.2 2 

m R FJ.=rnW X Xcalc w 
R 

4 2 4 
2 

0.52w2 4 Bw 7.692 = --
so Bw2 p.16w2 0.52 

3 2 3 6w
2 

0.36w2 8.333 = 3 
14w

2 
p.14w2 --

100 0.36 

2 2 2 4w
2 

0.22w 2 9.091 
2 

= --
150 18w 2 p.12w2 0.22 

1 2 1 2w 2 0.1w 
2 

f!-0.0 1 = -2UU 20w2 :; .1w2 0.1 

o o 

4. 

*** 
Xsup 

5.2 

3.6 

2.2 

1 

1 

N6tese que los valores R, .V y 6X estSn defasados, pues corresponden· 

al entrepiso. 

* Para iniciar el cálculo puede usarse cualquier valor de X. En 

general, el método convergirá más rápido entre más acertada sea 

la configuración supuesta, pero si se supone por ejemplo una con­

figuraci6n que se parezca ¿_ u~ segundo, tercero o cuarto modo, de 

cualquier manera, al término de algunos ciclos más, llegaremos al 

primer modo. 

** Nótese 

tre 

1 

7.692 seg 2 

que en este caso, 

10 
1 

y segz-

el valor de 
2 

w estará comprendido en-

*** En un segundo ciclo, usaremos corno nueva configuración supues 

ta la obtenida al final del primer ciclo normalizada de tal modo 



S. 

que la deforma~i6n del primer nivel, sea unitaria, esto es, divi 

diendo la config~raci6n calculada entre 0.1w
2 

en cada nivel. 

2o. Ciclo 

Ni-
vel m 

4 2 

3 2 

2 2 

1 2 

o 

R xsup Fi V (!,X X 
2 

Xsup w 

5.2 10.4wL 0.651wL 7.988 5.425 
50 

2 2 
10.4w 0.208w 

3.6 7 .2w2 2 
8.126 3.692 2' 0.443w 

100 
2 

17.6w 0.176w 

2.2 
2 2 

8.240 2.225 4.4w 
22w2 

0.267w 
150 

2 
0.147w 

1.0 2. 
2 

0.12Dw
2 

8.333 1.0 w 
24w2 2 

200 0.120w 

o 

2 Obsérvese que el intervalo de variación de w se redu-

jo a 7.988 y 8.333 y que las variaciones en la configuraci6n mo­

dal fueron mucho menores que las que tuvo el primer ciclo. 

Tomando corno base de partida nuevamente la configura­

ción calculada, en un tercer ciclo se tiene: 

Nivel R Xsup F V 6X X 
2 

xi m w 

4 2 5.425 10.8Sw2 o.6739w2 8.050 5.461 
50 ... io.8sw2 0.2170w2 

3 2 3.692 
2 2 

7.384w 0.4569w 8.081 3.703 
.lOO 

2 2 
18.234w 0.1823w 

2 2 
8.103 2.225 2 2 2.225 4.45w 

2 2 
0.2746w 

150 22.684w 0.1512w 

2 2 
1 2 1.0 2.0 w 

2 
0.1234w 8.104 1.00 

200 24.684w 0.1234w2 

o o 

y finalmente, en un cuarto ciclo, la aproximación se considera su­

ficiente: 
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Nivel m R X F V 
2 

Xi t. X ·x w · cale 

4 

3 

2 

1 

o 

sup 

2 5.461 
2 2 

5.468 l0.922w 
2 2 

0.6775w 8.061 
50 10.922w 0.2184w 

3.703 
2 2 

3.705 2 7.406w 
2 2 

0.4591w 8.066 
100 18.328w 0.1833w 

2.225 
2 2 

8.067 2.226 2 4.45w 
2 2 

0.2758w 
150 22.778w 0.1519w 

1.00 
2 . 2 

8.071 1.00 2 2.00w 
2 2 

0.1239w 
200 24. 778w 0.1239w 

E 12.389 E= 1.5363w 
2 

8.064* 

*El valor final de 
2 

w lo obtenemos con más precisión dividiendo la 

suma de X entre la 
sup 

preciso que promediar 

suma de coeficientes de X 
1 

Esto 
2 

ca e 
los valores de w de cada nivel. 

w=j8.064 = 2.8397; 
21T 

T= = 
6.2832 
2.8397 

= 2.213 seg. 
w 

Cálculo de modos superiores empleando este método 

es más 

Como se indicó antes, el método .converge al modo más ba~ 

jo presente en la configuración supuesta, y al suponer una combina­

ción cualquiera és:ta, estará constituida por ·una combinación lineal de los distin 

tos modos de vibrar: 

X 
sup 

modales y C. son ~o~ficientes de participación. 
l 

Si queremos calcular el segundo modo de vibrar empleando 

este método, tendremos que quitar a la configuración supuesta la 

participación del primer rnodo:c
1
xil' para lo cual necesitamos cono 

cer Xil y e 1 . Xil la calculamos corno se indicó antes y e
1 

lo pode-

rnos· calcular recurriendo a la pr0piedad de ortoSJona·lidad de los mo-

dos de vi~raci5n que indica que 

X. son configuraciones modales. 
lm 

Em.X. X. =O si· n~m, donde X. y 
1 1n 1m 1n 
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Si multiplicamos la expresión anterior de X por m.x.
1 sup J. J. 

y sumarnos para todas las masas, considerando que 'los coeficientes 

de participación son constantes y pueden salir de la sumatoriaí 

tendremos: 

donde los términos que multiplican a c
2

, 

propiedad de ortogonalidad de los modos, 

etc. son nulos por la 

quedando entonces 

Esta expresión es válida para cualquier modo n. 

Por tanto, si queremos calcular el segundo modo de vi­

brar, supondremos· una configuración que se parezca a este modo, 

es decir, que tenga un punto de deflexión nula, calcularemos el 

valor de c
1 

con la expresión anterior y restaremos a la configu-· 

ración supuesta para el segundo modo la participación del primer 

modo c1 Xil' lo que da por resultado una nueva configuración su­

puesta para el iegundo modo en la que el modo mis bajo presente 

es el segundo y por lo tanto, al aplicar el método habri conver­

gencia hacia este modo. A la operación antes descrita se le lla-

rna ''limpia'' de modos. 

Si quisiéramos calcular el tercer modo de vibrar, ten­

dríamos que conocer de antemano las configuraciones corre~tas de 

primero y segundo modo, y suponer u~a configuración que se pare~ 

ca al tercer modo, (que tenga dos puntos de deflexión nula); cal 

cularí~mos dos coeficientes de participación c1 y c
2

, correspon­

dientes a los modos primero y segundo, en la configuración supue~ 

ta y la limpiaríamos para que el modo mis bajo presente en ella 

sea el tercero y el métodO converja a este modo. 

Esto es: 
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-~~ 

rnxi1xcalc. c
1
xi

1 
j{ w" X ** mX. 

2 
w< V 6X 

~~2calc i2sup J. sup "cale 

2 2 
"0.02G44w

2 
-1.3042 

2 2 4 -0.3653w +0.00696w 39.86 -2.6084w 
2 

-0.0314w 
-2.6084.7 -0.05217w 

3 0.0652w 
2 

0.00472w 
2 2 

0.01352w ~ -2.66 0.6669 
2 

1.3338w 
2 

0.02077w 
~1.2746w2 -0.01275J . 

2 2 2 
59.15 1.6495 

2 
O. 0335w 2 2 0.1362w 0.00284w 0.03344w 3.2990w 

2 
0.0135oJ 2.0244w 

·.0376/ o. 00127w2 . 
2 

49.33 0.990 
2 2 

1 0.02007w 1.9800w 
2 2 

0.02002w 
4.0044w 0.02002w 

¡; -0.1263w 
2 

Ni-. 
vel 

4 

3 

2 

1 

2 -0.1263w 
99.162 

-0.0012736w
2 

** Normalizando con respecto a 0.99 en el primer nivel, para comparar la evolu­
ción de la configuración. 

- w2*** - - 2 
mXilxcal ~-el xil x2 cal x.2 mX.2 w V /!,X 

J. sup ~ sup 

-o. 34339w' +0.000012J 
2 

41.551 -1.5520 -3.104w2 -0.031388w 2 2 
-3.104w -0.06208w 

2 
+0.000008J 

2 
32.10 1.0274 

2 
0.1539lw 0.020778w 2.0548w · 

2 
-1.0492w -0.01049w2 

'2 
+0. 000005w

2 
0.033525.7 49.20 l. 6577 3. 3154if 0.14923w 2 2 

2.2662w 0.01511w 

o. 04004..l +O. 000002if 2 
49.45 

2 
0.020022w 0.99 1.98w 

2 2 
4.2462w 0.02123w 

2 
¡; =-0.0002lw ¡; = 2.1231 

¡; 115.2271 

2 
-0.0002lw 

99.162 
= -0.0000021177w

2 

2 *** Nótese que el intervalo de w queda comprendido entre 32.1 y 49.49 y que el 

ajuste en la curva ocurre casi entre las dos Últimas masas. Obsérvese.que la 

corrección al limpiar es muy pequeña. 

• 



Ni- X 
cale 

vel 

4 -0.03623w 
2 

3 0.02585w 
2 

2 o:03634w 2 

1 0.02123w 
2 

o o 

-
mXil Xcalc -c,xi1 X 

cale 

-0.39621w 
2 

+0.000023 -0.036207w 
2 

0.19155w 
2 

+0.000015 0.025865w 
2 

0.16179w 2 +0 .000009 0.036349w 2 

0.04246w 
2 

+0.000004 0.021234w 
2 

l: -0. 00041w 
2 

l:=0.047241w 
2 

l: - _,¿ 0.119655w 

C.= 
~ 

2 -0.00041w 
99. 162 

(vals. 
-0.0000041w

2 
abs) 

10. 

**** •2 x;_sup w 

42.86 -1.705 

39.72 1 .206 

45.61 1 . 695 

46.62 0.99 

prom. 
43.70 
44.94 

43.68 

****El intervalo de variación de w
2 

se ha reducido a 39.72- 46.62 (dif. = 

6. 9) 

e los 

para 

y los ajustes en la curva son menores. 

más se llegaría al valor correcto de w
2 

. d 2 d" est1mar un valor e w proce 1endo como 

En uno o dos ci-

y X. • 
~ 

Nótese que 

se indicó anterior 

mente podemos hacer las sumas de X : y de los coeficientes de 
sup 

X tomando valores absolutos o tomando en cuenta el signo c_o 
cale 

rrespondiente. La variación que se obtiene en este caso es de 

3% aprox. Si sacarnos el promedio de w
2 

se obtiene un valor ca­

si igual al obtenido con las sumas de·valores absolutos, que es 

más correcto. 

Si no hubiéramos hecho la limpia en ninguno de los ciclos, al 

cabo de 8 habríamos llegado a la configuraciGn del primer modo 

(en vez de 4 ciclos que se necesitaron cuando la configuración 

supuesta se parecía a la del primer modo). 



Aplicaci6n del Método de Stodola-Vianello-Newmark para 

Estructuras.de Flexión 

11 ; 

Como _se ver& m~s adelante, cuando las trabes de los marcos son 

muy flexibles en comparación con las columnas, o cuando las 

fuerzas laterales son resistidas por. muros que trabajan esen­

cialmente a flexión, la rigidez de entrepiso no es independien­

te de la distribución de fuerzas a que esté sometida la estruc­

tura y por tanto no puede suponerse constante para el c&lculo de 

los distintos modos de vibrar. En general, la pseudorigidez 

equivalente que se obtendría para un segundo modo será mayor que 

la correspondiente al primer modo, pues los efectos de flexión 

de conjunto se reducen considerablemente al no tener todas las 

fuerzas actuando en el mismo sentido. Lo mismo podría decirse 

para modos superiores (ref, 1). 

En esos casos, las propiedades elástico geométricas de la estruc 

tura no quedarán definidas por rigideces de entrepiso sino por 

la variación de los productos El y GA con los cuales se podr&n 

calcular las deformaciones debidas a flexión y a fuerza cortante 

res::'ectivamente. 

Para calcular las deformaciones por flexión es conveniente el em 

pleo de los teoremas de la viga conjugdda, que es, para el caso 

·ae un voladizo, otro voladizo empotrado en el extremo opuesto 

cargado con el diagrama de momentos entre EI, y en el cual los 

momentos flexionantes corresponden a las deformaciones de la viga 

real. 1, 

Las deformaciones por cortante,. que en el caso de estructuras a 

base de muros pueden ser importantes en·comparación con las de 

flexión, sobre todo en los niveles inferiores, se calculan median 

te la expresión 6X 
V. 
~ 

formación por cortante 

Vihi 
A:(;' 
~ 

entre 

donde 6X 
V. 
~ 

es el incremento 

dos niveles consecutivos, V., 
~ 

A. son, 
~ 

respectivamente la fuerza cortante, la altura y el 

de de-

h. y 
~ 

área 
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efectiva de cortante entre esos mismos niveles y G es el módulo 

de elasticidad al cortante del material de la estructura. 

Para calcular los modos de vibración, se supone una 

ción modal, se calculan las fuerzas de inercia F. 
~ 

configura-
2 

m.w X. aso­
~ ~ 

ciadas a la configuración y las fuerzas cortantes correspondie~ 

tes y a partir de ellas se valúan los incrementos de momento de 

cada entrepiso y los momentos de volteo acumulados de arriba ha 

cia abajo, los cuales se dividen entre EI (habrá dos valores de 

M/EI en un mismo nivel en los casos en que .haya cambio de sec-

ción de los muros). La integración numérica del diagrama de 

M/EI nos permitirá transformar ese diagrama en una serie de ca~ 

gas concentradas equivalentes a él aplicadas en los distintos 

niveles con los cuales es muy fácil calcular los cortantes equ~ 

valentes correspondientes a cada entrepiso y los incrementos de 

momento flexionante en la viga conjugada que serán iguales a 

los incrementos de deformación por flexión entre dos niveles con 

secutivos (es el equivalente de óX = V/R del caso visto anterior 

mente). A estos incrementos de deformación por flexión se suma-

rán los correspondientes a la deformación por cortante y con esa 

suma se podrá calcular la nueva configuración, que será como an-
2 

tes función de w y de donde podremos despejar este valor y en 

caso de que no sea igual para todas las masas volver a hacer 

otro ciclo tomando como configuración de partida la encontrada 

anteriormente normalizándola con respecto a una de las masas pa­

ra poder "comparar la evolución de las configuraciones de cada ci 

clo. 

Para fijar ideas, a continuación se presenta un ejemplo de anál~ 

sis de una estructura en que las fuerzas laterales son resisti­

das por muros, cuyos valores de I y A son los indicados en la fi 

gura siguiente: 



Ni- T-seg 
2 

vel cm 
m 

1 

3 o. 1 o 

2 o. 15 

1 o. 15 

1 

1 ( 
1 

! 1 

m , l--z.I 

/ ---z.... r 

!'VI ~0.1 T S<jz¡c,.. 

;..,,4,...4, Aa \."ZfV\2 

l"f'"-0.15 

0 "·4 ..... ~. A=i.z..,z 

13. 

2 2 6 2 

t <Y'\: o.¡o;;. E=200 000 kg/cm =2 000 000 Ton/m =2x10 Ton/m 
~ 

4 
m 
I 

b.4 

o.4 

a.5 

/ tz- r :~.S m~/V 1·""' 
G=0.4 

6 2 
E=0.8x10 .Ton/m 

¡, 

2 2 
Ton-m m Ton m X cm mX 

1/m 
2 

w Ton l>M=Vh Ton-m M 
sup sup -

EI A GA h V M EI 

5.0 
2 

6 6 
0.50w 2 2 

o o 
12.8x10 1 • 2 0.96x10 3 0.5w 1 • 5w 

2.5 
2 2 -6 2 

6 6 
0.3Bw 

2 2 
1 .5w 0.1172x10 w 

12,8x10 1 . 2 0,96x10 3 O.BBw 2.64w 

1 
2 . 2 . -6 2 

6 6 
0.15w 4.14w 0.3234x1o_

6
w

2 
1 . 6 

2 2 
17.0x10 1 .20x10 4 1. 03w 4.12w 0.2435x10 w 

1 

8 .26w2 -6 2 
0.4859x10 w 

Ejemplo de cálculo de las concentraciones equivalentes al diagra­

ma de M/EI 

Para el nivel 3 

p = 
eq 

3 
6 

-6 2 
(2x0 + 0.1172 x 10 w) 

-6 2 
0.0586x10 w 

(Ver aclaración al pie de la tabla de la página siguiente) 



!¡i-

vel 

3 

2 

1 

o 

14. 

- m m*** m 
Peq* Veq** ll M= Veq h=LIX liXv liXtot 

xm 
f cal 

-6 2 -6 2 
0.0586x10 w 

-6 2 -6 2 -6 2 -6 2 23.0052x10 w 
2.2369x10 w 6,7l07xl0 w 1.5625x10 w 8.2732x10 w 

-6 2 
0.1172x10 w 

-6 2 
-6 2 

14.732x10 w 
0.2789x10 w -6 2 -6 2 -6 2 -6 2 

-6 2 1.8408x10 w 5,5224x10 w 2.7Sx10 w 8.2724x10 w 
0.3820x10 w 

-6 2 6.4596x10 w 
-6 2 0.6486x10 w 

-6 2 
0.8102x10 w -6 3.2408x10 w 

2 -6 2 
3.2188x10 w 

-6 2 
6.4596x10 w 

' -6 2 
0.8102x10 w o 

* Para obtener cargas concentradas equivalentes al diagrama de 

M/EI se puede usar la fórmula siguiente: 

p 
a 

h 
; 6 

h 
(2a+b); Pb = 6 ( 2 b+a) 

donde h es la distancia ent~e dos puntos A y B con ordenadas de 

M/EI iguales a a y b respectivamente. La variación de M/EI entre 

A y B es lineal, por lo que esta expresión se obtiene consideran­

do dos triángulos con alturas a y b respectivamente y base h. Pa 

y Pb son las concentraciones correspondientes en los puntos A y B. 

(Re f. 2) • 

** Recuérdese que el empotramiento de la viga conjugada es el ex­

tremo superior, por lo que empieza de abajo hacia arriba el cálcu 

lo. 

1. 
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***Obsérvese qáe en el _primer entrepiso la deformación por cor­

tante es prácticamente igual a la de flexión por lo que despre-

ciarla conduciría a errores muy grandes. Al ir aumentando la 

altura de la estructura la deformación por cortante va reducien­

do,su importancia en comparación con la de flexión y puede lle-

gar a ser despreciable. En este caso la deformación por cortante 

en el tercer entrepiso es 23% de la debida a flexión. 

**** Debe tenerse cuidado con las unidades al valuar 
2 

w pues es 

fácil equivocarse, obsérvese que X 
sup 

está en cm y X cale resul-

ta en metros. 

Método de Holzer 

Como se indic5 anteriormente, para conocer completarne~~e un mo­

do de vibrar necesitamos conocer tanto la configuración modal e~ 

mo la frecuencia del modo. Hemos visto que en el método Stodola-

Vianello-Newmark se supone una 

de ella se calcula el valor de 

configuración relativa y a partir 
2 

w Holzer procede exactamente 

alrevés, esto es~ supone la frecuenciay apartir de ella se calcu 

la la configuración relativa de abajo hacia arriba de la estruc-

tura. Dado que la configuración es relativa se puede suponer 

también la deforrnaci6n de la primera masa (por consiguient~ el 

incremento de deformación entre la base y la primera masa) El 

m€todo tiene las siguientes efa~~s: 

Los datos son las masas y las rigideces de entrepiso, igual que 

antes. 

1 • Suponer un valor de 
2 

w • 

2 . 
2 

mw para cada masa. 
sup 

Obtener los valores de 

3. Suponer la deformación del primer nivel: x
1

; conviene supo-

ner un valor unitario. 

jo a suponer t,x . . 
l 

Esto equivale tambi€n, como ya se di 



·4. Calcular la fuerza cortante en la base de la estructura, 

(Primer entrepiso) que será por definición de rigidez de 

entrepiso: 

si 

5. Calcular la fuerza de inercia asociada a la masa del pri-

mer nivel: 

2 m w X 
1 sup 1 

16. 

6. Por definición de fuerza cortante, como la suma acumulativa 

de las fuerzas arriba de un cierto nivel, podremos calcular 

la cortante del segundo entrepiso restan~o a la cortante en 

la base la fuerza de ·inercia del primer nivel, esto es: 

- F 
1 

7. Conocida la fuerza cortante en el entrepiso 2 podemos cale~ 

lar el incremento de deformación en ese entrepiso dividien-

8. 

do la cortante entre la rigidez de entrepiso 

Sumando x
2 

a la deformación del primer nivel obtendremos 

la deformación del segundo nivel y podemos 

repetir los pasos 5 a 8 para todas las masas hasta llegar 

al extremo superior de la estructura. 

Si la frecuencia supuesta corresponde a un modo de vibrar, obten 

dremos que la fuerza de inercia del Último nivel es igual a la 

fuerza cortante del entrepiso correspondiente (por equilibrio d~ 

námico). Si la frecuencia supuesta no es la correspondiente a 

un modo de vibrar, se obtendrá una diferencia entre el valor de 

la fuerza de inercia y el de la fuerza cortante en el extremo de 

la estructura. En este caso el método no es convergente, pero 

si hacernos otro ciclo con otro valor de w
2 

relativamente cercano 



17. 

al anterior, encontraremos otra diferencia,y podiernos trazar 

una gráf~ca que nos relacione las frecuencias supuestas (absci 

sas} con las diferencias entre fuerza de inercia y fuerza cor­

tante en el extremo superior de la estructura (ordenadas). una 

vez que tenemos dos puntos de esa gráfica podremos buscar un 
2 

valor de w supuesto en la intersección con el eje de las abs-

cisas de la línea que une los puntos antes obtenidos, o su. pr~ 

longación 

te tercer 

si ambas diferencias tienen el mismo 'signo. Con es-
2 

valor supuesto para w seguramente obtendremos otra 

diferencia, menor que las anteriores, que nos definirá un ter-

cer punto en la gráfica. Podremos entonces trazar una curva 
2 

entre los tres puntos y definir así un nuevo valor de w que 

segurame~te estará muy próximo a la frecuencia correcta de uno 

de los modos de vibrar de la estructura. 

Cuando ya se estl 

valor supuesto de 

te: 

-2 
w w 

2 l:v t>x 
l:FX 

cerca del valor correcto, se puede mejorar el 
2 

w empleando el coci~nte de Crandall siguien-

donde w2es el valor que debemos suponer en el ciclo siguiente. 

El método presentado sirve para calcular cualquier modo natural 

de vibración teniendo como datos las masas y las rigideces de e~ 

trepiso de la estructura. El modo de que se trate se obtendrl 

de la in~pección de la configuración modal, tomando en cuen~a 

que en el primero todas las deformaciones tienen el mismo signo, 

en el segundo hay un cambio de signo, en el tercerO dos cambios 

de signo y así sucesivamente. 

Si se conoce la frecuencia del primer modo de vibrar (por haberlo 

calculado empleando el método Stodola-Vianello-Newmark, por ejem­

plo), se puede estimar gruesamente el valor de las frecuencias de 
.d . . - 2 . 2 2 . 2 los mo os super1ores empleando la relac1on w2 = 9w

1 
; w

3 
= 25w

1
, 

etc. 
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(Esta aproximación puede ser demasiado burda dependiendo de los 

valores relativos de las ·mas~s y rigideces en cada caso partic~ 

lar, pero sirve como orientación). 

Ejemplo: 

Calculemos el segundo modo de vibrar de la estructura que se 

usó en el método de Stodola-Vianello-Newmark, suponiendo 

9 2 
w1 = 9 X 8 = 72 

1 
seg 

2 

Usaremos la tabulación siguiente: 

rNi-
vel m 

4 2 

3 2 

2 2 

2 

R 

50 

100 

150 

200 

2 
mw 

sup 

144 

144 

144 

144 

-2.707 

-1.417 

0.373 

1 w2 = 72 

~~-p---' 

X* F 

-2.751 -396.1 

-0.044 - 6.3 

1.373 -197.7 

144 

V 

Dif = 260.7 
-135.4 

-141.7 

56 

200 

*Obsérvese que aunque la diferencia encontrada es fuerte, la configuración se 

parece a un segundo modo, pues tiene un cambio de signo. 



Usando un 
2 2 

nuevo valor de w de 50~1/seg , tendremos 
sup 

Ni- 2 
vel m R m"í;up 

4 2 100 
50 

3 2 100 
100 

2 2 100 
150 

1 1 2 100 

1 
200 

i! 

Trazando la gráfica 
2 

w 

t.x X F V 

-2.334 -233.4 Di f. 66.7 
-3.334 -166.7 

1 . o o 100 
-0.667 -66.7 

1 . 6 6 7 166.7 
0.667 100 

1.00 1 . o 100 
200 

-diferencias encontrarnos: 
sup 

1 

1 

72.. 

19. 

1 . 

que el valor de 
2 

w que hace cero las diferencias es aproximadame~ 

te 44 (podría obtenerse por triángulos semejantes, pero sabemos 

que aún cuando se hiciera así el valor no nos llevará exactarnen~ 

te a cero diferencia pues la variación no es lineal como estarnos 

suponiendo, excepto en intervalos muy cerrados). 



Suponiendo entrinces 
2 

w = 44 

Ni- m R mw2 t,X X 
vel 

4 2 88 .:.1.844 
50 -3. 174 

3 2 88 1 . 33 
100 -0.417 

2 2 88 1. 747 
150 0.747 

1 2 88 1 . o 
200 1. o ' 

o 

-2 = 44 804.76 
w 811.35 

2 
43.64 1/seg 

Usando 

Ni- m 
vel 

4 2 

3 2 

2 2 

1 2 

o 

2 
w 

sup 
= 43.64 1/seg 2 

R mw 2 t,x X 

87.28 -1.809 
50 -3. 159 

87.28 1. 350 
100 -0.401 

87.28 1 . 751 
150 o. 751 

87.28 1 . o 
200 1 . o 

-

20. 

F V FX vt,x 

Dif.=3.57 
-162.27 299.23 

-158.7 503.71 

117 155.61 
- 41 . 7 17.39 

153.7 268.51 
112 83.66 

88 88 
200 200 

1:811.351 804.76 

1 

1 

F V 

-157.89 Dif. = 0.05 
-157.94 

117.83 
- 40. 11 

152.83 
112.72 

87.28 
200 



Como puede verse, la diferencia al final de este último ciclo 

es desprecia~le, por lo que: 

2 
w2 43.64 ·1/seg 2 , w2 = 6,606 1/seg. 

y la configuración modal es la indicada, 

T 2 = 0,951 seg 

21 . 

Suponiendo otro valor mayor que w2 podría calcularse el tercero 

y cuarto modos. Puede también verificarse que la frecuencia 

del primer modo obtenido con el método Stodola-Vianello-Newmark 

es correcta: 

Comentarios adicionales 

En los métodos presentados para las estructuras a base de mar­

cos rígidos se tiene como datos las masas y las rigideces de en 

trepiso. Las masas son relativamente fáciles de calcular y de-

penden exclusivamente del peso de los materiales con que esté 

hecha la estructura y de la carga viva que se considere para f~ 

nes de an&lisis sfsrnico. Las rigideces ser~función de las pr~ 

piedades elástico-geométricas de los materiales empleados, que 

no es-sencillo definir y de la estructuración, sobre todo de la 

relación qu~ guarden las rigideces relativas de las barras que 

forman la estructura, trabes y columnas. 

Dado el modelo,'rn~tem&ttco de un edificio como una serie de masas 

unidas por resortes, definirnos como sistema estrechamente acopl~ 

do a aquel en que la rigidez de entrepiso es independiente de la 

distribución de cargas laterales ~ que se vea sometido el modelo, 

esto es, la rididez de e~trepiso es invariable independienteme~ 

te de la elástica que adquiera la estructura al ser sometida a 

cargas laterales. Aquí se entiende por rigidez de entrepiso, co 

mo se indicó anteriormente, la fuerza necesaria para producir el 

despla~amiento unitario de un nivel con respecto al otro, esto 

es 

R = V 

11x 
para R=V 



6 P" 

En la figura 2 se muestra el modelo matemático de un edificio 

de 4 niveles sometido a distintos sistemas de fuerzas. De 

acuerdo con lo antes dicho, la rigidez debe ser independiente 

de las fuerzas aplicadas (este tipo de estructuras se conoce 

tambi~n como estructura ''de cortarite'') 

C!l ~ 

~ ,~ .. ~~: 1 
---;;. 

~¡ 

~ -¡ 

--7> 

22. 

"ks ~~--· 

fl 

Para que esto se cumpla, la rigidez de entrepiso debe ser fun­

ción única y exclusivamente de las columnas de cada entrepiso, 

para lo cual, los giros de los nudos deber ser nulos, lo que se 

logra si las trabes son infinitarn~nte rígidas en comparación 

con las columnas, en cuyo ~aso la elástica de cada una de las 

columnas es la mostrada en la figura 3, y los elementos mecáni-

cos que aparecen son 

sección constante. 

los que 

~ 

J 
' 

ahí se muestran, 

F 
12EI6X 

h3 

6EillX 
M=--¡:¡z-

para barras de 

Fig. 3 

En la práctica, es difícil que la rigidez relativa de las trabes 

(K=I/~) sea muy grande en comparación con la de las columnas, lo 

que hará que los giros de los nudos no sean cero, relajándose el 

sistema y reduciéndose la rigidez del marco para un mismo tamaño 

de columnas. Debido a esto, el caso de trabes infinitamente rí-

gidas en comparación con las columnas recibe a veces el nombre 

de cota superior de rigidez. 

Al ser significativos los giros de los nudos, la rigidez de en­

trepiso ya no será independiente del sistema de fuerzas horizon 
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tales aplicadá·s: En el límite inferior, llegaremos al caso del 

voladizo mostrado en la figura 4, para el cual no tiene sentido 

hablar de rigidez de entrepiso, pues será diferente para cada 

una de las posibles configuraciones de fuerzasaplicadas. 

te caso lo definiremos como sistema remotamente acoplado. 

~r 
'-1 
\ 

A es 

Nótese que en ambos casos se trata de estructuras aparentemente 

iguales, constituídas por marcos rígidos formados por trabes y 

columnas unidos en los nudos, sin embargo, como puede apreciar­

se en las figuras 1 y 3, las deformaciones de la estructura 

cuando todas las fuerzas se aplican en el mismo sentido son muy 

diferentes en uno y otro caso. En la figura 2, la tangente en 

el extremo superior es vertical, mientras que en la figUra 4, 

la tangente en el extremo superior tiene la inclinac.ión. m&xima. 

La figura 5 ilustra la forma en que variarían los momentos fle­

xionantes en las columnas del marco en los casos extremos y en 

uno intermedio. Nótese que la aplicación de métodos aproxima-

dos para la obtención de momentos en trabes y columnas sin veri 

ficar cual es la situación del marco, puede conducir a errores 

muy importantes de subestimación de momentos en las columnas y 

de desplazamientos horizontales de la estructura. 
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/ 
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marco con trabes ri marco en situa- voladizo 
·""" gidas en comparac1on ción intermedia. (trabes muy flexi-

con las columnas. bles comparadas con 
las columnas) . 

Momentos flexionantes en columnas. Fig. 5 

ya que los métodos aproximados en general suponen la formación 

de articulaciones (puntos de momento nulo) en cada entrepiso, y 

la situación puede ser tal que los puntos de inflexión del dia­

grama de momentos desaparezcan en uno, varios o todos los niveles. 

Cualquier edificio de la práctica estará en una posición interme 

dia con respecto a los casos descritos. 

Para conocer cual es la situac~5n en cada caso particular, John 

A. Blume (referencia 1) sugiere el empleo de un indice de rota-

ción 

p = 

nodal, que define como: 

l:( 1 1 ~) trabes 

¿; ( I/l) cols 

y se puede valuar en cualquier entrepiso. (Blume lo hace para el 

entrepiso medio). Aquí E ( I/ t> trabes es la suma de rigideces rel~ 

tivas d< las trabes de un cierto nivel y E (I/tlcols es la suma de rigid.::_ 

ces relativas de las columnas en que se apoyan las trabes antes 

mencionadas. 
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Blume encontr6 que si p>O.JO hay puntos de ~omento nulo en las 

columnas de todos los entrepisos mientras que, para valores de 

p menores de 0.01 la estructura se asemeja más a un voladizo. 

Para valores de p entre 0.01 y 0.10 la situaci6n es intermedia 

y habrá entrepisos en que no haya puntos de momento nulo, por 

lo que los métodos aproximados de análisis pueden conducir a 

fuertes errores del lado de la inseguridad por lo que respecta 

a los valores de los momentos flexionantes para los que debe di 

señarse así como respecto a los desplazamientos laterales de la 

estructura; la rigidez de entrepiso pierde significado y con­

viene emplear métodos matriciales para analizarla. 

Si la estructura tiene variaciones importantes con la altura, 

convendrá valuar p en distintos niveles. 

Efectos de deformación axial de las columnas 

Hasta aquí se ha considerado que·las deformaciones axiales de 

las columnas, en el caso de marcos rígidos, son despreciables y 

no contribuyen a la deformaci6n horizontal. Esto es válido só-

lo si la relación entre _altura y ancho de la estructura es pequ~ 

ña, tal vez menor que 3. Al aumentar el valor de esa relación, 

el efecto de momento de volteo en el edificio adquiere mayor im­

portancia y se pueden cometer errores importantes al despreciar 

los acortamientos y alargamientos.de las columnas debido a fuer­

za a~i~l. 

Cuando las trabes se vu~lven muy flexibles en comparación con las 

columnas, cada una de las columnas trabajará como voladizo y la 

fuerza axial en ellas será pequeña. 

En el caso de marcos contraventeados, la crujía o crujías contra 

venteadas tendrán comportamiento similar al de un muro y deberán 

por tanto considerarse como estructuras de flexión, calculando 

sus periOdos corno se indicó 

Newmark. 

en el método Stodola-Vianello-



Cuando se tienen marcos y muros trabajando simultáneamente la 

situación se complica pues la interacción entre ambos sistemas 

estructurales hace que varíe la fuerza que toman uno y otro en 

cada entrepiio; los muros suelen tomar la mayor proporción de 

la cortante total en los entrepisos inferiores mientras que la 

situaci6n se invierte en los niveles superiores. Ver referen-

cia 1. Esto hace difícil la aplicación de métodos numéricos 

para calcular los modos de vibración de este tipo de estructu­

ras, siendo más conveniente el empleo de métodos matriciales 

para este fin. 
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A. EQUILIBRIO DINÁMICO. 

La ecuación básica que expresa el equilibrio estático para sistemas de un grado de libertad, empleada en el método de 
análisis estructural de 'desplazamientos' o 'rigideces' tiene la forma: 

p = k V (1.11 

donde pes la fuerza externa aplicada, k es la rigidez de la estructura y ves el desplazamiento resultante. Si la fuerza 
aplicada estáticamente se remplaza por una fuerza dinámica dependiente del tiempo p(t), la ecuación de equilibrio 
estático se convierte en una de equilibrio dinámico y es: 

p ( t) =m v( t) +e v( t) +kv( t) (1.21 

donde el punto representa el orden de diferenciación con respecto al tiempo. La comparación de las dos ecuaciones 
anteriores muestra dos cambios significativos, los cuales distinguen el problema estático del dinámico. En primer lugar 
la carga aplicada y la respuesta resultante ahora son función del tiempo, y por tanto la ecuación 1.2 debe satisfacerse 
para cada instante durante el lapso de estudio. Por esta razón usualmente se refiere a esta ecuación como ecuación 
de movimiento. En segundo lugar la dependencia del desplazamiento con respecto al tiempo genera dos fuerzas 
adicionales que interactúan con la carga aplicada y que han sido sumadas aliado derecho de la igualdad. 

La ecuación de movimiento es consecuencia de la segunda ley de Newton, la cual establece que una particula sobre 
la cual obra una fuerza se mueve de forma tal que la rapidez de variación de su momento lineal (angular) es igual a la 
fuerza (!arque) aplicada: 

d dv 
p(t)=-(m-) 

di di 
(1.31 

donde la rapidez de variación del desplazamiento con respecto al tiempo, dv/dt, es la velocidad, y el momento está dado 
por el producto de la masa y la velocidad. Recordando que la masa es igual al peso dividido entre la aceleración de la 
gravedad. Si la masa es constante, la ecuación 1.3 se convierte en: 

p(t)=!!.(mdv)=mv(t) 
dt dt 

(1.41 

la cual establece que la fuerza es igual al producto de la masa y la aceleración. De acuerdo con el principio de 
D' Alambert, la masa desarrolla una fuerza de inercia que es proporcional a la aceleración y de sentido opuesto. Por 
tanto el primer término del miembro derecho de la ecuación 1.2 se llama fuerza de inercia. 

La existencia de fuerzas disipadoras o de amortiguamiento se infiere de la observar .• ón .;~ qud las uscilaciones en una 
estructura tienden a disminuir con el tiempo una vez que la fuerza excitadora cesa. E~•as fuerz"s se representan 
mediante fuerzas de amortiguamiento viscoso, proporcionales a la velocidad, con una c •. 1stante úe proporcionalidad 
conocida como coeficiente de amortiguamiento. El segundo miembro del lado derecho de la ecuación 1.2 se conoce 
como fuerza de amortiguamiento. Las fuerzas de inercia son las más significativas de las dos y son una primera 
distinción entre los análisis dinámicos y los estáticos. Cabe señalar que todas las estructuras están sujetas a cargas 
debidas a la gravedad tales como el peso propio ( carga muerta ) y el de los ocupantes ( carga viva ) además del 
movimiento de la base. En un sistema elástico, el principio de superposición es aplicable, de manera que las respuestas 
a cargas dinámicas y estáticas pueden considerarse por separado y luego combinarlas para obtener la respuesta 
estructural completa. Sin embargo si el comportamiento estructural no es lineal, la respuesta se convierte en 
dependiente del mecanismo de cargas y las cargas debidas a la gravedad deben considerarse conjuntamente con los 
movimientos dinámicos. 
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Bajo fuertes movimientos sísmicos, la estructura desarrollará un comportamiento más semejante al no lineal, el cual 
puede deberse a comportamiento no lineal de los materiales y/o no linealidades geométricas. El comportamiento no lineal 
del material se presenta cuando los esfuerzos en ciertas regiones críticas de la estructura exceden el límite elástico 
del material. La ecuación de equilibrio dinámico para este caso tiene la forma general: 

p_ ( 1) = m v ( 1) + e v ( 1) + k ( 1) v ( 1) (1.5) 

donde la rigidez k es función de las propiedades geométricas y del comportamiento de los materiales, que a su vez 
pueden serlo del tiempo. La no linealidad geométrica es causada por las cargas debidas a la gravedad actuando en 
posiciones deformadas de la estructura. Si el desplazamiento lateral es pequeño, éste efecto, conocido como P-delta, 
puede ser ignorado. Sin embargo, si los desplazamientos se vuelven mayores, este efecto debe tomarse en cuenta. 

Para definir las fuerzas de inercia por completo, sería necesario considerar la aceleración de cada partícula de masa 
de la estructura y los correspondientes desplazamientos. Tal solución sería prohibitiva por el tiempo requerido para su 
solución. El procedimiento de análisis puede ser simplificado si la masa de la estructura considerarse concentrada en 
un número finito de puntos y la respuesta dinámica de la estructura puede ser representada en términos de este 
limitado número de componentes del desplazamiento. El número de componentes del desplazamiento requeridos para 
especificar la posición de los puntos en la masa se conoce como número de grados de libertad. El número de grados 
de liberta requeridos para obtener una solución adecuada depende de la complejidad del sistema estructural. Para 
algunas estructuras un solo grado de libertad puede ser suficiente, mientras que para otras pueden requerirse varios 
cientos o miles. 

B. SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD. 

La estructura más simple que puede considerarse en un análisis dinámico es una estructura de un nivel en la que el 
único grado de libertad es la translación lateral del nivel del techo, como se muestra en la figura 1.1.a. En esta 
idealización se han hecho tres hipótesis fundamentales. Primera: la masa se supone concentrada en el nivel del techo; 
segunda: se idealiza al sistema de piso como rígido en su plano; y tercera: son despreciables las deformaciones axiales 
en las columnas. De las hipótesis anteriores se concluye que la rigidez lateral es proporcionada por los elementos 
verticales como son columnas, muros y contravientos ubicados entre el techo y la base. La aplicación de estas hipótesis 
da como resultado una estructura discretizada como se muestra en la figura 1.1.b con una fuerza dependiente del 
tiempo aplicada en el nivel del techo. La rigidez total k es la suma de las rigideces de los elementos del nivel. 

Las fuerzas actuando sobre la masa de la estructura se muestran en la figura 1.1 .c. A! sumar las anteriores fuerzas 
se obtiene la ecuación de equilibrio siguiente;la cual debe satisfacerse en todo instante de tiempo: 

( ( 1 ) + fd ( 1.-) + ~ ( 1 ) = p ( 1 ) -· (1.6) . 
~ ... 

donde: 

f; ( t ) = fuerza de inercia 

f, ( t ) - fuerza de amortiguamiento (disipadora) 

f, ( t ) - fuerza elástica restauradora 

p ( t ) - fuerza externa aplicada, dependiente del tiempo 
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Rescribiendo la ecuación 1.6 en 1érminos de los parámetros involucrados: 

mü( 1) + cv( 1) +kv( 1) =p( 1) 11.71 

Se observa que las fuerzas de amo-rtiguamiento y la de los elementos resistentes dependen de la velocidad y 
desplazamientos relativos, respectivamente, entre los extremos de estos elementos, mientras que la fuerza de inercia 
depende de la aceleración total de la masa. La aceleración total de la masa puede expresarse como: 

ü(l)=d,(l)•v(l) 

donde 

v ( 1 ) - aceleración de la masa relativa a la base 

Gi, ( 1 ) = aceleración de la base 

11.81 

En este caso, se ha supuesto que la base está fija y sin movimiento, y por tanto la ecuación 1.7 para una fuerza 
dependiente del tiempo queda de la forma: 

mv+cv+kv=p(l) 11.91 

7. Excitación sísmica del terreno 

Cuando una estructura de un nivel, como la de la figura 1.1.c, se somete a excitación sismica del terreno, no se aplican 
fuerzas externas a nivel del techo. En lugar de esto, el sistema experimenta una aceleración de la base. La ecuación 
de equilibrio dinámico queda de la forma: 

f¡ ( 1) + fd ( 1) + ~ ( 1) = o 11.101 

Al substituir los parámetros fisicos para f; ( t), f, ( t) y f, ( t) en la ecuación 1.10 la ecuación de equilibrio dinámico 
resulta: 

mü(l)+cv(l)+kv(I)=O 11.111 

Esta ecuación puede ser rescrita en la forma de la ecuación 1.9 si se substituye la ecuación 1.8 en la 1.11 y 
re arreglando términos se tiene: 

mv ( 1) + á ( 1) + kv ( 1) = P, ( 1) 11.121 

. dn~de: 
p, ( t ) = fuerza efectiva dependiente del tiempo - -m Gi, ( t ) 

P~. tanto la ecuación de movimiento de uria estructura sujeta a movimiento en la base es similar a la de una estructura 
sujeta a una fuerza dependiente del tiempo, si el movimiento de la base se representa como una fuerza efectiva 
dependiente del tiempo, e igual al producto de la masa y la aceleración del terreno. 

2. Vibración libre 

La vibración libre se presenta cuando una estructura oscila por la acción de fuerzas inherentes a la estructura sin la 
presencia de fuerzas externas dependientes del tiempo o movimientos del terreno. Estas fuerzas inherentes pueden ser 
resultado de una velocidad y/o un desplazamiento iniciales que tiene la estructura al inicio de la etapa de vibración libre, 
como condiciones iniciales. 
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a. Sistemas no amortiguados_._ 

La ecuación de movimiento para sistemas de un grado de libertad sin amortiguamiento y en vibración libre es: 

mv(t) +kv(t)=O 

la cual puede ser rescrita como: 

v(t)+w2 v(t)=D 

donde ol = k 1m. Esta ecuación tiene la solución general: 

v ( t ) = A sen w t + 8 cos w t 

donde las constantes de integración dependen de las condiciones iniciales: 

v(t=o) 

v(t=o) 

V ( O ) = 

v ( o ) = 

V = o 

V = o 

desplazamiento inicial 
velocidad inicial 

Al aplicar las condiciones iniciales, la solución queda de la forma: 

v ( t ) = vo sen w t + V
0 

cos w t 
w 

{1.13} 

{1.14} 

{1.15} 

{1.16} 

Varios conceptos importantes del movimiento oscilatorio se desprenden de este resultado. La amplitud de vibración es 
_constante, por lo que la vibración en teoría continuaría indefinidamente con el tiempo. Esto no es físicamente posible, 
debido a que la vibración libre tiende a disminuir con el tiempo, introduciendo el concepto de amortiguamiento. El tiempo 
que le toma a un punto sobre la curva para completar un ciclo y regresar a su posición original se conoce como periodo 
de vibración T. La cantidad wes la frecuencia circular de vibración y se expresa en radianes por segundo. La frecuencia 
de vibración f se define como el reciproco del periodo y se establece en ciclos por segundo o hertz. Las anteriores 
propiedades dependen solo de la masa y de la rigidez de la estructura, y se relacionan como sigue: 

T = 2wn = 2 n H = ~ {1.17} 

Se observa en la expresión anterior que si dos estructuras tienen igual rigidez, la que tenga mayor masa tendrá el mayor 
periodo de vibración y la menor frecuencia. Por otra parte, si dos estructuras tienen igual masa, la que tenga mayor 
rigidez tendrá el menor periodo de vibración y la mayor frecuencia. 

b. Sistemas amortiguados. 

En una estructura sujeta a vibración libre bajo la acción de fuerzas la amplitud de vibración tiende a disminuir con el 
tiempo y eventualmente el movimiento decrece y cesa. Este decremento con el tiempo se debe a la acción de las fuerzas 
de amortiguamiento viscoso las cuales pueden idealizarse como proporcionales a la velocidad. La ecuación de 
movimiento para esta condición tiene la forma: 

m v ( 1) + e v ( t) + k v ( 1) = O {1.18} 

ésta ecuación tiene , para las condiciones iniciales vo y vo , la solución general: 

sen wd t 
v ( 1 ) = e-~ "' 1 

( [ V0 + V
0 

<p W ] + V
0 

cos w d t ) 
w, 11.19} 
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donde: 

<P = i:. = _e_ = porcentaje del amortiguamiento con respecto al crítico 
C" 2 m w 

y 
w, = w J 1 - <P' = frecuencia circular amortiguada 

El amortiguamiento del oscilador se expresa como porcentaje de amortiguamiento, donde el amortiguamiento crítico 
se define como 2m w y es la menor cantidad de amortiguamiento que permitiría al oscilador desplazado regresar a 
su posición original sin oscilación alguna. Para la mayor parte de las estructuras, la cantidad de amortiguamiento 
viscoso en el sistema varía entre 3 porciento y 15 porciento del crítico. Si se substituye el valor de 20 porciento, 
0.20, en la expresión anterior para la frecuencia circular amortiguada se obtiene w. = 0.98 ro. Dado que los dos 
valores son casi iguales para valores de amortiguamiento encontrados normalmente en sistemas estructurales, en la 
práctica la frecuencia circular no amortiguada se emplea en lugar de la frecuencia circular amortiguada. 

3. Respuesta a cargas de impulso 

Con objeto de desarrollar un método de evaluación de la respuesta estructural de un sistema sujeto a una carga 
dinámica cualquiera, es conveniente considerar primero la respuesta de la estructura a una carga de impulso de corta 
duración como se muestra en la figura 1.2.a. Si la duración, /:;.t, del pulso p ( r }, aplicado en el tiempo r es 
relativamente corta con respecto al periodo fundamental de vibración de la estructura, T, entonces los efectos del 
impulso pueden considerarse como un cambio incremental de la velocidad. Empleando las relaciones del principio del 
impulso y cantidad de movimiento: 

p ( r ) !J.t = m !J.it ( r ) 11.201 

se obtiene, como velocidad inicial equivalente: 

!J.v ( T ) = .!_ p ( T ) !J.t 
m 

Luego de la aplicación del impulso, el sistema se comporta con movimiento en vibración libre y su respuesta está dada 
por la ecuación 1.16. Aplicando las condiciones iniciales al comienzo de la fase de vibración libre, 

1 f 

v(t) =-- J p(T) senw(t-T)dr 
mw 

o 
11.21) 

Para un sistema con amortiguamiento, la respuesta de vibración libre está dada por la ecuación 1.19. Sustituyendo las 
condicione:; iniciales, de manera semejante al caso anteri01. se tiene para sistemas amortiguados: 

f 

v ( t) = -
1
- J p ( T ) ,-~ w 1 '·' 1 sen w, ( t- T) dr 

m wd o 
11.221 

4. Respuesta a carga general dinámica 

El desarrollo anterior de la respuesta dinámica a una carga de impulso de corta duración puede fácilmente extenderse 
al caso de sistemas sujetos a una historia arbitraria de cargas. Cualquier historia arbitraria de cargas puede 
descomponerse en una serie de impulsos de corta duración como se muestra en la figura 1.2.b. Considérese uno de 
estos impulsos que termina en el tiempo 1: después de iniciada la historia de cargas y con una duración d<. La 
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amplitud de este pulso diferencia_! es p { r) d r, y produce una respuesta diferencial que está dada por la expresión: 

d V ( T ) = p ( T ) sen W/ ' d T 

mw 

La variable tiempo t' representa la fase de vibración libre que sigue al impulso y puede expresarse como: 

1'=1-T 

Al sustituir esta expresión en la ecuación 1.23 resulta: 

dv(T) = p(T)senW(I-T)dT 
mw 

(1.231 

(1.241 

(1.251 

La repuesta total puede obtenerse sumando las respuestas de los impulsos diferenciales en toda la historia de carga. 
Al integrar la ecuación 1.25, el desplazamiento total para sistemas sin amortiguamiento es: 

1 

V ( /) = -
1
- f p ( T) Sen W ( /- T) dT 

mw 
o 

(1.261 

la cual se conoce como integral de Duhamel. Al considerar sistemas amortiguados, la respuesta diferencial está dada 
por la ecuación 1.22 y la integral de Duhamel queda: 

1 

v ( 1) = -
1

- J p ( T ) e-~w(l- TI sen wd ( 1 - T ) d T 
m wd o 

5. Respuesta sísmica de estructuras elásticas. 

a. Historia de respuesta. 

(1.271 

La respuesta a carga debida a sismo puede obtenerse directamente de la integral de Duhamel si la fuerza dependiente 
del tiempo p { t) se remplaza con la fuerza efectiva dependiente del tiempo p, f t ), la cual es el producto de la masa 
y la aceleración del terreno, p, { t) - m d, ( t). Realizando las sustituciones anteriores en la ecuación 1.27 se 
obtiene la siguiente expresión para el desplazamiento: 

1, ( 1 ) 
V ( f ) = -- (1.28) 

w 

donde el parámetro 1, { t) representa la integración, con unidades de velocidad y está definida como: .. 
1 

1, ( 1) = J d, ( T ) e-~ w' '- T 1 sen wd ( 1- T ) d T 

o 
·¡~ (1.291 

El desplazamiento de la estructura en cualquier instante puede obtenerse empleando la ecuación 1 .28. Es conveniente 
expresar las fuerzas que se presentan en la estructura durante un sismo en términos de las fuerzas efectivas de inercia, 
la fuerza de inercia es el producto de la masa y la aceleración total. Empleando la ecuación 1.1 1, la aceleración total 
puede expresarse como: 

ü(t)= _.:._v(t)-!..v(t) 
m m (1.301 

Si el término de amortiguamiento puede ser despreciado ya que su contribución a la ecuación de equilibrio es pequeña, 
la aceleración total es aproximadamente: 
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ü ( t ) = - w' v ( t ) {1.311 

La fuerza sísmica efectiva está dada entonces por: 

Q(t)=mw'v(t) 11.321 

La expresión anterior da el valor del cortante en la base de una estructura de un nivel en un instante cualquiera de la 
historia del sismo en cuestión. El momento de volteo actuando en la base de la estructura puede calcularse 
multiplicando la fuerza de inercia por la altura de la estructura: 

M ( t ) = h m w' v ( t ) 11.331 

b. Espectro de respuesta. 

El cálculo de desplazamientos y fuerzas en cada instante, t, durante la historia de un temblor puede requerir un 
esfuerzo computacional considerable, aún para estructuras sencillas. Como se mencionó anteriormente, para muchos 
problemas prácticos y especialmente en diseño estructural, solo se requieren los valores máximos de la respuesta. El 
valor máximo del desplazamiento, calculado conforme la ecuación 1.28, se denomina desplazamiento espectral: 

sd = v ( t )~ 11.341 

Sustituyendo este resultado en las ecuaciones 1.32 y 1.33 da como resultado las expresiones del cortante en la base 
máximo y momento de volteo máximo de un sistema de un grado de libertad: 

Q. = m w' S 
m~ d 11.351 

M = h m w' S 
m~ d {1.361 

Un examen de la ecuación 1.28 muestra que la velocidad máxima puede calcularse aproximadamente multiplicando el 
desplazamiento espectral por la frecuencia circular. El parametro así definido se conoce como pseudovelocidad 
espectral y se expresa como: 

S = w S 
P' d 11.371 

De manera similar, la ecuación 1.31 indica que la aceleración total puede calcularse aproximadamente como el producto 
del desplazamiento espectral y el cuadrado de la frecuencia circular. Este producto se conoce como pseudoaceleración 
espectral y se expresa como: 

S = w2 S 
"' d 

11.3AI 

Una gráfica de los parametros espectrales contra la frecuencia o el periodo constituye el espectro de respuesta para 
ese parámetro. 

6. Coordenadas generalizadas 

Hasta ahora solo se han considerado estructuras de un nivel que pueden ser idealizadas como sistemas de un grado 
de libertad. El análisis de la mayoría de los sistemas estructurales requiere de una idealización más complicada aún si 
la respuesta puede representarse en términos de un solo grado de libertad. El método de coordenadas generalizadas 
permite representar la respuesta de sistemas estructurales más complejos en términos de una sola coordenada 
dependiente del tiempo, conocida como coordenada generalizada. 
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Los desplazamientos de la estructura se relacionan con la coordenada generalizada como: 

v(x,t) =<P(x) Y(/) 11.39) 

donde Y ( t J es la coordenada generalizada y rf! ( x J es una función espacial de forma que relaciona los grados de 
libertad de la estructura, v ( x, t }, con la coordenada generalizada. Para un sistema de un grado de libertad 
generalizado, es necesario representar las fuerzas de amortiguamiento y restitutivas en términos de la velocidad relativa 
y desplazamiento relativo entre los extremos del elemento: 

t.v(x,t)=l><P(x) Y(t) 11.40) 

t. V (X, 1) =t.<!> (X) Y( 1) 11.41) 

la mayoría de las estructuras puede idealizarse como un voladizo vertical, lo cual limita el número de funciones de 
desplazamiento que pueden emplearse para representar el desplazamiento horizontal. Una vez que la función de 
desplazamiento es seleccionada, la estructura es obligada a deformarse de esta forma. Lo anterior implica que la 
función de desplazamiento debe ser seleccionada cuidadosamente para obtener una buena aproximación de las 
propiedades dinámicas y de la respuesta del sistema. 

a. Funciones de desplazamiento y propiedades generalizadas. 

la formulación de la ecuación de movimiento en términos de una coordenada generalizada se restringirá a sistemas que 
consisten de masas concentradas y elementos discretos. La resistencia lateral está dada por los elementos discretos 
y sus fuerzas son proporcionales a los desplazamientos relativos entre los extremos del elemento. las fuerzas de 
amortiguamiento son proporcionales a las velocidades relativas entre los extremos del elemento discretizado. La 
ecuación de equilibrio dinámico está dada por la ecuación 1.6, la cual representa un sistema de fuerzas en equilibrio 
en todo momento. El principio del trabajo virtual en la forma de desplazamientos establece que "si a un sistema de 
fuerzas en equilibrio se les aplica un desplazamiento virtual consistente con las condiciones de frontera, entonces el 
trabajo realizado es igual a cero". 

Aplicando este principio a la ecuación 1.6, se tiene una ecuación del trabajo virtual de la forma: 

( ( / ) 0 V + fd ( / ) [¡ V + ~ ( / ) [¡ V - p ( / ) 0 V = Q 11.42) 

donde se sobrentiende que v - v ( x, t J y que los desplazamientos virtuales aplicados a la fuerza de amortiguamiento 
y elástica de restitución son desplazamientos relativos virtuales. El desplazamiento virtual puede expresarse como: 

. ~ ~ ~ 
0 V ( X , / ) = <!> ( X ) 0 Y ( / ) (1.43) 

v el desplazamiento relat'vo virtual como: 

O t. v(x,t) =l><P(x)O Y(l) 

donde: 

[¡ V ( X , 1 ) = <P ( X, ) Y ( 1 ) - <P ( ~ ) Y ( 1 ) = [¡ <P ( X ) Y ( 1 ) 

las fuerzas de inercia, amortiguamiento v restauradoras pueden expresarse como: 

f¡(l)=mv(l)=m<PY(I) 

11.44) 

11.45) 
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~ ( 1) =H. v( 1) =k!::.$ Y( 1) 

Sustituyendo las ecuaciones 1.43, 1.44 y 1.45 en la 1.42 se obtiene la siguiente ecuación de movimiento en términos 
de la coordenada generalizada: 

m· Y ( 1) • e· Y ( 1) + k' Y ( 1) = p' ( 1) (1.461 

donde m·. e', k' y p. se conocen como parámetros generalizados y se definen como: 

m· = E m. "' 2 ..... 
e· = E e !::. 4> 2 

• • 

k'=Ek.t:."'' . .... 

p'=Ep,4>, 

Para una aceleración de la base función del tiempo la fuerza generalizada se transforma en: 

p' = if, <;!: 

donde: 

<;!: = E m 4> = factor de participación . ' 

(1.471 

(1.481 

(1.491 

Es conveniente expresar al amortiguamiento generalizado en términos del amortiguamiento crítico de la manera que 
sigue: 

e· = E e, !::. 4> ( i )2 = 2 cp m· w 

donde úl representa la frecuencia circular del sistema generalizado y dado por: 

w = V k' 1 m· 

(1.501 

(1.511 

El efecto del método de"coordenadas generalizadas consiste en transformar un sistema dinámico de múltiples grados 
de libertad en un sistema equivalente de un grado de libertad en términos de una coordenada generalizada. Esta 
transformación se muestra esquemáticamente en la figura 1.3. El grado en que la respuesta del sistema transformado 
represente al sistema ori~inal ~eperrderá de que tanto se apro;~mP. ia forma deflectada supuesta a la real. Una vez 
obtenida la respuesta di .• ámiLa en términos de la coordenada generalizada, la ecuación 1.39 puede emplearse para 
determinar los desplazamientrs en la estructura, y estos a su v~,~ para calcular las fuerzas im los miembros 
estructurales. En principio, cua,quier funcion que represente las características deformadas generales de la estructura 
y satisfaga las condiciones de apoyo podria servir. Sin embargo, cualquier forma deformada distinta de la de la 
configuración natural de vibración requerirá de restricciones externas adicionales para mantener el equilibrio. Estas 
restricciones adicionales tienden a rigidizar el sistema y por lo tanto a incrementar la frecuencia calculada. La 
configuración real no tendrá restricciones adicionales y por lo tanto tendrá la menor frecuencia de vibración. 

b. Método de Rayleigh. 

El método de Rayleigh se emplea para analizar sistemas vibratorios empleando la ley de la conservación de la energía. 
Se emplea para calcular con mucha precisión la frecuencia natural de un estructura. Además de estimar el periodo 
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fundamental el procedimiento puede emplearse para estimar la función de forma rf;l x ). 

En un sistema elástico no amortiguado, la energía potencial máxima puede expresarse en términos del trabajo externo 
realizado por las fuerzas aplicadas. En términos de una coordenada generalizada esta expresión puede escribirse como 

y p' y 
( EP l~ = 2 L P; 4>, = -2- 11.521 

Similarmente, la energía cinética máxima puede expresarse en términos de la coordenada generalizada como: 
2 Y2 2 Y2 ' 

( EC) = ~ " m. 4> 2 = w m 
mu. 2L...,¡¡¡ 2 11.53) 

De acuerdo con el principio de la conservación de la energía para un sistema elástico no amortiguado, estas dos 
cantidades deben ser iguales entre sí e iguales a la energía total del sistema. Igualando las ecuaciones 1.52 y 1.53 se 
obtiene la siguiente expresión para la frecuencia circular: 

w = J p' 1 m' Y 11.541 

Substituyendo este resultado en la ecuación 1.17 para el periodo resulta en: 

T = 2 n J m· Y 1 p' 11.551 

Multiplicando el numerador y denominador del radical por Y, y empleando la ecuación 1.39 se obtiene la expresión para 
el periodo fundamental: 

T = 2 n (1.561 

. las fuerzas que deben aplicarse lateralmente para obtener la forma deflectada rf;l x Jo el desplazamiento v ( x J son las 
fuerzas de inercia. Si se asume una variación lineal de la aceleración con la altura de un edificio, se tiene una 
distribución de las fuerzas de inercia en forma de triángulo invertido. las deflecciones resultantes pueden usarse 
directamente en la ecuación 1.56 para estimar el periodo de vibración o pueden normalizarse en términos de la 
coordenada generalizada para obtener la función espacial de forma a emplear en el método de coordenada generalizada. 

c. Análisis en el tiempo. 

Sustituyendo los parámetros generalizados de las-ecuaciones 1.47 y 1.48 ~n la solución de la integral de Duhamel, 
ecuación 1.27, se obtiene la solución para el desplazamiento: 

v(x,f) = lj>(x)$!' V(/) 
m' w 

:; 

Empleando la ecuación 1.31, la fuerza de inercia en cualquier posición x sobre la base puede calcularse como: 

Q ( X , f ) = m ( X ) V ( X , f ) = m ( X ) W 2 V ( X , / ) 

la que, empl,eando la ecuación 1.57, se convierte en: 

q(x,l) = m(x)lj>(x)>J'w V(/) 
. . 

m 

El cortante en la base se obtiene sumando las fuerzas de inercia distribuidas en la altura H de la estructura: 

11.571 

(1.58) 

11.591 
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se' Q( 1) = J q( X, 1) dx=- W V( 1) 
m· 

(1.60) 

Las relaciones anteriores puede'n emplearse para calcular los desplazamientos y fuerzas en un sistema generalizado de 
un grado de libertad en cualquier instante. 

d. Análisis de la respuesta espectral. 

El valor máximo de la velocidad dado por la ecuación 1.29, se define como la pseudovelocidad espectral, S pv, que se 
relaciona con el desplazamiento espectral, S., mediante la ecuación 1.37. Al substituir este valor en la ecuación 1.57 
se tiene la expresión para el desplazamiento máximo en términos del desplazamiento espectral: 

c1> ( x 1 se sd 
v(x) =------= 

~ . m 

Las fuerzas en el sistema pueden calcularse de las fuerzas de inercia, y pueden expresarse como: 

Q ( X Jm~ = m ( X ) V ( X Jm~ = m ( X ) W
2 

V ( X ~~ 

A escribiendo este resultado en términos de la pseudo aceleración espectral, S,,, se tiene 

cl>(x)m(x)seS 
q(x) = '" 

~ m' 

(1.61) 

(1.621 

(1.63) 

De considerable interés es la determinación del cortante basal. Este parámetro es clave para determinar las fuerzas 
sísmicas de diseño en la mayoría de los reglamentos. El cortante en la base a, de la expresión anterior, sumando las 
fuerzas de inercia y empleando la ecuación 1.49: 

se' s 
Q(x) =--"' 

m~ • m 

Es de interés expresar el cortante basal en términos del peso efectivo, definido como 

w· = ( I ~el>, l' 
I w, el>,' 

Por lo que la expresión del cortante basal máximo queda de la forma 

Qmv = w· s, /g 

Esta es similar a la ecuación básica empleada en los reglamentos, la cual tiene la form 

Qm~ = { W 

(1.64) 

(1.65) 

(1.66) 

(1.671 

La fuerza sísmica efectiva puede determinarse distribuyendo el cortante en la base en la altura de la estructura. Esta 
distribución depende de la forma de la función de desplazamiento y tiene la forma 

(1.68) 

Y el momento de volteo como la suma de los productos de las fuerzas de inercia y sus alturas a la base respectiva: 

M = L h q 
' ' ' (1.69) 
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C. SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD 

En muchos sistemas estructurales no es posible modelar la respuesta dinámica en términos de una sola coordenada 
del desplazamiento. Estos sistemas requieren un cierto número de coordenadas independientes de desplazamiento para 
describir el movimiento de las masas en cualquier instante. 

Con objeto de simplificar el problema normalmente se supone para edificios que la masa de la estructura está 
concentrada en el centro de masa de cada nivel individual. Esto da por resultado una matriz diagonal de propiedades 
de masa. También conviene desarrollar la matriz de rigideces en función de las matrices de rigideces individuales de 
los elementos de cada nivel. La más sencilla idealización para un edificio de varios niveles se basa en las siguientes 
hipótesis: (i) el sistema de piso es rígido en su plano; (ii) las vigas son rígidas con respecto a las columnas y (iii) las 
columnas son flexibles en la dirección horizontal pero rígidas en la vertical. Si se emplean estas hipótesis, el edificio 
se idealiza con tres grados de libertad para cada nivel: un grado de libertad traslacional en cada una de dos direcciones 
ortogonales, y una rotación alrrededor de un eje vertical que pasa por el centro de masa. Si el sistema anterior se 
reduce al plano, este tendrá un grado de libertad traslacional en cada nivel. Ver figuras 1.3.a. y 1.3.b. 

1. Modos de vibrar y frecuencias. 

La ecuación de movimiento para un sistema de varios grados de libertad sin amortiguamiento puede escribirse en forma 
matricial como: 

IM)Iv(l)l+IK]Iv(l) }=(O} (1.70} 

Dado que el movimiento de un sistema en vibración libre es armónico, el vector desplazamiento puede representarse 
como: 

( v ( 1.) } = ( v} sen w 1 

Diferenciando dos veces con respecto al tiempo se tiene: 

( v ( 1 ) } = - W 2 ( V ( 1 ) } 

Substituyendo las ecuaciones 1.71 y 1.72 en la 1.70 se obtiene la ecuación de valores característicos: 

( 1 K ) ~ W2 1 M ) ) ( v ( 1 ) } = ( O } 

(1.71} 

(1.72} 

(1.73} 

En virtud de tener un conjunto de ecuaciones de equilibrio homogéneas el determinante de la matriz de coeficientes 
debe ser igual a cero: 

det ( [ K ] - w' 1 M ] ) = 1 O l (1.74} 

De donde se obtiene un polinomio de grado N. Las N raíces del polinomio representan las frecuencias de los N modos 
de vibrar. El modo que tiene la menor frecuencia (mayor periodo) se conoce como primer modo o modo fundamental. 
Una vez conocidas las frecuencias, se sustituyen una a la vez en la ecuación de equilibrio 1.73, la cual puede ser 
resuelta para las amplitudes de movimiento de cada componente del desplazamiento del modo particular de vibración. 

2. Ecuaciones de movimiento en coordenadas normales. 

El teorema de los trabajos recíprocos de Betti, puede emplearse para desarrollar dos propiedades de ortogonalidad de 
los modos de vibrar que simplifican significativamente las ecuaciones de movimiento. La primera de éstas establece 
que los modos de vibrar son ortogonales con respecto a la matriz de masas y se expresa en forma matricial como 
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14>, 1 r [ M] { 4>m 1 = { O 1 ( m = n) {1.751 

Empleando las ecuaciones 1.73 y 1.75, la segunda propiedad puede expresarse en términos de la matriz de rigideces 
como: 

14>, 11 
[ K] { <!>m 1 = {O 1 ( m = n) {1.761 

la cual establece que los modos de vibrar son ortogonales con respecto a la matriz de rigideces. Además se supone que 
los modos de vibrar son también ortogonales con respecto a la matriz de amortiguamiento: 

14>' 1 r [ e 1 14> m 1 = { o 1 ( m = n) {1.77} 

Dado que cualquier sistema de varios grados de libertad teniendo N grados de libertad tiene a su vez N modos de vibrar 
independientes, es posible expresar la forma deformada de la estructura en términos de las amplitudes de estos modos 
tratándolos como coordenadas generalizadas (en ocasiones llamada coordenadas normales). Dado que el desplazamiento 
de un sitio particular, v;ft), puede obtenerse sumando la contribución de cada modo se tiene: 

N 

V, ( 1 ) = L 4> m q, ( 1 ) 11.781 
n "' 1 • 

De manera similar, el vector de desplazamientos puede expresarse como: 

N 

{ V ( 1 ) 1 = L { 4> 1 q, ( 1 ) = [ ct> 1 { q ( 1 ) 1 11.791 
'. 1 

Es conveniente escribir las ecuaciones de movimiento de manera matricial como 

[M] { v( 1) 1 • [e¡ { v( 1) 1 + [K] { v( 1) 1 = { P( 1) 1 {1.80} 

la cual es similar a la ecuación para un sistema de un grado de libertad, ecuación 1.9. las diferencias se deben a que 
la masa, amortiguamiento y rigidez se representan ahora por matrices que representan los diferentes grados de libertad, 
adicionales, y la aceleración, la velocidad, el desplazamiento, y las cargas aplicadas, por vectores que contienen los 
grados de libertad adicionales. la ecuación de movimiento puede expresarse en términos de las coordenadas normales, 
q ( t ); substituyendo la ecuación 1.79 y sus derivadas en la ecuación 1.80 da como resultado: 

[M] [ ct>] 1 i'¡ ( 1) 1 + [e¡ [ ct>] 1 i¡ ( 11 1 + [K] [ ct>] 1 q ( 1) 1 = { P ( 1) 1 11.811 

Multiplicando la ecuación anterior por la traspuesta de cualquier vector modal.~,, se tiene: 

1 1)1, 1' 1 M 1 1 1)1 1 1 i¡ ( 1 1 1 + 1 1)1, ié 1 { 1 11)1 1 1 i¡ 1 1 1 1 • 1 <1>, 1' 1 K 1 11)1 1 1 q ( 1 1 1 = 1 1)1, 1' 1 P 1 1 1 1 11.821 

Empleando las condiciones de ortogonalidad de las ecuaciones 1. 75 a 1. 77, el conjunto de ecuaciones se reduce a una 
rcuación de movimiento similar a la de un sistema de un grado de libertad, en términos de las propiedades generalizadas 
~ara el enésimo modo de vibrar y de la coordenada normal q, ( t J. Así: 

M; q, ( r ¡ • e; i¡, ¡ 1 1 • K; q, ( 1 ¡ = P; 1 , 1 11.831 

donde las propiedades generalizadas para el enésimo modo de vibrar son: 

M; = { <!>, 11 
[ M] 1 4>, 1 

e; = 1 4>, 1' ¡ e 1 1 4>, 1 = z 'P, w, M; 11.841 
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p; = { 4>, ¡r { p ( 1) } 

Las relaciones anteriores pueden emplearse para simplificar aún más la ecuación de movimiento a la forma 

p; ( 1) 
+ 2 <P, w, i¡, ( 1) + w; q, ( 1) = -"---

M; 
f¡,(l) (1.85} 

Debe notarse que las expresiones para las propiedades generalizadas de cualquier modo son equivalentes a las definidas 
previamente para el sistema generalizado de un grado de libertad. Por tanto el uso de los modo normales transforma 
un sistema de N grados de libertad en N sistemas generalizados de un grado de libertad; ver figuras 1.3.c. y 1.3.d. La 
solución completa del sistema se obtiene por superposición de las soluciones modales independientes. El empleo de este 
método implica un ahorro significativo en tiempo, ya que en la mayoría de los casos no es necesario emplear los N 
modos de respuesta para representar con adecuada precisión la respuesta de la estructura. En la mayor parte de las 
estructuras los primeros modos son los de mayor contribución en la respuesta modal. Por tanto, la respuesta puede 
obtenerse con suficiente precisión en términos de un número limitado de respuestas modales. 

a. Análisis de la respuesta sísmica. Como en el caso de los sistemas de un grado de libertad, para el análisis 
sísmico la fuerza dependiente del tiempo debe reemplazarse por la carga efectiva, la que está dada por el producto de 
la masa en cada nivel, M;, y la aceleración del terreno d, (1 ) . El vector de cargas efectivas se obtiene como el 
producto de la matriz de masas y la aceleración del terreno: 

P,(I)=[M]Irld,(l) (1.86} 

donde {r} es un vector de coeficientes de influencia, del que la componente i representa la aceleración de la 
coordenada i debida a una aceleración unitaria en la base. Para el modelo estructural en el que los grados de libertad 
están representados por los desplazamientos horizontales de los niveles, el vector { r} es igual a un v.ector con 
elementos unidad, dado que para una aceleración unitaria de la base en la dirección horizontal todos los grados de 
libertad tienen una aceleración horizontal unitaria. Empleando la ecuación 1.82, la carga efectiva generalizada para el 
enésimo modo es 

P;., ( 1) = ~" d, ( 1 ) 

donde $!',a {$,V !MI {1}. 

(t.871 

Sustituyendo la ecuación 1.87 en la 1.85 se obtiene la expresión para la respuesta sísmica del enésimo modo de un 
sistema de varios grados de libertad: 

q, ( 1) • 2 <P, w, i;, ( 1) • w; q, ( 1) = >!', d, ( 1) 1 M; (1.881 

De manera similar a la empleada para el sistema de un grado de libertad, la respuesta de este modo para cualquier 
instante t puede obtenerse empleando la integral de Duhamel, así: 

>J',/m(l} 
q, ( 1 ) = ---'---

Mn" wn 

donde /.., ( t) representa la integral: 

11.891 
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!m( 1) = J d,(T) e-~.w;¡t-TJ senw,( 1- T) dT 

o 
11.90) 

El desplazamiento completo de la estructura para cualquier instante t se obtiene por la superposición de las 
contribuciones individuales de cada modo; empleando la ecuación 1.79: 

N 

{ V ( 1 ) ) = E 1 <P' ) q, ( 1 ) = [ <1> J { q ( 1 ) ) 11.91) 

~· 
Las fuerzas sísmicas resultantes pueden expresarse en términos de la aceleración efectiva, la cual para cada modo está 
dada por el producto de la frecuencia circular y la amplitud del desplazamiento de la coordenada generalizada: 

>J'w/(1) 
( 1 ) = w' ( 1 ) = ' ' m qM n qn a 

M, 

La aceleración correspondiente al enésimo modo esta dada por: 

{ v,.. ( 1) ) = { <P, ) (¡,.. ( 1) 

y las correspondientes fuerzas sísmicas efectivas: 

{ 1, ( 1) ) = [ M] { v, ( 1) ) = [ M] 1 $,) w, >!',/m ( 1) / M; 

La fuerza sísmica total se obtiene 'sumando las fuerzas modales individuales: 

N 

F ( 1 ) = E !, ( 1 ) = [ M] [ <1> ] w2 q ( 1 ) 
17=1 

El cortante en la base se obtiene sumando las fuerzas sísmicas en toda la altura de la estructura: 

N 

V, ( 1) = E !" ( 1) = 1 1 J' 1 1, ( 1) l = M~ w, !m ( 1) 

~· 
donde M., = ~/ 1 M; es la masa efectiva del enésimo modo. 

11.92) 

11.931 

11.941 

11.951 

(1.96) 

La suma de las masas efectivas para cada modo es igual a la masa total de la estructura. Lo anterior permite 
determinar el número de respuestas modales necesario para calcular adecuadamente la respuesta estructural completa. 
Si la respuesta total ha de ser representada por un número finito de modos y la suma de sus corresplindientes masas 
modales es mayor que un porcentaje predefinido dr !a rr ~sa total, el número de modos considerado en el análisis es 
adecuado. Si este no es el caso, deben considerars• moo~s adicionales. El cortante en la base para el enésimo modo, 
ecuación 1.96, puede expresarse en términos de el peso r ~ectivo, W.,, como: 

w 
V,(l)=-"'w 1 (1) 

g " m 

donde 

N 

(E n: <P. l 
W_, = ...:."...:.'---

... N 

E n: <P~ 
F1 

11.97) 

11.98) 

El cortante en la base puede distribuirse en la altura del edificio de manera similar a la ecuación 1.68, con las fuerzas 
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sísmicas modales expresadas como 

( ~( l)} = [M] 141~1 ~( 1) 

' 
b. Análisis de la respuesta espectral. 

(1.991 

Las ecuaciones anteriores para la respuesta de cualquier modo de vibración son exactamente equivalentes a las 
expresiones desarrolladas para el sistema generalizado de un grado de libertad. Por tanto, la respuesta máxima de 
cualquier modo puede obtenerse de manera similar. Por analogía con las ecuaciónes 1.28 y 1.37 el desplazamiento 
modal máximo puede escribirse como: 

( 1 ) = /m ( 1 )~ = S 
qn m.u W d n 

' 
11.1001 

Haciendo esta substitución en la ecuación 1.89 se obtiene 

(1.1011 

La distribución de los desplazamientos modales en la estructura puede obtenerse multiplicando esta expresión por el 
vector modal 

1 v 1 = 1 41 1 = 1 41, 1 >~', sd, 
n nw: n qnm.u M* 

' 
(1.1021 

Las fuerzas sísmicas efectivas máximas pueden calcularse a partir de las aceleraciones modales dadas por la ecuación 
1.94 

1 f ( 1) 1 = [ ¡lf 1 1 41, 1 >!', s,, 
n ma,: M* 

' 
11.1031 

Sumando estas fuerzas en la altura de la estructura se obtiene la siguiente expresión para el cortante máximo debido 
al enésimo modo: 

V =" 2 S /M' nmax ;;¡.n ¡Mn n 

la cual puede expresarse en términos del peso efectivo como 

V =WS /g .nm.t.' ~ p.Jn 

donde W., se define en la ecuación 1.98. 
... 

Finalmente, el momento de volteo en la base del edificio para el enésimo modo puede determinarse como 

M, = 1 h 1 [ M ] 1 <)l, 1 ';!.,2 S,..., 1 M; 

donde {h} es un vector fila de las alturas de cada entrepiso, por encima de la base. 

3. Combinaciones modales. 

11.1041 

~1.1051 .: .. 

11.1061 

Empleando el análisis de la respuesta espectral en un sistema de varios grados de libertad, la respuesta modal máxima 
se obtiene con el conjunto de modos que se seleccionaron para representar la respuesta espectral. La cuestión ahora 
es como combinar estas respuestas modales máximas para estimar de la mejor manera la respuesta total. Las 
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ecuaciones de la respuesta modal como la 1.91 y 1.95 dan resultados precisos en tanto que sean evaluadas en el 
tiempo. En el análisis espectral, el tiempo ha sido substituido por la respuesta modal máxima. las respuestas máximas 
de cada modo no necesariamente ocurren al mismo tiempo; por tanto se deben combinar de manera que las respuestas 
combinadas se aproximen lo suficiente a la respuesta total máxima. 

Una combinación que se ha empleado es tomar la suma de los valores absolutos de las respuestas modales (SVA). Esta 
combinación puede expresarse como: 

N 

RSVA S L 1 R. 1 (1.107) 
n=l 

Dado que esta combinación supone que los máximos ocurren al mismo tiempo y con el mismo signo, se tiene un límite 
superior de la respuesta muy conservador para diseño. 

Un estimador más razonable, basado en la teoría de las probabilidades, puede obtenerse empleando la raíz-cuadrada 
de la suma de los cuadrados (RCSC); se expresa como: 

R =~N R2 
fiCS( n 

n•1 

11.108) 

Este método ha mostrado dar buena aproximación para sistemas estructurales con frecuencias poco parecidas entre 
sí. o remotamente acopladas. Esto es: 

w.- w 
1 

/+l ~ 0.10 
W¡ 

Para sistemas estrechamente acoplados, se ha propuesto el criterio de la combinación cuadrática completa (CCC) que 
permite incrementar la precisión en la evaluación de la respuesta de ciertos sistemas estructurales. la combinación 
cuadrática completa se expresa como: 

N N 

[ [ R,P, 1 ~ 
r-1 rl 

(1.109) 

donde para amortiguamientos modales constantes, <p, - <p
1
, Vi, j: 

P = . 8 <¡>2 
( 1 + A ) A312 

'
1 

( 1 - A' )2 
+ 4 <p A2 ( 1 + A )2 

(1.110) 

A= w 1 w 
1 ' 

El empleo del método RCSC para sistemas en dos dimensiones y el método de CCC para sistemas en dos o tres 
dimensiones da buenas aproximaciones a la respuesta sísmica de sistemas elásticos sin requerir de un análisis completo 
de la historia de cargas. 

4. Valuación de fuerzas sísmicas. 

Una manera de comparar los efectos de los sismos es empleando espectros de respuesta, los cuales muestran las 
características de los sismos en función de sus efectos (desplazamiento, velocidad, aceleración) sobre las estructuras. 
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Es evidente que durante la vida útil de una estructura, más de una vez estará sujeta a la acción de sismos. Si interesan 
los espectros para obtener las aceleraciones máximas, conviene considerar no sólo el espectro de respuesta de un solo 
sismo, sino los de todos aquellos que pudieran tener efecto sobre la estructura. Para cubrir esta posibilidad se utilizan 
Espectros de Diseño que en cOmbinación con algún método de análisis sísmico proporciona las fuerzas sísmicas de 
diseño o revisión de la estructura. 

los diferentes métodos para determinar las fuerzas sísmicas que actúan en la estructura se especifican en el artículo 
203 del RCDF93, en función de las características especificadas en la sección 2 de las NTC's de Sismo. 

a. Análisis estático. 

El análisis sísmico estático es aplicable a edificios cuya altura no excede 60 m. Para efectuar el análisis se procede de 
la manera siguiente : 

• Se considera que las fuerzas de inercia a diferentes niveles de la estructura forman un conjunto de fuerzas 
horizontales actuando sobre cada uno de los puntos donde se suponen concentradas las masas, incluyendo 
apéndices. 

• Cada una de las fuerzas se considera igual al peso de la masa que corrresponde multiplicado por un coeficiente 
proporcional a la altura de la masa en cuestión sobre el desplante (o nivel a partir del cual las deformaciones 
estructurales son apreciables). 

la forma como se especifica el cálculo de fuerzas horizontales expresa en forma algebraica la variación lineal de 
aceleraciones, de magnitud ajustada para que la fuerza cortante en la base sea igual a: 

la aplicación de los párrafos anteriores conduce a que la fuerza horizontal, F, aplicada en el centro del nivel n está 
dada por la expresión: 

E~ 
0 = {d -- ~ h, (1.111) 

E ~h. 

donde: 

Coeficente sísmico de disrfio, art. 206, RCDF93 y seccLón 3, NTC's de Sismo. 

C/0 
Peso del nivel i. 
Altura del nivel i sobre el desplante. 

Puede demostrarse que el análisis estático es un caso particular del análisis dinámico; en efecto, a partir de la ecuación 
1.88 se tiene 

la amplitud modal máxima está dada por la expresión 1.101: 
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:!', sd n :!', s, 
qm.u.n =-M. 2 w M' n n n 

Para el primer modo: 

:!' 1 S"' q = -'---"=-
~ 1 z M' 

w1 1 

El vector de desplazamientos máximos de la estructura, para ese modo, es: 

O mu 1 = -<fl-, q m.u 1 

El vector de tuerzas de inercia correspondiente resulta: 

Fmax 1 =K Dmax 1 = K4>, :!'1 S = M cjl w 2 ----,~,.c1- S = 
'M*~» , , w2M.· fJd w, 1 1 1 

El vector de fuerzas cortantes respectivas es: 

V =J'F =J'Mcjl ma.x 1 m.u. 1 1 

de donde: 

V ma:o:l 

:!'1 

:!'1 
=-S 

M.' "' 1 

:!'1 
-S=~ M. fJd , 

1 

así, el vector de tuerzas de inercia es: 

F = 
~1 

V 
Mq> ~ 

1 :!' 
1 

por lo que la fuerza de inercia en la masa j es: 

F = 
1 

V 
1 

w 
m "' ~ - 1 "' 1 '+'l¡ T '+' 11 

cjl1M/ g 

w ( 

:!'1 
-S 
M.' "' 1 

:!'1 
Mct> 1 - s_ 

M.' ~ 
1 

Como se mencionó en l. B. B.a. se requiere conocer la forma deformada de la estructura para conocer las fuerzas que 
. '1• • ~- . 

se generan, en este Pi~t¡ :·.se supone que la configuración dP.formada correspondiente al primer modo es lineal. así: 

h 
... - 1 
'+',¡ - H 

y la fuerza de inercia en la masa j es: 

h 
F = w _.!. 
1 1 H 

F = ( 
1 n 

I: 
"1 

w 

WC 
11 W. h I: _._. 

r-1 H 

w h. 
1 1 

w h •• 
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La expresión anterior es equivalente a la de la ecuación 1.111 

Los aspectos sobresalientes ~el método estático son los siguientes: 

• Solo se considera el modo fundamental. 
• La configuración approximada de este modo es lineal; q,, ¡ - h 1/ H 
• La masa equivalente del primer modo es 'igual' al total de la estructura (Carga Muerta + Carga Viva Máxima) 
• Se emplea la ordenada espectral máxima 'C' del espectro de diseño, independientemente del periodo estructural. 

b. Método simplificado de análisis. 

Este tipo de análisis es aplicable a estructuras que cumplan simultáneamente los siguientes requisitos: 

• En cada planta, al menos el75 porciento de las cargas verticales están soprtadas por muros ligados entre sí por 
un sistema de piso suficientemente rígido y resistente al corte. 

• La relación entre longitud y ancho en planta es menor que 2.0 
• La relación ente la altura y el ancho de la base no excede de 1.5 y la altura del edificio es menor que 13 m. 

la razón de las limitaciones anteriores obedece al buen comportamiento sísmico que en general han tenido las 
estructuras que cumplen con estos requisitos. Con este método sólo se necesita verificar que la resistencia al corte 
en cada dirección es suficiente; no es necesario calcular la distribución de elementos mecánicos en los distintos muros 
que formen la cosntrucción, tampoco se hace necesario verificar desplazamientos, torsiones y momentos de volteo. 

los coeficentes de diseño para obtener las fuerzas cortantes en cada nivel se presentan en las NTC's de Sismo. Estos 
se obtuvieron de acuerdo con el método estático, aplicando la reducción que allí se permite en función del valor de a 
y del periodo fundamental de vibración del inmueble. Se tomó a -1 ó 1.5 según el tipo de muros. El periodo 
fundamental se estimó en función de la altura y del tipo de suelo de cimentación. Los coeficientes para edificios en las 
zonas 11 y 111 resultaron muy próximos entre sí, así que se adoptó su promedio para ambas zonas a fin de simplificar las 
tablas ( Instituto de Ingeniería, UNAM, comentarios a las NTC's de Sismo ). 

c. Análisis sísmico dinámico modal. 

Conforme con las NTC's de Sismo toda estructura~pue1i.J aualizarse·co~ un -:Jétodo.dinámico, pero con caracter 
obligatorio aquellas cuya altura exceda 60 m. L'ós mé.todos aceptados de análisis dinámico son el análisis sísmico 
dinámico modal espectral. ASOME y el cálculo paso a paso de r"spuesta a temblores específicos. v :e 

(1 ). Análisis sísmico dinámico modal espectral. 

Este método es de aplicación general cuando se requiere determinar la respuesta lineal de estructuras de varios grados 
de libertad; se basa en el hecho de que la respuesta total es la superposición de las respuestas de los diferentes modos 
naturales de vibración. 

Da acuerdo con las NTC's de Sismo en este método de análisis debe incluirse el efecto de todos los modos naturales 
de vibración con periodo mayor o igual a 0.4 seg y es obligatorio considerar los tres primeros modos de translación en 
cada dirección de análisis. 
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Una vez que se han determinado los modos de vibrar de la estructura, es necesario combinarlos para conocer su 
comportamiento ante una excitación dinámica específica, tomando en cuenta la contribución de cada modo. La 
respuesta final será la combinación de _las respuestas independientes de cada uno de los modos, multiplicadas por un 
factor, denominado coeficiente de participación, ec. 1.88, que al desarrollarla, se convierte en la siguiente expresión: 

" 
L m, <Pn 

{ = _\!'_, = -''-".:..' -­
" M' 

" 

donde: 

" L m."' 2 
''+'n 

i "' 1 

m; Masa del nivel i. 
cjJ " Amplitud del modo n para la masa i. 
n Número de niveles, grados de libertad. 

11.1121 

Con este coeficiente de participación se calculan las respuestas modales y se combinan como se establece en las 
NTC's de Sismo, para calcular las respuestas totales con las expresiones 1.108 o 1.109: 

R =~N R 2 

RCSC " 
~· 

N N 

Rcrr = LLRp.R. 
1'=1 ¡=1 1 11 1 

para sistemas remotamente acoplados y estrechamente acoplados, respectivamente; ésto es, que los periodos de los 
modos naturales en cuestión difieran al menos 10% entre sí, o no. La fuerza cortante basal calculada con este método 
no debe ser menor que 80% de la que corresponde al análisis estático. 

(2). Análisis paso a paso. 

Para aplicar este método las NTC's de Sismo exigen que se usen por lo menos cuatro movimientos representativos. 
Con esto se pretende evitar que se adopten diseños que puedan resultar inseguros porque la estructura en cuestión 
sea poco sensible a las características detalladas de un temblor particular, pero responda en condiciones más 
desventajosas ante otro, que difiera en los detalles, pero que sea representati·:n dF 'a m:~ma intensidad, duración y 
contenido de frecuencia que el primero. 

En general no se aplica para fines de dise~o, por los tiempos de computadora requendos, sino más bien para fines de 
revisión del comportamiento de edificios que han sido sometidos a sismos intensos y han tenido o no daños importantes. 

En este método se puede suponer comportamiento elástico de la estructura o bien comportamiento no lineal, según 
diversas idealizaciones. 

Al igual que en el método anterior, la fuerza cortante basal calculada con este método no deberá ser menor que 80 
porciento de la que predice el análisis estático. 
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EJEMPLOS SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD VIBRACIONES LIBRES SIN AMORTIGUAMIENTO 
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EJEMPLOS SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD VIBRACIONES LIBRES CON AMORTIGUAMIENTO 

,, 

3 
1 

.9 2 l. 
" 1 1 .!!! 
E 1 

"' o 1 
N 

"' ~-1 1 

" o -2 

-3 
00 

3000 

2000 
.1 

·:S·itt oOo, ~~ 
'ü :; ' 
1:! o 
.!!! 

1 
1 

" _. ·~·-1000 '1 

' 
-2000 :1 

¡; 

-3000 ' 
0.0 

VLSA 

1 i 
1 

1\1 11 1 /1 /) 

1 11 1 1\ 1 ' 1 
1 d 1 \' 1 1 1 1 
i 1\ 11 1 1 
1 !1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

' 

11 1 11\ 
\ 1 : " " ·. 1 11' 

02 o 4 0.6 08 
Tiempo 

ACELERACIÓN 
VLSA 

11 ' 1 •• "·, ji\ 

11 1 11\ 

1 
' 

' 1 

i " :1 
i " ;. 1 i 
\ 1 1 

\' 1' 

0.2 0.4 0.6 0.8 
T1empo 

1 

1' 

VLSA 

80 
60 

' 
40 1 

' " 1 •.. 

1 1 

i 

.., 
20 •l 

"' :S " o 1 " o " 1 11 11 

Q) -20 1 

> -40 
\1. 

-60 . ' ' " "' ' 1 ' 
' " ,, ' 1· 'e", '' . ' 1 

-80 ' •' ' o ' 
1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

Tiempo 

1 
1 1 
1 1 
1 i 

1 

1.0 

JOSÉ LUIS TRIGOS Fl UNAM EDUCACIÓN CONTINUA CURSO INTERNACIONAl INGENIERÍA SÍSMICA ANÁliSIS DINÁMICO P 26/27 

·~ 
'" ... 

:Zb 



EJEMPLOS SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD VIBRACIONES FORZADAS SIN AMORTIGUAMIENTO 
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1.- INTRODUCCION 

Uno de los temas del Curso Internacional de Ingeniería Sísmica que cada año organiza la 
División de Educación Continua de la Facultad de Ingeniería, UNAM, es la cuantificación de las 
fuerzas que un sismo de diseño le ocasiona a un edificio, de acuerdo con los métodos que 
recomienda algún código que refleje las experiencias del comportamiento de tales 
edificaciones ante la ocurrencia sistemática de dichos fenómenos naturales de magnitudes 
significativas, como el Reglamento de Construcciones para el Distrito Federal Vigente 
(RCDF87). 

El hablar de edificios implica una geometría muy especial (trabes, columnas, muros, losas, 
etc.) construida con detemninados materiales (concreto acero, mampostería, etc.) que durante 
su vida útil va a estar sometida a una serie de solicitaciones que tiene que resistir, entre las 
que se cuenta las debidas a los sismos. Durante el desarrollo de la tecnología que conduce a 
construir edificaciones seguras y económicas, el ingeniero ha desarrollado una seria de 
método que involucran los conceptos señalados (geometría, material y cargas), que en 
conjunto conducen al concepto de estructura; y , desde luego, que el concepto de cargas, a 
medida que se define con mayor precisión se t1ene que relacionar cada vez mas con los otros 
dos (geometría y material). 

El tratar de cuantificar a uno (fuerzas) de los tres conceptos que definen a las estructuras 
(geometría, material y fuerzas) independientemente de los modelos estructurales del cual 
forman parte, es prácticamente imposible sin involucrar hipótesis simplificadoras que 
necesariamente deben conducir a resultados conservadores. 

Los métodos basados en hipótesis simplificadoras y modelos estructurales simplificados se 
utilizan con mucha frecuencia cuando la herramienta para operarlos consistía únicamente, en 
calculadora, papel y lápiz. Todavía existen algunos métodos y modelos que aún se utilizan 
tanto con las herramientas originales como con las computadoras. Es necesario aclarar que la 
programación de estos métodos es menos integral que con los que se desarrollan para ser 
utilizados con una computadora. 

En este tema se presentan los conceptos que permiten aplicar los métodos que el RCDF87 
recom1enda para la cuantificación de las fuerzas que un sismo de diseño le ocasiona a un 
edificio, a fin de determinar los elementos mecánicos y cinemáticos que dicho sismo de.diseño 
provoca y poder asi determinar los estados límites de falla de servicio que el mismo RCDF87 
establece para lograr un diseño racional de dichas edificaciones. :; 
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2.- MODULACION ESTRUCTURAL DE LAS EDIFICACIONES 

De acuerdo con el análisis estructural, que es la teoría que involucra a los conceptos de 
geometría, material y cargas con las leyes de la mecánica newtoniana, se puede construir 
modelos que son extraordinariamente simples o bien extraordinariamente refinados, según la 
herramienta de trabajo (calculadora, computadora, etc.) de que se disponga para su manejo. 
Desde luego que los modelos refinados (grandes geometría, fuerzas dinámicas, no-linealidad 
geométrica, no-linealidad material, etc.) implican necesariamente el uso de la computadora. 

El Art. 189 de RCDF87 establece que : "Las fuerzas internas (elementos mecánicos) y las 
deformaciones (elementos cinemáticos) producidas por las acciones se determinaran mediante 
un análisis estructural realizado con un método reconocido que tome en cuenta las 
propiedades de los materiales ante el tipo de carga que se consideren. " 

Las normas técnicas complementarias ( NTC ) para diseño y construcción de estructuras de 
concreto y de estructuras metálicas del RCDF87, establecen que dichas estructuras se pueden· 
analizar con métodos que supongan un comportamiento elásticos , lineal. 

Con base en lo anterior el RCDF87 permite utilizar el modelo mas simple del análisis 
estructural: Material Elástico Lineal (material de Hooke) , desplazamientos pequeños (tensor 
de deformaciones infinitesimales) , que es un modelo matemático lineal basado en la teoría de 
la elasticidad lineal y la teoría de la mecánica de materiales. 

2.1 Representación Esquemática 

A fin de tener una referencia de los elementos que definen a un edificio, en la figura 2 .. 1 se 
representa, de manera esquemática, a los siguientes elementos: 

2.1.1 Elementos de la Superestructura 

De acuerdo con la figura 2.1 los elementos que conforman a la superestructura son aquellos 
que sobresalen del suelo en el que se apoya el edificio, y son: 

a) Trabes (elementos barra tridimensionales contenidos en planos horizontales 
denominadas losas). 3 

b) Columnas (elementos barra tridimensionales contenidos en planos verticales). 

e) Muros (elementos sólidos tridimensionales contenidos en uno solo o en 
varios planos verticales). 

d} Losas (elementos tridimensionales contenidos en planos horizontales, idealizados ya 
como diafragmas flexibles o bien como diafragmas rígidos). - -· 

Los elementos de la superestructura se construyen con materiales especificados y controlados 
por el ingeniero. 
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2.1.2 Elementos del Suelo 

El soporte de la estructura lo constituye el suelo, material de dos fases ( fase sólida, 
denominada esqueleto, y fase fluida, generalmente agua y gas ) construido de manera natural, 
por lo que el ingeniero ha desarrollado la tecnología apropiada para su modulación. 

2.1.3 Elementos de la Cimentación 

Los elementos de la cimentación se construyen con materiales especificados y controlados por 
el ingeniero y pueden ser los siguientes: 

a) Contratrabes (elementos barra tridimensional contenidos en planos horizontales 
denominadas losas de cimentación, trabes de liga, etc.). 

b) Zapatas aisladas o corridas (losas y contratrabes). 

e) Muros verticales contenidos en planos verticales. 

d) Losas y cascarones (elementos tridimensionales contenidos en una superficie). 

e) Pilas y pilotes. 

2.2 Elementos Estructurales 

Con base en los elementos estructurales de las edificaciones indicados de manera 
esquemática en la sección 2.1, en esta secciones resumen los conceptos formales de tales 
elementos estructurales en relación con su participación en la construcción de las ecuaciones 
de equilibrio de la edificación. 

El método mas versátil y poderoso para formular, resolver y manejar las ecuaciones de 
equilibrio de las estructuras, es el método de las rigideces o de los desplazamientos (para los 
elementos barras, asociados a las estructuras esqueletales o marcos) y el método del 
elemento finito en su formttlaciñn de los desplazamientos (para los elementos sólidos 
bidimensionales , placas plar.as y cascarones de las estructuras denominadas continuas). La 
versatilidad y poderío de los métodos anteriores están asociados a su adecuación al uso de 
las computadoras. ·· 

Las ecuaciones de equilibrio de los elementos estructurales se establecen en término de los 
puntos nodales que se requieren para definir su geometría. A los puntos nodales de cada 
elemento finito le corresponden diferentes grados de libertad (número de componentes de 
desplazamiento lineales y angulares). 
Para el caso de fuerzas estáticas , las ecuaciones de equilibrio de cada elemento estructural 
se puede escribir, de manera general, de la siguiente manera: 
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f(J = JO + ku 

¡B =JO + f" 
( 2.1 ) 

donde los vectores y la matriz de la ecuación anterior están asociados a los elementos 
mecánicos y cinemáticos de los puntos nodales del elemento estructural, y los nombres mas 
comunes que reciben son los siguientes: 

¡B = Vector de fuerzas equilibrantes 

¡0 = Vector de fuerzas de empotramiento 

!" = ku = Vector de fuerzas de desplazamiento ( 2.2) 

k = Matriz de rigideces 

u = Vector de desplazamiento 

En las ecuaciones 2.1 y 2.2 la magnitud y el numero de los componentes de los vectores y de 
la matriz dependen del numero de puntos nodales y de sus correspondientes grados de 
libertad que definen al elemento estructural. 

2.2.1 Elementos Barra 

Son elementos tridimensionales para representar trabes, columnas, contratrabes, pilas y 
pilotes (fig. 2.2) . Geométricamente bastan dos puntos nodales que definen un eje (casi 
siempre recto) y sus secciones transversales (casi siempre constantes y , por tanto , con una 
basta). sus ecuaciones de equilibrio se obtienen con base en la teoría de la mecánica de 
materiales y para su integración no se requiere del método del elemento finito (MEF) , para las 
barras de eje recto y sección constante. A cada punto nodal se le consideran seis grados de 
libertad, tres lineales y tres angulares. Se presentan casos.particulares.como son las barras 
con tres grados de libertad por nudo (dos lineales y un angular). .. las barras.de·retícula con 
entrepiso con tres grados de libertad por nudo (uno lin.eal y dos angulares), las barras de 
armadura (barras axiales o barras doblemente articuladas) con tres (tridimensionales) y dos 
(bidimensionales) grados de libertad por nudo (que son desplazamiento lineales, ya que los 
angulares son linealmente dependientes por corresponder a articulaciones). En general, los 
vectores tienen seis componentes. 

2.2.2 Elementos sólidos bidimensionales (muros planos) 

Son elementos tridimensionales que únicamente pueden soportar cargas y desplazamientos 
contenidos en su ·superficie media (plana). Geométricamente se pueden definir mediante un 
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triángulo (tres o mas punios nodales) o un cuadrilátero (con cuatro o mas puntos nodales), 
según se indica en la figura. 2.2 . A cada punto nodal normalmente se le asignan dos 
componentes de desplazamiento lineal. Las ecuaciones de equilibrio se establecen mediante 
algunas de las teorías de la mecánica del medio continua (como la teoría de la elasticidad 
lineal) y para su solución se utiliza el MEF. 

2.2.3 Elementos placas planas (losas) 

Son elementos tridimensionales que generalmente se utilizan para soportar cargar 
transversales a su superficie media (plana) . Geométricamente se pueden definir mediante un 
triángulo (tres o mas puntos nodales) o un cuadrilátero (con cuatro o mas puntos nodales), 
según se indica en la figura 2.2 . A cada punto nodal normalmente se le asignan dos 
componentes de desplazamiento (uno lineal y angulares). Las ecuaciones de equilibrio se 
establecen mediante algunas de las teorías de la mecánica del medio continua (como la teoría 
de la elasticidad lineal) y para su solución se utiliza el MEF. 

2.2.4 Elementos cascarones (muros tridimensionales) 

Son elementos tridimensionales que generalmente se utilizan para soportar tanto cargar 
transversales a su superficie media (plana) como cargar transversales en su superficie 
(membrana) . Geométricamente se pueden definir mediante un triángulo (tres o mas puntos 
nodales) o un cuadrilátero (con cuatro o mas puntos nodales), según se indica en la figura 2.2 
.Además de los tres componentes de desplazamiento correspondientes a los elementos losas 
se lo adicionan los tres desplazamientos del elemento membrana (dos lineales contenidos en 
su superficie y uno angular normal a su superficie). Las ecuaciones de equilibrio se establecen 
mediante algunas de las teorías de la mecánica del medio continua (como la teoría de la 
elasticidad lineal) y para su solución se utiliza el MEF. 

2.2.5 Diafragmas flexibles 

Los diafragmas son elementos planos (en los edificios) que unen a varios elementos 
estructurales que los obliga a desplazarse en conjunto, como si fuera una membrana. Desde 
luego que existen desplazamientos relativos entre los elementos unidos por 01 diafragma. A 
cada punto nodal de los elementos estructurales contenido en el diafragma le corresponden 
dos desplazamientos lineales y un angular, que desde luego son independier.i,;s para cada 
punto nodal (fig. 2.2) .Los diafragmas flexibles se modelan mediante el elemento finito 
cascaron del inciso 2.2.4. 

2.2.6 Diafragmas rígidos 

Cuando los desplazamientos relativos entre los elementos unidos por el diafragma (descrito en 
el inciso 2.2.5) son pequeños y se pueden considerar nulos, se dice que el diafragma es rígido 
y , por tanto, los desplazamientos de los puntos nodales contenidos en el diafragma son 
linealmente dependientes de los tres desplazamientos del diafragma (dos lineales y uno 
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angular) . Desde luego que el numero de desplazamientos independientes del diafragma 
rígido (únicamente tres, fig. 2.2) resulta ser mucho menor que el correspondiente a los del 
diafragma flexible (seis por el numero de puntos nodales contenidos en dichos diafragma). 

2.3 Modelos estructurales 

Con el ensamble de los elementos estructurales descritos en el inciso 2.2 se puede construir 
una gran variedad de modelos estructurales que se pueden utilizar en el análisis estructural de 
los edificios. Independientemente de los elementos estructurales que participan en el 
ensamble, las ecuaciones de equilibrio de los modelos estructurales sometidos a cargas 
estáticas resultan ser : 

k U F ( 2.3) 

Los vectores y la matriz de los modelos estructurales dados por la ec. 2.4 se denominan . 

U = Vector de desplazamiento de la estructura (desconocido) 

F = Vector de fuerzas de la estructura (conocido) ( 2.4) 

k = Matriz de rigideces de la estructura (conocida) 

El numero de componentes de los vectores de la estructura (Ec. 2.4) es igual al numero de 
componentes de desplazamiento (lineales y angulares) desconocidos, linealmente 
independientes, de los puntos nodulares de la estructura (grados de libertad de la estructura) . 
los modelos estructurales mas comunes se describen a continuación . 

2.3.1 Marcos Tridimensionales 

Es un modelb e~tructural formado excl~sivamente con los elementos barra descritos en el' 
inciso 2.2.1 .. necesanamente debe contener barras tridimensionales, pero también pueden 
existir combihaciones de barras planas, barras de retícula de entrepiso y barras axiales. " 

2.3.2. Muros tridimensionales 

Este modelo se construye con el ensamble de elementos sólidos bidimensionales (inciso 2.2.2) 
, elementos placas planas (inciso 2.2.3) y elementos cascarones (inciso 2.2.4) , según el tipo 
de carga que actúa en sus respectivas regiones. 
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2.3.3 Muromarcos Tridimensionales 

El modelo de muromarcos tridimensionales es una combinación de los modelos marcos 
tridimensionales y muros tridimensionales. 

2.3.4 Marcos planos 

Este modelo es un caso particular de los marcos tridimensionales y se obtiene mediante el 
ensamble de barras planas, por lo que su geometría y cargas están contenidas en un plano. 

2.3.5. Muros planos 

Este modelo es un caso particular de los muros tridimensionales y se obtiene mediante el 
ensamble de elementos sólidos bidimensionales, por lo que su geometría y cargas están 
contenidas en un plano. 

2.3.6. Muromarcos planos 

El modelo de muromarcos planos es una combinación de los modelos marcos planos y muros 
planos. 

2.3.7 Rigideces de entrepiso 

Este modelo estructural únicamente sirve para simplificar el análisis de marcos planos ante 
fuerzas horizontales. Con algunas hipótesis simplificadoras se hace extensivo a muros y 
planos y a muromarcos planos. 

Como se muestra en la figura 2.3, la estructura plana original (marco, muro, o muromarco) se 
reemplaza por la estructura a base de resortes. La constante del resorte, denominada rigidez 
de entrepiso, se cuantifica de acuerdo con la siguiente expresión: 

( 2.5) 

Los elementos de la Ec. 2.5 se muestran en la figura 2.8 y se definen como : 

/).u¡ = Desplazamiento relativo del i-esimo entrepiso 
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= Desplazamiento horizontal del i-esimo nivel ( 2.6) 

U¡_¡ = Desplazamiento del (i-1)-esimo nivel 

V, = Fuerza constante del i-esimo entrepiso 

Desde luego que en la ec. 2.5 no se conocen los desplazamientos horizontales de los niveles 
y para cuantificar los valores de las ngideces del entrepiso se hacen hipótesis respecto a los 
desplazamientos angulares y fuerzas constantes en los entrepisos y niveles adyacentes (como 
en el caso de las fórmulas de Wilbur). 

Por supuesto que las rigideces de piso se pueden cuantificar mediante el uso de las 
computadoras al estimar las fuerzas horizontales que actúan en las estructuras planas, pero 
resulta mucho menos eficiente que utilizar los métodos de análisis que existen y que fueron 
diseñados para ser manejados por una computadora. 

2.4 Modelos estructurales para el análisis de edificios ante fuerzas sísmicas 

Un concepto básico para cuantificar las fuerzas sísmicas en las edificaciones es el modelo 
estructural utilizado. En este inciso de describen, de manera esquemática, los modelos 
estructurales que se utilizan en el análisis sísmico de las edificaciones. 

2.4.1 Marcos y muromarcos tridimensionales unidos con diafragma flexibles 

El modelo estructural del edificio se forma con los modelos estructurales correspondientes a 
marcos y muromarcos tridimensionales (incisos 2.3.1 y 2.3.3.) unidos mediante un diafragma 
flexible (inciso 2.6) según se muestra en la figura 2.4. 

El numero de ecuaciones de equilibrio esta asociado a los componentes del desplazamiento 
(lineales y angulares) linealmente independientes de los puntos nodales del edificio, que aun 
para edificios relativamente pequerios: resulta ser un numero grande comparado con otros 
modelos Este modelo puede provocar problemas de aproximación debido a que la 
modulación de la ngidez en el plano del· diafragma resulta ser muy grande. 

Desde luego que este modelo estructural únicamente se puede manejar con una computadora 
y se construye al utilizar los programas de propósitos generales en el MEF (NISA, SAP90, 
etc.). 

2.4.2. Marcos y muromarcos tridimensionales unidos con diafragma rígidos 

Algunos programas de propósitos generales basados en el MEF (SAP90) contemplan la 
posibilidad de hacer que los puntos nodales contenidos en un diafragma sean linealmente 
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dependientes respecto a un punto (centro de masas) . Esto obliga a que cada diafragma tenga 
tres grados de libertad, lo que reduce significativamente el numero de ecuaciones que genera 
el modelo del inciso anterior (inciso 2.4.1) y elimina los problemas de aproximación debido a 
las rigideces grandes en los planos del diafragma. 

2.4.3 Subestructuras formadas con marcos y muromarcos tridimensionales unidos con 
diafragma rígidos (ETABS). 

Existen programas de computadora de propósitos especiales (ET ABS se refiere a : Extended 
Three dimensional Analysis of Building System) en los que se toma en cuenta las 
particularidades de los elementos que conforman a un edificio (muros, trabes, columnas, 
juntas, diafragma rígido, etc.). 

La construcción de este modelo se basa en considerar a los marcos y muromarcos 
tridimensionales como una subestructura, según se observa en la fig. 2.5 .De las ecuaciones 
de equilibrio de los marcos y muromarcos tridimensionales se condensan las ecuaciones de 
los grados de libertad que no están asociados a los tres desplazamientos del diafragma rígido, 
mediante una triangulación parcial . El numero de ecuaciones de equilibrio de este modelo es 
igual a tres veces el numero de diafragmas rígidos, que es mucho menor que el modelo 
descrito en el inciso 2.4.1 y también que en el inciso 2.4.2. en caso de existir muros en el 
edificio. 

Al considerar varias subestructuras unidas con el diafragma rígido, existen elementos que 
forman parte de dos o mas subestructuras que, desde luego, se proporcionan 
desplazamientos independientes, a menos que se establezca un criterio que pueda reducir 
este problema característico de este modelo. Otra forma de evitar este problema es considerar 
una sola subestructura que resulta del tamaño del edificio. 

2.4.4 Subestructuras formadas con marcos y muromarcos planos unidos con diafragma 
rígidos (TABS) 

Este modelo corresponde a la versión original del modelo anterior (inciso 2.4.3.) en donde se 
utilizan como subestructuras a las estructuras planas (marcas, muros y muromarcos) , como se 
muestra en la fig. 2.6 . TABS se refiere a : Three'dil!íensional Analysis of Building System. 

En este modelo siempre ex1ste la incompatibilidad de los desplazamientos en los elementos ·· 
comunes de las estructuras planas, a menos que se establezca un criterio que reduzca este 
problema. 

2.4.5 Subestructuras formadas con rigideces de entrepiso (resortes) unidas con diafragma 
rígidos 

Este modelo es una simplificación del modelo anterior (inciso 2.4.4) en donde las 
subestructuras resultan ser las rigideces de entrepiso asociadas a cada muro o muromarco, 
según se indica en la fig. 2.7 
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Las rigideces de entrepiso se consideran que están orientadas en dos direcciones ortogonales 
que forman dos modelos estructurales (unidireccionales) independientes, según se muestra en 
la figura 2. 9. Los grados de libertad de cada modelo estructural independiente esta formado 
por los desplazamientos horizontales de cada diafragma en la dirección que le corresponde al 
modelo (el numero de ecuaciones es igual al numero de diafragmas rígidos). 

Una vez calculadas las fuerzas sísmicas asociadas a cada modelo unidireccional 
independiente, se procede a unir cada diafragma rígido aislado con las rigideces de entrepiso 
que les subyacen y se le aplica la fuerza contante de dicho entrepiso. La fuerza cortante es la 
que se distribuye entre las rigideces de entrepiso que subyacen al diafragma, al considerar el 
equilibrio de cada diafragma independiente de los demás. 

Con la fuerza cortante que a cada rigidez de entrepiso le corresponde, se cuantifican las 
fuerzas sísmicas de cada nivel, que son las que se aplican a las estructuras planas 
correspondientes a las rigideces de entrepiso (marcos, muros y muromarcos). 

2.4.6 Método simplificado del RCDFB7 

En este método, las Normas Técnicas Complementarias (NTC) para diseño y construcción de 
estructuras de mampostería establece que, es admisible considerar que la fuerza cortante que 
toma cada muro es proporcional a su área transversal e ignorar los efectos de torsión. Las 
fuerzas sísmicas con las que se obtienen las fuerzas cortantes se cuantifican de manera 
independiente del modelo estructural del edificio. 

3. PARAMETROS QUE DEFINEN LA MAGNITUD DE LAS FUERZAS 
SISMICAS 

A continuación se resumen los parámetros que el Reglamento de Construcciones para el 
Distrito Federal (RCDF87) considera para cuantificar la magnitud de las fuerzas que un sismo 
de diseño ocasiona a una estructura. 

3.1 Uso de las edificaciones . ' -

De acuerdo con el RCDF87 se tiene ~ue: 

Art. 17 4 Para los efectos de este Título (VI, Seguridad estructural de las 
construcciones) las construcciones se clasifican en los siguientes grupos: 

l. GRUPO A. Construcciones cuya falla estructural podría causar: 

La pérdida de un número elevado de vidas, o 

Pérdidas económicas o culturales excepcionalmente altas, o 
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Que constituyen un peligro significativo por contener sustancias tóxicas o explosivas, 

Asi como construcciones cuyo funcionamiento es esencial a raíz de una emergencia 
urbana como: 

Hospitales y escuelas, 
Estadios, 
Templos, 
Salas de espectáculos y hoteles que tengan salas de reunión que pueden alojar mas 
de 200 personas; 
Gasolinerías, 
Depósitos de sustancias inflamables o tóxicas, 
Terminales de transporte, 
Estaciones de bomberos, 
Subestaciones eléctricas y centrales telefónicas y de telecomunicaciones,. 
Archivos y registros públicos de especial importancia a juicio del DDF, 
Museos, 
Monumentos y 
Locales que alojen equ1po especialmente costoso 

11. GRUPO B. Construcciones comunes destinadas a: 

Vivienda, 
Oficinas y locales comerciales, 
Hoteles y 
Construcciones comerciales e industriales no incluidas en el grupo A, las que se 
subdividen en: 
a) SUBGRUPO 81. 

b) SUBGRUPO 82 .. 

3.2 Coeficiente sísmico 

Construcciones de más de 30 m de altura o con más de 6,000 
m2 de área total construida, ubicadas en las zonas 1 y 11 según 
se define en el artículo 175, y 
Construcciones de más de 15 m de altura o 3,000 m2 de área 
total construida, en zona 111 y 

Las demás de este grupo. 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene: 

Art. 206 El coeficiente sísmico e, es el consiente de la fuerza cortante horizontal que debe 
considerarse que actúa en la base de la construcción por efecto del sismo (Ve) entre 
el peso de ésta sobre dicho nivel (Wo). 

Con este fin se tomará como base de la estructura el nivel de partir el cual sus 
desplazamientos con respecto al terreno circundante comienzan a ser significativos. 
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Para calcular el peso total se tendrán en cuenta cargas muertas y vivas que 
correspondan según los capítulos IV y V de este Título (VI). 

El coeficiente sísmico para las construcciones clasificadas como grupo 8 en el artículo 
17 4 se tomarán los siguientes valores: · 

Zona No. 
1 
11 

111 

Coeficiente sísmico ( e ) 
0.16 
0.32 
0.40 

A manos que se emplee el método simplificado de análisis en cuyo caso se aplicarán 
los coeficiente que fijen las NTC, y a excepción de las zonas especiales en las que 
dichas NTC especifiquen otros valore de c. 

Para las estructuras del Grupo A se incrementará el coeficiente sísmico en 50 por 
ciento. 

De acuerdo con lo anterior se puede escribir 
V 

e = - 0 = Coeficiente sísmico 
Wa 

donde: 

No mv 

V0 = ¿ F, = Fuerza cortante en la base 
¡ = 1 

No mv 

Wo = ¿ W; = Peso de la construcción 
r = 1 

F, = Fuerza sísmica en el i-ésimo nivel 

w, = Peso de ia construcción en el i-ésimo nivel 

3.3 Zonificación sísmica 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene 

( 3.1 ) 

Art. 175. Para fines de estas disposiciones, el DF se considera dividido en las zonas 1, 11 y 111, 
dependiendo del tipo de suelo. 
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Las características de cada zona y los procedimientos para definir la zona que 
corresponde a cada predio se fijan en el capitulo VIl (Diseño de cimentaciones) de 
este Titulo (VI. Seguridad estructural de las construcciones). 

Art. 219 Para fines de este Titulo (VI) el DF se divide entres zonas con las siguientes 
características generales: 

Zona l. LOMAS, formadas por rocas o suelos generalmente firmes que fueron 
depositados fuera del ambiente lacustre, pero en los que pueden existir, 
superficialmente o incrustados, depósitos arenosos en estado suelto o 
cohesivos relativamente blandos. En esta zona, es frecuente la 
presencia de oquedades en rocas y de cavernas y túneles excavados 
en suelos para explotar minas de arena. 

Zona 11. TRANSICION, en la que los depósitos profundos se encuentran a 20 m 
de profundidad o menos, y que está constituida predominantemente por 
estratos arenosos y limoarenosos intercalados con capas de arcilla 
lacustre; el espesor de éstas es variable entre decenas de centímetros 
y pocos metros, y 

Zona 111. LACUSTRE, integrada por potentes depósitos de arcilla altamente 
compresible, separados por capas arenosas con contenido diverso de 
limo o arcilla. Estas capas arenosas son de consistencia firme a muy 
dura y de espesores variables de centímetros a varios metros. 
Los depósitos lacustres suelen estar cubiertos superficialmente por 
suelos aluviales y rellenos artificiales; el espesor de este conjunto 
puede ser superior a 50 m. 

La zona a que corresponda un periodo se determinará a partir de las investigaciones que se 
realicen en el subsuelo del predio objeto de estudio, tal y como lo establecen las NTC. En caso 
de construcciones ligeras o medianas, cuyas características se definirán en dichas normas 
(NTC para cimentaciones) podrá determinarse la zona mediante el mapa incluido en las 
mismas (ver fig. 1 NTC para cimentaciones), si el predio está dentro de la porción zonificada; 
los predios ubicados a menos de 200 m de las fronteras entre dos de las zonas antes 
descritas se supondrán ubicados en la más desfavorable. 

Art. 220 La investigación del subsuelo del sitio mediante exploración de campo y pruebas 
de laboratorio debf> ser suficiente para definir de manera confiable: 

Los parámetros de diseño de la cimentación. 
La variación de los mismos en la planta del predio. 
Los procedimientos de construcción. 
Además deberá ser tal que permita definir· 

l. En la zona 1 a que se refiere el articulo 219 del RCDF, si existen en 
ubicaciones de interés materiales sueltos superficiales, grietas, 
oquedades naturales o galerías de minas, y en caso afirmativo su 
apropiado tratamiento, y 
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11. En las zonas 11 y 111 del artículo mencionado en la fracción anterior, la 
existencia de restos arqueológicos, cimentaciones antiguas, grietas, 
variaciones fuertes de estratigrafía, historia de carga del predio o cualquier 
otro factor que pueda originar asentamiento diferenciales de importancia, 
de modo que todo ello puede tomarse en cuenta en el diseño. 

Las NTC para cimentaciones en su capítulo 2 (Investigaciones del subsuelo) establecen la 
tabla Y los requisitos mínimos para la investigación del subsuelo para las construcciones 
ligeras o medianas de poca extensión y con excavaciones someras, y para las construcciones 
pesadas, extensas o con excavaciones profundas. 

Las NTC para sismo en su capitulo 3 (Espectros para diseño sísmico) establecen que el 
coeficiente, e, que se obtiene del Art. 206 del RCDF87 salvo en la parte sombreada de la zona 
11 (ver fig. 3.1 de dichas NTC) toma los sigu1entes valores: 

e = 0.4 para las estructuras del grupo B y 

e = 0.6 para las estructuras del grupo A. 

3.4 Condiciones de regularidad 

De acuerdo con las NTC para el diseño por sismo, en su capitulo 6, para que una estructura 
pueda considerarse regular debe satisfacer los siguientes requisitos: 

1. Su planta es sensiblemente simétrica con respecto a dos ejes ortogonales por lo que toca a 
masas, así como a muros y otros elementos resistentes. 

2. La relación de su altura a la dimensión menor de su base no para de 2.5. 
3. La relación de largo a ancho de la base no excede de 2.5. 
4. En la planta no tiene entrantes ni saliente cuya dimensión exceda de 20 por ciento de la 

dimensión de la planta medida paralelamente a la dirección que se considera de la entrante 
o la saliente. 

5. En cada nivel tiene un sistema de techo o piso rígido y resistente. 
6. No tiene aberturas en sus sistemas de techo o piso cuy'~ dimensión exceda de 20 por ciento 

de la dimensión en planta medida paralelamente a léi -dimensión que se considere de la 
abertura, las áreas hechas no ocasionan asimetrías significativas ni difieren de posición de 
un piso a otro y el área total de aberturas no excede en ningún nivel de 20 por ciento del 
área de la planta. 

7. El peso de cada nivel, que incluye la carga viva que debe considerarse para diseño sísmico, 
no es mayor que el del piso inmediato inferior, ni excepción hecha del último nivel de la 
construcción, es menor que 70 por ciento de dicho peso. 

8. Ningún poso tiene un área, delimitada por los paños exteriores de sus elementos 
resistentes verticales, mayor que la del piso inmediato inferior ni menos que 70 por ciento 
de ésta. Se exime de este último requisito únicamente al último piso de la construcción. 

9. Todas las columnas están restringidas en todos los pisos en dos direcciones ortogonales 
por diafragmas ortogonales y por trabes o losas planas. 
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10.La ngidez al corte de ningún entrepiso excede en más de 100 por ciento a la del entrepiso 
inmediatamente rnferior. 

11. En ningún entrepiso la excentricidad torsional calculada estáticamente, e., excede del 1 O 
por ciento de la dimensión en planta de ese entrepiso medida paralelamente a la 
excentricidad mencionada. 

NOTA: En el capitulo 4 (Reducción de fuerzas sísmicas) de las NTC para diseño por sismo 
(inciso 4.4.2 de estas notas) se especifica que: " ... En el diseño sísmico de las 
estructuras que no satisfacen las condiciones de regularidad que fija la sección 6 
de estas normas, se multrplicará por 0.8 el valor de Q'." 

3.5 Factor de comportamiento sísmico 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene que 

Art. 207. Cuando se aplique el método estático o un método dinámico para análisis sísmico, 
podrán reducirse con fines de diseño las fuerzas sísmicas calculadas, empleando 
para ello los criterios que las NTC, en función de las características estructurales y 
del terreno. Los desplazamientos calculados de acuerdo con estor métodos, 
empleando las fuerzas sísmicas reducidas, deben multiplicarse por el factor de 
comportamiento sísmico que marquen dichas Normas. 

Los coeficientes que especifique las NTC para la aplicación del método 
simplificado de análisis tomarán en cuenta todas las reducciones que procedan por 
los conceptos mencionados. Por ello las fuerzas sísmicas calculadas por este 
método no deben sufrir reducciones adicionales. 

De acuerdo con las NTC para sismos del RCDF87 en su capítulo 5, los valores de los factores 
del comportamiento sísmico, Q, se especifican a continuación: 

l. Se usará Q = 4 cuando se cumplan los requisitos siguientes: 

1. La resistencia en todos los entrepisos es suministrada exclusivarnent-= 
Por marcos no contraventeados de acero o concreto reformados, o bien 
Por marcos contraventeados o con muros de concreto reforzados en los que cada 
entrepiso los marcos son capaces de resistir, sin contar muros ni contravientos, 

·cuando menos 50 por ciento de la fuerza sísmica actuante. 
2. Si hay muros ligados a la estructura en la forma especificada en el caso Y del artículo 

204 del RCDF87, éstos se deben tener en cuenta en el análisis, pero su contribución 
a la capacidad ante fuerzas laterales sólo se tomará en cuenta si estos muros son de 
piezas macizas, y los marcos, sean o no contraventeados, y los muros de concreto 
reforzado son capaces de resistir al menos 80 por ciento de las fuerzas laterales 
totales srn la contribución de los muros de mampostería. 
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3. El mínimo cociente de la capacidad resistente de un entrepiso entre la acción de 
diseño no difiere en más de 35 por ciento del promedio de dichos cociente para todos 
los entrepisos. Para verificar el cumplimento de este requisito, se calculará la 
capacidad resistente de cada entrepiso teniendo en cuenta todos los elementos que 
puedan contribuir a la resistencia, en particular los muros que se hallen en el caso 1 a 
que se refiere el artículo 204 del Reglamento. · 

4. Los marcos y muros de concreto reforzado cumplen con los requisitos que fijan las 
normas técnicas complementarias correspondientes para marcos y muros dúctiles. 

5. Los marcos rígidos de acero satisfacen los requisitos para marcos dúctiles que fijan 
las normas técnicas complementarias correspondientes. 

11. Se adoptará Q = 3 cuando se satisfacen las condiciones 2, 4 y 5 del caso 1 y en cualquier 
entrepiso dejan de satisfacerse las condiciones 1 ó 3 especificadas para el caso 1 pero la 
resistencia en todos los entrepisos es suministrada: 

Por columnas de acero o de concreto reforzado con losas planas, 
Por marcos rígidos de acero, 
Por marcos de concreto reforzado, 
Por muros de concreto reforzado, 
Por combinaciones de muros de concreto reforzado y por marcos o por diafragmas· de 
madera contrachapada. 

Las estructuras con losas planas deberán cumplir los requisitos que sobre el particular 
marcan las normas técnicas comentarías para estructuras de concreto. 

111. Se usará Q = 2 cuando la resistencia a fuerzas laterales es suministrada 

Por losas planas con columnas de acero o de concreto reforzado, 
Por marcos de acero o de concreto reforzado, contraventeados o no, 
Por muros o columnas de concreto reforzado, 

que no cumplen en algún entrepiso lo especificado por los casos 1 y 11 de esta sección, o 

Por muros:.de rpampostería de piezas macizas confinados por castillos,. dalas, columnas 
o trabes de concreto reforzado o de acero que satisfacen los requisitos de las normas 
técnicas ~omplementarias respectivas, o diafragmas construidos con duelas inclinadas o 
por sistemas de muros formados por duelas de madera horizontales o verticales 
combinados con elementos diagonales de madera maciza. 

También se usará Q = 2 cuando la resistencia es suministrada por elementos de concreto 
prefabricado o preforzado, con la excepciones que sobre el particular marcan las normas 
técnicas complementarias para estructuras de concreto. 

IV. Se usará Q = 1.5 cuando la resistencia a fuerzas laterales es suministrada en todos los 
entrepisos 
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Por muros de mampostería de piezas huecas, confinados o con refuerzo interior, que 
satisfacen los requisitos _de las normas técnicas complementarias respectivas, o 
Por combinaciones de dichos muros como elementos como los descritos para los casos 
11 y 111, o por marcos y armaduras de madera. 

V: Se usará Q = 1 en estructuras cuya resistencia a fuerzas laterales es suministrada al menos 
parcialmente por elementos o materiales de los arriba especificados, a menos que se haga 
un estudio que demuestre, a satisfacción del Departamento del Distrito Federal, que se 
puede emplear un valor más alto que el que aquí se especifica. 

En todos los casos se usara toda la estructura en la dirección de análisis el valor mínimo que 
Q que corresponde a los diversos entrepisos de la estructura en dicha dirección. 

El factor Q puede diferir en las dos direcciones ortogonales en que se analiza la estructura, 
según sean las propiedades de ésta en dichas direcciones. 

3.5.1 Condiciones para marcos dúctiles de concreto 

Con base en los puntos 1.4 y 11 del inciso 3.5, se reproduce el Capítulo 5, Marcos dúctiles, de 
las NTC para diseño y construcción de estructuras de concreto del RCDF87. 

3.5.1. 1 Requisitos generales 

Los requisitos de este capitulo se aplican a marcos colados en el lugar, diseñados por sismo 
con un factor de comportamiento sísmico, Q = 4. También se aplican a los marcos de 
estructuras colocadas en el lugar diseñadas con Q = 4, formadas por marcos y muros de 
concreto reforzado que cumplan con el inc1so 4.5.2 (de las NTC para diseño y construcción de 
estructuras de concreto del RCDF87), que debe incluir el inciso b) de esa sección, o marcos y 
contravientos que cumplan con el inciso 4.6 (de las NTC para diseño y construcción de 
estructuras de concreto del RCDF87), en las que la fuerza cortante resistida por los marcos 
sea, al menos, el 50 por ciento del total y, así mismo, a los marcos de estructuras coladas en 
el lugar, diseñadas con Q = 3 y formadas por marcos y muros o contravientos que cumplan 
con el inciso 4.5.2 (de las NTC para diseño y construcción de estructuras de concreto de 
RCDF87), que debe inclu1r el inciso 8) de esa sección, o ·el inciso-4.6 (de las NTC para diseño 
y construcción de estructuras de concreto del RCDF87), en las que la fuerza cortante resistida 
por los marcos sea menor que el 50 por c1ento del total. En todos los casos anteriores, los 
requisitos se aplican también a los elementos estructurales de la cimentación. 

Sea que la estructura esté formada sólo de marcos o de marcos y muros o contravientos, 
ningún marco se debe diseñar para resistir una fuerza cortante horizontal menor que el 25 por 
ciento de la que le correspondería si trabajara aislado del resto de la estructura. 

La resistencia especificada del concreto, f',, no debe ser menor de 200 Kg/cm2 

Las barras de refuerzo deben ser corrugadas de grado no mayor de el 42 y deben cumplir con 
los requisitos de las normas NOM-86. Además, las barras longitudinales de vigas y columnas 
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deben tener fluencia definida, bajo un esfuerzo que no exceda al esfuerzo de fluencia 
especificado en mas de 1,300 Kg/cm', y su resistencia real debe ser, al menos, igual a 1.25 
veces su esfuerzo real de fluencia. 

Se deben aplicar las disposiciones de estas normas (NTC para diseño y construcción de 
estructuras de concreto del RCDF87) que no se modifiquen en este capitulo. 

3.5.1.2 Miembros de flexión 

Los requisitos de este inciso se aplican a miembros principales que trabajan esencialmente a 
flexión. Se incluyen vigas y aquellas columnas con cargas axiales pequeñas, tales que: 

( 3.2) 

3.5.1.2.1 Requisitos geométricos 

a) El claro libre debe ser menor que cuatro veces el peralte efectivo. 

b) En sistemas de viga y losa monolítica, la relación entre la separación de apoyos que 
eviten el pandeo lateral y el ancho de la viga no debe exceder de 30. 

e) La relación entre el peralte y ancho no debe ser mayor que 3. 

d) El ancho de la viga no debe ser menor de 25 cm, ni debe exceder el ancho de las 
columnas a las que llega. 

e) El eje de la viga no debe separarse horizontalmente el eje de la columna mas de un 
décimo de la dimensión transversal de la columna normal a la viga. 

3.5.1.2.2 Refuerzo longitudinal 

En toda sección se debe disponer de refuerzo tanto en el lecho inferior como en el"'supérior. 
En cada lecho el área de refuerzo no debe ser menor que 

R 0.7 
. 

( 3.3) 

Y debe constar, al menos, por dos barras corridas de 12.7 mm de diámetro (No. 4). El área de 
acero a tensión no debe exceder de 75 por ciento de la correspondiente a la falla balanceada 
de la sección. 
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El momento resistente positivo en la unión con un nudo no debe ser menor que la mitad del 
momento resistente negativo que se suministre en esa sección. En ninguna sección a lo largo 
del miembro el momento resistente negativo, ni el resistente positivo, deben ser menores que 
la cuarta parte del máximo momento resistente que se tenga en los extremos. 

En las barras para flexión se permiten traslapes solo si en la longitud del traslape se suministra 
refuerzo transversal de confinamiento (refuerzo helicoidal o estribos cerrados); el paso o la 
separación de este refuerzo no debe ser mayor que 0.25 d, ni que 10 cm. Las uniones por 
traslapes no se permiten en los casos siguientes: 

a) Dentro de los nudos 

b) En una distancia de dos veces el peralte del miembro, medida desde el paño del nudo, 
y 

e) En aquellas zonas donde el análisis indique que se forman articulaciones plásticas. 

Con el refuerzo longitudinal pueden formarse paquetes de dos barras cada uno. 

Se permiten uniones soldadas o con dispositivos mecánicos, que cumplan con los requisitos 
del inciso 3. 9 (NTC para diseño y construcción de estructuras de concreto del RCDF87), a 
condición de que en toda sección de unión, cuando mucho, se unan barras alternadas y que 
las uniones de barras adyacentes no disten entre sí menos de 60 cm en la dirección 
longitudinal del miembro. 

3.5.1.2.3 Refuerzo transversal para confinamiento 

Se debe suministrar estribos cerrados de , al menos, 7.9 mm de diámetro (No. 2.5) que 
cumplan con los requisitos de los párrafos que siguen, en las zonas siguientes: 

a) En cada extremo del miembro sobre una distancia de dos peraltes medida a partir del 
paño del nudo, y 

b) En la porción del elemento que se halle a una distancia igual a dos peraltes (2h) de 
toda sección donde se suponga~1 o''el análisis lo indique, que se va a formar una 
articulación plástica (si la articulación se forma en una sección intermedia, los dos 
peraltes se deben tomar a cada lado de la secci!5i\). 

El primer estribo se debe colocar a no mas de 5 cm de la cara del miembro de apoyo. La 
separación de los estribos no debe exceder los valores siguientes: 

a) 0.25 d 
b) Ocho veces el diámetro de la barra longitudinal mas delgada 
e) 24 veces el diámetro de la barra del estribo 
d) 30 cm 
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Los estribos a que se refiere esta sección deben ser cerrados, de una pieza, y deben rematar 
en una esquina con dobleces de 135 grados, seguidos de tramos rectos de no menos de 1 O 
diámetros de largo. En c:ada esquina del estribo debe quedar, al menos, una barra longitudinal. 
Los radios de doblez deben cumplir con los requisitos del inciso 3.8 (NTC para diseño y 
construcción de estructuras de concreto del RCDF87). La localización del remate del estribo 
debe alternarse uno a otro. 

En las zonas definidas en el primer párrafo de esta sección, las barras longitudinales de la 
periferia deben tener soporte lateral que cumpla con el inciso 3.3 (NTC para diseño y 
construcción de estructuras de concreto del RCDF87). 

Fuera de las zonas definidas en el primer párrafo de esta sección, la separación de los 
estribos no debe ser mayor que 0.5d a todo lo largo. En toda la viga la separación de estribos 
no debe ser mayor que la requerida por fuerza cortante. 

3.5.1.2.4 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos que trabajan principalmente a flexión se deben dimensionar de manera que no 
se presente falla por cortante antes que puedan formarse las articulaciones plásticas en sus 
extremos. Para ello, la fuerza cortante de diseño se obtiene del equilibrio del miembro entre 
caras de apoyo; se debe suponer que en los extremos actúan momentos del mismo sentido 
valuados con las propiedades del elemento en esas secciones, sin factores de reducción, y 
con el esfuerzo en el acero de tensión, al menos, igual a 1.25 fy. A lo largo del miembro deben 
actuar las cargas correspondientes multiplicadas por el factor de carga. 

Como opción, pueden dimensionarse con base en la fuerza cortante de diseño obtenida del 
análisis, si el factor de resistencia FR. se le asigna un valor de 0.6, en lugar de 0.8. 

El refuerzo para fuerza cortante debe estar formado por estribos verticales cerrados de una 
pieza, de diámetro no menor de 7.9 mm (No. 2.5), rematados como se indica en el inciso 
3.5.1.2.3. 

3.5.1.3 Miembros a flexocompresión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros en los que la carga axial de diseño sea 
tal que. 'fe<·' " .. • • • r 

( 3.4) 

3.5.1.3.1 Requisitos geométricos 

a) La dimensión transversal minima no debe ser menor que 30 cm. 
b) El área A9 , debe cumplir con la condición. 
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A 
P, 

>-­
g - 0.5f'c 

( 3.5) 

e) La relación entre la menor dimensión transversal y la dimensión transversal 
perpendicular no debe ser menor que 0.4. 

d) La relación entre la altura libre y la menor dimensión transversal no debe exceder de 
15. 

3.5.1.3.2 Resistencia mínima a flexión 

Las resistencias a flexión de las columnas en un nodo deben satisfacer la siguiente condición. 

L Me> 1.5 L M9 

donde: 

L: Me= Suma de los momentos resistentes de diseño de las columnas que 

llegan a ese nodo, referidas al centro del nudo 

L: M9 = Suma de los momentos resistentes de diseño de las vigas que 

llegan al nodo, referidas al centro de éste 

Las sumas anteriores deben realizarse de modo que los momentos de las columnas se 
opongan a los de las vigas. La condición debe cumplirse para los dos sentidos en que puede 
actuar el sismo. 
Al calcular la carga axial de diseño para la cual se valúe el momento resistente, Me, de una 
columna, la fracción de dicha carga debida al sismo se debe tomar igual al doble de la 
calculada, cuando esto conduzca a un momento resistente menor. En tal caso, la columna se 
debe dimensionar al tomar en cuenta el incremento de carga mencionada. El factor de 
resistencia por flexocompresión se debe tomar igual a 0.8. 

Como opción, las columnas pueden dimensionarse con los momentos y fuerzas axiales de 
diseño obtenidos del análisis, si el factor de resistencia por flexocompresión se le asigna el 
valor de 0.6. 

3.5.1.3.3 Refuerzo longitudinal 

La cuantía del refuerzo longitudinal, p, debe satisface la siguiente condic1ón. 

0.01 ~ p ~ 0.04 ( 3.7) 
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Solo se deben formar paqüetes de dos barras. 

El traslape de barras longitudinales solo se permite en la mitad del elemento; estos traslapes 
deben cumplir con los requisitos del inciso 3. 9 (NTC para diseño y construcción de estructuras 
de concreto del RCDF87). Las uniones soldadas o con dispositivos mecánicos que cumplan 
con los requisitos del inciso 3. 9 (NTC para diseño y construcción de estructuras de concreto 
del RCDF87), pueden usarse en cualquier localización con tal de que en una misma sección 
cuando mas se unan barras alternas y que las uniones de barras adyacentes no disten entre si 
menos de 60 cm en la dirección longitudinal del miembro. 

El refuerzo longitudinal debe cumplir con las disposiciones del inciso 3 (NTC para diseño y 
construcción de estructuras de concreto del RCDF87) que no se modifican en este inciso. 

3.5.1.3.4 Refuerzo transversal 

Debe cumplirse con los requisitos del inciso 3.3 (NTC para diseño y construcción de 
estructuras de concreto del RCDF 87) y los de 1 inciso siguiente (inciso 3.5.1.3.5), y con los 
requisitos mínimos que aquí se establecen. No debe ser de grado mayor que el 42. 

Se debe suministrar el refuerzo transversal mínimo que se especifica enseguida en ambos 
extremos de la columna, en una longitud no menor que. 
a) La mayor dimensión transversal de ésta 
b) Un sector de su altura libre 
e) 60 cm 

En la parte inferior de columnas de pantalla baja este refuerzo debe llegar hasta media altura 
de la columna, y debe continuarse dentro de la cimentación, al menos, una distancia igual a la 
longitud de desarrollo en compresión de la barra mas gruesa (en los nudos se debe cumplir 
con los requisitos del inciso 3.5.1.4 que se indican posteriormente. 

a) En columnas de núcleo circular, la cuantía, volumétrica de refuerzo helicoidal o de 
estribos circulares, Ps, debe cumplir con la siguiente relación. 

Ps 2 0.45 ( ~~ - 1) 
fy 

f 'c 
P5 2 0.12 -·­

fy 

f'c 

fy 

( 3.8) 

b) En columnas de núcleo rectangular, la suma de las áreas de estribos y grapas, Ash. en 
cada dirección de la sección de la columna debe cumplir con la relación. 
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Ash ~ 0.3( ~~ -]) f'c 
sh, 

.fy 

( 3.9) 

Ash ~ 0.12 sh, 

donde: 

A, = Area transversal del núcleo, hasta la orilla exterior del refuerzo transversal 

A, = Area transversal de la columna 

f, = Esfuerzo de fluencia del refuerzo transversal 

h, = Dimensión del núcleo, normal al esfuerzo de área Ash 

s = Separación del refuerzo transversal 
Este refuerzo transversal debe estar formado por estribos de una pieza, sencillos o 
sobrepuestos, de diámetro no menor de 9.5 mm (No. 3) y rematados como se indica en el 
inciso 3.5.1.2.3. Puede complementarse con grapas del mismo diámetro que los estribos, 
espaciados igual que éstos a lo largo del miembro. Cada extremo de una grapa debe abrazar 
a una valla longitudinal de la periferia con doblez de 135 grados, seguido de un tramo recto 
de, al menos, 10 diámetros de la grapa. 

La separación del refuerzo transversal no debe exceder de la cuarta parte de la menor 
dimensión transversal del elemento, ni de 10 cm. 

La distancia centro a centro, transversal al eje del miembro, entre ramas de estribos 
sobrepuestos no debe ser mayor de 45 cm, y entre grapas y ramas de estribos sobrepuestos 
no debe ser mayor de 25 cm. Si el refuerzo consta de estribos sencillos, la mayor dimensión 
de éste no debe exceder de 45 cm. 

En el resto de la column<: el refuerzo transversal debe cumplir con los requisitos del inciso 3 
(NTC para diseño y construcción de estructuras de concreto del RCDF87). 

3.5.1.3.5 Requisitos para fuer<:a cortante 

Los elementos a flexocompresión se deben dimensionar de manera que no fallen por fuerza 
cortante antes que se formen las articulaciones plásticas en las vigas. Para ello la fuerza 
cortante de diseño se debe obtener del equilibrio del elemento en su altura libre al suponer en 
cada extremo un momento igual a la mitad de 1.5Lm9 (definida en la sección 3.5.1.3.2). En el 
extremo inferior de columnas de planta baJa se debe usar el momento resistente de diseño de 
la columna obtenido con la carga axial de diseño que conduzca al mayor momento resistente. 
En el extremo superior de columnas del último entrepiso se debe usar 1.5Lm9. 

25 



Cuando las columnas se dimensiones por flexocompresión con el procedimiento optativo 
incluido en el inciso 3.5.1.3.2, el dimensionamiento por fuerza cortante se debe realizar a partir 
de la fuerza de diseño obtenida del análisis, y utilizar un factor de resistencia igual a 0.5. 

En elementos a flexocompresión en que la fuerza axial de diseño, incluyendo los efectos del 
sismo, sea menor que A9f',/20, al calcular el refuerzo para fuerza cortante, si la fuerza cortante 
de diseño causada por el sismo es igual o mayor que la mitad de la fuerza cortante de diseño 
calculada según los párrafos anteriores, se puede despreciar la contribución del concreto V,. 

El refuerzo para fuerza cortante debe estar formado por estribos cerrados, de una pieza, 
rematados como se indica en el inciso 3.5.1.2.3, o por hélices continuas, ambos de diámetros 
no menor que 9.5 mm (No. 3) y de grado no mayor que el 42. 

3.5.1.4 Uniones viga-columna 

3.5.1.4.1 Requisitos generales 

La fuerza que intervienen en el dimensionamiento por fuerza cortante de la unión se debe 
determinar al suponer que el esfuerzo de tensión en las barras longitudinales de las vigas que 
llegan a la unión es 1.25 fy. 

El refuerzo longitudinal de las vigas que llegan a la unión debe pasar dentro del núcleo de la 
columna. 

En los planos estructurales deben incluir dibujos, acotados y a escala, del refuerzo en las 
uniones viga-columna. 

Una unión viga-columna o nudo se define como aquella parte de la columna comprendida en 
el peralte de las vigas que llegan a ella. 

3.5.1.4.2 Resistencia a fuerza cortante 

Se debe admitir revisar la resistencia del nodo a fuerza cortante en cada dirección principal de 
la sección en forma independiente. La fuerza cortante se deb_¡¡ cal¡:ular. en un plano horizontal 
a media altura del nodo. "' • 

' 

En nudos confinados como se dice en el inciso 3.5.1.4.2, la_res.istencia de diseño a fuerza 
cortante se debe tomar 1gual a 

(3.11) 

En otros nodos se debe tomar igual a. 
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(3.12) 

be es el ancho efectivo del nodo 

h es la dimensión transversal de la columna en la dirección de la fuerza. 

El ancho b. debe tomar igual al promedio del ancho de la o las vigas consideradas y la 
dimensión transversal de la columna normal a la fuerza, pero no mayor que el ancho de la o 
las vigas mas h. 

3.5.1.4.4 Anclaje del refuerzo 

Toda barra de refuerzo longitudinal de vigas que termine en un nudo debe prolongarse hasta 
la cara lejana del núcleo de la columna y rematarse con un dobles a 90 grados, seguido de un 
tramo recto n menor de 12 diámetros. La sección critica para revisar el anclaje de estas barras 
debe ser el plano externo del núcleo de la columna. La revisión se debe efectuar de acuerdo 
con la sección 3.1.1 e (NTC para diseño y construcción de estructuras de concreto RCDF87), 
donde es suficiente usar una longitud de desarrollo del 90 por ciento de la allí determinada. 

Los diámetros de las barras de vigas y columnas que pasen rectos a través de un nudo deben 
selecionarse de modo que cumplan las relaciones siguientes: 

h(columna)/db (barras de viga) 2 20 

donde: 
h (columna es la dimensión transversal de la columna en la dirección de las barras de viga 
consideradas. 

Si en la columna superior del nudo se cumple que: 

Pu 
---2 OJ 
Agf'c 

se puede tomar la relación siguiente: 

h(viga)/db (barras de columna) 2 15 

(3.14 ) 

(3.15) 

27 



La relación dada por la Ec. 3.15 también es suficiente cuando en la estructura los muros de 
concreto reforzado resisten más del 50 por ciento de la fuerza lateral total. 

3.5.1.5 Sistemas losa plana-columnas para resistir sismo 

Si la altura de la estructura no excede de 20 m y, además, existen al menos tres crujías en 
cada dirección o jay trabes de borde, para el diseño por sismo se puede usar Q = 3; también 
puede aplicarse este valor cuando el sistema se combine con muros de concreto reforzado 
que cumple con 4.5.2, incluyendo el inciso b de esa sección (NTC para diseño y construcción 
de estructuras de concreto del RCDF87), y que resistan no menos del 75 por ciento de la 
fuerza lateral. Cuando no se satisfagan las condiciones anteriores, se debe usar Q = 2. Con 
relación a los valores de Q, debe cumplirse, además, conrrespondientes incisos anteriores 
(que es el Cap 5 del las NTC para diseño y construcción de estructuras de concreto del 
RCDF87). En todos los casos se deben respetar las disposiciones siguientes: 

Las columnas deben cumplir con los requisitos de 3.5.1.3 para columnas de marcos 
dúctiles, excepto en lo referente al dimensionamiento por flexocompresión, el cual sólo 
se debe realizar mediante el procedimiento optativo que se establece en el inciso 
3.5.1.3.2. 

11 Las uniones losa-columna deben cumplir con los requisitos de 3.5.1.4 para uniones viga­
columna, con las salvedades que siguen: 

No es necesaria la revisión de la resistencia del nodo o fuerza cortante, sino basta cumplir con 
el refuerzo transversal prescrito en 3.5.1.4.2 para nudos confinados. 

Los requisitos de anclaje de 3.5.1.4.4 se deben aplicar al refuerzo de la losa que pase por el 
núcleo de una columna. Los diámetros de las barras de la losa y columnas que pasen rectas a 
través de un nudo deben seleccionarse de modo que se cumplan las relaciones siguientes: 

h(columna)/db(barras de losa) ~ 20 
( 3.16) 

h(losa)/db(barras de columna) ~ 15 

donde h(columna) es la dimensión transversal de la columna en la dirección de las barras de 
losa consideradas. 

3.5.2 Condiciones para estructuras dúctiles de acero 

Con base en los puntos 1.4 y 11 del inciso 3.5, se reproduce el Capítulo 11, Estructuras dúctiles, 
de las NTC para diseño y construcción de estructuras metálicas del RCDF87. 

3.5.2.1 Alcance 

En este capítulo se indican los reqUisitos que deben cumplirse para que puedan adoptarse 
valores del factor de comportamiento sísmico Q igual a 4.0 o 3.0. 
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3.5.2.2 Marcos dúctiles 

3.5.2.2.1 Requisitos generales 

Se indican aquí los requisitos que debe satisfacer un marco rígido de acero estructural para 
ser considerado un marco dúctil. Estos requisitos se aplican a marcos rígidos deseñados con 
un factor de comportamiento sísmico Q igua a 4.0 o 3.0, que formen parte del sistema 
estructurales que cumplan las condiciones enunciadas en el capítulo 5, partes 1 y 11, de las 
NTC para diseño por sismo, necesarias para utilizar ese valor del factor de comportamiento 
sísmico. 

Tanto en los casos en que la estructura está formada sólo por marcos como por aquellos en 
que está compuesta por marcos y muros o contravientos, cada uno de los marcos se debe 
diseñar para sisistir, como mínimo, fuerzas horizontales iguales al 25 por ciento de las que le 
corresponderían si trabaJase asilado del resto de la estructura. 

La gráfica esfuerzo de tensión-deformación del acero empleado debe tener una zona de 
cedencia, de deformación creciente bajo esfuerzo prácticamente constante, correspondiente a 
un alargamiento máximo no menor de uno por ciento, seguida de un endurecimiento por 
deformación. El alargamiento correspondiente a la ruptura no debe se menor de 20 por ciento. 

3.5.2.2.2 Miembros de flexión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros principales que trabajan esencialmente 
en flexión. Se incluyen vigas y columnas con cargas axiales pequeñas, tales que Pu no exceda 
de Pyf1 O. 

3.5.2.2.2.1 Requisitos geométricos 

Todas las vigas deben ser de sección transversal 1 o rectangular hueca, excepto en los casos 
cubiertos en el inciso 3.5.2.2.5. 
El claro libre de las vigas no debe ser menor que cinco veces el peralte de su sección 
transversal, ni el ancho de sus patines mayor que el ancho del patín o el peralte del alma de la 
columna con la que se conecten. 

El eje de las vigas no debe separarse horizontalmente· del eje de las columnas más de un 
décimo de la dimensión transversal de la columna normal a la viga. 

Las secciones transversales de las vigas deben ser tipo 1, de manera que han de satisfacer 
los requisitos geométricos quw se indican en los incisos 2.3.1 y 2.3.2 (NTC para diseño y 
construcción de estructuras metálicas del RCDF87). Sin embargo, se permite que la relación 

ancho/grueso del alma llegue hasta 5300/ ,{Fy Si en las zonas de formación de articulaciones 

plásticas se toman las medidas necesarias (refuerzo del alma mediante atiesadores 
transversales o placas adosas a ella, soldadas adecuadamente) para impedir que el pandeo 
local se presente antes de la formación del mecanismo de colapso. 
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Además, las secciones transversales deben tener dos ejes de simetría, una vertical, en el 
plano en que actúan las cargas gravitacionales, y otro horizontal. Cuando se utilicen cubre 
placas en los patines para aumentar la resistencia del perfil, debe conservarse los dos ejes de 
simetría. 

Si las vigas están formadas por placas soldadas, la soldadura entre almas y patines debe ser 
continua en toda la longitud de la viga, y en las zonas de formación de articulaciones plásticas 
debe ser capaz de desarrollar la resistencia total de cortante de las almas. 

Cuando se empleen vigas de resistencia variable, ya sea por adición de cubreplacas en 
algunas zonas o porque su peralte varíe a lo largo del claro, el momento resistente nunca debe 
ser menor, en ninguna sección, que la cuarta parte del momento resistente máximo, que se 
tendrá en los extremos. 

En estructruras soldadas deben evitarse los agujeros, siempre que sea posible, en las zonas 
de formación de articulaciones plásticas. En estructuras atornilladas o remachadas, los 
agujeros que sean necesarios en la parte del perfil que trabaje en tensión se deben punzar a 
un diámetro menor y se agrandan después, hasta darles el diámetro completo, con un taladro 
o un escarificador. Este mismo procedimiento se debe seguir en estructuras soldadas, si se 
requieren agujeros para montaje o con algún otro objeto. Para los fines de los dos parrafos 
anteriores, las zonas de formación de articulaciones plásticas se consideran de longitud igual a 
un peralte, en los extremos de las vigas, y a dos peraltes, medios uno a cada lado de la 
sección en la que aparece, en teoría, la articulación plástica, en zonas intermedias. 

En aceros cuyo esfuerzo mínimo especificado de ruptura en tensión, Fu, es menor 1.5 veces el 
esfuerzo de fluencia mínimo garantizado, F,, no se debe permitir la formación de articulaciones 
plásticas en zonas en que se haya reducido el área de los patines, ya sea por agujeros para 
tornos o por cualquier otra causa. 

No se deben hacer empalmes de ningún tipo, en las vigas propiamente dicha o en sus 
cubreplacas, en zonas de formación de articulaciones plásticas. 

3.5.2.2.2.2 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos que trabajan principalmente en flexión se deben dimensionar de manera que 
no se presenten fallas por cortantes antes de que se formen las articulaciones plásticas 
asociadas con el mecanismo de colapso. Para ello, al fuerza cortante de diseño se obtiene del 
equilibrio del miembro entre las secciones en que se forman las articulaciones plásticas, en los 
que se supone que actúan momentos del mismo sentido y de magnitudes igualea a los 
momentos plásticos reistentes del elemento en esas secciones, sin factores de reducción, y 
evaluados al tomar el esfuerzo de fluencia del material igual a 1.25 F,. Al plantear la ecuación 
de equilibrio para calcular la fuerza cortante se deben tener en cuenta las cargas transversales 
que obran sobre el miembro, multiplicadas por el factor de carga. 

Como una opción se permite hacer el dimensionamiento al tomar como base las fuerzas 
cortantes de diseño obtenidas en el análisis, pero utilizar un factor de resistencia FR = 0.7, en 
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lugar del valor de 0.9 especificado en el articulo 3.3.3 (NTC para diseño y construcción de 
estructuras metálicas del RCDF87). 

Las articulaciones plásticas se forman, en la mayoría de los casos, en los extremos de los 
elementos que trabajan en flexión. Sin embargo, hay ocaciones frecuentes en las vigas de los 
niveles superiores de los edificios, en que una de ellas se forma en la zona central del 
miembro. Cuando esto suceda, la fuerza cortante debe evaluarse al tener en cuenta la 
posición real de la articulación plástica. 

3.5.2.2.2.3 Contraventeo lateral 

Deben soportarse lateralmente todas las secciones transversales de las vigas en las que 
puedan formarse articulaciones plásticas asociadas con el mecanismo de colapso. Además, la 
distancia entre cada una de estas secciones y la siguiente sección soportada lateralmente no 
debe se mayor que la dada a continuación. 

- ry L0 - 1250 r;:: 
..¡Fy 

(3.17) 

Este requisito se aplica a un solo lado de la articulación cuando ésta se forma en un extremo 
de la viga, y en ambos lados cuando aparece en una sección intermedia. La expresión anterior 
es válida para vigas de sección transversal 1 o H, flexionadas alrededor de su eje de mayor 
momento de inercia. 

En zonas que se conservan en el intervalo elástico al formarse el mecanismo de colapso, la 
separación entre puntos no soportados lateralmente puede ser mayor que la indicada en el 
párrafo anterior, pero no debe excer el valor de Lu , calculado de acuerdo con el inciso 3.3.2.2 
(NTC para diseño y construcción de estructuras metálicas del RCDF87). 

Los elementos de contraventeo deben proporcionar soporte lateral, directo o indirecto, a los 
dos patines de las vigas, Cuando el sistema de piso proporcione soporte lateral al patín 
superior, el desplazamiento lateral del patín inferior puede evitarse por medio de atiesadores 
verticales-de rigidez adecuada, soldados a los d0s patines y al alma de la viga. 

3.5.2.2.3 Miembros de flexocompresión 

Los reqUisitos de la sección se aplican a miembros que trabajan en flexocompresión, en los 
que la carga xial de diseño, Pu, es mayor que Pu/10. La mayoría de estos miembros son 
columnas, pero pueden ser de algún otro tipo; por ejemplo, vigas que forman parte de crujías 
contraventeadas de marcos rígidos han de deseñarse, en general, como elementos 
flexocomprimidos. 
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3.5.2.2.3.1 Requisitos geométricos 

Si la Sección transversal es rectangular hueca, la relación de la mayor a la menor de sus 
dimensiones exteriores no debe exceder de 2 y la dimensión menor debe ser mayor o igual a 
20 cm. 

Si la sección transversal es H, el ancho de los patines no debe ser mayor que el peralte total, 
la relación peralte-ancho del patín no debe exceder de 1.5 y el ancho de los patines debe ser 
mayor o igual a 20 cm. 

La relación de esbeltez máxima de las columnas no debe exceder de 60. 

3.5.2.2.3.2 Resistencia mínima en flexión 

La resistencia en flexión de las columnas que concurren a un nudo deben satisfacer la 
condición dada por la Ec 5.8.5 del inciso 5.8.5 (NTC para diseño y construcción de estructuras 
metalicas del RCDF87), con las excepciones que se indican en este inciso. 

Como una opción, se permite hacer el dimensionamiento al tomar como base los elementos 
mecánicos de diseño obtenidos en el análisis, y reducir el factor de resistencia FR utilizado en 
flexocompresión de 0.9 a 0.7. 

3.5.2.2.3.3 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos flexocomprimidos se deben dimensionar de manera que no fallen 
prematuramente por fuerza cortante. Para ello, la fuerza cortante de diseño se obtiene del 
equilibrio del miembro, al considerar su longitud igual a la altura libre y suponer que en sus 
extremos obran momentos del mismo sentido y de magnitud igual a los momentos máximos 
resistentes de las columnas en el plano de estudio, que valen z. (Fy.-f.). El significado de las 
lieterales que aparecen en esta expresión se explica con referencia a la Ec 5.8.5 del inciso 
5.8.5 (NTC para diseño y construcción de estructuras metálicas del RCDF87). 

Cuando las columnas se dimensionen por flexocompresión con el procedimeinto optativo del 
inciso 3.5.2.2.3.2, la revisión por fuerza cortante se debe ralízar con la fuerza de diseño 
obtenida en el análisis y utilizar un factof·de resistencia de 0.7. 

3.5.2.2.4 Uniones viga-columna 

Las unrones viga-columna deben satisfacer las recomendaciones de la sección 5.8 
"Conexrones rígidas entre vigas y columnas" (NTC para diseño y construcción de estructuras 
metálicas del RCDF87), con las modificaciones pertinentes cuando las columnas sean de 
sección transversal rectangular hueca. 

3.5.2.2 4.1 Contraventeo 

Si en alguna junta de un marco dúctil no llegan vigas al alma de la columna, por ningún lado 
de ésta, o si el peralte de la viga o vrgas que llegan por alma es apreciablemente menor que el 
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de las que se apoyan en ·los patines de la columna, éstos deben ser soportados lateralmente 
al nivel de los patines inferiores de las vigas. 

3.5.2.2.4.2 Vigas de alma abierta (armaduras) 

En esta sección se indican los requisitos especiales que deben satisfacerse cuando se desea 
emplear vigas de alma abierta (armaduras) en marcos dúctiles. Deben cumplirse, además, 
todas las condiciones aplicables de este capitulo. 

Las armaduras pueden utilizarse como miembros horizontales en marcos dúctiles, si se 
diseñan de manera que la suma de las resistencias en flexión ante fruerzas sismicas de las 
dos armaduras que concurran en cad nudo intermedio sea igual o mayor 1.25 veces la suma 
de las resistencias en flexión ante fuerzas sismicas de las columnas que llegan al nudo. En 
nudo extremo, el requisito anterior debe ser satisfecho por la única armadura que forma parte 
de ellos. 

Además, deben cumplirse las condiciones siguiente: 

a) Los elementos de las armaduras que trabajan en compresión o en flexocompresión, 
sean cuerdas, diagonales o montantes, se deben diseñar con un factor de resistencia, 
FR. igual a 0.7. Al determinar cuales elementos trabajan en compresión o en 
flexocompresión deben tomarse en cuenta los dos sentidos en que actúa el sismo de 
diseño. 

b) Las conexiones entre las cuerdas de las armaduras y las columnas deben ser capaces 
de desarrrollar la resistencia correspondiente al flujo plástico de las curdas. 

e) En edificios de más de un piso, el esfuerzo en las columans producido por las fuerzas 
axiales de diseño no deben ser mayore de 0.30 F,, y la relación de esbeltez máxima de 
las columnas no debe exceder de 60. 

3.6 Espectros para diseño sísmico 

De acuerdo con las NTC para diseño por sismo, cuando se aplique el análisis dinámico modal 
que especifica la sección 9 de sus normas, se ads;>ptan las siguiente hipótesis para el análisis 
de la estructira: 

La ordenada del espectro de aceleraciones para diseño sismico, a, expresada como racción 
de la aceleración de la gravedad, está dada por las siguientes expresiones: 

a=..!.(¡+ 3!...)c 
4 7;, 

'dT < T a 
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a=c 

(3.18 ) 

T es el periodo natural de interés ; T, T. y T b están expresados en segundos; e es el 
coeficiente sísmico, y r un exponente que depende de la zona en que se halla la estructura, y 
se expecifica en la tabla 3.1 de las NTC para diseño por sismo, reproducida a continuación. 

El coeficiente sísmico e se obtiene del Art 206 del RCDF87, salvo que la parte sombreada de 
la zona 11 de la Fig 3.1 de las NTC para diseño por sismo (NTC-sismo) se debe tomar e = 0.4 
para las estructuras del grupo B y e = 0.6 para las del A. 

Tabla 3.1 Valores de e, T., Tb y r 
Zona e T.(s) Tb(s) r 

y 0.16 0.2 0.6 y. 
11 0.32 0.3 1.5 2/3 

111 0.40 0.6 3.9 1 .. 
Notas: Coeficiente sísmico para construcciones del Gupo B 

* No sombreada (Fig 3.1, NTC-sismo) 
*Y parte sombreada de zona 11 (FiQ 3.1, NTC-sismo) 

4. FUERZAS SISMICAS 

En este capitulo se describen los métodos que considera el RCDF87 para cuantificar las 
fuerzas que se deben considerar en el diseño de una edificación para soportar los efectos de 
un sismo. 

4.1 Análisis dinámico 

De acuerdo con las NTC para diseño por sismo, toda estructura puede analizarse mediante un 
método dinámico. Se aceptan como métodos de análisis dinámico: 

a) El modal (modal espectral) 

b) El paso a paso de respuestas a sismos específicos 

A fin de explicar los métodos para analizar las estructuras ante cargas dinámicas, se 
presentan los siguientes desarrollos: 
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4.1.1 Ecuaciones de equilibrio dinámico de las edificaciones 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico de los modelos estructurales lineales para edificaciones 
se pueden expresar como: 

d 2 d 
M dt 2 u(t) + e dt u(t) + Ku(t) = F(t) 

Con las siguientes condiciones iniciales 

d 
dt u(t)it=o= vo 

= vector de velocidad conocido 

= uo 

u( t)i 1 = 0 = vectordedesplazamtentosconocido 

donde, para la edificación en particular, se definen los siguientes conceptos. 

M = Matriz de masa 

C = Matriz de amortiguamientos 

K = Matriz de rigideces 

u(t) = vector de desplazamientos 
d 

- u(t) = vector de velocidades 
dt 

d2 
-- u(t) = vector de aceleraciones 
dt 2 

F(t) = vector de cargas 

( 4.1 ) 

( 4.2) 

( 4.3) 

En el caso de fuerzas sísmicas, el vector de cargas se puede expresar en términos del vector 
de aceleraciones del terreno (acelerograma), u,(t), de acuerdo con las expresión Siguiente: 

F = -Mlltg(t) ( 4.4 ) 
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donde 

1 T = [1 1 . . . 1 ] ( 4.5) 

u = Vector con componentes unitarias 

4.1.2 Métodos directos de integración paso a paso 

Los métodos que actualmente se utilizan para integrar paso a paso las ecuaciones de 
equilibrio dinámico de las edificaciones se agrupan en: 

a) métodos directos 

b) métodos de superposición modal 

El método directo que mas se utiliza es el denominado método de Newmark. Este método se 
basa en la aproximación lineal de la aceleración en el tamaño del paso de integración, según 
se muestra en la Fig. 4.1. 

De acuerdo con la hipótesis de la aceleración lineal, los elementos de las ecuaciones de 
equilibrio dinámico (Ec 4.1) al final del paso de integración se pueden escribir como. 

d2 d2 
-2- U¡+!J.t = d 2 Ut+M 
dt t 

d d 1 [ d
2 

-Ut+M =-lit+ -!:J.t -2 Ut+M 
dt dt 2 dt 

d2 J + -2- U¡ 
dt 

( 4.6) 

d 1 2(d d -) 
Ut+M = lit + !:J.t- Ut + - (!:J.t) - Ut+l1 + 2- Ut 

dt 6 dt dt 

La aproximación de Newmark consiste en: 

36 

,-•. ; 



donde: 

d 

d 
=- ut 

di 

d2· 
-+: (1 - r)Lit-

2 
ut 

dt 

d2 
= a + ydl -2 Ut+At 

dt 

d ( 1 ) 2 d
2 

2 d
2 

= ut + Lit- lit + - - f3 (M) - 2 lit + fJ(M) - 2 ut+Ar 
di 2 dt dt 

2 d 2 

b + fJ(Lit) -2 lit+Al 
dt 

d2 
a = -lit 

dt 
+ (1 - r)Lit-

2 
lit 

dt 

d (1 ) 2é b = lit + M - ut + - - f3 (Lit) - 2 ut 
di 2 dt 

(4.7) 

( 4.8) 

El parámetro p está relacionado con la estabilidad del método ( para p = 1/4, el método es 
incondicionalmente estable ) y el parámetro se relaciona con la estabilidad y convergencia del 
método debido al amortiguamiento matemático que puede inducirse ( para p = 1/2, no se 
presenta el amortiguamiento matemático). Para el caso en que p = 1/6 y p = 1/2, las Ec 4.7 se 
reducen a las correspondientes Ec 4.6. 

Al valuar las ecuaciones de equilibrio dinámico (Ec 4.1) al final del paso de integración (en t = t 
+ t) y al sustituir en la ecuación resultante a la Ec 4. 7 se obtiene la siguiente ecuación. 

M;: ut+Ar +{a+ rru ;: ut+Ar J + 'b + fJ{ruf ;: lit+t.t J = Fr+Ar ( 4.9) 

La Ec 4 9 puede escribirse como: 

= p ( 4.1 O) 

donde 
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K* = M + y ó.tC + f3(ó.t) 2 K 
( 4.11) 

p = F¡ +t:u - Ca - Kb 

La Ec 4.1 O permite cuantificar la aceleración al final del paso es un sistema de ecuaciones 
algebraicas lineales, simétricas, de coeficientes constantes si el paso de integración se 
conserva constante durante el proceso de integración. 

En la dinámica estructural se acostumbra cuantificar a la matriz de amortiguamientos de la 
estructura de acuerdo con el criterio de Rayleigh, expresado mediante la siguiente ecuación 

e = aM + f.J. K 

Al sustituir la Ec 4.12 en las Ec 4.11 se obtiene. 

K* = (1 + ay ó.t)M + (Yf.J· M + f3(ó.t) 2 )K 

p = Fi+tJ.t -aMa- K(f.J.a + b) 

( 4.12) 

( 4.13) 

El algoritmo del método de integración paso a paso de Newmark, resumido por las Ec 4.1 O y 
4.13, necesariamente se debe llevar a cabo en una computadora debido al número. de 
operaciones que involucra. 

4.1.3 Método directo paso a paso de superposición modal 

Otra forma de integrar paso a paso las ecuaciones de equilibrio dinámico de las estructuras 
(Ec 4.1) es mediante la solución del problema de eigenvalores, según se indica a 
continuación. 

4.1.3.1 Solución del problema de valores característicos (eigenvalores) de las ecuaciones de 
equilibrio dinámico 

Este caso corresponde a un problema de vibraciones libres no amortiguadas, cuyas 
ecuaciones resultan ser. 

d2 
M-~ u(t) + Ku(t) = O 

dt-

En las vibraciones libres el movimiento armónico, es decir. 

( 4.14) 
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( 4.15) 

y las ecuaciones de vibración libre resultan ser 

( 4.16) 

que es el clásico problema de eigenvalores comunmente expresado como: 

Ax = A. Bx ( 4.17) 

Varios son los métodos que existen para resolver el problema de eigenvalores. Los utilizados 
con las computadoras, entre otros, se pueden nombrar a 

• El de Jacobi 

• El de la iteración del subespacio 

Cuando se emplean calculadas de escritorio para los modelos estructurales mas simples 
(rigideces de entrepiso y masas con movimientos unidireccionales) se utilizan los métodos de: 

• Stodolla-Vianelo-Newmark 

• Holzer 

4.1.3.2 Desacoplamiento de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

La transformación que permite desacoplar las ecuaciones de equilibrio dinámico se puede 
expresar como. 

u = Ry ( 4.18) 

donde 
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y = vector del nuevo sistema coordenado 

R [rl , 
rnj = .r- ........... 

( 4.19) 
u = Matriz modal 

rn = n - e'simo e1genvector 

De acuerdo con la transformación de coordenadas anterior (Ec 4.18) las expresiones de los 
vectores de velocidad y de aceleración resultan ser: 

d d 
- u(t) = R-y(t) 
dt dt 
d2 d2 

( 4.20) 

-
2 

u(t) = R-2 y(t) 
dt dt 

De acuerdo con las Ec 4.18 y 4.20 las ecuaciones de equilibrio dinámico (Ec 4.1) en el sistema 
de referencia transformado se expresa como: 

d2 d 
MR -

2 
y(t) + RT CR- y(t) + KTdydy(t) = F(t) 

dt dt 
(4.21) 

Al premultiplicar la Ec 4.21 por la transpuesta de la matriz modal se obtiene la siguiente 
expresión. 

d2 d 
RT MR -

2 
y(t) + RT CR- y(t) + RT KRdydy(t) = RT F(t) 

dt dt 
( 4.22) 

Al definir los siguiente conceptos 

• T M = R MR = Matriz de masa transformada 

e* = RT CR = Matriz de amortiguamientos tranasformados 

• T K = R KR = Matriz de ngideces transformadas 
(4.23) 

F*(t) = RTF(t) = Vector de e argas transformado 
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De acuerdo con las propiedades de ortogonalidad de los eigenvectores respecto a las matrices 
de masas y de rigideces, la matriz de masas transformada sea una matriz diagonal, las 
ecuaciones de equilibrio dinámico transformadas (Ec 4.22) se pueden escribir como. 

* d
2 

d 
M dt2 y(t) + C dt y(t) + Ky(t) = F(t) (4.24) 

que resulta ser un sistema de ecuaciones diferenciales desacoplado, cuya ecuación i­
ésima se puede escribir como: 

2 • d • d • 
m¡ - 0 y¡ (t) + e¡ dt y¡ (t) + k¡ y¡ (t) 

dt-
= • j¡ (t) (4.25) 

La. Ec 4.25 representa la ecuación de equilibrio dinámico de un sistema de un grado de 
libertad. Por lo anterior se puede decir que un sistema de N grados de libertad se transforma 
en N sistemas de un grado de libertad. Los coeficientes de las ecuaciones de un grado de 
libertad resultan ser: 

• m, = 

• e, = 

k. 
' = 

.t;"' = 

en donde: 

N 

~:m.(r;)' 
k=l 

2w, e;, 

w::!m_· 
' ' 

d' 
=-e -u (t) 

1 dt 2 g 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 
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mk = masa asociada al grado de libertad k- esimo 

r~ =componente k- esimo del i- esimo eigenvector (modo) 

w, = frecuencia natural de vibracion del i- esimo modo 

s, = fraccion del amortiguamiento critico del i- esimo modo 
N 

L,mkr~ 
e = '"' = coe'iciente de partic1p· acwn del i- esimo modo ' N ";/' 

L,mk(r~)' 
k=l 

(4.30) 

4.1.3.3 Integración paso a paso de las ecuaciones de movimiento desacopladas 

Como las ecuaciones de movimiento desacopladas (Ec 4.25) corresponden a las de un grado 
de libertad, los métodos de integración son los tradicionales. 

• Exacto, para el caso de aproximar la función f* 1(t) en tramos seccionalmente contrnuos con 
una variación lineal (que es lo usual). 

• Aproximado, mediante un método numérico como el método de Newmark-Wilson. 

El paso de integración se define en el inciso 4.1.2 

4.1.3.4 Cuantificación de la respuesta de la estructura 

De acuerdo con el inciso anterior para el tiempo de integración considerado se cuantifican, 
para cada paso de integración, los siguientes vectores. 

y(t) = vector de desplazamientos transformado 

d 
- y(t) = vector de velocidades transformado 
dt 
d2 
-~- y( t) = vector de aceleraciones transformado 
dt-

(4.31) 

Al sustituir las Ex 4.31 en las Ec 4.18 y 4.20 se obtiene la respuesta de la estructura 
representada por los vectores de desplazamiento relativo, de velocidad relativa, y de 
aceleración relativa, es decir. 
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u(t) = Ry(t) 

d d 
- u(t) = R-y(t) (4.32) 
dt dt 
d2 d2 

-
0 

u(t) = R-
2 

y(t) 
d¡- dt 

4.1.3.4 Obtención de los elementos mecánicos y cinemáticos de la estructura debidos al sismo 

Conocida la historia del vector de desplazamiento de la estructura (según se indica en el inciso 
anterior) se puede determinar la historia de los elementos mecánicos y cinemáticos en los 
puntos que se requieran de la estructura. 

4.1.4 Método de la respuesta espectral 

Este método corresponde al denominado análisis de las NTC para diseño por sismo. Su 
secuencia se resume a continuación. 

4.1.4.1 Solución del problema de valores característicos (eigenvalores) de las ecuaciones de 
equilibrio dinámico 

El procedimiento en el mismo que el descrito en el inciso 4.1.3.1 del método directo de 
superposición modal. 

4.1.4.2 Desacoplamiento de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

El procedimiento es el mismo que el descrito en el inciso 4.1.3.2 del método directo de 
superposición modal. 

4.1.4.3 Obtención de la respuesta espectral de cada una de las ecuaciones de equilibrio 
desacopladas 

De acuerdo con el RCDF87 se calcula med1ante la siguiente expresión. 

donde: 

= cA 
' 2 w, 

y~== respuesta espectral de desplazamientos 
transformados del modo i-ésimo 

w, = Frecuencia natural de vibración del modo i-ésimo 

(4.33) 

(4.34) 
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A, = Ordenada del espectro de aceleraciones de 

diseño asociada al período natural de vibración 

T = 2:r 
' w, 

e,= Coeficiente de participación del modo i-ésimo 

4.1.4.4 Cuantificación de los vectores de respuesta máximos de la estructura para cada 
modo 

De acuerdo con la Ec 4.32a, el vector de desplazamientos máximo de la estructura, 
correspondiente al modo i-ésimo, resulta ser. 

= 
1 i 

r Ymax (4.35) 

donde 

r' = Eigenvector asociado al modo i-ésimo (4.36) 

De acuerdo con la Ec 4.36, a cada modo de la estructura le corresponde un vector de 
desplazamientos-máximo. Con base en la formulación de las ecuaciones de equilibrio de las 
estructuras, a cada vector de desplazamientos le corresponden un conjunto de elementos 
mecánicos y cinemáticos (fuerzas normales, fuerzas cortantes, momentos flexionantes, 
momentos de volteo, desplazamientos relativos, etc.) 

4.1.4.5 Obtención de la respuesta total de la estructura 

Una vez conocidos los elementos mecánicos y cinemáticos (fuerzas normales, fuerzas 
cortantes, momentos flexionantes, momentos de volteo, desplazamientos relativos, etc. ) 
asociadas a cada modo, representado por S; , para obtener la respuesta de la estructura, 
representada por S, se procede como se ind1ca a continuación. 

4.1.4.5.1 Método de la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados (SRSS) 

~ 
S = ~ ~"· 

4.1.4.5.2 Método de la combinación cuadrática completa (CQC) 

/\'' ]\' 

S = ¿¿s,p,,s, 
z-=1 J=l 

(4.37) 

(4.38) 
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donde: 

(4.39) 

Valores del amortiguamiento crítico del modo i-ésimo (que se supone constante 
para todos los modos) 

Frecuencia natural de vibración del modo i-ésimo. 

4.2 Análisis estático 

Las NTC para Diseño por Sismo del RCDF87 proponen un método relativamente simple para 
cuantificar las fuerzas horizontales que un sismo de diseño ocasiona a una edificación cuya 
altura no exceda de 60 m. 

4.2.1 Distribución de las aceleraciones horizontales 

De acuerdo con el inciso 8.1 de las NTC para Diseño por Sismo del RCDF87, la hipótesis 
sobre la distribución de aceleraciones en las masas de las edificaciones se muestra en la Fig. 
4.2. Para la masa del nivel i-ésimo, la fuerza que la distribución de aceleraciones le ocasiona a 
la masa se puede escribir como 

= m¡ u¡ 
w, 

- _1 u 
- 1 

g 

donde se definen los cornponentes respectivos. 

F; = Fuerza horizontal del nivel 1-ésimo 
m, = masa del nivel i-ési:·, 10 
W, = m,g = peso del nivel i-ésimo 
ü, = aceleración del nivel i-ésimo 

(4.40) 

De acuerdo con la Fig. 4.2, la expresión de la aceleración de la masa i-ésima resulta ser. 

= 
h¡ 
-u 
IJ,¡ n 

(4.42) 
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Al sustituir la Ec 4.42 en la Ec 4.40 se obtiene. 

F¡ = 
Un 
-- w-h h 1 1 gn 

(4.43) 

4.2.2 Fuerzas sísmicas horizontales 

De acuerdo con la definición de fuerza cortante basal, se puede expresar la siguiente 
ecuación. 

(4.44) 

Al considerar la definición de coeficiente sísmico, e, se puede escribir la siguiente expresión. 

V o 
u; ( i W¡h¡J 

g n 1 =1 
(4.45) e = = 

Wo N 

l:W¡ 
i = 1 

Con base en la Ex 4.45 se obtiene la expresión siguiente. 

N 

Í:W¡ 
Un 

= e i -1 (4.46) 
ghn N .•. 

l: W¡hl 
1 = 1 ... ~.--. 

Al sustituir la Ec 4.46 en la Ec 4.43, la expresión de la fuerza sísmica estática se puede 
expresar como. 

.V 

¿w, 
F = e '" 1 Wh 

1 N 1 1 
(4.47) -

í:W.h, 
1=1 
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4.2.3 Estimación del períÓdo fundamental de la estructura 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 recomienda una expresión para estimar el 
período de vibración del primer modo, T1, de acuerdo con la modelación estructural a base de 
rigideces de entrepiso, según se indica a continuación. 

a) Los datos de partida se muestran en la Fig. 4.2 y son 

k; = Rigideces del entrepiso i-ésimo 
W, = Peso del nivel i-ésimo (4.48) 

b) Cuantificación de las fuerzas sísmicas, F1, de cada nivel de acuerdo con la Ec 4.47. 

e) Cuantificación de las fuerzas cortantes, V,, de cada entrepiso. 

N 

v; = ¿r;, (4.49) 
k=l 

d) Obtención de los desplazamientos, u,, asociados a las fuerzas cortantes de entrepiso. 

l'iu, = v; 
k, 

(4.50) 

e) Obtención de los desplazamientos, x,, que provocan las fuerzas sísmicas, con base en 
la Ec 4.50. 

V 1 = 2 ........ N 
(4.51) 

f) Obtención de las aceleraciones armónicas correspondiente a los desplazamientos del 
Inciso anterior (inciso e), asociados a la frecuencia natural de vibración, ro 1 

= 
o o 

w¡x¡ (4 52) 

g) Obtención de las fuerzas dinámicas asociadas a las aceleraciones armónicas del inciso 
anterior (inciso f). 

W¡x¡ 2 = --lll¡ (4.53) 
g 
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h) Cuantificación de JÓs trabajos que realizan las fuerzas F (Ec 4.47) y F., (Ec 4.53) debido 
a Jos desplazamientos x¡ (Ec 4.51). 

1=1 
(4.54) 

2 N 

W: =Ei "Wx' Far L..,¡ 1 1 

g •=1 

i) Obtención de la frecuencia natural de vibración T1, al igual Jos trabajos dados por las 
Ec 4.54. 

N 

L,F,x, 
áJ 2 = g·~·,.= ''----1 -/1' 

L,W,x,' 
1=1 

N 

"Wx' 
L. " 2lf 

7; = - = 2lf /-"'-'-':;-~ --
w, g¿F,x, 

1=1 

4.2.4 Reducción de las fuerzas cortantes estáticas 

(4.55) 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que las fuerzas sísmicas descritas en 
el inciso 4.2.2, obtenidas con la Ec 4.55, pueden adoptarse valores los menores que se indica 
a continuación. 

a) El período fundamental de vibración se obtiene con la Ec 4.55. 

b) Si T1 ,:; Tb el valor del coeficiente sísmico, c. en la Ec 4.47 se sustituye por el valor de 
la ordenada del espectro de aceleraciones, a, dado por la Ec 3.38, y resulta ser. 

,. 
L,W, 

F=a •=' Wh 
1 N 1' 

(4.56) 

¿w,h, 
1=] 
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e) Si T1 > Tb las fuerzas sísmicas se cuantifican con las expresiones siguientes. 

donde 
N 

¿w; 
k1 = q[l-r(l-q)]--;;~="--1 -

L:~h, 
r=l 

N 

L:~ 
k 2 = l.5rq(l- q)--''"-'--1-

q = (~r 

"Wh' L." 
r=l 

4.3 Método simplificado 

e 
Va;::-

4 
(4.57) 

(4.58) 

Las NTC para diseño por sismo establece el cumplimiento simultáneo de las siguientes 
condiciones para que sea aplicable el denominado método simplificado de análisis. 

4.3.1 Consideraciones generales 

l. En cada planta, al menos el 75 por ciento de las cargas verticales están soportadas por 
muros ligados entre si mediante losas monolíticas u otros sistemas de piso suficientemente 
resistentes y rígidos al corte. Dichos muros tendrán distribución sensiblemente simétrica con 
respecto a dos ejes ortogonales y deben satisfacer las condiciones que establecen las NTC 
correspondientes. Es admisible cierta asimetría en la distribución de los muros cuando 
existan en todos los pisos dos muros de cargas perimetrales paralelos, cada uno corí 
longitud al menos igual a la mitad de la dimensión mayor en planta del edificio. Los muros a 
que se reftere este párrafo pueden ser mampostería, concreto reforzado o madera; en este 
último caso deben estar amostrados con diagonales. 

11. La relación entre longitud y ancho de la planta del edificio no excede de 2.0 a menos que, 
para fines de análisis sísmico, se pueda suponer divida dicha planta en tramos 
independientes cuya relación longitud a anchura satisfaga esta restricción y cada tramo 
resista según el criteno que se indtca en la tabla 7.1 de las NTC para diseño por sismo. 
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111. La relación entre la aliura y la relación minima de la base del edificio no excede a 1.5 y la 
altura del edificio no es mayor de 13 m. 

4.3.2 Consideraciones específicas 

Para aplicar este método se hace caso omiso de los desplazamientos horizontales, torsiones y 
momentos de volteo. 

Se debe verificar únicamente que en cada piso la suma de las resistencias al corte de los 
muros de carga, proyectados en la dirección en que se considera la aceleración, sea cuando 
menos igual a la fuerza cortante total que obre en dicho piso, calculada según se especifica en 
el inciso 4.2.2. 

Los coeficiente sísmicos que se deben emplear se indican en la tabla 7.1 de las NTC para 
diseño por sismo, correspondientes a las construcciones del grupo B. Para las construcciones 
del grupo A dichos coeficientes de deben multiplicar por 1.5. 

Tabla 7.1 Coeficiente sísmico reducidos para el método simplificado, 
correspondiente a estructuras del grupo B (NTC para diseño por sismo 
RCDF87). 
MUROS DE PIEZAS MACIZAS O MUROS DE PIEZAS HUECAS O 
DIAFRAGMAS DE MADERO DIAFRAGMAS DE DUELAS DE 
CONTRACHAPEADA MADERA* 

ZONA ALTURA DE CONSTRUCCION (m) ALTURA DE LA CONSTRUCCION 
1 (M) 

H<4 4,;;H ,;7 7,;;H,;;13 4<H 4,;;H,;;7 7 < H ,;; 13 
1 0.07 0.08 0.08 0.10 0.11 0.11 

11 y 111 0.13 0.16 0.19 0.15 0.19 0.23 

* Diafragmas de duelas de madera inclinadas o sistemas de muros formados por duelas de 
madera verticales u horizontales arriostradas con elementos de madera maciza. 

4.3.3 Consideraciones de· las NTC para diseño y construcción de estructuras de mampostería 

En el inciso 4.1.3 de las NTC para diseño y construcción de estructuras de mampostería se 
establece la siguiente. ' 

El análisis para la determinación de los efectos de las cargas laterales debidas a sismo se 
hace con base en las rigideces relativas de los distintos muros. Estas se determinan tomando 
en cuenta las deformaciones de cortante y de flexión. Para estas últimas se considera la 
sección transversal agrietada del muro cuando la relación de carga vertical a momentos 
flexionante es tal que se presentan tensiones verticales. Se debe tomar en cuenta la 
restricción que impone a la rotación de los muros de la rigidez de los sistemas de piso y techo 
y la de los dinteles. 
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Es admisible considerar que la fuerza cortante que toma cada muro es proporcional a su área 
transversal, ignorar los efectos de torsión de momento de volteo. 

La contribución a la resistencia a la fuerza cortante que toma cada muro es proporcional a su 
área transversal, ignorar los efectos de torsión y de momento de volteo. 

La contnbución a la resistencia a fuerzas cortantes de los muros cuya relación de altura de 
entrepiso, H, a longitud, L, es mayor que 1.33 se debe reducir al multiplicar la resistencia por el 
coeficiente (1.33 UH)2

. 

4.4 Reducción de fuerzas sísmicas 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que las fuerzas sísmicas descritas en 
los incisos 4.1 y 4.2 se pueden reducir al dividirlas entre el factor reductivo Q ·. 

4.4.1 Estructuras regulares 

Para las estructuras que satisfacen las condiciones de regularidad indicadas en el inciso 4.2.4, 
Q · se obtiene con las siguientes expresiones. 

donde: 

Q' = Q 

Q' = Q 
si T se desconoce 

'v'T~T. 

T 
Q' = 1 +-(0-1) 

T -
" 

'v'T < Ta 

(4.59) 

a) T es igual al período fundamental de vibración (inciso 4.2.3) cuando se emplee el método 
estático (inciso 4.2.2) es igual al período natural de vibración del modo que se considere 
cuando se emplee el método de análisis modal (incisos 4.1.4). 

b) T. es un período característico del espectro de diseño utilizado (inciso 4.2.6). 

e) Los desplazamientos de diseñd<>sísrnic,o se obtienen al multiplicar por el factor de 
comportamiento sísmico, Q, a los desplazamientos obtenidos con las fuerzas sísmicas 
reducidas. 

d) Cuando se adopten dispositivos especiales capaces de disipar energía por 
amortiguamiento o comportamiento inelástico, se pueden emplear criterios de diseño 
sísmico que difieran de los aquí especificados, pero congruente con ellos, con la 
aceptación del DDF. 

4.4.2 Estructuras irregulares 

Para las estructuras que no satisfacen las condiciones de regularidad indicadas en el inciso 
4.2.4, Q · se obtiene con las expresiones del inciso anterior (Ec 4.59) multiplicado por 0.8. 
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4.5 Efectos de torsión 

Las NTC para diseño pór sismo del RCDF87 establecen que para fines de diseño, el momento 
torsionante se debe tomar por lo menos igual a la fuerza cortante de entrepiso multiplicada por 
la excentricidad que para cada marco o muro resulte mas desfavorable de las siguientes 

d. =1.5 e.+ 0.1b 
(4.60) 

d -.- e.- 0.1b 
donde: 

e -.- Excentricidad torsional de rigideces calculada del entrepiso, igual a la distancia 
entre el centro de torsión del nivel correspondiente y la fuerza cortante en dicho 
nivel. 

b= Dimensión de la planta que se considera, medida en la dirección de es. 

La excentricidad de diseño, ed, en cada sentido no se debe tomar menor que la mitad del 
máximo valor de la excentricidad calculada, e., para los entrepisos que se hallen abajo del que 
se considera, ni se debe tomar el momento torsionante de ese entrepiso menor que la mitad 
del máximo calculado para los entrepisos que están arriba del considerado. 

4.6 Efectos de segundo orden 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que se deben tomar en cuenta 
explicitamente en el análisis los efectos de segundo orden, esto es, los momentos y cortantes 
adicionales provocados por las cargas verticales al obrar en la estructura desplazada 
lateralmente, en toda estructura en que la diferencia en desplazamientos laterales entre dos 
niveles consecutivos, u,, dividida entre la diferencia de altura correspondientes, h, es tal que: 

donde 

!!.u, 

h, 

V 
> 0.08-w 

V = Fuerza cortante en el entrepiso considerado 

W = Peso de la construcción encima del entrepiso 

El peso de la construcción incluye cargas muertas y vivas. 

(4.61) 
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4.7 Efectos bidireccionales 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que los efectos de ambos 
componentes horizontales del movimiento del terreno se deben combinar al tomar en cada 
dirección en que se analice la estructura, el 100 % de los efectos del componente que obra en 
esa dirección y el 30 % de lis efectos del que obra perpendicularmente a ella, con los signos 
que para cada concepto resulten mas desfavorables. 

5. FUERZAS SISMICAS EN LOS ELEMENTOS ESTRUCTURALES 
RESISTENTES DE LAS EDIFICACIONES 

El concepto de fuerzas sísmicas en elementos estructurales resistentes de una edificación es 
la manera de especificar la magnitud de las fuerzas sísmicas que actúan en cada uno de los 
elementos estructurales resistentes en los métodos que utilizan simplificaciones estructurales 
para cuantificar las fuerzas sísmicas. 

5.1 En los modelos estructurales donde se utilizan las ecuaciones de equilibrio dinámico 
de las edificaciones 

En los modelos estructurales que formulan las ecuaciones de equilibrio a través del concepto 
de subestructuras unidas a un diafragma (nivel), rígido o no, la información que se maneja de 
manera sistemática es el equilibrio de cada uno de los elementos estructurales que la forman. 
Entonces, el concepto de fuerzas sísmicas en los elementos estructurales es trasparente ya 
que se cuenta con la información, al establecer las ecuaciones de equilibrio. · 

5.2 En los modelos estructurales donde se utiliza el concepto de rigidez de entrepiso 

El modelo donde se emplea el concepto de rigidez de entrepiso es el modelo mas simple 
donde se utiliza el concepto de diafragma rígido. Es un modelo en extinción ya que los 
modelos a que hace referencia el inciso 5.1 son mas generales. Se presenta porque t::i 
RCDF87 hace referencia a algunos conceptos que utiliza. Se basa en las siguientes hipótesis: 

a) Se considera el equilibrio en un solo diafragma (nivel) rígido en donde la carga que actúa 
es la fuerza cortante en el entrepiso correspondiente, localizada en su centro de masas. 

b) Las fuerzas que resisten a la fuerza cortante las proporcionan las rigideces de entrepiso 
(resortes) del entrepiso correspondiente que definen el centro de torsión (o de 
ngideces). 

e) Las rigideces de entrepiso las forman los marcos (o muromarcos) planos, sensiblemente 
paralelos en dos direcciones ortogonales. 
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d) En los desarrollos que siguen se considera que el edificio tiene una distribución de 
rigideces regular en elevación. Es decir, que las columnas de un diafragma (nivel) 
únicamente están unidas con niveles consecutivos. 

En la Fig. 5.1 se muestra la idealización del modelo estructural descrito en los incisos 
anteriores. 
5.2.1 Centro de rigideces (de torsión) del entrepiso 

Debido a que los elementos resistentes de un entrepiso se representan mediante las rigideces 
del mismo, se define como centro de rigidez (o de torsión) al punto en donde al actuar las 
fuerzas cortantes únicamente provocan desplazamientos lineales. 

5.2.1.1 Fuerzas cortantes directas en los resortes paralelos al eje y de referencia 

Con base en la Fig. 5.2, la fuerza que soporta cada resorte (rigidez de entrepiso) paralelo al 
eje y resulta ser 

( 5.1 ) 

De acuerdo con la condición de equilibrio de fuerzas paralelas al eje y se puede escribir como. 

NX NX 

Vy = L:v;~ = vL;klY ( 5.2) 
j=l ]=1 

Con base en las Ec 5.1 y 5.2 se obtienen las siguiente expresiones. 

( 5.3) 

: k vd = _J_.v_v 
JY NX y (5.4) 

L;kj) 
]=1 

5.2.1.2 Fuerzas cortantes directas en los resortes paralelos al eje x de referencia 

Al segUir un razonamiento similar al inciso 5.2.1.1. y utilizar la Fig. 5.3 se obtienen las 
siguientes ecuaciones. 

Vd= K u 
~ ~ 

( 5.5 ) 
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V,=¿~;= u¿k.., ( 5.6) 
z=l z=l 

( 5.7) 

1=1 

( 5.8) 

z=l 

5.2.1.3 Coordenadas del centro de torsión 

Se denomina centro de torsión (CT) o centro de rigideces (CR) al punto localizado sobre el 
diafragma rígido donde al actuar la fueria cortante correspondiente únicamente le provoca 
desplazamientos lineales. 
Al aplicar la definición del CT a la fuerza cortante paralela al eje y, al establecer el equilibrio de 
momentos resulta. 

( 5.9) 

¡=1 

.-

De acuerdo con la Ec 5.9 se obtiene la expres1ón de la abscisa del centro de torsión. 

(5.10) 

Al aplicar la definición del CT a la fuerza cortante paralela al eje x, se obtiene la siguiente 
expresión de la ordenada al centro de torsión. 
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Yt = -"'~~~~,...· - (5.11) 

~)u 
1=1 

5.2.2 Excentricidades 

Las fuerzas sísmicas asociadas a los diafragmas rígidos actúan en el punto denominado 
centro de masas (CM) y no en el centro de torsión, que pueden ser diferentes. A las distancias 
paralelas a la dirección de las fuerzas cortantes se les denominan excentricidades. 

5.2.2.1 Excentricidades calculadas 

Las excentricidades correspondientes a las dos fuerzas cortantes ortogonales se pueden 
escribir como: 

donde 

donde 

ese= Excentricidad de la fuerza Cortante V y 
Xm = Abscisa del centro de masas 
x, = Abscisa del centro de torsión 

esy = Excentricidad de la fuerza Cortante Vx 
Y m = Ordenada del centro de masas 
y, = Ordenada del centro de torsión 

5.2.2.2 Excentricidades de diseño 

(5.12) 

. (5.13) 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establece_n que a cada excentricidad calculada se 
le debe asociar dos excentricidades de diseño, según se indica a continuación. 

a) Excentricidades asociadas a la fuerza cortante Vy. 

ed, = 1.5e., + 0.1b, 
(5.14) 

donde: 

b, es la dimensión de la planta que se considera medida en la dirección de esx 
(perpendicular a la fuerza cortante Vy). 
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b) Excentricidades asociadas a la fuerza cortante Vx 

edy = 1.5e"Y + 0.1 by 
(5.15) 

donde: 
by es la dimensión de la planta que se considera medida en la dirección de esy 

(perpendicular a la fuerza cortante Vx). 

5.2.3 Fuerzas cortantes debidas a la torsión 

De acuerdo con el inciso 5.2.2 para efectos de diseño se deben considerar los efectos de un 
momento torsionante, M, cuantificado como las siguientes expresiones. 

(5.16) 

Con base en la Fig. 5.4 se puede afirmar que el momento torsionante se equilibra con las 
fuerzas cortantes que provoca en todos los resortes. El movimiento de cuerpo rígido que el par 
torsionante le provoca al diafragma rígido es el giro. 

Los desplazamientos lineales en los resortes paralelos a cada uno de los ejes de referencia, al 
considerar que el desplazamiento angular es pequeño, de tal manera que el seno y la 
tangente del mismo se pueda aproximar por el valor del ángulo, resultan ser. 

donde 

u,= B,Y, 

v = Bx 1 . 1 

Las fuerzas cortantes debidas al par torsionante resultan ser. 

V'= k u = B k y-
u: lXI lXI 

V' =k V = B k X 
Jk JYJ 'JYJ 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

Al establecer el equilibrio de pares respecto al centro de torsión se obtiene que: 
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M= ¿v~y, + ¿;¡,;~x1 
i=l ]=l 

= o[~ku.Y,' + ~k1yx}] 
(5.20) 

De las Ec 5.20 se obtiene el valor del desplazamiento angular de cuerpo rígido 

M 
B= NY NX (5.21) 

:¿ kir.Y,' + ¿: k
1
,x

1
' 

¡:J j=l 

Al sustiturr la Ec 5.21 en las Ec 5.19 se obtienen las expresiones de las fuerzas cortantes que 
el momento torsionante ocasiona a los resortes (rigideces de entrepiso). 

V~:::: NY 
ku)'1 M (5.22) NX 

l:k y'+ l:k x' lXI JYJ 
1=1 j=l 

V' = 
k],.x] 

M (5.23) JY NY NX 

L;k _, + l:k x' 
IXYI JY J 

1=1 j=l 

5.2.4 Fuerzas cortantes de diseño en los resortes (rigideces de entrepiso) 

Con base en los desarrollos de los incisos anteriores, la fuerza cortante que cada resorte 
(rigidez de entrepiso) soporta es la suma de la fuerza cortante de directa mas la fuerza 
cortante debida a la torsión, como se expresa a continuación. 

·¡; =Vd +V' 
u u u 

V =Vd +V' 
JY JY JY 

(5.24) 

Para cuantificar la Ec 5.24a se hace uso de las Ec 5.8 y 5.22, mientras que para la Ec 5.24b 
se utilizan las Ec 5.4 y 5.23. 
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5.3 En el método simplificado 

En este método se hace caso omiso del efecto de torsión, por lo que únicamente se 
consideran las fuerzas cortantes directas. 

Las NTC para diseño y construcción de estructuras de mampostería establece que es 
admisible considerar que la fuerza cortante que toma cada muro es proporcional a su área 
transversal. 

6. EJEMPLOS DESARROLLADOS PASO A PASO 

En este capítulo se presentan los ejemplos que permiten aplicar los conceptos descritos en 
este curso. Los ejemplos, por tratar de aplicar paso a paso los aspectos operativos de los 
métodos, corresponden únicamente a métodos que se pueden desarrollar sin un número 
exagerado de operaciones, de tal manera que se pueden llevar a cabo con calculadora, lápiz y 
papel. 

6.1 Edificación utilizada 

En la Fig. 6.1 se muestra la planta y elevación de un edificio de interés social que sirve de 
base para llevar a cabo los ejemplos de aplicación. Las particularidades del edificio se indican 
a continuación. 

6.1.1 Uso de las edificaciones 

Con base en el inciso 3.1, el uso de la edificación es vivienda, por lo que le corresponde el 
Grupo B. 

Por tratarse de una edificación de 667 m2 
< 6000 m2

, con una altura de 12.5 m < 30 m, se 
ubica en el subgrupo 82. 

6.1.2 Zonificación sísmica 

La edificación se localiza en la zona l. 

6.1.3 Coeficiente sísmico 

De acuerdo con el inciso 3.2, y los datos especificados en los incisos 6.1.1 y 6.1.2, el 
coeficiente sísmico que le corresponde a la edificación es e= 0.16. 
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6.1.4 Condiciones de regúiaridad 

Con base en los tatos de la edificación (Fig. 6.1) se obtienen los siguientes parámetros en 
relación con el inciso 3.4, a fin de definir el coeficiente de reducción de las fuerzas sísmicas, 
a·. 

a) Planta sensiblemente simétrica respecto a dos ejes ortogonales (respecto a masas y 
elementos resistentes). 

b) Altura/dimensión menor en planta= 12.5/8.4 = 1.49 < 2.5. 

e) Largo/ancho= 15.9/8.4 = 1.9 < 2.5. 
d) De acuerdo con la tabla 6.1 la relación entre los pesos de los niveles superior a inferior 

es igual a uno, con excepción del quinto nivel (último) que es igual a 0.88. 

e) Todos los pisos tienen la misma área, rgual a 133.56 m2 

f) En relación con los conceptos de rigrdez al corte y excentricidades de discuten en los 
incisos correspondientes. 

6.1.5 Factor de comportamiento sísmico 

La resistencia a las fuerzas laterales se suministra por: 

a) muros de mampostería de piezas huecas. 
b) confrnadas en toda la altura 
e) de 15 cm de espesor 
d) resistencia al esfuerzo cortante de 2.5 kg/cm2 

Con base en el inciso 3.5, el factor de comportamiento asociado a las dos direcciones 
ortogonales resultan ser. 

Q, = 1.5 
0y = 1.5 

6.1.6 Espectro de diseño 

Con base en el inciso 3.6 y la tabla 3.1 de la NTC para diseño por sismo, lós parámetros del 
espectro de respuesta de diseño en la zona 1 junto con el coeficiente sísmico especificado en 
el inciso 6.1.3, resultan ser. 

Ta = 0.2 s 
Tb = 0.6s 
r = 1/2 
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6.2 Análisis estático 

De acuerdo con el inciso 4.22 las fuerzas horizontales que un sismo de diseño ocasiona a una 
edificación están dadas por la Ec 4.39, reproducida a continuación 

N 

:¿w; 
F, =e ,~,- 1 ~h, 

Z:W.h, 
¡:] 

(4.39) 

En este método no es necesario hacer uso de un modelo estructural para el edificio, excepto si 
se desea estimar el período fundamental del mismo. 

6.2.1 Fuerzas cortantes 

Con base eh los datos de la geometría y pesos del edificio, así como los datos especificados 
en el inciso 6.1, los elementos de la Ec 4.39 se resumen en la tabla 6.1 

TABLA 6.1 Fuerzas sísmicas (método estático) 
Nivel w, h, W1h¡ F, v, 

(t) (m) (tm) (t) (t) 
5 91.2 12.5 1140.0 24.73 24.73 
4 104.0 10.9 1040.0 22.57 47.3 
3 104.0 7.5 780.0 16.92 64.22 

.2 104.0 5.0 520.0 11.28 75.50 
1 104.0 2.5 260.0 5.64 81.14 
¿ 507.2 3740.0 

De acuerdo con los valores de las columnas 2 y 4 de la tabla 6.1 se puede cuantificar el 
siguiente coeficiente. 

S 

"W, 
L. ' 5072 

e .~~ 1 = 0.16• = O 0217 
Z:W:h, ' 37400 

( 6.1 ) 

1=1 

6.2.2 Estimación del periodo fundamental de Vibración 

De acuerdo con el inciso 4.2.3 la estimactón del período fundamental se obtiene mediante la 
Ec 4.4 7b, reproducida a continuación. 
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N 

¿w,x,' 
T, = 2Jr 1-'-"'-.;.,~.-­

g¿F;x, 
¡:J 

(4.47b) 

Los valores especificados en las tablas 6.1, 6.5 y 6.6 sirven de base para la cuantificación de 
la Ec 4.47b. 

6.2.2. 1 En la dirección del eje x 

Las operaciones numéricas para determinar los elementos de la Ec 4.47b se resumen en la 
tabla 6.2 

Tabla 6.2 Estimación del período fundamental, T1x, en la dirección del eje x 
Nivel k,. U¡x X¡ F;X W;X;

2 

(!/cm) (ml (m) (tm) (1m2
) 

5 203.65 0.00121 0.00531 O. 13132 0.00257 
4 372.46 0.00127 0.00410 0.09254 0.00175 
3 528.42 0.00122 0.00283 0.04788 0.00083 
2 749.62 0.00101 0.00161 0.01816 0.00027 
1 1363.69 0.00060 0.00060 0.00338 0.00004 
:¡; 0.29328 0.00546 

Al sustituir los valores de las columnas 5 y 6 de la tabla 6.2 en la Ec 4.47b resulta. 

i
l 0.00546 

T,x = 6.28 = 0.2736 S 
9 81•0 29328 

( 6.2) 

6.2.2.2 En la dirección del eje y 

Las operaciones numéricas para determinar los elementos de la Ec 4.47b se resumen en la 
tabla 6.3 
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Tabla 6.3 Estimación del período fundamental, T,., en la dirección del eje y 
Nivel k;y U¡y X¡ F1x1 W;X;

2 

(t/cm) (m) (m) (tm) (tm2
) 

5 65.93 0.0037 0.159 0.3932 0.0231 
4 121.28 0.0039 0.0122 0.2754 0.0155 
3 173.85 0.0037 0.0083 0.1404 0.0072 
2 253.15 0.0030 0.0046 0.0519 0.0022 
1 515.28 0.0016 0.0016 0.0091 0.0003 
¿ 0.8699 0.0483 

Al sust;tu;r los valores de las columnas 5 y 6 de la tabla 6.3 en la Ec 4.47b resulta. 

0.0483 
I;,. = 6.28 = 0.4 724 S 

9.81•0 8699 ( 6.3) 

6.2.3 Factores reductivos de las fuerzas sísmicas 

De acuerdo con el inciso 4.3 los factores reductivos de las fuerzas sísmicas resultan ser. 
6.2.3.1 Factor reductívo para fuerzas paralelas al eje x 

Al comparar el período fundamental T1, con el valor de T. resulta. 

T1, = 0.2736 > T.= 0.2 
donde: ( 6.4) 

a·, =a, =1.5 

6.2.3.2 Factor reductivo para fuerzas paralelas al eje y 

Al comparar el período fundamental T1, con el valor de T. resulta. 

T1, = 0.4724 > T.= 0.2 
donde: ( 6.5) 

a·,= a,= 1.5 
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6.2.4 Fuerzas sísmicas reducidas 

Al dividir las fuerzas sísmicas estáticas de la tabla 6.1 entre los correspondientes factores 
reductivos dados por las Ec 6.4 y 6.5 se obtienen las fuerzas sísmicas reducidas de la tabla 
6.4. 

Tabla 6.4 Fuerzas sísmicas sin reducir y reducidas 
Nivel F¡ V¡ F¡xr V¡xr F¡yr V¡yr 

(t) (t) (t) (t) (t) (t) 
5 24.73 24.73 16.48 16.48 16.48 16.48 
4 22.57 47.30 15.05 31.53 15.05 31.53 
3 16.92 64.22 11.28 42.81 11.28 42.81 
2 11.28 75.50 7.52 50.33 7.52 50.33 
1 5.64 81.14 3.76 54.09 3.76 54.09 

.. .. 
6.2.5 Reducc1on de las fuerzas cortantes con base en el penado fundamental de vibracJon 

De acuerdo con el inciso 4.2.4 existe la posibilidad de reducir las fuerzas sísmicas de la tabla 
6.4, con base en el valor de los períodos fundamentales de vibración. 

6.2.5.1 En la dirección del eje x 

Al ubica el período fundamental en el espectro de diseño sísmico se tiene que 

Ta = 0.2 < T, = 0.2736 < T0 = 0.6 ( 6.6) 

De acuerdo con la Ec 6.6 se concluye que no deben reducirse las fuerzas estáticas en la 
dirección del eje x de la tabla 6.4. 

6.2.5.2 En la dirección del eje y 

Al Úbicar el período fundamental en el espectro de diseño sísmico se tiene que 

Ta = 0.2 < T1, = 0.4724 < T0 = 0.6 ( 6.7) 

De acuerdo con la Ec 6. 7 se concluye que no deben reducirse las fuerzas estáticas en la 
dirección del eje y de la tabla 6.4. 
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6.3 Método dinámico (análisis modal espectral) 

Este método se describe en el inciso 4.1.4 y su aplicación implica un modelo estructural para el 
edificio. 

6.3.1 Modelo estructural del edificio 

En este ejemplo se utiliza el modelo estructural descrito en el inciso 2.4.5, construido a base 
de subestructuras formadas con rigideces de entrepiso (resortes) unidas con diafragmas 
rígidos. Este modelo no el recomendable, pero se utiliza porque permite ejemplificar algunos 
conceptos del RCDF87 y el número de operaciones que se tienen que realizar resultan ser 
mucho menor que el de los modelos donde se utiliza una computadora. 

El modelo estructural del edificio se construye mediante subestructuras planas formados por 
muros planos, construidos con mampostería. La definición de los muros planos se hace en las 
dos direcciones ortogonales en que están orientados los ejes de la planta del edificio. Los 9 
ejes letra (muros 1-x, 2-x, 3-x, 4-x, 5-x, 6-x, 7-x, 8-x, y 9-x) y los 3 ejes número (muros 1-y, 2-y 
u 3-y). 

En la Fig. 6.2 y 6.3 se muestran las idealizaciones de los muros planos mediante rigideces de 
entrepiso, y en la Fig. 6.4 se representan los dos modelos estructurales del edificio asociados 
a las dos direcciones ortogonales. Cada estructura unidimensional tiene 5 grados de libertad. 

La rigideces de entrepiso de los muros planos se determinaron con el método del elemento 
finito, al considerar que actúa un sistema de fuerzas horizontales igual al que proporciona el 
método estático (inciso 6.2). Los valores que resultan se muestran en las Fig. 6.2 y 6.3, así 
como en las tablas 6.5 y 6.6. 

6.3.2 Solución del problema de valores característicos 

Las formas modales (eigenvectores) y las correspondientes frecuencias naturales de vibración 
(eigenvalores), según el inciso 4.1.3.1, se pueden obtener con métodos que utilicen 
calculadoras o computadoras. En este ejemplo el problema de valores característicos se 
resolvió al utilizar el método matricial de Jacobi. Las matrices de rigideces y de masas para 
cada modelo unidimensional se construyen como se indica en las Ec 6.8 y 6.9. 

·r 

Tabla 6.5 Rigideces de entrepiso de los muros paralelos al eje x (t/cm) 
Entrepiso 1-x 2-x 3-x 4-x 5-x 

1 310.45 127.57 97.53 97.53 97.53 
2 194.45 60.92 47.74 47.74 47.74 
3 144.19 41.07 31.58 31.58 31.58 
4 104.88 28.21 21.25 21.25 21.25 
5 59.04 15.06 11.09 11.09 11.09 
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Tabla 6.5 Rigideces de entrepiso de los muros paralelos al eje x t/cm) (cont.) 
Entrepiso 6-x 7-x 8-x 9-x 1: 

1 97.53 97.53 127.57 310.45 1363.69 
2 47.74 47.74 60.92 194.45 749.62 
3 31.58 31.58 41.07 144.19 528.42 
4 21.25 21.25 28.21 104.88 372.46 
5 11.09 11.09 15.06 59.04 203.65 

Tabla 6.6 Rigideces de entrepiso de los muros~ ara lelos al eje y (t/cm) 
Nivel 1-y 2-y 3-y 1: 

1 249.88 14.32 151.08 515.28 
2 125.33 53.84 73.98 253.15 
3 87.23 35.96 50.66 173.85 
4 63.14 25.12 33.02 121.28 
5 33.86 13.04 19.03 65.93 

6.3.2.1 Matriz de rigideces de los modelos unidimensionales 

Al establecer las ecuaciones de equilibrio de los modelos estructurales mostrados en las Fig. 
6.4 se obtiene la siguiente matriz de rigideces. 

k¡ + k2 -k2 o o o 
-k¡ k2 + k3 -k3 o o 

K = o -k¡ k3 -k4 o ( 6.8) 

o o -k4 k4 + ks -ks 

o o o -ks ks 

:.: 

6.3.2.2 Matriz de masas de los modelos unidimt::nsionales 

Al establecer las ecuaciones de equilibrio de los modelos estructur<i¡~s mostrados en las Fig. A! 
6.4 se obtiene la siguiente matriz de masas (concentradas). 
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W¡ o o o o 
o ff2 o o o 

1 
M = o o w, o o ( 6.9) 

g o o o w4 o 
o o o o Ws 

6.3.2.3 Eigenvalores y eigenvectores 

Al sustituir los valores de la tabla 6.1, 6.5 y 6.6 en las Ec 6.8 y 6.9, para cada uno de los 
modelos estructurales asociados a las dos direcciones ortogonales, y resolver los 
correspondientes problemas de valores característicos, se obtienen los eigenvectores (formas 
modales) mostradas en la Fig. 6.5. 

Los valores de los períodos, frecuencias naturales de vibración y valores caracteristicas 
correspondientes a los eigenvectores de la Fig. 6.5 se presenta en la tabla 6.7 

Tabla 6.7 Período y frecuencias naturales de vibración de los modelos 
estructurales del edificio 

M o Modelo estructural, eje y Modelo estructural, eje x 
do T¡y jy ¡/ T¡x jx ¡/ 

(s) (rad/s) (rad/s) (s) (rad/s) (rad/s)2 

1 .4719 13.31 177.28 .2735 22.97 527.77 
2 .2006 31.32 981.06 .1158 54.26 2944.03 
3 .1302 48.26 2328.83 .0752 83.55 6981.10 
4 .0945 66.49 4420.75 .0548 114.66 13146.15 
5 .0676 92.95 8639 06 .0401 156.69 24551.10 

6.3.3 Respuesta espectral ·de desplazamientos de cada mod<J pé>ra el modelo estructural 
paralelo a eje y 

Con base en los incisos 4.1.4.3· y 4.1.4.4 la respuesta espectral d9splazamientos de cada 
modo se obtiene con las Ec 4.25 y 4.27, y de acuerdo con el inciso 4.1.3.3 el coeficiente de 
partición se obtiene con la Ec 4.22e, que se reproducen a continuación. 

(4.22e) 
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(4.25) 

zlmax = ! Ymax . (4.27) 

6.3.3.1 Primer modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 6.8. La columna 2 de dicha 
tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 6.1. 

Tabla 6.8 Respuesta espectral de desplazamientos: Primer modo 
Nivel m, r, m,r,1 m,(r.' )2 

Ukmáx 
1 

' 

K-ésimo ts2/cm ts/cm ts2/cm cm 
1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.1127 
2 0.106 2.9613 0.3139 0.9295 0.3337 
3 0.106 5.4973 0.5827 3.2034 0.6195 
4 0.106 8.2805 0.8777 7.2681 0.9332 
5 0.093 11.0399 10.0267 11.3348 1.2442 
¿ 2.9070 22.8418 

.. 
Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coef1c1ente de partición del modo 1, 
que resulta ser. 

e = 2 9070 = 0.1273 
' 228418 

(6.1 O) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del primer modo de vibración, de 
acuerdo con el inciso 3.6 y 6.1.6, es. 

T. = 0.2 "< T, =· 0.4719 < Tb = 0.6 

A, = ag = cg = 0.16*981 = 156.96 cm/s2 

·~t .~. '. 

(6.11) 

La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas para el primer modo, de 
acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

1 
Y mar 

0.1273 156.96 = 
177.28 

0.1127 cm (6.12) 
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La secta columna de la tabla 6.8 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.3.2 Segundo modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 s~ presentan en la tabla 6.9. La columna 2 de dicha 
tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 6.1. 

Tabla 6.9 Respuesta espectral de desplazamientos: Segundo modo 
Nivel m, r," m,r,2 m,(r, • )" Ukmax 

2 

K-ésimo ts2/cm ts2/cm ts2/cm cm 
1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0208 
2 0.106 2.6245 0.2782 0.7301 0.0546 
3 0.106 3.4198 0.3625 1.2397 0.0711 
4 0.106 1.6282 0.1724 0.2803 0.0339 
5 0.093 -4.2387 -0.3942 1.6709 -0.0882 
¿ 0.5249 4.0270 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente de participación del modo 2, 
que resulta ser. 

e, = 05249 = 01303 
- 4.0270 

(6.13) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del segundo modo de vibración, de 
acuerdo con el inciso 3.6 y 6.1.6, es 

Ta = 0.2 < T, = 0.2006 < Tb = 0.6 

A2 = ag = cg = 0.16*981 = 156.96 cm/s2 
(6.14) 

La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas para el segundo modo, 
de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

2 
Y m~ = r,:2 A~ = O 1303 

156 96 = O 0208 cm 
w, 17728 

(6.15) 
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La sexta columna de la tabla 6.9 es la expresión de la Ec 4.27 

6.3.3.3 Tercer modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 6.1 O. La columna 2 de dicha 
tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 6.1. 

Tabla 6.10 Respuesta espectral de desplazamientos: Tercer modo. 
Nivel m, r," m,r,3 m,(r," ), Ukmáx

3 

K-ésimo ts2/cm ts2/cm ts2/cm cm 
1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0074 
2 0.106 2.0606 0.2184 0.4501 0.0152 
3 0.106 0.6797 0.0720 0.0490 0.0050 
4 0.106 -2.6831 -.02844 0.7631 -0.0197 
5 0.093 1.1754 0.1073 0.1285 0.0086 
¿ 0.2213 1.4967 

Con base en las columnas 4 y t se obtiene el valor del coeficiente de participación del modo 3, 
que resulta ser. 

e = 
02213 = 0.1479 3 1.4967 

(6.16) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del tercer modo de vibración, de 
acuerdo con el inciso 3.6 y 6.1.6, es 

T, = 0.1302 < I;, = 0.2 

Al = ag [ T) =g 1+3~ ~ (6.17) 

= 98{1 + 3 01302) 0.16 = 115.88 cm! s' 
. 0.2 4 

La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas para el tercer modo, de 
acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser 

3 
Y m= 

11588 
0.2213 = 0.0110 cm 

2328.83 
(6.18)-
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La sexta columna de la tabla 6.10 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.3.4 Cuarto modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 6.11. La columna 2 de dicha 
tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 6.1. 

Tabla 6.11 Respuesta espectral de desplazamientos: Cuarto modo 
Nivel m, r." m.r,4 m,(r." )' Ukm.b

4 

k-ésimo ts2/cm ts2/cm ts2/cm cm 
1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0039 
2 0.106 1.1851 0.1256 0.1489 0.0046 
3 0.106 -1.7383 -0.1843 0.3203 -0.0068 
4 0.106 0.7849 0.0832 0.0653 0.0031 
5 0.093 -0.1501 -0.0140 0.0021 -0.0006 
¿ 0.1165 0.6426 

.. .. .. Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coef1c1ente de part1c1pac1on del modo 4, 
que resulta ser. · 

e -4-
01165 

0.6426 
= 01813 (6.19) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del cuarto modo de vibración, 
de acuerdo con el inciso 3.6 y 6.1.6, es. 

r. = 0.0945 < T. = 0.2 

( T) e A4 = ag = g 1 + 3-3 
-

T. 4 
(6.20) 

( 
o 0945) 0.16 = 981 1 + 3 --- ~ 94.86 

0.2 4 
cm/ s2 

La respuesta espectral de las ecuaciones Lie equilibrio desacopladas para el curto modo, de 
acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

4 A4 94.86 
y = c4 -, = 0.1813 = 0.00389 cm 

m= w~ 4420.75 
(6.21) 

La sexta columna de la tabla 6.11 es la expresión de la Ec 4.27. 
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6.3.3.5 Quinto modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 6.12. La columna 2 de dicha 
tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 6.1. · 

Tabla 6.12 Respuesta espectral de desplazamientos: Quinto modo 
Nivel m. r.· m.r.s m.(rk t Ukmax =» 

k-ésimo ts2/cm ts2/cm ts2/cm cm 
1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0038 
2 0.106 -0.5787 -0.0613 0.0355 -0.0022 
3 0.106 0.1678 0.0178 0.0030 0.0006 
4 0.106 -0.0282 -0.0030 0.0001 -0.0001 
5 0.093 0.0025 -0.0002 0.0000 0.0000 
¿ 0.0597 0.1446 

.. . . .. 
Con base en las columnas 4 y 5 se obt1ene el valor del coef1c1ente de part1c1pac1on del modo 5, 
que resulta ser. 

e = 0.0577 = 0.4129 
5 0.1446 

(6.22) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del quinto modo de vibración, de 
acuerdo con el inciso 3.6 y 6.1.6, es. 

T, = 0.0676 < T, = 0.2 

~ l:)c A, = ag = 1 + 32 -
T, 4 

(6.23) 

= 981(1 + 3 °•0676
) O.l

6 
= 79.03 

0.2 4 
cm/ s' 

'• 

La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas para -el quinto modo, de 
acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

5 
Ymax = es 

A, 
2 

w5 
= 04129 

79.03 

8639.06 
= 0.003777 cm 

La sexta columna de la tabla 6.12 es la expresión de la Ec 4.27. 

(6.24) 
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6.3.4 Respuesta espectral de fuerzas cortantes de cada modo para el modelo estructural 
paralelo al eje y 

Con base en la respuesta espectral de desplazamientos de cada modo (cuantificados en la 
columna 6 de las tablas 6.8 a 6.12, que se repiten en la columna 2 de las tablas 6.13 a 6.17) 
se pueden cuantificar las fuerzas cortantes correspondientes, al utilizar los conceptos 
relacionados con la definición de rigidez de entrepiso (Ec 2.5 y 2.6), reproducidos en la forma 
en que se utilizan. 

( 2.5) 

Los valores de las rigideces de entrepiso para el modelo estructural paralelo al eje y se 
muestran en la columna 2 de la tabla 6.2 o bien en la columna 12 de la tabla 6.5, y se repiten 
sistemáticamente en la columna 3 de las tablas 6.13 a 6.17. 

En la revisión del cumplimiento de las condiciones de regularidad del edificio respecto a la 
rigidez al corte (inciso 3.4), la relación de rigideces entre el primer y segundo entrepiso es igual 
a 2.035. Aunque excede de 100 por ciento (103.5), se considera que la rigidez del primer 
entrepiso está sobrevaluada por la condición de frontera de empotramiento. Por tanto, el 
edificio es regular y los Factores reductivos o· no sufren reducciones adicionales. 

6.3.4 1 Primer modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 y 5 de la tabla 6.13. 

Tabla 6.13 Respuesta espectral de cortantes : Primer modo 
Nivel/ Ukmax 

1 
k k y Ukmax 

1 
Vkmax' Vkmax 1 

Entrepiso cm t/cm cm t t 
1 0.1127 515.28 0.1127 58.12 38.75 
2 0.3337 253.15 0.2210 55.95 37.30 
3 0.6195 173.85 " 0.2858 49.68 33.12,_il 
4 0.9332 121.28 0.3137 38.05 25.37 
5 1.2442 65.93 0.3110 20.50 13.67 

La sexta columna ·representa los valores de la fuerza cortante reducida al dividir los valores de 
la quinta columna entre el factor re ductivo Q ·,y, que resulta ser. 

T1y = 0.4719 > T. = 0.2 
(6.25) 

Q',v = Ov = 1.500 
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6.3.4.2 Segundo modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 y 5 de la tabla 6.14. 

Tabla 6.14 Respuesta espectral de cortantes : Segundo modo 
Nivel/ Ukmax 

2 k k y Ukmax 
2 

Vkma/ Vkmax2 
Entrepiso cm tic m cm t t 

1 0.0208 515.28 0.0208 10.72 7.15 
2 0.0546 253.15 0.0338 8.56 5.71 
3 0.0711 173.85 0.0165 2.87 1.91 
4 0.0339 121.28 -0.0372 -4.51 -3.01 
5 -0.0882 65.93 -0.1221 -8.05 -5.37 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante reducida al dividir los valores de 
la quinta columna entre el factor reductivo a· 2,, que resulta ser. 

T2y = 0.2006 > Ta = 0.2 
(6.26) 

a·,,= a,= 1.5oo 

6.3.4.3 Tercer modo 

Las operaciones de la Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 y 5 de la tabla 6.15. 

Tabla 6.15 Respuesta espectral de cortantes : Tercer modo 
Nivel/ Ukmax" k k y Ukmax ~ Vkmax, Vkmax3 

Entrepiso cm tic m cm t t 
1 0.0074 515.28 0.0074 3.81 2.87 
2 0.0152 253.15 0.0078 1.97 1.49 
3 0.0050 173.85 -0.0102 -1.77 -1.33 
4 -0.0197 121.28 -0.0247 -3.00 -2.26 
5 0.0086 65.93 0.0283 1.87 1.41 

¡! 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante reducida al dividir los valores de ~ 
1 

la quinta columna entre el factor reductivo a· 3,, qué resulta ser. 

T,y = 0.13 02 < T, = 0.2 

(6.27) 

T 
Q;,. = 1 + 7';'" (Qy -1) = 1.326 

a 
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6.3.4.4 Cuarto modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 y 5 de la tabla 6.16. 

Tabla 6.16 Respuesta espectral de cortantes : Cuarto modo 
Nivel/ Ukmax

4 kky Ukmax
4 

Vkma: VkmaA 
Entrepiso cm tic m cm t t 

1 0.0039 515.28 0.0039 2.00 1.62 
2 0.0046 253.15 0.0007 0.18 0.15 
3 -0.0068 173.85 -0.0114 -1.98 -1.60 
4 0.0031 121.28 0.0099 1.20 0.97 
5 -0.0006 65.93 -0.0037 -0.24 -0.19 

.. 
La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante reducida al d1v1d1r los valores de 
la quinta columna entre el factor reducido Q · 4,, que resulta ser. 

T.,. = 0.0945 < r. = 0.2 

(6.28) 

T. 
n• = 1 + ~ (0 - 1) = 1236 ~y T. -Y 

• 

6.3.4.5 Quinto modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 y 5 de la tabla 6.17. 

Tabla 6.17 Respuesta espectral de cortantes : Quinto modo 
Nivel/ Ukmax 

0 
k k y Ukmax

0 
Vkmax" Vkmax5 

Entrepiso cm tic m cm t t 
1 0.0038 515.28 0.0038 1.94 1.66 
2 1 -0.0022 253.15 -0.0060 -1.52 -1.3 
3 0.0006 173.85 0.0028 0.49 0.42 
4 '" -0.0001 121.28 -0.0007 -0.08 -0.07 
5 0.0000 65.93 0.0001 0.01 0.01 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante reducida al dividir los valores de 
la quinta columna entre el factor reductivo Q · 5,, que resulta ser. 
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T,y = 0.0676 < T, = 0.2 

(6.29) 

' T,,. Q,,. = 1+T(Qv -1) = IJ69 
a 

6.3.5 Respuesta total para el modelo estructural paralelo al eje y 

Conocidos los elementos cinemáticos (inciso 6.3.3) y los elementos mecánicos (inciso 6.2.4) 
del modelo estructural en estudio para cada modo de vibración, se procede a determinar la 
respuesta total de dicho modelo estructuraL 
Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que debe incluirse el efecto de todos 
los modos naturales de vibración con periodo mayor o igual a 0.4 s, pero en ningún caso se 
pueden considerar menos que los tres primeros modelos de translación en cada dirección 
análisis. 
Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 recomienda utilizar el método de la raíz cuadrada 
de la suma de los cuadrados (SRSS), para calcular la respuesta total, siempre que los 
periodos de los modos naturales en cuestión difieran al menos 10% entre si, que es el caso. El 
método SRSS se indica mediante la Ec 4.29, que se reproduce a continuación. 

g: 
S=")~-'· (4.29) 

6.3.5.1 Respuesta total de desplazamientos 

En la tabla 6.18 se resumen las operaciones indicadas por la Ec 4.29 para los vectores de 
desplazamientos máximos de cada modo mostrados en la columna 6 de las tablas 6.8 a 6.12. 
En la columna 2 se muestra la combinación de un solo modo (el primero), en la columna 3 la 
combinación de los dos primeros, y así sucesivamente. 

·- ~ 

El primer elemento de cada casillero representa el componente de '-desplazamiento total 
mientras que el segundo elemento representa el cociente de ese desplazamiento entre el 
desplazamiento total obtenido con la combinación de todos los modos del· modelo estructural, r 
dados por la columna 6. 
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Tabla 6.18 Respuesta total de desplazamientos (cm) 
Nivel 1 modo 2 modos 3 modos 4 modos 5 modos 

1 0.1127 0.1146 0.1148 0.1149 0.1150 
0.98 0.99 1.00 1.00 1.00 

2 0.3337 0.3381 0.3385 0.3385 0.3385 
0.97 1.00 1.00 1.00 1.00 

3 0.6195 0.6236 0.6263 0.6236 0.6236 
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 

4 0.9332 0.9338 0.9349 0.9340 0.9340 
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

5 1.2442 1.2473 1.2474 1.2474 1.2474 
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

6.3.5.2 Respuesta total de fuerzas cortantes 

En la tabla 6.19 se resumen las operaciones indicadas por la Ec 4.29 para los vectores de 
fuerzas cortantes máximos de cada modo mostrados en la columna 6 de las tablas 6.13 a 
6.17. El ordenamiento de esta tabla es enteramente similar al de la tabla 6.18. 

Tabla 6.19 Respuesta total de fuerzas cortantes (t) VJ 
Escala 

Entrepiso 1 modo 2 modo 3 modo 4 modo 5 modo 
1 37.75 38.42 38.53 38.56 38.60 43.28 

0.98 0.99 1.00 1.00 1.00 
2 37.30 37.73 37.76 37.76 37.79 42.37 

0.99 1.00 1.00 1.10 1.00 
3 33.12 33.18 33.20 33.24 33.24 37.27 

0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 
4 25.37 25.55 25.65 56.37 25.67 28.78 

";¡ 1.00 1.00 1.00 u~.g. 1.00 ..• 
5 13.67 14.69 14.75 14/6 14.56 16.55 

0.93 0.99 1.00 roo - 1.00 .. 

6.3.5.3 Revisión por cortante basal 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que si con el método de análisis 
dinámico que se haya aplicado se encuentra que, en la dirección que se considera, la fuerza 
cortante basal calculada, VO, debe ser tal que debe cumplir con la siguiente condición. 
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w; 507 2 
V0 <:: 0.8a-0 = (08)(016)-- = 43.28 1 

Q' 15 
(6.30) 

En caso de no cumplirse la condición anterior, las fuerzas de diseño y los desplazamientos 
laterales correspondientes se deben incrementar en la proporción para que el cortante basal 
calculado, VO, cumpla con la igualdad. 
De acuerdo con la tabla 6.19, el cortante basal que proporciona el método dinámico es, VO = 
38.60 t, por o que las fuerzas cortantes que proporciona el método dinámico (columna 6 de la 
tabla 6.19) se debe multiplicar por el coeficiente, 43.28/38.6 = 1.12. El escalamiento se indica 
en la columna 7 de la tabla 6.19. 

6.3.6 Comparación de las fuerzas cortantes obtenidas con los métodos estáticos y dinámicos 

A fin de tener una idea comparativa de los valores de las fuerzas cortantes que cada método 
proporciona se construye la tabla 6.20 donde se establecen tales comparaciones. 

Tabla 6.20 Comparación de fuerzas cortantes sísmicas 
Entrepiso Ves! Vdm VestNdin 

(t) (t) 
1 54.09 43.28 1.25 
2 50.33 42.37 1.19 . 
3 42.81 37.27 1.29 
4 31.53 28.78 1.10 
5. 16.48 16.55 1.00 

6.4 Fuerzas sísmicas en los.elementos estructurales de la edificación 

6.4.1 Resumen de las ecuaciones utilizadas 

En el inciso 5.2 se presenta el procedimiento para cuantificar las fuerzas sísmicas para el 
modelo estructural que utiliza el concepto de rigideces de entrepiso. Las ecuaciones que se 
utilizan se reproducen a continuación. 

6.4.1.1 Coordenadas del centro de torsión 
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NX 

¿x,k,Y 
;=1 

Xl = -'-,.,.;,v,,...· -

Z:k,y 
;=1 

6.4.1.2 Fuerzas cortantes directas 

6.4.1.3 Excentricidades calculadas 

donde 

e, = Excentricidad de la fuerza Cortante V, 
Xm = Abscisa del centro de masas 
x, = Absc·¡sa del centro de torsión 

donde 

e,, = Excentricidad de la fuerza Cortante V, 
Ym = Ordenada del centro de masas 
y, = Ordenada del centro de torsión 

(5.1 O) 

(5. 11) 

(5.54) 

( 5.8) 

(5.12) 

(5.13) 
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6.4.1.4 Excentricidades de diseño 

ed, = 1.5 e., + 0.1 b, 
(5.14) 

bx es la dimensión de la planta que se considera medida en la dirección de esx (perpendicular 
a la fuerza cortante Vy). 

edy = 1.5 esy + 0.1 by 
(5.15) 

by es la dimensión de la planta que se considera medida en la dirección de esy (perpendicular 
a la fuerza cortante Vx). 

6.4.1.5 Fuerzas cortantes debidas a la torsión 

V' kj, 
1X=NY NX M 

"k _,+"k x' L..,uY, L..1Y1 
¡:=] }"' 1 

V' = -=---k~'"-yx-""',---M 
JY" NY NX 

"k _,+"k x' L... u:Y, L.. JY 1 
¡=] J=l 

6.4.1.6 Fuerzas cortantes de diseño en los resortes (rigideces de entrepiso) 

Vd 1 
V1x = tx +V rx 

(5.16) 

(5.22) 

(5.23) 
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(5.24) 

Las fuerzas cortantes que se utilizan son las obtenidas con el método estático, ya que con el 
método dinámico se obtuvieron para el modelo estructural paralelo a la dirección del eje y. 

6.4.2 Diafragma del nivel 1 

En la Fig. 6.6 se muestra la geometría del diafragma del nivel 1 así como la distribución de las 
rigideces de entrepiso que llegan a dicho nivel y la posición del centro de masas. Con base en 
dicha figura y las ecuaciones resumidas del capítulo 5 se construyen las tablas 6.21 y 6.22. 

Con base en las columnas 3 y 4 de la tabla 6.21 y la Ec 5.11 se obtiene el siguiente valor de la 
ordenada del centro de torsión. 

!084134 
Y = = 795 m 

!t !36369 
(6.31) 

Con los elementos de la columna 3 de la tabla 6.21, la fuerza cortante correspondiente y la Ec :;:o 
5.8 se obtienen los elementos de la columna 5 de dicha tabla. 

Los elementos de la columna 6 de la tabla 6.21 se obtiene mediante la Ec 6.31 y la columna 2 
de dicha tabla. 

Tabla 6.21 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 1, paralela al eje x 
Eje Y¡ k¡x Y¡k¡x 
i-x (m) (Um) (t) 
1-x 0.00 31045.00 0.00 
2-x 2.85 12757.00 36357.00 
3-x '1.20 9753.00 40963.00 
4-x 6.60 9753.00 64370.00 
5-x 

' 
7.95 9753.00 77536.00 

6-x 9.30 9753.00 90703.00 
7-x 11.70 9753.00 114110.00 
8-x 1305 12757.00 166479.00 
9-x 15.90 31045.00 493616.00 
:¡; 136369.00 1084134.00 
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Tabla 6.21 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 1, paralelas al eje x 
(cont.)" 

Eje va11x y, Y ¡k¡x Y ¡
2

k¡x 

i-x (t) (m) jt) (tm) 
17X 12.31 -7.95 -246808.00 1962121.00 
2-x 5.06 -5.10 -65061.00 331810.00 
3-x 3.87 -3.75 -36574.00 137152.00 
4-x 3.87 -1.35 -13167.00 17775.00 
5-x 3.87 0.00 0.00 0.00 
6-x 3.87 1.35 13167.00 17775.00 
7-x 3.87 3.75 36574.00 137152.00 
8-x 5.06 5.10 65061.00 331810.00 
9-x 12.31 7.95 246808.00 1962121.00 
¿ 54.09 4897715.00 

A fin de cuantificar la abscisa del centro de torsión y los demás elementos de las restantes 
ecuaciones del capítulo 5 se construye la tabla 6.22, con base en la figura 6.6 

Con base a las columnas 3 y 4 de la tabla 6.22 y la Ec 5.10 se obtiene el siguiente valor de la 
1 abscisa del centro de torsión. 

x = 174921 = 340 m 
]/ 51528 

(6.32) 

Con los elementos de la columna 3 de la tabla 6.22, la fuerza cortante correspondiente y la Ec 
5.4 se obtienen los elementos de la columna 5 de dicha tabla. 

Los elementos de la columna 6 de la tabla 6.22 SEl.obti!!ne mediante.la.Ec 6._32 y la columna 2 
de dicha tabla. · '' 

Tabla 6.22 Fuerzas sísmicas en las rigidece.!i del Entrepiso 1, paralelás al eje y 
Eje x, k¡y X¡k¡y 
j-y (m) (U m) (t) 
1-y 000 24988.0 0.0 
2-y 4.20 11432.0 48014.0 
3-y 8.40 15108.0 126907.0 
¿ 51528.0 174921.0 
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Tabla 6.22 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 1' paralelas al eje 
(cont.) 

Eje ~;JY X· Xjkjy X ,"kjy 
i-v (m\ (Í) (tmÍ 
1-v 26.23 -3.40 -84459.00 288861.00 
2-v 12.00 0.80 9146.00 7316.00 
3-v 15.86 5.00 75540.00 377700.00 
:¡; 54.09 673877.00 

De acuerdo con las coordenadas dentro de masas especificado en la Fig. 6.6 y las Ec 6.31 y 
6.32 se obtienen los siguiente valores de las excentricidades calculadas, de acuerdo con las 
Ec 5.12 y 5.13. 

e,.,= IX1m- X11l = 14.20- 3.401 = 0.80 m 
(6.33) 

e,,,= IY1m- y,,¡= 17.95- 7.951 = 0.00 m 

Con base en las Ec 6.33, 5.14 
correspondientes. 

y 5.15 se obtienen las excentricidades de diseño 

e1dx = r.5e,., + 0.1bx = 1.5(0.8) + 0.1 (8.4) = 2.04 m 
(6.34) 

e1dx = e,ox - 0.1bx = 0.8 - 0.1(8.4) = -0.04 m 
e1dy = 1.5e,, + 0.1by = 1.5(0.0) + 0.1(15.9) = 1.59 m 

(6.35) 
e1dv = e1sy - 0.1b, = 0.0 0.1(15.9) = -1.59 m 

Con base en las Ec 6.34, 6.35 y 5.16 se obtiene el momento torsionante que SI las fuerzas 
sísm1cas le ocasionan al diagrama rígido del nivel 1. 

M1ty = e1.N1, = 2.04 (54.09) = 110.34 tm 

= e1dxV1y = 0.04 (54.09) = 2.20 tm 
(6.36), 

M;tx = e,.,V,x = 1.59 (54.09) = 86.00 tm 
(6.37) 

= e,.,V,x = 1.59 (54.09) = 86.00 tm 

De acuerdo con las Ec 5.22, 5.23 y la columna 8 de las tablas 6.21 y 6.22 se obtienen los 
siguientes coeficientes. 

83 



' ' 

Las NTC para diseño por sismo, en su inciso 8.6, establece que de los dos momentos 
torsionantes de diseño en cada dirección (Ec 6.36 y 6.37) se debe tomar para cada marco o 
muro el que resulte mas desfavorable. Para cuantificar las fuerzas cortantes debidas a la 
torsión se utilizan las Ec 5.22 y 5.23, que de acuerdo con las columnas 8 de las tablas 6.21 y 
6.22 y las Ec 6.36 y 6.37 resultan ser. 

V.IY = k~y, M = 11034 k-
~~ ~k-'+~kx' !t¡· 4897715+673877~Y. 

~1XY1 ~JYJ (6.38) 
1=1 ¡=1 

= 0.000019804kJ, 

(6.39) 

(6.40) 
1=1 j=l 

= 0.0000154354kJ, 

ty k1YX1 
v;JY = NY NX M!ty = 0.0000!54354kJYXJ (6.41) 

"ky-'+"k x' L..,¡u:, ~JYJ 
1=1 j=l 

En la Fig. 6. 7 se presentan las fuerzas cortantes, cuando el sismo de diseño actúa en uno de 
sus sentidos, dadas por las Ec 6.38 a 6.41 al utilizar los valores de la columna 7 de las tablas 
6.21 y 6.22 Tales valores se presentan en las columnas 9 a 12 de las tablas 6.21 y 6.22, en 
donde se incluyen los dos sentidos en que puede actuar el sismo de diseño. 

Las columnas 13 de las tablas 6.21 se cuantifican de acuerdo con la Ec 5.24, de tal manera 
que se obtenga la fuerza cortante mayor. 

84 



Tabla 6.21 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 1m paralelas al eje 
x (cont.) . 

Eje V'Y1ix v'Y - 11x V"11x - V"11x v1ix 

i-x (t) (t) (t) (t) (t) 
1-x -4.89 4.89 3.81 -3.81 17.20 
2-x -1.29 1.29 1.00 -1.00 6.35 
3-x -0.72 0.72 0.56 -0.56 4.59 
4-x -0.26 0.26 0.20 -0.20 4.13 
5-x 0.00 0.00 0.00 0.00 3.87 
6-x 0.26 -0.26 -0.20 0.20 4.13 
7-x 0.72 -0.72 -0.56 0.56 4.59 
8-x 1.29 -1.29 -1.00 1.00 6.35 
9-x 4.89 -4.89 -3.81 3.81 17.20 
¿ 

Tabla 6.22 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 1, paralelas al eje y 
(cont.) 

Eje V'Y1ix - V'Y1ix v[x 1ix - V"11x v1ix 

j-x (t) (t) (t) (t) (t) 
1-v -1.67 1.67 1.30 -1.30 27.90 
2-y 0.18 -0.18 -0.14 0.14 12.18 
3-y 1.50 -1.50 -1.17 1.17 17.36 
¿ 

., .. 
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l. INTRODUCCION 

Uno de los temas del Curso Internacional de Ingeniería Sísmica que 
cada año organiza la División de Educación Continua de la Facultad 
de Ingeniería, UNAM, es la cuantificación de las fuerzas que un 
sismo de diseño le ocasiona a un edificio, de acuerdo con los 
métodos que recomienda algún código que refleje las experiencias 
del comportamiento de tales edificacions ante la ocurrencia 
sistemática de dichos fenómenos naturales de magnitudes 
significativas, como es el Reglamento de Construcciones para el 
Distrito Federal vigente (RCDF87). 

El hablar de edificios implica una geometría muy especial (trabes, 
columnas, muros, losas, etc.) construída con determinados 
materiales (concreto, acero, mamposteria, etc.) que durante su vida 
útil va a estar sometida a una serie de solicitaciones que tiene 
que resistir, .entre las que se cuenta las debidas a los sismos. 
Durante el desarrollo de la tecnología que conduce a construír 
edificaciones seguras y económicas, el ingeniero ha desarrollado 
una serie de métodos que involucran los conceptos señalados 
(geometría, material y cargas), que en conjunto conducen al 
concepto de estructura; y ,desde luego, que el concepto de cargas, 
a medida que se define con mayor precisión se tiene que relacionar 
cada vez mas con los otros dos (geometría y material). 

El tratar de cuantificar a uno (fuerzas) de los tres conceptos que 
definen a las estructuras (geometría, material y fuerzas) 
independientemente de los modelos estructurales del cual forman 
parte, es prácticamente imposible sin involucrar hipótesis 
simplificadoras que necesariamente deben conducir a resultados 
conservadores. 
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Los métodos basados en hipotesis simplificadoras y modelos 
estructurales simplificados se utilizaron con mucha frecuencia 
cuando la herramienta para operarlos consistía únicamente, en 
calculadora, papel y lápiz. Todavía existen algunos métodos y 
modelos que aún se utilizan tanto con las herramientas originales 
como con las computadoras. Es necesario aclarar que la programación 
de estos métodos es menos integral que los que se desarrollaron 
para ser utilizados con una computadora. 

En este tema se presentan los conceptos que permiten aplicar los 
métodos que el RCDF87 recomienda para la cuantificación de las 
fuerzas que un sismo de diseño le ocasiona a un edificio, a fin de 
determinar los elementos mecánicos y cinemáticos que dicho sismo de 
diseño provoca y poder así determinar los estados límites de falla 
y de servicio que el mismo RCDF87 establece para lograr un diseño 
racional de dichas edificaciones. 

•..:- .:! ¡. ·l. -¡ .! 
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2. MODELACION ESTRUCTURAL DE LAS EDIFICACIONES 

De acuerdo con el análisis estructural, que es la teoría que 
involucra a los conceptos de geometría, material y cargas con las 
leyes de la mecánica newtoniana, se pueden construír modelos que 
son extraordinariamente simples o bién extraordinariamente 
refinados, según la herramienta de trabajo (calculadora, 
computadora, etc) de que se disponga para su manejo. Desde luego 
que los modelos refinados (grandes geometrías, fuerzas dinámicas, 
no linealidad geométrica, no linealidad del material, etc.) 
implican, necesariamente, el uso de la computadora. 

Art 189 del RCDF87 establece que: Las fuerzas internas (elementos 
mecánicos) y las deformaciones (elementos cinernáticos) producidas 
por las acciones se determinarán mediante un análisis estructural 
realizado con un método reconocido que torne en cuenta las 
propiedades de los materiales ante el tipo de cargas· .. que se 
consideren". 

Las normas técnicas complementarias ( NTC) para diseño y 
construcción de estructuras de concreto y de estructuras metálicas 
del RCDF87, establecen que dichas estructuras se pueden analizar 
con métodos que supongan un comportamiento elástico, lineal. 

Con base en lo anterior el RCDF87 permite utilizar el modelo mas 
simple del análisis estructural: Material elástico lineal (material 
de Hooke), desplazamientos pequeños (tensor de deformaciones 
infinitesimales), que es un modelo matemático lineal basado en la 
teoría de la elasticidad lineal y la teoría de la mecánica de 
materiales. 

3 



2.1 Representación esquemática 

A fin de tener una referencia de los elementos que definen a un 
edificio, en la Fig 2.1 se representa, de manera esquemática, a los 
siguientes elementos. · 

2.1.1 Elementos de la superestructura 

De acuerdo con la Fig 2.1 los elementos que conforman a la 
superestructura son aquéllos que sobresalen del suelo en el que se 
apoya el edificio, y son: 

a) Trabes (elementos barra tridimensionales contenidos en planos 
horizontales denominadas losas). 

b) Columnas (elementos barras tridimensionales contenidos en 
planos verticales). 

e) muros (elementos sólidos tridimensionales contenidos en uno 
solo o en varios planos verticales). 

d) Losas (Elementos tridimensionales contenidos en planos 
horizontales, idealizados ya como diafragmas flexibles o bien 
como diafragmas rígidos). 

Los elementos de la superestructura se construyen con materiales 
especificados y controlados por el ingeniero. 

2.1.2 Elementos del suelo 

El soporte de la estructura lo constituye el suelo, material de dos 
fase· (fase sólida, denominada esqueleto, y fase· fluída, 
generalmente agua y gas) construído de manera natural, por lo que 
el ingeniero ha desarrollado la tecnología apropiada para su 
modelación. 

2.1.3 Elementos de la cimentación 

Los elementos de · la cimentación se construyen con materiales 
especificados y controlados por el ingeniero y pueden ser los 
siguieutes. 

a) Contratrabes (elementos barra tridimensionales contenidos en 
planos horizontales denominadas losas de cimentación, trabes 
de liga, etc.). 

b) Zapatas aisladas o corridas (losas y contratrabes). 
e) Muros verticales contenidos en planos verticales. 
d) Losas y cascarones (elementos tridimensionales contenidos en 

una superficie). 
e) Pilas y pilotes. 

2.2 Elementos estructurales 

Con base en los elementos estructurales de las edificaciones 
indicados de manera esquemática en la sección 2.1, en esta sección 
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se resumen los conceptos formales de tales elementos estructurales 
en relación con su participación en la construción de las 
ecuaciones de equilibrio de la edificación. 

El método mas versatil y poderoso para formular, resolver y manejar 
las ecuaciones de equilibrio de las estructuras, es el método de 
las rigideces o de los desplazamientos (para los elementos barras, 
asociados a las estructuras esqueletales o marcos) y el método del 
elemento finito en su formulación de los desplazamientos (para los 
elementos sólidos bidimensionales, placas planas y cascarones de 
las estructuras denominadas continuas). La versatilidad y poderío 
de los métodos anteriores están asociados a su adecuación al uso de 
las computadoras. 

Las ecuaciones de equilibrio de los elementos estructurales se 
establecen en términos de los puntos nodales que se requieren para 
definir su geometría. A los puntos nodales de cada elemento finito 
le corresponden diferentes grados de libertad (número de 
componentes de desplazamiento lineales y agulares). 

Para el caso de fuerzas estáticas, las ecuaciones de quilibrio de 
cada elemento estructural se puede escribir, de manera general, de 
la siguiente manera: 

/
9 = ! 0 + kü 

= ¡o + ¡u 
(2.1) 

donde los vectores y la matriz de la ecuac1on anterior están 
asociados a los elementos mecánicos y cinemáticos de los puntos 
nodales del elemento estructural, y los nombres mas comunes que 
reciben son los siguientes. 

f9 = Vector de fuerzas equilibran tes 

¡o = Vector de fuerzas de empotramiento 

¡u = lCü = Vector do fuerzas de desplazamiento ( 2 ")2 ) 

JC = Matriz de rigideces 

a = Vector de desplazamientos 

En las Ec 2.1 y 2.2 la magnitud y el número de los componentes de 
los vectores y de la matriz dependen del número de puntos nodales 
y de sus correspondientes grados de libertad que definen al 
elemento estructural. 
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2.2.1 Elementos barra 

Son elementos tridimensionales para representar a trabes, columnas, 
contra trabes, pilas y pilotes ( Fig 2. 2). Geométricamente bastan dos 
puntos nodales que definen un eje (casi siempre recto) y sus 
secciones transversales (casi siempre constantes y, por tanto, con 
una basta). Sus ecuaciones de equilibrio se obtienen con base en la 
teoría de la mecánica de materiales y para su integración no se 
requiere del método del elemento finito (MEF), para las barras de 
eje recto y sección constante. A cada punto nodal se le consideran 
seis grados de libertad, tres lineales y tres angulares. Se 
presentan caso particulares como son las barras planas con tres 
grados de libertad por nudo (dos lineales y un angular), las barras 
de retícula de entrepiso con tres grados de libertad por nudo (uno 
lineal y dos angulares), las barras de armaduras (barras axiales o 
barras doblemente articuladas) con tres (tridimensionales) y dos 
(bidimensionales) grados de liberta! por nudo (que son 
desplazamientos lineales, ya que los angulares son linealmente 
dependientes por corresponder a articulaciones). En general, los 
vectores tienen seis componentes. 

2.2.2 Elementos sólidos bidimensionales (muros planos) 

Son elementos tridimensionales que únicamente pueden soportar 
cargas y desplazamientos contenidos en su superficie media (plana). 
Geométricamente se pueden definir mediante un triángulo (tres o mas 
puntos nodales) o un cuadrilátero (con cuatro o mas puntos 
nodales) , según se indica en la Fig . 2. 2. A cada punto nodal 
normalmente se le asignan dos componentes de desplazamiento lineal. 
Las ecuaciones de equilibrio se establecen mediante alguna de las 
teorías de la mecánica del medio continuo (como la teoría de la 
elasticidad lineal) y para su solución se utiliza el MEF. 

2.2.3 Elementos placas planas (losas) 

Son elementos tridimensionales que generalmente se utiizan para 
soportar cargas transversales a su superficie media (plana). 
Geométricamente se pueden definir mediante· un triángulo (tres o mas 
puntos nodales) o un cuadrilátero-' (con·· cuatro o mas· puntos· 
nodales), según se indica en la Fig 2. 2. A cada punto nodal 
normalmente se le asignan tres componentes de desplazamiento (uno 
lineal y angulares). Las ecuaciones de equilibrio se establecen 
mediante alguna de las teorías de la mecánica del medio continuo 
(como la teoría de la elasticidad lineal) y para su solución se 
utiliza el MEF. 

2.2.4 Elementos cascarones (muros tridimensionales) 

son elementos tridimensionales que generalmente se utiizan·-·para 
soportar tanto cargas transversales a su superficie media (losa) 
como cargas contenidas en su superficie (membrana). Geométricamente 
se pueden definir mediante un triángulo (tres o mas puntos nodales) 
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o un cuadrilátero (con cuatro o mas puntos nodales) , según se 
indica en la Fig 2.2. Además de los tres componentes de 
desplazamiento correspondientes a los elementos losas se le 
adicionan los tres desplazamientos del elemento membrana(dos 
lineales contenidos en su superficie y uno angular normal a su 
superficie). Las ecuaciones de equilibrio se establecen mediante 
alguna de las teorías de la mecánica del medio continuo (como la 
teoría de la elasticidad lineal) y para su solución se utiliza el 
MEF. 

2.2.5 Diafragmas flexibles 

Los diafragmas son elementos planos (en los edificios) que unen a 
varios elementos estructurales que los obliga a desplazarse en 
conjuto, como si fuera una membrana. Desde luego que existen 
desplazamientos relativos entre los elementos unidos por el 
diafragma. A cada punto nodal de los elementos estructurales 
contenido en el diafragma le coresponden dos desplazamientos 
lineales y un angular, que desde luego son independientes para cada 
punto nodal (Fig 2.2). Los diafragmas flexibles se modelan mediante 
el elemento finito cascarón del inciso 2.2.4. 

2.2.6 Diafragmas rígidos 

Cuando los desplazamientos relativos entre los elementos unidos por 
el diafragma (descrito en el inciso 2.2.5) son pequeños y se pueden 
considerar nulos, se dice que el diafragma es rígido y, por tanto, 
los desplazamientos de los puntos nodales contenidos en el 
diafragma son linealmente dependientes de los tres desplazamientos 
del diafragma (dos lineales y un angular) . Desde 1 uego que el 
número de desplazamientos independientes del diafragma rígido 
(únicamente tres, Fig 2.2)) resulta ser mucho menor que el 
correspondiente a los del diafragma flexible (seiss por el número 
de puntos nodales contenidos en dicho diafragma). 

2.3 Modelos estructurales 

Con el ensamble de los elementos estructurales descritos eD el 
inciso 2.2 se puede construír una gran variedad de modelos 
estructurales que se pueden utilizar en el análisis estructural de 
los edificios. Independientemente de los elementos estructur~les 
que participan en su ensamble, las ecuaciones de equilibrio de los 
modelos estructurales sometidos a cargas estáticas resultan ser. 

KÜ = F (2.3) 

Los vectores y la matriz de los modelos estructurales dados por la 
Ec 2.3 se denominan. 

El número de componentes de los vectores de la estructura (Ec 2.4) 
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ü = Vector de desplazamientos de 
la estructura (desconocido) 

f = Vector de fuerzas de la (2.4) 
estructura (conocido) 

R = Matriz de rigideces de la 
estructura (conocida) 

es igual al número de componentes de desplazamiento (lineales y 
angulares) desconocidos, linealmente independientes, de los puntos 
nodales de la estructura (grados de libertad de la estructura). Los 
modelos estructurales mas comunes se describen a continuación. 

2.3.1 Marcos tridimensionales 

Es un modelo estructural formado esclusivamente con los elementos 
barras barra descritos en el inciso 2. 2. 1. Necesariamente debe 
contener barras tridimensionales, pero también pueden existir 
combinaciones de barras planas, barras de retícula de entrepiso y 
barras axiales. 

2.3.2 Muros tridimensionales 

Este modelo se construye con el ensamble de elementos sólidos 
bidimensionales (inciso 2.2.2), elementos placas planas (inciso 
2.2.3) y elementos cascarones (inciso 2.2.4), según el tipo de 
carga que actúa en sus respectivas regiones. 

2.3.3 Muromarcos tridimensionales 

El modelo de muromarcos tridimensionales es una combinación de los 
modelos marcos tridimensionales y muros tridimensionales. 

2.3.4 Marcos planos 

Este,rnodelo es un_caso particular de los marcos tridimensionales y 
se obtiene· mediante el ensamble de barras planas, por lo que su 
geometria y cargas están contenidas en un plano. 

r:~.-

2.3.5 Muros planos 

Este modelo es un caso particular de los muros tridimensionales y 
se obtiene mediante el ensamble de elementos sólidos 
bidimensionales, por lo que su geometria y cargas están contenidas 
en un plano. 

2.3.6 Muromarcos planos 

El modelo de muromarcos planos es una combinación de los modelos 
marcos planos y muros planos. 
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2.3.7 Rigideces de entrepiso (resortes) 

Este modelo estructural únicamente sirve para simplificar el 
análisis de marcos planos ante fuerzas horizontales. Con algunas 
hipótesis simpificadoras se hace extensivo a muros planos y a 
muromarcos planos. 

Como se muestra en la Fig 2.3, la estructura plana original (marco, 
muro o muromarco) se reemplaza por una estructura a base de 
resortes. La constante del resorte, denominada rigidez de 
entrepiso, se cuantifica de acuerdo con la siguiente expresión. 

= = Rigidez de entrepiso ( 2. 5) 

Los elementos de la Ec 2.5 se muestran en la Fig 2.8 y se definen 
como. 

Auj = Desplazamiento relativo del i -ésimo entrepiso 

= Uj - Uj _ 1 

Uj = Desplazamiento horizontal del i-ésimo nivel ( 2. 6) 

ul-1 = Desplazamiento horizontal del (i-1)-ésimo nivel 

Vj = Fuerza cortante del i-ésimo entrepiso 

Desde luego que en la Ec 2. 5 no se conocen. los desplazamientos· 
horizontales de los niveles y para cuantificar los valores de las 
rigideces de entrepiso se hacen hipótesis respecto a los 
desplazamientos angulares y fuerzas cortantes en los entrepisos y 
niveles adyacentes (como es el caso de las fórmulas de Wilbur). 

Por supuesto que las rigideces de entrepiso se pueden cuantificar 
mediante el uso de la computadora al estimar las fuerzas 
horizontales que actúan en las estructuras planas, pero resulta 
mucho menos eficiente que utilizar los métodos de análisis que 
existen y que fueron diseñados para ser manejados por una 
computadora. 
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2. 4 Modelos estructurales para el análisis de edificios ante 
fuerzas sísmicas 

Un concepto básico para cuantificar las fuerzas sísmicas en las 
edificaciones es el modelo estructural utilizado. En este inciso se 
describen, de manera esquemática, los modelos estructurales que se 
utilizan en el análisis sísmico de las edificaciones. 

2.4.1 Marcos y rnurornarcos tridimensionales unidos con diafragmas 
flexibles 

El modelo estructural del edificio se forma con 
estructurales correspondientes a marcos y 
tridimensionales (incisos 2.3.1 y 2.3.3) unidos 
diafragma flexible (inciso 2.6), según se muestra en 

los modelos 
rnurornarcos 

mediante un 
la Fig 2.4. 

El número de ecuaciones de equilibrio está asociado a los 
componentes de desplazamiento (lineales y angulares) linealmente 
independientes de los puntos nodales del edificio, que aún para 
edificios relativamente pequeños resulta ser un número grande 
comparado comparado con otros modelos. Este modelo puede provocar 
problemas de aproximación debido a que la rnodelación de la rigidez 
en el plano del diafragma resulta ser muy grande. 

Desde luego que este modelo estructural únicamente se puede manejar 
con una computadora y se construye al utilizar los programas de 
propósitos generales basados en el MEF (NISA, SAP90, etc.). 

2.4.2 Marcos y rnurornarcos tridimensionales unidos con diafragmas 
rígidos 

Algunos programas de propósitos generales basados en el MEF ( SAP90) 
contemplan la posibilidad de hacer que puntos nodales contenidos en 
un diafragma sean linealmente dependientes respecto a un punto 
(centro de masas). Esto obliga a que cada diafragma tenga tres 
grados de libertad, lo que reduce significativamente el número de 
ecuaciones que genera el modelo del inciso anterior (inciso 2.4.1) 
y elimina los proble1uas de aproximación debido a las ..;-rigideces 
grandes en el plano del diafragma. ~ • 

2. 4. 3 Subestructuras formadas con marcos y ·(l .. rnurornarcos 
tridimensionales unidos con diafragmas rígidos(ETABS) 

Existen programas de computadora de propósitos especiales (La sigla 
ETABS se refiere a: Extended Three dimensional Analysis of Building 
Systern) en los que se torna en cuenta las particularidades de los 
elementos que conforman a un edificio (muros, trabes, columnas, 
juntas, diafragma rígido). 

La construcción de este modelo se basa en considerar a los marcos 
y rnurornarcos tridimensionales corno una subestructura, según se 
observa en la Fig 2 .. 5. De las ecuaciones de equilibrio de los 
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marcos y muromarcos tridimensionales se condensan las ecuaciones de 
los grados de libertad que no están asociados a los tres 
desplazamientos del diafragma rígido, mediante un triangulación 
parcial. El número de ecuaciones de equilibrio de este modelo es 
igual a tres veces el número de diafragmas rígidos, que es mucho 
menor que el modelo descrito en el inciso 2.4.1 y también menor que 
el del inciso 2.4.2 en caso de existir muros en el edificio. 

Al considerar varias subestructuras unidas con el diafragma rígido, 
existen elementos que forman parte de dos o mas subestructuras que, 
desde luego, se proporcionan desplazamientos independientes, a 
menos que se establezca un criterio que reduzca este problema 
característico de este modelo. Otra forma de evitar este problema 
es considear una sola subestructura que resulta del tamaño del 
edificio. 

2. 4. 4 Subestructuras formadas con marcos y muromarcos planos unidos 
con diafragmas rígidos (TABS) 

Este modelo corresponde a la vers1on original del modelo anterior 
(inciso 2. 4. 3) en donde se utilizan como subestructuras a las 
estructuras planas (marcos, muros y muromarcos), somo se muestra en 
la Fig 2.6. La sigla TABS se refiere a: Three dimensional Analysis 
of Building System. 

En este modelo siembre existe la incompatibilidad de los 
desplazamientos en los elementos comunes de las estructuras planas, 
a menos que se establezca un criterio que reduzca este problema. 

2. 4. 5 Subestructuras formadas con rigideces de entrepiso (resortes) 
unidas con diafragmas rígidos 

Este modelo es una simplificación del modelo anterior (inciso 
2.4.4) en donde las subestructuras resultan ser las rigideces de 
entrepiso asociadas a cada muro o muromarco, según se indica en la 
Fig 2.7. 

Las rigideces de. entrepiso se consideran CJ•le están orientadas en 
dos direcciones ortogonales que forman dos modelos estructurales 
(unidireccionales) independientes, según se muestra en la Fig 2.9. 
Los grados de libertad de cada modelo estructural independiente 
estan formados por los desplazamientos horizontales de cada 
diafragma en la dirección que le corresponde al modelo (el número 
de ecuaciones es igual al número de diafragmas rígidos). 

Una vez calculadas las fuerzas sismicas asociadas a cada modelo 
unidireccional independiente, se procede a unir cada diafragma 
rígido aislado con las rigideces de entrepiso que les subyace y se 
le aplica la fuerza cortante de dicho entrepiso. La fuerza cortante 
es la que se distribuye entre las rigideces de entrepiso que 
subyacen al diafragma, al considerar el equilibrio de cada 
diafragma independiente de los demás. 
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Con la fuerza cortante que a cada rigidez de entrepiso le 
corresponde, se cuantifican las fuerzas sismicas de cada nivel, que 
son las que se aplican a las estructuras planas correspondientes a 
las rigideces de entrepiso (marcos, muros o muromarcos). 

2.4.6 Método simplificado del RCDF87 

En este método, las Normas Técnicas Complementarias (NTC) para 
diseño y construcción de estructuras de mampostería establece que, 
es admisible considerar que la fuerza cortante que toma cada muro 
es proporcional a su área transversal e ignorar los efectos de 
torsión. Las fuerzas sísmicas con las que se obtienen las fuerzas 
cortantes se cuantifican de manera independiente del modelo 
estructural del edificio. 

¡:, 

.. 
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3. PARAMETROS QUE DEFINEN LA MAGNITUD DE LAS FUERZAS SISMICAS 

A continuación se resumen los parámetros que el Reglamento de 
Construcciones para el Distrito Federal (RCDF87) considera para 
cuantificar la magnitud de las fuerzas que un sismo de diseño 
ocasiona a una estructura. 

3.1 Uso de las edificaciones 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene que: 

Art 174. Para los efectos de este Título 
estructural de las construcciones) las 
clasifican en los siguientes grupos: 

(VI, Seguridad 
construcciones se 

I. GRUPO A. Construcciones cuya falla estructural podría causar: 

La pérdida de un número elevado de vidas, o 

Pérdidas económicas o culturales excepcionalmente altas, o 

Que constituyen un peligro significativo por contener 
sustancias tóxicas o explosivas, 

Así como construcciones cuyo funcionamiento es esencial a raíz 
de una emergencia urbana como: 

Hospitales y escuelas, 
Estadios, 
Templos, 
Salas de espectáculos y hoteles que tengan salas de 
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reun1on que pueden alojar mas de 200 personas; 
Gasolinerías, 
Depósitos de sustancias inflamables o tóxicas, 
Terminales de transporte, 
Estaciones de bomberos, 
Subestaciones eléctricas y centrales telefónicas y de 
telecomunicaciones, 
Archivos y registros públicos de especial importancia a 
juicio del DDF, 
Museos, 
Monumentos y 
Locales que alojen equipo especialmente costoso 

II. GRUPO B. Construcciones comunes destinadas a: 

Vivienda, 
Oficinas y locales comerciales, 
Hoteles y 
Construcciones comerciales e industriales no incluídas en 
el grupo A, las que se subdividen en: 

a) SUBGRUPO Bl. 

b) SUBGRUPO B2. 

3.2 Coeficiente sísmico 

Construcciones de más de 30 m de 
altura o con más de 6,000 m2 de área 
total construida, ubicadas en las 
zonas I y II según se define en el 
artículo 175, y 
Construcciones de más de 15 m de 
altura o 3, 000 m2 de área total 
construída, en zona III, y 

Las demás de este grupo. 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene: 

Art 206. El coeficiente sísmico, e, es el cociente de la fuerza 
cortante horizontal que debe considerarse que actúa en la 
base de la construcción por efecto del sismo (Va) entre 
el peso de ésta sobre dicho nivel (Wo). 

Con este fin se tomará como base de la estructura el 
nivel a partir del cual sus desplazamientos con respecto 
al terreno circundante comienzan a ser significativos. 
Para calcular el peso total se tendrán en cuenta las 
cargas muertas y vivas que correspondan según los 
capítulos IV Y V de este Título (VI). 

El coeficiente sísmico para las construcciones 
clasificadas como grupo B en el artículo 174 se tomarán 
los siguientes valores: 
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Zona No. 

I 

II 

III 

Coeficiente sísmico (e) 

0.16 

0.32 

0.40 

A menos que se emplee el método simplificado de análisis 
en cuyo caso se aplicarán los coeficientes que fijen las 
NTC, y a excepción de las zonas especiales en las que 
dichas NTC especifiquen otros valores de c. 

Para las estructuras del Grupo A se incrementará el 
coeficiente sísmico en 50 por ciento. 

De acuerdo con lo anterior se puede escribir 

e = = Coeficiente sismico 

donde:. 

No n.i.v 

Vo = ~ FJ = Fuerza cortante en la base 
(3.1) 

No zUv 

Wo = ~ wj = Peso de la construcción 

FJ = Fuerza sismica en el i-ésimo nivel 

WJ = Peso de la construcción en el i-ésimo nivel 

3.3 Zonificación sísmica 

De acuerdo con el RCDF87 se ~iene 

Art 17 5. Para fines de estas disposiciones, el DF se considera 
dividido en las zonas I, II y III, dependiendo del tipo 
de suelo. 

Las características de cada zona y los procedimientos 
para definir la zona que corresponde a cada predio se 
fijan en el capítulo VII (Diseño de cimentaciones) de 
este Título (VI. Seguridad estructural de las 
construcciones). 

Art 219. Para fines de este Título (VI) el DF se divide en tres 
zonas con las siguientes características generales: 
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Zona I. LOMAS, formadas por rocas o suelos 
generalmente firmes que fueron depositados 
fuera del a~biente lacustre, pero en los que 
pueden existir, superficialmente o 
incrustados, depósitos arenosos en estado 
suelto o cohesivos relativamente blandos. En 
esta zona, es frecuente la presencia de 
oquedades en rocas y de cavernas y túneles 
excavados en suelos para explotar minas de 
arena. 

Zona II. TRANSICION, en la que los depósitos profundos 
se encuentran a 20 m de profundidad o menos, y 
que está constituída predominantemente por 
estratos arenosos y limoarenosos intercalados 
con capas de arcilla lacustre; el espesor de 
éstas es variable entre decenas de centímetros 
y pocos metros, y 

Zona III. LACUSTRE, integrada por potentes depósitos de 
arcilla altamente compresible, separados por 
capas arenosas con contenido diverso de limo o 
arcilla. Estas capas arenosas son de 
consistencia firme a muy dura y de espesores 
variables de centímetros a varios metros. 

Los depósitos lacustras suelen estar cubiertos 
superficialmente por suelos aluviales y 
rellenos artificiales; el espesor de este 
conjunto puede ser superior a 50 m. 

La zona a que corresponda un predio se determinará a partir de las 
investigaciones que se realicen en el subsuelo del predio objeto de 
estudio, tal y como lo establecen las NTC. En caso de 
construcciones ligeras o medianas, cuyas características se 
definirán en dichas normas ( NTC para cimentaciones) podrá 
determinarse la zona mediante el mapa incluído en las mismas (ver 
fig 1 NTC para cimentaciones), si .al predio está dentro de la 
porción zonificada; los predios ubicados ·a menos de 200 m de las 
fronteras entre dos de las zonas antes descritas se supondrán 
ubicados en la más desfavorable. "·' ""' .· 

Art 220. La investigación del subsuelo del sitio 
exploración de campo y pruebas de laboratorio 
suficiente para definir de manera confiable: 

mediante 
debe ser 

Los parámetros de diseño de la cimentación. 
La variación de los mismos en la planta del predio. 
Los procedimientos de construcción. 
Además deberá ser tal que permita definir: 
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I. En la zona I a que se refiere el artículo 219 
del RCDF, si existen en ubicaciones de interés 
materiales su~ltos superficiales, grietas, 
oquedades naturales o galerías de minas, y en 
caso afirmativo su apropiado tratamiento, y. 

II. En las zonas II y III del artículo mencionado 
en la fracción anterior, la existencia de 
restos arqueológicos, cimentaciones antiguas, 
grietas, variaciones fuertes de estratigrafía, 
historia de carga del predio o cualquier otro 
factor que pueda originar asentamientos 
diferenciales de importancia, de modo que todo 
ello pueda tomarse en cuenta en el diseño. 

Las NTC para cimentaciones en su capítulo 2 (Investigaciones del 
subsuelo) establecen en la tabla I los requisitos mínimos para la 
investigación del subsuelo para las construcciones ligeras o 
medianas de poca extensión y con excavaciones someras, y para las 
construcciones pesadas, extensas o con excavaciones profundas. 

Las NTC para sismo en su capítulo 3 (Espectros para diseño sísmico) 
establecen que el coeficiente, e, que se obtiene del Art 206 del 
RCDF87 salvo en la parte sombreada de la zona II (ver fig. 3.1 de 
dichas NTC) toma los ssiguientes valores: 

e = 0.4 para las estructuras del grupo B, y 

e = 0.6 para las estructuras del grupo A. 

3.4 Condiciones de regularidad 

De acuerdo con las NTC para el diseño por sismo, en su capítulo 6, 
para que una estructura pueda considerarse regular debe satisfacer 
los siguientes requisitos: 

l. Su planta es sensiblemente simétrica con respecto a dos ejes 
ortogonales por lo que toca a masas, así como a muros ·y otros 
elementos resistentes. 

2. La relación de su altura a la dimensión menor de su ba~e no 
pasa de 2.5. 

3. La relación de largo a ancho de la base no excede de 2.5. 

4. En la planta no tiene entrantes ni salientes cuya dimensión 
exceda de 20 por ciento de la dimensión de la planta medida 
paralelamente a la dirección que se considera de la antrante 
o la saliente. -

5. En cada nivel tiene un sistema de techo o piso rígido y 
resistente . 
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6. No tiene aberturas . en sus sistemas de techo o piso cuya 
dimensión exceda de 20 por ciento de la dimensión en planta 
medida paralelamente a la dimensión que se considere de la 
abertura, las áreas huecas no ocasJ.onan asimetrías 
significativas ni difieren de posición de un piso a otro y el 
área total de aberturas no excede en ningún nivel de 20 por 
ciento del área de la planta. 

7. El peso de cada nivel, que incluye la carga viva que debe 
considerarse para diseño sísmico, no es mayor que el del piso 
inmediato inferior ni, excepción hecha del último nivel de la 
construcción, es menor que 70 por ciento de dicho peso. 

8. Ningún piso tiene un área, delimitada por los paños exteriores 
de sus elementos resistentes verticales, mayor que la del piso 
inmediato inferior ni menor que 70 por ciento de ésta. Se 
exime de este último requisito únicamente al último piso de la 
construcción. 

9. Todas las columnas están restringidas en todos los pisos en 
dos direcciones ortogonales por diafracmas ortogonales y por 
trabes o losas planas. 

10. La rigidez al corte de ningún entrepiso excede en más de 100 
por ciento a la del entrepiso inmediatamente inferior. 

11. En ningún entrepiso la excentricidad torsional calculada 
estáticamente, e , excede del 10 por ciento ae la dimensión en 
planta de ese' entrepiso medida paralelamente a la 
excentricidad mencionada. 

NOTA: En el capitulo 4 (Reducción de fuerzas sísmicas) de las 
NTC para diseño por sismo (inciso 4.4.2 de estas notas) 
se especifica que: " En el diseño sísmico de las 
estructuras que no satisfacen las condiciones de 
regularidad que fija la sección 6 de estas normas, se 
multiplicará por 0.8 el valor de Q'." 

·~; f . . 

3.5 Factor de comportamiento sísmico 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene que 

Art 207. Cuando se aplique el método estático o un método dinámico 
para análisis sísmico, podrán reducirse con fines de 
diseño las fuerzas sísmicas calculadas, empleando para 
ello los criterios que las NTC, en función de las 
características estructurales y del terreno. Los 
desplazamientos calculados de acuerdo con estos métodos, 
empleando las fuerzas sísmicas reducidas, -deben 
multiplicarse por el factor de comportamiento sísmico que 
marquen dichas Normas. 
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Los coeficientes que especifique las NTC para la 
aplicación del método simplificado de análisis tornarán en 
cuenta todas las reducciones que procedan por los 
conceptos. mencionados. Por ello las fuerzas sisrnicas 
calculadas por este método no deben sufrir reducciones 
adicionales. 

De acuerdo con las NTC para 
valores de los factores 
especifican a continuación: 

sismo del RCDF87 en su capitulo 5, los 
del comportamiento sisrnico, Q, se 

I. Se usará Q=4 cuando se cumplan los requisitos siguientes: 

1. La resistencia en todos los entrepisos es suministrada 
exclusivamente 

Por marcos no contraventeados de acero o concreto 
reforzado, o bien 
Por marcos contraventeados o con muros de concreto 
reforzado en los que en cada entrepiso los marcos 
son capaces de resistir, sin contar muros ni 
contravientos, cuando menos 50 por ciento de la 
fuerza sisrnica actuante. 

2. Si hay muros ligados a la estructura en la forma 
espoecificada en el caso I del articulo 204 del RCDF87, 
éstos se deben tener en cuenta en el análisis, pero su 
contribución a la capacidad ante fuerzas laterales sólo 
se tornará en cuenta si estos muros son de piezas macizas, 
y los marcos, sean o no contraventeados, y los muros de 
concreto reforzado son capaces de resistir al menos 80 
por ciento de las fuerzas laterales totales sin la 
contribución de los muros de mampostería. 

3. El rninirno cociente de la capacidad resistente de un 
entrepiso entre la acción de diseño no difiere en más de 
35 por ciento del promedio de dichos cocientes para todos 
los entrepisos. Para verificar el cumplimiento de este 
requisito, se calculará la capacidad resistente de cada 
entrepiso teniendo en cuenta todos los elementos que 
puedan contribuir a la resistencia, en particular los 
muros que se hallen en el caso -I a que se refiere el 
articulo 204 del Reglamento. 

4. Los marcos y muros de concreto reforzado cumplen con los 
requisitos que fijan las normas técnicas complementarias 
correspondientes para marcos y muros dúctiles. 

5. Los marcos rigidos de acero satisfacen los requisitos 
para marcos dúctiles que fijan las normas técnicas 
complementarias correspondientes. 
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II. Se adoptará Q=3 cuando se satisfacen las condiciones 2,4 y 5 
del caso I y en cualquier entrepiso dejan de satisfacerse las 
condiciones 1 ó 3 especificadas para el caso I pero la 
resistencia en todos los entrepisos es suministrada: 

Por columnas de acero o de concreto reforzado con losas 
planas, 
Por marcos rígidos de acero, 
Por marcos de concreto reforzado, 
Por muros de concreto reforzado, 
Por combinaciones de muros de concreto reforzado y por 
marcos o por diafragmas de madera contrachapada. 

Las estructuras con losas planas deberán cumplir los 
requisitos que sobre el particular marcan las normas técnicas 
complementarias para estructuras de concreto. 

III. Se usará Q=2 cuando la resistencia a fuerzas laterales es 
suministrada 

Por losas planas con columnas de acero o de concreto 
reforzado, 
.Por marcos de acero o de concreto reforzado, 
contraventeados o no, 
Por muros o columnas de concreto reforzado, 

que no cumplen en algún entrepiso lo especificado por los 
casos I y II de esta sección, o 

Por muros de mampostería de piezas macizas confinados por 
castillos, dalas, columnas o trabes de concreto reforzado 
o de acero que satisfacen los requisitos de las normas 
técnicas complementarias respectivas, o diafragmas 
construidos con duelas inclinadas o por sistemas de muros 
formados por duelas de madera horizontales o verticales 
combinados con elementos diagonales de madera maciza. 

También se usará Q=2 cuando la resistencia es suministrada por 
elementos de concreto prefabricado o presforzado, con la 
excepciones que sobre el particular marcan las normas técnicas 
complementarias par·a estructuras de concreto. ·.; r 

IV. Se usará Q=l.5 cuando la resistencia a fuerzas laterales es 
suministrada en todos los entrepisos 

Por muros de mampostería de piezas huecas, confinados o 
con refuerzo interior, que satisfacen los requisitos de 
las normas técnicas complementarias respectivas, o 
Por combinaciones de dichos muros con elementos como los 
descritos para los casos II y III, o por marcos y 
armaduras de madera. 
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V. Se usará Q=1 en estructuras cuya resistencia a fuerzas 
laterales es suministrada al menos parcialmente por elementos 
o materiales de los arriba especificados, a menos que se haga 
un estudio que demuestre, a satisfacción del Departamento del 
Distrito Federal, que se puede emplear un valor más alto que 
el que aquí se especifica. 

En todos los casos se usará para toda la estructura en la dirección 
de análisis el valor mínimo de Q que corresponde a los diversos 
entrepisos de la estructura en dicha dirección. 

El factor Q puede diferir en las dos direcciones ortogonales en que 
se analiza la estructura, según sean las propiedades de ésta en 
dichas direcciones. 

3.5.1 Condiciones para marcos dúctiles de concreto 

Con base en los puntos !.4 y II del inciso 3.5, se reproduce el 
Capítulo 5, Marcos dúctiles, de las NTC para diseño y construción 
de estructuras de concreto del RCDF87. 

3.5.1.1 Requisitos generales 

Los requisitos de este capítulo se aplican a marcos colados en el 
lugar, diseñados por sismo con un factor de comportamiento sísmico, 
Q=4. También se aplican a los marcos de estructuras coladas en el 
lugar diseñadas con Q=4, formadas por marcos y muros de concreto 
reforzado que cumplan con el inciso 4.5.2 (de las NTC para diseño 
y construcion de estructuras de concreto del RCDF87) , que debe 
incluír el inciso b) de esa sección, o marcos y contravientos que 
cumplan con el inciso 4.6 (de las NTC para diseño y construcion de 
estructuras de concreto del RCDF87), en las que la fuerza cortante 
resistida por los marcos sea, al menos, el 50 porciento de la total 
y, asímismo, a los marcos de estructuras coladas en el lugar, 
diseñadas. con Q=3 y formadas por marcos y muros o contravientos que 
cumplan con el inciso 4.5.2 (de las NTC para diseño y construcion 
de estructuras de concreto del RCDF87), que debe incluír el inciso 
b) de esa sección,· .o marcos y contravien tes que cumplan con el 
inciso 4.5.2 (de las NTC para diseño y construcion de estructuras 
de concreto del RCDF87), que debe incluír el inciso b) de esa 
sección, o el inciso 4.6 (de las NTC para diseño y construcion de 
estructuras de concreto del RCDF87), en las que la fuerza cortante 
resistida por los marcos sea menor que el 50 porciento de la 
total. En todos los casos anteriores, los requisitos se aplican 
también a los elementos estructurales de la cimentación. 

Sea que la estructura esté formada sólo de marcos o de marcos y 
muros o contravientos, ningún marco se debe diseñar para resistir 
una fuerza cortante horizontal menor que el 25 porciento de la que 
le correspondería si trabajara aislado del resto de la estructura. 
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La resistencia especificada del concreto, f'c, no debe ser menor de 
200 kg/cm2 • 

Las barras de refuerzo deben ser corrugadas de grado no mayor que 
el 42 y deben cumplir con los requisitos de las normas NOM-B6. 
Además, las barras longitudinales de vigas y columns deben tener 
fluencia definida, bajo un esfuerzo que no exceda al esfuerzo de 
fluencia especificadoen mas de 1300 kg/cm2 , y su resistencia real 
debe ser, al menos, igual a l. 25 veces su esfuerzo real de 
fluencia. 

Se deben aplicar las disposiciones de estas normas (NTC para diseño 
y construcion de estructuras de concreto del RCDF87) que no se 
modifiquen en este capítulo. 

3.5.1.2 Miembros a flexión 

Los requisitos de este inciso se aplican a miembros principales que 
trabajan esencialmente a flexión. Se incluyen vigas y aquellas 
columns con cargas axiales pequeñas, tales que. 

( 3. 2) 

3.5.1.2.1 Requisitos geométricos 

a) El claro libre no debe ser menor que cuatro veces el peralte 
-efectivo. 

b) En sistemas de viga y losa monolítica, la relación entre la 
separación de apoyos que eviten el pandeo lateral y el ancho 
de la viga no debe exceder de 30. 

e) La relación entre el peralte y ancho no debe ser mayor que 3. 

d) El ancho de la viga no debe ser menor de 25 cm, ni debe 
exceder al ancho .de: las ;columnas a las que llega. · · 

e) El eje de la viga.no debe separsrse horizontalmente del eje de 
la columna mad de.un décimo de la dimensión transversal de la 
columna normal a la viga. 

3.5.1.2.2 Refuerzo longitudinal 

En toda sección se debe disponer de refuerzo tanto en el lecho 
inferior como en el superior. En cada· lecho el área de refuerzo no 
debe ser menor que. 

0.7.ffibf 
y 

(3.3) 
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y debe constar, al menos, por dos barras corridas de 12.7 mm de 
diámetro (No 4). El área de acero a tensión no debe exceder del 75 
por ciento de la· correspondiente a la falla balanceada de la 
sección. 

El momento resistente positivo en la un1on con un nudo no debe ser 
menor que la mitad del momento resistente negativo que se 
suministre en esa sección. En ninguna sección a lo largo del 
miembro el momento resistente negativo, ni el resistente positivo, 
deben ser menores que la cuarta parte del máximo momento resistente 
que se tenga en los extremos. 

En las barras para flexión se permiten traslapes solo si en la 
longitud del traslape se suministra refuerzo transversal de 
confinamiento (refuerzo helicoidal o estribos cerrados); el paso o 
la separación de este refuerzo no debe ser mayor que 0.25 d, ni que 
10 cm. Las uniones por traslapes no se permiten en los casos 
siguientes: 

a) Dentro de los nudos 
b) En una distancia de dos veces el peralte del miembro, medida 

desde el paño del nudo, y 
e) En aquellas zonas donde el análisis indique que se forman 

articulaciones plásticas. 

Con el refuerzo longitudinal pueden formarse paquetes de dos barras 
cada uno. 

Se permiten uniones soldadas o con dispositivos mecánicos, que 
cumplan con los requisitos del inciso 3. 9 ( NTC para diseño y 
construcion de estructuras de concreto del RCDF87), a condición de 
que en toda sección de unión, cuando mucho, se unan barras 
alternadas y que las uniones de barras adyacentes no disten entre 
sí menos de 60 cm en la dirección longitudinal del miembro. 

3.5.1.2.3 Refuerzo transversal para confinamiento 

Se deben sumministrar estribos cerrados de, al menos, 7.9-;mm de 
diámatro (No 2.5) que cumplan con los requisitos de los párrafos 
que siguen, en las zonas siguientes: 

a) En cada extremo del miembro sobre una distancia de dos 
peraltes medida a partir del paño del nudo, y 

b) En la porción del elemento que se halle a una distancia igual 
a dos peraltes (2h) de toda sección donde se suponga, o el 
análisis lo indique, que se va a formar una articulación 
plástica (si la articulación se forma en una sección 
intermedia, los dos peraltes se deben tomar a cada lado de la 
sección). 
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El primer estribo se debe colocar a no mas de 5 cm de la cara del 
miembro de apoyo. La separación de los.estribos no debe exceder los 
valores siguientes: 

a) 0.25 d 
b) Ocho veces el diámetro de la barra longitudinal mas delgada 
e) 24 veces el diámetro de la barra del estribo 
d) 30 cm 

Los estribos a que se refiere esta sección deben ser cerrados, de 
una pieza, y deben rematar en una esquina con dobleces de 135 
grados, seguidos de tramos rectos de no menos de 10 diámetros de 
largo. En cada esquina del estribo debe quedar, al menos, una barra 
longitudinal. Los radios de doblez deben cumplir con los requisitos 
del inciso 3.8 (NTC para diseño y construcion de estructuras de 
concreto del RCDF87). La localización del reamte del estribo debe 
alternarse uno a otro. 

En las zonas definidas en el primer párrafo de esta sección, las 
barras longitudinales de la periferia deben tener soporte lateral 
que cumpla con el inciso 3.3 (NTC para diseño y construcion de 
estructuras de concreto del RCDF87). 

Fuera de las zonas definidas en el primer párrafo de esta secc1on, 
la separación de los estribos no debe ser mayor que 0.5d a todo lo 
largo. En toda la viga la separación de estribos no debe ser mayor 
que la requerida por fuerza cortante. 

3.5.1.2.4 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos que trabajan principalmente a flexión se deben 
dimensionar de manera que no se presente falla por cortante antes 
que puedan formarse las articulaciones plásticas en sus extremos. 
Para ello, la fuerza cortante de diseño se obtiene del equilibrio 
del miembro entre caras de apoyo; se debe suponer que en los 
extremos actúan momentos del mismo sentido valuadados con las 
propiedades del elemento en esas secciones, sin factores de 
.reducc.ión, y con el esfuerzo en el acero de tensión, al menos, 
igual a 1.25 f. A lo largo del miembro deben actuar las cargas 
correspondientJs multiplicadas por el factor de carga. 

Como opción, pueden dimensionarse con base en la fuerza cortante de 
diseño obtenida del análisis, si el factor de resistencia FR, se le 
asigna un valor de 0.6, en lugar de 0.8. 

El refuerzo para fuerza cortante debe estar formado por estribos 
verticales cerrados de una pieza, de diámetro no menor de 7.9 mm 
(No 2.5), rematados como se indica en el inciso 3.5.1.2.3. 
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3.5.1.3 Miembros a f1exocompresión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros en los que la 
carga axial de diseño sea tal que. 

(3.4) 

3.5.1.3.1 Requisitos geométricos 

a) La dimensión transversal mínima no debe ser menor que 30 cm. 
b) El área Ag, debe cumplir con la condición. 

o. 5fé 
( 3 • 5 ) 

e) La relación entre la menor dimensión transversal y la 
dimensión transversal perpendicular no debe ser menor que 0.4. 

d) La relación entre ·la altura libre y la menor dimensión 
transversal no debe exceder de 15. 

3.5.1.3.2 Resistencia mínima a flexión 

Las resistencias a flexión de las columnas en un nudo deben 
satisfacer la siguiente condición. 

donde. 

Suma de los momentos resistentes de 
diseño de las columnas que llegan a 
ese nudo, referidas al centro del nudo 

Suma d3 1 <)S momentos resistentes 
de diseño de las vigas que llegan al 
nudo, referidas al centro de éste 

Las sumas anteriores deben realizarse de modo que los momentos de 
las columnas se opongan a los de las vigas. La condición debe 
cumplirse para los dos sentidos en que puede actuar el sismo. 

Al calcular la carga axial de diseño para la cual se valúe el 
momento resistente, M , de una columna, la fracción de dicha carga 
debida al sismo se debe tomar igual al doble de la calculada, 
cuando esto conduzca a un momento resistente menor. En tal caso, la 
columna se debe dimensionar al tomar en cuenta el incremento de 
carga mencionda. El factor de resistencia por f1exocompresión se 
debe tomar igual a 0.8. 
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Corno opc1on, las columnas pueden dirnensionarse con los momentos y 
fuerzas axiales de diseño obtenidos del análisis, si el factor de 
resistencia por flexocornpresión se le asigna el valor de 0.6. 

3.5.1.3.3 Refuerzo longitudinal 

La cuantía del refuerzo longitudinal, p, debe satisfacer la 
siguiente condición. 

0 . 01 S p S 0 . 04 (3.7) 

Solo se deben formar paquetes de dos barras. 

El traslapa de barras longitudinales solo se permite en la mitad 
del elemento; estos traslapes deben cumplir con los requisitos del 
inciso 3. 9 (NTC para diseño y construcion de estructuras de 
concreto del RCDF87). Las uniones soldadas o con dispositivos 
mecánicos que cumplan con los requisitos del inciso 3.9 (NTC para 
diseño y construcion de estructuras de concreto del RCDF87), pueden 
usarse en cualquier localización con tal de que en una misma 
sección cuando mas se unan barras alternadas y que las uniones de 
barras adyacentes no disten entre si menos de 60 cm en la dirección 
longitudinal del miembro. 

El refuerzo longitudinal debe cumplir con las disposiciones del 
inciso 3 (NTC para diseño y construcion de estructuras de concreto 
del RCDF87) que no se modifican en este inciso. 

3.5.1.3.4 Refuerzo transversal 

Debe cumplirse con los requisitos del inciso 3.3 (NTC para diseño 
y construcion de estructuras de concreto del RCDF87) y los del 
inciso siguiente (inciso 3.5.1.3.5), y con los requisitos mínimos 
que aquí se establecen. No debe ser de grado mayor que el 42. 

Se debe .suministrar el 
especifica enseguida en 
longitud no menor que. 

refuerzo .transversal 
ambos extremos ·de ·la 

a) La mayor dimensión transversal de ésta 
b) Un sexto de su altura libre 
e) 60 cm 

crnínimo·. 
columna, 

que 
en 

se-­
una 

En la parte inferior de columnas de planta baja este refuerzo debe 
llegar hasta media altura de la columna, y debe continuarse deritro 
de la cimentación, al menos, una distancia igual a la longitud de 
desarrollo en compresión de la barra mas gruesa '(en los nudos se 
debe cumplir con los requisitos del inciso 3.5.1.4 que se indican 
posteriormente. 
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a) En columnas de núcleo circular, la cuantía volumétrica de 
refuerzo helicoidal o de estribos circulares, P,, debe cumplir 
con la siguiente relación. 

( Ag ) f• 
Ps ;¡, 0.45- - 1 ___¿_ 

A e fy 
(3.8) 

f• 

Ps ;¡, 0.12/ 
y 

b) En columnas de núcleo rectangular, la suma de las áreas de 
estribos y grapas, Ah, en cada dirección de la sección de la 
columna debe cumplir'con la relación. 

donde: 

Ac = Area tranvsversal del nucleo, hasta la 
orilla exterior del refuerzo transversal 

A e = Area tranvsversal de la columna 

fy = Esfuerzo de fluencia del refuerzo transversal 

he = Dimensión del núcleo, normal al refuerzo de 
área A8h 

•' 

S = Separación del refuerzo transversal 

(3.9) 

Este refuerzo transversal debe estar formado por estribos de una 
pieza, sencillos o sobrepuestos, de diámetro no menor que 9.5 mm 
(No 3) y rematados como se indica en el inciso 3.5.1.2.3. Puede 
complementarse con grapas del mismo diámetro que los estribos, 
espaciados igual que éstos a lo largo del miembro. Cada extremo de 
una grapa debe abrazar a una barra longitudinal de la periferia con 
doblez de 135 grados, seguido de un tramo recto de, al menos, 10 
diámetros de la grapa. 

La separación del refuerzo transversal no debe exceder de la cuarta 
parte de la menor dimensión transversal del elemento, ni de 10 cm. 
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La distancia centro a centro, transversal al eje del miembro, enre 
ramas de estribos sobrepuestos no debe ser mayor de 45 cm, y entre 
grapas y ramas de estribos sobrepuestos no debe ser mayor de 25 cm. 
Si el refuerzo consta de estribos sencillos, la mayor dimensión de 
éstos no debe exceder de 45 cm. 

En el resto de la columna el refuerzo transversal debe cumplir con 
los requisitos del inciso 3 (NTC para diseño y construcion de 
estructuras de concreto del RCDF87). 

3.5.1.3.5 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos a flexocompresión se deben dimensionar de manera que 
no fallen por fuerza cortante antes que se formen las 
articulaciones plásticas en las vigas. Para ello la fuerza cortante 
de diseño se debe obtener del equilibrio del elemento en su altura 
libre al suponer en cada extremo un momento igual a la mitad de 
1.5EM (definida en la sección 3.5.1.3.2. En el extremo inferior de 
columhas de planta baja se debe usar el momento resistente de 
diseño de la columna obtenido con la carga axial de diseño que 
conduzca al mayor momento resistente. En el extremo superior de 
columnas del último entrepiso se debe usar 1.5EM

9
• 

Cuando las columnas se dimensionen por flexocompresión con el 
procedimiento optativo incluído en el inciso 3.5.1.3.2, el 
dimensionamiento por fuerza cortante se debe realizar a partir de 
la fuerza de diseño obteni'da del análisis, y utilizar un factor de 
resistencia igual a 0.5. 

En elementos a flexocompresión en que la fuerza axial de diseño, 
incluyendo los efectos del sismo, sea menor que A f' /20, al 
calcular el refuerzo para fuerza cortante, si la fuerza &o¡tante de 
diseño causada por el sismo es igual o mayor que la mitad de la 
fuerza cortante de diseño calculada según los párrafos anteriores, 
se puede despreciar la contribución del concreto V

0
• 

El refuerzo para fuerza cortante debe estar formaddo por estribos 
cerados, de una pieza, rematados como se indica en el inciso 
3.5.1.2.3, o por hélices continuas, ambos de diámetros no menor que 
9.5 mm (No 3) y de grado no mayor que el 42. 

3.5.1.4 Uniones viga-columna 

3.5.1.4.1 Requisitos generales 

Las fuerzas que intervienen en el dimensionamiento por fuerza 
cortante de la unión se deben determinar al suponer que el esfuerzo 
de tensión en las barras longitudinales de las vigas que llegan a 
la unión es l. 25 fY. 

El refuerzo longitudinal de las vigas que llegan a la unión debe 
pasar dentro del núcleo de la columna. 
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En los planos estructurales deben incluírse dibujos, acotados y a 
escala, del refuerzo en las uniones viga-columna. 

Una unión viga-columna o nudo se define como aquella parte de la 
columna comprendida en el peralte de las vigas que llegan a ella. 

3.5.1.4.2 Refuerzo transversal 

En un nudo debe suministrarse el refuerzo transversal mínimo 
especificado en el inciso 3.5.1.3.4. Si el nudo está confinado por 
cuatro trabes que llegan a él y el ancho de cada una es, al menos, 
igual a 0.75 veces el ancho respectivo de la columna, puede usarse 
la mitad del refuerzo transversal mínimo. 

3.5.1.4.3 Resistencia a fuerza cortante 

Se debe admitir revisar la resistencia del nudo a fuerza cortante 
en cada dirección principal de la sección en forma independiente. 
La fuerza cortante se debe calcular en un plano horizontal a media 
altura del nudo. 

En nudos confinados como se dice en el inciso 3. 5 .1. 4. 2, la 
resistencia de diseño a fuerza cortante se debe tomar igual a 

(3.11) 

En otros nudos se debe tomar igual a. 

(3.12) 

b es el ancho efectivo del nudo 
h" es la dimensión transversal de la columna·en la dirección- de 

la fuerza. 

El ancho 1:> debe tomar igual al promedio del ancho de la o las 
vigas consideradas y la dimensión transversal de la columna normal 
a la fuerza, pero no mayor que el ancho de la o las vigas mas h. 

3.5.1.4.4 Anclaje del refuerzo 

Toda barra de refuerzo longitudinal de vigas que termine en un nudo 
debe prolongarse hasta la cara lejana del núcleo de la columna y 
rematarse con un doblez a 90 grados, seguido de un tramo recto no 
menor de 12 diámetros. La sección crítica para revisar el anclaje 
de estas barras debe ser el plano externo del núcleo de la columna. 
La revisión se debe efectuar de acuerdo con la sección 3.1.1c (NTC 
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para diseño y construcion de estructuras de concreto del RCDF87), 
donde es suficiente usar una longitud de desarrollo del 90 por 
ciento de la allí 'determinada. 

Los diámetros de las barras de vigas y columnas que pasen rectos a 
través de un nudo deben seleccionarse de modo que cumplan las 
relaciones siguientes: 

h(columna) /db(barras de viga) ~ 20 

h(viga)/db(barras de columna) ~ 20 
(3.13) 

donde h(columna) es la dimensión transversal de la columna en la 
dirección de las barras de viga consideradas. 

Si en la columna superior del nudo se cumple que: 

~ 0.3 (3.14) 

se puede tomar la relación siguiente: 

h(viga) /db(barras de columna) ~ 15 (3.15) 

La relación dada por la Ec 3.15 también es suficiente cuando en la 
estructura los muros de concreto reforzado resisten más del 50 por 
ciento de la fuerza lateral total. 

3.5.1.5 Sistemas losa plana-columnas para resistir sismo 

Si la altura de la estructura no excede de 20 m y, además., .existen 
al menos tres crujías en cada dirección o jay trabes de borde, para 
el diseño por sismo se puede usar Q=3; también puede ap~icarse este 
·valor cuando el sistema se combine con muros de·concreto¡reforzado 
que cumplan con 4.5.2, incluyendo el inciso b de esa sección (NTC 
para diseño y construcion de estructuras de concreto del RCDF87), 
y que resistan no menos del 75 por ciento de la fuerza lateral. 
Cuando no se satisfagan las condiciones anteriores, se debe usar 
Q=2. Con relación a los valores de Q, debe cumplirse, además, con 
los correspondientes incisos anteriores (que es el Cap 5 de las NTC 
para diseño y construcion de estructuras de concreto del RCDF87). 
En todos los casos se deben respetar las disposiciones siguientes: 

I Las columnas deben cumplir con los requisitos de 3.5.1.3 para 
columnas de marcos dúctiles, excepto en lo referente al 

30 



dimensionamiento por flexocompresión, el cual sólo se debe 
realizar mediante el procedimiento optativo que se establece 
en el inciso 3.5.1.3.2. 

II Las uniones losa-columna deben cumplir con los requisitos de 
3. 5. 1. 4 para uniones viga-columna, con las · salvedades que 
siguen: 

No es necesaria la revisión de la resistencia del nudo a fuerza 
cortante, sino basta cumplir con el refuerzo transversal prescrito 
en 3.5.1.4.2 para nudos confinados. 

Los requisitos de anclaje de 3.5.1.4.4 se deben aplicar al refuerzo 
de la losa que pase por el núcleo de una columna. Los diámetros de 
las barras de la losa y columnas que pasen rectas a través de un 
nudo deben seleccionarse de modo que se cumplan las relaciones 
siguientes: 

h(colwnna) /db(barras de losa) ~ 20 

h(losa) /db(barras de colwnna) ~ 15 
(3.16) 

donde h(columna) es la dimensión transversal de la columna en la 
dirección de las barras de losa consideradas. 

3.5.2 Condiciones para estructuras dúctiles de acero 

Con base en los puntos I.4 y II del 
Capítulo 11, Estructuras dúctiles, 
construción de estructuras metálicas 

3.5.2.1 Alcance 

inciso 3.5, 
de las NTC 

del RCDF87. 

se reproduce el 
para diseño y 

En este capítulo se indican los requisitos que deben cumplirse para 
que puedan adoptarse valores del factor de comportamiento sísmico 
Q iguales,a 4.0·o 3.0. 

3.5.2.2 Marcos dúctiles 

3.5.2.2.1 Requisitos generales 

Se indican aquí los requisitos que debe satisfacer un marco rígido 
de acero estructural para ser considerado un marco dúctil. Estos 
requisitos se aplican a marcos rígidos diseñados con un factor de 
comportamiento sísmico Q igual a 4.0 o a 3.0, que formen parte de 
sistemas estructurales que cumplan las condiciones enunciadas en el 
capítulo 5, partes I y II, de las NTC para diseño por sismo, 
necesarias para utilizar ese valor del factor de comportamiento 
sísmico. 
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Tanto en los casos en que la estructura está formada sólo por 
marcos como por aquellos en-que está compuesta por marcos y muros 
o contravientos, cada uno de los marcos se debe diseñar para 
resistir, como mínimo, fuerzas horizontales iguales al 25 por 
ciento de las que le corresponderían si trabajase aislado del resto 
de la estructura. 

La gráfica esfuerzo de tensión-deformación del acero empleado debe 
tener una zona de cedencia, de deformación creciente bajo esfuerzo 
prácticamente constante, correspondiente a un alargamiento máximo 
no menor de uno por ciento, seguida de un endurecimiento por 
deformación. El alargamiento correspondiente a la ruptura no debe 
ser menor de 20 por ciento. 

3.5.2.2.2 Miembros en flexión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros principales 
que trabajan esencialmente en flexión. Se incluyen vigas y columnas 
con cargas axiales pequeñas, tales que Pu no exceda de PY/10. 

3.5.2.2.2.1 Requisitos geométricos 

Todas las vigas deben ser de sección transversal I o rectangular 
hueca, excepto en los casos cubiertos en el inciso 3.5.2.2.5. 

El claro libre de las vigas no debe ser menor que cinco veces el 
peralte de su sección transversal, ni el ancho de sus patines mayor 
que el ancho del patín o el peralte del alma de la columna con la 
que se conecten. 

El eje de las vigas no debe separarse horizontalmente del eje de 
las columnas más de un décimo de la dimensión transversal de la 
columna normal a la viga. 

Las secciones transversales de las vigas deben ser tipo 1, de 
manera que han de satisfacer los requisitos geométricos que se 
indican en los incisos 2.3.1 y 2.3.2 (NTC para diseño y construción 
de estructuras metálicas del RCDF87). Sin embargo, se perrni.te -que 

la relación ancho/grueso del alma llegue hasta 5300/JF; si en las 

zonas de formación de articulaciones plásticas se toman las medidas 
necesarias (refuerzo del alma mediante atiesadores transversales o 
placas adosadas a ella, soldadas adecuadamente) para impedir que el 
pandeo local se presente antes de la formación del mecanismo de 
colapso. 

Además, las secciones transversales deben tenes dos ejes de 
simetría, una vertical, en el plano en que actúan las cargas 
gravitacionales, y otro horizontal. Cuando se utilicen cubreplacas 
en los patines para aumentar la resistencia del perfil, deben 
conservarse los dos ejes de simetría. 
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Si las vigas están formadas por placas soldadas, la soldadura entre 
almas y patines debe ser continua en toda la longitud de la viga, 
y en las zonas de formación de articulaciones plásticas debe ser 
capaz de desarrollar la resistencia total en cortante de las almas. 

Cuando se empleen vigas de resistencia variable, ya sea por adición 
de cubreplacas en algunas zonas o porque su peralte varíe a lo 
largo del claro, el momento resistente nunca debe ser menor, en 
ninguna sección, que la cuarta parte del momento resistente máximo, 
que se tendrá en los extremos. 

En estructuras soldadas deben evitarse los agujeros, siempre que 
sea posible, en ls zonas de formación de articulaciones plásticas. 
En estructuras atornilladas o remachadas, los agujeros que sean 
necesarios en la parte del perfil que trabaje en tensión se deben 
punzar a un diámetro menor y se agrandan después, hasta darles el 
diámetro completo, con un taladro o un escarificador. este mismo 
procedimiento se debe seguir en estructuras soldadas, si se 
requieren agujeros para montaje o con algún otro objeto. Para los 
fines de los dos párrafos anteriores, las zonas de formación de 
articulaciones plásticas se consideran de longitud igual a un 
peralte, en los extremos de las vigas, y a dos peraltes, medido s 
uno a cada lado de la sección en la que aparece, en teoría, la 
articulación plástica, en zonas intermedias. 

En aceros cuyo esfuerzo mínimo especificado de ruptura en tensión, 
F,, es menor 1.5 veces el esfuerzo de fluencia mínimo garantizado, 
F , no se debe permitir la formación de articulaciones plásticas en 
zbnas en que se haya reducido el área de los patines, ya sea por 
agujeros para tornillos o por cualquier otra causa. 

No se deben hacer empalmes de ningún tipo, en las vigas propiamente 
dicha o en sus cubreplacas, en zonas de formación de articulaciones 
plásticas. 

3.5.2.2.2.2 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos que trabajan principalmente en flexión se deben 
dimensionar de manera que no se presenten fallas por cortante antes 
de que se formen las articulaciones plásticas asociadas con el 
mecanismo de colapso. Para ello, la fuerza cortante de diseño se 
obtiene del equilibrio del miembro entre las secciones en que se 
forman las articulaciones plásticas, en los que se supone que 
actúan momentos del mismo sentido y de magnitudes iguales a los 
momentos plásticos resistentes del elemento en esas secciones, sin 
factores de redución, y evaluados al tomar el esfuerzo de fluencia 
del material igual a 1.25 FY. Al plantear la ecuación de equilibrio 
para calcular la fuerza cortante se deben .tener en cuenta las 
cargas transversales que obran sobre el miembro, multiplicadas por 
el factor de carga. 
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Como una opción se permite hacer el dimensionamiento al tomar como 
base las fuerzas cortantes de diseño obtenidas en el análisis, pero 
utilizar un factor de resistencia FR igual a O. 7, en lugar del 
valor de 0.9 especificado en el artículo 3.3.3 (NTC para diseño y 
construción de estructuras metálicas del RCDF87). 

Las articulaciones plásticas se forman, en la mayoría de los casos, 
en los extremos de los elementos que trabajan en flexión. Sin 
embargo, hay ocasiones frecuentes en las vigas de los niveles 
superiores de los edificios, en que una de ellas se forma en la 
zona central del miembro. Cuando esto suceda, la fuerza cortante 
debe evaluarse al tener en cuenta la posición real de la 
articulación plástica. 

3.5.2.2.2.3 Contraventeo lateral 

Deben soportarse lateralmente todas las secciones transversales de 
las vigas en las que puedan formarse articulaciones plássticas 
asociadas con el mecanismo de colapso. Además, la distancia entre 
cada una de estas secciones y la siguiente sección soportada 
lateralmente no debe ser mayor que la dada a continuación. 

I = 125Q___L 
.¡y; (3.17) 

Este requisito se aplica a un solo lado de la articulación 
plástica cuando ésta se forma en un extremo de la viga, y en ambos 
lados cuando aparece en una secc~on intermedia. La expresión 
anterior es válida para vi~as de sección transversal I o H, 
flexionadas alrededor de su eje de mayor momento de inercia. 

En zonas que se conservan en el intervalo elástico al formarse el 
mecanismo de colapso, la separación entre puntos no soportados 
lateralmente puede ser mayor que la indicada en el párrafo 
anterior, pero no debe esceder el valor de L , calcúlado de 
acuerdo con eJ inciso 3. 3. 2. 2 ( NTC para diseño "y construc: Sr· de 
estruc~uras metálicas del RCDF87). -

Los elementos de contraventeo deben proporcionar soporte later.ll, 
directo o indirecto, a los dos patines de las vigas. Cuando el 
sistema je piso proporcione soporte lateral al patín superior, el 
desplazc..::liento lateral del patín inferior puede evitarse por medio 
de atiesadores verticales de rigidez adecuada, soldados a los dos 
patines y al alma de la viga. 

3.5.2.2.3 Miembros en flexocompresión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros que trbajan en 
flexocompresión, en los que la carga axial de diseño, P , es mayor 
que P"/10. La mayoría de estos miembros son columnas, pero pueden 
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ser de algún otro tipo; por ejemplo, vigas que forman parte de 
crujías contraventeadas de marcos rígidos han de diseñarse, en 
general, como elementos flexocomprimidos. 

3.5.2.2.3.1 Requisitos geométricos 
' 

Si la Sección transversal es rectangular hueca, la relación de la 
mayor a la menor de sus dimensiones exteriores no debe exceder de 
2 y la dimensión menor debe ser mayor o igual a 20 cm. 

Si la sección transversal es H, el ancho de los patines no debe ser 
mayor que el peralte total, la relación peralte-ancho del patín no 
debe exceder de 1.5, y el ancho de los patines debe ser mayor o 
igual a 20 cm. 

La relación de esbeltez máxima de las columnas no debe exceder de 
60. 

3.5.2.2.3.2 Resistencia mínima en flexión 

La resistencia en flexión de las columnas que concurren a un nudo 
.deben satisfacer la condición dada por la Ec 5.8.5 del inciso 5.8.5 

(NTC para diseño y construción de estructuras metálicas del 
RCDF87), con las excepciones que se indican en este inciso. 

como una opción, se permite hacer el dimensionamiento al tomar como 
base los elementos mecánicos de diseño obtenidos en el análisis, y 
reducir el factor de resistencia FR utilizado en flexocompresión. de 
0.9 a 0.7. 

3.5.2.2.3.3 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos flexocomprimidos se deben dimensionar de manera que 
no fallen prematuramente por fuerza cortante. Para ello, la fuerza 
cortante de diseño se atiene del equilibrio del miembro, al 
considerar su longitud igual a la altura libre y suponer que en sus 
extremos obran momentos del mismo sentido y de magnitud igual a los 
mome;1tos máximos resistentes de las columnas en el 'Plano de 
estudio, que valen Z (F -f ). El significado de las literales que 

e .xc:... a l . . aparecen en esta expres~on se exp ~ca con referenc~a a la Ec 5.8.5 
del in<'iso 5. 8. 5 (NTC para diseño y construción dé" estructuras 
metálicas del RCDF87). 

Cuando las columnas se dimensionen por flexocompresión con el 
procedimiento optativo del inciso 3. 5. 2. 2. 3. 2, la revisión por 
fuerza cortante se debe realizar con la fuerza de diseño obtenida 
en el análisis y utilizar un factor de resistencia de 0.7. 

3.5.2.2.4 Uniones viga-columna 

Las uniones viga-columna deben satisfacer las recomendaciones de la 
sección 5.8 "Conexiones rígidas entre vigas y columnas" (NTC para 
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diseño y construción de estructuras metálicas del RCDF87), con las 
modificaciones pertinentes cuando las columnas sean de sección 
transversal rectangular hueca. 

3.5.2.2.4.1 Contraventeo 

Si en al;una junta de un marco dúctil no llegan vigas al alma de la 
columna, por ningún lado de ésta, o si el peralte de la viga o 
vigas que llegan por alma es apreciablemente menor que el de las 
que se apoyan en los patines de la columna, éstos deben ser 
soportados lateralmente al nivel de los patines inferiores de las 
vigas. 

3.5.2.2.4.2 Vigas de alma abierta (armaduras) 

En esta sección se indican los requisitos especiales que deben 
satisfacerse cuando se desea emplear vigas de alma abierta 
(armaduras) en marcos dúctiles. Deben cumplirse, además, todas las 
condiciones aplicables de este capítulo. 

Las armaduras pueden utilizarse como miembros horizontales en 
marcos dúctiles, si se diseñan de manera que la suma de las 
resistencias en flexión ante fuerzas sísmicas de las dos armaduras 
que concurran en cada nudo intermedio sea igual o mayor 1.25 veces 
la suma de las resistencias en flexión ante fuerzas sísmicas de ls 
columns que llegan al nudo. En nudos extremos, el requisito 
anterior debe ser satisfecho por la única armadura que forma parte 
de ellos. · 

Además, deben cumplirse las condiciones siguientes: 

a) Los elementos de las armaduras que trabajan en compresión o en 
flexocompresión, sean cuerdas, diagonales o montantes, se 
deben diseñar con un factor de resistencia, FR, igual a 0.7. 
Al determinar cuales elementos trabajan en compresión o en 
flexocompresión deben tomarse en cuenta los dos sentidos en 
que actúa el sismo de diseño. 

b) Las conexiones entre las cuerdas de las armaduras y las 
columnas deben ser capaces de desarrollar la resistencia 
correspo1.Jiente al flujo plástico de las cuerdas. -

e) En edificios de más de un piso, el esfuerzo en las columnas 
produc:'..do por las fuerzas axiales de diseño no deben ser 
mayores de O. 30 F , y la relación de esbeltez máxima de ls 
columnas no debe dxceder de 60. 

3.6 Espectros para diseño sísmico 

De -,cuerdo con las NTC para diseño por sismo, cuando se aplique el 
análisis di~ámico modal que especifica la sección 9 de sus normas, 
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se adoptan las siguientes hipótesis para el análisis de la 
estructura: 

La ordenada del espectro de aceleraciones para diseño sísmico, a, 
expresada como fracción de la aceleración de la gravedad, está dada 
por las siguientes expresiones: 

a = ;(1 + 3...!.)c 
T, 

'V T < T, 

a = e 'V T, S T S Tb (3.18) 

a = (~fe 'V T > Tb 

T es el período natural de interés; T, T, y Tb están expresados 
en segundos; e es el coeficiente sísmicb, y r un exponente que 
depende de la zona en que se halla la estructura, y se expecifica 
en la tabla 3.1 de las NTC para diseño por sismo, reproducida a 
continuación. 

El coeficiente sísmico e se obtiene del Art 206 del RCDF87, salvo 
que la parte sombreada de la zona II de la fig 3.1 de las NTC para 
diseño por sismo (NTC-sismo) se debe tomar e = 0.4 para las 
estructuras del grupo B, y e = 0.6 para las del A. 

Tabla 3.1 Valores de e, T,, Tb, y r 

Zona e T,(s) Tb(s) r 

I 0.16 0.2 0.6 1/2 

II' 0.32 0.3 1.5 2/3 
.. 

III' 0.40 0.6 - 3.9 1 

Notas: Coeficiente sísmico para construcciones del Grupo B 
* No sombreada (Fig 3 .1, NTC-sismo) 
+ Y parte sombreada de zona II (Fig 3.1, NTC-sismo) 
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4. FUERZAS SISMICAS 

En este capítulo se describen los métodos que considera el RCDF87 
para cuantificar las fuerzas que se deben considerar en el diseño 
de una edificación para soportar los efectos de un sismo. 

4.1 Anális dinámico 

De acuerdo con las NTC para diseño por sismo, toda estructura puede 
analizarse mediante un método dinámico. Se aceptan ~amo métodos de 
análisis dinámico: 

a) El modal (modal espectral) 

b) El paso a paso de respuestas a sismos específicos 

A fin de explicar los métodos para analizar las estructuras ante 
cargas dinámicas, se presentan los siguientes desarrollos: 

4.1.1 Ecuaciones de equilibro dinámico de las edificaciones 

Las ecuaciones de equilibrio diná:·.: ce de los modelos estructurales 
lineales para edificaciones se puc;.aen expresar como: 

B d" ü( tl • e _E_ a( tl + KD< tl = F( tl 
dt 2 dt 

- (4.1) 
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Con las siguientes condiciones iniciales 

:tü(t) le-o = V o 

= vector de velocidades conocido (4.2) 
ü(tlle-o = Üo 

= vector de desplazamientos conocido 

donde, para la edificación en particular, se definen los siguientes 
conceptos. 

M = Matriz de masas 

e = Matriz de amortiguamientos 

R = Matriz de rigideces 

Ü( t) = vector de desplazamientos 

:Ca( tl (4.3) 

= vector de velocidades 

d._ Ü( t) = vector de aceleraciones 
dt" 

.F( tl = vector de cargas 

En el caso de fuerzas sísmicas, el vector de cargas se puede 
expresar en términos del vector de aceleraciones del terreno 

( acelerograma) , i'lg ( t) , de acuerdo con la expresión siguiente: 

(4.4) 

donde 

F = [1 1 . . . 11 
(4.5) 

= vector con componentes unitarias 
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4.1.2 Métodos directos de integración paso a paso 

Los métodos que actualmente se utilizan para integrar paso a paso 
las ecuaciones de quilibrio dinámico de las edificaciones se 
agrupan en: 

a) métodos directos 

b) métodos de superposición modal 

El método directo que mas se utiliza es el denominado método de 
Newmark. Este método se basa en la aproximación lineal de la 
aceleración en el tamaño del paso de integración, según se muestra 
en la Fig 4.1. 

De acuerdo con la hipótesis de la aceleración lineal, los elementos 
de las ecuaciones de equilibrio dinámico (Ec 4.1) al final del paso 
de integración se pueden escribir como. 

(4.6) 

La aproximación de Newmark consiste en: 

da = dt C•.I.C 

donde: 
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a ¿¡ at (1 d' = + y).&t-üt 
dt dt' 

(4.8) 

E üt + d (.! - 13) ( .& t) , d', üt = .&t-Üt + 
dt 2 dt 

El parámetro P está relacionado con la estabilidad del método (para 
p = 1/4, el método es incondicionalmente estable) y el parámetro 
se relaciona con la estabilidad y convergencia del método debido al 
amortiguamiento matemático que puede i'nducirse (para = 1/2, no se 
presenta el amortiguamiento matemático).Para el caso en que = 1/6 
y = 1/2, las Ec 4.7 se reducen a las correspondientes Ec 4.6. 

Al valuar las ecuaciones de equilibrio dinámico (Ec 4.1) al final 
del paso .de integración (en t = t + t) y al sus ti tuír en la 
ecuación resultante a las Ec 4.7 se obtiene la siguiente ecuación. 

- d' M--Ü + dt' t+.1t 

La Ec 4.9 puede escribirse como: 

donde: 

R· = M+ y.&ec. p (.&eJ•i 

· P = i't•.1t - ca - KE 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

La Ec 4.10 permite cuantificar la aceleración al final del paso es 
un 'sistema de ecuacion·es algebraicas lineales, simétricas, de 
coeficientes constantes si el paso de integración se conserva 
constante durante el proceso de integración. 

En la dinámicaestructural se acostumbra cuantificar a la matriz de 
amortiguamientos de la estructura de acuerdo con el criterio de 
Rayleigh, expresado mediante la siguiente ecuación. 

e = a.M + ¡.¡i (4.12) 
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Al sustituír la Ec 4.12 en las Ec 4.11 se obtiene. 

R• = (1 + a.y4 t}M + (y¡¡4 t + p (4 tl 2)K 

.P = ffe•ll.t - a.Ma - K(¡¡a + E) 
(4.13) 

El algoritmo del método de integración paso a paso de Newmark, 
resumido por las Ec 4.10 y 4.13, necesariamente se debe llevar a 
cabo en una computadora debido al número de operaciones que 
involucra. 

4.1.3 Método directo paso a paso de superposición modal 

otra forma de integrar paso a paso las ecuaciones de equilibrio 
dinámico de las estructuras (Ec 4.1) es mediante la solución del 
problema de eigenvalores, según se indica a continuación. 

4.1.3.1 Solución del problema de valores característicos 
(eigenvalores) de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

Este caso corresponde a un problema de vibraciones libres no 
amortiguadas, cuyas ecuaciones resultan ser • 

.M~a(tl + Ka(tl = o 
dt 2 

(4.14) 

En las vibraciones libres el movimiento es armónico, es decir. 

~ü(t) = -oo 2 ü(t) 
( ~ ... 2 ~·· 

(4.15) 

y las ecuaciones de vibracié,. libre resultan ser 

(4.16) 

que es el clásico problema de eigenvalores comunmente expresado 
corno: 

J.x = J.Bx (4.17) 
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Varios son los métodos que existen para resolver el problema de 
eigenvalores. Los utilizados con las computadoras, entre otros, se 
pueden nombrar a 

El de Jacobi 

El de la iteración del subespacio 

Cuando se emplean calculadoras de escritorio para los modelos 
extructurales mas simples (rigideces de entrepiso y masas con 
movimientos unidireccionales) se utilizan los métodos de: 

Stodolla-Vianelo-Newmark 

Holzer 

4.1.3.2 Desacoplamiento de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

La transformación que permite desacoplar las ecuaciones de 
equilibrio dinámico se puede expresar como. 

ü = Ry (4.18) 

donde 

y = vector del nuevo sistema coordenado 

R = [.fl .f2 .f3 ... i' "] 
(4.19) 

= Matriz modal 

l" = n-ésirno eigenvector 

De acuerdo con la transformación de coordenadas anterior (Ec 4.18) 
las expresiones de los vectores de . velocidad y ·le acelaración 
resultan ser: 

:t Ü( t) = R :ty( tl 
(4.20) 

d
2
_ Ü( t) = R..!E..y¡ tl 

dt< dt 2 

De acuerdo con las Ec 4.18 y 4.20 las ecuaciones de equilibrio 
dinámico (Ec 4.1) en el sistema de referencia transformado se 
expresan como: 
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iJR~y(tJ + aU! .. yctJ + KRdydyCtl = F(tl 
dt2 dt 

(4.21) 

Al premultiplicar la Ec 4.21 por la transpuesta de la matriz modal 
se obtiene la siguiente expresión. 

Al definir los siguientes conceptos 

M'= RTMR =Matriz de masas transformada 

e' = RTCR =Matriz de amortiguamientos transformada 

j(' = RTKR =Matriz de rigideces transformada 

ff' ( t) = RTF( t) = vector de cargas transformado 

(4.22) 

(4.23) 

De acuerdo con las propiedades de ortogonalidad de los 
eigenvectores respecto a las matrices de masas y de rigideces, la 
matriz de masas transformada y la matriz de rigideces transformada 
resultan ser matrices diagonales. Si la matriz de amortiguamientos 

·se selecciona de tal manera que también la matriz de 
amortiguamientos transformada sea una matriz diagonal, las 
ecuaciones de equilibrio dinámico transformadas (Ec 4.22) se pueden 
escribir como. 

M' d
2
_y(t) + c•..E..y(tl + K'y(t) = il''(tl 

dt" dt 
( ... 24) 

que resulta ser un sistema de ecuaciones diferenciales desacoplado, 
cuya ecuación i-ésima se puede escribir como: 

(4.25) 

44 



La Ec 4. 25 representa la ecuación de equilibrio dinámico de un 
sistema de un grado de libertad. Por lo anterior se puede decir que 
un sistema de N grados de libertad se transforma en N sitemas de un 
grado de libertad. Los coeficientes de las ecuaciones de un grado 
de libertad resultan ser: 

en donde: 

. d2 
= -c1 --_ug(t) 

dt• 

mk =masa asociada al grado 
. de libertad k-ésimo 

r1 = componente k-ésimo del 
. i-ésimo eigenvector (modo) 

~.> 1 = frecuencia natural de 
. vibración del i-ésimo modo 

' 1 = fracción del amortiguamiento 
cr 1 tic o del i -ésimo modo 

N 

~m~¡ 
N 

= coeficiente de 

~ m)r1)" 

participación del i -ésimo modo 
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4.1.3.3 Integración paso a paso de las ecuaciones de movimiento 
desacopladas 

Como las ecuaciones de movimiento desacopladas 
corresponden a las de un grado de libertad, los 
integración son los tradicionales. 

(Ec 4.25) 
métodos de 

Exacto, para el caso de aproximar la función f;"(t) en tramos 
seccionalmente continuos con una variación lineal (que es lo 
usual). 

Aproximado, mediante un método numérico como el método de 
Newmark-Wilson. 

El paso de integración se define en el inciso 4.1.2 

4.1.3.4 Cuantificación de la respuesta de la estructura 

De acuerdo con el inciso anterior para el tiempo de integración 
considerado se cuantifican, para cada paso de integración, los 
siguientes vectores. 

y( t) = vector de desplazamientos transformado 

:ty( t) = vector de velocidades transformado (4.31) 

:t
2

,.9( tl = vector de aceleraciones transformado 

Al sus ti tuír las Ec 4. 31 en las Ec 4.18 y 4. 20 se obtiene la 
respuesta de la estructura representada por los vectores de 
desplazamiento relativo, de velocidad relativa, y de aceleración 
relativa, es decir. 

4.1.3.4 

ü ( t) = Ry( tl 

:tü(t) = R :ty( tl (4.32) 

d·_ Ü( t) = RLy(tl 
dt" dt 2 

Obtención de los elementos mecan1cos y cinemáticos de 
la estructura debidos al sismo 

Conocida la historia del vector de desplazamientos de la estructura 
(según se indica en el inciso anterior) se puede determinar la 
historia de los elementos mecánicos y cinemáticos en los puntos que 
se requieran de la estructura. 
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4.1.4 Método de la respuesta espectral 

Este método corresponde al denominado análisis en las NTC para 
diseño por sismo. Su secuencia se resume a continuación. 

4.1.4.1 Solución del problema de valores característicos 
(eigenvalores) de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

El procedimiento es el mismo que el descrito en el inciso 4.1.3.1 
del método directo de superposición modal. 

4.1.4.2 Desacoplamiento de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

El procedimiento es el mismo que el descrito en el inciso 4.1.3.2 
del método directo de superposición modal. 

4.1.4.3 Obtención de la respuesta espectral de cada una de las 
ecuaciones de equilibrio desacopladas 

De acuerdo con el RCDF87 se calcula mediante la siguiente 
expresión. 

donde: 

4.1.4.4 

y~ (4.33) 

y~ = respuesta espectral de 
desplazamientos transformados 
del modo i -ésimo 

!.>1 = Frecuencia natural de 
vibración del modo i-ésimo 

A1 = Ordenada del espectro de (4.34) 
aceleraciones de diseño 
asociada al periodo natural 
de vibración T 1 = 2'11 

!.)1 

C1 = Coeficiente de participación 
del modo i -ésimo 

Cuantificación de los vectores de respuesta máximos de 
la estructura para cada modo 

De acuerdo con la Ec 4.32a, el vector de desplazamientos máximo de 
la estructura, correspondiente al modo i-ésimo, resulta ser. 

(4.35) 
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donde: 

'l 1 = Eigenvector asociado al modo i -ésimo (4.36) 

De acuerdo con la Ec 4.36, a cada modo de la estructura le 
corresponde un vector de desplazamientos máximo. Con base en la 
formulación de las ecuaciones de equilibrio de las estructuras, a 
cada vector de desplazamientos le corresponden un conjunto de 
elementos mecánicos y cinemáticos (fuerzas normales, fuerzas 
cortantes, momentos flexionantes, momentos de volteo, 
desplazamientos relativos, etc.) 

4.1.4.5 Obtención de la respuesta total de la estructura 

Una vez conocidos los elementos mecánicos y cinemáticos (fuerzas 
normales, fuerzas cortantes, momentos flexionantes, momentos de 
volteo, desplazamientos relativos, etc.) asociadas a cada modo, 
representado por S., para obtener la respuesta de la estructura, 
representada por S~ se procede como se indica a continuación. 

4.1.4.5.1 Método de la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados 
(SRSS) 

(4.37) 

4.1.4.5.2 Método de la combinación cuadrática completa (CQC) 

S = (4.38) 

donde: 

= (4.39) 

Valor del amortiguamiento crítico del modo i-ésimo (que se 
supone consante para todos los modos) 

frecuencia natural de vibración del modo i-ésimo 
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4.2 Análisis estático 

Las NTC para Diseño por Sismo del RCDF87 proponen un método 
relativamente simple para cuantificar las fuerzas horizontales que 
un sismo de diseño ocasiona a una edificación cuya altura no exceda 
de 60 m. 

4.2.1 Distribución de las aceleraciones horizontales 

De acuerdo con el inciso 8.1 de las NTC para Diseño por Sismo del 
RCDF87, la hipótesis sobre la distribución de aceleraciones en las 
masas de las edificaciones se muestra en la Fig 4.2. Para la masa 
del nivel i-ésimo, la fuerza que la distribución de aceleraciones 
le ocasiona a la masa se puede escribir como. 

donde se definen los componentes respectivos. 

F 1 = Fuerza horizontal del nivel i-ésimo 

m1 = masa del nivel i-ésimo 

W1 = = m1g = peso del nivel i-ésimo 

li1 = aceleración del nivel i-ésimo 

(4.40) 

(4.41) 

De acuerdo con la Fig 4.2, la expresión de la aceleración de la 
masa i-ésima resulta ser. 

Al sustituír la Ec 4.42 en la Ec 4.40 se obtiene. 

= (4.43) 
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4.2.2 Fuerzas sísmicas horizontales 

De acuerdo con la definición de fuerza cortante basal, se puede 
expresar la siguiente ecuación. 

(4.44) 

Al considerar la definición de coeficiente sísmico, e, se puede 
escribir la siguiente expresión. 

ü, N 

Vo gh, ~WJhJ 
e = = 1 (4.45) 

Wo N 

~WJ 
1 

Con base en la Ec 4.45 se obtiene la expresión siguiente. 

N 

ü, E WJ 
= e •·1 (4.46) 

gh, N 

E Wjhj 
••1 

Al sustituír la Ec 4.46 en la Ec 4.43, la expresión de la fuerza 
sísmica estática se puede expresar como. 

N 

EwJ 
FJ = e J•: 

WJhJ 
N 

(4.47) 

E Wjhj 
··1 

4.2.3 Estimación del período fundamental de la estructura 

Las NTC para diseño por sismo del RCDFB7 recomienda una expresión 
para estimar el período de vibración del primer modo, T

1
, de 

acuerdo con la modelación estructural a base de rigideces de 
entrepiso , según se indica a continuación. 
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a} Los datos de partida se muestran en la Fig 4.2 y son. 

k 1 = Rigideces del entrepiso i -ésimo 

w1 = Pesos del nivel i-ésimo 
(4.48} 

b} Cuantificación de las fuerzas sísmicas, F;, de cada nivel de 
acuerdo con la Ec 4.47. 

e} Cuantificación de ls fuerzas cortantes, Vi, de cada entrepiso. 

(4.49} 

d} Obtención de los desplazamientos, ui, asociados a las fuerzas 
cortantes de entrepiso. 

(4.50} 

e} Otención de los desplazamientos, x;, que provocan las fuerzas 
sísmicas, con base en la Ec 4.50. 

x 1 = O 
(4.51} 

'Vi=2 ... N 

f} Obtención de las aceleraciones armon1cas correspondientes a 
los desplazamientos del inciso anterior (inciso e}, asociados 
a la frecuencia natural de vibración, 

1
• 

(4.52} 
"' 

g) obtención de las fuerzas dinámicas asociadas a las 
aceleraciones armónicas del inciso anterior (inciso f). 

h) 

(4.53} 

Cuantificación de los trabajos que realizan las fuerzas F.(Ec 
4.47} y F., (Ec. 4.53} debido a los desplazamientos x

1 

1
(Ec 

4.51). 
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N 

w,! = ~F1x1 
~ 

(4.54) 
(1)2 N 

w,,r ~¡; 2 = - W1x1 

g ·-~ 

i) Obtención de la frecuencia natural de vibración T1 , al igualar 
los trabajos dados por las Ec 4.54. 

N 

1: F1x1 

(l)i = ·-~ g N 

~ W1x] 
1 

(4.55) 
N 

2n· 
~W1x1 

T1 = = 21'1 1 

(1)1 N 

g~ F1x1 
•1 

4.2.4 Reducción de las fuerzas cortantes estáticas 

Las NTC para diseño por sísmo del RCDF87 establecen que las fuerzas 
sismicas descritas en el inciso 4.2.2, obtenidas con la Ec 4.55, 
pueden adoptarse valores los menores que se indica a continuación. 

a) El período fundamental de vibración se obtiene con la Ec 4.55. 

b) Si T1 s T
0 

el valor del coeficiente sismico, e, en la Ec 4.47 
se sustituye por e·. · .. 3.lor de la ordenacia del espectro de 
aceleraciones, a, dado por la Ec 3.38, y resulta ser. 

(4.56) 

e) Si T, > Tb las fuerzas sísmicas se cuantifican con las 
expresiones siguientes. 
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F.i aw.i(k1h.i + k2hi) Ya~ e (4.57) = 4 

donde: 

N 

Ew.i 
kl = q1. - r (1 - q)] ••l 

N 

k W.ih.i 
l 

N 

kw.i (4.58) 

k2 = 1. 5rq(l - q) l 
N 

k W.ihi 
1 

q = (~:r 

4.3 Método simplificado 

Las NTC para diseño por sismo establece el cumplimiento simultáneo 
de las siguientes condiciones para que sea aplicable el denominado 
método simplificado de análisis. 

4.3.1 Consideraciones generales 

I. En cada planta, al menos el 75 por ciento de las cargas 
veticales están soportadas por muros ligados entre sí mediante 
losas monolíticas u otros sistemas de piso suficientemente 
resistentes y ·rígidos al- corte. · Dichos muros tendrán 
distribución sensiblemente simétrica con respecto a dos ejes 
ortogonales y deben satisfacer las condiciones qne establecen ' 
las NTC correspondientes. Es admisible cierta asimetría en la ' 1 

distribución de los muros cuando existan en todos los pisos 
dos muros de cargas perimetrales paralelos, cada uno con 
longitud al menos igual a la mitad de la dimensión mayor en 
planta del edificio. Los muros a que se refiere este párrafo 
pueden ser de mamposteria, concreto reforzado o madera; en 
este último caso deben estar arriostrados con diagonales. 

II. La relación entre longitud y ancho de la planta del edificio 
no excede de 2.0 a menos que, para fines de análisis sísmico, 
se pueda suponer dividida dicha planta en tramos 
independientes cuya relación longitud a anchura satisfaga esta 
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restricción y cada tramo resista según el criterio que se 
indica en la tabla 7.1 de las NTC para diseño por sismo. 

III. La relación entre la altura y la relación mínima de la base 
del edificio no excede a 1.5 y la altura del edificio no es 
mayor de 13 m. 

4.3.2 Consideraciones específicas 

Para aplicar este método se hace caso omiso de los desplazamientos 
horizontales, torsiones y momentos de volteo. 

Se debe verificar únicamente que en cada piso la suma de las 
resistencias al corte de los muros de carga, proyectados en la 
dirección en que se considera la aceleración , sea cuando menos 
igual a la fuerza cortante total que obre en dicho piso, calculada 
según se especifica en el inciso 4.2.2. 

Los coeficientes sísmicos que se deben emplear se indican en la 
tabla 7.1 de las NTC para diseño por sismo, correspondientes a las 
construcciones del grupo B. Para las construcciones del grupo A 
dichos coeficientes se deven multiplicar por 1.5. 

Tabla 7.1 Coeficientes sísmicos reducidos para el método 
simplificado, correspondiente a estructuras del 
grupo B (NTC para disefto por sismo RCDF87). 

MUROS DE PIEZAS MACISAS o MUROS DE PIEZAS HUECAS O 
DIAFRAGMAS DE MADERA DIAFRAGMAS JE DUELAS DE 
CONTRACHAPEADA MADERA" 

ZONA 
ALTURA DE LA CONSTRUCCION ALTURA DE LA CONSTRUCCION 

(m) (M) 

H<4 4SHS7 7<HS13 4<H 4SHS7 l 7· "IS13 
-· 

I 0.07 0.08 0.08 0.10 0.11 0.11 .. 

IIyiii 0.13 0.16 0.19 0.15 0.19 L.23 

Diafragmas de duelas de madera inclinadas o sistemas de muros 
formados por duelas de madera verticales u horizontales 
arriostradas con elementos de madera maciza. 
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4.3.3 Consideraciones de las NTC para diseño y construcción de 
estructuras de mampostería 

En el inciso 4. 1. 3 de las NTC para diseño y construcción de 
estructuras de mamposteria se establece lo siguiente. 

El análisis para la determinación de los efectos de las cargas 
laterales debidas a sismo se hace con base en las rigideces 
relativas de los distintos muros. Estas de determinan tomando en 
cuenta las deformaciones de cortante y de flexión. Para estas 
últimas se considera la sección transversal agrietada del muro 
cuando la relación de carga vertical a momento flexionante es tal 
que se presentan tensiones verticales. Se debe tomar en cuenta la 
restricción que impone a la rotación de los muros la rigidez de los 
sistemas de piso y techo y la de los dinteles. 

Es admisible considerar que la fuerza cortante que toma cada muro 
es proporcional a su área transveral, ignorar los efectos de 
torsión y de momento de volteo. 

La contribución a la resistencia a fuerzas cortantes de los muros 
cuya relación de altura de entrepiso, H, a longitud, L, es mayor 
que l. 33 se debe reducir al multiplicar la resistencia por el 
coeficiente (1.33 L/H) 2• 

4.4 Reducción de fuerzas sísmicas 

Las NTC para diseño por sísmo del RCDF87 establecen que las fuerzas 
sismicas descritas en los incisos 4.1 y 4.2 se pueden reducir al 
dividirlas entre el factor reductivo Q'. 

4.4.1 Estructuras regulares 

··Para las estructuras que satisfacen las condiciones de regularidad 
indicadas en el inciso 4. 2. 4, Q' se obtiene con las siguientes 
expresiones. 

Q' = Q si T se desconoce 
>t-: 

Q' = Q 'V T ~T8 (4.59) 

Q' = 1 + : (Q - 1) 'V T <Ta 
a 

donde: 

a) Tes igual al período fundamental de vibración (inciso 4.2.3) 
cuando se emplee el método estático (inciso 4.2.2) e igual al 
período de natural de vibración del modo que se considere 
cuando se emplee el método de análisis modal (inciso 4.1.4). 
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b) 

e) 

T es un 
ublizado 

período caracerístico 
(inciso 4.2.6). 

del espectro de diseño 

Los desplazamientos de 
multiplicar por el factor 
desplazamientos obtenidos 

diseño sísmico se obtienen al 
de comportamiento sísmico, Q, a los 
con las fuerzas sísmicas reducidas. 

d) Cuando se adopten dispositivos especiales capaces de disipar 
energía por amortiguamiento o comportamiento inelástico, se 
pueden emplear criterios de diseño sísmico que difieran de los 
aquí especificados, pero congruentes con ellos, con la 
aceptación del DDF. 

4.4.2 Estructuras irregular~s 

Para las estructuras -~e no satisfacen las condiciones de 
regularidad indicadas er. el inciso 4.2.4, Q' se obtiene con las 
expresiones del inciso anterior (Ec 4.59) multiplicado por 0.8. 

4.5 Efectos de torsión 

Las NTC para diseño por sísmo del RCDF87 establecen que para· fines 
de diseño, el momento torsionante se debe tomar por lo menos igual 
a la fuerza cortante de entrepiso multiplicada por la excentricidad 
que para cada marco o muro resulte mas desfavorable de ls 
siguientes 

(4.60) 
e8 - O. lb 

·donde: 

e
5 

= Excentricidad torsional de rigideces calculada del 
entrepiso, igual a la distancia entre el centro de 
\:)rsión del nivel correspondiente y la fuerza cortante 
e:n dicho nivel. 

b = [Lmensión de la planta que se considera, medida en la 
dirección de e

1
• 

La excentridicidad de diseño, ed, en cada sentido no se debe tomar 
menor que la mitad del máximo valor de la excentricidad calculada, 
e,, para los entrepisos que se hallen abajo del que se considera, 
nl se debe tomar el momento torsionante de ese entrepiso menor que 
la mitad del máximo calculado para los entrepisos que están arriba 
del considerado. 

56 



4.6 Efectos de segundo orden 

Las NTC para diseño por sísmo del RCDF87 establecen que se deben 
tomar en cuenta explícitamente en el análisis los efectos de 
segundo orden, esto es, los momentos y cortantes adicionales 
provocados por las cargas verticales al obrar en la estructura 
desplazada lateralmente, en toda estructura en que la diferencia en 
desplazamientos laterales entre dos niveles consecutivos, 
u.,dividida entre la diferencia de altura correspondientes, h;, es 

tal que: 

AuJ V 
~ > o.oaw 

donde 

V = Fuerza cortante en el entrepiso considerado 

w = Peso de la construcción encima del entrepiso 

El peso de la construccion incluye cargas muertas y vivas. 

4.7 Efectos bidireccionales 

(4.62) 

Las NTC para diseño por sísmo del RCDF87 establecen que los efectos 
de ambos componentes horizontales del movimiento del terreno se 
deben combinar al tomar en cada dirección en que se analice la 
estructura, el 100 % de los efectos del componente que obra en esa 
dirección y el 30 % de los efectos del que obra perpendicularmente 
a ella, con los signos que para cada concepto resulten mas 
desfavorables; 
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5. FUERZAS SISMICAS EN LOS ELEMENTOS ESTRUCTURALES RESISTENTES DE 
LAS EDIFICACIONES 

El concepto de fuerzas sísmicas en elementos estructurales 
resistentes de una edificación es la manera de especificar la 
magnitud de las fuerzas sísmicas que actúan en cada uno de los 
elementos estructurales resistentes en los métodos que utilizan 
simplificaciones estructurales para cuantificar las fuerzas 
sísmicas. 

5.1 En los modelos estructurales donde se utilizan las ecuaciones 
de equilibrio dinámico de las edificaciones 

En los modelos estructurales que formulan las ecuaciones de 
equilibrio a través del concepto de subestructuras unidas a un 
diafragma (nivel), rígido o no, la información que se maneja de 
manera sistemática es el equilibrio de ~a~· uno de los elementos 
estructurales que la forman. Entonces, el concepto de fuerzas 
sismicas en los elementos estructurales es ~ransparente ya que se 
cuenta con la información integral de cad.- uno de los elementos 
es~ructurales de la edificación, al establecer las ecuaciones de 
equilibrio. 

5.2 En los modelos estructurales donde se utiliza el concepto de 
rigidez de entrepiso 

El modelo donde se emplea el concepto de rigidez de entrepiso es el 
modelo mas simple donde se utiliza el concepto de diafragma rigido. 
Es un modelo en extinción ya que los modelos a que hace referencia 
el inciso 5.1 son mas generales. Se presenta porque el RCDF87 hace 
referencia a algunos conceptos que utiliza. Se basa en las 

-·siguientes hipótesis: 
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a) Se considera el equilibrio en un solo diafragma (nivel) rígido 
en donde la carga que actúa es la fuerza cortante en el 
entrepiso correspondiente, localizada en su centro de masas. 

b) Las fuerzas que resisten a la fuerza cortante las proporcionan 
las rigideces de entrepiso (resortes) del entrepiso 
correspondiente que definen el centro de torsión (o de 
rigideces). 

e) Las rigideces de entrepiso las forman los marcos (o 
muromarcos) planos,. sensiblemente paralelos en dos direcciones 
ortogonales. 

d) En los desarrollos que siguen se considera que el edificio 
tiene una distribución de rigideces regular en elevación. Es 
decir, que las columnas de un diafragma (nivel) únicamente 
están unidas con niveles consecutivos. 

En la Fig 5.1 se muestra la idealización del modelo estructural 
descrito en los incisos anteriores. 

5.2.1 Centro de rigideces (de torsión) del entrepiso 

Debido a que los elementos resistentes de un entrepiso se 
representan mediante las rigideces del mismo, se define como centro 
de rigidez (o de torsión) al punto en donde al actuar las fuerzas 
cortantes únicamente provocan desplazamientos lineales. 

5.2.1.1 Fuerzas cortantes directas en los resortes paralelos al 
eje y de referencia 

Con base en la Fig 5.2, la fuerza que soporta cada resorte (rigidez 
de entrepiso) paralelo al eje y resulta ser 

(5.1) 

.. 
De acuerdo con la condición de equilibrio de fuerzas paralelas al 
eje y se puede escribir como. 

(5.2) 

Con base en las Ec 5.1 y 5.2 · se obtienen las siguientes 
expresiones. 
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V = ( 5. 3) 

v_t = 
( 5. 4) 

5.2.1.2 Fuerzas cortantes directas en los resortes paralelos al 
eje x de referencia 

Al seguir un razonamiento similar al inciso 5.2.1.1 y utilizar la 
Fig 5.3 se obtienen las siguientes ecuaciones. 

( 5. 5) 

(5.6) 

u = 
(5.7) 

d 
Vjx = 

( 5. 8) 

5.2.1.3 Coordenadas del centro de torsión 

Se denomina centro de torsión (CT) o 
punto localizado sobre el diafragma 
fuerza cortante correspondiente 
desplazamientos lineales. 
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Al aplicar la definición de CT a la fuerza cortante paralela al eje 
y, al establecer el equilibrio de momentos resulta. 

NZ k = r x jy v. 
j:!jNX y 

= 

· r k 1y 
1=1 (5.9) 

De acuerdo con la Ec 5~9 se obtiene la expresión de la abscisa del 
centro de torsión. 

NZ 

t.;x1k1Y 

x. = l (5.10) 
NX 

Ekjy 
]"l 

.Al aplicar la definición de CT a la fuerza cortante paralela al eje 
x, se obtiene la siguiente expresión de la ordenada del centro de 
torsión. 

NY 

ky1k1x 
Y e = l (5.11) 

NY 

~klx 
l 

5.2.2 Excentricidades 

Las fuerzas sísmicas asociadas a los diafragmas rígidos actúan en 
el punto denominado centro de masas (CM) u no en el centro de 
torsión, que pueden ser diferentes. A las distancias paralelas a la 
dirección de las fuerzas cortantes se les denominan 
excentricidades. 
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5.2.2.1 Excentricidades calculadas 
.· 

Las excentricidades correspondientes a las dos fuerzas cortantes 
ortogonales se pueden escribir como. 

esx = ¡x., - xtl 

donde 

esx = Excentricidad de la fuerza Cortante Vy (5.12) 

x., = Abscisa del centro de masas 

xt = Abscisa del centro de torsión 

esy = IY., - Yel 

donde 

esy = Excentricidad de la fuerza Cortante Vx (5.13) 

y., = Ordenada del centro de masas 

Y e = Ordenada del centro de torsión 

5.2.2.2 Excentricidades de diseño 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que a cada 
excentricidad calculada se le debe asociar dos excentricidades de 
diseño, según se indica a continuación. 

a) Excentricidades ascci~jas a la fuerza cortante VY. 

donde: 

b 
X 

es la dimensión 
dirección de e,x 

edx = 1. Se..., +O. lb" 
(5.14) 

esx -0.1b .. 

de la planta que se considera medida en 
(perpendicular a la fuerza cortante V). 

y 
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b) Excentricidades asQciadas a la fuerza cortante Vx. 

(5.15) 
edy = 

donde: 

es la dimensión de la planta que se considera medida en la 
dirección de e~ (perpendicular a la fuerza cortante Vxl· 

5.2.3 Fuerzas cortantes debidas a la torsión 

De acuerdo con el inciso 5.2.2 para efectos de diseño se deben 
considerar los efectos de un momento torsionante, M, cuantificado 
con las siguientes expesiones. 

M = Mey= e<b:Vy 

= Mr:x= ec~yV., 
(5.16) 

Con base en la Fig 5.4 se puede afirmar que el momento torsionante 
se equilibra con las fuerzas cortantes que provoca en todos los 
resortes. El movimiento de cuerpo rígido que el par torsionante le 
provoca al diafragma rígido es el giro, 

Los desplazamientos lineales en los resortes paralelos a cada uno 
de los ejes de referencia, al considerar que el desplazamiento 
angular es pequeño, de tal manera que el seno y la tangente del 
mismo se pueda aproximar por el valor del ángulo, resultan ser. 

donde: 

UJ = 6yJ 

v1 = 6x1 
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Las fuerzas cortantes debidas al par torsionante resultan ser. 

e 
Vlx = klxUl = 6kj;¡c}'j 

(5.19) 
e 

VJy = k 1Yv1 = 6kjyXj 

Al establecer el equilibrio de pares respecto al centro de torsión 
se obtiene que. 

NY NX 

M = ~ vf,cyj + ~ V/,x1 
l •l 

(5.20) 

= e[f kj..,yi + ~ k1rJ] 
~-1 •1 

De las Ec 5.20 se obtiene el valor del desplazamiento angular de 
cuerpo rígido. 

e = M 

(5.21) 

Al sustituír la Ec 5.21 en las Ec 5.19 se obtienen las expresiones 
de las fuerzas cortantes que el momento torsionante ocasiona a los 
resortes (rigideces de entrepiso). 

vfx = 
(S.22) 

(5.23) 
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5.2.4 Fuerzas cortantes de diseño en los resortes (rigidecesode 
entrepiso) · 

Con base en los desarrollos de los incisos anteriores, la fuerza 
cortante que cada resorte (rigidez de entrepiso) soporta es la suma 
de la fuerza cortante directa mas la fuerza cortante debida a la 
torsión, como se expresa a continuación. 

(5.24) 

Para cuantificar la Ec 5. 24a se hace uso de ls Ec 5. 8 y 5. 22, 
mientras que para la Ec 5.24b se utilizan las Ec 5.4 y 5.23. 

5.3 En el método simplificado 

· En este método se hace caso omiso del efecto de torsión,. por lo 
que únicamente se consideran las fuerzas cortantes directas. 

Las NTC para diseño y construcción de estructuras de mampostería 
establece que es admisible considerar que la fuerza cortante que 
toma cada muro es proporcional a su área transversal 

65 



6. EJEMPLOS DESARROLLADOS PASO A PASO 

En este capítulo se presentan los ejemplos que permiten aplicar los 
conceptos descritos en este curso. Los ejemplos, por tratar de 
aplicar paso a paso los aspectos operativos de los métodos, 
corresponden únicamente a métodos que se pueden desarrrollar sin un 
número exagerado de operaciones, de tal manera que se pueden llevar 
a cabo con calculadora, lápiz y papel. 

6.1 Edificación utilizada 

En la Fig 6.1 se muestra la planta y elevación de un edificio de 
interés social que sirve de base para llevar a cabo los ejemplos de 
aplicación. Las particularidades del edificio se indican a 
continuación. 

6.1.1 J( · de las edificaciones 

Con base !n el inciso 3.1 , El uso de la edificación es vivienda, 
por lo que le corresponde el Grupo B. 

Por tratarse de una edificación de 667 m2 < 60CO m2 , con una altura 
de 12.5 m < 30 m, se ubica en el subgrupo B2. 

6.1.2 Zonificación sísmica 

La edificación se localiza en la zona I. 
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6.1.3 Coeficiente sísmico 

De acuerdo con el inciso 3.2, y los datos especificados en los 
incisos 6.1.1 y 6.1.2, el coeficiente sismico que le corresponde a 
la edificación es e = 0.16. 

6.1.4 Condiciones de regularidad 

Con base en los datos de la edificación (Fig 6.1) se obtienen los 
siguientes parámetros en relación con el inciso 3. 4, a fin de 
definir el coeficiente de reducción de las fuerzas sísmicas, Q'. 

a) Planta sensiblemente simétrica respecto a dos ejes ortogonales 
(respecto a masas y elementos resistentes). 

b) Altura/dimensión menor en planta = 12.5/8.4 = 1.49 < 2.5. 

e) Largo/ancho = 15.9/8.4 = 1.9 < 2.5. 

d) De acuerdo con la tabla 6.1 la relación entre los pesos de los 
niveles superior a inferior es igual a uno, con excepción del 
quinto nivel (último) que es igual a 0.88. 

e) Todos los pisos tienen la misma área, igual a 133.56 m2 • 

f) En relación con los conceptos de rigidez al corte y 
excentricidades se discuten en los incisos correspondientes~ 

6.1.5 Factor de comportamiento sísmico 

La resistencia a las fuerzas laterales se suministra por: 

a) muros de mampostería de piezas huecas. 
b) confinadas en toda la altura. 
e) de 15 cm de espesor. 
d) resistencia al esfuerzo cortante de 2.5 kg/cm2 • 

Con base en el inciso 3. 5, el fa-::tcr de··· comportamiento asociado a 
las dos direcciones ortogonales resultan ser. 

Q = l. 5 
X 

Q = 1-5 y 

6.1.6 Espectro de diseño 

Con base en el inciso 3.6 y la tabla 3.1 de la NTC para diseño por 
sismo, los parámetros del espectro de respuesta de diseño en la 
zona I junto con el coeficiente sísmico especificado en-el inciso 
6.1.3, resultan ser. 
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T, = 0.2 S 

Tb = 0.6 S 

r = 1/2 

6.2 Análisis estático 

De acuerdo con el inciso 4. 2. 2 las fuerzas horizontales que un 
sísmo de diseño ocasiona a una edificación están dadas por la Ec 
4.39, reproducida a continuación. 

(4.39) 

En este método no es necesario hacer uso de un modelo estructural 
para el edificio, excepto si se desea estimar el período 
fundamental del mismo. 

6.2.1 Fuerzas cortantes 

Con base en los datos de la geometría y pesos del edificio, así 
como los datos especificados en el inciso 6.1, los elementos de la 
Ec 4.39 se resumen en la tabla 6.1. 

Tabla 6.1 Fuerzas sísmicas (método estático) 

Nivel w1 h1 W1hl F1 v1 
(t) (m) (tm (t) (t) 

5 91 .. ,2 12.5 1140.0 ""~ti.73 '24. 7 3 
·-

4 104.0 10.9 1040.0 ___32.57 47.30 

3 104.0 7.5 780.0 ~6.92 64.22 

2 104.0 5.0 520.0 11.28 75.50 

1 104.0 2.5 260.0 5.64 81.14 

¿ 507.2 3740.0 

De acuerdo con los valores de las columnas 2 y 4 de la tabla 6.1 se 
puede cuantificar el siguiente coeficiente. 
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= o .16 .. 507.2 
3740. o = 0.0217 

6.2.2 Estimación del periodo fundamental de vibración 

(6.1) 

De acuerdo con el inciso 4.2.3 la estimación del período 
fundamental se obtiene mediante la Ec 4.47b, reproducida a 
continuación. 

T1 = 2'11 (4.47b) 

Los valores especificados en las tablas 6.1, 6.5 y 6.6 sirven de 
base para la cuantificación de la Ec 4.47b. 

6.2.2.1 En la dirección del eje x 

Las operaciones numéricas para determinar los elementos de la Ec 
4.47b se resumen en la tabla 6.2. 

Tabla 6.2 Estimación del.periodo fundamental_, Tlx,¿,en la 
dirección del ·eje'x ~ 

Nivel ktx - Urx x1 F 1x~ ··W X 2 

(t/cm) ,. (m) (m) (tm (t~) 
5 203.65 0.00121 0.00531 0.13132 0.00257 

4 3 72.46 0.00127 0.00410 0.09254 0.00175 

3 528.42 0.00122 0.00283 0.04788 0.00083 

2 749.62 0.00101 0.00161 0.01816 0.00027 

1 1363.69 0.00060 0.00060 0.00338 0.00004 

r 0.29328 0.00546 
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Al sustituir los valores de las columnas 5 y 6 de la tabla 6.2 en 
la Ec 4.47b resulta. 

T. = 6 28./ 0.00546 = 0.2736 S 
lX • V9.81•0.29328 

(6.2) 

6.2.2.2 En la direccion del eje y 

Las operaciones numéricas para determinar los elementos de la Ec 
4.47b se resumen en la tabla 6.3. 

Tabla 6.3 Estimación del periodo fundamental, Tly' en la 
dirección del eje y 

Nivel k1y u y x1 F 1x) Wx 2 

(t/cm) (m (m) (tm ( im~) 

5 65.93 0.0037 0.0159 0.3932 0.0231 

4 121.28 0.0039 0.0122 0.2754 0.0155 

3 173.85 0.0037 0.0083 0.1404 0.0072 

2 253.15 0.0030 0.0046 0.0519 0.0022 

1 515.28 0.0016 0.0016 0.0091 0.0003 

r 0.8699 0.0483 

Al sustituir los valores de las columnas 5 y 6 de la tabla 6.3 en 
la Ec 4.47b resulta. 

T - 6.28/ 0 · 0483 = 0.4724 S 
ly - y 9. 81•o. 8699 

(6.3) 

6.2.3 Factores reductivos de las fuerzas sísmicas 

De acuerdo con el inciso 4.3 los factores reductivos de las fuerzas 
sismicas resultan ser. 

6.2.3.1 Factor reductivo para fuerzas paralelas al eje x 

Al comparar el período fundamental T
1
x con el valor de T, resulta. 
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T1z = O . 27 36 > T8 =O . 2 

donde: 

Q)c = Q.z =1. 5 

(6.4) 

·6.2.3.2 Factor reductivo para fuerzas paralelas al eje y 

Al comparar el período fundamental T1Y con el valor de T; resulta. 

T1y = 0.4724 > Ta = 0.2 

donde: (6.5) 

6.2.4 Fuerzas sismicas reducidas 

Al dividir las fuerzas sísmicas estáticas de la tabla 6.1 entre los 
correspondientes factores reductivos dados por las Ec 6.4 y 6.5 se 
obtienen las fuerzas sísmicas reducidas de la tabla 6.4. 

Tabla 6.4 Fuerzas sísmicas estáticas sin reducir y reducidas 

Nivel 

5 

4 ,. 

3 

2 

1 

6.2.5 

F1 
(t) 

v1 
(t) F1x) (t Yr> F1y) 

("!; Yt1 
24.73 24.73 16.48 16.48 16.48 16.48 

22. 5· 7 47.30 15.05 31'.53 "15.05 31.53 

16.92 64.22 11.28 42.81 11. 28· 42.81 

11.28 75.50 7.52 50.33 7.52 50.33 

5.64 81.14 3.76 54.09 3.76 54.09 

Reducción de las fuerzas cortantes con base en el período 
fundamental de vibración 

De acuerdo con el inciso 4.2.4 existe la posibilidad de reducir las 
fuerzas sísmicas de la tabla 6. 4, con base en el valor de los 
períodos fundamentales de vibración. 

71 



6.2.5.1 En la direccion del eje x 

Al ubicar el período fundamental en el espectro de diseño sísmico 
se tiene que. 

Ta = 0.2 < Tu = 0.2736 < Tb = 0.6 (6.6) 

De acuerdo con la Ec 6.6 se concluye que no deben reducirse las 
fuerzas estáticas en la dirección del eje x de la tabla 6.4. 

6.2.5.2 En la direccion del eje y 

Al ubicar el período fundamental en el espectro de diseño sísmico 
se tiene que. 

T0 = 0.2 < T1y = 0.4724 < Tb = 0.6 (6.7) 

De acuerdo con la Ec 6.7 se concluye que no deben reducirse las 
fuerzas estáticas en la dirección del eje y de la tabla 6.4. 

6.3 Método dinámico (análisis modal espectral) 

Este método se describe en- el inciso 4 .l. 4 y su aplicación implica 
un modelo estructural para el edificio. 

6.3.1 Modelo estructural del edificio 

En este ejemplo se utiliza el modelo estructural descrito en el 
inciso 2. 4. 5,- construí do a base de subestructuras formadas con 
rigideces de entrepiso (resortes) unidas con diafragmas rígidos. 
Este modelo no es el recomendable, pero se utiliza porque permite 
ejemplificar algunos conceptos del RCDF87 y el número de 
operaciones que se tienen que realizar resultan ser mucho menor que 
el de los modelos do¡J( se utiliza una computdora. 

El modelo estructural del edificio se construye mediante 
subestructuras planas formados por muros pla~os, construídos con 
mampostería. La definicióL de los muros planos se hace en las dos 
direcciones ortogonales en que están orientados los ejes de la 
planta del edificio. Los 9 ejes letra (muros 1-x, 2-x, 3-x, 4-x, 5-
x, 6-x, 7-x, 8-x y 9-x) y los 3 ejes número (muros 1-y, 2-y y 3-y). 

En las Fig 6.2 y 6.3 se muestran las idealizaciones de los muros 
planos mediante rigideces de entrepiso, y en la Fig 6. 4 se 
representan los dos modelos estructurales del edificio asociados a 
las dos direcciones ortogonales. Cada estructura unidimensional 
tiene 5 grados de libertad. 
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Las rigideces de entrepiso de los muros planos se determinaron con 
el método del elemento finito, al considerar que actúa un sistema 
de fuerzas horizontales igual al que proporciona el método estático­
(inciso 6.2). Los valores que resultan se muestran en las Fig 6.2 
y 6.3, así como en las tablas 6.5 y 6.6. 

6.3.2 Solución del problema de valores característicos 

Las formas modales (eigenvectores) y las correspondientes 
frecuencias naturales de vibración (eigenvalores), según el inciso 
4.1.3.1, se pueden obtener con métodos que utilicen calculadoras o 
computadoras. En este ejemplo el problema de valores 
característicos se resolvió al utilizar el método matricial de 
Jacobi. Las matrices de rigideces y de masas para cada modelo 
unidimensional se construyen como se indica en las Ec 6.8 y 6.9. 

Tabla 6.5 Rigideces de entrepiso de los muros paralelos al eje 
x (t/cm) 

Entrepis 1-x 2-x 3-x 4-x 5-x 

1 310.45 127.57 97.53 97.53 97.53 

2 194.45 60.92 47.74 47.74 47.74 

3 144.19 41.07 31.58 31.58 31.58 

4 104.88 28.21 21.25 21.25 21.25 

5 59.04 15.06 11.09 11.09 11.09 

Tabla 6.5 Rigideces de entrepiso de los muros paralelos al eje 
x (t/cm) (continúa) --- --· ,..-- --

Entrepis 6-x 7-x 8-x 9-x I 

1 97.53 97.53 127.57 31:).45 1363.69 

2 47.74 47.74 60.92 194.45 749.62 

3 31.58 31.58 41.07 144.19 528.42 

4 21.25 21.25 28.21 104.88 372.46 

5 11.09 11.09 15.06 59.04 203.65 
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Tabla 6.6 Rigideces de entrepiso de los muros paralelos al eje 
y (t/cm) 

Nivel 1-y 2-y 3-y I 

1 249.88 114.32 151.08 515.28 

2 125.33 53.84 73.98 253.15 

3 87.23 35.96 50.66 173.85 

4 63.14 25.12 33.02 121.28 

5 33.86 13.04 19.03 65.93 

6.3.2.1 Matriz de rigideces de los modelos unidimensionales 

Al establecer las ecuaciones de equilibrio de los modelos 
estructurales mostrados en las Fig 6. 4 se obtiene la siguiente 
matriz de rigideces. 

kl + k2 -k2 o o o 
-k 

1 K, + k, -k 
3 o o 

R = o -k 
3 k, +k, -k • o (6.8) 

o o -k • k, + k5 -k 5 

o o o -k 5 k5 

6.3.2.2 Matriz de masas de los modelos unidimensionales 

Al establecer las. ecuaciones 
estructurales mostrados en las 
matriz de masas (concentradas). 

de equilibrio de lo' modelos 
Fig 6. 4 se obtiene la siguiente 

wl o o o o 
o w, o o o 

M = 1 o o w, o o (6.9) 
g o o o w. o 

o o o o w5 
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6.3.2.3 Eigenvalores X_eigenvectores 

Al sus ti tuír los valores de la tabla 6.1, 6. 5 y 6. 6 en las 
ecuaciones 6.8 y 6.9, para cada uno de los modelos estructurales 
asociados a las dos direcciones ortogonales, y resolver los 
correspondiente problemas de valores característicos, se obtienen 
los eigenvectores (formas modales) mostradas en la Fig 6.5. 

Los valores de los períodos, frecuencias naturales de vibración y 
valores característicos correspondientes a los eigenvectores de la 
Fig 6.5 se se presentan en la tabla 6.7 

Tabla 

Mo 
do 

1 

2 

3 

4 

5 

6.3.3 

6.7 Períodos y frecuencias naturales de vibración de los 
modelos estructurales del edificio 

Modelo estructural, eje y Modelo estructural, eje x 
2 2 

TI T 
( sJ (rad~s) (rad~s) 2 cJ) (rad/s) (rad/s) 2 

.4719 13.31 177.28 .2735 22.97 527.77 

.2006 31.32 981.06 .1158 54.26 2944.03 

.1302 48.26 2328.83 .0752 83.55 6981.10 

.0945 66.49 4420.75 .0548 114.66 13146.15 

.0676 92.95 8639.06 .0401 156.69 24551.10 

Respuesta espectral de desplazamientos de cada modo para 
el modelo estructural paralelo a eje y 

Con base en los incisos 4.1.4.3 y 4.1.4.4 la respuesta espectral 
desplazamientos de cada modo se obtiene con las Ec 4. 2_5 y. 4. 27, y 
ct8 acuerdo con el inciso 4.1.3.3 el coeficiente de parti~~paéión se 
obtiene con la Ec 4.22e, que se reproducen a continua~ión. 

N 

~mxr1 
f:r 
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6.3.3.1 Primer modo 

j 

Ymú (4.25) 

(4.27) 

Las operaciones de las Ec 4.25. y 4.27 se presentan en la tabla 6.8. 
La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 
6.1. 

Tabla 6.8 Respuesta espectral de desplazamientos: Primer modo 

Nivel 
ts'ftcm 

r1 
tny/;m 

~(r 1)2 ukmix 1 
k-ésimo 

k 
tsz/cm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 o .1127 

2 0.106 2.9613 0.3139 0.9295 0.3337 

3 0.106 5.4973 0.5827 3.2034 0.6195 

4 0.106 8.2805 0.8777 7.2681 0.9332 

5 0.093 11.0399 l. 0267 11.3348 1.2442 

¿ 2.9070 22.8418 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de P•-' r• cipación del modo 1, que resulta ser. 

2. 9070 
22.8418 

= o .1273 (6.10) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del primer modo 
de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 

Ta = O. 2 < T1 = O. 4719 < Tb =O. 6 
( 6. 11) 

A, = ag =cg =0.16•981 = 156.96 cm/s' 
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La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas 
para el primer modo, d·e acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

y~= e A¡ = ,-
(1)~ 

0.1273156.96 
177.28 

= o .1127 cm (6.12) 

La sexta columna de la tabla 6.8 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.3.2 Segundo modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 6.9. 
La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 
6.1. 

Tabla 6.9 Respuesta espectral de desplazamientos: Segundo modo 

Nivel 
ts'f'tcm 

r2 

tny¡;m 
~~~¡,(r 2)2 ukmáx 

2 

k-ésimo 
k 

ts7fcm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0208 

2 0.106 2.6245 0.2782 0.7301 0.0546 

3 0.106 3.4198 0.3625 l. 2397 0.0711. 

4 0.106 1.6282 0.1724 0.2803 0.0339 

5 0.093 -4.2387 -0.3942 1.6709 -0.0882 

r 0.5249 4.0270 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficien~ 
de participación del modo 2, qc~e:- resulta·, ser .. 

C;;: = 0.52-:9 ~ 

4. 0270 
o .1303 (6.13) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del segundo 
modo de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 

T0 = O. 2 < T, = O. 2006 < Tb =O. 6 
(6.14) 

A, = ag =cg =O .16 •981 = 156.96 cm/ s• 
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La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas 
para el segundo modo, de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

= o o1303 156 o 96 
981.06 

= Oo0208 cm (6.15) 

La sexta columna de la tabla 6.9 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.3.3 Tercer modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 
6.10. La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la 
tabla 6.1. 

Tabla 6.10 Respuesta espectral de desplazamientos: Tercer 
modo 

Nivel 
ts~cm 

r3 ~r3 m..<r 3)2 ukmáx 
3 

k 
k-ésimo ts l'cm ts2/cm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0074 

2 0.106 2.0606 0.2184 0.4501 0.0152 

3 0.106 0.6797 0.0720 0.0490 0.0050 

4 0.106 -2.6831' -0.2844 0.7631 -0.0197 

5 0.093 1.1754 0.10'03 0.1285 0.0086 

r 0.2213 1.4967 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 3, que result< ser. 

o o 2213 
lo4967 

= Oo1479 (6.16) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño dei tercer modo 
de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 
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T3 = O. 1302 < Ta =O. 2 

T 
~ = ag =g(1+3-3 )E (6.17) 

Ta 4 

= 981(1 + 30.1302¡ o.16 = 115.88 cmjs2 
0.2 4 

La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas 
para el tercer modo, de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

0.2213 115.88 
2328.83 

= 0.0110 cm (6.18) 

La sexta columna de la tabla 6.10 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.3.4 Cuarto modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 
6.11. La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la 
tabla 6.1. 

Tabla 6.11 Respuesta espectral de desplazamientos: Cuarto 
modo 

Nivel 
ts'f"t cm 

r4 ~r4 ~(r 4)2 4 
k ulonix 

k-ésimo ts /'cm ts2'/'cm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 
' 

0.1060 0.0039 
' 

2 0.106 l. 1851 0.1256 0.1489 0.0046 

3 0.106 
.. 

-l. 7383 -0.1843 0.3203 -0.0068 

4 0.106 0.7849 0.0832 0.0653 0.0031 

5 0.093 -0.1501 -0.0140 0.0021 -0.0006 

¿ 0.1165 0.6426 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 4, que resulta ser. 
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• 

0.1165 • 0.1813 
0.6426 

• 

(6.19) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de ·disefio del cuarto IIIOdo . 
de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 

r., = o.0945 < r. •0.2 

A. = ag =g(1 + 3 T3 ) .E 
T., 4 

= 981(1 + 3 0.0945¡ o.1ó .. 94.~ Clfl/113 
O.l . 4 

{6.20) 

La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desa<:opladas 
para el cuarto modo, de acuerdo con la Ec 4.25 resulta .. r. 

y.:,.. = 94.86 
0.1813 4420.75 " o: 00389 Qll (6.21). 

La sexta columna de la tabla 6.11 es la expresión de la Ec 4.27 • 

.. 6. 3. 3. 5 Quinto modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 
6.12. La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la 
tabla 6.1. 

Tabla 6.12 Respuesta espectral de desplazamientos: Quinto 
IIOdo ,. 

Nivel .. srtcm r·5 . 5 ~~~t(r s)2 u..-,.' 
k-ésiiiO 

k 
tm¡:fcm tsqr:a cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0038 

2 0.106 -o .·5787 -0.0613 0.0355 -0.0022 

3 0.106 0.1678 0.0178 0.0030 0.0006 

4 0.106 -0.0282 -0.0030 0.0001 -0.0001 

5 0.093 0.0025 -0.0002 o.oooo 0.0000 

r 0.0597 0.1446 
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Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 5, que resulta ser. 

Cs = 
0.0577 
0.1446 

= o .4129 (6.22) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del quinto modo 
de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 

T5 = 0.0676 < Ta =0.2 

T 
A5 = ag =g(1 + 3 _3) e 

(6.23) Ta 4 

= 981(1 + 3 0.0676) 0.16 
0.2 4 

= 79.03 cm/s 2 

La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas 
para el quinto modo, de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

y~ = 0.4129 79 · 03 
8639.06 

= o. 003777 cm (6.24) 

La sexta columna de la tabla 6.12 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.4 Respuesta espectral de fuerzas cortantes de cada modo 
para el modelo estructural paralelo al eje y 

Con base en la respuesta espectral de desplazamientos de cada modo 
(cuantificados en la columna 6 de las tablas 6.8 a 6.12, que se 
repiten en la columna 2 de las tablas 6.13 a 6. 17) se pueden 
cuantificar las fuerz.;os cortantes correspondientes, al utilizar los 
conceptos relacionados con la definición de rigidez de entrepiso 
(Ec 2.5 y 2.6), reproducidos en la forma en que se utilizan. 

(2.5) 

(2.6) 

Los valores de las rigideces de entrepiso para el modelo 
estructural paralelo al eje y se muestran en la columna 2 de la 
tabla 6.2 o bien en la columna 12 de la tabla 6.5, y se repiten 
sistemáticamente en la columna 3 de las tablas 6.13 a 6.17. 
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En la revisión del cumplimiento de las condiciones de regularidad 
del edificio respecto a la rigidez al corte (inciso 3. 4), la 
relación de rigideces entre el primer y segundo entrepisos es igual 
a 2.035. Aunque excede del 100 por ciento (103.5), se considera que 
la rigidez del primer entrepiso está sobrevaluada por la condición 
de frontera de empotramiento. Por·tanto, el edificio es regular y 
los factores reductivos Q' no sufren reducciones adicionales. 

6.3.4.1 Primer modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.13. 

Tabla 6.13 Respuesta espectral de cortantes: Primer modo 

Nivel/ ukmáx 
1 

kky ukmáx 1 
vkmix 

1 
v"1xr1 

Entrepis cm t/cm cm t 

1 0.1127 515.28 0.1127 58.12 38.75 

2 0.3337 253.15 0.2210 55.95 37.30 

3 0.6195 173.85 0.2858 49.68 33.12 

4 0.9332 121.28 0.3137 ' 38.05 25.37 

5 l. 2442 65.93 0.3110 20.0;0 13.67 

La sexta columna ~~presenta los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta columna entre el 
factor reductivo Q'~, que resulta ser. 

T1y = 0.4719 > Ta = 0.2 
(6.25) 

Qiy = Qy = l. 500 

6.3.4.2 Segundo modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.14. 
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Tabla 6.14 Respuesta espectral de cortantes: Segundo modo 

Nivel/ ukmix 2 

t~ 
u 2 V 2 V lonáXT2 kmix 1"' Entrepis cm cm t 

1 0.0208 515.28 0.0208 10.72 7.15 

2 0.0546 253.15 0.0338 8.56 5. 71 

3 o. 0711 173.85 0.0165 2.87 l. 91 

4 0.0339 121.28 -0.0372 -4.51 -3.01 

5 -0.0882 65.93 -0.1221 -8.05 -5.37 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta columna entre el 
factor reductivo Q'

21
, que resulta ser. 

(6.26) 
Qiy = Qy = 1 o 500 

6.3.4.3 Tercer modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.15. 

Tabla 6.15 Respuesta e,.pectral de cortantes: Tercer modo 

Nivel/ ulonáx l k, .. ·ulonáx l V lonáx l v~xr3 Entrepis cm t/ém cm t 

1 0.0074 515.28 0.0074 3.81 2.87 

2 0.0152 253.15 0.0078 l. 97 1.49 

3 0.0050 173.85 -0.0102 -l. 77 -1.33 

4 -0.0197 121.28 -0.0247 -3.00 -2.26 

5 0.0086 65.93 0.0283 1.87 l. 41 
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La sex~a columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta columna entre el 
factor reductivo Q' Jy' que resulta ser. 

TJy = 0.1302 < Ta = 0.2 

T . (6.27) 
Qjy = 1 + ..2l (Q - 1) = 1.326 T y 

a 

6.3.4.4 Cuarto modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.16. 

Tabla 6.16 Respuesta espectral de cortantes: Cuarto modo 

Nivel/ ukmh 
4 k u 4 vicfx4 v'"'íxr4 t/~m kmb 

Entrepis cm cm 

1 0.0039 515.28 0.0039 2.00 1.62 

2 0.0046 253.15 0.0007 0.18 0.15 

3 -0.0068 173.85 -0.0114 -1.98 -1.60 

4 0.0031 121.28 0.0099 1.20 0.97 

5 -0.0006 65.93 -0.0037 -0.24 -0.19 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
ro;oducida P. .. l dividir los valores de la quinta columna entre el 
.actor ~eductivo Q'~, que resulta ser. 

T4y = 0.0945 < Ta = 0.2 

T (6.28) 
Qóy = 1 + ~ (Q - 1) = 1.236 T y •• 

6.3.4.5 Quinto modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.17. 
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Tabla 6.17 Respuesta espectral de cortantes: Quinto modo 

Nivel/ ukmix 5 kl<y u 5 vkmix 5 
v"'tr5 kmix 

Entrepis cm t/cm cm t 

1 0.0038 515.28 0.0038 1.94 1.66 

2 -0.0022 253.15 -0.0060 -1.52 -1.3 

3 0.0006 173.85 0.0028 0.49 0.42 

4 -0.0001 121.28 . -0.0007 -0.08 -0.07 

5 0.0000 65.93 0.0001 0.01 0.01 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta columna entre el 
factor reductivo Q'~, que resulta ser. 

6.3.5 

Tsy = 0.0676 < Ta = 0.2 

Tsy ( 
(6.29) 

QSy = 1 + T Oy - 1) = 1.169 
a 

Respuesta total para el modelo estructural paralelo al 
eje y 

Conocidos los elementos cinemáticos (inciso 6.3.3) y los elementos 
mecánicos (inciso 6.2.4) del modelo estructural en estudip para 
cada modo de vibración, se procede a determinar la respuest~;total 
de dicho modelo estructural. ,:· ~· · · 

Las NTC para diseño po~ sismo del RCDF87 establec-::en que debe 
inclllírse el efecto de todos los modos naturales de vibración con 
período mayor o igual a O. 4 s, pero en ningún caso se pueden 
considerar menos que los tres primeros modos de traslación en cada 
dirección de análisis. 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 recomienda utilizar el 
método de la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados (SRSS), para 
calcular la respuesta total, siempre que los períodos de los modos 
naturales en cuestión difieran al menos 10% entre si, que es el 
caso. el método SRSS se indica mediante la Ec 4. 29, que se 
reproduce a continuación. 
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s = ~~ st (4.29) 

6.3.5.1 Respuesta total de desplazamientos 

En la tabla 6.18 se resumen las operaciones indicadas por la Ec 
4. 29 para los vectores de desplazamientos máximos de cada modo 
mostrados en la columna 6 de las tablas 6.8 a 6.12. En la columna 
2 se muestra la combinación de un solo modo (el primero), en la 
columna 3 la combinación de los dos primeros, y asi sucecivamente. 

El primer elemento de cada casillero representa el componente de 
desplazamiento total mientras que el segundo elemento representa el 
cociente de ese desplazamiento entre el desplazamiento total 
obtenido con la combinación de todos los modos del modelo 
estructural, dados por la columna 6. 

Tabla 6.18 Respuesta total de desplazamientos (cm) 

Nivel 1 modo 2 modos 3 modos 4 modos 5 modos 

1 0.1127 o .1146 o .1148 o. 1149 0.1150 
0.98 0.99 1.00 1.00 1.00 

2 0.3337 0.3381 0.3385 0.3385 0.3385 
0.97 1.00 1.00 1.00 1.00 

3 0.6195 0.6236 0.6236 0.6236 0.6236 
0.99 l. 00 1.00 1.00 1.00 

4 0.9332 0.9338 0.9349 0.9340 0.9340 
l. 00 LOO l.OO 1.00 1.00 

·n•- -
5 l. 2442 1.247~ 1.2474 1.2474 1.2474 

l. 00 l. 00 -. 00 1.00 1.00 

6.3.5.2 Respuesta total de fuerzas cortantes 

En la tabla 6.19 se resumen las operaciones indicadas por la Ec 
4.29 para los vectores de fuerzas cortantes máximos de cada modo 
mostrados en la columna 6 de las tablas 6.13 a 6.17~ El 
ordenamiento de esta tabla es enteramente similar al de la tabla 
6.18. 

86 



Tabla 6.19 Respuesta total de fuerzas cortantes v1 
(t) Escala 

Entrepi 1 modo 2 modos 3 modos 4 modos 5 modos 

1 37.75 38.42 38.53 38.56 38.60 43.28 
0.98 0.99 1.00 1.00 1.00 

2 37.30 37.73 37.76 37.76 37.79 42.37 
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 

3 33.12 33.18 33.20 33.24 33.24 37.27 
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 

4 25.37 25.55 25.65 25.67 25.67 28.78 
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

5 13.67 14.69 14.75 14.76 14.56 16.55 
0.93 0.99 1.00 1.00 1.00 

6.3.5.3 Revisión por cortante basal 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que si con el 
método de análisis dinámico que se haya aplicado se encuentra que, 
en la dirección que se considera, la fuerza cortante basal 
calculada, V

0
, debe ser tal que debe cumplir con la siguiente 

condición. 

= (0.8) (0.16) 507 · 2 
1.5 

--· -~· 

= 43.28 t (6.30) 

. ' . 

En caso de no cumplirse la condición ¡¡¡nterior, Las fuerzas de 
diseño y los desplazamientos laterales correspondientes se deben 
incrementar en la proporción para que el cortante basal calculado, 
V0 , cumpla con la igualdad. 

De acuerdo con la tabla 6.19, el cortante basal que proporciona el 
método dinámico es, Ve = 38.60 t, por lo que las fuerzas cortantes 
que proporciona el método dinámico (columna 6 de la tabla 6.19) se 
deben multiplicar por el coeficiente, 43.28/38.6 = 1.12. El 
escalamiento se indica en la columna 7 de la tabla 6.19. 
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6.3.6 Comparación-de las fuerzas cortantes obtenidas con los 
métodos estático y dinámico 

A fin de tener una idea comparativa de los valores de las fuerzas 
cortantes que cada método proporciona se construye la tabla 6.20 
donde se establecen tales comparaciones. 

Tabla 6.20 Comparación de fuerzas cortantes sísmicas 

Entrepiso 7t•f 7t1
Y 

Vest/Vd1n 

1 54.09 43.28 1.25 

2 50.33 42.37 1.19 

3 42.81 37.27 1.29 

4 31.53 28.78 1.10 

5 16.48 16.55 1.00 

6.4 Fuerzas sísmicas en los elementos estructurales de la 
edificación 

6.4.1 Resumen de las ecuaciones utilizadas 

En el inciso 5.2 se presenta el procedimiento para cuantificar las 
fuerzas sismicas para el modelo estructural que utiliza el concepto 
de rigideces de entrepiso. Las ecuacione"' que se utilizan !'~·­
reproducen a continuación. 

6.4.1.1 Coordenadas del centro de torsión 

NX 

xt = 
fo; x 1k 1Y 

(5.10) 
NX 

:E kjy 
]"l 
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NY 

Yt = 
k y1k.!JC 

(5.11) 
NY 

~k1x 
1 

6.4.1.2 Fuerzas cortantes directas 

(5.4) 

vfx = 
(5.8) 

6.4.1.3 Excentricidades calculadas 

esx = lx., ,.;xt ~· ,, 

donde 

esx = Excentricidad de la fuerza Cortante Vy (5.12) 

x., = Abscisa del centro de masas 

xt = Abscisa del centro de torsión 
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eiiY = IY., - Yel 
donde 

eiiY = Excentricidad de la fuerza Cortante Vx (5.13) 

y., = Ordenada del centro de masas 

Y e = Ordenada del centro de torsión 

6.4.1.4 Excentricidades de diseño 

edx = l. 5esx +O. lbx 
(5.14) 

es la dimensión de la planta que se considera medida en la 
dirección de e,x (perpendicular a la fuerza cortante VY). 

(5.15) 

es la dimensión de la planta que se considera medida en la 
dirección de e (perpendicular a la fuerza cortante V). 

Q X 

6.4.1.5 Fuerzas cortantes debidas a la torsión 

M = M = ey 
(5.16) 

= M = ex 

e 
V.1x = 

(5.22) 

90 



6.4.1.6 

(5.23) 

Fuerzas cortantes de diseño en los resortes (rigideces de 
entrepiso) 

(5.24) 

Las fuerzas cortantes que se utilizan son las obtenidas con el 
método estático, ya que con el método dinámico se obtuvieron para 
el modelo estructural paralelo a la dirección del eje y. 

6.4.2 Diafragma del nivel 1 

En la Fig 6.6 se muestra la geometría del diafragma del nivel 1 así 
como la distribución de las rigideces de entrepiso que llegan a 
dicho nivel y la posición del centro de masas. Con base en dicha 
figura y las ecuaciones resumidas del capítulo 5 se construyen las 
tabla 6.21 y 6.22 

Con base en las columnas 3 y 4 de la tabla 6.21 y la Ec 5.11 se 
obtiene el siguiente valor de la ordenada del centro de torsión. 

. Y1.e = 

(:. ·-

1084134 
136369 

= 7.95 m (6.31) 

Con los elementos de la columna 3 de la tabla 6. 21, la fuerza 
cortante correspondiente y la Ec 5.8 se obtienen los elementos de 
la columna 5 de dicha tabla. 

Los elementos de la columna 6 de la tabla 6.21 se obtiene mediante 
la Ec 6.31 y la columna 2 de dicha tabla. 
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Tabla 6.21 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 
1, paralelas al eje x 

Eje y1 kr Y1k~x 
i-x (m) (t m) (t 

1-x 0.00 31045.00 0.00 

2-x 2.85 12757.00 36357.00 

3-x 4.20 9753.00 4096:'.00 

4-x 6.60 9753.00 643- .. 00 
. -

5-x 7.95 9753.00 775 ... , .00 

6-x 9.30 9753.00 90703.00 

7-x 11.70 9753.00 114110.00 

8-x 13.05 12757.00 166479.00 

9-x 15.90 31045.00 493616.00 

¿ 136369.00 1084134.00 

Tabla 6.21 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 
1, paralelas al eje X (cont) 

Eje 
d -

Y1 k1x 
_, 

i-x vl1x Y1 Y1 
. .,. 

(t) (m) (t) ( t¡¡,' 

1-x 12.31 -7.95 -246808.0 1962121. o 
2-x 5.06 -5.10 -65061. o 331810.0 ·-· 
3-x 3.87 -3.75 -:065í4.0 137b2.0 

4-x 3.87 -l. 35 -131f .o 17775.0 

5-x 3.87 0.00 0.0 o. o 
6-x 3.87 l. 35 13167.0 17775.0 

7-x 3.87 3.75 36574.0 137152.0 

8-x 5.06 5.10 65061. o 331810.0 
-

9-x 12.31 7.95 246808.0 1962121.0 

¿ 54.09 4897715.0 
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A fin de cuantificar la abscisa del centro de torsión y las demás 
elementos de las restantes ecuaciones del capítulo 5 se construye 
la tabla 6.22, con base en la Fig 6.6 

Con base en las columnas 3 y4 de la tabla 6.22 y la Ec 5.10 se 
obtiene el siguiente valor de la abscisa del centro de torsión. 

174921 
51528 

= 3. 40 m (6.32) 

Con los elementos de la columna 3 de la tabla 6.22, la fuerza 
cortante correspondiente y la Ec 5.4 se obtienen los elementos de 
la columna 5 de dicha tabla. 

Los elementos de la columna 6 de la tabla 6.22 se obtiene mediante 
la Ec 6.32 y la columna 2 de dicha tabla. 

Tabla 6.22 Fuerzas sismicas en las rigideces del 
Entrepiso 1, paralelas al eje y 

Eje X k Xf:Jy j-y (D:i) (tffo) 

1-y 0.00 24988.0 0.0 
-

2-y 4.20 11432.0 48014.0 

3-y 8.40 15108.0 126907.0 

¿ 51528.0 174921.0 

-:= 

Tabla 6.22 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 
1, paralelas al eje y (cont) 

Eje 
j-y 

d v11y 
-xj x 1 kJy x} kJy 

(t) (m) (t) (tm) 

1-y 26.23 -3.40 -84459.0 288861.0 

2-y 12.00 0.80 9146.0 7316.0 

3-y 15.86 5.00 75540.0 377700.0 

¿ 54.09 673877.0 
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De acuerdo con las coordenadas del dentro de masas especificado en 
la Fig 6.6 y las Ec 6.31 y 6.32 se obtienen los siguientes valores 
de las excentricidades calculadas, de acuerdo con las Ec 5.12 y 
5.13. 

e 1 ,.,.. = lxlm-xltl = 14.20-3.401 = o.aom 

e1 sy = IY1m- Y1 cl = 17.95 -7.951 = 0.00 m 
(6.33) 

Con base en las Ec 6. 33, 5. 14 y 5.15 se obtienen las 
excentricidades de diseño correspondientes. 

e 1 c1x = 1.5e1 .sx + O.lb" = 1.5(0.8) + 0.1(8.4) = 2.04 m 
(6.34) 

o.e- 0.1(8.4) = -0.04 m 

e1 q,.. = 1.5e1 sy + O.lby = 1.5(0.0) + 0.1(15.9) = 1.59 m 
(6.35) 

0.0- 0.1(15.9) = -1.59 m 

Con base en las Ec 6. 34, 6. 35 y 5.16 se obtiene el momento 
torsionante que se las fuerzas sísmicas le ocasionan al diafragma 
rígido del nivel l. 

M,.cy = e1dxV1y = 2. 04 (54. 09 l = 110.34 tm 
(6.36) 

= 2.20 tm 

M,. ex = e 1q¡..V1 x = l. 59 (54. 09) = 86.00 tm 
(6.37) 

= 86.00 tm 

De acuerdo con las Ec 5.22, 5.23 y la columna 8 de las tablas 6.21 
-·Y 6.22 se obtienen los siguientes coeficientes. 
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Las NTC para diseño por sismo, en su inciso 8.6, establece que de 
los dos momentos torsionantes de diseño en cada dirección (Ec 6.36 
y 6.37) se debe tomar para cada marco o muro el que resulte mas 
desfavorable. Para cuantificar las fuerzas cortantes debidas a la 
torsión se utilizan las Ec 5.22 y 5.23, que de acuerdo con las 
columnas 8 de las tablas 6.21 y 6.22 y las Ec 6.36 y 6.37 
resultan ser. 

kJ.3J . = 
NY NX M,_ey 

~ kJxYl + ~ kjyXJ. 

= o. 000019804kJxYJ 

vftx = kJxYJ 
NY NX M,ex = 
~ kJxYl + ~ kjyXJ 

= o. 0000154354kJxYJ 

110.34 k -
4897715 + 673877 JxYJ 

(6.38) 

(6.39) 

86.00 k -
4897715 + 67 3877 JxYJ 

(6.40) 

(6.41) 

En la Fig 6.7 se presentan las fuerzas cortantes, cuando el sismo 
de diseño actúa en uno de sus sentidos, dadas por las Ec 6.38 a 
6.41 al utilizar los valores de la columna 7 de las tablas 6.21 y 
6. 22. Tales valores se presentan en las columnas 9 a 12 de las 
tablas 6.21 y 6.22, en donde se incluyen los dos sentidos en que 
puede actuar el sismo de diseño. 
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Las columnas 13 de las tablas 6.21 y 6.22 se cuantifican de acuerdo 
con las Ec 5.24, de tal manera que se obtenga la fuerza cortante 
mayor. 

Tabla 6.21 Fuerzas sismicas en las rigideces del Entrepiso 
1, paralelas al eje X (cont) 

Eje 
v17x v17x ex ex vlix i-x - Vux - Vux 

(t) (t) (t)- (t) (t) 

1-x -4.89 4.89 3.81 -3.81 17.20 

2-x -1.29 1.29 1.00 -1.00 6.35 

3-x -0.72 o. 72 0.56 -0.56 4.59 

4-x -0.26 0.26 0.20 -0.20 4.13 

5-x 0.00 o.oo 0.00 0.00 3.87 

6-x 0.26 -0.26 -0.20 0.20 4.13 

7-x o. 72 -o. 72 -0.56 0.56 4.59 

8-x l. 29 -1.29 -1.00 1.00 6.35 

9-x 4.89 -4.89 -3.81 3.81 17.20 

¿ 

Tabla 6.22 Fuerzas sf~micas en las rigideces del Entrepiso 
1, paralel.:ts .sl .eje y (cont) : 

Eje T 
vl"Jy v1"jy 

ex ex rV1Jy j-y - vlJY - V1jy 

(t) ( t l (t) (t) (t) 

1-y -l. 67 l. 67 l. 30 -l. 30 27.90 

2-y 0.18 -0.18 -0.14 0.14 12.18 

3-y l. 50 -l. 50 -1.17 1.17 17.36 

¿ 
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· OSCAR ESPINOSA VILLARREAL, Jefe del Departamento del Distrito Federal, con fundamento en los 
anículos 122. Fracción VI, de la Constitución Política de los Estados Unidos Mexicanos. en relación con 
d quinto Transitorio del Decreto que reforma a la propia Constitución, publicado en el Diario O.ficial de 
la Federac:itin el25 de octubre de 1993; 67. Fracción XXII. del Estatuto de Gobierno del Distrito Fcdl'ral: 
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expedirse las Normas T écnieas Complementarias del Reglamento de Construcciones para el Distrito Fedéral. 
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a bien expedir la~ siguientes: 

~· .. 
··, . 
. :·'),•,, 
! " ' 
,., ... 

NORMAS TECNICAS COMPLEMENTARIAS PARA DISEÑO POR SISMO 

. ;¡: 

'· 

'. 

'.· 

... , 

18 

· .. 



... 

4 GACETA OFICIAL DEL DISTRITO FEDERAL 27 de lebrero de 1995 

Nur~ Técnicas Complementarias para l>iseño pur Sismo 

J. NUTACION 

Cudól •imbolo empleado en c<la.' nonna.< .e definc donde 
aporece por primer• vez. La. m;i,' impunantc.< ..,.; 

• (adimensional) = ordenada de loo e<JIC"Inl5 de diseño. 
como fracción de la aceleración de la 
gravedad, sin reducción c:on fines de 
diseño 

l>(mcuos) 

e tadimcnsional) 

cJ lOhhmcn!'ional) 

~, lmelros) 

1 tadomensional) 

~ 1 rn.tscg=) 

h lm:tro~) 

(} ladimcnsional) 

= üim.:nsión del entrepiso que &e anali1.a. 
medida perpcndicu lanncnte a la dircc· 
ción de análisio 

= coeficiente de diseño sismico 

= dltcrencia en valore~ de la aceleración 
horizontal expresada como fracción de 
la gravcdad,que seria ncceoario aplicar 
en cada uno de los do.< sentidos opues· 
tos de una dirección dada, para que 
fallara la cslrllctura 

= excentricidad torsional 

= inclinación de una eslrllcWra con re<· 
pecio a la venical 

= aceleración de la gravedad 

= altura. subrc cltcrrcnn, de l01 ma~ para 
la que ,;e calcula una fucr1.a horizon-
tal 

= factor de comportamiento sí~mico, in-
dependiente de T 

Q' iadimensional) = fa~tor rcductivo de fuerzas s(smicas 
con finc:sdcdiKiao, función del periodo. 
natur.al 

q (aÜ¡mcnsional) = <T,rrr · 

r tad1mcnsional) = c1poncntc en la.~cxpre.~ionc:spa~cál-
culo de la!' ordenada~ de los apeco.m~ 
de di!ieño 

S = rc . .;puc.w de la estructura como combi-
nacaón de la~ re~pucstas modales 

S = rcl\puc~ta de Jo, cMructuna en el modo 
nalural de vibración i 

T (se~undo<) = periodo natural de \'ihra.:i•in 

T,.T, (>C~undo.l = periodo• car•ctcrístko• d< los C5pCc· 
tros de di!.eño 

V (loncluda<) = fucrl<l cortante hort1AMital en el nivel 
que se analiza 

V, (tonelada.,, = fuerucnnantc honzontal en la base de 
la tonslluctión 

W (toneladas) = pe~<" de la construcción frriba del niycl 
que se con~idcra. incluyendo la carga 
viva que~ especifica en el capítulo V. 
titulo VI del Reglomento 

W, (tonelada') = valor de V.' en la base de la c~uuctura 

:Z. ELECCION DEL TIPO OE ANALISIS 

2.1. An4li.,;,, nrcltico y dincltnic:o 

Toda e.<lrllctura podrá onalizar<e mediante un método dinámi· 
co según se establece en la sección 9 de e<la. nonna<. Las 
eslrllctura< que no pa.<en de 60 m de alto podrán an.Ase. 
como &hcmativa, mediante el método estático que de& la 
sección H. Con la misma limitación, para C!'lructur.a\ ubicada., 
en las zona.• 11 o 111 como se definen en el Anículo 219 del 
Reglamento, también será admisible emplear los métodos de 
análisis que especifica el apéndice a las presente\ norma5, en 

·los cuales se tienen en cuenta los pc::riodn~ dominante.\ del 
terreno en el sitio de interés y la interacción suelu-cstructura 

2.2. Mémdu •implífkaJo d• análisis 

El método <implificndu u que"' refiere la sección 7 del prc.<ente 
cuerpo normativo ~rá aplicabl( al ;,m.áli!-!.is de: edificios que 
cumphm sim~lt3ncamcnte los si¡!uienll ·. n::~t~hitu5: 

19 

l. En cada planta, al meno. el 75 pur ciento de las 
carga~ verticales estarán ~>opon.ada~ por muros lip· 
dos entre sí mediante losas monolftica~ u otro!' 
sistemas de piso !i.Uficicntcmente resistentes y rígi· 
dos al cone. D1chos muros tendrán di~tribuci(m 
sensiblemente sim¿trica con re5pccto a do10 eje,. 
onogonalc:s y deberán satisfacer las condidonc.~ que 
establecen las norma~ complementaria!. corrc:spon. 
die11lC!I.. Será admisible cierta asimetría en la distri· 
hución de los muros cuando exista en todos lo:.. pi~ 
do~ mur<Th de carga pcrinactralc5 paralelo~ cada uno 
cun lon¡:1tud al menu)ro i¡:u~l a la mitad de la dlmcn-
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sión mayor en plonta del edilicio. Los nturoS • que 
oe relien: e>IC pámlfo podrán >er de =mpo.ICria. 
concreto reforzado o inadcra; en este últini~ ca.'IO 

~ miosuados con diagonales. 

11. La relación en&rc longitud y anchura de la planta del 
edilicio no exceded de 2.0. a menos que. para 
fines de análisis sísmico. se pueda suponer dividida 
dicha planta en tramos indcpcndieniCScuya relaci<in 
en&rc longitud y anchura satisfaga esta restricción y 
cada tramo resista seg<in el criterio que man::1 la 
sección 1 de las preseniCs norma5. 

111. La relación enlrC la altura y la dimensión m(nima de 
la ba"' del edilicio no e~r6 de l..S y la altura del 
edilicio no sera mayor de 13 m. 

3. ESPECTROS PARA DISEÑO SISMICO 

Coando se aplique el anüisis diJWnico modal que especifica 
lo ~ión 9 de csca. normas, se adopw4n las siguieniCS 
hipólai• para el anAlisis de la estructura: 

LaocdellllladelespectrodeaceleracioncsparacliscAoslsmico. 
a. upres.ada como frucción de la aceleración de la gruvedad, 
cs!j dada por las siguientes expresiones; 

a• (1+3T/T,)c/4, si Tes menor que T, 

a~ c. si T está en&rc T, y T, 

a ~qc. 5i T excede de T, 

T es el pcriudo natur.al de interé.<; T. T, y T, están exprc..ados 
en 5egundo,;; e e~ el coeficiente S(!iimico. y r un exponente que 
depende de la zona en que se halla la eotructur.a. 

El '"odkicntc e ~ obtiene del Anículo 206 del Reglamento, 
,..)vn que en la pane <ombreoda de la tona 11 en la liguru 3.1 
:cctomar4c = OA par.a _las estructura.< del ¡;rupo D. y e= 0.6 par• 
r3.<dcl A. 

T •• T 
11 
y r se consignan en la tabla 3.1. 

Tablo 3.1 Valores de T,. T, y r 

Zona T, T, r 

0.2 0.6 112 
n• 0.3 I..S 1J3 
111' 0.6 3.9 

• No 10111brcada en lo tigura 3.1. 
• 7 panc """breada de la tona 11 "" la li~'Uro 3.1. 

.:. 2C 

. 4. REDUCCION DE FUERZAS SISMICAS 

4.1. Factor reduclivo 

Con fine.< de diseño, las fuerzas s(smicas para wlisis cst.itico . 
y las obtenida.< del wli•is din4mico modal empleando los 
nXIodos que fijan c.<W normas •e podrán reducir dividiéndo-
1115 entre el r.aor rcductiiio Q". En el diseño sísmico de 

. csuuctura• que satisfagan la.< condiciones de regularidad que 

. lija la sección 6 de estas normas, Q" se calculará como sigue: 

Q' = Q si se desconoce T o •i éste es mayor o iguu que T, 

Q' = 1 + <TIT,) CQ - 1 ), si Tes menor que T, 

T se tomar.i igual al periodo fundamental de vibración cuando 
se emplee el método est.itico e igual al periodo natural de 
vibración del modo que se considere cuando se emplee el 
método de análisis modal de la sección 9. y T, es un periodo 
caraciCristico del espectro de diseño que se define en la 
sección 3. 

En el diJCño slsmico de las estructuras que no satisfagan las 
coodicioDCS de regularidad que lija la sección 6 de esta.< 
normas, se multiplicari por 0.8 el valor de Q'. 

Las deformaciones laiCr.alcs se calcularán multiplicando por 
Q las .:ausadas por las fuerzas srsmicas reducidas cuondo se 
emplee ~1 m~todo est.itico de análisis que se detalla en la 
secciÓn 8 de las presentes normas o el de análisis modal de la 
5eeciún 9. 

Cuando se adopten dispositivos especiales capace• de disi· 
par energía por amortiguamiento o comportamiento inehlstico. 
podrán cmplcar5e criterios de diseño sí>mico que dilier.an de 
lo~ aquí r.:spccificacJos, pero congruentes con ello5, si ~e 
dcmue.'itran a satisfacción del Depanamento tanto la eficacia 
Ue los dispositivo5 o M»luciones estructurales como la validez 
de los v:alurcs de <~mortiguamicnto y de Q' que se propongan. 

'• 
5. FACTOR DE COMPORTAMIENTO SISMICO 

Se adoptarán los siguientes valores del factor de comporta· 
miento sísmico a que ~ refieren la scccitln 4 de estas normas 
y el An(culo 207 del Reglamento: 

l. Se usar.i Q = 4 cuando se cumplan los requisitos siguicn· 
lC.'i: 

l. La resistencia en tOOos 10!10 emrepisos es suminisua­
da exclusivamente por m:trco!\ no contra venteados 
de .;acero u concrclO reforzado, o bien por marcos 
contravcnce.ado~ o t.:on muros de concreto n:for.ta­
do en los que en cada entrepiso los marcos wn 
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aapaco¡dc rc:slstir. '"' coow nwrm. ni con~r.~vicnlM­
cuoandu mc:nn~ ~ plr ciento de ~ ÍUCI7..a 5ÍS1nic.1 

óiCiuantc. 

2. Si hay muro. ligados a la eotructura en la forma 
e•pecirlcada en el ca.">l ~el Anículu 204 del Regla- . 
.menlo. bto. oc deben tener en cuenta en el a~isis, 
rcro su contribución a la capacidad ante fuerza.,. 
lateral"' oólo oc tomara en cuenta si •""' m un,. .cm 
de pic7.a,; maci.-.as. y lo~ marcos. ~can o no 

t conlravcntcado5. y b muros de cune reto rcfarz.ado 
oon CaJ'ICC" de ruiotir al menos 80 por ciento de la.• 
fuerza.< lall:rales totale• sin la contribución de los 
murm de mampostería. 

3. El mínimo cocienll: de la capacidad rcsistenll: de un 
entrepiso entre la occión de di sello no difiere en mAs 
de 35 por ciento del promedio de dichos cocientes 
para todos los entrepi..,., Para verificar el cumpli­
miento de este requisito se calcularú la capacicla4 
rc\islcntcdccadacntrepisotcnicndoencuenta todos 
''" elemento• que puedan contribuir a la resistencia, 
en panicular los muros que se hallen en el ca.o;o la 
que oc refiere el Anículo 204 del Reglamento. 

4. Los man:os y m~ros de concreto refonado cumplen 
con los requisitos que fijan la< norma.• complemen­
tana•correspondienli:S pamnian:os y murosdoictiles, 

5. Los marcos rígido• de acero satisfacen los requisitos 
para nwcos ~úctiles que fijan la. norma< com­
plcmcnwias correspondientes. 

11. Se a~op1ará Q = 3 cuaooo se satisfacen las condiciones 2, 
4 y S del caso 1 y encualquierentrepisodejande sati5facerse 
la' condicione• 1 o 3 esrccificadas para el caoo 1 pero la 
rc:si~tcnria en lodos lo!-. enlrepi~os es ~uministtada ror 
~.:olumna~ de acero o dr concreto reforzado con losa.~ 

plana~. por ~s rígidos de acero, por marcos deconcre· 
. lo rclorL.ado, por muro!t de este matcnal, por combinacio-­

nc5 de é~t:tS y marcos o por diafrattma5 de madera 
<.:untrachapada.. Las estructura!\ con losas plana .. deberán 
.Jdcmoi!\ satisf~r los requisit~ que sobre el panicular 
marcan las normas técnicas complcmc:ntariL~ para csuuc­
lura5 de concreto. · 

111. Se usará Q = 2 cuando la re•i .. encia a fuCI7.as late!'lles 
e!\ sumini5trada pur lo!Nis planas con columnas de acero 
nUc concreto reforzado. por marcos dcaceroudeconcrelo 
rcfort;ldo, conlravcntcados o no, o muros o columnas de 
concrclo rcfonotdo', qUe no cumplen en algún entrepiso 
lo esrccificadn por lo• ca.'o' 1 y 11 de uta sección, o por 
muros de mampo5tcrí;.~ óc' picz.a!\ maciza!\ confinados por 
c><tillo,, dalas. columna• o trabes ~e concrelll reforzado 

o de acero qlK" !'alisfaccn le~ rcqubitos k 1 ma. .. 
complementaria. .. re.,pectivll.\. o diafra~ma." e .jdns 
con duelas incli~• o por si5lcma< de muros formados 
por duela' de madera hori1Jlntale.• o verticales combina­
dos con elemento• diagonale• de madct .. macilll. Tam­
bién M: usará Q = 2 L'Uandu la rcsis1cncia c.~ 5uministr3da 
por elementos de concreto prefabricado o presfon .. do 
con la!~. ca.ccpcitlncr. que sobre el panicÜiar mar¡;an &.!~ 
norma~ tecnicas cumplcmcntarias para estruclura.~ de 
concreto. 

JV.Sc U!tar.t Q = 1.~ cuando la rcsi~tcncia a fuerza!' l:~tcralc~ 
C5 ~uminisrrada en lodos lo:. entrepisos JKlf muw~ dt! 
mampo~teria de pieza~ huecas.. confinados n con rcfucrzu 
interior. que 53lisf.JCcn lo~ rcquisilos de la.~ norma.\ com· 
plementarias respcclivas. o por combinaciones de dichm. 
muros con elementos como lo!\ dcscritos para Jm¡ ca.ws 11-· 
y 111, o por marcos y annadura• de madera. 

V. Se usari Q = 1 en estructura!o. cuya resi!litcncia a fuerza 
laterales es suministrada al menos parcialmente por ele­
mentos o mall:riales diferentes de los arribae•pecificados. 
a menos que se haga un estudio que demuestre, a .alisfac· 
ción del Depanamento. que se puede emplear un valor mAs 
alto que el que aqu( se especifica. 

En todos lo• casos se usará para toda la •""'' 'n la 
dirección de análisis el valor mínimo de Q que e nde 
a los diveBO~ entrepisos de la estructura en d•'"- .. lrcc· 
ción. 

El factor Q puede diferir en la• dos direcciones ortogonales en 
que se analiza la estructura. se~ Un sean las propicdadcsdeé.wa 
en dichas direcciones. 

6. CONDICIONES DE REGULARIDAD 

Para que una estructura pueda l:onsiderarse rc~ular debe 
satisfacer los siguientes requisitos: 

21 

l. Su planta t!\ scn!\iblcmc:ntc sim~trica con re.,.pec~oa 
do!\ eje~ onogonalc. .. pttr lo que loca a mar.n.'>, a.~í 

como a muro!<. y otro:o;. elementos rcsistcnte5. 

•• 
2. La relación de 5U altura a la dimcn5iún menor de ~u 

base no pasa de 2.S. 

3. La relación de largo a ancho de la ba!'.t no ex. cede de 
2.S. 

4. En planta no liene entranaes ni saliem.es cuya dimcn­
•ión exceda de 20 por ciento de la dimensión de la 
planta medida parnlelomente u la direcci(m que se 
considera Lle la cntranlc o ulicnte. 
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~. En cada nivel tiene un siSiema de ta:ho o piso rígidn 
y rc.•istcnte. 

6. No tiene llbenuros en •us •i5lemas de techo o piso 
cuya dimensión <Xceda de 20 por ciento de la 
dimensión en plonta medida paralelamente a la 
dimensión que se considere de la abcnura. la• áreas 
huecas no ocasionan asimctrí~ significativas ni 
difieren en posición de un piso a ouo y el área totaf 
de abcnura no excede en ningún nivel de 20 por 
ciento del área de la planta. 

7. El peso dr cada nivel, incluyendo la carga viva 
que debe considerarse para diseño sísmico: no es 
mayor que el del piso inmediato inferior ni, excep­
ción hecha del último nivel de la c:onslnlcción, es 
menor que 70 por ciento de dicho peso. 

8. Ningún piso t•ene un área. delimitada por los paños 
exteriores de sus elementos resistentes venicales, 
mayor que la del piso inmediato inferior ni menor 
que 70 por ciento de ~sta. Se exime de este último re­
quisito llnicamente al último piso de la conslnlcción. 

9. Todas las columnas csl.án restringidas en todos los 
piliOs en dos direcciones onogonales por diafragmas 
·horiwntales y por trabes o losas planas. 

1 O. La rigidez al cone de ningún entrepiso excede en 
más de 100 por ciento a la del entrepiso inmediata· 
mente inferior. 

11. En ningún entrepiso la excentricidad torsiunal cal­
culadaestálicamentc,e,. cxccdcdcllOporcientude 
la dimensión en planta de ese entrepiso medilla 
paralelamente a la excentricidad mencionada. 

7. METODO SIMPLIFICADO DE ANA LISIS • 

Para aplii:ar e5le mo!todo se hará ca..o omiso de los desplaza­
mientos horizontales, torsiones y momentos de volteo. Se 
verili=' únicamente que en cada entrepiso la suma de las 
resistencia~ al conc de lo5 muros de carga. proycctado:'t en la 
dirección en que se considera la aceleración. M:a cuando 
menos igual a la fuerza <'ORante total 4ue obre en dicho 
entrepiso, calculada .egún se c.•pccifica en el inciso 1 de la 
M:Ceión 8 de las prcsentc.lfi nom1as, pero empleando los 
coeficientes ~ísmicos reducidos que se cslableccn en la 
tabla 7.1 para construcciones del grupo 8. Traloindosc de 
las clasificadas en el grupo A cMos coclicicntcs habrán de 
multiplicarse por 1.~. 

••• 1 

8. ANALISIS ESTA TICO 

8.1. FllerJU coTfQIJies 

Para calcular las fuerzas tonantes a diferellles niveles de una 
estructura. se supon~ un conjunto de fuerzas horizontales 
actuando sobre cada uno de los puntos donde se supongan 
conccnltadas las masas. Cada una de estas fuerza.~ se tomará 
igual al peso de la masa que corresponde multiplicado por un 
coeficiente proporcional a h. siendo h la altura de la masa en 
cuestión sobre el desplante {o nivel a panir del cual las 
deformaciones c.•lnlcturales pueden ser apreciables). El coefi­
ciente se tomará. de tal manera que la relación V .tw. sea igual 
a c/Q; siendo V~ la fuerza conantc ba-o l. W. el peso de la 
construcción incluyendo las cargas muertas que tija el capí· 
lulo IV,thulo VI del Reglamento y las vivas que especifica el 
capítulo V ,título VI. Q el factorlle comportamiento que se lija 
'en la sección S de e.c¡tas nonnas y el e el cocfidcntc sísmico 
que establece el Anículo 206 del Reglamento, salvo que en 
la pane sombreada de la zona 11 en la figura 3.1 se tomará 
e = 0.4 para c.\lructura.• del grupo B y 0.6 para las del A. 

Tabla 7.1 Coeficientes sfsmicos reducidOs para el mt:todo simplificado. corresJXlm.lientcs a estructuras del grupo 8 

MUROS DE PIEZAS MACIZAS MUROS DE PIEZAS HUECAS 
O DIAFRAGMAS DE MADERA ll ~' ~. O DIAfiiiAGMAS DE DUELAS' 

CONTRACHAPADA . ,¡, DE MADERA • 
ZONA ALTURA DE LA CONSTRUCCION .. :; ;' .. ALTURA DE LA CONSTRUCCl(lN 

Menor Entre 4 Entre 7 Menor Entre 4 Entre? 
llc4 m y 1m y ll m dc4 m y7m y 13m 

0.07 0.08 0.08 0.10 0.11 0.11 

11 y 111 0.13 0.16 0.19 0.15 0.19 0.23 

• Diafr.a~mas Llc duelas de madera inclinada.~ o si5LCrrhl.~ de muros formado~ por dueiOL' t.Jc moadcra venicales u horironralcs 
OUTIOSU'3tb.~ con elementos de madcr.a m:u:ir.41. 

22 
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l'odnin adoptar5C (uer~-'lscunanrcs menorc•.quCiascalculados 
<e~ún el incow anrcrinr ;.'.i<ml"" que.., ro me en c""nra el vulur 
oproAOmadudcl periodo fundamcn1al dt vibración dclae<~ruc­
luru.. dr acuerdo con lo ii~uientc: 

a) El periodo rundolrnentoal de vibroaci,ln. T. !r~e tomarli 
i¡:uoal .u 

6.J (IW,x'¡¡:l;P,x.)'' 

donde w Cll¡ el rrso de lu ma~ i. P. la fuer7.iil 

horitontai LfUC .. cuíól wbrc ella de acu~rdo L'OI'I el 
mci!rron 8.1. x, el corrc~p.1ndu:ntc despluamicnlo en 
1• dirección de la futru, y ¡; la actleraciórnli: la 
~ra\'edod. ' 

h1 Si Te~ menor u igual que T., M: proccder.1como en 
el inciso 8.1, pero deral manera que lo rcl•ciún V,f 
W .. ••• iguol a a/Q', calculándose a y Q' como se 
c~pccifica re.'ipccti\'amcntc en J¡¡s secciona. 3 y4 de 
la!> presentes norma.'i.. 

e) Si Te. mayorqucT,sc procedtr.lcomoeni:l párrafo 
b pero de lal manera que cada;uno de las fuerzas 
laterales se tome proporcional al pewdela masa qut 
corresponde multiplicado por un cucficientc igual a 
k,h, + k,h.'. siendo 

k, • q(l. r(l· q)JIW/{IW,hJ 

y w, y h, respectivamente el peso y la alturu dt la 
i-ésima ma...a sobrt el desplante. Adem4•. 11 no se 
tomará menor de c/4. · 

En el anoilis.i!r. de péndul~·invenidns Ce~tructuro~' en que SO 
pur ciento u más de su ma5a 5e halle en el extremo ~upcrior 
y tengan un M'llo elemento resistente en ¡._ din:cciún, de 
anúliM• o una sola hilen de columnas perpeudieular a~""), 
ademús de la fuer~.• lateral e..ripulada .., tendrán en ~uenta 
loa~ ou.:clcr.tcionc~ vcnic,alc!<. de la ma,\,01 ~upcrior a.~iada.~ al 
~ir,. de dac.:ha ma.~ con rc!i.pccto u un eje hnri7.ontal norrraal 
., lu dircc\:ión de análisi:. y que pa~c por el punto de unión 
entre la masa y el clcmcnlu rc~hacnlc. El efecto de dichus 
-.cele ron: iones JoC lomarti. equivalente a un par aplicado en el 
cJurcmu !r.Upcrior del elemento rcMstcnac. cuyo valor C!r. 

I.SP,r~ uht. ~icndo 11, lot ruc17.a latcr01l actuanlt' ).obre lu masa 
de acucn.Jo l'un el inci"' 8.1, r el radio de ~iru de dich.a musa 
ruu n·,pccltl .al t•je hori1.nnt~l en cuc~titln y u y A el ¡;iro 

y el dc•pwamicntu l;ucr•l. n:.rcctivamL'IItl.". dol ,. 
I'>Upcriur del clcm:nlu resistente hajn la acciün d.: la 
lateral 1',· 

8.4. Apblllit·r.• 

l'aru valuar la~ f~crza~ sísmica~ que obran en tanqucl. 
u,Cndicc.' y dcnlá.-o el~mcntos cuy01 estrurturoa~o:iún dilicr01. 
radicalmente de la del resto del edificio, !rtC ~upondr.í ac1uando 
50hrc el elemento en cucldión la distribución de acclcr.-cu.mc$ 
qU( le currc~JMmdcría ~¡ ~ apoyara dJrec:tamcnlc ~ d 
u:m:ml. multiplicada por 1 .. 4c'/c t..lonc.lc e:'("~ el fat:lur rnrcl 
que 2 muluplkan lo~ pt:sus a la ahur.1 de d~srlantc del 
elemento cuundc1 u: valúan la' fucrLa." lattralc~. Mlbrc l4a 
con•truceiún, y 5iP afeclar)o deJ ractor reductiYI' Q U Q', Se 
incluyen en este rcqui!o.ito los pararctos, pretiles. anuncio~. 
omamcntm, ventanales, muros, rcvcMimientos y otn1s apén­
dices. Se incluyen. a~imismo,los elementos su jeto~ a ed ueu.t~ 
que dependen pnncipahm:ntc de su propia .1celcrac.:ión (no · 
~e la fuel7-'l ~onantc ni del momento de vullcl'). cum<> la• 
),)51., que tr.msmiten fuerza." de inercia de las masas que 
soponun. 

S.S. Momento Jc volten 

EJ momento de volteo para cada marco o grupo de elementos 
· rc~i~tentc~ en un navcl dado podrii reducirse. tom.indolo ¡ ...... ~1 

ul calculado multiplicudo por O. K + 0.1L (,_icmlu z la rf 
cñtrc la ahura a la que se calcula el factor reductiv .. 
momento de vol1co y la altura total de la construccit\n). pero no 
menor que el producto de la fuerz¡¡. cnnante en el ni\·cl en 

cue•tión multiplicada por'" distancia al centrudc gravedad de 
la pane de la e~tructura que ~e cncucnlre por encima de dicho 
nivel. En péndulos invcnido~ no se pcnnitc reducción d~ 
momento de Volteo. 

8.6. Ef~<'ltl.t de wr.•itill 

La excentricidad tor~ional de l'igidcccs calcuhsda en cacb 
cntn:pi:w. c •. se lomará como la dislanda entre el cenlrn de 
l~h';n del :o:ontK;iso !=DITespondi~ntc y la fuerla cortante en· 
dicho entrt:pi50. · · ; . 

Para rmcs de d;,.eño, el momento torsionante se tomar:í 
por lo menos igual u la fuerza cortante de entrcpi•o 
muhiplicada por la e•cenrricidad que para cada marco 
o muro resulte más dc:sf.avorablt de la~ !.i~uicntes: 

1.5 e,+ O. 1 ~ ó e,- 0.1 b, en qu~ ~ •• la dimen•ión de la 
plunta que se considera medida en la dirección e,. Ade­
mois la C)t;Centridc.Jad llc dl'i~rio en cada senudo no se 
tomarfl menor que l;a miaad del moi)t;imo vulor de: e, 
culculado paror lo:-. cnucri~u' que :-.e hallan ab;,rju del que 
se con!<.idcro1. ni ~e tumar:d el momento tursion¡¡rHe de c~r 
entrepiso menor que 1<~ mrtad tklm;hrmo calc~rló!c.lO p;ua 

23 
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los entrepisos que están arriba del com.idcrado. 

En las csrnacturas par.a lólS que el factor de comportamiento 
\lsm.ico, Q, que~ espccitica c:n la 5CCclún S. sea igual o mayor 
de J. en ningün entrepiso la excentricidad torsion:~l calculad.i 
cstiticamentc. c •• deber.í exceder de 0.2b. Para estas c.<muctu­
ra.• deben! considerarse que ol efecto de la torsión se puede 
mcrcmcnaar cuando algunos úc ~u5 elemento~ re.~i~tcntcs que 
\ignificativamcnte contribuyan a la rigidez total incursionen 
en el rango no lineal o fallen. 

8.7. E.ftctos de .tt¡;undu urden 

Deberán tenerse en cuenta explícitamente en clliJiálisis los 
efectos de "'gundo orden. c.•to es, los momentos y cortantes 
adicionales provocados por las carga. venic.>les al obrar en la 
esuuctura desplazada lateralmente. en toda estructura en que 
la diferencia en desplazamientos laterales entre dos niveles '· , 
tonsccutivos,divididacnrrcladifcrenciadealturucorrespon- .. 1 1 

diente. cxcccJa.de O.OKVIW. entre cada par de niveles consc- .: 
culivos, siendo V la fuerza conantcc:alculada y w. el peso de 

1 1., 
la conswcción incluyendo cargas muertas y vivas que obran ,. 
encima de la elevación que se considera. multiplicado por el · 
factor de carga correspondiente. 

8.8. E.ftclos ~idirtccionoles 

Los efecto. de ambos componentes horizontales del movi· 
miento del terreno se combinarán tomando, en cada dirección 
en que se analice la estnJctura, el 100% de los efectos del 
componente 4ue obra en esa dirección y ciJO% de los efectos 
del quo obra perpendicularmente a ella. con lo• signos que par• 
t.::ld:t concepto re.!aulten más desfavorables. 

S.9. Fa/14 de comtnlaciún 

Se \·crifitm que ni la estructura ni su cimentación al~anza 
nmguno de lo!' c~dos límite de falla o de servicio a que se 
tclicre el capitulo V l. titulo V 1 del Rcgl:~.mcnto. Al revisar con 
r\!!ipccto a estados limite de falla de la cimcnl:ldón r.e tendrá 
tn cucnu. la fuer7.a de in.c.rcia horil.onl31 que obra en d 
\lllumcn de :-.u•:IO .¡uc se·n~na. bajo los cimiento~ y que 
potcnciodmcnu: ~ despla.taria al ~rallar el suelo en conanre, 
CMílnt.lo di~:hu volumen ~~J.~to a una acclcraci~n horizontal 
igu:al a el~ voces la aceleración de la gr•vedad. 

S. 10. Re,•isrúrl por rotwcJ de vidrit1s 

Al n:viSólr con respecto ;a.l ~Lado límite pur rutur.a d~ vidri~ se . 
vcrifacar.i.que alrededor de Cldat.ablcro de vidrio o cada marco · · 
nista una hol~ur.1 no menor que el .Je:-.plazamiento relativo 
entre: lt» c:..tn:mu:-. del tablero o marco, cakul:.~do a partir de la 
l.kfonnación por cortante llc entrepiso y lliv1dido entre 1 + H.J 
8,. lloruJc D, e:-. la ba.~ del tablero o marco y H, su .altura. 

24 

8.11. Compurtumit:nJQ asimilrico 

En el lllsefto de esuucturas cuyas relaciones fuen.a-dcrorma­
ción difieran en sentidos opuc.\tos ~dividirán los factores de 
resistencia entre 1 + 2.SdQ, en que d es la diferencia en los 
valore.\ de :J/Q', expresados como fracción de la gravcdat.l, que 
causarian la falla o fluencia plá~tica de la estructuro en uno y 
otro sentido. 

9. ANALISIS DINAMICO 

Se aceptarán como métodos de análisis dinámico el análisis 
modal y el cálculo pa..a a paso de respuestas a temblores 
espcclfic:os. 

9.1. Andlisi.• nwda/ 

Si se usa el análisis modal, deberá incluirse el efecto de todos 
los modos naturalc.• de vibración con periodo mayor o igual 
a 0.4 seg. pero en ningún caso podrán consit.lcrarsc menos que 
los tres primeros modos de translación en cada dirección de 
análisis. Puede despreciarse el efecto dinámico torsiona.J de 
excentricidades estáticas. En tal cao¡o, el efecto de dichas 
cacentricidades y de la excentricidad accidental se calculará 
como lo especifica el artículo correspondiente al análisis 
estático. 

Para c.>lcular la participación de cada modo "natural en las 
fuerzas laterales que actúan sobre la cstnJctura, ..: •upondrán 
las accleracionc.o; espectrales de diseño especificadas en la 
s.ecdún 3 de e.'\tas normas reducidas como :-.e establee~ en la 
sección 4 de la• núsmas. 

Las rcspuc.•tas modales S, (donde S, puede ser fuerza conante, 
desplazamiento lateral, momento de volteo, etc.), se combina· 
rán para calcular la.~ respuesta.~ totales S de acuerdo con la 
~x.presión 

s~cEsY' 

~icmpre que los periodos de los modo~ naturale.o¡ en cu~stión 
difieran :.~1 menos 10% cnire sí. Par.alas rcspucstao¡ en modos 
naturales que no cumplen esta condición se tendr.í en cuenta 
el acoplamiento ,entre ellos. Los dc."pla.wmientos laterale.~ así 
.!ale u lados hab~J~ de m u ltiplicarsc por Q p:ira calcular efecto.• 
de segundo orden. así como par.1 verilicar que la e~lructura nu 

. alcan1.a ninguno de lus estados límite de servicio a los que se 
reticrc el capitulo VI, título VI Uel Reglamento. 

9.:!. Anúlisis ¡uuo a pasu 

Si :iC emplead método de c.5.1culo paso a paso de respuesta~ a 
tcmblorc.'\ L-sJ".-...:itico~. podrá acudir~ a acclcrogramas de 
h:mblorcs reales o de movimientos :,imuladns, o a combinacio-

,, 
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nc,. de ésau,., s1cn1prc que ~ usen nn menos dr cuatro movi­
nlicnlns npre~ntouivo~. indc.:pcndicntcs entre !OÍ, cuy.;a,. intcn­
~idadc.<lli ~compatibles cun lus demás criterios que con.<lliig­

. nan el Re¡!:lamento y C!rllóls normas, y qoc se tcn~an en cuenta 
el comportamiento no lineal de la estructura y la.\ incertidum­
bres que haya en cuanto .;a 5US parámetros. 

9.3. R,.visián p11r Ctlrtantt' ha.~l 

. . . 
Si cun el mél<lllo de an•ili•i• dinámico que .e haya aplicado .e 
encuentra que, en la dirccdón que ,;e considera, la fucrz.¡¡ 
conantc bar.al V .. es menor que O.KaW.,/Q', se incrementArán 
luda\ IL\ ruert.as de di.eño y de.plat.amienlo•l••ernle•com:•­
pnru.licntC!io en una proporción t¡t) que V. il!ualc a e.uc valor. 

9.4 .. Ejutn.• bidirrcdcmalc.• 

Cualquiera que sea el m~lodo dinámico de aniliMs que oc 
cmp1ec,losefcctosdc movimicnt(M;hori7.ontalcsdcl tcnt:noen 
direcciones ortogonales~ combinarán como se especifica en 
rclaciónc.:onel métodoc.totáticodeanálisissísmico.Jgualmente 
aplicable son las demá• dispusicione.< de la scccióa 8 de 
esw.~ normar. en cuanto al cllculo de fuerza.~ interna.~ y 
dcspl=mienlo• lalerale.<. con IL< salvcdade.< que scllala la 
presente ~e<:ción. 

JO. ANALJSJS Y DISEÑO DE OTRAS 
CONSTRUCCIONES NUEVAS· 

L¡¡, pre,.,nle> norma• complemenlaria• Milo .on aplicable• 
en •u inlc~ridad a edilicios. Tratándose de otra• e<lruCiura.' 
!\e aplicaran mélodu~ de análisi!<. apropiados al tipo de cslruc· 
tur.a en cuestión ~iemprc que tales métodos rc~pctCD¡Jas 
..Ji"posicionco;, de la prc!ooenlc ~cción. !l-ean congruentes con 
C'\IC cuerpo nPrmativo y reciban la aprobación del Departa· 
nl!o!lllU. 

10.1. Tum¡u~!.. phululm mverlldo.f ,\' c·himt:IICUS 

E;.n el diseño de lanquc~. péndulos invenidm y chimeneas las 
rucr/.a.' interna'\ debidas al movilnientodellcrrcnocnada una 
ó..: la~ dira:cioncs en que se analice !'t·tombinar.ín con el SO'IJ 
de la!'. que produzca el movimiento del te~cno en la dirección 
p<rpcndicular a ella. 10mandu e•la• úhimas con el signo que 
¡:;.nr.s cada elemento estructural re."uite m<is desfavorable. 

En el diseño de lanquesdeber.l.n tener~ en cuenta las presiones 
hidro~lálicas y 1.-~ hidrodinámicas dellíquidt}almaccnado, a¡¡í 
,·omu lo~ momcntm que obren en el fondo del recipiente. 

10.2. Muro.~ clt" rrl~ndtín 

Lo!-. empuje!- que ejercen lu~ rellenos Mlhre lo!\ muros de 
retcncic·m, dch•doo;; a J¡, accu'm de lm sismos, !;e v:.lua"'n 

5Upnniendo que el muro y la zona de n:llenO-{Klf CRCima de 
la supcñicic.• criliQ de de~lizamicnto ~ cncucntr.m ca 
equilibrio llmilc bajo •• acción de IL\ rucrz.a\ debida.'~ carp 
vcnical y • uno acclcroci<'>n hori7.onlal i~ual • cl3 """"' b 
~r.Jvcdad. Podr.ín asimismo emplcanc procedimientOs dife· 
rentes siempre que sean previamente: aprobado!; por el 
Dep:lllamcnlo. 

JI. ESTRllcnJRAS EXISTENTES 

F~ l.a n:visíún de la ~¡:uridad de un edificio cx.it.tcnh.' 5C 
;uloptará el valor del raclor de compun.amienlo •i•mico Qquc. 
en los ti:rminos de h1 sección S de la." presentes noi'1Bil!ro, 
com:sponda al caso cuyos requi~üto~ 5ean esencialmente satis· 
fcchos por la e.""'cluro. a menos que se juslifiquc a 5alidac­
ci6n del Depan.amenlo 1• adopción de un valor may~que i~e. 

TraiAnd~ de estructuras cuyo componamiento en sentidos 
opuestos 5ea asimi:trico por inclinación de la estructura coa 
respectO a la venical, si el desplome de la construcción c:actdr: 
de 0.01 veces su altura, se tomará en cuenta la as1melria 
mulliplicando la< fuerus sísmicas de di.eño por 1 + 101 
cuando se u.e el m~1odo simplilicadode análisis sfsmico.opor 
1 + SQf cuando se"'" el cslálico o el dinámico modal. siendo 
r el desplome de la conslrucción dividido enln: la ahura de bu. 
Si .e emplea el ~o dinámico deanálisi• paso a paso .e had 
consideración explkila de la inclinación. 

··' 
Cuando se reruen:e una conslrllcción del grupo 8 con elemen· 
IO<cSirul:lurale. adicionales .er.í válido adoplar lo• valores de 
Q que corresponden a es1os clemenu" sicmprr que sean 
capaces de re~istircn cada entrepiso al menos 50~ de la ruerza 
conanlc de diseño, resistiendo la estructura existente al rc:.'ito, 
y en cada nivclla10 rcsiMcncias de los elemento~ añadidos !'.tan 

- compatible~ con la!oo fuera~ dl' t.hseilo que le~ correspondan. 
Dcber-.i comprobarM: que los sistema!'. de piso llenen la n~1Ju 
y resistencia suficientes para transmilir las fuera!' que st 
generan en ellos por los elemento~ de rducrln que se han 
colocado y. de no ser asi. deberán rerorzar.;c: lm sisterm~de 
piso para logrorlo. 

APENDICE 

Al. ALCANCE 

Par. el di.<eño dec.,rueluras ubic•das en la• zonas 11 n 111 sm 
pennisiblc tener en cuenta los dcc1os de los periodos domi· 
mmtes del terreno en el slthJ de interCs y de la interacción 
suclo-estruclura. Cuando a.,í se proceda se aplacarán al cuerpo 
princip:al de la." prcscme~ normas 1écnicas complementarias 
lato modificacionc.' que: contiene el preM:nte apéndice. En 
todos los aspectos que no cubre eMe .aptnd1cc son aplicable5 
las demás disposit.:lo~cs de las normas técnicas comple-
mcnlaria~. · 

25 1 
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A2. NOTACION ADICIONAL 

Se emplean aqul loo símbolos del CUCIJIO principal de cs...S nor­
mas. a.l como oliOS, entre los cÍiale.• los m:is impo!UIIlte.• !1011: 

A lm1) 

O (llm') 

H (metros) 

1 (m') 

1 (ton m1) 

· K, (1-m/ra~ián) 

K Wm) .. 
. K,llfml 

·M .. IHnl 

·R., lmcu·o•l 

rT.bcgundu!') 
¡· .,,,. 

' (:'· 
t:.' 1 •• 

f, 

= área de la superficie neta de dmcnta­
cidn 

= módulo de rigide.i del suelo 

= profundidad de los depó!ilo! firmes 
profun~os, medida dc!dela •uperticie 
del1errcno 

= momento de inercia de la superficie 
neta de cimcntolción con rc~pccto a 5U 

eje ccntroidal perpendicular a la diree­
cidn que se anali1.a 

= momento de inercia neto del peso de la 
construcción con respecto al eje 
centroidal de •u base y perpendicular a 
la dirección que se analiza, descontan­
do el momento de inercia del peso del 
suelo dc.•plazado por la infraestructura 

= rigidez de la cimentación al giro, debí~ 
da a la rigidez axial de un sistema de 
pilotes de punta 

= rigidez equivalente del •uelo bajo una 
estructura, en rotación con re~pecto al 
eje cenlroidal ~e la ba.e y perpcndicu· · 
lar a la dirección que ~ analiw · 

= rigidez equivalente del suelo bajo una 
estructura, en direccitín vcnical · 

= ri~idez equivalente ~el' suelo bajo unJ 
""'""""'"-en la dinx:ci<in que se aooliza 

= momento d!i: volt~o'O ba~l 

= r.uJio equivalente par.a cálculo Uc K, 

= radu• equivalc:ntc:: p;.lrJ c~lculo de K, y 
de K, 

= periodo rundamcntal de vibración qu.c 
tcmlria la estructura en ladircccit"mt~uc 
~e analit.a, !ii descansara sobre balSC 

rígida 

= pt:riodn fundamental ~e vihracií>n de la 

26 

T, (segundos) 

•'·; 

T, (segundo.•) 

T, (segundos) 

W', (toneladas) 

e.uructura calculado teniendo en cuen~ 
ta la interacción de ésta con el terreno 

= periodo natural de vibr.K:iún que ten~ 
dóa la estructura si fuera infinitamente 
rlgida y su ba.e sólo pudiera girar con 
rcspcctoalejccentroidal horizontal per­
pendicular a l.a dirección que se analiza 

= periodo dominante mós largo del terre­
no en el sitio de interés 

= periodo natural de vibración que ten­
dría la e!itructura si fuera infinitamente. 
rlgida y su base sólo pudieradc.•plazar­
se en la dirección que se analiza' 

= valor ~e W al nivel de dc.•planlc de la 
esttucturn incluyendo el peso de !.U..¡ ci~ 
micntos y dc.<eontando el peso del suelo 
dc.<plozado por la infraestructura. 

A3. DEL TIPO DE ANALISIS 

Solamente scr.ln aplicables los mftodos estático y dinámico a 
que .e refiere la sección 2 de estas normas complementarias y 
con las limitaciones que allí se establecen. 

A4. ESPECTROS PARA DISEÑO SISMICO 

Cuando se aplique el análisis dinámico modal que especifica 
la sección 9 de estas normas. s.: adoptará como ordenada del 
espectro de uccleracioncs para di!ieño sísmico. a, expresada 
como fracción de la aceleración de la gravedad. la que se 

e esPecifica c:n la ~ección 3. 
'\'!\ ' 
·E,¡~·perindo rundamcntal de VIbración de la e5lrUCIUra "' 
:calculará teniendo en cuenta su interacción con el t~rrcno, 
como se c.llipcdfica en la ..;;eccitln A 7 . 

Para cstru..::mas wbicadas en :c;itin~ par.a los que~ de~conoce 
el periodo dominante má.'\ largo del sitio. el coeficiC'~tc e se 
obtiene del Artículo 206 del Reglamento, salvo que en las 
partc.o; sombre:a.dru; de la ligura 3.1 ~e tomara e = O.<flpan1las 
c.<lrUclura.< del grupo D, y 0.6 para las del A. Para lo:í'5ilios en 
t~uc se desconoce dicho periodo. T •• T .. y r se consign;m en la 
tabla 3.1. En sitios en que se conozca el periodo dominante má..¡ 
largo deltcneno, T~ y que se hallen en la.-. partes sornhrcada!i 
d~ la figura 3.1. también se adopt•ará e ;:::: 0.4 par.a a..-stnu.:tura!i 
dd grupo D.yO.h para las del A; fucraUc l.a:-. partcssomhrcadil.lli 
~e ad,•ptar.l 
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"'"" la' e"ructura.< dcll'rupo U, y 1.5 vcc.:• c.<tc valll' par. 
las &!el A; T. cst.i en sc~undos; en estO!oo ~itim JoC tomarJ T.= 
O.C>IT, en 1;¡ zona 11 T, = 0.3ST, poro no menor qur O.M ""~'· 
en la 111. y 1', = 1.2T, en amba.' zonas. El valor de T,.., tomar~ 
de la fi!'ura A4.1 o.cdctcrminaráapanirdecn-.ye•yan;ilisis 
ele dinoimicoa de suclu,. que u:n,~;an en cucnLiJ 1~ cstr.Ui¡!ro~f'i:a )' 
prnpicdude' locales del suelo )' reciban aprobación del 
Dcpanamcnto. ··~ 't • 

¡.~.·~~.~ ··: 
A5. ANALISIS ESTATICO "".-.' · 

Será aplicable el mctudu que de.cribc la sección 8 de 1•• 
pre~entl'" 11onnas !oien•rrc que la cslJ'Uctura no cx.ccdo.l dc60 m 
úc odtu. lomanJo rn cucnltl el \'alor aproximado del periodo 
Jun4.1amcnlal Oc \'lbracion de la csuuctur.a. con la.~ siguicntc.'i 
~1 \'l'JiU.Ic~. 

l. En el cálculo del valor apm~imado del periodo 
func.Jamcntal de vibración. T1, 5C incluirán la' con~ 
tribucionc!o proveniente$ de inlCracción sucl~· 
tructura debida.' a desplazamiento horirontal y ro­
tación de la ba.<c de la construcción. Tales eonlribu­
coonc.< se calcular:in como establece la sección A 7 
de la. pre,entC5 normas. 

11. Si T, e' menor o iguala T, 5e procederá como en el 
inci'o 1 de la sección 8 pero de lal manel'll que la 
relación V .rw. sea i¡tual a a/Q', calculándose a y Q' 
cnmu se especific.il respecti vamcnteen las secciones 
A-4 y 4 de la!- pre.\Cntc~ nomu1.\. 

111. Si T, e' mayor que T, se procederá comuencl inciso 
11 pero tomando las fuerza,; laterales proporcionales 
ul C\Jcfu:icntc que marca el párrafo e del inciso2 de 
1.1 !-ccc:ión H. 

¡' _!~ ,. 

IV. En el cálculo de-solicitaciunc!'> y fuerzas interna ... se.~. , 
turnarán en cuenta los efecto~ de desplazamientO~ y; 
rutac.:ioneloo óc la ba~e como lo especifica la sccci(Ín · 
A 7 Uc cMa:-. nnrmas, así como los debidos a la11o · 
ócfurmacioncs ax.ialc:-.cJc muros y columo:tSCU"!'\dO· 
csro ... efectos sc;¡n significativos. No ~rá n~ario 
incluir estas conlribucione.c. en la revisión de los 
cMo1dus límite de deformaciones laterales y de rotura 
de ,·odrios. más si en el cálculo de lo' electos de 
!-cgundo orden y en cJ de scp.uaciones entre la 
con!'trucci(m y sus linderos con predio!> vecinos o en 
junta!> de construcción entre cuerpos de un mismo 
edificio. 

A6. ANALISIS DINAMICO 

Scrún iiplit:ablc~ los méuldo' que e~pecific.a la ~ción 9 de las 
prc!-.cnlc!-. ru•rma!rl, cun la\ sit!uicntc:~ s;¡Jvcdadc.\: 

Se tomarú en rncnlóa J;a intcr;u.:citm suclu..c~ftlctur.a. Cu~ 
K emplee el métodu de ;málisis modal r.c dar.í por !\alisfe., 
c.uc rcqui5ito si 5C con.,idcr.m 1~ efcclos de dicha interacción, · 
comu lo C5pccifica la 5Ccción A 7 de 1 .. , prcscnt"" I'IO<ItlaS, 

en el periodo y forma del modo fundamental de vibra· 
ción y en el factor Q' corre>pondientc según e5tipula l;o 

~cci6n 4. 

A7.1NTERACCIONSUELO-ESTRUCfURA ~ 
'1 

Como una apro~timación a lo.\ efectos dcintc:rncc.:iúnsuel\ .. {t~ 
e~lructuru Krá vtUido incrementar el periodo funda~ntal ck 
vibrc~cicin y los lle~pla7;1micntos calculado!- en loa eslruclura 
bajolu lupdlcsis de que ésta ~e apoy;~ ri{:idamentecn suha.o;c, 
de acuerdo con 1<~ si~uiente exprc.o;¡ión 

Ta,....+T'+T')''' 
1 \ •• • 1 

en que T, e• el poriodo fundamental de vibración de l• 
estructura en la dirección que se anali1.a corre~idn por : 
interacción con el suelo, T. el poriodo fundamental que tendri• 
la estructura si 50 apoyara sobre una ba•e rígida, T, el pcnodo 
natural que teodrla la estructura si fuera infinitamente rl¡tiob 
y su base sólo pudiera trasladarse en la dirección que'" analiza 
y T, es el periodo natural que tcndrla la e•tructura si fuera 
infinitamente ri¡tida y su base sólo pudiera girar con re•pccto 
a un eje horizontal que pasara por el centroidc de lo supcrfici• · 
de dc.<plante de la estructura y fuera perpendicular a ' 
dirccci6n que se analiza. Podrán en este caso de~preciarse Jos 
efecto!-. de la inlenJcción en lo!\ pcriodo5 ~upcriores de vibra· 
ción de la estructura. ! 

Para el cálculo de T en la expresión que antecede se supondrá 
que el 'desplazami~nto de la base está restringido por•un ~ 
elcmcnco elá\tico cuya rigidez vale K •. en ton/m: ¡ 

j 
T, ~ 2n(W: /gK,)'" 

dohdc T, e"li en segundo<. w·. es el pe<o nelel de 1• ~ 
construcción al nivel de su desplante, incluyendo el peso de ' 
lo~c.:imi~ntus y dc~onl&lndocl del ~ucloqueesdcsplar.adn por 
la infraestructura, en tonciO&das y g c.o.. la aceleración de la ' 
gravedad en m/~Ct!?. El valor de W', no se tomaroí menor de 
0.7 W •· Para el cálcult> de T, se supondrá que la rotación de i 
la base está restringida por un elemento elástico de: ngidcz K,. 
en 1-m/radián: 

T, ~ 2n(J/gK,)'" 

donde T, eslói. en segundos y J es el momento neto de incrd1 
del peso de la construcción, en t·m2. con rcspec1o al eje de 
rotación. descontando el montenlo de inercia de la rna~ del 
~~ouclo desplal.Oido pur la infraeslruclura. Esra difc:rcncioa no liC 

lomará menor de O. 7 vecci el momcnln de incrcio.a calculado ·: 

27 
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con el pc.~iü de la construccitln. 

Tllll4ndo>c de oon\lruccionc.• que ..: opuy"n .abn: zapow· 
L'Otlidas con dimensión m:~yor en la dirección que..: anoliza 
o soiR losa o cascarón que ahorque todo el área de dmcniA· 
ción, y que posean suficiente rigidez y resistencia para 
suponer que su ba.'" se dc.<ploza como cuerpo rlgido, los 
valun:s de K y K se oblendr:in de la tabla A 7 .1, .:n que G 
es el módulo '.te riÍide~ medio. en tlm. del estrato en quC se 
apoya la construcción, y los_ roadios equivalentes, R, y R,. en · 
metro\, se calcularán ~mpl~ndo las t:x.prc~ione.ili: 

':,;' 

R.. (Al•)'" 

R,. (4lll•t 

en las que A. en m'. es el área de lo superficie neta de 
cimentación. e l. en m". es el momento de inercia de dicha 
superficie neta con respecto a su eje cenuoidal perperdicular 
a la dircccitín que se analiza. 

Tral4adose de consll\lcciones suficienlemcnlc rlgidas y 
... islcnlcS. cimenlAda.< sobre zapatas corridos con dimensión 
cona en la dirección que se onalit.a y de consuuccioncs sobre 
zopalas aislada<, los coclícientes K, y K, de la cimentación se 
calcular4n mcdionle la.• fónnula.<: 

K,aiK,. 

K,•Ix:K~ 

en las que i dcnoiA valores correspondientes • la zopaiA i· 
· Csima; l, es la distancia, en la dirección de análisis. entre el 

ccnlroide de la topala y el eje cenlnlldal de la .plant:l ,de 
cimentación. K, y K, se determman de la labia A7.1, em· 
plcondu el valor R, que corresponde a la 1.upat:1 en cuestión. 

f\ ;'1_'1• 

Enclca.\Odc drncntacione!<t ~obre pilotes de punta. su innucn· 

. , ;·. 

28 

·' 

cia en el valor de K se oon~idera con el segundo término d~ la 
expresión <Orrt.<po~dienle del a tabla A 7 .1, empleando para el 
cálculo de K, la siguiente expresión: · 

• • K,=Ik,,d1 ,., 
en la que n es el número de pllote.'i. y K,. y d

1 
son. respectiva· 

mente, la rigidez vcnical y distancia del pilote i-é.simo al eje 
ccntroidal de rotación. 

En la verificación de que la estructura no alcan1.a los estados 
limite por desplazamicnloslalcrales y por rotura de vidrios no 
será nece~io tener en cuenta el desplazamiento y rotación de 
la base. Para el cálculo de efectos de segundo urden debe· 
lcnerse en cuenlll dicha rot:lción, dada por M /K , en radianes. 
011 que M. es el momento de voheo que obr~ e~ la base de la 
esll\letura, en 1-m; y en la revisión del e<tado límite por 
choques entre estructuras deben incluirse tanto los desplaza­
mientos debidos a esta rotación como el desplazamiento de l:a 
base, dado por V /K , en mcttos, en que V es la fuerza 
cortante ba.ul, en lon~ladas. .. 

El módulo de rigidez medio G, se determinan\ mediante 
pruebas din&lmicas de campo o laboratorio. A falt:l de lalcs 
determinaciones se tomari: 

G = 2(HIT,l' 

donde G eslll en tlm1, T, es el periodo dominante má.< largo 
· del terreno, en segundos. en el sitio donde..: halle la estructura 

y se obtendnl de la figura A4.1, y H es la profundidad, en 
metros, de los depósitos firmes profundos en dicho sitio. y se 
determinará a partir de estudios locales de mecánica de suelos 
o. si é::otos son insuficientes para determinarla. se tomará de 
la figura A7.1. En los sitios donde no..: conoce el valor de G. 
si G nn se determina experimentalmente. se adoplani el 
valor que resulte más dcsfavor:~blc entre lo-. límites d&: 400 
y 900 tlm'. 

;:~· i u 

'.1; , : ... : .. 

" 

:' 

..·. 
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2. 

3. 

4. 
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Tahla'A7.1 Valurc.< d.: K,. K, y K, 

En 1:1 1.nna 11 

l'lofundidad 
de K K,(1l K K . • .. 

· desplante ( 1 ) 
" 

Lo... Zapata 

SI m IIGR,. 7ClR: 20GR • 12GR, 
' . 

.. 
16GR IIClR! 29GR 20GR, 2:3 m . . • 

En la zona m 

K .. 
• 

Profundidad 
de K, Sotm: Sobre piloo:s K . 

desplante (1 l el de fricción Sobre pilotes de punta 
terreno (3) (4) 

6GR
1 + 

1 
S 1m 7GR, 6GR! 7GR

1 

' 1143GR
1 

+ 1/K• 
12GR, 

' ' 

IIGR: 9GR
1 + 

1 
2:3m BGR, 9GR' ' I/43GR' + IIK, 16GR, 

' ' 
~ . 

Para profundidad•• de desplante intennedia.< enue 1 y 3 m intcrpólese linealmente entre los valores de la tabla. 

Para estructura.\ cimentadas sobre pilotes o pilas en lu wna 11 supc.lnga:r-.c K, infinita. 

'' 
., 

'''i 

"! 

.¡ 
1 

... 
··' .. 
·¡ 
.l ~ 

. rl 
:¡ 

':~ 
!',~ 

Si bt'"' r.on capace.' de rc~r.i!Uir por adherencia con el suelo circundante, al menos la mitad del pe su hruw de la con~uucciéll' 
incluyendo el de su~ cimientos. Cuando tienen menos de esta capacidad, inlcrpólese linealmente entre lm valora 
consignadO!. en la Labia. " 

; 
• K ... 5C calculará tcnieodocn cuenta lt•s pil~dc punta que contribuyan a resistir el momcnlu dl' vt•ltco. calculando la rigidci 

de csttK elementos anlc la rucrz.a axial como si su punta no se de.~plaz.ara vcnícalmcntc. ·t 

29 
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1000 zooo sooo 

metros 

Figura 3.1 Subt.onilicoción de la zona del lago y de la zona Llc lransi<ión. 
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Figura A4.1 Valores de T, en se1undos. 
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Chapter 1 

Welcome to SAP2000 

SAP2000 represents the most sophisticated and user-friendly release of the SAP 
series of computer programs. This is the first version of SAP completely integrated 
within Microsoft Windows. It features a powerful graphical user interface un­
matched in terms of ease-of-use and productivity. 

Creation and modification of the model, execution of the analysis, and checking and 
optimization of the design are all done through this single interface. Graphical 
displays of the results, including real-time display of time-history displacements, 
are easily produced. This program offers a quantum leap forward in the way models 
ar.e created and modified, and in the way ahalysi's and design are managed. 

The analytical capabili"ties are just as powerful, representing the latest research in 
numerical techniques and solution algorithms. This release is available in three 
different an.alytical versions that all share the same graphical user interface: 
SAP2000, SAP2000 PLUS and SAP2000 Nonlinear. 

All of these programs feature sophisticated capabilities, such as fast equation 
solvers, force and displacement loading, non-prismatic frame elements, highly 
accurate shell elements, Eigen and Ritz dynamic analysis, multiplc coordinate 
systems for skewed geometry, many diffcrent constraint options, the ability to 
merge independently defined meshes, a fully-coupled 6-by-6 spring stiffness, and 
the option to combine or envelope multiple dynarnic analyses in the same run. 

•' 
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The SAP2000 PLUS program adds unlimited capacity, bridge-analysis capabilities, 
a complete range of finite elements, and time-history analysis options. Ground 
motion effects with multiple base excitations can be included. 

The SAP2000 Nonlinear version extends the PLUS capabilities by adding a dy­
namic nonlinear link element for gaps, hooks, isolators, dampers, hinges, and more. 
This nonlinear link element (NIIink) allows users to model the dynamic behavior of 
everything from tension-only braces in buildings to post-yield hinges in three-di­
mensional frames to elastomeric bearings for bridges and base-isolated buildings. 

All of the above programs feature powerful and completely integrated design 
modules for steel and concrete, available from within the same interface used to 
create and analyze the model. The design of steel frame members features initial 
member sizing and iterative optimization. The design of concrete frame members 
includes the calculation of the amount of reinforcing steel required. Members can 
be grouped for design purposes, and a single mouse click on an element brings up 
the detailed design calculations. SAP2000 supports the latest US codes and Euro­
codes. 

The SAP name has been synonymous with state-of-the-art analytical solutions since 
the introduction of SAP, SOLIDSAP, and SAP IV over twenty-five years ago. To 
these sophisticated nu:nerical techniques, SAP2000 adds a tremendously easy and 
complete graphical user interface linked with powerful design capabilities, provid­
ing the structural engineer an analysis and design program unequaled in efficiency 
and productivity. 



Chapter 11 

Getting Started 

This chapter covers the installation, launching, and support procedures for 
SAP2000. 

Topics 

• What Your SAP2000 Package Includes 

• About This Manual 

• System Requirements 

• Installation 

• Using the Hardware Key Dcvice 

• Technical Support 

• Upgrading from SAP90 



What Your SAP2000 Package lncludes 
Your SAP2000 package includes the following: 

• Diskettes containing the Setup program, executable files, support files, and 
sample data files for the version you ordered (SAP2000, SAP2000 PLUS, or 
SAP2000 Nonlinear) 

• Three Dimensional Dynamic Analysis of Structures, by Edward L. Wilson 

• Six program manuals in five volumes: 

- SAP2000 Getting Started and SAP2000 Basic Analysis Reference 
(this volume) 

- SAP2000 Analysis Reference- Volume 1 

- SAP2000 Analysis Reference- Volume 11 

- SAP2000 Steel Design Manual and SAP2000 Concrete Design Manual 

- SAP2000 Verification Manual 

• Hardware key device 

About This Manual 
This manual is designed to help you become quickly productive with SAP2000. The 
next two chapters give an introduction to the basic concepts of the graphical user 
interface anda quick tutorial on using the program. It is strongly recommended that 
you read these chapters and work the tutorial before attempting a real project with 
SAP2000. 

The second part of this volume, the SAP2000 Basic Analysis Reference, gives an · 
introduction to the basic concepts underlying the structural model and the analysis 
techniques used by SAP2000. It is .recommendec;l reading. 

Additional information,can be found in the on-line Help facility in thF. SAP2000 
graphical user interface imd in the other manuals supplied with the program. 

See the SAP2000 Analysis Reference to !eam about the advanced modeling and 
analysis features of the program. 

4 What Your SAP2000 Package lncludes 
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~ystem Requirements 
SAP2000 will work on any Windows-based, IBM-compatible personal computer 
with at least the following configuration: 

• Intel 80486, Pentium, or Pentium Pro processor 

• A mínimum of 16 MB of RAM 

• At least 200 MB of free hard disk space. Program files require about 20 MB. 
The remainder is needed for analytical scratch files. Largc projccts may rcquirc 
much more disk space 

• Microsoft Windows 95 or Windows NT opcrating systcm 

• Windows-compatible graphics card and monitor supporting at least 800 by 600 
resolution and 256 colors. 

lnstallation 
To install SAP2000 on your system: 

• Turn on your computer to start Windows 95 or Windows NT. 

• IMPORTANT! No other applications should be running during the installation 
procedure. Clase all other applications before proceding 

• lnsert the SAP2000 Disk 1 into drive A: 

• Select Run from the Start menu for Windows 95 or NT 4.0, or from the File 
menu of Program Manager for Windows NT 3.51 

• Type A:\SETUP foLlhe Command Line in the Run dialog box, and click O K. 
Ifyou are installing from a drive otherthan A:, substitute thc letterfor the source 
~drive 

• You will be given options to chose the dcstination folder or directory 

• Respond to the prompts from SETUP to complete the installation 

The SETUP program will: 

• Decompress and copy program files to the folder or directory that you specify 
on the hard disk 

• Decompress and copy sample data files to a subdirectory called EXAMPLES 
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• Add SAP2000 to the Start menu for Windows 95 or NT 4.0, or create a program 
group called SAP2000 containing an icon to run the program for Windows NT 
3.51 

IMPORTANT! After installation, please read the README.TXT file in the 
SAP2000 directory where you installed the program. This file contains important 
information that may be more current than the program manuals. You may use any 
editor or word-processor to review this file. 

If you need to remove SAP2000 from your system: 

• For Windows 95 or NT 4.0: From the Start menu Choose Settings > Control 
Panel > Add Remove Programs, click on SAP2000and then the Remo ve button 

• For Windows NT 3.51: Double-click on the "Remove SAP2000" icon in the 
SAP2000 program group 

• For both cases above, follow the prompts. When asked, you may safely remo ve 
all shared components that reside in the SAP2000 directory 

Using the Hardware Key Device 
Program SAP2000 is copy-protected with a hardware key device that is provided 
with the software. This hardware key device must always be accessible to SAP2000 
whenever you use the program. This is done by attaching the key device to the 
parallel pon of your local workstation orto that of another workstation on your local 
area network, as described below. The same key device may be used in either local 
or network access modes. 

lf SAP2000 cannot find the hardware key device while you are using the program, 
SAP2000 will enter display-only mode, with the following implications: 

•';'You can use the graphical user interface to display the results of previous 
analyses · 

• You can save your current model 

• You cannot make changes to your model 

• You cannot perform analysis or design 

lf the hardware key device inadvenently becomes unavailable while you are using 
SAP2000, you should save your model, exit the program, then re-attach the key 
de vice befare restarting SAP2000. 

6 Using the Hardware Key Device 

'· 
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On a Local Workstation 

If you are norrnally going to use SAP2000 on a single workstation, it is simplest to 
attach the hardware key device directly to that workstation. 

Attach the key device to any parallel printer port on your workstation. The key 
device should be directly attached to the computer port. Any printers, data switches, 
or other devices that use the port may then be attached to the other end of the key 
device. The hardware key device does not require a printer to be connccted or, if 
connected, for it to be powered. 

Y ou may connect an extension cable between the computer port and the hardware 
key device, and/or between the key device and any printer or other devices. Use a 
straight-through DB-25 maJe to DB-25 female cable. 

Hardware key devices for different programs can usually be attached to the same 
parallel port. Contact Computers and Structures, Inc., if you are using multiple kcy 
devices and are experiencing conflicts. 

On a Local Area Network 

If you are going to use SAP2000 on multiple workstations, it may be more 
convenient to attach the hardware key device to one workstation and access it from 
other workstations across a local area network. 

The workstation to which the hardware key device is attached is called the key 
server. The key device is attached to the key server as described above for a local 
workstation. The key server must be running either Windows 95 or Windows NT, 
and running the key-server program NSRVGX as described below. 

The standard single-user key will allow different workstations to access SAP2000 
at different times. Multiple-user keys are available that will allow·si~rmltaneous use 
of SAP2000 by more than one workstation. Severa! key devices Han exist on the 
same network by using·multiple key servers. Each key server may, connect to one 
or more key devices on one or more ports. Concurrent usage of SAP2000 is allowed 
from different workstations up to the sum of the Ji cense lirnits of all key devices on 
all key servers. 

Each key server must be running NSRVGX in arder for the key device to be 
accessible across the network. Without NSRVGX, the key device is available 
locally only to the key-server workstation itself. 

Uslng the Hardware Key Device 7 



SAP2000 Getting Started 

The key device should be attached to the parallel port befare starting NSRVGX. 
Use the Start menu, Program Manager, Windows Explorer, or File Manager to start 
NSRVGX.EXE, which is located in the SAP2000 directory. After a few seconds of 
initialization, NSRVGX will run rninirnized as an icon. You may open the 
NSRVGX window to see how many other workstations are currently accessing the 
hardware key devices attached to the key server. You may rninirnize the window, 
but do not stop NSRVGX or shut down the key-server workstation while other 
workstations are accessing the attached key device. 

Note that it may take a few moments for SAP2000 to access a hardware key de vice 
across a network, particularly if the network is busy or if the key server is 
perforrning other tasks. 

Sentinel Driver for Windows NT 

In order to use the hardware key device on a Windows NT machine, either in local 
mode oras a key server, you must install the Sentinel Driver for Windows NT. This 
driver is not required for Windows NT machines accessing the key across the 
network, only for machines with the key device attached. 

This driver is supplied with SAP2000 on the diskette labeled "Supplementary Disk 
for Windows NT." To install the driver: 

• Insert the diskette in drive A: (or B:) 

• Run SETUP.EXE on the diskette using the Start button or the Prograrn Manager 
File Menu 

• Select Install Sentinel Driver from the Functions menu 

• Click on OK to accept the path for the NT driver 

• When complete, a dialog box with the message "Driver lnstalled! Restart your 
system" is displayed. _, · 

• Click on OK and restart your computer 

This is a one-time installation process. The Sentinel driver will automatically run 
every time you start your computer. 

Technical Support 
Free technical support is available from Computers and Structures, Inc. (CSI) via 
phone, fax, and e-mail for 90 days afterthe software is purchased. Technical support 
is available after 90 days if you have a current maintenance agreement with CSI. 

8 Technical Support 
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Maintenance agreements also provide for free or reduced-cost upgrades to the 
program. Please cal! your dealer to inquire about a maintenance agreement. 

Technical support is provided only according to the terms of the Software License 
Agreement that comes with the program. 

If you are experiencing problems using the software, pleasc: 

• Consult the documentation and other printed information included with your 
product 

• Check the on-line Help facility in the program 

If you cannot find a solution, then contact us as described below. 

Help Us to Help You 

Whenever you contact us with a technical-support qucstion, picase providc us with 
the following information to help us help you: 

• The version number of the program that you are using 

• A description of your model, including a picture, if possible 

• A dcscription of what happened and what you were doing when the problem 
occurred 

• The exact wording of any error messages that appeared on your screen 

• A description ofhow you tried to solve the problem 

• The computer configuration (make, processor, operating system, hard disk size, 
and RAM size) 

.. . Phone and Fax Support 

Standard phone and fax support is available ih thc United States, from CSI support 
engineers, via a toll call between 8:30A.M: and 5:00P.M. Pacific time, Monday 
through Friday, excluding holidays. 

You may: 

• Contact CSI's offices via phone at (510) 845-2177, or 

• Send a fax with questions and information about your model (including a 
picture, if possible) to CSI at (510) 845-4096 

When you call, please be at your computer and ha ve the program manuals at hand. 

Technical Support 9 
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Online Support 

Online support is available by: 

• Sending an e-rnail and your rnodel file to suppon@csiberkeley.com 

• Uploading your rnodel file through our BBS at (510) 845-5881 

• Visiting CSI's web site at http://www.csiberkeley.com toread about frequently 
asked questions 

Upgrading from SAP90 
Most rnodeling and analysis features available in SAP90 are also present in 
SAP2000, and rnany new features have been added. Only the SAP90 heat-transfer 
analysis features are not currently available in SAP2000. 

SAP90 input data files (versions 5.4 and 5.5) can be irnported directly into the 
SAP2000 graphical u ser interface and autornatically con verted to SAP2000 models. 
These rnodels can then be rnodified, analyzed, designed, and displayed. 

WARNING! Sorne imported data may be interpreted differently by SAP2000 than 
by SAP90. For example, the interaction between end offsets and end releases is 
different between the two programs, as is the interaction between prestress load and 
P-Delta analysis. 

Be sure to check your imported model carefully! Compare the results of analyses 
using both SAP90 and SAP2000 befo re making further use of the imponed SAP90 
model! 

Units 

When you importa SAP90 input data file, you will be asked to specify what force 
and Iength units were use<;! in the SAP90 file. These units then become the base units 
for the SAP2000 model. You may convert the model to other units after importing. 

Upward Direction 

When you import a SAP90 input data file, you will be asked to specify what 
direction was assumed to be upward in the SAP90 file. All coordinate-dependent 
quantities in the SAP90 model will be converted to conform with the SAP2000 
convention that the +Z direction is upward. The X coordinares will not be changed 

1 O Upgrading from SAP90 
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unless ±X is upward in the SAP90 model, in which case the Y coordinates will be 
left unchanged. 

Upgrading from SAP90 11 
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The Graphical User Interface 

The SAP2000 graphical user interface (GUI) is used to model, analyze, design, and 
display your structure. This chapter introduces you to sorne of the basic concepts of 
the graphical user interface to set the stage for the tutorial described in the next 
chapter. More advanced concepts and features are described in the on-line Help 
facility of the graphical user interface itself. 

Topics 

• The Structural Model 

• Coordinate Systems 

• The SAP2000 Screen 

• Viewing Options 

• Gridlines 

• Basic Operations 

13 
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The Structural Model 
SAP2000 analyzes ánd designs your structure using a model that you define with 
the graphical user interface. The model may include the following features that 
represent your structure: 

• Material properties 

• Frame elements that represent beams, colurnns, and/or truss members 

• Shell elements that represent walls, floors, and other thin-walled members 

• Joints that represent connections of elements 

• Restraints and springs that support the joints 

• Loads, including self-weight, thermal, seisrnic, and others 

• After SAP2000 analyzes your structure, the model also includes displacements, 
stresses, and reactions due to the loads 

The graphical user interface provides you with many powerful features to create 
your model. You can even start with a prelirninary model, then use the SAP2000 
design optirnization feature to refine your model with little effort. 

In the topics below, the term objects will be used to refer to the geometric 
components ofthe model: Frame elements, Shell elements, andjoints. 

See the SAP2000 Basic Analysis Reference in the second half of this volume for 
more information about thc structural model. 

Coordinate Systems 
All locations in the model are ultimately defined with respect to a single global 
coordinate system. This is a three-dimensional, right-handed, rectangular 
(Cartesian) coordinate system. The three axes, denoted X, Y, and Z, are mutually 
perpendicular, and satisfy the right-hand rule. 

Each component ofthe model Uoint, Frame element, Shell element, etc.) has its own 
local coordinate system u sed to define properties, loads, and response for that 
componen t. The axes of each local coordinate system are denoted 1, 2, and 3. 

Y ou m ay define additional coordinate systems to aid in developing and viewing the 
m o del. 

14 The Structural Model 
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The SAP2000 Screen 
The SAP2000 graphical user interface appears on your screen and looks similar to 
the following: 

lll SAP2000 · TRUSS2D· · ll!!mll3 

Display Tille Bar 

Display Window 

Status Une 

Main T oolbar 

Display Tille Bar 

Display Window 

Active Units 

Pointer Position 
Coordinates 

The various parts of this interface are labeled above and described below. 

Main Window 

The main window contains the entire graphical user interface. This window may be 
moved, resized, maximized, minimized, or closed using standard Windows opera­
tions. The main title bar, at the top of the main window, gives the program name 
and the model name. ~ 

Menu Bar 

The menus on the Menu Bar contain most of the operations that you can perform 
with SAP2000. 

Main Toolbar 

The Main Toolbar provides quick access to sorne commonly used operations, 
especially viewing operations. Most ofthe operations available on the Main Toolbar 
can also be accessed from the Menu Bar. 

The SAP2000 Screen 15 
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Floating Toolbar 

The Floating Toolbar provides quick access to sorne common operations that are 
used to change the model. Al! of the operations available on the Floating Toolbar 
can also be accessed from the Menu Bar. 

The Floating Toolbar can be moved and reshaped using the left button of the mouse. 

Display Windows 

Display windows show the geometry ofthe mooel, and may also include properties, 
loading, analysis or design results. Y ou may ha ve from one to four display windows 
present at any time. 

Each window may have its own view orientation, type of display, and display 
options. For example, the undeformed shape could be displayed in one window, 
applied loads in another, an animated deformed shape in a third, and design stress 
ratios in the fourth window. Altematively, you could have four different views of 
the undeformed shape or other type of display: a plan view, two elevations, and a 
perspective view. 

Status Line 

The status line shows current status information, a drop down box that shows or 
changes the current units, the current pointer location, and the animation controls 
when displaying deformed shapes or mode shapes. 

Viewing Options 
Y ou may set the view opiions for each Display Window that affect how the structure 
appears in that window. These options are available in the View menu and from the 
Main Toolbar. Different view options may apply to different Display Windows. 

2-D and 3-D Views 

A 2-D view consists of a single plane parallel to one of the coordinate planes: X-Y, 
X-Z, or Y-Z. Only objects in that planeare visible. You may change the out-of-plane 
coordinate of the plane at any time. 

16 Viewinq Ootions 
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A 3-D view shows the whole model from a vantage point of your choice. Visible 
objects are not restricted toa single plane. The view direction is defined by an angle 
in the horizontal plane and an angle above the horizontal plane. 

Perspective 

A 3-D view may be be toggled between a perspective view and an orthographic 
projection. The perspective view is usually better for visualizing the third, out-of­
plane, dimension. If perspective is tumed on for a 2-D view, the view becomes 3-D 
until perspective is tumed off again. 

You may set the perspective aperture angle which defines how close you are to the 
structure. The larger the angle, the closer you are, and the more distorted the 
structure may appear. 

Pan, Zoom, and Limits 

You may zoom-in to a view to see more detail, or zoom-out to see more of the 
structure. Zooming in and out may be done in predefined increments. Y ou may also 
zoom-in to a part of the structure that you define by dragging a window with the 
mouse. 

Panning allows you to dynamically move the structure around the Display Window 
by clicking and moving the mouse. 

You may set upper and lower X, Y, and Z coordinate lirnits that restrict the portian 
of the structure that is visible in a Display Window. Zooming and panning only 
apply to the part of the structure within these limits. 

Element View Options 

You ~ay set various options that affect how theljoints and elements appear in a 
Display Window. These options primarily affect views of the undeformed shape. 
Different options are available for the diffcrent elemcnt types. 

Options include whether or not a particular type of elcment is visible and what 
elcment featurcs are displaycd, such as elcment labels, property labcls, scction 
dimensions (extrusions), and local axes. 

An important option is thc shrunken-element view. This shrinks the elements away 
from the joints allowing you to better see the connectivity of the model. 

Viewing Options 17 
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Other Options 

You may tum gridlines and the global axes on and off. You may save view 
parameters under a name of your choice, and recall them later to apply to any 
Display Window. 

Gridlines 
The grid is a set of "construction" lines parallel to the coordinate axes that form a 
"framework" to assist you in drawing the model. Y ou may ha ve any number of 
gridlines in each direction with arbitrary spacing that you define. When you start a 
new model, you must specify uniform spacing for the grid. Thereafter, you may add, 
move, and delete gridlines. 

Drawing operations tend to "snap" to gridline intersections unless you tum this 
feature off. This facilitates accurate construction of your model. When you move a 
grid line, you can specify whether or not attached joints should move with it. 

Basic Operations 
It will be helpful for you to understand the basic types of operations that you can 
perform with SAP2000. The program responds differently to mouse actions in the 
display windows depending u pon the type of operation you are perforrning. Details 
on how to actually perform these operations are given in the quick tutorial in the 
next chapter, and in the on-line Help facility of the graphical user interface itself. 

File Operations 

File operations are used to start a new model, to bring in ~ f~J~ing model for 
display or modification, to save the model that you are currer¡tly working on, and 
to produce output. File operations are selected from the File rrienu. . 

New models can be started from scratch or from pre-defined templates supplied 
with the program. 

Existing models can be brought in that were created by the SAP2000 graphical user 
interface, defined by SAP90 or SAP2000 analysis text files, or created by AutoCAD 
or other programs that generate a .DXF file (geometry only). 

18 Gridlines 
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Models can be saved in a standard SAP2000 database file (.SDB extension), or the 
model geometry can be saved in a .DXF file for use by AutoCAD and other 
programs. 

Output that can be produced includes tables of input, analysis, and design data in 
printable, displayable, or spreadsheet format; graphical printout of the active dis­
play window; or video output of anirnated tirne-history deflected shapes. 

Drawing 

Drawing is used to add new objects to the rnodcl orto modify onc objcct ata time. 
Objects include Frame elements, Shell elements, and joints. 

To draw, you must put the program into Draw Mode by clicking on one of the six 
draw buttons on the Floating Toolbar. Alternatively, the same six draw operations 
can be selected frorn the Draw menu. These opcrations are: 

• Moving or reshaping existing objects 

• Adding new joints 

• Adding new Frame elements by clicking at their end locations 

• Adding new Shell elements by clicking at their comer locations 

• Adding new Frame elements by clicking on a grid segment or space 

• Adding new Shell elemcnts by clicking on a grid space 

New joints are automatically created at the ends of Frame elements and at the 
corners of Shell elements. Duplicate joints and elements are automatically elimi­
nated by thc program. 

In Draw Mode, the left mouse button is used to draw and edit objects, and the right 
mouse button is used to query the properties ot objccts. ·. • 

Cursor movernents tend to "snap" to nearby joints and gridline intersections (unless 
you turn this feature off). You may also set drawing to snap to Frame elements and 
the edges of Shell elements. 

In 3-D views cursor placemcnt is limited to known locations, such as gridlines and 
existing joints. In 2-D views, cursor placcrnent can be anywhere, since the third 
( out-of-plane) dimension is known. 

Draw Mode and Select Modc are mutually exclusive. No other operations can be 
performed when the prograrn is in Draw Mode. 
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Selecting 

Selecting is u sed to identify those objects to which the next operation will apply. 

SAP2000 uses a "noun-verb" concept where you first make a selection, and then 
perform an operation on it. Operations that require you to make a prior selection 
include certain Editing, Assignment, Printing, and Display operations. 

To select, you must put the program into Select Mode by clicking on one of the 
select buttons on the Floating Toolbar. Alternatively, selecting any action from the 
Select or Display menus puts the program into Select Mode. 

Many different types of selection are available, including: 

• Selecting individual objects 

• Drawing a window around objects 

• Drawing a line that intersects objects 

• Identifying a particular plane 

• Selecting objects having the same property type 

• and more 

In Select Mode, the left mouse button is used to select objects, and the right mouse 
button is used to query the properties of objects. 

Draw Mode and Select Mode are mutually exclusive. Any operation except drawing 
can be performed when the program is in Select Mode. 

Editing 

Editing is used to mak.e changes to the model. Most editing operations work with 
one or more objects that youhave just selected. Editing operations are selected from 
the Edit menu, including: 

1'. :·:. . 
• Cutting and Copying the geometry of selected objects to the Windows clip­

board. Geometry information put on the clipboard can be accessed by other 
programs, such as spreadsheets 

• Pasting object geometry from the Windows clipboard into the model. This 
could ha ve been edited in a spreadsheet program from a previous Cut or Copy 

• Adding to the model from a template 

• Deleting objects 
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• Moving joints, which also modifies connected elements 

• Replicating objects in a linear or radial arra y 

• Dividing Frame and Shell elements into smaller elements 

• and more 

Adding and pasting to the model do not operate on selected objects, and can be done 
in Draw or Select Mode. All other operations require a prior selection of objects. 

Assigning 

Assignment is used to assign properties and loads to one or more objects that you 
have just selected. Assignment operations are selected from the Assign menu, 
including: 

• Assigning restraints, constraints, springs, mas ses, local coordinate systems, and 
loads to joints 

• Assigning section properties, local coordinate systems, end releases, end off­
sets, output locations, and loads to Frame elements 

• Assigning section properties, local coordinate systems, and loads to Shell 
elements 

• Assigning pattem val u es to joints for defining temperature and pressure loads 

• Assigning objects to named groups to aid future selection operations 

Defining 

Defining is used to create named entities that are not part of the geometry of the 
model. These entities include: 

• Material properties 

• Frame and Shell section properties 
r 

• Static load conditions 

• J oint pattems for temperature and pressure loading 

• Object groups 

• Rcsponse-spectrum functions and analyscs 

• Time-history functions and analyses 

• Load combinations 
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Defining these entities is performed using thc Define menu and does not require a 
prior selection of objects. 

The first five entities can be assigned to selected objects. These entities can also be 
defined during the assignment operation from the Assign menu. 

The last three entities apply to the modelas a whole and are not assigned to objects. 

Analyzing 

After you ha ve created a complete structural model using the operations abo ve, you 
can analyze the model to determine the resulting displacements, stresses, and 
reactions. 

Before analyzing, you may set analysis options from the Analyze menu. These 
options include: 

• Available degrees of freedom for the analysis 

• Modal analysis parameters 

• P-Delta analysis parameters 

• Analysis results to be written to the output file 

• Thc amount of RAM to be u sed 

To run the analysis, selcct Run from the Analyze menu, or click the Run button on 
the Main Toolbar. 

The program saves the model in a SAP2000 database file, then checks and analyzes 
the model. During the checking and analysis phases, messages from the analysis 
engine appear in a monitor window. When the analysis is complete, you may review 
the analysis messages using the scroll bar on the monitor window. Click on the OK 
button to close the monitor windo.w after you have finished reviewing these 
messages. 

No other SAP2000 operations may be performed while the analysis is proceeding -,-
and the monitor window is present on the screen. You may, however, run other 
Windows programs during this time. If you are analyzing a very large model that 
may take a while to complete, use Run Minirnized instead of Run in the Analyze 
menu. 
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Displaying 

Displaying is used to. view the model and the results of the analysis. Graphical 
displays, tabular displays, and function plots are al! available. Most display types 
may be chosen from the Display menu. Severa! of these may also be accessed from 
the Floating Toolbar. 

Graphical Displays 

Y ou may selecta different type of graphical display for each Display Window. Each 
window may also ha ve its own view orientation and display options. 

Available displays ofthe model include the undeformed geometry, loads, andjoint 
patterns used for pressure and temperature loading. 

Analysis results that can be graphically displayed include static deformed shapes; 
vibration mode shapes; Frame-element force and moment diagrams; and Shell-ele­
ment force, moment and stress contour plots. Deformed shapes and mode shapcs 
can be animated. 

Details of the displayed results can be obtained by clicking on a joint or clcmcnt 
with thc right mousc button. 

Tabular Displays 

Detailed analysis results can be displayed in a special text window for a single joint 
or element ata time. After selecting Output Table Mode from the Display menu or 
the Floating Toolbar, results are displayed each time yo u click on a joint or element 
with the right mouse button. The displayed text window can be printed. 

Alternatively, tabular information can be printed or displayed for selectedjoints and 
elements by choosing Print Input Tables or Print Output Tables from the File menu. ·. 
If no joints or elements are selected, the tables produced are for the whole model. 
This can be done at any tii?e without activating Output Table Mode. 

Function Plots 

Function plots are graphs of one variable against another. These include response­
spectrum curves and time-history traces, both of which are generated from the 
results of a time-history analysis. Function plots are displayed in a special plot 
window and may be printed. 
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Y ou must make a prior selection of one or more joints of interest before displaying 
response-spectrum curves. You have the option of selecting one or more joints 
and/or elements of interest before displaying time-history traces. 

Designing 

Designing is used to check steel and/or concrete Frame elements with respect to 
different design code requirements. Design may be performed after the structure has 
been analyzed. 

' 
Steel Frame elements can have a mínimum weight section automatically picked 
from a set of sections that you have defined. The structure should then be analyzed 
again and the design rechecked. 

Concrete Frame elements can have the area of longitudinal and shear reinforcing 
steel automatically chosen according to the selected design code. Re-analysis is not 
required. 

Graphical displays of stress ratios and design parameters are available. Tabular 
design information can be obtained for single Frame elements by clicking on them 
with the right mouse button. Altematively, tabular design information can be 
printed or displayed for selected elements by choosing Print Design Tables from the 
File menu. 

Undo and Redo 

SAP2000 remembers all drawing, editing, and assignment operations that you 
perform. It is possible to Undo a series of actions previously performed. If you ha ve 
gone too far in the Undo process you may Redo those actions. Undo and Redo are 
accessed from the Edit menu or the Main Toolbar. 

Locking and Unlocking 
... 

After an analysis is performed, the model is automatically locked to prevent any 
changes that would invalidate the analysis results and subsequent design results that 
may be obtained. Y ou may also lock the model yourself at any time to prevent 
further changes to your model, or unlock the model to pemnit changes. Lock and 
Unlock are acccsscd from thc Main Toolbar. 

Whcn you unlock the model after an analysis, you will be wamed that the analysis 
results will be dcleted. If you do not want this to happen, save the model under a 
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different narne befare unlocking it. Any subsequent changes will then be rnade to 
the new rnodel. 

Refreshing the Display Window 

After perforrning certain operations, the Display Window rnay need to be re-drawn. 
This is not done autornatically in order to save you time. Click on the Refresh 
Window button on the Main Toolbar whenever you would like the active display 
window to be re-drawn and updated. 
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Quick Tutorial 

Overview 
This tutoría! is aimed at giving the first-time user hands-on experience while 
describing a few of the basic features and capabilities of SAP2000. It is assumed 
that you have read the previous chapter, "The Graphical U ser Interface." It is 
recommended that you use the comprehensive on-line Help included in the pro­
gram. Y ou may also wish to refer to the SAP2000 Basic Analysis Reference in the 
second part of this volume for more information about the structural model. 

The screens shown in this tutorial may appear slightly different from thosc on your 
computer screen. This may be dueto different screen resolution and/or font settings 
on your computer. 

As you become familiar with the program, you will realize that the order of sorne 
of the steps described here is immaterial. In other words, after sorne practice, you 
may choose to perform the operations in a different order to set up and run the same 
model. 

We will use the SAP2000 commands either from the Toolbars or from the menus. 
This is done intentionally to familiarize you with both methods. The Toolbars 
pro vide quick access to commonly used features. Most of the features available on 
the Toolbars can also be accessed from the Menu Bar. 
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Description of the Model 
The model chosen for this tutoría! is developed, analyzed, design-checked, and then 
modified. A simple two-dimensional fi ve-bay truss of the "W arren" type is selected 
from the program template, subjected to both dead and live point loads, and then 
analyzed for the two load cases. A design stress check is performed, in accordance 
with AISC/ASD89, to examine the interaction stress ratios. The geometry and 
loading of the model are then modified, and the process is repeated. 

The initial model is shown in Figure l. Kip-inch units are used. Structural steel (36 
ksi yield strength) Double Angles are used throughout the model. 

Starting the Tutorial 
The following tapies describe the step-by-step procedure for creating and analyzing 
the truss model. It is recommended that you actually perform thesc steps using the 
program whilc you are rcading this chapter. 

The geometry is obtained from an available template. The templates represent a 
number of common structural configurations. Remember that once the structural 
geometry has been setup, the arder of steps is left to your discretion. Shortcuts will 
come with experience. . 

Start the program by running SAP2000 from the Start Menu or from Program 
Manager, depending on your version ?fWindows. We will now proceed to develop 
the model. 
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2L5x5x3/4-3/8 

~ Bottom Chord 
_...,.H._.:;~ 2L4x4x1/2-3/8 

Section A-A 
(Typ.) 

Figure 1 

Notes: 
.. 

- Kip-inch units are used. 

• Self weight of truss is included in 
load condition COND1. 

- Minimum yield stress for steel, 
Fy = 36 ksi 

Geometry and Loading for the lnitial Model 
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Setting Up the Geometry 
l. From the File menu, choose New Model from Template .... This will display 

the Model Template dialog box. 

2. In this dialog box: 

• Click on the Sloped Truss template. This will display the Sloped Truss 
dialog box. 

• In this dialog box: 

Change Number ofBays to 5 

- Check the Restraints box 

Check the Gridlines box 

- Accept the default truss height and bay length 

Click the OK button. 

The screen will refresh and display 3-D and 2-D views of the model in vertically­
tiled adjoining windows. The right hand window shows the X-Z plane view of the 
model at Y=O. The left window shows a 3-D perspective view. 
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This completes the model geometry and includes the support restraints. 

Note: Default restraints were added to the model when the Restraints box was 
checked in the Sloped Truss dialog box. 

Defining Structural Sections 
We will use two Double Angle sections for the entire truss. We will use the 
stmctural sections data file provided with SAP2000. The file is called SEC­
TIONS.PRO and resides in the same directory as the SAP2000 files. 

l. From the Define menu, choose Frame Sections ..•. This will display the Frame 
Sections dialog box. 

2. In this dialog box: 

• Click on the Import drop-down box. 

• Click on Import Double Angle. This will display the Section Property File 
dialog box. 

• In this dialog box: 

- Locate the SECTIONS.PRO data file 

- Open the SECTIONS.PRO data file by clicking on the Open button or 
double clicking on the file name. 
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- This will display a drop down list box showing al! the double angle 
sections available in the data file. This box also displays the full path 
to the data file. 

Note: In a SAP2000 session you have only to /acate and open the SEC­
TIONS.PRO data file once. However, you have the option to select another 
file at any time by choosing Preferences in the Options menu. 

3. In the Double Angle list box: 

• Use Scroll buttons to locate one of the structural sections used in this 
model, namely 2L5x5x3/4-3/8. 

• Double click on 2L5x5x3/4-3/8. This will display the Double Angle Sec­
tion dialog box which shows a schematic view of the selected section, 
section dimensions, and STEEL as the default material type. 

¡ 

• Click on the OK button. This will close the Double Angle Section dialog 
box. Notice that in the Frame Sections dialog box the !abe! of the selected 
scction is addcd to thc default scction na me (FSEC 1) in thc Framc Sections 
area. 

4. Repeat substeps 2 and 3 above to select another double angle, 2L4x4xl/2-3/8. 

5. Click on the OK button. 
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Assigning Member Sections 
In this step we will assign the two sections previously defined to the various 
members of the truss. The double angle section 2L5x5x3/4-3/8 is assigned to the 
top chord and the diagonal members, whereas, the 2L4x4x 112-3/8 is assigncd to thc 
bottom chord members only. 

l. We will select the top chord members of the truss in the elevation view by 
"windowing." Todo this: 

• Click on the Pointer Too! button on the Floating Toolbar. 

• M ove the pointer above and to the left of the members you want to select 

• Click and hold the left mouse button 

• While holding, m ove the pointer below and to the right of the members yo u 
want to select. A "rubber-band" window will show the region selected. 

• Rcleasc thc left mousc button to sclcct all mcmbcrs in this window. 

2. We will select the diagonal mcmbers by intersection. Todo this: 

• Click the Set Intersecting Line Select Mode button on the Floating 
Too! bar 

• M ove the pointer to the lcft of the members you want to select 

• Click and hold the left mouse button 

• While holding, move the pointer to thc right of the members you want to 
select. A "rubber-band" will show the intersecting line. 

• Release the left mouse button to select all members that intersect this line. 

The selection of all the top chord and the diagonal members of the truss is now 
complete. The selected Frame elements appcar as dashed !ine~ ..... 

~. 

3. From Assign menu, choose Frame, then Sections .•. from the submenu. This 
will display the Frame Sections dialog box. 

4. In this dialog box: 

• Click on 2L5x5x3/4-3/8 in the N ame area. 

• Click on thc OK button. 

The display window in which the selection process was done is refreshed and the 
section !abe! is displaycd on all selected members. 
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5. Click on the Pointer Too! button on the Floating Toolbar 

6. Select the bottom chord members by "windowing" as in substep 1 above. 

7. Repeat substeps 3 and 4 to assign 2L4x4xl/2-3/8 to these members. 

The screen will now show aii the member section assignments. 

EISAP2000 • (Untillod) !!miEl 

Note: You can always change the display attributes, e.g. increase thefont size, etc. 
from the Preferences ... in the Options menu. 

You may tum off the display of the section labels by clicking on the Set Elements 
button on the Main Toolbar and unchecking the Sections box in the Frames area of 
the Element Display Options dialog box. 

Defining Load Cases: 
Two load cases are considered in the analysis. The first load case is for the dead 
load which also includes the self-weight of the structure. The program' s default 
name, LOAD!, is accepted for this load case. The second load case is for the live 
load which we shaii name as LOAD2. 

l. From the Define menu, choose Static Load Cases .... This will display the Load 
N ames dialog box. 
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This will display the default load, LOADl, with type set to Dead, and the self­
weight multiplier set to unity. We don't have to change anything for this first load 
case. Now we define the second load case: 

2. In the dialog box: 

• Change LOADl to LOAD2. 

• Select Live from the Type drop-down list box. 

• Change the self-weight multiplier to zero. 

• Click on the Add new Load button. The two load case names and types are 
now displayed in the Loads list box. 

• Click on the OK button. 

Assigning Joint Loads 
Dead and live loads are applied as joint loads to the bottom chord of the truss. The 
magnitudes of dead and live joint loads are taken to be -:-10 kips and -40 kips, 
respectively. 

l. Select the joints on the bottom chord by "windowing" as we did whcn assigning 
member sections. 

2. From the Assign menu, choose Joint Static Loads, then Forces ... from the 
submenu. This will display the Joint Forces dialog box. 

3. In this dialog box: 

• Accept the default load case name as LOAD l. 

• Enter -10 in the Force Global Z box in the Loads area. 

• Click on the OK button. 
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W e will now proceed to en ter the li ve load. 

4. Click the Restore Previous Selection button on the Floating Toolbar. This will 
re-select the bottom chord joints again. 

5. From the Assign menu, choose Joint Static Loads, then Forces ... from the 
submenu. This will again display the Joint Forces dialog box. 

6. In this dialog box: 

• Change the load case name to LOAD2. 

• Enter -40 in the Force Global Z box in the Loads area. 

• Click the OK button. 

Al! the loads are now applied to the model, and the model is complete. 
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Analyzing the Model 
We will now analyze the modcl. 

l. From the Analyze mcnu, select Run. This will display the Save Model File As 
dialog box. 

2. In this dialog box: 

• Save the model under a filename. In our case we will cal! it 
TRUSS2D.SDB. 

Note: Even ifyou do not type in the extension .SDB, the program automat­
ically appends this extension to the filename. 

• Click on the OK button. 

A top window is opcncd in which various phases of analysis are progressively 
reported. When the analysis is complete the screen will display thc following: 
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3. Use the scroll bar on the top window to review the analysis messages and to 
check for any error or warning messages (there should be none) 

4. Click on the OK button in the top window to clase it. 

Displaying the Deformed Shape 
After the analysis is complete, SAP2000 automatically displays the deformed shape 
of thc modcl for the dcfault load case, LOAD!, in the active display window . 

... • •.f· 
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We will now display the deforrned shape for the load case LOAD2 in the left 
window. 

L Click anywhere in the left window to activate this window. - . . .. 

2. Click on the 2D X-Z View button on the Main Toolbar to obtain an elevation 
view of the modeL 

3. Click the Display Static Deformed Shape button on the Floating Toolbar. This 
will display the Deforrned Shape dialog box. 

4. In this dialog box: 

• Select LOAD2 Load Case from the drop down list in the Load area. 

• Click on the OK button. 
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Note: Results can be also be displayed in a tabulated form by choosing Print 
Output Tables •.• from the File menu. 

Y ou will observe that the two deformed shapes look similar, even though the loads 
are different. This is because SAP2000 automatically scales the deflections for 
display purposes. You can change the scale factors in the dialog box you just used. 

Y ou can animate the deformed shape by using the Start Animation button at the 
bottom of the screen. Animation speed is controlled by a horizontal scroll bar that 
will appear next to this button. 

We will now select a joint and examine its displacement values. 

5. Rjght click on a joint. This will open a floating window in which the val u es of 
translations and rotations of the selected joint are displayed. Al so, the selected 
joint will flash on thc screen. 
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Displaying Member Forces 
Asan example, we will plot the axial force diagram for load case LOAD l. 

l. Re-position the floating Toolbar to ex pose the whole truss. 

2. Click on the Display Member Force Diagram button on the Floating Toolbar. 
This will display the Member Force Diagram dialog box. 

3. In this dialog box: 

• Select Axial Force in the Component area. 

• Click the OK button. 

The axial force diagram for the entire truss is displayed. We can now review this 
force comp::Jnent on a member-by-mcmber basis. ._, 

4. Right click on any desired member. This will open a floating window showing 
the variation of the axial force over the member length. Move the cursor within 
the floating window to see the numeric values of axial force and the correspond­
ing distances. Click outside this window to close it. 
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Note: Other element force or stress components can be selected for display in a 
similar manner. 

Note: Results can also be displayed in a tabulatedform by choosing Print Output 
Tables .•. from the File menu. 

Design Stress Check 
We will now examine member stress ratios using the requirements of AISC/ASD89. 

l. From the Design menu, choose Start Design/Check of Structure. Color­
ceded stress ratios are then displayed for each member. 

2. Right click on any desired member. This will open a floating window showing 
the detailed results of the design check at various stations along the element 
length. Click on OK to close the window. 

The stress ratios, by default, refer to the design combination DCMB 1 in which the 
unfactored dead and Ji ve loads are added together. SAP2000 allows you to interac­
tively change the design code, member properties, etc. and re-run the design check. 
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Modifying the Structure 
Suppose we needed to modify the truss to support an additional vertical load of 100 
kips at the center of the bottom chord. We can do this by adding a vertical member 
at the center and dividing the central horizontal member in two. 

Currently, the model is locked to prevent any changes that would invalidate the 
analysis and design results we ha ve just obtained. We must first unlock the model, 
make the desired changes, re-analyze, and finally re-check the design. 

l. Click on the Lock!Unlock Model button on the Main Toolbar to unlock the 
model. 

2. You will be wamed that unlocking thc model will delcte all analysis rcsults. 
Click on OK to acknowledge this. 

For illustration purposes, we will use two different methods to draw the new Frame 
elements. Either method could be used for all of the added elemcnts in this example. 

2. Click on the Quick Draw Frame Elcment button on the Floating Toolbar, or 
select it from the Draw menu. An element will be drawn each time you click 
on a grid line. 

3. Click the vertical gridline at the center ofthe model between the top and bottom 
chords to gct thc vertical member. 
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It may now appear that the truss is complete. However, the new vertical member is 
not actually connected to the horizontal member on the bottom chord. This can 
easily be seen in a shrunken-element view. 

4. Click on the Element Shrink Toggle on the Main Toolbar. 

' 
5. In order to see more clearly: 

• Select Show Grid from the View menu to tum off the grid 

• Select Show Axes from the View menu to tum off the global axes 

• Click on the Refresh Window button on the Main Toolbar 

• Click on the Rubber Band Zoom button on the Main Toolbar 

• In the active Display Window, click and drag a window to endose the 
middle part of the structure. The contents of this window will be magnified 
to fill the Display Window. 

• • • 

o 0/\1\lf\1\1\. o 

r o -,.,.,;>, o 

\/\1 
• • 

We can now see that the middle member of the bottom chord must be broken in two. 
One way to do this is to use the Divide Frames option in the Edit menu. We will 
instead delete the old elcment and draw two new elements. 

6. To delete the old element: 

• Click on the Pointer Too! on the Floating Toolbar to begin selection. 

• Click on the element to be deleted 

• Press the Delete key or select Delete from the Edit menu 
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7. To draw the two new elements: 

• Click ~he Draw Frame Element button on the Floating Toolbar, or select 
it from the Draw menu. 

Note: You can now draw in either or both windows. 

• Click on the leftmost of the three middle joints. The start of first element 
will snap to the exact joint location. 

• As you move the mouse, a "rubber band" will show where the first element 
will be drawn. Click on the middle joint to draw it. 

• As you move the mouse, you can see that the next element will start where 
the last element ended. 

• Double click on the rightmost of the three middle joints to end the second 
element. Double-clicking ends "rubber-banding" until the next single click. 

8. Click on the Pointer Too! to end draw mode. 

EaSAP2000-CUntitJed)-OrawMode· . ~·:. '. · 1 •• •• • ' -. l!lliJE'J 

--. • • 

•.. ;·\.1\lf\IV\ 
,?;:. ' ' \1\1 

·--·--· 

The remaining steps are a repetition of what we did for the original model 

• Select thc new Framc clemcnts and assign Frame Sections as dcsired. 

• Select the new joint at thc bottom and assign a joint load of -100 kips in load 
caseLOAD2. 

• Analyze the structure 

• Display the member forces 
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• Check the design 

At this point you may want to consider changing the section properties for those 
Frame elements that are under-designed. This would require unlocking the model 
again, selecting Frame elements, assigning Frame Sections, then performing an­
other analysis and design check. 

Concluding Remarks 
This marks the end of the quick tour of SAP2000. The intent has been to highlight 
and demonstrate a few of the basic features. Feel free to experiment and explore 
other options. Additional iriformation is available within the Help menu. 
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Chapter 1 

lntroduction 

SAP2000 is the latest and most powerful version of the well-known SAP series of 
structural analysis programs. 

About This Manual 
This manual describes the basic and most commonly used modeling and analysis 
features offered by the SAP2000 structural analysis program. It is imperative that 
you read this manual and understand the assumptions and procedures used by the 
program bcfore attempting to crcatc a modcl or perforrn an analysis. 

Thc complete set of modeling and analysis features is described in the SAP2000 
Analysis Reference. 

Topics 
Each chaptcr of this manual is dividcd into topics and subtopics. All chaptcrs 
( except this one) begin with a list of topics covered. Following the list of topics is 
an Overview which pro vides a summary of the chapter. 

About This Manual 1 
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Typographic Conventions 
Throughout this manual the following typographic conventions are uséd. 

Bold for Definitions 

Bold roman type ( e.g., example) is used whenever a new term or concept is defined. 
For example: 

The global coordinate system is a threc-dimensional, right-handed, rectangu­
lar coordinate system. 

This sentence begins the definition of the global coordinate system. 

Bold for Variable Data 

Bold roman type (e.g., example) is used to represent variable data items for which 
you must specify values when defining a structural model and its analysis. For 
example: 

The Frame element coordinate angle, ang, is used to define element orienta­
tions that are different from the default orientation. 

Thus you will need to supply a numeric value for the variable ang if it is different 
from its default val u e of zero. · 

ltalics for Mathematical Variables 

Normal italic type (e.g., example) is used for scalar mathematical variables, and 
bold italic type (e.g., example) is used for vectors and matrices. If a variable data 
item is used in an equation, bold roman type is used as discussed above. For 
examplc: 

O s; da < db s; L 

Here da and db are variables that you specify, and Lis a length calculated by the 
program. 

ltalics for Emphasis 

Normal italic type (e.g., example) is used to emphasize an important point, or for 
the title of a book, manual, or joumal. 

2 Typographic Conventions 
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All Capitals for Literal Data 

All capital type (e.g., EXAMPLE) is used to represent data that you type at the 
keyboard exactly as it is shown, except that you may actual! y type lower-case ifyou 
prefer. For example: 

SAP2000 

ind.icates that you type "SAP2000" or "sap2000" at the keyboard. 

Capitalized Names 

Capitalized names (e.g., Example) are used for certain parts of the model and its 
analysis which have special meaning to SAP2000. Sorne cxamples: 

Frame element 

Diaphragm Constraint 

Frame Section 

Load Case 

Common entities, such as "joint" or "element" are not capitalized. 

Bibliographic References 
References are ind.icated throughout this manual by giving the name ofthe author(s) 
and the date of publication, using parentheses. For example: 

See Wilson and Tetsuji (1983). 

It has been demonstrated (Wilson, Yuan, and Dickens, 1982) that ... 

Al! bibliographic references are listed in alphabetical order in Chapter "Bibliog­
raphy" (page 79). 

Bibliographic References 3 



Chapter 11 

Coordinate Systems 

Each structure rnay use rnany different coordinare systerns to describe the location 
of points and the directions of loads, displacernent, interna! forces, and stresses. 
Understanding these different coordinare systerns is crucial to being able to properly 
define the rnodel and interpret the results. 

Topics 

• Overview 

• Global Coordinare Systern 

• Upward and Horizontal Directions 

• Local Coordinare Systerns 

Overview 
Coordinare systerns are used to locate different parts of the structural rnodel and to 
define the directions of loads, displacernents, interna! forces, and stresses. 

All coordinare systcrns in thc modcl are dcfincd with rcspcct to a single, global 
X-Y -Z coordinare systern. Each part of the rnodel (joint, elernent, or constrainr) has 
irs own local 1-2-3 coordinare sysrern. In addition, you rnay create alternare 

Overview 5 
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coordinate coordinate systems that are used to define locations and directions. All 
coordinate systems are three-dimensional, right-handed, rectangular (Cartesian: 
systems. 

SAP2000 always assumes that Z is the vertical axis, with +Z being upward. The 
upward direction is used to help define local coordinate systems, although local. 
coordinate systems themselves do not have an upward direction. 

For more information and additional features, see Chapter "Coordinate Systems" in 
the SAP2000 Analysis Reference and the Help Menu in the SAP2000 graphical user 
interface. 

Global Coordinate System 
The global coordinate system is a three-dimensional, right-handed, rectangular 
coordinate system. The three axes, denoted X, Y, and Z, are mutual! y perpendicular 
and satisfy the right-hand rule. The location and orientation ofthe global system are· 
arbitrary. 

Locations in the global coordinate system can be specified using the variables x, y, 
and z. A vector in the global coordina te system can be specified by gi ving thr 
locations of two points, a pair of angles, or by specifying a coordinate direction. 
Coordinate directions are indicated using the val u es ±X, ±Y, and ±Z. For example, 
+X defines a vector parallel to and directed along the positive X axis. The sign is 
required. 

Al! other coordinate systems in the model are defined wi th respect to the global 
coordinate system. 

Upward and Horizontal Directions ·. 
SAP2000 always assumes that Z is the vertical axis, with +Z being upward. Local 
coordinate systems for joints, elements, and ground-acceleration loading are de­
fined with respect to this upward direction. Self-weight loading always acts down­
ward, in the -Z direction. 

The X-Y plane is horizontal. The primary horizontal direction is +X. Angles in the 
horizontal plane are measured from the positive half of the X axis, with positive 
angles appearing counter-clockwise when you are looking down at the X-Y plane. 

6 Global Coordinate System 
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Local Coordinate Systems 
Each part (joint, elerrient, or constraint) of the structural model has its own local 
coordinate system used to define the properties, loads, and response for that part. 
The axes of the local coordinare systems are denoted 1, 2, and 3. In general, thc local 
coordinate systcms may vary from joint to joint, e1ement to element, and constraint 
to constraint. 

There is no preferred upward direction for a local coordinate system. However, thc 
joint and element local coordinate systems are defined with respect to thc global 
upward direction, +Z. 

The joint local 1-2-3 coordinate system is normally the same as the global X-Y-Z 
coordinate system. 

For the Frame and Shell elements, one of the element local axes is determined by 
the geometry of the individual element. You may define thc orientation of the 
remaining two axes by specifying a single angle of rotation. 

The local coordinate system for a Diaphragm Constraint is normally determined 
automatically from the geometry or mass distribution of the constraint. Optionally, 
you may specify one global axis that determines the plane of a Diaphragm Con­
straint; the remaining two axes are dctermined automatically. 

For more information: 

• See Topic "Local Coordinate System" (page 11) in Chapter "The Frame 
Element." 

• See Topic "Local Coordinate System" (page 36) in Chapter "The Shell Ele­
ment." 

• See Topic "Local C0ordinate System" (page 47) in Chapter "Joints and Degrees 
of Freedom." 

• See Topic "Diaphragm Constraint" (page 60) in Chapter "Joint Constraints." 

Local Coordinate Systems 7 
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The Frame Element 

The Frame element is used to model beam-column and truss behavior in planar and 
three-dimensional structures. 

Topics 

• Overview 

• J oint Connecti vity 

• Degrees of Freedom 

• Local Coordinate System 

• Section Properties 

• End Offsets 

• End Releases 

• Mass 

• Self-Weight Load 

• Concentrated S pan Load 

• Distributed S pan Load 

• Interna! Force Output 

9 
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Overview 
The Frame element uses a general, three-dimensional, beam-column formulation 
which includes the effects ofbiaxial bending, torsion, axial deformation, and biaxial 
shear dcformations. See Bathe and Wilson (1976). 

Structures that can be modeled with this element include: 

• Three-dimensional frames 

• Three-dimensional trusses 

• Planar frames 

• Planar grillages 

• Planar trusses 

A Frame element is modeled as a straight line connecting two joints. Each element 
has its own local coordinate system for defining section properties and loads, and 
for interpreting output. 

Each Frame element may be loaded by self-weight, multiple concentrated loads, 
and multiple distributed loads. 

End offsets are available to account for the finite size of beam and column 
intersections. End releases are also available to model different fixity conditions at 
the ends of the element. 

Element interna! forces are produced at the ends of each element and ata user-speci­
fied number of equally-spaced output stations along the length of the element. 

For more information and additional features, see Chapter "The Frame Element" in 
the SAP2000 Analysis Reference. 

Joint Connectivity 
A Frame element is represented by a straight line connecting two joints, i andj. The 
two joints do not share the same location in space. The two ends of the element are 
denoted end I and end J, respectively. 

10 Overview 
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Degrees of Freedom 
The Frame element normally activates all six degrees of freedom at both of its 
connected joints. 

However, the three rotational degrees of freedom will not be activated ata joint if 
the element does not provide any moment stiffness or moment load to that joint. 
This can occur under either of the following conditions: 

• The end offset at that end is zero, and the geometric Section properties j, i33, 
and i22 are al! zero (a is non-zero; as2 and as3 are arbitrary), or 

• The end offset at that end is zero; both bending rotations, R2 and R3, are 
released at that end; and the torsional rotation, R1, is released at either end 

When these conditions apply to both ends, the element behaves as a truss member. 

For more inforrnation: 

• See Topic "Degrees of Freedom" (page 48) in Chapter "Joints and Dcgrces of 
Freedom." 

• See Topic "Section Properties" (page 14) in this chapter. 

• See Topic "End Offsets" (page 19) in this chapter. 

• See Topic "End Releases" (page 21) in this chapter. 

Local Coordinate System 
Each Frarne element has its own element local coordinate system used to define 
section properties, loads and output. The axes of this local system are denoted 1, 2 
and 3. The first axis is directed along the length of t!1e c!ement; the remaining two 
axes lie in the plane perpendicular to the element with an orientation that you 
specify. 

It is important that you clearly understand the definition of the element local 1-2-3 
coordinate system and its relationship to the global X-Y-Z coordinate system. Both 
systems are right-handcd coordinate systems. It is up to you to define local systcms 
which simplify data input and interpretation of results. 

In most structures the definition of the element local coordinate system is extreme] y 
simple using the default orientation and the Frame element coordinate angle. 
Additional methods are available. 

Degrees of Freedom 11 
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For more information: 

• See Chapter "Coordinate Systems" (page 5) for a description of the concepts 
and terminology used in this topic. 

• See Topic "Advanced Local Coordinate System" m Chapter "The Frame 
Element" in the SAP2000 Analysis Reference. 

Longitudinal Axis 1 

Local axis 1 is always the longitudinal axis of the element, the positive direction 
being directed from end I to end J. 

Default Orientation 

The default orientation of the local 2 and 3 axes is determined by the relationship 
between the local 1 axis and thc global Z axis: 

• The local 1-2 planc is taken to be vertical, i.c., parallcl to thc Z axis 

• The local 2 axis is taken to ha ve an upward ( +Z) sense unless the elernent is 
vertical, in which case the local 2 axis is taken to be horizontal along the global 
+X direction 

• The local 3 axis is always horizontal, i.e., it Ji es in the X-Y plane 

An elerncnt is considered to be vertical if the sine of the angle between the local 1 
axis and the Z axis is less than 10-3. 

The local 2 axis rnakes the same angle with the vertical axis as the local1 axis rnakes 
with the horizontal plane. This rneans that the local 2 axis points vertically upward 
for horizontal elernents. 

Coordinate Anglé 

The Frame elernent coordinate angle, ang, is used to define elernent orientations 
that are different frorn the default orientation. It is the angle through which the local 
2 and 3 axes are rotated about the positive local 1 axis frorn the default orientation. 
The rotation for a positi ve val u e of ang appears counter-clockwise when the local 
+ 1 axis is pointing toward yo u. 

For vertical elernents, ang is the angle between the local 2 axis and the horizontal 
+X axis. Otherwise, ang is the angle between the local 2 axis and the vertical plane 
containing the local 1 axis. See Figure 1 (page 13) for examples. 

12 Local Coordinate System 



X y 

Local 1 Axis is Parallel to +Y Axis 
Local 2 Axis is Rotated 90' from Z-1 Plane 

z 

X y 

Local 1 Axis is Parallel to +Z Axis 
Local 2 Axis is Rotated 90° from X-1 Plane 
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X 

Local 1 Axis is Not Parallel to X, Y, or Z Axes 
Local 2 Ax1s is Rotated 30° from Z-1 Plane 

z 

X 

Local 1 Axis is Parallel to -z Axis 
Local 2 Axis is Rotated 30° from X-1 Plana 

Figure 1 

y 

y 

The Frame Element Coordinare Angle with Respect to the Default Orientation 
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Section Properties 
A Frame Section is a set of material and geometric properties that describe the 
cross-section of one or more Frame elements. Sections are defined independently 
of the Frame elements, and are assigned to the elements. 

Local Coordinate System 

Section properties are defined with respect to the local coordinate system of a Frame 
element as follows: 

• The 1 direction is along the axis of the element. It is normal to the Section and 
goes through the intersection of the two neutral axes of the Section. 

• The 2 and 3 directions are parallel to the neutral axes of the Section. Usually 
the 2 direction is taken along the major dimension ( depth) of the Section, and 
the 3 direction along its minar dimension (width), but this is not required. 

See Tapie "Local Coordinate Systcm" (page 11) in this chapter for more informa­
tion. 

Material Properties 

The material properties for the Section are specified by reference to a previously­
defined Material. The material properties used by the Section are: 

• The modulus of elasticity, el, for axial stiffness and bending stiffness; 

• The shear modulus, gl2, for torsional stiffness and transverse shear stiffness; 
this is computed frorn el and the Poisson's ratio, ul2 

• The mass density (per unit of volume), m, for computing element mass; 

• The weight density (per unit of volume), w, for computing Self-Weight Load. 

• The dcsign-type indicator, ides, that indicates whether e1ements using this 
Section should be designed as steel, concrete, or neither (no design). e 

Geometric Properties and Section Stiffnesses 

Six basic geometric properties are used, together with the material properties, to 
generate the stiffnesses of the Section. These are: 

• The cross-sectional area, a. The axial stiffness of the Section is given by a· el; 

14 Section Properties 
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• The moment of inertia, i33, about the 3 axis for bending in the 1-2 plane, and 
the moment of inertia, i22, about the 2 axis for bending in the 1-3 plane. The 
corresponding bending stiffnesses of the Section are given by i33·el and 

i22·el; 

• The· torsional constant, j. The torsional stiffness of the Section is given by 

Jgl2. Note that the torsional constant is not the same as the polar moment of 
inertia, exceptfor circular shapes. See Roark and Young (1975) or Cook and 
Young (1985) for more inforrnation. 

• The shear arcas, as2 and as3, for transverse shear in the 1-2 and 1-3 planes, 
respectively. The corresponding transverse shear stiffnesses of the Section are 
given by as2·g12 and as3·g12. Forrnulae for calculating the shear arcas of 
typical sections are gi ven in Figure 2 (page 16). 

Setting a, j, i33, or i22 to zero causes the corresponding section stiffness to be zero. 
For example, a truss member can be modeled by setting j = i33 = i22 = O, and a 
planar frame member in the 1-2 plane can be modeled by setting j = i22 = O. 

Setting as2 or as3 to zero causes the corresponding transverse shear deformarían to 
be zero. In effect, a zero shear area is interpreted as being infinite. The transverse 
shear stiffness is ignored if the corresponding bending stiffness is zero. 

Shape Type 

For each Section, the six geometric properties (a, j, i33, i22, as2 and as3) may be 
specified directly, computed from specified Section dimensions, or read from a 
specified property database file. This is deterrnined by the shape type, sh, specified 
by the user: 

• If sh=G (general section), the six geometric properties must be explicitly 
specified 

• If sh=R, P, B, I, C, T or L, the six geometric properties are automatically 
calculated from specified Section dimensions as described in "Automatic Sec­
tion Property Calculation" below. 

• If sh is any other value (e.g., W27X94 or 2L4X3X1/4), the six geometric 
properties are obtained from a spccified property database file. Sec "Scction 
Property Database Files" below. 

Section Properties 15 
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Section 

-0! 

r-d->J 
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Description 

Rectangular Section 

Shear Forces parallel to the b or d 
directions 

Wide Flange Section 

Shear Forces parallel to flange 

Wide Flange Section 

Shear Forces parallel to web 

ThinWalled 

CircularTubeSection 
Shear Forces from any direction 

Sol id Circular Section 

Shear Forces from any direction 

ThinWalled 
RectangularTube Section 
Shear Forces parallel to 
d-direction 

General Section 
Shear Forces parallel to 
Y-direction 
1 x= moment of inertia of 

section aboutX-X 

!Yt 
QM =Y nb(n)dn 

Figure 2 
Shear Area Formulae 

Effective 
ShearArea 
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X 
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Automatic Section Property Calculation 

The six geometric.Section properties can be automatically calculated from specified 
dimensions for the simple shapes shown' in Figure 3 (page 18). The required 
dimensions for each shape are shown in the figure. 

Note that the dimension t3 is the depth of the Section in the 2 direction and 
contributes primarily to i33. 

Automatic Section property calculation is available for the following shape types: 

• sh=R: Rectangular Section 

• sh=P: Pipe Section, or Solid Circular Section if tw=O ( or not specified) 

• sh=B: Box Section 

• sh=I: I-Section 

• sh=C: Channel Section 

• sh=T: T-Section 

• sh=L: Angle Section 

Section Property Database Files 

Geometric Section properties may be obtained from one or more Section property 
database files. Three database files are supplied with SAP2000: 

• AISC.PRO: American Institute of Steel Construction shapes 

• CISC.PRO: Canadian Institute of Steel Construction shapes 

• SECTIONS.PRO: This is justa copy of AISC.PRO. 

Additional property database files may be created using the program PROPER, 
which is available u pon request from Computers and Structures, Inc. 

The geometric properties are storcd in the length units specified when the database 
file was created. These are automatically converted to the units being used by 
SAP2000. 

Each shapc type stored in a databasc file may be referenced by one or two different 
labels. For example, the W 36x300 shape type in file AISC.PRO may be refer~nced 
either by !abe! "W36X300'' or by !abe! "W920X446". Shape types stored in 
CISC.PRO may only be referenced by asingle !abe!. 

Section Properties 17 
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Figure 3 
Automatic Section Property Calculation 
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The shape type labels available for a given database file are stored in an associated 
label file with extension ".LBL". For exarnples, the labels for database file 
AISC.PRO are stored in file AISC.LBL. The label file is a text file that may be 
printed or viewed with a text editor. Each line in the label file shows the one or two 
labels corresponding to a single shape type stored in the database file. 

You may seleet one database file to be used when defining a given Frame Section. 
The database file in use can be changed at any time when defining Scctions. If no 
database filenarne is specified, the default file SECTIONS.PRO is uscd. You may 
copy any property database file to SECTIONS.PRO. 

Al! Section property database files, including file SECTIONS.PRO, must be lo­
cated either in the directory that contains the data file, or in the directory that 
contains the SAP2000 program files. If a specified database file is present in both 
directories, the program will use the file in the data-file directory. 

End Offsets 
Frame elements are modeled as line elements connectcd at points (joints). However, 
actual structural members have finite cross-sectional dimensions. Whcn two ele­
ments, such as a beam and column, are connected ata joint there is sorne overlap of 
the cross sections. In many structures the dimensions of the members are large and 
the length of the overlap can be a significant fraction of the total length of a 
connecting element. 

Y ou may specify two end offsets for each element using pararneters ioff and joff 
corresponding to ends I and J, respective] y. End offset ioff is the length of overlap 
for a given element with other connecting elements atjoint i. It is the distance from 
the joint to the face of the connection for the given element. A similar definition 
appiies to end offsetjoff atjointj. See Figure 4 (page 20). 

End offsets can be automatically calculated by the SAP2000 graphical user inter­
face for -selected elements based on the maximum Section dimensions of all other 
elements that connect to that element at a common joint. 

Clear Length 

The clear length, denoted Le, is defined to be the length betwecn the end offsets 
(support faces) as: 

Le = L - ( ioff + joff ) 
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where L is the total element length. See Figure 4 (page 20). 

If end offsets are specified such that the clear length is less than 1% of the total 
element length, .the program will issue a warning and reduce the end offsets 
proportionately so that the clear Jength is equal to 1% of the totallength. Normally 
the end offsets should be a much smaller proportion of thc total Jength. 

¡ .. 
Total Length L 

11 
Horizontal~ 

J Member "' 

Clear Length Le 
~¡ 1 

1ioff End Offsets 1 
joff1 

~ _.......-

~ Support Face ~ 

1 1 

A A 
V V 

Figure 4 
Frame Element End Offsets 

Effect u pon Interna! Force Output • 11 '• 

All interna! forces and moments are output at the faces of the'supports and at other 
equally-spaced points within the clear length of the element. No output is produced 
within the end offset, which includes the joint. 

See Topic "Interna! Force Output" (page 27) in this chapter for more information. 
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Effect upon End Releases 

End releases are always assumed to be at the support faces, i.e., at the ends of the 
clear length of the element. If a moment or shear release is spccificd in either 
bending plane at either end of the element, the end offset is assumed to be rigid for 
bending and shear in that plane at that end. 

See Topic "End Releases" (page 21) in this chapter for more information. 

End Releases 
Normal! y, the three translational and three rotational degrees offreedom at each end 
of the Frame element are continuous with those of the joint, and hence with those 
of al! other elements connected to that joint. However, it is possible to releasc 
( disconnect) one or more of the element degrees of freedom from thc joint when it 
is known that the corresponding element force or moment is zero. The releases are 
always specifled in the element local coordinate system, and do not affect any other 
element connected to the joint. 

In the example shown in Figure 5 (page 22), thc diagonal clcment has a momcnt 
conncction at End ·¡ and a pin connection at End J. The other two elements 
connecting to the joint at End J are continuous. Therefore, in order to model the pin 
condition the rotation R3 at End J of the diagonal element should be relcased. This 
as sures that the moment is zcro at the pin in the diagonal e!ement. 

Unstable End Releases 

Any combination of end releases may be specified for a Frame element provided 
that the element remains stable; this assures that al! load applied to the element is. 
transferred to the rest of the structure. The following sets of releases are unstable, 
either alone or in combination, and are not permitted: 

• Releasing U 1 at both ends 

• Releasing U2 at both ends 

• Releasing U3 at both ends 

• Releasing R 1 at both ends 

• Releasing R2 at both ends and U3 at either end 

• Releasing R3 at both ends and U2 at either end 
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Effect of End Offsets 

Mass 

End releases are always applied at the support faces, i.e., at the ends of the element 
clear length. The presence of a moment or shear release will cause the end offset to 
be rigid in the corresponding bending plan e at the corresponding end of the element. 

See Topic "End Offsets" (page 19) in this chapter for more information. 

In a dynamic analysis, the mass of the structure is used to compute inertial forces. 
The mass contributed by the Frame element is lumped at the joints i and j. No 
inertial effects are considered within the element itself. 

The total mass of the element is equal to the integral along the length of the mass 
density, m, multiplied by the cross-sectional area, a. 

The total mass is apportioned to the two joints in the same way a similarly-distrib­
uted transverse load would cause reactions at the ends of a simply-supported beam. 
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The effects of end releases are ignored when apportioning mass. The total mass is 
applied to each of the three translational degrees offreedom: UX, UY, and UZ. No 
mass moments .of inertia are computed for the rotational degrees of freedom. 

For more information: 

• See Topic "Section Properties" (page 14) in this chapter for the definitions of 
manda. 

• See Chapter "Static and Dynarnic Analysis" (page 63). 

Self-Weight Load 
Self-Weight Load can be applied in any Load Caseto acti vate the self-weight of al! 
elements in the model. For a Frame element, the self-weight is a force that is 
distributed along the length of the element. The magnitude of the self-weight is 
equal to the weight density, w, multiplied by the cross-sectional area, a. 

Self-weight always acts downward, in the global-Z direction. The self-weight may 
be scaled by a single factor that applies to the whole structure. 

For more information: 

• See Topic "Section Properties" (page 14) in this chapter for the definitions of 
w anda. 

• See Chapter "Static and Dynarnic Analysis" (page 63). 

Concentrated Span Load 
The Concentrated Span Load is used to apply concentrated forces and moments at 
arbitrary locations on Frame elements. The direction of loading may be specified in 
the global coordina te system or in the element local coordinate system. 

The location of the load may be specified in one of the following ways: 

• Specifying a relative distance, rd, measured from joint i. This must satisfy 
O :S: rd :S: l. The relati ve distan ce is the fraction of element length; 

• Specifying an absolute distance, d, measured from joint i. This must satisfy 
O :S: d :S: L, where L is the element length. 
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Figure 6 
Examples of the Definition of Concentrated Span Loads 

Any number of concentrated loads may be applied to each element. Loads given in 
global coordinates are transformed to the element local coordinate system. See 
Figure 6 (page 24). Multiple loads that are applied at the same location are added 
together. 

See Chapter "Static and Dynamic Analysis" (page 63) for more information. 

Distributed Span Load 
The Distributed Span Load is used to apply distributed forces and moments on 
Frame elements. The load intensity may be uniform or trapezoidal. The direction of 
loading may be specified in the global coordinate system or in the element local 
coordinate system. 

See Chapter "Static and Dynarnic Analysis" (page 63) for more information. 

24 Distributed Span Load 



Chapter 111 The Frame Element 

Loaded Length 

Loads may apply to fui! or partial element lengths. Multiple loads may be applied 
toa single element. The loaded lengths may overlap, in which case the applied loads 
are additi ve. 

A loaded length may be specified in one of the following ways: 

• Specifying two relative distances, rda and rdb, measured from joint i. They 
must satisfy O$ rda < rdb $ l. The relative distance is the fraction of elcment 
length; 
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• Specifying two absolute distances, da and db, measured from joint i. They must 
satisfy O ::; da < db ::; L, where L is the element length; 

• Specifying no distances, which indicates the fui! length of the element. 

Load lntensity 

The load intensity is a force or moment p\!r unit of length. For each force or moment 
· component to be applied, a single load value may be given if the load is uniformly 

distributed. Two load values are needed if the load intensity varies linear! y over its 
range of application (a trapezoidal load). 

See Figure 7 (page 25) and Figure 8 (page 26). 

Interna! Force Output 
The Frame element interna! forces are the forces and moments that result fro_m 
in te grating the stresses o ver an element cross section. These interna! forces are: 

• P, the axial force 

• V2, the shear force in the 1-2 plane 

• V3, the shear force in the 1-3 plane 

• T, the axial torque 

• M2, the bending moment in the 1-3 plane (about the 2 axis) 

• M3, the bending moment in the 1-2 plane (about the 3 axis) 

These interna! forces and moments are present at every cross section along the 
length of the element. 

The sign convention is illustrated in Figure 9 (page 28). Positive interna! forces and 
axial torque acting on a positive 1 face are oriented in the positive direction of the 
element local coordinate axes. Positive interna! forces and axial torque acting on a 
negative face are oriented in the negative direction of the element local coordinate 

· axes. A positive 1 face is one whose omward normal (pointing away from element) 
is in the positive local 1 direction. 

Positive bending moments cause compression at the positive 2 and 3 faces and 
tension at the negative 2 and 3 faces. The positive 2 and 3 faces are those faces in 
the positive local 2 and 3 directions, respectively, from the neutral axis. 

Interna! Force Output 27 



SAP2000 Basic Analysis Reference 

Positive Axial Force and Torque 

Positive Moment and Shear 
in the 1-2 Plane 

Positive Moment and Shear 
in the 1-3 Plane 

Axis3 
... 

~ Tension Face 

Axis2 

Figure 9 
Frame Element Interna/ Forces and Moments 

28 Interna! Force Output 

Axis 3 



Chapter 111 The Frame Element 

The intemal forces and moments are computcd at equally-spaced output points 
along the length of the element. The nseg parameter specifies the number of equal 
segments (or spaces) along the length ofthe element between the output points. For 
the default val u e of "2", output is produced at the two ends and at the midpoint of 
the element. See "Effcct of End Offsets" below. 

The Frame element intemal forces are computed for all Analysis Cases: Loads, 
Modes, and Specs. 

It is important to note that the Response Spectrum results are always positivc, and 
that the correspondence between different values has been lost. 

See Chapter "Static and Dynarnic Analysis" (page 63) for more information. 

Effect of End Offsets 

When end offsets are present, interna! forces and momcnts are output at the faces 
of the supports and at nseg- 1 equally-spaced points within the clear length of the 
element. N o output is produced within the length of the end offset, which includes 
the joint. Output will only be produced at joints i or j whcn the corresponding end 
offset is zero. 

See Tapie "End Offsets" (page 19) in this chapter for more information. 
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The Shell Element 

The Shell element is used to model shell, membrane, and plate behavior in planar 
and three-dimensional structures .. 

Topics 

• Overview 

• Joint Connectivity 

• Degrees of Freedom 

• Local Coordinate System 

• Section Properties 

• Mass 

• Self-Weight Load 

• Uniform Load 

• Intemal Force and Stress Output 
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Overview 
The Shell element is a three- or four-node formulation that combines separate 
membrane and plate-bending behavior. The four-joint element does not have to be 
planar. 

The membrane behavior uses an isoparametric formulation that includes transla­
tional in-plane stiffness components and a rotational stiffness component in the 
direction normal to the plane of the element. See Taylor and Simo (1985) and 
Ibrahimbegovic and Wilson (1991). 

The plate bending behavior includes two-way, out-of-plane, plate rotational stiff­
ness components and a translational stiffness component in the direction normal to 
the plane of the element. The plate bending behavior does not include any effects 
of shear deformation. See Batoz and Tahar (1982). 

Structures that can be modeled with this element include: 

• Three-dimensional shells, such as tanks and domes 

• Plate structures, such as floor slabs 

• Membrane structures, such as shear walls 

For each Shell element in the structure, you can choose to model pure membrane, 
pure plate, or full shell behavior. It is generally recommended that you use the full 
shell behavior unless the en tire structure is planar and is adequately restrained. 

Each Shell element has its own local coordinate system for defining Material 
properties and loads, and for interpreting output. Each element may be loaded by 
gravity or uniform load in any direction. 

An eight-point numcrical integration formulation is used for the Shell stiffness. 
Strcsses and interna! force~ and momcnts, in thc element local coordinate system, 
are evaluated at the 2-by-2 Gauss integration points an'd extrapolated to the joints 
of the element. An approxi mate error in the element stress es or interna! forces can 
be estimated from the difference in values calculated from different elements 
attached toa common joint. This will give an indication of the accuracy of a given 
finite-element approximation and can then be used as the basis for the selection of 
a new and more accurate finite element mesh. 

For more information and additional features, see Chapter "The Shell Element" in 
the SAP2000 Analysis Reference. 
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Joint Connectivity 
Each Shell element may ha ve either of the following shapes, as shown in Figure 1 O 
(page 34): 

• Quadrilateral, defined by the four joints jl, j2, j3, and j4. 

• Triangular, defined by the three joints jl, j2, and j3. 

The quadrilateral formulation is the more accurate of the two. The triangular 
element is recommendcd for transitions only. The stiffncss formulation of thc 
three-node element is reasonable; howeyer, its stress recovcry is poor. The use of 
the quadrilateral element for meshing various geometries and transitions is illus­
trated in Figure 11 (page 35). 

The locations of the joints should be chosen to meet the following geometric 
conditions: 

• The inside angle at each comer must be less than 180°. Best results for the 
quadrilateral will be obtained when these angles are near 90°, or at least in the 
range of 45 o to 135 o. 

• The aspect ratio of an element should not be too large. For the triangle, this is 
the ratio of the longest side to the shortest side. For the quadrilateral, this is the 
ratio of the longer distance between the midpoints of opposite sides to the 
shorter such distance. Best results are obtained for aspect ratios near unity, or 
at least less than four. The aspect ratio should not exceed ten. 

• For the quadrilateral, the four joints need not be coplanar. A small arnount of 
twist in the element is accounted for by the program. The angle between the 
normals at the· comers gives a measure of the degree of twist. The normal at a 
comer is perpendicular to the two si des that meet at the comer. Best results are 
obtained if the largest angle between any. pair of comers is less than 30°. This 
angle should not exceed 45°. - . 

These conditions can usually be met with adec¡uate mesh rcfinement. 
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Mesh Examples Using the Quadrilateral Shell Element 

Degrees of Freedom 
The Shell element always activates al! six degrees of freedom at each of its 
connected joints. When the element is uscd as a pure membrane, you must ensure 
that restraints or other supports are provided to the degrees of freedom for normal 
translation and bend.ing rotations. When the element is used as a pure plate, you 
must ensure that restraints or other supports are provided to the degrees of freedom 
for in-plane translations and the rotation about the normal. 
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The use of the fui! shell behavior (membrane plus plate) is recommended foral' 
three-dimensional structures. 

See Topic "Degrees of Freedom" (page 48) in Chapter "Joints and Degrees of 
Freedom" for more information. 

Local Coordinate System 
Each Shell element has its own element local coordinate system used to define 
Material properties, loads and output. The axes of this local system are denoted 1, 
2 and 3. The first two axes lie in the plane of the element with an orientation that 
you specify; the third axis is normal. 

It is importan! that you clearly understand the definition of the element local 1-2-3 
coordinate system and its relationship to the global X-Y -Z coordinate system. Both 
systems are right-handed coordinare systems. It is up to you to define local systems 
which simplify data input and interprctation of results. 

In most structures the definition of the element local coordinate system is extremely 
simple using the default orientation and the Shell element coordinate angle. 
Additional methods are available. 

For more information: 

• See Chapter "Coordinare Systems" (page 5) for a description of the concepts 
and terminology used in this topic. 

• See Topic "Advanced Local Coordinate System" in Chapter "The Shell Ele­
ment" in the SAP2000 Analysis Reference. 

Normal Axis 3 

Local axis 3 is always normal to thc plane of the Shell element. This axis is directed 
toward yo u when the path j 1-j2-j3 appears counter-clockwise. For quadrilateral 
elements, the element plane is defined by the vectors that connect the rnidpoints of 
the two pairs of opposite sides. 

Default Orientation 

The default orientation of the local 1 and 2 axes is determined by the relationshi p 
between the local 3 axis and the global Z axis: 
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• The local 3-2 plane is taken to be vertical, i.e., parallel to the Z axis 

• The local 2 axis is taken to ha ve an upward ( +Z) sense unless the elemcnt is 
horizontal, in which case the local 2 axis is taken to be horizontal along thc 
global +Y direction 

• The local 1 axis is always horizontal, i.e., it lies in the X-Y plane 

The element is considered to be horizontal if the sine of the angle between the local 
3 axis and the Z axis is less than 10-3. 

The local 2 axis makes the same angle with the vertical axis as the local3 axis makes 
with the horizontal plane. This means that the local 2 axis points vertical! y upward 
for vertical elements. 

Coordinate Angle 

The Shell element coordinate angle, ang, is used to define element orientations that 
are different from the default orientation. It is the angle through which the local 1 
and 2 axes are rotated about the positive local 3 axis from the default orientation. 
The rotation for a positive value of ang appears counter-clockwise when thc local 
+3 axis is pointing toward you. 

For horizontal elements, ang is the angle between the local2 axis and the horizontal 
+Y axis. Otherwise, áng is the angle between the local 2 axis and the vertical plane 
containing the local 3 axis. See Figure 12 (page 38) for examples. 

Section Properties 
A Shell Section is a set of material and geometric properties that describe the 
cross-section of one or more Shell elements. Sections are defined independently of 
the Shell elements, and are assigned to the elements. 

Section Type 

The Section type, specified by the parameter type, determines the type of behavior 
modeled by the corresponding Shell elements: 

• type = MEMBR: Purc mcmbranc bchavior; only the in-plane forces and the 
normal (drilling) moment can be supponed 

• type = PLATE: Pure plate behavior; only the bending moments and thc 
transverse force can be supponed 
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• type = SHELL: Full shell behavior, a combination of membrane and plate 
behavior; all forces and moments can be supported 

It is generally recommended that you use the full shell behavior unless the entire 
structure is planar and is adequately restrained. 
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Material Properties 

The material properties for each Section are specified by reference toa previously­
defined Material. The material properties used by the Shell Section are: 

• The modulus of elasticity, el, and Poisson's ratio, u12, to compute the mem­
brane and plate-bending stiffness; 

• The mass density (per unit volume), m, for computing element mass; 

• The weight density (per unit volume), w, for computing Self-Weight Load. 

Thickness 

Mass 

Each Section has a constant membrane thickness and a constant bending thickness. 
The membrane thickness, th, is used for calculating: 

• The membranc stiffness for full-shell and pure-membranc Scctions 

• The elcment volume for thc element sclf-weight and mass calculations 

The bending thickness, thb, is use for calculating: 

• The plate-bending stiffness forfull-shell and pure-plate Sections 

Normally these two thicknesses are the same and you only need to specify th. 
However, for sorne applications, such as modeling corrugated surfaces, the mem­
brane and plate-bending behavior cannot be adequately represented by a homoge­
neous material of a single thickness. For this purpose, you may specify a value of 
thb that is different from th. 

In a dynamic analysis, the mass of the structure is used to compute inertial forces. 
The mass contributed by the Shell element is lumped at thc element joints. No 
ínertíal effects are consídered wíthín the element irse/f. 

The total mass of the element is equal to the integral o ver the plane of the element 
ofthe mass dcnsity, m, multiplied by the thickness, th. The total mass is apportioned 
to the joints in a manner that is proportional to the diagonal terms of the consistent 
mass matrix. See Cook, Malkus, and Plesha (1989) for more information. The total 
mass is applied to each of the three translational degrees of freedom: UX, UY, and 
UZ. No mass moments of inertia are computed for the rotational degrees of 
freedom. 
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For more information: 

• See Subtopic "Thickness" (page 39) in this chapter for the definition of th. 

• See Cnapter "Static and Dynamic Analysis" (page 63). 

Self-Weight Load 
Self-Weight Load can be applied in any Load Caseto activate the self-weight of al! 
elements in the model. For a Shell element, the self-weight is a force that is 
uniformly distributed over the phme of the element. The magnitude of the self­
weight is equal to the weight density, w, multiplied by the thickness, th. 

Self-weight always acts downward, in the global-Z direction. The self-weight may 
be scaled by a single factor that applies to the whole structure. 

For more information: 

• See Topic "Section Properties" (page 37) in this chapter for the definitions of 
w and th. 

• See Chapter "Static and Dynamic Analysis" (page 63). 

Uniform Load 
U niform Load is u sed to apply uniformly distributed forces to the midsurfaces of 
the Shell elements. The direction of the loading may be specified in the global 
coordinare system or in the element local coordinate system. 

Load intensities are given as forces per unit arca. Load intensities specified in 
d.ifferent coordinate systems are converted to the element local coordinate system 
and added together. The total force acting on the element in each local d.irection is 
given by the total load intensity in that direction multiplied by the area of the 
rnidsurface. This force is apportioned to the joints of the element. 

See Chapter "Static and Dynamic Analysis" (page 63) for more information. 
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Interna! Force and Stress Output 
The Shell element stresses are the forces-per-unit-area that act within the volurne 
of the elernent to resist the loading. These stresses are: 

• In-plane direct stresses: Sll and S22 

• In-plane shear stress: S 12 

• Transverse shear stresses: S 13 and S23 

• Transverse direct stress: S33 (always assurned to be zero) 

The three in-plane stresses are assurned to be constant or to vary linearly through 
the elernent thickness. 

The two transverse shear stresses are assurned to be constant through the thiekness. 
The actual shear stress distribution is parabolic, being zero at the top and bottorn 
surfaces and taking a rnaxirnurn or rninirnurn val u e at the rnidsurface of the elcrnent. 

The Shell element interna! forees (al so called stress resultants) are the forces and 
rnornents that result frorn integrating the stresses o ver the elernent thickness. These 
interna! forces are: 

• Mernbrane direct forces: F11 and F22 

• · Mernbrane shear force: Fl2 

• Plate bending rnornents: Mil and M22 

• PI ate twisting rnornent: M 12 

• Plate transverse shear forces: V!3 and V23 

It is very irnportant to note that these stress resultants are forces and rnornents per 
unit of in-p/ane length .. They are present at every point on the rnidsurface o f. tbe 
elernent. 

The sign conventions for.the stresses and interna! forces are il!ustrated in Figure 13 
(page 42). Stresses acting on a positive face are oriented in the positivc dircction of 
the elernent local coordinate axes. S tres ses aeting on a negative face are oriented in 
the negative direction of the elernent local coordinate axes. A positive face is one 
whose outward normal (pointing away frorn element) is in the positive local 1 or 2 
direction. 

Positive interna! forces correspond to a state of positive stress that is constant 
through the thickness. Positive interna! rnornents correspond toa state of stress that 
varíes linearly through the thickness and is positive at the bottorn. 
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The stresses and interna! forces are evaluated at the standard 2-by-2 Gauss integra­
tion points of the element and extrapolated to the joints. Although they are reponed 
at the joints, the stresses and interna! forces exist throughout the element. See Cook, 
Malkus, and Plesha (1989) for more information. 

The Shell element stresses and interna! forces are computed for all Analysis Cases: 
Loads, Modes, and Specs. 

Principal values and the associated principal directions are also computed for the 
Loads and Modes. The anglc givcn is mcasured countcr-clockwisc (whcn vicwcd 
from the top) from the local 1 axis to the direction of the maximum principal valuc. 

It is important to note that the Response Spectrum results are always positive, and 
that the correspondence between different values has been lost. 

See Chapter "Static and Dynamic Analysis" (page 63) for more information. 
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Chapter V 

Joints and Degrees of Freedom 

The joints play a fundamental role in the analysis of any structure. Joints are the 
points of connection between the elements, and they are the primary locations in the 
structure at which the displacements are known or are to be determined. The 
displacement components (translations and rotations) at the joints are called the 
degrees of freedom. 

Topics 

• Overview . 

• Modeling Considerations 

• Local Coordinate System 

• Degrees of Freedom 

• Restraints and Reactions 

• Springs 

• Masses 

• Force Load 

• Ground Displacement Load 
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Overview 
Joints, also known as nodal points or nodes, are a fundamental part of every 
structural model. Joints perforrn a variety of functions: 

• All elements are connected to the structure ( and hence to each other) at the joints 

• The structure is supported at the joints using Restraints ancl/or Springs 

• Rigid-body behavior and symmetry conditions can be specified using Con-
straints that apply to the joints 

• Concentrated loads may be ~pplied at the joints 

• Lumped ( concentrated) masses and rotational inertia m ay be placed at the joints 

• Al! loads and masses applied to the elements are actually transferred to the 
joints 

• Joints are the primary locations in the structure at which the displacements are 
known (the supports) orare to be detennined 

All of these functions are discussed in this chapter except for the Constraints, which 
are described in Chapter "Joint Constraints" (page 59). 

Using the SAP2000 graphical interface, joints are automatically created at the ends 
of each Frame element and at the corners of each Shell element. Joints may also be 
defined independently of any element. Joints act independently of each other unless 
connected by elements. 

Thc joints may thcmse!ves be considered as elements with no connectivity. Each 
joint m ay ha ve its own local coordinate system for defining the degrees offreedom, 
Restraints, joint properties, and loads; and for interpreting joint output. In most 
cases, however, the global X-Y -Z coordinate system is used as the local coordinate 
systcm for all joints in thc modcl. 

There are six displacement degrees of freedom at every joint- three translations 
and three rotations. These displacement components are aligned along the local 
coordinate system of each joint. 

Joints may be loaded directly by concentrated loads or indirectly by ground dis­
placements acting though Restraints or Spring supports. 

Displacements (translations and rotations) are produced at every joint. The externa! 
and interna! forces and moments acting on each joint are also produced. 
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For more information and additional features: 

• See Chapter "Joint Coordinates" in the SAP2000 Analysis Rejerence. 

• See Chapter "Joints and Degrees of Freedom" in the SAP2000 Analysis Rejer­
ence. 

• See Chapter "Constraints and Welds" in the SAP2000 Analysis Reference. 

Modeling Considerations 
The location of the joints and elements is critica! in determining the accuracy of the 
structural model. Sorne of the factors that you need to consider when dcfining the 
elements (and hence joints) for the structure are: 

• The number of elements should be sufficient to describe the geometry of the 
structure. For straight lines and edges, one element is adequate. For curves and 
curved surfaces, one element should be used for every are of !5° or less. 

• Element boundaries, and hence joints, should be located at points, lines, and 
surfaces of discontinuity: 

Structural boundaries, e.g., corners and edgcs 

- Changes in material properties 

- Changes in thickness and other gcometric properties 

- Support points (Restraints and Springs) 

Points of application of concentrated loads, except that Frame elements 
may have concentrated loads applied within their spans 

• In regions having large stress gradients, i.e., where the stresses are changing 
rapidly, a Shell element mesh should be refined using small elements and 
cksely-spaced joints. This may rcquire changing the mesh after one or· more 
prelirninary analyses. 

• More that one element shotild be uscd to model the length of any span for which 
dynamic bchavior is important. This is requircd becausc the mass is always 
lumped at the joints, even if it is contributed by the elements. 

Local Coordinate System 
Each joint has its own joint local coordinate system used to define the degrees of 
freedom, Restraints, properties, and loads at the joint; and for interpreting joint 
output. The axes of the joint local coordinate systcm are dcnotcd 1, 2, and 3. By 
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default these axes are identical to the global X, Y, and Z axes, respectively. Both 
systems are right-handed coordinate systems. 

The default local coordinate system is adequate for most situations. However, for 
certain modeling purposes it may be useful to use different local coordinate systems 
at sorne or all ofthe joints. This is described in Chapter "Joint Degrees ofFreedom" 
in the SAP2000 Analysis Reference. 

For more information see Chapter "Coordinate Systems" (page 5). 

Degrees of Freedom 
The deflection of the structural m o del is govemed by the displacements of the joints. 
Every joint of the structural model may ha ve up to six displacement components: 

• The joint may translate along its three local axes. These translations are denoted 
U!, U2, and U3. 

• The joint may rotate about its three local axes. These rotations are denoted Rl, 
R2, and R3. 

These six displacement components are known as the degrees of freedom of the 
joint. The joint local degrees of freedom are illustrated in Figure 14 (page 48). 

U3 

• 
ct' .. 

-~· 
1 

R2~ 
'\'!_ 

' 1 
\ Joint / \ \ 
"---~R1 L/ 

U1 U2 

Figure 14 
The Six Displacement Degrees of Freedom in the Joint Local Coordinare System 
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In addition to the regular joints defined as part ofyour structural model, the program 
automatically creates master joints that govern the behavior of any Constraints that 
you may have defined. Each master joint has the same six degrees offreedom as do 
the regular joints. See Chapter "Joint Constraints" (page 59) for more information. 

Each degree of freedom in the structural model must be one of the following types: 

• Active- the displacement is computed during the analysis 

• Restrained - the displacement is specified, and the corresponding reaction is 
computed during the analysis 

• Constrained- the displacement is.deterrnined from the displacements at other 
degrees of freedom 

• Null - the displacement does not affect the structure and is ignored by the 
analysis 

• Unavailable- the displacement has been explicitly excluded from the analysis 

These different types of degrees of freedom are described in the following sub­
tapies. 

Available and Unavailable Degrees of Freedom 

You may explicitly specify the set of global degrees of freedom that are available 
to every joint in the structural model. By default, al! six degrees of freedom are 
available to every joint. This default should generally be used for all three-dimen­
sional structures. 

For certain planar structures, however, you may wish to restrict the available 
degrees of freedom. For example, in the X-Z plane: aplanar truss needs only UX 
and UZ; aplanar frame needs only UX, UZ, and RY; anda planar grid or flat plate 
needs only UY, RX, and RZ. 

The degrees of freedom that are not spcci fied as being available are called unavail­
able degrees offreedom. Any stiffncss, loads, mass, Restraints, or Constraints that 
are applied to the unavailablc dcgrecs of freedom are ignored by the analysis. 

A vailable degrees of freedom m ay be restrained, constrained, active, or null. 

Restrained Degrees of Freedom 

If the displaccment of a joint along any one of its available degrees of frcedom is 
known, such as ata support point, that degree of freedom is restrained. The known 
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val u e of the displacement may be zero or non-zero, and may be different in different 
Load Cases. The force along the restrained degree of freedom that is required to 
impose the specified restraint displacement is called the reaction, and is determined 
by the analysis. 

Unavailable degrees of freedom are essentially restrained. However, they are 
excluded from the analysis and no reactions are computed, e ven if they are non-zero. 

See Topic "Restraints and Reactions" (page 51) in this chapter for more informa­
tion. 

Constrained Degrees of Freedom 

Any joint that is part of a Constraint may ha ve one or more of its available degrees 
of freedom constrained. The program automatically creates a master joint to 
govem the behavior of each Constraint. The displacement of a constrained degree 
of freedom is then computed as a linear combination of the displacements along the 
degrees of freedom at the corresponding master joint. 

A degree of freedom may not be both constrained and restrained. 

See Chapter "Joint Constraints" (page 59) for more information. 

Active Degrees of Freedom 

All available degrees offreedom that are neither constrained nor restrained must be 
either active or null. The program will automatically determine the active degrees 
of freedom as follows: 

• If any load or stiffncss is applied along any translational dcgree of freedom at 
ajoint, thcn all availablc translational dcgrccs of frcedom at that joint are madc 
a e ti ve unless thcy are constraincd or rcstrained. 

• If any load W stiffness is applicd along any rotational degree of freedom at a 
joint, then all available rotational degrees of freedom at that joint ate made 
active unless they are constrained or restrained. 

• All degrees of freedom at a master joint that govem constrained degrees of 
freedom are madc active. 

A joint that is connected to any Frame or Shell element will ha ve all of its available 
degrees of freedom activated. An exception is a Frame element with only truss-type 
stiffness, which will not acti vate rotational degrees of freedom. 
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Every active degree of freedom has an associated equation to be sol ved. Iftherc are 
N active degrees of freedom in the structure, there are N equations in the system, 
and the structural stiffness matrix is said to be of order N. The amount of computa­
tional effort required to perform the analysis increases with N. 

The load acting along each active degree offreedom is known (it may be zero). The 
corresponding displacement will be determined by thc analysis. 

If there are active degrees of freedom in the system at which the stiffness is known 
to be zero, such as the out-of-plane translation in a planar-frame, thcse must either 
be restrained or made unavailable. Otherwise, the structure is unstable and the 
solution of the static equations will fail~ 

For more information: 

• See Topic "Degrees of Freedom" (page 11) in Chapter "Thc Frame Element." 

• See Topic "Degrees of Freedom" (page 35) in Chapter "The Shell Elcment." 

Null Degrees of Freedom 

The available degrees of freedom that are not restrained, constrained, or active, are 
called the null degrees of freedom. Because they have no load or stiffness, their 
displacements and reactions are zcro, and they have no effect on the rest of the 
structure. The program automatically excludes them from the analysis. 

Restraints and Reactions 
Ifthc displacement of ajoint along any ofits degrees offrccdom has a known value, 
either zcro (c.g., at support points) or non-zcro (e.g., duc to support settlcment), a 
Restraint must be applied to that dcgree of frcedom. Thc known value of the 
displacement m ay differ from one Load Caseto the next, but the degrec of freedom 
is restrained for all Load Cases. In other words, it is not possible to have the 
displacement known in one Load Case and unknown (unrestrained) in another Load 
Case. 

Restraints should also be applied to available degrees of freedom in the system at 
which the stiffness is known to be zero, such as the out-of-plane translation and 
in-plane rotations of a planar-frame. Otherwise, the structure is unstable and the 
solution of the static equations will fail. 
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The force or moment along the degree of freedom that is required to enforce the 
restraint is called the reaction, and it is determined by the analysis. The reaction 
may differ from. one Load Case to the next. The reaction includes the forces (or 
moments) from all elements connected to the restrained degree of freedom, as well 
as allloads applied to the degree of freedom. 

A restrained degree of freedom may not be constrained. 

Examples of Restraints are shown in Figure 15 (page 52). 

For more information: 
-

• See Topic "Degrees of Freedom" (page 48) in this chapter. 

• See Topic "Ground Displacement Load" (page 56) in this chapter. 

Springs 
Any of the six degrees of freedom at any of the joints in the structure can ha ve 
translational or rotational spring support conditions. These springs elastically con­
nect the joint to the ground. Spring supports along restrained degrees of freedom do 
not contri bu te to the stiffness of the structure. 

The spring forces that act on a joint are re1ated to the displacements of that joint by 
a 6x6 symmetric matrix of spring stiffness coefficients. These forces tend to oppose 
the displacements. Spring stiffness coefficients are specified in the joint local 
coordinate system. The spring forces and moments F¡, F2, F3, M¡, M2 and M3 ata 
joint are given by: 

F¡ ul o o o o o U] (Eqn. 1) 

F2 u2 o o o o U2 ··. 
F3 u3 o o o U3 ~ ;;. 
M¡ = r1 o o r¡ 

M2 
;;~'' 

sym r2 o T2 ·•. 

M3 r3 r3 

where u¡, u2, u3, r¡, r2 and r3 are the joint displacements and rotations, and the terms 
ul, u2, u3, rl, r2, and r3 are the specified spring stiffness coefficients. 

The displacement of the grounded end of the spring may be specified to be zero or 
non-zero (e.g., due to support settlement). This ground displacement may vary 
from one Load Case to the next. 
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For more information: 

• See Topic "Degrees of Freedom" (page 48) in this chapter. 

• See Topic "Ground Displacement Load" (page 56) in this chapter. 

Masses 
In a dynamic analysis, the mass of the structure is used to compute inertial forces. 
Normally, the mass is obtained from the elements using the mass density of the 
material and the volume of the element. This automatically produces lumped 
(uncoupled) masses at the joints. The element mass values are equal for each of the 
three translational degrees of freedom. No mass moments of inertia are produced 
for the rotational degrees of freedom. This approach is adequate for most analyses . 

. It is often necessary to place additional concentrated masses and/or mass moments 
of inertia at the joints. These can be applied to any of the six degrees of freedom at 
any of the joints in the structure. 

For computational efficiency and solution accuracy, SAP2000 always uses lumped 
mas ses. This means that there is no mass coupling between degrees of freedom at a 
joint or between different joints. These uncoupled masses are always referred to the 
local coordinate system of each joint. Mass values along restrained degrees of 
freedom are ignored. 

Inertial forces acting on the joints are related to the accelerations at the joints by a 
6x6 matrix of mass values. Thcse forces tend to oppose the accelerations. in a joint 
local coordinate system, the inertia forces and moments F¡, F2. F3, M¡, M2 and M3 
ata joint are given by: 

F¡ ul o o o o o .. 
u¡ 

F2 u2 o o o o uz 
F3 u3 o o o !·· 

!13 = .. 
M¡ rl o o r¡ 

Mz 
.. 

sym. r2 o rz 
M3 

.. 
r3 1"3 

where ¡¡ 1' Üz, Ü3, r¡' "- and 8 are the translational and rotational accelerations at the 
joint, and the terms ul, u2, u3, rl, r2, and r3 are the specified mass values. 
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Formulae for Mass Moments of lnertia 
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Mass values must be given in consistent mass units (W/g) and mass moments of 
inertia must be in WL2!g units. Here W is weight, L is length, and g is the 
acceleration dueto gravity. The net mass values at eachjoint in the structure should 
be zero or positive. 

See Figure 16 (page 55) for mass moment of inertia formulations for various planar 
configurations. 

For more information: 

• See Topic "Degrees of Freedom" (page 48) in this chapter. 

• See Chapter "Static and Dynarnic Analysis" (page 63). 

Force Load 
The Force Load is used to apply concentrated forces and moments at the joints. 
Values are specified in global coordinares as shown in Figure 17 (page 57). The 
Force Load may vary from one Load Case to the next. 

Forces and moments applied along restrained degrees of freedom add to the 
corresponding reaction, but do not otherwise affect the structure. 

For more information, see Topic "Degrees of Freedom" (page 48) in this chapter. 

Ground Displacement Load 
The Ground Displacement Load is used to apply specified displacements (transla­
tions and rotations) at the grounded end of joint Restraints and Spring supports. 
Displacement values are specified in global coordinates as shown in Figure 17 (page 
57). These values are converted to joint local coordinates before being applied to 
the joint through the Restraints and Springs. 

"''Restraints may be considered as rigid connections between the joint degrees of 
freedom and the ground. Springs may be considered as flexible connections between 
the joint degrees of freedom and the ground. 

Restraint Displacements 

If a particular joint degree of freedom is restrained, the displacement of the joint is 
equal to the ground displacement along that local degree of freedom. This applies 
regardless of whether or not Springs are present. 
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The ground displacement, and hence the joint displacement, may vary from one 
Load Caseto the next. If no Ground Displacement Load is specified for a restrained 
degree of freedom, the joint displacement is zero for that Load Case. 

Components of ground displacement that are not along restrained degrees of 
freedom do not load the structure (except possibly through Springs). An example 
of this is illustrated in Figure 18 (page 58). 

Spring Displacements 

The ground displacements at a joint are multiplied by the spring stiffncss coeffi­
cients to obtain effective forces and moments that are applied to the joint. Spring 
displacements applicd in a direction with no spring stiffness rcsult in zero applied 
load. Thc ground displacerncnt, and hcnce thc applicd forccs and momcnts, may 
vary from one Load Caseto the ncxt. 
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Figure 18 
Ground Displacement at Restrained and Unrestrained Degrees of Freedom 

In ajoint local coordinate system, the applied forces and moments F¡, F2, F3, M¡, 
M2 and M3 at ajoint duc to ground displacements are given by: 

F¡ ul o o o o o Ugl (Eqn. 2) 

F2 u2 o o o o Ug2 

F3 u3 o o o llg3 
= M¡ rl o o rgJ 

M2 sym I2 o rg2 

M3 r3 rg3 

where llgi. Ug2. Ug3. rgJ, rg2 and rg3 are the ground displacements and rotations, and 
the terms ul, u2, u3, rl, r2, and r3 are the specified spring stiffness coefficients. 

~¡ ~.- . 

The net spring forces and moments acting on the joint are the sum of the forces and 
moments given in Equations (1) and (2); note that these are of opposite sign. Ata 
restrained degree of freedom, the joint displacement is equal to the ground displace­
ment, and hence the net spring force is zero. 

For more information: 

• See Topic "Restraints and Reactions" (page 51) in this chapter. 

• See Topic "Springs" (page 53) in this chapter. 
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Joint Constraints 

Constraints are used to enforce certain types of rigid-body behavior, to connect 
together different parts of the model, and to impose certain types of symmctry 
conditions. 

Topics 

• Ovcrview 

• Diaphragm Constraint 

Overview 
A constraint consists of a set of two or more c1.mstrained joints. The displacements 
of each pair of joints in the constraint are related by constraint equations. Thc types 
of behavior that can be cnforced by constraints are: 

• Rigid-body behavior, in which the constrained joints translate and rotate to­
gether as if connected by rigid links. The types of rigid behavior that can be 
modeled are: 

- Rigid Body: fully rigid for all displacements 

- Rigid Diaphragm: rigid for mcmbrane bchavior in a plane 
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·Rigid Plate: rigid for plate bending in aplane 

Rigid Rod: rigid for extension a long an axis 

- Rigid Beám: rigid for beam bending on an axis 

• Equal-displacement behavior, in which the translations and rotations are equal 
at the constrained joints 

• Symmetry and anti-symmetry conditions 

The use of constraints reduces the number of equations in the system to be sol ved 
and will usually result in increased computational efficiency. 

Only the Diaphragm Constraint is described in the chapter, since it is the most 
commonly used type of Constraint. 

For more information and additional features see Chapter "Constraints and Welds" 
in the SAP2000 Analysis Reference. 

Diaphragm Constraint 
A Diaphragm Constraint causes all of its constrained joints to m ove together as a 
planar diaphragm that is rigid against membrane deformation. Effectively, al! 
constrained joints are connected to each other by links that are rigid in the plane, 
but do not affect out-of-plane (plate) deformation. 

This Constraint can be used to: 

• Model concrete floors (or concrete-filled decks) in building structures, which 
typically ha ve very high in-plane stiffness 

• Modcl diaphragms in bridge superstructures 

The use of the Diaphragm Constraint for building structures eliminates the numeri­
cal-accuracy problems crcated when the large in-plane stiffness of a floor dia­
phragm is modeled. with membrane elements. It is also very useful in theJiateral 
(horizontal) dynamic.~alysis of buildings, as it results in a significant reduction in 
the size of the eigenvalue problem to be sol ved. See Figure 19 (page 61) for an 
illustration of a floor diaphragm. 
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Figure 19 
Use ofthe Diaphragm Constraint to Modela Rigid Floor Slab 

Joint Connectivity 

Each Diaphragm Constraint connects a set of two or more joints together. The joints 
may ha ve any arbitrary location in spacc, but for best results all joints should lie in 
the plane of the constraint. Otherwise, bending moments may be generated that are 
restrained by the Constraint, which unrealistically stiffens the structure. 

Plane Definition 

The constraint equations for each Diaphragm Constraint are written with respect to 
a particular plane. The location of the plane is not important, only its orientation. 

By default, the plane is determined automatically by the program from the spatial 
distribution of the constrained joints. If no unique direction can be found, the 
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horizontal (X-Y) plane is assumed; this can occur if the joints are coincident or 
colinear, or if the spatial distribution is more nearly three-dimensional than planar. 

Y o u m ay override automatic plan e selection by specifying the global axis (X, Y, or 
Z) that is normal to the plane of the constraint. This may be useful, for example, to 
specify a horizontal plane for a floor with a small step in it. 

Local Coordinate System 

Each Diaphragm Constraint has its own local coordinate system, the axes of which 
are denoted 1, 2, and 3. Local axis 3_is always normal to the plane of the constraint. 
The program automatically arbitrarily chooses the orientation of axes 1 and 2 in the 
plane. The actual orientation of the planar axes is not important since only the 
normal direction affects the constraint equations. 

Constraint Equations 

The constraint equations relate the displacements at any two constrained joints 
(subscripts i and j) in a Diaphragm Constraint. These equations are expressed in 
terms ofin-plane translations (u¡ and u2), the rotation (1'3) about the normal, and the 
in-plane coordinates (x¡ andx2), al! taken in the Constraint local coordinate system: 

U!J = u¡¡- 1'3i ÓX2 

U2j = U2i + 1'3i ÓX¡ 

Gi = 1'3} 

where óx¡ = X!J- x¡¡ and óx2 = X2J- X2i· 
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Static and Dynamic Analysis 

Static and dynamic anal y ses are used to detennine the response of the structure to 
various types of loading. This chapter describes the basic types of analysis available 
for SAP2000. 

Topics 

• Overview 

• Analysis Cases 

• Static Analysis 

• Eigenvcctor Analy;;is 

• Ritz-vector Analysis 

• Modal Analysis Results 

• Response-Spectrum Analysis 

• Response-Spectrum Analysis Rcsults 

63 



SAP2000 Basic Analysis Reference 

Overview 
Many different types of analysis are available using program SAP2000. These 
include: 

• Static analysis 

• Modal analysis for vibration modes, using eigenvectors or Ritz vectors 

• Response-spectrum analysis for seismic response 

These different types of analyses can all be performed in the same execution of the 
program, and the results combined for output, with the following exceptions: 

• Modal analysis is required in order to perform response-spectrum 

• Only one type of modal analysis may be performed in a single run: eigenvalue 
anal ysis or Ritz-vector anal ysis 

For more information and additional features see Chapter "Static and Dynamic 
Analysis" in thc SAP2000 Analysis Reference. 

Analysis Cases 
Each different analysis performed is called an analysis case. You assign a !abe! to 
each analysis case as part of its definition. These labels can be used to create 
additional combinations and to control output. 

The basic types of analysis cases are: 

• Load Case, or simply Load -a basic spatial distribution of loading, and the 
corrcsponding rcsult of a static analysis 

• Mode - an eigenvector or Ritz-vector,,and- thc corresponding frequency, 
rcsulting from vibration-modc analysis -· ~- .. 

'· 
• S pec - the basic result of a response-spectrum anal ysis 

You m ay define any number of each different type of analysis caseto be computed 
in a single execution of the program. 

Linear combinations and envelopes of the various analysis cases are available 
through the SAP2000 graphical interface. 

For more information: 
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• See Topic "Eigenvector Analysis" (page 66) in this chapter. 

• See Topic "Ritz-vector Analysis" (page 67) in this chapter. 

• See Topic "Response-Spectrum Analysis" (page 71) in this chapter . 

. 
Static Analysis 

The static analysis of a structure involves the solution of the system of linear 
equations represented by: 

Ku=r 

where K is the stiffness matrix, r is the vector of applied loads, and u is the vec­
tor of resulting displacements. See Bathe and Wilson (1976). 

For each Load Case that you define, the program automatically crcates the load 
vector r and sol ves for thc static displaccments u. Each Load Case may includc: 

• Self-Weight Loads on Frame ancl/or Shell elements 

• Concentrated and Distributed Span Loads on Frame elements 

• Uniform Loads on Shell elements 

• Force ancl/or Ground Displacement Loads on Joints 

• Other types of Joads described in the SAP2000 Analysis Reference 

For more information: 

• See Chapter "The Frame Element" (page 9). 

• See Chapter "The Shell Element" (page 31). 

• See Chapter "Joints and Degrees of Freedom" (page 45). 

Acceleration Loads 
The program automatically computes three Acceleration Loads that act on the 
structure dueto unit translational accelerations in each of the three global directions. 
They are determincd by d' Alembert's principal, and are denoted mx, my, and mz. 
These loads are uscd for applying ground accelerations in response-spectrum 
analyses, and are used as starting load vectors for Ritz-vector analysis. -

These loads- are computed for each joint and element and summed o ver the whole 
structure. The Accclcration Loads for the joints are sirnply equal to the negative of 
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the joint translational masses in the joint local coordina te system. These loads are 
transformed to the global coordinate system. 

The Acceleration Loads foral! elements are the same in each direction and are equal 
to the negative of the element mass. No coordinate transformations are necessary. 

The Acceleration Loads can be transformed into any coordinate system. In the 
global coord.inate system, the Acceleration Loads along the positive X, Y, and Z 
axes are denoted UX, UY, and UZ, respectively. In a local coordinate system 
defined for a response-spectrum analysis, the Acceleration Loads along the positive 
locall, 2, and 3 axes are denoted Ul, U2, and U3, respectively. 

Eigenvector Analysis 
Eigenvector analysis determines the undamped frec-vibration mode shapes and 
frequencies of the system. These natural Modes pro vide an excellent insight into the 
behavior of the structure. They can also be used as the basis for response-spectrum 
analyses, although Ritz vectors are recomrnended for this purpose. 

Eigenvector analysis in vol ves the solution of the generalized eigenvalue problem: 

wherc K is the stiffness matrix, M is the diagonal mass matrix, n2 is the diagonal 

matrix of eigenvalues, and <I> is the matrix of corresponding eigenvectors (mode 
shapes). 

Each eigenvalue-eigenvector pair is called a natural Vibration Mode of the struc­
ture. The Modes are identified by numbcrs from 1 to n in thc arder in which the 
modes are found by the program. 

The eigenvalue is the square of the circular frequency, oo, for that Mode. The cyclic 

frequency,f, and period, T, of the Mode are related to oo by: 

1 T=-
j 

and 
(() 

j=-
2n 

Y ou may spccify the number of Modes, n, to be found. The program will séek the 
n lowest-frequency (longest-period) Modes. 

The number ofModes actually found, n, is limited by: 
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• The number of Modes requested, n 

• The number of mass degrees of freedom in the model 

A mass degree of freedom is any active degree of freedom that possesses transla­
tional mass or rotational mass moment ofinertia. The mass may ha ve been assigned 
directly to the joint or may come from connected elements. 

Only the Modes that are actually found will be available for any subsequent 
response-spectrum analysis processing. 

See Tapie "Degrees of Freedom" (page 48) in Chapter "Joints and Degrees of 
Freedom." 

Ritz-vector Analysis 
Rcscarch has indicatcd that the natural frcc-vibration modc shapcs are not thc bcst 
basis for a modc-supcrposition analysis of structurcs subjcctcd to dynamic loads. It 
has bcen dcmonstratcd (Wilson, Yuan, and Dickcns, !982) that dynamic analyscs 
based on an special set of load-dependcnt Ritz vectors yield more accurate results 
than the use of the samc numbcr of natural mode shapes. 

The reason the Ritz vectors yield excellent results is that they are generated by 
taking into account the spatial distribution of the dynamic loading, whereas the 
direct use of the natural mode shapes neglects this very important information. 

The spatial distribution of the dynamic load vector serves as a starting load vector 
to initiate the procedure. The first Ritz vector is thc static displacemcnt vector 
corresponding to thc starting load vector. The remaining vectors are generated from 
a recurren ce relationship in which the mass matrix is multiplied by the previously 
obtained Ritz vector and used as the load vector for the next static solution. Each 
stmic solution is called a generation cycle. 

Whcn the d)mamic load is made up of severa! independent spatial distributions, each 
of these may serve as a starting load vector to generate a set of Ritz vcctors. Each 
generation cycle creates as many Ritz vcctors as there are starting load vcctors. If a 
generated Ritz vector is rcdundant or does not excite any mass dcgrees of freedom, 
it is discarded and the corresponding starting load vector is removed from all 
subsequent generation cycles. 

SAP2000 uses the three acceleration loads as the starting load vectors. This pro­
duces better response-spectrum results than using the same number of eigen Modes. 
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Standard eigensolution techniques are used to orthogonalize the set of generated 
Ritz vectors, resulting in a final set of Ritz-vector Modes. Each Ritz-vector Mode 
consists of a mode shape and frequency. The full set of Ritz-vector Modes can be 
used as a basis to represent the dynarnic displacement of the structure. 

Once the stiffness matrix is triangularized it is only necessary to statically sol ve for· 
one load vector for each Ritz vector required. This results in an extremely efficient 
algorithm. Also, the method automatically includes the advantages of the proven 
numerical techniques of static condensation, Guyan reduction, and static correction 
duc to higher-mode truncation. 

The algorithm is detailed in Wilson (1985). 

When a sufficient number of Ritz-vector Modes have been found, sorne of them 
may closely approximate natural mode shapes and frequencies. In general, how­
ever, Ritz-vector Modes do not represent the intrinsic characteristics of the structure 
in the same way the natural eigen-Modes do. The Ritz-vector Modes are biased by 
the starting load vectors. 

Y ou may specify the total number of Modes, n, to be found. The total number of 
Modes actually found, n, is limited by: 

• The number of Modes requested, n 

• The number of mass degrees of freedom present in the model 

• The number ofnatural free-vibration modes that are excited by the starting load 
vectors (sorne additional natural modes may creep in dueto numerical noise) 

A mass degree of freedom is any active degree of freedom that possesses transla­
tional mass or rotational mass moment of inertia. The mass may ha ve been assigned 
directly to the joint or may come from connected elements. 

Only the Modes that are actually found will be 
response-spectrum analysis processing. 

available for .any subsequent 
·~·,:,, . 

See Topic "Degrees ofFreedom" (page 48) in Chapter "Joint Degfees ofFreedom." 

Modal Analysis Results 
Various properties of the Vibration Modes are available for printing from the 
SAP2000 graphical interface. This inforrnation is the same regardless of whether 
you use eigenvector or Ritz-vector analysis, and is described in the following 
subtopics. 
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Periods and Frequencies 

The following time-properties are given for each Mode: 

o Period, T, in units of time 

o Cyclic frequency,f, in units of cycles per time; this is the in verse of T 

o Circular frequency, w, in units ofradians per time; w = 2nf 

o Eigenvalue, w2
, in units of radians-per-time squared 

Participation Factors 

The modal participation factors are the dot products of the three Acceleration Loads 
with the modes shapes. The participation factors for Mode n corresponding to 
Acceleration Loads in the global X, Y, and Z directions are given by: 

T 
fxn = <fln mx 

T 
fyn = <pn my 

T 
!m= <fln m: 

where <p11 is the mode shape and mx, my. and, mz are the unit Acceleration Loads. 
These factors are the generalized loads acting on the Mode due to cach of the 
Acceleration Loads. They are rcferred to the global coordinate system. 

These values are called "factors" because they are related to the mode shape and to 
a unit acceleration. The modes shapes are each normalized, or scaled, with respect 
to the mass matrix such that: 

T 
<pn M <pn = 1 

The actual magnitudes and signs ofthe participation factors are not importan t. What 
is important is the relative valucs of the three factors for a given Mode. 

Participating Mass Ratios 

The participating mass ratio for a Mode pro vides a measure of how important the 
Mode is for computing the response to the Acceleration Loads in each of the three 
global directions. Thus it is useful for determining the accuracy of response-spec­
trum anal y ses. 
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The participating mass ratios for Mode n corresponding to Acceleration Loads in 
the global X, Y, and Z directions are given by: 

ifxn)
2 

Pxn=--
Mx 

(fyn)2 
Pyn=-­

My 

ifzn)2 

Pzn= Mz 

wherefxn.fyn. andfzn are the participation factors defined in the previous subtopic; 
and Mx, My, and M2 are the total unrestrained masses acting in the X, Y, and Z 
directions. The participating mass ratios are expressed as percentages. 

The cumulative sums of the participating mass ratios for al! Modes up to Mode n 
are printed with the individual values for Mode n. This provides a simple measure 
of how many Modes are required to achieve a given leve! of accuracy for ground­
acceleration loading. 

If all eigen-Modes of the structure are present, the participating mass ratio for each 
of the three Acceleration Loads should generally be 100%. However, this may not 
be the case in the presence of certain types of Constraints where symmetry condi­
tions prevent sorne of the mass from responding to translational accelerations. 

Total Unrestrained Mass and Location 

The total unrestrained masses, Mx, My, and Mz, acting in the global X, Y, and Z 
directions are given. 

These mas ses may differ even ifthe three translational masses assigned to eachjoint 
are egua!, sin ce the restrajnts for the three translational degrees of freedom ata joint 
need not be the same. ·· 

' The locations of the centers of mass for Mx, M y, and Mz are given with respect to 
the global origin. These can be used together with the mass values to determine the 
moments caused by the Acceleration Loads. 
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Response-Spectrum Analysis 
The dynamic equilibrium equations associated with the response of a structure to 
ground motion are given by: 

K u(t) +e Ü(t) +M Ü(t) = mx Ügx(t) + my Ügy(t) + mz Ügz(t) 

where K is the stiffness matrix; e is the proportional damping matrix; M is the 
diagonal mass matrix; u, u, and Ü are the relative displacements, velocities, and 
accelerations with respect to the ground; mx, my, and mz are the unit Acceleration 
Loads; and Ügx. Ügy, and Ügz are the components of uniform ground acceleration. 

Response-spectrum analysis seeks the likcly maximum response to these equations 
rather than the full time history. The earthquake ground accelcration in each 
direction is gi ven as a digitized rcsponse-spectrum curve of pseudo-spectral accel­
eration response versus period of the structure. 

Even though accelerations may be specified in threc dircctions, only a single, 
positive result is produced for each response quantity. The response quantities 
include displacements, forces, and stresses. Each computed result represents a 
statistical measure ofthe likely maximum magnitude for that response quantity. The 
actual response can be expected to vary within a range from this positi ve val u e to 
its negati ve. 

No correspondence between two differcnt response quantities is available. No 
information is availablc as to when this extreme value occurs during the seismic 
loading, oras to what the values of other response quantities are at that time. 

Response-spectrum analysis is performed using mode superposition (Wilson and 
Button, 1982). Modes may have been computed using eigenvcctor analysis or 
Ritz-vector analysis. Ritz vectors are recommended since they give more accurate 
results for the same number of Modes. 

Any number of responsc-spectrum analyses can be performed in a single cxecution 
of the program. Each analysis case is called a Spec, to which you assign a unique 
!abe!. Each Spec can differ in the accelcration spectra applied and in the way that 
results are combined. 

The following subtopics describe in more detail the parameters that you use to 
define each Spec. 
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Local Coordinate System 

Each Spec has its_ own response-spectrum local coordinate system used to define 
the directions of ground acceleration loading. The axes of this local system are 
denoted 1, 2, and 3. By default these correspond to the global X, Y, and Z directions, 
respective! y. 

Y ou may change the orientation of the local coordinate system by specifying a 
coordinatc angle, ang (the default is zcro). The local 3 axis is always the same as 
thc vertical global Z axis. The local 1 and 2 axes coincide with the X and Y axes if 
angle ang is zero. Otherwise, ang is the angle in the horizontal plane from the global 
X axis to the local 1 axis, measured counterclockwise when viewed from above. 
This is illustrated in Figure 20 (page 72). 

Response-Spectrum Functions 

A Response-spectrum Function is a series of digitized pairs of structural-period and 
corresponding pseudo-spectral acceleration values. You may define any number of 
Functions, assigning each one a unique labeL Y ou may scale the acceleration values 
whenever the Function is used. 

X 

1 

Z,3 

e¡:') 
ang 

Figure 20 
Definition of Response Spectrum Local Coordinare System 
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Specify the pairs of period and acceleration values as: 

tO, m, tl, fl, t2, f2, ... , tn, fn 

where n + 1 is the number of pairs of values given. Al! valucs for thc period and 
acceleration must be zero or positive. These pairs must be specified in order of 
increasing period. 

Response-Spectrum Curve 

The response-spectrum curve for a give~ direction is defined by digitized points of 
pseudo-spectral acceleration response versus period of the structure. The shapc of 
the curve is given by specifying the name of a Response-spectrum Function. 

If no Function is specified, a constant function of unit acceleration value for al! 
structural periods is assumed. 

The pseudo spectral acceleration response of the Function may be scaled by the 
factor sf. After scaling, the acceleration values must be in consistent units. See 
Figure 21 (page 73). 
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Digitized Response-Spectrum Curve 
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The response-spectrum curve chosen should reflect the damping that is present in 
the structure being modeled. N o te that the damping is inherent in the response-spec­
trum curve itself. It is not affected by the damping ratio, damp, used for the CQC 
or GMC method of modal combination, although normally these two damping 
values should be the same. 

If the response-spectrum curve is not defined o ver a period range large enough to 
cover the Vibration Modes of the structure, the curve is extended to larger and 
smaller periods using a constant acceleration equal to the value at the nearest 
defined period. 

Modal Combination 

For a given direction of acceleration, the maximum displacements, forces, and 
stresses are computed throughout the structure for each of the Vibration Modes. 
These modal values for a given response quantity are combined to produce a single, 
positive result for the given direction of acceleration using one of the following 
methods. Use the parameter modc to specify which method to use. 

cae Method 

Specify modc = CQC to combine the modal results by the Complete Quadratic 
Combination technique described by Wilson, Der Kiureghian, and Bayo (1981). 
This is the default method of modal combination. 

The CQC method takes into account the statistical coupling between closely-spaced 
Modcs causcd by modal damping. Y ou may specify a CQC damping ratio, damp, 
measurcd as a fraction of critica! damping: O~ damp < l. This should reflect the 
damping that is present in the structurc being modeled. Note that the value of damp 
does not affcct the rcsponse-spectrum curve, which is developed independently for 
.an assumed value of structural·damping. Normally these two damping values should 
be the same. 

\ 
If the damping is zero, this method degenerate's to 'the SRSS method. 

GMC Method 

Specify modc = GMC to combine the modal results by the General Modal·Combi­
nation technique. This is the same as the complete modal combination procedure 
described by Equation 3.31 in Gupta (1990). The GMC method takes into account 
the statistical coupling between closely-spaced Modes sirnilarly to the CQC 
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rnethod, but also inciudes the correlation between rnodes with rigid-responsc 
content. 

As with the CQC rnethod, you rnay specify a GMC darnping ratio, damp, such that 
O ::; darnp < l. Greater darnping in creases the coupling between closely-spaced 
rnodes. 

In addition, the GMC rnethod requires you to specify two frequencies, f1 and f2, 
which define the rigid-response content of the ground rnotion. These rnust satisfy 
O < f1 < f2. The rigid-response parts of all rnodes are assurned to be pcrfcctly 
correlated. 

The GMC rnethod assurnes no rigid response below frequency fl, full rigid response 
above frequency f2, and an interpolated arnount of rigid response for frequencies 
between f1 and f2. 

Frequencies f1 and f2 are properties of the seis mi e input, not of the structure. Gupta 
defines f1 as: 

f1 = SAmax 

2n Svmax 

where SAmax is the rnaxirnurn spectral acceleration and Svmax is the rnaxirnurn 
spectral velocity for the ground rnotion considered. The default value for f1 is unity. 

Gupta defines f2 as: 

where fr is the rigid frequency of the seisrnic input, i.e., that frequency abo ve which 
the spcctral acceleration is esscntially constant and equal to the valuc at zero period 
(infinite frequency). 

Others ha ve defincd f2 as: 

f2 =Jr 

The default value for f2 is zcro, indicating infinite frequency. For the default value 
of f2, the GMC rnethod givcs results similar to thc CQC rncthod. 
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SRSS Method 

Specify modc = SRSS to combine the modal results by taking the square root of the 
sum oftheir squares. This method does not take into account any coupling ofModes 
as do the CQC and GMC methods. 

Absolute Sum Method 

Specify modc = ABS to corribine the modal results by taking the sum of their 
absolutc values. This method is usually ovcr-conservative. 

Directional Combination 

For each displacement, force, or stress quantity in the structure, modal combination 
produces a single, positive result for each direction of acceleration. These direc­
tional values for a given response quantity are combined to produce a single, 
positive result. Use the directional combination scale factor, dirf, to specify which 
method to use. 

SRSS Method 

Specify dirf =Oto combine the directional results by taking the square root of the 
sum of their squares. This method is invariant with respect to coordinate system, 
i.e., the results do not dcpend u pon your choice of coordinate system when the given 
response-spectrum curves are the same. This is the recommended method for 
directional combination, and is the default. 

Absolute Sum Method 

Specify dirf = 1 to combine the directional results by taking the sum of their 
absolute values. This method is usually over-conservative. 

Scaled Absolute Sum Method 

Specify O< dirf < 1 to combine the directional results by the scaled absolute sum 
method. Here, the directional results are combined by taking the maximum, over all 
directions, of the sum of the absolute values of the response in one direction plus 
dirf times the response in the other directions. 

For example, if dirf = 0.3, the spectral response, R, for a given displacement, force, 
or stress would be: 

R = max (R¡, Rz, R3) 
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where: 

R¡ = R¡ + 0.3 (R2 + R3) 

R2 = R2 + 0.3 (R¡ + R3) 

R3 = R3 + 0.3 (R¡ + R2) 

and R¡, R2, and R3 are the modal-combination values for each direction. 

The results obtained by this method will vary depending u pon the coordinate system 
you choose. Results obtained using dirf_= 0.3 are comparable to the SRSS method 
(for equal input spectra in each direction), but may be as muchas 8% unconservative 
or 4% over-conservative, depending upon the coordinate system. Larger values of 
dirf tend to produce more conservative results. 

Response-Spectrum Analysis Results 
Certain inforrriation about each response-spectrum analysis is available for printing 
from the SAP2000 graphical interface. This information is described in the follow­
ing subtopics. 

Damping and Accelerations 

The modal damping and the ground accelerations acting in each direction are given 
for every Mode. The damping val u e printed for each Mode is just the specified CQC 
or GMC damping ratio, damp. 

The accelerations printed for each Mode are the actual values as interpolated at the 
modal period from the response-spectrum curves after scaling by the specified value 
of sf. The accelerations are always referred to the local axes of the response-spec­
trum analysis. They are identified in the output as U!, U2, and U3. 

Modal Amplitudes 

The response-spectrum modal amplitudes give the multipliers of the mode shapes 
that contribute to the displaced shape of thc structure for each direction of Accel­
eration. For a gi ven M o de and a gi ven direction of acceleration, this is thc ~:~roduct 
of the modal participation factor and thc response-spectrum acceleration, divided 
by the eigenvalue, u:l, of the Mode. 
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The acceleration directions are always referred to the local axes of the response-· 
spectrum analysis. They are identified in the output as Ul, U2, and U3. 

For more informl!tion: 

• See the previous Subtopic "Damping and Acceleration" for the definition of the 
response-spectrum accelerations. 

• See Topic "Modal Analysis Results" (page 68) in this chapter for the definition 
of the modal participation factors and the eigenvalues. 

Base Reactions 

The base reactions are the total forces and moments about the .global origin required 
of the supports (Restraints and Springs) to resist the inertia forces du_e to response­
spectrum loading. These are printed for each individual Mode after perforrning only 
directional combination, and then summed for all Modes after performing modal 
combination and directional combination. 

The reaction forces and moments are always referred to the local axes of the 
response-spectrum analysis. They are identifiedin the output as Fl, F2, F3, Ml, M2, 
andM3. 

0 
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